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PREFACE.  
P R E  S avoir confideré les pro- 
prietés de la Grandeur en general, 
dans IeTraité que nous en avons 

publie i l  y a quelques annSes,nous recher- 
chons icy celles d u  corps, qui elt une des 
efpeces de la grandeur .Qoy que nousne 
parlions point en particulier de la terre, 
cependant, parce que de tous les corps, 
elle ef i  la plus connue, & que c'efl la ne- 
ceirité dc la mefurer Pr de la partager, 
qu i  a port6 les hotnines à cultiver les 
Mathematiquesj la Science du corps en 
general que nous traitons icy , s'appelle 
Gcorncrrrc, c'efi à dire,la Science de la me- 
iùre de la terre. r 

L'utilité de cette Science efi eviden- 
t e  , puis qu'elle donne IesElemens de 
1'Afironomie, de la Gnomoniquc , de ia 
Marine,de l 'opt ique,  de  I'ArchiteLture, 
des Fortifications, des Mechaniques , & 
generalement de toutes les Sciences 
q u i  o n t  le corps pour objet, & par con- 
fequent de la Phyfique , qui étant bien 

a 
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P R E F A C E .  
traitée, c o m m e  plufieurs Philofophes Ie 
pretendent,n'efi qu'une Gcometr ie .Ceia  
n e  m e  periùaderoit pas iieanmoins qu ' an  
dSt l'enîcigner dans les Ecoles publi- 
ques,ii d'ailleurs ellen'étoit propre pour  
fo rmer  I'efprit, le rendre  exac't , étendu 
& penétrant. 

Nous  avons vLi dans la Freface du  Trai-  
t é  de Ja Grandeur,  l ' importance qii'il y 
a de s'accoutumer à confiderer les cho- 
f i s  il,iritiiçlles, & que pour  ce t t e  raiion 
1'Erude de  ce Tra i t é  é toi t  avantageuk, 
parce q u e  les verités qu'on y propofoit  
é t an t  expliqur'es fans fiçures, leurs idées 
le prefentoient à I7eSprit fins images. 
O n  ne peut voir  par I'imagination que 
ce q u i  efi corps; cciix donc q u i  n e  f o n t  
urage q u e  de leur imagination, ne peu- 
vent  appercevoir les cl~ofes-fpirituelles, 
ils ne croyent pas même qu'il y en ait, 
parce qu'iIs n'en t rouvent  point  d'ima- 
ge dans leur imagination ; airifi qu'en 
cherchant des corps avec les m a i n s ,  ii 
l 'on lie rencontre r ien qu i  refi ik,oncroit  
qu'il n'y en a point. 

Il efi d o n c  important de s'accofitu m e r  
à voir i jns  images, & de fe convaincre 
qu'il y a des verités qui k c o n ~ o i ~ e n t  
au t rement  que les corps; mais il n e  faut  
pas pour  cela nesliger de cultiver ion 
imagination : o n  e n  peut m2me tirer  un 
grand lecours pour concevoir les cho- 
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P R E F A ~ È .  
fes fpirituelles; & caeR une neceEté dan.4 
1'Erat o ù  nous nous trouvons, d'y avoir 
rccoars. En quittant Dieu nous forniiles 
tombés dans les corps, il faut donc nous 
y appuyer, pour nous relever,  comme 
nous le faiions quand nous foinmes 
tombés par terre. 

L'arne voit une verité qui luy efi pre: 
fente, lors qii'ellc la coniidere , coinme 
les J-eux un objet dont  ils ne  fe détour- 
nent  point. Mais les corps l'attirent 
vers eux par les imprefioiis qu'ils font  
fur  elle,& l u y  font perdre de veiie cet te  
verité, à moins qu'elle n'y ioit  comme 
at tachie  par les corps mêmes, q u i  font  
la caufe de k s  diitraoions. CL qui arri- 
ve lors que cette vcrité efi exprimée 
par des lignes fenfibles , qui tournant  
l'aine vers eux,  I'obliae,nt de la voir. Peu 
de perfonnes iè peuvent palrer de ce 
fecours. 11 y a d'habiles gens q u i  ne 
voyent rien dans u n  Cujet lors qu'ils le 
confiderent par les feuls yeux de l'efprit, 
& qui  aprés l'avoir exprimk iùr le pa- 
pier, apperçoiverit tou t  ce qu'il en faut  
voir pour en j~iser .  

Aprés donc s'effre accofituiné à con- 
cevoir les chofes Ians inlases,, ce qui eit: 
tres-important pour la Religion , il eit: 
utile d'apprendre icy comme il faut fe 
fervir'de Con imagination, qui ri'efi point 
dangereuiè à ceux qui i javent  diflingue! 

a z 
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P R E F A C È .  
ce que  I'efprit pur conçoit d'avec ci- 
qu'elle prefente. Elle efi une fource de 
pluficurs errcurs lors qu'on ne coniiilte 
point la raifon ; mais auG il faut avoüer 
que  ceux qui veulent t rop  s'ilcver fans 
s'appuyer iür  ce qui eit ièniible , Sont 
for t  fujets à l'illufiori , Sr qu'ils s'ésaïent 
fouvent d m s  de vaines penries. 

L'ame qui  eit plus occupCe dcs corps 
que  des autres clioSes fpirituelles , n'ap- 
perçoit qu'à demy celles-cy. Si elle n'efk 
donc reièrvée dans les jugemens pour 
ne prononcer que fur ce qu'elle voit, 
e l le  attribue ou elle retranche plus qu'il 
ne faut de ce qui  luy eQ propofi. Il cfi 
bien plus facile d'être éblouy , & de Se 
laiffer furprendre en penfant à quelque 
choië de  fpiritucl, qu'en maniant l e s  
corps. Une application t rop forte à la 
verité qui  efi au deffus des fens, bleKe 
l'ame, & la douleur l'oblige pour îe dé- 
laffeï de  confiderer quelque obiet iënii- 
ble qui  luy [oit agreable ; ainfi  comme 
ces Iortes de meditations font interrom- 

elle y eit facilement fur rife par P f:::&-, fi ce n 'eR que ce qu'el e confi- 
dere îoit extrêmement fimple , comme 
ce qui  a fair le fujet du Trai té  de la 
Grandeur. Dans les autres Sciences ab- 
firaites l'erreur y eit toûjours à craindre; 
on efi obligé de fi contenter de vïay- 
lemblances; ce qu i  n'arrive pas dans ceC 
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P R E F A C E .  
Tes qui font aydées de l'imagination, 
comme la Geometrie, dont les Theorê- 
mes frappent 1'eiprit trop vivement 
pour s'y tromper , quand o n  les con- 
fidere avec u n  peu d'attention : 13 verité 
o u  la fàuffeti y paroiirent t rop evidem; 
mcnt,poLir qu'on les confonde. 

Outre que la Geometrie donne des 
modeles qui ne peuvent tromper, de de- 
monltrations c l i r e s  & convaincantes,' 
elle apprend lamethodede conduire l'el- 
prit de rerité en verités. O n  y voit des 
exemples comme il fàut dans la recher- 
che des Sciences iè fervir des premieres 
eonnoifEances qu'on a acquiks , o u  qu i  
nous [ont naturelles,pour aller plus loin. 
L'art & le iècret cies Sciences ne confi- 
fient qu'i déd~iire des premieres verités 
que Dieu a niifès dans nôtre c m w ,  les 
coni'eaiiences dont elles renferment les 

c'efi j. dire , i  ménager 13 Scien- 
ce naturelle ; cc auc  les Geometres font 
admirablement , ' comme nous l'allons 
f i r e  voiî,en découvrant en mCme temps 
les principes & les fondemens de l a  
Gcometrie, cequi fcrvira de dirpofition 
pour la  comprendre avec plus de fàci- 
li té. 

LaGeornetrie eit Etablié fur un tres pe- 
t i t  nombre de principes : les connoiffdn- 
Ces qu'elle donnc, fe peuvent reduire à 
trois OLI quatre verités principales, qu i  
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P R E F A C E .  
font naturellement connucs;  par exeni- 
ple , qu 'un:  cho/c nc pcvt P A S  Arc  6 tr'érrc 
pas  d~ is un même icmpr ; d'oii il luit  que 
puifque le t ou t  6E [CS partles p ~ l f e s  en- 
Ièmble n e  [ont qu'une même clioiè, il 
f ~ u t  que 1c roar /oit &al a /es parrres , au- 
trement la même cho f i  reroit & ne 
i e ï o ~ t  pas ,  & que dcux grandcrrrs égales 
Ù une m$mc grandeur /ont &ales enrr'elfes ; 
car ces trois grandeurs ne  [ont qu'une 
même  clioiè,ainii ii elles i to ien t  inégdlcs 
entr'elles , elles feroient & n e  ieroient 
pas. 
On peut rapporter à ce principe qu'une 

cbofi ne  pcurpas être o n ' ê t r r p a s  , ces quatre 
Axiomes Cuivans. 

S i  a dcs irandcurr  k a l c s  on cn a l o h  d'cgalcr, 
Ics roufs fironr égaux. 

S i  d c  p a n d e u r ~  égults on en Qtc d'égalcs , Ics 
I C J ~ C J  j é ~ o h r  égaux? 

S i  dc p-andrurs  inégalrr on en Ôrc d'+ales, Ars 
~ e f l c r  firon? rn&auv. 

SI der R r r s n d e ~ r ~  rn2a lc i  on  en a j , h :  d '+a les1  
/CI I O U I S  feront rn+aux. 

T o u s  ces Axiomes ne font fondés que 
h r c e  que les t cu t s  égaux o n t  des parties 
kgales , Sc les i n é g u x  o n t  des parties 
inéçales.Si les touts  égaux n'avaient pas 
des pdrties égales ,  ils ièroient  Sc ne le- 
raient pas. 

De ces verités fu i t  une  infinité d'au- 
frcs - .  verités ; par excinple , que lcr rnorrih. 
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P R E F A C E .  
dc deux t o ~ s  &aux fivt i'galc,, o u  q u e  les dotG 

bfcs d e  ces  rours f i n r  ignrrx, & à l a  m ê m e  
rdilôn q u e  ics rrcrs de deux routs égaux/ont 
e ~ a u x ,  ou q u e  Iestrrplcs dc d e ~ x  rouir ixaux f o ~ l c  

égaux, ainii dcs quar ts  & des quadruples, 
& d'une infinité de ~ e ~ n b l a b l e s  propoii- 
tionr. 

Ces verités fiiivantes , bien qu'elles 
ioient, pour ainG d i x ,  gïoirieres , [ o n t  
des lïo~irces tres fecondes de pl~ilieurs 
demoill lrarioix , ixavoir q u e  le tour c/ t  
P ~ H J  grmd qu'une d c f i j  pa7rrcr : & que ce q n i  
c j i  con:c:lH , renfermé dmr rsnc 2rarrdewr, nc 
pcacr irrc plrtr grand que cel te  grandenr. 
d c u x g ~ r l ~ d c c l r r  gui convierrncnt  cn t o u t ,  lors yu'on 

Les PO/;: l'une f i r  I'awrrc,ow I5rir darrr I'arrtrc, (ont 
é ~ a l e s .  
-3 

Les Geoinetres recourent fouvent à 
ce premier principe, g ~ ' u n c  chofi nc peut pas 
é re E j  n'êrr-cpar ; eii f ~ i i a n t  voir que fi les 
cl-ioiès n'étaient pas celles qu'ils les pro- 
polerit, elles ikroienr & ne iëroierit pas. 
Ainli  ils reduiiènt Ia.cliore 21 I'impolG- 
ble , conilne lors qu'ils t i rent  leur preu- 
ve de la coilltrut?ion oti de  la fuppoG- 
tioii qu'ils o n t  f i t e ,  c'elt àdire,q~a'apris  
qu'ils ont fait une  cbolè en tejle ma- 
niere,ils tirerit ime ci3clulion qui ne leiir 

, peut être contefiée, à moins  que de dire 
qu'une chole peu t  ê t r e  & ri'ctre pas en 
m ê m e  reinps,ce qui  elt abr~irde,  car leur  
concluiioil efi u n e  fuite ii naturelle dc 

3 
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P R E F A C E .  
ce  q u i  a été fait, que fi cette conclufioq 
n e  f ~ i i t  pas, i l  faut que la choie n'air pas 
c r 2  faire comme on  19afuppofi. 

Voilà tous les principes des Gcome- 
rres , perionne ne les ignore. Ce n'eB 
donc que l'iifa=c qu'ils cn oiit fait, q u i  
leur a f ~ i t  découvrir une mfinirk de veri- 
t é s  fi cachics au relte des homincs ; ce 
q u i  eil un: preuve que fi on uioit bien 
des prcmicres connoiflinces naturelles, 
& fi o n  alloit par ordre cominefonr les  
Geometres, o n  fcroit d'adn-iirables pro. 
316s dms  les Sciences;on ne les acquiert 
que par ce moyci-i.' C'eit pourquoy les 
yremieres études n'étant que pour ap- 
prendre comme il f au t  étudier , il n'y a 
point de Science plus propre poilr les 
premiers exercices que 13 Geome trie. ' 

Les  livres des anciens Geometres n e  
font pas fi propres pour exercer I'efprit 
que ceux qu i  on t  été  faits'en ce temps. 
Les premiers Geoinetres ne fairoient. 
q u e  rarnaffkr les materiaux , 11s éroient 
occiipés à t r o u m ï  lcs principaux T h o -  
r21nes de 13 Science, ils n'ont point pro- 
pofi leurs inventions dans un ordre qui 
foir natrirel: Cela éroit refervé nôtre  
iiccle, où toutes les verités de Gcoime- 
trie neceiraires pour élever un bâtiment, 
s'il ni'efi permis de pailer de In foire, fi 
iùnt trouvS ramaKies. La Geoinetrie 
a i t é  cultivée en ces derniers temps avec 
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P R E F A C E .  
plus de fuccez q~i'eti aucun autre. On y 
a fait de grandes découvertes , & ce qut  
eit de plus confiderable, on  a trouvé le 
moyen d'éclaircir ce que les Anciens a- 
voient écrit avec obfcurité & confufion. 
' C e  n'eit pas icy le lieu de faire I'Hifloi- 
r e  de ces dicouvertes, & de rapporter en 
détail quels iont les Grands Hommes qui  
on t  enrichy cette Scierice par  leurs in- 
ventions, mais je fuis obli$ de dire que  
l 'Auteur des Elemeiis de Geoinetrie q u i  
fiirent imprimés en Francois chez Sa- 
vreux l'an 1667.c'eit le premier qui a don& 
~ 1 1 1  ordre natnrel auxElemensde Matheh 
inatique. Ce t  Auteur n'a point parli des 
Solides,ce que je fais d'une maniere beau- 
coup plus étenduc que ne fàit Euclide 
ny tous ks Comment3teurs, car j'y corn- 
prend ce qu'Arcliimede a deinontré de 
plus conliderable touchant les Cylindres 
& les Cones,  & la Sphere. Je  t'enferme 
a u f i  dans ces Elcinens ce que ce Geo- 
metre a écrit de la dimeiifion du cercle. 

Je difiribue m o n  O ~ i v r a y  f i lon les 
trois dimenfions, q u i  ië diftingient dans 
Je corps, @voir la longueur, la largeur, 
& la profondeur, ou la iolidité. (Dans 
le premier livre je conficlere les proprie- 
te's de la premiere dimeniion du corps, 
m e  retranchant encore à Id longueur 
q u i  eit une ligne, o u  di-oitc ou circulai- 
re, parce que ces lignes font les FIUS 
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P R E F A C E .  
fimplcs & les plus faciles à connoitre,  
AinG l'ordre demande qu'on commence 
par elles, Sc qu'on reièïve à un autre heu 
de parler des autres lisnes, qui font plus 
conîpofées, & o ~ t  des proprietés plus ca- 
chées. 

Dans le fecond Livre je traite de l a  
ieconde dimenfion, & je n'y parle pour 
l a  même raifon que des 1ar;reuïs ou  fur- 
faces q u i  font les plus iitnples j c'efi 
dire, des furfaces droites qu'on nomme 
plans, qu i  font bornées par des lignes 
droites o u  par des cercles. Dans le troi- 
fiérne Liure,j'explique ce qui regarde les 
raifons & les proportionsdes l i g ~ c s  droi- 
tes, & des cercles,& des furfaces droites, 
o u  des plans. Dans le quatriénic,je traite 
de la folidité. Je n'y ay pu parler que des 
folides cotnpris COLIS des Curfaces planes 
o u  fpl-ieriques, qui iè font par  le mouve- 
ment  d'une ligne droite o u  d'un cercle. 
J'expliqueray les differenres eCpeces de 
lignes & de furfaces courbes, & les ioli- 
des qu'elles coinpofent dans une troifié- 
me partie , qui contiendra les Elemens 
de ces lignes & de ces Lirfaces. 

Je me fuis appliqué à rendre ces Ele- 
mens facires & courts ; car la lon- 
gueur eit une des caufes du dégoîir 
qu'on a de cette Science,qui fait que peu 
de  perfonnes s'y appliquent, quoy que 
tout le monde l'eitiine, S: j u ~ e  qu'elle eit: 
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P R E  F A C E ,  
utile. Je n'abbregc pas ces E l e m e n ~  
en retranchant des propolitions ncceffai- 
res:il y a plus de clioiès que dans Euclide; 
niais en  me fervant de de'nionitrations 
couï tes ,  & prenant des voyes abbregées 
par o ù  je mene tout d'un coup à la  verité. 

Out re  cela,  je me iers de dérnonfira- 
tions generales , de  forte qu'en ayant 
coiiccu une ,  o n  en  conçoit plufieurs au- 
tres. Ce  q u i  fait qu'on rencontre peu d e  
difficulté, carpourvu qu'on prenne peiiie 
à comprendre la dernonitration de cer- 
iainsThear2mes foiidan~enraux,qui font  
en petit nombre ,  o n  trouve que tou t  le 
i-eite eft: brefque connu; ainG je reduis les 
matieres rous certains chefs, ce quicon-  
tribue a h i r e  retenir ce que l 'on a apris. 

Colnnle mon priacipal deffcin elt d e  
conti-huer à rendre I'elbrit de ceux qui 
étudient, exac2 & penetrant, 3 quoy la 
inethode des Geoinecres,qii'ils appellent 
Analyfe , efi particuliereiiient utile, je 
trîclie de donner une idée de cette me- 
t l iode, appliquant à la  Geometrie ce  
que  j'en ay dit ailleurs par rapport à la 
Grandeur en  general. Je fais voir com- 
iueiit l'on peut porter loin les premieres 
connoiffances de la Geometrie , & e n  
même temps je propoie des modeles de 
l a  methode qu'il faut fuivïe dans la re- 
$01 ution d'une que ilion. 

Je n'eilviîage la j ufieire de I'efprit que 
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P R E F A C E .  
par rapport à l a  Religion. C'efi Dieu 
même que je regarde dans I'étiide dc la 
Geoinctrie.L'on n'y parle que ducorps: 
o n  y trouve cependant de grands Cujets 
de penier à Dicu.L'liarmonie d u  Monde 
n'efi bien coiinuc que par ceux qui l i a -  
vent la Geometrie. T o u t  ce qu'on voit 
de beau dans cette Science touchant les 
figures, leurs raiions & leurs propor- 
t ions,  iè remarque en fuite dans les 
Ouvrages de la Nature ; ce qui  donne 
lieu d'admirer la Sageflè de celuy qui cn 
eit l 'Ouvrier. 

I l  n'y a point àe pctit Corps qu i  ne 
foit capable de toutes les fisures de Ma- 
tlicmatique , fclon qri'on concevra qilc 
ià matiere fera diipoiée. Ces  f i5ures a i r  
toutes leurs proprietez. L'eiprit peut 
par conièquen t découvrir en chaque 
Corps un nombre infini dc veritez iùr- 
prenantes, iors qu'il le coniidere avec 
ordre ; c'elt i dire ,  s'il fait les confide- 
rations que peut fàire un habile Geo- 
mctre , & s'il applique à ce Corps t o ~ i t  
ce que la Geometrie enfeigne. 

Combien d'admirables veritez ver- 
rions-nolis donc e n  Dieu ,  fi nous I'étu- 
dions autant que nous faifons les Corps? 
Nous n'y voyoi-is prefjue rien , parce 
que nôtre  efprit ne peut s'applique au- 
tant de temps à luy, qu'il fait à la marie. 
rcjinais combien de chofcs les Saints dCn 
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P R E F A C E .  
touvrent-ils en Sa Divine Effence,qui efi 
la caufe de la fecondité de la matiere ? 
E t  fi la connoiffance des veritez que 13 
Geomet rk  nous enceigne donne tant d e  
contentement,quel e i t  le plaifir des Bien- 
heureux qui voyent des veritez d'autant 
plus excellentes,que Dieu hrpaffe infi- 
niment  les Corps. 
Ainii l'étude de laGeometrie,outre que 

par le plaifir fpirituel qu'elle caufe,pegt 
infiniier du  mépris pour les tolliptés, 
& par là nous rendre lus proprës pour- P l a  Morale de  1'Evangi e Qui e n  eit enne- 
mie; outre,  dis-je, qu'elle difpofe l'efprit 
pour toutes les Sciences, porir celles 
mêmes q u i  font Clevées au deffus de la 
matiere ,  puis qu'elle I'en rend capa- 
b l e ,  elle nous fait encoré connoïtre 
quelle eit  la vaite étenduë de la Scienck 
q u e  poffedent ceux qui voyent D ieu ,  & 
de  quel plaifir ils joüiffent en découvrant 
tan t  de veritez dans la Divine EiTence; 
& par confequent elle enflâme ceux q u i  
l'étudient avec un efprit Chrêtiefi d'u- 
ne  plus for te  ardeur pour acquerir Dieu, 
que  pour devenir Geometres. 
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termes dori! on fi Jërt dans 
b M athcmatiquts. 

ON appelle ainfi une ~ropofi t ion fi 
claire qu'elle n'a pas befoin de 

preuve. 
Suppofition oh demande. 

C'efi une propofition qui n'efi pas fi 
evidente qii'un Axiome, mais aiifTi qu'on 
ne peut contefier ; ainii on demande 
qu'on l'accorde , pour n'être pas 0bli56 
de la démontrer. 

Definition. 
C'eit une propofition qui détermine 

l'idée d'un mot  & en ôte la confdion. 
Theorêrnc.  

On nomine ainfi une  propofition 
dont il faut démontrer la verité. 

7 Probléme. 
C'efi une piopofition dans laquelle il 

s'agit de faire quelque chore,& de prou- 
ver qu'on a fait ce qu'on avoit propofi 
de faire. Ltmrlrti 

C'eQ une propofition qui n'efi au lieu 
où elle eit que pour ièrvir de preuve 
d'autres qui fuivent; 
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Coralaire, 
C'efi une propofition qui  n'efi qu'une! 

suite d'une autre precedente. 
Explrcatron dc q u r l ~ u r s  Noies.  

C Ette  marque-tiignifiepl~d, A+G,c'efk 
à dire, A plus B. 

Celle-cy- fipnifie main3 , A- 13, c'efi à 
dire, A moins B. 

= C'eft la marque d e  l ' é p i i t é  CS D: 
c'eit à dire, q ~ i c  C eit é ~ a l  à D. 

Ces  quatre points : : iont  la  marque 
de  la proportion. 

Cecy c'efi la marque d'une propor* 
t ion  continuc. 

4. C'eit à dire, Seaion.  
Sup. b p r a ,  o u  , cy-defiis. 
Aiilfi Theor .  4.5. 3. liv. 2. c'efi à dire!, 

Theorême 4' feRion 3C livre fecond,ou 
Theor .  gC fup. c'eit i dire, Theorême gC 
cy -deilus. 
Gr. cYeR une marque q u i  fait connoî- 

tre qu'on cite le Trai té  de la Grandeur. 
Prrncrprr ~ e n r r a n x  , ou Axiomes. 

I. E tout  eit plus grand que fi partie. 
2. L L e  tout  eR égal à toutes f i s  par- 
tics prifes enkmble. 
3. Les grandeurs égales li une même 
srandeur font ésales entr'elles. 
4. Si à grandeurs égales o n  eri ajoûte 
d'égales, les tours font égaux. 
5.  Si de prande~irs égales on en Ote d'é. 
gales, les refies feront égaux. 
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3 .  

8. si grandeurs inégales o n  en  ô te  d'& 
gales, les relies feront inégaux. 
7. Si A desgandeurs  inégales on  en ajoü; 
t e  d'égales, les touts feront inégaux. - 
8. Les grandeurs q u i  conviennent étant 
pofies  lesunes fur les autres,iont éçales. 
9. Deux chofes doubles o u  triples d'une 
rroifiéme font égales entr'elles. 
IO. Les choies q u i  font moitiés o u  tiers 
d'une même cl-iofe, o u  de chofes égales, 
fontégales entr'elles. , , - 
II. Uiie grandeur q u i  a le ligne+ étant 
jointe avec la même grandeur q u i  a le ii- 
gne- efk égale à rien, c'eità dire, que  +A 
, A= zero. . I _ 

Lors  que la berité d'une p r o p o ~ t i o ~ e f i  
kvidente,on fe contcnte dc I'enonccr par 
des termes clairs. Si ce t te  yropofition LI 
befoin de preuves,on la prouve en Te ier- 
vant  , ou d'axiomes, o u  de fuppbfirions 
qu'on a faites,& qui on t  cRCi receues, o u  
des Theorêmes , o u  des Problêrnes , ou 
des Lemmes ,  o u  enfin des Corollaires 
precedens , dont  les verités on t  efié de- 
montrées auparavant: 

On  dit qu'une chofe efi vraye par la 
eonitrufiiors, lors qu'étant convenu que 
certaines reg!es font bonnes, filppof6 
qu'on lesait luivics, or1 ne  peur rejetter 
Jes confequences qui en font tirées. 

Zc f ~ p p o f i  que Ars principcr gtnrravx f i n t J  
cionnw 6 f i p r e f i n 1  a I ' C / ~ T I I  ) gn'd n'tlf par nrccf i  
&rr dc lsr cmra 
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E L E M E N S  

GEOMETRIE. 

D E  LA MESVRE 
D V  C O R P S .  

L I V R E  P R E M I E R ;  
De la prcmiere dimenfion du Corpr: 

S E C T I O N  P R E M I E R E .  
Des differerites mefures , ou 

dimcnfioiis d u  Corps, 
Prrmirrc Dcfinition. 

E Corps elt un être étendu, dans 
lequel l'on difiinsue trois di- 
menfions , fçavoir , la longueiir, 

& l a  profondeur. 
A 
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't E L E M E N S  DE G E O M E T R I E ~  
Prcmiere Demande. 

O n  peut coniiderer une de ces trois 
chofes [ans faire attention à l'autre , la 
longueur fans confideïer la largeur, & la 
largeur fins confiderer la profondeur, 
coinme l'on regarde la longueur des 
cliemiils îans faire reflexion fur leur lar- 
geur , & leur largeur fins yenfer à la 
profondeur de la terre. 

Scholie. 
La not ion  de la  longueur exclut celle de l a  largeur & - d e  Ir 

profondeur, & cellc de la largeur exclut celle de la profondeur, 
&ces notions nc  (ont point f ~ u l i e s ,  quoy qu'effefiivernent ces 
grois chcles (oient inlcparablcs; parcc que dans la maniere dont  
clles ionr conceües , elles font difiinguées cn ce que I'unc CR 
co i i i idc r ie  fans I 'auirr .  A i n f i  les Gcometrcs peuvcnt fuppofcr 
c n  cctre maniere des éircs qu i  foienr longs fans Crre Iargcs . & 
& q u i  foicnr ldrges fans Etrc profonds ou +ais; & quand on 
voudroic loürenir  quc ces (uppolirions font enricremcnr f ~ u f i r ,  
les con(cquences qu'on en r i re ne pourroient S:rc rejetrées corn- 
m e  fa uflcs. Car par cxrmple  . bien qu'i l n'y air point  de cer- 
cle p a r f ~ i c  d ~ n r  Ic monde, il c I t  evidcnt que k l o n  qu'on fuppo- 
fe  q u r  Iecercle CR unc f i ~ u r c  donr la circonfcrcnce r R  en rou- 
ter Ter par i i r r  ig i lerncnr Cloignte d u  ccnrre , il f ~ u t  qiic rourcs 
I c r  lignca rirecs du centre d u  cercle à l a  circonfcrence {oient 
égaies. 

Scccnde dpfsnirion. 

Ide p ~ i n t ,  c'eit ce qui n'a aucune par- 
tie,& qui par corifequent efi indiviiible. 

Scholie. 
C'cR 5 d i re ,  q u r  C'CR clne grandeur dont on ne confidece 

po in t  les pir t ies dans Ie~quelles elle peur &re d iv i l te .  

T r o ~ j i l r n e  drf inrtrrn.  

* , Ligne,c'efi un: laqueur fans I a r ~ e u r  

Scholie. 
C'cR à dire,i ine longucur d e n t  o n  nc conf idrrc po in t  l a  lac* 

gcur ,ou  qu'on fuppole n'avoir point de largeur. 
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L I V R E  1. Sacriori 1. 
Q p r r i é m c  dcfinrtion. 

3 
La ligne o u  la longueur qui efi la plus 

courtc entre deux points, s'aypelle ligne 
droire. 

C i n q u i h  ticfinition. 
La ligne qui  n'efi pas la pIus courte 

de toutes celles qu'on pent mener en-. 
t re  deux points,  efi ou  courbe ou  coim 
pofbe. de deux o u  de pluiieurs diffcrcn- 
t es  lignes droites. 

Scholie. 
La ligne Afaite d e  deux lignes, & 

la ligne B h i t e  d e  plu(icurs lignes qui 
Ce joignent dans un point, ne peuvent 
n 

point être conriderées comme une [CU. 
l e  ligne droite. B 

Sixiem. definirion 
De deux l i p c s  courbcs menées en- 

tre  deux rnEi;~es points, celle qui efi la 
plus longuc,eit dite efire la plus c'ourbe. 

S c p t i é r ~ e  dcfinirion 
Surface , c'eit une graiidcur lonsuê 

k large, fans profondeur. 
Scholrc. 

C'cR à dire, unc longueur & largeur dont on nc confiderr 
point la  profondcuc. 

Huitréme dc/inition. 
Surface droite ou plane, eit celle qui 

eB la pIus courte entre deux Iignes 
droites. 

N c u v i é m c  defirairion. 
Surface courbe, efi celle qu i  eit plus 

grande entre deux m h e s  Ii;nes,qu*une 
iuiiace droite ou plane. 

A i j  
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E t i e M B ~ s  DE G E O M B T R I E .  
Dixi.hnc d finiiion. 

Solide, c'efl une grandeur de trois di- 
menfions, qui  s'appelle corps. 

S E C T I O N  I I .  
De 14 longueitr. 

Qvicft 12 premierc la plus Gmple 
diinenlion d u  Corps. 

Des lignes droites. 
Propofirions nat urellsrnent connuës 

touchant  les lignes droites. 

Prrmierc propofiion ou demande. 
Es extremitez d'une l i y ~  [ont deux 
points. 

Scholie; 
L c s ~ x t r c r n i t ~ z  de la ligric x font A & B qui  font  indiviriblcs, 

p r c m i c r r m c n r  , q u a n t  l cu r  longiieur. car  15 A avnic d e u x  par-  
ricr. par  excniple  E & Ç, c c  fcruir E qu i  feroi t  I'cxrrcmiré. Tn 
f c c o ~ i d  l icu . liuifiliic ceccc ligne X n'a E F 
ny largeur, n y  p ro fondcur ,  Ics d r u x  cx- ------ 
rrcrnicrr  A & B n ' o n ~  n y  largeur  , n y  A X B 
p r o f o n d - u r  ; é t a n t  donc indivif ib 'er  c n  cour i c n r  , Cc font 
d c u x  points  par  IL  definicion i r condc .  

Srcondr propofiron ou demande. 

Lors que deux diffcrentes lignes Te 
coiipent, leur fiRion efi un point indi- 
vifible. Scholie. B 

La l ~ g n c  E F coupe  B C ,  G cl lc  la  
m u o r  ~n d e u x  differcns poincs. cerrc 
l igne E F a d e  la largcor , c c  q u i  eit 
c o n i r c  la  drf inicinn d c  la l i g n r  d ro i -  
rc. la l r f t ion  d c  B C & de E P cR 
dcnc un point ,  f /' y: 
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~ I V R B  1. S B C T I O N  I I ;  3 
cCro$érnr p r o p o f i i o n  o u  dcmandc: 

Une ligne menée entre deux points, 
laquelle s'c'carte d'une part ou  de I'aiirre 
d'une l i y x  droite menée entre ces deux 
mêmes points, efi plus grande que cet te  
l i p e  droire. Voycr  la  f igure fu ivan te .  

Qnatriéme pronofiion ru dcmmdc. 
Deux points &tant donnez ,  on peut 

mener une ligne droire de l'un i l'autre. 
Scbol1r. 

L'efpric n'appcrçoic r icn d'irnpolfiblc dans  cet te  propofttionf 
L ' inRrurncnt  d o n t  or1 Ce icrt pour  m e n e r  une  l igne  d r o i i e  C R  
u n e  regle. P o u r  conno î r rc  fi une  rcglc C R  b o n n e ,  o n  s'cn k r c  
pour  t i r c r  u n c  I ignc ,  à I ~ q u c l l e  app l iquan tdans  u n  a u t r r  Teni 9C 
d ' u n  a u t r e  côié cct tc  mCme rcelc  , G o n  r r o u v c  qii'cllc con-  
v ien t  tou iours  a v r c  cettc lisrie . o n  iugc  qu'elle C R  iufie. Vn 
m o y c n  f c u r p o u r  mener  u n c  ligne droicc eR d c  Tc lcrvir d 'un fi- 
l e t  for t  iuiitil, c o m m e  pourroir  h r c  un c h e v e u ,  c a r  aprCrI'avoir 
t endu  e n t r e  deux p i n t s  au tan t  qu 'on le i.ciit.[ans l e  rompre.  
fclon l a  no t ion  dc la i ignc d i o i t c ,  il inatqi icra  u n e  l igne  d ro icc  
e n t r e  CC% d c u x  pu in r r ,  

Cingzdme propcJîtiun ou demande. 
Une ligne droite étant donnée,  on la 

peut  prolonger. Elle ne peut pas c'tre 
proloiige'e d ~ i  même côté vers deux dif- 
ferens points. 

Scholie. 
O n  pro longe  unc l igne pa r  le m o y c n  d'une rcgle. 

Sixiémr propojîrion ou demande. 
Entre deux mêmes points o n  ne peut.  

mener qu'une lisne droite. 
Gchofic. 

Si on peur mener pluficuis ligncr 
d r o i t e s  e n t r e  A & B aurrer  q u e  l a  
I i ~ m  z , il f au t  qu'cllcs i'&arterit 
o u  ve r s  C ou vc i i  D, d o n c  clles ic-  
rom plus longues q u e  Z , p a r  confc-  
qucnt clles nc  leront par droiies. 

3 

iij 
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ii; E L E M E N ~  DE G E O M E T R I E .  
Car une lignc enrre A &B ne peur Erre droirc qu'elle n e  loir la 
plus coutre de toures les lignes qu'on puifle mener  enrrc ccr 
d e u x  points. Ainfi o n  n e  peut mencr  qu'une leulc ligne dro i te  
encre A & 8 .On pourroir concevoir piiiGcurs lignes cnrre rieur 
poin ts ,  couchées les unes  luc les  autre^ , mais clles n e  feroienc 
qu'une même ligne. 8 

Enrrc deux m h c s  points o n  peut mener  une infiniri d e  di€- 
ferenres lignes courbes,  c'eR pourquny lors qu'il s'azit d e  me- 
furer la d i l tanced 'un  point à u n  autre poin t ,  o n  n c  preiid pas 
pour  mefure une  ligne courbe, mais une  lizne droirc. 

Scpriéme propofiion ou demande. 
De~ix  lignes droites qui ont deux points 

communs ne [ont qu'une même ligne. 
Scholrc. 

La ligne C R & l a  ligne A D ont  deux points communs, TÇJ- 
voi r  A &il, o n  ne  pcut coticevoir entre A & H qu'une 1i:iic 
droirc par la  lixiémc propolition fap. Ainfi A B & B A ne  
font point dcux diffcrenrcs ii- 
gnes. La ligne B A Ctanr pro- 
IongCc n c  pîu t  aller aillcurs 

A B 
qu'nu m ê m e  point C, ny A A C - 1 - 1 - D 
ail leurs quc vers D lors qu'on 
l a  prolonge ; parcantA D avec B C ne fotit qu'une mFme ligne 
droite;  carent re  C 8r D il n'y a qu'une leulc Iignc droiw. 

Huitiérne propofiion ou demande. 
Donc , la pofitioii d'une ligne droite 

ne dépend que de deux points. 
Scholie. 

Car fi par les deux points donnez A & B l'on mene  une l i ~ n e  
d r o i t e ,  elle lera celle que l'on cherche , puis qu'on n e  peur pas 
mcoerpat  deux points plufeurs differcnter l i ~ n c s  droircs, toutes 
celles qui  onr dcux points communs n'Ctarit qu'unc m i m e  I i ~ r i c  
pa r  ln p ~ o p o l i i n n  7 .  

N e u v i i m c  prapojtion ou demande. 
Deux lignes droites qui croifent , ou 

qui  fe coupent , ne fe peuveiir ïci~coii-  
trer que dans un ièiil point. 

Srholie. 
C3r fi elles le rencontroirnt cn deux points, elles n e  feroient 

qu'une m?mc lignc par i d  pro:oririon 7 {up. Ain6 clie ne  I'e- 
roicnr par differentei l'une dc i'auirc,conime le len t  deux Iigncs 
qa;rroilent & qui  lc caupcnt. 
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L I V R E  1. S E C T I O N  I I I ,  7 

S E C T I O N  111. 
P e  13 ligne courbe qu i  elt circulaire: 

Slholie. 

L E nombre des diffcrenres crpeces de  lignes courbes [tant ina 
hni , I 'o rd~c nc mc permet p a r  de  parler de tourcr : ic nc 

conliderc donc icy que la lignc courbe q u i  CR circulaire , la- 
cpcllr aprêi  la ligne droite e a  la plus Gmple . & la plus airte i 
connoîrrc, 

Prcmicrc dcfin;tion. 
Une ligne courbe , fur u n  pian , qui 

n'a ny commencement ny fin , & dont 
toutes les parties font épalement cloi- 
gnées d'un n.r;ine point , eit un cercle; 
ce voint dont routes les ~ a r t i e s  de cer- 
re i i p e  font Cgaleinent ~loi:nées, s7ap- 
die le centre du cerclc. 
1 

Scholie. 
Concevons que dans la ligne A B I'exttcmitéi A CR immobid 

le pendant que B l'aurrc extremité tourne, G B laiRe une  trace. 
c e  fera un cercle don t  toutes les parties 
Conr éloignées d u  point A d 'un  inrcr- 
valc bgal , fçavoir, A B, Ainli A CR Le 
ccnrre. II eR bon d e  confideter cette 
nianicre dont  un  cercle Cc f a i t ,  qu i  eR 
li uniforme qu'on ne peut concevoir 
aucunc differencc entre coures fcs 
parties. 0. 

Seconde drjnition. 
Les  lignes menées du centre  ii la cir- 

conference, s'appellent rayons ou demy 
diametres. 

Scholie. 
A B efi un rayon d u  cerclc X. 

7 r o r ~ î é m c  definition. 
Les lignes menées d'un point de la cir. 

A iiij 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E L B M E N ~  D E  G B O M E T R ~ H .  
conference i un autre point,s'appellent 
cordes. . 

Scholie .  A 
A eR u t y  corde du cercle X.  

Quazrrérne definirion. 
Les cordes q u i  paf- 

fent par le centre s'ap- 
pellenr diatnetres. 

Schol ie .  ex 
La corde D qui prffe par Ic rentre du ccrclc X CR le diame- 

u c  d c  C C  cccclc. 
Cinquiérnc defivi t ion.  

La partie de la circonference qui ik 
trouve entre les extremitez d'une corde 
s'appelle arc. 

Scholic. 
t o r s  qu'une corde ,  commc ER A dans  Ic cercle X,  n c  pare 

par par lc centre , i l  y 3 deux portions de  circonkrence, q u i  TC 
zerniincnr aux extremitez d e  cerie cordc, l'une plur  grande. . 
l'autre plus pctire. @and on parle de la  cordc d'un arc . fi. 
1'011 n'ajoüre aurrc chofe,on entend l'arc qui  n'eR pas l e  plur 
grand. 

Sixi lme definition. 
Toute circonference fie concoir divi- 

f i e  en  trois cens loixante parties égales, 
qu i  fc nomment degsez. 

Scpiréme defini t ion.  
Chaque degré fe divife en fojxante mi- 

nutes, ou petites parties , qu'on appelle 
premieres, chaque minute ou premiere 
en ioixante kcondes, 5( chaque i2conde 
col ioixante troifiémes : ainii à l'infiny. 

Hui i rém:  definirion. 
Cercles concentriques, font ceux qui 

l'ont décris d'un même centre. Exceii- 
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L I V R E  1. S ~ C T I O N  111. f 
triques, qui  n'ont pas inCinc centre. 

Scholis. 
Z & X q u i  o n t  

p o u r  ccnrrc Ic m ê -  

o n t  p o u r  ccnr rc  D 
& B. d e u x  puinrs  
diffcrcns f o n t  cx-  

Propofitions naturellement connues, 
touchant la ligne circulaire. 
Prcrnirrr propofi ton OH dcmrinde. 

Un intervallq étant donné,  on peut 
décrire une circonference. 

Scholie. 
P o u r  cela il Faut qu'unc d c s  cxtrcinircz de  la I i g n t  d ro i t e ,  q u i  

rnclure cet  inretval lc  , étant imrnohilc  , c o m m e  i l  a i r é  d i t  ey- 
dclf'us . I 'autrc  c x t r c m i t i  con t inuc  dc i c  m o u v o i r .  iurqucs d cc 
qu'e: lcfc  r rouvc  a u  po in t  o i i  e l lc  avo i r  comrriciic; Toii mouvc-  
mciir .  L ' inRrunicnt  door  o n  te fcrr ordinairemeri t  pour  d tc r i -  
r c  u n  cc rc lc  cR  u n  compas .  

Saconde prope/;rion ou dcmavdc. 
Dans un même cercle,ou dans les cer- 

cles égaiix,les arcs 6;aiix ont  des cordes 
égales, & les cordes igales iont les cor- 
des d'arcs égaux. 

fio$émc propofition ou dernrndc. 
Une corde ou diainetre qui  pare par 

le centre coupe le cercle en deux parties 
égales qui s'appellent demie ciïconfe- 
rence. 

Scbolir. 
C c t t c  p c a p o h i o n  & l a  p r e c c d c n t ~  fon t  unc fui tc  d c  la Gm- 

plicir i  & un i fo rmi t t  dcs ccrclcs, d o n t  tou tcs  Ics part ies  i rans fai- 
i c r  de r n h c  rnanicrc,  on nr p u t  concevoir a u c u n e  diffcrcncc 
z o t r c r l l c i .  

A v 
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30 E L E M E N S  D E  G E O M E T R I B .  
Qiratrrirnc propofition ou demande. 

Toutes les lignes tirc'es du centre,qui 
font plus petites que les rayons du cer- 
cle, ont leur extrernil-2 au dedans d u  cer- 
cle : qiie fi elles tbnt  plus Jonsues , elles 
l'ont a i  dc l lo r~  :fi &sales, dans la circoii- 
fei-ence même. 

Cinquiérne propojricn ou demande. 
Les  cercles font ésaux dont les rayons 

font  é, u 3 ~ x .  
Scholic. 

Ces propofitions n'ont becoin d'3ucune explication; 
Thcorérne p r c m i r .  

Deux cercles qu i  ie coupent ne font 
pas concentriques. 

Les  cercles BCE & EDE ie coupent au 
point G.Le pointA efl le rentre  de GCE, 
je dis que ce point A ne  peut Stre le cen- 
t re  de G D E ; s'il l ' itoic , il s'eilfiiivroit 
une abfurdité, Javoir , que A C y a t i e  
de A D  ieïoit  Cgale i AD. Car r 0  A G & 
A C étans rayons d'un mCme cercle,ces 
deux lignes font ne- 
ceRaisemEt +$es. 
zoSi A eit centre de 
ZUE, les li~!ies AB D 

&ADrayOsa unmé- 
me  cercle k r 6 t  aufi  
é;ales,partant,puii: E 

que deux chofès qu i  font é ~ a l e s  i une 
troifiémc,font Sgales entre clles, A C & 
A D étant égaies a A E, ccs deux l i~aes  
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L I V R E  1. S S C T I O N  III: I I  

Co~it égales ; inais la partie A C ne peut 
2tre é;ale i fon tou t  AD : donc on ne 
peut pas dire que deux cercles qui  iè 
coupent foient coticei~triques. 

Theorêmc ficonci. 
Deux cercles qui iè tolichét ne font pas 

concEtriques,ou n'ont pas nGme centre. 
L e  cercle ECB touche Je cercle EDB 

lequel I; D B a pour centre le point A, 
je dis que le cercle B C B a un  autre cen- 
tre. Si le contraire eit vray , c'efi i dire, 
que A ioit le centre de ces deux cercles, 
il s'enfuivroit une abfiirdité que A C fe- 
ro i t  kgal à A D  la partie B 

au tout.Car 10les lignes 
A B & A D font les ra- 
yons de E D Lainfi  elles 
[ont Lgales. z0 S i  A efi 
le centre de BCG, i l  fmt 
que A B & A C  ioicnt 
encor égales : donc A C & A D étant  
esales avec une jnlC ligne , f ~ a v o i ï  avec 
AB,elles font Lsiiles entre elles,la partie 
AC i'era &ale à Ton tou t  AD : cela ne 
peut être ; fi deux cercles fe touchent 
doric ils ibnt excentriques. 

Thcor irnc trozfiérnc. 
Si Ies deux cercles A E A & A D  A Ce 

toiiclient l'un l'autre en  dedans ; la ligne 
droite qui joindra leurs centres ( qui  lie 

iont  pas u n  n12iile point par leTheor.  2') 
étant prolongée toinbera dans le point 
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12 E L B M E N S  D E  G ~ O M H T K I E ;  
daattouchement de ces deux cercles. 

Si o n  le nie,& qu'on fuppofe que leurs 
centres, qui par lc ze Theor.  font diffe- 
r e m ,  foient F &  G par 
Iefiuels paire la ligne 
E B, qui ne t6be point 
dans A oh fe touchent 
ces deux cercles,je m6- * G F 

tre qu'il s'enfuit que  
GD eilplus-rand que @€ 

G B, & qu'ainfi la  partie elt plus grande 
que le tout, ce  qui  eit abiùrde. 

Entre les deux points A & F la plus 
courte  l i p e  'efi A F qui  eit droite ; ainfi 
A F efi plus petite que A G 4 GF. Le 
centre de A B A eit F , ainii les rayons 
A F & F B font  égaux , partant F B eit 
plus petit que F G +- C; A, Ôtant de F B 
Sr de F G + G A la partie qui leur eit 
c6mune7~avoi r ,FG, le  refie GA fera pllis 
grand que GE.Or GD efi égal à GA,puis 
qu'on LupppoCe que G eit le centre d a  
cercle A D  A, & qu'ainfi ils font  rayons 
di1 même cercle : donc A G étant  plus 
grand que GB, comme on  l'a deinontré, 
il faut que G D [oit plus grand que GE, 
ce qui  efi I'abCurdité qu'il fd lo i t  prouver 
dcvoir fiiivre e n  niant le  Theoreme pro- 
poié , qui par conCequent ne peut Ctre 
contefié. 

7heorétne qu*rriime. 
Si deux cercles k touchent en dehors, 
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 IVRE 1. S K C T Y O N  111- 1 3  

la ligne droite menée par leurs centres 
paffera par leur point d'attoucl-iement. 

Qu'ainfi ne  foit, que le centre du  cer- 
cle DAD (oit B, & ceIuy du cercle EAE 
foir C,& que la lisne BC quine paffe pas 
par A,point d'attouchement de ces deux 
cercles , joigne les deux centres B & C. 

Pour démontrer le Tlieoïême pro- 
poTé, il faut faire voir que de cette fup: 
pofition il s'enfuit 
une absurdité, f p  
voir que la lisne 
I; C efi y lus grande 
que EA-t AC con- 
t re  ce qu i  a été d i t  

t re  deux points. 
que la ligne droite cfi la plus courte en- 

Les lignes BA & BD font éçaIes étant 
rayons d'un meme cercle. Les IiçnesCA 
& C E font a u f i  égales par la même rai- 
ibn : donc ajoiîtant 5 E D +- CE la par- 
tie D E qui efi entre ces deux cercles. 
alors GD -I- D E + E C ièra plus srand 
que B A -F. A C ,  ce qu'il f ~ l o i t  démon- 
trer pour faire voir que fi on nie le 
Tlieor&ne proyofé,il s'enluit une abfiur- 
dité. 

Tbcortmc cin9urémc. 
Deux cercles ne iè peuvent toucher 

qu'en un point. 
Q-e cela ne foir, & que les cercles Z 

& X iè touchent dans les deux points 
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a.+ E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E ;  
A & 1l.Par le fccond Theorême ils n'ont 
pas mcme centïe.Qe celuy de X ioit C, 
&que  cclriy de Z ioit  B : donc p~i ' ique  
D & A font iiippoLrez dans la circonfe- 
retice de X & de Z, il filut que C A {oit 
égal A CD , qu'c?inG BC -+ CA [oit égal 
a B C +  C D , &  
pcil'c,ue 73 cil le 
centre deZ,il faut 

. auilique Ç D [oit 
A 

égal à 1;C -+ CA. 
O n  vient de  dé- 
montrer que B C 
4 CA eit égal à 
B C-+CD : Jonc ces deux gïaiideurs E C  
-t Cl1 & ED chi l s  égales i rine troilié- 
m e ,  Javoir à EC+CA, elles iont  éga- 
les entre  elles, ce  qui eit abfurde, la li- 
gne droite B D étant plus petite que les 
l i g e s  BC+CD par la definition de  la li- 
gne droite. Deux cercles ne fe peuvent 
doiic toucliel- en deux points, 

S E C T I O N  IV. 
De la d!i%reritc pofirion des lignes 

droites q u i  Tant entr*elles ou per- 
pcndiculaires , ou cbliques , ou 
p r a l  elles. 

Schol;c. 
Eux ligncs droi~cs ne peuvent Ltrc dilpolics qu'en cc# D .  troll mamercr . i OU cilcs re rencontrent k Te coupcnt, ou 
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L I V R E  T. S E C T I O N  I V .  1 5  
cIltr nc ie rcnconrrent  point .  Q ~ a n d  clles l c rcnconr ren t  clirs 
Ir p r u v r n t  f ~ i r c  d c  for ic  q u e  ;'une panchc verr u n  c & i  
que verr  I'nurrc, o u  qu'ci!c n e  panchc pas plus. On c o n l i d c ; ~  
icy ces rrois pnfirions. 

Des lignes perpendiculaires. 
~ r f i r i r r ' i o n .  

Une l i p e  qui tombe fiir u n e  autre li- 
gne,  ou qui IJ coupe ,  de iorte qu'elle n e  
pmche  p s  pliis vers rii i  coté de cette li- 
gne qu'elle coupe qiie vers l'autre, s ' p  
pelle ~e ïpendicdni re .  

P r o ~ o l ~ t i o n î  narorellenient con- 
1 

n u e s  tou'cliant les l i ~ n e s  
peryeniiicuIaires. 

Prenirerc p r o p c j t i o n  ou demande. 
La ligne A E toinbe iiir E milieu de  

E D. SI Son ibinmet A efi également 
éloigné des ex- A 

trcinitez B & D 
de l n  l i ~ u e  E D, 
clle ne panche 
y as plus d'un cô-  
té  que d'autre, 
ainii elle clt per- LD 1 
pendicul~ i le  fur  G D. 

Sthoirs. 
C'eR u n c  fiiitc d e  l a  no t ion  que la  Dcf in i t ion  p reccdcn te  

d o n n c  de la  Iigric pe ipenr i i c i i l~ i r r .  

Seconde p r o p f i i o n  aa dernavdr. 

Si deux poin ts  de laligne AE font i ~ a -  
kirnent difidnsde B & de D,cliaqiie p o i n t  
de  13 lisne A E  k r a  i p l e l i i e n t  d i f imt  
de B Sc de D. 
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'16 ~ L E M K N S  D E  G E O M E T R I E ;  
S c h o l i ~ ,  

C'cR une luire d c  cc que la puririoh d 'une ligne droite n e  d b  
pend que d c  d c u x  points. O n  n c  peur point concevoir que  quel- 
que point dans la ligne A € loit plus prEs d e B  que d c  P, qu'on 
ne conçoivc quc A fi fe courbc cn  ce oint du  cbré d e  B , & 
qu'aioG cllc n'eR p i s  u n e  ligne droit$ , comrÿc o u  fuppok 
qu'elle I'eR. 

Trofi imc pvopoJZon oai drrnandc. 
Si A E efi perpendiculaire Cur B D , & 

que l'un de Ces points A ou E, foit éga- 
lement difiant de B & de D, l'autre fera 
igalement  éloigné des mêmes poirits 
B & D  

Sc holi'c. 
Car li A elt Cgalcment diRant d e  B D, & que  E ne  Ic foil  

pas ,  alors A E panchcra plus d'un cbrC que d'autre , ainli clle 
n e  lcra pas pcrpendiculairc , cont re  la  iuppohrion qu'an fair 
qu'cllc 1'cR. 

Q ~ a t r i é m c  propojrion ou dcmandc. 
Pour  démontrer donc que la ligne AE 

elt perpendiculaire fur 15 D , il iùffit de 
f i r e  voir que deux de les points font 
chacun en  égaIe di- 

A 
fiance des points 
33 & D. I 
J. propo/: ou dcm. 

EC qui efi ion pro- c 
longement, fera pareikiiient perpendi- 
culaire fur ED. 

Ssholrr. 
Ce n'eR qu'une meme ligne droire , o n  n e  peur  par  conce- 

voir l a  chole aurrernent , i moins que A C nc  le courbe vcrr B 
ou vers D. 

Six;/ - .  
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L I V R E  1. S E C T I O N  IV. i 7  
s~x~érnc P Y O P O ~ ~ I ~ J  OU demande. 

Si A C efi perpendiculaire fur B D, la 
ligne B D efi perpendiculaire iur A C. 

Scholie. 
On n c  peut concevoir que  B panche plus vers A qne vers 

e, qu'en n.érnercmpr o u  nc  conçoive que D panchc plus v n C ,  
B c c l a  Cranr,A panchcra plus vcrs B que vers D, car cela CR rc- 
ciproquc. Aiofi AE n c  fcroir parperpendiculairc fur B D ,  con- 
rrc la fuppofirion. B D  CR donc perpcndiculairc fur AC, c o m m e  
AC cfi perpcndiculrirc Tut BD,  

~ r o b l h  premier. 
Du point I< hors de la I i p e  Z tirer 

une perpendicdaire fur Z. 
IO D e  Kcomme centre, je décrisl'arc 

B C , ainfi B & C qui font dans Ia cir- 
conference de ce cercle &dans la ligne Z, 
font également éloignez de K. z0 de C 
comme centre, & de l'intervale C K je 
décris un cercle,& du point B un iècond 
du méme inrer- 
vale,ces deux cer- 
cles fe coupent 
aux poiiits I< & 
D qui iont  ain- 
fi également di- C G  
i tans de B & de 
C. 3 0  Par I< & D 
je mene une li- 

-&) 
Y D 

gne droite, dans 
laquelle les deux points IC & D étanr 
par la confiru&tion également éloignez 
de B & de C , i I  faut par la quatriéme 
demande cy-deffus que cette ligne K D 

B 
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18 E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E .  
foit perpendiculaire fur Z , ce qu'il fa- 
loit faire. 

Probiêmt ficond. 
Du point IC dans la ligne Z élever 

une perpendiculaire. 
De IC comme centre je décris un ccr- 

d e  qu i  coupe Z en deux points, qui  font 
icy A & B,  ddiquels comme centres je 
dicris deux autres cercles d'un même in- 
tervale pris à dikret ion , de Corte que 
ces deux cercles iè coupent. Je  fuppofe 
que ce foit au point D ; d'où ayana me- 
né une ligne au  IS 

point  K , elle CR 
1a perpendiculaire 
que l'on cherche. 
Car  par la con- 
firufiion D eit é- 
galement éloigné z 
de A & de &dont A K B 

le point I< efi au13 également éloigné 
par la confiruQion; ainii par la quatrié- 
me demande cette lisne ayant deux de 
Ces points également i lo i snez  de A & de 
B, elle efi perpendiculaire iiir Z. 

Scholie. 
Lors que le point donné cR fur  I'rxtre- 

s i t l  d e  la IigncdonnCe, comme icyG A B 
cRant JJ ligne donnée il faloir i lcvcr fur  
A une perpendiculaire , je prends d d ik r c -  
t ion  Ic puinr C . & ouvrant le compas d c  
l'intcrvalc A C i e  décris un cercle & je me- 
n e  le diamerre E D, & du poinr d e  fc&ion 

ra la perpendiculaire qu'on voilloir &ver i 
D, j e  tire une autre l igneau point A.  q u i k -  

cc quc l'on nc peur par démontrer co cc  lieu, 
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COYOURWC. 

r i  
De là nous apprenons comment l'on 

p,eur couper une lisne en deux parties 
egales. 

Soit A B une ligne droite de A & de 
B comme centres, je fais d'un même 
intervale pris à discretion deux cercles 
qu i  fe coupent en C & bD , par où je 
mene une ligne qui efi perpendiculaire 
fur A B, puirque D & C font é~alemenr 
kloignezde A & de B. c 
Or par la iêconde 
demande: le point E 
cornmiin aux deux Ii- 

égidement éloi,g?é de 
A & de B , ainli A E 
efi égale à E B , par 
confequent Ia ligne D 

A B efi coupée par la moitié. 
Tbcorême prcmrcr. 

On ne peut élever fur un mêmepoint 
dans une ligne plus d'une perpendicu- 
laire. E 

Sur le point A,dans la 
ligne B C, Cgalement di. 
fiant de B & de C, Coit é- 
levée la perpendiculaire 
A D , il efi vilible q u e  fi 
on en vouloit élever une 

A C  autre lur le même pointA 
B ij 
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20 E L E M K N S  D E  G E O M E T R I E :  
on ne le pourroit faire que cette lignc 
telle qu'A E , ne fût lus d'un coté que P d'autre,comme icy p us vers B que vers 
C, ce q u i  elt direRement contraire à la 
definitioii des lignes perpendiculaires. 

Scholrc, 
C'en une fuire de la notion que nous avons donnie de la 

pcrpcndiculaire, qdel le  eR CloignCc Cgslcmenr dc  parc k d'au- 
rrc dei exrrcmircz de  la lignc fur le milieu dc laqucllc cllc rom- 
bc 1 or i l  ne Ic peur pas faire que dcux differentcr lignes foicnt 
dans Ir méine Cloignement de  ccr m h c i  errrcrnircz. 

7bror!mc f irond.  
Si la li ne C D tombe perpendiculai- 

rement ? ur le milieu de la ligne A B, 
elle pare par tous les points qui font 
Cgalement éloignez de A & B extremi- 
tez de la ligne A B. 

Si on  le contelte & qu'on veüille dire 
que le oint F par o ù  C D ne paire pas, 
eft kg3 f ement éloigné de A & de B , de 
ce point foit inené fur A B une per- 
pendiculaire,qui par le precedant Theo- 
rCme ne tombera pas fur C , car il y au- 
roit dcux perpendicu- 
laires fur C , ce fera D F 
donc ailleurs. Que 
ce {oit au point E . 
Puifque F efi i ~ i p p o ~ é  1 
également difiant de A- B 
A & de B par la qua- C E 
trikme demande, le point E fera égale- 
ment diftant de A & de B : o r  C par 
IahipotheCe efi auili égakment difiant 
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L I V R E  1. S n c ~ r o w  IV. z i  
de A & de B, donc A C fera égal à A E, 
ce qui efi abfurde. Si 14 ligne CD tom- 
be, donc, &c. 

Thcorlme troi/émc. 
On ne peut mener plus &une pe-rprrn- 

diculaire d'un même point iùr une ligne. 
La lisne A D tombe perpendiculai- 

rement fur le milieu de la ligne B C ,je 
dis qu'on ne peut du meme point D 
mener d'autres l i p e s  perpendiculaires 
fur B C , car ces lignes tomberont de 
part OU d'autre de A, que cefoit en E. 
Alors par la troifiéme 
demande , le point E 
efi Cgalement difiant 
de B & d e  C, donc BE 
efi moitié de  cette li- B -A-C 
gne. Mais A B  en  eit E A 
auni la moitié, ainfi BA eft égal 3 B El ce 
qui efi abiùrde, Partant on ne peut pas 
dire qu'on puil% mener plus d'une per- 
pendiculaire d'un point Iur une ligne. 

Scholrc. 
C'eR encore une fuite de  la notion de ta pcrpcndiculaire 

qu'elle cR€golcmcnt CloignCc des cxrrcmiicz de la ligne fur Ic 
milieu de  laqucllc elle iombc. Deux dsff:rcnrer Iigncr nc pcu- 

%cor par Ccre chacune lgalemenr Cioigotrr dqr urccmitcz de La 
ligne fur Iaquellc ç1l.r rornbcnc. 

Corollair.~. 
Dans un plan deux lignes ui I'unt 

fè peuvent rencontrer. 
4 perpendiculaires fur une troi iéme, ne 

Car fi elles le rencontraient , ou iè 
B i i j  
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&t B ~ a M a ~ i s  DE ' G E O M I T R ~ E ;  
coupoient , du point de cette rencontre 
ou  fifiion il y auroit deux perpendicu- 
laires îur  la m h e  ligne , ce que l'on 
vient de démontrer être impoirible. 

Scholie. 
L'on mcfurela dittance d'un point une ligne par une ptr. 

ptndiculairc. parccque c'elt la mclure la plus rimplc & l a  plus 
conltantc . puis qu'on ne peut meiicr d'un point à unc lignc 
qu'unc kule  perpendiculaire i & qu'outre cela cllc ef? plut 
eourtc que toute aurcc lignc qu'on rircdu memc point à la n ~ f -  
mc lignc, w m m c  on Ic va faire voir dans le Theotfme fuivant. 

Thcar2rnc q ~ a w r l m c .  

La perpendiculaire eit la plus courte 
de toutes les lignes qu i  puiffent être me- 
nées d'un point j. une ligne. 

La ligne B A efi perpendiculaire fur 
Z , il faut démontrer quelle-efi. la plus 
courte de toutes les lignes qui pur f in t  
être menées di1 p o i n t  B h r  la lisne 2,. 

Prolongez E A jufques en C, en ior- 
t e  que B A foit égale à A C , la l i g e  
B A eft perpendiculaire iùr B C par la 
fixiénie demande, donc D eit é@emenc 
éloigné de B & de C, ainfi B 
B D efi égal àDC, mais la 
ligne droite B C elt plus 
courte  que la l i ~ n e  B D C 
par la 3' propolition 5.  2. 

Donc A 3, moitié de B C 
afi plus courte que  B D 
moit ié  de B D-FD C ,  ce 

A. 
-quvil Dloit déinonrrer. Y A  c 

Scholib. 
C c 8  au6 une f u k  de la nature de la  pnptndiculailc qui 
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L I V R E  J. S E C T I O N  I I I .  23  
fie ~'Ccartant point & s'éloignant Cgalcment der cxcrernitez de 
la lignc fut le milieu de laquclle clic mmbc . elle va p i 1  le chc: 
min le plus droit . k par canlrqucnt lc plus court. 

Des I i p e s  obliques: 
Definidon. 

Les lignes obliques font celles qui 
panchent plus vers un côté que vers 
l'autre. 

L'on mefure leur obliquité par l'éloi- 
gnement que leur pied a du pied d'une 
perperidiculaire tirée d'un de leurs 
points fur l'autre ligne. 

C B eit une ligne 
oblique fiir Z , fi A B B 
eit perpendiculaire fur 
Z,, la ligne C A, qui efi 
l a  meCure de  l'éloigne- 
ment du pcrpenciicule, z A 
efl a u f i  la rneîure de C A 
l'obliquité de B C .  

Thtorêmc c i n q r r i h c .  
S'il ya  ésalité dans la perpendiculaire, 

& dans l'éloignement du perpendicule, 
les lignes obliques font égales. 

Si A B - M N L k B  
A C-M O je dis que N 

B C-N 0,  que cela 
11e foit , concevons 

ue M N ioit pofé , 
;?r A B  . ces deux li- kC !h ra 9 
gnes étant égales , a 

B iiij 
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1 4  E L E M E N S  DE G B O M E T R I E .  
elles conviendront : 
fi M O ne convient N 

pas avec AC qui  luy 
eit égale,qu'elle con- 
vienne avec A G ,A  

donc puililue O M il+ !\ M 

efi perpendiculaire G 

fur M N, il faut que A G [oit perpen- 
diculaire îur A £3 , q u i  cfi la même que 
M N  , ainfi h r  A il y a deux perpendicu- 
laires, ce que nous avons dimonrré ne 
pouvoir être. 

11 faut donc que M O convienne avec 
A C ,  ainfi O avec C , comme N avec& 
partant les deux lignes O N & P, C cn- 
t re  mimes points font égales , ce qu'il 
faloit démontrer. 

S'il y a Egalité dans l a  perpendiculai- 
re & dans la ligne oblique, il y a égalité 
dans i'doignement du perpendicule. 

S i  A B-M N & B C-N O, ie dis que 
Ç A-MO ; pokz  A B i u r  M N,ces deux 
lignes étant égales, 
elles conviendront. 
Si o n  dit que GC ne 
convient pas avec, 
N O qui ~ u y  efi éga- p$, o 4.- c 
le , mais avec N G, c 
je dis qu'il s'enfuit une abiurdité. 

Carr pu?hue dans cetre filppoîltioa 
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L I V R E  T. S E C T I O N  IV. 2 5  

B C convient avec N G, il faut que AC 
convienne avec M G; ainfi M G iera per- 
peiidiculaire Cur M N , qui eit la rneme 
ligne que A B , fur laquelle C A eft per- 
pendicillaire , par confequent iiir M N 
au point M il y a deux perpendiculaires, 
fsavoir M O & M G, ce qui  dl abîurde. 
B C conviendra donc avec N O , par- 
tant A avec A I  Sr C avec O : ainii les 
lignes C A & M O étarit entre mêmes 
points,iont égales :ainfi les éloignemens 
du perpendicule [ont é ~ a u x  , ce qu'il 
faloit dimontrer. 

Thcoréme l;pri;rnr; 
S'il y a égalité dans la ligne oblique, 

& dans l'éloignement du perpendicule, 
les perpendiculaires font égales. 

S i B  C,-NO,&AC,-MO,  jedis 
que AB, - M N , cela Ce démontre par 
la même voyc q u e  le precedent Tlieo- 
rême. Xi faut concevoir que O M efi po- 
Cée fur A C , qui  doivent convenir,  fi 
N O ne corivieiit pas avec C B,mais a y c  
C G ,  & par cdnfe- G B 

quent  que M N coii- 
vienne avec A G , il 
s'eniiiivroit que les VSih 
deux l i ~ n e s  A G ,  & A C M  O 

A B, îeroient perpendiculaires fur AC, 
c e  qui eit impoifible ( par le premier 
TheorCrne ) Il faut  donc que O N con- 
vienne avec C B, lepoint A avec MI & B 
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26 E L E M E N S  DE G E O M E T R I E .  
avec N;ainfi que les lignesAB,& M N, 6.. 
tansentre mêmes points,clles foient ésa- 
les , ce qu'il faloit démontrer. 

lignes 

Deux lignes droites qui font égale- 
ment  difiantes l'une de l'autre, chacune 
dans deux de leurs points (& par coniè- 
quent dans toutes leurs partiesIfont dites 
paralelles. 

propofiion ou demande. 
Deux lignes droites qui  efiant prolon- 

gées à I'infiny , ne fe rencontrent point, 
iont paralelles. 

Sch olic. 
Les lignes droitcs qui ne font pas p.iralcllcsfe rcncontrcnt ne. 

ceff~irririenr,  c a r ,  par ~ x e r n ~ l e ,  fi A F & B D s'approchenr d 'un 
côié, & qu'au poiiit D la Iignc B D foir plus proche dc  A F-, dc 
l a  valeur d e  la moirit! d e  B F que  ic n 
fuppofc igalc à D E ,  li A E clt moirii  
d c  A F, & qu'on prolonge B U. com- 
mc cllc s'approchera uniformiment 
fclon la natdrc des ligncs droircs , vis 
à vix de  A.  t l lc  fcra approchtc de la 
lignc A.F dc 13 valeur D E , ainfi clle 
ne fera point Cloign4c d e  A, par con- / 
A F dans ce  point:  il n'en eR pas d c  A ~d E F 
fcqucnt cllc rcnconrrcra la ligne -- 
mëmc d'une lignc courbc avec unc ligne droire. La  courbe en 
s'approchanr roujours,dc qiielquc cholc,dc la droite,cllc Ic pcut 
faire par d e r d ~ g r é s , ~ u i  vont en diminuant,  à mcfurc qu'on la 
prolongc.dc lortc qu'cllc nc la tcnconrrc iamais,cornmc i'onk 
dCmon~re dans  Icr Elcmcns de: ligncs courbes. 

Lemme premier. 
Si A B, & C D, font perpendiculaires 
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dinr Xl paraielle à Z ,  elGsfont égales. . 
La difiance de B & C de la lisne X fé 

mefure par les perpendiculaires A B & 
C D .  Ces deux points c 
font en mime diiiance 'n: 
de X, puifque Z & X 
font paralelle~~donc ces 
perpendiculaires Cont 
égales ; ce qui îe dé- D 

montrera en la même maniere de tou- 
tes les autres perpendiculaires entre Z 
St X. 

Lemme ficond. 
Deux ou plufieurs lignes perpendicu- 

laires iur une  même ligne Cont paralellcs 
entre elles. 

Par le Corollaire du ThcorCrne 3e fipr. 
les lignes perpendicsilaires fur une mê- 
m e  ligne ne iEt rencontrent p o i n t ,  donc 
par la demande precedente elles font 
paralelles. 

Lemme iroil;énrc. 
Entre deux paralelles les lignes qui 

font perpendiculaires fur l'une, le font 
l u r  I'aurre. 

Z & X font paralelles , la liçne A B 
efi perpendiculaire fur Z , fi elle ne l'efi 
pas fur X ; du point B je mene iur X la 
perpendiculaire & D , & de D h r  Z la 
perpendiculaire DC ; ainfi BA , n'étant 
pas perpendiculaire furX,la ligne BD fe- 
ra plus courte, par le theorême quatrié- 
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18 E L E M ~ N S  DB G E O M E T R I R :  
me,fip. & par la même B c 
raifon D C , fera plus 
courte que B C , &_iZ partant plus que A B, x 
ainfi la lisne Z dans A D 
le point C s'approchera plus de X, que 
dans le point B,par confequent elle n'eit: 
point paralelle,ce qui eit contre la iùppo- 
fition. Deux lipncs donc étant paralelles, 
la lisne qui eit perpendiculaire fur l'une, 
l'en iùr l'autre,ce qu'il filoitdémontrer, 

Lrmmc q~a i rd rn t .  
La ligne A ne peut être perpendicu- 

laire îur 3 & fur C , deux differentes li- 
gnes, qu'elles ne foierit paralelles. 

Car ces deux lignes B & C farlt pei; 
pendiculaires Tur A par . 

G la demande ciiiquiéme, 
/HP. donc par le Theo- 
rême fecond , f i p .  elles R,~ I 
ne Te rencontrent point ; ainfi par la de- 
mande precedente elles font paraleIIes. 

Problême tror/iimc. 
Par un point donné , mener uneligne 

paralelle à une ligne donnie- 
Soi tX  lalisne donnée,&Ekpoint doné. 

de B j'abaiffe la perpendi- B c 
culaire BA h r X &  Kir AB - 
j'éleve au point B la per- 
pendiculaire B C, qui fe- 
r a  la ligne paralelle que  
l'on cherche par le Lem- 

ALX A D 

me quatriinle, fnp. 
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L I V R E  1, S E C T I O N  IV. 
Autre rnanicrc. 

29 

J'ileve fur X une feconde perpendi- 
culaire D C que je fais égale à A B, &je 
tire par B & C la ligne Z qui îera la pa- 
ralelle que l'on cherche,puiîque les deux 
lignes Z & X ièront en égale difiance 
l'une de l'autre. 

Scholic. 
O n  fait la même chore plus facilement en cette rnanicrc, k 

point donnC cR C, de ce point comme centre,  8 d'un intcr- 
rallc pris d diferciion . je fais le 
cncle  A B .  & du point A ,  & B 
de mime intervalle, l e  cercle D C, 
je ptenc I'arc A B ègal i I'arc DC, 
&par C 5( B, je mene unc ligne 
qui fera la pxale l lc  que i'on 
cherche. ~7 A D 

~bcore"rnr hwidmr.  
r- Deux lignes paralelles à une troifiéme 
font paralelles entr'elles. 

X & Y font paralelles avec Z. de X 
je mene A B, perpendiculaire fur Z , la- 
'quelle étant prolongée juîques en C ,  
puis qu'elle efi perpendiculaire h r  Z,eL 
le îeriipar le Lemme 
troifiéme, rup. perpen- A X 
diculaire fur Y, para- 
M e  avec z , & puif- IB Z 
que Z efi paralelle a- - 
vec X,cette ligne per- 
pendiculaire fur Z le Ic Y 
l i ra  aufi  par le Lem- 
me troifiénie , /HP. fur X paralelle avec 
Z. Ainfi uifque X & Y font perpendi- 
culaires P yr A C , elles [ont paralelles 
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3 0  E L B M E N S  D E  C E O M E T R I E .  
entr'elles par le Lemme quatriéme,/wp. 
ce qu'il faloit démontrer. 

Tbeo* êmc ncnvréme. 
Deux ou plufieurs cercles concentri- 

ques iont paraIelles,ou la difiance entïe 
leurs ciïcon ferences eft égale. 

Il eit evidenr que les E 

cercles X & Z étant 
concentriquesBC=DE, car A ; C A  E & A B- 0 

z 
A D  de choks  égales, 
ôtant choies igales, de \ 
A C l a l i g n e  A B , &  de \ 
AE la ligne AD , les re- c 
fies B C & D E doivent être égaux, 

S E C T I O N  V. 

Des lignes terminées à une 
circonfercnce. 

mne B F perpendiculaire fir,Ia 
moitié de la corde C b,coupe p a r b  LA lia 

moitié les arcs C B D , C F D aufi-bien 
que le cercle , & paffe par le centre. 

IO Puiique les points B & F [ont Ega- 
lement éloignez de C & de D , tous les 
points de B E , par la ièconde demande 
5.4. feront également éloignez de C & 
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L ~ V R E  1. S E C T I O N  V. 3'  
de D,donc B C = B D  B 

CIr FC-FD , donc B C 
4 CF=BD+ DF, ainfi M 
BF coupe les arcs & le c 
cercle en deux parties 
Sgales. zoLa perpzdicu- 
laire BF pare par tous 
les points également 6- F 

loignez de C & de D par le fecondTheo- 
r h e ,  f 4. O r  le centre de ce cercle efi 
également éloigné de ces deux points C 
& Di donc B F pare par ce centre. 

Corobarrc prcmrcr. 
Donc pour couper un arc en deux 

parties Egales il faut élever fur la moitié 
de fa corde une perpendiculaire. 

Corollaire hcond. 
Ayant mené M N paralelle à la corde 

C D , les arcs entre ces paralelles font  
&aux. 

Car BE étant perpendiculaire fur C D, 
elle l'efi fur la paralelle M N,par le Lem- 
me troifiime $ 4'. Donc les lignes droi- 
tes ou  cordes B M, & B N , font égales, 
les cordes B C, & B D , font aufi égales, 
donc les arcs de ces cordes égales Cont 
égaux par la deuxiéme demande 6 .  3. 
Otant donc choiès égales de choiès éga- 
les, l'arc B C moins , l'arc B M elt égal à 
l'arc B D , moins l'arc B N , c'eit à dirc 
que l'arc M C efi éçal A l'arc N D. 
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Trois  points A, B , 
trouver le cercle X , 
trois points, 

Je joints ces trois 
liones. h r  le milieu 
1; pe;pendiciilaires 
E F, & G H, lerquel- 
les par le Theoréme 
precedent , parent 

C, étant donnez 
qui  paire par ces 

points par deux 
defquelles j 'éleve 
O B G 

par le centre-de X. A 
Il faut donc que le 
centre de X fe trou- 
ve e n  cesdeux lignes, 
& par confequent x 
au point K o h  elles Ce coupent. Ainfi on 
voit ce qu'il faut faire pour trouver le 
cercle X. 

Scholie. 
Si les trois points donnez Croient dans une l i p e  droite, Ir 

queltion auroir C d  impofiolc . commc i l  CR cvidcnt; car alotr 
Ics dcux pcrpendiculaircs EF k GH nc Ie coupcroicnt pas irant 
paralcllcr , Lclon cc qui a trC dCmonrrC cy-delTur Lemme 4. 

Corollaire prernicr. 
Deux cercles ne peuvent pas avoir 

trois points communs, comme A, B, Ci 
q d i l s  ne les ayent tous. 

Car ces deux cercles auroient K pour 
centre , & feroient décrits d'un même 
intervalle , airifi ils ne k ro i en t  qu'un 
même cercle. 

Corollaire f icond.  
Deux cercles ne fe peuvent couper en 

plus de deux points. 
Car 
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L I V R E  1. S E C T I O N  V. 3 3 
Car  s'ils fe coupoient en trois, ils au- 

roient trois points coinmuils , ainii par 
le Corollaire pïecedant ce ne f e m i t  pas 
deux differens cercles. 

Thcor lmc  jëcond. 
Si la lisne B K paffe par le centre IC, 

& coupe la ligne C D , o u  l'arc C R Il 
par la moitié , elle cO perpendiculaire 
î u r  la lisne C D. 

Car  il y a dans cette limne B I(: deux 
points,  [savoir A ou ~ ,&.Ki .~a le rnen t  
éloignez de C & de D, 
puifque A cil la nioi- 
t i i  de la ligne CD, & B 
moitié de l'arc C B D, 
8( que  I< efi le centre 
du tercle.Donc BK elt 
perpendiculaire, par la cmn 
notion qu'on a donnée de cette lipne. 

T hcorêrnc rror/;érnc. 
Si la ligne B-I< paffe par le centre I<, 

& eit perpendiculaire fur CD, elle cou- 
pe C D par la moitié . 

Puifque I< efi le centre , ce point efi 
également éloigné de C & de D:& puil: 
que B I< efi perpeildiculaire, le point A 
& tous les autres de B K doivent 
erre également éloignez de C & de D 
par la troiiiéme demande 6 4 : donc CD 
eit coupé par la moitié. 

7hrorémc qrrawihc. 
Les deux c o r d ~  B C & D E qui ne 

C 
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54 EI.E'MENS DE G E ~ M E T R ~ S ;  
parent  pas par le centre,  ne le peuvent 
couper par le milieu. 

Si ces deux cordes Te coupent e n  A ,  
qui  n'eit pas le centre , & que ce point 
Coit le milieu de ces deux lignes,  ayant 
mené de A une ligne au centre  K, cette 
lignq I<A,par le Theo- 
rême fecond /q. fera 
perpëdiculaire iùr B C D 

& fiir D E , & par la 
Demande fixiénie , 4. 
4 , E C & D E feront Qc 
perpendiculaires fur I( A,ainfi fur Ie mé- 
me point A il y a deuxperpendiculaires, 
ce  qui efi colitrc le Theorême zCt  g. qc. 

Thcoréme crnqrriPlmc. 
Les cordes B C & G H qui  font éga- 

lement éioigiiées du centre K Cont éga- 
les , & ii elles Cont é ~ a l e s ,  leurs difiances 
du centre,)avoir,~ E & KF font égaies. 

Je mene i i ~ r  ces cordes les perpeii- 
diculaires D K & K L qui les coupent par 
le milieu.Par l'hy- 
pothefe K EE= K F, 
& puifque les ra- 
yoris d'un inCime a 

cercle i on t  ésaux 
B K - K H & K c -  
K G : donc l'obli- 
que K B étant éça- 
Je à l'oblique KH, & les perpendiculaires 
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L I V R E  1. S I I C T I O N  V: 3 r' 
K E  & K F d c  ces obliques e'tant égales, 

ar le Thcoïême 6= 4 q B J i  -HF : par 
fa m i m e  voye o n  prouve que EC= FG, 
qu'ainfi BC= HG,ce qu'il faloit prouver. 
L a  kcondc  partie k dimont re  par Ic 
Theor.  7' g 4 cy-deffus, où  l'on mont re  
que les obliques comme K B  & KH étant 
égales, & les difiances BE & HF du pcr- 
pendicule étant égales, les perpendicu- 
laires K E & KF iont  Cgalcs. 

Thcorémc JïxiImt. 
Dc toures les cordes d'un cercJe,ceIle 

qui paire par le centrê elt la plus grande 
Lecentre  efi K,le dia~netre  ou  la cor- 

de qui paffe par le centre 
efi B A. Il faut  prouver 
que B A eit FILIS grande 
que C D, & que ioiite au- 
t r e  corde qui ne  parc pas 
par le centre K 

K C = K B & B D = : K A ,  

corde. 

a 
ainfi BA =: K C 4  KD. or D A 

KC-i-KD eh plus grand que C D ; donc  
B A eit  plus grand que CD : cette dé- 
monfiration s'applique à toute autre 

Des lignes tangentes. 
Dcjnztion. 

Unc ligiie qui touche un cercle fins 
entrer dedans,  q u o y  qu'elle ioit prolon- 
gée, s'appelle tangcnte ds ce cercle. 

C i j  
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Une lignc pcrpendi&laire à 17extremi- 
té d'un rayon, touche le cercle, & ne le 
touche qu'en un îeul point. 

B D e t l  perpendiculaire fur 1) K , il 
faut  prouver que cette lisne ne touche 
l e  cercle X qu'au point B. 

Si on di t  qu'elle le touche dans h n  Te- 
cond point, comme en C, je mene de K 
à C une ligne, laquelle n'efi pas perpen. 
diculaire fur BD, puis qu'on ne peut me. 
ner de K fur B D 

B C  D qu'une îeule per- 
pendiculaire,par ' ï h e o r h e  6 4; le cq 
elle eit donc plus x 
grade par leTheor. 
qC 5 +,que lc rayon 
BIC,qui efi perperi- 1 

diculaire iùr B D, 
partant le point C cil hors le cerclc,ainfi 
BD n e  .le touche pas en ces deux points 
B & C , mais feulement e n  B. 

Theuréme hurrrérne. 
Si au dedans d'un cercle on tire une 

ligne qui ioit perpendiculaire i ù r  lc 
point de l'attouchement de la tangente, 
certe perpendiculaire y r i i k a  par le cen. 
tre de ce cercle. 

C D efi une tangente du point C d'at. 
touchcment, je mene au dedans du C C P  
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L I V R E  Y. S E C T I O N  V; 3 7 
clc une perpendiculaire , je dis qu'elle 
paffe par l e  centre I< ; fi on veut que ce 
foit par B q u i  n'eit pas le centre,je prou- 
ve qu'on n'a pas rai- 

b 
fon, car de IC ayant me- , 
né le rayon I( C,par le  
Tlieorême kpt iéine , 
C D eft une ligne tan- 
gente,donc elle eit Fer- 
pendiculaire fur C K, 
ainfi il y auroit iiir C 
deux perpendiculaires IZ C & B C,ce qui 
ne peut étre par le Theor.  I"$ 4fip.  

Tbrorérne ncufaémc. 
Entre une tangente & la circonfe- 

rencc d'un cercle on  ne p c ~ i t  mener au- 
cunc ligne dro i te ,  mais o n  peut mener 
un nombre infiny de lignes circulaires. 

Si entre ED taneente & le cercle X,on 
peut mener que lGe  ligne droite qui par- 
tage l'efpace entre B D la tangente & le 
cercle , que ce [oit la ligne B F , fur la- 
quelle je mene du 

B D point I< une autre 
ligne qui luy  foit 
perpendiculaire, fi- 
voir I< E, qui par le 
Theorême qC $ 4  fe- 
ra plus courte que 
le rayon B IC , qui 
n'eR pas perpendi- 

m; 
culaire iùr cette ligne, ainfi K E étant 

C ~ i j  
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8 E L E M E N ~  DB G B O M B T R I E .  
p!us petite q~ ic  le rayon B K , ion  ex- 
tremité E efi au dedans du  cercle, 
Par  conieqiicnt la ligne BF n'eit pashors 
d ~ i  cercle, ainfi e l le  ne partage pas 1'eG 
pace qu i  cfi entre luy & la tansente ED, 

Mais entre A B la tangente & le cer- 
cle Y,on peut f ~ i r e  pafikr une infinit6 
de cercles, car ayant prolongé le  rayon 
A C au dedaris d u  cercle, & de E com- 
me centre & de I'intervallc E A ayant 
fait le cercle Z, la li- 
s n e  AB ièra tangen- 
t e  à ce cercle, par le 
Theor.  7' fip. lequel 
étant plus grand,fe- 
fa au dehors du cer- 
cle le cercle Y. Pareillement X ,  dont le X . 4; W.5; :.- . 2: 

centrc eit F, k r a  en- Y 

core entre  AB & Y, ainG à l'infini. ' ~ a r  
conCequent entre  la tangente A B Sr le 
cercle Y o n  peut faire paircr une infini- 
té  de lignes circ~ilriires. 

Puobiêmc fitond. 
Mener une ligne droite qu i  touche 

u n  cercle dans  un  point  donné. 
Le centre eit K,le point . D 

donne B , je mene le ra- 
yon K a ,  & fur ion  extrc- 
mit6 B, j'élcve perpendi- 
culairement BD q u i  par Ic 
Th. 7'fup.  fera la tangen- 
te qu'il f d p i t  faire 
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~roblêmc t r o f i m c .  

39 

D'un point  d o n n i  hors le cercle t irer 
une tangente. 

L e  cercle efi EEB,le point donné eRC, 
duquel je mene une ligne au centre A &  
au point B, o ù  cette l isne coupe Ic cer- 
cle,  par le Problême 
prccedmr je fais la 
tangentc GD.' Jc dé- o 
cris un cercle concen- 
trique par C,& de D 
où ce cercle elt cou- 
pé par 12 tangente 
G D je prends D F 6- 
valc à D C,jc joins C 

@ a  

D 

& F par une ligne qiii fera la tangente, 
Par  la conitruLtion la corde G D -. 

C F, car l'arc G C efi égal à l'arc C D,& 
l'arc C D à l'arc DF , ainfi les arcs G D 
& C F étans é ~ a u x ,  leurs cordes font 
égales. 

Je inene de D an centre A la ligne 
A D q~li  fera perpendiculaire fur C F, 
puifque deux d e  lès points, &avoir A & 
D [ont également iloignez de fes ex- 
treinitez : o r  puifque les cordes D G 
& CF font épdes, les lignes AB & AE 
font égales , par le Theorême cinquié- 
me f i p .  Donc le point E adfi-bien que B 
efi dans le cercle BEB, ainfi la ligne C F 
étant perpendiculaire fur E extremité 
du rayon AE elle touche le cercle, par 

C iiij 
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40 E L R M E N S  D E  G E O M E T R I E ;  
le Theorême feptiéme fip. 

Ce Probléms l e  pratique PIUS fatilcment !Coit A le point doli- 
né,duqucl i l  faut rnencr 
une tangeiite au cercle X 
aprCr avoir tir6 l a  ligne 
A B d e  A à B centre du 
cercle X , il frur dicrire 
fur cette lignc le cercle 
A B C , & au point de 
FcCtion C mener A C qui 
fera la iangcnte qu'on 
chccchoic , cc que Son 
ne peut par dimontrer BA X 
en cc lieu. 
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E L E M E N S  
D E 

G E 0  METRIE, 
o v  

DE LA MESVRE 
D V  C O R P S .  

h - 
L I V R E  S E C O N D *  

De l a  Ceconde dinienfion d u  Corps. 

S E C T I O N  P R E M I E R E .  
Des Surfaces droires ou planes corn- 

prires earre deux lignes qui fc 
coupent , ce qui  s'appelle, Angle. 

Prrmicvt dcfnrlion. 
NE furface plane compriie cn- 
tre deux lignes droitcs qui fc 
joignent en un point , & qui lc 
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ai E L E M ~ N S  DB G B O M B ' I R ~ E :  
coupent étans prolongées , iè noinme 
Angle plan. 

Seconde definirion. 
Ces deux lignes qui  renferment cet 

efpace, qu'on apyclle Aiigle, font les cô- 
tez de cet Angle. Le point où ces deux 
lignes Te coupent eit: Je iom~nèt de 
l'Angle. 

Ltsmc. 
Deux o u  plufieurs cercles étant con- 

centriques, les lignes menées du centre, 
qu i  diviiènt en  tant de d e y e z  la circon- 
ference de l'un, divirent iemblablement 
en  autant de d e p z  celle des autres 
cercles. 

Il eit evidant que E D e'tans diame- 
trc du cercle é,& fa partie 1 G étant dia- 
inetre de X ; cette lisne coupe par la 
moitié ces deux cercles qu'on Cuppok 
concentriques. 
~ ~ S u p p o s a t  que BC B 

q u i  pan2 par le cen- 
t re  A efi perprndi- 
culaire fur la ligne 
E D ,  le point B fe- a 

ra également éloi- 
mné de E & de D, 13 
par la notion de la 
perpEdiculaire,ain- c 
fi l'arc B E-BD, & par la même raifon 
comme le point F elt é~a lcment  é l o i y é  
de 1 & de G, l'arc FI-FG; ainfi BC cou- 
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L I V R E  I I .  S E C T ~ O N  1. 4 3 
pe encore femb1abIemcnt ces deux cer- 
cles. 

30 Je divife l'arc B E e n  deux parties 
égales au point L : donc concevant que  
l'on pore L A B iur  LAE ces deux gran- 
deurs conviendront , A B conviendra 
avcc A E, ; partant A F avec A 1, qu i  
luy eft égale , & F avec 1, partant I'arc 
F M avcc 1 M , ainB ces deux arcs font 
égaux : donc comme L B o u  L E efi 
moitié du quart de Z , il faut que F M, 
ou 1 M Coït moitié du quart de X , airifi 
deux ou  ylufieurs cercles, &c. 

?-ao1/;inae dci;mitr~n. 
La mefuïe d'un angle eit la  port$n 

d'un cercle dont Ic centre elt au iommet 
de cet angle, laquelle portion elt com- 
prik entre les co tcz  de ce même angle. 

Scholie 
L'anglc BAC CR mcfuré par la 
portion ducercle B C rcnfer- 
méc enrrr les CÔICZ dc l'angle, 

, 

fçavoir F A & DA: le pointA 
CR I c  ccnrrc du ccrclc dont 
B C clt portion. B A 

Ibcorêmc premier. 
La grandeur d'un angle ne dipend 

point dc la grandeur dc Ces côtcz. 
Soit  l'angle Z , ayant décrit de A Ton 

fommet deux ou plufieurs cercles con- 
centriques , les arcs E D & C B , par le 
Lcmme pïecedant font d'un égal nom-  
bre de degrez , & quoy qu'on prolonge 
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44 E L E M L N S  DI G E O M E T R I E .  
les côtez A D & A E à 
l'infini, les arcs entre ces 
lignes ièront toujours 
.femblables o u  d'un é ~ a l  
nombre de degrez , par- A 
tant cet angle Z , foit A B D 

qu'on le meiùre par l'arc C B , o u  par 
I'arc D E, aura toujours la même meru- 
re. Ainfi il ne dépend point de la gran- 
deur de f i s  côtez. 

euarrrtmt definition. 
Un angle qu i  cf? meluré par un  arc de 

nonante degrez , qui [ont le quart du 
cercle, efi droit. 

Scholrr. 
Ainfi Cuppohnt que I'arc AC 

rit Ic quart  d c  la  circonfcrcncc 
A C D E , & par confcquent d c  
nopante degr îz  , qui  font le 
quart de trois cens loixanrc de- 
grez que vautrout I c  ccrclc,l'an- 
glc A B C qui a pour mcrurc cet 
a rc  A C CR droit .  

Cinqnrém dcjînirion. 

e8 
D 

Un angle q u i  a pour fa inefure un arc 
de plus de nonante degrez eR dit obtus. 

Schohe. 
L'Angle F B C CR obtus, parce quc I'arc F C qu i  Ic mefuretfi  

d e  plu6 d'c nonante dcgrcz, puis  qu'il cl t  plus grand que Ic 
quart  d c  ccrclc A C. 

Sixiimc defiBirion 
Un angle qui a pour fa mefure un  arc 

q u i  a moins de nonante degrez , eit ap- 
pellé aigu. 

Scbelic. 
- L ' a n ~ l c  j~ k cR aigu , parcc qu'il CR m e h d  par l'arc F 8, 
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L I V R E  I I .  S E C T I O N  1. 
,ui cd moindre que L'arc A S q u i  a nonanie degrcz. 

4 5 
Thcoréme jêcond. 

Une lisne perpendiculaire fur une au- 
tre fait avec clle deux aiigles droits ; & 
fi elle fait deux angles d r o k e l l e  cfi peç- 
pen diculaire. 

IO B A efi perpen- E 

diculaire fur A mi- 
heu de CD, d'oh tom- 
me centre ayant dé. LzIR 
crit le cercle CBD, par A D 
la notion de la perpen- 
diculaire, les lignes ou cordes BC & RD 
font égales, aiiifi les arcs qu'elles [OU- 
tiennent font égaux ; & partant puifque 
CBD efi la moitié de la  circonfèrence, 
CD étant le diametre du cercIe,Ies arcs 
B C & B D en ièronr le  quart  ;.donc les 
aiisJes B A C Ss BA D ayant pour me- 
fure chacun le  quart  de cercle , ils font 
droits, par la quatriéme definition. 

20 Il efi facile de démontrer la fecon- 
de partie, car fi les deux angles CAB & 
D A.6 font droits , les arcs R C & B D 
font égaux , Sr B étant ainfi en égale 
difiance de C & de D , la l isne A B eit 
perpendiculaire. 

Corollaire. 
Donc fi deux lignes fe joignent , & 

qu'elles faffent deux ansles droits avec 
une ligne élevée h r  le point où elles ie 
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46 E L E M E N S  D a  G E Q M T R  1: 

joignent, elles ne font qu'une m h e  
ligne. 

Si I'on n'cn dcmcurepas  d'accord , je iuppolc que deux dif- 
fcrcntcs lignes A B & A V TC joigncnt c n  A, q u i  font dtux an. 
g k s  droirr avec A E , quoy qu'dies n e  foient par La mSme li- 
gnc. Ic ~ r o l o n g c  BA e n  C ;  E 
puilquc B n E eft droir. par 
Ir prcfcnr Theor&n: la li- 
gne E A CO pcrprndiculairc 
fur  B A Q U  B C , EI p a r  
conlequent i'angle E A C  
cfi droit  , par le mémc 
TheorEmc , donc  il lcra 6- C -  
gal i l'angle I A D, qu i  eR L; 
fuppofédroir .  Or cela ir: D~**'~'' 
peur pas êrrc. D o n c  o n  n c  i c u t  pas d i re  que dcux lignes qui Tc 
joigncnt & q u i  font  deux anglcr droits avec une ligne Clevic 
fur Ic point où clics Tc joigncnt, Coicnr deux diffcrcnres lignes, 

7hcorêrnr zro;Jilrnc.. 
La lisne E A obIiqiie fiir C D fait 

avec elle d'un côté un angle obtus, & de 
l'autre un aigu, qui tous deux enien~ble 
valent deux droits, 

Soit A B  une perpendicuIaire f u r  A 
milieu de la ligne C D;donc l'arc Cl3 fc- 
ra égal à B D, Sr par confequent chacun 
efi denonante degez ;  & puifque EA efi 
oblique, & qu'ainfi elle n'eit pas per- 
pendicddire , les deux arcs C E 81 E.D 
foiit inégaux ; l'arc C E efi plus grand 
que B C ; donc l'angle C A E eft obtus, 
par la definition se. 
- L'arc ED eit 
pe t i t  que BD q u i  
efi de nonante de- 
grez ; donc l'angle 
EA D par l a  gc defi- 
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L I V P . E  I I ;  S E C T I O N  1. 47 
nition efi aigu. Ces deux angles C A E  
& E A D o n t  pour mefure les arcs C E 
8r E D , qui font  enfeinble la d e n i e  cir- 
conference , c'eit à dire,deux quarts d e  
cercle.1ls valent donc de~ix  angles droits, 
puiique leur meiüre égale deux fois 
nonante degrez , mefure de dexx ansles 
droits. 

SepriCrne dtf;nirion 

L'angle aigu qui vaut avec l'obtus 
deux droits, s'appelle le complement d e  
I'angle obtus au demy cercle. 

Scholrc. 
AinG D A K CR le complement de  C A E. 

1 7hsori"mc quarriéwc. 
Tous  les angles deux ou  plufieurr 

lignes font avec une ligne - fur laquelle 
elles tombent, Sont égaux à deux angles 
droits, & on t  par confequent pour me- 
l i r e  la demie circonference. 

w o n  conçoive tant de lignes que 
l'on voudra, qui tombent fur  C D au 
point A , de ce 
point coine cen- G * 
rre ayant dicrit  
un cerlc, la mclù- 

gles fera la demie 
circonference C 
G B D ,  q u i  efi 
la meluxe de deiir angles droits. 
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E L E M E N S  DE G E O M E T R I P .  
Corollaire, 

Ainii deux o u  ~ lu î i eu r s  l imes  fi cou- 
L " ~ - 

pant en un point , tous les angles qu'el- 
les font autour de ce point font égaux 
à quatre angles droits. 

Car les angles que A C. & A n font Tur C D valant deux 
droits , fi l'on conçoit que ces lignes [oient pcolongCcs . tous 
les anglcs qu'elles feront de l'autre part feront aufi égaux 
4 deux angles droits : donc les anglcr qu'elles font autour du 
point A valent quatre angles droits, 

Theorêrne cinquième. 
Deux ligies en fe coupant font les 

aiii$es oppolez au Commet égaux. 

Les deux lignes B C & DE fe cou- 
pent au point A. Je dis que les angles 
DAC & BAE font égaux , coiilme aufi 
D A B  & C A E .  

Par le TheorCrne troifiéine f i p .  DA5 
& RAE valent deux droits ; par le in?- 
me  T h e o r ê n ~ e  D A B & D A C valent 
deux droits ; donc ôtant 
d e  ces deux valeurs ég3- 
les l'angle commun DAB, 
les refies DAC bt BAE Ce- 
ront  égaiix. Par  le même 

- raifonnement on fait voir 

\i 
que D A  B & C A E  i o n t  B 

i=\ E 

égaux. 
H~it ihnc drjînirion. 

* Sinus d'un arc , c'eit l a  moitié de la 
corde du  double de cet arc. 

Scholie. 
L'arc R DE eR l e  double de l'arc B D ,4 lignc BC.moitiC de 

B E  
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E I Y R E  II. S B C T I O N  T. 4 P 
B fi corde de  B D E cfi Gnus tant de I'arc BD que d e  I'arc Br, 
fon complément audcmy:ccrclc, ainfi les arcs DB & B F égaux 
cnîcmblc au  demy cercle o n t  un même Gnus , & font ~ c c i p r o j  
qucmenr cornplCrnent l'un d e  l'autre au demy ccrcle. 

Ncuviéme drfiirion. 
Le finus d'un an- 

gle , c'eh le finus de 
l'arc qui le mefure. 

Scholie. 
AinIi B C qui eR linus de  l'arc 

B D meîurc d e  l'angle BAD, CR 
le linus de cet angle Lors  qu'un 
angle efi obtus Ton finus CR a u f i  
Ic Gnus de  l'angle aigu , qui CR 
fou cornplCmcnt au dcmy cercle, 
ainG BC cf i  finus dc I'anelcobtur 
BAFaufi-bien que de  l'aiGlc aigu BAC , c'eR pourquoy dans 11 
Cuire l'on n c  conlidere q u e  les finur dcs angles aigus, 

Ayant décrit l'arc qu i  mel i re  un an- 
gle, & du point oii il coupe u n  des cô- 
tez p e n é  une perpendiculaire f ~ i r  l'au- 
rre, cette perpendiculaire fera le Gnus 
de cet angle, 

Soit 1'angIe B A D , du fornmet du- 
quel , & de l'intervalle qu'on a voiilu , 
on ait  b i t  l'arc BD. Si de B on abaiBe 
la perpendiculaire B C fur A D, je dis 
que B C fera le finus de B ,4 D , car 
par le Theor. 3' 1. I, g 5 B C = C E , .& 
par le  Theor. 2 , l .  I, g 5 BD DE: donc 
par la dcfin. g C  BC efi le fiiius de l'arc 
BD, & par la neuviéme de l'angle BAD 

n 
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p E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E ;  
que mefure l'arc B D. 

Les angles égaux ont  des finus égaux] 
& ii les iinus font égaux, les ansles foiit 
ésaux. 

10 Les angles CAB & GEF h n t  égaux. 
Ainfi de leur ioiiimet A & E & d '~m in- 
tervalle éga1,ayant fait les arcs Cl3 , GF 
qui  mefurent ccs aiigles,ces arcs feroiit 
égaux. Je les coritiiiuëde &te que C B 

M& G F z F N  : doncpuifque les 

arcs égaux onr des cordes é ~ a I e s  CM2 
G Ni & par confequent C O & G P les 
moitiés de ces cordes, font igales ; or 
ces moitiés [ont les finus des angles 
CAE & G E F ,  donc les finus de ces an. 
glcs [ont é ~ a ~ x .  

Si les finus CO & GP font égaux, CH = G N, & partant CBMz GFN;donc les 
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L I V R E  I L  S R C T I O N  1. f i  
angles C A B  & GEF étans rnerurez par 
ces arcs égaux, ils font égaux, 

Thcorémc huiritmc. 
L e s  angles alterncs que fait une ligne 

qui joint deux paralelles font égaux. 

Z & X font deux paralelles, je dis que  
les angles D A B & A B C font égaux, 
& que XBA eR aufi égal à B A F. 

Je mcne entre les paralelles Z &&les 
perpendrculaires AC , , D 

& D B , qui font ainfi 
égales. ConcevZt que 
de A & B comme 
centre &d 'un  même 
intervalle A B o n  a 
dicrit les arcs qu i  

TI-1 C B 

font  les meiùres des angles D A B & 
ABC, les l i ~ n e s  AC & BD par le Th.6' 
en i i ronr  les fiiius , q u i  érans égaux,par 
le  Theor. 7', les angles D A B & A B C 
ièront égaux. 

DAB & BAF valent deux droits , par 
le Theor.  3' f i p .  A 6 C & XE A valent 
aufi dcrix droits. Dc ces deux tous c'- 
gaux 8tant  des chofes égales, )avoir les 
angles D A G Sr ABC,les rcites XBA & 
BAF feront égaux. 

~ b c o r ; m c  ncnuiénrc. 
Si une ligne joignant deux autres li- 

gnes fait les ansles alternes égaux , ces 
deux lignes font paralelles. 

D ij 
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' 52  E L È M E N S  D'E G B O M B T R I B :  
Si l'angle DAB eit égal à l'angle ABC, 

concevant que de A & de B comme cen- 
t r e  & d'un même intervalle A B o n  ait 
fait les arcs qu i  mefurent ces an$es,ces 
arcs ieronc égaux,puiG A 

que  les angles le font, 
ayant donc abaiffé de 
A fur X & de B iù t  2, 
des perpendiculaires , AL 
par le Theor. 6 ' ,  elles B 

feront les iinus de ces angles , & par le 
Theor .  7' elles feront ésales. Partant 
Z & X filon la definition des lignes pa- 
rrilelles font  paralelles. 

ThcorSrne dixiérnc. 
Une ligne coupant deux o u  plufieurs 

paralelles, tous les angles qu'elle fait 
avec elles iont égaux. 

Par  le Tlieor. sC 
f i p .  Z C B z  CBE, par 
le  Tlieor. jC fip.CEE , 
=, ABX : donc ZCB 

XljA étant &aux E 
àun troiiiéme:ondé- 
rnotre de même q u e  
G A Y - , A B X .  

Probléme premier. 
Sur le point A ?lever une ligne, qui 

avec Z faire un angle égal à un autre 
angle 'donné. 
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L l v ~ a  II. S E C T I O N  1: f i .  
L'angle donné efi E D F , de D corn 

nie centre je fais l'arc E F  , aprés&, 
point donné A comme cent re ,  & de 
l'intervalle D E je fais le cercle X : dont- 
je prends l'arc B C égal i l'arc E E , cri 
Cuite menant de G au point A une Iibne 
droite, l'an- 
gle C A B  fe- 
r a  celuy que 
l'on p o p -  
foit de faire 
igal  i E D F, 
car ils ont  I 4 hx\ pour mejure 
des arcs 6- E D B Z ~  

gaux , ainii ils f011t égaux, 

~ r o b I ê m c f i e o n d .  
Par Ie point D mener une ligne droite 

fur Z qui  faire avec elle un angle égal A 
un angle donné. 

Su.r Z dans quelque point que ce foi@ 
mis à difcretion , 
j'éleve une ligne, 

par le problêmc 
precedat faile l'an- 

le C A B égal à 
fangle donné X. . 
G cette ligne paffe 
par le point D , le 
Problême eit achevé. 
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Si elle n'y pare pas,  je; mene par D 

une l i g e  paralelle à ÇA;par le Theore- 
me roe/up .DEB efi égai à CAB,& CAB 
eit: égal à I'angle X,par confequent DER 
cil égal A l'angle propofé X : ainfi j'ay 
fatisfait au problême, 

Problême troifiémc. 
Couper un ai151e e n  deüx parties 

égales.- 

L'angle donné eQ B A C , ayant fait 
fes deux côtez A B & A C égaux , il 
faut les joindre par la ligne B C , iùr la- 
quelle , & du  po in t  A ayant mené une 
perpendiculaire A G ,  . 
par leCoroll. du  Prob.2 
5 4. 1. I. BD= DC, par- 
tan t concevant que 
l'arc B G C efi partie 
d'un cercle d o n t  A efi - 

' les rayons: felon la  no- 
A le cent re ,  &.AB & AC B.----- 
\ lC 

G 
t i o n  de la perpendicii- 
laire,BG= GC,ce q u i  étant l'angle BAG 
efi égal à GAC, ainfi BAC eit  caupé en 
deux parties égales. 

L'angle B A C dont le iommet A efi 
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L I V R E  I l .  S E C T I O N  1. 
dans la cir- 

s9 

dit être inf- 
crit à ce cer- 
cle, & I'an- 
ule EDF,dGt E ,  3 F B C  
les côtez touchent le cercle, eit nommé 
ciïconîcrit. 

Onziémt definition. 
On appelle fegment de cercle une For- 

tion de cercle lequel efi coupé par une  
l i g e  droite. La plus petite portion s'ap- 
pelle le petit kgment. 

Douzrimc drfimtion. 

L ' a n ~ l e  N M O dont le  
fon~met ha, efi le centre 
du  cercle , S( qui a pour 
f i s  côtez les rayons de 
ce cercle , eit  nammé O N 

I'ançle du centre. 

Trezrime d r j n i t  ion. 
L'angle Q P  R con-ipris 

entre P Q! une tangente 
Sr la corde PR efl nommée 
angle du  i è p e n t .  R 

@arorziémc dcjînirion. 
L'angle TSV compris entre 

les deux cordes T S & V S ,qui 
fe joignent dans un point de la 
circonference, s'appelle angle 
dans le fègment. , T Y 
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j 6  E L B M E N S  DE G E O M E T R I E :  
7hcorémc ont iernc .  

L'angle C B E compris enrre la ran- 
gente DC & la corde BE a pour meîure 
un  arc égal à B G ,  moitié de l'arc dont 
BE eft lacordc. 

Du point G je mene la ligne G H par 
le  centre,& par Ic même centre je mene 
F A paralelle A B E,& du point d'attou- 
chement B,une perpendiculaire iùr CD 
qui  va au centre A par le Th. gC§. 5 1. I, 

partant par le Th .  2 fip. ABC eit droit: 
& puifque 3 G=: G E , donc par le 2' 
Theorême S,I.I.GH eit perpendiculai- 
r e  fiir BE & partant lur c \ 

FA, qui efi paralclle 
à B E ; par conièquent " \ n 
I'iiigle FAC e l  droit, 4yb, 
ainfi il efi égal $ ABC. 7 F ' 
Par le Theor. 8' fup, les 
alternes PAE b E BR\\_ 1 / 
font égaux; donc 6tant H 

ces deux angles igaux,  f ~ a v o i r  F A B  de 
FAG q u i  efl droit , & ABE dc l'angle 
droit A B C ,  les reltes BAG & C E E  le- 
ronr éjaux. Or E; A G a pour fa merure 
Parc BG ; donc C B E qu i  luy elt éga1,a 
pour fa mefiure un arc igal à BG,moitiC 
de B GE, ce qu'il faloit prouver. 

Thcorémc douziimc, 
L'angle B A C infcrcrit dans le cercle Z 
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L I V R E  I I ;  S E C T I O N  1. 57 
a pour fa meîure la moitié de l'arc B C, 
fur lequel il efi appuyé. 

Je mcne par A la ligne E D qiii 
touche le cercle ZAes trois angles EAB, 
BAC & CAD valent deux droits; ils Ont 
donc pour leur me- 
fure la demie circ6- E 
ference d u  cercle 
Z:Or par le Theor. 
precedant l'angle 
DAC a pour l a  me- 

l'arc AC & l'angle 
E A B la  moitié de 

-oc 
fure la moitié de B 

l'arc A B ; donc la nisitié de l'arc BC, 
qui reite pour achever la demie ciïcon- 
ference ièra la mefure de laansle BAC; 
ce qu'il faloit démontrer. 

Corollairc premier. 
Tous les angles infcritsdans un cer- 

cle appuyez fur un m2me arc, o u  iùr un 
même Cegrnent font égaux. 

Car ils ont  pour leur mefurc la moitié d e  I'arc l u t  Icqucl ils 
font a p p u y e z ,  aiafi s'ils font appuycz lut lc mêmc a r c ,  ils fon t  
égaux. 

Corollairc ficond. 
L'angle du ccntrc C A  D 

eit double de l'angle inG 
crit CBD , qui efi appuyé 
fur le même arc CD. 

Car I'anglc CID, par la detïnit.3. fnp. 
a pour fa  m c h r c  l'arc CDI dont la moici6 
c q  la mcfure d c  CBD, 6% c'L/+ 
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j g  E L S M E N S  D E ' G B O M E T R I E .  
Corollarre rror/iémc. 

L'angle infcrit dans le demy cercle, 
oh dont  le diarnetïe du cercle eit la ba- 
fi, eEt droit. 

Car it CR appuyC fur  l a  demicci rconf~iencc  , don t  la moitie', 
qui CR d c  nonantc dcgrcz, cft la rnclurc dc I'anglc droit. 

CoroLairc quatriéme. 
L'angle dans le %ra;d regnient eR aigu. 
Car  il eR appuyé  Tur un a r c  moindrc quc la dcmic circoiife- 

rcncc, ainli la moitié dc cer a r c ,  qui CR fa rnclurc , rlt  moins 
de nonantc dcgrez. 

Corollaire cinqcriéme. 
I,'angle dans le petit fegrnent cR obtus. 
Car il c R  appuy6 fur un  arc plus :rand q u e  l a  dcmic circon- 

f~rÉce,dont la r n ~ i r i ; , ~ u i  eR Ca mciure CR de plus dc 9 0  dcgrez. 
Coroilaire f ix iémc.  

~ e c a n g l e s  A B D-& 
A C  D inkr i t s  en deux 
figrneris oppofez font 
égaux A deux droits. 

Car ils ont pou i  melure Ir moitié ! 

des a r c s  A B D & ACD,& par conie- A 
quent la moitié d e  toute la demie 
circanfcrence qui vaut deux foir no- 
nante dcgrrz , ainfi ces deux angles 
 OR^ D O M  rncfure c n l c m b l ~  la valeur B 
dc deux angles droits. 

Probléme rroifiéme. 
Coimper un fe- 

grnent dans le -- 
cercle X , qui  

l'angle foit capable donnCA. de  G, @<[\ E 

C'efi à dire, 
que l'angle qui X 
fera appuyé iùr ce kgment ,  foit égal à 
I'ansle A. 
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L I V R E  I I .  S E C T I O N  1. 59 
Je mene D F qui rouche le cercle X, 

&par  le Probl. premier fip. iùr D F je 
mene D E u n e  feconde ligne qui faire 
avec D F u n  angle égal a A : tout an- 
gle ini'crit dans le cercle X q u i  fera ap- 
puyS rur D E a pour ià m e h r e  la moitié 
de l'arc E D , par le Theor. f i p .  & ion 
premier C oroIlaire : o r  la moitié de cé t  
arc cfl la mefure de l'angle E D F égal à 
A par le Theor. rrC/up. donc on  a fait ce 
q u i  étoit propofi : c'efi i dire, que tout 
angle infcrit dans le cercle X , dont  la 
batè iera l'arc DE,quelque parr que foit 
1011 fominet dans la circonfereimce d u  
cerclc,il iera $%al à A. 

P7obféme parrrémr. 
Trouver le cercle dont le fegment 

terminé par 13 ligne B D f i t  capablc 
d'un angle égal i l'angle K. 

Sur B D  , par le Problême premier/+. 
[oit fait l'angle FBD égal à l ' an~ le  K : 
a u  point  B Ibic 
élckée B c per- B F E  K 

pendiculaire fur 

lieu de B D une 
autre perpendi- 
culaire EC , qui 
coupera E C au 
point C ,  d'où ayant dCcïit un cercle de 
I'intervalle B C , on aura le cercle que 
l'on cherchoit, ce qu'il faut prouver. 
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de E L E M E N S '  DE GE OMET RI^; 
B F par la definition des tangentes 

touche ce cercle , ainfi par le Theor. II( 
f ip .  l'angle FBD a pour fa mefure ua arc 
égal a la moitié de l'arc B D : tous les 
anglcs infcrits dans ce.cercle, & appu- 
yez Sur U D Sont égaux par le Theor. rz 
fip. & con premier Corollaire , & ont 
pour leur mefure la moitié de I'arc BD ; 
ils [ont donc égaux à l'angle F B D , & 
partant i l'angle I< à qui  on  a fai t  kgal 
E BD. 

Scholie, 
D e  c c  que l'on a prouvé cy-delfur Corollaire premier du 

Theor.  I r  rup. que tous  les angles appuyez fur le mEmc arc font 
Ggaux ; l'on apprend le moyen dc  6aire uric portion d e  cercle 
d e  tant d e  degrcz que l'on vtxidra,  fans compas, oy  fans avoit 
l e  centre,  ce qui eR d'une grande utiliré. 

A B e R l a  corde d'un arc propoli. ou d e  la portion d'un cer. 
d e ,  laquelle I'on veut tracer . On veut que cet a r c  Toit d e  dix 
degrcz,  ainfi l'angle infcrit dans ce t  a r c ,  aura pour Ta melurc 
la ruoiiii de 160 dcgrez moins d ix ,  c'elt A dire,  que ce t  anglc 
fera d c 195 degrcz. Ic difpore donc  les dcuq rcgles droi- 
w a  CD & CE. d e  lor- 
t e  d e  que 175 I'angle degrez DCE , & foir k /A\ 
les  joints enlcinble : je 
plante deux clous à B 
I'extremiré. d e  la cor- A \ 
d e  A & B, aprér quoy 
tournant  le point C D 
e n  fome que Ics deux 
rcglcr CD & CE rafënt toujours les clous A & B .  i e  dScrirag 
l a  ligne circulaire ACB, qtti fera I'arc que I'on cherchoir. 

Parce  moycn on peut décrire la portion d'un ccrclc, 
grandeur que p i l l e  avoir ce cerclc. Cette opcration elt mc- 
chaniquc , cn  voicy une qui cl? ~comc t r i que .  

Problême cinyxiémr. 
La corde AB d'un fegment de cercle 

étant donnée avec I'angle dans ce fee 
ipenr , trouve les points par où paire 
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l'arc dont AB eit la corde, rans connoî- 
rre ny chercher le  ceiitre du ceïcle,dont 
cet arc eit partie. 

Je mene la ligne B D , aprés dans un 
point de cette l isne pris a diicretion je 
fais l'angle ECF egal a l'angle donné, e n  
iùite je merie par A une ligne paralclle 
à E C , ainii l'an- 
gle A F B eit égal 
à ECF, Theor .  IO 
f i p .  4.1. & à l'angle 

. 

doné, artant l'arc 
p p o & ,  f i lon  ce B 

qui vient d'être démontré ,  paffe par F: 
par une,kmblable operation je trouve 
les autres points par o ù  paire cet a r c ,  
fans qu'il foit neceKaiïe, de chercher le 
cétre du cercle dont cet arc eit une partie. 

S E C T I O N  I I .  

Des furfaces comprifes entre trois 
lignes,ce q u i  s'appelle triangle. 

triangle , dont les trois côtcz 
font égaux, elt nommé Equilateral. U" 

Si ces  trois cotez font inégaux, Scale- 
ne , & fi deux feulement f ~ n t  égaux, 
Ifocclc. 
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Ainii le tria- 

ck &,/, A), 3 

Equilar eral 
DEF ScaIene , 
& GHI Ifoke- 
le. B c c I D  B 

Seconde definition 
Un triangIe dont tous les angles font 

aigus, s'appelle 
Oxigone  , fi A 
l'un d'eux efi Ab 
Obtus Ambly- 
g o n e 4  l'un eit 
droit re&Sgle. 

B C E F K M 
Lc triangle 

AB C clt oxigone, D E F amblygone gi 
LKM rettangle. 

7heori!rnc premier. 
Dans un triangle deux de Ces côtez, 

quels qu'ils foierit, font plus grands que 
le troiiiiine. 

AB-eB C font plus grands 
q u e  A C :  celaa été dit. Entre 
deux points A & C on ne peut  
concevoir aucune l i g e  plus 
courte que la droite A C.  c 

Coro!I~ire, 
Ainii on ne peut faire un triangle 

de trois lignes données , fi deux de ces 
lignes ne iont plus grandes que la 3: 
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Theorême hcond. 

63 

Les trois angles d'un triangle font 
égaux i d e u x  droits. 

Soit un triansle A B C,pour prouver 
le Theorême propofé jc mene par le 
foinmet d'un des angles la ligne DE pa- 
ralelle à la bak EC , par le Theor. 4 , g  I 
fîp.  les trois angles EAB, 

A BAC , CAD [ont égaux .,.. - .,-- 
à deux droits : or par le 
Theor. 8, g r fnp. l'angle 
ABC efi égal à EAB, & 

donc Ics trois angles de 

A: A C B à I ' a n ~ l e  D A C :  -B 

ABC fonr égaux à deux angles droits, ce 
qu'il faloit démqntrer. 

Co~oUairc prcmicr. 
Donc connoiffant les deux angles 

d'un triangle on connoit  le troifiéme. 
Car Icr trois valant ccnt quarrc vingts , fi deux vaicnt 

ccnt Ioixantc , Ic troihimc vaudrî v i n ~ r .  
CoroI1atrc ficond. 

L'angle exterieur A CD efk éçal aux 
deux interieurs oppofez. 

Par le Theor. 3 ,  5 rup. A C B 
+ A C D  valent deux droits, Oc 
ACB plus Icr deux angles inte- 
rieurs C A B  S( CDA valen1 aufi 
deux droits ,- tomme nous ve- 
nom de Ic dhmontrcr, dono Icr - 
dcur inreticurs font Cgaux à i'cx- B 

A. C - D  

icricur A C D. 
Corollaire troifiéme. 

Les trois ançles d'un, triangle peu- 
vent être aisus. 
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64 E L E M B N S  DE G B O M E T R ~ E ;  
Car on  peut partager I 8 0  dcgrez ra lcurdes  trois angles d'un 

iriangk en trois particr , dont chacune fera moindrc que la va- 
leur d'un anglc obtus, ou d'un anglc droit , & qui tourcs trois 
nc  feront quc I 80, valcuc de dcux angles droits. 

Coronaire 7uarriémc 
Dans uii triangle il ne peut y avoir 

plus d'un ansle droit,ny plusd'un obtus. 
Sidcux des' angles Ctoictir droitr.  Ic) troir cnfcmblc vau- 

draient plus de deux droits. Si dcux Ctoicnt obtus. l'angle ob- 
tus étant plus grand que 1c droit, les tcois cnfemblt vaudcoient 
davantage quc deux droits; c c  qui CR contre le Th. prctcdant. 

CoroUarrc ccn9uiCmc. 
Si dans deux triangles deux angles de 

I'un font égaux à deux angles de I'aurre, 
ils font equiangles , c'eh à dire,que le 
troifiéme angle de I'un eit égal au troi- 
fiémc angle de l'autre. 

Car les trois angles d c  chacun de  ccr triangles font &aux à 
dcux droits; ainfi puifque de  dcux cous égaux éirant des parties 
Cgales. les r c k s  font Cgaux, il faut qu'aprés avoir 6 t i  d e  cha- 
que trisngl c Icr deux premiers d~ l'un igaux aux dcux premicrs 
d e  I'autrc. le rroifihne angle dc I'un qui rcite,  foit égal a4 
troiGéme angle dc  l'autre. 

CoroUaire j&i~mc,  
L'angle CRD dont le 

fommet B eit au dedans 
ducercle Sr ailleurs qu'au 
.cmtre,a pour Ca mefure ,, 
la  moitié de l'arc C D ,  
plus lamoitié de l'arc AE. 

Car l'angle CBD CR égal aux deux iaterieurs C A D  & AC6. 
par le Corol. n Iwp.  Ou par le Theor. i 2 ,  5. i fup. la moiri; 
de CD cR la mclure de CAD. & la moitié d e  AE la melure de 
ACE : donc l'angle CBD cquivalant i CAD, P i ACE , a paul 
fa rnclurc l a  moirit dc CD,plui la moitié dc Ab. 
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L I V R E '  11. S ~ C T I Q N  11, 6~ 
~orollairefip~iémc. 

L'angle DAB, dont le fomnset efi dans 
la circonference , fait - 
par une corde & la l i -  
gne C D qu i  coupe le 
cercle, a pour fd nmru- 
re la iiioitié de l'arc 
A B , plus la moitié de 
I'aïc A C. 

Car I'anglcëxtericur A B par le Coroll. a rup. rlt Cgal inx 
deux inicricurr ACB bc ABC,  qui onr pour mctcrc la moirit 
dti  arcs A B & A E par Ic Theor. 1 2  J 1. lup. 

Corollaire huitréme 
L'angle RAD qui efi hors 

le cercle eiii re deux lignes fi- 
cantes A J3 & A D  , a pour fi 
niefure la moitié dc B D, D 
moins la moitié de C E. I 

B 
Car I'an@t cxterieur BED, par le Cofoll .  a.  [up. cfi &al aux 

deux intericuir EDA & B A D  : air,G BEP moins I'angic EDA r 
qui a pour mcfure l a  moi i i é  de EC, par le Thcor. 12, 5 3 rip. 
CR igal à B A D ; partant  la mciure d e  cet a n k l c  BAD CR 14 
a i o i r d  dc l ' i rc  B U  moinr la rnoitii dë l'arc E C. 

C o r o h r c  ncuvic'm?. 8 

Les lignes A B , AC tou- A 

chent le  'cercle. L'angle 
qu'elles comprënenr BAC 

tié de BD C, moins la moi- 
tié de B E  C : c'eit à dire  , 
la moitié de I'aïc concave, 
moins Ia moitié de l'arc D 

convexe. 
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g$ E L ~ M S N S  b0 G ~ O M E T R I H .  
L'anslc A B C  a pour ramcfure, par l e T h c o r .  I I  5. #. /#p.  

l a  moiri& de ?'arc BEC; lcs deox autres angles o n t  donc pour 
fitlact \aLmohif de \'arc '3 a C , puirque roui trois cnicmDlc 
o.nt1 a moitié du ctrclc : Or BCA a aufi pour mtlure la moiiii 
dTBEC. p p  Ic Theor. I 1 . 4  i, frR. donc B.4C ? pour rüelurc 
l a  moici6 dcBDC, moins la m i r i 6  dc BEC. 

CoroRarrc dr,xiém~: 

CD ou  CE efr per- 
pehdiculair-e fiir le ?,-,, , 
diametre AE, I'ang,le - 
ACD, o u A C E  a 

pour  fa mecure la !h7 
moitié de l'arc A B. i 

Puirqucl'anglc rinç CR d r o i ~  
Ics &ut énglcs C A D  & A C D  1> A 

valciit un b i t  r ainG ils ont pour rntf,urc la moitié du den9 
ccrdt  ABE:or B A D  apouc mc@w la moiriidc l 'au  BE; dont 
l a  moitii dc AB r c h  du dcuiy ccrcic, CR h I ~ ~ ~ U I C  dc rangle 
ACD OU ACE. 

Prablémc prrrnier.- 
Faire le triangle dont o n  A- 

a les trois côtez A, B, C .  B- c- 
D'une des extremitez 

de ces trois lignes , par e- 
xemple de C ,  je faits un . 
arc de l'intervalle de A; C 
& de l'autre cxtrehité je faits un au- 
tre arc de I'inrervalle de B , en fuite 
ayant mené des cxtrernitez de C au 
point où ces deux arcs le coupent ,les 
deux lignes A & B, le triangle ièra fait, 
dont les cotez par la  coilitruLtion feront 
égaux aux lignes données, 
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L i v a r  i l .  S E C T I O N  I f .  $7 
Problêmc fitond. 

Faire 1e rrianglc dont B 
on a un ang!e & la gran- 
deur des côtez AB & AC, 
qui le comprennent. - -. Ayant mis ces depx cô- C 
tez A B & A C ,  en forre . 
qu'ils faffent l'angle BAC Cg';il l'angle 
donné, felon quc l'enfeigne Ti Probl. 15 
5 lcCfip. la ligne BC qui ei) joindra 11s 
extremitez achever3 le triangle. 

Problêmc tro$im. 
Faire le triarigle dont on a un côté, & 

les deux angles Cuc ce côtb. I 

Tirant deux lignes fur les ex- 7. / 
tremitez du coté AB qui  faG 
fent , par le Probl. prerniei! $ 
premier f i p .  ks angles donnez 
CAB & DBA, je dis qu'etafif A P 
prolongées, e lles acheveronf k trian~le 
ABE,qui eR c e h y  qu'on cberchoit, cor& 
me il e fi evidanr. 

Tbsorêmc tn#h1. 

. Deux triangles. dont les c&cz [ont 
égaux, font cquianglcs. 

t e s  triangles A B C & DEF' ont leurs 
côtez égaux. Je: dis qu'ils font equian- 
ples, ou, ce qui efi la même shoiè, qu'kg 

E ij 
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68 E L E M E N ~  DB G B O M I T R I E :  
tans pofez l'un fur l'dutre ils convien- 
nent. 

IO BC itailt 6 ,  
m a l  à D E, il efi 3 

clair que la li- 
gne D E efian t 
potée 'fur BC,el- B 
les conviendrot 6; A 
enièmble: Si on - - 
dir que D F ne G 
conviendra pas 7 

avec AB, ny EF avec AC, Je démontre 
Jc contraire. De B comme centre & 
dc l'intervalle AB ou DF lignes é,oales, 
jedécris le cercle Z ; & de C de l'inter- 
valle AC ou E F, qui  font égalede cer- 
cle X ;  ces deux cercles fe coupent ne. 
ceirairement au point A. , 

zo Il efievident que D efiant pofé fur 
B, le point F fe trouvera neceffairement 
dans le cercle Z , & que E eitant pofé 
i u r  C ,  le paint. F fe trouvera dansle cer- 
cle X : le point F fe rrouvera donc dans 
Z& dans X.,  partant dans le point A où 
ces deux cercles fi coupent, ainG ces 
deux triangles pofez l'un fur l'autre 
çoaviendront:ce qu'il faloi t démontrer. 

Scholrr. 
On pourroit dire q u e  ccs dcux ccrcles Z & X Tc 'coupent ail- 

leurs qu'cn A : il  CR r r a y  ; mais par.ce q u i  a cltC dimonrr6, CC 

o r p t u r  cRrrqulen dcuxpninrr, & cc f c ~ o n d  point CR nccclfei- 
q m c n r  au dc!Tour dc BC, Cçwoir iu point %comrnc il CR cvi- 
dcnt,ainfi i l i l s  Ic caiipoirnt r u  d c h  d c  BC cn un autre point 
qri'cn A, ils fc coupe~oic~< Cu uoim , Cequa  ne peur CRIC. 
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L I V R B  11. S E ~ T X O N  11. 651 
T h e o r ê m r  parrrémi. 

Deux triansles equianjles qui ont un' 
côté égal, font entierement é ~ a u x .  - 

ABC & DEF font cquiatlgles , & AB 
r: D E ; je dis qu'é- - 
tant pofez l'un iùr 

; 5 l'autre ils convien- 
dront , & qu'ainti ils 
font en tout égaux. 

D E conviendra a- 
vec AB, fi DF ne CG- 
vient pas avec A C , 
mais avec A G  : comme les angles 
F D E & C A B font ésaux , il s'enfui- 
vïa  que l'angle C A B = G A R qui fera 
le inCrne que FDE ; ce qui efiant abfur- 
de, & n e  pouvact pas être, il faut recon- 
1101tre que DF conviendra avec A C , & 
par la même raifoii FE, avec B C  , ainfi le 
point F avcc C , & par confequent ces 
deux tïiang!es font en tout ésaux. 

T hcorirnc cinyuiéme. 

D ~ x  trianeles qui ont un angle éçal. 
& les deiix cotez qu i  comprennent cet 
angle, égaux , font tout ésaux. 

L'angle BAC= EDF D A r 
&AB=; DE &AC;= 
DF,je dis que ces deux 
triangles coiiviendr6t 
étant pofez l'un fur 
l'autre : car D E con- F E  CH B 
viendra avec A6,fi DF ne convenoit pas 

E i i j  
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pp E L E M P D J S  D B  - G E O M E T R I E .  
avec A C ,  mais avec A H , l'angle BAC 
firoit  égal i l'angle B A H , ce qui ne 
peut être. AinG D F convient avec AC, 
le point F avec C , par coilièquent BC 

E F , ainfi ces deux triangles qui ont 
leurs côtez égaux Iont par lc Theor. 3e 
fip. equiangles, c'efi à dire ,&aux en tou- 
t e s  rhsfes. 

Traijiérnr definition. 
Une figure re&tiligne el? dite infcrite 

$ans une autre dont elle touche tous les 
î ô t e z  par Ces angles ; & au contraire el- 
le elt dite circonfcrite à une figure lors 
que tous  les cotez en touchent tous 
!es angles. 

Quatriéme definitron. 
. Une fisure reitiligne efi dite infcrite 
dans un cercle lors que tous Ces ançles 
touchent la circonference d u  cercle , & 
au contraire elle efc dite circonfcrite à 
u n  cercle,  lors que tous fcs côtez tou- 
chent la circonference du cercle. 

E t  pareillement le cercle efi infcrit 
ou circoicrit à unefigure,1ors que ià cir. 
conferencc touche les côtez o u  les an. 
gles de la figure. 

~rablêmr quatrième. 
Dans le cercle X infcrire un triangle 

equiangle au triansle donné D E F. 

Je tire la tangente GH , je fais I ' a n ~ l e  
ÇAB égal à FDE, 6r CAH egal à DEE, 
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e 
Puifque I'ansle BAG, dont 1 a mefur 

eit la moitié de l'arc BA, par le Th. IL=, 
g rfip.  q u i  efi auf i  la mefure de l'angle 
BCA, elt égal à EDE, donc BCA =FDE. 

Par ln même raifon CAH fa i t  égal à 
DFE, ayant pour fa mefure la moizi d e  
I'arc AC, meruse de C B A : il faut que 
CBA & DFE foient éjaux:ainfi ces deux 
triangles A B  C & E F D ayant deux 
angles igaux,ils font entieremcnr equi- 
angles, par le Cosoll. 5 du  Theor. 2. fip. 

Probiêmc crnym'mc. 
A l'entour du cercle X décrire un , -  

triangle equiangle au triangle KLM, ou 
ciïconkrire au cercle X un' triangle 
equ ian~ lc  au triansle KLM. 

Ayant tiré le  rayon A D  je faits d'une 
part l'angle BAD =: NLK & de I'autre 
DACG KMH ; aprÇs ayant mene par les 

E iiij 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



j t  E L E M E N S  DE C E O M B T R I E .  
-trois points B, D, C, les tansentes E.F, 
FG , GE : je dis que le triangle EFG fera 
cquiangle à L I< M. 

Les  fix angles des deux triangles BAD 
& BED valent quatre angles droits;AB 
& A D étanr perpecdiculaires EBD+ 
ABD vaut un droit, EDB -I- B D A vaut 
,encor  un droit. Donc EED -+BAD vaut 
deux droits, O r  par la conftrullion BAD = KLN , cet angle K L N+ I ïLM vaut 
deux droits. Donc EED= KLM : par l a  
même voye o n  dimontre  que DGC = 
K ~ M L ,  & par concequent que E F G z 
LKM, & qu'ainfi les triansles E F G & 
L K M  [ont equianijes. 

Problême jixicmc. 
Dans le triangle BDC décriïc un cep 

de. 

Je coupe par Ic Probléme 3 6 1. /up; 
les angles LBD & CDB e n  deux parties 
égales par les lignes D A & B A : & du 
p i n t  A où ces deux lignes iècoupent, 
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je mene les pcïpendiculaires A E , A F, 
A G  iùr les côtez  du  triangle ; en iùite 
de A & de l'intervalle de i 'unc de ces 
lignes je décris le cercle X, qu i  fe trou- 
vera inCcrit dans le triangle BCD ; pour  
le prouver il faut faire 
voir que Ies trois li- 
gnes AE : AF,AG font 
égales. 

Les  deux triangles 
AEB & AFB font re- 
Rangles par la con- B F D 

firu&ion , puifque A E & A F ont ét6 
faites perpendiculaires. Les an$es EBA 
& ABE font  égaux par I'hipotheie : ainfi 
ces deux t r i a n ~ l e s  ayant deux angles é- 
gaux font equiangles. Ils o n t  le c ô t é  
AB commun. D o n c  par  le Theorême q 
f i p .  AE=: AF : Far la même voye o n  dé- 
montrera que AG elt é5al à AF & à AE: 
c e  qu'il faloit prouver. 

Probléme /Cptiérne. 
A l 'entour du triangle A B C décrire 

un cercle. 

II n'efl icy queltion que de  décrire un 
cercle par les trois points A,E,C,ainfi ce 
Probléme efi le même que le Problê- 
me xer  6 5 .  J .  1. 

TbcorCmc/ix~émc. 
Le triangle fcalelle A B C a trois 

ansles inégaux. 
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Ayant décrit le cercle X à l'entour de 

cc triangle , puifque les trois côtez AB, 
A C, B C font inégaux, 
les trois arcs dont ils 
font les cordes font iné- 
gaux. Donc les trois an- 
gies du triangle A B C , 
que la moitié de ces arcs 
rnefure par le  Th.  l ze  X 
g I. f i p .  font inégaux. 

Thcoréme fiptièmc. 
Dans le triangle Ifofcele 

A B C les angles fur  la bafe x 
font égaux; Sr fi les angles 

triangle efi Ziofcele. 
f i r  la bafe ion t égaux , le B 

Avant  décrit le cercle X i I'enrour de 
ce tr iansle , puilque AB= AC ; les arcs 
que ces cotez foûticnncnt [ont égaux. 
Or  par le  Th. 12 6 I f i p .  la moit i i  de ces 
arcs esaux elt la i-i~efurc des angles ABC 
& A C B ; donc ces angles Cont égaux. 

L'autre partie de cet te  propoiition 
eit facile, Car fi Ics deux ansles ABC& 
ACB font égaux, les arcs A B  & AC, ou 
leurs cordes [ont 2galcs ; ainfi le trian- 
gle ABC efi Ifofcele. 

Corollaire premier. . 
Aucun des angles de la baie d'un IfoL 
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cele ne peut 2tre droi t  ny obtus. 

Car fi I'un Croit d ro i t  . I'aurrc Ic fcroir aufi : ainG les trois  
i n g l c s  de  cetriangle vaudroicnt  plur quc .dcux  droirr . c e  q u i  
ncpcur h c .  Er Ti l'un &oi t  obtus I'autrc le fc roh  n i d  d c u x  
(culs anglcs da  ca t r iangle vaudra ien t  plur q u e  dcux  wiglcr 
droirr, cc q u i  CR cncorc plus impofiblr. 

Carsllsirc fiund. 
Si deux triangles Ifofceles on t  un an- 

gle égal, ils les o n t  tous. 
Car 1. Si cet angic igal  c t  fur la b l f e ,  ils auront l e  fccond 

ang!c d e  la  bafc tgrl  , partant {c t t a i l i tmc ,  par Ic Coroll. 5. 
Thcor. a. (up. 

a. Si c'efi i ' a n p ! ~  d u  Comrnct, la valeur des  d e u x  anglcs fur I r  
bafe dcchaque t t ianglc fera l a  mCmc , & puifquc ccr angles 
TU la bafc font Cgaux. p i r  le Thcor .  y fnp. chacun fera Ir 
moiriç dc ccttc mcme fommc, ainh ils fcront égaux. 

Ihcorém huitiime.  es trois angles dzun  equilateral font 
cçaux. 

Ayant dCcrit un cercle à l'entour du 
triangle equilateral, les arcs dont l a  cô- 
tez de ce triangle font les cordes , font  
par confequent égaux, & leurs moit i is  
égales. Or par le Theor. rz, 5 I. ,Gp. ces 
nioitiis ion t  la mefure des angles du 
triangle.Donc tous ces angles font égaux. 

Corollaire. 
 inf fi chaque angle d'un equilateral efi 

aigu, & toujours de 60 degrez. 
Car fi I'un éroir obtus ou dro i t ,  roui  t r o i i  Ic fsroicnt ,  ainri 

ils vaudroicnt pli11 quc  deuxanglet  droits, c c  qu i  nc peut Erre. 
Chacun cft  nacel7aircmenr la iroifiirnc part ie de  dcux angles 
droitr , c'cfi à dire d c  60 deprcz , qui CR lc ricrr d e  r 8 0 ,  va- 
leur dc dcux anglcs droirs. auïquclr font  égaux les trois  anglcr 
dc tour triangle. 

Tbrorème nruoi~mc. 
Dans u u r i a n s l e  le plus g r a d  côtéfoû- 
tient le plus srand ansIe,&'fe plus grand 
angle efi ioûtenu par le plus grand côti, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E L E M L N S  ne G E O M B T R I E :  
Ayant décrit un cercle à l'entour d'un 

trinngAe, le plpç grand côté de cc trian- 
gle fouticnt le plus grand arc. Or par !e 
Theor. l z e  fi I /UP. la moitié de c e t  arc 
niefure l'angle oppofé à ce plus çrand 
côté; donc cet angle q u i  efi mefuré par 
la moitié du plus grand arc eit le plus 
grand. 

Dans  un triangle infiri t  dans uncercle 
le plus srad angle efi ~ne iu ré  par la moi- 
tié du plus grand arc. Or cc plus grand 
arc a la plus grande corde , ainfi le côte 
oppofé à cet  angle efi le plus ;rand. 

T b c o r i m  drxiimc. 
D a m  un triansle la moitié de chaque 

cÔrE efi le finus de l'angle oppofé. 

Le t r i a n ç k  A B C foit infcrit dans le 
cercle X , il faut démontrer que A D ,  
moitié de AC efi le firius de l'angle ABC. 

Par le Theor. 12 , 
5 I /71p. I'aïc A E moi- A 

t i i  de I'aïc A C eft la 

a i d i  I'arc AC efi dou- 

'A E m e h r e  de  fi-k ABC, xf;g 
ble de I'arc qui efl la 
niefure de I'icgle ABC:  
donc AD moitié de la Buc 
corde de I'arc AC efi le finus del'arc AE 
33r la defin. 8,s I fq. & par confequent 
de l'angle ABC, par la definit. 9 , P   fip p. 

On démontre par la même voye que 
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l a  moitié de AB efi le f inus  de ACB , & 
la  moitié de  BC celuy de BAC. 

Scholrr. 
Donc Ir iiniir d'un angle CR nu cÔiC oppofé dc cr t  anglr,cnm- 

me Ic  linus d'un autre angle eR au côrf oppdC de cct aiiglc,ou, 
ILS Gnus des anglcs (ont cntr'eux commc Ics tôrcz oppolcz . 
puiiquc les moitiés l'ont conimc lei tours. 

S E C T I O N  I I I .  

Des ~ u r f d c e s  comprifes entre 

Prrmicrc dqînirion. 
w r e s  quadrilataires , ou de L E S  fia 

quatre cotez recoiveiit differens nos. 
1-1 les cotez oppokz {ont 
paralelles , le quadriiataire efi 
appellé d'lin nom çeneral , Pa- 
tallclograrnrrrc. z0 Si les quatre 
cotez iont égaux,& que lesan- 

Q ~ a r r é .  
Tclle CR la figurc A. 

El 
gles foient droits , c'efi un . A  

30 Si les quatre côtez font 
égaux, & que les angles op- 
poièz foient auiTi égaux, m a i s  

pelle Rbornbc. 

n non droits, c'efi ce qu'on ap- ---. B 
La 6gurc Y cR un Rkombr. 
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qo Si tous les côtez ne 

font pas égauit , mais ' que 
tous les angles foient droits, 
cela s'appelle , ~ ~ a r r e '  l ong ,  
Oblong, ParaUclogramme RcEfanglc, 

n C 

OU fimplement, Rcflangle. 
Telle cR la figure C .  

5 0  Si les cotez opporez 
font égaux, & les angles 
oppufez auf i  &aux, niais 
non droits, cette fisure efi l - 7  D 
un Rbomboide. 

Tel le  eR 1s figure D. 

6' Toute figure quadrila- 
raire, dont les c6tez oppofez 
n e  font ny paralelles ny é- -- 
gaux , s'appelle un Trapczc. 

Ti E 

Tcllc CR la figure K. 

Sccondr dcjnition. 
Une figure e f i  dite reguliere lors q u e  

tous fes côtcz & tous fes angles font 
égaux. 

Le q u a r d  cy.dg~%~s mdrquC A CR une figure rcgulicrc, 

Tror / l imr  d t f in i t io~ .  
Une figure de plufieurs côtez fie nom- 

m e  generalcrnent Polygone, Elle prend le 
nom qui luy eft Propre du nombre dc 
fescôtez , ou du nombre de Ces angles 
que cornprenncnt Tes côtez, Ainii une 
figure de cinq angles efi nommée 9 Pen- 
tagone; de fix , Exagane, de fept', Epragonc, 
airifi de îuite. 
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QHarrièmc d r fi tirrion. ' 

Ayant mene deux lignes des extremi- 
rez d'un des cotez d'une figure replie- 
re inîcrite dans un cercle, o u  circonîcri- 
te,au centre de ce cercIe,l'angle que ces 
lignes f o n t ,  efi appellé angle du centLe. 

L e m w t  premier. 
Les lignes obliques A B & D E qui 

font les angles AEC & DEF égaux en- 
tre les paralelles Z & X font égales. 

Ayant mené les perpendiculaires A C  
& DF ent re  les paralelles 
Z & X, elles feront éça- Z--- D 

les .  Les angles A c B & ;\ \ 
DFE font droits, 8. les an- : 
gles ABC & DEF font 6- ! r 
gaux par l1hypothefe. Les -É , ' E  . 
deux triai~gles A B C & 
D E F font donc equiangles, & A C  é- 
tant égal à D F , ils fèront t ou t  égaux, 
par le Theor.  4 -4. 2. fup.  & par confie- 
quent 41; eit égal & DE. 

Lrmmc ficund. 
Les lignes AB & DE qui font mêmes 

angles, font paralelles. 
Par I'hypothefe les angles ABC & DEF 

font égaux: par confequent par le  T h ,  9, 
5 ~,l;p. AB & DE doivent ê t re  paraIelles. 

Lcrnrnc ol/limc. 
Deux lignes comme A D & 3 E qui  

joignent les deuf lignes A B & D E éga- 
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les & paralelles, îont égales. 

Par  le Theor. 6 ,  4'4, l .  1. B C =: EF, 
yuifque AB E: DE & AC =, DF, par con- 
fiquent CF= BE, mais CF efi égal AD, 
puifque AC & DF font des perpendicu- 
laires parlilelIes,entre lerquellcs les per- 
pendiculaires AD & CF font égales, ie- 
Ion la notion des paralelles. Donc BE 
;d AD. 

Thtarime premier, 
Les quatre ang!es d'un quadrillitairc 

ABCD [ont égaux à quatre droits. 

Car menant la ligne AC A B 
d'un des ansles ii l'angle 
oppoG , on partage cette 
figure dans les deux trian- 
gles ABC & ACD,de cha- C 
cun clefquels les angle? va- D 
lent deux droits. Ainfi tous les aiigles 
de ABÇD valent quatre droits. 

'Throrémc f icond.  
Si les angles o p p o k z  A 6 C Sr ADC 

ne valent pas deux droits , o n  ne peut 
pas infcrire la figure A E C D dans un 
cercle. 

Si on fiippcrfe que 
ABCD efi inlkrit duns 
un cercle , & que nean- 
moiiis les deux angles 
oppofez ABC & CDA 
valent plus ou moins C 
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que deux droits , il efi f x i l e  de  
convaincre cette fippofition de fauffeté, 
car l'angle ABC a pour mefure'la moi- 
tié de l'arc ABC>& l'angle ,4DC Ia moi- 
tié de l'arc ADC : ainii ces deux angles 
ayant pour mefure la moitié du cercle, 
ils valent deux droits. Partant la fuppo- 
fitioil qu'on faifoit , qu'ils valoien t plus 
ou moins que deux droits, efi.faui%e. 

Tbcorêrnc tro@mr. 
Si les c6tez oppoiez du Qgadrilatai- 

re ABCD font égaux, ils font paralelles. 

Les triangles A B D & 
BCD font tou t  égaux, par A Ys 

le Theor. 3. 5. z. h p .  car 
par la îuppofition AB= CD 
& BC =AD: le côté BD efi /7j 
commun ; donc l'angle ,-' 
ABD= B D C , partant AB D C 
efi paralelle à D C , par le 
Theor.8,d I, /up. & par l e  mime Theor. 
BC iera paralelle à A D , p u i r q ~ e  l'angle 
ADB eit égal à DBC; ces  deux triangles 
ADB & CBD étant en tou r  éganx, ainfi 

4 u'il vient d'être dit : donc  A B gE D C 
ont  paralelles, comme auffi AD & BC. 

Tbcarétat q r ~ ~ i i m c .  
Si les deux côtea oppofez d'un @a* 

cirilataire [ont égaux & parakelles , les 
deux antres kat rmkliégaux &paralelle% 

F 
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IO Ils font égaux par le Lemme 3 fip. 
20 Par le Th. 3 f ip .  ils [ont paralelles. 

rrheorfrne cinqurimc. 
Si les quatre angles du wadr i la .  

taire ABGD font droits, il efi Parallelo- 
gramme. 

Car AB & C D, par I'hipo- A B 
thefe- Tont perpendiculaires 
iïir AC,  partant par le  Lem-[-] 
me te  5 4 1. I , ils font para- 
Ielles. A C & B D [ont au& 
perpendiculaires fur DC , par C D 
confequent par la même rai- 
fon ces lignes [ont paralelles. 

T h c o r l m  j ix i imc.  
Les angles oppofez BCD & ADC du 

ParalIelogramme AECD fonr é ~ a u x ,  & 
ceux q u i  font proches comme BCD & 
ADC valent deux droits. 

IO Par le Th. IO 6.1.fip. E B 
l'angle FDA= DCB: & par ""' 

le Th .  8' 5 I~~ /y. DCBz 
CBE,partant puifque deux 
angles égaux à un troifié- c 
me,font égaux, donc FDA 
=! CBE : or F D A-+A D C vaut deux an. 
gles droits par le Th. 3' 5 ,  I. /;p.ABC+ 
CBE efi a u f i  égal à deux droits par I I  
même raifon : donc ABC = ADC. 

2 O  L'angle FDA ,- DCB : o r  FDA+ 
ADC , comme nous venons de le dirn 
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vaut deux droits , donc A D C t B C D 
vaut deux droits,ce qu'il faloit démotrer. 

~roblême premier. 
Faire un Parallelograrnrne d o n t  o n  a 

un angle & les deux côtez qui le com- 
prennent. 

, Les côtez donnez [ont Z & X,l'angle 
donné I< . Il faut 
joindre Z & X, de , 
forte qu'ils fairent 
un angle .;II i K ,  j An 
Mon qu'il a et6 en- 
feigné au I. Probl. 
g 1. 1. 2. & cn fuite x 
mener deux lignes paralelles à Z & à  X. 

Corûbaivc. 
Donc pour faire un quarré donr on a 

un côté , il n'eit quefiion que de join- 
dre deux lignes égales à celle qui efi don- 
née, de forte qu'elles fairent un angle 
droit. Thcorênsc fipliéme. 

Toute figure, Polygone o u  de plu- 
iieurs côtez,fe reduit en  autant.de trian- 
gles qu'elle a de côrez, moins deux. 

Dans la figure Po- 
ligone X qui a fix ch- 
Jez , ayant men i  de A , 
à tous les autres an- 
gles des 1i;nes droites, 
on fait autant de t r i e  
glcs que le Polygone 

F ij 
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X a de câtez, qui iont  les bafes dc cc$ 
triangles, à la referve des deux côtez 
qui font proches de A ,  qui  fervent de 
oôtez aux deux triangles les plus proches 
de A : ainfi an reduit une Polygone en 
autant de triangles qu'il a de côtez, 
moins deux. Lc Polygone X qui a fix 
côtez efi ïeduit e n  quatre tïiançles. 

Corollaire. 
Donc tous les angles d'une f i p r e  de 

pluiieiiïs côtez coninle de X, fonr é- 
gaux à deiq fois autant d'angles droits 
qu'elle a de  côtez , moins deux,  c'elt à 
dire, que toiis les angles de X qui  a fis 
cijtçz , f o ~ t  égaux à huit angles droits. 

Car elle te rcduit en autant de triangles qu'cllc a de  côrtz, 
moins deux, c'eR à dire,en quatre. Donc puifque les an:!crdc 
Chaque triangle font dgaux à deux droits , cous les angles de 
cettc figure font &aux à hiiir droirs. Ain6 tous les angles d'un 
Chiliogonc , c'elt i dire, d'une figure d r  rnillc côret (ont égaux 
i 1 9 9 6  angles droio ,  cc qu'on congoit claire ma^ . quag p'ii 
[oit impolii9le d'imaginer ncrtemest un Chiliogonc. 

Prob/êrnc/:cond. 
Trouver  que1 doit être l'angle chi cm. 

gre de t o ~ l t e  fisure reguliere. 

Tous les angles au tou r  d'un point,par 
le Coroll. du  Theor. 4, § r. lup. (ont i- 
gaux à quatre ançlcs droits,  qu i  ~ r \ l e n t  
360 degrez : par çonfequent dans me 
fipure regqliere toiis les angles du çen- 
t re  étant égaux, fi clle a dix côtez , l'an- 
gle du centre vaudrq la dixiéme partie 
de 360 : diviknt  dOnc 369 p u  dk 1 le 
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quotient de cette divifion donnera  Ia va- 
leur de l'angle d u  centre d'une figure de 
dix côtez, ainfi de t o u t  autre Polygone, 

Schoiis. 
D e  15 o n  apprcnd commenr  lurr qu'on i o n n a l r  I'anglc du 

scnrrc d'une f i p r c  regulicre, oi i  la peur infcrire d l n r  un cerclc. 
II faut mener d u  c e m i e  deux rayons qu i  f.~fTerir u n  anglc r d  

r p c  doir e f i r c  l'anale d u  cenire  d e  ccrie tigurc,car Ti c'clt unefi- 
gure d r  dix cûrrz f ~ i h n r  un angle d e  3 6  dcgrrz . qui cl t  la di-  
xiirnc parrie de 360, l a  co rde  d c  ccr aiiglc [cr i  un dcs C&Z d+ 
ccrrc figure. 

Si l'on vrur  circonfcrire u n  Po-  
lygone d'un ccrc~c,  ou figure i l  fatir regul iercaurour prernieremenc (8 
I'inicrire Jr c n  prolonger  les ra- 
yons , aprCs ayan t  divifé  par  la  
moiri4 u n  dcs cûrcz d e  ce Poly- 
gonc i n k r i t ,  cumrne EF ayan t  
mené le rayon A R  par  ce t t e  
moirii. h! ment! par B u n c r a n -  
grnte enric AC & A D ,  o n  a u r a  
un dcr  c û i ~ z  d u  Po lygnn t  cir- 
conicrit.Eii fuite il f i u t  f i i r c  tniir 
Ici rayons p ro longrz  d c  I'inicrir 
;;aux à A C  & AD , par  I 'cxirc- 
mir6 delqucls  ayan t  m e n i  d c s  -1 
ligncr droircs  o n  a u r a  la f ip i r e  que I'on chc rcho i t ,  ainh 
qui1 CR cvidcnt ; mais  I'on nc peut pas b i r c  a v e c  la l c a k  
rcgle Oc I C  compas  I'anglc d u  c e n t r e  d c  rourc figure regulicrc, 
fans exccprion , c o m m e  nous  Ic t c rons  vo i r  : d a  nc (t  
que mcchaniqucmcnt  c n  Te Ccrvant d ' u n  demy cerclc,qui e R  di-  
viré par d e g r e z ,  qu'on n o m m e  un rapporteur .  

Problême rroqîémc. 
Infcriïe un qiiarré datis le cercle X. 
Aprés avoir mené le 

diametre AC , i1 faut di- 
vifer les arcs A B C & [ 
A D C  par h rno i t i e ,  8zA@ 
par les quatre points, 
A, B, C, D. rnerrer des li- 
gnes droites. D 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



$6 E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E .  
. x0 Cette figure aura quatre côtez égaux, 
puifque les lignes font les cordes d'arcs 
égaux. 

2 O  Tous les angles de ABC'S font 
droits, car ils ont pour mefure la moi- 
tié de la demie circonference , l'angle 
ABC s'appuyant fur l'arc ADC, & BAD 
fir l'arc BCD, &c. 

Problême guatriémr. 
Faire un cercle dans lc quarré FGHI, 
Ayant coupé par la A 

moitié les quatre c h e z  
de ce quarré , & mené 
AC & B ~ , f i d u p o i n t  E II 

oii ils Ce coupent , & 
de I'iiitervalle AE on dé- 
crit un cercle,il Ce trou- ' c F 
vera infcrit dans ce quarré : car Ics qua- 
tre lignes AE, BE, CE, DE , font égdes; 
ainfi le cercle paffera par les points 
A, B, C, D. 

Problême cinqrri;me. 
Circonfcrire un quarré à un cercle. 
.II faut mener deux diamétres qui fe 

coupent à angles droits ; en fuite par 
les quatre extremités de ces deux diamé- 
tres, ayant mené quatre lignes ta!gen- 
tes au cercle, d e s  feront le quarre que 
l'on cherche, comme il eit evident. 

Problême Jxiime. 
Faire un exaçoiie , ou infirire un 
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L I V R E  II .  S E C T I O N  XII, t j  
exagone dans le cercle X. 

Le rayon du cercle Sera un des cotez 
de l'exagone, ainfi le probléme eit facile: 
mais il fau t  démontrer 
cette verité. Je iiippofe 
B C égal au rayon A B 
o u  AC, ainfi le triangle 
ABC efi equilateral, dont  

-.m.... Q les angles efiant égaux, , c 
l'angle BAC vaut le tiers 
de deux droits qu i  elt 60 degrez ; ainfi 
I'arc BC efi de 60 d e v e z  qui Sont la fi- 
xiéme partie de la circonference , qui 
en vaut 360, BC eit donc côté, de I'exa- 
gone. Scholie. 

On nc pcut point avec la reglc & l e  compas divirer gcomr; 
iriqucmcnt un ccrclc cn  tanr d c  parties quc l'on voudra,conirnc 
nous Ic vcnons dc dire {up O n  ne peur pas. par crcrnple.dlvilct' 
un arc de  mcrclc cn trois. en cinq,cn fcpt pariics &c,fanr cmplo- 
ycr dcs Iigncs d'un autre genrc quc celics dont nous avons par- 
IC,comrnc nous le dirons dans la fuite. 

E n  chtrchrnt Icr coidcs du ccrclc par Ici Voyer ordinaitcr, il 
f a u t  prcndrc garde. 

r .  Q"@ lcs iordcs nc font 
p i s  cutr'cllcs comme lcurs 
arcs : car îuppolanr l'are 
A  D i g a l  à l'arc D C, la 
cordc A C  n'cR par douhlc 
dc la cordc A D  , comme 
I'arc ADC clt  doubie de  
I'arc AD.  c a r  A D t D C  
r f i  dus grand que AC,ainll 
A D ,  moitib d e  A D t D C .  
cR plus grande que la r n o c i ~  de A c. 

a .  p a n d  on connoit la cordc d'un arc on  peut t iouvct ceHe 
de la moiri6 dc  cet arc. Si AC CR connu, cn divilant A C  par I r  
moiri6 par vne perpcndiculairc . ccttc lignedivilrra I'arc ADC 
au point D en deux parties Cgalcr , ainfi la corde d e  I'arc AD 
moirii d e  l'are A D C  fera connue. 

3 ,  w n d o n  connoir une cordc d ~ u n  arc, on trouve C t k  da 
E iiij 
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d o n h l e  d c  cet  arc .  Si AD m'eB connuc , i c  prens DC Cgal à AD, 
ainf i  i 'auray AC c o r d c  d u  d o u b l c  d e  I'arc AD. 

4. wand u n c  c o r d c  c o m m e  BC CR c o n n ü c , n n  a celle qui CR 
I r  c o r d e  d u  cornp!érncnr au den iy  ccrclc d c  l'arc d o n t  BC efi la 
ce rde ,c ' eR  d dirc ,  quc  la c o r d c  AC CR connue  , q u a n d  o n  con. 
no i r  la c o r d c  BC. 

Ain f i  q u a n d  on  a u n  pol igone,  o n  e n  rrouvc hci lcrncnt  dcux 
a u t ~ e i , l ' u n  q u i  air d c u x f u i r  plus d e  cbrés,l 'autrc qui  c n  air drur  
fois moini,l 'on d o n n e r a  daris la  luirc  Ic moyen  d c  t rouver  gro. 
merr iquemcnt  lcs  cô tcz  d u  p c n t a g o n c ,  & d u  dccagone ,  rc 
quc l'on n'a c n k i g n e r  icy. 

S E C T I O N  1111. 

A V E R T I S S E M E N T .  
~ u / s n c s  2 prcfint nous n ' a v o n ~  prc f iuc  parlé q u e  

d e s  lignes qui borncrrt Irr firfaccs, n o ~ s  parlonr 
icy de lenr Nendiic. 

T h c o r é m  prrrnicr. 

monaIe AG,qui cil 
L k 3 y 3 n e  menie d'un 
ansle du  paral le lo~rat i~ine 
X a uii autre angle q u i  Iiiy 
elt oypofé , partage X en 
deux triansles tout  égaux. C 1) 

A 

Dans les deux triangles ABC & B A B  
A D BC & AC= BD, le côté AB efi 
commun; ainfi par le  Theor, 3. § 2 .  b p .  
ces deux triangles fiut igaux & equiau- 
$es. 
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Les parallelogra- , ..,..,, 
mes ABCD & BCEF 
qui  font en t re  les 
mêmes paralelles, 
& qui  on t  leur ba- 
ie égale,fonr égaux. 

Si la bafe de BCEF x - b .Cr,.-.. . - 
11'étoit pas la  m i m e  c B 

bafe que de AI;CD. fur  BC par le pïo- 
blCine I. 5. 3. fip. [oit fait un paralcllo- 
gramme ièmblable & égal à ABCD. Je 
hppofe que AGCD efi reRangle ; il fzut  
prouver qu'il  efi égal i BCEF. 

AB & DC perpendiculaires en t re  les 
paralelles X & Z , font  égales. P a r  l'hi-' 
pothefe F F B CE & AD = E F : partant 
AD 4 D F z  EF-1- DF. Les  deux triangles 
ABF & CCE ayant leurs c ô t e z  égaux,ils 
font entieremét égaux par leTh. 3 fip.5 2. 

Orant de ces deux triangles égmx la par- 
tie DGF qui leur eil coinmune,les trripe- 
zes ABGD & CGEF feront  égaux. Ajoû- 
tant donc à l'un & à l'autre la méme 
;randeu BGC, ce qui  fait les parallelo- 
grammes ABCD 8E BCEF, ces deux figu- 
res feront égales , ce qu'il faloit prou- 
ver. 
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90 E L E M E N S  DE G E O M E T R I E :  
CsroUairc premier. 

Donc en mefurant la furface d'un pa- 
ralfelogramme comme BCEF, il ne faut 
avoir égard qu'3 la baie BC & i la per- 
pendiculaire qu i  mefure fa hauteur. 

Car cc parallclogramme CR égal i u n  parallclograrnme rc- 
Etangle dont BC CR l a  bafc,  & dont les côrcz qui font pcrpen- 
diculrires fon t  Cgaux à fa haurcuc.AinG c'clt le Parallclogrammc 
rcbanglc commc A B C D  qu i  CR la meCure de tour les ParaileIo- 
grammes dont le i  bales fcront i g a l o  i RC & qu i  auront mime 
hautcur, o u  Ccronr cntre les mCmcs piral le lcr  X & Z II nc pcuc 
y avoir  qu'un Parallelogcimmc rcfrannlc fur Ir balc B C cniic 
X & 2, & il peur y avoir une infinité dc Pxallelogrammrs non 
xc&rnglcs fur la  mime b a k ,  & entre ces mimes parallele: 
X & 2. 

Covollairc /;con$. 
Donc en merirant l'étendue d'un pa. 

rallelograinme non refiangle, il ne faut 
point avoir égard à [on circuit 
Car quand Icr cÔrCs BF &CE [croient d'un m i l l i on  de Iirüe~ 

o u  infinis; cc qui fc peur concevoir cnfupporanr quc les lignrr 
X & z loicnr prolongécr i I'infiny: ce p3 ra l i e l opmme don[ Ic 
circui t  CR inf iny nc  fcra pas plus g r ~ i i d  que ABCD donc Ic cir- 
cu i t  CR finy. 

Thcoréme tra$émr. 
Ayant partagé le Paralielogramme 

AB C D  par H G paralelle à A D & KE 
naralelle a AB; d e  
5 ~ - -  

forte que K É  & 
H G coupent dans 
le même point la 
Dia_oonale A C, les 
îuylérnens qui font 
à côté du diame- 
tre [ont égauxde8  
à dire que  B E F G E R 

efi égal à D K F H ,  
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Par le Theor.   fip. p. A B C= ADC & 
AGFz AICF & F E C z  F H C : donc d e  
deux triangles égaux ADC & A B  C ô- 
tant des grandeurs égales AKF & FHC 
d'une part, & AGF & FEC de l'autre, les 
reites FICDH & BEFG feront égaux ; ce 
qu'il faloit démontrer. 

Thcorêmr quatrith: 
Les Parallelogrammes font  doubles 

des triangles de même hauteur,& de mê- 
me bak. 

Le triangIe EBC a même bafe que le 
Parallelogramme ABCD, & ils o n t  mi- 
.me hauteur eitant en- 
tre les paralelles X & ..... ri ... .-X 
Z : je mene C F pa- 
ralelles à B E pour 
faire ~ e ~ a r a ~ ~ e ~ o g r a r n -  rv 
mc BCFE , lequel par 
le Theor. 2 fLp. efi égal 
à A B C D :  o r p a r l e  
Theor, r. f ip .  BEC eit 
égal à E C F , donc B c -1 W.... 12 

RCFE o u  la grandeur 
Éçale ABCb, efi le double de BEC. 

Corollkre premier. 
Donc les tïiang!es de même bafe & 

de même haureur iont égaux. 
pnis qu'ils Con1 cous la moitié d'un Parallelogcammc de mi- 

nit balc & de meme haurcuc. 
CoroUairc ficond. 

Donc pour meiiirer la furface d'un 
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g~ E L E M E N ~  DI! G E O M S T R I E .  
triangle , il ne faut avoir égard qu'l fa 
hauteur & à fa bafe. 

puis qu'il e(t &gai à l a  m ~ i r i i  d'un ParalleIogramme , q u i a  
mtmc b 3 k  & mime hautcur. 

Definirion. 
Dans un triangle reRangle le coté op- 

pofé à l'angle droit lie nomme Hypothe- 
nufe. Tbrorémc cznguie'rnr. 
  ans Ie triangle reRangle ABC le qua r -  
ré de l'Hypothenufe,ou du coté qui foû- 
tient i'angle d r o i t ,  efi égal aux deux 
quarrez des deux autres cotez. 

L7Hypothenufe efi CB , je faits fur  les 
trois côtez AB, BC, CA , trois quarrez. 
11 faut  proui7er que BCED = A B F G-+ 
ACHK. 

Je tncne par  
le point A fom- 
m e t  dc l ' a n ~ l e  
droit, A L pa- 
ralelle ii BD o u  
CE,& de H une 
ligne à B, & de 
E une autre li- 
gne au point A 
q u i  font les . . 

; 1,; :D  deux triansles 
HCI; & ACE : Ies linnes I< A & AB ne 
font qu'une même figne, par le Coroll. 
du Thcor. 2. g. I fip. Par la definition 
du quarré les angles K A  G & G AB 
& tous les autres de ces quarrez étant 
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droits; ainii  par le Th.  5 ,  $ 3 KA,partant 
I<B efi paralelle à HC ; ajolitant aux an- 
olcs droits A C H & R C E A l'un & a 
?autre I'angle ACB , il h u t  que HCBz 
A C E : or  les côtez qui comprennent 
ces angles font égaux, HC=: AC & C B 
= C E  , par la definit. du quarré ; donc 
ces triangles HCB & ACE iontégaux. 
Or par le Th. 4, fip. le  quarré ACHIC 
efi double de HCB; partant de ACE;qui 
par le même Tlieor. n'eit que  la moitié 
de CILE : i l  faut donc que C 1 L E b i t  é* 
val  à A C  H IZ. D 

Par la tq2me voye on démontre que 
BPLI el t  ésal à APFG: or cEL1-t @DL1 
= BCED,donc BCED= ABFG-~ACHIC 
ce qu'il faloit prouver. 

Thcoréme fixlitne. 
Un triangle elt &pl  à deux ou plu- 

heurs triagles de mCine hauteur,& donc 
les bafes prifes enfeq-i'ule [ont égales à la 
lienne. 
Le triZgk ABC A H c 

efi égal aux trian- 

A D  C , qui font 
les parties.. Or,pqr 
le Coroll. I" du 
Theor.q.fup ACD = CFI),& DAEz 
D G E , & E A B n  P fi P> c 
EHB : donc CAB . 
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9 E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E .  
eft égal à deux ouplufieurs triangles,&c. 
Ce qu'il faloit prouver. 

Tbcorérnc f i p r i é m .  
L a  furface d'un Polygone efi igale à 

un  triangle qui a pour bafe le circuit de 
ce Polygone, & pour hauteur le rayon 
du cercle qui luy efi infc~i t .  

Si c'elt par exemple un exagone ; 
ayant mené des lignes du centre ~à cha- 
sue angle , o n  le  reduit en autant de 
triangles qu'il a de cô- 
t ez  , f ~ a v o i r  en fix, qui 
font tous égaux au 
triangle ABC, qui par 
le Coroll. 2 du Th.  4. 
/HP. elt égal au triansle 
qu i  a BC pour baië, & 
q u i  4 de même hau- 
t e u r ,  laquelle efi icy R D C  

le Rayon A D qui  eit perpendiculaire 
i ü r  BC ; or pqr le Theor. precedant , un 
triansle qui a XD pour hauteur & pour 
bafe le circuit de cet exagone, efi égal à 
tous ces iix triangles dont la hauteur en 
DA, & les bafes prifes enfeinble, le cir- 
cuit  de cet exasone , qui eit ce qu'il fa. 
lait prouver. 

Prrmierc demande. 
Un Polygone efi plus grand que le cep 

cle auquel il eit .circonfcrit. 
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Sccondc demande. 

Un Polygone efi plus petit que le cer- 
cle dans lequel il efi inkrit. 

Theor imc hnrtiirnc. 

De deux Polygones circonfcrits à un 
cercle, celuy qui a pIus de cotez a un l u s  
petit circuit , & une plus petite fur P ace, 

X efi un exagone circonfcrit à un cer- 
cle, je divife k s  côtez pour faire un au- 
tre Polygone qui ait plus de côtez e n  
menant des rangen- 
tes, de forte q u > k i t  
hors du cercle, il elt 
toujours plus srand 
quece cercle par la 
 demande. Je con- 
iidere la  même par- 
tie de ces deux-Po- 
lygones , c'efi A di- 
re , qui [oit c i r a  nfcrite à la même 
partie d u  cercle, par exemple à E F D. 
II eO evident que D B+B A+AC+ C F 
font plus grands que DB-+B C+CF;donc 
il faut IO que le circuit de celuy qu i  a 
moins de cotez [oit plus grand. zo PuiG 
que la figure EFCABD excede EFCBD 
de la grandeur du triangle ABC , la iùr- 
face d e  celuy qui  a plus de cOtez efi plus 
petite. 

Corollaire. 
Donc puifque plus un Polygone ;ide 
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36 E L E M R N S  DE G E O M E T R I E ;  
côtez , plus i l  elt petit, demeurant tou- 
jolirs piris grand, par la premiere denian. 
de f i p .  que le cercle auquel il efi ciïcon- 
fcrit ; il saenki t  que plus un Polygone a 
de  côtez , ion circuit Pc ià iurfàce ap- 
prochent plus du circuit & de la furface 
du  cercle auquel il eit circonkrit  ; & 
qu'ainfi un P o l y ~ o n c  circonfcrit d'une 
infinité de côtez ne differe point du cer- 
cle. Tbeovèrnc nruvitrac. 

D e  deux Polygones infcrits à un  mé- 
me cercle , celuy qui a plus de cûtez a 
un  plus grand circuit & une plus grande 
fu r fac e. 

Deux Polygones 
étant  inkr i t s  dans le 
cercle X; je confide- 
re la partie A B  D C 
& les parties de 
ces deux Polygo- 
nes qui y répon- 
dent. I~ BD-FDC efi 
plus grand que B C ;  x 
partant le circuit de celuy qui a plus de 
côtez efi déja plus grand. 

20 La figure ABDC furpaffe ABC de 
la grandeur du triangle BDC ; aiiiG 1s: 
Polygone qui a plus de câ tez  elt plus 
grand , ce qu'ii faloit prouver. 

Corollairr prrmicr. 
Donc puirque de deux ou plufieurs 

Poly gonos 
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Polp~ones infcrits dans un meme cercle, 
ce1 uy-la elt plus grand qui a plus de cô- 
tez demeurant toujours plus petit q u e  
le cercle 9 par In  dernaride 2'fitp. il s'en- 
fuit que plus un polygone infirit a de 
côtez 3 plus il approche de la circonfe- 
rence & de la fi~rface ducercle;& qu'ain- 
fi un Polyo;one qui a une infinité de cô- 
tez ne diEcre point du  cercle. 

Theouêmc dixiémc. 
La furface d'un cercle efi égale 1 un  

triangle qui a pour Ta hauteur le rayon 
de ce cercle, & pour biik la circonfe- 
rence. 

On peut iuppofer i'elon les deux Theo- 
rêmes precedans & leurs Corollaires, 
qu'un cercle efi épal à un Polygone d'u- 
ne infinité de côtez , qui luy efi circon- 
h i t ,  ou infcrit. Diions icy qu'il efi égal 
à un  P o l y ~ o n e  circonfcrit. Par le Th .  7 
f i p .  la furface de ce Polygone efi égale a 
u ~ i  trianglç qui a pour  baie la circorifc- 
rence, Sr pour  hauteur le rayon du  cey- 
cle auquel il efi ~%-confci-it ; ainfi la iùr- 
face d'un cercle q u i  leiy efi égal, elt éga- 
le  à un triangle, dont la  bdiè efi ésale à 
îa circonference, S( la hauteur elt égale 
à foi1 rayon. 

Scholie. 
II CR facilc, un ccrcle Craor  donnC , d e  trouvcr une furfké 

donr l a  diffcrcnce avec celle dc cc cercle (oit plus petite ~ U ' U D C  

grandeur donntc. 
G 
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98 E L E M R N S  D E  G E O M E T R I E .  
Soit l e  cercle  d o n n é  X :  i c  fupporc qu 'un  Polygone que 

n o m m e  Z luy [oit c irconlcr i t  , & un au t re  q u c  i'appellc Y lu) 
fo i t  inrcrit. Ls grandcur  d o n n i e  , q u i  eI t  l a  ditFerencc de la lur- 
f acc  d u  ccrclc  à u n c  au t rc  f u r f ~ e e  e R  T. 

t ' augmente  o u  j e d i m i n u ë  les 
c b r e z  d e r  P o l y p n e s  Z & Y  iul- 
q u ' à  cc q u e  lcur  difference loir 
plus pciite q u e  la g randcur  T, 
c c  q u i  e l t  facile : ca r  cn aug- 
men tan t  lcs cô rez  d e  l'un & dc 
i'dutre. i. On augmente  la 
g r a n d e u r  d c  Y ,  pu i lquc  par  Ic 
T h c o r .  9 fup. d c  deiix Polygo- 
nes inlctirs i un m ê m e  ccrclc, 
cc luy  q u i  a plur d e  côiez a  un 
plus grand clrcuir & u n e  plur 

$i 
g r a n d c  Curfdcc; k o n  d i n i i n 1 2  
ccl le  d c  Z,puifquc par l c  T l i co r .  8 prcccdant,plus u n  Polygonr 
sircorilcrir a d c  c0 rc r ,p lus  Ton circuit e l t  petit & fa fiirfacepe. 
t i ic  : ainfi l'un & I'aurrc a p p  rnchenr plus d c  la circonferciiccdu 
t c r r l c .  La diH'crcncc d c  Z avec  Y rlh plur g r a n d c  q u e  ccllc d c  Z 
a v c c  X, puifcluc X CR plur g r a n d  q u e  Y : d o n c  11 diffcrrncedri 
furfaccs d c  Z &  d c  Y efianr  plus pcritc q u c  la grandcur T :  on 
i rouvc  u n e  f u t f ~ c c  qiii differc d c  cc l l edu  ccrc!c d'unc grindcur, 
bcaucnup  F I U S  p e t i t e q u e  cclle qu 'on avnit  propolie;c 'cR à dicc 
q u e  6 o n  propoloir d e  t rouver  u n c  filrface qui n e  diffcrc d t  cd* 
l c  d'un cc tc l c  d o n n é  q u c  d c  la ccnr .mil iéme d'unc Iignr, 
on c n  pourroi t  r rouvcr  u u e  q u i  di t fcrcroir  c n c o r c  de moins, 
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DE L A .  MESVRE 
D V  C O R P S .  

L I V R E  T R O I S 1  E'ME. 
Des rairons proportions des lignes 

8t des h-f:ces. 

A V E R T I S S E M E N T :  
N parlunt icy d c ~  razfins Q de.r pro- 
portions gue I ~ J  Iignes & firfacr~ 
' ont  enrr'ti?cs , je ne rcpcre pornc ce qir6 

' j'ay dit d a n s  le tratré de la Grsndrn* 
dir i d @  ns 8 der propor/ionr cn gcncral a jr n'a2 

6 ij 
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rqo E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E .  
p d  crtl: a u f i  dcvozr parler i c ~  de la proporrion 
Ar i rhrne f ipe ,  parcc quc jc n'aveu rien a aj o h  

a cc que j'cn ay dit dans le traite' de la Gran, 
derrr qui f i i r  particulier a u x  lignes 6 aux f i r -  

faces. / C  fippoh qu'on u vÛ cc  traitté. N r a n i -  
moins en faveur de C t U X  qui ne l'ont par Iaî,j'etr ay 
extrait  Icr propofiion~ qu'il c a  neceBiare d'a. 
woir prefintes I'rfirif pour lire rucc plaifit cr 
trorjïérnc L i v r e  , avant lequcl il failr dinj lire ccr 
propofiionj yuc nom trouwcrczà la fin dc cc volcimr, 

S E C T I O N  P R E M I E R E .  
Des rairons 8r des proporrions 

des lignes. 

Prtmicrc dcfinii ion. 

E Space paraIelle,efi un efpace compris 
entre deux lignes paralelles. 

Srcondc definition. 

Deux lignes dans un même o u  diffc- 
ren t  espace paralelle iont dites ésale- 
ment obliques, lors qu'elles font les ni?- 

mes angles Sur les lignes paralelles qui 
comprennent cet efpace. 

TroiJérne drfiniiion. 
Deus triansles font dits îenlblables 
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L I V R E  I I I .  S E C T I ~ N  1. rai 
lors que leurs côtez font des angles 
t g-aux. 

Quatriémc dcfiii ion. 

Les côtez de deux trianqles qui font 
les mêmes angles , s'appellent Omolo- 
giies. 

Scholie A 
S i  Ic cÔtE AB €dit  avec BC Ic mé- 

rnc angle quc DE f a i t  avec EF. Ics cÛ. 
rcr A 3  & DE font Omologuer.c'cf? à 
d i i c ,  proporrionncls : on démontrera 
dam la fuite que ce nom leur convié[. L b  

B C E  F 
Lcmmc pucmicv. 

Si l'on coupe I'cfpace qui efi entre 
les paralelles X & Z ( où la perpendicu- 
laire C D  q u i  mefure cet efpace) par des 
paralelles à X & à Z,jc dis que l'oblique 
AB entre X & Z ièra parta,' lTee en  autant 
de parties que laperpendiculaire CD. 

Qe cela ne foir , & que E & F q u i  
partagent CI) en trois, ne divicent AB 
qu'en deiix. Alors f i  la l i g e  F coupe AB 
en G,il faut que E la ren- 
contre en cc point, puiG 
que toutes deux coupét 
AB dans u n  ièul point. si 
Or cela efi contre la na- B c 
ture des paralelles q u i  ne fe rencontrét 
jamais. Donc cette hypothek que A B 
n'étoit pas coupée en  autant de partiés 
que C D, efi fauffe. 
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Lemme fccond. 

Les lignes également obliques dans 
des efpaces égaux, folit c'sales. 

i0 Les lignes BC & EF iont également 
obliques, c7efi à dire,paï la ièconde defi- 
n i t ion que I'anple 
B C H = E F  G , z O  
les e r a c c s  z x 7 flw 
font égaux , ainfi 
les yerpendiculai- I 
res BH Sr EG iorit 14 F = 
ézales' , 30 les deux triangles G C H  & 
EFG eitant reLlangles,& les angles BCH 
&E,FG eRans égaux i ls [ont eqiiiangles, 
ayans donc un coré égal , ils font entie- 
rcmeiit égaux,partapt BC= FF; ce qu ' i l  
friloit prouver.. 

Lcrnmc tva$e'mc.' 
Les lignes égalemctit obliques d m  

des efpaces paralelles inégaux, ibnt iné- 
gales : plus grandes ii l'efpaceefi plus 
grand, plus petites fi l'efpace efi plus 
petit. 

Les lignes BC & GF font également 
obliques dans les efpaces X & Z , la pçr- 
pendiculaire AB efi plus grande que EF, 
ainfi I'dpace X efi plus grand que I'eC- 
Pace Z : il faut donc démontrer que I'o- 
blique FG efi plus petite que  l'oblique 
G C. 
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L I V R E  1 I I ;  S E C T I O N  1. 103 
B Soit pris Cur BA la . 

partie BH égale à FE, 
& par H foit menée  
une  paralelle à la ba- Adi. 
fe CA,les deux trian- c A G  E 

gles ABC & EFG efianr reaangles , & 
l'angle B C A  égal à FGE,ils [ont equian- 
gles. Par le Theor. ro, fi 1, 1. 2. l'angle 
BKH efi égal 3 BCA , & li H IC à BAC, 
ainfi le t r i ans le  B K H eit equiangle 
avec l3 A C ; & partant avec F G E : o r  
FE efi f~ippoCé égal à EH : donc par le 
Tlieor. 4, g 2,  1. 2 ,  FG = BI< ; partant 
FG égale à BI< elt plus petite que B C , 
dont B IC eit partie. Ce qu'il faloit dé- 
montrer. 

'I'heorè'me prcmiev, 
Ayant partagé un efpace paralelle par 

deux ou pluiieurs paralelles , la perpen- 
diculaire de cet efpace & ia ligne obli- 
que qui y iera , feront coupées bropor- 
tionnellement. 

IO La ligne oblique fera coupée en 
autant de parties que la perpendiculai- 
%par le Lemme ia/up. Si par exemple, 
la perpendiculaire eif coupée en cent 
parties, l'oblique fera aufi  coupée en 
cent parties. 

2 O  Si les parties de la perpendiculaire 
font & d e s  entr'elles, celles de l'oblique 
feront égales entr'elles,par le Lemtne 2: 

G iiij 
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,104 E L E M E N S  D E  G B O M B T R I E I '  
'up. car par le Tlieor. IO 5 m, 1. 2 .  ces obli- 
ques font les mCines aiigles iiir ces para. 
lclles , ainfi elles h n t  également obli. 
ques , ainfi ii les cent parties, dam leL 
quelles la yerpendiCulaire a efté coii- 
pke font toutes égales, les cent yaï- 
ries de l'oblique iCront aufi  toutes CgaIes. 

3" Si les parties de Iri perpendiculaire 
font inégales, celles de lbbblique iont  
ailfi i néy le s  , OLI ii ayant pris cent par- 
ties égales dans la perpendiculaire , i[ 
reite une partie qui efi oii plus petite, 
ou plus oraride , l'oblique iè trouvera 
auf i  diviîze j de Corte qu'aprés les ccrir 
parties ézales , il y aura Lin reite plus pe. 
r i t ,  fi le reite de la perpendiculaire efi 
plus peti t  ; pliis grand , fi le reite de la 
perpendiculaire eit plus grand, coimine il 
eit evident, par  le  Lemme 3/;1Pc Partant 
comixé la coute fera contenuë , o u  con- 
tiendrn l n  toute , les parties leIont con- 
t e n u ? ~  o u  contiendront les parties.Ainfi 
îelon la notion des propoïtjor-is, les deux 
lignes dont il eit qucition foQt coupées 
proportionnelle~iienr. 

Thtarénie fëcend. 
Plufieurs lipnes obliques, eflant dans 

un mcme efpace paralelle, fi o n  coupe 
cet efpace par une ligne paralelle , ces 
l i n e s  ikront coupées proportionnelle- 
P W l t .  - - 
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Les lignes obliques E F & M N fonr 

cntre deux paralelles entre leijuelles AC 
eit perpendiculaire , cet ei: 
Pace eft partagé par Z une A E h C  

paralelle : donc par leTheor .  
precedant MN, A C  : : M D,B 

EF,AC :: EG, AB. 

-Wb 
A £3 & par le 1n2me Theor. ,- 

C F N 

M N  M D  
Ptrmutmuio A C 3 : : A G 3 E. F E G 

Par confcq~ient felon la 16' propof- 
d u  1. 3.Grand. la raiion de MN avec EF elt 
la n ~ ê m e ' ~ u e  celle de MD avec EG,ainfi 
M N ,  E F : : M D ,  E G : ce qu'il faloic 
prouver. 

Thcori'rnc troifilmr. ,. 
Les liçnes également o b l i q ~ ~ e s  dans 

des efpaces paralelles diffeïens, font en- 
tr'elles coinrne ces efpaces. 

BC & F G font ésalement obliques , 
par concequent il A B  elt é ~ d  à EF , par 
le Lemme 2 ho. B C z  FG. 

Si A B efi.piu~ grand que 
E F, par le Lemme 3 fup. BC 
fera plus grand que FG. 

Si A B  eit par exemple tri- &k 
p k  de EF, alors BC fera t r i -  A G E 

ple de F G : car hppofant  que B A efi 
parta$ en trois par t ies  égales : par le 
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Lemmc I. f i p .  R C fera aulx partagé en 
rrois par t ie~~lcfq~iel les  par le zC Lem.l;rp. 
ièront  c11acui;e kgde à GF 5 car fes par- 
ties, par le Th. ro, g I, 1. 2 font les mê- 
mes  angles ; ainfi elles font é;ralement 
ob1iqiies;ainfi BC efi triple de FG, corn. 
m e  nous venons de le démontrer. 

Par  cette metliode o n  démontrera 
que t e k  partie qu'efi E:F de A 6 ,  l'obli- 
que FG eft partie de l'oblique R C , ou 
que comme E F fera coiitenuë en A B, 
auifi FG k r a  coiiteiiuë en BC. 

Si A B cfi égal o u  contient une ou 
plufieurs fois E F , plus quelque reite , 
par la même methodc on dCinontrera 
que B C contient de la même inaniere 
ilne ou  plufieurs fois exatteincnt , F G, 
plus quelque refie. Airifi les lignes éga- 
lement obliques , &c. ce qu'il faloit dé- 
montrer. 

Theorême quatriéme. 
Deux triançles femblables ont  leurs 

côtez proportionnels. 

Je mene par le fon~met  des deux tria- 
gles ABC & DEF des lignes paralelles à 
leurs bares, & j'abaiffe de leur fommet 
fur leur bafe les per- 
pendiculaires X & Z. 

Par  I'hipothek , iè- 
Ion lazC defin. les an- fi& 
gles ABC & DEF [ont a c E I 
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L I V R E  I I I .  S E C T I O N  1. I O 7  
;;aux, ainii AB & DE font également 
obliques. A C & D F font par la même 
railon également obliques. Donc par le 
Theor.precedant ( A B  D E :: X. Z. 

( A C  D E : :  X. Z. 
Donc puifque deux rairons égales à 

une troilîéine f o n t  égales entr'elles,par 
la 16 prop.du 1.3 Grand. AB, DE : : AC. DF, 
en  menant par B & E des l i g e s  paralel- 
les aux  côtez AC & DF, o n  demontïera 
de la même maniere que AH, DE : : B C, 
E F , & qu'ainii deux triangles iembla- 
bles ont tous leurscôtez proportionnels. 

Scholie. 
C'tR pour cctte raifon qu'on appelle omologucs les cdrez q u i  

fctripondenr d ~ i i s  l i s  figures kmbiables  ,parce que ccr cbrcz 
font proportionnels les  uns  aux autres, ou qu'ils ont même rai-  
Ton, cc que iignifie ce mot  Omologuc. 

Thcorémr crnqrriimr. 

Si dans deux triangles , les côtez qu i  
comprennent I'anzle du fommet font 
proportionnels , les deux triangles font 
ièmblables. 

Dans les deux triangIes ABC 6: DEF, 
les côtez qui comprennent l'angle du 
forninet font proportionnels , je dis que 
ces deux triangles font  fen~blables, c'elt 
à dire, par la je definit. qu'ils o n t  mê- 
mes angles. 

Je bits fur  le côtk FE I'angle EFGZ 
3 A C & l'angle FEG= ABC , partant 
l'angle EGF-, BCA: ainfi ces deux triaii- 
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108 E L E M E N S  DE G E O M E T R I E :  
d e s  font femblables. Donc EG,EF : : Ec, 3 
A B : or par  la fiippoiirioii BC,AB : :DE, 
EF : donc E G 
E F : : D E E F :  B 

partant Fa G & E 

DE ayant mê- !i ;\ 
m e  r i f o n  avec F!, 

E F , ce font - SI A A c 
deux gridciirs 
égales, par la l j e  propoî- du 1. 3 Gtan. Je 
démontreray dc la même maniere q u e  
DF= FG , partant les triangles FDE & 
FGE citant égaux ils Sont equiangles par 
T h .  3. 8 .  2. 1. 2. donc les deux triangles 
FDE & ABC, étant Semblables à un troi- 
fiéine,c'efl i dire, ii EGF,ils iont Ceiilbla- 
bles entr'eux: ce q~i ' i l  faloit d cmontrer, ' 

ThrorL:~ne /ix.rPme. 

Lors qu'on coupe deux cotez d'lin 

trialisle par m e  l i p c  pnralellc i l a  bak 
de cet angIe,ces co tez  Sont cousez p ~ o -  
portionneliement. 

Soit le triangle AEC, je A 

menc EF pardelIe A EC, je 
dis que AE, AE : : AC,AF. 
L e  triangle A E F efi fcm- 

A i< blable a u  triangle A B C ,  c B 

puifque I'ansle AEFz ABC 
& l'angle AFE= ACB, par le Theor. IO, 
g r, 1. 2. Donc  par le Theor. 4 fip. A B, 
AE : :  AC, AI;. 
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Scholie, 

Les I i ~ n e s  paralclles f o n t  d e s  angles i p u x  d'un m é m e  côré  
a rec  les ligncs qu'ellcs couprn t .  O n  appcllc lignes anriparal t l lcs  
celles qui  fur  l a l i g n e  qu'clics c o u p i r  font bien Icr mêmcr an;lcs. 
mair d 'un  au t re  c6 .é  : a i n h  l 'angle AEF c l t a n t  (:al i I'anglc 
ABC . ces deux  lignes L F  & BC font  aniiparalellcs ; br v o i l i  cc 
qui arr ive dans c c  cas. L c  i r iangle AEF a l e s  nic"rncs angles q u e  
ABC; ainfi ils font tous  deux  fernblablcs , b leurs  c ô t e z  Ionc 
proportionnels ; m a i s  leurs c6tezornologuer  n'ont pa r  la même 
firuaiion : car  A B  n'cf? pas omologue  a v e c  AE , mair avec A !i 
ainfi ces cô tcz  A B & A C n e  font  pas 
coiipcz dans  u n e  proport ion droi te:  A 
AR n'cR pes à A F  c o m m c  A C  à AE , 
d c  forte q u e  d e  cc: qua t re  grandeurs  la  
prcmicre e l t à  la  qua i r i ime ,  c o m m e  l a  
t r o i f i h e  CR 1 la fecondc,AB AE: ; AC, 
A F , c c  qui  r'appellc être reciproquc i 
ainli il n 'c l t  queff ion q u e  d e  hicn rc-  ,++ 
marquer qu i  fon t  Icr côrcz ornolaguci ,  a C 

c'efi à dire, qui f o n t  les m ê m e s  angles. 
II n'eR pas d i f i f i l e  d e  reconnoirre  G d c u x  lignci fon t  anc i -  

paralelles, o u  n o n  , fi par les points  E & il i g a l e m e n t  é l o i g n e r  
d t  K,fommer d u  t r iangle FKG,on m e n c  
la ligne E D , cetrc t igne & F G fe ron t  
anriparalelles i C a r  pai  l e  Coroll. 6 d u  
7'hror. 1 d c  la ceconde 9 1.  2 ,  l'angle E , 
IBD a pour fa mefurc-la moi t i é  d e  I 'a tc  
EF,  pius celles d e  KD ou  de XE CgalàKD. 
O r  la inoitiC d e  K F  c l t  a u f i  la me lu rc  d e  
YGF par le T h c o r .  a dc la prcmicrc,  5, 
1. a.  Donc XBC= K G F  , par  le mérnc rai-  
fonntrncnt a KCB= W G  ; ainfi fclon l a  

0 
notion d t s  an r ip i r ak l l e s  FG & B C font  
aniiparalclles , & 6 D par  con lequen t  4 
coupc reciproquement kF & kG, ainfi  kF, 
kC, :: kG, kB. 

L'angle A B C a pour  fa mcfurc  par l e  
Coroll. 7, T h e o r .  z ,  5 a. 1. a ,  la moiri; 
dc l'arc B C & d c  l'arc B E : d o n c  i l  C R  C -  
gal i C F E q u i  a mërnc meCure , par  l e  
Th, 12, 5 1 , 1. r .  Par l e  m;mc ra i fonne-  
mcnt A C B = AEF : d o n c  B C  & t F  fon t  
antiparalellcs , ainG B C coupc  recipro. 
qucmcnt A6 & At,& pu soukquent AE, 
A C : i AF, AB, 
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Probfémc prirnrcr, 

Couper une ligne droite femblable- 
ment i une lisne q u i  efi déja coupée. 

La l isne A D  efi coupée e n  trois par- 
ties AG, BC, CD : o n  psopoiè de couper 
la ligne AG en trois parties proportion- 
nelles à celles de AD : je joints AG avec 
A D  , de forte 
qu'elles faffent G 

un angle, quel 
qu'il foit.Aprés 
je mene par les A 

points G & D ,xi\ B c D 

une l i g e  droi- 
t e  , & à celle-cy des paralelles par les 
points B & C de la coupée.Les paraleles 
coupent A G en trois parties, qui  font 
proportionnelles à celles de A D : car 
pak le Theor.  6hp. AD, AC : : AG, AF, 
& AF, AC : : AE, AB : ainfi o n  a fait ce 
q u i  eitoit propofé. 

Corodarre prcm~cr. 
Par  ce Probl2me on peur divifer une 

ligne psecilement en tant de parties 
qu'on voudra fort  exaltement. 

La ligne donnCc el t  X qu'il Faut divifer cn trois partiei: i e  
l a  joins avcc Z unc Iigncinfinic.de fortc qu'cller faffcnc i'anglc 
ZAX , n'impotte dc quelle gran- 
deur. Ayant ouvert Ic compas au 
hazard , & mis une de Ces pointcs 
fur A ,  i c  marque {ut Z d c  fui -  
te avcc la mémc ouvcrturc trois 
patries Cgakr. Aprts dc B extre- 
mire dc ces trois parties. i c  m c n c  

AB 
unc ligne au point C, l ' ex tremit~  A X C  
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deX,  & i ccllc-cy, des paralellcr par les divirions d e  Z;lclonce 
qu'on virnr dc démontrer A C lcra diviré fcmblablcmcnt à M. 
r'eR i dite, cn trois patries. 

Corollaire ficonci. 
On Deut Dar ce même moven retrancher 

d'un; ligie telle partic cl;on voudra. 
S i  dc Ac o o  rcut rcrranchcr fa troi l i ime partie ,  il n'eR que- 

fiiori quc de divifcr AC cn rroii parrics. 
Probîi.'rns fécond. 

Deux lignes eitanr donnies trouver 
une troifiéme qui [oit à la feconde,com- 
mecelle-là eit à la yremiere , OH, à deux 
l ipes données trouver une 3= yropor- 
tionnelle. 

La premiere ligne efi AB , la feconde 
RC:je joins ces deux l i ~ n e s d e  iorte qu'el- 
les ne faffent qu'une ligne droite. En 
fuite je prends AD égale à BC que je 
joins avec A B ,  de forte qu'elles faffent 
un  ansle quel qu'il foit. 
J e  mene de D une li- 
gnc fur B , & à celle-cy 
une paralelle par le AB 
point C : je prolonge A B O 

AD jufqu'a ce qu'elle rencontre la para- 
I d e  C E,re qui eitani fait,je dis que DE 
efl la troiiiéme proportionnelle cher- 
chie. 

Car par le Th.6 fip. AB efi à A D,ou à 
f ~ n  égale BC, comme BC efi à DE, ainfi 
+ AB, BC, DE , ce qui eftoit propofé. 

Problémc tror/iCnc. 

Trouver une -quatriéme proportion- 
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nelle à trois l i g ~ e s  qui  iont  e n  propor- 
tion. 

La premiere, efr AB; la fcconde,AD, 
avec lefquelles je b i s  l'an$e quel qu'il 
[oit BAD ; la troifiéme efi BC que je 
joins avec AG, de forte que toutcs deux 
faffent une ligne droite, AprCs je inerie 
par B & D une li-. 

E gne droite,  & à cel- 
le  - cy par le point C 
la  paralelle CE : je pro. 
ionge A D jui'qu'à ce A'$ 
qu'elle rencontre cet- A 
re paralelle C E , ce qui efiant fait, je 
dis que DE efi la proportionnelle. Car 
par le T h .  6 /np. AB, BC : : AD DE,& par 
conièqucnt, slicrnando AB,AD : : RC,DE. 

Lcmmc quairrérne. 
Dans le triangle reétangle ABD la li- 

gne A C inenée du forninet de l'angle 
droit  perpendiculairement f ~ i r  BC par- 
tage ce triangle en deux triangles Cern- 
blables entr'eux & :à ABD. 

IO Ils font  tous ïe€iai~$es. tD Ils ont 
un de leurs angles outre  le droit qui eit 
égal , car les triangles 
ABD & A B C  on t  l ' a n ~ l e  
B coinmun.Ainfi ils font  
fiinblables. Les triangles 
ABD & A D c  ont  aufi A 
l'angle D commun , ils c B 

font 
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folit donc aufi femblables , & puifque 
ABC & ADC font femblables A un troi- 
i ihe ,  ils font femblabIes enrre eux, par 
confequent les trois triangles reRat~gles 
ACD, BCA, CAD,Conr femblables. 

Theorérne fipriéme. 
Lors que dans un triangle r e h i g l e ,  

comme efi ABD , on nlene une perpen- 
diculaire de I'ariglc droit A îur I'hipo- 
thenufc GD. 

IO La perpendiculaire AC efl n i o ~ ~ e n  
proportionnel enrre les deux parties BC 
& CD de l'liipotl-ienufe BD, c'eit à dire, 
que .T;. BC, AC, CD. 
z0 Le côté majeut A D eit moyen 

proportionnel entre I'hipothen~iiè BD, 
& la plus grande partie CD, c'efi à dire, 
que + CD, AD, BD. 

30 Le côté mineur AB elt ino-eil pro- 
portionnel entre l'hipothenufe BD & fa . . 
plus petite partie BC, c'eh ;i dire, que -;: 
BC, AB, BD. 

Par le Lemme /HP. le triangle reOan- 
!le ABD eft divifé par la perpendiculai- 
re AC en deux triangles reLtarigles km-  
blablcs , de iorte que ABD, CBA, CAD 
font trois triangles ktnblables. Partant 
par le Theor. 4 fup. 10 B C> AC : : AC, 
CD, ou + BC, AC, CD. 
20 C D ,  AD, ::AD,BD, QU 3 CDS 

AD, GD. 
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30 RC, AB : : AB, GD, OU EC, AB, 

BD : ce qu'il faloit démontrer. 
Pro6 t h e  yrrar~iérnc. 

Entre deux lignes données troiiver 
une moyenne propoïtionrielle. 

Prrmierc manitre. 
Les deux l i ~ n e s  données Cont AB & 

SC que je joins de forte qu'ellcs font 
une l i g e  droite,  LI milieu de laquelle, 
q n i  efi G, & de l'interval- 
le  de ià moitif, iiavoir de D 

dc l'inter va1 le' A G je dé- 2*****I:;- ,?,, 
cris un demy cercle. J'i 1: leve en Suite h r  B une k 1 d 

. perpendiculaire que je A 
prolonge jufqu'à ce qu'elle le termine 
dans la circonference du cercle, iiavoir 
au point D : je dis que BD efi rnoyerirx 
entre AB & BC. 

Par le Coroll. 3 du Tl]. 12, 5 I. 1. z, 
I'angIe A D  C dans le deniy cercle eh 
droit , par la coilfi~ufiion B D efi per- 
yendiciilaire. Donc par le Theor. prece- 

, dant B D eil moyenne propoïtionnelle 
entre AB & BC + AB, BD BC. 

Srcondc rnanrrre. 
AB & CB Sont deux lignes doun6es:je 

prolonge AB de forte que BD= AC : & 
de D & de A comme centres & d'inter 
valles Esaux A G & C D je faits deux 
cercles q u i  iè coupent en E : la lisne EB 
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Ou EC Cera la moyenne entre  AB & CB, 
Par la conftruc- 

tion AB;= AE & CE E 

~BE,doc E.AB&CEB 
font deux Ifokcles, / T \ b  .. 
ils ont l'angle corn- I __.._. '. 
mun ABE, donc par A c B B 
le Coroll. ze Thcor. 7 5.  2 , l .  2 ces deux 
ILoSceles Sont equiangles, & partant km-  
blables; donc AB BE : : BE,Bc ou + AB, 
B E >  G C. 

Probièmc cinluiémc. 
Ayant les rrois premieres lignes d7u- 

ne progrdion Geometrique de  lignes, 
trouver toutes les autres à l'infini. 

La troifiéine l@e efi AB que je par- 
tage par la moitie , & de l'intervalle de 
cette moitié je décris un demy cercle. Je 
prends fur cette ligne AB une partie AC 
égale à la premiere ligne , & f i ~ r  C j'éle- 
ve une  perpendiculaire qui fe termine j, 
la circonference 
du cercle au point x 
D , d'oii je inene 
uneligne au point ?$/, 
B, & de A par D, . , I : 
une ligne infinie. H F B C A 

Je ptolo11,oe auffi à l'infini la ligne AB, 
que je nomme Z ; en fuite j'ileve au 
point B une perpendiculaire qui  coupe 
X au point E , dliq~iel je mene une per- 

r-I ij 
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pendiculaire qui coupe Z au point F,où 
je dreire une perpendiculaire qui coupe 
X au point G, d'où j'abaire une yerpen. 
diculaire 'GH , & ainfi de fuite. 

IO Par le Thcoï.  7 f i p ,  l a  ligne A D  
étant moyenne proportionnelle entre 
AC & A B, elle eit égale à la ficonde li- 
gne donnie , qui k trouve ainfi , ii elle 
n'étoit pas donnée. 4 

20 TOLIS les triangles ADB,AEE,AEF, 
AFG, Pzc. font femblables, étant reQali. 
gles ; car l'angle ADG dans le demy 
cercle eit droit, par le Cor. 3 di1 Th. nl 
$ r, 1. z,& par la confirufiion E,F & HG 
ion t  per~endiculaires h r  X,comineDC, 
BE,GF le Sont Cur Z. T o u s  ces triangle! 
ont un arrgle commun ,  Clavoir, XAZ 
donc comme AD,AB :: AB, AE,& coin 
meAl3 ,~E .  :: AE, AF,& comme AFjAG 
:: AG, AH , &c. par conièquent A C  
AD, AB, AE,AF,AG,AH,&c. Scholie, 

iuiqu'à prdenr on n'a point d&oiivcrt  l e  moyen de iroilvr 
avec Ic compas & l a  feule regle deux niovenncs proporrionn! 
les entre deux lignes donnCci. On les rrouve mcch3niquerntr 

Lcs lignes donn6cs rnnr AB & 
A C , qu'on joint  d e  farrc qu'elles 
font un angle droir.Ondirpofcl'c- 
querrc X dc iorte q u e  Ion angle 
foit lur ie  prolongement d c  A i3 
&qu'une d e l e s  regler ra ie  C ex- 
rrerniri  d e  A C. 

z elt u n e  feconde cquerre 
qu'on difpole de iorte qu'une de 
fcs regles n l c  X ,  Pc l'autre l e  
p o i n t  1i exrremité d c  A B  a i n f i  les 
tr iangles C D  ti & DEB , [ont re- 
dhngles.  & D A  EL Eii font des 
pcrpcndisulairer,ainTipar l c  Th. 7 
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Fp, w r ,  AD, AE, & par le même Thcor. + AD, AE, AB ; 
donc 2 AC. AD.  AE.  AB. - - . . .  

cet;; i nvea r ion  e R  d e  
Platon D e k a t t e s e n  p ro -  
pore une aur re  , avec la- 

qu'on en veut. L'inRru- 
ment d o n t  il Ic rcrr CR 
campal6 d e  plui'ïeurs 
cqucrrcs . qili  [ont telle- 
m m  aiuRées  Ics uncr  .d 
avec Ics aurrrr  , oiir lors 
quc I'angic F A €  rR fetrnt ,  ou que Icr d e u x  rcgles F 4  3r AEîc 
t o~chenr  ..toutes les aurtcs  reglc,BC , CD . DE. EF  Le t ouchen t  
Bvicnncnr a u  point  .4 : Li ce t  angle E A F  l'ouvre , ces mênlcs 
rr$cs rc POUR-cnt & fc cha(lcnt. 
DCUK li5ner ( t an t  d m c  d o n n t e s ,  ic pouKe la regle  D C de 

iorrc que A 9  k i r  i g i l c  a la plus prr i rc ,  & j 'ouvrc I'ingic EAF 
dc forte quc la rccla DE {oit Clolnnée de.  A d c  la g randeur  de 
la fecondc Iigric 

P a r  ce q u i  a cRC di t  d a n s  l e  l'cobl. q pr rcedan t  , A C  & AD 
f t ron tdpm rnovcnncs p ropor t ionr i e (~c ;  e'iirre AB & AE. 

Pour r iouver  plurieurs moycnncs  p iopor r ionneI l e s  i l  f au t  aug- 
mcnter Ic nombre  des  equerrcr .  

Theoréme Luit;;mc. 
Deux cordes qui iè ctoifeilt dans un 

cercle, font coupics rcciproqurmeiit. 

Les deux cordes [ont BD & CE, lez" 
trinnzles ARC & ADE font kinblab1es;car 
IO I'iqleBAC= EAD; 
z0 L'angle C BD,: 
CED, puis qu'ils font 
appuyez arc CD. fiir 30 Par le même la ms- (T& 
me raifon B CE = 
B D E : ainfi le côté ...#- ..4---e-' 

BA en omologue à -- ' 
. $i iij 
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AE & CA à AD, c'efi a dire,  que B A ,  
AL : : A C , A D , par coniëclucnt ces 
quatre  lignes RA, AD, CA, AE iont re- 
c i ~ r o q u e s  , c'eit à dire, que la preiniere 
BA elt à la quatriéme AE,commr la troi- 
iiéine AC cit 5 la feeonde AD. 

Scholrr. 
Ainfi q i i a ~ d  dr?x l i gnc r  f o n t  c o u p ~ e c  rcciproquemeiit , on 

doit Erre a K u r i  qu'on p:ut faire paifer un cercle par lcuts 143. 
<rc cxrrerniiez. 

~ h c o l  irnc ncu j I~nc .  

BC efi une tangente , AC efi m e  re- 
canre qui paKe par le centre du cercle, 
jc dis que 5 AC, BC, DC. 

L e s  deux triangles ACB 8- DCB ont 
un ansle commun à leur foiilmet C ,  
l'angle DBC a 
pour fa nnei;~- 
re la moitié d e  A 

l'arc BD par le 

re moitié efi 
aufi  la rnefu- B H 

re de l'angle 
BAÇ par le Th. 12. 5 .  1, 1. z, aiilfi les 
deux r r ians les  AC% & GCD ayant d e n  
ailples égaux , ei par confiquent le 3',  
11s (on t  ,Cemblnbles & proportionnels, 1: 
&Ôté DC pu triangle BCD eit ornolopc 
avec le côté BC du triangle . . ACB , aiiih, 

A C , B C : : C C , C D o u - r .  AC,BCCI) i  
Ge qu'g fidoit din~ontrcr. 
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Prob!Eme fiiérn~. 

Divifer une ligne en  moyenne 2% ex- 
trêIl3e ïaif01.i. Voyez la figure preccdcnre 

C'eit i dire , e n  telle forte que la plus 
grande partie Soit moyenne proportion- 
nelle entre la plus petite & la toute. 

La ligne donnée eit B C, au point B 
j'éicve la perpendiculaire G qui foir 
moitié de BC : de l'intervallede G B je 
faits un cercle dont  le  diainetre Sera par 
conièquent égal à BC, je rire la Te- 
cante A C : aprc's quoy ayant pris CH 
Sur R C kgale à C D , je dis que la li- 
gne EC fera divifée au point H , com- 
me i l &  requis : GH C ou  D C efi la 
plus grande partie,& BH o u  BC- HC la 
plus petire, il faut dimontrer  que 3 BC 
3 C I - I , H L , B C , ~ ~  BC,-CD,CD,BC.par 
le Th. precedant, DC, BC : : BC, A C : 
or A C  = BC -tDC , donc D C ,  BC',: : 
BC, DC-I-GC. 

Pcrmutando BC, DC : : DC+BC , B C. 
Dividèndo E C - D C efi i D C cornme 
DCt-BC- EC, c'efi i dire, DC (car-tGC 
- I ; C = o ) e i t à B C : o r B C - D C z B H  
& D C r =  HC,donc-BH, H C , B C ;  ce . e m o ~ i  trer. qu'il faloit 1 ' 

Corohrrre prcrnrer. 
L a l i y e  B efi divifée en moyenrie & 

extrême raiTon, X efi ZI- x 
la plus grande partie I -.-I 
qu'on appelle la Me- L&md“ B - 
diane, & E- X efi la 
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plus petite. Je dis que ii on ajouite X i  
B, cette çrandcur X -t B fera divifée en 
m o j  enne 8rexrreme ra ihn ,& que B f'era 
la rnedirine, c'efi i di re  q u e 3  X+B. R, X. 

P a r  I 'hioorhcfe f: D. X ,  B -X, ou 5, X :  : X. 8 -  Y,pir 
mutando X B : : B- X X , cumponmde X - t B  B . fi- 
X+X X & poirquc B -X-*-X = O ,  i l  f a u t  q u r  B - X-+>;= 
B, a i n f i  X-i-B, B. X , ce qu ' i l  fa lo i~~rouver .  

Corollatrc ficond. 
L a  ligne R étant divilGe en moyenne 

Or extrême raifon, la  pe t i t e  partie cit Y, 
13 nîedianeX:ainfi+ Y. 
X, Y 4 X  : le dis que A 

**-;P..***J**.~..,.~~ retranchniit Y de X , - x 
o n  aura une ligne di- ' 1 1 

Y X-Y 
v i f k  en n i o p n e  & 
extrerne raifon ; c'eft à dire que X-i Y, 
Y : : Y ,  X,ou-2X-Y.  Y .  X. 
Par  I 'hipothefe + Y .  X. Y+X, ou Y. X : : X ,  Y-t  X, donc 

peimrranio X. Y ; Y - t  X X & drurdcndo X- Y. Y : : Y-t  
X- X X & vuifoue +X- X= o il faut q u e  Y+-?<- X=T, 
ainG X- Y Y: : Y. X , c'eG i dire que > X- Y, Y .  X 
çe qu'il faloir  prouver.. 

Corol4rc ~ro~fièrne. 
Du premier Corollaire il eft aifé dde 

coiirlure que lors qu'on a une ligne 
divirée en rnoycnne &extrême raifon,on 
en  peut avoir une irifinité d'autres pliis 

grandes divifécs cn moyenne Sz: exrrê- 
m e  raiion, fi on ajoûte à la toute la m e -  
diane: Et par le fecond Corollaire qu'on 
en peut avoir une infinité de pliis peti- 
tes toutes divirées en moyenne & ex- 
$ri?rne raiSon,en retranchant Ia plus pcU 
$.te de 13 mediane, 
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Lcmrnc q u ~ t r z é m t .  
Dans le triansle ISoikle A B C, fi les 

angles de la baie font doiibles de celuy 
du  fommet. Je dis que Ia ligne B D, qu i  ' 
coupe par la moitié ACB, un des angles 
de la baCe, coupe AB en moyenne & ex- 
trême raifon. 

r0 Pcitque I'angle BCA efk double d e  
BAC; donc la iiioitié DCA fera égale à 
l'angle CAD : partant le triangle ADC 
ayant les ansles égaux fur la bafe A C ,  
il eitliofcele par le Th. 7, 5 ,  2, 1. 2. 

2 O  L'angle BDC efi égal aux 
deux oppokz  DAC & ACD,par A 

le Coroll. 2 du Th. 2, $ t, 1. t 
par coniequent il efi ésal l'an- 
gle ACG q u i  vaut  ces deux an- 
gles, & 1 DBC qu i  efi igal par 

ale DCB ayant les mzles  iiir la b 

DC = RC, 

A l'hiporhefe à ACG, ainfi le t r im-  c B 

h i e  D B égaux , el3 encore Ifofcele, ainfi 

3Qes deux triansles Ifofceles G A C 
& B C D q u i  o n t  un ançle commun a u  
point 13, par le  Cor. 2 du Th.  7, 6 2,1. 2 ,  

font equiaiigrles , & partant fernblables : 
donc par le Th. 4 f i p .  AB efi à BC , o u  à 
AD égal à BC, comme DC , ou ion ésa- 
le, AD efi à DB, c'efi à dire AB, AD, 
DB, & par confequent AB eit coupé en 
moyenne & extrême rai ion,  puifque la 
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partie AD efi moyenne entre  la toute 
Ali, & l'autre partie D B. 

Lemme cinqiliérnc. 
Si on diviie AB en moyenne & cxtd-  

me raiion au point D : que de B & de 
D comme centres & de l'intervalle de la 
mcdianc D A on faire deux arcs qui fe 
soupent  en C , d'oh l'on rnene les lignes 
AC, DC, CG, le triangle AGC fera ICoG 
cele , & chaque angle de fà bafe double 
de l'angle du iommet. 

A 

Par  la con f i ru  fiion B C Z  
DC= A D ,  ainfi ADC & DCB 
font  JioCceles , & puirque 

=K 
A Ü. AD. DB. ei que par 
confiruQion A - BC = OC, 
il s'enfuit que A BC : : DC. 
DG. donc par le  Tlieor. 5 f i p .  B A C 
D C B  font eq~iiangles , & païtanr E A C 
efi Ifofcele : or  l'angle B D C eit f p l  a 
DAC+ ACD les oppofez:  interieurs q u i  
fon t  é p u x  , p~iifqi:e ADC efi Ifokele: 
donc DBC é ~ a l  i B D C efi le double de 
BAC. 

Lemme l;x;éme; 
EC eft un des côtez d'un decagone in- 

fcrit dans le cercle X , je dis que les 
ançles ARC & ABC de la bafe de 1'IfoG 
cele EAC font doubles de celuy du foin- 
met  qu i  efii'angle du centre du decagone. 
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Cet angle du  centre 

du decasone a pour me- 
iiire la corde o u  l'arc 
EC de 36 dey-ez l oC par- 
tie a polir du cercle,l'Z~le n l e f ~ ~ r e  la moitié ACB Q 
dc l'arc BD, q u i  efi coin- 
plémcnt de l'angle BAC, B c 
i% par,confeqi~ent de 144 
degrcz,dont la moitié ièptante-deux qui  
eit la mefure de l'angle ACB, efi double 
de rrentc-fix degrez , ineCure de l'arigle 
BAC, 

Lrrnrn~fipliéme. 
BC efi le côté d'un pentagone replier 

infcrit dans le cercle Z , les deux lisnes 
A B ,  AC q u i  font  cor- 
des des ang!es BEA & 
CFA , qui  lont éçairx , 
font égales : ainii ABC 
eit un Ifofcele , dont 
chacun des angles de la 
bafe eit do~ible de ce- 
Iuy du fominet,ce qu'il 
faut prouver. 

Par Ie Th. 12, 5. I. 1. z , l'angIe BAC a 
pour mefiire la moitié de l'arc BC , & 
llan;lc ACE la moitié de l'arc AEB:or 
cet arc efi double de B C ; donc l ' a n ~ l e  
A C B eit double de l'angle BA C ; ce 
qu'il faloit démontrer. 
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7hcorémc drxzéme. 

1-e côté d'un decazone infcrit dans 
un cercle eit la mediGe du rayon de ce 
tercle coupé en moyenne & extrême 

Car ayant fait un triangle Ifofcele, 
dont les côtcz foient égaux au rayon du 
cercle , 8i pris pour la bafe la mediane 
de ce rayon coupC en moyerine & ex- 
trême raiion, par le Lemme ciriquikix 
dans cet Ifofcele, chaque angle de la ba- 
fe el t  doiible de celuy du fommet,& par- 
tant la bafe de cet Ifofcele. par le Lem. 6 
eft le cô té  du decagone. 

d Thcorémc onziémc. 

Z eit un pentagone , B D Sz: EF deiix 
cordes qui  foîitiennent les an@les GED 
& EDF , & qui  f i  coupent en C : .je dis 
IO que I; C efi un des côtez du pentazo- 
ne : z8 que B D elt coup6 au point C en 
moyenne Sr extrême raifon. 

r0 L9angle BEF a pour mefure la moi- 
tié des deux arcs BG 

$ I 1. 2,  & l'angle BCE 
la moitié des deux 
arcs BE & F D par le %+ c ,.* 
Coroll. 6, Th. 2 ,  5 z, 
1. 2 :'or ces deux: me. 
fùres [ont égales 9 d6c 
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Th. 7,$ 2, 1. 2, EBC efi ICofcele, & yar- 
tant BE= BC : ain fi BC cfi u n  des côtés 
du pentagone , ce qu'il faloit prouver. 

z0 Par la meme raifon CF, r: FD , & 
puifque BD FE cordes des mêmes an- 
gles, il faut que CE = CD : aiilfi ECD 
eit un Iiocele. Le  triangle BED eit a u f i  
I<ofcele, puifque BE = ED , car on f ~ p -  
pore que Z efi ni1 pentagone regulier; 
ces deux Ifofceles o n t  u n  angle com- 
mun au point D ;  donc ils iont equian- 
gles par le Coroll. 2, Th. 7, 5. 2; 1. 2 ,  
ainfi par le Theor.4 fip. comme BD efi 3 
BE, ou f i n  égale BC; ainii ED ou ion 6- 
gale BC, fèra à CD , c'eit à dire + BD, 
BC , CD , & par confequelit , filon la 
notion de 13 moyenne & extrême raifon 
BD efi coupé comme il a efté propoië. 

TheorSrne. douzrc'mc. 
La l i g e  droite coinpofée du côté de 

l'exagone & di] decagone infcrirs au mC- 
me en moyenne cercle , eit & coupée extrê- Bba 

me raifon. 

Soit AB côté du de- 
capone, & BE côté de , 
l'exayone ? c'efi à dire, 
une ligne ésale au ra- 
yon B D comme i l  a 
eiti démonué Prob. 6 5 3,1. A : le  dis 
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que AE eit coupé  en moyenne & extrz- 
me raiion au point B. 

EBD efi Iroi'cele, puirque BE elt fup- 
pofée égale au rayon B D , le trian~le 
ADB eit auili Ifoicele, & par le Lem. 6 .  
fup. l'angle BAD, ou ABD eit double de 
BDA : or DBA efi aufil double de BDE 
puilque par le Cor. 2, Th. 2,$ 2, 1. 2 ,  il 
efi égal aux deux angles égaux EED , & 
EDB : donc BED & BDA Conr égaux en- 
tr'eux & pris enfemble ils font égaux à 
EAD , ainii le triangle AED elt Ifofce. 
le  , partant  puiique B D coupe en deux 
I'angle EDA , par le Lemme 4, fip. E A  
elt coupée en moyenne & extreme rai- 
ion ,  ce qu'il faioit démontrer. 

Corollaire. 
De là il s'enfuir que ii AE efi coupée 

en moyenne & extrême raiion, dont AB 
petit fegment ioit côté d'un decagone, 
BE l i r a  le c ô t é  de l'exaçone i n l a i t  au 
même cercle. 

Puirquc cnrre A S  & AB il n'y peut 'wair qu'une mdvrnne 
proporrionnelle 3 & qu'on vient dc p~ouvcr que BE c6ic dr 
L'exagonc c h i c  ceitc mcdianc. 

Problême fipiilrnr. 
Un a r c l e  étant donné trouver la  cor- 

de de dix degrez oule  côté du decagone. 

Le cercle efi X dom AB efi le rayon, 
que je divife par IeProb.6fip. en moyeil- 
ne & extrême raiîon en D. Je prends la 
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corde SC égale à A D , qui  fera le côté 
du decagone : car par le 
Lemme A C  & "Hont f i p .  les ansles o u -  Q 
bles de BAC : donc par 
le Leiiime 6 f i p .  l'angle 
BAC eil l'ailgle du cen- 
tre d ~ i  decagone , dont  
par confiquent B C efk Y c 
un des côtez. 

problernc hairième. 
Décrire un decagone luur BC, un côté 

donné. 

Je divife le côtE donné EC e n  moyenq 
ne & extrême raifon : j'y ajoûte 13 mci, 
diane , ce qiii me donne par le I~' Cor. 
du Probleme 6 [ip. une ligne divi f ie  en 
moyeniie & cxtrZme raifon : dont  B C  
fera la mediam; ainfi cette I i p e  par l e  
Th. ~o/np.ièra égale AB rayon du cer- 
cle ou BC ièra un des côtez du d e c a ç ~ -  
ne infcrit, 

Problême nrufiirnc. 
Uncercle etant don- A 

né trouver le côté du 
pentagone. 

10 Par le Prob. pre- 
cedant ayant trouvé le 
côté du decazone, on 
a celuy du pentasone, 
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qui efi la corde du double de l'arc q u i  
f09tieiit un des cotez du decagone. AB 
& BC font deux cotez d'un decagone , 
AC corde de l'arc ABC efi evideiiiinerit 
ceIle du pemagone, cette corde étant la 
je Fartle du ccïcle. 

zo O n  peut trouver encor le  côrC du 
pentagone de cette ma- 
n i e r ~ ;  i l  f au t  trouve par 
le Lemme 5 &.un trian- 
gle Ilofcele, dont  les an- 
gles de la b a k  foient 
cliacun double de celuy 
du  fommet,& l'infcrire, 
o u  un qui luy [oit k m -  
blable dans le cercle do- 

tez du pentagone. 

a 
né; je fuppoiè que BAC efi ce triangle! 
par le Lemme 7 fip.-BC fera un des CO- 

Probléme dixiérnc. 
Décrire un pentagone Sur ED un côté 

donné. 

Soit  donc ED le côtédonné je le divife 
en inoyenrie &extrême rnifon. J e  luy a- 
joute la mediane, ce  qui produit une au. 
tre ligne , qui  par le Cor. le' du Pr. 6/Hk 
cfi diviiee en moyenne & extrCme rai- 
ion  , dont  ED ièra la moyenne : oï cet- 
te  ligne par le Theor.  lime cfl égale a 
BD corde du double de l'arc dont ED eit 
la corde, puifque par ce Thcor. B D efi 

coupée 
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coupée au point C en mo&miie & ex. 
r r h e  raifun , dont BC-égal ii ED eit la 
rnediane :cela étant 

rnier,& mené une li- 
gne à cette CeAion : on aura EB,qui fera 
le fecond côté du pentagone , les au- 
tres fe trouveront en la même maniere. 

S E C T I O N  I I .  
Des rairons & proportions qu80nc 

les circuits des figures lembla- ... 
bles. 

Dejhit ion. 

D Eux figures reRilignes font dites 
Ceinblables lors que les angles font 

égaux chacun  à chacun , & que les cô- 
rez qu i  les comprennent ont même 
raifon. 

~hcorêrne premier. , 

Les figures regwlieres de même nom 
font iemblables. 

Par la féconde definition 1 3, liv. a, les 
1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



130 E L B M E N S  D E  G E O M E T R I E ;  
figures regulieres font celles dont tous 
les côtez & tous les angles [ont égaux; 
foient donc X & Z deux figures regulic- 
res de n~êrne  n o m ,  que je fuppoie exa- 
gones ; ayant niené des ligies paralelles 
oui renfèrment 
Lscôtez  dc ces 
fisures: par IJhipotheiè puirque - 
ces deux figu- 
I T S  O n t  illêllle~ 
angles, & que leurs c8tez compris en- 
tre ces paraklles font égaux, ils feront 
mimes  angles dans des eipaces paralel- 
les ésaux , par conkquent  par le Th. 3, 
# I lup .  ils on t  même raiion entre eux, 
ainfi ces deux figures par la definition 
precedante iont  femblables,ce qu'il fa. 
loir prouver. 

Thcorèrnc ficond. 
L e s  circuits de deux figures lëmbla- 

bles [ont eritr'erix en mêine raiion que 
leurs côtez ornologues. 

Selon la defin. preccdante ces deux figu- 
res ont mêmes angles,ainf leurs côtede. 
ron t  en m&ne raiion chacun à ion omo- 
logue; partant felon la Propoi: 24, L. 3 
Gr. la iomme de tous  les côtez de l'une, 
c'efi a dire, le circuit ièra à la Con~nxde 
tous  les cotez,  o u  au circuit de l'autre, 
comme cliaque cbté de l'une eit i ch* 
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que côté de 17autre,qui luy CR omologue. 
I b r o r ê n ï c  rrofiG'mc. 

Les circuits de deux fisures regulic- 
res & fernblables , font entr'eux comme 
les rayons ou diatnetres des cercles QU 
elles font infcrites. 

X Sc Z [ont deux Polygones regu- 
liers & iernblables. Du centre du cer- 
cle où elles font inlcrires je mene 
les 1icpes A B  & A C ,  D E & D F ,  
qui font leurs raÿoils , les deux triangles 
ABC & DEF font Ifofceles par la con- 
firut?ion , & puifque ces deux figureh 
font femblables, les angles de leurs cen- 
tres B A C & EDF 
font les r n h e s ;  a i d i  cyo 
ces triagles font km- 
blables : donc AB ou  ,,+"&*\ 
le rayon de X eit à , 
DE rayon de Z coin- 
me "u C E F : or le circuir de X eit i ce- 
luy de Z, par le Th.  precedant , comme 
BC à EF,dont le circuit de X cil 4 celuy 
de Z comme le rayon de X efi à celuy 
de Z , ou  comme le  diametre de l'un 
efi au diametre de l'autre; car les rayons 
& les diametres ont entr'eux une me- 
me raifon , les rayons étant Ia inoitii 
des diainetres. 

l h c o r ê r n c  yaarrrémr. 
Les circonferences dc deux cercles 

I i j  
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font entr'elles cominc les dianietres de 
ces cercles. 

Par le Cor. duTh.9, g 4 1. zJes cercles 
euvent être coriiidercz coinrne des Po6 
7 ones regu1iers:or les circuits de dcux t 

Polygones font entr7eux comme leurs 
dirimetres : donc- les circuits ou circon- 
ferences des cercles iont entr'elles com- 
mc les dilimctres dcs cercles. 

Srhulre. 
si on c o n p i r  dans u n  ccrcic une infinir6 d'aorrrs ccrcler cow 

ccnrriqucs, dont les rirconfercnccr ioienr &ployées3 Er d~cR l r t  
comme deslignes dioitcs, le rayon d u  grand cercle &Con circuit 
fcront un r r i ~ n g i e  rcfianglc dans l'hiporhcnuie,duquel ICS cxrrt 

mitez der cercles ~onccntriqu~saulii~dCplo~és,doivcnt Te rrouvei,' 
puis qu'ils font enrr'eux comme les parries du rayon du c~rcù 
qu'il3 coupent. C'el* rourquoy l'on a conclu de là q u e  Ir 

'furfacc d u  cerc!c Eroit C g d c  à un tel triangle, Ce que cous 
avonsdémontrt par une aurrc voye fur la fin d u  Cecond Livrt. 

i ' l~rot-émc calrynrérnr. 
Les arcs d'&ale quantité de de;rez 

dans différeris cercles font entr'em corn 
me les cercles dont ils font ks parties. 

Cela eR clair: les degrez font les par- 
ties proportionriclcs d'un t o u t  : doncela 
Jes ibnt rntr'rlles coinme les touts, 
dont elles iont les parties, 

., 
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Les  cordes d'arcs iemblables dans dif- 
ferens cercles font entr'elles commc les 
arcs dont elles font les cordes. 

Concevant que du centre des cercles 
où font ces coïdes on ait mené des li- 
y e s  A leurs extremitez , on aura des 
triangIes femblables, puifque ces cordes 
d'arcs ièmblables o n t  les ansles au cen- 
tre égaux , ainli étant Ifofceles, ils on t  
tous leurs angles égaux : ces cordes font 
donc entr'elles coinine les rayons de ces 
cercles ; & p x t a n t  comme ces cercles : 
or les arcs d'égale quantité de degrez 
font cntr'eux c o n m e  les cercles dontils 
Sont parties, par le ?'lieor.precedant,ces 
cordes font donc entr'elles comme les 
arcs dont elles font Ics cordes, 

Si du  point A o ù  pl~ifieurs cercIes fi 
touchent, on inene une ligne comme 
A E qui coupe ces cercles, les parriesde 
cette ligne feront entr'elles comme les 
cercles qii'cllc coupe, 

Par A je inene AB qui  touche ces ceï- 
des ; aiqfi l'angle BAE par le T h .  II, $ r, 
1. 2 a pour mefure ou  l'arc AC, o u  AD, 
ouAE,ain?ces trois arcs font ièmblables, 

1 iij 
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L e s  cordes A C  , AD, 
AE, par le Theor.  prece- A 

"nt, a ; "  ' 
[ont cntr'elles c o m m e  les 
arcs A C ,  A D ,  AE , & 
par le Th .  5 ,  puif-ique ces 
arcs 'font entr'eux com- 
m e  leurs cercles, les par- 
ties de ladite ligne 12- 
r o n t  entr'elles cominc les cercles qu'el. 
le coupe. 

S E C T I O N  I I I .  
Des railons & proportions 

$es f u r  Fdccs. 
7 Drrnandc. 

L Es furfaces font des grandeurs f i t e s  
par la ~nultiplication de leurs deux 

dimenfions, o u  de leurs cbtez. 

Les  deux dimenfions de la furface 
AIKD, qui  [ont [es deux côtez .B C Pr 
C D  , multipliles l 'me par A 

l'autre, font la, grandeur de 
cette furface : qiie B C foir 
de fix pieds & G D de trois,. 
ABCD ièra de dix-huit. 

fl 
Theorimc premier. ' D +î'c 

Si  quatre lignes ABCD fimt 
proportionnelles A ,  B, : : C ,  D, le re. 
Qangle des extrsmes AD &,égal a ce. 
fuy des moyen s BC. 
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Ces quatre l i ~ n e s  

font quatre çrandeurs. 
Faire u n  re&angle de BU ÜA 
deux lignes, c'efi l a  même chofe que de 
les multiplier l'une par l'autre, felon le 
Leninie psecedant : donc ce TheorErne 
elt le niême que la propofirion 21 du 1.3, 
Grnndcnr. 

CoroOdirc, 
Ayant donc le côté  A d'un reaangle, 

pour trouver quel doit être l 'autre, afin 
qu'il foit égal ail reEtmgle BC , coriiide- 
rant A ,  B ,  C, comme trois lignes pro- 
portionnelles , il faut leur chercher uiie 
quatriéme proportionnelle, qu i  iEra le 
côté qui avec A fëra un reRangle ésal à 
B C. 

Theorém druxrérnc. 
Si de quatre ligiies les extrêmes font 

un recTan~le égal i celuy des moyens, 
ces l i p e s  lont  propoïtionnelles. 

Ce Tlieorême par ce que nous venons 
de dire eit le même que la zzC prop. du  
1. 3. Grandrw. 

CoroUaire. 
Les complemens d'un paralelogram- 

me étant égaux -par le Tlieor. 3, g 4, 
1.2 les lignes qui les coïnprenneiit iônt 
propoïtioïinelles : cela fe peut encore 
démontrer , parce que ces lignes font 
les mêmes angles entre  les paralelles 7 

I ii i j  
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qui les compreniient. 

7 beorémc rroifiéme. 
Si +A, B , C ,  le retlanple AC de la 

Pe & 3e eit égal à BB quarré de lalino- 
ycnne. 

Cette propofition efi 
la memc IC Corail. nA 
de la 2 r e  propofition du G 

1. 3 Gr, Corollarrc premier. 
Donc pour  troüvcr un quarr6 égal à 

un rellansle donné, il faut trouver reu- 
l e ~ n e ~ v  une  ligne moyenne proportion- 
nelle entre  les dcux cotez du refiangie : 
ce qui efl enteigné Prob. 4, I. 1. 3. f i p .  

Cerailarre fitond. 
Donc lors qu'iiiie ligne comme B C 

eEt coupée en moyenne & extréme rai- 
fou au point H, Ie rettangfe de la toute 
3 C & de la petite partie 

1-1-1 HC eR écnl au quar rk  de la  
mediane-B H , puilque , 
FC, BH, HC par le Prob. 6, 5 I. fip. 

Scholir. 
Nous pourrions icy aioRtcr plufieurr Thcorémer qui ne foec 

que dcr Corollaires de ce qii'os B 
vicnt dc dhoi i trcr  : car  dc ce 
q u e  d a n r  une proportion Ic rec- 
rangTc dcs c x t i ~ m e s  CR Cgal au 
rcaanglc dcr rnoycnr , il r'cnfuic 
par cxcrnplc , 

1 .  Lors que deux corder BD 
& C E danr un ccrclc fc 6ouupnt 
l'unc I'aiitrr,le rrf ian~lc  dry deux 

de  I'uiiecR l g a l  au rcfian- 
gle rlcr parties de I'aiittc, car pqc 
Jr Th. 8 , f  r / U p . B h , A E : :  A C  
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A D  :donc  par  le Th. I' /#p. l e  rcAanglc de B A  & de AD CR 
igal a u  rct langle d e  A6 & de AC. 

2. Si du p s i n t  C . 
hgri d'un ccrclc on mc- 
ne deux Iigncs d ro i t e s  
C B EL C A ,  d o n t  l ' u n e  
iouchc le cercle,& l'au- A 
irelc coupe, Ic  r c t t a n -  
$le dc AC S( d e  CD e l t  
cgal  au quarré de  l a  
irngcnw BC:car, pa r  I C  
Th. 9,5 .  1; AC , BC, 
DC: doncpar  l e  T h  3. 
rup.le rriiangle qua r r i  de AC d e  l a  & d e  tan- DC. G B H A c 
gcnte B C rlt Cgd au 

j .Si d u  pointA hors  un ce rc le  o n  mr- 
nc dcux lignes d ro i t e s  AE & A F , qu i  
Ir coupent ,  lc  tc(tar.gle dt I'unc Aà , 
8 de la pariie A B C R  igal a u  rcAan-  
;le de l'autre A F ,  & d e  l a  part ie  A C , 
car par la  Scholie d u  Thcor6n:e ia§/Îap. 
li Ali. A F :  : A C. A Y : d o n c  par  le 
~ h c o r h e  prcmicc r s p . 1 ~  r c R s n g l e  d e  
A 6 ,  h d e  A S  C R  Cgal a u  ret tai iglc  de 
A F R d c A C .  

4. Si par les  points D & E êgalemcnt  
Cloi~ncz d c  K l 'on m c n c  la l igne D E . X 
it rciianglc d c  K F J( d c  k R CR Cgal a u  
rtftanglc d c  x F & de K G ;car  par  la 
m;mcScho!ic kF,kG : : k C ,  k B. sinTi 
par le ThcorErne p r e m i e r  [up. l e  r c t t a n -  
pic dc kF & d e  kR CR Cgal au  rc&ang lc  
dc KG & d c  xC. 

Ces cxempler  d o i v e n t  ftiffire p o u r  
monlrer qu'on p e u t  t i rer  plurieurs p i o -  
pclitions d c  c c  q u i  v i en t  d 'ê tre  p r o u v é  

Throrémc quatriéme. 
D m  un triangle reltaiigl e le quarré 

de .l'hipothenufc efi égal a ~ x  quarrez des 
deux autres côtez. 

A B  G efi un triangle re&angk , fur les 
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138 E L E M È N S  DE G E O M E T R I E .  
côrez duquel font les trois quarrez Z. 
X. Y ; de l'angle droit  A je mene Cur 
BC une peïpc~idiculaire que je prolon- 
g e  de for te  qu'elle coupe 
BC en deux parties, e n  D 
& fait deux triangles rec'tan- ( z 
nies femblables par le L e m .  \ i\ ) D 

4 , a 1 f.p. BrFB >- 
Par le  711.7, $ i /;.P. AC / Y ) ) 

efi moyenne  propor t ion-  , 
nclle en t re  BC, o u  CF, i o n  
égale & D C : donc par le T h .  3 /Np. le 
qua& X eit i ç a l  au reoang le  CDGF, & 
par le meme Th. 7 ,  4 I. f ip .  AI3 étant 
moyen  proportionnel e n t r e  BC ou fon 
égale BE & B D , le  qunrré Z eit é ~ a l  au  
r e a a n g l e  BDGE : ces deux reQmgles 
f o n t  les parties de Y ; donc le quarré de 
Y elt i g a l  a ceux de Z & de X ; ce que 
n o u s  avons démont ré  d'une autre ma- 
niere, Liv. 2, # 4, T h .  5. 

Corollatre. 
Donc pour  t rouver  u n  qiiarri  comme 

Y égal aux deux quarrez  doilnez Z X, 
il faut joindre les cô tez  de Z & de Xde 
for te  qu'ils faffent un angle droit ,  dont 
1'hi;othenufe fera le côté du quaïré que 
l'on cherche. 

Throrêrnc cinpiérnr. 
Le t r i ans le  ABC eit amblizone : do 

fominet je m e n e  la perpcndiculairc E fur 
le coi6 C prolongé autant qu'ii ef i  n e c d  + 
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faire. Je dis que le quarré de B qui Coü- 
t ieri t  l'ansle obtus efi égal au quarrC de  
C & de A , plus à deux fois le reitangle 
de C & de la partie D compïife entre  C 
& la perpendiculaire E. 

11 faut donc démontrer que BB=: CC 
+AA+z CD.par la prop. 7.1. 2 Grand. 

Le quarré de C+D eit 
CD+zCD-tD D , par 13 
propolition precedante 
BB =: CC-i-2CDtDD-+ 

/fE 

. . ..... L 
EE, puis qu'il eft égal au c D 

quarré de E & de C+D : par la  n i h e  
propofition A A I  EE-~DD: ainfi au lieu 
de EEt-DD mettant AA une valeur &a- 
le, IioLis aurons RB= CC-~AA+ 2CD ce 
qu'il fdoit demontrer. 

Daiis u r i  triangle oxigone le qua r ï é  
de A qui ioiîtient l'angle aig) , efi égal 
au quarré des deux autres cotez R 9 C, 
moins deux fois le reRangle fait de C & 
de E partie de C que la perpendiculaire 
Dcoupe en  d e u x ,  ainii l'autre partie de 
toute l a  ligne C fe peut nommer C-. E. 

Il Faut: démontrer que AA EBB +CC 
*2CE. 

Par le Theor. 4 f i p ,  le quarré de A efk 
égal aux quarrez de D & de C+ E, celuy 
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de - E e R  CC-zCE+ 
EEC ainfi Ah= DD-i-CC 

2CE+EE, & par le mê- 
me Th. BB=DD-+EE, 
placatit donc BB au lieu 

4 
de DD-i-EE dans I'equa- + E tion precedente,nous au- 
rons A A= BR+C C -. C 

2 CE ; ce qu'il faloit démontrer, 
.ThcorZrne fèpriémc. 

Dans le  triangle equilateral ABC in[- 
crit dails le cercle X , Ic quarré de AB 
cft triple de celuy du rayon, 

Je coupe B C en deux parties égales 
pir la perpendiculaire AD, qui fera ainG 
l e  diametre d ~ i  ccr- 
d e  & paKe par le cen- 
t re  : ainfi BD fçra é- 
gal à DC , & comme 
B C eR la  corde du 
tiers d u  cercle , BD 
f i r a  la corde de la 6E 
partie d u  cercle , Pr 
partant égale au ra- 

0: 
Y 

P 

yoii, par le Probl. 6, 5.  3, 1. z. 
L e  quaïré de AD diametre,qui eft dou- 

ble du rayon BD, elt quadruple du q u a ï -  
r é  de BD,que je noinmc b, ainfi le qriar- 
r é  de AD eit +bb. J'appelle aa celuy dc 
AB: par le  Th. 4 fip. a a 4 b  efi égal au 
quarré AD,  qui efi 4bb : airifi a a 4  b b s  
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~ t b b  : ôtant bb de part &d'autre, il reite- 
ra a a z  3bb : ce qu'il faloit démontrer. 

Tbcorérnr h~ i r i imr ;  
Le quarïé d'un des côtez d'un penta- 

gone efi égal aux quarrez d'un des côtez 
$u dccagone & de l'exagone infcrits dans 
le même cercle. 

A C eff le côté d'un pentagone , par 
confiquent AB & BC moitiés dc l'arc 
ABC* font les côtez 
du decagone. A F & 
CF I'onr les rayons du 
cercle , & par coniè- 
quent cotez de l'exa- 
gone:l'arc A B eft cou- 
pé en D,par la moitié, 
d'où DE a éte menie 
au centre. 

L'angle AFC q u i  eft celuy du centre 
du pentagone cfi de 72 degrcz, ainfi les 
ansles ACF, & FAC f o n t  chacun de 54, 
l'angle EFC ayant p o u r  fa mefure BC d e  
36, & DB de 18, moitié d e  AB 36 efi auf i  
de 54 d e ~ r e z  , & partant égal à FCA Sc 
CAF , ainfi les deux triangles AFC & 
ECF , outre cet ansle en ayant un a u t r e  
qui leur eit commun au point C ,  ils 
font equiangles : donc AC eit à A F ,  
comme ZC, o u  fon égAe AF eB i E C , 
ainfi *AC, A L  E C : donc le rcçtaagk 
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ioir  de AC & de EC efi éçal au quarrC 
fair de AF. 

Puifque DF efi perpendiculaire fiir AB, 
donc AEz EE, donc le triangle L ~ E B  efi 
IfoiCele. Il a Lin angle commun avec 
1'IhCcele ABC : donc par le Corol. 2 d u  
Th.  7 5 2 ,  1. 2 ,  ces dcux tr iansles font 
ièmbl,~bles : donc comme AE à AB, ainfi 
AI3 à AC , aii-ili + AE, AB,AC : donc le 
rec"tang1e f ~ i t  de A E & de AC efi é g ~ l  
au quarré  de AB. 

Or le quarré de AC eTt égal aux deux 
rec'tail#s AC,EC &AC,AE : pas la pï.2, 
1.2, Gr. donc le feu1 quarré AC , côté du 
pentagone e& égal aux dcux quarrez de 
AB & AF, cbtez du decasone & exagone, 
cc qu'il fiiloit dimontrer. 

Corollaire. 
Un pcntasone elt infirit dans le cer- 

cle X. Je dis que le quarré da  côté du 
pentag-onc GF , plus le quarré  de la cor- 
de BI> qui foûtient l'angle BFD vaut cj~iq 
fois le quarré  du rayon AC. 

C3r menant le diamcrre BC qui 
coupe le côr i  du penrdgone D E  8e 
l'arc DCE par la m o ~ t i é  , l a  cotde 
D C  C R  l e  c 8  i du decagonec foic 
mainienant FB= m, BD= z. DL'= F 
X. AC= a ,  BC = z a .  & parce 
que  B C .fi h i p o i h c n u k  du 
triangle rcttanglc BDC , il s'enfuit 
q u e  z z - h  x =4 a a par Ic Thcor.4 
/#p. & aiofirant de part  & d'aurrelc 
quart6 d c  AC, qui c l t  a a.  vient 7 2  D E 
-txx+a a = 5 aa. Or par 1c:prccc- 
dant T h . 1 ~  q u a r d  d u  cBrCdu dcca: 
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go", p l u s  I C  riuarré d u  câtC de l'cxngonr foiit égaux au q u a r t é  
du  tôt6 d u  p e n t a g o n e ,  C'CR à dire x x-Ed a =  m rn : d o n c  a s  
lieu de x x r f . ~ a  rubfi i tuant  l a  Cgale m m ,  on aura zz 
+.mm= saa , cmeR i dire q u e  I C  q u a r t é  de BF. p l u s  c e l u y  ilc 
BD cR iga l  à c inq  fois  Ic q u x r é  du rayon  de X ,  ce qu'il filoit 
prouver. 

Problérne prcrnier; 
Un cercle t t a i i t  donné trouver le cô- 

té du pentagone b du dccagone d'une 
autre maniere qiic celle qui  a efié en- 
feisiiée. 

Le cercle donné eit X,Ie diametrc AB, 
le centre C ,  & CD une perpendiculaire, 
CE efi la moitié de CB, 
il f u t  prendre EF= 
ED : en fuite menant  qi';\ 
de D à F la ligne DF, 
on aura l e  coté du / 
pentasone que l'on B p - c ~  

cherche. 
Par la propoc 13 

1. t Gr. le plan de CF 
par FC plus le qua& de EC efi e'sal au 
quarré de FE , lequel par 1~ conftruc- 
tiori efi le mcme qite ED : or le qua r r i  
de ED cfi igal  d ccluy de EC Sr de DC : 
donc le plan de BF par FC efi égal au 
quarré de DC ou dc BC : partant par IC 
T h . 2 , ~  3bp. RF, B C : : E C , F C ; d o n c  
FB efl co~ipée  en moycnne & extrême 
railon ; & puirqque BC o u  CD eB l e  côtk 
de l'exagone . FC fera ccluy du decago- 
ne, par le T h .  15, g I pip. o r  le quarré dc 
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FD efl égal celuy de FC & de  DC ou 
CB : donc par le Theo. precedant FD 
efi le coté du pentagone : ainfi on a fait 
ce qui eitoit propole. 

Schdic. 
Cctte operation r'abrcgc de cette 

maniere , o n  prcnd AB &ale au ra- 
yon du ccrcle, & AC Cg~le  à la cor- 

,(/-Y) $., '., 
,>-.. 'q,. .. 

dc de nonante ou au c6ré du 
. . 
%.. 

jirlcrit dans le ccrcle, & BD égale à 
AC:la ligne CD fera lecôri du pen- 
tagone. & EA eRant le rayon du 
cercle, DE rcra le cbtédu decayne. 
l'en d c r v e  à un autre lieu la dé- 
monfiration. T ~ C O Y ~ ~ C  ncyî4rnc. UA 

Le diarnetre AR efi coup6 en C , de 
forte que A C elt 
doubIe de BC , la li- 
gne CD efi perpen- 
diculaire fur le point 
C,je dis que le quar- A 
ré de B D elt triple 
du quarré de chacu- 
ne des  t ro is  parties 
de AB , & celuy de 
CD double de clia- 
cune de ces mêmes parties. 

Soit  chacune des trois parties de A5 
,- a & DBZ b. I O  Par le Th. 7 g I rup. a+ 
a+a , c'eit à dire 3a,b : : b , a ; donc par 
le Th. 3 f ip .  bb 3aa. z0 La perpendicu- 
laire DC ou d e(t moyen entre A C  & 
CB+ ;.a, d, a : : donc zaaz dd ; ce qu'il 
faloit démon trer. - ' îhcorimr 
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Thcoréme dixtéme. 

Le diametre AD eit coupé en C , de 
forte que CD efi quadruple de A C i  la 
ligne BC eit perpendiculaire fur AD. Je 
dis que le quarré de AB elt quintuple de 
celuy de AC, dont celiiy de BC efi qua- 
druple. 

Cc Theor. fe d é m o n t d  de la ni6 me 
manierri: que le precedant:car 1" foit AC 
appellé a & AB, b, 
par le Th .  7, § 1 , . . fip. - ~ a ,  b, a; donc 
par le Th. 3,'$fip. 
bb = ~ a a . 2 ~  BC efi ,, D 

moyen entre AC a c a a a 

& CD : donc - a,d,rl;a, & partant q a a z  
dd : ce qu'il faloit demontrer. 

Corollaire. 

De ce dernier T h e m ê m e  & du pïece- 
dant,on peut conclure en general qu'a- 
yant partagé le diametre AD en tant d e  
parties égales, le quarré de AB fera égal 
à autant de fois celuy de cliacune de ces 
parties qu'il y a de parties ; car fi AB efi 
divifé en fix parties, dont chacune efi a, 
puirque A D= 6a, Sc que + 6a,AB,a, & 
que le produït des extr2mes&ft égal à 
celuy des moyens ,le quarré de AB vau- 
dra 6aa, c'efi à dire, lix fois le quarré de 
la fixiéme partie de AD. 

K 
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Ou peut a u f i  conclurrc c n  cncral  que le quarri d c  BClctz 9 i g a i  a autant d e  fois Ic quarrc dc  chacune dc cc5  parricsqu'il 

y a d c  parties, moins une ;,+ $ a ,  bC,a  donc Ic quarré dc BC 
f c r a  égal i 8 aa. 

0 1 1  peut trouver de la méme manicte l a  raiion du qoatré de 
AD avec le quarté  dc chacunc des partics de AB. 

Thcoréme onzrérnc. 
Z dl une ligne coupée en moyenne Sc 

extrsme raifon,je disque 
l e  quarré de la plus gran- z 

de partie amvec la moi- ...-. -.". +.,. -.a 

. t tie de z ,,lequel quarré r 
efi aa-t- ZZ- tZa ,  efi I a 

1 

e 

cinq foisqpliis grand qiie ' t 

le quarré de la moitié de Z qui efi t: ZZ. 
I' 

Le quadrilple de,' ZZ efi ZZ ; ainG 
le  quintuple de2 Z Z ~ ~ ~ Z Z - + - )  ZZ:il f u t  
donc d i : i imt rc r  que ZZ+ ~ Z Z G  aa: 
f ZZ+Za : ôtant de  part & d'autre ; 
ZZ refie à q u e  ZZ=; aa-+Za, 
Z e+Za  = ZZ par la  4C propoc I.z,Gr. 

& L e 2  aa pris le Th. 3, 3 f i p .  puifque 
par la iiippofition -3 Z, a, c r dolic dans 
I 'equarion ze+Za= z z ,  au lieu de Ze 
Eubfiituant aa une valeur égale,on a cet. 
t e  equation aa+Za= Z Z  ; ce qui re- 
fioit à prouver polir dimontrer le pre- 
ced. Th .  Scholie. 

I'obnierr philieuro ~ h e o r h c r  lernblablec qui kt0nt faciks i 
ceux qui au ont  compr i s  Ics pycccdans. b 

Theoré int  dou:rimc. 
Deux triangles iemblables font en rai- 

Ion conlpoiZe de celles de deux de leurs 
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cotez omologues , & cette raifon eit 
doublée. 

Soient A B D & EFG deux triangles 
ieinblables , par le Th. 4, 5 4, 1. 2, ABD 
cfi ésal à un  Paral le lo~ramine f ~ i t  d e  
AC , & de la moitié d e  fa bafe BD,  & 
EFG a un Parallelogran~me fait de F, H 
& de la moitii de FG : donc par la Dein: 
cy-dcffus on  peut confi- 
derer ces deux triajles A 

ABD corne Gits par 1 1 3  

m u t i p ~ i c x i o n  i e  A c  i A 
par la moitié de BD & i 

- E F G , d e E H , p a r l a  A a 
moitié F G : donc par B .  

la propoC 4,I: 4 ,  GY. l a  raifon de ces 
deux triangles efi compofie de celle dc  
AC à EH,& de la moitié de ED à la moi- 
tié de FG:oï par le Theor. 3 e  $ I j i p .  AC, 
EH::AB,EF::BD, F G :  donc on peur 
d i r e - q u e  la railon de A B D  à E F  G 
efi compoCée des raifons de AB à EF, 
& de BD à FG : or  ces deux rairons [ont 
égales; donc  par la def. de la raifon dou- 
blée, la raifon qu'elles con~po ièn r  e& 
doublée. 

Deux triansles qui ont  leur bafe ou 
leur hauteur égale,iont entr'eux cammc 
l'ihégak. 

' K  ij 
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Car la furface de deux triangles dé- 

pend de leur hauteur & de leur bak, par 
conièq~ient  cette propofition eit la mé- 
me que la 6' du 1. 4 Gr. 

Thcer ime quatorzrémc. 
Les Parallelogrammes ièmblables font 

en raifon compofée de celle de leurs ch- 
rez, & cette raicon eft doublée, 

Par l a  Deman. cy-deffus les ParalleIo- 
grimes reoangles ABCI & FRGM font 
fàits par la multiplication de l ~ u r s c ô t e z  
l'lin de AB, par BC , l'autre de FG par 
GI< , donc par la prop. 4, L. 4 ~ ' r r n d .  la 
raifon de A B C à F G I< efi coinpo. 
fée de celles de 
A B à  F G , & d e B C  ' " ,..-. 
à GI<. or A R C I =  lTi..:~ L K~ 

ABDE & FGI<M= : u . . r  FGHL pnr leTli.2, A B F c 
5 4, liv. 2.; ainfi la 
raifon de ABDE avec FGHL efi compo- 
G e  de celle de AG avec FG , & de cellc 
de B C avec G I< : or  la raiion de BD a 
GH efl la même que celle BC à GK; 
donc puifque les raifons compoi'ées de  
raifons égales, font égales, o n  peut dire 
que la raiion de ABDE ayec FGHL eit c 6  
pofée de cellesde.ieurs côtez, [savoir de 
AB avec FG, 8e de BD avec GH ; & puif. 
que  ces deux rairons font égales, celle 
qu'elles compofent efi doublée,par la de- 
finjtion des rairons doublées, 
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'7 heurime qurnrrérnr. 

Les Paral le lo~ramir~es redangles qui 
ont ut1 de leurs côtez égaux, [ont entre 
eux comme les côtez inégaux. 

Puifque par la Deman. fip. ces paral- 
leloçrammes peuvent être conçûs coin- 
me faits par la multiplication de leurs 
côtez : par la qC propofition du 4 livre 
Gr. ils font en rairon compofie des rai- 
ioiis de leurs côtez, & ayant u n  de leurs 
cotez é g l  , ils font entr'eux comme les 
inégaux , par la 6 du même Livre 4, G. 
c'efi ce qu'il filoit prouver. 

Thruritne [trricmc. 
Dans le triangle re&an;le ADC , Ia 

ligne BD efi'peïpendicülaire Cur I'hipo- 
thenufe AC, : je dis que les quarrez i u r  
fes trois côtez [ont entr'eux comme 
AC. AB. BC. 

Par Ic Th.7, fi 1, 4 AC, AD, AB: donc 
le reitaii,gle de AC par A B  eR égal 
au quarre fur AD , par le Th. 3, 3 , & 
par la même raifon,yuiC 
que A C, D C , B C, 
le quarré Tur D C efc 
égal au rettangle fait 
de AC par B C , mais /A 
le reRangle de A C par B c 
AC efi épal au quarré  fait fur A C ,  ces 
trois quarrez feront doc entrseux comc 

K iij 
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ces trois re&angles , auiquels ils [ont 6- 
gaux. Or ces trois retlansles ont tous 
pour un de leurs côtez 13 ligiie AC, il5 

feront donc entï'eux comme leurs au- 
tres cotez qui font A C ,  AB , BC : par 
le Th. 15, ainfi le quarré fur AD & a ce- 
l u y  fur C D comme AB elt: à BC, & i 
celuy f ~ i r  ,4C comme A G eit i A C ; 
cc  qu'll falait prouver. 

Thcorémr dix fipiic'rne. 
Les  l?o1ÿgones seguliers & îembla- 

bles b n t  e n  raifon doublée de  celle des 
diametres des cercles oit ils iont  inkris. 

Soient X & Z deux Polygones fem- 
blables , A efi le rayon de X , & B Con 
circuit. X efi égal à u n  triangle reclaii- 
gle , dont A eit la liauteus & B l a  bafc, 
& Z à un rec2angle dont  C la hauteur 
& D la bai? par le Th. 7 , 5 4.1. 2 : ces 
deux triangles font feinblables , car p x  
fe Th .  3, 8 t f i p .  les circoiiferences des 
Polygones kmblables fant  comme les 
rayons des cercles oii ils [ont inlcrits, 
partant A, B, : : , C, D, donc par le Th. 
12 f ip .  ces deux triangles font en raifon 
doublie ,  fiavoir de celle de A à C ou 
de B A D , par confeqüent X & Z font 
en raifon dosblée de  celle A à C , c'efi i 
dire,  de la raiion de leurs rayons, qui 
citant la même que celle de leurs diame- 
Tres , X Sr Z l ~ n t  en raifon doublés de. 
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celle qu'ont leurs diametres; ce qu'il fa- 
loit démontrer. 

Coroh'airc. 
Donc puifque les cercles peuvent être 

pris pour dcs Polygones , ils [ont auiii 
cntr'eux en rairon doublée de celle de 
leurs diametres. 

Tbcorèrne dix-huiriéme. 
Les  Polygones reguliers Sr iembla- 

bles font entr'eux commc les quarrez 
des diainetres descercles où ils font i d  
crirs. 

La raiion de X i Z eitdoublée de tel- 
le des diametres des cercles o ù  ils font 
infcrits, par le Tlieor. precedant : or les 
qliarrez, dont ces dianietrcs Ibnt les cô- 
tez ou les racines , font autE e n  raifon 
doublée de laraiion de ccs diainetrespar 
le Cor. de la 7 Pïopoiition 1. 4 G r .  donc 
X eh à Z, comme les quarrez des diame- 
tres des cercles où ils i-ont iilkrits; ce 
qu'il faloir prouver. 

Coroilaire. 
Donc piiifque les  cercles peuvent Ocre 

pris pour des Polygones, leurs furfaces 
font entr'elles comme les quarrez de 
leurs diametres. 

Problêmc trorpr'mc. 
A une figure donnée, en  trouver une 

autre fernblable , en raifon donnée. 
Soit A une fisure dont  kd iamet ra  eR 

B, 011 cherche X uiiê fisure qui luy  foir 
K iiij 
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' ièmblable , & dont  la furface loir quin. 
tuple de A : ces fisures font par le Th. 
precedant comme les quarrez de leurs 
diametres : il ne s'a- 
g i t  donc que de trou- X 

ver un dia~netre  dont  
le quarré foit quin- ........ --.-.... (-j ... ...... , 
tuplc du quarréde G; 
Pour cela il faut trou- 
ver  par le Probl. 4 51,fip. une ligne rno- 
yenne proportionnelle en t re  le diame- 
t r e  B & une ligne cinq fois plus grande 
que  je nomme D: hppolànt  la choie fdI- 

t e ,  & que cette ligne moyenne que l'on 
cherche foit C; de [orte q u e  + B, C, D. 
par la I I =  1. 4 Grand. le quarré de  i3 efi à 
celuy de C, comme B efi A D : o r  D eR 
quintuple de B : donc le quaïré de C e4 
quintuple de celuy de B, ainii on a tïou- 
vé ce que l'on cherchoit. 

S E C T I O N  IV. 

rnenfurabilité dcs lignes & 
des furfaces. 

A V E R T I S S E M E N T .  
C'cils Scnion f i p p a / l  qu'on a v i  Ic 6 liwrc de 14 

Grandeur . S i  on nc I'apm II , on peut pafir c m  
~ct9 ion,& twt CC fui f i  dird dans i c  Livrc hi: 
krm , , dt i'incomrncnfnrahiliri, . - 
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Prtmicre dcfinition. 

L E S grandeurs font dites commcn- 
filrables lors qu'elles peuvent être 

meiùrées par une troiiiérne, qui  efi ainfi 
leur commune mehre. 

Scholie, 
La commune  m e h r e  d'une t o i k  & d'un piccl, C'CR I C  poulce 

q u i  fc trouve cxaitemcnr i a fois danr un picd , & 7 a fois 
danr une i d e .  

Sccondc definirion. 
Les g r a n d e u r s  incomrnenfurablcs font 

celles qui ne peuvent etïe mefurées par 
une commune mefure. 

Scbolrc. 
c'en à dire qu'on nc  peut trouver aucune mefurc q u i  fait 

r o n r e n u ë  exaaerncnt tant d e  fois. dans l'une & ranr de fois 
dans l'autre. 

riroifièmc d e f i d i o n .  
L'on appelle rationnelle une gran- 

deur connuë & determinée, dont la va- 
leur fe peut exprimer par nombre. 

Scbolir. 
Gtandcur  rarionnellc CR ccllc à laquclle on rapporte toutrs 

11% au~ics& fur IaqucII~ on railonne,ainli onhla h p p o k  connuê. 

Demande ou Axrome. 

Deux nambres font toujours corn- 
menfurables entr'eux , car ils ont au 
moins l'unité,pour leur commune me- 
fure, qui fe trouve precilement tant de 
fois dans chacune. 
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Stcondt  ' Demande ou ~ x r m c .  

Lors que d'un nombre 011 e n  retran- 
che un aut re ,  le reite efi un nombre. 

'Tro1/îimc Drmirnde ou Amorne.  
Les lignes & les hrfaces qui font 

comme nombre j. nombre, lont  com- 
menfurables, & celles q u i  font incorn, 
rneniiirables nc font pas conlmc nom. 
bre à nombre. 

Theorêmc premier. 
Deux p n d c u r ' s  conxnenfurables i 

une troiiicme font coinmenîyrables eii- 
rr'elles. 

B eft coinmenfurable nvec C ,  & D 
avec C , ainfi par la ti-oiiiime demande 
f i p .  B eft b C coinme nombre i nom- 
bre , & C avec D comme noiiibre ii 
nombre: o n  peur donc exprimer le rap- 
por t  de ces trois grandeurs par des nom- 
bres ; ainfi elles font commeniùrables, 

Theorimc jécond 
La ligne fiir laquelle efi f a i t  un quar- 

ré qui  n'efi pas égal à un nombre q u a r k  
n'efi pas rationnelle ; & fi i o n  quarré efi 
égal a un nombre quarré,elleeft ration- 
nelle. 

Soit X cette ligne dont X X eit Ic 
quarré, je dis que X ne peut être ration- 
nelle , c'efi à dire , égale a un nombre; 
car X racine de XX ièra égale à la gran- 
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deur , qui efi la racine du nombre au- 
quel X X  elt égal : or par la prop. 14 1.6 
Grandeur, u n  nombre non  quarré ne peut 
avoir pour racine un nombre ! ainfi X 
ésale à cette raifon ne peut être égale à 
un nombre , & par confequent ellc 
n'eit pas rationnelIe. 

Q e  fi XX efi égalà un no 
ré bb fa racine X iera égale à 
un nombre , donc X fe peut 
par un nombre. 

Tbcorêrnc itoijiémc. 
Si les quarrez de deux lignes ne font 

pas entr'eux comme deux nombres quar- 
rez , ces deux lignes ne font pas com- 
iiienfiirables. 

Soient Z & X ; ii ZZ n'eit pas à X X 
~0111111~ deux nombres quarrez , je- dis 
que Z 8c X ne font pas commeni~ira- 
bies , car fi Z eitoit à X comme deux 
nombres : les quarrez de Z & de X iè- 
roieiir entï'cux, comme les quarrez de 
ces deux noriibres : par exemple , fi an 
dit que Z eit à X c o n m e  2 i 3 : donc  
ZZ, XX : : 4, çr; ainfi leurs quarrez font 
entr'eux comme nombres quarrés:ce qui  
eR contre l'hiyothqîe. 

Thcorémc quatriéme. 
Un quarré rationnel,  ou qui fi peut 

exprimer par nombre ne peut être égal 
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à deux quarrez , dont  l'un efi rationnel 
&l'autre ne l'eit pas. 

Soit aar: 30,je dis qu' aa ne peut ?trc 
égal à deux autre quarrezdont l'un Soit 
rationiiel , & l'autre ne le ioit pas ;car 
ayarih Chsi de  a a l'un qui efi rationnel, 
p a ~ e x e m i l e ,  ayant ôté 25 dc 30 , par 
I'Awome E f i p .  le refie efi un nombre, 
q u i  pr.c-orirequent efi une grandeur ra- 
tionnelle , ce qui  efi contre  l'hipothck. 
Ainii un quarré rationnel, &c. 

Thco7Crfic cinquréme. 
Une Iigne cornmenfurable citant di. 

vilëe en  deux parties, fi l'une efi corn. 
menfirable, I'autre le fera aufi. 

Car ayant ô t é  la partie corninenfura. 
bIe, puiique le tout  luy  elt cominenfu. 
rable,& que par cotifequent il s'exprime 
pqr nombre, le refie fcraun nombre,par 
k 2 Axiome /#p. ainfi ce refie ou cette 
partie efi corninenfurable par le troiiié. 
me Axiome. 

Theorémc jîxië'mc. 
Si une ligne cornmenCurable ona- 

joüre une grandeur cornmenfurable, lc 
tout fera c o m m e n f i r a b 1 ~  

Cela efi clair, car ces deux grandeurs 
par te 3 Axiome îont comme deux nom. 
bres : or un nombre ajoûté à un nom: 
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bre fait un nombre , ainfi une grandeur 
comn~eniurable ajoutée à une cominen- 
furable, fait un tout commenfurable. 

Thcoréme fiptit'rna. 

Si d'une l ime  commenfurable on rc- 
tranche une Gandeur incornmenfurable, 
le reite eh incoinmenfurable. 

Pour retrancher une partie il faflcou- 
pcr Je tout : o r  par le Th. 5 f i p .  une gran. 
deur  commeniùrable eitant divifée en 
deux parties, fi l'une efi comrneniiira- 
ble, l'autre l'efi auiTi: ainfi fide ces deux 
parties l'une eit incommeiirurable, I'au- 
rre l'efi auiTi ; puifque fi celle-cy eitoit 
commenfurable par le Th .  5 , la premie- 
re feroit q u f i  commenlùrable. 

s r  bolic, 
Ie travaille à cRre court & à ne  rien d i re  que  d'utile . C'eR 

pourquoy ie ne  p r o p o f e r ~ y  p inr pluficurr chofes qui fe Wou- 
vent dios l e  no 1. d'Euclide p q u e  i c  pourroir d h o n r r c r p l u r  
clriremenr que Ces lnrcrprtrcr ord ina i res ,  d e  la m a n i e r t  q u e  
aoot avons fait les piopoGtioni prtccdanics , d o n t  les dcmon- 
ffiationi font u n e  clef pour trouver la dernonRration d e  plu- 
Ltuis autres propoGtions. 

Lors que I'on joiix enfcmble k s  grandeurs qui nefont  pas 
commcnfurrblcs, ST à q u i  par confcquent o n  n e  peur pas don-  
un le mEme nom , ou que  I'on CR obligC d'exprimer par d e u x  
aoms diffcrcoi, cela r'appcllc, c o m m e  nous avons dit  1. 6 Gr. 
un Binomc. 

Cc que nous venons d e  démontrer des grandeurs qu'on com-  
pok ou qu'on aioate r n k r n b l r ,  ~ ' ~ p p l i q u c  ailémcnr il la d i r i -  
Gonou Icparation qu'on f.iit d e  dcux grandeurs.  lors que d 'une 
grandeur I'on cn  retranche uncaurrc  qui  luy CR incornminCu- 
rabr, & qusdii>G l'on nc  Ics pcut cxprimcr avec un icul Ggne: 
c'tk bien un Binamc, mais pour d i f i i n a i o n  onappcllc cela A: 
p m e ,  rcfidu , a u  grandcura diminuCsi. 
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Nous avons traitté C ~ I I C  muiere avcc autant d'cxa&itude qu'il 
cRoit 1ieceKairc de le faire dans le 6 1. Grandeur. 

Thcoiêrnr huitième. 
Quatre grandeurs eltant proportion. 

nelles , fi la  ipremiere eR coniixenfura- 
ble à la féconde ; la troifiéine le kra h la  
quaéi.i.bne.Si la yrénliere eit incornmen. 
iùraDTé rec la ieconde, la troifiéme re- 
ra commeniùrable avec la quatriéme, 

Si la raiion de la premicre à la  iècoe. 
de fè peut exprimer par nombres; celle 
de la fcconde, i la troifiéme , qui cil la 
inérne , s'exprimera par nombres ; ainG 
felon l e  troifiémc Axioméfip. ces gran. 
denrs i2ront coinmenfurables. 

Si la raifon de la premiere ii la ficon. 
d e  elt lourde, celle de la rïoifikme i !a 
quatr iéme,  qui  efi la même , îcra auiii 
i 6urde  ; aiilfi par le même Axiome elles 
fon t  incammenhrables; 

Scholie. 
Cctte dcmonftrarion donne jour pour démontrer p l u h s ~ i ; .  

trer  propofirions iemblab!cr, mais peu utiles- 

Les qunrrez dc'crits fur des lignes corn 
menlùrables entr'elle-s , font commer, 
firables cnrr'eux; 

- Les quarrez f o n t  en taifon doublée di 

leurs cotez ou de la ligne îur iaquelleh 
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font clécrits par le T h .  1 4 ,  $ j f i p  klon 
I'hipotheîe ces lignes Iont comme nom- 
bre à nombre étant commenfurables.Qr 
par la 8 Prop. 1. Grand la railon doublée 
d'une ïaifon de nombre à nombre eit 
auf i  une raifon de nombre à nombre, 
par conkquent  les quarrez efiant coni-  
me nombre à nombre,ils îont commen- 
flirabies, 

ThcorZrne dixième. 
Si quatre lignes proportidnneilcs font 

conimen~urriblcs , le rel ' lan~le fait  des 
antecedans, eR con~meiifuràble à cc1,uy 
qui eit fait des conièquans. 

Cette propolition cil la même que la 
féconde du 1 6 Grandfur. 

Throrêmr onziéme. 
Si trois l ignes Cont proportionnelles, 

& que la premiere foit à la troifiéme 
comme un noinbse qliarré , ces trois li- 
p e s  feront commcnrurables. 
Voyez Ic premier car de la Propolirion IO, 1. Gr. où ccla c i l  

dcmonrrc'. 
CoroDaire. 

Donc en ce cas le reRangle des ex- 
trêrnes fera coinmenfurable avec le 
quarré de la moyenne. 

Car par  I'hipothcfe B C :: C D . & cr i  riuarrc lignes font 
~omrncnfurablcs . comme on Ic virnt dc prouver.  docc par le 
T b .  prcccdant BD fera commenlùrablc a v e c  CC.' 

Th,ovémc dauz~émc. 
Si trois lignes B, C ,  Dr font pliopor-. 
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rionnelles , & que Ia premiere [oit à 1: 
troifiéme,coinme deux nombres qui ne 
font pas quarrez , la moyenne fera in. 
commenfiirable en elle-msme, & corn. 
menfurable en puiffance avec la premie 
r e  & la rroiiikme. 

Voyez le lecona cas de la Prop. 10 1. 6 Gr. où ccla CR d! 
montré. 

Throrêmc ~rcijïèmr. 
Trois  grandeurs B,  C , D eitanr: pro, 

portionneIles , fi la premiere n'efi pas à 
la troifiéme comme nombre à nombre, 
la n-ioyenne eit incornmenfurable avec 
elles, tant en elle-mtme qu'en puiffance, 
c'elt à dire, que CC efi iiicommeniùra. 
ble avec BE , & avec D D , Sr C avec B 
& avec D. 

voyez le 3 car dc la Prop, IO 1. 6 Gr. orl ccla CR d i m ~ n r i i  * 
Problémc premier. 

Une grandeur corinuë & deferminée, 
etlant propofée , trouver des grandeurs 
qu i  luy ioienr con~meniùrables. 

8 

Pour trouver des lignes & furfaces 
commenfiurables, il rie faut qu'eii pren- 
dre qui foient égales à des n6bres qu'on 
peut trouver tant qu'on voudra, 

Problémc [tcond. 
Trouver une ligne qui [oit incon$ 

meiiiiurable en elle-même, & commen- 
iùrable en puiffance avec une ligne coiid 

nuë. 
je 
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Je cherche premierement une ligne 

dont la valeur foit à la connue comme 
deux nombres qui  ne font pas quarrez. 
Entre ces deux Iisnes je cherche une 
moyenne p ropor t ionnek  , laquelle par 
le Th. 12 fip, fera iiicommeniurable en 
elle-même avec ces deux premieresïignes, 
& cornmenfurable en  puiirancè, 

ProbIérnr 7roif; ime. 

Trouver une Iigne q u i  foit incorn- 
menfurable rant en elle-même qu'en 
pu~ffaiice avec une lisne cannuë & don- 
née. 

Soit la ligne donnée & connue B , jc 
luy cherche par le Probl. precedant la 
ligne D qui  luy fait inconime~liurabk 
cn elle-même. Apt& entre R & D ayant 
trouvé la ligne C moyenne propr t io i i -  
nelle , cette l i y e  par le Th. 13 f i p  fera 
incornmenfurable tant e n  elle-même , 
qu'en puiirance avec B , cc qu'il falait 
faire. 

7%eorévic gua!ovriéms. 
La diagonale d'un quarré elt- incon% 

menfurable en elle-même & cominen- 
Curable en puiffancc avec cl-iacun des 
côtez. 

Les diagonales AE & BC dans le quarq 
ré A B c;E iè coupent par la moitié n 
ginfi BD e;filamoitié de B C par con* 

4 
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fiquent B C , B )3 : : 2 , I : or A B eft  
fiIoyen proportiolinel entre B C & Bo 
par le Théorême 7, cj I [up. donc par le 
Th, 14 [up. puifque 2 & I ne 
h n t  pas deux norribres quar- A 

rez,AB côté du quarré AB CE 
fera incornmenhrable avec " 
la d iagona le  BC en elle-mê- 
me , & cornnienfurable en fi 

puiflànce , ce qui  efi evident, 
car iiippolànt BC égal à n, par le Th.4, 
5 3 f i p .  ml= mm+mm, partant nn, niin 
: : 2, 1. 

Thcoréme quinziimc. 
Les deux parties d'une ligne ratiot;. 

nelie coupée en  moyenne  Sc extrime 
.rairon, ne [ont pas rationnelles. 

Soit AB ligne rationnelle :oup& rr 
moyenne & extrême raicon au point C: 
je dis que  les parties A C  QE CB ne f o ~ t  
pas lignes rationnelles , o u  ce q u i  eit la  
même chofe , elles ne peuvent être ex. 
pïimées par nombre. 

J'ajoûte à AB la Ji- 1-1 -1-1 
ene ED moitié de AB, A C B D b 
par le Th.  II, $ 3 /Np. 
le  quarré de la mediane CB jointe ayec 
BD efi cinq fois plus srand que le quarr: 
de G 1) : a i d i  ces deuxquarrez [ont coiii. 
me j a I ; or  5 n'efi pas u n  nombre quar. 
ri j donc par le Th, 2 /np. la liane CB-c 
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~6 nWeR pas rationnelle, mais B D moi-  
tié de AB ligne rationrielle elt rarion- 
nelle; il f u t  donc que ce [oit la  media- 
lie CB qu i  n e  toit pas rationrielle : & par- 
tant par le Th .  7 la petite part ie  A C  
fera incornineniùrabiè , car fi elle &oit 
con~inenfurable , CE le iéïoit auiG, pas 
le Th. 5 .  

~oraL!a i r c .  
La mediane efi ~~~~~~~~~~~~able avec 

la tou te ,  tant e n  e l l e - idme  qu'en puif. 
fance. 

Soir b u n c  Iignc coiip4c e n  rnoycnnc & exrrc"me rai lon.  x CR 
l a  mrdiane & h- r l a  pcciie p i r - i c  f b, r. h- x Or puifqua 
b - x  efi u n c  I jgiie n o n  rar ionncl lc  , par Ic Thcorémr prclcnr : 
donc p31 l e  T h  1 3  hp. x innyrniir rnrrr b & b- rr cfi incom- 
mutabic avec b. t a r i r  c n  r l l c  rremc qu'cri pui l Iancc .  

l ThcokêrnPfiizrérnr. 
@and Ic rayon d'un cercle eit ration- 

nel , le cati du  decagone inl'crit ddns ce 
cercle eit incommeniùrable, tant en luy. 
même qu'en puiflince avec ce rayon. 

Soir B l i g e  rationnelle rayon dkr i  
cercle , couyér en moyenne irr extr2ine 
raifon: x que je iiippoie être la mediane, 
fera par le Problêtne 7 ,  $ I f i p .  Je cô te  
du decagone. O r  par le Corollaire du 
Th. precedmt x medianq eit incommenl 
furable tant en elle-même qu'en puiffan- 
ce avec B. 

ThcorPrne dix-/;ptrérnci 
Lors que le rayon d'un cekJe eB rai 

L jj 
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tionel , les côtez du pentagone inCcrit 
dans cc cercle font incoinmenfurables 
tant en eux-mêmes qu'en puiffance avec 
ce rayon. 

So i tb  ligne rationelje rayod'un cerclc, 
z le côté d'un pétagone,& x le côté d'un 
decagone infcrits dans le cercle dot  b elt 
le  rayon.Par le T h .  8 g 3 , f i p .  bb+xx= zz: 
donc par le Th. q f i p .  puifque le quarré 
xx n'efi pas rationnel, comme nous ve- 
nons  de le démontrer dans le dernier 
Theorême,  le quarré zz ne peur être ra- 
t ionnel , & par conkquent  ià racine z 
n'elt pas rationnelle ,puifque fout quar- 
ré qui n'eit pas égal à un nombre quarré 
ne peut avoir pour racine une grandeur 
préciiement égale à un n o n b r e  ,comme 
nous l'avons pro~ivé cy-deffus Theor. 2' 
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E L E M E N S  
GEOMETRIE, 

DE LA MESVRE 
D V  C O R P S ,  

- .-- 
L I V R E  Q V A T R I  E'ME. 

Dela troi1;iine diincntion du  corps, 
O v 

Des solides. 

A V E R T I S S E M E N T .  
ES plans cn fi coupant, ou r n  fi rrn:  
co6tranr forment I r ~ / i r l r d e ~ , c c  qur naM 
o b l y  de parlrr 19 dr l c w r  Sdt ions  6 
rermntrcs : outre que Ir1 Thaortmcs 

{&vans firvcnr ci dirnonrrcr plufiurr propcfîrryt  
L iij 
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Des Sefiion% & rcncorirres 
des Plans. 

p Lnn 
P Y C ~ ~ * ~ Z C ; C  d f f i r t i ~ i ~ ~ .  

, s u  , fùr fxe  droire, eit celle qrii  
efi f i t e  par le m.mveinent droit & 

uniCome d'une lisne droite le longd'ii- 
- .  ne ligne dïoite. 

Scbolic.  
C'rR à dire, que Iéfpacc q u e  parcourt cel te  I i ~ r i c  d r o i ~ c ,  

qui f i t  mcüc lclonu d 'une  a u t r e  l igne droirc  ip'o i i  corqui: 
i i u m o b i l c  , & avcc laq:;cilc r i l e  garde ;ouji.urr la  rnCirir ditIo. 
h i o n .  clt un plan : ninli i l  c R  cvidcnr qd'ur. p'aii C R  co riioii 
de  Iigiier dioitcr . cc qui f a i r  qu'on Ir dihni r  de 11 i r i a n i r r e  fui. 
vdnte. 

S t c o n d c  dr j înr iron.  
P l a n  eR rine f i i r f~ce ,  i Iaqiielle une li- 

gne droite peur etre appliquée en tout 
@ns, & convenir avec cile. 

S c h o l i e  
PuIr qu'un plan cfi carnpnfC dc l igncs  droires, qui font I I I  

plut coutres qu'on p u i f l e  c a o c c v o i r  cnrrc leurs cxrrcrniicz ,la 
dthriirion fuirancc CR encore vraye.  

7rofïémc dcf i , , r~ion 

La furfase d'lin plan efi la pfus courte 
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qu'on p~iiffe concevoir  en t re  les bornes 
de ce pian. Schufic.  

le ne dis p a r  q u e  tou te  l u r h c c  qui  e R  la  plus c o u r t e  c n t r c  fer 
bariies loic u n  plan , c a r  c n r r e  deux lignes q u i  fon t  à que lque  
diltance Yune de l ' au r re ,  , & q i i i  n e  (ont pas  po l i c s  de  l a  me- 
mc manierc, o u  n e  lonc par d i n i  u n  m ê n e  plan , fi o n  mrnr 
dcs  ligqcs d ro i t e s ;  o n  f e r a u n e  furf.acc l a  plus coiicre qu i  pui lfe  
Eire cnrrc ces d e u x  iigncs , mais clic n e  icra pas  u n  p l i n ,  a inG 
q ~ o y  qu'il foi[ vray q u e  tour  p lan  eR u n e  furface la plus c o u r i c  
qu'onconçoivc e n t r e  fer bmncs;  neanmoins  rou te  lutfacc la  plus 
cnuric c n r r e  Ter b o r n e s  n'cfi pas  un plan . Euclide dcfinic le 
$an unc lurface qu i  e R  Cgalerncnr comprirq; cqrrc fcr lignçr, 
ce q u i  y'clt par c l a i r .  

Qwarviérne dcfiniriou. 
Un ~ I a n  efi dit ~e roend icu la i re  fu r  Lin 

1 L 

autre plan, lors qu'il ne yanche pas plus 
d'un c o t é  que de l'autre. 

J - -  

~ e u x  p lms ' fon t  paralelles lors que 
dans t o u t e s  leurs  parties ils [ont à u n e  
ésale difiance l ' un  d e  l 'autre,  & qu'é* 
t an t  p ro lon ,~és i l s  ne  fe rencontr2t point. 

Demandes ou proPofirions - .  

Prcrniere Demande. 
On peut  prolonger un plan,ou le con- 

cevoir prolong< de  tous c o t e z ,  au tan t  
au'il fera neceil aire. 

Sccondc Demande. 
Vne l igne droite n e  peut-être en par- 

tie fur un plan, & en partie en l'air. 
Scolic.  

Car pour  lors cctcc l igne n e  pourrnic  & t e  appliquc'e ZvCc cc 
plan,& c o n v e n i c a v e c  luy ; ainG feloa l a  Cccondc de f in i r ion  CC 
l lan nc Icroit par plan. 

I., iiij 
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Tror/ic'mc demande. 

Deux llgnesdroites 
q u i  ie coupent peu- 
vent être concciies 
daos un meme plan. 

Scbolie. 
L n  lignes t)B & E C f e  eoupch t  , a v a n t  men: entre  A B & 

'AC d e i  ligncr d ro i re s  par l a  i econde  & la troiliérne definition, 
o n  aura u n e  furface qui C R  u n  plan:  c a r  o n  y peut appiiqiin 
b n c l i g n c  d r o i t e  , & c'en In rutfacc la plus cour ie  qu'on puific 
e o n e c v b i r  cnrYc I t s  l ignes AB & A C  q u i  Icronr f u r  c e  plan. Ir- 
q u e l  i r a f i t  p ro Iong iCi  AD & AL, qui f o n t  parricr dcs ligncr B U  
& 6 C  a c  i e  t rouvent  pas d a n s  t e  même p lan  ,13 & CE f c r o ~  
:n p u l i c  liir'luy. &CR part ie  en I 'a iccenrcc l a  fcco~dc de- 
b4ndc. 

p u a i r i i m e  demande. 
T o u t  triangle peut être conceu dans 

bn . plan. . 

Scbalir. 
C c l r  fe  peut d e m o n t r e r  c o m m e  la d e m a n d e  prccedantt. 

Cinqwrirne demande. 

, La commune feoion o u  rencontre de 
deux plans, efi une ligne droite. 

Scbolre. 
X SI Z Te caupenr.  L e s  c r t r e m i t c z  de lcur  (&ion font Ici 

po in t s  6 & F , en t re  k fquc l s  on r 
mené u n e  l igne iu r  2 & une  fur X ,  z --- ......... 
Si ccr d e u x  lignes n'étoienr pas  o n e  
&.ne Jikne;  o n  pour roi^ m t n c r  cn- 
i r e  d e u x  m€ ncs points  plus d 'une  li- $=> 
gne droi te ,cc q u i  6eRpas.La l e e i o n  
de CCL deux plans n e  peur d o n c  écrc 
4un i ine  l igne d ~ o i t c .  . X 

Slxiime demande. B 

Une ligne droite telle que  
AB &vie  Pur le plan X doit 
i t r c  cenfée perpendiculaire, 

I 
J ~ r s  que de A Ion pied,com- 
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he ccnfre ayant fait un  cercle , B ion 
fommet eit éga-ement é l o i g é  de la  cir- 
conference de  ce cercle ; & fi cela n'eit 
pas , elle ne peut être dite perpendicu- 
laire. 

Scholie. 
Cela CR conforme i la notion de Ir l igne pcrpcndiculairr ; 

q u i  nc pandie pas plus d'un cdié que  d'aurrc. 
Srprrémc demande. 

Concevant que AC une 
ligne perpendiculaire Sur 
le plan X , elt meiie d'un 
mouvement droit & uni- 
forme felon une lisne 
droite,  telle que  AB, elIe 

/$!vx 
fera le plan Z, qui fera perpendiculaire 
eii toutes f i s  parties fur le plan X. 

Humernt dcmandr. 
Si la l isne ED perpendiculaire fur AB 

feçtion de Z & de  X efl perpendiculaire 
fur X, t o u t  le plan Z efi perpendiculai- 
re fur X. 

ScholPc. 
Car onpcur csnccvoic quc  Ic plan Z CR f a i r  par l c  mouve- 

mrnt droir & uniforiiir tic Db fur A B ,  ainl i  par la drnlandc 
pccccdanic , fc plm Zcfipcrpcndiculairc fur lcptan X. 

' T ~ c o Y ~ ~ c  prcmicr.. 
Entre deux lignes Z & X qui font 

dans un niéme plan, o u  en t re  la ligne 
X Cci le point A ,  o n  ne peut coricevoir 
qu'un même plan. 

Car fi on veut concevoir deux plans, 
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l'un ~ 1 ~ 1 s  grand OU PIUS prrit, ce qui 
ne peut être, 
puifque par la X 
3e definit. tou te  
lurface q u i  n'eit Z 
pas la plus pe- A 
rite entre Ces 
bornes n'eft pas un plan : ils feront donc 
égaux, ce qui é tan t ,  ils ne font pas dif- 
ferens ; . car fi o n  veut dire qu'ils font 
pofèz l'un fur l'autre , comme ils n'ont 
point  d'épaiffeur ,. ils ne  peuvent faire 
qu'uii feu1 plan. 

Thcorémc ficand. 
Deux plans qui conviennent en trois 

points qui ne font pas fur la m2me liT 
gne  , conviennent entieremeilt. 

Entre ces trois points on  ne peut con- 
revoir deux differens plans, par le Th. 
precedant , aiilfi la partie de ces deux 
plans entre  ces trois points efl une ~112- 

me chofe ; par confequent fi on  prolori- 
ge cette partie , ce lie fera qu'un même 
plan, ainfï ces deux plans ne îcront pas 
differens. Corollaire. 

L a  polition d'lin 'plan ne dépend ainfi 
que de trois points, qui ne ioient pas 
iùr une inême ligne. 

OU,  Cc quic,!2 la même cbof i ,  Trois points 
u i  ne font  pas iur utie mS-me li,nne étaiir 

I onnez ,  le point cR donné. 
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' lhcotcmr rrofièmc, 

Si B fomtnet de la li- 

d i k m  de Con pied A ,  
cette liçne efi yerpcndicuiaire Gir X. 

r D  Concevons dans le  plan X un cercle 
Cylelnent difinnt de B, qui pane par C ,  
D, E, qu'on a fuppoG en e'gale difiance 
de B. zn Coricevons un fecond cercle 
dont A [oit le  cent re ,  qui paire par les 
trois points C ,  D, E, au13 également éloi- 
gnez de A par l 'hiporek. Ces deélx cer- 
cles p r  le  I~ICOS.  Prob. I ' ~  liv. I~~ g je ne 
font qu'un méme cercle. Donc par la 
dem. 6'fip.AB efi perpendiculaire fur X. 

Prob/émc prrrnier. 
D'nn point d o n n i  en l'air comme eR 

B. abriiiTer ~ i n e  perpendiculaire h r  le plan 
X. je tire ?I dircretion deux l i p e s  droi- 
tesC E & D F, & appliquant une pointe  
du compas fur B , avec l'autre je prend 
les points C, B, £7, F, également diitans, 
par leiquels je fais pa f i r  un cercle,  au 
centre duquel je menedeB. une ligne q u i  
i'era perpendiculaire par le Th. preced. 

7 hcorèmc 9uatrréme. 

Si une lisne eit perpendiculaire fur le 
poiut de la Ceaioii de deux lignes qui 
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f o n t  fur un plan,elle l'elt fur  t o u t  ce plan. 

Ca r  ayant pris dans ces deux lignes de 
p a r t  & d'autre du  point  de  iettion des 
p o i n t s  également éloignez , le ioinmet 
de la  perpendiculaire fur ces lignes fera 
également  éloig,né de quatre  points qui  
f o n t  fur c e  plan, partant par l e  Th. prc- 
cedant  ce t te  ligne fera perpendiculaire 
fu r  t o u t  l e  plan. 

T hcorérnc ci-quié~nrnc. 
La ligne droi te  AB & t o u t c  autre 

dans  le plan Z menée par A pied de la 
perpendiculaire AC h r  c e  plan, eft per- 
pendiculaire fur A C ,  ou AC elt perpen- 
diculaire iùr  tou tes  les lignes droites dii 

plan Z qui  paiiërit par A. 

De A pied de la perpendiculaire AC 
je décris X un cercle Ec je prolonse la 
l i gne  BA. de  forte 
qu'elle coupe  X en C P 

D & B , l i  C loin- 
m e t  de la perpendi- 1 / 
culaire AC n'efi pas 
également  diitaiit 
d e  D & de B , alors 
AC ne fera pas per- .-. . 
pédiculaire f u r  AB, 
mais  au& k lon  la  z 
6= demande A C n e  fera pas perpendicu- 
laire fur le plan Z; ce qui eft contre  l'hi- 
potheie. AB rencontre donc perpendi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L I V R E  I V .  S S L T I O H  1. 173 
culairement AC , ainfi de toute  autre li- 
gne du plan Z qui pafIè par A, 

'Thcoréme fixrirnc. 
On ne peut d'un point fur un plan 

élever qu'une perpendiculaire 
Voyrz la figure preccdanrc. 

Qu: cela ne [oit , concevons que fur 
le menx  point A o n  éleve les deux li- 
gnes AE & A C  qu'on fuppoiè perpendi- 
culaires , & que de A comme centre on  
décrive X un cercle, les points E & C 
fommets des deux 1i;nes égaIes AE & 
AC eitans differens ne peuvent eitre é- 
galement éloignez de la circonference 
du cercle X ; partant par la 6' dem. PP. 
elles ne font pas toutes deux perpendi- 
culaires iur le plan Z. 

T b r o r ê m c  fipiiimc. 
D'un hors d'un plan o n  ne peut 

mener qu'une perpendiculaire iiir ce plan. 

Soit A le point donné au deffus d'un 
plan d'où o n  fiippofe qu'on a mené 
deux perpendiculaires, &avoir 
AB & AC :je joints leurs pieds 
B & C par l a  ligne BC,  laquelle 
par le Th. 5' /HP. efi perpendicu- 
laire h r  BA : on peut par la de- 
mande qf ip  concevoir le trian- / i  
gle A B C  dans un m h e  plan ; C B 

puifque donc AB efi perpendiculaire fur 
@Cl par le Th. 3 liv, I $ 4 , AC ne peut 
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etre  perpendiculaire fur RC, & par  con- 
lequent elle ne l'elt pas fur le plan pro- 
pole. Od ne peut donc mener d'un in?- 
m e  point A qu'une perpendiculaire fur 
un plan. , 

Thcoréme hui t rém.  
L a  ligne perpendiculaire efi la plus 

courte  qu'on puiffe mener d'un point 
hors d'un plan fur  ce plan. 

+oyez la figure ey-dcflur. 

L e  point donné eR A, la 1 i p e  AB C R  
perpendiculaire, AC ne l'et? pas:je joins 
C & B par une ligne droite,  le triangle 
ABC peut être coiiceu dans un plan par 
la  demande 4. O r  par le Th. 4 6 4,liv.r. 
A B efi la ligne la plus courte. 

Corollaire. 
Donc la meiiire de la diflance d'cn 

point hors d'un plan,  à cc plan doit être 
une  perpendiculaire , puifquecette per- 
pendiculaire eit la liçne la plos courre, 
& qu'on ne peut mener qu'une leule 
perpendiculaire. 

7hcorCrnc nckjétnc.  
Deux ligrnes étans y erpendiculaires 

fur un même plan , on les peut conce- 
voir dans un même plan. 

Concevons qu'on a mené par le pied 
des deux l i g e s  AB & CD perpendicu- 
laires iùr X, une ttoifiéme ligne BD, Sut 
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laquelle concevons que  
ABOUCD fe meuve unifbr- iblj 
mernent & toujours per- 
pendiculairemët,'par la r f e  
defin. elles feront un plan, 
ce qu'il faloit démontrer. 

7 beorémc dix~érnc. 
AB & CD perpendiculaires fur le plait 

X font paralelles, & fi de deux paralel- 
les l'une efi perpendiculaire îur le plaiiX, 
l'autre le  fera, 

10 Soit mené Ia ligne BD par le pied de 
AB & de CD, Icfquelles lignes, par l e  
Theor. 5 fup. font perpendiculaires fur: 
BD, donc par le  Th.  precedant ces trois 
lignes AB, CD, BD peuvent être dans u n  
même plan , & AB, CD étant perpendi- 
culaires iùr BD , elles ieront paralelles, 
par le Lem. 2 5 4.1. I. 
z0 Si AB & CD ioiit paraielles, & que 
AB foit perpendiculaire , je dis que CD 
le îera adfi  ; car ayant mené BD , par le 
Th. 5 AB fera perpendiculaire fur E D : 
donc par le Lem. 3,$4.. 1. CD paralellc 
a AB efi au& perpendiculaire fur BD,ce 
qu'il faloit prouver. 

La feoion AB de deux plans Z & X; 
qui font perpendiculaires iùr Y, elt une 
perpendiculaire fur le même plan Y. 
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10 Par la demande 5' cetre feCtion efi 
une l i m e  droite. 
z0 purfque les plans Z A A 
& X Sont perpendicu- 
Jaires îûr Y , Ia l isne 
AB en tant qu'elle efi 
conliderée en Z ne 
peut  être conceüe p5- 
chante de part & d'au- 
t r e  de Z : E t  par la même raiion en tant  
qu'elle elt confiderée en X , o n  ne peut 
pas concevoir qu'elle panche de côté ou 
d'autre de cc plan X ; partant on peut 
concevoir pour l e  moins trois points 
dans le plan Y egalement Cloignez deB, 
qui  feront auG également éloignez de 
A, ainfi félon le Th .  3 f i p .  AB elt perpen. 
diculaire lux le plan Y. 

crhrorcrnc douzième. 
Si trois points dans u n  même plan, 

& non fur une même lipnc, Sont égale- 
ment difians d'un fecotid plan, ces deux 
plans font paralelles. 

Car  par le Cor. du Th .  2 fip. la pofi- 
t ion  d'un plan ne dépend que  de trois 
points ; ainii fi trois points d'un plan 
ion  t également difians d'un fecond plan, 
ces deux plans Sont paralelles. Je S~ippo- 
fe qu'on a mefuré la difiance d'un point 
à un plan , par une perpei~diculairc,com- 
p e  on a dit dans le Corollaire du The& 

riines! 
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rêlnc 8' ; qu'il le  faloit faire. 

Les plans X & Z étant paralelles , fi 
la ligne AB efi perpendiculaire fur X , 
cile le Sera auiG fur Z .  

Si on preterid que AB perpendiculai- 
re f ~ l r  X ne l'efi pas iùr Z ,  [oit concû 
de A fur Z, la ligne AC perpendiculaire 
q u i  fera plus courte  que 
AB,par Ic Th.q,l. r ,4.4. D e  C A 

je conçois une perpendi- 
culaire iùr x , qui ièra en- m5- 
cor plus courte que A C, 

C z partant plus que  AB; ainfi 
le point D s'approchera plus de Z que 
A , ainfi X & Z n'étant pas en  égale di- 
fiance, ils ne font pas paralelles , ce q u i  
eit contre I'hipothefe ; une ligne donc  
qu i  elt  perpendiculaire fur l'un de ces 
plans, l'efi auni fur l'autre. 

Les feilions AR & CD de deux plans 
paralelles coupez par un 3' plan,  font 
des lisnes paralelles. 

Ces fettions A B & C D font des li- 
çnes droites, Pa* la 1 drrn. /HP. lefquelles 
Sont dans le plan,où étant prolongées, 
elles fe rencont reront  G elles ne font 

M 
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pas paralelles,par con- 
ièquent  les deux au- 
t r es  plans o ù  elles s o t  
é t a n t  prolorigez,  iè 
rencon t re ron t  aufli , 
ainfi ils n e  feront pas 
paralelles , con t re  la 1 
iùppofition. On ne  
peut pas donc dire que A B & C D lie 

îont pas paralelles. 

La ligne CE dans Ic plan Z étant Pa. 
ralelle avec A R  felt ion de Z & de X, el? 
aiiili paralelle avec rou te  aiitre l i sne  nie. 
né fur le plan X paralellement à AB. 

Dans Z je mene C B perpendiculaire 
f u r  AB & & dans X 
a u  même point  B, la c 

perpendiculaire RD, L MT&:, . .... . - .  

o n  peur concevoir  cz -L--+D: ---- 
CIE & B D d ~ n s  un . B .... ,, 
m ê m e  p I ~ r i  , Lùr le- , 7. 1 

que l  A B  e n  perpcn- /i7 
diculaire, par le  Th. 4 
/ . p .  EC & D F é tan t  paralelle A AB ,elles 
lieront aulx perperidiculii-es fur ce mê- 
me plan, par l e  7 h .  10 fip. & confequern. 
m e n t  toutes  paralelles, ce q~i'i l  faloit 
démontrer .  
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Toutes lignes paralelles dans le plan 
X rencontrant d'autres lignes aufi  para- 
lelles dans le plan Z font entï'clles des 
aii,rrles égaux. 

B D & N O iont  paralelles entr'elles 
fur le plan X & EC, & N A 4  fiir le plan 
Z; i l  f ~ u t  prouver que l'angle CBD efi 
é3d à M N 0  , pon t  cela je inene DF & 
CF, par~lelles à AR. Puifq~ie les p x a -  
lelles entre parnlelles font ésales, & 
que CE eft paralelle à DF, por 1s Th precc- 
dat i f  : partant  E D E NO & RC=: N M 
& CD= M O ; donc les triangles C B D 
6r M N 0  font égaux & kmblables , 
ain i i  l'angle CBD efi égal i MN0 j ce 
qu'il faloit démontrer. 

Sch olic. 

Si la ligne BC, pcrp tnd icu la i r e  fur  AB, f a i r ~ n t  a v e c  BD , a u f i  
ppcndiculairc fur AB un cerrain angle . CR nient p a r  u n  
mouvement droi t  & u n i f o r m e  lu r  Al3,eiie 
formera Z un plan oii roure l igne c o m m e  C 

ALperpcndiculaire Tut AB Fera avec  u n e  li- 
qnc dmi  X, auRi perpendiculaire  Ci:r A 9 , i c l -  
le ql'eR A F  ,, le m i m c  angle quc fait B C 
rvrc BD. jZ!bD 

A i n l i  p o u r  conno î r rc  l'angle dc  I ' i n c l i n ~ i -  
fon d 'un  plan fur un au t re ,  il f . iur  m c i i r r  dc 
Z fur X i un niSrne po in t  d c  Iciir IiFcion, A F 
comme au point  A ,  dciix ligrics pcrpcndicu.  
laiici AE. & AI:  l'angle 6 A F k a  cciuy q u e  Z cfi ccuri fiire 
avrc X. 

M ij  
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Prcmierc dcfinition. 

S 1 la ligne AB, A 

dont  le rom- 
m e t  A eit fixe, 
~ f t  meiie de [or- 

coure les cotez 
B 

lygone , comme 
de B C D , cette c 
ligne dkcïira par 
rr inouvernent un iolide qu'on nomme 
Pyramide. 

Seconde definition. 

Le Polygone BCD s'appellela bafe de 
la Pyïamidc,laquelle Pyramide a autant 
de faces que ce Polygone a de côtez. 

Vnc Pyramide de rroir faces s'appelle triangulaire . G tllcii 
r plus de  trois o n ]  I'appcllc grneralcrnrnc Pyramide ~ o l y g o n r ,  
Iuclide dit que la P yramidc eR un lolide compris depluGcuri 
plan: qui rencontrent cn un ,miw point  . ayant un auix 
plan pour b a k .  
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Si la ligne AB,d& A 

lelo~ominet A eit fixe, 
ie m e u t  en parcon- 
rant  le cercle X',elle 
fait  un  cone dont le ...,.7..... 
cercle X efi In barc, , 
& la ligne tirée de la x 

pointe A au centre 
d u  cercle eit dite l'axe de ce Solide. 

Si la lizne A E Ce meut  uniforiné- 
iiieiit au  tout de 
~ C U X  I 'O~~ZO- A F 

ries é y u x  & S E -  
bldbles A E F & 
BCD qt11 roienr 
paraleiles ôi fi- 
tLiez , de forte 
que les &tez é- 
ÇJUX lie r i pon -  D 

deiit paralelle- c B c 
m e n t ,  le iolide qui Ce fera eit un priF 
mc , qui a pour b a k  ce Polygone. 

Scholie. 
Euclidc confidcre les Fricmes comme compris cntrc des plans 

Un Prifme a'autant dc faces . . que le 
M -llj 
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Sixiémc deFrair ion. 

Si la lignc A B Te 
meut autour  de 
deux cerclrs Z & X 
ép : s  , â- dont  les 
plms ion t paralel- 
Jes,eIle ciicrit Lin ci- u L'' 

" 

l indl  e. 
ScptiCme definir ion. 

La lisne qui  joint  les centres des cer  
cles X & Z , qcii Sont Jes bafès du  ciliii- 

drc , s'appelle l'axe du cilii~dre. 

Dans toutes ces f i p r e s  , lors que  1 ' ~ -  
xe cl1 perpendiculaire iùï  la bal;=, les fo- 
liiles {ont i~ppellcz droits. 

A'CZI,$~~~C d r j n i r  i o n .  

Si u n  c k i - i l v  cercle t o u r n e  autour d: 
do:i d i~merre ,  il d tc r i t  Lille Sphere. 

Le d i ~ c x r r e  du  cercle don t  la r e w  
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lution. a f o r m é  1i-i fphere , efi l'axe de 
cctte fphere. 

Le centre du cercle qui a décrit la 
fpliere eit le centre de la lyhere 

Les lignes t irées  LI centre  de la fplphe- 
re à la circonfererice, ~'~ippel1ei-i t rayons 
de la @Iieie , & celles qui paffant par le 
centre de Iri fpliere fe terminent  à la 
circonference, [on t  appellées diamctres 
de la ijjlierc. 

Si on conqoit  qu'une figure reCtiligic 
011 mixte  , c o m m e  
X ûii Z tourne cir- 
cul~ireinen t finr un 
de tes cotez , corn- 
nie axe elle décrira 

Syheroïde. 

Scholie. 

Qoy qu'il puiffc y avoir ainfi une  i n f i n i t 6  d c  Snheroïdcr 
h i i r  par  la icvoiurion $une i n f i  iiré d e  f igurer  ref i i l igncr  o u  
uii i ier , neanmoins l'on nc parlc dans la h i r c  ouc des feuls 

M iiij 
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~ ~ h e r o ï d e s  foc- 

I .  . , 

l u t  le diamerrc 
de ce ccrcle comme axe, te l  qu'eR X au z. 

~ ~ a r o v z i e ' m c  de f in i t i on .  
L'angle folide Se fait  q u m d  trois ou 

plufieurs plans Se c o u p e n t  en aboutil: 
i à n t  à u n  p o i n t  , c o m m e  la pointe d'un 
dianmai-it bien taillé. 

Scholir. 
Ainji deux angles p l a n s  nc  peuvcnr fairc un angle h l i d c .  

@tnztéme dCfE,~ztton. 
Corps resulier eit c e l ~ i y  q u i  efi com- 

pr i s  entre des fi;urcs regulieres & é ~ a -  
l e s ,  diiquei 3dTi tous les angles ~ o i i d c s  
ioiit igaux.  

Scho'ie. 
O N  dernon:rcra dans l a  \ l u i r e  qu'il n'y a que cinq corps rv 

guliers , donc voicy les definirions par  avance. 

Scziémt def in i l ion.  
La Tctraëdre eit u n  ioIjde regulier 

compris ious qua t r e  triangles égaux & 
eq~i i la teraux ; ce qui eit une pyramide 
dont la baiè eft ésale à chaque fice. 

Dix fiptiérnt dcfi$ition. 

L'exacdrc ou Cube efi compofé de GX 
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quarrez égaux, comme un dé à joüer. 

Dix.  hurrrérnc dtjînirion. 
L'OcZacdre efi de hui t  triangles égaux 

Sc equilat eraux. 

Dix-nrrrfiémc dcjînirion. 

Le Dodecaëdre elt compris fous dou- 
ze pentagones égaux & equilateraux. 

~ q r r é r ~ c  d jnirron.  
L'Icofaëdre eft de vingt triansles égaux 

& equilateraux. 
~ m ~ ~ - w n i E r n c  definirion. 

Un folide A elt dit circonfcrit A un au- 
tre folide R qu'ilcontient, s'il efi le plus 
peti t  de tous les folides fembl~bles  qui 
puiffe~it renfermer B, ou, cc quz c j l  la rnérne 
chofë ,  ii E efi le plus grand de  tous les io- 

I lides que Apeu t  renfermer. 

C'rnCt-dcu.vièmc Rcfinirion. 
Un Colide B efi dit inkr i t  dam une au- 

rrc iolide A, oii il efl reiifermé,s'il efi le 
plus grznd de tous les folides fcmblables 
qui pi~iffènt être renfermez dans A, ou t e  
qrrl c l  ia mémc c h o h ,  fi A efi le plris petit 
de tous les hl ides  i'ernblables qui puiirènt 
ïenfermer B. 

Scholie. 

Ces definitions donnent les idées les plus claires & l erpfdr  
gfncra les  qu'on p i f f c  avoir des circonlc~iptions, ou inrcriptioni 
des lolider. Vn cilindre e(t dit circonfcrir à ur.c rphere, qui CR 
12 plus ;randc qu'il puilTe renfermer b. par conlequcnr doiir il 
lauchc la c~rconfcrcnce: 6 l a  fphcrc cRoit pluspcrirc. on ne 
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pourroit pas dire proprerncnr que le cilindie luy f u t  circonfcrir, 
&un cilindrc eit conccu infcr i r  dans une (phere qui CR la  pius 
pcritc qu'on puiKe concevoir renfermer ce cilindrc , &par con- 
fequenr qui rouchc lcs deux ceiclcr d e  ces deux baiei.  

Theorêrne premier. 
Si 1111 a iqle  folide efl compris detrois 

anges  plans, deux de cesansles planspris 
enfemble comme o n  voudra, iont pius 
grands que le troiGSme. 

Les anzles BAD , EAC, CAD font un 
ansle lolide ; o n  ne peut pas, 
par 13 ze definit. des furfaces 
planes,concevoir dc plan plus 
petit entre AB & A D  que 
EAD; parrant B A D eit plus 

ARCD : o n  démontrera de la 

0 petit que la  furface c r e u k  B ...- -.. 

m i h e  mmiere que 1'3n~le " 
plan GAC efl plus petit que BAD avec 
CAD. 

Thcore'rne f i t ond .  
Tous les ançles des plans q u i  com- 

prennent un anjle hl ide , valerit moiiis 
que quatre ansles droits. 

ro Soit X un ansle folide compris foiis 
cinq triangles , dont  le b m m e t  A doit 
ê t re  con$ en l'air.Lan2le D B C efl pliis 
petit que les deux ai1;lesDBA & CGA; 

par  Ie Th.prcccdant  , ainli R C E efi plus pe- 
t i t  que les angles A C 13 & A CE pris 
enfcinble, de même des autres. 
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2.) TOLIS Ics angles du Polygone BCEFD 
b d i  de l'angle Solide ionr  , par Ir Coroll. du 
Th. 7 , s  3 1. 2. é jaux 5 
iix m$es droits, ainfi 
tous les a n ~ l e s d e l a  ba- 
i'e des cinq triangles 
qu i  font l'aagle iolide 
X font plus grands que 
lix droits, puis qu'ils 
font plus grands que les 
angles du Polypone,par 

@? 
B c 

l c  Th.  pvecedant.Tous les angles de ces cinq 
triangles q u i  font l'angle iolide valent 
dix droits; donc puiîque ceux de leurs ba- 
fesvnlent plus de iix droits; ceuxdes iom- 
mets valent moins que quatre droits ; ce 
qu'il faloit d z  ~ n ~ o n t  SC r. 

Scho l i e .  
On peut  démontrer ce 1-i ieorê,nc C R  c e r r e  niar.icre, conce-  

vons q u e  A rR  u n  point  dons X . & l e  rommet  de p l u f i i u r s  
i r i inglesduni  les côtez de X ion[  les b a l m .  K. T o u s  ces anelcs 
autoi!r de  4 ne valent  q u e  qanrrr  nngler droirs .  2. Si o n  l c v e  
Ic p o i n t  A, alors  les angles d u  ionini-r de ces triangles devien- 
dront p lus  pcriis ayans rnfmcs ha lrr ,  & les cbtcz p!us grands. 
ce qui Cranr tous  ces  angles v s u d r o n t  moins q u e  qua t re  acgles 
droirs.  

Thcorémr trc$ircc. 

On ne peut i nk r i i - c  cims une Ghere 
qne les cinq corps rey l ic rs .  

C'elt à dire ,  qu'on ne peut concevoir 
aucun autre iolide compris ious des fi- 
zurcs planes toutes &sales & feiiiblables, 
dont tous ~ c ç  anglcs touclient 13 fpi-iere 
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dans laquelle ce folide foit conceu inC 
crit. 

La raifon e f l  qu'il n'y a que les anç!es 
plans dont ces cinq corps [ont cornpokz 
qui  puiffent fi ire un angle Colidc , coin- 
m e  nous 1'allo;x d h o n t r e r .  
IO Trois  triangles &au:: Sr equilateraun 
peuvent faire un angle ioiide, car les 
t rois  angles de ces triangles q u i  coin- 
prendront un angle folide iie valent que 

/rois fois 60 degrcz , cliacun des an&s 
d'un equilateral etant de 6o.Trois de ces 
t r i a q l e s  joints eiifenîble font les angles 
h l id rs  d u  Tetraëdïe. 
20 Quatre di: ces t r i a n ~ l e s  peuvent cn- 
core faire ,m ansle folide, tcl que ccluy 
de l'OL2iëdre;car les quatre angles qu ' i l s  
comprendront rie valent que qi!atre 
fois bo,ce qui efi moins que quatre droits. 
30 Cinq de  ces t r i a n ~ l e s  peuvent faire 
encor un ansle îolide,car les ansles dcs 
p lms  qu'ils comprennent, ne valent que 
cinq fois 6 0  degrez,ce qui efi f-noins que 

' qgatre  aii3les droits. L ' a n ~ l e  de 1'Icohe- 
cire efi fait par cinq t r i an~ le s .  

Six triangles eqiiilateraux ne peuvent 
f i i re  un anglefolidc; car les ansles plans 
q ~ i i  comprendraient l'angle iolrde w u -  
droicnt quatre angles droits;  ainfi ilsfe- 
roient un  plan & non u : ~  iblide,par le Tb. 
2. f i  p. 
40 Prenant des quarrcz , fi on en joint 
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trois enfemble , o n  a l'ançle du cube , 
mais quatre quarrez dont les quatre an- 
des font droits,joints enièinble font un  3 

ylm. 
4" Trois pentagones font encor un an- 
gle folide, qui eif celuy du Dodecaëdre, 
mais quatre penrayones ne le peuvent 
pas, car leurs angles vaudroient plus de 
quatre droits. 
6 O  Plus les figures ont  de côtez,  les ail- 
$CS ~ U C  comprennent ces côtez font  
plus grands ; ainfi fi trois exagones ne  
peuvent faire u n  angle folide, à plus for- 
te raicon les eptagones , ne le peuvent 
faire;aiilfi des autres figures qui  iùivent. 

Prcrnicrr demande. 

Une figure eit plus gramie que celle 
autour de laauelle elle eit circonfcrite. 
& plus p i t é  q u e  celle dans laquellé 
elle efi infcrite. 

Seconde Demande. 

De deuxprifmes dc même hautcur,ce- 
lu); dont la bafe efi moindre, & q u i  par 
coniequent peut 2tre compr ik  e n  celle 
de l'autre, efi pIus petit. 

Scholir. 
Car il CR evidcnt qu'il y elt contenu : or CC qui conticnteQ 

plus grand quc cc qui CR conrcnu. 

Tbcorêmc quatrième. 
De deux prifnles circonfcrits ii un ci- 
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lilidre , celuy-li approche plus du  cilin- 
dre qu i  a plus de c0tez. 

L a  bafe d'un cilindre propofé efl X , 
celle d u  prifme qui a moins de côtez, & 
qui efi circonfcrit au cilindre [oit nom- 
mé Y,& Z celle d'lin 
autre p r i h e  qui a y 

plus de cotez,& q u i  
efl circonfcrit au 
m?mc cilindre. Le 
Polygone Z par leP. 
S , 4 4 . 1 . 2 ,  efi plus 
pet i t  que le Polygo- 
ne Y : les P r i h l e s  
dont  ces Po!ygones font les bafes, font 
de même  liau[eur, Etant circonicrits à 
un même cilindrc, donc par la demande prc- 
G C ~ . .  celuy qui k r a  iùr Z , & qui a ainfi 
plus de co t ez ,  eit plus petit  que celuy 
qu i  en  a moins, dont  Y cit la baiè; ainli 
il approche plus du cilindre ; ce qu'il 
faloit démontrer. 

Corollaire. 
Donc un Prifnle d'une infiniti de cô- 

rez approche Ji pr i s  du  cilindre qu'il n'y 
apo in t  de difference ; ainfi o n  peut Cup- 
pofer que le cilindre efl un P r i fn~e  d'une 
infinité de côtez. 

ciheorêmc c i n p  icmc. 
De deux Prifmes inicrirs dans un ci- 
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lindre , celup-là approche plus du  cilin- 
dre qui  a plus dc côtez. 

La baie d u  cilindre propofi c l t  X , les 
deux Polygones Z Ck X ini'crits dans ce 
cercle foient les bafcs de deux Prifmes 
inkrits dans ce cilindre dont X eil la 
b a k .  

Par le Tb.9, 5 A,, 
1. r ,  le Polygone 
YA qui a plus de 
cotez , eit plus 
grand & appro- 
che plus du cer- 
cle que le Poly- 
gone Z : ces deux 
Prifines, dont Z 
& Y font les baiès , font de meme hau- 
teur, étans infccrits dans un même cilin- 
dreidonc par  la demande prec. le Priinne qui  
c f i  Cur Y eit plus grand q u e  celuy qui efl 
lur Z : ainfi il approche plus du cilindre, 
ce qu'il faloit dé montrer. 

7rorl;érne demande. 

De deux pyra midcs de même hauteur, 
celle qui a une plus grande: baiè eit la  
plus grande. 

Scholic. 
Car il cQ cvidant que fi l'an conçoit que rune foit miTe dam 

I'iurrr, celle qui a une plus grandc bafe conricndra celle qui C e  

iunc  p l u 6  pctire. 
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De cieux pyramides circonfcrites à un  
cone, celle q u i  a plus de cotez approche 
plus d u  cone. 

Cela fe démontre  comme les prece- 
dans Theoremes. 

De deux pyramides infcrites dans un 
cone, celle q u i  a plus de côtez approche 
plus du cone. 

Cela fie démontre comme les prece. 
dans Theorêmes. 

Donc on peut fiippofer qu'un colle eh 
une pyramide d'une infinité de cotez. 

Thenvêtnt hui/iérnc. ' 

Plus un Polygone a de c h e z ,  le fphe- 
roide qu'il forme approche plus de  la 
Ghere autour de laquelle il eit circon- 
lcrit. 

Cela Ce démontre par la inêmc voyc 
que les Theorêmes precedans, car p l ç s  
l e  Polygone , qu'on peut appelIer le Ce. 
nerateur du Syheroïdc , aura de côtez, 

par les 
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par les rb. 8 & 9 4 4 1. L & lcurr ~ o r o l l . p l u s  il 
approcliera du cercle; ainii Ic Spheroide 

décrira par fa revolution appro- 
cheraplus dela fphere,à laquel le il elt ch, 
confcrit. Ge qu'il faloit démontrer. 

Donc ilne fphere p e u t  être pïife pouf 
un Spheroïde formé par un Polygonq 
d'ulie iilfiniti de côtez. 

S E C T I O N  I I I .  

De la fürfice des  solide^ 

hauteur que ce 
Prifn-ie, & dont 
fa  bafe efi égale 
au circuit de ce 
Prihe.  

Les furfaces 
d'un PrifÏne [ont des Parallclo~ramiiles 
tous de même hauteur , dont les baies. 
Piifès cnfemble font le circriit de ce 
Prihe , par conCequent ils i on t  ésaux à 
un Parallelograinme de la I-iaute~ir ds 
Prifnie, & dont la b a k  efi égale à ion 
circuit,  ce qui eft e vident. 

N 
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Scholie: 

On n'y aomprcnd point Ics larfaccs des b a h .  
C o r o h r e  prcmrcr. 

Donc puis qu'iin cilindre peut être 
pr is  pour un Priime, conformimrnr à la dcfi. 
nirron se, O t /HP. qui a une infinité de 
faces, la furface d'un 
ciliiidre eit égale à un 
ParalleIogramme de 
m2me hauteur,& ti6t 0 ri 
l a  bafe efi égale à la  
circonference du cer- 
cle, qui efi la bafe dc 
ce cilindre. 

CoroRuirc ficond. 
Donc tout ce qui a été  démontré de 

la raifon qu'ont les Parallelograrnrnes 
entr'eux convient ,aux fiufaces des ci- 
lindres. 

Per exemple. I. Les furfaces d e  deux cilindrcr f o n ~  I'unr 1 
I'aurre e n  raifon c o m p o l k  dc leur haurcur , & du circuii de 
leur bafc. 

a .  Ainfi dans dcux ciliiidrer, fi la haurcur cIt  3 la haurrur, 
commc la bale i la b i k  , c'clt i dire,  G la raifon dc lcurs fuifa- 
ccs CR c o m ~ o f i e  d c  deux raiS~nsCgales,cctre raiion cR doublit, 
p ? I t T h .  1 ,  5 3 . 1 . 3 .  

3 .  S i  d rux  cilindres ont, ou leurs hauteurs . ou leuri baici 
€p l c r ,  leurs furfaces font enri'cllcr commc Icr inbgalci, prrii 
T h . 1 5 ~ 5 g . l .  3. 

4 Les bases d'un cilindre fonr der cercles; donc  puirqur Irr 
circonferrnccs (ont enri'elles cornnie leurs diaherrcr,per l c  Th.f 
Q 1, 1. a .  Ics lurfaces de  dcux cilindres de  mEmc hauteur loni 
~nir 'clJcs commc lcr diamcrrcs des ccrclcrdc lcurs bafcr. 

5 .  Enfin comrnc l'on peut trouver. par l e  Probl .  3 .  4. j .  1 . 3  
un Paralirlogromrnc q u i  {oit Semblable , & cn  railon donnie 1 
un aurr r ; ainii on  pourra rroiivcr un cilindre dont l a  lurfrsL 
air une r d o n  rcquikavcc  cc!lc d'un aurrc cilindrc. 

\ '- 
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Thcoréme f i rond.  

Le Polygone X eit une des deux bafes 
du PriCme Z, la hauteur GF de ce Prifme: 
eit égale à GA, qui efl 
une ligne menée de A 

perpendiculairement 
centre du Poligone X 

îur BC I ' L ~  des côtez: 
je dis que la i u r f ~ c e  du 
Prifme Z efi double de 
celle du Polygone Xd 

D F  6 

De tous les angles du Polygone X 
ayant mené des lignes au centre A ,  on 
fait autant de triangles que Z a de fa- 
ces ,  leiquelles faces iont des ParalleIo.- 
grammes. Or ces Parallclogrammes ; 
comme eit BCED, & ces triangle's com- 
me eft ABC, ont  même hauteur & mê- 
me bafe : donc ces Parallelogrammes 
[ont doubles de ces triangles, par Ic Th. 4, 
41 4.1. z , & par confequent la furface de  
Z cornpofée de ces Parallelograinmes 
efi double de  celle de X égale 3 tous ces 
trianples. 

Coroh%irc pvrrbrrr. 
Donc G la hauteur d9un cilindre qu.6 

peut regarder comrhe un Priime eit ega- 
le au rayon du cercle, q u i  efi ià baie, fa 
furface ièra .double de celle ducercle. 

Coroaairc hcond. 
Ainfi fi un cilindre a pour fa hauteut  

N l j  
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deux fois le rayon,ou une fois le diame. 
tre du cercle, qui eit fa bafè , la furfacc 
fera quatre fois plus grande que celle de  
ce cercle. 

7hcarême rrrijiimc. 

La furface du contour  d'un cilindre 
cfi d , ~ a l e  à celle d'un cercle dont le ra- 
yofi efi moyen proportionnel entre la 
hauteur de ce cilindre & le dianietre du  
cercle qu i  efi fa bale. - 
t K 

X eit un cilindre d o n t  AB efi l a  haua 
teur , BDle circuit de  fa baiè, qu i  efi le 
cercle Z, dont l e  Circuit efi FG ou BD, 
& GC le double dc ce circuit. La h r -  
f ice de X efi igale au Parallelopram- 
me AGD , ou au triangle ABC , comme 
celle d u  cercle Z au triangle EFG. 
Je ikppo- que H IZ rayon du cercle Y 
eit, moyen proportionnel entre A B  
hauteur de X ,& t E,F diametre de Z. 

- Soir ICL le circuit de Y ,  ainfi G fur- 
face efi égale au  triangle HKL': il n'cl? 
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doiic quefiion que de prouver que le  
triangle HKL cil égal au triangle ABC. 

Par I'hiuothefe : : AB , HIC, 2EF : or 
HI< , KLA: : ZEF, 2FG o u  B c : doiic 
HIC, 2 E F : : KL , E C donc puicque 

A B ' H 1 i 7  3: :  HK, 2 ~ ~ : d o n c r i ~ .  K L , B C ,  
HIC: : ICL , BC ; partant Ie reQangle de 
des extrCmcs AB & BC efi igal  à ccluy 
des moyens HI< &KL, & confequemmEt 
les t ï i m ~ t e s  ABC, HKL , qui en Ceronr 
les moities fe ron t  ésaux, ce qu'il faloit 
prouver. 

7hcaréme pairiérnc. 
La furfacc d'une pyramide efi &gale à 

u n  triangle, dont  la  hauteur eit égale à 
la hautcur de cliacune de fes faces, & 
dont la bafe elt égale au circuit de la ba- 
fe de cette pyramide,  ou à un ParaIleIo- 
grdmme de même hauteur, dont la bafe 
efi la moitié plus petite. 

Cliacune des faces de l a  pyramide efi 
un triangle, ces faces érant égales, ces 
triangles [ont égaux entr'eux, & à un 
triangle re&an;le de même hauteur , & 
dont la bare efi égale à toutes  les bafes 
prifcs enfemble de ces triangles, par le 
Th. 6 0 ,  4, 1. z , 6 p4r le Th. 4,s 4,l. z , ce 
triangle eit égal à un Parall. de même 
hauteiir dont la bafe efi moitié pluspeti- 
te,qui cfc ce qu'il faloit d f m ~ n t r e r .  

N iij 
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Corouaire premier. 

Donc puifque les cones peuvent être 
confiderez comme des pyramides, lafur- 
face d'un cone eit égale i u n  triangle re- 
&anglede même hautcur, que la furfacc 
du cane,R dot la bafe elt égaIe au circuit 
de la bafe du cone,ou,à un Parallelograin- 
me reçtangle de même hauteur ,  dont  14 
barc eO +le j la moitié de la bafe, 

Scholrc. 
La hautcuc d e  la fu:face d v  cone & d e  la pyramide eR iine li. 

gnc  dro i te  la plus courte qu'on pullTe conccvoit  menée lur la 
iurfacc du [ommct a 13 baie. 

LovoRaive ficond: 
Tout ce qui a donc étE démontri  des 

n i i o n s  & des proportions entre plu- 
fieurs redlançles femblablcs, . . convient 
aux fur faces des cones. 

1.  Les futfaces des C O ~ C I  font cntr'ellcs e n  railon comporic 
d e  Icut hauteur & dc lcur bak .  
i. Si la hauicur cd à la haurcur commc la baîc d la bdc , 

ces Cutfaccs fcront cn raiion d o u b l k  ,par l e  Th. t a .  3 . 1 .  3 .  
3 .  Si les deux concs ont  lcur hautcur o u  lcur bare égale, 

k u r s  furfaces icront entr'cllcs comme Ics inigalcs,plct i r  Th.13 ,  
b 3 l l .  3 ,  

4. Donc puifqueles circonfcrcnccs des ccrclci font cntr'cb 
Ics commc lcurr diarncrrrs , deux concs ayant m i m c  haurcur, 
,leurs furfaccs ront cntc'cllti commc Ic! diamerrcs d e  lcurl bafci. 

5.  Vn rcAanglc étant donni .  o n  cri pcur ttouvcr u n ,  ou 
pluricurr fcmblablcr. qui  ayent une tcllc raifon avcc luy, 
aufi un conc ;tant donnC. o n  pcut rromver un o u  plufieurs au- 
trcf cones a u &  fcrnblalilcs , qui  Coicnt avcc Ic  d o n n i  co rairun 
xcquife. 
6. La furface du c o n e  X CR à celle d u  ccrclc qu i  C R  fa bafc 

cornme Ca hauteur cR a u  rayon d e  ce c h l e .  
La f u r f ~ c e  d c  ce ccrclc CR Cgale au triangle reRanglc   do ni 

l c  cSrC D e n  égal au rayon BC, &Ir côté Eau ci[cuir du c c r W  
p r  l e  Th, I O  5 4. a. 
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sont X cR Cgalc 
su triangle rrc- 
tinglc Y .  dorit 
Ir r6ré F cR i- 
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cuir de la bafe , f 

Th. p r r c r d .  
G ~r n &tant 

ibauxchacun au G 

circuit d u  ccrcle. qui CR Ir baCc du 6one , ils Tonc égaux entre 
cuu,paruni  Ics lurfaces dc  ces deux triangles rc&rnglcs Y & 2. 
~ U ; O M  dcs ba ic i  égales.  fçavoir G h P , font cntr'cllcr comme 
F a D; mail  AB= F , & RC= D dons X furface du conc CR i 
rtlle du ccrcle d e  fa b arc, commc AB cfi  A BC: cc qu'il faloir: 
prouvcr. 

Thcorême cinquiémc. 

La furface d'un cercle dont le rayon 
cfi moyen proportionnel entre la hau- 
reiir du cone , & le rayon de la bafe dc 
ce cone,eit&ale i la furfacc de cc cone. 

Soir X un cone dont A G efi 13 hau- 
teur& BD l e  circuit du  cercle qu i  c f i  fa 
b a k  , ainfi fa furface efi égale au re&an- 
gle ABD. La ligne BC efi le rayon de fi 
bare. Je fuppofe que EF e i t  moyen pro- 
portionnel entre AB & B C ,  & que EF 
eft lerayo 
d ' u n  cer- 
cle dot FG 

cuit ,  ainfi 
la furfacc ...-.. ., 
de  ce cer- a . c 
cleefiégal~ 9 -- a 
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au triangle EFG , par conkquent  il n'eQ 
quefiion quede prouver queAGD EEGF 

Par l'liipothek AB,EF : : EF, BC : & 
puifquc les circonferences des cercles 
i 5 n t  entr'elles commc leurs diametres, 
EF, BC : : FG , GD. - 2 

A B ,  E F ,  Aiiifî EF! B C ,  
:: ( F G ,  B D ,  

d o n c - A B ,  E F : : F G ,  R D ,  
' Donc  le reRanj1e de AB & de BD les 
extrêmes efi &gal à celuy de EF , S: FG 
3es moyens, & par confequent les trian- 
cles ABD, EFG,qui e n  Cont rrioitiés, k- b 
ron t  Lgaux, cc qu'il faloit prouver, - 

Thco~ imc  fixie'me. 
Si la hauteur & la bafe ~ ' L L I I  Prihe 

.nt c'sales à la hauteur & à la bafc d 'une 
pyramide droi te  /a  liirface du Pr ihe  
fera double de celle de 15 pyramide. . 

Cllaque f ~ c e  dii Priiine eit un Paraile- 
l o g a m i n e  , & chaque face de la pyra- 
h ide  cil  Lin triangIe. Dans le cas pro- 
j o f  ces P a r a l l e l o ~ r a m n m  & ces triaii- 
gIes [ont de inZrne hauteur Sc Cur mi-  
nie-bar' T- donc par l e  Tb. $. 4 4, l. 2. CES 

Parallelogramincs font doubles de ces 
~rlangles; ainfî la îurface du  P r i h e  elt 
doubk-de celle de la pyramide , ce qu'il 
fdoit p&ulre r. L 

€oroDairf. 
Donc les cones psuvant f tre confide: 

6- - 
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rez comme des pyramide, & les cilin- 
dres comme des Prifnies ; on peut dire 
que la fiurface du ciliildre e k  double de 
celle du cone de même hauteur & fur 
rnêrng ha-. 

Scholie. 
Tout ce que l'on peut démontrer des railons der triangles rc; 

Aangles avec les parallclogrammcs , convicnt aux furfaccs dcr 
concr  au rrgard decclicr der cilindrcs, l ~ q u r l l c  railon cil com- 
poléc dc celle d e  leurs hauteurs , &der circonfercnccs des cet: 
clrs font leurs baîes. 

Lamrnc premier. 
La fiiïface de BCDE frazment dy  co- 

ne A D E efi êgale à celle du Traycze 
GHLK. 

Par le Coroll. I~~ du Th. 4C [ip. la fur- 
face du A 

cone AED 
e i t  ;sale 
au trian- . .. a A 
gle reR5-  ,- 
X I ~  FGH, j--------1, 
dont F G U 
=AD & 
G H éga- G 

l e sa  lacir- 
conferei~ce du  cercle DE & celle du co- 
ne ABC au triangle re&t.angle FKL dont 
FI<-, AB & K L  à la circonferencedu cer- 
cle CBAtant donc FKL de FGH le refie 
GHLK fera égal au f r a p e n t  BCDE, ce 
qui efi evident. 

Lemme fécond.  
Si on'couye les deux côtez KG L M 
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par la moitié,en me- 
nant la ligne M N  
paralelle à GH,leTra- 
pefe KLHG feraégal ...... -. 
à un re&t.angle fait de H 

KG & MN:la démon- O 

itration en eit aifée 
Dcrnandt. 

Si l'on joint les angles d'un fpheroïde 
comme X, figure filvantc , par des p l m  
perpendiculairesà Con axe qui le divicent 
cn plufieurs parties, ces parties feront 
ou  des cones comme C, o u  des fragmens 
de coile, comme B, o u  u n  cilindre com- 
me A. 

Thcorérnc/cptrém c. 
Chaque furface des portions d'uii fphe. 

roïde elt égale au refiangle fait de la par- 
tie de l'axe à laquelle elle répond, & de 
la circonferencc du cercle o u  fphere in. 
Icrite dans ce fpheroïde. 

P o w  Ia parue A. 
Quant i la 

p i e  , i ;_> 
n'y a pas de 
dificulté , , ; ....._... .-.... .- .... --.----.. 
puii'que c'efi l 
un  cilindre 
dont  la hl= , i ............... .i.-.-----.i 
face , par Ic B 
CcroY. r .  Th.1 -... .., 
fip efi é ~ a k  

-"k-"-' 
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gu reaangle de EF par la circonferenci 
d'un cercle dom le diametre cfi EH, le- 
cpel eft égal au diamctre du cercle ou 
fphere infcrite dans le fpheroïde X, ce 
qu'il faloir prouver. 

Pour fa p d e  B. 
11 faut démontrer que la Curface de Ia 

partie B, q u i  elt un fragment de cone,efi 
ésale à un relitangle fait de K L partie 
de l'axe du fpheroïde, à laquelle elle ré- 
pond, & de la circonference d'un cer- 
cle infcrit audit fpheroïde , dont CN ef i  
le diarnetre, 

Je partage ce fragment de cone par la 
moitié,menat CM pafalelle ~ F K  & à EL: 
je mene aufi G E paralelle à KL à la- 
quelle elle efi égale. Le  triangle EFG & 
ACD font rettangles, ainfi GFE & GEF 
valent' un droit . 

F K l'angle GFE étans 
donc égal à l'an- 
gle FCD par Ic Th. 
8 8 1. f. r .  rctran- 
chant de l'angle 
droit FCA , l'an- 
$le FCD le refie 
DCA fera égal à 
GEF , ainfi les deux triangles ACD & 
EFG font equiangles donc GE ou IUI , 
EF : : CD, CA ; partant KL ef€ à EF 
comme le double de CD q u i  eh CM efi 
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204 ~ ~ a h s l j s  D E  G E O M E T R I E :  
au double de AC, qui efi CN : or par I r  
Th. 4 6 2, 14 3 les l i g e s  CM , C NI yrifes 
corne diametres,font eritr'elles c6me les 
çircoferences des cercles dont elles Sont 
diametres:donc le retlangle fai t  de GE & 
de la circonfèrence d'un cercle dont 
CN efi le diametse, eft égal au reQanglc 
f ~ i t  de EF & de la circonference d'un cer- 
c ledont  CMef i  dmnerre,auquel efi éga. 
le la iiirface de B fragment de cone,parlc 
Lcrnrnc prrccdanr,ce rettan~le,dis-je,& egal 
à un re&agle fair de KL par 11 ciïconfe- 
rence d'un cercle,dont CN eit le diame- 
rïe ; ce qu'il f~ loi t  prouver. 

Pour la partte C. 
De O moitié de BD côté du cone C 

je mene une ligne à A centre du cercle 
q u i  cit infcrit dans le iplieroide, une 11- 
gne A 0  , & par D une paralelle à AO, 
amfi comme BO efi moitié d c  RD , A 0  
fera moltic5 de DF , partmt DF kra le 
diainetre du. cercle i n k r i t  dont A 0  elt 
l e  rayon .  

L a  fur face du co- R 

ne C ,  ou,  DBG, par 
l e  Cor. I .  Tb .  4. f i p .  u 
efc égale à tin trian- 
qle reflanzle dont A : 
b eit la hauteur, a 

& la baie Lin cercle -, 

dont DG efi le dia- . .".*'. 
pet re ;  partant àun E 
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Paralcllogramme rellangle dont  GD efi 
la hauteur, 8; la bafe elt la circonference 
d'un cercle ,6.ont DE moitié de DG eit: 
le diametre ; ainfi j l  faut prouver que le 
reoangle de CD par lacirconference du 
cercle dont DE efi diametre,eit égal au 
reCtaii~le de GE par la circonference du 
cercle dont DF eit le diarnetre, 

Les deux triangles DEF & DE15 font 
femblables , par le Lem. q. 5 1 , I .  j , donc 
BD,BE::DF, D E  : orDFei t  à DE, 
c6me les circonfèrences des cercles dont 
ils font les diametres, partant le retlan- 
gle de B E par la circonference du cer- 
cle dont D E efi le diarnetre, efi égal au 
rettangle de ED par la circonfererice du 
cercle dont DE efi le  diarnetre, ce qu'il 
faloit prouver. 

7hcorême huiriémc. 
La f~irface d'un fpheroïde eit Gçale au 

reaangle f i t  de ion  rixe par la circonfe- 
rence du cercle , o u  fphere qui I ~ i y  efi 
iniirite. 

Par l e  Th.pr tc tdanr  ; puifque la furfice 
de chaque partie d u  iplieroïde cfc éça- 
le a u  relkangle faire d e  chaque partie d e  
îon axe à laquelle el le répond,  & de 13 
circonference du cercle o u  iphere , qvi 
luy eit inscrite, toute la  î~lrface entiere 
feraégale au r e t l a n ~ l e  de tou t  l'axe par 
la circonference du cercle ou  îphere qui  
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206 E L B M E N S  D E  G B O M B T R Y E :  
luy eit infcrite, puifque l e  t o u t  & fes par. 
t i e s f o n t  un produit  égaJ, quand ils [ont 
multipliez par une  m ê m e  grandeur,corn. 
me on a démontré  , I .  2. Grand. prop. ze 

Thcorêrnr ncirfimc. 
La furfaet? d'une rphere et3 égare au 

reoangle  de ion axe par la circonferen. 
cc d'un cercle qui a mGms diametre 
que cette f p h e m  

Pnr Ir dejînition g J z ?  I;p. la Qhere eft 
fcrrmée par la revolution d'un derny cer- 
cle,îur ion  diametre comme axe:orparle 
T. & IO,$ 4 ,L  a.le cercle peut être culideré 
comme un PoIygorie regulier d'une infi- 
n i t é  de côtez; ainfi par la definition du 
fpheroïde la fphere efi un fpheroïde d'u- 
n e  infinité de cercles,dont l'axe par con- 
fequent efi égal à l'axe o u  diametre de 
l a  fphere , ainfi puifque par le prec. Th. 
l a  îurface du fpheroide eB égale au rec- 
tangle fait de ion axe par la circoferen- 
ce  d'un cercle dont le  diametre elt celuy 
de la fphere qu i  luy efi inkrite,la furface 
de  cette fphere iera égale de nii?me au 
reétangle fait d e  fon axe & de fa circons 
ference d'un ckrcle qu i  a même diame- 
t r e  que cette fpllere , ce qu'il faIoit di- 
montrer.  / 

fhcorêrnc dixiémc. 
La Curface d'une iphere eft é ~ a l e  à cel. 

Ic du contour  d'un cilindre où elle eR 
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infcritctqui a même hauteur que Con axe, 

Figure fuivante. 

La furface de la fpherc AMNC efi 6. 
nale àun  reoanglc fait de fon axe par la 3 
circonferéce du cercle fait fur ion diame- 
tre MN, or la furface du cilindre ou cet- 
re fphere eit infcrire dont Ies côtcz DP, 
~ Q f o i i t  égaux àAC,l'axe de cet te fphere 
eit- égale a ce hnêine reQangle ; car par Ir 
~ o r o l 2 . r ~  Tb, r . f i p .  elle efi égale au r e b n -  
gle fait de PD par la circonference du 
cercle de fa baie q u i  a pour diametre PQI 
égal à M N  ; puifque le diametre d'une 
fpl~erc infcrite dans un cilindre doit être 
é j a l  à celuy de la baiè du cilindre , îelon 
l'idée qu'on a des figures inîcrires. 

Si o n  coupe une fphere infcrite dans 
un cilindre par des plans perpendicu- 
laires à ion axe,la furface de chaque par- 
tic de la fphere efi égale a celle de la par- 
tie du cilindre qui luy répond. 

A C axe de la 
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' . celle de 
la particMGFN du , 
cilindrc , comme e 
aulx la furface de HAIà ceIle de EFGD. 

C a r  o n  peut prendre-cette fpl-rere pour 
un fpheroïde, ainii la partie M HI  N & 
RAI pour des portios de fpheroide.Ainii 
par le Th. 7 f i p .  la iùrfacc de MHIN, eit é- 
gale au reoangle BO par la circonferen- 
ce  d'un cerclc dont MN efi Ic diametre, 
auquel re&aiigle, par l e  Cor. 1 . d ~  Tb. I /up, 
efi égal , la iùrface de FGhIN: de méme 
la furface de HA1 eft égale au rle&angle 
de  AB par la circonfèïence d'un cercle 
d o m  G F eit  le diametre , auquel efi 
égale la furface de la partie DEFG ,par 
I c  Coro[ l , i  BN Th. cy-dtJh abcgrri. 

Problême premier; 
Couper une fphere par un plan , de 

ior te  que les iùrfaces des porrions de la 
d'yhere foient en raifon donnée. 

11 faut inkrire  la fphere dans un ciliti- 
dre, en fiiitecouper les c8tez de ce cilil+ 
dre, felon la rriilondon~iée & mener par 

ies 
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h v ~ i  IV. S E C ~ I O N  I I h  269 
les points de cette feaion des l i g ~ e o  ou 
dcs plans paralel'les qui  couperont la 
fphere f i lon la raison donnée ; car k s  
lurfaces des portinns de la fphere, coma 
priies entre ces paralelles, Ceront égales 
à celles des portions du cilindre aufiquel. 
les elles répondront, par Ic Th. rrfip. 

Scholir: 
Zc nc p i t l e  point dei rrifoni q u i  Tc pcdvcnr obfervcr encre Ir 

hr&cc du conc k dc la fphcrc. l'en ay riTtz dit pour des Ela- 
mens. Cc quc ic nc dis par pcur R diduirc Eacilcmcnt dc cc que 
j'ry cxplipué: 

Tbcarêm dou&ne. 
La furface d'une fphere eit quatre foi$ 

plus grande que celle de ion plus grand 
ctrclc, 

Concevons une fpherc dans un cilin- 
dre, dont la bafe oar conieauent fera 6; 
gale au plus grand cercle d i  laipherc, 
fa hauteur fera le diam'etre du cerc1e;~ar - - L  

confequent , hlon dr CoroU. z, Th. a, f ip.  le 
contour de ce cilindre fera quatre fois 
plus grand que la  furfacc de ce ccrc1e:or 
par leTh. xofip. la furface de la fphere efk 
égle à ce canrour ; donc elle efi quatre 
fois plus grande q u t  celle de Con plu$ 
grand cercle. 

La furfacc d'une fpherexeft égale # celle 
d'un cercle que je nomme Z , don t  le ra- 

0 
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510 E L ~ M E N S  bg G E O M E T R I E ;  
yon efi égal au diametre de fon plus 
grad cercle,oo,tcqni cj? Ia mémc cho/r,ii le dia- 
inetre du plus grand cercle de la fpherc 
X eR I, &celuy du cercle Z efi z> ia fur- 
face de X efi égale à celle de Z. 

IO Les filrfaces des cercles érant entr7e1- 
les , par Ir Cor. du Thd i 8 , la 3,  ;, comme 
les quarrez de leürs diametres, puifquc 
l e  quarré de I efi I,& que celuy de 2 efi 
4 ,  Celon l'hiporheiè la furface de Z 
ièra quadruple de celle d u  plus grand cer- 
cle de la fphere X: or la furface de cette 
fphere eit quadruple de celle de ion plus 
grand cercle,par le Theor.  preced, donc 
elle ièra égale à celle de Z. C e  qu'il fa- 
lait prouver. 

La iiirface éntiere d'un cilindre , c'@ 
i drrc , tant de  ion contour  que de fes 
deux baiesefi à celle d'une fphere à la- 
quelle il efi circonfcrir , en raiion le6 
quialtere. 

IO Par lc Tb. IO f i p .  le feu1 contour  du ci- 
lindre efi egal à la furface de l a  fphere. 
z0 Chaque bafe de  ce cilindre efi le plus 
grand cercle de la fphere , qui  efl la qC 
partie de G iurface, par Ir Tb. i z  /HP. a i d  
les deux baies d ~ i  cjlindre [ont la moitié 
de la iurface de la fpIjere, 
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Partant toute la furface du cilindre ef t  
égale, ro à une fois toute la iürface de 
la fphere ; 2" à la moitié de cette iùr- 
face ; ainfi cette raiibn eit fefquialtere, 
c'e fi à dire, comme 3 à 2. 

Scholie. 
Nous avons ecfeigne'. prd l  3 .  6 3 . 1 .  3, c6mrnenc on trouv& 

d t s  ccrclci q u i  foient dans  une  raiion dânéc,ainfi on voir corn. 
inenion peut trouver d c u r  ou pluficurs iphcrcr qui aycnr c e  
tr'clles une raifon propofie. 

La f u r f ~ c e  de la portion D A B  de 18 
fpliere X efl itgale à celle d'un cercle 
dont AB eit le rayon comme celle dei 
BCD à celle du cercle dom B C çfi le 

Le quarré de AC efi égal aux quarrea 
dc AB & de BC, doilc la fuïface du cer- 
cle dont AC e& le ra- 

yoiis , puifque les iü~fa- 

me les quarrez de leurs 
rayons ou de Icuïs dia- c 
rnetïes, 

O r ,  p v  le 7%. i j t  /;tp. je cercle dont 
AC eit rayon, a fa furfàce égale à celle 
de la Sphere X; ainfi cette iùrface efi 6.i 

s 1g 
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272 E L E M S N S  DE Grauaru i i - :  
gale à celle des deux cercles dorit AB & 
BC [ont les rayons. 

ReIte I démontrer quc la furface dc 
l a  portion DAB eit i celle de BCD,coin. 
me le qua r ré  de AB à celuy de EL. 

Ayant  infcrit la Cpherc X dans un ci- 
àindi-e de meme hauteur que cette Qhe- 
re , la Iùrface de la  por t ion  DAB fera 
égale, par Ic ~ r o b i  i .  fup. au contour de la 
partie d u  ci l indre qui luy répond,  com- 
nie celle de BCD. a l 'autre partie du ci. 
l indre. Les contours  dc ces  deux parties 
font  entr 'eux comme AE & EC : or Ics 
q u a r r e z  fur AB & EC i o n t  3uf i  ,par 1: 
7-h 16 5 9 .  1 . 2 .  comme AE à EC j donr 
l es  f i i rhces  des por t ions  de cet te  fplierc 
feront  cnrï'clles coinine ces deux quar- 
Lez. 

T h c o ~ é ~ r  f i is ihc .  
La furface d'une 1bhere efi double de 

celle du  contout di1 cilindre q u i  l u y  cfi 
ini'crir , & d o n t  l a  hauteur  efi éçale au  
d iametre  de fa bafe. 

La fiirface de la 
fphere Z eit quadru-  
ple de celle du cercle 
dont A elt le diams- 
tre , par I r  Th. i z  f ip .  

Ln furface du cer- 
cle donr A efi le dia- 
m e t r e  , efi ésale à la iiurfacc des cerd 
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clcs dont C & B font les diametres, puiG 
que ces furfaces font comme les quar- 
rez de leurs diainerres , & que A A= 
cC-+GB : o r  C=B ; ainfi I J  iürface du 
cercle dont A eit le diameme , efi égale 
A deux fois celle du cercle dont C eft le 
diarnetre, & par conkquent  puifque la 
furfacc de A eit la 4' partie dc la furfa- 
ce de  la L'pherc Z , celle du cercle dont  
C efi le diamerre, fera la huitiéine par- 
tir de celle de  la fphere Z : la furface d e  
ce même cercle dont C efi didmetre, eR 
la 4C partie du  contour  de ce cilindre 
iiifcrit, par l e  C'orol l .~ ,  du Tb. z , f i p .  donc ce 
contour efi la moitié de la firface de la 
fihere Z. 

S E C T I O N  IV. 

De la, Colidité des Solides. 

idité d'an Parallelipipede re- LA fiangle eit Oite par la multiplication 
de fcs trois dimcnfions, ou  
de fa hauteur multipliée _X 
par f~ bafe. 

Lc So!ide X elt f ~ i t  de 1 

chacune 1 la îurface de la 
bafe , & pofées direoemét  

l)?* furfaces planes , égales ' 

B 

lcs unes fur les autres ;ainii il efi vray dc 
O iij 
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arq E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E ,  
dire que cette bafe efi autant de fois 
dans le Solide X , que la  hauteur A con- 
t ient  de parties. En multipliant donc la 
bafe 3 par la hauteur  A ,  on aura une 
grandeur igale au iolide X,ainfi on peut 
dire que le folide X e f i  fait par la mul. 
t ipli iation de ià bafe B, par fa hauteur ,4. 

Deux folides de ii-iêirne bafe, ou  de ba- 
Tes kr~b lab le s  & égaies , di de inêrr,c 
h a u t e u r ,  don t  les cotés font les mêmes 
aiiqIes , font ésaux. 

Cela eitclair; car fi par la penrieonles 
met 1'~in dans I'autïe, il faut qu'ils con- 
viennent en tout. 

Lemme rro@hc .  

~ o ; t e s l e s  fePiions d7iin pr ih ie  para- 
Jelles a la bafè, iont égales & knibilib!es 
à . la . baie. . ' 

Le plan o u  la 
Se6tion EFG eltZt 
paralelle à ABC, 
i l  f au t  que EF [oit 
paralelle à AB, & 
FG à BC; maisles 
lignes paralelles 
entre mimes  paralelles font ésa!es,donc 
les  ~ Ô i e z  du plan qui coupe le priiine 
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[ont Cpux  à ceux de la baiie du prifme: 
or par le  7 h. 16,  5 1, [ip, l'angle EFG efi 
égal à l'angle ABC, ainfi des au t rcsp r -  
tant les plans ABC &EFGayant les cotez 
égaux, & les angles que ces côtez com- 
prennent égaux, ils font égaux & Lem- 
blables. 

Prrrnierc demlindc. 

On peut fuppofer que tout  folide eft 
fait d'lin nombre infiny de plans, qui 
ayant quelque épaiffeur a mais infenfible, 
font polës paralellcment les uns iùr les 
autres, 

Scholis. 

Cette fuppo(irion ne peut être contefiée par cc nombre in? 
fin!, jc n'eetans qu'un grand nombrc. 

~ccondr demande. 

Si deux folides ont m@me hauteur,  & 
que les plans qui les compofent foient 
également épais, l'un & l'autre auront 
i i n  égal nombre de plans. 

Les prifnles de même hauteur font 
eiitr'euxcominc leurs bares. 

Deux prifmes came Z & X qui ont mê- 
ine liauteur,ouqui font entre deux plans 
paralelles, filon la xre demande, peuvent 
ctre ctjfiderez copofez de plans paraleà- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



: E L ~ M X N S  DE G B O M I I T R I E .  
les, dont ils contiennent un égaI nom- 
br.e ? [elon la 2e demanda: or par Le Lem. j. 

TOUS ces plans font égaux chacun au plan 
de leur bafe, par confequcnt fi Z & X 
Qnt des bades égales ils ont un égal nom- 
hrc de plans égaux , ainfi ils îont égaux. 
Si la b a k  de Z eit Ie tiers dc celle de X, 
tous les plans dc Z leront le tiers de ccux 
de X, ainfi 2 fera le tiers de X. 

Donc la fdidité d'un prifmc n'efi pas 
plus grande lors qu'il a une plns grandi: 
Surfacc. 

Car deux grilqta entre deux plana paralcllca font Cgaux, l'ils 
ont lcurr bafci iga lcs ,  quoyquc Ics cbrcz dc I'un h i c o r  obli. 
qucr . &par  conkqiicnt plus grands ,  & qu'ainfi i l  ait  unc p l u n  
p a n d e  furfacc. 

Corollaire fccond. 

Eri mefiirant un prifine, s'il efi obli: 
que,  il ip faut rapporter à un prifine 
droit de/ mEine hauteur , o u  qui puifle 
être compris entrc deux plans paralelles. 

~ i r  ccluy q u i  CR droit ch S g A A  eeluy qui ne I'cR pas, quop 
qqc If turfacc du droit (oit plut pcritc. 

Les d j n d r e  s font des prifmes d'une 
infinit6 de c6tez;ainfi deux cilindres q u i  
q i t  mêine b&& q u i  peuvest Gtre c ~ i w  
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pris entre memes paraielles font égaux, 
quoyque l'un [oit droit&l 'auue oblique. 

Lcrnmr qnatrrc'rne. 
Toute feRion d'une pyramide qui fie 

fait paralellement à la bafe, eit fembla- 
ble à fa bafe. 

Le plan F DE efi paralelle à la bafe 
ABC, ainfi DE efi paralelle à AB & Dg 
à AC. Par l t  Th.  16, # I. f ip .  
l'angle C A B cl t  égal à c 
l'angle EDF , ainfi les an- 
.les de la Cefiion E D F , 9 
iont les mêmes que ceux 
de la bafe ABC , & autre 
cela tous les côtez font 

roportlonaux , car dans P c ~  t r k ~ ~ $ e ~  GAC GAB A 
par le Th.4 ,$  1. d .  3. 

FD, C A  
GD, GA :: 

DE A B  
Donc par le Th. S. 1 . 2 , g  2, F D E efi rem- 
blable à CAB. 

Lrrnrnc cinquiéma. 
Si on coupe deux pyramides de mê- 

me hauteur, ou  q u i  foient entre des 
lans paraleiles , par dcs plans paralel- 

res i leurs b a h  , les ka ions  de Ihnc Cc- 
ront à celle de l'autre qui et? en même 
hauteur, comme la bafe de I'une cfià la 
b a k  de l'autre. 
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Soient deux pyramides B A C G & 

NMOP entre des plans pasalelles, & par 
conièquent de même hauteur, les plans 
EDE & SQR lent paralellcs aux bafes dc 
ces pyramides , & à  la même hauteur, il 
faut prouver que fi les baiès font é~ales ,  
les fetlions [ont &$es. 

Par la Lemme 
preced. ces le- G P 

&ions font sé- 
blables h leurs 

fuffit de dé- R 

montrer que c N 

M N ,  Q R : :  
A B , D E , c a r  A M 

deux figures 
iëmblables [ont entr'ellcscn raifondou- 
blée de leurs côtez omologues. 

Soit nommé T la hauteur de ces yy- 
rainides qu i  efi la même , & V la hau- 
teur des plans qui les coupe, qui  eit cii. 
coïe la niême. 
M N ,  Q R : : P M , P Q  : : T b , ,  
AB,  D E : : G A ,  G D  5 

Donc , puis que deux i-aifons égaies à 
une 3e font égales entr'elles, N, 

:: A B , D E, ce qu'il falloit pi-ou- 
ver. 

Throrémc fitond. 

Les pyramicics de meme hauteur 
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font entr'elles comme leurs bafes. 

IO Par la premiere demande deux py- 
ramides peuvent être confiderées com- 
me compofées de plans pofez paralelle- 
ment les uns fur les autres. s0 Par la 
ze demande deux pyramides de même 
liauteur ont  égal nombre de ces plans 
paralel les. 

II ne refie donc qu'à prouver que tous 
les plans dont ces pyramides font com- 
pofées, &-qui  f i  répandent ou  font à la 
même hauteur, font entr'eux comme 
leurs bafes ; ce qui a été rouvé dans le 
dernier Lemme : Ainfi ? 1 les bafes font 
égales, ces deux pyramides font égales, 
puis que tous les plans pris à la même 
hauteur dans l'une & dans l'autre font 
êgauxj fi la baie de l'un efi le tiers de la 
I>afe de l'autre , comme cilaque plan d e  
I'unpris à la même hauteur,fera le  tiers 
de l'autre , I'une de ces pyramides Cera 
le tiers de 1'autre.Donc les pyramides de  
même hauteur [ont comme leurs baîes. 

Donc la folidité d'une pyramide ne 
depend pas de la  grandeur de les  côtez. 

Car une pyramidc q u i  n'eR pas droirc, à plus de furfacc 
yiunc de mCme hauteur qui efi droite, h ccpcndant fi leurs 
h k s  font igalcs cllcr Cour Cidu. 
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Donc en mcfurant une pyramide, f i  
elle n'eh pas droite,  il la f au t  rapporter 
à une qui le [oit, & qui ait la niêine 
h a u t e u r ,  puis que celle qui n'efi pas 
droite n'eR pas plus grande que celic 
q u i  efi droirc. 

Corollaire tra$émc, 

Les Cones font  des Pyramides d'une 
infinité de  cotez ,  donc tous ceux qiii 
font de même hauteur, droits o u  non 
droits,  iont entr'eux comme leurs ba. 
$ès, 

7bsorêrnc :roifiéme. 
Si o n  coupe le Pararel1ipipede.X par 

un plan, feloii la diagonale AC ou EG : 
il Cera coupé en deux prifmes t riangu- 
laires égaux. 

IO Les deux ~ a r t i e s  de G 

X ont leurç'bafes éga- 
les , elles ont  méme 
hauteur & mêmes an- 
gles; donc, par Ir L m .  z 
f i p .  dlcs font égales. 20 

Pour  dtmonrrer que 
ce f o n t  deux prifines t 
f i u t  que rapporter la 
lides qui leur convient, 

:rianplaires, il ne 
defiiiit, de ces [O- 
. - 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tout prifmc polygone peut être divi- 
fi en prifmes rriangulaiics. 

Soir K un prifme poly- 
'one "fit m e s  "nt 
ABCDE, & GHILF : ces 
b a h  polygones Ce rcdui- 
fent en triangles. Par la 
definition des prifines 
triangulaires , les folides 
ABC G H I .  ACDGIL. c D 
ADECLF. font des prii i  
mes trian ulaircsidonc Je prifme K peut 
etrr divi ? e en prifmes triangulaires. 

Vn prifmc cft Cçal à plufieurs p r Z  
nies de même haureur, f i  fa bafe eit 
égale à ccllcs de tous ccs prifmes. Il en 
e f i  de même des pyramides. 

Car concevant dans ces foIides des 
plans paralelles 3 la baie. I O  Par la t ede -  
mande /#p. il y aura un @al nombre de 
plans dans chacun. 2. Selon la ma- 
nicre que nous rivons demontré , les 
Th. premier & iccond fup. chaque plan 
dans le grand y r i h e  fera é ~ a l  à tous les 
plans qui  feront  dans ics autres prifines; 
ur il leur k r a  comme fa bafe eit à tou- 
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222 E L R M B N S  i )b  G E O M K T R I K :  
tes Ics bafes de ces priîmes,or elle leur 
eit égale,donc &c. Il en eit de méme des 
pyramides. 

7 hcorcme fixièrnr; 

Les cilindres de même hauteur font: 
entr'eux comme leurs bafes,. 

Les cilindres font des prifnles d'une 
infinité de côtez: Or par le Tb. r.fip. les 
prifmes de meme hauteur [ont entr'eux 
comme leurs bafes. Donc les cilindres j 
&c. 

Vn ciiifidre eR égal à un prifine trim 
gulaire de même hauteur, dont la bafe 
eit égale à la ricnne, 

Vn cilindre eit un prifhe poligone, 
tout prifme poligone peut Ctre diviié 
enprifmes triangulaires, par 1ê Theor, 
qe fip'. qui par le Theor. 5' f i p i  ieront 
égaux à un feu1 pïifme triangulaire de 
même hauteur, dont la bafe efiégale a 
toutes celles de ces prifmes: Partant le 
c ihdre  égal à cc prgme polygone , I'eB 
i$ ce priCme triangulaire qui a meme 
hauteur, & dont la  bafe efi égale àla 
fienrie. 
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Donc un cilindre X efi égal à plulieurs 
cilhdres A, B, C, &c. de même hauteur, 
dont toutes les baiès priles enièmble 
Cont ésales à la fienne. 

Car cour ces cilindics letont c'gaux i aurait de prifmei tria* 
gulaircr . qui ont même hauteur & bafcségalcr. Ccl iy  auquel 
X. cf? épi, &partant de m i m e  hauteur, & fur bafc égale. pac 
le Theor, 5 .  CR égal i tous ces autres prifmes rriangulaitcs . Er 
partant aux cilindres A, B,-C, &c. dont toutes les br(rrfoq 
igalcr à ccllc de X, partant XcR tgal i A , Bi C, érc 

Vn prifme triangulaire fe divife en 
trois pyramides triangulaires égales. 

Soit X ,  un prifme triangulaire, je 
inéne fur chacune de ces trois faces dts 
diagonales, qui feront fix triangles par 
leTh. 1.5.4.1.2.donc les uiangles B,4D, 
& BDC étant igaux, 
les pyramides BADF, A D 

k'B D C  F qui ont 
méme Commet , & 
partant mémé hau- 
teur , font égales par B X C 

le Theor. zc /up.Ayant Ôté par la peiifée 
de ce prifme X c e s  deux pyramides, il en 
refie une troifiéme, &avoir, FCED , Ja- 
quelle a premierement même fommet, 
içavoir , D , & partant même hauteur 
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que la pyramide FBCD , clles ont des 
bafes égales, fçavoir les triangles égaux 
P B C &  F C E , d o n c  
elles font égales; or A 
l a  pyramide FB CD 
tfi la même que 
BDCF eRant formée 
par  les mêmes trian- " X C 

g1es.Donc FCED,& BADF Ceront égales, 
en t r e  elles, étant égales à une troifiémc, 
ainfi X fera diviîé en trais pyramides 
égales qui font BADF, BDCF,& FCED, 

Vne ppamide polygone fe peut di%& 
fer en pyramides tïiangulaires. 

Ce T h e o r h e  fe dernotitre facile- 
men t ,  car la bafe d'une pyramide poli- 
oone efi un poligone,qui par confequent Q 
le reduit en triangles, fur leiquels con. 
ccvant des plans élevez le  Ioiig dcs 
cotez de cette pyramide jufques a ion 
fommet, on aura pluûeurs pyramides 
triangulaires, q u i  feront les parties 
de la pyramide poligone, 

T h c o d m r  dixi imt.  
T o u t e  pyramide poligone eit le tiers 

de tou t  priîmes de même hauteur, & 
qui efi iiir même b a k  , QU fur bak f-  
gale. 

Car 
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, Car ayant reduit en triansles l'une & 
l'autre baie de ces deux iolides, la pyra- 
mide polygone iera divil& en pyramides 
triangùlaircs , & le prifme polygone (in 
prifmes triangulaires : or par Ir Th 8 f i p .  
chacune de ces pyramides triangulaire9 
Sera le tiers d e  chacun de ces prilmes' 
triangulaires ; ainfi toute la: pyramide 
polypne tira le tiers de tou t  le prilrni 
polygone, 

i Yhcorcmr ontiirné. 

Un cone eft Je tiérs d'un ciiindre dé 
inrrne hauteur fur  baies égales. 

Un cone eit une d'une infini- 
té de côtez:oï une efi le tiers, 
par le 7 h .  10 d'un pritime de! même 
hawtéur.qui a une baiè ,égale ; donc Ic 
cone e@ a u f i  le tiers d'un cilindre de 
mêine hauteur ,  & fur méiile baic, ou 
baie égale, puifque un cilindre eft uxi 
pr ihe  d'un nombre infini dc côtez; 

Un cone efi égal 4 tous les cones de 
m h e  hauteur, dontPles  baies prifcs en- 
kmble ion t  égales à la Genne. 

Ces cones font des pyramides, ainG 
se Th. n'eit pas different du Th.  5 f ip ,  

B 
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A V E R T I S S E M E N T ,  
cJ cv idcn t  q a t  IA  g r a n d ~ u ~  d 'nn  filide dr- 

pend d e  f is  m i s  drmcnfionr , c'efi i dire, IL 
d s  fi langacrrr , de fa l a r p r  , & d t  fi  AH- 
m i r .  La filrdrri dm paraIlclaprpcdc , comrnc 
on A dtr  lemme premier fup, cJi farte par 
Ir mul t zpha i ron  d e  fi bafi par /a bauttur & 
/à bafc, dcptvd  dc la l o n p e u r  dc f i s  côtcz. Lafi- 
Irdrré d'un clltncirc drprnd d c  fa hantcnr Cp. dr 
fi bah ; remmc  az@ cclle d u  conr ; 6 prr$ 

14 bah-  de l'un dc  I 'awrc t j  fin 

cercle don t  IR  f i r f acc  dcpcnd dn dramcrrc, 
pour connorflrc la {olrdrtt d a n  crlrndrc Q d'un 
c m c ,  il faut cenjdcrcr  /a hauteur O la rir- 

confcrtnc: & lc duarnrirc du ccrclr qur rl la 
bafè. C c  f i n t  là Icrrrs rrorr dimcnJîon~. On 
peul drrc airfi y r e  la f i l r d r d  d'une fpbcrc de= 
pend à c  trou dmcn@ns , j'jaworr io Dr /on 
diarnrrrt, i0 D r  fi.1 plu4 grand ccrclc. jo Dr 

Jan rrlyon en /a munrcr t  qa'on Ic va drrc irn Th, 
17' 9uZ /y i l .  

Dans Ic tva i f tè  d e  la Gtandcw on a apptUi 
racines d'nn f i l ide cc gu'on nomme rcy di- 
men f i n .  
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Les parallelipipedes & fes prifmes 
dont les côrez font les mêmes angles 
font en raiion compofée des raiions de 
leurs trois dimenfions, 

S'ils font reRangles, la chofe efi clai- 
re ; car p a r  le Lm, I .  leur Solidité dépend 
de lamultiplication de leurs dimenfions; 
d o n c p a r  fa definatron des rarf in~ coripofè'c~, & 
par la propoL 8 1. 4 Grand. la ïaifoh qu'ils 
on t  entr'eux eit compoiëe de celle de 
leurs trois dimenfions. 

S'ils ne Sont pas ret)angles,maisqu'ils 
loient femblables,lamême choiè arrive, 
car par  le 7 h e o r .  3 g 1. 1, 3 leurs cotez 
étant également inclinez , ils font en- 
tr'eux comme les perpendiculaires d l  
leur hauteur : Or les tairons compoiëes 
d'éyles rairons font égales ; donc ces 
folides Semblables, Sont en raifon corn- 
poSéedes rairons deleurs trois dimen: 
fions. 

Les cilindrcs dont les axes îmt éga- 
lement inclinez , Sont entr'eux en rai- 
[on compoCk de lcuu dirnenfions. 

P ij  
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Les pyramides dont les axes font éga. 
lement inclinez, [ont en raifon compo. 
fie des rairons de leurs trois dimen. 
fions. 

Cela CR cvident, car ci les  tont le riers der ~rii'mcs q d  [on! 
fur lcurr hales,& qui  0111 même hauteur. 

Corollaire tro$émc. 

Les cones dont les axes font é @ e d  

ment inclinez , iont entr'eux en raiion 
coiilpofée des raiions de le~i ï s  dimen- 
fioiis. 

C'cR une faite, car les concr font dcs  pyramidci. 

Lcç parallelipipedes femblables font 
en raiion t r i p l i e  des rairons de leurs 
trois dimenfions; ainfi de tous les autres 
folides femblables. 

E.lles iont er, raifon compofée par le 
prec. 'Thcor. des trois rairons de leurs trois 
dimenfions. Or ces railotis Sont égales, 
donc la  s a i b n  qu'elles compoient , par 
par la definition de la raiion triplée, 
efi triplée. 

Les cilindïes fcmblables,font entr'cwx 
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comme les cubesdes diunetres de leurs 
b a h .  

Ils [ont en raifon triplée de chacune de 
cclles de le i~rs  trois dimenfions,parIc Th. 
PILC.& par confequetit de la ïaiîoii desdia- 
nletres de leurs baks : Or les cubes de 
leurs d i~metres  font e n  raifon triplée de 
celle de ces nGiiles diametres : Donc 
puifque les rairons compofées d'égales 
rairom, [ont Cjales , les cilindres ièm- 
bhbles font entr'eux comme Ies cubes 
des diarnetres de leurs bafes. Il e n  eit 
de même des cones îeinblables , & fe 
d h o n t r e  de  la même maniere. 

Thtaréme fiz;émc. 
Si les parallelipipedes , dont les CO- 

tés font les mêmes ansles  , ont  utle ou  
deux de leurs diriîerifionç &gales , ils fc- 
ront entr'eux comme l'inejale. II en efi 
de iiiêine des prifims, des pyrainides, des 
ciliiidres & dcs cones. 

Ces iblides iont en  raiLon compofée 
de leurs dimcnfions , donc par-la prop. 6 d~ 
1. 4. grmd. S'ils o n t  quelqu'une de leurs 
diiileiiiions égales, & les autres inega- 
les, ils doivent efirc entr'eux comme 
I'iiligale : Ainfi , par cxemple, fi deux 
cilindïes ou deux cones f o n t  de même 
hauteur, ils feront comme leurs bafes. 

Thorime dix-fêpttrèmc. 
Vne fphere eit ésale à un cone , OU 
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230 E Y - E M I N O  D E  G E O M E T R I E .  
pyramide polygone, qui a pour axe le 
rayon de cctte lphere , & pour bafe un 
cercle , dont le rayon efi le diametïe de 
cette même fphcre. 

IO En concevant une infinité de co- 
nes ou de i yramides~oligcnes,  dont le 
fommet efi dms le centre d 'une il)liere, 
6r les bafes dans 1.a iurface de la même 
fphere; i l  elt evident qu'on peut direque 
laiuliditéde cette ikhere efi ésale à tous 
ces cones, o u  pyramides pol iynes  puiî- 
que c'efi dire que le tou t  efi egal à tau. 
tes Ces parties priiès enCernble. 

2 O  TOUS ces cones,  par le cihroy.tzc 
f i p .  iont égaux à un cone q u i  a même 
liaiiteur , à rsavoir le rayon de cette 
@hcre , & pour bafe toute la furface de 
cette Cpher-e qui efi égale: aux b a h  de 
ces cones. 

3O Or la furface de cette fphere eit 
é g l e  à celle d'un cercle qu i  a pour ra- 
yon le  diametre de cette Cphere , par ir 
l%cor. 1 3 ~  S., 3 .  fip. donc la iolidité elt 
égale àce1led'~in cone, dont l a  bafe &c. 

CoroUarre p r c m u r .  
Donc le  fe&~ir  

ABDC d'une fphcïe 
qfi  é ~ a l  à un cone , 
qui a pour hauteur - 
le rayon AB de cette 
fphere, & pour bare 

A la iurface de ce Ièc- .. 
teur. 
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Crirc Curfacc,p~v 1t1 n t . &  nj.Th 5. j. rip.  CR connui',ainfi o n  

ronnoibra Ir folidité dc cc Irttcur , connoiflant qu'il clt i e a l 1  
an conc dom la bak k la hauteur font connuEs. 

Doncla foliditéd'un fëgment de fpherc 
tel qu'efi égale BCD ou X efi égale à 
celle du  feReur ABDC,moins le cone Z 
o u  ABC. 

Ainfi pour avoir la quantité de X , i l  
faut par ~c Cor. prtctd. chercher la valeur 
de tout c e  Cefleur ABDC , & en retran- 
cher le cone Z, dont EC efi la bafe , & 
A E  l'axe. 

Thcarême dix-huitiimc. 

La raifon de X cilindre à l a  Cphere Z 
qui luy efi infcrite , eft fefquialtere. 

Soicnr B & C deux cones qui ayent 
pour axe le rayon de la îphere Z,& que 
le rayon de 13 bafe de B [oit celuy de la 
rpliqe Z,& le rayon de la bafe de C foit 

l'axe ou le diametre de la méme fphere 
Z dor s  par i c  ~ o r o f i .  3C d w  76 .ze f ip .ces  deux 
roncs B & C feront comme leurs baies: 
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332 H L E ~ ~ E ~ J S  P B  G E Q M F T R I E :  
o r  celle de C efi quadruple de celle de 
2; donc le cone C efi quadruple du cone 
3;; ainfi B,C : : 1, +,Le plus petit colle B 
e R  Ia fixiérne partie du  cilindre X, qui a 
pour . .  ba. le grand cercle d e 1 ~  fpliere Z,& 
pour axe le diametre, car, par  ~cTh. I ~ . f i p ,  
cecoile eit le tiers d'un cilindre qui a 
même bafe qme Juy,& même axe;par c6- 
f q é t  il $fi la 6" partie d'unciliridre qui  . , 

.., ,... ._ 

& 
a merne bnfe, & Lin axe deux fois p lus  
graiid; ainfi  X, B : : 6, I. Par le Tb. 18 , l ; ip .  
le cone C eit éçal i 1i fi3liere Z : on a 
prouyC que  B, C :: r ,  4; i infi  B, Z : : 1 , 4 ,  
donc puifque le  cilindre X vau t  iix par- 
riçs tcllcs que ia Ïphere en vaut qua- 
t r e  X , Z : : 6, 4 ; ce q u i  efi une raifor1 
[ ikp id te re ,  

Theorérne dix- ntufiémc. 
Les fpheres font entre elles comme 

les cubes de leurs dirtinetres. 
Les fpheres font eii raiion compofée 

des rairons de leurs trois dimenfions, 
toutes les fphcres font fetnbl~bles; ainfi 
h i - s  trois ciimenfions on t  même raiion: 
Do3c la raifon qu'ellcs couipoÏent eh 

, - .  > . , S .  . .  . - 
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triplée de chacune des rairons de leurs 
dimenlioiis , par exemple, de celle de 
ieurs diametres. Or les cubes de ces 
diametres font'en raifon triplke de celle 
de ces diametres; donc Ics Cpheres Cont 
entre elles comine le cubes de l p r s  
diarnctres, ' 

S E C T I O N  V. 

firire à une îpherc les cinq corps 
r eguliers. 

A V E R T I S S E A I E N T .  

P Our faire Ics c i ty  corps r e g u f w ~ ,  11f.urrt cou; 
prr une fihcrr, d t f i r r c  yrrr chayuc fiffaan 

qui i j  un crrclr , rornrnc nous I'alonr monircr, 
/oit capable du poQonr , p i  t f i  une d u  faces da 
corps rrgulier : AtnJi unc fibrrr hanr donde  , 
il nc r'agir 7~ dc rronvrr la proportion de fin 
drarnrrrc avec ccluy du cercle capable d'rrnc de$ 
f a ~ t l  de  corps rcgulicr p ' o n  vcur f d l l ~ .  

Pour cntcndrc crire dernicrc parrir dc nes Elc- 
mens avant 9nc dr Jr r  l i re ,  il fird bon dc faire 
avec du carton le3 cinpl corps rrguiirrs ; la finlc 
vtii? dc 11 f i g ~ r ~ f i i w a n l e  cn ~pprcnd Ir: moyen. : 

Aprrs avorr tracé Ers fgurrs & couppilc carfou 
onleplie dc manicrc que l r s p l n n ~  gui compofin! 
crr corp  regrrlirrr f i  jo@cnr totw. 
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Toute fiQion d'une fpliere par un  
plan efi un cercle. 

X eB la fehion d'une fphere dont A 
efi Ie centre ; il faut  prouver que cette 
ktt-ion eft un cercle ; p o u r  cela conce- 
vons I O ,  que du centre A de la  fphere on 
fait tomber fiir le plan de cette lefiion, 
que je nomme X une 
perpendiculaire AB. 2" 
Que l'on tire du m h e  
centre A des l i g e s  tel- 
les que AC à tous les dh 
points des exrrernitez 
de X: toutes ces lignes c c 
qu i  f o n t  rayons de la n 

fpliere , font égales. El- X 
les [ont obliques , puis qu'on nc peut 
nxiler de A plus d'une perpendiculaire 
fur X : or les obliques égales ont leur 
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pied également éloigné de la perpendi- 
culaire , par lc  rh 6 , § ,  4, 1. 1, doiic toutes 
ces lignes menées des extremitez de X 
au point B font égales,& par confequent 
ces extreniitez font dans la circonferen- 
ce d'un cercle, ainG X efi un cercle. 

Si le quarré fiir AC elt  triple de celuy 
fur CD,  je dis que D B eft la troifiéme 
partie du dia~netre AB. 

Soit AC= a & CD= b & DA= c ,  par le  
th. +,$. 3 , l .  3, a a z  bb+cc, & puilique par 
la f~ippofition 3bbz aa 1 donc 3 b k  bb+ 
cc : ô t a n t  de  part 5( d'autre bb, o n  aura 
2 b b ~  cc : on fùp- 
pore que CD o u  b c X 
eit moyen entre  
A D oii c & ED 
GAD, CD, BD ou 

('p, 
c, b,BD ,par la  pro- B + L L I ~ \ A  D 

pol;  1 r .  lrv. 4. Grand. 
C 

cc ou 2bb, bb : : c ouAD , D E : donc 
DA k r a  double de BD , & confequem- 
ment D B eft un tiers de D A ,  ce qu'il 
faloit prouver. 

Le quarré d'un des côtez du tcrraëdre 
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236? E L ~ M E N S  D E  G E O M E T R I E :  
efi egal à fix fois I c  quarré de la 3c partie 
du diametre de la iphere o h  il eit infcrit. 

Le tetraëdre elt fait de quatre triangles 
Egaux & equilateraux. Concevons que 
dans la rpherc X i l  y a Lin tetïaedre iiiL 
crit,dontAC o u  a eit un des cÔtez,& que 
DC efi le rayon d u  cercie dans lequel efi 
infcrir uii des trian- A 

glcs equilateraux 
qui compofent ce  

quent , filon le 1.5. 7, 
B 3 , l .  3 .  le quar r i  de 
AC, qui efi un des 
côtez du triangle 

B 
equilateral infcrit 
dans le cercle dont CD eft rayon,efi tri- 
ple du quaîré de ce rayon; aiiifi ad=,  
3!~b,partant par 1 c ~ r m . p v a c . D B  eft Ia 3' par- 
t iedc AB diaiilerre de la ipliere X: [oit . . donc AG= 3c, par le t h .  7- tj I .  1. 3. -;: 3c, 
a, t c ; d o n c 6 c c ~  aa, ce qu'il f~loi t  deiiio- 
trer. 

Tbeore 'm~ ~vorliirne. 
Le q u a r r i  du dirin&re de la îplicrc 

efi en raifoi1 feiquialtere avec un des co- 
té du tetracdre qui luy inîcrit. 

Soit le côté  du tetïaedre a, & le di3- 
nlerrc dc la fpliere elt 3c , p y  l e  ~ h r o r i m t  
preced an= 6 cc. O r  le quarre de 3c dia- 
merïe Cc la îplicre cil 9cc ; ainli 
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L I V R E  IV. S E C T I O N  V, a37 
la raifon du quarré du  côté  du tetraedre 
a celuy du diametre de la fphere îera 
comme 6cc , à gcc , ou de 6 à g. qui 
efi une raifon ferquialtere. 

ThcorCrne 9uarrrémc. 
Le côté du Tetracdrc cfi incommenfu- 
rable en  l uy  même ,  & c o m m e n f u ~ ~ b l c  
en puiffance avec le diainetrede la fphere 
où ilelt infcrit. 

Soit comme cy-deffus A C , o u  a, côté 
d u  tetraedre,& AB,ou 3c diametre de la 
fphere,filon lc rh.2. f ip .  6cc=: aa, partat 3 c ,  
a, zc; donc gcc, aa : : 3c, tc: Or ces nom. 
bres 3. & 2. ne font pas nombres quar- 
rez; donc par Ic rhcor. rz. §. 4, 1. 3. a iera 
incomineiiiiirable en l ~ i y  mCme avec 3 c, 
& cornmerifurable en puiiiincc. Nous 
venons de voir dans Ic rhcor. prrc. que  aa 
elt au quarré du diametre de la  tpherc 
comme 6. a g. 

Problernc premir*. 
1nfcrire un tetraedre dans une fphere, 

ou trouver Lin cercle capable d'une des 
faces du tetraedre. 

Il faut  couper 
AB diametre de  la 
fphcre en trois par- 
ties égales , de ior- ,:' A 

te quc AD [oit dou- D 
ble de B D :fur D 
élever la perpendiculaire DC , laquellc 
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238 E L E M ~ N S  b~ G E O M E T R I &  
fera Ie rayon d'un cercle dans lequel 
ayant fait un triangle equilateral dont 
AC eft le côté, vous aurez une des faces 
du tetraëdre , comme il  efi evident , pnv 
Ie rh. z, fip. 

Tbr&mc cinguiémr; 

Le quarré du diametre de lafphere elt: 
triple du  quarré de chaquecôté di1 cube, 
ou de l'hexaedre qui luy efi infcrit. 

Le cube X efi infcrit dans une fphere; 
foit ladiagonale A B z  m qui efi le dia- 
metre de la fphere , la diagonale d'une 
des faces du cube foit 
BD= n , [oient noin- 
mez O ,  tous les cotez 
de ce cube qui font 
tous égaux. L e  quarré 
de .A B efi égaI à ceux 
de AD & de DB , c'e& 
àdire mm= n n - + o o  & 
ceIuy de DE efi éspl a B 
ceiix de CD, & de BC; 
c'efi à dire, n n =  oo- too  : donc en fub- 
itituanr dans l'equation precedaiite oo 
+oo e n ,  la p h c e  de nn,  or^ a u r a  mm= 
oo-coo-too , OU mm= 3 0 0  qu i  eit ce 
qu'il fdoit demontrer ,  Ikakoir que le 
quarïé dc m ou  de AB diamerre de la 
ipliere, valoit trois fois le quarré de cha- 
que côté du cube, 
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Le diametre d'une Cphere é tant  donné 
trouver le côté du cube q u i  y peut être 
infcrit. 

Soit AB le diametre de la fphere où il 
faut infcrire un cube. Il faut troiiver le 
côté de ce cube,  q u i  eit une ligne dont  
le quarré eit le tiers du quarré de A B 
diainetre de la fphere 
donnée , /CIOR CC pi 
vitnt d'être d c r n o n t ~ i  I ~ J  
ic th. p r r c c d .  Je divife le 
diametre de la fphere L?!?lh 
A B  en trois parties , A D B 

de forte que A D eit 
double de DE3 : iùr D j'éleve la perpen- 
diculaire CD, & de C je mene une ligne 
à B q u i  Cera le côté  d u  cube que je cher- 
che. Car foit BA= 3c & CE=: d,par Ir  th. . . 
7,5 1. 1. j. -;.. 3c, ci, c, donc 3 c c i  dd. Le 
quarri: de AB, o u  de 3c eil gcc , donc le 
quarré de A B  eft triple de celuy de d,qui 
ne vaut que 3 cc. Partant filon Ir th. f ip .  
BC elt le cOté ducube qu'on cherchoir. 

En fuite fi on veut avoir le cercleca- 
pabled'une f ac r  du cube, il faut faire u n  
quarré dont CB foit un dcs côtez, & luy 
circonicrire un cerclr qui k a  celuy 
qu'on demandoit. 
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Le cô té  du cube clt incornmenfurable 
e n  luy même,& cornmenfurable en puiP 
iàrice avec Ic dlametre de la fpl-iere. 

Par  ce qu'on vienr de prouver dans la 
propofition preced. BC,ou,d côté d u  cu- 
be efi moyen proportionnel entre tout 
l e  diametre & fa 3cpartie + 3c, d, c, ainfi 
3c , C ,  : : 3, I , ces deux ~iotnbkes 3 & I ne 
fon t  pas deux nombres quarrez, partant 
pnr ic rb. 12.5.  q. 1 , 3 .  BL eiZ incornmenSu- 
rable avec AB en Iuy-même , mais com- 
menhrable  en puifiànce , puiique' ion 
quarré efi le tiers de AB. 

Le quarré du côté d'un o~ taëd re  eR la 
moitié de celuy du diametre de la fpherc 
oh il eit infcrit. 

Concevei une iphere.dont 19axe oii le 
dian-ietre [oit AB qui  b i t  coupé A an- 
gles droits au cenrrc par lc plan d'un cer- 
cle. 

Concevez outre cela dans ce cercle 
CDEF. un quarré , dont les eôtez Se: 
ron t  les cordes d ~ i  quart de cercle, ou 
de go degrez.Concevons de ïechefqu'on 

ait 
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~ ~ V R E  1 V. S E C T I O N  v. i4f 
ait mené des lisnes de ces quatre points 
C, D, E, F, aux extremitez A & B de l'a 
xe AB. ~ y r z  à la main irnr f iberr  oh f i l c l  m a r p i n  
A @ B cxtrern!rcz de ï r ixa,  Q Icr qriarrr pornrr 
C , D , E , F .  r0Ces lignes forment d'un côté 
quatre triangles , 8r de l'autre autant. da 
Toutes ces lignes étant les cordes du 
quart du cercle o u  de go degrez, font 
toutes egales. Ces huit triangles [ont 
donc eq~iilateraux, 

Or comme i l  elt evident 5 le quarré 
de la corde de  90  d e ~ r r z  efi la moitié 
de celiiy du diametre: dar deux cordes de 
go degrez fonr un angle droit ,  dont  la 
bafe eft le dianletre du cercle ; ainii le 
quarrf de ces deux cordes eft &al à 
celuy du diatnetre , q u i  efi par con& 
quent le double de celuy dc chacune de 
ces deux cordes. 

'Theorêmr huitiértv. 
Le cOté d'un oaaëdre  efi incommeil- 

firable en luy-même , & commen fur a.  
ble en puiffclnze avec le diainerre de 1ô 
fphe~c oii il efi inl'crit. 

Par l e  Th. p r c c t d .  Pe quarté de ch-aque 
côté de l'ofiogone efi la moitié de ce-. 
luy du diametre de la fphere,auquel par  
cofcquEt i l  elt comme I a 2. : or 1 & zne 
[ont pas des nombres quarrez;danc,par Ir 
Th. 3,s 4 1.3 ce côté eit incommeniirrable 
en l u y  -même, avec le diamerre de la 

Q. 
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242 E L S H ~ N S  nn G P O M E T R I E ;  
îphert, & cornmenfurable en  puiKance, 
puifque [on quarré eit à celuy de ce dia- 
m e t r e ,  comme I à 2. 

~ r o b / e " m c  rroil;è'mr. 
Trouver  le côté  d'un ottaëdre, & un 

cercle cripable d'une des faces de c e  folide. 

PAY 1eTh.7,chaque c ô t é  de I ' o h ë d r e  cilla 
corde d u  quarr d'un cercle dont le dia- 
met re  eit le même que celuy de la fphe- 
r e  : La rpheïe étant donc donnée, il ne 
s'agit que  de faire un cercIe iù r  ion dia- 
rnetre, lequel i t a n t  diviîé e n  quatre , la 
corde de chaque quatriéme partie , Cera 
ce qu'on cherche. En fuite pour avoir 
u n  cercle capable d'une des faces de cet 
oQaedre , il faut faire un  triangle equi- 
lateral, dont  les cô tez  foient kgaux au 
cÔtC trouvé ; & luy circonfcrirc un cer- 
cle , qui iera capable du triangle qui eit  
u n e  des furfaces de  l'oaaëdrc ; ce qu'il 
faloit faire. 

A V E R T I S S E M E  N T .  
Aycz ci Id main un dodccaëdrc en Iil;rnr rc 

gui /;tir. 
Lrmmc. 

Voycz III figure fuivante. 

KXZY - fon t  des pentasones égaux, 
qu i  chacun f o n t  une des faces d'un dodc-  
caëdre inrcrit dans une lphere , je menc 
fur chacune de ces faccs une diagonale 
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L I V R E  IV .  S E C T I O N  V. zqj  
d e A à B , d e B à C , d e C à D & d e D à  
A ,  & aprés avoir fait de mCme iùr tou- 
tes les autres q u i  con~pofent  le dodrcaë- 
dre. Je dis. IO we ces quatre diagona- 
les font un quarre ABCD. zo QUc les 
diagonales des douze pentagones me- 
nées de Corte qu'elles iè joignent for- 
merit fix quarrez égaux à ABCD , lei- 
quels font un cube inrcrit dans la même 
rphere que le dodecardre , dont  chaque 
côté, par confiquent cfi égal àla diagq- 
nale de chaque p entagone. 

i0 Toutes  ces d i a p n a i e s  font  égales 
foctenant des angles égaux; 2" On peut 
concevoir les qua- 

A 

fes côtez égaux. 
3O Cette ièQion de la  fpliere par le plan 
ABCD,par Ir th. r .  inp. fera un cercle : or 
par Ir Th. r .  8 3 1. 4. on ne peut in fcrirc 
aucune figure de quatre c ô t e z  égaux 
dans un cercle, que le leu1 quarré, donc 
la figure ABCD , qui a f is  cotez égaux, 
& au i  eit inlcxite dans un cercle efi qn 

Qij 
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. . 
q0 T o u t  pentagone ic peut reduire 

en trois triang1cs;partiit la f~irfacc d'un 
dodecaëdre coinpofée dc douze penta- 
gones fc reduit en trente-fix triangles. 
O r  chaque quarré égal à ABCD en COU- 
t icnt  fix,comme il fe voit dans la figure; 
donc ces t r en te - f3  triangles ne peuvent 
être foûteniis que ar fix quarrcz égaux, E quiformect un CU e infcrit dans la mé- 
me Spliere ; & partant il eit  vray de dire 
que la diagonale d'uu pentasone, qu i  elt 
u n e  des faces d'un dodecaedrc infcrit 
dans une fphere, efi égale au cô té  du cu- 
be inCcrit dans la même lpl-ierc. 

Scholie. 

II fant obfcrvcr que ccuc figure n'cR pas CXI&. ICI peu- 
tagoncs n'éiant pas  r 'grux  ny Ir quadrilarair~ A B C D  n'éran~pai 
a n  mail il cft irnpofiblc dc rrprclcnrcr aurremcnr iur 
un plaii un foliric que lrlorl qu'ou Irvoir , & non pas tel qu'hl 
cft. arnii i l  faut conccvoir ccs pentagovcs tour cgaux & ABCD 
un vcritablc quarrt  , commc on vient dc Ic dcrnonircr. 

.La mediane, ou  la plus grande partie 
d'un des cotez d e  I'hexaëdre coupée cn 
moyenne & extrême raifon efi le côté 
du dodecaëdrc i n i r i t  dans une même 
fpI-iere. 

F' Je fuppofc u n  dodecaedrc fai t  dans le- 
quel o n  a m ~ r q u é  un cube ou hexaédre, 
Conune l'on l'a dit dam le Lemme prec, 
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chaque côté de ce cubeeftégal A ladiago- 
nalede chaque pentagone, dont le dode- 
caëdrc efi compofé. Mais parIrTh.i 1.5. I .  

1 , 3 .  la mediane o u  la plus grande partie 
de la diagorule du  pentagone coupée en 
moyenne & extrême raifon eit égale a u  
côté de ce  pentagone ; partant coupant 
le cbré d'un cube o u  exaëdre en  moyen- 
ne & exrrime raifon, la plus grande par- 
tie fera un des côtez dechaque pentaga- 
ne, doiit le dodecaëdre efi  formé. 

Trouver l e  côté d'un dodecaëdre & 
un  cercle capable d'une des fàccs de se 
Lolide. 

11 faut prenliereimnt trouver,  par le 
P r o b l h  r hp. le côté d'un cube infcrit 
dans la iphcrç pïopofée. 2 O  Couper ce  
côté d u  cube en moyenne & extrême 
railon : la plus grande partie iera le cô- 
t é  du dodecaëdre propofé ,-filon ce qu i  
vient d'être démontré.  

Pour avoir ie  cercle capable d'une des 
faces d u  dodecaëdre , il  faut fdire, par le 
Probîr"mc IO. 5 1. A. 3.le penfagme dont  
on vient d e  connoltre un des  côtez; en  
fuite luy circonfcrire un cercle qui  l ira 
ce quon cherche., 

Q i i j  
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Le côté d u  dodecaëdrc elt iilcommen- 
furable avec le diamerre de fa lphcre , 
tant en luy même, qu'en premieïc p u 5  
iànce, 

Soit le  diamerre de ia fphcrc b, celuy 
du côté du cube ipîcrit dam la  fpherc 
c 4  coupé en moj7enne & extrCme rai- 
Lon dont  c,eR la pIus çrande partie, qui 
par lc Th. gc/ irp.  elt le coté du dodecaedre. 

10 Par le Cor. du 'Tb. I J ~  8.4 .  1. 3 .  c,eit 
iiicommcnfurable tant en  elle-même 

'qu'en puiflance avec c+d. 
' z0 par Ic Thcarême 6 firp. c q d  efi com- 

rnetifurable en premiere puiff~ncc s e c  
b ,  c'eit à dire , que cc-+zcd+dd eit 
c6ineniùïable avec bb,puis qu'il en efi le 
riers,il faut  donc que cc [oit incomiiien- 
fur ablc avec bb j car s'il étoit  comtiieii- 
filrable avec bb il le [croit avec le quar- 
né de c+d, par Ic Th. ieC g qC 1. je. par 
,confeqiien t cc, elt incommeniürd~le eii 
pu i f lhce  avec bb, &par le Tb. 3 5  4 1.j.c 
Çera aufi inconlnlenrurable en, luy -mê  
!ne avec b, donc, &c, 

Lcmmc prcrnirr. 
: MN efi le diainetre d'un cercle , dans 

i q u e l  k s  deux cordes AB & C E qui 
coupent MN a angles droits, {ont p a r d -  
lclles entr'elles , & la difiancc de F G 
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L I V R E  I V .  S E C T I O N  V. 247 
égale à l a  moitié de chacune; je dis que 
MF fera le côté d'un decagonc infcrit 
dans un cercle dont FA îera le rayon. 

S~ippofant M F ou  GN= x & AF=: 
z 4 x  : fi MF o u  x cfi le côté d'un deca- 
gone dont AF ou z-cx efi le rayon ; il 
f ~ u t  qu'ayant coupé 
AF cn moyenne & ex- A 

rrêmc raifon, x en [oit 
la mediane , / c h  le 
Throrême r oC 5 iCK l ,  J ~ ,  & M 
que par co i - ikquent i  
Z+X, X, z,ainfi finous 
démontrons cela,  [sa- 

q j N  Y! 
B C 3  . . voir que -;: z + ~ ,  x , Z ,  

iious avons f3it ce qui  eit propofi.! 
Puifque AFr: z--1-x ; donc AB= zz 4 

zx, & B C z  z-tx, Ic quarré de AB,qui eit 
$zz-+8zx+t.j.xx, avec celuy de BC qui 
elt zzt- azx-txx , [ont égaux à celuy de  
AC ou dc MN : or par l'hipothefe iM N = 3x r- z; car MF & GN font chacun 6- 
gaux à x, & FG=; z-+x : o r  le quarré de 
3x-c.z efi gxx+6xz-+zz : mettant donc 
les deux quarrez de AB & de EC en une 
Somme gxx-t6zx+-zzz jzz-r~ozx+ ~ x x ,  
Ôtant  de part & d'autre jxx +6xz4zz, 
il reDera+xx=: 4 zz+- +ZX; diviiànrlsun 
& l'autre membre par '4 , il viendra x x  
=: zz+zx ; donc + z -+x, x . z, priifquc 
le produit de extrêmes 2-+x & z qui clt 

Qiii j 
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34s E L H M B N S  DE G I Q M B T R I ~ ;  
zz-ezx efi cga l  à xx , quarre de la gran- 
deur moyenne x j defi  ce qu'il faloit d i -  
Jngntrer, 

L r m m t  jétand. 
La ligne AM efi le côté d'lin pcntaga- 

ne infcrit daps un cercle dont AF cl t  lc 
rayon 7 

Voyez l a  figure fuivantc,  

MF efi le côté du  decagonc dans un 
cercle dont A F efi le rayon, comme 
nous venons de le dimontrer: le qua& 
de AF avec celuy dc MF font égaux i ce. 
luy de A Mi donc, parle  Thcor. 8 6. j, 1. j, 
AM elt le coté du  pentazone. 

L e  ua ï ré  de AF o u  de FB,ou de GE,ou 
dc 8 C l i ~ n e s  égales , efi la cinquiénie 
p a ï t i e  de celuy du diame tre AC ou MN. 

Soit A??=; b;donciAI; 
=j 2b, & BC= b,lc quar. 
r6 dc AB efi 4bb & ce- 
l i iy de B C efi bb : or 
ces deux quarrez qui 
font 5th f ~ n t  égaux  ii 
êe l~ iy  deAC o u  deMN; 
donc f c e  quarré vaut 
~ i n q  - _ fois c d u y  de AF. 
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Trouer la ligne AI? , le diarnetre MN 
Ctant donné. 

Voy:r( lu figure prtcedmtt.  II n'efi que: 
fiion que de trouver une ligne dont le 
quarré foit la cinquiérne partie de celuy 
de MN,felon ce que nous venons de dé- 
montrer dans le Lemme precedant. 

Pour cela je faits 
lin cercle Xdont MN 
eit le diainetre que je 
coupe de liirte que 
AM efi la cinquiérne 

f i  
partie de MN,  par Ic M A N 
Tb. IO, 6. 3 J . 3 ,  le quar- 
ré de MN peut cinq fois celuy de MB , 
ainfi MB fera la ligne que I'oncherchoit, 
c'eit à dire é g d e  à A F de la figure du 
Lemme premier. 

M N  diametre d'une iphere étant 
donné faire un icofaëdrc. 

PAT Ir  Lemme 4fip. ayant trouvé la 
valeur de AF. Yoyrz Lfigwrc dr prrmirr Lm.  
& l'ayant coupé par la moitié:du centre 
Djc faits DF &DG égales à cette moitié, 
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250 E L ~ M ~ N S  B E  G E O M E T R I Z :  
de forte que F G z  AF. aprés je mene AB 
& CE, qui coupent MN à angles droits. 

2 O  Prenant AB & CE pour diametrcs, 
je faits deux cercles que je nomme Z & 
X, qui font paraleIIes, ~ o y  z la fgnr~fi~v. 
érant fur des plans qu'on fuppofe para- 
lelles. 
3°J'infckits dans chacun de ces deux cep 

cles un pentagone, & de chaque angle je 
menc des lignes droites à M & à N extre- 
mité dy diainetrc de la fpheïe , ce qui 
fait cinq triangles dont' les côtez font 
i g m x  chacun 
au côté du pen- 
tagone infcrit 
dans ces deux 
cercles , p a r  Ic A 
Lcrnmc 2 fHP. ain-. 
fi r o u s  lescvtez 
de ces triangles 
CtZt  tous égaux 
aux côtez  des 
pentagones for- 
ment deux an- 
gles folides h r  
les ccrclzs Z & X chacun de cinq trian- 
gIes equilarermx dont  le forninet eit 
aux extremirez M & N d u  diametre de 
l a  fphere; & voila déja dix fices tïouvées 
de l7icoCaëdre. Ou n'a pas jugé à p r r p o ~  de 
marquer l ' m q l c ~ é l i 0 e  ay f i s  côrcz dont Ic firnmrc 
C# rn  N , d c p c ~ r  Ar rcndrc  hi co$i/rI 
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L r v n n  I V .  Bier ion  V. q x  
il7 frnr fippllir par Ir pcnfic. 

4 O  J'infcrits encor  dans ces msmes 
cercles Z &X un decagone,dont je joints 
les angles qui iè rcpondcnt dans X & 
Z par les lignes EE, PIC, 113, DG, FI,&c. 
qui par l'hipothefc feront toutes egalcs 
aux rayons de Z & de X, 9' je menc  les 
diagonales BI<, KI , IG , GF, &c. Les 
quarrez BP côté  du decapone avec cc- 
luy  de PK, qui el t  égal au rayon de Z & 
de X font égaux à celuy de  BK; donc, 
par L t  Tb, 4IC ) je 1. je BK efi le côté du 
pentagone infcrit dans Z & ddns X : la 
mime chofe fe demontre de KI, de IG, 
de CF, &c. les triangles BKI, KIG,IGF, 
&c. o n t  pour bafe les côtez diidit pcnta- 
gone, ils font donc cquilateraux en t r e  
eux & aux dix qui  coinporent les deux 
angles folides, dont nous avons parlé 
cy-def i s  : par confequent il y a entre  Z 
& Xdix de ces triangles, dont cinq o n t  
leurs b a h  fur Z & les cinq autres fiir X, 
leiquels avec les dix déja trouvez font 
les vingt triangles égaux & equilateraux 
qui doivent comparer l'icoiaedïe , cc 
qu'il faloit faire, 

De ce' Problême & dec Lemmes pre- 
c e d ~ s  il fuit II  PA^ Ag Ltmmc je, que le 
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z ~ z  E L E M K N S  D E  G E O M E T R I E :  
qua& du diametrc de la fphere cfi 
quintuple du quarré  du  rayon du cer- 
cle ou X qui eit l a  balë d'un ançle 
Z folide fait de cinq triansles equila- 
tcraux.. 

V a y c z  la fieoie du Lcmrne 4. o ù  a n  a fair voir  que le q u a r -  
rC dc AF CR la cinquiimc parric dc ccluy de A C  ou d c  M N  

2O Le diarnerre M N e[t conipofé 
d u  côté de l'exagonel, ou du rayon dcs 
cercles Z & X ,  & de deux côtez du de- 
cagone inrcrit dans ces cercle. 

Puifquc MN= MF+FC+GN. 

Corollaire 3C. 

3 0  Les cô- 
tez des tr ian- 
gles de t'icolàë- 
dre font égaux 
aux côtez des 
pentagones in- 
bits dans Z 
ou X. 

Les côtez de I'icofaëdre font incoin- 
menfurablcs, tant en eux-mimes qu'en 
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L I V R E  IV. S E C T I O N  VI 253 
puiirance avec le diametre de la fphere 
oii l'icofàëdre eit infcrit. 

Par l c  Carol!. 1. fip. Ie quarré du rayon 
dcs cercles qu'on décrit pour faire l'ico- 
faëdre efi la cinquiéme partie cq celuy 
du diametre de la ij-here. 

Soit ce quaré bb,partant celuy du dia- 
metre dc la fphere elt jbb. Ces deux 
quarrez font donc commenfurables , 
étans comme I a 5 .  Soit x côté des trian- 
gles qui font lJicoCaedrc, lequel  x elt un 
des côtez d'un penrazone infcrit dans 
un  cercle dont b eit le rayon, par /c CI- 
roU. je f ip .  partant, par Ic 7 h. i 7C § te 1, je, 

bb & xx quarrés du côtê  du pentagone 
dont b eft le rayon,  font incornmenfu- 
rab1es:aulri-bien que leurs racincs , x & b 
& puifque le quarré bb du rayon efi cc- 
menfurable avec le quarré dudiametrede 
la fpl-iere,il faut que xx {oit inc6menfura- 
ble avec le quarré de ce diametrè; car s'il 
étoit commenhrable  avec liiy , il le ie- 
roit, par Ir Th. l C r §  dC 1. 3 C  avec celuyde 
b, & fi xx & le quarré du  diametre iont 
incoinrnenfurables x & Je diameti-e le 
font aufi,puifque les rairons des quarrez 
font doublées de celles de leurs racines, 
& qu'ainfi fi les doubles font fourdcs, il 
faut que les compoiantes leîoient aufi : 
car le produit de deux nonibres efi un 
nombre. 
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N a u i  r'avon, parlé que d e  la nianierC d'infcrirc les 
iorpr  r c ~ o l i t t i  dari une fphrrc donnCc. Si on wcut l<ssiraoa(. 
rri tc,  ayant i r ou ré l c  cc tck  O U  UnC dcs face) du corps ptopol& 
c i l  inrcrirc , ii faut circonfcrirc Cc mime ccrck cctlc m;ne 
face, qui rcra ccllc d'un folidc circonfcrit i  l a  fpherc d o ~ n & ~ .  

11 n'y + ricn il d i r c  ioucbant la mrnicre  de rncfurer Icr fur. 
frccr d c  ces cotpr. 11 cfi  c h i i  qu'il h K t  dc niefu1Ci unc dc lculr 
faces, Y d c  multiplici cn iuite ccttc face par lc nombtcder ru- 
ires, ccprodui t  donncra la furfrce cnticre d c  cc  lolidc. II e& 
cvid in t  quc  rcr folldc: font compofcz d'autant dc  pyramidcl 
iga\tr qu'ils ont dc f a c n , q u i  fonl le: bafcs de ccs pyramidcr, 
d o n t  l a  pointe eR au rcntrc d e  1. (phctc dani laqucllc ces (6, 
iidcr Isnriafcriti : ainfi il CR fati lc d e  mcfurcr tcur lolidiré. 
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De la Methode. 
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C H A P I T R E  PREMIER.  

E nc'prctends pas avoir épuiE 
tout ce que L'on peut dire des trois 
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236 E L K M E N B  D E  G B B M I T R I B ;  
dimenfions du corps dont  j'ay traité 
dans les quatre Livres prccedans. Les 
Elemens des Sciences doivent être courts 
& faciles. On n'y doit renfermer que 
les proprictez generalcs du fujct que 
l 'on traite ; on fait aff'ez lors qu'on les 
explique de maniere qu'un ProblS- 
me Etant propofé, la refolution s'en 
prefènte à l'cfprit , qui étant plein des 
premieres veritcz , découvre fans peine 
l e s  veritez particulieres qui en coulent 
comme de leurs fourccs. Pour  &avoir 
ce que nous ne difons point icy, ou pIus 
que nous nc  difons il n'y a qu'a étudier 
avec foin ce qui a été dit. II ieroit mé- 
m e  dangereux pour ceux qui s'appli- 
quent  à la Geometrie qu'on ne leur laifi 
f â t  rien à faire. On ne l'étudie que pour 
exercer l'efprit & le former en cherchant 
avec mcthodc quelque nouveau Theo- 
rêine. 

Il y a plufieurs pratiques aif'es pour 
exccuter les pïobl2mes de Gcornetrie. 
On  en peut inventer cent autres qui fe- 
r on t  nouvelles. Celles qu i  s 'enfei~nent 
oi-dinairement [ont fi facilesà ceux qui  
fqavent IesElemens, que quand le defir 
d'être court ne nie les auroit pas fait pai: 
fer tous filencc , je n'aurois pas crû les 
devoir rapporter. II y a une infinité de 
Livres où tout  cela efi enîeigné. En j e ta  
tant les yeux deffus on  apperçoit d'abord 

les  
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L I V R E  V. C ~ A ~ W R B  1. Z j j  
les fondemens des pratiques qu'on y pro. 
pore. Toutes  les fiçlires iè peuvent re: 
duire en triangles 9 ainii ces pratique$ 
confifient à mefurcr un triangle,cominC 
a u f i  ce qu'on peut dire de la meiùre de$ 
diitances des hauteurs & des profon- 
deurs, n'eit qu'une application de ce qui  
a été ehfeigné dans ces Elemens tou- 
chant les triansles & leurs propotrionS. 
On a des infirumens q u i  abregenr les 
operations de ces pratiques. Ces infiru- 
mens iont  ~ l i ê m e  comme des Corol- 
l i r e s  de quelque Theorême s car par 
exemple, le compas de pioportion, avec 
lequel o n  divire une ligne ièlon une rai- 
fon dorinie , n'eil q~i'une application dk 
ce qu'on démontre des raiibiis & pro- 
portions des triangles, 1. 1. $ i.Avec Ik 
même compas oii partage un ctrclc  
donné en iès dégrez. La pratique qu'en'- 
feignent pour cela ceux qui o h t  traité 
de l'ufage de ce compai,eit fondée iur cie 
que nous avons enftigné , 1. 2 . 5  j .  Pr. 6. 
que le rayon d'un cercle eil égal 3 Ia 
corde d'un arc de 60 degrez du me- 
me cercle. Je dis cela pour exemple,ce- 
luy  qui fsaura nos Elernens en paicou- 
rant en  peu d'heures un traité de I'uiàge 
du compas de proportion , et1 tmportc- 
ra t o ~ i t  ce qu'il y a d'utile, ainfi de tous 
les autres livres ièmblables. 

Lors qu'on étudie la GeometrÈ dan$ 
R 
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25s ELEMIMS DE G E O M E T R I E .  
le deirein de fie rendre l'efprit jufie, cc 
qui doit ê tre  la fin de nos êtudes , i l  nc 
fiuffit pas de s'exercer Far la recherche de 
quelques ProblZines. Il f au t  entreFrcil- 
dre quelque petit traité de Geometrie, 
pour  s'accoùturner à étendre k s  con- 
noiffances , à t ïaiter les chofes dont on 
veut  parler avec ordre. II y a bien des 
choies que nous n'avons traitées que 
fuccintement , qu'on peut étendre fort 
au 1onç.On n'épuifera jamais la Geome- 
trie fi entierement , qu'il ne reite affez 
d e  matiere pour des traitez particuliers, 
aufquels perfonne n'aura encore point 
touché ; &même quand un traité auioit 
déja été  fait, cela n'empêche pas qu'on 
n e  s'y puiffe appliquer avec fruit. En 
comparant îon travail avec les ouvra- 
ges des Grands Hommes, on  reconnoit 
o ù  o n  a manqué ; ce qu'il auroit fallu 
fa i re ,  & les differentrs manieres dont 
o n  peut traiter un m i m e  iùjet. 

Nous n'avons dit que peu de chofes 
des lignes antiparalellesdans IaScholrr dm 
T h c o r .  6. g 1. I .  3 .  M': Arnaud dans SesEle. 
mens de Geometrie,traitc cette matie- 
re avec I'exad-itude qui  luy eit- ordinaire, 
O n  pourroit  donc choifir cetre matiere. 
& en dire & démontrer  t ou t  ce q u i  fe 
p e u t ,  & en fuite comparer ce que l'on 
auroit  fait avec ce  qu'il en a démontré, 

. Nous avons démontré  I. 2.8. 4.3% J I  
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L I V R E  V. C H B P I ~ R E  1, 259 
que deux p;lralelograiiiines qu i  ont më- 
me hauteur Sr nieme baiè font Sgaux, 
quoyque leurs cotez ioient inégaux. 
NOLIS avons démontré la même choie 
des triangles; de la  o n  peut prendre oc- 
cafion de rechercher quelles font les fi- 
glires q u i  dans un plus petit circuir,reii- 
fermeht un pl~ i s  grand efpace.DesTheo- 
rêmes qui on t  étb propoiez dans cesEle- 
mens on peut tirer pluiieurs Corol- 
laires o u  veritez , qui miles en ordre fe- 
ront un traitté Cur cet te  matiere. CIa- 
vius a fai t  cc traittéqu'il appelle,DesIfo- 
yerimetres ; il efi dans fcs Commentai- 
res fur la Qhere de  Sacrobofco. 

O n  peut trouver une infinité de diffe; 
rens fujets qui font ties utiles. Par  exé- 
ple, IO De la ie&ion des eipaces. Coin- 
ment on peut divifer ielon u n e  raiiori 
donnée t o u t  erpace donné. z0 De la 
transformation des Grandeurs, c'eit 1 di- 
re, de la maiiiere de trouver une certai- 
ne figure dont l'efpace ioi t  égal à celug' 
d'une figure donnée, qui efi d'une autre  
efpece; par exemple, un triansle égal à 
un quarré donrié. 

Il y a des Geometres qui  ont  t ra i téen 
particulicï des cordes & des iinu s du cer- 
cle, qui ont confideré les proprierez des 
lignes tangentes , des lignes inclinées, 
Les autres iè font attachez à coniide- 
xer en particulier les raiions de quel- 

R ij 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a60 E L E M ~ N S  si G r n o m a ~ ~ i ~ ;  
ques figures particulieres. Ils lie dikn t  
r ien dont  nous n'ayons jetté les fonde- 
mens dans nos Elemens. J'ay fait ces rc- 
flexions pour faire remarquer cominc 
l'on peut trouver pluiieurs fu jets qui 
regardent la Geometrie pour s'yexerccr, 
& en méme tenlps augmenter les con- 
noiffances dant  nous avons enfeigné les 
Elemens. 

Pour effay je fcray icy quelque confi- 
deration fur la SeRion des triangles.On 
peut  couper un triangle en  differcntes 
manicres.rBPar des lignes t i r ies  d u  fom- 
met de l'angle fur la bafe comme dans 
BAC, menant de A fur BC une ligne. 
Alors la portion BAD fera à la portion 
ACD comme BD efi à 
C D  , concevant des pa- A 

ralelles à la bafe BC , f j  
C D  efi moitié de BD. 
T o u t e s  ces paralelles / 
feront coupies par Ia 
m o i t i t  , aiilfi BAD fera 

ka G& 
égal à CAD : fi BD cfi 
l e  double de CDJes  por- 

V B fions des paralelles dans 
D A B feront le  double des portions de 
ces paralelles qui fonr dans CAD. 

D'où l'on voit  que pour couper un 
tr iansle ddns cet te  premierc maniere, 
filon une raifon donnée; i l  faut couper 
fa bafe felon ccttc railon j & au psint de 
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L I V R E  V. C H A P I T R P  1. 26r  
la divifion mener du fommet une ligne. 

C'eit une chofe remarquable qu'en 
menant du fommet de cliaqueangle une 
ligne fur la moitié du côté  oppoië corn- 
me BE & CF : ces lignes fc coupent en 
un feu1 point,de forte que la petite por- 
tion GF efi Ie tiers de toute  la ligne CF, 
ce qui eit evident;car ayant mené par E 
& F une ligne , clle fcra pàraleIle à BC, 
& DH fcra la moitié dc AD & EF , la 
moitié de BC:or puifque les deux trian- 
~ I c s  B G C & EGF font femblables , & a 
ql;e EF efi moitié de BC ; GF iera moi- 
tié de CG,& confcquemment GF le tiers 
de CFion demontrcra de même!que EG 
efi le tiersde EB. &c. 

2" O n  peut couper un triangle par une  
paralelle A Ca bafe .Dans le cas precedent 
ayant  mené par G une ligne paralelle à 
BC : l a  portion BCIK fera à AIK tom- 
me 5 eit à q ; car les furfaces des deux 
rriailglcs A B C & AIK font entr'ellcs 
comme les qiiarrez de AD & de AE,, par 
lcr 'Th.12 6 131.3.6 j. or  GAD e q  3,AGfera 
2 par ce qu'oii vient de ciéingntser,elles 
feroiit donc conlme g eit à q;& partant 
BCIK ou AR C moins AIN efi i A 1 IC 
comme 9- 4 ett A 4 , c'elt à dire, coni.. 
me 5 efi à 4. 

3" Lors  qu'on coupe en parties éga- 
les  les cotez d'un triangle,& qu'on me- 
ne des païalelles par les pointa dc divi; 

R iij 
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i62 E L P J K P N S  na G I I O M E T R Y E ;  
fion, on trouve que . 
les eCpaces ausmcn- 
tent ièlon les nom- 
bres impairs. Le pre- 
mier efizace qui e tt au 
Commet ne contient L 

qu'un rïianngle j le 
fecond efpace en a C 
rrois : le troiliime en a c inq,  ainfi de 
fuite. 

On peut  couper un  triangle par une 
paralelle i la baie en la raifon qu'on lc 
voudra ; par exemple, ABC, de forte 
qu'une por t ion foit moitié du  tout; 
pour  cela io il f i u t  couper CB en D , en 
h r t e  que BD Coit la moitiS de BC. z0 
11 faut chercher entre BC &DE une ino- 
yenne propor t ionnel le  que je nomme 
X , à laquelle je prends une l i p c  Cgale 
fur BC. 
' Le t r i 5 ~ l e  dot 
X fera le coré, îe- 
r a  i 'celuy dont 
B C ci l  le c ô t é ,  
c'efi i dire , au A 
frimgle ABCqui 1 

I u y  elt 1ëmbl;ible en raifon doublée de 
celle deX f GC, & par confequent com- 
qne le quarïé de X e l t  ii celuy de BC: or 
puisque par l'hipotheié + BD, X , EC, 
pdr  la pvop. I r e  1. qe Grandctrr, ces deux quar- 

f e z  . k 
de X & de BCifoqt coinme BD à GC,, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L I V R E  V; C H A P E ~ R E  II .  263 
& partant corne I à 2, puifque B D eit la 
moitié de  BC par la conflru&ion ; donc 
le rrian$e d o n t  X eft le côté,elt lamoi- 
tié d u  triangle ABC. 

C H A P I T R E  II. 

De [a merhode qu'rl faurJi iure dani 
l'examen d'ane qrrcjlion. 

L E Teiil ordre eft un moyen general 
pour refoudre plufieurs difficultez, 

& Ipour trouver des veritez qui ne Ce peu- 
vent déduire de la feule cGnoiffance des 
proprietez particulieres du corps. Nous  
en  avons vu l'effet dans le 7 C  livre de la 
Grandeur. Je faits icy une application de 
ce qu i  a été dit de la Grandeur eii gene- 
ral à une efpece particuliere de grandelit-, 
c'elt à dire, à la Geometrie o u  i~icfure  
des corps. 

Ce ii'eit qiic par l'application de I'eC 
prit qu'on atteint la verité. Il faut  donc 
confidercr attentivement l e  h j e t  de la 
quefiion qui elt propofée, p o u r  apperce: 
voir ce qu'il eii fàut penfer. Ce qui 
nous arrête, c'cil l e  peu de fermeté qu'a 
nôtre efprit dans la  confideration de la 

R iiij 
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~ 6 4  E t a a r i r ~ s  DE G E O M K T R I X .  
~ e r i t é .  Il iè difirait facilement : mille & 
mille péC6es iè prefentent a 1uy en foule, 
qu i  le font tourner de ious cotez, & n t  
luy permettent pas de confiderer une 
même cliofe autant d e  temps qu'il iè- 
xoit neceir~ire pour appercevoir cequ'el- 
le et?. Pour  reinedier à ce defaut qui el? 
l a  c a u k  de plurieurs autres. il faut tâ- 
cher de fixer l'efprir <Tr de l'arrêter par 
quelque objet qui luy [oit îenfible,c7eità 
dire ,  qu'il liiy falit exprimer d'une ma- 
niere qui frappe les fens la cllofe qui efi 
le filjet de Id quefiion. Cela n'efipas irn- 
poirible ; car quoy qu'on ne  êonnoiffe 
y as entierernent les chofes qui font pro- 
pofées,puis qu'il n'yauroit pas lieu d'en 
faire urie quefiion, aufli ne l'ignore-t-on 
pas encieremciit , o n  nel'atraqueroit pas, 
9i elle n'avoir quelque yïife , fi l'on il'èn 
aronnoifl%it quelque partie qui pîlt don. 
ner la c o n n o i f h c e  du tout.De ce qii'on 
csnnûi t  on peur hppofer que la chofe 
qui  efi propofie efi telle o u  telle: ce qui 
je cpmp~erqdra m i e u  dms un exeinplc. 

0 4  prepof i  dc covprr un &s r o " m  d'un p a r -  
ré par une h g n c  mente de [ u n   de^ a n g h  dc cc 
pwarré ~ U ~ U C J  ci C C  9 ~ ' ~ 4 e  rencontre un dc fil 
autres E Ô I C Z  prolon~é R M I A ~ C  qu'if cg vrcrjarre, 
ale brie yuc la partje dc cette ligne qui e j  horr IG 
&arrt /3it &ah  à nnc lrgnc donnée, 
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Voilà la quefiion. Pendant qu'aucune 

figure ne la rend fenfible, I'efprit a de la 
peine à s'y attacher , i l  efi vagabond. 
G o y  que l'on ne fçache point encore 
quelle efi la  grandeur que ''on cherche, 
& comment 11 faut faire ce qu i  efi pro- 
pofé ; neaninoins on peut fuppofer. la 
chsîe faite en la maniere hivante.  

avoir été coupé 
cn la munierc 
qn'd le dozt &e. 
Ccrtt ji@re me 
donne de la faci- 
lité pour rn'uppli- 
p c r  à la 9wfiG' 
propofi en me 
lu r e n d a n t  finfi- - a 

blt .  I e  la ran/idcrc f ~ n r  peint ; & j s c n  cxdminc 
ZO#ICS / C S  p ~ o p r i t t f ~ .  JUZ PtUvtnt me decouvrir id 

ot r ig ,  c ' c l  a dire IC meytn de conpcr DCadr 
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266 E L B M E N S  D E  G E O M E T R I E .  
f i r u  qn'ajanr mené dc  B une ligne par Ir point de 
cette fidian, la parric dc crtrc i i p c  qrtr j i ra  entre 
DC, &fi tCrrnmcra au prolongement de E D , / o u  
h ligne 9ar l'an c h e r c h ,  c'cjt ri t h e  , f ~ c  GE 
f i i c  dale a 141 lignc tonnnc a. 

C X A P I T R E  I I I .  
I I  but prernievrme>lr, klaircir une qur- 

f i im .  Enficorad lieu retrancher ce 
qui n e  firoirjque I'emb~rraffer, O 

fi~plier ler rhofis q u i  L rcndmt p h  
claire. On doir employer der terrnrs 
proprerpour f'exprirncr. 

N Ous avons vû dans le 7C livre de la 
Grandeur qu'une des clioTes les pius 

importantes dans l'exaincn d'une que- 
fiion,e(t d'en feparer tour  ce q u i  ne ièrt 
qu'à la rendre plus obfcure,& qu'il faut 
4ùppIéer ce que celuy q u i  l'a propoîé r,e 
dit point,& dont on  peut le fèrvir pour 
l a  refoudre. 
On dit  que fi BC efi égal au rayon AB, 

& que RD [oit: la corde de 90 dejrcz,  
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qu'ayant pris CE égal à BD, la ligne ED 
fira le côté  du pentagone infcrit dans cc 
cercle dont AB efi le rayon, La quefiion 
elt de trouver fi cela çfi vray , a u  fi cela 
elt  faux. 

Cet te  figure avec les ièules lignes BC, 
BD , BE ne m e  fair point appercevoir 
la  dernonitration dt: cette veriti. Mais 
comme je f ~ a y  que f i lon l e  ~ r o b i ê m e  I .  5. 3 .  
1. 3 .  en  coupant le rayon AB par la moi- 
tié en F , & faifant EF égale à FD, la li- 
gne ED fera le co té  du pentagone. J'exa. 
mine fi I'operation propolée n'efi point 
la mEme chofe que celle qui el t  enfei- 
gnée dans le lieu que je viens de citer , 
c'efi à dire. IO Si avant 
abailTë de c ext re ih té  
du  rayon BC une per- 
pendiculaire elle cou- 
pe AB e n  deux parties . . 
égales. 20 Et fi cela c L A E B 

étant & ayant de C 
de l'intervalle BD coupe G B en E, il fe 
trouve que  FE foit égal à FD. 

IO Je Cuppofe AB ou  BC= 2a, partant 
GB= 4 a .  B C , o u  t a  efi moyen propor- 
tionnel entre GB o u  +a & FB, partant 
Je quar r i  de BC qui  eit 4aa fera égal au 
plan de GBF, qui  fcra ainfi qaa.Divifant 
ce plan par GB l'une de fcs racines, c'efi 
à diré, par +a, le  quotienr qui efi a fera 
la valeur Qe FE, aiilfi FB efi moitié de AB 
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q u i  vaut as, ce qu'on cliercholt gremia 
remenr, 

20 L e  quarréde BC , c'efi à dire , 4aa 
cfi égal à ceux de F C & de FB , celuy de 
EB eit aa,  donc celuy de FC efi 3aa. 

L e  quarrd de F D efi égal à celuy de 
AD, qu i  efi 4 a a  & 3 celuy de AF q u i  eiZ 
ad, ainfi il vaut gaa; donc f i  le q u m é  de 
EF efi aiiG caa , alors E F 7  F D : or le 
quarrk  de DB égal à ccuxdcs deux rayas 
AD & AB,& Sua, ainfi le quarïé de EC 
égal  par I'hipothek à ED fera gaa, ce 
quarré  de EC elt égal à ceux de FC , q u i  
eft 3aa & de EF ; donc Ôrant )na de8aa 
Je ïefce jaa  fera Iavaleur du q u a ~ r i  de EF 
partant EF efi égal à FD , cc qu'il faloit 
prouver. 

Remarquez bien que ce qui nous afa- 
ciliré la de~imnfiration precedante, c'eit 
que nous  avons éclairci Iri queilion, & 
dolin6 des noms convenables aiix lignes 
propofées, ayant noinmé 2 a  le raj7011 du 
cercle. L'écIaircifinient d'une queition 
confifie Couvent à fai- 
re  une f ip . -c  q u i  l'ex-' E 

prime bien. En voicy 
1 .. . 

*,' : 

un cxcmple. 7;. ,.....-*' i 
Si l'angle AED el? 

coupé par la moitié. A/ 
par la ligne BC, ondi t  
que AR,AC : : BD,CD. i e 

Pour le démontrer je 
nîene DE paralelie a A C _.x P 
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BC. J e  prolonge AB jurques en E j ainG 
les angles ABC & AED font égaux : or 
l'angle CBD5-ABCZ BDE , puis qu'ils 
font fait par l'oblique BD fur les para- 
lelles BC, DE. partant AEDz BDE, ainfi 
EBD elt un triangle iiofcele, ainfi B D Z  
BE : o r  les triangles BAC & EAD é- 
tant fèmblables AB, AC : :BE, CD met- 
tant donc à la place de BE fon égale GD, 
alors AB, AC ; : BD, CD, ce qu'il faloit 
prouver. 

O n  dit que la h r f ace  d'un triangIe cit 
égale A la moitié de la Comme de fes trois 
côtez multipliez par le rayon d'un cer- 
cl e q u i  luy efi inl'crit. Lf feule veüe de 
cette figure démontre q u e  cela efi veri- 
table.Des angles du triangle BCD ayant 
mené des li9;nes au  centre A 
du cercle luy eit 
infcrit , on fait trois 
triangles égaux en- 
femble au triangle 
BCD , lefquels ont 
pour hauteur le raya 
de ce cercle. Ces trois 
triangles [ont égaux 
à un,dont  la bai? efi égale aux trois cô- 
tez de BCD , & qui a pour hauteur le 
rayon du cercle infcrit : donc 13 hrfa-  
ce de cc triangle eit égale au produit  
de la moitié de fa baCe par fa hauceur , 
qui efi la même chofe que ce qu'il fa. 
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Ioit prouver. 

Voyons encor par un autre exemple 
combien la  maniere d'exprimer une q w  
ition par uile figure conveilable en faci- 
l i te la refolution. 

Dans un triangle comme ABC , ii dé 
l'angle CAB on mene une perpendicu- 
laire Tur BC , la iomme des deux côtez 
AB, AC efi à BC bafe de l'angle que ces 
deux côtcz comprennent cornine ladif. 
ference de CD & DB efi à celle de AC 
& AB. 

Pour trouver la demonitïation dc cd 
Theorême & l'exprimer d'une manierc 
qui en facilite l'invention. De A com- 
me centre , & de 
l'intervalle A B le 
plus petit côté ,  je XW- 

des côtez A G & 

difference. Puifqu'aufi DB= DG la li- 
gne GC ièra la  difference egtre CD & 
DB : ainfi voih une exprefion ou une  
figure qui marque ce que l'on cherche. 
AprSs quoy laqucfii6fereioudfacilernét, 
carpar la Scholrc du Th. 6 1. $ i. les lignes 
CE St CB font coupées reciproquement 
cnF & ei iG,  ainfiCE,CB ::CGiCEr cc 
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u'il faloit démontrer. 1 our con firuire une figure, felon que la 

quefiion le requierr,il  efl bon de @voir 
qu'on peut faire toutes Ics ope rat ions 
de I'Arithmetique avec le compas & la 
regle. On peut ajoûter une figure avec 
une autre, on retrancher la plus perirc 
de la plus grande. Pour la multjplica- 
rion d'une lisne par une ligne, c'eit à di- 
re pour trouver une  lig'le qu i  foit éga- 
le au procimit de deux I i y e s  , comme 
AD & A C ,  il faut prendre fur AC la 
ligne AB é;ale à l 'unité, Sr mener une  
I j p e  AD qui f~ilè un angle i diicretjon 
avcc AB : je tire ilne ligne par D & B, & 
une autre  par C q u i  luy  foit paralelle, ce 
q u i  étant f ~ i t ,  AE fera l a  ligne que l'on 
cherche : car AB, AD 
: : A C ,  AE, d o n c  le 
produir des extrêmes 
AB & AE efi éçal au 
produit des moyens / ,  2 
A D , A C ; o r A E é -  A c 
tant multiplié par AB 
qui e î t  l'unité , n'augmente point d.onc 
AE, qui efi u n c  4' proportionnelle fera 
égale au produit de A Ù  par AC ce que 
l'on cherchoit. 

Si l 'on w u  t divifer AE par AC ayant 
pris AB égalc à l'unité , & mené par B 
utie paralclle à CE , o n  aura AD q u i  fe- 
ra la valeur de AE divifé par AC , car 
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AB, AD : : AC,, AE , & l'unité efl au 
quotient d'une diviiion, comme le divi- 
ièur eit à la grandeur divirie. 

S'il faut tirer ia racine quarrée de GH, 
je luy ajoûte en l i sned ro i t e  FG qui elé 
Punité , & diviiant EH en deux vartics 
Cgales au point E : ducentre E )e faits 
je cercle FIH, ijevant 
e n  fiiite du poidt Gu- ,a.i,,,, 

n e  ligne droite juL  
qws à 1 i angles $' "a. u. +,' 

droits fur F,H , la li- i : b . . A-' 
gne G 1 efi la racine F G H 

q u e  l'on cherche : çar + FG , G1 , GH , donc fe quarré de GI 
efi égal au produit de EG Sr GH : o r F G  
é tan t  l'unité , elle n'augmente point la 
valeur de GH e n  la mulripliant,ciinfi OH 
eB égale au quarré de GI, qu i  par confe- 
quent  efi la racine de GH. Par ce même 
moyé on peut trouver une ligne q u i  [oit 
égale à racine quarrée d'un nombre 
qui n'efi pas quarre , par exen-iple dc 1 8 ,  
car yrenriut GH égale à 18,& l uy  ajoûtat 
FG égale ii l'unité & du milieu de cette 
ligne faiiant un cercle , &c. la Iiçne GI 
fera égale à la racine quarïée de ru , q u i  
ne peut Ztre exprimée par nombre,com 
h ~ c  on l'a demontré. 
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& u n t J $ ~ / ~ b ~ è  14 th$ jue  l'on cherchè ; 
telle qu'rllc dori ê : r e  , r n  cinbdtraat 

A Prés que la figure a êté faite tel.. 
1 e qu'elle I-e doit être, ièfon que' 

la  quefiion a Cti propoize , ondoit  con- 
iiderer les proprierez qiii i~iivelir ,oude 
la lùppblition, o u  de  la coaifirullion de 
l a  figure, Si ces fuites oii coiifèquences 
fe contrarient, on découvre par l i  l'im- 
pofibi l i t i  de  la choiè qui  efi propoiE'e,, 
ii cette impoiiibilité ne païoit pas , & 
qu'ainfi an air iùjet de  croire la que- 
ilion p~lTib le ,  on cherche I C S  moyens 
de h reioudre , qui font 10 La conlloii: 
fxice des proprietez q ~ i i  par Ie~Eleniens,  
doivent convenir à la figiire qu'on exa-' 
mine. 2" La connoiflance dcs a i~gles  C;LIC 
font  les lignes qiii  con~,polèi~t cette fi; 
gure , par lerquels on decouvre les rap-' 
pairs de ces lignes. 30 ] tes  railonsck le$ 

Si 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274. E L R M E N S  DE G H O M R T R ' I B ;  
proportions de ces lignes é tan t  connues, 
o n  va de connoifince en connoiffance: 
car comme o n  l'a VU dans les Elemcns, 
lors que les trois premiers termesd'une 
proportion font connus  on Feiit coniioî- 
t re le quatriême, Dans u n e  progrelfion 
fi o n  connoit feulement les deux pre- 
miers,  c n  peut connoîrre tous les au- 
tres. 4-O On [sait que des lignes font 
proporrioiilielles, lors que les triangles 
qu'elles fornient [ont ièmblables , c'efi 
pourquoy il faut quand cela fe peur, re- 
duire toutes les figures en triangles qui 
foienr femblables. 
. C'en par ce moyen que nous allons 

trouver l a  demonitratioi~ de cette pro- 
pofition. Que Ir p r o d w t  OH I C  r r d a < g / r  fh 
Ars diaginalcs AC & B D, tp &al A Im f i r n r n r d r ~  
rtltanglrr BC par AD 6 dr A B  par DC , d r r ~  
o p ~ o f i z  d~ y u ~ d r t l ~ ~ m  c ABCD infirit drnr nn 
cer CIC. 

Je mene BE de 
forte que  l'angle 8 . . . . . . . . , . 
ABE= DBC h par 
con fequcnr IDan?Ie 
CBE eit égal à l'an. 
gle ABD : foir AE C 

z o & E C = p  & r 
-+p , c'efi à d i r a ,  

'%, 
AC= 9; ainG CQIIY- 

me les an les ADB D 

& ACB Anr égaux , étant appuyez fur 
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le mErne arc, il s'eniiiit que les triangles 
BDA & BCE font femblables; donc BD, 
AD : : BC,CE s u  m;c, : : k i ,  p, ainfi le pro- 
duit de BD par CE efi égal à celuy de AD 
par BC , c'efi 1 dire , mp c b c .  

Les  triangles BDC,  BAE font km- 
blables, puifque par la confiru&onABE = DBC , & que BAC 8s: BDC o n t  pour 
mefiure la moitié de I'arc BC : donc BD, 
CD! : AB, A E ,  o u  m. d, :: a, O ;  donc 
le produit  de BD par AE efi égal A celuy 
de CD par AB, c'efi à dire,  que pno =: da: 
or les produits de  BD par AE &par  CE 
parties de AC fonr égaux à celuy de BD 
par AC ; c'efi à dire, rn O-+m p z  q m j  ainli 
puifque r n p ~ b c & r r r o = a  d i  donc q m z  
b c +- nd; c'eit à dire, que le produit des 
diagonales efi é p i  à celuy des côtez op- 
pofiez du  quadrilataire. 

Cet te  propofition eit tres efiimée par 
les Geometres , à caufe de I'ufagc éten- 
du qu'on en peut faire dans la confiru- 
&ion des tables des finus. 

Noiis avons expliqué les proprietez 
des triangles & leurs raifons,de manie- 
re qu'on peut aller fort loin par l'analo* 
gie des triangles. 

A D c/i une ligne infinie pcrpendicdiire fur k 
d i ~ r n c t v e  GC, a p n i  tnrné de C d r ~ x  Irgnci d o n i  
La prcmicrr CF conpr AD rm E ; & fa f i c e n d r  
c o r p  Ie CCYCIC cn B,  & AD a# point  A ,  on drr 
, S i j  
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q a t  I r  rcfianglc de C F  par 
CE r/i é'al au rchbnglc de I 

l A 
AC par BC. 

Pour l e  c i h o n r r e r  [/q3 
je mene de F à B une 
ligne. L'angle BEC a 
pour fa meiure la moi- 
xié de l'arc BC, qui eft D C 

a u f i  la m e h r e  de DAC ; les deux trian- 
gles ACE& BFC ayansdonc I'angle ACF 
c o m m u n ,  & par confequent deux an- 
%les égaux, les tïoiliéines 18nt égaux 
FBCz CEA, donc AE & BF font anri-  
yara1elles:donc AC,CF: : EC,BCpartant 
l e  reltangle des moyens CF , & E C efi  
égal i ce luy  desextïêmcs AC & BC; ce 
qu ' i l  f do i t  prouver. 
i l  en efiden12me de t o u t e  autre I i  Pe me. née de C i  l a  lisne AD: coime au i de cel- 
des qui  Sont ine&es de G i la ligne AD. 

11 faut au15  remarquer quc  deiix rec- 
tangles  , l 'un fait par une ligne q u i  
vient de C,12autre par une l i jne  qui vice 
de G ,  ion t  eniemble égaux au quarré  
du diarnetre , ce q u i  efi evident , car le 
i-eQanjle fa i t  de 13C par CG avec celuy 
q u i  efi fait de D G  par CG elt égal au 
q u n r r i  de GC, puiique GD-t.DCz GC. 

Ce que nous avons démonrré 
en ion Ileu , que dans u n  triangle 
r e a a n g l e  , le quar ré  de I'hiyothenu- 
iè e f i  égal aux quarrez des cotez, efi une 
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fource fecondc d'où l'on peut tirer plu- 
heurs conlèquences ; car fi nbc elt un 
triangle reaangle dont a cft 
I'hipothenure , par confe- 
quent a a z  bb-+ct , par con- 
fequent da- b k  CC, par con- 
fequent aa- cc= bb ; ce q u i  
donne moyen d'exprimer b 

la même prandeur en  differentes ma- 
nieres,car par tout o ù  k r a  aa je yuispla- 
cer b b t c c ,  o h  fera bb niettre na- cc ,  où  
h a  cc mettre ra+ 66, k l o n  qu'il fera 
commode. 

En examinant un PïoblCme , i l  faut 
premierement chercher s'il e l t  poEble, 
car on Te donne iouvent beaucoup de 
peine en vain. On propofe de trouver la 
deinonfiration de la  regle h ivante  pour 
avoir la  folidité d'un fragment de py. 
ramide : j'appelle 2, un tel fragment: 
dont les baies font paralclles: l'inferieu- 
re ek 36 , & la iiiperjeure 9 , entre let 
quels nombres 18 efi moyen gcotnctri- 
que. On dit q ~ ~ e  fi on d j o h  ces ~rok nombres 
qui f i n t  63, yu'on Ics mulriplre par le r i r r ~  de da 
h a ~ r c u r  de cc fragmens , yui  cf? a , Ic  produit 
i z 6  fira Ir / i r ! r d r r i  dc ccfragment. On deman* 
ae que je trouve la deinonfiration de 
cette rej le .  

J'examine premieren-ieiit , fi je n'ap- 
percevray point quelque c o n t r d i A i o n  
manifelte qu~m'ayréneque  cette regkefi  

S i i j  
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faufIe , avant q u e  de me fatiguer à en 
rechercher la  detnonfiration.JeconGdc- 
re qu'elle elt toute  la iolidité de la py- 
ramide entiere , dont l e  fragment elt  
connu : ayant trouvé cette valeur, j'en 
ô t e  celle de la  petite pyramide qui 
avec le fragment propoië fa i t  la grande 
pyramide entiere. Si aprés cela le refiant 
efi 126, c'efi une marque que la regle efi 
bonne ; & afin que ce ne ioit pris un cas 
particulier ; j'examine fi la mCme choie 
arrive en d'autres pyramides: aprés quoy 
m'étant affuré que la resle  propofée efi 
bonne, j'en cherche la demonflrarion. 

Comme la regle dit qu'il faut IO ajoû. 
ver dans une fomme les deux bafes de la 
pyramide Z ; & le moyen proportion- 
nel entre ces deux baresi '20 multiplier 
ce t te  fomme par l e  tiers de l a  hauteur 
de Z ; cela m e  fair juger qu'il faut que 
cet te  fomme [oit le triple dela bak d'un 
prifme égaI à Z 3 -car multiplier le tri- 
p le  de la bafe d'un prilme par le tiers de 
fa hauteur, c'efi la même choie que de 
rplultiplier f a b a k  par tou te  ià hauteur. 

Je nommc B la baie fuperieure , D 
19inferieure, ainfi B eft égal à RSTV, ou 
NOPQLqui efi la même c h o k  & D à 
I K L M . & C  à un pIan qui  eitmoyen 
geometrique entre  B & D : felon qiie 
nous venons de  dire, B 4  C+D e f i k  tri. 
plc de la bafe d'un prifme égal à Z. 
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Si C Stoit moyen Arithmetique en- 

tre B & D alors B4D feroit double de C 
partiit B-+c-t~s: 3C, mais puifque C efi 
mo en Geometrique entre B Sr D , la 2 di crëce de 
B 3 C n'elt 
pas la même 
que celle de 

differencede 
D à C par 
deffus celle I .S K 
de R à C : le- 
quel ex& je nomme G : ainfi B+C+D - G= 3C, ou B-+C+D=: 3C+G,& puiG 
q u e  B+C+D e[t le triple dela bafe d'un 
prifme ézal à Z donc C-c: G fera égal à 
cette baiè, ce  qui efi vray,' comme nous 
l'allons démontrer, aprés avoir examiné 
de quelles parties eficompofé le foiide 2. 

Ilefi confiant q u e  Z efi égal x0 au pa- 
rallilipipede N Q R T  ; donc NOPQcft: 
la bare, 20 A quatre prifmes épaux cha- 
cun auprifme O & S T,  qui ont  pour 
baie chacun le paralelo~rainrne EE , ou 
à quatre  parallelipipedes égaux qui ont 
chacun E moitié de EE pour balè. 3O 1 

S i i i j  
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huatre pyramides Cgales chacune i l a  py 
ran-iide KOS . d o m  la baiè cil H , oii 1 
quatre priiines , dont lei tiers de H rfr la 
b a k ,  & OS 13 hauteur : aiiili  la  b d e  du 
ioliile é g ~ l  i z cil la valeur de NOPQ, 
pl ils qE, plus quatre tiers de H , iquoy 
il f;lu r m o ~ ~ t r e r + q i ~ e C - - + ~  G efi épi, ou 
que E-~~E-FF~~~C 1 ' G.  

11 elt evi- -k 3 
dent que 4 E  
4 B ,  c'cil à 

quai-ré D , o L ~  
entre IKLM 1 p 3 s 
& flo?Q, p i s  qu'il efi prodni t p r  la 
riirlltiplicarion des racii~es d e  B & de D, 
c'elt 4 dire,& o i  pnr ,&,do:: il efi a u f i  ésal 
$ . . .  a C , qui par  Ilhi r u t  IxCe efi un moyen 
pro:ortio:~nel entre  B & D , oii enrrc 
ij(Lk3d & N O P q  i l  ne refie donc plus 
q~lrii faire voir q u é  4 . H z  G : o r  4E eit 
Ja diffcrence entre C & R & +E 4 4 H  
gfi  la diffcrence entre D Sr C : I'excez de 
-#E&qH par d~ffüo +E , diffcrence de C 
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avec 5 ,  efi 4H : don: 4 H 2  G, qui elt Ic 
meme excês. Nous avons dit que B44E 
+'H efi ésal à la baCc du folide égal à 
Z; Donc puifque C,- B++E Sr G= ,+I;H 
il faur que C +- I G= B+qEt-?H,cc 
qu'il faloit prouver. j 3 

Je  joindray à la demonfiration prc- 
cedante celle qu i  Cuit qu i  efi pluscoiirte; 
elle peut fervir d'exemple de la difFc- 
rsrice qu ' i l  y a entre Cclairer & conv in -  
cre l'eiprit. Soit  u la bafe inferieure , L 
la hperieure du fragment 2 dont  c efi la 
hauteur,  d ef t  le refce de l'axe qui man- 
que pour achever l a  pyramidc, En mdi- 
pliant aa par tout  l'axe c+ 

d l  le produit aac+aad fera .i. >. . 
le triple de toute la pyra- .-- :: : - :X 
inide, d'oii ayant Ut6 b k d ,  id: : 
qu i  elt le triple de 13 petite 
pyramide X , on aura u c 4  
a a k  bbd: 3 ~ :  ièlon 1.1 regle 
propofie dont on  recherche 

za 
la deinonfiration rac-tbbc-i. 
rb'~=: 3 2 ,  ( car remarquez que je multi- 
plie aa4bb+-ab non  par le tiers de la 
hauteur de'Z, m3is par toute la hauteur 
c ) il f u t  donc dcmontrer que cnac+bbc 
-+abc=: aac+ aad -bbd. 

IO a- 61 b : : c, d ;  multipliant a + b & b 
par a-tb,on a aa -66 & ab+bb,ainfi aa- bE, 
s b - e b b  : : c , A :  multipliant Ies extrêmes 
& les moyens oii a aad- b b t k  abc+ Ch : 
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li 1a place de a d  bbd, f ibfi i tuant  abc-+ 

bbs qui luy efi égal : o n  aura r a r - + r b c  -+ 
b b r z  aac-i-aad- lbd,ce qu'il faloit prouver 

C H A P I T R E  V. 

P Our rendre ce dircours de l a  Metho- 
de plus intellisible , je rangeray de 

iùite les principales Regles , coinmc je 
I'ay f2t dans le 7'Livrc de la Grandeur. 

l o t r t '  n'émzt pm inconnu dans #ne p t l ? i o n  , 
en en fiair a,pz  poscr rrprefinter fa chofi dom 11 
r'qtr, 8 Is fuppofir comfnc faice , 6 c'el? par /a 
p ' i l  fdut c~v~mcncer .  

C'efice que nous venons de d i r e d m  
les Chapitres preccdcns. 

Seconde Regle. 
Seten qar'unc e t f i ron  c p  propofic, n o m  pouvons 

cennerhre Jï pour la conjîrrrllion de cc yu'il faut 
fair, il d é p e n d  de nom de cbotjr cercatncJgran- 
dtnrr Q pnr confic)ucnt fi la yurj2ion cfi Bcirr- 
minée ou i~deicrrninét. 

On propofe de couper la ligne AB) 
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de forte q u e  le rebangle de Tes dcux par- 
ties, Coir égal à un quarré dsunc dc Ces 
parties. 
J e  coupe AB au hazard en C .  J'éleve Ia 

perpcndicul. CD moyenne entre AC & 
BC dont le quarrC: eit Egal au rc&anglc 
de AC & & de 0C:cet- 
te ligne CD q u i  iëra 

....m. 

plus petite que AB,fe- d <* 

f* ra une de Tes parties; , 
ainf i  j'ay Catisfait au 
Problême. Je pouvois A C s 
couper AB ailleurs qu'en C ; ce ProblC 
nie efi donc indeterminé , c'efi à dire, 
qu'on y peut fatisfaire en differenter 
manieres. 

Un Pmblême eR dit determiné , lors 
, qu'il ne peut être fair qu'en obkrvanc 

une certaine chofe q u i  le determine, & 
q u i n e  dépend point  du .......... choix de celuy a qui il , 

ek propofé. Par esem- ? 
; n: ........ p k f i  on propore de pro- ,, 

longer AB divifé e n  C, c B .  i 
jufques en D, de [orte L ..................... i 
que le quarré de C D 
ioit égal au reaangle de AD & de BD; 
alors comme ce prolonsement BD efi 
déterminé, c'efi à dire,qu'il a une cer- 
taine longueur precife, ce Problême eR 
determine. 

On connoit qu'un Problime elt inde! 
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terminé lors qu'on ne trouve pointd'e- 
quations entre les grandeurs dont il efi 
parlé dans ce Problême: car il eft facile 
de trouver des 'equations entre  deux 
grandeurs determinbes , lors qu'on en 
connoît les rapports. Par exemple, fi Z 
el t le  tiers de X,ileit evident que 3Z -,X, 
& fi la difference de Z à X eltb que Z-i- 
b z  X ou X- b=: ~ : a i n f i  quand o n  ne trou- 
ve point d'equations, c'efi une marque 
qu'il n'y a point d e  rapport determiné 
en t r e  les grandeurs qu'on propoîe de 
trouver , & par confèquent que ces 
grandeurs Cont indeterminées , que ce- 
luy q u i  propofe le PïobI2me n'en avoit 
.point de particulieres, ainii on en peut 
fbppofer de telles , que par leur moyen 
on peut Catisfaire i ce qui efi propoi2. 

C'eit à quoy il faut bien prendre za r -  
de, car dans un Problime indeterminé, 
toutes les grandeurs qii'on peut choifir 
à difcretion font connuës,puis qu'on les 
choifit : ce qui fait qii'apris ce choix, le 
Problême qu i  auparavant &oit difficile, 
devienr tres aiië. 

On dei; étadicr aucc f i in  CC p ' i l  faut chtri 
cher d ~ n s  nnc yucf&n ; cn fiire marqwcr cc qui  
ta connu, & lc d$ingurr dc cc ql i i  nc l'cJpa?r. 

C'efi une regle de boq Cens que riwus 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L I V R E  V. C W A P T T R ~  ' V a  285 
avons expliquée dans le 7' Livre de la 
Gr. Nous avons dit  que les Grandeurs 
connues le marquent avecles premieres 
lettres de I '~lph&et ,  & les inconiaues 
avec les derniercs. 

Daus nile gme/fion-ou d h o u v r t  r/~~k't c j l  la w k  
lcur d'sine grrndcwr i a c o n n u ë  par lrr proprieus 
d c  la fgarc qui r L i  fartr pour rtfiwdrr cerra 
pcj7ron , Q par  lcr vapporir connw q n t  crrgran! 
dcurs inconnuds ont avec csllcz yu1 /ont connuil .  

Si par exemple x efi le coté d'un trian- 
gle rcCtangle dont les deux côtez a & b 
Sont connus ; il elb: cvident que fi x eit 
l'hipothenufc x x z  aa-+bb, fi b efi I'hipo- 
tlienufe 66- ad=: xx.  

On rcduit , comme il a été dit , les  
fisures en  triangles dont  on connoit  
les angles par l a  cotifiruition de la figu- 
ïe , & par les cercles d m s  lcfquels o n  
peut les concevoir infcrits o u  circon- 
fcrits. Si ces triansIcs font femblables , 
on découvre en fuite les rairons Pc les 
proportions de ccs lignes. Quand o n  
connoit le rapport d'une grandeur in- 
connué , avec celle qui efi connuë , elle 
devient connuë  , car fi x efi le tiers de 
b,donc ix= 6; fi x eit moyenne propor- 
tionnelle entre b & C, donc X X ~  bc.  
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En cxaminmr p e l r  /ont I C I  rapport? de~grrn: 
d e w s  drnr prrlc lc ~ r o b i h c  pi a i iC~ropa/ i ,  an 
ouvre Ir mqcn  dr Ics cxprirncr cn dcrx mrnrcrts. 
t e  p i  s'appcllc, equation. 

Car fi je r p y  que x c i  I'hipotlienuk 
d'un triangle rc&ariçIc dont b & c font 
les côtez, puifque xx= b 6 - w  : J'ay deux  
n o m s , o u  deux fignes pour  exprimer la 
même grandeur  ; au lieu de x x  je puis 
mettre 6 6 - t c c :  fi je fçay que x "i-b= r; par 
tout où Pera x-i-b , je puis mettre < cn 
fa place : fi xeR lc tiers de 6, j'exprime- 
ray la même grandeur e n  l'appcllant ou 
x ou 5 b 3 ainfi en conhoiffant les rap- 
ports' des randeiirs , o n  peut trouver P des exprei ions differentes quant  à leurs 
'fignes , qui n'ont qu'une même valeur ; 
ce q u i  eR d'une grande utilité. 

I l  faut ixprimcr l t r  dtftrcnr rrrmtl d'nnc que- 
pien ; dc /om que fi ccla /; peul, il n j  ait gn'une 
/CHIC lettre inronnnë. 

C'eft à dire, qu'il n'y ait qu'une des 
dernieres let tres .de l'alphabet dont on 
fi fe r t  p o u r  marquer  les grandeurs in- 
connues.  Qla fe peur faire , parce que 
comme nous venons de le dire,cc qu'on 
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connoît d'une queftion ouvre le rnsyea 
d'cxprinier en differentes manicies la 
même grandeur, Sr quand cela ne fepc~r  
pas , c'eR une marque q u e  le Problême 
cit indeterminé;ainli on peut alors choi- 
fir à difcretion des grandeurs connués, 
avec lefquelles on pourra reduire les ex- 
prelfions de tous les termes de  la que- 
fiion, de forte qu'il n'y ait qu'une des 
dernieres lettres de l'alphabet. 

Rjant urr e9uriioaI su nnr dorbh cxpr~flon; 
dans la9rcUt 11 n'y a p 'nncgrandenr  inronnhë, 11 
faut f a r t  en /grte f l i r t  tour ce gui r/? connu fi 
rrouur d'nu des  r f t p l  dci/ilw dc  ~'cgalirc', @ ~ U ' O U  

f 4 c  p J c r  Ar t a n r r c  ri% cc q u ~  r/3 rnronnu. 
Si par exemple , b k  xx+ra,  l a  gran- 

dcnr inconnuë x x  é tan t  mélée avec au, 
qui eit une  grandeur connuë , je fairs 
parer ru de l'autre tôt; , & vient bb-r  n* 
C x x .  

Lors que cela fe peut faire , & qu'un 
des membres d e  l'equation efi tour con- 
n u ,  & que dans l'autre membre l a  çran- 
deur .iiicoimuë Te rroiive feule, la que- 
fiion cil refoliië, car fi bb- a a z  A--v, ayant 
Ôté a d  de Cb , i ù p ~ o i a n r q u e l e  refle ioit  

, nous ,urons cerre equarion c r z  x x  , 
partant C= X .  

Jc ne repete point icy par quels mo- 
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yens on peu t  faire parer une grandeur 
d'un membre dans un autre ; cela a été 
eiifeigné cn fon lieu 1. 7e de la Grandeur. 

Huitiéme Regle. 
11 fdwr rcdnirr les rcrmrs d'une gn$ion aux trr. 

mcr Ies plw jïmplrr. 
Nous avons parlé avec étendu6 de ces 

reduLtions 1. 7C Grandeur. Nous y avons 
vu qu'un des grands fecrets de l a  me- 
t hode eit de donner des nonu convena- 
bles. O n  peut divilèr un tout  en  tant de 
parties qu'on vo~idra , & le nommer par 
une feule lettre, ou par plufieurs qui  ex- 
priment les parties de ce tout. Par exem. 
pli, je puis i lppofer que B eit divile en 
t rois  parties dont  ch~cune efi b ,  ainG 
puifque B 3  36, f i l o n  qu'il fera propos, 
je marqueray la méine grandeur, ou par 
B, o u  par 36. 

II faut reduire les differcntes gran- 
d e u r s  d 'une quefiion aux memes fisnes: 
c e  q u i  1è peut faire çnditicrenres manie- 
res. Par exemple , fi - 6, x , z , ~ ,  en Sup; 
p l i n t  b=; 1 ,  je puis exprimer ces quatre  
termes 6,1, z, yde cettemaniereoù il n'y 
a qu'un feu1 iigncci 1, x,x'x, xwx, car par 
lapr. 1 1 . 1  4. G. 6 011 r.  elt a t comme le 
quarré de b o u  de r,efi àceluy dex.c1etIà 
dile b, z : : bb, x x ,  o u  r, z : : ~,xlc.,ainG pu& 
que xx=; a, je puis îubfiituer xx j, la pla; 

ce de 
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cc de ;s , & par la prop. 1 t 1.4. Gr. 6,y : : 666, 
XZX,  OU 1, y, : : I, xxx  : donc puifque x i  

y, au lieu dey jc place x3, ainfi je reduits 
ces quatre grandeurs 6, x, x, y, à celles-cy 
rjs,xa x 5.11 y a cent maniereskmblables. 

C H A P I T R E  VI. 

Les ~roblêrnel que l'on tnrreprend di 
rpjorrdrepar l'ordre gai c/t icy expli- 
qui, & qae nous avons appebé ad- 
lrurs ~ n a b j ,  fi dgingutnr en rer- 
taincs claJes : dsJnt ou hneaires, - 
p h ,  ou /o fidts. 

Ors  qu'on a reduit l'equation dont 
L o n  fk fërt pour la relolution d'un 
Problême, aux termes les plus finiples ; 
ce Prablême efi appellé o u  lineaire, a u  
plan , o u  folide, Celan que le membre 
de I'equaticsn q u i  eit incannu,efici'une, 
bu de deux , o u  de trois dimenfions. Si 
par exemple x=i 6 ,  comme x n'a qu'une 
dimenfion, ce  Probléme qui  fe refoud 
par cctte equationefi 1ineaire.Dans cet- 
te equation xx= ab-+xb , la grandeur x 
monte jufques au fecond degré : x eit 
un plan, aiiifi le Problême pour la refo- 

T 
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lutien duquel cette equation elt emplo- 

-yée,fe nomme plan. Enfin un P r o b I h e  
eff iolide lors que l'eqiiation dont on CL* 
fèrt pour le reioudre cit de plufieurs di- 
menfions , comme celle-cy,xxx= xd-kaa 
+xa, o u  a-, monte  à 13 trodic'rne dimen- 
fion , ainfi de fqite. 

T o u s  les Pi'oblêmes ne pcuvcnt pac 
être lineaircs. parce que l'on ne peut pas 
tellement debari-affer l e s  grandeurs con- 
nuës des inconnues que les unes & les 
autres f i  frouvenr lepariment comme 
dans cette eqiiation où  je fiip ore qu'a- R pris  toutes les reduttions po ibles , on 
a xx= x6-1-aa; vous voyez que x efl mélé 
avec 6, I'inco~inu avec le connu, de îor- 
re que l'on ne peut pas dire prccifément 
quelle efi la taIeur de x , & le comparer 
avecune grandeur toute connuë , à la- 
quelle il iè trouFe pïeciîément égal. 

Voicycomme o n  arrive aux equ~tioiis 
de plufieiirs dimeiilioi~s.Lors qu'on &ait  
par les conditions d'une quefiion, qu 'u-  
ne grandeur telle que a étant miiltipIiée 
par ellc-mêrne , efi égale au prodiiit de 
x multiplié pas z deux grandeurs incon- 
nues, & qu'on coiinoit le r ~ p p o r t  qu'ont 
entr'cllcs ces grandeurs inconnuès, par 
exemple que x= x+ a, muhipliarit par 
x ,  OU par z- R , o n  aura cette equmon 
zz3 z a z  aa OU %PZ a4+?a,laquelle equa- 
tioii e,rt de dcux dimeniionsl &par c m  
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fèquent le Problême par lequel l'on 
cherche les valeurs de x & de n efi p l p .  

On fiait  que l e  produit de ces trois 
grandeurs z ,  x,y,efi égal au cube de a: on 
a trouvé par ce qui efi connu dans la 
quefiion que r r l  x - t b  , QEgz S+C, ainfl 
nlulripliant ces trois grandeurs, r, x-t. 6, 
x- tc ,  par elles mêmes, o n  a cette equa- 
t ion a l =  xi-txxbt-xxc-txbc , la  ilelle e- 

blême efi folide. 
9. quation a trois dimeniions , ain i le PIQ- 

O n  reduit à de certaines formnles les 
equations de deux ou de plufieurs di- 
iiienfions. O11 les transforme ertdiffe- 
rentes manieres par les additions ou di- 
minutioiis qu'on y peut faire pour re- 
duire à des formes convenables qui en 
facilitem la refolution. Voyez le 3'Liv. 
dc la Geometrie de DeTcartes , où cela 
efi expliqué exattement ; comme au% 
dans les Eleiliens de Mathematique du P. 
Preitet. Je ne veux point rouclier pre- 
fentement à cette matiere ; parce 
ron utilité regarde les Elemens des li- 
gtlescourbes , ainfi je refeïve à ce lieu 
d'en traitrer à fond. Les Problêmes fa- 
lides ne fe peuvent refoudre , parce que 
nous avons enfeigné dans les deux pre- 
miers volumes de nos Elemens ; ainfi ce 
feroit iniitileinenr qiie je parlerois des 
preparations que I'on doit  faire d'une 
equation de plus de deux diinenfions , 

a ~j 
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p o u r  larefouilre,puifque cela ne ië pcur 
faire que par le moyen des lignes cour- 
bcs dont  l'on n'a point  encor par l i .  

II eit facile de nediiire les equations de 
deux dime~ifioiis aux mêmes forinules, 
Far exeinplt: i celle-cy x-x= du- x-d OU 
xx=: a a i x d  : car fi xx= ab ~ x d  , conr i lx  
a6 efi une grandeur conniic en p r e n m t  
a b z c c  j 'auraycette equarion x x z  cc-txd.  
P o u r  changer Ic plan fi6 dans un quarré il 
faut chercher entre a & b une n.ioyeilnc 
p~oportionnelle,  laquelle étant  nominie 
s , puii que  CG ab, je puis iùbititiier cc en 
l a  place de ab. Si X'XZ xdf-C, p u i h u e  c eit 
une grandeur  connuë,  je puis iiippofcr 
q u e  fà valeur efi égale i la grandeur bb, 
ainfi que xr=  bb+xd : o r  pour  trouver 
le q u a r ï é  66 qui  ;sale c , j c  cl;crclie une 
moyenne propori ioiinelle entre I 'umté 
& r ,  laqcelie ét.tiit nomnée 6,il fàutque 
b k  I c, o u  bb= c ,puis  qu'une grandciir 
m u l t i p i i i e  par l 'u l i i t6  ne  devient pas 
plus@~!?dc ayrés ccrte multiplication. 

C H A P I T R E  VII .  
Der lieirx Geometriquer , ou der ~ r o b ! 2 -  

mes qui b n t  un Izeu Geomerriqar. 
 appelle lieu ~ c o r n e t r i ~ u e  toute 

C l l i g n e  ou dioire ou cou~ l i c  dont 
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toiis les points ont  un  même rapport 
aux points d'une même lisne droite ou 
courbe , a u  regard de l'iin des points d e  
cette l i y e .  Et  cela eit fort bien appellé 
lieu ; car le l i e ~ i ,  par exemple, d'un cer- 
cle, font toiis les points qui ont un cer- 
tain rapport avec le point d'une ligne 
droiie ; c'efi à dire , le morne rapport a- 
vec cette ligne droite que ce cercle a a- 
vec cette l isne; de forte qu'en connoill 
fant ces rapports,  & par ce moyen les 
points par où  doir pafièr ce cercle, on 
coiinoit ion lieu, c'elt à diïe , le plan où 
il efi 

Ces rapports Se peuvent marquer par 
une fcule equation ; aiidi par la nature 
d 'me ecjuation qui efi connue on  con- 
noit  la nature d 'une l i g e  quelle qu'elle 
b i t ,  & ibn lieu ou  Ca place, ce qui efi la 
coniioîtrc enticrcincn:. C'eit pourquov 
cornilie certe îlience des lieux efi d'une 
graildc utilité, le$ Geometïes iè font ap- 
pliquez avec un foin particulier a 12 per- 
fe&ionner. Elle confifie particuliere- 
iiient à reduire les cquations que l'on 
trouve à de certaines formules , dont  
nous venons de parler dans le Chapitre 
precedent. Les li3nes droites & circu- 
laires nous font affea connuës ; ainfi la 
methode des Iicux n'efi necciLise que 
pour les lignes courbes,  dont  nous ne 
parlons pomt encore, neanmoins pour 

T iij 
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donner quelque notion de cette metho- 
de : j'en donneray des exeniples fùr les 
lignes droites & Sur les cercles. 

Soit AB= a & BC= d : il eit evident 
que  a, d ; : x .  g, donc a ?= dx , & divihnt 
par a,le quotient :fera egal à y , c7eR à 

dire, I=: y , & cette equation inarquesa 
' a  

le rapport de tous les poinrs de la ligne 
RE prolongée à l'infini avec 13 lipne 
AD, prolongée auifi à 
lainfiny:car par x nous E 

I. pouvos entendre quel- /- _-. # 

que  partie que ce [oit c-c.- , 
de la ligne infinie AD. y., & par y tou te  ligne A , B 

menée de l'extremité 
de x à la ligne AE faifdnt méme angle 
avec AD que la ligne BC,c'efi pourquoy 
çet te  equation d;'=ymarque le liru de 
cette ligne AD, Sr fait connoitre fa na- 
ture qui  efi, comme il a été démontré 
que a, d, : : x., y,& qu'ainfi llip d i  , & par- 

dx- 
tant  ;,y. 

Si donc on propofoit de trouver une 
ligne telle qu'elle foit, avec cette con- 
dition : IO qu'ayant mené de cette l i g e  
deux autres lignes droites fur une qua- 
tr iéme ligne droite coniiuë,avec laquel- 
le elles faffent les mêmes angles; 2" que 
ses quatre lignes que j.e novrnc A, da x~ 
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foient proportionnelles; 3" qu'on puiffe 
exprimer l e  rapport de cet te  ligne que 
l'on cherche avec la droite qui eft don- 
née par cette equarion, ; = y ,  il efi evi- 
dent que cette ligne ihconnuë ieroit u- 
ne ligne droite. 

Ce Problême, felon la~naniere  de par- 
ler des Geornetres , efl un l ieu;  puis 
qil'il s'agit de trouver le lieu oii la place 
d'une l i y e  ; qu'on connoit qiiand on 
peut connaître tous les points par oii 
elle p a G  r car ayant élevk fur la ligne 
donnée que je Cuppok être AD les li- 

BC & y  que je iùppofe être  propor- 
n. 
tlonnelles , je )auïay que ce t te  ligne 
dont il cf? qiieition , doit paaèr par C & 
par Ic Sommet de y. 

La ligne BC efi doiinée , on  propore 
de trouver le lieu d'une ligne , 'de tous 
les points de laquelle ayant mené deux 
lignes, que j'appelle x & y  aux extremi- 
t ez  de BC , elles faffent 
toujours le même an. 
gle ; & que leurs quar- 
rez Soient égaux à ce- 
luy dc BC que je nom- 
me a, de h r t e  que  cet- 
te equation G ' t rouve  
toujours a u 2  xx-jy , il eit evident que 
ce Problcme fe refo~idroit  en coupant 
BC par le milieu a u  point G , & de G, 

T i iij 
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comme centre,  & de  l'intervalle EG ou 
CF faifant un demy cercle. Car IO par I r  
CoroU. I. BU Theor. i i, $. 1. 1. r ,  ayant mené 
de chaque point de la circonfcrence des 
lignes à B & à C ,  ces angles BAC font 
tous  igaux. 2 O  Puifq~que ces angles font 
droits , p4r l e  Coroiï. 5 dn r n h  Thcorims les 
quarrez des côtez qu i  
comprennent ces an- A 

glcs droits [ont égaux 
à celny de l'hipothenu- . '*O--- --Y- ;=., /.. -C--..,.::. : 
i i  nc, p ~ t ~ c  n. 4. 4 ,  ..-.. +.'. 
I .  j .  par coniiequen'r le B G c 
l ieu de cette ligne q u i  
étoit propofé efi un dcmy cercle, C'SR à 
dire, qu'elle efi circiilaii-e. En voila dT(s 
Four avoirune idée de ce que c'cfi que 
Jes Geornetres appellent lieu. 

C X A P I T R E  VIII .  

D e  /a c o n j h n i o n  o u  effeflion G e o m e t r i -  
que dej elu~tionr d'une de deux 

dimenfions. 
appelle conitruLZion ou effec- 

t ion Geometrique d'une equat i~n  ON 
Fe y ' o n  fait pour exprimer par, une li- 
gne fa valeur d'une çrandeur inconnuk 
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E I V R I  Y. C I ~ A P I I R I  VI11 297 
que l'on a cherchée, & Ces rapports 
avec les grandeurs connuës qu'on expri- 
me aufi par lignes. La  conitruAion des 
equatioiis d'un degré efi facile,puis qu'il 
lie s'asit que de faire une ligne égale à 
des graildeurs entieretnent connuës,auC- 
quelles la griideur coiinuë fe trouve pre- 
c i f é tn~ t  é3ale comme dans cette equati6 

h b  
a-= - Puifque b& #+ bfont des gradeurs 

a- b * 
aonnuës,que par exemple bb= 16 & a d  6 
=t, il efi clair que x z  8, & qu'ainii il efl 
facile d'exprimer par une lisne la valeur 
de x .  On peut aufi refoudre cette equa- 

bb . . 
t ion x,- 2, en cette progrelTion a-. 

6, 6 ,  a-, car multipliant 6, le terme mo- 
yen par l ~ i y  même , & djviiànt i~ pro- 
dui t ,  qui  efi bb , par a- b premier te rme 

bb 
de la progreirion, le  quotierit qui  elt F~ 
fera ésal  au je , fcavoir à x ,  ce qii'orl 
p e u t  exprimer ai11 fi par lignes. 

Je faits AD= a & AB= a- 6, ainfi 62 
BD: fiir AD au point 
B j'éleve la perpendi- E- - - . "" - -  -. 
rulaire EE é:ile ABD: j ~ s $  
de A je mene à E une 
ligne droite , & lür -----.---.--- 
AE au point E je me- A a D c 

lie perpendicuiairement E c q u i  coupe 
la lisne AD prolongée : alors l'ariglc 
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293 E L B M E N S  D E  G E O M E T R I E .  
CEA efi droi t ,  ainfi ayant décrit iiii cer- 
cle par ces trois poiilts , i l  eft evident 
q u e 5  AB, EB, BC, o u  a- b,b ,  I;C,par- 
t a n t  BC;= x. 

On reduir les equations de deux di- 
meniions à de ièmblables fornlules x x z  
rsx+bb, o u  xx= ax- 66, OU x x s  Lb-- ax, 
comme nous l'avons vY cv-deffus c h ,  6'. 
Aprés quoy  il s'agitde t roiver  la gradeur 

'F 
- 

onnuc xdont  on [$ait que le quarréxx 
c égal 4 un q u a u é  connu bb , plus ii u n  
planax, îeloli la yremiere formule fait 
de x & d'une grandeur connue ,  ou fe- 
ion la fécoiide forinule x x  efi égal à ce 
plan ax moins Ie quarré d'une grandeur 
connue, o u  h ivant  l a  3' x x  efi égal au 
q ~ i a r r é  d'une grandeur connue moins 
un  plan fait  de a une grandeur,conmie, 
& de x qui  elt inconnu. 

bb-d , t rouver  la vaIeur de y. 

J'iIeve fur I'nne des extreinitez de b 
une perpendiculaire égaIe A l a  moitié 
de d.Du fommet de cette perpeildiculai- 
re comme centre & de l'inrervalle de 
cet te  perpendiculaire, je faits un cercle, 
'& par [on centre- je mene une fecante 
juîques à D. 
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La ligne b efi une tangente par lacog- 

Brufiion , & 
yuifque le .ra- .a-+-- -çt- 

,+* *. yon de ce cer- A ; . o., \ . -  
cle eR igalà la i &W.\ 1 ,  

moitié de d , 
tout le diame- 

3 tre AB= d : je 6 

/;;;;!:%\ 

pomme y lare- *+- .. . 
b D 

canre AD & d: 
la partie ED qui eit hors le cercle. 

Puifque le tout multipliépar les par- 
ties eil égal au produit du tout par le 
t o ~ ~ t ~ j ~ y d - t - y x :  ot p a r I r T b .  9, 5. 1 .  1 .3 .  
+ p b ,  x, doncyxz 66, ainfi en fubfiituant 
dans l'equation precedentejy=yd-i-yx,le 
quarré bb en la place de ) x ,  nous aurons 
y9= bb+-jd; ainfi en faisant ce que l'on a 
f ~ i t  on a trouvé la ligne AD , qui efi 6- 
gale à la gfandeur y auparavant i n c d .  

11 feroir Facile de trouvcr la valcur de l a  ligne y en nombre. 
Les Geornerrcs airricnt mieux riuuvcr une  l igne  ;gale à la  
grandeur inconnue qu'ils chrrchcnc , parce que fouvmr  ce* 
grandeurs (ont des iacincs fourdcs qui n e  fc peuvent cxprimcc 
par nombres. Neanmoins je crois q u e  les racines fourder f m c  
cn quelquc manicre plus connues q u e  Ici ligrics. Car Ti par ex?- 
pie un vaut i 8 .  l'ciprii n'apperçoir poinr G clairetncnr la 
valeur d'une ligac qu'on a rrouvC i ~ a l e  1a;racine de  1 8 ,  c'elt 
à dire, qui  cR un des cdrcz d e  cc quarré, qu'il fair la valcur dc 
cc iïgne. R I B .  

Problfrnc f i c o n d .  
bb- xd, on cherche la  valeur de x; 
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On fait la  m ê m ~  choie que dans le 
Problême pïecedent.  Les lignes ont 1c 
mtme   non^ ; o n  trouve que la valeur 
de x efi BD , car par lc I h c o r ê m c  9.  5. 1 .  

1. 3. + x ,  6, x - d ,  donc x x + - x d z  bb ; & en 
ôtant  de par t  & d'autre xd o n  aura xx= 
bb- r d ,  qui  i t o i t  l'equation propofée, 
ainli BD eit la  vaIeur de x. 

On fai t  un  cercle dont  Ic diametre 
AB efi é p i  à la  grdnderir d qui efi con- 
nuë : au point E o n  éieve une peipendi- 
culaire,ou tangente 6&31e à l'autre gran- 
deur connuë , Ciavoii: , à b :par le h m -  
met  de cet te  tansente, c'cfi i dire,par C, 
,on mene FC paralelle au diainerre d u  
cercle. Si cetteparalelle F C ne coupe 
D a s  le cercle, Darce 
hue  b eit égaie o u  
p lu s  grande que  la 
moitié de d ,  c'efi à 
dire ,  que le rayon A 

G B 
d u  cercle. Alors le 
ProbErne eft impofible , c'efi 9 d i r e ,  
qu'il efi faux que xx=: xd- bb , puifque b 
efi t rop grand au regard de x ,  pour que 
cela puiffe être. Si cette paralelle F C 
coupe le cercle, je met?e par A une pa- 
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L I V R E  V. C H A P I T R S  1 X. 381 
raielle à BC , fçavoir A F ,  aprés quoy 
je dis que fi x eft plus ~ c t i t e  que 6,fa va- 
leur fera DC , & ED , fi il  vaut plus que 
b cc q u i  Te démontre ainfi. 

Soit FD ou EC= x & DC.= 7 , par Ir 
7h.7 f ï i . 1 .  3 . + A G , D G , G B ,  & par 
conSequent yuilque AG= x &DG= b & 
GB o u  DCr,g, d o n c 5  x, 6, y donc * j  = 
bb. Nous avons LiiypoE d z  AIS, partant 
$= x-y,lrquelle equation dr: x-+y étant 
mult ipl iée par x , il vient xd= xx+xy. 
J'en retranche la precedante equation 

66, ce qui me donne d x d  6b = xx- 
x~+xy, & puifque*q-- x j q o ,  je redui- 
ray c e t t e  e q u a t i o n  à celle cy d x -  bb=: x x  
ce qui fait voir la verité qu'il faloir de'. 
montrer. 

C H A P I T R E  IX. 
Les equationr de denx dimen~ionsJ;: peu- 

vent rtdwirc u n r p r o g r e ~ o n  de trois 
termes , ce qui donne rrn moyen plus 
ndurrl  pour rrjoudrr fer Problêmes 
p l m .  
N peu t  reduire les equat ionsk de 

O d e u x  dimcnfi~nr i une progrefliou 
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302 E L E M B N S  DR G K O M E T R I H :  
de trois termes. Par exemple , cette 
equation yy 2 bb-t yd fe reduit en cette 
pr~~greffion +y- d, b, y, caryy-ydz bb & 
ajoutant ~d de part & d'aurre y?= bb+yd, 
qui eR la même equation que celle qui  
etoit propofée. 

Cctte equation zz= bb, zd fe reduit 
à cette progrefion+ z+d, 6, z;  car ainfi 
zz-i-dx=i bb , & retranchant de part & 
d'autre & , vient nrz -bb 4 zd , qui efl 
la même equation que celle qui  étoit 
propofée. 

Cette equation z r z  xd+ bb  fe reduit . . 
e n  cette progrefion -;7 z, b , d- z. Car 
zd-. z z z  bb , ajoûtant de part & d'autre 
xz , il vient rd= b b 4  a z ,  & retranchant 
de pat t & d'autre 66 , nous avons zdd bb 

zz qui efi ainfi la même equation qiic 
celle qu i  émi t  propofée; 

Dans les deux premieres progreG 
fions,i 'ça~oir,3~- d, b, 7 & + <-eh, 6, z. 
le terme mogeii b eft connu , & 
par confequent la traIeur du produit 
des extrêmes égal au quarré de 6. On 
comoit auni la difference des extrëmes 
qui efl d. Dans la troifiéme progreffion 
qui efi :: z, 6, du z. on connoit 6 le ter- 
me moycn, &d qui eit la  Comme des ex- 
rréines. Car d- z elt le dernier tcrmc & 
z le preiniex, ainli B feu1 vaut z . ,  le pre- 
mier terme & le dernier terme, qu i  efi 
d moins z. 
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Ainfi en cherchant par 1'Arialife lare- 

folution d'un Problême, aprés qu'on elt 
venu à quelqu'une des trois equations 
precedentcs, il les faut reduire en une 
progrefion de trois ternies, dans laquel- 
le la moyenne proportionnelle efi rou- 
jours connuë , Sc il ne s'agit que  de con- 
rioître les deux extrCmes dont l'on con- 
noit o u  la fomme de l'un joinr à l'autre, 
ou la difference des deux. 

Problème prrmicr. 

Soit cette progrefiion dc trois liçnes + 2, b,  x&, & n+x= a connoiil-znt lamu- 
yenrie &> & a foinme de x & de < les ex- 
trêmes, connoitre les extrémes. . 

Je prends AB é@ 1 a fomme des ex; 
trêmes. De C milieu de AB comme ceii- 
tre & de l'intervalle AC o u  CB je faits 
un crrclc, Sur B j'éleve perpendiculai- 
rement BD êgale à la 
moyenne b , & par le  c E n 
fommet D je mene !f. -... iw-.-..n 
DG paralelk à AB, & . 
de E o ù  DG coupe le : 
~erclc,j'abaiffe EX;, une A c F B 

perpendiculaire iur AB, q u i  elt émle 3 
6~ , ainfi E,Fz 6; donc puiQue- AF,EF, 
FB : les extrtmes feront AF & FE:ainfi 
6 G efi le grand ertréme , il Sew 6321 à 
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304 E L R M B N S  ai G a o a t i r ~ i i i i  
AF, & FB, q u i  efi le petit extrême, Cerd 
égal 3 y,  partant z & y  feront connus. 

Soit cette progreilion de trois Iigtics 
4 x-td,  6, x,  o u  +x-( d,  6, x , la moyen- 
ne b efi connue, & d la  difference des ex- 
trêmes x+d &x,connoîrre la  valeur de x. 

Je faits AB égale à d , & Cur B , j'tle- 
ve perpendiculairement BD égale à ben 
fuite de C ,  moitié de AB, & de l'inter- 
valle CD je faits un cercle. Je prolonge 
AB de part & d'autre ; 
julquïs à la circonfe- .,**.P~---. 

rence d u  cercle aprés 
q u o y  AE , o u  BF= x, : % 

car, EB,BD, BF; donc ;id.. < . . ,  iI 

G x+d, b, X, i A G  1 

Si la progre1Xori efi+ xr- d,  b. x il f ~ u r  
faire la même chofe, mais en ce cas xz 
EB : le plus  peti t  terme eft BF igal à EB 
-AB , ou à xd d .  II eit evident que la 
difference de x- d Sr de x efi d, Quand Ir 
figne efi-tla grandeur x efi EA. à laquel- 
le o n  aioûte l a  d i f i rence  d pour avoir le 
plus gkx.i extrême. %and le ligne CR - on retranche d de E o u  FA qui  eit  la 
valeur de x .  11 efi evjdent que+ EB, BD, 
AF- AB : ou- :', 6, x- d.  

Pl0 b, 
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Problémc trofitmc. 

Soit  cette progrelllon de trois lignes 
p d -+ x,b,d, la moyenne b étant  coniliie 

connoltre la differeilce des exrrêmesd-i- 
x & d laquelle efi x. 

Sur B extremiré de 
A B égale à d j'é- 
l e w  perpenciiculziire- 
ment B C égale à 6, 
par A&C je mene une 3 E K B A 

ligne droite fur laquelle au point C ie 
fais une perpendiculaire qui elt C D, 
ainfi l'angle ACD efi droit. Je prolonge 
AB juiques à ce qu'elle coupe CD, la li- 
gne BD aprés e n  avoir Ôté  AB Ièra éga- 
le  i x ,  car ayant coupé AD par la moitik 
au point IG & del'intervale AI< ou RD 
fait un cercle ,  ce cercle paflëra par C, 
ainG + AB o u  d ,  BC ou b ,  BD ,partant 
CD r: d -F x qui  e f i  le tiojfiéme terme ; 
ayant donc i-etranch6 de BD la lisne DE 
-, AB le refie E E ièra égal à x dont  on 
cherchoit la  valeur. 

C H A P I T R E  X.  

De la transfirmation des grandeurs. 

P UiCque 1'011 veut d o n n e r  icy uiie idée 
çeilerale de I'aiialyfc , il fau r due 1113 

v 
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306 E L B M K N S  D E  G B O M B T R I B :  
m o t  de la transformation des équations, 
c'efi à dire, de la maniere de changer 
leurs exprefions, îans que leur va- 
leur augmente o u ,  diininüe. O n  fait 
ces changemens pour faire paroître 
une equation fous  une forme plus com- 
mode,& qui en  faire appercevoi ï  la reio- 
lution , auiG c'en en cela que codif ie  le 
grand kcre t  de la bonne nietliode, com- 
me nous l'avons vû par une infinité d'e- 
xemples. 

Par la transformation d'une équation, 
l'on n'entend que les changemens qui fe 
font dans les lettres qui  m a r q u e n t  les 
grandeurs iiiconnuës. On a dit q u e  pour 
rçduire une équation à des termes plus 
iimples, quant o n  a pluiieurs grandeurs 
connues, il en faut prendre une fe~ile 
qui foit égale à toutes celles-li : Par 
exemple fi xd  -+ xb = x x  prenant c z b +- 
d il eit evident que xc =: xx.  Ces chan- 
gemens iè peuvent faire aiifil fur les 
racinçs inconnues d'une équation qu'on 
peu t  aiiornenter o u  dimiiiüer de  quelque ? quantite connuë : ALI lieu du terme in- 
c o n n u ,  il en faut fuppofer un autre qui 
foit plus o u  moins  grand, de cette mC- 
me quantité, & l e  iùbltirucr par t o u t  en 
la place du premier : Colnme fi x x  E X  

d -+ bb, dont les racines [ont x - 4 ,  b , x, 
& qu'on veiiille augmenter cette iqua. 
t ion  de 3. Il faut prendre y, qu'on hpo-  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L ~ ~ R E  V. C H A $ I ~ R B  X. 361 
fera tgal ?I x -t 3, ainfi) - 3 = x,en fuire 
par tout  QÙ feraa metre y- 3,aprés quoy  
l'équatidn xx = r d 4 b  fera transforinée 
en celle- cy yy- 6g+9 = y d  - 3 d - M  q u i  
elt la mêine. 

Pa r  ces t r i n s fo r t i a t i on~  on reduit 
une equarioti en l u y  ajodtant,ou retran-: 
chant de certaines grandeurs, à des for? 
mes  plus fimples, en failànt evanouir les 
grandcuïs emblirrairantes. Car  on peut 
faire que deux t e rmes  d'une queition 
don t  on  connoit  la difference, ayent des  
fignes contraires,  & que par conCe- 
quent .  m e  partie de ce qu'elles produi- 
ièn t  s'kvanoiiiffe , ou ne paroiire point; 
coriline il arrive lors que deux grandeurs 
qui  o n t  des iiznes contraires i i  multi- 
plient. Soient par exemple ces deux li- 
gnes  AE & EC dont  la  diffcrence efi DE, 
ainli AD =, EC ; [oit B le milieu de cet- 
te difference , il efi evident que AB ou 
B C t G E z  AE & qu'au contraire BCou 
AB- BE= EC. Ainfi fi DE difference d e  
AE & de EC eft rn; que la petite partié 
EC foit x , fuppofant  AB -, y d o n c  y 4  

EC , ainii ces  deux jpndeur s  AE & %C 
font reduites à ces deux termes?+ m 

& J - $ m quimont dcs lignes contraires; 

v lj 
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Si j'avois donc cette equation xx+xd r 
bb en  Cupofant y - 1 d l  x & p t  1; d = ; x  
-+d ie trasformeray l'equation preceden- 
te en ce l l e -cy~ '  dd=: bb,ou J ~ Z  064: 

4 
d d ,  laquelle formule efi bien plus airie 
reioudi-e; car l a  racine inconnüe ne fe 
trouve que dans u n  des membres; ainfi 
ajoîitant ' ddquiefi t ou t  connu avec bb 

4 

anfi co i~nu,  on a une Comme préciktnent 
igalc au quarré de y, ainfi 3 fera coi-inu. 
Cet te  equation y 3 3  bb-t - dd fe peut re. 

4 
Îoudre avec le compas , & la regle corn- 
me le Problêime ze du chapitre precedent. 
J e  prens AB= d & Cl3 ou CA= d, fur 
E j'éleve une perpendi- 
culaire BD -, b : de C ,. -,.. - - -  ..., D 
comme centïe & de ,?* .,.q *,S.... 

l'intervalle C D  je di- :.' 
cris un cercle ; je dis :---.-L 
que EC ou CF= y, que E A C  9 F  

EE=~-,-  t d &   BE=^-: d,que+y-+' 
d, b, 3- 1 d, qu'ainfi y 3 4  ' d d z  bb & par 

4 

confequen tp=  il&+- 2 dd. C e  q u i  eft 
4 

evidcnt , car Ir triangle BCD efi droit, 
partant le quaïré d e  y efi 6gal aux quar. 
rezde b & de + d. Or quand o n  co~inoi t  
3 O U  EC, on connoit EA dont  la  differen- 
c e  a w c  EC elt la d ou AC ou CB. 
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On ne peut rrjàudre avec Ie compas 
lu  reLle, l e r p r o b i ê m e ~ ~ l i d e r .  

L Es 6quntions folides, o u  de trois di- 
mcnlions, té reduiient dans une  pio- 

grefion de quatre termes ; nuis  outre 
que cela ne ik peut expliquer en peu de 
paroles,pour connaître ce que l'on cher- 
che d m s  une iè:nbl,ible progrenion , il 
f a u t  trouver deux moyennes propor- 
riorinclles entre deux termes, ce  que  

. l'on ne peut  f ~ i r e  que inecaniqneinent, 
avec les liznes droites & les cercles ainfi 
qu'on I'a vfi 1. 3.8. 1.Ce q u i  peut arriver 
dans les problêmes qui ne regardent que 
Ics lignes droitcs & les cercles, comme 
dans ce problême f i  fameux de la trice- 
&ion de l'angle qu'on ne peut recoudre 
q u e  par l'anylife , où  1'011 vient à une 
équation de trois dimenfioi-is , ce  q u i  
montre  que ce problême elt folide. 

La corde BE de l'arc BCDE efi con- 
nuë. On propofe de couper cet arc en 
trois parties éjales, CeIoil les premieres 
reçles de la Methode,  je fhppofe lacho- 

V iij 
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J P b  E L E M I N S  DI! G I O M E T R I I C :  
fe faite , c'efi à dire, aue  BCG CD=: DE. 
Je mene CF paralelle à DH : ainfi CF=' 
~ k ;  Pc partant  puirque CG=; DH; CF 
c CG,'ainfi FCG elt un iSool'cele. Les an- 
gles BCG,  & BGC 
f o n t  égaux , car la 4 C . . - . - - - - - - ?  

inifiiie de BCG efi /\,,/\ 
l a  rnoirii de I'xc ;' .É G M 

BK,& celle de BGC B.-------, $ 

efi la moitié deIZE, :- A < .  : 

plus Id moitié de :.. *. . . .. 
BC oudc DE égal à . . -. . ... 

d-4- 

BC : or  BK eit é g ~ l  K 
à IcD;donc ces deux 
angles q u i  on t  même mefure font égaux; 
partant le triangle CBG efi iiolcele. II 4 
p i n  angle coinmun avec F C G ; ces 
deux ifofceles font donc femblribles. 
BL4C efi auni iiofcele , & il  a un anglc 
commun a ~ e c  CBG ,@avoir BCG ; ces 
t ïois  triangles font donc femblablcs. 

Ces trois triangles BAC, CBG ,FCG 
i t a n t  feinblables, i l  faut que, AB , EC, 
C G ,  GF,doncii, AB= I & BC= z, felon 
ce qui  a é té  dit cy-deillus chap. 7. reg. 8. 
% AB, BC, GC, GF , ou- I, z ,n, x-(<. 

Je nomme b la  ligne connue BE; par 
confequent puifque CD =FH,& partant 
HE= DE ; ii ne s'en faut que la valeur 
de FGque BE, o u  b ne Soit triple de EC. 
Or F G z z l z ,  donc b+znz=3z,  ou 
p.z=; 3 5" 6, 
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Voilà jufques oh nons youvoiis pouf- 
Ccr icy ce problême ; niais vous voyez 
qu'il n'y a point de Tlieorême dans les 
Elemens precedens, dont  o n  p u i f i  tirer 
un moyen pour connoître la grandeur 
inconnuë z, iiachant ièulemcnt que Ion 
cube zrr eit égal à 3 fois el le mêmc , c'efi 
j dire& 3 z, aprês en  avoir retranché la 
grandeur coniiuë 6. O r  cela fe peut par 
le moyen d'une certaine ligne courbe; 
aiilfi de tous les problcmes iolides, dans 
lefq~iels en fuivant l'ordre analytique, 
on arïive à des equations de pluiieurs 
dirnenlions. 

Ces  problêmes folides fe refolvent 
facilement par des vopes mecaiiiques, 
corne celuy-cyde la trifcfiion de l'angle; 
Soit I'rirc EC , mefure de l ' a n ~ l e  E A C 

qu'il faut couper e n  trois. Je prolonne 
vers E le diametre CF,& appliquant une 
regle fur B , & fur le prolongement de 
CF je cherche le point D dans le ccrcie 
t e l  que AD ioit égal à DE,ce que je trou- 
ve en tâ tonnant ,  comme on  dit.. L'arc 
DE liera le tiers de BC , & ainfi DAF le 

V iiij 
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JIZ E L E M E N S  D E  G E O M E T R I E ;  
ïiers de BAC, ce que jc dimontre.  

A D E & D A B f i n t  iibiceles ; donc 
DRA= RDA & DAE= D E A : I'anglc 
B D A exterieur efi 6;al aux deux inte- 
rieurs DEA & I)AE,donc DGA elt c'gal 
à ces deux inêmes angles, & par confe- 
q u m t  il efi double de l'un & de l'autre. 
L'angle BAC exterieur efi au% 2gal aux 
deux interieurs DEA(ou ion Ûsal DAF) 
& à DBA , parranr i l  efi triple de  DAE 
moitié de DEA. 

Pour  refoudre geoinetriquement les 
P ïoblên~es  folides, il faut trouver deux 
moyennes proportionnelles entre deux 
grandeurs données , comme on le fera 
voir e n  ion lieu. 

II ef l  facile de trouver en general avec 
le  compas & la  regle, quatre lisnes pro: 
portionnelles, car fi on  mene 
une perpendiculaire S~ir la dia- 
sona le  d'un reLiaiige,les qua- 
t re  portions de ladiagonale & 
de cette ligne feront Fropor- 

C tionrielles, car car par l e  Th .7e  
1 1- j CD, BD, AD Sr par k mêmr Tb. 
RD, AD,DE, ainli: CD, GD, AD,DE, 

mais il n'efi pas quefiion de cela; il s'a- 
- _git , deux lignes étant  données, de 

trouver entr'ellcs deux moyennes pro- 
portionnelles; ce que je ne puis trouver 
par cçtte voye. 
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C H A P I T R E  XII. 

O N peut tenter la refolution d'un 
probléme par deux voyes. La pre- 

nliere n'efi qu'une aplication des Ele- 
mens q u i  font découvrir quelque moyen 
particulier au problême dont  il s'agit, 
& qui  ne peut pas iervir dans u n  autre. 
La feconde voye eft l'ordre que pref- 
cr i t  la methode, par lequel o n  trouve ce 
que l'on cherche d'une maniere d'autant 
plus excellente, qu'elle s'étend Senera- 
lement à tout  problême. Donnons un 
exemple de ces deux voyes. 

BAC elt un ifofcele, o n  propofe de 
couper Ces côtés AB, AC,  par une pa- 
rallele à la baCe BC ; de Corte que cet te  
parallele [oit égale à ce qui  reite des cô- 
t é s  , c'eit à dire ( je iiipoCe la c h o k  fai- 
re ) que D B= DE. 

Prrmirrc manicrc. 

Je fipore la choie fàite,que BDz  DEI 
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314 E L B M E N S  D E  G R O M E T R I E ;  
donc le trianglc EDE elt ifoi; 
celle , ainfi les angles DE E y  

& DEB font égaux : O r  les 
ans les  CEE & BED Iont  
auifi égaux par le Thcor. 8 .  lrv, 
r. 4. 1. partant EBC , & EBD B c 
[ont é p u x  ; par tant  la ligne BE coupe 
par Ia moitié l'angle DBC. D'où je con- 
nois que dans un triangle iioicelle , tel 
que BAC, en divifant en deux l'angle 
ABC par une ligne droite BE , menant 
parE une parallele à BC , elle fera égale 
a DB; ainfi par ce t te  proprieté du trian- 
gle ifofcelle, je trouve cermoyen de re- 
foudre Je problEme propofé; mais com- 
me  vous voyés , ce moyen elt particu- 
lier & propre à ce feu1 problime. 

Supofarit la chofe faite,  je nomme 
AB q~ l i  eit connu a, & d ,  la bafe CC, a u f i  
connuë, & x ,  la grandeur inconnu? AE 
que l'on cherche j ainii comme EC= a - r, a u 5  DE= A+ xy il efi evident que a, 
d : : x ,  a L X ,  donc aa- ax= dx. J'ajoBte de 
part & d'autre ux,& i l  vient a a z  dx + a x ;  
je fupofe G= d-i-A, ainfi cx=: dx-i-ax , & 
par confequent au lieu de dx- tax ,  met- 
tant E X ,  j'ay *a= cx ; divifant donc ce t te  

3 a eqiiation par c , jYay ; 2 x ; par con- 
. . fiquent -;: c, r, x,  aiilfi il nc s'agit que de 
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trouver une troifiéme proportionnelle 
a deux lignes connües, qui  [ont les deux 

remiers termes d'une progreilion. La 
fignc AB jointe avec k ligne EC eR le 
premier terme & AB le iecond. Cette 
ieconde maniere anditique elt generale 
& n'elt point particuliere à ce pïoblê- 
me:  

Brobldmc 

La ligne AB efi coupée dans un de fis 
oints, comme C ,  on p r o p o l i  de la pro- 
onger jufques à D; de h t e  q u e  le P 

reEtanglc fait de AD,& de BD, foit égal 
ail quarré de CD. 

Je fupok  la cliofe faite. Il efi evident 
que la queilion iè termiiic i trouver la 
ra lcur  de BD, oii de x ; jc niultiplic AD 
o u  a -t. b-tx par DB , c'eh i dire, par x 
ce qui f i i t  ax 4 x - 1 -  ........... 
x x ,  lequel produit, fe- 

n Zon la quefiion efi égal a ! h  . r :  

au produit de CD o u  A.-- -......: O 

de b+x n~ultiplié par i C B  : 

luyinêlne; c'efi à dire, ;m..-.--..- -,.. - -S . . -  -! 

que a x + b x - + x x ~  6b-1- abx- txx;  j'0te des 
deux membres de cette equation bx-txx 
& i l  reite rx= bb- tbx ,  je fais paffer bx de 
l'autre cô té ,  afin que la grandeur con- 
n u ë  bb refie route leule , & j'ay ax -bx 
;= 66; pour reduire cette eqnation aux 
plus Grnples terrncs, je 13 divife par a- 4 
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b b & alaïs x= laquellc cquation fe rei 
a -  b . . faut dans  cette prop3l ion-r :  a+ b, 6 ,  x ?  

dont les deux premiers termes Ltaiit 
connus , le troifiénie que je chcr- 
chois, qu i  eit x me fera au& connu,ain- 
f i  pour faire le Probléme il faut prolon- 
ger la ligne A E d e  la grandeur de x. 
qu'on vient de connoîtïe, 

Scholie, 

L a  rerolut ion de c h a q u e  p r o b l i m e  , d o n n e  l a  c o n n o i K ~ n c c  
d ' u n  nouveau  TheorErne :  Car i e l o n  c c q u i  vicnt  d'&rc i rouvt ,  
fi le quarrC d e  B 9 , pro longcmcnt  d ' m e  lignc, plus C B  partie 
d c  cerrc lignc, eR t ga l  au r e e n n g l e  f a i t  d c  A D ,  k d c  BU : C e  
prolongcrncnt  rera Icrro;LiCrne terrn? d ' u n e  progrelrion ; dont 
A C -  BC e l t  ic prcmier  rcrmc.  & BC l e  I econd .  La plus grande 
parri; des T l i eo r imes  font les fruits dc I 'aii i!yfe , q u i  comme 
v o u s  voy;r,eli unc  lourcc f c c o n d e d e  vcrir& 

Problème. 

La ligne AB eB coupée en C. on pro- 
pofè de  la couper de rc-chef e n  D, de for- 
te  que le reaangle de AC+ CD par CD 
foit  égal au quaïré de  DB. 

--...-- 
Je fuppore la ! i 

chore faite. Il faut  A C : 
c iD F trouver la valeur ; 'B 

de C D  : [oit AC= a : 
1 .  

& CB= b & CDz '-""----".-- 
x ; ainfi DB =2 6- x. Le re&angle de AD 
par CD efi rrx- txx , & le quarré de DG, 
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tiit 66- 2bx-1-XX , donc ielon la  que- 
fiion ax+xx= bb4 2bx * X X .  Je retran. 
che x x  de part  & d'autre;& a x z  6 6 4  ,&x. 
Je faits parer 2bx d e  l'autre c ô t é ,  afin 
que le connu [oit feul ,  aw-tzbx," 66 , je 
divife cette equation par a + ~ b  il vient 

b b 
x E - rcduifant cette égalité en pro- 

a - t a b  

portion + a+-& 6, x,  les déux premiers 
termes font connus,donc x le k r a  aufi, 
ainfi en prenant iùr CH l a  ligne CD éga- 
le à x, on aura fait ce qu i  eitoit requis. 

La l i g e  droite. AB eit coupée en C, 
la liçne BD infinie eit p e r p ~ n d i c u l ~ i i r e  
iùr  AB : i l  faut  de A mener  AD une fi- 
gne fur BD,de forte que AD= BC 4 BD. 

Je fuppofe la chofe f i t e ,  & que AI; 
= a , & 13 C= b & BD=: x , valeur d e  
BD q u e  Iton cherche. Selon la que- 
fiion AD= BC+BD,partnnt AD= 64x. 
O r  puisque l'angle 
A B D efi droit, le 
quârrédeAD,ou dc b 
-+x,lequel quarrC efi 
b b 4 2  bx+xx efi égal 
i c eux  de AB, & d e  4 
D E qui font.aa & wx. A B 

AinTi bb-tzbx+xx= IA-+XX , ôtant de 
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part & d'autre x x ,  il vient bb+2 b x z  ru; 
Afin que le connu [oit t o u t  d'un côté, 
faifans changer de place ri db , nous au- 
rqris z bx= aa- bb que je divife par z b,& 
j'ay x: Gb laquelle equation ie reduit 
airifi dans cette proportion t b,a-~-6 1: a - 6 , x d o n t  les trois premiers termes 
é tan t  connus, le gC x fera connu, ce que 
l'on cherchait; 

Deux lignes paralleles AB, CD, Tont 
d o n n ~ e s  par pofition avec CF, comme 
aufi les points F & E. o n  propofe de  
inener FD coupant AB & C D  prolon- 
gée au beîoin j de forte que AB foit à 
ED comme AF efi à AG. 

Soit A F z  a, CF,= 6, CES 6, A Gr: $9 
& AB,- x.  

Nous fuppofons la 
thoie faite : partant 
felon I'hipathefe a ,  d 
:: x, ED. nlultipliant 
donc x par d & divi- ,, 
fant le produit  qui efi ,. 
dx par a ,  le quot ient  
dr E D .  
triangles ÀFB & FCD 
font ièmbl~ibIes,donc c 1 D 

R, x :: 6, CD. or CD= CE-~ED,& par- 
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d tafit C c 4 Le produit des extr& 

mesa & ~ - + $ ~ u i  efi ac+dx efi kgal à ce. 
luy des moyens. Donc  d c - t d x z  bx. je 
tranfporte +dx & vient a c z  bx- dx. Je 
divile cette equation par 6 4  d & j'ay x=: 

a c - laquelle equation k reduit en ce t te  
b- 4 

proportion b- d ,  c :: a, x don t  les trois 
premiers termes [ont connus, 

P r o b l h t f  
Mefurer la hauteur inacceirible AB & 

& fa difiance AC par le moyen de deuln 
bâtons CD & EF. 

Je fiippo- "'::;.,+- 
i é q u e ~ c  
E X ,  AB=y 
CE= 6 ,  G D  3 
3 a Yc FHz 

, - A *  .& 

.*. -*.. +.- &. -. ". . *. .. 
-* ' . , .a 

*. L 

C, alors puii: 
que les rr ian,  1 

glcr BAF & 
G D F  font ...- 
feinblables . 
A B ,  G D : :  A x B b~ 

FA,FG,mais 
FA, FG : : FI, FK, à caufe des paralelles 
C D , B A ,  doncAR,G D : : F I , F K ,  ou 
leurs égales AE, CE, ainG 3, r : : x-+bl 6, 
par confcquent 67,- ax-tfib. 
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Les deux triangles BHF , & BGD forit! 

iiemblables ; donc comine B D à B F, 
ou IK à IF, ou AC à AE, de même GD a 
HF , ainii AC,AE : : G D, FH , ou x, x - tb  
: : a ,  c, partarit xc = xx-+ab ôtant ax dc 
part & d'autre il mite xcd ax= a b ,  divL 
fant l'un & l'autre membre par L- II on a 

ab 
X= cya ainfi c3 a, r : : b, x , mais on con- 
naît les trois premiers termes ; donc x 
le  quatriéme que l 'on cherche iera aufi 
connu. 
Puiijue l'on a trouvé cy-deffus que b y z  

tax +ab & xcr: ax +ab,  il s ' e~~ iu i t  q u e  by = c x  , êtans éaaux à la même grandeur 
ax+ab partant 6, c :: 5, y. O r  x eit déja 
connu, donc les trois pretniers termes 
efiant connus, on connaîtra le quatrié- 
me terme? que l'on cherchait, 

Pt06 rêror. 

Un qua& AC étant d o n n é ,  il faut 
mener de A l 'un de Iès ansles l a  ligne 
droi te  A E , de ioïte q u e  la partie E F 
totnpïife entre  le côté DC prolongi. en 
E Sc entre le côté BC , foit égale à une 
ligne droite donnée L. 
Je fupok  Iacho- 
îe marque fàite , les & li- jc D ! , , J Y , : ~ ~ '  c E 

gnes connues par 
les premieres let- ; *+A,,. 

tres i l'ordinaire, ..... .-- ........ r- A 
fi B H G 

@avoir AI;, ou 
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%C, ou C D, ou AD, avec n & EFavcc 
6. Je ne connois point d'autres l iges .  
Entre les lignes inconnuës je choifis CF, 
& AF, avec lefquelles je crois venir plus 
aifément à une cquation ,& je fais AF 3 
x & CF =z. 

Je cherche des cquations par fa voyd 
des proportions. Les triangles A B Fj 
.ECF, EDA , font rettangles & Cenibla- 

ab 
blcs, partant x,  4 :: 6, CE, donc CEE: 
& par la même raiion 6, z ! : b + x, a, od 
AD. Donc  ba= z 6-1-2 x. ïI 

Je cherche une feconde cquation paf 
u n e  autre voyc, je fçay que le quarré de E 
F, ou b efi égal aux deux quarris deCF,qul 
cfi r z ,  & de CE qui  eit e p u i f q u e  C E 

X I  ,, - - ab Donc  bb= zs-t 's 
11 faut faire eri [orte qu'il n'y ait 

qu'une grandeur inconniië. Pour  cela je! 
divife la premiere equation ba = z b + o ~  

b  a par  b- tx  il vient r a  =dont le quarré 
bbra - at .  Mettant donc dans b z z z  - 

la leconde equation à la place de t r  fa 
valeur que nous avions trouvée, &avoir 

rrbb aa bb bb = zr -e - i l  viendra b b z  - -  
XI bb-+ab + x t  

iabb 

Y. - rr 
laquelle equation aprés les redu- 

&ions necefiircs fe reduit A une cquo.. 
X 
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t ion dc  quatre diinerifions. 
O r  en tirant quelques autres l i y ~ e s  

dont il n'elt point parlé dans la quefiion, 
on peut trouver uneautre eqiiation plus 
iimple. Soit mené iùr A E ,  la perpendi- . 
culaire E G &, de E Sur AG, la  perpendi. 
culaire EH. L e s  triangles A B  F , AEG, 
EHG font reRangles , ils on t  lin aryle  
c o m m u n ,  ils Cont donc Ceinblables. Or 
EH= AB,donc FA€ & HEG font égaux; 
a i i l f i ' ~ G =  AF, Pc partant E G z  x .  Je fup- 
pofc BG=y ; ainfi AG= a-cy le quarïé  
de a -e j  qui  aa-t 
z a  ?+?y efi égal r: ..... 6 i..,iII. 
à celiiy de EG o u  M: y!' 
de x qui elt x x  
à celuy de AE OLI 

. . 
5 
\ 

x- tb  q u i  efi  x x t  -....----..-...... 
2. xb +bb,ainfi o n  A .  B H G 

.a cet te  equation aa-tz ay+j33, X X  xr-+ 
2 xb-tbb. E t  parce que AB,AF :: AE,AG, 
' o n  a, A, :: x +b ,  a-ty , par conièquent ra 
-+q=; lr . r - tbx  , ainfi e n  la place de 2 x x  
-+2 x6, riicrtant ià valeur 2 aa-tz ay dans 
l'aquation precedente , il n'y aura plus 
qu'une lettre inconiiuë , r a + t  v-t j~z 
2 aa+2 ay+bb ; ôtant de part & d'autre 
aa+zay, il sefie yJ= d a - t b b  , qui eit une 
cquarion tres fimple. 

Deux Marchands ont mis en iocieté 12. 
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Iiv. & on t  gagné 34 liv. le premier a pris 
7 liv. tant pour mire que pour zain p o u r  
deux mois; le iècond a pris 39. liv. tant 
pour f i  mife que pour Con gain p o u r  
cinq mois. O n  demmde la miiè Sr le 
gain d'un chacun en particulier. 

La mife des deux 121: a. La mire du 
premier ioit x ; a i d i  celle du fecondelt 
*- X.  ' 

La miCe & gain du premier ef; 7=: 6; 
donc 6- x fera le  gain du  premier. 

La niife & gain du fecond cit 3 9 ~  6; 

donc c- a 4 x  fera le gain du  fecond. 
Or cotnme la mire du  premier multi-, 

l i k  par  Con temps efi à ion gain ;ainfi 
Pa mif i  d u  fecond multipliée par fon 
temps efi d fon gain; c'eit ri dire, 2 x ,  6- 
x :: 5a-i g x ,  c-( a-+%. L e  produit des ex- 
trêmes efi &al 4 celuy deceiix du milieu; 
donc zxc- ~ a x - t z x x =  jab- Sax+ 5 bx 4 

j xx ;  & ajoYtant de part &d'autre 2ax 
&. retranchant e n  min-ie temps t x x ;  o n  
aura ZXCZ - 'ab -3ax+ ~ ~ X J J ~ X X ;  j ' ~ j o î~ të  
de part & d'autre 3 a x - t j b x  , ce qui me 
donne z c x + 3 a x + ~ b x  =5ab- t3xr .  Je t & p  

pore que d = 2 c 4  3 a - + j b  ; ainfi dx   ab 
-+35x ; je prend aufi f ~ j a b ,  que je re- 
tranche de part & d'autre , & j'ay dx-c 
f ~ 3 x 2 ,  en  fiiire pour  reduire cet te  e- 
quation dans une formule qui me donne 
la  refolution de la  quefiion, je liippore 

x lj 
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324 E t i k i w s  BI G ~ O M K T R I B :  
d=; 39 & f =: 3 b ;  ainfigx -k xx, je trouve 
un quarré égal à b , que jc nomme I I ,  
partant gx- li= xx; aiil fi par le probléme 
3C du chap. gc o u  3' exemple du chap. ge 
cet te  equation fe reduit à cette progrel: 
fion-?g-x, l , x ,  cargx-xx=il,& par 
coniCquentjx= fl-txx, & gx +ll= x.r; les 
extrêmes de cette progreflion font g -x 
& x ,  dont  g efl  la Tomme. On trouvera 
leur  differcnce fi fur ABzg  ayant décrit 
Je cei-cle AGB o n  éleve perpendiculai- 
rement B D= I , & 

G /....---.,.. l 'on tire de DG pa- - ... 
rallele A B , & du F' 
point E la perpendi- j' .- 
culaire EF q u i  coupe- ; 

i .J'N F i  

sa A B aux points 
cherchés : ce qui eit expliqui,  Probl. r. 
rhap 9 .  La grandeur inconniie quel'on 
cherchoir cfi x. O r  comme dans ce Pro- 
blême on cherche la valeur de x cn 
nombre, i l  faut  du quarté de CE ou CE, 
moitié de A B , fomme des extrimes 
connuës , Ôter le quarré de FE= 11 aufi 
connuë , il refiera le quarré de CF, 
rnerié de la digerence des extrêmes, 
dont  la racine ajoûtée a C B donnera 
Je plus grand, & étant 6 t ée l e  plus petit 
x- 3 mire du premier. Aprés quoy tout 
Je r e k  efi facile. 
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112 a des iornei dans la Geomerrie , - 
au delà dej7rrdles l'on ne peut al- 
1s. L'on n'a encore pl; connoâtre 
le rapport du trrcle avec la  l i p c  
droite,on démontre ce qui ta  e j i  connu- 

O N peut juger à prefent de l'étenduc 
de la Geometrie, dont nous n'avons 

donné que les premiers Elemens , nous 
étant bornés aux lignes droites & circu- 
laires,qui îont les plus Ginples & les plus 
faciles à connoître.Ce ii'eit pas icy le lieu 
de faire des reflexions morales. Nous 
avons i n h u é d a n s  la Preface combien il 
faut qu'il  y ait de chofes en Dieu ,  puis 
que la matiere eit lifeconde,&que l'efprit 
y découvre tant d'admirables proprietês, 
apprcnant en mGmc temps qu'il y a des 
chofes qui luy font incoinprehenfibles. 
L e  cercle,quoyque fifirnple,lJartête.Cet- 
t e  figure iè fait de maniere qu'il n'y peut 
y a& de difference entre  fes parties;ellc 
n'a ny coinmencement ny fin, ce q u i  fait 
qu'on a dit plufieurs fois que le cercle 
çIt une image de la fimpliciré , & cn, 

X iij 
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même temps de la fecondité ~ iv ine ,puiq  
qu'il n'y a point de figure q u i  n'y puifle 
etre r'enfermée , & qu'iI efi imcompre- 
henGble. Qnelques efforts qu'ayent fait 
les Geornerres , ils n'ont pû , un cercle 
étant  donné,  a t l i p e r  une ligne droi- 
t e ,  ésale à la circonference, Ce qui 
vient de ce qu'on n e  peut concevoir 
dans un cercle aucune parrie pour peti- 
te qu'elle [oit, qui  luy ioit comuneavec 
une l isne d ro i t e  ; car fi cette partie eit 
une ligne droite, les points dont elle eit 
compotëe ne i'cront pas éloignez éwale- 
ment  du centre du cercle, ainlj e1lr~ 'ef i  
pas partie d'un cercle, 

Les moyens les plus exaRs pour con- 
naître le ccrcle,'Cont lcs palygones qui 
 ILI^ Cont in  Ccrits & circonicrirs,car corn- 
m e  pIus un polygone ; de côtés , plus 
il approche di1 cercle, ainfi qu'il a été 
demontré ,  e n  prenant deux po!ysones 
s & 7 d'un nombre de côtés fort graxd, 
/ont  l ' u n  foit circonfcrir , & l'autre 
int'crit, il o n  pouvoit connoîrre 12 lai- 
ion que x infcrit à avec le dirimetre du 
cercle,  on connoîtroir une raifon plus 
yet  i t  e,  mais de peu, que celle que le ceï- 
cle a avec le diamerre , & voyant celle 
que ci ïconkri t  z a avec le diunerre du 
n 2me cercle, on connoîtroit une ra i  fan 

LIS g r ande ,  mais de peu de cliok, que 
cclk d u  même cercle avec le dia~netre' 
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ainfi o n  connoî t roi r  de fort prés la raiion 
du cercle avec Ic diainetre. 

Cela iè peut iàiis doute à peu pre's, 
niais c e  n'elt pas une connoiffmce exa- 
Lte:il n'eit pas inElne polfible d e  connoî-  
t r e  le rappor t  de tous  lespolygoncs avec 
l e  diametre d u  cercleoii  ils i o n t  infcrits, 
ouauque l  ils font  confcrits, quant  ils one 
plufieurs côtés  , puirque lears rairons 
Cont fourdcs. La raiuon des côtês  du 
triangle, du quar ïé  iiii'crits dans un cer- 
s l c  avec le diainetre du cerclccfi  fourde; 
celle de I'euagone i n k r i t  ne l'cil p a s ,  
puis que chaque tôt? cil un dcs rayons 
d u  cercle , & par confèquent la ri-ioirii 
du diametre , mais la raiion d'un exago-, 
n e  inl'crit S un exagone circorikri t  I'elt. 

So i t  DE côte d'un exasone inli-rit 
eg31 P 26, aiiiii D E z b ,  ib i t  AB n o m m é  
x ,  le quarré de AB o u  de  r ,  plus celuy 
de D B i t a n t  egaux P celuy deA D le 
rayon d u  cercle , <.Y 

x x + b b c + b b  ô- 
tant  bb de part  & 
d'autre x x , -  3 b b ,  
donc puifque 3 o'efi A 

pas un nombrequar- 
ré, la valeur de x ne 

4: 
iè peur exprimer par 
nombre. Or ABOU I D  

x, BD ::AC, CF, l a  raifon de x à BD efi 
Courde ; celle de A C à CF fera donc 

& iiij 
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fiurde. AinG DE & FG feront incorn- 
menlurables. Ce qu'il falloit prouver. 

L a  raifon du côte du Pentagone avec Ic 
diametre du cercle où i l  fe trouvcefi auiii 
Sourde en elle même , comme il a efi6 
demontré. Celle du decagone I'efi en 
cl le  même & en puiffancc , de forte que 
nous avons droit de juger que c'efi 
chercher ce  qui  ne fe peut trouver, 
que  la r a i f ~ n  exaRe du cercle a [on dia- 
metrc ,  

Si on pouvoir connoitre la raifon du 
diametre à la circonference, il ne îeroit 
pas difficile de trouver un quarré égal à 
la  furface, ce qui  s'appelle la quadrature 
du cercle ; car 011 a fort bien demontré 
q a e  la furface d'un cercle efi égale à un 
triangle rettangle , qui a pour hauteur 
lc rayon de ce cercle , & pour b a h  
une  lisne droi te ,  égale à fa circon- 
ferencc : il efi facile de trouver un 
quarré precifément f ça1 à un triangle 
donné. Mais comme o n  ne peut pom 
trouver d e  l i g e s  droites, qu'on yuiffe 
prouver 2tre égales à la circonference 
d'un cercle,l'on en doit regarder la qua- 
drature comme une chofe inconnuë. 

Cependant cela ne paroît pas impofi- 
ble , quand o n  conGdere qu'on peut afi7 
gner  un efpace compris entre  des lignes 
circulaires,qui Toit égal a un efpacecom 
pris entrs des ligncs droites. Car 
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triangle ABC étant reaangle,  le deml  
cêrcle ADBE cfi 
égal aux deux de- 

donc les pqrties 
communes ,  fça- A c 
voirAD BkBEC,  
il rcitera AGBDA, 
& CEBFC, comme 
deux lui~es o u  croif- 
[ails qui  feront éga- 
les au reite d u  derny 
cercle ADBEC, le- 
quel refte eit le 
triangle AEC. B 

On voit auf i  à 
i'ceil que la fisure AERFCGDH feinbla- 
ble au couteau tranchant d'un Cor- 
donier ef i  égale au quarré A B  C D , 
car par la conftr~iCtion les parties 
AH»= AEB= BFCz CGD ioiit éçales; 
ainfi on ne voit pas qu'il foit irnpofii- 
bIe d'afigner une figure reoiligne égale 
à la furface d'un cercle, 

Mais quand on veut chercher cette fi- 
gure, o n  trouve des obitacles. La voye 
q u i  efi connuë comme nous l'avons 
d i t ,  c'cf? de comparer la  Curface d'un 
polygoneinicrit avec celle d'un circonG 
crit , car il efi evident qu'ayant fuppofé 
ces polygones d'une infinité de côtés; 
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ii.on pouvoit trouver la raiion cxaRe 
de l'un à l'autre, 
comme on f ~ n i t  que 
la S~lïfiace du cercle 
efi plus sranrie que 
celle de l'infcrit , & 
plus petite que celle 
du circonfcrit , oii 
conrioîtroit ankz préciièinent qu'elle 
peut être la f u r f ~ c e  du 
cercle , inais il elt difficile 
de connaître la raifol1 de 
Iafùrf i re  d e  ces deux.po- 
I v ~ o n e s  .Qand ils o n t  peu 
& coré cela ii- connoir, 
car conime vous le vo!.és : 
dans  la figure, un  triangle circonCcrit 
elt à l'infcrit 
coinnie 4 3 
1. Le qu3r- 
ré circ0icrit 

ri l'inrcrit , 
conime 4 à 
3. Remar- 
q u i s  icy en parant que pour  couper 
geotnetriqueiiîent ilne lisne , coinme 
BE en trois parries égales, il faut faire 
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qu'elle foit  le c ô t é  d'un tr iangle equi- 
lateral inCcrit dans Lin cerc le ,  apréç 
ayant fait l'exagone & coupé les c o t e z  
de l 'exagone par des perpendiculaires, 
vous trouverez q u e  les perpendiculaires 
c o ~ i p e r o t  BE en trois  yartiesBC, CD,DE. 

Mais quand o n  avance, o n  t rouve  des 
barricres. Lcs raifons qu'oii découvre 
<oot&lirdes. Voila iin Tl ieorême gene- 
r d  qui  donne une connoiflànce f o r t  éten- 
duë de ce  qu'on peut  f p v o i r  de ce t t e  
matiere, On appelle Aporémt la partie du 
rayo11 qui elt en t re  le côté d 'un poly- 
g o n e  iilfcrir, & le  centre  d u  ccrcle. 

Quand de deux polygoiles i i ikr i rs  l'un 
a dcux fois plus de  cOtez q u e  l 'autre , le 
p l ~ i s  %rand cit ail plus peti t  comme le 
r ~ y o n  . . .  du ccrcle . efi à 1';lpotême du  plus 
petit. 

Z cit  un  polpgoiie don t  I'.ipotême efi 
A I; , 6( X un - po!yçone qui a deux 
fois plils de cô:cz. La f~ir face  de Z efi 
é,rr~lc à autant  de _. . Y I -  

fo is  le triangle 
,/x\ DAE que Z a d e  1' 

c,Ôtez,& il efl clair ; 

qu'ajofitant à cha- 
cun de ces t r i m -  ,,.! -, %les , le triangle - 
DCE o n  aura la 
iiirface d e  x q u i  
efc à celle de Z ,  

E 
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comme le romboïde AECD eft au trian- 
gle DAE : or ces deux figures fbiit 1 ' ~ i n c  
à l'autre comme le rayon AC eit à AB, 

ui eit l'apotêine de Z,car les furfaces des acux trianglrs DA E L DCE, q u i  o n t  
meme bafe , font comme leur h ~ u r e u r  
AB & BC , ainfi d e  tous autres polygo- 
iles dont l'un aura deux fois plus de cô- 
tez que l'autre. 

Si o n  divik le  polygone X pour en 
faire un qui ait deus fois plus de c h e z ,  
que je nomme Y ; il e n  fera de même, 
& il elt bon de remarquer que Z le pre- 
mier polyçoiic Sera à ce troifiéme .Y 
comme le plan de l'apotêine du  premier 
&du Cecond eit au quarré du diainetre , 
ce que je démontre ainii; [oit I'aporême 
d u  preiiîier nommé ln, celuy du iècondn, 
Br le rayoil 4 ,  ielon ce  q u i  a kt6 dé- 
mon t r i .  

z ,  x :: m ?  4.7 C X ,  Y ,  :: n, 
E t  en niultipliant les antecedans par les 
anreccdaiis , & les confequans par les 
coillèquans. 

Z X ,  X Y  :: m r , t &  
Or ZX, XY :: Z,Y, donc L, Y :: mu & 
le premier polygone Z fera au troifiéme 
polygone Y comme rnn plail de l'apotê- 
me du premier & du iècond efi à té 
quarré du rayon, 

Par cette methode 9 n  démontre que 
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le  rremier  PoIygone eB au quatriéme 
comme la folide fai t  de I'aporêmc du 
premier du Cecorrd & du troiliéme efi 
au  cube du  rayon bu cercle, ainli de  iùi- 
t e  à l'infini. 

L'apotême d'un qu'arré infcrit elt la 
moitié d'un des co tez ,  ainfi uii quarré  
eit à un o&ogonc comme la moitié d'un 
dc Ces côtez efi au rayon du  
cercle où il clt infcri t  ; o u  e 
cc q u i  e l t  la m 2 m e  choiè,  
comme un de Ces côtez eii 
au diametre d u  cercle.C'elt - 
pourqiioy oii a droit  de '6-.. 

conclure qu'un quarré dans 
un cercle eR à un polygone qu'on a fait 
d'une infiniré de cotcz cn doublant tom 
jours lescôtez, c'efi àdirc , d'un quar r i  
failàn r un ottogone , d'un oQogone un 
polygonc de lèzc côtcz,  ainfi de fuite, 
lequel polygone peut étrc confideré 
comme un cercle. On peut, dis-je, con- 
clurre que le qiiarré eit au  cercle corn- 
m e  u n e  grandeur faite dc la multiplica- 
tion de  rous les a p o t h c s  de ces poly- 
goncs,à la plus haute piiiK~nce du rayon 
du cercle:mais ce n'eB preIque ricn iça- 
voirjcar ou t re  qu'on rcticontre des rai- 
ions Courdes ; le rayon & Ic diarnctrc 
font  divifibles à I'infini,ainfi on ne peut 
point comprendre le nombre de tous 
ccs apotêmes. 11 e l t  donc impoffïlo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



934 E L E M E N S  BE C E O M B T R ~ E ;  
d'arriver par cette voye enfin à ud 
polygone égal i un cercle. Cet te  figure 
cit ainfi incomprehenfible, quoy qu'elle 
foit la plus i i~nple de toutes les figures 
de G e o n ~ e t ~ i c .  

Neanmoins, quoy que l'on ne puiffe 
pas rrouvcr prcciièinent la raifon de 
la circonference d'un cercle avec le dia- 
nietre, on Ie peut  à peu pres. La raifon 
du circuit de I'exagone, au diametre du 
cercle o ù  i l  efi infcrit , efi comme 3 i 1, 
chaque côté i t an t  ésal au rayon du 
cercle, & par confequent puifque Ic 
circuit eft plus petit que lacirconfcren- 
c e  du ceïcle,il faut  que  la raifon du dia- 
m e n e  du cercle à la circonference foit 
plus petite que celle de I A 3,ou de 7 à 22; 

Archimede trouve a u f i  qu'elle elt p lu s  
gramie que celle de 7 à 22 .  Pour cela il 
conlidere Lin polisone de 96 côtés, dont 
le  circuit efi au diametre du cercle où il 
efi i n h i t ,  coilime 223 ii 7 1 ,  laquelle ral- 
ion  e I l  moindre que celle de la cir- 
conferencc au diametrc , puifque ce 
poligone inlcrit efi plus petit que le 
cercle. 

Le mEme Archimede a trouvé que la 
raifon du  circuit d'un poligone de 96 
côtés circonkrits avec le diamerre Ctoir 
comme 23 i 7. laquelle efi plus grande 
 LW celle dc la circonference du cercle 
avede diametre , pui i jue  ce p o l y ~ o n e  
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éirconîcrit efi plus grand qur le cercle. 
O n  à donc deux raiions , dont  l'une efi 
plus petite, & l'autre plus grande, q ~ i c  la 
veritable qu'on cherche. Donnons par Ic 
Cor. 2 .  prop. 3 1.5 Gr. un n ~ ê m e  confe- 
quent  i ces deux raiions , isavoir 223. 
à 71 & 2 2 .  a 7. o n  Ics ïeduit fi celles-cy, 

=j61-  l 497c 1562. 
Ayant aii-ifi iüppofi le diametre d e  

44-97 parties, la circonference du cercIe 
fera plus grande que 1561, & plus petite 
que celle de 1562. Divifons l'unité qui  eit 
la diffrrence de ces deux nombres par 

497. le quotient fera voir que ladif- 
ference dont l'un ik l'autre nombre dif- 
fere de la veritable grandeur de la cir- 
conference, eR moindre que la :, par- 
tie du  diametrs;ce q u i  eit peu dc  choie. 
Ceux qui on t  pris des yo!ygones plus 
gra~ids que de 96 côtés on t rouvi  u n e  
raiion plus exac?re, Metius là niet coni- 
me de  3 j 5  i 113. 

Ludolplie l'exprime par  cicrix noin- 
brcs , chacun dc 21 chifi-es , felon Con 
calcul, la circonference p 1 us  rii in de que 
la veritable ne diffcre d'2vec czllc q u i  
efi moindre que  la veritable , qiie d'iine 
feule unité; dc forte que  letir diffcrence 
avec Ia veritable efi moindre qii'iine par- 
tic d ~ i  diainetrc, diviië cn  un nombre de 
parties exprimé par LI chiffres ; ce  qui 
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au regard du diametre efi moins q u ' u ~  
graiii de fable au repard de toute  la terre. 
Suivant cette raifon d7Arcl.iimede qu'on 

f u i t  dans la pratique de 22  à 7, o u  de 44 
A 14,ou de 66 à 21,qui efi la même,la Sur. 
face du  cercle eit au quarré de ion dia- 
metre j camme I I  à 14. {oit nommé rn, 
la circonference du cercle & n le dia. 
metre. Multipliant m & n par n ,  alors 
a n ,  na : t  m n ,  & puifque mj n :: 44, 14, 

mm. 49 donc ran, nn :: 44, 14, donc nn :: - 
A 

m n (ou II) 14, or - par 1e coroi. di1 Th, 
4 

IO 1. 2. 5. 4. efi la furface du cercle,donc 
cette furface cfi à nn quarré du diame- 
tre comme I I  à 14, 

On demontrera par la même metho- 
de que la folidité de la fphere efi au CU- 

be de ion diatnetrc , comme r r  à 21. Car 
mnn, nan::m, n, Or rn, n : : 6 6 .  21 & 
mnn 66 

7 wnn :: - (OU II)  21. Mais par Ic Co. 6 

fol. 3 dri Theor. 17 1. 4. 4. 4. y eft la 
folidité de 13 fphere, donc cette foliditi 
efi au ciibe du diametre comme I I  à a i ,  

~ 6 4 p p ~ W M % g i d » ~ * C ( i a g g g W ~ ~ W  

A G R E N O B L E ,  
De l'Imprimerie  AN T O I N  e FR B M o Nr 

.à I'entïie de l'Hôtel de Lefdiguieres, 
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R E L A T I V E  

D E S .  G R A N D E V R S .  
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L I V R E  T R O I S I E ' M E .  

A V E R T I S S E M E N T .  
q u a n t i t é  d 'une Grandeur  c f i  a b r o h ë ,  o u  relative. 

La quanr i r i  abfolua d'uoe Gcandcur ,  eft cc qii'cllc 
CR e n  e l l e - m ê m e  : la guanri ié  rclarivc d e  ccrtc 

eR ~c qu'clle eR au r e g a d  d'une au r rc  
o n  La r an ipa re ,  laquelle s o m p ~ r a i l o n  la 

fait appe l l e t  Cgzle o u  inignlc,  plus g rande  , o u  plus pe r i r c ;  cc  
q u i  fc concevra  claircrnenr dans un exemple.  La quami[:  ah-  
f o l u ë  d e  la zrandeur  b fera Le nombre  des patries 4e b ,  q u i  e n ,  fi 
vous voulcz, I O O  picdr : fi ic coniparc b avccc qui a r o m  p i r d t ,  
& avw d,qui n'eA qiic dc 5 0  pieds, la quen i i r i  rclaiivc d e  b CR 

Y 
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3 5 8  nt Id Quantité r c l a h a  
c e  C R  a u  regard d e  c & d e  d;  el le  e R  Cgalc i c ,  clle ce 
i néga leavec  d, e l l e  e R  p lu ig randc  que  d. 

O r  on ne peut  comparer  d e u x  ou pluficurs Grandeurs qu'en 
deux  manieres ,  o u  e n  confiderinr  leur  d:&erencc,c'eit a dirc, de 
combien  d e  parties l'une e l t  plus g rande  o u  plus pctire que l'air- 
t r e  ; o u  b ien  e n  confiderani  c o m m e n t  l'une eR con tenue  o u  
con t i en t  les s a t r e s  avec  qiii e l le  eR  c o m p a t i e .  Ces deux manie-  
rcs d e  coniparer  ont  leurs  proprictcz part icul ieres ,  ainli il Ics 
f i u t  d i f l ingue t ;  cc q u e  n e  fon t  p i s  ceux  qu i  e n  parlanr d c  la 
qu în r  irC iclar ive d t r  Grandeurs ,  fe cpn tenrcnr  d e  d i re  que  c'cR 
une  man ic re  d ' i r re  au regard d e s  au t res  Grandeurr  avec  lefquel- 
Icr e l l ee l t  comparée  , & e n r u i i e  d t m o n c r e n r  pluiieurs propric- 
t r z  d e  cerre man ie re  d ' e r r e ,  q u i  cependan t  ne peuvent  coiive- 
n i t  qu 'à  l 'une der  d e u x  manieres  d e  c o m p a r e r  de r  Grandeurs; 
c ' d t  u n  defaut  conl iderablr  q u e  nous  r5chcrons d'évircr. 

~ ~ ~ ~ m ~ m ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  
S E C T I O N  P R E M I E R E .  

Definition & expIication des termes. 
Prrmirrr Drf;nirion. 

L O r s q m  l'on compare d e u x  Grandeur r  I'unc avec I 'autre,ccs 
deux Grandeurs  f o n t  nommées  termes d e  ccrre comparailun. 

L c p t c m i e r  rcrme s'appelle an teccdenr ,  & le fecond conkquenr.  

Stcondc Defintrron.  
L'excez d 'une G r a n d c u r  par  delfus u n c  au t re  Grandeur,  s13p- 

p r l k  differencc ; l'excez d e  7 par deIlus eR a :  ce nombre a 
elt la differencc d c  7 Ec d c  5 .  

'Trof imc  Definirion. 
L a  rnanicrc d o n t  u n e  Grandeur con t i en t  e u  C R  cnntenuë 

d3ns  celle a v e c  laquelle o n  la  c o m p a r e .  Tc n o m m e  railon. La 
manic rc  q u c  a clf con tenu  d a n s  6, o u  d e  6 J a .  qitc 6 conrient 
a , s'apprlle raifon d e  i à 6. 

Qnatriémc Dcfinirion. 
~ 'Cga l i t é  des rairons o u  des  differenccs, s'appelle proportion. 

Cinqurérnc Dt f in i ih~n.  
Propor t ion  ar i ihmcriquc , eR u n e  tgal i r t  d c  d i f i r cnccs .  La 

difference d c  5 a v c c  5 C R  la m e m e  qiie ccllc d e  I U  avcc 9 ,  I'i- 
g a l d  d e  ccr d e u x  drffcrcnccs s'appelle proport ion Arithme- 
tique. 

' ShGrnc Dcfiirion. . 
L'e'galkéder rairons f c  n o m m e  Propori ion Gcomerriquc , o u  

fimplemcnr Pmpocrion, Lrs dcur railonr d c  a à + ,& d c  j à 6 
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des  d v r n d c u r f .  Liv. If f 3 39 
&tant &alcs, cci  riombrcr fon t  e n  Proport ion ~ e o m e r r i q u c .  

Sept rime Dtfinrrron. 
C h a q u e  diffcrcncc & chaque raifon Iiippoianr dcux  rc rmcr ,  Id 

proport ion q u i  dépcnd  de I ' tgal i r t  dcs  differrncrr  & der railons. 
luppole par conSequcnr qua r t e  termes,  d o n t  le premier  C R  n o m -  
mi premier  antcccdcnt .  le Sçcond, prcmier  conlequcnr ; Ic t r a i -  
h i m e ,  i ècond  an tccedcn t ;  le quatr iénie .  rccond conrequent .  
Ces  Propoct ionr  Ic marquen t  d e  c e t t c  rnanierc. 

Pnpori. A t i r h n .  5 ,  7 : 10, a z. 
~ ' e a  à dire ,  qu'il y a m i m e  diffcrcnce en r rc  5 & 7 qri'cnrrc 5 
& i r -  Praporrsor G ~ o m c t t i q u r  3 ,  6 :: 4. 8. 
C'LR à d i r c  , q u e  la rairon d c  3 à 6 CR &pale a' celle d e  4 à 8 .  
q u e  j r R  con tenu  cieux fois  c o  6, c o m m e 4  e R  c o u t c n u  d c u x  
fois en 8 .  

H u d m e  Drfinition. 
L r  prcrnicr & Ic dcrnicr  t c r m e  d 'unc  Propor t ion  , s'appellent 

I c r  cxtrêincs d e  c e t t c  P ropor t ion ,  & l e  i & Ic j c e u x d u  mil ieu,  
ou  Ic smoyens ,  

Ncufiéme Defiition. 
V n  même t e r m e  peut  Servir d c  prcmier  c o n r r q u r ~ i t  a u  pcr- 

mirc anrccedcnt .  & d e  recnnd an iec rdcnr  au  fccond CU&- 

qucnr,  a i n h  ces trois l u f i f c n t  pour f a i r c  u n e  Proporr ion.  Pour  
lors ccrtc P ropor i ion  clt dire continue, k la Grandcur  qui fair  
I'oflicc d e  dcux rcrmcr,  CR appe l l i c  m o y e n n e  proportionnelle, 

Prsgari .  Ar i ibm.  cariinuè, 5 .  9 ,  : : 7 9 .  
Proprrr. Geomr. r 1 4 :: 4 1 9 

P o u r  abregcc o n  cxprimc cettc proport ion e n  cette man ic re ,  

f 5 ,  7 .  9 .  Pripartion Jr i ihm.  r o n ~ i n r é .  
5 z, 4, 8 .  'Froporrian Gram ranrrnrë. 

Dixiirne Dcfiniiion. 
Si u n c  p r n p o r i b n  conr inuë  a plus d e  t rois  t e r m e s ,  c l l e  s'ap- 

pelle progrcUioii. 

~ & ? B ~ . â a a ~ E w ~ ~ 8 W . m 3 € % 4 ~ ~ ~  
S E C T I O N  I I .  

Aver t i f cmcn t .  

R Emarquez q u e  ce  m a r  d e  r a ~ f i n ,  n e  lignifie proprement  que 
la man ie re  d 'ê tre  d ' u n e  Grandeur  a u  regard d'unc o u  de 

pluficurr au t rc r  : Mais I ' ukge  a appliqud cc  m o t  à cettc (cconda 

Y ij  
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34d Dc la Quanrirércldrivr 
maniere de  comparairon,par laque i lcon  confidcre comment une 
grandeur CR contcpuc o u  contient  cellcs avcc qui cllc eR com- 
partie; d a  laquellc manicrc nous allons parler. 

Des ra@nr O de la proportion Geoniet. 
Definitions & explications des termes. 

Raifon Crant l amaniere  qu'une grandcur ci l  cantcnuë ou cn 
tonticnt  d'aurrer. fi cette railon Cc peur exprimcr par un nom- 
brc ,  cl lc eR appellie cxaRc , ou dc nombrc à nombre. 
Par  crcmplc,  Ti a CR Cuppofé valoir a & 6, valoir 3 ou q ou$.  
a u  tel autrc nombrc qu'on voudra , on d i t  que  la railon rlc a 
ii b CR u n c  raifon cx3Ae. o u  dc nombrc à nombrc. 

DouztCmc Definition. 
t o r s  qubun?riifon n'clt pas d e  nombrc à n o m b r e ,  elle ch 

appellCe {uurde. 
Si o n  ne peut exprimer par nombre  la raifon de b 1 r , c' ta i 

d i r e ,  de  quellemaoitre b C R  contenu  dans r , ou contient r ,  
cette railon CR appelléc fourde. 

'Trczicmc Definirion. 
La raifon c r a t t e  ou d e  nombre à nombre Te divirc premicre- 

ment  en rai lon d'cgalirl5 ou d'incgalité. 
La railon d'igalite eR fondtc  fur c e  qu'une grandcur CR con. 

tcnuZ prrcilérnenr & erattcmcnr une fois dans unc autrc. 
La railon d'inCgalitC Te d i v i k  e n  celle qu'on appclle d e  pli?! 

p n d c  i i i t p l i t i ,  qui  CR q u a n d  o n  commence par le  $us g r a n d  
t c r m e  en le comparant a u  plus petit, comme 3 à s ; dr celle dc  
moindre i n C g ~ l i t i  e l t  quand o n  comrnencc par le pctit rer- 
me c n  Ic coniparant a u  plus grand, confmc 2 à g. 

Avtrtifimenr. 
Ne confondez pas cet chofer , raifon d'CgalitC, & tgalitC de 

i i i l o n s .  elles ronr bien dilferenter. Egaliié d e  rairons c f t  une fi- 
miliriide de raifons,  comme la ratfon de  3 à 6 CR Cgalc .i celle 
d c  r à 4:  1.1 raicon d'égalité conCiRe dans I ' é g ~ l i t t  d'un antece- 
d e n t  à fon conCequent , comme eRJa raifon d e  b à b. 

Q ~ a ~ o r z i i m c  Dcjînition. 
we fi c e  ne font que Icr m i m e r  rcrrncr dont I 'o rdw CR feu- 

lement renverG, l'une d e  ces raicons cf? appcllée invcrfc au rc- 
d e  I'aurie. 

hiah la r a i h  d c  3 à 6 CO inverre de ccllc de 6 i j, 
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d~ir  G r a n d c ~ r ~ ,  Liv. 11t. 3 4' 
Qatnrtthnr Drfinitroit. 

t a  raifon e x a t t e  d'unc g randcur  à u n c a d t r e  ~ r a n d r u r , r e ç o i t  
diffcrens i i o m s ,  lc lon q u e  I 'anrecedcnr c i l  c o n r e n u o o  con-  
t ient  Ton c o n k q ~ i c n t  u n  ccrtain n u m b r c  d e  fois. 

La rai ion d e  d e u x  rerrncs s'appelle d o u b l e ,  lo r i  q u e  Ic  ptc- 
mie t  C R  conrcnu  d ruxfo i s  d a n r  le l econd i  u n e  rairon eR  tr iple  
lors q u c  l e  premier  nunibre el t  c o n m u  t r o i s  fois dans  l e  Iccond. 

Stiziémc Dtfi~itiorr. 
Divirant  I'un des  dcux tcrrnes d 'une  rairon par l'autre terme,  

Ic quoricnr d e  ccrre divifion CR appcl l i  I'expolaiit dc  ccrte rai& 
Parcc qu'il expo le  & fait coi inoî tre  l a  manicrc qiie I 'un dci 

 EUX termes con t i en t  l 'autrc  , o u  cil c B  contenu. 

A v e r t i ~ t m c n ~ .  
Les moindres  nombres qu'on puifle rrouvcr  q u i  loicni  cn -  

t r 'eux,comrnc Ics termes d 'une rairon (ont parriculiercriienr rp- 
peiler les expofans d c  c r r t e  railon. Airifi 6 b eR  la  î ep t i i rne  par-  
rie d e c  ler expof.ms d e  la  raifon de b à c font  I & 7 qui (ont 
les r n ~ i n d r c s  nornbrcs qui  l a i en t  cntr'eux, c o m m e  b à r. 

Dix-fêptitme Bji lition. 
O n  d i t  q u e  pluheurs  t e r m e s  font  proportionnels , l o r fquc  

c o m m e  le  prcmicr  d'une part efl a n  prcinicr  d t  l 'autre part. 
Ainfi le f i m n d  d'unc pa r t  efi a u  fcco'nd de l ' né r re  part . k 

Ic rroiliérnc d 'une  part c l t  au t roif iénie  d c  I1aut<c p a r t ,  ainG d t  
l u i t e ,  c e  qui  le m a r q u e  en  ces d c u x  manieres. 
Prcriiierc maiiicrc. 2 .  1. 6:  : 4. rb. t 1. 

Sccondemari icre .  1.  4 : r 5 .  I O  : : 6 .  1s. 

Axiome ou dematA.ic prck~ïlic~c. 
Les  rairons +,ales o n t  des q o f a n r  o u  des quoricnc Cgaux. 

Arrornr orr demande fic'ondr. 
Lei grandru t s  Cgalcs n c q e u v e n t  être  Ics d e n o m i n a t c u t s  , ou 

cxpolans,  o u  quoiicns.  q u c  d e  rairons q u i l o i c n t  Cgalcs. 

Ave~t:Jcmmt. 
Les propoGtionr  (uivantcs fon t  démontrées dans  l e  t r a i t é  d e  

Ir Graiidcur. O n  peur fuppoler  icy qu'ellrs n'onr pas  be îo in  d e  
d;mon[trar ion , e R m r  claircr par cllcr rnémcs, de qu'on t ccoo-  
noir  tes appl iquans au* n o m b r c ~  

Q r t i n ~ i é ~ e  P~opoJitiok 
D e u x  grandeurs  Cotir ?gaies, Idrrqu'tWrs o n t  m i m c  raifon à 

une t t o i f i ime  g randcur .  

Set@me Propfition. 
Qeux n i f o n t  Cgalcs i u n e  t r o i f ï m c  r a i f o n ,  (ont Cgalts h t t c  

clics. 
Y iij 
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W bc la Q~rni i t l  ve lahr  
Dix- f ipt i im Propojîrion. 

U e n r  grandcors demeurent en mêmc ra i lon ,  quo7 tqu'orf 
a joà ie  i I'unc & à l'antre . pourvcu que cc qu'on aioûtc à 1.4 
prcmicrc,  (oit ;l ce qu'on ajoûre à la fccondc , commc la prc- 
micre CR à la ieconde. 

a x - h u i t i i m c  Propofiron, 
Deux grandeurs demeurent en  même raifon , quoy qu'on re- 

tranche d c  i'iine Si d e  i'autre , pourveu que cc qu'on rctrnnche 
d e  la preciere,  (oit A ce qu'on rerranchc de la Ieconde. comme 
la ptcmiere CR à 13 feconde. 

Dix-ac~viémc Propofiion. 
Lors que deux grandcurs font rnirl~ipliies par une  mfinc gran- 

dcur. elles font cil mime rairon cRaiit rnulripliécs, qu'avdnt que 
d'eRrc mulripriées. 

Soient 4 & 6 multipliez par 3 ,  I C E  produits i a & 1 8  fcron t 
t n t  r'cux cornmc 4 efi  i 6. 

Vingrlime Propofiion. 
bivifant deux grandeurs par une troiliémc , l e s  quoricns de 

ces divirions feront e n  mêmc railon que ccs grandeurs. 
Divirant ri & 1 0  par 3 ,  Ici  quotiens 4 & 6 leront cntt'tux 

comme i a  & I 8. 
Vingt-u&mc Propofiion. 

Lorr que quatre grandeurs [ont cn  proportion Geornetrijue. 
Ie produit des cxtrCmesclt Cgal au produit des moyens, 

3,  6 :: 5. i o  , le produit d c  3 & dc ia qui  CR 30 CR Cgal à 
ccluy dc 6 & dc , q u i  eR a u f i  30. 

CoroUarre. 
Trois grandeurs Crant en  proportion continu?, le terme movt 

mulriplié par (oy-mtme o u  Ic quartCi d e  ce terme eIt Cgal au 
produit ou p!an fait der deux extrcmes. 

Vingt-dcuriéme Propofiion. 
Lorr q u e  quatre grandeurs fane tellement dilpofies que le 

produit dcs extrémes CR igal à celuy des moycni, ces quarte 
grandeurs (ont proporiionnelles. 

V z n ~ t -  tro$imc Propofiion. 
Lors que quatre rcrrncr font proporrionncls, ils Ic feront en- 

core aprés ces cinq changemens qui  vont  f t r c  marquez. 

Prcmicr Changcmnt .  
Lc prcmicr changement Ic fait lors qu'on rranfpofc Ici raifons. 

comme lors que  de b ,  d: : f, g, on fait f, g, : : b , d, l e i  moyens 
deviennent lei extrimer , & les extrêmes Ics moycnr. 
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Spcond Ckangcmtnt, qui CJ? appellé, permutando. 

C c  chan e m c n t  fe fai t  c n  changeant  l a  difpofirion d c s  t e r m e s  F .  de chaquc  r a d o n  , fai lant  que  Ic c o d c q u c n r  p renne  la place de 
I 'anrecedent, & I 'anteccdcnt  ccllc du  c o n k q u c n t  . c o m m c  ii de 
6, d ,  : : f ,  g, o n  faitd, b , :  :g, f,. 

Cc c h ~ n g c m c n t  Tc fai t  e n  p r e n a n t  Ics rcrmcs d 'une propot- 
t i o n  alrernat ivcmcnt  . c'eR i d i re  , e n  comparan t  Ics ancecr- 
dents  c r i r cmblc ,  & Ics confcqucns cnfernblc . c c  qui  s'appelle 
airirnando . c o m m e  Ci d c  b, d :: f, g, o n  fai t  6, f ,  : : d .  g. 

~ u a r r i l m c C h ~ n g c m e n r ~ q n i  tft nommé componédo. 

C c  changcrncnr Cc fait e n  comparant  c h a q u c  anrccedcnr pl- 
t o n  conf rqucn t  avcc  Ton conlequcnr,  c e  qu'on a p p e l l c u a a p  
ncndo , comrnc  fi de 6,  d ,  : : f, g, o n  fair L + i .  d : :$-tg, x. . 
CinfuiCmc Changement, qu'on appelle dividenao. 

Ce changement  Ce f a i t  e n  comparan t  chaque a n t c c c d n u  
m o i n s  fon conrequent ,  avec [on c o n k q u c n t  , ce qu'un rpylk 
& ~ v i d r n d o ,  c o m m e  ii d e  b, d, : : f a11 fait 6- d, d , : : f-;, 3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Q V A N T I T E '  R E L A T I V  E 
C O M P C )  S E'E. 

-- 
A V E R T Z S S  E M E N T .  

A Qgin t i tC  r e l a r u c  compo%r ,commc Ton nom 
le  m a r q u c  . s o m p r r n d  deor ou  piufieurs qudnti- 
tcz relativqs Cirnplcs. On recononit  12 qiianriré 
tclarivc d 'une  g a n d e u r ,  par  la dilfererice d'avcc 
les grandeurs  i qu i  oii la comp3re .  ou par la 

raifon rlii'tIlc a av rc  ces grandcurs  a a i116 o n  
corinoir q u c  1s -quantiri relative d'iinc grandeur eR  cornpol;e, 
lors  que  fa difference avec  les erarirlcurs avec  q u i  o n  la curiipa- 

, X C ,  r en fe rme  dcux ou  plulieurs d i f i r e n c e r  , o u  q u e  la raiion 
qu'elle a av rc  ces grandeurs  , r en fe rme  p l u ~ i c u t s  raiions. O r  
d e u x  ou  plulieurs differcnces pcuvcut  c R r c  rciiferinées dans 
u n r  croiîiéme difference e n  d e u x  m a n i e t e r ,  o u  parce qi i ' i rmt 
a ioûr i c s  enfcmblc elles fon t  égalcg 2 la rtoiîiérne . o u  parcc 
~ U C  Ica unes i r an r  mulripliCes par les a u t r c s ,  clles fonr igales i 
l a  troilifine.  and o n  di t  q u ' u n e  diffcrcncc CR compofCc d c  
d e u x  differences , o n  c n r e n d  qu'cllc renfer ine ces deux diffe- 
r cnc r s  de la p rcmi r re  m a n i c r e ,  c'cq 3 dirc,qu'ellc cl t  faire de 
l 'addition d e  ces d e u x  differenccc. 

D e u x  o u  plulieurs rairons peuvent  a u 6  cRre tcnferrnées e n  
d c u x  manicrer  dans  u n e  t ro i r i émc  r a i h n  , o u  parce qu'étant 
a joû teés  d a n s  une  f o m m c .  cllcs fonc Cgales à cet te  rroiCiCme 
raiTon,  o u  parce qu 'élanr  muiripliécs les unes par Ics aut tcr  . 
cllcs font égales à cet le  t roif iéme ra i lon .  w a n d  u n e  raifon cl l  
d i r e  cornpolie  , o n  e n t e n d  q u e  les rairons qu'elle comprend 
e l i an t  multipliées Ics unCr par Ics aurres ,  clles luy [oient égales; 
& cn parlant de r  raiions cornpoltes , o n  n e  confidete qiic 

cet te  
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des Grandeurs. Liv. IV. 3 45 
c a t c  feconde manicrc d e  tompofi r i~n qui Te fair p1r l a  mulri- 
plication. Nous parlerons de  I'ad.iirion der rairons dans Ic 
Livre fuivanr. 

~ ~ ~ 9 w ~ ~ : ~ ~ s ~ w ~ z s i s ~ ~  
S E C T I O N  S E C O N D E .  

des Rairons compofées. 

~vcr i i~ t rncnj .  

Our monrr;rons dans le Livre fuivant,comrnenr un Nf .  aire toutes les operations de I'Arlthmetiquc fur Icr rairons. 
t'cR à dire.les aioûter , ou ICI  louftraires , lei mulriplict & les 
divifer. Mainrcoant pour avoir quclqucr id& de ces opera- 
nions , il faut confidercr que dans ces opcrationr la raifon d ' C  
gaiiré rient lieu de l'unité de laquelle le  dénominateur eR I'u- 
n i r i  ,& que puirquc I'cxporant d'une raiIon marque la valeur 
d'unc raifon, deux expolanr de  dcux rairons ajourez cnïemble. 
doivent faire l'exporanr d e  la lomrnc de ces deux raiions , & 
que deuxou plufieurs expofans multipliez les uns par les autres. 
doivcnr faire un produit, qui CR i'cxporanr d'unc railon faiie 
par la multiplication des rairons dont ils font ter expofans; 
c'cf? pourquoy Von nc peur par refuler dc nous accorder Ia 
dcmandc luivante. 

Dcmandr, 
~ c u x  ou plulieurs rairons ttant donnkes, l'ors qu'onmultipl& 

kurr  exporans Ics uns par les autres, Ic produit de cecrc mulri- 
plicarion CR I'cxpolant d'une railon f a ix  par la multiplicar~on 
des rairons donntes. 

AinIi 3 Ctant I'cxpofant de la raifon triplc,  & ~ c e l u p  de la  
rairon quadruplc . 3 multipliC par + fait I a . qui k r a  I'rxpo- 
fanr de la n i lon duodccuplc , qu'on peut dire par conlcqurnt 
eRrc faite par la rnultiplicacion de la raiion triplc & quadruplc. 

Dcwxrirne 'Gefinrrion. 
, On dir qu'une raifon CR cornpofCe lori qu'clle eR faire de 

deux ou de pluficurs raifons mnltiplikr les uncr par les autrei, 
ou ce qui cf? la memcchofc, lors uc Ton dCnominatcur CR 
$roduir par Ia multiplication des d~norninatcurs dc dcur  ou 
plufieurs raifon multipliées lei uns par les autres. 

Ain6 la raifon Ccrtiiple CR appcllCe eomporlc, lorkqu'on con- 
fidcrcque cette raicon eR faire dela  railon double mulr ip l ié tpa~ 
la taifon rriple , I'cxpo~ant de  la rairon double cR S. celuy dc la  
railon rriple CR 3 ; or  3 mulriplii par a fait 6 ,  q?i clt i'c*yo- 
fant de l a  raifun fcxiupli. 
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O n  Appçllc rairons cornpolantcs  celles dont l a  rnultiplicarion 
a produit  u n e  raifon cornpolte .  

Aini i  la  r a i fon  rr iplc  b; la  rai!on d o u b l c  [ont les rai lons com- 
poranrcs  d e  la r a i lon  fextuple q u i  a c[tC compolcc  pa r  la multi- 
pl icat ion d e  ccs d e u x  r ~ i i o n s .  

Axiomc ou Demande. 
Lcs raifonr  c o m p o f C c ~  font égales, l o r s  q u e  les rai lons com- 
rances fonr +les. 

C e l a  e R  évident  , Ics touts f o n t  t g r u r  qu i  on t  der parties 
égales  , d e r  nombres  t g z u x  aioiiicz o u  mult ipl iez d e  la même 
manie re ,  fon t  des  fomrnes :gales o u  des produits  Cgaux. 

li y a b ien  d c  la difference e n t r e  l 'addition des,rairons & la 
compof i r ion  d e s  r a i lons .  Par excmplc,  la r a i ion  doub lc  ajoût te  
i la  r a i ion  t r iplc  , n c  f a i t q u e  la raifon quintuple . leurs expo. 
[ans 3 & 3 a ioü tez  d a n s  u n e  romrnc , n e  fon t  que  5 , qui CR 
l ' cx~oTan t  d c  l a  rai ton quintuple ; a u  lieu q u c  ccs d c u x  rairons 
muhip l i t e s  i'uiie pa r  I'autrc , produ i l en t  l a  rairon lcxtuplc q u i  
eR cornpo l t e  dc ces d e u x  ra i ionr .  

PluGeurs g randeurs  icanc dc lui te  . l a  fuivante étant  plus 
grande q u e  cel le  q u i  la precedc . I'cxpof.int d e  la rail'on d c  la 
p rcmie re  ii la rccondc , mulripl ianr  celuy d e  la t a i ron  dc la 
f cconde  à la  t roi i i t .nic ,  p rodu i t  I 'cxpolanr d c l a  r a i ion  d e  la 
p rcmie re  à la t r o i i i t m e  , ?i cet expo ian t  mul t ip l i an t  celuy de la 
r a i lon  de la t ro i l i t i nc  à la qua t r iCmr ,p rodu i t  celuy d e  l a  raifon 
d e  l a  prcrnierc à la  quarr ic 'nic;  a in l i  d c  fuite. 

La r i i fon  d'une grandeur i u n e  au t re  grandeur,  CR compufk  
dci rairons d e s  g randeurs  in t e rpo l i e s .  

V n c  r s i fon  c o m p o r i c  de deux rairons igalcs , s'apptllc raifpn 
d g u b l i c  dc chacune d c  ces raifonr.. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d e s  Grandeurs. Liv. IV. 3 47 
La rai lon d e  z à 8 eR compolCe d e  dcux  i a i fonr  Cgaler de z 

à 4 & de4 à 8 , c e t t e  r a i lon  d e  z à 8 cTt doubléc. 

V n e  raifon cornpofCe d c  t rois  rairons C p l e s ,  s'appcllc ta ifon 
t r i p l i e  d c  chncune  d e  ces raicons. 

La raicon d c  3 à 8 I eft  cornpnfge d c  rrois rairons égales. 
d e  3 i g , dc 9 i 2.1 , & d e  17 à 8 1  , d o n c  elle e R  rripléc. 
On appel lera  u n e  rai lon campofCe d e  .4 rairons i g a l c s ,  unc  
rairon q u i d r u p l é c ,  aiiifi des  autres. 

Rs i fon  doublCe n'eR pas la  m i m e  chore  qu 'une ra i fon  douhle. 
ny u n c  raifon triplCe n'eR pas l a  mérnc  cliole qu 'une  raifon 
i r i p i i e ,  &c. C c  q u e  vous  rcinarquercz a h  par la  t e t tu rc  d c  11 
Propol;cion fuivance.  

D a n s  ilne progrclTion g r o n e t r i q u e  , la raifon d u  premier 
t e r n e  a u  fecond CR ( imple , di1 premie r  a u  r r o i G r n c  d o u b l i c  , 
du premie r  a u  quarr iéme tr iplée , aiilfi d c  fuiie. Ceire  Fropi>G- 
r ion pcur érrc  concciiC e n  certc mariierc. 

D a n s  u n e  p r n g r r f i o n  geomrr r iquc  , la  raifon dc d e u x  rerrncs 
e n i r c  I c~que l r  il y a d e u x  irircrvalcs , C R  doublCc ; s'il y a t ro i s  
in t c rva le r  triplEe. 

D e u r  rai ions Ctant d n n n C c s ,  6 o n  mulriplie I 'anrecedent d e  
I'unc p a r  L'anreccdenr d e  I'aurre , & l e  confcqucn t  d r  I'unc par 
I c  con lcquenr  dc I'aiitrc , l e s  d c u x  p r o d u i t s  d e  crs d c u x  rnulri- 
pl icat ions fcronc I'un à l'autre c n  raifon compofCe d e  cc5 rai- 
rons. 

D e u x  grandeurs  figiirics q u i  o n t  q u c I q u e s . u n c ~  de l eu r s  raci-  
n e s  i ~ . a I c s  & les au t re s  inéaales , lont  eiirr'clles c o m m e  les i n i -  - 
gales. 

Comme fi 3 & 4 font  Ics racines d e  I a ,  c9eR-à-dire, les nom- 
bres  q u i  o n t  p rodu i t  I r  Ctant rnulripliés I'un par l ' au t re ,  & q u e  
3 J( 6 foicnr  auüï Ics raciiics dc r 8 .  alors. 1 2  & I 8 k r o n c  
cnrr'eux c o m m e  4 & 6, - 

Z 2  ij 
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l e s  plans fon t  les uns a u x  au t res  e n  caifonrçompofies  dc Icurs 
xacmrs.  

Corollriirc. 
Les quarrrz fon t  enrt 'eux c n  r a i l o n  doub lée  d e  ccllts d c  

leurs  racines. 
H~iriirne P r o p o f i i o n ,  

La ta i lon  d 'un folide à u n  au t re  io l idc  , CR compoféc des 
rairons que l c u ~ s  racines o n t  entr'ellcs. 

Corollaire. 

Les cuber  font  cntr'eun e n  n i f o n  t r ip l i e  de celles dc leurr 
~ a c i n e s .  

C o r r e E f r o n r .  
Page 9 3 , ligne p:cmierc, rffa:r: K partant .  Page i z r ,  Iig. 4. 

l ignc BD,  l i j r 7 ,  l igne C D .  Pag r 37. lignc l a .  r o  5. THP. fi, 
l i [f i6.  5 1. {up. Pag. 143. lig. d c r n i c r c ,  par le T h .  I 3 ,  
Ji/e-( p a r  Ic Corrol  d u  T h e o .  I t. Pag. I qq Iig. 3 1. bb, aa 
I ; f r c b b  ~3 aa. Pag. i 7s l ig .  de rn ic rc ,  lepoi i i r ,  [ i j q l e  plan. 
bag. 1 0 6  l igne 17. de cercles, f ~ / e <  d c  c6rcz. P a g .  a j r  Cnr- 
m l .  i. il y a quelques fautcs  aux Lcrrrer qu'il e l t  f.icile dc  cor- 
riger. Pag. 239  Prohl. 1. lfei,Probl. 2 .  P a g .  a g !  lia 16 
5 .  3 .  k m  4. L i &  5 .  3 .  Liv. a .  i'.?g. 161  lig. 1 1 ,  A E ,  lifiq 
AG. P.ig. 2 8 9 .  Iig. pcnult .  : x  CR lifez, : XI eR.  Pag. 
2 9 4  li?. 1 8  AD. Li ( t l  AE. Pag. 3 0 8  lig. 11 & B E =  i i [ r < ,  
& R I -  = Pag.  3 I L  ligiie 7. elle rnêinc, l i l r i  , clle mémc -i> 
Bzg. 3 j q  ligiic 17 p a t a .  i r p . ~  7 a 21. 
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Additions. 
~ j o M l e ?  au Theorrme IO page 97. 

CoroUairc. 
L a  furface d'un cercle eit égale au  

quart d'un rettangle, dont la hauteurefi 
le diametre du cercle , Sr la bafe Ca cir- 
conference, 

Cela elt  evident ; car rn par Ie 7h.4 4 4, 
Irv. 2, le triangle auquel la iùrface du  
cercle e l t  égale,eit égal à uii reeangle, 
o u  parallelog-amme de même hauteur, 
qui n'a pour fa baCe que la moitié de la 
circonference du cercle : or  ce reRangle 
eit le quart d'un re&angle , dont la hau- 
teur & la bafe font deux fois plus grands. 

~ j o & c z  au Th. 17" pas. 229. 
Corrdlairr r r o ~ i m r .  

La folidité de la fphere X efi le tiers, 
d'un folide fait de G fiurface multipl iée 
par ion rayon. 

Par le Theoréine prefent où elle efi 
égale à un cone dont la bafe elt égale 
à Ca Curface , & d o n t  la hauteur elt égale 
à Con rayon : O r  par le Th. II' f i p ,  le co- 
ne efi le tiers d'un prifnic, donc, &c. 

Corrollatrc quarrrimc. 
La folidité d'une fphere efi fçale à la 

fixiime partie d'un iolide fait de la cir- 
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conference de fon plus orand cercle 
multipliée par le cquarri de 6n diametre. 

C'efi à dire, fi rn eft l a  circonference 
du plus grand cercle de la fphere X ,  & 
n ion diarnetre, la Colidité de X fera éga- 

, mnn le a a 
IO Par le Corol du Th.  10' liv. 2. j. 4. 

m n efi quadruple de la furface du plus 
orand cercle de la fphere X. aïnfi mn efi ? egal $la  furface de toute la rphere X. par 
le  Th. 12 8. 3. f i p .  O r  par le Corol. pre- 
cedant la foliditC de cette iüliere efi le 
fiers d'un folide fait de Ca furface qui efi 
mn multipliée par fon rayon, c'elt à di- 
re ,,par la moitié de n. donr elle fera la 
iixienie partie de mn, multiplié par tout 
.n, c'ekà dire, qu'elle efi la iixiéme par- 
tie de mim. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Extrait du Privilege du Ray. 

Ar Lettres Patentes données i Verrailies le premier iouc de 
Fevrier 1 6 8 s .  fignéer par le R o y e n  (on Conleil, I v w Q v I e -  P .  

R n s ; i l  CR permis à ndrreb ien  a m i  A N D R I '  P K A L A R D .  
Imprimeur & Libraire à Paris, d'imprimer, ou faire imprirncr. 
par tel Imprimeur qu'il luy plaira choilir, un livre in t i tu lé ,  Ltr 
Jilrmtnr de G e r m ~ w i e ,  an de La Mzrurr du C o r p ~ . ~ ~ i  i ~ r n p ~ e n n e n ~  
roui cc qu'Eurlidr s r  r en/rig&Ler plvl btilti pop~fir ionr d ' ~ i r h r  
mede, L'JIua17(e ; e n  rant dc  voluiner & e n  telles marges & 
caraAeres , & autant  d c  fois qu'il voudra ;  Et  c e  pendant l e  
tcmps & erpace d e  dix annies  enrieres & cot~recuiivcr ; à c o m -  
mencer d u  jour q u e  lcdit Livre fera achevi  d'imprimer la Fre- 
m i e r e  fois : Avec defcnîes a tous imprimeurs , Libraires,  & 
autres perfoaoer d e  quelque qualité & condit ion qiiils foienr. 
d'iniprinier o u  debitcr mFme des Editions Errangcrer, à peine 
d c  trois niil livres d'amande , c o m m e  il efi plus a u  long port6 
par lefditcr Lettres. 

Rrg; i f tC  f u i  le l i v i e  de  l i  Communduii der Libraire1 i Paris Ir 
5 F c v r w  I 685. Signé A N  G O T , Syndic. 

A c h e v i  d'imprimer pour la prcmiere €ois l e  prcmier May 
i 6 8 5 .  

Lcr  Excmplaircs ont cjlc'forrrnls. 

J E  S U S  M A R I A .  

N O V I  A B E L  L o v i s  D E  S A I N T E  M A R ' T H R  , Priirc 
Supcrieur Gcneral d c  la Congtcgation dc  i'Oratoirq dc  n 6 -  

t rc  Seigneur Ir s v  s C H R I S T  . l u ~ v a n t  I C  P r iv i lc ;~  à NUUI 
d o n n i  par Lrrtrcs Patcnter du Roy r n  datte d u  a r Dccc 3 I x c  
1672.. SignCts Noblet, par lclquclles font faitcr defcnlcs à mus 
Imprimeurs,  Libraircs & à tous autres. d'!rnpiirnct & incit;eza 
jour aucuns dcs livrcs c ~ m p o t e z  par ceux de nôrre Congrrg3ii6 
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iahr nbt re  cxprcge l i cence  par &cric , roui peine dc contifcaiiora 
des exemplaires , & dc mille livres d'amende. Perrnctronr au 
fieur AN D R I '  PR AL AIL^. Marchand Libraire a Paris, de 
faire imprimer & expofer en vente un Livre inritu16 , L I ,  Ele- 
mens de Geoseirrc , au de Ir mebrt du Ctrpl,  gw romprrnntm 
rrwr ce  qumEurlidr t a  a inTcigné : Lcr p h  b c & ~  ProtaJîl~an~ d'di -  
cbirncde g,f.4ndJ/e, cornpo@ par le P. Bi R N  A x D L A M  Y,  

Prêtre de  nôtre Congrcgrtion. Fait  iS. P a l  aux Boii Ic 24 
lu i i i id8g .A.  L. Da S A t N T 6  M A R T H E .  
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