
MATEMATZCA 
PURA ED APPLICATA 

FRANCESCO BRIOSCHI 
e contiiiuati dai professori : 

Luigi Birtiiclii in Pisa I Giiiseppe Jiiiig in 3Iiiano 

Ulisse Diiii in ~ i s a  Corritdo Segre in Torino 

SERIE III. * TOMO XXTTII: 

TIPO-LITOGHAFIA REBESCHlNI DI TURASI E C. 

O F F I C I K A  CARTE V A L O R I  
- 

1918 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I N D I C E  

DELLE MATERIE CONTERTUTE KEL TONO XXVIT.' (SERIE 

Sul mode110 minimo della varietà delle n-ple non ordiliate dei punti di uii piaiio. - 
Giovanlzi Bordigw . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Sulla meccanica delle verghe. - Attilio. PuZutil~i . . . . . . . . . . . . . . 
Sui cornplessi liiieari di piani nello spazio a cinque dimeiisioiii. - Corrado Seyre. . 
Nuovi studî sulle superficie rigate. - Pietro Tortorici . . . . . . . . . . . . 
Sulla geonletria delle schiere rigate O regoli, e in particolare sui coiilplessi liiieari di 

taii enti, - Corrado Segre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Le trasforinazioni di Ribaucour dei sistemi W J ~ ~  0rbg0lldi e il teorema generale di  

, permutabilità. - Luigi Bia~zcki . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Sulla classificazione aritmetica di Nother dei sisteiiii liiieari di curve algebriclie piaile. 

- Davide Nemini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Paa. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sul mode110 minimo della varietà delle n-ple 
non ordinate dei punti di un piano. 

(Di BORDIGA GIOVANNI, a Padowa.) 

Il prof. SEVERI, nello studio della uarietà che rappreseata yli spaai su- 
bordinati S, di data dimensione imnersi in uno spazio lineare 8,. (*), estende 
in via generale il teorema, già conosciuto per nlcuni casi particolari, che la 

t = (k+ 1) ( r -  k\ , du lui denominata varietà grassinanniana, 

di uno spazio [(k :) - i l ,  non possiede altre vnrietl dgebrirhe a t - 1 

diinensioni, all'infuori delle sue intersezioni coinplete con le forme di yuesto 
spazio; ed avverte che il metodo geoiiietrico da lui indicato per diinostrare 
che su V, la base minima è costituita da  uoa sezione iperpiana u si pub ap- 
plicare con lievissime modificazioni a inolte altre varietà, per es. alla varietà 
delle k-ple, ordinate O no, dei puriti di uno spazio si». 

Lo scopo del presente studio è appunto l'applicnzione di quel metodo 
a queste varietà e più specialmente alla varietà delle 1%-ple non ordinate dei 
punti di u n  piano, della quale è caso particolare la 31: del10 spazio S,, clie 
rappresenta le coppie non ordinate dei punti di un piano e su cui la nota 
superficie di Veronese rappresenta le coppie di punti coillcidenti y). 

Nella prefazione alla sua Memoria, il prof. SEVEHI nota c h ,  dentro la 
classe di tutte le trasforniate birazionali di una data varietà algebrica, si  
possono mettere in una medesima sottoclasse due varietà clie si corrispon- 

(9 ,F. SEVERI (Alzaali di Matematica, T. XXIV, Serie III, Milano, 1915), pag. 89 e segg. 
(**) Per tutto ci6 che riguarda la superficie di Veronese e le notizie bibliografiche cfr. 

BERTINI, Intvoduzione alla Geometria degli iperspazi (Pisa, 1907), pag. 327 e segg. 

Annali di Matetrzatica, Serie I I I ,  Tomo XXVII. 1 
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9 Bo rd iga :  S u l  wodello .minima della varhtà 

dano biunivocamente se~aa eccexioni, cosi corne, ad es.,,nel campo delle su- 
perficie razionali, appartengono alla niedesima sottoclasse la superficie di 
VEHONESE: e il piano, che è il modello niinilno. 10 mi sono proposto di co- 
struire, nella sottoclasse delle varietà delle n-ple non ordinate dei punti di 
un piano, la varietà modello, proiettivamente determinata, d'ordine mininio. 

La costruzione di questo modello minimo dlZ, (che si denoininerà d'in- 
dice n, quando sia relativo alle n-ple) $ ottiene rappresentando proiettivamente 
la totalità delle curve luogo d'ordine n del piano col sisteina degli iperpiani 

''(% t3)); e la totalità delle curve inviluppo di classe n coi 
9 

punti di SN; per guisa clie una curva luogo ed una curva inviluppo coniu- 
gate vengono rappresentate da un iperpiano e da un punto incidenti. 

Alle n-ple di punti, concepite conle curve inviluppo di classe n, rispon- 
dono punti del modello inininio JI2,; uria sezione iperpiana di questo rap- 
presenta gli n-goni coniugati alla curva f d'ordine n, corrispondente all'iper- 
piano col quale si fa la sezione. 

Alle n-pie di punti coincidenti corrisponde la superficie 4, tracciata su 
JI9,,  che è rappresentata da1 sistema lineare di tutte le curve piane d'or- 
dine n. Viceversa, partendo dalla 4, la %, si pub costruire in  modo ele- 
gante cosi: ad una n-pla di punti del piano, nella corrispondenza tra il 
piano e 4, corrisponde una n-pla di @. Gli spazi osculatori a 4, d i  dimen- 
sione massima, si segano in un solo punto di JI,,; e reciprocainente, dato 
un punto di M,,, per esso passano soltanto n spazi osculatori massimi, i 
quali hanno n punti d'osculazione, ed a questi risponde una n-pla del 
piano. 

Due piani tangenti di @ vengono punteggiati omograficamente dagli 
spazi osculatori massimi. Ne deriva una generazione proiettiva di JI2,, ana- 
loga a quella conosciuta della varietà di VERONESE. La costrhzione inversa 
non è facile ad ottenersi, perché i piani, sui quali vengono stabilite le cor- 
rispondenze omografiche, non sono indipendenti; né possono essere arbi- 
trariamente fissate le corrispondenze stesse. 

Dopo avere costruito la M,, ne determino l'ordine, clie è il prodcitto 
1 . 3 .  . . (8 f i  - 1) di tutti i numeri dispari da 1 a B n - 1 ; più in generale, de- 
termino l'ordine della varietà rappresentatrice delle n-ple che hanno punti 
di assegnata multiplicità. Le formole si trasportano subito alle n-ple di punti 
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delle n-ple non ordinate dei punti di un piano. 3 

di Sr; per r = 1 si giunge, mediante interpretazione geometrica, alla formolcc 
di de Jonquières, la quale viene cosi ritrovata per altra via. 

Alcune difficoltà mi harino arrestato nella ricerca delle inultiplicità che 
hanno tra loro codeste diverse varietà situate su JI,,. 

In seguito, indico come si pub rappresentare .Ma,, su;S,,; e dimostro poi 
che le varietà algebriche a 9 n - 1 dimensioni, contenute in Zll,. , sono tutte 
intersezioni complete di M,, con una forma di 8,. Se ne deduce che s u  M,, 
la base minima, cosi come prevedeva il SEVERI, è costituita da una sezione 
iperpiana; che M,, è normale, che è il mode110 rnittinzo e che è proiettiva- 
mente individuata. 

Sulla traccia dello stesso coilcetto generale, dimostro quindi che anche 
la varietà 'di SEGRE (*) è un.model10 mininio della varietà delle 9%-ple di punti 
tolti ad n spazi, distinti O coiiicidenti. 

Da ultimo studio le omografie spaziali, che trasformano N2, in sè  me- 
desiina, e le correlazioni spaziali clle fanno corrispondere agli spazi massimi 
osculatori di @, coine inviluppi di iperpiani, gli spazi inassimi lineari S,  
di  M,, , come luoghi di punti. Da queste conclusioiii si deducono altre omo- 
grafie spaziali, per mezzo delle quali si nota l'esistenza su AI2, di ooN super- 
ficie dello stesso ordine della O, proiettivamente identiche fra loro e alla O. 

Con un breve cenno sui casi particolari di queste supeificie si chiude 
cos] il lavoro, ne110 studio del yuale il prof. SEVERI mi diede largo aiuto di 
autorevolissi~ni consigli; e di ci6 gli sono molto grato. 

1. RICHIAMI CONCERNENTI LA NOZIONE DI CURVE CONIUGATE (**). - U~la 
curva luogo di ordine PZ,  di un piano n, 

(ove i, i, . . . i ,  è una combinazione, con ripetizione, degli indici 1 . 2 . 3 ;  e si 
conviene che siano eguali le a che portano le permutazioni degli stessi in- 
dici) ed una curva inviluppo 9, di classe n, dello stesso piano: 

(*) C. SEGRE, Sulle variet4 che rappresentatto te coppie d i  pu11t.i di ùue pialzi O spazi 
(Rendiconti Circ. Mat. Palermo, T. V, 1891), pag. 198. 

(**) Per le notizie bibliografiche relative alla teoria di cor~iugio e apolarità vedi: L. BER- 
ZOLARI, Allgemeine Theorie der ebenen algebraischen Kuruelt (Pascal Repertorium), pag. 880. 
- Cfr. BERTINI, loc. cit., pag. 290. 

' 
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4 B o r d  i g a :  Sul rnodello nzininzo della uarieta 

si dicono coniugccte, se è nul10 il loro invariante siinultaneo: 

Ad una curva luogo f resta cosi associato un sistema lineare cmN+ di 

inviluppi (P N =  ( 2 + 3 Y  Date due curve f, = O, f, = O, è coniugata ad 

ambedue ogni curva y, per la quale si abbia: If1 p) = O ,  (f, p) = C). In t j l  
caso, le curve p formano un sistema Ognuna di esse è coniugata ad 
una curvü generica del fascio 1, f, + 1, f, = O. Resta cosi associato, a l  si- 
sterna aol di curve f, il sistema aoN-* di curve y. 

In generale, ad un -sistenia lineare Z, cmh, di curve f, è associato un 
sisterna y', clc""-l, di curve y, le quali sono sitnultaneairiente k i u g a t e  a 
tutte le curve di r. Lo stesso dicasi, scaiiibiando 1 con x i .  

Se f è una retta r, considerata come n-pla, 

la sua relazione di coniugio con una y s a r i :  

la qunle prova che le a sono proporzionali alle E degli stessi indici. La 
retta r è dunyue tangente coniune a tutte le curve inviluppo .del sistema 
coniugato alla retta stessa, considerata conie riz-pla; e dualmente. 

Data una curva f, dicesi n-gono coniugato rispetto a d  f, O più breve- 
mente n-gono coniugato ad f, ogni n-gono tale che uno yualunque dei suoi 
vertici giaccia sulla retta polare mista degli altri n- 1. 

Per costruire un n-gono coniugato ad f, assegnato ad arbitrio un punto 
x"), se lie costruisca la priina polare f i l , ;  assegnato, ad arhitrio, un punto 
d2) come secondo vertice, se ne costruisca la prima polare f z ,  rispetto ad 
f k , ;  e cosi via, fino all'(n - i)'""~ vertice, del quale si costruirà la retta po- 
lare fr-" rispetto alla conica f c-P). L'n"'"" vertice s i  sceglierà ad arhitrio 
sulla retta f l-". 

Che effettivainente l'n-gono x(", x'", . . . , x'", cos1 costruito, sia un n-gono 
coniugato ad f, cioè che, presi n,- 1 yualunque di quei punti, per l'ne"'"" 
passi la loro retta polare niista rispetto ad f, risulta dalle considerazioni 
seguenti. L'equazione della retta polare mista di n - 1 punli è : 
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delle n-ple non ordinate dei punti di  u n  piano. 5 

dove A è il solito siinholo dell'operazione di polare. Poicliè nella precedente 
relazione, conie è noto da1 teorema delle polari miste, è lecito 10 scatnbio 
delle A con indici diversi, si deduce che la retta polare niista degli i z -  1 
punti è unica, qualunque sia l'ordine ne1 quale si considerano i punti. 

Se il punto x(") è situato sulla retta f r-'), le coordinate degli n punti 
dovranno soddisfare alla relazione : 

cioè : 

la quale dirnostra che ognuno degli n. punti considerati giace sulla retta 
polare mista degli altri n - 1. 

La relazione (5) confrontata colla (8) e colla (3) dà :  

sicchè un w-gono coniugato a d  f, cotzsiderato come iwviluppo di classe n, è un 
inviluppo coniugato a d  f ;  e viceversa. 

Segue da ci6 che tutti gli n-goni coniugati ad un sisteina lineare 1, wh, 
di curve f, considerati colne inviluppi di classe n, nppartengono al sisteina 
lineare Z', aoN-"-', coniugato a x. 

Ogni punto della polare mista fLk2., di k punti fissi, considerato coine 
(n-k)-plo, costituisce, insieme a quei k punti fissi, un la-goiio coniugato 
ad f. Non vi sono altri n-goni coniugati clie passino per i k punti dati ,e che 
abbiano inoltre un punto (n - Tt)-plo, fuori di quelli cosi costruiti mediante 
la f ("). 

8. Si supponga che f abbia un punto 8-plo in O. La polare niista f:~;:, 
di s - 1 punti di un rc-gono, che siano coinunque situati rispetto ad f, passa 
sempliceinente per 0. Se un s""' vertice d3) coincide con 0, per O passerà 
ancora la  polare mista f ,  dei primi s vertici; e se con O coincideranno i 
vertici successivi x("+'), x("+'), . . . , x("-') , passerà pure per O la polare mista 
di tutti gli n - 1 vertici considerati. In altre parole : qua~zdo f ha un punto 
s-plo, Z'n-gono fornzalo d a  n - s + 1 vertici coincidenti con O e da s - 1 punti 
qualunque del piano è zcn n-gono coniugato a d  f. 

Viceversa: se un punto O di f, contato n.- s + 1 volte, insieme a d  s - 1 
punti arbitrari del piano, da  un n-gono coniugato a d  f, i l  punto O è s-plo 
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6 B o r d i g a :  Su l  rnodello rninimo della vccrietà 

per f (*). Perché si verifichi l'ipotesi bisogna infatti clie la polare inista f ( " - ' )  

di s - 1 punti gen&ci rispetto ad f passi per 0, senza di che non potrebbe 
passare per O la retta polare tnista di s -  l punti generici e del puilto O 
contato n - s volte. 

Segue da cib che, se la f contiene una curva y contata conîe s-pla, tra 
gli n-goni coniugati ad f, vi sono tutti quelli foririati da n - s + l punti ' 

comunque situati su g e da s - l gunti, qualunque. 
In particoiare, se f è una retta 91-pia, sono suoi 1%-goni coiliugati queiii 

e solo quelli Che hanno almeno uno dei vertici sulla retta e gli altri n - 1 
cornunque disposti. Il che segue pure direttamente ed i n  iiiodo inimediato 
da1 fatto che per una retta n-pla la condizione di c&iugio si riduce a :  

la quale è soddisfatta coll'annullarsi di uno almerio dei suoi fattori. 
Si potrebbe ora provare di più clie gli n-gowi simultaneamente coniugati 

i(i+3) 
N- - -i 

alle ao 9 cztrve f d'ordiize 12,. le quali hanno in  un dato O u n  punto 
(i + 1)-plo, sono quelli e solo quelli che 7zatzno i n  O un punto ( n  - i)-plo ed 
i punti variabili ne1 piatlo. Questa proposizione risulterà da1 seguito (n.O 5). 

In particolare, per i = n. - 1, la proposizione stessa dice che gli n-goni 
coniugati a tutte le cx" curve f, le quali hantzo in O zcn punto n-plo, cioè che 
ai spezzano in n rette per 0, sono quelli e solo quelli che hanmo in O u n  
punto sernplice. 

3. COSTRUZIONE DI UNA VAHIETÀ AL,, , CHE RAPPKESENTA BIRAZIONALMENTE, 

SENZA EccEzIoNr, LE n-PLE DEL PIANO. - Si assumano le xi,,...,, di (9) coine coor- 
dinate omogenee di punti di un SN e le cc,,..,,, di (1) coine coordinate oino- 
genee di un iperpiano del10 stesso SN. Viene posta cos1 una corrispondenza 
proiettiva tra le curve luogo di ordine del piano 0 e gli iperpiani di SN; 
ed una corrispondenza proiettiva tra le ourve di classe n e i punti di 8,. 
E la relazione (3) di coniugio tra f e <p si traduce nella relazione di inci- 
denza tra I'iperpiano e il punto di SN, rappresentanti rispettivanlente f e <p. 

(*) 1 teoremi suddetti rientrano in uno noto della teoria generale dell'apolarità ed è questo : 
la  condizione necessaria e sufficiente affinché LU punto contato n - s + 1 volte sia apolare 
rispetto ad u k  data f, d'ordine n, è che esso sia s-plo per f. . 
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delle fi-ple non ordinate dei punti di piano, 7 

Data uiia f, e quindi un iperpiano di SN, i punti di questo rappresen- 
tano dunque le curve inviluppo del sistema lineare ooN-l di tutte le CP coniu- 
gate ad f. Dato un fascio di f, e quindi un  SN+ di SN, i punti di questo 
SN-2 rappresentano le del sistema lineare ooN+ coniugate a quel fascio; 
e cosi via. In generale: dato un i suai pzmti rappresentano i l  sistema 
coniugato al sistema di tutte le f, le  quali hanno per iwzmagini gli ma iper- 
piani passanti per quel10 SN-h-I. 

Alle n-ple di punti del piana n, concepite corne inviluppi di classe n, 
corrispondono in SN i punti di una JI,,, evidenteinerite razionale, la quale 
rappresenta birazionalinente, s.enza ecceaioni, le n-ple dei punti di 0. 

Il  modello proiettivo, che abbiamo cosi costruito, della varietà delle 
n-ple dei punti del piano, coine verrà in seguito provato, è di ordine minimo 
tra quanti altri modelli rappresentano senza eccezioni la. suddetta varietà; 
esso è normale ne110 spazio SN; ed S inoltre proiettivainente ben definito. 
ne1 senso che ogni altro modello normale dello stesso ordine, di SN, è ad 
esso proiettivameiite identico. 

Per queste ragioni 10 denonîinerenîo fino da ora modello witzimo della 
varietà delle n-ple Non ordinate dei punti del piano, O, pih brevemente, mo- 
dello d'indice n. 

Dalla definizione deriva, in particolare, che i p u d i  della sezione di ïif,, 
con un iperpiano rappresentano gli oo2"-' n-goni coniugati ad una data f .  

Indichianio ora con le coordinate omogenee di un punto di SN, 
cosicchè sia : 

Xifir..in = 'i1i2...in 

e -teniam0 conto Che, per un inviluppo di classe n spezzato in sa fasci d l ' ,  

d2', . . . , id"), è : 

dove, per una data coinbinazione con ripetizione degli indici 1 . 8 . 3 ,  il Som- 
matorio si intende fatto tenendo fissi gli apici e pernlutando gli indici di- 
stinti tra loro. 

Le (6) dànno una rappresentazione paraazetrica della Af2,. 
Si osservi che tra le X non pu6 sussistere identicaniente alcuna rela- 

zione lineare omogenea a coefficienti non tutti nulli, quindi il mode110 mi- 
nirno appartiene ad SN e non ad urzo spazio inferiore. 
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8 B o r d i g  a :  Sal mode110 & h n o  della varieth 

Volendo i'ordine nz della varietà M,,, , cioè il nuinero dei suoi punti gia- 
centi simultaneainente su  B n iperpiani generici, si osserverà che le (6) sono 
simmetriche rispetto alle n serie di variabili x(') x(" '. . . cc("), in quanto scam- 
biando tra loro i puiiti x(;' si ottiene sernpre una n-pla coriiugata alla f cui 
si riferisce la (5) .  

Prescindendo da questa siininetria, si vede facilmente che Bn equazioni 

del tipo (5) sono soddisfatte da --- '") ' wple P .  . . x(") (*). Ma poichè, tra 
2'' 

queste n-ple, quelle che derivano dalle perrnutazioni di una. inedesima, a 
causa della siinmetria della (5) ,  non dàniio soluzioni essenzidmente distinte, 
cosi le n-ple non ordinate dei punti del piano, che verificano 8 n equazioni (5), 
sono in numero di 

Si condude dunque che il mode110 ntinimo JI2,, è d i  ordine rn = 1.3.5 ... (912- 1). 
Le considerazioni esposte permettono di enuriciare il risultato anche sotto 

n(n-1) -9% - 
la forma seguente: i n  un sistewza lineare oo B 

=O0 
D d i  curue luogo 

d i  ordine n, ue ne sono 1 . 3  . 5 .  . . (8 n - 11, ciascuna spe~xa ta  i n  n rette. 
Questo risultato p 6  ottenersi anche direttainente, particolareggiando il 

sisteina per guisa che venga ad avere 2 n punti base generici (è una effet- 
tiva particolarizzazione solo per n > 8) e contando in quanti modi i B n punti 
si possono distribuire su n rette. Ma il procedimento non sarebbe in so- 
stanza diverso da1 precedente. 

OSSEHVAZIONE. - Le cose suddette si estendono agevolmente da1 piano ad 
un S,.. Ad esempio, per l'ordine di una M,.,, (minima) delle n-ple non ordi- 
nate dei punti di un Sv, si ha l'espressione: 

la quale riducesi ad 1, qualunque sia n, quando sia r = 1. Si ha cos1 il ri- 
sultato noto che la varietà delle n-ple dei punti di una retta si pub rappre- 
sentare biunivocamente, senza eccezioni, coi punti di uno spazio lineare S.. 

Analogamente a quan to si è fatto ne1 cas0 di r = 8, la rappresentazione 
dei punti di una retta coi punti di un S, si ottiene riferendo proiettivainente 
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delle 12-ple non ordinate dei putzti di tut piano. '9 

la totalità dei gruppi di n punti della retta al sisteina degli iperpiani di S,,. 
Ai puiiti della retta, considerati corne 1%-ple di puiiti coiiicidenti, vengono 
allora a corrispondere gli iperpiaiii di un iiiviluppo ao' di classe 11, ticlerente 
ad una curva p di ordine n, razionale nonnale in S,,;  cosiccliè ad ogni 
punto P della retta viene associato un punto di p, coine punto d i  contatto 
dell'iperpiano osculutore corrispondente al punto 11-plo P; e qiiindi ad ogni 
wpla di punti della retta vieiie asaociato il.punto coniune agli n ipeïpiani 
osculatori, corrispondenti a i  punti stessi, ciascuno considerato coine wplo, ecc. 

4. S P A Z ~  LINEARI CONTENUTI IN Al,, . - Ricerchiamo anzitutto gli spazî 
lineari appartenenti al mode110 ininimo. 

Rette. -- Abhiaino già vedilto che, quando la curva f si riduca ad una retta 
a contata n volte, ogni suo n-gono coniugato deve avere alnieno un vertice 
su  a.  Se ora si vogliouo cercare le rette di III,,, basta cercare quelle sue 
liriee che sono tagliate in un puuto dalle sezioni 'iperpiarie corrispondenti a 
curve l11ogo degeiierate in rette n-ple. Basta considerare queste, perclrè tali 
sezioni iperpiane forinano un sisteii~a ooe, non aïente su Np, punti base. 

Ne1 piano n si  ha  dunque, coiiie iiuniagine di una retta d.i JIz,, una 
serie oo' di n-ple tali che ve ne lia una sola con un punto su  d i  una data 
retta a di rr. E, viceversa, ogni tale serie è rappresentata da uiia retta 
di M,,, . 

Ora se m punti ( m e n )  della n-pla variabile nella serie ao' sono fissi 
e gli altri n - nz sono variabili, la curva (a priori anche riducibile) descritta 
da questi .n - m  puuti deve essere incontrata iii un sol punto da una retta 
generica di n, ed è quindi una retta b. Di più la serie 00' d'ordirie 92 - ~ l t  

su questa retta deve essere tale che per un punto generico di b, concepito 
corne comune a b ed alla retta generica a, passi un solo gruppo della serie. 
Dunque: le rette di 171," sono quelle e quelle s o l t a ~ ~ f o  che ra&wesentn~io le 12-ple 
csuenti m .punti fissi (n  > m > O j  ed n - 112 p u d i  v a ~ i a b i i i  in  z c m  g:-, +et- 
tilinea. 

Segue da ci6 che due punti di AI2,  sono su di una retta di III2, se  le 
loro corrispondenti n-ple hanno n -  k punti in coinune e se i due griippi 
residui di k punti sono su una iiiedesima retta. 

Piani. - Vogliasi ora cercare i piani di AI2, .  Supposto che 6 sia uno di  
questi, Si consideri un suo punto 0' ed una sua retta r', non passante 
per 0'; sia P' un  punto generico di r' e p i =  O'P'. La retta p' di 111," rap- 

Anrinli di Mntemntica, Serie III ,  Toino X X V I  t .  9 
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delle n-ple non ordinate dei punti d i  t u a  piano. 11 

Si deduce pure dalle considerazioni precedenti che in 31," esistono 
1.z - i + 1 sistemi irriducibili di spazi Si,  ognuno dei quali rappresenta tutte 
le rz-ple che associano n - i - k punti fissi ad uns  gi+, rettilinea (n - i> k>O).  
Gli spazi Si possono essere quindi di n - i + 1 specie, quanti sono i valori 
clie pu6 assutnere k (li denominereiiîo percid spnzi linenri Si di  specie k ) ;  
salvo il caso di i =  9 in cui, come abbiamo reduto più sopra, si ha  uil 41- 
teriore sistema oltre gli n - 1 ottenuti ne1 niodo precedente. 

La determinazione della infinità degli Si (i) '2) di specie k si fa ovvia- 
mente osservando che un Si di specie k individus il corrispondente gruppo 
di n-i - k punti fissi, la retta a e la relativa gi+,; cosicchè quello Si di- 
pende d a  

paranietri. 
Per i = 9, oltre ai piani di  specie O .  1 - 9  . . . (n - 8), i quali forinano si- 

steini aventi le dirnensioni rispettive '2 n - 2, '2 n - 1 ,  9 n ,  . . . , 3 n - 4, si ha 
ut1 ulteriore sistema contenente oo"-"piani. 

Si pub osservare clle non ognuno di quei sistemi di spazi riempie, come 
totalità di punti, tutta la JI2,. 

Ne1 caso dei piani, la Jf2, è rieinpiuta da1 sisteina eccezionale (corri- 
spondente ad n- 1 punti fissi ed uno variahile su1 piano) e da quello cor- 
rispondente ad i = 8, k = 0. 

Pei. gli altri sistemi si pub chiedere quale sia la diinensione della va- 
iietà di punti riempita dagli Si per un dato k ;  a ralutare questa dimen- 
sione bisogna cercare quanti sono gli Si di quella specie che pnssano per 
un punto di uno di essi. Essendo Si generico entro al proprio sistcuia, gli 
n - k - i punti fissi corrispondenti sono indipendea ti tra loro e dalla retta. 
Uii punto generico d i  quello Si è rappresentato dagli 18 - i - h punti fissi 
e da i + k puiiti della. retta, iiidipendenti dai precedenti e giacen ti riella re- 
lativa g:,,. Sicchè basta deterininare quante sono le g:+, di  una retta alla 
yuale appartiene un dato gruppo d i  i + k  punti; esse sono w'~. Ne deriva 
che la nostra varietà di purlti ha In dimensione 

, cioè: gli spnxi liueari d i  dimetasione data i, contenzcti i n  JI2,, , si distvibui- 
soono i n  n - i + 1 sistemi algebrici distinti, di specie 0, 1,  9 . . . (n - i). 
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18 Bord iya:  Sul mode110 nziizirno della varietà 

Quelli di specie h dipendono da 9 n +- (i - 1 )  ( T E  - 9)  parametri e riewzpiono 
m a  varietà di punti, subordinatn ad JI2,, d i  dimemione 9 (n +- 1) - (k  + i). 

Ne1 cas0 di i = 2 si deve aggiungere u n  altro sistelna di  oo2"-e piani che 
riempioîzo tutta la JI2,, . 

5. SUPERFICIE DELLE n-PLE COINC~DENTI.  - S P A Z ~  AD ESSA OSCULATOKI. 

- Alle n-ple di punti coincidenti corrispondono in SN i punti di una super- 
ficie @, evidentemente razionale. Tenendo cotito che, corne mostra la (5); gli 
n vertici di un n-gono coniugato ad f non possono coincidere seriza che il 
loro puiito di coiticidenza eppartenga ad f e, viceversa, che un punto di  f, 
contato n volte, d i  un 1%-gono coniugato ad f, se ne trac che i putiti coiuuni 
a @ e ad un iperpiano generico, imniagine di una curva f, sono alla lor 
volta le iniinagini delle n-ple coincidenti con i punti di f. Insomma, nella 
corrispondenza, senaa eccexioni, tra i punti di s> e yuelli di n, alle sezioni 
iperpiane di corrispoiîdono su 0 curve luogo di ordirie n ;  e, viceversa, 
ogni curva luogo di ordine 1% è itiiiiiagine'di uua sezione iperpiana di @. 

La 4> è dunque la superficie rnaioncde, rappresentata da1 sistemcc lineare di  
tutte le curve di ordine n del piano 0. 11 suo ordine è pertanto ny*) .  

Alle n-ple coincidenti nei punti di una retta, coriisponcle in @ una 
curva p, sulla quale gli iperpiani di S, staceano una serie lineare che, nella 
corrispondenza tra ed n, ha per iinmagine la g: segnata su una retta r 
dalle curve di ordine n del'piano n. Dunque p è i n a  cltrva razionale nor- 
male di un 8,. 

Dall'osservazione clie gli S, di A l , ,  sono tutti e solo quelli clie rappre- 
sentano le y: rettiliiiee (n.O preced.) risulta subito che 20 spazio S, di ap- 
partenensa di  una cztrva p è uno degli spasi lineari massimi contenuti i n  Nt, ; 
è, vicevers&, che ogni s p x i o  lineare nzassilno S,, , contenuto i n  JI,,, , sega @ 

secondo una p. 
Poichè r contata n volte dà uiia f, esiste un iperpiano ben deterininato E', 

che non sega al fuori di p. 
In ogni suo punto P' la @ possiede un piano tangente SP) e gli spazi 

ii) 
osculatori Si(i+S) (i = 02 ; 3 . . . ( n  - 1))  (**). Coin'è noto, gli iperpiani generici - 

9 

(*) VERONESE, La superficie omoloide normale, ecc. (Mernoria Ace. Lincei, Vol. XIX), pa- 
gina 344. 

(**) Lo spazio osculatore S r )  è quel10 cui appartiene la  varietà riempita dagli spazi S4 
osculatori ai rami tracciati su  O, coll'origine in P'. In'ogni punto la possiede effettiva- 
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che passano per Si) fagliano secoudo curre un punto (i  + 1)-plo in P'; ed 
inversaniente una seeione iperpiana di <P, clie abbia un punto (i + 1)-plo 
in P', è la  sezioiie di un iperpiano passante per 8'" di P'. 

La rappresentazione, senza eccezioni, di (i, su n fa coi~rispotîdere, alle 
sezioni iperpiane con punto (i + 1)-plo in P i ,  le curve f con punto (i + 1)-plo 
in P, dove coincidono tutti i puiiti della n-pla corrispondente a Pi. E vi- 
ceversa. 

In base ad una proprietà già notata al principio del n.O 3, i punti del- 
l'Si), osculatore a (? in P', rappreseiitano le curve i~iviluppo ? del sistenia 
coniugato al sistema lineare delle f die  lianiio in P un punto (i + 1)-plo ; e 
la sezione di W., con quel10 Si) rappi'esentn le ciirve y degenerate in n-goni 
coniugati nlle f. In particolare, tra i punti della sezioiie siiddetta, vi  sono 
quelli che rappreseiitano gli w?' n-goni coniugati costi tiiiti da1 pun to (11 - i)-plo, 
-e da i punti qualunque del piano (n.O 2). 

Si vede dunque.che la varietà JIzi, rappresentatrice delle t q l e  col punto 
(n- i)-plo P e con i punti coinunque variahili, sta nello Sc" osculatore a Q 

in P'. M a  non è percib detto clie questo Si) sia proprio 10 spazio di  appar- 
tenenxa di JI2,, cioè lo spazio di- dimensione minima cui appartiene Ili,,. 

Che effettivamente sia. cosi si prova ihediante le considet~aziotii anali- 
ticlie seguenti, dalle quali risulta anzi di più, che dlzi è uii niodello ininimo 
della varietà delle i-ple di punti del piano. 

Si assunia il punto P coiiîe un vertice del triangolo fondarneiitale della 
rappresentazione e si  faccia ad  es. : 

Allora, per le (61, poichè le x"), x$), cc':) ( 1  = (12 - i + 1) , . . . , î t )  sono ar- 
bitrarie, si annullano identicanlente solo quelle di cui tutti i teriiiini 
contengono almeno una x coll'indice 1 o P e coll'apice eguale ad uno degli 
interi 1, 8,. . .,, (n  - i). Indicheretno queste coordinate con X,. Quindi non 

mente un solo piano tangente, un solo spazio Sa), un solo S8), ecc., osculatori, perchè ci6 
vale per il punto generico; e d'altroride la ammette un gruppo coiitinuo transitivo di ma 
ornogrde, immagini delle oc8 omografie piane. 

Per quel che concerne gli spazi osculatori di una superficie, ch. P. DEL PEZZO, Szcgli 
spazi tattgenti ad utta superficie O ad una uarieta imnersa i ~ t  zcno sp&o di pi& dimeiasioni 
(Rend. Acc. Scienze Fisiche e Matematiche. Napoli, Anno XXV), pag. 176. 
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14 B o r d i g a :  S u l  ,mode110 minimo della varietà 

si annullano identicamente quelle X, e solo quelle, che contengono IZ --i 
coordinate eguali rispettivairieote ad a$). . . xS-O,  cioè ad 1 ,  le altre i coor- 
dinate spettando ai punti rariabili a(') ( 1  - (n. - i + 1) , . . . , 2%). Queste ul- 

time X sono in tutte ' i  + 3' + 1 e si espriiuono con l n  formols . OL 

le quali non sono altro che le (6) per t z  = i .  

Tutto ci6 iiidica che 10 spazio dato dalle N- 
i ( i + 3 )  

2 
eqiiazioni X,  = O, 

ciaè IO spazio [I(i 2f3)], ne1 quale si tagiiano gii spaxi S, = O ,  è io spazio 

d i  appartener~za ,dei puliti corrispondeilti alle n-ple foimate con il punto 
( n -  i)-plo e con altri i punti qualunque di o. 

In generale dunque si conclude: 10 spnzio d'appartelzenm d i  quei punt i  
d i  JI2, che rnppresenta~zo le PZ-ple costitztite d a  un p1112t0 cornune P come 

(il In - i)-plo e d a  altri  i punti yualunque, è 10 spaaio 5',(,+,, , osczclatore a Q, 

Y 

net punto P', che rapprese~ztcc l'n-pla dei punti coincidenti in P. 
Ma si deduce di più, dalla forma delle (7), l'ültra importante proprietà, 

che entro i l  mode110 wininao della varietà delle 92-ple, la carieta rappresenta- 
trice delle n-ple che h a w o  u n  punto fisso (12 - i)-plo è u n  nzodello rninimo 
della varieta delle i-ple. 

E poichè la varietà inodello mitiiiiîo delle i-ple si costruisce in S(" coine 
il&, in SN (n. 3), cosi i punti  del10 spazio Sii )  rappresentano gli invi luppi  d i  
classe 12 spezzati ciasculzo ne1 fnscio ( n  - i)-plo d i  c e ~ ~ t r o  P e in un invi luppo 
d i  classe i. 

Ogni punto coinune ad 8"' e ad JI2,, , in quanto appartiene ad A I B , ,  
deve rappresentare un  inviluppo di classe n spezzato in 12 fasci'; in quanto 
appartiene ad  S'", un inviluppo di classe I Z  contenerite il fascio (n  - i ) -ph P. 
Dunque : 

La cowzpleta iîztersezione della JI,,, con zcno spazio 8''' osculatore a cP ne1 
punto P', è costituita dalle inamagini delle n-ple che hanno i l  punto P come 
( n  i)-plo. 

Ric,ordando che gli iperpiani per 8'') sono iiilniagini di curve Iuogo f 
avetiti il punto (i + 1)-plo P, ne segue seiiz'altro il teoreiiîa enunciato alla 
fine del n.' 8, 
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È corollario imniediato delle considerazioni precedenti che le m' n-ple 
costituite da  n - i punti fissi e da un punto i-plo variabile su uria retta, 
sono rappresentate dai punti di una curva razionale normale d'ordine i; 
perchè le n-ple con n - i  punti fjssi sono rappresentate da un mode110 mi- 
niino di indice i ;  e su ta1 mode110 le i-ple di putiti roincidenti e allineate 
SIE una retta soiio rappresentate clai puiiti di una curva razionale norinale 
d'ordine i. 

-6. INTERSEZIONE DEGLI SPAZI OSCULATORI. - Si consideri una wpla ge- 
nerica del piano a. A due suoi punti A e B corrispondono rispettivamente, 
ne1 senso specificato ne1 nuinero precedente, due spazi osculatori a @ in 

A' e B', di dimensione niassinia ' n  - " '" + Y).9 i quali hanno in coinune 
2 

10 spazio - ' y n  che é lo spazio d' apparteiienza della varietà JI2+,, 

rappresentatrice delle n-ple che hanno due piinti fissi, A e B. 

Oltre al10 (("- " 'n + l' i due spazi osculatori suddctti non possono 
UZ, 1 

tagliarsi in uno spazio di diinensione maggiore. Percliè, se si tngliassero, ad 

es., in un  S, E = ( (n  - " ( n  + l' + 1 il loro spazio di appartenenza sareeùbe '4 

Ne conseguirebbe che tutti gli spazi osculatori 8'"-", O dovrelibero ap- 
4 

partenere ad un niedesimo SN-9, O tutti passare per un  medesilno S, e 
quindi forrnnre un cono. Ambo le coticlusioni sono assurde (*). 

D'altronde il fütto clle due spazi osculatori niassimi si taglino lungo 

un [(n-8'(n+ "1 , porla gi3. un legaiiie di clipendenza t ra  essi, percliè 
2 .  

n ( n t 3 )  
in [ ] due [("- % .  si segano, in generale, secondo un 

(5 BERTINI, 1. c., pag. 12. 
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Si conclude clie : g l i  s p a z i  o~cuEutori  m a s s i m i  a sono a d u e  a d u e  dipen-  

dent i ,  cioè si tagl iano n coppie secondo s p z i  

Questa proprieta d i  (t) estende quel ln  no ta  della superficie d i  Veroqlese, d i  
avere i p i a n i  tangent6 che s i  t a g l i a ~ z o  a d u e  a due.  

Ricordando l'osservazione alla fine del nun-iero preceileilte si conclude 
subito che l a  var ie tb  1Cf2,,_,, , rnppresentatr ice  delle 12-ple c o n  d u e  pun t i  fissi 
A e B, costituisce l a  completa intersezione della IV,,, delle n-ple col10 spazio  

+ 1' c o i » u m  ng l i  spnai  oeculatori  i n a s s i m i  a 9i izei puizii A', B', 1 
ornologhi d i  A, B. 

Tre spazi osculatori inassiini S', S", S'" corrispondenti ai punti A , ,  A , ,  

A, di  n, banno in coinuile lo spazio e solo 10 spazio [n ('r 3'] cui appar- 

tien$ la varietà il&,-,, rappresentatrice delle 12-ple coi tre punti fissi A , ,  
A , ,  A,.*Ci6 risulta da1 fatto clie in uno dei tre spazi dati, ad es. nel i '~ ' ,  le 
sue due intersezioni con S" ed 8''' si comportano coine due spazi osculatori 
inassimi della varietà d'indice tz - 1 contenuta in 8'; e quiiidi, per quel10 
che fu dimostrato precedeiiteinente, le due iiitersezioni medesime si debbono 

tagliare in uno spazio e soltanto iii uno spazio In  ---- 3)] il quale è percib 

la totale intersezioi-ie dei tre spazi S', Sv, S con JI,, . 
In generale : k (5 m)  spaz i  oscuratorï m a s s i m i  d i  q> si seyano  in  u n o  

d ' indice  tz  - k.  
Per k = n si lia che: n s p a z i  osculntori  +auss imi  d i  ù> n e i  pun t i  

A', , A', , A',, . . . , A',, si tuy l inno  i tz  utto ed i n  un solo punto  & . a , , ,  che è 
l'iininagine della n-pla A,, A, ..., A,, dei punti oinologlii ad A',, A',, ..., A', 
nella corrispondenza tra ed O.  

La proprieth inversa clie per un pzctzto P generico d i  Ji,, passano sol- 
tan to  n s p n z i  osculatori  ~ m s s i t ~ z i  s("- ' ) ,  i cluali toccano (I) nei punti A', . . . A', , 
omologhi dei punti A, .. . A, di n,  costituenti la n-pla  rappiesentata da P, è 
pure vera. Basta, per dimostrarla, osservare che un punto di JI,,, è inilna- 
gine di una n-ph, la quale si pu6 concepire in n inodi dirersi coine appari 
tenente ad una varietà di n-ple con un punto fisso. Sicchè per un punto di 
AL, passano di certo ta spazi osculatori iiiassiini; nia non ne pub passare 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle wple  non ordinate dei punti d i  un piano. 17 

alcun altro; perché se, ad es., ne passasse uno di più, allora gli n + l punti 
d'osculazione potrebbero essere distinti O no. Se distinti, in virtù della 
proposizione diretta, il punto considerato rappresenterebbe non più una, ma 

n+ l = n + 1 n-pl;; il che è assurdo perchè la corrispondenza tra i punti 
(7) 
di Al,, e le n-ple è biunivoca senza eccezioni. Se due dei supposti n+ 1 
punti d'osculazione fossero coincidenti, poichè in ogni punto la superficie 
aminette un solo Sc"-') osculatore, dovrebbero coincidere anche i relativi S["-') 
osculatori; e ci6 è assurdo trattandosi di un punto generico di JI,,, , non 
appartenente dunque all'inviluppo di quel sisteina di spazi osculatori. 

Da quel che sialno venuti esponendo si deduce la seguente genesi geo- 
rnetrica del rnodello m in imo  M,, della varieta delle n-ple n o n  ordinate dei 
punt i  d i  un piano. 

Si assuma in SN n ( n + 3 ) )  l a  superficie rappreserttata dal  si- 2 
sterna d i  tzctte le curve d'ordine n del piano; ad n punti  del piano rispondono 
n punti  d i  a ;  gli n spazi  osculatori in questi punti  a a, d i  dimensione nzas- 
sinza ( N -  n - l), s i  intersecano in un punto che, variando la  n-pla consi- 
derata, deacrive M,, . 

- 1 ragionamenti precedenti possono estendersi a più spazi osculatori di 
diversa dimensione. Corninciaino a ditnostrare clle u n o  spaaio osculatore mas- 
sitno ed un piano tangente a @ od hanno in cotnune un sol p u d o ,  oppure 
l'uno è situato nell'altro. 

Invero si considerino su n due punti distinti A e B. Avremo cosi fissati : 
i lp iano  S"), tangente a @ ne1 punto A', clie rappresenta l'n-pla di punti 
coincidenti in A; e Io spazio massimo Sc"-') osculatore a a ne1 punto B', 
che rappteseilta l'n-pla di punti coincidenti in B. Poichè tutti i punti di S'" 
sono su A!&,, è evidente che un punto C' comune ad S") e ad 8'"-') è iiiia- 
gine di una n-pla avente il punto semplice B e il punto ( n  - 1)-plo A. fila 
poichè, se A è distinto da B, di n-ple siffatte ce n'è una sola, vu01 dire che 
c'è un sol punto comune ad 8") e ad Sc"-". Chè se A coincidesse con B, 
allora tutto Su) starebbe dentro Sc"-'). 

Se si suppone che il punto B stia. fisso ne1 piano n ed il punto A de- 
scriva una retta a, allora riinane fisso 10 spazio osculatore Sn-'), mentré il 
piano tangente 8''' si muove in modo che il suo punto di contatto A' su  0 

descrive la curva normale p", luogo dei punti clle rappresentano le n-ple 
coincidenti nei punti di a ,  ed il suo punto 'C' d'intersezione con 8'"-') de- 
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scrive la curva normale p"-', luogo d e i  punti che rappresentano le n-ple co- 
stituite da1 punto semplice B e da1 punto ( n  - l)-plo A variabile su a. In  
altre parole : i piatzi tangenti cc a, lungo i punti di una curua razionale nbr- 
wzale p", segnno uno spazio osculatore n~assimo, lutzgo 4 pu~zti di una curva 
razionale ~zorwale p"-' . ' 

Se i i~rece si suppone che stia' fisso A e che il punto B si inuova de- 
scriveudo uiia retta 6,  si trova analoganlente clie: gli spazi osculatori mas- 
simi a @,. lungo i punti di una curva razionale normale p", segano un piano 
tangente n @ nei puîzti di  una retta. 

Ora vediamo coine si comportano tra di loro due spazi osculatori di 
cliversa dimensione. Per brevità di discorso prendiamo il cas0 di n = 4 e 
consideriamo due spazi osculatori inassinii distinti S', ed S", ed uno spazio 
osculatore S,  che non giaccia in alcuno degli altri due. Siano Bl e B, i 

. punti del piano a che individuano rispettivamente S', ed S", e sia C il punto 
che individua 8,. Un S, ed un S, hanno di certo in coinune il piano che 
rappresenta le n-ple costituite da1 punto semplice B I ,  ovvero B,, da1 punto 
doppio C e da un punto qualunque; ina non possono avere in coinune uno 
spazio di dimensione niaggiore. Infatti se si tagliassero ad es. in uno spazio 
ordiliario, le intersezioni dei due S,  con S ,  avrebbero in comune una retta, 
perchè in utia retta si tagliano di c.erto due spazi ordinari di S,;  ora si noti 
che nell'S, le intersczioni dei due S,  si Comportano conie due piani tangenti 
di quella M :  rappresentatrice delle cro4 quadruple del piano che hanno un 
punto doppio fisso in C;  e questi due piani non possono tagliarsi in una 
retta senza coincidere. 

Il ragionamento si pu6 estendere, col metodo d'induzione da n ad n + 1, 
al caso generale di-due spazi osculatori, di diversa diinensione, di Q ;  ed è lecito 
inferire in generale clle k spazi osculatori S(il)S(iJ. . . S i h )  (il + i2 + . . + iL 6 n) 

[(n--xi )  ( n - Z i + 3 )  
si tagliano in generale i t z  uno spazio 

B 1 il quale sega 

nl,, i n  una varietà mode110 minitno di indice n - x i. 

7. SPAZI TANGENTI ALLA AI,, . - Sia P' un punto geneïico di A!,, . 
Passano per esso n spazi osculatori massimi; uno qualunyue di questi è 
tûgliato dagli altri secondo n - 1 spazi passanti per P' e che si comportano 
in S("-" coine spazi osculatori inassimi relativi alla varietà mode110 d'indice 
(n - 1) contenuta in S("-'). A sua volta. uno qualunque di questi n - 1 spazi 
,yu-2)  contenuti in S'"-') è tagliato dagli altri n - B secondo spazi osculatori 
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naassirni Sn-" relativi alla varietà mode110 d'indice (n - 8) contenuta in quel10 
S'"-". E cos1 via. 

Ci6  premesso, si osservi che gli n spazi oscu1,atori nîassiiui passanti per 
P' si tagliano ad n-  1 ad n - 1 secondo n piani situati su JIz,,. Uno tra 
questi spazi, ad es. 8'"--'), contiene n-  i di quei piani; l'no piano lia in 
coiuune con 8'"-') soltanto il punto P'; percliè se ayesse in coinune anche 
un altro punto, gli n spazi osculatori inassiiiii si taglierebbero secondo uiia 
retta, il che è assurdo. 

Si deduce da cib che la dimensione del10 spazio d'apparteuenza degli n 
piani vale la dirnensione d'appartenenza di 18 - 1 fra essi, auinentata di 2. 

Per le osservazioni precedeiiti, gli PL - i piani situati dentro l'Sn-" testè 
aonsiderato si coinportano come i piani in cui si iiitersecaiio, ad n - 8 ad 
n -- 8, gli n - 1 spazi osculatori inassi~ni della varietà d'indice (n - 1) situata 
in Sn-'). Sicchè la din~ensione dello spazio di apparteiieiiza di quegli rra - 1 
piani vale la diinensione dello spazio di apparteneriza di n - 8 fra essi, au- 
inentata di 8. 

Cosi via continuando si conclude clle 10 spazio di  apparteneuza degli 
piani è a 8 n dimensioni. Esso è 10 spazio T2,, Pangetzte in P' alla va- 

rietà M,, . 

8. GENERAZIONE PROIETTIVA DI If,, . - Si consiclerino : uno spazio Sf-') 
osculatore massirno di 0 in un puiito A' (che rappresenta 1'1%-pla di punti 
coincidenti in A ) ;  un  punto B', della sua. intersezione con III,,,, clie rappre- 
senti l'n-pla (A,-, , B) formata da1 punto (n- 1)-plo A e da un punto sein- 
plice B; ed infine 10 spazio SP-') rnassiino osculatore a 11) ne1 punto B', che 
rappresenta l'n-pla di punti coincidenti in B. Si tenga fisso A su n e quindi 
anche S$+" ne110 spazio. Se B descrive tutto il piano n, il punto- B', descrivc 
il piano fisso cr  ES^) tangente a in A' e pub considerarsi conie la traccia 
variabile dello spazio mobile Sr-') su  a. Poichè per un  punto di a, per 
ci6 che fu  detto a l  nurnero precedente, passa un solo spazio osculatore di- 
stinto da Sf-') e, viceversa, un punto R di n determina una sola 9%-pla 
(A,,- ,  B) e quindi un solo punto B', di a, ne segue che tra i punti B', di a 

e i punti B di n è stabilita una corrispondenza hiunivoca. Se il punto B 
descrive una retta qualsivoglia di 0, le oo' wple (A,,-, B) die  si generano 
sono rappresentate su M2, dai punti di una retta del piano a. E viceversa: 
se il punto Br, descrive una retta s u  a, il punto B descrive m a  retta su n. 
La corrispondenza biunivoca suddetta è dunque oniografica. 
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Quest'ultiina affermazione pub essere altrimenti dimostrata provando 
soltanto che la corrispondenza, la quale già si sa che è algebrica biunivoca, 
cioè birazionale, è biunivoca senza eccezioni (*). Ora è chiaro che mentre B 
si muove su  n, B', è ben deterniinato su  cc corne iutersezione di GC con un 
Sb-') che non contiene cc. Quando B va in A, secondo una direziane qual: 
siasi, 10 Sr+) tende a passare per a, ma tuttavia B', tende ad uria posizione 
limite ben deterininata, che è il piinto di contatto di u con @. Non vi sono 
dunque elementi fondamentali della corrispondenza su  n, nè su a, e quindi 
la corrispondenza è oinografica. 

Conie naturale corollario della proprietà precedente risulta che sono 
oinografici due piani titngenti di O riferiti entrainbi omograficamente ad n 
e che quindi uno spazio osculatore rnassiino di O taglia tutti i piani tangenti 
in punti che si corrispondono on~ograficainente. Cioè: 

L a  superficie a, rappresentata da1 sistema d i  tutte le curve d i  ordime n 
del pintco, gode della notevole proprietà che gli spazi  ad  essa ouculatori, d i  
dimensione mass ima ( N -  M --1), punteygiano proieltivarnente i suoi p iani  
tangenti. 

Se si volesse costruiie la Q meciiante i suoi piani tangenti, non baste- 
rebbe scegliere ad arbitrio, nello spazio SN, N- n piani tangenti e stabilire 
ad arbitrio le corrispondenze oinografiche t ra  yuesti. Nè quei piani possono 
essere tra loro indipendenti, nè indipendenti tra loro possono essere quelle 
corrispondenze. La determinazione di codeste dipendenze presenta anzi dif- 
ficoltà clie, ne1 cas0 generale, non abbiaino saputo superare. 

Ci limitiaino quindi a ricordare, per un  esempio, la genesi proiettiva 
della cD ne1 caso di rc = 8, cioè della superficie d i  %RONESE (""1. Presi tre 
piani di S, ,  a,, a,, cc,, a due a due situati in un S,, cioè a due a due in- 
cidenti tra l ~ r o ,  si assegneranilo tre terne di punti onlologhi ne1 modo che 
segue : 

su1 piano a, i punti A, B, C, 

>> a2 > A, B, C2 

>> » tC3 > A, B, C3 

in modo cioè che siario coincidenti le coppie che, nello schema qui tracciato, 
sono in una inedesiina colonna; la quarta terna, che deve determi-nare le 

(*) Vedi p. es. SEVERI,  Lezioni d i  Geonzetria Algebrica (Padova, Draghi, 1908), pag. 49. 
(**) BERTINI, 1. c., pag. 334. 
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tre omografie, sarà di putiti iiidipendenti da yuelli .già fissati. 1 piani tan- 
genti alla superficie di VERONESE congiungeranno le terne di punti omologhi 
dei tre piani; il piano a, che contiene la teraa A, A, A, è tangente a @; il 
suo punto di contatto è A, ; analogamente dicasi di a ,  ed cc, che toccano a~ 
rispettivamente nei punti B, e C;. 

9. VARIETÀ, SITUATE SU DIz,, , RAPPRESEPU'TATRICI DI SLSTEMI DI n-PLE CON 

PUNTI MULTIPLI. .- Sulla AI8, esistono le varietà V,, rappresentatrici delle 
n-ple formate con p., , p., , . . . , pk punti, rispettivan~ente di multiplicità 

k 
n = p , + B y . , + - . . + k p k = ~ i p i ,  ove alcune delle pi possono 

1 

essere anche nulle ;' indicheremo con p la soinnia p ,  + p, + - - + p.k) 

La JW,, contiene tante diverse varietà V;, quanti sono i inodi diversi 
nei quali n si scompone in una somma di interi positivi. 

Si consideri la n-pla rappresentata da un punto generico P' di V?,; e 
sia A un punto di inultiplicità i dell'n-pla stessa. Tutte le n-ple del piano 
con punto i-plo in A, corne si sa  (fine del n.O 5), sono rappresentate dai 
punti della sezione di Dl,, col10 spazio S("-'), osculatore a c~ ne1 punto che 
rappresenta l'n-pla di punti çoincidenti con A. La. sezione suddetta passa 
per P'; perchè tra le n-ple con punto i-plo in A vi è anche la ta-pla data. 

Vi .è dunque luogo a considerare: p, spazi osculatori 8'"-'), p., spazi 
'osculatori Sn-'),,. . . , p, spazi osculatori corrispoiidenti rispettivamente 
ai  p., punti seinplici, ,u, punti doppi, . . . , y ,  punti k-pli dell',z-ph data. I punti 
di osculazione di codesti spazi rappresentnno le n-ple di punti coincidenti in 
ognuno dei p punti dell'n-pla medesiina. 

Per il teorema enunciato in generale aIla fine del i7.O 6, tutti questi spazi 
osculatori si tagliano in un punto, clle è il punto P' della V2,. Inversa- 
mente: dato un punto generico P' della V,,, resta individuata su1 piano n 
una n-pla con p., punti semplici, p., doppi , . . . , ,p.., k-pli ; e quiridi restano de- 
terininati p., spazi osculatori distinti Su-'), p, s("-", . . . , p, S("-kJ e soltanto 
questi. Si inferisce, supponendo applicato il ragionamento fatto ne1 caso 
delle teple di punti seinplici, che tutte le varietà V2[r,, , situate su JI,,, sono 
luoghi dei p w t i  d'interswione di  p. spazi osculatori a @, di  vario indice. 

10. ORDINE DELLA VARIETA VZp. - L'ordine di una V,, è dato da1 nu- 
mero delle soluzioni coinuni a 2 p. equazioni del tipo (5), nelle quali perb 
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vi siano pl serie di vai3iabili x"). . . x@J distinte tra loro; poi 9 y, serie di 
variabili x @ ~ + ~ )  x(~+) ,  ~ ( f " l + ~ ) ,  . , . , x(f"i+J xh+k),  a coppie coincidenti tra 
lot-o.; poi 3 ! ~ ,  serie di variabili a terne coincidenti; e- cosi via; talchè in- 
somma, le eyuazioni s u  cui si deve operare sono lirteari in ciascuria .delle 
serie di variabili x(". . . m'pl), quadratiche nelle dP l+  1) . . . x k + ~ d  e, via via, di 
grado k, nelle variabili ~ (~ l+p .+ - .+~~~- i+~) .  . . x@). Esse inoltre non si alterano 
scambiando t ra  loro le serie di variabili col10 stesso g-rado. 

Prescindianio per ora da quest'ultima proprietà particolare delle equa- 
zioni considerate e cercliianlo di deterniinare il grado del loro sistema, coine 
se si trattasse di equazioni vincolate soltanto alla condizione di esseie oino- 
genee e dei i radi  sovraindicati nelle diverse serie di variabili. 

Facendo variare con continuità i coefficienti, finchè le forme considerate 
si spezzino ciascuna in F, forme lineari nelle x'" . . . s h ) ,  in forme qua- 
dratiche nelle x@,+~). . . x ( P L + ~ ~ ) ,  ecc., si sede subito che il sistema ha 

soluziorii, poichè tra i 2 p. fattori, che di volta in volta si estraggono dalle 
B p equazioni per iwere soluzioni, ve ne sono OL p, lineari, 9 p, quadrati- 

k 
che, ecc.; cosicchè ogni volta si hanno LI i2ri soluzioni. 

1 

La forn~ola scritta dà il nutnero delle soluzioni quando le equszioni sono 
genericlie. Se ora i coefficienti delle eyuazioni di un sistenia generico variano 
con continuità fino a che riescano soddisfatte le condizioni di sirninetria, 
dalle quali si è fatta astrazione, vi saranno y, ! soluzioni che verranno a 
coincidere tra loro pet- la simn~etria rispetto alla serie di variabili d l ) .  . . x@J; 
p2 ! soluzioni che verrarino a coincidere per la simiiletria rispetto alle 
xCu1+1) . . . X(BI+PZ) ; etc. 

Il nulnero delle soluzioni distinte si riduce pertanto a :  

La varieth V,p delle n-ple formate d a  p.: punti  semplici, p., punti doppi  , . . . , 
p, punti k-pli  h a  l'ordiue dato da l la  (8). 

Per pl = pa = - . = ph = 1 la (8) coincide colla (7) ; per p = 1 p., = 1, 
la (8) dà i'ordine n' della superficie @. 
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OSSERVAZIONE. - Il i~isultato si estende subito ad un 8,. e si lia la foriiîola: 

che espriine l'ordine della Vrp delle r-ple con p., puliti semplici, y ,  doppi, ecc. 

11. NUOVA DIMOSTHAZIOSE DELLA FOHMOLA DI DE JONQUIÈRES PEK LE 

CUHVE HAZIONALI. - Fermiarnoci un moinento in inodo particolare su1 caso 
di r = 1 rie1 quale, coine ahbiaiiîo cletto (11. 3 oss.), il inodello ininiino della 
varietà delle 1.2-ple dei punti della retta data a è uno spazio lineare S., dove è 
tracciata una curva razionale norniale P, luogo dei punti inimagini delle rt-ple 
di a, costituite ciascuna da n punti coilicidenti. 

Alle n-ple di punti formate con p.,, p.,, . . . , y, punti, rispettivainente cogli 
ordini di iiiultiplicità 1, 9,.  . . , k, vengono a corrispondere i punti di S., nei 
quali si tagliano p, spazi osculatori S.-,, p., spazi osculatori S ,,-,,. . . , p, 
spazi osculatori S.-, della curva p; e la formola precedente dà l'ordine della 
varietà V, di diinensione p. = pl + pz + - . + pk, luogo dei purili in cui si 
tagliano i suddetti spazi osculatori a p. 

Effettivaniente, cornunque si scelgano pl iperpiani osculatori, p., S-, oscu- 
latori, . . . , p, Sm-, osculatori, colla condizione n = xi pi, essi si tagliano 
sempre in un punto ben determinato di Sn, il quale è associato alla w-pla 
con eleinenti multipli costituita dai punti di osculazione di quegli spa+ 

L'ordine di V, è il nuinero dei punti, ciascuno dei quali è coinune ad 
uno dei suddetti gruppi di spazi osculatori, clie giacciono in un generico 
S,, di S, . 

Mediante la legge di dualità in S., ai punti ed agli iperpiani osculatori 
di p corrispondono rispettivamente gli iperpiani osculatori ed i punti di una 
ourva razionale normale o; agli Sn-, osculatori di p, le rette tangenti di G; 
agli Sn-, osculatori di p, i piani tangenti di o; ecc., ecc. 

All'ordine di V, corrispotide dunque, per dualità, il nuinero degli iper- 
piani, aypartenenti ad un generico siskenla aoW-P (cioè passante per un ge- 
nerico S,,i), ciascuno dei quali incontra G in pl  punti e contiene p., tangenti, 
pQ piani osculatori, . . . , pk 8,-, osculatori di o. Insoiiiiila all'ordine di V, cor- 
risponde, per dualità, il nuinero di quei gruppi della serie y:-r, staccata su  tz 
dagli iperpiani di un sistema oon+, i cluali sono dotati di pl punti semplici, 
Pa doppi, . . , , vE k-pli. 

La formola (9) per r = 1 riducesi dunque alla nota forsnola di de Jonquières 
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relativa alle curve razionali (*), la quale viene cos1 ritrovata per una via coin- 
pletamente nuova. 

Introducendo le ~otaz ioni  del citato lavoro del TORELL~,  si riduce subito 
la nostra forrnola all'aspetto sotto cui di ,solito si presenta quella di DE JON- 
QUIÈRES. Si indichi infatti con J il numero dei gruppi di una g; sopra una curva 
razionale, ciascuno dei quali contiene 2, punti k,-pli, a, punti k,-pli,. . . , zp 

punti FEp-pli, ove le k sono tutte diverse tra loro e tnaggioi.i di 1 ; e sia t = Z ai; 
si avrà intanto, affinchè i gruppi richiesti siano in numero finito: 

sarà irioltre n 2 ~ * u ,  k,, cioè n 5 r + t ,  perchè la differenza n, - Z ai kd denota 
il nuinero dei punti setuplici che appartengono ad uno dei gruppi richiesti. 

Raffrontando queste colle notazioni precedenti si ha: 

e quindi la nostra formola, 
p. ! k 

J =  n i p l ,  
p,!pz! . . . p  k !  1 

diviene : 

J = -  ( n - r ) !  
( n - r - t } l a , !  a z !  ... up! 

kll  k? . . . k,"e ; 
cioè 

ki' k? . . . kee 
J =  - (= -y )  (n - r -1 )  . . . (  n-r - t -1) ,  

a,! a , !  ... ap! 

che è l'aspetto consueto della for~nola di DE JONQUIÈHES per le curve di ge- 
nere zero. 

18. SPAZI TANGENTI A V B ~ .  - Data una Vg,, si consideri un suo punto 
generico, e quindi seinplice, P', che rappresenta una n-pla di R, la quale abbia 
in A un punto di nîultiplicità i. Se si suppone che, fissi tutti gli altri p - 1 

(*) Vedi ad es. RUGGIERO TORELLI, Dinzostrazione cli una  fonnola di de Jotzquières e suo si- 
ynificato yeometrico (Rend. Çirc. Mat. Palermo, T. XXI), pag. 58 e segg. Ivi trovasi la formola 
stessa per qualunque genere p. 
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punti distinti dell'n-p.la, il punto i-plo A rimanente descriva il piano, al- 
lorâ P' desciive s u  Vs, la superficie @' di. un modello miniino V2; di indice i, 

situato in un [i (i 3)]. Questo mode110 rninimo V,, rappresenta le n-ple 

formate da1 gruppo dei p. - 1 punti fissi, ognuno colla debita multiplicità, 
e da i punti qualunque. La superficie passa per P' ed ha quivi per piano 
tangente il piano a,  luogo dei punti che rappresentano le n-ple formate cogli 
stessi p. - 1 punti fissi, con un  punto (i- 1)-plo in A e con un punto sem- 
plice qualunque. Allorchè sia i - 1, la superficie miQiducesi addirittura ad 
un piano a, che è evidentemente contenuto in Vp, e sta pertanto ne110 spazio 
tangente T2r a V9, in P'. Quando invece sia i >  1, nessuna delle n-ple, for- 
mate con quegli stessi p - 1 punti fissi, col punto (i - 1)-plo in A e con un 
punto semplice qualunque, è rappresentata su Vgr, eccettuata quella in cui 
il punto semplice variabile coincide con A ;  quindi, in questo caso, il piano a 
ha comune con Ver" il solo purito P'. Ma comunque, a sta ancora sullo 
spazio tangente Tep a Vg,, in Pr, perchè tocca in P' la superficie ai' trac- 
ciata su Vi, . 

Per un  punto generjco P' di Vs, passano dunque p. - p, piani tangenti 
corne a ;  uno per ognuno di quei punti dell'n-pla rappresentata da P', clie 
hanno multiplicità > 1; ed altri p., piani, i quali sono situati s u  V9,. Per 
distinguerli dai p.recedenti, indicheremo questi ultinii con a'. Tanto gli cc quanto 
gli a' stanno tutt,i in T+ . 

Due qualunque dei piani a od a' non si tagliaiio fuori di P'; ci6 risulta 
da1 fatto che tutti i punti di un a' sono s u  V. mentre un  u ha coniune con 
Ver il solo P'; quindi nessun a pub tagliare un a' fuori di P' ; ed anclie 
due a, siano ad es. a, ed a,, non possono tagliarsi fuori di P'; perchè dato 
che A sia il punto di rnultiplicità i che ha originato le $2-ple rappresentate 
da a, e che B sia il punto di multiplicità r che ha  originato le n-ple rap- 
presentate da a,, ogni n-pla comune alle due varietà oo9orrispondenti ai 
due piani, in quanto sta sulla varietà rappresentata da a,, deve avere in B 
un punto r-plo, ed in quanto sta sulla varietà rappresentata da a , ,  deve 
avere in A un punto i-plo; cosicchè' quella n-pla coincide coll'unica che 6 
rappresentata da P'. 

Infine si osservi c h e  se, data l'n-pla rappekentata da Pl, si libera da 
ognuno dei suoi p punti un punto semplice, i p punti seluplici cos1 liberati, 
insietne agli altri punti dell'rc-pla, che si tengono fissi, danno luogo ad un 
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sistema di n-ple che sono rappresentate su JI2, da una varietà mode110 ini- 
nimo di indice p, passante per P'. 

Ora abbiamo già veduto (n.O 7) che una varietà lx,, possiede in un suo 
punto generico, immagine di una data n-pla, uno spazio tangente T,, deter- 
nîinato dagli n piani, i yuali rappresentano gli n sisteini di ao2 kple for- 
mate con rt - 1 di quei punti fissi e con un punto yualunque. Per la nostra 
varietà d'indice y., i p piani coincidono coi piani cr ed 9' sopra costruiti. Si 
conclude quindi che 10 spazio d'appartenenza di tutti i piani a ed cr' che pas- 
sano per P' è uno spazio Ts, tangente alla varietà Vp, in P. 

13. RAPPRESENTAZIONE DI M*p SU UN Sn. - Riprendiamo a considerare le 

che dànno le coordinate oinogenee, a meno di un fattore di proporzionalità p, 
di yuei punti di SN che a~partengono ad JI2,, e dove i ,  i, . . . i, è una com- 
hinazione ad n ad n con ripetizione degli indici 1, 9, 3, ed il sommatorio si 
intende fatto con fissi gli apici e pernîutando gli indici tra loro distinti. 

Si ponga 
%(;) = = . . . = - 

8 - 1 ;  

e. si assunia X,,  ..., = 1, con che resta fissato anche il valore 1 per il fattore p 

di proporzionalità. 
Si assuinano le res tanti coordinate X ,  cosi sernplificate, coine coordinate 

non oinogenee di SN. 
Si considerii10,- tra le N coordinate non omogenee X, le n che sono li- 

neari rispetto alle x'f', ci06 clie contengono un solo indice eguale ad 1, in- 
dicando rispettivamente con hl, A,, . . . , 1, quelle di grado O, 1, B . .  . ( n -  1) 
rispetto alle x,. Indi si consiclerino le altre rt coordinate non omogenee X, 
clle contengono soltanto le x, e cioè che sono soinme di tutte le x(i), O somma 
di tutti i loro prodotti a due a due, a tre a tre, ecc., fino alla ne"'"" che è il 
prodotto di tutte le x'f), e si indichino rispettivamente con ln+,, In+, , . . . , h, , .  
Infine siano h,,,,, , f,,,+, ,. . ., 1, le restanti coordinate non omogenee X .  

Si assuinano ora corne coordinate non omogenee di un S, le h l ,  A,,  . . . , 
h,,,; le quali sono lineari rispetto alle x':'). 

Vediarno anzitutto coine si esprimano le a(: per mezzo delle A , ,  A,, ..., 1,. 
Ad abbreviare il discorso sviluppiamo il calcolo in un caso particolare; ac- 
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cenneremo poi al risultato in generale. Per n = 3, si ha : 

Dalle prime tre di queste equazioni si ricavano i valori di di), di), a'?. 
Il loro denominatore coniune è 

= (%y - (1, x(:) - À2 x';' + X3). 
Risulta cosi : 

e analogamente per x':) ed cc(;). 
Osserviamo che le 'h,, X,,  1, sono funzioni sinmetriche elenlentari delle x,; 

e che le l , ,  A , ,  A, sono funzioni intere siinmetriche delle x, ed x,. Sostituite 
in queste ultime al -posto delle x(f) le espressioni più sopra otteiîute, esse si 
trasformano in funzioni razionali delle A,, X,, . . . , 1,. 
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Ne1 caso generale i valori di x':) saranno dati dalla formola: 

dove k ass.ume tutti i valori da 1 ad n, escluso à. 
Le A,,,, h,,,, . . . , A,, sono funzioni simmetriche elementnri delle x';); le 

A,,+n,. . . , hN funzioni intere simmetriche dei punti x"), x(", . . . , d"). Se 
dunyue in queste ultime A si faranno le sostituzioni delle x($ con le espressioni 
or ora ricavate, esse risulteranno funzioni razionali sirnmetriche delle di) . . . x(;) 
a coefficienti che saranno funzioni razionali intere delle a, ,  h , ,  . . .', A,; e perci6 
potranno esprimersi median te le funzioni simine triche elementari delle d;). 
Alla fine quindi le A,,,,.,, lzn+,, . . . , AN potranno trasformarsi in funzioni ra- 
zionali delle h l ,  A , ,  . . . , A, e delle X,,, . . . A,,. 

Sicchè, data una n-pla di punti xC1). . . x(") del piano n, resta individuato 
un sistema di valori h l ,  1, , . . . , X,,, cioè un punto di S,,; viceversa: dato un. 
punto di S,,, resta individuato UII sistema di valori di e, conseguen- 
temente, uria îa-pla del piano. 

Viene posta cos1 una corrispondenza birazionale tra i punti di fil,,, e i 
punti di S,, . 

Se si torna alle coordinate omogenee in SN e si introduce l'oinogeneità 
delle coordinate in S,,,, le X divengono proporzionali a forme del10 stesso 
ordine delle A,, A , ,  . . . , A,, (coordinate omogenee di S,,) : 

ove le @ sono funzioni d'ordine v e le Xili,...i, sono le altre N -  2 n coor- 
dinate X. 

* 

Allora ai  punti di una sezione iperpiana di S,,: 

corrispondono i punti di M?, che sono sull'iperpiano: 
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il quale passa per 10 spazio [n  ($ l )  - 1 = N -  B n -  1 dato dalle equa- 1 

dove le Xi, &...in sono le N- 9 n coordinate X più sopra distinte. 
Questo spazio è una faccia [N- B n - 11-dimensionale della piramide fon- 

damentale; nello spazio SN esistono dunque spazi - 1 tali che, da 1 
zcno di essi, la AI2, è proiettata zcnivocamente su uno spuzio S,,, . 

OSSEKVAZIONE. - Eliminando tra le (11) i parametri omogenei h, ovvero 
tra le (6) i parametri z, si hanrio N- '4 n relazioni algebfiche oniogenee 
nelle X, funzionalmente indipendenti. 

Qui nasce la questione di sapere se tali relazioni tra-le X, le quali rap- 
presentano le equazioni di altrettante forme algebriche passanti per N2,, 
siano sufficienti per costruire la base del modulo di tutte le forme passanti 
per M,, . Si tratta per6 di un problema che presenta difficoltà non lievi (*). 

ESEMPIO. - Per meglio chiarire con un eSempio i ragionamenti e le formole 
precedenti, applichiainoli al caso di n = 2. Si ponga adunque : 

Si assumano, corne coordinate oinogenee di S , ,  le i l , ,  1,, a,, l , ,  1,. Si 
ottiene : 

ossia una relazione omogenea. cubica tra le X, che è poi la equazione della 
MI nello 8,. In ta1 caso la base del modulo è formata da questa sola equa- 
zione. 

La M t  è proiettata univocamente su S, da1 vertice della pirainide fon- 
damentale opposta alla faccia XI, = 0. 

(*) Vedi, per il problema analogo per le grassmanniane, l'ultiipa parte della Memoria 
del SEVERI. 
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14. LA AIa, i IL MODELLO MINIMO THA QUELLI ÇHE HAPPHESEKTAKO SENZA 

ECCEZIONI LE n-PLE DEL PIANO. - Avendosi una varietà algebrica irriducibile 
(od anche riducibile, ma costituita in quest'ultimo caso da parti di diinen- 
sione 2 n - 1 e non niinore) di m""-' n-ple di punti, cioè una Sr,,-, di Ji,,,, 
si dice grado di quella varietà (O di V) I'ordine della cuwa algebrica riem- 
pita da1 punto variabile delle wple di V che hanno n -  1 punti fissi. 

Si indichi con Z il sistema degli m2("-') piani situati su JI2,, ciascuno 
dei quali rappresenta le n-ple con n -  1 punti fissi (n.O 4). Il grado di V è 
l'ordine delle curve .in cui V è segata da un piano di 1, dato che evidente- 
mente il sistema degli mu'"-" piani suddetti non ha punti base su Alg,. 

Anzitutto si osservi che non esistojlo szc JI2,, carietd cclgebriche d i  grado . 

zero, cioè sisteini algebrici di m2"-' ta-ple, tra le quali ilon ve ne sia alcuna 
contenente n - 1 punti generici del piano. 

Per n = OL l'affertnazione è resa evidente dalla consideraz-ione Che, se vi 
fosse un punto generico del piano clle non appartenesse ad una delle CO" 

coppie del sistema, le coppie di questo sisteina non jnraderebbero tutto il 
piano; starebbero percib su di una curva, e sarebbero quindi ma,  contro il 
supposto. 

Poichè la proprietà è vera per n. = 9, estendiamola. al caso generale col 
processo di induzione, supporiendola diniostrata per le varietà a 52 n - 3 di- 
inensioni, che appartengono al modello rnininio d'iudice n. - 1. 

Osserviamo anzitutto che ne1 nostro sisteina algebrico Vao""-' di n-ple, 
ve ne sono di certo alcune (e quindi CO""-') die  contengono un punto ge- 
nerico P di n, perchè altrimenti le och-' 12-ple non invaderebbero tutto il 
piano e starebbero sopra una curva; il che è assurdo, dacchè su una curva 
vi sono soltanto CO" n-ple ed è n< OL n - 1. 

Le CO""- n-ple di V, che passano per P, astrazione fatta da questo punto, 
dànno luogo ad un sistema algebrico m""' W di (n  - 1)-ple del modello 
minimo JIz,,,+,, di indice n - 1, che su IVz,, rappresenta le n-ple col punto 
fisso P. Per il teoreina aminesso le (n - 1)-ple di W, contenenti n - OL punti 
generici di n, sono m i ;  e poichè tali (n - 1)-ple, associate a P, dànno n-ple 
di V, cosi ne segue, coine volevasi provare, che le 1%-ple di V passanti per 
n - 1 punti generici sono mi.  

Ora, seguendo il ragionamento del prof. SEVEHI nella sua citata Me- 
moria ("), si iioti che, essendo Ir una me"-' algebrica di n-ple, irriducibile O 

(*) SEVERI, 1. G . ,  pag. 8 . e  segg. 
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no (ma formata in ogni cas0 di parti della stessa dimensione), fissati i punti 
x(') ... x("-') di n, l'ulteriore punto x'"', variabile nella oo' di 12-ple di V con- 
tenenti xf ' )  . . . x("-" , descrire utia curva algebrica di ordine 1 eguale al 
grado di V:  

4 (a':), a";', x'?') = 0. 

1 coeficienti di 9 sono funzioni algebriche ad un valore, cioè razionali, 
degli n - 1 punti x(". . . x("-" . Introducendo 170n.iogeneità nelle coordinate 
degli n - 1 punti dnti e osservando, coine è evidente, che la 8 deve risultnre 
simmetrica rispetto agli n. punti, si ha in definitiva; 

essendo P omogenea di grado 1 nelle singole seiie di rariabili e simmetrica 
di fronte al10 scainbio delle serie tra loro. 

Ora si osservi clie uiia F, omogenea di grado Z in n serie di 3 variabili, 
si pub espriinere mediarite il prodotto sinibolico : 

P - (a,  x':' + a, x';' + a, d;')'. (b ,  x(t' + b, x'i' + b,  x':')' . . . 
. . . ( c ,  x':' + c, x";' + c, x'?')', 

ove, ne110 sviluppo, al prodotto siinbolico : 

il quale, insieine ad un coefficiente nuinerico polirioiniale, moltiplica il 
termine ; 

g$iPi %(IPL %(I)% X(2)91 x(~)'% X ( 2 P 3  x(*)'i %(:)'Z X ( n ~ " 3  
1 a 3 . 1  e 3 - - ' 1  s 

Se poi si vuole clle la. F sia simmetrica di fronte al10 scanibio delle 
variabili tra loro, si pub assumere ni = bi = . . . = ci, cosiccliè la nostra F 
si pub scrivere siinbolicarnente cosi : 

F (a ,  x':' + a, x$' + a, x(:))' . (a ,  x':' +- a,  x'i' + n, ~(8') '  . . . 
. . . (a ,  x':) + a, 2':' + a, x':')'. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



.- 

Ed è ben chiaro che pub anche scriversi: 

3 [ ( a ,  x(il + a ,  x$) + a, d:)) (aI XI) + a,  x':' + a, x'i') . . . 
. . . ( a ,  a'?' + a,  x';' + a,  x($)]', 

ed effettuando il prodotto simholico entro le parentesi quadre i 

ove si è posto simbolicamente: ocili,...,,, = ai,, ah,. . . , ai,,, per guisa che il valore 
simbolico di una x è indipendente dall'ordine dei suoi indici e dipende solo 
dai loro valori nunierici. 

Ne1 fare il soinmatorio entro la parentesi quadra, si raggruppino quei 
'termini che corrispondono agli stessi valori degli indici i l ,  i, , . . . , i,, salvo 
i'ordine, e si ponga in evidenza il fattore oc;,,...;, che è ad essi comme. Al- 
lora, in hase alla definizione di XGa...i,,, quel gruppo di terinini eguaglia 
ai,&.. .,Xilh...<,, e la forma n-lineare entro parentesi si riduce pertanto ad una 
forma simbolica delle X. 

Infine la F, essendo la potenza 1-esima simbolica della precedente forma 
li,neare, risulta una forma di grado 1 nelle X. 

Rimane cosi provato che : o g n i  v a r i e t à  V algebrica a B n - 1 dirnensioni,  
appartenente  a l  modello proiettivo JI,,; delle n-ple d i  p u n t i  del  p iano ,  costruito 
in u n o  de i  nzodi i n d i c a t i  ai n.'3, 6,  è intersezione conzpleta del mode110 stesso 
con a n a  forma algebrica d i  SN e, precisan~evzte, con una forma d 'ordine  1, 
eguale  a l  grado  d i  V. 

Quanto all'ordine di V in SN è chiaro clie esso è eguale ad fn 1, essendo 
m l'ordine del inodello ininilno. 

Ne segue senz'altro, .riferendo alla nos& varietà i ragionamenti svolti 
da1 prof. SEVERI per le varietà grassmanniane (*), che ii mode110 Mg, è nor-  
m a l e  ("*) e che tra tutte le var ie tà  che rappresentano,  s e m a  eccezioni, le iz-ple 
n o n  ord ina te  de i  p u ~ z t i  d e l '  p iano,  i l  wzodello MZ, è d 'ord ine  m i n i m o .  O g n i  
a l t r a  v a f i e t h  rappreser,tatrice normale  d i  ordine  nz inimo è una t r a s f o r m a t a  
omografica d i  M,,. 

(*) SEVERI, 1. c., nn. 9, 10, 11. 
("*) Cioè non proiezione di un modello del10 stesso ordine appartenente ad uno spazio 

superiore ad SN. 
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- 
25. APPLICAZIONE DEL PRECEDENTE PROCEDIMENTO ALLA VARIETÀ DI SE- 

GRE (*). - La stessa via qui seguita per dl2, serve per dirriostrare analoga- 
mente che la varietic di  Segre, rappresentatrice delle n-ple di punti, tolti da 12 

spazi distinti O sovrapposti, è un  mode110 ?ninimo. 
Ci lirniteremo, per brevità, al caso in cui gli n spazi tlati sono piani. 

Allora la varietà di SEGRE, Q,,,, di diineusione B n, rappresentatrice delle n-ple 
di punti di). . . x'"), presi rispettivamente sopra 1% piani n , ,  n, , . . . , n, distinti 
O sovrapposti, s i  ottiene ponendo: 

ove i,, i , ,  . . . , i, assumono ciascuno i valori 1, 2, 3, e prendendo le X corne 
coordinate omogenee di un punto di uno spazio a 3" - 1 dirnensiorii. 

Si osserverà clie, quando i piani n siano sovrapposti, il mode110 Jl,, 
delle n-ple non ordinate è birazionalinente equivalente ad un'involuziorie di 
ordine n!  appartenente a Q,,. 

Si pub dimostrare anzitutto che su Q,, non esiste alcuna varietà alge- 
brica V2,-; di grado zero, cioè che non esiste alcun .sistenia algebrico m'"-' 

di n-ple dl). . . d"), tale clie un punto generieo di uno qualunque dei piani n 
rion appartenga a nessuna di quelle n-ple. Basts all'uopo ilnitare il processo 
d'induzione già sviluppato per la Jf2,, usufruendo dei sisteini di piani che 
su  Q,, corrispondono alle n-ple ottenute fissarido n - 1 punti su altrettanti 
piani n e lasciando variabile, ne1 restante piano n, l'ulteriore punto del- 
I'n-pla (**). 

Dopo ci& col solito ragionamento del SEVERI, si conclude che uria V,,-, 
algebrica di Q,,  pub rappresentarsi mediante un'equazione del tipo 

ove F è una forma di grado 1 nelle singole serie di variabili d l ) ,  x (~) ,  . . . 7 -  

Si potrà pertanto porre simbolicamente la (12) dove perb le a, b ,  . . . , c non 
abbiano alcuna relazione tra loro. Si potr i  pure scrivere la (23) ilella quale 
perd si pone: ai,, ... in = a,, b,, . . . , ci,, ossia: 

(*) SEQRE, Sulle varietà che rappresentano, ecc., già citata. 
(**) Cfr. SCORZA, Sulla varietà di Segre (Atti della R. Accademia delle Scienze di Toriiio, 

Vol. XLV, 1910), pag. 119 e segg. 

AnnaJi di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXVII. 5 
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e questo prova che la V2,-, pub rappresentarsi- coll'eguagliare a zero una 
fornîa nelle X. Dunque: la carietù di Segre non contiene che intersezioni 
complete colle forme del proprio spazio. Di qui si traggono congruenze ana- 
loghe a quelle che dalla stessa proprietà furono già enunciate per la N2,. 

16. LE OMOGRAFIE CHE TRASFORMANO n/i,, Ia sÈ MEDESIMA. - Ogni omo- 
grafia n del piano n si rispecchia in  una trasforinazione birazionale n' di 
M,, in sè. Si vede facilmente che u.na tale trasforniazione è subordinata da 
un'omografia del10 spazio ambiente SN. Basta infatti, in ba.se ad una notis- 
sima proprietà di geometria sopra una varietà, provare che la n' muta i punti 
di &Pa,, situati su una sezione iperpiana, in punti situati su  un'altra sezione 
iperpiana. Ora questo risulta subito dall'osservazione che su  M,, la base 
rniniina è formata da una sezione iperpiana, O, più elementarinente, dall'altra 
che i punti di uoa sezione iperpiana rappresentano gli n-goni coniugati ri- 
spetto ad una curva f d'ordine n del piano n (n.O 3) e che l'omografia n 
muta la totalità di quegli n-goni nell'insieme degli n-goni coniiigati alla curva 
tl'ordine 1 2 ,  che è trasformata della f mediante n. 

Si ottengono cos1 'aobniografie di SN, costituenti un gruppo continuo, 
che nlutano fil2, in sè. E queste aohmografie sono le sole che lasciano in- 
variata M,, . 

Per n = 9 la proprieta è già nota (*) ed è del resto una facile conse- 
guenza del fatto che la a' di VERONESE, rappresentatrice delle coppie di punti 
coincidenti di 0, abbraccia tutti i punti doppi di A f : .  Ci6 posto, un'omografia 
6 di S,, clle inuti in sè M i ,  non pub che mutare in sè il luogo dei punti 
doppi di M ; ,  cioè a. Ma allora 8 muta in sè la rete delle coniche di @ e si 
rispecchia quiridi in una trasformazione birazionale del piano n in sè, la quale 
muta le iette in rette, cioè in un'oinografia di o. 

Ne1 caso generale, n > 2, si giunge alla conclusione in modo :concet- 
tualmente anche più semplice, ricordando che in MP, esiste un solo sistema 
di spazi lineari S,  di dimensione massinîa, che sono quelli che rappresen- 
tano le g:: tolte dalle rette di n. Ogni omografia 8 di SN, che muti M,, in 
sè, trasfaïma un S ,  di M,: in un S,  analogo e si rispeccliia quindi in una 
corrispondenza birazionale biunivoca senza eccezioni, fra le n-ple di punti 
di n, la quale muta n-ple allineate in n-ple allineate. Preso un punto P K n ,  
ad una retta a del fascio (P), concepita corne sostegno della relativa g;, ri, 

(*) BERTINI, 1- ci, pag. 341. 
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sponde, mediante 8, uria retta a' sostegno della oinologa g:: e nlentre a de- 
scrive (P), a' descrive un inviluppo oo', che si riconosce facilmente essere 
un fascio. 

Invero, la n-pla formata da1 purito Y colitato 7.1 volte, appartiene ad ogni 
retta a e quindi la n-pla, corrispondente appartiene ad ogni retta a'. Se duncpe 
quest'ultima n-pla contetiesse altiieno due punti distinti, cc' resterebbe fissa 
al variare di a e non si avrebbe più una corrispondenza biunivoca senza 
eccezioni fra le rt-ple del piano o. Ne deriva che al punto ?-pl0 P risponde, 
mediante 8, un punto n-plo P' per cui passano tutte le rette cc'. Cosi la 8 
subordina uria corrispoodenza biuniroca senza ecceziotii tra le wple di pun ti 
coincidenti di n, cioè tra i punti stessi di n; tanto Liüstü per concludere (*) 
che la corrispondeiiza che si ha tra i punti di  O è un'oiiiografia y*). 

OSSEHVAZIONE. - Il ragionaniento esposto per n > 9  11011 15 senz'altro 
applicabile per n = 9, perchè in ta1 caso su 1II: si ha11110 due sistemi distinti 
di piani, nè si pu6 pertarito affertnare a priori che uil'oniografia S, clie lasci 
invariata M i ,  niuti ciascuno di questi sistenii in sè. Che per6 cosi in realtà 
accada, segue subito da ci6 : che per un punto generico di llL4 passa uii sol 
piano di uno di quei sistemi (piani clle rappresentano le gi rettilinee) nientre 
ne passano due dell'altro sistema (piani che rappresentano le coppie di punti 
con un punto fiss'ati), cosicchè 6 non pu6 scainbiare tra loro i due sistemi. 
Il resto del ragionamerito corre corne sopra. 

Si conclude Che: 
Le sole omografie che rnutano JI2, i n  ~è sono quelle che prouengono dalle 

ma omografie piane. 
Si fissi ora in Q un'oinografia n non omologica. Siano A, ,  A,,  A, i tre 

punti uniti distinti, ed a, r A, A , ,  a, r A,  A , ;  a,  E A, A, le tre rette unite. 
Nella omografia ni di SN sara.nno uniti gli spazi S,, situati su M,,, i cui 
punti sappresentano le n-ple formate con un punto (n  - k) plo Ai (k = 1 ,  
8, ..., n) associato ai gruppi della glg su ai. In  questi spazi si trovano gli 
N t  1 punti uniti. Cosi ad es. per n = 4 i 15 punti uniti di n' sono dati: 
dalle sei quaderne che hanno un punto seinplice i n  uno degli Ai e uii punto 
trip10 in un altro; dalle tre quaderne che hanno due punti doppi in due Ai; 

(*) SEVERI, Lezwni di Geometria Algebricn (citato), pag. 49. 
(**) M a  del resto in ta1 caso si sa ~ Û r e  che mentre un punto descrive una retta, l'onio- . 

logo descrive una retta, sicchè si  pub concludere, anche senza appoggiarsi al teorerna citato 
sulle corrispondenze biraziooali. 
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dalle tre quadefne ehe hanno un punto doppio in un Ai e un punto sern- 
plice in ognuno degli altri due; ed infine dalle tre quaderne che hanno u n  
punto quadruplo iii ognuno degli A t .  

Se la omografia piana n è un'omologia generale, allora la n '  è un'omo- 
grafia generale, la cui caratteristica è (0, 1, 9,.  . ., n) (*). 

Ad es. per n = 4, si supponga che l'oinologia n ahbia per centro A e 
per asse a. Gli spazi fondamentali di n' saranno allora: il punto A', la 
retta a', il piano a , ,  10 spazio a, e 10 spazio a ,  che rispettivamente rappre- 
sentano: la quaderna dei punti coincidenti in A ;  le oc' quaderne formate 
con A trip10 e con un punto sernplice su a ;  le oo-uaderne formate con 
A doppio e con una coppia di punti su a, ecc. 

17. LE CORHELAZIONI S P A Z ~ A L I  IF  SN^ LA x,. - Sia stabilita in una 
correlazione A .  Essa trasforma le curve-luogo f d'ordine n in curve inviluppo cp' 
di classe n ;  le coniugate S, rispetto ad una f in curve f '  coniugate ad una ?'; 
e quindi trasforma gli n-goni coniugati ad f in n-lateri coniugati a y'. La A 

si rispeccliia percio in una corrispondenza A' di SN, la  quale trasforma i punti 
di S, in iperpiani di SN. Poichè il sistema lineare di q), coniugato ad 
un sistema ooQi f, è correlativo ilî A al sistema mN-h-l di f') coniugato ad 
uno cmh di y ' ,  cosi, in SN, la A' fa corrispondere ai punti di uno spazio li- 
neare SN-h-, gli iperpiani di un sistema lineare O O ~ - ~ - ' ;  cioè A' è una corre- 
lazione, evidentemente non singolare perchè è biuriivoea senza eccezioni. 

Ai punti di JIz, e di @ corrispondono rispettivaniente (**) in A' gli iperpiani 
che inviluppano unü AI' ed una @'. Quelli che inviluppano M' sono gli iper- 
piani che segano 9 in n curve nortnali p", distinte in generale tra loro, e li 
indichereino con 2; quelli che inviluppano @' sono invece quelli che segano @ 

secondo n curve nor~iiali coincidenti, e li indicherenio con z'. Kfna retta ge- 
nerica r del piano individua adunque un x'; e viceversa. Jla sezione di Al, ,  
con un E' rappresenta, corne si sa (n.O 2), le n-ple che hanno un punto va- 
riabile su una retta r .  

, Alle aos correlazioni piane vengono cosi a corrispondere ciohorrelazioni 
di SN, che rnutano Jf9, in M' e @ in a'. Non vi sono altre correlazioni che 
mutino M,, in AI',  perahè se A', & una correlazione qualunque che muta JIz, 
in JI' e se A' è invece una di quelle che mutano M2, in M', ma che è origi- 

(*) Cfr. BERTINI, 1. C., pâg. 65. 
(**) Cfr. BERTINI, 1. c. ,  pag. 333, per il caso della superficie di VERONESE. 
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nata da una correlazione A di a, il prodotto A', A'-' è un'on~ografia che muta JI,, 
in sè ed è quindi (nuinero precedente) iniagine di una omografia n del piano o. 
Cosicchè la A', corrisponde essa pure ad una correlazione di n i n  sè : la n A. 

Vediamo ora come si trasformi niediante A' uno spazio osculatore mas- 
siino Sn-') di @. 1 punti di &'("-') rappresetitano (fine del nuinero 5) gli in- 
viluppi di classe n spezzati in un fascio fisso di rette di centro P e in un 
iilviluppo variabile di classe n - 1 ; ad essi rispondono pertanto, rnediante A,  

le .curve luogo d i  ordine n che contengono una retta tissa p; e queste 
alla lor volta sono rappresentate dagli iperpiani di SN clle passano per la 
curva razionale normale p di a, che è imagine di  p ; cioè dagli iperpiani di S N  

che passano per 10 spazio S,  di p. E poichè questo a,, è uno spazio lineare 
rnassimo di M,, e viceversa (n.O 5)) cosi si conclude che la  correlazione A' d i  SN 
fa corrispondere ayl i  spnai Se"-'), osculatori r n a s s i d  d i  Q>, gEi spaei mass imi  
lineari S, d i  Al,,; e fliceversa. 

Dalle proprietà precedenti segue che il cono inviluppo degli iperpiani x' 
passanti per un Sn-') ha per corrispondente in A' una curva normale luogo p; 
e viceversab 

18. LE SUPERFICIE 4 DJ M,,,  CIASÇUNA DELLE QUALI RAPPHESENTA LE n-PLE 
DI PUPI'TI A L L I N E A ~ I  SOPHA UNA CURVA PIANA DI  OHDINE n. - Diciamo ora + 
l a  superficie di Ji,, rappresentatrice dei gruppi della gn staccata sopra una 
curva d'ordine n - che da qui innanzi indicheremo con f ,  - dalle rette del 
piano fi. Supposto anzitutto che f ,  sia irriducibile, determiniaino l'ordine 
di S.  A questo scopo basta tagliare $ con due iperpiarii Clel tipo Z', ossia 
ricercare le n-ple di punti comuni alla suddetta g: ed al sisteina delle m2'"--') 
n-ple, le quali hanno due punti rispettivamente su  due rette generiche p , ,  p, . 
Le n-ple richieste sono quelle e quelle soltanto che sono staccate su f ,  dalle 
n' rette congiungenti ognuno degli n. puriti in cui p ,  sega f ,  ad ognuno degli 
n punti analoghi di p , .  Dunque la superficie + è d i  ordine n2 .  

Si vede inoltre subito che tra questa superficie V e la superficie a, delle n-ple 
coincidenti, si pub porre una corrispondenza birazionale, senza eccezioni. Una 
correlazione A del piano 0 muta infatti i 'punt i  di n ia rette, e polie quindi 
una corrispondenza biunivoca senza eccezioni tra i punti di n e i gruppi 
della gl, che si ha su  f , .  E poicliè i punti di n son rappresentati biunivo~ 
camente senza eccezioni dai punti di a, cosi ne nasce una corrispondenza 
biunivoca r, sema eccezioni, tra <t, e V ;  cioè queste due superficie appar- 
tengono alla stessa sottoclasse (ne1 senso di SEVERI) di superficie razioiiali. 
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Ne deriva che su Y,  colile su  4, la base iriiiiiiria (*) si pu6 -forniare con 
una sola curva (di ordine minima), la quale sarà una qualsiasi curva pl tras- 
formata, inediante r, di una curva p di @ ;  ossia uiia curva F, raypresenta- 
trice delle n-ple staccate su f ,  dalle rette di un fascio. 

, ' Al siateina delle seüioni iperpiane di @, il quale lia il grado fi" eguale 
all'ordine di @, corrisponde su tu, mediante r, un sisteiiia lineare di egual 
grado, che sa r i  anzi l'unico di grado n2 esistente su  ik'. Ma poicl-iè.già si co- 
nosce s u  Y un sistenia lineare di grado n" e cioè il sisteina delle sezioni 
iperpiane di Y, cos1 si conclude clie la r muta il sisteina delle sezioni iper- 
piane di a ,  ne1 sisteina lineare completo individhato dalle sezioni iperpiane 
di Y. II sisteina trasfor~nato di quel10 delle sezioni iperpiane di @ coinciderà 
addirittura col sistema delle sexioni iperpiane di Y, soltanto ne1 caso che 
la Y sia normale come la a, cioè che apparteiiga ad U L I  SN e non ad uno 
spazio inferiore. 

Insomma la Y sarà omografica n Q O ad uiia proiezione di 4, seconclo 
che il suo spazio di appartenenza è SN od uno spazio inferiore. 

Un facile computo di costanti permette d i  iiidurre clie, alinerio fino a 
quando f ,  è generica, sdtanto sol dei gruppi della gi che si .lia su  f ,  pos- 
sono essere coniugati rispetto ad una f d'ordine îz di n. Ma, a rendere pie- 
namente rigorosa questa induzione, occorrerehbe provare che dalla genericità 
di f ,  consegue l'indipendenza delle equazioni clie stantio alla base-di quel 
coinputo. La cosa non seinbra facile e ci trarrebbe forse a dilungarci so- 
vercliio sopra una questione che non lia ulteriori conseguerize nel nostro 
studio. 

È poi chiaro coine il fatto accennato eyuivalga ad afferinare che r~ ap- 
partiene ad SN, giacchè se esistesse un iperpiaiio contenente Y, esso taglie- 
rebbe AT2, nei puiiti iinmagini degli n-goni coniugati rispetto ad uria curra 
d'ordine n di a, e quindi la gi pih volte consiclerata sarebbe costituita da 
n-goni siffatti. 

Del resto la verità del fatto accennato, clie noi ntninetteremo senza ul- 
teriore discussione, si intuisce anche per altre vie (**). 

(*) Cfr. SEVERI, La base minima pour la totalité des courbes tracées sur une surface al- 
gébrique (Annales de l'ficole Normale de Paris, (3), T. XXV, 1908). 

(**) COS;, p. es., quando n = 2 ,  si  vede che la Y è effettivamente uua superficie (di VE- 
RONESE) del10 spazio S, e non di uno spazio inferiore, perchè la M, irriducibile delle coppie 
di punti, che è del 3 . O  ordine, non pub essere tagliata da un iperpiano lungo una superficie Y 
di 4.O ordine. 
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Si conclude clie M,,, possiede cioN superficie Y dell'ordine ne, proiettiua- 
mente identiche t ra  loro e alla @. Il  luogo delle iu è la  varietà, situccta s u  1Cf2,, 
rappresentatrice d i  tutte le n-ple allineate; la qunle è anche la  varietà d i  di- 
mensione n + 9 rielnpimda dagl i  spazi lineari massinzi S, d i  Al,, (n.O4). Ogni Y 

è u n a  superficie unisecante d i  tutti  yli S,. 
Più generalmente, tenendo presente che, entro JI,,,, la varietà delle n-ple 

che hanno n - i punti fissi, è un  mode110 ininimo della varietà delle i-ple, 
e appljcando quel10 che precede, si trova Che: sulla sarieta 171," esistono 

i(i-1) e +s(n-i)=2n+ _ 
00 

9 superficie di) dell' ordine i" 1 < i < n) , ognuna delle 
quali  rappresenta le cio2 n-ple costituite d a  n - i punti  fissi e d a  i punti  
allineati su m a  curva generica d i  ordine i. Due superficie T"', del10 stesso 
ordine, sono proiettiuawzente identiche. Lo  spazio d i  appartenenza d i  u n a  -di' 

è un [e (i :3)]- Per i = 2 le r" sono superficie di V ~ n o n s s ~ .  

Se la curva f, si spezza in una retta pl ed in una curva irriducibile f l l  
di ordine n - 1, allora le n-ple di punti allineati su f ,  sono : 1.O le ma che 
hanno n - 1 punti su f l ,  ed uno su p l ;  tra queste si trovano le aol costituite 
dagli n - 1 punti di intersezione di fl, con pl e da un punto qualunque di pl ; 
8.O le oo" allineate su p l ,  tra le quali si trovano le DO' precedenti. Quelle 
indicate sotto il i1.O 1.O sono rappresentate s u  Ai,, dai punti di una superficie Y; 

quelle sotto il n.O 2.O sono rappresentate dai punti di uno spazio lineare mas- 
simo S, di M,,. 

La superficie Y in ta1 cas0 ha durique in comune con quella S, una 
retta. L'ordine della Y, quando sia n > 8 è n" 1, perchè questo è appunto 
il numero di quelle oo9 n-ple allineate che, pur avendo n - 1 punti su f , ,  
ed uno su  pl, harino inoltre un punto s u  ognuna delle due rette pl, q 2 ,  scelte 
genericarnente. Invero quelle n-ple sono date: dalle rette ((n -- 1)7 che con- 
giungono uno qualsiasi dei punti di intersezione di f , ,  con q, ad uno yual- 
siasi dei punti a.naloghi di q,; dalle rette ( 1 2 - -  1) che congiungorio il punto 
pl q ,  ad uno quülsiasi dei punti in cui f l ,  sega q, ; clalle (n  - 1) rette ailaloghe 
che passano per il punto pz q,; in totale (n - 1)' -+ 8 (12 - 1) = n" 1. 

La iu cosi trova.ta è situata nell'iperpiano determinato dalla retta p l .  
.Per n = 2, allorchè la conica f l  si spezza in una coppia di rette, la su- 

perficie Y, corrispondente alla f ,  variabile, che è una superficie di VEHONESE, 
si spezza: nella quadrica imagine delle coppie che hanno un punto su ognuna 
di quelle due rette; e nei due piani che rappresentano le coppie di punti 
situate su ognuna delle rette medesime. 
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Più generalinente si pub concludere Che: se una curva fi dell'ordine 2% 

si scinde i n  k rette ( k  6 n) ed i u  una curva irriducibile dell'ordi~e n - k, la 
è dell'ordine n2 - IE, possiede k ret te e il suo spasio d'appartenensa è [il- k] .  

Coinbinalido questo teorema col precedente si trova in particolare che: 
la 1Cf,, contiene le 00" quaclriche ognuna delle quali mppresenta le n-ple co- 
stituite d a  n .- $2 p u ~ t i  fissi e d a  due punti rispettivamente mobili su due 
rette. 

Padova, Luglio i917. 
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Sulla meccanica delle verghe. 

(Di ATTJL~O PALATINJ, a Pudoam.) 

---- 

P R E F A Z I O N E .  

L o  studio sisteinatico della statica delle terghe fu iniziato da KIRCH- 
HOFF (IC). Poichè le equazioni generali dell'elasticità sono applicnbili soltanto 
per deformazioni infinitesime e le verghe invece sono corpi suscettibili di 
subire deformazioni finite, il KIRCHHOFF, dopo aver supposto la verga divisa 
in fette infinitesinie (le cui ditnensioni siano tutte del10 stesso ordine di gran.- 
dezza), introdusse il principio fondamentale che le equazioni della elasticità 
si possano applicare a ciascun elemento del sisterna. Con questo criterio egli 
riesce a determinare le equazioni geiierali dell'eyuilibrio delle verghe, con 
le quali equazioni si possono studiare tutti i problelni statici iaerenti alle 
verghe stesse e che furono trattati da vari autori: in particolare il probleina 
della curva elastica piana. % 

Non meno che sulla statica, fu ric3iama.ta ïattenzione dei mateniatici 
sulla diriamica delle rerglie in vista dell'imimediata applicazione all'acustica. 
Furono studiate cosi, con inetodi diversi, le varie specie d i  vibrazioni di una 
verga rettilinea e circolare y*). 

Non ci consta che sia stata fatta una unificazione dei vari metodi, in 
modo da far dipendere la soluzione d i  tutti i problemi che si riferiscono alla 
meccanica delle verghe da un unico principio e da equazioni affatto generali. 

Questa unificazione vogliamo tentare ne1 presente lavoro. 

(*) G. KIRCHHOFF, Vorlesungen über nzathenaatische Physik, Mechanik [Leipzig, Teubiier, 
II Auflage, 18771. Lezioni 88.% e 89.". . 

(**) Cfr. p. es. LORD RBYLELGH, TIteory of Sound [London, Macmillan, II Editioii, i8944.1, 
V. 1 ; cfr. pure: 

A. LOVE, The Mathemutical Theory of Elasticity [Cambridge, the University Press, II Edi- 
tion, 19061, Cap. XXI. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Toino XXVII. 6 
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Noi partiamo, con KIRCHHOFF, dall'ipotesi che la Verga sia divisa in fette 
infinitesime, ciascuna delle quali viene poi da rioi supposta rigida da1 punto 
di vista cinematico e dotata di una certa energia potenziale. Dopo aver 
schematizzato cos1 il nostro sistema deduciamo le equazioni generali della 
ineccanica delle verghe, partendo da un unico principio: quel10 dei lavori 
virtuali. 

Ritroviamo per ta1 via le equazioni della statica, conseguendo una mag- 
gior generalità di fronte a quelle di KIRCHHOFF, in quanto non specifichiamo 
la forma dell'energia potenziale. 

Stabiliamo poi le equazioni generali che reggono il moto delle verghe, 
dalle quali equazioni deduciarno quelle relative alle vihrazioni intorno ad 
una configurazione di eyuilibrio. 

Lo studio di queste equazioni ne1 caso generale non si presenta .troppo 
facile da1 punto di vista analitico e quindi nui ci limitiamo a ritrovare le 
formule che si riferiscono ai vari casi già studiati. 

Sa r i  bene aggiungere che la stabilità dei rnoti considerati in prossiinità 
di uno stato d'energia minima, è assicurata (con passaggio alliinite concet- 
tualmente immediato) da teoreini generali dovuti al RAYLEIGH e c.onîp1etati 
da LEVI-CIVITA (*). 

1 .  Definizione del sistema. - Per discutere il problema della statica e 
della dinamica delle verghe elastiche (concepite come corpi di cui due di- 
inensioni sono piccole di fronte alla terza), noi, in questo primo paragrafo, 
definireriio quei sisterni nîateriali nei quali possono farsi rientrare le verghe 
e ne stahiliremo, per quanlo ci sarà possibile, in modo completo, tutti gli 
elementi che li caratterizzano. 

(*) T .  LEVI-CIVITA, Sul10 spostanze~zto dell'equilibvio [Atti del R. Istituto Veneto di  Scienze, 
Lettere ed Arti, T. LXXI, 1911, pagg. 241-2491. 
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Cominciaino allora col supporre la verga divisa in fette infinitesiine 
(le cui diinensioni devono ritenersi tutte del10 stesso ordine di grandezza) 
ed associaino poi a ciascuna di esse il proprio centro di gravità P. Tutti i 
punti P costituiranno una curva continua, che chiaii~eremo direttrice della 
verga. 

Indicheremo con s l'arco della curva contato a partire da una delle 
estremità della verga: se 1 è la sua lunghezza, s, lungo la direttrice, andrà 
crescendo da O ad 1. 

Noi supporremo che ciascuna fetta eleinentare sia liberamente girerole 
attorno alla tangente alla direttrice ne1 rispettivo centro di gravità, inclipen- 
dentemente dagli elementi contigui. Ogni fetta del sistenia cosi costituito 
possiede evidentemente quattro gi-adi di libertà. 

S .  Elementi che caratterizzano il nostro sislema. - Ecco ora coine si 
possono individuare i quattro elementi (funzioni dell'arco s)  che individuano 
il nostro sistema. 

Fissiamo in primo luogo un triedro O (X 1-2) trirettangolo fisso di rife- 
rimento ed associamo poi a ciascun punto P della direttrice uii triedro 1110- 

bile P ( x  y z )  con l'origine in P e di cui l'asse delle z è diretto secondo la. 
tangente in P alla direttrice, col verso positivo diretto secondo le s cre- 
scenti. La coppia ( 2 ~ )  è poi scelta (ne1 piano normale a z in P), in modo 
da costituire con s una terna trirettangola sinistrorsa, congruente alla terna 
fissa O (X Y 2). 

Tanto le coordinate X7 Y, Z quanto le x7 y, a dei punti della direttrice 
devono ritenersi funzioni del parairietro S .  

Direino poi stato naturale della verga la configurazione che coinpete al 
sisterna quando son. nulli tutti gli sforzi interni; stato deforntato quel10 cor- 
rispondente ad uno stato generico di coazione elastica. 

Ci6 preinesso, prendiaino a considerare un determinato elenieiito di 
verga e fissiamone la sua posizione sia in relazione al10 stato naturale, sia 
in relazione ad un generico stato deformato della verga inedesiiiia. Siano 
poi a, e a, i phn i  della sezione nortnale passante per il centro cli gravità 
dell'eleinento nelle due diverse posizioni considerate. 1 piani m, e n,, in ge- 
nerale, si interseoheranno secondo una retta: ed è chiaro che, fissato un 
verso di circolazione, vi b una sola rotazione attorno a questa retta (rota- 
zione degenere se a, e m, sono paralleli tra loro) per cui i due piani ven- 
gono a sovrapporsi. Dopo yuesta rotazione gli assi delle z (relativi sempre 
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alle due diverse posizioni dell'elemento) fisulteranno paralleli tra loro, mentre 
le coppie (x y), giacenti ora in uno slesso piano, si troveranno ruotate l'una 
rispetto all'altra di un certo atîgolo f in generale diverso da zero. Se l'ele- 
mento di verga durante la deformazione si è spostato senza subire alcuna 
rotazione attorna al proprio asse, allora è evidenteinente f == O. 

Fissata ora una c~ualutique configurazione di equilibrio, chiameremo 
atorsionale quel10 stato della verga che pub essere raggiunto, a partire dallo 
stato naturale, col piegare seinpliceniente la verga, senza provocare alcuna 
torsione, O, più precisamente, quel10 stato della verga a cui coinpete la stessa 
linea direttrice del10 stato deformato e ne1 quale perb l'orientazione di cia- 
scun eleinento attorno al proprio asse non differisce da quelIo che gli coin- 
pete quando la verga si trova al10 staio naturale. 

Chiarnereino poi angolo di deviasione l'angolo format0 tra i piani a, e cl,. 
Da queste c o ~ i s i d e r ~ i o n i  risulta che l'angolo f prima definito è da rite- 

neïsi indipendente dalla defortnazione della direttrice, pur essendo funzione 
dell'arco S. Ne consegue clie si possono assuinere per coordinate lagrangiane 
di ciascuna fetta del sistema: le tre coordinate del punto P e l'angolo f. Ov- 
viainente le tre coordinate determinano univocamente l'uhicazione del punto P 
lungo la linea direttrice e quindi la posizione del corrispondente elemento 
di verga e l'angolo f ne determina l'orientazione attorno alla direttrice me- 
desima. 

3. Elenzenti cinematici e loro espressione analitica. - Indicheremo in 
seguito con d s(") l'elemento d'arco della direttrice relativa al10 stato naturale 
della verga e con d s il medesiino elemento lineare corrispondente ad uno 
stato deforrnato e relativo ad una configurazione di equilibrio. È allora 

avendo indicato con h il coefficiente di dilatazione lineare. È importante no- 
tare, con KIRCHHOFF, che sebbene le verghe siano dei corpi suscettibili di 
subire defornlazioni finite, la dilatazione liiieare non cessa di essere infini- 
tainen te piccola. 

Denoteremo con n, ,  n,, n, tre vettori unitari diretti rispettivamente se- 
condo gli assi nîobili Pa, P y, P z .  

Indicheremo con 11 il vettore che rappresenta la rotazione subita dagli 
assi mobili per uno spostairiento di d s della loro origine lungo la Iinea di- 
rettrice e con p, q, r le sue componenti rispetto s tali assi. fi noto che p 
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e q rappresentano le con~ponenti della curvatura della direttrice in P e d ' r  
la torsione. 

Dovendo in seguito considerare derivate vettoriali tanto rispetto agli assi 
fissi, quanto rispetto agli assi tnobili, usufruireino per le prime della nota- 

d' zione -, riservando alle seconde il simbolismo ordinario. Tra le due de- 
d s  

rivate corre la nota relazione 

da cui, in particolare, essendo il generico vettore ni fisso rispetto agli assi 
mobili, si hanno le formule di POISSON 

Coine è noto queste formule definiscono il vettore h ed offrono per le 
sue tre componenti p, q, r le espressioni 

A queste formule dobbiamo aggiungere le altre: 

che espriniono, se si vuole, che s non è un paranletro arbitrario, ina proprio 
un arco di curva. 

4. Variaxione degl i  elewenti cinematici per uno spostamento virtuale del 
sistema. -- Si supponga ora di attribuire al nostro sistema uiio spostamento 
virtuale arbitrario per cui ciascun punto della direttrice relativa ad uaa con- 
figurazione di eyuilibrio, passa dalla posizione P alla posizione P +  8 P, 
dando luogo alla cos1 detta configurazione-variata. 

Indichiaino con 6 il vettore che rappresenta la rotaziorie eleinentare atta 
a realizzare 10 spostainento virtuale attribuito al nostro sisteina. 1 tre vet- 
tori ni (fissi rispetto agli assi mobili) subiranno, rispetto agli assi fissi, una 
variazione 6 ni definita da 

an,=$ A ni ,  
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che ci permette di porre 6 sotto la fonna 

Ne1 passaggio dalla configurazione di equilibrio alla coiifigurazione va- 
riata, anche il vettore h subirà un increlnento 6h che è definito da 

Infatti, nella configurüzione originaria, la rotazione elementare subita 
dagli assi inobili per il passaggio del loro centro, lungo la direttrice, dalla 
posizione s alla posizione s t d s, è espressa da 11 d S .  Nella configurazione 
variata, fra le orientazioni degli assi niobili relativi alle due posizioni s ed 
s + d s intercede un divario ulteriore di d i j .  Tale incremento va riferito 

d' 6 agli assi fissi e si precisa quindi sotto la forina di -- ds. Ne consegue 
d u  

quindi 

e da qui iinniediatainente la (6) (*). c. d. d.. 
Deterininiaino ora la variazione 3 f subita dall'angolo f. Si noti che 8 f 

si pub interpretare coirie la variazione dell'angolo, inizialmente retto, della 
coppia (x y) per effetto del10 spostatnento virtuale. Ne corisegue 

ang (n, , n, + 8 n*) = g + 8 f, 
da cui 

COS ang (u, , n, + 8 n,) = - sin 8 f 

e da qui e dalla definizione di prodotto scalare,, a meno di infinitesimi di- 
ordine superiore al primo, immediatamente 

Aggiungiaino ancora che dalla (1) si ricava 

(*) Per stabilire la (6) mi sono valso di un procediinento già adottato da T. LEVI-CIYITA, 
Forma mista di  epuazioni del moto, ecc. [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, V. XXIV, 
Serie V, II Sein. 1915, pagg. 835-8481, pag. 836, 
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e dalla (4) 

Da qui poi, moltiplicando scalarnîente per n, , mercè la .precedeiite, si ha 

e moltiplicando invece vettorialmente a sinistra per n,, si ottiene 

A nornla di questa relazione e della (7), la (5 )  assume la 

Non sarà inutile aggiungere che per ogni valore dell'arco 

forma 

(10) 

s si possono 
fissare ad arbitrio gli spostainenti P e S f e che yuindi, per ogni valore 
di s, anche ij pu6 ritenersi arbitrario. 

5. Energia elastica. - Indicheremo con e l'energia elastica riportata 
all'unità di lunghezza della verga deformata, di una fetta elementare di verga: 
e deve ritenersi una funzione a priori incognita della deforinazione del si- 
stema. Noi introdurreino l'ipotesi che e dipenda soltanto dalle caratteristiche 
p, q, r e dall'allungamento unitario i. (*). Con cib l'energia elastica di defor- 
niazione è supposta indipendente dalla variazione dell'angolo di deviazione 
lungo la verga. Noi giustifichiaino questa ipotesi: 1 . O  col tener presente la 
scliematizzazione fatta del nostro sistema (che abbiamo fatto rientrare nei 
sistemi con quattro gradi di libertà); 9 . O  col ricordare che negli studi clas- 
sici intorno al nostro tema, si presuppone anzi una dipendenza quadratica 
dai quattro parainetri anzidetti. Noi, per generalità, non.specificheremo questa 
dipendenza. 

(*) Si potrebbe supporre che l'energia elastica dipendesse anche esplicitamente dall'arco s, 
le quante volte fosse variabile la sezione trasversale della verga. 1 nostri calcoli non mute- 
rebbero sostanzialmente, ma noi supporrenio, per seniplicità, che questa sezione trasversale 
sia uniforme e che, corne abbiamo specificato, e non dipenda esplicitamente dall'arco S. 
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Se indichiamo con E l'energia elastica dell'intera verga (la cui lunghezza 
ahbiamo già deiiotato con 1) sarà 

6. Atto di ntoui~nento. - Sia Q un punto generico della verga; P il 
baricentro della fetta cui esso appartiene. La espressioue della velocità v 
di Q è, come è noto, 

v = v P w / \ ( Q - P ) ,  

dove v, è la velocità di P ed $2 è la velocità angolare del triedro mobile. 
Indichiaino con 3, a, X le componenti, secondo gli assi P ( x  ys), del 

vettore 9. Ricordato il significato dell'angolo' f si ha 

per cui il vettore 3 si pub ritenere definito dalla (12) e dalla formula 

dove n, ,  anzichè dalla (4), è definito dalla 

avendo indicato con d s' l'eleinento d'arco della dipettrice in una sua coiifi- 
gurazione qualuiique ne110 stato dinamico. 

Le (14) e (13) dànno per R la deterininazione 

d 'n ,  d f 
G = n ,  A -+-n,.  d t  d t  

Questa equazione, assieine alla (14), permette di conoscere perfettamente, 
oltre X, anche $ e a. 

Si indichino ora con u, a, IV le c,oinponenti del Yettore v, e con T la 
forza viva deli'eleiiiento di verga corrispondente al  punto P. Corne è noto, T 
è una forma quadratica oinogenea nelle sei caratteristiche u, v, PU, $, a, $E 
con coefficienti costanti e deve quindi ritenersi una funzione nota in seguito 
alle considerazioni precedenti. 
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Se noi coilsideriamo ora ciascun elemento di rerga conie i s o l a t ~ ,  poichè 
esso è suscettihile di sole rotazioni attorno all'asse delle z, si ha  $ = 8. = 0. 
Se noi passiaino a calcolare l'eneigia ciiietica dell'intero sistema, cluesta 
ipotesi non si  lascia sosteiiere i~igorosnmeiite percliè si deve sempre teiier 
conto del contributo dato alla forza viva dalla variazione dell'angolo di de- 
viazione lungo la verga. Per6 se ci limitinino- n considerare delle vihrnzioni 
molto piccole, potreino, iii prima approssiinazione, ritenere nncoyn valida 
l'ipotesi $ = 8. = O. Troviaino una giustificazione logica di yuesta jpotesi 
ricordnndo quanlo si 6 ftitto di analogo per l'eiiergia elastica ed una giusti- 
ficazione d i  fatto, perche, nelle circostnnze o'rdiiinrie il contributo all9enei.gia 
cinetica dovuto alla variazioiie dell'aiigolo di tleviazioiie è ti.ascurabile di  
fronte a quel10 dovuto a l  iiioto di Lraslazione. Questa ipotesi poi coincicle 
con yuella clle, durante il iiioto, sia trascurabile la rotatory inertia, ipotesi 
che fa, ad  eseinpio, il RAYLEIGH (*) ne110 studio delle vihi-azioni di uiia verga 
rettilinea. 

Noi riterreiiio quindi, in via approssiiiiativa, clie sia 

3 = 0 ;  a=o. 
7. Energin cinetica. - Ci6 preinesso, si ricordi che il puuto P coiiicicle 

col haricentro della sezione trasrersale e cosi si av& per T l'espressione 

clore d m  è la massa del troiico elemeutare di verga ed r il raggio di gi- 
razione della sezioiie trasversale rispetto a1 haricentro. 

Poichè è 

e vale inoltre la (18), si pub niettere la (16) ailclie sotto la fornia 

e cliiamando con FI la forza viva dell'intero sistenia, si a l - r i  

l'integrale essendo esteso all'intera verga. 

(*) LOCO cit. (nota **, pag. 41), pag. 260. Cfr. pure KIRCHHOFF, loco cit. (iiota *, pag, 41), 
Lez. 28.", § 4. 

Anliali di Matewzatica, Serie III, T O I ~ O  XXVII. 7 
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1. Applicaxione del principio dei lcrvori virtuali. - Per stabilire le 
equazioni statiche delle verghe elastiche si pu6 trar profitto da1 principio 
dei lavori virtuali. . 

Siano F ed N la risultante e il moment0 risultante (rispetto a P) delle 
forze esterne che si esercitnno sopra un elemeiito infinitesirno, riportate, forze 
e inoinenti, all'unità di lungliezza della direttrice della verga relativa al10 
stato deformato. Siano poi @ ed M risultnnte e inomento risultante (rispetto 
a P) digli sforzi clle si esercitano sulla sezione terminale & ciascun tratto 
di verga da parte della porzione di verga clle corrispotide a valori mag- 
giori di S.  

Ricordando le notazioni introdotte ne1 § 1, l'applicazione del principio 
dei lavori virtuali offre imnlediatamente l'equazione 

i termini tra parentesi yuadra i~tendendosi riferiti ai limiti della verga. È 
superflue aggiungere clie questa equazione deve essere identicamente sod- 
disfatta per qualunque valore degli spostatnenti o'P e 8 f. 

Ora si ha dalla (11) 

clove si è indicato con grad e il vettore, die, rispetto agli assi mobili P ( x  y x ) ,  
d e  d e  d e  

ha  pér eomponenti - 2 - -. Questa equazione, in virtù delle (6) e (9) 
d p  d q  d r  

e mercè la posizione 

assume l'aspetto 
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e da qui, mediante una integrazione per parti, 

Yosto allora 

Ma per la (10) si ha 

d'grade) x n, 6 f ds, +S(N- z d s  

od anche, mediante una integrazione per parti, 

con le posizioni 
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L'equazione (%), di cotisegueiiza, prende la forma 

8. Equazio?zi statiche generali. - Ora ricordiatno clle l'equazione (53) 
alla quale siaiiîo giunti, deve essere identicainerite soddisfatta yualunque sia 
10 spostaiiiento virtuale considerato, il clie esige che siario identicamente 
riulli i coefticienti di 8 P e S f. Ci6 porta, in primo luogo, tenuto con to delle 
posizioni (20) e (82), alle due equazioiii seguenti 

e per l'arhitrarietà di 6 P e di fj [v. n . O  4, $j Il ai liliiiti della Verga, alle ul- 
teriori equazioni 

d' gra d e 

le quali si possono ritenere quali definizioni dei vettori @ ed M. 
Dalle eyuüzioni ora otteiiute si possono ricavare le equazioni cardinali 

dell'ecpilibrio delle verglie, le quali, coine si constata iinmediatainente, sono 
le segueiiti (*) : 

In  s'eguito ci  sai*ü utile ritenere quali equnzioni dellit statica delle verghe 
le equazioiii cardinali, nssieine a quelle clle clefiniscono @ ed RI, notatido 
esplicitainente in particolare che 

ossia che è 

colne si ricava d a l k  espressioiie di @. 

(*) Cfr. p. es. LOVE, 1. C. (nota **, pag. 41), II. 954. 
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s III. 

1. Deduaione delle equasioni stotiche d i  Kirchhoff..- Se le forze esterne 
applicate al sistema sono nulle, le eyuazioni (94) deli'equilibrio delle verghe 
elastiche assuinono la forma più semplice 

od anche, se vogliamo, 

dove (tenute presenG le deduzioni del paragrafo precedeiite e la ("1, @ è 
definito da 

avetido e,  l'espressione (18). 
Sotto yuesta forma le equazioni ottenute sono in sostanza le note equa- 

zioni stabilite da  KIIXHHOFF (*). La coincideriza foin~ale ilon è subito inani- 
festa per la forma di e , .  Questa coincidenza apparirà tosto, cpialora si os- 
servi che' l'eriergia elastica F di I<IKCHHOFF è riportata all'unità di lunghezaa 
della Verga ridotta al10 stato naturale e clie questa inoltre non viene sup- 
posta dipendente drille componenti p, q, r del vettore h definito clalle (3), 
hensi dalle componenti (che KIRCHHOYF chiama ancora p, q, r )  di un vettore 
11' definito dalle 

d'ni =hl /\ni. 
ds'"' 

(*) KIRCHHOFF, 1, C. (nota *, pag. hl), lez. Ba. 
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Poichè si lia evidentetnente 

h (1 + 1,) = h', 

si constaterà in~mediatamente clie 

grad e = grad P 
e che 

d P  e - - .  
- d X  

Dopo ci6 resta provato, secondo la nostra affermazione, clie le eyua- 
zioni ottenute sono quelle di KIRCHHOFF, con un'ulteriore differenza perb, e 
cioè, che mentre per KIRCHHOFF l? è una funzione quadratica omogenea degli 
argomenti da cui dipende, per noi invece e è una funzione a priori qua- 
lunque degli argomenti p, q, r e A.  

8. Integrdi primi. - 11 KIHCHHOFF ha notato che le equazioni finali 
da lui ottenute (dalle quali ha elitninato il parametro À mediante l'equazione 
@. = 0) sono analoghe a quelle che reggono il moto di un corpo pesante 
attorno ad un centro fisso. 

L'analogia formale non è più conservata se mantenianîo ad e la sua 
generalità, se  non specifichiamo cioè la sua dipendenza d a p ,  q,  r e A e non 
eliminiamo dalla sua espressione il 1. Per questa generalità alla prima eyua- 
zione (vettoriale) delle (86) devesi sen-ipre tener unita la seconda delle (86) 
stesse. 

Pur non facendo alcuna ipotesi, noi ora vogliamo dimostrare che il si- 
stenia di equazioni (26) atninette quattro iiitegrali primi, precisamente quanti 
ne ammette il sistema che regge il moto citato (i tre integrali delle aree e 
l'integrale delle forze vive). 

Denotiamo a ta1 uopo con M, il nionlento risultante degli sforzi rispetto 
al  punto O (centro degli assi fissi) e ricordiaino che M è l'analogo inomento 
rispetto al punto P. Fra M, ed M corre la nota relazione 

Di qui con l'aiuto della (4) e della prima delle (95) 
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Ne consegue che, rispetto agli assi fissi, è Mo = cost., ossia 

M + ( P - O )  A  COS^. 

Ma M = - grade, per cui abbiaino questi pritni tre integrali 

Per ottenere il quarto integrale, ricorrereino al principio dei lavori vir- 
tuali, particolarizzando in modo qpportuno gli spostamenti, supponendo pre- 
cisamente che questi siano nulli agli estrerni della verga e che inoltre sia 

6 P- K n , ,  

8 f  = K r ,  

con K affatto arbitrario. Per questa specificazione dalla (10) risulta 

?j=Kh 

e (ricordando che son nulle le forze esterne), dalla (19) 

e da qui, per i'arbitrarietà di K, 

d grade de,  
h X  d s  

+-- = 0. 
d s 

Ricordando l'espressione (18) di e, ,  questa eyuazione si pub mutare 
nell'altra 

dalla quale il quarto integrale cercato 

Questo integrale naturalmente si deve poter ottenere aiiche dalle equa- 
zioni generali (26) e cib riesce eliininando tra loro @. 

È importante notare che se e si presenta corne %omma di due terniiiii 
di cui uno dipende da p, q, r e il secondo da A yuest'ultiino integrale otte- 
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iiuto si presta a ÿiiesta interpretazioiie fisica : L'allungaiiîento unitario di 
una Irergn in una configurazione di equilibrio è uniforine lungo tutta la 
verga. 

3. Czwva elastica pima. - Studiamo ora iii particolare lo stato di 
equilibrio di ui-ia verga la cui linea direttrice appartiene lutta ad un piano 15. 
A questo piano appar thrà  naturalinente l'nsse delle a del sistenia mobile e 
se noi scegliaiiîo l'asse delle y pure appartenente a a snrà - 

ecl e risulterà funzioiie soltaato dei due argoinenti p e 1. 
Le ecpazioiii dell'equilibrio si riducono allora alle seguerili 

CO11 

Si lia inoltre 

Bella ordiilaria trattazioiie di questo problenia cl as sic*^ si suppone che 
la verga sia soggetta alle estreniità ad un niotneiito flettente Alz proporzio- 
nale alla variazione della curvatura tra lo stato di eyuilihrio e quel10 natu- 
rale, cioè del tipo 

JIz= A(p-p*), 

dove con p ,  denotiamo la curvatura della verga al10 stato naturale. A è un 
coefficierite che dipende dalla iîatura g forma della rerga, che è precisainente 
egunle al modulo di Yorjnct inoltiplicato per il inomento d'inerzia della se- 
zione trasversale e che yuiridi deve ritenersi costante se la verga è orno- 
genea e la sua sezione trasversale è uniforme. 

Norinalniente si fa l'ipotesi ulteriore che la verga sia retta al10 stato 
tlaturale. Noi supporrerno clie sia p,, = c = cost. (clie ridà il caso classico 
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se c =O),  il che presuppone clie la direttrice della verga ne1 suo stato na- 
turale sia atteggiata secondo un arco di circonferenza (O, in particolare, 
secondo una retta), 

Prima di procedere si ricordi [cfr. la prima delle (25)] che è Q, = cost. 
(rispetto agli assi fissi), quindi indicando con S l'angolo che la tangente alla 
curva forma'con la linea d'azione del vettore @, è 

= s i ;  @,=<Pcos3, 
con @ costante. 

Ora, in virtù delle ipotesi prima specificate, la prima delle (29) dà 

la quale eyuazione, per le osservazioni fatte sopra, si muta nella seguenle 

Ritroviamo cosi la formula classica, che determina la forina di equilibrio 
dell'elastica piana, forinula che cosi viene estesa anche a d  uua verga che 
al10 stato naturale è atteggiata secondo un arco di circonferenza. 

Dalla (31) si deduce in modo ovvio il noto integrale primo 

-4 - -+ a> cos S = a, (a costante di integrazione) id?)' 
che, volendo, si pub anche scrivere sotto la forma 

Facciaino ora queste ulteriori osservazioni. 
Nella posizione di equilibrio sia p = O. Allora dalla (30) si ricava @, = O 

e dalle (28) @, = cost. Ne coacludiamo che una verga pub essere inantenuta 
rettilinea in posizione di equilibrio soltanto da forze puramente tangenziali. 
E reciprocamente se la verga nella configurazione di equilibrio è soggetta 
a sole forze tangenziali (non nulle) dalle (28) si ricava p = O ,  ossia la verga 
è necessariamente atteggiata secondo una retta. 

Annazi di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXVII. 8 
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Nella configurazione di equilibrio sia p = cost. (diversa da zero). Dalla 
(30) si ha @, = O  e dalla prima delle (98) a, = O. Poichè per definizione lo 
stato naturale delia verga 6 quel10 che le coinpete quando son nulli gli 
sforzi interni, ne concludiamo che una verga - in presenza di sole forze 
terininali - non pu6 trovarsl' atteggiata secondo un arco di circonferenza, 
in una configurazione di equilibrio, se non Io è già ne1 suo stato naturale. 

g IV. 

EQUAZIONI CHE REGGONO IL MOTO DI UNA VERGA ELASTICA. 

Per ottenere le equazioni che reggono il moto delle verghe elastiche ci 
varremo del principio di HAMILTON, espresso, corne è noto, dalla equazione 

dove 6@ e 8 E sono le variazioni subite d h a  forza viva e dnll'energia ela- 
stica del sistema ed U è il lavoro fatto, per uno spostamento virtuale del 
sisterna, dalle forze esterne e dagli sforzi che agiscono sulle estremità della 
Verga. 

È quasi superflu0 aggiungere che la (33) deve essere soddisfatta iden- 
ticamente, cioè per uno spostarnento virtuale arbitrario, purchè nul10 agli 
estremi dell'intervnllo di tempo ( t ,  , t,). 

Ora, ricordando l'espressione di B ricavata ne1 3 1 [forin. (16)], si ha 

od anche, inecliante una integrazione per parti, 

Indichianîo ora con x la densità lineare della verga al10 stato deforniato 
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e ricordiamo clle con d s' abbiaino denotato l'eleiiierito d'arco della direttrice 
in uno stüto qual~inque di moto; si avrà 

d n & = r d s '  
e di conseguenza 

Ed ora per ottenere le equazioni generali della dinainica clelle verghe, 
bastecà esprimere che sono nulli i coefficienti di 8 P e 8 f ilella (33). Pei. 
scriverle in modo rapido basta füre il confionto della (33) con la (17) clle 
determina le equazioni della statica: l'unica differenia sta qui riella presenza 
dell'energia ciiietica, la. cui variazione abbiaino testè calcolato, con l'avver- 
tenza perb che al d s  va dappertutto sostituito il ds'. 

Otteniamo cosi le equazioni seguenti : 

con le due equazioni che defiiiiscono @ ed M 

Ne1 caso che siano nulle le forze esterne, si .ha più semplicemeilte 

dove @ ha l'espressione 
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1. Specificazione del problerna. - Vogliamo ora occuparci di stabilire 
le equazioni che determinano le piccole vibrazioni delle verghe elastiche in- 
torno ad una loro configurazione di equilibrjo stahile, in assenza di forze 
esterne. 

Ciascuna caratteristica del fenomeno si potrà allora presentare come 
soinma di due termini di cui il primo rappreseiita la determinazione clle le 
compete nella posizione di equilibrio ed il secondo si pub interpretare come 
l'alterazione subita' dalla stessa caratteristica per effet10 del moto a partire 
dalla configurazione di equilibrio. 

Poichè noi ci proponiaino di studiare le piccole vibrazioni intorno ad 
una posizione di equilibrio stabile, questo secondo addendo deve ritenersi 
infinitesimo. Se ci liinitiamo quindi a studiare il fenomeno in prima appros- 
simazione, potremo, nello stabilirne le equazioni, trascurare tutti i termini 
che contengono infinitesimi di ordine superiore al primo e le equazioni finali 
risulteranno in ta1 modo lineari ed omogenee nelle varie incognite. 

La determinazione che compete ad una generica caratteristica del si- 
stema in m a  configurazione di equilibrio sarà cokrassegnata con l'indice 0. 
Ogni lettera munita dell'indice O dovrà di conseguenza ritenersi indipendente 
da1 tempo e conosciuta in quanto coi.rispondente a soluzioni delle equazioni 
statiche stabilite nei paragrafi precedenti. 

8. Oràentazione della terna mobile, rispetto alla terna statica. - Fissata 
una generica configurazione di equilibrio della verga, resterà individuata per 
ogni suo punto Po la solita terna, che deve ritenersi variabile da punto a 
punto, ma fissa al  variare del tempo.' Indiclierenio questa terna con Po (x y z) 
e con P (x'y'd) la corrispondente terna vibrante assieme alla verga: inet- 
tiamo in evidenza la loro reciproca orientazione. 

Poniamo. 
n,=n',")+-v,, ( i= i ,  2, 3) (37) 

e indichiamo con cri, pi, y, le componenti del vettore vi rispetto agli assi 
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Po (x y a). Notiaino in primo luogo che o, , F, , y , ,  in prima approssima- 
zione, si possono ritenere nulli. Infatti i coseni di direzione - componenti 
- ad esempio del vettore n, sono 1 + x ,  , P l ,  y, ,  per cui si ha la relazione 

(1 t ccl)"tB:+yl= 1, 
cioè 

- 9 a ,  =z:+p;+y;. 

Da, qui apparisce che ct, è infinitesirno di secondo ordine e yuindi tra- 
scurabile per le nostre ipotesi. 

Analogamente si dimostra che sono da. ritenersi nulli F, e y , .  
I nove coseni di direzione della terna x', g', x' rispetto alla terna x, y, z 

sono dati allora. da1 quadro seguente 

Dalle note proprietà del determinant'e format0 dai nove coseni di dire- 
zione di due terne trirettangole sinistrorse, si ricavn poi 

Se si pone ora 

f = f o + r ,  
è facile dirnostrare che è 

F, = (r. 

Infatti si prenda a considerare la (7) e si supponga che la rariazioiie 
virtuale dell'angolo f, che Ili comparisce, coincida con la sua alterazione di- 
namica p : con ci6 sa& anche Sn, = v, e risulterà 
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ossia, a meno di infinitesimi di secondo ordine 

Dalle considerazioni fatte qui sopra, il quadro (38), scrivendo, per bre- 
vità, a. e p in  luogo di cc, e $,, risulta precisüto coine segue 

e le componenti dei vettori Y , ,  Y, ,. va risulterantio ,rispettivamente eguali a 

3. Determinazione completa degli eleazeuti cii~ewzatici. - Assieiue alle 

con ci6 6 è il vettore che realizza Io spostamento diilaiiiico subito da1 
punto Po. 

Indicheremo con p,, q , ,  r, e rispettivaniente con n, X, p le componenti 
dei vettori ho ed o rispetto alla terna Po (x y 2). Si noti allora che, per le 
deduzioni del numero preceden te, le cotnponenti p, q, r del vettore h rispetto 
alla terna P (x' y' 2') si precisano corne segue 

con ovvio significato delle ausiliarie n*, x", p*. 
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Pokhè abbiamo posto A = 1, + A', a meno di iiifinitesinii. di secondo 
ordine, sarà 

d s' = (1 + 1') d s, (43) 

dove, è bene non dimenticarlo, d s denota l'eleinento d'arco della direttrice 
della Verga, quando questa si trova nella configur;czione di equilibrio. 

Le derivate vettoriali con referenza alla terna Po (%y z) (per le quali 
adoperiamo il simbolismo ordinario) saranno legate alle derivate assolute 
dalla relazione 

od anche, se i vettori da derivarsi sono infinitesimi, dalla relazione 

Ora prima di procedere alla determinazione 
vogliamo precisare le espressioni di .?i, X, p. A ta1 
zioni cinematiche 

delle equazioni del moto, 
uopo partiaino dalle rela- 

a '&.  d' n, y = n ,  X -. p = n , x c l s "  p=n,  X -  ds" . d s' 

Per le posizioni fatte sopra dalla prima di queste si lia 

e da qui, applicando all'ultimo termine la. (U), ed essendo 

si ottiene 

~ * = - - p o ~ ' + ~ , x ( h , ~ n ~ Z ) ) + n ( ~ ) ~  

Tenuto presente il significato di x* [v. forrn. (&2)] e 10 schema (ho), da 
qui segue : 

Operando in modo perfettamente analogo sulle espressioni di q ecl r,  
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si trova in definitiva (ripetendo la (4.5)) 

Vediaino ora coine si muti la relazione 

Per la (41) si ha 

d' Po da cui, essendo -- = ri';), ed applicando la (44), 
d s  

4. Equazioni delle vibrazioni. - Veniamo finalinente alla de term ina- 
zione delle equazioni clle reggono il moto di uaa verga elastica intorno ad 
una sua configurazione di equilibrio. 

Indichianio con l'oinografia vettoriale clle ha per coefficienti le deri- 
vate seconde di e rispe1.t.o a p, q, r ,  prese nella configurazione di equilibrio 

dove con w* ititendiaino il vettore clie ha per con1 
form. (49)I. 

porienti z*, ;c*, F* [vedi 

Se sviluppiaino allora grade in serie di TAYLOR nell'intorrio di una con- 
figurazione di equilibrio, a ineno di infinitesimi di ordine superiore al  primo, 
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grad e = grade, + e 
ed andogainente 

e quiiîdi 
- ,[O) 

1 -  l t T 7  

con 

Per l'ultirna delle (48) si ha pure 

od anche, posto 

e ricordando clle anche 1, è infinitesho, 

T = W *  x ~ - E X  ho- LI ' .  

Ne consegue per @ [ f o m .  (36)] la espressioiie 

CD = @ ( O )  + y, 

dove @ ( O )  è la deternikazione che compete a @ nella posizione di equilibrio 
e I,!J ha l'espressione seguente . 

Tenendo presenti la (44) e la (26) il vettore p si precisa nelle tre coin- 
ponenti che seguono 

+ qo E* - ro E, - @y) A' + 4~:' B, 

@'O' a --  *y  F - 7 .  +*=-  z .  

i 
Annulé d i  Latematica. Serie III, Tomo XXVII. 

i 
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Y a l a t i n i :  Sulla meccanica delle verghe. 

Premesso tutto cib, le equazioni (34) e (35),, tenuto conto delle equa- 
zioni statiche, ne1 caso delle piccole vibrazioni intorno ad una configura- 
zione di eyuilibrio, si dutano  nelle seguenti 

dove y è clefinito dalle (50). 
Le equazioni (61) sono in numero di quattro ed iilvolgono in sostaiiza 

10 incognite e ci06 le tre coinponenti dei vettori w e 6 e le quantità scalari 
a, fi, s, e 1'. Le equazioni (46) e (47) del numero precedente coinpletano il 
sistenia. 

VIBRAZIONI DELLA CUHVA ELASTICA PIANA. 

1. Caso generale. - Veniamo. ora a studiare particolarmente le equa- 
zioni (51) per le vibrazioni di una curva elastica piana, i cui elementi, nella 
configurazione di equilibrio, sono determinati dalle equazioni del 3 111, n. 3. 

In  questo caso si ha q, = r ,  = O e, se indichiamo con 5, -4, ( le com- 
ponenti del vettore 6 rispetto agli assi Po (CE y a), le . equazioni (51) si seni- 
plificano nelle seguenti : 
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P a l a t i n i  : S d Z a  meccanica delle verghe. 67 
- -- - -. - 

nelle quali equazioni, le compoilenti del vettore tp hanno le espressioni 

$. = -- @PB - T. 1 

Completiaino il sisteina delle (59) e (53) con le (46) e (47), che ne1 cas!) 
presente si semplificano conîe segue 

dlz r= - -  
d s -Po 'A', 

Conveniaino di chiamare oblique le vi brazioni della verga, che avvengoiio 
fuori del suo piano di equilibrio statico e piane quelle clle avvengono in 
questo piano. Si noti ora che se noi non specifichiamo la forma dell'energia 
elastica, il sisterna di equazioni (52, 53, 54, 55) è un  sistema siinultaneo e 
non si possono quindi studiare separatamente le vibrazioni piane dalle vi- 
brazioni oblique. Ne1 nuinero seguente vedremo che ci6 riesce se noi attri- 
buiamo' ad  e untl forma conveniente. 

8. Specificaxione della forma debl'etzergia elastica. - Faccianlo ora 
l'ipotesi che la verga al10 stato naturale sia reltilinea o. atteggiata secondo 
un arco di circonferenza e che i'energia elastica e sia della forma 
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68 Palat i n i :  Sulla meccanica delle verghe. 

con c denotiatno la curvatura (costante, in parlicolare, eguale a zero) della 
verga allo stato naturale e con A (A) una funzione della sola 1. A e B sono 
eguali al modulo d i  YOUNG moltiplicato per il inomento d'inerzia della sezione 
trasversale, rispettivaniente secondo l'asse delle x ed y ;  C invece è la riçi- 
ditil torsionale ed è eguale alla rigidità del illateriale inoltiplicata per una , 
quantità di quarto grado nelle dimensioni lineari della sezione trasversale. 
1 tre coefticienti A, B, C devoeo ritetiersi 'costanti se, corne noi sbpporreino, 
il materiale della verga è oiiîogeileo e la sua sezione trasversale uniforme. 

Risulterà in questo caso [v. form. (48)] 

ed i coefficietiti dell'oinoçrafia vettoriale saranno tutti nulli, eccetto i tre 
seguenti 

Conseguentemente il vettore s avrà per componenti 

a,= - An*=- Air, 

Ey = - B X* = - B (X -Po ?), 

Es=-  C p * = - C ( p + p  O a)? 

e sarà itloltre [v. form, (49)] 

T =  Apon-L'A'. 

Con cid le (53) assuinono la foriiia 

$.= - @ ' O ' F  Y - A p o  n $- L A'. 

Non mutano naturalmente le (54) e (55) e le prime-tre delle (52), nlentre 
la quarta di' queste prende la fortna 
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Pa lat in i :  Sulla meccanica delle vergh e. 69 

Una seinplice ispezione delle formule otteilute iii questo nuniero ci per- 
mette di scindere il prol~leiilû geiîerale delle vibrazioni di un'elastica piana 
in due, si possono cioè studiare separataineute le vibrazioni piane da quelle 
oblique, coine avevaino affermato ne1 nunlero precedeiite. 

È noto che gli elementi (in particolare p,) che deterininano la configu- 
raziorie di eyuilibrio di una curva elastica si esprimono inediante funzioili 
ellittiche. Da cib scende la difficoltà analitica di affrontare il problenîa delle 
vibrazioni nella sua generalità. Noi quindi ci limiteremo a constatare che 
dalle nostre equazioni generali scendono tutte quelle relative ai rari  tipi di 
vibrazioni studiati. 

3. Vibraxioni d i  una z;erga retta al10 stato nntzirale. - In questo caso 
è da ritenersi p, = O, @y = @(,O> = O e cosi scendono dai nuineri precedeiiti: 

1.' per le vibraxioni piane le equazioni 

Da qui poi, separatamente, le equazioni classiche (*) 

per le vibrazioni trasversali 
d 4  ri d2ri * 

A d s 4 = - x  

d2  c per le vibrazioni longitzcdirtali L -- = x 
d 2 1  

d s2 d t" 

Si noti ehe dalla espressione d l  +, (essendo 1' un ilumero puro) si de- 
duce clle L ha le dimensioni di una forza e che quindi Llx ha le dinien- 
sioni del quadrato di una velocità, corne effettivainente deve essere. 

52: per le vibrazioni oblique le equazioni 

(*) Cfr. ad es. LORD RAYLEIGH (1. c.),  pag. 242 e seguenti. 
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70 Pa Eat iw i :  Sulla nwccanica dellé verghe. 

Non consideriaino le vibrazioni normali al di equilibrio della verga, 
che sono ovvianiente identiche alle vibrazioni piane trasversali ed abbianio 
cosi per le vibrazioni torsionali la nota equazione 

4. Vibrazioni d i  ana verga retta soggetta a tensione longitudinale. - 
Ne1 caso presente deve ancora ritenersi p, = O  e (DY = O! mentre sarà di- 
verso da zero e di  più costante per le conclusioni del n.O 3, s 111. 

Le equazioni che deterininano le vibrazioni piane in questo caso sono 
ancora le (58) dove perb è 

Si ottiene cosi yer  le vibrazioni trasversali l'equazione conosciuta (*) . 

mentre non muta l'equazione delle vibrazioni longitudinali, rispetto a quella 
considerata ne1 numero precedente. 

Del pari non mutano le vibrazioni oblique. 

5. Vibraziorci di una verga circolare. - Se la Verga si trova atteggiata. 
ad arco di circonferenza, essa, corne abbiaino visto al III, n.O 3, dere ne- 
cessariainente trovarsi al10 stato naturale e quindi non soggetta. ad alcun 
sforzo terminale. In ta1 caso sa r i  a?)= (PT = O e p, = c. Con cib le equa- 
zioni che reggono il moto della nostra verga sono le seguenti: 

1 .O Tii6raxioni piane. 

con 
d n  

+ , = A - -  
d s '  $, = L A'---- A 6 n ;  

(*) Cfr. LORD R A Y L E I ~ H  (1. c.), pag. 996, 
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alle quali equazioni dobbiamo aggiungere le seguenti : 

dri f i =  - - c t ;  
d s  

Tratteremo ora distintanlente i due casi: 
a)  Vibrazioni di una Verga circolare inestendibile. 

Per esaminare questa questione è necessario fare un passo indietro. 
Le vibrazioni di un anello circolare furono studiate la prima volta da 

HOPPE (*) e poi nuovamente da1 RAYLEIGH (**), il quale tratta la questione 
partendo, come noi, da1 principio della conservazione dell'energia. Egli sup- 
pone perb che la linea direttrice sia inestendibile, il che porta ad ammettere 
che l'energia del sistema sia indipendente da 1. Noi non possiamo quindi 
ritrovare, àalle nostre formule cosi conîe stanno, le vibrazioni 'di HOPPE, 
perchè abbiamo sempre rispecchiata l'ipotesi della estendibilità della linea 
direttrice. Perb si pu6 notare Che, riprendendo la questione fino dall'inizio, 
l'ipotesi della inestendibilità, o, se si vuole, l'ipotesi della indipendenza da 
A dell'energia elastica, si traduce ne1 fatto clie 10 sforzo tangenziale a, ri- 
inane indeterminato. Infatti se la linea direttrice è inestendibile, alla equa- 
zione (9), va sostituita la seguente 

la quale ci avverte clie le componenti deiio spostamento 6 P non sono in- 
dipendenti tra loro. Se si indica allora con r un moltipljcatore di LAGRANGE 
e si ripetono i calcoli del 3 II, si constata che alla equazione m. + e ,  = O 
deve sostituirsi la seguente 

O,= r, 

la quale sta appunto a giustificare l'afferrnazione fütta più sopra. 

(*) R. HOPPE,  Vibvatiothen eitzes Ritrges in seitzer Ebene [Journal für die reine und aiige- 
wandte Mathematik, Berlin, 1871, Bd. 73, pagg. 158-1701. 

{**) LORD RAYLEIGH (1. c.), pag. 383 e seB.  
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Per ritrovare le vibrazioni di HOPPE è quindi necessario eliniiiiare tra 
le (3), coiiie ci suçgerisce il LOVE (*), la +, e supporre inoltre 1' = O. Ese- 
guendo le operazioni indicate si ottiene l'equazione 

oppure, indicando con d 9 l'angolo al centro corrispondente nll'arco d s, 
con che 

c d s = d 4 ,  (60) 
l'equazione 

Se la verga costit~iisce un anello coinpleto si pu8 supporre che C di- 
pentla. sinusoidriliiiente da1 tempo e dall'angolo ?9., cioè sia della forma 

e allora l'equazione (61) fornisce la relazione clie corre tra la costante di 
frequenza. k ed n sotto la forma y*) 

b) Vibraaioni d i  mm verga circolare estendibile. 
Se abbandoniamo l'ipotesi della iriestendibilità della linea direttrice, le 

equazioni delle vibrazioiii piane della verga circolare sono le due seguenti: 

ne110 scrivere le quali abbiaino tenuto conto della posizione (60). 
Abhiamo già notato che L ha le diiiiensioni di una forza: aggi~ingianio 

ora che A invece [ch. n.O 2 di questo paragrafo] ha le dimensiotii di una 

(*) LOVE (1. C. a pag. kl) ,  pag. 431. 
(+*) Cfr. LOVE (1. c.), pag. 431, oppure RAYLEIGH, 1. C.  a pag. 71. 
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forza per il quadrato di una luilgl~ezza. Se noi imtnaginiaino (conle del resto 
k nella natara delle verglie) che il raggio di girazione delln sezione trasver- 
sale sia piccolo di fronte al raggio 1 : c della cisconferenza rt cui appartiene 
la direttrice della vergn, nella pri~nn delle eqiiazioni scritte possiaii~o trascu- 
'are il termine clie contieiie A per coefficieiite, e rediaiiio cosi clie le ri1)i.a- 
zioni in questione sono rette dalle equazioni 

Se l'anello è coinpleto possianio pori'e 

e troviamo cosi che clere essere 

e clie tra h ed $2 corre la reliizioiie (") 

Queste equazioiii si riassuiiiono nelle uiiiche due 

(*) Cfr. LOVE (1. c.), pag. 433. 

Annali di Matstnatica, Serie III, Tomo XXVIr. 
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le quali periiiettoiio di stucliare separatamente le vikrrazioni riorinali a.1 piano 
d i  ecpilil~rio della Verga e quelle torsioiiali. 

a) Vibrmzio~bi ~zorwmli al pinlio della vergcc circolccre. 
' 

Siippoiiericlo, come fa il LOVE (*), clle sia. trascurabile l'accelerazione ail- 
da m 

golare -+ e clie la lrergit costituisca un ailelIo coiiipleto, possiaino supporre - d t -  

e allora si t rovi~ tra la costaiite di frecjueliza k ed n la relazione 

I I )  Vibrnzio~zi tot.siounli. 
Se suppnriiaiiio 5 piccolo di t'route a p : c, la (69) si senlplica nella (**) 

ila. mi, se I i i  Verga mstituisce uii aiiello coiiipleto ed è. q, ~lella forma 

lit relaxioiie 

(*) Cfr. Lovs (1. ç.), pîig. 4.39. 
(**) Cfr. LOVE (1. r.), pag. 4.39. 
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Sui cornplessi lineari di piani 
ne110 spazio a cinque dimensioni. 

1. 1 piani dello S. si rüppreseiitaiia colle noie çoordiilate di GHASSYAKX, 
y,,,, cieteriiiiilanti estratti dalla. iiiaErice delle coorcliliate (oiiiogeii.ee) di tre 
puuti indipeiic1et.i del piano, prenclei~ilolie le colo~iiie h k 1 .  Basterh assii- 
niere, per gl'iriclici, delle corubinnciolzi ternarie di 1 9 . .  . 6. Percib le coordi- 
iinte distinte sono 90. 

. Talrolta ci converrà ailelie d'iridicare quelle cooriliiiate con pi ,  ove l'in- 
tliüe uuico i, varialde da 1 a 20, star:~ per i.appiaeseiitare iiiia terncr h k 1 .  

1 piani sono mg. 

I,a con(1izioiie (~'iiicideiiza tii tirle piani p, y' (') P 

ore  s'inteiicle, ilella somma, clle si ;mminaiio coule iucli~i  delle p 20 coinbi- 
iiazioiii teniarie distinte di 1 8 .  . . 6, e si iiioltipliclii ciascuila 21 pei. quella p' 
clîe lia per intlici i tre ii~iiiieri resiclui, disl)osti in iiioclo clle i sei ilidici 
della p e dellà y' costitiiiscaiio uria periiiutazioiie pari. - k: qui si  osservi 
subito, e sarà esseiiziale in seguito, clie se indicliiaiiio coi] i e j rispettivü- 
inente due terne d'indici (non due iiiclicij cowydeaze~sta~i  in quel seiiso, cioè 

(') V. alla fine L L U  iiidice particolareggiato, che pu6 dare uaa prima idea del contenuto di 
q~iesto scritto. 

(7 Sarà sottii~teso, agni volta che iioii si dica espressaniente il coiitrario, che Io spazio 
iciiibieiite 6 Sb. 
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Segre: S~ci coudplessi t i l tenri  d i  piarii 

._., . . - 
tali clie i j costituisca una yermutazione ;sri di 13 . .  . 6, scaiiibiandole fra 
loro si avrà invece in ji una pei*iriutazione dispari. Ii) cotisegueiiza iiella (1) 
insieine al termine y, p; figurerà un termine che potremo scrivere : - p j  p', . 
Cosi vi sarà il termine: -p,,', p', , ,;  ecc. La relazione biliileare (1) è, cioè, 
ccltertbata, non siminetrica coine risulta iiivece 17analoga condizione ci'inci- 
clenza per due rette di 8, (cfr. la nota (6) a1 n.O 4). Coi siniholi 1, 2 , .  . ,, 90 
per indicüre le venti co~iibitiaziorii terriarie di  1 2 .  . . 6, la (1) si potrà 
scrivere : 

8. Uii coîtbplesso iiuent-e di picmi è l'iiisienle di yuei piani le cui coor- 
clitiate verificano iina data eyuazione lineare (oiiiogenea). : 

Metteiido iii evicleiizs tre 'yuiiti x y z di un piauo p di lin coiiiplesso 
liiieare r, cioè poiiendo le coordinate pItIG2= (X y B ) ~ , ~ ~ ,  e assuiiieiido coine 
dati due di cpei punti, od uiio, l'eyuazione di r iiiostra subito yuauto segue. 

1 piani di r passanti per iiiia data retta rienipioi<o, iii geuerrile,coi loro' 
puiiti un iperpiaiio (coiitenente la retta). 

1 piani di r passanti per uii clato punto x sono yuelli clie projettano 
da x le rette di un co i i~~le&o liiieare di rette, pel cjuale x'é punto si t~golnt-e,  
ilel seiiso elle tutte le rette passanti per x staniio lie1 coniplesso. 

Dualinente : i piani di r giaceiiti in uii S, foriiialio, in geiierale, un'or- 
cliiiaria stells di piani.; i piaiii di r giacenti in uo  clato S, fonnano, entro 
questo, im coriiplesso lineare di piani, ossia il duale, entro S , ,  di un coiii- 
plesso 1iiiear.e di re tte. - 

1 coeflicieuti dell'eqiiazioiie dei coiiiplessi lilieari di piaiii, in S, , soiio 20; 
l~ercib cpesti coliiplessi sono 00'9. 

Uii esempio, niolto particolaie, di couiplcsso 1ineai.e di piani S dato dal- 
l'iiisieiue di iluei pialii che iiicoutraiio uri piano fisso GC. Se ci,,,, sono le &or- 
cliiiate d i  questo, I'equaziolie del coiiiplesso sarà (LI. 1): (cc, y) = O. Il'e iiidi- 
clieremo talvolta il 1.O iiieliil~ro, anclle piil ixeveiiieiite, cou (a) .  E direiiio 
die  il coiiiplesuo 1ineai.e 6 ~lucleccto, e che il piano x è il siio nzccleo. 

3. Si coiisitleriiio, in uno spazio di diinerisioiie 19, i punti ie cui 80 
coordinate oiiiogenee soiio le y,,,, dei vüri piaui d i  S 5 .  Questi punti fornie- 
ratiiio una V , ,  clle rerrà cos1 a dare la piil opportuns rappreseutazioiie del- 
l'insietne dei piaiii di S5: al10 stesso inodo coiue le rette del10 spazio ordi- 
nario si rappreseiitano coiireiiieiitenieiite sui punti di uiia l'",di S 5 . .  
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Le seziolii della V,  (7 cogl'iperpiani di S , ,  saranno le imagilii dei coin- 
plessi liiieari di piani di Sj ('). 

111 particolare v i  saranno oohezioni iperpiane particolari, corrispoiidenti 
ai coinplessi lineari nucleati. Riconoscereiiio più araiiti ( I I .  41) la singolarità 
di (peste sezioni. 

L'ordine della V,,  ossia il nuiiiero delle ii~tersezioiii ili 9 sue sezioni 
iperpiane, cioè il numero dei piani di S,  co~iiuni a 9 coiiiplessi liiieari, sarà 
ugiiale in particolare al iiumero dei piani di SE clie ne incontrano 9 dati, 
ossia (per una forniola di H. SCHUBERT) a 42 ('). Bel resto, non avreiiio oc- 
casione di servirci di cpesto nuniero. 

4. Nello spazio SI, avrenio cla Conside~xre quel sisteiuü iiullo, ovvero 
coiiiplesso liiieare di rette, che è rap1)reseiitato dalla relazione bilineare ;il- 
ternata (1) O (59, quaiido i cllie gruppi di 90 variabili p e p' $lie vi coiiipa- 
joilo s'interpretino coine coordinate di punti q~cnlurrqtie in quel10 spazio. 111- 
dicliereino con 3V tanto il sisteina. nulIo quanto il coiiiplesso lineare cli 
rette (7. 

Da1 11. 1 segue clle è lo stesso dire che due piiiiti dellii V, sono iiliagiiii 
di due piani iiicicleiiti di S , ,  O dire che i due piinti sono couiwgcrti rispetto 

(S) Ne1 segiiito, diceiido « lu 1; » s'iiitetiderk senipre quella orü definita. 
i4) F. SEVERI, Sulla varietà che vappvese,~ta yli spuei sttbordilaati d i  data cZimet&oi~e, im- 

tuersi i n  uno spazio lineare (Siiiiali di mat., Xa ser., t. 24, 1915, p. 89), diniostra un teorcma 
generale, da cui segne che siilla nostra V9 ogiii V, (algelebrica) è la coiiipleta iiitersezione della 
V, con una fornia (cioh 15, di S,,): sicchè iiii coriiplesso algebrico di piaiii dello S, tale che in 
un fascio di piaiii geiierico ve lie siano n si potrà seiiipre rappreseiitare con uii'equazione di 
grado n. fra le coordiiiate di piano. Iii particolare i coli~plessi lineuri tli piaui si potraniio de- 
finire coiiie varietà algebriche irriducibili di piaiii tali che iii uil füscio generico di piani r e  
11'6 uiio. 

i5) Per le citazioni su q~iesto eiiiiiiciato, conie s u  altre cose, iiii sia permesso riiiviare il 
lettore al iiiio articolo « Mekrcli~newioeale Raztme », a p. i69 e seg.' del 2 . O  voluine di Geonietriii 
dell'EtzcykZopiidie der math. TVzssenschafte+t. - Gli sviluppi su qiiei fatti che riguardiiiiiio 
coule noti si potraiino trovare, ad esempio, in E. BERTINI: It~tro<l~.~tione alla yeometria pro- 
jettiva degli ipevspazi, Pisa. 1907. 

i6) Nella geometria degli spazi autoduali Sq di un0 spazio di diiiieiisioiie iiiipari Bq + 1 
si  presenta la coiidizione d' iiicidenza di due Sq, analoga alla (l), coi1 uiia forma biliiieare 
simnetrica, oppiire alteruata, secondo clie q è impüri O pari. Per coiiseguenza, a secoiida di 
qiiesta iiiiparità o parità d i  q,  vi è da considerare, nello spazio rappresentativo degli S,, i m r  
forma -quadrica (ossia polarità ordiilaria), oppiire iiii complesso lineare di rrttr (ossia si- 
stema iiullo). 
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ad X (cioè situati su  uiia retta del coiiiplesso ossia. tali che ogniino giüc,e 
iiell'iyerpiai-io polare dell'altro rispetto al sistenia iiullo N). 

Abbianio visto (n. 3) che un coinplesso lineare di piani di Sb. 

si pub rappreseiitare iii S1, per iiiezzo clell'iperpiaiio d ie  ha ivi yuest'equa- 
zione (le p essendo coorciiimte di puiito variabile). Orbene ci coliverrà aiiche 
d i  adoperare coine iiiiagiiie cli cpel coinplesso quel piirito d i  S, ,  la cui coor- 
diiiata cl'irrdici 1 2  3 è c,,, , e cosi via : ci6 vu01 dire il piinto che è polo di 
quell'iperpiaiio rispetto ad X 

L'equazioiie (9) di 3 si presenta. sotto ln  .foriiia' canoiiica per le ecjua- 
zioiii bilineüri alternate, ossia per le eqiiaziolii di coiiiplessi lineari di  rette 
e siste~iii ilulli iiegli spazi di diniensioiie iinpaii Si ric*oiiosce subito clie i l  
suo discriininàiite non è iiullo: 3Y noil è degenere. 

I~'TBOI)U%~OSF: DELLE T H T I , I N E A H ~ T ~  T H A  FOKBIE DI d . "  SPN(:IE. 

5. Per il seguito salà utile che facciaiiio titi ti'oia un ceiiiio di uii 
legaine tra i cornplessi lineari di piani di S5 e Le t,rililiearitA tra foriiie di 

specie (7. 
Date tre rette 111 ii p 1inearme)zte irztiipeîade~tti (ci& aveiiti ]lei. s p z i o  

coiigiuiigente I'S,), i picmi appoggiati ad esse, che sttimto irt 2~12, dtdo ~ 0 1 ) ~ -  

plesso litaeave, sepzano in genernle su iii n pi le terue di wta tietermiuatcc tri- 
linenritic. 

In fatti, assu~uiaiiio rispettivaineiite su quelle tre rette le cupl~ie cli puiiti 
foiidaiiieiitali per le coorcliiiate: 1 e 4, 40 e 5, 3 e 6 ;  siccliè tre puiiti qua- 
lunque di ,)& 12 p a r r a m o  per coordilinte : 

(7 I~ltorllo nlle trilitteavità, o corrispoidar~ae trilirceari tra fosiiie di 1. specia, cfr. ad 
eiseinpio R. STURM, Die Lekre v m  cleic ge;onzetrischeic Trer~uarctltsoh~cftei~ R d .  1. Leipzig, 1908. 
p. 319 e segg., ove si trover;timo aiiche altre citmioiii, 
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Il piano che coiigiunge questi piinti avrA 8 coorclinate espresse cosi: 

e le 19 coordinate riinanenti uguali a zero. Scrirentlo che il piano sta in un 
clato coinplesso lineare, di'equazioiie (3), non si porrà alcun legaiiie fra i 
tre punti, se in c~uell'equazione Iiiancano precisaniente i terinini contenenti 
le prime 8 P,~,,. Vi SONO durhque 00'' cotrcplessi linenri cke c o n t e j z g o ~ z o  tutti ri 
pinnà incidenti ad m 11 p. Iuvece se il c6inplesso liiieare è generico, sosti- 
tuendo i cletti ~alori .delle p,,,, nella sua eyuazione, otteniaino: 

equazioue di uiia corrisyoiiiienza trilineare fra i tre puiiti 1~ v I U  di m IL p. 
Vicerersa, data iina trililiearità fra le tre rette j~z, 3~ p, possiamo i'appre- 

sentarla coll'ecpazioiie (6). Quintli essa proverrà ne1 modo iridicato de mlP 
coiiiplessi lineari di piani (3), pei quali soim gli stessi ( O  proporzionali) gli 8 
coefficieiiti c,,, clle figurano nelia (Ci), e diversi invece i riinanenti 12. 

6. La rapl~re.seiitazioiie, per iiiezzo dei paraii~etri vüriabili 2 t  v w, dei 
piani inciclenti a m 11 11, che è data clitlle (5) iiiiite all'anniillameiito delle 
rimanenti ,coorcliuate, prova che i puizti iiiiagitii di quei piani nello S,, 
(n. 3) stanlio tutti in un S,  (quel10 degli otto piiiiti foiiclaiiientali 123, 456, 
933, 156, 313, 964, 126, 3&5); e forniaiio uiia varietà V :  (contenuta nella V,) 
luogo di  tre s-isteini 00' di rette, ecc., costitueute una rilppreseiitüzione 1)iu- 
nivoca opyortuna per le terrie d i  puuti di In ~z y (Y). Le sezioni iperpiane 
di questa TT: sono iiiiügini delle trilitiearità fra queste tre rette, ecc. 

L'S, consiclerato non è totale pel coliiplesso lineare d,i rette SV di S I , :  
lion 11a cioè in X t u t t e  le sue rette. Se iiell'equazione (1) O (8) di iii cui 
scriverenio siiiiboli c invece delle p, poiiiaiuo nulle quelle coordiiiâte c o cf 
di punto di S, ,  , il cui 1~iinullarsi caratterizza 17S,, otteniaiiio: 

C l 1 3  ~ ' 4 6 6  - C 4 e 6  d 1 2 s  t C l 6 6  ~ ' 2 8 4  - C l a l  d 1 6 6  '+ 

+ C 2 6 4  ~ ' $ 1 6  - C i I l ? !  0'B64 t C145 c ' l Z S  - C 1 2 6  ~ ' S 4 6  = O : 1 (7) 
- 

p) Si tratta cioè di' uiia di quelle varietà a cui é dedicata la iiiia. Nota: Siclle varietù cke 
rappi.eserata~~q le coppie da pudi  di due piani O spmi. Rendicoqti del Circvlo iiiateiiiatico di 
I'üLeriiio, t. 5, 1891, p. 1H. 
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equazione di un conlplesso lineare 'di rette, O sistenîa nullo, non degenere, 
di S,, clie occorre nello studio delle trilinearità fra tre rette date, e che ilel 
seguito indicherenîo con 3,. 

7. Due O più piani a, F , . . . di Sb si dicono legati Zineannente se 'le 
loro coordinate n i ,  b,, .  . . (i = 1, 9 , .  . . , 90) verificano, per ogni i, relazioni 
della forma 

A a ; + p b , t . . . = O ,  . (8) 

ove 1, p.,. . . non sono tutte nulle. Cib è coine dire che i punti a, b , .  . . della. 
V, di S, , ,  iiiiagini di  ci, f! ,..., sono legati liuearinente. 

.Due piani lepti linearinente sono due piani coinciclenti. 
Se k piani x F y . .  . , distinti, sono legati linearmente, cib è come dire 

che uno di essi (arente nella (8) un coefficientè A, o p.,. . . non nullo), per . 

eseinpio a, si pub rigiiartl.are coine coinhinazione lineare dei rinlaiienti P, y , .  . . 
Allora ogni coiiiplesso lineare- che contenga cpesti ultiini contiene anche 
cpello. In particolare ogni piano incidente a fi, y , .  . . sarà pure incidente 
ad a. -- Ci6 varrà, comtcrque si prenda cc fra i k piani u p y . .  . , quando 
si sappia che k - 1 di qiiesti sono semnpre lineariîiente inclipenclenti. . 

Se una retta r è incidente a k - 1 piani p y . .  . , sarà pure incidente 
ad un piano ci che sia c~mbiiîazioiie lineare cli quelli. In fatti, ogni piano 
per r, incontranclo p y .  . . , dovrà pure incontrare a :  ora se r ed a non fos- 
sero incidenti e quindi determinassero un S, ,  un piano tirato per r, non 
giacente in questo spazio, non incontrerebhe cc. 

Se i k piani cc fi.. . y S sono legati linearinente, senza clie siano cosi . 
legati una parte di essi, uria retta r incidente ai .primi k - 2 fra essi sarà 
tale che ogni piano per essa incidente a y è pure incidente a 8, e viceversa ; 
onde Y iricontrerà aiiclie y e 8, O se no, y e S starailno in uno stesso S,  
( c h  r). 

8. Siano cc p y tre piani distinti legati liiiearmeiite. Ogni retta tirata 
da uii punto A di ci ad incontrare p, incontrerà pure y (n. 7), e viceversa: 
onde 1'8. clie unisce A a f! coincide con quel10 clie uiiisce A a N B  questo 
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udlo spazio- a cirque dinzensioni. 8 1. 

2 

S, ,  contenente F e y, potrà inutare se A varia su a. Dunque u !3 .y sona in 
uri S,. Se poi per un yual~inque punto D della retta coniune ad a e F ti- 
riarûro un piano che incontri yuell'S, solo in D, esso incontrando a e fi dovrà 
incontrare anche y, il che non pu6 avvenire die  in D stesso: onde y passe14 
per D, Tre piani legati linearnzente sono tre pinni d i  un fuscio. 

Possiaino anche dire che: affinchi: due piani nmiuettaiio una combiria- 
zione lineare, che sia un piano distiiito da essi, occorre e basta clie stiaiio 
in un S,, O, cio che è 10 stesso, che passino per una stessa retta. Allora 
ogni combinaziorie lineare dei due piani sarà un piano del loro fascio: 
perchè se u e F si rappreseiitano conîe congiiingeiî ti gli stessi due punti x ,  y 
ad altri due z, t ,  rispettivamente, cioè se a, = (x y z),, b, = (a y t ) ,  , ne derira 
A a, + p. 6, =(x, y, A z + p. t ) ,  . - Le varieta linenri OG' di piani sono i fasci. 

Traducendo il risultato s~illa V , ,  nbbiaiiio clle le rette giacenti in questa 
sono le imagini dei fasci di piani di 8,; e che la V9 noii aniinette altre h i -  
secanti che le rette in essa giacenti. 

'9. Trovate le rarietà lineari ao' di piani, per ottenere i sistemi 1itieai.i 
di maggior dimensione basterà applicare la nota costruzione ricoirente clegli 
spazi delle varie diinensioni. 
. Anzi tutto si prenderà uii fascio di piani a k, e, fuori di cluesto, u n  
piano y atto a deterininare un frtscio con ognuno di yuelli. Dovrà dunque 
(11. 8) y incontrare in una retta ciascun piano del fascio cc p. Se questa retta 
è fissa al variare di questo piaiio, vu01 dire clie y passa per la retta a p; se 
invece è variabile, y dovrà stare iiello 8, di a e p. Giungiaiiio cosi a due 
specie, fra loro duali, di sisteiiîi lineari aoVi  piani: i piani di un'orcliniiria 
stella, cioè giacenti in un S, e passanti per un punto di questo; e i piani 
che passano per una retta fissa e stanno in un S ,  di yuesta. 

Dopo cib, indicando con il sistetna lineare o o V i  piani cosi deteriiii- 
nato inediante u F y, si cerchi un piano 8 esterno a Ç, ma tale che con ogni 
piano di Ç determini un fascio, ci8è tale clie incontri in una retta ogni piano 
di L. Se Z è,un'orditlaria stella, 8 deve tagliare i piani di yuesta in rette, 
che non possono tutte coincidere: dunque 8 starà nello S,  della stella ; e 
questa è anche condizione sufficiente. Allora cr y 8 deteriniileranno un si- 
stema lineare oohomposto di tutti i piani di un 8,. Ed é chiaro che non 
si potrà poi trovare, fuori dello S,, un nuovo piano che iiicontri in rette 
tutti i piani dell'S, : yuindi la costruzione dei sistemi liiieari di piani ha 

Annali di Mate#gtaticn, Serie III, Toiiio XXVII. L i  
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termine. - Dualmeiite, se si componeva dei piaiii di un S ,  passanti pei. 
.. una retta tissa, 8 .dovrh passare pêr questa retta; e si ottiene corne sistema 

Lineare oo3 di piani quel10 cotnposto di tutti i piani passanti per una data 
retta. 

Concludiaiiio : I sistemi l i n e a ~ i  di piani  della szassitna diauensiotze, i r z  
S ,  , sono d i  dzce specie, fra loro dzlali: sistema degli 00' picmi d i  a l2  S,, e 
sistenta degli cio3 pinizi pavsaati per una  vetta ('). Uiz sistema Idfieare d i  pialti 
wZ sta. necessa~iaatente i l t  UH determiînato sistenza lineare ao3 dell'una O del- 
l'altra specie; ed è, a seconda dei casi, ms'orditzaria stella di piani, O Z'etzte 
duale. 

10. Il risultato precedente si pub enunciare cosi: gli spazi di  massima 
diinensione conteiiuti nella V9 (nei quali poi stanno gli spazi minori) sono 
due schiere o o V i  S,, nettamente separate, ililagini rispettivamente dei si- 
stenii dei piani contenuti in uuo spazio ordiriario e dei sisterni dei piani 
passanti per iina retta. - Ogni retta della V, sta in un S, di ciascuna delle 
due schiere. Due S, della V9 non hanno in generale alcun punto a comune; 
se sono della stessa schiera possono nvere al più un punto conlune ; sesono d i  
scliiera diversa ed lianno coinune un punto, avraiino comune una retta. Ecc. ecc. 

Qui  possiüino accennare alle collineazioni di S, ,  che mutano itz sè la V , .  
Ve ne sono di due specie: yiielle che iilutano in sè ognuna delle due schiere 
di S, della I r 9 ,  e quelle che scarnbiano fra loro queste schiere. È eviciente 
che una collineazione, od una reciprocitii, del10 S,  determina tra i piani di 
questo spazio uria corrispondenza. che si riflette sulla V, rispettivainente in 
ilna collineazioiie di I.", o di 2." specie. hIa è anche vero il fatto inverso. 
Invero uria collineazioiie di l.& specie della V, rappresenterà una corrispon- 
denza algehrica. fra i piani di S 5 ,  tale da iiidurre anche una corrispondenza 
t1.a le rette d i  Sj coiiie sostegiii di piani (ossia. iiîiagini clegli S,  di una 
schiera della V,); a. tutte le rette passanti per lin punto, e quindi arenti a 
due a due un piano (varia hile) in coniunè, corrisponderaniio rette. cos1 fatte, 
cioè passaiiti per un puut.0: si tratta dunque di una corrispondenza alge- 
hrica fra i punti di S j ,  clle muta punti allineati in punti allineati, ossia di 
uua collineazio ne di S, . Sinîilniente si vede che uiîa collineazione cli 2." specie 
della Ir, rappresenta una reciprocità di Sj. 

(O) Cfr. la proposizioiie geiierale suile rarietà tirieari di spazi S& iielia nota (as) a pag. 794 
del mio articolo citato qui in  ta). 
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LE VARIETA' '-Y>' D l  PIANI,  IKRIDUCIBILI, DEL 2.' E DEL 3.' ORDINE. 

11. Prinia di procedere a ricercare gli ulteriori legami lineari fra piani 
di S,, conviene che accenniaino qualcosa su alcune varietà di 2.' e 3.O ordine. 

Anzi tutto gli cio4 piani che passano per un punto dato A e stanno in 
un dato S, (contenente A) costituiscono una varietà quadratica, coine quella 
(PLC~CKEH-KLEIN) delle rette tracce di quei piani su un S ,  (non passante 
per A) dell'S,. Dette cc, le coordinate di A, x, e y, quelle di due punti ul- 
teriori di quei piani, variabili in un S ,  che possianzo supporre sis x, = x, = 0, 
le coordinate (a x y),,, dei piani risultano forme linearï delle 6 cluantità 1-a- 
ria.bili (x legate dalla nota relazione quadratica. Onde i punti della V, , 
iinagini di tali piani, staranno tutti in un S , ,  e più precisamente in una V :  
irriducibile. 

Mutando in S,  il punto A e l'iperpiano per esso, otteniamo cosi sulla 
v, w9 7:. 

Due punti qualunque di uria stessa V : ,  essendo ililagini di piani di S ,  
incidenti, saranno coniugati rispelto ad 3Y (11. 4). Viceversa per due punti 
di V, eoniugati rispetto ad 3V passa in generale una V :  ben determinata. 
Fa solo eccezione il caso clle i due punti stiano su  una retta cii TT9, ossia 
che i due piani s'incontrino in una retta e quindi giacciano in uno stesso 8,. 
In ta1 caso il punto A si pub prendere ad arbitrio su questa retta, e l'iper- 
piano ad arbitrio fra quelli passanti per 1'8,. Pei due punti di V, (e per la 
loro retta) passano allora cio2 V : .  

1% 111 S, una oo' di piaiii del 9 . O  ordine, irriducibile; dà, cotne luogo 
dei suoi punti, una V:, che, conl'b ben noto, 13 necessariamente un con0 ed 
appartiene a un 8,. Essa si compone dei piani che da un punto fisso A 
projettano un reg010 (schiera di generatrici rettilinee di una quadrica ordi- 
naria), il cui S, 'non passa per A. 

La curva imagine di una tale oo' di piani, sulla V,, sarà una conica 
irriducibile; e viceversa ogni conica irriducibile della V, rappresenta iiaa ool 

di piani del 8.O ordine, irriducibile. 
Poichè questa cio' di piani è contetiuta ne1 sistenia dei piani passanti 

per un puuto A e giacenti in un $,, segue che una conica della V9 (sott. 
irriducibile) sta in ulia determinata V :  di questa, fra quelle ottenute al n. 11 
(cfr. n. 13). 
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Quattro punti di una conica della V, , corne punti coinplanari, sono legati 
linearmente. Diinque, in S , ,  quattro piani d i  iina stessa oo' irriducibile di 

. . 
8.O ordine sono legati linekrrnente. 

13. X compleniento del n. I I  possiünio ora aggiuiigere che sulla V9 
non esistoiio altre V:  clle le aoVà ottenute. In fatti, data nella V9 una V :  
qunlsiasi (necessariainente irriducibile, perchè la V, non contiene spazi S,: 
v.' n. IO), si fissino su essa d ~ i e  punti a ,  b non congiunti da una s.ua 
retta. Per essi e per ogni ulteriore punto c della 7: passerà una conicn di 
questa. Ne segue (n. 19) die,. se cr p y sono i piani di S,  aventi a b c per 
iinagini, y passerà sempre pel punto cr P e starà senipre nell'S, di a e F :  
ossia y varierii in un sistema di 00' piani, quüle appuuto s'era considerato 
al 11. 11, giungendo a quelle oo9 V : .  

14. Passiaino ora alle varietà di ool piani del 3." ordine, irriducibili, 
itniiîerse ne110 S,,  e non coni. Esse lianno, nella Georiietria projettira di S, ,  
un'irnportanza speciaie, analoga a quella che hanno le caniche e i regoli 
nella Geometria projettiva del piano e del10 S,, e sono generabili in  nod do 
altre ttan to elementare. 

Ricordiamo alcune proprietà ovvic! e ben note della V3 luogo di uria 
tale ml di piani. Essa contiene, . fuori di quei piani (generatori), CU' rette 
(generatrici) tali che per ogni purito della varietà ne passa una. Queste rette 
punteggiano gli cc' piani collinearinente; e vetlgono puritegg-iate projettiva- 
mente fra loro dai piani. La V ;  pub definirsi coiiie il luogo degli oo' piani 
incidenti a 4 rette generiche, O congiungenti i punti otnologlii di 3 rette 
punteggiate projettivainente ; od anche coine il luogo delle oo2 rette iiicidenti 
a tre piani geljerici, O congiuiigenti i punti oinologhi di due piani collineari. 

Sulla 1', l'imagine della V; come ool di  piani  (cosi riguardiremo senipre 
le Vi,  salvo avviso contrario) sarà una cubica sgheiliba ( lOj .  E poichè tie 
piani generici individuario cluella oo' di piani, cosi avremo che per tre punti 
generici della V,  passa una cubica di cpesta. 

Cinque punti di uoa cubica irriducibile giaccioiio in un S,, e qiiiiidi 
sono legati liiiearineiite. Dunque, in S 5 ,  cinque piani generatori di una V :  
irriducibile sono sempre legati linearmente. 

(Io) Se fosse uiia cul~ica piaua, poichè tutte le rette del suo piauo sarebbero trisecanti 
della V, , per l a  proposizione finale del n. 8 il piaiio giacerebbe in questa varietà; onde (n. 9) 
la Vi giacerebbe in un S,, O sarebbe un con0 avente una retta per vertice. 
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15. Siano a fi y 8 quattro piani di S,  legati linearinetlte, senza che tre 
di essi, coinunque scelti, siano linearmente legati, cioè stiano in uno stesso 
fascio. ' 

Se ogni retta Y incidente ad a e (3 incontra pure y, e quiildi (n. 7) 8. 
ragionando corne in 'principio del il. 8 si vede che a e f~ staranno in uno 
stesso S, con y e 8. Se quell'ipotesi non si verifica, l'ultiina osservazione 
del n. 7 ci dà che y e 8 dovranno stare in un S,  con r ;  se y e 8 lion stanno 
in un S ,  , quell'S, sarà fisso al variare di r ,  e quindi cotiterrà a e fi. 

Cosl i qzlattro piani cc 5 6 stalzno in h o  stesso S , .  Seinbrerebbe, da 
yuanto ora s'è detto, che si debba nggiungere anche il caso che essi stiano 
a due a due in un S,, ossia che si taglino in rette. Ma anche in questa 
ipotesi si ritorna alla stessa conclusione : percliè, segandosi ad eseinpio a 

a due a due secondo rette, staratino certo in un S ,  (od in infiniti); e agni 
piano di questo spazio, essendo incidente a d  r y,*dovii pure (pel legame 
lineare supposto) incontrare 8 :  onde 8 dovrà giacere in yuell'S, . 

Dualinente possiamo dire subito che : a p y 8 passeranlzo per uwo stesso 
pu)lto. 

Se escludiamo, per un iiiometito, che i cjuattro piani stiano in un S ,  
(passando .per uno stesso punto), O che passino per una stessa retta (gia- 
cendo in un S,), e li seghiamo con uri S, del loro S , ,  noil passante pel loro 
punto coinune; nvremo ilel10 S,  yuattro rette tali clie ogni retta incidente 
a tre è pure incidente alla. quarta (in causa del legatîie lineare tra a P y 8 :  
v. II. 7 ) :  dunque 4 rette di un regolo. 1 piani a I.: y 8 projettano da uno 
stesso punto yueste 4 rette, e yuindi saraniio piani generatori di uoa stessa 
schiera di un coiio V3 di S,. Viceversa quattro tali piani sono (v. fine del 
il. 12) legati linearniente. - hggiüngendo i due casi yih speciali, dianzi 
esclusi, nei quali i 4 piani veiigono a stare (pel 11. 9) in sisteiiii lineari m', 

e quindi sono, senz'altro, legati linearmente, concludiaino : 
Quattro piajr i legnti linennnente, senza che tve f i a  essi siarzo cosi legati, 

possono yresentare solo i tre casi seg~centi: 1.") starrno i î h  zm'orditlario stella 
d i  piani; 2.") (duale deE p~ecedente) sta,nno in  .ttn S,  passmdo per zcna retta 
di questo; 3.") stanno i?z un S , ,  passatro per uno stesso p u t o ,  e appnrfer?gono 
a u m  stessa sc7~iern ( l i  pin?li d i  N U  con0 quadrico V i ,  
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86 Segre: Sui co~nplessi liueori d i  piani 
- , - 

16. Esaiiiitiererno ancora il leganie liiieare fra 5 e 6 piani, sema perb 
esaurire tutti i casi speciali che si possono presentare. 

Siano 5 piani distinti a I?, y 8 c legati linearmente. Ogrii retta incidente 
a quattro di essi dovrà pure (II. 7) incontrare il quinto. Supponiamo anzi 
tutto che una retta r incidente a tre, per eselnpio ad a !3 7, non incontri nè 6 
ni3 o. Allora (fine del n. 7) 8 ed o staranna in un S,  con r .  Se 8 ed o non 
sono in un S,, ogni retta r incidente ad ci fi y giacerà nell'S, di 8 ed c ;  e 
poichè per ogni punto di uno dei prirni tre piani passa almeno una retta 
incidente a tutti tre, anche cr y starauno in quell'S,: ossia i cinque piani 
dati staranno in uno stesso 8,. Se invece S ed E stessero in lin S , ,  i'equa- 
zione che espriine il legaine lineare tra i cinque piani, suppodo che non 
consista in un legame fra i soli O: y, dürebbe Che una coinbinazione li-  
neare di 1 ed o, vale a dire, ne1 caso attuale, un piano s del loro fascio, è 
legato linearrnente ad oc onde (n. 15) a y -4 starelrbero in un S,, pas- 
sando per uno stesso punto (''). 

Se duilque escludiarno, sia che i 2 piani stiano in uno stesso S,, sia 
che tre stiano iti uno stesso S, e che i due riinaneoti si taglino in una retta 
di questo spazio, accadrà che ogni retta iiicidente tre dei cinque piani in- 
contra pure gli altri due. -Ne deriva, applicando il LI. 14, e semplificando: 
Cinque piarai leyatb iinearnzente, fra . i  p a l i  al~neno tre siano n due n due 
sghembi (cioè non incidenti), sono cihqite piani geueratori d i  w t n  V i .  

17. Siano infine 6 piani a 13 y X' & s legati linearn~ente, e a due a due 
sghembi. Esistono tre rette appoggiate ad c: y 8 :  le 3 generatrki della '67; 
a p y che incontrano 8. Se una di esse non incontrasse E, e cpindi neinineno n, 
i ed YI starebbero (fine del n. 7)  in un S,, cobtrariamente all'ipotesi che 
siano sgheiuihi. Dunque le tre rette incidenti ad x (?J y 8 sono pure incidenti 
ad c ed 71. 

Se sei piani, sghenzbi a due a due, sono legati linearmente, esistofzo in 
geîterale tre rette incontrate da tutti quei piatzi. 

Questa condizione non è per6 sufficiente percliè vi sia leganie lineare. 
Essa prova che i sei piani hanno per imagini sulla V, sei punti di una Ir", 
di S,, del n. 6. Devono essere, non sel punti qualunque, ma le intersezioni 

(Il) Viceversa, presi 4 piani o: 7 r, legati linearmente (secondo il n. 15), si rappresenti ir 

corne combinazione lineare di altri due piani 8 e (presi ad arbitrio in un fascio contenente n). 
Si otterranno cosi vari casi di quintuple di piani a ,9 y 8 a legati linearmente. 
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di  questa varietà con uii 8, dell'S,. - Possiaino anche esprimere quel le- 
gaine linezre dei 6 piani, sostituendo ai coii~plessi lineari di piani le trili- 
nearità che, secondo il II. 5,  i piani di qiiesti coinplessi, incidenti alle tre 
rette considemte (chiainiaiiiole di nuoro nt ta p),  segnano su queste. Abhianio 
su m n p 6 terne di piinti tracce rispettivainente dei 6 piani dati. Dire che 
tutti i conîplessi lineari che contengono 5 di questi piani devono contenere 
il 6 . O ,  sarà come dire clie tutte le trilinearità fra m n p coritenenti 5 delle 6 
terne contengono anche la 6? Sei pialci legati Eiaearmente sorzo, in  generale, 
sei piani che segano ire rette secondo 6 terne di punti « associate i~ rispetto alle 
trilinearita fra quelle rette: ossia le 6 terfze comuni n tre trilinearità linear- 
mente indipendenti, vale a dire comuni alle oo2 trili~zearità conteneriti 5 date 
terne. 

1 DUE PIANI, CAHDlNI Dl  UN COMPLESSO LINEARE. 

38. Le proposizioni sui legaini lineari fra piani ci permetteranno di 
risolvere facilmente i problenii di rappresentazione di un complesso lineare 
di piani come combinazione lineare di due O pi& complessi lineari sztwleati. 

Ricorriamo alla rappi-esentazione dei coniplessi lineari coi pun Li di S,, : 
quelli nucleati sono dati dai punti della 'Vg. Dato un complesso lineare qua- ' 
lunque, ossia un punto P di S,, , dire che quel10 è combinazione lineare 
di 8, O di 3 , .  .. , complessi nucleati, è come dire che per P passa una retta 
contenente 52 punti della V,, od un piano contenente 3 punti di questa va- 
rietà, ecc. - 

Anzi tutto: le corde della Ir, sono ao'" e i loro punti sono ml9, cioc 
tutti i punti di S,, , se escludiaino che un punto, pel solo fatto di stare su  
una corda, stia di conseguenza s u  infinite. Occorre Clunque vedere quali 
siano i punti esterni a V,, per cui passano due corde. 

Sia P ut1 'ta1 putito. 1 4 punti d'appoggio delle due corde saranno legati 
linearmente; e non potendo stare in un piano della V,, perchè P s'è sup- 
posto esterno a questa, saranno (fine del n. 15) imagini di 4 piani passanti 
per uno stesso punto e giacenti in uno stesso 8,: ossia (n. 11) staranno su 
una IT: della V , ;  e P cadrà nell'S, di questa V:. - Sono dunque i punti 
de@ S,  contenenti le V: della V, i soli punti di S,, , da ogiiuno dei quali 
passa più che una corda della V,. 
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88 Segre: Sui coqdessi lineari d i  pialti 

Qual'è la diinensione della varïetà luogo d i  tali punti? Qsservismo che. 
i t i  .generale un punto P esterno a Vs non pub stare che in uno dei detti 8,. 
Perchè se stesse in due, due rette tirate per -P  in modo generico, una entro 
l'un spazio e l'altra entro l'altro, segnerebbero sulle due VI di quegli-S, due 
coppie di punti, imagini, come dianzi, di 4 piani passanti per uno stesso 
punto e giacenti in un 5,: la varietà dei piani di yuesto S ,  passanti per 
quel punto sarebbe rappresentata da alnbe le 7:; onde queste coincidono. 
Gli delle V <  giacenti nella V9 sono tali che ]%on s'imontmno altrove che 
sulla V, . Riempiono, duque,  semplicemente, zcna VI4 . 

(V. in segiiito, nella ("5, altri spazi contenuti in questa VI<). 

19. Consideriamo d'altra parte gli 0oe4 S3 delle cubiclie sgheinbe C" 
di V9 (n. 14). 

Due punti ,di una C 3  generica rappresen taiio piani non incidenti. Quindi 
per un punto P clel suo S,  , esterno alla Ir, (ossia alla curva), oltre alla corda 
della C non puil passare un'altra corda della Tr, (n. 18). Ne deriva che gli 8, 
di cubiche della Tr,, i yuali passano per P, saranno soltanto yuelli delle 
w8 C3 della 1T, condotte Fer i due punti d'appoggio di quell'unica corda di 
questa varietà, clle esce da P. 

Cosi un punto Y, noii di .V,, che stia su uno degli oo" SS, considerati, 
starà precisainente su  oos tali spazi. Potreino dunyue, iinponendo 8 coridi- 
zioni, staccare una m'"di yuegli S, tale che i punti di questi risultino 0d9, 
ossia tutti i punti di S I , .  

'20. Dopo ciù, alla questione posta al n. 18: se cioè un punto che stia 
su una corda della Ir, sta di conseguenza su  infinite corde, possiamo ora 
rispondere negativamerite. Anzi, potremo dire che per un punto generico P 
di SIS passa ana ed una sola corda di li,; e che eccezione si ha, solo se P 
sta sulla V,, oppure se sta sulla VI, del n. 18: nei yuali casi le corde pas- 
santi per P sono X' e 00'. Anche va aggiunto che una corda pub, al limite, 
ridursi a una tangente della V9. 

Rifacendoci al principio del 11. 18, deduciaino che: un conzplesso lineare 
di piani delllS, appartielze in generale ad uno ed un solo fascio di cowplessi 
lineari contenente due complessi nucleati; si pub cioè, in generale, rappresen- 
tare, in modo unico, come combinazione lineare di due cotnplessi nucleati. 
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1 due piani i-iuclei di yuesti due coinplessi sono strettamente legati al 
coinplesso dato: li diremo cardini di esso ('?). 

21. Si pub, in base al 11. 5, collegare I'iiltima proposizione ad una nota 
proprietà delle corrispondenze trilineari. 

Arnmef tiaino il fatto, su cui poi ritornereino jn. 36) che, dato un coinplesso 
lineare generale di piani r, esistono infinite rette (totnli per r), ognuna delle 
quali è tale clie tutti i suoi piani stanno in 1'; e che di tali rette se ne pos- 
sono trovare tre non situate in un 8,. Su tre rette siffatte 112 tz p assuiniaino 
rispettivamente i punti fondamentali 1 e 4, 9 e 5, 3 e 6, come al n. 5. Un 
piano passante per nt avrà nulle tutte le coordinate t r a m e  le p,,,. Quindi 
se r è rappresentato dali'equazione (3) '(n. 4), la condizione imposta ad 11.t 

in relazione con r si tradurrà nell'annullarsi dei coefficieiiti c, , , .  Siinilmeiite 
saranno nulle le c,,, e. c,,,. Restano diinque soltanto precisamente quegli 8 
coefficienti c,,, clle figurano nell'eyuazione (6) della trilinearità segnata su 
nz 9% p düi piani di r. 

Ora si s a  (v. ad es. STUHM cit. in (7, p. 382) che la trilinearità ha in 
generale due gruppi di 3 punti (rispettivaniente di n p) singolari O nezctri 
M ' N ' P ' ,  M "  N "  P", tali cioè che ad eseaîpio la coppia X ' N "  è neutra, 
ossia forina terna della trilinearità con ciascuii punto di p, ecc. Se si assu- 
mono III' e JI", N' e N", P' e P" come punti Condainentali delle coordinate 
1 e 4, 2 e 6,  3 e 6, si riconosce subito clle l'equazione della trilinearità si 
riduc.e alla forina 

A z c v w + ~ . = O  

(nota forma normale per le trilinearità generali). Dunyue nella (6) dovranno 
allora annullarsi anche i 6 coefficienti c,,, interinedi. Resta r con soli due 
coefficienti non niilii: cl,, e O, , , ;  r si pub scrivere cosi: 

1 ~ 4 2 s  t iJ- P r s e  = 0, 
il che prova di nuovo il teorema del numero precedente. 

(12) Daremo in seguito (n. 27) le citazioni relative al risultato precedente. 
Se si ha un complesso lineare r e i suoi cardini a, fi, si potranno costruire gli altri com- 

plessi lineari aventi gli stessi cardini (complessi sieigetici di r) ne1 seguente modo, che de- 
riva subito dalla rappresentazione analitica, O geometrica, del fascio di complessi. In ogni 
fascio di piani si prendano quel piano che sta in ï" ed i due che sono incidenti rispettiva- 
mente ad a, p ;  e si costruisca un do piano che faccia con quei tre un dato birapporto p. II 
luogo di questo 4.O piano sarà appunto uno dei complessi sizigetici a r, e variando p si ot- 
terranno tutti. 

Annula di  Miztem,atica, Serie III, Tonio XXVII. 12 
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DO Seyre:  Su i  colnjlessi lineari d i  piani 

Bk. Un cornplesso lineare pub presentare anzi tutto yuesta singolarità: 
che i due cardini coincidano. Sarà rappresentato allora in S,, da un punto 
tli una tangente della V,. Direiiio il complesso si~tgolare: in genera.le senz- 
plicemente singolare. 

Doppianzente singolare, O conico [v. ne1 seguito la nota (")], diremo il 
coinplesso lineare, quando ainmette infinite coppie di cardini. Risulta da1 
n. 18 clie ci6 avviene, solo quando il punto imagine P sta nella V I ,  ir i  con- 
siderata: cosicchè si tratta di una condizione quintupla. P sta allora nell'S, 
di uua V :  contenuta nella V, .  Ora pensiaino che i punti di ynesta VI sono 
iiiiagini di uno stelloide (cosi dirb per brevità) di piani, cioè dei piani pas- 
saiiti per un punto O e giacetiti in un S,  n; e pensiaino aiicora che, quaiido 
uiia 17: si riguarda corne rappresentazione delle rette di un S ,  , 'le coppie di 
punti della V :  allineate con un punto fisso P sono le i~nagini delle coppie 
di rette coniugate rispetto ad un ordinario sistenia ~iulla. Qui, al posto di 
uii S ,  rigato, ab biamo 10 stelloide O 0 : entro questo sarà ùefinito un sistema 
~~zcllo (che risulta, projettando da O un ordinario sistema nul10 di uii S ,  
giacente in a). Il complesso li~zeare doppiantente singolare awtnzette 0o4 coppie 
di carditzi: sot20 cwdini  tutti i piani d i  uno stelloide (ossia piani per 'iw 

punto e&ro z c ~  8,); sono cardini coniugati (cioè di  ugza coppia) due yiafîi 
quantlo sono coniugati rispetto a un determinato sistema nul10 del10 stellcide. 

Più singolare ancora (dicialno: triplantente si~zgolare) è un co~nplesso 
iiucleato. Fungono da cardini c'oniugati per esso il suo nucleo insieme con 
un piano arbitrario di 8,; od anche due piani yualunque clie stiano in un 
fascio col riucleo. - 

Ne1 seguito chiaineremo piano singolare di un comp!esso lineaie, di cui 
il punto P sia l'imagine in S,, , ogni piano rappresentato sulla V9 da un 
punto di coritatto di questa con uiia taugente passante per P: il limite 
dunque di due cardini coniugati infinitainente vicini. Un coniplesso sen-ipli- 
cemente singolare ha un solo piano singolare; un complesso conico, O nu- 
cleato, ne ha infiniti. Vedremo poi (il. 44) che u n  piano si12golni.e si pu3 anche 
clefinire conze ztn piano tale che ogni piano che lo incontra secodo m u  ~ e f t a  
sta ne1 dato cor)zplesso. 
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83. Cerchiamo delle equazioni norniali per le quattro specie di co~ii- 
plessi. 

Pel coniplesso nucleato si pub assuniere, ad esempio, 

Ancora in modo seniylicissiino rappresentianio subito ogtii altro complesso 
che ainmetta due cardini distinti. Se il coinplesso è generale, e quindi quesli 
due piani non sono incidenti, si possono prendere su  essi rispettivaniente 
i punti fondamentali delle coordinate 1 8 3, 4 B 6 ;  sicchè le equazioni dei 
complessi clle hanno quei piani per nuclei saranno risp. : y,,, =O,  p, , ,  = O 
(conle alla fine del n. 21). Scelto colivenientemente il punto unità, l'equaziotie 
del dato complesso, che per ipotesi è ne1 loro fascio, e non è nucleato, si 
potrà scrivere : 

~ 1 2 s  + ~ d a s  = 0. (10) 

Se iiivece il dato coinplesso lineare è doppianiente singolare, il clie è 
come dire che aminette due piani incidenti in un sol punto coine c.ardini 
coniuga ti, prendiamo quei due piani, ad esenîpio, colne piani 4.5 6, 2 3 6 :  
allora i'equazione del complesso potrà scriversi cosi: 

24. Meno irnn~ediata riesce la rappreseiitazione di un coiitplesso sein- 
pliceniente singolare, cioè dotato di un sol? cardine (''). 

Considerianio il fascio deterniinato da1 coiiiplesso liiieare che ha pei. 
nucko il piano 1 '3 3, ossia per equazioiie p,,, = O, e da LIII altro coiiîplesso 
lineare nucleato (q, p) = O ,  il. cui piano nricleo q si avvicini indefinitainente 
a quello: congiunga cioè tre punti x y z, i cliiali si muovano insienle, ten- 
dendo rispettivainente ai punti 1 B 3. ~ i a n o  x y z funzioni di un parainetro f ,  
clie per t = O  si riducano ai punti 1 '2 3;  e le loro trajettorie aiiiiiiettaiio 
in questi punti le tangenti, sulle quali risp. supporreiuo presi i punti fon- 
damentali 4 5 6. Potremo assumere per le c'oordinnte d i  x y z (scrivendo 

(la) V. al ii. 49 uii'altra deduzione, senza coilsiderazioiie di liiiiiti. - Si potrebbe anche 
giungere alla seguente equazione (19), basandosi su una rappreseiltazione norinale delle tri- 
linearità singolari (cioè a terne singolari coincidenti); coine al n. 21 avevamo dedotto l'eqiia- 
zione normale del complesso generale da queila delle trilinearità generali. 
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98 Segre :  Sui complessi li~zearà di  piani 

solo i ternîini principali, rispetto a t ,  che si dovrà poi prendere infinitesirno): 

e le rimanenti coordinate aventi come termine principale un termine iii t?  , 
O più elevato. 

Le coordinate q,,, del piano rariabile sono i determinanti (x y s),,,; sicchè 
risultano : q,,,  = 1 + termini in t4, 

e le rimanenti con un primo termine in t2 .  
In  conseguenza, ne1 fascio determinato dai due suddetti complessi nii- 

cleati, il coiiiplesso 
1 
- [(q,  P )  - p 4 6 G I 0 =  O1 t 

qiiando t tende a zero, ossia quando il 8 . O  coinplesso nucleato tende al LO, 
ha per limite 

~ P I B B  + ~ 1 6 4  + ~ ~ 3 4 6  = O ( 1 4 ) '  (18) 

Se le costanti a b c sono tutte tre diverse da zero, una conveniente scelta 
del punto unità perinette di scrivere quell'equauione cosi: 

Sarà questa l'equazione norinale del coinplesso sempliceinente singolare. 
Se invece una O due di quelle costanti sono nulle, la (18) ci riporta alle 

forme di equazioni prima otteilute pei coinplessi conici, O iiucleati. 
Le equazioiii norlnali (9)' (lu),  (1 l), (13) mettono in evidenza che: le 

quattro specie d i  complessi lineari, ossia quella generale e le tre specie sin- 
golari, sono tati che due cowzplessi dellu stessa specie sono senzpre projettiva- 
mente equivalenti. 

(14) Il complesso cosi ottenuto è il limite di 21120 dei corn plessi del fascio determinato dai 
due nucleati infinitamente vicini: e precisamente, possiamo dire, di quel10 che resta fissato 
dalla condizione (che è lecito porre) di cotitenere il piano 4 5 6. Un complesso qualztnque sod- 
disfaceute alle condizioni primitive, ossia un  complesso qualunque del fascio limite, avrà per 
equazione : 

a p , , ,  t b p , , ,  î - c ~ , , , + ~ 1 ~ , , , = 0 .  
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In altri termini, in SI,, rispetto al gruppo projettivo che muta in sè 
la V, (n. IO), sono equivalelzti (deducibili con trasforn~azioui del gruppo) : 
1.O) i punti della V , ;  %O) i punti della VI, non situati sulla V,;  3 . O )  i punti, 
non sulla VI,, della VI, luogo delle tangenti a Ve (della quale tratteremo ai 
n.' 38 e segg.); 4.O) i punti di S,, non situati su questa VI,. (Sono i punti 
imagini risp. dei complessi : nucleati, conici, seinpliceinente singolari, generali). 

PuN'I'I, HEI'TE, SPAZI TOTALr P E H  COMPLESSI LINEAHI.  

NOTIZIE BTBLIOGRAFTCHE. 

95. Dicianio che un puuto, o uliü retta, è totale per un coinplesso li- 
neare di piani r, se tzctti i piani passanti pel punto O per la retta sono piani 
di r. Dualinente un S,, o un S, ,  si dira totab per r se tutti i piani in esso 
contenuti sono piani di r. 

Se r è doppiamente siilgolare, ossia aininette corne cardini cooiugati due 
piani o! @, distinti, incidenti in un punto 0, e quiiidi giacenti in un S,  O, 

ogni piano per 0, oppure di n, sta ne1 fascio di coinplessi deterininato dai 
due nucleati (a), (p ) ;  e perb starà in r. Cosi r aiumette O coine-punto to- 
tale, a conie iperpiano totale. 

Viceversa, supponiaino clle un coniplesso 1ineai.e r aminetta un punto 
totale O. Un piano qualunque di r non passante p e r  O sarà congiunto a 
questo punto da un S,, in cui, oltre alla stella O di piani di r vi è quel 
ta1 piano del complesso: sicchè (n. 8) tutti i piani di questo S, saranno in r 
(YS, è totale per r). Cosi r si coinpone di spazi -ordinari solcati da piani, 
passanti per O ('y). Esso si pud dunque ottenere projettaildo da O mediante 
spazi S ,  il complesso lineare di piani secondo cui (11. 2) r è segato da un 
iperpiano non passante per 0. Si sa che on  ta1 complesso dell'S, ainmette 
un  S ,  totale, ne1 quale sta un ordinario coiriplesso lineare L di rette, cos1 
che il coinplesso di piarri è composto di quei piani dell'S, che passano per 
le rette di L. L'iperpiano n che projetta da O quell'S, sarà dunque totale 
per r :  sicchè risulta intanto che in S c ,  se un coniplesso lineare di piani ha 
un punto totale, avrà pure un S, totale passante pel punto. Inoltre otteniaino, 

. (15) Appunto perchè sono cosi composti, abbiamo chiamato anche comnplessi couici i coni- 
plessi lineari doppiamente singolari (n. 8'2). 
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94 S e g r e :  Sui cotnplessi Ziaeari d i  piani 

in questo caso, una generazione semplicissi~iia del complesso r. Si ha in un 
8, un ordinario complesso lineare di iette L ;  da un puiito 0, esterno a 
quel10 spazio, si conducono gli oo\)iani projettanti le rette di L:  r si co111- 
porrà di tutti i piani che incontrano secondo rette (ossia stanno in S, con) 
i vari piani di quella w3. 

Si pub rappresentare L conie conibinazione liiieare di due con~plessi li- 
neari speciali di rette del suo s,, i yuali ahbiano yer assi due rette coniii- 
gate rispetto ad  L. Se n e .  trae subito clie r si pub rappresentare come coin- 
binazione lineare dei due 'complessi lineari di piani deIl's,, che l~anno  per 
nuclei i piani che vanno da. O a due tali rette. r è duncpe doppiamente 
singolare ; e ritrovianio cib che s'è visto al n. "2 sulle coppie di cardini con- 
iugati di r ('y. Gli -"piani dianzi coiisiderati saraniio i piani singolari 
di r :  e per essi risulta verificata la proprietà con cui finiva quel n.' 9% 

86. Un coo~plesso lineare di piani r non a~nmette duncluc, in generale, 
né punti, iiè iperpiaiii totali. 

Ainmette perb senipre rette e spazi ordiliari totali. Coiiie gi i  s'è notato 
al n. 8, i piani di r passanti per un punto x sono quelli che congiungono 
x alle rette di. un conlplesso lineare C di rette di S, ,  pel quale s é punto 
singolare. Per un noto teorenîa, C av i i  in generale uria retta singolare r 
(passante per s), si che tutte le rette appogginte ad r sono iette di C. Cib è 
conie dire clie tutti i piani passaiiti per .r stnnuo il1 r :  r è i-etta totale per 
yuesto. Viceversa pei* x non passa iii generale altra retta totale di r. 

Farebbe eccezione a questo ragionainento il caso che C avesse non solo 
uoa retta singolare, nia un S ,  singolare (passante pela x). Allora C si con:- 
porrehbe delle rette appoggiate all'S,, e i piani di r' passanti per x sareb- 
bern yuelli incidenti in rette 1'5,. 

Se 1' ainmette due cardini distinti O: p, ogni retta incidente a quedi  

(le) Aggiungiamo che dalla nota generazione del complesso lineare di rette L per mezzo 
di un'involuzioiie entro una schiera rigata, si trae: Uit coiuptesso lineare di piani  doppin- 
mente siugolare s i  pub gewerare come Z'iwsienze deipiaici ii~cicleîzti alle coppie di pialzi eoniu- 
yati irl. un'involuzione posta fva i p ian i  d i  u n n  sehieru di u1c con0 quadvico ~3 ÊIL un 8,. - Se, 
più i n  particolare, si  genera L colle rette incidenti le rette omologhe di due fasci projettivi 
dotati di retta uiiita, si ha: Per generare u n  complesso Zilzeare cli piaizi doppiatszetzte siugo- 
lare, s i  ponga f ia  due ordinari fasci d i  p iani ,  aventi  un piaao cornt41,e (dzcnque ad assi i n -  
cideldi), u n a  tale projettiuita che per essa quel piano s ia  unzito: il co~np2esso s i  comporra de i  
piani  incidenti  a coppie d i  ele~nenti  owzologhi dei due f ~ s c i .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



è retta totale pei coinplessi nucleati ( a ) ,  (e), e quindi anche per ogni com- 
plesso del loro fascio, in particolare per r. Un punto generico sta precisa- 
mente su ?&na retta incidente ad a e j3. Viceversa, se r thon è singolare, una 
retta r totale per r deve appoggiarsi ad a e P; percliè ogni piano per essà 
che incontri a, appartenendo a r e ad (a), starà pure in (P), e quindi in- 
contra F;  e viceversa ogni piano per r incidente a @ incontrerà a ;  onde, se 
r non fosse incidente ad ainbi i piani sr p, dovrebbero yuesti (cfr. n. 7) stare 
(con r )  in uno stesso S , ,  e r sarebbe doppiainente singolare, coiitro l'ipo- 
tesi. - Se invece r è doppiainente singolare, si riconosce subito che le sue 
rette totali sono quelle che escono da1 punto totale O e inoltre le rn-ette 
che stanno in quegli ao3 piani (singolari per r) del10 stelloide O n, di cui 
s'è detto al n. 45. 

87. Qui sia posta una breve digressione bibliografica sulle cose pre- 
cedenti. 

Sono ben quattro gli Autori che, indipendentemente l'uno dali'altro, e 
in  coiiseguenza senza citarsi fra loro, lianno ottenuto alcuni più essenziali 
fra i risultati esposti nepli ultimi paragrafi ("). 

Primo è stato O. LANDSBERG. A pag. 41 e segg. della sua dissertazione 
egli tratta (cogli ordinari inezzi analitici) il cornplesso lineare r di piani del17S,. 
Dall'equazione di r giunge alle equazioni di un'omografia involutoria di 
quello spazio, per la quale le rette singolari dei cornplessi lineari di rette C 
provenienti dai singoli punti, ossia (n. 26) le rette totali d i  r, sono rette unite. 
1 punti uniti di questa collineazione involutoria foriiiano due piani (che sono 
i nostri cardini di r) a cui si appoggiano tutte quelle rette. Essi coiricidono, 
se si annulla un certo invariante di 4 . O  grado nei coefficienti di r. Il LABDS- 
BERG d e v a  pure il caso del conlplesso doppiatnente singolare e quello del 
coinplesso nucleato; e ne dà le condizioni analitiche. 

Le stesse cose ritrova, nlolti anni dopo, con calcolo sinibolico per forme 
alternate ("), W. KGICHEL; ne1 cui ljvoro sono pur da rilevare le equazioni 

(11) O. LANDSBERG, Untersuchutzgen ü. die G w p p e n  eitter lheare l i  fiinffacJ~en M a s i n ~ f a l -  
tigkeit. Inaiig. Dissertation, Breslaii, 2889. - W. RELCHEL, Uebeq- trilineare alterlbierende 
Fornzen i n  seehs u n d  sieben Veraizderliclten u d  die clurch sie definiertes geometrischen Ge- 
bilde. lnaug. Dissertation Greifswald, Leipzig, 1907. - R. RE~TZENROCK, Komplex-S~nrbolik,  
Leipzig, 1908. - E. VENERONI, Sui connessi bililteari f ra  punti e rette t iegl i  ipempari,  Ren- 
diconti del Circolo iiiatematico di Palermo, t. 26, (1908),, p. 387. 

Corne quello usato da E. STUDY, Geometrie der D y i î a w ~ ,  Leipzig, 1903, ad es. a p. 135. 
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96 S e g ~ e :  Sui comnplessi lineari di piani 

normali del complesso nei quattro diversi ctisi ('7. -. Anche col 'calcolo sim- 
bolico studia il complesso lineare d i  piani-di S, R. WEITZENBOCK, a pag. 134 
e segg. del suo libro; e giunge, ancora per la via su indicata di O. LANDS- 
BERG, ai due piaiii cardini; ottiene l'invariante biquadratico che caratterizza 
i complessi semplicemente singolari; e fa pur cenno del complesso doppia- 
mente singolare (che egli chiama polare). - Simultaneo a quest'autore, 
E. VENERONI, nella sua Nota essenzialinente geolnetrica, fa un cenno in ge- 
nerale sulle rette totali (singolari) di uti complesso lineare di piani in uno 
spazio qualuuque e diinostra in particolare che ne1 caso di S, quelle rette 
si appoggiano in generale a due piani fissi. Con questi e con un piano ge- 
nerico del complesso questo risulta determinato ('9). 

TERNE DI  PIANI CONIUGATI. GENEHAZIONI DEL COMPLESSO LINEARE. 

98. Dicialno terna di piani colziugati (O brevemente terna coniugata) 
rispetto ad un coinplesso lineare generale r una terna di piani y 8 6 tale 
che r si possa riguardare come coinbinazione lineare dei complessi che hanno 
per nuclei y 8 S. 

Se a 8 sono i cardini di r ,  distinti e non incidenti, avremo clle una 
combinazione lineare dei complessi nucleati ( a ) ,  (P)  coincide con una com- 
binazione lineare di (y), (a), (E). 1 cinque piani sono legati linearrnente. Dunque 
(n. 16) essi stanno in una stessa 7,". Ogni terna di piani coniugati sta in 
uncG stessa V :  coi due piani cardini. 

Viceversa si dia una 17: generica passante per a 9. Si fissino in essa due 
piani y 6; se E è un altro suo piano mobile, esiste un legame lineare tra a 

y 8 E. Nella relazione clie cos? si ha fra le coordinate di questi piani, non 
pud essere che i coefficienti di or p conservino un rapport0 fisso al variare 

(le) Si avverta per6 che da una citazione di STUDY, loc. cit. P. 247, risulta che I'equa- 
zione normale pel caso generale era già stata ottenuta da F. ENQEL; quella del complesso 
semplicemente singolare è data ivi da STIJDY. 

(20) S. KANTOR nella sua Theorie der litwaren St rahlenhplexe  im Raume von r Dimen- 
sionen, Journ. f. Mat., 118, 1897, p. 74, comincia con varie osservazioni generali sui  com- 
plessi lineari di  spazi Sk entro l'Sr: ma si tratta solo di conseguenze presso che immediate 
delle definizioni O di teoremi noti. Non s'incontrano i risultati su cui ora ho riferito. 
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di E; se no, prese due posizioni di E ,  risulterebbe, sottraendo le due rela- 
zioni, che y, S e quei due piani E son legati lineariilente, il che (in base al 
n. 15) si eschde supponendo che y e 8 non s'incoutrino (ossia che la Va 
appartenga ad 8,). Ne deriva cheper una conveniente scelta di E i coefflcienti 
di u e p nella detta relazione saranno precisamente quelli coi quali r si 
esprime per coinbinazione Kneare di ( a ) ,  (k). E allora il legame lineare fra 
i cinque piani ci dirà che r è combinazione lineare di y 8 E ;  ossia y 6 c 

sono una terna di piani coniugati per r. U.na V f  gerzerica passade pei piani 
cardini d i  r contiene itzfinite terne d i  piani coniugati rispetto a r: potendosi 

. , 
prendere ad arbitrio due piani della V ;  per formare una ta1 terna. 

Per la Ir, di S,, , la 1." proposizione esposta dice che i suoi piani trise- 
cauti passanti per un  punto generico P si appoggiano ad essa in terne di 
punti, ognuna delle quali sta in una C 3  della V,  contenente i due punti 
d'appoggio della corda tirata da P a questa varietà. - La proposizione 
trovata diventa evidente, riferita ad una data C g  della V9 passante per i due 
punti d'appoggio ora nominati. 

89. Colle ultime osservazioni si connetta il fatto che su una cubica 
sgheinba irriducibile i piani del suo spazio passanti per un punto fisso P 
segano un'involuzione cubica wl, O serie lineare,gg di terne di punti (trilia 
nearità simmetrica), per la quale i due punti d'incontro della curva colla 
corda uscente da P formano la coppia neutra. Avrenio cos1 : S u  una V: pas- 
sante pei due cardini cr @ d i  r le terne di piani coniugati rispetto a r for- 
wzano una gj di cui <x [1, è la coppia neutra. 

Dalla definizione di terna coniugata y 8 E, vale a dire dall'espressione 
di r corne conibinazione lineare di ( y ) ,  (a), (E), segue che se un piano di  1- 
incontra y e 8, incontrerà pure S. Se dunque in una V :  passante pei cardini 
a di r si prendono due piani qualunque y 8, i piani di r incidenti y e 8 
incontreranno pure un.terzo determinato piano della V : :  quel10 che con y 6 
costituisce una terna coniugata di r, ossia un gruppo della gg di poc'anzi. 
La g2, sulla V3 si cotnpone delle terne d i  piani d i  questa che incontrano i sin- 
goli piani del complesso r. 

U n  complesso lineare generale di piani si pud costruire ne1 seguente nzodo. 
S i  scelga ad arbitrio, entro al sistema dei piani generatori d i  m a  Vi, una gg ('l). 

Per segnare sulla V! una qualunque basterà associare tre piani sempre quando 
siano incidenti ad uno stesso elernento di un'ordinaria stella di piani (di un S,). 

Anflali di  iîfatentatica, Serie III, Tom0 XXVII. 13 
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98 Segre: Sui comptessi Zineari d i  p i a ~ ~ i  

Sono i piani d i  un deterlninnto complesso linenre quelli pei puali avviene 
cke i tre piani della Vg da essi incontrnti formino una terna di quella 93. 
In fatti fra i piani che soddisfano a questa condizione quelli che fan 
parte di un dato fascio di piani si avrantyo, entro 1'8, del fascio, conside- 
rando sulln cubica traccia della Vg sull'S, l'involuzione ma traccia della 
data gi di piani; e cercando quei piani del fasbio che contengono terne di 
quell'involi~zione. Si trova cos], in generale, .un sol piano (perche l'involu- 
zione sulla cubica ha le sue terne nei piani di uria stella). Dunque in- S ,  i 
piani suddetti son tali Che in un fascio generico ve n'è uno solo: forrqano 
yuindi un complesso lineare ("). 

Quarido si genera in ta1 modo un  complesso r, si otterra.nno subito i 
suoi cardini, corne costituenti la coppia neutra della gi. Aggiungasi che i tre 
elenlenti tripli della gr3 (costituenti la terna a cui sono'arino-iche, od apo- 
lari, tutte le terne di questa) non sono altro che i tre piani di r contenuti 
iiella V,". Invero ognuno di questi ultiini piani non incontra altri piani della 
Ir; che sè stesso: in sè dunque riunisce uns terna della y;. Conl'è noto, la 
coppia ueutra della g; (ossia i cardini di r), costituisce 1'Hessiano di quella 
terna di elementi tripli. 

Se si parte da una g: della V :  che abbia la. coppia neutra ridotta ad 
un eleinento doppio (ossia g: delle terne armoniche ad una terna fissa dotata 
di eletnento doppio), si otterrà un con~plesso a cardini coincidenti, ossia 
seinplicemente singolare. 

30. Se di un coniplesso lineare generale di piani son dati i due car- 
dini cr p e un piano n che gli appartiene (non incidente ad a F) il coinplesso 
è deterrniriato, e si i u b  costruire cosi. Si conduca per ci p una Ir:; e tra i 
piani di questa si consideri la y3 che ha cr f~ per coppia ileutra e che con- 
tiene coine una terna quella costituita dai piani della varietà incidenti a n. 

(2') Questa costruzione S aiialoga a quella già ricordata nella (16) del complesso hieare 
di rette di S, per mezzo di un'involuzione ordinaria (una g;) entro una schiera rigata. Essa 
si estende in generale, col10 stesso ragionamento precedente, cosi: Si consideri in S?,+, una 
V$ 1uog0 degli oo' S, congiungenti i punti omologhi di q + 1 rette pnnteggiate projettivcl- 
mente (od S, che incontrano q + 92 rette date, ecc.), ed entro a questa oc1 di S, si fissi una 
serie lineare G;+~. L'insieme di quegli S, per ognuno dei quali i q f 1 S, ad esso incidenti 
di quella varietà formano un gruppo della serie lineare fissata è un coiilplesso lineare (par- 
ticolare, se q > 8) di s,. 
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Il complesso si comporrà dei piani incidenti a terne di quella g:. - In par- 
ticolare si potrà prendere quella Sr: che passa per cr fi e x ;  e in essa la g; 
di cui a B è la coppia neutra e .il. un piano triplo. 

31. La generazione precedente (n. 89) del complesso lineare si modifica 
facendo spezzare la V:  , O la cubica Che ne è imagine in S , ,  : ad esempio fa- 
cendo spezzare questa in tre rette, una delle quali incontra le altre due. 
Enunciamo senz'altro il risultato. 

Sia dato un complesso lineare di piani r, avente i piani ci p per cardini. 
Si prendano su  yuesti due rette a b, e sia c una loro trasversale arbitraria. 
Considerianio i tre fasci di piani determinati dalle coppie di piani (a,  a c), 
(a c, b c), ( b  c, P); e poniamo fra essi una trilinearità avente queste coppie 
di elemonti neutri: il piano a c  comune ai primi due fasci, considerato in  
entrambi; il piano b c comune al 8.O e al 3.O fascio, considerato in entrambi; 
infine a e F ne1 1 . O  e ne1 3.O fascio ("1. 1 piani che incontrano tre elementi 
dei tre fasci formanti terna nella trilinearità (tolti perb i piani generici in- 
cidenti ali'uno O all'altro piano doppio neutro a c, b c) formeranno un coin- 
plesso lineare : perchè, cercando quelli fra essi clie stanno in un 5, generico, 
si viene ad.avere in questo spazio tre rette, di cui la 8.& è incidente alla 1." 
e alla 3.", e fra queste rette una trilinearità, per la quale quei due punti di 
incidenza son punti neutri doppi; onde i piani corigiungenti le terne di 
punti della trilinearità, i quali in generale invilupperebbero una superficie 
di 3." classe (AUGUST), ora che da questa si staccano due stelle di piani, for- 
meranrio una residua stella di piani. E poichè a P costituiscono una coppia 
xeutra, ogni piano incidente ad essi starà ne1 complesso: siccliè a e P sono 
i cardiiii di questo. Si pub poi ottenere che il complesso cdrisiderato coin- 
cida con quel10 dato r', determinando la trilinearità fra i tre fasci di piani 
coll'ulteriore condizione che formino una terna di essa i piani incidenti ad 
un dato piano n di r. 

3% Quattro piani a y S devono soddisfare ad una condizione, perchè 
esista un complesso lineare con rc p per cardini, contenente y e 8. Dovrà 
accadere che per uno stesso valore di X : p., siano verificate le due equazioni 

1 ( x  Y) + r- (B Y) = 0 

8)+p(P 8) = O ;  

(2s) S'intende cioh che è indeterminato, ad es., l'elemento del 8.O fascio che forma tema 
con a del 1." e ,9 del 3." e cossi via. 
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È dutlyue simmetrica rispetto alle due coppie di piani a P, y 8 (conle anche 
risulterebbe dalla rappresentozione in Sig,  considerando il sistenîa nul10 3V). 

La si pub esprimere semplicemente in forma geometrica, considerando 
le tre rette m n p appoggiate ai quattro piani. Presi coine punti fondamentali 
delle coordinate 1 B 3 le intersezioni di quelle rette con a, e come punti 
4 5 6 le loro interseziorii con p,  la sola coordinata non .nulla di a sara 
la pl,,, e cosi per sara la p, , , .  Le possiamo assutnere = 1. Se poi y coii- 
giunge i punti che su  llz n p hanno 1e.coordinat.e (zc, l), (v, 1) (w, l), e 8 quelli 
di coordinate (zc', l ) ,  (ut, l ) ,  (w', l), la condizione precedente diverrà, in base 
alle (5) del n. 5: 

u 21 12) = zc' 21' w', (15) 

die si pub esprimere cosi: I tre birapporti delle quaterne di  punti che i piani 
a f3 y 8 ,segnano sulle tre rette ad essi incidedi hanico per prodotto l 'mita ("). 

33. Conviene, per varie deduzioni, che ci procuriaino una seinplice 
rappresentazione analitica. dell'S, tangente alla li, di Si, in un suo punto. 

Corne punto di contatto prendian~o yuello; clie clirb 0, che rappresenta 
il piano o dei punti fondamentali 1 S 3 di S,. L'S, tangente i n  O conterrà 
tutte le rette della Vg passanti per 0. 1 punti di queste rette sono iniagini 
(n. 8) dei piani di S, che incontrano o secondo rette. Un ta1 piano K si de- 
termina con due punti x y di o e un  terzo punto z generico. Le sue coor- 
dinate sono dunque i determinanti de1.3.O ordine estratti dalla matrice 

L'equazione normale delle trilinearità, a cui ci siamo riferiti al 11. 81, esprime un'ana- 
loga conosciuta relazione di birapporti per le trilinearità, che in base a quel n. P l  si pu6 
riguardare come equivalente a quella ora ottenula, 
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nello spaeio a c i lque  dimensioni. 101 

Indichiamo con u, zc, w, le tre coordinate della retta LE y eelztro al piano o, 

cioè rispettivamente i determinanti (s (x y)3i ,  (x y),, . Le 90 coordinate 
del nostro piano n risultano espresse ne1 modo seguente, ove gli indici a b c 

prendono solo i valori 1 B 3, costituiscono a m i  una peririutazione pari di 
1 B 3, mentre Z nb prendono solo i valori 4 5 6 (cûnuenzione che adotterelno 
anche i n  seguito) : 

P m = E % % ,  P,oi=Zz% (16) 

Sono le (16) e (17) due gruppi, ognuno di dieci formole, le quali, inter- 
pretando le p come coordinate di punti in SI,, rappresenteranno il con0 
composto di tutte le rette della Vg passanti per 0. Risulta che questo con0 
sta nell'S, rappresentato dalle (17). Esso è segato dall'iperpiano pl,, = O  (che 
non passa pel vertice O) seconclo una V, rappresentata, per inezzo delle due 
terne di pararnetri oinogenei zc, u, u, , x ,  z, z,, dalle formole z, u,. È questa 
una V :  (") che non sta in uno spazio inferiore a S, (non essendovi identità 
lineari tra quei nove prodotti 8, u,). Dunque il nostro con0 è di 6.' ordioe, V5, 
e non sta in uno spazio inferiore'all's, rappresentato da (17) ('7). D'altronde 
le sue generatrici devono stare (corne s'è detto in principio) nell'S, tangente 
in O alla V9. Dunque ..YS, tangente a V, in O è qfrello, n, rappresentato dalle 
equazioni (17). 

34. Jlo spazio n, tangente a V, in un punto O incontra yuesta varietà 
soltanto lungo il cono VS del numero precedente. Ossia: un punto della V, 
giacente in n è imagine di un piano segante o in uiia retta. 

In fatti, se un punto di S,, rappresenta. un pialio sgliembo con cd, pos- 
siamo (o restando setnpre il piano 1 2 3) assurnere quel piano come piano 
fondamentale 4 5 6 ;  e se invece il punto rappresenta un piano incidente a w 

(26) Studiata diffisamente nelia Nota citata in (6), come varietà che rappresenta le coppie 
di punti di due dati piani. 

(=3 Risulta che quel cono contiene due sistemi oos di S, passanti per 0. Questi si po- 
tevano anche ottenere geometricamente, come gli S, che entro la Vo rappresentano (ne1 senso 
del n. 10) rispettivamente le rette di o e gli spazi ordinari passanti per 4. E dalle relazioni 
reciproche, che cos1 si  vedono, fra quei due sistemi di S, della Tr,, si  potcva di nuovo trarre, 
per via geoinetrica, che il con0 da essi costituito è del 6 . O  ordine, projettante una V: della 
specie indicata, 
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in un sol punto, possia~no preiîdere questo piano corne 1 45. Ne1 1 . O  caso 
il punto di S,, ha per unica coardinata non nulla la'p,,, , rie1 9.' la p , , , .  
Uri tal.punto non soddisfa le (17), e quindi non pud stare in fi. 

Possiamo anche dise cosi: U m  retta tsnyerete alla V9 in N n  punto lzojb 

pub incontrare altrove questa uarietà senza yiacwui per intero (Cfr. la pro- 
posizione del n. 8 sulla mancanza di trisecanti). . 

35. Coine le (17) rappresentano 1'8, tangente alla V, ne1 punto ima- 
gine del piano 1 2 3, cos? si scrivono le equazioni rappresentanti YS, tangente 
ne1 punto imagine di un altro piano fondamentale delle coosdinate : iisulterà 
un nitro 8,. Se ne deduce che fion pu6 uno stesso S ,  essere tanger~te alla li, 
in due diversi putdi. 

Dzce S ,  tangenti alla V, si tagliano solo se i Eoro pwnti di  contatto rap- 
preselztano due piatzi incidenti. In fatti, se son dati due piani non i?tcideîdi, 
possiamo prenderli conie piani fondanientali 1 2 3, 4 5 6. LYS, tangente ne1 
punto imagine di 183 è dato dalle (,17). Per quel10 tangente ne1 punto ima- 
gine di 4 3 6 i punti suddisferailno alle eyuazioni analoglie alle (17), cioè 
avranno nulle precisainente quelle 10 coordinate che son diverse da quelle 
nulle in causa delle (17). Pv'on esiste ciunque un puuto cornune ai due S,. 

Consideriamo invece due piani iiicidenti. Se sono incideiiti secondo una 
setta, prendiaiiîoli come piani fondainen tali 1 9 3, 1 2 S. Rappresentati gli S, 
tangenti nei punti corrispondeilti della Ir, colle (17) e analoghe, vediaino clle 
quei due spazi hanno coinuni i punti per cui son nulle tutte le coordinate 
aventi per indici due alinenu dei numeri 4 5 6, oppuïe almeno due dei nu- 
meri 3 5 6. Sono quattordici queste coordinate; quindi quei punti coniuiîi 
fornîano un S5 .  Se invece i due piani s'incontrano solo in un punto, assu- 
mendoli. ad eseinpio corn-e piani 123 ,  1 4 5 ,  troviaino similmente clie i due 
S, tangenti si tagliano secorido un 8,. 

Si vede anche direttainente come l'uno e l'altro fatto arvengano. Se 
due piani o e z si tagliano in una retta, i piani ehe li incontrano eiitrambi 
secondo rette sono : quelli dell'S, clie unisce. w e r, e yuelli che -passano 
peT la retta coinune a 61 e 7. Questi due sistemi o c V i  piani sono rappre- 
sentati sulla V, da due S ,  di diverso sistema, aventi una retta in cotnune, 
e quindi congiunti da un 8,; e questo dovrà stare sugli S, tangenti nei due 
punti O, T corrispondenti ad w, r. Anzi, poichè quei due sistemi oûS di piani 
incontrano in rette anche gli altri piani del fasciu di w e r, cosi queIl's,' 
starà sugli ml S, tangenti alla Y, nei punti della rettii O T: ssra uno s p i ;  
tangente alla V,  lungo quella retta, 
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nello spasio a oinque dirnensioni. 1 03 

Se invcee i 
incikenti ad essi 
dei piani di un 

due piani o r s'incontrano in un sol punto, i piani che soho 
secondo rette, sono solo &'. Nella rappr&entaziorie"del ri. 11 
S4 passanti per un punto per mezzo dei punti di una Ir:, 

rappresentazione in cui sostituivamo tali piani colle rette loro tracce su uno 
spazio ordinario dell'S,, i piani che ora dobbiamo considerare c6rrispondono 
alle rette appoggiate a due rette fisse: sono dunque rappresentati dai punti 
di una yuadrica ordinaria. In conseguenza'i due S, tangenti alla7V9 avranno 
in comune 1'8, di questa quadrica. 

36. Se .una tangente e una corda della Y, s'incontrano in uii punto 
che non è su  questa varietà, i piani rappresentati dai tre punti d'appoggio 
della tangente e della corda passano per uno stesso punto e stanno in un 
8,; in altre parole, i tre punti d'appoggio sono su una V: della V, ('7. 

Per dimostrare cib, prendiamo l'5, tangente a V, ne1 punto imagine del 
piano fondamentale 1 8  3 r W. Gli altri due piani nominati siano oc p. In S,, 
l'ipotesi sarà che la retta dei due punti imagini di quei due piani - li in- 
dicheremo anche con a P, - incontri YS, rappresentato dalle (17). Il punto 
d'incontro (o un punto d'incontro, se fossero infiniti), combihazione lineare 
di a p, diverso si da a che da a, si potrà rappresentare, alterando con un  
fatt,ore conveniente le coordinate, con a - p. Quindi le condizioni (17) citate 
diverranno : 

Le coordinate dei piani a p di S, verificano le note relazioni quadratiche, 
coine questa : 

a 4 1 2  a 4 o e  + '115 '462 t a 4 0  a 4 2 5  = O (19) 

e l'analoga (tg1), ottenuta scrivendo p al posto di a. Ma, valendosi delle (18) 
per sostituire dove si pu6 le a alle B, la (19') diventa 

Da1 confronto colla (19) segue 

Questo teorema è un'estensione del 11. 15 al caso che due dei quattro piani lh con- 
siderati diventino infinitatuente vicini. 
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Se fosse a,,, non nullo, avremmo cos1 che sono iiguali (come a,,, e f i , : , )  
tutte le  coppie di coordinate oinologlie di K P con d ~ i e  indici fra I B 3 ed 
uno fra 5 5 6. Cib, insieine colle (18), vorrebbe dire che i piani tr fi differi- 
scono solo per la coordinata d'indici 1 8 3;  sicchk le a, - pi risultano le 
coordinate di w ;  u e p formano faseio con o. 

Se invece è a,,, =O,  ci6 significa che il piano a incontra o. Dicendo s, 
ic, a, O O O le coordinate del punto d'incontro, si lia subito (per 2, m = 4, 5,6) 

Quindi, in base alle (18), il piano incontrerà w in quel10 stesso punto. - 
Similmente, se indichiamo con O O O E, 5, E, le coordinate dell'S, che unisce 
u ad w, si ha (per n = 1, 2, 3) 

onde, per le (18), 10 stesso S, unirà /3 ad o. 

37. Per un purtto, non situato sulla V , ,  cornune a due SB tangenti d i  
gueata, passalzo precismngnte m3 S, tccnge,~ti. 1 loro punti di  coiatatto formano 
una V :  ; stanno quindi iut  un 8,. 

Sia P il punto, coiiiune agli S,  tangenti nei piinti A B di V9.  Secondo 
il n. 35 dovranno A B rappresentare due piani di S, fra loro incidenti. 
Siano a m i  tutto incidenti in u n  sol punto. Allora (n. 11) A B stanno in 
una determinata VI della V , ;  e nell'S, d i  quella sta (v. la fine del n. 35) 
YS, in cui si tagliano gli S ,  tangenti a Ir, in A B; in particolare dunque vi 
sta il punto P. Gli ao$SS, tangenti alla V," tirati per P, - i ciii punti di con- 
tatto fmmeranno una Vg,  - staranno negli S, tangenti in questi punti alla V, . 
Cos1 per P passano ao", tangenti di questa. Nè pu6 passare per P un altro 
8, tangente, ossia YS, tangente a V8 in un punto X di questa esterno alla V ; .  
In fatti, chiamando M N  una coppia generica di punti della T': allineati con P, 
il teorema del n. 36 dice che quel punto X dovrebbe stare con M N in una 
stessa V :  della V,: dunque sulla VI considerata. 

Se i piani a fi di S, rappresentati da A B s'incontrano iu una retta, 
possiaino ancora ridurci al caso precedente. Invero, in quella ipotesi, gli S, 
tangenti in A B si tagliano (n. 35) secondo un S,, che incontra la V,  se- 
condo due S,, la cui intersezione è una retta. Questi 8, rappresentano coi 
loro punti rispettivamente i piani del10 spazio congiungente o: P e i piani 
passanti per la retta u 9. Pei punto P del detto S. passaiio infinite rette 
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seganti i due S,  in due punti distinti. Siano C D i due punti d'incontro di 
una di queste rette; i piani y à che essi rappresentano sono l'uno nello spazio 
ordinario a p, l'altro passante per la retta a @, nîa nessuno dei due soddisfa 
ad entrainbe queste condizioni. Per conseguenza y 6 sono incidenti in un 
sol punto. P essendo sulla retta CD, sta nello S, della V: unica passante 
per,C e D. Da esso si possono tirare, coine ne1 caso precedente, gli 00' S, 
tangenti a quella V : ,  e si otterranno, coine prima, CO", tangenti della V,. 

LA VAHIETA W:, DEGLl 8, TANGENT1 ALLA V g .  

38. Proseguendo nello studio degli S, tangenti alla V9 , osserviamo che 
la varietà W da essi costituita sarà di diinensione 18, perchè gli S, sono oog, 

coine i punti della V, (ognuno essendo tangente in un sol punto: n. 35), e 
un punto generico di uno di essi non sta su altri. W è dunque una forma, 
O ipersuperficie, di S,,.. 

Il suo ordine si trova subito = 4, segandola con una retta particolare, 
per esempio una retta r giacente nell'S, di una cubica generica della V, [i,(P"). 
Sono punti d'iricontro di r con Wti 4 punti in cui r è incontrata da. tan- 
genti della Cs, perchè queste sono in spazi S, tangenti della V , .  Nè vi pub 
essere su r un ulteriore punto P d'incontro con altro S ,  tangente della V9; 
perchè per P passerebbe una retta appoggiata alla Cs in due punti distinti 
31 N, e l'ipotesi che per P passi anche un S,  tangente della V, trarrebbe 
(n. 36) che df N rappresenterebbero piani di S, incidenti fm loro: mentre 
i punti della cubica generica rappresentano piani tutti sgliembi tra loro. 

39. Gli S, tanyetzti della V, sono spnxi to2aZi pel conhplesso lineare 3V 
in. 4) ('y, ossia sono autopolari nel sistema nu210 X 

Prendiamo in fatti 10 spazio n, tangente alla Vs ne1 punto O imagiiie 
del piano fondamentale 1 9  3 di S,. 1 suoi punti verificano le eyuazioni (17). 
D'altra parte l'equazione del complesso lineare 3Y; ossia la relazione fra due 

(es) Si ritroverà quest'ordiiie, sema far uso della. conservazioiie del numero, al n. 54. 
11-1.O inembro dell'equazione di W dà quell'invariante di 4.O grado dei cornplessi lineari di 
piani, di cui s'è detto al  n. 87. 

('O) Cioè spazi di çui tutte le rette stanno in quel complesso. 

AnnaJi di  Matenzatica, Serie III, Tomo XXVII. 14 
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106 Seyre: Sui  co.iwptessi lineu~i di piani 

punti p, q di SI, corigiunti da una retta del complesso, si pub scrivere cosi: 

ove, nella somma, ab G è una permutazione di 1 8 3, 1 In n una di 4 5  6, colla 
condizioiîe che a 1 m b c sia un% permutazione pari di 1 8 3 4  5 6 (onde 18 
binomi nella somma). Evidentemente quest'equazione è soddisfatta se tanto 
il punto p quanto il punto q verificano le (17) citate. Dunque ogni retta di 
0, sta in X Il teorema è dimostrato. 

40. Consideriaino cogli 00' punti della V9 gli 00' iperpiani che ad essi 
corrispondono rispetto a X Questo sistema nul10 farà corrispondere alle 
rette tangenti' della V, gli spazi limiti dell'intersezione di due infinitainente 
vicini di quegl'iperpiani; e all'S, tangente, cioè luogo delle tangenti alla V, 
in un punto a, un S,  carutteristico per la 00' d'iperpiani, cioè comune ad un 
iperpiano fisso 5 e a tutti i suoi infinitamente vicini nella bof Quindi, pel 
teoreüia precedente, yuesto S, caratteristico di E coinciderà sempre coll'S, 
tangente in x. La es9 degli S, tangenti di V, è in pari tempo la m V e g l i S ,  
caratteristici della 00' d'iperpiani i. Ne segue ("1 che la W luogo di questi S, 
è toccata da ogni iyerpiano 5 lungo il corrispondente S,.  L'iperpiano taw 
gente a IV è 10 stesso per tutti i punti d i  un suo S, generatore. 

41. Tutte le tangenti di T7, stanno in X Cod stanno in X l e  tangenti 
a una V :  di V.; e siccoine esse non possono stare in un coinplesso lineare 
di rette dell'S, che contiene la V : ,  tutte le rette di questo spazio saranno 
rette di 3Y; ossia 1'5, è totale per X 

Consideriamo invece una curva della V,, per eseinpio la sezione fatta 
in questa varietà da un S, ,  generico. Tale curva, avendo per tangenti rette 
di a apparterrà al complesso lineare di rette sezione di N coll'S,, della 
curva considerata. Per ogni punto O di questa, il fascio di rette di centro O 
giacente ne1 piano osculatore alla curva si compone, com'è ben noto, d i  rette 
di quel complesso lineare. Dunque, poichè (peste rette sono anche in 36: 
quel piano osculatore star& nell'iperpiano n,, che corrisponde a O ne1 sisterna 
nul10 X Cosi n, coiitenendo il piano osculatore in O alla curva, avrà in O 
incontro tripunto con yuesta. Applicando cid ad ogni S,, passante per 0, 

(=O) V. il n. 16 dei miei Prelirnimxri d i  awa teoria delle varietà Zicoyki cli spazi, Rendic. 
Çirc. mat. di Palermo, 30, IglO,, p. 87. 
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nello spazio a c i q u e  dimensioné. 1 07 

col quale, e con n, seghiamo la V,, vedianzo che la varietà V, traccia di n 
su V9 è segata da ogni SI, passante per O in un gruppo di punti, dei quali 
tre cadono in O. Ossia: L'iperpiano c h  ne1 sisterna nul10 .W corrisponde ad 
un punto della V, sega questa secondo zcna V,  per la quale quel punto è 
triplo ("). 

Diremo che un tale iperpiano è osculatore alla V9. 
Pei coinplessi litleari di piani, in base al n. 4, l a  proposizione prece- 

dente si traduce cos]: 11.1 S, un comnplesso lineare di piawi nucleato cowtiene 
il proprio nucleo cowze elewnto triplo. 

42. La W:, ammette come varieta doppia la VI&, considerata a11p fille 

del n. 18, lzcogo deyli S ,  contenenti le V: della V. : poichè da1 n. 37 risulta 
che appunto questa V,, è costituita da tutti i punti per cui passano due, e 
quindi infiniti S,  (tangenti della V,, cioè) generatori di W (32). 

Consideriamo, come al numero precedente, un punto O di V9 e l'iper- 
piano n,, che gli corrispgride rispetto ad 3, ed anche 10 spazio n, tangente 
in O a V , .  La V, sezione di V9 con n, ossia luogo dei punti di V, coniugati 
di O rispetto a 3, si compone delle V: di V, passanti per 0: perchè i punti 
di queste, come i punti di quella V,, rappresentano tutti i piani di S ,  in-ci- 
denti al piano o imagine di O. Le tangenti a quella Vs ne1 punto triplo O 
(11. 41) forinano in n un cono cubico, che sarà dunque altïesi il luogo delle 
tangenti in O alle V: di V9 passanti per 0; e, per conseguenza, anche il 
luogo dei punti di n situati sulla VI, di cui s'è detto dianzi. Ossia: Su un 

,S9 tangente a V, in  un punto O i pzcwti d'incontro cogli altri S ,  tangenti, 
cioé i punti d'incontro colla VI, doppia di W, formano un cono cubico V ;  di 
vertice O, di dimensione 8, clte è anche il cono tangente in  O alla intersezione 
di V,  coll'iperpiano osculatore in questo punto. 

(81) È questa &'importante particolarità della V,. Gli 09 iperpiani passanti per YS, tan- 
gente in un punto O della V9 segano questa in generale secondo Va con O doppio. 1 coni qua- 
drici tangenti & queste Va in O stanno nell'S, e formano un sistema lineare passante pel 
con0 V !  (n. 33) di rette della Q, uscente da O. L'esservi, fra gli aob iperpiani, uno che dà 
per sezione una Va con punto triplo si potrebbe anche derivare da ci6 che quel sistema li- 
neare di coni quadrici é solo aos (come risulta dalla rappresentazione analitica del con0 V :  
colle formole zz uc del n. 33). 

A sua volta la VI, ammette come doppia la varietà V,: perchè, mentre per un suo 
punto generico passa uno 8010 dei detti S, che la generano (n. i8), eccezione a cib si ha 
quando il punto è sulla V,, chè allora ne passano infiniti. 
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108 Segre: Sui  co~nplessi lineari di piani 

Per O passa anche (n. 33), in n, un cono V :  cornposto di rette di V9: 
con esso si definisce semplicemente il nuovo con0 V z ,  Se in fatti per una 
tangente in O ad una V: (della V9) conduciarno un piano che la imisca ad 
una retta di questa varietà uscente da O, il piano segherà la V: in un'altra 
retta passante per 0. D'altronde due rette di V9 passanti per O stanno sempre 
in una stessa V :  della V,, come inostra subito la rappresentazione coi piani 
di 8,; sicchè ogni retta del loro fascio è tangente in O alla V ; ,  e quindi è 
generatrice di Vs. Concludiamo: il con0 cubico V:, di cui all'enunciato pre- 
cedente, è cornposto dei piani clçe congiungono a due a due le rette della V, 
passanti per O (costituenti cioè il con0 V;) .  

Segando con un iperpiano e applicando il n. 5 della Nota citata in (') 
alla V4, che rappresentavamo al n. 33 colle formole p,,, = z, 2c,, si trae che : 
il con0 V ;  é quel10 che riesce definito dall'avere come varietà doppia il cono 
V ; ,  e che si rappresenta nelle notazioni di quel n. 33, entro fi,, annullando 
il deterininante delle coordinate di punto p,,, . 

4'3. Per un punto P della V , , ,  non situato su Vg, passano soS S, tan- 
genti di questa. L'iperpiano oniologo di P in 3 conterrà questi S, (perchè 
spazi autopolari), e sarà dunque tangente a V9 nei punti di contatto di essi. 
Esistono col4 iperpimi che toccano V9 (in due punti e per conseguenza) lzcngo 
una Va. Gii S, tangenti a V9 nei punti di guella concorrono in un punto. 

Se invece prendianio un punto O su V,, per esso passeranno 005 Se 
tangenti, cioè tutti quelli tangenti a V9 nei punti del con0 V: di rette di V, 
uscente da O ;  ed essi starannb ancora sull'iperpiano polare di O risp&to, 
ad che è ora l'iperpiano osculatore a V9 in O. Dunque: L'àperpiano osczc- 
latore a Vs in un pzcnto O le è tangente in mb pwnti costituenti il cono V! 
zcscertte da O. 

SUI COMPLESSI LINEARl SINGOLARI Dl PIANI, E SU UNA LORO GENERAZIONE. 

Ph. Un complesso lineare r di piani di S, ainmetta un piano singo- 
lare o. Il complesso sarà rappresentato in S,,  da un punto P situato sullo 
spazio n9 tangente a V9 ne1 punto O imagine di w ;  od anche dall'iperpiano 
polare di P rispetto ad iperpiano che conterrà n (autopolare per X). 
Stanno in ï' i piani che lianno per iniagini i punti di V, situati su 5, in 
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particolare quelli posti su Q : dunque r contiene tutti i piani che segano UI 

secondo rette ("), Viceversa, se un complesso lineare di piani r è in questa 
relazione con un piano w, sarà o singolare per r:  giacchè l'ipotesi equivale 
a dire che l'iperpiano E iniagine di r contiene il cono delle rette di  V8 pas- 
sai t i  per O (imagine di w), e quindi (n. 33) contiene 1'8, tangente in O alla 
V'. Un piano singolccre di un comnplesso lineare di piani è caratteriaaato da 
cid che tutti i piani passanti per le sue rette sono piani del cow~plesso (tutte 
Le sue rette sono totdi). 

46. La generazione dei colnplessi singolari, di cui ora vogliamo parlare, 
trae la sua origine dalla seguente osservazione: se zcn contplesso Zinenre di  
piani di 8, anmette un piano singolare w, esso cordiene i piani di ogni 
irriducibile congiungente w ad altri due piani qualu~zqzte del contplesso. 

In fatti il complesso è rappresentato in S,, dalla sezione che un iper- 
piano i tangente alla Vs in un punto O fa su questa varietà. La V :  poi cor- 
risponde' ad m a  cubica di V, passante per O e per altri due puilti di E. 
Poichè la curva passa per O, sarà ivi tangente all'S, tangente in O alla V , ,  
e quindi anche a 5 ;  e siccome essa taglia questo iperpiano in altri due piinti, 
ed è irriducibile, giacerà in 5. 

Da questa proposizione deriva che, se fissiamo, oltre al piano singo- 
lare o, u n  altro piano qualunque 8 di un complesso lineare r, questo si 
potrà riguardare coine costituito da oo7 V :  passanti per o e S. Si tratterà 
ora di caratterizzare convenientemente queste w7 V i ,  fra le me che passano 
per w e 6. 

46. Ogni V; passante per w e 8 è luogo di ao2 rette generatrici clie 
segano su quei due piani una ben determinata collineazione. E viceversa 
da ogni collineazione fra o e S è determinata una VJ passante per questi 
piani. 

Cosi la questione posta dianzi si pub traslormare ne1 seguente ihodo: 
di che natura è il'sistema delle 00" collineazioni tra o e 6 che provengono 
dalle oo' V ;  passanti per k e 8 e contenute in 1-2 

47. Assumiamo i due piani fissi w e 8, sglienibi fra loro, rispettiva- 
mente come piani fondamentali 1 '2 3 e 4 5 6. Sia G un piano qualuiique con- 

(9 Ci6 risulterebbe anche riguarctando come limite di due cardini coniugati di r, infi- 
nitamente vicini. 
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110 Segre: Sui complessi Zineari di p i m i  

giungente i tre puriti di coordinate q i ,  r , ,  si (i = 1 . . . 6). Detti x e y due 
punti rispettivamente di o e 8 allineati con uno stesso punto (X qi + ,u ri + v si) 
di r ,  sarà 

Diciaino u, u, u, le coordinate, entro al piano w, di una retta passante 
per x, sicchè X E ,  u, = O ( a  = 1 ,  8, 3), ossia, per le (30) : 

Dalle (8i), indicando per un mometito con Q,, R,,  S, (1 = 4, 5, 6) i comple- 
menti algebrici di q,, r , ,  s, ne1 deterininante di queste 9 quantità, si trae: 

e sostituendo in (88) : 

Ora il trinoinio fra parentesi, se 1 11.1 n indica ulia permutazione pari di 
4 5 6, non è altro che il determinante 

qR rU SB 

49s risi Sm 

, >  y,, s, 

'ossia la coordinats p,,,,, del piano 7i. Dunque la relazione (33) si pub scri- 
vere cosi: 

z Pa,,,,, u, Y I  = o. (94) 

Quest'equazione bilineare fra le coordinate u, u, u, di retta del piano o 1 8  3 
e le coordinate y, y, y, di punto del piano 6 r 4 5 6, rappresenta una colli- 
neazione, e precisamente quella che è segnata sui due piani dalle rette ap- 
poggiate ad essi e al piano x di coordinate p,, ,  , ecc. (ossia dalle generatrici 
della V: di a, 6 r) ,  
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43. Supponiamo ora che 75 vari in un complesso lineare singolare r 
contenente o e 8, ed avente w per piano singolare. L'equazione di r dovendo 
essere soddisfatta dalle (17) del n. 33 [perchè l'iperpiano di S , ,  corrispon- 
dente a r deve contenere 1'8, tangente in O a-V,, che è appunto rappre- 
sentato dalle (17)],.non conterrà termini in pl,, né nelle p,,, ("). Nb vi sarà 
il termine in p,,, , in causa dell'ipotesi che r passi per 6. Quell'equazione si 
riduce dunyue ad un'equazione lineare nelle sole 9 coordinate p,,,,: ossia 
appunto in quelle 9 che compajono come coefticienti nell'equazione bili- 
neare (24) della collineazione. 

- In conseguenza il dire che 7 descrive r equivale a dire che quella col- 
lineazione varia in un sistema lineare m7. 

Un compleko lineare di piani con zcn piafzo singolare o si pud generare 
cosi. Si fissi un altro suo piano 8 sghembo con o. Da un piano qualzmque z, 
projettando Z'uno sull'altro quei due piani fissi, nasce fra essi una colli~zea- 
aione, Il cornplesso liizeare si cornpone di queé piani z, pei quali le collinea- 
zioni cosi definite costituiscono un sistema lineare 00'. 

Si avverta per6 subito che la locuzione « sistema linenre oo7 di collinea- 
aioni fra w e 8 lia due distinti significati, a seconda che una collineazione 
si considera corne connesso di rette di w e punti di 8, e quindi si pone un'e- 
quazione lineare tra i coefficienti di quel connesso: oppure invece si consi- 
dera come connesso di punti di w e rette di 6. Risulta che é ne1 primo si- 
gnificato che va presa quella locuzione, ne1 teorema enunciato. 

' 49. Le collineazioni tra w e S di un sist.elna lineare ao7 sono quelle 
armoniche od apolari ad una collineazione fissa, riguardata (a differenza di 
quelle) corne connesso di punti di w e rette di 8 ("1. Se l'equazione di r è 
(n. 48) : 

ri canitt ~ a m n  = 0: (25) 

essa espriine appunto clle l i ~  collineazione (24), prodotta da1 piano wriabile 
;F di r fra 6) e 8, è apolare alla collineazione fissa C :  

(seinpre designando 1 nt n una pernmtazione- pari di 4 6 6). 

(u) È sempre inteso (da1 n. 83) che a b c preiidoho solo i valori 1 52 3, e 1 ?n I I  i va- 
lori 4 5 8. 

("5 V. ad esempio STURM cit. in ( I ) ,  Bd. II, p. 990 e sgg. 
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Quale significato avrà questa collineazione C pel coiiiplesso d i  piani r ?  
Un punto x di o e una retta v  di 6 sono coniugati in  essa (&oè v  passa pel 
punto omologo di x), quando fra le cio7 colliiieazioni ve n'è una che, come 
connesso, si spezza ne1 fascio di rette di centro x e nella retta punteggiata v :  
ossia una che ha per punti singolari x: e tutti i punti d i x  Questa callinea- 
zione degenere è segnata su w e 8 dalle rette incidenti a questi ed al piano 
congiungente i~ con v :  percib questo piano sta in r. Lo stesso fatto risulta 
notando che le coordinate p,,*, del piano di x: e u valgoqo precisamente E, v,, 
e rendono quindi equivalenti le (85) e ('26). Ne deriva che la retta r con- 
giungente due punti x e y, di w e 6, ornologhi in C, sta in un fascio di piani 
di r, giacente nell'S, che unisce x: a 8. D'altronde r sta pure in un altro 
fascio di piani di r :  quel10 che giace nell'S, congiungente y a o: giacchè 
questi piani, incontrando o secondo rette, stanno appunto (n. 44) in r. 1 due 
fasci di piani non sono in un  8,; e quindi i piani di r passanti per r non 
possono avere come luogo un 8,. Tatti i piani per r staranno in r :  ossia 
r è retta totale per r. 

D'altra parte anche ogni retta di w è una retta totale per r. Una retta 
qualunque g passante per x e giacente neil's, che unisce y a w sta in un 
fascio colla retta r r m y e con una determinata retta s di o. Un piano qua- 
lunque tirato per g si potrà in iqfiniti modi riguardare come appartenente 
ad un fascio con due piani passanti rispettivarnente per r ed s, ossia con 
due piani di r :  sarà dunque esso stesso in r. Ossia g è retta totale per r. 
Tutte le rette totali si otterranno in questo modo, perchè (n. 26) per un 
punto generico ne passa una sola. 

Le rette totali di zcn cornplesso lineare di piani r avente u n  piano singo- 
lare w si ottengono cosi. Esiste zcna determinata collivzeaxione fra i l  piano w 

punteggiato e la rete degli spazi ordinari passanti per o. Sono rette totali 
di r quelle che passando per zcn &do di w giacciono nell'S, corrispondente 

Segatzdo la rete di  spazi con un altro piano 8 di r ,  nasce fra o e 6 una 
collineaxione, che è puella armonica a tutte le 00' collineaxioni fra w e 8 de- 
terminate dagli aos piani del complesso, ossia dalle cm7 V :  contenute i n  r e 
passanti per w e 8. 

Se ï' si considera conie limite di un colilplesso generale, i cui due cardini oc ,û s'av- 
vicinano indefinitamente, il sistema ehe sopra s'è ottenuto delle rette totali di ï' è il limite 
dell'insieme delle rette incidenti ad a p. È questo l'analogo del fatto che si ha in S,, quando 
l'insieme delle rette appoggiate a due rette sghembe infinitainente vicine conduce ad una pro- 
jettività fra la serie dei punti e quella dei piani di una stessa retta. 
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GO. La considerazione dell'oniografia C ci permette di seiiîplificare ul- 
teriormente l'equazione (85) del complesso 1'. Averamo assunto o e 6 risp. 
coine piani fondamentali delle coordinate . l  8 3, 4 5 6. Ma prendiaino precisa- 
mente le coppie di punti fondamentali 1 4, 52 3, 3 6 in coppie di punti omo- 
loghi di C'. Blloia l'equazione (96) di C dovrà ridursi alla fornia 

e quindi la (25) diverra: 

Cosi dunque si pub rappresentare un coinplesso lineare singolare. È la fornia 
cl'equazione già trovata al il. 24. 

Per ottenere un cornplesso 'doppiainente singolare, basterà assunwre la 
collineazione C degenere, per esenipio a = O. C si riduce allora ad una pro- 
jettività tra il fascio di rette di centro 1 riel piano o e la putlleggiata 56 ilel 
piano 8. Le oo' collineazioni sono quelle, per le yuali le rette e punti con- 
iugati, appxtenenti rispettivaniente a quel fascio e a quella punteggiata, si 
corrispondono in projettività arnioniche a quella projettività fissa. Si ritro- 
vano facilmente le proprietà del complesso doppiairiente singolare. Suo punto 
totale (n. 85) sarà il punto fondamentale 1, suo 8, totale quel10 fondamentale 
opposto al punto fondamentale 4. 

51. Coithinaudo Liueürnieiite le eqiiazioni di due wiiiylessi lineari di 
p i ü i ~ i  in S,,  si o t t i en~  l'equnzione di uiî fascio di tali cornplessi. 1 piani co 
inuni a cllie cornplessi del fascio sono cornuni a tutti; ecc. Prendendo corne 
imagini dei coiiiplessi i piinti di S, ,  , oppure gl'iperpiani, l'iniapiiie del fascicb 
sar8 una retta, (punteggiata), oppure un fascio d'iperpiani. 

Siano a p i rardiiii di un coinplesso I' del fascio, a, (3, yuelli di uii 
;~ltro r, . Le r e t t ~  incidenti a questi 4 piani silianiio totali per quei due coili- 
],lessi, e quindi anche pi. tutti i coiul)lessi del fascio. Se I c r, sono in 
~msizioiie geiiei.icii, quelle w t t ~  sai.aniio tro. In I r  p ;  P nt1 esse si  nppopgti- 
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1 L4 gegre :  Sui cot~zplessi tineari di piani 
-7 

raiiiio diinque le coppie di cardiiii di tiitti i conzplessi del fascio ("1. Ma se, 
ad eseii~pio~ o! (1 u ,  p, soiio quattro piani gelieratori d i  iiria stessa V ; ,  le CO" 

rette geiieratrici di questa saraniio rette totali per tutto il fascio, e quiridi 
i carcliiii di tiitti i coiiiplessi di questo snraniio piuni generatori di quella V;. 

Se il f i ~ ~ ~ i o  è generale, con terrà 4 complessi seinplicemente singolari : 
percliè la sua retta iiiiagiiie iii S, ,  incontra in 4 piiilti la varieth W. Non 
coii terrL iiirece alcuii coiiiplesso eonico. 

59. Vogliamo ricercare i caratteri delln varietà costituitn, ilel caso ge- 
iiei.de, tlni carcliiii dei coiiiplessi del fascio. 

Eiitro (piesta- \varieth la corrispoiiclenza fi.a le coppie di piani, clie sono 
cardini d i  uiio stessu coiiiplesso del fur io ,  è ili\~oliitoria. e biuiiivoca: iii 
€alti se iiii piniio fosse citrtli~ie per chie coinplessi, esisterebbero infiiiite rette 
iiicideiiti alle due coppie di carcliiii di qiiesti co~iiplessi, ossiri iritiiiite rette 
totali coiiiiiiii a tiitto il fascia, coiitro l'ipotesi clie siaiiio ne1 caso generale. 
Le col,pie di cartlitii soiio iii corrispiitleiiza I~iuuirocn. coi coinplessi del 
hscio. 'Uiiiiciue foriiiaiio, iielln ~arietA di piani caosiderata, uns  serie li- 
iienre g:;  e (pesta lia 4 elelnet1 ti doppi, percliè i i d  fitscio stailtio 4 complessi 

' 

a cartliiii coiiicidenti (fine clel iiiiiiiero precedeiite). Ne segiie clie la varietil 
tlegli CU' piaiii caidiiii dei coiiiplessi di iiii fiiscio i? rllittica. 

Sin (I la retta clie nell'S,, rappreseiitti. coi suoi putiti i coiiiplessi del 
fascio. Da opni silo piiiito si tiri ln. cor di^ di 1/9: (peste  corde forineïaniio 
uiia rigata razionde, e i 1oi.o piii-iti cl'appopgio costitiiiraliiio la curra D 
imagine della nostrn varietà (lei piani cnrdini. Jl'ordine di quella rigata ri- 
sulta subito = 4. Per vetlei.10 hastn. assiiliiere g iiell'S, di uiia cubicri di Ir,, 
sicchè si tratterh nllora delle corde di qiiesta CYincideiiti a g (poichè per 
iiii piiiito di g, - punto geiierico di S,, - iioii passa altra corda d i  Q9 clie 
la corda della Ce3: 11. 18): nQ cpestn assunzioni: particolare pub produrre 
iion. nioclificnzioiie iiell'ordiiie cl-ie ln. rignta aorebhe ne1 cnso generale. Invece 
riene inodificato l'orcliiie della currn D, ln quale i n  (luesta ipotesi speciale 
si ritluce alla. C 3 :  poichè ogni pliito di questa vx coiitato cliie volte coilie 
piiiito tli I l ,  esseiiclo esso su ~ I I C  m ide  incidenti n g (3'). 

I)tialiiieiite, i coliiplrssi de l  t;?sc.io Iinii coiiiiiiii Lre totali: clie soiio precisniiieiite gli 
& clle coiigiungoiio a due n due I I $  n p. 

tSS) Ci6 corrispoilde a l  fatto che, iiel caso sp~cialc di Sascio, acceiiiiato verso la fiiie del 
il. 51, iii ciii si pse i i tavn iiiin, V: coiiie luogo (lei cuitlini, ogiii piano di questa è cardine 
per due coiiiplrssi del fascio; siccli2 la V :  ~ i i  coiitnt;~ 9 volte pcr dnre ln varieti degli ml 

cardiiii. 
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Da1 fatto che la rigata è del 4 . O  ordine segue che D è in generale del 
6 . O  ordine: percliè un iperpiano per g coilterra 3 generatrici della rigata e 
su esse 6 punti di D ;  oppure anche per una nota forinola sulle curve di 
una rigata. 

L'ordine di D, detemlinato segandola con un iperpiano osculatore a Ir,, 
risulta essere il nuniero dei piani della i-iostra oo' iiicidenti ad un piano 
dato. Coixlridianio dunyue : Il2 u1a fascio ye~z,ernle d i  complessi liyenri d i  
yiani dell'S, le coppie di  cardi~zi  sono i piani di uiza setuplice irtfi~zitit, ellit- 
ticn del ô." ordine, V ; .  

B, come curva d'ordiiie 6 e genere 1, star& (insieine cullii retta g)  i i i  

uii S, ,  ossia. in ogni iperpiano che ne co~iteiiga 6 puiiti geueriçi. Ee segue 
che: quella 8: di S, è tale clie og~li complesso liiieare di piaiii coriteiiente 
6 geilerici fra i suoi piaiii, li contiene tutti. 

53. Preso uii punto generico sulla curva D, l'iperpiaiio osculalore i i i  

esso a V9 andrà ad incontrare ulteriorineute la curva in altri 3 p~111ti. Ossia, 
in S,,  un piano della =lol corisideràta ne incontra in geiîerale allri 3. È fa- 
cile ved'ere che tali punti d'incontro di due piani della ml, ossia punti 
doppi della V3, costituiscoiio le .tre rette totali s)z $8 p (n .  51) del fascio di 
cornplessi. 

Irivero iin puntv siffatto non pub stare sui due cardiui d i  urio stesso 
coiiiplesso del fascio (v. fice del n. 51). Sarà su  un cardiue di un coiiiplesso 
e su un cardine di un nltro. Per conseguetiza, se cla esso si tira la: retta clle 
va ad incontrare i due ulteriori cardini risp. di quei due coinplessi, si ot- 
terri5 una retta totale cornune a questi, ossia apputito uria delle 912 n p. 

Vicerersa ogni punto 31 di una, m, di queste rette sta su  cardini di due 
coinplessi del fascio. Per veder ci6 clirettanieiite, si coiisideriiio, per cinscuii 
complesso del fascio, i piani passai~ti per JI. Le rette di questi l~iani  for- 
meranno i coniplessi liuenri' di rette di un fascio : coinplessi di rette pei 
quali (11. '26) ?$G è retta singolare, e clie cjuiiidi si yossoiio 0tteuei.e projet- 
tanclo da 9th  un fascio cli ordiiîari coiii plessi liiieari di rette di i i i i  S3 sgheiiil~o 
coi1 m. Dall'esistenza, iii quest'ultiiiio fasciu, di due coiiiplessi speciali, seguc 
i'esisteilza ne1 fascio di coiuplessi di rette cli 8, di due coi-ii~~lessi coti~posti 
rispettivaiiiente delle rette iiicidenti a due S, yassai~ti 1)er m. Ognriiio ili 
essi proverrà da ut1 complesso di piaiii del priinitivo tascio, conteiieiite ogiii 
piano che passa per AI e clle incontra secoiido uiia rettü un 8, fisso püs- 
sailte per m ;  il complesso di piani avrà cioè corne rette totali la tjtella di 
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116 Segre: Szti complessi Eitzeari di piani 
-- 

rette. di ceiktro JI giacente in quell'S, : sicchè A I  s a r i  su un cardine del com- 
plesso (e l'S, passerà per l'altro cardine). 

La V : ,  luogo d~gl'i /~finiti  cnrdilzi dei coq)lessi liileari d i  piani d i  u r ~  
frcscio, ammette in ye~ternle 3 )-ette rlirdtrici t loppie,  che som le 3 iette lotnli 
cornmi ai complessi del fuscio. 

;j4. L)a quest'ultiniu risultato si yuh trarre, co t~  ilil ~ iuovo procedinieulu, 
L'esistenza, ne1 fascio di complessi di piani, di 4 coinplessi singolari (ossia 
l'orcline h di TV otteiiiito al n. 38). Basta considerue, ad esempio, su m la 
corrispoiidenza h a  i puilti clie soi10 tracce dei t h e  cardini d i  uno stesso 
complesso del fascio. La coi-rispoideilza sarà (2, 9) ; t: i 4 puiiti nniti il011 

potranno provenirc! cl-ie dalla coiiicidenza dei cardini di nno stesso com- 
plesso. 

Anche L'ordine 6 della jarietk dei piaui cardini si ritruva, coi~siderando 
i piani stessi coine congiungenti di terne di punti oinologlii delle tre rette 
rn n p, cosi riferile tra loro clle ad  ogni punto, per esempio JI dell'una w. 
t:orrispoi~dorio siille altre n y due coppie di punti Ni', N, Pl ; ecc. (Si com- 
portano cioè m rb p come tre linee di Bo ordine in coi.risponclenza uiiivoca 
Fra loro). Il principio di corrispoiidenza prova, iii 111oclo iioto, clle la varietà 
dei piani congiungenti le terne di punti oniologlii è del 6 . O  ordine. 

55. Secondo il r i .  5, per ciascun coliiplesso del fascio, i piani suoi ap- 
poggiati ad m rt p stabiliscono fra i punti di queste rette una trilinearità. 
E l'equazione (6) di questa iiiostra che da1 fascio di complessi nasce cosi 
un fascio di trilinearità. Da1 n. 81 poi risulta che le oo' coppie di cardini 
dei complessi segnano su rn n p le sol coppie di terne singolari per le tri- 
linearità del fascio. Cosi i 4 coinpiessi singolari (ossia a cardini coincidenti) 
rispondono alle 4 trilinearità singolari (ossia a terne siiigolari coincidenti) 
del fascio di trilinearità (37 

Il fatto rilevato alla fine del n. 58 si pu6 ora enunciare cosi: Dato UN 

fascio di trilinenrita fra tre rette, l'insieme delle terne di elementi singola.ri 
delle parie trilinearitic é una ao' ellittica, costituita dalle terne cornuni ad nltre 
due trilinearità; e quindi a tzttte le trilinearitic di un altro fascio. 

Anzi, si pu6 sempre rigunrdare la aol delle terrze cowuni a due trilinea- 

Sono appurito 4 queste trilinearità, perchè è di 4.0 grado l'iiivariaiite di una trilinex- 
rità; il cui annullarsi esprime che essa è singolare (STURM, eit. in ('), fine della p. 329). 
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ritic, e q z ~ i d i  c ~ d  un fascia, COWM c o ~ n p o ~ t a  delle terne cli ~le~rce/ t t i  sir~gol«ri 
delle tril inenritb d i  ?ci& ccltro fnscio; e ci6 in 9 mocli diversi, ossia con O ac- 
coppinnienti involutori delle cc' terne. ILI fatti la data oo' di terne è rap- 
presentata ne11'8, del il. 6 dalla sezione del13 1'; coi1 due iperpiani, cioè con 
un S 5 :  duiiqiie da una ciirva del 6 . O  ordine ClC, rlle si iicoi~osce subito es- 
sere ellittivii. Oril si sa ('') chc PU uns tale C\sisto i io  9 serie linewi y:, 
tali che per oyiiuna la riga.t;t clelle cougi~ingei~ti Ic coppie di  punti ha una 
ietla direttrice. 1 punti di (luesta wtta rapplweiitaiio le trilinearità di uii 

fascio, le cui troppie di  terile ~ii1g01iil.i s ; ~ r a i l ~ ~ o  ~ ï i p l ) ~ ~ s ~ ~ ~ l a t ~  dalle coppie 
tlella y$ (.colne le coppie di caidiiii dei coinplessi di 1111 L'ascio yroveniraiio 
clai punti d'appoggio delle cnrtle clella. ( ' h s c e n t i  dni ' putiti tlella retta g 
imagine del fascio: n. SB). 

COMPLWSS~ LINEAH1 AHMONICI OD APOLAHI. 

06. 1)iviattio ctrwtot~ici od upolari due coinplessi lineari di piani di S, 

quand0 s'antiulla il loro invariante hilineare c,,, cf,,, + . . . (a 90 tertiiini, 
composti coni7è detto al il. 1, sicchè risulta unü forma bi1ineai.e alternata). 

In particolare un complesso qualunque ed uno nucleato sono artnonici 
se il 1 . O  contiene il nucleo del 8.O 

Se un  dato complesso è combinazione lineare di k complessi nucleati, 
un complesso lineare ad esso armonico, il quale contenga i r~uclei di k - 1 
fra quelli, conterra pure il nucleo del rinianente: e viceversa un complesso 
passante pei k nuclei sa& armonico al coinplesso dato. 

Cosi: s e  due  co&lessi lineari d i  pialzé d i  8, sotao tal i  clie E'mzo coiztieue 
tcna terna d i  p ian i  coniugnti dell'altro (n. 28), oppure i cardini  d i  qtwsto, i 
due complessi sono arnzonici. - S e  dtw cowzplessi sono nrrnonici, ciasczwzo d i  
essi segherà ogni V,S (luogo d i  terne d i  p i a n i  coîzizcgnti dell'altro, ossia) pas- 
sante pei due  cardini  d e l t a l k o  secondo u n a  terna d i  piani co~ziugati d.i questo. 

('O) C .  SEGRE, Remarqttes sur les trurtsformutio~~s unifomes cles courbes elliptiques en elles- 
mêmes. Math. Annalen, 27 (1886), p. 296: v. il teorenia alla p. %(M;. 
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1 18 Segre:  Su i  coq~lessi  litôeari d i  piani 
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- Se u n  co~~zplesso arnzotzico ad uqa altro passa per un cardine d i  guesto, ?te 
colzterrà p w e  i l  secondo cardjtze. 

Due coinplessi lineari arinoiiici sono rapprese~ilati in.$,, da due punti, o 
da due iperpiani, coiliugati rispetto a.1 sisteina nullo 3: vale a dire da due 
punti situati su una retta del complesso 3Y; 

57. Se due coinplessi liiieari sono arinouici, sarailno arinonici fra loro 
due coinplessi clualunque del loro fnscio. Cih è evidente dalla defiuizione 
analitica, te1iut.o conto che seiiipïe c , , ,  c,,, + . : . = 0 ;  conie anche dalla rap- 
preseutazione in S,, , ove il fascio risulta avere per iiiiagiiie uiia retta di 3! 

Di qui e da1 iîuinero precedente segue clie conclizione liecessaria e suf- 
ficieiite percliè due coinplessi lineaii di piani r, r' siüilo aruioiiici è clie ilel 
loro fascio stia un coiriplewo conteneilte an1110 i cardini di uno d i  essi. 

hccadrà, allora clle ogni coinplesso del fascio di r, 17' sega la V[r3 luogo 
dei cardini cli tutti i coinplessi del fascio secoiido 6 piani, clle -si  distrihui- 
scono nelle 3 çoppie di cardini di 3 coiiiplessi del fascio. 

58. Anche l'arnloiiia. oc1 apolarità fra coliiplessi lineari d i  piani di fi, 
si pu6 collegare ad una corrispondente relazione fra due triliiiearità. 

Dicesi che due trilinearità fra tre punteggiate, rappresentate da  

(ove gi'indici r s t preiidono i valori 1 e 2) sono arubolziche od apolari, quando 
è nul10 il loro invariante hilineare (alteriîato) ( a  a') ( b  b') (c c'), ossia quand0 : 

od anche, geometricanlente, quando si preseiita il segueilte fatto. Si chiamino 
omologhi due punti clella: 1." puilteggiata quando le due projettività, che 
es& mediante le due trilinearità, rispettivatnente, suhordiiiano fra. le altre 
due punteggiate, sono arinoniche. Si lia cosi, eiitro la l .a pu~iteggiata, uiia 
pr0jettivit.à : la quale è un'involuzione appunto tpando le due trilinearitii. 
sono armuniche (41).  

(43 R. D E  PAOLIS, Le corvispoi&de#bze projettivo +zeEle forme yeowzet.uiche f o l ~ d a ~ n e l ~ t a l i  d i  

1.a specie. Mem. Accad. Torino (2), 48, 1892, p. 495: v. ivi n. 86 e srgg. - Cfr. anche p. 304 
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nello spas io  a cinque dirnertsioni, I l 9  

Cid prernesso, fissianio tre rette 912 12 p, su cui assunîereino rispettiva- 
inente le coppie di punti foiiclanîentali 14, 85, 36, coine al 11. 5; e consicle- 
rinino le trilinearità che su esse sono segnate dai piani iiicidenti ad esse di 
dile coiiiplessi lineari il, F', aventi per equazioni le (27) del n.  ÜG. [,e eyua- 
zioni cli (peste triliiiearità saranno la. (6) del n. 5 e l'analogu colle c' in luogo 
delle c. La condizione (28) di arnioiiin di queste triliiiearità clireilta quindi 
piecisainente la (7) clel n. 6 .  Essa coincide colla condizione (11. 36) di arinonin 
dei coinplessi i', r', se uno di questi, per esempio r, lia nulli tutti i coeffi- 
cienti clle non coiiipaiono in quell'ecluazione (7), ossia (n. 91) se il coinpleçso 
i' lm * I L  i z  p coine rette totali. Duiique : L'essere d u e  complessi  l ineuri  di 
p icmi  di S,  ccriuoraici eqtriunle n questo fcrtto : svc tre  rette qzicrlzcngzre lillewr- 
mente i n d i p e 1 ~ l e ~ 2 i ,  totcili per  21n complesso O per eidrcrinbi, i pinii i  d e i  d i te  
coinplessi che s i  nppoggicitao (rd esse seynailo thce trililleuritic n ~ t i t z 4 a ~ ~ w n t e  av- 
mouich e. 

59. 1)ovetiilci considerare i coinplessi lineari clie liailrio coiiie rette 
totali le tre rette 9n PZ p lineanneilte inclipendenti, riegrdiariio cli nuovo clie 
(n. 21) yuei cornplessi sono gli û3' i cui coefficienti non necessarianlente 
nulli. sono gli S clle coinpaiono, ad esempio, nelle equsizioni (G), (7). I puiiti 
clle ne sono ilnagini in SI, formano 1111 S,, di C U L  giii 8'6 parlato al il. (i. 
lvi si è pur considerata .la lr;, clie neIl's, è traccia della V, di S,, ; conle 
anche il sistema nullo, o coinplesso lineare di rette, XI, sezione di Xcoll'S, . 
Conviene aggiun&re clle gli S, tangenti di V:  sarailno totali per Ji(, perclik 
giacciono in spazi S ,  tangenti di V,, i yuali sono totali per X 

GO. Siano dati, in 8,; 4 piani a y 6 in posiziot-ie geneiicn. lhiiiaii- 
tlianio i fasc id i  coiiiplessi îzou s ingolar i  (ossin fasci nei ( p l i  un coiiiplesso 
gerterico non è singolare) pec cui quei piani sono i 4 piniii singolari (II. 51). 

e segg. di H. WIENER, Geoi~zetrische Ii~va~,iccittel~theorie der biiaiii.ei& E'onnen, Jiiliresb. Deutsch. 
1I;itli. Ver., il, 1908, p. 901. 

Valgono per le trilinesrith arriioiiiche proposizioiii aiinloglie ad alc~iiie dei 11.1 56, 57 re- 
lative a con~plessi ariiioiiici. Cosi, da m a  di esse risulta subito che dae fasci di triliiiearit;~, 
legati coiii'k detto ~iegli eiiuiiciati corsivi del il. 35, si coiiipoigoiio di triliiiearitb iiiiitiin- 
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Pensiaino le tre rette I r z  l a  p che incontrano a p y 8. Saraiino (n. 52) le 
re rette totali coliiui~i a tutti i complessi del fascio cercato. Questi coiri- 
plessi saraniio diinque rappresentati da punti clell'S, ricordato al iiuniero 
precedente. Iii particolare i h coinplessi singolari del fascio saraniio rappre- 
sentati c h  punti coniuni ad S,  e agli S,  taiigenti a V9 nei punti A B C Il 

iiiîagini di cc y S. Questi A R C 1) stanno sulla V3 di S,  (perchè u (3 y 8 
sono incidenti ad nb î a  p); sicchè cpei priini punti staraiiiio sugli 8, tnngenti 
a V :  in A B C D. 

Cosi il problenia dato diventa questo: eiitro S,  trovare iina retta inci- 
dente agli S,  che toccano V ;  iii A B C D. - 

In generale, se in SE,+, sono dati 4. S,,  le rette incidenti a yuesti sono, 
com'è noto, q + 1: i loro punti d'incontro con uno di quegli S, si determi- 
nano, ad eseinpio, corne i q + 1 punti uniti della collineaziolie che su questo 
S, nasce projettando su esso un altro S, dai due rimanenti. 

Sono dunque 4 in generale le rette di S ,  ilicidenti ai yuattro S, .  Rla, 
poicliè yuesti sono autopolari ;ispetto al sistenia nul10 3(, possiamo ag- 
giungere che quelle 4 rette e f g h fornieranno in generale, cioè se sono 
ben determinate e distinte, uua q u a t e m a  corziugata rispetto a 3, ; ossia che 
due punti qualunque risp. di due di quelle rette sono sempre coniugati ri- 
spetto a X,, vale a dire che ognuna delle 4 rette ha per S, polare rispetto 
a 3V, Io S,  delle tre rette riinanenti. In fatti, se cos1 non fosse, due di quelle 
rette, per es. e f, risulterebbero riferite projettivai~~ente, chiainando ornologhi 
su esse due punti coniugati rispetto'a fi,; e in p e s t a  projettività si corri- 
sponderebbero le tracce su e f di ognuno dei 4 S,  dati (autopolari rispetto 
:i Z). Le rette congiungenti. i punti oniologhi di e f forinerebbero iin reg020 
a cui apparterrebbero 4 rette di quei 4 S,; onde il regolo inciclente a quel10 
si comporrebbe di infinite rette incidenti ai 4 S,  dati. Se dunque siaino ne1 
caso generale, che le rette incidenti a questi spazi sonn solo S.. la prol~osi- 
zione è vera. 

61. Ora, teliuto cotlto clle I'essere due piuiiti eoniugati rispetlo ad a,, 
e yuindi ad 3V; significa (line del n.  56) clie i corrispoiîdenti complessi li- 
neari di piani sono arinonici, possiamo r i s p o i ~ d ~ r ~  ilel inoclo segueiife a l  
cpesito posto it ~)i.iiicipio tlel 11. 60: 

nut i  in Sr, yztrdtr.o picrrii iir posiziolbe geuer*ico, sorto qracsi1r.o quei f i ~ s ( ; i  
d i  complessi Zirieuri rli picobi ( i  clci complessi yetoe~ici Izon sol20 siu(golcri.i), lîel. 
o p  tt # P O  dei p a l i  i f cowcplcssi s i m p l r w i  in C S ~ O  c o n t ~ u u l i  ha 1 )  1 1 0   PI. pi«$? i 
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singolari appunto i 4 piaî~i dati. Qzcesti quattro fasc,i di co~itplessi S O N O  cosi 
legati fra loro, che due coficplessi di fasci diversi son setnpre armzonici. 

Merita forse di essere rilevata anche la proposizione corrispondente per 
trilinearità binarie. Essa segue, senz'altro, O dalla corrispondenza del n. 5 
fra complessi di piani e trilinearità, O da1 mgionanlento diretto che abbiamo 
fatto nello S, (senza più pensare a S,,), considerando S ,  come rappresen- 
tativo delle trilinearità tra forme di l.a specie. 

Date ii8 tre forme fondamentali senzplici qztattro terne di elementi gelle- 
riche, esistono qzcattro fasci di trilinearità fra quelle fornze, 0g1zu12 dei quali 
colztiene 4 trilitzearita sitagolari menti rispettivawwîzte quelle 4 terrze conze terne 
silagolari. I 4 fasci godono della proprietà. che d ~ e  tt-ilinearitri di fasci diversi 
sono sewtpre arw~owiche ('9). 

6'2. Pub sorgere un dubbio riguardo al procediinento seguito a l  n. 60 
per giungere alla l.a proposizione del n. 61. Se, invece di operare in S,, 
avessiino ragionato in modo analogo in S,, , cercando qui le rette iniagini 
dei fasci di complessi lineari dell'S, che risolvono il dato probletna, si sa- 
rebbe trattato di trovare in S,, le rette che incontrano 4 dati S,, tangenti 
della V, (anzi che 4 dati S, di 8,). 11 niirnero di tali rette è in generale 10 
(11. 60, per q = 9): si sarebbero dunque trovati 10 fasci, non solo 4. 

La contraddizione scornpare se si bada che noi, espressaniente, avevaino 
chiesto yuei fasci, soddisfacenti alle condizioni imposte relative ad a p y 8, 
nei quali un complesso generico non è singolare. Tali fasci sono verainente 4. 
Gli altri, che risulterebbero dall'ultima considerazione (e che non avranno 
pih tn n p coine rette totali comuni), saranno coniposti di complessi singo- 
lari. D'altronde essi non saranno ne1 numero di 6, che, colle 4 soliizioni di 
prima, darebbe il n. 10; bensi saranno infiniti. Cosi, si fissi nello S,  di n p 
un ordinario complesso lineare L di rette passante per la congruenza lineare 
di cui n p sono direttrici. 1 complessi lineari di piani, conici, col punto totale 
variabile su nz, e aventi le rette di L coine rette totali (deducibili quindi 
da L com'è detto al n. '25), formeranno un fascio, che conterrà 4 complessi 
aventi come piani singolari rispettivamente a P y S (i 4 complessi che hanno 

('3 Quest'ultimo teorema ricorda una nota proprietà dei '2 fasci di forme binarie cuùiche 
che hanno m a  stessa forma biquadratica come Jacobiana. V. anche la citazione ("). 
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102 Seyre:  Sui co~nplessi  li~zeari di piani 

per punti totali risp. le tracce di quei 4. piani su w). Di tali fasci, inutando L, 
se ne avranno nppunto infiniti ('7). 

63. Se un fascio di conîplessi di piani di S6 si colnpone di coinplessi 
niutuamente arnionici (n. 67), i 4 piani singolari per co~nplessi del fascio 
presenteranno in generale questa particolarità: che, dei 4 fasci di complessi 
che li hanno per piani siiigolari (n. 61), due coincidono ne1 fascio dato. 

Di fatti in ta1 caso la retta g di S, , imagine del dato fascio di complessi, 
stü in a, ossia ne1 proprio S5 polare rispetto a fi,; e quindi la quaterna 
e f g h di rette coniugate rispetto a 3 ,  che, secondo il n. 60, rappresentano 
i h fasci di complessi or ora nomiiiati, sarà tale che 9 rette di essa coinci- 
dono in g. Cid appare anche cosi. Nelle ipotesi attuali, 1'8, polare di 9 se- 
gherà i 4 S,  tangenti di V; secondo 4 piani: e questi sono incidenti a sole 
tre rette (inclusa g) ,  non a 4.' Gli è Che, appunto, delle 4 rette incidenti ai 
4 S,  due coincidono in g. 

Una proposizione corrispondente si avrà, in relazione colla fine del n. 61, 
pei fasci di trilinearità apolari; ossia: un ta1 fascio conta due volte tra i 
quattro fasci che hanno le stesse 4 terne singolari ("). 

('4 Colle solite notazioni, I'equazione 

P,,,+~P,,,+PP~*,+~PP,,,=~ 

rappresenta un complesso lineare di piani, che ha per iperpiano totale xi + p x, = O, e per 
punto totale la traccia di questo sulla retta fondamentale 24 (ossia m). Fissando 1, e lasciando 
variare p, il complesso descrive un fascio, di quelli indicati ne1 testo. - 

Aggiungiamo qui, facendo una breve digressione, che anche due complessi lineari di piani 
aventi uno stesso punto totale, O uno stesso iperpiano totale, determinano evidentemente un 
fascio di complessi dotati del10 stesso elemento totale. Ne deriva che gli oos complessi con 
un dato punto, O iperpiano, totale hanno per imagini in SI, i punti di uno spazio S, della V,, . 
Nascono cosi sulla VI, due distinti sistemi m5 di  spazi S,, corrispondenti in certo senso, ri- 
spettivamente, agli ms punti e agli m6 iperpiani di s,. Ognuno degli m9 S, can cui da prima 
(fine del b. 18) eravamo giunti alla VI, sta in %ri, S, di ciascuno dei due sistemi. Ecc., ecc. 

(u) C. STEPHANOS, Mdmoire sur les faisceaux de formes binaires ayant %me mênze Jaco- 
bielwe. Mém. prés. p. divers savants à 1'Acad. des sciences @), 97, 1883 (v. i n.1 26 e 97 a 
pagg. 60 e 5l), ha, per forme binarie d'ordine' n, questa proposizione analoga alla prece- 
dente. Se due tali forme appartengono rispettivamenle a due fasci aventi la stessa Jacobiana 
(pel che basta che s'annulli un loro invariante simultaneo, di grado n - 8 nei coefficienti 
dï ciascuna, l'analogo del nostro invariante bilineare di due trilinearità), il fascio che con- 
giunge le due forme conta 9 volte tra i fasci di forme d'ordine m aventi la stessa Jacobiana. 
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Nuovi studî sulle superficie rigate. 

(Di PIETRO TOI~TOH~CI ,  Zoita di  g ~ e r r a . )  

A l l i a  volta <'> iiii sono oceupato di quelle superficie rigale (rigate 1.) con 
due asiiltoticlie curviliiiee ü torsioue costante ed egiiale e ,  iiii da üllorü ho 
aliiiuiizinto che. con.altro iiietotlo, avrei deteriiiiiiato aiicora la classe coiii- 
pleta di .qiieste superficie. Ripreiido yiii acliiiique taluni stiiclî sulle superficie 
rigate e, mett.eiitloini ( l i ~  1111 puiito di vista alqiiiinto genel.de, iiii propougo 
di studinre le riga.te gobhe con diie asin toticlie curviliiiee a torsiorie costaiite 
(uguale O no): tralascio Io studio delle rigate con iina sola asiiitoticri. a toi. 
sioiie costante percllè, coine Iio già osservato, qiialiiiique superticie rigata 
pud flettersi iii  guisa da reiiderla tale. 
, 11 lettore vedrà clie,. col niiovo 'inetotlo qui adoperato, il] modo assai 
rapido, si riesce a, classiticare eoiupletaiiiente le nostre superficie le qiiali, 
come risfulterii ilel corso delfa Meiuoria, y&soiio essere di due soli tipi: 

a)  superficie rigate di cui tutte le nsiiitoticlie cuwiliiiee sono a tor- 
sione costante (elicpidi rig$te d'area ~niiiiiiia), 

b) superficie rigate con due sole i~siiitoticlle a torsione costaiite; 
altri casi non sol10 possibili. 

Tutte le superficie del tipo b) si siidcliviclwio poi iu due classi a secoiilla 
clle le due asintoticlie a torsioue costaiite ahl~iatio o iro la nieclesiiiiu tor- 
siolie; io studio nell'ultiina parte della Meinoria le rigate r e stübilisco ta- 
luilé nuove Ioro proprieta. 

Altrove forse studierd la ~ l ~ ~ s s e  delle superficie' coi1 due asitibotiolie a 
torsioiie' coskarite e etiv&sa. . 
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1. I'er ilitraprendere il iiustro studio conviene richialilare i segueiiti 
leoreiiii dovuti a. L ~ i . ~ e c v ~ r ~  (') : 

Se si cousitlern $trhn szcperficie n cwuccttcrcc totale neycctim, e n sistetila 
coordiwto u, u su essn nsstw~esi  qnallo dclle osirdoticke, se yer la curuntum 
totale K yoxesi : 

e se, essendo ,Y, Y ,  % i coselci direttori tlella uovmnle d e  superficie r d  suo 
l ~ w t t o  gerierico Y r (x ,  y, a )  p w e s i  a)lcorcz : 

,'p = -0, \/pz = Y , 

8 .  

2, Cib preiiiesso occorre ricorclare talulie foriiiole di GOURSAT relative 
dle superficie riga te. . . . , . 

Per ritrovnre tale foriiiiila seguiaino il yrocediiueuto adoperato da1 si- 
gtior T;rl~zicica nellü Neli~oria clle citialuo(", perchè rogliaioo corisiclerare 
espliciitaiiieiite un caso (JI= O), il quale, I~eiichè sia seiiiplicissiiiio, 11a pel 
~ ~ O S ~ I ' O  ütudio Ui i i i  cWtt1 i l l l~~~i '~i \ i i ï ,a .  

Suppoiliaiiio acluiique clie la superficie che si coiisidern sia rigatn e scia 
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Tor t  orici : Nuovi stud6 szclle superficie rigote. 3 27 

riferita alle sue isiritotiche ' a l ,  u ;  irioltre le geiieratiici rettiliiiee siaiio le 
linee : 

u = costante. 

Cid porta che dehba essere: 

Ora eriderit.enieii te pub p i - s i  : 

8' -=A Y, d  s + B d U + C x  d -0 
du' du 

ove A, B, C sono opportulie furizioiii di zc, .u e cih percliè si lia seinpre 

a' !  aC - - 
d u  d u  1 

itioltre, poichè dalle formule di LNLIEUVRE (4)  deducesi p. es. 

ovvero : 

con le aiialoghe per y e x.  
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. - 

Ques te ultime forinule cou t'roiltate cou le broporzioni avari ti scritte 
tlà t ~ n o  

d=O 

e percib coriclutlesi r h e  le fiinzioni [, .II, < devono essere iiitegrali~comuni 
alle due equazioni : 

3. Scrivialiîo le coridizioui di integrak~ilità clel sistenia costituito dalle 
due precedenli equnzioiii : 

cioè sviluppiinclo e teiieiirlo yreseilti le equazioni uietlesinie: 

A tale relazioiie iiecessariaiiieiite soildisfüno 5, ri, '! e iiou poteiido essere, 
coiiie si è osservato, 

cietlucesi su1)ito : 
dic  d u  l 

iiientre che se AI= 0 ott ie ik soltatito: 
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cioè posta : 

1% esseiido uiia certa fuiîzione della sol,? v, per yuanto precede (cl?. 11. '2) si 
lia da. itîtclgrare l'eyuazioiîe 

Pos to : 

tale quaz ione  scrivesi: 

essendo pl  (u)  iuia certa funzione di v e $, (74) una fiirizione ni.l)itixi.ia di  I L  . . 8 4  
Segue da ci6 clle la funzione - 8 del tipo: 

d v 

ma ora la condizione: 

ne fornisce : 

e quindi 
$, (u.) = k =  costante 

ove è seinpre cp (9) una certa funzioiie di  v, +(N) uria funzioiie arbitrai-ia 
di ZL e k una costante. 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXVII. 17 
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- 

Concludia.mo dicendo : 
Perchè tre soluzioni (, r i ,  '5 linearmente indipendenti della aquaaione : 

sono tre 

d2 9 -0 
d u d v  - 

definiscano, mediante le formule di LELIEUVHE, ana superficie rigata su cui2le 
generatrici rettilinee siano le Zinee IA = cosf., occorre e basta che esse siano del 

5 = k ,  'f (") + $1 (u) 

= kB (21) + $ 2  (u) 

'c = k ,  cp (4 t $3 (u)  

costanti, 4, , $,  , $, tre funaioni arbitrarie d i  u e d, (v)  
zcna fwnzione di W. 

Ad es. posto: 

ks = 1 ;p ( a )  = u, +s  = o 
ottiensi: 

5 = u, Ti = $ (N), = q 

e si definisce i n  ta1 iiiodo la più geiierale conoide retta. 

6. Ne1 caso in cui 
N =[= O 

si ha da integrare l'equazione cli I , T O U V I I , I , E  : 

d2 log M 
= x. 

821 82, 

Cambinndo convenient.einente i parametri ~ c ,  v, LIOUVLLLF: ha trovato: 

e quiildi per le prececlenti si ha: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



To rto r ici: ~bcrvi s t ~ d i ?  sulle superficie rigate. 131 

onde segue: 

esseiido U uiia funzioiie nrl~itraria della sola zc. Xllora clerirantlo rispetto 
ad as si lia : 

cioè 

Voleiido aiche iii questo caso scrivere le foriiiule di LELLEU\:HE ('1 ititli- 
cherenio con U, V, W tre funzioni arbitrarie della sola zc e iiidicaiido con 
apici le loro derivate rispetto ad u porreino: 

e le formule di LELIEUVHE dànno: 

e le analoghe circolando. Da queste deduconsi le formule di GOURSAT (') clle 
volevarno rico~dare : 

di cui ci serviremo fra poco. 
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L'EQUAZIONE D I P F E ~ ~ C  4NZIALE PEN LO STUDIO DJ3LLE HIGATE 

CON AS[NTOTSCHiC ÇLTNVILINEE A TOHSSOKE COSTARTE. 

1 
6. Se i 9 (E - -t- 1) è la torsiotie di uua asintotica curvilinea di utia 

P 
siipedicie [rigata. o rio] lufigo di essa si ha ,  coiifornie al teoreina d i  E h - ~ e m ~ :  

desigtlaiido con K la curvatura totale della superficie. Allora, se I'asintotica 
u = u, che si coiisiclera è a torsione costante, deve aversi lungo di essa: 

IL primo iueinbro di yuesta equaziuue iiiaiiteiietidosi costarite per u == v, 
cleve avere nulla la derivata ikpetto ad zt; cioè per. .ô. = u, deve essere: 

O, cih che è Io stesso : 

Queuta è I'eyuaaione differeiiziale che iioi esainitiererno per studiare, ne1 
iiiodo più generale possibile, le superficie rigate con asiiitotiche curviliiiee 
a torssione costante. 

Noi passiarno a costcuire ed a studiare tale eyuazione uei due soli casi 
possil~ili esamiiiati al paragmfo precedente : 

e poicliè non  vopliüiuo qui occriparci delle superficie rigate con una' sola 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T o r t o  r i c i :  Nuoui sludi sulle superficie rigate. 133 

asintotica curviliiiea a torsione costailte stucliereino quando detta equazioiie 
possa essere soddisfatta per due diversi valori costanti di u :  

. 7. Per condurre la ricerca ne1 caso SI= 0, senza supporre, per ora, 
che la superficie sia rigata, siano y , ,  F,, 9,; +, , $, , +, due terne di funzioni' 
arbitrarie rispettivainente della sola v e della sola u e consideriamo le fuii- 
zioni : 

t = c p , t $ , ,  v=p2++2, 5=(P3+$I) 

le quali costituiscono evidentemente tre soluzioni della equazione : 

d2 9 -- - o. 
d u d v  

Sia S la supei*lic*'e che tali tre soluzioni definiscono media.nte le forinule 
di LELIEUVRE; se vogliaiilo esprimere clie uiia asintotica v = u, di S è a 
torsione costaote, dobbiamo scrivere precisainente che luiîgo di essa è : 

Osservisi ora che, per le formule stesse di LELIEUVRE, è :  

da -- - ( y 3  + +A $2 - (YB + $2) ~ ' 3  d u  
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e teiieiido presenti tali foruiule, costruiscasi l'espressiolie del secoudo coeffi- 
ciente. Ir" della prima forma quadratica differenziale della superficie. 

Si ha successivamen te : 

d x  dx 
F = S -  C ~ U ~ V  - = S  ( y 3 + ~ n ) ? r 2 - ( ~ 2 + + r j ~ 1 a I  . I - (~3+<l i )~ f2+(~2++n)+1s ' ]=  I .  

- (,,di -- +-- " " 1  
d u  daç 

Se si sviluppano le soiiiiiie ilidicate e si aggruppilrio convetiieuteniente 
i termini si pu6 anche scrivere : 

dr '  1 d 
P 2 - - S P -  

F=s[:  d u  ( B d u  " r z ) ]  + [~G d u d v  3 (8 6 2  - = 

Allora, siccome per u = v, è : 

Iungo tale linea si ha: 
a [  a5 

Fcs=pS--  . du d u  

Xoi ci propoiiiamo d i  dimostrare che se la superticie è rigata ed ha più 
d i  una asintotica a torsione costante è anche, lungo tali asintotiche: 

e yuesta circostatiza ci farà trarre una conclusione abbastanza interessante 
per il nostro studio. 

8. Invero, se la superficie è rigata, in ordine a quanto avanti si è di- 
mostrato, le tre funzioni (, n ,  [ sono rispettivaniente del tipo: 
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.ione : onde l'equav' 

scrivesi : 
s(Iz, cp + +lj + I I  = O  

O, ci6 che è 10 stesso, 
(f S k ,  $', + S k ,  4, (I', = 0. 

Se ora supponesi che la superficie rigata che si considera aininetta due 
asintotiche curvilinee a torsione costante : 

v - v , ,  9 = v ,  

l'ultinia equazioiie scritta dere essere soddisfatta, qualuiique sia u, per tali 
valori di v, onde si avrà : 

e da queste rela.zioni deducesi per sottrazione 1';ilti.n : 

per cui dovr$ essere 

Ora .non è possibile die  sia : 

perché in ta1 caso le espressioiii di 5, 3 ,  1 inostrano clle lungo- una genera- 
trice generica, per es. lungo la u = u, , nei pun ti v = v, , v = v, le norinali 
alle superficie sono parallele, cosa n-ianifestaiiieiite assurda per iiiia super- 
ficie rigata gobha. Sarll duiique : 

Ora *el caso in esame è 
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Cib porta a concludere che lungo le due asintotiche a torsione costante 
clie si ammette esistano sulle superficie è costantemente: 

cioè queste asintotiche sono trajettorie ortogonali delle generatrici le quali 
sono percib le loro norinali principali. Tali linee, in orditie a teorenîi noti, 
sono allora due curve d i  BERTRAND (') le quali, essendo a torsione costante 
(ugua.le O no), saranno,piire a flessione costante, saraiiiio cioè due eliclie cir- 
colari e pertanto concludesi ora che l'unica superficie rigata con d i x  asiii- 
totiche a torsione costante che foriîisce il cas0 df = O è l'elicoide rigata d'area 
minima. 

9, Al n. 5 abbiamo visto clle in questo caso è; 

e quindi: 

oncle se ponesi: 
S U 2  = U Z  + V 2  + W 2  

e l'equazione fondamentale : 
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scrivesi in yuesto caso : 

equazione clle noi voglia lno studiare. 
Arendo una equazione di tale tipo nella incognita O pub presentarsi sol- 

tanto uno dei seguenti Cinque casi: 
3.') Le tre radici sono tutte funzioni di u :  non esiste allora sulla su- 

perficie rigata alcuna asirltotica curvilinea a torsione costante. 
%O) Utla delle tre radici è costante, le altre due sono funzioni di z t :  

sulla rigata esiste una asintotica curvilinea a torsione costante. 
3 . O )  Due delle radici sono costanti, la terza è fu~izione di zb: la su- 

perficie aininette due asintoticbe curvilinee a. torsione costaxite. 
&.O) Le tre radici sono tiitte costanti : ia rigata ammette tre asintoticlie 

curvilinee a torsione costante. 
5 . O )  L'equazione è una identità: tutte le asintoticlie curviliiiee della 

rigata sono a torsione costante. 
Noi passiaino ad esaiilinare i singoli casi e mostrereiiio clie l'unico da 

considerare è il caso S.'), gli altri non offreiido interesse alcuiio da1 punto 
ai  vista da cui questo studio è condotto. 

10. Intanto dimostriamo clie l'ultiino caso non pu6 niai accadere. 
Invero se si ordina l'equazione trovata rispetto a v e si annullano i 

coefficienti ottiensi suecessivan~ente : 

onde dalla espressione (9)  trovata di p trarrebbesi 

p = costante 

cosa inanifestamente assurda per una superficie rigatn pro priatnen te dettn. 
Allora ricordando quanto si è delto al § 3 possianio concl~idere: 

L'mica superficie rigata di cui tutte le asintotiche curviliwee siano cc tor- 
sione costante è l'elicoide rigntn d'aren vninimn. 

Annnli di Mde~nnt icn,  Serie III, Tome XXVIi. 18 
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In altro lavoro noi avrerno occasione di ritrovare per altra via tale ri- 
sultato. 

11. Mostriamo ancora che il quarto caso conduce a superficie rigate 
con una sola asintotica a torsione costante. 

Iiifatti se l'equazione : 

O l'altra eyuivalente : 

ha le sue tre radici costatiti, iiidicarido coi1 cc, b, c tre costanti deve a ~ e r s i :  

e si consideri il sisteina lineare : 
- 2 A = a - 3 u  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tort or ici : Nuovi stwli sulle superficie rigccte. 139 

Deducesi allora : 

talmente che posto : 

e percib integrando ottieiisi : 
L - 

3 '- 
? ( % ) = k w 3  = k o \ l w  

. k essendo uiia -costante positiva. 
Ma si lia ancora : 

mentre che l'espressione ora t rowta di p, foi'nisce : 

e quindi uguagliarido i due valori si deduce facilmente clie le costauti a, 
b, c devono essere vincolate dalle relazioni : 

onde posto 

si lia : 
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e percio sostituendo in (4) 
= k (U - a)' 

$' = 2 p "  * $ = 4 k (u - a)' + costante. 3(u-a)' 

L'equazione (3) diventa allora : 

+' (V + z ) ~  = O  

e le sue tre radici coincidono col valore - a. 

Siccoiiie n o n  è il caso di parlare di linee asilitoticlie truiltiple si con- 
clucle clie l'ipotesi 4) conduce a rigate con una sola -asiiitotica a torsione 
costante. c. d. d. 

19. Tuttavia vogliaino osservare esplicitamente clle questo caso è iiet- 
tamerite distinto d a  quel10 in cui l'ec~uaziotie (3) lia una sola radice costarite, 
percliè nientre in qiiesta ultiiiia ipotesi l'asintotica curvilinea a torsione co- 
stante che corrisponde a tale radice è generica, ne1 caso in esanle in\-ece 
si pub diuiostrare clie l'asintotica curvilinea a torsione costante è la linea 
di stringiinento della superficie. 

Ricerchisi infatti il valore di u per cui lungo uua linea u = cost. è :  

Si ha l'ecjuazione : 

e ricordando I'espressione di p, subito deducesi: 

Siccoiiie risiilta che tale valore dà il ~iiininio di p e yuindi il ~iiassiino 
del valore assoluto della curvatura totale k' della superficie, deducesi che 
liingo ogiii gelleratrice il puilto v = -- a è il suo punto centrale e ci6 prova 
appunto clie l'asiiitotica a. torsioiie costarite, luogo di tali puliti, è la lineü 
di stringiineiito della superficie. c.  d. cl. 

13. Il cas0 1) non lia alcun interesse; il caso 8) non viene qui studiato 
per le ragioni nddotte nella istroduzione. 
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Riniane da esaminare il cas0 3). 
In tale caso le due asintotiche a torsione costante della rigata possono 

avere la torsioiie diversa ovvero .uguale. 
Eoi cledicliianio l'ultiina parte di questa Meliioria, alle superficie rigate 

con due asilitoticlle a torsioiie costaiite ed uguale (rigate r) riservandoci di 
iornare altrore sull'altro caso possibile. 

Ritrovereiiio in un modo rapido iuolte delle proprietà che ho già fatto 
conoscere ed altre Iiuove delle rigate r. 

Ih. Una superficie rigata dicesi uiia rigata r quando aminette due 
asiiitotiche curvilinee a torsione costante ed uguale. 

Noi abbiaino già studiato altrove queste notevoli superficie; qui, col me- 
todo esposto, le detenniiierenîo 'nuovainente e ritroverenio insieme ad altre 
nuove, talune loro proprietà. 

Sostituendo ad una tale superficie rigata uiia superficie oniotetica, potrà 
supporsi, senza restrizioni di sorta, che lungo la asintotica a torsione CO- 

starite sia: 
5"+x"t2=i  

ovvero, cou le ~iotazioni precedenti : 

L'eyuazione precedente, risoluta rispetto a u, deve fornire due valori CO- 
stanti, onde deve essere: 

a e b essendo due costanti. 
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Dalla prima di queste relazioni tleducesi 

e quiudi la seconda fornisce: 
I 

- = a  2 (U - C C )  

P u"-3ua+b 
Posto : 

w = o ( z c ) = ~ - - ~ u ~ + ~  
si ha 

0 u' -9 ,g- 

la quale equazioiie integrata dà : 

cp = k u" k = costante. 

Allora, per c p n t o  precede, è aiiclie 

15. Se iiidichiamo con u, e v, le radici della ecjuazioile: 

le asintotiche Cl e C, a torsione costarite della. ~iostra rigata I' sono definite, 
in ordine alle formule di GOURSAT, dalle due seguenti terne di formule: 

2 
z , = ( U V f  - V U )  --J(u~ V " -  V I U " ) d u ;  

u t v 1  

y ,=( 'WU1-  UW') L-~(W' Ur' - U t  W " )  d u  
u + v *  

z , = ( U V f  - V U ' )  -- "(Il1 V t l  - Y '  U " )  d u .  
ZC + 2)8 
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16. Per ritrovare una notevole proprietà calcolianio la distaiîza t di due 

punti P, 5 (x,, y,, z,), P, = (x,, y , ,  2,) corrispondenti (situati sopra una 
medesima generatrice) sulle due asintoticlie Cl e C, definite dalle foriliule 
precedenti. 

Si ha, per le espressioni già chte d i  e +, ed esseiido i =  + 1 : 

= 16Ii (a' - b )  1 4 k ( b  - a') - 1 1 = costante, 
I 

t'almente che ailcora qui risulta una ben nota ecl importante proprietà delle 
curve a torsione costante vincolate cla una trasfoi.iiiaziorie asinlotica. 

Se si indica con D il discriminante della equazione 

Volendo clie sia : 
t" 0 

bisognerà fare i n  modo che sia : 

Deducesi inoltre facilmente : 

e ci6 in perfetto a c c o r b  con la teoria delle trasformazioni di BACKLUND delle 
ciirve a torsioiie costante. 

Per quel che sarà ancora. esposto non è necessario nemineno supporre 
clie le costanti a e b siano scelte in modo da arersi: 
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le considerazioni che faretno essendo valide indiffereiiteniente per superficit 
reali od immaginarie. 

17. Anche col metodo attuale risulta subito il teoretua, altrove ditno- 
strato : 

Si possono determi~zare qzcmte si vogliano rigate r dipendentemeute dai 
valori d i  una funzio~ze arbitraria di zcna sariabile. - 

1nfaiti le tre funzioni U(u), V(u) ,  W(u) ,  arbitrarie per una superficie 
rigata generica, per una rigata r sono vincolate soltanto dalle relazioni già 
scritte : 

U e + V 2 + W 2 = 9  

onde evidenteinente potrà assegnarsi ad arbitrio una delle tre funzioni U, 
TT, W, dopo di che le altre restano pienatnente deterininate dalle precedenti 
eyiiazioni. 

18. Considerisi la curva Co luogo del punto di inezzo Po (z,,  y,, 2,) 
della congiungente due piinti corrispondenti 

delle asintotiche Cl e C, a torsione costante. 
Si ha :  

Ponianio le coordinate del puilto generico di Co sott'o la forma (1) del 
5 1 ; facilnlente si trova clle lungo Co dere essere : 

ovvero anche : 
b - u n  .u = --- - 

'1C - a 

Converrà tener presente tale risultato i n  vlsta. di unn. conseguenza 
ne dedurrenîo; intanto ce ne serviremo per climostrare clle la curra Co é la 
linea di stringimento della superficie. 
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Invero, fissata una generatrice zc =cost., anche qui, coiiie al II. 12, ro- 
struiscasi la condizione 

si ottiene per v precisainente il ralore 

b - u a  a =  - > 
VA - a 

e coine effettivalnente tale valore corrisponde ad un massiino per il valore 
1 

assoluto della curvatura K= - risulta appunto che la curva C, è il 
P 

luogo dei punti centrali delle genetratrici della rigata e cluindi anche qui il 
teorema : 

La l inea d i  stringiwento d i  utia rigata r é i l  l ~ o g o  del punto d i  wtezzo 
del segment0 che ie sue aritttotiche a torsione costante intercettano s d l e  Dene- 
ratrici .  

Da tale risultato deducesi poi subito clie 
L e  due  asintotiche a torsiolze costante d i  u n a  r iga ta  r s i  corrisponcIono 

anche per uguagl ianaa d'arco. 

19. Chiainasi puilto flecnodale di uiia superficie rigata un punto tale 
che per esso possa coudursi una tangente alla superficie clle abbia con questa 
un  contatto del terzo orcliiie O, corne dicesi, un contatto quadripunto ( tnn-  
gente fiecnodale). 

Il luogo dei punti flecnodali di una superficie è una linea che dicesi la 
Zznea flecnodale delle superficie ed il luogo delle tangeriti flecnodali ad una 
superlicie è una superficie rigata clle dicesi la r i yn ta  fIecnodale della super- 
ficie data (9). 

Annali di  Matematica, Serie III, Tonio XXVII. 19 
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Una tangente flecnodale non è, in generale, tangente della curva fleciio- 
dale, ma essa tocca nianifestainente una delle asintotiche passanti per il punto 
flecnodale da cui parte. 

Tale asintotica ha, in questo piinto, indetertninato il suo piano oscula- 
tore; cioè ne1 punto flecnodale si verificano le proporzioni: . 

Le tre funzioni arbitrarie U, V, W clie, inediante le formule di GOURSAT, 
servono a definire una superficie rigata, soddisfano manifestamente ad una 
equazione del tipo : 

ab"'= p <1>"+q *'+ r @ 

p, q, r essendo, conie U, V, W, tre furizioni di 2c. 

Tenendo coiito di tale equazione si calcolino, per rnezzo delle formule 
d" d d " y  d 2 z .  

di GOUHSAT, le derivate seconde -, 9 -- 
du d u 2 '  dlC2' facilmente si trora p. es. 

ed analogamente circolando per le altre due derivat'e, 
Le proporzioni avanti scritte dimostrano allora. che in un punto flecno- 

dale si ha : 

cioè : 
r (u + a)' -+ 2 q (21 + v) + 2 p = 0. (5)  

Questa equazione per ogni valore di zc fornisce due valori d i ,v  onde 
concludesi : 

Su ogni  ge~zeratr ice  di zcna superficie r i g a h  ssistono d u e  punti  jlecnodali. 
La linea flecnodale di una superficie rigata componesi pertanto di due 

rami: clirerno con T z ~ ~ z ~ r c a  che sopra una superficie rigata esistono due 
linee flecnodali (7. Si osservi ancora qui che se il valore scelto di zc annulla 
la funzione p la triedesima equazione mostra che per un valore di u è 
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e allora le formule di GOURSAT espriiiioiio clie il corrispoiidente guilto flec- 
riodale è un punto iinproprio. 

Se conteinporaiieanieiite si lia poi, per il valore scelto di u :  

p  (u) = O q (a) = O 

i due puiiti tlecliodali sono eiztraiiibi inipi'oprî. 

80. Ne1 caso che la superficie che si considera sia una rigata r, ab- 
hiaino visto essere : 

Per derivazione da yueste dite ugiiagliaiize faciliiiente deducesi 

U Ut" +V V"' +IV IV"' = 0. 
L'eyuazione : 

c P " ' = p @ " + q @ ' + r c P  

di cui U ,  V, lit' sono tre integidi 1)orta alloia alla relazione 

e quindi coiieludianio clie per ogni rigitn. r cleve essere soddisfatta ln. rela- 
zione : 

p (yf1 -- 02 +) + q '9' +- 8 r p = 0. (7) 

81. Fra le rigate r ne esistono talune che iueritano speciale atteii- 
zione. 

Oltre alle condizioni (6) imponiamo alle funzioili U, V, IV la iiuova con- 
dizione : 

u v w  
U'  V' W' 

U" V" W" 

= O  
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O, cib clie è Io stesso: 

inclicando coi1 A il Wronskiano delle funzioni U, V, W;  
Tali fuuzioni restaiio allora pieilaiiiente deterininate ed in questo caso 

si ricoiiosce clie è 
p = O  

la quale circostanza diinostra, che per le rigate r che in ta1 modo defini- 
sconsi, uiia delle litiee flecuodali è allor~tariata a tlistaiiza infinita. 

Di più 110tisi clle la relazione (7) trovata rie1 nuniero precedente scri- 
vesi iii questo caso : 

q y 1 + 2 r c p = 0  
ossiii : 

Y' - -- r 2 - = O  9 (21 - a )  
i 

? q u q - 2 u a - + b '  

ora per la (5) luiigo la liliea flecliodale a distüiiza finita. si ha :  

e siccoiiie Io stesso avvieiie (cfr. n. 18) luiigo la liiiea di sti~ingiiiîe~ito, chia-. 
iiiaiiclo con 17, uoa rigata di questa classe particolare, possiaiiio dire clle: 

La liueci di stringimento d i  uncc r ignta r, e anche zclza delle linee flec- 
nodnli, 

O altïiiiieiiti : 
La szcperficie flecr~odnle d i  una r i y a t a  

asintotiche czwuililtee nei p n t i  in cui sono 
Oaservianio ilifille clie la coiidizioue 

è caratteristica per le rigrite r che lianno 
iiifinita (rigate r,). 

r, è il luogo delle tatzyenti alle 
secute dal la  lineu d i  strinyime~zto. 

uiia linea flecnodale a distanza 
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N O T E  

(') Cfr. P. TORTORI~I ,  Iibtortco ad uwa classe d i  superficie riyate [Annali di blatematica 
pura, tom0 XXV]. 

(2) Cfr. L. BIANCHI, Leziolzi di  Geolnetr-ia Differeïmia2e. ediz. (Pisa, Spoerri, 19Ckl-1907), 
Vol. 1, pag. 162. 

(9 Cfr. G. TZITZEICA, Sw certaines courbes gauches. Annales de 1'~cole Normale Supé- 
rieure, 1907. 

(*) Cfr. L. BIANCHI, loc. cit. (P), pag. 116. 
( 5 )  Cfr. L. BIANCHI, loc. cit. (3, pag. 165. 
(=) Cfr. G. TZITZEICA, loc. cit. (3). 

(') Cfr. L. BIANCHI, lm. cit. ('), pag. 50. 
(') Cfr. E. J. WILCZINZKY, Projective diffe~etctial geometry of  curues and d e d  surfaces 

[Teubner, Leipzig]. 
(O) Cfr. G. TZITZEICA, loc. cit. ($). 
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Sulla geometria delle schiere rigate O regoli, 
e in particolare sui complessi lineari di 
tali enti. ('> 

(Bi CORRADO SEGHE, a Torim.) 

1. , L a nota considerazione delle 

DEI REGOLI JN 8, E I N  SI,. 

rette di uno spazio ordinario conle i 
p.unti di iiiia varietà quadrica V: di S6 (varietà'che indicliereino ne1 seguito 
con R) è suscettibile ancora d i  molte applicazioni. Qpeste esigono, natural- 
mente, la corioscenza di proprietà relative all'S,, clie poi con quella rappre- 
sentnzione si hanno da trasportare alle rette di S,. Una parte dei risultati 
clie in ta1 modo si pcmoiio otteiiere derivano cosi iiiiiiietliiitaniente da pi-O- 
posizioiii i& note del10 S , ,  che si pub riteiieie iriiit.ile il rilevarli espressa- 
mente. Altri invece si otfeugoiio meno facilineiite, oppure esigoiio che si fac- 
Ciano prima agposite escursiolii nella. geoiiietria d i  8,. Appartengono a questn 
categoria alcliue ricerche relative a.lle schiere rigate, O iegoli, di S , ,  nlle quali 
saranno dedicati cjuesto lavoro e qiialçhe altro. 

8. Si sa che, ilella rappresei~tazioiie ricordata tiell'S, rigato, le retie 
di unYordinai.ia. schiera rigata (sistema d i  geiiei.ntr.ici di LI na quadrica) Ilan iio 
per iiiiagir-ii i punti d i  una conica, seziorle pia:iia di R. Fiiichè le sclliere ri- 
gate, c.lie s i  hanno da considerare, non sono tlegeneri, la loro rappreseiita- 
zione coi piani d i  S, che segano su R le coriisyondenti coniche è biuiiivoca. 
Ancora ritriane tale per quelle schiere rigate, clle si spezzano in due fasri 

(') V. m a  Nota riassuntiva: Sui complessi lineari di schier-e riyute O regoli, nei Rendic. 
R. Acc. Lincei (5) 26, 2917,, p. 341. 
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di raggi con ceiitri e piani distinti, e con una retta coniune: esse rispondorio 
ai pinlii di 5, tangenti a R in a11 sol punto (il piinto imagine di quella. 
retta). Ma le schiere rigate d i e  degenerano in coni yuadrici, O in iiiviluppi 
piani d i  8." classe, hanno per iniagini coniche giacenti in piani di R. Un 
piano di R lia. i suoi punti corrisponderiti alle cio8 rette di uiia &ella O di 
uii piano rigato di S,: esso non sarebbe più imagine di una sola, ma di 005 

schiere rigate, degetlerate conie s7è detto. - D'altra parte una. schiera rigata 
clie degeneri in un fascio di rette da contarsi doppiainente non dh in S,  un 
solo piano, hensi m' piani, tangenti a R in tutti i piinti di una stessa retta p 
(imagine di quel fascio). Vi è un 8, (tangente a R lungo p) che sega R nei 
due piani di cpesta ~ a r i e t à  passanti per p ;  e i detti m' piani costituiscono 
il fascio deteriiiinato da cluesti due. 

3. Direino reg010 per signifiearc l'insieme delle rette di S,  coniuni a 
tre coinplessi lineari di rette (noil di un fascio), ossia ad una rete di tali 
complessi. Sarà corne dire: l'insieme delle rette rappresentate in S, da tutte 
le intersezioni di R con un piano. Questo concetto include dunque anzi tutto 
qnello delle schiew rigate non degeneri; yoi ancora quel10 delle schiere rigate 
spezzate in diie faséi con ceiitri e piani distinti e con iina retta comune; 
qiiello dei fasri di wtte contati doppiaiuente; infine fra i regoli stccruuno 
pzwe le stelle di m g g i  e i piani rigati. Restano escliisi gli ordinari coni qua- 
d rici e le ordinarie coniclie-inviluppi (7. 

4. In uua Meinoria pwcedente, a cui dovr6 riferirmi fi~equentemente~ 
ne1 seguito (3 ) ,  ho avuto da valermi spesso della rappresentazione degli oos 
pimi  di S ,  coi piinti di  una V, appartenente a S, ,  .' Riguiirclanclo ora quei 
piani coine iinagini (ne1 senso arizi detto) degli ooVegoli di S , ,  avrerrio 
anche per yuesti regoli una rappresentazione sui punti della V , .  Sarà pur 
questa uiia rappresentazione da adoperare ne1 preseiite lavoro. 

(7 Si potrebbero ottenere anche queste degeneraioiii clelle ordiiiarie schiere rigate, cm-  
siderando in S, la traccia su R di un piano generico, che s'avviciiii indefinilaniente a un 
dato piano giacente in R. A seconda del modo con cui si fa questo passaggio al limite, si 
otterranno tutti gli ac6 coni quarlrici di una stella, O tutte le nc6 coniche-inviluppi di uii 
piano rigato. - Ma ne1 preserite lnvoro non ci occorrerà questa considerazione. 

(O) Sui cotnplessi lineari di  pimii ne110 spazio a einqud dinzensioui. Annali di mat. (3) 97, 
(1917), p. 76. La citeremo breveiiiente con (M.). 
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Cbsi ricordiaino (M., n. 9) clle sulla Vs stanno due diversi sisteini di S3 
(spazi massiilii) corrispoudenti alle due specie di sisteini lineari m V i  piani 
di S,: sistetna dei piani di un S,, sistetua dei piani per una retta. Nello 
spazio ordinario rigato essi rispondoiio a due sorta di sistetwi liizeari w3 di 
regoli (sistemi lirieari rnassiini di yuesti enti) : i regoli conteriuti in una stessa 
coiigruenza lineare; e i regoli die  passano per due rette tisse (distinte O 

rio). - Uria retta della V,, ossia (M., n. 8)  un  fascio di piani di S5 ,  rap- 
presenterà in conseguenza l'insienie di quei regoli di una stessa coiigruenza 
lineare che passano per due rette fisse di questa: ut1 fascio di regoli. Le 
quadriche contenenti yuesti regoli passano per uii quadrilatero, di cui due 
lati opposti sono le direttrici della congruenza e gli altri due le rette coiriuni 
a i  regoli. Esse formano un fascio-schiera. - 1 sistemi lineari ="di piani 
in S, sono (M., n. 9) le' stelle di piani di spazi ordinari, e gli etiti duali, ossia 
sistemi dei piani per una retta enlro un 8,. Ne viene clle i sistemi lineawi oo2, 
O reti, di  regoli sono di due sorta: reti, i cui regoli stanno tutti in uiia con- 
gruenza lineare; e reti composte dei regoli di un complesso lineaie di rette 
passanti per due rette fisse di questo. 

Rileviaino aneora da (M.), n. 4, ilsistema nullo SC di S,, , ne1 quale sono 
cotiiugati due punti della V, quando sono imagini di due piani di S,  fra 
loro incidenti, vale a dire irnagini di due regoli di S, chiitenuti in uno stesso 
complesso lineare di'rette, O ,  come dird brevemente, di due regoli legati 
linearnzente. 

5. A ci6 va ora aggiunta, in S,, , una nuova considerazione essenziale, 
dipendetite da1 fatto che in S ,  abhianio adesso un -nuovo ente (che non 
cornpariva in (M.)) : la varietii quadrica R. 

La polarità rispetto a yuesta varietà fa corrispondere fra loro i piaiii 
di S ,  (in particolare ogni piano di R a sè stesso). La. corrispondenza è li- 
neare, cioè inuta i complessi lineari d i  piani (M., n. 8) in coinplessi iineari. 
Quindi in S,, produrki iina trasformazione collineare 3 della V, i n  sè stessa. 
$ ' è  involutoria ed ha sulla V, due sisteini m3, Va, di punti uniti: iuel l i  clie 
sono imagitii dei due sistemi m3 di piani di R. Gli assi (luoghi di punti 
uniti) di $ contengono rispettivamente le due V 3 :  perchè queste non possono 
stare in uno stesso spazio inferiore a S, , ;  ossia non possono i du*e sistenii 
ao3 di piani di R stare in uno stesso complesso lineare di piani. Jrivero, se 
esistesse'un ta1 complesso, prendendo due piani di R che si taglino in i~iiri .  

retta, starebbero riel corriplesso tutti i piani del loro fascio, val6 a dire tutti 
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i piani tangent; a R luiigo rette; e quiiidi ariclie starehbe ilel coiiiplesso 
ogni piano tangente a 12 in un puiito, percliè un ta1 piano si pub seliipre 
riguardare in  iiîfiiiiti inotli coine situato ilel fascio tli due piani tangeiiti a R 
lungo rette (pnssaiiti pei* quel piirito). Osa i piaili taiigenti a R foriiiaiio uii 
c30iliplesio irridiicibile t l i  9 .O  gi -do ,  uoii del 1.O. 

Poicliè i due sisteiiii di piilni di  R sono projettivaliierite ecluivalenti, i 
dite assi di 9, clle eolitengono rispettivaiiiente le due V , ,  saraniio della stessa 
diiiierisioiie : duiique due S,  . - A yuesti S, nppccrtengom ( v i  sorio imnzerse) 
le.due V , ;  percliè se 110, si potiebbe tirare un iperpiano clie le coriteiiga 
ei~ti.aiiil)e, il che si è escluso. 

6. La defiiiizione delle due corrispondenze X e $ di S,, proveiiieuti 
tltillo S, mostiua che ogiiutia di esse r l e ~ e  essere inutata in sè düll'altra, ossia 
che esse sono periiiutabili. Cib risulta pure, con più precisn deterii~iiiazione, 
1ie1 seguelite iiiodo. Si coiisitlei.i iii uii S,  asse di 3 la V, clie rnppresenta 
l'iiiio dei due sisteiiii %"di piani di B. Poicliè i piaiii di questo sistenia 
soiio a due a due incidenti, i puiiti della V8 soiio a due a due coiiiugati ri- 
spettoa 3; ossia gl'iperpiniii polari rispetto a 22 di yuei punti püssaiio per la 
Ir,, e yuindi (ri. 5) per 1'8, coilsiderato. Ne segue d ie  questo spazio lia per 
polare sè stesso rispetto a X. Ossia: ogiluiio dei due assi di  9 è o~i~ologo cli 
sé stesso rispetto a X, ossia é 8 p w i o  totale pel complesso lineare di rette 3. 

7. Il pi-odotto delle dite corrispo~iderize X e 8, iiivolutorie e permuta- 
bili, sarà una reciprocità ihvolutoria P di s,, . Due punti d i  V, coiiiugati 
in 2 rappreseiitano due piani di S,,  l'uiio dei quali è incidente a l  polare 
dell'allro rispetto a R. Percib uri puiito di V, è autoconiugato in 3' solo se il 
piano corrispoudeiite di S,  è tangente a R. 3 non è dunque un sisteiiia 
iiullo, ma una yolarità ordiilaria, ossia rispetto a uua QS,; e p e s t a  taglierà 
la V3 nei punti che rispondoiio a.i di 8, tangenti ad R, ossia. che sono 
iinagioi dei regoli di S,  spezzati in due fasci di ragyi (iriclusi i regoli dege- 
iierati i i i  sitelle O in piani rigati). La V:, conterrà i due S,  assi di 8. 

8. Le sezioiii fatte su R cla due piani Golari sispetto a Et niedesinia 
rappresentaiio due regoli inc i t le~~t i ,  ossia regoli tali che le rette dell'uno sorio 
iticideiiti alle rette dell'altro: ilel caso ordinario, le due schiere di genera- 
trici di una stessn quadika. Passando alla V, d i  Xi, ,  avremo in coiisegueilza 
clie la colliiieazioile involutoria $, definita al ri. 5,  fa corrispotidere due 
punti della. V,,  quando ~0110 iiiiagini di due regoli incidenti. 
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Cosi,, accanto alla iiota rappreseutazioiie delle qzcadtiche, luoghi O invi- 
luppi, coi putiti d i  uii S,  , veiliairio qui a cotisiderare la rappresentazione 
dei regoli sulla V,: sdoppiando cioè ogiii qundrica iiei suoi due regoli. Due 
punti di V ,  omsloghi in 9 rispoiidoiio a d  una  stessa quailrica, e cioè rispet- 
tivaiiiente a i  suoi due regoli. 

Ritoriiereiiio cliffusaiiieiite s u  cib. 

9. Quaiiclo i regoli si rappresentano riei iiiodi esposti, si possoiio as- 
suniere coine coor-dinate dei regoli le coordiiiate dei corrispondenti piani di 
S 5 ,  O dei corrispondenti yunti di SI,. Vengoiio ad essere, per eseiiipio, i 20 
determinanti del 3.O orcliiie estratti dalla matrice (3, 6) delle coordinate di 3 
cornplessi lineari di rette di cul il, reg010 sin l'ii~teiwzioiie (11. 3). 

Potrà essere utile a w r e  le espressioni di cjiieste coordinate iiel caso di 
un regolo giaceiite su  uiia y~iacli.ic:t, ln ciii ecpazioiie sia data sotto la forma 
canonica : 

4 

(ove, per coiiiodità di  scrittiira ne1 seguito, iiiettiaiiio in evicleiîza provviso- 
rianiente un sisteina di radici yuadrate a, dei coefficienti). 

Sono rette di un ta1 regolo, per ogni valore di a, le rette (posto .i = J-1) 

ml X, + i a, X, = Q (a3 x3 3- i a, x,) 

O (a l  X, - i a, xg) = -- a, X, + i a, x,. (2) 

Le loro coordiqiite ph, sono : 

Y , & = - B a i a , @ , ,  p , , = ( a 3 + l ) . n , a , ,  = (aa - 1) i al a,. 

Ponendo yueste espressioiii rieli'eyuazione di un coiiiplesso liiieare di  rette 

. si vecle che questo couterrà il regolo solo yuando 
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Kotiaino che se nella (1) si muta il segrlo ad una delle a,, con clie la 
yuadrica A non muta, il regolo (2) si caiiîbia nell'altro regolo giacente in A (4). 

IO. Poichè ne1 nostro Sb sono indicate con p,,, le 6 coordinate ,di putito, 
coiiverrà che in conseguenza scrivialno le 90 coordinate dei piani con siiii- 
boli del tipo Ph,, .,,; La (3, interpretata in S, , dice che l'iperpiano (c,,) 
contieue il punto (p,,,), e le (4) dicono che il piano di S5 corrispondente al 
nostro regolo congiunge i tre punti di S, che hanno le coordinate seguenti: 

Dunyue le coordinate di quel piano (deterrninanti del 3 . O  ordine estratti da 
questa matrice) sono 

Pi2, is, i 4  = cl.e a: cc: ,  e t r s  analoghe; 

Pzp, 34, 19 = - CC: az as a 4 ,  e tre analoglie ; 

le rimanenti 18 coordinate sono nulle. 
Possiamo semplificare lievemente queste espressioni, d i d e n d o l e  per 

m = a: a, cc3 a , ,  che non è altro d ie  una radice quadrata del discriminante 
di A, ed introducendo i coefficienti priinitivi al, di A nella (1). Viene che le 

(') Se si vuole che il regolo ('2) di A e un regolo di un'altra quadrica, che potremo in 
generale supporre rappresentata con C bi xi = O, stiano in uno stesso complesso lineare di 
rette, dovranno 6 valori delle chk non tutti nulli (coefficienti di quel complesso) verificare 
le (4) e le analoghe, in cui le a si sostituiscano colle b.  Confrontando la prima delle (4) col- 
l'analoga, si trae che, se c,, e c,, non sono entrambe nulle, sarà : 

a l a , b , b , - a , a , b , b , = O .  (5) 

Si giunge cosi al risultato che la condizione perchè i due regoli sian legati linearmente con- 
siste nell'annullarsi di uno dei 3 binomi del tipo (5). 
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coordinate del nostro regolo sono : 

con le analoglie; e poi 18 coordiiiate nulle. 

F~APPRESENTAZIONE IN S,, DELLE QUADRICHE ORDINARIE, 

LUOGHi E D  IKVILUPPJ. 

11. Distinguiaino i due assi S, dell'involuzione $ di S,, , chiainandoli 
L, e A,,  O sempliceineiite L e A, rispettivainente, secondo che la V, di V, 
in essi contenuta è quella, i cui punti rappresentano le stelle di raggi di S , ,  
oppure i piani rigati di 8,. Possianlo dire allora, più brevemente, che i 
punti di quelle V, di L e A rappresentano rispettivainente i punti e i piat~i 
di S,  . 

Ci6 posto, cerchia.mo corne si rappresentano, ad eseinpio, su L i punti 
di una quadrica d i  S, .  

I due regoli della quadrica avranno per iinagini su V9 (n. 8) due punti 
a, cc', omologlii'in 8, e quindi situati su una retta in'cidente ad L e A. Un 
punto della quadrica si pub caratterizzare colne centro di una stella di raggi 
che lia coinune una retta con uno (ad arbitrio) di quei due regoli. La stella 
ha dunque per imagine: in S,  un piano di R incidente al piano rappresen- 
tativo di quel regolo; e quindi in S I , ,  sulla V3 d?L, un punto coniugato ri- 
spetto ad X al punto a (O a'). COS? i ptcnti della V, di L ima,gini dei puizti 
della quadrica di S ,  costitztiscono Z'intersezioue d i  quella V ,  cola un iperpiat20, a d  
esempio col polare di x rispetto a 27. Gl'iperpiani polari rispetto a ?il dei punti 
della retta cc a' foriliaiio un  fascio, che coinprende 1'iperpiano polare della 
traccia di quella retta su L: iperpiano che coiitiene L (11. 6). Quegl'iperpiani 
segano dunque L in uno stesso S, ,  clie possianio determiilare, per esempio, 
coll'iperpiano rI che 10 projetta da A: questo iperpiano è il polare rispetto 
a SS della traccia P della retta a a' su A. 

18. Diretno che n, O P, è iiiiagine della quaclrica-luogo considerata. 
Se P è un punto generico di A, per esso passerg sempre unu corda a a' 

di V, (M., n. 2O), la quale avrà sè stessa per omologa in 53: sicchè i suoi due 
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punti d'appoggio a, a' rappresenteranno, conie sopra, i due regoli di una 
quadrica. 

Sia invece P i i ~ i  punto della V, di A. Allora .(M., II. 43) il suo iperpiano 
polare n rispetto a 32 sarà tangente a V,  in tutti i punti delle rette di questa 
uscenti da P. Ora una ta1 retta risponde a un fascio di piani di S,, che 
comprende il piano di El rappreseiitàto da P, e che cpindi contiene un piano 
di R dell'altro sistenia, la cui iiiiagine sarà una traccia P t  di quella retta 
sulla V, di L. 111 S, , i punti P e P' avrailno per corrispondeuti rispettiva- 
inente (un piano rigato e L ~ I M  stella, ossia) un piano e un liulito inciclenti. 
Quiildi la citata proposizione di (M.) 11. 43 ci dà clle In traccia S,  di n su iJ 
(la quale, se P era generico i n  A, segava la V, di 1, in uiia superficie iiiiagine 
di una quadrica di 8,) è tangeiite alla V3 di L liingo una superficie, i cui 
punti i.isponrlono ai puiiti del piano di S, , clie ha P coiiie imagine. La rap- 
presentazioiie, che a1)biaiiio assunto, delle quadriclie-luoghi di S,  coi puuti 
di A, t'a cliiiiclue corrispoiidere, il1 particolare, ai puilti della 17, di d le qua- 
driche di S ,  degellerate in piaiii doppi. 

13. Caiatterizziaino ulteirorineiite questa rappreseiitazioiie delle qua- 
driche-luoghi di 8,. 

Per una quadrica genericn c,olisideriaino la corrispondente sezione iper- 
piana (gelierica) della V3 di L. Se la quadrica varia iti un fascio, cioè passa 
per l'intersezione di due sue posizioiii ptirticolari (geiieriche), un fatto ana- 
logo dovrà accadere per cjuella sezione iperpiaua della V, ; .ossia l 's,  ben de- - 
teminato che la contiene passerà per l'intersezione di due posizioni dello 
spazio stesso ("). L'S, varia iti un fascio: yuindi anche l'iperpiano clie 10 
projetta da A ;  e il suo polo P rispetto a X descriverà una retta. Viceversa ad 
una retta di d iisponde su  L u u  fascio di seziorii iperpiane della V 3 ,  e cosi 
in S,  un fascio di cpidriclie. La rappresentazione puntuale di S ,  sulla V, 
deli'S, L è tale che alle quadriche cli S,  rispoildono l inenr~îte~zte le sezioni 
iperpiaoe della V,. Dunyue yuesta V, è la nota 17: di S , ,  che rappresenta 
linearmente il sistema ooVelle  quadriche-luoghi di 8,. - 

Similmente la V, di A, è una V : ,  i cui punti rappreseiitaiio i piani di S,  , 
in modo che le cjuadriclie di S,, coine inviluppi di  piani, rispondono 

Dalla fille del n: 5 segue che l'intersezione della V, con un S, di L no11 sta in un 
altro S,. Quindi l'intersezione della TJ con diie S, yenet-ici non sta i n  nltri S8 clle qiielli del 
fascio di questi due. 
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. linearlîzente alle sezioni clie su quella V, fanno gl'iperpiani passanli per L, 
e quindi anche ai poli. di yuegl'iperpiani rispetto a X, cioè ai punti di .L; e 
in particolare (per dualità da1 n. 18) le quadriclie degenerate in stelle di 
piani contate doppiairielite rispondono ai punti della V3 di L. 

14. Facciamo una breve digressione, per diniostrare in altro modo che, 
se la quadrica, i cixi due regoli han per iinagirii i punti a, a' di V,, descrive 
un fascio, il punto P traccia della retta a a' su A descrive una retta. 

1 piani di S,, chesjcolle loro tracce su R) rappresentano i regoli delle 
quadriclie del fascio, formane una V,, il cui ordine deterniineremo segan- 
dola con un piano di R. Se questo piaiio è preso fia i piani iniagini dei 
piani rigati di S, ,  da1 fatto che sono 6 i regoli del nostro sistenia die  lianno 
una re tta coniune col piano riga to (percliè 3 sono le quadriche del fascio tan- 
genti a un piano) segue che l'ordine cercato è 6. Se invece piendiaino un 
piano ï c  di R tra quelli che rappresentano le stelle di raggi di S,,  si pre- 
nietta che, e'ssendovi ne1 dato fascio di quadriclie 4 coni, cib porta ad  es- 
servi ne1 sistetna considerato CO' di piani di S, 4 piani giacenti in R, nella 
classe in cui s7è preso x ;  7t inc,ontra quei 4 piani, .e poi ancora altri 2 del 
sisteina oo', iinagini dei regoli di quella quüdrica del fascio clie passa pel 
ceritro della stella di raggi rappresentata da 7;. Siccliè anche in questo 2.' 
modo trovian~o ciie la Ir, è del 6 . O  ordiue. Essa è ellittica, perchè la g: delle 
coppie di piani imrigini delle coppie di regoli iiicidenti (piani polari rispetto 
a R) ha 4 eletnetiti doppi, appunto nei 4 sucldetti piaiii giaceiiti in B. 

Passando a S,,, avreino che le coppie di punti cr a' di V, forniano uiia 
g: su una curva ellittica del 6 . O  ordirie C, per modo clle le coppie stesse 
sono su  rette appoggiate a L, e A , ,  e che la g: ha 4 putiti doppi su t. . 

' Quelle rette costituiscono uiia rigata con due diiettrici su L e su A. Un 
iperpiano per .L contiene 2 soli puiiti variabili cli C, yuiridi una  soln gene- 

ratrice della rigata; sicchè la direttrice che sta su  A è una retta: ci6 ap- 
punto clie ci eravaiiio proposto di ritrovare. (Invece la direttrice che è si1 L 
sarà una cubica razionale). 

Per la rappresentazione di una schiern di qiia&riclie v i  è solo da scatn- 
biare L e A. 

15. Ritorniaino alla coiisiderûzione di uii piinto P di  A, col siio iper- 
piano polare rispetto a X, il quale sega L, in uii S, ,  e ln V3 di L secondo 
la superficie imagine di utia quadrica.-luoga di 8,. 1 punti del17S, rappresen- 
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tano (fine del n. 13) le yuadriche-inviluppi di un sisteina lineare oo8, che 
coniprende le stelle contate cloppianiente aventi per inîagini i punti  della 
detta sezione iperpiana di VI. Ora un sisteina lineare oos di quadriche-inri- 
luppi si couipone di quelle che sono armoniclie, od apolari, ad iina quadrica- 
luogo, composta appunto dei centri delle stelle doppie del sistenia. Durique 
le qiia(lriclie-inviluppi rappresentate dai puiiti dell'S, sono quelle aimorîiche 
alla quadrica-luogo rappresentata da P. Ossia: un puuzto di A e un -yunto 
di L rappresentano rispettivamente una quadrica-luogo e m a  quadrica-invi- 
luppo, le qudi  sono mutuameltte armoniche (od q o l a r i )  quand0 quei due pzcjzti 
sono coniugati rispetto a X. 

16. Quando un punto P di A, si riguarda conîe iiliagiiie di una qua- 
drica-luogo, i due regoli di questa si hanno (n. 1%) tirando da P la corda 
di V , :  i punti d'appoggio a, a' di questa rappresentano quei regoli. Essi coin- 
cidono se P rappresenta un cono. Su m a  retta generica di A starino 4 tali 
posizioni di P, perchè iri un  fascio di quadriche vi sono 4 corii. Saranno i 
4 puiiti d'intersezione della retta colla varietà Wi, luogo degli spazi S,  tan- 
genti alla. V ,  . 

In questo modo il fatto che quella W,, è del 4.O ordine (M., n. 38) viene 
a d  equivalere al fatto ehe il discriminante di una quadrica-luogo di S, è del 
4? gra8o. 

J,'intersezione di A, colla W:, risulta essere la varietà V ;  di A, luogo 
dei punti iinagini dei coni quadrici, varietà discriminante. La separazione 
dei due regoli di tcna qzcadrica corrisponde al1'assuniei.e Io spazio A, cotne 
spazio doppio, con quella V ;  coine varietà di diramazione;  ale a. dire ad 
estrarre la radice quadrata da1 discriminante della qttndrica. 

17. Daremo forma algehrica evidente a quest'ultinîa osservazione, ot- 
terremo cioè iina notevole rappresentaziorie dei regoli con coordinate, fa- 
cendo un'opportuna trasformazione lineare delle coordinate di cui dicevanio 
al principio del n. 9. 

In S , ,  assumiaino i punti fondamentali delle coordinate 1, 9,. . . 20 nello 
spazio A, ,  e i punti fondamentali residui 11, 19,. . . 20 in L,. Le quadriclie 
di S, son riferite hiunivocamente a A e a L, si che le coordinate dei punti 
di A sono in cori.ispondenza lineare coi coefficienti a,, dell'equazione locale 
della quadrica, e similniente le coordinate dei punti di L coi coefficienti A,, 
dell'equazione tangenziale (n. 13). Pensianio fatta in S, ,  un'ulteriore sostitu- 
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zione lineare per le coordinate X i ,  ... XI,, e una per le X : ,  ,... Y,, , equi- 
valenti a quelle dite corrispondenze lineari: cosi che un puiito di d iniagiue 
della quadricü a,, a, x, = O arrà  le X ,  , . . . X i ,  uguali rispettivamente alle 
a,,, a iileiio di ut, fattore, e un punto di L imagine della quadrica stessa, 
coine inviliippo, A,, [, 5, = 0, avrà X , ,  ,. . . X,, proporzionali alle A,, . 

Uri punto della V , ;  imagine di un regolo di yuella quadrica, sta sulla 
retta congiungente i due punti considerati di A e di L. Ha dunque le 520 
coordinate esprimibili cosi : 

ove sarà da deterininare il fattore p. 
Fissiamo clîe le A,, siano precisaineiite i coiuplenieiîti algebrici delle a , ,  

ilel discriiiiinante A  della qua.drica. Le forinole precedenti rappresenteraniio 
parametricainente la V, per mezzo dei 10 paraiiietri oiiîogenei cc,z,. Per l'o~iio- 
geneità di questi, s a r i  p una loro funzione algebrica omogenea di 2 . O  grado. 
Essa è a 2 valori, in corrispondenza ai  due regoli della quadrica, ossia ai  9 
punti d'iiicontro della retta su noininata colla V, . Questi punti sono coniu- 
gati in 8, cioè separati arnionicainente da L e A, sicchè i due valori di p 
sono opposti. La coincidenza di questi, ossia dei due ïegoli, si ha solo per 
A =  O. Dunque p è il prodotto di JA per una funzione razionale di grado 
zero delle a,,; la quale anzi dovrà ridursi a una costante, appunto percliS 
non pub p annullarsi (O diventa.re infiiiita) se ilou è A =O.  Facciaino uii'ul- 
tinla inodificazione delle coordiiiate tlividendo per quella costante le X,, . . . S,, . 
Otteniamo cos1 questo risul ta to : Con uncç convettiente sostituzione litzeave s i  
p h  rappreseutare Zcc V,  i cui pzcîzti sono irnagini 
le 20 coorditmte dei suoi punti  siano espresse d a  

dei regoli d i  S , ,  cosl che 

ove le IO quanti tà  a,,, solto gli eletnenti d i  zr11 determimnte siwzmetrico A, e A , ,  
è i l  cornplentento cclgebrico d i  cc,, in A. 

Si pub precisare clie se è X, = a,, Jx sia X,,,, = A, ,  . Le a,,, e le A , ,  
sono i coefficienti dell'eqiiazioae locale e tnngetiziale della qiindrica conte- 
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iiente il reg010 clle si considera. 1 due 1-egoli di utla stessü quadrica proven- 
gono c l a i  due valori della dB("). 

Le forinole (6), che avevanio otteiiuto al ri. 10, conferniaiio yuesta pro- 
posizioi~e. 

1.8. Qiiaildo iu S,, il sisteiiia di coortliuate è yiiello ora scelto, il si- 
steilia iiullo X s a r i  quel10 rappreseiitato dall'equazione 

Per tiiiiiostrare cib, si ricordi clle S7 ha -L, e A, per spazi totali; e clie 
iiri put~to di A e u11 putito di L sono c~niiig;tti i ~ i  X se rappresentaiio rispet- 
tivntiieiite uua quaclrica-liiogo A (7 e unit yiiadi.ica-iiiviluppo B artiioniclie 
(II. l5), cioè tali clle ): a,, B,, = O :  la. yual relazioiie, in base alle (7), dicendo 
-Y e 1' i puiiti iiiiagiiii delle due' quailriche, rispettivaiiiente, su A e L, 

D'altra parte a questa equazione si iiduce appunto la (S), se la si applica 
a quei due pu'nti; di  cui X, essendo su A, ha nulle le coorditiate X,,, 
(e Ir, essendo su L, lia nulle le Y,, 1 = 1 ,. .. IO). Inoltre il sistenia ~iullo 
rappresentato da (8) è tale clie due puriti yualunque di A, coilie pure due 
puati clualunque di C, sono coniugati in esso; cioè L e A sono spazi totali 
per (8). Ora è iinico, coine subito si vede, in S , ,  il sisteiiia iiullo che ha Z 
e A per spazi totali, e ctie pone fra i punti coniugati rispettivainetite di Z 
e A una data reciprocità. Duiique la (8) ci d i  veratmente J7, 

In consegueiiza, se consideriaino due regoli a ,  fi di due yuadriche A, B, 
e vogliailio la coiidiziotie perchè siano legati linearinente, ci6 sarà conie dire 
che i punti X, Y cot.rispondetiti sono coniugati in X, ossia verificano la (8). 

(') La rappreseiitazioiie ('7) cade in difetto per i puiiti della Vo situati sulla v : ~  del n. 7,  
cioè per i puiiti iiiiagiiii di regoli degeneri : i secondi membri delle (7) sono allora tutti quanti 
nulli. 

(7 Ne1 seguito ci accadli ripetutainente di designare col10 stesso simbolo, p. e. A, una 
quadrica e il suo discriininante. Cib non potrà mai dar luogo a equivoci. - 

Qui s'iiitenda clhe per la quadrica 3 si useranno notazioni analoghe a quelle iritrodotte 
per A. 
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Ponentlo in p e s t a  le espressioui (7), abbianio: 12 fatto che due  rego2.i sono 
legati linearwente (uale a ,dire  s t a n ~ t o  i l6  ztno stesso colrtplesso li~8eare d i  rette) 
s i  e s p i o z e  coi coefficienti delle equuzioîzi delle loro qundriche cosà: 

Poicliè un canibiaiiietito di segno ai due radivali quadratici, che coinpa- 
joiio i n  yuesta eoiidizioi;e, non la altera, nientre esso risponde al niutare i 
due regoli nei h r o  iilcideiiti, avremo : Se due regoli a ,  ,8 s o ~ o  legati l i~ iear -  
mente, n m l ~ e  i regoli cc', (i' ad essi incidettti sarcwno cosi legati ('). 

COMPLESSI LlNEARI DI KEGOLI. E S E ~ ~ P I  PAHTlCOLARI. 

19. 1 piaiii di un complesso liueare di piani  di S,  ( R I . ,  il. 3) segnaiio 
su R le itiingiui degli wQegoli di un coa~plesso liileare di regoli. I n  altri 
termini, uii coinplesso lineare di regoli é l'iiïsieiiie clegli ooYegoli le cui 20 
cooriiiriate (IL 9) veriticano uiia data equazioiie liiieare oiiiogenea. Od anche, 
ricordando [M., nota (4)] che un eomplesso liiieare di piani in S ,  si pu6 defiujre 
conie un iiisieiiie algebrico irriducibile di piaiii tale che iu un fascio generico 
ve n'è un solo : un insieme algebr.ico irridzccibile d i  regoli d i  S ,  si  dice u corn- 
plesso limeare », puaqtdo in un fuscio d i  regoli (o. 4 )  ve  n'è iu genel-ale ut& solo. 

Questa proposizione [che seguiva anche dalla nota (3, cambiando, nella condizioue (5) 
di là, il segno a una delle a e una delle b]  si  trova, ad es., in A. Voss, Die Liltieiageometrie 
in  iizrer Al~mendu#tg auf die Irlache*~ znieiten. Grades, Math. Annalen, 10 (1876), p. 143; e 
precisamente in principio di  p. 176. La  semplice dimostrazione che ivi è data (in cui va cor- 
retta la svista tipografica di una a, invece di a,) si  pub rivestire di forma puramente geo- 
metrica. - D'altroiide la proposizione stessa uou è che una traduzione nelllS, rigato del 
fatto, che in S,, se due piani (quelli che corrispondono ad a, p )  sono incidenti, anche i 
loro piani polari rispetto ad R saranno incidenti. - 

Si noti anche quest'altra coiiseguenza dell'equazione (9) e di quella che se ne trae mu- 
tando il segno ad urco solo dei due radicali quadiatici: È la stessa cosa dire che due qua- 
clriche sono arwoniche (od apolari) i lz  doppio modo, O dire che ciascun regolo dell'utia è legato 
liwear~nemte a ciascun vegolo dell'altva. (Elementarmente poi si  trova subito che questi fatti 
equivalgono aiiche all'esistenza, in un regolo.dell'una qpadrica, di due rette polari fra loro 
rispetto all'altra quadrica. Se cib avviene un regolo, avverrà pure per l'altro; e si con- 
serverà scambiando le due quadriche). Cfr. Voss, loc. cit., pp. 174, 177. 
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III S,, i complessi lineari di regoli sarailno rappresentati (conie i c o n ~  
plessi lineari di piani di 8,) dalle sezioiii iperpiaiie della V,  . Possiaino pure 
assuiiiere conle iinagiiie di un complesso lineare di regoli l'iperpiano di S,, , 
od anche il polo dell'iperpiano rispetto a X. 

1 complessi lineari di regoli sono ml9. 

80. Coine in S,  un esempio particolare di complessi lineari di piani 
è dato (M., 11. 2) dall'insieme dei piani iiicideuti ad u ~ i  piano fisso (nucleo); 
cosi, segando R con questi piani, si ha che u ~ i  particolare coniplesso lineare 
di regoli (complesso nucleato) è dnto dall'insienie (lei regoli Iegati 1in.ear- 
mente ad un regolo fisso (wucleo del coiiîplesso di regoli) (y). 

In S,,  i punti imagini di tali complessi lineari sono i punti della V 8 ,  

81. Altre classi particolari di coii~plessi lineari di regoli sono quelle 
rappreseiitate dai punti di A, o di L,, cioè clngl'iperpiani passanti per A o 
per L. Un iperpiano passante per A segn L in punti clie rappresentano, in uii 
certo senso (nn. 18, 15), le ~"uadriclie-inviluppi arnioniche ad una yuadrica- 
luogo fissa; e sega la V, nelle coppie di punti d'appoggio delle corde di 
questa rarietà passanti per yuei pnnti di L (perehè tali corde incontrano 
p w e  A). Ne viene che il coinplesso lineare di regoli rappresentato da1 detto 
iperpiano si compoiie dei regoli situati sulle m ~ ~ u a d r i c h e - i n r i l u p p i  nomi- 
nate. I ~ e g o l i  delle quadriche-ii lvilz~ppi ( O  -1woghi) armo~eiche ad zcna q.ztadrica- 
luogo (O -iwuilzcppo) f issa fo~marzo u n  con~ylesso l i n e a ~ e  ( ' O ) .  

Si vede cos] conie il iiostro concetto generale di complesso liaeare d i  
regoli viene a fondere insienle i due concetti distinti, fra loro duali: coin- 
plesso lineare oos di y ~ a d r i ~ l ~ e - 1 ~ 0 g l i i ~  e coi~~plesso liiieare c o V i  quadriche- 
inviluppi. Queste due diverse classi, di mg eiiti, vengono a rielitrare insieiiie 
Ira i coinplessi lineari di regoli, clie sono euti ~iiollo più geiierali, ml9. 

29. In S,, se preiidiaino i piani polari rispetto ;R dei piani di un com- 
plesso lineare, otterremo ancora i piani di 1111 cotnplesso lineare. D~lnque, 

(O) Se a è il regolo iiucleo di un complesso iiuckato, iiidicheremo talvolta il con~plesso 
col simbolo [a].  

('O) Effettivainente in un fascio di regoli vi è uii sol regolo di un ta1 sistema, perché in 
un fascio-schiera vi è uiia sola quadrica-inviliippo (ad es.) arinonica ad uiia data quadrica- 
Illogo. - 

Se f è la quadrica-luogo (O -iilviluppo) fissii, ci açcadri d'indicare il co[iiplesso di regoli, 
di cui qui si  tratta, con [f]. 
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in 8,: i regoli incidenti ai regoli di urz comnplesso lineare r fo'orwano ancora 
un complesso lineare r'. - Due complessi lineari cosi legati hanno per ima- 
gini in SI, due iperpiani, oppure due punti, fra loro oniologhi nell'in~olii- 
zione 3. 

Da -yuest'ultiiiia osservadone cleducianio subito clle i due coniplessi li- 
neari r, r' coincidono solo yuando I'iperpiano clie rappresenta uno di essi 
è ukzito per 3, cioè passa per l'iino o I'altro dei due assi L, A. Le dice syecie 
particokwi di co+nplessi lineari d i  regoli, di cui nl n. 21, sono carntterizzate 
da ci6: che il cosnplesso lineare, con ogni suo regolo, contiene semp?-e anche 
il regolo incidente. 

23. Fmci di cotiiplessi liiieari di regoli, e cos1 reti, ecc., si diranno i 
sistenii di tali coniplessi rappreseiltati in S,, da fasci, reti, ecc. d'iperpiani; 
o, se si preferisce, dai punti di una retta, o di un piano, ecc. Non occorre 
che ci fermiaino su di cio. Ribeviaino solo, perchè sarà. utile in seguito, clie 
un complesso r pub essere detersninato dando Uri fnscio di coinplessi cli 
cui r faccia parte, ed un regolo contenuto in r ; corne pure dando due frisci 
di complessi tali che r' stia in entrambi. La costruzioiie di r, in ciasciin 
caso, si fa ovviainente ("). 

Anche si osservi, riguardo alla proprietà caratteristica di il11 complesso 
lineare di regoli (n. 19), che se, iiivece di cercare nei fasci di regoli i regoli 
del complesso, cerchiamo questi ad es. fra i regoli di un fnscio d i  qzcndriche, 
troveremo che ve ne sono, con uno, ma sei in genernle: percliè i regoli delle 
yuadriche ,di un fascio Iianiio per iiiiagini in SI, i puiiti di uiia curva (ri. 34), 
clie è segata dall'iperpiano imagine del coniplesso lineare, in generale, in 6 
piinti. - Lo stesso, se iiivece clie un fascio d i  yuadriche si co~~si( lera  LIIM 

sclliera. 

(IL) Ne1 8.O caso siano C, D due' dati coinplessi lineari di regoli, che determinino l'un 
fascio; E, P due che determinino l'altro füscio. Possiamo proporci di costruire quel regolo 
di r, che sta in un dato fascio di regoli: ossia che sta in una data congruenza lineare di rette 
y e passa per due date rette HZ, n di questa. A ta1 fine si cerchino in y quei regoli di C che 
passano per nz: formeranno iui fascio, cioè avranno comune uti'altra retta p. Cosi pure i 
regoli di D appahenenti a 7 e passanti per m avranno in comune un'altra retta q. I l  regolo 
di m p  4 sarà comune a C e D.  Siinilmeute si costruisce in y il regolo per m comurie a E 
e F. Questi due regoli di 7 avranno coinune, oltre ad m, un'altra retta r. 11 regolo cercato 
di i' sarà quel10 di wz n r. 
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LE DUE QUADRICHE D'APPOGGIO DI U N  COMPLESSO LlNEARE DI  HEGOLI. 

84. Per un punto qualunque P di S,, passa una retta conteneiite un 
punto di L e un punto di A. In essa starà pure l'oinologo P' di P nell'in- 
voluzione $. Poicliè i punti di una retta di S,, sono iinagini di un fascio di 
complessi lineari di regoli, ne segue (nn. 91, 22) : 

Bato un complesso lineare i' d i  regoli, restano i n d i v i d m t e  - i n  generale 
unn qzcadrica-luogo f e u n a  quadrica-inviluppo p, - che direnzo 4 gli appoggi » 
d i  r, - tal i  che r s ta  (col co~uplesso lineare r' costituifo d a i  regoli irzcidedi 
cc quelli d i  r) neE fascio d*i con~plessi l ineari determitznto dnl cowzplesso [ f ]  
dei regoli sitztnti sulle szcyerficie d i  2." classe a m o n i c h e  n f e dal  comylesso [ y ]  
dei regoli s i tunt i  szille superficie d i  2." ordine armonicke a y. 

In altre parole: dato un coiiîplesso liiieare r di regoli, le quaciriclle di 
cui agnbi i regoli (noil uno solo) stanno in r sono le W' che, conie invi- 
luppi, sono arnioniclie a una stessa quacirica-liiogo f ,  e, coiiie luogl~i, sono 
armoniche a uiia stessa c~uadricti-it~vilup~)o (p. Sono f e p, i due appoygi  di r. 

93. Adottando coiiie coordiliate dei regoli quelle del 11. 17, le loro 
espressioni (7) inettono in ei-idenza la proposizione precedente. In fatti l'e- 
quazione di un coinplesso liiieare di regoli r, ossia un'equazione lineare fia 
quelle X, ,. . . X, , ,  si potrà, per le (7) ,  scrivere cosi: 

ove le yh, e f A k  sono i 90 coefticienti costanti, mentre le m,,, Aln, ,  \/Ill7 che 
- .  

prendono il posto delle a,, , A,, , JA nelle (7), si riferiscoiio ad un  regolo 
variabile di r. Ora quell'equazione (10) inostra d ie  questo complesso lineare, 
corne pure quel10 r' dei regoli incidenti, che si ottiene seinplicen-iente col 
niutare il segno (a dg, oppure) ai coefficienti T,,, staiino ne1 fascio dei due 
complessi 

x c p , ,  9%, = O, 2: f,,, K ,  = O. (11) 

E questi sono appurito: il conlplesso [pl dei regoli giacenti sulle quadiiche 
armoniche coine luoghi a 
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e il complesso [ f ]  dei regoli giacenti salle yuadriche a~inoniche corne inri- 
luppl a 

f (2) G 2 f&lï xk Xk = 0' 

26. Dn cpesta rappresentnzione aiialitica (IO).appare siibito clle i due 
appoggi f e cp son 1ega.ti liiieariiieiite a. r, ossia: Se un cornplesso 1iiieai.e 1' 
di regoli deserive un fascio, la qiindrica.-luogo f di appoggio tlescriw in ge- 
lierale mi fascio, e la. qiiaclrica-iiniluppo pr d'appoggio uiia scliiera.. 

Cib risulta anche geotiietrica.iiiente: perche se i l  pu&o P imagine d i  r 
in S , ,  clescrive uila retta, P' descrirerà. la retta oii~ologa in $, e la retta PP' 
gericreri un regolo, che a.vrà su i, e su A risp. due direttrici rettilinee. 

Siinilinente, in geiierale, se r descrive una rete, em. 

87. 1 (lue appoggi di r si possoii anche tlefinire : f coiiie I~togo dei centvi 
delle delle che, i n  qualit& d i  regoli degeneri, fanno parte d i  r ;  cp tlnnlnietite, ' 
quale iwuiluppo dei p iani  clze, come regoli degemrat i  ilz pia.?zi vigciti, f n n m  
pmte d i  I'. Iiivero, ogni regolo degetîerato, a d  es., in iin piaiio rigato stn, 
senz'altra coiidizione, ilel colnplesso [ f ] ;  siccliè per un ta1 1-egolo il f;is parte 
d i  r eyuivale al10 stwe i i i  [cp], ossia ai l  essere il suo piano un piaiio tiin- 
gente di p. 

Se r appartieiie;alla 1." O alla, 2P delle due specie particolari di corn- 
plessi del n. 81, k completameiite itideterniinata I'una O l'altra delle thle 
quadriclie d'appoggio (risp. p, O f ) .  

1 DUE REGOLT CARDIN1 D I  UN COMPLESSO LTNEARF,. 

LEUAME COOLI APPOGGI DI QUESTO, 

28. Coiiîe al II. 24 abbiatno coiisiderato, pel piinto P imagine di lin 
coiiiplesso lineare di regoli, la rettn che sa  d a  esso ad  iucoiitrare i, e A, 
'cosi ora petisianio la retta clle va da P ad itlcontrare iii (lue piiiiti la TT, .  
Qiiei due pimti saranno iniagini di due regoli cc, b, ed aildie dei coiiiplessi 
linenri tîucleati [z], [pl (n. 20). Otteiiiamo in tale iiîodo la seguente' propo- 
sizione : 

Un' complesso listeare di regoli r defiltisce in ge~wrcile m a  coppin d i  re- 
gol,i cc, F, tali  che r è m l  fmcio di  complessi determinnfo da1 coaydesso [z] 
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dei regoli legati linearmente a d  a e da1 complesso [p] d i  quelli legati linear- 
mente a p. 

Diremo ci e p cardini  (fra loro coniugati) di r. 
Ne1 seguito indicherelno seinpre con A e B risp. le quadriche su cui 

stanno a e p. 

99. Una stella di raggi, che contenga una retta di a e una di e ,  si pub 
riguardare coine un regolo legato linearmente si ad u che a p. (Sta in fatti 
con a in un complesso lineare speciale di rette avente l'asse in una diret-  
ti-ice di a ;  e cosi per p). Essa ci dà dunque un regolo di r; e percib il suo 
centro, che è un punto comune alle quadriche A, B, sta sulla quadrica f 
luogo dei centri delle stelle di r. .La quadrica d'appoggio f è ne1 fascio delle 
due quadviche A, B contenenti i cardini  u, P (12). 

Dualinente la  cp s t a  neila schiera d i  quadriche determinnta d a  A e B. 

30. 11 tetraedro polare coiilune ad A, B sarà anche polare per f e cp. 
L'involuzione assiale ehe ha per assi due spigoli opposti del tetraedro muta 
in sè a, 8, f, y :  e quindi anche r; poichè r si pu6 defiiiire coine quel coin- 
plesso che è comune al fascio determinato dai due complessi [a], [C;] e a 
quel10 determinato da [ f ] ,  [y]. Dunque : zcn coriplesso lineare d i  regoli am- 
mette i~ generale i l  gruppo Q, delle tre collineazioni involutorie biassiali  d i  u n  
tetraedro ( 1 3 ) .  

31. Il teorenia del n. 29 si pub ritrovare algebricainente, rappresen- 
tando il complesso r di  regoli (TH,,, hl,,, 4%) coll'equazione (10) del n. 85, 
e profittando della (9) per rappresentarci i complessi nucleati. Se i nuclei 
di due tali complessi sono a (a , , ,  A,,, a) e (b,,, B,,, JE), i complessi 
stessi saranno : 

JMx A,, M,, - JAr a,, nfh, = O 

(lZ) Lo stesso fatto rientra nell'osservazione generale del n. 26, applicata al caso che r 
varî ne1 fascio dei complessi lineari aventi i dati cardini a, : essa dà in fatti che f varierà 
allora ne1 fascio di quadriche che contiene appunto A e B. 

('7 Non ammette invece le omologie armoniche del tetraedro, perché queste mutano a 
ne1 regolo incidente d, ecc. 
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II complesso r dato dalla (10) sarà ilel fascio di questi due complessi nu- 
cleati, se esistono l, e p. tali clle 

Queste forinole iiiettotio in evidenza appunto il teoreina del n. 89. Esse hanno 
utia speciale iiiiportanza, perchè daiino in modo completo, esplicito, il legame . 
fra .i due cardini x ,  @ e le due quadriche d'appoggio f, p di uno stesso coin- 
plesso liiieare di regoli. 

Dati v. e p, e faceiido variare 1: p., le (19) daiino una corrispondeiiza 
l~iutiivoca tra le quadriclie f del fascio di A e B, e le quadriche y della 
scliiera di d e B: corrispondenza che rien posta da1 fascio dei coiiiylessi 
lineari di regoli aventi a e p per cardini, e clie ne1 seguito sarà ancora ap- 
profondita (v. in particolare i nt]. 41, 43, ecc.). 

Scrireiido che un punto x sta su f e che uil piaiio 5 tocca y, athianio 
dalle (12) [posto A (4) y A,, 4 ,  srk,  a (x) G a , ,  X, xk ,  ecc.] : 

h JA. a (s) + ,v. JE.  b (x) = 0, 
doiide : 

JA. a (x) B ( 5 )  - JE. b (z) A (i) = O. (13) 

Quest'equazioiie rappresenta un connesso (9, '2) di  punti e piani, legato alle 
due quadriche A, B, e più precisainente ai loro regoli a, p: col quale con-. 
nesso si pone appunto tra il fascio di quadriche A B e la scliiera A B  la 
corrispondenza di cui s'è parlato. 

Od anche, possiaino dire che la quantità 

dove x e [ sono un punto e un piano, ha 10 stesso valore per' due diverse 
yuadriche (pih esattamente, per due regoli), quando la quadrica del loro 
fascio passante per x e quella della loro schiera tangente a E sono, colle due 
quadriche date, riella relaziotle, che stiaino considerando ("). 

(14) Co& se x e E sono il punto e il piano fondamentale 1 delle coordinate, si tratterà 
a !Jz 

del rapport0 L. 
A , ,  
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32. Uii caso ~)al~ticol;ire.iiolevole è cliito tla que; fiisci di c,omplessi l i -  
iieari tli regoli, clle soiio rappreseiitati d a  rette di.S,,, coiigiuiigeii t i  due puriti 
tlella V, coiiiiigati i i i  9 :  tluiiiliie cla rette clle sono i i i  p i i  tenipo iilcitlcilti 
11 Tg, A, e corde della V 9 .  Sono fasci ctiratterizzati t l i i  uiia qrialiiiicjiie di 
(peste due 1)iopi'ie tà : clie le due qtiadr.içlze d'nppoggio f e sorto mec. stesstc 

qumfr ic r r ,  iigi~iiid:itit rispettivaii~ente coirie liiopo e conie iiiviliippo; O clie, i 
clm regoli cnrdirli a e soue fm loro i r t c i t l e~ i t i .  Qiiesti (lue regoli saraiiiio 
tillora qiielli tlelln tletta qiiadricti uiiica. Siaino iiel caso die, .cl es. iielle (10'), 
Un& = ni,, , e quiiidi Bi,, = A,,. , iiia 1 B =  - \/il. 

33. Si pur? ~i levare  aiiclie il cnso di un co~iiplesso liiiertre tli iegoli, clel 
qiiale iiii ciirtliiio a tlegetieri in uiia stella di raggi. Blloia. Io stesso ragioi~a- 
iiierito clie s'è fiitto al il. '29 pro17a che l'altro cardine F stai-à s.u f, cioè B 
coincide con f. Li1 cp è tiella scliiera deteriiiiiiata da f e do1 piiiito (doppio) 
centro della stella n, ecc. 

Se l'un cardilie clegeiieia i i i  uiia stella O e l'altro iii i i i i  1,iaiiu rigato w 

(iliclipeiicleiite (ln O), aiiclie iii w e O coiitati doppianieiite dege~ierüiio gli ap- 
poggi f e y. 11 coiiiplesso litieare di regoli i' è ü1loi.a deteriiiiiiato seiiiplice- 
iiieiite CI;L O, w e da U I I  suo regolo, Si pub doiuaiidal~ uiia i.elazioiie fia. 
O, w e due regoli qiialunque di 1', clle noii esiga la consideraxiooe dei coiii- 
plessi Iiiieari di i-egoli. 

Si lia (hl., 11. 32) clle l'essere la stella O e il rigato o i caidiiii per 
wi  coiiiplesso liiieare di regoli che coiiipreiide due clati regoli, equivale al- 
l'essere qiiesti iiltiiiii i carclitii di un coiiiplesso liiieare di regoli coilteiieiite 
la stella O e il piauo rignto o. Se cluiiyue assuiiiUtiiio i due regoli dati coiiie 
gli O! e P del 11. 31 (e preced.$, siccliè ne deriva la corrispoudema iri coiiside- 
rata tra i l  fascio di qiiadi-iche e la scliiera, coilteiieiiti le cpaclriclie A e B 
di a e F, staraiiiio O e o (sui due appoggi del iiuovo coiiiplesso, cioè) su 
uiia qiiadiica. del fascio e su uua della schiera, fia loro oluologlie. La (13) 
clel 11. 31, i n  cui x e ! siaiio appuiito O e CO, espriinerà il legaiiie cercato fra 
i due r e p l i  dnti e O, m. 1 teoretni del seguito claraiiiio seiiiplici relazioiii 
geoiiietrirlie t i i i  l n  qiiiitlrica tlel fiiscio A B 1)nssaiite per O e ln  quadrica 
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O 

tangeiite a w della sc1iiei.a A B :  coi1 clie s a r i  risoltn la questione clie ci 
siaiii posta (15)). 

34. Da un altro putito di rista si Iiü~itio altri casi speciali di coiiiplessi 
liiieari di regoli. . 

111 (M.) soiro coiisiilerati qiici co~iil)lessi liiiea ri di pia i i i  di S,  , pei quali 
i due carcliui coiiiciiloiio, coiiie pure qiielli clie aiiiiiicttoiio iiifiiiite coppie d i  
cardiiii coniugati. Traduceiido iiel nostro liiiguaggio attuale, ahbiaiiio : 1.") i 
coiiiplessi liiieari di rcigoli coi (lue cardini a, p coiiicitlenti (siiigolarità clie 
iiriyorta uua sola condiziotie); %.O) qiielli con iiifiiiite roppie di cardini c'oii- 
iugati, coine a,  p. Questi ultiiiii coiiiplessi (clie tlireiiio cloppinabente sirlgolnr.i, 
ina. la cui siiigolarità i~iiporta 5 coiiilizioiii) si tlrteriiiiiiaiio assiiiiieiitio conie 
cardiiii coriiugati a, due regoli legati liiieai*iiieiite. Uiciaiiio uiia parola su 
essi. (Sugli altri v. ilel seguito il r i .  50). 

hi S, abljiaiilo (hl., 11. 25) che, se t i t i  coiiiplesso liiieare di piani aiiiiiiette 
uii putito totale 0, aiiiiiiette pure uii iperl)iaiio totcde 0, e viceversa; e il 
coiiiplesso è doppianiente siiigolare. Ke vieiie q~iestn proposizioiie : Se iiii 

coniplesso liueare r di regoli è tale clle esista. uii coiilplesso liiieare d i  
rette F, di cui tutti i regoli staiiiio in I', vi sarà pure i l i i  coinplesso 1ii-ieai.e 
di rette F', involutoi'io O anilonico ad F, tale clle tzct t i  i regoli iiiciclenti a 
regoli di staiîiio in r. 

1 coiiiplessi liiieari di rette F, P' definiscoiio due sisleini iiulli, clle iii- 
dicliereiiio colle stesse le ttere, rapgresen tati iii S, dalle o~iiologie ariiioniclie 
vlie iiiutaiio R in sè e che haiino l 'um per iperpiniio cl'oiiiologia n, l'a1ti.ü 
per centro d'oiiiologia 0. Da (M.) n. 25 risulta e~iclente die  tidi oiiiologie 
iiiutniio r ('7 in sè. Duiiyue il coiiîplesso liiieare di regoli r è iiiutato in sè 
dai due sisteini nulli F, P': che soiio quelli relativi ai due coiiiplessi 1iiieai.i 
di rette, di cui l'uno coiltieae a e 13, l'altro coiitieiie i regoli a' e p' iiicicleiiti 
iL (Juesti. 

Ne segue che P (o P') muta l ' m a  iiell'altra le due quatlrivlie f, (p tl'ap- 
poggio di r. Perci6 f e cp s i  tagbiano i u  questo cnsq ir t ,  t i lz  qzcadrilntero (quel10 
delle generatrici di f ,  ad es.! clle soiio iriiite per F). 

(15) Se iiella (13) si siippongono dati O (x) e w ( E ) ,  e il regolo (am, A m ,  JA) ,  la  (13) stessa 
diventa l'equazioiie, nelle coordinate di regolo variabile bhk a, B h k ,  del coniplesso lineaie 
di regoli r. 

(16) Qui e ilel seguito indichiaino con F, 5 ,  . . . gli eiiti di ,Y6, che rappresmtatio gli 
eiiti r, a,. . . di S, . 
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ULTERIORI PHOPOSIZIONI S U I  CAHDlNI E S U G L l  APPOGGI DI  UN COMPLESSO LINEAHE. 

LEGAMI TRA IL FASÇIO E LA SCHIEHA CHE CONGIUNGONO DUE DATE QUA- 

DRlCHE. 

33. Dalla (M.) 'il. 86 si trae un'altra definizione dei cardini di un coin- 
plesso lineare di ~egol i .  

Se del conîplesso r si vogliono quei regoli che staniio in'uiia data cou- 
gruenza lineare di iette, si trova che essi costituiscono in geiierale un sisteina 
lineare m2, Ma esistoiio congrueiize liiieari particolari, per oçnuna delle quali 
avvieue che t z c t t i  i suoi ooYregoli sono regoli di r. Orl~ene cjueste corigruenze, 
che direino totccli per r, sono definite dai due regoli cardirii a e P cosi: esse 
sono le iiitersezioili dei coniplessi liiieüri di rette passmti per o: coi ~0111- 

plessi lineari di rette passanti 'per P. Ossia esse sono quelle congruenze li- 
neüri clje coiitengoiio due rette di a: e due rette di p, rale a dire die  hanrio 
per direttrici due rette appoggiate alle stesse 4 rette di a e P. 

Siniilliiente: i regoli di r passanti per due date rette p, q sono in ge- 
nerale oo' e rieinpiono un coiiîplesso lineare di rette. Ma esistono tali coppie 
p q che tutti i regoli che le contengono stanno in r. Le rette di una coppia 
siffatta sono le due rette comuni a una congruenza lineare di rette passante 
per cl e ad una passante per F :  ossia sono due rette appoggiate alle stesse 
4 rette dei due regoli a', (3' incidenti ad K, P.  

36. Si è cosi condotti a considerare una particolare corrispondenza fra 
rette di S, ,  determinata da due regoli dati a e P: la corrispondetiza TE, i n  
cui si cliiarnario orriologlie due rette quando incontrano le stesse rette di u 
e di (J. E insieine con essa si presenta la corrispondenza analoga QI' definita 
similmente dai regoli a', p' incidenti ad a, P. In S, si tratta della corrispon- 
denza fra punti d i  R situati sulle rette incidenti a due piani fissi, e di quella 
analoga definita dai piani polari di questi rispetto a R. 

Si riconosce subito che a, ad es., è generalmente biunivoca; che esistono 
3 coppie d i  rette ornologhe in TE, di cui una retta sta in una data stella e 
l'omologa in un dato piano; e 9 coppie, le cui rette stanno rispettivamente 
in  due date stelle, o in due düti piani ("). 

(7 Per vedere cio, basta considerare, fra una stella e un piano rigato, O fra due stelle, 
O fra due piani, la projettività i n  cui sono ornologhi i piani e i punti che appartengono ad 
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Questa corrispondenza a, cotne l'insieme delle congruenze totali, sono 
comuni a tutti i cornplessi lineari di regoli r del fascio definito dai due 
cardini a, p. 

37. Fra le congruenze lineari di rette, che sono totali per un coiiiplesso 
liiieare di regoli r, consideriaino quelle speciali ,  cioè a direttrici infii'itainente 
vicine. Queste direttrici saranno le relte unite della corrispondenza fil (e  
anche della Pa', coni'è facile vedere). Poichè una congruenza siffatta contiene 
due rette a a ,  di x e due rette b b, di F, la sua direttrice p sar i  tale che i 
suoi 4 punti d'incontro con quelle 4 rette, e i 4 piani clie la congiiingono 
risp. alle rette stesse, formario due cluaterne projettive. Viceversa ogni retta p ,  
che, colle rette a a, ,  6 b ,  dei regoli a, fi ad essa. incidenti, soddisfi a questa 
condizione, è direttrice di una congriienza lineare speciale cantenente cc cc, 
b b , ,  e quindi totale per r. 

Ora, in una Nota recente ('7 ho fatto vedere clie, dat i  due regoli a P, le 
rette p tali che la cjuaterna dei piinti d'incontro di p colle rette di a p in- 
cidenti a p sia projettiva alla qnaterna dei piani che, rispettivamente, con- 
giungouo p alle rette stesse, forriiano un coinplesso yuadratico (generale) d i  
BATTAGLIN~. Dunque : le direttrici  delle coagl-uenze Einecrri specinli c7ze S O N O  

totali p e r  r (e pei. ogni cornplesso lineare di regoli avente gli stessi cardini 
a, F) formano uîz conzplesso quadrat ico  d i  rette del  BATTAGI,I~-1. I,o indiclie- 
rem0 con T. 

11 complesso T si pub definire nello stesso modo coi due regoli a', F' in- 
cidenti a a, p. Esso contiene ogiii fascio di rette determinato da clue rette 
(incidenti) di a e (3; ecc., ecc. (v. la Nota citata). 

38. Si prenda utia congruenza lineare speciale di rette (non spezzata), 
nella sua rappresentazione in S,,  cioè conie cono quadrico (irriducibile) di R. 
Supponendo che essa sia totale per r, si avrà, in particolare, che il piano p 
tangente a quel con0 lungo una sua generatrice r sarà un piano del.con~- 

una stessa retta del regolo a, e la projettività che proviene analogamente da1 regolo p .  Si 
tratta delle 3 coppie di elementi oniologhi comuni a quelle due projettività (togliendo, se le 
due forme geometriche sono ornonilne, la retta comme ad esse, nella quale coincidono ap- 
punto i due elementi di una di  quelle coppie). 

c8) SU m a  generaaione dei cornplessi qunc2ratiei di rette del BATTAGLINI. Rendic. Circolo 
matem. di Palermo, 49, 1917, pag.'8û. 
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plesso lineare di piani ï (corrispoiidente a F) di S5. P& r passano due piniii 
di R, situati in un fascio con p (fine del 11. 8). Se uno di essi sta pure in r, 
tutto il fascio di piani star2 in r, e yiiiiitli anche il 9.' di qiiei due piaiii. 
Ritornando all'S, rigato, r ci dà un fascio d i  rette della nostra coiigriieuza. 
liiieare speciale, e i due piani di R passanti per r ci danrio il centro e il 
pia 110 di 5 quel fwcio : eleiiieiiti oiiiologhi iiella projettività in torno alla retta p,  
clle tlefinisre la coogrueiiza lineare speciale. D'altronde i piani di R appnr- 
teiieriti a l  coiuplesso f rappresentaiio risp. i piinti d i  f e i piani di p. Quincli 
l'osservazioiie precedente ci (là : 

Per ogni retta p del complesso T,  ln projettivitic, c l ~ e  fra i swoi 277111fi e 
piani è determinnta dalle rette nd essa i~zcident i  dei regoli a ,  P, fa corrispoll- 
t lere a i  pz td i  della qzcadricn f i p iani  della q m t l r i c a  p. 

39. Viceversa, abbiaiisi un punto P di f e un piano n di  p, tra loro 
iiicirleilti. P o i ~ à  dire, in S ,  , due piani del coniplesso f giaceliti in R e pas- 
santi per iiiia retta Y (imagine del fascio di rette Pz): onde tutti i piaiii del 
fiiscio di cliiei due, ossia tutti i piaiii tangenti a El luiigo r ,  staranno in ï. 
Peï r passa anche uli S, clie è totale per (ossia incidente seco~iclo rette 
ai piaiii ü, F). ESSO, insienie col tletto fascio di piani passanti per r ,  starà 
iiel19S, luogo dei piani tli ï passaiiti per r ( ' O )  ; e 1)erb r z \ i J coninne un 
piano con quel fascio. Cosi yuell'S, totale tli r, coiiteiiendo i i i i  piano taii- 
geiite a R lungo r, s a r i  tangente a II in un punto di r :  rappresenterà ci06 
una congruetiza liiieai-e specinle, clie i! totale per I', e clre twntieiie i l  fascio 
di rette P n  di cui r era. ilii;~giiie. 

Dunque : un p.zcil.to d i  f e tcn piccno di y, trcl loro iîzcidelgti, sono sempre 
omoloyhi nella pojett ivit ic che, fra .i pulzti é i picclri d i  m a  re t fn  (in ge~zerale 
unicn)  del con?plesso T ,  è detewuinnta tlnlln couglwenzn litzefire specinie ine- 
leute ('p?r 1') rc yuesta reftn.. 

41). 1 fasci di rette col centro in f e col piano in p si preseiltaiio nei 
1111. 38, 39 in uii iiiotlo clie va rilerato. C0ntat.i doppiüiiiente, costituiscoiio 
regoli di r ('O). Ma cib iioii li cni.attei.izza, seiiz'a1ti.o. Si pu6 (lire clie ogizi 

( le )  Dicendo cosi, si esclude il caso che r sia retta totale per r, ci06 incidente a a, p. 
In ta1 caso il fascio di rctte P n contiene uiia retta del regolo cc e una di P; ogiii sua retta 
B ne1 coniplesso T e soddisfa. nll'enii~lciato finale di questo n. 39. 

(20) Anche se, per iina i e t t ü  1) del coniplesso T, s i  prendono due fasri c~iialunque tlistiiiti 
di rette della congriienza lineare speciale di direttrice p, che è totale per r, essi costituiscono 
sempre u n  regolo degenere di I'. 
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regolo degenerato in un fascio di rette da conta.rsi doppiaineiite sta in r. 111 
fatti; agni ta1 regolo è rappresentato iii Sj (n. 9) da  tutto un fascio di piaiii 
tangenti a R liiiîgo iina retta r ;  e i i i  questo fascio vi  è sempre un piaiio 
che sta in r. 0, ricorrentlo a S,,  , qiiel regolo ha per iiiiagiiii tutti i piiiiti 
di uiia retta, e yiiesta incoiitra i i i  uri pniito L'iperpiano iiilagi~ie tli r. 

Ma i regoli tlegeiieri  cl;^ iioi iiicoiitra ti, ossia fiisci tloppi di relte, col 
centro iii f e piaiio iii 9,' stailno in i', per cosi dire, in un  seiiso piii coiri- 
pleto: sono cioh quelli le cui iinagiiii in S,, o in S,,  , staiino cowpletnwetate 
nell'irriagiiie di  1- ( t td t i  i piaiii tangetiti a R lungo r staririo i i i  ï; O, pei. S,, , 
tutta la retta sta iiell'iperpiano). 

42. Dai nn. 38, 39 traggliiaiiio questo noterole teoreilia relative alle 
quadriclie. 

Siclno dati &ce regoïi a ,  p, ri8peltiuanienle di  &te q~ndric71.e A, B. Da essi 
risulta de fewina ta  i u m  cet-rispondenza t m  le qundricl~e del foscio d i  A e Il 
e le quadriche della scli,iera d i  A e R, $?el sepenle  ~tot lo .  Si co>bsidevi il c o w  
pslesso d i  BATTAGT,IN~ T delle rette, frn i c?li plrllli e piani si h m  t c m  projet- 
tiuità, wellcc qzinle SONO owologhi quei prtzti e quei 9imi c7te npparfengolro 
rispettivame9zte rrlle stesse 4 rette d i  a ,  fi. Biciawo P z  o p i  coppia d i  1)ttnto 
e pintzo otrcologlt,i i r a  p e l l e  projettiuitk : sicclzè a ciasczm p m l o  P spef tr~t~o 
(w' rette d i  T e quindi) oo' piani z, e wiceziet.sn nd ogni ?s c u l ' p u t ~ t i  P. Cid 
posto, se il pzctdto P è p e s o  s u  wna data qz~adricn f del fascio A 3, x riescirti 
sempre tmgeîzte a u m  quadl-ica cp della schiem A B ,  heu detel-milzatn r7n f ;  
e viceversa. (Dnto P, gli ao' piani 7i iiiviluppaiio il coiio cii*cosci.itto tlû P 
a c p ;  ecc.). 

Due yuadriche f,, p cosi legnte soiio gli aappoggi di  uno stesso co~aplesso 
lii~eare di regoli, avente per cardini a e p. 

Da1 n. 31 risulta clie le formole (19) espriiiiono le f e y .per iiiezzo di 
a, p :  corrispoiicleiitlosi' f e cp che proverigaiio dnllo stesso wlnre di A : p.. 

43. Da1 teoreiiia del 11. Y8 segiie che, se sulla retta p del complesso T 
coiiicitloiio gl'incontri coi1 f, coiiicidera~iiio pure i piani d i  a, per essn. Ossia: 
ogni rettcc di  T thngetzte cc zcnn delle qundriclze f, p è pur taizyelîte al2'crlO.n ; 
il  conzplesso T e i &ce cot~zplessi delle tavtgevzti a f e a pi forircnlto fascio. 
Aiiclie. con qiiesta proposizione si polie, adoperaido i l  coiiiplesso T, la cor- 
rispondenza tra Ie f e le p. 

Annali di Ndetnaticn, Serie III, Tonio XXT'II. 23 
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Possiaiiio profittare delle foruiole jlB), e dell'equazione del complesso T 
data iiella Nota citnta in ('9, per rerificare l'ultiiiia. proposizione. 

PI-eiicliaiiio le ecjurizioni delle clundriche A, B, coiiie liioglii, sotto la f o m a  
canoiiica 

ai 2: == 0, );: bi xf = O. 

- f - I : ( ~ f i . c ~ ~ + ~ \ / R . b , ) x , ~ ,  

ove A = cc, a, rc, a,, R = b, b, b, b ,  . In eonseguenza il coiiiplesso delle tan- . 
geiiti alla quaclricn f è 

e il complesso delle tangenti a rg è 

Sottraeiido q~iesta dalla (14), si vede che, qualunqiie siano h p ,  la coii- 
griieiiza delle tangeiit,i coiniiiii a f e cp sta seiiipre iiel coiiiplesso qiiatlratico 
fisso di ecliiazioiie 

clle si pub anche scrivere : 

Ora qnesta è appuiito l'equazioiie tlel c~ i i ;~ lesso  c[uadi.a.tico T data in (I), 
11. (i, della citnta Nota. 

43. Fra le rette tlel coiiiplesso T vi è (coiiie già ricOrclaiiin10 a l  11. 37) 
ogiii retta clie stia ne1 fascio di iiiia retta di a e una di p. Il centro P di  
uii ta1 fascio è uii puiito della cursa A B: dunque di f ,  Il piano 7s del fascio 
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è u n  piaiio titiigeiite coiiiuiie ad A, B e quiiidi a y. Xpplichiaiiio a uiia retta 
del fitscio il fatto (11. 40,) ctie, se essa è taiigeiite ad f, è pure tangente a y. 
Ne1 fiiscio lion vi è altrü tangente cli f che la traccia s u  ;;. del piaiio tail- 
gente a f i i i  P: nè altra taiigente di v clle l a  retta congiuiigeiite P al  puiito 
di çoiltatto di ;c coii lg. rl'roviaino clmique che qiieste due rette coiiicicloiio. 
Ossia: Per ogni copyia d i  rette imident i  dei due regoli u, F, il pi«no tccngel~te 
lie1 loro puwto comcize a l la  q~iccdr'ica f ,  e il p w l o  d i  colztntto del loro yiccrro 
co~c y, si appartengouo (21). 

4.44 Ne1 11.0 precedeiite poiiiauio clle il puiito P stia su  y (six ci& iiiio 
tlegli 8 puiiti d'iiitersezioiie cli cp colla quartica. coiiiiuie a d  A, B, f ) .  La. retta, 
iri consiclei-ata, clle passa pei' P, sta ilel pi;iiio 5; taiigeiite a 9, etl è tiiii- 
gente a y, cliveriü uiia geiieratrire rettiliiiea. di qiiesta qiiatlrica. E quel teo- 
reiiia ci dice clie essa sarii taiigeiite (in P) a f. Diiiique : gli  8 puuti 0, , . . . 0, , 
co~>croti a d  A, B, f, cp stn)tno sulle 8 yettercctrici tli cp tajzgeilti cc f .  Ogiiiiiia ' 
di qiieste generati-ici è poi iii un fascio con una rettn di a e uiia di p. 

Dualinente gli 8 piani o, , . . . a,, tniigeiiti coiiiiiiii ncl i l ,  h', f, l, piisstiiio 
per le 8 geiiera.triCi di f taugenti n cp. 

43. Questo ci clarà il iiiodo, quaiiclo s o ~ i o  üssegiiate le quadriclie d'al)- 
1)oggi6 di  u n  coiiiplesso 1iiie;ii.e di regoli, cli fissare due regoli coiireiiieiiti 
coiiie cnrdiiii (iiieiitre i legniiii priiiia visti h a  cartliiii e appoggi ci periiiet- 
tevaiio, h t i  i carcliiii, cli üssegiiare con~eiiieiiteiiieiite gli appoggi). 

Invero, date Le chie cluaclriclie f, rq iii iiiodo geiierim, cinsciili regolo cli p 
' çoiitieiie 4 tüilgeiiti di f :  siccliè abbiaiiio 8 piiiiti O, , . . . 0, di 'coiitatto, clitl, 
\ber quaiito sopra s'è visto, stürauiio, oltre d i e  s u  f e rq, aiiclie sii A e L'. 
~iia11iie;ite le geiieratrici di f taiigenti a cp ci cleteriiiiiiaiio gli 8 piaiii w,  , . . . w, 

tangeiiti coliiinii a f ,  y, A, B. Kispetto a l  tetraetlro l~olare  coliiiiiie di f e y 
gli 8 puiiti 0 sono ccssociczti, e cosi pure gli S piani w :  iiiteiideiitlo coi1 ci0 
che qiiei jm~iti,  O quei p i i~ i~ i ,  soi10 equivii le~ti  rispetto il1 g i .u l )p~  G', geiieralo 
dalle 4 oii-iologie ariiioiiiclie del tetraeclro. 111 colisegiieliza, fra le ~ " l i ~ u -  

(21) Abbiaino cosi questo teorenia siille q~tadriçlie : 
Fissnti su dice qicaclriche il, B t'isp. tlrie,regoli, se si6 ogr~rt1to tlegli w1 pirtiii t(tr~!puti CO- 

wuui  ad d e R si congitc~~ge il pi~ilto Y d'iucor~tro delle (lice retfe di quei dite regoli yiareriti 
ilel piagao stesso, col pi~rkto il& c i ~ i  yuesto è taibgeute ad tciia yicntlricci @sscct« ? rll~llcc schiei.ci d i  
A e B, le x1 rette cosi ot tewte  sararswo tongeltti ad IULU stesscc qltndt'ica f del fitscio d i  A e U ,  

rispettiuapnerste ~ce i  tletti puihti P clellt& li~zea. A B. 
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clriclle areiiti quel tetraeclro poliire ve lie soiio cu' clle passauo (per uiio dei 
puiiti O e quiiiiii) llei' gli 8 puiiti O c: toccaiio (uuo dei piani w e quiijcli) gli 
8 piani w. Questo sistenia m' di quaclriclie coiiiprenclerà f, ?, 8, B. Si pub 
clefinirlo coule coii~posto di quelle quadriclie della rete deIiiiitü dugli 8 piiiiti 
base O clle soiio taiigeliti ad iui piai~o w. K r  tlcrivü sahito clie i 1)uuti di 
coiitatto delle mL quadriche con cluesto piaiio fortiiario i n  genel.de iiiia cu- 
h a  ellittica; ontle quel sisteiiin è ellittico. Iiioltre le geiienttrici delle qua- 
driche del sisteiiia. giaceiiti iii uu piaiio o fori~ii~iio iiii  iliviluppo di Y." classe. 
12 dualnie~i te. 

$6. Ci0 l~osto, si costruiscauo, per le chte c1u;itlriclle f e cp, gli 8 1)uiiti O 
e gli II piani o, e quiridi il sisteiiia m' tli q i~at l r id~e.  Si otterraliiio i due cur- 
dini per un coinplesso di regoli avetite f e cp coiiie appoggi, cosi. l'er iiiio 
(lei p i ~ ~ l i  O passa iiii cotio cubico di geiierntiic.i del sisteiiia LX' di qk~clriclie, 
cono clle coiitieiie, per ilmtesi, LlI i iL gelleratrice di y tangeiite ii i  O a f i  Coli- 
tlotto per questü retta iin 1)iaiio arhitrario, die  taglierà il coiio ciil~ico i i i  

altre. due i-ette, si preiidaiio le due qii~rrlriclie A, El del sisteiiia cc' clic pas- 
s a i ~ ~  per queste; nrizi, i regoli 1, j: di A, B, contelietiti risp. quelle due rette. 
Saraiitio u, i cardini vercati. - A e B riiiscirüiiiio iii un  fascia COII f, iii U I I ~  

sçhierü con lp ("). 

47. Si pub cliiiiostrare che, clati iu modo geiierico 1111 gr11pl)o di 8 
pu~it i  O associati rispetto a. uii tetraedro, e un griippo di 8 piani w p~ire  
associati rispetto a questo, si possoiio trorare due qiiaclriclie f, 9, - e 
quiildi cu' coiiiplessi liiieari di regoli, - per cui quei piiuli e piaiii fuiiga~io 
iiel modo aimi tletto. 

Aiiclie osserviaiiio clle da1 LI. 59 di (11.) segue clie iii uii fascio geiierak 
di coinplessi 1iiieai.i di regoli le coppie tli regoli, cartliiii dei vari cornplessi, 
foriiia~io uiia. cxL ellittica cl'iiidice 6, cioè tale die  LIII punto geuerico sta in 
uiia retta di ciascuiio di 6 re.goli, e dualiiieiite. Se si preiide, ii i  particolare, 

('7 Si noti che il sistenia considerato aol di yuadriche, coiiiline ad uiia rete di (luadriche 
e iid LUI t e s s d o  (duale della rete), ha 3 quadriche in ogni fascio della rete, e 3 quadriche in 
ogni scliiera del tessuto. Fissata ad arbitrio ne1 sisteina uiia quadrica, le wL coppie di qua- 
driche del sisteina, che faiiiio fascio con questa, formaiio schiera coi1 uii'altra quadrica fissa 
del sistema, deteriiiinata dalla l.5 (Cid risulta subito da1 fatto che quelle coppie foriiiano 
una y entro quella varietà ellittica di quadriche; e uiia F! iiidividuata da iiiia Siiii cnppia). 
Cosi 6 nppiiiito delle x1 coppie .1 H di sopiït, rispetto a f e a p. 
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il fascio cii coiiiplessi deteriiiiiia to (la due quaclriclie f, cp d'appoCgio, esso 
conterrà con ogni coniplesso di regoli quel10 foriiiato clai regoli incicleiiti; e 
quiildi quella ciol dei regoli cardiiii si coiiiporrà di regoli a due a due iiici- 
deiiti; i regoli cardini staraiiuo iielle qiiacli.iche di i ~ i i  sistema w' di iiitlice, 
puiituale e plimare, 3. E aiiclie questo sisteiiia t l i  quuclricl-ie saià  ellittico, 
percliè le coppie di regoli iiicideuti clle stüiiiio s u  esse foriiiaiio, eiitro lit .u;' 

ellittica di regoli, uii'iii\-oluzioiie priva (in geiieriile) di eleiiieiiti ilopl~i, e 
quiildi ellittica. Ne deriva pure, di nuovo, clle il sisteiiia cli qiiadriclie sta si 
in una rete clie iii i l i l  tessuto. 

48. Abl~iaiilo giA iiico~itrato costruzioiii p i -  coiiiplcssi liiieari di regoli. 
Cosi, iiellü iiotri (") al il. 83 abbiaiiio düto una wstriizioiie, pel caso che s i '  
coiioscatlo due fasci di tali coiiiplessi, aveuti i i i  coiiiuiie il coiiiplesso cermlo. 
Quellü costruziorie si potrà applicare, ad es., al caso clie siaiio clati i (lue 
appoggi f, T, e i due cardini u, F del coinplesso: qiiesto esseiido alloia co- 
iiiune al fascio di coinplessi definito dai due appoggi, e a quel10 defiiiito 
düi due cardini clati. 

Kileviamo ora iin'altra genèrazioiie geilei.de, clie segue ila (RI.) 11. 99. 
Ivi si consideraiio le V ;  riizionali iioriiiali di S, ,  liioglii di cic' piuiii. 

Qiieste rarieti, segate con R, düiiilo nello spnzio ordinario rigato dei si- 
steiili mi di  regoli, razioilali, d'indici 3, generiddi i i i  iiitiiiiti iiiocli coiiie i 
regoli d'intersezione degli elenieiiti oiiiologlii di tre hsci piojeltivi di coiii- 
plessi liiieari di rette ("1. Orbene, si fissi eiitro i i i i  ta1 sisteiiia m' di regoli 
una serie lilieare &, ossiü iiivoluzione m' di 3 . O  gl*ürio; e si coiisideiiiio gli 
mQegoli, ognun dei quali è legato lineariiiente a tre regoli di utio stesso 
gruppo dell'involuziotie, ossia ognuii dei yuali si ottieiie coiiie iiitersezione 
di tre complessi lineari di rette condotti ad aibitrio risp. per tre regoli di 
uncr stesso gruppo. Quegli ooQegoli costituiralii~o un coiiiplesso liiieare di 
regoli. 1 cardini di questo saranno la coppia neutra della g:. 

('¶) Tali sistemi c d  di regoli costituiscono duilque delle cotcyvuet~ze ROCCELLA (3, 3). 
V. D. ROCCICLLA, Sicgli euti geo~netrici clello spazio d i  rette yei~evati d d l e  iderseziarci &'co?is- 
plessi corrispoi~cleitfi in (lue O piic fcmi pojet t iv i  rli conq>lessi liireuri, Piazza Ariiierina, 1883. 
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49. L);L (M.) II. 32 si trile, pure la costriizioiie segueilte dcl coiiiplesso 
liiieare di regoli, di cui soli ctati i.due caldini R ,  e uti regolo clualunque e. 

Si coiisicleriiio qriei fasci di coiiiplessi lilieari cli rette, ogiiuii dei quali lia 
tre eleiiieiiti pssai l t i  risp. per cc, p, E ("); e lier ogui ulteriore coiiiplesso li- 
iieare di uii ta1 filscio si yreiidü il l~i i~iyporto clie esso cleteriiiiua cou quei 
priiiii tre coiiiplessi. Tre qualuiicpe coinplessi lineari d i  rette cosi otteiiuti 
(da tre arbitrari fsa i detti fasci), ai cjuali spettiiio in ta1 iiiodo tre birap- 
poiti, il cui prodotto sia = 1, si segherariiio secoiiclo iin regolo, che clescrive 
il coiiiplesso lineare cercato. 

30. Avevaiiio acceiimto ilel 11. 34 ai coiiiplessi 1iiieiti.i eli regoli coi due 
carch i  a, coilicideliti. Si pub otteiiei-e qriesto caso, tissuiiieido la del 
II. 48 tale clle la sua coppia neutra si iiclucu a uii eleiiiento cloppio. 

Se, oltre al regolo w in ciii coilicidono i due carcliiii, è dato uii altro 
reg010 6 del coiiiplesso, possiaiiio iiivece fiire la costruzioiie applicaiiclo il 
il. 45 eli (M.). A tale scopo, si osserri priiiia. die, se nelle reti di coiiiplessi 
liiieari di rette passaiiti sisp. per due regoli fissi o, 8 si chiamano oiiiologhi 
quei coiiiplessi che segaiio su un altro regolo dato n lü stessa coppia di 
rette, si sarà posta con ci6 iiiia. cowispoiitleiiza. pïojettira fra le due reti. 
Orbeiie, i regoli ;; tüli che le corrispo~icleiize projettire, da essi cosi tlefiilite 
fra. le due reti passaiiti per w e 8, forinitio 1111 h t o  sisteiiiü liiieare 00' (si- 
steiua liiieare in ynesto seuso, che le dette projettività si colîsideririo coliie 
coiinessi di  coinplessi lineari per 8 e congrueiize lilieari yer o), costituiscoiio 
uii coiiiplesso lineiire di iegoli passaute per <u e 8, e üveiite i due  cürdi~ii 
coiiicideilti iii w. 

51. III particolare, tlegeiieiiiio o i i i  i i i i  piaiio rigato, e O' iii ulia della 
cli rette 0. M o r a  le reti tli coiiiplessi liiieari cli iette passaiiti ~ i s p .  per o e 
p l .  S si coiiiporrailtio di coiiiplessi speciali, di cui Liaster& consicleiwe gli 
nssi. Le due reti si ridurrauiia cosi al p i u o  i@to w e alla stella di raggi 0. 
La, corrispoiidei~za projettiw, clie iiii regolo qi~alulique ;i deteriliiuava fia 
le due reti, diveiita ora la, recipiocità che si poile fra il yiaiio o e la stella O, 
q i ~ ~ i l d o  si coiisiclerino coilie oiiiologlie due loro rette, se soiio iiicideiili alla 

(24) Si ottiene un ta1 fascio, coiiduceiido ad  bitr rio u n  coiiiplesso liiieare di rette per E: 

esso sega or e ,8 i i i  due coppie di rette, clle deteriniiiano la coiigriieiiza liiieare base del fascio 
cercato. 
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stessa coppia di rette del data i.egoIo n (vale a (lire la reciprocità che fa 
corrispon(lere agni giitito d i  e oyiii piano di O apIiaiteneiiti ad una stessa 
retta cli x). Uiin reriprociti f i n  w ed O prorieiie i i i  ta1 modo ( ln  v' regoli ri 

(quelli tledotti da uno di essi colle oiiiologie di centro O e piano cl'oiiio- 
logia w). Se poi la reciprocitk varia. in ri i i  sistenin. linenre <su', ossiii P iil.Jiio- 

iiicn ad una reciprocitl fissa, gli m' regoli n fosii-iano ni1 complesso liiienre 
di  regoli, yel qtiale i due cardini coincidoiio ne1 piano rigato a, oppiire i i e h  
stelln 0, sec011d0 clle il sistenia liiieare di r e c i l n ~ ~ 5 t 8  si lin, ~.ignal.rlai)do 
queste coiiie coimessi fra ïette di  O e punti di w, oc\. iiivece fia piani di O 
e ret te di  w. 
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Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi 
nPJi ortogonali e il teorema generale di 
permutabilità. 

(Di LUIGI BIANCHI, a Pisa.) 

P R E F A Z J O N E .  

Nel la  seornetria infinitesimale delle superficie le trasfomzaaioni d i  Ri- 
baucour, o tràsformazioni per inviluppi di sfere sulle cui due falde focali si 
corrispondono le linee di curvatura, hanno assunto un'importanza compara- 
bile con 'quella conseguita dalle trasformazioni asintotiche per congruenze 
rettilinee W (*). 

Se dalle- superficie passiamo alla teoria degli ordinarii sistemi tripli or- 
togonali, O più in generale dei sistemi nP" di ipersuperficie ortogonali ne110 
spazio a n dimensioni S, (tanto nella ipotesi euclidea corne in quella non- 
euclidea) troviaiiio che anche qui le trasformazioni di RIBAUCOUH per invi- 
luppi di sfere, O di ipersfere, coinpiono un ufEcio analogo e forniscono un 
importante strutnento di ricerca. 

In questa Mernoria, clie fa seguito ad una serie di Note da me pubbli- 
cate in questi ultitni anni nei Rendiconti della B. dccade?nia dei Limei, sta- 
bilisco le fo1:mole generali per le trtisformazioni di RIBAUCOUR dei sisteini np" 
ortogonali per arrivare al teorema principale di permutabilitb per queste 
trasformazioni, affatto analogo al teorema che sussiste per le ricordate tras- 
formazioni asintotiche delle superficie (**). 

(*) ~ a l l ' u n i  classe di trasformazioni si passa ali'altra applicando la celebre trasforma- 
zione (immaginaria) di contatto di LIE che cangia le rette in sfere e le linee asintotiche di 
una superficie nelle linee di curvatura della trasforrnata. 

. (**) Cf. i 3s 147, 258, Vol. II delle mie Lezioni d i  gsometria differenziak (Pisa, Sporri, 
1903-1909). In'seguito i richiami a questo libro saranno indicati con citazione del Volume e 
del palagrafo. 

A~tnali di  Mateinatica, Serie III, Tom0 XXVII. 84 
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Dato un sistema n9'" ortogonale r, ne110 spazio S,, le sue trasformazioni 
di Rr~AucouIi in altri sistemi x' vengono singolarmente individuate dai va- 
lori di n +- 1 funzioni y,,  y,, . . . , y,; c p ,  che diciaino le funzioni trasforma- 
trici, e sono caratterizzate da1 dover soddisfare ad un certo sistema di equa- 
zioni a derivate parziali, lineari ed omogenee, il sistema II1 § 6.  La circo- 
stanza che mediante due tali sistemi di snluzioni (y,, <p), (y',, y') se ne pub 
comporre linearmente, con due costanti arbitmrie (omogeriee) c l ,  c, , una 
serie aol data da (c,  y, + c, y',, cl p + c, (p') conduce alla nonione di fascio di 
sistemi tutti trasformati di un medesirno E, individuato d a  due qualunque 
x', x" fra questi, fascio che indichiarno con c, x'+ c, x". 

Il luogo dei punti corrispondenti in tutti i sistemi di un fascio è un ' 

circolo C. Ora il teorenia generale di permutabilità consiste in questo che: 
ogni fascio di sistemi nP" ortogonali ne individua un secondo, in tale rela- 
zione col primo che due sisteini qualunque presi l'uno ne1 primo, l'altro ne1 
secondo fascio, sono sempre trasformati di RIBAUCOUR l'uno dell'altro, mentre 
i circoli C luoghi dei punti corrispondenti nei sistenii del secondo fascio 
coincidono coi circoli C del primo. È da notarsi poi che: la determinaziom 
del fascio coniugato ad  un fascio dato richiede soltanto uns quadratura. 

Ma, come nella teoria delle trasformazioni asintotiche delle superficie il 
teorema di permutabilità acquista la maggiore importanza quando si applica 
specialiszato a certe. classi particolari di superficie, quali : le superficie a cur- 
vatura costante, le deformate delle quadriche generali, ecc., cosi avviene anche 
ne1 caso delle tra.sfornîazioni di RIBAUCOUR pei sistemi np" ortogonali. Esi- 
stono invero classi particolari notevoli di siffatti sistemi pei quali le tras- 
formazioni di RIBAUCOUR, convenientemente dirette, rnutano il sistema 
della classe in altri Zr, Z", . . . della classe stessa. Ed allora, in tutti i casi in 
considerazione, avviene costantemente questo fatto clie, se si applica il teo- 
rema generale di permutabilità ad una terna (z, x', x") di sistemi della 
classe, ne1 fascio coniugato al fascio cl Zf+c,  Z" esiste, oltre 2, uno ed un 
solo altro quarto sisterna 2 che appartiene a.lla classe stessa. In conse- 
guenza questo quarto sistema si ottiene in termini finiti, onde segue che 
il processo di trasformazione, indefinitamente ripetuto, si compie, da1 primo 
passo in poi, senxa alcun calcolo d'integrazione. 

Nella presente Meinoria studio tre classi particolari di sistemi nP" orto- 
gonali che ammettono per le loro trasforinazioni di RIBAUCOUR un teorema 
speciale di permutabilità (ne1 senso indicato) e sono: 1.O i sistemi E (O si- 
stemi simmetrici) caratterizzati dalla simmetria nelle rotazioni ( P i k i P k i ) ;  
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8.O i sistewi Q caratterizzati dalla proprietà di ammettere tr-asformazioni di 
RIBAUCOUH coi quadrati (y;, 9') delle funzioni trasformatrici legati da una 
identità lilieare omogenea. Fra questi sistemi figurano in particolare, per 
n = 3, i sistemi tripli ortogonali d i  Weingarlen; 3.' i sistemi H di GUICHARD- 
DARBOUX caratterizzati dalla relazione 8: + Ha + - . + HI = cost., m i  sod- 
disfano i coefficienti Hz del d s', e fra questi particolarmente quei sistemi 
speciali che appartengorio insieme a.lla classe E e diciarno anche sisteini H 
traslatorii, perchè una traslazione rettilinea continua in direzione fissa scambia 
fra loro le ipersuperficie di una stessa serie, proprietà questa che non ap- 
partiene ad alcun altro sistema tzP" ortogonale. 

La ricerca diretta dei sistemi npzi ortogonali di queste classi dipende 
dall'integrazione - di corrispondenti sisteini di equazioni a derivate parziali (*), 
pei quali i teoremi generali perinettono bensi di stabilire i'esistenza delle 
soluzioni e di fissarne il grado di arbitrarietà, ma la cui integrazione diretta 
appare, nello stato attuale dell'analisi, un problema estremamente complicato. 

Il teorerna speciale di perinutabilità fornisce, in tutti questi casi, dei 
rnetodi di integrasione success.iua, affatto analoghi a quelli ben noti per l'e- 
quazione tipica 

.d2 8 
- sen 8 &ai- 

della teoria delle superficie pseudosferiche. 
A queste classi di sisteini nP" ortogonali altre analoglie potremmo ag- 

giuagerne estendendo le ricerche alla geonietria degli spazî a ciirvatura co- 
stante non nulla, e utilizzando la nota rappresentazione conforme di questi 
spazî suli'Euclideo. Qui la ricerca è liniitata per hrevità agli esempî addotti, 
che bastano già a caratterizzare il metodo ponendo in evidenza. l'ufficio del 
teoreilia di perinutabilità nelle questioni geonîetriche, orinai molto numerose, 
clle ne consentono l'applicazioiie. Ulteriori applicaziotli del metodo saranno 
date in u n  lavoro successivo. 

(*) Sono i sistemi (V) 14, (VU) 3 17, (IX) § 23. 
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FOHMOLE FONDAMENTAL1 PEI SiSTEMT npz' ORTOGONALI. 

Nello spazio euclideo 8, a n diinensioni denotiaino con a, 3, 2 , .  . . , f le 
.n coordiiiate cartesiane ortogonali di un punto generico ne110 spazio, e con 

il quadrato dell'elemeilto lineare, dove il simbolo S, qui ed in seguito, indi- 
-cherà- senipre la soinina di n termini simili rispetto agli assi coorclinati. Se 
- espriiniamo le n variabili x, y ,  ... , t per n nuove u , ,  u , , .  . ., u,, in guisa 
che la forma differenziale (1) si cangi in un'altra norwzale 

cib signiîicü che 10 spazio viene ora riferito ad un sistema î P O  (zc, , zc, , . . . , u,) 
di ipersuperficie ortogonali 

u, = cost., u, = cost., . . . , 24" = cost. 

Questo sistema è perfettainente indiviauato, a meno di movimenti, 
dalle espressioni di H,, H ,  ,. . . , H, in funzione di u, , u, ,. . . , u,, e noi 
vogliaino qui dedurre brevemente le relative formole fondamentali, che si 
ottengono dai noti criterii per 1'equivalenï.a delle due forme differenziali ( l) ,  (8). 
Le condizioni a ci6 necessarie e sufficienti si traducono nell'annullarsi dei 
simboli Riemanniani a quattro indici ( r  k, i h) costruiti per la forma (8), cioè 
nelle equazioni seguenti (Vol. 1, 8 159) : 

a2 lYz -- 1 a H i a H ,  1 d H  aH ----- +--k> 

d u i d u k  H , d z c k d u i  H ,du ,  du,  

nelle quali formole i, k, 1 significano tre indici fissi qualunyue, e diversi 
(&k) 

fra loro, presi nella serie 1, 8,. . . , 12, mentre il simbolo sommatorio Z sta 
1 
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a denotare che l'indice variabile 'h (posto in basso) deve percorrere tutta la 
serie 1, 9 ,. . . , n con ésclzcsione dei due indici fissi i, k (*). 

La determinazione dei sistemi npzi ortogonali nelllS,, dipende dunque da1 
sistema (3) di equazioni a derivate parziali del secondo ordine per le N fun- 
sioni incogoite H,, H, ,. .., H.. Ma per 10 studio delle proprietà di questo 
sistema, tanto per il punto di vista analitico conle per,l'interpretazione geo- 
metrica, riesce molto pi.ù utile scrivere col DAKBOUX il sisterna (3) corne 
un sistema del 1 . O  ordine, aumentando convenientelnente il nuinero delle 
funzioni incopite. Per questo si introducano quali nuove incognite le de- 
rivate prime delle Hi che figurano nelle (3), mediaiite le n (n - l )  rotaxioni 
f i i2  , definite dalla posizione 

Cosi il sistema (3) viene a scindersi in due, il primo dei quali contierie 
le sole rotazioni e si scrive:. 

mentre il secondo, supposte già determinate le P,, vincola a queste le H, 
mediante le equazioni lineari omogenee 

Si osservi clîe il sistema (1) per le pik B già un sisterna chiuso O com- 
p l e t ~ ,  ne1 senso che per derivazione esso non dà luogo ad alcuna nuova 
equazione del 1 . O  ordine. Per provarlo bastano le due osservazioni seguenti: 

1.' Se si deriva uria (1') della prima linea rispetto ad una qualunque 
u,, con rn diverso da i, k, 1, si ottiene . 

(4 (4k,Z) 
(*) Analogo significato si attribuirà ai simboli E, . . . ove A percorrerà tutti i va- 

1 :- 
lori eccetto i ,  ovvero i ,  k, 1, ecc. 

(**) DARBOUX, Lecons sur les systèmes ort7togonaux [2*me Édition (1910)l. 
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il cui secondo rnenibro non varia scambiando 1 con m. Per ci6 la condiziode 
d'integrabilità _ 

è già contenuta nelle (1) (della prima linea). 
4 . O  Se si deriva la (1) della seconda linea rispetto a u,,  si ottiene per 

le (1) stesse l'espressione seguente : 

che possiamo anche scrivere 

m a  i coefficienti di P z . ,  P r ;  sono separatanlente nulli, a causa delle (1) della 
seconda linea, e per cib n = O. I n  secondo luogo, qu'and0 già le pi, abbiano 
tali valori da soddisfare i e  (1), il sistenia differenziale (II) per le Hi è corn. 
pleto, le sue condizioni d'ititegrabilità eseendo soddisfatte per le (1) della 
prima linea. 

Queste osservazioni, fondandosi sui tecirenii generali d'esistenza per le 
soluzio~~i  dei sisteini coinpleti a derivate parziali, fantio conoscere il grado 
di arbitrarietà dei sistemi nPzi ortogonali, come il DAHBOUX ha sviluppato più 
particolarmente ne1 suo libro citato pel cas0 ordinario n = 3. Ce ne servi- 
rerno più tardi per classi particolari di sisteini thp" ortogonali, liiiiitandoci 
per ora a dedurne le conseguenze per le importanti trasfornzazioni di Com- 
besczcre. 
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FORMOLE PER LE xi E PER LE wi. 

Per il sistema np'" ortogonale 2, definito intrinsecamente dalla forma (2) 
che riceve il d sa del10 spazio, abbiamo in ogni punto (u, , u,, . . . , u,) una 
np'" ortogonale formata dalle direzioni (u,), (u,) , . . . , (u,) delle linee coordi- 
nate, cioè delle litiee di curvatura delle ipersiiperficie di x. Per la ima di 
queste direzioni principali (a,), costituenti l'n-edro principale, indichiamo con 

x;, Yi,  ..., Ti 

i relativi coseni di direzione cogli assi coordinati, onde avrenio 

d x -=X.Xi,  - " = H ; Y , ,  ..., d t - = H i  T', 
d 26; d a, d ~i 

e in generale 
SXiXk  = ci,, 

dove, con consueta notazione, E,, indica l'uriità per i = k e 10 zero 'se i=I= k. 
Le formole di CHRISTOFFEL 

per l'equivalenza delle due forme differenziali (1), (2) si traducono pei coseni 
di direzione dell'n-edro principale nelle equazioni 

Introduciamo altresi le n distanze (algebriche) 

w,, w 2 , . . * ,  W., 

dell'origine delle coordinate dalle n facce dell'n-edro principale ponendo 

wi=sxxi ,  (7) 
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da cui, derivando colle (b), (6) ,  otteniamo 

ed ancora 

Scrivendo -le (8) per sè come equazioni in n incognite y , ,  y,, . . . , y, 

è 'da  osservarsi che questo si'stema è completamente integrabile come il si- 
stema (II). I sisteini (JI) e (II*) si diranno aggiunti l'uno dell'altro per la 
seguente proprietà d'iinmediata verifica : 

a) S e  (H, , H, , . . . , Hm) é zcna qualunque soluaione del sistema (II), e 
(yi, Ta, .  . . , y,) una soluzione dell'aggiunto (II*), l'espressione 

risulta un differewiale esa,tto, coine risulta da  che 

In riguardo poi alle formole (9), osserviamo l'altra proprietà: 
b) Se (y,, y,, . . . , y,,) è zc& soluzione delle (II*) le espressioni 

dànno un sistema di soluaioni dell'aggiunto ( I I ) .  
Si ha infatti . . 

d h ,  d d (4k) d - = -- 
a u, , , (8. Y,) à, (Bk; y.) t 2 - (pli yd = 

I du ,  

ed essendo nullo per le (1) il coefficiente di y,, resta 
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Confrontando le due pfoprietà a) b), si ha corne corollario la terza: 
G) Se f.1 hanno due soltczioni qualunque (y,), (yfi) del sistema ( I I * ) ,  Z'e- 

spressione 

è un differerzziale esatlo. 

Nelle formole fondanîentali sopra riportate pei sistemi np" ortogonali si 
distinguono le proprietà inerenti soltanto all'orientazione dell'n-edro princi- 
pale, le quali dipendono unicainente dalle rotazioni Fi, (O ci6 che è 10 stesso 
dalla r~ppresentazioiie sferica delle ipérsiiperficie coordinate) da quelle indi- 
viduali del sisteina Z in considerazione. 

Se si dànno soltanto le rotazioni p,, (soddisfacenti alle condizioni (1)), il 
sistema ni differenziali totali (6) pei. gli pz2 coseni 

X j , Y i  ,..., Tc i = l , 2  ,..., n 

che fissano l'orientazione dell'wedro principale è coinpletamente integrabile 
ed ortogonale, e serve a fissare, a meno di movimeiiti (a ineno di una sosti- 
tuzione ortogonale), l'orientazioiie deli'n-edro. Ma esistono allora infiniti si- 
stemi n*" ortogonali x corrispondenti, dipendenti da n funzioni arbitrarie; 
poichè infatti il sisteina (II) nelle IId ha una soluzione generale dipendente 
d a  n funzioni arbitrarie, una per ciascuna Hi. Scelta 'utla tale soluzione 
( H l ,  H 2 , .  . . , HM), il sisten~a n"'" ortogonale corrispondente è definito per 
quadrature dalle (5) colle fornîole 

dove appunto, per la proprietà a) 8 8, l'espressione sotto il segno integrale 
è un differenziale esatto. Uri secondo modo equivalente di determinare i si- 
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stemi np" ortogonali con assegnate rotazioni' si ottiene partendo invece da 
una soluzione (IV,, W, , . .-. , W,) del sistema aggiunto (II*), ilel qua1 caso 
il sistema C si avrà in  termini fiwiti colle formole seguenti dedotte dalle (7) : 

'Da queste osservazioni si raccoglie che ogni sistema nFO ortogonale 2 
ne determina infiniti altri, dipendenti da n funzioni arbitrarie, colle inede- 
sime rotazioni fi,, cioè colla stessa orientazione dell'n-edro principale in 
punti corrispondenti. Tutti questi sistemi si diranno trasformati di Combe- 
scure l'uno dell'altro od anche talora più breveinente, col DAKBOUX, sistelni 
paralleli; il passaggio dall'uno all'altro sisteina si dirà una trasformazione 
di COMBESCURE, O una trasfornîazione parallela. Insierne alle trasforniazioni 
di  COMBESCURE consideriamo anche quelle più seinplici ed elementari fornite 
dalle rappresentazioni conformi del10 spaxio S, sopra sè stesso, le quali, ap 
punto per la loro proprietà di conservare gli angoli, cangiano ogni sistema 
nP'" ortogonale in un altro tale sistenîa Y'. È ben noto che, appena n 2 3 
le trasformazioni confornii dello spazio S,, si riducono alle inversioni per 
raggi vettori reciproci, coinbinate con omotetie e movimeriti. Ora si osservi 
che in ogni inversione due punti corrispondenti P, P' dello spazio sono al- 
lineati col centro O d'inversione, e le rette che seguono due direzioni cor- 
rispondenti, l'una per P l'altra per P', sono incidenti e il loro punto d'in- 
contro equidista da P, P r .  Ne segue che: 

Se in due sisterni npE%rtogonali x, Y', dedotti per inversione l'uno dal- 
l'altro, si considerano due punti P, P' corrispondenti, nei due n-edri princi- 
pali coi vertici in P,  P' ogni coppia di spigoli corrispondenti consta di due 
rette incldenti in un punto equidistante da P, P'. 

È rnanifesto che @i n punti d'incontro P, P, , . . . , P, degli spigoli cor- 
rispondenti. determinano un iperpiano (un Sn-,), rispetto al quale i due n-edri 
principali di 2, 2' sono siinmetrici (*). Le ipersfere coi centri nei punti Pi e 
passariti per P, P' toccano le ipersuperficie coordinate ui = cost. nei punti 
corrispondenti P, P t .  

(*) L'esempio più semplice si ha quando questo iperpiano è fisso, cioè 2, 2;' sono sim- 
metrici rispetto all'iperpiano a eui si riduce allora la sfera d'inversione. 
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Le semplici proprietà ora osservate in due sisteini nP'' ortogonali inversi 
ci portano a-ricercare in generale, dato un sistenla np" ortogonale z, tutt i '  
gli altri sistemi x' clie stanno con x nella relazione descritta, e cioè: x, x' 
si corrispondono punto a punto per modo che in due n-edri p r i t z c ip l i  corri- 
spondenti d i  El 2' ogni coppia d i  spigoli ornologhi s ia composta d i  rette in- 
cidenti in un punto equidistante d a i  due  vertici. 

Di due tali sistemi Z, x' direnio che sono dedotti l'uno dall'altro per 
una trasformaxio~ze d i  Ribazccozcr. Vedrenlo che queste trasforinazioni per in- 
viluppi di ipersfere si compongono in sostanza di inversioni, comhinate con 
trasforn~azioni di CONBESCUHE; perd la loro considerazione diretta è iinpor- 
tante e per le proprietg geometriche di cui godono e per le conseguenze 
analitiche a cui dànno luogo. 

h 

Supponiamo adunque di partire da un sistema nPz0 ortogonale 1 noto, 
pel quale inantenixmo tutte le notazioni usate nei paragrafi precedenti e 
cerchiamo il pih generale sisteina nPr0 ortogonale x' trasforma.to di RIBAU- 
COUR di z, i cui eleinenti si indiclieraniio colle stesse lettere accentate. Pro- 
cediaino allora ne1 inodo seguente (*) : 

Per ipotesi due spigoli oinologhi dei due n-edri principali di x, Et, p. e. 
quelli corrispondenti alle 2"" direzioni principali, s'incontrano in un piin to Pi 

- - 
equidistante dai due vertici Pl P'. Se poniaino quindi Y Pi = P' Pi = R i ,  
dove R, è una conveniente funzione di u; , zc, , . . . , u, , po treino scrivere 

quando si fissirio opportunalliente i segiii dei coseni X',; avreino quindi 

1 
XIi =xi + - (x - a'). 

Ri 

(*) L'analisi applicata ne1 testo è quella stessa syiluppata, pel caso a =3, nella nota in- 
serita nei Rendiconti dei Lirccei (agosto 1915). 
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Indicando con 5, a , .  . . , a- i coseni della direzione P P', scrivere~no 

7 = a,  Tl + a ,  T, + - , + a,, TH = ai, TI, 
R 

dove a,, a, ,  . . . , a, saranno i coseiii degli angoli cbe la detta direzione forma 
cogli spigoli del prinio n-edro principale, sussistendo dunque fra le a la re- 

Iii fine, indicando con T il valore (algebrico) del segineiito PP', avreiiio 

e sostituendo nelle (12) 
2' 

X f i = X - -  E ( i =  1, 2 ,  ..., n).  
Ri (16) 

Ora dobhiamo avere 
s X'i = 1, 

e siccoine 
SE2= 1,  S E i Y , = a ; ,  

deduciaino dalle (16) 
T 
z = 9 a , '  

indi 
X 0 , = X , ' - - 2 u , t = X i - S a , > :  a l &  

1 

- Si osservi subito che, inversamente, appena le quantità a , ,  a,, . . . , a ,  

soddisfano la (Ik.), queste formole (18) dànno gli nkosen i  1 X f i ,  Y',, . . . , T t ,  / 
di iiii nuovo n-edro ortogonale, perchè si lia identicamente 
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e riducendo 
S XIi X', = &,, . 

Tn altre parole il passaggio dalle Xi alle X ' ,  colle (18) è sempre dato da 
una sostituzione ortogonale coi coefficienti 

e il valore del deterininante della sostituzione è sempre eguale a - 1, cor- 
rispondentemente alla circostariza che il nuovo rb-edro è simmetrico del pri- 
uiitivo (*). 

Il problema clie ci sialiio proposti consiste dunquéilel determinare, ne1 
modo più generale, le tz + 1 funzioni incognite 

a,, a% .'. . , z,,; T (con a i  = 1) ,  
A 

in guisa clle le formole (le) definiscaiio un nuovo sistema npZ0 ortogonale x' 
coll'n-edro principale (X', , Y', , . . . , Tti), i = 1, 8,. . . , n. Dunque le condi- 
zioni necessarie e sufficienti cui debbouo soddisfare le iiostre incognite si 
traducono nelle equazioni 

8 %' 
S X ', - = O per i = l =  k.  

d ui 

Soddisfatte queste, l e  formole (15) definiranno il nuovo sistema npzo or- 
togonale x', trasformato di RIBAU~OUR di x, e i raggi A,, R,,. . . , R, delle n 
ipersfere inviluppanti saranno dati per la (17) da 

(*) Tuttocib è geometricamente evidente ove si consideri che le formole (18) cangiano un 
qualunque n-edro ortogonale ( X i ,  Y;, . . . , Ti) ne1 suo simmetrico (X\, PI, . . . , T'J) rispetto 
all'iperpiano di equazione 
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Abbiamo dalle (15) 

d  x' oI T .  d  C; - = H + x i + - t + T - p  
d u ;  d  ui d  ui 

onde, per le (la), le ondizioni (19) si sci.ivorio 

Ma dalle identità 
85" iYb S & t =  z,, 

derivando e tenendo conto delle (6) 8 9, segue 

a~ JE d a  ,dX, d a  s[--=o, S A  ~='-s:---"- - P k i  'i 9 
d  ui " d ru ,  d u i  d u i  d u ,  

per cui la (81) diventa 

Il primo membro di queste formole dipende solo dall'indice i ,  onde in- 
troducendo n nuove funzioni ausiliarie w, , o,, . . . , 64, col porre 

dovranho sussistere insielne le equaziozii 
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e il nostro pliobleina consiste ne1 dèterminare le 2 n +  1 funzioni 

in guisa da soddisfare a queste (24). Conlinciando da1 paragonare due equa- 
' zioni (44) della prima linea, avremo per la condizione d'integrahilità : 

che sviluppata colle (44) stesse e le forniole (II) 5 1 dà sempliceinente 

e poichè T=I= O 
d oi do, - - -. - 
du, d ui 

Dunque intanto l'espressione Z o~ d 141 deve essere un differenziale esatto, 
1 

e possiamo quindi esprimere le n funzioni oi per un'unica funzione inco- 
gnita #, che scegliaino ponendo 

onde le prime (84) diventano 

Iri fine alle n funzioni iiicognite a, sostituiamo le n definitire y, defi- 
nite da 

Y i  = S ai 
e sarà per la (14) 

(37) 

Colla sostituzione dei valori (87) nelle seconde (94), queste diventano, 
nelle incognite yi 

e questo è, corne si vede, precisamente il sistema aggiunto (II*) § 9 del si- 
- - 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 Bianchi: Le trosforlu~mioni d i  R.ibrcucour dei sistemzi np" ortogonali 

stenia differenziale (II). I n  fine le (26), introducendo al posto d i  T la nuora 
incogriita cp definita da 

( I T = - - Q ,  
diven tano 

ed appunto, per la proprietà a)  $j 2, le condizioni d'iiitegrabilità per le (30) 
sono identicamente soddisfatte, e la funzione p è deteriniuata colle y , ,  n 
meno di una oostante additka, da 

Inversainente, se le y,,  y,, . . . , y,, soddisfano al sistema aggiunto (II*) 
(alle (29)), e si calcola cp con una quadratura dalle (30) o (30*), basta poi 
prendere 

e tutte le nostre condizioni sono soddisfatte. 

Coll'analisi ora sviliippata la ricerca di tutte le trasformazioni di RIBAU- 
COUR per un dato sistema nPz0 ortogonale è ridotta in sostanza alla inte- 
grazione del sistema aggiunto (II*), onde già vediamo aiialiticainente clle 
questa ricerca equivale a quella delle trasforinazioni di COMBESCURE (§ 3), 
circostanza che preciseremo ~neglio geometricatnente al 5 8. 

Fissiamo dunque intanto clie: si ottengoiao tutte le tv-asformasioni d i  Ri- 
baucour di un dato sistema n9'" ortogonale prendendo. l a  -+ 1 fun~ioni 

(III) . 
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Direiiio le (III) il sistenia delle equazioni di trasformazione e le n +  1 
funzioni (y,; 9 )  le fuiiziorii trasformatrici, dalle quali la trasforniazioiie ri- 
sulta iridividuata, onde designeremo col medesimo siinbolo (y,; p) la tras- 
formazione stessa ("). 

Quanto alle forinole che individuatio gli eleinenti del sistema Z' trasfor- 
niato, si scrirono imniediatamente dalle (10L), (15) e sono le segueilti : 

dove si è posto 
A =  y;. ? (39) 

Si noti poi clie i valori degli n raggi Ri delle ipersfere inviluppanti sono 
dati per le (20) da 

Andiamo ora a calcolare gli altri eleinenti del sistema Z' trasformato, 
osservando in primo luoga che dalla derivazione delle (31) si ottiene 

D'altronde si ha dalla (38) e dalle (II[) 

e formando la derivata 

con riguardo alle (III) ed alle (6) § 2, si ha 

(*) Si osservi che, a causa della omogeiieità, la trasformazione resta la medesitna alte- 
rando le funzioni trasformatrici per un medesimo fattore costante. 

Annuli di  Matemnticrc, Serie II[, Toino XXVII. 26 
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d V )  1 d A  
- Z Y I X ~ = ~ < + ~ : P ~ ~ Y ~ ) X ~ = ~  dui 1 Xi. 

Sostituendo nelle (34) risulta 

ci06 per la (34) 

Questa ci dimostra che, indicarido con Hli i valori che pel sistema X' 
corrispondono agli Hi di Z, abbiamo ' . 

O sotto forma equivalente per la (35): 

La relaxione fra. i due sistemi nP" ortogonali 2, 2 essendo perfettamente ' 

involutoria, possiamo proporci di  alc col are le funzioni trasforinatrici pel 
passaggio inverso (da x' a Z), che indicheremo con 

Le formole (33) provano iminediatamente che dovranno sussistere le 
proporzioni 

rl:rl: ... : r n : < i > = y i : y a :  . . .  :yn :? ,  
. . 

e potreino quindi porre, indicando con M un fattore di proporzionalità 
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(funzione delle u,) 

r i=Myi ,  @ = M y ,  

6 la questione si riporta a calcolare M (a meno di un fattore' costante di 
proporzionalità naturalmente indeterminato). Ora dobbiaiiio avere 

d m  - = H';  r,, 
d ui 

cioè 

e resta semplicemente 
3 log M a log A --- = - - ) 

d Mi d wi 

onde potremo prendere 

Dunque: Le funzioni trasformatrici inverse r,, @, ne1 passaggio da 
a r, sono date dalle formole 

Ed ora constatiaiiio .subito, per verifica, che con questi valori delle ri ,  
sussistono le forrnole sirn~netriche delle (31) ' 

Difatti abbiaino dalle (38) 
1 

A 
poi dalle (31) 

Zr;=- 
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202 B ia roc h i: Le trnsfornzcr~ior~i d i  Jiibccucour dei sisterlt i IL''" ortogor~ct li 

ossiü 

e le formole (39) sono it i  effetto cosi identiche alle (31). 
In. fine possiamo ora calcolare i vülori delle rotazioni pel sisteilla 

trasformato 2'. Si ha invero 

e sostituendo i valori (38) 

çioè 

formola che per la (35) si piib scrivere 

LE TRASFOHMAZIONI DI RIRAUCOUH COMPOSTE MEDIANTE INVEHSIONI 

E TRASFORMAZIONI DI  COMBESCUHE. 

$ 

Si è già osserv;tto che le eq~iaziorii (III) per le trasforinazioni di RIBAC- 
COUR ooinciclono in sostanza con quelle per le trasformazioni d i  COMBESCUHE, 
et1 è ora opportuno presentai-e il risultato sotto miglior forma geometrica. 

Per questo ricorriairio alle forinole (36), le quali ci rriostrano che po- 
iiendo 

dx: -- - Ex,., 
â ut 
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Percib le (41) defiiiisrono un sisteina je'" ortogonale 5 trasfornîato di 
COMBESCUHE del sisteina 2 (parallelo a Z), coi valori (48) pei coefficienti s, 
tlel 6s'. 1 due sistenii x, 5 avendo a cormune le rotazioni, possiamo subito 
trovare per 5 un sisteina di funzioni trasfoririatrici come dato dalle prime 
t h  ful~zioni stesse 

y, ,  Yz,..., Y", 

alle quali si a.ssoci, corne (n + 1)"" funzione, la  fuiiziorie ji definita d a  

forlnola che per la (35) si scrive 

dT = 1 d A  
d u i  2 du,' 

OLIq=A-C (C costante arbitraria). 

Applicando allora al sistema la trasforinazione (y , ,  y, ,. . . , y.; g>) che 
I o  cangi in 2, avremo con notazioni evidenti 

Ora dalle (41) risulta 
. s ~ L ~ y ~ = A ,  

1 

e per cib le formole per si scrivoiio 

Ma queste sono le ortlinarie formole ci'inversione rispetto all'ipersfera 
cd centro nell'origine e di  raggio = @, onde il risultato : 
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BO4 Bianc  hi: Le trccsformasioni di Ribaucour dei sistemi nP" ootogonnli 

Se (x, 1') è ana qtcnEunq?ce coppicc di sistemi nPzi ortogonccli in trnsfor- - - 
masione di Ribaucozcr, esistono due sistemi (z, E'), itwersi E'zcno, deil'nltro, e 
rispettivamede trasformati d i  Combesczire di 1, 1'. 

Queste formole dimostrano anche Che, reciprocanieiite, se si han110 due - - 
sistemi tiPzi ortogonali (z, x') inversi l'lino dell'altro, e del sisteina 5 si prende 
un qualunque trasforn~ato di COMBESCUKE r, esiste iina serie CO' di sisteini 
2' che sono ad un tempo trasforrnati di RIBAUC~UH di e trasforniati di 
COMBESCUHE di 2. 

Corne si vede, la trasforniazione di KIBAUCOUK da Z a x' si pub decom- 
porre nei tre passaggi successivi: 1 . O  da a per trasfoimazione di COM- 
BESCURE, 8.O da a 2 per iiiversioue, 3 . O  da 2 a-E'  nuovainente per tras- 
formazione di COMBESCUHE. ~onhludendo : Le trccsformasioni di Ribaucou,r 
dei sistemi np" ortogonali si corjapongono di trasfomzaziorzi di Combescure e 
di inversioni. 

È infine da notare che pel modo stesso coine a~~biai i lo  iiitrodotto, al 5 4, 
le trasforrnazioni di RIBAUCOUH, le inversioni ne sono uii cas0 particolare. 

Precisainente risulta dai calcoli eseguiti chela trasformazione di RIBAU- 
COUR (y, ,  y,, . . . , y,; y)  del sistema x diventa un'inversione se si prendono 
le y, eguali alle distanze Wi di un punto fisso del10 .spazio dalle n facce 
dell'tz-edro principale di r. 

Ci volgiamo ora all'argoniento principale della presente Memoria: al 
teorema generccle di permutabilita per Le trashruiazioni di RIBAUCOUK dei si- 
steini nPz' ortogonali. Partiarno dalla sernplice osservazione che le equa- 
ziorii (III) 5 6 di trasforniazioue sono linenri omogenee rispetto alle funzioiii 
trasformatrici (y,; cp).  Per ci6 da due diverse soluziorii 

se ne pub coinporre una serie ao' colle formole 
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e il  teoremn generale d i  permutabilità. 205 

essendo c l ,  c, due costanti arbitrarie il cui rapport0 cl : c, è il parainetro 
essenziale della soluzione variabile, intendendo dapirima escluso il caso 
particolare che le y', , y', , ... , y'. siano proporzionali alle y , ,  y, ,. . ., y.. 

Le.forinole (43) detiniscorio ci6 clie chiaiiiiaiiio un fnscio di soluziooi 
delle equazioni (III), e c.orrispondenteii~ente avrenio m a  serie oo' di si- 
steini n'" ortogonali, tutti trasfomati di RIBAUCOUR dell'iniziale x, che di- 
rem0 un fascio e indicheremo brevernente coiiie il fascio c ,  x'+ c, x". 

Poniaino, in aggiutita alla (38) : 

ed avremo dalle (43) 

1ndicand.o con t, ri, 1, .  . . le coordinate del puqto (u, ,  u,, . . . , u,) ne1 
sistema generico c, x'+c, x" del fascio, le (31) daranno 

11 luogo del punto (u, , u, ,. . . , u,) rie1 sisterna del fascio variabile col 
parametro c, : c, sarà una linea colle equazioni parametriche (46), dalle quali 
sarà facile riconoscere che la linea è uii circolo. Intanto se poninmo 

e siccoine, per valori fissi di u, , a, ,. . . , u,, le quantità 

x, Y , . . . ,  p x i ,  Fy'lxi ,... 

sono altrettante costanti, le forinole (46"), dando le t, - f i , .  . . coine funzioni 
lineari intere dei due parametri 1, m, definiscono un piano ordinario (un S,), 
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206 Bianchi:  Le trasfirwa?rioni di Ribccucoa~r dei sistemi uP" ortogonnli 

e per ci& intanto la linea descritta da1 punto (za, , u,, . . . , u,,) è piana. Pim- 
verelno che essa è un  circolo C, di cui detertnineremo le coordinate (t,, no,. . .) 
del centro ed il raggio R ne1 modo seguente. Denotiaino con JO, m, i valoïi 
da attribuirsi nelle (46*) ai parainetri 1, .in pei. ottenere le coordinate del  
centro, oude 

i. - x + 1, I j  yi. xi t 9% y'i XI, etc. 

e yer ci6 
~ - ~ [ o = ( E - l o ) ~ y l X ; + ( ~ ~ - ~ o )  EyflX1. 

n (47) 
h 

Baster& ora esprilnere che la quantità 

R' = ( E  - 5,)' + (n - YI,)" . . = 8 (6 - Co)" (4.8) 

C 
è indipendente da1 paraii~etro t = 2. Se quadriaiiio e soinmiaino le (47), 

cz 
osservando ehe si ha per le (44) 

S <F y1 Xi)' = A, S (7 y1 L) i?; y; XI,  = B, S (X y'i &Y = A', 

ne deduciaino 

s (5 - 5,)' = A (1  - E,)' + 2 B (1  -- IO) ( ~ n  - NB,) + A' (na - I I&, ) ' ,  

ed essendo per le (47) 

la (4.8) si scrive 

I 1' + a 2 ( t  p + p') + 9ico (A t2 + 2 B t + A') = R2 ( A  t 2  + 2 B t + A')<. 
\ 

Sopprin~endo il fattore A t' + 2 B t + A' cornune ni (Ille ineinbri, resta. 
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da determinare l , ,  m , ,  R in inodo che sussista in t l'identità : 

I 4 ( t  cp + y') , t a, + a,' + A 1,  t + B (918, t + 1 , )  + A' N l ,  I I + 

Per questo occorre e basta calcolare I o ,  lno dalle equnzioni lineari: 

e prenclere poi 
R? = A 1; + G) l3 lo 111, + A' 111; . 

e conseguentemente 

RP = 
A' pz .- '2 R çr çr' + A y" 

AA' -  R' 
7 

dove è da notarsi che il deiiominatore AA'-  B2, coine quadrato della nia- 

trice Y' ' ' ' i ,  è certniiiente diverso da zero, percliè le $ iioii solio 
y', y'z . . . Y',, 

proborzionali alle yi . 
La linea in considerazione è dunque in effetto uii circolo C; il suo 

centro è ne1 punto (,<, , ïi, ,. . .) di coordii-iate 

ed il suo raggio R si calcola dalla foriilola 

Si noti poi clle il circolo C passa pel punlo (a, y , .  . .) del sisteiiin iiii- 

ziale x, coine si legge nelle foriiiole (4G), le quiili p l  ralore 

del paranietro, si riducono a 5 = x, = y , .  . . 
Anttali di Matematica. Serie III, Tomo XXVII. 
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Concludialno quiridi: Due sistemi nSzi ortogonali Er, x", trasfornzati di 
Ribaucour di un medesirno x, deten~zitzano . zitz fascio cl Lf+ c, x" di tal,i si- 
stenzi, tutti trasformati di Ribaucour di x. Il luogo dei punti corrispolzder,ti 
nei sistemi del fascio è un circolo C che contiene anche il pudo corrispon- 
dente del sistelna pritnitivo 1. 

. Si è escluso il caso che le yri siano proporzionali alle y,, ma il risultato 
sussiste ancora in questo caso eccezionale colla sola particolarità clie i cir- 
coli C si ritlucono in ta1 cnso a linee rette. Per vederlo si osservi in primo 
luogo che il fattore di prop'orzionalità per cui differisc,ono le dalle yi è 
iiecessariainente uiia costante, coine risulta dalle (III), e senza alterare la 
generalità possianio quindi supporre 

indi p' = + costante. Le formole (31) provano allora clle, variando la co- 
stante aclditiva in y,  il pur~to (a', y',. . .) rlescrive una retta, e si osserva di 
pih clie in questo caso tutti' i sisteiiii del fitscio sono trasforinati di COMBE- 
SCCRE l'uno clell'altro (paralleli). 

g I O .  

PHIME PORMOLE PEL T E O H E M A  DI PERMUTABILI'TB. 

La nozione di fitsci di sistemi H"" ortogonali ci condurrà al risultato 
che iiidicl~iamo conie il teorenia geiierale d i  pertnutat~ilità, cioè a stabilire 
l'esistenza di un secondo fascio, clle direino coniugnto del primo, i cui si- 
stenii sono tutti trasfortnati di R r ~ a r i c o u ~  dei singoli sistemi dell'altro 
(V. § 19). La ricerca fondamentale a tale oggetto sarà la seguente. Pren- 
diaino iiuovainente due sistemi x', Z" cont,igui alIo stesso Z per trasforina- 
zioni di R[BA~-COUR, e diinostriamo clle esiste una serie oo' di sistenii 3 
(precisairiente un fascio conteneiite 21, ciascuno dei quali è contiguo a 2' 
per una trasformazione di RIBAUÇOUR (yi; T) con funzioni trasfomatrici 
delta fornia : 

- 
y , = Q y , + a y l , ,  p = f l p + a p l  t (51) 

i = l , ' 2  ,..., l t ,  
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e il teoremu germale  di  pemmttabilitic. ?on 

dove a indica una costatite ecl n iiua coiivetiieiite funzioiie di zc, , tc,, . . . , zt,, , 
da determiriarsi, coilie si vetlrà, con una quadratura. 

Dobbiaino per  ci6 prendere l'iiicogiiita n in guisü clie ne risultino sod- 
disfatte per le fiinzioiii trasformatriçi (al) le condizioni îzecessarie e szcffi- 

che per le (37) e .  (44) si scrivono 

Se in queste sostituiaiiio i valori (al), riducendo, 
mente 

ossia 
d n y '  d A  - - - ( ~ n ) = - ~  - - - saY ' ,  

d th, Yk a%, 

trovian~ o concorde- 

(01") 

Ma abbialno gi.à osservato (3 2, proprieth c)) clie I'espressioiie 

è un differenziale esatto, onde ponendo 

= 2 E y' a .(k ik' 1' * L 
+ ? B A *  Tl) %Ci , 

avretno r COU una qiiadratura, e successivaineiife 

A Q = c - t n r ,  

indicando c uria nuovii. coskante arbitraria. Con yuesto valore di n tutte le 
condizioni sono soddisfatte e le formole (-51) per le Funzioiii trasforniatrici 
preiidono la forina definitiva 
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8 IO B ~ C C U C ~ L  i: Le trccsfor.r~anzioi,i t l i  tiibccz~cozir dei sistemi ni"' ortogoncili 

Queste sono le forniole del teoreniri di pertnutahilità clie volevaiiio sta- 
bilire. Siccoiiie esse coiileugono liliearliieiite i due parallietri c, n ,  ne resta 
cletiiiito (S 9) uii iiîtero fascio di sisteiiii, che iiidiclierenio con e cliiatne- 
reino il fascio coiiiugato di c,  2' + c, X". 

Per ricolioscere le proprietà di questo fiiscio coiiiugato sono esseliziali 
le clue seniplici osservazioni seguenti: 

1." Ne1 fscscio (E) è co~ztenztto ii sistemcc irtiziccle x. E iiifütti se iielle (IV) 
facciaiiio n = O ,  qiieste si riducotio precisaiiietite alle (38) S 7 clie dàtiiio le 
fuiizioni trasfoniintrici pel passaggio inverso da x' a x. Per ogni altro si- 
steiiia >: .clel ft~scio, diverso da x, esserido cc -+ O potrenio fare, coine geiie- 
raltiieute tiel seguito, cc = 1 scriveiido le (IV) cmi: 

2." 1 1  fccscio coniugato (x) non ccotgicc se, restando fisso y', si  ~rtuta x", 
in  un nltro pualunque sistenta c, x' + c, x" (c ,  ='- O )  del fascio p h ~ i t i u o .  

Difatti cangiaiido y,, rp' rispettivatliente in 

si vede che la funzioiie r, a causa. delle (58) e per la (35) § 6, si muta in 
- cl A+c ,  r e percib Ti, a rispettivamente in , ' 

ci6 clie equivale setnplicetnente a inoltiplicare nelle (IV) la costante a per c, . 
Uti'dtinia osservaziotle da frirsi è che le formole sopra stabilite valgouo 

anche ne1 caso eccezionale ($ 9) in cui le y'< siano proporzionali alle yi ed 
i, circoli C del fascio degeiierano in re tte ; ina nllora, supposto = y,, risulta 
T = - A, e le (IV) dimostraiio che il füscio coniugato coincide col priinitivo. 
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g i l .  

Ogni sisteina >: del fascio coiiiugato (y) è coiitiguo a x' per trasforiiia- 
zioile di KIBAUCOUK; nia fra qiiesti l'iniziale ): è coti tiguo, oltre clie a z', aiiclie 
n x", per la costruzione stessa. Diinostrianio clle 10 stesso accade pel sisteina 
generico 2: del hscio,  cioè: o p i  sistema 5 del fccscio coî.bizigc~to é contipo,  
per trasforlrmzione di Ribaucour., non solo a x' m a  av~cke a z". 

Preiidiamo per diii~ostrai~lo le folmole che definiscono z" e 2, cioè secondo 
le (31) 6 le seguenti: 

Secondo le osservazioni fondamerita.li al S 4, s a r i  dimostrata la proprietà 
enunciüta se proviamo che per tutti i valori dell'indice i = 1,2, .  . . , n sussi- 
stono le proporzioni 

ossia che è possibile deterininare n frtttori di proporzionalità pi (raggi delle 
ipersfere inviluppati) tali che sussistano le  relazioni 

colle analoghe per gli altri assi. 
A yueste (56) possiamo sostituire, co111e perfettaliieiite equivalente, il si- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2  Bianchi:  Le trasformazio,~i d i  Ribaucour dei sisted wP1' ortogo,zccli 

stema che si ottiene moltiplicandole ordiiiatamente per X , ,  Y,, . . . , e soiri- 
mando col dare poi n k i suoi n valori 1, 2 , ,  . . , n (*). Cosi otteiiiaiiîo il si- 
stetna n 

1 1 
-S (Z - x;")X& = - pi S ( X i  - X",) Xk 2 2 (57) 

k = J , 8  ,..., n. 

Ora dalle (54), (55) e dalle (31) abbiaii~o 

- 
X,-Xoi=-- 9; y'. 

P y à ~ y i ~ ~ ~ ~ ~ y ~ ~ A ~ ~ ~ l y A ~ ' ~ ,  p i  1 
$Y?" 1 LyÂ n - n 

e per calcolare i primi ed i secondi tiieiiibri delle (57) conviene in primo 
luogo osservare le identità 

Da queste e dalle (51) 

yx = flyl + a y ' ~  
risulta 

C y x i ~ = A Q + c c B  
e per ci6 

la quale ultima si scrive 

O in fine 

S x , ~ ~ X ' ~ = a y ' ~ - n ~ ~ -  B a B y ,  
A 
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Con yueste formole, costruendo le espressioiii (57); troviamo clie esse 
sono lii~eari oiiiogenee in y,, y',, scrivi,zmo 

1 
-8 OL (2 - x") X,= L y, + JIy', 

e pei coefficieiiti L, JI, P, Q, tynendo presenti le notazioni (4&), abbia~no 

L 

Ora, avendosi 
- 

yÂ=fiy~+ay ' r ,  v = R ~ t a p r ' ,  
indi 

le espressioni superiori di L, 41, P, Q si trasformano ilelle seguenti 

Sussisterido dui-iyue le proporzioiîi 
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0214 Bin nchi: Le trusforr~~naio~zi di  Ribcwcour dei sislemi t ~ ~ , "  ortogo~zaii 

L JI 
b affatto indipendente dall'indice k da1 raypoibto % ed eguale a - = - 

Y * P Q 
Valgono duilque effettivainente le forinole (56), ove si poiîga 

e la nostra proposizioiie è diiiiostrata. 
In fine se indichianio con Tti, y' le fuiizioni trasfoimiatrici ilel pitssng&o 

da r" a Ç, siccoine per le forinole (33) deve essere 

se ne traggono facilinente le forniole segiienti : 

e coine coiifesnia si osserva, che queste sono le foriizole (51) stesse § 10, 
scaiiibiati i due sistewi y', Z" e c,ai-igiato n nell'aiialoga 

Infine osserviaino clie ne1 caso ecceziouale delle y', proporzionali alle y, ,  
ove i circoli C degenerano in rette, i risultati ora stabiliti si ii~ai-itengoiio 
soltanto ove si riguardirio le trasforinazioni di COMBESCURE collie un cas0 
limite d i  quelle di R r ~ ~ u c o u i i ,  trasportandosi all'ii-ifinito il pimto d'incoiitro 
delle direzioiii priiicipali coi'rispoiidei-i tj. 

Si & visto clle il sistema gei-ierico Y del fuscio coiiiugato (2) E contigiio, 
per trasformnzione di Rinaucon~,  tanto a Z' clie a x", clalla (jui\l cosa pos- 
siaiiio ora facilnieilte i11ferii.e clie sarà pure coiitiguo a. yualunque altro si- 
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steina. cl x'+ c, 2" del fascio iiidivitluato da i', x". Si è risto iiifatti, a l  8 10, 
clie il fascio coniugato (3) resta 10 stesso cnrigitiiido '" in uii altro qualuncpe 
o, S'+ c, y". Dopo cio è matiifesto clie i due  fasci si t roraoo in relazioae 
perfettameiite iiivolutoria, cioè: ogni sistema dell'un. fuscio è co~ztiguo, pev 
trasforiizuzioize d i  Ribaîccoul-, ad uît qztalunq~re sistema dell'altro. 

Ora è anche Ficile redere clie i circoli C, luogo dei puii t i  rorrispoiideriti 
nei sisteini di uiio stesso fascio (S 9), sono gli stessi pei diie fasci. Si è pro- 
vato infatti (§ 9) che il circolo C ieiittivo al fascio c ,  XI$- c, x" coiitiene il 
puiito coi~rispoiiclente del sistema iiiixiale x, e per cib coiitiene aiiclie quello 
del sisteina geilerico 2: del fascio coiiiugato, essendo coiitigiio, coiiie ', 
a xJ e x". 

Dopo cpeste ricerclie possiaitio ei1~1iicini.e iiella siin forma coni~)letn. il 
teoreina di  perinutabilità : 

S e  ad un sistemcc ~r"'" ortogo~zcde sol20 contig?ii, Fer tr*nsfo~.g~/nzio~/i  tli 
Ribattcow, due sistelni x', x", questi ctetewziunno 2 1 1 ~  fciscio c ,  2' + c? y di 
tali sistemi. Esiste nllorn zoa s o c o ~ ? o  fascio, coni?tgccto nl pr.kibo e i ~ a  velmiol?e 
i~zuolutoria con qztesto, tn7e c7te thte sistewi qzralzc~zqzia, lwési  ~ - i spe t t i c . r r~ i l e~~ l~~  
uei due fccsci, soito contigui per trn.sfoî.szazio~ii d i  R ~ ~ T C M C O I C ~ .  Tutti i p t l h i  

-corrispomdenti ~ î e i  sistemi dei due fasci s i  tr.oz.n~lo o l~ogn t i  sol 1.n oilio sfasso 
circolo C. 

È poi da osservat-e clle, da to il priiiio fiiscio, l a  rlet~rnoi~ecrzio~le del fmcio 
couiugato ~ i c k i e d e  sctltanto mm ~ Z C C C ~ T C L ~ W C T ,  peZIa i ~ ~ t r o d o t t a  dnl l~ l  ~ O I Y I I O I C I  
(52) col cnlcolo d i  T. 

Le Foriilole che iiidiridi~aiio i due fiisci, i cui sistenii corrispoiicloiio iii- 

tlividunliriente ai valori del piiratii~tiw (di iaziorialiti) " pel piiiiio fxscio, o 
C2 

C 
-- pel coiiiugato, diiiiostrnuo subito che i ciwoli  C sono s e p t i  yrojettiucc- 
a 
~tteîate da i  sistani i r z  ciccscwz fuacio. E iiivero i qiiattio puiiti soprn uii cil- 
colo C segla t i  da cfuattro sisteiui del iiiedesiino fascio Ilanno un  bii.apporlo 

eguale a qiiello dei qunttro corrispoiidriiti valori di (o di a )  e iiiclipeii- 
CI 

dente da1 circolo C. 
Consideriamo ora due sistetiii del priitio fascio, p. e. y, i", e due tlrl 

secondo, p. e. y, 2 e cnlcoliaiiio i l  hirnpporto dei quattro loro puiiti N' ,  
JI", JI, % situati siil circolo C =  (u, , N , ,  . . . , II,,), poiiiaino p. e. iiell'oidiiie 

Awali  di Mntenzaticu, Serie III, Soiiio XXVII. 08 
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Per cpesto si consideri clle le foriiiole (33) della prima lioea, ore si 
C 

piisilio fisse le u, , a 2 , .  . . , u,, e varia\~ile il pararnetro t = - çhe entra ne1 
CC 

secoiido ineinbro delle forniole (IV) § 10, dàiino appunto le equaziorii para- 
iiietriche del circolo C, su1 quale t fiinziona conie paranietro d i  razionaliti, 
oiide k) si cnlcolerà clal I~irapporto dei quattro rorrispontleiiti vdoi i  di t. 

Ors, essentlo in A l  a = O ,  è ivi t = m, inentre in Il1 lia il suo valore ge- 
i!erico die, poiieiido cc = l ,  si pu15 sciivere per la. (53) t = A n - 7 .  Quant0 
ai valori t', t" di t iii JI', Ji", si calcoleraiilio osservaiirlo clie le (35) del)-' 
I~oiio alloin rispettiramente ridursi a ü; = x' (per t = t'), e x = x" (per t = t" ) .  
Ne1 111-iiiio caso tliiiique cleve aiiiiullai~si 7 e per cib 

A 'P' t ' + ~ = - - .  
? 

Ne1 secoiitlo tlebl~oiio iiiin~ll;ii.~i le cspressioni 

cib clie accacle q;iniitlo si aiiiiullniio siniullniienuiente L, il/, cioè Der le (57") 
f 

cluni~clo : 

da cui 

A b b i i ~ i i i ~  duiiqiie rispettivaiiieiite i,ii Jl, X, lit" 

e qiiintli pel valore cercato di o l a  foriiiola 
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a) Feriiiiaiiioci un iiioiiieiito a colisiderare, iiei ïisultati geiierali otte- 
iiuti, il caso particolaie clello spazio oïdiiiai.io S,  ;(love si t i~ i  ttelà delle tia- 

. sformaziolii di ~ ~ B A U C O U ~ ~  dei sisteiiii tripli ortogoiiali (u, , u, , zc,) e delle pro- 
prietà dei fasci coniiigati di tali sisteiiii, secoiido il teoreiiia di perliiiitabilità. 

Prenrliaiiio p. e. le superlicie u, = cost. di uiia delle tre seiie e consi- 
deriaiiio, luiigo uiio dei circoli C, le noriiiali a queste 21, = c'out., sia iiel 
priiiio che ne1 secondo fascio. Siccouie quelle appaitenenti a fasci diversi si 
incontrano a coppie fra loro, iii uii punto equidistaiite dai due relativi puiiti 
d'iiicoiitro coi] C, ne segue sulito : 

Le trovwmli alle superficie d7z11za stessa sevie, ghei dtie fasci, lac?zgo u n o  
dei  civcoli C, S O H O  le ge~leratvici  dei due sistenzi i n  2112. wledesiwo ipe~bolo ide  
rotondo ad zcna filda, auetzte C per paralielo. 

Ne segile clle il triedro- principale in urio dei fasci, spostaiitlo~ie il veï- 
tice luiigo C, ruota sempliceiiieri te attorlio all'asse dell'ipeil~oloicle (asse di C ) ,  
e i triedri principali deli'ültro fascio sono i siriiiiietrici dei priiiii rispettu n i  
piani per l'asse dell'iperboloicle. 

Colle forinole del fj 9 . . 
cliciaino S, Y, Z, dell'asse 

e dalle due analoglie per 

calcoliaiiio anche facilnieilte i coseiii di direzioiie, 
del circolo C coiiie diili dalla. foi*iiiolii 

goli d ie  il cletto asse forii~ii 

cos 'i, = 
1 

Y, Z. Se deiiotiaiiio quiildi coi] G, ,' G, , o3 gli aii- 
coi tre spigoli del triedro priiicipale, ahl~iaiiio 

nelle quali loruiole si osserva, a coufernia delle circostaiize geoilielriclle s o ~ ~ ~ i  
notate, che gli aiîgo1.i stessi c f , ,  G,, G, non variaiio sposlaiido il rertice del 
trieclro luiigo il circolo C. 
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'118 Biarl chi: Le trasfori~anriorti  d i  Bibnitcozrr c7ei sisterrii rP" o r t o g o m l i  

b )  Passalido alle tritsforiiiazioiii di K i ~ a u c o u ~  per le superficie, osser- 
~iariio per ora soltanto che esse si otte~igolio colne caso particolare da quelle 
pei sisteiiii tripli ortogonali considerando ch i  ogrii superficie S individus un 
sistema trip10 ortogoiiale forii~ato dalle sue superficie parallele e dalle svi- 
luppabili delle norinali lungo le liliee di curvatura (V. più oltre $ 87). 

Le circostanze osservate pei sisteini tripli oi~togoriali* si ripetono nello 
stesso modo per le superficie e sono le aiialoglie di quelle che si preseiitano 
ilel leoreiiîa di periiiutabilità per le trasforinazioni asintoticlie delle super- 
ficie (*), ed aiizi si pub 1)assai.e dall'uno ;-~ll'ü1t1'o teoreliia di periiiutabilità 
iiiedialî te la  trasforiiînzioiie di coiitatto scoperta da LIE (ch. Prefazioiie). 

Da ultiino osserviaiiio clie la teoria dei sisteiiii ciclici, O sisteiiii m5rior- 
iiiali di circoli, offre un eseriipio seniplice e singolare del teorenia di per- 
niutabilità. Le 00' superficie S ortogoriali ai  circoli sono infatti, due a due, 
trasfornîate di RIBAGCOLTH l'utia dell'altra. Esse costituiscono un fascio che 
coincide col proprio coniugato, iiientre l'iperboloide delle normali alle S 
lungo uii circolo C si riduce alla totalità delle tangenti clel circolo, e gli altri 
due iperholoidi (relativi d l e  siiperficie delle altre due serie) diveiitano coni 
rotondi coi vertici riei due fuochi dell'asse del circolo (**). 

Ritornianio al caso geiierale dei sisteiiii tz"" ortogoilali per applicare. i 
risultati del teorema di periiiutabilità ad alcuiie classi particolari notevoli 
di sisteiiii orlogonali, pei yuali il teoreiiia stesso vielle ulteriornieiite a pre- 
cisarsi, coine accade ilella teoria. delle trasforiiiazioni di BACKLUND delle su- 

(*) Per questo caso le cousegueiize del teorenia di periiiutabilità (Leziwi, Vol. II, $$ 847.. 
248) vennero particolarmeiite sviluppate da1 TO.RTORICI nella sua tesi di laurea: Swlle defor- 
~naziorzi infinitesime delle superficie e 8s211 teorema di permuttcbilitd (Rendiconti del Circolo ma- 
tematico di Palermo, T. 35 (1913). 

(**) Un altro esempio ~iotevole di due fasci coniugati di superficie del teorenia di per- 
mutahilità si  ha iiella teoria delle trasforinazioni di BÂCKLUND delle superficie pseudosferiche. 
Le due serie aol di superficie pseudosferiche, d~dot te  da uiia stessa 2 per trasforrnazioni op- 
poste di BACKLUND Bo, B-o, formaiio appuoto due tali f&ci coniugati, nei qnali si presenta 
la particolarita che i circoli C haiino tutti 10 stesso raggio e coinddoiio col circolo di gola 
dell'iperboloide delle normali, ora iiivariabile di forma, 
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perticie pseudosfericlie di froiite alle geiierali trasforiiiaziotii asiiitoticlie, e 
perniette anche qui di perfeziotiare notevolniente i processi di trasforn~aziorie. 

Cotiiinciaiiio da una classe particolare di sisteiiii uPzi ortogonali caratte- 
rizzati dalla proprietà clie, per una scelta conveniente dei paranîetri u , ,  
zc, , . . . , a,, , si presenta la simmetria nelle rotazioiii, cioè Fii.  =: F k i .  Pel caso 
del10 spazio ordinario (n = 3) yuesti sistemi veniiero studiati da dirersi geo- 
inetri e il DAHBOUX vi ha tledicato i tre ultimi capitoli del suo libro. Li di- 
remo sistemi simmetrici, od aiiclie, colla notazione di DAHBOUX, sistemi E. 

L'esisteiiza ed il grado di arbitrarietà dei sisteiui E, per N qualunque, 
si rico~iosce facilniente ititroducei-ido tielle eyuazioni geiieidi (1) S 1 per le 

12 (12 - 1) rotazioli i I'ipo tesi pi ,  = pki.  Cosi ahbianio nelle funzioni ilicoçtiite 
B 

pi,  ( i  < k )  il sistenia differenziale seguente : 

In yuesto sistenia, per ogni incognitn pi, ( i<  k) tutte le variabili sono 
principali, salvo la u, che è paranîetrica, e le condizioi~i d'integrabilità, ot- 
teiiute eguagliando le due espressioiii delle clerivate seconde doppininente 
principali, s q i o  soddisfatte in virtù delle (V) stesse. Segiie dopo ci& dai 
teoremi generali d'esistenza, che la soluzione generale (13,) del sistema (V) 

n ( n -  1)  
dipende da --- 

$2 
funzioni arhitrarie, e siccoine ne1 passaggio dalla rap- 

presentazione sferica all'effettivo sistenia E si iiitiodiicono colle Hi altre n 
funzioiii arbitrarie, vedianio clie : i sistemi nl"%rtogoi>ali E ~ l l ' S , ,  dipettdono 

Si osservi ora clle, esseudo pi, = PA.,., segue clalle equaaioai (6) 
ciascuno dei coseni Xi soddisfa all'eyuazioi~e a derivate parziali 

§ 2 clie 

ed 6 quindi una funzioiie delle sole differenze zci - u,. L)unque ciascuna Xi 
resta invariata se si auliientaiio tutte le rariabili u di iina stessa costante, 
onde 17n-edro principale in un  sistema E conserva la medesinia orientazione 
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assoggettaiiclo le varialdi u alla trast'oriiiazioiie' conti~iua Gi = ui + cost., o 
iii altre parole : 

Ogni sistema E mnmette acn g m p ~ o  cotdinuo G ,  a d  uut paruiaetro di 
trasforirtnzioni di Corrtbesczwe in sè wzedesi~lto. -Nelle iiotazioui di LIE la trasfor- 

d P  
iiiazioue infinitesinia geiieratrice del griippo G, è appuiito la. X P -  Z: - 7 

1 d 2 1 ~  

e l~ingo le trajettorie del gruppo 1'1%-edro priiicipale ~ioii  varia di orientazioiie. 
Le coiitlizioiii p,  = F k i  pei sisteiiii E si scrivoi~o anche 

d H i  d B :  -- - 
d u ,  du, . '  

e per ci6 l'espressioiie d 0 = H d U r  è un differeiiziale esatto. La ricerca 
I 

dei sisteiiii E equivale adunque all'altra di ridurre il d s ~ e l l o  spazio S,, 
alla forma 

Da ultinio osservianio clie pei sisteiiii E il sisteiiia differeiiziale (II) per 
le Hi coincide col suo aggiiiilto (II*) perle Wi. Questa osserrüzioiie conduce 
subito al procediniento ricorrente di EGOROV (DARBOUS, 1. c., nil. 242 S. S.) che 
permette di ottenere da ogiii sisteiiia A' uoto iiifiriiti altri siioi trasforiiiati di 
COMBESÇUHE. Ma ora, applicando le lrasforinazioiii cii Rimucouii, provereiiio 
c,he si possoiio anche dedurne iiifiriiti nuovi sisteiiii E' con diverse t-otnxiorzi 
p,, ossia clie c h  una soliizioiie nota (pi,) ciel sisteiiia differe~ioiale (V) si 
possono dedurre infinite 11uo1~e soliizioui (Bfik). 

Dato un sisteiiin E, propoiiiaiiioci di ricercare se esistoiio trasfornqzioiii 
(y, , y? , . . . , y,,; T) di RLHAUCOUR clie 10 caiigilio iii un altro sisteiiia E '  della 
stessa classe, le cui rotazioiii so~ldisfii~o diiiique tiuovaaiente alla con- 
dizione 

p'ik = p ' k i  . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



c! il teore~au ge~zercrte di per~~uutnbil i t i t~.  22 1 
--.--- 

Siccoirie si l n  i l ~  geiiernle per la (N*) S '7 

ed è fi, = BA,;, clorreino arei'e 

ossia 

essentlo y. uii coiiveniente fattore di proporzionnlità. 
Ricoiiosciaiiio subito d ie  deve essere p U I ~  costaute, poic11è, ~ ~ e l ' i ~ a 1 ~ ~ 1 0  

la pi'eredeiite riippoiio a d  th, il enlcolo stesso eseguito a l  5 52 sotto h )  ci dg 

cioè 

f i i t t~re  p 6 diinqiie irecessariaurente uiia costante, clle iiidicliiniuo con m, e 
le ftiiiziotii ti'nsfo.rnintrici ri dehl~ouo quiildi soddisfa1.e a l  sisteiiin differeil- 
zia le : 

iiicli effet tiraiireii te Prik = f ~ ' ~ ~ ,  . . . Osser~i<~iuo anche clie le foritiole geuerali 
(37*) Ij (j pei coeffkieiiti clel sistetiin trnsf~riiiato E' dùiiiio oia 

(X) Escldiaino sempreper questi sisteini E, coiiie per gli altri cbe trattiaiiio iii seguito, 
i casi ovvii in cui si aiinulli q d c l i e  rotazioiie O qiialcuiia delle fiiiizioi~i trüsforiiiatrici y ; .  
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$22 l3 i a n c h i :  Le trasformaziorzi d i  k i b n u c o w  dei sistemi IL''' or togo~lai i  

Il sistema (Vl) t! per le fuiizioni incognite y , ,  y,, . . . , y, uii sisteiiia ai 
differeiiziali totali conqletame~ite  i i~teyvabi le ,  a causa delle (Y), per yualuiique 
valore della costante m. Si escluderà per altro il valore rn = 0, percliè allora 
le (VI) si ïidurrebbero alle (6) 5 B pei coseni clie uiia direzioiie fissa i-iello 
spazio forma colle direzioiii priiicipali, e si avrehhe il caso ovvio d i  uii si- 
steina E' trasformato, siminetrico ciel priiiiitivo rispetto ad uii iperpiano fisso. 

Importa osservare che, inversaineilte, se iin sisteiiia ~ z ~ ' "  ortogoiiale 1 
aiilniette una trasforiiiazioiie (y,, y,, . . . , y,, ; ?) tli RIRAUCOUH per la quale 
sussistano le (VI) con nt = - O, questo è necessa,riccwede 211% s is tewn B. 

Si derivi itlfatti la seconda delle (VI) rapporta ad u, e, utilizznildo nuo- 
vainente i l  calcolo del 5 '2 sopra ricoidato, se lie deduri4 

11' y k  (P&-i - p i k )  = ' 1  

e per cib Fi, = ppi, C. d. d. 
Fissato il valore della costaiite m, ogiii trasfortiiazioiie di RIBAU(:OUH del 

sisteiiia E clie soddisti le (VI) si clirà per abbreviare uila tl-asfol-wtnziorze T,,, . 
Si 'osservi clle l'iutegrazione delle (VI) introcluce 1% costanti arbitrarie eil 
iin'altra figura iiella cluatlratura clie d i  y ;  nia. a causa della oinogeneità solo 
i rapporti fra queste IL+ 1 costniiti sono essetiziali iielln T,,,, e per cib: Fis- 
scctn ln costante ln, ogrzi sistema ni"" or.togorznle sinzketrico E f~ossiede CO"' trn- 
sforwmzio)ti d iveme T,,, irz, a l tr i  sistemi E' della sfessn specie. 

Risulta aiicora. dalle osservazioiii supei*iori clle la. trasforiiiazioiie iiiversa 
da E' ad E sxrà aiicora uiia. trasforiiiaziolie della stessa. specie, precisaiileiite 
climostriaoio: Se Et si ottie~ze da E per 2 1 1 m  T,,,, ZCG t r a s f o r i ~ ~ ~ c ~ i o n e  inve?.sn 
che calzgia E' i n  E è N M C  T-,,,, 601 valore opposto del pnrnmetro. 

Per cliinostrarlo ricorriaiiio alle forniole (38) 7, c.lie definiscoiio le fuii- 

zioiii trast'oriiiatrici inverse ri = y\ e calcoliamo il valore dell'espressio~ie A 

clie, per le (40) 8, si scrive 

e sriluppaiido colle (VI) 
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Ora tlalla (30) S G al~biaiiio riel raso nttiinle 

e resta quindi 

ci6 clie pro1.a appunto 1i1. iiostra asserzioiie. 

IL TEOREMA SPECIALE DI PEHMUTABILITA PICR L E  THASFOHXI.\ZIOS 1 T,,, 
DEI SISTEMT B. 

hiidiaino. O M  a diinostrare che il teoreiii:i geilei~i~ld di pei'iiiiitabilità, ap- 
plicato al gruppo dei sisteini E e delle loro trasfoi~iiiazioni II',,,, dà luogo ;id 
uno speciale teorema di perili.t;tbilità, affatto ünalogo a quel10 die  s i iw is te  
per le trasformazioni kli BACKI.USD delle siipei.firie pseudosftviclie. 

Kel caso nttuale-il teorenia si enuncin: 
Se da un sistenza E sono dedotti due ~luovi  sistewii E', R" per trasfo8.- 

~nazioni T,,,, T,,; non opposte (112' = - - m), ne1 fascio del teoremcc p ~ w r n l e  d i  
pera~mtabilitil, coniugnto al fascio c, E'+ c, E", esiste uszo ed 2112  solo qi~crdo 
sistema Ë legato ~. is~ett ivcmetzte ud E', E" dcr due tvasfonanzio)~i T,,;, T,,, colle 
costmzti ln, la' inuertite. Qmesto quavto s i s t e ~ m  Ë si ha il2 termini j i ~ ~ i f i .  

Siauo y,, y ,,... , y, le prinle n funzioni tri~sfoi~iiiiltrici p r  la 7',,, c , 
ySp ,..., y',, quelle pei* T,,;, onde avreino Pei' l e  (TI) 

Se orn dwiviniiio rapporta ad ui l'espressioiie 

n = x yA , 
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344 B i n l a c h i :  Le trnsformazionâ d i  Ribau~out -  dei oislemi n"': outogo,lnll 
a 

BB 
-- = (9th + d)  y, y',. 
d Ni 

Rlti Iil fiiiizione 2, che figura i-relle formole (IV*) 10 del teoreiiia ge- 
iierale tli periiiiilal~iliW, è da calcolare dalla j 2 ) ,  cioè da 

Essendo tliiiiqiie Fer ipotesi I I & +  I I ~ ' ~ = O ,  P O S S ~ ~ L I I O  prendere 'senz'nltro 

sicchi! , in ta iito: ne1 caso a t t m l e  In deterriri~lario~le del fascio coniugcrto uel  
teore~~m gelberale d i  permdabi l i t& s i  o t t i e ~ ~ e  ig~ te~mi j z i  filtiti. 

Ora, posto secontlo la (53) 
c + T  fi=-, 

A 
(6%) 

gli cm' sisteini del fascio coiiiiigato sono dat i  per le (51) dalle forniole 
- 
r i= f i y i+y ' i ,  (65) 

e noi dobbianzo cercare se fia yiiesti sisteini ve ne S uno Ë legato act E' (la 
una T,,,!, pel quale si abhia cioè 

l u  genei.de abliiaiiio dalla (51") g 10 

ossin. ne1 caso iiostro lwt- la (62) 
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Perci6 dalla (65) abhianio 

e sostituerido questo vrilore ilella, (66) I ' ~ C O L ' ~ ~ L I I C ~ O  clle per In  (61) 

resta 

e ricluceudo colle (63) e cliridenclo per y; 

Kiinnne quiiiùi 

valore die.  coinbiiia con quel10 dato dalla (64) cliiaiido i n  qttestü si pencla 
c = O. D u q u e  iiel fascio coniugato il sisteina da to da c = O è appuiito un 
sistenia Ê legato ad E' t l i ~  iina T,,,,, e pel calcolo stesso esegiiito esso è unico. 

Resta in t h e  che diiiiostriaiiio coiiie questo quarto sisteiiia Ë sia legato 
a sua volta ad E"  da uliü T,>, . Per cpesto bast i i  ricorrere alla (59*) 3 11, la 
(luale ci di 

A ' d -  - ( A n + 9  B)  
ossia per la (67) 

'2 Wb' B A'n' = - -- 
I l l  + ?)LI > 

foniiola ctie è ideiitica alla (67) sçainbiati i cllie sistemi B', En. 
Il teoieina speciale di permutabilità per le trasfoi-niazioiii T,,, (lei sistenii 

E è cosi completameiite diinostrato. Qiialito al caso escluso 112 t w z ' =  O, 
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236 B i c c r ~ c h i :  L e  t r n s f o r i m z i o ~ ~ i  d i  Ribazccozcr dei s is temi  u?'" ortogormli 

questo è 1111 caso limite i n  cui il siste~iia E' vielie a coincidere col priiiii- 
tiro E, conie risulta già da1 calcolo eseguito (*). 

Le conseguenze che si deducono da yueslo teoretiia speciale di periiiu- 
tahilità. per l'applicazione iiidefiiiitati~ente 1-ipetuta delle trasforiiiüzio~ii T,,, 
iii sisteiiii E' sono le medesinie corne ne1 caso tipico delle trasfor~iiazioni 
delle superticie pseudosferiche. Esse si riassuiiioiio ilel risultato: 

S e  d i  u n  sistemm IP" o r t o g o m l e  E s i  c o ~ ~ o s c o t ~ o  tutti' i c o r t t i p i  per. t ras-  
forntasioui T,,, , l'aypliccçzio~ze sz~ccessiccc eti illiruitntn del  p îocesso  d i  trrtsfor- 
.ntaxione ai nzcoui sistmrhi, n i  der iuat i  cla q w s l i ,  e C O Y ~  v i a ,  xi conlpie s e n m  
a l c u n  cnlcolo cl'irztegraziorze. 

È questo iii sostaiiza un risultato alialitico in quaiito riguarda l'iiite- 
grazioiie clel sistelna differenziale (V) caratteristic.0 per le rotazioiii dei si- 
stemi E. Le stesse circostanze si presenteraniio seilza che r i  sia bisogno di 
iiisistervi, per sistenii differenziali analoghi clie andrelno oia a considerare, 
tutte le volte che sussiste un corrispoiicleiite teorenxi speciale di perniu- 
ta1)ilità. 

1 SISTENI ~"'"~KTOGONALI &. 

Andiaino ora a studiare una secoiicla classe di sistemi nP" ortogonali 
che qui caratterizziaino, da1 puiito di vista delle tiasforinazioni di RIBAU- 
COUH, per lit seguente proprietà: essi  ccrrcntettono t r a s f o r m w i o ~ z i  d i  Ribazccour 
( y ,  , Y!, , . . . , y. ; y) nelle qzcali le ficnrioui trnsformcctrici sotzo legnte d a  utla 

iderttita qtmdraticcc de l la  forma 

t l o w  c , ,  c , ,  . . . , c,, b sort0 costanti  ("n). 

(*) Qiiesto in ge~ierale cpia~ido ~ r t  + ~n'= O seiiza d ie  si aiinulli B - 2 7~ yfL (che da1 cal- 
1 

colo ne1 testo risultü uiia costante). Se poi B = O si lia LIU caso eccezionale in cui agni si- 
stema ne1 fascio coniugato è un sistema Ë. 

(*+) A questi sisteini si è anche condotti da1 probleina geometrico delle rappresei~tazimi 
s~orrnali wiiformi degli spazi di curvatura costante. V. le mie due Note nei Vol. XXV e XXVI 
dei Rendieonti dell'&e~demia dei Liitcei (febbraio 1916 e maggio 1917),- 
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Un sisténia nNzO oitogoiiale che aiuiiietta una tale trasforiiiazione di RI- 
~ ~ u c o u i i  si dirà per abbseviare uii sistema &. Si osservi subito che il sistema 
trasforliiato s i~rà  ancora della iiiedesiiiia classe, poicliè le funzioiii trasfor- 
liiati-ici iiiverse ( r i ,  @), coine diiiiostrano le forniole (38) $ 7, soilciisferaiiiio 
alla iuedesiiiia relaxioiie (Iuadratica (68). 

Dcrivaiido la (G8) rispetto ad a i ,  tsoviaiiio per le (111) S 6 :  

incli, essenilo le y; diverse da zero, tlovraiiiio reriticassi pei' uii sisteina Q 
le relazioni 

d y ,  (i)  
ci - + CCI Pli y l  + b Hi p = O. (69) a ui 

Derivando quesFa rapport0 ad ti, ( k  -,- i) si ha 

ed eseguendo le derivazioni colle (III) e colle (1), (II) fj 1, risulta 

Ma in questa il coefficiente di a,, ilel secondo termine è nul10 per la (69) 
stessa, e troviaino quindi che: i n  tutti i sistemi &,-con trasforwazioni ( y , ,  
y 2 , .  . . , y,,; T) d i  R i b a z ~ c o w  aoddisfrccenti alla relasioîze qztadraticcc (68), f m  
le rolaxioni fiik e i coefficiedi. Hi debbolzo szcssistere, oltre le relnzioni yetzerali 
( 1 ) ,  (II), anche le seguenti: 

Dobbiauio dunc~ue aggiungere yueste ulti~iie al sisteiiia (1), (II) ed esa- 
iiiinare la compatihilità delle eyuazioni differenziali cosi otteiiute. Liiiiitia- 
iiloci per ora al  caso geaerale iii cui le n costanti c ,  , c, , . . . , c,, si sacppon- 
gnno tutte diverse fra  loro. In ta1 caso la (70), coiilbinata coll'ordiiiaria 
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S B  B i a n c l z i :  L e  trasforruaaio~zi d i  R i b c ~ m o a y  dei sisteîni tPZ' ortogo~enii 

porge risohendo 

delle yuali per6 la secoida ~ioi i  è die  la priiiia scaiiibiati gli iiidici i, k. 
Abbiamo diinque questo primo risriltato : Per o p i  s i s t e ~ m  Q che crmweettn 
trnsforwmzioni d i  Ribnucoztr C O I L  ficnzioui tmsfornzats.ici legccte dall'ideîïtitir 
qitnclratica (68) (cc c o s t m t i  c ,  , c,,  . . . , c,, difererlti)  le t.otasioîzi ,S, ed i coof'- 
ficiertti Hi debbouo soddisfcwe al sisterila diffwellaiale : . 

d H ;  -- = Pki H,, 
d I I . ,  d 2Lr 

= F i r  F r s .  

La priliia ricerca clie clobbiniiio ora fare rigiinrda la coiiipatil~ilità di 
queste equazioni differeiiziali erl il grado d i  arbitrarieta delle sue soliiaioili 
( p i , ,  Hi). Si osïervi subito d i e  il sisteiiia (VIL) no,b contiene derivate mi se- 
condi snembri, ed esselido illiiiiitataiilen te iiitegrahile, come ora coiistatererno, 
ci trovianlo qui ilel caso più seniplice clle si preseiita per tali sisteiiii, ove 
l'esistenza delle soluzioni è assicurata ailclle per dati iniziali iioii aiialitici (*). 

Per ciascutia delle ,t ( t t  - 1) + 18  = ~Yi~ i i z io i i i  iiicognite P,, , Hi nelle (VII) 
uiia sola variabile è parainetrica l n  ? c i  per la H i ,  e per la Si, (i  < k )  la ?c,, 

inentre le riiiianetiti n - 1 sono priiicipali. Per diiiiostrare l'illiniitata iiite- 

(*) V. DARBOUX, 1. c., Livre III, -Chap. 1, 
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sono conseguetize delle (VII) stesse. Le rerifiche per le due yriine soi10 già 
con teniite ilelle geiieinli al S 1, e tloh1)iamo soltanto provare elle l'espres- 
sioiie 

d 1 a ( i ,k, 
O =  b a 

a t t j  
(Bi, B r * )  + - Ç ( C A  - CI)  B i i  B i i  + üc 8 ?,z 

Ci - CA. d ?CI 1 
(Hi Hb) 

è nulla in ri i tù delle (VII). 
Possianio scrivere . 

8 C, - C, a 1 (+,II 
@ = (Bi/ B.) + d 

- (P. Bzk)  t - Y (CA - c l )  ,161 ( F A ;  p,,) +- C i -  C, d l l l  C i  - C,. A 

et1 esegiieiitlo iiiediaiite le (VU) e raccogliendo i terinini, troviaiiio 

I c, - C, 8 pz, ( i M i  c i  - C, b H, il, 1 o = L e ,  B.* + - - + x - 
1 Ci - CA. d A Ci - Ck 81. P h +  O;-x , + 

. 01.a il coefficierite di in questa espressione, sostituito per -1: i l  va- 
a u, 

lore tratto dalle (VI[), identicmuente si annulla, iiieiitre quel10 di Pl, tliyeili 
pei. le (VII) 
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111 p e s t a  espressione i tre tertnini contenenti b H,H, si elidono e i ri- 
iilanenti si raccolgono nella soinnia 

i ciii siiigoli terniini sono iiulli per l'identità 

onde s i  conclucle : Il sistema diffeve1zzin7e (VI[) è illimitntawzente i~iteymbile. 
111 ordine ai teorenii geiierali d'esistenza (DARB~UX,  1. c.), la soliizioiîe 

generale ceik, Hi) delle (VII) dipende da n2 funzioni arbitrarie, delle yuali 
perù n sono soltaiito apparenti e dipendoiio dall'arbitrariet8 iiiereiîte ai pa- 
raiiietri ZG:, u, , . . . , U, , sicchè restano r~ (n.  - l )  fiiiizioni arbitra rie esseiaziali. 

Riguardo all'iiitegrazioiie effettiva del sisteiiirt (VIl), uii piiiiio coiitributo 
è recato ilall'osservai~e clie se si costiwiscono le 1 1  espi-essioiii n, , fi,, . . . , Q., 

definite da 

d Qi  
tiitte le derirate tlellii. Ci, tibatiiie ln , si niiiiullaiio i i i  vit-th delle (VI[) ,  

811; 
coiiie subito si rerilica. Per cib la ni é uiia fiiiizioiîe della sola 14, ;  e sicconie, 
caiiginntlo il yaraiiietiw u;  , le fiinzioiii Pi;, Hi venpono a inoltiplicarsi per 
uii nietlesimo fa ttow friiizione arbitraria rli u i ,  possianio disporre dei para- 
iiietri 2 4 ;  in guisa rlie le ni si ritlucaiio ad altuAtante costanti. Cosi ahhiaii\o: 

I l  sisteam (VlI)  possietle, 2)er ~ r g a c r  scella corme~rie'izle dei pccrawzetl-i ? f i ,  

yli 11. iuteyrcrli q?radvcrtici 

Il i  qiieste i*elazioiii ri polreiiiiiio servire per a1)l~nssnre ilel sistetna (VIT) 
di n il iiuiiiero delle flii-izioni iilcogilit,e ; i i î a  il probleiiia d'integrazioiie ef- 
fettirn nppare seinpi-e coniplicnto. Acqiiistaiio per cib iiiaggiore iriteresse i 
iiietocli ili i izteymzioae successiva clie ci vci*raiiiio cira forriiti ilalle trasfor- 
iiiazioiii di R r ~ a u c o u ~ ,  coiiie già pei sisteiiii E al § 16. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abbiamo visto che per ogni sistema Q (supposte le cd diverse fra loro) 
harino luogo le equazioni (VII), ma ci rimane ancora da ricercare se, inver- 
samente, ogni sistenia np" ortogonale pel quale si verifichino le (VII), è un 
sistema Q, se cioè possiede trasformazioni di RIBAUCOUH soddisfacenti alla (68). 
La risposta è affermativa se, in aggiunta alla ipotesi già ammessa che le 
costanti c, siano tutte diseguali, supponiamo di più che nessuna d i  esse si 
annulli. Allora le (69), aggiunte alle altre equazioni di trasforinazione, dànno 
il sistema 

Questo è per le funzioni trasformatrici (y,; 9) un sistema ai differenziali 
totali completa;c.mente integrabile, a causa delle (VII), colne risulta da1 calcolo 
stesso eseguito al 3 17 per formare queste equazioni. Il sistema (71) ainmette 
inoltre l'integrale quadratico 

e basta disporre dei valori inizialà delle funzioni trmformatrici per soddisfare 
la (68) ; dunque : 

Ogni sistema nP" ot-togonale pel puale valgano le (VII) (szcpposto c, =I= 0, 
c, - c, =l= O) è un sistema Q. 

Ora è importante osservare al diverso modo come figurano le n+ 1 
costanti c, , c ,  , . . . , c, ; b nelle- equazioni (VU) e nella relazione quadratica (6S), 
O nelle differenziali (71). Nelle (VU) figurano soltanto per i rapporti fra le 
differenze 6,- C, e la b ;  nella (68) itivece e nelle (71) come n +  1 costanti 
omogenee. Ne risulta che ad un medesimo sistema Q corrispondono oo' re- 
lazioni quidratiche aininissibili e diverse (68). 

Per porre tneglio i n  evidenza tale circostanza ci conviene scrivere le 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXPII. 30 
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832 Bianchi:  Le trasformazioni di Ribaucour dei sistepni ?zP" ortogona2i 

costanti ci sotto la forma 
c l =  1 -ma ,  

dove le ai indicheranno pz costanti fisse diverse fra loro, ed na un paranîetro 
arbitrario, a l  quale perb nori dovremo attribuire nè il valore zero (che ren- 

1 derebbe le ci eguali) nè un valore - che annullerebbe la c i ;  scriveremo 
ai 

in fine 4 rn al posto di b. Cosi le equazioni differenziali (VII) si presentano 
sotto la forma indipendente da1 parametro r n :  

a H; a F i ,  

-- = P k i H k ,  - = P i r p r k ,  
8 u, a ut 

mentre la relazione quadratica (68) diventa 

(1 - 112 ai) y: + b m (P' = 0, 
R 

e le equazioni differenziali 

Una trasforinazione di 

(71) si scrivono 

RIBAUCOUH del sistema Q, corrispondente a queste 
formole, si dirà una trasformazione R,, ponendo anche qui in evidetiza il 
parametro m che figura nella trasformazione. Come pei sistemi E (§ 15) si 
ha manifestamente : 

Ogni sisterna Q ammette oo" trasformazioni R, in nuovi sistetni Q', rima- 
nendo fisso il parametro m. E siccome le funzioni trasformatrici inverse 
(ri, a) soddisfano alla medesima (68) vediamo che: anche il passaggio in- 
verso .da un sistema Q' all'iniziale Q è dato da una R, , col wzedesimo valore 
della costante m. 

Considerate soltanto da1 punto di vista analitico, in riguardo alla inte- 
grazione del sistema differenziale (VII*)  per le F i , ,  Hi,  le trasformazioni R, 
servono a dedurre, inediante integrazione del sistema lineare omogeneo ai 
differenziali totali (71*), nuove soluzioni ( B r i k ,  H ' { )  da una iniziale ( F i k ,  Hi). 
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e il teorema get~erale di permutabilit&. 833 
- 

supposta nota. Precisamente dalle formole (379, (40*) $5 6, 7 avremo 

Andiaino ora a dimostrare che per le trasformazioni R, dei sisteini Q 
sussiste, coiiie per le. trasformazioni Tm aei sistemi E (8 16), un teorerna 
speciale di permutabilità sotto l'analoga forma: 

Se ad un sistema np" ortogonale Q sono contigui due sistemi Q', Q" ger 
trasfornzazioni R,, R,e a costanti m, nz' diverse, ne1 fascio coniugato al fa- 
scia (QI, Q") del teorema generale di permutabilità. esiste uno ed un  solo quarto 
sistema Q legato rispettivamente a Q', Q" da  due trasformazioni R,. , R, colle 
costanti rn, m' invertite. 

Indichiamo con (y,, p) le funzioni trasformatrici per la R, ,  con (y',; 9') 
quelle per la R,,,  onde avreino per la (78) 

da cui 

Cerchiaino ora se ne1 fascio coniugato a (Q' Q") individiiato dalle forinole 
- - 
YA=flyl+'()l,  ? = R ' 9 + p f  

esiste un sistema @legato a Q' da una R,., per la qua1 cosa occorre e basta 
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834 Bianc hi: Le tras forrnazioni di Ribaucour dei sistemi-nP" ortogonali 

Questa è, per l'incognita O, un'equazione quadratica che scriviarno . 

R n 2 + 2 S n + T = 0 ,  

coi seguenti valori pei coeîficienti 

R = ): (1 - m' al) y: + b In' cp2 
A 

S = Z ( l  - tn 'c t l )yxy ' i+b~ 'cp i '  
A 

T = ( 1 - nz' ai) y';; + b nz' yf2. 
A 

Ora T è nul10 per la (734, ed il primo R per la (73,) si scrive anche 

IIZ - 112' 
R = (lit - ln') (x ai  y; - b y') = 

. A nz A, 

e ne risulta pel valore cercato di 0 

0, 11, 9 Il l ,  n= S =  1 ( I - me ai) -p fi + b ez'? y' ' . (75) ( n i  - 9th) A (nt,' - m )  A 1 A \ 
Se proviamo cbe, con questo valore di n, risulta soddisfatta l'equazione 

caratteristica (al**) 8 10 per 

sarà, dimostrato il teorema. Ora sostituendo in quest'ultirna il valore (76) 
per n, essa diventa 

che si tratta di verificare. Sicconle 

s = ( 1  - 11~' al) y'i + O In' p y', n 
derivando abbiamo . 
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e il teorema generale di perazutabilità. 235 

iha qui il coefficiente di y< è nullo, coirie risulta derivando la (73,) rapporto 
ad ui.  Sostitueiido riella (76) e dividendo per yIi, resta da verificarsi che 
si ha 

e questa. e appunto un'idet~tità, coine si vede derivando la ( 7 3 , )  (*). Il quarto 
gistema cosi deterinioato è durique legato in efl'etto a Q' da una R,l e, 
per 'completare la ditnostrazione del teorenia eiiunciato, i-esta. solo a diiiio- 
strare che è legato poi a Q" da uiia R,-. Per questo si ricorra alla. for- 
mola (39") kj 11 , 

A f 0 ' = - - ( A f i + g B )  ( B = I : ~ A ~ A ) ,  
n 

osserv:irido che peit la (75) 

e quindi 

forlnola che corrisponde esattamente alla (75) scambiati i due sisteini Q', Q", 
onde è provato quanto si voleva. 

(*) Questo risultato dimostra che anche ne1 caso attuale (cf. 5 16) l a  quadratura da ese- 
2 ai guirsi colla (58) § 10 pr calcolare r si compie in termini finiti e si pub prendere T - - 

912'- I l t  
S. 

Ne1 fascio del teoreina geiierale di permutabilitA il sistema corrisponde nuovameiite al va- 
lore c = O  della costante c nella formola (53). 
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Nelle ricerche precedenti, relative ai sisteini Q, sono essenziali le due 
ipotesi che le n costanti ci siano diverse fra loro e tutte diverse da zero; la 
prima serve per assicurare l'esistenza dei sistemi Q (5 18), la seconda quella 
delle loro trasformazioni R, ($ 19). Si osservi perb che, anche se queste 
ipotesi non sono soddisfatte, ma è nota per altra via l'esistenza di corri- 
spondenti sistemi Q e di loro trasforinaxioni R,, varrà sempre per queste 
R, il teorema speciale di permutabilità, perchè la dimostrazione clie ne ab- 
biamo data al paragrafo precedente va.le cornunque siario le costanti c,. 

Ora se le costanti ci sono in parte eguali, O' qualcuna di esse si annulla, 
intervengono nuove e molteplici circostanze il cui esame richiederebbe una 
minuta dis8ussione. Qui vogliamo esaminare solo un cas0 speciale, quel10 
dell'ordinario spazio S,  , quando due delle costanti c, , c, , c, si suppongano 
eguali, p. e. le due prime, nia diverse perb da zero. Allora possiaino fare 
cl =c, = 1 ,  ossia a,  = a ,  = O ,  e la relazicme quadratica fra y , ,  y,, y,, q~ di- 
venterà 

y; + y; + (1 - m k )  y: + 912 b y" = 0, 

con k, 2, nz costanti. In ta1 caso la relazione (701 § 17, fattovi i = 1, k = 2, d i  

e paragonata colla ordinaria 

a h 2  a P z 1  - + - + B s 1 8 3 2  = 07 d u ,  dzc, 

dirnostra che si deve avere 

Ma il primo meinbro è l'espressione della curvatura totale K delle su- 
perficie u, = cost. ne1 sisteiiîa trip10 ortogonale, onde risulta i n t a n t ~ :  
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e il teoretna generale di pertizutabilità. 937 

Se i n  un sistema triplo ortogonale Q le due costanti c , ,  c, nella relazione 
quadratica (68) sono eguali, le superficie della serie zc, = cost. hanno la stessa 
curvatzcra costante (positiva O negatiwa); il estema Q è u n  sistetna di Wein- 
garten. 

Viceversa risulta da note proprietà dei sistemi di WEINGARTEN (*) che 
ogni tale sisteina possiede ao' trasformazioni di. RIBAUCOUH, con funzioni 
trasformatrici y,, y,, y,, <p legate da una relazione quadratica (68) con due 
costanti ci eguali, cioè: ogni sistema di Weingarten è un sistema Q e possiede 
trcçsforma&oni R, di Ribaucour. 

L'osservazione finale del paragrafo precedente dimostra poi subito che 
per queste trasformazioni R,,,, per inviluppi di sfere, dei sistemi tripli orto: 
gonali. di WEINGARTEN sussiste il teorema speciale di pertnutabilità del 5 26, 
e queste proprietà dei sistemi di WEINGARTEN restano cos1 subordinate alle 
generali pei sistemi Q. 

FORMA DI EISENHART PER LE EQUAZIONI DI  TRASFOHMAZIONE. 

Prima di trattare della terza classe di sistemi np" ortogonali di cui ci 
vogliamo occupare in questa ~ e m o r i a  conviene che scriviaino le eyuazioni 
generali di trasformazione (III) 6 sotto una nuova forma che diciamo la 
forma di Eisenkart perchè data da questo geometra ne1 caso n = 8 delle 
trasformazioni di RIBAUCOUR delle superficie. - In  questa nuova forma figurano esplicitamente i nuovi coefficienti Hli 
del sistema j." trasformato, che si ititroducono come n nuove funzioni inco- 
gnite insieine ad una ( n t  i)"", che denotereiuio con +: definita dalla po- 
sizione : 

A=I:y ) .=B?$ .  
n 

Abbiaino (8 6) 

(*) Cf. in particolare la mia Memoria iiegli Annali di Matematica, Vol. XXIV (1915). 
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838 Binnchi: Le trasforunazioni d i  Ribnucour dei sistegni nVzi o~togonali 

e dalla precedente 

oiide risulta 

Se derivianio quest'ultiina rispetto ad u,, osservando che si ha (S 2 b) 

- 
troviamo 

Riunendo queste equazioni (78), (79), (80) alle altre generali (III) § 6, 
otteniamo nelle 9 n + 9 funzioni 

il sistema differenziale richiesto : 

a cui dobbiaiiio. aggiuugere la relazione (77) 

(VIII) 

in termini finiti 

(VI LI*) 

Le condizioni d'ititegrabilità del sistema (VIII) sono soddisfatte, in virtù 
del sistema stesso; per le incognite y,, cp, 4 tutte le variabili sono principali, 
per la H', tutte, tranne la zc, che è paraiiietrica. II sistema (VEII) possiede 
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inoltre l'integrale quadratico 

3 y; - ? ? ) = cost., 

perchè tutte le derivate del priino membro si annullano. Basta quindi sce- 
g1iei.e i valori iniziuli delle y;, rq, ) in guisa che si annulli la costante del 
secondo meinbro, e sarà soddisfatta la (VIII*) per tutti i valori delle u,.. 

Questa forma (VIII) delle equazioni di trasformazione riesce particolar- 
inente utile quqndo si debbano studiare, come ne1 caso che an'dianio ora a 
trattare, dei sistemi np" ortogonali definiti da proprietà dei coefficienti H, .  

Si osservi che per questa forma delle equazioni di trasformazione i va- 
lori (M*) § 7 per le rotazioni p',, del sistelna trasformato diventano 

Chiamiamo sistemi ortogonali di GUICHARD-DARBOUX, e indichian10 col 
simholo H, quei sistemi np" ortogonali del10 spazio S,, pei quali, con una 
scelta conveniente dei parametri u , ,  u, , .  . ., u,, i coefficienti H i  del ds" 
soddisfano la condizione 

Cominciaino da1 trovare le condizioni differenziali che dobbiamo ag- 
giungere alle generali (1), (II) $j 1 per questi sistemi H. Derivando la (81) 
rapporto ad ui, e dividendo per H i ,  si ottiene 

Derivando ancora rapporto ad u, ( h  =,= i), vielle 

Annali di  Matsmatica, Serie III, Tomo ,XXVII. 
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240 B i a n c  h i :  Le trasformazioni di ~ i b a u c o u r  dei sistewi np" ortoyo~znli 

od anche 

Qui il coefticiente di pi, è nul10 per la (82), e resta quindi 

Concludiamo intanto: In ogni sistelna H le rotazioni pi, e i coefficienti 
Zi dehbono soddisfare al sistema differenziale: 

Viceversa, se le H i ,  Pi, soddisfano a questo sistema, la somma H i  ha 
A 

nulle tutte le derivate (corne 10 prova il calcolo stesso eseguito) ed è quindi 
una costante; dunque: le equaxioni differenxiali'(1X) sono caratteristiche Pei 
sistemi 23 di  Guichard-Barbous. 

Per dirnostrare l'esistenza e fissare il grado di arbitrarietà dei sistemi H 
basteii., trascurando le equazioni della prima liriea per le H i ,  occuparsi 
della compatibilità delle seguenti nelle rotazioni fii, , poichè supposte soddi- 
sfatte queste, le equazioni per le Hi formano un sisteina ai differenziali to- 
tali completamente integrabile. 

1mma.giniamo di risolvere le equazioni delle due ultime linee rispetto a 

quella delle due derirate -, a - il cui indice della variahile di deriva- 
d zci d u, 

zione è  ili in ore; cosi il sistema acquista la fornîa canonica e per ciascunx 

(*) Si osservi che le ultime si otteugoiio dalle penultime scambiando in agni rotaziotie pik 

i due iadici, 
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funzione incogtiita Bi, abbiaiiio una sola variabile parainetriça, la ui se i >  k, 
la u, se i <  72, ~nentre le ri~nanenti 18 - 1 sono priiicipali. 

Se verifichiamo che il sistetna è completamente integrabile, potreino ap- 
plicare i teoremi gerierali di esisteiîza. Tenendo coiito delle verifiche generali 
già eseguite al  § 1, basterà provare che se si derivano quelle deli'ultiiiîa 
linea rispetto ad una qualunque a,, supposto l'indice 1 diverso da  i, k,  si 
ottiene una relazione che rientra nelle (IX). 

Poniamo infatti 

Eseguendo colle (IX) e raccogliendo i terrriini, abbian :~  

ed in p e s t a  i coefficienti di P i , ,  BkZ sono nulli appunto per le ultime (1x1. 
Dunque la condizione U = O  rientra ne1 sistema (lx),  che è percib coinple- 
tamente integrabile. Dai teoremi d'esistenza segue ora: I sistemi H d i  Gui- 
chard-Darboux nel19S, dipendono d a  n (n - 1 )  funziotzi arbitrarie. 

Il problema di effettiva ititegrazioiie del sisteilla (1x1 appare ancora più 
cotnplicato di quel10 an.alogo pei sisteirîi E, e pei sistemi Q. Perd anche qui 
dalle trasformazioni di RIBAUCOUH ottetiiamo dei inetodi di integrazione suc- 
cessiva. 

THASFORMAZION D l  RIBAUCOUH PEI SISTEMI H. 

Dato un sisteina H di GUICHARD-DAKBOUX con 

Bi = G (c costante), 

doniandiaino se fra i suoi trasforrnati di RIBAUCOUR esistono. dei sistenii 
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della medesima classe pei quali i nuovi coefficienti H'A soddisfano alla stessa 
relazione 

dove espressamente abbiamo lasciato alla costante del secondo membro 10 
stesso valore, essendo questa una condizione essenziale per le verifiche da 
eseguirsi. 

Alle equazioni (VIII) di trasformazione dovremo 
che si ottengono dalla derivazione delle (83), cioè le 

ora aggiungere quelle 
analoghe alle (8'2) 

dove per la (80*) 

Cosi for~niamo per le funzioni incognite 

il sisteina ai differenziali totali 

dove 

Plik = pSk + (a: - H,) - 9 

T 

al quale è ancora da aggregarsi l'equazione in  termini finiti 

Ci troviamo cosi davanti ad un sistema misto ai differenziali totali, di 
cui stabiliamo la completa integrabilità. mostrando che le sue conseguenze 
differenziali del 1 . O  ordine sono già contenute ne1 sistema stesso. Per le 
equazioni die  risultai-io da1 derivare le (84) delle due prime linee e la (84*) 
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e il teorema ger~erccte d i  permutabilitb. 343 

le verifiche sono irnmediate. Basta quindi occuparsi di quelle che proven- 
gono dalla derivazione. dell'ultiina linea. nelle (84), e provare che l'espres- 
sione 

si aiinalla avendo .riguardo alle (84), (8P) stesse. 

Ora, siccoine a - '" - - rit R , ne risuita 
d %cl 

e qui gli ulkimi tre termini inanifestainente si eGdono, e resta a provare che 
si annulla anche il coefficiente V' di H', 

Se in questa poniaino per le P',, t loro valori (85), risulta 

+(? 1 ( H ' ~  - .Hi) 3 1 . ' + ( H ' ~  - HA) - 1 . 
1 ' P C  1 . . 

- 

Ora abbiako'dalle (IX) e dalle (84) 

.. . 
a y ,  - 0 y, - pis Yk 7 - = P h i  YI d.uk d u ;  
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Sostituendo nella espressione precedente di V', otteniaino, dopo semplici 
riduzioni 

O in fine 

che è nulla appunto ver l'equazione in termini finiti (84*). Abbiamo dunque 
il risultato : 

Ogni sistema nPZo ortogonale H nell'S, amnzette oo2"-' sistemi H derivati 
per trasformazioni di Ribaucour, che si ottengono integrando il sistema rnisto 
ai diferenziali totali (84), (84*). 

Fra i sistemi H formano una classe particolarmente notevole quelli che 
sono ad un tempo sistemi E, e soddisfano quindi insieme alle coiidizioni 

li direino pel moment0 sistemi H siminetrici. Ne stabiliarno intanto l'esi- 
stenza col teorema: 

Dato un sistema E qualunque, esistono fra i suoi trasforlnati di Combe- 
scure ao+' sistemi H ,  c72e S O H O  percid simtnetrici. 

Le rotazioni di un sistema E soddisfano al sistema (VI) S 14 
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ed un suo trasfoiiiiato di COMBESCUHE sarà un sistema H quando le l3, sod- 
disfino al sistema di equazioni ai differenziali totali 

Ora questo è, ne1 caso attuale, un sistetna completamente integrabile 
perchè le (V), esseiido Fi, = Phi, rietitrano coine caso particolare nella (IX) 
8 83. Restano dunque arbitrarii, nell'integrazione del sistema lineare omo- 
geneo per le H;, i valori iniziali di queste funzioni, cib che dà appunto 
(prescindendo dit una costiirite d'oinotetia) le n - 1 costanti arbitrarie del 
teoreina enunciato. 

Ma ora diiigiamo la nostra attenzione sopra un'altra notevole proprietà 
di questi sisteini H sirnmetrici : esiste u n a  direzione fissa nello spnzio tale 
che u n a  traslnxione continua in questa direxione trasforma i l  sistema H i n  
sè medesimo, scambiando fra loro le ipersuperficie d i  ulza stessa serie. 

Per dimostrarlo osserviamo che, essendo Pk i=  P i k ,  non soltanto i co- 
seni Xi, come accade in ogni sistema E (fj l&), soddisfano all'eyuazione a 

d B '  derivate parziali - = 0, ma anche i coefficienti H i .  Questi dipendono 
1 du,. 

dunque soltanto dalle differenze ui - u, , cioè sono invarianti del gruppo G ,  
ad un  parametro di trasformazioni di COMBESCUHE del sisteina E in sè ine- 
desimo. Ne1 cas0 attuale il gruppo G ,  è adunque un gruppo di moviinenti, 
anzi un gruppo traslatorio, conle proviamo diinostrando che le trajettorie 
del gruppo sono rette parallele. 

Supposto per seinplicità I: 81 = 1, troviamo subito che i coseni di diie- 
1 

zione a, 8 , .  . . delle tangenti a queste trajettorie, colle equazioni differeiiziali 
d u, = cl u ,  = . . . = d u,, sono dati da 

O:=t:fI*X'>, $ = t : H L Y , . , . * .  
A 1 

Ora avendosi 

a causa di pix = pi i  risulta 
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cioè .i coseni Y., 9 ,. . . sono costanti e la direzione è fissa nello spazio 
c. d. d. , 

La proprietà cos1 dimostrata giustifica il nome di traslatorii che diamo 
a yuesti speciali sistemi EI ed ora andiamo a dimostrare che inversamente: 
Se un sistema.n*'" ortogonale amnette un gruppo traslatorio ad un para- 
nzetro in sè medesirno, esso è lzecessariamente un sistema H traslatorio (*). 

trice del gruppo. Doverido il sistema delle ipersuperficie us= cost. cangiarsi 
per la X F  in sè medesirno, il coefficiente E ,  sarà funzione della sola a,, e 
con ,un cangiamento di parainetri possiamo supporre (*"), seriza alterare la 
generalità 

~ i = < z = . . . = ~ , , = l .  

Il movimento infinitesilno porta il punto (tr, , u, :. .., u,,) in 

e la distanza 8 s dei due punti è data da 

che dovrà essere costante, trattandosi di una traslazione, e si ha intanto 
necessariamente Hi = cost. 

L 

Valgono quicidi le formole (§ 83) 

e d'altra parte, üvendosi X Hi = O perchè la traslazione trasforma il sistema 
H in sè stesso, avretno anche 

d H ;  (1) 
-=- 
d I l ,  

x kji 13). ,. 
1 

e per ci6 

(*) Ch. pel caso n= 3 DARBOUX, 1. c., num. 937 e segg. . 
(**) Supponiamo che la traslazione X F  scambi le ipersuperficie w;= cost. fra loro senza 

lasciarle singolarmente fisse. 
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Ora i coseni di direzione ci, f i , .  . . della traslazione dehbono essere CO- 
Stanti e dalle formole (85") sopra calcolate risulta quindi 

Se rnoltiplichiarno ordinatamente queste formole pei. X,, Y,, . . . ed ese- 
guiamo la somma S, essendo 

troviamo subito F, = P h i ,  sicchè sialno appunto ricondotti ai sistemi H tra- 
slatorii; c.. d. d. 

Andiaino ora ad applicare ai sistemj H traslatorii i risultati del 5 15 
per le trasforinazioni Tm dei generali sistemi E. Ogni sistema E ammette, 
secondo il 5 15, ao" trasformazioni Tm (d'assegnato parametro m) in altri 
sistemi E'; ma noi ora, supponendo che il' sistema iniziale E sia un si- 
stema H (traslatorio), domandiamo se fra questi sistemi derivati E' ve ne 
sono di quelli che siano ancora sistemi H (traslatorii), soddisfacendo le Hfi 
alla condizione 

Le funzioni trasformatrici y, soddisfano alle (VI) § 15 

e pei coefticienti f.1'1 valgono le (60) ibid. 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXVII. 
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Si ha quindi 

La condizione (86) dà quindi : 

e se dimostriaino che, con questo valore di cp, sono soddisfatte le equazioni 
di trasforniazione 

ne risulterà che, per raggiungere 10 scopo proposto, basta aggregare alle y(, 
corne (n + 1)"" funzione trasformatrice, la cp calcolata dalla (88). 

Ora abbiamo 

e per le (87), (82) 

e per ci6 la cp calcolata dalla (88) soddisfa in effetto la (89). 
Aggiutigiaino ancora che, ne1 sistema H traslatorio trasformato, la dire- 

zione della traslazione è riiilasta la medesima. E infatti i coseni di direzione 
a', p'. . . della nuova traslaxione s'aranno 

e basterà provare che é nulla l'espressione 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e'il  teorema gekerale di perwwtabilità. . 249 

In effetto, riducendo, abbiaino 

espressione che si annulla per la (88). Concludiamo quindi: 
Ogni sistema H traslatorio &mmette con-' trasformazioni Tm in sistelni 

della medesinza specie e colla stessa direzione della traslazione. Si ottengono 
peste trasforwtazio?zi prendendo le prime n fiuzzioni trasformatrici yi in  guisa 
da soddisfare alle (87) a calcola~zdo poi la ( n  + 1)"" cp dalla formola (88). 

Ne1 teorema speciale di permutabilità per le trasformazioni Ta, dei si- 
stelni E ($ 16) consideriamo or; il cas0 particolare clie tanto il sistema ini- 
ziale E quanto i due contigui E', E" siano sistemi H traslatorii. 

Per questo, supposto Z Ha= cost., basterà, per quaiito si è visto sopia, 
A 

che per le (11 +- 1)"" funzioni trasformatrici cp, p', da aggregarsi rispettivamerite 
alle (y,), (y',), si assumano quelle date dalla (88) 

ed allora dimostrianio: Il quarto sistema Ëdel teorema specinle di  perlîtutabi- 
fità è numamente un sistema 61 trasZatorio. 
- Essendo z l e g a t o  ad E" d a  una trasfor&azione T;, colle fiinziooi tras- 

formatrici (y, p) calcolate al § 16, basterà provare d ie  sussiate, colle (go), 
i'analoga 

con n dato dalla (67) 5 16 
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e d'altronde per le ( G t )  16 

Ne risulta 

Tenendo presenti le (go), e le forniole 

o in  fine 
xH;y,.=nzl,, 
1 

forinola che coincide precisametite colla (YI). 
Cosi abbiamo dimostrato in effetto che il teorema speciale di permuta- 

bilità del § 16, relativo alle trasformazioni T,,, pei sistemi E in generale, vale 
in particolare se si considera soltanto il gruppo di quelli che sono al tempo . 

stesso sistemi H (trmlatorii). Valgono 'quindi anche le consegueuze, accen-. 
nate alla fine del $j 16, per l'applicazione ripetuta del processo d i *  trasfor- 
mazioiie, che si coinpie, dopo il primo passo, con soli calcoli in terinini 
finiti. 

Aggiungiamo in fine clie, ne1 caso n = 3, le superficie che generano per 
traslazione una fainiglia di LAMÈ vennero caratterizzate da  PETOT per la 
propietà Seguente : La congiungente i due centri di curvatzcra geodetica delle 
linee d i  curvatura è ortogonale ad m a  diresione fissa (diresione della trasla- 
zione). (Cfr. DARBOUX, 1 .  'C., n. 53 e PETOT, Comptes Rendus, K 118, pag. 1411). 
Manifestanierite abbiaino cos1 per queste superficie dei metodi di trasformü- 
zione (di RLBAUCOUH) pei quali vale un teorema speciale di pertnutabilità. 
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e il teoretna generale d i  pennutabilita. 95 1 

Abbiamo già indicato (§ 18 b)) che le forinole per le trasformazioni di 
RIBAUCOUH delle superficie, inclus0 il teorema di pennutabilità, possono 
dedursi come cas0 particolare da quelle pei sistemi tripli ortogonali. Qui da 
ultimo vogliamo scrivere effettivamente queste forniole, rimandando per 
maggiori sviluppi ad altra Memoria (*). 

a) ~ef in i amo  una superficie S, riferita alle sue linee di curvatiirâ (u, u), 
niediante la sua prima e terza forma quadratica fondamentale - 

che dànno rispettivarnlente il d s v e l l a  superficie e quel10 d s" della sua im- 
magine sferica. La superficie S individua un sistema triplo ortogonale 
(ul , u2 ,  a,) di cui le u, = cost. sono le superficie parallele alla S, corrispon- 
dendo questa p. e. al valore u, = O, mentre le u, = cost., zc, = cost. sono le 
sviluppabili luogo delle normali lungo le linee di curvatura, i cui parametri 
u, u si identificheranno con u, = zc, u, = u. Ora, nelle formole generali re- 
lative ai sistemi tripli ortogonali, pongasi dappertutto u, = O  mantenendo 
di queste forinole solo quelle in cui non figurano derivazioni rapport0 ad u,. 
Le 6 rotazioni del sistema triplo assumono allora, per u3 = O ,  i valori se- 
guenti 

(*) Ricerche sûclle conyntenze di sfere s su1 rotolamento di superficie applicnbili (Mernorie 
. della R. Accademia dpi  Lincei (1918)). 
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e le formole fondamentali (1), (II) $j 1 si riducono alle seguenti 

b )  Una trasformazioiie di RIBAUGOUR della superficie S in un'altra 8' 
sarà individuata da quattro funzioni trasformatrici y,, y*, y%; y, delle quali 
la terza y,, funzionando qui in modo diverso dalle prinie due, si indieherà 
con altra lettera ru. Le equazioni differenziali caratteristiche per le quattro 
funzioni trasformatrici 

Y i ,  y29 "a, 'P 

si ricavano dalle generali (III) $ 6, coll'avvertenza fatta in a) e si scrivono 

Per gii eleinenti (x', X', , X', , X',) della superficie trasformata S si ha 
dalle (31) $j 6 

X I = % -  - ( (y1 XI + y. X.2 + X . 3 )  A (94) 

dove 
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c) Se dalle superficie S si deducono due diverse trasformate di RI. 
BAUÇOUR S', S n  colle rispettive trasformazioni 

(717 yz, l u 7  ?), (Y', 9 y',, tu', P'), 

che definiseono le funzioni trasformatrici 

(y1 , yz , ", <f) 

ne1 passaggio dalla S' alla superficie generica s del fascio coniugato a l  fa- 
scia (S', Sn). Il moltiplicatore n nelle (96) si calcola dalla formola (53) § 10 

A = o -+ r (c costante), (97) 

essendo r definito con una quadratura dalle formole 

Applichiamo da ultimo questi risultati alla ricerca delle formole del teo- 
rema speciale , d i  permutabilità per le trasformazioni D, di DARBOUX delle 
superficie isoterme, quali furono stahilite direttamente nelle mie: Ricerche 
sulle superficie isoterme (*). 

Supponendo la superficie S isoterrna, introduciaino anche parametri iso- 
metrici zc, v, poneiido 

H, = H ,  ==ee 

(*) Annali di Matematka, T. XI, Serie Xa (1905). 
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e scriviamo le formole per la Dm sotto la forma (*): 

dove alle quattro funzioni trasformatrici y , ,  y,, .ri9, cp se ne è aggiunta una 
quinta G, legata a queste, ed al paranzetro nz della trasformazione Dm, dalla 
relazione in termini fiiiiti 

, 
Suppongasi ora di considerare, insieiiie a questa trasformata isoterma 8' 

della S per la D m ,  una seconda S" ottenuta con una Dm#,  supposto wt' =l= m, 
e siano (y', , y', , w', cp', 4) le relative funzioni trasformatrici. Cerchia~no se 
ne1 fascio del teorema generale di permutabilità, individuato dalle ( g o ) ,  esiste 
una quarta superficie S che sia pure isoterrna e legata alla S' da una Dm, 
(alla S" da una D,). Percio alle (96) aggiungiamo I'altra relativa alla quinta 
funzione trasforma trice 

- 
G = R G + 6 ' .  

Dovreino avere, insieme alla (IOO), le altre due 

y': + y': + n~" = 9 m' q,' ci' 

- +- y: + 5' = 2 1 1 ~ '  7, 

da1 cui paragone risulta 

I I nz (m-m')  .pn + , y, + y ,  y', fi w r - $ n ' ( y  d f ~j . n =  O, 
I 

(*) Cfr. i l  § 5t delle sopracitate Ricerche sulle cofiprzcenae di sfere,  ecc. (Memorie dei 
Lincei, 1918). 
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i tidi 
y, ytl + Ys y'! + lu .îvl - 11L) f rfi o' + y' a) n= 

(nt,' - nz) q~ o 
A causa di 

questa formola pub anche scriversi 

e, tenendo conto delle equazioni differenziali (99) e delle analoghe per y', , 
yla,  ru*, y', G', sarebbe ora facile constatare che il valore cosi ottenuto per n 
soddisfa a tutt,e le condizioni richieste, e ne risulta quindi individuata la 
quarta superficie del teorema speciale di permutabilità. Qui ci liinitiamo 
per brevità ad osservare che la formola trovata (101) combina, salvo le no- 
tazioni diverse, con quella stabilita nella çitata Metrioria degli Annali (T. XI). 

Termineremo col dedurre dalla formola generale (60) 5 18 la dimostra- 
zione di una elegante proprietà segnalata da A. DEMOULIN (*) per la costru- 
zione della quarta superficie S. 

Indicando con M, M', M n ,  a Una qualunque quaderna di punti corri- 
spondenti sulle quattro superficie S, S', S", S, sappiamo che essi sono si- 
tuati sopra un circolo e formano un birapporto 

Ora, ne1 caso nostro, si ha 

A = 2 un p o, A' = 2 m' gr' a' 

B = y, y', + y, y', + .îv lu', 
e pet* la (101) 

A n = -  B - nt' (y d + y' o) 1 
nz - m  I 

(*) Sur les systèmes et les congrlcences K, Comptes Rendus de l'Académie des Sciences 
(janvier 1910). 

Annali di Matematica. Serie III, Tom0 XXVII. . 33 
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Sostituendo nella (108) troviüino 

e possialno formulare la costruzioue seguente: 
Se da una superficie isotemia S si sono dedotte due nu9.t.e suprficie iso- 

terme S', S" colle rispettiue trasformazioizi di  Darboux D m ,  D;, a costanti 
m, m' diverse, presa una  terna qualunque dl, Al ' ,  Il" di punti corrispondenti 
delle tre superficie S ,  S', Sn, si consideri su1 circolo C dei tre punti M,  Il', JI" 
il qzcarto punto 2, tale che il birapporto (ni! @ M' M W )  r@ulti costante ed 

112' 
eguale u -. 11 punto descrive la quarta superficie isoterma S del teo- 

m 
O 

rema di pertnzctabilità. 
Si noti l'analogia di questo risultato coll'altro che si presenta ne1 teo- 

rema di permutnbilità per le trasformazioni B, delle deformate delle yua- 
driche generali (*). È inanifesto che l'analogia osservata non è casuale e la 
sua ragione geoinetrica è da ricercarsi ne1 legüme, stabilito dalle ricerche 
del DAKBOUX, fra le superficie isoterme (speciali) e le deformate delle q u a .  
driche. 

(*) Lezwni, Vol. 111, 5 65. 
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Sulla classificazione aritmetica di Nother 
dei sistemi lineari di curve algebriche piane. 

(Di DAVIDE NENCINI, a Pccler~~oo.) 

I n  una importante Nola pubblieata nei Nulltenintiscbe Aznoles (1879) 
M. XOTHER lia enunciato la proposizione : U m  trnsfo.r.maziom birazio~mle si 
pud scindere in una successio~~e di trasfommzio~?i yuadratiche. 

Del procedimento in essa seguito si serri il Prof. Ecamro BEHTNI in 
una Memoria sulle trasforinazioni uiiiroche iiirolutorie clel piano, nella quale 
dà i fasci e talune reti di genere 1 di ordine ininimo e certi sisteini tripli 
di genere 8, di ordine minimo. 111 detto procediiiiento del KOTHEH, il Profes- 
sore G. B. G U ~ C I A  lia ravsisato l'applicazione, al caso delle yeti oinaloidiche, 
di un nîetodo di riduzione dei sisteini lineari di curve piane ali'ordine ;ni- 
niino ecl ha applicato yuesto inetodo priina a tutti i sisteini lineari di ge- 
nere 0, poi ai sisteuii lineari di genere 2.  11 Prof, MARTIXETTI applic6 poi 
questo inetodo ai  sisteini di genere 1 e a yuelli sovrahboiîdanti d i  gene.re 4. 

II Prof. JUNG l'applico ai sisteini geaerali di ordiiie p ed il Prof. DE 
FRANCHIS successivamente ai fasci di geiiere 52 ed ai sisteiiii lineari di ge- 
nere 3 coi1 dinlension~ B.1. Il iiietorlo suddetto si divide i n  due parti. Kella 
prima parte, si cercano i sistemi lineari cl'ordine inii-iiino clie'non hanno una 
terna di punti base la somma delle cui inultiplicità supera l'orcline; nella 
seconda parte, si cercano tutti gli altri sisteiiii d'ordine iiiiniino. A yuesta 
seconda parte del procediinento, clle è la più clifficile, lia inosso una grave 
obbiezione il Prof.' CORRADO SEGKE in una Nota pubblicatri. negli Atti della 
R. Accade~nia delle Scienze d i  Torino (1901), alla fine della yuale coiichiudeva 
che noil era sufficientemente prorato clie una trasforii-iazioue di CRE~JOKA 
si pu6 ottenere con una successione di trasfori;~azioiii quadraticlle e non 
erano sufficientemente provati gli altri risultati, a cui erano giutlti gli illustri 
Geoinetri soprn citati. La fondanientale proposizione ora inenzionata fu di- 
mostrata in in%do rigoroso da1 Prof. GUIDO CASTELNUOTO in un lavoro pub- 
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hlicato nei detti Atti di Toriîzo. ln  yuesto, Egli diinostra, priiiia, che: O y ~ i i  
tmsforrnnzione d i  Creqnoaa è i l  yrodotto d i  pi% t r c s s f w ~ n a x i o ~ i  d i  De Jow 
qlcières; fa vedere, poi, clie: Ogni trasfonaazione di De J o q z t i è r e s  è il pro- 
dotto d i  t ras for~~#axioni  quadrnticlze. 

Seguendo il CASTELNUOVO, il Sig. GIOVANNI FERHETTI ha trattato della . 

riduzione dei sistemi lineari all'ordine n~inimo e si è occupato awclie, in 
particolare, dei sisteini di genere O, 1, 8. Considerazioni sullo stesso pro- 
blema, che, coiile yueste, non cadono sotto l'obbiezione del SEGHE, avevano 
antececlenteniente fatto il SEGHE stesso, il DEL PEZZO ed il CASTELNUOVO. 1 
inetodi di 1-icerca di tutti yuesti Autori hanno peso bisogno d'ipotesi più o 
ineno restri t t i~e O su1 genera, o sulla diiiiensione, O sulla natura dei sktemi 
lineari. 

Scopo del presente lavoro è di iiidicare un procedimento, mediante il 
yuale, si possono classificare aritirieticaii~ente tutti i sisteini di  curve piane 
di qualunque cliniensione e di yualsiasi genere, clle hanno una terna di 
punti base la soiilrila delle cui iriultipliciti supera l'ordine. Il metodo è qui 
applicato ai casi particolari di p = O, p = 1, p = 8. 

Ne1 caso di p = O, pervengo subito alla dinîostrazione della proposizione 
eiiunciata da1 CASTELNUOVO circa la scissione di una trasformazione di CHE- 
MONA in trasformazioni di DE JONQUIÈRES, e quindi alla dimostrazione clie 
ogni trasformazione cli CREMONA è il prodotto di trasformazioni quadratiche. 

La classificazione aritiiletica dei sisteini lineari di genere qualunque, che 
non lîanno una terna di punti hase la soiiiiiia delle cui multiplicità supera 
l'ordine, si fa generalizzando i procedimenti seguiti nelle prime parti dei loro 
lavori dai Prof.' NOTHER, GUCCIA, MAKT~ETTI ,  DE FRANCHIS. 

Fare l'esposizione di queste geiieralizzazioni e l'applicazione del rnetodo 
qui esposto ai casi di p = 3, 4, ecc., ini è stato finora impossibile per varie 
ragioni clie hanno grandemente ritardato la redazione del presente lavoro. 

Db qui I'elenco dei lavori da citare, iiell'ordine stesso in cui r i  lio alluso: 

NOTHER. - Zur Theorie der  eiîzdeutigen Ebenezzt~a~zsfor~~tationgn, Math. 
Ann. 5, 1872. 

BERTINI. - ~ i c e r c h e  sulle trclsformazioni ulzivoche in.colutoris  tel piano, 
Aniiali di Mat. (9),  8, 1577. 

Gucc~a. - Generalizznzio~ze di un teorenrn di ilTot7&er, Rend. Circ. Mat. Pa- 
lermo, t. 1, 1886. - S d a  riduzione dei sistemi d i  curue 
ellittic7te, ecc., Ibid. 1887. 
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MAHTINETTI .  - Sopra  i sistemi lineari d i  c w v e  pinne algebriche d i  gelzere 
uno,  Rencl. 1st. Loinb. (g), 20, 1887. - Sopra  alcwai sisteazi 
lineccri d i  czcrve p i a m  nlgebriche d i  getzerp due,  Rend ,  Circ. 
Mat. Palermo, t. 1, 1887. 

GIUSEPPE JUNG.  - Ricerche su i  sisteaôi liu~eccri d i  czwue d i  getiere qzccclzcnqzce, 
Anilali di  Mat. pura ed appl., Serie I I ,  To ino  X V ,  1888. - 
Ricerchs s u i  sistemi d i  czcrve piane algebriche d i  genere p 
e sulla loro ridwxione all'ordine e)ritzi.ino (Meinoria I I ) ,  I l~id.,  
Serie I I ,  To ino  XVI ,  1889. 

M. DE FRANCHIS. - Riduzione dei fccsci d i  curve pinite d i  geuere 2, Rend. 
Circ. Mat. Palermo 13, 18981899. - Riduzione dei sistemi 
lineari mk d i  ctcrve pinne d i  ge~zes-6 3 per k )  1, Rend.  Pa- 
lermo 13, 1898-1899. 

CORHADO SEGRE. - Un'osservazio?ze relativa alla ridzccibilità. delle trnsfonna- 
~ i o r t i  Cre~uonia~te  e dei sistençi lineccri d i  czcrce pians pet- 
wezzo d i  trasfomtazioui  qmdrat iche  ( h t t i  della R. Acca- 
deinia delle Scienze di Tor ino ,  Vol. X X X V I .  Adunaiiza del 
24 Alarzo 1901). 

Guroo CASTELNUOVO. - Le  trasforlnaziorhi gelteratrici del grzcppo arlnoîtico 
ne1 pia~ao (Atti della R. Accademia delle Scienze d i  Tor ino ,  
Vol .  X X X V I .  Adunanza del 18 Maggio iW1). 

GIOVANNI FERRETTI. - Sulla t-iduzioue al170rdine minimo dei sistelni l ineari 
d i  curve piane irriducibili d i  geuere p ;  ita particolare per i 
valori O ,  1, 2 del genere (Reridiconti Ciic.  Mat. di Palermo, 
t. 1 6 . O ,  1908). 

C. SEGKE. - Sui -sistesni lineari d i  c u w e  piane wlgebriche d i  yeinere p (Rend .  
Circ. Mat. Palermo, t. 1, 1887). 

DEL PEZZO. - Sulle superficie d e l l ' n 9 r d i n e  imwerse nello S., , Ibid. 

CASTELNUQVO. - Sulle superficie algebriche le cwi sesioni piane sono iperel- 
littiche (Rend .  Circ. Mat., t. bO). - Sulle superficie algebriche 
le cui  sezioni sono cacrve d i  genere 3 (Atti della R. Accadeinia 
delle Scienze d i  Tor ino ,  t. X X V ,  18%). 
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1. Se P è un punto di una cu r r a  C,, ne1 piano x e si trasforma n in 
z' mediante una trasforinazione quadratica che ha in P un punto fonda- 
mentale, si dice clie P, , P, , . . . , P,, sono punti prbni satelliti d i  P O ne1 
primo i~ztoruo di P se essi so~io  i corrispondenti di P nella curva C',,. 

Un punto priiiio satellite d i  un primo satellite di P si dice z t n  seco~zdo 
satellite O in  z t ~ z  secondo iutoruo di P; e cosi di seguito. Distiiiguerenio 
dunclue pnrecclzi intorni cli seconclo oriline, parecchi di terzo, ecc. 

Se a e z' sono due piani posti in corrispondenza inediante una trasfor- 
mazione birazionale, si dice d ie  una curva C,, di x passa per un punto di 
x' cpando C': passa per cpesto punto. 

Se A ,  A,,  A, sono puiiti szmessivi (cioè se A , ,  A,,  ... giacciono in in- 
torni successivi clel p u i ~ t o  A di una curva ilel piano n) si dice clie essi 
staniio su  un ciclo di ordine a e classe s c~uando la più gerierale curva 
di n passante ne1 senso detto per A, A,, A, ,  ..., ha un ciclo di ordine a e 
cl+sse s, con origine in' A. 

Se [C.] è un sistenia lineare di curve di un piano 7i si pub, passando 
con siiccessive trasforlnazioni cjuadraticlie T, T', T ", . . . da1 piano sc ai piani 

' x', x", XI", . , . , arrirare ad un piano x"in cui il sistema [c~u]  che corrisponde 
al sistenia [C,,] lia tutti i puati base ordirzart e con tnngetiti,diuerse per le 
diverse czcrue. Qiieste trasforniazioni cjuadraticlie sono 4ali clle, se, per es., Tcv) 
è quella inediante la (pale  si passa da 7i@') a . i ~ ( ~ + ~ ) ,  T@)  lia un punto fonda- 

mentale in un punto hase di [CS] non oorc1ii;ario e con tangenti che sono 

comuni a tutte le curve del sisteina. 
In quello clle segue noi supporreiiio clie per ogni sistema lineare di 

cutve piane [C.,] si sia passati al '  sistema [~: ,n ]  mediante un coinplesso di 
piani x, n', z", x"',.. . e trasforiliazioni quadratiche T, T', T",. .. 

2. Dopo ci6, sia [C,] un sisteina lineare di curve piane di ordine mi- 
nimo e irriducibile. Sia lz il suo ordine e p il suo genere, D il suo grado. 
Dispoiiiaiiio i suoi puiiti base (distinti o infinitamente viciiii) secondo l'or- 
dine clecresceiite della loro inultiplicità e cliiamiaiiioli, posti in yuest'ordine, 
R, R, , R2 ,. . . , Rv:  chiamiariio r, r ,  , r ,  ,. . . , r ,  le inultiplicità. Allora possiaino 
scrivere simholicainente : 

[C,,] R" Ri R e .  . . R? ; 
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Supponiamo holtre che trn questi purdi bnse ce ne siano ztna terna la 
sonmm delle clci m~ltiplicitic sttperi n. 

Al1oi.a è certainente r + r ,  + r,  > I L  e quiildi r + 4 r, > t t .  

Esistono clunque tra i puiili R I ,  R, , . . . , R, punti la cui iiiulliplicità. è 
tale clie il suo doppio aggiunto ad r dia un iiuinero clie supera 1 1 .  h'oi 
chiaiiieienio p n t i  bnse uzaggiovi questi punti, mimvi tutti gli altri. 

Si fa rede1.e facilniente clie : 
1. I ynuti bnse mnygio7-i sono tutti giaceiiti nei vari intorui d i  R. 

lnfatti i punti R, R, ,  R, sono infinitainente vicini tra loro percllè, se 
cosi non fosse, si potrehhe per essi far passare uiia rete di coiiiclie, e la 
trasforinazion~ quadratica clle t rasfoma quesla rete di coniclie del piaiio 
di [C,,] nelle iette di un altro piano, trasfornierehbe [C,,] in un sistenia di 
ordiiie minore. Degli altri punti base maggiori, nessuno pub essere fuori dei 
vari iiitortii di R perchè se cosi non fosse esisterebbe un punto base mag- 
gioie a distanza fiiiita clai punti R, R I ,  e, con punti fondainentali il] quel10 
e in questi, si potrehhe allora costruire una trasforinazione quaclratica d ie  
abbassa l'ordine di [C,,]. 

Cliiainiamo A.il punto R. Un altro fütto interessaiite è afferrnato dalla 
proposizione seguente : 

II. I n  un iutorno di  A d'ordine szcperiore al primo nou vi pzcb essere 
pi& di ~ d n  punto base mnggiore. 

Chianliaino A,,  BI , .  . . , D, i piiiiti base maggiori del primo ilitorno 
di A, ed j la inultiplicitk cli A. Prendiaino pek es. a considerare il paiito A, 
e suppooiamo che ne1 prinio intorno di A, ci siano due piiiiti 11ase inag- 
gioii A,,  , A,, . Se si  inclicano allora con i l ,  il,, i l ,  le uiultiplicità di A, , 
A,, , A , , ,  per essere A, ,  , A,, punti l~ase  niaggiori, si hanna le disug-uaglianze: 

e, per essere A,, , A,,  ne1 primo iiitorno di A, ,  si ha :  

Da p e s t e  tre relazioni segue che è : 
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Ma allora la retta A A, fa parte della curva C, .  
Ci6 è assiii.do perchè il sisteina [C,,] si è detto essere per ipotesi irri- 

d ucibile. 
Con ci6 rimaile diiiiostrato che ne1 primo intorho di A, non pub esi- 

stere più di uu punto base iiiaggiore. Supponiaino clie uno esista e chia- 
miamolo A , .  Si dilnostra i t ~  maniera analoga a quella tenuta sopra clie ne1 
primo intorno di  A, non pu6 esistere più di un punto base maggiore. Sup- 
poniaino che in detto intorno uno di tali punti esista e clliainiaino10 A,.  
In  maniera analoga si diinostra che ne1 primo iiitorno di A, non pub esi- 
stere più di un puuto base ~i~aggiore,  ecc., ecc. 

La proposizione Ii  resta cosi dimostrata relativaniente agli intorni di A 
che sono intorni di A , .  Cose analoghe si possono dire prendeiido in con- 
siderazione B, ,. . . , D, e la proposizione II resta cos1 del tutto diinoutrata. 

Noi chiaineremo i, , s,  ,. ._ , t ,  le inultiplicità dei punti, hase rnaggiori 
del 1 . O  intorno di A, A , ,  B,  ,. . . , B,  e supporremo (coine evidentemente 
possiamo fare) che si abbia: 

i , ? s , s . . . & t , .  

Chiainiamo : A,, A , ,  . . . , A, i punti base rnaggiori che si trovano ri- 
spettivamente ne1 primo, ne1 secondo,. . . , ne1 (a  - l )edmo intorno di A, ed 
i , ,  i , , .  .. , i, le loro multiplicità; B,,  B ,,.. . , B, i punti base iriaggioi-i clle 
si trovano nei successivi intorni di B, ed s,, s ,  , . . . , s, le loro iiiultipli- 
cità; ,  .. finalmente D a ,  D,,.  . . , D, i Punti base iiiaggiori che si trovaiio nei 
successivi iiltorni di Dl e t,, t , ,  . . . , tg le loro multiplicità. Si Iianno allora 
le relazioni : 

4, i i , k e . . & i ,  

Diinostriaino ora clie : 
I I I .  I pzcnti base magy Lori szcccessivi di utia serie colne : 

A; A , ,  Az , , . . , A, ( h  5 a),  co9npresn nella serie A, A, , A , ,  . . . , A,, 
A, B, , B Q , .  . . , Bb ( k  5 b) ,  c0,11~presa nella serie A, B i ,  R a , .  . . , B,, . . . , 
A, Dl , D,, . . . , D, ( 1  G g ) ,  compresa nella serie A, Dl , D, , . . . , D,, s t a n ~ o  

su a m  ciclo di prirncc classe che ha origine in, A (cfr. ~ t .  1). 
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L)iiiîostriamo la cosa per i punti della seiie A, A , ,  A,, . . . , A,, . 
Itnpiegando un ragionan~ento ai~alogo ad uiio fatto sopra si fa reclere 

che i punti consecuti~i della serie A,,, , A,,,+, , A,,, con 918 2 1 stnnno su un 
ciclo di primo orcline con,origine in A,,, . Tnfatti se A,,, A,,+, , A,n+, stessero 
su un ciclo di ordine inaggiore di 1 si avrebbe eridenteiiiente: 

. . 
6" 2 i,,, + i,,+2 

e yuindi, per essere 
il 2 i,,, : 

Da yueste relazioni e dalle due 

j + 2 i,,,,, > 92 

si otterrebhe allora : 
j+i,>n 

e la retta A A, apparterrebbe a C,. Cib sarebbe assurdo. La classe del ciclo 
su cui stanno A,,, A,"+, , A,,,+, È! L 8. 

Da quanto abbianîo detto SC-lurisce clie A, ,  A,, . . . , A ,  stanrio su un 
ciclo di.pri~no ordine (e classe 5 7 2  - 1) con origine in A , .  

Osserriamo ancora che la retta A A,  non pu6 passare per A , ,  perclik, . 

se COSI avvenisse, essendo: 
j + i ,  + il > n 

essa apparterrebbe a C, . 
Ed allora i punti A, A , ,  A?,  . . . , Ah sono SU un ciclo che ha origine in 

A d i  classe 1 (e ordine r h). 
Dalla proposizione JI1 ora diiiîostrata derivano due proposiziorii che si 

possono riguardare coine principî foiidmentali di yuanto diremo appiesso. 
Corne corollario iininediato di  essa si ha: 

IV. Se A, A, , A,, . . . , A,,,.-, , . . . , A,, c o ~  In 5 2 (d- 1 )  sono 9)a pwtti 
gzcccessivi (nlagyiori) di puelli giic detti, ed essi stan~zo s u  un ciclo d i  l.", 2.", 
3.", . . . , (112' -- 1)' ordine, esiste una curua di De Jonquières di ordine 912' che 
ha un punto (nt' - 1)-plo in  A e passa per i pztnti A , ,  A,, . . . , A ,,,-, , . . . , A,, . 
Anri, curve come pesta Ize esistono oo"""-"'., n'el caso parficolare in czci m 
acq?&ti il suo valore ~nassiwo, ci04 sia flc = 2 (111' - i),  di dette ctcrve ne esi- 
ste zcna rete. 
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Cose analoglie valgono pure per i punti delle serie: 

A, 3, E 2  , B , ,  , . , B con nt 5 S (m'- 1 )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Per dimostrare l'altra proposizione annuiiziata. poniariio, secoiido la pos- 
sibilità : 

a = 2 ( a - 1 )  O a = B ( a - 1 ) + 1  

e considei:iaino, nell'uno O nell'riltro caso, la successioiie di piinti 

Si vede subito che tra i riuiiieri a ed 22 e le i~iultiplicità di yuesti punti 
si ha la relazione: 

Supyoiiiaiiio ora clle detti puiiti si trovino su un ciclo di ordine niinore 
di a. Allora, in hase alla proposizione IV, esiste uiia rete d i  curve. di DE 
JONQUI~RES di ordiiie a con un punto base ( a  .- 1)-plo iii A e un punto base 
semplice in ciascuuo dei punti. La trasforinazione di DE JONQUIÈRES clie 
cainbia yuesta rete ne1 piano di IC.,] iiella rete di rette cli un altro piano, 
cambia questo sisteina in uno di ordine a lz - (a - 1) j - il - i, - . - - i ~(a-1)- 
Ma questo nuiiiero, coine ahbiamo detto soprn, è miiiore di w, duncpe detta 
trasforinazione di DE JONQUII~RES calnbia [C,,] in un sistenia d'ordine più 
piccolo. Cib è contrario all'ipotesi che [C,,] sia di orcline miiiimo. Ma d o r a  

, .., i punti A, A , ,  A , ,  ..., A,-, A,, ,49 ,,-,, stanno su  un ciclo d'ori- 
gine A che è akizeilo cli orclirie a. 

Dopo cib possianio enunciare la proposizione: 
Y. Se è: 

c c = 2 ( a - l )  O = ! ? ( a - I ) + l  
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i punti delle stcccessio9z.i : 

stamzo sz8 cicli con origine i n  A che'sowo almello d i  ordiîae a, p ,. . . , y. 
L'ordine di questi cicli sarà allora un imiiiero clella fornia a + p, 

p + S,, . . , y + w essenclo (p, + ,  . . . , w nuineri iiiteri non negativi. 
Se diciaino L la soinina delle mulliplicità dei puiiti base di [Cm] che 

sono ne1 priino intorno di A, oltre A , ,  BI ,,. . , D l ,  si lia, in base alla pro- 
posizione ora enuncia ta : 

Cib posto, supponianio, per un inoineiîto, che sia p. es.: 

Nella relazione (1) agli elementi : 

izp+, , . . . , i.+? sosti t~iaino quelli miriori O uguali i . ,?,, , . . . , i,,, -,,; 
agli elementi : 

s,++, , . . . , sa.+ sostituiaino quelli miiiori O uguali sp+++, , . . . , ~ , , p - , , + ~ ;  

. . . . . . e finalinente agli eleinenti : 

. t,,,, , . . . , t,,, sostituiaino quelli ininori O uguali t7+ocl ,  . . . , tzi'l-i). 

Si ottiene allora una relazione valida a niaggior forza, dalla quale si 
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trae : 

Soiumaildo ineiiibro a iiieinbro questa e la (1) si ottiene la relazione: 

Ragionando per tutti i sistenli di forme che possono prendere i numeri 
a ,  b , .  . . , y, coine abbiamo fatto relativamente al sistema particolare di forme 
9  (a  - l ) ,  2 (P - 1) f- 1 $ .  . . , B (y - l), si viene alla conclusione : 

Se i punti base maggiori di [C,,] delle successioni 

stanno su cicli di ordine a  + y, p + 4,. . . , y + w con origine in A, essendo 
y, $, . , . , (d numeri interi non negativi, oltre alla relazione (l), si ha questa : 

2j-(i,+i,+...+i,)-(s,+s,+.--+s,)-.a-- 

- ( t ,  + t ,  + . . . $- t ,)  - L 4 i l  + iP  4- 

+ S , + S , + . ~ ~ $ -  S b + . .  . + t , + t , + . . - + i s  
dore è 

n t  1 ,  b k O , . .  . ,  g z 0 '  
e cl 

li.=B(g,+l) 0 = B ( ~ + - 1 ) - 1  secondochèa è=B(x-1 )o  = S ( a -  l ) + 1 ;  

k = O  se b = O ;  k = 2 ( + + 1 )  O = 2 ( # + 1 ) - 1  se b > O  e =2(p-1)  O 

se b > U  e = B ( p - I ) + 1 ;  
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ed L è la soinma delle inultiplicità dei punti base ininoi-i che stanno ne1 
primo intorno di A. 

Dalla relazione (8) si lia poi: 

3. Dopo cib, considerian~o tutti i punti base di [C,,]  cl^ rimangono nei 
vari intorni di A e fuori di yuesti intorni, oltre i punti base nlaggioi-i: A ;  
A , ,  A , ,  . . . , A,,; B, , B, , . . . , 13,; DI , D, , . . . , D, . Questi snraiino tutti punti 
base minori poictiè i puiiti base maggiori clie sono negli intorni di A sono 
quelli ora detti e fuori dei vari intorni di A abhiaino visto (proposizione 1) 
che non ci sono punti hase maggiori. 

Questi altri punti Li cliiainereino H, , H, , . . . , H,,, e le loro multiplicità 
h l ,  h g , .  . . , h,-. Supponiamo inoltre clie sia 

Dietro quanto abbiamo detto è:  

j + ! l h , g n  cou p = 1 ,  9, 3 ,..., m. 

Scrivianio ora le due relazioni fondainentali tra l'ordine f i ,  il grado D, 
il genere p e l e  multiplicità dei varî punti hase di [C,,]. Si ha : 

Ora si osservi che dalla relazione i, 6 il segue i'altra : 

ia = %Ge i: con O < zca r 1 ed z = 1, 2 , . . , , a. 

Dividendo la seconda per la prima, si ottiene: 

i l  con O < u a r l  ed a = l , 2 ,  ...,cc ( V ~ ~ ~ N O T H E R ) .  
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Analogamente si lia : 

sg=u?s;; s p r u g s ,  con O < c g g l  e P = 1 , 2  ,... ; b ,  
, ,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Allora possian~o scrivere : 

I L - j  Moltiplichiamo la seconda per - e quella ottenuta sottragghiainola e 
dalla prinia. Si ha: 

y=g 
t - j t  y=l .' 

n - 3 .  , Osservando che è il 2 s1 1 . - . % t ,  possiariio al posto di s, - - 2 
VI, -- f " -j ; porre i l  - - t ,  - - e scrivere: 

Ii 2 

Ma per la relazione (3) 6 : 
a=n ,8=b - Y=S 

B j - i l - S I - i  ': u ~ t s ,  ): u p + . . . + t ,  2: 27 
u=i j3=i y=l 
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dunque è : 

,- t a - j  n - j  
+D-- p p - 2 ) -  a 2 "2 

Da q u i  posto: . . -  
12-]-%,=y 

si ottiene : 

4. Pohiamo ancora l 

. . 
e supponiamo Che sia: 

nr > o. 

Allora, peilsando che, per essere i4, , A , ,  ... . , A,; Bi , B,,  . . . , B,;. . . 
. . .; D l ,  D, , . . . , D, puiiti base maggiori, i nulneri '4, i ,  , . . . , i,; 8, ,- S2 , . . ,, 

. . ,  

s,;. . . ; t ,  , t ,  , . . . , f ,  sono tutti maggioridi s', si ha :  B 
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Sostituendo in (5)  a l  posto di S e di B j -  à,, i secondi inembri' delle 
1.3 - 

2 
j > 0 ,  si h a : .  ultime disuguaglianze, e, {peiisando che è g 2 O, i ,  - - 

n - j  L ( i - -  " y i )  . 

Essendo L 2 O, è L y 2 O, L i - n2 2 O; quindi si ha pure : ( 9 ' )  

n - j  n - j 
?>- B ( a i b + . . . + s + r l l ) y + T  [ ~ - ( 2 ~ - 2 ) - ~ ] $ -  

& - y  + n ~ ~ .  
2  2 

5. Supponiamo che sia: 

n - j  Allora è D (T - 1) 3 O e dalla (6) si ottiene : 

~ ( ( ~ + b + . . . + g - l ) + ~ ] g + ~ f i , < 4 . ( p  - 1). 

Ma è evidentemente : 

durique : 

Pensando che è poi: 
1 r 112 

si h i  allora: 
3 y + i , d ( p - i ) .  

n - j  Si osservi che da à, > n2 tenendo preserite che è - > 1, si ot- 
'2 2 
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e, tenendo presente che é n - j = i ,  + y, è : 

Dalla n !  > 1 isolatamente si ha n - j h 3 e quindi : 
UL 

ed anche: 

Riunendo questa con la relazione di sopra che lia questo secondo 
tnembro per pritiio, si' ottiene la relazione : 

Nediante yuesta relazioae, per ogni p s i  possona trovare tutti i possibili 
valori di y ed  2,. 

Dalla (5 ) ,  pensando ,che si ha : 

n - j  
i, -- 2 > Q  

e quindi: 

Da qui si ricava : 

Supponianlo clle sia 
y =/= o. 

Dalla (8), -fissato un sistema di valori possibili per i l ,  Y, si ottengono 
un nuniero finito di valori possibili per j e D. 
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Ricordando che è t z  = j + i ,  + y, in corrispondenza ad uno dei sistenii 
di valori possibili j, i l ,  y, si ottiene un 'ralore possibile di rz. 

Osservianio clle, essendo 
-- 

i , ~ s , ~ ~ ~ . ~ t , ;  i , s i , s - . . . ' i , ;  

. - - . . . . .  . . . 

il  è, dopo j, la inaggiore inultiplicità dei punti base di [C,,]. 
Chiaiiiiamo q, il nuinero dei -punti base (inaggiori) la cui inultiplicità è 

uguale ad i l ,  q,  il numero dei punti hase la cui inultiplicità è uguale ad 
il  - 1  , . . . , q,,-, il nuinero dei puiiti hase la cui ~iiultiplic~itit è uguale ad 1. 

Aljora. è :, 

Moltiplichiaino la seconda -di yueste relazioni pe r i ,  e sottragghianio da 
yuella ot&enuta la prima; poieliè è ' il 2, è il - 1 i e yuindi potremo 

* .  
scrivere : 

Fer niezzo di questa relazione il1 corrispondenza ad uno speciale si- 
steina di ralori n, j ,  il si ottengono un numero finito di valori possibili per: 

Di questi sisteini noi dobbiaino ritenere quelli in cui valore di D é uiio. 
di quelli dati da (8) in eorrispondenza dei var i  valori i l ,  y. 

In corrispondenza poi ad u n  sisteina di valori particolari: 

da una delle (9) si ottengono un n u i r o  .finit0 di ralori per q o .  
11. - 7 

In conclusione : se è - > 1, A l  > 0, y  > 0 mediante le (7), (8), (9), 2 
.(IO) si ottengono un nuinero finito di valori di 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Supponiaiiio ora die  sia 
y = 0. 

In questo caso è n = j i i ,  e si lia: 

Da queste due si pu6 facilinente eliiiiinare j. Peiisantlo d ie -  è i l  t 2 
potreiiio scrivere : 

Ba questa e dalla (8) in corrispodenza ad uii sistenia di ra1oi.i i , ,  y 
dato dalla (7) s i  ottengono un 'nuiiiero fiiiito di yalori per 

In corrispondenza ad un sistema di questi valori restano nelle ( 1 3 )  in- 
cogniti q, ed j, ma non si pub calcoliire uno di questi eliiiiinando 1'alti.o 
percliè si eliiiiinano itlsieilîe. Pei. calcolare j ci appoggereino ad uri fatto 
che farenio vedere più avanti e çioè clle: neli'ipotesi di y = 0, è :  

j t q o i l .  (13) 

Tenendo conto di questa si lia dalla seconda delle (1  1) : 

q ,  (il - i ) + . . . + q i , - ,  h j + 3 i ,  - D + V p -  1 )  (14) 

ed allora in corrispondenza ad un sistema di valori y , ,  q ? ,  .. . , qil- ,  , D si 
hanno un numero finito di valori possibili di j. 

III corrispondenza ftd un sisteina : 

si ottengono un nuinero tinito di valori possibili di y, clalle ( I l )  e da  (13). 
12 - j In conclusione: se è > 1, M>&; y = O si pub determinare arit- - 

ineticamente [O,] inetliante (7), (8), (LI), (12), (13), (14). 

6. La relazione (13) per y = O  si ricava subito dalla proposizioiie che 
ora diniostrerenio. 

Annnli di Matematica, Serie III, Tomo XXVII. 36 
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876 1Ve u c i  n i: S u l l a  classificazione ar i tmet ica di Nother 
-- 

VI. S e  l 'ordine del ciclo d i  origine A  su c u i  s t a n n o  i pun t i  

4 A l ,  A s , .  . - 9  A<' 

è minore  d i  a,  esso è ~ n a g g i o r e  del nwwtero d i  quest i  pu& c71e h a n n o  la mul- 
t ip l ic i th  u g a a l ~  a quel la  d i  A,.  

S e  l'ordi,%e d i  delto o ido  è zcguale a d  a, i l  nz6mero dei  p u s d i  d i  ~ n u l t i p l i -  
c i ta  u g u a l e  a quello d i  A, é maî~ifestanzetzte wainore O ugua le  dell 'ordine del 
ciclo. 

Rizuzendo questa  e la p r i m a  affer.inazione si pu6 d i re  c7ze i l  ~ ~ u m e r o  de i  
p u ~ z t i  Al , A, , . . . , A,, che hanîzo ~ ~ m ~ l t i p l i c i t b  u g u a l e  a qzcella del p r i m o  d i  
e s s i  n o n  s u p e r a  l 'ordine  de2 ciclo d i  or igine  A su. c u i  s t a n n o  A, A, , . . . , A,.  

Cose a ~ z a l o y h e  valgono relativanzente alle successioni d i  p u n t i :  

Chiamiaino v l'ordine del ciclo di origine A su cui stanno A, A , ,  
A,,  . . . , A,; w il tiutiiero iiiassiiiio tale clie sia i, = à, e supponianio che 
sia v ( a .  

Dico clie iioil pub essere v 5 o. 

Iiifatti aiilinettianio per un moiiieiito che ci6 avvetlga. 
Dall'essere i ,  = i l ,  segue clle è : 

Iii hase alla proposizione IV possiamo dire che esiste una c&va di 
ordine v + 1 clie ha un punto (v)~ '"  in A e passa per i punti A , ,  A , ,  . . . , A, 
ed A,,, , Anzi d i  queste curre ne esistono Consideriaiiio una rete di 
Queste curve: la trasforinazioiie di DE JONQUIÈRES clle caml~iü questa rete 
del.  piano di [G,]  nelle rette di uu altro piano, caiiibia [C,,] in un sistema di 
ordine : . . G=(vf  I ) ~ t - v j - z , - i , L . . . -  2 ,  ' - *;ti . 

llIa è: a = j ;  i ,=j+' i ,=. . .=i+;i , ,  dunyue è :  

G = - i,+; . 
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Ma allora è:  
G < 12. 

Cib è assurdo perchè [C,,] è di ordine minilno. 

~t - j 
7. Abbiamo ~ i s t o  che quando è - > 1 ed JI> O, C, si pub arit- 

3 
meticainente determinare. 

Ora, pub avvenire che sia JI= O ?  
Si, e ci6 quando si verificano tutte e tre insienle 1e.condizioni seguenti : 

2 ." cc è dispari 

8." 

3." k =  . . .  =1=0. , 
Infatti dalla prima condizione segue che è h dispari e dato quincli da 

h = 52 p + 1. Da questa uguaglianza per la seconda condizione segue 72, = 1 
e da questa e dalla terza condizione lt + 22 + . . . + Z = 1 .  

Perb se ulia soltanto delle condizioni d) non si verifica è JI- -0. 
Infatti se per es. non si verifica la priiiia è h = 2 + 2 1 2  e quindi 

h + k + . . . + l ' 2 ,  Jf'l. 

, 
Dunque: JI  è uguale a zero quaildo e solo quando sono verificate le 

condizioni d). 

8. Supponiamo dunque che sia JI = O. 
In questo caso, essendo k - . . - = 1 = O si ha un solo punto base inag- 

giore A, ne1 prinio intorno di A e quindi ui:a sola serie di punti hase rnag- 
giosi : 

A, A l ,  A z , .  . . , A', 
ed è, perchè cc è dispari: 

n = 2 ( a -  1 ) +  1. 

Inoltse, per essere ~p = O ,  i punti della successione: 

stanno su un ciclo che è di ordine a esahtamente. 
In base alla proposizione IV esiste allora una curra (di DE JOKQUIÈRES) 

di ordine a + 1 che lia un punto (a)-plo in A e passa per i punti A , ,  A , ,  . . . , 
A, ,  . . . , A ,,,-,,, A ,,,-,, +, . Anzi di queste curve ne esistow ,CG'. 
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Consideriaino la rete di queste curve che passano peto un piinto gene- 
rico del piano. La trasformazione di DE JONQUIÈHES che cambia questa rete 
del piano di' [Cm) nelle rette di un altro piano, canîbia [C,,] in un sisteina 
d'ordine : . 

( c r + 1 ) 1 a - a j - . i , - i , - . . . - '  ~ ( L - I ,  -%(a - I ) + L .  

Ma [C,,] è d'orcline miniino, dunque è : 

il 9 % - j  Ora si osservi che da j + i l  6 n segue -- 6 - - 
"2 2 

# ~ t - j  
Ma da j + 2 i2 > n segue i, > - , dunque è 2 

Analoghe relazioni si hanno per i,, i,,. . ., i ,,,-, , i ,,-,, +, . 
Poniamo allora : 

Allora il numero clie sta a primo membro nella relazione di sopra fra 
2 ,  n, j, 4 , i ,  ,. . . , i z ,a - , ,  , i 2 ( a - , ) + ,  diviene : 

Questo, per essere: 

e quindi: 
6s + t . . . + %(e-i)t i  t l ,  

è minore di : 
( a T l ) ~ ~ - z j - ~ i l - ~ ~ a t i .  

Bllora si ha: 

È questa una interessnte.  relazione di zui ci gioveremo per la deterini- 
nazione aritmetica di [C.] ne1 caso in cni siarno di JI= 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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-- 

Di qui si ricava : 

Da questa, per essere 

La+, 2 iakn 2 * - 2 

si ricava : 
n - - j  

Dt  7 "2- nt D - ( 2 ~ - 2 )  + j ( n - j - i , )  + 1 

Dalla relazione j - il t i, + i, + - + i, segiie poi : 
. . 

9 - 21 1 i ,  ,, 4- i, +, + . . . + il, -, . 
Ed 

si ha, 1 

allora, pensando che è :  

dall'ultima relazione ottenuta : 

1%- j i Se al posto di - mettiamo la quantità minore O uguale 2 e po- 2 2 
i 1 niamo poi i. ,, = +- na ,< , si lia : 

ne1 cui secondo membro il secondo termine è maggiore O uguale a zero per 
la (15). 
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È da osserrare che quaiito abbiaiiio detto ~ I I  yuesto IL 9 e ne1 iiumero 
precedeiite, 8, è stato detto supponendo. iinplicitaineiite a > 1 ; solo sotto 

questa ipotesi abbiaino potuto parlare di i ,  = '' + 0 2 ,  ecc., eec. 0, 

Da a > l  segue die  è a >  l .  

10. Ci6 posto, suppoaiaiiio che sia: 

Allora dalla (16) segue: 

Si osservi ora che da:  

Ne1 secondo inernbro della relazioiie di sopra, al  posto di j sostituiamo 
.-j 12 - 7 .  

a- 2 al posto di i l ,  -. esseiido 2% - i - i - bc ,, 2 O e v u + ,  > O ,  si - 
lia allora: 

Da yuesla, posto : 
g j - u = x  

si ha:  
x + ~ + I ~ - ~ ) ( Y - ~ , + , ) < P ( P - I ~  (.> 1) (17) 

e si bacli che è cc 2 1, y 1. 
Dalle relazioni clie dànno x e tj si ha :  
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n- j  
Allora dalla relazione j - i, > (a - 1) si lia : 

Dalla relnzioiie (17) dato un valore di p si ottengono un nuinero finito 
di valori possibili di s ed y. In corrispoiîdeaza ad m a  di queste coppie 
possibili si ottiene un numero jinito di vülori possibili di i l ,  in corrispon- 
deiiza ad G a  terna di valori possibili per x, y, i, cls (18) si hanno un nu- 
inero finito di valori possibili per j .  

Pei. iiiezzo dell'uguüglianza 1i = j t il + y in corrispondeilza ad una 
terna di valori possibili per j, à , ,  y si ottengono un numero finito di valori 
possibili per n. 

Cosi iiiediante le relazioiii (17), (18), (19) si vengono a deteriniilare un 
nuniero finito di va1oi.i possibili per i nunieri 

Per coiupletare la determinazione aritnietica d i  [C,] ,  osserviamo che, es-. 
n - j 

senclo i, > - > 1, è i, 2 02 e, detto q, il numero dei punti base di [Cs] la 
'2 

cui inul.tiplicità è uguale a i l ,  q, il numero dei puriti base la cui iiiultiplicità 
è uguale ad à, - 1 ,. . . , q ,,-, i punti base la cui inultiplicità è uguale ad 1, 
ÿi hanno le foriiiole (9) e (10). 

Dalle relüzioni clie si ottengono passando in (10) e per es. nella seconda 
delle (9), I) a primo inembro, in corrispondenza di una terna possibile n, 
j, i l ,  si ottengono un numero finito di sistenii yossibjli pet.: 

P o ,  Pi , . . . ,  a,-1, D. 

11. Supponianio ora clie sin a = 1. 
In questo caso, con un procedimento leggerinente diverso da quel10 

seguito per stabilire la (16) si pub otteilere un'altra relazioue alla quale s,i 
. . 

potrà dare In forma clie acquista la (16) qunndo r i  si fa G=+, = 0. 
Infatti, c.liiamaiido hl  , h ,  , . . . , h,,, i yunti base iiiiiiori, si possoiio avere 

le relazioni : 

con 
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Nediante yueste si hanno poi : 

Dalle yuali segue la relazione aniiunziata : 

Questa si inette subito sotto la forma descritta : 

îz - j  
osservando d ie  è - - & < O  ed js 1. 2 

18. Dall'ipotesi iniziale clie [C.,] abbia alliieno tre punti base, segue che, 
oltre A, A, ,  [Cm] ha altri punti ]jase. Dall'ipotesi n = 1, segue poi che questi 
punti base sono iiiinori. Allora, se cliciamo H quel10 di questi che lia la più 
alta inultiplicità h, si ha :  

i l  > lc,  
quindi i l  2 2, 

Dall'ipotesi che [C,]  abbia una terna di punti base la somma delle cui 
niultiplicità supera n, si ha poi : 

BIa allora, o A, ed H sono ilel primo intorno di A, oppure A, 8 ilel 
primo iiitorno di A, H ne1 secondo ecl A, A , ,  H stantio su un ciclo di ori- 
gine A ed ordine 2; percliè, se cosi non fosse, si potrebbe costruire una 
trasforinazione quadratica che abbassa [C,] .  Quindi è :  

j >  il + 72. (20) 

Dopo cib, supponiamo clle sia:  

Annal, di ~atérnatiea, Serie III, Tomo XXVII. 
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Allora dalla (16') si ottiene: 

Il! = j 
Osserrando clie, essendo, per la (2O), j > il, é j )  - , e clie è poi 

2 
1 2 - j - i l t O ,  si ha :  

Da (luesta, ponendo 
2 j - n = x  

e si bacli clle è qui x a 1, ina non più y t 1 corne in (17) ma y? 0. , 

hlediante questa relazione, dato p si ottengoilo un numero finito di 
valori possihili per x ecl y. 

I n  corrispoiitlenza a yueste coppie si ottengono tutti i valori possibili 
di j - il dalla relazione (18). 

Giunti a yuesto punto, 11011 si puil ne1 caso attuale ragionare conle ne1 
II. 10 perché qui non è più a > 1 ,  e bisogna yuindi fare altre consideraziorii. 

Possoiio clarsi due casi : 

Ne1 primo caso, in corrispondenza ad una coppia s, y, si ottengono tutti 
i valori possibili di il dalla relazione il 6 x + y. 

Per determinare tutti i valori possibili di il ne1 secondo caso, ragio- 
iiiaino cosi : 

Uiiendo l'ipotesi di questo secondo caso e la (20) si  lia: 

L'ci allora si dica: q, il nuniero dei punti base di [C,] la cui multiplicità 
è uguale ad  ( j - i,); q ,  il nuinero dei punti base la cui multiplicità è uguale 
ad j - il - 1 , .  . . , q,-,,-, il iiuiiiero dei punti base di [C,,] la cui multiplicità 
è uguale ad 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei sistemi linenri d i  curve algebriche pime .  285 

Dalle relazioni fondanientali tra l'ordine, il genere, il grado e' la multi- 
plicità dei punti base di [C,,] si ottiene allora: 

qo ( j  - il)' + q, ( i  - il - 1)' + - . + Q ~ - ~ , - ~  = y' t (iLj i l  + 2 i ~  + 2 4 21 - D 
g , ( j - i l )  - + p l ( j - i l - 1 ) 2 + ~ ~ ~ + q j - i , - l = ~ ( j + i l ) + ~ ~ - ~ + ( ~ ~ - ~ ) ~  

AIoltiplichiamo la seconda per j - i l  e da quella ottenuta sottragghiamo 
la prima. Si ha, ne1 caso che j - il > 1, 

e, ne1 caso che sia j - il = O, la relazione che si ottiene da questa niettendo 
10 zero al posto del primo nieiiihro. Allora è: 

Da questa, pensaiido clle é : j --- il = x + I/, j = il  + x + y, si ottiene : 

Il primo ineinbro d i  questa relazione cluando si fissano x ed y e non . . e 2, r x - y, cresce col crescere di i l ,  ed il secondo iiieinhro non dipende 
da i l .  

Allora, niediailte la (B) ,  si possono, in corrispondeiiza di una coppia 
z, y, avere tutti i valori possibili di i l .  

Cosi abbiamo itnparato a trovare tutti i valori possibili di il per una 
determinata coppia x, y in tutti e due i casi 1 . O  e 8.O. 1 valori possibili d i j  
ed n si otterranno allora da j = il + x + y  ed n = j + il + y. Per co~nple- 
tare la ricerca aritinetica di [C.] occorrerà vedere yuali sono i vnlori pos- 
sibili di h, e, cletto q, il iiuiriero dei puiiti base (niinori) di multiplicità h, 
q ,  il numero di punti base di niultiplicità h - 1 , . . . , q,,-, il numero dei 
punti base di multiplicità 1, quali sono i valori possibili di p,, pl ,. . ., q  ,,-, 
e qusli sono i valori possibili di D. 

Si osservi che, essendo N un punto base minore, è :  
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Da questa, insieme con quest'altra 

se sianlo ne1 primo caso;.ed insieme con: 

se siaino ne1 secorido caso; si ottengono tutti i valori possibili d i  H in cor- 
rispondenza ad ogni coppia i l  , 9. 

In tutti e due i casi, si ha:  

q o l ~ 2 + ~ I  ( h -  1 ) ' +  +qk-, = 1 t 2  -jl -i'- D 
(W q.h + q , ( h - l )  +.. ;q;-l=3n-.B---9(p-1).  \ - 

Da queute, quando è h = 1 e quindi q,+, = q,, si ottengono tutti i valori 
possibili di q, e D. 

Se h > 1 ,  si lm: 

e da queste e da m a  delle ("i) si ottengono tutti i valori possihili di 

1 ~ -  j 
13. Dietro quel10 clie abhian~o visto, possiamo dire che, se è - > 1 ,  

2 
sappiamo determinare aritnieticamente [C, ,] .  

Supponia~uo ora che sia:  

Allora è : 

oppure 

1.3 - 
2 ' è sempre Essendo i, >- 

Teneiido conto di questa, si vede che, ne1 primo caso, si ha solo: 

y=O, i l = 4  
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e ne1 secondo caso, solo: 
y = o ,  i , = I .  

Supponiamo che sia: 
(y, il) = (O, 2). 

In questo caso, da 1~ - j = 2 segue 1.6 = j +  9. Se chiamiamo q, il nu- 
mer0 dei punti base di [C,,] di multipliciti 2, e ql quello dei puiiti base di 
inultiplicità 1, si avrà': 

Da queste si ricava: 

Da questa, dato p, si ricavano un nuinero finit0 di valori possibili per 
41 e D. 

Tenendo presente che è attualinente y = O ,  si ha dalla (13) 

ed allora, sostituendo nella seconda delle due relazioni scritte sopra, al posto 
cli q ,  2, j e, tenendo conto d i  (%), si ha:  

dalla quale si ottengono un iluinero finito di valori possibili per j. 
Dalla (98) si ha poi: 

Q o f  P (59) 

e da questa si ottengono un numero finito di valori- possibili per q , .  
Il sistema [C,,] resta cosi aritmeticamente deterlninato. 
1 punti base iiiaggiori delle successioni 
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sono in questo caso doppî,, e si ha :  

a + b + . . . $ - g = q  ,. 

Per la proposizione VI il punto A . e  quelli di ciaseuna di queste serie 
stanno su cicli di origine A clie sono di ordine a, b , , .  . , g rispettivainente. 

Si osservi che se q, = 1, [C,,] ha certaniente punti base seinplici e cjuesti 
sono infinitamerite vicini ad A, perché, altrimenti, [C,,] si potrebbe abbassare 
con una trasforinazione quadratica. Chiamian10 L, , . . . , III, i punti base clle 
oltre A, si trovano ne1 primo intorno di A. Si vede facilinente che i punti 
base di [C,,! iiei vari intovni di A si distribuiscono in serie di punti base 
successivi : 

A:, K . K,, 

L , ,  2 .  L, 

ed i punti A A, K, sono su  un ciclo di ordine 02 con origine in A. 
Dopo ci6 si vede che, ne1 cas0 d i  q,  = 1, la (37) è sostituita dalla rela- 

zione : 
3 s j .  (27') 

Supponiamo ora che sia: 

Allora è : a = i + 1. Chiamando q, il numero dei punti base seinplici 
di [C,],  si a r rà  : 

j > t o = ( j + 1 ) 2 - D  

Da queste si ricava : . 
p =o. 

Essendo y = O, potremo applicare la (13) e si ha allora: 

Tenendo conto di questa relazione in una delle due uguaglianze scritte 
sopra, si ha poi: 

D s j t l .  (39) 
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L)a quest'ultiiiia segue çhe è D t 1 e quiadi, riel cas0 in cui siai110 di 
(y, i ,)  = ( O ,  l), [C,] non pu0 essere di grado 1 ; in particolare, non pub es- 
sere unri rete oinaloidica. 

In  punti base seniplici die, n d  caso attuale, soi10 tiiaggiori, si distribui- 
scano in serie di puiiti successiri: 

essendo A , ,  B I , .  . . , Dl rie1 priiiio iiltorno di A. Applicaiido la proposi- 
zioiie VI, si concliiude che il punto A e ciascima di queste serie staiino su 
un ciclo di origine A rispettivainente di ordiiie a, b , .  . . , y. 

14. Dopo quel10 che abbiamo detto, yossiamo coiicliiuclere clle : Se [C,,] 
è zcn sistema lineare d i  curve piane che ha  w r a  t e r ~ t a  d i  pufzti  base l a  s o m ~ a  
delle cu i  wultiplicitic superi n, e che è d i  ordine wini9no rispetto d e  trasfor- 
m w i o n i  crenzonia~ze del piano, esso ka un nuntero finito d i  f o m e  nritmetiche 
possibili le p a l i  s i  possono trovare. .. 

Ansi ,  questa affermazione è valida qualado più precisk~nente [C,,] è d i  
o rd i l~e  wlinimo rispetto alle trusformazioni d i  De Jonquières d i  ordifze r 8 + 1 
essendo 0 i l  p i ù  grande dei ?zumeri cc, p , .  . . , y ,  u, v , .  . . , z su 

sono i punti base nzaggiori d i  [C,,] 

ed u, a , .  . . , z sono i nunzeri dei p u ~ z t i  delle serie d i  sopra che halano la otul- 
tiplicbtà. zcguale a yuella del primo d i  ciascuna serie. 

T 

- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1. hpplichianlo ora le cose dette ad alcuni ralori particolari di p. 
Suppoiiianio che sia : 

p = o. 
rt  - j 

Sia - > 1 e una almeno delle condizioni d) non soddisfatta. 2 
M o r a  y ecl i ,  soddisfano alla (7) clle, per p = 0, diviene : 

1 E -  j 
Ma questa è assurda, dunque non pub essere - > 1, e una alineno 

9. 
delle coiidizioni cl) non sociclisfa tta. 

IL-j 
Suppoliiaiiio clunque clie con - 

DL 
> 1 siqno le d) tutte e tre verificate. 

In questo cnso ci sono da distinguere due sottocasi: a > 1, ecl a = 1. Se 
a> 1, s e,d y soddisferanno alla (17) la quale per p = O diviene: 

Ma questa è assurda. Se a = 1, x ed y  soddisferanno alla (21) la quale 
yer p = O cliviene : 

x + y r - 9 .  

Ma aticlie questa è assurda. 
1 % - j  

Sia dunque - G 1. 2 
Allora, per ci6 clie abbianio detto al n. 13, è 

Se è (y, i , )  = (O, 2) si ha dalla (28) 

j f O  

la quale è assurda. Se è ( y ,  il) = (0, l ) ,  è j = n - 1 ed il sistema [C,,] lia un 
puiito base ( t t  1 l)* e Q,, E n - 1 punti base seniplici i quali si distribuiscono 
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in serie di punti successivi: 

AL, 2 , .  A 
BI, B . ,  B, 
. . . . . . .  
D l ,  a , . . . ,  Dg, 

il purito A e ciascuna di queste serie staniio su cicli di ordine c r ,  b , .  . . , g 
e di origine A. Irioltre è : 

a + b + . - - + g = ~ , .  

Per espriniere tutto ci6 noi scriveremo sinibolicamente : 

/ A, A, A , - . . . -  A* (A,  Al 7 . . . , A") 

\ B , B , B , - . - . - B ,  (A, B  ,,..., B,) 
[C,,] = A'"-' \ a + b + . . + g r n -  i 

Da yuanto abbiaino detto per y =O,  risulta che una rete ornaloidica 
che ha tre punti base la somma delle cui. multiplicità supera n, si pub ab- 
hassare di ordine mediante trasforniazioiii di DE JOXQUIÈHES. 

fi diniostrato (vedi N O ~ E K )  clie le reti oinaloidiche di ogni altra specie 
possouo pure essere abhassate mediante trasforiiiazioni conie quelle dette. 

Ed allora possiaino dire che: 
Uîm trasformcczione di Cremona si pu6 scomporre in m a  szcccessio)te di  

trccsfovtmxioni d i  De Jot~qzciPres (Vedi CASTELNUO~O).  
Se introduciai~~o poi la proposizioiie dimostrata da1 CASTELXCOTO clle 

ogni trasformazione di DE JONQUIÈHES si s ~ o ~ n p o n e  in una successioiie di 
trasformazioni yuadratiche si ottiene il foidaluentale teoreina : 

Ogni trasforruazione di Cremona si pub sconzporre in unn successione di  
trasforsnnzioni y undraticlte. 

9. Sia ora: 
p= 1. 

-12-j E suppoiiinino die  sia:  - 
2 > 1. AHora : se una almeno delle condi- 

zioni di d) ilon è soddisfatta la (7) divierie la relazione assurda: 

Annali di Matematica; Serie III, Torno XXVII. 
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se tutte e tre le d) sono soddisfatte ed è a > 1, si  ha la relazioiie assurda: 

e se tutte e tre le d) sono soddisfatte ed cc = 1, dalla (21) si ha  la relazione 
pure assurda : 

X + ~ J L O .  

a - j  Si conchiude che se p = 1 non pub essere - > 1. 
9 

1 8 - j  Suppoiîiamo che sia - r 1. Allora è : (y, i l)  = (O, 9) O (y, il) = (O, 1). 
B 

Suppoiiiamo che sia : (y, il) = (O, a). Allora dalla (58) si lia : j 6 2;  ma è 
j t i, = 2, dunque j = 2. Dalla (89) si ha poi q, = 1, ma allora si ha anche 
la (27'7'). (luesta è in contrasto con j = 2, dunque non pu6 essere (y, i,) = (0, 9). 
Non pub iieiliiiieno essere (y, i,) = (O, 1) perché altrimenti sarebbe p = O. 
Dutique se [C,,] lia tre punti hase la soinnia delle cui niultiplicità supera tz 

ed è di ordine niiniino, il suo genere è diverso da 1 .  

3. Se p = 4, applicando le coiisiderazioui generali conîe abbiamo fatto 
per p = O, p = 1, si vede che [C,,] è :  

1 . O  Uri sistema [C,] di ordine 5 clle ha uno O più punti base sein- 
plici Ii, , K2 ,. . . , K,, successivi ad A, ,  oppure una successione di punti LI,  
L, ,  . . . , L, successivi ad uno L, ne1 primo iiitorno di  A. Ne1 primo caso 
A, A , ,  KI sono su un ciclo di ordine 4. Per esprirnere queste proprietà di {C:] 
scriverenio 

[C,] = A3 A; K I  K,.  . . K; h s  19 (A, A l ,  KI) 

[C,] - As 1 A: 
LI L, . . . L, 

z 5 - la. 

2." Un sisteina [C,] di ordine 6 del tipo 

. . 
O del tipo: 

[C,] = A4 A; A: (A ,  A , ,  A,). 

Si ritrovano cosi i risultati già noti degli Autori citati in priiicipio. 
i .  

Palermo, novembre 1916. 
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