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PRÉFACE.

Le troisième Volume de mou Traité de Mécanique céleste, que je
publie aujourd'hui, se rapporte à un seul objet : la théorie du mouve¬
ment de la Lune.

J'avais espéré un moment que je pourrais y joindre les autres sujets
non traités encore et terminer ainsi mon Ouvrage; mais j'ai compris
bien vite que cela était impossible, et je me suis décidé à consacrer un
volume entier à la théorie de notre satellite.

J'ai donné des aperçus de toutes les théories importantes proposées
jusqu'ici, cherchant à rester clair malgré la concision qui m'était impo¬
sée. Le lecteur verra défiler ainsi devant lui les travaux de Newton,
Clairaut, d'Alembert, Euler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson,
Lubbock, de Pontécoulant, Delaunay, Hansen, Gyklén, Hill,
Adams, .... Il n'est pas inutile de rappeler les travaux anciens, quand
ils émanent d'hommes de génie; plus d'une tentative récente vient se
souder aux essais antérieurs et se trouve ainsi mieux mise en lumière.

Le Volume se termine par un exposé de l'état actuel de la théorie de
la Lune.

Je dois remercier M. Callandreau et M. Radau du concours qu'ils ont
bien voulu m'apporter. Le Chapitre XVIII est la reproduction presque
textuelle d'un Mémoire récent de M. Radau (Annales de TObservatoire
de Paris; Mémoires, t. XXI).

Le Tome IV comprendra le calcul des perturbations des petites pla-
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VI PRÉFACE.

nètes par les méthodes de Cauchy, de Hansen et de M. Gyldén, le
calcul numérique des perturbations des comètes, la théorie des mouve¬
ments des satellites, et une série de sujets détachés tels que : la capture
des comètes, l'influence du milieu résistant, .... J'espère que la variété
des questions donnera de l'intérêt à ce quatrième Volume qui sera le
dernier.

21 septembre i8ç)3.
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TRAITE
DE

MÉCANIQUE CÉLESTE.

TOME III.

CHAPITRE I.

INTRODUCTION. — ÉTUDE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
ci1 x

-7— -I- xyq1 + 2ql C0S21) = o.

1. Etude de l'équation

/ s d1 x , ,

(a) + x(q2->r 2<7, C0S2Ï) = o.

Cette équation est un cas très particulier des équations différentielles linéaires
à coefficients périodiques, considérées d'une manière générale par M. E. Picard
et M. Floquet. Pour établir ses propriétés d'une manière simple, nous adopte¬
rons d'abord l'exposition de M. Callandreau (Astron. Nachr., n° 2547).

Soit '!(/) une solution de l'équation; on aura aussi les suivantes

i)ff£ + 7r), ^(< + 27i), qj ( ^ -1- 3 7T), ...;

cela tient à ce que le coefficient de x est une fonction périodique de t, à pé¬
riode ir. On sait qu'avec deux solutions différentes, ^(z) et tjj(z -t- tc), de l'équa¬
tion linéaire (a) dépourvue de second membre, on peut former toutes les autres,

T. — III. i
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2 CHAPITRE I.

et en particulier <\)(t -t- 2it). On aura, en désignant par A0 et A, deux constantes
convenablement choisies,

(1) (];(< +271} ~ A0 + Â! 4-71).

Si <];(/) et '•];(£ -t- ~) n'étaient pas deux solutions différentes, on devrait avoir,
en désignant par B0 une constante,

(2) ^(/-t-7T) = B0^(O.

Cela posé, je dis que l'équation différentielle (a) admet une intégrale F(«)
telle que l'on ait

(3) F(f+ ir) = vF(0,

en représentant par v une constante différente de l'unité.
En effet, supposons d'abord réalisée l'hypothèse qui conduit à la relation (2) :

la condition (3) sera vérifiée, si l'on prend

F(0 = 4d0> V = B0.

Ce cas exceptionnel écarté, nous allons montrer que l'on peut prendre

(4) F(£)=4d£ + Tt) H- vt <];(£),

où v, désigne une constante. En substituant cette valeur de F(tf) dans l'équa¬
tion (3), il vient, en effet,

4*(£ + 2 71 j "+" (v, — V) <!>(£ + tc) — VVj ^(0,

ou bien, en ayant égard à la formule (1),

(Al + V, — v) <\>(t + 7t) + (A0— Wj) |(£) •— o.

Cette équation deviendra une identité, si l'on détermine v et v, par les condi¬
tions

v — Vj^zAj, Wi=A0,
d'où

A, -1- y/Af -+- 4A0 — Aj -1- y/Aj H- 4A0
V ) V I ; •

2 2

La fonction F(£), déterminée par la formule (4), vérifiera bien la condi¬
tion (3), Cette condition donne, d'ailleurs,

F(7t) = VF(O), F(— 7Î)= ^F(O),
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d'où l'on tiro

INTRODUCTION. 3

(5) v+1 = f(tc) + f(-tc).x ' v F(o)

2. Considérons, d'une manière plus générale, l'équation

d2 X

•^-r H- x ç,-cos2 it — o,

où le signe ^ sera supposé contenir un nombre limité de termes. On en déduit,
en différentiant p fois, et faisant ensuite t — o,

/dP+ix\ , (dpx\ v(p — i) , fdi'--x\

P(P — ')(/> — 2) (P — Z) b /dP-ix\ _
+ \ —4 ; ' * J1.2.3.4 \ /0

où l'on a fait

b2j—
î

En donnant à p, dans la relation précédente, les valeurs o, 2, 4, ..., puis
1, 3, 5, ..., on obtiendra

d2x\ , f dk x\ ,

y-dïjr1^'
d3x\ , ( d° x

dt3Jo~r " \ <^5
— P^0, -77T

où les quantités A et p. sont des fonctions de ù„, ... ; après quoi, la série de
Maclaurin donnera

(6) x = x0f(t)-t-x'0cp(t),

où l'on a posé
ht2

/(0 = n- — +
1.2 1.2.3.4

M-3 Ms t5
9 (0 — ^ + ô + 5"~7—F + ■ • ■ •1 1.2.3 1.2.3.4.5

Ces séries, qui sont convergentes dans toute l'étendue du plan, ne con¬
tiennent, comme on voit, la première, que des puissances paires; la seconde,
que des puissances impaires de t. On a, d'ailleurs,

/(o) = i, <p(o) = o; /'(o) = o, <p'(o) = i;
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4 CHAPITRE I.

x0 et x'0 étant arbitraires, la formule (6) donne l'intégrale générale de l'équa¬
tion différentielle, de sorte qu'on aura aussi

F(0 = ^o/(0 + K ?(0-
On en conclut

F(tt) =a;0/(7t) +• x'0 cp(n),
F(— n)=Xof(-K) — x'0 <p(ir),
F(o) = x0,

d'où
F(tt) -+- F(— Tt) — 2 F(o)/(7r).

La formule (5) donnera donc

/ \ , 1 F ( 7T ) -f- F ( TT )(?) v h = ——i - = 2f(Tl).' v ■ F ( o ) J '

On peut ainsi calculer v en partant d'une intégrale quelconque F(«) satisfaisant
ou non à la condition (3); /(tz) est la valeur que prend, pour x — tz, celle des
solutions de (a) qui est une fonction paire de t et se réduit à l'unité pour 1 = 0.
On trouve aisément

/( 0 =1 — ( <z2 -+-2 Çi ) ~r~z + [( +2 <7, Y -+- 8 ] -, 2 1 1 ^1j j.2.3.4 ""

En remarquant que le second membre doit se réduire à cosqt lorsque qK = o,
on en conclut, pour/(u), une expression de la forme

(8) f(n) — cosqi: -t- cqy, -+- ct2<7? + . . .,

où les coefficients a,, a2, ... sont des fonctions connues de <7. Dans les applica¬
tions courantes de l'équation (a) à l'Astronomie, q n'est pas égal à un nombre
entier, et q{ est petit; la valeur absolue de/(tz) est donc inférieure à l'unité.
L'équation (7) donne

v=/(7r)±\/i — /*(*0 s/—1 î

donc v est une expression imaginaire de module 1, et l'on peut faire, en dési¬
gnant par h une quantité réelle,

v — EW-L

Les équations (3) et (7) deviennent

(9) F(< +tt) = F(i),

(10) COS alt =/( 71 ) = COS77Ï h- a, <71 -t- <x.^q\ +. .

Si l'on pose

(11) 0(O = E-W~F(O,
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INTRODUCTION. 5

on en conclut, en ayant égard à l'équation (9),

0(£ -+- 7T) = 0( t).

Donc 0(z) est une fonction périodique de t, à période ir, et l'on a, en série con¬
vergente,

-4-00

0(0=2^"^,
— 00

après quoi, la formule (xi) donne
-h»

F(O=2>E<*+i0,v/=T-
— 00

F(— t) est aussi une solution de l'équation différentielle; en ajoutant et re¬
tranchant, on a les deux solutions

^ f)t cos(/i + 2 i)t et 2 f]j sin (A + 2 i)t.

Multiplions-les parcos^ et — sin<J>, désignant une constante arbitraire, et
nous aurons enfin cette solution

-t- 00

(b) x =2 Y),- cos(w -I- iB), w = ht -h q>, 9—2 t.
— 00

Remarque. — Les raisonnements précédents s'appliquent, sans modification,
à l'équation

d2x , . . .

-h x(q2-\- 2 qx COS 2t-\- 2C/2 cos4 * H- 2^3 cos 6* -h. . .) = o,

que nous rencontrerons bientôt dans les belles recherches de M. Hill sur la
Lune : il n'en est plus de même pour ce qui suit.

3. Détermination de h. Méthode de M. Lindstedt. — Substituons, dans
l'équation (a), l'expression (b), dont nous avons démontré à la fois l'existence
et la convergence; nous trouverons

2 [<72— -+- 2 « )2 ] "0 £- cos(w + id) -1- 7i2 fi cos[w-t- (i -t- i)0]
"+■ ?l2 fi COS[fl^|- (l —l)0] = O,

ou bien, en changeant i en i — i et en i -+-1 dans les deux derniers termes,

2 f r?2— (/l + 202]xi1'-t-5ri(xi1+i-t-x),-i)J cos(fv-h id) = 0.
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6 CHAPITRE I.

Cette équation sera vérifiée identiquement, si nous astreignons les y), à véri¬
fier les échelles générales de relation

(12) [(/(-+• 2«')2 — 72]-oi- =<7](ï),+i -H-Oi-i),
(13) [(/i — 2 i)2~ {-n -i+1 -h -0-/-,).

Faisons

(M) M<= ^5—3» M^=- -7l(/i -4- 2 j)2 — ry2 ' ~ {h — 2 «)2 — y2 '

M, et Miseront petits à cause du facteur y,, et tendront vers zéro quand i croîtra
indéfiniment, à cause du diviseur L\i2• La relation (12) donnera

f)i— Vi+1 ),
d'où

(i5) 'ni — Ml
,_M .Hiti

m

d'où, en changeant ieni + i, 1 + 2,..., et remplaçant chaque fois
'Oi+1 'Of2

layaui uiiciLj utî luis

par leurs valeurs déduites de la même formule,
■ni M,

(16)
ru-1 M,M,+

j M/-M M/-1-2

On aura de même, en partant de (i3),
■n-i M_,

(x7 )
. - M_,

■n

(18)

V-

v~i M_,
n—i+i

1

Les fractions continues (16) et (18) convergeront rapidement, parce que
M,-+,M/+2,..., , ... contiennent q\ en facteur. On aura, en par¬

ticulier,
vu M,.
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INTRODUCTION.

La relation (12) donne, d'ailleurs,

yi0(A2 — q-) — ?i(di-i- ïi-i).

En portant dans cette relation les expressions (19) et (20) de yj, et •/]_,, et rem¬
plaçant en même temps les M, par leurs valeurs (i4)> on trouve, pour détermi¬
ner A en fonction de q et qK, cette équation transcendante

A2 =

(0

(A + 2)2
il

+ (A+ 4)»]
il

— (A-i-4)"][^m— (AH-6)»]

(A — 2)s
11

[#2 — (A — 2)2][y3— (A — 4)2]

[<72— (A — 4)2] [<72 — (A — 6)2]

Le second membre de cette équation ne change pas quand on remplace A par
— A; de sorte que, quand on prendra les réduites correspondantes des deux
fractions continues, on aura, pour déterminer A, des équations algébriques qui
ne contiendront que des puissances paires de l'inconnue. La convergence des
fractions continues précédentes a été examinée complètement par M. Bruns
(Astron. Nachr., t. CVI, n° 2533).

Nous allons développer les résultats généraux qui précèdent, en supposant
q 1 petit; si nous consentons à négliger seulement ql'équation (c) pourra
s'écrire

Il (. , Il I
q- — A2 : q'1— (A -H a)2

il

1 -t-
( ti2-(/^ + 2)2][^-(A-t-4)2])

(A- 2)2 r + [q*-{h - 2)2] W-(A - 4)2] j '
11

ou bien, en effectuant les calculs,

O
<72—A2 = 2 q]

-1-Mi

A2 — 4
(^r2— /i2— 4)2— ï6A2

4 i6 — <74(3/i2 -+- 24) + y2 (3 A4-H 128 A2 + 144) —h6— io4A4 — 656 A2 — 256
[(y2 — A2— 4)2— 16A2]2 [(^2— A2— 16)2— 64A2]

Cette équation se prête très facilement aux approximations successives. On
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8 CHAPITRE I.

peut d'abord négliger la deuxième partie du second membre et remplacer, dans
la première, h2 par q2, ce qui donne

(22) q*-h*=±.~ ,,8q\^ h>=q*+- q'J6(i — q~) 1 a (i-?«)

On peut maintenant remplacer h2, dans le terme en q'\ de l'équation (21),
par q2, et par la valeur (22) dans le terme en q] ; il vient ainsi

4 +
9ï

q'-h* = - J(1 qi,L -q\ 1 + 29
i —

il 3 - 1 + 2?2
' 1 T A/T ^2\3 VI2(1 — ^2) 71 16(1 — ^2)3 11 32 (i — #2)2(4— <72)

d'où
,, , r i\ > 26 — i3<72 q

^ L' + 2?2(i — ?2) H '7l 32^(1 — ?2)3(4 —?2)J"
On en conclut, par la formule du binôme et avec la même approximation.

, ,, . r . i5^4 — 35gr2-i-8 1() l~q L 4?20-?2) f7l64?4(i-^2)3(4-<72)J

Telle est la formule-qui nous permettra de calculer A dans les applications.
On peut écrire aussi

r qW —35<72-I-8
cos/171 = cos qti + , . r\ ~ 3/ i\8// '4^(i — ) 64? U —? ) (4 —</) J

d'où, par la série de Taylor,

|c*, = [- +-.]e.g,(23) {
r q\iz i5</4— 35<72 H— 8 . 1 .( + 47(7^j + 64,.(, _ ?.).(4 — ,.>«" + • ■ - J

Cette équation a été employée par M. Adams, comme nous le verrons plus loin.

4. Calcul des coefficients vu. — Nous allons effectuer ce calcul en négli-

(') Le terme suivant dans le crochet est

6 io5 qi0— i i55ç8-t- 3815^6 — 47o5<74-+- 165iq2— 288
?1

— r/2)5(4 — 72)2 (9 — ?2)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



introduction.

géant q\. Les formules (19) et (20) donnent d'abord
9

?! =Mj(n-MiM,), —1 = M_,(i + M_1M_1).
Oo 'Ho

On a, d'ailleurs,

M _ ?» _ ?» - ?» _ „3 a+? ,Tl
(/i + 2)2 cf- ~ q\ q\ ~4(i + 9) 32<7(i + ^)2(i — 92)

£n-^? + a(l_^) + g(l_?.)

M , = ?» <h - ?» • „3 2~9 ,

(/i a)2 qî q\ q\ 4(i — 9) ' q {l — qY {l — q1)
4 — 49 + 20— ?2) ?(«— ?9

M - ?» - ?»2 ~(A+4)2-92~ 8(2 + 9)'

M_.= * - *
{h — ^Y—q1 " 8(2 —-7)

Il en résulte, après quelques réductions,

vu
_ yi 3 9" + 492 + io<7 + »6

vi o 4(1 + 5') ia8g(i + 7)®(2 + 7)(i-y)'
•Q-i

__ 9i
_ <73— 4ya + i5y — »6

On a ensuite

vio 4(1—9') 1289(1 — 9)3(2— 9)0 + 9)"

^ = M2> —2:=M_„
vil " V)_,

d'où, en remplaçant y),, y]_(, M2 et M_2 par leurs valeurs précédentes,

vis,
__ q\ v+2 __ q\

■no' 32(i+ 9) (2+ 9)' Oo 32(i — q) (2 — 9)

On a enfin

?» -m _ ?» - y»
vi2 3 (9 + 6)2— 92 12(3 + 9)'
"0-3

— TVT _ 9i 9l
'0-2 3 (9 —6)2—92^ 12(3—9)'

O3 9i Ibs _ 9?
n0 384(i+9) (2 + 9) (3 + 9)' v)0 384(i — 9) (2 — 9) (3 — 9)

En tenant compte de tous ces résultats, l'intégrale générale (b) de l'équa-
T. — III. 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10

tion (a) peut s'écrire ainsi

CHAPITRE I.

— — cosee +-
Vo

f gi „3 <73+4<72H-i5y+ 16 lrWw-t-01L4(I H- <7) ' I28gr(l + 5r)3(2-t-^)(i — q) " J
f 7i -1 r/3-4<724-i5?-i6 0i
[4(1 —-7) 7l I28y(1 — g3)(2 — gr) (1 + 9) '"J

Uo+?j(J+^)+---]c°s(",+°"
^ ^ [ ô—, ^77 7 "K• •] COS(w — 20)| 32(1 — 7)(2 — J

[" ÔK77 77^ 777 7 + . . . 1 COS ( W -I- 3 6 )L384(i+y)(a-Hy)(3 + 5r) J

r?Ô77 rr^1 775 7 -h. . .1 cos(w — 3 0)[384(1 — g) (2 — q) (3 — gr) J
\ 4-

On pourra consulter avec fruit un Mémoire de M. Poincaré (Bulletin astrono¬
mique, t. III, p. 07), dans lequel les formules {cl) et (e) sont établies par un
procédé entièrement différent.

5. Intégration de l'équation (a) avec second membre. — Nous considé¬
rons l'équation

dP" oc

(«') +a;((72-t-2<71coS2 7)=:W,

où l'on a

(24) W=2H*COS0(., 0; = l(t+ l>i,

H(-, li et bj désignant des constantes données. Posons

Ci = ï)0cos4o C2 =—n0 sinij/,

^ = C0S ht+ cos(Af+0)+ [4 ^ cos (At-0)+...,(a5)
*,= Bin ht + •] sin (ht+ 0) + [4^?^— • •] sin (ht - 6) +... ;

x, et x2 seront deux solutions particulières de l'équation (a) vérifiant donc
identiquement les relations

(26)

dP oc
2 COS 2 7) = O,

d~ gç

—jqr + xï(r/2-h 2 ql cos it) — o,
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INTRODUCTION.

cl'où l'on conclut
d2x2 d'2x j

dt2 ' <ii2^2-7^- —O,

dx,
(37)

c désignant une constante. L'intégrale générale (e) de l'équation (a) pourra
être mise sous la forme

(28) rr Cja;,-+- C2;£2.

Nous conserverons la même forme pour représenter l'intégrale générale de
l'équation (a'), mais C, et C2 seront des fonctions de t qu'il s'agit d'obtenir.
Nous n'aurons qu'à suivre la méthode générale de la variation des constantes
arbitraires; nous astreindrons d'abord C, et C2 à vérifier les relations

, , c?Ci dC-2(29) x.1_+^_=0;

nous aurons ensuite

/ a N d2x r d2x1 : r d'2x2 dxi dC, : dx2 dC2{ ' ~dF l~dt2~ + 2W "h ~dt ~dt + ~dt Ht'

Substituons les expressions (28) et (3o) dans l'équation (a') et tenons compte
des relations (26); nous trouverons

,

q . dx] dC.j dx2 d(j<) \\t

dt dt dt dt

Les formules (29) et (3i) donneront, en ayant égard à la condition (27),

^l = l\\xudt c dtc

d'où, en désignant par SC, et SC2 les variations de C, et C2, tenant à la présence
de W,

ÔC, =- ^J'wxzdt, dCi-^j'wxtdt.
La formule (28) donnera, pour la correction Sx de l'expression (e),

Sx = Xt <5Ct -+- x2 âC2,
ou bien

dx — d ^xtJW Xi dt — Xij'W x2 dt^j.
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12 CHAPITRE I.

II est possible de mettre cette expression sous une forme qui facilite les cal¬
culs; désignons, en effet, para?, et x\ ce que deviennent x{ et œ2 quand on y
remplace zpar*'; nous, pourrons écrire

(32) Ôx = (x1x'i — X2x\) ot/j ,

en convenant de regarder dans l'intégration t' comme une constante et faisant
t'— t une fois l'intégration effectuée.

Nous allons calculer §x en négligeant q; les divers termes dont se compose W
seront toujours petits dans les applications, et l'approximation ainsi obtenue
nous suffira; il sera d'ailleurs facile de la conduire plus loin si, dans une ques¬
tion spéciale, on le juge nécessaire. Nous pourrons donc prendre

x, = cos ht +
, , —- cos r(A+a)fl+- -y———- cos [(A — 2) t ],
4(1 + ?) LV J 4(i — ?)

x2 — sin ht + 7———r sin [(/1 + 2) t ] + . . —- sin [(A — 2) t ],
4(i + ?) 4(i — q)

<=cosht'+ cos [(A+ 2)*'] + cos [(A — 2)

x\~ sin Ai'+ — sin [(/i + 2) t'] + ?1 sin [(A — 2) t'\.4(i + ?) 4(i — ?)

Nous en déduirons aisément

(33) c = x1 — x2 — A +... = ? + des termes en ?f,
(IC Cl L

x2x\ — xyx\ = sin A (t — t') + j sin [(A + 2) t — ht'] + sin [Ai — ( A + 2) t'] J
+

^ J sin [(A — 2) t — ht'] + sin [ht — (A — 2) <'] |.
Il faudra multiplier cette dernière quantité par l'expression (24) de W. Un

terme quelconque du produit — W(a?,a?'2 — a?2aq) sera de la forme
— H,- sin [(A -h j) t — (A +/) t'] cos(4< + A,)

— — — H,' sin [(A +? + li) t — (A -+-/') t' + A,-]

— ^H; sill [(A +y — li) t — (A +/') t' — A,];

en intégrant, on trouvera

cos [( A + / + /,) £ — (A + /')<'+ A,-] cos [(A + / — li) t — (A -I- /') tJ — A,]
' 2(A+y + /i) + ±li 2 (A +?'-/,)
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Quand on fait t' = t, cette expression devient
cos [(y —j') t -4- 9j] cos [U t —d,]

'
2 (h+j-hlc) 1 2 (h+j-li)

On devra ensuite donner à j et j'les valeurs

j — o, j'= o; j~ 2, j'= o; j — o, j'— 2;

J=— 2, /' = o ; y = 0, /'= —2.

On trouvera ainsi sans peine, en ayant égard aux formules (32) et (33),

§x = — V Hi j ( ' H — 1 cos9(-
iq j \çr 4- li q— li)

i

h

i3

4-
40 +<7)

(/)

1—J 4 r 1 COS ( Qi -\- 9)
q -I- 2 4- q — li)

H- ( j 4 ~ y 1 COS (Oi— 0)1V q H- 2 — li q 4- h) v ;J

77"^—J C 7 H 17) COS (0*4- 9)4(1 — tf) L \q—2 — li q -h lt J

s (9g— 0)Jq —2 + lt q — lt

On voit que, si l'on néglige q], chacun des termes H* cos G* de W en produit
trois dans Sx, avec les arguments 0,-, ± 0; si l'on gardait les termes en q\, on
aurait les nouveaux arguments G; ± 2 G.

L'intégrale générale de l'équation (a') sera la somme ce -h Sx des expres¬
sions (e) et (/).

Dans les applications à l'Astronomie, nous rencontrerons l'équation (a')
sous une forme un peu différente, savoir

(A) + x [Q24- 2ûc cos (le -t- (3)] = ^ Aj-cos (A*r 4- (3*) = ^ AiCosS*.

On passera de l'une à l'autre en posant

\ n 2 „ 4« ,2, », 4 i

2 t — ÀV -p p, (j — — ~)p~? — A —

Nous ferons en même temps h = ^ p., et nous trouverons sans peine que l'in¬
tégrale générale de l'équation (A) s'obtient en posant

(B)

w = 11.V 4- ip,
a2 4 2 A4— 35X2Q24-6oQ4

Q2(A2— 4Q2) " 4Q4(A2-Q2)(A2-4Q2)3 -•]
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J4 CHAPITRE I.

et

I X = Y)o cosw ■ V- [F^ïQCOS(.v+l» + |3) + r-iî5coS(l».-J,-(3)]
[ (r+Q)(>+»Q)C0S<",+''"",'^>

et2

(X-Q)tt-aQ)
COS ( W — i\v — 2 (3)J

' 2(ôTT; + nd^)A<cosS<
(C)

2Q^VQ + n Q-X
i

i5ïZ[
1

1( 1
1 1

1 + 2Q1
I

^ Q —t— X H— Xi Q — À;

( 1X-2Q1
1

1

^Q_X_Xt Q -t- h

( ' j '
X + 2Q1

I

VQ -t- ^ — l-i Q +V

( ' , 1

Ai cos (2-i + \v -+- (3)

"k — 2 Q \ Q — X -I- X' Q

Les termes non écrits dans la dernière partie contiennent en facteur a2, a3, ...

et les arguments 3v± 2(Xe + (3), S-( ± 3(Xe+ [3), .... On pourra consulter,
pour plus de détails, la page 7 de mon Mémoire Sur une équation différen¬
tielle, etc. (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II).

6. En terminant ce Chapitre, nous croyons utile de montrer comment on pour¬
rait développer la fonction paire f(t) du n° 2 suivant les puissances de <7, ; on
en déduira un autre procédé pour obtenir la quantité/(ir), qui joue un rôle im¬
portant, comme on l'a vu ci-dessus.

Nous ferons

(34) oc = X0H- Xj -t- q J X2 -+- . . . ;

en substituant dans (à) et égalant à zéro les coefficients des diverses puissances
de gn 011 trouvera

g?2X0 .v C?2X3 ^
+ 22X0 —o, ~~dï*—H} X, + 2Xj cos it = o,

d% x d2\.
-t- î'X, -t- 2X0 COS 2« = O, -I- ^2Xi+ 2X3 COS2i == O,

d2\
-t- ?2X2-i- aX, cos2« =1 o,
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INTRODUCTION. 15

Nous prenons comme intégrale de la première de ces équations

X0 = cos qt.

Il suffira de trouver des intégrales particulières des équations suivantes, et
l'on pourra négliger les termes en cos qt parce que le coefficient de cos qt dans x
est supposé égal à i ; on trouve d'abord

d2\
H- <72Xt -t- cos (y + 2) t + cos (q — i)t = o.

On en déduit sans peine

.3K, v cos(q + 2)1 cos^ —2)t(3o) X,~
4(i + ?) + 40 — 7) '

L'équation différentielle relative à X2 devient alors

cPXs cos (a H- 4) ^ I I . cos (a — 4 ) ^
—nr -t-?2X2H 7-^2- 5 COS qt -\ -rjJ- — O.dt- 1 2 i — q- 2

On voit ainsi s'introduire un terme en cos qt, qui fera sortir, dans X2, le temps
des signes sinus et cosinus. On obtient facilement

/36N v _ cos (7 -1-4 )t cos {g — 4) t t sin qt2 ~~

32(1 + q) (2 + q) 32(r — q){2 — q) 4?0~ q'2)'

On trouve ensuite

<i2X, cos(fjr+6)i
IF + q *3 +

COS {q -t- 2) t

d'où

(37)

X3 =

32(i -I- q) (2 + q) 32(1 + q) (2 q)

COS(7—2) t COS(<7 — 6 )t
+

32(i — ?)(2 — q) ' 32 ( r — q) (2 — gr)

isiii(<7-t-2) £ isin(7 — 2) £
47(I — 72) 47(I — 72)

cos(6) ^ 73-t-472+i57 H-16

= 0,

384(i + q) (2 + g) (3 -H q) 128g (1 — q'2) (1 4- q)2 ( 2 + q)
COS(7 + 2) t

q3— 472+i57 — 16
COS {q — 2 ) t ■

COS (q — 6) t
\28q(l — q°-)(i — qy{2 — q) ~~w ' 384(l — 7) (2 — q) (3— q)

£ sin (<7-t-2) i <sin(<7 — 2 )t
167(1 — 7,)(I + 7) 167(1 — 72) (T — 7) "
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(6 CHAPITRE I.

On trouve ensuite, après réduction,
d2X4 cos(<7 + 8)< 2/+11 73-+- 4°72-t- 91<7 + 72 , ,,,

~Mr + <l X" + 384(1 + g) {2+g) (3 + q) ~ 1927(1 - 1f) (l + qf (2 -H 7) (3 -+- 7) C°S^ + ^ '
274 — II «7»+ 40g"— 9I? + 72 P|W„ 1 cos(g — 8)t

i92q{i — qt)(i — qy(2 — q)(3 — q) l/ 1 384(1 — q) (2 — q) (3 — <7)
£ sin (7-h 4) * tsinqt <sin(7 —4)< 1372—20

cosyi— o

(38)

167(1 — 72)(I + 7) 87(1 — 72)2 167(1 —72)(I —7) 32(I — 72)3(4 — 72)

et il en résulte

r COS(7 + 8)< 74+ 773+ 3272+ 747 + 54 , ,,
H 6144 (1 + 7) ( 2 + 7) ( 3 + 7) ( 4 + 7) 7687(1 — ?!)(I+7)!(2 + Î)!(3 + ?)

7t- 773+ 3272-747 + 54 005(7-8) f
7687(1 — 72)(i —7)2(2 —7)2(3 — 7) 7 ' 6I44(I — 7) (2 — 7) (3 — 7) (4 — 7)

<sin(7 + 4)^ isin(7 — 4) f
1287(1 — 72) (1+7) (2 +7) 1287(1 —72)(I — 7) (2 — 7)

i574— 3572H-8 ^sjnr^ £* cosqt
6473(I — 72)3 (4 —72) 327s(I-—72)2

L'expression cherchée pour a; se déduit maintenant des formules (34), • • -, (38).
Si l'on donne à x dans cette expression les valeurs o et tc, on trouve les ré¬
sultats

s . gi , g2 + 2 7"+ 1274 — i4372+ 226
2(1 -72) !6(i — 72)(4 — 72) 32(1 — 72)3 (4 — <72) (9 — "72)

2>ql" — 337s -+- 10Q76 —- 5o4374 H- 4 1 Q8872 — 543o4 .

1024 (I — 72)3 (4 — 72)2 (9 — 9*) ('6 — 72) +
= COS77T [|0- 3ay,(f_g,),yî + -- ■]

7Î 7Î , I57'- 3572+ 8 ,-H 7T SIII77I [- 4y('— y2) 87(1 — 72)2 6473(I — 72)3 (4 — 72)

7a-f- 2

s\ V 1

Ti647(1 — 72)2 (4 — 72)'

On en déduit, en divisant la seconde expression par la première et réduisant,

/<*) = | = cos»» [, - + ~ •]
[-1 yî iÔ74— 3572+8

47(1 — 72) 1 6273(I — 72)3 (4 — 72)
c'est la formule (a3).

Avec le mode de calcul qui précède, le temps sort des signes sinus et cosinus ;
l'introduction d'une fonction convenable de q et <7,, dans li, sous les signes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTRODUCTION. 17
sinus et cosinus, a précisément pour objet de remédier à cet inconvénient. On
peut remarquer que, pour rectifier le développement, il suffit d'effacer les
termes contenant les puissances de t et de remplacer qt par l'argument ht.

J'ai examiné ailleurs (Bulletin astronomique, t. IX, p. ioG) ce qui arrive lors¬
que q est égal à un nombre entier, auquel cas les formules précédentes tombent
en défaut, à cause des diviseurs q — i, q — 3, ..., dont l'un s'annule alors; j'ai
démontré que, pour q = ± i et q = ± 2, si q, est assez petit, la valeur de h est
imaginaire, de sorte qu'il s'introduit dans la solution, en dehors des signes
sinus et cosinus, des exponentielles réelles; pour les autres valeurs entières
de q, h est réel.

Je donnerai, en terminant, la liste de quelques travaux se rapportant à l'équa¬
tion (A) :

Lagrange. — OEuvres, t. I, p. 586.
D'Alembert. — Opuscules, t. Y, p. 336.
E. Mathieu. — Journal de Liouville, 1868.
Heine. — Handbuc/i der Kugelfunctionen, t. I, p. l\ol\.
Lixdstedt. — Mémoires de l'Académie de Saint-Pétersbourg, t. XXI, n° 4-
Gyldén. — Dicers Mémoires.

Huuns. — Astron. Nachr., nos a533 et 2553; 1883.
Callandreau. — Astron. Nachr., n° 2547.
Lindemann. — Mathematische Annalen, t. XXII, p. 117.

Stieltjes. — Astron. Nachr., nos 2601 et 2609.
Poincaré. — Comptes rendus, t. GVIII, p. 21.
IIarzer. — Astron. Nachr., nos 2.85o et 285i.

Nous appellerons désormais l'équation (a) équation de Gyldén-Lindstedt.

T. — III. 3
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CHAPITRE II.

INTRODUCTION. - ÉQUATION DE M. HILL.

7. Étude de l'équation

d2 oc

(a) + x(q*--+- 2<7, cos2i + 2^2 cos4< +...) = o.

Si nous posons
ÇrrE'v^, q_a =cja, ?0=<72,

nous pouvons écrire

<*> &+.§*«-=*•
Nous avons vu, dans le Chapitre précédent, que l'intégrale générale de cette

équation peut être mise sous la forme

(i) x=2b,ip*V.
i

On en tire

d2 x
En portant ces valeurs de x et de dans l'équation (b), on trouve

-+- 00

j i —00

d'où la relation générale
(p. H- i jY biqj_i,
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qui donne, line fois développée,

ou bien

(£ + V')2^'— bj1o+ + ■ ■

-\- bj-\ <7l —t— bj-2</2 +

bj-2cJî — bj-iÇi H- [./]bj — bj+i71 bj+i1i' ■

en faisant, pour abréger,
(2) (P-+ V)2— 72 = [./]■

.

Si l'on donne à y les valeurs ..., — 2, — 1

I

, O, -1- I , -t-2, . . . , il vient

... -i- [—2 ]è_ 0
1

TL
— q3bi —qkbi —• . — 0,

... lib—2 ■+■[— 9ibo — q2b, —q:ib2 —. . = 0,

(3) ... — q2b—2 — qxb-, +•[<>]&„ 1 OS- 1 J . = 0,

... —q3b-1 — q%b-i —qib0 "+■ [1 ] ^1 — 71 bï — • :=o,

... —q^b-s — q3b- ! —q3b0 — qibi H-[a)bï — .
. = 0,

Les calculs du Chapitre précédent, qui se rapportent au cas de q,= o,
q2 = o, donnent à penser que è±i- décroît rapidement quand i augmente.
S'il en est ainsi, et si l'on peut négliger b3 et b_3, les équations (5) se réduisent
à cinq équations homogènes et du premier degré, contenant les cinq inconnues
b_o, b. ,, ba, b,, b3. L'élimination de ces inconnues donnera

(4)

[-2] — g 1
— </, — 7i

— 7i [-1] — g !
— g-i — 73

— 1-2
— <7i [0] — 7t — 72

— g* ~ch- — 7i ['] — 7i
— — <73 — 72 — 71 [2]

= O = As

Les éléments de ce déterminant sont des fonctions de quantités connues,
les q,, et de p. qui ligure dans les quantités [— 2] [2], d'après la rela¬
tion (2). L'équation (4) est du dixième degré en p.. Les équations (3) donne-

b—i b—i
1 T— >b0

ront les rapports y— et 7—■ Si l'on conservait b, et b_ on aurait, pour

déterminer p., une équation du quatorzième degré, obtenue en égalant à zéro un
déterminant de sept lignes et de sept colonnes. En continuant ainsi, on tendra
vers un déterminant ayant un nombre infini d'éléments.

8. La convergence d'un tel déterminant a été examinée par M. Poincaré (Bul¬
letin cle la Société mathématique, t. XIV, p. 77-90). 11 faudrait, pour la rigueur
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20 CHAPITRE II.

absolue, faire intervenir le Mémoire précédent; nous nous bornerons à y ren¬
voyer le lecteur.

Soit0(p.) = o l'équation transcendante obtenue en égalant à zéro le déter¬
minant limite. On peut pressentir certaines propriétés des racines de cette équa¬
tion en supposant q, = q2 = .. . = o. Dans ce cas, le déterminant se réduit à sa
diagonale

... [-a][-i][o][i][a]...,

et l'équation 0(p.) = o devient

ses racines sont

... ±{\+q), ±=1(4 — q), ±(2-1-q), ± (a —q), ±q, ...;

elles sont égales deux à deux et de signes contraires. Les racines de 0(p.) = o
différeront peu des précédentes si les quantités qn q2,... sont très petites. Prou¬
vons qu'elles sont aussi, deux à deux, égales et de signes contraires; il en est
même ainsi de toutes les équations À3 = o, A3 = o, En effet, si l'on change
p. en — (a, [— 2] et [— 1] se changent respectivement en [2] et [1], et inverse¬
ment, et le déterminant (4) conserve la même valeur au signe près.

D'après les conclusions du Chapitre précédent, l'équation 0(p-) = o doit être
de la forme

(5) COSp7T=/(lï, q, q^q^, ...).

On voit que ses racines sont bien égales et de signes contraires. Si p. est une
racine de l'équation (5), p. -t- 2 en est une autre. Il en est bien de même pour
l'équation limite 0(u) = 0. Considérons, par exemple, A5, et soit A3 ce qu'il
devient quand on change p. en p. ±2, ce qui remplace [—2] [2] par
[— 1], ..., I 3]. On aura

[-'] — 'h — — (h
— [0] —

~ch — q-i
— (h — ?i ['] —

(h — ?s
— </3 — </2 [2] —

— h ~ch — Çi [3]

On voit que, si dans As et A3 on supprime une ligne et une colonne, comme
on l'a indiqué par des traits, on obtient le même déterminant. Or, en admettant
la convergence, la soustraction indiquée produit un effet qui tend vers zéro,
lorsqu'au lieu de A5 on considère A0, A7, .... Ainsi donc, si p. est racine, il en
est de même de p.±2, p.±4> •••• Soit p.„ l'une des racines; l'équation (5)
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pourra s écrire

(6)

On peut faire

INTRODUCTION.

COSpit — COSpoTI — O.

21

0„(p) = lim

1̂

"S. !' 4p2" 4 a2 -
> pour

— Vn

12 y y
— inf—qï

32
1

(4/1 -H i)2_
— qi

— qn — 9 «-1 ^/( 2) • • • (p-t-2/1)2—
limA,J+I, pour n

Les équations étant du même degré, ayant des racines égales deux à deux, ou,
du moins, dont la différence tend vers zéro, leurs premiers membres doivent
avoir un rapport F„ indépendant de p.. On aura donc

cospit — cosp07r = limF,,

En faisant u. = o, il vient

(p.— in)-— if — qA — q2 ... — q,t

— q,i — qn-1 (P + 2«)!-Î!

(7) 1 — cospoTT = HmF„

(2 ny — q2 — Pi
— ql {in — if— q*

— q*
— qn-1

— qn —qn-1 ••• (2 nf — q*

Si l'on suppose qt — q2 — ... = o, l'équation (a) se réduit à
d-x

d'où

on a donc

cll- q-x = o,

d'Où

x — — b0?-;

6,= b2—.. .— b_y— b-i=.. .= o, p = pll=<7>

On peut donc faire, dans l'équation (7),

po=?, q\ — qi—• ■ • = o ;

( 2 /t)2— qi o

cos^tt = limF,,
o {in — 2 )2— q2

o

o

(8)

O O ( 2 /1 )2— <72

i — cos^tc = lim F„[(2/i)2- r/] [(2/1 - 2)2-^2].. ,[(2«)2- r/2].
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22 CHAPITRE II.

Si l'on divise (7) par (8), et que l'on divise par ri2 — y2 la première ligne,
par (n — 2)2 — q'2 la seconde ligne du déterminant qui figure dans la for¬
mule (7), il viendra

.

, 7tSill2 - [J.0

Sin2 - y
1

lim

sin- - u0
2

. .71sin2 - q
2

7> — 72 qn

(2 /i)2— y2 (2«)2— y2 ( 2 // )2 — y2
— 7i — 7i y»-~i

(211 — 2)2 — q'1 ( 2 « — 2)2 — y2 (2 /i — 2)2 — y'

— 1" — 7«-i — 7»-S
(2 nf— q1 ( 2 /i)2 y2 (2/i )2— y2

îttant en évide nce les parties centrales du déterminant,

-H 1
7i y2 y 3 7v

\

J
1

1

CI
1

(M
1

CI^i- Cl
1

Cl

<7t 7l 7* 7 3

22— q- 22 — y2 22—y2 22 — y2
q- ■ 7i

1 1 r/' 72
02-y2 o2 q1 o2—y2 o2—y2

7* q-. f/l
1 1

7i
22— y2 22— y2 2 2 — q2 22— y2

7'- q. '/! 7l
J

;

r

:

42-y2 42 —y2 42—72

Il ne reste plus qu'à ordonner suivant les puissances des petites quantités
y,, q.,, ... ce déterminant, dans lequel tous les éléments de la diagonale sont
égaux à + 1.

Désignons l'un quelconque des éléments par i étant un entier positif nul
ou négatif qui représente le rang d'une ligne horizontale au-dessous ou au-
dessus de la ligne médiane du Tableau (<?); y représentera de même le rang
d'une colonne verticale, à droite ou à gauche de la colonne médiane. On voit
immédiatement que l'on aura

[yj=(2 02-?2,

«/,«= +1.

Les éléments de la diagonale seront donc

CL—2, —2? 1, —1> a0,0f ^1,1> ^2,2) ••••

(9)
ai,j —
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Considérons, en particulier, dans cette diagonale les termes

(lO) • ■ - , ai°,i,» ^/*3./3' - -

En permutant les premiers indices deux à deux de toutes les manières pos¬
sibles, et prenant les divers résultats avec le signe -+- ou le signe — suivant
que le nombre des permutations est pair ou impair, on aura les divers termes
du déterminant.

Le terme principal de À est -+- r ; les termes déduits des permutations des
deux indices contiendront les produits de deux des quantités q{, q.x, ... ; il en
entrera trois dans les permutations de trois indices, etc. Les quantités qt, qQ, ...

étant supposées très petites, on comprend qu'on pourra s'arrêter assez promp-
tement dans ces opérations.

9. Permutations de deux indices. — Distinguons dans la diagonale deux
termes quelconques, en écrivant

... I x I x... X x i x ... X XIX...,

permutons les premiers indices; le terme deviendra

a'u '0

ou bien, en vertu de la première des relations (9),

[il] [lo] [lo][liJ

On aura donc, en désignant par (II) la portion de À qui provient des permuta¬
tions de deux indices,

<n>=-22t*fey
On peut poser

it — i0 -t- k, k > o,

ce qui donne

<»)=-ïïm^rr
/0=r + oo k = 1

ou bien
+ 00 +00 +00

tu) Lio+iJ-<7î2[t-oJ[t-ffl+ 2]2[toJ[i0+
—« — » — »

On peut obtenir des valeurs simples des coefficients de q\, q\, On a, en
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l[\ CHAPITRE II.

effet, en se reportant à la signification (9) de [f0] et de [j0 -+- k\ et posant

q — 2d,
, , i

- _L V • [
1. 'c] [ '0 ~+- k] 11> ^ (d ■+■ h) (d — 4o) (d ■+ <o + k) (6 — t'o — k)

'0 '0

Or la décomposition des fractions rationnelles donne
i ABU A

(G -j- 1o) (G — ^"0 ) [G h ~~t~~ ^ ) {G — ^0 — k) G + i0 G — ïq G h— i0 -j- k G — £0 — k

où l'on a fait

B = -

2d k(28 — k) 26 k(2d k)

On a d'ailleurs, par une formule connue,

TTcotTre^y o- =y 1—- =y _——7,J —H Iq d — Cq J -}— Iq -4— à 0 — Iq — A
ltt lO ltt l0

où./„ varie de — co à + co. La formule (1 2) donnera donc
7T

, a TlCOI -Cl
X? 1 '/i i>n , a TrC0t.7T 0 2? IO0J ['0+ 8 COITT0- 89(4ô2— kr) - Xqlq*-#)'
'0

En portant dans l'expression (11), il vient ensuite
,71

7T cot - q , ■ ,

03) (H) = 4-^ ^4 q \l — q* 2'2—q2 32—q1

Nous représenterons par (I) le terme principal de A, ce qui nous donnera
04) (I) = + i.

10. Permutations de trois indices. — Soient les trois termes de la diagonale

°7o,l'o>

nous devons permuter les premiers indices i0, it, i2 de façon que tous changent
de place; nous n'aurons que les deux permutations

l\, 1-2> l0; l-ly »

qui résultent d'un nombre pair d'échanges de deux lettres. Les termes corres¬
pondants doivent donc être affectés du signe -+-, ce qui nous donnera
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On aura donc, en désignant par (III) la portion de A qui provient des permuta¬
tions de trois indices,

On peut poser

Cli\ — i» (Jô — 'o
_

*'o h *3

^i — ii — h ■+■

A: et A:' désignant des entiers positifs différents de o; il viendra
ï0=+oo /f=+ co /r'=-f-CO

(!")=— 2 2 I FT
qhqvqk+K

t'o J L'o■+" A*] [e'oH— k + k'"\
i0=—M k = I k'= 1

Si nous attribuons à A et A:' les solutions k = i. /c' = i; Ac — i, Ac' =2;
Ac = 2, Ac' = i ; Ac = 1, A:' = 3; Ac = 2, Ac' = 2; ... des équations

k + k'—i, k-\-k'=2>, k + k'— 4, ...,

nous trouverons

(in)=-22
— co

-4-00

■2

, <7| c/,?3 , <7i^a<7»
[ «0 J [ i'o + 1 ] [ 'o + 2 ] [ '0 ] [ '0 + 1 ] [ + 3 ] [/„] [<0+ 2] ['<> + 3]

„ y , qvh
[4>] [J0+ !] [{0+ 4} [i'o] [J0+ 2] [J0+ 4] [«o] [4+ 3] [j'0-t- 4]

Si l'on considère les quantités qt comme petites et d'un ordre marqué par
l'indice i, on peut se borner à la première ligne de l'expression précédente, en
négligeant seulement le huitième ordre. On trouve ensuite aisément, en opé¬
rant comme plus haut,

21 i 3 <72—(/O—kk' kn ) 7rO'JIX-t- Al l/„+A'ï — _ 16 a(a*— k*)(cr-- k'^ïa1— (k — k'V\ 71 COt 2 q'
l0

et il en résulte

O'o] [J0 + 0 [4+ 2]
1

['«] [H- '] [J'o+ 3]
1

['0] ['0 ■+ 2] [«o+ 3]

£
11-3OO£

3 </ \q<i
_8?0 —?2)( 4

i 3 <72 — 3 7T
—7, —7—, rrr-5 rrîteot-^,16 q(q~— 02(? — 4) 2

J_ 3<72 — 7 7T
16 q(q*—i)(q2— 4) («y2 — 9) U °° i'1'
I 3 72 — 7 7T

7ïC0t-f/;16 ?(?2 — i)(?2 — 4)(?'2 — 9) 2

7 - 3c/2
C/1^2 <738,7(1 - ?2) (4-<72) 45'(I-</2)(4-C/2)(9-'/2)

t. — ill. 4
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Nous nous bornerons à ces indications, renvoyant, pour le développement
complet du déterminant, au beau Mémoire de M. Hill, On the Part of the lunar
Perigee... (Acta mathemalica, t. VIII). C'est la reproduction, avec quelques
additions, d'un Mémoire publié à Cambridge (États-Unis) en 1877.

11. Il nous reste à donner quelques indications sur la manière d'éliminer les
quantités bt des équations (3) : deux quelconques de ces équations peuvent
s'écrire

[/]bj —^ biqj-t — o, i=j étant excepté clans le
i

M^v—2 Mv-/'=°> i = v »
i

d'où, en multipliant ces équations respectivement par + 1 et — de façon
à éliminer £>v,

i

i ne doit prendre, dans cette formule, aucune des valeurs j et v. On peut écrire
ce résultat sous la forme symbolique

i

On pourra de même éliminer èy entre deux telles relations, et le résultat
pourra être mis sous la forme

i

dans cette formule, on ne devra attribuer à i aucune des valeurs j, v et V. On
peut continuer ainsi jusqu'à ce que tous les b ayant des valeurs sensibles aient
été éliminés; il ne restera plus que l'équation

d'où, en supposant que l'on ait pris j — o,

[0](...,—2,-1,1,2,...).

C'est l'équation qui détermine p., dont on peut calculer ainsi la valeur numé¬
rique sans faire usage du déterminant A. Cela revient à éliminer successivement
les quantités bif au lieu de les chasser d'un coup.
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CHAPITRE III

THÉORIE DE LA LUNE DE NEWTON.

12. Newton a fait le premier pas dans l'étude des mouvements de trois
corps soumis à leurs attractions mutuelles. Ses tentatives, pour le cas général,
ont abouti aux propositions LXYI à LXIX du premier Livre des Principes (Sec¬
tion XI), qui donnent plutôt des indications que des conclusions précises sur
les mouvements des corps. Voici deux des énoncés :

Proposition LXVI. — Trois corps s'attirent en raison inverse du carré de la dis¬
tance; les plus petits, P et S, tournent autour du plus grand, T. Je dis que le
corps P, le plus voisin de T, décrira autour de ce dernier des aires qui appro¬
cheront plus d'être proportionnelles au temps, et que l'orbite de P approchera
plus d'une ellipse ayant T pour foyer, si le grand corps T est attiré lui-même
par les deux autres, que s'il était en repos, ou soumis à des attractions suivant
une loi différente.

Proposition LXV1I. — Le corps extérieur S décrit des aires plusproportionnelles
au temps et une orbite plus voisine de la forme elliptique autour du centre de
gravité 0 des corps intérieurs P et T qu'autour du plus intérieur T.

Sans suivre Newton dans ses démonstrations, nous croyons utile de repro¬
duire sa construction géométrique pour la décomposition de la force perturba¬
trice.

Soit SN = ST (fig. x) la moyenne distance des corps P et S; l'attraction de S
sur P, à cette distance moyenne, peut être représentée par la longueur SN.

Si l'on prend sur son prolongement un point L tel que

(0
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28 CHAPITRE III.

SL représentera l'attraction exercée par S sur l'unité de masse de P, à la dis¬
tance SP. La force SL peut ensuite se décomposer en deux autres, LM et MS,
LM étant mené parallèle à PT.

Si l'attraction de S sur l'unité de masse de T est représentée par la lon¬
gueur ST, il faudra, dans la détermination du mouvement relatif de P autour

Fig.i.

de T, retrancher ST de SM. Il restera donc, en somme, trois forces agissant
sur P : la force dirigée suivant PT, provenant de l'attraction de T, et inverse¬
ment proportionnelle à PT ; la force égale et parallèle à LM, qui sera centrale
comme la précédente, mais dont l'intensité sera beaucoup plus compliquée;
enfin, une force égale et parallèle à MT.

Les deux premières n'ont pas d'influence sur les aires décrites par le rayon PT ;
ces aires sont altérées seulement par la troisième. C'est aussi cette dernière
seule qui modifie l'inclinaison et le nœud de l'orbite relative de P autour de T.

Dans les vingt-deux corollaires de la proposition LXYI, Newton analyse les
effets des forces précédentes au point de vue des dérangements du corps P. Les
considérations qui le guident sont d'une grande finesse, parfois difficiles à
suivre, en raison de la concision du langage.

Ces recherches, qui avaient pour but, non le calcul précis et détaillé, mais
l'explication simple des principales perturbations, ont été développées depuis,
surtout dans la patrie de Newton. Nous renverrons le lecteur aux deux Ouvrages
suivants : J. Hersciiel, Outlines of Astronomy ; — Airy, Gravitation, an elemen¬
tary explanation of the principalperturbations in the solar system.

Dans un beau Mémoire, Théorie géométrique du mouvement des aphélies des
planètes, pour servir d'addition aux Principes de Newton (Œuvres, t. Y), Lagrange
a donné une démonstration géométrique élégante des formules différentielles
qu'il avait obtenues antérieurement par l'Analyse pour le mouvement des aphé¬
lies et les variations du grand axe et de l'excentricité.

M. Lcspiault- [Théorie géométrique de la variation des éléments des planètes
(Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux; 1867)],
en s'appuyant sur les Leçons professées au Collège de France en i856, par
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M. J. Bertrand, et s'aidant de la considération des couples, a pu donner des
démonstrations géométriques des formules relatives aux inclinaisons et aux
longitudes des nœuds, et compléter ainsi le Mémoire de Lagrange.

Dans le même ordre d'idées, il faut citer encore un beau travail de Môbius :

Variationum quas elementa motus perturbati planetarum subeunt nova et facilis
evoliilio (Journal de Crelie, t. XXXII), et l'Ouvrage du même géomètre, Die Ele-
mente der Mechanik des Hirnmels aufneuem Wege oline Hulfe hôherer Rechnungs-
arten. Leipsig; i843. ( Voir aussi le tome IY des Œuvres complètes de Môbius,
publiées par Scheibner et Klein.)

13. Les recherches de Newton et de ses successeurs dans la voie indiquée
ci-dessus découlent aujourd'hui très simplement des formules qui expriment
les dérivées des éléments elliptiques d'une planète en fonction des composantes
de la force perturbatrice, suivant le rayon vecteur, la perpendiculaire au rayon
vecteur dans le plan de l'orbite, et la normale à ce plan.

Si l'on se reporte aux pages 433 et 436 du Tome I de cet Ouvrage, et que l'on
désigne par a, n, e, p, <p, 0, xs, z, m, r, w, u, Y le demi grand axe, le moyen
mouvement, l'excentricité, le paramètre, l'inclinaison, la longitude du nœud,
celle du périhélie, celle de l'époque, la masse, le rayon vecteur, l'anomalie
vraie, l'anomalie excentrique, et enfin l'argument de la latitude pour la planète
troublée (P); par m'la masse de la planète troublante (S), la masse de T étant
prise pour unité, les formules dont il s'agit sont

da 2 m' na3 ( „ . rn pS e sm w -t- T —
dt i + m^,. ■ e*2 v r

de m'

dt i m
na-\]i — e2 [S sinw -H T (cos u -+- cosœ)],

d\Jp m |
nci- f r;dt i -f- m

do m' na „

, — = . W r cos 1.
(a) ( dt ' + '»/1 —e2

dd m' na ,,T . „

sin cp —j— = W r sin I,1 dt i -t- m ^/j e2

efe m' „ , f / r \ . 1 . „ q> dQy/i — e- j — S cosw -H T^i -t- sinwj -I- 2 e sin2 - -y-j. ' fcCf- V i <-/ I C/UO rr x I • I I oiuir I | oui 7 ,

dt 1 -h m I \ P J J 2 dt
de 2 m' e2 dm , . „ <p dd
-7- = -nasr-h -t- 2 y 1 — e2 sm2 — —ridt i H- m j J i qI dt 2 dt

/Pa3= f,

f/w'S, fm'T et fm'W désignant les projections de la force perturbatrice sur les
trois axes rectangulaires considérés plus haut (rayon vecteur, etc.).
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Représentons par x', y', z' les coordonnées de la planète perturbatrice relati¬
vement à des axes parallèles menés par le centre du Soleil, par / son rayon
vecteur et par A sa distance à la planète troublée, et nous aurons (t. I, p. 466)

y (âs — T7»)'

/•2 + r'2— irx1.

Ce que dit Newton de la proportionnalité plus ou moins approchée des aires aux
temps découle immédiatement de la troisième des formules (a).

Ses remarques sur les variations de l'inclinaison et du nœud ne sont en
quelque sorte qu'un commentaire, en langage ordinaire, de la quatrième et de
la cinquième des mêmes formules.

14. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails : du point S comme centre

Fig. 2.
c

(ifig. 2), avec ST comme rayon, décrivons un cercle qui coupe l'orbite en deux
points C et D, pour lesquels on aura A = r'.

TC
Si le corps S est très éloigné, de façon que le rapport ^ soit petit, les

angles CTS et DTS seront très voisins de 90°, et les positions C et D du corps P
différeront peu de celles des quadratures.

La troisième des formules (a) donne

^ = m' nJrv' (— - —Y
dt 1 -+- m \ A6 r13)

Quand P passe en C et D, le facteur ~ — change de signe; en A et B, il en

est de même pour l'autre facteur y'. On en conclut aisément que l'aire décrite
en un temps donné par le rayon vecteur PT reçoit sa plus grande augmentation
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dans les syzygies, et sa plus forte diminution dans les quadratures. C'est ce que
Newton montre directement dans le corollaire II de la proposition LXVI, en remar¬

quant que la composante de la force perturbatrice, qui est parallèle à ST, est la
seule à modifier les aires, et que, de C en A et de A en D, cette composante est
dirigée vers la gauche de la figure, tandis que, pour l'autre moitié de l'orbite,
elle est dirigée vers la droite. Si on la décompose en deux forces, l'une dirigée
vers le point T, l'autre normale au rayon vecteur, on voit que la dernière aug¬
mentera l'aire de C en A et de D en B, et la diminuera dans les deux autres qua¬
drants.

Newton en conclut (corollaire III) que, toutes choses égales d'ailleurs, le
corps P se meut plus vite dans les syzygies que dans les quadratures, et ensuite
(corollaire IY) que l'orbite de P est plus courbe dans les syzygies que dans les
quadratures. Ces deux propositions supposent que l'excentricité propre est
nulle. On a, en désignant par Y et V' la vitesse en C et A, par p et p' les rayons
de courbure correspondants, et par N et N' les composantes normales de la
force,

Or on a V'> V; en C, la composante normale de la force perturbatrice est
nulle, et elle est négative en A; d'ailleurs, la composante normale provenant de
l'attraction de T est la même dans les deux cas. On a doi^c

Il en résulte (corollaire VI) que, toutes choses égales d'ailleurs, le corps P
s'écartera plus de T dans les quadratures que dans les syzygies.

La plupart des autres corollaires de Newton fournissent des données sur les
variations des éléments elliptiques quand deux des composantes S, T et W sont
nulles. Supposons d'abord T = o, \V = o, S < o, de sorte que le corps P soit
soumis à une force perturbatrice centrale.

Les formules (a) donneront

P
d'où

P— N

N' < N et, par suite, p' > p

de
dt

——— ncd i/x — e2 S sin w,
i 4- /11

i -I- m
na2 \J i — e2 S cos w.

Donc, l'excentricité croît quand P va du périhélie à l'aphélie; elle décroît
dans l'autre moitié de l'orbite. Soient A et B les extrémités du grand axe, C et D
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les points de l'orbite situés sur une perpendiculaire à AB menée par le point T.
On aura, sur l'arc DBC,

dm
cosw>o, ~dt'>0'

le grand axe tournera dans le sens direct. Sur l'arc CAD
dm

cosfv <o, ~dt <0'

la rotation se fera dans le sens rétrograde.
Un changement de sens de la force S échange l'une dans l'autre les deux con¬

clusions précédentes.
Supposons, en second lieu, S = o, W = o, ï^o; la force perturbatrice est

donc normale au rayon vecteur et agit dans le sens du mouvement. Les for¬
mules (a) donnent

da 2 m' na3 _ p
_ 1 — >

dt i -4- m v/i
d\Jp m'

na
dt i 4- m

de m'
na!'

dt ~ i + m

e dm m'
na'

dt f H- m

i — ei r

na1 \J i — e2 T y i -H - J sin w ;

a et p augmentent sans cesse, et il en est de même de la durée de la révolution.
Entre le périhélie et l'aphélie, le grand axe tourne dans le sens direct; son
mouvement est rétrograde dans l'autre moitié de l'orbite. On a

e cos2 w -t- 2 cosic -4- e eleosw -4- a) (cosw -4- (3)
cos il -4- cos w = = — >

i + ecosw i + ecosw

i — Ji — e2 . i -I- \/i — e2
a — § , p =

e e

Les points pour lesquels on a
cosw = — a,

et, par suite,
de

COS M -l- cosw = O, — =0,

sont voisins des points C et D, dont on a parlé plus haut, si e est petit. On peut
donc dire que, sur l'arc DBC, e augmente, et diminue sur l'arc CAD.
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Les corollaires 6-10 de Newton contiennent une bonne partie des résultats
ci-dessus.

Enfin, supposons S = o, T = o, W<o; les formules
ciu m nu ,T7. . ^

sin (û — — W/* sin Y,
at i -h m y/ j e2

dcp m' na ___ v

-77 — . W r cos ictt i -h m i/j e2

permettent de déterminer les signes de ~ et de ~ d'après ceux de sin Y et de
cosY. Ainsi, tant que la planète reste au-dessus du plan de référence, on a

ClQ
sinYj>o, dt <C o, le nœud rétrograde. Quand P passe en dessous du plan fixe,
si W garde le signe — , le nœud a un mouvement direct.

Ce que nous dirons plus loin prouvera que Newton connaissait l'expres¬
sion (a) de ^ à l'aide des composantes S et T de la force perturbatrice et, très
probablement aussi, celles de ^ et ~ J'incline à penser qu'il connaissait
toutes les formules (a), mais qu'au lieu de les publier il a préféré en tirer un
grand nombre de propositions géométriques qu'il a obtenues en ne considérant,
chaque fois que l'effet de l'une des composantes.

15. Avant d'indiquer les beaux résultats auxquels il est arrivé dans la théorie
de la Lune, il convient de rappeler ce que l'observation avait appris sur les
mouvements de notre satellite.

On savait que la Lune peut être supposée se mouvoir dans une orbite ellip¬
tique dont deux éléments éprouvent des variations considérables; la ligne des
nœuds est animée d'un mouvement rétrograde presque uniforme, en vertu du¬
quel elle décrit l'écliptique en 18 ans f environ (6793 jours); il y a en outre
une petite inégalité périodique qui peut écarter le nœud ascendant de sa posi¬
tion moyenne de i°26' en plus ou en moins. L'inclinaison garde une valeur
moyenne constante et oscille entre 5°o' et 5° 18'.

L'ellipse tourne dans son plan dans le sens direct, d'un mouvement presque
uniforme, en vertu duquel le périgée effectue une révolution en un peu moins
de 9 ans (3a33 jours); il y a en outre une inégalité périodique qui peut écarter
le périgée de sa position moyenne d'environ 8°4i' au maximum, en plus ou en
moins.

La longitude de la Lune est affectée de trois inégalités périodiques princi¬
pales :

Uélection,
i° 16'26"sin [2(0 — C) — Ç],

T. - III. 5
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en représentant par © et C les longitudes moyennes du Soleil et de la Lune,
par '( l'anomalie moyenne de la Lune ;

La variation,
3g'3o" sin2(0 — £);

Y!équation annuelle,
— 11'10" sinÇ',

où 4' désigne l'anomalie moyenne du Soleil.

On voit que les dérangements de la Lune sont considérables et s'effectuent
dans des périodes relativement courtes.

16. Parmi les inégalités du mouvement de la Lune en longitude, Newton n'a
développé que la variation, et la méthode qu'il a suivie paraît à Laplace une
des choses les plus remarquables des Principes; nous allons en donner une
idée, en traduisant les résultats en formules avec les notations actuelles.

Newton fait abstraction de l'excentricité propre et de l'inclinaison de l'orbite.

Fig. 3.

Soient (fig. 3) S le Soleil, T la Terre, P la Lune, ABCD son orbite, L un point
pris sur SP de façon que

. SL/STV
() ST~\SPJ'

Les attractions du Soleil sur les unités de masse de la Terre et de la Lune

pourront être représentées par les droites ST et SL. Pour étudier le mouvement
relatif de la Lune autour de la Terre, il faut appliquer à la Lune une force ST
égale et contraire à l'attraction du Soleil sur la Terre. La résultante de LS et ST
est la force LT que Newton décompose en deux autres LE et ET, l'une perpen¬
diculaire, l'autre parallèle à PT. La composante LE est la seule qui modifie
les aires décrites par le rayon vecteur de la Lune; nous allons calculer son

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THÉORIE DE LA LUNE DE NEWTON. 35

intensité. Si l'on prend SK = ST, on aura

ST=:SP + PK, SL = SP + PL;

en portant dans l'égalité (i) et simplifiant, il vient

3SP!PK4-3SP.PK2+PK3=PL.SP2,

d'où sensiblement, à cause de la petitesse du rapport

PL = 3PK.

On a ensuite, dans le triangle rectangle PEL,

LE= PL sinEPL = 3PK sinTPK,

TE -+- TP = PL cosEPL = 3 PK cosTPK,

d'où, en remarquant que l'angle PKT diffère très peu de go°,

LE = 3PK7^,
PK

TE = 3 PK - TP.

Soient u et u' les longitudes géocentriques de la Lune et du Soleil, r le rayon
vecteur SP ; l'angle TPK peut être pris égal à u' — u, et il vient

LE = 3TP sin (u' — v) cos(u' — u),
TE = Tp|@3 cos2.(u' — u) — i].

Pour avoir les intensités absolues des composantes, il faut prendre les rap¬
ports des longueurs LE et TE à ST et multiplier ces rapports par

-^r = n'2 ST,
ST

en désignant par m! et n' la masse et le moyen mouvement du Soleil. On trou¬
vera ainsi

3/i'2TP sin(u'—- u) cos(u' — v),
n'2 TP [3 cos2(u'— u) — i].

La force centripète qui produit le mouvement circulaire de la Lune est égale
> Tl!
à n- TP ; représentons par m le rapport — du moyen mouvement du Soleil à ce-
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lui de la Lune; nous pourrons prendre, puisque nous négligeons les excentri¬
cités,

v' = mv,

et si nous adoptons pour unité de force l'attraction moyenne de la Terre sur la
Lune, nous aurons

00
force LE = 2>m% sin (m — i)u cos (m — i) u = (T),
force ET = /??2[3cos3(m—i)u — i] = (S).

La force centripète totale s'obtiendra en retranchant la force ET de l'attrac¬
tion ^ de la Terre sur la Lune; on pourra écrire

fç
(3) . force centripète = — [i -f- /?i2 — 3m2 cos2(m — i) u] = F.

Newton cherche ensuite l'accroissement de l'aire élémentaire produit par les
deux composantes (S) et (T). La première ne donne lieu à aucun changement;
la seconde occasionne une variation de la vitesse normale au rayon vecteur,

du ,,
r — , et 1 on a

dt

— (T).dt

La force (T) laisse d'ailleurs r invariable. On a, dans ces conditions,

dUc^\
(4) -dr-=rtT).

Le procédé de Newton revient en somme à ce qui précède. La relation (4) est
identique à la seconde des formules (oc) du Tome I de cet Ouvrage (p. 88);
elle équivaut aussi à la troisième des formules (a) du présent Volume (p. 29).

On a ensuite, en remplaçant (T) par sa valeur (2),

d(*±) 3
(5) — dt ~ 2m2> si'I2(//t — O1-1'

Si l'on prend comme unité de distance la valeur moyenne de ret que l'on
V2

remarque que l'on a déjà supposé la force centripète moyenne — = 1, on voit
que la vitesse moyenne de la Lune devra être censée égale à l'unité. On pourra
donc prendre, dans le second membre de la formule (5), dt = du, et il en résul-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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tera

/'2 — - rrd ( siti 2 ( m — i ) u dj.
dt 2 J y '

Newton calcule cette quadrature par un procédé indirect; nous nous borne¬
rons à en écrire immédiatement la valeur, et nous aurons, en désignant par A
une constante arbitraire,

„ dit 3 m"-
r2 -y- = h -t- -7 cos 2 ( m — 1) u.dt l\ 1 — m

La constante A est très voisine de i, puisqu'il en est ainsi de r et de ~ ; il vient
donc

.(6) ,■■* = *
3 m-

1 -1- 7- cos 2 ( m — 1) u
4 1 - - m

On peut remarquer que A est la valeur moyenne de c'est celle qui répond
aux octants, car, en ces points,

cos2(m — 1 ) v = cos(2u' — 2u) = o.

17. Le carré de la vitesse Y de la Lune est

V2 = —- -1 r* — ■
dt2 dCl 9

dr2
mais, si l'on néglige l'excentricité, — est de l'ordre du carré de la force per¬

turbatrice et peut être omis; il vient ainsi, en tenant compte de la formule (6),
et en négligeant m\

h2 r 3 «i2 1
V- = —j i H cos2 (m — i) v ./■2 L 2i — m J

Soient i — x et x -t- a? les valeurs de r dans les syzygies (u' — u = o ou
= x8o°) et dans les quadratures (V — u = ± 9°°)« V, et V0 les valeurs corres¬
pondantes de Y. On aura

V2 = (1 - Z- -1 (i — x )- \ 2 1 — m

3 rrd ^
2 I —

3 m

V2 — -
0 (i xy \ ' 2i — m

S\ (i-\- xY1 2i — m
Vjj \I — X J 3 7?l2

2 i — m
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Soient p, et p0 les valeurs du rayon de courbure dans les syzygies et dans les
quadratures; les forces centripètes correspondantes seront, d'après le théorème
d'Huygens, dans le rapport

Yi Pi — (l+jpY f14 im~ \ p» — Et.
V2 pi \I — xj\ I— m] p, F,

Mais, d'après la formule (3j, on a

1—2 ml i -h m2
Fi = krr—Fo = /f(i — x)2 (i-t-a;)2

si l'on porte ces valeurs de F0 et F, dans la relation précédente, il vient

i — m ) p!

d'où

( 7 ) — = i — 3 m2 ( i
Pi

i

i — m

c'est ainsi que Newton a déterminé le rapport des rayons de courbure de l'orbite
dans les syzygies et dans les quadratures.

Pour déterminera?, Newton considère l'orbite lunaire dont il s'agit ici (on a
négligé l'excentricité propre) comme une ellipse mobile dont la Terre occupe le
centre et dont le périgée suit le Soleil, de manière que le petit axe de l'ellipse
correspond toujours à la syzygie et le grand axe à la quadrature. Laplace dit à
ce sujet : « Cette considération est exacte, mais elle exigeait une démonstra¬
tion (1 ); ... ces hypothèses de calcul, fondées sur des aperçus vraisemblables,
sont permises aux inventeurs dans des recherches aussi difficiles. ... ». On aura
donc, dans cette hypothèse,

i sin2(u'— v) cos2(u'—u)
7* " F2 + â2 ' a<b''

d'où, avec la précision adoptée jusqu'ici,

abdh f i b2— a2 . ~1
r — - i — cos(2u'—2u) ,

^a2 -t- b2 L 2 b-+a2 >]

ou encore, en remarquant que la valeur moyenne de r a été prise pour unité

(!) Newton avait démontré que le rayon de la Lune est plus grand dans les quadratures que dans
les syzygies (voir la p. 3i de ce Volume).
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et que l'on doit avoir r — i — x dans les syzygies et r = i -h x dans les quadra¬
tures,

>■ — i — x cos2 (m — 1) v.

On trouve sans peine, en partant de cette dernière expression de r et négli¬
geant a;'-, que le rayon de courbure p en un point quelconque a pour expression

P =
i — ix cos 2 ( m — r ) v

d2 r

dfc»
[1 -t-4(i — /re)2] x cos2 (m — 1 ) u'

il en résulte

pi = i — x [1 -+- 4(i — /w)2] ' Po =
1 + 2«

i -t- x [1 -H 4(i — m)'2Y

Pi
; i — 2a;[4(i — my— J].

En comparant à la formule (7), il vient

(8) x — - m
2 4(j — my — 1

Si l'on remplace m par sa valeur numérique m = 0,0748, on trouve ^ poul¬
ie rapport des deux axes de l'ellipse.

18. Pour conclure de là l'inégalité désignée sous le nom de variation, Newton
remarque qu'elle provient, en partie, de l'inégalité des aires élémentaires dé¬
crites par le rayon vecteur de la Lune, et, en partie, de la forme elliptique de
l'orbite. Supposant que la Lune se meuve dans une ellipse ABCD {fig- 4) autour

Fig. 4.
S-

X

V T

de la Terre en repos, placée au centre, il remarque que, si le rayon TP décrit
des aires CTP proportionnelles aux temps, la tangente de l'angle CTP sera à
la tangente de la longitude moyenne correspondante comptée à partir de TC,
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dans le rapport~ p = y; puis que la description de l'aire CTP, lorsque
la Lune passe de la quadrature à la syzygie, doit être accélérée, de sorte que sa
vitesse (vitesse aréolaire), dans la syzygie, soit à celle de la quadrature dans le

3
,

r + 7 /«2
rapport ' > et que l'excès de cette vitesse, à un moment quelconque, sur

i — 7 m24
celle de la quadrature, soit proportionnel au carré du sinus de l'angle CTP.
C'est, dit-il, ce que l'on fera assez exactement si l'on diminue la tangente de

/ 3 7
I y m-

l'angle CTP dans le rapport 1 ^ Par ce moyen, Newton trouve que la
Y >+r2

tangente de l'angle CTP sera à la tangente de la longitude moyenne dans le
rapport

/~TF^
I - X A / 4m

_ 68,6877
1 -t- x \/ 3 , ~ 70

y i + 7 m-

La différence des deux angles sera maximum dans les octants, où, la longitude
moyenne étant de 45°, la longitude vraie sera l'angle dont la tangente est

68'7q877' so^ 44°27'28"; en retranchant de 45°, on a 32'32"pour la plus grande
valeur de la variation.

11 en serait ainsi si la Lune, en passant de la quadrature à la syzygie, décri¬
vait un angle CTA rigoureusement égal à 90°. Mais, en raison du mouvement
du Soleil, il faut augmenter le nombre précédent dans le rapport des durées
des révolutions, synodique et sidérale, de la Lune, ce qui donne 35' 10"; c'est
peu différent de la valeur trouvée par l'observation.

Nous pouvons vérifier la première assertion de Newton :

L'ellipse immobile, décrite conformément à la loi des aires, donne lieu aux
formules

dv 1 sin-c cos2e
dt ' /,2 a2 b'1 '

a , , c
lange =: T tang/ii, h ~ •b ab

Si l'on fait
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on trouve aisément

1 h
(9) cos2hl A2 sin2 ht'

H 7b2

donc, dans les quadratures,
ht—- o, c' — b-lh — c'„;

dans les syzygies,

On a donc

, ci'2 h
ht = go°, c = —y- = c,.

b '/■ c0 . ^ /Co
T~ — ~~T> '■ — 7 V/ —:a1 Cj b y cl

et il en résulte, à cause de la formule (6) qui donne -7»
ci

i — xi 3 m2 \ .

lange'= 1 — 7 tanght,1 + x \ 4 i — m }

ce qui est la formule proposée par Newton. Comme A, a et b sont voisins de 1,
l'expression (9) de c' varie du reste à fort peu près proportionnellement à
sin2/«£, et c'était une condition qu'il fallait réaliser.

Pour obtenir l'inégalité elle-même, il est plus simple d'opérer comme le fait
Laplace dans son analyse de la théorie de Newton (Mécanique céleste, t. Y,
Livre NVI). L'équation (6) donne, en remplaçant r par 1 — a?cos2(m — r)u,

dj
,

~r — i'dt
1 3 m2 .

1 4- ( 2 ,r + j — ) cos 2 (m — 1 ) v

d'où
3 m2

21 + 7
, 4 ' — m .

■j = ht -r const. -t- sin 2 (1 — m )u ;
2(1 — m) v '

le terme périodique représente l'inégalité cherchée. Son maximum esl

3 m

2^+74 i — m

2(1 — m)

ou bien, en remplaçante par sa valeur et réduisant,

3 m2 ( 11 — 12 m -H 4 )
8(1 — «i)2(3 — 2 /?i) ( 1—2m)

19. Newton s'occupe ensuite des variations du nœud et de l'inclinaison, et
T. - III. 6
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trouve, par des considérations géométriques, ces expressions des mouvements
, . dd . dohoraires -r- et 1

dt dt'

(xo)

1 ^ ——3 ni1 n sin(u—Ô)sin(u'—Ô)cos(u— u'),
/ —— 3ndn (f> cos(o — 9) sin(u'— 9) cos(u — u'),

où n désigne le mouvement horaire de la Lune. Ces valeurs sont identiques à
celles que fournissent les formules (a) et (4); en effet, dans ces dernières,
z' désigne la distance du Soleil au plan de l'orbite de la Lune, et la considéra¬
tion d'un triangle rectangle facile à apercevoir donne

z' = — /•' sin 9 sin (u'— 9).

On a, d'ailleurs, en négligeant l'inclinaison,
A2 = /'2 -h r'1 — 2 /•/•' cos ( v — v' ),

d'où
I I

—

pi
— iiCos(u — u')+ psj '

et, en développant suivant les puissances de p,

On trouve donc

3 /• ,
I H — COS(u — 'J ) -h . : .

W — — sin<p sin(u' — 9) cos(-j — u'),

et les formules (a) et (b) donneront, en remarquant que Y = u — 0,

00

d9 3m' n ai* . , .. . , . D. ,

Tt =■~ sin (u "B) sm(u 9) cos(u - u
11 C"

sin<p cos(u — 9) sin(u'— 9) cos(u — v').dt i -+- m y/£ e2 r'3

Mais on a

m' ii'-a'3 «'3
= /n- — >

i + m n'a* a

et il en résulte que les formules (io) et (ii) coïncident quand on néglige les
excentricités.

Newton remarque ensuite que le mouvement horaire du nœud est tantôt
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accéléré et tantôt retardé dans le cours d'une lunaison; il prend la valeur
moyenne qu'il appelle le mouvement horaire médiocre. On a, par une transfor¬
mation facile,

dO 3
- m2n sin(-j'— 0) [sin(u'— 0) 4- sin(2u — u'— 0)] ;

le terme dont l'argument est 2u — u'— 0 prend, dans le cours d'une lunaison,
des valeurs positives et négatives qui se détruisent à fort peu près, et il en
résulte, pour le mouvement horaire médiocre,

(12) -77 — — ~ n sin2(u'— 0) =— 7 m2n 4- 7 m-n C0S2 (u1 — 0),Clt 1 L\ L\

quantité qui ne devient jamais positive. Newton calcule la valeur moyenne
dO

de j~t par un procédé qui revient à poser u'— 0 = d'où, en négligeant l'ex¬
centricité du Soleil,

, ir. ,, ,r> 3 sin2it ,,
mn at — clo — db, do = m 1 cib.

2 o '
1-1— m sin2it

2 T

Entre deux passages consécutifs du Soleil par le nœud, 0 varie de

3 /^271 sin2^ 3/9 \/ 3 «^ = -4Wl,~8m + '"J27r-'
i 4- - m sin2 b x '

Newton a déterminé cette intégrale par un procédé spécial. Pour avoir l'ac¬
croissement de 0 pendant une révolution sidérale du Soleil, il faut diviser par

1—7m, ce qui donne
4

)27r>
En multipliant par on a le mouvement horaire médiocre

3 9
—

7 m2 «-+-5 rn? n —...4 o

obtenu par Newton qui y ajoute encore un petit terme correctif inexact de
l'ordre de m''; mais il arrive finalement qu'il avait calculé la durée de la révolu¬
tion des nœuds de la Lune à moins de de sa valeur. Il avait trouvé en outre

400
dans 0 un terme en sin2(1/— 0), correspondant à une inégalité découverte par
Tycho Brahe et ayant à fort peu près le même coefficient.
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Pour ce qui concerne l'inclinaison, la seconde des formules (10) donne

^ == — ^ /n2/i <p sin(o'— 9) [cos(u' — 9) + cos(2u — u'— 9)] ;

en négligeant le terme en cos(2u — u'— G) qui se détruit à très peu près,
Newton obtient, pour le mouvement horaire médiocre de l'inclinaison relatif à
la durée d'une lunaison,

3
—

7 m-a © sin 2 (</— 9).4

Pour l'ensemble des positions du Soleil, cette quantité s'annule, de sorte que
l'inclinaison a une valeur moyenne constante; il n'y a qu'une inégalité pério¬
dique principale en cos2(V — 0), qui cadre bien aussi avec ce que fournit
l'observation.

Dans le scolie final qui termine la théorie de la Lune, Newton dit : « Qu'il
a voulu, par les déterminations précédentes des mouvements lunaires, montrer
comment on peut v parvenir au moyen de la cause qui les produit. » Il annonce
ensuite avoir trouvé plusieurs autres inégalités, sans exposer les méthodes par
lesquelles il y est arrivé. Il dit notamment avoir reconnu l'équation annuelle,
et l'avoir trouvée de n'5o"(la vraie valeur est de 1 i'io").

20. Un Ouvrage publié tout récemment jette un nouveau jour sur les progrès
que Newton avait fait faire à sa théorie de la Lune ; il a pour titre : A Catalogue
of the Portsmouth Collection of Books and Papers written by or belonging to Sir
Isaac Newton (Cambridge, 1888).

Les manuscrits de Newton, après avoir passé en diverses mains, apparte¬
naient, en dernier lieu, au comte de Portsmouth, qui les a livrés à l'Université
de Cambridge, en la priant de faire un choix et de conserver pour elle tout ce
qui se rapportait directement à la Science. Une Commission, composée de
MM. H.-R. Luard, G.-G. Stokes, J.-C. Adams et G.-D. Liveing, fut nommée le
6 novembre 1872, à l'effet d'examiner et de classer les très nombreux papiers
de Newton. Nous lisons, dans la Préface de l'Ouvrage en question, que l'on n'a
trouvé de résultats importants et non publiés que sur trois théories : celle de la
Lune, celle de la réfraction atmosphérique, et la détermination de la forme du
solide de moindre résistance ; les manuscrits correspondants étaient souvent en
mauvais état, ayant souffert du feu et de l'humidité. Le plus intéressant se
rapporte au mouvement de l'apogée lunaire : Newton établit d'abord deux
lemmes qui font connaître le mouvement de l'apogée dans une orbite elliptique
d'excentricité très petite, tel qu'il résulte d'une force perturbatrice agissant
dans la direction du rayon vecteur ou dans une direction perpendiculaire. Ces
deux lemmes étaient rédigés avec soin, comme s'ils avaient été préparés pour

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THÉORIE DE LA LUNE DE NEWTON. /p

l'impression, devant figurer sans doute dans une nouvelle édition des Principes.
Newton fait ensuite l'application de ses deux lemmes pour trouver le mouve¬
ment horaire du périgée, et il arrive à un résultat qui peut être représenté par
la formule

(i3)

11
/ / \

1 H COS ( 2 L» — 2 5j)
dt 238,3

I

d'après la Préface, la déduction de cette formule n'est pas entièrement satisfai¬
sante, et les corrections apportées au manuscrit montrent que Newton n'était
pas bien sûr du coefficient ■

Nous verrons plus loin que la formule exacte, limitée à ses premiers termes, est

= — iid- n\i H- 5 cos(2u'— 2 53)1;dt 4
on a, d'ailleurs,

m = 0,07^80, j m2 ~4 ~~ 238,3'

il en résulte la même formule (i3), sauf que le facteur ~ est remplacé par 5. La
Préface ajoute que Newton déduit, tout à fait correctement, de la formule ( 13),
que le mouvement moyen annuel de l'apogée est de 38°5i'5i", tandis que celui
qui est donné dans les Tables astronomiques est de 4o°4i',5.

Nous dirons, en terminant, que la portée des deux lemmes de Newton se
comprend mieux si l'on remarque que la sixième des formules (a) donne, en
supposant l'inclinaison nulle,

r

e —r-

dt
H j" — S cosw + T ^1 -f- sin wj ,

où H désigne une constante. Quand on néglige aussi l'excentricité dans le
second membre, cela devient

^ dm _ /g C0S(P + 2t sin w).dt

Les deux lemmes de Newton reviennent à la démonstration de cette formule,
lorsque S ou T est nul.
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CHAPITRE IV.

THÉORIES DE LA LUNE DE CLAIRAUT ET D'ALEMBERT.

21. « Dans le Livre des Principes, Newton, après avoirassigné la cause des per¬
turbations du mouvement elliptique de la Lune, a fait voir, de plus, comment on
pouvait calculer les grandeurs d'une partie d'entre elles avec assez d'exactitude
pour fournir déjà une confirmation remarquable de la gravité universelle. Mais
Clairaut est le premier qui ait donné une théorie du mouvement de la Lune,
fondée sur l'intégration, par des séries, des équations différentielles du pro¬
blème des trois corps, qu'il avait obtenues en même temps qu'Euler et d'Alem-
bert('). »

Clairaut suppose d'abord que le mouvement se fasse dans le plan de l'éclip-
tique; soient /-et vies coordonnées polaires de la Lune, l'origine étant au centre
de la Terre ; S la composante de la force motrice suivant le rayon r, comptée posi¬
tivement dans le sens du prolongement de r; T la composante perpendiculaire,
comptée positivement dans le sens des longitudes croissantes. Les équations
auxquelles arrive Clairaut peuvent se déduire des formules (a") de notre Tome I,
page 91, en y supposant u = y Elles sont, en prenant v pour variable indépen¬
dante et désignant par h une constante arbitraire,

dt —

/■2 dv

(') Cette citation est empruntée au Mémoire de Poisson : Sur le mouvement de la Lune autour de
la Terre.
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ou, ce qui revient au même,

i '"2 dv
(I) dt:

h \J i -H 2 p

h -
c , r dr

«-— , , or'— 1 / -j-
. . r h- dv
( 2 ) - -| 1 — = o,dv' r i + 20

(3) f=ïi/T'J dv.

Clairaut pose ensuite, en désignant par M le produit de la somme des masses
de la Terre et de la Lune par la constante f,

(4)

a»
, t dv

îï > + Tïr~i 2P
0 M M dv 1

I -H 2p

(5) I h± - u'
Mr L'

moyennant quoi la formule (2) devient

(6) *J+U + fl = o.

M
^ est la force centrale qui produirait le mouvement elliptique; la force per¬

turbatrice de ce mouvement est donc représentée par ses composantes — $ etT,
relativement aux axes rectangulaires mobiles définis plus haut.

22. Clairaut multiplie l'équation (G) par cosri/r; il intègre, et trouve, en dé¬
signant par c0 une constante arbitraire,

IT • fV>
— cos v 4- U sin v -+- IL s cos v dv = c0.

11 multiplie cette nouvelle équation par intègre, et désigne par c, une

nouvelle constante arbitraire, ce qui lui donne
U

cose -J"^J1£2 cosvdv^j dtangr = c0tange + ct,

ou encore, en intégrant par parties,
u

lange
cose J"Q cosv dv — sin v dv — c0tange + c,.
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En tirant de là U pour le reporter dans la formule (5), il vient

/t2
(7) = i — c0 sine — ct cosc-+- A,

en posant

(8) A = sin cl £2cosco?e— cosc / 12 sin v dv.
*M> "0

Si l'on suppose A = o, on retrouve l'ellipse de Képler.

23. La quantité A se calculerait aisément, si l'on avait mis O sous la forme

(9) A; cos iv,

i désignant une série de quantités réelles quelconques.
Les formules (8) et (9) donnent en effet, par un calcul facile,

A
^ COS iv — COS t )

d'où, en ayant égard à la formule (7),

(10) — .= I - c0 si 11V - cos v(ct —2 7737) —2 cos

On aurait donc ainsi l'équation de l'orbite, avec les coordonnées polaires r
etc. On peut disposer de la direction de l'axe des x de manière à avoir c0 = o, et
si l'on fait

/ \ h*CD W=P,

il vient

Ai
(12) - = y ~--c,)cosc-- y7 nu ix—i / P ■*** i —i

cos iv.
ïl

Le rapprochement des formules (9) et (12) montre que chaque terme du dé¬
veloppement de O engendre d'une manière très simple un terme du développe¬
ment de -■

r

Les formules souffrent un cas d'exception pour 1 = 1; car alors le dénomina¬
teur i2 — 1 s'annule. Il est facile de voir comment la formule (12) doit être mo-
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difiée, en rapprochant les deux termes

49

Si l'on n'avait rien négligé pour mettre £2 sous la forme (9), en raison du
facteur u qui croît au delà de toute limite, on pourrait affirmer que le terme pré¬
cédent finirait par éloigner de plus en plus l'orbite de la forme elliptique. On
n'aura pas le droit de formuler la même conclusion si l'on a négligé quelques
quantités pour mettre 0 sous la forme indiquée; tout au plus pourra-t-on en
déduire qu'on ne devra compter sur l'exactitude de la solution que pendant un
petit nombre de révolutions.

Clairaut remarque ensuite que l'on devra accorder la plus grande attention
aux termes du développement (9) de £2, dans lesquels i, sans être rigoureuse¬
ment égal à 1, en différerait seulement d'une quantité très petite; car ces

termes, en passant de £2 à y acquièrent le petit diviseur i2 — 1, et peuvent
devenir très sensibles dans y alors même qu'ils l'étaient peu dans £2.

Les termes pour lesquels i est voisin de o méritent autant d'attention; il est
vrai qu'ils ne changent presque pas en passant de £2 dans y, mais, quand on
veut avoir t en fonction de c par la formule (1), on est ramené à des intégrales
telles que

et le dénominateur i est très petit.
Ces termes, dans lesquels i diffère peu de i ou de o, constituent la plus grosse

difficulté du problème. Quant aux autres, on pourra les calculer d'une façon
plus sommaire.

24. Clairaut considère un cas intéressant, déjà examiné dans les Principe y de
Newton, où l'on aurait constamment

Ç cosjV dv

T = o et 0>——

T. — III. 7
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de sorte que la Lune serait attirée seulement par la Terre, l'attraction étant
M AM \y .

Traitons directement ce cas, en remontant aux formules (2) et (3) qui
donnent

d*h-
r h2 A" M

0 = 0 et —j-r- H M = o,rte2 r /■

ou bien
rP/h*—kM „\ h- — AM /A?2 — /cM ,

■ M + TS— M = o.«fi>2\ r h2

On peut intégrer cette équation linéaire; en désignant par H une constante
arbitraire et disposant de la direction de Taxe des x, il vient

- A: M
TT / /

— M .= H cos I v t/
A: M

1
Ai2

L'expression qui en résulte pour r est de la forme

r- P'1 7 1
i e cos/JU> '

où Ton a

(_A1 /, ,_H _./ . /M/>'9 * M ' 6 — M' V ' /t2 y A2 '

La trajectoire présente une série de maxima et de minima du rayon r; l'inter¬
valle angulaire compris entre un maximum et le minimum suivant est

7t It

F / A-M
1 "

Ai2

de sorte que la ligne des apsides tourne dans le sens direct avec une vitesse
égale à la vitesse moyenne du rayon vecteur, multipliée par

/ A:M
v1-^

On peut écrire

en faisant

i -+- e' cos(<> — m')'

ej'= (1 — fi)v;
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ce qui prouve que, dans ce cas, la Lune se mouvrait encore sur une ellipse
ayant son foyer au centre de la Terre; mais le grand axe de l'ellipse tourne¬
rait, dans le sens direct, de la quantité indiquée.

Clairaut remarque ensuite expressément qu'une ellipse invariable ne peut pas
servir de point de départ aux approximations successives, car les observations
nous apprennent que le périgée accomplit une révolution en neuf ans environ.
Donc, au bout de quatre ans et demi, le périgée s'échange avec l'apogée, de
sorte qu'il vaudrait mieux alors supposer l'orbite circulaire. Il en conclut qu'il
faut prendre une ellipse mobile représentée par l'équation

25. Expressions des composantes <ï> et T. — Il serait bien facile de les
déduire des formules du Chapitre précédent, mais nous préférons les retrouver
directement.

Soient X et Y les composantes de la force perturbatrice, parallèles aux axes,
x et y les coordonnées de la Lune, x' et y', r' et v' celles du Soleil, D la distance
de la Lune au Soleil, M'le produit de la masse du Soleil par la constante f'. On a

P
i -i- e cos

-4>r = X^ -h Yy, Tr = xY — yX,
d'où

On a, d'ailleurs,

x = rcosv, j = /-sinc, x'—v' cose', y'— r' sin e',
xx'-t-yy' — /•/•' cos(c — v'), x'y —y'x — /•/•' sin(c — e')>

])2 rr 7'2-i— r'2— 2 rr' cos(c— v'),

d'où, en développant suivant les puissances de 4 (quantité voisine de ), etr'

négligeant-^,

Il en résulte

. M'/'. „ ,,, 3M'r . . ,,
—

-yjj- [i — 3 cos2(r — v')], f = — sin(c — r') cos(r — e ) ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



3 2 CHAPITRE IV.

ou bien, en remplaçant M' par nn a!3 et transformant,

^ nl2r [i + 3 eos(2p — 2 p')],
3 /<7'\3

T = nn r ( ) sin ( 2 v — 2 p')
2 \ r /

Quand on néglige l'excentricité cle l'orbite du Soleil, on a

r'—a', p'=«'£■+- const.,

et il en résulte ces expressions assez simples

(.3)
<J? = — ^ «'*/•[i -1- 3 cos (2 p — 2 <>')],

I T =—- n'*r sin (2 c — 2 p')-
Les formules (1), (3) et (4) donnent ensuite

3 a!'1 r . . . , .

2p"~M~p J ' Sll>(2ç — 2t > c/,'>
... , r2 dv
(i4) dt:

\J Mp ( 1 -+- 2 p )
. I /t'2/'3 3 w'2/'2 dr

&(i + 2P) =— - -g-[1 + 3 cos(2p — ac')]- - ^sin(2P—2P') —2P.

Soit x une quantité voisine de p, dont la signification sera fixée plus loin, et
n'2y3

05) T=«,

les formules précédentes donneront

2p = —3a sin(2(;—2v')dv,

(l6) { , /r\ 3 3 //A» of,.
-al-) [i + 3cos(2p — 2p')]h—a(-) —sin(2p — 2p')2p2 \ ^ y ^ itf

1 + 2p

Il ne s'agit plus que de chasser r et p — p' de ces formules, et de réduire £2
en une série de cosinus des multiples de p.

26. Nous prenons donc, comme point de départ de la première approximation,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THÉORIES DE LA LUNE DE CLA1RAUT ET D'ALEMBERT. 53

nous en déduisons, en négligeante2,

/ o\ (rY / (''Y o dr(18) (-) = i— 4ecos/i.c, l-l = i— secospie, —-7-= p-esin/xe;a) r ' \aJ x3 dv

on peut, pour cette première approximation, négliger p dans l'expression (i4)
de dt, ce qui donne

d'où, en intégrant,

j, ''2 dv x2 ,ai = — = (1 — 2 e cos[j.(') ae,
yM/i /J

x2 / 2e.
A 4- const. -

_ e — — sin n e
\fWp \ h-

Nous négligerons complètement l'excentricité e' de l'orbite du Soleil ; nous
aurons donc

v'= 11' t + const.,

et, si l'on porte dans cette formule l'expression précédente de t, il vient
, 2 em ,v' — mv -f- a sinuc,

lx

x2 a' X

(.,) "' = v®' V
a est une constante que l'on peut supposer nulle si, à l'origine, le Soleil et la
Lune ont été en conjonction, la Lune étant en même temps au périgée, car on a
alors v = o, e'=o, et la formule (17) donne, pour r, un minimum. On peut
d'ailleurs éviter ces hypothèses qui ont été reprochées à Clairaut, en laissant
subsister la constante <7, qui n'est pas gênante, et écrivant

i -t- e cos( — T30)

où îu0 désigne une autre constante. On aura ensuite
. , l\em .

2C — 2 r — À e + sin u.r,
H-

avec

(20) A — 2— 2 m.

On trouve, en appliquant la formule de Taylor,
, , 4 em . . .

cos (2 v — 2 v ) = cos A v sin ur sin Ac —...,
f-

• / i\ ■ 7 hem . ,sin(2c — 2 v'\ = sin Ac 4 sin up cos Ac —.. .

(2. '
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d'où, en transformant,

(21)

CHAPITRE IV.

2 eilZ 2 617Z

cos(2p — 2 V1) = cosAe H cos (A -t- /2) v cos (A — p)e,
p p

. , ,, . 2em . 2em . .sin(2P — 2v') — sin A v h — sin(A + p)e — sin(A — p)r;

en combinant la dernière formule avec l'expression de (M , il vient

4^ sin(2c — 2c') = sinAc—ae^i — ^^sin(A + p)c—2e^i + ^^sin(A — p)r.
Intégrons et portons dans l'expression (16) de p ; il viendra

m m
T i 1

cosAe
(22) 2p — 3 iri {- — 2e-̂ — COS (À p.) V — 26t —cos(X — p)v 4- c I .A -+- p A — p .]

Clairaut détermine la constante c de manière que p s'annule pour v = o, ce
qui donne
(23) 1 ' r- — p2

On tire ensuite, des formules (18) et (21),
, ,3 2 m\ , /3 2 w

cosAc — e[ —J c°s (A-+- pt.) — e h——— )cos(24) ^«(0 C0S(2C-2P
3 /-2 dr 3

(25) dï> sin ( 2 c — 2 c') — ^ «pe[— cos(A + p)c + cos(A — p)c].

(A— p) ej

Il n'y a plus qu'à reporter les expressions (22), (24) et (25) dans l'expression
(16) de O; on pourra supposer, dans le dénominateur, p = o. On trouvera

(26) & = — A a cos Ac — B a cos (A — p)c — Ca cos (A + p)c — Ea cospr + P a,

en faisant
'a 3 3 xA = - H- ^ -,

2 A p

[
(27)

C = e I — 6 -

E = e,
2

P = — 4 — 3c--
2 p

777
I +

P 3

p A — P 2

777

X P 3

p A + P 2

5 2 777
J

2 fX

/3 2/?l\

\2 p" /

3

-4^

]•
]•
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On a ensuite, par la formule (12),

55

r p

+

cose f
y r~T

Ac. Be. C a.

Î + a-py-i + (1 + p.y I p-~ij
i r Ac. . Be . Cot ..

P cos * " + (A -P)2-.cos (X ~ f*)t;+ (X + p)2-.cos (x + H) '
Ec

-COS pv]•
Il faut égaler à zéro le coefficient de cose, puisqu'on a introduit cosp-e au

lieu de cose; on en déduira une équation propre à déterminer c,, mais qu'on
pourra laisser de côté, car c, ne figure dans aucune autre relation. On simpli¬
fiera ensuite l'écriture en faisant

(28)

(29)

(30)

-; = i -+- e cosfjte -t- (3 cos>.c 4- y cos(l — p) v -t- ô cos()i -t- p) 1

Ac x

y

1 + Pa ~
X

Bct x

(l — py—i p

Eoc x
- — e.

Ctz x

(A + p.)2—1 y

r-1 p

On a représenté par e le coefficient de cospe afin de retrouver la première
approximation ^=i + e cosp.e. Remplaçons, dans les autres, les quantités A,
B, ..., P par leurs valeurs (27), "X par 2 — 2m et ^ par la quantité m2 qui
lui est égale, d'après la formule (19); nous trouverons

(30

(3 =

y =

ô=-

3 ni1

2(1 — 2m) (3 — 2 m) \ ' 1 — m p

3 em2 ! y.

(3 — p — 2 m) (2 m p — 1) \ p 2

3 em2

m
H

V-

x

m
1

y
( 3 -t- p — 2 m) (1 -h p — 2 m) \ p 2 -)- p — 2 m

T , 2 — m

3 — ul m

3 -t- p m
4 p,

4e

(32)

2(1 — m)

- = 1 — - -+- 3 m2 T —— — 4
x 2 I 2 ( 1 — m )

(2 -h p — 2m) (2 — p — 2m)
2 — m

(2 -h p — 2 m ) ( 2

3em2

^ "il'— 2TO)J

2(p2 — 0

Cette dernière relation, qui provient de (3o), peut s'écrire, après la suppression
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du facteur e,

(33) ^ =

La constante a définie par la formule (i5), dans laquelle on peut remplacer
M par n2a3, diffère très peu du carré du rapport du moyen mouvement du
Soleil à celui de la Lune; a doit être considéré comme une petite quantité du
second ordre. La formule (32), dans laquelle on remplace p. par sa valeur (33),
donnera ^ par des approximations successives. On aura

^=i+ une quantité du second ordre;
nous pourrons prendre ici - = ï, a = m-, et les formules (3i) et (33) donne¬
ront

3 3
p2 = i m2, p = i — y m2 -t-. ..,

2 4

S — 3 m2 (2 m)
2(1 — m) ( 1 — 2m) (3 — 2m)

3 em2 / i + m t \ 15
y — 7 5 2 1 H m = 0- em + • • • >' ' 3 „\ V i — 2m 2 / 8

(2 — 2m) (^2m — m'
3 em2 /1 — \ 5

0 =— -7 77 r 2- h 1 — m |=r— 77 e/n2-i-. .(4 — 2m) (2 — 2m) \ 3 — 2m

On remarquera qu'un facteur m a disparu du numérateur de y, parce qu'il se
3

V
3

trouvait aussi en facteur au dénominateur dans im -+- p. — 1 = 2m — jm2. On
aura donc finalement

^ q/.lS. .
- = i + e cospc -t- m cos (2 — 2m) r -+- -3- cos(2 —2m — p) e

, /' O

(34) { 5
•—

J em* C0S ( 2 + p — 2 7W ) P -t- . . . ,
O

(35) p = 1 — ^ 7?i2-i- ... .

La formule (34) représente l'équation de l'orbite en coordonnées polaires,
au moins d'une manière approchée, car on a négligé beaucoup de choses, no¬
tamment l'inclinaison. Clairaut ne donne pas, comme nous l'avons fait, les par¬
ties principales algébriques des coefficients [3, y et S, mais leurs valeurs numé¬
riques.
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27. Le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune a pour valeur

il en résulte

et l'observation donne

m 0,0748;

3
1 — p = 7 m"- — o, oo4 20 ;

4

i —• p. = 0,008 45.

La théorie fournit donc, pour le périgée, une vitesse qui n'est guère que la
moitié de la vitesse réelle. Il fallait en conclure, ou que l'attraction newtonienne
ne donne point le vrai mouvement, ou que la solution précédente n'est pas
propre à le déterminer. Clairaut s'est borné d'abord à la première alternative
et il a pensé que la loi de Newton, qui rendait compte des attractions à grandes
distances, devait être modifiée par un terme complémentaire, sensible seule¬
ment à des distances assez petites, ce qui est le cas de la Terre attirant la Lune.
Il avait remarqué (p. 5o) que, si la loi d'attraction était exprimée par la for¬
mule

M /fM
2 "^ 3"'i n

h Mle terme additionnel — aurait pour effet de produire un mouvement direct du
périgée; il était donc facile de déterminer le coefficient k de façon à rétablir
l'accord entre les deux vitesses fournies par l'observation et par la théorie. Il
est bon de se rappeler que le même désaccord était constaté presque aussitôt
par d'Alembert et Euler. Ce fut Clairaut qui montra le premier (*) qu'il avait
pour cause, non pas l'inexactitude de la loi de Newton, mais l'imperfection
de la solution.

Il remarqua, en effet, que si la valeur de substituée dans les diverses par-

[3/,2 clrsavoir, dans p, -^^sin(2P— 2u') et

7(7) cos(2v — 2c')~j, avait contenu, comme elle le devait, outre la partie
1 -h- e cos au, les termes

(3 cosÀe -+- y cos (X — p.) v -+-...,

dont on a appris qu'elle était composée, le produit des termes de cette espèce,
surtout ceux en cos(X — p.)e, renfermés dans (r)>(r) > avec les sinus et co-

(') On ne peut s'empôcher de rappeler que Newton avait obtenu lui-même, mais sans la publier,
une valeur bien plus exacte de p, qui ne lui avait suggéré aucun doute sur l'exactitude de la loi de la
gravitation (p. 45 de ce Volume).

T. — III. 8
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sinus de Xp et autres termes de l'expression (21) de ~ 2(/)> aurait in-
3

troduit d'autres termes que — -e dans l'expression (27) de E. L'équation (3o)
aurait été ainsi modifiée et, par suite, la valeur (33) de p..

Pour en donner une idée, il ne prend que le terme ycos(X — p)e de qui
est le plus sensible, parce que y contient seulement le facteur m, tandis que [3
et S renferment m2 ; ce terme ajoutant à peu près

— 4y cos(X — p) c

à la valeur de ^ j > on aura pour l'intégrale
I sin(2p—2v')dv

l'accroissement

— 4yj"sinXp cos(X — p).po?p = 2y + J'
P

6ay x 45
— —

n ne tt ei y//t

3 / /'VOn trouvera de même, pour l'accroissement de - a( -■ J cos(2p— 2e'),
— - m}y cos(X — p.) v cosXe =— y m* y [cos(2X — /a) p h- cospp],2 L\

dont il ne faut retenir que la portion
9 2 135

— I m2y cos pp =5 2^-em3 cospp.
3 /'^ ci/'

De même, on trouvera dans - a — ^-sin(2P — 2e'),
3 3
- <xy (X — p) sin(X — p) p sinX— 7 ay(X — p) [cospp — cos(2X — p) e],

dont il ne faut retenir que la partie —cospe, ce qui donne, d'après (16), cet
1 ^

accroissement de 2,0
6ocy x
—-cos p e = r em3 cos u p.
V-P 4 r

dont il 11e faut retenir que

y ocy(X — p) cospp = ^ em3 cospp.

L'expression (16) de 0 recevra donc l'accroissement
45 135 45 \ , 225+ "4 ~3X — 32 / cospe =+ -|-g- em3 cos p p.
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Par suite, il faut remplacer clans la formule (26) le coefficient E par

59

w 0h, — e —

2

L'équation (3o) donnera donc

d'où

(36)
3

, 225 ,
~

V- — 7 m~ + -5— m +' 4 3a

On a donc obtenu l'accroissement ce qui donne

i — p. = 0,00- 14,

nombre déjà plus rapproché de la vérité. Les théories plus complètes montrent
que les coefficients de m2 et de m" dans la formule (36) sont exacts.

28. De même que la première approximation

avait fourni à Clairaut une expression approchée de t en fonction de v, do
même la formule (34) lui permet de trouver plus exactement t au moyen de v.
Dans ce cas, la formule (i4) est remplacée par

dl — 1 r2 dv,
y/Mp

où l'on doit substituer pour /-et p leurs dernières valeurs.

Clairaut montre ensuite comment on tient compte de l'excentricité de l'orbite
du Soleil et aussi de l'inclinaison de l'orbite de la Lune; il perfectionne ainsi
la formule qui donne rau moyen de v, et, quant à t, il le détermine par la for¬
mule plus exacte

i + e cosp.o

dl

i
,

I — p H pr
2 r

r2 dv.
\jMp

Enfin il étudie les variations du nœud et de l'inclinaison de l'orbite; il ne
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semble pas que ses recherches sur ce dernier point aient ajouté beaucoup à ce
que Newton avait donné sur le même objet dans les Principes.

Nous ne suivrons pas Clairaut dans tous ces détails; nous nous contenterons
d'avoir donné une idée assez complète de sa méthode et nous renvoyons le lec¬
teur à ses divers Mémoires, notamment à sa Théorie de la Lune déduite du seul
principe de l'attraction, i y65.

Clairaut donne partout les valeurs numériques de ses séries plutôt que les
expressions algébriques des coefficients, ce qui rend sa théorie plus difficile à
suivre.

29. Théorie de d'Alembert. — D'Alembert a consacré à la théorie de la
Lune tout le premier volume et une partie du troisième de ses Recherches sur
différents points importants du système du Monde (1704 et 1756) ; il est revenu à
plusieurs reprises sur le même sujet dans ses Opuscules, notamment dans le
tome Y (1768) et le tome VI (1773); mais c'est le tome I des Recherches qui est
de beaucoup le plus important. La méthode qu'il emploie présente beaucoup
d'analogie avec celle de Clairaut; c'est encore la longitude vraie qui sert de
variable indépendante. Soit l- la projection du rayon vecteur de la Lune sur le
plan de l'écliptique, d'Alembert part aussi de l'équation

T du
S H -7-u dv

2 r T di — ° ;
1+

h* j id

K. ~ ié,

u! désignant une nouvelle variable qui sera assez petite, parce que la projection
de l'orbite de la Lune diffère peu d'un cercle. L'équation précédente prend la
forme

(38) ^+N2m'+P = 0,

où N désigne une quantité constante qui ne diffère de 1 que par une quantité
du1 .

de l'ordre de la force perturbatrice; P est une fonction de u', de et de sinus
et cosinus des multiples de v. Dans une première approximation, on néglige
u' et dans P, à cause de leur petitesse et du coefficient m- qui entre partout
dans P. Alors l'équation (38) peut s'écrire

(3g) II + B cos(A H- rjc) -t- C cos(l) + sv) -+-.. . = 0.

(37)
d'1 u

diri té té

dans laquelle il fait
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L'intégrale générale de cette équation différentielle linéaire est

(4o) â cosN r -f- s sinN v — — _Bcos(A + yt>) _v '
N2 N2 — q2

d'Alembert modifie les constantes arbitraires o et z et met u! sous la forme

cosN v — iu' — d cosNe + s sin N o + H -

B

N2

(40 <j n cos(A + çc) B rcos(Ah-Nc) cos(A—Ne)
N2-</2 2NL TS — Ç 1 ]

On peut ensuite revenir à l'équation (38) et tenir compte des termes en «' et
c\uJ / i • /

négligés d'abord; on les calculera par la formule (41)' Pu's on recommen¬
cera l'intégration.

Donnons quelques détails au sujet de la première approximation. En négli¬
geant T^> remplaçant S par — ^ — 4», l'équation (37) devient

d2 u

dv2
M ( 2 ("Idv\ 4»+ m

m2/-2 A'2 y* IdJ u3 ) u2h2

ou bien, en remplaçant T et $ par leurs valeurs (i3) et mettant j au lieu de r
(nous négligeons ici l'inclinaison),

d"-u M ~ 3/i'2 sin (2 c — 2c') , 1 n'2
3COS(2C-2C')] = 0.

On peut supposer «constant dans l'intégralej si" ^2 v~ 2 ** ^ dv et remplacer
v' par irw, ce qui donne

ld2u MT '3 n'1 cos (2 — im)v~\
I dv2 +" h2 I ' 2 h"-u* 1 — m \

(4a)
n'2 3 n'2

! /i2 U3 2 A2 U3 cos(2 — 2m) v — o.

On remplace u par K + «', mais on néglige «' dans les termes périodiques
multipliés par 11'- ; il vient ainsi

d2u' , / 3 n12 \ jr M
dv- ' \ ' 2A2Ki)~I h2 aA2K3

3 n'2
^

2A2K:i |_ K A2 ( 1 — m)

+ ~ +

n'2 r M 1 ,
—7- — r -H I COS ( 2 — 2 m ) c = o.
:KJ |KA2(i — m) J
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On peut prendre
./• 1

h- — Mp — n-a3p = fi-a , k — - >

/t2K3 — »2« «

II vient ainsi

^4- + (i— - "l') + k + — -+- (r -t —) cos2(1 m) p = o.<afp2 \ 2 / 2« 3« \ 1 — 777/

On pourra donc appliquer la formule (41) ei1 faisant

at., 3 , ir Tr m2— 2 n_3w<V , 1 \N" = I 771, II = K M > II : I I + ) >
2 2« 28 \ I — m)

A = O, ÇT = 2(l — 777).

On trouvera ainsi, en supposant s = o,

, - XT ttCOSNp— I 3t772 / , I \ COS (2— 2 77i)pu'= è cosîS p -h H =r- 1 I H 77# h...N2 2 a \ 1 — 777/ 4(1 — 77Z)2 — 1

ou, plus simplement,
, „ AT TICOSNP — I , .77' = â cosN p + H 1 cos (2 — 2777) p h- ... .

N2 a

Cette valeur est d'accord avec la formule (34) en posant

■/. = ci, [J. — N.
On voit que l'argument

s'introduit ici tout simplement et qu'il donne le mouvement du périgée; c'est
le terme ScosNp que Clairaut introduit au début des approximations comme
résultant des observations de la Lune. D'Alembert le trouve naturellement par
le calcul même.

Nous ne suivrons pas d'Alembert dans les calculs assez compliqués qu'il fait
pour les approximations ultérieures; nous n'essayerons pas non plus de com¬
parer en détail sa théorie à celle de Clairaut. Les deux grands géomètres ont eu à
ce sujet des contestations assez vives. 11 nous suffira de dire que Clairaut a eu le
grand mérite de trouver le second terme du mouvement du périgée, au moins
sa valeur numérique. D'Alembert a donné son expression analytique, ^-m3,
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que nous avons donnée plus haut, et il a montré que les termes suivants de¬
vaient être pris aussi en considération ; ses calculs algébriques sont, en somme,
plus complets que ceux de Clairaut et plus développés. En outre, d'Alembert
a introduit l'argument d'une manière plus logique. Nous remarquerons en
terminant que, s'il avait remplacé aussi u par K + it' dans le terme

3 m'2
cos(2 — 2m) v,

2 !ïl u3

il serait tombé sur l'équation

d^ n'
—r-r H- u! rjti -t- Dï> COS ( 2 — 2 m) ('1 - ©,
dv-

que nous avons considérée au Chapitre 1, et qui a fait l'objet des études impor¬
tantes de MM. Gyldèn et Lindstedt. Cette équation a été rencontrée d'abord par
Lagrange, puis par d'Alembert (Opuscules, t. Y et YI); mais d'Alembert, tout
en s'occupant de cette équation, ne paraît pas avoir indiqué comment on pou¬
vait l'introduire très naturellement.

D'Alembert avait pénétré assez profondément la théorie. Ainsi, en considé¬
rant la formule

dv
dt — ,

"2/VI+è/u*dV
il remarque que les termes en cos^c, pour lesquels k est du premier ordre, se-

/T— dv. Ces termes entreront ensuite

dans l'expression

ils seront combinés avec d'autres termes en cos^'c, et, comme en général
k±k' ne sera pas du premier ordre, mais fini, il en résulte, qu'en calculant t,
il n'y aura plus d'autre abaissement. Mais les termes en cos>£e se retrouveront
aussi intégralement dans dt, et, dans la nouvelle intégration, ils seront encore
abaissés d'un ordre. Si donc, on veut avoir t en fonction de o, en gardant les

T
petites quantités de l'ordre q, il faudra calculer, dans —3> les coefficients des
termes en cos^c, où k est du premier ordre, en y conservant les quantités de
l'ordre q -t- 2. Pour les autres termes de en cos£e, où k est fini, il faudra les
calculer en gardant l'ordre q -f-1 ; cela n'est nécessaire finalement que pour un
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petit nombre de termes, mais, comme on ne le sait pas d'avance, on doit pro¬
céder ainsi.

On doit encore à d'Alembert cette remarque importante, que les coordonnées
de la Lune sont, après les perturbations, développées en séries de sinus et de
cosinus des multiples de quatre arguments élémentaires

v — v1 = différence des longitudes de la Lune et du Soleil,
ce — to = v — [ej 4- (i — c) e] = anomalie vraie de la Lune,
gv — 9- — v — [ 0 -+- (i — g) e] = distance de la Lune au nœud,

e'—cr' = anomalie vraie du Soleil.

D'Alembert dit qu'on pourrait employer, pour calculer ces séries, la méthode
des coefficients indéterminés. C'est ce qui a été fait plus tard par Laplace et
Damoiseau. Le lecteur pourra consulter avec fruit, pour la méthode de d'Alem¬
bert et pour les anciennes théories de la Lune, la Thèse de A. Gautier : Sur
quelques points cles théories de la Lune et des Planètes; Paris, 1817.

Nous croyons utile, en terminant ce Chapitre, de citer quelques passages
d'un Mémoire de Clairaut contenant des réflexions sur le problème des trois corps
avec les équations différentielles qui expriment les conditions de ce problème (Jour¬
nal des Savants, août 1759). Clairaut fait voir que l'établissement des équations
différentielles n'offre pas de difficulté, et il en déduit les intégrales premières
que l'on connaît; mais il lui paraît impossible d'aller plus loin : « Intègre
maintenant qui pourra. »

« J'ai trouvé, » ajoute-t-il, « les équations que je viens de donner dès les
premiers temps que j'ai envisagé le problème des trois corps, mais je n'ai jamais
fait que peu d'efforts pour les résoudre, parce qu'elles m'ont toujours paru peu
traitables. Peut-être promettront-elles plus à d'autres. Pour moi, je les ai
promptement abandonnées pour employer la méthode d'approximation.... »

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE V. — PREMIÈRE THÉORIE DE LA LUNE, D'EULER. 65

CHAPITRE V

PREMIÈRE THÉORIE DE LA LUNE, D'EULER.

30. L'Ouvrage d'Euler a pour titre : Theoria motus Luuœ exhibons omnes ejus
inœqualitates; il a paru en 1753 et se termine par un Additamentum étendu,
qui est plus simple et plus élégant que le reste, et dont nous parlerons seule¬
ment.

Soient x, y, z, r, p, v, \ les coordonnées rectangulaires, la distance de la
Lune à la Terre, sa projection sur l'écliptique, enfin la longitude et la latitude
de la Lune; d et v' le rayon vecteur et la longitude du Soleil, A la distance de
la Lune au Soleil, M la somme des masses de la Terre et de la Lune, M' la
masse du Soleil (ces masses étant supposées multipliées par le facteur f); les
équations (a") de la page 92 de notre tome I donnent

où l'on a

P = X cose Y sine, T X sine + Y cose,

P = ,-cosX, ''=^3
on en conclut, en posant v — v' = yj = longitude (£ — longitude G

T. - 111. 9
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On a

(0 M'=n'2a'3, d<x> = n'dt,

en désignant par co l'anomalie moyenne du Soleil. Si l'on prend w pour variable
indépendante, les équations différentielles précédentes deviennent

(I)

(II)

d2 v dp dv ... / /" i
'

dtf + 2 d^ dû ~ "

d*p d- ç ,, M cos3)i ,, (p — /•' cosy) cosy)-r4 — 0 -r—„ — — a'3 TT-, ^ au r- — 1
dtù2 fitco2 M' p

On a d'ailleurs

= VAC0S2>1
-t- /•'2— 2pr' cosy).

31. Euler n'introduit pas la troisième coordonnée z, mais la longitude ô du
nœud ascendant et l'inclinaison i de l'orbite de la Lune, relativement à l'éclip-

Fig. 5.

U> u 5 Q

tique. Si l'on se reporte aux formules (A) de notre Tome 1, page 433, on pourra
écrire

. .dO M' na
sin«

(2)
dt M y/1 — g-

di M' na

dt M y/ J QÏ

W/• sinu,

W 7'coso ;

u est la distance de la Lune à son nœud ascendant; W a pour expression (t. I,
p. 466)

w=«-.(ïi-A>
où z\ représente la distance du Soleil au plan de l'orbite de la Lune; on a {fig. 5)

if = — sin PS = — sin i sin (v1 — 6);

il en résulte donc
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On a d'ailleurs, par le théorème des aires,

p2 ^ = 11a2 ^/1 — e2 cos i,
et il en résulte

, dv dQ 1 \ . . ,

P ;77 ;77=—M ÂS — ^ ' costsin(e'— 0)sinu,dt dt \A3 1

ou bien, en remplaçant M' et r par n'-a'3 et et introduisant du au lieu
de clt,

dd a'3 /r' 1 \ cosisin(e'—0)sinu
da dv \A3 r'2 J cos À

P^

Mais le triangle sphérique rectangle LQN donne

cosu = cos(e — 0) cos7 et cosi' = cotu tang(c — 0),
d'où

cosisin(c'— Q) sinu .
—=:— = sin(p — 0) sinfe'— 0).cosA \ / \ /

Il vient ainsi

(III) ^ J- ^ (J - pï) sin(c - 0) sin ( v' 0).

Enfin les formules (2) donnent
di cos i

. = dQ cotu = dQ -

sini tang(e — 0)'
d'où

(IV) t/logtangj: ^tang(e — 0)

Euler trouve directement les formules (III) et (IV) qui supposent déjà, comme
on voit, la variation des constantes arbitraires G et i; il détermine ensuite cos A
par la relation

tangX = tang« sin(e — 0),

qui lui donne, en négligeant i\
3 3

cos3ï — i — - iang2« h- 7 tangs« cos 2 (e — 0).
4 4

32. Nous voulons seulement donner une idée de la théorie d'Euler; pour at-
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teindre ce but, nous pourrons supposer i = o et, par suite, p = r. Posons, pour
abréger,

I a'3 (jg — sinn = OÏL,
5 J a'3 M (p-r'cosr, cosrA _ A

A — — «'s •1 A - M' '

les équations (I) et (II) donneront
d- v dr dv
d',)2 2 dbt dr,t '

d2 r dv2 A
^72 — rd^~~ T2 ~

On en déduit aisément

( , dv2 \ rfp
V 3m5) 2 rfw'

<•/ ( „dv* dr2 \ iA dr /. s?/'\
rfw I' rfco2 ^ du2) r2 dm 2 \ ctco /'

et ensuite

(4)

où l'on a posé

(5)

--2<S'
du2 -2A'

,rfp2 O?/'2 2 A
r'd^ + d^-~r + 2^'

<£ = — f3\lr'~dm,

«="/(3TLr ~ DT> 1 c?w.
«co dm,

Les formules (4) donnent

(6)

I dv
_ \/2Ù\

dm /'2 '

dr / 2 A 2
S = V2?+ --TT'

et, en combinant les équations (o) et (6), il vient

(7)
^ =— 3Ar\J"0,dm y

d® ait.
_ r. 2 A 2 te
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La première des formules (4) donne

69

dt• m'2

d'où
d<g

_ M dp
du 2 n'2 du'

et, en vertu de la première équation (7),

dp 2n'3\0j-\/p dp_zTr\fp(V) du V/M dt s/M '

cette expression de ~ revient à celle qui résulte de la première des for¬
mules (B), t. T, p. 434-

33. On a ensuite, en partant de la deuxième équation (4) et de l'expression
connue de la vitesse dans le mouvement elliptique,

2A 2M i ( dv2 „cù'2\ M /2 i
r +2^_ nlî/.+ 2®>— dtx J — ^Ti\r a

d'où

a M d^_ M da2
an12^ du 2 nna1 du'

ou bien, en remplaçant ^ par sa valeur (7),

da m'2a2/aiLv/atê „ , AT 2Â âtë\
a HTri.—Vaî+~ " 7r>

ou encore, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de ® et de s>,

m'a2 rDlty//) /2 1
rfco ~ ~S/W~ L H V '' «

ou, à cause de la relation - = —-e cos"4
/■ p

/ VT\ da 2 n'a2 ( OÏL \Jp i d&esiniv
'' + v£

On a ensuite

p = a(i — e2),

«(1 — e2)
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d'où
de .

,, da dp .

En remplaçant ^ par sa valeur (Y) et réduisant, il vient
,,rrT. de n'\Jp3\b{/- p\ n'\Jp .(VII) -7- = —±=~ ■— —DXo SInw.du \JM e \a r) y/M

On en tire sans peine, en désignant par u l'anomalie excentrique,

de dp rc . ,,

-r- = ■— [S since + T(cosu + cos ce)],dt y M

ce qui est d'accord (') avec l'expression (A) de ^ (t. I, p. 433).
On remarquera qu'Euler a obtenu les formules précédentes en supposant que

les intégrales premières

» dv /î5— dr2 „ de2 ,» /2 1

conviennent également au mouvement elliptique et au mouvement troublé,
pourvu que, dans ce dernier cas, on considère a etp comme des variables.

34. Soit ct la longitude du périgée; on a

P
w = v — m, r —

1 ■+■ e cos (v — m)

En formant l'expression de ^ dans le mouvement elliptique et dans le mou¬
vement troublé et écrivant que les deux valeurs sont égales, on trouve

e . . dv r dp r-
- since v2 — = —1
p dt p dt p [(dv dm\ de 1esmw(dï-dt)-coswTt\'

d'où, en réduisant et introduisant dw,

dm dp de
er sin ce — -j - r cos ce -r- •

asi ato «to

Remplaçons ^ et ^ par leurs valeurs (V) et (VII), et il viendra, après ré-

(') Ici S ne comprend plus l'attraction terrestre.
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d action,
cira n' Jp ( . f cosw (r »\~] )

e sin w -,j- — If < OL sin w cos w — 3IL 2 H — \du ^/M ( Ie \« rJ\ I

ou, à l'aide d'une transformation facile,

(VIII) e^- — — [oL cosip — OIlYi h- sinn> .d<* \/m L V PJ

On en tire aussi

e
Tt = % [~ S cosw +T ('+ 'p)sin w] '

ce qui est d'accord avec l'expression (A) de ^ (t. I, p. 433).
On voit donc qu'Euler faisait varier les éléments elliptiques et qu'il avait

trouvé les formules exprimant leurs dérivées à l'aide des composantes de la
force perturbatrice. Il a développé ces mêmes formules d'une façon encore plus
claire dans son Mémoire intitulé : Nouvelle méthode de déterminer les dérange¬
ments dans le mouvement des corps célestes causés par leur action mutuelle (Mé¬
moires de l'Académie des Sciences de Berlin pour 1766).

35. Développements de oïl et OL. — On a

A- = r2-1- r'2— 2rr' cosn,

1 1/2r /*2 \~2
£> — pi^1—7TC0S*> + pïJ '

1 1 3 r 3r2
e

£3 — J73 + 77£c°SY] + (3 -H 0 COS 2 Y) ) -h ... .

En substituant dans les expressions (3) de OÏL et de OL, on trouve aisément

„ /3/- . , „ , sin p -+- 5 sin 3 nOÏL = . a 3 —rr sin 2 p + 3 r2 7 1-.. .

\ 2 r'3 8 r"1

„T / 1 -+- 3 COS2Y5 3 cosn -4- 5 cos3yi3L — — a'3 r —^ h 3r2 ettttt

On peut maintenant remplacer dans ces formules retd par

P P'
1-+-ecos w
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ce qui donnera

l <W._ „'3 r 3jfJ (' + e' 00sw'l! I O + e'cosw'p
j 1_2^'3 j+ecospv si 2 y) (i 4_~e Cosw3)T ( sinn + 5 sin3n)+.
I r\r n r P (!+«' COS(P')3 , o \ , 3P2 (n-e'cosw'^4( ° |_2/)'3 i + ecosw (l + JC0S2r') 8p"> "(T-f^ecosw)2~(3cosn + 5cos3n)+.

On aura ensuite

dv \/m . .,

j-t = v_(, + e cosw)2,
P*

d'où, en désignant par/?0 la valeur moyenne de /> et posant

v/m i
(9) P=Po{i + '0,

, f mn'pî

dv ( 3 „ i5 i .

(io) m-j- = 1 i— -£ + -g £2) (ï + ecosw)2;

\ est une petite quantité dont on a négligé le cube dans le développement de
3

-3 tl' (p Y2
(i 4-1) 2, m = — diffère très peu du rapport du moyen mouvement dun \ a
Soleil à celui de la Lune

On fera aussi

oo 7=v,

et v sera une petite quantité environ).

Substituons les valeurs de Dit, sz> etp, dans (Y), et nous trouverons, en né-
a'i

gligeant \ dans les termes qui contiennent v en facteur et en remplaçant
par i + 3e'2 dans certains termes et par i dans d'autres,

fi
du> j^3(i + £)2 0 + 3e'2) (i + e' coswp')3 0 + e cospp)-2 sin2Yi

v(i+e' cosrp')4 (î -H e cosw)~3 (sinv) + 5 sin3v)) -t-.. .1,

d'où, en développant, négligeant <j2, e2, e'3 et remplaçant les produits de sinus
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et de cosinus par des sommes,

— =— 3
m du> (^1 + ^ e2 4-- 9 e'^j sin 2y) -t- 3e sin (2 y] — ie) 4- 3e sin (2r, -h ie)

9e • / , > Qe . ,
— — sin(2y) — ie') — — sin(2rj 4- ie')

2 2

Q Q
— sin(2Y) — 2w) — sin(2Y) 4- 2(e)

4 4

gg'2 Q g/2
— sin(2y) — 2(e') — sin(2n -+- 2«'')

4 4

-H <~~ sin(2y) 4- w — w') 4- —— sin(2u — w 4- w')

_l_ 9££-g|n^2Y) — w _ wij 9£f_ sin(2y] + ic+ (e')

15 15 15
— ^ sin2y) H- -^-^e sin (2y) —te) h- —|e sin(2y) + w)

— ^ X sin(2Y) — w') — ^£e'sin(2Y] 4- w')
4 4

3v . i5v .

t- sinYï 7— sin3Y).
4 4

36. Euler se propose ensuite de déterminer d'abord les inégalités de la Lune
qui sont indépendantes de l'inclinaison de son orbite, de l'excentricité e' du
Soleil et du facteur v (celles qui contiennent en facteur v, v2, ... sont dési¬
gnées sous le nom à'inégalités parallactiques). Il faut donc faire, dans ce qui
précède,

3

n' n2
e' — o, v=o, p=p0(i-h£>),

vM •

Les formules se simplifient et deviennent

w 3 > sin 2 y]31t= -Po(i + 0
2 1 4- e cos (e

1 t I 4- 3 C0S2YJX =—jp0(I + O—; >2 i4-ecos(e

COS«.)S

fi(\ dv
i/co c4o '

^ — _ 3m I, _t_ n* sipaY1
dco (1 4- e cosw)2 '
d& 1 —

rtco 2

«fe 1
e -7— = m i + t ■

4) 2

T. - III.

3 sin 2 y) . „ 14- 3 cos 2 y) .

, (e 4- 2 cos (E 4- e cos2 (e) 4 ;—;— sin w(i4-ecosiE)2 ' 14-ecosiE
3 sin 2 Y) sin w , % 14-3 cos 2-0

7 rr (2 4- e COS(e) 4 C0S(E
(i4-ecosiE 2 1 H-ecosic
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En développant suivant les puissances de e et de on pourra écrire

(A)

j dt =i dt,)
m 2^ Aj sin (2 y) 4-j'w),

II

\4
m ^ B(jy sin(2tY] --i-/>)»

f dzn
\ 6 d(x>

m C,JC0S(2JY) -+7,v);

i dv

l dco
— ^ D, cos iw,
m ^

J dr]
J du

dv

d« ''
1 dw
\ du>

dv dm
da> du>

(B)

Dans les formules (A), les quantités Aj, B,j et Csont des polynômes en¬
tiers en e etX ; l'indice i est égal à o ou à i. Les coefficients D, sont de la même
nature que Aj, B(-y- et C/j.

Euler intègre les équations précédentes par des approximations successives,
en employant la méthode des coefficients indéterminés. Il suppose d'abord

£ = o et e = const. =g.

Les formules (A) et (B) donnent, dans cette hypothèse,
dv
— = i -hoto + a, cos w + ...,
au

/ p . i df\(11) { — = «0+1*1 COSW-t-...,
] aco

[ = p0+ (3, cos w +'(3, cos(2y] — w) -+- p3 cos(2n -+- w) + ...,

(D) ^ A}01 sin(2Yi-t-ycc),

(D') ~ = m^ B<° sin(aiY) +jw),

où les coefficients a(-, fa, Ay0), B^0' sont des fonctions connues de g et de m.
Pour l'approximation suivante, Euler suppose

(E) £ = cA.> COS 2 Y) + lP«> COS ( 2 Y] — Vf) -+- © COS (2 Y] -+- Vf) + . . . .

En différentiantpar rapport à to et remplaçant et ~ par leurs valeurs (C),
on trouve une expression que l'on peut développer suivant les cosinus des mul¬
tiples des arguments r\ et w, elle devra être identique à (D). On trouvera, en les
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PREMIÈRE THÉORIE DE LA LUNE, D'EULER. qS
identifiant, des relations qui détermineront les coefficients jl, ifh, e en fonction
de g et de m.

Si l'on pose de même

Ie = g -+- A cos ( 2 yi — <u) -+- B cos(2ï) 4- iu) -t- C costu-+- D cos2ï) -+- E cos(2Y) — iw) 4- F cos (2y] 4- 20c) -+- G cos2w>

4- H cos4n 4- J cos (4 y] — 2 tu) 4- K cos(4y) + 2tf)+...,

et que l'on différence, on trouvera, en remplaçant et ~ par leurs va-
cLG • •

leurs (C), une expression de qui devra être identique à (D'); on en dé¬
duira les expressions des coefficients A, B, ... en fonction de g et de m.

Euler se borne ensuite à

\ — «Ad C0S2YÎ,

e — g-y-k cos(2Y) — w) -y- B cos(2Y) -h tu) 4- C cosw,
d'où

i i A
s B ) C

- = 5 COS ( 2 Y) — tu) COS ( 2 Y] H- tu) COStU.
e g g* g- g~

En portant ces valeurs de de e et de ~e dans l'expression (A) de on trou¬
vera une expression de la forme

— =2 E<,/cos (2i y] +y'tu),

où les coefficients E,j seront connus. Les relations (B) donneront d'ailleurs les
,, , . dv clri dw
développements de -y~> -3- et -y--11 du> du dut

On recommencera les calculs en prenant pour point de départ les expressions
(E) et (E') de \ et de e. L'agencement des calculs demanderait à être précisé
et développé. Euler a fait de cette façon une série d'approximations numériques.
Le coefficient final de co dans et est très important, puisqu'il donne le mouve¬
ment moyen du périgée; Euler a emprunté sa valeur à l'observation, parce que
sa détermination directe suppose que tous les autres coefficients soient con¬
nus très exactement. Sa méthode présente un inconvénient assez grave, tenant
aux petits diviseurs g, g2, g3, ... qui s'introduisent par le développement
de -•

e

Il convient enfin de remarquer que les arguments finaux v) et w ne sont pas
proportionnels au temps, ce qui constitue un autre inconvénient.
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CHAPITRE VI.

DEUXIÈME THÉORIE DE LA LUNE, D'EULER.

37. Cette seconde théorie est développée dans un gros volume publié en
i 772 sous le titre : Theoria Motuum Lunce nova methodo pertraclata... incredibili
studio atque indefesso labore trium Academicorum J.-A. Euler, W.-L. Krafft,
J.-A. Lexell; opus dirigente Leonliardo Eulero.

Nous croyons intéresser le lecteur en reproduisant le commencement de la
Préface d'Euler :

« Quoties jam quadraginta abhinc annis theoriam Lunse evolvere ejusque
motum ex principiis gravitationis receptis defînire sum conatus, tot semper ac
tantse difficultates se obtulerunt, ut labores meos et ulteriores investigationes
abrumpere sum coactus. A principiis enim mechanicis tota qusestio statim ad
ternas œquationes differentiales secundi gradus reducitur, quas non solum
nullo modo integrare licet, sed etiam adproximationes, quibus utique in hoc gé¬
néré est acquiescendum, maximis obstaculis impediebantur, ita, ut nullo modo
perspicerem, quemadmodum hsec investigatio ex sola theoria, non tam absolvi,
quam tantum aliquatenus ad usum accommodari posset. Principio quidem plu-
rimum desudavi, ut memoratas illas sequationes differentiales ad integrationem
perducerem; continuo autem magis magisque intellexi, omnes labores hujus
generis inutiliter insumtum iri ; neque etiam hujusmodi integrationes admo-
dum sunt desiderandse ; facile enim intelligitur, formulas intégrales maxime
futuras esse prolixas et intricatas, ita, ut inde nullus plane fructus in usum As-
tronomise expectari posset....»

Il y a là, au sujet de l'intégration rigoureuse des équations différentielles
du problème des trois corps, une opinion d'Euler qui demandait à être repro¬
duite, et qui coïncide, du reste, avec celle que Clairaut avait émise antérieure¬
ment (p. 64 de ce Yolume).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



deuxième théorie de la lune, d'èuler. 77

Établissons d'abord les équations différentielles qui servent de point de
départ.

Prenons pour origine la Terre T, pour plan des xy le plan de l'écliptique
supposé fixe. Soient x0, y0, z0, r — \]x\ ~hy20 H- les coordonnées de la Lune L,
x',y', o, r' — \jx'2 -Hy2 celles du Soleil S, A la distance SL, m' la masse du
Soleil, m0 la somme des masses de la Terre et de la Lune. On aura, pour déter¬
miner le mouvement de la Lune, trois équations différentielles

d2 x„ x0 fx' — x0 x'm'(—

Euler prend pour variable indépendante l'anomalie moyenne 'Ç du Soleil et
pour unité de distance le demi grand axe a! de l'orbite du Soleil, ce qui donne

dXf = n' dt, n'2 a13 = n'2 =. f ( m' -t- m0 ),
fm0 = v«'2, fm'= [in'2,

m'
(i) P-= — ' v = — , p. + v = i ;1

mm0 m' -h m0

soit en outre cp la longitude géocentrique du Soleil, de façon que

x'— r' costp, y' — r' sintp.

Les équations différentielles pourront s'écrire
' r' cos 9 — ,r0 cosc

(2)

d2 x 0 vx0

dtf2
+ 7T

d*y<> VjO
d'Ç,'2 /'3

d2 30

d%2
+ 7T

A2=: (x0— i

= P A3 r"-

r' sin9 —jo sin 9
A3

"A3'

38. Euler introduit deux axes mobiles tournant d'un mouvement uniforme
autour du point T dans le plan de l'écliptique et les coordonnées X et Y de la
Lune par rapport à ces axes. On aura donc

d21
(3) ^o=Xcos/ — Y sin/, j0 = X sin / + Y cos/, z0 — L, -^-=o.
On en tire sans peine

d2X dl dY v dl2 ,d2xa . ,diy0
dZf2 ~ 2 dK' d£' ~ d?2 — ■ f/i^ +
d'2 Y dl dX dl2 . ,d2x 0 d2 y,
sp + '3? w ~ v w =-""'A* + cos'a*-
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d'où, en remplaçant et par leurs valeurs (2) et posant

(4) ip = i8o°+/ — cf,

d2X dl dY
y dl2 vX /X-+-r'cos<p cosi|A _2 ~dFJ Tiri 7PFïî ^3" P \ Âï ,./2 ) °>dÇ'* dÇ dCj dÇ'z r3 r V A3

/K, M'Y dl dX vdl2 vY /Y — r' siniL sinJA(5) '\7$ï + 2dï>W-YdF + -^ + Â3 +-^) = °'
f d*Z vZ

^Ç/2 1 r3 1 A3 — °'

(6)
/•2 =X2-l-Y2-i-Z2,
A2=/-'2 + X2 +Y2+Z2+ 2r'(Xcos^-Ysin^).

Euler prend l'angle l égal à la longitude moyenne de la Lune, de sorte que
l'axe mobile TX passe constamment par la position moyenne de notre satellite;

sera donc égal au rapport des moyens mouvements sidéraux de la Lune et
du Soleil, i3,3689 On fait ainsi

/ \ dl oco n — n'(7) —,=»i4- 1, m = 12,3689= n, '•

X Y Z i
39. Les rapports —,•>-pi—, sont petits, au plus égaux à On peut déve¬

lopper ^5 en une série très convergente suivant les puissances des rapports en

question; on trouve, en négligeant seulement les quantités du troisième ordre,

i i
a X cos<j> — Y sinip

^3 pi ^ pi

3 5cos2ip —1 3osin2di — 1 3 Z2 i5 sindi cos<p
2 r13 2 r13 2 r'3 r13

Si l'on porte cette valeur de ^5 et aussi l'expression (7) de dans les
équations (5), on trouve qu'elles deviennent

«?2X
• \ <^Y ..v vX v3cos2d — 1° ~

~d^ —2(W + I)^? — (WI + I)"X+-^- — ,X
1 , 9..vsinil;cos + , 3 ..v,5cos34/-3cos^ , 3 . 5sin2^cos| - cosip(a) ^ -r-àpY- p r7* h2^ r7»

3 cos<p o v ôcos2^ sinip —sin<p
2^ ^
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et

(b)

I d*Y dX vY „ ^sin^cosdi
i 0 — çtfit 4- 2 (m 4- 0 c£'çi {'n 4-1) t + —4- 3p.X

v 3 si a2 4^ — i 3 ^Vfi 5 cos^sin^ — sind 3 _ V2 5 sin3^ — 3 sini^
— F Ï p3 2 H-X —pj - — - p X- pr—

4 fxZ;

,./3

sin 4-1 2 Y ^ sin2 ^ cos ^ — cos 41r ;,/4

fcx r—d*Z , vZ , FZ „ zXcosi|; —Ysinip() dKhi r3 r'3 ^ r">

40. Soit /' la longitude moyenne du Soleil, son anomalie moyenne est'C;
nous la supposerons, comme Euler, comptée à partir de l'apogée. <p étant la
longitude vraie du Soleil, on aura

5
9 = V — 2 e' sin Ç' 4- 7 e'2 sin 2 Ç' h- ....

4

On néglige e'2, et l'on pose

ii = l— V — longit. moy. (£ — longit. moy. O ;

il en résulte
9 = l — t) — 2 e' sin

d'où, en ayant égard à la relation (4),

d = i8o°-t- n 4- 2 e' sinÇ',

puis.

sin4< = — sinn — 2e'sinÇ' cosn,

cos4^ = — cosy] + 2e'sinÇ' sinvi,

On a ensuite, avec la même précision,

r'— i 4- e' cosÇ', ^ = i — 3e' cosÇ', p^ = i — 4e' cos?' ;

il faut substituer, dans les équations (a), (b), (c), les développements précédents
de sin!|, cos^, r', et il convient de transformer en même temps les puissances
et produits de cosinus en cosinus de multiples des deux arguments v) et C'est
l'objet du Chapitre VIII de la Théorie d'Euler. Nous ne donnerons que le résultat
qui concerne l'équation (a), et nous ferons en même temps avec Euler p. = i.
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On trouve alors

d*X , . ,rfY _ vX

3

"A-
i . s"1 / , \2V VA0== -2(,W + I)^' ~("î + I) X+ 73"

(«')

— - X(i + 3 cos2•/)) H— Ysin2Y]
2 a

—

5 X2(3cosn 4- 5 cos3-o) -+- y XY (sinri 4- 5 sin 3yi)
8 4

3 3
—

~ Y2(cosn — 5 cos3yi) h—Z2 cosyi8 2

3
4- ^e'X [2 cosÇ'4- 7 cos(2 yi — Ç') — cos(2yi 4- Ç')]
— le'Y [7 sin(2Y) — Ç') —■ sin(2rj H- Ç')]

4- ge'X2 [9 cos(Y) — Ç') 4- 25 cos(3Y) — Ç') + 3 cos(yî 4- Ç') — 5 cos(3YI 4- Ç')]
— ^e'XY [3 sin(ï) — Ç') 4- 25 sin(3n — Ç') 4- sin(Y) 4- Ç') — 5 sin(3n 4- Ç')]
4- 5 e'Y2 [3 cos(y) — Ç') — 25 cos(3yi — Ç') 4- cos(yi 4- Ç') 4- 5 cos(3yi 4- Ç')]

O

— ^c'Z2 [3 cos(yi — Ç') 4- cos(Y) 4- £')]■

41. La distance moyenne de la Terre au Soleil ayant été prise pour unité, la
distance moyenne de la TeYre à la Lune, que nous représenterons par a, sera

une petite fraction voisine de • Il convient de remarquer que, la Lune s'écar-
tant assez peu de sa position moyenne, les coordonnées X, Y et Z différeront
assez peu de a, o et o. On pourra donc faire

(9) X = fl(i4-a?), Y = ay, Z =■ az,

et les nouvelles variables x, y, z resteront constamment assez petites. O11 aura

+ + ^ + 2.

Il convient de poser

(i°)

et de se faire immédiatement une idée de l'ordre de grandeur de On a

n%a3=r- îm0, n'°- = f(m' + Zn0),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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d'où
mo ( « Vv = —T = — «■>

m -t- m0 \n ')

et, par suite,

On aura ensuite

yï = *«0 + ^) [(i +^)2 + J2-+--2] 2-

On pourra développer cette expression suivant les puissances de x, y et s. En
substituant dans (a') le développement précédent, ainsi que les expressions (9)
et supprimant le facteur a, il viendra

/ , , 3 3
2 ( m -4- 1) -ér, -t- À — ni- — 2 m COS 2 ndç 22

( 3 -A 3 3
— x I m1 +2 ni - H- 2 k \ — - x cos 2 y) -+- - y sin 2 n

H-

On a posé
X = a ( 1 + x ) ;

on déterminera a de façon que x n'ait pas de partie constante. Or on verra plus
tard que x sera donné par une série de cosinus et y par une série de sinus, de

3
sorte que, en substituant dans (a"), le terme constant X — m2 — im — qui
est seul de son espèce ('), devra nécessairement s'annuler, ce qui donne

\ — (m + i)2 4- puis a = '

Euler prend
m -Hi = i3,368 go3 . . . , X = 179,228 928 ....

au lieu de 179,227567 qui résulterait de sa formule.

Nous allons écrire complètement les trois équations différentielles que l'on
déduit de (a), (b), (c) pour déterminer x, y, z.

I d^-x
1 _

(a'j

(') H pourra y avoir d'autres termes semblables, mais très petits, provenant des termes suivants,
3

qui contiennent x2, x3, ..., de sorte que la différence X — m2 — un — - devra être très petite aussi ;

les termes correctifs modifieront, comme on le verra plus tard, les mouvements du périgée et du
nœud.

T. — III. 11
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d & dy 3 3 3.0 —2 »i + I -é- ÔAX- COS 2 Y) X COS 2 Y) H y Sin 2Y)aÇ 2 2 2

(A)

d'y 2.

-+- - À(/2+s2) — 4x«3+ 6A«(72+ s2)
3 3

—

5 a (3 cosy) 4- 5 cos 3y) ) + 7 e' [2 cosÇ'4- 7 cos(2y) — £') — cos(2yi 4- Ç')]
o 4
3

-+- ye'x [2 cosÇ'4- 7 cos(2y) — ç') — cos(2Y) 4- £')]
4

— je'y [7 sin(2y) — Ç') — sin(2y) 4- Ç')]4

o =

(13)

d%y dx 3 . 3 3
-r~f- -t- 2f rji-h 1) -7-7 4- — sin 2 "o h— .r sin 2 y) h— y cos2yj
«ç2 2 2 2^

— 3Ixy 4- 6lx*y — ? Ay(y24- a2)
3 3

4- 5 a (siny) -y 5 sin3-n) — 7 e' [7 sin(2Y) — Ç') — sin(2Y) 4- Ç')]
o 4

3
— ye'x [7 sin(2y) — Ç') — sin(2Y) 4- Ç')]

4
3

4- 7e'y [2 cosÇ' — 7 cos(2y) — Ç') 4- cos(2Y) 4- Ç')]
4

rf2 s 3
(C) o = 4- (X 4- 1) z — 3Axz 4- 6)ia;2^ — - lz(y2+ z2) — 3e's cosÇ' 4-.. . .

Nous n'avons pas reproduit tous les termes donnés par Euler; ceux que nous
avons conservés suffiront amplement pour les explications qu'il nous reste à
donner.

42. Il est aisé de voir que x se composera d'une suite de cosinus et y d'une
suite de sinus. On peut vérifier tout au moins que, en supposant qu'il en soit
ainsi, il n'y aura que des cosinus dans le second membre de l'équation (A) et
des sinus dans (B). Euler considère à part les trois premiers termes des équa¬
tions (A) et (B) et il suppose que l'on ait trouvé des valeurs approchées des
termes complémentaires, de sorte que les équations en question puissent
s'écrire

00

d2x
, . dv

d^-^m+l^ér 3\x — - M cos £2,

d2y dx ^ .^ + 2(m+')£' Il s 'dc>

{ d2Z
d£* (X§i )z

clQ

dï

ou

— const. :

=-2 M

a = [m 4- i)2

"sin 12,
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Il cherche les valeurs de x et y sous la forme

83

(12) tc ^ N costi, y — ^ N' siniL

En substituant ces expressions dans les équations (11) et égalant à zéro les
coefficients de cosQ et de sinO, il trouve

(c2+3X)]N + 2 ( 777 + 1 ) cN' = M,

2(771 + 1) cN + c2N' = M',

d'où, en tenant compte de la valeur de X,

/77 + 1,., ,, 777 + 1 ,, C8+3À,„
2 M' — M 2 M ^— M'

N = —^ r—, N' =
(i3) 1 À — 2 — c2 À — 2 — c1

,T, M' 777 +1N' = — — 2 ]N.

Ces formules tomberaient en défaut si l'on avait

c — o ou c = y/À — 2 ;

elles donneront seulement de grandes valeurs pour N et N', si la quantité c est
seulement voisine de o ou de \Jk — 2.

Euler ne tient pas compte des intégrales générales des équations (11) dans
lesquelles on supprime les seconds membres. Ces intégrales sont, comme on le
trouve aisément,

[ m +1 a „ . .I x=—2 —Bh— (C sinov — I) cosov),
(l4) J 3X 2(777 + l)V

en faisant
y = A + BÇ' + C cosctÇ'+ D sinaÇ',

'

= y/(777 +1)2 — ^ = \/l — 2,
et désignant par A, B, C et D quatre constantes arbitraires, x ne devant pas
contenir de partie constante, on doit avoir B = o.

On voit que les expressions précédentes de x et de y introduiront l'argument

aÇ = n't y/(777 + . )2 - \= 77' ; =ntyJj-\^ + const.;
c'est l'anomalie moyenne de la Lune.
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De même, l'équation différentielle (C) pourra se mettre sous la forme

qui a pour intégrale

s = E cos \A~-h7 Ç' + E' sinv/^Ti"?' + 2^IT=4;
L'argument \J\ -t- l'('-t-const., qui s'introduit ici, est l'argument u de la latitude
de la Lune.

Nous remarquerons que l'on a

r w , A 3 . / n2 à /3 n'2y/X + i K'—n't y/ (m + i)!+-=:ft'« \/-—+ - — ni y/ ï + _ — + const.
On peut déjà en conclure que le périgée est animé d'un mouvement direct

égal à nt — y/i — ~ "- j et le nœud d'un mouvement rétrograde égal à
nt i — y/1 -+- ^ • La connaissance exacte des mouvements moyens du pé¬
rigée et du nœud dépend des termes complémentaires dans la partie constante
de l'équation (a").

On comprend ainsi qu'il y aura à considérer quatre arguments fondamen¬
taux :

Y] et qui figurent déjà directement dans les équations différentielles, puis
l'anomalie moyenne de la Lune et l'argument moyen u de la latitude.

43. Euler suppose maintenant que les quantités oc, y, z peuvent se dévelop¬
per en séries convergentes de la forme

/ x — 0 + e P -t- e2 Q -4- e3 R -t- a S -+- ae T -t- e' U -+- ee' F -I- e2 e' V
1 -+- ae' W -t- P X -h i-eY -+- i2e2Z,

(i5 ) | y — O'-f- eP'-t- e2 Q' -h e3R' -t- a S' + aeT' H- e'U'-t- ee' F'h- e2e'V'J -t- ae'W'-H i2X'-H i2eY'-t- i2e2Z',

\ s — ip H- ieq -+- ie2 r -t- ie' s -+- i2 - iav,

où l'on désigne par e et i des constantes absolues qui sont les valeurs moyennes
de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite lunaire; 0, P, ..., 0', P'
p, q, ... sont des fonctions des quatre arguments dont on a parlé, lesquels sont
de la forme a + $t. Il substitue les équations (i5) dans les équations diffé¬
rentielles (A), (B), (C), et égale à zéro les coefficients des diverses puissances
et produits des quantités e, i, e', a.
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Il trouve ainsi d'abord, en égalant à zéro les termes indépendants des quan
tités précédentes,

Id10 dO' 2, „ 3 „
_ _2(OT + I)_ — 3X0 (l + 0) COS 2 Y)

4- |0'sin2Y) 4-3X (o2- l- O'2) — 4X03-+-.. .^o,
(16 )

j cl z
7T

d2 0' . ,dO 3/ _x ._+2(m + i)__. + _(I + 0)sm2r)

-+- - 0' cos2y) — 3>00'+ 6X020'-t-.. . = o.

En égalant à zéro les coefficients de e, il obtient

07)

d2P . sdP'
— 2(m + i) -p-j — 3XPd.%'

4- P ( — 7 cos2+ 6X0 — 12 aO24- 6XO'2

-P'( - sin2ï) — 3X0'4- 12XOO
2

d*V
, . dY*

_+2(„l + I)_-

P ( - sin2y) — 3X0'4-i2X00

P'(-cos2Yi —3X0 4- 6XO2 —§X0'2V 2 2
4- . . . = o.

On voit que les équations (16) ne contiennent que les deux fonctions incon¬
nues 0 et 0'. Les équations (17) renferment 0 et 0' et, en outre, les deux fonc¬
tions inconnues P et P'.

En somme, pour x et y, il forme vingt-six équations différentielles en consi¬
dérant les coefficients des quantités

o, e, e2, e3 ; e', e'e, e'e2; a, ae, ae' ; i2, i-e, i2e2;

pour s, il en forme cinq en considérant les coefficients des quantités

i, ie, ie2, ie', i2;

soit en tout trente et une équations différentielles du second ordre.

44. Plus de 45o pages de l'Ouvrage sont consacrées à l'intégration des trente
et une équations différentielles dont nous venons de parler. Les coefficients
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des divers sinus et cosinus, dans les intégrales, sont des fonctions de m dont
on ne détermine pas les expressions algébriques, mais que l'on -calcule numé¬
riquement. Chacun de ces calculs numériques s'appuie sur les précédents, de
sorte que l'exactitude doit diminuer assez rapidement, au fur et à mesure que
l'on avance.

Donnons quelques détails sur l'intégration des équations (16). 0 et 0' étant
petits, on peut prendre d'abord

d°-0 .

, .dO' 3
— — 2(m + i) —7 — 3 À O cos2ï) = o.dç- dt, 2

d* 0' , dO 3 .

_+2(w + ()_ + _sin2Y) = 0.

C'est la forme (11) avec

ht 3 , 3 ... dQ dlM = , M'=-> -j-, — 2 -rçr — 2 ■— im.
2 2 dç dç

Euler applique les formules (i3) et trouve des valeurs approchées de 0 et 0',

0=Ncos2y), 0'=N'sin2Y),

qu'il substitue dans les termes négligés d'abord dans les équations (16), ce qui
, j , sin , sin

engendre des termes en 4*1, oyi,s cos 1 cos "

On applique de nouveau les formules (13), et l'on trouve

0 = N0-+- Nj cos2yj -1- N2 cos4y),

0'= N'j sin 2 y) -4- N, sin/ho.

On calcule immédiatement les quatre quantités

— - cos2'o + 6À0 — i2>i02h- 6À0'V
2

qui figurent comme coefficients de P et P' dans les équations (17) que l'on peut
maintenant chercher à intégrer.

Sans introduire directement l'anomalie moyenne '( par l'intégration même,
comme nous l'avons indiqué page 83, Euler suppose que les expressions de P
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et P' sont de la forme

P = (3 cos? -t- y2 cos (2 y) — Ç) + $2 cos ( 2 y) -h Ç)
H- y4 cos(4ti — Ç) -+- <34cos(4?) -+- Ç) +...,

P'= (3'sinÇ -t- ysin (2-/) — Ç) + sin(2Yi H- Ç)
H- y'4 sin(4vi — Ç) -h ô't sin(4Yi -h Ç) +

P et P' ne contiennent que sin'C et cos'C, comme cela doit être, puisque P et P'
ne sont accompagnés que du facteur e.

Euler emprunte aux observations la valeur numérique de la quantité ce

qui revient à dire qu'il ne cherche pas à trouver l'expression théorique du mou¬
vement de l'apogée, mais qu'il accepte des astronomes sa valeur numérique.
Dès lors, il est facile de comprendre comment on peut intégrer les équa¬
tions (17) par des approximations successives, en négligeant d'abord les termes
les moins importants.

Il en est de même pour l'argument u de la latitude; la dérivée ^ est tirée
de l'observation; il en est de même, par suite, du mouvement du nœud. Euler
arrive finalement, pour x, y, z, à des expressions de la forme

X

(18) y =^Ae,e','i'v" ^ (a? + a'Ç'n-a"y) -t-

où v, v', v" sont des entiers positifs et a, a', a" des entiers positifs ou négatifs;
seulement il n'a jamais supposé V i ; autrement dit, il a négligé le carré de
l'excentricité de l'orbite du Soleil.

Nous croyons devoir présenter ici une remarque importante d'où il résulte
que la méthode adoptée par Euler ne pourrait pas fournir les éléments d'une
théorie rigoureuse. Les recherches ultérieures ont montré, en effet, que, dans
les expressions (18), si l'on fait

Ç = b Ç' —t- const., u = b'Ç'-f- const.,

les coefficients b et b' peuvent se développer en séries convergentes procédant
suivant les puissances de m, e2, e'2 et r. Par conséquent, on ne peut pas, comme
l'a fait Euler dans les formules (i5), développer x, y, z en séries convergentes
suivant les puissances de e, i et e', ou du moins les coefficients P, Q, R, ...,

P'> Q > R', ..., ou au moins quelques-uns d'entre eux, cesseront d'être des
fonctions périodiques et contiendront 'C en dehors des signes sinus et cosinus.
Par exemple le terme eP devra contenir une partie telle que e x He2Ç'2; donc,
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au lieu d'avoir dans x le terme e3R, il faudrait prendre e3(R -t- H'C2). Au sur¬
plus, le calcul précédent semble bien lui-même se charger de fournir ces par¬
ties gênantes, car nous avons déjà trouvé dans les formules (i4) un terme en
il en amènerait d'autres en 'C2 dans les équations suivantes. Euler n'a pas ren¬
contré cet inconvénient parce qu'il ne s'est jamais préoccupé des intégrales
générales de ses équations différentielles, mais seulement des solutions parti¬
culières.

Néanmoins l'idée d'Euler de partager les inégalités en divers ordres, de
calculer d'abord complètement celles du premier, d'en déduire celles du
deuxième, etc., est une idée heureuse, permettant de séparer le problème en
plusieurs autres, et elle a été recommandée encore dans ces derniers temps par
MM. Adams et Hill.
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CHAPITRE VIE

LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA.

Théorie de Laplace. — Cette théorie peut être considérée comme le déve¬
loppement de celles de Clairaut et de d'Alembert; mais la méthode est singu¬
lièrement perfectionnée; les calculs s'enchaînent d'une façon systématique.
Toutes les inégalités du second et du troisième ordre sont obtenues et même
quelques-unes du quatrième ; les Tables qui résument la théorie représentent
les positions de la Lune à moins d'une demi-minute d'arc près. Dans le cours
de ses recherches, Laplace a fait plusieurs découvertes fondamentales dont
nous parlerons en temps utile.

45. Équations différentielles et fonction des forces. — On prend pour

origine des coordonnées le centre de gravité de la Terre, pour plan des xy le
plan de l'écliptique de 1750; soient x,y, z les coordonnées rectangulaires de
la Lune et r son rayon vecteur. On introduit, au lieu de x, y, z, les variables
u, v et s, définies par les formules

cos v sin v s \Ji -+■ s'¬
il ' ^ u ' u u

de sorte que v est la longitude dans le plan des xy, u l'inverse de la projec¬
tion du rayon vecteur sur ce plan et s la tangente de la latitude de la Lune au-
dessus du même plan. Si l'on prend v pour variable indépendante et que l'on
désigne par Lï la fonction des forces et par h une constante, on aura (t. I, p. 90)

! / d2 u \ / 2 Ç d& dv \ 1 dil du 1 s dQl \ dv1 / V,1"1- h2 J dv u2 ) ' h2 u2 dv dv h2 du h2 u ds °'
I f d2 s \ / 2 rdQdv\ i d& ds s dQ 1 -1- s2 dil

_

(t) / + J \ /d-J ~dv «V + Tdîd ~ôv dv ~ WuJïi~ IFJd Ts ~°'
dt = d"

1 "V^p/SS

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



go CHAPITRE VII.

Si l'on suppose les unités choisies de façon que la constante f de l'attraction
soit égale à i et qu'il en soit de même de la somme des masses de la Terre et
de la Lune, on aura

u ,/l xx'-y- yv'-L-
-U 111 I — '—îL

v/ï
„ u / i xx' -H yy'S2 =

, + m T --f—
v/i -H at2 V.A r'3

x', y', z', r', m! sont les coordonnées, le rayon vecteur et la masse du Soleil,
A sa distance à la Lune. On a (t. II, p. 200)

j i / /' /'2 r3 \
S = p(^P.p+P.?i-HP.pi+-).

Pi — cosô, P2 — - cos2 9—-, P3 = -cos30—-cosô,
11 22

."■y*1 -t- a/i/'-J- rr.rJ
cosô =

xx -A- yy

la série qui représente ^ est très convergente parce que le rapport p est petit
et voisin de tqo• Soient, pour le Soleil, u', v' eL s'les quantités analogues à u, v
et s. On aura

, cosp' , sin p' . s' . \li-A-s'3x'———, y=——, z' = —, / — -—7—,u'
. a' u a

. . . cos(p — p') -+- ss'(2) cos 0 — —-p y =^-
y/1 -4- .s2 y/1 -+- s'z

L'expression de ~ donne

i xx' 4- yy!
A T3"

En remplaçant cosO par sa valeur (2), négligeant s'2, convertissant les puis¬
sances de cos(e — v') en cosinus des multiples de v — v' et substituant dans
l'expression de O, on trouve sans peine

zz' I 7'2
,f3 .fl i\ r3 /^77-31 -cos-Ô — — ) ■MU 2/

£2 —
m m u" „ ,

, -f- . , [i -+- 3 cos(2 V — 2 p ) — 2S-]
yi -t- s2 4«

(3) < 8u

111 //

[3(i — 4«2) cos(p —- p') + 5 cos(3p — 3p')]

3 m' —- ss' cos(p — p' )u1

• îlt • • •

On a laissé de côté, dans l'expression précédente, le terme -p- qui n'intervient
pas dans les dérivées partielles de Q.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 91

Le déplacement de l'écliptique est très faible et très lent; s'il était nul, on
aurait constamment s'= o. Laplace avait cru démontrer que la supposition de
s'=o n'entraîne aucune modification appréciable dans les coordonnées de la
Lune; nous verrons dans le Chapitre suivant que cela n'est pas tout à fait exact.
Le premier terme de £2 répond au mouvement elliptique; le second, qui con-

u' 3
tient en facteur — , fournit les inégalités les plus sensibles de la Lune; le troi¬
sième, qui est multiplié par , fournit ce que l'on nomme les inégalitésparal-

lacliques, parce que, comme on verra, elles contiennent en facteur le rapport ~

des moyennes distances de la Lune et du Soleil à la Terre et peuvent servir à
déterminer la parallaxe du Soleil.

^'5 ^

Les termes en —7 jouent un rôle très peu important, et nous pouvons ici les
laisser de côté sans inconvénient.

46. Bornons-nous, pour le moment, à

£2:
// 777' 7/'j

. H 7—~ [i-f- 3 COS (2 V — 2 v') — 2.Ç2].
y/i -t- s"- 4 "■

Si nous formons ^ et et si nous les portons dans les équations (i),
les deux premières deviendront

(4)

d2 u i m' un
,

^ ^—u )}h-{l H- .ç2)2
3m' u'3 du

)% 3m' / d2 u \ du'3 . , . .

Id dii51^2"-2^- ld{did+tl) J ~ïd Sm(2 '' iv')dv = o,

(5)

d2s 3 m' u13
,

-j-7, -tr S -i — —rS I -I- C0S(2C — ae')]dv- 2 Id id J

3m' u'3 ds . , 3m' ( d1 s \ du'3
T7 —r -7— Sin (2 V — a v') j-5- -r-r -(- .S / —r Sin (2 C — 2 v' ) = O .ih1 u de K d \dv2 ) J uk ^ '

Si l'on suppose m' = o, on obtient le mouvement elliptique de la Lune, et les
équations précédentes deviennent

d2 s d2u
-Ti+S— O, — + U —dvL ' (M$ —

/l2(l + S2)2

La première donne, en désignant par y et 0 deux constantes arbitraires,

(6) s — / sin(c — 9),
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et, en portant dans la seconde, il vient

d'il i

, J H- M 3 •
/i2 [i -+- y2 sin2( e — 0)]2

Cette équation est satisfaite, comme on s'en assure aisément, en donnant à u

la valeur +/, ,s'" ( —— : l'intégrale générale est donci1 {} ■+■ y )

. , Ji H- s2 -+- e cos(e — st)
"=—

m7T7)—'

en désignant par e et ta deux nouvelles constantes arbitraires.

On peut remarquer que les formules du mouvement elliptique sont ici un
peu compliquées, parce que la projection de l'orbite sur le plan des xy n'a pas
pour foyer le point T.

Cherchons la signification géométrique de y, 0, e et ta; 0 est la longitude du
nœud, car, pour v = 0, la formule (6) donne s = o et, par suite, s = o. Faisons
une figure spliérique ayant pour centre le centre de la Terre; soit L une posi-

Fig. 6.

tion quelconque de la Lune, abaissons l'arc de grand cercle LP perpendiculaire
sur xy {fig- G). Le triangle spliérique rectangle NPL donne

tangPL = sinNP tangPNL
ou bien

i = sin ( e — 0) tangPNL.

En comparant ce résultat à l'équation (6), on voit que

y - : tangPNL = langente de l'inclinaison.

Le même triangle donne

cos PL sinNP = sinNL cosPNL,
cos PL cosNP = cosNL
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ou bien, en faisant a?N +• NL = u0,

-

Sin^fl) = ginK-e)> fOi(^) = cos(()o__9).
\/1 -f- s2 y i -i- y2 \/i H- .s3

On a ensuite, en ayant égard à (7),

\J 1 -f- s2 A2 ( 1 m- y2 )
cos( p — S) cos (to —- 0) -1- sin( p — 0) sin (to — 0)

vO -t- s2

ou encore, en vertu cles relations (8),

/ï2 ( i -V- y2 )
i -+- e

sin(p0—0)sin(TO —0)"cos(('0— 0) cos («37 — 0) h —— ' v
VI ■+- 72

Soient ro0 = a;N + Nil la longitude du périgée dans l'orbite, a et cn le demi
grand axe et l'excentricité; on a, comme on sait,

«O — eo)
~

i -+- <?o cas(é0 — to0)'

la comparaison de ces deux expressions de /-nous donne

«0 — e?) = /i2(n-y2),

e0 costo0 = e cos0 cos(to — 0)
sin 0 sin (to — 0) ~

d'où

L )/1 + y2 J
T • a / cos 0 sin (to — 0)1

e0 sinTO0 = e sin0 cos (to — 0) h -== ,
L Vi + y2 J

■

/ m e sin(TO — 0)
e0 cos(to0 — 9)=e cos(to — 0), e0 sin (to0 — 0) = —=—;

V/1 + y2
/

eo = e^/I + y2cos2(TO — 0))
tang(TO„-0) = ^ii^)|

(9) \
A2( i H- y2)

s 1 -t- y2 cos2 (to — 0)
i + y2

La seconde de ces formules montre que si l'on mène l'arc de grand cercle IIH
perpendiculaire sur l'orbite de la Lune, on aura xH = cr et cos IIH = —•
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En négligeant les termes du quatrième ordre, on aurait
/i2(i -+- y2) = «(i — e2), h? = a( \ — y2 — e2).

47. Le mouvement rapide des nœuds et du périgée s'oppose à ce que les for¬
mules (6) et (7) puissent être considérées comme formant 1111e première ap¬
proximation servant de point de départ aux suivantes. Laplace prend, en dési¬
gnant par c et g des constantes voisines de l'unité,

I s = y sin(g-e — 0),
(I0) \ 1/1 -+~ s2 ■+■e cos(ce—si)

I " - *■(,+/)

11 est facile de voir la signification de g et c. On peut écrire, en effet,
s —y sin j e — [0 -4- (1 — g) e] | ,

et si l'on se reporte au triangle sphérique NLP de lafig. 6, on voit que l'on a

longitude du nœud — 0 -+- (1 — g) e ;

longitude du périgée =■ us -t- (1— c) e.

On voit donc que les mouvements du périgée et du nœud sont représentés
respectivement par (1 — c)v et (1 — g)v.

Les formules (10) représentent un mouvement qui correspond à l'attraction
de la Terre et à une certaine force perturbatrice ('), et c'est ce mouvement fictif
qui sert de point de départ pour calculer le mouvement réel, en substituant
les expressions (10) dans les équations (1). Les nombres indéterminés c, g et
quelques autres coefficients, que nous verrons bientôt apparaître, se déterminent,
dans le cours du calcul, par des équations de condition, de manière à satisfaire
aux équations (1). Mais nous commencerons l'intégration en faisant d'abord
abstraction de l'action du Soleil, comme dans le cas du mouvement elliptique.

Il faut d'abord exprimer t en fonction de e; la troisième des formules (1)
donne, pour le mouvement elliptique,

, declt ~j ~ ynu-

nous mettrons pour u la valeur (10) et nous trouverons, en négligeant ,4

(») 1 -H y y2 + e cos (ce — ru) — 'y2 cos(2^e — 2 0) |,/i2(i -+- y2)

= /t3 T j H- - (e2-h y2) — 2 e cos (ce — us) H- - e2 cos(2 ce — 2bj)-h - y2 cos(2^e — 2 0)1
Cl V I 2 2 2

(!) Voir, pour l'interprétation géométrique de cette transformation, une étude de M. Radau Sur la
théorie des orbites (Bulletin astronomique, août 1892).
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d'où, en intégrant,
/ 3 3 \ 2 h3e

t — const.-4- h3 l i 4- - e2-h - y2 J v — sin (ce — zn)
3 h3 e*- h3 y2

4 — sintacp — 2m) 4—7— siniigv — 20).
4c kg

Les coefficients de cette intégrale sont un peu modifiés par l'action du Soleil.
Dans l'hypothèse elliptique, le coefficient de v dans cette expression est égal à
I —

- = a-, ce qui donne
n 1

3 3
,

- e-4—y-4-•
2 2 '

(12) h—a1 ( [ — d e2— i y2 4- des termes du 4e ordre en e et yj .

En portant cette valeur de h dans la formule (11), elle devient

(13) u = ^ j^x 4- e24- y y24- e(i 4- e2) cos(cp — zn) — y y2 cos(2gv> — 2 0)
on a négligé seulement le quatrième ordre. L'expression trouvée pour t donne,
en appelant la constante arbitraire, divisant par le coefficient de v et négli¬
geant les termes en e3 et ej-,

2 Q ^ .y 2
(14) nt H- s = v sin (ce — gt) h- y— sin (2 ce — 257) y— sin(2^e — 2 9).C L\C A- ô

On aura de même pour le Soleil, en faisant y' = o,

3
(15) n't 4- s' — v' — 2e' sin (c' v' — zs') 4- 7 e'2 sin (2c'v' — 2m'),

(16) u'— ^ [1 4- c'24- e' cos(cV — ro')] ; ,

le coefficient c' est d'ailleurs extrêmement voisin de 1. L'origine du temps est
arbitraire; on peut supposer s — o, et, en faisant
. •. n'
07) -=™,

on trouvera, par l'élimination de t entre les équations (14) et (i5)
3

(18) v' — 2e' sin(c'e'— zs') 4- ^ e'2 sin (2c' v' — 2zss') = mv 4- s'— 2me sin(cp — ro).
On n'a pas écrit dans le second membre les termes en me2 et my2 parce
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que ces termes sont du troisième ordre et que cet ordre a été négligé dans
le premier membre; on a remplacé, pour la même raison, ^ par me. On
tire de la formule (18), par des approximations successives ou par la formule
de Lagrange,

v' = mv-\- s'4- ie' sin(c'me 4- c'e'— xs') — 2 me sin(ce — xs)
5

4- e'2 sin(2c'me h- 2c'e' — its').4

On peut supprimer 1' en convenant d'écrire plus tard mv -+-s' au lieu de mv.
On aura ensuite a substituer dans l'équation (16)

e' cos(cV — m') = e'cos [c'mv — 2-c'e' sin {c' mv — et')]
= e' [cos (c'me — to') — 2c'e' sin2(c'me — to')]
= e' cos (c'me — to') — e'2'4- e'2 cos (2 c' mv — 2 to').

11 vient ainsi

('9)
c' = me 4- 2e' sin {c'mv — to') — 2me sin (ce — to) -+- 7 e'2 sin(2c' me — 2to'),

4

I w'= -7 [1 + e' cos(c'me — to') -1- e'2 cos(2c'me — 2to')].
Les perturbations apporteront à ces expressions de v' et u! des corrections

Se' et Sa, mais le terme mv restera le même; dans la formule (17), n doit dési¬
gner l'inverse du coefficient de e dans l'expression de t, après tous les calculs.

48. 11 faut maintenant substituer dans les équations (4) et (5), ou du moins
dans les termes multipliés par m', les expressions (i3) et (19) de u, e'et u'.
On voit que, dans l'hypothèse elliptique, la partie constante de u serait

(20) 3 ^1 + e2 4- Ae''-+- Be2y24- Gy4-t- . . ;

l'action du Soleil altère cette partie constante de u, mais, a étant arbitraire,
nous pouvons continuer à la représenter par la même expression (20), ce qui
fixera nettement la définition de a. Seulement, n ayant été déterminé de façon
que le coefficient de v dans l'expression de t soit égal à on n'aura plus la
relation n2a3 = 1. On avait, dans le mouvement elliptique, d'après la rela¬
tion (12) ou la troisième des formules (9),

42 — a(i — e2— y2 4- A'e4 4- B'e2y24- C'y44- ■..) ;

cette relation n'aura plus lieu après les perturbations, a ayant été déterminé
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d'une autre manière ; mais nous pourrons calculer une quantité a, par l'équa¬
tion

(21) A2 = a,(i — e2 — y2-i- A'e4 -t- . . .), A y/«, ^ e2—^ y2 +.. ,

a, étant une constante qui, sans l'action du Soleil, coïnciderait avec a. Nous
ferons ensuite

/»' /78
(22) __ =

sans les perturbations, on aurait

«■' — —r > mî = —r = m',
n' n-

Cela posé, si nous considérons les diverses parties de l'équation (4), nous
trouverons d'abord

, m' u'3 m J
2A2 u3 2at(i — e-—y2) (au)3'

(24) (a1 u')3 = i -t- - e1- -+- 3e' cos(c'mv — us') -t- | e'2 cos(2c'mv — 2rcr'),

(au)-3— 1 — 3 |^e2-f- ^ y2 4- e(i H- e2) cos (ce — nr) — y2 cos(2gv — 2 0)J
-h 6 |~e2+ y y2-t- e(i H- e2) cos(cv — us) — ~ y2 cos(2gr — 20)~j
—10 |~e2-t- i- y2-+- e(i + e2) cos (ce — nr) — 7 y2 cos (2gv —• 20)~j ,

d'où, en apportant autant de précision que possible dans le calcul du terme
constant, pour une raison qui sera indiquée plus loin, et dans celui du coeffi¬
cient de cos (ce — trr), parce que le coefficient de v dans l'argument est voisin
de 1 et que le terme en question grandira par l'intégration,

(au)~3 — i — 3 e2 — y y2 — 3e(i + e2) cos (ce — us)

10e3 cos3(c<> — us),-4- 6 -t- 2 e ^e2 4- j y2j cos (ce — us)
ou bien, en exprimant cos3(ce — us) au moyen de cos(ce — us) et de cos(3eu— 3ur)

T. - III. 13
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y8 CHAPITRE VII.

et ne retenant que la première partie,

(25) (au)~3 = i — y y'2 — 3 — - e- — y2J e cos (ce — et).
Les formules ( 23), (24) et (25) donnent ensuite

V = S(l + e2 + y2)(I + ^e'2) ' _ \y'~ 3 ('" ~2e2~~y2) eC08)w-®)].2 Id a3 2

, m' un m}.
(26) —r- — —-

2 h1 ir 2 a,
1 e--h -jj y2 +• ^ e'-— 3 ^1 -+- ^ e24- ^ e'2^ e cos (ce —• cr)J .

En multipliant cette expression par

3 cos (2 v — 2 <>') = 3 cos (2 e — 2 mv) — 6 me cos (2 e — 2 m c — cc + e)+...,

et ne retenant que la partie principale de cos(2c — imv), et dans le produit

cos(2e — 2 mv) cos(cc — et)

que le terme en cos(2o — 2mv — cv + et), parce que le coefficient de v dans
son argument est voisin de 1, on trouvera

(26 bis) —7 COS (2 V-— 2 1'')=ih- u> 2 a-i
cos (2 c — 2 mv) -

3 H- 4 m
e cos (2 c—2 mv—cc-t-Ej)J .

Dans le terme
3m' a'3 du

7T —r ~r sin(2p — 2 v'),2/i2 ir dv

on pourra remplacer», u', sin(2v — iv') respectivement par

I J cc
-y —;y sin(cr— 5J). SU! ( 2 V — 2 711 ç) ,
a a a

ce qui donnera

(V)

3 m' u13 du . 3 m] . , .

—-jp -jp; ^-sin(2P — 2c') = h—-—- ce sin (ce — et) sin (2 v — 2 mv)
3 m2

—- e cos ( 2 v — 2 mv — cv + et) ;
4«i

on a laissé de côté le terme en cos(2c — imv -4- cv — et).

Enfin, dans la dernière partie du premier membre de l'équation (4;, on
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pourra prendre
Pli I , I
—— H- u — — , u — — >
dv2 a a

sin( 2 r — 2 p') = sin ( 2 e — 2 mv ) — 2 me sin (2 r — 2 me — cp -+- ro),

M

- = a4 [i — 4ecos(CP — ro;j,

ce qui donnera
3 m' [d}u \ r u'3 ...

--^{dP+U)J ¥Sm("-")^
3 ni 2 /'

= / sin (2 p — 2 p') [1 — 4 e cos (cp — ra)] c/p
ai J

3 m2- C
— I [sin(2P — 2me) — 2e(i -t- m) sin(2 r—2mp — ce H- m)] dv,

ai J

d'où, en intégrant et remplaçant le diviseur 2 — im — c par 1 — im,

>]•
(28)

j 3 m\
al

cos(2P — 2mp) 2(1 4- m) , ,

ecos(2e — amp — ce -1- ro)

Il ne reste plus à considérer que le terme

3

/i211 2 5"
h2(i + s"-y

qui, en faisant
s = y sin(ge — 9) -+- §s,

et tenant compte de la valeur (21) de h-, donnera

(29) 1 = — |i + e2-l- y y2+ j y2 cos(2gp — 26) — 3y sin (gv — 9) §s
h*(i+s*y a'L 44

Si l'on réunit maintenant les développements (26), (26 bis), (27), (28)
et (29), on trouve que l'équation (4) devient

d2u i / i ,\ m? / „ i „ 3 ,,

—+ «- -li+e'-h 7 y2 +^7- (i + e2+7y+-e'2

(A)

dv2 ax\ 4 / 2 \ 4 2

3/n?
. . _ ,9. . . 3 m2, 2 — m .-—1 (2 -+- e2-}- 3e 2) e cos(cv — tu) H L cos(2^ — imv)4 «1 ' 2«! I — 111

5 m2 5 -4- [\m 3 9

ecos(2P>— 2mv — cv -\-7j5)— — y cos\igv — 2 0)2 1 * 2 111 Lj.

3
H y sin(g-p — 9) §s — o.

a\
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On voit qu'on a conservé deux termes du second ordre en cos(2c — 2mv) et
cos(2gv — 20); les coefficients de v, dans ces arguments, sont voisins de 2. On
a gardé deux termes du troisième ordre en cos(ce — ©) et cos (iv—imv—cc+gt)
parce que, les coefficients de v étant voisins de 1, l'intégration abaissera ces
termes au second ordre, ce qui ne serait pas arrivé pour les autres termes du
troisième ordre.

49. Faisons des opérations analogues sur l'équation (5). Considérons d'à-
3 //\'

bord le terme - 5; nous pourrons prendre

u'3 = 4s ( I H- 3 e'A > -A — — (i-l-e2-Hy2),a'3 \ 2 ) h- «1 '

-b — «4 [[ — 4e2— y2+ y- cos( igv — 2 0) 4- 5e2],

d'où
3

2 A2 «4

sjmiy sin(£V — 0),

e"-f cos(2gv — 20)1 y sin(£v — 0),

d'où, en transformant le produit sin(gv — 0) cos(2gv — 20) et ne gardant que
le terme en sin (gv — 0),

,0 s 3 «'3 3m\a ! 1 , 3 \ . ax(3o) ^7s =^rll + 2e"-^'+ -e-Jysm(^-0).
On aura ensuite

3 111 u3
, .

-

TT —T S COS ( 2 (' — 2 V' )
2 h- u*

3 m\a . , m , .
——— y sm(gv — 0) cos(2 c — 2mv),

,0 \ ° " / / \( 3 I ) - TV —T s COS ( 2 (' — 2 c' ) :
2 A2 M* 7 y sin (2 c — 2/»c — gv -I- 0).4

Quant au terme

2/l2 M4 Cîfc

on pourra y prendre

3/n' m'3 ds .
,

—

TÀ2 77Ï Ty sin (2 c 2 ç'),

A2 —u'3=-^-3, "4=7' ^ = y#cos(£v — 0) = y cos(^c HÉ),
sin(2r —2 c') — sin(2 c — 2/nv),
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3m' un ds , 3 m\
( ~ Th2 là ^Slll(2t' — 2V )= ^-tysin(2P— imv — gv + d);

le dernier terme de l'équation (5)

3 m' (dl s \ ("u'3
~ 1^{d? + S) J ^sm(2P-2p')^

est de l'ordre m\, car

d1s
, ,, . . d2ds .

— +,_y(l_ g)sln(gv^Ô) + _

est de l'ordre m\ ; on doit donc le laisser de côté. Il n'y a plus qu'à réunir les
développements (3o), (3i) et (32), moyennant quoi l'équation (5) deviendra

l d'ls 3 2 / I s 3 . . ..

^ + s 4- - m2 I 1 + 2e2- - Y24- - e'21 y sin(gv - 8)
(13) < X 7i 3I — - m\ y sin(2 v — 2mv — gv ■+■ d) = o.

50. Intégration de l'équation (B). — Pour intégrer cette équation linéaire,
nous ferons

s = y sin {gv — 0) 4- às = y sin (gv — 9) 4- A sin (2 v — 2 mv — gv 4- 6),

A désignant une constante; en substituant cette valeur de a dans l'équation (B)
et égalant à o les coefficients de sin(gv— 0) et de sin(2p— 2mv — gv 4- 0),
on trouve

(C) g2— I+-/H'^I + 2e!— -y*+-e'
A = - ~ y.

2 1—(2-—un —g)2'

On peut remplacer dans la dernière formule g par l'unité, et il vient

3 m\A = - 7— y ;2 4m'

diffère très peu de m, comme ou le verra plus loin. On aura donc

3
(33) Sa = 3 my sin (2 v — 2mv — gv 4- 8).
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On voit qu'il y a eu un abaissement d'un ordre, parce que le coefficient de v
dans l'argument est voisin de i.

La formule (C) donne

(34) g = I ^ m\ ^i + 2es- \ e'2^ + • • • •

On a, en désignant par 8 la longitude du nœud ascendant moyen introduit dans
la première approximation,

8 = 0 + (i — g) r,

= — j m\ (i -+- 2e2 — - y2-+- - e'2") ,dv 4 V 2 ' 2 /

Cette quantité serait constante s'il en était ainsi de é, mais on sait que, en
vertu de l'attraction des planètes sur la Terre, et notamment de Vénus, l'excen¬
tricité é de l'orbite terrestre est variable et que, pendant très longtemps, elle
ira en diminuant avec une lenteur extrême. On peut écrire

e'= e0 — e\ v,

et il vient, en négligeant e'2,

d'où, en intégrant,

(35) Q = 9—^m2 ^i + 2e2— iy2-t- ^ e02^ p -t- ~ e'„e\ v\
La longitude du nœud a donc une équation séculaire, en e2 ou en t2, ce qui

revient à dire que 0, au lieu d'être constant, contient une partie proportionnelle
au carré du temps. C'est l'une des découvertes de Laplace. On peut écrire, si
l'on veut,

(36) g —9— m2 ^i + 2e2— ^y2 + ^e'2^j e — |>rc2J (e'- — e'02) dv.
51. Intégration de l'équation (A). — Il convient d'abord d'y remplacer §s

par sa valeur (33); on trouve

3 Q JYL V2
— y sin(£V — 9)ds— —— [cos(2 p — imv — 2gv + 2 0) — cos(2 v —2mv)~\.Cl\ I D tïj

Ces termes sont du troisième ordre, et le coefficient de v dans l'argument dif¬
fère de 1 d'une quantité finie; nous devons les omettre. Nous poserons ensuite
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avec Laplace

il — u0 -+- Sa,

u0 désignant la partie elliptique (i3)

=-L j _|_ e5 _|_ ^y2-t- e(i -+- e2) cos (ce — tn) — j y2 cos(2gv — 2 0)J ,

et Su étant de la forme

ôa — B0 cos(2c — nnv) -+- B, cos(2 e — 2 me — ce -t- nr) -+- B2 cos(2gv — 2 9),

où B0, B, et B2 désignent des coefficients indéterminés. En substituant cette
valeur de u dans l'équation (A) et égalant à zéro le terme non périodique et les
coefficients de cos(cp — et), cos(2P — imv), cos(2v —2niv — cv-\-xs) et de
cos(2gv — 2G), on obtient les conditions

(S7) d(|4-e2+^y2) = i.(IHhe2HhJy2)_g.(i
p s 177 ^

- ( t -t- e2 ) ( 1 — c2 ) —- e(2 + e2-f3e'!)=:o,
ci 4a 1

(38)

„ r / \2i 3m 2 — mB0[l- 2-2W 2 H 1 =0,J

ial 1 — m

iî r ! 3m; 5 + !\m15,11 — (a — c — 2m)-1 — 1 c — o,L ' J

2«, 1 — 2 m

B2(I —4<rs) +^(4|-i)-|^=o.
,a relation (37) donne

(376«) i =
a a, 2a, \ 2

d'où l'on tire en fonction de a et de m,.

Les formules (38) donnent ensuite, en ne considérant que les parties les plus
importantes,

j i — c2= y m\(2 4- 3 e'2—e2),
\ 4

(!>)
3

. /
.

3
i mi I i H— e'- — - e

2 \ 2 2

- e'2 — -

4 1 V 2 2
c — i — j m\ ( i h— e - e-
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et
_ /»j i5 m\e i5 m,e

0 ' ' l o ' o 3
a, 8 ma, 8 <7,

3B,
a lo j 4^ U «J'

cette quantité est du quatrième ordre, et l'on doit prendre B2 = o.

On a donc finalement, en négligeant seulement le troisième ordre,

3
(E) s — y sin (gp — 0) -+- 5 my sin (2 v — 2 me — gp -+- 9),

l a« = i+ e!+-yJ+e cos (ce — m) — \ y2 cos(2 g-p — 20)
; 4 4

15
-h ;w2 cos(2 e — 2 /we) -+- -5- we cos(2 p — 1 mv — ce -t- ct) .8

(F)

Les formules (D) donnent pour (1 — c) p un mouvement direct du périgée ; la
quantité i — c contenant e'2 est lentement variable. Soit II la longitude du
périgée introduite dans la première approximation; on a

n = ro + (i — c) c,

G?n de 3 / 1 3 \ 9 , ,
' rf?=1-c-"3?=4OTH,~âe

d'où, en intégrant,

(39)
n = m H- ï m\ ^ i — e2 + ^e'02^ c — | m\e'0 e; e2,
II = m H- m\ — -b e2 + ~e'02^ p -+- | m\ j"(e1- — e'02) dp.

On voit que le périgée, comme le nœud, est animé d'un mouvement sécu¬
laire.

52. Indications générales sur les calculs de Laplace. — Nous ne pou¬
vons pas les exposer en détail ; nous nous bornerons à dire que le grand géo¬
mètre s'est proposé d'obtenir toutes les inégalités du troisième ordre dans les
expressions de m et s en fonction de p. Il a développé les termes parallactiques
que nous avons laissés de côté; il pose

(4o) s = s0 -h §s, u = u0-h du,

s0 et u0 ayant la même signification que ci-dessus, et il admet que os et ou peu-
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vent se développer en séries de sinus et de cosinus des multiples des quatre
arguments

2P— 2 DIP, CP — 57, c'mv—uj', gv—'Ô,
sous la forme

j §s =^ ilî>^,ea'e'a'yP s'n [~ a' (w —
( ± «'(c'mv — uj') ± (3 (gv — 9) ± it( p — »«')]>

142) ^ ^" = 2X»"cae'a'5'P(f') C0S[±0C(C(' —I ± a'(c' mv — m') ±fi(gv — 9) ± t(p — dip)],

où a, a', p, t et a- désignent les nombres entiers positifs o, 1 ou 2. L'indice <7,
placé au bas des lettres x et ifi>, indique l'ordre des coefficients relativement
à m : soit fait

±-<x ±a! m±[3 ± c = S ;

X et ift> sont de l'ordre 2, si 1 — S est fini,
» » 1, si 1 — S est de l'ordre de m,

» » o, si i — S est de l'ordre de di2, comme 1 — c et 1 — g

par exemple.

Laplace substitue les valeurs (4o) dans les équations différentielles et il
égale à zéro les coefficients dos divers sinus et cosinus, ce qui lui donne autant
d'équations qu'il y a de coefficients x et iil>, soit vingt coefficients x et seize ili>.
Dans les conditions déduites de l'équation différentielle en u, les ifh jouent un
rôle secondaire; dans le cas de s, ce sont les x qui deviennent accessoires.
Enfin, il convient d'observer que g et c se détermineront en égalant à o les
coefficients de cos(cp — m) et de sin(gv — 0); ce cosinus et ce sinus étant sup¬
posés ne pas figurer dans os et ou, aucune des quantités x et ilî> ne les accom¬
pagnait. A11 degré de précision dont Laplace s'est contenté, les coefficients x
et iih n'entrent chacun qu'à la première puissance. On doit comprendre que les
équations dont il s'agit 11e différeront de celles que nous avons trouvées que
par des termes en m4.

53. Expression de t en fonction de p. — On a

cLv
dt — ===== ;

/ 2 fd& dv
huVl + »Jdt*

il faut substituer dans le second membre l'expression (4°) de u. On aura d'a-
T. — Ui. 14
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bord

i qp r i i i

-—; r= y- i — ~ e2— - y2 — 2e cos (ce — w) -i— y"2 cos(2 gv — 2 0) — 2 a§unu /& 122 2

3 1
+ - e2 cos (2ce — 2to) -h 6aedu cos(ce — to) +... ,

puis, en mettant pour A sa valeur (21),
/ j Qp r [

l -,—- = i — 2e co&(ce — to) H— y- cos(2 gv — 2 0) — 2aàu
(43) \hu 3 2

J -t- - e2 cos (2ce — 2 to) + 6ae§u cos (ce — to) -+■... .

La partie non périodique du second membre, en faisant abstraction de ou, se

réduit exactement à P=> et il en devait être ainsi, car, dans le mouvement ellip-
V «1

dt 3 3
tique, la partie constante de est représentée par a- ou à\.

On a ensuite

.. i i_ rdQ rfe
/ 2. r™ ——1 h2 ^ +

y 1 /t2 J de u?

11 faut maintenant multiplier les deux développements (43) et (44); en
• • dP

réduisant le dernier à l'unité, di n'a pas d'autre terme non périodique que -j=dv,
V ai

car ou et 8ucos(cv — ni) sont entièrement périodiques. Si l'on remarque que

f a remplacé, à un facteur constant près, parJ ^ysin(2e — 2 mv)dv
et que cette intégrale contient des cosinus des arguments

2 v — 2 mv± a (ce — to) ± a.' (c' mv — to') ± (3 {gv — 0),

on verra que, dans le produit

j^i — 2e cos(cv — to) -+- 3 e2 cos (2 ce — 2to). -f- 4 y2cos(2gv — 2 0) J"^ >

l'argument iv — 2mv ne peut pas disparaître; ce produit ne contient donc pas
de partie non périodique; il n'en sera pas de même de

[—2ci§u -f- 6aeèu cos(ep — to)1J J oc M2
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mais la partie non périodique correspondante contiendra mk en facteur. Nous
aurons donc, en ne conservant dans notre exposition élémentaire que les termes

Qp- f i

en rrr, — pour la partie non périodique de ou bien, en remplaçant a par saV7'
valeur (37 bis),

Si donc on fait

+ m: H— m1. e'2 + . . .

2

m j H— m \e0' | = —
2^'2 \ _

n Xai
on aura

v 3 m?
t = - H -i

n 1 a

d'où
j (e'2— e'02) + const. + des termes périodiques,

v—nt-\-E—-/m2 Ç (e—e'02) n dt -+- des termes périodiques.

On voit donc que la longitude moyenne, par suite de la variation de e', con¬
tient un terme en t2 : c'est Xaccélération séculaire, qui constitue l'une des
grandes découvertes de Laplace. On doit comprendre maintenant pourquoi nous
avons conservé partout e'2 : c'était en vue d'arriver à l'accélération séculaire.
Nous donnerons dans un autre Chapitre des détails historiques et théoriques
très complets sur cette accélération.

Si l'on élimine a, entre les équations

op a 2 a

il vient

mais on a fait

2 3 mn2 a6 = 1
2

777 Cl
—-— = /t'2 a? — m2 n- a3 :

il en résulte donc

(45) ni\ = m2 (^1 — ^ m\j — m2(^ 1—7 •

Laplace pose ensuite, pour trouver t en fonction de e,

nt-\-s=v+^m2J'<(e'2—é£)dv
-t-^ G^')eae'a'yP {^j S211 [ — a (Cf; —

±<x'(c' mp — 73') — P (o'P — 0) — ff(('~~~ '•

m
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les coefficients 3^" se trouvent, d'après ce qui précède, exprimés à l'aide
des X{qp). Il peut aussi calculer e^" quand il a résolu les trente-six équations qui
lui donnent et

Si l'on veut aller plus loin dans les approximations, il convient d'introduire
encore plus de précision, comme le fait Damoiseau. On posera a priori les for¬
mules (41), (42) et (46) ; on en déduira

3
(>'— ie' sin (c' v'— us') + -r e'2 sin (2 c' v' — 2us') — . ..

4

= m j^c H- 3 m- (e'2- e'„2) dv -+-^ (7) s'n^J'
en posant, pour abréger,

2r =± a(cv — nr) + . . . .

On tirera de là l'expression de e' en fonction de v; on en conclura celles de u!
et de gQg(2e— iv')- En substituant dans les équations différentielles (1) et
effectuant la quadratureJ~ on pourra égaler à o les coefficients des di¬
vers cosinus de S, ce qui donnera trois séries de relations pour déterminer les
x'qp), et e*'; ces équations se prêteront très bien à la résolution par des
approximations successives.

54. Calcul de l'inégalité parallactique. — Nous donnons, à titre d'exemple,
le calcul d'une inégalité du troisième ordre. Nous l'obtiendrons en considérant
dans la fonction 12, formule (3), les termes

m' //'4
£2 = ...+ [3(i — 4s2) cos(e — v') + 5 cos(3e — 3e')] +...,

qui donnent, en négligeant m1 s2,
s d£î i d£2 3m' u">

-»àdï-h*di7=8/7 57[3 cos("~ ^ + 5 cos(3" - 3('

L'équation différentielle en u peut s'écrire
»

d} u
_ 1 d£l du 1 / d2 u \ Ç dQ dv

dv2 ' U A2 a2 dv dv + h2 \dv2 + ") J dv u1
3 /?? ' u,k

+
8 /7 57 ^3 cosf^ — ^') +5cos(3c — 3e')] =0.

On peut remplacer ^ ~ + par et ne considérer que l'argument
v — v' — e(i — m),
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parce que le coefficient de v y est voisin de i. Dans ces conditions, on aura, en
considérant u et u' comme constants,

ûQ

dv

3 m'u"*
«TTâ Sln (p )'

rdiidv 3m! Cu'4 . ,

J Tv u* ~ "8~ J lrsm{l
— m) v dv =

3m' as cos(i'—m) v
~W r^m '

d* u

dv*
3 m' a? . , lsdu /3 q\ m' a1'

c~ est de l'ordre de e; donc le premier terme du second membre peut être né¬
gligé devant le dernier, et il vient simplement

d2 u

dv*
îo m' a* r 5 m* a

-, cos(i - - m) v.

On tiendra compte du second membre en posant

u = - i -+ . .. 4- H -a, cos (i — m) v -
a y a'

en substituant dans l'équation différentielle, il vient

H[i — (i — >»)»] =

(48 )

On aura ensuite

dt i

dv h u*

a2
~~

Ti

8

i r iom a
; = - i + ... — ——7 cos (i — m) v -1-...

a L 16 a'

H =
i5

161

i rà£2 dv\
h* J dv u* )

i5m a . I T 3m* a ,

! + ■■•+ -g- cos (i tn) v -Y- ■ • • j 1 g- ~,cos(i— m) v-

d'où, en ne gardant que la partie principale,
i5 m adt i r

dv n L 8 ^ cos(i — m) v + ... J ,
15 m a . ,

nt -h x = v -l-... -+- -n- ——— —; sin ( i — m) v

(49) v — nt -Y- x •

8 i —m a'

îS a . .

-g- m sin( v — v') 4-8 a'

I'

Telle est l'inégalité cherchée; elle est du troisième ordre parce que m est du
premier et ^ du deuxième. Sa période est un mois lunaire; son coefficient doit
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être un peu modifié par les approximations ultérieures, et, comme ou le verra
plus tard, il faut le multiplier par i - 2v, v désignant le rapport de la masse de
la Lune à celle de la Terre. On le trouve finalement égal à ia5",5. Inversement,
si l'on arrive à le déterminer par les observations, on pourra eu conclure la
valeur du rapport et, en faisant intervenir la parallaxe de la Lune, qui est
bien connue, on en déduira la parallaxe du Soleil; ce procédé, proposé d'abord
par Mayer, a été souvent appliqué. Laplace a trouvé ainsi 8",6, Hansen 8",92 et
Stone 8", 86 pour la parallaxe horizontale équatoriale moyenne du Soleil [•voir,
pour plus de détails, mon Mémoire Sur la parallaxe du Soleil (Annales de COb¬
servatoire de Paris, t. XVI)].

55. Pour résoudre les équations dont dépendent les coefficients et
Laplace a emprunté aux observations les valeurs de m, e'o valeur de e' en 1750,
y, c et g, et enfin du coefficient de sin (ce — tir) dans nt. Il a pu ainsi détermi¬
ner c et ^ par la théorie, au moyen des deux équations séparées dont nous
avons parlé aux nos 51 et 52; il a trouvé des valeurs qui ne diffèrent des véri¬
tables que d'environ Il convient d'observer que sa théorie est analy¬

tique (') pour ce qui concerne les puissances de e, e', y et ~ et numérique
pour m. Il a évité avec soin les développements analytiques suivant les puis¬
sances de m, parce qu'il avait constaté que leur convergence était très faible.
C'est ainsi qu'il a représenté par — (p qele coefficient de e cos (ce — ©)
dans l'équation (A) et par p"-+- q"e'- celui de y sin(gv — 6) dans l'équation (B),
et qu'il a déterminé les valeurs numériques de p, <7, p" et q". On trouve, en
effet, pour les équations séculaires du périgée et du noeud,

l ■ I m2 4- ^ m,3 -+- m1-h. . . ^ J(e'2— e'02) dv,

{~îm2+ 1 ™4-t---)/(e'2-e'oVo
au lieu de

^m2J"(el2—e'2)dv et — Q/n2j"(e12—e'02) dv ;

on voit que le terme en m3 apporte une correction considérable à l'équation
séculaire du périgée.

Mayer avait constaté par l'observation, dans la longitude de la Lune, l'exis¬
tence d'une petite inégalité ayant pour période celle de la révolution du nœud

f1) Pas complètement, car les coefficients »1- et \lï, doivent contenir aussi des puissances paires
de e et y.
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de la Lune. Laplace en a trouvé la cause théorique : elle provient de l'aplatis¬
sement de la Terre, si bien qu'on peut déterminer par cette voie l'aplatisse¬
ment. 11 a prouvé, en outre, que cet aplatissement produit aussi dans la latitude
de la Lune une inégalité sensible. Nous expliquerons très simplement le calcul
de ces inégalités dans le Chapitre IX.

56. Théorie de Damoiseau. -- L'Académie des Sciences ayant proposé
pour sujet du prix qu'elle devait décerner en 1820 la formation de Tables lu¬
naires uniquement fondées sur la théorie de la pesanteur universelle, deux
pièces furent envoyées au concours, l'une par Damoiseau, l'autre par Plana et
Carlini; elles ont servi de base à deux théories de la Lune dont nous allons
parler un peu, celle de Damoiseau et celle de Plana. La méthode suivie dans le
premier de ces Ouvrages est exactement celle de Laplace, avec plus d'étendue
dans la liste des inégalités et plus d'uniformité dans les calculs. Damoiseau pose
immédiatement

u — «o-H èa, s — y sin(gv — 0) -H §s,

aêu — ^ oJVr)eae'a'y? cos^>

§s — ^ ilt)(r)eae'a'yl3 (^~^j s'n^>
nt -t- s = v -H kJ"(.e'2 — e'02) dv -1-^ Qlp) eae'a'y? (j^J sinS,

2r = dr oc (ce — m) ± a! (c' mv — ta' ) ± (3 (gv — d) ± a(v — mv) ;

s0 désigne la partie elliptique, dans laquelle on a conservé les quantités du
sixième ordre. Il y a quatre-vingt-cinq coefficients x'^, autant de et trente-
sept ilt>(/,). On calcule les expressions de u' et de v' en fonction de v et des coeffi¬
cients elp); 011 substitue dans les trois équations différentielles, et, en égalant à
zéro les coefficients des divers sinus ou cosinus, on forme les deux cent sept équa¬
tions propres il déterminer les inconnues ; il y en a même encore deux à l'aide
desquelles on calcule c et g. C'est peut-être l'application la plus importante qui
ait jamais été faite de la méthode des coefficients indéterminés. Les équations
sont résolues numériquement, par des approximations successives^ après qu'on
a substitué, pour m, c, g, e, e', y, leurs valeurs. Enfin, Damoiseau renverse
la série qui donne l et exprime la longitude vraie v à l'aide des quatre argu¬
ments :

Notât. Dam. Notât. Hansen.

Anomalie moyenne de la Lune x g
Anomalie moyenne du Soleil s g'
Longitude moyenne de la Lune moins celle du Soleil t g — gyp- w — 10'
Longitude moyenne de la Lune moins celle du nœud y g H- to
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Pour qu'on puisse se faire une idée exacte de la valeur de la théorie de Da¬
moiseau, j'ai donné dans les Tableaux ci-dessous la comparaison des coefficients
des sinus des divers arguments, dans l'expression de la longitude, obtenus par
Hansen et Damoiseau. J'ai emprunté les coefficients de Hansen à un Mémoire
de M. Newcomb : A Transformation of Hansen's lunar Theory compared with the
Theory of Delaunay. La colonne H. — T. se rapporte aux Tables publiées par
Damoiseau en 1828 avec des coefficients rectifiés.

Relativement à la convergence des séries, elle est un peu plus grande dans
l'expression de la longitude moyenne en fonction de la longitude vraie que dans
l'expression inverse; mais la différence n'est pas très grande.

g et g' désignent les anomalies moyennes de la Lune et du Soleil, co et eu'
les distances des périgées au nœud lunaire. On a inscrit seulement les coef-

ents des sinus des multiples des angles w, (0 , g et g'.

Arguments. Hansen. H. - Da. H. T. H. —Pl. H. - Po. II.-D.

n // // // ,/ „

+ 1^ + 0^' 4-22640,i5 +o,45 +o,45 —0,48 -t-o,45 0,00
-h2-HO 4- 769,06 -(-0,34 -t-o, 26 —0,42 —0,47 —0,06
-h3-ho -H 36, i3 —0,81 1-0,o3 —o,5g —0,5g —o,o3
4-4 H-0 -h i,94 — 0, o5 —-o, 16 —0,06 —o,o5 —0,02
4-5-HO 4- o, i i 0,00 -t-o,01 —0,01 » —0,01
-3-1 4- 0,55 -ho,16 +0, i5 -t-o, 19 +0,19 +o,o3
—2 - 1 4- 7,67 0,00 +0,07 -1-0,33 -t-o, 34 -t—0, o5
— 1 — 1 4- 109,92 -1-0,65 -t-0,52 — 1,18* -t-o,o3 +0,13

0— 1 4- 669,80 — 3,85 —3, i5 -+-1,21 -t-o,92 +0,28
1 — 1 4- 148,02 -t-o ,28 -t-o ,02 —0,04* -t-o, 33 +o,56
1—1 4- 9,72 —0,02 —0,08 -t-o,08 +0,07 —t— 0,13
3-1 4- 0,67 -t-o, 10 -t-o,17 —t—0,31 -t-o, 31 +0,04

—1--2 4- 1,18 -t-o, 04 —0,02 -1-0,01 -t-o ,01 +0,02
0 — 2 -+ 7J5 1 -1-0,17 -t-o,3i — 0,36 — 0,34 +0,02
1—2 4- 2,59 -t-o,07 -t-o, 09 -t-o, 46 +0,25 +0,10
2—2 4- 0,19 )) » -l-O, (2 » -t-o ,o3

2(i)-2u'

o+01 — 0,23 )) » —0,04 M —0,07
i o — 2,54 4-0,o5 -1-0,06 -0,53 —0,51 —0, 32
2 o — 0,19 4-0,14 » —0,12 -0,12 —0,04

— i —i 4- 0,18 » » -t-0, 32 +0,32 + 0, i i
O—i -h 2,52 —o,o3 -t-i ,82 +3,91 +3,80 +0,65

1 — i — 28,56 4-0,11 -t-o,44 -1-0,25 —o,o5 -P° ,94
2—i — 24,45 -t-o, 37 -t-o, 15 —0,84 +0,59 4-0,15
3 -1 — 2,93 -t-o, 10 +0,07 —o,o5 —o,o5 4—0,o3
4—1 — 0,29 —0,10 - -0,10 —0,20 » —0,02

—2—2 -H 0,95 -t-o, 02 -t o,o5 -t-o,08* +0,34 4—0,o4
—i—2 4- i3,19 -1-0,38 +0,19 -t-o, 38 +0,29 -HO, o4

0—2 4- 211,71 "T-O, l4 —!9 —o,65 — 0,08 4-0,25
i—2 4- 4586,56 —3,o5 —1,64 -1-0,9! —o,44 4-0,32
2—2 4- 2369,75 —0,25 -t-o,o5 —0,57 — 1 ,o5 -HO,OI
3—2 4~ 191,95 —0,27 —0,9.5 —0,20 —°,i9 —o,o5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



[OHOWiOHOhuWHO^ IMIMMI+ tOtOtO--——hm>-.0000
<*5

OCOlO-O—lOO^ -.tOtOtOlOtOCOUO^
<*

111
i

1M'11
+

+

+

+

+++1
1

+

+

1+

ooo

o

■lOM
ooenoomo
KH

co

-

o

«Ooo
en en

o

o

too

~C1
coovj

en
CD

JisJNVJVj1, COCOOCOp
10 vj

"o CD

co co

co co

, 18

,56

, IO

,55

"to

en

co
ai

-P-, co

S--Pv enO

OOOO!0
1+ ° wO

+i °°

+0

4" o

4"
O

11 Oo

1
O

+ O

"ci~ o -ito
enva eoto

to

"o

"o CD

-VLO
toeD

"o CD

VI vj

1+1+111 OoOOcoWo
++1 °°°

4"
O

4"4" °°

+ii -oc

+ O

-toOOcotoen Ocoeotocoooo
' O4sD" M«OvJ

en

OCi aito

O"o"o
envj

vl
en

+

+++

+

+1

1+

1++

O

ooo

O

oo

Oo

ooO

IO

co

co<ooto
Vjci-

"o

M

CO— coen

COto
•px_

OSoto

OOCOQO

t o

>-<LO—OCDO 4ŴWUOtû
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CHAPITRE VII.

Arguments. Hansen. H. - Da. H. - T. II. — PI. H. — Po. H.- D.

3 (o — 3 to'
H 11. It a 1/

-H 0,28 )) » -1-0,09 +0,07 -Po, 0 [
3—2 -H 0, i5 +0,07 » +0,14 » -f 0,01
1—3 — i ,22 » » —0,58 —o,58 — o,o5
2—3 — 3,23 -0,19 —0,23 —0,28 —0,28 —0,25
3—3 -H 0,41 +0,40 -T-0,01 —0,48 —0,48 —0,16
2—4 — 0,23 )) » » .)) —o,o5

to-Hie'

-t'£•+!£•' -H o,55 )) )) —0,19 )) —0,04
3 to — to'

+ 5 g— I g' + 0,25 )) )) +0,10 )) -po, 0 1

to — 3 to'

+ ig—ïg' — 0,32 )) )) —0,07 )) —0,06
4 to — 4 to'

■+2g-3g' — 0,36 " +0,14 +0,04 +0, i5 -bo,i5 -po, 31
3—3 — o,64 —0, i5 —0,14 -t-0,28 -l-o, 11 +0,19
4-3 — 0,29 —0,20 )) —0,09 —0,07 0,00
1—4 -H i ,18 —0,21 — 0,22 -t-o, 68 -1-0,75 -PO, 22
2—4 -H 30,78 —0,41 —0,32 2 r*[.*3,74 —0,37 +0,26
3-4 -H 38,43 —0,19 —0,07 -Ho, 4 3 -Ho, 18 -PO,12
4-4 -H i3,go —o,95 —o,3o — o,5i -o,34 -po ,01
5-4 -H 1,98 +2,4' —f~o, 08 -HI,12* -HO, 70 -Po,12
6-4 -H 0,22 —0,51 —0,18 » -HO, 08 -po,o4
2—5 2.75 —o,3o —0,25 -H1,55 -Hi,56 —Po,06
3—5 -H 4,4' + 1,09 -t-I ,21 +0,57 -HO,5g -Po, i3
4-5 1,89 + 1,07 +°,99 -f-o, 68 -HO,61 —Po,22
5—5 -H 0,29 )) - » » )) -f-o, 09
2—6 -H 0,16 » » » )) -Po,o5
3—6 -t- o,3i )) » » » -P°,°9
4-6 -H o,i5 )) » )> » -Po,o5

4 (0 — 2 to'
+ 2^ — 2^' — o,54 -+-0,06 —T—0

, 06 -f-o ,4o -f-o, 16 0,00
3—2 — 9,37 -HO,28 -1-0,23 -1-0,01 —0, i5 —o,o3
4 — 2 — 5,74 -1-0,01 —0,14 —2,36* —0,01 —0,01
5—2 — o,99 -1-0,01 -i-0,0I —o,36 —0,37 —0,01
6—2 — 0,12 » )) » » 0,00
3—3 — o,43 )) » —0,18 » 0,00
4-3 — o,38 —0,21 » —0,19 —O,T9 —0,01

2 to — 4 to'

-+-g—tg' + 0,22 —0,17 —0,38 —0,18 —0,17 —0,12

6to — 6 to'

+ 3^—6^' -H 0,29 )) » » » +0,09
4-6 -H 0,57 +0,04 +0,07 » —Po,3i -Po,i7
5—6 -H 0,40 )) ,, » -pO , 25 -Po,14
6—6 -H o,i3 » 0 » )) -Po,o6
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LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA.

Arguments.
6 M— 4w'

+ 4g — 4gf
5-4

4 to

H- 4 -+- o g"' H- 0,4*2 H-0,o4 4-0,02 0,00 » 0,00

On a laissé de côté tous les coefficients qui, chez Hansen, sont inférieurs
à o", i. On voit que les différences Hansen Damoiseau sont généralement
faibles; il n'y en a que quatre qui laissent beaucoup à désirer, étant égales à
— 3",85, — 3",o5, — 2",cj5, 2",4i (' ). En somme, la théorie de Damoiseau a
fait faire un progrès énorme aux Tables lunaires et n'a pas exigé, après tout,
des calculs par trop longs et compliqués. Sa méthode est, comme nous l'avons
dit, celle de la Mécanique céleste; il est bon de citer à ce sujet ces quelques
mots de Laplace (2) : « Cette méthode me paraît devoir donner les approxima¬
tions les plus convergentes. En effet, les forces perturbatrices se présentent
sous cette forme (forme procédant suivant les sinus et cosinus des multiples
de la longitude vraie) ou du moins elles y sont facilement réductibles; pour les
réduire à une autre forme, par exemple à des séries de sinus et de cosinus
d'angles croissant proportionnellement au temps, il faudrait, à cause des iné¬
galités considérables du mouvement lunaire provenant soit de sa partie ellip¬
tique, soit des perturbations, porter fort loin les approximations, ce qui com¬
pliquerait l'analyse et rendrait les approximations moins convergentes. »

57. Théorie de Plana. — Elle est développée dans trois énormes volumes
in-folio. C'est encore la longitude vraie qui est prise pour variable indépen¬
dante; les équations différentielles sont celles de Laplace. Tous les calculs sont
analytiques, et les coefficients x(p), ife,pl, e(/'>, que Laplace et Damoiseau calcu¬
laient numériquement, sont développés suivant les puissances de m. Plana ne
détermine pas tout d'un coup les expressions de u, s et de nt en fonction de v;
il divise le travail en plusieurs parties, détermine d'abord u et s, comme nous
l'avons fait plus haut, en négligeant le troisième ordre, en conclut nt, puis u'
et v'. Il revient aux équations différentielles, qu'il intègre par la méthode des
coefficients indéterminés, en ne négligeant plus que le quatrième ordre dans
u et s; il détermine ensuite nt, et ainsi de suite. C'est moins simple et plus dif¬
ficile à suivre que chez Damoiseau; au fond, c'est la même chose, sauf la diffé-

(1) Elles se réduisent à—3",15, —1",64,—3",33, -+-o",o8 pour les Tables de Damoiseau. L'écart
de 3", 3 disparaît si l'on prend pour l'équation parallactique le coefficient primitif de Hansen (—122", o)
que M. Newcomb a porté à — i25",43 par une réduction spéciale.

(2) Sur le perfectionnement de la Théorie et des Tables lunaires (Additions à la Connaissance des
Temps pour 1823).

Hansen. II.-Da. II. - T. H.-Pl. H.-Po. II.-D.

n // // // //

— 0,17 » )) )) )>

— O to O )) )) )) ))
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CHAPITRE VII.

rence signalée plus haut. La réduction des coefficients en séries procédant
suivant les puissances de m a ses avantages et ses inconvénients. Plana l'avait
bien compris, car il dit dans la Préface de son grand Ouvrage :

« Les théories de la Lune publiées jusqu'ici n'offrent pas une expression lit¬
térale et explicite des trois coordonnées; elles portent toutes le caractère d'une
solution qu'on pourrait appeler mixte, en réfléchissant qu'on y procède par des
opérations algébriques entrelacées avec des opérations arithmétiques où les
quantités numériques absolues se trouvent enveloppées avec les valeurs spé¬
ciales des constantes arbitraires.... Un moyen que nous avons employé pour
soustraire notre théorie à l'influence de ces erreurs faciles à commettre dans
une recherche aussi compliquée fut celui de développer sans cesse les divi¬
seurs qui naissent de l'intégration et d'arrêter les produits des différentes fonc¬
tions là où les termes subséquents seraient d'un ordre supérieur à celui que
l'on considère. Alors on peut effectivement sommer un fort grand nombre de
termes de la même espèce et, par là, diminuer la complication. Mais il est pos¬
sible que l'application trop réitérée d'un tel principe ait en lui-même l'incon¬
vénient de diminuer la convergence des séries. Sur cela, nous n'avons rien à
opposer. Nous accorderons sans peine qu'il est possible de présenter les coeffi¬
cients des inégalités lunaires par des fonctions des éléments sous une forme
différente de la nôtre, qui aurait l'avantage de les rendre plus convergents
11 faut avouer qu'il est très difficile de réaliser avec succès une belle conception
dans la théorie de la Lune. La complication inhérente aux formes qui conservent
les signes d'opérations non exécutées deviendrait bientôt un obstacle insurmon¬
table pour une solution littérale telle que nous la voulions.... La forme que
nous avons adoptée permet du moins d'atteindre lentement cette limite. »

Laplace dit de son côté ( Additions à la Connaissance des Temps pour 1823) :

«... Les auteurs de la seconde pièce (Plana et Carlini) ont réduit leurs ex¬
pressions en séries ordonnées par rapport aux puissances ascendantes du rap¬

port du mouvement du Soleil à celui de la Lune, rapport moindre qu'un dou¬
zième. L'Analyse 11e présente pas ces expressions sous cette forme ; elle conduit
à des équations dans lesquelles les quantités cherchées sont entremêlées et
affectées de divers diviseurs. Pour les réduire à la forme de séries, il faut élimi¬
ner ces quantités et réduire en séries les diviseurs des divers termes de leurs
expressions. On conçoit que cela doit conduire à des séries peu convergentes,
et qu'il faut beaucoup prolonger pour obtenir le même degré de précision que
donne la méthode employée dans la Mécanique céleste. »

Voici, en outre, ce que dit Poisson dans son Mémoire sur le mouvement de la
Lune autour de la Terre :

« ... Dans la Mécanique céleste, les coefficients des inégalités lunaires sont

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



laplace, damoiseau et plana. 1 t7

liés, en partie, les ans aux autres, par des équations linéaires dont l'illustre
auteur a seulement donné la résolution numérique. M. Damoiseau a suivi le
même procédé, en poussant les approximations beaucoup au delà du terme
auquel Laplace s'était arrêté. M. Plana, au contraire, exprime explicitement
chaque coefficient en série ordonnée suivant les différents ordres des quantités
que l'on considère dans le mouvement de la Lune, en sorte qu'il ne reste plus
qu'à substituer dans ces séries les valeurs des éléments elliptiques de la Lune
et du Soleil pour en déduire la valeur numérique de chaque coefficient. Cette
seconde solution est plus laborieuse que la première, mais elle a l'avantage
d'être plus complète, en la considérant comme une solution analytique et géné¬
rale du problème, puisqu'elle suppose seulement les constantes arbitraires
assez petites pour la convergence des séries. Peut-être, sans ôter à cette solu¬
tion son caractère particulier, aurait-on pu la rendre plus simple et les séries
plus convergentes, en évitant de développer, comme le fait M. Plana, les déno¬
minateurs de leurs différents termes résultant des intégrations successives. »

Nous avons beaucoup insisté sur ce point, parce qu'il est capital dans la
théorie de la Lune; nous y reviendrons encore en parlant des travaux de
MM. Delaunay, Hill et Adams. Le Tableau des pages 112 à ii5 contient les
différences Hansen — Plana; on a marqué d'un astérisque celles que de Pon-
técoulant déclare avoir reconnues fautives en revoyant les calculs de Plana. On
voit que, en somme, la théorie de Plana n'est pas de beaucoup supérieure à
celle de Damoiseau. Il y a d'ailleurs quelques différences susceptibles d'être
expliquées par les valeurs différentes adoptées pour les constantes numériques,
notamment pour la parallaxe du Soleil.

En admettant que les nombres de Hansen soient rigoureusement exacts, on
trouve dans Plana dix-sept coefficients erronés de plus de o", 8, tandis qu'il n'y en
a que neuf chez Damoiseau ; de même, le premier astronome a treize erreurs
comprises entre o",5 et o",8, tandis que le second n'en a que sept. L'avantage
paraît donc être du côté de Damoiseau, et c'est encore plus remarquable quand
on compare son unique Volume aux trois gros in-folio de Plana.
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CHAPITRE VIII.

PERFECTIONNEMENTS RÉCENTS APPORTÉS A LA MÉTHODE DE LAPLACE.

58. Nous allons rendre compte d'un Mémoire intéressant de M. Gyldén, inti¬
tulé : Die intermédiare Balin des Mondes (Acta mathematica, 7 : 2), en y appor¬
tant quelques simplifications et des compléments utiles, comme nous l'avons
montré dans un travail inséré au tome II des Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse. Nous n'avons pas cru devoir introduire, avec M. Gyldén, les fonc¬
tions elliptiques, qui ne nous ont pas paru indispensables. Ce sujet peut être
rattaché très directement à la théorie de Laplace, et c'est pour cette raison que
nous allons le traiter immédiatement, bien que, dans l'ordre historique, il
dût venir plus tard.

M. Gyldén part des équations différentielles (4) et (5) du Chapitre précé¬
dent et il y prend les termes les plus importants, de manière cependant à pou¬
voir intégrer rigoureusement et à obtenir une solution approchée, mais bien
plus précise que celle du mouvement elliptique, quelque chose d'intermédiaire
entre ce dernier et le mouvement réel. Dans ce but, il conserve les termes en

c— et ^ dès la première approximation. On peut négliger le dernier terme de
l'équation (5), celui qui contient une intégrale, et remplacer, dans les autres, u, u',

, . m' ,. , il jn2a'3 . .

v et -j^> respectivement par -, mv, gt ; ce qui donne

! i x d*s 3 cls f 3 , 3 , ~|(A) -rs m2 sin(2C — imv) -=—H s H— m2 H— m2 cos(2P — 2 mv) — o.
CLV~ 2 CtV I 2 2

On est ainsi conduit, pour déterminer une valeur très approchée de s, à une
équation différentielle linéaire du second ordre, dont les coefficients sont des
fonctions périodiques de la variable indépendante, la période étant j • Or
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ces équations ont été l'objet de beaux, travaux de M. Emile Picard (') (dans le
cas le plus général où les coefficients sont des fonctions doublement pério¬
diques) et de M. Floquet (2), de sorte que nous pouvons bénéficier de ces pro¬

grès récents de l'Analyse. Il y a lieu de ramener l'équation (A) à la forme cano¬
nique adoptée par M. Gyldén et par M. Lindstedt; on pose

s = zESnd",

où E désigne la base des logarithmes népériens et H une fonction inconnue
de v que l'on détermine par la condition que l'équation différentielle relative
à z ne contienne pas de second terme en —■ On trouve, en faisant! = 2(1 — m),

dïz /_ 3
, . , \dz

3^+a(, 4 sin*v^

( 3 3 3 clK \i H— m2-\— m2 cos\v 4- H2 m2H sin),r 4- ) s = o ;
22 2 dv ]

on pose
3

H = 7»i2sin)ip,
4

d'où

/3 m2 3H dv— — 7 cos >4 = — jr tw2(t 4- m) cosXc — . . .,
4 2-2BI 8

(B ) 4- z |~i 4- - m24- Zm2 — d tn^j cosX v

s — z j^i — g m2( 1 4- m) COsXcj ,
~k — 2 — 2 m ;

on a conservé dans cette équation tous les termes en m3 et négligé les termes
en m4.

59. Equation différentielle simplifiée pour u. — Dans l'équation (4), on
pose

i4-p , 14- p' . ,,-f 3 m' a13
u= -> u— 7-, (i + s2) = i s% -— = m2 — :

a a 2 h2 «4 '

(') Voir le Cours d'Analyse de M. C. Jordan, t. III, p. 274.
(2) Annales de l'Ecole Normale; i883.
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il vient ainsi

~r\ + p + i — -p, -4- -a-24- - m2 ^ + P ^ [i -t- 3 cos(2c — 2c')]dv 1 h2 2 2 (l + p)"51- V /J
3 (i 4- p')3 dp .

■ m2-, i—-r -f- sin(2 v — 2v')
2 (j -t- pY dv v '

— 3 m2 d2p\ r(i-t-p')3
p + T7 / 7 —-T Sin(2 V — 2 v') dv — o.r dv2 J J (i+p)4- v

Le terme constant i — ^ est du second ordre, comme on le voit par la for¬
mule (21) du Chapitre précédent; l- devant désigner la partie non périodique
de u, on peut faire abstraction du terme constant en question. On développe
suivant les puissances de p et de p' et l'on remplace m2 ^1 -+- p + par m2,
car ~ + P est du second ordre. Il vient ainsidp2 r

d2p 3 3 „ . , dp-t- p -t- — s2 m- sin ( 2 v — 2 v ) -r
dv2 ~ 2 2 'dv

(') I -t- ^ »i2(i4- 3p'— 3p) [1 + 3 cos(2 c — 2 v')]
— 3m2j"(1 4- 3p' — 4p -Mop2) sin(2 v — 2 v') dv = o.

Il semble qu'on aurait dû omettre, comme étant du quatrième ordre, le
terme — Sorn2^p2 sin (2c — iv')dv; on verra cependant plus loin qu'il donne
une inégalité du troisième ordre qui doit être conservée. La formule (19) du
Chapitre précédent donne ensuite

v' — mv -t- 2 e' sin (me — ht') 4-...,
d'où

sin (2 e — 2c')= sin A v — 2 e' sin (A v 4-mv — ht') H- 2 e' sin (Ac — mv 4- ht'),
cos(2 v — 2 v') = cos Ac — 2e'cos(A v 4- mv — ht') 4- 2e'cos(Ac — mv 4- ht').

Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (1) et qu'on remplace en même
temps p' par e'cos(mv — ®'), on trouve

d2p 3 dp ( 3 g . \ 3 2 1 3 .—-E — - m2 sinAe -f 4- p 1 m2 — 2 cosAv ) H— s h— m2 4— m- cos A c
dv2 2 dv r \ 2 2 /22 2

— 3m2 e'cos [(A 4- m) v — ht'] 4- 3 m2e' cos [(À — m) v 4- ht']

4- I m2e'cos(mv — ht') (1 4- 3 cosAe) — 3m2j*sin Ac dv 4- &m2efJ sin [(A 4- m) v — ht']
— 6m2e' j'sin [(A — m)e4-nr']a?c — g m2e'j"sinAc cos(/nc — 73') dv
4-12 Jp sin A cote— 3om2j"p2 sinA vdv
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ou bien, en effectuant les intégrations que l'on peut faire immédiatement et
réduisant,

o = — -m2sinÀp^ + pfi — - m} — 5 cos À (Aac2 2 de r \ 2 2 J
>

i / 3 \ 3
-s2h—t?22+ ( 3/t22+ - m3 ) cosXc H—rrfîe' cos(mv — tb')
\ 2 \ 2 J 2

i 21
■ 7?i2e' cos [(À + m)c — et') h- — m2e' cos [(A — m) e -f- m']

12 7ii~ psinAe c?c — 3om2J'p2sinAea?e.
M. Andoyer (Bulletin astronomique, t. IV, p. 177) a proposé de différentier

cette équation pour faire disparaître l'intégraleJ"psinXerfp. On serait conduit
ainsi, sauf le petit terme correctif — 3om2J*p2 sinXvdv, à une équation diffé¬
rentielle linéaire du troisième ordre, à coefficients périodiques. La forme de
l'intégrale générale est connue, d'après le Mémoire déjà cité de M. Floquet. On
pourrait ensuite déterminer les constantes par la méthode des coefficients in¬
déterminés, sauf à vérifier aussi l'équation (2). Mais il est plus simple d'avoir
recours au procédé suivant, employé d'abord par Lagrange (Œuvres, t. I,
p. 644-645) et généralisé par M. Gyldén :

On peut écrire

J p sinAe dv — —J sin A v dv J + p^ sinAe dv.
Or on trouve, en intégrant deux fois par parties,

J C~ sinAe dv = ^ sin Ac — Ap cos Ac — jp sin Ac do,
et il en résulte

fpsinXvd^j^&sinlr-j^pcosU-ll^f^+p) sin Acde.
Dans le dernier terme, on peut remplacer ^37 par et finalement l'équa¬
tion (2) devient

(I)) + ~i!)sin^ + p
3 ( 12 A 9 .i m- — m2 y- + - cos A vA2 — 1 2

= U,

T. - III. .6
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en posant, pour abréger,

U = — - s* — - m? — ( 3 m--+- - m3 ) cos À v

3 3 2i
— - m-e! cos(/?îp — ro') - m*e' cos [(X H- m) v — ro'] — — mP-e' cos [(X — m) v + ta']

f- 3o ,n'J'°2 sin Xf> dv + 4 /(5? + p)sinW"'

, n. d2~ 3, 3 , / I. 12X .(E) -+- a 1 m- m- 3 X -)- r-5 cosXv ' dv* 2 2 \ 2 A2 — 1 '

On est donc ainsi conduit, pour déterminer p, à une équation différentielle
linéaire du second ordre, à coefficients périodiques, avec second membre; on
devra, bien entendu, remplacer, dans U, s par sa valeur résultant de l'intégra¬
tion de l'équation (B).

Pour ramener l'équation (D) à la forme canonique adoptée, nous ferons

f y m-— r> ) / sin Al' dv
(4) p = k'~lU
ce qui nous donnera, avec la même approximation,

x 1
=U.

On aurait dû mettre dans le second membre, au lieu de U,

— ( 2m-— \ l'sinXvdv
UE Vi k'-l)J ;

mais, en réduisant l'exponentielle à l'unité, cela revient à négliger dans U les
quantités du quatrième ordre, ce que nous avons déjà fait. La formule (4).
donne d'ailleurs

/5 0 16 „\ COsXf /5 , 79 „\ »( - m --f- — m3 ) — - ( - m '-+ — /m3 cos Af

p ~E — "E
ou bien

(F) p = - £1 + /m2-h ^7 ms^ cosXrJ .

Nous sommes donc ramenés à intégrer les équations (E) et (B).

60. Intégration de l'équation (B). — Elle est de la forme

(5) -+--|>2+2acos(Ar + (3)] = o,

où q, A, a et (3 désignent des constantes.
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On a vu dans le Chapitre I que l'intégrale générale de cette équation peut se
mettre sous la forme

(6) s= ^ vif cos ( w + iv ), +

(A est déterminé par une équation transcendante en fonction de q, a et p.; les
rapports — s'expriment au moyen des mêmes quantités, de sorte que l'expres-
sion de z renferme les deux constantes arbitraires y)„ et Le résultat précé¬
dent est tout à fait rigoureux. Lorsque le rapport ^ est petit, on peut dévelop¬
per les résultats suivant les puissances de a en séries très convergentes. Yoici
la valeur de z, en ne négligeant que a3,

/ s = n0 cosw 4- ? I —cos(ip + lp + j3) + r———cos(w — — (3)1l À A 4- 2 <7 v r A — iq 1 I
^2 |~~ y|

( 7 ) \ + ~r\ s cos ( »' + 2 À V 4- 2 (3 )K" j 4X*L (* + q) O- -t- 2<7) v
+ T=l TTÎ \ COS((V — 2lv — 2(3)1 .\ (> — '/) (^—2q) r/J

Quant à la valeur de p, elle est, aux quantités près du sixième ordre,

r <*2 i — aX'4- 35<72 — 6o<74 1() fA_9,Ll"t"yt(^-4?1) 4^at-7*)(V-4«',),J"
Pour appliquer ces résultats à l'équation (B), il suffit de faire

3 3 / i \
<72 = i -4- - wi2, )i = 2(i — m), cc=-m2(i m j , (3 = o.

On en conclut

q = i 4- ~ m"- 4-. . . ,

1 — 2 q - — 4

À2— \q°- = — 8in( i H- 1 m 4-. . . ).

Les diviseurs X — 2q et X2 — 4q- sont petits et, par suite, importants à con-
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sidérer; les formules (7) et (8) pourront être réduites à

3 = r)0cosm 4- j cos(w + Xp) + j~^cos(w —

l* = '«[, + „•(»'-4»')]'
et elles donneront

3
, 9 ,

4 3a '
3 3 ( i \

s==D o cosie -j-g «i2y)o cos(w -4- Xp) — g7nfi — -^m) y)0cos(w — Xp).

Nous ne conserverons que les termes du second ordre; dans ces conditions,
la formule (C) donnera s = s; enfin, pour nous conformer aux notations usi¬
tées, nous ferons

41=— y — 9°°» =

et nous trouverons

3
(G) s = k sin(g-p — y) + g mk sin [(2 — g — 2m) v -+- y],

(H)

On voit que la méthode d'intégration nous a conduits d'une manière simple
et nécessaire à la forme /csin(gv — y) qui sert de base aux approximations de¬
vant faire connaître s; la valeur elliptique s = £sin(p — y) ne pourrait pas

remplir ce but. Quand on compare la valeur (H) de g à celle que fournit une
théorie plus complète, celle de Delaunay par exemple, on voit que les termes
en m2 et m3 sont exacts et que la formule (H) donne la valeur de g — 1 à
I

près environ.

61. Intégration de l'équation (E). — Nous nous proposons d'abord d'ob¬
tenir dans p seulement les termes du premier et du second ordre, comme nous
l'avons fait pour s. Si nous faisons d'abord abstraction du second membre U,
nous rentrerons dans le type (5) en posant

(9) q^ — i—^ ni1, X = 2(i— m), a.——^ X X*2\ )' P = 0>

les formules (7) et (8) nous donneront l'intégrale générale de l'équation sans
second membre. On a vu dans le Chapitre I comment on peut tenir compte
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du second membre; nous ferons

125

U = 2A<'cosV<'' V, = X,r + P„
[J.— C, W — cv — 57, y)0 = e,

et nous aurons, au degré d'approximation dont nous nous contentons,

p = z — e cos (cp — ro) + r e cos ("(À + c) p — rnlr 1(1+2 q) LV J

(1°) j +_^__eCos[(>-c)P + nT]
-+• — E h V) cosY,-;\ 2q \q + ^i q — hj

r a2
4 —2À4-t-35X2<72—6o<74 ~|(1I) c-qyi + y2(i, _ 4?1) + «* 4 qi{V__ gt) (X,_4^},J •

Le diviseur \ — iq contient m en facteur, et, par suite, est petit, tandis que
~k -i- 2<7 est voisin de A. Le coefficient =r-—— sera donc du troisième ordre et1 i + 2 q

pourra être négligé; on trouve d'ailleurs

2( i5 43 \

~k(\—2 q) . ,J

(2 — 2 7?l ) 2 /tt ( I — 7 m

■ 111

La formule (io) donne ainsi

(12)

15
p = e cos ( cp — m) h- ~ we cos [(X — c) p -t- gt]

+ ;2Mr^ + -r=r;) «»sV<-
Il faut maintenant remplacer, dans l'expression (3) de U, s par sa valeur (G);

d'où l'on tire aisément

ii 3 3
s2 = - k2 — - A-2 cos (2g-p — 2y) -+- g mk2 cos [(X — 2g) p -+- 2y ] — ^ mk2 cosàp ;

il vient ainsi
u = u0+u1 + u2,

(i3) U0 =— - m2 — y k2 + j A:2 cos(2gv — 2y) — 3«i2 cos).p,
2 4 4

Uj =— - m2e' cos (mv — 55') — rnk2 cos [(A — 2g) v + 2y)]
(>4)

3o m J";p2 sinÀp dv -4- l\m2J+ p^j sinÀpefp.
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Il est inutile d'écrire l'expression de U2; nous nous bornerons à dire que les
coefficients A, de ses divers termes sont du troisième ordre et que les facteurs
A; de v dans leurs arguments sont voisins de 2. Tenons compte d'abord de U0;
nous aurons donc à prendre successivement

Q

ki = —-m-—ykï, V, = o, \i = o;
2 4

3
A i = -hjk2, \i=igv — iy, li = 2g=z2-,4

A t = —3 m-, = 1 = 2.

La formule (12) nous donnera ainsi

1 3 i

p = — - m'1— j k*e cos(ce — rs) 4- m* cosÀe — y k"- cos(2gv —2 y)
i5

(I) { H- -g- me cos [(A — c) c 4- ro],
i 4- pu — • L •

Telle est l'expression de p, en ne négligeant que des inégalités du troisième
ordre.

Nous allons maintenant procéder au calcul de la valeur (11) de c; on tire
successivement des relations (9)

( 15 ) c. — — j m* (2 m -\- 2k y ^—2V
(16)

3 f 0/ / 8 52 ,
x — — y tïi 2 4- m H- 8 ( i — m ) 14- y m -h ■— m -4- .4L V 3 9

3 , ( 43 224 „a. — — y m2 £0 4- — m h m- 4- .

4 v 3 9

, 225 / 43 6329 ,a2 = -y— »i4 1 4- -V 4 - xYi 4-
4 \ '5 900

y2(X2 — 4ç2) = — 8 ^1 — ^ m — I W24-. . ,
a2 225 , ( 247 49241

- —
■ m3 1 4- m 4- m--

</2(X2—t\q*) 32 \ 60 36oo

t —2>i44- 35)i272 — 60 q'* 810000
Z>494(X2— q-)(V— 4?2)3 ~~ ~ 32768 '

, . 3
„ 225 3741 , 236789 .(17) c — i—ym- m3 —y m1 m*4 02 128 2048
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Delaunay a trouvé
■ os 3 , 225 , 4o7J , 265 4q3 .(18) c = i — 7m- 5— ms — 7>i4 ^~m° —4 32 128 2048

On voit donc que les coefficients de m- et m3 dans (17) sont exacts, et l'on
pouvait répondre a priori que cela devait arriver; mais, en comparant les coef¬
ficients de m4 et m5 dans (17) et (18), on remarque que, si ces coefficients ne
sont pas les mêmes, ils ne diffèrent pas beaucoup : ainsi l'erreur relative du
coefficient de m'' est — et celle du coefficient de m5 est — • Si donc on calcule

12 IO

la valeur numérique de c en partant des formules (9) et (17), on devra obte¬
nir une grande approximation. Prenons en effet, avec Laplace, m — 0,074 8oi3,
et nous trouverons sans peine

>1 = 1,8003974, log ? = 1,998 1698, log a2 = 3,3469278,

, „■ = — 0, 004 1326,<f(A2— 4?2)

. —2À4-!-35X2<72—6O<74 _

°

4?'0'-;■)(>■-W =-»'»"»"78.
c — 0,991 562, i — c — 0,008 438.

La valeur exacte de 1 — c est 0,008 452; on a donc le moyen mouvement du

périgée à ggg de sa valeur environ. Si l'on ne conservait dans la formule (17)
que les termes en m2 et en m3, qui sont seuls exacts, on n'aurait 1 — c qu'à
g près. On ne saurait avoir les valeurs complètes des termes m* et rri parce que,
dans l'équation (E), la portion 1 — -m2 du coefficient de p demande à être
complétée par des termes en m\ m5, .. ., et de même pour le reste de l'équa¬
tion. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de c montre que les termes
ainsi négligés sont relativement peu importants, de sorte que l'équation (E)
réalise, sous une forme simple, une approximation déjà assez grande.

L'une des grosses difficultés de la théorie de la Lune provient, comme nous
l'avons déjà dit, du peu de convergence des séries développées suivant les
puissances de m-, cet inconvénient se manifeste bien dans l'expression (18)
de c: on voit, en effet, que les coefficients vont en augmentant dans une propor¬
tion notable. Ces grands coefficients apparaissent déjà quand on passe de la
formule (i5) à la formule (16); ils proviennent du développement de la frac-
''on

3 _ g m + ' ni1 ' 'e(îue' estpeu convergent. Il semble qu'il y ait lieu d'éviter
ce développement ou de l'améliorer, comme l'ont proposé MM. Hill et Adams,
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en posant m = —~ ~ • On trouve en effet, dans cette hypothèse, au lieu de (18),
la série

3 , 177 , i65q , 8d2o5
c = 1 — - m-x m\ f m[ ^ m\ —...,4 32 128 2048 '

qui converge plus rapidement.

62. Expression de t en fonction de v. — Nous nous proposons d'obtenir t
en conservant toutes les inégalités du second ordre. On verra dans un moment
que, pour atteindre ce but, il est nécessaire d'obtenir u non seulement avec les
inégalités du second ordre, mais encore avec celles du troisième ordre dans
l'argument desquelles le coefficient de v est petit. Or, dans l'expression (14)
de U,, nous avons déjà deux termes périodiques du troisième ordre de la forme
voulue, puisque les coefficients de v sont m et \ — ig = — 2m — —

quantités du premier ordre. Il nous reste à mettre en évidence les parties
analogues de U(, qui seront fournies par les intégrales

Jp- sinAedv et f (jïJi "t" sinXc dv.
Nous remplacerons p par son expression (I) et nous ne garderons dans p2
d% p

et — + p que les termes du second ordre dans lesquels le coefficient de v diffère
très peu de 2, de sorte que la multiplication par sin^e amène des termes où le
coefficient de v sera très petit. Nous trouverons ainsi que nous pourrons nous
borner à

p2 — ~ e2 cos(2ce — 2bt),

^ + p = — j (i — 4 g') cos (2 gv — 2 y j = I A:* cos(2£v — 2y),

j p2 sinXr dv — 4 e-Jsin [(), — 2 c) v 4- 2 in] dv = -4L- cos [(>. — 2c)c-f-2ro],
r f d- p \ 3 r 3 k2

J \d$ + p) sinlçdv — s k J sin K 1 ~ + 2f']dv — TÔFi cos -2S)V + 2y].

L'expression (14) de U, devient ainsi, après réduction,
3 15

IL = m2e' cos(mc — cj') H—— me2 cos [(^ — 2c ) c -+- 25?]
2 4

3
-t- mk2 cos [(X — ig) v -4- 2 y],

après quoi la formule (12) donnera, en désignant par op les termes complémen-
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taires cherchés,

(h)

3 15
1 = m2e' cos (me — to') H—j- me2 cos [(A — 2c ) e -+- 2et]2 4

3
+ -g- mA2cos [(X — 2£-) e 4- 2 y ] ;

cette valeur de §p doit être ajoutée à l'expression (f) de p.
On a maintenant, par la formule (44) du Chapitre précédent, en négligeant

seulement le quatrième ordre,

i dt i f 3 m C u3/[ —= - H TV / — sin ac — 2 o ) do
do u• [ 2 h J u'

d'où, en remplaçant u et u' par

i -+- p h- 5p , i -+- o'
U — ! , «' = ,

a a'

('9) ^ ^ = (I-2P-aâP + 3P2) 1 + \ m'f (i X pfSi"(2V - 2 > dv
On a, d'après (I) et (I,), en ne conservant que ceux des termes du troisième

ordre dans lesquels le coefficient de v est très petit,
, 3 3 3

[ — 2p — 2<5p + 3p'2 = i -+- - e2n- - /f2+ m-— 2e cos (ce — to) -h - e2 cos(2ce — 2to)

+ 4 /c2 cos(ajo — 2y) — 2m"- cosAc

15
(20) / —7- me cos [( A —-c)p + sj] -t- 3 m"-e' cos (me — to')

i5
b- me2 cos[(A -2c)c+ 2to]
O

3
—

g mA2 cos [(X — 2 g) v + 2y ].
On aura ensuite

[ 9 + P V sin (2 p — 2 v' ) ate
J 0 + p)*

=j'(1 -+- 3p'— 4p -1- iops) sin (2 e — 2 e') dv
=J"[1 -p- 3e' cos (me — to') — 4e cos (ce — to)

-4- A-2 cos ( 2 go ■— 2 y ) — 4 m"" cos À e H- 5 e2 cos ( 2 ce — 2to)]
X j sinAe — 2e' sin [(X -+- m) e — to')] + 2 e' sin [(À — m) e -H to'] J do

— j*sinAe do -f- ~ k2j"sin [(>1 •— 2g) e -+- 2y] ate + ^ e2^sin [(A — 2c) e -+- 2to] do\
T. - III. 17
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l3o CHAPITRE VIII.

d'où
3 /'•([_(_ p')3

i + - m2 / 7 sin ( 2 p — 2 p' ) etc
a J 0 + pL

3 3
(21) = i— -j m- cosÀc 4- - mk2 cos [(X — 2g)v-\-iy\I 4 o

15
4- -5- /ne2 cos [(>1 — 2c) c 4- 2 et].\ o

Les formules (19), (20) et (21) nous donnent enfin
h dt 3,3., , 3 , . .

—; -7- — i H— e2n— k2-\- m- — 2 e cos(cc — et ) 4— e- cos(2ce — 2 et 1a? dv 22 2

-1- ^ /f2 cos(2,£>-(' — 2y ) — ~ m-,cosXv — ^ me cos [(À — e) e 4- et]
4- 3m2e' cos(/?/(' — et').

On voit que deux des termes du troisième ordre se sont détruits dans l'expres-
dt

dv
sion de ~ Si l'on intègre, il vient, au second ordre près inclusivement,

(*«-(■
3 3 \ 3

H- m2 H— e2-h /c2 ] v — ie sin (ce — et) 4- -, e2 sin (2 ce — 2 et)
22/ v ' 4

(22) < I .. . . II , . . l5 . r,i x 1

) 4- 7 A" sin 2ct — 2y) — m2 sin Ac — me sin [( A — c) c H- et]
I 4 's 4

\ 4- 3me' sin (mi> — et').

On voit que le terme du troisième ordre s'est abaissé au second par l'inté¬
gration, à cause du diviseur m; on comprend ainsi pourquoi nous avons dû
obtenir celles des inégalités de p qui, étant du troisième ordre, avaient un très
petit coefficient de v.

On doit poser
h

(23) — 3 3—7=«»
a} i + w2+ -e2-\--k2

\ 22

ce qui donne, en rétablissant désormais la constante e' ou a qui doit s'ajouter
à mv, comme on l'a dit plus haut (p. 96),

I nt — v — ie sin (cv — et) 4- ^ e2 sin (2 ce — 2et) 4- 7 k2 sin(2^p — iy)
^

1 —m"- sin (Xv — 2c)— me sin[(À — c) v—2<t4-et]
I O 4

\ -H 3///e' sin (me 4- cr — et').

63. Expressions de //, v et s en fonction de 1. — Il est commode d'avoir
finalement les coordonnées u, v et s exprimées en fonction de t.
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On tire da la formule (J) ces valeurs approchées successives

P = nt,

v — nt 4- 2 e sin(c/i< — 57),

c — nt 4- 2e sin[c/ii — m + 2ce sin (cnt — 57)]
3 i

— ^e2 sin (2cnt — 257) — 7 A2 sin(2g7i« — iy)
4 4

-+- -3- m2 sin Çknt — 25) + nie sin [(A — c)nt —■ 2a 4- rn]
o 4

3 me' sin (nint 4- a — 57' ) ;

d'où

5 „ . . .1
v = nt 4- 2 e sin (cnt — 57) 4- j e- sin(2cnt — 2tît) — 7 /c2 s\n(2gnt — ay)

1 -I- ~ m2 sin [2 (/i — n')t—2(7] 4- ^ me sin [(2« — 2/1'—cn)t—•20-4-57]
— 3 me' sin ( n't 4- er — 57' ).

Posons cette valeur de e dans les formules (G) et (I), et remarquons que l'on a

e cos (ce — m) — e cos [c/i< — 57 4- 2 ce sin (cnt — 57)]
7= e cos (cnt — 57) — e2 4- e2 cos (2cnt — 257),

A sin (gv — y) = A sin [gnt — y 4- 2ges\n(cnt — ra)]
= k sin (gnt—y) 4- ke sin [(c 4- g) nt — 57 — y]

4- ke sin [(c — g)nt — 57 4- y] ;

nous trouverons

aa~ i — ]- ni1— e2 — 7 A2 4- e cos (cnt — 57) 4- e2 cos (2 cnt — 257)

(L) —

j A2 cos(2gnt — 2y ) 4- m2 cos[2(11 — n')t~ 20-]
i5

4- -77- mecos[(2« — 2 n'~cn)t — 2a 4- 57];

s = A sin (gvif — y) 4- Ae sin [(5- 4- c)/«; — y _ 57] — Aesin[(£- — c) nt — y 4- 57]
(M) { 3

4-
g Am sin[(2« — 2 «' — gn) t 4- y — ac];

(3 „ 225 ,c = i—
7 m — 4—m3,4 32(N) m— —

n
<

3
, q ,

£■= i 4- 7 m- — ~ •
4 32
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CHAPITRE VIII.

Les formules (K), (L). (M), (N) contiennent le résumé de la théorie élémen¬
taire que nous avions en vue.

Il convient de donner aussi l'expression de la parallaxe horizontale équa-
toriale II de la Lune à l'époque t. Soient R le rayon terrestre équatorial, II0 la
valeur moyenne de II; on a, par définition,

„ R u R
-

7 - S/ÏT^
«R ( i s2 ),

d'où, en remplaçant u et s par leurs valeurs (L) et (M),

n = - R \ i — - m* — e2 — A'2 -1- e cos(ent — rn) -+- e2 cos (2 ent — 257)
a I 2 ' v

j 5 )
+ ni1 cos[2 (n — n')t — 2tr] + -r- me cos[(2 n — 2 n' — en) t — 2 a -+- sj] !.

O I

On en déduit immédiatement

IL =■■ - R ( i — - m"- — e2 — ,

(0)
n = II0 j i -+- e cos (ent — n?) -t- e2 cos (2 ent — 2 m) -t- m2 cos [2 (n — n') t — 2a]

i5i5 I
me cos [(2 n — 2 n1— en) t — 2 a -t- ïïj] .

»

64. Remarques sur les inégalités de la longitude de la Lune. — Posons

(I) = 2 e sin (ent — m) -t- y e"- sin(2c«i — 255),

(24)

(II) =—^ A2 sin(2gyi£—2y),
/ 10< (III)= — me sin [(2 « — 2n' — en) t — 2a -h ro],

(IV) — m- sin[(2/i — 2n')t ■— 2c],
O

\ (V) =—3me' sin(/i'£ <j— rn').

La formule (K) donnera

(20) p = /iZ-t-(I)-|-(II)-t-( III ) H- ( IV ) 4- ( V) ;

(I) est Yéquation du centre;
(II) la réduction à l'écliptique;
(ni) rélection ;
(IV) la variation;
(V) Yéquation annuelle.
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(I) et (II) proviennent en somme du mouvement elliptique, et ne constituent
pus des inégalités, au vrai sens du mot. Si l'on pose

m w m —nt—Vm, d+(i—c)nt-—Tir,„,
il vient

5
(I) = 2 e sinÇ + 7 e2 sin a Ç;

4

si l'on compare cette expression à celle donnée pour l'équation du centre (t. I,
p. 246), on voit que (I) comprend les deux premiers termes de l'équation du
centre dans un mouvement elliptique où l'excentricité serait Inconstante e, et
la longitude du périgée xsm, ce périgée se déplaçant dans le sens direct, avec la
vitesse angulaire constante

X /3 , 225 1 \
(I — c)n = n - m--\ mi 4-... .

\4 ii J

Soient {fig. 6) i l'inclinaison de l'orbite de la Lune, a?N = ^ et a?N + NL = e, ;
on a déjà -+- NP = v, et le triangle rectangle LPN donne

tang(p — 8 ) — tang(P! — 8) cos 7,

d'où, par une formule connue,

i1! — F — — tang21- sill2(p — 8 ) +....

On peut prendre dans le second membre v — m, Q = y + (1 — g)nl, tang i — k\
il vient alors

vx — v = — i A-2 sin (2 gnt — 2 y ) ;

ainsi (II) représente bien la réduction à l'écliptique.

L'èvection (III) a été découverte par Ptolémée; nous avons trouvé, par une

théorie sommaire, pour son maximum, '~me = 5o' environ; les observations
donnent i° 16'. Sa période est

27T 1 mois sidéral 27J5 .

n( 2 —-2/n —• c) 2 — 2 m — c 1 — 2 m

L'évection peut être combinée avec l'équation du centre; on a, en effet,
5 j5

(II) + (III) — ie sinÇ + 7 e2 sin2Ç + rme sin(2c,„ — 2v'm— Ç).
4 4
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Si l'on pose

CHAPITRE VIII.

i g- m cos ( 2 vm — 2 v'm ) — et cos §,

il vient

or on a

Y em sin (2 vm — 2 v'm) = sine

(II) -+- (III) = 2et sin(Ç -t- d)■+ ^ e2 sin 2 Ç;

langâ :
8

m sin (2c,„ — 2 <>'„,)
i5 , '

I_ Q-'« C0S(2P,„— 2P,„)

on peut prendre, avec une précision suffisante pour notre but,

ï= -g-m sin(2Pm— 2p'm),

(26)
i5

7W COS ( 2 C,;i — 2 C

(II) -H (III) = 2ÔJ sin(Ç -t- â) +• ^ e2 Sin(2? + 2â).

Ces deux termes sont les deux premiers de l'équation du centre d'un mouvement
elliptique dans lequel l'excentricité e, est variable, et la longitude du périgée
= nx,„ — 0. Lors des syzygies, la formule (26) donne

ei = el1-tm) = e(1-1-

l'excentricité paraîtra avoir diminué de ^ de sa valeur moyenne; pour les qua¬

dratures, vm — v'm = ± 90°; donc

ei=e( 1+ ~ m ) ;

l'excentricité paraîtra plus grande de - environ. C'est ainsi que l'èvection s'est
manifestée d'abord. La longitude du périgée, — S, ne paraît plus varier pro¬
portionnellement au temps, à cause du petit terme S.

La variation (IV) a été découverte par Tycbo Brahé ; c'est à tort qu'on a
soutenu qu'elle avait été remarquée par les Arabes (voir l'article de M. J. Ber¬
trand dans le Journal des Savants, octobre 1871). Son maximum m1 = 2C en
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viron ; les observations donnent 3g't; sa période est

r 35

Si 7T I
—

/r = - mois synodique = i4J ï-
2 (« — n') 2 J 1 4

Cette inégalité est nulle dans les syzygies et les quadratures, et maxima ou mi¬
nima dans les octants.

L'équation annuelle (Y) a été découverte par Tyclio Bralié. Son maximum
'ime'= i3' environ; les observations donnent n'9"; sa période est l'année
anomalistique.

11 est bon de remarquer, en passant, la grandeur des inégalités précédentes;
ainsi, l'évection à elle seule peut déplacer la Lune dans le ciel de plus du double
de son diamètre apparent.

65. Remarques sur les inégalités de la latitude de la Lune. — Il con¬
vient de remonter à la formule (G) et d'y faire

Si l'on n'a égard qu'au premier terme de s, on voit que le plan de l'orbite de
la Lune fait avec le plan des xy un angle constant dont la tangente est k, et que
le nœud ascendant a pour longitude Q,„. Si l'on pose

Qm=y — {g — G",
ce qui donnera

(27) « = k sin ( v — Q,„) -t- ^mk sin|> — Qm— 2(0'—
3

d'où approximativement
3

à =
g mk sin(2p'— 2 Q„,),

(28)

la formule (27) pourra s'écrire
s — k1 sin(e — 5).

Les choses se passent donc comme si la tangente de l'inclinaison de l'orbite était
variable et égale à k{, la longitude du nœud étant égale à Q/n-l-S. La période
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l36 CHAPITRE VIII.

des variations de /c, et de S est celle des variations de (2 e' — 2 Q m) ; c'est la
moitié de la révolution du Soleil par rapport au nœud moyen de la Lune, soit
173 jours environ.

66. Influence du déplacement de l'écliptique. — Laplace avait dit (Mé¬
canique céleste, t. III, p. 196) que le déplacement séculaire de l'écliptique ne

peut pas produire d'effet sensible dans les coordonnées de la Lune. Cet effet
existe néanmoins : il est petit, mais appréciable (environ l'f sur la latitude),
si bien que c'est la discussion des observations qui en a révélé l'existence à
M. Airy (Aslron. Nachr., n° 648). Un an après, Hansen en a donné l'explication
théorique (Aslron. Nachr., n° 685; 1849). Nous verrons plus loin comment
Laplace a cru pouvoir négliger l'influence en question; nous nous aiderons,
pour notre exposition, d'un Mémoire de M . Adams (Monthly Notices of the Royal
astronomical Society, t. XLI, p. 385-4o3; 1881).

Soient (fig. 7) xy le plan fixe, ou l'écliptique de l'époque zéro, NK l'éclip¬
tique de l'époque t,

xN = ô', jNK=:©'.

On a, par la théorie des inégalités séculaires (Le Verrier, Annales de VObserva¬
toire, t. 11),

1 p =;tang<p' sin0' =—^ x sin(v£ 4-e),
(29)

I g =tang<p,cos0,= H- ^ xcos(v14- e) ;

les signes ^ portent sur un nombre de termes égal à celui des grosses planètes,
et les coefficients v sont extrêmement petits.

Nous allons chercher l'influence du déplacement de l'écliptique sur la coor-

Fig. 7.

M

N P

donnée s; c'est de beaucoup la plus notable. Il nous faudra introduire la partie
de qui contient/; nous trouverons d'abord

i4-s5 d£2 s dil 3m' u'3 , . , 6m' u'3 , ,
1- ^ :: .—- j:' ( i H— sr2 ) C0S(C — v') — —nr *—r s s COS( V — V ) ;

h3 m2 ds h-u du te- uk K x ' h2 U" K "
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cette expression peut être réduite à
3 nx^
-rr —s' cos(v-v') ou même à 3/nV cos(p — p').
!il il

L'équation (5) du Chapitre précédent donne
cl1 ? r d<< 1

(3o) +Î + 3 m1 — sin ( v — v') ^ -+- s cos(p — p') — s' I

i37

cos(p — p') =o.

Soient {fig. 7) M une position quelconque de la Lune, MQ perpendiculaire sur
NK et MP perpendiculaire sur xy. Posons

tangQM = j,, tangPH = A2;

nous aurons, à fort peu près,
s = tangPM = Sj -+- a2.

Le triangle sphérique rectangle NPH donne d'ailleurs
a» = tangcp' sin(p — 9'),

d'où, à cause des relations (29),

(3t) s* = ^ xsin(p + + b),

(3a) s = + 2 x Slll [Y
AM~nj

PH— £

nous avons remplacé vt par - v, ce qui est suffisant. Il nous faut porter dans
l'équation (3o) l'expression (32) de a, et celle a' = ^ * sin(c' -+- vi s) que l'on
déduit de (3r) en changeant v en v' ; on trouve

cPs

dv
d^-Si

~S~
d^ ^Sl"

ds , , , , ,. ds 1

"[—(' + ;)'],in i H H-S
a ]•

— sin (p — p') -,—h s cos(r — p') — s' — — sin (p — p') —,—H cosfp — p')dv dv

— sin(p — v') 7 * H— cos I 1 -t—Ic + e

■ cos ( p — p' ) V x si n 1 -+- — I V + £ I

— ^ x sin ( v' 4- - c 4- £

== — sin(p — c')^7 -H-çi cos( p v')

sin(p — p') ^ x ■
■ cos i H— c + s

n

T. - III.
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Si donc on néglige et m2 - devant-> l'équation (3o) deviendra

(33)
l -H s, — - mï sin(Àe — 2i)-~ -+- - m-Si [i + cos(Xe — 20-)]I dv- 2 dv 2

1 y x — si 11Ai 11
H I V -I- £

11

c'est l'équation (A) avec un second membre. On posera, comme on l'a fait au
n° 58,

7 7n* I sin(Xp — 2(7) dv
5, — Sj E+

et l'on trouvera, en négligeant, comme précédemment, les termes en m?

d1 zt

dÏT + i H— m2 -f- 3m2 cos (
2

>7 v . Y v\
— 2<j) = 2 ;> x - si n i + - Hh S

1 -=( n A nJ

On connaît l'intégrale générale de l'équation sans second membre; on tiendra
compte du second membre d'une façon approchée par la formule (10), qui
donnera

aa,=y*-/..AA a I v

s + S;~A)sl4(,+£>H'n)

le diviseur g — 1 — ~ — -,-rri1 — Y est petit, et doit seul être conservé; 011 peut
3

même le réduire à ^m2; car (Le Verrier, Annales de l'Observatoire, t. II, p. 155)
la plus grande des valeurs de v est de 26", en prenant l'année julienne pour

3
unité de temps, et 7 m-n représente le déplacement moyen du nœud de la Lune
pendant ce temps, soit environ 20°. On a donc

26 1

20 x 36oo 3ooo'

et nous pouvons écrire

ôsj = 05! =^ — x sin(r -H vi -t- s).

Laplace ne connaissait pas les valeurs de x, et il a supposé que ^ x, qui est
7 7?i2 n4
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au plus le 2^^ de x, était négligeable. On a (Le Verrier, loc. cit.), pour l'un des
groupes de valeurs de x et v,

x — 0,02^3, v = 18",6 d'où ~-—x = i",3,
9

-j m - n4

ce qui n'est pas négligeable. Occupons-nous de la mise en nombres de ; on
a d'abord

. sine
, cose • , ,

a?] = 2 ^ xv cos(v£ + s) -h g ^ xv sin (v £ -+- e),
- m2 n - m2 n
4 4

ou bien, en ayant égard aux formules (29),

/0/x * sint> dp cose dq
(34) às^-T~7Tt'-^Tdï-

■j m1 n 7mzn
4 4

Les expressions de p et q, qui résultent des formules (29), peuvent, vu la
petitesse des quantités v, être développées en séries très convergentes, suivant
les puissances de t, et l'on en déduit ~~t et On trouve ainsi, en négligeant de
très petits termes en t (Le Verrier, t. II, p. 101),

o",o5886, ^2 — _ o", 47089 (pour i85o,o);

on a d'ailleurs
3

m2 n — 69680",

et il en résulte

Ids,= 1", 41 cos v — o", 17 sin e,3
sL = k sin {gv — y) H- - mk sin [(2 — g — 2/»)*' — 2<7 -+- y] -+- ds,.

La période de l'inégalité 8s, est le mois sidéral.

On pourra consulter Godfray, Art elementary Treatise on the lunar Theory,
p. 99-101, et Monthly Notices, 1881, p. 395*400, une démonstration géomé¬
trique simple due à M. Adams, pour l'inégalité i",4icosv. Voir aussi dans les
Annals of Mathematics, Tome I, un Mémoire de M. Hill : On the lunar inequalities
produced by the motion of the ecliptic.
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Il résulte de ce qui précède qu'à part le petit terme à courte période Sst, la
latitude de la Lune au-dessus de l'écliplique mobile est la même que si cette
écliptique était fixe. L'inclinaison moyenne de l'orbite de la Lune sur le plan
fixe des xy varie progressivement dans le même sens, tandis que cette incli¬
naison moyenne sur l'écliptique mobile est constante; c'est l'angle dont la tan¬
gente est k, et k est l'une des constantes arbitraires introduites par l'intégration.
Non seulement k reste le même, mais g aussi ; c'est dire que le déplacement de
l'écliptique n'a pas d'influence sur le mouvement moyen du nœud.
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chapitre ix. — theorie 1)e poisson. l/|I

CHAPITRE IX.

THÉORIE DE POISSON.

67. Théorie de Poisson. — C'est en somme la méthode de la variation des
constantes arbitraires, avec une modification dont nous avons déjà parlé (t. I,
p. 204). Considérons les équations différentielles dont dépendent les dérivées
des éléments elliptiques a, e, ©, e, gt, 0,

Dans le cas des planètes, on regarde les éléments comme constants dans les
seconds membres; dès lors, quand on a remplacé R par son développement
périodique, on peut intégrer chacune des parties dont se composent les seconds
membres des équations (i); on obtient ainsi une première approximation qui
sert de point de départ à une seconde, etc. Ce procédé ne conduirait à rien
pour la Lune; Poisson (') a proposé d'introduire, dès la première approxima¬
tion, des parties proportionnelles au temps dans les éléments angulaires ô, gj
et e, en posant

9(0), t0(o) et e(0) désignant des constantes et h, j, k des inconnues qu'il faudra
déterminer. Nous représenterons par a0, e0, cp0 des constantes que nous regar¬
derons comme les premières valeurs approchées des éléments variables a, e, <p
(ces éléments restent toujours compris entre des limites assez resserrées, ce
qui n'arrive pas pour G, gt et e, qui peuvent croître ou décroître indéfiniment).

(>) Mémoire sur le mouvement de la Lune autour de la Terre (Mémoires de T.lcadémie des
Sciences, t. XIII).

(0
da 2 PR de
dt na de ' dt

dO
~dt

Q0 = ht-\- 0(o), 5J0 —Jt + Gî(0), £0 = ^(+£(0),
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On pourra intégrer les seconds membres des équations (i) quand, dans le dé¬
veloppement périodique de R, on aura remplacé a, ..., 0 par a0 0o ; on
trouvera

et — ciq —h $i ci, ..., d — 6q —{— d ;

on aura eu soin de laisser de côté les parties proportionnelles au temps dans
S, 0, S, us et S, z, puisque ces parties sont supposées contenues dans ht, jt et kt.

Pour la deuxième approximation, on fera

ci — (Zq -H et -1- $2 ci, ..., 6 — Oq -I- Q —t- 0 ;

§2a et S20 étant de l'ordre du carré de la force perturbatrice.

On substituera ces expressions dans les équations (x) en négligeant les Su
d ô ci

dans les seconds membres. On aura donc, par exemple, égal à une fonc¬
tion connue du temps; on en tirera par une série de quadratures faciles à
effectuer. De même pour S20; toutefois, si l'on trouvait une partie proportion¬
nelle au temps, on la supprimerait. On détermine h, j et k en exprimant que
les parties proportionnelles au temps disparaissent des expressions de S,-6,
et 8,-e. Il convient de remarquer que, dans la première approximation, les

, da de . dco . . , ,, . , , • ,, ctR <?R
expressions de ^ et ne contenant que les derivees partielles et

-jg, ne renfermeront pas de parties constantes, de sorte que o, a, 8, c et S, <j> ne
contiendront pas de termes proportionnels au temps. Il en sera de même dans
les approximations suivantes; les expressions que l'on aura à intégrer pour ob¬
tenir S2a S2<p, ..., 8.,e, ... seront toujours composées de sinus sans par¬
ties constantes; on trouvera donc, par une application indéfiniment répétée du
procédé, pour a, e et <p, des développements qui procéderont suivant les cosinus
d'angles variant proportionnellement au temps. Quant aux éléments t, us, 0, ils
seront égaux à e0, trr0, 0o augmentés respectivement de séries de sinus des mêmes
arguments.

Tel est le principe de la méthode indiquée par Poisson. On peut affirmer que
cette méthode conduirait à des calculs inextricables si l'on voulait la faire
servir à édifier une théorie complète du mouvement de la Lune, car on verra
plus loin qu'il faut un très grand nombre d'approximations successives pour
obtenir notamment l'expression de us avec une précision suffisante. Néanmoins
la méthode de Poisson peut rendre de précieux services dans le calcul des iné¬
galités à longue période, de l'accélération séculaire et enfin de l'influence de
l'aplatissement, de la Terre sur le mouvement de la Lune. Nous allons présenter
les deux dernières applications mentionnées et nous donnerons en même temps,
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d'après M. Y. Puiseux (1 ), une détermination simple et plus rapide que celle
de Poisson pour les inégalités séculaires de © et de 0.

68. Développement de la fonction perturbatrice provenant de l'action
du Soleil. — Nous voulons obtenir ce développement en conservant les quan¬
tités du second ordre (e, é et <p étant considérés comme du premier ordre), et
nous laisserons de côté les termes qui contiennent la longitude de la Lune,
parce que nous n'avons en vue que les inégalités séculaires. Il faudra conserver
les termes qui contiennent e, é, xs, cp et même ceux qui renferment la lon¬
gitude du Soleil, parce que leurs périodes sont longues relativement à la durée
de révolution de la Lune. Les formules (37) et (4J) des pages 309 et 3io du
tome I donnent pour R0 ), que nous appellerons simplement R0, en 11e conser¬
vant que les termes indépendants de A,

I Jk - L AC«)_ - B(1) y)2 -h 7 [A'0)+ A',»»] (e24- e'2)fnv 2 2 4

— - OA'1'-!- A<l1,]ecos(/'— u) + i[A<»'H-An^cost/'-m')

< -4- i [3 A<2> 4- 3 A'21 + A<22)] e2 cos (2 /'- 2 m) 4- ^ [ 2 A(0> 4- 3 A'0' 4- A<20)] e'2 cos(2 — 2
4- ~ [A(1) — A'j11— A',11] ee' cos (to — m') — ^[3A<"+3A<U4- A'^ee'cos^Z'- co —

3 3 a
4— B(1,yi2 cos ( 2 /' — 2r') 4— —77 e cost/' — «) 4- ee' cos (2 /' — w — xs') ;\ 2 2 a'2 a

les lettres accentuées se rapportent au Soleil et celles sans accent à la Lune;
m' est la masse du Soleil. Les coefficients A!o), A(,), A(2) et B(,) sont définis par
les formules

i I

(a24- a'2 — 2aa' cos 40 2 = - A(0) 4- A(1) cos 4 + A'2) cos2 4 4- ...,

aa'(a24- a'-— 2aa' cos4) 2 = l- B'0' 4- B<') cos4 +....

On peut faciliter beaucoup leur calcul en profitant de ce que le rapport ~ est

petit; on trouve, par le calcul direct, en négligeant seulement 5

, » 1 , 1 / i a2 a ,3 a2 , \
(a2 4- a'2- 2(1« COS 4) " = ^( I+ l + -(C0S? + 4 ^7ïCOS2^-4.. . J,

aa'(«24- a'2 — 2 aa1 cos 4) 2 = ~ {— 4- cos 4 4- ...V

(') Sur les principales inégalités du mouvement (le la Lune ( Annales de l'École Normale supé¬
rieure, 1.1; 1864).
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On en conclut, si l'on remarque que le terme ^7 doit être omis, comme ne
contenant pas les éléments de la Lune,

A<» =4, *■>=**, BU) =aa1 a2 4« «

on a ensuite
au) àa<" au) "2 ^a(i'A»' — « -r— , A y' = -r-r- ■

act 1 aa-

Si l'on substitue dans (2), on trouve que les termes en e et en ee' se détrui-
f11% *

sent, et si l'on remplace en outre par n'-} il vient

R0 = n'-a> I ~ — -■/)- 4- 3e!+ f e'2+ cos(/' — ej') 4- |e'2 cos(2^'— 2 et')
|_4 2 O O 4 O

i5 3
4- -77- e2 cos(2 — 2co) 4— -o2 cos(21'— 2t')

o 2

Si l'on se reporte à la fig. 20 (t. I, p. 292) pour la définition de 1 et de t',
on voit que, le plan de l'écliptique de i85o étant pris pour plan des xy et le
déplacement de l'écliptique étant très lent, on peut prendre

Il vient ainsi

*0 -

(3)

! Û I .G ©r — T = 0, to — et 4- t—t = ej, Y) = sin — = -•
2 2

7 — § 4- § s'2+ ye' cos (/' — m') 4- § e'- cos (2 Z'— 2 et')
40004 o

4- e2 cos (21'—- 2 ra) 4- -g 92 cos {il'— 2 .

Cette formule sert de base à l'élégant Mémoire de M. V. Puiseux.

69. Développement de la fonction perturbatrice provenant de l'aplatis¬
sement de la Terre. — Soit R, cette fonction; en se reportant à la page 210
du Tome II, on a

(4) R1 = fM(Ç)2(«-iX)(l-sin2®),
où M désigne la masse de la Terre, a, son rayon équatorial, a son aplatisse¬
ment, y le rapport de la force centrifuge équatoriale à la pesanteur correspon¬
dante, ffi la déclinaison de la Lune, r sa dislance au centre de la Terre. On
trouve sans peine, en passant des coordonnées équatoriales aux coordonnées
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écliptiques et désignant par co l'obliquité de l'écliptique,

(5) sin© = sin to [cos (r — 9) sin 9 H- sin ( e — 9) cos 9 cos<p] cosco sin (e — 9) sin 9

ou bien, en négligeant <p2,

sin© = sine sinco + <p sin (c — 9) cosco,
d'où

i — sin2© = ^ — - sin2m -+- - sin2to cos2 v — - y [cosf? — cos (2 v — 9)] sin2to.o 6 2 2 2

11 reste à remplacer, dans la fonction ^5(^3 — sin2©j, r et v par
r = a [ i — ecos( / — bj)], c = /+2e sin( / — m),

et h négliger e2. On trouve que les termes en e contiennent /, 2/ ou 3/; mais on
ne doit conserver que les termes à longue période, les seuls susceptibles de
grandir assez par l'intégration; dans ces conditions, on peut faire

r — a, v—l, i— sin2ffi=rr—- sin2« — - 0 cosô sin2 m,
A 62 2

et, si l'on tient compte de la relation

fM = «2«3,
il vient

(6)
R,=:x/i2«j ( i ~ sin2 ai — i <p cos 9 sin 2 <0

*=«-

70. R, est une partie séculaire qui vient s'ajouter à R0 pour former

11 r= R„+ R,.

Cela posé, nous appliquerons les formules (h) (t. I, p. 169), en les bornant
à leurs parties principales, savoir :

da 2 ÙR
dl na de

f d9 i e)R ddf
_ 1 r)\{

1 dt na1® ~d® ' dt na*-® d9 '
(7) <

' dny
__ 1 ùR de 1 ùR

dt na2e de' dt na2e dm'
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On voit que a est constant, et, par suite, n aussi. En raison de la petitesse
de R, par rapport à R0, on pourra considérer ce que deviennent les équa¬
tions (7) quand on y remplace R par R0, puis par R, ; soient S<p et SQ les valeurs
obtenues par l'intégration des dernières équations ainsi formées, <p, 0, e et m
les valeurs obtenues par l'intégration des premières, les valeurs des éléments
seront

<p -1- ôcp, 9 + §9, e, nj;

Se et Scr sont nuls parce que R{ ne contient ni e ni nr. Dans le second membre
de l'équation (8), on devra remplacer R par R0-t-R, et ensuite augmenter cp
et 0 de Sep et SO. Les équations différentielles dont on vient de parler se forment
aisément et sont

d9 3 «'■
dt~ L\n [*-cos(a*'-a0)],
^ = — » — cp sin ( 2 V — 2 9 ) ;dt 4« Y v ; '

dm 3 nn „

~r = —,— rn-5cos(2/'—2ro)l,dt i\n

de i5/i'2 . . ,, ,

-r — e sin ( 2 v — 2 î37 ) ;dt 4n x "
d§9 1 /«, \ 2 1

, — -x/i — - cos a sin2co,dt 2 V a 1 -

d §a>
—y-1- = — - xtt I — I sin0sin2co.

2 \ a

nk 2 f e)R0 3 n t e <?R0 i <p ( dR0 dRj

(A)

(R)

(A')

dt na \ da 2 a d/i J 2 na2 de 2 /i«2 \ <9cp cicp

/i'2 / 9 , 9 « 3 ,,\ /« 1 \3/ 0 . , i3 . . \
Â=-7(I-8(P+8e"+2e") + K'iUJ ^_3sm«U—4 cp cos0 sin2coJ .

On a omis dans le second membre de cette dernière équation les termes qui
contiennent l'—gt', ni'—its', ni' — 2m, ni' — 2O, non qu'ils soient insen¬
sibles, mais parce qu'ils n'ont pas de rôle à jouer dans le cadre de cette expo¬
sition.

On doit remplacer dans la dernière formule cp par cp -4- Sep ; on peut négliger
(Sep)2 et, en représentant par z -+- Se la valeur complète, séparer l'équation en
deux autres, savoir :

(L) dt- n\l 8? 8e + 2e

(G) 9Ô9 4- xn ^ ^2 — 3 sin2w — ^ cp cos0 sin 2«^ .
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Il est inutile de remplacer 0 par 0 -+■ 80; il n'en résulterait pas de changement
appréciable.

71. Perturbations des éléments Q, <p et s causées par l'aplatissement de la
Terre. — Ces perturbations résulteront de l'intégration des équations (A');
dans leurs seconds membres, d'après la méthode exposée au commencement
de ce Chapitre, on doit remplacer <p par sa valeur moyenne ç0 et 0 par
0o = lu -+- Q(0). On trouvera donc

(D')

n ( ax\ i .x—r — -smOsinaw,
2 h \ a J 9

x —y — cosy sin 2 w.
2 /1 \ a

Si l'on remplace Sep par cette valeur dans l'équation (C), elle devient
elds [ciA2 . A3 9/aA5 . .

w=*n [â) (2~3sin2") UrJVa)
3 n'2

ou bien, en mettant pour h sa valeur approchée, —,

dès fa,\2 . • jg (aty . .(A ) (2 — 3 S) II2 CO ) — I CpCOS0S1112W.

L'intégration donne
. /aA2.

r, . s iQ n/a,\2 . „ .

ôs = x ( — ) (2 — 3 sin co) fit -j- x - ( — \ 9 sin 0 sin 2 go ;

le petit terme en produira seulement une légère altération du coefficient k
de t dans s; on peut le laisser de côté et se borner à

(E' j Se = — — •/. ^ 9 sin 0 sin 2 u.

On voit donc que l'aplatissement de la Terre n'a pas d'influence appréciable
sur les éléments a, e et tu. D'après les formules (D') et (E'), il produit sur les
éléments 0, cp et £ des inégalités qui ont pour période celle de la révolution de
la longitude du noeud, 0, soit i8ansf environ.

72. Perturbations de la longitude et de la latitude de la Lune causées
par l'aplatissement de la Terre. — Soient L et A la longitude et la latitude
de la Lune; on a

sinA = sin (v — 9) sin9,
L = l H- 2esin(J — m) -h...+ réduction à l'écliptique,

l = e -+-J"n dl.
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On en tire, avec une précision suffisante,
ÔL = 8s,
8A — àcf sin(Z — 8) -+- cp cos(£ — 8) (8s — 89),

ou bien, en ayant égard aux formules (D') et (E'),

sin2w sin(/—0) cosô + <p2^j cos(/—i
ou encore, en négligeant le terme en cp2,

8A = x-^j-(—^ sin 2 w sin l,

sint

2 h \ a

,r 1Q n fa,\- . . „oL = j- x T — 9 sin 2 w sin0.
4 h\a

On peut remplacer x par sa valeur (6) et ~ par le sinus de la parallaxe hori¬
zontale équatoriale moyenne P de la Lune; il vient ainsi

ôA = ~ ( a—-%) sin2P sin2w sin/,2 h
(F) i

I 8L =—(x—y s'n2P sin2w siu0.

L'inégalité de la latitude a pour période le mois sidéral, et celle de la longi¬
tude, la durée de la révolution du nœud. Ces inégalités sont devenues sensibles
à cause du petit diviseur h; quand on met pour n, h, oc, y, P et w leurs valeurs
numériques, on trouve les premières parties des formules (i), page 367 du
Tome II,

<5A = — 8", 382 sin /, ÔL = +- 7", 624 sin 8.

L'inégalité oL avait été indiquée à Mayer par les observations; Lagrange,
dans son Mémoire sur Vaccélération séculaire de la Lune, avait eu le premier
l'idée d'introduire l'aplatissement de la Terre dans les équations différentielles
du mouvement de la Lune, mais il avait négligé, les supposant insensibles, les
inégalités qui contiendraient cp en facteur, ce qui est précisément le cas de SL.
Yingt-sept ans plus tard, Laplace, en calculant les termes qui avaient échappé
à l'analyse de Lagrange, retrouva l'inégalité signalée par Mayer et en expliqua
ainsi très simplement la cause. Mais il découvrit en outre, par la théorie, l'iné¬
galité SA de la latitude, que Biirg et Burckliardt confirmèrent ensuite par la
discussion des observations.

Outre ces inégalités, l'aplatissement de la Terre en produit encore d'autres
beaucoup plus petites, quelques dixièmes de seconde, au plus; elles ont été

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THÉORIE DE POISSON. l49
déterminées avec soin par Hansen (Darlegung der theoretischen Bercchnung der
in den Mondtafeln angewandten Stôrungen, 1.1, p. 459-471» et t. II, p. 273-322)
et par G. Hill (Astronomical Papers, t. Ill, Part II; Washington, 1884).

73. Inégalités séculaires du nœud et de l'inclinaison causées par l'action
du Soleil. — Elles dépendent de l'intégration des équations (A). Si l'on veut
appliquer le procédé de Poisson à la première

d9 3/i'2
.,

di=~ C08(^'-^)].

qui ne contient que G, on fera
9 = 90 -+- d, 9 1- §2 9,

d'où

cos (2V — 2 0) = cos( 2 V — 20q-— 2 0,9) = cos(2 V — 20O) 4- 2 sin (2 V — 2 0O) §,9;

on aura d'abord, en substituant dans l'équation différentielle et négligeant n'\
d§,9 3/i'2

dt 4n
3 /t'2

8n(n'— A)
Puis

COS ( 2 /'— 20o),

sin (2/'— 2 0o).

12

A+ 7—cos(2/'—20O) 44 n dt
s,,'2 r q,,'2 "1

- [cos(2/' 2 Oo) ^8n{n,_h) 2 sin2(2 /' — 20O)J4 n 4
ou bien

dèn_9
dt

On posera

3 n'1 9«'4_'
"4 /t 32 /l2(/l'—/1)

, 3/i'2 9«'4A 4- -7—

cos(4A—4^o).32/I2(«'— A)

4« i2n-(n'—h)
et l'on aura ensuite

L'avant-dernière équation donne

et il en résulte

A 3,9, n1
- ——

7 7W24- =- mm——,
n 4 32 «

sin (2 A— 20o) — 9-^j-sin(4A— 40o)-3 \ 1
1 -1- - m

4
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Mais il est plus simple d'intégrer rigoureusement les équations (A); nous
allons le faire en suivant le Mémoire de M. Puiseux.

Soit posé
/ n >1' il a v * dO , du(9) -=*», — Q — u, dou -=n^Tt,

les équations (A) donneront

du 3 3
= i + t m — -y m cos 2 u,n'dt 4 4

dca 3
—Tj- — — 7 mai sin2 u,n'dt 4

d'où

/ 3 \ , , du
(io) i -h j m \ ndt —

(u)

4 ) 3 m
I — 7 7 COS 2 U

4+ 3m

■o 3 m sin 2 u du

<p — 3mcosiu

Il convient de considérer d'une manière générale l'équation

(12) dx—
i -t- p cos 2y

ou bien

dx-— dy
(i + (3) cos2/ -h (i — (3) sin'2j

dans laquelle (3 désigne une constante. On en tire, en intégrant et représentant
par c la constante arbitraire,

(13 ) tangj = y J tanS [(^ + c) V;i - PVJ •

Les équations (io) et (i 2) deviennent identiques si l'on fait

/ 3 \
, 0 3 m

\ 4m)n x' ll=y' P = -4T3^';

la formule (i3) donne ensuite

[y/1+(14) tang u = —f 1
3 - tang | \/ i+ ^ m
- m
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Posons, pour abréger,

/ 3 , V ' ' 2
(iO) 1 = i/ i 4- - m n'(t 4- c), ■" — - --

3
14 m —• i

V/
et la relation (i4) donnera

3
14 m + i

2

I £ — y
116 ) tangw— — tang> = t-tangA,b

/3 i+7
VI+2m

d'où, en vertu d'une formule bien connue,

ou bien

u = V — 9 — 1 — - sin21 4- — sin4X
1 2

— 74--sin2À — — sin 4^ -+-•. • ;
I 2

I' — \ est la partie moyenne O0 de 0 ; ysin2X, sin/jA, ••• représentent les
inégalités périodiques (leurs périodes sont longues déjà par rapport à la durée
de la révolution de la Lune). On a, en ayant égard à (i5),

(17) 90=-n't(^/i-+- \m — i j 4-0<°L
Cela définit le nœud moyen; on voit qu'il rétrograde d'un mouvement uni¬

forme; la période de la révolution est ——— On a ensuite
n'sJl + lm-1)

i = i'- et,

de sorte que les inégalités périodiques de 0 sont proportionnelles aux sinus
des multiples pairs de la distance du nœud moyen de la Lune à la position
moyenne du Soleil. La durée de la révolution synodique du nœud moyen est
d'environ 3^7 jours; par suite, l'inégalité la plus longue de 0 a pour période
173 jours environ.

La formule (11) donne ensuite

log9 = — log (4 4-3 m — 3 m cos 2 u) 4- consl.,

d'où
/33

9 i / 14- -fin — ym cos 2 u = const.,
Y 4 4
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ou encore, en substituant la valeur

3/>i -h (4 -+- 3m) COS2X
4 + 3 ni h- 3 m cos 2X

cos 2 11

tirée de la relation (16),

? = e\ 1
3 3
7 m 4- y m cos 2 X,
4 4

g désignant une constante arbitraire. Cette expression peut se développer sous
la forme

œ = tp(l) cosaA -h <p^2^ cos4^ H-... ;

on voit que <p(0), la valeur moyenne de <p, est constante et qu'il y a une série
d'inégalités proportionnelles aux cosinus des multiples pairs de A. Nous résu¬
merons les résultats précédents dans les formules suivantes :

(D)

n'
m — — j

ri
X r= y/ i-f- - m n'(t-+- e), y

tang(/'-0)= tangX

,jL
v7'

i H m — i
2

M— /?i -h 1
2

v/' 3
H 771

2

1 = l' — X -4- 4 gin2 X — !— sin4X ■
1 2

' = g y/1 -+- y m H- ^ 7?i C0S2X — <p(°) 4- 9(1) C0S2X h- <p<2' cos4X -K

74. Inégalités séculaires du périgée et de l'excentricité causées par
l'action du Soleil. — Elles résulteront de l'intégration des équations (B),
que l'on peut effectuer rigoureusement. On peut remarquer que, suivant la
valeur de il' — 1rs, la vitesse ~ du périgée peut varier entre les résultats quedt

3 n"
l'on obtient en multipliant ~ par -+-G et —4; dans le cas du nœud, les
limites sont moins larges, + 2 eto. Si l'on fait

les équations (B) donnent
l' — m — 77,,

du* 3 15
. , = 1 — 7 m m cos 2 111,n'dt 4 4

i5de
n' dt

me sin2 ,
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d'où

de 15 m sin 2 m, du.
(.8)

e 4 — 3 m — j5;mcos2m1

3 \ ,
1 — -, m) n'dt —

4 / 15 m
COS 2«!

4 ■— 3 m

et cette dernière formule devient identique à (12) si l'on fait

j 3 \ — 15 m _

^I_-toJii< = «> «1 = y, 4=3^ = P-
Il en résulte donc, d'après (i3),

9
i — - m

('9) tangMj = y/ , + 3m tang*,,
en posant

X, = y/ ^1 — m'j (1 4- 3m) n'(t+ c, ).
La formule connue, que nous avons déjà employée, donne

= — sin 2>i! 4- sin4^i

en faisant

y i;

\J 14- 3 m — \J I — I,
\j 1 4- 3 m 4- i —

9
— m
2

ou encore

Zi c î n o ~t — Zm = V— 4- — sin 2 sin 4^i 4-... ;

on a donc, pour la partie moyenne de m,

l't i — ^2 3m) G7 (0)

(0) , f 3 , 225 675 , \
= nn0) 4- nt T m 4—k— m3 4 m* 4-. .. •

\4 32 128 J

La vitesse est positive et le mouvement direct. On a ensuite

X j — l — T\5 0

T. - III.
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Cet argument est donc la valeur moyenne de la distance angulaire du périgée
de la Lune au Soleil ; l'intervalle de temps qui sépare les deux époques où le
périgée est en conjonction avec le Soleil est la révolution synodique du périgée;
elle est d'environ 412 jours.

Donc la période de l'inégalité la plus longue du mouvement du périgée est
d'environ 206 jours. La formule (18) donne, en effectuant l'intégration,

/ 3 i5e 4/ 1 — j m J m cos 2 uA = const.

ou bien, en remplaçant u, par sa valeur en X, au moyen de la relation (19),

3 i5
,

7 m -1—T m cos 2 Àj ;4 4

cette expression peut se développer en série suivant les cosinus des multiples
de X,. Voici le résumé des formules :

Xi = y/^1 —>2 rn)j (1 -+- 3m) n'(t -1- c),
\/1 -t- 3 m — 4 / 1 — — m

y, = —— —2 »

\/i + 3m 4- t/ 1 —
9
— ni
2

(».) ■ 9
— - 777

tang(/' — ro)= V 1 + gm tang^,
r^—l' — Xj-4- Xl sin2À! — ~ sin4^i-I-...

/ 3 ^
e — g1 1/ i — 1 77î + _ 777 cos 2 = e(°)+ e(1) cos 2 ).! 4- e(2> cos4^i + ....

Cherchons le plus grand écart entre le périgée moyen et le périgée vrai. On a

À, — U, =l' — W0 — ( /' — 7T7 ) — TJJ — C70 ;

il s'agit donc de trouver le maximum de X, — u,, u, etX, étant liés par la rela¬
tion (19); on doit avoir du, = d\, et, par suite,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THÉORIE 1)E POISSON.

En combinant les formules (19) et (20), il vient

.55

\ j ' 2 "l 4/h-3 mlanS"'= V T+lwT' tan^=l/ 9-'
y i —

1 H- 3 m — yj 1 — - m
tang(X,— m,) = — 2 •;

2 1/(1 4--3m) ( 1 —
g m)

en faisant le calcul numérique, on trouve, pour le maximum de \t — «,.==©— «0,
8°4i'. Dans le cas du nœud, la différence entre la position vraie et la position
moyenne a pour maximum i°3i'. La plus grande des inégalités périodiques
du périgée atteint 90; pour le nœud, c'est i°3o'. On trouve encore que l'in¬
clinaison cp oscille entre 5°o'35" et 5° 17'34" et l'excentricité entre 0,04629
et 0,06277.

75. Influence de la différence des deux hémisphères terrestres sur le
mouvement de la Lune. — La formule (4) ne donne pas toute la fonction
perturbatrice provenant de la non-sphéricité de la Terre; il y a d'autres termes
en ••• qui vont en diminuant rapidement; nous considérerons seule¬
ment le premier, que nous représenterons par Ra. Nous aurons

Y3 désignant une fonction de Laplace, contenant les deux angles x et ®, ascen¬
sion droite et déclinaison de la Lune. Il est aisé de voir que JL figurera toujours
avec — 0, 0 désignant le temps sidéral d'un méridien déterminé de la Terre.
Les termes de IL, qui renferment les sinus ou cosinus des multiples de x — 0,
seront à très courte période et ne pourront pas grandir _par l'intégration. On
peut les supprimer. Si l'on se reporte à la formule (I) du Tome II, page 270,
on voit qu'on aura Y3 = 0lt3, 3ïl3 désignant un polynôme de Legendre où la
variable est sin®; donc

/5 3
Y3 = C I - sin3® sin®

\2 2
d'où

(21) R2— ^sin3® — I sin®^,
désignant une constante qui serait évidemment nulle si les deux liémi-
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sphères terrestres étaient identiques, de sorte qu'on peut dire que l'expression R2
représente en quelque sorte l'effet de la différence des deux hémisphères. Cher¬
chons son influence sur le mouvement de la Lune. Elle doit être très faible, et,
si elle arrive à être appréciable, ce ne pourra être qu'à la faveur d'un très petit
diviseur introduit par l'intégration. Il y en a précisément un qui correspond à
l'argument a 2O ; le périgée fait sa révolution en 9 ans et le nœud en 18 ansf ;
la vitesse moyenne du périgée est donc presque égale à deux fois la vitesse
moyenne du nœud, prise avec un signe contraire, et le coefficient de t dans
o-t-2 0 est très petit. L'inégalité en question contiendra, comme on sait, le
facteur e<sf-. Aussi doit-on avoir recours à l'expression (5) de sin© et y conser¬
ver cp2, ce qui donne

sin© = sincsinw -t- 9 sin(e — 0) cosw — ^ 92sin(e — 0) cos0sinw.
3

Le terme en <p2 dans sin3© — ^sin© est

392 sinw |^sinp sin2(p — 0) cos2w — ^ sin2co sin- v eos0 sin (i^ — 9) -+- ~sin(e — 9) cosoj .

Il faut y chercher la partie qui contient l'argument 2O; cette partie a pour
expression

^ 92 sinw | — cos2w sine cos(2 v — i9) — ^ sin2w sin2p sin(p — 2 0) -+- sin (p — 20)
ou bien

(22) ^ 92 sinw sin(3p — 2 0) -h C2 sin(p — 2 0) — 7 sin2w sin( p -+- 20)J ,

où les coefficients C, et C2 sont des fonctions de w qu'il est inutile de dévelop¬
per. On doit remplacer maintenant v par

l-h 2esin(Z — ro).

D'autre part, on peut prendre pour l'autre facteur ^ de R2

(23) ^ = — [1 -t-4ecos(Z-ro)].

Il faut ensuite faire le produit des expressions (22) et (23), la première
étant transformée connue on l'a indiqué plus haut. On voit assez facilement que
l'argument 3e — 2O ne donnera pas de termes indépendants de l et que l'argu¬
ment e — 2O ne produirait que des termes en ej — 2O, que nous n'avons pas à
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considérer ici. L'expression (22) doit être réduite à

3
—

Yg <p2 sin3co sin(e + 20)
ou encore à

3
(22 bis) — Yg92sin3w [sin(iH-2 0) —e sin(or + 2 0) 4-esin(a/ —bu- 2 0)].

En faisant le produit des expressions (22 bis) et (23), portant dans R2 et ne
conservant que les termes de la forme cherchée, il vient

R2 — % x'fM ~ cp2e sin'co sin (ro -4-2 0)16 a4 T v '

ou mieux encore

9 3

(24) R2 = -p x'«2 — ose sin3 co sin (et H- 2 0).16 a T

Les formules (7) donneront, avec cette valeur R2 de R,

da

~dt °'

et

de 3 . /aA3 , . , , „.

-r —-—y.'n — 92 sin3co cos(sj-4-2 0),,dt 16 \a ) 1
dy 3 /«i\3 • , , ùs
-r — 0 x' « — e 9 sin3 co cos ( ej -H 27)
dt 8 V a J T

drs 3 , /«, \3 9.0 . , fl.
—r= — —x~d 11 — — sin3co sinfroH- 20),16 \ a ) e 4
dO 3 / «A3
<7; == 8 \cT/ e sin3co sin(nj -4- 20),
£Ë
dt 32 \ ci

On en tire, en se rappelant que j et h représentent les coefficients de t dans
et et 0,

ôe=-^x'-———t (—^ 92 sin3co sin (et -4- 2 0),16 j -4- 2/1 \ a J T v '

I *'7^(^)%sin3cosin(sy+20).

(25) ^ x'/i (— \ e<f sin3co sin(cT -t- 20).

11 faut remplacer e et <p par e-h§e et cp -+- Sep dans l'expression complète
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de qui contient notamment

«'2 ( 9 9 ,

cela donnera

Y — (9 ô<p — e ôe) = x' —- f—^ ecp"2 sill3 co sin(ra 4- 2 0).4« 64 ; + 2/i\a/

Cette partie devra être réunie à l'expression (25), ce qui donnera
de

_ 3 ! ( «I Y [ 9«'2 3Q

«Tit 64x V«/ L/i(y + 3
d'où, en intégrant,

ey*- sin3 to sin(ro 4- 2 0),

(26) 3e= — f (9m2 38 ) ey2 sin3(o cos(ct4- 20).64 j4—2h \ a ) \' /4-2/1

Cette expression de représente à fort peu près la correction de la longitude
de la Lune, qui provient de R2. On a

y = 0,008 452/1, h — — 0,0040217«,
d'où

j 4- 2 h = 4- o, 000 4o8 6 n.

En substituant dans (26), on aurait
âp = — o", 25X' cos (ET 4-2 0).

Bessel, en comparant au calcul les longueurs du pendule observées dans les
deux hémisphères, a trouvé que l'on pouvait prendre x' = o,ooo33; dans ces
conditions, l'inégalité dont il s'agit est entièrement insensible ; sa période serait
d'environ 179 ans.

76. Inégalité de Laplace. — Laplace en a signalé une autre ayant à fort
peu près la même période (son argument serait © 4- 2O — 3®') dont nous allons
faire le calcul approché. Cette inégalité doit contenir le petit facteur ©2ee'3.
Reprenons la fonction perturbatrice

R = nnan !l (! i) + nn
2 2

OU

S :
xx' -f- y y'-h zz'
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On a d'ailleurs

OC I oc^
— — cos ch- - ®2 sin 0 sin ( p 9), — — cose',

y i yr
z- — sin ç 92 cos9 sin(c — 0), = sine',
/• 2 T r'

-S .3
- = <psin(p — 0), P=0;

on en tire

s = cos( p — p') <p2 sin (p — 9) sin(p'— 6).

En substituant dans R et ne conservant que les termes qui contiennent <p2
et 2O, on trouve sans peine

R— I n'2 r2 tp2[cos(2p— 20) + COS(2P'—20)]
+ ^ Il12 (p^j ~7 ?2 [6 cos(p -t- p'— 20)-t-5cOS(3p — p'— 2 0)-t-5 COS(3p'—P — 2 0)].

Soit w l'anomalie vraie de la Lune ; on a p = w -f- ter, et l'on ne doit conserver

que les termes où xs et G entrent seulement dans la combinaison 0 + 2O. On
devra donc se borner à

R = ^ n'- (~pî^J p ?2 cos(3p'— w — m — 2 0).
Il est facile de voir que, dans le développement de R suivant les sinus et co¬

sinus des multiples de l'anomalie moyenne du Soleil, la partie non périodique
est identiquement nulle. Cela revient à démontrer les équations

sin-âp' r™ cos3p'
/ —px~ - O, / —dÇ' = o,

ou bien les suivantes

fi%sm3w' r27t cos3pp'/ —p— d?=o, / ——dl?= o,^0 ^0

où in' désigne l'anomalie vraie du Soleil.

Or ces équations deviennent

J^27T' (i -H e' cos w')2 cos 3 w1 dw* = o,
0

(27)
0

/2TX (r -f- e' cosw')2 sin 3 w' dW — o,
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quand on a égard aux relations connues

JW— (r'Y dwt . a'(i— e12)'

\a'J y/j _ e'ï' i + e'cosw'

Les formules (27) se vérifient immédiatement. On voit donc que, dans la
première approximation, il n'y a pas d'inégalité de la forme indiquée. On en

/•5
trouverait une cependant en prenant dans R la portion qui contient en fac¬
teur; mais elle renfermerait le coefficient

n- , ( a V „

qui est du douzième ordre, si l'on considère c~ et ■' + 2^—— comme de petites
quantités du second ordre, les autres étant du premier, et serait aisément né¬
gligeable.

Le calcul que nous venons d'exposer est dû à Poisson. Laplace supposait que
l'inégalité pouvait être sensible; il avait même déterminé empiriquement son
coefficient pour faire cadrer la théorie et l'observation. Mais il n'est pas prouvé
qu'on ne pourrait pas retrouver l'inégalité en question en combinant des per¬
turbations d'ordre inférieur. Nous devons dire toutefois que Delaunay déclare
{Comptes rendus, t. XLVII, p. 813 ; 1 858) qu'il a calculé l'inégalité en question
par sa méthode, en tenant compte du carré et du cube de la force perturba¬
trice, et qu'il a trouvé le coefficient inférieur à o",001, donc absolument
insensible.

77. Influence du déplacement de l'écliptique sur le mouvement de la
Lune. — Nous avons déjà considéré (p. i36) cette influence, mais seulement
sur la latitude de la Lune; nous allons reprendre la question et la traiter com¬
plètement par la méthode de la variation des constantes arbitraires, en suivant
un calcul très simple dû à M. Radau {Bulletin astronomique, t. IX, octobre 1892).

Soient <p' et 0' les quantités analogues à <p et à 0 qui déterminent la position
de l'écliptique, par rapport à un plan fixe, l'écliptique d'une époque déter¬
minée. On pourra prendre pour expression de la force perturbatrice celle de la
page 144, où figurent vj, e et e'; en négligeant les excentricités et les termes
périodiques, il viendra simplement

(28) r =

Si l'on considère le triangle sphérique formé par l'orbite de la Lune, l'éclip-
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tique mobile et le plan fixe, dans lequel un côté et les angles adjacents ont
pour valeurs respectives

9—0', 9' et 1800—9,

le troisième angle J étant lié à yj par la relation

. J
y] = si 11 -)

2

on aura

cosj = i — 2 y]2 = cos9 cos 9'+ sù19 sill 9' cos(0 — 0').

d'où, en négligeant les petites quantités du troisième ordre en <p et cp',

(29) 4'D2 = 92-H 9'2- 2<P?' cos(0 — 0').

Les formules (28) et (29) donnent ensuite

. = II'2ci- — |<PS— 19,2H- ^99'cos(0 — 0')J .
R:

On en conclut

Si l'on pose

dd i dR 3 n'2 [ 9' fl; 1
-r: = —7 — I x cos(0 ) I )at na- 9 09 4 n L ? J
^9 1 dR 3 /l'2 , ■ ,a 0I.
—r — s î7t = t — 9 sin ( 0 — 0').«a2 9 d0 4 «

9 sin 0 =p, 9 cos 9 — cj,

9'sin d' = p', 9'cos d'—q',
on trouve aisement

i dp ,

7iTt+CJ-1=°'
/ •> x / 1 te7 r

^ \hTt-p^p=°>

4 «

i dq
~t

h =

Pour intégrer ces équations, on pose, en désignant par A et B de nouvelles
variables,

( p = A sin Ai H- R cos ht,
I q —— A cosht -+- B sin/if.

(3i)

Si l'on substitue ces valeurs dans les équations (3o), il vient
. , dA , d\\ , ,

si n ht ——h cos ht—, hq'— o,
dt at '

cos litC~ — sin/ii^ —hp'— o,dt dt

T. — III.
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d'où

^ = h(q' Sïll/lt-h p'cosht),
—

— h(q'cosht — p'smht).

Intégrons par parties et désignons par A0 et B0 deux constantes arbitraires
nous trouverons

(32)

drf_
dt

A = A0 4- p' sin ht — q'cos ht —j — cos/i<
B = B0 +p' cos ht -t- q' sin ht — j ^cos ht^- -t- sin ht—L^j dt.

Or on peut admettre que, pendant un temps très long, r~ et ~ restent con¬

stants, et poser (Le Verrier, Annales de l'Observatoire, t. II, p. 172)

j C^jj — — o", 059 — b = go sinô',
(33) j ^ =-0", 476 = 0 =cocosô',

\ 0'=i73°, &) = \lb'2->r c"- — o", 48.

Les formules (32) et (3i) donnent ainsi
A = A0 4- p' sin ht — q'cosht + j ( b cos ht -t- c sin ht),
B = B0 -t- p'cosht -t- q' sin ht -+- (— b sin ht -+- c cos ht),

p= A0 sin ht -t- B0 cos Ai -4- /?' h- j >

q — — A0 cosht -h B0 sin/ii + q' — j ■
On peut poser

A0 =—9i cos/it, B0 = <p! sinAj, 91—h1 — ht,
pl = yl sinOj, qx = (f , cos Ox,

ou tp, et h{ désignent des constantes, et il vient ainsi
c b

(34) p,=pi-hp'+ Jt, q = qi + q'—-.

Les accroissements de p et de q, dus au déplacement de l'écliptique, seront,
à très peu près,

(35) §p—p'+C-, Sq — q'—lL.
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On aura aussi, pour la variation de l'angle J que forme l'orbite de la Lune avec
l'écliptique mobile,

â.J = ^sin(0] — 9').

Soit s le sinus de la latitude rapportée au plan fixe; on aura

s = sincp sin(c — 0) = q sine — p cose,

d'où, en négligeant Se,
§s = sin v àq — cos v §p

ou bien, en ayant égard aux relations (33) et (35),

§s = <p' sin(e — 9')— ^cos(e — 9').
Le dernier terme représente l'inégalité cherchée de la latitude, rapportée à

l'écliptique mobile. Le coefficient j a pour valeur i",36, ou mieux i",42> si
l'on attribue au moyen mouvement annuel h du nœud sa valeur plus exacte
o,338. L'inégalité devient alors

Ss —— i",4a cos(c — 6') — -+- i",42 cosc — o", 17 sin v.

On a maintenant, pour l'inégalité correspondante de la longitude,
â(' = âs,

de 2 9 0R
dt na ()a 211a2 ùcp

d'où, en remplaçant R par sa valeur ci-dessus,
rlc «'2 a n'2 a Dn

2 =- + t \ [«>* + T'«- 2W' cos(0 - 0')] - I — [tp2- ??' cos(0- 0')].
En introduisant p, q, p' et q' et négligeant p'2 -+- q'2, il vient

I h+ \ h{p2+cf) — 7-h(pp'-±-qq').
Remplaçons p et q par leurs valeurs (34), omettons les parties constantes et
les termes du second degré en b, c, p' et q' ; nous trouverons

^ =3 (cPi - bqC)— l-h (/>,/>' + qx q').
On en tire en intégrant

*=»,=! fc+ai+W-lb,
2 h 2
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on vérifie aisément ce résultat en différentiant et ayant égard aux relations
dp i dqi ,

~dï=~h^' ~dt= + h^>
- h cK-r

clt ' dt —

Si l'on introduit de nouveau 0,, <p' et 0', il vient
5 j

Sv — yy; i cos ( 01 — Ô' ) H- - <pj <p' sin ( 0, — 0' ) ;

en remplaçant <p, par <p = 2y, on trouve enfin

ôp = cptp' sin(0 — 0') -t- 5y ^ cos(0 — 0').
Le coefficient de cos(0 — 0') est égal à o",3i, quand on attribue à h la
leur o,35, qui résulte de la première approximation.
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CHAPITRE X.

THÉORIES DE MM. LUBBOCK ET DE PONTÉCOULANT.

Ces deux théories sont fondées sur les mêmes principes; la première est con¬
tenue dans divers fascicules parus en i833, i836, 1837 et 1840 sous le titre :
On the Theory of the Moon, and on the Perturbations of the Planets. La seconde
remplit en entier le Tome IV de la Théorie analytique du système du Monde, paru
en 1846.

Les deux auteurs ont cherché à obtenir directement les perturbations de la
longitude, de la latitude et de l'inverse du rayon vecteur de la Lune, dévelop¬
pées en sinus et cosinus d'arguments variant proportionnellement au temps;
ils ont introduit, dès le début, comme Poisson l'avait conseillé, la longitude
moyenne de la Lune au lieu de la longitude vraie. Lubbock s'en est tenu aux
premières approximations; le travail de M. de Pontécoulant est beaucoup plus
étendu, et c'est celui dont nous donnerons une idée assez complète dans les
pages suivantes.

78. En supposant égal à l'unité le produit de la constante f de l'attraction
universelle par la somme des masses de la Terre et de la Lune, et désignant
par x, y, z les coordonnées rectangulaires de la Lune, par R la fonction pertur¬
batrice, on a, comme on sait, les équations différentielles

cP x x dR d"-y y dR d2z z dR
1

dt2 + r3 dx ' dt2 + r3 r)y ' dP r3 ' l)z

Multiplions ces équations, d'abord par a?, y, z, ensuite par idx, idy et 2dz;
nous trouverons

d2x d'2v d2z 1 dR dR dR
i ^ T77T Y —77* ~Z . 9 -{- — — X —— -f- Y —j— -f- Z —j— 31 dt- " dt- dt2 r dx dy dz
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Prenons pour plan des xy le plan de l'écliptique supposé fixe; soit e la lon¬
gitude de la Lune comptée dans ce plan, s la tangente de sa latitude au-dessus
de ce plan. On aura

7'cosr rsinc rs
(3) x— , y=T=., ;

y i -+- s- y i -H s y i -+- si

on en tire aisément
dR dR dR dR

et
dx2 4- dy2 4- dz- dr2 7'2 dv2 7-2 ds2

û?d2 d£2 i + s2 cfi2 + (IH-.S2)- c/Z2'
d2 x d2y d2 z d ( dx dy dz\ dx2-y dy2-y-dz2

_J_ v — 1- S = — I X u V — s- r. — —•X
dt2 y dl2 *" dt2 dt \ dt " dt ~ dt ) dp

_
aPr /'2 de2 r2 ds2
dt2 I-+- s'2 dt2 (i-W2)2 dt2'

de sorte que les équations (2) donneront

(4)

dr2

dt2

r2 dv2 7-2 «is2 2 r /*

1 -1- s2 <iZ2 (1 -t- s2)2 dt2 r + a J C '
d2 r - r2 dv2 r2 ds2 1 dR

_

'
dt2 1 4- s2 fl^2 (1 4- s2)2 ofz2 + 7" ' d7' '

on a posé, pour abréger,

/K\ ht, dR , dR , dR ,( 5 ) d'R — -r— dx 4- -r— dy 4- — dz,x ' dxôy^dz

et — ^ désigne la constante qui accompagne l'intégrale 2 j"r/'R, dont le sens est
précisé par la formule

C un C(dx dR dy dR dz\ ,

'Jd R= v (s m * dy di * T. a)d'-
En ajoutant les équations (4), on trouve

/ a \ i A?2 7-2 i i dR( A ) —-7-5- j h - — 2 / <i R 4- r -5— ;2 dt2 r a I or

c'est une équation fondamentale dans la théorie actuelle : elle se trouve déjà
dans la Mécanique céleste de Laplace.

Multiplions maintenant les deux premières équations (1) par —y et 4- x\
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théories de mm. lubbock et de pontécoulant. [67
nous obtiendrons

d ( dy dx\ dit dit dit
dt \ dt y dt ) X dy ,V d.x de '

d'où, en ayant égard aux formules (3) et désignant par h une constante arbi¬
traire,

« 37=-4
Enfin la relation

dR /• c/R rs dR
às y/j ^2 dz i + s2 dr

permet d'écrire comme il suit la troisième des équations (i) :

p di / rs \ i rs ^/n-s2dR s dR
dd ^ r~3 ^/T+T2 r Ts v/7T72 dr °"

Les équations (A), (B), (C) vont maintenant nous servir de point de départ.
Soient r' et v' le rayon vecteur et la longitude du Soleil; on aura, comme on

l'a vu à propos de la théorie de Laplace,
ryij r»2

R =
y"pT [i — 3s2-t- 3(i — s2) cos(2 v — 2 r')]

(6) |^3 ^i — ~^s2^) cos (r — p') -+- 5 ^1 — ^ s^j cos (3 c — 3 c')

où m' désigne le produit de la constante f par la masse du Soleil.

79. Quand on fait abstraction de R, les formules (A), (B), (C) deviennent

(7)

[ d*r- 1 1 dy , 1 + s!
2 dd r a °' dt 1 /'2 '

dd ( rs \ r rs
+ =1P.

\JT+T*) '■* v/i

On déduit de ces équations les développements de r, v et s, que nous repro¬
duisons en négligeant les troisièmes puissances de l'excentricité et de l'incli¬
naison,

/• 0-
- = i h e cos co cos 2 cp h- ...,
a 2 T 2 T

(8) { , • 5 . . y2 .» p = nt -f- s -h 2 e sin cp + - e2 sin 2 cp — -j- si n 2 r\ -h.. .,
4 4

s — y sin r) H- e y sin(<p — r\) -+- e y sin (9 -t- -/]) -I- . . . .
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y est la tangente de l'inclinaison de l'orbite sur le plan des xy, <p l'anomalie
moyenne et y) la distance moyenne de la Lune au nœud ascendant de son orbite;
on aurait donc, en employant les notations bien connues,

ep = + s —ro, Y) = nt -t- s — £3 ,

où cet Q désigneraient des constantes. Mais, en raison des variations rapides
du nœud et du périgée, les formules précédentes ne donneraient qu'une
approximation insuffisante. Aussi l'on pose

( 9 eut s — ro = nt -t- s — [sj H- (i — c) nt~\ ,

(9)
I n = gnt + e — Q = nt + £ — [8 4- (i — g) nt~\,

où c et g représentent des constantes qui seront déterminées ultérieurement.
On voit que cela revient à considérer une ellipse mobile tournant uniformé¬

ment dans son plan, tandis que ce dernier se meut uniformément aussi autour
de l'axe de l'écliptique; (r — c)nt et (1 — g)nt sont les moyens mouvements
du nœud et du périgée. Les formules (8) et (9) cessent de vérifier les équa¬
tions (7); mais nous avons le droit de les prendre comme point de départ de
nos approximations. Dans ce qui suif, a, n, e, y, e, w, Q seront des constantes
absolues, même dans l'orbite troublée de la Lune; nous prendrons pour n la
valeur qui se déduit directement de l'observation, de sorte que n sera la valeur
angulaire moyenne dans l'orbite troublée, a se déduira de n par la relation
nia3= i : c'est la définition même de a.

On aura, pour le Soleil, des formules analogues à (8), qui seront supposées
représenter exactement son mouvement,

—: = n — e' cosep'' cos2û>'4-. ..,«' 2 T 2 T

5
. v' = mnt -h e' -h 2 e' sin 9' -1- 7 e'2 sin 2 9' + ,

(10) { 4
9' — n' t-\- — ts' = mnt + e' — ro',

n'
m — — •

n

La quantité m, rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune, est
constante.

80. Si l'on porte les expressions (8) et (10) de r, v, s, r' et v' dans l'expres¬
sion (6) de R, ou plutôt dans sa première partie, à laquelle nous nous bornerons,

(11) R = ~ n'^r* (^77^ t1 — 3at2-t— 3( 1—s2)cos(2v —
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on obtient sans trop de peine le développement suivant de R, dans lequel nous
avons supposé a = i et, par suite, n — i et m = n',

_ m2 m2 m2
„ 3 m2 , , q m2 .

u —. e cos 9 cos 2 9 4 7- e' cos 9' 4- i-— e'- cos 2 0'
4 2 T 8 "4 8

3 m2 3 m2 /\ 3 m2 t

j— ee' cos(9 — 9') y— ee' cos (9 -f- 9 ) 4 y— cos 2 t,
/ \ 1 ^ t a(I2) \

9'U2 , y s 3/?l2 , -, , Il HI2 . .y
— —e cos ( 2 4 — 9 ) h — e cos ( 2 £ 4- 9 ) 4 g— e' cos ( 2 £ — 9' )

3 m2
, , y 15 m1 „ , > .

-g— e' cos ( 2ç 4- 9') h — e2 cos ( 2 ç — 29)+....

Nous avons posé, pour abréger,

\ = l — V — nt 4- e — n' t —■ s1 — (1 — m) t -h e — s',

et nous avons fait y = o, pour simplifier notre exposition. Tous les termes du
troisième ordre ont été écrits et même plusieurs du quatrième; 011 en verra la
raison plus loin.

De Pontécoulant désigne par ~ la valeur de i déduite des formules (8)
•

— = 1 + e cos 9 4- e2 cos 29+...,
r\

et par - la valeur exacte dans l'orbite troublée ; il pose

r r,

Il introduit ainsi ~ et y, et non pas r, et r, parce que l'une des inconnues finales
est la parallaxe de la Lune, qui est représentée, à un facteur constant près,
par Il admet ensuite que peut se développer en une série de cosinus
portant sur les arguments cp, 2cp, cp' qui figurent dans le développe¬
ment (12) de R,

d- = a0 4- a, e cos 9 -h a2 e"- cos 2 9 -t- a3 e' cos 9' -t- ah e'1 cos 2 9'r i

j 4-as ee'cos ( 9— 9') H- aB ee' cos(9 -H 9') -t- a7 cos2^

j + a„ e cos(2£ — 9) -i- e cos (2^ 4- 9) 4- «10 e' cos(2!; — 9')
1 4- alt e' cos(2£ 4- 9') 4- «12 e2 cos(2£ — 29)4-....

a0, al2, ... sont des coefficients indéterminés dont il faut calculer les va¬

leurs, ce à quoi l'on arrivera au moyen de l'équation (A); mais quelques expli-
T. — III. 22
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cations préliminaires sont nécessaires. On a

1

! ! ) =■ > \ ( i -+- cj 0 —>'/ V'T /■,/ V O

d'où, par la formule du binôme,

r* = r\- 2 r\ â ± + 3 /•} J- 4 r\ (ô ^
L'équation (A) devient ensuite

(,*,■* r?V 3 rî(*r)' ^(ôF
(l4) fa-•

= a /rf'R + r^.

3,^'V_4-r\ ô —
2 V /•,

1 - § 1 + I — 2 fd'
r 1 r, a J

Posons

(15) P==_(rî-03^+5rî(d-f.' 1 2 \ ' 1

remarquons que l'expression (11) de R donne
dR

''~dr = 2

rappelons-nous que nous avons supposé a = 1, et l'équation (i/j) deviendra

d2 â —

. /', » I I I d2/'2 d2P 7, r» r»(16) -^+ô7l+7i~l-2^-dF + 2JdR + 2Rz=0'
on a d'ailleurs

I 2 — i = e cos 9 -h e2 cos 2 9 +...,
(17) < r\ — i-t- - e2 — ie costp — -e- cos2<p + ...,

I d2 ;'2
f = c2(2ecos9 + 2e2 COS29) + ... ;

le facteur c- provient de ce que ^ = c [formule (9)].
81. On a ensuite

,D dR , dR , .wl\ — —— dx —1— . . . —f- ——- dx —. . . j

m »t> dR , , dR , ,dit — d'R -f- dr' + de' ;
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or, d'après (i i),

Il viendra donc

3R
dr' ~ ' dv'~ dv

d'R = dR + 3R^ + ^dv',dv

d'où

zfd'R + 2R = 4R + 6 dv'
ou bien, en tirant dr' et dv' des formules (10),

I 2J'c/'R + 2R == /jR + 6m jR (e' sin©'+
<

I +2m^+ 2e' cos9' -4- - e'2 cos 2 9'^ dt.
(18)

^-e'2 sin 2 es' 1 dt

Nous chercherons dans S— seulement les termes en m-. Il faudrait donc,
ri

semble-t-il, prendre dans les deux derniers termes de la formule précédenteR=o
et = o, car, autrement, le résultat du calcul contiendrait m3 en facteur.

dv

Mais il faut remarquer que certains termes s'abaissent d'un ordre par l'intégra¬
tion; ainsi, en bornant le développement (12) à

m2 3 m2 .

R — ——! »' '~r H 7— e' cos 9',
4 4

on aura

t, , , . , 3 . ,\ m2 , . , 3 m2 . .

R e'sia® H— e2 sin 2 <d' ] — —~e' sin<p H — en sin 2 a ,

d'où, en multipliant par dt, intégrant et remarquant que le coefficient de 1 dans
<p' est égal à m,

^R ^e' sin9'H- ^ e'2 sin 2 9'^ dt — — ~ e' cos 9'— en cos 2 9'.
^R

Il faut maintenant calculer Or l'expression (11) de R ne contient que

v — v', et l'on a

5 5
v — v'=Ç + 2esin9 — 2e'sin9' + ^e2sin29 — j e12 sin29' +... .

On en conclut
dR

_ c>R
dv _ d\ '
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et, en se reportant à l'expression (12) de R, on voit que, pour avoir un abaisse¬
ment dans l'intégration, il faut prendre seulement

dR ta
=- m-e* sin (2^ — 29).

On aura ensuite

f dR/ , , 5 „ \ i5 , , r . ,,

J — lu- 2 e cos 9 -+- - e'2 cos 2 9 j at — -f- m-e- j sin (aç — 2 9) al
i5 m"1 e2

, ..
= — — rCOS(2£ — 29).

42(1 — m — c) T

En portant les résultats précédents dans la formule (18), il viendra

2 fd'R + 2 R == 4 R — e' cos 9'
(•9) \ 9m' , i5/w! e21 — -^-r- e'2 cos2 9' cos( 2ç -— 29)-

4
i + c—i

Si donc on pose

<*») [*f™ + -7r
2 I d'R -1- /• = const. + Ri e cos9 +R,es cos2 9 + R3 e' cos 9'

-t-R^ e'2 cos29' -h ... -t- R12 e- cos(2^ — .29)+...,

on trouvera sans peine, en ayant égard aux formules (12) et (19),

Ri =- im\ R2 =- — , R3=;^, R4=9^!, R5=-3m!,2 2 4
9 T

R6 =—3ms, R7=3/?i2, R8 — — 9 m2, R9 = 3m2, Rio= -77—•>
(21) \1 c — 1

_ 3 m"1 i5/n2 I+ " m
—

1 12 -4 T"
I H

m

82. L'expression (i5) de P peut être bornée, dans la première approxima¬
tion, à

P = — (/'J — 1) <5— = (3e cos9 — 3e2) [a0-l- at e cos9 -H a3 e' cos9'+ «, cos2^
ri

-t- ase cos(2^ — 9) -t- «„ e cos (2^ -+- 9)].

Si donc on pose

(22)
P = P0 -h Pi e cos 9 + P2 e2 cos 2 9 -H P3 e' cos 9'

-T- P4 e'2 cos29'h- . .. -t- P12 e2 cos(2^ — 29) -h. • •
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on trouvera

( Pt = 3a0, p2 = P3 = Pt =o,

(23) P5=P6 = ^, P7 =0, P.= P,= ^2,' 2 2

P1o=P11-o, P12=^-s;
on a négligé e-a% et e2a0 devant a7, a,s et a9.

On peut maintenant, dans l'équation ( 16), égaler à zéro les coefficients de

ecoscp, e2cos2cp, e2cos(2£—2 cp ),

en tenant compte des formules (20) et (21) et ayant égard aux expressions (17)
de 1 et de • On trouvera ainsi

r, dt2

(H-a,)(c2— 1) = R, 4-c2P,
a2 (4c2—i)-t-c2 —i =. R2 -+- 4c2P2,
a-i {m2 — 1) = R3 4-/m2P3,
a4 (4«Î2 —1) = R4
as [(c — m)2— 1] =R; +(c —m)2Ps,
«e [(c + m)"-—■ j] = R6 -+- (c -t- /w)2P6,
a, [4(1 — »i)2—1] = R, + 4(i — m)2P7,
«8 [(2 — C— 2/n)2— 1] = Rs +(-2 — C — 27?z)2P8,
a9 [(2-1-c—2m)2—1] = R,, + (2 + c — 2m)2Pa,
a10[(2 — 3 m)2— 1] = R10+ (2 — 3m)2P10,
an[(2 — 7?ï)2— 1] — R,,-+- (2 — m)2 Pu,
«12 [(2 2 C 2 mY '] = R12 + (2 2C — 2 m )2 P12.

Remplaçons dans les formules précédentes les R; et les P, par leurs va¬
leurs (21) et (23) et réduisons les coefficients de at et P< à leurs valeurs prin¬
cipales, au moyen de l'expression approchée

3
2c = i— jm

qui sera obtenue dans un moment; nous verrons que les coefficients de n5, a0
et a» contiennent m en facteur. Nous trouverons finalement

(24)
(1 +a,) (c2— 1) = 3e2«0— 2m2,

J7l~

«2 ( 4 c2 — i ) H- c2 — 1 = 6 c2 a, —
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et
3 m.2 gm2 21 m 21 m

a3 — > ak — —> at, — —g- ' as — — ~g '

. , . i5 m 33 7tz2 n m2
(25) \an--=m2, a 8 = —, a9— —«10— —->

777 2 15 7?l2
^12—^11 > 12 /

\ 2 4

Nous avons ainsi calculé les parties principales des perturbations de

83. Passons maintenant au calcul des perturbations de v. La formule (B)
donne, pour s — o,

, „, di> h 1 f ÙR . h(26) Tt = 7 + 7j Tv<"=7+V-
en posant

TT — _L f
d\

u = 4 / ~dt.

On tire de la formule (12)

pr 3 m2 . y. g m2 . , v . 3 m2 . r
— — sin2 4 + —— e sin(2^ — 9) e sin(aÇ + 9)

O T TY) ^ 4 TV) ~ ! O Yïl ~

— e' sin\ — 9') H e' sin (24 + 9') — e2 sin(2^ — 29).
4 4 4

Il en résulte

3 m2u=-L
^ ■ cos2^ — ecos(2| — 9)4—— ecos(2^ + 9)

217nr . , .r ,, 3 7772 , .. , i577î . '
H TT— e' cos (24 — 9 ) n— e' cos(24 4- 9') e2 cos(24— 29)

d'où, en remplaçant — parr\

g2 ^ ^2
i + — -H ie cos 9 H—- cos 2 9,

tt 3 7712 ^ i 5 77î2 j. 5 m2 .U = -7— cos 24 — e cos (24 — 9) H 7— e cos(24 + 9)
4 4 4

(27) \ + —g—e' cos(24 — 9') — e' cos(24 -+- 9')
i5 m . . y .

Q 6~ C0S ( 2 5 ~~ 2 9 ) *

On remarquera que le coefficient de cos (2^ — 2tp) a déjà perdu un facteur m.
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On a ensuite

/ \ r1 r

d'où il résulte

e2 5 e2
= 1 4- — 4- 2 ecos 9 h—— cos 2 9

1 / 1 s 1 Y 1 2 s 1
-.5 — - -i à — = — +

(2 + 2 ecos9 4- 2 e2 cos2 9) [a04- «i e cos9 h- a2 e2 cos2 9 4- a3 e' cos9' 4- a4e'2 cos29'
H- W3 ee' cos (9 — 9') 4- a6 ee' cos (9 -t- 9') -t- a, cos2^
4- a8 e cos ( 2 X — 9 )■4- «9 e cos ( 2 £ 4- 9 )

■ a e' cos(2^ — 9') 4- an e' cos(2^ 4- 9')
+ «ne! cos(2£ — 29)].

On en tire, en effectuant la multiplication,

(
p = 1 + + 2«0 4- e2 -I- 2 (1 -t- «04- 04) e cos 9 4- 4- 2a04- a, 4- aa2^j e2 cos 2 9

i4- 2a3e' cos9'4- 2a4e'2 cos29*4- (a34- 2«,) ee'cos (9 — 9') 4- (a34-2a6) ee'cos(9 4- 94- 2fl, coS2| 4- («7 4- 2«s) e cos (2£ — 9) 4- (a7+ 2«s) e cos (2^ 4- 9)
+ 20,oe' cos (2£ — 9') 4- 2011 e' cos( 2^ 4- 9') 4- (fl7+a,+ 20|i)e2 cos(2^ — 29).

Les formules (26), (27 ) et (28) donneront ensuite

= h ^1 4- e— 4- 2 0,+ «! é^j 4- 2/i(i 4- «o+ «1) e COS9
4- h 4- 2«o+ «1 4- 2«îj e2 COS29 4- U',

en faisant

U' = 2«3 e'coS9'4- 2 01 e'2 cos29'4- («34- 2a;) ee' cos(9 — 9') 4- (a3+ 2«6) ee'cos(9 4- 9')
/ Zm-\ y ( i5 mi\ ■

4- (2 a7 4 j cos 2 £ 4- la, 4- 2 a8 — I e cos(2 Ç — 9 )
( 5dî2\ , , ( 2IW2\ , , ,r ,

4- la, 4- 2 a9 4 — j e cos ( 2 ç 4- 9) 4- I 2«104 g—J e cos (24 — 9')
4- ^2au — e' cos (a£ 4- 9') 4- (^a74- a% 4- 2«12 — -qj—) e2 cos(2g — 29).

On remarquera que, dans U', on a supposé h= 1. D'après la définition de /*, on
dv
dt

doit égaler à n, donc à 1, le terme non périodique de ^> ce qui donne
, e2
/2 = 1 — 2«0 — rti e-,

~ =i + (i-0o+a,) 2 e cos 9 -r ^ - 30o + 0,+ 2asj e2 cos 2 9 4- U'.
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On en tire, en intégrant,

chapitre x.

i — a„-ha, . r /5 3a0 a, \ „ .
v — t 4- £ 4 2 e sin 9 4— 7 1 h «„ e2 sin 2 œ

c T c \4 2 2 /

-+- e' sin9'+ ^ e'2 sin 29'+ 2a5) ee'sin(9 — 9')4-(«34- 2at) ee'sin(9 4- 9')
/ ^ / 15 lllP" \

-+- (^a,4 g—j sin2^ 4- (^a74- aa8 — —^— J e sin(2^ — 9)
a,+ 2a9 5m!\ . . v , ( 21 /«2\ . . , y ,N

•

g 1- 77" ) e sin (2^4-9) 4- ( «,<,4 jg— j e sin (2 £ — 9')
/ 3/?j2\ , . j. , /a, 4-«„ 4-2a,j 15\ .

+ P1 - IT j e s,n t3? + ?') - ( 77^ 76 j e"sin (2^ ~ 2P
On voit que plusieurs des coefficients a,- sont affectés dans v du diviseur m\

le coefficient dee2sin(2c; — 2<p) renferme même une partie', — p|' d'où m a
complètement disparu, à la suite des deux intégrations faites pour obtenir
U = ,-,/§ dtetfU'dt.

Si l'on remplace enfin les <7 par leurs valeurs (25), on trouve

i — o!0 -h , , „; ^ I 5 _ 3 a,— 3a04-2a.2'(29) c = <4-e4 —^ 2 e sin 9 4- (7 77,n2 0 ) e2 sin2 9 4- U",
en faisant

tt„ „ , . , q m . . , 21 m j . . : 11 m ,sU —— 3 me'51119'— e'2 sin 29'h ee'sin(9— 9') ee'sin(9 4- 9 )

, 11 m2 . i5m . , v . 17m2 . „ . n

(3o) ; 4- -—g— sin 2^4 e sin (2^ — 9) 4—— e sin (2^4-9)
I 11 JTt^ T T /?? ^
j 4- g e' sin (2^ — 9') — e' sin (2^ -t- 9') 4- D me2 sin(2£ — 29).

Les termes indépendants de m se sont détruits dans le coefficient de
(?2sin(2? — 2<p); cela est conforme à un théorème de Laplace {voir la Méca¬
nique céleste, Liv. VII, p. 244)- be coefficient D n'est pas donné parle calcul
tel que nous l'avons simplifié; pour l'obtenir, il faudrait, même dans cette
première approximation, tenir compte de certains termes contenant les pro¬
duits deux à deux de quelques-uns des coefficients <7; il serait facile de faire
cette opération complémentaire, mais nous ne nous y arrêterons pas.

84. Calcul de a0> a\ et c. — En faisant s o dans la deuxième équa-
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THEORIES DE MM. LUBBOCK ET DE PONTÉCOULANT. I 77

tion (4), il vient
dv" 1 d'2 r i X e)R
dt2 r dt"2 ' r3 r dr

Nous allons égaler dans les deux membres les parties non périodiques en y
négligeant e. Nous pourrons écrire d'abord

dv2 1 d2r /1 \3 2R
3F- F-dë + \7t +a°+---J ~7T-

La partie non périodique de 7 c~ contient e en facteur; ^ contient le terme
ni2 m- . , .

; ~r — —: il viendra donc4 2

d'où

(31 )

„ m
1 = 1 + 5(1,

2

De Pontécoularit, afin de pouvoir comparer plus facilement ses résultats à
ceux de ses prédécesseurs, a déterminé la constante a{, qui reste arbitraire,

par la condition que la valeur de 7 soit, dans ses deux premiers termes, de la
forme

7 = E [1 -h e cos (cv — II)],

e étant le même que ci-dessus. Or on a

1 1
s 1

- = ho —= i+ fl,+ (i + «,)e coscp -+-...,r r 1 /+

cp = <p0-h- ci, v = I + £ + (c — 2(!,+ 2a,)esin!p+....

Il en résulte

7 = i -h- «04- (1 -h- at) e cos (cv —- II +...),.

On doit donc avoir, au degré d'approximation réalisé jusqu'ici,

T. — III.

m2
1 ci [ — 1 -f- ci ci\ := -g- -+- • • • î

23
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après quoi les équations (24) donnent aisément

, 3 m- 3 m2
c — 1 =. —; 2 m- — ,

0 2

, 3 m2c2 =

dim2
C

0 3 t?Z2 m26 a* —m h . . . ,
2 2

2 m*

«s=^-

Voici donc la conclusion de cette première approximation :

i m2 ( m2\ ( im2\
- = H- — -+-1 1+ -g- ) e cos ? + ( 1 3"" ) e cos 2 9

3"î2
, , 9'ni „ ,

— —e' cos 9 — ^ e 2 cos 2 9
21 /72- 2 I 772

H g—ee'cos(9 — 9') g—ee'cos(9 -t- 9')
I 5 772. 3 3 771 ^

-+- /n2 cos2£ H g— e cos(2^ — 9) -i -g—e cos(2^ — 9)

+ e' cos (2^ — 9') — e' cos (2^ -1-9') — e2 cos(2£ — 29),

( Zm2\ . /5 23/w2\
(' — < -I- 6 H- (2 H — Iesin9 + UH 16/ e" Sm 2 ^

— 3/we' sin9'— e'2 sin 29'

21 /« ... ,. 21/w , . . ls

-I ee' sin(9 — 9 ) — -y— ee sin(9 -+- 9')
11 m2 . „ i5w/ . , . . 11 m'- .

-+- —g— S11124 H e sin (2ç — 9) H—ig— e sin(24 + 9)

+ si" (2£— <p') — e' sin (2Ç h- 9') + D/we2 sin(2^ — 29) ;

3 m2
9 — cnt -1- s — ta* i c — 1 — — h . . . .

85. Pour procéder aux approximations ultérieures, il faut d'abord augmenter
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R de S, R,
» dR . 2 dR . i dR »o, R = — drt + —- ov — — ;-2 rr- d 1- — âv,dr dv dr i\ dv

<5,R = — 2R/-,â— +

On remplacera S — et Se par leurs valeurs précédentes et l'on développera

les expressions — 2Rr, S-i et ^5Se suivant les cosinus des arguments <p, 2cp,/ 1 Ot,

©', ... et de nouvelles combinaisons. On en déduira ensuite les nouvellest 7

valeurs des quantités R,-. De même, il faudra prendre les deux premiers termes
de la valeur (i 5) de P,

et il faudra développer cette expression suivant les cosinus des mêmes argu¬
ments. En s'adressant à l'équation (16), on formera les nouvelles équations
propres à déterminer les coefficients ah et de même les coefficients du déve¬
loppement de v — t — £, et ainsi de suite.

L'auteur n'a pas donné le détail de ses calculs; il a transcrit immédiate¬
ment la valeur de la fonction R fournie par une série d'approximations, en né¬
gligeant e, e' et y dans les coefficients de

coso, ecosep, e2cos2<p, e' cosep',

la partie non périodique de R a été calculée jusqu'au terme en m8 inclusive¬
ment; pour les coefficients suivants, on va moins loin, en raison des facteurs
e, e, e2, ... qui s'introduisent. Il a montré ensuite en détail comment il faut
faire la nouvelle approximation pour obtenir des valeurs plus exactes de S-1- et
de Se. Cette façon de procéder dans l'exposition est rapide, mais peu claire; j'ai
préféré effectuer complètement la première approximation. Il faut reconnaître
que la méthode est bonne en elle-même et infiniment plus rapide que si l'on
employait la méthode de la variation des constantes arbitraires. Le nombre des
coefficients différentiels • • • que l'on est obligé de cal-

07■ ov os dr 2 dr dv * 0

culer est ainsi bien réduit; la besogne n'en reste pas moins considérable, et il
aurait fallu plus d'un autre volume pareil au Tome IV de la Théorie analytique
du Système du Monde pour les développer in extenso. Dans le Chapitre III, de
Pontécoulant détermine par la même méthode les termes dépendant du carré
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et des puissances supérieures des excentricités et de l'inclinaison, servant à
compléter les expressions des coefficients des inégalités développées dans les
Chapitres précédents. Dans la suite de son Ouvrage, il emploie aussi la méthode
de la variation des constantes arbitraires, notamment pour le calcul plus exact
des quantités c et g et de l'accélération séculaire.

On a pu voir dans le Chapitre VII (colonne H. — Po.) comment la théorie
de Pontécoulant représente les observations.
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CHAPITRE XI.

THÉORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY.

86. Principe de la méthode. — Les difficultés que présente la théorie de
la Lune tiennent surtout à ce que les résultats fournis par les approximations
successives ne convergent que très lentement. DansJe cas des planètes, les iné¬
galités qui sont du second ordre relativement à la fonction perturbatrice sont
généralement faibles, et l'on peut presque toujours négliger celles du troisième
ordre. Pour la Lune, il n'en est pas ainsi: certaines perturbations sont encore
sensibles, bien qu'elles soient du cinquième ordre. On conçoit la complication
qu'entraînerait l'enchaînement ainsi prolongé des approximations successives.

Dans la nouvelle méthode, il arrive que, si l'on réduit la fonction pertur¬
batrice R à sa partie non périodique et à un seul terme périodique g, les
équations dont dépendent les dérivées des éléments peuvent être intégrées
rigoureusement. On peut donc calculer les intégrales correspondantes avec
toute la précision désirable. Il y a lieu de se demander s'il n'est pas possible
de tirer parti de cette circonstance et de ramener le problème à un autre du
même genre, dans lequel la fonction perturbatrice ne contiendrait plus le
terme S. Si, en effet, après avoir effectué les intégrations dont on vient de par¬
ler, on regarde comme de nouvelles variables les constantes arbitraires intro¬
duites par l'intégration, il arrive que ces nouvelles variables dépendent d'équa¬
tions de même forme que les premières. On est donc ramené à une question
pareille, mais dans laquelle on a extrait un terme de la fonction perturbatrice.
Une nouvelle opération fera disparaître un second terme périodique g', et ainsi
de suite. Quand on aura ainsi tenu compte avec une grande rigueur des termes
les plus influents, on pourra se contenter, pour les autres, de la première
approximation. Le plus grand avantage de la méthode consiste peut-être dans
la division du travail en une série d'opérations distinctes, qui sont toutes de
même nature.
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87. Équations différentielles du mouvement. — Nous laissons de côté
l'action des planètes et l'influence de l'aplatissement de la Terre dont nous
tiendrons compte plus tard; nous n'aurons donc à considérer que trois points
matériels S, T, L, les centres de gravité du Soleil, de la Terre et de la Lune, où
seront concentrées les masses M, m0 et m, de ces trois astres. Soit G le centre
de gravité de T et de L; on sait (t. I, p. 63) que le point S décrira à fort peu
près une ellipse képlérienne, non pas autour de T, mais autour de G comme
foyer. C'est là l'origine d'une légère complication dans les équations différen¬
tielles. Menons par le poinL T trois axes rectangulaires de directions invariables
et par G trois axes parallèles aux précédents; désignons par x,y, z, x\,y\, z\
les coordonnées géocentriques de la Lune et du Soleil, par x', y', z' les coor¬
données du Soleil rapportées à l'origine G; posons

TL = /■, TS = /-;, GS = r', SL = A,

p. = f(/w0-4-m,), m'—{M, g— •
Hlo -t- III 1

Nous aurons, pour déterminer x, y, z, les équations différentielles
d*-x

t \i,x
dl2 ' /•3 \ A3 r'3

d%y | >.r _ m,(y\ — r _ y\
dt2 rs \ A3 r',3
cl- z fez , f 5, z z,
cW- r3 ~~ \ A3

Nous avons, d'autre part, les relations

x\ x' + crx, y\ — y'-\- esy, z\ =3,+ ir;,

A2 =;('x' — x -+■ ux)2-h {y' — y + cry)2-i- (s'— z -t- ers)2,
/q2 — (x'+ ax)*--\- {y' -h o-/)2-t- (z' -h ers)2,

qui donnent
x\ — x x\ à

A 3 43j3 dx
-h

(i — a) A ar\

de sorte que les équations différentielles du mouvement de la Lune pourront
s'écrire

I d2x f1.x _ ÙR
i dl1 7*3 dx'

(T)
d2 y fxy c)R
Ht* + T3 ~"dy'
d2 z jj.z ùR
dt'2 r3 ~~ dz '
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(2)

R=r m'\ —Lo r) \J{X'— X H- (y' — / + ffy)2-t- {z'— 2 + I!)!
1

H

afix' + crx)2-i- (y'-\- tyy)- +- (z'+ azy-

Commençons par négliger la fonction perturbatrice R; les équations (i) re¬
présenteront un mouvement elliptique, et leurs intégrales seront données par
les formules

x = /-(cos v cos A — sin v sin A cost),

y — r(cose sin A -+- sinecosA cost),
z = r sin e sin t,

(3)
u — e s'mu = l — n(t c), v/-V a3

v — g /i+e u
r = a(i — ecosw), tang—~ — i/ -tang--

Les six éléments elliptiques sont a, e, i, h, g et c. Traçons une sphère de
rayon i ayant son centre en T; elle sera coupée suivant les arcs de grands

Fig. 8.

cercles xy et NL par le plan fixe et par le plan de l'orbite ; le rayon vecteur r et
le rayon mené du point T au périgée le rencontreront aux points L et II (fig. 8),
et Ton aura

A = ;rN, t = /NL, g- = NII, v = NL.

Ainsi h désigne la longitude du nœud ascendant, i l'inclinaison, g la distance
du périhélie an nœud, v l'argument de la latitude, / l'anomalie moyenne. On
aura ainsi, en appelant U la latitude PL et Y la longitude a?P, comptée sur le
plan fixe des xy,

(4) tang(V — A) = tange cost, sinU =r sin v sin i.

88. Pour tenir compte de R, Delaunay emploie la méthode de la variation
des constantes arbitraires. Il suppose donc que les quantités a, e, i, h, g, c
deviennent variables, de telle façon cependant que, dans le mouvement réel,

dx dy dz . . . , ,

x, y, z, —j-y conservent les memes expressions que dans le mouvement
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elliptique, ces dernières étant données par les formules (3) et par celles qu'on
en déduit par la differentiation. Mais, au lieu de conserver tous les éléments dé¬
finis ci-dessus, il introduit les éléments canoniques que nous avons considérés
dans le Tome I, p. i65; ce sont, aux notations près,

^ ; C = — G = \Zpa(i — e2), H = — e'1) cosi,
le. 8> h.

1 dC dR de dR
l dt " de ' dt dC'

1 dG
_

dR dg
= _

dR

1 dt àg ' dt dG;

1 cm dR dh_ dR
\ dt dh ' dt dH'

Les nouvelles variables devront satisfaire aux équations différentielles cano¬
niques

(6)

R est maintenant une fonction de t et des six éléments canoniques, qui est don¬
née par l'enchaînement des formules (2), (3), (4), et aussi des formules ana¬
logues à (3) qui font connaître x', y' et z'. Ces dernières sont, en accentuant
les lettres et faisant i' — o (ce qui revient à prendre le plan de l'éclipticjue pour
plan des xy),

(3') x'— r' cos(p'-i- h'), y' =s r' sin(p'+ h');

p'-t- h' sera la longitude du Soleil; nous représenterons la longitude du périgée
solaire par g' -t- h'. Les éléments de l'orbite solaire sont regardés comme con¬
stants.

89. Développement de R. — Représentons par a le cosinus de l'angle SGL,
G désignant, comme à la page 182, le centre de gravité de L et de T; on aura

xx' + yy'-+■ zz'— rr's, x2 -t- y2 -t- z1 — r2, x'2-\- yn-\- z'2 =. r'2,

et l'expression (2) de R pourra s'écrire

^ m' i i ^ 1 1

|ji —a) \ /1 — ^-(1- <j)s+ piG — °Y- * ^ !+ -p-as-h ~a2 J
ou bien, en introduisant les polynômes de Legendre (t. Il, p. 25oeta54),
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R -

,./^j J^1 + si p(> — ff) + • • --1" (' — <*)" -+-••■
m' \ r, !' , o

+ pp j^1 — S, pui )" S„+ ... ;

d'où, en négligeant un terme en p> qui ne dépend pas des éléments de l'orbite
lunaire,

ni' /•- 777 ' r*3 777' j,ri
(7) R=^-S2+^f S3(i-2a)+...+ ^S„[(i-CT)"-,-(-<T)»-1]+....

On voit que, pour tenir compte de ce que l'ellipse solaire est décrite autour
du point G comme foyer, il suffit de multiplier les divers termes du développe¬
ment

/on i>n mlr2 „ m'r3 „ , r" „(8) (R) — —j- b, H—pj- S3-I-... -+- m p—, S«-t-...

par les facteurs
I, I — 2<J, (1 — ff)"-1—(—o-)"-1.

Plana et Hansen, après lui, avaient considéré seulement le facteur 1 — 2a;
c'est M. Harzer (Astron. Nachr., n° 2941; 1889) qui en a donné l'expression
générale; nous avons simplifié sa démonstration. On peut donc s'occuper d'a¬
bord du développement (8); dans la pratique, il suffira de multiplier les parties

777/ 7*3 j

provenait de ~p^-S3 par le facteur i-2u = i —^ environ; ces termes sont
ditsparallactiqu.es. On a vu la raison de cette dénomination dans le Chapitre Vil,
page 108.

11 reste à former s; on pose

sini=y,
et les formules (3) donnent

j — cos(e -4- h) -+- 2y2 sine sin/i, ~ ;== sin(e -t- h) — 2y2 sine cos/1;

en ayant égard aux relations (3') et à la définition même de s, il vient
s = (1 — y2) cos ( v — e'-H h — h') -t- y2 cos( v -t- v' — h -t- h').

On formera aisément les puissances s2, s3, ... en transformant les puissances
des cosinus en cosinus des multiples des divers arcs et négligeant les puissances
de la petite quantité y à partir d'un certain ordre. Delaunay s'est déterminé à

T. - III. 24
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conserver dans le développement de R les petites quantités jusqu'au huitième
ordre inclusivement; e, y, ë sont considérés comme étant du premier ordre,
p et, par suite, du second. Comme le premier terme de la formule (8) con-

f2
tient -pr2> on voit qu'il sera permis de négliger y0. Les formules (7) et (8) don¬
neront donc pour R une suite de termes de la forme

rP
(9) cos \iv -+- q'W h- h') 4- v/i].

On a ainsi développé R, d'abord suivant les puissances de et de y2 ; il faut
développer maintenant suivant les puissances de e et ë.

Les formules du mouvement elliptique donnent
r

a

v

011 trouvera les expressions des coefficients ai,,- et lit,- en fonction de e dans le
Tome I, n° 93. On formera les développements de

„ COS . , , 1 COS _ ,, , , , -,
rp . (qv-t-vh), -r—r . [q (v -1-A )],

sin ' ' r'P+1 sinL1 J

et on les portera dans les expressions (9).

Finalement, le développement cherché sera de la forme

(10) R =— B — ^ A cos [{'/ -+- i1 g -I- i" h -+- i!"V — i,v(g'~t- A')],

où les quantités A et R sont des polynômes ordonnés suivant les puissances
• CL • • 771f a2 •

des quatre quantités e, ë, y, —, qui contiennent tous en facteur —,— ; i, i', i",
i'", ilv désignent des nombres entiers positifs ou négatifs. On trouvera ce déve¬
loppement dans le Tome XXVIII des Mémoires de l'Académie des Sciences,
p. 33-54 (f); il se compose de 324 termes, y compris les deux termes ajoutés
plus tard (p. 883). On peut donner quelques indications sur l'ordre de A, à la
seule inspection des coefficients i, i', ... qui figurent dans l'expression de l'ar¬
gument de la formule (10). Soient, en effet, £ et 47' les longitudes moyennes
de la Lune et du Soleil, ra et ra' les longitudes des périgées, £2 la longitude du
nœud de la Lune; on aura

h=Q, l — h'+g'=m',

= X0 H- Xt COS l -t- X2 cos 21 -t-. . . ,

= g +l -t- lib, sin I -+- i)i>2 sin 21 -f ... ;

(') La théorie do Delaunay remplit entièrement les Tomes XXVIII el XXIX.
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et l'argument deviendra

Î-C+ + {i' — i) ra + (1" — i') S — («IV+ i'") ts'.

La somme algébrique des coefficients de 4L, ®, £2, et gt' doit être nulle;
donc i" = i". D'après ce qu'on sait (t. I, n° 123, p. 3o6), les exposants de e,

y et e dans A seront égaux à
| i' — i|, | i" — i'\, | i" + i" |, plus des nombres pairs ;

i" — i' devra être pair; B ne contiendra que des puissances paires de e, e' et y.
Il sera encore nécessaire d'avoir les expressions de la longitude Y et de la

latitude U, ainsi que de qui, multiplié par le rayon terrestre équatorial,
donnera la parallaxe équatoriale de la Lune. Les formules (4) donnent

V — h — v — tang2 - sin 2 r + - tang1 - sin 4 v —...,0
2 2 0 2

U — ~ U3 -1-... = sin i sin v, U = sin i sin p + j sin3 i sin3 c H-... .6 6

On trouvera ainsi aisément des expressions de la forme

I V = h-Y-g-Y- l + V JUsin(a/-l- $g),

(11) ' U = ^ X' sin(«^+ $'g),
'

2 JU" cos a." I.

Enfin nous écrirons le développement (10) comme il suit

(12) It — — TS — A cos(i7 -+- i' g -+- i" h -+- i'" n' t-Y- q),

en désignant par q une constante et par n' le moyen mouvement du Soleil.
En appliquant la quatrième des formules (6), 011 rencontrerait un grave

inconvénient. Considérons, en effet, l'équation
de dR
dt ~~~ dC;

a étant une fonction de C, il en est de même de rc; par suite, la dérivée ^ se
composera de deux parties, l'une obtenue en faisant varier C dans le
terme non périodique B et dans les coefficients A, l'autre obtenue en faisant
varier C dans /et tenant compte de / = n(t + c). On aura donc
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On voit que le temps sortirait des signes sinus dans toute une série de termes.
Pour éviter cet inconvénient, on introduit / au iieu de c; on a

dl de , . du dC
dï-n + ndt + {t+c)dt~m

dR
àG

du dR
+ dT

En remplaçant par sa valeur (i3) et ^ par — X n, il y a une réduction,de dl
et il reste

04)
dl /dR
~r = n — «dt \ dC

de
__ <m

dt ~ n di '

L'inconvénient en question n'existe plus ; seulement les équations précédentes
n'ont plus exactement la forme canonique. Posons

dC
n

: dL = ^ ■ da — du. ---- — d\Ju.a,
2 lia1 2\Ja

L = \/[xa ;

les formules (14) deviendront
dl

Soit enfin
dt

dR
àL'

dL dR
dt dl

R+ -C- =R' ;
2 a

on aura

_
dl

dL dL 2 a- dL dL " dt
dR' dR ;j. da dR
dL àL 2 a- dL dL

et il viendra finalement, en supprimant l'accent de R,

(A)

/ dL dR dl
_

dR
1 dt

~

dl' dt dL'

) dG dR dg__ dR

1
~

dg' dt dG'
dl\ dR dh dR.
dt

—

dh ' dt dÏÏ;

R =
2 a

xx -+- yy'

(«)
( L —

L2

\J{x— x'Y-\-{y—j')2-|-.s2 rr

G = y/p.«(i— e2), H —y/p.a(i — e2)cos«,
G2

„ H
e 1 — Jy' •■y = l-Ti¬

ff = distance du périgée au nœud,
h = longitude du nœud ascendant,
= anomalie moyenne.
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On remarquera que, dans la formule (12). les coefficients A, ainsi que la

partie B, dépendent seulement des variables L, G, H; quant aux variables con¬
juguées, /, g, h, elles figurent uniquement dans les arguments et sous forme
linéaire.

Voici le développement de R, en conservant seulement les quantités du qua¬
trième ordre et quelques-unes du cinquième :

T> H- ,a*R -- r - 4- m'
ici a'6

5)

1 3 3 3
, /1 3 , \ . 3 , ,

7: y2 4- 0- e- 4- 5 ë2 — e —h 7 e'2 cos / + e cos /'
4 2 ' 8 8 \i t\ J 4
i*3 3

—

5 e2 cos2 / — 7 ee' cost / -1- /') — 7 ee' cos(/ — /') 4- § e'2 cos2 /'
o 4 4 o

^ ^ y21— ^ e2— e'2^) COS(2/4-2^-4-2/1— il'— ig'— ih')
3

—

„ e'cos(2 /4- 2f-|- 1I1 — /'— 2£■' —• ill')
O

2 I
4- -g- e' cos (2 / 4- ig 4- ili — 3 /'— 2^-'— 2/1')

e e'^j cos (/ -1- 2^ 4- ill — 2 /'- ig'— ih1 )
4- e

5i

~e'2"") cos(3/4-2^-4-2/1 — il' — 1 g' — 1I1')

e'2 cos(2 /4- 2g- 4- ih — 4/' — 2 & ' — 2li )

-I- § ee' cos ( / 4- 2 g 4- 2h — V — ig' — 2 h' )
O

63
77 ee' cos ( / 4- 2 g- 4- 2 h — 3 /' — 2 g' — 2 /t' )

—

rr ee' cos (3 / 4- 2g -h 1/1 — /' — 2/— 1/1')
O

2 J

-+- -g- ee' cos(3 / 4- ig 4- 2h — 3 /' — ig'— ili' )
16

4- -5- e2 cos (2 g 4- ih — il' — 2 g' — ih' )
O

3 3
4- j e2 cos(4 / 4- 2 4- 2 /i — il' — 1 g' — 1/1') 4- - y- cos (2 / 4-2 g)4 2

3 3 et
4- - y2 cos (2/'4- 2h'+2g'— 2h) H- g —, cos(/4-g-h h — /'— g'—h')

4-1 ™ cos(3/4- 3 g- 4- 3 A — 3/' — 3g-' — 3A' )

90. Étude générale d'une opération élémentaire. Del au nay considère
à part l'un des termes périodiques, en posant

(.6) R =r — A cos ( il 4- /' g 4- /" A 4- i'" n' t 4- q ) — B 4- R)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IQO CHAPITRE XI.

R( désignant l'ensemble des autres termes périodiques, et il montre que, en
négligeant d'abord R(, on peut intégrer rigoureusement les équations (a). Nous
aurons donc pour le moment

(17) R = R0=— Àcosô — B, e = il + i'g + i"h + i"n' t + g.

J'ai remarqué dans ma Tlièse de Doctorat (Journal de Liouville, 1868), que
l'on pouvait effectuer cette intégration par la méthode de Jacobi, et qu'il en
résultait certains avantages pour la suite de la théorie. Je vais donc modifier
dans ce sens l'exposition de Delaunay. On sait (t. I, Introduction, n° 6) que,
pour intégrer les équations (À) dans lesquelles R a la valeur (17), il suffit de
considérer l'équation aux dérivées partielles

o dS /. dS dS dS , \(.S) __B-Acos^5E+,'5S+i'5H+1 n't+gj= o

et d'en trouver une solution renfermant trois constantes arbitraires, en dehors
de celle que l'on peut ajouter directement à S. Il est indispensable de se rap¬
peler que A etB sont des fonctions connues de L, G et H. L'équation (18) con¬
tient t explicitement, mais sous une forme simple; on peut le faire disparaître
en prenant

/ \ o — rt i*n't+q c,( J Ç) ) S — Ci t *—; L -I- S 1

C désignant une constante arbitraire et S' une fonction de L, G, H qui ne
renferme plus t explicitement. On aura

dS „ i" . dS i'"n't-\-q dS'
-r- = G r n'L, ÏT = ■ + -T.->at 1 dL 1 dL

dS
_ dS^ dS _ dS;

dG~dG' dH dit'

et l'équation (18) deviendra
'

,1 _ . /.dS' ..dS' dS'N«'L —B —Acos (Tp+f'-nr + i'V dL d(j dH

ou bien

. . . dS' .,dS' , .„ dS' C-B,(20) 1 jf + 'V + ' lïï = ai'C COS —:dL du dit À

en faisant

(ai)
i'"

B, = B + - n'L
l
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Le second membre de l'équation (20) est maintenant une fonction connue de
L, G, H et de la constante C; il suffit donc de trouver une solution de cette

équation avec deux nouvelles constantes arbitraires.
Au lieu des variables G et H, introduisons-en deux nouvelles, (G) et (H),

définies par les relations

(22) 6=CL+(§), H = y L -H (H),

et désignons par la dérivée de S' par rapport à L, après qu'on aura fait
, PL

la substitution (22); nous aurons

PS'\ PS' f PS^ r PS'
PL / _ PL + 7 PG + i PH'

PS^_ PS(_ PS' _ PS'( } PG P(G) ' PH P(H)'

et l'équation (20) deviendra

PS'\ C-B. / as
; ( PL

= arc cos -

A

Le second membre est maintenant une fonction connue de C et des variables
pet
PL

f ()S
L, (G) et (H); le premier membre ne contient que la dérivée ( ~rr ) ■ On aura
donc S' en ajoutant à l'intégrale

f C — B, dL
arc cos —; -

une fonction arbitraire de (G) et (H); nous prendrons pour cette fonction
(g) (G) -1- (h) (H), (g) et (h) désignant deux constantes arbitraires. Nous
aurons donc

(24) S'=j"arccos^=^-y + (g-) (G) + (A) (H).
Faisons

(25) K=fai'ccos(^^'- ^ = K[L, (G), (H), C],
et nous aurons, en nous reportant aux formules (19), (22), (24) et (25),

S = Ct.- + <JL + K ( L, G - AL, H - èL, C
(26)

l l

+ (y)(G-U +(A) H-7L .
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C'est l'intégrale complète que l'on cherchait pour l'équation (t8); elle contient
les trois constantes arbitraires C, (g) et (h). D'après le théorème de Jacobi, les
intégrales des équations (a) seront données par les formules

(27)

dS . dS dS ,

dL ' dG ~8' dît
dS dS dS

= const . — — c, -r-—-= const., — const.dL dig) d(h)

On a d'ailleurs, en ayant égard aux relations (22),

( a-i dS -, i' „ dS „ î"( 28 ) 77 r — G — -r L = ( G ), 77-77 — H — L (H),o(g) i à {h) t

ainsi (G) et (H) sont des constantes. On a ensuite
dS

t \
dK

dC
— C -f

dC ~

dS
— {g) H

dK
dG d(G) "
dS

= (h) -
dK

dH
h
d(H)-

c,

h,

dS
_ i" a' t -\- q dK V d K i" dK i> i" _ ,

dL i + dL i d(G) U d(H) i{8> jOO — G
d'où

it -\- i1 g + i"h-h i1"/l't-h q — i~ — arc cos ^ •dL A

Voici donc l'ensemble des formules auxquelles nous sommes conduit : il
s'agissait d'intégrer les équations

i dL dR0 dt
_

dR„
i dL àl ' dt dL '

(1)
! dG dR0
i dt ôg '

dg_ __

dt
dR„
dG '

I dH dR» dli dR0
\ dt àh dt dH '

(II) R0 =— R —AcosS, 9 — il + i'g -4- ■ i" h i'" n' t -+- q

On aura

(III) Ri = R H
i"'

r n' L,

(IV) G ~L + (G),
l

i"
H = , L

1
+ (H),
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THÉORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY. ig3
et

(V) K =Jarc cos —^ ^ = K lL> (Gb (H)> I|.
,,,,, ., . dK dK , .,, dK(VI) _(* + c) = _, ér = (5.) + __,

(VII) il -+- i'g -+- {"/i -+- -+- q — t = arc cos —, — •
6/Li A

La première des formules (VI) donnera L en fonction de l et des quatre con¬
stantes C, (G), (H) et c; les relations (IV) feront connaître G et H à l'aide des
mêmes quantités. La deuxième et la troisième des équations (VI) fourniront les
expressions de get h en fonction des quantités précédentes et des constantes (g)
et (/i); enfin (VII) donnera /. On aura donc finalement les six inconnues L, G,
H, l, g, h, en fonction de t et des six constantes arbitraires C, (G), (H), c, (g)
et (/i). Si l'on se reporte à l'expression (26) de S, aux formules (27) et (28),
ainsi qu'à la théorie générale de Jacobi, on verra que les constantes canoniques
associées deux à deux sont

(29)
o-i — C, sc2 = (£■), &a — (h),
Pi = — c, P, = '(G), P, = (H).

Remarque. — L'équation (Vil) donne
i"'

(VIII) A cos0 -4- Bj — C, Acos0-hB h-j«'L = C;
c'est une intégrale des équations (I).

91. Étude de la solution précédente. — Les formules (V) et (VI) donnent

/1 s i r ^L(3o) t + C=-ij\« J v/A2— (G — B,)'2

(30 g=(g) ■+■J dB, C — Bj dA
+

_d(G) A d(G)_
dt.

On sait que a varie entre certaines limites; il en est donc de même de L=
qui doit osciller entre deux limites 4^' et 4^" qui seront nécessairement racines de
l'équation

(32) A2— (C — BJ2 = o.

Pour L = 4^', on peut prendre t + c — o ; L augmente à partir de £ jusqu'à
T. - III. a5
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194 CHAPITRE XI.

Nous désignerons par ~ la valeur correspondante de t •+- c; donc

( 33) ~ =. 4 /' C dL .■= •do ijçi y/A2— (C — B,)2

L doit maintenant décroître pour que le radical reste réel, et ce radical, qui
vient de s'annuler, doit changer de signe pour que dt reste positif. Lorsque L
décroît de à l'élément différentiel reprend les mêmes valeurs et t -t- c

augmente encore de > de manière que / -+- c augmente de ^ quand L repasse

par On voit ainsi qu'à une même valeur de L correspondent une infinité de
valeurs de t h- c, comprises dans la série

27T
. l\H

t —h C, t -f- C H- -t— ) t H- C -H i ....
"o

Donc L est une fonction périodique de 0a(t-\-c) à période 2~. On voit aussi
que, dans le cours d'une période, L repasse deux fois par la même valeur et que
les valeurs correspondantes de O0(j~t-c) sont de la forme 211 ± a; donc L doit
rester le même quand on change le signe de 0o(/ -t- c). On en conclut que la
valeur de L peut être développée en une série convergente de la forme

( 34 ) L L0 -}- Lj cos0o(t —\- c) -4- L2 cos 2 9 ^ ( t -4— c) -1—... j

G0, L0, L,, L2, ... seront des fonctions des constantes C, (G) et (H). En substi¬
tuant cette valeur de L dans les formules (IV), on aura pour G et H des déve¬
loppements de même forme, avec des relations simples entre les coefficients
Gp, Hp et Lp. La substitution de la même valeur de L dans la formule (3i), où
l'intégrale peut être supposée avoir pour limite inférieure jK, donnera pour l'élé¬
ment différentiel une expression de la forme (34); on aura, en intégrant,

g=lg) +go{t+c) + £Tsin90(*-i-c) -t-£-2sin2 0o(ï-t-c) -t-... ;

h aura un développement analogue. Les formules (VIII) et (3o) donnent d'ail¬
leurs

d9 I /dBj L C-B, dk\ dL _ . fdB, C - B, dA\ _
dt — y/A2 - (Cl B,)'2 \ dL 1 A dL/ dt \ dL A dL) '

en remplaçant L parson développement (34) et intégrant, on trouvera pour 0
une expression de la forme

9 ~- 9q-f- 9g (£ - c) -i- 91 sin90(t -i— c) -t- 92 sin2$o(£ -t- c) —1-....

Mais on a vu que, pour L -t- c = o ou l'équation (3a) est vérifiée, et elle en-
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traîne sin 0 = o. On peut prendre o et - pour les valeurs correspondantes de 6,
et il en résulte

ô'o —O, 9l=90,
6 = 60(t + c) -+- 9, sin 90(t -+- c) -+- 02 sin2 0o(f -t- c) +-

Enfin la formule
il -t- V g + i" h h- i"' n' t->r q —9

donnera l. Voici donc, en somme, la forme des développements en séries de
la solution obtenue :

L = L0 -t- Li cos 90(t +■ c) -+- J„2 cos2 0o (t 4- c) -+-...,

(IX) G = G0-t- G, cos60(t + c) + cos20o(£ -i- c },•+-...,
^ H = H0-f- II, cos90(t + c) h- II, cos2Ô0(f + c) -t-...,

i 9 90(l H- c) -f- 9j sin0o(' e) -i—9% sin 2 90 ( t -4- c ) -i-. ..,

] g — (g) + g„( t + c) + gi sin90(t h- c) -+- g, sin 290{t 4- c) +...,
(X) ' h = (/<) -H h0 (t -i- c) 4- /(, sinô„(< -t- c) -t- /i2 sina0o (C -t- c) j-t-... ,

/ à
[ l ~ (/) -h l0(t -+- c) — y n't -+- h sin90(i -4- c) -1- /2 sin2Ô0G -t- c) + ....

dp, gp, hp, lp, Lp, Gp, Hp sont des fonctions des constantes C, (G) et (H); (/)
dépend de (g) et de (h). On a, en somme, les relations suivantes :

Y L0-t- (G), H0= ylO+ (H),
i' i"
— L II — — I,• •'!>, >lp— . '--p,

/ 9P— i'gp— i"hp'»- 7 '

(/) — -- ''(ff) + i"(h)-hq

92. Variation des arbitraires. — Nous aurions dû intégrer les équa¬
tions (A) en y prenant 11 = R0+ R, ; au lieu de le faire, nous avons pris sim¬
plement R = R0 et nous avons obtenu, dans ce cas, les expressions (IX) et (X)
des inconnues L, G, H, /, g, h en fonction de t et des six constantes arbitraires
C, (G), (H), c, (g), (h). Pour tenir compte de R,, nous conserverons les
mêmes expressions analytiques, mais en regardant les constantes comme va¬
riables. Nous pourrons former immédiatement les équations différentielles
dont dépendent ces nouvelles variables, parce que nous avons suivi la méthode
de Hamilton-Jacobi. Nous pouvons appliquer les formules (8) de la page 162 du
Tome I, en remarquant que ce qui avait été désigné alors par 11 doit être rem-

G„ =

G„ —

(XI)
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196 CHAPITRE XI.

placé maintenant par R,. Si nous tenons compte des relations (29), nous trou¬
verons immédiatement

dC dR, de dR,
dt de ' dt dC '

d (G) dR, d{g)
_

dR,
dt ~à(g)' dt à(G)

rfCH) dRi d(h) dR»
dt

"

d(h)' dt d(H)

R, doit maintenant être considéré comme une fonction de t, C, (G), (H), c,

(§)' (^) l110 ' 011 obtiendra en substituant les expressions (IX) et (X) dans la
valeur primitive de R,, qui dépendait de t, L, G, H, /, g, h,

Ri = — cosfG /+ i[g -1- i"h 4- i'[n' t -+- q t) — —^ At cosSr,.
On réduira d'abord l, g, h dans l'argument L, G, H dans le coefficient A,,

à leurs valeurs non périodiques,
i"

(l) + la(t + c) j n' t, (g) h- g0(t 4- c), (/1) + + c), L0, Go, H0,
ce qui donnera le terme

A1,0* cos3,'10).

On appliquera ensuite la formule de Taylor en attribuant à L0, G0, H„, &1)"
leurs accroissements

L! cos90(t 4- c) -t- L2 cos20o(< 4- c) 4-...,
5

( ^1 §1 ^"1^1 ) sin0o( t H- c ) -H (ii /2 H~~ §'<2, -+~ ^2) sin 2 0O ( £ -j- c) .

On verra aisément que, tout compte fait, le développement sera de la forme

1R, = — ^ Aj cosSr,avec

Sr2 = {',(/) 4- il (g) 4-i'î(h) 4- — it -j j 11' t-h qx 4- (G If, 4- i[ go 4- il ho—J ®o) (' + c) ■

A2 est une fonction des variables C, (G) et (H); c, (g), (h) entrent sous forme
linéaire dans et le coefficient de t + c, qui figure dans cet argument, est
une fonction de C, (G) et (H); y désigne un nombre entier.

Cela posé, si l'on appliquait immédiatement les équations (j3) avec la va¬
leur (35) de R,, on ferait sortir le temps des signes sinus, en formant les déri¬
vées èf(TT)' <fp[)' d aPr®s ce l'on a dit du coefficient de t -+- c dans Sy.
C'est là un grave inconvénient qu'il faut éviter à tout prix.
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93. Proposition auxiliaire. — On y arrive en démontrant un lemme im¬
portant relatif à la solution représentée par les formules (IX) et (X). Nous
revenons en arrière, pour un moment, et nous considérons C, (G), (H), c,
(g-) et (A) comme des constantes. L'intégrale

c - b, ,r 1 ra„rc cos ;— dL — - / 9 dL
A 1 J

est une fonction de L, C, (G) et (H). Si nous remplaçons L par sa valeur (IX),
K deviendra une fonction de t + c, C, (G) et (H); seulement, comme les coeffi¬
cients Lr contiennent les quantités C, (G) et (H), les dérivées partielles de K
par rapport k C, (G) et (H) ne seront pas les mêmes avant et après la substitu¬
tion. Soient

[~dK~l I dK 1 r dK 1LdcJ' |_d(G ) J ' l_d(H) J '

leurs nouvelles valeurs. Nous aurons, par exemple,

(36) k=;A

d'où, en remplaçant ~

dK I dK dK dL

dC J ~~ dC + dL dC'

0
par 7>

dK
_ fdK'1 _ 6 dL

dC — LdC J i dC'
dK

_
r dK 1 0 dL

d(G) " Ld(G) J ï d(G)'
dK r dK 1 0 dL

d(Il)~ l.d(H) J i d(H);

ou encore, en vertu des relations (VI),

(37) £■ + (<?) +

h -1- (h) -t-

[i] "
"

dK 1

_d(G)J "
dK 1

H)J

0 dL
dC =°'

0 dL

d(

i d ( G )
0 dL

1 d ( H )

■ o,

Nous allons remplacer dans ces équations K et L par leurs développements
en séries et chercher les coefficients de t + c dans les premiers membres; nous
pourrons les égaler à zéro, comme nous le montrerons plus loin. La première
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des formules (IX) nous donne d'abord

^ — 0O [Lu sin0o (t h- c) + 2 L2 sin2 0o(i 4- c) -H. . .].

Multiplions par le développement (X) de 0 et mettons en évidence le terme
constant du produit; nous trouverons

0^f = - J0o(L' 0,h-2L2 02 H-3L3 03+...)
-t- des termes en (t -t- c) sin p90( t -+- c)
-+- des termes en cosp00(i -t- c).

D'où, en intégrant et tenant compte de la relation (36),

(38)

K = — A (L, 0J-+- 2L2 02-+- 3 L3 03 -h...) {t 4- c)

-h des termes en {t 4- c) cospd0(i 4- c)
H-des termes en sin/?0o(£4-c);

il n'y a pas de constante à ajouter, car K s'annule avec t 4- c. On a d'ailleurs,
en partant de (IX),

dL dL0 dL, r\ / \ r, . .

1 dC =~dL + a7^cos9o O + c) 4- ^ÏTcos2Ô0(< + e)
(39)

dC
dL*
dC

Li (f 4- c) sin 90(t 4- c) — 2L2 (f 4- c) ~ sin2 0„(i -t- c)

dL

d(G)
dL„

d(G)
dL dL„

d(H) d(H)
4-

dK

d(H)
j concluesSi l'on substitue dans (37) les valeurs de /(T) |' [

de (38), les expressions (X) de 0, g-et A, et enfin les valeurs (89), et qu'on
égale à zéro les coefficients de t + c, on trouvera, en supprimant deux termes

d80 d0o d90 . i, .
en ou 3T7TT' ou î qui se détruisent,dC d(G) d(H) ^

ou encore

(4o)

■d
dC

®î ô
i d ( G )

îl d
i d(H)

dA
"

dC'

=

i dC

A„ =

L0 4- - ( L, 0,4- 2 L2 02 H- 3 L3 03 4-... )J ,

L0 4- - ( L, 0i 4- 2 L2 02 4- 3 L3 03 4- • •. )J ,

Lo 4- — (Li 0i -i- 2 L, 02 -i- 3 L3 0:i --H... ) j
hB dAgo

_ dA
0o d(G) d( H )
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en posant

(./il) A: - ~ [lo + i (L, 0!+aL, 9,+ 3L.0,+
Ce sont les relations que nous voulions obtenir et qui vont nous être très
utiles.

Remarque. — Nous nous sommes appuyé sur le principe suivant :

Si l'équation
<A>0 x -t- Xi x cos.*' h- A>2 XC0S2X-+-.. .

-+- alb, sin x -+- lib, sin 2x -h... = o

doit avoir lieu quel que soit x, on doit avoir A>0 = o. On le démontre en mul¬
tipliant par dx et intégrant entre o et i~, car il vient alors

rïTt X dx — O, cAa0 — 0«
^ 0

On démontrerait aussi aisément que l'on doit avoir

cAa j cAa 2 • . . Oj llf)j l)l)2 — • • • 0 |

mais ces relations ne nous seront pas utiles.

94. Introduction de nouvelles arbitraires. — Au lieu de C, (G), (H),
nous introduirons les arbitraires L', G' et H' définies par les formules

(42) A - 4L', (G ) — G'— j L', (H) = H'-- l~ L',

que l'on peut écrire comme il suit, en ayant égard à la formule (40 et aux
relations (XI),

^ L' " L0 - ( Lj 61! -h 2 L2 ~i~ 3 IJ3 • • • ) >
(/J3) < G' = (io H- - (Gj -+- 2 G2 0-2 -+- 3 G3 9s 4-.. . ),

I H'= H,+ i (HjS.+ aHje,-)- 3H>9,'+..

Ces équations détermineront les quantités C, (G) et (II) en fonction de L', G', H'.
Les formules (4o) donnent

dA= ±dC-^d(G)~- ^rf(H),
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d'où, en remplaçant d\, d(G) et d(H) par leurs valeurs tirées de (42)-

dC = j (0O — i'go~ i"ho) dL' -+- go dG'-+- ho dH',
ou encore

dC = l(i dL' + g0dG'+ h0 dH' ;

ce qui montre que, lorsqu'on considère G comme une fonction de L', G' et H',
on a

(tf\ dC _ dC _ àCla ) àL, — «o > d(i, - go, ^H, — 'h-

Nous introduirons en second lieu, à la place de c, (g-)et(A), trois variables
X, x, Y] représentant les parties non périodiques des expressions (X) de'/, g,
h, savoir

^ *=(«')+^o('+C), ï]=:(A)H-/î0(Y + c),
(45) i a i' i" i"

I ^ —~ 7 — 7 (^).f 7(/j) + + c)—

Cette introduction de X, x, y] est bien naturelle, d'après l'expression (35) de
l'argument Su. Il s'agit maintenant de former les équations différentielles que
doivent vérifier les nouvelles variables L', G', H', X, x, Y].

On tire d'abord de (45)

OR,
_ OR, i1 OR, dR, dR, t" dR,

0{g) dx i 01 0{h) On i Ol
dR, . dR, dR, , dRi
^=,,—+g»-K + K—.

On a ensuite, en tenant compte de ces résultats, des équations ((3) et de (42)
et (44),

dit,
_ d(G) _ dG' i1 dL' _ dRi G dit,

0(g) dt dt i dt dx i 01 '
dR,

_ d(H) _ dR1 i" dL' _ dR, i" dR,
0(h) dt dt i dt dn i 01 '
dRt dC . dL' dG' dH' . dR, dR| . dR,
~dX - ~di - l"lTt ~dt +ll"~dF-l" dX" + 0%~dX +/i° dïT'

d'où
dG' dR, i' i dL' dR,\
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ce qui donne

clV dR, dCx' dR, dW dR,(46) ' ~di àï ^0' -df-^=°' ln --dï=-0-

La première des formules (45) donne ensuite

d'-dig)
dt ~ dt ' 00 V dt) ^ ' dt

dR, dR, /dg0 dL' t dg0 dG' dg0 d\V
's" ~ d(G) ~~ s° ~dC + ^ + C> \dLS ~dt + dG' ~di ^ dH7 ~dt

ou, en tenant compte de (4t>)>

dx dR, dR, dR, dg0 dR, dg0 dR,\
(4?} dt=^-dW) ~e° K+{t+c\M^ + w-ïïr-+dïï-dï)-

Lorsque R, sera exprimé à l'aide de L', G', H', ~k, x, vj, comme on le montrera
bientôt,

R, = —Y A2 cosS,,

L', G', H' ne figureront explicitement que dans les coefficients A2; la dérivée
(?R

par exemple, sera prise en faisant varier G' dans les A2. Mais on peut
avoir une autre expression de cette dérivée en remarquant que

dR, dC dR, d(G)
dC dG' h d (G ) dG'

représenterait la dérivée de R, prise par rapport à G', en faisant varier G' à la
fois dans les coefficients A2 et dans les quantités /0, g"0> h0 qui, d'après les
relations (45), figurent dans les arguments &2. Il faut donc retrancher de l'ex¬
pression précédente

dR, _d^ dR, d/ dR, du
dT dG' ~dIT dG' + "H dG7'

ce qui donne, en remarquant que, d'après (4a), '^t = i et que — = g0,

dR,
_ dR, , dR, ,, /dR, d/0 i dR, dg0 t dR, dA0

dG' ~g" dÇ d(G) 1 " c) ( dl dG7 + d-/ dG' + du dG'

Si l'on ajoute cette valeur de à l'expression (47) de on trouve, après
T. — III. 26

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



202

réduction,

CHAPITRE XI.

d~A dR,
dt + W-g^{t+c \ [(É£lï _ , / d^'o dh„ \ dR,~|

JL\dR' dG7dÀ+VdH' dG'Jdn]'

Le coefficient de t -+- c est nul, d'après (44), et il reste

d*
_ 7R,

dt ~~êo dG"

(48) ' et de même

I di] dR,
i df 0 — dïF '

Le calcul est le même aussi pour il y a toutefois une légère différence
dans le résultat final. On trouve

dl
_ . i"' , i' dR, i" dR, dR,

dt " 0 i 11 7 i d(G) i d(H) ~~ °~dC

+ + fe . d/° <>R«
\dJL/ dÀ ' dG' dx dli' dt] )'

dR, . dR,
_ i' dli, _ 7 dRj_

dL' ~~ 0 dC î' d(G) i d(H)

(t i ri ^Rl ^ i dR, d/i01 ; \ dl dL' dx dL' ^ dn dL'

en ajoutant, il vient
.. tfX i» , dR,^ dt~ " ïn ~~ dU'

Les formules (46), (48) et (49) résolvent la question; toutefois, pour rame¬
ner la forme canonique, il reste un dernier petit changement à faire en posant

(5o) R,-C +j«'L'= R'.

On trouve, en introduisant R' au lieu de R,,

dl_ dC dR' _ dR'
dt ~ 0 dL' dL'"— dL' '

On a d'ailleurs
dR'

_ dR,
dl ~ 'dl '
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il vient ainsi
dW dR' dl dR'
dt |r<|^>

li

dt

dG' dR' dy. dR'
dt dx ' dt dG''

dW
_

dR' d-f] dR'
dt df] ' dt

~

dH'"

Pour nous rendre compte de la forme de l'expression de R' en fonction de t
et des nouvelles variables L', G', H', À, x, y], nous remarquerons que, 0„(/ h- c)
étant la partie non périodique de ô = il+ i' g + i" h -t- i"'n'l + f, on a

(52) ( £ -1- c ) — il i' x -T- i" f\ -f- L "' n' t -4- q.

On pourra remplacer 0o(t -+- c) par cette valeur dans les formules (IX) et (X),
et aussi dans les formules (35), qui donneront

R, = — ^ A2 cosS-ji,

&2 = (i, ± ij) l ■+■ (i\ d|i'j) x -+- {i'I ± i"j) r> + (i™± i"'j) n't -t- qt ± qj
ou bien

S"., 1*2 l -H i g x Y) H- tl' t Çi*

On voit bien maintenant que, en formant dans les équations (5i) les déri-
, dR' dR' dR' . . , • ,vees le temps ne sortira plus des signes sinus et cosinus, car la

différence R' — R, qui, d'après la formule (5o), est égale à
i'"
-r-n'L — C,

se réduit à une fonction de L', G' et H'.

Il est important de remarquer que, dans la solution du problème restreint,
les différences L — L', ..., h — yj s'annulent quand on suppose égal à zéro le
coefficient A du terme périodique AcosÔ considéré. En effet, les formules (I)
et (II) donnent alors

dL
_ dl dB

dt ~ °" dt ~ dL'

on en conclut que L, G, H, ^ SOnt constants. Donc les quantités /, g,
h sont égales à leurs parties non périodiques, c'est-à-dire à 1, x, y). D'autre
part, les formules (IX) donnent
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après quoi les relations (43) montrent qu'il en résulte
L = L', G=--G', H =11'.

95. Autre démonstration. — On peut arriver aux formules de Delaunay
par une autre voie, comme l'a montré M. Radau (Bulletin astronomique, t. IX,
p. 336); nous nous contenterons d'indiquer ici, en quelques mots, le principe
de cette démonstration.

Pour passer d'un système d'éléments canoniques ah b, à un autre a,-, (3,-, il
suffit, d'après Jacobi, de prendre pour les a,- des fonctions des at et de faire

. da{ , da2P. = bl + bi +. . • .
ooti oc-c

Un cas particulier est celui des relations linéaires qui satisfont à la condition
a, bt -h a2 b., -+ ... — a, (3, + a2 [32 + ..., par exemple

^ «1 —/?! OCj -i-/>2 Ot2 +/>3 «3 ,
(I ) < fl2— <*2! (^2 — P% bl ^2 )

( «3 = a3, (33 = p3 bl H- b3,

où pt, p.,, p3 sont des coefficients numériques. Mais l'on peut aussi prendre
pour ces coefficients des fonctions des a,-, en mettant à la place de la première
relation (I*) la suivante

( II* ) dax — Pi dxl-\- pi da.i -+- p3 dcc3.

En faisant/?2=yo3 = o, on voit qu'il sera permis de remplacer a,, b, par a, =/(«,)
et [3, = bi c^~- C'est ainsi que nous avons remplacé C et t -t- c par L = /(C) et
/= (t + c)^£- Notons enfin qu'on peut mettre bi+pt-\- q à la place de bh en
remplaçant R par R — pap, c'est ainsi que, plus haut, t -+- c etR — C ont remplacé
c et R. On arrive donc, en premier lieu, au système canonique L, G, H, /, g, h.

Ne prenons, dans R, que les ternies qui dépendent de L, G, II et de l'argu¬
ment 0 = il -h i'g -h i"h -t- pt + q. Les formules (U) montrent qu'on peut
remplacer l'élément l par 0 en gardant g, h et en remplaçant L, G, H par les
nouveaux éléments 0, (G), (H) déterminés comme il suit :

L = «0, G = t'0-t- (G), H— *"©-+-(H),

pourvu qu'on remplace aussi R par R — p&. Comme la fonction R ne renferme
plus g, h, les éléments (G), (H) sont des constantes : il ne reste que deux va¬
riables 0, 0 liées par l'intégrale 11 == const, ou R + C = o. Les équations cano-
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niques sont dès lors intégrables par des quadratures qui introduisent les nou¬
velles constantes c, (g), (A).

L'équation R + C = o étant différentiée par rapport aux constantes (sous le
signe S) et les dérivées de R remplacées par leurs valeurs, il vient
(III*) dtèC= — d®86 + d9àB + dgS(G) + dhd(H).

Si nous supposons 0 exprimé en fonction de la variable indépendante 0 et des
constantes C, (G), (H), nous aurons 00 = o, et, en posant

K — Ç9d0 (lim. inf.
on obtient immédiatement les relations (VI) de la page 193, qui permettent
d'exprimer t, g, h par les dérivées partielles de K.

En supposant 0 et 0 exprimés par les six constantes C, (G), (H), c, (g), (A),
l'équation (III*) devient une identité. Or nous avons vu que les intégrales (VI)
conduisent à des développements qui dépendent d'un argument 1 = 00(t -f- c)
et dont les coefficients sont, comme 90, des fonctions de L, (G), (H) ; ces déve¬
loppements ont la forme

9 ~ x 01 sinr -+- Q1 sin2t , t = 0o(£-t-c),
l = 1 H- li sinr é- G si'n2T H-..., À = (0 H- A, (i + c),

0 — 00-1-0! cost -h. .., 0^ = A0 + Aj cost -t-...
Cl T

où Ao = 0oh-^(Q|0! -+-2 O2 02 -+-...). En ne considérant que les termes non
périodiques, on trouve qu'on aura

^9B — ^99 = 9tdA„,dt dt 00,

et (III*) devient
à C = 90 <5A0 h- g„ à ( G ) -f- /i0 à ( H ).

Cette relation, rapprochée de (II*), montre que, lorsqu'il s'agit de procéder à
la variation des constantes, on peut remplacer C par A0, en gardant (G), (H ) et
remplaçant t -4- c, (g), (A) par les éléments

t = e0{t + c), x. = g0(t-¥-c)-\-(g), fiz=k0(t + c) + (h).

Enfin les formules (I*) montrent qu'on peut également adopter le système L',
G', H', A, x, Y), qui se déduit du précédent comme il suit :

L' = i A0 t = il -+- i'y. -I- i"n -+- pt+ q,
G' = i'A0+(G), —

H'= f"A0-+- (H), y)- Y),
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en ajoutant à R, le terme +/>A0. 11 est facile de voir que ces formules coïncident
avec les formules finales de Delaunay.

96. Résumé des formules. — Le moment est venu de saisir dans une vue

d'ensemble tous les calculs précédents.
On avait à intégrer les équations

(A)

dL dR dl àR
1 dt

—

dl ' dt
—

dL'

] rfG dR dp"a dR
1 dt dt

~

dG'

1 dR dR dh dR
dt r)h ' dt dH'

où l'on avait

(R)

R^Ro+lL, RÏF--R

— I l —r- l '

-AcosS, R) = — ^ Ai
{" h 4- V" n' t 4- q,

cos:

—: 6 l -H g M- iy h : iy n' L ; q y.

On a intégré rigoureusement les équations (A0) obtenues en remplaçant
dans (A) R par R0; dans la pratique, on pourra suivre, au lieu de la méthode
indiquée, tel procédé que l'on voudra, pourvu que l'on introduise six con¬
stantes arbitraires. On développera les expressions de l, g, h, qui se compose¬
ront chacune d'une partie non périodique et d'une série de sinus. On désignera
les parties non périodiques par X, -q, et l'on aura, quelle que soit la voie
suivie (4),

L — Lq 4- L, cos ( i —h Vx i' 'n —i— i"n't —i— q) -h Lg cos 2 ( 2 À —t—...) ■

G = G0 -t- G, cos(t+ ~n 4- i"'n't -t- q) 4- G2 cos2 (iX + ...)■
H Hq —(— HjCOs(iX.-t— i'/ 4— i"'t] 4- Vu' t4- q) 4— II. cos 2 ( 2'X 4-... ) -

l — À 4-li sin («A 4- i'x 4- i" ri 4- i"'n' t -h'q) 4- sin 2 (2 X 4-. .. ) 4-

g — x 4- gi sini'y. 4- i"n -l- i"n't 4- q) 4- ^2sin2(il 4-...) 4-
h — ri 4- hy sin(il 4- i'/ 4- i"ri 4- i'"n' t 4- q) .4- h2 sin 2 (i1 4-...) 4-

9 2*X.4~ i''/. 4- i"t] 4— i'" 11' t 4- q

\ 4- 9\ sin(j'X 4- i'x 4- i"n 4- i"'n't-1- q) 4- 0.2 sin2(«A- 4-.

(C)

t1) Les expressions suivantes de L, G, H, l, g, h s'obtiennent en remplaçant, dans (IX) et (X),
9i)(/ 4- c) par sa valeur (52).
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Ou posera les équations
207

L' — L0 —j- 7 t L 1^1 2 L2 $2 •• • ) j

(D) 'j G' = G0 + 7 (G, 0, + aG,0,+ ...),

H'^H0+i(H191 + jH,8, + ..'.).
2

qui déterminent en fonction de L', G' et H' les constantes C, (G), (H) ou leurs
équivalentes, de telle sorte que les formules (C) et (D) donneront finalement
les expressions de L, G, H, /, g et h en fonction du temps et des six quantités
L', G', H', x, Y).

On aura une vérification importante de l'ensemble des calculs par l'équa¬
tion

i"
(E) B + j n'L + Acos0= C,

dont le premier membre devra se réduire, après les substitutions (C), à une
simple fonction de L', G' et H'.

Cela posé, pour intégrer les équations (A), il n'y aura qu'à conserver les
expressions précédentes de L, G, H, l, g, h en fonction de t et des six quantités
L', G', H', x, Y], pourvu qu'on détermine les nouvelles variables par les
équations

(F)

où l'on a

(K) C+ Çn'U.
On voit qu'on est ramené à un système (F) d'équations différentielles tout

pareil au système (A), la fonction R' ne contenant plus maintenant le terme
périodique — AcosO que l'on voulait éliminer. La partie non périodique est

i"'
modifiée par la quantité n'L — C. On devra opérer, dans R,, la substitu¬
tion (C), ce qui donnera pour R' une expression de la forme

d\J dR' d'i. dR'
dt

~

dl ' dt ~ dL''
dÇj< dR' dx dR'
dt dx ' dt dG''
rftr dR' dt] dR'
dt dr) dt dH''

\ R' = — B2 —^ A2 COSSJ,(L)
3*2 —: £2^ X '2 ^2 7^ t Q2•
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Enfin Delannay opère dès à présent la substitution (C) dans les expres¬

sions (11) de la longitude Y, de la latitude L' et de -• On est donc ainsi ra¬

mené à isoler l'un des termes périodiques — A2cos£2 de R' et à reprendre un
engrenage de calculs semblable au précédent. On aura bien remarqué que les
quantités C, (G), (H), c, (g), (h) n'ont servi que d'intermédiaire et qu'elles
ont finalement disparu. On observera également que la formule (K), rappro¬
chée de l'expression (E) de C, donne

R' = R + Cn'(L' — L)
L

ou bien

•/// •»/

(K') R' = R — j n!(L — L„ ) -+- - -j n'(L, 0, + 2 L202 +... ).

On a ainsi simplement l'expression de la nouvelle fonction perturbatrice en
fonction de l'ancienne, ce qui complète l'élimination de la quantité C.

Il est inutile d'introduire des notations nouvelles pour L', G', H', X, x, r] ; on
peut dire qu'on remplacera dans les coordonnées de la Lune et dans le déve¬
loppement de la fonction perturbatrice L, G, H, l, g, h respectivement par

l0H- l[ cos(i7 + {'g -1- i" h -+- i"n' t -+- q) + L, cos 2 (il h- . .. ) H- . ..,

G0h- G, cos (il -h i'g h- i"li -t- i"'n't -t- q) 4- G2 cos2 (il +

Ho+Hj cos(i7 -t- i1 g -4- i"h h- i"'n' t -t- q) -t- EL cos2 (il +

I -t- lx sin (il -f- i'g + i"h -h i1"n' t -r q) + G sin2 (il -t- . . . ) -f- . . . ,

g -+- gj sin ( il -{-i1g -h i" h -t- i1" n11 -4- q ) -+- g^ sin 2 ( il -I-. ;. ) -t-...,

h -4- /2, sin (il -+- i'g -1- i"h -+- i'"n! t q) +- h2 sin2 (il-h. .)+....

Les quantités C, (G), (H), ou celles qu'on leur a substituées, sont liées aux
nouvelles quantités L, G, H par les relations

j l —- eq -t- — (l, 9x 2l2 02~t' ■ • • ) »
(t)') ' G — G0-t- -(G1 0i -l- 2G202■+■ •,• )i

j H — H0-l- — ( H ! 0 ! -+- 2 H2Ôs-H. ..).

Enfin la nouvelle fonction perturbatrice s'obtient en ajoutant à l'ancienne la
quantité

i'" 1 i"'
j n' (L — L0) -t- - y «'(Li ôj-t-aLî 0j-h ...)
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ou plutôt

ii"t
— — n'L, cos( il + Vg -+- i" h -t- i"'n' t + n' L2 cos2 (il -t-.. .) —...

'

+ Çn'iU 0, + 2L, 0,+ ...).

Les nouvelles variables devront vérifier encore les équations (A), dans les¬
quelles la fonction R a le sens qui vient d'être indiqué.

97. Cas d'exception. - Les formules précédentes sont en défaut quand on
a i = o, car cette quantité a été souvent introduite en diviseur. Mais, si i étant
nul, i' ne l'est pas, on pourra faire jouer à G le même rôle qu'à L. On verra
aisément que les formules (C) et (D') subsisteront, à la condition de prendre
Lp — o pour /)>o et de remplacer (K") par

i'" i"'
—

-jj n'Gi cos {i'g -4- i"h h- i" n't + 7) — «'G, cos 2 ( i'g a-... ) —...

-4- ~ Çn'iGtd, +2G,0r-t-.-.

Si les deux nombres i et i' sont nuls, c'est H qui jouera le rôle de L; on fera
L^=Gp=o, pour/j>o, dans les formules (C') et (D'), et l'expression (K")
sera remplacée par

i'" i'"
—

jif n1 II1 cos («'"/? 4- i1" n' t + q) — jj n' II2 cos2 ( i"h -f- in' t -+- q) — ...

H- — -r» ( H1 + 2 H2 "t" • • ■ )•

Le seul cas qui exige un traitement spécial est celui où l'on a à la fois
i—i'=i"= o. Si l'on se reporte à la formule (10), en tenant compte de
ilv=i"= o, on verra que les arguments de R qui répondent au cas actuel
sont de la forme i"'l'. On considérera alors tout l'ensemble des termes en cos/',
C0S2/', cos3/', ..., et l'on intégrera les équations (A) en prenant

R = rt0 =1 — À cos l' — A' cos il' — A" cos 3/' —... ;

on ne prend pas cette fois de partie non périodique dans R0. D'après le théo¬
rème de Jacobi, on aura à considérer l'équation

^ — A cos / — A' cos 2 /' — ... = o,

où les variables indépendantes sont t, L, G, H; les trois dernières figurent
T. — III. 27
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seules dans les coefficients A, A', ... et la première dans V = ri (z 4- c'). Il
faudra trouver une solution avec trois constantes arbitraires. On peut regarder S
comme une fonction de L, G et H, et l'équation aux dérivées partielles de¬
vient

dS A A'
„

-TT. ; cos i cos 2 r — — o.al n n'

Elle est vérifiée par

S = sin /'+ sin 2 /' +...-t- (/) L -1- (s1) G H- (h) H,
n 2 n'

où (/), (g) et (h) désignent trois constantes arbitraires. Soient (L), (G) et (It)
trois nouvelles constantes arbitraires. D'après le théorème de Jacobi, les inté¬
grales générales des équations différentielles considérées seront

dS dS
_ dS _ ,

dL - ' dG~^' dtl. _ '

m={L): m=(G)' m={R)
ou bien

, ... 1 dA . i dA' . ,,

!l = (/ ) -4 — sin / H ; -ry- siri 2 V + ... .
n1 dL 2/1 dL

. . i dA . „ 1 dA' . „

8 = \8) ^—, Tjrsinr-t- sin2,0 0 n1 dG 2 n' dG

, ... 1 dA . „ 1 dA' . ,,h = ( h ) 4- -, —7= s 1 n 1 H ; ^tï" si ri 2 / + . ..,n' du 211 dit

L.= (L), G = (G), 11 = (H).

On voit donc que L, G et H sont des constantes. On fera maintenant

It = It0 -t- Iti,

et, pour intégrer les équations (A) avec cette valeur de R,, on conservera les
expressions analytiques (53) de L, G, H, l, g, h, en regardant comme variables
les quantités (L), (G), (H), (/), (g) et (A). On sait d'avance que l'on aura,
pour déterminer ces nouvelles variables, les équations canoniques

d{L) dit, ^(G)
_ dit! r^(H) dit,

cil d(Ô' dt 0(g)' dt d(/<)'
d(l) dit, d(g) dit, d(h) dRt
dt d(L) dt ù(G) dt d(H)

Il est inutile d'introduire une notation spéciale pour les nouvelles variables,
et l'on peut dire que, après avoir intégré les équations (A) en y remplaçant R
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par R0, si l'on a obtenu
l — ( t) -t- sin i -t- U_ sin 2 V...,
g = (g) + gi sin l'+g* sina/'-t- • • • >

h— {h) h— /?! sin/i2 sin a/'-t-. . .,

L, G, H étant d'ailleurs constants, il suffira de remplacer, dans les coordonnées
de la Lune et dans la fonction perturbatrice augmentée de

A cos/'-i- A'cosa/'-t-, ..,

/, g, A par

j / -t- /, sin V -4- Z2 sin 2 V H-,..,
(54) < g 4- gi sin /'H- g\ sin2 ,

f 1h -t- A, si n V h- hi sin 2 L' 4-. .. .

On aura, pour déterminer L, G, H, /, g, A, les mêmes équations (À).

98. Il conviendra de commencer les opérations en faisant disparaître de R
les termes en cos/', cos2/', .... On se débarrassera ensuite successivement
de tous les termes périodiques capables de produire dans les coordonnées de la
Lune des inégalités sensibles, de sorte que finalement la fonction R pourra être
réduite à sa partie non périodique. Les équations (A) donneront alors

dL
_

dG
_ d\\ _

~dt °' ~dë~'°' ~cTt °'
dl dR dg dli dh <)R

d'où
dt~ d\V dt dt dH'

L= const., G = const., H m const.,
l = (l) + l0t, g — (g)-^-go (, h = (h) -v-'h01,

(/), (g), (A) désignant cette fois des constantes définitives ainsi que L, G, H;
/0, g0 et A0 seront des fonctions de L, G et H. On aura donc ainsi les coordon¬
nées de la Lune exprimées au moyen du temps et des six constantes L, G, H,
(/), (g) et (A).

Si l'on appliquait jusqu'au bout, et avec toute leur rigueur, les formules
précédentes à toutes les opérations élémentaires, on serait conduit à des cal¬
culs effrayants. On peut heureusement les abréger en se rendant compte d'a¬
bord de l'ordre des inégalités introduites par chacun des termes périodiques
de R; on sera ainsi conduit à ne faire qu'un nombre assez restreint d'opéra¬
tions complètes et un nombre plus considérable d'opérations abrégées. C'est ce
qui sera expliqué dans le Chapitre suivant.
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212 CHAPITRE XII.

CHAPITRE XII.

SUITE DE LA THÉORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY.

99. Classification des termes. — Nous avons tout d'abord à examiner les
différents termes du développement de la fonction R, afin de nous rendre
compte du degré d'importance de chacun d'eux, au point de vue des inégalités
qu'il peut introduire dans les expressions des coordonnées de la Lune. Pour
cet examen sommaire, nous, partirons des formules (h) du Tome I, p. 169;
nous n'en conserverons même que detix, celles qui concernent les dérivées des
longitudes du périgée et du nœud, que nous réduirons à leurs parties princi¬
pales,

Nous pourrons considérer séparément chacun des termes périodiques,
— A cosO, où l'on a

A contient l'un des facteurs

Nous appliquerons les formules (1) en considérant, dans les arguments ô, l,
g, h comme étant de la forme a + ; pour /, le coefficient j3 est égal à n ; dans

d(h-g) i i (JR dk 1 1 dR
dt ndl e de dt 4na2 y ày

d — il + i'g -H i" h -1- i'" n' t -h q ;

comme on peut le conclure des
formules (1) elles-mêmes. On devra donc prendre
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en représentant par (3 et (3' les moyens mouvements de g et h. Cela posé, on voit
que le diviseur de sinO sera de l'ordre o si i^o, de l'ordre i si i = o et f"'<o,
enfin de l'ordre 2 si l'on a en même temps i = o et i'" — o. Il peut donc y avoir,
par le fait de ce diviseur, un abaissement de deux unités quand on passe de
l'ordre d'un terme de R à l'ordre des inégalités correspondantes pour les élé¬
ments. C'est pourquoi Delaunay a conservé le neuvième ordre dans les termes
de R qui contiennent V sans l, et même le dixième ordre dans ceux qui ne ren¬
ferment ni l ni

dR
11 y a une autre circonstance dont il faut tenir compte; et sont, dans

les formules (1), accompagnés des facteurs ^ et y Le coefficient A est de la
forme

A„ eP + A, ep+i H- A, eE+4 -+-....

Sip est nul, A et ~ ^ sont du degré o par rapport à e. Si p — 1 ou 2, l'ordre
de A est supérieur de deux unités à celui de ~ On voit ainsi qu'on peut
avoir de ce fait un abaissement de deux unités. En combinant le nouvel effet
avec l'ancien, on voit que, en passant de l'ordre d'un terme à celui des inéga¬
lités qu'il engendre dans les éléments, il peut y avoir un abaissement de un,
deux, trois ou même quatre ordres; on pourra employer les mêmes considéra¬
tions pour i ~ • Donnons quelques exemples :

Le terme

m'a2/3 3
, i5 i5 ,„\ . , , ,, . ...

a,3 (y — -y g" e g- e J COS ( 2 h I 2 g I il — ill —1g — il)
est du second ordre, et il en est de même des inégalités des éléments.

Le terme

m ^ e2 (^- —. .. \ cos ( ig -I- 1 h — 1 g' — 1 h' — 11' )

est du quatrième ordre et donne des inégalités du premier ordre ( double abais-
1 AR
e de

sement par le diviseur rï et par - ^
Le terme

i~n ' /-/2 / T \
cos/

est du troisième ordre et produit des inégalités du premier.
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Enfin le terme
m'a2 ,/i5 \
-jrre (^-4 jc°S2^

est du sixième ordre, et les inégalités correspondantes sont du deuxième.

En opérant ainsi, Delaunay a trouvé dans R cinq termes pouvant donner
naissance à des inégalités du premier ordre dans L, G, H, /, g, h; ils ont pour
arguments

l,

2h~h2g+3l — 2 A' — 2 g'— 2 l',
2 A -+- 2 g ■+- l — 2/1' — 2 g' — 2 ,

2h-\-2g— 2 A'— 2°-'— 2/',
2 A — 2 h'- - 2g' — 2

11 y a de même.dix-huit termes produisant des inégalités du deuxième ordre
et vingt-cinq conduisant à des inégalités du troisième ordre. Si l'on veut faire
disparaître de R les différents termes capables de produire des inégalités des
ordres i, 2 et 3, on aura donc à faire disparaître de R, 5 -+- 18 -h- 20 = 48 termes
périodiques. Une circonstance spéciale contribue encore à augmenter le nombre
des opérations complètes.

100. Introduction de termes nouveaux. Réapparition d'un terme. —

Nous avons indiqué dans le Chapitre précédent que chacune des opérations de
Delaunay a pour but de faire disparaître un terme périodique — AcosG de R.
Dans la réalité, les choses sont plus complexes. En premier lieu, l'opération
effectuée introduit toute une série d'arguments compris dans la forme

(2) 2r2 =2r, ±j0,

S, désignant l'un quelconque des arguments primitifs autres que 0. Les
pourront rentrer en partie dans les ; mais quelques-uns de ces arguments
peuvent être nouveaux. Toutefois il convient de remarquer aussitôt que l'ordre
du terme en est au moins égal à celui du terme en Sq augmenté d'une
unité, car les inégalités introduites par le terme en 0 sont au moins du premier
ordre.

Il peut arriver même que l'on ait S2 = 0; cela aura lieu en particulier si l'on
a = 2 0, j = 1 ; de sorte que l'argument 0 que l'on avait chassé reparaît im¬
médiatement. Supposons, par exemple, 0 = /; le terme — Acos0 est de la
forme

(3)
m a'

~^T e(A0 + .. .)cos/.
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Il est du troisième ordre et donne lieu, comme on l'a vu, à des inégalités du
premier ordre dans les éléments. D'autre part, le terme en 2r, = 2$ est de la
forme

il est du quatrième ordre et donne des parties du cinquième ordre quand on a
opéré la substitution, après avoir tenu compte des termes en cos/; on retrouve
ainsi un terme tel que

ce terme en cos/, qui a reparu, se trouve être ainsi de la forme

Le terme disparu était (3); ce terme réapparaît sous la forme (4); au lieu
d'être du troisième ordre, il est maintenant du cinquième, mais donnera lieu
encore à des inégalités du troisième; donc on devra encore lui appliquer une
opération complète.

On pourrait, par une modification de la méthode de Delaunay, faire dis¬
paraître à la fois non seulement le terme en cosô, mais aussi les termes en
cos 2ô, cos30, On empêcherait ainsi le terme disparu de revenir aussitôt;
mais il reviendrait un peu plus tard, après deux, trois, ... opérations. De
sorte que la réapparition d'un terme est un phénomène général; toutefois il n'y
a pas grand mal quand, après son retour, il ne donne pas lieu à une opération
complète.

Finalement, dans le cours des quarante-huit opérations sur lesquelles on
comptait d'abord, on a rencontré quatre nouveaux termes des ordres 5, 5, 7, 7;
cinq termes ont reparu, avec des ordres augmentés de 1,2, 2, 2 et 3 unités.
Il a fallu faire ainsi 48 -+- 4 -4- 5 = 07 opérations complètes. Leur détail remplit
les 882 pages in-4 du Tome 1 de Delaunay.

101. Formules auxiliaires. — Il reste à dire comment on arrive dans la

pratique de chaque opération aux développements (IX) et (X), p. 195, de L, G,
H, /, g, h. 11 est plus simple de ne pas recourir à la quadrature

m'a2
e-( A0-t-...) cos 2/;

(4)

Delaunay a ramené tous les calculs qui se sont présentés à lui à deux types
d'équations différentielles simultanées du premier ordre.
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Premier type ■'
~ = QM sin$,dt

(a) ' de . dP
dt^Q~dJC0SÔ+de'

Q est un coefficient très petit, M et P deux fonctions développées suivant les
puissances entières et positives de la petite quantité e.

On opère dans chaque cas particulier en faisant des approximations succes¬
sives, en négligeant d'abord Q, puis Q2, Q3 On trouve ainsi les développe¬
ments de e et de 0 sous la forme

i e — e, -t- Ei cos90(t 4- c) -+- E2 cos2 d0(t -+- c) ,

(6) t
I 9 60(£ c) 9\ sin 90(t -4— c) 92 sin 2 9q(C -4- c) —t—... î

e, et c sont les deux constantes arbitraires; Ep et sont des polynômes de
degré p en Q dont les coefficients dépendent de e, ; ô0 se présente sous la forme
d'une série ordonnée suivant les puissances de Q2, les coefficients dépendant
de e,. Delaunay n'a pas jugé utile de donner les expressions analytiques de Ep
et de Op. Il a rencontré ce premier type dans celles de ses opérations qui portent
les nos 26 à 45 et 49 à 57. Ce qui le caractérise, c'est que la quantité e ne figure
nulle part en dénominateur; dans toutes les opérations mentionnées, ^ con¬
tient le facteur e et —V est entier en e.

na-e oe

Deuxième type : On le rencontre dans les opérations 1 à 25 et 46 à 48;
figure en dénominateur dans les équations différentielles qui sont de lae

forme

(A)

rip
-- = M(i -+- Mi e2 -I- M2 ek) sin 9,

~ = N(i -t- Nj e2 -h N2 e»-+- N, e6) + M 1"+-P'^"4~Pa cosf

0 désigne l'argument considéré dans l'opération dont il s'agit, M une quantité
du second ordre au moins, M,, JVI2, N, N,, N2, N,, P,, P2 des quantités de l'ordre
zéro. Delaunay a donné seulement les intégrales sans faire connaître la marche
employée; j'ai pensé qu'il était bon de combler cette lacune. Soit posé

/ (e ) — i -t- M ! e2 -4- M-, e4 +. ..,

/ \ AT 9 AT ' AT C I / \ ^ ^ 1 ^ ^2 ^ ~* * *

9(e)r=i + N1e2+N2e4 + N3e6 + ..., -^(e) = ;
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les équations (A) pourront s'écrire
2,7

(5)
Wdt ~ Q/(e)sine'

^ —?(<?)-4-Qil/(e)cos0.

On pourrait intégrer ces équations par des approximations successives, en
négligeant d'abord Q, puis Q2, mais il vaut mieux se rappeler que l'argu¬
ment 0 peut être développé sous la forme

( 6 ) 0 ~ 6q ( t -1- c ) -|- Q <Xj sinô0(£ ■ c ) Q2 gc2 si n 160 ( t -{- c) -i-....

En substituant dans la première équation (5) et employant les approxima¬
tions successives, on trouve

( 7 ) G = G\ -H Q^! COS 80(t H- c) -f- Q2(32 COS2Ô00 c) -1- ....

11 s'agit de déterminer a,, a2, .. ., (3,, ... et 0o ; c, et c seront les deux con¬
stantes arbitraires. On pourra développer/(e), 'f(e), '|(e) parla formule de
Taylor suivant les cosinus des multiples de 00(t -f- c); on aura, par exemple,

cp(e) — cp, -a- cp', [QP, cos0O (£ -+- c) -f- Q2f32 cos2 0O(< -+- c) +. ..]

^Q2P2+^Q-Pi cos20O(i —t— c) —t— • • • I.4

où l'on a écrit, pour abréger, <p,, <p't, ... au lieu de <p(e(), ç'(e,), On déve¬
loppera de même les expressions de sinO et cosO; on les substituera en même
temps que celles de /(e), ?(e), ^(e) dans les équations (5), et, en égalant à
zéro les coefficients de

sin0o (Z -f- c), sin20o(f-+-c), ..., cos60(< + c), cos2 90(lc),

et le terme non périodique de la seconde, négligeant Q3, on trouvera

-4|(32 = «i/1-T-(31/Î,
<*i = <|o -t- Pi <p'i,

«2 = - («1 ^1 + Pi ^i.) + P2 ?'i + ^Pî?î>

(8) -^= - Q2 -1- (3i 41! -H - P29Î^ ;
T. — III. 28
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d'où, avec la précision indiquée,
a î 1 _ 41! + H ?'l
Pl — Î 3Ci — jl ?1 <Pl

/ x ! « _ al/l+Pl/i{9) 4^ '

( 0(2 7^ 4~tfo (a' h + 2y'1 + 2 '
Les formules (6) et (7) donnent d'ailleurs

e sinô = 4- ^ Q2 (ex a2— (32 — ^ e, a? 4- ^ a, (3^ sin0o(£ -t- c)
+- ^ Q(ei ai+ Pi) sin20„ (t 4- c)

4- — Q- 1 ctv (32 4- ^1 sin 3 (£ c) • • • ■

e cos S == ]- Q (— e\ a, -+- (3, ) 4- ei 4- - Q- ( — e1 a2 4- |32 — y el cr.\ — - xt (3j2 \ 42
COS0Q (< 4- c)

' Q («1 «1 -t- Pl) COS2 0o(< + c)

+ ^ Q2 ^e, a24- (324- f et a2 4- ^ czt (3,j cos3ô0(£ -+- c) 4-. ...

Delaunav a désigné par e0 le coefficient de sin0o(z + c) dans esinO; pour
retrouver ses formules, il y a donc lieu de poser

ei + ^ Q2 (e^ a2 — (32— ^ e, <x\ 4- i IjPi) — eo>
d'où

(10) e, = e„ f Q2 a24- ~ Q2«?j 4- ^ Q2 (j32 — i a, (3^ .

On devra remplacer partout e, par cette valeur. Les formules précédentes
donnent

( e cos9 — E04- (e0H- E, ) cos0oO + c) 4- E2 cos2 0o(i 4- c) 4- E3 cos390(i 4- c) -h. ..,

I esin(5= e„ sin0oO + c) + E2 sin 2 0O( 14- c) 4- E3 sin 3 d0(t 4- c) 4-...,

où l'on a fait

00

E„ -— — Q ( (3[ e0 oct ),

E, == Q2 (fit — e0 cc2 — f ai (34 4- ^ e0 afj ,
li2 — - Q ( Pi -1- e0 (%i ),

E,3 ~ Q2 -H ^0 a2
Q al Pl ~T- ^ ^0 ) •
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On s'assurera aisément que, au degré de précision cherché, on peut rem¬

placer, dans les formules (9), cp,, <p'(, ... par <p0, cp'0, ...; mais, dans (8), on
doit prendre

<Pi — e0)tp'0

ou bien, en vertu de la formule (10),

(12) <Pi = cpoH- ~ QVo eo«i+ (32— l- »1 Pi+ ^co«î^-
11 faut maintenant remplacercp0, i|;0 par

/■0 = i + M1«i-HM,ei, 1 + P'ej+p»eo,
©0 — i + Nie'-l-N^J-i-Njejj.

Les formules (9) donneront successivement [3,, a,, (î2, a2, après quoi on
tirera E0, E,, E2 et E3 des relations (n). On trouvera ainsi, en remettant

^ au lieu de Q,

Pi = — i -|- (Ni — Mi ) -t- (N2 M, —- N j -+- Mi Ni ) ej,

1«,= l [ 1 -+- (Pi — 3Nj) e^-H (P2 — 5Na-1- 5Nf — 2M1N1 — N, P,) ej],eo

, P2 = 4e0 [-' + (Mi+4NI-I\K
j " ° + (3M2 + 6N2— P2+2M? — 9N?-t-2MiN,-M1Pi-t-2N1P1)eJ],
! "i = j [ 2 -t- (Mj —-6N.+ P,K
1 ° H- (M2 — 4Nj — P»H- i4Nî+ Pf — M, N, — Mt Pi — 5N, Pi) cj],

' I M

j E„ = - ^ [.-a+(4Ni-M,-P,)eî+(6N,-M,-P^-:6N;.+-3M1-N,+ N1Pl)«
I /M\3
I +(f) (*;>
I i M

(D) J E, = i ^ [.(P, — M, — 2N,) e^-l- (P2 — M2— 4Na-I-. 4NJ — Mi N, — N, P,) ej],
t /M\2

El= 4VN) [(2Mi+2P1-4Ni)e„
-I- (4M2+4P2-i2N2+ 2M? + i4N?-i3M1N1+2M,PI-5N, P,)e3

E3 = g (^-)2 (aM,+ 4N2- 2P.,h- 2M2 h- 6N2 -t- 2P2 H- 9Mi Ni - 4M, M- 7N, P,) e\.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



220

On a ensuite

CHAPITRE XIT.

I

^=<pI+-Q»[Ml+3N,-3P1
-+- (M, + ioN,- 5Pt- 6N*- Pî H- 3M, N,- M, P,-t- 5N, P,^],

?I -= ©„ + 1 Q2 [N, +-(aNj— 8Nj -+■ M, N,+ 3N, P,) e*]>

d'où

j 90 = N(n-NIc;+N1ci + N3eS)
(E) j |-[M1 + 4N,-3P,'

-+- (M, + > 2 N. — 5 P2 - 14N* — Pl -+- 4M,N, - M, P, + 8N, P,) e2].

Si l'on fait

(F) 0— 90(t^- c) -t- 0, sin0o(« + c) -t- 0S sin2 60(t -+- c) h-, ..,

on aura

(G)
'.-»«.+ 7- Mb (M,-f aNj+ P.,)_ <*>,

M J / M
N at+ 4e0\N

_ j_/MVV"
a c» In

Les formules (B), (C), (G) résolvent la question; elles sont identiques
à celles de Delaunay (t. I, p. 107 et 108); il est vrai que nous lui empruntons
deux petits termes en qui figurent avec un (*) dans les expressionsvN.
ci-dessus de E0 et de 0, ; notre calcul, pour les donner, aurait dû être poussé
plus loin. Les valeurs précédentes de e et de 0 seraient incommodes à cause des
petits diviseurs e0, é\, ... qu'elles contiennent; fort heureusement, les dévelop¬
pements (B) de esinO et de ecosO ne renferment pas ces diviseurs, et ces déve¬
loppements sont les seuls dont on ait besoin

Pour mieux faire comprendre la méthode et la façon de l'appliquer, nous
allons faire un exposé sommaire des deux premières opérations de Delaunay;
mais, auparavant, nous rappellerons la signification initiale de L, G et H :

(i3) L = \/y.a, G = yp.a(i—e2), H = G(i— 2y2

(!) Voir le Tome I de Delaunay, p. 878-882.
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On en déduit sans peine, en développant suivant les puissances de e2 et y2,
da

04)

da
dL

p.

na
0.11

«

\&

de 1 — e2 de ' /
dL na-e ' dG ~ ~ na2e \

dy
= 0,

ày _

1

dL dG ~

dy _

4 na2y
1

dH ~~ 4 na-y

dH
= o,

i
, \ de

e . ), Jg — °>

I -t e2 — 2 y2 •— y2 e'2 -4- - e4 -+-.
2 ' ' 8

i
» 3 ,

i + - e2 -+- - e' -+- :

où l'on a mis n à la place de y/ ^ ■ On aura ensuite

05)

dR dR da dR de
^ dR dy1 dL da dL + de dL ' dy dL'

! dR dR da
^ dR de dR dy

1 dG da dG + de d(ï dy d(i '
dR

_ dR da dR de dR dy
I dH ~ da dR + de dH + dy dFl'

On pourra ainsi former aisément les dérivées en partant du dé¬
veloppement de R (p. 189), dans lequel les coefficients des cosinus des argu¬
ments 0 sont développés suivant les puissances de a, e et y.

102. Première opération de Delaunay. — Nous prenons l'ensemble des
termes en coscos2... (Delaunay, t. I, p. 261) :

R = /i'2«2 (y — § y2 + I e2-t- ... ) e' cosl'_\4 2 8 3a /

® ^ y2 H- e2 H- ? ç'2 +. .. ) e'2 cos 21' -,8 4 ' 16 8

cette fonction perturbatrice laisse invariables L, G, H et, par suite, a, e, y et n.

On trouve aisément, en calculant ---> ^5, ^5 et les portant dans les for-dft de dy '
mules ( 15),

dR
_ n'- [Y ai

d L n IA T
dR n12 I(7 9
dG ~ n \IA a

dR
_ n12 I17 9

dR n \IA 4

63 dl
dL '

'

cos /' -

y -g -f-... J e'2 cos2 l'+..

4-. .. ) e' cos l' + ( ~ -t-... 1 e'2 cos 21' -t-
dh

dl
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On en conclut, en intégrant et désignant par (/), (g) et (A) trois constantes
arbitraires,

'■=(/)-?[( j + .-.)e'8inZ'+( ^H-...)e'2sin2/'4-...],
g —(g)~ ~ | e'sin/'-f- e'2sin2/' + ...J ,

h — ( h) — ~ ^ | +... ^ e' sin /' -+- ^ ~ '+ .. . en sin 2 /'-+-... J .

D'après ce qui a été dit, il faudra remplacer dans les coordonnées de la
Lune et dans la fonction perturbatrice, diminuée des termes en cos/', cos2/',
/, g, A respectivement par

'-«-[( x+---)e'sin/'+( t!+"■)e'2sin2/,_h--]'
~ I H-.. e' sin /'-+- ~ e'2 sin2 /'-h. .. j ,

-- |Y I H- • • • ^ e' sin /'q- ^ ~ -t- .. . ^ e'2 sin 2 /' + ... j ,

n

§

sans toucher à L, G, H qui resteront liés à a, e, y par les formules (i3) ; les rela¬
tions (14) subsistent aussi. Mais les nouvelles valeurs de /, g, A n'auront plus
la même signification; on aura, par exemple,

anomalie moyenne = / nouveau

Une fois la substitution effectuée, on aura encore les équations canoniques

(16)

dL
_

dR dG
_

dR
dt d/ ' dt d^ '
dl

_

dR à'£. —

dR
dt dL' dt dG'

dH dR
dt dh '
dh dR

dt dll

103. Deuxième opération de Delaunay. — Elle a pour but de faire dispa¬
raître les termes en cos/. Cette fois, nous devons prendre la partie non pério¬
dique de R, avec le terme en cos/, soit (Delaunay, t. I, p. 264)

R = (~ — -y2-h|e2+ L'!+ -y4 — 7 y2 e2 — fy2e'2o n \ -i ' x x o ' /. » /1 '2a V4 * 8 8 2' 4' 4

07) j +76c'e"+S""+" )
n'2a~ ( — - -f- 3 y2 -1—^ e2 — 7 ef2 -+-. . . ^ e cos L

\ 2 ' 16 4 J
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Nous allons exposer les calculs de Delaunay, niais en ne conservant que les
principaux termes des formules. Nous aurons d'abord

dit dit
_

dg dh 0 '

G et H seront constants, donc aussi y. En exprimant a et L en fonction de G
et de e, il vient

t S\ G2 1 - G(18) a -, I. —

P i - e2 v/", _ e2

a première des formules (16) permet d'écrire

Ge de
= n'2a- (- — 3f—-^e2 + ^e'2-4-... )esin/,„.§ dt \2 ' 16 4(1 —e-)2 N

d'où, en remplaçant a par sa valeur (18) et développant,

. . de n" G3 /1 „ .3 , 3 \ .

9 d* 1 + T6e"+4 ' Sin/"

On aura ensuite, en tenant compte des relations (i4) et de la valeur (17) de R,

dR 2 dR i — e2 dR u nn f 7 21 , 3 „ 21
•jf — j—f- —5— "r- — — —5 + — 7 — — y-+ 7 e""'—o~e ~ ~
aL «a da n«2e de /1a3 « |_4 2 4 °

21s_V_A_^e2 + 372-|e'2+...)].e \ 2 16

romnlonnnc n nof s

dt dL
Portons dans 7; = — remplaçons a par sa valeur (18) et n par

(20) — e2)2,

et il viendra

(21)

cil
dt G3

3
, 3

-+

Z îZe2
4 T ^ 8

i'2 G3 /1 - „ 33 3 „

—5— 3 y H- s e + 7 eu.2 V 2 16 4
\ cos^

'

/ e

Les équations différentielles (19) et (21), dont dépendent e et l, rentrent
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dans le type (A) en remplaçant 0 par /'et faisant

M(, + P,e') = 2^Yi-3V-
f2 V2

N(,+N,«.+«,«')= g (. - ;«•+ i*) - V- të - ï?+ ¥«•-" ¥«"

3
.

76 e'
33

,

= e2
16 +r")'
H n'2G3

F2

On en déduit

N(i + N, «J + N* cJ) = g (. - | el + | cj) -^ (| - H y2 4- f e» -h £ e'2
M n'2G6/i o , 3 ,,\ 7 /i'4G12'

— 3 y2 H- -J e'2 ' -1- yN p.'' \ 2 4

M2_«'G^ M — - H- N--3+ P-33"N"— "4^ ' M,_8+..., — 2+---> 1 ~8

après quoi les formules (D) (G) donnent

n"- Gc ( i „, , 3 ,, 21 A 7 „ G12e
n'-G" i „ , . 6 2i \ 7cos / = :— 3 y2 4- 7 e'2 + — e2 — £ /F*fi* V2 4 8 °/ 8 P

27 /i/2G6
4- e0 COS 40 H- c) + pg ~^eo cosa 40 + c)>

2 7 /i'~ G^
e sin/=: e0 sin/0(<4- c) 4- -g t e2 sin 2 4(1 4- e),

1 G12 G6
e2 = e2 4- 7 n"* -- — /F2 — e0 cos 40 4- c),"4P F

/ = GO -+- c) 4~ /1 sin 40 4- c) 4- 4 sin24( t 4- c),

i-t1 /, _ie. + !eA_^!<LYz_^y»+ae.+'*vA _9„-4G'°~GSV 2 0 8eV f/2 U 2 8 8 J 4 n>
. n'2G6

/1 7 5
2 p.4 e0

4 = o.

La valeur précédente de e2 reportée dans (18) donne

/*'2G6
CI—CIq i —

en posant

1

F4
e0 cos 4 04- c)] ,

G2/
. , . 1 n"G12Y

ao'7|-^i+eî+4 -
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SUITE DE LA THÉORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY.

d'où, avec line précision suffisante,
p«o

2 25

G2 =

ei-t- ^ —jjr
ou encore_

(22)

en faisant

(23)

G2:
„ , i / n1 y

i -h e0 h- e0 4- -- I — J4 v'o/

Si l'on porte cette valeur de G2 dans les expressions précédentes de ecos/,
e sin/, /0, /,, e2 et a, il vient

e cosl — - -V4.S4") (3-1(0
27 f II1 \ 2

-h e0cos/„(/ 4- c) -+" ( — ) e2cos2/0(/ 4- c),

27 f 11 \ 2sin/ = e0 sin/0 (£ 4-c) 4-yg (—j éjj sin 2 /0(< 4- c),

(24)
1= «0 4 2 ' 4 8 / V/(„ / 8

/ — — 1 — V L ~ o
^ ^0 \ >*o /

_

9 1 / /Ï y ( 11 » . .

e — 6q 4- 7 ( — 1 — [ — ] e0 cos ly (t c),
4 \ /zo /

/i = /i0

i — ( — ) e0 cos l0(t-h c)

.y£\\0c°si0(t+c)
Calculons maintenant les valeurs de g et de h, ou plutôt de h 4- g■ + let de h

par les équations différentielles
d( h l)

dt
^ llh. - _

dl OG à\\ dt ÙII '

qui donnent, en vertu des formules ( 14)» ( 15) et (17),

d{H -4 g 4- /) _

dt

dh
dt

n'2
' 7 /l'2

/1 '1 11

3 n'2 3 n'2

4 11

—

2 11
e cos/.

T. — III. 29
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Il faut substituer pour n et e leurs expressions (24); on trouve ainsi que les
n12

coefficients de — e0 cos/0(t 4- c) dans les seconds membres des équations pré-
,33.

cédentes sont respectivement égaux à -j- et -• Si l'on intègre en remarquantL\ 2

que la valeur (24) de l0 ne diffère de n0 que d'une quantité du second ordre et
que l'on désigne par (g) et (A) deux constantes arbitraires, on trouve

(25)
h + g + l —■ (h) (g) g0-+-1<>) (t + c) — e0 sin /0 ( t + c) >4 "5

h=(h) h0(t -H c)
3 nJ*

2 ni
e0 sin l„(t + c) ;

A0 et g0 sont des quantités qui, comme /0, dépendent de a0, e0, y, n', e', mais
dont nous ne donnerons pas les valeurs parce qu'elles ne nous sont pas néces¬
saires.

Les formules (24) et (25) donnent les valeurs de a, e, y, /, g, A en fonction
de t et des six constantes arbitraires a0, e0, y, c, (g) et (A). Ce sont les inté¬
grales générales des équations (16).

On aura l'expression de L en partant de L = y/p.a et y remplaçant a par sa
valeur (24); la formule (22) donnera G, et la dernière des relations (i3) fera
connaître H. On trouve ainsi

L=vV«0 ie0 cos/0(< h-c)
L 2 \ no '

G = v/f*ff0

H = \/ua„ \

1 ~

2 e°
1
■" 8[n,

1 , 1 n
°~ 8e°~ 8 lïïl

On lit immédiatement sur ces formules les valeurs des quantités désignées
dans le Chapitre précédent par \Jp, G^, H^; ainsi

L» = vVaoi L,=— ^v/p-rto'

H0= v/fTô! |^i — if — ^-el + y-el— gej —

G, == o,

H, = o,

Si l'on a recours aux expressions (24) de l{, l2, ... ou de 0,, 02, ..., il
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vient

L0 + — (L|$1-t-2L2 ^2~L~• • • ) : s][>-aa j^i
G0 + - (Gj 0, + 2G2 02 + • • •) — \/y-Co 1^' — -«o — 3 e° — s (/T
H0 + - (H1 2H2 ô2-t-...) =y/f^ô 1 — 3y2

On peut maintenant supprimer les indices de a, n, e, et l'on est conduit à la
règle suivante :

Dans les coordonnées de la Lune et dans la fonction perturbatrice (■), on
remplace

ecosl par — (y — 3 y2

e sin/ »

2 + |e2 + 7 e'2

(26) cc

8 k

e cos i

;_2(^y+ecos/+H2 /",xin 8 \n 16

•

/ 27
e s 1 n / H—716

e2 cos 21,

e2 sin2/,

h + g l » h + £• + / -+- -y ^ y ^ e sin l,
1 1 3 («'\2 . ./( » h -4- - I — )e sin t:

2 \ n )

y ne change pas ; on a toujours n = yLes nouvelles quantités a, e, y, l,
g, h, dont les coordonnées de la Lune et la fonction perturbatrice dépendent
maintenant, seront fournies par l'intégration des équations (16), où L, G, H
sont liés à a, e et y par les relations

L = y/pa | 1 /«'yd
L1 _ 8 \ n ) J '

(27) ■ G = y/pa H'-s*-
1
\, H=v/P«

Pour passer à la troisième opération, la première chose à faire sera de cal-

(1 ) Il faut prendre ici simplement la valeur qu'avait R avant la deuxième opération, parce que, à
cause de i'" = o, on a

_i.«'(L-L»)-+-b «'(L, 0, + al.j 02-t- ...) = o.
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culer les coefficients im d'après les formules (27); ces coeffi¬
cients sont nécessaires pour le calcul des dérivées

on dR 011

OL' 0G' ûH

Delaunay a déduit de la substitution (26) les quantités qu'il faut mettre à la
place de

e2, e2cos21, e2sin21, e3cos3 /, e3sin3/,

il est aisé de voir que, avec ces valeurs et celles de h-\- g + l et de h, on sera
à même d'effectuer la substitution dans tous les termes de R. Après cette opé-

i'"
ration, la quantité A cosO + B -t- -j ri L ou A cos9 -4- B devra se réduire à une
simple fonction de a, e et y, ce qui donnera une vérification des formules de
transformation employées.

On peut remarquer que, dans chaque opération, les véritables inconnues ne
sont pas L, G, H, mais a, e et y ; L, G, II ne servent réellement que d'intermé¬
diaires et leur rôle est dû à cette circonstance que les équations (16) sont plus
simples que celles dans lesquelles figuraient a, e, y, et c~-

Nous remarquerons encore que, dans les opérations successives, Delaunay
désigne toujours par a0 et y* les parties non périodiques de a et y2 ; e0 n'est pas
la partie non périodique de e; c'est le coefficient de sin0o(t + c). Toutefois,
dans les opérations 26-45 et 49-57, e2 est la partie non périodique de e2.

104. Opérations abrégées. Résultat final. — Après les cinquante-sept
opérations complètes, Delaunay a fait disparaître les termes périodiques res¬
tants, qui sont tous très petits, en suivant la même méthode, mais très abrégée,
en ce sens qu'il n'a pas tenu compte des changements qu'entraîne la dispari¬
tion d'un terme dans les autres termes, ce qui revient à négliger le carré de la
force perturbatrice ; il a simplifié aussi la substitution dans les coordonnées
de la Lune, en ne conservant que les termes principaux. Il est donc arrivé
finalement à une fonction perturbatrice, ne contenant plus de termes pério¬
diques appréciables, et de la forme

,, u. m'a- _ /
, , a2 n' „\R= ~ -t y-,- 0 e\ y1, —, e'* ;

2 a a 3 \ a!- n J '

au degré de précision réalisé, la fonction 0 ne contient ~ qu'au premier degré.
Les relations qui lient les quantités a, e, y aux dernières variables L, G, H
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employées sont de la forme

| L = vV« F (e\ y2, e'2
(28) \G =\Z[j.aq>(e2,f,—, -, e'2),

H= v/fJ-aWle*, y2, -, e'2

a' n

a'2' n

a*_ n'
a,2' 11

on trouvera ces expressions cle R, L, G, H aux pages 234-236 du Tome II de la
Théorie de la Lune. La première moitié des équations (16) montre que L, G, II
et, par suite, a, e, y sont constants; les autres, en ayant égard aux valeurs de

AL' 4L,' " ' ' tirées des formules (28), donneront des équations de la forme
dl dg dh
dt ~ Tt ~ ^0' dt

\ • • Cl 11
où g0 et h0 désignent des fonctions connues de e-, y2, -- et e'2.

Soient donc (/), (g), (A) trois constantes arbitraires, et il viendra

(29) l = (l)-\-l0t, g — {g) 4- g01, h — (h) -+- h01.

Les trois coordonnées de la Lune vont donc se trouver exprimées sous la
forme de séries procédant, suivant les sinus (pour la longitude et la latitude)
ou les cosinus ^pour yj, d'arguments de la forme
(30) il + i'g -4- i"(h — h'— g') -H £"'l',

1, i', i", i'" désignant des nombres entiers positifs ou négatifs; toutefois, on
peut toujours supposer o. Les constantes (/), (g), (A) figurent d'une ma¬
nière très simple dans les arguments, ainsi que cela résulte des relations (29);
il n'en est pas de même de a, e et y, qui entrent d'abord dans les coefficients
des sinus et cosinus, ensuite dans les arguments, par les quantités l0, g0, A0.
Le résultat détaillé des substitutions faites à la suite des diverses opérations
dans les trois coordonnées de la Lune est donné, terme à terme,

pour la longitude (p. 24i-4i3 et p. 7/16-796 du t. II) ;

pour la latitude (p. 414-669 du t. II);

pour - (p. 570-586 du t. II).

Delaunay procède dans le Chapitre XI à la réduction des termes semblables ;
il remarque ensuite que a, e et y, qui avaient une définition précise au début
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des opérations n'en ont plus à la fin. Ce sont seulement trois constantes arbi¬
traires, et la façon dont elles entrent dans les coordonnées de la Lune dépend du
procédé d'intégration adopté. Les expressions analytiques des coordonnées en
fonction de t, a, e, y, (l), (g) et (A) ne seraient donc pas comparables dans deux
théories différentes. Delaunay a voulu donner aux constantes a, e et y un sens
précis, et, pour cela, il les a remplacées par trois autres a,, e, et y,, telles que :

i° Le coefficient de sin/ dans la longitude Y ait la même forme que dans le
mouvement elliptique, savoir

2e'-r?+pe?'
ce qui reproduira le premier terme de l'équation du centre;

2° Le coefficient de sin(g-+ l) dans la latitude ait aussi le même coefficient
que dans le mouvement elliptique, savoir

2y 1 - 2 y, e\ - i y\ + £ y, e\ + i y\e\ - ^ yx e\ ;

3° Le coefficient de l dans la longitude moyenne h + g + / soit égal à

"< = V/sr
On y arrive en remplaçant a, e, y respectivement par a,, e{ et y, augmentés

de corrections convenables; finalement, on supprimera les indices de a,, e,
et y,. On substituera les anciennes valeurs de a, e et y en fonction des nouvelles
dans les trois coordonnées de la Lune, dont on obtiendra ainsi les valeurs
réduites. Ces expressions définitives des coordonnées sont données dans les
pages 803-924 du Tome II.

Delaunay introduit en même temps les quatre arguments fondamentaux :

D = h -h g + l— h'— g' — V = distance moyenne de ta Lune au Soleil ;
F — g 4- l — distance moyenne de la Lune à son nœud ascendant;
L — anomalie moyenne de la Lune;
l' — anomalie moyenne du Soleil.

Un argument quelconque (3o) des formules finales devient ainsi
il -t- i' (F — l) +1"(» — F + 1') + i'" l',

c'est-à-dire une combinaison linéaire des quatre arguments fondamentaux qui
sont chacun de la forme a + $t.

Delaunay n'a pas fait les substitutions entraînées par les diverses opérations
dans les valeurs initiales de L, G, H, /, g, h, ce qui lui aurait permis d'obtenir
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en fonction explicite du temps les valeurs des éléments osculateurs à un instant
quelconque. Il ne l'a pas fait parce que les calculs, déjà très longs, seraient
devenus considérables; aussi s'est-il borné à remplir le but final, en donnant
les trois coordonnées de la Lune. Hâtons-nous de dire qu'il serait aisé de com¬
bler cette lacune, en partant des données très claires et très complètes du
grand Ouvrage de Delaunay. Mais, en consultant l'engrenage des opérations
successives, il est facile de voir que les éléments osculateurs a, e, y seraient
développés en séries de cosinus des multiples des quatre arguments fondamen¬
taux. D'ailleurs les différences entre les valeurs que prennent les quantités/, g, h,
au commencement d'une opération et à la fin, sont des séries de sinus des mul¬
tiples des arguments, et l'on en peut conclure que l'anomalie moyenne de la
Lune, la longitude du périgée et celle du nœud, dans l'ellipse osculatrice, sont
égales respectivement aux quantités

(O + 'oL (h) + (g) + (^0+ go) (h) + hot,

augmentées de séries de sinus d'arguments de la forme

ctD + oi'F + «"/ + a.'" V,

de sorte que ha + ga et h0 désignent respectivement les moyens mouvements
du périgée et du nœud.

Enfin, dans les formules finales, on a posé

n' /m' a\Ja
m = — — I/ ï— ,

11 V F a' \Ja'

de sorte que les coefficients des diverses inégalités sont des séries ordonnées par

rapport aux puissances entières des vraies constantes e, y, m et e'. n désigne
en dernier lieu le moyen mouvement constant, et les coefficients du temps dans
les arguments fondamentaux sont égaux à n — n', n — h0, n — g0), n'.

L'inspection des expressions réduites des coordonnées de la Lune montre
qu'elles sont de la forme

const. + nt -+- ^ X sin [i'D ± 2À"F ±y7±,/'/'],

2 sin [iD ± (2k■+ i) F ±jt ±/'/'],

2©cos[i'D± aÂ-F ±jl±j'l'],
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où l'on a

I X = eJe'j'yik F! (m, e2, y2, e'2^,
I \ Cl j

(32) ' i)î> = eJ(^m, e2, y2, ~, e'2^ ,

I G = e'e'ïy2k W^m, e2, y2, —■> e'2\,
i, k,j ety' désignant des nombres entiers positifs ou nuls. On peut donc, d'a¬
près les valeurs de j, j' et k, trouver immédiatement une limite inférieure des
ordres de x, oft, a relativement aux petites quantités e, e' et y. Il serait intéres¬
sant d'avoir des données sur les ordres de x, ilt, G relativement à m; voici ce

qu'il est permis de juger, par induction :

Pour i = o, x, ifc, G sont de l'ordre de m, excepté si j' = o, auquel cas ces
quantités sont de l'ordre o;

Pour i = 2p, x, DR, G sont au moins de l'ordre de mp;

Pour i — r, x, id), G contiennent le facteur ~ et sont de l'ordre o ou i relati¬

vement à m;

Pour i = 3, x, ii\>, G renferment tous le facteur ^ m.

105. Réflexions sur la théorie de Delaunay. — Cette théorie est très
intéressante au point de vue analytique; dans la pratique, elle atteint le but
poursuivi, mais au prix de calculs algébriques effrayants. C'est comme une
machine aux rouages savamment combinés qu'on appliquerait presque indéfi¬
niment pour broyer un obstacle, fragments par fragments. On ne saurait trop
admirer la patience de l'auteur, qui a consacré plus de vingt années de sa vie
à l'exécution matérielle des calculs algébriques qu'il a effectués tout seul.
Aujourd'hui sa théorie de la Lune est incontestablement la plus parfaite; celle
de Hansen, comme nous le dirons bientôt, lui est équivalente en précision,
mais elle ne donne pas les expressions analytiques des coefficients, elle n'en
donne que les valeurs numériques.

Cependant la théorie de Delaunay laisse un certain nombre de desiderata
que nous allons indiquer. Les mouvements moyens du nœud et du périgée,
h0 et h0-±- g0, ainsi que les coefficients des diverses inégalités, se trouvent déve¬
loppés en séries suivant les puissances entières de e, e', y, ~ et m; le grand
ennui vient de ce que les séries n'offrent relativement à m qu'une convergence
médiocre.
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Ainsi Delaunay a trouvé (Comptes rendus, t. LXXIY, 2 janvier 1872) :

3
, 9 273 ,

7 7«2 H- tt" m6 H m ' -
4 32 128

(33)

3 225
Tm-+ -7— /?i4 3a

9797 , '99 273 . 6 657733
2048 24 576 58g 824

12822631

m -

128

I 273 925 g65
589 824 '

4O7I , 265 4o3
—— iw H id— m

32 l45 882 707 74I
—— niJ

679 477 248

2048

71 028 685 58g
7 077 888

m'1

24 576

nous n'avons pas écrit les termes moins importants qui contiennent en facteur
les quantités e-, e'2, y2, ~ Quand on donne àmsa valeur numérique 0,074 8oi3,
on trouve les valeurs suivantes pour les termes de — et ^'+°° :r n a

h0 ho -f- go
11 n

Termes en m2 -H 0,004 19643
)) m3 -+- O ,002 942 80
)) m1* -r- 0,000 gg5 70

. )) m5 -f- 0,000 3o3 58
)) m6 -+- 0,000 091 3g
)) nf -h 0,000 028 3o

-t- 0,00000984
-H 0,000 oo3 47)) m9

— 0,003999 18 -+- 0,008 57i 51

On voit que la série qui donne le mouvement moyen du périgée converge
très lentement; la valeur exacte de la série en m est 0,008 572 57, de sorte que
le quatrième chiffre donné par Delaunay est en erreur. On peut prévoir que,

pour avoir le mouvement du périgée à 500'000 Je sa valeur, ce qui serait dési¬
rable, il aurait fallu pousser les calculs jusqu'au terme en m14; pour le nœud,
la valeur exacte de la série en m est — 0,003999 ^ 'a précision est presque
suffisante. Ainsi la théorie de Delaunay ne donne pas avec assez de précision le
mouvement du périgée, dont la valeur devrait être empruntée aux observations.
Nous verrons bientôt comment MM. Hill et Adams ont réussi depuis à calculer
avec toute la précision désirable les séries (33).

M. Adams a observé en outre que, en posant

m :

les séries précédentes, étant ordonnées suivant les puissances de deviennent
beaucoup plus convergentes. (Voir Bull, astron., t. IX, p. 374.)

T. - III. " 3o
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Le même défaut de convergence se manifeste dans les coefficients des
diverses inégalités. Ainsi la longitude Y renferme l'inégalité

/'21 1233 „ I4QI3 \ , . ,, ...( — m ~\—m- h ^— m1 -+-... J ee' sin ( l — V) ;

nous n'avons pas écrit dans la parenthèse les termes en e-, y2, e's, ... ; la mise
en nombres donne

Terme en ee' m 74 "58
» ee'm* 4 0,94
» ee'm3 18,52
» ee'm!* 8,11
» ee'171$ 3,66
» ee'm6 1,72
» ce'm1 o,85

Delaunay a donc été jusqu'au terme en ee'm', qui est du neuvième ordre, et
il n'a pas été assez loin, puisque ce terme est encore de o",85. Il a pris le parti
d'ajouter un complément probable déterminé par extrapolation, d'après les diffé¬
rences ou plutôt les rapports des termes précédents; dans le cas actuel, il
assigne au complément la valeur -1- o",9i ; ici encore, pour avoir sûrement le
centième de seconde, il semble qu'il faudrait aller jusqu'au terme en ee'mKK
qui serait du seizième ordre.

Donnons encore quelques exemples analogues :
L'argument de l'évection est 2D — /; son coefficient contient de petits termes

dont nous allons écrire les valeurs :

Terme en ee'2m.
» ee'2ni2

» ee'2 ni2

» ee'2 m1

Delaunay assigne comme complément probable -t- o", 20.
Le coefficient de sin(D -4- /') dans la longitude contient les parties suivantes :

Terme on
a .

cd

))
ci ,

—7 c
a

m

))
a .

1c
et

m*

))
a .

— c
CL

/?23

))
a

,

—j c
Cl

mk

- a';23
- 0,64
H- 0,32
-+- 0,43
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Delaunay suppose nul le complément probable. Enfin, voici, pour terminer,
des données analogues pour trois autres inégalités de la longitude :

sin (2 D — il -h I'). sin(2D — il). sin (4D — il).

Terme en e-e'm.... — 2r; 19 Terme en e3m... + I3O';79 Terme en e3m3... + I5':29
» e2e'm2... —î— 0,3D » e2 ni2.. -+- 46,09 » e2 m3... '+ 9,4°
» e2e'm3.. . -1- i ,26 » e2 m3 .. -t- 22,28 » C2to1. .. H- 4,o4
» -+- 1,16 » e2/ra4.. H- 8,13 » e2 m3. . . -+- i ,5i
» 6'2 e' in5. .. -1- 0,82 » .. COCO+ » e2 to6 . . . + o,53
» e3e'm3... H- 0,49 » e3m3. . . -f- 1,31

» e"-nv... ■+ o,54

M. Airy a cherché à remédier à cet inconvénient ('); il a adopté pour point
de départ les expressions numériques calculées sur les formules de Delaunay,
et, au lieu d'évaluer les compléments probables des coefficients des principales
inégalités, il les considère comme des inconnues et cherche à les déterminer
parle calcul, en substituant dans les trois équations différentielles du mouve¬
ment [équations (a") du t. I, p. 92] les expressions des coordonnées de la Lune.
Le résultat de la substitution ne contiendra les compléments qu'au premier
degré, parce que ces compléments sont petits et qu'on peut négliger leurs
carrés.

Les calculs auxquels conduit la méthode de M. Airy sont néanmoins considé¬
rables; ils ont duré plus de dix ans, et il ne semble pas que l'éminent astronome
soit arrivé à s'affranchir de toutes les causes d'erreur. Pour plus de détails,
nous renverrons le lecteur au Bulletin astronomique (t. IV, p. 274-286 et 383),
où M. Radau a donné une analyse étendue du Mémoire de M. Airy. Nous nous
bornerons à dire que l'une des causes d'insuccès de la nouvelle tentative pro¬

vient de ce que Delaunay n'a donné le développement de - qu'avec les termes
du cinquième ordre, ce qui était largement suffisant pour le calcul de la paral¬
laxe; mais la valeur que M. Airy en a conclue pour r n'est pas suffisamment
précise.

106. Comparaison entre Hansen et Delaunay. — Hansen n'a pas déve¬
loppé les expressions analytiques des coefficients des inégalités, précisément
pour éviter le peu de convergence des séries. Aussi la comparaison des valeurs
numériques auxquelles il est arrivé, avec celles de Delaunay, présente-t-elle
un vif intérêt. Cette comparaison qui demandait un travail préparatoire, parce
que les inégalités ne sont pas présentées sous la même forme dans les deux cas,
a été faite par M. S. Newcomb (Astronomical Papers, t. I, p. 59-107). Ce savant
astronome a pris ce que deviennent les nombres de Delaunay, quand on emploie

(') Aiiiy, Numerical Lunar Theory. London, 1886; in-4.
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pour e, é, y et —, les valeurs adoptées par Hansen et que, en outre, on tient
compte des compléments probables publiés par Delaunay dans les Additions
à la Connaissance des Temps pour 1869. Voici le résultat de la comparaison pour
les principales inégalités de la longitude :

Arguments. Hansen. Delaunay. II — D. H. — D*. D. — D*.

D — 125','4 3 - 125^98 -F o"55 -F or;o6 — 0 ','49
D — /-F V -t- i,33 tvCOc+ -F 0,46 -F 0,46 0,00
l—i -t- 148,02 COVd-COva-+ — 0,41 -F o,56 -F o,97

4D — il -F V 0,36 — 0,67 rf o,3i -F o,3i 0,00
2F — il. -t- 1,09 -t- i,38 — 0,29 — o,3o — 0,01
2D — il + 1'.... H- 2,52 -+7 2.27 -F 0,25 -F o,65 ■+- 0,40
2D — / -+ V — 28,56 28,32 — 0,24 -F 0,94 -+- 1,18
2D — l-i-■il' 2,54 — 2,35 — 0,19 — 0,32 — 0, i3
D — il .

- 1,78 — 1,59 — 0,19 — 0,28 — 0,09

4D — / -e-V — 0,64 o,83 -F °,!9 -F 0,19 0,00

4D — T -+- 1,89 + i,7' -F 0,18 0,22 + 0,04
2D —3/ ■+■ 13,19 -t- i3,32 — 0, i3 -F 0,04 H- 0,17
2D — il. H- 211,71 -F 211,84 — 0, i3 4- 0,25 • -+- o,38
3D . . -H 0,41 -F 0,54 o,i3 — 0,16 — o,o3
2D — l. . -+-4586,56 H-4586,44 -F 0,12 -f 0,32 -F 0,20
2D — l —-V -t- 206,46 H- 2o6,34 -F 0,12 — 0,08 — 0,20

2F — 2D -+- 1,55 -H i,43 -F 0,12 0,12 0,00

4 D — 2 F — 1.. -+- 0,22 -H 0,34 — 0,12 — 0,12 0,00
3D — l — 3,23 — 3,12 — 0,11 — 0,25 — 0,14
4D —31. h- I,T 8 -t- 1,08 -F 0, TO -+- 0,22 -F 0,12

4D-t-l H- 1,98 H- 1,88 -f 0,10 -f 0,12 -F 0,02

La première colonne reproduit les arguments de Delaunay, la seconde les
coefficients de Hansen, la troisième ceux de Delaunay, la quatrième les diffé¬
rences Hansen moins Delaunay. La cinquième colonne renferme les différences
H. —D*., obtenues sans tenir compte des compléments probables; elles sont
extraites du Tableau plus complet que nous avons donné plus haut (p. 112-115) ;
enfin la sixième colonne contient les compléments D. — D*. On n'a inséré ici
que les vingt et une inégalités pour lesquelles la différence H. — D. est au moins
égale à o", 1 en valeur absolue. On voit donc que, sur l'ensemble des inégalités
de la longitude, il y en a seulement vingt et une dont les coefficients diffèrent
de o", 1 ou plus dans les deux théories; sur ces vingt et une différences, qua¬
torze sont comprises entre o",i et o",2, trois entre o", 2 et o",3, une entre o",3
et o",4, deux entre o",4et o", 5, une entre o", 5 et o", 6. L'accord est en somme
très satisfaisant et montre que la faible convergence des séries n'a que peu d'in¬
fluence sur les résultats de Delaunay. M. Wilding a effectué la comparaison
entre les deux théories pour les inégalités de la latitude {Monthly Notices, t. XL;
187g); l'accord est également très satisfaisant.

On peut conclure de là, en tenant compte des travaux supplémentaires de
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SUITE DE LA THÉORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY. iZ'J
MM. Hill et Adams, auxquels nous avons déjà fait allusion et dont nous parle¬
rons bientôt, que les perturbations de la Lune qui proviennent du Soleil, sup¬
posé se mouvoir dans une ellipse invariable, sont maintenant calculées avec
une précision presque suffisante. Cela est établi par l'heureux accord de deux
théories entièrement différentes. Les écarts sensibles qui subsistent malheu¬
reusement encore entre les Tables de Hansen et les observations de la Lune
doivent donc avoir une autre source. Delaunay espérait sans doute que sa
théorie les expliquerait en partie; sa mort prématurée l'a empêché de pour¬
suivre ses recherches dans une autre direction.

107. Modification possible de la méthode de Delaunay. — L'un des incon¬
vénients les plus sensibles de la méthode d'intégration adoptée par Delaunay,
c'est que, comme on l'a vu (p. 228), les éléments canoniques L, G, H, qui figu¬
rent dans les équations différentielles, ne servent que d'intermédiaires pour arri¬
ver aux éléments a, e, y, qui figurent dans la fonction perturbatrice et dans les
expressions finales des coordonnées. Or il serait possible, ainsi que l'a remar¬
qué M. Poincaré, d'introduire un autre système d'éléments canoniques, suscep¬
tible d'être employé en même temps au développement de la fonction pertur¬
batrice.

Pour l'obtenir, nous partirons de la formule de Jacobi que nous avons
rappelée plus haut (p. 204), et qui montre qu'on peut passer d'un système cano¬
nique a£, bt à un autre a;, à l'aide des relations linéaires

/ — Pi <*i -+- Pi H- Pi £3, Pi = Pi b\ 4- <7i 62 4- /'] b3,
(34) l a2 = qial +q%tx2-hq3<x3, p2 =p,bl -h q3 b2 -+- t\ b3,

{ a3 — /'[ Xi —t— ''2 a2 + ''3 a3> P3 = Pi ^1 + (/3 ô2 4- '*s ^3'

où c]i, r£ sont des coefficients numériques. Nous en avons déjà déduit les rela¬
tions (1*), en faisant usage des coefficients suivants :

Pli Pli Pii Pli °> °>
O, T , O, p.2, I , O,
O , O, I , , O, I.

Nous aurons, de même, les relations dont nous avons besoin ici, en prenant
les coefficients

I, I, I, Ij o, O,

O, I , I , I , I j o,

O, O, —I, I, —I, —I.

Ces relations sont les suivantes :

a14-cc24-oe3, fil = bl, b
— «2 — «3» fii = bl — b3, 62r=(3, — (38i

a3> P3 — bi b.2 b3, b3 — P2 — p3.
(35)

«! :

fl2 :

a , ■■
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On voit que, si le système ah (3,- représente /, g, h, L, G, H, le système ah bt
représentera les nouveaux éléments

1 -H g + h, L,
— g — h, L — G,

— h, G- H,

1 *' L,
)
< — ET,. P,

1 - h, Q-

que nous désignerons par

(36)

X est la longitude moyenne, xxs la longitude du périhélie, h la longitude du
nœud ; ensuite

!L = (/,0. a,P =(i-V/l-e2)L= -t- ^ e2 + g e4 +... ^ L,
Q = 2 y2 G = 2 y2 y'i — e2 t..

Les arguments de la fonction perturbatrice, qui dépendent de l, g, h, g', h',
pourront être facilement exprimés en fonction de X, xs, h, X', xs, h'; mais la
transformation des coefficients ne pourra se faire aussi simplement, car on aura

p P2
2 Q6

L L2' a7=L = P'
d'où

(38) ['W'i

P2
L2' 2y2=L

P P2
I

4L 3aL2

' P 3 P2
+

8 L2
I

2 L

On conçoit cependant que la méthode d'intégration puisse s'appliquer aux
éléments canoniques qui viennent d'être définis.

Si, maintenant, nous avons recours au théorème en vertu duquel deux élé¬
ments canoniques a, b peuvent être remplacés par y/aacosX, \/2«sin&, ou, ce

qui revient au même, par — \/2asinô, + y/2<zcos&, il est facile de voir qu'à la
place du système (36) nous pouvons employer le suivant :

('•
(3g) | £ — (2P cosro, ri — y/2 P siriro,

p — \Ji Q cos/(, 9 = ^/2 Q sin/i.
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On aurait d'ailleurs

f + 'i! = 2P = e- ^ 1 -t- — e2-t-.. . J L,
p2 -+- cf- — 2 Q = 4 y'1 — y er — ■ ■ • ^ L,

\fïV—e ^1 + + .\J~L,
y/2 Q = 2y ^ j — y es —...^ y/L.

Des relations

e ecossT e sin m y ycos/i ysin/i
TaP ~~ l ~~ "1 ' TaÏÏ _ ~~P~ " 1

rapprochées des formules (38), M- Poincaré conclut que ecos®, esin®, ycosA,
ysin/i sont développables suivant les puissances de t],}), q, et que la fonc¬
tion perturbatrice est développable suivant les puissances de ij, -q, p, q, q',
p, y'; elle peut être amenée à la forme

2 N5"ïiVï5. . • (jmjX -t- m2X'),

où N dépend de L, L'. Mais cette forme ne se prête plus à la méthode d'intégra¬
tion précédemment développée.
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CHAPITRE XIII.

ACCÉLÉRATION SÉCULAIRE DE LA LUNE.

108. Découverte de l'accélération séculaire. — La Lune est le seul astre

pour lequel les observations aient mis en évidence une accélération séculaire.
Pour les planètes, la longitude héliocentrique peut se mettre sous la forme

L = c -f- «o i 4- p, p = ^ B sin ((3< 4-|3'),

où c, n0, B, (3 et (3' désignent des constantes. Il en résulte que, si l'on considère
trois époques aussi distantes que possible, t0, t, et t2, t0< A,. on aura, en
mettant aux lettres L et p les indices correspondants,

L0 = C + «o <0+ p0> L| = c 4- /I» L 4- pi, L, = C 4- /l0 4- p2,
d'où

„ L, — pi (L0 p,,) m L2 p2 (L! Pi).
n0 —

, f ' 0 — f , >i 1 10 t-2 61

c'est ainsi qu'on détermine réellement n0. Or, dans le cas de la Lune, les deux
valeurs ainsi trouvées pour n0 sont différentes; la seconde est plus grande que
la première; le moyen mouvement de la Lune va donc en s'accélérant. On
obtiendra cet effet en supposant que l'expression de la longitude de la Lune
contienne un terme proportionnel au carré du temps, que nous représenterons

par cr = tfS2, t désignant le temps compté en années juliennes de 369,25
et S le nombre de siècles correspondant. On aurait donc

L = c4-n0( + !7 (lbô) + ^ ^ si" (P* 4- P') ;

g est ce que l'on nomme le coefficient de iaccélération séculaire.
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Cette inégalité importante a été découverte par Halley (') qui utilisa quel¬
ques-unes des anciennes éclipses de Lune de YAlmagesle, d'autres éclipses ob¬
servées par les Arabes vers la fin du ixe siècle, et enfin les observations de son
temps. Il avait ainsi les trois époques l0, tt et l.2. En outre, t, se trouvait tenir à
peu près le milieu entre l0 et t.2. Halley obtint dans le second intervalle une
valeur de n0 plus grande que dans le premier. Il constata ainsi l'accélération,
mais sans pouvoir en fixer la grandeur.

Pour trouver une première évaluation de cr, il faut attendre plus d'un demi-
siècle. Dunthorne (2) obtient a — 10". A peu près dans le même temps, et d'une
manière indépendante, Tobie Mayer s'occupa de la même question, en vue de
donner à ses Tables de la Lune la plus grande précision possible, et il trouva
cr = 6",7. Ces Tables parurent en 1752; une seconde édition fut publiée après
la mort de l'auteur, en 1770, d'après le manuscrit laissé par lui; la valeur de
l'accélération séculaire y est portée à 9", sans que l'on sache pour quelle raison
il a augmenté ainsi de 2",3 la valeur primitivement adoptée. Lalande a repris le
même sujet (3) et donne <x = 9", 886.

Les différences entre les déterminations précédentes tiennent à ce que les
auteurs n'emploient qu'une partie des éclipses de Ptolémée, une ou trois par
exemple sur dix-neuf, de même pour les éclipses des Arabes; enfin les Tables
lunaires dont ils se servent sont différentes, et il faut que ces Tables donnent
pour l'ensemble des inégalités périodiques de la Lune une valeur assez exacte.
Nous verrons dans un autre Chapitre à quelle valeur on est conduit quand on
utilise tout le matériel dont on dispose et que l'on a recours aux meilleures
Tables de la Lune.

Quoi qu'il en soit, l'ensemble des recherches de Dunthorne, Tobie Mayer et
Lalande mettait hors de doute l'existence'même de l'accélération, et permettait
de lui assigner une valeur comprise entre 6", 7 et 10".

109. Explication théorique de l'accélération séculaire. — Lagrange, qui
avait cherché vainement à se rendre compte par la théorie du fait de l'accéléra¬
tion séculaire, émit des doutes sur sa réalité, trouvant les anciennes observa¬
tions trop vagues et trop discordantes pour qu'on en puisse tirer des données
précises. Laplace, de son côté, crut un instant que l'on pourrait expliquer le
phénomène, en admettant que la transmission de l'attraction, de la Terre à la
Lune, ne soit pas instantanée. Il fit remarquer aussi qu'un ralentissement dans
la durée de la rotation de la Terre sur elle-même, ne fût-il que de os,oi depuis

(!) Transactions philosophiques de la Société royale de Londres, n°204; 1693.
(2) Ibid., n° 492 ; 1749
(3) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, 1757.

T. - III. 3r
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Hipparque, produirait une accélération séculaire supérieure à 10"; mais il res¬
tait à assigner une cause à cette variation du jour sidéral.

En 1783, Lagrange revient encore sur la question et fait voir que les varia¬
tions séculaires de l'excentricité et de l'inclinaison d'une planète peuvent pro¬
duire une équation séculaire dans la longitude d'un astre voisin. Faisant l'ap¬
plication de sa théorie aux actions réciproques de Jupiter et de Saturne, il
n'obtient que des résultats négligeables, et, par une conclusion trop hâtive, il
admit qu'il en serait de même de tous les autres corps de notre système; il se
laissa ainsi enlever par Laplace l'honneur d'une découverte contenue implici¬
tement dans ses formules.

C'est en travaillant à la théorie des satellites de Jupiter que Laplace fut mis
sur la voie de l'explication cherchée; il reconnut qu'une variation séculaire,
dans l'excentricité de l'orbite de Jupiter, produisait une accélération dans les
moyens mouvements des satellites. En transportant les résultats à la Terre, il
obtint un terme en l- dans la longitude de la Lune {voir p. 107).

Nous allons calculer ce terme en employant la méthode de la variation des
constantes arbitraires. On a, en désignant par n, l et £ le moyen mouvement, la
longitude moyenne de la Lune et celle de l'époque,

Le moyen mouvement n se compose d'une partie constante n0 et de termes
de

périodiques. Quant à nous avons trouvé, dans le Chapitre IX, p. 146,

quand on aura remplacé cp et 0, e et gt par leurs valeurs (D) et (D,), pages i52
et i54, on trouvera que ^ se compose de termes périodiques et de la portion

qui serait constante s'il en était de même de e'. Mais on sait que, en vertu de
l'attraction des planètes, l'excentricité e' de l'orbite terrestre varie lentement.
La loi de cette variation est compliquée; toutefois, pendant un assez grand
nombre de siècles, on peut {Annales de l'Observatoire, t. IV, p. 102) se borner à

Q)

e'—e'0—at, e'0 = 0,016 771, a = -t- 0,00000042^5,

où t est compté en années juliennes à partir de i85o,o. On voit que e' diminue
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lentement, parce que a est positif et très petit, et que, si l'on néglige a2,
^ comprendra une série de termes périodiques, la partie constante

En intégrant et portant dans (1), on voit que l se composera d'une série de
termes périodiques et de la portion

Cette valeur de u est positive, et c'est bien une accélération qui se trouve
réalisée. Laplace trouva pour cr le nombre 11", i35, qu'il réduisit plus tard
à 10", 18, par suite d'une modification dans les masses de Mars et de Vénus;
avec les masses admises aujourd'hui, il aurait obtenu 10", 66. On voit que Laplace
était arrivé presque exactement au nombre de Dunthorne et de Lalande. On
fut ainsi conduit naturellement à admettre la valeur théorique de l'accélération
séculaire, et, à partir de la publication du Tome III de la Mécanique céleste, on
la fixa à 10", et c'est cette valeur qui fut introduite dans les Tables de Bùrg et
de Burckhardt.

Une réflexion importante doit être faite ici : l'observation avait devancé la
théorie dans la découverte de l'accélération séculaire ; mais la théorie va prendre
sa revanche en nous montrant comment se passeront les choses dans l'avenir le
plus reculé. On sait, en effet, par la théorie des inégalités séculaires, que l'ex¬
centricité e' ne diminuera pas toujours; dans 24000 ans environ, elle aura
atteint son minimum et commencera à augmenter, variant ainsi périodique¬
ment dans un cycle immense. Il est donc prouvé par là même que le moyen
mouvement de la Lune n'augmentera pas toujours, et qu'il finira par diminuer,
repassant à la longue par les mêmes grandeurs, de part et d'autre d'une valeur
moyenne.

Laplace montra aussi, comme nous l'avons déjà vu, pages 102 et 104 de ce Vo¬
lume, que la diminution séculaire de e' produit des variations séculaires dans les
mouvements du périgée et du nœud de la Lune, et il en détermina les expressions.
Pour juger de l'amélioration que la variation séculaire du périgée, indiquée par
sa théorie, introduirait dans les Tables, il pria Bouvard de comparer à ces Ta¬
bles les anciennes observations d'éclipsés, en négligeant d'abord la variation du

et le terme
o "■ 1

-t- o — e0 c. t.

où l'on a fait
IX ,

N0= n0-\- v, a — 16000 — e'0a— i5ooomié0 n0a.
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périgée et, ensuite, en en tenant compte. Les résultats obtenus par Bouvard sont
consignés dans un Tableau inséré dans les Additions à la Connaissance des
Temps pour l'an VIII ; on y voit que les erreurs des Tables sont améliorées sensi¬
blement par l'introduction de la variation séculaire du périgée.

Après Laplace, Plana avait calculé avec plus d'exactitude le coefficient de
■

t .3
e'0n0v.t2 dans la longitude de la Lune; au terme unique -h-m2, il en avait
ajouté vingt-sept autres plus petits, et l'ensemble lui avait donné <r= io",5'8.
Damoiseau avait obtenu de son côté io",72; c'était, en somme, la confirmation
du résultat de Laplace.

110. Recherches sur les éclipses chronologiques. — La question histo¬
rique, délaissée pendant longtemps, entra dans une phase nouvelle lorsque
Baily eut signalé en 1811, dans les éclipses totales de Soleil, un nouveau et
précieux moyen de contrôle pour les Tables de la Lune. Voici dans quel sens :
les historiens de l'antiquité, à partir du ve siècle avant l'ère chrétienne, nous
ont transmis des récits plus ou moins nets d'éclipsés totales de Soleil qui se¬
raient arrivées en certains lieux, presque toujours au moment d'événements
historiques d'une grande importance, mais sans faire connaître l'heure du phé¬
nomène, ni le jour, ni même l'année, le plus souvent. 11 y a donc, entre ces
éclipses de Soleil et celles que nous avons mentionnées jusqu'ici, une différence
importante; les dernières seules sont rapportées à une date précise et même à
une heure déterminée.

Cependant, si l'on a égard à ce fait connu que, dans chaque éclipse de Soleil,
les régions de la Terre recouvertes par l'ombre pure de la Lune (zones de la
totalité) forment une bande très étroite; si l'on se rappelle que, en un lieu
donné, les éclipses totales de Soleil sont très rares, qu'à Paris, par exemple,
on n'en aura vu qu'une pendant toute la durée des xvme et xixe siècles, qu'à
Londres on a été pendant cinq cent soixante-quinze ans sans en observer une
seule, depuis i i4o jusqu'en 1715, et que, depuis l'éclipsé de 1715, on n'y en a
pas vu d'autres; on comprend que, si l'on savait positivement qu'en un lieu
donné de la Terre on a observé une éclipse totale de Soleil, à une époque non
exactement fixée, mais cependant comprise entre des limites de temps pas trop
espacées, on comprend, disons-nous, qu'on en puisse tirer des conclusions pré¬
cises sur les valeurs de certains éléments de l'orbite lunaire à cette époque et
en particulier sur le moyen mouvement correspondant. En supposant à cette
dernière quantité une variation très faible, l'éclipsé calculée par les Tables
peut cesser d'avoir été totale au lieu considéré. Il peut se faire toutefois qu'il
y ait lieu de faire varier d'autres éléments, que la question de la date inconnue
joue tout de même un rôle, que la position du lieu d'observation n'ait pas été
nettement indiquée, et qu'enfin le vague des récits et la fable qui tend à se

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ACCÉLÉRATION SÉCULAIRE DE LA LUNE. 245
mêler aux grands événements correspondants ne permettent pas toujours de
savoir si l'on a eu réellement affaire à une éclipse totale de Soleil. Les erreurs
des Tables peuvent jouer aussi un rôle important, et l'on conçoit que la méthode
donne dans la réalité moins qu'elle ne semblait promettre.

Quoi qu'il en soit, ces recherches intéressantes, inaugurées par Baily, ont
été poursuivies avec sagacité par Airy (Transactions philosophiques de 1853
et Mémoires de la Société royale astronomique de Londres, t. XXYI ; 1857), et
l'autorité qui s'attache à tous les travaux de cet astronome éminent leur a
donné une grande importance. Nous reviendrons en détail, dans la suite,
sur les éclipses chronologiques. Bornons-nous, pour le moment, à dire que
leur considération a conduit Airy, dans son Mémoire de 1853, à donner à
l'accélération séculaire la valeur 10", 72; dans son travail de 1807, où il s'est
servi des nouvelles Tables de Hansen, il a même porté ce nombre à 12", 18,
ajoutant qu'avec i3" on aurait encore une représentation plus satisfaisante de
deux des éclipses en question.

D'autre part, Hansen a calculé à plusieurs reprises, par sa 'théorie, la valeur
de l'accélération séculaire, et il a trouvé successivement 11",()3 (Astroji. Nachr.,
n° 443; 1842), 11",47 (Astron. Nachr., n° 597; 1847), 12", 18 (Tables de la
Lune, publiées en 1857) et enfin 12",56 (Darlegung, t. Il; 1864).

11 y avait donc là un nouvel ensemble de recherches fondées sur la théorie et
sur les anciennes éclipses, tendant à montrer que le nombre de Laplace était
trop petit et devait être porté à 12", sinon à i3".

111. Recherches théoriques d'Adams et de Delaunay. — Ici se pré¬
sente un fait curieux dans l'histoire de la Science. Presque à la même époque
où Hansen et Airy augmentaient le nombre de Laplace, Adams prouvait qu'il
devait être diminué.

Dans un Mémoire (') lu à la Société royale de Londres le 6 juin 1853,
Adams montrait en effet que Plana et Damoiseau, quand ils avaient voulu
déterminer l'accélération séculaire avec plus de précision que Laplace, avaient
commis une grave erreur en intégrant les équations différentielles comme si e'
était constant, et se bornant à remplacer e' par sa valeur en fonction du temps,
une fois les intégrations effectuées; cela n'est permis que dans la première
approximation. Adams intègre en tenant compte de la variabilité de e', et il
trouve pour le coefficient de 2e'Qn0ot.t2 ou, ce qui revient au même, pour le
coefficient de l'intégrale j"(e'02— e'2)n0dt, la valeur

3
, 3771 ,

- ni 47- m ,2 64

(') Transactions philosophiques, p. 397; année 1853.
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tandis que Plana avait obtenu

soit un coefficient de m" trois fois trop faible. Le nouveau terme en m" dimi¬
nuait de i",66 environ l'accélération de Laplace. Adams disait, en termi¬
nant son Mémoire : « Ce résultat sert à donner une idée de l'importance numé¬
rique des nouveaux termes qui doivent être ajoutés à la valeur adoptée pour
l'accélération séculaire et ne différera probablement pas beaucoup de la cor¬
rection complète, bien que, pour obtenir une valeur suffisamment précise pour
être employée dans le calcul des anciennes éclipses, les approximations doivent
être poussées beaucoup plus loin. »

Plana, qui se trouvait directement mis en cause, examina de nouveau la
question. Dans un Mémoire imprimé en i856, il reconnut que sa théorie était
inexacte, et, en la corrigeant, il trouva d'abord pour le terme en m" le même
coefficient qu'Adams; mais bientôt il revint sur son calcul et s'arrêta à une
valeur du terme en m!1 qui différait à la fois de celle qu'il lui avait attribuée
dans son grand Ouvrage et de celle qu'Adams avait trouvée de son côté.

La question était ainsi en suspens quand Delaunay vint à s'en occuper, en
suivant une méthode différente de celles qui avaient été employées avant lui.
Poussant d'abord le calcul de l'accélération séculaire jusqu'au terme en m,'', il
retrouva (') identiquement pour ce terme la valeur — m\ Adams publia
aussitôt (2) les valeurs qu'il avait obtenues depuis quelque temps pour les
termes en ms, mR et m1 -, en même temps, il fit voir que l'ensemble de ses
recherches réduisait l'accélération à 5",7. Bientôt après, Delaunay donna (3)
l'expression complète à laquelle il était arrivé pour le coefficient de l'intégrale

/(e'o- e'2)"odt> en poussant l'approximation jusqu'aux quantités du hui¬
tième ordre, expression qui renfermait quarante-deux termes distincts et dans
laquelle il avait retrouvé exactement tous les nouveaux termes d'Adams. Par
suite de l'ensemble de ces quarante-deux termes, la valeur de l'accélération se
trouvait portée à 6", 11.

Ces résultats furent vivement combattus par de Pontécoulant, mais par des
arguments dépourvus de toute valeur et auxquels il est inutile de s'arrêter
aujourd'hui. Plana finit par reconnaître définitivement son erreur, et le coeffi¬
cient de m4 fut encore confirmé par Lubbock (Mémoires de la Société royale
astronomique de Londres, t. XXX) et par M. Cayley (Monthly Notices, t. XXII).

(') Comptes rendus, t. XLVIII, 17 janvier i85g.
(2) Ibid., 3i janvier i85g.
(3) Ibid., 25 avril i85g.
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Pendant plusieurs années, Hansen affirma que ses calculs théoriques lui

donnaient 12" ou i3". Cependant, à la fin, il reconnut qu'il avait commis une
méprise analogue à celle de Plana et déclara que les calculs numériques
d'Adams étaient exacts [Lettre à M. Warren de la Rue (Comptes rendus, t. LXH,
p. 704 et suiv.)] ; néanmoins il soutint toujours que les éclipses chronologi¬
ques, qui étaient bien représentées avec une accélération de 12" ou t3", ces¬
saient de l'être avec le nouveau chiffre de 6".

Toutefois, la question est tranchée sur un point important; la cause décou¬
verte par Laplace donne lieu, quand on fait les calculs complètement, à une
accélération de 6", 11.

Il peut paraître surprenant que Laplace n'ait pas songé à calculer le terme
en m4 ; c'est peut-être à cause de l'accord presque complet que présenta le résul¬
tat de son calcul avec la valeur donnée par Lalande.

Yoici, à titre de document, pour donner une idée de la convergence de la
série, quelques-uns des termes calculés par Delaunay (Comptes rendus, t. XLV1II,
p. 825) :

Terme en m- H-IO"659
» m3

» mw — 2,343
» m5 — i,58a
» m6 — o,7n
» m1 — 0,247
» ms

On voit que le premier terme est positif; il est suivi d'une série de termes
négatifs qui convergent lentement et dont l'ensemble forme presque la moi¬
tié du premier; il y a une certaine analogie avec ce qui s'est passé pour le
périgée.

Delaunay a effectué ce calcul complet en suivant sa propre méthode. ( Voir
les indications du calcul dans les Additions à la Connaissance des Temps pour

1861.) Delaunay a aussi retrouvé (1) les termes en m'' d'une façon très
simple, en suivant la méthode de Poisson {voir p. 141 de ce Volume); c'est ce
calcul très simple que nous allons exposer maintenant.

112. Démonstration de Delaunay. — Nous partons de la formule (8),
p. i45, qui donne

cil 2 dit e dR 9 dR
( ) 777 — n — "— j ^ 1 ~ô~ "t" 2 — 'dt 11a oa ma- de inai d<p

(4) Additions à la Connaissance des Temps pour 1862.
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Si l'on y mettait pour R sa valeur, on trouverait comme précédemment dans
dl 3 nn
-r le terme e'-. Pour avoir une précision plus grande, il faut procéder àCl C 2 11

la seconde approximation. La première approximation a donné les divers élé¬
ments de la Lune sous la forme p -t- $,p; nous devrons mettre ces valeurs dans
le second membre de l'équation (3) et procéder à une seconde approximation,
et ainsi de suite. Chaque approximation nouvelle introduira de nouveaux
termes en e'2, avec un facteur n'2 de plus; l'exposant de n' mesurera donc en
quelque sorte l'ordre de l'approximation. Reportons-nous à l'expression de R,
page 189, et considérons ses divers arguments. On peut se demander quelles
combinaisons de ces arguments deux à deux pourront amener une partie non

périodique dans c~ à la seconde approximation. Soit Acosa un terme trouvé

à la première approximation dans A et a seront des fonctions des éléments p;

pour la seconde approximation, nous remplacerons p par p 4- S,p et nous déve¬
lopperons par la série de Taylor, en nous bornant à la première puissance
des Le terme Acosa se trouvera ainsi angmenté de

dA, . . da .
COS a -r— di p — A Sin a à, p ;

dp dp 1

donc, si S, p contient des termes de la forme B sm(3, on trouvera, en substi-" cosr

tuant, des termes en ^"(a± [3) dont il faudra prendre seulement les parties
non périodiques. Les arguments de R dépendent de

l, m, 9, Ï, ct',

/, /' désignant ici les longitudes moyennes, que Delaunay représente par
l + g + h, V -1- g' + h', ou /4- cï, V 4- ra'; les termes qui dépendront des quatre
premières quantités auront des périodes courtes, relativement aux périodes
que nous considérons ici. Nous ne devrons donc garder dans les termes en

(a ± (3) que ceux où l'argument est égal à o ou à un multiple de m'. Mais,
dans a et [3, la somme algébrique des coefficients de /, gt, 0, V, xs' est nulle, et
il en sera de même dans a ± (3 qui, par suite, 11e pourra pas se réduire à un

multiple de xs'. Donc, pour que le terme (a ± j3) ne soit pas périodique, il
faut qu'on ait a = ± [3; par suite, chaque argument doit être combiné seule¬
ment avec lui-même.
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Quels termes de R faudra-t-il prendre? Des termes en Xe'H- ifce'3-l- ..., que

l'on réduira à xe', et des termes en x'-f- ifc'e'2 + 6'e'4-t-..., que l'on réduira
à x'+ iJh'e'2 ; car le carré du coefficient contiendra, dans le premier cas, le terme
jlV2 et, dans le second, le terme 2jt/i(h'e'2. Si l'on se reporte à l'expression
de R, on verra dès lors que l'on doit la réduire à

Il —

3
(°) x [j

3 13 ..

(I) ~\4 g- e'-j cos (2 / — il')
(II) — I e' cos(2/ — /'—us')

O

(III) -+- ^ e' cos(21 — 3 Vus')
O

(IV) — (^-e -+- ^ee'^J cos(/ — us)
3

(V) —y ee'cos(l-h l'— m — us')•4

(VI) — yee'cos(^—l'—us + us')

(VII) ~(!e_ ^ee'2)cos(Z-2r+ro)
(VIII) ee'2) cos(31 — il' — us)
(IX) + §ee'cos(/— l'xus — us')

O

C 3

(X) g ee' cos(l — 3 l' 4- us + us')

(XI) —fee'cos (3I —I'— us — us')
O

(XII) -4-^ ee'cos ( 3 /—3 I'—us x us')
O

(XIII) -4-fe'cos (I' — m')4

On a donné des numéros aux diverses parties. Comme on doit combiner cha¬
cun des termes avec lui-même, il en résulte qu'on peut les considérer séparé¬
ment.

Considérons d'abord la partie

(O ) = n'*cfi(y+\e>
T. - 111. 3a
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qui, portée dans la formule (3), donnera
dl n'* ( 3 , \— ~n — ■—■ i + - e'2 •
dl il \ 2 J '

il faudra, dans le second membre, remplacer n par n + £,«; or ce second
membre ne contenant pas e, on a S, n — o. Il n'y aura donc pas de changement,
et la portion (O) ne nous donnera que ce que nous avions trouvé dans la pre¬
mière approximation, savoir

3 nn

113. Nous allons traiter ensemble les parties (1), (II) et (III), que l'on peut
comprendre dans la forme

(4) R = n'*a*A cos(2^+ a.).

A et a ne dépendent pas des éléments de la Lune. Ce sont néanmoins des fonc¬
tions du temps, A à cause de e', a à cause de /' et xs'; le coefficient de t dans a,
n', in' on 3n', est petit par rapport au coefficient in de t dans il, et nous pour¬
rons négliger le premier par rapport au second, dans les intégrations que nous
allons effectuer. Nous aurons, par (3) et (4),

cil »'2
(5) ——n — 4—■ A cos(2/-+- a).dtn

11 faut calculer

ch n =— J"^ dt = 6 n'* j"A sin (2 / + a.) dt.

Intégrons par parties, en prenant in pour coefficient dans il-h a, et nous
aurons

* 3«'2 . 'in'1 f . dA ,

ot n = —• —- A cos(2< -t- a) H — / cos (2 £ -l- a) dl ;

A est fonction de t, mais varie avec une extrême lenteur. On peut admettre
dA
dtque ~ est constant, et il en résulte

s 3/d2 . in'- dA . ,
3. n = Acos(2£-f- c/.) -+- ■—- -r-sin(2/ +<z).

n x 2ii2 dt

Calculons S,/; la formule (5) donne

d§, l , 4'i'2 . / / , \
—j— = d, n — A cos(2<+ a),

Clt 11
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d'où, en remplaçant S, n par sa valeur,

dèxl 7 nn 3/i'2 clA ,
— Ac°s(2/+a)+__ _-sin(a/+«),

et, en opérant comme précédemment et réduisant,

... s. , n n'2 . , 5n12 dA(6) §il =— -—T A sin(a l + a.) -77 cos(21-\- se).v in2 in3 dt

Il faut aussi avoir S.,n et, pour cela, remplacer, dans la formule

~ = 6n12A sin (2 / + <x),

25 I

l par l + S, l, ce qui donne

dd2n
dt

12n'2 A cos(2 / -L- a)§,l;

du îx

remplaçons S( l par sa valeur (6) et ne gardons dans —J— que la partie non
périodique; nous trouverons

dèi n i5 n''' dA
dt n3 dt '

0, n — A-.
2 n3

Revenons à la formule (5); augmentons-y n de ù2n et / de S, l, et ne con¬
servons que les termes non périodiques; nous trouverons

$2 n A cos (21 + se) 3, n -(- A sin (2 / -I- a.) <5, l,

ce qui se réduit à

i5 n"> 6n'\ 55/1'4:A!- —7- A2 — —7— A2 = - A2
2 716 riA 71 2 71

Pour tenir compte des termes (I), (II) et (III), il suffit de donner, dans l'ex¬
pression précédente, à A les valeurs
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On trouve ainsi les parties

2^75 n"1
32 n3

M il
128 n3

24.255 n"' ,,
P ■

128 n3

11*
On peut remarquer dès à présent que les coefficients de e'2 sont considé¬
rables.

Les termes (1Y) à (XII) sont compris dans la forme

(7) R = «,2a2eA cos//, u — il -+- m 4- <x,

A et a étant des fonctions de t, indépendantes des éléments de la Lune. Les for¬
mules (3) et (7) donnent

(8)

on a aussi

(9)

d'où

cil 7 /z2
-r — n — e A cos u ;clt 2 n

Il — 3in'1 e A sin//,clt '

dpi = 3 in"1 eJ'A sin // cil ;

en intégrant par parties et remarquant que le coefficient de t dans u diffère
peu de in, il vient

5, 3 n'- 3 n'2 dA .à, n — eA cos u H r-r- e -7- sin //.
n z/i- dt

La formule (8) nous donnera

dd, l s 7 " " A
, =d,n—-—eA cos //;dt 2/1

en remplaçant S, n par sa valeur précédente, on voit que S, l contiendra e en
de . dm
dt dt

facteur dans toutes ses parties. Les formules connues donnant ^ et ^ peuvent
être réduites à

et donnent

de
dt

1 dR cira 1 dR
/z«2e dm' dt na2e de'

de n2
. dm n-

~r =—A sin//, e-7-= —A cos//,dt n dt n

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ACCÉLÉRATION SÉCULAIRE DE LA LUNE. 20 3

d'où
. m'2 7l'2 dk .

h e = — A cos m -7T—- —7- sin«,

» n. n 2 dk
eo,ro= A sini/ -+- —t-cosi/.

ni i a dt

Passons à §2n; la formule (9) donne

dâ.2 n

^ — 3 m'2 À sin u §2 e + 3 m'2 Ae cos u (i§t 1+ <h cj).

On peut supprimer S, l, car, d'après ce qu'on a dit plus haut, eo, / contiendrait
e2 en facteur, et nous ne cherchons que des termes en e'2 et non en eV2; en

remplaçant en outre S( e et S, xs par leurs valeurs précédentes, on trouve

d§2n 3 n"* dk . 3 n'4 .
■

-,—■ = -7 —T A —7- > 0, 11 — —: — A2.
dt 1 111 dl " 11 116

La formule (8) nous donne enfin

d§2l . 7 n'2 $ , 7«'2 , . 7«'2 . . »
—-— = 0» n + -—r o, nek cosk — - 0, ek cos u -1- A sin ueù, us,dt 2 n 2 11 2 n

d'où, avec les valeurs précédentes de S, n, S.,n, S, e, eS,w, négligeant e2 et ne
conservant que les parties non périodiques,

dt inA \ 2 4 4 / ï n

Il n'y a plus qu'à donner dans cette expression à i et A les valeurs suivantes,
qui correspondent aux termes (IV) à (XII),

i. A. i. A.

9 „/-(M")
3 , 63 ,

--e + . -Te
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dd l
On trouve ainsi ces diverses parties de

i5 n"*

4 n3 '
45 nT

'

16 n3
45
16 n3

2025 11'1
6

16 n3
9 + 7-

16

n1"
,2

— e
n3 ?

4o5
+

"64
n">
— e'2
n3

i9845 n'3
64 n3

9

j5

64
n"t
—3 e'n3

»
735
64

n'4
-re'2n3

Il reste à tenir compte du terme (XIII), qui donne
a rl 1 "I n'2

R = - n!3 are' cos (l' — ro'), — = n e' cos (l'— rs')
4 at Tt

On a donc

317i = o, o%n — o,
dàï l

dt

du

dl
- o.

En réunissant toutes les parties

(io)

On a d'ailleurs

, on trouve

d<$21 3 3675 «'4
dt 2 n

1
64 n3 '

ddi l 3 ( 1225 «'s\

V1 32 n2 Jdt 2 n 1

1225 n!'
32 rd

— o,214;

donc le nouveau terme diminue de plus de £ le coefficient de Laplace. Il arrive
ici une chose analogue à ce qu'a rencontré Clairaut pour le mouvement du
périgée. La série qui donne l'accélération séculaire a sa partie principale or¬
donnée suivant les puissances de m \ cette série converge très lentement, et l'on
commet une erreur notable quand on s'arrête au premier terme, comme l'avait

d§i I dd% lfait Laplace. Si nous réunissons les valeurs de et dt
nous trouverons
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d'où, en faisant
n

(il)

Adams, dans son Mémoire déjà cité, a donné encore le terme suivant

(12)

Le lecteur pourra consulter avec fruit le tome XL des Monthly Notices, p. 472,
où Adams établit assez simplement la formule (11); le Tome LXX1I des
Comptes rendus, p. 49b, où Delaunay donne l'expression définitive et très com¬
plète de l'accélération séculaire; la Thèse de M. P. Puiseux (Annales de VÉcole
Normale; 1879), où la démonstration précédente de Delaunay, fondée sur la
méthode de Poisson, est étendue aux termes en m5 ou m°.

M. Y. Puiseux (Mémoires présentéspar divers savants à l'Académie des Sciences,
t. XXI; 1875) avait pensé que la diminution séculaire de l'inclinaison y' de
l'écliptique sur une écliptique fixe pourrait produire aussi un effet sensible
sur l'accélération du moyen mouvement; c'est ce qu'avaient déjà dit Plana et
Carlini (voir un Rapport de Laplace dans les Additions à la Connaissance des
Temps pour 1823). Le résultat des longs calculs de M. Y. Puiseux a été négatif;
il y a un grand nombre de termes dont quelques-uns pris .isolément seraient
très sensibles; mais, quand on fait la somme, ils se détruisent presque exac¬
tement.

L'accélération séculaire, qui est produite par la variation de e' causée par
l'action des planètes, n'est donc pas affectée d'une façon sensible par la varia¬
tion correspondante de y'. Elle ne doit pas l'être non plus par le déplacement
progressif du nœud de l'orbite terrestre, car la longitude de ce nœud disparaît
de la fonction perturbatrice quand on y fait y' = o, ce qu'il est permis de sup¬
poser. Reste à examiner le déplacement du périhélie de l'orbite terrestre, que
Lagrange avait signalé comme pouvant produire aussi une équation séculaire
de la Lune. Mais un coup d'œil jeté sur la fonction perturbatrice montre qu'il
n'en est rien ; la longitude gt' du périhélie n'entre en effet que dans les termes
périodiques, et, si l'on suppose y'= o, xn' se trouvera partout associé aux lon¬
gitudes de la Terre et de la Lune, qui ont une variation beaucoup plus rapide.
Le seul effet du déplacement du périhélie sera donc de modifier légèrement
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les périodes des inégalités de la Lune, et il ne peut en résulter d'équations sé¬
culaires dans la longitude.

On peut enfin se demander quelle serait, sur l'accélération séculaire, l'in¬
fluence du terme en t3 produite par la variabilité de e'. M. P. Puiseux, dans la
Thèse déjà citée, a examiné la question et il a montré que le terme en /3 modi¬
fierait seulement de quatre ou cinq minutes les époques des éclipses chronolo¬
giques; or ces éclipses sont affectées d'une erreur au moins aussi grande.
La considération du terme en t3 dans la longitude de la Lune est donc inutile
au moins à l'époque actuelle.

Enfin il y avait lieu de voir si, en tenant compte de la variabilité de e' dans
l'intégration des équations différentielles, on trouverait des changements appré¬
ciables dans les termes en t- trouvés par Laplace dans les longitudes du péri¬
gée et du nœud de la Lune, comme cela était arrivé pour la longitude moyenne.

Delaunay a examiné la question (Comptes rendus, t. XLIX) et il a trouvé pour
le coefficient de t-, contenu dans la longitude du périgée lunaire, les diverses
parties suivantes en m-, m3, ... :

™2 - 7 "994
m3 — 13,703
m'' — 9,546
m5 — 6,177
m6 — 2,489

11 aurait fallu aller encore plus loin pour avoir toute la précision désirable.
Toutefois, d'après l'allure des trois derniers nombres, Delaunay suppose que

le suivant ne dépasserait pas o", 5; il prend finalement — 4°",° (777) Pour la di¬
minution séculaire du périgée. Damoiseau avait adopté —39", 7 et Hansen a
employé successivement les valeurs — 39", 18, — 36",31 et — 37", 25; le chan¬
gement apporté au nombre de Damoiseau est presque insensible.

Pour le nœud, Delaunay obtient
™2- • • • + 7','994
m3 — o,548
m'* — 0,462
m5 — 0,216
m6 H- 0,084

Il adopte pour le total -+- 6",8 (^777^) ; Damoiseau avait trouvé -1- 6", 56; Hansen
H- 6",48 et -1- 7", 07.
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CHAPITRE XIV.

RECHERCHES DE M. HILL SUR LA VARIATION.

114. Les recherches dont il s'agit ont été publiées dans Y American Journal
of Mathematics, Tonic I, 1878. L'auteur préfère les coordonnées rectangulaires
aux coordonnées polaires; leurs développements périodiques sont en effet plus
simples, même dans le mouvement elliptique, ainsi que cela résulte des for¬
mules du Tome I, Chap. XIII.

Prenons pour plan des xy le plan de l'écliptique supposé immobile; soient
X, Y, Z; X', Y', o les coordonnées de la Lune et du Soleil, p et p' les dislances
de ces deux astres à la Terre, f la masse du Soleil, p. la somme des masses de
la Terre et de la Lune (en y comprenant le facteur f). La fonction perturbatrice
est

R=.(i, I I XX'+YY'l
LvAX'-Xp+tY'-Yff-i-Z2 p'3 J'

l} , f3(XX'+YY')- p2 1 [" 5 (XX'-4- YY')3 XX'+YY'lR=^ L—^ ^—3p- 2p<* ]+•••■
On en conclut, en remplaçant f par n'2 a'3,

^R ,2/«'V f X -X'/XX'- Y Y'\"j
dx= " W4"+37i7? + p 7)1

, fa'y p rx/x X' Y Y'Y . I X'1
\p'/pp'lp (p p' p p'/ 2 p'J

/■a'\3 . X' Y' X Y( -7 ) ne contient pas a'; —r, —r> — et - sont des cosinus qui sont de l'ordre
\P7 1 P P P P 1
zéro relativement à Il en résulte que les termes de la seconde ligne, dans la
formule précédente, contiendront^ en facteur; ce sont les' termes parallac-

T. — III. 33
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200 CHAPITRE XIV.

tiques. En les laissant de côté, on trouve

„ P-' ( V , ov^X'+ÏY'
dX ~ p'3 V p'2

de sorte que les équations différentielles du mouvement de la Lune se ré¬
duisent à

(0

d*X pX
~t7T + S- +dt2 p3

p'X
p'3

= 3 p' X' XX -+- YY'

P'5
c/2Y jUL Y fx'Y

p'3
— 3p'Y' XX + YY'

p'3
d- Z

, pl p.' Z
= 0,dt2 ' p3 ^ p'3

p2 = X2 + Y2'+ z2, p'2 = X'2 + Y'2.

On doit pouvoir déduire de ces équations toutes les inégalités de la Lune
qui proviennent de l'action du Soleil, sauf les inégalités parallactiques; ces
équations sont relativement simples.

115. M. Hill considère les inégalités indépendantes de e'; on peut faire alors

(2) X'— a'cosi)/, Y'=a'sini|/, p'=a', ty'—n't-he',

où a', n! et t' désignent des constantes; on a d'ailleurs

n'2a'3 == f1'.

Les équations (1) deviennent donc

( S + +«'2X = 3«'2(Xcos4/h- Ysin|')cosf,
(3) < ~d¥ + ,l'S Y = 3«'2(X cosi]/ + Y sini]/) sini]/,

dîrl uZ ,„r.

I ■+" + n1 = °-
, at- pd

On introduit deux axes mobiles Ta? et Ty situés dans le plan de l'écliptique,
l'axe des x passant constamment par le Soleil, et l'on désigne par x etjles
coordonnées de la Lune rapportées à ces axes. On aura

(4) X = a;cosi{/—jsinip', Y = a; sin i]/-H/cosij/.

0 • ,, c 1 ] - • - 1 cP X d-Y , dit'Si 1 on forme les derivees secondes en remplaçant par n , on en
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RECHERCHES DE M. IIILL SUR LA VARIATION. 2^9
déduit sans peine

COS<|/^ +. siniJ/ — = — _ aBi^ _ nnx,
, d- X

. ,, dlY ,dy
—

— 2 /*' —

,d2Y
_ d2,y

_ sin <|/ _ + c°s <j/ _ = + a „i nnyt

et les équations (3) donnent, en écrivant pour la symétrie z au lieu de Z,

: 3 n'%x,

(5)

d1 x
, dy

-2niï +
px

dP (r«jg**)t
d2y , dx

h2ndt +
py

~dF ' (/■»+*»)*
d2 z

I- «'2 s +
pz

dt1 îo|C*+
I =o»

r2 = X" 4- y2.

En multipliant ces équations respectivement par dx, dy, dz et ajoutant, on ob¬
tient une combinaison intégrable qui donne

(6)
1 dx2 H- dy2 dz*
2 dt2 y/r2

H— re'2a:/2 /y.2 _ .jf2 ~2/i'2.s2-j- const.

c'est l'intégrale de Jacobi.

Supposons enfin que l'on néglige i2, le carré de l'inclinaison moyenne ; z con¬
tenant i en facteur, on pourra se borner à

(a)

(b)

(C)

d*x dy p
— in' -y- y- ?~x = 3n'2x,dt2 /-3

(i2 y , «fo; w
—- -4- 2 «' — + y = o,
dt2 dt r

+y ■ — i"

d'-z

dt2
« "+ —, S = O,

i dx^y-dy* p. $
-

,
. = - + - /i'2®2— L.

i dp- r i

Les équations (a) et (b) sont propres à déterminer celles des inégalités de
x, y, z qui ne s'annulent pas quand on suppose égales à zéro les quantités
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2ÔO CHAPITRE XIV.

On va s'occuper des équations (a). M. Hill les transforme en posant

{d) x -\-y \J— i = u, x—y \J—i=,s;

il trouve aisément

(«')

d- a , / du u. 3 ..,

w + + = o,
0«)2

d2s , , ds u. 3 ,

dë ^~ld-t^ s?,--»'-(a+0 = o,

, / au
4- 2n'y/— i — 4-dt

(usf

(ç') 4- -T nl2(u 4- s)2 -2C.

116. Pour aller plus loin, il est bon de rappeler la forme à laquelle con¬
duisent les théories de Delaunay et de Pontécoulant, pour les expressions des
coordonnées x, y, z en fonction du temps t et de six constantes arbitraires.

Soit ni 4- £ la partie non périodique de la longitude de la Lune dans l'expres¬
sion qui englobe les perturbations, n et £ sont des quantités bien définies par
cela même (quand l'origine du temps est fixée), n est le moyen mouvement
véritable; on en déduit la constante absolue a par la formule

Il y a quatre arguments de la forme a + fil, savoir

I t =«(4-6- {n't 4- s') = longit. moy. C — longit. moy. ©,
I ? — anomalie moy. (C — nt 4- s — m,„,
! <p'= anomalie moy. 0,
( n — distance moy. (C à son nœud — nt 4- £ — Q,„ ;

m et S3 m sont les valeurs des longitudes du périgée et du nœud, quand on en
a enlevé toutes les inégalités périodiques; ces quantités sont donc de la forme
a 4- fil (il y a aussi des termes en y 1-, représentant les accélérations séculaires).
Les arguments t, <p, <p\ y] sont représentés chez Delaunay par les lettres D, l, l'
et F. On pose

n' désignant le moyen mouvement du Soleil, on fait
n'

m =
n

do.
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RECHERCHES DE M. HILL SDR LA VARIATION. 261

d'où

% = »<-«>•

ce sont là les mouvements moyens du périgée et du nœud. Cela posé, on a,
comme on l'a vu dans l'exposition de la théorie de Delaunay, en représentant
par L et A la longitude et la latitude de la Lune,

L =-/ifk) sin(2i'r ±y'cp ±j'y'± *kn),

(8) I 7= *]cos(aiT:±y<p±/<p'±2*Y)),
A" y 2 \i>J>f> k\ sin(2ir±y'cp±y,<p'±2A- + iYi),

où les quantités (.i,j,jk), k~\, k { sont de la forme

(9) eJe'ry'-"Y(m,e\.y\e'\

k désignant quatre nombres entiers positifs ou nuls; les signes^] s'éten¬
dent à toutes les valeurs possibles des quatre indices; les fonctions F sont des
séries ordonnées par rapport aux puissances de m, e2, y2, e'2 et e et y sont
des constantes absolues dont le sens est précisé par les deux conditions sui¬
vantes :

Le coefficient de sin<p dans L doit être le même que dans le mouvement
elliptique, savoir

1
3 , 5 5

2 e — 7 e3 -1—? e5 —. . . ;4 96

il ne contient ainsi que e; c'est du moins ainsi qu'a procédé Delaunay; le coef¬
ficient de Pontécoulant contient m, e et y; il en résulte que, dans les deux cas,
e n'a pas' la même valeur.

En second lieu, y est défini par la condition que le coefficient de sin Y] dans A
soit le même que dans les formules du mouvement elliptique, savoir

ly-iye2-^y5+ e"+ V" e""~ >

où y = sin -; là encore, Pontécoulant a une autre définition de y. Enfin on a

c r= i +2 e'V'y"

&=l +2 Kj,j\>c,/e2j e'ÎJ'y2'c f~>
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262 chapitre xiv.

où les coefficients A et B sont des séries ordonnées suivant les puissances
de m.

Si l'on examine la forme des développements que l'on peut tirer des for¬
mules (8) pour sin A, sm (L — nt — z), -, on trouvera facilementv y 1 cos cosv ' a

I f cos A cos (L — nt — s) = ^ [t, j, /', A]t cos(2t'r ±y'cp ±y'<p' ± 2/fY) ),

(Io) < - cos A sin(lf£- nt— s) — ^ (hjtj'f k)i sin(2h±J<f±j'<p\±2kr)),
'

^sinA =7^1*1 j>j'i *|i sin(2{'T±yq)±/'(p'±2/cH-iYi),

où les coefficients [ ], ( ) et j j sont encore de la forme (9). Enfin, si l'on mul¬
tiplie les deux premières équations (10) d'abord par cost et —sinT, puis par
sini et cost, on trouve, en tenant compte de la valeur (7) de t,

I QQ J'
I — = - cos A cos(L — t — s') = ^ ft, j, j', A]2 cos ( 21 -4-1 t ±/<p ±y<p' ± 2 An),

1 V /' # V7 ... . ;

ij) { — = - cos A sin (l — n't — s1)— 2. k)t sin(2i -t- 1 t ±/9 ± j'y' ± 2/cn),1 Ct Cl ' 1

\5~aSinA ji,y,y',/fj2 sin(2tT ±/<p ±/<p' ± 2 k -+-11\ ),

où l'on a posé

^]i+[' + !,y,y, *]i+ (i,y,y, ^)i-(i+i,y,/. /f)i>
2 k)t = [i,j,j', k]l—[i + i,J,f, A]i + /', A-),+(t + i,y,y, k)i.

117. Solution périodique des équations (a). — Si l'on suppose e = o,
ë — o, y = o dans les expressions (r 1) de x et y, les coefficients des cosinus
et sinus s'annulent si j, j' ou k ne sont pas nuls; il reste donc simplement des
expressions de la forme

( x — A0 cosv(t — t„) 4- A! cos3v(< — t0) + A2 cos5v(< — t0) 4-...,
(12)

( y == B0 sinv(t — t„) -t- B! sin3v (t — t0) + B2 sinô'v(i — jt„) ..,

où l'on a fait

les coefficients A,- et B, sont égaux aux produits de a par des séries ordonnées
suivant les puissances de m.

Puisqu'on a obtenu les expressions (12) en attribuant dans les formules gé-
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recherches de m. hill scr la variation. 203

nérales des valeurs particulières aux constantes arbitraires, ces expressions
devront vérifier les équations différentielles (a). La courbe représentée par les
équations (12) est une courbe fermée, puisque x et y reprennent les mêmes
valeurs quand t augmente de elle est symétrique par rapport aux axes,

comme on le voit en changeant v(t — t0) en — v(f — t0) et en u — v(t — t0).
Cela constitue une solution périodique des équations différentielles; nous en
avons montré l'existence en admettant par induction la forme générale des
expressions (8) des coordonnées de la Lune. On en trouvera une démonstration
rigoureuse dans l'Ouvrage de M. Poincaré, les Méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste, t. I, p. 97. Nous remarquerons que la courbe dont on vient de parler
a été considérée pour la première fois par Newton (p. 38 de ce Volume), qui
la suppose coïncider avec une ellipse ayant pour axes 1x et Ty, ce qui revient
évidemment à ne prendre dans les formules (12) que les premiers termes dans
x et y. Euler, dans sa première théorie de la Lune, a calculé avec assez de
développement la variation ou plutôt les termes en 2t dans les coordon¬
nées polaires de la Lune. C'est le même problème que M. Hill a repris et qu'il
a traité avec grand succès, en tant qu'il s'agit seulement des parties de la va¬

riation qui sont indépendantes de e, e', y et de ^•
Avant d'aller plus loin, nous dirons que la solution périodique dont nous

• • CL CL^
venons de parler existe encore quand on tient compte des termes en —,■> -^> ■ r S

seulement les expressions de x et y, au lieu de ne contenir que Tes multiples
impairs de v(* — /0) sous les signes sinus et cosinus, renferment aussi les mul¬
tiples pairs.

M. Hill détermine les coefficients A,- et B, de manière à vérifier les équa¬
tions (a). Il pose

A i — a, —(— a_i— 1, It i — eti ci,—i — i, v(t ■ t0) — t ,

moyennant quoi les formules (12) deviennent
+ 00 -t- 00

(i3) x a,- cos(2« 4- 1) t, y a, sin (2 i-t- 1) x.
— 00 —00

Soit fait

04) eW^I:Ç,
d'où

d\ - r J—,
dx - ? V ''
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264 CHAPITRE XIV.

et il viendra, d'après la définition (d) de u et s,

(15) u =2 at K°i+\ s =2 ai a_,_, Ç2<'+1.
— 00 — ao — 00

Posons encore

(16) m — ———u.— tn — n')2 y.:
11 — /i' v 1

les équations («') et (c') deviendront

(«")

dr u / y. 3
+ 2 TO t _ + —J « - - >»- (« + 0=0,

(usy
d*s j ds y 3

_2W^/_I_+ JB.(„ + i) = 0;
0«)2

, „s du ds 2x 3 „,(c'] : 4m " •

Il s'agit de vérifier ces équations en adoptant pour u et s les valeurs (i5) et,
par suite, de déterminer les coefficients a,-; il est naturel de chercher des combi¬
naisons des équations (a") et (c") éliminant les termes —— et qui seraient

(usf V<«
gênants dans l'application de la méthode des coefficients indéterminés. On ob¬
tient immédiatement

cPu d*s
, , d(us) 3( 1 '} ^ ~ " 3F + ~ ( *'- «* ) = 0,

. d2u d2s du ds ,■ ( du ds\ o „, „

(,8) sW2+ud? + d^d-^2m^-1 (s7h-ll7h)-tm,(« + ^--+c. = 0-

Ces deux équations ne sont pas équivalentes aux équations (a") puisque la
constante x a disparu. Quand on aura traité les équations (17) et (18), il fau¬
dra substituer dans l'une des équations (a") et (c") ou dans une de leurs com¬
binaisons.

118. Substituons maintenant les expressions (i5) de u et s dans les for¬
mules (17) et (18). Nous aurons d'abord

^=J ^ =v^ 2(a '+1} a'- Ç2i'+1>

=—2 f2'^1)2 atPM> =■—2 (21 + ,)2 ç"+1.
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Nous aurons maintenant à former les expressions de

, .. du ds d(u.s) d2 u du ds d~s
" ' us' S~' SdF' UTt ~dT' S~dd' 7h Tt "ck2 '

nous aurons par exemple

u2 cii Ç2,'+1^ Ç'2i"+1 =22 a'a'' Ç2i+Sl'+5-

Nous représenterons par ij l'exposant général de ce qui déterminera i' en
fonction de i et/; en opérant ainsi, il viendra

"2 ==2 2 at aj-i-i KÎJ,

t"=22a'a'--'
A'2 "2121at ^ij>

s = /— 122 (2 '+^a' a'-j

a,wÇ2y'

4 22(2 '+1 >2 a*-' ^j'

(y —vi—iy- ctiai-jZ*J,

où les indices « et/ prennent toutes les valeurs entières, de— oo à + ce.

En portant ces expressions dans les relations (17) et (18), on trouve

^2J I [(2<'+ 02+ 47'« — (2I + I — y)2] didi-j — ? m- ) j — O,

ÇV 1 (2I + l)!+(2! + I- 2y')2 + (2i + I ) (2/ — 11 — l)
1 1 ' 0 n

(, g^ J H 2 «i ( 2 « -H i ) H- 2 m ( 21 -+- i — ay ) + 2 m2 «,•

I + 17U2 «i ( -t- a-y-i-1 ) j = C|.
T. — III. 34
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206 CHAPITRE XIV.

On tire de la première de ces formules, quel que soit l'indice /', positif ou né¬
gatif,

(20) 4/2 (2« + H- m - ./') «i ai-j— \ «,(«y—i-l a_y_/_l) = o,
Z Z*

et de la seconde, pour toutes les valeurs entières de /, positives ou négatives,
zéro excepté,

2./' ) -+- 4y"2 -I- 4 »î ( 2 i H- I —y ) H- | /n2j a,- at-j
+ 2 m2V — O.

4 *
i

Du reste, pour/ = o, la condition (20) est vérifiée identiquement; nous pour¬
rons donc, dans (20) et (21), nous abstenir de faire j = o.

Si nous ajoutons les deux équations (20) et (21), après les avoir multi¬
pliées d'abord par — 3 et -+- 2, puis par -+- 3 et -+- 2, nous éliminerons des
seconds ^ les termes et et il viendra

^ [8j2— 8«(4y' — 1) + 20y'*— 16y + 2 + 5,/ -1- 2) -H 9»t2]

+ 9'"2^ ai ai-i-\ = °>
i

^ [8tJ+8j'(2y' + i) — 4y*24- 8y'+2+ 4/?i(4i+ y + 2) + g»i2] a,- a,_y

+ 9'"2^ «i a-j-i-1 = o-
i

Ces deux relations ne sont pas distinctes, comme on s'en assure aisément en
changeant convenablement les indices. Nous les remplacerons par une combi¬
naison unique obtenue en les ajoutant après les avoir multipliées respective¬
ment par les facteurs

-+- 4y'2— 8y — 2 — 4m( / + 2) — g;?i2
et

4- 20y'2 — i6y H- 2 — 4'» (5y — 2) -+- 9 m-,

(21)
2 ( 2 i 1 ) ( 21 -1- i —

qui sont, au signe près, ce que deviennent les coefficients de pour i — o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



RECHERCHES DE M. TIILE SUR LA VARIATION. 267
Nous trouverons, après réduction,

48^ ij [4 Î(j —1 ) + 4./2 H- 4J — 2 — 4 m (i —y H- i ) + m* ] a, a,w
i

(22) J +9[ 4y"2 — 8,/ — 2 — 4m ( y H- 2 ) — 9 ;»2] a,-
1 '

-+- 9/H2^ [20/2 — 16/ + 2 — 4"1(5/ — 2) + 9 m2] «,■ a_y_,_, -±= o.
i

Pour i =y, la première partie de cette formule se réduit à

48y2 [2 (4./2 — i) — 4m -+- «i2].

Nous diviserons par cette quantité les deux membres de l'équation précédente,
et nous ferons

r ; i 4J'(./ — ') -+- 4,/2+ 4./' — 2 — 4m(i —y'-t- I ) -I- m2
L./j 'J — j 2 ( 4./2 —• 1 ) — 4 m -h m

(23) < [y] =
3 m2 4y'2 — 8/ — 2 — 4 «î (./ + 2 ) — 9 wî2

(./) = ■

16y'2 2(4y'2—1) — 4m + m!
3 7712 2oy'2 — 16y + 2 — 4 m(5j — 2 ) -t- 9ni-
16/2 2 ( 4./2 — r) —4«Ï + ni-

Nous trouverons ainsi

( 24 ) 2 j [y, «"]«,■ «ï-y + [./' ] «I «y-1-1 + (./ ) a, a-y -i-1 j = O ;
i

on doit attribuer à / successivement les valeurs

(25) ± i, zh 2, ±3, ....

Remarque. — Les quantités [y] et (y) ne dépendent que de l'indice y et sont
de petites quantités du second ordre, à cause du facteur mr. Les quantités
[y, t] dépendent des deux indices i ety; elles sont finies, et l'on a

( [/', ol = o,
(26) quel que soit /.

' [./>./]=—',

C'est pour avoir cette dernière relation simple que l'on a employé plus liaut le
diviseur

2(4j- — 1) — 4/U -+■ m2.
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Les équations qu'on tirera de (24), en donnant à j les valeurs (25) vont
i 1 . , • I .Cl i Cl—t 22,

nous servir a determiner les rapports — > —-, —, —11
«0 «0 «0

Donnons à i, dans la formule (24), les valeurs o, ±1, ±2, ... et ayons
égard à la première des relations (26) ; nous trouverons

[j> '] at ai—J "+" [y? — 1] <2-i <2-i—y -I- [y > 2] «2 dî-j -t- y, — 2 ] a_2 a_2_y -t- . . .

h- [y ] («0 aj-\ + «1 «y-s h- a_ 1 «y -t- a2 ay_s + a_2 <2y+, -4- ... )
-4- (y ) (<io <1- y-i ~t~ «i tï—y_2 -t- ii- i <2—/ H'2 <2—y—3 <i—2II—y--! -4-. . . ) — O,

d'où, en attribuant à y les valeurs (25) et ayant égard à la seconde des rela¬
tions (26),

ClB Cil ~ [1] 2 Cil <2—1 + 2 272 <1—2 • ■ ■ ) "1" (ï) («—i 2 <20 <2—2 -}- 2 <2, <2—3 -f- . . . )
-4- [1, — 1] <i-i <i_2+ [ijajfliai-hfi, — 2] «-2 «_3+ [1, 3] <i3 a2 -4-... ,

CIq 21—1 =1 [— I ] ( <2—j "H 2 <10 <1—2 "H 2 <7, <1—3 -1" . . . ) -f- (— T ) ( <2jJ -f- 2 27, <1—1 -4- 2 <22 Cl—2 "4" . . • )
-4- [— I , l] <lj <l2-4- [— I, 2] <12 273 -4- [— I, — 2] a-2 <1-1 -4- [— I, — 3] rt_3 27 —2 -4- - • • ,

<10 «2 = [2] (2 <20 <1, -t- 2 21-, «2-I- 2 <1-2 «3 -f . . • ) -H (2) (2 a_j <7_2 + 2 <10 <1_3 -|- . . . )
-t- [2, l] <2, 21-1-4- [2, — i] <1-, <1-3-4- [2, — 2] <ï_2 <1-4-4- [2, 3] <13<11 -4-. . . ,

«0 rt_2 = [ — 2] (2<l_! <2-2-4-2 <20 <2-3-4- 2<l, <2-4-4- . . . ) + (— 2 ) ( 2 <70 <7, -t- 2 <1-! <72 —|— 2<7_2<l3-f
-1- [— 2, 1] <2, «3-4- [— 2, — l] <l_! <7, -t- [— 2, 2] 272 <74-4- [— 2, — 3] <7-, 27-, + . . . .

Ces formules donnent comme première approximation, en supposant connu
par les diverses théories de la Lune que a±i diminue rapidement quand i aug¬
mente,

<i0 «i = ['] al, aBii_! = (—1)«;,
d'où

(3i) - = [1], — = (—1);
«0 <1«

donc — et —l- sont de petites quantités du second ordre.
<i0 <70 1 n

On a de même, en partant des relations (29) et (3o),

270 <?2 =2 [2] 27 0 27i -4— [2, i] 17,22-1,

a0 (I-, — 2(— 2) <20 <7, -4" [— 2, — l] 27, 21-,,

d'où, en vertu des formules (3i),

j ~ Jwb w + La, I] (-i)j,i " o

(32)
~

— [i] i 2 (— a) -H I — 2, — i] (— t) i ;
l uo
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^ et ^ sont ainsi du quatrième ordre, puisque les quantités [i], [2], (—1),
(— 2) sont chacune du second ordre; en général, — est de l'ordre 21.a0

Dès lors, si l'on se reporte aux formules (27) et (28), (29) et (3o), on verra
que, dans les relations (31 ), on a négligé le sixième ordre, et seulement le hui¬
tième dans les relations (32). Les formules (23) donnent d'ailleurs

_

1 ^3/?i2 6 H- 12 m»-t- g m- 3 m2 38 -+- 28 m -t- 9m2
'

16 6 — L\ m -h ni- ' 16 6 — 4m + mï '
r _ 3m- 1 -+- 16/n -+- am- , , 3/w2 114 + 48m H- q»i2
[2] — +-7T7- 7 (—2) = 7T t54 3o — 64 3o — 4m-h m*

r , 1 26 -h m2 r 1 18 — 8 m -t- m-I 2 I — — — j 2 J — —
2 3o—^m-\-m2 L •; J 2 -h m2

11 en résulte, d'après les relations (3i) et (32),

a, 3«i2 6 + 12 m -t- 9m2
a0 + 16 6 — 4m-a-m2 ' CG'

3m- 38 -+- 28 m -+- 9m2
a0 16 6 — l\m -+- ni1

«2 27 mw 2, -l- 4 m + 3 m2 ^3Q ^ 29 — 35 m
a0 256 (6 — 4m-4-/?i2)(3o — 4 m-\-nï2)
a-2_

f238 -t-4o/« -h 9 m2— 32 ^ -4- £s,
\ 6 —

En portant ces valeurs de a,, a.,, a2, a_„ dans (27), on pourra calculer
les termes du sixième ordre dans —: on calculera de même les termes du

«0

dixième ordre en ayant égard aux valeurs provisoires de «3 et a_3.
Donnons quelques exemples pour montrer avec quelle rapidité convergent

ces diverses approximations. M. Hill prend

n 17 325 5g4", 060 85,
n'= i 295 977", 4i5 16,

d'où

et il trouve

ru — 0,080 848 g33 808 3i2,

Termes de l'ordre 2 -t- 0,001 515 84g 171 590 — 0,008 ,6g5 808 499 634
» 6 — 0,000 000 141 698 831 -H 0,000 000 061 55r 932
» 10 -1- 0,000 000 000 006 801 — 0,000 000 000 oi3 838
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M. Hill n'a négligé finalement que le quatorzième ordre, et ses résultats
numériques ne sont pas en erreur de plus de deux unités de la quinzième déci¬
male.

Les formules (4) et (i3) donnent d'ailleurs

(33)

M. Hill obtient ainsi

r cos ( L — ni — s) at cos2 it,
i

r sin (L — nt — s) «,■ sin 2 iz ;

(34)

— cos (L — nt — s) = 1 — 0,00718 00394 81977 cos 2z
<7„

-+- 0,00000 60424 47064 cos 4t
-H 0,00000 00324 92024 cos 6-
-+- 0,00000 00001 87552 cos 8z
-I- 0,00000 00000 01 171 COS 10 Z

-+- 0,00000 00000 00008 COS I 2 T,

— sin (L — nt — e) = 1 -f- 0,01021 14^44 4i 102 sin 2t
ci 0

-t- 0,00000 57148 66og3 sin 4v
-+- 0,00000 00275 71239 sin 6t
-4- 0,00000 ooooj 62985 sin 8-
-h 0,00000 00000 01042 sinio-

I .

-t- 0,00000 00000 00007 sini2T.

Pour ce qui concerne l'expression analytique générale de —> 011 remarqueraCl0

que les formules (23) ne contenant que le diviseur 2(4,/2 — 1) — 4m + rn2,
on n'aura dans — que les diviseurs

6 — 4 m H- mïi 3o — 4 m+ m2,

et — pourra être mis sous la forme
«0

m, m2ai AT
— = m0-t-

70 — 4 m ■+- m2,

m3
6 — 4 m + "î2

n»

(6 — 4/?i-t- m2)2
n2

(6 — 4 m

n.
3o — [\m-\-m2 (3o — 4nim2)2 (3o — 4 mm2)3

ainsi que cela résulte de la décomposition des fractions rationnelles en fractions
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simples dans le cas des racines imaginaires; M,-, N,-, ... désignent des polynômes
entiers en m.

Chez Delaunay et de Pontécoulant, m a une autre signification; en l'indi¬
quant par la lettre m{, on a

n' m

Les séries ordonnées suivant les puissances de m convergent beaucoup plus
rapidement que celles relatives à mK ; M. Hill a remarqué que, si l'on introdui¬
sait une quantité m, définie par la formule

m,
m ziz »

i H- 75 /w»
D

on aurait une convergence encore plus grande relativement à tn2; mais cet
avantage ne subsisterait pas pour les coefficients des autres inégalités pério¬
diques.

119. Il nous reste à déterminer ci0 en fonction de n et de p..
Il faut substituer les expressions (i5) de u et s dans la première des équa¬

tions (a;"), ce qui donne, en remplaçant et respectivement par

y/— i ^(2i + i) aiKii+x et — ^ (2t + i

=51 f(21 -+- /m -t- t)' «i-t- - m'2 at h- - m2 £2i+1.
(«s)2 i L 2 2 j

On aura, en comparant les termes en '( dans les deux membres et représentant
par J le coefficient de dans le développement de — ,

(us)2

Or on a

"/■
T 3 3 ci—j

— J = I + 2/ih— m H— m2 — •

* =
/ —+ "O2-(il— II')- Il2

Il en résulte
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en posant

( 36 ) il = i + 2 m ■+■ - m- ( j -2

Or on a, d'après (i5),
il n ft„ X H- £3 -H • • • -i- ft—i s-1 H- ft—2 s~3 "3~~ • • • 1

.s- — ft_i £ M- ft_2 £3 -F-. . . -|- «0 1 -H fti 3 -t- . . . .

On en déduit immédiatement que J est le terme indépendant de L, dans le dé¬
veloppement, suivant les puissances positives et négatives de de l'expression

r1 + £iç-.+ £=!r-+£!!ç-*+^+ r
L «0 «0 ft« «0 J L a« a» a« a° J

Si donc on pose

_±

~\ Ç2 s-" -f- • • • 1 oAoq -f- cA£>2 -h c/iU_2 . . . ,

ci0 a0 J
3

H Ç~2 H Ç2 -H... j — 1)b0 H- l)b2 Ç-2 -+• l)b_2 Ç2 4- • . • ,a 0 #0 j

les coefficients et oib£- seront très faciles à calculer par la formule du binôme,
en raison de la petitesse des rapports — > et l'on aura

( 3y ) J gAoq 1)1>q ~f~ cts>2 lit)2 H-.cité) 2 2 ~~b" • • • •

1
/ n \ 3

Les formules (35), (36) et (3y) résolvent la question; d'ailleurs ( ^ J n'est
autre chose que a. On trouve ainsi

(38) «„=0,999093141975298».

En remplaçant «o par cette valeur dans les formules (34), on en conclut les
développements périodiques de

-cos(L — nt — s) et de - sin ( L — nt — s),
a ci

M. Hill en conclut aussi le développement périodique de

<39) i=Ê^"=L:Y(.+».)•>

qui nous servira dans le Chapitre suivant. Il emploie, pour y arriver, les for-
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mules connues d'interpolation des séries périodiques; donnant à i les valeurs
o°, i5°, 3o°, il calcule pour chacune d'elles les valeurs numériques de
~cos(L — ni — e) et ^sin(L — nt—z), d'après les formules obtenues ci-
dessus. Il en déduit les valeurs numériques de - et de ~ par la formule (3g);
il obtient finalement

*

(4o)

i, 17100 80211 7929.5
-+- 0,02023 36924 97860 cos 2 T

H- 0,00025 15533 5ooi2 cos [\t
-+- 0,00000 24118 79799 cos 6t
-+- 0,00000 00226 o585j cos 8t
-t- 0,00000 00002 08750 COSIOT

-t- 0,00000 00000 01908 cos12v

H- 0,00000 00000 00017 cosi4t-

On peut aussi déterminer analytiquement les coefficients précédents du déve¬
loppement de ^ suivant les cosinus des multiples pairs de t; mais nous ren¬
verrons, pour ce qui concerne cet objet, au Mémoire de l'auteur.

T. - III. 35
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CHAPITRE IV.

RECHERCHES HE M. HILL SUR LES INÉGALITÉS QUI CONTIENNENT
EN FACTEUR LA PREMIÈRE PUISSANCE DE e.

120. Ces recherches ont été publiées séparément en 1877, et reproduites plus
tard dans les Acta mathematica, tome VIII. Nous partons des équations (a")
et (c") du Chapitre précédent, que nous écrirons comme il suit :

(A)

d? a / du â£2
_ +2jV/_I__2__ =o, T =nt + s-n>t-e',
d*s / ds dit „ x 3 m- ,
—

-2-^=0, + +

/f) \ dli ds y-v y-,(B) ^s-2^=-2c-

Soient u0 et s0 les solutions périodiques de ces équations, obtenues dans le
Chapitre précédent, qui ne dépendent que de t et des moyens mouvements n
et n'.

On aura donc identiquement

d2ua du0 d£l0 \
+ 2 m d— 1 — 2 ~ =0,1

, » . , dx* dx às„ I x 3 m\(A°) { 0 -T=H—ô-(«O + «O);d~s0 1 ds0 dit0 l \/uas0 0
-a3s-=o, )

(B.) d^^-,a,=-,c.
Nous supposerons y = o, e' = o; nous pourrons évidemment représenter les

intégrales générales des équations (A) comme il suit :

u — u0 + eF (t, m, e, x),
s =s0 -t- ecp (x, m, e, x).
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M. Hill emploie la forme
/ du0

l = Ut-es/-iwv,
/ dso

s =s0 -ev/_t—

où u et w sont des fonctions inconnues de t. Il en conclut

ÔQn 1 dlln I dS() , .

a =°» -Tï^—d? +(!')'
^ ds ds0 ds2 dz ds0 du0 dr

à£ï dQ0 d2£i0 / du0 d2Q0 / efco . .
-r— — -r—1 T-5-? eu v/— 1 -T1 ; ï~ ew V ~ 1 ~7~ + (sj)>du du0 dul dr du0 ds0 dz

où (e2) désigne, d'une manière générale, des termes contenant e- en facteur.
Substituons les valeurs (i) et (2) de u, s, D,, ^ ^ dans les équations (A)

et (B) qui doivent avoir lieu quel que soit e; les termes indépendants de e se
détruisent en vertu des formules (A0) et (B„); en égalant à zéro les termes
multipliés par e, il vient

(A')

, du0 , du,Q
'

dz r V dz du0 d2 &0 „ ds0 cù£20

,, ds0 , ds0
"

dz / W dz n w0 à2 Qo _0 œ ^0 d2Q0 _ n.

dz- 1 dz 2V dz dul " dz du0ds0

, ds (1 du 0

du dz ds* dz du dQn dsQ d - -
/T>/\ au0 u~ 1 til» ou 0 Î1ÎÏ2 — 2IV —d ^ - : o.

dz dz dz dz dz du0 dz ds0

Or on tire de (A0)
d2 u„ , diu , „ àQ0

d1 s0 <&0 dQ0
3? = + "*V/->3T + ^

d'où
<i3 / aï2 m0 / d2 £20 du a , "o ^£0
—ds* dz

d3s0 , <Pst fd*9.0 du, 1 à2£l0 ds0\
—

— + 2m \J 1 ^ + 2 ^ ^ "3T du» <Î50 cùj
J21/. cP SQ (P UQ CPS0 p . • i

Ces relations fournissent les valeurs de -^f ' "Sr2"' Ifr3-' rfû3" en 'onctlon de
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c~-, de —■ et de quantités connues. Si on les porte dans (A') et (B'), on
trouve, tous calculs faits,

ds„ d2£l0
=°'

du„ d2£i0
w-ssf = 0i

c/fp + iv) eù<„ ofo0 , „ (ds- dQn du„ d&n / du„ dsa
—

: - —A -+- 2 ( V — (V) -z-A —- — m V— I —: 7-

d2v du0 dv / / dUn
w-dz2 dz

2
dz \ às0,

d2w ds0 dw /

H2lÂ-( 0?!
M

lïoJ
du»,dz2 dz

(A")

(B"> -^5-jj W dï +2(<"- w) (w if. - W ÔÏT0 -m^-1W X) = °-
On voit ainsi apparaître les combinaisons v— w et v + w.

121. On est conduit à poser

(3)

dlln dsn TT

c + (v = p, v — w — a, —r^ ~ — H,r dz dz

\ds,d%_du, <X\ ==As/_.
\ dz os0 dz 0Uq

On trouve, en remplaçante et w respectivement par

P -H <7
. pr-— et !~

dans les formules (B") et (A") :

(4) +aaAv/=ï = o,Cl fc

1 du0 (d'-p <Pg\ ,(d?,da\( mj—: du0 dŒ„\ _i_nrrds0 d-£ï0 _

2 dz \e?T2 dz2 ) \rfr ' dz) \ * dz " ds0) dz às2 ' '
1 dsô (d2p d2a\ fdp da\ ( , ds„ d£2„\ du„ <?2£2„
2ifz {J-d^) + [dz-^){ m^~l7h +2àirJ-2°ih-d^=°-

d2 0
L'élimination de -y— entre les deux dernières équations donne

. tt d2a a / dp c/£20 da fd2£i0 dsl d2£20 dul\

où l'on a employé la relation
diia

_ dQa ds0 à-iff du0
dz ds0 dz du0 dz

L'équation (B0) donne d'ailleurs
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En éliminant c~ entre (4) et (5), il vient, en ayant égard à (6),

ttd2a da (2A2 à2£i0 ds2 d2£20 du2\(C) H3?-|-SÂ+"(.T+ + é?)=°-
On tombe ainsi, pour déterminer <7, sur une équation linéaire du second

ordre, sans second membre, dont les coefficients sont des fonctions périodi¬
ques de 1, ainsi que cela résulte des formules qui donnent u0 et en fonction
de t.

122. Pour faire disparaître le second terme de l'équation (C), M. Hill pose

W

d'où

a- = -7= j
v/H

f*? __ TT—2 dW i „-f w dh
/ ia » ' ' / ?

dz dz 2 dz

d^_ TT-1 d'W -f rfW tfH 3 - ! dW~ 1 -I d2 H
dz2 ~ n tfr2 dz rfr 4 rfr2 2 dz2 '

En portant ces valeurs dans l'équation (C), on trouve

d'2 W
(D) -^+0W = o,

où l'on a fait

q 2 /d2£20 du'l ^ d2£20 ^ 1 ^H2 1 <r/2Hie) 0 = — 0 + 0 21» j- _1_a2-4-K ' H \ du\ dz2 dsl dz2) H2 4 H.2 dz2 2 H dz2

L'équation (4) donne d'ailleurs

(F) ~r =— V£E± WA.N ' dz a
H2

Enfin, en réunissant les formules principales, nous aurons

dun 1 ds0

(G)

: = m„ — e \/— :

p -+- (7
v = 1 ,

2

dz
s = s0 — e \/—

p — (7
w = 1 ;

2

i w-r->
dz

W

v/H
«<0= lciiZ2M, 50=2a_T_,Ç2l'+1, Ç = ET^_ ',

t-. z 3 m2 . ,,

«0 — 1 •; H ô ( wo + «o ) •
V «0*0 8 ■
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Le problème dépend donc entièrement de la considération des équations (D),

(E)> (F) et (G).

123. Transformation de la quantité 0. — On a, par la formule (B0), et
en vertu de la définition de H,

d£l0
_ d£i0 du0 d£20 ds0 _ 1 c?H

7 dz du0 dz ù?0 dz 2 dz '

o 1 diH
_ d2£i0 du2 d2Q0 dsjj „ à-dil0 d2u0 d£i0 d2s0 _

2 dz2 du\ dz2 + ds2 dz2 + 2 âu0 ds0 + du, dz2 + ete0 rfr2 '

on a, en vertu des équations (A0),

. . d£l0 d1 Un à£i0 d2s„ / fd£l, ds0 d£20 du0\ , d£i0 dQ
(9) xr wû + ir^ - ^v-1 br x - srr-^rù«0 c/t2 cJ,ç0 cft-2 \ ds0 dz du0 dz ) du0 às0

La définition (3) de A donne d'ailleurs

(10) ^ ^ ^ ^ = (mH + A)v/^.ds„ dz du0 dz v

En élevant au carré les équations (7) et (10), et les retranchant, il vient

ù£20 i dft2 .J4H-J—2 -5— —y-rî+ (wH + A)2;du0 ds0 4 dz2

la relation (9) donne ensuite

d£20 d2u0 d£l0 d2s„ 1 c?H2 1 . TT an, , tt an
+- -r- = 7-5 -7-T + 5 mH + A 2« wH + A ,dw0 rfr2 d-r2 4H dz2 H

d'où, en vertu de la formule (8),

dul d2iA0 1 d2W „ d2£20 1 c?H2 1 „ . .-r-f —j-r H- -3-7 77=- 3TV- — 2H 5—^ 7TT ■77 — 5 mH+A !+ 2m mH+A .dx<2 rfr2 As2 c/t 2 où2 du0ds0 4 H <^v2 H

Portons enfin dans l'expression (E) de 0, et nous obtiendrons

a_aA! , I dm , dm, i c?H2 2

H2 + 2H dz2 kdu„ds0 4H2 dz2 +2m '

d2£2,
En remplaçant ^ ^ par + 3m2j, il vient

, v _ 2A2 x dm i c?H2 / *
(ll) H2" + 2H ~dz2 4ÏÏ2 rfr2" — \7| + m
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On a ensuite, par la définition (3) de A,

279

,— /d£20 ds0 d&o du0
a — — m h — v— i -=— -= j T-1 V t/i'o <âST «Mo d~

d'où, en remplaçant ™ et par leurs valeurs (B0),OUq cfso

.

TT , /c/2M0 cfc0 g?2S0 ^«(A = m H — 4 V — i -rr "T2 TT2 v V d~- dr dr1 dr

moyennant quoi l'expression (ii) pourra s'écrire, si l'on remplace en même
du0 ds0
dr dr

d"-s0N

temps H pap ^ :

e=-(L+ra.')-a| -£---£l + W=rjj J du0 ds0
dr 'J

f/2 ,?0 \ 2 c/2 fdu0 ds0
dr2 \ i «f~2 \ c/t c?t

2 c?m0 <r/,j0
t/t dr

On a identiquement

d% l du0 ds0
dr2 \ dr dr

(i- !i- q ds0
dr dr

d_
dr

d2 u0 d2s0\ / d2 i<0 d2 s0

dr"
h ** 1 . | ^ !

dr1

du0
h

ds„ 1 ' ds0
dr dr / \ <5?T dr

ce qui permet d'écrire finalement

124. On a vu, dans le Chapitre précédent, comment on effectue le développe¬
ment de 4 suivant les cosinus des multiples pairs de t. Pour les autres partiesro
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de 0, il suffira de développer
d'Ug d2s0
dr'2 dr2

du0 e ds0
dr

; posons donc
dr

:21W,

d2 u o

1 dr2
\J—i du0

dr

d2 s0
i dr2

1= -^1 - 2u;.ç-2*.S/— I £&o
dr

En portant dans ces formules les valeurs

"o =2 a^U+'> so =2

• ^!=_2(ai + 0,«^1, ^=-2(2i + i)W-M-S

il vient

(13 )

(i4)

„ d1 a o

+
„ i "rfpr

= Yu.-ï" - —= -J-,^ (2 i V—1 0

d2S0
2] (2i + l)2«jÇ-2' , "^2"
_

_ — _ y u'-ç-2,'= - —-•
y (a|-+i)fl,Ç-< ^ ' sf^i <Ih

dr

Si, dans la seconde de ces relations, on change 1 en et qu'on la compare à
la première, on en déduit

uj=-u„

d'2 u0
' ^

: 2"'«"'! duo
dr

d2s{
dr2

w=r^-=-2u'ç-"=-2«-'ï!'
dz
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et
I / d1 u0 d'2.t0 \

=^2 ^(U/ + U-/K".

(i5)

/ d2 u0 d2s„ \
dz2 dz2 \
du0 ds0 I

\ dz dz /

/ d2 wn d2s0\
~dzr

l_ ** ]dlla ds0 /
\ az 7h !

Il suffit donc de calculer les U,. Si l'on pose

(16) hi = (21 -I- i)a,-,

la formule (i3) donnera

2(2ï+,)/.iç»=(2w) (2u,-?2') 2''wc,'-w2u'ç"=22
d'où, en égalant les coefficients de 'C2',

(17) (2i+i)a,-=2^-yuy.
j

Il est facile de prouver que U0= 1; on a, en effet, en partant de (12),

dz2. ,

I — d*. ;

dz

l»g$ = los(d-g^—,<<£]■
l'intégrale indéfinie est

Si donc on pose
— R cos(f, ^ = Rsini|/.;

il viendra

U„ = 7= [logR + + v^TTjr
2 TZ y — I

Or, quand 1 augmente de 2iz, x0, y0 ~ redeviennent les mêmes; donc
aussi R, logR, sin'-f et cos'-p; donc diffère de sa valeur initiale de 2ir, ou

4tc, ... ; mais ^ est l'angle de la tangente à la courbe avec l'axe Ox.
Cette courbe diffère peu d'un cercle, et, quand on revient au même point

T. — III. 36
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après avoir parcouru toute la courbe, a augmenté de 2tï. On aura donc

uo=—5=i\iv-ir=|j.
27T y/ — I

Pour/=o, le second membre de l'équation (17) devient égal à =
cette équation peut donc s'écrire

(18) a.-Ai=2A(_yU„

où l'on ne doit plus donner à j la valeur o. D'après leur définition (iG) et ce
que nous savons de ah les quantités h±i diminuent rapidement quand l'in¬
dice i augmente. Cela posé, la formule (18) donnera, en attribuant à i les va-

0, + I , + 2, .

U — 2 —t" /LiU_r - Il _3 U1 4-/I_4U24- 4/«-2,
h[ U—2 ~~ D_H-h-2U, 4- h—3 U2 4- . . = — 2/l_.,,

/i2 U—2 4" h\ U_, H— h j U 4 4~ II—2 U2 4~ . .= 0,

h3 U—2 4- /i2 U i '
- U, 4- /i_1U 2 4- . . = 4- 2/ij,

U._2 4- 'h u_,- -h, U, 4- U24- . . = 4- 4/*2,

on a supposé a0 = 1, et par suite h0 = \.

On résoudra ces équations par des approximations successives : la deuxième
et la quatrième donnent d'abord à peu près

U__t — — 2 Jl—j j U1 — -j- 2 Jl\ j

en transportant ces valeurs dans la première et la cinquième, il vient

11.-2=2/1^! — 4^—2 — 2/2j h 3,

U2 =4^2 —2^i +2 /i—1 /23 ;

on en conclut aisément des valeurs plus approchées de U_t, U,, U_,, U2,

U_,r= — 2(/î_i 4" /i, /i_2+ Alj/ii -H. . .),
U j — -4- 2 ( /i, —[— h j /i2 —H !h 1 — I • • •),
U—2

On portera ces valeurs dans les relations (15), après quoi la formule (H)
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donne à M. Hill

283

d2 W
( I) 8 W( 1,158844 — o»1 i4o88 cos2z — 0,000766 cos4t— 0,000018 cos 6-r-f- ...) = o.

On tombe ainsi sur l'équation de Lindstedt généralisée. On peut l'intégrer en
se reportant au Chapitre II : W se développera en une série de cosinus d'argu¬
ments que l'on obtiendra en ajoutant aux termes de la série

o, ±2t, ±4t, ...

une même quantité p/c -+-

Si l'on se reporte aux formules (F) et (G), on voit que les développements de
p, a, v et w sont de la même forme que celui de W. On a ensuite

/— du0 ,— ds„
u — u0 = — e \J — 1 e-^r' v — —

et l'on sait, par les formules (i5) du Chapitre précédent, que u0 et s'expri¬
ment à l'aide de séries où ne figurent que les multiples impairs de t. On en
conclut que les différences u — u0, s — a0, et par suite x — x0, y — y0, sont de
la forme

X
cos [ ^ (2 ' +1 ) v]•

Or les formules (11) du Chapitre XIV donnent, en négligeant e', y et e2, et
faisant, en conséquence, / = le — o, j = 1 :

x — x0 + Dl> cos [(2 i-+- i)r ± 9].

En comparant les deux expressions de x — x0, on trouve

p.t -h ^ = cj>.
Or on a, n° 115,

dp _ dm
dt ~ 11 dt '

où ^ représente la valeur moyenne de la vitesse du périgée, quand on néglige
dans cette vitesse e2, e'2 et y2. On a, d'autre part,

tl'
t — (n — n') t -h £ — s', m — •v '

n — /1'
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284 CHAPITRE XV.

Il en résulte
dr do dm

, . s

V-dt = ltt=n-lJ=^n-n)>
i dm (2 (2
n dt i -t- m ' i + m '

c a la même signification que chez Delaunay, sauf qu'on y fait e- — e'2 = y2 = o.
M. Hill a trouvé, en partant de l'équation

sin- - u

Ç=A
sin2 - a

2

du Chapitre II,

d'où
p. = 1,07168 82774 16016,

- —0,00807 25730 04864.

11 estime que les treize premières décimales de ^ sont exactes, les deux
dernières restant seules incertaines (cela suppose exacte la valeur adoptée
pour m).

Les huit termes calculés par Delaunay (en m], m), ..., m\) donnent
1 dm

71 777 = °'00^I9 6429
-t- 294 2798
-t- 99 37°°
H- 3o 3077
+ 9 13go
-I- 2 83oo

-t- 9836
-t- 3468

= 0,00857 i5o3

Le quatrième chiffre significatif est donc inexact, et l'erreur relative de la valeur
~ déterminée par Delaunay est environ Le calcul très simple du Cha¬
pitre YJTII nous avait donné seulement

On voit que la partie la plus importante de celle qui est indépendante de
e-, c"- et y2, est maintenant connue, grâce aux recherches de M. Hill, avec une
précision qui 11e laisse plus rien à désirer.
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M. Hill a exprimé l'opinion que le mieux à faire, dans la théorie de la Lune,
c'est de déterminer successivement les inégalités qui contiennent en facteur e°,
e, e-, e', ee, c'est, en somme, la méthode d'Euler. Elle réussit très
bien dans les deux cas considérés dans ce Chapitre et le précédent; il me
semble que, plus loin, on rencontrerait des complications tenant à la présence
de e-, e"- et y2 dans les quantités c et g.
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286 CHAPITRE XVI.

CHAPITRE XVI.

TRAVAUX D'ADAMS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE.

dû +" >z-o;

125. Recherches d'Adams sur le mouvement moyen du nœud (Monthly
Notices, t. XXXVIII, p. 45-49). — L'équation (b) du Chapitre XIV est

d'*z (il
dû +

en posant, comme précédemment,
. , w , n' il
(« — n')t -H £ — s'= x, 7 —m, 1—7— = z,

n — n' ( n — /1')-
il vient

dP Z / X

Cherchons les inégalités de s qui contiennent y en facteur, sans e ni e'; la
formule

/'2 — X--\- J2 + z-
donne, en négligeant y2,

r*— x2-i-j'2.

On peut remplacer # et y par leurs valeurs indépendantes de e, e! et y, telles
qu'on les a trouvées dans le Chapitre XIV, et ^ par sa valeur (40), page 278;
on aura donc, pour déterminer les inégalités en question, une équation de la
forme

d2 ^

(1) + z{qï+Q.ql cos 2 x -H 2^2 cos 4? + • •.) = o;

c'est l'équation de Gyldén-Lindstedt généralisée. On sait que son intégrale gé--
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travaux d'adams sur la théorie de la lune. 2$7
nérale peut se mettre sous la forme

/=+00

■Z= bj Ç = E'f^ ;
/ =—00

la constante h est déterminée par l'équation transcendante

. , 7t ,sin2 - h

sin2 - q
2

A désignant un déterminant infini, composé, comme on l'a vu au Chapitre IV,
avec q, q{, q2, Les rapports yi dépendent aussi de q, qt,q2, ...O0 Oo vo

et de h; ils sont réels si h l'est lui-même, et c'est le cas; b0 reste arbitraire, et
l'on a la solution

5= ôoE^^-i- bx E^+W^i + b.2 ec^W^ï-k ..

-+- 6_se<a-4>tnfî+

En supposant b0 réel, et prenant la partie réelle et le coefficient de y/— i, on
a deux solutions, que l'on peut réunir dans la formule

z = b0 sin(/<v + 40 + bt sin(/tr + ^ + 2t) -h b2 sin (/it + <\i -+- 4v) + • • •

-h è_! sin(/i-r -+- i|i — 2T) + sin(/ir -t- 41 — 4f) +•. •,

où ^ désigne une constante arbitraire; c'est l'intégrale générale de l'équa¬
tion (i).

D'autre part, quand on fait e = e'=o, j = j'= k — o, et qu'on néglige y2
dans la troisième des formules (n) du Chapitre XIV, on trouve pour s une
expression de la forme

s = B0 sinn + B, sin(Y) + 2t) + B2 sin(Y)-h 4v)+• • •

+ B_t sin(ï) — 2t)+ B—g sin(u — 4v) + ■.. ;

•q = nt + s — £3 désigne la distance moyenne de la Lune à son nœud ascen¬
dant.

En comparant les deux expressions de z, il vient

hr <\i — h{n — n') t -+- j;, = y),
d'où

dri
- = ng=h(n-n'),
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où g a la signification ordinaire. On connaîtra donc g quand on aura calculé h.
Adams a trouvé ainsi

£• = 1,00399 91618 465g2.

Delaunay a obtenu, en s'arrêtant au terme en m7, pour la partie de g qui est
indépendante de e, e et y,

g = I,00000 00000 o
-4- 419 64258 6

11 77117 9
— 6 67712 i
— I I2023 4

i4ao3 4
— >479 0

g— ',00399.917228

On voit que la huitième décimale est déjà erronée; néanmoins, l'erreur relative
n'est que de ;iUU'U0U ; elle est bien moindre que dans le cas du périgée.

On voit que, grâce au travail d'Adams, la partie principale de g est obtenue
maintenant avec une approximation qui ne laisse rien à désirer.

126. Théorème remarquable d'Adams (Monthly Notices, t. XXXVIII, p. 460-
472).

La partie non périodique du développements/ma/ de = si l'on n'a pas égard
aux termes qui contiennent en facteur des puissances de ^> est de la forme

A H- Be!+ Cy2-t- Ee4-t- 2Fe2y2 + Gy4-t-. ..,

où nous supposons e et y définis comme chez Delaunay. Les coefficients A, B,
C, ... sont des fonctions de e"-,

A = A0-t- Ai e'2 -4- A2e'4-4-. ..,

B = B0-t- B, e'2-+- B2e'4 + . .

C := Co -H Ci c'2 -4- C2 e'* -4- ... ;

enfin, les coefficients A,-, B,-, C(- sont des séries développées suivant les puis¬
sances de m. Plana a constaté que B0 et C„ étaient nuls, en tenant compte des
termes en m- et m3; de Pontécoulant a fait la même constatation en ayant
égard aux termes en m" et m5. Adams a pensé que la chose est générale, et
il a réussi à prouver, non seulement que B0 et C0 sont nuls, en tenant compte
de toutes les puissances de m, mais qu'il en est de même de B,, B2, ..., C,,
Co, ..., de sorte que l'on a identiquement

B = o et C = o;
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TRAVAUX D'ADAMS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE. 289
c'est la première partie de son théorème; ainsi, les termes en e-é2p et en ■fe!2q
manquent dans la partie constante de y Voici la démonstration remarquable
qu'il en a donnée.

Soient x, y, z, r; x', y, o, r' les coordonnées de la Lune et du Soleil; on
a vu, au commencement du Chapitre XIV, que, si l'on néglige les termes qui don¬
neraient naissance aux inégalités parallactiques, on a les équations différen¬
tielles

i d2x u.x a'x 3u'x'
, , ,,1 + hF + ^ = "V(^+^)'

li) ! d'2y 1 M [ P'y - 3^'r> (xx' 1 rr'l(•) { dt* + r* + r« - r,s h
d2 Z U.3 ij.'z

dt2 + ~r* + V*.

Désignons para?,, y,, z,, r,'= \jx'\ -t-y'\ -\- z\ les coordonnées, pour la même
époque t, d'une lune fictive soumise à la même attraction, mais avec des don¬
nées initiales différentes. On aura

d2xi
l dt2

fJ-'x,
,.s H rn

=

,.,ï

) tl±
]

J K7i , f*'yi+ -^r + Tir
3 n'y' < ,

= (*i*-t-ji/).

d2z,
\ dt2

fJ.ZX p'Si
"t"

ra "t" r/a
= 0.

(2)

On forme aisément les combinaisons suivantes

d2x, d2 x d2v< d2 y

-XldF-ty^-~yidF^

d2zx
_ d2z

dt2 dt2

d" Z1

~dir ~~ G?f2

*>(*- i-.)
?)="•

qui peuvent s'écrire

(3) <

.
, . / i i \ d ( dx dxx dy dy, dz dz,\?(**, +yy>-+«i)(y-y) = ~x~dF +y^Tt -y-ïï +z>Tt~zld}

I I d / dz ^dz 1
( ,.a r3 1 dt 1-1 dt " dt

Les expressions

f|
T. - III. 37

(**i + yyi + *zi) ( ^ - y) et zz, ^ - d
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2gO CHAPITRE XVI.

sont donc les dérivées de fonctions qui sont évidemment développables en sé¬
ries de sinus ou de cosinus d'arcs de la forme at + [3, car il en est ainsi de x,

y, z, x,, ..., ■ ■ ■; par suite, elles ne renfermeront pas de partie constante. On
a d'ailleurs

œx1-hyyi + zz1 = ji[2rrt-h(r — r,)2 — (x — x,)2 — (y — y, )2— (z — s,)2],

Donc, si, relativement à une certaine quantité petite, les différences x — x,,

y — y,, z — s,, et par suite -— -> sont du premier ordre, alors l'expressionri r

( xxy -+- yyi H- zzt ) (j^ - ~^(jr ~ 7.)
sera forcément au moins du troisième ordre. Cette conclusion s'applique aux
coefficients de chaque sinus ou cosinus de at 4- (3 et à la partie non périodique
de l'expression précédente. Or on vient de voir que la partie non périodique de
(xxt -hyy, H- zz{ ) ^ ~ est nulle; il en résulte que la partie non pério¬
dique de y—- p est au moins du troisième ordre de petitesse.

D'après les formules du Chapitre XIV, on peut écrire

I x — a cos(nt + s) — v sin (nt -t- e),
] y = u sin (nt -t- g) -1- v cos(n< -f e),

( ) \
I xi = «,cos(nt + s) — i^sin (nt + e),

'

y, = «jsin (nt -+- s) -1- ctcos (nt -+- s).

Nous supposerons dans ce qui suit que les éléments a et e, et par suite n,
sont communs à la Lune réelle et à la Lune fictive (on ne fera même porter les
différences que sur les éléments e et y); c'est ce qui a permis d'écrire dans les
deux dernières formules nt -+- s, et non pas + e,. On a ensuite

x2 + y2— u- -+- e2, x\ + y\ — u\ -+- v\, xx^-^-yy^— vvt,

(x — xty--1- (y — y,)2=( u — uxy+ (v — e,)2.
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Donc, dans l'application du principe précédent, on pourra remplacer, dans
l'équation (4), la quantité

(r —rt)*— {x — xi)*— (y — /i||— — ^i)2
par

(r — ri)2— (u — Mj)2— (i' — (>i)2 — (s — ^)2.

Les développements trigonométriques de x et y contiennent cinq arguments,
tandis que ceux de u et v n'en renferment que quatre. D'après les formules (10)
du Chapitre XIY. y (nous dirons désormais y pour abréger) et u sont dévelop-
pables en séries de cosinus d'arcs de la forme

2 i\ ±ytp ±j' tp' ±: 2 kf] ;

v contient les sinus des mêmes arcs; \ tient désormais la place de 1. Chaque
coefficient est le produit de eje'j'^ik par une série procédant suivant les puis¬
sances de m, e2, e'2 et y2. La coordonnée z se développe en une série de sinus
d'arguments tels que

ii\ ±jy -±zj'y'± (2k 4- i)v ;

chaque coefficient est le produit de eje'J'y2k+i par une série procédant suivant
les puissances de m, e2, e'2 et y2.

127. Ces préliminaires posés, admettons que oc, y, z répondent aux valeurs
e = o, y = o,

oc,, y, et s,, correspondant à
e>o, y — o.

11 en résulte 3 = z, = o; y) ne figurera pas dans les arguments, et -- sera de la
forme

(6) y =2 («^0 -+■ <A>ie2-t- ...) cos(2 i\ ±J'y') 4-^ ifte-' cos(2«'£ ±/9 ±j'y');
dans cette formule, j est essentiellement différent de zéro, puisque nous avons
mis à part les termes dans lesquels j — o. En faisant dans la formule précé¬
dente e = o, on aura la valeur de y

7. =2°Ao»cos(2i'?±:/tP')!
il en résulte

(7 ) y y; (<JU>te2-t- ...) cos(2î'£ ±j'y') 4-^ ^eJ cos(2i'| ±jy±j'y').
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292 CHAPITRE XVI.
On aura des résultats de même forme pour les différences r—r,, u — u, et

v — e,, en changeant, au besoin, les cosinus en sinus. La formule (4) donne
maintenant

3 fois la partie constante de ( - — —

part, const, de ri\ ( 4 — ~

H- part, const, de | ~ (j^ - ^ [(/•— r,)2- (m — «,)2- (<> - e,)2] ~ 7.) ] | i

il en résulte, d'après la formule (7) et les formules analogues relatives à u — u,

et v — e,, que la partie constante de ^ contient au moins le facteur e3.
Or les parties constantes de ~ et - se déduisent de l'expression

A -1- Be!+ Cy2+ Ee4+ 2Fe2y2+ Gy4-+-. ..,

en y remplaçant par zéro, d'abord y, et ensuite e aussi ; la partie constante du
développement de — — 7 sera donc

(À + Be2+Ee4 + ...) — A = B e2 -i- E e4 + . . . .

Puisque cette expression doit contenir au moins le facteur e3, on doit avoir
B = o, quelles que soient les valeurs de e' et de m; il en résulte donc bien

B, = B2 = .. . = o.

Pour prouver que l'on a C =0, il suffit de reprendre les mêmes raisonne¬
ments, en faisant jouer à y le rôle de e, et vice versa. On supposera donc

On trouvera

e = o, y = o, dans x, y, z,
e — o, y < o, dans xu ylt s,.

y ( ©o-1- ©1y2+ ©2 y4 + • • •) cos(2 i\ ±/'<p') 4-^ ffiy2* cos(2 i\ ±f <p'± 2 À'yi ),

7 =2©oCOS(2j|±,/'(p'),

y — ~ =2 (©iy2■+■ ©2 Y4-H • • • ) cos(2 {£ ±y7cj>') +2ffiy2* cos(2i\ ±j'<p'± 2krt);

dans cette dernière formule, k est essentiellement différent de o; -— - con-
r1 r

tient donc le facteur y2, et il en sera de même des différences r — r,, u — u{
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et u — U|. On a d'ailleurs z = o, et z{ contient, le facteur y. La formule (4)
donne

3 fois la partie constante de
i i

r r,

— part, const, de ri\ ( — — 1r, r

-I- part, const, de j ~ ^ [(r—rt)2— (m— «O2— (e-e,)2— *?] + (^~ - yj
la première portion du second membre contient le facteur y0, et la seconde y\
Or la partie constante de yr ~ y. est égale à

(A -H Cy2-+- Gy4-H. . .) — A = Cy2H- Gy4 H- ....

On a donc identiquement C = o, et par suite

C, — C2 .. • — o ;

la première partie du théorème d'Adams est ainsi démontrée.

128. ,Adams a trouvé, par ses calculs directs,

17 1 , , 225L = —= m? H „ rn%16 128

2 63 ,( = m2— ms,
16

G = — in2 3 7?î:! ;
O

il n'est pas allé plus loin, parce que, dans Ee4 -+- 2Fe2y2 + Gy4, il aurait fallu
déterminer des quantités du huitième ordre; celles du septième sont déjà diffi¬
ciles à former.

On a, d'autre part,

c = « + ...+ e2 (| „z2 + g m'A +f-( 6m2+ mA +...=

mS)+y2 (- \ m°-+ fi,?l3)+• • • =

ou bien

( c =1 + .. .+ He2 + Ky! + ...,

I g = 1 + ... + Me2 + Ny2,
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en posant
H = | m3-i- ni3, K = 6m! + /n3,

M == - m2-+- m3, N = — - m2 4- /w3.
2 32 2 16

On peut écrire
H = 6(-|; m!+ mA = 6E +...,\i6 128 j

K = 6^ m3h- ^ m3^ =6F-I-...,
Al 3/ » 63 «\M = - ( m3 -+- — /n3 ) = -1< +...,

2 \ 16/2

N=^-m2H- § j»A=-G M-...'.2 \ 8/2

On a donc les égalités approchées
H K M N

(10) E — F' F (1

Adams a démontré qu'elles sont rigoureuses, et c'est la seconde partie de son
beau théorème.

Donnons à x, y, z les valeurs qui répondent à
e>o, y —o,

et à x{, y{, zt les valeurs qui répondent à
e — ei < o, y^o.

Nous déterminerons y par la condition que cp, et, par suite c,, soit le même
dans les deux cas, ce qui nous donne, en vertu de la première relation (9),

H e2 -t-.. . = H ef + K y2 4-...,
d'où

(11) y2 = |(e«_e«).+ ...;

ainsi, y2 contient le facteur e — e,. Le développement de y est de la forme
A =2 [«ri,,11 H- £(I"y2-)-...] cos ( 2 c £ ±j cp 4- j'y') 4-^3?(/l')y2i: cos(2i£± / cp ±/'9'+ 2 kri) ;

k est essentiellement différent de zéro. On en déduit, en remplaçant y par o,
e{ par e, à" par c0, sans toucher à cp, cp', e', m,

- cos(2 i\ ±jcp ±j'cp'),
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d'où

jr y. =2dîW — £o+ ^[l)y2 + . ■ ■] cos (2^ ±y<p ±/9')
+2 ■3f('c,y'2/f cos(2«£ ±/9 ±j'y'± 2kti).

C'a" — c0 = 0(e2) — 0(e2) contient le facteur e — e{ ; tous les autres termes de
la formule précédente renferment le facteur y2, donc aussi e —e,, d'après la
formule (11). On peut donc dire que les quantités

i i
, r — ru u — et v — c,

''1 r

contiennent toutes e — e, en facteur. Or, si l'on se reporte à la formule (8), on
voit que toutes les expressions

"'''(F,-?)2' (ï~ï) ("-"')*>
renferment le facteur (e — e, )3. Quant à l'expression

(n ~ r) **'
elle contient le facteur (e — e,)y2, ou bien (e — e,)2, d'après la relation (11).

Donc, en résumé, la partie constante de — yj contient le facteur
(e — e,)2; mais, comme cette partie constante ne dépend que des puissances
paires de e et e,, elle devra renfermer le facteur (e2 — e2)2. Or on a

— = A h- EeJ + 2Fe2 y2-+- G/ + ... -i- des termes périodiques,
''1

ou bien, en vertu de la formule (11),
i 2 FH H2

- = A + Eeî+ -£5 *«(*■_ e«) 4-Ggï
d'où

i=A4-Ee4 + ....

r

On en conclut

i i 2FH GTT2
= E(i«|— e4) 4 g— e\ (e2 — e2) + (e2 - e2)2-n ..+ des termes périodiques.

La partie constante doit être divisible par (e2 — e2)2 ; il doit en être de même de
T". / 9 2 FH ,E(e2 -he-)
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2Ç)6 CHAPITRE XVI.

On en conclut
„ 2 aFH 22Eef e\ — o,Jv

H K

E — F'

la première des relations (10) est ainsi démontrée.

129. Donnons maintenant à x, y, z les valeurs qui répondent à e — o et
y<o, et à x,,yt, z, les valeurs qui répondent à e^o et y = y(>o. Détermi¬
nons e de façon que y) et par suite g soit le même dans les deux cas; nous
aurons, en vertu de l'expression (9) de g,

Ny2 + ...— Me2-H Ny2 +...,
d'où

(12) e2=-j^(y2 — y2)+...;

e- contiendra donc le facteur y2 —y?- On aura pour — un développement tel
que

-7 = 51 [SoU+ 9i1,e2 + - ' •] C0S(2j'Ç ±/'9' ± 2/fYl)''1 ■"

+ ^ fjO') eJ cos (2 i\ ±y'9 ±/9'± 2 k n ) ;

j est différent de zéro, puisqu'on a mis à part le terme qui correspond à j = o.
Les coefficients ç et £ sont des fonctions de y2. En remplaçant y, par y, fai¬

sant e = o, remarquant que y] ne change pas et désignant par ç0 ce que devient
ç[{', on trouve

y =2 Ç„ Ç0S(2ï£ ±j'<p' ± ikf]),
puis

i- — 1 = y [g'o11 — Ço+ ■ ■ •] cos(2 i\ ±f9'± 2/CYl)
/ j /

+ S 5(J>eJ C0S(2±79 ±/9' ± ikfi).

Tous les termes du second membre contiennent e en facteur, à l'exception de
la portion Çj"' — g0 = <J>(yJ) — (I'(T2) du* contient évidemment le facteur y2— y2.

Voyons ce qui arrive pour s, ; on pourra écrire

Si =yi^ C-C.(o'H- -C'î'e2-H. . •] sin [21$ ±j'(j>' ± (2 A' -t- 1) n]
+ yj^ 3110')ei sin [2i\ ±,/9 ±/'<p'± (2À:--t- 1) m]
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/ est essentiellement différent de zéro. En remplaçant e par zéro et y, par y, il
vient, puisque y] reste le même,

•5 =7^] -C.0 sin [2 il ±,/'9' ± (2/'-4-1) Y)],

Z, — s =2 [yi c.(5' — y-Ç.o+yi-C.!l'e*+...] sin [>«£±/9' ±(2* + i)yi]
-l- y, ^ DTL(^) e> sin [2 i£ ±j9 ± /'9' ± (2 k -+-1 ) n ].

La quantité
y 1 -C! i' — y C » = y l'E ( y ? ) — y" ( y2 )

est évidemment divisible par y — y, ; e2 est aussi divisible par y — y,, comme
on l'a vu plus haut. On peut donc dire que les divers termes de s — s, con¬
tiennent en facteur soit y — y,, soit ey,.

Posons maintenant

SC, = 2 i'E ±/'9' ± 2/1"/),
a, = ii\ ±j9 ±./'9' ± 2/i'ï),

et appliquons la formule (8) : chacune des expressions de — — y.' '' — '"m
m — u, et e — v, se compose d'une série de termes en cosa, ayant tous y2 — y2
en facteur et d'une série de termes en cosa, contenant tous le facteur e. Chaque
terme des développements

(l3) (t;-7)("-,'')2
s'obtient en prenant trois facteurs de la forme cosa,, ou deux facteurs cosa,
et un facteur cosa,, ou un facteur cosa, et deux facteurs cosa2, ou enfin trois
facteurs cosa3. Dans le second cas, cp ne peut pas disparaître, et l'on n'obtien¬
drait rien qui entre dans la partie non périodique de dans le premier cas, le
produit de trois facteurs en cosa, contiendra (y2 — y2)3. Avec un facteur en
cosa, et deux en cosa2, on aura d'une part y2 — y2, et de l'autre e2, qui amène
y2 — y,; donc, en somme, le facteur (y2 — y2) existe dans tous les termes du
groupe mentionné. Quand on prend trois facteurs cosa2, les valeurs de j ne
peuvent pas être égales toutes à ±1, car alors deux de ces valeurs seraient
égales entre elles et <p ne disparaîtrait pas du produit des trois cosinus. Donc
l'une au moins des valeurs de y doit être >2; le produit contiendra donc le fac¬
teur e2 et, par suite, (y2 — y,). Ainsi donc, toutes les parties non périodiques
des développements (i3) contiennent (y2 — Y, / en facteur.

T. — TU. • 38
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Reste à examiner la partie constante de (z — s,)2. Posons

(3, = 2 i\ ± (2ÂT+ i) Y),

(32 = 2 il ±jcp ±/<p' ± (2 k +1 ) n ;

s — s, se compose de termes en cos [3, contenant y — y, en facteur et de termes
en coscontenant e. On verra aisément qu'on ne peut prendre que les trois
combinaisons suivantes, à côté desquelles nous inscrirons les facteurs cor¬
respondants

i terme en cos«i et 2 en cos(3] (y2— y?) (y — yt)2,
N

1 terme en cosoti et 2 en cos(32 (y2 — y2) e2 = (y2— y\)2 ,

i terme en cosa2, 1 en cos(3, et 1 en cos(32. (y5— y\) (y — yi) e.

On aura donc toujours le facteur (y — y,)2 et, par suite, (y2 —y?)2, puisque
finalement la partie constante de ~ — y ne peut contenir que des puissances
paires de y et y,. Or on a

— = A -t-Ee1-)- 2Fe2y2-+ Gyf + .. ..
''1

- = A + Gy4 +...,
r '

d'où
- -- -Ee4+2Fe2y2-t-G(yî-y4)-K.../ [ /

Cela doit être divisible par (y2 — y2)2; en tenant compte de la relation (12),
on voit que l'expression

2 FN
^(f + yï)-~y\

doit être divisible par y2 — y2; ce qui donne

r 2 2FN 2 M N»Gyï-iry\ = °, F = F;

c'est la seconde des relations (10) que l'on voulait démontrer.

La seconde partie du théorème d'Adams constitue une tentative très heu¬
reuse pour rattacher les développements de c et g à celui de la portion con¬
stante de -•
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CHAPITRE XVII.

THÉORIE DE LA LUNE DE HANSEN.

130. Hansen a exposé sa méthode dans l'Ouvrage intitulé : Fundamenta
nova investigation^ orbitœ verœ quam Luna perlustrat (1838). Il y a apporté
ensuite quelques modifications dans sa Darlegung der iheoretischen Berechnung
der in den Mondla/eln angewandten Stôrungen (1862-1864), et c'est de ce der¬
nier Ouvrage, surtout du Tome I, que nous allons rendre compte ici.

Soient a, a, e, i, 9, xs, c, r, f, e le demi grand axe, le moyen mouvement,
l'excentricité, l'inclinaison, la longitude du nœud ascendant, celle du périgée,
celle de l'époque, le rayon vecteur, l'anomalie vraie et l'anomalie excentrique
de la Lune à l'époque t; ce sont donc les éléments elliptiques variables. Les for¬
mules

/ £ —■ e sin £ = ut -I- C — tts — nt -\- c,

(0 < r cos/= a(coS£ — e), /-sin/= a y/1 — e2 sin£,
( «2a3=: x(i -i- m)

feront connaître r et /. Si l'on suppose connus 0, i et w, la position de la Lune,
à l'époque t, sera complètement déterminée. Nous avons représenté par x l'at¬
traction de deux unités de masse à l'unité de distance, par m la masse de la
Lune, celle de la Terre étant prise pour unité; nous désignerons par m' la
masse du Soleil, et par

x(i-t-/?i)S, y,(i + m)E et x(i-t-m)Z

les composantes de la force perturbatrice provenant de l'attraction du Soleil,
suivant trois axes mobiles, le rayon vecteur de la Lune, la perpendiculaire à ce
rayon située dans le plan de l'orbite et la normale à l'orbite. En se reportant aux
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3oo CHAPITRE XVII.

formules (a), page 29 de ce Volume, on pourra écrire comme il suit les équa
tions qui donnent les dérivées des éléments elliptiques :

da
dt v/«

Se s Lu/ -t- 5 —

|=/iaVl_e2 [ssm/+Ic(£-£
(2)

di

dt

e dut
dt

^Yl
«/.

1

de
sirn*

dt

: 2 e sin

\l 1 — e

1 ^ -+- ncd\j 1 — e"- j^— S cos/ + S ^ 1 h- sin/J

Z/- sin(/H- gt — 9),

-7- = — 2 na S /• -+-dt

e- dm

—t— y/1 — e- dt
f ~i ■ 2 1+ 2i'( — e1 sm- —=-•v

2 dt

Soient a;', y, z' les coordonnées du Soleil, rapportées aux axes mobiles défi¬
nis plus haut, A et r ses distances à la Lune et à la Terre; on aura

^ m
to = y '(yn-4i)' SS = —— s'lA,i m " VA3 rn ) \ m \ A3

131. Dans l'orbite mobile, Hansen introduit un point X, origine des longi

Fig- 9-

tudes (ftg. 9), tel que, si l'on pose

on ait

NX = <7,

da . dd
dt=C0Sl dt'

l'arc NX n'étant défini que par sa différentielle, a n'est pas entièrement défini
mais il le deviendra si l'on s'impose, au début, la condition

cr0 = 0O.
Hansen pose

XII — z = ff ra — 0, c=XM = x+/.
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On aura

d'/ do dnt dd dw . dO
dt dt dt dt dt C0S' dt'

d'où, en tenant compte de l'expression (2) de

(3) eC^—na-\! 1 — e2 —S cos/-t- S -H sin/j •

On voit que l'expression de ^ est plus simple que celle de —■
On sera conduit plus tard à poser

(4) sin i sine —p, s'micoso — q.

On en tire, en différentiant et remplaçant ^ par cos
dp .( . di . .dÔ\
-f- = cos « sin o ~r + cos o sin 1 -r- ,dt \ dt dt J

dq . / di . . . dd\—i- = cosz coso--; sin o sin ï -r- ,dt \ dt dt J

d'où, à cause des valeurs (2) de ^ et sin iv J dt di

dp na
dt y/ j — e 2
dq na
dt

— e2

mais on a

Zr cosï [ sin(/+ rxs — 9) cos a -+- cos(/+ ro — 9) sin o-],

Z/1 cosj [— sin (/-4- m — 9) sin a -h cos(/ -+- os — 9) coscr] ;

/+ m — 9 = v — o.

Il vient ainsi simplement
dp na

, — Z v cos i sin v,dt sji — e-

dq na

\JT-^2dt
Z/'COSJCOSC.

Rappelons encore les formules suivantes qui nous serviront bientôt (t. I,
p. 463)

/ «f2;- dv2 «2a3 ,

\d^~rdF + — =x(i + /n)S,
(6) !

I é(''2Ê)=x(I + m)&r>
où v désigne bien la longitude comptée dans l'orbite mobile, à partir du point X.
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3o2 chapitre xvii.

132. Hansen considère une ellipse de grandeur et de forme constantes, qu'il
fait tourner dans le plan de l'orbite mobile, d'un mouvement uniforme, afin de
tenir compte, dès la première approximation, du mouvement moyen du péri¬
gée. Soient a0, n0, e0 les éléments rigoureusement constants de cette ellipse :
ce seront les valeurs moyennes des éléments variables a, n ete; désignons, en
outre, par n0y la vitesse angulaire de rotation de l'ellipse, et par une con¬
stante. A désignant la position occupée à l'époque t par le point le plus voisin
de la Terre, on aura

XOÀ = 7T0 -I- n0yt.

Soit M la position correspondante de la Lune; le rayon MO rencontre l'ellipse
mobile en N (fig. 10); Hansen désigne par r et f le rayon ON et l'anomalie

Fig. 10.

excentrique. On aura donc

( s— e0 sins =r n0z, ni a\ — x(i -+- m) ;

(7) j /■ cos/= a0(cos£ — e0), /■ sin/ = a0/1 — e\ sins,
[ P=/+-7l0-l-«o7^=/+X-

On voit que, pour le calcul de e, on fait porter toutes les perturbations sur
l'anomalie moyenne de l'ellipse auxiliaire; z est une fonction de t que nous ap¬
prendrons à calculer. On voit aussi que, si v est le même dans les deux orbites,
il n'en est pas de même des rayons vecteurs ON et OM. Hansen pose

(8) /• = 7(i + v).

On va calculer^-; on a, d'après la seconde équation (6), quand la force per¬
turbatrice s'annule,

/•2 C^~ = 11a2 \j\ — e2.dt

Cette expression convient encore au mouvement troublé; seulement on doit
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prendre, les éléments étant devenus variables,

/ \ d(na*\Ji —e2)(9) — ^ i = *(i + m)lr,
On a ensuite

di> na21/1 — e2 df df dz
ai = •—T2— = lu + = ±dï+ n°r-

Mais on a aussi
— 2
/•

dz «o V/' —

en tirant de là et le reportant dans l'équation précédente, il vient

dz na2 v/i — e2
(10) — — —

. 2
7*

dt naa<,\Ji — e2 V r ) \ji — e2 \ «0„
Or on a

/• = /•( i -H V ) ; ^-= — 1 + 2 —/' \ 1 —1— v

ce qui permet d'écrire

dz
_ na* y/i - e2 j _ j + 2 + / v V f r

dt n0 al y/1— e% t V1 ~+" v7 ) y/1 — V «0

On élimine /• à l'aide de la relation

r= P
i -+- e cos/ '

et l'on pose

(11)

et il vient

h — -== — y-— , /i«2 y
y/i— e2 y/p /1

_ n0a0 _ y/x(i + wp /- — _ x(i + tm)_
0 — / 5" — /—: 0 0 V 1 eo — /. ?

V' — eo \ao(J eô) "0

dz h„ h r 1 + e cos/ /i0 / v \2 y ( rN
efc — h K 1 —e2 /i\i + v/ y/i — êf \«oy

On fait encore

(I2) ff=-,-^+4Î i + ccos/ =_1 + A. ^// /i0 a0 1 — 65 /* 1 v
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3o4 CHAPITRE XVII.

et il vient

os) *=1+w+£(v v r /,,X2\A

On aurait aussi les formules

fc0

Enfin l'expression de W peut s'écrire, en ayant égard à la troisième des for¬
mules (7),

(l/i) W= - , h" 1 3 h 7- 1 + ecos(/ + /to.>'< + 7r° — l)h h0 «o(! — O

133. La quantité W, définie par la formule ( 14)» contient le temps l de trois
façons : par nayt, par r et / qui dépendent de s au moyen des relations (7), et
par les éléments variables h, e et / . Pour introduire les composantes de la force
perturbatrice, il faudrait remplacer h, e et y par leurs valeurs en fonction de t.

dW
lbvaudra mieux calculer -jj-, parce que ce ne sont pas h, e et y qui sont donnés
immédiatement, mais^, ~ eX^f- Nous formerons^- ou plutôt^* sans fairedt dt dt dt 1 dt

varier le temps qui figure dans r et / par z; il convient, pour plus de clarté, de
remplacer t par t dans r, f et z, qui deviendront ainsi p, <p et on aura donc

I £0 e» sin £q — Hq
(i5) - p COSîp = «o(COS£0—<?0),

'

p sin 9 = «0 V i — el sin£0;

par ce changement partiel de 1 en t. W deviendra W, et l'on aura

(,6) W— i /<0 1 2h - l"l"ecos(? + "o.r< + 7r°-~x)il ho O-O ( I Cy )

Si l'on faisait, dans cette expression, t — t, on retrouverait W.
On trouve aisément

dW d I /(0 h - j -+- e cos(cp -+■ n0yt -t- tc0— -/)1
dt dty h~^2 h«0(i — e\) J

h - e sin(9 -t- yl 4- 7r0 — y)
— a-/i,yp — —— — :

ho p «0(1 — e-0)
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dans la première partie du second membre, on doit faire varier t seulement dans
h, e et y, et non dans n0yt.

Or, si l'on a égard aux relations suivantes qui découlent des formules (if»),

dy _ a\\J\ — e\
«oàï

âp Cln e0

i d? y/ [
: sin y,

l'équation (16) donne
dXV h . - i + ecos(ffl + n,vI + r. —y) h a0 e sin ( ® -I- n„ vt -+- tc0 — y)
__ = 2— e0siny * — 2 T ~~~~ >/i0 y, /i0 /w ^2\2 "o p yi —(I - eir-

d'où, en vertu de la formule (16),

r)W

«o d?

W+3 +h dp
/i0 dç /Î0 p

^ /i «o e sin (y -+- /i0-y < + 7r„ — y)
v/1 —1

Si l'on tire de là la valeur de e sin (cp + n0 yl -+- 7t0 — yj pour la porter dans
dW

l'expression de -j-> on trouvedt

dW

07)

à h0 h - i 4-
h 2

/, P"0dt L""x"
nl> Y p2 r)W

.«0 "0 dC

e cos (y + d u< + tt i) — y. ) 1
«o('— eo)

*0 V /I / d? ]■
D'ailleurs les formules (2), (3), (9) et(ii) donnent

(18)

dh

Tt=~h*r
de
dt

■ x ( 1 H- m ) S - -,
P

— na2\/1 — e2 j^S sin/ -t- ^ ^ ^
' (~yt ~ naïsji — e2S cos/4- sin /

On en tire aisément

i rf/i.esiny
x(i 4- ni) dt

1 dhe cosy
x(r 4- m)

T. — 111.

—
— giesinx + sinx^S sin/4- ® ^

4-cosy j — S cos/+ s^i 4- sin/j,
=- ®^cosy4-cosy[s sin/ + | _ Çj j

— sin y — S cos/ + s^i 4- ^sin/
39
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et, en tenant compte de la relation

il vient
ep + e\r~aî-\l+ ~)cosf

!_L_ cU^p: =- S cjc 4- s (i + ) (sin% cos/4- cosZ sin/),
1 cl he cos% __ g s;ng I \ (cos^ cos/— sin y; sin/),x(i 4- m) dt

ou, plus simplement,

(•9)

i cl he sin y „ / /". _ .
=— b cosp -h i h— e sine,

x(i 4- m) dt
i dhe cosy S sin v -t- ( i 4- - ) © cos p.

\ x(i 4- m) dt

En ayant égard aux relations (18) et (19), il vient

x(i 4-w) dt
h p I -t- e cos (9 4- «0 1
/'0 «0 i — el

P 1 E ''-^2)J P

! cos(9 hr Mo/ ^ + ^o)

) 4- sin (9 4- n0 yt 4- 7t0)

S sin t> 4- ^ 1
- S cos r 4-^1

- ) Scosc
PJ J

■]G si n v

hn P
k2 /î0a0(i — e2)J p

S-

'

K ao{ iLe*) [S sin^ ~ ?) + (' + ^) S c°s(/- ?)
Après quoi la formule (17) donne, si l'on tient compte de la relation

x (1 + m) = h\ p0 = h2 p,

=2/i0pSsin(/—cp)

H- /i0 S/• j 2 ^ cos (/ — cp)
2 p h-

(20)
— ea)

COS (/ — ?) —

rfW
= /i0 S/" 2 £ COs(/— <p) — 1+ rj

2 /i2 p

K «0(1— e2)

A2 /ijaoti —e2)j

[cos(/— <p) — 1] j

; -4-...,

4- 2 /i„ p S sin(/ — <p)
"0/

V7' - eo

Li" _/w + «. + 1\ ■ *
al n0àÇ 2«2 n0 dÇ
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134. Hansen introduit, au lieu des composantes s et S, les dérivées par¬

tielles de la fonction perturbatrice par rapport à ret v.

Fig. it.

Soit £2 la fonction perturbatrice-divisée par le facteur x(i -+- m). On aura

m1 / i ccx'-\-yy'-+- zz's£2:
i + m\ A

or on a constamment

y — o, :o;

nous poserons de plus, en désignant par M et M' les positions de la Lune et
du Soleil à l'époque quelconque t,

Nous aurons ainsi

On en lire

cos MM' = —, = 11.
r

o_ m' (} L H '
i-+-ro\A r'2 ''

A2 = r2 -h r'2 — 2 rr' II

ÔS2
_ m' ( r — r'H II

ôr i -H /

d£2 m'
ôr i -+- m

/•'II ( ' » \ r 1
\A3 r'3) m

ou, d'après le n° 130,

On a ensuite
Ôr

— S.

ô£l

ôv i + m ^ A3 r'"- J ôi
m' / rr' r \ dH

Or, si l'on désigne par X et X' les origines des longitudes dans les deux
plans mobiles, et que l'on fasse

XG = ®, X'G=i|/, X M = o, X'M'r XGX'= J,
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le triangle sphérique MGM' donnera

II = cos(r — 9) cos(r'— ij;) + sin(e — <p) sin(r'—cosJ,
d'où

ùH
= — sin(p — 9) cos(p'— I) -t- cos(e — 9) sin(r'— i|Q cosJ = cosM'N,

en définissant le point N par la condition MN = 90°. Mais on a

= cosM'N.
/■

Il en résulte donc

ou, d'après le n° 130,

àQ m'
- ±\z.

dv 1 -+- m \ A3 7-'3 / r' '

T- = 5de

La formule (20) pourra donc s'écrire

dW

dt —A»)a7Cos(/ —<p) —1 +
2 /12 p

Kao^ — e\) [cos(/ — 9) — 1]
1 dv

(21) !/i0£sin(/— 9),
àQ

'

àr

no y
aJ n0dÇ V " I on* n. r)r2 cil «0dÇ

135. Quand on aura effectué le développement du second membre et l'inté¬
gration relative à t, il suffira de changer t en l pour avoir W, après quoi on

dz
pourra calculer par la formule (12).

On peut introduire une simplification en faisant

d'où

n* z — n,q t -\- Cq -\- tIq àzf

, Ç = n0 r -t- c0 + n0 3Ç ;

az et sont de l'ordre de la fonction perturbatrice. Soit posé

y = n0 z -I- c0 = e0 — e0 sin e0,

po sin90 = a„\J 1 — e\ sine,,,
p„ cos9o = <20(cos£0— e0),
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et soit W0 ce que devient W quand on y remplace p et o par p0 et cp0,

309

W0 = — I — y + 2-T-h h.

h t 4- e cos(cpo 4- n„yt 4- 7t0 — x)
P o' «0(i —e2)

On aura, par la série de Taylor, en attribuant à l'anomalie moyenne y l'ac-.
croissement n0 o'C,

dW0 d"-W0j
dy

et, après avoir changé t en t,

(22) W - w0 4- ■

2 dy2

O'1 YV„^ ùW„
„+

^ ■ a dyï
( «0 âs )- 4- • .

où les dérivées ayant été prises par rapporta y, la barre indique que l'on doit
changer t en t, ce qui changera y en

g Hq t -1- c0.

On aura, en vertu de la formule (21),

I ^ = k01 2-îl COs(7— cpo) - . H- Ka2"*el) [cos(7- ?o) - >] I
(23) { +2/î.0^sin(7-90)' â"

àil
de

dr

dp 0

1 V1 — eô lao ày \ h ) la-ç dy

La formule (i3) donnera, en tenant compte de (22),

•/(24) n0z — nl)t~\-c0-{-n0 W„ +
tl\\ 0 » i d2W0 . /«0 / v \2 7

y/1 — e\ Van
e//.

Remarque. — On aura, comme pour W,

(25)
ôrl

/• = r< + «„ às 4- -

> d2/-2

d^ 0 a dg*

136. Détermination de v. — On a

/• = r(i 4- v),

(»0^)2-

d'où
dr

, . dr dz - dv
di -(I + V)5i dt +rdi'

En vertu des relations (10) et (11), il vient
dr

, , dr
Â=(, + V)S

7

7 I — Cî

- é/V
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3lO CHAPITRE XVII.

d'où
dv i dr , dr [ y r h0 r

— — ~n H" (' + v) jZdt J. dt dz \yi_e* «o h ''2

En ayant égard aux formules

dr
, . , dr , . —

jy = he sin/» ^=/«oe0sin/,
y _ é2(i + e cos/) j_ _ i + e„ cos7

—

/z02a0(i — e2) ' 7 ~~ «o(i — e02) '

l'expression précédente de ^ devient

rfv he sinf heea sin (/—/) /ie0sin/ y dr'
dt ~ a0{i — el) a0{i — el) at{t — ej) aajy/1 —eo ûk '

Mais, si l'on différentie (i4) pai' rapport à s, qui n'entre que dans /• et
vient

âW 2Âe0 sin/
2 \ [n-ecos(/+/i0j*-h 7To— %)]ds «o(i—«?)

2 A 7 e si" (/ + "o7* + — x) »o"; \A — eg
/;„ a0(i — eg) 72

_ 2 he0 sin/
~~

«o(i —

, . -i + ecos/ , . ,i + e0 cos/
-h 2lie0 sjil / —;—■—~ — ihe sin f — p-.

«o(i — eg) ■' a0(t — eg )

En rapprochant les expressions précédentes de ^ et de il vient

, i dW y dr1( 26 ) —- = r— H J ( i H- v ) -r- •
dt 2 ùs 2«5^/i — eg

On a d'ailleurs

dW r)W0 , ù2 W~„ s , i 0* W0, , „ ,

—r = -rl+-rT «ooM r-—(/i0<?3)2 + ... ;/i0^s dy dy2 2 dy*

il en résulte donc

1 /TOW,, , <t2W0 s , i à* W„, s N2 , 7 , % s dr
v-c""y n*T ' +2"^r(w°^) +-,--aiv/rr7«(l + w) /tQdz

où C est une constante d'intégration.
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On a d'ailleurs

/ \ dr' drî cl1 ri . i ci* ri . , „<•»> ^33 = i# + + ; s? <"*3*) ■«■•••»
est calculé, par les formules du mouvement elliptique, avec les éléments a„

et e0, et l'anomalie moyenne g.

137. Introduction de nouvelles variables au lieu de » et i. — On a, d'après
le n° 134,

A2 = r- 4- rn — 2 rr' cos(e — v' — © 4- ip) cos2 - + cos(e 4- v'— <p — 40 sin2 -

On pose, pour tenir compte immédiatement des déplacements séculaires des
nœuds,

g j aN = it0 + <— ? — 4~ î«o«f,
j 2K —TT0-- 7l'0 — (j> 4- 4 4- 2/l01)/,

où a et Y] désignent des constantes que l'on déterminera de façon que N et K ne
contiennent aucuns termes proportionnels à t, t-,.... On a d'ailleurs

| V =/ 4- n0y t 4- 7l0,
(29) ' et de même

[ V —J' 4- n0y't 4- tt'o .

Grâce aux relations (28) et (29), l'expression précédente de A2 devient

A2= 7,24- r'2— 2/'/■'co»s2 ~ cos[/ —/' 4- n0(y —y1— 2v)t 4- 2K]

— 2 /v'siu2 ^ cosf/ 4-f 4- n0 (y 4-y' 4- 2a.)t 4- aN]-.

Soient w = GTI, (o'= GII' les distances du nœud commun des orbites aux deux
périgées; on aura aussi

A2= r--\- /■'-— 2/'/''cos2 ^ cos (y4- co —— co') — 2rr' sin2 ^ cos (/ 4- co +/' 4- <a').

11 en résulte, en négligeant les petites quantités f—/' — /'»

to — co' = «0(j — y' — 2 n ) t 4- 2 K,
to 4- to'/Iq(y 4-y'4- 2 oc ) £ 4- 2N;
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donc, abstraction faite de petits, termes, 2N et aK représentent la somme et la
différence des quantités o> et 0/.

Soit posé, dans la fig. 11 de la page 307,

ff = XA; AG == <1> ; xA = 6-, MA/ = 1; <s = XG;
a'— X'A'; A'G=1F; xk ' = 8'; M'k'y—i'; p=X'G;

on aura

9 = 4' -)- a; ip = 'F -t- a'; da = cos id9; da' = cosi'dB',

et, en différentiant les formules ("28),

a?N = — n0a.dt — ^ ( d<ï> 4- rf>F 4- da -H da' ),

dK — 4- n„f]dt — ^ (of<I> — d*¥ 4- da — da').

Mais les analogies différentielles appliquées au triangle AGA' donnent

dj — cosQ>di—cos Waft' 4- sin«1» sintafô — sinW sint'àfô';

d<i> — — cot J sin <ï» aft 4- (cotJ costl» si ni — cost) dQ
4- cosécJsinWdi1 — cosécJcosxFsin t'a?#';

dW— — cosécJ sin <bdi 4- cosécJ cos® sin id9

4- colJ sinWaft'— (cotJ cos'Fsint' 4- cosi')dB'.

En portant dans les expressions précédentes, et remplaçant d() et dft' par
. da' . .

et t., il vient
cost'

di = cos <I> di 4-sinfl» langi'cta — cosWoft'—sin 'F tangt'oV,

afN = — n0adt 4- ^ cot 3 ( si n<I> eft — cos<F tangtefcr — sintFnft' 4- cos'Ftangt'aG'),

c/K = n0-ndt — ~ tang - (sin tf» aft — cos «F tan g ida 4- sin^Faft' — cos'F tang i' da').

On pose maintenant

i P = 2sin- sin(N — N0),
(30)

JI Q = 2sin-cos(N — N0).
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N0 désignant la valeur initiale de N. On en tire

d\? = cos ^ sin(N — N0) dJ -+- 2 sin cos(N —_N0) dN,

dQ = cos j cos(N — N0)dJ — 2sin ^ sin(N — N0) dN.

Nous avons déjà fait, page 3oi,
/ sini sine =p, sini cosa—q\

(3i) ' soit de même

sin i' sin<r'=:p', sin 4' coso-'= q'.
Nous aurons

.. sniff , cosc ,

a< = r dp -j- : d<t,
COSi COS l

, cose , sino- ,
cli ~ —;—dp —T dq ;

si 111 sin i

... sine' , , coscr' , ,dv = dp' H rr dq',
COS I COSl

. , coscr' , . sino-' , ,dj' — — T dp' — ——v. dq ;
sin r J sm v J

et il viendra pour les expressions précédentes de c/P, clQ et rfK, en introduisant
p, q, p', q', au lieu de cr, i, a' et i, et réduisant,

j d]?— — n()ci.Qdt — cos - I cos(ca -t- N — N0) —— sin(9 -1- N — N0)
2 L C0S4 T C0S4

H- cos \ [cos ( + + N - No ) ^ - sin (+-t- N - N0 ) M
dQ = n0 a P dt -t- cos - Tsin ( © H- N — N0 ) ——. + cos (9 -t- N — N0) I

2 L u/ cos 4 T cos L J

™ W + N - N.)^ +c«<+ + N - N.) ^,] i
(32)

J
— cos-

2

,1 J / dp . \dqdK = n0f]dt H— tan"- - COS9 ——. — sin? ——.
2 2 \ cos 1 T cos 1

1 J / dp' dq'
H— tang - cosdi - — sirrJ; —

2 ° 2 \ T COSi ' cost'

Nous pouvons d'ailleurs calculer ~ et c~ par les formules (5), dans lesquelles,
d'après le n° 130, nous devons remplacer Z par

m'

i m \ A3 r
T. - III.

(i - fï) 3' = - chn (i - v)r'sin ("' ■- + >sinJ)
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ce qui nous donnera

C^J — /icos i ( -rz 4 ) /v'sinJ sinpsin (c' — <10,
(33)

dt i -h m \ A3 /

dq m1 , . ( i i
~t; = «cost -rr — -dt î + m V A ! /

/tcost ( ^ sin J cos p sin (p' — «Jt).

Cela permet d'écrire comme il suit les formules (32)

-1—— h ( tv v; ) rr'sinjcos- sin(p' —<|7)sin(p —© —N4-N0)
i + m \A3 ruJ 2

=; — ft,izQ +
dV
dt

J
COS

2

COSi

! ~ =-h «ostP hi-4 — /v'sinJ cos - sin(p' —^)cos(p —œ —N4-N0)dt i + m \ A4 rJi j a '
(34) (

cos

cost
"4 ( sin 9 — cos 9 Ysi \ dt dt )

"on - 7^^ ^ (ï»-P») /7''sin2 ^ sin(p-ç)sin(f'-+)
t/K

_ «t
dt ~~

i J i / , dp' dq'
+ 2tang2 s(C0S^-Sln^

où l'on a fait, pour abréger,

(35) 0 JL 4, _ N + N0.

138. Nous allons introduire ^ et5K' Nous avons, d'après le n° 134,

û=-^Lfllrr'5.
1+7«. \ A 7-'3

A2 = 7'2 + 7-'2 — 2 /•/•' II,
H = cos (c — 9) cos (e' — <{>) -H sin (p — <p) sin (c'— ^) cosJ.

On en conclut

d£2 m'

dJ 1 4- 771

da
_

m'

dœ 1 4- m

diî
_

m'

d'\ 1 4- m

^3 — 773 j rr' [sin (p — 9) cos(p'— l') — cos (p — 9) sin (p'— <10 cosJ],
(7^ — /•/•' [cos(p — 9) sin (p'— <p) — sin (p — tp) cos (p'— <10 cosJ].
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On tire ensuite des formules (28) et (3o)

dP — cos sin (N — N0) f/J -t- 2sin ^ cos (N — N0)e?N,

dQ — cos - cos(N— N0) dJ — 2sin - sin (N — N0)^N,
2 2

rfN = — n0xdt — l- (do -1- cAp)>

n?K = n0ridt— J- (do— oty);

d'où

(36) cos - d.ï = sin (N — N0) dP + cos (N — N0) dQ,

sin (—2n^adt — do — db) — cos (N — N0) dP — sin (N — N0) dQ,
do — d'b — 2 n0f\dt — 2 dK.

Ces deux dernières relations donnent

cos (N - No) dP - sin (N - N„) dQ
( 37) do -~\-n0(n — <x) dt -— dK. —

. J
2sin -

2

(38) d'b — — 71q (y) -4- a) dt + dK — — No)j*P sin(N N0)rfQ _

2sin -

2

Les formules (36), (37) et (38) permettent de lire immédiatement les valeurs
des dérivées partielles de J, 9 et ^ par rapport à K, P et Q. On a, en ayant égard
à ces valeurs,

dQ dQ sin (N — N0) fdQ d£2\ cos(N — N0)
d.I .1 V <*? db J . .1

cos - 2 sm -

2 2

dQ
_ dQ cos (N — N0) /dQ sin (N — N0)

dQ ~~ ÙJ J F \ d® + '
cos - 2sin -

2 2

___ d&
do dty 9

d'où, en remplaçant ^ par leurs expressions précédentes,
dQ

__
m' (\ i\ , . J f2sin(e — <f) sin (e' —9)sin (N — N0)m' ( 1 1 \ ....'dr, 1 T2S'n((

dP ~~ 7~+m (A3 r'i) " Sm 2 Y -t-sin(('-i-e' — o — 9)cos(N — N0)
J |~2sin(f

dQ ~~~ i+TO (A® rJ3J'' 2 L — sin (e-t-(>'—<?— 9)s'n(N—N0)_
dQ m' ( \ 1 \ , J . , .v
-r= =— — rr cos2 - x 2 sin v — c' — o + 9)-
ùK. 1 -t- m \ A" r J 2

dQ m' f 1 1 \ , . J f2sin(e — ©) sin(C—9)cos(N — N0)
— — - - ' » er'sin - 1
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On tire de là les combinaisons suivantes :

cos2 - ^ H- 7 P 377 = — ——— (-ï-ï 75^ r/ 'sinJcos - sin(e'— sin (p — ©— N + No)»
2 t)Q 4 dK i -t- /« \ A3 r'3 ) 2

cos2 - -777 — y Q w — ™— ( T7 77^ ''c'sinJcos - sin(p' — 4*) COS (p— <0 — N + No)>
2 <?P 4 dK i h- 7« \A3 r'3 J 2 v •'

(
n d£2 i „ d£2 /»' / i i \ . J . , ,

7 P tîs + 7 Q 777 —• — -t7- 7z) 77 sin2 - sin(c — -ipin (p'—6).4 dP 4 dQ ! + m \\3 r3) 2

Dès lors, les formules (34) deviennent
/ J

rfP ~

, ( , J d.Q in<?£2\ C0Sa/
— = — 7i0 a Q — hi cos- - v. +7 P Tl7 h y. I cos Q -K-—t- sin 9 —4-clt \ 2 dQ 4 dK/ cos i1 \ dt dt

J

t/Q n . / _ J dP- * r,dSt\ C0S2 /. Ddp' dq'\
I -77 — + 7?0 aP + /l COS2 - -,-fi — 7 Q 357 -( 7 Sin 0 — COS 0 -J- :

(3g) 1 dt V 2 dP 4 dK / C0S7'V dt J
dK

r, d-0 \+ p 3f> + Q - 'dt 0 '^4 V dP VdQ7

J
t ' 2

4 COS - COS 7' Qf+pf)c»s9+(of-',f)si»e
Ce sont les formules cherchées.

L'équation (35) montre que, si l'on néglige N —N0, 0 est égal et de signe
contraire à ^ = X'G, longitude du nœud ascendant de la Lune sur l'écliptique.
En combinant la relation (35) avec

2 K — 2 N = — 2 7t'u -I- 2 Vp -j- 2 770 ( C. -H 7) ) t,
on trouve

0 = 770 (« + -n)t -r N0 — K — 71'0.

On déterminera a et r] de façon que P et K ne contiennent pas de termes pro¬
portionnels au temps.

139. Peut-être ne sera-t-il pas inutile de donner l'expression explicite de ii
en fonction de P, Q et de K. Il suffira évidemment de faire la chose pour H. On
a les formules

Il = cos2 ^ cos(e — e' — © -t- iji) -+- sin2~ cos(p -+- <>' — <p — i|i),
P 2 sin ^ sin(N — N0), Qna sin ~ co§(N — N0),

2 N — 7T0 + ir'o — © — 4* — 2 n0c.t,
3 K — 7T0 — 7r'0 © H- 'il -H 2 770Yi l,
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qui permettent de résoudre la question. On a d'abord
. 2J P2 -+- Q2 , J P2 + Q2sin2 - = 7— — * cos2 —=i— •
24 24

P

<v
N == N0 h- arc tang 77 ,

d'où

COS2N :
(Q2 — P2) cos2N0 — 2PQ sin2N0

P2 + Q2
.. (Q2 — P2) sin2N0 + 2PO cos2N0smaN= i

pi + ()i >

9 — 41 = tto — iî'o ~~ 2 K + 2 nar\t,

9 -h — u0 H- tt'o — 2 N — 2 n0 cf. t.

On en déduit aisément

/ P2 + 02\
H = I I j - J COS(<> — p' -+- 2K — TT0 -+- TT0 — 2n0f]t)

(Q2 — P2) cos(e -+- p' + 2N0- 7T0 — tt'0 2n0 at) "I
— 2 PQ sin(c -h p' -+- 2Nn — 7T0 — 7r'0 -t- 2 n0 cet) J

et la question proposée se trouve résolue.
On en lire

dN Q dN P
dP ~ P2 h- Q2 ' dQ ~ P2 -+- Q2 '

'
2 =— P cos(p — p'— 9 -h <Jj)-t- P cos(e -+- p' — cp — 40 — Q sin (e p' — 9 — 4),

(4°) J 2 -yjq = — Q cos(p— p' — 9 -I- 40 + Q cos(e 4- c' —9— 4) + P sin((' -H p' — cp—d>),
dH / P2 + Q2\ . . , ,,

dK \ — jsin(r-r'-9 + 4-).
On voit très nettement comment la fonction perturbatrice dépend des quantités
r, v, P, Q et K, qui ont donné lieu aux dérivées partielles

d£2 d£2 09. d£2
. d£

dr' de' tfP' dQ C' dK'

considérées plus haut.

Remarque. — On sait que l'attraction des planètes sur la Terre produit un
faible déplacement séculaire de l'écliptique; on peut, avec une approximation
suffisante, admettre qu'en vertu de ce déplacement on a
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et considérer h et c comme constants. Cherchons les perturbations correspon-
\ • etO '

dantes de P, Q etK; nous aurons à remplacer, dans les équations (39), ~ et
— par leurs valeurs précédentes. Le terme introduit dans ^ sera négligeable,
parce qu'il contient l'un des facteurs P ou Q. Nous pourrons nous borner à

ddP D . D cl ÔQ , • a û
-p- = b cos0 -+- c sin0, — = b sin B — c cos 9,clt de

0 = /i0 ( a -t- Y) ) f + N0 — K — 7Ï'0 .

On en tirera

oP = sinÔ — -cos9,
«0(a + Yl) n0 (« + -/))

§Q = — cos9 — — sin0.
«„(«-+- YJ ) /!0(« + 'Il)

P et Q n'ont donc pas d'inégalité séculaire en correspondance avec le déplace¬
ment progressif de l'écliptique ; il n'y a que des inégalités périodiques dont la
période est celle des nœuds de la Lune.

140. Développement de la fonction perturbatrice. — En développant sui¬
vant les puissances de p> on a

8i:a(|l+û'!l + S2«) + ...,

Q'ii — m' il ('.-H2

0(2).

m
1 /'2

i -4- m ;./3

m' ,.3

i -4- 771 /.' 4

m
r rv

2,

3„\11.(1 TE - - II),/' '\2 2 /

Q(») = I_ (' ^ H4 — ~ II2 -t- f ') 'j + m / \ 8 4 8

avec cette valeur de H (p. 311 )

TT = cos2 '~ cos(e — c' — 9 H- 40 "+■ s'o2 ~ cos ( c -+- c' — o — dq,

IT — c.os2 cos[/n0t(j —j'— 2yi) -+- 2K I

-4- sin2 ^ cos [/-+- /' -t- n0t(y -t-y'+ 2 a) -t- 2 N ].
Pour commencer, on emploiera les valeurs elliptiques de r, d, /et /'; on

prendra aussi
N —const. = N0, K = const. = K0.
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Les valeurs déjà introduites de eo et u>' donneront
319

(40
( co — /Iq y 4- y. — y]) 4- No 4- K0,
( cd' tiç t (y' -j— y. —F- 'f] ) 4- No — Ko ;

w est la distance moyenne du périgée lunaire au nœud ascendant de la Lune,
cd' est la distance moyenne du périgée solaire au même nœud.

On écrira, pour abréger, / et /' au lieu de j et On a

d'où

On pose

vient

iaî— x(i 4- m ), —

aft'1) —

1 4- m \ a
—

— u-

On a

H = i — sin2 -^) cos(/ — /'-t- cd — co') 4- sin2 - cos (/4- /'+ co 4- cd'),2 / 2

d'où l'on déduit

puis

-112--,
2 2

aŒU) — u\ ( ) ( ^ ) [Pi 4-Pj cos(a/—a/'4-au — 2u')+(3g cos(2/4-acki)
4- p4 C0s(2/'4- 2co') 4- p5 cos(2/4- 2/'+ 2cd 4- 2co')] ;

avec ces valeurs de [3,, ..(3a
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Les arguments if—2/'4-201 — 201', ... sont, des combinaisons très sim}'^s
des deux arguments

f — j 1 —h (0 — C*)' 6t f -H f' ~\~ CO -H Co'.

On voit qu'on aura à développer maintenant, suivant les cosinus des multi^s
des anomalies moyennes g et g', les quantités

5cosa/' 5sins/>
a'3 a'3 ,, a'3 .

-7JCOS2/', — Sin2/'.

Soit posé
~ =^P"'' cost#, ~ =2 K(i'' cost'#',

cos2/=^ Q</' cosig, ^-cos2Gif1 cosi'g',

~i sin2/—^ Qj ' sint#, ~ sin2/'=^ G(/>sint'#',

où les sommes s'étendent à toutes les valeurs entières, positives, nulles ou néga.
tives de i et i'; on a d'ailleurs

P(-') = pw, K<-«=K«>, Q'J> — Q{r",

Gi" — Gi~", Qs' = — QH_i\ G'" = -Gr".

Si l'on a égard aux formules
+ 00 4-00 -4 co 4- ce

]jj? E</> cos ig x 2 Fc"1 cos i'g' — 2 ^ cos {ig 4- t'#l,
— 00 — 00 — 00 — 00

-f- co 4-oo 4- 00 4- 00

^ E</> cost';- x V iy sin i' g' — ^ ^ E<." Fjf! sin(t# 4- t'#'),
— co —co —00 —oc

4-°o 4-00 4-» 4-00

Y, E</' sin ig x ^ Ff sin i' g'. . -^ ^ Ei" F/' cos ( ig 4-.i'g'),
_ co —co

où E et F sont des quantités quelconques, assujetties seulement à vérifier les
conditions

E<,"=E<r", E<"=—Ei"", Fi" = FJr", F<"=-F<-",
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il vient immédiatement

£) (^) =22p(°K(n c°s('<?-i-«V)»
puis

COS (2/— 2/'+ 2 0) — 2 0)')

/ Q? \ ® f F f ^ \ ^ "1C0S2/( — j cos2/'-t-(-j sin2/(—,j sina/' cos(2<à — 2t

+ L(jïj C0S2/(7'j sin2/'— (^J sina/^j cosa/j sin(ao) —ao>')
— COS (2 0) — 2 0)

sin (20) — 2 0)'

') [2Q"' C0Sig2 G<?'1 cos''n' + 2Qs' sinig2G''"1 sini'g'~]
') j^2 Qé" cos ig2 G/1 sin i'#' — 2 Qf sirn^^Gf'cos/'^' j

— cos (20) — 2 w')22 [Qc' G^l — Qi" GJ)">] cos (ig h- i'g')

+ sin (2 (o — 2 0)')y y [Qj." Gf1— Q7 GJ,'"1] sin ( ig + «'g-')

-

~ 22[Q"'G«" - G-'n - G""'+Q*' G,"1] cos('g+<v+^ -2 «')

+ i 22 f^ G^1 — G*" G«'1 + G»''~ G"] C0S(J> + 'V - 20) + 20)') ;

les parties du second membre sont égales, car, en changeant dans la première
i en —i, on trouve la seconde. T1 reste simplement

/ /* \ 2 / 3

\ / VP) C0S(2^— 2/' + 2 0) — 2 0)')
=22 [Q<" + Q!/)] [G<"' " G"",] cos(i*jf iV+ 2« - 2w')i

on trouve de même

p) cos(2/+ 20)) =22 [ Qc1' + Qi"1 ]K (I"' COS ( ig + l'V'+2 0)),
/ / \ 3

pj COS(2/'-H2 0)') = P("f G?1 -t- G'/'1] cos(t^ H- i'g'-g 2 o)'),
' G? \ ®

p J cos(a/+2/'+20) + 2to')
=22 [Q"'' + Q*',][G<") + G^] COS(^ + lV+ 20) + 20)').

t. — ht. 41
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On pourra écrire finalement
i £2»> — £2, + £2, + £2, + o, + ,q3)

en taisant

«£2, — n\ (3, ^P(,) cos(«^ -H i'g'),

(_/j2) / (?£22 = G(,"> COS((£- + i'g'-h 20) — 2«'),

rt£2:)=r «îPs^Q''' K""' cos(«^-+ i'g'+ a?»),

a £2> — H, G'-'"' cos(j£- H- i'g' + 2&)'),

<7 £23 — h; P,2Q<« G'-'"' cos ( c? + i' g' 20) + 2(j').
On a écrit, pour abréger, un seul ^ au lieu de deux, et l'on a mis Q(,) et G(,,)

respectivement au lieu de Q"' -t- Q'f et G^1 — G". On trouve

P<»> = , -+- -e\ P(») = -e-h se3 — e' + ....
2 8 192

Ces séries sont très convergentes; 011 voit qu'elles contiennent seulement e,
ou e'.

141. La fonction 0f2) contient H3, et se compose de sept parties différentes,
quant aux multiples de co etco'; deux d'entre elles sont insensibles, et Hansen
prend

£2 2) — £26 + £27 + £28 £29 -+- £210.

D'après ce que l'on a vu, page 185 de ce Volume, on doit, pour tenir compte
de l'attraction de la Lune sur la Terre, multiplier les cinq parties précédentes
de la fonction perturbatrice par

, i — m

1 H- m

Si l'on fait en outre
a
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il vient

gÇl& = ï.[j.u\(36 C"'1 cos(ig + ï g'-i- co — co'),

ciQ-, = Àpu<2 (3, ^ HO D""' cos (iff -+- i' g' + 3co — 3co'),

(43) | gflg — Xp.«2(38 ^ A'') cos(iff + i'ff'H- w+ co'),

a£29 = Xpi«2(39 C(I"' cos(<àr +■ i'g'-+- 3co —. co'),

a£2.0= ^cos(iff H- i'g' + co — 3co') ;
on a

A<-3,= ei +. A(-2) _ 1 e3 ,
128 fa

9 -l il

C(2) =— e" + ..., C(" = 4r e"H-. . -,
12 8

La fonction Q(3) peut s'écrire

On trouve, en gardant seulement les termes les plus notables,
3a

jy, 10 3 Q 4o . J 0 , », ,,
~ô H' T-H2+ 5 = fr ?S1112 - + -77 COS (2/— 2/' ■+- 2(0 — 2 co')8 4 8fa4ifa 2 16 ^

H- sin2 ^ cos(2/'+ 2co') H- cos(4/— 4/'+ 4co — 4co'J;
on peut prendre

/== ^ + 2esin^, f' — ff',
ry /s r - , ,
- ) =.1 — 4« cos#, , 1 = i 4- oe'cos#',

et il vient

a £1^=^ iS- (J^ - || siii* Q - ^ n2 u2e cosg)
/5 5

H—- [j.'2 u2 e' cos £•' — 7-[J.2 u2 e cos ( g- — 2 £•' 2 co — 2 a/ )10 4

(44) ( -+- -4 pc2 «2 cos ( 2 # — 2g'-+- 2co — 2co') -t- p.2 «2sin2 - cos (2#'-+- 210')10 IO 2

— p.2 a2e cos (3 # — 4o ' + 4co — 4co') 4- g|p.2ci2COS(4# —4#' + 4" — 4co')
35

-H 2^ p.'- m'2e cos(5# — 4#' + 4« — 4 <">'-)•
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Le plus grand effet de ces termes se reporte sur les mouvements du périgée
et du nœud.

dW
142. Revenons à l'expression (23) de • Posons

(45) ^ = T + -JL= [4 ^ - A (Wi + £ H- i) f] ,n» dt \J y — e~ L«o ày 2«-( h Jày J
ce qui définit T. INous substituerons d'abord les éléments elliptiques dans T, ce
qui nous donnera

rr, I f 2p cost f — ©) — i"l â(aii)

2 p <J(aî2)

On a supprimé les indices o quand ils n'étaient pas nécessaires : ainsi, dans e

et p. On va introduire ~ et ^ au lieu de on a d'abord, en réunissant les1 de dg or
termes en p cos <p et p sin©,

i T 20 "1 à{aQ)

2 p cos cp ( I i , cos/- 1 rJfrtû) . ,d(a£l))
7r~,— +s'"/ —j\J i — e1

^ i p s i n 9
v'i — e2

Or on a identiquement

a ( i — e2 ) _ | ài>

sin/ 1 â(aiî)
a(i — e-)\ di'

a(i — e2)-- 0

d(aSl) j
r

2p „ ali — e2)—o „ 2pecos©
— ' - zrz; — 3 —t- 2 — i- —— —' 1

a(i — e2) a(i — e2) a(i — e2)
et il en résulte

3 à(a£2)
+ ^cos^ r/«cos/+ cosf+_e\ à{a^) + asin/^)l\/i — e2 ay/i —e!L\r J i — e* J àv àr J

apsin<p T/ a Mn/\

On peut transformer cette expression comme il suit :

Y a . , sin f\à(a£l) n(<r£2)l
\~r sm/+ 7^?) ~W~ J a cosS~àF- J

2 p s i n cp1 o —

\/i — e2
2 p cos® H- 3«e

a \J i — e2
3

S/. i — e'

fa , cos f-\- e\ à(aS2) . „<Kor£2)l/«»/+ -rYY~V" + "s,n/ — J
Y «e cos f i-H-e cos A cRafl') . d(«t2)1.( —T"- ^ -r=Y ) -S7- + " s,n/ -nr- J '
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àr ae sin/
dé' y/ x — ë1
de ai\J i e2 ae cos/ i + ecos/
l) "■ 5 / „ 3 '°o /VI —e- (x-e^ï
ù/-
/ë a cos/'
de a sin f sin/
Je ' ë i — e2 '

d(a£2) i / ae cos/ i H- e cos A x)(«£2i ae sin/ d(aii)
âg ~~ (/x — P \ /■ i — ë'J dv — dr

d(aQ) /asin/" sin/\ù(a£2) t.d(aQ)
r + «cos/—^7—'

et ensuite

t)(a£2) 1 e fa cos/ cos/H- e\ e)(ai2) H- ae sin/ ù(a£2)
d/ " d" — y/PPP V H i — e2 y* —JJ /TUP d7~ '

Il en résulte entin que l'expression de T0 peut s'écrire

(WT.=-,^+ i(î£3Sî + ..) à(a£l) I c)(a£2)"
v'1 —e2 de J «(/i — e2 de

2 p si 11 cp û(aii)

dQ
143. La dérivée ^ qui figure dans T0 se calculera bien aisément en partant

des formules (42) et (43), puisque g figure explicitement; il en est de même
1 ài2

de -r-» car on a
dv

d£2 ùti
dv — ùto

Pour obtenir les coefficients.de la fonction

] 'd(aQ) 1 <)(a£2)l
e L àg y/T^e2 de J '

on voit que, dans les formules (42) et (43), il faudra d'abord changer les cos
en sin, et ensuite employer les multiplicateurs

— - poura&x elaih,,

i 2
I —' » aQ2, ai23 et a£25,

e e\/i — e2

- H 7== ® a^6; a^8 et «^10!
e e y j — e2
i 3

H
. » ai27 et aiî9.

e es/i — e"-
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La dérivée^ se formera immédiatement, puisque les fonctions P(i), Q(i),
A(,), B(,) sont données sous la forme de séries procédant suivant les puis¬
sances de e.

Si l'on pose maintenant
2pCOSffl „ ^ _='

—- -t- 3 e — 2 a' cos y + a j1! cos a y -t- ,

apsioo .
—

— — 2^ sin y -+- 2 J ! sinsy -t- . .. ,

a\J î — e3
ou 1 on a

0' =

3 ,
/>- 1

5
e*

192
7

8e H 9216
1

192

i

9216

les coefficients S et §' seront, comme on le verra bientôt, les seuls que l'on ait
besoin de connaître. On a maintenant tout ce qu'il faut pour procéder au déve¬
loppement périodique de T0.

Hansen représente parT,,..., T,0 les diverses parties de Tn qui correspondent
à O,,..., Q)0, et il obtient sans peine les développements correspondants. Ainsi,
par exemple, on a

Ti = 311*^2 /P<«K<0 sin(ig + i'g')
— (2 j" cosy -h ... ) l- sin {ig + i'g')

■+" (2-î'siny m'Pj ^ K""> cos {ig -I- i'g')
= 3«J(3j sin(i^ -t- i'g')

+ "ï Pi Z ""T" j K«'> sin (y -h ig H- i'g')
tu v r ip(i) ^ ôpo')i , .

+ «ïPI z [- —~d ir\K S1,1(~
On trouve ainsi

T4 = 3«ÎP,2 Oj(,) K(t'i sin(jg--+- i'g-')

+ P^'KW sin (± y + «§• -t- t'#'),

T, = 3«;(322 «QwG(i') sin(ig- -+- i'g' + 2to — 2 to')

+ 111 (3-2^ Q±1n'G(1") sin( zt y -t- ig -+- i'g' 2 to — a to')

y H- ig H- i'g'.
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ï3 — 3i<2(33^ i'QC'K"") sin(î§-+ i'g' + 2co)

■+■ "1 Q±,,'K(n sin(± y + ig + i'g'-h 2»),

T4 = 3j<2(34^ jP(!'> G'-'"1 sin(îg- 4- i'g' + 2&/)

4- i<=(3v^ p±i,.'G<-i') sin(± y 4- ig 4- i'g' 4- 2w'),

T5 = 3 u\ P5^ i'Q"'1 G(_,") sin (ig 4- i'g'-h 2m + 2u')

4- "1 Pô^] Q^'G'-''' sin(± y 4- ig 4- i'g' 4- sa -+- 2w'),

Tc = 31 p. u * (36 ^ i A'" C<r ' si n ( ig 4- i'g' +« — m')

H- IfJLufPe "V sin(± y 4- ig-h i'g'-h o> — m'),

T, == 31p.u\ P7^ sin(7g- 4- ï'^'4- 3m — 3co')

-H l{xu\ (37 ^ B±,'<D('"' sin(± y 4- ig + i'g'-\- 3 6) — 3 m'),

T8 = 3p8^ ^A('')C^-!'', sin (ig 4- «'£•' 4- m 4- m')

4- Xp(38 2 sin (±y -+- ig 4- i'g' 4- m 4- m'),

T„ = 3>.pM2(39^ jB',')C(!") sin («g- 4- i'g' 4- 3« — m')

4- )ip.h, (39^ b-1" C(!") sin(± y 4- ig 4- i'g' 4- 3m — m'),

t10= 3).pi«?(310^ ia(i)d('"> sin («g-4- i'g' 4- co — 3 m')

4- ïfJ-u* p,o2 A(±1'"d('"> sin(± y 4- ig 4- i'g' 4- m — 3m').
où l'on a posé

i - - dP"'1
P=".'= - -3P«i±3'^—,

e de

Q-1''" = ( - - 4 ) îQ"> ± ,f' ,\ e eV/r — e2/ <?e
A*1»' = f- - 4 =L-,=A 3<A''> ± J' ^ ,V e e\R—ë-) àe
b-1-' = (— - 4 ^=^1 ib"') ± §'^ •

\ e e \/1 — e2/ de
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Hansen donne ensuite explicitement les séries procédant suivant les puissances
de e qui représentent

p-1,0 P-1»1... P-1>3 P-1»"1 p-1,-2 p-1,-3

Q-'A,....
Le calcul simple de T0 est ainsi pleinement assuré.
Hansen donne aussi le calcul approché de la portion Tl031, qui correspond à

0(3) ; mais je ne crois pas nécessaire de le reproduire ici.
Hansen introduit, à côté de T0, une fonction auxiliaire

n 2 r P ,r s àaQ p . rdaQG° = 77^ (A C0S(/" ?) ~dF + rsm(/- -dT\'
qui constitue seulement une partie de T0, de sorte que l'on a

Tl = g. + —U r -, + » P 55!<Z=4=q ÉSB.v/i — e1 L a(i-e-) J dv

On a, comme on le voit aisément, en désignant par G,, G2, ... les diverses par¬
ties de G0 correspondant à Q,, £22, ...,

Gi = T,, GL = Tj,

ce qui tient à ce que, dans ces deux cas, on a

dQ, d£24
"0^7 °' "cta ~0-

Dans tous les autres cas, G et T sont différents. Hansen apprend à former
les développements de G,. ..., G,0* mais ce que nous avons expliqué pour T
nous paraît suffisant. Les développements sont de la même forme ; seuls, les
coefficients diffèrent.

144. On a considéré dans T0 les développements périodiques des deux fonctions

2PCOS(P+3e et 2Psin?,
a a

et l'on n'a formé que les termes en cosy et sin y. On a pu opérer ainsi en vertu
du théorème suivant :

Soient G et H des fonctions de t seul, l'expression

r = G (P—iî 3 e) -1- H
\ a 2 / a
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peut être développée sous la forme

r = S -hP'H-P'),

où x désigne un nombre entier, mais (3 et (3' peuvent avoir les valeurs les plus
variées. Il s'agit de calculer a(±2), a(±3), ..., connaissant a'1' et Hansen in¬
troduit le développement de p2

^2 == i -1- ^ e2 -+- 2^r(x' cosxy.

Or on a (t. I, p. 219, 220, 220 et 226)

On en conclut

R<*> — —

pcosœ 3 y cosxy
a 2 6 2 de x 2 '

1

psincp 2i/i — e2 t , . sinxy

1

»

p2 3 , , xt' i / \ cosxyL-=I + _e._4 2Jx(xe)_J.

2 ( X61)

pcoso 3 ^

^=rr--2e-2-5rC0Sz>''

p sin cp y/1 — e2
a e

- xR(*> sinxy,
1

r '«Y ®*' rr\/1 — e* V non •r — — - GJ^ —cosxy — H——— ^ xRi*i sinxy.

La valeur x = o est exclue, ou plutôt le terme non périodique de T est nul.
Supposons maintenant

— ^G = 2V cos(at + (3),
g"

=2W sin(a« + P).
T. - III. 4a
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r=r iZ(V^T +*WR(*,)cos(xy + at + P)

ï 2 (vf?? -xWRW) cos(- *y +«< + P)-

Or, en changeant x en — x, le premier terme de T s'échange avec le second
on peut donc écrire

(47)

en faisant

F =^ oc(;0 cos(xy -+- y.t- \3),

dROO
at*) = V^- +xWRW.de

Rappelons que x(0) = o.
On a, en mettant — x et ± i au lieu de x,

5i(-xi = V-j xWRW,de

clRO)
a(D_ + WR('),de

f/Rd)
a(-i; _ y WR<",de

On en tire d'abord

V ~
a<" H- «(-O
~~2ZR1" : W=r

*(!)_«(-!>

~Tk<Ô '
de

puis, en portant dans les expressions de oc(x) et de a~ix),

(48)

où l'on a fait, pour abréger,

I — y) W ^(i) + G(x>
j r— Y)'*) «(_Ù H- 0<*' a'1',

(49)

vx>

0 00

{(*)

•

rfRQQ
de

£/R(0 + * RÛ7
de

R(x)

■

t/Roo

de

~dm1 ~ * ÏT
de
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Dans ces formules, on ne doit pas attribuer à x de valeurs négatives. Les rela¬
tions (48) constituent le théorème annoncé; on pourra s'en servir pour calculer
a(2), a'3), ..., a(_2), a(_3), ... connaissant a(l) et od-o. On a, par exemple,

e -h 1 e* Le'-h...,8 192

eo+---'

K'"=- S"+T35'

011 en conclut

IL4) = — — e4-|- ~ e" — . .

12 10

/,i 1 I
v)(-) — - e — — e?-i- o c°

2 8

/V 6 ° ° r*0(8/ — 7T e-— — e4H -e6 — ...,

8 iO 128

, . V I Iv)(tJ = e?1 —
fo 4

I20
, 120Y)(®) z= —— — J—IT. /?o —i__n

38/, 384e

0W = ' e» !_ e5-
48 192

©(a) — 3_„i L_eo.
128 64o

0<*)=_- JL e5
4o

11 suffira donc d'effectuer tous les développements, en ne prenant que les
termes où y est multiplié par ± i ; on en déduira ensuite, tout à la fin, avec la
plus grande facilité, les coefficients des termes dans lesquels y est multiplié
par ±2, ±3, On n'aura pas besoin d'aller bien loin, car e est petit, et
Y]w est de l'ordre x — i, G(x) de l'ordre x 1.

145. Occupons-nous maintenant du développement des fonctions dont dépend
le calcul de la latitude. Nous remarquons que, en vertu de la définition même
de P et de Q, on pourra prendre, en faisant N = N0, ces valeurs approchées

(5o) P = o, Q = 2 sin —> K = K0.
2
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Nous écrirons d'abord comme il suit les équations (3g)

r/l>
|\ L=— n» a g -1- /i„

(5i)
dt

clK
dt

J
cos-

2 dp'
COSi7 dt

J
cos -

o, dq'
cos i' dt

J
cos-

2 dp'
cos i' dt

3
cos-

•}, dq'

aP + «0C ——-77 -77-.sin[7r'0 —N„+K— «„(« + Yi)f]

cosi7 dt

/IqTI -f- D ~r 1 (q^+P^)cO.K-N.+ K-«.(«+„),]
-cosr x
2

7 ; (P%'~ 'Q df) Sin^-N.+ K -».(«+ n)*],

4 cos - cos <
2

4 cos - cosi

ou 1 on a pose
/ J d& I „ 0£2

I ffi0B cos
a -t- , ()]L

,k s P ,/ .Jd2 '„(12(52) j/i„C = /^cos'-^p ~ZQM
n_ i ,/d<?£2

*° 4 V p • <*Q/
Avec les valeurs approchées (5o), il vient

_ i
, J àaii i .3 ôai2B0 = cos2 - -r--, ])„= Sin - -rpr- •

\Ji — e2 2 dQ 2 \Ji — e2 2 àQ
dp' dci^

Si l'on fait abstraction des termes dépendant de -jjj et de on aura

f/oP i J àa£l
■

y — —■ — - -- COS" -jj=r- >
71q dt y/1 — (p 2 C/Q
rfoK i . J da<2

r = —. sin rpr-:
tlQ dt 2 \Ji — é~ 2 ùg

d'Où
. J

SI 11 -

ÔK = ôP.
2 COS2 -

2

\
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Cette relation est encore très approchée dans les approximations suivantes.
Soit A le terme constant du développement de on aura, en écrivant que

P et K ne contiennent pas de terme en t, ou que les seconds membres de la
première et la dernière des équations (5i) ne contiennent pas de parties con¬
stantes, on aura, disons-nous,

. J 7t0 . , J
— 2 na a sin -, A cos-2 - — o,

2 s/i — e2 2
'i„ . . J

n0ri H , A sin - =o,
2 \J i — e2 2

d'où, en éliminant A,

r, = atang2-;

cette relation subit une correction sensible dans les approximations ulté¬
rieures.

146. Occupons-nous du développement des quantités B et C, définies par les
équations (52). On a

2 sin - sin (N — N0) = P, 2 sin - cos (N — N0) = Q,
2 2

d'où

sin2 - = 7 (P2 + Q2),
2 4

sin4- = 4(P4-^2P2Q2 + Q4),2 10

sin2^ sin2(N — N0) — -PQ,
sin2 — cos 2 (N — N0) = 7 ( Q2 — P2),

2 4.

sin4 - sin 2 (N - N.) = 5 (P3 Q -+- PQ3),2 o

sin4 ^ cos2(N — No) = jq (Q4— P4),
sin4 j si 114(N - N,) = J (PQ3- QP3),

sin4^cos4(N-No) = ^(P4-6P2Q2+Q4).
Il est facile, à l'aide des relations précédentes, d'introduire P, Q etK dans les

expressions (42) et (43) de Q,, Q, Ql0- Il faut encore cependant se rappeler
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les formules de la page 3ii,
« = N0-+- K + n0(y -t- a — *))*-+- (N — No),
«' = N0 — K -+- «o(y' + c. -+- t\) t -i- (N — N0).

Prenons, par exemple,

ci9.3= u\ 0 sin2 \ — \ sin4 ^ ^ cos[ ig + i'g' + aN0+ 2K
+ n0(2y -+- 2« — 2f])t-+- a(N — N0)].

Nous trouverons, en posant

«t» — ig + i'o ' -H 2 N0 -H a K + »o( 2y -1- a of — 2 n ) t,

a&3= u\ 2 Q(')K"") £ I Q Q2 — ^P2j cosX - ^ PQ sinX
- ^ (Q4- P4) cosX + JL (p3Q + po3) sinxj ;

il n'y a plus qu'à réunir les termes en cosx et sinx.
C'est ainsi que Hansen a obtenu les expressions de Q,, ..., Ol0 (p. i55). Il

est facile de former les dérivées après quoi, les
formules (62) donneront les expressions des diverses parties

Bu •••, B10 de B ; Lj, C2, ••*, de C

elles montent au cinquième degré, relativement à P et Q.
Pour la première approximation, il suffira de faire

P = o, Q = 2 sin^-
On trouvera ainsi les expressions de la page 158 ; je me bornerai à en repro¬

duire seulement quelques-unes

B, — —51— (- — — sia2 — -p- 3 sin4-^ sin - ^p(«K.('") cos (ig -h i'g'),
y/l—V \3 2 2 2/ 2 ^

B2= — (~ — 3 sin2 — -t- -sin'i^ sin- "V Q(i)G('") cos( £§•-1- i'g'-h 210- 2m'),
y 1 —• e2 V 2 2 2 2/ 2

Cio= J'P"1 ^ sin2 - — -^sin4 sin - V A'1'1!)''') sin (ig -t- i'g'+ 10 — 3«').y/i-e'-VS 8 24 1) 2 ÀMk
p

On voit qu'on passe bien aisément du développement de ^ _ à ceux de B,,
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Bo, ..C,o, en multipliant les coefficients par des facteurs convenables dépen¬
dant de J, et changeant au besoin les cosinus en sinus.

Hansen dit que la méthode des coefficients indéterminés n'est pas d'un usage
facile, parce que les inconnues sont loin d'entrer seulement au premier degré.
Il préfère arriver au résultat par la méthode des approximations successives; il
insiste sur la nécessité d'éviter les opérations qui diminuent la convergence des
séries, comme par exemple le développementdes diviseurs suivant les puissances
de m.

147. Dispositions pour le calcul des termes d'ordres supérieurs. —

Reprenons l'expression de T, en l'écrivant comme il suit

T=#*„[ 7cos(7-?o)^+ 7?sm(7-<Po)'-^]
+ xr „ [<">»(7- T») ~ '] ë ~ /;o^'h-l a0(i — el) 1 ' ' v/ ' du <1(O

ou bien, mettant a à la place de aa,

a«o rpo f~ë \ daQ p0 . x dai
0

h"- po r /T \ l daQ. n„ dail
y-r x 2rt0 Éï cost / — tp0 ) — 11 -r -3A* , » '4 1 w 1 7 J du dt — e* à®0 «o(i — e2)2 v t»

On doit y remplacer r par r(r + v). Posons

G =

v/ i — ex

Po /-? \dail p0 . /— \-dailÇ?cos(/-- + tsin(/- cp„) r —

I — Po r /"7 \ i da£2
(53 { P — 2«o————g [cosf/— œ0) — ij >

«»(' — el)2

ôaTï
V/i-el do

O désignant ce que devient 0 quand on y remplace r par r. Nous ferons

(54) T - :G-t-ÏÏ + ï.

Pour obtenir T lui-même, il faudra, au lieu de r, mettre r(i -h v). Or, ù se
compose de deux parties Q<GetQ(2> contenant respectivement r2 et r1 en facteurs;

comprendra les facteurs r et r2, et il en sera de même de - —• Soient T(,)Or r ' /• coy
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et T(2) les deux portions de T qui répondent à £2(0 et Q(2). On aura

TO — ïc)_g(i) —Un; — + «")(! — v) + pUOp + vJ'.+ ïmp + v)»,
0

j(s)— T(2) - G'2' — Ou.^F)+G(!)(i + v)s+ (2)(i+v)»+I(!)(,+v)t
0

ou, plus simplement,

( T") = T'n 4- G(1,v +û(i)fg(i+v 2-i] +S(«)(av + v*),
(55)

— — — r/i2 i —

| T(2) = T(2> h- G-'2'(2 v + s!) + U<2' I 7)2 (1 + v)3— 1 I "+" 2<2)(3v 4- 3v2-t-v3).

Les quantités Q(,) et dépendent de J, nz, P, Q et K.
On peut opérer de même pour les fonctions B et C. En se reportant aux for¬

mules (52), on posera
- i /

, J da£2 IB = , COS2 - -77- -4- 7 P ~7T7 >
v/i — e2 V 2 oQ 4 o\v y

7 i / , J daQ. 1 „ âai2\L = : COS- rjr- — 7 Q -3=7- I >Pi — e2 V 2 4 àW J

et, si l'on divise B et C en deux parties qui correspondent à Q(,) et £2(2>, on trou¬
vera

(56)
Bl^BO + BW^i+v)2- —1 |,
B") = B<2> 4- B(2) |~(i +v)3 A - i j,

et des formules analogues pour C(1) et C(2).
On voit qu'on a préparé les formules de façon à pouvoir tenir compte des
leurs troublét

Hansen pose

valeurs troublées de v et — — i.
ha

i +v = Ew, -r — i -H 6 ~r 'h h

et il introduit partout w et S j- au lieu de v et de On a d'abord

1 , i ,
v = w 4— r+?r+ ...,

2 b
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il est facile ainsi de développer les coefficients des formules (55) et (56) sui¬
vant les puissances des petites quantités w et S

La formule
dh

^ dQ
dt àv

donne

d —

h n0 da£l n0 âa£i^ n„ àaQ1"-'
—7— = -, -J— = -, (I +v)- ; H -, (l + y)3 r -,dt y/j — e2 àu> y/t—e2 du, y/1 — e2

d'où

(^7) h
-n.fi 2(2) + 2(2) (3 v + 3 VS + VS ) j dt.

C'est ainsi que l'on calculera S
On peut aussi calculer autrement sans intégration, lorsque nSz, v et y

sont supposés connus. La formule (r3') donne, en effet,
_ 2

^=(,+y)2^ + -^=^-(i + v)2.Il dt y/t e2 «o

On en déduit, en faisant n0z = n0t -+- <?04- n0 Sz, et supprimant l'indice zéro,

(57')

/îo 5, h0 d oz dès
ï-,=^ï = lr + " + ,, H-<a,+v">TT

' 1r„ d'A:
a"

*
H- —^— il oz -\àg

i as

v/i — e2 1L«o 2 àg2

, r, o-,
°

S
-h —x— u oz H

àg
ï

r2
à1-

a2

L«o 2 àg'1

( nhz)- + ]
] (2y -j— y2).

Les fonctions
T, G, U, 2, B, G,

sur lesquelles repose maintenant le calcul des perturbations, sont des fonc¬
tions des quatre variables

nz, P, Q et K.

Il faut trouver, par la série de Taylor, les accroissements des fonctions
T. — III. 43
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T, ..développées suivant les puissances de 8s, oP, §Q et §K. On fait

nz — g + n àz,

où g est l'anomalie elliptique moyenne de la Lune. On aura

T — T i *_ , r)T0 ùT0 ÙT0 i <PT0 a i d2T0 sn2

dQdQ+M§K+2^{"d2)+2WÏ§P
. I d*T0 i d*T r)2T„ . ... <PT0 . <PT0 .

9 r)A2 0Q"~i -y^rr-.dK "T "Tf: 71 OZ (51 H : T7T '% Ôz< ÔQ 4 : -7== Il ÔZ ôK2 oQ 2 (?K2 agoP àgoQ agoK
_u *T. «n <PT„ ^2T„ I d*T,. , ._

' dPdQiPaQ+gpdKaPiK+5QdKdQaK"i"6"gp"f"â*)
+ Ï 3Sp (» W+; jpg ("um+; <"4=)! 4K

i_ I ^3To . *p, . i d»T0 1 <PT„ .3 JÏÏÏ ^ ÔS oP2-' 1 rT^BœoO'-h- -T /I 0.3 ÔK22 dgdP2 2 dgdQ2 2 <?#■ ()K-

+ "fc 4P 40 + wwm "4s sp 4K 3F3^k "43 4«4K

On va simplifier un peu cette formule en y supposant, comme on l'a fait à
page 332,

ÔK = - F ÔP,
où

. J
sin -

F % •

2 cos2 -

2

On trouve que l'on peut écrire

T = T0+ «g „ is + r jp + YÔQ +^ (n isy+ g „ 03 ÔP + g « èz ÔQ
+ [ S ÔP2 + V ÔP ÔQ -+- IZ ÔQ2 + i ^ („ Ô*)» + J gj (« ôo)2 ÔP
+ ~ (« &)* ÔQ 4- - ^ » àz ÔP2-t- ^ « àz ÔP ÔQ +- l- g. n dz dQ\2 dg- 2 dg dg ?• dg

où l'on a fait

1 . « ■* 0 T? W X 0 1} . d i 0R-dP_FdK' H-ÙQ'
„ d2T0 d2T0 <PT„

-2F5pùk+f W
v_ <PT0 ^ <?»T0 y _<PTo

^PdQ ôQdK' dQ*
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Hansen condense ainsi cette expression

(58) T = T,+ ^nSz^- d (ÇL0(,la3)3-i_HâP+NÔQîdg 2 dg2 6 dg

en faisant

H = + fo)« +■ - L <?P + M ôQ,dg 2 dgi ' 2

dY i d- Y i
N = Y+^i»4s-t-i £4(,ia3)«4.iO30,dg 2 dg- i

r a ^ dS aL = S + t-« oz,
dg
dY

M = V+V-« èz,dg
„ dZ
0 = Z -+- -r— n dz.

dg

148. Calcul du développement des quantités R, Y, S, V, Z. — Je vais
prendre pour exemple les développements de

On a

On aura

n _
_ i?dT2 _ dï2 SI"?- dT2

dP dK " dP 77 dîT
2 COS2 -

2

y dT2
dQ '

T2— 3 i/f p2 iQOG(r> sin (eg -+- i'g'-+- îm — 2w')

-+• «î P* 2 Q^-'G(n sin (± y + -)- 2CO —

Ppf-^sin^ + hin^ jfcos^,4 2 24 24 2

cos \clJ= sin(N — N0) dP + cos(N — N0) dQ,
to — w'= «0(7 — y — 2Y))f + 2K.

2 CO

d(co — to')
_ , ^ d(<-0 —CO') _ d(to —to')

dK ' dP ~ dû - °'

et, à l'époque zéro,

d£ ... dJ __ i dJ
0P~ ' 5Q-- j' dR= °'

COS -

2
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Il en résulte

R2 = 3 u\ (3j ^ iQW G(î"> cos(i'^ -h i' g' 4- 2 co — 2to')
4- u\ (32 ^ 0±1,'G(i') cos(± y + ig H- i'g1 + 2 to — 2 to')

Y2— 3u\ ^ j'QC) G('"> sin(j'g- 4- i'g'-h 2co — 2«') ) ^ ^
àJ âQ '

or

- m2 ^ Q±l>''G(i,) sin(±y 4- ig + i'g'4- 2co — au')

• £
d(32 PJ 3 . J 2J 2 Sin 2 _
-77- -77-, = sin - cos2 - = r p2.().\ àO 22 2 . J r

cos2 -
2

Donc, pour avoir le développement de Y2, il suffira de multiplier celui de T2 par
. J

— 2 sin -

pour obtenir le développement de R2, il faudra employer le même*Jcos2 -

2

. J
— 2 sin -

multiplicateur j— et changer en outre les sinus en cosinus. On verra tout
cos2 -

2

aussi facilement ce qu'il y a à faire pour trouver le développement de
R,, R„ Rio! Y], Y„ •••, Y10;

S„ S5; V„ V5 ; Z„ Z5.

Les développements de S,-, V,- etZ£-, pour i= 6, ..., 10, ne contiennent rien
de sensible.

On peut maintenant faire pour B et C ce que l'on a fait pour T; c'est-à-dire,
trouver les développements de ces quantités par la série de Taylor, quand on y
augmente s, P, Q et K de Sz, §P, §Q et §K. On aura, comme à la page 338,

B = B0 + n §2 4- R <ÎP 4- Y âQ H-■...,
àg

n _ dB0 <tB0
dP rdK'

Comme les expressions de /iB0 et nC0 ont été données de façon qu'on puisse
lire immédiatement leurs développements sur celui de on fera de même

pour les développements des fonctions B, Y, S, V et Z, qui correspondent à B
etC. On donnera, pour 17 , ■ • ■, a®" les facteurs par lesquels il fautmul-

V i — e1 y 1 — e2
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tiplier chaque terme pour avoir le terme correspondant des R, Y On dira
en même temps s'il faut changer ou non les cosinus en sinus.

On a dit plus haut que la relation §K = — F §P est rigoureuse seulement
pour la première puissance de la force perturbatrice. On va voir quelle déviation
elle présente quand il s'agit des puissances plus élevées.

Remarquons que, si l'on n'a pas égard aux termes en p' et q', la dernière des
équations (3q) est

dK i
, /_ „ âi2

dF = n'r> + Zh{ PdP+QdQ
ce qui peut s'écrire, en vertu des relations (52),

dK CP —BQ
(59) ——— Y) +n„dt „ J

2
4 cos2

Les formules

donnent

par suite

P 2 sin ^ sin(N — N0), Q = 2 sin i cos(N — N0)

P=P0 + ÔP, Q=Qo+5Q,

P0— 2 sin^ sin(N0— N0), Q0= 2 sin ^ cos(N0— N0),

P = ÔP, Q = 2sin^+3Q, sin2* = ^ (P2 + Q2),
1

- 1 ('
_i_ r. cin Zî ,cos2 - = 1 — - (P2 h- Q2 ) = 1 - j 4 sin2 ^ + 4 sin §Q + 3Q2 + <5P2 ,

24 4 V 2 2

d'où, en négligeant les cubes de SP et §Q,

sin — 1 + 3 sin2 —

1 1 2

3QH ^-3P2H 5Q2 +..
cos2- cos2— cos4— 4 cos4— 4 cos6 —

2 *2 2 2 2

on aura ensuite, avec la même précision,
Jo o J0

7T/. sin — 1-f-sm2 —

-^yfpY] — -B H L-TÔP-B " 3Q/Iq de 2 o"o / ® o / 1. "0cos2— 4 cos2— 4 cos4 —
2 2 2

sin— sin— 3 +sin2 —
2

o »r. *,~w 2 r, «r». _• •»<> 2CÔP3Q ^j-B 3P2 — sin — =— B 3Q2.
4 cos4— 8 cos4— 2 8 cos6 —

2 2 2
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On a d'ailleurs, par les formules (3g),

d'où

dP
nr.

— — — «o «Q -t- «o »,

B = — -+- « ("2 si n — -H ôQ
n„ dt \ 2

11 en résulte, en portant cette valeur de B dans le second terme de l'expression
de ——f y

n0 dt

r- dP . Jo , C / I + Sm2fn , „—

73 — * ~— a tang2 — h y-oP — ( ;— B + ar ) oQn°dt dC * 2
4 cos2 ^ \ 4cos4^

Jo • Jo o.*9^0
sin— sin— T 3 + sin2 —

2
^ 2 r. «1« ^ Jo 2B(5P2h ±=- C<5P ÔQ — sill^B $Q2,

icos4 — 4 cos4— 2 8 cos6 —
22 2

où l'on a posé, comme antérieurement,
■To

sin -

2

2 cos2 —

Si donc on tait

<5K = — F <3P -t- 32 K,

X— C T 3P — I /■ —7- -r- 2 F2 \ It + aF I <50

(60)
4 cos2 —

Jo -Jo n ■ n Jo
sin— sin— T 3-t-sin2 —

2
r, sr., 2 „ ,n Jo 2

. B 3P2 -t- V C ap ôQ — sin — =-2 B ÔQ2,
8 cos4 — 4 cos4 — 3 8 cos6 —
22 2

on aura

/ n \ ^Ô.2K * 0 J 0 -*7-(ôi) _=„_«tang-T+x.

Telle est la formule qui permettra de calculer S,K. Hansen dit que X n'exerce
guère d'influence que sur les mouvements du périgée et du nœud. Les perturba¬
tions SP, §Q qui dépendent de clp', dq' (p. 3i8), et qui sont ici négligées par

Hansen, ajouteraient au second membre de (61) le terme -+- tQ^V-
q fl0 CIL

149. Substitution des valeurs numériques dans celles des expressions
précédentes qui sont entièrement connues. — Hansen donne les valeurs nu-
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mériques adoptées pour n0, e0, J0, n', é, ny', m, m'. Il en conclut les valeurs de

n'

n
= p =

I -+- 171

i -+- m1
!=■

i -+- m

puis de
Pl> p2> (310, A(î'\ B«>, C«, D<«, P«, Q(«, KY">, G""),

et le développement des dix parties (42) et (43) de la fonction perturbatrice,
ou du moins de a[Q(l) + Q(2)]; il donne les logarithmes des coefficients des
divers cosinus. Puis vient le développement de la fonction T0 et des fonctions
correspondantes R, Y, S, Y et Z suivant les sinus des multiples de y, g, g, co
et co', le coefficient de y étant toujours o, ou ±1. La même chose est faite
ensuite pour la fonction G0 et les quantités R, Y, S, Y, Z correspondantes, puis
pour 20, R, ..., B0, R, ., C0, R,

Hansen dit que, pour déterminer les inconnues, il n'a pas employé la
méthode des coefficients indéterminés, mais celle des approximations succes¬
sives. On intègre d'abord en ayant égard à la première puissance de la force
perturbatrice. Les développements précédents de T0, B0 et C0 sont portés dans
les équations différentielles qui doivent déterminer nz, v, P et Q. On effectue
les intégrations qui se réduisent à des quadratures.

On calcule aussi à l'aide de la formule (57) bornée à

a^=-n0/20rf/.
On substitue les valeurs trouvées pour les inconnues dans les équations

différentielles; mais on doit faire intervenir cette fois les diverses fonctions

R, Y, S, Y et Z, et aussi v, v- et S On continue ainsi jusqu'à ce que deux
approximations successives donnent les mêmes résultats.

Les approximations sont beaucoup plus lentes pour certains coefficients que
pour d'autres; elles le sont surtout pour les coefficients affectés de petits divi¬
seurs. Il y a divers artifices que suggère la marche des nombres, et qui
permettent d'abréger un peu les calculs.

Hansen dit que, pour obtenir les expressions finales employées dans ses
Tables de la Lune, il a dû faire douze ou treize approximations qui lui ont
demandé environ trois années de travail. Il s'est proposé, dans la Darlegung,
de vérifier que ses formules numériques satisfont aux équations différentielles,
à de petites fractions de seconde près.

Pour y arriver, il procède à une nouvelle approximation fondée sur les
expressions employées dans les Tables, laquelle ne devra rien modifier. Cette
longue vérification est exposée en détail.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



344 CHAPITRE XVII.

Hansen donne d'abord les développements numériques qui lui servent de
point de départ pour n oz, w, P et Q. Il en conclut ceux de ^(/i§z)2, ~(nSz)3,

^(n§z)\w2, 2m3 et4^4-
Il aurait pu se borner au terme en (nSz)3; s'il introduit (n §z)\ c'est plutôt

dT
pour montrer que ce terme peut être négligé. Les plus grands termes de nSz,
~ (n8z)2, g -j^f(nSz)3 ont respectivement pour valeurs 226", 3" et o",io.
Puis viennent les développements des quantités

v, 2 » + «', 3v-h 3v2-i-v3,

qui se déduisent des précédents.

On calcule les divers termes de 8^ par la formule (5y), et la constante d'in¬
tégration par la formule (5y'). On en conclut les développements de >

U/ioV / A / h h2 , h22(Sj) , (l + V)" j- - . , (. + V)- - , , Sjj, (l + V)' jj - ,.

On peut, après tous ces préliminaires, procéder au développement de T. On
le fait par la formule (58), après avoir calculé les développements auxiliaires de
S, Y, Z, Hn&s = S„ ^nSzMv,, ^n8z = Z,, S-l-S, =L, V-+-V1=M,
Z + Z1 = 0,R + g«^=R„^(nâz)2=R2,Y+gnaZ=Y),ip(nSz)2=Y2,
^LSP, MSQ, H, I08Q, N.

Hansen ne s'occupe, dans le Tome 1, que de celles des perturbations qui con¬
tiennent co et co' de la façon suivante :

oco-t-oo)', 2 co—2co', —■ 4 w', 6 co — 6co'.

Pour les autres termes, qui sont moins importants, on les trouve dans le
Tome II, et Hansen a simplifié leur calcul à l'aide d'un principe particulier.

Un même Tableau réunit les développements de

T0, 1\ = ~n§z, Ti=I^!(„éb)2, T3 = I^>ôz)3, H3P, N 3Q,
dont la somme donne T.
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La même chose est faite ensuite pour G et £; puis on calcule U par la for¬

mule (54)
ÏÏ = T-G— 2.

Pour avoir maintenant T, il faut, d'après la première formule (55), calculer
les produits

M
Gv, U (i-t-v)2 , 2(2V+V2).

On exécute la même série de calculs sur B et G.

Hansen calcule ensuite les coefficients de oP et de oQ dans l'expression (60)
de X; les termes périodiques sont négligeables, mais la partie constante est
appréciable, et elle intervient dans les mouvements du périgée et du nœud.

Après avoir développé la fonction T et calculé les valeurs numériques des
coefficients, il faut revenir à la fonction W0 dont la dérivée est liée à T par
l'équation (p. 324)

(62)
dW,
/lr\ dt V 1 — el LfflÔ ày ia\ \ h ) dy J

Comme y est de l'ordre de la force perturbatrice, on peut remplacer dans le
second membre W0, et ~ par leurs valeurs fournies par l'approximation
précédente. Mais Hansen préfère se livrer à une intégration directe, de façon à
prouver que les chiffres de ses Tables sont bien exacts.

On a (p. 309)

(63)

ou bien

(64)

où l'on a posé

w _ h0 h p0 1 + ecos(<p0 -4- na yt -+- 7r„ — y)VY 0 — — I 7 r 27" Ô 5h h0 a0 1 — e\

w0=z + r ( £? cos^po + sinepo,
Un

(65)

h0 2h /iecos(/—n0vt~ tt0)—e0
^ +_ i_eo

_ h ecos (y — n^yl — tt0) — e0T = 2

»F=2

lu

h_ g sin (y — n0yt — r.0)
ho i — e\

d'où

g0Y = — T
K
k

2 h

To'
T. - III. 44
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Faisons encore

d2\
(66) V = T —

— K dy

Alors la formule (62) donnera

^-n=v+-7=L=(4^-°--LTw0MN) + __y ' (E+-e0r) ?p-n dt '■ 9 v n2 r>nl ' ' * «"2 \ ~ 0 /s/1 —e^\«0 dy 2«J dy/ y/i — e* 2a* \~ 2" J dy

On tire d'ailleurs de (63)

dW„ 2 h ^ +ecos(x-n0yt-T:0) dp"^S?0
dpo sin y0I- esin(x— n0yt — 7T0) ,

dy ' h0a„{i — e%)

T Pp0coscp0 W <9p0sin<p0
~

«0 dy (/„ <)y

y sinon ^ cosy0+e0 _

V/T — e\ \/i - e*
On a d'ailleurs

j_ dpj _ po e0sincp0
2«o dy a0[/7^7f'

Il en résulte

po dW„ I àp% /_ 3 y\ I dpi po / y .

r^î w» 7k7 + + ~ e°T 77X XT = .7' VI — el (Wcos<p0 —ï sual dy 2 a'o " " dy \ 2"'* / s a\ dy a0 v ' v * y"JO Yl> iSin-

dw
L'expression ci-dessus de deviendra donc simplement

(67 ) ^ '= v -7r £? sin 9o+7w £-° cos 9o.[L^LIL CIQ Cl Q

La fonction Y qui est liée à T par l'équation (66) a évidemment la même
forme; elle se compose d'un ensemble de termes tels que

(68) V~ A0sin (n^fit -H 0) -t- A_j sin ( — y -+- /iQfit -f- 0) -H Ajsin (y H- nG fit -1— 0),

où A0, A, et A_, sont des coefficients numériques, (3 et 0 des constantes. Nous
poserons

(69) w0~ XIqcos (/Iq fit -I- 0) + II—j cos( — y -t- n0 fit -f- 0) m- IL cos (y /?0 fit -t- 0),

et il faudra déterminer les coefficients no, II, et EL,. Nous avons fait antérieure-
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ment (p. 3a6)

(7°)

Po ^
— cos ©0 h— e0 = J1 cos y + ,.

a„ ' 2

Po
a n

sin o0 = ^"sin y + ..

ou I on a

$»=$> sJ7=7l = ! _ | _ Ji- ^8 192 9216
e"—•.

fS 3 s. o ,S = i — s e ■+ '

192 9216

L'équation (64) devient donc

W0 = S 4- Y,#cosy -+- WJ'siny

En comparant à la formule (69), il vient
i — n0 COS ( /Iq 31 -H 0 ),

(71) \ T#= (n_,H-n,)cos(«0(3f -+- 0),
( = (H_t — II, ) sin («0(3< -+- 0).

L'équation (67) devient ensuite, quand on a égard aux relations (68), (70)
et(71),

(3II0sin («0(3f + 0) — (3 EL] sin ( — y -+- n^t 4- S) — (311, sin (y -+- /i0(3i h- 0)

cos («0(31 4 0) éFsiny

■ (n_! — II,) sin 4- 0) ('.fcosy -

(72)

- A0sin («0S< H- 0) — A, sin (y 4- /î„(3i 4- 0) — A_, sin ( — y + n0(3i 4- 0) = o.

Si l'on égale à zéro les coefficients des sinus des arcs

/?0 [3 t 4- 0, — y H— jIq (3 £ H- 0 ot y -H [31 4- 0,
on trouve

f3Il„ 4- A0 — / II—i -t- l II, — o,

pu.., + a_, + v n_, -1" n, = o,

(311] 4- A] -t- i"n_, — /' II] = o,

où l'on a fait, pour abréger,

l=^y, V=t±Êly r=tzllY
iê" i$P y' iU" }'

En résolvant les équations précédentes par rapport aux inconnues H0, II, et
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IL.,, qui y figurent au premier degré, il vient

11-1 =

lli =

(/'-(3)A.,-FA,
(32 _ /'2 /"2 '

FA_,-(F + (3)A,
(32 — Z'2 + Z"2 5

Z. Z
no —

p + pn-> (3 n''
On peut simplifier les formules précédentes : on trouve en effet sans peine

Z'2 — Z"2 = j2,
a3

, 327
96 e """ 1536

i
} M 4 M

4e"~ 96 1536

24 IOOOMi
On peut prendre sans inconvénient l'=y, car e® est extrêmement petit. On

trouve ainsi
A_, Z"

(73)

— II

-n.

~l P + 7 p'2 — y2
At l"

P — y P2-M

Ai,

A-,,

n.

<Ml* 247 s

/ e ' H p-= e ■24 r 536

'=r „-e +

5^
14

15

16
43
64

L'intégration se trouve effectuée, et l'expression de W0 résulte des for¬
mules (69) et (73).

Les formules sont en défaut lorsque (3 = o; la forme générale des arguments
étant ig-h i'g'= (in -h i'n')t -+- ic0 -+- i'c'0, on voit que le cas dont il s'agit
revient à

Si les moyens mouvements ne sont pas exactement commensurables, on ne
peut avoir [3 = o que si les nombres entiers i et i' sont nuls en même temps;
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G —m0-t- i'c0 est nul aussi, de sorte que l'équation (72) se réduit à

(n_i -+- III ) + A_, — AjJ sin y = o.
On a d'ailleurs, dans le cas actuel,

V = — (A_! —Aj) siny,
W0= (II-!+ 110 cosy+ n0.

La quantité 1I0 reste arbitraire; on la représentera par b. Si l'on fait

Ai — A_, = x, Hi h- n_i = Ç,

les équations précédentes donneront
V = x siny-K . ., W0= b + £cosy -+-. ..,

(74) 0 — —

On déterminera la constante b de façon que l'expression de n0z en fonction
de t ne contienne, en dehors de n01, aucun autre terme proportionnel au temps,
et \ de façon que la même expression ne contienne aucun terme multiplié par
sing-.

Quelques mots d'explication sont nécessaires : les formules (7) donnent
5

v — r.0 H- n0yt -+■ n0z H- 2e0sing- 4- ^ ej| sin2g- -4- . . . ;

si l'on s'arrange de façon que n0z soit de la forme

n0z — ii„1 4- F sin 2^- 4-.. . +2 C sinQ'g- 4- ïg'+ D),

on voit que le terme en sing-, contenu dans c, sera encore égal à 2e0sing-, de
sorte que, si l'on calcule son coefficient en partant des observations, on en
déduira e0.

150. Détermination de y. — On a, en écrivant e au lieu de e0,

d
al

= iep sin9o = ...

"7 «o \/[ —y/i — e2

La formule (66) donne ensuite
/ f \ *r rr ^ Q .

(70) \=l - p?'siny + ....
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Si donc on pose
h

— =1-4- C,
/Iq

où l'on peut négliger les inégalités périodiques de c, et

T = M sin y +...,

de sorte que M soit le coefficient de siny dans le développement de T, on aura,

puisque x est le coefficient analogue dans V,

x = M —(i + c) yx ,J
i — e-

En portant cette valeur de x dans la formule (74)» et résolvant par rapport
à y, il vient

(76) y — ne§§" 2ce§5'"-+- £(1 — e2)ê"'

c'est par là que l'on déterminera y. Pour parler plus exactement, on détermi¬
nera c et y par les équations (57') et (76).

151. Intégration relative à P et Q. — Reprenons les équations
dP

n0 dt

dQ
/i0 dt

= —îtQ + B,

= aP+C;

considérons dans B et C les parties qui répondent à un même argument

( B = T cos(«0 (3z H- B),
I C = A sin(rt0 (3 i -+- 9),

qui donneront naissance aux termes

( P = 0 sin(/i0 (3ï 4- 9),
(78)

Q = Hcos(«o (3x -I- B).

En substituant dans les équations différentielles ces valeurs de B, C, P et Q,
et égalant à zéro les coefficients de cog(n0(3<! 0), il vient

j (30=—aH + r, ( (3 © -+- ctH — T) cos(/i0 (3£ -+- 9) — o,
/ — (3H = + i, ((3H -H «0 — A) sin («0 (3z -+- 9) = o,
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d'où
0 _ pr + ccA

S2 — oc2 '
(80) iTT_-PA-ar

( (32_ «3

L'intégration est ainsi effectuée; les expressions de P et Q résultent des for¬
mules (77), (78) et (80).

Lorsque [3 = o, on a aussi G = o, comme on l'a vu précédemment; la seconde
des équations (79) est vérifiée d'elle-même. Il reste seulement la condition

«H —r = o.

Nous poserons donc, pour le terme considéré,
13 = r„, G — o, p = o, Q - II0,

et nous aurons

Mais on a d'une manière générale

Il convient donc de poser

H0 = — •

Q 2 sin ^ -+- dQ.

11„ = 2 sin '-j -t-'Xj ;
ce qui donne

(81)
• Jo

2 Sill — + X,
2

Comme J0 est l'inclinaison moyenne de l'orbite de la Lune sur l'écliptîque, on
devra déterminer x, de manière que l'expression de la perturbation du sinus de
la latitude de la Lune ne contienne aucun terme en sin(g + u>).

L'équation (81) détermine la quantité oc.
Il reste encore à effectuer l'intégration dont dépend la fonction §2K. Si l'on

fait

X = (X„) -+- (X) cos(n0(31 -+- Q),

l'équation (61) devient

c~= (X0) -+- Y) — a tang2 - + "V (X) cos(/i0(3c I 8),
n 0 Cl t 2 .A-uni

et en posant

(82) d2K = ^ R sin(»0(3^ -+- 0)
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on devra avoir

chapitre xvii.

(83) r==^T'
(84) Y) = a tang2^ — (X0).

Cette dernière équation déterminera yj.

Hansen a trouvé

y — 1761 ",4674, "0/ = 146707", 20,

a rr 834", 9471) «0«= 69540", 18,
Y) = i",63g9, n0n = i36",58.

Les mouvements sidéraux du périgée et du nœud sur l'écliptique auront
pour valeurs

"o(/ — 2yi)= 146434", 04,
— «0(a 4- Y)) — — 69676",76.

/i'
Les diviseurs [3 sont des fonctions linéaires de u = —, de y, y), a et y'.

Hansen donne le Tableau des valeurs numériques de ces diviseurs. Jl faut tenir
compte ensuite des termes en ± 2y, ± 3y, ... à l'aide du théorème de la
page 3a8 ; la première chose à faire est de calculer les valeurs numériques de
y](2), ..., q(0), G(2) et Q(s); on aura ensuite, si l'on considère tous les termes de W0
qui donneront naissance au même argument, après le changement de y en g :

W0= n( o, i, ï, i", i'") cos( ig -+■ i'g'-h i"a> H- i'"a>')
-+- H(— 1, i + 1, i', i", i"') cos(— y H- (i -hi)g -+- i'g'-+- i"m -+- i'"w')
-t- [n2 D(—i, i + 2, i', ...) + 02II (1, i -+■ 2, i', ...)] cos [— 2 y -h (i -+- 2) g + l'g-'-K..]
-I- [y)3 II(— 1, i h- 3, ...) 0SH(i, i+ 3, 1', ...)] cos[— 37 -4- (i -t-3)g--t-
+

+ H ( 1, i — I, i', i", ) cos [y 4- (i — i )g -+- i'g'+ i" w H- «']
-h [y]2 II(1, i — 2, ...)-(- II(—1, « — 2, {', ...)] cos [2 y 4- {i—2)g + i'g'+...]
+ [y)3II(i, 1 — 3, i', ...) 4- Ô3D (— 1, i — 3, i', ...)] cos [37 -4- (i— 3)g-\- i'g'-h...]
-+-

Il faut encore, pour obtenir Y, former le développement de
ll e f?U ■

7=77,?'"smy,

dernier terme de l'équation (^5). Or on a déjà calculé la partie constante
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tie £-> en déterminant y; si donc S~ représente l'ensemble des termes pério¬
diques, on aura à former

e <Sn • a h

On a maintenant le développement de Y; on en conclura celui de W par les for¬
mules (69) et (73). Hansen en déduit immédiatement ceux de d ^0, ^yy-°
diW

ce qui se fait en multipliant les coefficients par

±3, ....

Les termes &-i-ljcosy de W ont. été déterminés comme 011 l'a expliqué à la
page 349; les valeurs de b et de \ deviennent de plus en plus précises à chaque
nouvelle approximation.

En changeant y en g, on obtient les développements de W0, ' • •» •

On calcule ensuite oP et &Q par les formules (78) et (80), puis o2Kparla
formule (82). On a ainsi effectué toutes les intégrations de la première série.

On arrive enfin au calcul de Ss et de v par les formules

^Ï_W -4- ( V V k" y '
dt \i-\-vJ h y/j e2 a-

—- —2

2 dv dW y 1 -I- v dr
n dt ndz y/, ea na2 dz

On a

w — w, , d\V0
dy

-2

>î dg

d W
_

dz
dW0

dy
d1 W„

h
dy2

dr
dz

drj
dg

d*r\
dg2

. I ^Wo . & N, , I d3W0 , « .3

-df^n Z) +6~df{nds) '
1 /' ^ i

1 â3W0 . ,, i <PW0 *
+ («««) + g («&),

T /*"

/l4s-+- - -r-^ («33)2 + . ...
2 V '

On a développé antérieurement ^(noz)2, ~(n8z)3; il est donc très facile de
calculer W. On trouvera de même

T. - III.
(rb)'$ = <-—>Hîr)-

45
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/'2
On a ensuite pour ~ le développement elliptique connu, dans lequel le coeffi¬

cient de cos5g-est tout à fait négligeable. On trouve finalement les développe¬
ments de et de l'intégration s'effectue sur-le-champ, en divisant chaque
coefficient par la valeur correspondante de (5, et échangeant les sinus et cosinus
avec des signes convenables. On a ainsi oz et v; on en conclut W. La comparaison
avec les valeurs qui avaient servi de point de départ est des plus satisfaisantes;
les différences, qui ne sont le plus souvent que de quelques millièmes de seconde,
atteignent quelques centièmes dans le cas des termes affectés de petits diviseurs.

Il y a une différence de o",i45 qui est forte; Hansen pense qu'elle résulte
d'une erreur de calcul, mais il n'a 'pas pu mettre cette erreur en évidence.

152. Calcul de la constante de v. -- La formule (i3') donne

On a aussi

il en résulte

. dSz y r .,

H - ( I+ + 7 )(I + v) '

dôs y a.NV+ i i .Yh».
dt y/!_e2a2 \ i -H v/ h '

(85) 3^ = ^_i= W+(ï|i-y ^ + av-t-v2 +h h \ i + v / h
W-+- (7^)"X](2V + v2)-

Considérons maintenant l'expression (64) de W0 ; on a ajouté la constante
i + ? cosy. Mais, comme

P 0 ^ r?

cosepo -H - eo — & cos yCIq 2

011 peut dire que la constante b a été ajoutée à l'élément H, et la constante ~ à
fj

l'élément Y. On a d'ailleurs

3
v h h„ » ./i . h0

Û+ - e„ r =: 2 - T -1 = 27 à-~-2 h0 h nQ h

Si Ton égale dans les deux membres les parties constantes, il vient

7 3 £ * h * h0 « * h0 A°\2 h0 \3

d'où
\ e\ 2 /. h0\* 2 /. h•

—

— h
h 3 2 § ' 3 V h ) 3 y h
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Eh combinant cette formule avec (85), on trouve que la partie constante de v
est donnée parla formule

(86)

On a d'ailleurs
n

v2 = w2 H- (v3 H—— w* ;
I 2

on a donné les développements de tu2, w'J et tu4 ; on peut donc calculer bien aisé-
/ v \ 2 ]x

ment la partie constante de v2. La fonction W + (7777 ) 77 a été considérée pré¬
cédemment; on peut trouver la partie constante de son produit par 2v -f- v2. La
formule (86) donnera finalement la constante cherchée (— i336",35o).

Remarque. — Si l'on calcule les divers termes périodiques de par la for¬
mule (85), on devra les trouver identiques à ceux obtenus auparavant : c'est un
contrôle important dans des calculs aussi compliqués.

153. Calcul des perturbations de la latitude et de la réduction à l'éclip-
tique. — Soient {fig. 12) L = X"H et B = HL la longitude et la latitude de la
Lune, rapportées à l'équinoxe moyen. On a posé

XG =9, XL = v, d'où GL = v — 9,

X'G = 4o soit X"X'=/>, d'où X"G p.

La quantité p sera supposée comprendre l'effet de la précession et de la nuta¬
tion.

Le triangle rectangle GHL nous donne

IcosB sin (L — i\ —p) = cosJsin(r — 9),cosBcos(L — if—P) — cos(r — 9),
sinB = sin J sin (r — q).
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On prend
tp = — n ( a. — y) ) t — N — K -t- 7T,

4*=—n (a + -(])t —N -t- K -t- t:',
0 = -I-N0—K0—tt',
m = /i (j -t- a — "o ) < H- N0 h- K0,
p = / H- + 7T,

d'où
p — <p = / + 6) + N -1- K — N0 — K0 =/ + «a + 5N + ôK,

4 = — 0 — ôN + <5K,

moyennant quoi les relations (87) deviennent

t cosB sin (L H- 0 — p + ôN — 3K) = cosJ sin(/-t- to + ôN -f- ôK),
(88) * cosB cos(L -t- 0 — p<5N — <5K) = cos(/+ co + ôN -+- <5K),

'
sin B = sin J sin(/+ « ■+- ôN -t- ôK).

On peut transformer ces formules. On a vu, en effet (t. I, p. 468-471), que les
relations

cosB sin (L — 3-) — cosJ sin(p — cr),
cosB cos(L — 3) = cos(p — cr),

sinB = sin J sin(p — cr)

peuvent s'écrire

cosB sin(L — 3U — T) = cosJ0 sin(p — 30) — s ( tangJ0 h
\ x cos j 0

cosB cos(L — 30 — 1) = cos(p — 30) h- •? — >

sinB = sin J0 sin(p — 30) -t- s,

où l'on a fait

« = sin J sin( p — <r) — sinJ0 sin (p — 2r0),
x =1 -h cos J0 cosJ — sin J0 sin J cos(cr — 30),
<% = sinJ sin (<7 — 30),

5 = sin.J cos (a- — 30) — sinJ0,
(cosJ0 + cosJ) sin(c — 30)sin (3 — 30 — T) =

x

,„/o. _ (1-gpos Jo-cos J) cos(ff — 2r0) — sinJ0 sin J
cos ^ ~~~ r7q .l j — •

Pour appliquer cette transformation, on fera

3——0p — ÔN -+- <5K, p — cr =/-t-to-f-<5N3K, p — 30=/=w,
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d'où
ct — S0 — — »5N — oK.

Nous ferons, en outre,
So -t- r — p = ii,

et nous trouverons pour les formules (88) la transformation suivante

IcosB sin ( L — II — p) = cosJ0 sin(/ + w) — a ^tangJ0 + x c^j(P

cosBcos(L — II — p) — cos(/+ co) + S—i
sinB = sin J0 sin (/-t- co) -t- s,

avec les valeurs ci-dessous de x, s, <£, ^et II

||= — sinJ sin(âN -+- ôK),
sinJ cos(ôN + <5K) — sin J0,

s = sin J sin (/-H co -HdN-f-ôK) — sinJ0 sin(/ -+- co),
x = i-+- cosJ0 cos J — sin J0 sin J cos (ôN -I- âK),

sin (n + 8 + 3N - 3K) = C0SJ" * C°s3 sin (ÔN + âK),

cos(II + Q + — <5K) = (' + C0Sj" C0Sj-> C0S^N + ^K) — sin Jo sinJ
X

On peut obtenir des formules plus commodes encore : si l'on pose

[ S)l tangJ0-t r=Acosw, — = — Asiniv,
(qï) ) cos Jo **.

( J)(L—II—p) »/—î— a;, F.(/+<") t/—' - j^ I?"' v^T

les deux premières équations (89) donneront

cosB ^'x— ~ j = cosJ0 ^y — — As\/— 1 -t-
cosB [x + ^ = y + i -I- Aay'— i — '-Jl

d'où, en ajoutant et retranchant,

T) 9 Jo I • 2 Jo As^/ I
x cosB = y cos2 1— sin2 1 ;

2 y 2 ^

C0SÏ3 • .? Jo 1 9 Jo a !
= y sin2 1— cos2 h Asz v/ — i.

x 2 y i
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En divisant membre à membre, il vient

, Jo 1 • ,Jo A .s \J— Icos2 1—; sin2 —
2 y- 2 yz

cos2 — -H y2 sin2 — H- Asyz — i

En prenant les logarithmes, on trouve

i 2\/— i (L — II — p — f — to) = log ^i + p — y-_ \J— i^ — log(i -+- s y2 H- y)syz \/— i),
( j ) où l'on a posé Jo A

g = tang2 — ■> f] — .

COS2 —

2

On peut tirer de là un développement très convergent de L — IL — p — f — co,
suivant les puissances de vyj ; les coefficients sont eux-mêmes développés suivant
les puissances de e.

Hansen développe encore d'autres formules : on peut écrire d'abord

ay/—i(L — n— p-%— w) = log(n--s ) - log ( i -t- sy~)

posons

(93) lu=—- = y , « = EN:
i 4- e y2 u s

'+ —

y

et l'équation précédente deviendra

21/- r (L — n — p —7— w) = l°g (i + ^ - log(i -+- £ y2)
-H log (i — 7"-^ ) — log( i + ~kr\suz\l— i)\ un

ou bien

i \J— i (L ~ H — p —/ — to) = log[i h- s cos (2 / 4- 2to) — £y/— 1 sin (2 / + 2w)]
-+- log[i H- s cos (2 f 2 to) -h s y/— 1 sin (2/ -+- 2 to)]
-h log[i — Ivs sin (y. -h w) — Xns cos (\j. + w) 1]
— log[i — In s sin -+- w) + Ans cos (p. -+- w) \J— 1].
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Or on a la formule

log (a H- b\J— i) — log(a — b\J— i) = 2 y/— 1 arc tang

grâce à laquelle il vient

£ sin (2/ -H 2 ta)
(94)

r tt . £ Sin 12 / 4- 2 ta JL — / 4- ta 4- II 4-/> — arc tang __

1 4- £ cos(2/ 4- 2ta)
~kr\s cos (n h- w)

arc tang =r ■
j — If]s sin(fx h- w)

X et p. doivent être déterminés par les équations (93), d'où l'on tire

r- =

(, + £j2)(I + i_

I 4" 2 £ COS (2 f -1- 2 ca ) + £2
Si l'on pose

sin B„ = sin J0 sin (/ 4- ta ),

B0 est la valeur de B, en tant qu'elle n'est pas troublée par les perturbations
de J; la valeur de X, en tenant compte de s = tang2^> donne aisément

9 Jocos2 -

cosBo
on a ensuite

£
1 + "ïTiî

ffl — Zl — I?(2(IL-!/-2u) v/-l
j2 ~~ i + sj2 ~

ï(p-—/ —ta)s/—1 =log(^i+ — log(H-£/2)
= — 2 \f— 1 arc tang ■

£ sinin(2/+ 2 ta)
i 4- £ cos(2/4- 2ta)

On trouvera donc finalement

-j t £ sin(a/4- 2ta)
p= / 4-ta — arc tang _ -'-r,

1 4- s cos(2/4- 2ta)

(95)

T r, . COS(«. 4-«')L = u 4- Il 4- p — arc tang r P-- ,
1 — k-c]s sin (//. 4- w)

sinB0— sin J0 sin(/4- ta),
9 JoCOS2 —

v= — ■

cosBo
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On remarquera que p. donne la valeur de L — II — p dans le cas où il n'y a pas
de perturbations de latitude, et que, par suite, l'influence de ces perturbations
sur la réduction à l'écliptique est rigoureusement exprimée par l'arc tangente
qui figure dans l'expression (95) de L.

On peut encore transformer cette expression : les formules (93) donnent

7 (w + 7,) —[y "4_7/)(1 + £)'
I

d'où

cos^ = cos(/+a>)^,
. / -7 \ COS J0

sin^ = sin(y + M)—B-.
On a d'ailleurs, en vertu des formules (91),

l-f] cosw = ( tang J(H ^-r ^
\ itcosJo/cosB„

LS 1
):n sinw =

x cosBo

On peut ainsi transformer l'expression (95) de L; elle devient
/ L ™ jj. n H- p

^ 0^ ] s^lang J0 + x c^s j séc2B0 cos(/+ gù) + s-^ séc2B0 cosJ„ sin(/+ co)J

j - arc tang ^ C°S — ~ — ;
i — .s 1 sin J„+ ~ J séc2B0 sin(/+ co) -+- s - séc2B0 cos(/ + co)

cette formule servira plus loin.

154. Calcul de s. — On a, par les formules (90),

(97) s = [sinJ cos(ôN + ôK) — siu J0] sin(/+ w) -+- sinj sin(oN 4- ôK) cos(/-+- w).

On va introduire §P, §Q et §K par les formules

P = ôP = 2 sin - sin ôN,
2

0 = 2 sin — 4- ôQ = 2 sin - cos ôN,
2 2

. Jo
sin —

ÔK = \ ÔP -+- ô2 K,
2 cos2 —

2
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d'où l'on lire d'abord

4sin2 ~ == 4 sin2 y 4 sin —0 <5Q l-<5P2 + aQ2,

puis de là, en négligeant le cube de la force perturbatrice,

(98) cos- =rcos- —-lang-°ÔQ —ÔP-' —r âO\
2 2 2

8 cos — 8 cos3 —

2 2

Il faut maintenant calculer les coefficients de sin (/-h to) et de cos (/-h
dans la valeur (97) de s. On trouve

sin J cos(ôN + oK) = cos - ^2 sin ^ cosoN cos âK -- 2 sin sin oN sin oK
cos

—

cos

- [^2 sin ^ h- «Kl) cos <5K - ÔP sin ôkJ
3- [2 sin + ÔQ - sin £ (ÔK)2- ÔP <5kJ

sin3 — sin — \
= cos- 2 sin j,° + ÔQ Vâp2+ Vâp2

, ' ,J.4 cos* — 2 cos2 —
2 2

En remplaçant cos^ par sa valeur (98)» et réduisant, il vientJ

12

i - - 2 sin2 - "

sinJcos(âN + ôR) -sinJ0~^= y^Q+tang j âP2
cos -- J 4cos2iî

2 2

(99) ) . 2J„3 — 2 sin- —

tang — j—âQ2-2
4 cos2 -

On a maintenant

sin J sin ( ôN + ÔK ) = cos l (2 sin -1 sinôN cosôK + 2 sin - cosôN sin 3k)
= cos3-\3P cos^K + (2 sin + SQ) sinôK

2

J
cos -

2
§P 2 sin — -+- oQ 1 I

/ j
,] / cosJo ap _i_ 2 sin — <32K

—

cos- f 2
2 l , J 0

\ cos2 —

T. - III.
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En remplaçant cos^ par sa valeur (98), et réduisant, on trouve

2 — 3 sin2 —

COS J0 ,n * t 5 ir ' 1 Jo 2
-f- ôP -t- sinJ0 ô,K tans =-
J0 ' 2 0 2 J0

cos— COS2 —

2 2

(100) sin J sin (ôN -t- ÔK) = - 5P= ÔP-r sin.J0ô2K — -tang^ ÔPÔQ.

En vertu des relations (99) et (100), la formule (97) devient

COSJo .

r= ""
('01)

s — sin(y -+- «) ôQ -+- C0S<1" cos(/+ m) op
COS — COS —

2 2

I + <5P2 — ^ ôQ2^ sin sin (g -t- «) — (ôP ôQ — 2Ô2K) sin ~ cos (g + to).

On a négligé les produits de sin3 ^ par §P2, SQ2, ûP oQ et £2K, et 1' on a rem¬

placé dans les termes du second ordre f par g-, ces termes donneront toujours
très peu de chose, moins de o", 1. Occupons-nous de ceux du premier ordre,
et posons

■+- 00

■———I-cos(y-j- m) — 2^ Aip'>cos(pnz -t- o>),Jo3 0
COS —

2

COSJo . /-7Sl«/ s
Jr

COS —

2

n(/+w) = 2^ A(/,) sin (/?/? 0 o>),

où les coefficients k[p) s'obtiennent en multipliant par —des fonctions dej 0
cos —

2

l'excentricité qui se ramènent immédiatement aux fonctions de Bessel.

Soient, en outre,
ôP =. c. si n ( ig H- i'g'+ i" co - h to' ),

ôQ = (3 cos {ig -i- i' g'-t- i" S H- i"' m')

deux termes correspondants quelconques de §p et §Q. Ou trouvera, en portant
les expressions précédentes dans la formule (101),

s— (oc 4- p) sin[p/is-+- ig + (ï'b 1)10 h-i'"w']
— 00

-P 30

H- V A(~'j)(a — (3) sin [pnz h- ig -f- i'g'(i"— j)&j -+- i1"w'],
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d'où, en remplaçant nz par g a- n Sz,

s —■ S0 H- Sj n §s -+- - S2 ( n dz

S0 = V A"'•'(« h- (3) sin[(/> -f- i)g -h.i'g'-4- J)co + «'"«']

A- »

-H V A '-'"(a — [3) sin[( p -h i) g + i' g' + («"— i)co+ i"u'],

-l-oo

S, -■= ^ pk{i'\a H- |3) cos[(/> -H <)o -+■ f+i)« H- «"'co']
-H 00

P^~p)(a ~ P) cos[(yj -h i)g -H t'^'A- («" — i)co -i-

A-oo'

S2 - V p1\<i'l(a -I- (3) sin [(y? -1- «)£• + t'#'A («" A- i)co -4- f'"co']

A- oo

—^y>2A(-'') (a _ p) sin [(/)+ i)g + i'g'-h i) co H- «"'co'].

Hansen a pu déterminer les coefficients numériques du développement de s-,
en comparant avec ses Tables, il ne se trouve pas de différence atteignant o",o5.

155. Développement des perturbations de la réduction à l'écliptique. —

Nous partirons de la formule (96) dans laquelle nous pourrons réduire le déno¬
minateur à 1 ; l'expression (90) de x donnera à fort peu près

itr;H COS(J -+- J0) = 2 COS2 J0;
il viendra ainsi

L = -+- II H- p — s
lan!ïJ„cos( f-t- co) a®) /- •. .ç® . /- N

5-5 Ar-j-cosf/A co) r sin(/A co).cos213„ 2cos3J„ w 7 2 cos J0 w 7

En remplaçant ®, ®> et s par leurs valeurs (99), (100) et (101), et mettant g
au lieu de /'dans les termes de l'ordre le plus élevé, il vient

langjft cos (/a- w)
(102)

L — [j. -1- Il A p — s - cos213„

-i- j (<3P2 — <3Q2) sin2 ( g a- co) ôP ôQ cos2 ( g a co).4 2

L'avant-dernière des équations (90) donne ensuite

n a- 9 a- 3N - ôK = cos j0-a cos J N ÔR
] h- cos(J + J0) '
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d'où

n + 9 =
j + Jo

COS

CIIAl'ITRE XVII.

2 sin — sin - ôN 4- 2 cos — cos - ôK ).
22 22

En remplaçant 2 sin - oN par §P,-et oK par son expression en fonction tie oP
et de o2K, il vient

114-0:
COS

J 4- Jn
Jo ( Jo J ^tana' — cos cos - oP -1- 2 cos
2 V 2 2

s2 i"- 3,K"J
ou encore, en vertu de la relation (98),

. Jo
2C0S- —

n = - 0 4- - sin2 - ÔPÔO h T-
2 2 COS Jo

02 K,

où le terme en SPoQ est absolument négligeable, à cause du facteur sin2
On a ensuite, par les formules(95) et (102),

[j. = f -Su .4- R,

L = 7+ co — 0 4-/1 4- R — s !jBgj«_C0S'(7 +f") + 1 (âp-i _ ÔQ>) gin2(5-4-«)J 1 cos2 B0 4

2 cos2
—

- ôP ôQ cos 2 (g + to) 4 ô, K.
2 cos J0

Si l'on se rappelle les. relations
0 -- n ( x 4- n ) t 4- N„ — K„ —

(j) — n (7 -t- a — n ) t 4- N0 -1- Kc,
on peut écrire enfin

J, = / 4- II0 4- p 4- R - - s
tangJ,, cos(/ 4- m)

i — sin2J0 sin2 (/4- «)

-i- -j (ôP2 - - ôQ2) sin 2 (g 4- «) — -- ôP ôQ cos 2 (g -t- to)

il0 — 2 K„ -4 7i' 4- n (y — 2-1) ) t,

2 COS2 Jo

(io3) {
COS J 0

î,K,

tangR 1= —

tang2 — sin 2 (/+ w)
J __ :

i 4- tang2i7cos2(/-t- M)

1J0 est la longitude moyenne du périgée lunaire, et R la réduction usuelle
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l'écliptique. Hansen trouve que l'ensemble des termes en SP2, oQ2, SPoQ et o2K
se réduit sensiblement à

— o",4o sin2« - i",20 sin(i-g'-t- 2to') — o", 285 sin (ig — (±g' -+- 2to — 4«') •

Dans ses Tables, il a, par inadvertance, employé le coefficient -ho",335 au
lieu de — o",285, d'où résulte une correction de — o", 620. Pour tenir compte des
termes négligés qui dépendent de dp', dq' (voir p. 342), il faudrait encore, dans
(io3), ajouter à s et à S2K des corrections dont l'ensemble donnerait

-h 2QÔP — — o", 25o cos(ô -h 173°).

Ces corrections sont nécessaires pour retrouver le coefficient de cosG dans
l'inégalité de la longitude qui provient du déplacement de l'écliptique et que
nous avons déterminée plus haut (p. 164), car Hansen n'a déterminé que l'iné¬
galité correspondante de nSz.

Dans le reste du Tome I de la Darlegung, Hansen traite :
Des inégalités occasionnées dans le mouvement de la Lune par la figure de la

Terre, ou par celle même de la Lune;
De la très petite influence de la masse de la Lune sur le mouvement du

périgée ;
Et de l'influence des planètes sur les mouvements du périgée et du nœud de

la Lune.

Nous n'insisterons pas sur ces points secondaires, dont quelques-uns d'ail¬
leurs ont été examinés dans le cours de cet Ouvrage.

Dans le Tome II de la Darlegung, Hansen s'occupe des inégalités qu'il n'avait
pas encore considérées, notamment des inégalités à longue période et de l'ac¬
célération séculaire. 11 introduit un nouveau principe relatif à la variation de
certains éléments, dont le développement nous entraînerait trop loin. Nous
aimons mieux donner dans le Chapitre suivant une méthode claire et complète
pour déterminer les inégalités à longue période; quant à l'accélération sécu¬
laire, nous avons déjà présenté son calcul en détail.

156. Comparaison entre Hansen et Delaunay. Les Tables de la Lune,
imprimées en 1867 aux frais du Gouvernement britannique, sont fondées sur la
théorie qui vient d'être exposée. Mais la forme des perturbations adoptée par
Hansen rend difficile la comparaison de ses résultats avec ceux des autres
astronomes, qui ont calculé directement les perturbations de la longitude, de la
latitude et du rayon vecteur de la Lune. Il est vrai que Hansen lui-même (Darl.,
t. I, p. 439-459) a entrepris de comparer ses perturbations noz à celles qui se
déduisent, par une transformation convenable, des perturbations de la longitude
vraie, obtenues par Damoiseau et par Plana. Mais cette comparaison n'est pas
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faite d'une manière très rigoureuse; elle a été reprise, pour les théories de
Hansen et de Delaunay, par M. Newcomb, en r868 et, d'une manière beaucoup
plus complète, en 1880. Nous avons déjà eu l'occasion de mentionner (p. 112
et 23G) le travail de M. Newcomb, auquel nous avons emprunté quelques résul¬
tats numériques; il convient d'y revenir maintenant pour expliquer en peu de
mots la nature de la transformation qu'il a fait subir aux formules de Hansen.

Ainsi qu'on l'a vu plus haut, Hansen détermine la perturbation noz qui
s'ajoute à l'anomalie moyenne g; l'anomalie troublée

nz — g H- n oz

sert ensuite à calculer l'anomalie vraie/par l'équation du centre

/ 1 5 \ .

_/ nz -+- ie— ^ es + — ea j sin/is + . . .,

en faisante = 0,0549008, et la longitude vraie L s'obtient par les formules (io3)
sous la forme suivante

L — ~f -+- II0 +R + R',

où R est la réduction à l'écliptique

R = — tang2 -- sin 2 (/ -+- w) -h tang4^sin4(/-l- «)

tandis que R' comprend, sous le nom d'inégalités de la rédaction à l'écliptique,
les termes

R' = — 5tangJ0cos(/-t- «) [i -h sin2Jusin2(/+- w)J
— o", 397 sin 2 co — 1", 198 sin (2/-+ 2 w') —- o", 28a sin (2^ — 4g'+ 210 — 4«').

La latitude se calcule par la formule

si 1113 = sinJ0sin(/ + to) -H s,

en faisant J0 = 5°8'48".

Les perturbations noz et a sont des fonctions explicites de g, g', to, to'. Pour
obtenir sous la même forme l'expression de L, il faut mettre g 4- noz à la place
de nz et développer d'abord les sinus des multiples de nz, puis les sinus et
cosinus des multiples de f 4- to, suivant les puissances de noz. Après avoir
substitué pour e et Ju leurs valeurs numériques, on trouve

L — L0 -1- L,. n oz -f- ij, (/101!)" + ...,
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où

l»— g + n0+2263g",676 sin.ç- -+- 776",269 sinig 4-. . .-t-ss0,
iq ■= i'-t- o, 109760 cos,"' -1- 0,007027 cos 2 g +... 4- ss,,
lo — — o,05488 sing- — 0,00703 sin2^ — . . . 4- ss»,
l3 — — 0,0183 cosg' — 0,0000cos—...,

en désignant par S0, S,, S, les coefficients de développement du premier terme
de R', qui sont des fonctions de g, co, et qui seront multipliés par s.

Après avoir réuni, dans un premier Tableau, les valeurs de nSz, (nos)2,
(nSz)3, ..., M. Newcomb donné (Table II), le résultat des multiplications et
des additions par lesquelles s'obtiennent les coefficients des sinus dans l'expres¬
sion finale de L. On trouve

l = g 4- h04- 22687",i5o s'ntt + 768", 858 sin 2 g ■ h . .

Mais il reste à réduire les deux théories en question à un système uniforme
d'éléments. Les valeurs de l'excentricité e et de l'inclinaison ,T0, employées par
Hansen dans le calcul de ses perturbations, diffèrent un peu de celles qu'il
adopte dans les Tables, à savoir

e — 0,0549081, j0— 5°8'4o", o.

Le coefficient de sing- devient dès lors, pour les Tables, 4- 22 64o",i5, tandis
que Delaunay adopte le nombre trouvé par M. Airy (22639",06). M- Newcomb
a pensé que le plus simple était de s'en tenir à l'excentricité des Tables et au
coefficient de 22 640", 15 qui en résulte; on a donc multiplié par le facteur
1,000133 les coefficients théoriques de Hansen qui dépendent de e, par 1,000265
ceux qui dépendent de e2, et ainsi de suite. Pour la théorie de Delaunay, le fac¬
teur de réduction de l'excentricité e devient r ,000048.

Pour l'excentricité e' de l'orbite de la Lune, Hansen et Delaunay ont adopté
le même nombre, si l'on tient compte de la différence des époques (Hansen,
0,0167923 pour 1800; Delaunay, 0,0167711 pour i85o); il faut seulement
appliquer la petite correction nécessaire pour réduire les coefficients à la même
époque.

Il y a enfin toute une classe de termes, les termes parallactiques, dont les
coefficients dépendent de la valeur adoptée pour la parallaxe du Soleil. Or,
Hansen trouve (Darleg., t. II, p. 269) que ses coefficients théoriques doivent
être multipliés par i,o3573 pour satisfaire aux observations et qu'ainsi corrigés
ils correspondent à une parallaxe de 8", 9109. Il s'ensuit qu'ils reposent primiti¬
vement sur une parallaxe de 8",6o85. La valeur adoptée par Delaunay est de
8",75. Pour réduire les deux théories à la parallaxe de 8",848, il faut multiplier
les coefficients parallactiques de Hansen par le facteur 1,02780, et ceux de
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Delaunay par 1,01120. Ces derniers doivent, en outre, être multipliés par le
facteur -—- = l-, en faisant, avec Hansen, la niasse de la Lune éffale à ■1-1-0-81 G 80

Les coefficients numériques ainsi obtenus, et réduits à un système d'éléments
bien défini, forment la Table III de M. Newcomb; nous les avons reproduits en
partie (p. 112-11 5). M. Newcomb ajoute, dans une dernière colonne, les coeffi¬
cients de Delaunay, modifiés parleurs compléments probables, dont il a été déjà
question plus haut (p. 236). On a vu que les écarts entre les deux théories sont,
en somme, peu sensibles.

Le coefficient de l'équation parallactique devient, chez Hansen, — J25",43.
Le résultat de Delaunay, corrigé de deux manières différentes par des complé¬
ments probables, serait —127",24 ou — i27"o8; en le multipliant par ~ et
1,01120, on aurait — i25",49 011 ~~ i25",33. De son côté, Pontécoulant trouve
122", 38, avec une parallaxe de 8",6322; son coefficient, étant réduit à la paral¬
laxe de 8",848 par le facteur i,o25o, devient 12.5",44- L'accord est donc ici très
satisfaisant.

Pour la latitude B, M. Newcomb forme, d'une manière analogue, d'abord
l'expression de sinB, puis celle deB. La comparaison des coefficients de Hansen
avec ceux de Delaunay est donnée dans la Table IV. On s'est dispensé d'appli¬
quer ici les petites corrections qui résultent de la différence des valeurs de J0,
impliquées dans les deux théories.

D'après Delaunay, le coefficient de sin(g--4- ai), dans l'expression de la lati¬
tude, est -+-18 461", 26. Les formules de Hansen, transformées par M. Newcomb,
donnent -4- i8463"248. Quant aux Tables, la valeur adoptée pour J0(5°8'4o")
étant de 8",o plus faible que celle qui entre dans les expressions théoriques,
elles donneraient aussi un coefficient plus faible de 8", si l'expression de s ne
renfermait aucun terme en g-h co. Mais cette condition n'est pas remplie, car
Hansen a laissé subsister dans s le terme

-t- 2",705 sin(/-i~ to) — + 2",706 sin(g- -h to) — o",i49 sinto -t- o",i^q sin(2£- to),

qu'il a fait disparaître plus tard (Darleg., t. I, p. 438), et il ajoute encore le
terme

-H 3",70 sin(£- +C0),

qui paraît provenir de la correction empirique, fondée sur l'écart supposé entre
le centre de gravité et le centre de figure de la Lune. La différence entre le coef¬
ficient théorique et celui des Tables se trouve ainsi réduite à 8", 10 — 6", 4 = i",6,
et l'on peut admettre que le coefficient définitif de sin(g--+- w) est -+-18461 ",63
pour les Tables de Hansen. Pour y ramener les deux théories, il suffirait de
multiplier les coefficients de Delaunay par t,00002, et de diviser par 1,00009
ceux de Hansen.
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Dans une dernière Table (Table Y), M. Newcomb a réuni les coefficients de

l'expression du sinus de la parallaxe, d'après Hansen, Delaunay et Adams. Les
coefficients de Hansen ont été obtenus en développant la formule

D i -h e cos /' ( i , \
sui p — i — w -\— w- — ... ,'

a i — e2 \ 2 )

où log H = 8,217013g. La constante de sin/» a les valeurs suivantes :

Hansen. Delaunay. Adams.

3422", 09 3422", 7 34'22", 32

En tenant compte de la différence des données, la constante d'Adams se
réduirait d'ailleurs à 3422", 12 : elle coïnciderait donc, à très peu près, avec celle
de Hansen; et il est à remarquer que l'accord est presque parfait pour tous les
autres coefficients.

T. - m. 47
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CHAPITRE XVIII.

CALCUL DES INÉGALITÉS PLANÉTAIRES DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

157. Dans le calcul de ces inégalités, on est conduit à considérer quatre
corps, la Lune L, la Terre T, le Soleil S, et une planète P. Soient

x;, y, z, r — \Jx2 -t-y2 H- z'- les coordonnées géocentriques de L,
x\, y\, z\, r\ — \jx'2 -t- y'2 -hz'2 les coordonnées géocentriques de S,

•/]), 'C,, D{ = \j\ 1 -h y)^ + q les coordonnées géocentriques de P,
x",y", z", r" — \Jx"- -+- y"'1 -t- zles coordonnées héliocentriques de P.

L'une des équations différentielles du mouvement est

cl1 X u x , x\ — x . x\
âjy + TV = m 1 1 - jA' r/ „/ \g» . /../ . /_/ -N9T2 1

(O
-/)*+(<-=)2r

\\ — x » Il

où p., m! et m!' désignent respectivement la somme des masses de la Terre et de
la Lune, la masse du Soleil et celle de la planète, en y comprenant le facteur f.

Il convient d'introduire le point G, centre de gravité de T et de L, et les
coordonnées x', y', z, / = \/xr2 -\-y'2 + z'- du Soleil, rapportées à l'origine G.
On trouve immédiatement

(2) x[ =x'+ax, y't—y'-hcry, z't=z'+az,

en désignant par <7 le rapport de la masse de la Lune à la somme des masses de
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la Terre et de la Lune. On a ensuite

£, — x\ -+- x" — x' -+- x" -f- ff x.

Si donc on pose

iE=x' + x", -0=7' + /', ? = *'+«',
I £2+7)=+Ç2i>2,

on en conclura

(4) h— Z + ffX, ■nl = n + ay, Ç, = Ç-\->jz;

Sj, 7) et '( seront les coordonnées do P, rapportées à l'origine G.

Si l'on a égard aux relations (2) et (4), et si l'on remarque que y] et 'C sont
indépendants de x, y et z, on trouvera, en partant de (1), que les équations
différentielles du mouvement peuvent s'écrire

d'.x JJ.X m' dR"

dë + 7* dx dx '

d2 y p-y dR' dR"
dt2 ' r3 ày

+
ày '

d2z f13 dR' dR"
~dë "h r3

"

dz
+ dT'

en faisant

-^R'-

T

C7 \J(x< + axf 4- (7' H- ay)2 -h (z1 -+- <75 )2

-r» R"= ■
m" (1 — a) \J[l — (i— a)xY + [71 — (1—- ff )fY -i- [Ç — (1 — a) s]2

1

17m£yê- ax)2 4- (ti 4- ay)'1 4- (Ç 4- az)2

R' est la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune, qui répond à l'ac¬
tion du Soleil, tandis que R" correspond à l'action de la planète.

Si l'on pose

( xx'~-yj' + zz'-- rr's',
j x\ +77) 4- zÇ = /TV,
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les expressions précédentes de R' et R" deviendront

R' =
m

(1 — 0')r'\JI-2S'(I —(7) p + (i — ff)sp5 ar'\J' +
— R' =

. // 1 *■
m j rz / ,.2

( 1 — o- ) D y, 1 — 2s"(i — cr) jy 4-(i — a)2 jp cri) y/ [+2,c"(7 ^ H-ff2 jjj

D'où, en développant suivant les puissances des petites quantités p et
et omettant les termes en —, et parce qu'ils ne dépendent pas de oc,y, z,

'

R'=(!s'2-0^ +--"m■

m'

r°

Remplaçons enfin s' et s" par les deux valeurs (5), el nous trouverons

/ i 3 (xx'-hyy' 4- zz')- 1 /,2
l m' 2 r° 2 r'3

(6) ' T5 (xx'-\-yy'-ysz'Y 3 (xx' 4- yy' 4- zz') r-2"
+ (i — 2ct) 1|~5 (icx'4- yx'-

L2 rn

(7)

j_ R„ _ 3 (xfr+yn + ^g)2 _ i
m" ~ 2 D5 2 D3

r -\\ 5 (■»? + Va-1--Ç)3 3 (cci; + yn 4- sÇ)''2
+ (I 2!7)

2 D' 2 J)5 ]
On remarquera que le calcul précédent, en ce qui concerne R', avait déjà été

fait (p. 184 et 185 de ce Volume).

158. Les termes de la première ligne, de R' ou de R", sont de l'ordre de
ceux de la seconde ligne de l'ordre de —, > —o a'"

M. Hill a indiqué (American Journal of Mathematics, t. VI) un mode de dé¬
composition de la première ligne, qui a l'avantage de séparer les coordonnées
de la Lune de celles de l'astre perturbateur, et de faire discerner tout de suite
les termes utiles pour la recherche d'une inégalité donnée. M. Radau a appliqué
le même principe aux termes de la seconde ligne (Annales de l'Observatoire de
Paris, Mémoires, t. XXI). Nous emprunterons la plus grande partie de ce

Chapitre à l'important Mémoire de M. Radau.
En supprimant les facteurs i — 2cr, ..sauf à les rétablir quand ce sera né-
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inégalités planétaires du mouvement de la lune. 373
cessaire, on tire aisément des formules (6) et (7) les développements suivants :

(8)

1
r>>_ 7'2~" 3s2 ^ 1 3 z'2\ i a x* — y- xn — y'2 i 0 x'y' 0 xx' + yy'

m' 4 \r'3 T'5 ) ' 4 r's~ y~~pï + /-'6
3 .

fw . /1 5s'2\ 3 r2 — 5s2 / 3 5s'2\
H- g (** +7/ )(r2-5s2) - --j + «' ^ jjr. - -pr)

5 (a;3 — 3a?y2 ) (a;'3 — 3a;'y'2) h- (3 y#2 — y3) (3 y'a;'2 — y'3)
+ g ' r"

r5 (a;2'—y2){xn— y'2)ss' Kxyzx'y'z'4- i5 —:—;

(9)

4 r"

+ 3^+/„)(,_5,)(i. _w)+.cî^(è_g)
5 (a;3—3a;y2)(43—3£yi2) -H (3_ya?2 — 73)(3ï)^2—y]3)+
8 " \y

i5 (a:2—y2) (^2 —n2)sÇ _ xyz\r{Q
\ 4 ; ïf +x3—d^"'

159. Soient maintenant w l'anomalie, v = g- + m l'argument de la latitude
de la Lune, i l'inclinaison, y = sin(U", h la longitude du nœud; nous pouvons
poser

I QQ
- — (1 — y2)cos(e + h) y2cos(e — A),

(10) <[ — = (1 — y2) sin(e -y A) — y2 sin( e — A),

—

<2y \J 1 — y2 sinc.

Nous pourrons le plus souvent faire abstraction du déplacement de l'éclip-
tique et prendre z' = o. Soient alors V, Y" les longitudes de la Terre et de la
planète P dans leurs orbites, et

V' = e' + h', V" = e" + A",

h' et h" étant les longitudes des nœuds; en faisant y"= sin^f", et se reportant
aux formules (3), on aura

(11)

x' — — /•' cos V', y'= — r'sinV',
\ — — /•' cos Y' 4- r" cos V"-t- 2 y"2/'" sin A" sin e",
n == — /•' sin V' -+- r" sin V" — 2y"2r" cosA" sine",
Ç— 1 r"y" \J 1 — y"2 sine",
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ou bien

l — — /■' cos V' + ( 1 - y"2 ) /•" cos V" H• y"2/•" cos ( 2 /1" - V"),
(12) li1= — r' sin V' 4- ( 1 — y"2 ) r" sin V" 4- y"2 r" sin ( 2 h" — V" ),

Ç — 2 r"(y"- A y"3) sin ( Y" —Ji").

En se reportaut à la signification (3) de D, on trouve

])2= + rn- 2r'r"(i — y"2) cos(V' — V")— 2/-'/-"y"2 cos(V'"+ V"— 2/1"),

ou bien
D2— I)2 -h 4 y"2 c'c" sin (Y' — h") sin (V" — h"),

en posant

(13) D2 = 7-'2 a- r"n- — 2 /•' /•" cos ( V' — V" ).

On en déduit ce développement

2 p y"2 /■' /'"si n ( V' — h" ) si 11 ( V" — h" )I I>" Df or2
( 171 )N ' ' 1 -

-

. ,//2

= ^ + ^,1/' Ccos ( V' + V"- 2 h" ) - cos ( V'- V" )] + ....

Nous pouvons maintenant nous servir des formules (10) pour exprimer en
fonction de r et v les combinaisons des coordonnées x,y, s qui entrent dans les
divers termes de R' ou de R". Nous trouverons pour les termes do la première
ligne, en négligeant désormais y5,

I r-'-Zz* 1 — 6ys-+-6y> 3 ''

—475— :r -7 H- - y2 ( I ~ 7' ) COS 2 V,
3 xi y- 3 3 3
J ——' ' J (1 — f? cos (2 r H- 2 h ) H- y y4 COS ( 2 c — 2 A) h - y2( i — y2) COS 2 A,

(i5) {
3 «3? y 3 3 3
- ~

? (i — y2)2 sin (2c + 2/ï) — j y'' sin( iv — 2 A)4- - y2(i — y2) si 112/7,

3—=4-3y^i — ^y2^ sin ( 2 c 4- /7)+ 3 y3 sin (2 c — h) — 3 y ^ y2^ sin /7,
3 — — — 3 y ^1 — y y2^) cos (2 c ^ '0 + 3 y3 cos (2e — /7) 4- 3 y ^1 — ~ y2^ cos/7.

Pour les termes de la seconde ligne, je renvoie le lecteur au Mémoire de M. Ra-
dau.

Il faut maintenant substituer dans R" les valeurs elliptiques de r, v, r', V'= v',
r", V"= v" h". Cette opération comprendra trois parties que nous allons con¬
sidérer successivement.
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160. Développement des quantités r'1 — 3^2, x- -y-, xy,xz, yz, qui se rap¬

portent uniquement à la Lune; nous omettons, pour plus de simplicité, les
expressions du troisième degré en x,y, z, qui ont trait à la seconde ligne deR".

On atteindra rapidement le but au moyen des relations (i5) et des formules
suivantes, qui sont bien connues,

i -f- - e2 — (ie — -7 eA cos l — - e~ cos'2 l — \ e3 cos3l —.. .,
2 \ 4 J 2 4

^i — ~ e-^J cos(2g -+- 2l -h a) + e cos(ig -+- 3 / -+- a.)
— 3e cos(2g- h- l -h a) +■ 'je2 cos(2 g -1- a)

—

-y e3 cos ( 3 g — l -h a ) +... ;24

a désigne une constante à laquelle on devra attribuer les valeurs

o, ±2/1, ±2 h — 90°, ± h, ±h — 90°.

On trouvera aisément, en désignant par L la longitude moyenne, h 4- g h- /,

/■2 — 3 s21= ^ A e'c cos kl H- y2 ^ B ek cos ( 2 L — 2 h ± kl),

x'A—y2~^ Aekyn cos(2L — 2<l -h 2ih ± kl),

où idoit recevoir l'une des valeurs o, 1, 2; xy est donné par une expression de
même nature, dans laquelle les cosinus sont remplacés par des sinus. On trouve
ensuite

xz -=z ^ A y2'-1 ek sin ( 2 L — 2 IL-h 2 ih — h zt kl),

où i doit recevoir les valeurs o, 1,2; yz s'en déduit en changeant les sinus en
cosinus.

161. Nous passons maintenant aux développements des quantités (?, ç'2— ■/]-,
%-q, H'C, q'Ç, qui contiennent les éléments elliptiques de la Terre et de la pla¬
nète P.

On tire des relations (12)

Ç2 = 2 y"2 ( i - - y"2 ) r"- [ 1 - cos ( 2 V" — 2 h" )],

£2— ï)2r= r'2 cos2 V' h-(i — y"2)2 r"- cos2 V"-+- y"4 r"2 cos(4/i" — 2 Y")
_ 2(1 — y"2 )/•'/•" cos ( V'+ V") — 2 y"2 /■'/•" cos (V —V" + 2 h")
-h 2y"2(l — y"2)/'"2 c0s2 h"-,

r

a2

(16)

v

—5 cos ( 2 p h- «)■-
a- v
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on obtient 4- 2^7] en changeant les cosinus en sinus

%'= - y" ^ - i y"^j r'r" [ sin (V' + Y"- h")'— sin ( V' - V" 4- h")]
-h y" ^1 — ^ y"2 \ r"2 [sin (2 V"-— h") — sin h"]
-H y"3 r"2 [sin h" - sin ( 3h" — 2 V")] ;

on obtient — ïj'( en mettant des cosinus au lieu des sinus.

11 convient d'écrire

V' + V*=(V'— V")4- 2 V".

On remplacera ensuite r", Y", r' et Y' — V" par les développements

--=14- - e"2 - e" cos l"- - e"2 cos2 ,a' 2 2

V" = L" 4- 2 e"sin/" h- ~ e"2 sin 21" 4- . ■,
4

r' 1 1

-7 •= i 4— e'2 — e' cos V — - e'2 cos 2 /' 4-. ■ •,
ai 2

V' — V" — L' — L" -H 2 e' sin l' — 2 e" sin l" h- y e'2 sin il1 — - e"2 sin il" -h....4 4

On en déduit sans peine

- Y)2 = V Ayni e'k'e"*" cos[2L" — 2i'L"h-./(L'— L") 4- iih"±: k'l'± k"l"\,

= V Ay"2,±1 e'k'e"k" sin[2L"— 2tL" 4-/(L' — L") 4- 2 jA" — h"± k'l'± k"l"],

où i doit recevoir les valeurs 0,1 et 2.

162. 11 nous reste enfin à développer les quantités •••> ce qui
fera au moyen des formules (i3) et (i4)- La première donne

=1 .= - B^,0> 4- By ' cos (V— V") -h By cos ( 2 V' — 2 V" ) 4-,D0 2

où les coefficients B^n), B^', ... sont des fonctions homogènes de r' et de r".
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On en conclut, aisément

3/7

~ =V Ae"'V'*"cos[y(L' - L")± /c'/'± A"/"],.
u0

et, en se reportant à la formule (r4)>

=2 Ae'*'e"*Y"+,i'cos[/(I/— L")± *'/'± *"*"+: 2/(L"— A";].

On aura, finalement, pour ce qui provient de la Terre et de la planète P, dans
chaque argument, la portion

± k'I'dz k"l"± 2i(L"- h")-hj(L'— L"),

avec le facteur g#e"k"Y2i+2i'.
On est à même maintenant de trouver la forme des divers termes qui figurent

dans le développement de la première ligne de l'expression (9) de 11", et d'ob¬
tenir en même temps leur ordre. Considérons, par exemple, la portion

„ x2 — r2 -- "G2
3—4'- H-

En prenant dans x2 — y'1 les arguments 2L, 2h, 2L — 4h, et dans \2 — -/)2 les
arguments 21" et 2A", 011 trouvera les divers arguments ci-dessous, en regard
desquels on a placé les puissances de y, y", e et e" qui les accompagnent, en
remplaçant en même temps L par g 4- Ah- l :

ig + ih + il—il", 1,

2^4-2/14-3/—il", e,

1 g -+- ih 4- / — il", e,

lg-\-ih-\-ll—ih", y"2,
ig-\-ih —il", e"-,
ig-\-ih—/ —il", e2,

2h —il", . .., y2,
2 h zt / — il", ..., y2e,
ih±il — il", . . ., y2e"-,

2g — ih 4- il ■ il",
2g—2h 4- /—2/", y4e,
ig — ih — il", y''e2,

T. — III. .',8
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3;8 CHAPITRE XVIII.
On trouvera, dans les pages 10, 11 et 12 du Mémoire de M. Radau, des expres¬

sions analogues pour les huit termes composant les deux premières lignes de R",
et ce Tableau permet de fixer rapidement l'ordre du coefficient d'un argument
quelconque.

Cherchons, par exemple, le coefficient de l'argument

2 -t- 2 /i h- 3 /' — 21".

En faisant abstraction de la différence l' — /", il se réduit à

2 g -+- 2 h -f- l" — ( 2 g -t- 2 h — 2 /")-(- 31".

Or, dans notre Tableau, l'argument 2g -+- 2h — 2/" a le coefficient e2 ; en ajou¬
tant 31", on introduira le facteur e"3 ; mais 011 peut écrire

31"— 3V — 3(V — 1") — 2VH- l"- 1 (i- /") =;'+,/»_(/ — i").

Donc on aura, pour le facteur principal de l'argument proposé,

e2 e"3, e-e"1 e\ e2 e"e'2, e2 e'3.

On aura aussi eV^"2 et e2e'y"2, en combinant avec 31" ou /'+ 2/"— (/'— /")
l'argument partiel 2(L" A").

163. Il s'agit maintenant de considérer surtout les arguments dans lesquels
le coefficient du temps est assez petit, de façon à donner des inégalités sen¬
sibles. M. Radau a donné à ce sujet un Tableau très complet (p. i3-i6 de son
Mémoire), dans lequel il représente par

M*, V, T, M, J, S, U,

les longitudes moyennes de Mercure, Yér
Uranus. Voici d'abord les mouvements
celles de l, L, h, g, ... :

Lune.

/ 47°33,97
L = g-hA-t-l 47434,90
h

s -+-591,69
to— g+h -t-400,92

8 —h -1-782,46
J + 3 h -1- 19,38

us, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne et
diurnes de ces longitudes, ainsi que

Planètes.

M* 14732,42
V 5767,67
T 3548,19
M 1886,52
•1 299, i3
S 120,45
U 42,23
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J'extrais du Tableau de M. Radau les données suivantes :

Ordre. Coefficient. Argument. Mouvement diurne. Période.

0 i — T-i- V -4-2219,0 i"",()o (Hansen)
0 i — al + îV -4439,0 o,So (Hansen)
1 e' — 3T-hnV -H 890,76 4,°
5 —13T - 8 V '4,85 239 (Hansen-Delaunay)
3 y"2e /-t-i6T —18V - i3,oi 273 (Hansen-Delaunay)
2 e2 2 m — 2.1 2o3,58 17,4 (Neison-Hill)

5 «'e'3 L 2.4T -aoM -t- 8,63 4'o (Neison-Gogou)
8 —y-ee'3 g--3rh -+- 19,38 183 (Laplace-Poisson

6 T<"ea" g — 'xi — 540

M. Radau a compris dans sa liste quelques arguments à période relativement
courte, qui ne renferment pas d'éléments lunaires, mais seulement les longi¬
tudes L/ et L". Leur importance vient surtout de l'action indirecte que les pla¬
nètes exercent sur la Lune, par les perturbations du mouvement de la Terre,
en ajoutant à r' et Y', dans R', des inégalités où figurent les longitudes L", dé¬
signées plus haut par les lettres Y, M, J, ....

1G4. Il nous faut dire maintenant comment se calculent les inégalités de la
longitude de la Lune qui dépendent des arguments considérés.

La substitution des valeurs elliptiques des r', r", Y' et V", dans les diverses
portions de la fonction perturbatrice est souvent très laborieuse. On peut la
déduire directement d'une formule générale donnée par M. Radau.

Soit proposé de développer suivant les cosinus des multiples de L et L'(nous
mettons pour abréger L et L' au lieu de L' et L"), l'expression

3 cos (A -h iV + t'V'),

où s représente une fonction de ret r', et A une constante. En se bornant aux
termes du troisième ordre en e et e', on doit remplacer r et V par

r = a I" 1 -t- - e2—(e—EeAcosZ— - e2 cos21 — ^ e3 cos3 L ,

L 2 \ 8 ) 2 8

V = L -h (2e — de3) sin l -H y e2 sin 21 -+- — e3 sin 31,
\ 4 / 4 m

r' et Y' par les mêmes expressions dans lesquelles on accentue toutes les lettres.
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On aura recours à la série de Taylor qui donne

== C 4- a
dC
ôa

àC.
lia'

e- — (e — g e3 ) cosl-
IL'»

1 2rPCH a- -y-z2 ôa1

ë - — | e'— ù | cos. .. j
- e2 — ( e — k e3 ^ cos l — ...

cos(A + «V-t- t'V') = cos0 — sin0 sin l- ■i1 [ 2 e' —

^ e'3 I sin l' + . ..

où C désigne ce que devient e quand on remplace r et iJ par a et a', et

0 = A-I a. i /'i;.

On trouve finalement

S cos(A 4- «V 4- i'V')
= IIocos0 4- Ht e cos(0 4- l ) -r- H2 e- cos(0 + 11) 4-H3e3 cos(04-30

h- FF, e'cos(0 4- l') H; ee' cos(0 4- l 4-/') -h H'3 e2e'cos(0 4- 2 /4- /')
4- 4-HJe'2 cos(0 4-2Z') 4- H'^ee'2 cos(0 4- /4- 2 l')

4- 4- H'3 e'3 cos(0 4-3/')
4-

Nous n'écrivons pas les termes analogues où / et l' sont remplacés par — /
et — /', car les coetFicients correspondants se déduisent des précédents en y
changeant respectivement i en — i, ou i' en — i'. Il ne faut pas oublier d'ail¬
leurs que, pour 0 = o, les coefficients qui suivent II0 sont doublés parce que
cos(— /) coïncide avec cos/.

On verra aussi que H'lt H", II3, H™ se déduisent respectivement de H,, H2, H'3
et H3, en permutant a, e, i en a', e et i'.

Posons

r, , <r-c= aa

c,=
OC

a ;
ôa C2 , <r- c

a
ôa2 '

C' - , OC
a

ôa' ' C" ,.<?SC
~a

da'*' ôa <Ja'

mais en désignant par ■■■ coque deviennent^; • pour r = a et
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r' — a'; la distinction est importante si © contient a ou a'. Nous trouverons

H0 = G -h e2 (~ PC 4- I C, 4- y C,) 4- e'2 C- t'2C 4- i C'4- ~ C") ,

it _.y 1 r. , „2 f l'(1' + 0(4« + 0 r , 0'"t"') (4 « 4-3) , i—in ' n

2 1 e L~ ~ 8 L~: Ï6 Li+~~8~ L*~ T6L
+ [- f (|C-I c.) + i C' -1 c; + I c- -1 c;].

h; = te - e + «• [- c (te-i c) -i- c; + \ c. - J c;]
-h e'2 —

I" zv(/' !- 0(4P4- i) r , (t'4-i)(4t"4-3) G- i t
[ 8 16 8 16 J

.4 i 4- 5 2('+i i
"2 t ""g Vi * ^ b! -i- g li2,

h; ---r. wc - - (ic 4- «'c, ) 4- ' c;,
2 q.

O 4 o

. 4i2 4-15 i -IST 3 r 412 -4 91 4- 3 r ( + i r ii — G Tg G, + -g- G, - ^

h; =4£^ (.'c-le)-î£i ((Ci— ( c;) - J (ce,- j c;),
h; =^(<c-1 c,) - '44 (<e —i c.) + i (.■ e - 4;).
H„, _ j7 4 i'- 4-15 tv -u 13 c _ 4 i'2 4- 9t" 4- 3 c, + / 4- t c„ __ _T_ c,„3 24 16 8 48

Pour le calcul des quantités C, C(, ... qui sont des fonctions homogènes de a
et a', il convient d'introduire le rapport

a'
a. — — >

a

que nous supposerons toujours << ide sorte que a représente la distance
moyenne de Mars et de Jupiter eta' celle de la Terre, ou bien a celle de la Terre
et a celle de Mercure ou de Vénus. On suppose encore

S - 7"/(',;)> C =/(«).
On trouve immédiatement
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mais les dérivées C,, C2, . .. relatives à a dépendent de l'exposant n. On trouve
aisément

dr rn \r J rn r J \r )
, d20 . °n j.( r'\ a'1 r' . ( r'\ a'1 r'1 ( r'\

d'où
— - Ci - /IC -t- O,

-c; = (« -i-1) c -t- c,
— c; = (« + 2)c^c*,
-T Ci — ft (w 1 ) C + 2 ( /M- l ) C + C",
+ Cj = (« + l)(ft + 2)CH-2(« + 2)C'+ C",
— C3 = n(n -f i)(n + 2)C + 3(ft + i)(n — 2)C'+3(« + 2)C'+C"',

On aura surtout à attribuer à n les valeurs 3 et 4; il est facile de trouver les
valeurs correspondantes de C,, C,, ... et de les porter dans les expressions gé¬
nérales des H0, . H". Nous ne reproduirons pas ici le résultat de ce calcul
très simple.

165. Nous avons quelques indications à donner sur le calcul des quantités
— Nous introduirons les quantités

1>7" = (i — 2 a cos 9 -+- a2)-"' = ^ b° -+- b} cos 9 4- b$ cos 2 0 -h. ..,

en supposant a < i, et écrivant pour abréger b's au lieu de b'f. M. Radau a in¬
troduit les combinaisons suivantes des b,

/ a ht — bi — oib'-i,
b's — a A b[rl = b's - 2 zb's~l -+- <x2b's~2,

bi-ccb<+1,
bcs — aVb's+1 = bls — 2«bi+l H- a2b[r1,

On sait que le rapport b's :tend vers la limite a quand i croît indéfini¬
ment, de sorte que les quantités A, A2, ... tendent vers zéro. Elles décroissent
même, en général, très rapidement, quand l'indice augmente, comme le montre
le Tableau suivant, qui a été calculé pour Vénus et la Terre (a = 0,723 332 2).

A*bi

(17)
vbi =

V2è( = V
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i. b\. A. A®. A1. A4.

42 3455,835 551,32 vtOOl>.O 5,43 0, i5
43 2951,619 45i,go 53,12 4 ,o5 0,12
U 368,3o 4i,43 3,oi 0,08
45..... . 298,5g 32,19 2,23 o,o5
46 ... . 1766,646 240,92 24,93 i,65 0,04
47 . . .. i47T>3go i93,5i 19,25 1,22 o,o3
48 i54,8i 14,83 °,go 0,02
49 ioo5,ig5 123,37 n,3g 0,66 0,01
20 825,063 97 > 97 8,73 °J49 0,01
24 674,336 77,35 6,68 o,36 0,01

On a ainsi le moyen de vérifier les valeurs des coefficients b's, car les A peu¬
vent être calculés directement par des formules analogues à celles qui four¬
nissent les b's. Mais l'avantage principal de l'emploi de ces combinaisons, c'est
qu'elles se présentent naturellement dans le développement des divers termes
de R", comme nous le verrons dans un moment. Quand on suit la méthode de
calcul ordinaire, avec les b's, il arrive souvent que le coefficient de l'inégalité
est la différence très petite de deux nombres très grands, qu'il faut calculer
avec beaucoup de décimales, circonstance qui rend le travail excessivement
pénible. Or l'introduction des A permet d'éviter cet inconvénient en réduisant
tout de suite les coefficients à leurvraie valeur. Les A jouent un rôle important,
surtout dans les termes qui dépendent des excentricités.

On sait exprimer les bls par des séries bypergéométriques (voir notre t. I,
Chap. XVII); on peut faire la même chose pour les A et les V. Ainsi l'on a

1 • s(J+i)...(S+[-I)_ . .
- bls — X.' —

12 ~i F(î,S + I,I+I, cr.-) ;

~ Abi = a' (—-l)js-±-l-~ F(j,s + (-i,i + i,ii!);
- - ce'-(S - -(5 + ~ F(.ç — i,.? +i'.t+i, «*);
2 1.2...«

I.,- a} s(s -+- f). ■ • (.? -t- « - -1) „( ., a2
- b'. — ; ; - F S, I — S, l -H I, :
2 ( I — «*)? 1.2...« \ 1 — OC!
1 . g x' s (s — i). . .(j + i —2)_ / . x-

- A b' — — -A -v— . - 1< s, 2 — s, i -i- i,
2 (i — a-)s i .2... i \ i — a'

L s...(s + i-i) / + ___«
2 ^ 0-«?)'-' 1.2...« — "*)'

. • a' î(s + i)...(j-i-i-i) . .

2 ^(i-a2)»-* ^ 1.2...« •?, H-1 S'1 + I, a )>
1
\ii a1 (s —i). . .(s-«-«'—2) .

r^ryrï k2-,,« + ,-,,«-H i,«2),
-Vb's — *••••(«->-< —0F( _ ■ _
2 * (i — a2) i.2...« v ' "
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il en résulte les relations

chapitre xv111.

\b's F(s — i, s 4- i, i -1- i, a2)
b[ F (s, s i, i -ri, a2 )

Abls s — i F (s, s -I- i — i, i I- i, a2)
b's i 4- s — i I' (s, s -i- i, i 4-i, a2)

A2 b\ s — i .ç—• 2 F(s,J + i — 2,i4-i,a2)
b's i + s — i i + { — 2 {F(s, s 4- i, i -t- i, a- )

et l'on voit que les A successifs décroissent très vite, lorsque i est un nombre
un peujélevé. Il n'en est pas de même des V, qui sont en général du même
ordre que les b.

166. Nous avons dit que les À se présentaient naturellement dans le déve¬
loppement des termes de R". L'expression (9) de R" contient en effet les
expressions

! v —-jn* £n_
|)3' ])5' |)5 > J)3'

Or, en écrivant, pour simplifier, r et Y au lieu de r" et Y", et faisant = a,
les formules (12) donnent

£ = r cos V — r' cos V' — y2 /• cos V 4- y2/' cos( 2/1 — V),
•/) = /• sin V — r' sin V' — y2 r sin V 4- yV sin (2 h — V) ;

on a ensuite

D2 r2 h- rn — 2/v'(i — y2) cos(V'— V) — 2 /r'y2 cos( V'4- V — 2/1).

Si l'on fait
I)2 — 14-a2- 2acos(V — V'),

on trouve

P J*5
- =[cos V — a cosV'— y2 cos V -4 y2 cos (2/1 — V)][i 4- a2 — 2 a cos (V— V') 4- 2 ay2 cos (V — V' )

— 2ccy2cos(V 4- V'— 2/i)]"
cos(V — V') — cos(V4-V' — 2/1) "1

— [cosV —stcosV' —y2cosV4-y2cos(2/j — V)] - o sty J>ï

de sorte que la partie de J^r4 qui est indépendante des inclinaisons est égale à

cosV —acosV' I v,y / -«r -17-/5

jp = - (cosV — «cosV')^ b'. cos(«V — iV ).
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77*
On trouve de même, pour la partie de ^ |.,Y) r3 qui est indépendante des

inclinaisons,

cos 2 V -r- 2 a cos ( V -+• V'1 h- a2 cos2 V'
w

-+-oo

= ^ [cos2 V — 2 a cos( V V') H- a'2 cos2 V']^ é'. cos(« V — iV').

On a, en utilisant une transformation bien connue,

-j-oo -p.»

- cosV 6Iicos(j'V — iV') — - ^ b'. cos(V — «V -+- iV),2 ., 2 2"
— » — »

-t-00 -4-00

- cosV ^ b{cos(i'V — « V') •— - 'V é',._I cos(Y — «V -h iV'),2 0 2 'o

d'où
cos V ■— a cos V' 1

: ' V A6'.cos(V—tV + i'V).I); ™ 2

On trouve de même

cos 2 V — 2 a cos(V -+- V') -+- a2 cos 2 V' 1 .

= - y \2b', cos(2V — tV -i- 1V ).JJ j 2 sz&tÀ iy

Si l'on remarque que, d'après les formules (17), on a

A bj'—\bis, A2^r'—
2 ~2 2 2

£ ^2 yj 2
on trouvera que les parties de jp r4 et de 4 ' r3 qui sont indépendantes des
inclinaisons ont pour valeurs respectives

00 00

- A cos V -i- - "V A bls cos ( V — iV 4- iV') -h - ^ V b% cos ( V -i- iV — iVr).2 2" 2 2 2 I
1 1

CO CO

- A2 cos2 V■+- - 'V A2Zr. cos (2 V — iV -p t'V') -+- - "V V2Z>i cos(2 V 1V — iV').2 -2- 2 J 2 "I
1 1

On voit donc que, comme nous l'avions annoncé, les fonctions Ab\., Vb',,

A2b's et V2&'5 s'introduisent tout naturellement; la transformation sera surtout
"

T. — ni. 49
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avantageuse quand on aura à considérer l'un des arguments

L — i L -r t'L', 2 L — i I. -h i'L'

où / désigne un nombre entier positif.
Dans le cas des planètes inférieures (r' > r), on aurait, en faisant a =

?
acosV — cos V'.

/•'

-4- oo

a cos V — cos V'
i>;

- y A&!5cos(V' — iV'-hiY)2

= - A^cosV'—- V AH cos(V— tV'H-tV) - ' Y V^cos(V'-t-tV'-j'V),2 S, 2 -dOO -, 2 -MMM --

On trouvera dans les pages 28-31 du Mémoire de M. Radau les formules qui
permettent de calculer rapidement, de proche en proche, les valeurs des A, A2, ...,

V, V2, , ainsi que celles de leurs dérivées.
On voit ainsi que l'on peut obtenir, d'une manière rapide et sûre, la valeur

numérique du coefficient d'un argument quelconque de la fonction perturbatrice
de la Lune, grâce aux simplifications indiquées, à savoir :

i° La décomposition préalable des termes de 11 en groupes qui renferment
certaines combinaisons des éléments lunaires;

2" L'emploi d'une formule générale de développement par rapport aux excen¬
tricités;

3° L'introduction des fonctions A, V des coefficients b's.

167. Il reste à en déduire l'inégalité correspondante de la longitude de la
Lune. On y parvient aisément en se servant du procédé d'intégration que M. Hill
a exposé dans son beau Mémoire, On certain lunar inequalities clue to the action
of Jupiter (Astron. Papers, t. Ill; 1885). Ce procédé, qui repose sur la méthode
de Delaunay, réduit le travail à quelques substitutions.

Nous avons vu que, dans cette méthode, on considère six variables L, G, H,
l, g, h. On élimine successivement tous les termes périodiques de la fonction IV

- -

- A26°cosaV' + - y A2 b'. cos (a V'- tV' + i\r)
2 4 2 f

1

00

-I- ^ ^ V2^cos(aV'+iV'- t'V)
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qui provient de l'action du Soleil ; après les avoir épuisés, on conserve le terme
constant qui est comme le résidu des opérations, et dont les dérivées, par rap¬
port à L, G, H, fournissent les mouvements g0 et h0 des arguments l, g, h. Si
alors on ajoute un nouveau terme périodique, provenant de R", que nous dési¬
gnerons par R1; les éléments devront satisfaire aux équations différentielles

r/L r)R, dl <?R,
dt :ri ~dï ' di ; 0 ~ ~d'L '

Soient &L, ol, ... les accroissements des éléments, S/0, Sg0 et Sh0 les varia¬
tions de g0 et h0 qui correspondent à SL, §G et §H. On aura

(18)

Posons

O9)

/ dâL dR, d dl
_ .. <)R,

\ dt dl ' dt ° 0 dL '

( R, - A cos9,
( 9 — il -+- i'g -j~ i" h (- et q,

où nous représentons par cl q la partie indépendante de la Lune qui renferme
les longitudes des planètes, et soit

M • il0 -L- i' g0 -I- i" h0 c

le mouvement de l'argument 0. On pourra prendre finalement
e=Mt-+- Q.

Les formules (18) et (19) donneront

ÔL=mR„ âG^MR„ oil R„
d'où

ç»
0a —

da „

dL "
~ ÔG 4- ~ <5H,
0(1 d\\

ç«
0 a —

( . da
\lJL

da ... da\ A
1 0G1 dH/ M

COS0, Se = ..., ây

dit= ( .dl;l dL
dl; dl„ \ A
àG dtl) M

COS0, dgo =-..., Sh;

On aura ensuite
dt>l. dA.
—: ~ol„ ^ COS0,dt 0 d L

d\
_ dA da dA de dA dy

dL da d L 1 de dh dy dL
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En intégrant, il vient

chapitre xvtit.

d1-. M, dl„
1dL 1 1 dG

<dA\
dH ; M2

sine

Les coefficients
da

. È/ t di_o'
dH dL'

dA sinÊ
dh ~W

dh„

dh:

ir . , ,,T v,v , ■> -rfï) qui entrent dans ces formules,dL «H dL oil *

peuvent d'ailleurs être calculés une fois pour toutes, à l'aide des séries don¬
nées par Delaunay (t. I, p. 834, 857 ; t. II, p. 237, 799). M. Hill en a déterminé
les valeurs numériques en ajoutant les compléments probables, obtenus par
induction, quand la convergence des séries était insuffisante; nous ne reprodui¬
rons pas ces valeurs numériques.

Pour établir les expressions finales des perturbations cherchées, M. Hill intro¬
duit, à la place de M, le rapport^ = p, où n = l0 + g0 h0 représente le
moyen mouvement définitif. L'inégalité de la longitude est proportionnelle à p2,
si la période de l'argument G est très longue, et, par suite, p très grand.

O11 pose
B = 44,

et si l'on reprend maintenant la lettre L pour désigner la longitude moyenne,
on trouve

I — — (2,0135 i — o, 0033291' 4- o, 000084 ï") B cos0,
l

de --(19,207i —19,2381'+ o,oo32i")B cos0,
ày =(o,ooi4i +- 5,5674i1— 5,5899t")B cos9;

(20)

(21)

ôL =

dl:

"( — 3,0904« -h o,o566ii'— 0,01137
— 2,0100l + 0,3447^'-+- °j'i7I9^"

(— 3,11561 + o, 06208 i' — o, o366o i" )
- 2,oi34P — 349,84V- o,o3j3A"

(-— o,o368oi i- 0,02921 i'— 0,003761")[x
+ o,00008À — 0,05877À' -1- 124,54A"

B sin 6,

B sinO,

B sin 0 ;

011 a déterminé X, X' et X" par les formules
âA

(22)
à\

a — "/.A.
da ' de l'A,

M. Radau a employé avantageusement une modification de ces formules, en
faisant usage du rapport

n' 3548", 2
'' M ~ M '
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qui représente (au signe près) la période de l'argument 0, et qui est treize fois
plus petit que p.. Il pose en même temps

et trouve

(20 bis)

M

— - (o, 14901 i — o, 000246 «' — o, 000006 i" ) P cos 9,

de - -(1,4215 i — 1,4238«'H- o ,00024«'") P cos G,

ày ■— (o, 0001 o « -(- o, 41 2o3 <"' — 0,41370 «" ) P cos 0 ;

(21 bis)

ÔL --

Sl —

àhm

(— 3,0576« -+- o,o56oi «' — o,oj 124«")p
— o, 14876}. -t- O,O255I V -t- 0,03492}."

(— 3,0826« -1- 0,06142«'--- o,o362i i")p
— O, l490lÀ — 25,891}/— 0,00232?,"

(— o,o364i «'-I- 0,02890«'— 0,00372 i")p
-h o,000006?i — o,oo435?,'-i- 9,2169},"

P sin S,

P sin 0,

P sin 8.

Pour avoir l'inégalité oV de la longitude vraie, il faut substituer les pertur¬
bations des éléments dans l'expression de Y, et il suffira généralement de se
borner aux termes principaux, en faisant

(23) V — L 4- 2e sin/-1- o,4i e sin(2D — l), D=^L—L';

par conséquent,
3V — ôL ■+- àe[2 sin / o, 4' sin ( 2D — /)] -t- 2 e cos / dl -i- o, 4i e cos (2D — /) (2 ôL — SI).

Dans les applications courantes de ces formules, le coefficient A contient le fac¬
teur a2 ou a3, de sorte qu'on a X = 2 ou ~k = 3, en faisant abstraction des modi¬
fications que les perturbations solaires apportent aux éléments de la Lune.

Lorsque A renferme le facteur e ou e2, on a V = 1 ou ~k'— 2, à peu près, et
comme, dans les formules (21) et (21 bis), cl contient X' multiplié par un fort
coefficient numérique, il peut en résulter une perturbation sensible de l'élé¬
ment l et, dans Y, une inégalité à courte période qui accompagne l'inégalité
cherchée, dont l'argument est 0.

168. L'action directe des planètes sur la Lune provient de la partie R" de la
fonction perturbatrice; elle dépend en première ligne, d'après la formule (9),

7'2
du facteur m" p- - Les formules introduisent le facteur

(planètes inférieures),
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ou bien
d~ jyi"

m" —iF3 = a3 n'"- a"- (planètes supérieures).

En multipliant ensuite par 206265" pour convertir en secondes d'arc, et dési¬
gnant par Dit le facteur ou m7 a3, on trouve :

Mercure Dit =0,0389
Vénus 0,5107
Mars 0,0194
Jupiter 1,3975
Saturne 0,0679

On a, d'ailleurs,

—0,07440, —7 —o,oo5535 = —-—
n iïl i8o,b

Pour tenir compte des perturbations solaires, dans R", le plus simple sera de
substituer pour r, V leurs valeurs troublées. On prendra donc les expressions
(non transformées) de V et de données par Delaunay, et l'on en déduira
celles de r2, r2 cos 2 Y, r2 sin 2Y, ....

On trouvera, par exemple, avec une approximation suffisante, en faisant
n'

m = — >

n

i-2= -2^0-- +3 (3-Y,a2 a3 r \ r )

ï — m2 -1- ^ m2e2-h m2e coslrt2 8 64

^2 ;u2 -1- ^ me1 H- /?î2 e2^j cos 2 D -b ^ ^ ui -f m2 j e2 cos (2D — 2/) + .

De même

à j ^7 cos(2 V— 2 V'H- A)J =: ^ m^e cos(Z — A) — m + yj7-- /??2^ e cos(/ + A)
-h ^m- - -d mïe^J cos ( 2 D -+- A)

—y m"- e2 cos ( 2 D — 21 -+- A ) + . ...128

Ces expressions nous seront utiles dans la suite.
La partie R' de la fonction perturbatrice est la source de l'action indirecte des

planètes, de leur action réfléchie par le Soleil, car elle se traduit par des per-
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turbations des coordonnées r', V', U' (rayon vecteur, longitude et latitude du
Soleil). Nous prendrons ces perturbations dans les Tables de Le Verrier.

169. Pour évaluer l'action indirecte d'une planète, il faut donc introduire
dans IV les inégalités or', SV' et SU', en posant

oR' = or' + ~ "oV -t- —, oU'.or' oV' dlr

Rappelons, d'ailleurs, que, dans les Tables de Le Verrier, les arguments ren¬
ferment la longitude moyenne de la Terre, qui est désignée par et qu'il faut
augmenter de iBo° pour avoir celle du Soleil.

En faisant abstraction de SU', et considérant la première ligne de l'expres¬
sion (8) de R' comme une fonction de V — V' qui a en facteur -(i> on peut faire,

àrr PJ\f
( 24) ÔR' =- 3 R' -oV'.x ' /•' OV

L'action indirecte est, dans certains cas, beaucoup plus sensible que l'action
• • m! i*~" j

directe. Considérons, par exemple, le premier terme -y—,j- de la formule (8), on
aura

dR' sr>, 3 m'r2 . 3 ,, or'
—- =0, °R — ^ —prSr=~ £«s«s(i + 4e' cos/') -, ,

ou, plus simplement,
3 3/-'

<ÎR' = - ynnas4 a'

de sorte que les inégalités qui en résultent apparaissent comme des perturba-
dr'

tions du rayon vecteur r'. En prenant dans les Tables —r — A cos9, on trouve

ôR' =: — 7 nn a? A cos 9 ;
4

par conséquent, en vertu des formules (21), dans lesquelles on doit faire
i ==i'—i"= o et X — 1,

<3L = 3 /JL "— A sin 9,'
n-

ou bien, par les formules (21 bis),

ôL = - X o, 14876DA sin0 - «A sinô.
2 r 9'

En supposant que la période est très longue, et que or' dépend principalement
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de Sa', on aura encore, à peu près,

(a5) d\'—- ^jBÂsinô;
en comparant les expressions précédentes de oV' et de oL, il vient

«

(26) ÔL = —— ÔV' = —o,i5ÔV'.
27

Quelques mots d'explication sont ici nécessaires : on a

/•' — a'( 1 — e' cos V-j-. . .),

V' — L'-t-«' dt ie' sin ,

d'où
» ; » , àr' „ ,

0/ -- dffl + —-, de -H,
de

r àV
iV'=*8L' + / 0/1'^+^-^' + ....

Si Se', ... n'interviennent que très peu, nous supposons que l'on peut prendre
<)/■' 1= <5a' -- A a' cos 0.

On a ensuite

d'où

2 3«' 3 3«'
7- -h 7— — O,/*' a'

ûV=:- - «'A COS 0,
2

(' " ' 1 3 " ' A . n 3 . ./ ou dl— ïT-sint/ — /2A si 111/,
J 2 M 2 '

ôV —— - /JA si 11$,
2

ce qui est la formule (25), laquelle serait en défaut si l'inégalité or' provenait
surtout des perturbations de l'excentricité et du périgée du Soleil.

On pourra donc, d'après la relation plus ou moins empirique (26), se faire
une idée de l'importance probable du coefficient de l'inégalité de L, en divi¬
sant par 7 celui de l'inégalité analogue de la Terre.

Pour en montrer l'application, cherchons le coefficient de l'inégalité, due à
l'action indirecte de Vénus, qui dépend de l'argument x3T — 8V. Les Tables
donnent, pour la Terre,

ôV' = 1- i",92 siu(i3T — 8 V 4- i32°);
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ou en conclura

4L — — o", 29 sin(i3 T — 8 V + i32°).

Delaunay trouve, pour la partie qui provient de l'action indirecte,

ÔL = — o", 27 sin (i3T — 8 V + i38°) ;

l'accord est très satisfaisant. La partie qui dépend de l'action directe de la
planète est à peine sensible; le coefficient est inférieur à o",004.

170. Pour calculer d'une manière plus précise les inégalités dont l'argument
ne renferme pas l, g, h(i — i' — i" -~ o), nous aurons à considérer, pour l'action
directe, le terme

„>-2—3.s2 31
n ni — .

4D3 4l)f

où oïl représente le facteur numérique —-, ou j-y a3, exprimé en secondes (voir
le n° 168), et D, le radical

v/n- a2 — 2 a cos ( V — V' ) ;

; • an
on a remplacé par l'unité le facteur ou parce que, dans la formule géné¬
rale qui sert à développer les dérivées C,, C2,... sont finalement remplacées
par les dérivées C', C", .. qui ne dépendent que de a (voir le n° 164). Dans un

calcul rigoureux, il faut ajouter à ^ les termes en y"2, les perturbations so-
laires, etc.

Pour l'action indirecte, nous aurons

2 ,.2 2 Xr'
t5R' = — 7 m' dr1 —— - n'2a2( 1 -t- 4 e' cosl') —r •4 / 4 4 "

Le facteur r2 — 3s2 a été simplement remplacé par a2; mais l'expression
plus complète a-(\ -4:6ya-f- - e2) nous servira maintenant à déterminer les
coefficients de §L et ol. En y appliquant la formule (22), on a d'abord

ï=i'=i"== o, 1 — 1, À'=3e2, 4"= —ray2,

et par suite, dans l'expression (21 bis) de SL, le facteur

^1 — 6y2 + ^ e2^ (— o, 2975 -I- 0,08e2— 0,42y2) m — 0,2960;
T. - III. 5o
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puis, toujours parles formules (21 bis),

§1 o, 2980 + 77 ,67 e2 — o, o3 y2
§L 0,2975 — o,o8e'J-+- 0,42 y2

On aura ensuite, en remplaçant !\e! par -4 >

R'+iIi-r"«'[|-7(,+ î¥)}
3

Supposons le coefficient de — ^ ri2à1 mis sous la forme

(27) — ^7 + ~7 (^' + -y5~) = cos9 -+- X'sin 9 — cost) — X' cos(6 -+- 90°) ;
on aura, d'après les formules (21 bis),

3 .

a ( • n <&>'p a\
7 nna2 x o,2û6o _ sint? cost? ,
4 \nÀa2 il'2 a- J

2
âL = +

4

(28) <5L = sinô— JU'cosS).

Donc, ayant obtenu le développement (27), on en tirera §L en le multipliant
par ^p, etcliangeant cosO et sinO en sinO et — cosO.

On aura encore, à très peu près,

â/=i,8ôL, edl= — âL, §e = o
10

et, par suite,
<3V=:ÔL+ — ( 2 COS l ÔL).10

L'inégalité concomitante, à courte période, qui provient du produit 2cos/oL,
et qui a pour argument 0 ±1, s'obtient donc en divisant par 10 le coefficient
de oL.

171. Proposons-nous de calculer l'inégalité de Hansen, qui a pour argument
/4- 16T — 18 V; elle provient de l'action directe de Vénus, donc de R".

La première ligne de R" contient, comme on l'a vu, les parties

3s2, |(«2 —j2), \xy, ! 3^s> 3fz-

D'après les formules (i5), l'argument l tout seul ne peut se trouver que dans
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la première partie r2 — 3s2. On a d'ailleurs

/•2 — 3s2 = î ■*-— 6y2(i — y2)(i — COS21»)''2,

5 = i-2e(i-ge2 + ...)cos/;
donc

r2 — 3 s2 = ... — 2a!|i — 6y2 — g e2 -t- 6y4^ e cosl + ....
11 en résulte

R" = — d ;n" aï e ^ i — 6 y2 — i e2 -f- 6y4^ cos l ^ ^ •
On a ensuite

D2= r'2 -h r"2 — 2 >•'/■" (i — y"2) cos ( V' — V") - 2/•' r"y"2 cos( V' -+- Y" — 2 h"),

Z = 2/•" (y" - I y"A sin (V" — h").

En posant, comme plus haut,
/■"

D2 = i — 2«cos(V'—V") H-a2, a= JJ,
on trouve

D2 — r'2 [D2 -H 2 ay"2 cos (V' — V" ) - 2 ay"2 cos ( V' + V" - 2 h" )],
r13 1

„ „ cos(V'+V"—aA") —cos(V' —V")
D3 ~ DJ H 7 " ©f +" ' "

Il en résulte, en négligeant y"4,

R"= — l m" — 6y2- g e2 + 6y4^ cosl
fx 9 cos ( V -I- V" — 2 /1" ) — cos ( V' — Y" ) Cos(2 V-2A") - il

x LD! + 3a/ UT +6a"y D|

Pour avoir les termes de la forme voulue, on pourra se borner à

R"=~ \ m"a h y"2g (' ~~672 _ I®î+6yt) (f
, COS (V' -+- V"— 2 A") + 251 cos (2 V"— ill")

-t! \ 3

x cosZ
1)1

Nous négligerons e' et e", et nous trouverons, en remplaçant m" et y" par
leurs valeurs numériques,

R" = — 0", 000 247 n'^a2 ( ( — 6y2 — ^ e2 + 6y4 ) ie cos /

X

8

[cos ( L' -t- L" — 2 h" ) -+- 2 a cos ( 2 L" — 2 h" )] ^ A1/1 cos ( iL — i\J )
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Pour avoir les termes cherchés, il faut donner à i les valeurs 16 et 17; il en

résulte

R" = — o",ooo 247 /i'2 a2 - -6y2 — i e1 -+- 6/'^ 2 e cos l bV -t- a cos(i6L'— i8L"-+- 2 h"),
R" = — o",ooo 247«'2a2 e — 6y2 — | e2-+- 6^ b\^ -t- <xb^"^j cos(/ -h i6L'~ 18L"-t- 2h"),

puis, en remplaçant b'56 et b[7 par leurs valeurs numériques,
2 2

R" =—o", ooi33n'2a2e cos0,
9 — l + 16L' — i8L"+ 2/1".

Nons avons omis pour un moment le facteur 1 — 6y2 — ge2+6y'', lequel
diffère très peu de 1. Nous aurons donc, pour appliquer les formules (21 bis),

P =— o",ooi33/>e — o",oi99, /> = — 273,
i — i, {' = i" = o, À = 2, 1' — 1, X" = o.

Il vient alors
<5L =— 16", 5 sin0.

Les parties qui dépendent de e'2, e'e", e"2 sont beaucoup moins importantes.
Delaunay trouve en définitive (Additions à la Connaissance des Temps pour 1862) :

<5L = 16",668 sin( 14- 16Z' —181" -h i44°43',5)
= i6",668sin(/ h- 16L'— i8L"+ i49°3i',6).

J'ai montré {Comptes rendus, 6 juillet 1891) que, si l'on tient compte de y"4,
on trouve un complément soustractif qui dépasse i",6. M. Radau a repris mes
calculs, et il a vu que, pour tenir compte de y"4, il faut multiplier l'inégalité
par 1 — 0,1037; il i"aut l'augmenter de 0,0070 pour avoir égard aux termes
en y"6. 11 s'ensuit que le coefficient de cette inégalité doit être diminué de
1",5g5. Il faut aussi tenir compte des termes en y'/2e'2 et y'/2e"2, qui donnent
— o",444, et du facteur 1 — 6y2— ^e2, omis par Delaunay, qui entraîne une
nouvelle correction de —o", 206. L'ensemble de ces corrections représente
— 2", 25. Le coefficient de l'inégalité à longue période qui dépend de/+i6T —18 Y
se réduit ainsi à i4">4; la période est de 273 ans.

172. Cherchons en second lieu le coefficient de l'inégalité dont l'argument
est i3L' — 8L" et qui provient de l'action directe de Vénus. Elle a aussi son ori-
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gine dans le premier terme de R",

7M"/'2 / I 3Ç2
4 D5

En opérant comme précédemment, on trouve

tj// m"'*2 f 1 . o...,„2cos(V'-hV" —2/i")-cos(V'-V") COS(2V" — 2A») —1~|
V\ + ia' D| + Df J"

Nous remplaçons m" par M"n'2a'3, r par a et, en ne conservant que les termes
utiles, nous trouvons

R" = o",387 n'*a*y"s
a' \3 a cos ( V' + V" — 2 A" ) H- 2 a2 cos (2 V" — 2 A" )

Ri

L'inégalité doit être de l'ordre 13 — 8 = 5; comme R" contient déjà le fac¬
teur y"2, il y aura à considérer les nouveaux facteurs

g/3, g'2e"; e'e"'2, e"3.

Nous n'aurons égard qu'au premier. 11 faudra considérer le terme général

è'scos(t'V'— i'V"),
2

ce qui introduira les arguments

(7±i)V— (7 qz 1) V", iV'- («y 2) V"qz 2A",

qu'on devra combiner avec l'argument 3V qui s'introduit par les formules du
mouvement elliptique. On voit immédiatement que, pour avoir un argument
final de la forme cherchée, il faut donner à i les valeurs 9 et 10. On aura donc à
considérer le produit

fA95 cos ( 9V - 9 V" ) -f- A y cos ( I o V' -1 o V" ) I [ a cos ( V' + V" - 2 /i") H- 2 se2 cos (2 V" - A")]l 2 2 '

que l'on réduira à
(- «AJ + a'A»0) cos(ioV'— 8V"— 2A").\2 2 2 /

Il viendra ainsi, en remplaçant y"2 par sa valeur numérique,

R"= o",ooo34i n'2a- (y cos(ioV'— 8V"— 2/1").
On pourra appliquer la formule générale du n° 164, en y écrivant

a', e', V, a", e", l",
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a, e, l, a', e', V,

398
au lieu de

et prenant

C=(^^ ab\ -f-a2££0^, 1 = 10, A=—2h",
0 = 10L'— 8L"— 2/1".

On aura à considérer, dans la formule citée, seulement le terme

H3e'8cos(ioL' — 8L"— 2 h" + 3 l'),

avec cette valeur de H3,

TT 4°o H- 15o -t- 13 n Lj.00 -ir 90 -t- 3 „ 11 r< 1 r<
H3 — 10 — L— 77: Li H—g" 02 — Jg 03;24 t6

H, L^C-^C "C._ ■ Cj.16 ' 8 48'

Les formules du même numéro donnent, pour n = 3,
—■Cr=3C + C',

C2=i2C4-8C'+C",

-C3=6oC + 6oC'+ i5C"4- G'";
il en résulte

On a ensuite

H3- 1^3 C 4- ^ C'+ C@f- ^ C"48 16 16 48

C'=a—, C"=«2f^> C'" = «3~^,da. dot- dad

d'où, en remplaçant C par sa valeur,
X 6549

H3 =

ou bien

48

689
"H

16

+ 75

+ é

Hs= a

+ a2

- a.b\ + adb1°
,2 "2 1 .

db\ db\°
— a2 —r^ -+- - a.bl -+- a3 -j1- 4- 2 a2 b\"
2 aa 2 I da f

d*b\ dbl d*bl° dbl°
- od —t-~ 4- a2 -+- a!* —2—h 4a? 1- 2 a2 b\0
2 da? da. dot' dot. f

d3b\ d1b\ d3b\° d*b\° db»°~
4 2 , £ , J 5 2_ , g 4 2_ , g 3 _v_
2 ' dot3 2 c/cs2 dot2 ' c/a

2327 743 7 ^ I *bi2Ô27 AS , a 2 -h «2 1 , 3 2
12 I 1 32 " dot 8 dad 96 ' dot3

20845
_48~

b 1° 799
dbi"

29.
d'-b1' d3bl°

ï I -t a2 2 I_ __ a3 2_
16 dot 16 dot2 48 dot3
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3

Cette valeur de H3, multipliée par le facteur ^ que l'on a englobé plus haut
dans le facteur numérique, donne identiquement le coefficient que Delaunay
désigne par B7 (p. 28 des Additions à la Connaissance des Temps pour i863).

Avec les valeurs numériques de a, bl, b\0 et de leurs dérivées successives, on
2 2

trouve finalement

R" = i l",9 /i'2a2e'3cos(i3L'— 8L"— 2/1"— 3d').

On peut appliquer la formule (21 bis), en y prenant

p = —239 et 1 — 2,
ce qui donne

dL =— o,296p x 11",9e'3 cosô,
ôL = -I- o", oo3g sin (i3L' — 8L"+ 2720).

Les termes qui dépendent de y"2e,2e" et de y"4 e' sont, numériquement, de
même ordre que celui-ci; mais les autres, qui dépendent de e'~°, e"' e", ... sont
beaucoup plus petits. En somme, l'action directe de Vénus ne produit qu'un
effet négligeable, car le coefficient définitif ne surpasse pas o", oo/j.-

173. Considérons encore une inégalité, signalée en 1877 par M. Neison, et
calculée plus tard avec précision par M. Hill, qui dépend de 2© —■ 2J. Pour ce
qui concerne l'action directe de Jupiter, cette inégalité provient de la seconde
partie de R",

R„_ 3 a?a —r* 'e-rt2 . 3a?y Il>.
4 1)5

En se reportant aux formules (i5), il vient

R" = y m"( 1 — 2y2) |^r2 cos(2o -t- 2h) ^ ^ + /'2sin(2C -l- 2h) qyfj ;

d'où, en ayant recours aux expressions (16) de ^ (2^ 4- 2/1), et ne conser¬
vant que les termes en 2© = 2g -h 2A,

R"= ~ m"( 1 — 2y2) [(£2— Y)2) COS2C7 4- i\-r\ sin2nj].

Si l'on néglige provisoirement y"2 dans les expressions de \ et yj, il vient

R"=r m"( 1 — 2y2) fhA- [/-'2 cos(2 V'— 2sj)— 2 cos( V'+V"—2ro)-)-/-"2cos(2V"—215)].
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r
On a, pour Jupiter, an, = i", 3973, et, en posant = a, on trouve

R"— 1 ", 31 o 1 ( 1 — 2 y- ) n's a2 e2 —^
2 a"3 cos (2 Y"— 2 to) — 2 a si n (V'h-V"— 2 to) -H a2 cos (2 V' — 2 to)
7"3" " t) ;

I

d'où, en faisant p = 1, et remplaçant jp-par son développement,

R" = 1 ", 31 o 1 ( 1 — 2 y2 ) n'2 a2 e2 y A2 cos( 2 V"— iV" + iV' — 2to).
— »

Si l'on ne retient que les termes qui répondent à i = o, i — ± 1, il vient

R"= 1", 3ioi (1 — 2y'l)nn a2 e2 FA2 b°_ cos(2 V"— 253) -+- A2 cos (V" + V' — 2 to)

M. Radau développe cette expression par sa formule générale; il introduit
alors les arguments

2L"— 2et = 2J — 2to, dont le coefficient est fini,

L"-h L - 2TO -t- l" — l'= 2 J - 2TO -+-TO'- TO", !
qui contiennent e' et e".

3 L" — L' — 2 to — Z"q- /' = 2 J — 2 to — to' -t- to", \

Remplaçant finalement gj'~ to" par sa valeur numérique, il trouve

R"= n'2 a2 e2(i — 2y2) [2", 7326 cos (2to — 2 J) — o",oo26 sin (2to — 2 J)].

Il tient compte aisément de y" en modifiant légèrement le coefficient de
cos{ixs — 2J), et le remplaçant par 2", 7317.

Il reste à déterminer l'effet des perturbations solaires. Jusqu'ici, en effet, on
a considéré les éléments de la Lune comme elliptiques, tandis que, avant de les
substituer dans R", on devrait tenir compte des modifications qu'ils éprouvent
par le fait de R'. Celles qui proviennent des facteurs x-—y2 et xy ont pour

origine le développement de r- cos2V, dont nous n'avons d'abord retenu que le
5

terme -e2 cos2TO. Or les formules du n° 168, en y faisant A = 2T = 2V', don¬
nent directement
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de sorte que l'on a finalement

5
, 237 , n'> 5 / 237 "'2\

- e2 cos 2 TP 4 e2 — C0S2 5J = - e2 cos2ra ( - ' 1 •
2 J 20 /i2 2

il suffit donc de remplacer e2 par

237 n'-
e 1 —

-,

\ 020 n

ou le coefficient 2", 7317 par

2",732 — 2", 02 -

Considérons enfin le terme suivant de R"

m '
= b\ cos(aL'— aL") = o",o5i7«'2r2cos(aL'—2L").' ^

"24DJ — 4 a"»"-»'

Les formules du n° 168 donnent encore (puisque 20 — 2/= 2gt — 2L')

, /45 «' 8oi 7l'2\â(' ) = (,T 77 + 37 ^J«-«-cos(2ra- 2L'),
et, cette expression étant mise à la place de r-, le terme en question devient

4- (o", 143 — ■ f- o", 647 " 2-^ 'i'2 «2 e2 cos ( 2 ïït — 2 J).

En ajoutant ces perturbations solaires à l'expression primitive de R", on trouve,
pour l'action indirecte de Jupiter,

R"= n'2 a2 e- ^",732 — 5",46y24- o",i45 ~ — 1 ",37 j cos(257 — 2 J)
— o",026 sin(2.ra — 2J).

11 faut calculer ensuite l'action indirecte de Jupiter, qui donne

3R'= rt'2 a2 e2 ^o",2Ô7 — o",26y2— o",o5 ^ cos(2ro — 2 J) 4- o",oo6 sin(2c7 — 2 J).
On a, finalement, en réunissant les deux effets et négligeant le très petit terme
en sin(2GT — 2J),

R = /i'2a2e2 ^2",999 — 5",72y24- o",i45 — i",42 ^7 ^ cos(2ro — 2 J).
T. - III. 5i
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Il ne reste plus qu'à appliquer la formule (21 bis), en prenant

R = À cos 9 = A cos (2 h + 2 g — 2J),
i'=i"--. 2, M = -+- 2o3", 58, p — 17ans, 429»

e = 0,05487, y = o,o45o.
—

-- 0,0077,

P = -^A, = o",i56g,
/?/- a J

et les formules donnent

de — — o",4467 cos(stn — 2J),
e dl — — o", 44°8 sin (2CT — 2 J),
ÔL = 4- o", 2063 sin( 3ct — 2 J),

d'où, finalement, pour la perturbation de la longitude vraie de la Lune,
ôV = -+- o", 206 sin (2tir — 2 J) — o", 888 sin( / 4- 3 m -- 2 J) — o", 186 sin (/ — 2T + 2 J).

Il y a donc une inégalité de o",2, dont la période est de 17", 43, par consé¬
quent voisine de celle du nœud (i8a,G), et une inégalité concomitante, à courte
période, dont le coefficient, atteint o",9, comme l'a trouvé M. Hill.

M. Neison avait cru que les deux coefficients devaient être respectivement de
2",20 et de 1", 16, et il avait pensé que l'inégalité à courte période pouvait expli¬
quer l'inégalité empirique de i",5, découverte par jVI. Newcomb, en 1876 \voir
Nevill, The Jovian ejection (Monthly Notices, mai 1890)].

Dans le but d'utiliser les observations d'occultations d'étoiles par la Lune,
faites à l'occasion du passage de Vénus de 1874, M. Newcomb (Investigation of
Corrections to Hansen s Tables of the Moon, Washington, 1876) entreprit une com¬
paraison méthodique des Tailles de Hansen avec les observations de la Lune
faites à Greenwich et à Washington, de 1862 à 1874. En attribuant une partie
des erreurs à l'influence de corrections variables de l'excentricité et du périgée,
il a pu déterminer treize valeurs de ces corrections. Leur marche très nette
indiquait une période de quinze à vingt ans dans e et cr, ce qui fut confirmé
dans la discussion d'observations antérieures à 1862. I\I. Newcomb a trouvé

pour l'inégalité correspondante de la longitude

M. Neison eut l'heureuse idée d'attribuer l'inégalité à l'action de Jupiter; mais
ses calculs étaient inexacts, comme on l'a vu plus haut.

174. Delaunay, dans ses deux Mémoires sur les deux inégalités de Hansen

ôY — -■ i",5 sin [/ -i— 2i",6(Z — 1865,t)].
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considérées plus haut, a eu égard aux perturbations solaires des éléments de la
Lune. Si l'on ne considère, dans la formule (9), que les termes de la première
ligne, on voit qu'il faut obtenir les expressions troublées des quantités

x~ — y2, xy, xz, yz,

ce qui se fera en partant des expressions elliptiques des mêmes quantités, et y
introduisant les modifications obtenues par chacune des opérations de Delau-
nay. On n'a, dans chaque cas, à considérer qu'un certain nombre de ces opéra¬
tions, et l'on voit facilement celles qu'il faut retenir, afin d'avoir des termes de
la forme voulue. 11 en résulte, néanmoins, une augmentation notable dans la
longueur du calcul. Il est vrai qu'on pourrait utiliser directement les valeurs
troublées de y et de Y, comme nous l'avons fait plus haut. Les nouveaux termes
modifient peu les anciens; donnons-en une idée : Delaunay a trouvé pour l'une
des parties de l'inégalité en / +-16/'— 18/"

K(8,755 H- 6,007ni — 49>824"i2— 61, 733//t2-i- 386,21 m'*)
X sin(/ + 16/'— 18/"-f-16m'— 1853"+ 2/1"),

ce qui, réduit en nombres, donne pour le coefficient du sinus,

-I- 15",858 -t- o",882 — o",5o5 — o",047 -f- o",022.

On voit toutefois que la convergence de la série en m paraît peu satisfaisante;
on est en droit de se demander ce qui arriverait pour les termes en rns, mc, —

175. Il convient de donner quelques détails historiques sur le calcul des iné¬
galités à longue période, dans le mouvement de la Lune.

Laplace avait remarqué (Mécanique céleste, Livre "VII) que le moyen mouve¬
ment déterminé par la comparaison des Tables avec les observations de la Lune
antérieures à Bradley était plus grand que celui que l'on obtenait avec les obser¬
vations postérieures à Bradley; le contraire aurait dû avoir lieu si l'accélération
•séculaire avait été seule en jeu. Laplace en avait conclu « à l'existence d'une
ou de plusieurs inégalités à longues périodes que la théorie seule peut faire
reconnaître. En l'examinant avec soin, je n'ai remarqué, dit-il, aucune inégalité
sensible dépendante de l'action des planètes. »

Laplace avait bien trouvé des inégalités dépendantes de l'action des planètes,
celles dont les arguments sont V — T, T — M et T — J; mais leurs périodes
sont courtes. Convaincu que cette action ne pouvait pas donner naissance à des
inégalités à longue période, il avait été amené à faire un nouvel examen des
inégalités causées par le Soleil. 11 avait signalé celle qui a pour argument
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©-+-2h — 3©', dont la période est de 184 ans, et il l'avait déterminée empiri¬
quement,

la représentation était très satisfaisante.
Nous avons vu (p. 160 de ce Volume) que le coefficient de cette inégalité

est nul, au moins dans la première approximation. Delaunay (Comptes rendus,
t. XLV1I, p. 8t3; i858) a fait remarquer que, dans la seconde approximation,
on peut obtenir l'argument © -+-nh — 3©', en combinant deux à deux les argu¬
ments considérés dans la première approximation. 11 a fait le calcul en tenant
compte du carré et même du cube de la force perturbatrice, et, dans sa très
courte Note, il dit qu'il a trouvé le coefficient de l'inégalité en question infé¬
rieur à o",ooi, par suite absolument insensible.

Hansen énonce la même conclusion, mais il n'a pas publié ses calculs.
Quand, en x81 x, Burckbardt construisit ses Tables de la Lune, il réduisit

l'argument à © -+- ih, omettant 3©' sur l'avis de Laplace, qui avait sans doute
modifié ses idées et attribuait maintenant l'inégalité à la différence d'aplatisse¬
ment des deux hémisphères terrestres. Burckbardt modifia en outre le coefficient
et la partie constante de l'argument; il adopta

Nous avons vu (p. 158 de ce Volume) que l'inégalité ayant pour argument
© + ih doit être insensible, en tant qu'elle provient de la figure de la Terre.

176. A propos de la découverte, faite par Airy, d'une inégalité à longue
période dans les mouvements de Vénus et de la Terre, ayant pour argument
8T — i3V, et pour période 240 ans, Poisson remarqua qu'il en devait résulter
dans l'excentricité de l'orbite terrestre, et, par suite, dans £ ( ^ contenant l'in¬
tégrale un terme à longue période qui serait l'inégalité de la longitude;
mais il trouva que le coefficient de cette inégalité devait être au-dessous

, j"
de t--4o

Peut-être convient-il de rappeler, au point de vue de l'histoire de la Science,
que l'inégalité à longue période découverte par Airy dans les longitudes de la
Terre et de Vénus lui avait été révélée par une longue suite d'observations du

i5", 39 sin (to + 2Â — 3 to') = i5", 3g sin [i 73° 26' -i-1°57',4( t, — 1800)],

de manière à représenter les valeurs de la longitude aux six époques

1691, 1756, 1766, 1779, 1789 et 1801;

12", 5 cos[i 11°57' —h 2°o'45(t — 1800)].
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inégalités planétaires du mouvement de la lune. l\os
Soleil, comparaison faite dans le Mémoire On the corrections of the elements of
Delambre's Solar Tables, publié dans les Philosophical Transactions pour 1828,
et qui mettait bien en évidence une inégalité de cette nature. Airy avait été
ainsi conduit à rechercher par la théorie cette inégalité, qui est du cinquième
ordre et assez difficile à calculer.

C'est une belle découverte d'Airy qui a mis d'abord l'inégalité en évidence
par les observations et en a fait connaître ensuite la cause théorique.

Un autre Mémoire d'Airy a provoqué la découverte d'une inégalité lunaire à
longue période, très importante [Corrections of the Elements of the Moon s Orbit,
deduced from the Lunar observations made at the Royal Observatory ofGreenwich,
from 1750 to i83o (Memoirs of the Royal astronomical Society, t. XVII)|. Voici
les corrections trouvées par Airy pour les longitudes de la Lune, obtenues en
combinant les théories de Damoiseau et de Plana :

1 Do 1700 a 1759..... —3, 19 Do CCCO à 1796
1755 » 1764 ... —i,38 » 179'2 » 1801 . .. +2,76
1760 » 1768 » 1797 » I8OD . .. +0,87

! » 1765 » 1773 .... ... +i,43 )) 1 8 0-2 » 1810 . . . H-1,13
i M '7(59 » 1-78 . .. -+- 3,04 )) 1806 » I 8 ID

J » ' 774 » 1782 ... +3,4o )) 1811 » 1819
I 0 '779 » >787 )) 181G » [824. ... .. . —1,38
\ » 1783 » '79' ... +3,76 )) 1820 » i83o ,. —0,78

Ces corrections venaient confirmer la conclusion de Laplace, relativement à
l'existence d'une ou plusieurs inégalités lunaires à longues périodes. Hansen ('),
auquel Airy les avait communiquées, se mit à étudier de plus près l'action des
planètes sur la Lune. II trouva un grand nombre d'arguments qui conduisaient
à des inégalités à longues périodes, et parmi eux un seul donnant lieu à un
coefficient sensible. L'inégalité dont il s'agit, et dont nous avons déjà parlé, a
été trouvée par Hansen égale à

(«) h- 16", 01 sin (— l — 161' 181" + 35° 20', 27 ).

Mais il arriva qu'en appliquant aux longitudes tabulaires les corrections (a),
on ne faisait pas disparaître les résidus (a) calculés par Airy. Hansen reprit
ses calculs, il tint compte des quantités du second et du troisième ordre par

rapport à la force perturbatrice du Soleil, et il fut conduit ainsi à modifier
beaucoup le coefficient qu'il avait obtenu dans une première approximation. Il
trouva, en effet,

(a') -+- 27",4 sin(— l — 16H— 181"+ 35°20', 2),

(') Voir les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. XXIV, 1847, e( les Astronomische
Nachrichten, n° 397.
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11 signala en outre l'autre inégalité, que nous avons déjà considérée, et qui
correspondait à l'inégalité d'Airy; la voici, telle que Hansen l'a donnée dans
les Comptes rendus de 1:847 :

((3) -t- 23", 2 sin (8/"— i31'-+- 3i5°. 20').

Hansen appliqua aux longitudes tabulaires les corrections (a') et ((3); il in¬
troduisit en même temps deux inconnues, les corrections de la longitude de
l'époque et du moyen mouvement, et il trouva que les résidus (a) disparais¬
saient presque complètement, ou du moins qu'aucun d'eux ne dépassait 1", 2
en valeur absolue.

Les résidus donnés par Laplace, pour les époques 1691, 1706, 1764, 1779,

1789 et 1801, étaient aussi bien diminués; car, à part un seul de 2",9, les
cinq autres devenaient inférieurs à i",8.

Toutefois, Hansen n'avait rien publié de ses calculs; il s'en montrait médio¬
crement satisfait, et se proposait de les reprendre en employant partout deux
décimales de plus. 11 revient sur ce sujet, sept ans après, dans une lettre adres¬
sée à Airy (Monthly Notices of the Royal astronomical Society, t. XY, 1854) » il
dit dans cette lettre : « La détermination précise de ces deux inégalités, par la
théorie, est la chose la plus difficile que l'on rencontre dans la théorie du mou¬
vement de la Lune. J'ai cherché à deux reprises à déterminer leurs valeurs,
par des méthodes différentes, mais j'ai obtenu des résultats essentiellement
différents l'un de l'autre. Je suis occupé actuellement à leur détermination
théorique par une méthode que j'ai simplifiée, et j'espère arriver bientôt à une
conclusion définitive. »

Dans ses Tables de la Lune, publiées en 1807, Hansen adopte

(oc") -+- 15", 34 sin (— / — 16 /•' —1— 18 /" —33° 36'),

( (3') -h 21", 47 sin(81" — 13 V + 4°44')•

Le premier terme semble donc avoir été ramené à sa valeur primitive, obte¬
nue en tenant compte seulement de la première puissance de la force perturba¬
trice; quant au coefficient du second terme, il est en toutou en partie empi¬
rique ; il a été reconnu nécessaire d'altérer sa valeur théorique, pour représenter
les observations de la Lune entre 1700 et i85o.

La dernière explication de Hansen sur ce point est donnée en 1861, dans une
lettre adressée à l'Astronome royal (Monthly Notices, t. XXXI) : «... Par ma
dernière détermination théorique, je n'ai pas trouvé du tout insensible le coef¬
ficient du terme en 81"—i3/', comme Delaunay; sans l'introduction de ce
terme, les observations montrent à diverses époques des déviations notables qui
disparaissent jusqu'à la dernière trace quand on l'introduit. Je considère donc
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que son introduction est établie, et je me propose de procéder à une nouvelle
détermination théorique de son coefficient; mais je ne peux pas le faire encore,
avant d'avoir déterminé les coefficients restants. »

Enfin, dans sa Darlegung, publiée en i865-i866, Hansen ne fait aucune
allusion aux deux inégalités en question.

Nous avons vu que Delaunay a retrouvé à peu près la première inégalité de
Hansen, mais qu'il a trouvé la seconde égale seulement à Ce résultat a
été confirmé par les calculs de M. Newcomb et de M. Radau.
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chapitre iix.

SUR L'ÉTAT ACTUEL DE LA THÉORIE DE LA LUNE.

177. La publication des Tables de la Lune de Hansen, en 1857, faite aux frais
du gouvernement anglais, a été un grand événement scientifique; on a cru pos¬
séder enfin la solution définitive d'un problème si longtemps débattu. Hansen
annonçait, en effet, que sa théorie représentait presque exactement les obser¬
vations les plus précises, c'est-à-dire les observations méridiennes faites depuis
l'époque de Bradley, embrassant un siècle entier, de 1760 à i85o.

Il ne semble pas que l'auteur des nouvelles Tables ait comparé systématique¬
ment à sa théorie toutes les observations faites pendant ces cent années, ou du
moins il n'a pas publié la comparaison détaillée. Il donne (Monthly Notices,
t. XV, p. 1 ; i854) le résultat de la comparaison pour les observations faites par
Bradley en 1761-52-53, résultat aussi satisfaisant que permettait de l'espérer la
précision des observations de Bradley; les écarts sont, en effet, de l'ordre des
erreurs d'observation. Hansen a fait ensuite le même travail pour les observa¬
tions méridiennes faites dans les années 1824, i832, 1838, i843, 1844 et i85o;
l'erreur moyenne d'une comparaison isolée a été trouvée de 2", 44» dépassant à
peine celle qui correspondrait à l'observation d'une étoile. Enfin Hansen dit
(loc. cit.) qu'il a comparé aussi à ses Tables une série d'observations méri¬
diennes faites à Dorpat, que les résultats étaient d'une précision admirable,
mais qu'il en diffère la publication à la demande do W. Struve. C'est ainsi que
s'est accréditée l'opinion que les Tables de Hansen représentent exactement les
observations faites de 1750 à i85o; en fait, on peut admettre que, dans cet in¬
tervalle, les erreurs des Tables sont minimes et ne dépassent pas 1" ou 2" au
plus. A partir de i85o, les erreurs des Tables de Hansen ont cessé de rester
aussi petites; de i85o à i860, elles demeurent encore comprises entre 1" et 2",
mais elles atteignent 5" en 1870, 10" en 1880, et 18" en 1889. Les Tables ne
représentent donc pas, avec l'exactitude voulue, le mouvement de la Lune après
i85o; que donnent-elles avant 1750?
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178. La question était intéressante; elle a été nettement résolue par

M. Newcomb, qui a commencé par mettre en ordre tous les documents utili¬
sables; voici les principales sources auxquelles on peut remonter :

I. Les récits plus ou moins vagues des anciens historiens conduisent à
penser que, durant certaines éclipses totales de Soleil, l'ombre de la Lune a

passé sur certaines régions de la Terre; ces régions ne sont pas toujours net¬
tement indiquées, et la date du phénomène est souvent indécise, quelquefois de
5o ans.

II. Série des éclipses de Lune rapportées par Ptolèmée dans son Almageste, et
employées par lui pour servir de base à sa théorie de la Lune. — Ces éclipses, au
nombre de 19, ont été observées à Babylone, Rhodes et Alexandrie ; elles vont
de l'année — 720 à -+-136, embrassant ainsi un intervalle de plus de 800 ans.
Chaque phase observée peut être en erreur de i5m ou 20'". M. Newcomb a con¬
clu de leur discussion les corrections suivantes des Tables de Hansen :

Époque.
— 087.
— 381.
— 189.
— 13 i.

C = Obs. - Cille.

— I 1

- a7
— 20

— 16

On voit que l'on peut admettre avec assez de vraisemblance que, durant les
huit siècles qui ont précédé l'ère chrétienne, les Tables de Hansen réclament
une correction d'environ — 18'.

III. Eclipses observées par les Arabes. — Ces observations sont contenues dans
un manuscrit arabe dont quelques extraits seulement avaient été faits pour les
Prolégomènes de Tycho Brahe. 11 appartenait à la bibliothèque de l'Université de
Leyde, fut prêté vers la lin du siècle dernier au gouvernement français et tra¬
duit, en 1804, par Caussin, professeur d'arabe au Collège de France, avec le
titre suivant : Le Livre de la grande Table Hakémite... ; la plus grande partie des
éclipses avaient été publiées un peu auparavant, dans les Mémoires de /'Institut,
t. II, an VII. Il s'agit d'éclipsés de Soleil et de Lune, au nombre de 28, obser¬
vées à Bagdad et au Caire entre les années 829 et 1004. Ce qui leur donne une
importance assez grande, dans le cas des éclipses de Soleil, c'est qu'aux mo¬
ments du premier et du dernier contact, on a déterminé aussi par l'observation
les hauteurs du Soleil, ou celles de belles étoiles, au degré ou au demi-degré
près, il est vrai ; on a donc, pour la détermination de l'heure, des données beau¬
coup plus précises que dans le cas des éclipses de Ptolémée, et, bien que les
éclipses des Arabes soient deux fois moins éloignées de nous que celles de

T. - III. " 5a
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Ptolémée, elles peuvent finalement avoir une précision presque équivalente. On
ne dit pas toujours comment se faisait l'observation; cependant on voit que,
pour quelques-unes, on regardait le Soleil par réflexion dans l'eau. M. New-
comb a déduit de la discussion des observations les résultats suivants :

C. Nombre

850 — 3',8 ± 2,4 3
/92" 1)6 : - 1,7

986 — 4,5 ± i ,3 20

IV. Observations faites en Europe avant l'invention des lunettes. — 11 y a un
premier groupe d'observations faites parRegiomontanus et Walther, un second
par Tyclio Brahe; il s'agit toujours d'éclipsés. Le temps est déterminé encore
par des hauteurs d'étoiles, avec une précision qui ne surpasse pas beaucoup
celle des astronomes arabes. L'intervalle qui les sépare de nous étant moins
grand, on ne peut pas en attendre de résultats meilleurs. M. Newcomb les
laisse de côté ; il s'étonne en passant qu'un observateur aussi infatigable que
Tycbo Brahc n'ait observé aucune occultation d'une belle étoile, telle qu'Aldé-
baran.

V. Observations faites avec les lunettes, niais sans chronomètre; Ilouillaud et
Gassendi. — L'application des lunettes à l'observation des éclipses et des occul¬
tations peut être considérée comme commençant avec ces observateurs; mais
ils n'avaient pas de montre. Au moment même de l'observation, un signal était
donné à un aide qui déterminait avec un quart de cercle la hauteur d'une belle
étoile. Les observations utilisables s'étendent de 1621 à i652, et sont au

nombre de 20 environ. Si chacune donne la longitude de la Lune avec une
erreur probable de i5", l'erreur probable de la moyenne sera de 5" ou 6", et cor¬
respondra à une époque voisine de 1640.

VI. Observations d'Hevelius. — Ces observations vont de iG3g il iG83; avec
elles commence l'emploi de la pendule dans les observations d'éclipsés et d'occul¬
tations; 011 la règle au moyen de hauteurs du Soleil ou d'étoiles. L'erreur pro¬
bable de chaque détermination du temps paraît être de 24s, et par suite celle de
la longitude de la Lune 12" environ. Le matériel d'observations équivaut à
4o occultations environ; 011 peut donc penser que l'erreur probable de la
moyenne sera inférieure à 3"; l'époque moyenne est iGyS.

VII. Observations des astronomes de Paris. — La fondation de l'Observatoire de
Paris avait amené, dans la détermination du temps, un progrès très grand, à tel
point que les occultations observées entre 1680 et 1720 sont souvent compa¬
rables pour l'exactitude à celles d'aujourd'hui. L'erreur probable du temps ne
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dépassait pas 2S, correspondant à i" d'erreur sur la longitude de la Lune. Cela
n'excède pas l'erreur provenant des irrégularités du limbe, laquelle paraît être
d'environ i". On peut donc admettre i",4 comme erreur probable d'une longi¬
tude de la Lune. L'erreur provenant do la position de l'étoile occultée est plus
grande et aussi celle des perturbations tabulaires; ces deux dernières peuvent
s'élever à 3". On peut compter que, de 1680 à 1720, on a l'équivalent de
60 bonnes occultations observées à l'Observatoire de Paris : cela donne pour la
moyenne, vers 1700, la longitude de la Lune à o",6 près. De 1720 à 1703, on a
encore les observations de Paris et celle de Delisleà Saint-Pétersbourg; on peut
compter sur une bonne occultation chaque année, à Paris et à Saint-Pétersbourg,
de sorte que la longitude de la Lune est déterminée dans cet intervalle à moins
de 2" près. La plupart des observations dont on vient de parler ont été extraites
des manuscrits de l'Observatoire de Paris, que Delaunay avait mis obligeamment
à la disposition de M. Newcomb.

M. Newcomb a donc pu, à la suite d'un travail immense et magistral, obtenir
les corrections £ des Tables de Hansen, pour les époques comprises entre 1620
et 1700. Afin d'atténuer l'influence des erreurs, il a pris des moyennes de 25 en
2o ans, et c'est ainsi qu'il a formé le Tableau suivant :

1623 H- 5o ± i3
1630 -+-39 ±5
1G73 -h 3a ± 1

1700 -t-21 ± 1

1723 +• 7 ± [
1730 o ± 1

1775
1800 ±

1825 d=

1850 H—

1875 "4*"

On voit donc que les Tables de Hansen ne représentent pas bien le mouve¬
ment de la Lune avant 1700 ; elles ne le représentent pas non plus après i85o. Il
serait intéressant d'avoir les comparaisons exactes entre 1750 et i85o, pour les
observations méridiennes et les occultations. M. Newcomb dit que l'erreur des
Tables pour 1875,0 a été trouvée de —9", 7 par les observations méridiennes
de Greenwich et de Washington ; les occultations ont donné environ 2" de moins,
de sorte que l'on a admis — 8".

179. Pour chercher la cause des erreurs, inadmissibles, avant 1750 et après 1750,
il convient d'examiner les trois points suivants : le calcul des perturbations
solaires; le calcul des inégalités à longues périodes; la détermination numérique
des constantes.

Les coefficients des inégalités solaires ont été calculés par Delaunay et Hansen
par deux méthodes entièrement différentes, et leurs résultats ont été comparés
par M. Newcomb (voir le n° 156). Malgré le peu de convergence des séries et
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l'introduction médiocrement satisfaisante des compléments probables de Delau-
nay, l'accord est grand. Les travaux de MM. Hill et Adams ont remédié en grande
partie à la lenteur de la convergence des séries qui représentent les moyens
mouvements du périgée et du nœud. Aussi est-on presque en droit de dire que
le calcul des perturbations solaires de la Lune est pratiquement résolu.

Il convient cependant de mentionner un travail important de M. Andoyer
(Annates de la Faculté des Sciences de. Toulouse, t. VI), Sur quelques inégalités de
la longitude de la Lune, dans lequel l'auteur a vérifié par deux méthodes entiè¬
rement différentes quelques-uns des calculs de Delaunay. Il leur a apporté de
légères corrections; il a trouvé, par exemple, que les termes en m8 et m9, dans
le mouvement moyen du périgée, doivent être remplacés par

66702631253 20726828924180
:0„ m" -- f m9.

2I8.33 2". 3*

On ne doit pas s'attendre néanmoins à voir disparaître les erreurs des Tables
en prenant les perturbations solaires de Delaunay à la place de celles de
Hansen.

Relativement au second point, nous rappellerons que, des deux inégalités de
Hansen

V,- h- 15", 34 sin ( — l — 16/'H-18/"-+-33° 36'),

V, -!- 2j", 47 sin (81" — i34° 44'),

la première a été confirmée par Delaunay, et la seconde réduite à o", 27. On doit
désormais retrancher V2 des Tables de Hansen, c'est-à-dire ajouter Al à la cor¬
rection tabulaire

C observation - calcul ;

mais alors l'accord cessera d'exister entre 1710 et i85o.

Passons au troisième point. Hansen a adopté des valeurs déterminées pour les
constantes elliptiques et pour l'accélération séculaire; il a pris s = 12",17. Nous
avons dit que ce nombre n'a plus de base théorique, Adams et Delaunay ayant
trouvé par un calcul correct s = 6", 18. On verra d'ailleurs plus loin que ces
deux valeurs de s permettent de représenter presque aussi bien l'une que l'autre,
grâce à l'introduction d'une inégalité empirique, les observations faites de
1625 à 1875.

Quand on ajoute V2 aux erreurs tabulaires c, elles prennent les valeurs C'
indiquées dans le Tableau suivant :

vs. C.

1623
16311

— '7,'
-2 M

-+■33

-h I 8
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1075

1700
1725

1750
1775
1800

1825
1850
1875

180. La présence du terme V2 a fourni à Hansen une valeur du moyen mou¬
vement séculaire n (pour 1700,0) qui est sensiblement erronée; il y a donc lieu
de faire varier n de on ; il convient aussi d'attribuer à l'accélération séculaire s et
à la longitude moyenne de l'époque £ les variations os et oz. Mais il suffit d'un
coup d'oeil jeté sur le Tableau précédent pour voir qu'il n'existe pas de système
de valeurs de on, §s et oz susceptible d'annuler pratiquement les quantités
La conclusion est donc que la théorie actuelle est impuissante à représenter
avec précision l'ensemble des observations, de 162.5 à 1870.

Tout ce que l'on peut faire, c'est d'introduire dans la longitude de la Lune
une inégalité empirique

R r-A sin a t -f B cos a t,

et de chercher à déterminer les quantités on, âs, Sz, A, B et a, de manière à
annuler les erreurs £'; c'est ce qu'a fait M. Newcomb, et il a donné à a une va¬

leur telle que la période T = ~ de R soit égale à 273 ans, la période même
de Y,. On aura, pour atteindre ce but, onze équations de la forme

, dh „ àL J » • , r, r ,
oe -t- — on h—r- os A sina.' B cosafr L„- 1,,

du as

11 nous sera commode de supposer dans R le temps compté en années à partir
de 1 750; t devra donc recevoir les valeurs

— 12.5, —100, ..., o, ; -25, . .., -[2,5.

Nous ferons
a5 a u,

de sorte que prendra les valeurs

v,. t-'-

i(5,8 -4-15
- 5,2 4-16-

4- 8,6 -16
4-18,g 4-19
- 21,2 4-21

0,7 15
4- 2,1 4- 2
— 11,4 —11

—20,1 —28

— 5 u, — 4 u, , O, + il, , 4-5«.
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Avec la valeur de T adoptée par M. Newcomb, on a

36o° „ qooo°
—

275, u~ 25a — ——5- = 33°.
a 273

J'ai pensé qu'il serait intéressant de faire quatre calculs parallèles en prenant
successivement pour m les valeurs 23°, 33°, 43° et 53°, auxquels correspondent
ces valeurs de T : 3qians, 273ans, 209ans et i7oans. On verra mieux ainsi entre
quelles limites on peut faire varier T sans cesser de bien représenter les obser¬
vations.

J'ai obtenu les quatre systèmes suivants, dont le second est celui de M. New¬
comb :

8«. 8s. A. B. Poids

—33 -H SE —0,75 +o,56 -o,go6 —0,423 = 0 1

— I8 + SS —o,5o +0,25 —0,999 —o,o35 1

--15 +SE —0,25 +0,06 —0,934 +0,358 5

—16 + SE 0,00 0,00 —0)7r9 +o,6g5 5
— 16 +SE -1-0,25 + 0,06 —0,391 +0,920 3
— 19 + SE —1— 0, 5o —0,25 0,000 + 1,000 4
— 21 -t- Se +0,75 +0,56 +0,391 +0,920 4
—i5 + os +1,00 + 1,00 +0,719 +0,695 4
— 2 + SE + 1 .25 + 1,56 +0,934 +o,358 4
+ 11 + 8s + 1,5o +2,25 + 0,999 — 0 ,o35 8

->-28 -t- Se + 1,75 +3,o6 +o,go6 —0,423 10

A. B. A. B. A. B.

—0,25g —0,966 +O,574 —0,819 +0,996 —0,087
—0,743 - 0,669 —0,i3g —0,990 + o,53o —0,848
—0,988 — 0,156 —o,777 — 0,629 — o,358 —0,934

• ■ —o,9'4 -0,407 —0,998 H-0,070 - 0,961 —0,276
—o,545 -o,83g —0,682 -f-0,73 I -0,799 +0,602

0,000 + 1,000 0,000 -f-I ,000 0,000 + 1,000
+ o,545 +0,839 +0,682 +o,73I -^0,799 —0,602

. . +0,914 +0,407 +0,998 +0,070 —0,961 —-0,276
—0,988 —o,i56 +o,777 —0,629 +o,358 —0,934
+0,743 —0,669 +0,139 - 0,990 —o,53o —0,84 8
+o,25g — 0,966 —0,574 -0,819 —0,996 —0,087

Dans les trois derniers groupes, je n'ai pas reproduit les termes qui sont les
mêmes que dans le premier, afin d'abréger l'écriture.

J'ai appliqué à ces équations la méthode des moindres carrés pour déterminer
les inconnues Se, on, A et B; j'ai cru toutefois avoir le droit de simplifier les
calculs en prenant comme multiplicateurs, pour chaque inconnue, des nombres
exacts d'unités ou de dixièmes, depuis 1 jusqu'à 10 (voir dans le t. VIII du Bul¬
letin astronomique le travail de M. Radau sur VInterpolation); je pense qu'on
peut souvent opérer ainsi, parce que la détermination des poids à attribuer aux
diverses équations comporte presque toujours un peu d'arbitraire. J'ai obtenu
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ainsi les valeurs suivantes des inconnues, en regard desquelles je place les rési¬
dus a. qui subsistent dans les premiers membres des onze équations de chaque
groupe :

,JL.

u — a3°, T = 391 ans...
os = + 28", 00 — o, 666 84.
on — -44", 93—1,155 8s.
A = -h 3o",o7 a- o , 128 os.
B = -t- 13", 42 -H i ,o5a 84 .

«SR',

5,6
2,0
i,3
0,1

i,3
o,4
2,9
1,0

3,o
1,6
i,3

u = 33°, T = 273 ans ..

8s = -H 24", 24 — o, 240 Si.
8« = — 26", 87 — 1,179 8.f.
A = h- 14",5o -T- o, 136 84'.
B= + 9", 19-+-0,706 84.

/ — i,3 + 0,4984
+ 2,7 -r- 0,03
-t- 0,2 — O, l3
— t ,3 — 0,08

! -+- i ; j --- o, 04
-4- I ,0 + O, l3
— 1,3 + 0,10
— 0,6 — 0,01

+ 1,5 — o, 10

0,4 ■0,13
-0,11

— 4,2
-+- 1,9
+ 1,0
— 0,8
+ 1,1
+ 0,2
— i,9
— o,5
+ 2,3
+ 0,4
—■ 0,6

u = 43", T = 209 ans ..

8s = + 23", 26 — 0,041 84
0/2 = — 20", 57 — I ,266 04
A = + 11 ", 22 + o, 199 04
B = + 7", 81+0,54o 04

+ 5,7 + 1,14 04
+ 6,2 + 0,28
— 0,2 — 0,17
— 3,4 — o,20
+ O ,2 — O ,04
+ 1,8+0,12
+ 0,2 + 0,10
— 0,6 — 0,07
— 0,6 — 0,24
— 2,8 — O ,20
+ 2,4 + 0,20

— 1,1
+ 4,5
+ o, 8
— 2,2

0,0
+ 1,1
— 0,4
— 0,2
+ 0,8
— i,6

0,9

u = 53°, T = 170 ans...
8s = + 22",08 — 0,00g 84
lu — — 18", 32 — 1,35o 84

B = + 4", 62 + o, 265 84

+13,8 + 1,81 84
—{-15,4 -+— 0,84
+ 3,2 + o,o4
— 6,2 — 0,34
— 4,9 — °,34
— i ,5 — o, 17

A = + u",46 + 0,272 84 I ■— 0,7 — 0,52
— 1,5 — 0,17
— 3,i — o, 29
— 4,4 —o, i5

6. - o. 3o

-+" 2,9

-l-10,3
+ 3,o
— 4,2
— 2,8
— o,5
+ 2,4
— o,5
— i,4
— 3,5
~i~ 3,9
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La dernière colonne contient les valeurs tu' des résidus, quand on fait
Ss — — 6",o, ce qui ramène l'accélération séculaire à sa valeur théorique.

On voit immédiatement que le quatrième système (T = i 70 ans) laisse peser
sur les observations récentes des erreurs trop fortes pour qu'on puisse l'ad¬
mettre.

Nous allons calculer maintenant, d'après nos trois premiers systèmes, la cor¬
rection des Tables de Hansen, en 1889,0; cette correction aura pour expression

âs + 1,89 §n + 3,07 ôs -t- A sin (5,56 «) + B cos(5,56 u) — V2,

V2 étant d'ailleurs égal à — 21",4- On trouve ainsi les corrections C suivantes,
avec les résidus tu = C -+- 17",4> la correction moyenne observée étant — 17",4,
d'après M. Stone.

T. u. C. C. ill. Si'.
UllS n i, » ,1 II

3gi a3 —20,1 -f- o, 17 5s —21, t — 2,7-H o, 17 Si' — 3,7
273 33 —15,1 -+- o.,38 —17,4 h- 2,3-t-o,38 0,0
209 43 — 7,8 + 0,69 —ii,9 + 9,6 + 0,69 + 5,5
170 53 +0,4 + 0,87 — 4,9 +17,8 + 0,87 +12,5

On voit que, si l'on suppose os = o, pour reproduire la correction observée,
il faudrait attribuer à u une valeur un peu plus petite que 33°, et par suite à T
une valeur un peu plus grande que 273 ans. Avec l'accélération théorique,
Bs = — 6", les résidus deviennent — 3",7, o",o, -4- 5",5 et -+-12",5; le second
système représente donc exactement la correction observée en 1889; nous avons
dit que ce second système est à peu près celui de M. Newcomb.

Nous allons donner un Tableau d'ensemble pour montrer comment les obser¬
vations sont représentées : de 1620 à i85o, nous empruntons de 10 en 10 ans
les corrections des Tables de la Lune de Hansen, affectées du ternie empi¬
rique V2, à M. Neison (Mémoires de la Société Royale astronomique de Londres,
t. XLVIII, p. 36q; 1884), qui les a lui-même interpolées d'après les résultats
de M. Newcomb. Pour les années i85o-i888, nous avons tiré ces corrections, de
2 en 2 ans, des données publiées chaque année par M. Stone, en groupant
chaque correction avec la précédente et la suivante pour atténuer les erreurs.
Les nombres C et C' désignent les corrections calculées par la formule

— V2 + Ô£ + ( t — I 700) 0/1 + ( t — I 700)2 Ô.S
+ A sin[i°, 32 (£ — 1700)] + B cos[i°,32 (t —1750)],

où os, on, A et B ont les valeurs qui correspondent à« = 33° (p. I\i5), et où
i x # 330l'on donne à Os les valeurs extrêmes o et — 6",o; on a écrit i°,32 au lieu de

'2 D

0 désigne la correction observée; enfin, on a formé les différences 0 -- C et
0 — C, qui donnent une idée de la représentation.
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C, O. C'. 0 —G. O-C.

1620 + 5o -4-53" +46" 4- 3" -+- 7"
30 +48 4-48 +46 0 4- 2

40 +45 4-43 +44 — 2 — i

30 +42 —1— 3 C) +42 — 3 — 3
60 +38 4-36 +3g — 2 — 3
70 +34 4-33 +35 — 1 — 2

80 + 3o 4-3o —1—3o 0 0

1690 +24 4-26 4-25 4- 2 4- t

1700 4" 20 4-21 4-20 4- i 4- i

10 -f-15 4-15 4-i5 o o

20 4-1 i + 9 4-11 — 2 — 2

30 f 7 4- 5 4- 6 — 2 — i

40 4- 1 4- 2 4- 1 4- i 4- i

30 4- i 0 0 — i o

60 0 o — 1 o 4- 1

70 — i o — 2 4- i 4- 2

80 — 2 o — 2 4- 2 4- 2

1790 — i o — i 4- i 4- t

1800 o 0 o o o

10 0 0 4- i o — i

20 -1- i o 4- 2 — i — 2

30 -H i o 4- 2 — i — 2

40 4- i o 4- 2 — i — 2

30 0 0 4- I o — i

c. 0. G'. 0 --C. 0 — G'.

50 — 0,1 -H 0,7 4- o",7 4- 0,8 0,0
52 — 0,5 -f- 1,3 —1- 0, '2 4- 1,8 4-1,1
54 — 1,0 4- 1,4 — 0,3 4- M + i,7
56 - 1,4 -1- 1,2 — 0,9 4- 2,6 4-2,1
58 - 1,9 + 1 ,9 — 1,4 4- 3,8 4-3,3
60 — 2,3 —f- 2,3 — 1,9 4- 4,6 4-4,2
62 — 2,9 -1- 2,2 — 2,6 4- 5,1 4-4,8
64 — 3,5 -f- O , I — 3,3 4- 3,6 4-3,4
66 — 4,2 — 2,3 — 4,i 4- 1,9 4-1,8
68 — 4,9 — 4,0 — 5,o 4- 0,9 4-1,0
70 — 5,7 - 5,4 — 5,9 4- 0,3 4-0,5
72 — 6,5 - 7,5 — 6,9 — >,° —0,6
74 — 7,4 — 9,i — 8,0 — 1,7 — 1,1
76 — 8,3 — 9,6 — 9,1 — F,3 —o,5
78 — 9>3 — 9,o —10,2 4- o,3 4-1,2
80 — io,3 — io,3 -11,4 0 4-i,i
82 — ii,3 — 12,6 — 12,7 — i,3 4-0,1
84 —12,3 -14,8 — 14,0 — 2,5 —0,8
86 —13,4 —15,4 — x5,4 — 2,0 0,0

•1888 —14,6 -16,9 — 16,8 — 2,3 -0,1

La représentation est satisfaisante en général ; toutefois, il subsiste des
indices d'une autre inégalité, à période moindre et ayant un coefficient de 2"
. .y;
a d .

T. - III. 53
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181. On voit que, jusqu'ici, on a eu recours seulement aux observations
modernes pour déterminer les inconnues Si, Sn, A et B au moyen de Ss et des
quantités connues. Pour trouver Ss, il faut s'adresser aux deux groupes d'obser¬
vations anciennes. Ces deux groupes ont fourni à M. Newcomb (loc. cit., p. 264)
les équations suivantes :

Eclipses de Ptolémée.

Dates. 8e. 8H. ôs. Poids.

-687 —0,40 +9,55 = —1i" 3
-381 0,017 —0,35 +7,28 ==—27 2

— 189 0,017 —0,31 +5,95 = —20 4
+134 0,017 —0,26 +4,11 = —16 3

Éclipses cles A rabes.

Dates. 8e. Sa. Ss. Poids.

+830 0,017 —0,14 + 1,20 = - 4,4 8

+927 0,017 —0, L3 +0,99 = — ',i 16
+986 0,017 —0,12 +0,84 = - 4,8 3o

On a négligé les termes A sin at et Bcosai, comme on pouvait le faire; les
seconds membres exprimaient d'abord des minutes d'arc : on les a ramenés à
exprimer des secondes, en divisant les deux membres de chaque équation
par 60. Il faut maintenant substituer

de — 24", 24 — o, 24 ôs,
du =— 26", 87 — 1,18 ds,

ce qui donne, pour les deux groupes,

Ptolémée.

10,02 ds — — 22 ,

7,6905= — 37,
6 ,32 ds = — 29,

4, 42 ds — — 23,

(0

Arabes.

1 , 37 85 = — 8,6,
1,14 ds — — 5.0,
o, 98 ds = — 8,4-

Chacune des sept équations donne une valeur négative de Ss; le coefficient
50 = 12",17 de Hansen est donc certainement trop fort. En ayant égard aux
poids, les éclipses de Ptolémée donnent, à elles seules,

ds rzz — 3", 87 ; 5 = 50-HÔ5 = 8",3.

Les éclipses des Arabes donnent de leur côté

05--=—6", 84; 5 = 5", 3.
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On tire de l'ensemble
os = — 5", 1 ; s = 7", 1.

M. Newcomb a trouvé pour l'ensemble s = 8", 8; nous arrivons à 7", 1, valeur
très voisine du chiffre théorique; la différence tient au mode de calcul employé.
M. Newcomb a déterminé 8s, 8/1 et 8s par toutes les observations anciennes et
modernes, en négligeant A et B; il n'a retenu que la valeur de 8s, et a calculé
ensuite les valeurs de Se, 8n, A et B qui satisfont le mieux à l'ensemble des ob¬
servations modernes.

La valeur 8s = — 5",i, étant substituée dans les équations (1), laisse dans les
premiers membres les résidus suivants :

-3.',
— 2', —o',8,
- 3', +3',4.

o.

Il y a donc un résidu très fort et tout à fait anormal. M. Neison a expliqué
(Monthly Notices, t. XXXIX, 1878, p. 73) que cela tient à ce qu'un poids trop
grand a été assigné à l'une des trois éclipses qui ont servi à obtenir l'erreur
des Tables pour — 687, et que cette éclipse est discordante. Si l'on supprimait
la première des équations (1), on trouverait 8s — — 5", 87, s = 6", 3, c'est-
à-dire l'accélération théorique.

On voit ainsi qu'il est possible de représenter les éclipses de Ptolémée et
celles des Arabes par l'accélération théorique; on n'aurait donc pas besoin
d'invoquer l'influence du frottement des marées pour produire un ralentisse¬
ment progressif dans la rotation de la Terre, ayant pour effet une accélération
apparente du mouvement de la Lune. On éviterait de la sorte le double inconvé¬
nient de toucher à la base fondamentale de la mesure du temps, et d'introduire
dans la théorie de la Lune un nombre empirique qui, ne pouvant être déterminé
par le calcul, empêcherait d'arriver à des résultats définitifs, alors même que
toutes les autres difficultés auraient été surmontées.

182. Cependant il subsiste une grave objection contre cette manière de voir :
les éclipses chronologiques, qui sont bien représentées par l'accélération
de 12", le sont beaucoup plus mal par l'accélération théorique de 6". Les prin¬
cipales de ces éclipses sont celles de Thalès, de Larissa, d'Agathocle et de
Stiklastad.

Éclipse de Stiklastad. — Elle se produisit pendant un combat que les guer¬
riers chrétiens, sous la conduite du roi de Norvège, Olaf le Saint, livraient à
une armée de paysans païens révoltés. Voici ce qu'en rapporte Snorre Sturlason :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4ao CHAPITRE XIX.

a Le temps était beau et le Soleil brillait; mais, quand la bataille eut com¬
mencé, une teinte rougeâtre se répandit sur le ciel et sur le Soleil, et, avant
que le combat fût terminé, l'obscurité devint aussi grande que pendant la nuit. »
Hansteen, qui a publié un Mémoire sur cette éclipse (Astron. Nachr. de 1849),
a déterminé avec certitude la position du champ de bataille où elle a été vue, et
il a fixé la date de l'éclipsé au 3i août io3o. Or, dans une Note récente (Astron.
Nachr., nov. 1888), M. Hjort dit que les sources historiques, laissées de côté
par Hansteen, permettent d'établir que la bataille a eu lieu le 29 juillet; c'est ce
qui résulte de l'Ouvrage de M. Maurer {Die Bekehrung cles norwegischen Stammes
zum Christenthume, t. II, p. 53i-54o). S'il en est réellement ainsi, l'éclipsé
aura eu lieu plus d'un mois après la bataille; on ne sait plus rien sur le lieu de
l'observation, et l'éclipsé doit être rayée de la liste des éclipses historiques.

Éclipse de Larissa. — On lit dans Xénophon : « Lorsque les Perses succédè¬
rent aux Mèdes dans l'empire, le roi des Perses assiégeant cette ville (Larissa)
ne pouvait la prendre par aucun moyen; mais un nuage en couvrant le Soleil
produisit une telle obscurité que les hommes sortirent de la ville, et c'est ainsi
qu'elle fut prise. » D'après les détails que donne Xénophon, il paraît certain
que Larissa n'est autre que la moderne Nimrod. Mais le phénomène dont il
s'agit est-il bien une éclipse totale de Soleil? Le texte dit que c'est un nuage
(v£<f£Xï]) qui couvrit le Soleil. Airy n'hésite pas en faveur de l'éclipsé totale,
et, en cherchant tous les phénomènes de ce genre qui ont eu lieu dans un in¬
tervalle de 4o ans comprenant la date probable de la prise de Larissa, il trouve
qu'il y eut, à Nimrod même, une éclipse totale de Soleil le 19 mai de l'année 547
avant Jésus-Christ. M. Newcomb se laisse convaincre moins facilement et il fait

remarquer judicieusement que, parce que l'on a trouvé dans un intervalle de
4o années une éclipse totale observable à Larissa, il n'en résulte pas nécessai¬
rement l'identité de ce phénomène avec celui qui a fait évacuer la ville.

Éclipse d'Agathocle. — Agathocle, étant bloqué par les Carthaginois dans le
port de Syracuse, profita d'un relâchement momentané dans le blocus pour
s'échapper du port et se diriger vers la côte d'Afrique, où il parvint au bout de
six jours. Pendant qu'il naviguait ainsi, le second jour, il fut témoin d'une
éclipse totale de Soleil. Voici comment Diodore de Sicile rapporte le fait :
« Comme Agathocle était déjà enveloppé par l'ennemi, la nuit étant survenue,
il s'échappa contre toute espérance. Le jour suivant, il se produisit une telle
éclipse de Soleil que l'on pouvait croire qu'il était tout à fait nuit, car les
étoiles apparaissaient de toutes parts. De sorte que les soldats d'Agathocle,
persuadés que les Dieux leur présageaient quelque malheur, étaient dans la
plus vive inquiétude sur l'avenir. »

Ici, pas de doute possible; avec l'apparition des étoiles, c'est bien une éclipse
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totale de Soleil. Malheureusement, c'est la position du lieu d'observation qui
n'est pas exactement connue, car on ne sait pas si Agathocle est allé directe¬
ment vers l'Afrique ou s'il a fait le tour de la Sicile en prenant le nord de cette
île. On paraît être d'accord sur la date de l'éclipsé, que l'on fixe au i5 août de
l'année 5io avant Jésus-Christ; mais, par une singulière fatalité, les limites
admissibles dans la position d'Agathocle correspondent presque exactement
aux limites entre lesquelles on peut faire varier l'accélération séculaire, de
sorte que cette éclipse si bien décrite ne permet pas d'assigner à cette accéléra¬
tion une valeur définitive.

Éclipse cle Thaïes. — On lit dans Hérodote : « Après cela, les Lydiens et les
Mèdes furent en guerre pendant cinq années consécutives; dans cette guerre,
souvent les Mèdes furent vainqueurs des Lydiens, souvent aussi les Lydiens
vainquirent les Mèdes; une fois même, ils se battirent la nuit. Or, comme la
guerre se poursuivait avec des chances égales des deux côtés, la sixième année,
un jour que les armées étaient aux prises, il arriva qu'au milieu du combat le
jour se changea subitement en nuit; Thalès de Milet avait prédit ce phénomène
aux Ioniens, en indiquant précisément cette même année où il eut lieu en effet.
Les Lydiens et les Mèdes, voyant que la nuit succédait subitement au jour,
mirent fin au combat et ne s'occupèrent plus que du soin d'établir la paix entre
eux. »

Il paraît probable que le phénomène signalé par Hérodote est une éclipse
totale de Soleil ; mais le lieu où il a été vu n'est pas indiqué ; on sait seulement
qu'il doit être situé en Asie Mineure, ou au moins très près de cette contrée.
La date du phénomène n'est pas mieux fixée : Pline la met à la quatrième année
de la 48e olympiade, Clément d'Alexandrie vers la 5oe olympiade.

Les divers auteurs qui en ont parlé font varier la date depuis le ier octobre 583
jusqu'au 3 février 626 avant J.-C. Pour Baily et Oltmans, elle aurait eu lieu le
3o septembre de l'an 610; pour Airy, le 28 mai de l'an 585 ; cette dernière date
est d'accord avec celle de Pline.

M. Newcomb trouve que trois points seulement sont nettement établis :

Qu'une bataille entre les Lydiens et les Mèdes a été terminée par une obscurité
subite;

Que, le 28 mai de l'an 585, l'ombre de la Lune a passé sur l'Asie Mineure,
ainsi que cela résulte des calculs fondés sur les Tables;

Enfin que Thalès a prédit une éclipse.
Mais que ces trois phénomènes se rapportent à un seul et même événement,

c'est ce que M. Newcomb ne regarde pas comme démontré.
Il semble en somme que les récits des anciens historiens sont trop vagues

pour que l'on puisse s'en servir afin d'éclairer la théorie de la Lune; c'est
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plutôt à la théorie de donner des indications sur les dates des phénomènes et
les lieux où ils ont été observés.

Cependant, il faudrait avoir égard aussi à un Mémoire important de M. Ginzel,
Astronomisclie Untersuchungen iiber Finsternisse (Mémoires de l'Académie des
Sciences de Vienne, 1883 et 1884).

M. Ginzel, après de longues et patientes recherches, a pu réunir des docu¬
ments concernant 45 éclipses totales de Soleil, échelonnées depuis l'an 346 de
notre ère jusqu'à l'année 1415, et dont 2 seulement avaient été discutées déjà
par M. Celoria; il a trouvé surtout de précieux matériaux dans les chroniques
des monastères du moyen âge. Il n'est pas question d'heures exactes pour les
phases; on se borne à dire qu'en tel lieu le Soleil a été éclipsé, et, dans un assez
grand nombre de cas, qu'on a vu apparaître les étoiles. M. Ginzel a conclu de
sa discussion que l'accélération séculaire adoptée par Hansen devait être un peu
diminuée, et ramenée seulement à 11",47- Il serait très important d'examiner
si ces éclipses, principalement les 17 comprises entre les années ^33 et 1267,
dont l'époque moyenne diffère peu de celle qui correspond aux éclipses arabes,
peuvent être représentées avec une accélération de 6" à 7", et en appliquant au
moyen mouvement de Hansen la correction que nous avons indiquée. Mais je
pense que nous devons faire un choix dans les documents : M. Ginzel a pour
telle éclipse totale, celle de n33, par exemple, 78 récits, de l'ensemble des¬
quels il déduit une correction moyenne de la zone de centralité; il vaudrait
peut-être mieux garder ceux des récits qui sont très nets, qui affirment que l'on
a vu les étoiles, les discuter séparément et laisser les autres de côté. Il s'agirait
de voir si, avec les corrections indiquées pour 8n et Ss, l'éclipsé reste totale
dans les lieux où l'on a dit nettement qu'elle l'était.

H nous faut parler des recherches de M. Schjellerup sur les anciennes éclipses
chinoises (voir Copernicus, t. 1, p. 41-47); mais les données sont ici très peu
précises. L'auteur parle, en effet, de 36 éclipses de Soleil mentionnées dans les
Annales cle la Chine, et il en choisit 3 qui sont mentionnées comme ayant été
totales, dans les années 708, 600 et 548 avant J.-C. Les mois dans lesquels on
Jes a observées ont dû être corrigés, pour les deux premières. Il arrive, en outre,
que ces éclipses ne sont pas très bien représentées par l'accélération de Hansen;
il est vrai qu'elles le sont encore plus mal avec celle de MM. Adams et Delaunay,
car il faudrait, pour avoir des éclipses totales, changer de 3o° la longitude du
lieu où l'on suppose qu'elles ont été observées. Le résultat n'est guère meilleur
en adoptant, avec Airy, la correction Sn = — 36". Il ne semble pas qu'on puisse
en tirer une conclusion assurée pour ou contre l'accélération théorique.

183. Nous pensons que la question peut se diviser en deux autres, celle de
l'accélération séculaire et celle d'une ou de plusieurs inégalités à longues
périodes, encore inconnues. On peut laisser de côté la fixation du coefficient de
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l'accélération séculaire, car elle ne joue qu'un rôle secondaire quand il s'agit
de la comparaison des observations des deux derniers siècles.

Mais, quelle peut bien être la cause des inégalités à longues périodes que
cette comparaison met en évidence? On pouvait penser que les inégalités prove¬
nant de l'action des planètes n'avaient pas encore fait l'objet d'une recherche
systématique suffisamment étendue. Le Mémoire de M. Radau, qui a paru dans
le Tome XXI des Annales de /'Observatoire, et dont nous avons rendu compte dans
le Chapitre précédent, répond à cette question; il paraît bien établi qu'en
dehors de l'inégalité qui dépend de 16T — 18V, il n'en existe aucune dont le
coefficient dépasse une fraction de seconde. Néanmoins, l'ensemble des inéga¬
lités nouvelles et des corrections des anciennes, signalées par M. Radau, mérite
d'être pris en considération, car leur somme peut s'élever, en certains cas, à
plusieurs secondes d'arc; ce qui est très important quand on songe que Delau-
nay s'était préoccupé des millièmes de seconde dans les coefficients des inéga¬
lités solaires. Cela n'explique pas les désaccords, mais permet de les régulari¬
ser, et de mettre mieux en évidence les inégalités qui sont encore inconnues.
Enfin il y a peut-être lieu de se préoccuper de la convergence des séries ordon¬
nées suivant les puissances de m.

Nous rappellerons, en terminant, que la correction totale apportée par M. New-
comb aux Tables de Hansen est

A = — i ", 14 — 29", 17 t — 3", 86 i"2'— V 2 — o",og sin A — i5", 49 cos A,
oil

A = i8V — 16T— l;

l est le temps compté en siècles à partir de 1800. La formule empirique à
laquelle nous sommes arrivé de notre côté est

A' = -h 24", 24 — 0,240ôs — (26", 87 -h 1,179&J) t' + Ss.t'* — V2
H- (i4",5o -1- o, i366s) sin(i32° x t")
-t- ( 9", 19 + o,7o6ôs)cos(i32° x t"),

où t' et t" désignent des nombres de siècles comptés respectivement à partir de
1700 et de 1750. On a

8s = •— 6", O, t'= t H- I, t"= t -+- 1 ;
2

et la correction devient

A' = h- 25",68 — 19",80 {t -h 1) — 6",00 02+ it -t- 1 )
-I- 13", 67 sin (132° x t -1- 66°) -1- 4", 95 cos (132° x t -t- 66°) — V2
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ou bien

A' = - o", 12 — 318o* — 6", 00 i!2 — V2 +14", 54 sin ( 132° x /ï -t- 85°54') ;

t est maintenant compté en siècles à partir de 18oo.

Si l'on persistait à maintenir dans la comparaison des observations modernes
l'accélération de Hansen, ce qui reviendrait à faire Ss = o, il faudrait, pour

représenter l'erreur tabulaire en 1889, admettre une valeur de u comprise entre
28° et 33°, 28° par exemple, et pour T une valeur peu éloignée de 32o ans.
Pour fixer cette valeur de T, un nouveau calcul serait nécessaire.

La théorie de la Lune se trouve arrêtée par la difficulté que nous venons de
développer; déjà, à l'époque de Clairaut, la gravitation paraissait impuissante à
expliquer le mouvement du périgée. Elle triomphera encore du nouvel obstacle
qui se présente aujourd'hui; mais il reste à faire une belle découverte!

FIN DU TOME III.
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ERRATA.

TOME Ier.

Pages. Lignes. Au lieu de : Li$ez :

3 dq\ àqi
dci dot

10 12 doc2 ,dc*2

36
d2x d2x

12 en remontant
dt lit2

54 6 M (x,y,z) N(«, y,z)
116 '4 en remontant l'époque t l'époque t0

148 6

148 io et it

153 il

187 9

216 i en remontant

219 3

222 2

289 3 en remontant
290 12

3o4 i en remontant

3o6 18

322 9

334 1 en remontant

343 6
381 6

435 9 et 10 en rem.

470 8 en remontant

471 14 en remontant
T. - III.

H'v"- [J-V d\
dt

mv.\ et mx'J
m X ;

~W
de formules

x

79
1 — co

2
=1

x2 S2 D

coefficient do cet

dRo.i
de

(i -+- k)
Y) Si X'
I 80I

/
sintp0 cos(o — 0o )

coso— 0o

, F v -n'y' Û
V- dt

m'y. 1 et m'-y.'[
m"W[
A"2

des formules

Ç
80

1=1

•r3 S2 D

1

4
coefficient du cosinus de cet

dRo.i
de

k

T|0 Sjt'
i8o3

A f211.,/

sintpo sin(p — 0„)
cos(p — Oo )
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TOME II.

Pages.

5

Lignes.

6 6

9 8 en remontant

i4 2

23 10

34 i4

35 ,

35 2 et 3

35 4 et 6

4i 3

87 8 en remontant

88 i4

95 10 en remontant

96 6

98 1 en remontant

II
Au lieu de

p M2 ditï du
il

— fdm < V
«1 J

dm = u2 du sinO rfO dfy

donnent

désignant un

extérieure

en sens inverse

point M
expressions (7)

formules (7)
le moment

(a)

=i r2 Jo

104 1 en remontant b = ( ),r316
107 7 k> V,
107 8 A<Vi
107 '7 supé-
107 '9 k<
127 13 et 12 en rem. r< 0> ?!

127 11, 6 et 4 en rem. r, 6 et cp
138 11 0

148 12 cos £3

161 1 en remontant 2?rr-
166 12 I — 27T. . . .

190 10 (v + «2) (v -t- b'D
191 9 b\, a2, c2, a\

192 2 en remontant aq(bJ, — a2) -+- «£(a2 -

'99 '3

217 14

I
kl

Lisez :

p u2 du

dm < V

dm — p m2 du sin 0 cty
donnent, en prenant pour N

la normale intérieure,
désignant par dn un

du

intérieure

dans le sens

Changer les signes des formules
point M'

expressions X = — Px, ...

formules X = — Px, ...

le produit par u> du moment
(«')

1 r
2 Jo

_JL A
b = ( )s 3 r6

*<Vi
. *> V,

infé-

*>
'■u Oi, ?ii

'•îi 0i, et cp,
S

cosri
„ xn r1n r«-T,z-J, *>J, ■■■■

I = 2ir2. • .

(V -t- «2)2(V -t-
bl:P ' Ct,p) VP1 ,A,P

a" bl ' + " bî

ai

Rétablir dans ^ les ^ oubliés
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Pages.

235

2Ô2

252

253

253

264

271

289

3o5

307

313

313

3r9
354

Lignes.

I I

10 en remontant

2 en remontant

8 en remontant

3 en remontant

1 en remontant

2

10 en remontant

6

10 en remontant

5 en remontant

2 en remontant

9

errata.

Au lieu de :

(VIII)
de a

d2V*

àn\t
dp.2

1 r' r'2
'

7.2 r$

(25)
1.3... {in — 1)

2.4 ]
[ ]:

pr'2 dty
d{a2~»U„)

da

<i
0<«>

fonction r

de Clairaut

Lisez :

(X)
de costf

d2V

dt^2
d2Pn
dtj;2

I 7*'
-X0+ — Xi -h — X2+. •

(27)

aai.3...(2«-i)r I
2 .4 ... 271 L

t ];
71'2 fify'

d(a2~" U»)
drt

6
~~

«2

U„
fonction F(t-)

de la formule de Clairaut

Les fautes ci-dessus nous ont été signalées principalement par M. L. de Bail.
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