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Sulle 
funzioni automorfe ed iperfuchsiane 

di più variabili indipendenti. 

(Di GUIDO FUBINI, a Catmiu.) 

N e l i a  mia ~ e m o r i a  : Sillle forme quahutielie, Iht.mitiarie e s u i  sistemi 
di ta l i  f o m e  (*), io ho indicato una classe di gruppi discontinui propriamente 
d i  movirnenti in spazii a curvatura non costante, il cui eleniento linearc 15 
somma di forme differenziali quadriche a curvatura costante. E tra  questi 
gruppi ve rie sono, come abbiamo visto, molti assai interessanti perchè sono 
clefinibili n~~itnzeticanze~zte, e di cui non solo si poesono .dare le trasformazioni 
generatrici e il corrispondente campo fondamentale, m a  si possono addirittura 
caratterizzare in modo elernentare tutte le trasformazioni. Di questi giuppi 
io ho allora indicato soltanto la  teoria generale e le  applicazioni aritmetiche, 
senza entrm-e in minuti dettngli; io voglio ora qui indicarne alcunc npplica- 
zioni funzioriali. Noterb soltanto che nella classe dei nostri gruppi rientrano 
come particc11a.rissimi casi i griippi iperabeliani d i  PICARD, i gruppi, che si 
potrebbero dire ipermodulari di HILBERT studiati poi da1 BLUMENTHAL (Math. 
Annalen, 1903). Anzi mentre il BLUMEKTHAL studia soltantb gruppi di sostitu- 
zioni lineari a coefficienti intieri in u n  campo algebrico e nei campi coniiignti, 
quando tutti questi campi siano seali, ne1 nostro studio rientrerà anche corne 
caso particolarissimo la generalizzazione d i  tali gruppi, quando tali campi al- 
gebrici siano in parte O anche tutti cornplessi. E di yiù le. ricerche già svolte 
nella mia Memoris citata dànno un mezzo generale e che ben si presta al- 
l'intuizione geometrica pes trovare i campi fondamentali dei nostri gruppi. 
Infine vedremo una ulteriore generalizzazione, che a mio credere, comprende 

(*) Atti de12'Accarlentia Gioenia (Catania) (Serie 4.", Vol. 17). 

Annnli di  Iifakmaticn, Serie III, tom0 X. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 Fut  in i: lSzclle fiiizzioni nutomorfe ed iperft ichsinne 

tiitte le funzioni invarianti per qualche gruppo discontinuo (comprese le  pre- 
cedenti e le iperfuchsiane di PICARD) finora studiate e si verlrà anchc qui ,che 
in qualche caso si possoiio trovare sussidii aritmetici nella teoria delle forme 
Hermitiane che noi abbiamo svolto nella Memoria citata. 

1. Riprenderb le denominazioni usate nella mia Memoria citatn. 
Supponiamo che l'elemento lineare dello spazio ambiente Sv sia uguale alla 
somina degli elementi lineari di ?n spazii (parziali) subordinati, indipendenti, 
e appartenenti alIo spnzio ambiente. Supponiamo che tutti questi spazii par- 
ziali Si:!. . . SE, siano s due O a t re  dimensioni e, per fissare le  idee, SLIP- 

poniamo che quelli di  essi che sono a t re  dimensioni siano tuttmi iperbolici 
ossia che viga in essi l a  metrica di LOBACE~SKIJ. - 

Ricordiamo osa che i niovimenti di uno spazio a due dimensioni a cur- 
vaturzl costante (piano, sfera O pseudosfera) sono tutti rappresentabili medinnte 
trxsforinazioni linenri su una  variabile complessa, defiriita d a  un sistema iso- 
termo di linee tracciato sulla superficie, O, in altre parole, se la curvatura 
non è nulln, mediante una trasformazione lineare sulla variabile complessa 
definente i punti della conica-assoluto Q = O  della superficie in discorso. 

S e  poi la curvatura è negativa, si pub con una  trasformazione della no- 
s t ra  variabile far SI che tutte le nostre trasforlnazioni lineari risultino a coef- 
ficient; reali. Sia  o r s  dato invece Lino spazio iperbolico 8 tre dimensioni, di cui 
& = O  si3 la quadrica all'infinito e consideriamo u n  suo movimento III di 
primu specie. Noi potremo definire un tale movimento, indicando come si 
trasformano le generatrici di Q = O. 

E poichè le due serie rigate di Q =: O sono enti geometrici di primn 
specie immaginarii coniugati, avremo che a1 movimento (renie) DI corrisponcle 
una coppia di sostitueione lineari immaginnrie coniugatc. Avremo percib che 
a un griippo propriamente discontinuo di tali niovimenti M corrisponde un 
gruppo propriamente discontinuo su due variabili 1, p. di trasformazioni del tipo 

dove a, F ,  y, CI sono costanti in generale coinplesse, di cui a,, fi,, y,, $, sono 
le imniaginarie coiiiugate; O, se noi vogliarno usare di un procedimento di  
KLEIN(*) corrisponde (cib che in fondo è Io stesso) un gruppo propriamente 
disco~ltinuo su due varinbili A p di trasformazioni 

(*) Cfr. KLEIN, Dij$e~entiaZgleichungen, 1891. 
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di  pi% variabili iriclipenden ti. 3 

A b b i ~ m o  dunque che ai  gruppi G discontinui di movinîcnti tiei nostri 
spazii S,, corrispondono dei gruppi discontinui II di  sostituzioni l i n e ~ r i  su 
2 i + k variaMi cornplesse (fie i è il numero dvgli spazii parziali a 3 di- 
mensioni, 7c quel10 dcgli spazii a due dimensioni) ?., 1,. . . l . , i , k ;  ciascuna delle 
operazioni T del gruppo è prodotto di 2 i + k tr(zsformazioni lineari parziali 
T, . . . Tni+k di cui la sesima (s = 1, 2, . . . , 2 i + k) opera soltanto su 2 , .  Un 
tale gruppo si disà d a  noi un gruppo misto. E ne traggiamo i teoremi : 

A ogni grzlppo G d i  9novirne.îlti d i  zrno dei ~zos tr i  spnzi i  S, corrispo~zde 
zrta  gvuppo nzlsto H su 2 i + k variahili. 

U n  g y y o  v ~ i s t o  su 2 i +- Jc variubili tale clre k t ra s f~~rnuzz ' on i  pamial i  
icorsispondenti a una qualunque trasformazione 2' del gruppo) sono a coef- 
ficienti reali ,  nzentve le residue 2 i sono a due a due identiche o p p r e  i~nnza-  
giizarie coi~izrgate e che d i  pi& non posseyga alczcjza trasformazioize itzfinite- 
sirrm (ossia che nessunlr trasforrtzaxione del yruppo abbia contempoî.a?zeametzte 
iirfi~zitesime tutte le sue trasforatuzioni parxicrli) è certame?zte pi*opt*ia- 
niende discontinua lzel cauzpo delle 2 i + I% vuriabili  su cui  opera. 

È questo il teorema fondamentale della nostra teoria. Notiarno perb, che, 
corne del resto vedremo più tardi, non è sempre necessaria la. condizione clie 
iiisieme a ogni trasformazione imniaginaria comp~r i sca  un'altra trasformazione 
o identica a essa, O immaginaria coniugnta. 

S 2. Voglislmo ora indicare un  metodo generale per costruise un 
campo fondamentale per un .  gruppo misto qualunque. Cominciamo dapprima 
a considerare il corrispondente gruppo G di movimenti per uno dei nostri 
spazi S,; per esso noi abbiamo già trovato iiella Memoria citata un mezzo 
per l a  costruzione di campi fondamentali normali e abbiamo anche accennato 
che per la costruzione di un poliedro fondamentale si potrebbe :inche ricor- 
rere a d  un ampliamento per riflesssione (quaildo è possibile). Passiamo ora al  
griippo H. S e  i =  O ossia se tutti gli spazii parziali di Sv sono a due di- 
mensioni, nulla vi h a  da  dise, perclik i gruppi H e G si possono considerare 
come identici, in quanto che ogni variabile cornplessa, su cui opera H si pub 
considerare come rappresentatrice dei punti del cosrispondente spazio par- 
z i d e  di S., e i gruppi H e G si  possono percib riguardare come operanti 
su una stessa varietà. 

Sia ora qualche spazio parziale R di S,  a tre  dimeiisioni; in un tale 
spazio usiamo coordinate di RIEMANN r ,  y, x ossia Io immnginiamo rappre- 
sentato R U  un semispazio eiiclideo, in cui x, y, z siano coordinate cartesiane 
e z = 0 rappresenti il piano limite. E su questo piano = 0 immaginiamo 
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4 Fu b in i : Sulle funxioni azltomorfe ed iperfuchsiane 

al solito distesa la variabile cornplessa x + iy.  Per  passare da G ad H noi 
consideravan~o G operante sulle coppie di generatrici ("1 dell'assoluto di R ;  
è evidente che a questa considerazione equivalc quella di considerare G come 
opcrante sulle coppie di punti del piano limite z = 0 (**) (alineno ne1 caso 
che 2 i trnsformazioni a coefficienti complessi di H simo a due a due iden- 
tiche) os&, poichè due tali punti definiscono una geodetica di R, corne ope- 
rante sulle geodetiche di K. In  altre parole (almeno ne1 caso citato) si passa 
da1 gruppo G al gruppo H considerando G operante, anziché sui punti, su 
quclle varietà V di S, a cui corrispondono su ciascun spazio parziale a dite 
dimensioni dei punti, e su ciascun spazio parzialo a tre dimensioni una geo- 
detica dello spazio~stesso. Naturalmente G opera anche su queste varictà Y 
in modo propriamente discontinuo. Noi vogliamo perb notare espressamente 
che pub avvenire per qualche gruppo G (che si potrebbe cl~iamare iperklei- 
niano) che esso operasse gi8 in modo propriamente discontinuo su qualche 
varietà più semplice. Siano infatti R, 17, . . . Ri gli i spazii parziali a tre diT 
mensioni, di cui (x,, y , ,  a,) (x,, y,,  x , ) .  . . (xi, Yi,  xi) siano le coordinate 
Riemanniane. Consideriaino il poliedro P fondamentale di G. Pub darsi che 
una varietà z ,  = O ,  x ,  = O  ,... z,%O ( O < m  r i) dello spazio totale S, 
penetri nell'interno di P, ossia che G oltre che in S, operi già in modo pro- 
priamente discontinuo in questa varieth.. Non sarh allora necessario, per as- 
sicurare la discontinuità propria d i  H, considerare G operante sulle coppie 
di punti dei piani z, = 0, zJ = 0 ,... , z, = 0 di R I ,  R ,,.. . , Rm ; basterà 
iiivece evidentemente considerare soltanto G come operante sui singoli punti 
dei piani steesi; e, come abbiamo già detto, invece di avere un gruppo mi- 
sto H per ogni trasformaizione del quale esistono 2 i trasforrnazioni cornplesse 
a due a due identiche, potïemo considerare un gruppo misto H', ogni tra- 
sformazione del quale risulti da  k trasformazioni a coefficienti reali, m a 
coefficienti complessi anche distinte tra loro e 2 (i-m) trasformazioni com- 
plesse a due a due identiche. Da1 gruppo G si passa ad H f ,  considerando G 
come operante su quelle vaiietà V',  a cui nei. k spazii parziali a due di- 
inensioni corrispondono dei punti, negli m spazii parziali R , ,  R,, . . . R m  cor- 
rispondono solo dei punti dell'assoluto relativo, e nei residui i - m spazii 
parziali a tre dimensioni corrispondono 
i= m = 1 è il ben noto caso dei gruppi 

geodetiche. Il caso di k = O ,  
su una sola variabile, a cui POIN- 

(*) Una generatrice per ciascun sistema. 
(**) Cfr. KLEIN, loc, cit. 
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di pi& variabili indipeladenti. 5 

 CAR^ diede il nome di Kleiniani. Noi per ora considereremo il caso generale 
di m = O ; del resto anche se tn =;= O, si possono ai gruppi H f  applicare tutte 
le segueiiti considerazioni. Siano T.' le vririetà già definite poc'anzi; e imma- 
giniamo come generato da esse; S, diventa cosi uno spazio a un numero 
di dimensioni, clle è il doppio del numero delle variabili su cui opera il 
gruppo H ;  10 spazio Sy cos) considerato si indicherà da noi con 2;  in 2 po- 
tremo chiammente scegliere come coordinate la parte reale e il coefficiente 
della parte irnmaginaria di ciascuna delle variabili, su cui opera H. Consi- 
deriamo ora in Sv un poliedro fondamentale P; a tutte le varietà V che in- 
tersecano P (O giacciono in csso) corrisponderà in 2 una certa regione L ; 
ora evidentemente ogni varietà V è equivalente a una varieth V interse- 
c ~ n t e  P; quindi ogni punto di 2 è equivalente a un punto di L. L a  ricerca 
del campo fondamentale di II in 2 è percib ridotta alla ricerca pih sernplice 
di spezzare L in tante regioni più piccole L' equivalenti in modo che due 
punti di una di queste regioni L' non siano equivalenti tra loro. Questo 
studio equivale ~iaturalmente al seguente : Consideriamo una delle nostre va- 
rietà V intersecante P. Essa da P e dagli altri poliedri Pt equivalenti a I' 
ossin trasformati di P mediante G è divisa in  tnnti pezzi V,, V,, V . . Si 
tratta di vedere quali di questi pezzi possono essere tra di loro equivalenti, 
ricerca questa che è ben facile poicliè iioi conosciamo il gruppo G e i cor- 
rispondenti campi parziali; se p. es. p di questi pezzi non sono mai equiva- 
lcnti e ogni altro è equivalente a uno di essi, allora chiaramente il numero 
delle regioni L' è precisamente p e la costruzioiie effettiva di queste ,U re- 
gioni L' è eseguita senz'altro, appena si sappiano trovare i citati ,u pezzi 
d i  V. Ne1 nostro campo generalissimo di studii è ben difficile dire qualche 
cosn di più preciso su queste regioni LI; io aggiungerb soltanto che, come 
risulta da quanto abbiamo detto, In ricerca di queste regioni presenta la più 
grande analogia con la ricerca dei periodi delle forme ridotte di GAUSS, quando 
già si immagini di conoscere il campo fondamentale del gruppo mudu1,zre. 
Anzi quest'iiltima ricerca non è che un cas0 particolarissirno della nostra. 

h poi ora senz'altro evidente che ognuna delle nostre regioni L' si pub 
assumere come campo fondamentale di H, e clie considerazioni perfettamente 
analoglie valgono per i gruppi H'. 

Sia ora H un gruppo misto, X 10 spazio su cui opera, P un suo poliedro 
fondamentale, P', P" . . . i poliedri equivalenti formanti con esso un' unica 
rete, ossia tali che dall'uno di essi si possa passare a un altro qualunque 
mediante una linea attraversante un numero finito dei poliedri stessi. Pe r  con- 
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6 Fu b i n i :  S d l e  fiirzxioiti autornorfe ed !pet- fuchsicine 

servare la massiiiia sernplicità, supponiamo (Fvicke d v , t o ~ a o ~ . p h e  Fz t ld t io t r e~ l ,  
Htl. I I ,  pag. 142) che qucsta rete sia limitatn proprio da ipersuperficie hnit i ,  in 
modo tale che con convenienti trasforainzioni R per raggi vettori reciproci nei 
piani delle singole vqriabili su cui opera il griippo H, essa e le sue proiezioiii 
sugli spazii parziali risultino a distnnza finita. Noi dimostreremo con i metodi di 
P o r x c ~ ~ É  l'esistenza di funzioiii analiticlic delle variabili citate invarianti per 1. 

Siano ora 5 , .  . . <, le variabili cornplesse in discorso, Y(;, . . . 5,) una fun- 
zione razionale (O anche soltanto unif'omc delle stesse). 

+ @ (i = i, 2 , . . . , u )  uns trasforrnazione T Indichinnio con 5 i = ,r 
i z 5' + si 

geiierica del gruppo e eod ~(3;) la trasforinata di F mediante T. T: Cs8) 
si construisca al modo di POINCARE-PICARD la serie 2 , agni 

(,i 2 + 8 , ) 4  
1 

termine, della quale corrisponde a una trasformazione del gruppo che trasporti 
la nostra rete in sè stessa, e viceversa. 

Prendiamo un intorno o qualsiasi a distanzn finita dai punti singolari 
della F e dei suoi trasfoi-mati dalle succitate trasformazioni (se pur ne esi- 
stono nella nostra retc) interno alla rete stcssa. Dico che in questo intorno la 
nostra serie converge assolutamente e in ugual grado. Infatti poicliè in  questo 
jntorno i numeratori dei singoli terinini della nostra serie restano inFeriori a 
una costantc assegnabile, basterà dimostrm-e la convergenza di 

Orn il rripporto tra il  massirno e il minimo valore di uno dei termini 
della (1) qiiando 5 varia ne1 nostro intorno è evidentemente finito; infatti, i 
punti le cui coordinate s o ~ o  la parte reale e il coefliciente dell'iinmaginario 

Si di --Tsorio i trasformati del punto a distanza infinita per la trasformazione 
YI 

iiirersa di quelln che corrisponde a1 termine considerato della nostrn serie. 
Non solo essi ma anche le loro proiezioni sugli spazii parziali sono, per 

l'ipotesi fatta, tutti esterni alla nostra rete e peïcib le distanze di queste 
proiezioni dalle proiezioni del punto ( 5 )  che corne sappiamo sono date da 

I( + (1211 sono superiori a una costante fiiiita. Di più, con pseudo inversioui 
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ai convenicntemente scelte potremo fare che questi punti - siano tutti a di- 
Y 1 

stanza fiiiita e percib 5 $ non pub diventare neppure infinito; ci6 clie 

dirnostra il nostro asserto. 0;-a i denomiiiatori di (1) niisurano il coefficiente 
di dilatazione della nostra trasformazione considerata in 2. P e r  le precedenti 
coiisidernzioni, si trova nllora, con i soliti metodi di POINCARÉ, clie il termine 
della nostra sarie corrispondente a una  trasformazione T è minore del pro- 
datto di una costante finita per il rapport0 t r a  l'intorno G' (in cui T porta u) 
e l'intorno iniziale o. Basta percib dimostrare che i volumi di tutti gli in- 
torni, in cui T trasforma a, hanno una somma finita. E infatti, se 5 è tanto 
piccolo, che esso e i suoi trasformnti siano a due a due esterni uno nll'nltro, 
la nostra asserzione é evidente, perchè l a  somma dei loro volurni è minore 
del volume finito della nostra rete. 

L a  serie iniziale è percib, corne abbiamo enunciato, assolutamente e uni- 
formemente convergente e rappresenta quindi una fiinzione annlitica delle rio- 
stre ~ a r i a b i l i  [, che, come il semplice sguardo dimostra, resta moltiplicata, 
quando si escguisca su di essa una operazione qualiinque T del nostro gruppo, 
per un fattore dipendente solo d a  T. 

1 metodi di POIKCARÉ-PICARD dimostranc, facilmente che l a  nostra serie 
non b in geiierale identicamente nulla; basta percib fare il quoziente di due 
tali serie, ottenute con due differenti funzioni F, per avere una flinzione ana-  
litica delle nostre [ invariante per il gruppo H. 

Noi dovremmo ora studiare queste funzioni genernlissime, di cui abbiamo qui 
accertxta I'esistenza. I o  perb non Io farb, accontentxndoini di enunciare d i e  per 
esse si possono facilmente generwlizzare i risultati ottenuti (la PICABD e PO IN CAR^ 
iiei casi più semplici. E mi accontentcrb di faï  rilevare che anche ne1 tanto piii 
complicato prohlerna d a  noi studiato, si possono ottenere dei gruppi discontinui 
del nostro tipo definibili in modo puramente aritmetico, come abbiamo già detto. 

Noi vogliamo ora parlare di una ulteriore generalizzazioiie delle teorie 
precederiti e giungeremo cosi a nuove generalissime funzioni uniforrni di uiia 
O più variabili invarianti per un gruppo disc,ontinuo di operazioni. Pr ima di 
st,udiare il cnso generale, che abbiamo in vista studianio un ulteriore caso 
prelimjnare, in cui riprenderemo le notazioni usate nella mia Memoria citata 
sui sistemi di forme qundratiche ed Hermitiane. Siano date v forme Herrni- 
tiane QI del soli to tiyo x:" 5yJ + . + XE:-, 5ni-l - x,, (*) ( 1  = 1, 2 ,. .. v )  

n I 
(*) Analoghe considerazioni valgono p e r  il caso di forme del tipo 2 xy 

i= 1 
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8 F u  b ini:  Sulle ficmioni ciiriotnorfe ed iperficchsiane 

sulle variabili xy e le immaginarie coniugate t;."; e sin dato un gruppo di- 
scont inu~ le cui t~itsformszioni trnsformino in s& i l  dato sistema di forme. 

Posto $ = u7 ( 1  = 1, 2 , .  .. , V )  (à = 1, 2 , .  . , n: - 1) e indienndo con 
nl 

una lineetta sovrapposta il valore trasformato di una variabile, sia 

uns trasformazione generica T del gruppo G in queste nuove variabili. Per  
un teorema dimostrato nella mis  Memoria citata questo gruppo è propia-  
tlzetzte discontinu0 nelle variahili il!', O con maggior precisione in una regionc R, 
(definita nella mia Men~oria) del10 spazio Sk a k=2 (n,- 1) + - - -  $- 2 (nl - 1 )  
dimensioni, le cui coordinate sono le v:), zol) quando sia zcp = vr) +- i wl," 
[v!:), w:' reali]. L a  regione R B finita ed è definita dalle 

1li-1 

2 (vyy + ( t u 3 9  < 1 ( 1  = 1, 2 , .  . . u). 
i=l 

Io  dico ohe esistono furizioni uniformi analitiche delle variabili oc:l esi- 
stenti proprio iiella regione R di Sk che rimangono invarianti per il nostro 
gruppo. Sia P una funzione O razionale delle stesse variabili O anche snltanto 
uniforme in R e :  noi indichererno con FT la sua trasformaia per iina tra- 
sformnzione T del gruppo. Costruiamo ora I'Iacobiano I delle $, 2: rispetto 
alle vl', ~ i r  dove le v, w siano definite dalla (2$ in cui si ponga 
- - - tp - - v, (zJ + i !.of'. Esso è nat,uralinente ugude al prodotto tlell'Iacobiano delle 
- 
ur) rispetto alle u:) per la quantità immaginnria coniugata : in altre parole 
esso si pub anche ottenere cosi: formiamo per ogni valore particolare dell'in- 
dice 1 171acobiano (che indicheremo con Il) delle 2, rispetto alle er;' (i= 1, 
2 , .  .., 121-  1) e moltiplichiamolo per la quantità coniugnta 1 : .  Sarh 

Costruiamo ora I'Iaeobiano f i ;  e poniamo 

col cbe sarà 
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Troviamo tosto che è, indicando per brevith con xi  le x? (i = 1, 2 , .  . . , l z ~ )  

supponendo il determinante della nostra proiettivitk uguale a 1. Quindi 

I l  prodotto di tutte queste quantith per 1 = 1 ,  2 ,  ... v ci dà il valcire 
di I I , .  A ogni trasforrnazione T del gruppo corrisponde un valore di I Io.  
U n  ta1 valore sarà da noi indicato brevemente con IT. Si costruisca allora 
la serie 

2 FTIT (4 
di cui ogni termine corrisponde a una trasformazione del gruppo. Io  dico 
che in  un intorno posto a distanza finita dai punti singolari di P in R e dai 
loro trasforrn~iti per G essa è uniformemente e assolutamente convergente. 
Basta a ta1 uopo dimostrare la convergenza assolutn e in  ugual grado della 

ne1 nostro intorno. Coi metodi di POINCARÊ e d i  PICARD (*) si trova facilmente che 
1 

la IT ne1 nostra intarno varia fre due limiti H [ - J :  mod2 al: K [ L ~  mod2 a!!: 
dove 

(*) Cfr. le Vem. di PICARD nei p volumi degli Acta Mathematica. 

Annali di Matematica, Serie II 2 
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1 O P u  bini: Sutle fuwioni  automorfp. ecl ipe~.fuchsiane 

If, R sono due costanti finite indipendenti dalla trasformazione T conside- 

rata.  Posto IT -1 A si ha  H r  A r IL, dove H, K sono c o s t a d i  

finite. Consideriamo ora il nostro contorno e i suoi trasformati per G : essi 
sono tutti interni a R e se l'intorno iniziale é abbastanza piccolo, essi non 
si coprono l'un l'altro e percib la  somma dei loro volumi è finita. S e  d r ,  
d r '  sono un elemento di volume dell'intorno iniziale e del suo trasformato 

d s' per T, è - = ITI = A - 
d r [ 1.: Poichè 2 d r è finito è dunque conver- 

mod2 a::! 
1 gente la  $( [--ri e quindi anche per le disuguaglianze ritnte ln 2 1,. mod2 a$. 

La (A) rappresenta percib in R una funzione analitica che evidentemente per 
una  trasformazione T di  G resta moltiplicata per un fattore indipendente 
da  F. 1 metodi di POINCARES dimostrano che una ta1 serie non è i n  generale 
identicaniente nulla; il quoziente di due tali serie ci dh percib una  funzione 
invariante per il nostro gruppo. c. d. d. 

Visto questo csiso particolare, passiamo ora al caso generale che abbiamo 
inv i s t a .S i anou~( l - - . 1 ,2  ,... v ) ( i = 1 , 2  ,,.., ~ 2 ~ - 1 ) ~ 2 , + ~ ~ , + - . . + ~ ~ , - v  
variabili qualsiasi e sin G un gruppo di cui ogni trasformsizione sin clel 
tipo (2), clie non contenga traçformazioni infinitesime. S e  noi non sappiarno 
se questo gruppo lascia invariato un  sistema di  forme Hermitiane non pos- 
siamo dire che esso è propriamente discontinuo. E noi ci facciamo le seguenti 
domande: Conie possiamo riconoscere se  un ta1 gruppo è O no proprixmcnte 
discontinuo? Si  pub far  servire un ta1 gruppo, anche se impropriamente di- 
s~ ,ont inuo ,  alla costruzione di funzioni uniformi in modo analogo ai pre- 
cedenti ? 

Ad ambedue le domande si risponde con le  seguenti considerazioni. Se  
noi ricordiamo quanto ho  detto nelle prime pagine della mia Memoria citata, 
noi vediamo che i nostri gruppi appariranno propriamente discontinui, appena 
noi scegliamo qualche varieth opportuna come elemento generatore ne1 so- 
lit0 spslzio Sk, anzichè i suoi punti. E noi riconosciamo tosto che se noi 
consideriamo St, (invece che come luogo di punti) come luogo dei sistemi 
d i  9u punti in  esso contenuti (dove m è u n  intero abbastanza grande)  il gruppo 
riesce propriamente discontinuo. I n  altre parole io voglio dire che se accanto 
alle uy consideriamo degli altri sistemi di variabili, in  numero sufficientemente 
grande, vy), go,", z',", ... e se immaginiamo che G operi siille 21, sulle zo, . , .  in  
modo identico a quelln, con cui opera sulle Ir, allnra esso riusrirà propria- 
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mente d iscont inu~ nello spazio (che indicheremo con 2) le cui coordinate sono 
la  parte reale e il coefficiente dell'irnmaginario delle singole variabili u ,  
v ,  t u , .  . . Una trasformazione del gruppo assume cosi il tipo 

E per climostrare il nostro asserto basta notare che una trasformazione (2 )  
del gruppo primitive di G è chiaramente determinata quand0 si dieno in Gk 
un numero m ( f i~z i to )  sufficiente di punti e i loro trasformati. S e  dunque 
percib un sistema di nz punti in S k  si potesse portare in un  sistema infini- 
tamente vicino, ne verrebbe corne conseguenza che il gruppo coritiene tra- 
sforrnazioni infinitesime. Dunque  il nostro  glwppo G diventa certamente pro- 
priamente discoratinuo ed è pewib  possibile l a  cos tmz ione  d i  fu,nxioni invrr- 
r ia te  pev ttitte le  szre trasf.wrnuxioni, appejza si pelzsi G o p e r m t e  s u i  sistenzi 
di In p u n t i  d i  Sk ,  doue nz è un intiero abbasta~zza  grand^, ma finito. 

Sono questi appunto i gruppi generali, cui acoennavamo e di cui tutti i 
precedenti sono casi particolari. S e  vogliamo poi vedere se il gruppo è pro- 
priamente discoritinuo anche per sistemi di  9z punti, dove sia n < rn, p. es. 
se  esso è propriamente discontinuo addirittura in Sk si pub procedcre ne1 
modo segucnte. Si cos t ru i sc~  nello spazio 2 una rete di campi fondamentali 
per il nostro gruppo e consideriamo quella varietà subordinata che è defi- 
nita dall'avere le coordinate u uguali a certe costanti e le sue trasformate 
per le trasformazioni di G che corrispondono ai campi della rete suddetta. 11 
gruppo G sarà O no propriamente discontinuo per i punti di Sk secoridoche 
tali varietà sono O no a distniiza finita l'una dall'altra. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Baggio di una teoria generale delle equa- 
zioni dell'equilibrio elastico per un 
corpo isotropo. 

(Di URAZIO TEDONE, a Genovc~.) 

MENORIA II. 

(Corpi limitati da due piani paralleli O d a  due sfere concentriche.) 

2 

1. PROBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTICO È LINITATO 

DA DUE PIANI PARALLELl (*). 

1 .  Funxioni  d i  C~REEN e funiione arnlonica. Supponinmo che i due 
piani limitanti il corpo elastico, sieno i due piani z=O e z -- h che indi- 
cberemo rispettivamente coi1 a,  e a,, meritre continueremo n c h i a m ~ r e  o l'in- 
sieme di a, e a, e d la porzione di spazio da essi limitata. 

Se A z ( x ,  y,  3) è un punto di S, cioè tale che O < z < IL, considerialno 
le due serie indefinite di punti : 

A, .=(x ,  y , - P ) ,  A Z = ( x ,  y ,  2 h + z ) , A s = ( x ,  y , - 2 h - z ) , . , . ,  

Ain ( x ,  2/, 2  11 h + z), A,,+, ($9 y, - 2 f i  h  -- Z )  , . . . 
A r , = ( x !  y ,  2 h - z ) ,  A',E(z, y, - 2 h + z ) ,  A ' 3 = ( ~ 7  y, 4 k - z )  ,..., 

A ' , , - , r ( x ,  y, 2 n h - x ) ,  A r , , r ( x ,  y ,  - 2 n h + z )  ,... 

(*) In questa seconda Mernoria sulle equazioni dell'equilibrio elastico per  un corpo 
isotropo, corne in quelle che ancora potranno seguirla, continueremo ad applicare i prin- 
cipii stabiliti nella prima Mernoria. Tut te  le volte che capitera di doverci riferire a i  ri- 
sultati  stabiliti in quella Mernoria, aggiungeremo alla citazione l'indicazione (1"). 
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14  Ted o n e: Saggio di t4na teoriu generale delle ey uaxioni 

che sono le due serie di immagini successive del punto A rispetto ai due 
piani o,  e a,, situate tutte fuori di S, tranne A ,  che pub cadere con A sol 
piano a, ed A', che pub cadere con A ne1 piano a,.  Chiamiamo: 

le distanze relative di ciascuno di questi punti da uno stesso purito (pl q, 5 )  
di S e continuiamo a chiamaïe r la distanza di A da1 punto ( 5 ,  q, c). Quando 
il punto ( 5 ,  q, {) cade su a , ,  avrerno, dovunque sia .Z in S: 

mentre, quando il punto ( 5 ,  y, () cade su I r 2 ,  avremo: 

ri = 1 'h ' rr . . . , = rzn > . . . , 
r  = Y', , r', = rr3 , . . . , = , . . . 

Cos?, fissato il punto (5 ,  q, 0, dovurique in S, quando A è scelto uu O , ,  

si ha : 
, ? - = r i >  r 2 = r 1 )  T g = d 9 ) . .  ., T n = r r n - l ,  m . . ,  

mentre, quando A è scelto su o , ,  si ha :  

1 , considerata Nella porzione di spazio 5 2 0 la funzione -- - - 
rn~t  Yrwi I 

come djpendente da 5 ,  q, T, è armonica, si annulla all'infinito e su1 pinno G,, 
mentre diventa infinitamente grande e positiva quando i l  punto ( 5 ,  v ,  c) cade 
in ,4,, che appartiene a questa porzione di spazio. Ne viene che ne1 campo 
considerato <r O, e qujndi anche in S, i! 

1 1 --- i: O, 
Ttn r z n f i  

per cui la  serie 

considerata come dipendente da 6, q, C, è una serie di funzioni armoniche, 
regolari in S e tutte positive, tranne su1 piano G r  e all'infinito in cui si an- 
pullano. Bu a, la serie y è identicamente nulla, mentre su or si riduce 
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del l 'eqzdibr io  elast ico peî. un corpo isotropo.  15 

1 - a - -  
1 -; quindi, per i teoremi del VOLTERRA e ~ ~ ~ ~ ' H A R N A c K ,  g è iina 

1.2 r i 

serie convergente assolutamente ed in egual grado in S e rappresenta in 
questo campo, ed anche in un campo più vasto, una funzione armonica e 
regolare; nello stesso campo, g è derivabile termine a termine un numero 
qualunque di volte e le serie delle derivate fiono ancora funzioni armoniche 
e regolari. 

analoghe proprietà gode la serie 

1 annulla identicamente su a , ,  mentre diventa eguale a , su a , .  
r i 

funzione G di GREEN relativa alla spazio S ed al punto A ,  interno 
quindi 

Per  la derivata normale di G, avremo, su u, 

Quindi, se <1, è una funzione arrnonica, regolare in S e che nci punti al- 
1 I'infiiiito di S si annulla di ordine maggiore a quel10 di 2 e i l  punto A è 
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16 T e d  o n e :  Saggio di una teovia generale de l le  eqzruxiotzi 

interno ad S, il ,valore della funzione (D, ne1 punto .4, pub essere rappreseii- 
tato dalla formola 

Osservando poi che, essendo le due serie di funzioni arinoniche e rego- 
lari in S :  

convergenti in egual grado su a, e U, e quindi in S, è permessa la integra- 
zione termine a termine nella (5) ,  si pub anche scriverc 

fi pure facile diniostrare, inversamente, clic, qualunque siano i ~ a l o r i  as- 
segnati a @ su 0, e g r ,  purchè formino delle funziani firiite e continue dei 
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dell'equilibrio elastico per uvz corpo isotrope. 17 

punti di questi due piani e siano tali che p @, p = \ ( x  - 6)' + (y - qjL, nei 
yunti all'infinito d i  a, e o, si annulli, la  (5), ovvero la (Y), defiriisce una 
funzione del puiito A ,  armonica e regolare nell'intei-no di S che nei punti 
di cr tende ai valori assegnati. E infatti, se cl, soddisfa alle ipotesi precedenti, 
ciascuno dei termini della (5') è finito, dovunque sia A in S, e rappresenta 
una fiinzione armonica e regolare nell'interno di S. L e  due serie : 

convergono in egual grado su c ,  e O,, quindi esse e la funzione Q definita' 
dalla ( 5 ' ) ,  sono funzioui armoniche e regolari nell'interno di S. Se si os- 
serva che 

i n - l m  @ - d o  
:=O 2 7 ,=O S "  1'3 

e quindi ID, nei puriti di G , ,  tende ai valori assegnati. L o  stesso dicasi per i 
punti di G?. Poichè infine, le due serie : 

considerute come dipendenti da x ,  y ,  x ,  sono convergenti in egual grado 
su a, e G, e quiiidi anche in S; poichè i loro termini, da un certo moment0 
in poi, quando A ,  sempre compreso in S, è abbastanza lontano, sono positivi 
e minori dei termini delle rispettive serie : 

Annali di Malematica, Serie III, tom0 X. 
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18 T e d  O lac: Saggio di  zana teoria gonerate delle epzraxioni 
- - -- 

e queste sono convergenti e si annullano nei punti all'infinito di O, e di G, 

1 
almeno come - cos) anche gli integrali che compaiono nella ( 5 )  sono finiti 

P 
e rRppreseatano funzioni armoniche e regolari nell'iiiterno di S, ed essendo 
permessn, nella (5), la  integrazione termine a termine, la @ pub essere rap- 
presentatn anche dalla (5). 

Le espressioni analitiche ottenute per @ si sarebbcro potiite ricavare anche 
dnll'applicazione del procedimento alternat0 di SCHWARZ. 1 termini che con- 
tengono integrali estesi a o,  sono infatti le Dflessioni successive sui piani o, 
e o, della funzione armonica e regolare nella regione t 2 0 che assume su o ,  

i valori assegnati a @ su questo piano. E Io stesso dicasi dei termini che 
contengono integrali estesi a o,. 

2. Corne conseguenza della convergenza assoluta ed uniforme della 
serie g in S si deduce anche la  convergenza assoluta ed uniforme della serie 

& considerata in S come dipendente da 5, Q, gode di proprietà analoglie 
a quelle di y. Essa si annulla identicamente su a , ,  mentre su m, si riduee a 

Invece la derivata normale di  c, su G, diventa 

metitre su r i ,  si riduce 

in  egual grado in S 

. Similmente, dalla convergenza assoluta ed 

della serie 

si deduce la  convergenza assoluta ed in egual grado della serie 
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dell'equilibrio elustico per un c o ~ p o  isotrope. 19 

Questn serie gode di proprietà analoglie ti, quelle di g' in S; su a ,  si riduce 
1 

a - mentre su  on si riduce a 
1' 2 

hvece  'per ln derivata normale di g si lia che su 5 ,  si ritluce a 

meiitre su u, è identicatnente nulla. Ne viene che la funzione 

si annulla identicamente su 5 , )  mentre su  G* è la derivata normale che si 

annulla identicamente. G è quindi la funzione di GREEN che risolve i l  pro- 
blema della funzione armoiiica e regolaie in S e tale che acquista valori dati 
si1 D,, mentre la sua. derivata normale acquista dati valori su (i,. La sua 
cspressione analitica sarà. data da 

3. Per detcrrninare l'espressione aiialitica della funzioiie armonica la 
cui derivata normale acquista dati valori su T I  e oz, partiam0 dalla formols ( 5 )  
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2 O T e d  O n e : Snggio d i  zina teoviu generule delle eqztazioni 

che potremo scrivere 

Nelle serie clle compaiono sotto gli integrali non è lecito invertire il 
O0 1 segno sommntorio col segno di derivazione poichè le serie '5 - , . . - sono 

1 Y211 

divergenti. Notiamo perb che, pel teorema di MITTAG-LEFFLER, estes0 alle fun- 
zioni armoniche da1 prof. APPELL ('), 

sono convergenti assolutamente ed in egual grado traiine nei punti in cui si 
annulla qualche r ,  per cui, notando che ne110 spazio S non si anilulla nessuna 
delle r chc compaiono in queste serie, potremo scrivere 

e quindi 

Da  questa formola si deduce che la funzione armonica e regolare 

(*) Acta Math., V. 4, p. 3'26. - Sur les fonctions de trois variables réel les . .  . 
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dell'eqztilib?~iw elastico per nui corpo .is-ot~opo. 2 1 

è tale che la sua derivata normale acquista su 5 ,  e 0,  i valori dati 2 ;: @. 
La (10) mostra anche che una funzione armonica e regolare in  S pub 

sempre porsi sotto l a  forma della derivata rapport0 a x di m a  funzioiie piire 
armonica e regolare in S. - 

4. Aggiurigiamo ancora le considerazioni seguenti di cui faremo iiel 
seguito uso costante. Ricordiamo cioè che uria funzione qualunque, armonica e 
regolare ne1 campo a > O è rappresentabile per mezzo di una serie della forma 

assolutamente ed uniformemente convergente in  quel campo, dove p, b), x è 
un sistema di coordinate cilindriche; Jm la funzioae di BESSEL di prima spe- 
cie e di  ordine rn; a, (y), b ,  (y) due funzioni di 7 ed vz un riumero intero 
e positivo variabile da zero a + m. E viceversa, una serie qualunque come 
la (11) rappiesenta iina funzione armonica e regolare ne1 campo z > 0, che 
si annulla per x = + m. Abbiamo supposto che il campo sia quel10 determi- 
nato dalla disuguaglianza x >  O ;  ma è chiaro che Io stesso vale in un campo 
qualunque limitato da un piano. 

P iù  generalmente, una funzione qualunque, armonica e regolare ne1 campo ,Y, 
cioè O < z < h, è rappresentabile per mezzo di una espressione della forma 

le due serie essendo assolutamente ed uniformemente convergenti in questo 
campo. E viceverss, come sopra. 

(*) HEINE, HanciB. dey h-~lyelf. 2.m B., S. 189. 
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22 T e d  O n e :  Saggio d i  rma. tewia gelzerale delle eqticr zioni 

Quest'ultirno risultato, pub dedursi facilmente dalla (5) sviluppando i sir:- 
goli termini secondo l a  formola ( I l )  e sommando rispetto ad  n. 

Infine osserviamo che se una espressione corne l a  (12)  è identicamente 

nulla in S, le funziorii a,,, (y ) ,  O,,, ( y )  ; a,,, (y), b,,, devono essere nulle. 
5. Caso in ceii s u i  due pian i  limiti sotzo da t i :  u, v, tu. Supponiamo 

che i valori di u, v, w dati  su O sieno tali, naturalmente,,che si possario 
applicare i risultati dei numeri precedenti e le formole (5) O (3') ed annloghe 
di (I"). Chiamando allora U, V, W le funzioni armoniche e regolari in S 
che acquistano su  O, rispettivamente, i valori dati u, v, IO, per le formnle ul- 
timamente citate, avremo : 
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dell'equilibrio elastico per. z r r t  corpo isotrope. 2 3 

E, se poniamo : 

potremo anche scrivere più brevemente : 

Tl problema propostoci sarà, evidentemente, risoluto se riusciamo a determi- 
nare le funzioni y in modo : 1.' che sia soddisfatta identicamente l'equazione 

in S; 2.' clle, iiella stessa regione S e su 5,  le (p e le loro derivitte prime 
sieno finite; 3." che le y stesse sieno armoriiche e regolari in S; 4." che, per 
z=O, si&: 

mentre, per a = h, sia. : 

5 . O  che, iiifine, le seïie clie compaiorio nei secondi membri delle (13) sieno 
convergenti e derivabili almeno due volte in S. 

Poniamo percib, ipoteticamente : 
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24 T e d o n e :  Saggio  d i  zma teovia yenerale delle eqztauicini 

in cui a,,, b, ,  a,, b ,  sono funzioni di y da determinnrsi. Ne viene in con- 
seguenza : 

03 

y, = ';,,? ( e-7(snh+z) (am cos nt rn + b ,  sen m o) J, ( y  p )  d y ,  
O 

Con questi valori per le $ bisogna ora cercare di soddisfare 
zione (1 5 )  la  quale pub scrirersi 

/ (lYO 

all'equa- 

Il secondo meinbro di questa equazione, esseiido una funzione armonica 
e regolare in S, si pub in questa regione, rnppresentare con iina espressione 
della forma 

m 

- - 
dove n,, h,,, , a,, a, sono fiinzioni di y  da ritenersi note. Sostituendo rielln (15 ) 

ac a IV i valori delle y ,  e di - + - + a dati dalle 1 6 ,  ( 6  e ( 1  ed a x  a.?/ .z 
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t1el l 'equi l ib)~io e l a s t i c o  per un c o r p o  i so t i .oyo .  2 5 

$ 2 (1 + p )  h y e k ( a , e r z r -  am) ,  

e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

A u , ) ~  = [(A f 3 !) (eghr  - 1 ) f 2 (A + p.) h y ]  eh? ,Tm + \ 

- 
+ [O. + 3 p.) (e'hy - 1 ) f 2 (1 + p)  11 y ePhY] (lm , 

A a,, = [ ( l  f 3 p )  (e"Y - 1 )  + 2 (À f p )  h y e2hy] + 
+ [(A f 3 p) ( e ? h ~  - 1 ) + 2 ( A  + p) h y ]  elL? a,,, , 

ab,  = [(À f 3 p.) ( e ' k  - 1 )  + 2 (1 + p.) h y]  e"Y fi, -+ 
+ [(i. f 3 P )  ( e 2 b  - 1) + 2 (A + p)  h y ePhy] [ l m ,  

1 .  
A L  = [(A + 3 p )  (e211y -- 1) + 2 (1 + i )  h y ezhy] 11, + 

f [(X + 3 p) ( e t h Y  - 1) f 2 ( h  + P) h Y] elt? h a ,  
y ellr 

A -i --- [(A + 3 t*)8 (eflly - 1)e - 4 (;. + p)2 IL? 7% e ? l U ] .  4 si !J. ( e ' h  - 1) 

Annali di Matematien, Serie III, tom0 X. 4 
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2 6 Te d o n  e :  Snygio d i  u)la ieoria geiterate d e l t ~  eqtrazioni 

Le y,, i f ,  e quindi anche tutte le altre fi costruite secondo le ( I t i ) ,  (16') 
- 

con questi valori delle funzioni a,, b,, a,, , b,,, sono convergenti assolutfi- 
mente ed in egual grado ne1 campo S, in coiiseguenza della convergenza as- 
soluta ed in egual grado nello stesso campo della serie (17), e di tale pro- 

w m 

prieth godono anche le serie Y y,,  y-, , . . . e le altre che compaiono ne1 
7' 1 

secondo membro delle (13j, corne si verifica facilinente. Se, inoltre, U ,  V,  W 
sono finite, insieme alle deiivate prime e seconde, anche su o, di ta1i proprict,à 
godranno anche le y. 

6. Con ci6 il problerna è risoluto. Vogliamo pei.6 ancora aggiungere 
gli sviluppi seguenti che servono a completare la rappresentazioric. nnaliticn 
della soluzione. Supponiamo che in S sin : 

e-yz(a,  COS wb o + sen nz w ) J , , ,  ( y  p )  d y + 
O 

Avremo allora, supponendo che sia .z: = p cos a, y -1 p sen I,, : 

1 + - z~>~J Y ~ - y ~ [ ( a m + i  - COS m .i + (Bm+,  - 8,-,) sen wz r] J ,  ( y  i )  y - 2 
O 
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deElleqtciliCrio elastico per un corpo isofropo. 27 

30 

a v - -_ - !- sen w )'y e-7" o r )  J, (7 p )  d 7 + 
ê y a 

O 

(*) Basta percib osservare che:  
8 OJ senw .> cos 01 a ?  -,,,,, -=-- a2/ -  

=- a x P P 

2 J',n (Y FI = Jm-i (Y P) - J m t i  (Y' P) 
e che quindi :  

a a - JO (Y B) '-' - y J, (Y p) cos II,, - JO (Y p) = - y JI (r p) sen el a 32 a~ 
a [cos m oi , (y il] = [cos  (m - 1) u) A,-X (y p) - cos j>n + 11 lu J,,,+I (7  f i ]  ; a x 3 
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28 T e d o t z e :  Saggio d i  m a  teovia generale delle eqtrazioni 
-- 

nelle cui sommatorie m varia sempre d a  zero a + oo ritenendo perb nulle 
le p con indice zero e le a e p con indice - 1. 

Troviamo allora : 

n o  = + (a, + Bj') - 2 al")) 
2 O 7 

mentre le K I ,  e le i(,, sono date dalle stesse formole purchè si aggiungono i 
tratti a tutte le cc e a tutte le B e si cambino i segni agli ultimi termini. 

Quando U, V,  IV sono dati sviluppati in serie nella forma (20), in S, e 
- - 

le  furizioni a,,,, b,,,; a,,,, b,,, s'intendono determinate per mezzo delle funzioni O! 
e p che entrano in U, V, W, dalle (13) e (21), la soluzione del nostro problema 
pub anche essere rappresentata dalle formole seguenti : 
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dell'epuilibrio elastico per zut corpo isotrope. 29 

y (e7(.2h-tJ - e 7 ~ )  
6 = - l Lm ' e 2 h 7 - I  

(a,,, COS ln + O,,, sen w o) J,,, (Y p\ dy  $ 25; - 
O 

00 

&/ (ep  - -72) - 
(a,, cos m o -+- &, sen m o) J,,, (-/ p )  d y ,  

- - - 
nelle quali formola bisogna supporre b, = 6, = a- ,  = a-, = b-,  = h-, = 0. 

7. Caso i n  cui sui due piatzi limita sono dnti: L, 111, N. Questo nuovo 
problerna si potrebbn facilmente risolverh direttamente partendo dalle (8) 
della (1.') e facendo uso della formola che dà la funzione armonica e rego- 
lare in S per mezzo dei valori che la sua derivata. norinale acquista su o 
che è stata costruita al n." 3;  perb è forse più conveniente fado dipenders 
da1 problerna precedente coll'osservare che le equazioni indefinite, derivate 
rapport0 a z, ci dànno: 

Scrivendo, per queste equazioni, le formolc analoghe alle (13) e notando 
che le funzioni armoniche e regolari in S le qunli su a acquistano i va. 
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8 O T e d o n e :  Saygio di  zrtzn teoria yyenerale delTe eqztazioj l i  

- - 

2~~ a u  a w  
10" ' ai; > 

per le condizioni in superficie, cioè: a ,  
su7 , :  L= -  2 p ( & m 1 ) >  M = - 2 p ( p + o i  a:  1 , 

aono identiche, riepettivamente a : 

dove ,o, W, 9i indicano le funzioni armoniche e regolari in S le quali a.cqui- 
stano su G, i valori di L, M, N dati su questo piano col segno cambiato, e 

- 

su 0, i valori di L, Jf, N dati su 0, col proprio segno, si ottiene: 
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detl'equitibrio etastico per un corpo isotrope. 3 1 
- - 

Chianiando +,, +',, +, , +-, , +', , 4'-, le espressioni analoghe alle (p del 
problema precedente, quando, nei rispettivi integrali, invece di 8, è posto 
a 4 - le formole (24) possono scriversi : a:, 

TI problema è ridotto ri. determinare le funzioni incognite a,, a, e le + 
in modo che sia identicamente : 

ed, inoltre, che le $J soddisfino alle s t e m  condizioni 2.O, S.", 4.' e 5." n cui 
sodrlisfano le y del problema precedente. 

Delle equazioni (25) soltanto la  terza t: una condizione fra le 4. Qunrido 
queste funzioni sono determinate, le prime due delle (25) ci determinano, con 
quadrature, a, e a,, ed u, v ,  w restano anch'esse determinate dalle (24) O (24') 
per mezzo di quadrature. 

Notando che 

l'ultirna delle (25) si pub scrivere 
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3 2 Te cl o n e :  Sagg io  di zina teot*iu genemle  delle epuaziotîi 

Se ora poiiiamo: 

P a 911 a 9~ a,+au+-=\' a Z  u ~ ~ ~ ~ ~ 2 ( ~ ~ ~ e ~ w ~ w + + ~ l ~ e n ~ n ~ ) J , , i ( y p ) d y +  
u 

=? 

+ 2, ( e - ~ ( ~ ~ - z )  Gm cos ri2 w + b,, sen rn w) J, ( y  p )  d y 
U 

- - 
le fuiizioni Il,,; LI,,, F,,, di essendo espresse per mezzo delle fiinzioni o: 

e 3, dalle (21). Se  poniamo ancorn, ipoteticamente: 
CE 

= ~ , , , J ' ~ - ~ ~ ( U , , ~ C O ~ ~ ~ ~ ~  + bl l l senmo)  J,,,(yp)dy, 
O 

OC 
( 2 3 )  

= Z., (e-~(~-') ( Ü ,  cos nr o + 6, son ,n a) JI. ( y  p) d y (*h 
O 

(*) Abbiamo indicnto le fiinzioni indeterrninnt,e di I clle entrano in E, Vi, Ii ed  in 
+,, l)',, con 10 stesso nome col quale abbiamo chiamato le funzioni analoghe clle entrano 
in U, TT, IV ed in y,, y',, ne1 problema precedente, per  s e m ~ l i c i t a  e perché non c'é luogo 
ad nlcun equivoco. 
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le altre rj, saranno determinate, corne le corrispondexiti c f ,  dalle (16'). Sosti- 
tuendo allora, nella (25'), per le i j i , ,  +', le espressioni (29), le analoghe 

a p  a w  a u  espressioni per le altre + e ,  per - -+ -- + --, l'espressione (28) ed ugiia- a . ~  a y  a x  
gliando, da una parte e dall'altra, i coefficienti di : 

e-yz  COS nz w J,,, (r ,c,), e-7" sen In o A,, (Y p), 

e - ~ ( h - 2 )  COS 112 w J,,, (Y p) ,  e - ~ ( ~ - ~ )  sen nz w J,,, (;t p ) ,  

si trovslno le equazioni segueriti : 

2 z m 

-1 

[I,,, = 7 [ b ,  (1 + ?;,& e 
1 ' 

dnnali di Matematica, Serie III, tomo X. 
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3-1 T e d o  la e : Suggio  d i  icna teorin geîlerale delle  e l  ~ins io lz i  

11 problema è cosi risoluto, salvo ad esegiiire delle quadrature, e la  ve- 
rifica della soluzione si rende agevole, tenendo conto di quello che é stato 
detto pel problema precedenle. 

8. P e r  conipletare la rappresentazioue analitica della, soluzione, po- 
niamo : 

nelle quali formole s'intende che sia convenientemente rnodificato il termine 
corrispondente ad 912 = 0, affinchè l'integrale sia finito (*). Similmente, indi- 
chiamo con una lettera con un tratto, O con due tratti, sopra, ogni funzione 
armonica e regolare in S la cui derivata rapporto a 2, O la cui derivata se- 
conda rapporto a z, è la  funzione arrnonica e regolare in S rapprefientata 

- 
(*) P e r  costruire, senza equivoco, per es., l'espressionc di 1, si p u b  osservare clie L' 

r:ippresenta l a  funaione armonica in S la cui derivata normale acquista su G i valori L 
e si pub q u i d i  fa r  uso dclla formola (IO), in cui si  sia posto : 

1 
Bas ta  poi svilugpare - per  funzioni di BESSEL corne in HEINE (luogo citatu) e sornmare 

r%a 
rispetto ad n. 
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tlelL'equi2ibrio elustico yer un c o r p ~  isoiropo. 

dalla stessn lettera senza tratti. Avremo cosi: 

Queste formole, infirie, sostituendo pei. le + le espressioni (29) ed ana- 
loghe ed eseguendo la sommazione rispetto ad n, possono porsi sotto la forma 

(*) Se le +,,, +', sono rapprcsentati da integrali estesi a cl, O G,, bisogna inten- 
dcre che, in qiieste formole, sia 
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3 6 Te d O n e :  Saggio di unu teoria generale delle equaah~~i 

seguerite : 
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dell'equilibrio elustico per un corpo isotrope. 3 7 

-- -a,  sen u JI ( y  p) + 8 x p  
O 

?&?i 2) + e./' 
e d t l  - 1 (G, cos ~ 2 .  w + b,,, sen m o) J,,, i y  p )  d y 4 

O 

(u,,, COS I H  w + b,,, se: nt w) JI ,  (7  p j  d y (*), 
O 

- 

nelle quali formole bisogna ancora supporre b,=b,=n-,=a-,=b-,=b-,=O. 
8. Casi in cui  sui due piaili liwziti sono date  a l t re  conclixioni. Con me- 

todi annloghi ai precedenti si possono facilmente risolvere tutti gli altri pro- 
blenii in cui su G sono dati parte degli spostarneiiti e parte delle tensioni. Fra. 
questi problerni v i  sono i quattro in cui tanto su G, che su c, sono dati: 
1.' U, O, N ;  2.' L, v, w, ovvero u, M, zo; 11, M, N, ovvero I,, v, N ;  
4.' LI M, zo. Per  ottenere la soluzione d i  essi basta combinare in modo op- 
p o r t u n ~  le (13)) O (13'), derivate rapport0 a e, e le (24)' O (24'), e tener 
presente che date y, e y', sviluppate in serie, conie dalle (16), gli sviluppi i n  

- - 
(*) In queste forinole bisogna tener presente clle le a m ,  hl,, , a,,, , b,,, , hanno Lin fat- 

tore y. 
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38 T e d o n e :  S a g g i o  d i  una teoriu ~zornzale delle  equaz ion i  

serie analoghi di $, e JI', sono: 

+ [- 2 e h  b, + (e26y f 1)  b J I L )  sen m o\ A,, iï p) d 7, , 
Questi valori di 4, e +', si esprimono facilmente con serie di derivate 

delle 7, rapport0 a x e possono ottenersi eguagljando i coefficienti nelle due 
parti dell' eguaglianza 

Oltre ai quattro problemi precedenti, altri venti problemi si possono ri- 
solvere con uguale facilità, e cioè quelli in cui su uno dei piani, p. es. su c i ,  

sono dati: u, v ,  w,  O L, M, N,  ovvero una delle altre sei combinazioni 
sopra enurnerate, mentre su sono date altre condizioni, prese sempre fra 
queste combinazioni, ma non identiche a qiielle date su c i .  Per  risolvere 
questi altri problemi bisogna anche servirsi della formolit che dà la funzione 
armonica in S per mezzo dei valori che questa funzione acquista su uno dei 
piani e dei valori che la sua derivata normale acquista sull'altro piano, e 
della funzione di GREEN corrispondente, di  cui abbiamo discorso al nP 2. 

F i a  tutti questi prohlemi sono degni di speciale menzione i tre in 
su ognuno dei piani sia data la componente normale della tensione e le com- 
ponenti tangenziali degli spostamenti, O viceversa, perchè per la loro solu- 
zione, non è necessario ricorrere a sviluppi in serie di funzioni speciali. 
Servendoci, infatti, di una proprieth delle equazioni della elasticità, rilevata 
da1 prof. SOMIG~LIANA (*), si possono costruire, partendo dalle soluzioni dei pro. 
blemi analoghi, date alla pag. 13 di (La), e relative al caso in cui il corpo 

(*) Sul principio delle iinmagiiii di Lord KELWIN e le equaaioni del1'Elasticitri. Rend 
dell'dcc. dei Lincei. V, XI, 1." Sem., S. 5.", fasc. 4.", 
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deIl9eqt~iZiB~~io elastico per z i n  c o r ~ o  isotrope. 3 9 

elnstico è litnitato da un solo piano, infinite soluzioni del problema dell'ela- 
sticith, con riflessioni successive, ne1 senso del prof. SOMIOLIANA, rispetto ai  
pi;ini 6, e G,, e con queste infinite soluzioni si possono, con metodo alternato, 
costruire le soluzioni dei nostri problemi. 

11. PROBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTICO È LlMIThTO 

DA DUE SFERE CONCENTRICHE. 

1. li?lllzz.i;one di GREEN e fz4122io?ze al'monica. Su questo notissimo nr- 
gomento diremo quanto basta per pi'ocedere sicuramente nei nostri calcoli. 
Suppouiamo che le due sfere, Iirriitanti i l  corpo e!astico, abbiano per centro 
comune l'origine delle coordinate, e indichiamo con 5 ,  e g2 le loro superficie, 
con R , ,  R, i loro rnggi rispettivi, e sia RI < R,; mentre indichinmo seinpre 
con T l'insieme di o, e o, e con S la porzione di spazio da esse limitato. 

Se A = ( x ,  y ,  X )  S un punto interno ad S e ( 5 ,  V ,  <) un altro punto 
qiialunque di S, poninmo : 

che sono le notazioni già altra volta adottnte. Insieme al punto A,  conside- 
riamo la serie infinita di punti : A , ,  A Z , .  .. , A n ,  .. , . che si ottengono pïen- 
dendo successivamente i reciproci di A prima rispetto :t G, e poi rispetto 
zl O, e che cadranno alternativamente ril17i&rno di o, ed all'esterno di O , .  

Similmente, consideriamo la  serie infinita di punti: A ' , ,  A',, ..., A',, ... che 
si ottengono prendendo successivamente i reciproci di A prima rispetto a u2 
e poi rispetto a a, e che cadranno alternativamente all'esterno di G, e all'in- 
terno di G,. Tutti questi punti, com'è noto, sono sitiiati su1 raggio vettore 
rhe va al punto '4. Chiamiamo poi 1; ed 1.; le distanze di A; dal19c)rigine e 
da1 punto ( t ,  q, t )  e con l i i ,  rIi le distanze di A'i dagli stessi due punti. 
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40 T e d o n e :  Saggio d i  zcna teorin generale de l le  equaxion,i 

Avremo evidentemente : 

R'g. , Ri' Zn 

- 1 - - 1 
(Il; r n  12; 

1 . - ( R I )  , , .., Z ,  
- ,  . .  . 

z 

Per  note pioprietà dell'inversione, quando il punto ( 5 ,  q ,  <) è su O , ,  

si hn : 

mentre, se il punto ( 5 ,  i l ,  c )  si trora su cr,, si ha :  

Se p i ,  scelto comunque i l  punto (5 ,  n, <) in S, è A clie cade su G, e quindi 
1 = R I ,  si lin : 

mentre se d cade su g, e quindi 1 = R,, si ha :  

E = E', , Z'2=?L, .  . . , r i =  l j - i , ,  . . ; 
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è tale che i suoi termini, considerati in S come funzioni di 5 ,  s, c, sono tutti 
del10 stesso segno e sono funzioni armoniche e regolari. F e r  quello che è stato 

1 
notato, su G( si riduce a - , mentre su a, si annulla identicamente. ESSR 

1" 

stessa quindi rappresenta una fiinzione armonica e regolare i n  S derivabile 
termine a termine un numero qualunque di  ~ o l t e .  Di annloghe proprietà gode 
l a  serie 

1 
g' si annulln identicamente su r;,, mentre su r;, diventn egunle a - Ne viene 

1' 

c,he In fiinziono' d i  GRRRR relntiva a l  piinto A ed alIo spnzio S, nella foinin 
più comoda per i nostri cnlcoli, sarà 

P e r  l:t derivata normale di G ,  si avrà, su  6,: 

La fiinzinne (D armoiiica e regolare in S che acqiiista valori dati  w 6 

Annali di Mntemntiw, Serie III, 'torno X G 
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42 Tr d O 11 e: Snggio di m a  teort'a generale delle eqtrcizioni 
- 

sarh quindi rappresentata dalla formola 

a CI) 
2. Notnndo che, se O è una funzione armonica, tale è pure 1 a l  ri- 

siilta subito che per costruire la. funzioxie armonica e regolnre in S la ciii 
derivata norinale acquista su a valori nssegnati, bnsta costruire la fuiizione 
armonica e regolare in S ohe acquista su G, i vdori dnti per la derivata 
normale su questa superficie moltiplicati per R, e su G, i valori dati su r, 
per In derivata normale moltiplicati per - R,; dalla funzione cos1 costruita 
si dedurrà la fimzione cercata con una quadratura. Abhiamo intanto: 

K R n-i d D  d b  + ( )  ( R  - l.p,-.l )J!K ,., - 
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e quindi 

11 primo degli integrali che compaiono in questa formola è cestamente 
finito; per mostrare che tale è anche il secondo, notiamo che: 

e che, per l'esistenza della fuiizione cercata, bisogiia supporre 

3. Per maggior chiarezzn dei calcoli futuri aggiungiamo le osserra- 
zioni seguenti, 
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2 = ( )  + 1 - 2 (KB - I" Bi I cos 0, 
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Coli queste posizioni la (38) pub scriversi 

I n  secoiido luogo ricordiamo chc ogni funzione rtrrnoriica. e regolare al- 
l'interiio di uiia sfera avente il centro nell'origine pub rnppreseiitarsi coi1 una 
serie convergeiite assolutamente ed in egual grado nel17iiiterno della sfera, 
della forma 

dove X,,, (x, y, x) è una funzione armonica, omogenea in x, y, x di grado 
intero e positivo In; che, similiricnte, ogrii fuiizione armoiiica e regolare al- 
17estr,riio di  unn sfera averite il centro iicl170rigiiie pub rappresentarsi con iina 
serie della forma 

cc 

2»t -q! , i+ ' )  (5) Y, ZI 
O 

dove X-c,,,+li (2, y, x) è una funzione armonica, omogenea in x, y, z di grado 
intero e riegativo - ( ~ n  f 1); che, infine, ogni funzione arnioriiça e regolare 
nello s p a ~ i o  compreso fra due sfere concentriche aventi il centro comuiie iiel- 
l'origine delle coordiriate si pub rappresentare con la somma delle due serie 

dove Xm e X+, conservano il precedente significnto. Se, aiizi, poniamo: 
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4 6 T e d o r z e :  S a g g i o  d i  zmn t eo1 . i~  generale delle equaziuni  

la funxione @ data dalla (38') sarà anche rappresentata dalla forniola 

Osserviamo, infine, rhe la funzione 1 a'" si pub costruire direttamente per a z 
rnezzo dei valori che questa funzione assume su a, ovveso si pub ricavare 

a eseguendo sulla (38'), O (38'0, l'operazioiie 1 - Paragoriaiido gli sviluppi a t 
a O 

in serie di 1 - che cos1 si ottengono, si trova subito : a 1 

le X che entrano in  queste formole esserido sempre quelle che cornpaiono 
nelle (40). E con l'aiuto delle (40) e (41) è facile trovare delle espressioni 
analitiche pet- la funzione armonica in S che acquista su una delle superficie 
sferiche dati valori, mentre sull'altra acquista dati valori la derivata normale.. 

4. Caso i n  cui s d l e  due sfere litniti sono dati:  u ,  v, zu. Chiamiamo 
U, V,  W le funzioni armoniche e regolari in S che acquistano su G i rispet- 
tivj valosi u, v, zu e osserviamo che: 
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dove le formole non scritte sono relative agli integrali analoghi estesi n c, e 
R quelli in cui si muta successivamente in e 6.  Se, per brevità, po- 
niamo poi : 

le solite formole ( 5 )  ed analoghe d i  (Y), ne1 caso preserite, ci dnrnnno: 

S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 

(9 I? utile pel seguito tener presente che la. quantità in  parentesi ( 1 B una espres- 
sione della funzione armonica e regolare in S che acquista su ri i valori m 8. 
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Le 8ltre due formole non scritte si ottengono d a  quella scritta con Io scambio 
di 21, U, x ,  in v, V, y e in zo, IV, z. 

Bisogna oi-a cercnre di determinare le funzioni incognite G o ,  6,' O-,; e',, 
O , , ,  8'- ,; y, ,  .. . in modo : 1." ctie le serie che compaiono nei secondi inembri 
d ~ l l e  (44) sieno convergenti in S e tendfino su CT :L valori firiiti j 2.' che cin- 
sciinn di queste serie sia nrmonica e regolare in S; 3.' che fra le 9 con i varii 
indici e le corrispondeiiti y passino Io relazioni seguenti : 

4." clic! le rp e y' cor) indici diversi da  zero sieno legati alle y, (T, y ,  2) e 
?', (x, y, 2) dalle seguenti selazioni : 

5." che, infirie, risulti ideriticamente soddisfaita I'eqiinzione 

Si verifica facilmente che, sotto queste condizioni, le (44) rappresentano 
IR soluzione del nostro prohlema. 
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de2Z'eqzciZibrio elastico per un corpo t'sotropo. 49 

Per  raggiungere il nostro scopo osserviamo che, dovendo essere y ,  una 
funzione armonica e regolare all'esterno della sfera di raggio R I ,  si pub 
sempre rappresentare con una  serie della forma 

mentre, dovendo y', essere armonica e regolilre nell'interno della sfera di 
raggio R, si pub rappresentare con una serie della forma 

essendo le X-c,,,+,) e le A:,, funzioni sferiche, solide, armoniclie, le prime di 
ordine negativo - (m + 1)  e le seconde di ordine positivo da  dcterminarsi 
in modo clle s i m o  soddisfatte le precedenti coridizioni. 'Avremo allora: 

m nnm 2n(mt i )  z m + i  
P - V ,  - (g:) - x-(lj2+ , = e7 (x) (z) x-(fll+l) 7 

ed anche, notando che 

a a x-, - !x - ( 1  X -  ,) = O ossia - - - - 
ax a x p x-i 7 

a y,, 8 y-n 
per cui i termini che contengono X -, i n  x 0, + Eg - ed i n  -- E ono a .r a 2 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 X. 7 
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50 T e d o  n e :  Saggio di îinn teoricr genernle delle eqmxioui  

nulli : 

in cui, nncora, le due formole relative a v e w ,  non scritte, si dcducono da 
quella relativa ad u con Io scanibio di a, U, x in  v, V7 y e in $0, TV, z. 

Poniamo ora : 

dom le U ,,,, 17-(,,,+O, . . . si possono ritenere note; sostituinmo nelln (46) i vn- 
lori precedenti di U, V, W e i valori delle e e cq dati dalle (47), (47' )  t! (47") 
ed eguagliamo nella (46) i termini di grado m e quelli di grado - ( ln  + 1). 
I'onendo anche : 

a u,,,+, a  FI,^+^ a ni,,+, au-,, au-,,, a rv  -,,, 
@ =--- 

Wi as  
+ ~ i j -  +TT , a-,,,,, = - .a .2: +-+a,, 

8~ 
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dell'equilibrio elastico pet. t r n  c o t y o  isotrope. . 5 1 

avremo le equazioni : 

nelle quali l'indice In varia d a  1 ad oo. Risolveiido le equazioni precedenti 
rispetto ad  X-(,, ,+,,  e ad  XI,, , si trova: 

P e r  essere p. (1, + 2 > O, A non si annulla niai per nesoun valore in- 
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52 Te d o n  e: Saggio d i  una teoria generale delle eqtroxiorti 

ter0 e positivo di m e per iiessuii valore di R, tale che O < R, < R, (*ln Cib 
mostra che il problerna ha sempre una soluzione ed una sola. Per  assicurürsi 
della convergenza delle serie che cornpaiono nelle nostre forinole, ne1 campo S, 
basta paragonarle alle serie : 

(*) L a  diinostrszione di quest'asserto i, alquanto faticosa. Si puo pervenire al10 scopo 
ragionando come segue. 

P e r  mostrare che A non si annulla mai, sotto Ic condizioni indicate, bnsta mostrare che 
di questa p ropr ie t j  gode I'espressiono 

- (R;m+l- 1224 -1  2 171. m 
1 ) ( + i ) ( i m - l ) ( i n z + J ) ( A + 1 ~ ) ~ +  ) 

$ (2 m +1)2 [m (în $1) (A + + 4 p (A + 2 y)] (Ram4-3 - i P 4 - 3 )  (Rel)'-l - R:*ta-I). ) 
( 4  

1 

Ora  l'espressione (a) per  R, = R, s i  annulla, mentre p e r  I<, = O é maggiore di aero. Basta 
quindi dimostrare clie l'espressione (a) diminuisce continuamente al crescere di R, da O 
ad  Il2, ossia che la derivata rispetto [ad R, è sempre negativa qualun(lue sia 91% e lier 
O<X, < R,. Questa derivata è data da 

La (luantiti in pwentesi ( 1, ponendo R, = IZ, e a ,  a meno d d  fattore I l z d - 3 ,  si pub scrivere 

e, sviluppando in ser ie  gli esponenziali, a meno del fattore ( 2  m - 1) ( 2  în f 1) ( 2  ?,1 $- 3), 
si pu0 anche scriverc 

+ 4 p(X+2 F) [p m + 3)v-1 $ (2 m- l)~-l] 1. 

Questa formola, osservando che 

dirnostra completamente il nostro asserto, 
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Ie quali convergono, per ipotesi, in modo assoluto ed uniforme fra Z >  Ri ,  O 

alle serie 

le quali convergono in  modo assoluto ed uniforme per Z < R, e questo pa- 
ragone si fa senza di%colt&. infine, i vari termini dei secondi membri delle 
(44) e (48), convergeranno su G a limiti finiti se di tale proprietà godranno 
le derivate seconde delle serie (49), il che certainente si consegue supponendo 
che i valori di u, v ,  w, dati su G ammettano le derivate del pritri'ordirie al- 
meno, rispetto a due parametri che individuano i punti di 6. 

5. Caso in czri suile due sfere l i ~ n i t i  sono dati:  L, JI, 1V. Partiamo 
dalle equazioni : 

e scriviamo, per queste equazioni, le solite formole fondainentali, conservando, 
ancora per un momento, la funzioiie G di GREEN: 

Se ricordiamo che le condizioni in superficie, osa sono : 

e chiamiamo !', !Il?, 91 le funzioni arrnoniche e regolari i i i  S le quali acqui- 
stano su G, i valori di L, $1, N, dati su questa superficie, moltiplicati per - R, 
e su 5,  i valori di L, N, AT, dati su o17 moltiplicati per R,, le (53) potranno 
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54 Te d O n e :  Saggio d i  ztna teorW genemle clelle egîuaioni 
-- 

scriversi : 

e si ti-atta dapy,riiiiu di determitiare 5 ; a, , a,, a, iii modo clie sieiio sodcli- 
sfatte identicainente le equazioiii : 

Poniamo percib : 
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Ricordiamo poi che, dovendo essere : 
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5 6 T e d o n e :  Saggio d i  u m  teoria generale delle equuzz'oni 
-- 

e le altre che si ottengono da queste con permutazioni circolari di  x, y, x e 
degli indici 1, 2, Y. Per mezzo di yueste relazioni, l'espressione (57) si pone, 
facilmente, sotto In forma 

ed altre due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente: E ,  T ,  t ;  
r ,  y, 2 ; w, , w2 , ch, . 

Gli ultimi termini delle (53') si costruiscono ariclie facilmente, osservando 
che dall'identità 
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c?ell'eqzcilibrio elasticci pet4 un corpo isotrope. 57 

Applicarido quindi i risultati del n." prec. agli iiitegrali: 

e sostituendo poi nelle (53') le espressioni relative alla (57') ed analoglie, si 
trova : 

a x,, - 2 - - - 2  ( 2  ~n + 1) x (p+~ x - pti 

a x (Rei,i+l - fi?+ i) l e  VIL -(117+d] 7 

Le altre due formole relative a v e w si deducono da quella reltltiva 
ad u scanibiando ciclicamente Q, YI?, 91 ; mi, a,, a,; X, y, x. 
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58 T e d o n e :  Saqgh di  ut2n t eor ia  g e ~ i e d e  delle eqzrnziorii 

Sostituendo orn. le (53 ') nella prima delle (55) e faceiido uso delle citate 
rdazioni frn 8 ;  w, ,  a,, a,, si trova: 

Se poniamo quindi : 
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ed egiiagliamo, nell'equazione ( G O ) ,  i termini di grado m e quelli di grado 
- ( ~ n  + l), si ottiene : 

La seconda di queste equazioni richiede che sia 

ed allora dalla prima ed analoghe delle (58) risulta anche 

Questo risultato mostra che i termini di grado - 1 in 6; m i ,  n2, T~ 

sono identicamente nulli. 
Inoltre la prima delle (62) ci dé 
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60 T e d o n e :  Sagg io  di tuta t e o k  getzerale delle equazioni  

Infine le ultinie due delle (62) ci dànno : 

dove 

Corne ne1 caso precederite, si dimostra che A è diverso d a  zero, per qua- 
lunque valore intero e positivo di m, per essere 3 h + 2 p > 0, p > O. Basta 
evidentemente limitarsi a dimostrare che di questa proprietà gode l'espres- 
sione 

Determiriate cosi X,,, e X-(,,+,,, resta deteininata O dalla prima delle (56). 
P e r  determinare a,, a,, a,, si sostituiscano le (53 ') nelle ultime rela- 

a m i  au zioni (55). Teneiido conto della relazione + 2 + a 83 = O, si trova in- a~ a y  a~ 
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tanto : 

Le altse due formole, relative a a, e a,, si deducono da quella scritta per 
disteso, al solito, perrnutando circolarmente V, 97, 91; z, y, x. Dividende quindi 
per t, integrando, col notare che la funzione arbitraria introdotta dalla inte- 
grazione, dovendo essere armonica e regolare in S ed indipendente da 1, si 
riduce ad una costante, che, per essere 

i trrrnini di grado zero in a,, n,, a, sono nulli e quindi esiste una  funzione 
armonica e regolare, a meno di una costantc anbjtrnria, in S, della forma 

(*) R ~ s t a  percib osservare clle 

ed  eseguire la integraziane rispetto a p, tenendo corito, che, in virtU del teorein:: di re-  
ciprocita delle funzioni sferiche, un solo torrnine e diverso da zero. 

(*") Ne1 cas0 contrario, corne risulta considerando Io sviluppo in seric d i  funzioni 
sferiche di una qualunque funzione armonics in S, con l'iritograzione si iritroducc un 

t e r a i n e  della forma f? - log 1, d i e  non & armonico. S 4 
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62 Te d O n e :  Saggio d i  trna teoria gencî .de  de l le  ç.qziaxioai 

si pub scrivere : 

indioando con h i ,  h,, ha tre costaiiti arbitrarie. Osserviamo ancora chc, nelle 
formole precedenti, possiarno supporre nulli i termini di grado zero in 8 ,  
poichè 8, nelle (G5), cornparisce soltanto sotto segili di derivazione. Possiamo 

quindi ritenere clie anche [ y 8  rappresenti una funzione atrnoniea e rego- 

lare, ben definita, in S. 
Restano ancora da  determinare u, v ,  20. Possiarno percib corninciare a no- 

tare che le (53") si possono scrivere: 
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deil'eq~lililwio elastico pet. zoz corpo isotrope. 63 
- 

Su queste fortnole facciamo ancora le osservazioni seguenti. Poichè 

possiamo ritenere elie r rappresenti una funaione srrnonice e regolare 
2 

in S e ben dderminata; poichè i termini di grado - 1 in 6; D,, a,, a, sono 
1 nulli, le espressioni -1 9 d 1 ; tJ o, d l , . . . r:ippreaenteranno delle funrioni z 

armoniche come sopra; in ai ,  a,, a, son contenute le costanti arbitrarie h i ,  
h 2 ,  h3 ; finalmente, k i ,  Irz, k, come funzioni biarmoniche e regolari in S e 
indipendenti da 1 sono costanti arbitrarie. 

6. Casi  in  cu i  szclle due sfere  Zirniti sorio date altre condizioni. Ser- 
vendoci, opportunamente, delle formole (48) e (66) potremmo risolvere, senza 
grande difficolth, i problemi in cui, sulle due superficie sfericlie, sono date le 
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6 4 Tc d O n e :  Sagyio di r i m  teoria ge?ter.ale delle equazion;, etc. 

componenti degli spostamenti secondo uno dcgli assi coordinati e le compo- 
nenti delle tensioni secondo gli altri due assi coordinati, ovvero le compo- 
nenti degli spostamenti secondo due nssi coordinati e le componenti delle 
tensioni secondo l'altro asse coordinato. Ci potr~bbe percib giovare il tener 
presente quel10 che abbiamo fatto in (I") per risolvere gli analoghi problemi 
per la sfera piena. 

CO; piocedimenti analoghi ai precedenti si potrebbeio risolvere anche 
tutti quei problemi nei quali sulle due superficie sferiche si danno condizioni 
differeriti, ed analoghe a quelle già accennsite pel caso del corpo limit2to da. 
da due piani paralleli. Bisognerebbe allora far uso della funzione armoriica 
che su una superficie sferica assume dati valori, mentre, sull'altra superficie 
sferica, i? la derivata normale che assume valori assegnati j*). 

Ed infine accenniamo anche ai problcmi in cui sulle due supeidicie sfe- 
i k h e  sono dati gli spostamenti normali e le tensioni tangenziali, O viceversa, 
le tensioni normali e gli spostamenti tangenziali, od anche su una superficie 
sferica gli spostamenti normali e le tensioni tangenziali e sull'altra le ten- 
sioiii normali e gli spostamenti tangenziali, che si possono risolvere tenendo 
presente il procedimento da noi seguito per trattare gli analoghi problemi 
per la sfera piena, nell' ultimo paragrafo di una Memoria del Circ. mat. di 
Palermo (t. XVII, 1903). 

(") Oppure, ancora più semplicemente, si potrebhé yart i re  sempre dalle (48) e se- 
guire i l  metodo genernle tenuto da1 THOMSOX, che consiste nell' applicnre metodicnmente 
l'osservazione evidente che qualunque funzione biarmonica e regolore in S é l a  somma di 
una funzione armonica che in superficie acquista gli stessi valori della funzione biarmonica 
e di una funzione biarmonica che s i  annulla in superficie. Se,  p. es., sono dati i valori 
degli spostaiucnti su o, e qiielli delle tensioni su a,, i valori di O;,,, V,,, IVm sono sol- 
tanto in parte  determinati. La loro determinnzione complets si o t te r rà  sottoponendo le  

funzioni biarmoniche l 0  x -f 2 p , . . . ad  assumere dnti vnlori su oz. 

P e r  soddisfare a queste condizioni si costruiranno le  funzioni biarrnoniclie precedenti e s i  
trascureranno i termini che si annullano in superficie fino a d  avere  iinn funaione aruîo- 
nicn. Il problema allora s a r i  semplificnto e facilmente risoluto. 
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Sopra le serie di funzioni analitiche. 

(Di GIU~EPPE VITALI, a Voghera.) 

U n  protilerna molto interessante dell'nnnlisi è quello di  determinare le 
condizioni che si richiedono perché una serie di  funzioni analitiche, conver- 
gente in un campo connesso, sia in tutto il campo una funzione analitica. 

Dopo il classico teorema di WEIERSTRASS SU questo argoniento, altri con- 
tributi notevoli troviamo nei lavori ~ ~ ~ I ' A R Z E L A  (*) e ~ ~ ~ ~ ' O S G O O D  (**). Un 
teorema de l l ' o saoo~  (***) h a  ricevuto iina nuova dimo~trazione dall'An- 
ZELA (****) ed io (*****) basandomi su qiiesta dimostrazione ho potuto facil- 
mente renderlo più generale. 

I n  questa Memoria io db nuovi risultati sulle serie di funzioni analitiche 
che mi sembrano abbastanza interessanti e siccome una delle basi principali 
è costituita da1 teorema di O S ~ O O D  da  me generalizzato, ne riproduco la di- 
mostrazione completa, premettendo anche i concetti fondanientali sui quali si 
appoggia l a  dimostrazione e che  sono dovuti a l  prof. A R Z E L ~ .  

(") V. C. ARZELÀ, Sulle serie di funzioni, P a r t e  ?.", S 18. (Memoria le t ta  n l l : ~  
R. Accademia delle Scienze dell'lstituto di Bologns nella sessione del 27 Maggio 1900.) 

(*y V, OSGOOD, Note on the fwzctions defined by infinile series zc7zose tenns are 
a?zali/tic' o f  a complex variable, ecc., 5 1, Theor.  1. Annnls o f  Mczlhémntics, Second séries, 
X.ro 1, October, 1901. 

(***) Ibidem. 
("x*") ARZELA, Su2Z.e sevie di funzioni nnaliticke. Nota le t t s  alla R. Accndemis delle 

Scienze dell'Istituto di Bologna nell'Adunanza del 30 Novembre 1902. 
(*****) G. VITALI,  Sulle serie cli funziorzi aualitzi.lre. Rendiconti del R. Istituto lom- 

bardo 1903. 
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66 V i t a l i :  S o p m  le serie 

CAPITOLO PRIMO. 

§ 1." Sia  
G--Iu(x)I 

una varieth di  fiinzioni u (2) definite in un  intervallo finito (a, b } ,  tutte com- 
prese fia due numeri finiti 1 ed L. Sia inoltre v ( r )  un'altra funzione soddi- 
sfacente alla stessa condizione. S e  per qualsiasi quantith d positiva piccola a 
pincere esisteranno infinite funzioni u(x) della G per cui 

v (2) - 8 < U (2) < v (2) f c l  

si dirà che l a  v (z) è una  furzxione limite della varietà.  

5 2." Supponiamo che la G ammetta uria funzione limite v (x) continua 
in tutto l'iiitervallo (u,  b).  Allora, prefissata una  grandezzn positiva 7 piccoln 
n pincere, si potrà determinare un segniento E tale che in ogni trntto d'am- 

. r; 
piezza E dell'intervallo (a, 6) l a  v (x) faccia ur~'oscillazio~-ie minore di Le 

3 
infinite funzioni u (2) per cui 

faranno in ogni tratto di ampiezza E un'oscillazione minore di a. Possiamo 
concludere facilmente che u se 1% G ha una funzione limite coiitio:ia e 

sono delle quantità positive tendenti a zero, esisteranno dei segmenti 

61)  6 2 )  9 3 . 0 -  

e delle sottovarietà di G 
Gi ,  Gz, G3.-• 

ciascunu sottovarietà della precedente, tali che una funzione d i  G, fa in un 
tratto di ampiezza E n  una oscillazione minore di un n. 

(") V. ARZELÀ, m. C. Sulk serie di fimzioni, Parte l.", III, § 2. 
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3.' Supponinmo ora che sjano verificate tali condizioni e dimostrinmo 
che se le funzioni di G sono comprese f r ~  due limiti finiti I ed L esiste uiia 
funzione limite coritinua di G .  

Sia 1 1 ,  ( r )  una funzione di G ,  e supponiamo che non tutte le funzioni 
di Gl cadono nell'intervallo 

Sia u2 (x) una funzione che non soddisfa a queda condizione. Supponiamo 
poi clie esjsta una fuiiziorie u, (x) che non cadct completameiite iii nessuno 
degli jiitervalli 

[ ~ 1 ( ~ ) - 3 5 1 ,  %(x) + 3041 

[uz ($1 - 3 0 , )  % (2) + 3 (111 

e cosi via di seguito. 
Sarà impossibile ottenere in questo modo infinitr! funzioni. 
Supponiamo che se ne ottengano infinite e indichiamo con Srjs U n  punto 

i n  cui le  u, (x) u, (x) differiscono fra loro per più di 3 c,. Sia Xa un purito 
limite dei punti 

% ? i ?  XI??,  X$?3  8 . 
hTelllintervallo 

cadranno infiniti di kali punti. Siaiio dessi 

Indichiamo con G, la varietà 

Sist X ,  iin punto limite di 

X S , ) ~ , ,  G,,s,,  x,,,s1. 

Nell'intervallo 

e a d r k o  infiniti di tali punti. S i a m  dessi 
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68 Vit a li: Sopa  le serie 

Indichiamo con G, l a  varietà 

Sia Xs, un punto limite di 

Xr,,vP Xrljrÿ y Xrljv, . 
e cos1 via di seguito. 

1 punti 
xo, xi, xs,. 0 

amnietteranno certo un punto limite X. Nell'intervallo 

cadranno infiniti di tali punti. Siano essi 

X I  x ,  xv. . (Y, <%. 4. 
Nell'in tervallo 

cadranno adunque completamente tutti gli jntervalli 

sono ciasciina sottovarietà della precedente e segue percib suhito che le fun- 
zioni 

%, , U V , ,  Uq . . 
sono tali che per ogni coppia di esse esiste in ( 1 )  un punto in cui differi- 
scono per più di 3 0,. M a  allora in tutto l'intervalle ( l ) ,  cbe è di ampiezzn c, 

esse differiranno fra loro a due a due per più di O , ,  il che non pub acca- 
dere restando esse comprese frn i limiti finiti 1 ed L. 

Dobbiamo dunque concludere che ciascuna delle funzinni di G, cade com- 
pletamente dentro uno degli intervalli 

(ui - 3 O,.  ui + 3 a,) 
(i=l, 2, 3 .  .. n), 

U1 uz 9 , u n  
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essendo un numero finito di funzioni convenientemente scelte di G , .  I n  uno 
almeno di tali intervalli cadranno infinite funzioni di ogni G, . 

Sia tale I'jntervallo 

(% - 3 5 ,  , Ul + 3 CI). (2) 
Sia G', la  varietà delle funzioni di G, che cadouo completamente in 

esso. A questo G', apparterrà una funzione u, tale che l'intervnllo 

e più precisamente nella parte comune ad esso ed all'intervallo ('21, cridono 
infinite funzioni di ogni G,. 

Sia G', la varietà delle funzioni di G, che cadcino completamente in 
esso ed Ü, una funzione di G', tale che in  

cadono infinite funzioni di ogni G,, ecc., ecc. 
L a  successiorie delle funzioni 

converge manifestamente in ugua2 y a d o  verso una funzione v ( r )  che sarà 
una funzione limite della varietà. 

Ora poichè 
1 v (21) - Usn 1 < 3 Gr. 

e poichè 'in un tratto d'ampiezza E ,  la un fa un'oscillazione minore di G,, la 
v (x) farh in un tratto d'ampiezzn r ,  un'oscillazione minore di 7 c,, ossia la 
ilinzione u (2) è in tutto l'intervalle (a, b j  una funzione continua. 

Dunque : 
" Condizione necessaria e sufficiente perchè una varieta G di funzioni corn- 

" prese f r a  due limiti finiti, ammetta una funzione limite continua é che corrispon- 
" dentemente a certe quantita positive tendenti a zero 
11 

G I ,  02, G a . .  . 
" esistano dei segmenti 
u c i ,  Q ,  E z . . .  

" e delle sottovarieta di G 
U G i ,  Gz, BJ ... 

ciascuna sottovarieta delle precedenti, tali che una funzione di G n  faccia in un 
" tratto d'arnpiezza un'oscillazione minore di an. 
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$ 4. Se  le  funzioni di una varietà G sono tali che per ogni a piccolo 
a piacere esista un tratto a tale che tutte le fiiiizioni di G fncciano in un 
tratto d'ampiezza é uii'oscillazioiie minore di 6, si dirà che la varietà G è 
ugunlmetzte continua. 

È manifesto che una varietà G egualrnent,c continua di funzioni com- 
prese fra limiti finiti 1 ed L ~ m m e t t e  una funzione limite continua. 

$ 5. u Una  rar ietà  di funzioni s a r i  ugualmente continua se i rapporti 
u incrementali di tutte le sue furizionj soiio compresi fra due iiurneri fiiiiti 
u l  e L.n 

Irivero se zc (x) è una funzione della varietà, se x, x, sono due p n t i  del- 
l'intervalle e se inoltre, p. es., 1 L 1 r: 1 2 1 , sarà 

Il che dimostra appunto che, se noi prefissiamo un .j piccolo a piacere, 

in  ogni intervallo di ampiezza - 
2 LI 

le funzioni delle varietà G hanno tutte 

una  oscillazione minore di c. 

3 6. Se  G è una  varietà di funzioni continue che in un intervallo (a, b) 
hanno sempre la  derivata compresa fra limiti finiti 1 ed L, essa é ugualmente 
continua, poichè certamente i rapporti incrementali in (a, b )  delle sue fun- 
zioni sono compresi fra. i limiti 2 ed L. Se  inoltre le derivate sono continue 
le funzioni di G sono esse pure comprese fra limiti finiti purcliè ognuna di 
esse sia in qualche punto compresa fra due limiti finiti fissi. Basta infatti 
pensare che le funzioni di G sono gli integrali delle loro derivate e che un  
integrale non pub fare in un intervallo una  oscillazione superiore a l  prodotto 
del massimo modulo della furizione che si integra per I'ampiezza dell'inter- 
vallo. Concludiamo che 

" Se G 4 una varieta di funzioni derivabili le cui derivate sono continue e 
* cornprese fra limiti finiti 2 ed L, amrnettera una funzione limite continua, purchè 
' ciascuna delle funzioni di G sia in qualche punto compresa fra due lirniti finiti 
"fissi. , 
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7. Questi risultati si possono estendere facilmente alla varietà di 
funzioni di due variabili. Cos1 noi potremo anche dire che 

" Se G e una varieta di funzioni reali di due variabili le cui derivatd rispetto 
" a ciascuna delle variabili sono continue e comprese fra limiti finiti 1 ed L, inoltre 
' se ciascuna di dette funzioni é in qualche punto compresa f ra  due limiti finiti 
" fissi, allora l a  varieta G ammette una funzione limite continua. , 

CAPITOLO SECONDO. 

APPLICSZIONE DELLE PROPRIETA PRECEDENTI ALI, \ DIMOSTRAZIONE 

DEL TEOREMA DI OSQOOD AMPLIATO (*). 

una successio~ie di funzioni analitiche convergenti in un punto x, = s, 4- i y, 
di un campo connesso C ne1 quale esse sono moilodrome ed hmno i moduli 
delle derivate minori tutti di una grandezza M. 

Indichiamo con 
ui ,  u 2 , .  . . u n , .  . . 

le parti r ed i  e con 
(1) 

v i ,  v2,. . . v * ,  . . . 
i coefficienti dell'immaginario delle predette funzioni analitiche. 

Le (l), convergendo ne1 punto (x,, y,), restano ivi comprese fra limiti finiti, 
inoltre in tutto C hanno le derivate rispetto alle due variabili che sono con- 
tinue e comprese fra - M ed M. 

Dunque lc (1) ammettono una funzione limite continua u (x, y . 
Sia 

Ur,, UV ?,.. . MW,,, . a *  

una successione di funzioni (1)  che converge in ugual grado verso zc (x, y). 
Le corrispondenti funzioni 

(*) ARZELA n. c., Sulla sevie di funaioni annlitiche e VITALI n. c 
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7 2 Vit a l i :  Sopra le sevie 

ammetteranno una fiinzione limite v (x ,  y). Sia 

una successione di fiinzioni (2) convergente in ugual grado vergo v (x, y). L e  
furizioni 

YS] = fb] + u s , ,  Ys* = us2 + i Vs2 ) . . . 
convergeranno in ugual grado verso la  funzione u (x y) + i v  (x y). 

Dunque nelle condizioni poste esiste nella successione (cc) una successione 
parziale convergente in ugual grado verso una funzione a n a l i t i ~ a  monodroma 
in tutto C. 

S 2. Siano ora 

delle funzioni analitiche monodrome in tutto un campo connesso C iiel quale 
restano in valore assoluto minori di una quantith fissa M. 

Sin x, un punto di C e si ponga 

si trovano manifestamente nelle condizioni delle (sr) del precedente paragrafo 
e percib esiste una funzione analitica y. (x )  verso la quale converge i n  ugual 
grado una successione estratta d a  esse 

Y&), Y s , ( 4 , - - .  
Allora l a  successione 

converge in ugual grado verso la funzione analitica (s). 
Si pub adunque dire che 
u Se 

U 
$ 1  (4, $2 (4 9 - . . 

u sono delle funzioni analitiche monodrome in tiitto un campo connesso C, 
u ne1 quale restano in valore assoluto minori d i  una quantità fissa AI, esiste 
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d i  fzrnzioni analitiche. 4 3 

u una funzione analitica + ( 2 )  verso la  quale converge in ugual grado una 
a conveniente suacessionr di quelle funzioni. n 

delle funzioni analitiche in tutto un campo connesso C, ne1 quale restano in 
valore assoluto minori di una quantità fissa M. Inoltre supponiamo clie la  
successione (1) converga in infiniti punti di C aventi un punto limite nell'in- 
terno di C. 

Manifestamente esisfe unu sola funzione annlitica + (x) verso cui conver- 
gono in ugual grado successioni estratte dalla (I), perchè due funzioni di ta1 
fatta dovrebbe1.0 coincidere in tutti i punti di convergenza della (1) e quindi 
completamente. Ma io dico di più che la (1) converge in ugual grado verso 
ta1 funzione analitica. 

Diffatti se cib non fosse esisterelubero per un E abbastanza piccolo infi- 
nite funzioni (1) che in qualche punto di C differjscono d a  $ (2) in valore 
assoluto per più di E .  T d i  funzioni soddisfancu a tutte le condizioni delle (1) 
e per esse esiste quindi una funzione limite 8 j ~ )  verso la quaal una succes- 
sione d i  esse converge in ugual grado. Siccome le funzioni di tale successione 
differiscono ciascuna in qualche punto dalla #(x) in valore assoluto per piii 
di c7 la 6 (2) non pub coincidere con $ (2). Cib è contrario a quanto abbiamo 
prima concluso. 

Dunqoe lu (1) cowerge in ugual pado verso 4 (x). 

4. Segue dai precedenti risultati che 

i cui termini sono funzioni analitiche e uniformi in una regione del piano com- 
plesso, soddisfa alla condizione che per tutti i punti di C e per tutti i valori di I Z  

si abbia 
I fi (4 f f2 (4 + . . - 3- fn (4 6 M, 

JI essendo una costante fissa, allora esiste una O piu funzioni analitiche verso le 
quali convergono in egual grado successioni estratte dalla successione 
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La condizione che noi abbiamo ora supposto soddisfatta dalla (1) figura 
anche nell'enunciato del teorema di Osaoon già citato e noi potremo chia- 
marla, c o d i a ' o n e  d i  O s a o o ~ .  

Questa condizioiie di per  se sola porta l'esistenza delle fiiiizioni analiticlie 
limiti della successione (2), secondo che è stahilito nella citata Nota del- 
I'ARZELÀ sulle serie d i  funzioni analitiche. 

Se la  (l), oltreche soddisfare alla condizione di O s ~ o o n ,  converge in infiniti 
punti aventi per punto limite un punto interno a C, allora la ( 2 )  ha una sola fun- 
zione limite verso la quale l a  (1) converge in ugual grado. 

L ' O s a o o ~  pcr nrrivare rilla medesima concliisione fa delle ipotesi più 
nnipie e cioE siippone che la (1) converga i n  un gruppo di punti iiniforme- 
mente denso in C. 

C A P I T O L O  TERZO.  

$ 1. Teoreina : u Se in zm campo T d i  zrno splczio S,,, nd m dimen- 
Y sloni S O N O  definife infinite funzioni continue 

u e per ogni  punto d i  T esiste un nurnef.0 M tule che in quel punto lut te  le 
u funxioni ( 1 )  ~ e s t i m  il2 valore asso2zcto minori  d i  M ,  esiate in ogni po~.xione 
u d i  T un campo parziale  C pel quale esiste u n  w m e r o  positivo Tc tale rAe 
u i)z o,yni yunto d i  C le ( 1 )  7.estauo in valore asso/uto minor i  d i  K. n 

Dimostrazione. 
Siano 

A , ,  As ,  A s , .  . . 
infinite quantità positive cïescenti e tendenti all'infinito. 

Se i moduli delle (1) non resteranno in tutto T minori O tutt'al piii 
iiguali ad  A , ,  p0ti.b trovare una prima funzione 21,, l a  qunle in un punto al- 
meno di T lia il niodulo maggiore di A , .  Essendo I l n l  continua, vi sa& u n  
intosno di quel pu!îto in tutto il quale è j a r , ,  1 > A , .  Sia T, questo intorno. 
111 esso la j zc, 1 uvi*à iin limite superiore finito e si potdi quindi trovare un 
-4,, per cui in tutto TI sia 1 zl,, 1 < A,, . S e  in T, non tutte le 1 un 1 sono 
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ZG A, , ,  potib trovare una prima. 2rn l  per cui in un punto di T, ,  e quindi in 
un campo T, interno a Ti,  B 1 un, 1 > .4 ,, . Sarà 1 1 ,  > f a ,  . Ma io potrb tro- 
vare un A,, per cui in tutto T,  si% 1 un2 1 < A,.,, e Ee non tutte le 1 u, [ sono 
ES A,* in tutto T, avrb una prima ?hn3(nS > I I J  per cui in  un campo T, in- 
terno a T,  è ] u,,~ 1 > A,.* e COS? via di segiiito. Questo processo non si potrà 
prolungare indefinitamente perchè altrimenti gli infiriiti campi 

avrebbero almeno un punto conlune P, ne1 quale le u, assumono dei valori 
assoluti grandi quanto si vuole. Bisogna dunque concludere che in T vi è un 
campo parziale C in cui tiitte le 14 ,  1-estano in valore assoluto miriori di una 
medesima quantità finita. 

Iiivece di prendere le mosse da1 campo T sarei potuto partirc da  iina 
qualsinsi regione parziale di T. Resta cosi dimostrato il nostro teorema. 

5 2. Siano 
Ul, a ¶ , . . .  

delle funzioni analitiche ed uniformi in una regione finita T del piano com- 
plesso e per ogni punto di T esista un numero positivo M tale che in qucl 
punto tutte le funzioni suddette restino in valore assoluto minori di JI. I n  
virtù del teorema psecedente esiste in ogni porzione di T un campo C in 
ogni punto del quale tutte le ir ,  restano in valore assoluto minori di uiia 
conveniente quantith positiva K. In  particolare cib avviene se in ogni punto 
di T esiste uii limite finito u, delle u, col teiidere di tz all'infinito. In tali 
condizionj, pel fj 4 del capitolo 2.; la funzione zc, è aiialitica. ne1 campo C 
e in tutto C la  siiccessione (1) converge i i i  ugual grado verso zt,. Segue clle 

" Se una serie di funzioni analitiche ed uniformi esistenti in un campo T con- 
" verge in ogni punto di T, esiste in ogni porzione di T un campo parziale C ne1 
" quale l a  serie rappresetita una funzione analitica verso cui converge in ugual 
" grado. ,, (*) 

9 3. Sia C una poi'zione conaessa del campo T, alla quale coi.riaponda 
un nuinero yositivo K tale che in C t u t t e  le (1) restino in valore adsoluto 
rninori di M. S e  K, è una grandezza positiva maggiore di Ii, è certo che 
in tutto C le (1) sono in valore assoluto minori d i  K,; ma pub darsi che 

(*) Questo teorema non e che il teorema II della citnta Menioria di OSGOOD, 
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esista addirittura un campo C, comprendente C e piii grande di C in tutto 
i l  qunle è ogni funzione (1) in valore assoluto non supeïiore a Ii, . Se  

Ki K 2 .  . . K,. . . . 
sono grandezze positive tendenti all'jnfinito e 

c, Cf. .  . c,. . . . 
sono i iriassimi campi connessi comprendenti C e riei qunli iiessuna delle (1) 
supera in valore assoluto rispettivamente 

K, K ? . . .  K, . . . . ,  
il luogo di tutti i punti appartenenti a qiialcuno dei campi 

CI, C* ... C ,... 
costituir& un campo connesso C contenuto in T dentro al quale le ( 1 )  con- 

vergono verso una  funzione analitica. In  ogni campo iiiterno a i7 le (1) con- 
veryono poa' in  uyual grado. 

P u b  darsi che il campo C CO$ ottenuto sia costituito da  tutto il can-ipo T .  
Se cib non succede si potrà forrnare in T un nltro campo formato 

corne c, ed esso sarà completamente esterno a C 
S e  dei campi della specie di ?? ne esistono infiniti in T essi forrneraiino 

un gruppo mmerabile appunto perché sono uno csterno all'nltro. Essi si ad- 
denseranno poi dovunque in T, ossia O un punto di T appartiene ad un 
campo C oppure vicino quanto si vuole ad esso vi saraono punti di un 

campo C. 

5 4. Che esistono successioni convergeiiti di funzioni analiticlie iiiii- 

foimi clle ammettono in una rcgione del piano un gruppo nurrierabile d i  

campi C Io proverb ora con un facile. esempio che io ho potuto costruire fa- 
cendo tesoro delle considerazioni del RUNGE contenute nclle sue Note : Zw 
Tlrcorie der eindeutiqen an<ilytisehen Functiotien e Zur Tlieorie der atialy- 
tischen Purzctionen (* ). 

Consideriamo il tratto (O, 1) dell'asse reale su1 piano della variahile com- 
plessa. Indichiamo con x,,, il suo punto d i  mezzo e asportiamo da1 tratto (0, 1)  
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1 
un segmento di  lunghezza 8 - - che abbia il suo punto di mezzo in z,, . ' -  2 
Indichiamo con x! ,  , r,, i punti di mezzo dei due segnieriti che restano ed 
asportiamo due segmenti ciascuno'di lunghezza 6, uguale alla metà di uno 
dei segmenti restati e che abbiano i loro .punti di mezzo rispettivamente ne; 
punti x,,, x,,, . Indichiamo con x,,, , x,,, , X J , ~ ,  x3,, i punti di mezzo dei 4 
segmenti restati e asportiamo da ciascuno di essi un segmento di lunghezza ri, 
uguale alla sua metà e che abbia il suo punto di mezzo rispettivamente ne1 
punto di mezzo del segmento da cui si asporta e cosi via di seguito. 

Coiisideriamo poi le funzioni 

. . . . . . . . . . . . . . .  9 . .  / 

dove 
$ 1 ,  ??, $93, . 

è unn successione di quantità costanti tendenti a zero. 
Io dico che queste furizioni tendnno a zero i n  tutto il piano coniplesso. 

Invero se x, è un punto fuori dell'intervallo (0 . . . 1) o più in generale se x, 
non è un punto limite del gruppo di punti 

x l ~ ;  $21  j X22; x31) X 3 2 )  5 3 3 7  x3,1; . 
le differenze 

(1) 

restcranno in valore assoluto sempre maggiori di una qiinntità firiita e non 
nulla -J determinabile. Quindi l'na delle funzioni che noi consideriaino sarà in 

valore assoluto minore d i  1 p. / :' a E siccome col tendere di n all'infinito le 3, 

e le y ,  tendono a zero, la successione delle (a) tende a zero in ogni piinto 
che non sia punto limite del gruppo (1). 

E in un punto limite di (1) come si comporta la successione (o)? In- 
tanto se x, è un ta1 punto esso non sarà certo interno a nessuno dei tratti 
che abbiamo asportrtti nella costruzione dei punti (1). 

Ma i punti x,,, sono puntj di mezzo di segrnenti asportati di ampiezza a,, 
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78 Pita li: Sopva le seî.ie 

Si h a  duiique l'ru delle funzioni (w) sarà in valore assoluto iion superiore 
a 

n 1 y,. Id,. . ci06 a 2 ( y, 1. Ma y, col tendere di r nll'infiiiito tende a zero 

e quindi 1': ( w )  teridono a zero in ogni puiito del piano complesso. 
Costruiamn ora intorno ai punti 

S r  
dei cerchi con centro in essi e raggio E ,  minore di - e scegliamo E,  CO& 

2 
piccolo che sui contorni di tutti questi cerchi sia 1 v, 1 > 1, il clie è maiiife- 
stnniente possibile. Facciamo scorrere questi cerchi su1 piano in guisn clie i 
loro centri si muovano parallelamente all'asse immaginario ne1 senso positivo 
fino all'infinito ed asportiamo le striscie da  essi descritte. 

Poi  dalla parte restante asportiamo tutto cib che è fuori da1 cerchio clie 
lia ceiitro in xi,  e raggio r .  

Indichiamo con A r  il campo semplicemeiite conriesso che resta. Noi pos- 
siiimo costruire uria fiinzione razionale intera g, ( z )  clic in tutto A ,  coinpreeo 

1 il coritorno differisca. d a  v ,  per meno di - (*). L a  successione di  fuiizioni 
r ~ 

$ 9  w, Y* ( 4 7  
converge manifestamente verso 10 zero in ogni punto del piano complesso. 
Essa  perb iion converge in ugual grado in ogni porzione finita del piano. 
Converge in ugual grado in quelle porzioni del piano complesso che noii sono 
attraversate nè toccate da alcuna delle semirette del semipiano positivo pa- 
rallele all'asse immaginario che escono dai punti limiti del gruppo (I\. Non 
converge in iigual grado rielle porzioni del piano che non soddisfano n qumte 
condizioiii. 

Cosi pure la successione di fiinzioni 
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converge verso zero in tutto i l  piaiio e converge in ugiial grado 
sole quelle porzioni del piano complesso che non sono atmtraversate 

19 
- 

in  tutte e 
né toccate 

d a  alcunn delle semirette del semipiano iiegatiro parallele all'asse immagi- 
nario che escono dai punti limiti di (1). 

L a  successione di funzioni 

converge verso zero iri tutto il piano e nmmette rome cnmpi (Ile 'striscie di 
piano cornprese iBra le parallele nll'asse immaginario condotte per le coppie 
di ~ u n t i  

Queste striscie sono esterne I'una all'altra e costituiscono un gruppo nu- 
inerabile. 

5 5 .  Nell'esempio or ora considerato le funzioni arinlitiche definite dalla 
successione nei diversi campi (: sono i prolungainenti I'una tlell'altra. Noi 
pesb non siamo in grado di affermare se cib avriene sempre O no. 

CAPITOLO QUARTO. 

CONDIZIONI SUFFICIENTI P E R C H ~  UNA SERIIC CONVERGENTE nr FUNZIONI  ANALITICHE 

DEFINISCA UNA FUNZIONE ANALITICA. 

$ 1. Snpponiamo che 
2 1 1 )  u * ,  . . . (1) 

sia una successione di funzioni analiticlie fiiiite e moriodrorne convergeiiti in 
un gruppo irifinito di punti aventi un punto lirnitc rielllinteriio di un campo 
connesso C. Siipponinmo inoltre che le funzioni (1) non assumano in alcun 
punto di C nessuno dei valori di un certo intorno D fisso di un punto A .  

Sia $ la più piccoln distanza d i  A dai punti del contorno di  D. Mnni- 
festainerite i iiiodiili delle funziorii annlitiche 
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8 O Vi t a t i: Sopra le serie 

1 
non superano mai il valore - ; inoltre esse costituiscona una successione coil- 6 
vergente in infiniti piinti aventi un purito limite nell'interno di  C. 

L a  successione (2)  converge adunque (v. Cap. 2.O, $ 4) in tutto C verso 
una  funzione analitica zo. Questa funzione w non pub essere identicamente 
nulla percliè nei punti in ciii l a  (1) converge non è certo nulla. Percib sarà 
in tutto C. 

1 lim u , = A  + - 
71=m W 

Questa funzione pot1.à non essere sempre finita, ma in un campo qiial- 
siasi interno a C non pub avere che un iiumero finito di  singolarità polari 
che corrisponderanno agli eventuali zeri di W. 

§ 2. Sia zc (z) una funzione analitica finita e monodroma in un campo C 
sernplicemente connesso. È manifesta che se la er (8) non assume in iilcun punto 
di C nè  il valore O, nè il valore 1, e se .r ( I )  è la nota furizione modularc., 
inva~iarzte assoluto, la funzione r (zt (2)) sarà monodroma in tutto C'. 

9 3. Siano 
Ui, UZ,''* 

delle funzioni analitiche finite e monodrome ln un campo C semplicemente 
connesso. P e r  ogni punto di C esista un limite finito di zi, per n = CIO e sup- 
poniamo inoltre che le u, non assumano niai in C i valori O e 1. 

L a  successione (1) converge, per quant0 si è concluso a l  Cap. 2.", $ 4, 
in eguai grado in un certo campo Ci iriterno a C. Sia x, un punto interno a C,. 

Consideriamo le 

(uI),  un) (2) 

determinate in modo che il valore di t in 2, cada nello stesso campo fonda- 
mentale della ïe te  modulare qualunque sia n. 

Manifestamente la  successione (2) converge per ogni punto di Ci.  Inoltre 
i valori delle r (zt,) cadono tiitti ne1 s e m i p i ~ n o  positivo. 

Vi s a r i  dunque una funzione analitica monodrornn III (2) per cui 

lim r (21,) = 20 (2). 
Il-M 

Sia  ora I ( r )  la funzioue inversa di r (I). 
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di fwzxioni analiticke. 8 1 

I ( r )  è, corne si sa, funzione monodroma esistente in tutto il semipiano 
positivo della variabile. 

I ( w  (z)) riuscirà adunque una funzione analitica monodroma di a in 
tutto C. 

Nei punti in cui w ( x )  non è reale né infinita è certamente 

J (10 ( x ) )  = lim u, . 
pi=m 

Ma siccome i valori di M (x) giacciono sempre ne1 semipiano positivo e 
siccome w (2 )  è monodronm in C ne segue che w (x) pub essere infinita O 

reale solo ne1 contorno di C e quindi la successione 

converge dentro C verso una funzione analitica finita e monodroma, 
Dobbiamo dunque concludere che 
" Se 

U Ui 242. . . 
" e una successione di funzioni analitiche finite e monodrome convergente in  ogni 
" punto di un campo semplicemente connesso C, e se inoltre le funzioni suddette 
" non assumono mai i valori O ed 1 l a  successione converge verso una funzione 
" analitica finita e monodroma in C, :.g 

$ 4. Si pub facilmente togliere la  condizione che il campo C sia sem- 
plicemente connesso. Se C é più volte connesso si pub arrivnre alla stessa 
conclusione spezzandolo in parti semplicemente connesse. 

§ 5. Invece di supporre ohe le funzioni 

non assumano mai i due oalori O e 1 si poteva supporre che non assumes- 
sero mai due valori qualunque fissi p, e p l .  L e  funzioni 

non assumono allora né il valore 1 nè il valore O ed inoltre conservano le 
altre proprietà delle 

U l ,  Uz,... 

Esse costituiscono dunque una successione convergente verso una fun- 

Anridi di Malematicn, Serie III, tom0 X. 11 
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82 Vi t n li: Sopra Ze serie di firnxioni analitiche. 

zione o analitira finita e monodroma. La successione 

%, Us, ... 
convergerà verso 

Po + (pi -PO) v* 

$ 6. Si possono anoora rendere meno restrittive le condizioni delle 
funzioni un. 

Invece di supporre che non assumano mai diie valori fissi po e p l ,  si 
pub supporre che non assumano niai due valori p, q, variabjli con tz e ten- 
denti a due limiti finiti e distinti p e p. Le fiirizioni 

non assumono mai i valori O e 1 e quindi convergono verso una funzione 
analitica finita e monodroma v. 

Sarà poi 
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Su un'equazione a radici reali. 

(Di ONORBTO NICCOLETTI, u Piso.) 

I n  unn Menioria, recentemente pubMicata in questi ~ i a , i u l é ( * ) ,  110 oon- 
siderato una particolare equazione algebrica, che ha. molte analogie coll'eqna- 
xione secolare, e ne ho assegnate alcixne semplici proprietà. Torno ora sul- 
l'nrgomento, per comunicare alcuni altri teoremi relativi alla stessa equnzionc, 
clie mettoiio ancorn in più cliinra luce la. sua nnnlogia coll'eqiiazione sero- 
lare, e d i e  Iio trovati solo dopa la stampa delln Memoria ora ricordata. 

1. Siano 

tre  forme di IIERMITE di prima specie ( M ,  11." 1) in  ?z variabili x , .  . . x,,, e 
si consideri l'equazione (che aminettiamo non essere identicnmente socldi- 
sfattw) : 

clle si lia annullando il discriminante della forma: 

con w varinbile arhitraria. 
Se Id, & una soluzione della (2), il sistemn di equ~z ion i  liiieari 01110- 

genee : 

~ , e , , ( w , ) x , = ~  ( p , ~ = 1 , 2 . . . r t )  (4) 

(9 NNICCOLETTI, Su U M  classe .di egmnsio)~i n rctrlici ~ e a l i  - (qiiesti Aiznali, 'I1oino IX, 
pag. 03 e ss.). Nei frequenli ricliinmi a questa filernoria l'indicherb colla le t tera  AI. 
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avrà soluzioni non tutte niille. S i a  x, . . . x ,  una ta1 soluzione, si moltiplichi 

la  (4)  per x., e si sommi quindi rispetto a v d a  1 a d  n ;  otteniamo cod la 
relazione fondamentale : 

Ammettiamo ora che : 
a) le tre forme A ,  B, C non si annullino mai insienle, per valori non 

tutti niilli delle x ; (cioè se A = R = C = O , si abbia necessariamente 
x - ' y * - . . . -  

1 - -Xn=O) (*). 
b) qualunque sistema di ralori si dia alle r ,  . . . x , ,  l'equazione di 

2.' grado  in w che si h a  annullando la (3) abbia semnpre radici r ~ a l i  ; sia 
cioE, qualunque siano le x i ,  x,,. .. r,, : 

I n  queste ipotesi, dalla (3*) si ha  che o, è necessariamente reale; donde 
il teorema. (Cf. 11, n.' 21, a ) :  

L'equaxio~ze E (o) = O ha,  nel ie  Q o t e s i  s z l p e r i o ~ i ,  t u  t f e  l e  radici vecrli. 

2. Non è facile discutere con tutta generalità la  disuguaglixnza ( 5 )  ; 
noi ci limiteremo a studiare alcuni C A &  particolari, che portano a risultati 
interossanti. 

a) Due  consecutive t ra  le forme A ,  R, C sian definite; l a  condizione a)  
clel n.O 1 è certamente soddisfatta; inoltre, cambixndo al più w in - o, O 

l in f -, possiamo siipporre, senza ledere la  generalità, che sinno esse le R 
(1) 

e C cd abbinno ugual segno; è suhito visto allora che la disugnaglianza (5) 
pub sciiversi a l  modo seguente 

R ed, osserviindo che il rapport0 lia sempre un valore po~it ivo,  sarà certa- C 
A mente verificata, qtiando le  x sian tali, clie il rapport0 - sia negativo O 
B 

(") Percib ad es. è sufticiente clle lx rete  di forme 1 A f y 23 + v C, con 1, y. v pa- 
rametr i  reali arhitrnri, contengn una forma definita. 
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a rudici reali. 8 3 

A nullo. Se poi il rapporto lia u n  valore positivo, consideriaino le due eyua- 
1; 

esse hanno, nelle nvstre ipotesi, tutte le radici reali e la seconda inoltre tutte 

positive (9; inoltre tutti i possibili valori del rapporto 

pre conipresi tra la minima e massima radice della equazioiie 

A (A) = o (D (t) = O ) ;  

(cf. M ,  II.' 12) ; ne segue, indicando con L la ~nassirna radice della 
A (A) = 0, con t la ?ninima della D (t) =O, che la. (5%) varrà sicuramente, 
quando si abbia la disuguagliaiiza 

L r t. (7) 

b) Siano invece definite le due forme estreme A e C ed abbian segno 
contrario; sarà allora sempre il C< O; e quindi valgono certamente le a), b )  
del n.' 1. 

c )  Consideriamo infine un terzo caso; le tre forme A, B, C sian tutte 
tre semidefinite, e le due estreme abbian segno contrario (per fissare le idee, 
siano la A. negativa, le E e C positive), inoltre i due determinanti A (i.), 
D ( r )  non siano identicamente nulli; varranno ancora le a), b) del n." 1. 
Diamo irifatti a A ( r )  un valore positivo (negativo) che non annulli il deter- 
minante A 0.) (D (r)); la forma corrispondente A - 1, B ( B  - t c )  è allora an- 
cora non indefinita e, pojchè non è degenere, è definita negativa (positiva), 
donde è chiaro che è soddisfatta la u )  del n." 1, e quindi anche, per le ipo- 
tesi fatte, la (5);  ne segue anche che l'equazione A (1) == O ha  radici tutte 
(reali) negative o nulle, la D (r) = O tutte (reali) positive O nulle. 

In ciascuno di questi tre casi adunque: Z'equaxione (2) ha tutte le ru- 
dici reali: quando inoltre si aggiungano alcune condizioni complemen tasi, 
si pub affermare insieme che: 

Utza 1.adice mzcltipla di ordine p dell'equuxione (2) retocie i l  d e t e m i -  
nanie E (w) d i  caratteristiccc n - p. 

(*) Infatti per 2 negativo arbitrario la forma U - r C è ancorq evideiitemeritè defi- 
nita e quindi il suo discriminante è diverso da zero, 
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86 Nicco t e l t  i: Su un'eqzraxiotze 

3. P e r  dimostrare questo teorema, corninciaino dall'osservare clie, per 
la  regola di derivazione dgi determinanti, la derivatn di ordine s ( s  1,2 ...) 
della E (w)  è una combiiiazione lineare ornogenea dei minori del determi- 
nante E (oj, che hanno un  ordine maggiore od uguale ad n - s(*) .  Cib posto, 
è evidente clle il teorema vale per p  = 1 (cfr. M, n.' 6 ) ;  procederenio quindi  
ancora per induzione ed ammessane la verità per le radici multiple fino al- 
l'orcline p, Io din~ostreïemo per quelle dell'ordine p + 1 .  

Sia allora w ,  una radice rnultipla della ( 2 )  dell'ordine p + 1 e quiiidi 
anche dell'ordine p ;  il determinante E(w, )  avrk una caratteristica non mag- 
giore di 11. - ,O, ed il suo determinante associato di raiigo n - p, clle con no- 
tazioni evidenti scriviamo (cf. M, n.' 6, 19) :  

1 Ei,-ia;ki.-.k? ('~4) \ 
ove non sia, identicamente nullo, avrh la  cnratteristica ocno; quindi, o s s e ~ ~ a n d o  
che duc minori coniugati di E ( w )  hanno, per w renle, valori coinplessi CO- 

niuçati, potremo scrivere in oçni caso: 

Poichè inoltre w, é multipla dell'ordine p + 1 ed E\o,) ha, per ipotesi, 
una caratteristica non maggiore di 1.z - p, sarà per w = m i :  

- 
= k 2P. D'P) (p ,  p )  = O, 

dove abhiam posto: 
d i k  = bik f c i k  , ' 

d i , . . . i o ;~ . . . k , ,  è il minore di ordine p del determiriante 1 dik 1, forniate da112 ri- 
glie i ,  . . . $, dalle colonne IL,. . . l , ,  c D(f)  è la forma associata di r m g o  p 
della forma di HERMITE 

D=.B f w, C. (10") 

Insieme coll'equaiione data  consideriamo anclie la, reciprocn (ponendo 

(*) Di q u i  s e p e  clle se u n a  radice CO = W, rende il dcterminante E(w)  di caratteri- 
stica n - p essa è uiultipla dell'ordine p alineno. 
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varranno per essa consideraaioni affatto analoghe a quelle svolte per In E (w ) ;  

in particolare iina sadice o, della data, multipla dell'ordine p + 1, ne d a r i  
una 9, (che snrà infinita, ove sia w, 0) multipla, del10 stesso ordirie per 
la F (0) = 0 e che quindi, nelle nostre ipotesi, renderà il deterininante F ( 4 )  di 
m a  caratteristica non inaggiore di tt - p ;  e si avranno le formule, analoghe 
alle aiitecedenti : 

dove : 

P 

G=AB,+B=Q, ( A  + Bw,). (10"') 

4. Cotiviene ora trattar separatamente i ire casi a), b), c )  del n." 2. 
a) Poiclil! la forma C è defiriita la forma 

dove r è un pnrametro arbitrario, in forza di un noto teorenia di WEIERSTRASS 
(cf. M, n." 16, 6 ) )  è definita per tutti i valori di t esterrii all'intervallo com- 
preso tra la massima e minima radice della equaziorie D (r )= O, in partico- 
lare per tutti i valori di r algebricamerite minori della mirtinza radice t cli 
essa equazione, O maggiori della massinzo T. Ponendo adunque r = - ' J I , ,  

quando - 6jl cada nell'intervallo (- CIO t), O in quel10 (T  w), la forma (IO*) 
e quindi anche la sua associata D(p) è definita; dalla (9) segue allora subito 
che tutte le yi,.,.i, sono identicamente nulle e quindi, per la (8), il deterrni- 
nante E ( 6 3 , )  lia un:& caratteristica non mnggiore di 12 - p 1 ,  e se o, lia 
una moltiplicità non maggiore di p + 1, iiguale ad vz - p 1 ; c.ib che di- 
mostra in questo primo cas0 il teorema enunciato. 

In  modo affatto analogo si ha dalla (IO*') che il teorema vale anche 
per qudunque radice a,, tale che - o, via esterna all'intervallo t ra  la mi- 
nima l e la maaima L delle radici della A ( A )  - 0, cada cioè in lino dei 
due intervalli (- m, 1)) (L ,  + cm). Ma teniamo ora conto della (7) ;  quando 
in essa valga il segno di disuguaglianza, oppure, quando avendosi = t, 
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rion è L -- t = ui ,  uqa radice della E (o) = O ,  i due intervalli (- ao, t); 
(L, + cio) dhnno tutto I'asse reale; di guisa clie in questo cas0 il teorenia 
vale per qualunque radice della E (a,  - 0. 

Esaminiamo i l  caso escluso che si abbin L = t - - a,, esseiido o, una 
radiee della E [w) - O (questo accadrà solo in casi particolarissimi ed allorn. w,  

si potrh determinarc razionalmente) multipla dell'ordine p 4- 4 (ammettiamo, 
si ricordi, il teorerna ver0 sernpre fiiio all'ordine p). Se - o, = t è niultipla 
per D (r) = O  dell'ordine k, la  f m n a  B + (o i  C = B - t C è semidefinita c 
riducibile mediante iina sostituzione lineare sulle x (e la coniugata sulle g )  
ad una forma definita in 11 - k variabili. Supponianio già eseguitn sullc 
xi. . . x, una tale sostituzione (che lascia evidentemente irnmutate le radici 
della E (rd) = O),  e In. B + o, C sia definita nelle x,  x, . . . x,-k. Dalla (9  1 
si lia clle son nulle tutte le pi,...i,,, per le quali gli indici i, . . . i,, son presi 
~ I I  un modo qualunque tra i nurneri 1, 2 . .  . 18 - A ;  ne segue, per le (8) 
che son nulli tutti i minori di ordine $2-p  del deteïminante E (w,), i quali 
coritengono un (yualunque miriore di ordine Ic, tratto dalla matrice delle ul- 
time 1; sjghe (O colonne). Ma la matrice di queste ultime 16 righe si riùuce, 
per w = (w),, alla corrispondente del determinante lupv 1, ed é certamente di- 
versa da zero, quando si aggiunga la condizione supplementaïe che il deter- 
minante 

1 aPv + 5 (h,u.r -- t ~,u,) 1 
non sin identicamente nuiio; e di qui, per un noto teorernn di KRONECKER, 
(cf. M, ri.' G )  si deduce ancora clie il deterrninaiite E(w,) ha la caratteri- 
stica n p - 1. Ad una conclusione affatto idrntica si perviene, qiiarido il 
deterniinante 

1 OP' - L birY + 0 rp" \ 
(dove ancora 2 è un pararnctro arbitrario) non sia identicamente nullo. 

11 ragionarnento che precede, suppone, come è evidente, p _L n - I r ;  ma, 
si vede subito, non pub essere p > 1 2  - k ;  infatti dovrebbe allorri. la caratte- 
ristjca di E (u,) non superare certamer~te k e la considerazione della dsrivata 

k ,  (w,) po~terebbe l'aniiilllarsi di tutti i minuri della matrice delle ultimc k 
righe e colonne, i l  clie abbiamo escluso. 

Scrivendo l'equnzione E (o) = O sotto forma omogenea, la discussiorie clic! 
precede pub riassumersi ne1 teorema: 

Ne1 determifaan te 
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s i  supporzgu: 
a )  che le due f o m e  B e C s ian definite ed abbiatzo i l  wedeshzo seyno; 
b )  clre, indicatzdo con L, 1 (r ispet t ivam~nte)  la ~ n u s s i ~ n n  e ?ninima rn-  

dice delte equazioni 

W? c )  che puufzdo sin - L = - t = - una m d i c e  di E (o, tù2) - O, u n o  
0 1 

5 b). Quando le due furme eetrenîe -4 e C sono definite ed Iianno 
segno contrario, la discussione è affatto simile. L a  forma B - r C, con r nr- 
bitrario, rimane allora definita, finchè r e s t e m o  alllintervallo t r a  la minima 
e la massinia t r a  le radici della D (r) - O ;  la A - Ri. finchi3 1. è ronzplqeso 
t r a  le due radioi, positiva e negativa, della A (1) - 0, che hanno i l  minirno 
valore slssoluto, o, se questa equazione ha  radici tutte di uno stesso segno, 
finchè 1. cade in quel10 dei due segmenti infiniti rlelllasse reale, deterrninati 
dalla radice della A (1.) = O  che ha il minirno salore assoluto, che non con- 
tiene le altre radici. Il teorema da  dimostrare, vale dunque, pers le ( IOV) ,  
(IO'"), finclié - q è nell'uno O iiel17altro dei due intervalli indicnti ; rari-h 
quindi per qualunque radice, quando questi due intervalli diano insieme tutto 
17asse reale. Questo accade, se la A (2)  = O lia radici positive e negative, 
quando esse sian tutte esterne all'intervallo t ra  la minima e massima radice 
della D ( r )  = O ; se poi la  A (1) - O h a  radici tutte d i  un medesimo segno, 
ad es.: tutte positive, questo porta cht? anche la forma R non è indefinita erl 
lia Io stesso segno della A (*) (cf. Ml n.' 12); la B e C avranno allora s e p »  
contrario e percib la D ( r )  = O avrà tutte radici negative o nulle; ed è cliiaro 
che ancora in questo caso i due intervalli considerati contengono tutto l'asse 

(") L'nswraiono del testo si diinostra suLita supponendo le A ,  H ridot,te siiïiultanea- 
mente a forma ortogonale (ci: ad es. RICCI. AZgehm, pag. 444). 
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90 N i c c o  1 e t  t i :  Su un'equaxione 

reale. Pub infine accadere, quando l a  A ( 1 , )  = O h a  radici positive e negative, 
che la  massima e la minima radice (od ambedue) della D (t) = O coincidano 
(rispettivarnente) colle due radici positiva e negativa della A (1,) - O che Iianno 
il minimo valore assoluto, e con un valore - 6J1, dove w, soddisfi alla 
E (o) = O  ; ma in ta1 cas0 un ragionamento affatto identico a quello del ne0 4, 
dimostra la validità del teorema, quando non tutti due i determinanti (12)  
siano identicamente nulli. Abbiaino cosi il teorema : 

Il determi~zante  E (w ,  w,) h a  ancora tzctti i d iv i so t i  elenzentari reu l i  e li- 
tleari, q u a d o  s i  ammet ta  clze : 

a )  le diie forme estrenre A e C s inn  definite ed ahbian segno con t rar io ;  
b )  se la f w m a  i~zternzedin P indefinitu,  lu t te  le ?.adici della equaxione 

A (À) = 0 sia?zo ester~ze all' i n f e roa l lo  t m  la  nzinima e tnnssitna radice delltr 
epiaxione D ( r )  O. 

6. c) Ne1 teszo caso irifine, quando tutte tre le forme A,  B, C sono 
non indefinite, e a d  es.: In A negativa, le B e C positive (e  i due determi- 
nanti A ( j . ) ,  D ( 7 )  non sono identicamente nulli) basta osservare che l a  B- r C 
è definita per r negativo, ln A -  h R per L positivo, affatto arbitrarî, per dc- 
durne clle i l  t eo rem~,  d a  dimostrare vale per qualunque radice o,, positiva O 

negativa, della E (ml )  - O. P e r  w, = O, od cio, il teorema vale ancora, e si 
dimostra con ragionamento identico a quello fatto sopra al  n." 5 ne1 caso ec- 

- cezionale, in quanto i due determinanti A (i.), D ( r )  non sono identicamente 
niilli. Adunque : 

11 d e t e m u h a n t e  E (a, o,) hu ancora t u t t i  i suai d iv i sor i  e lementari  w a l i  
e l ineari ,  quctndo: 

a )  le t re  f o m e  A,. B, C sol10 semidefinite e le due estrenze lranizo se- 
gno c o n t m r i o ;  

b )  i due determinant i  A ( h ) ,  D (7) non  sono identicawente nubli. 

7. Torniamo all'equazione non ornogenea; una radice o, multipln del- 
l'ordine p sarà (nei tre casi considerati) multipla dell'ordine ,a - 1 alnieno 
per qualunque minore dell'ordine ?z - 1; ed, eseguendo a1 yiù unn conve- 

niente sostituzione lineare sulle z, ( e  I R  coniugata sulle x) si pub trovare u n  
minorc principale Eh (o,), ?.egolare rispetto ad o,, che lia ciob fi), comc radire 
multipla di lin ordine uguale a p - 1 ("). S e  ora a, è tale che la  forma 
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B + w, C sia definita, indicando con h un numero convenientemente piccolo 
in vnlore assoluto, dalle (9) e (10) si ha (cf. Ml n." 8, b) 

~ L P  
E (cd, + h )  = f 2~ D(p) ( p, p )  p + . . (con D(p) (p, i) =I= 0) ; 

affatto ailalogamente sarh 

e qiiindi, nell'intorino di h - O  

e qiiindi il rapport0 stesso ha i l  segno di h O il segno contrario, secondocliè 
in R + o, C h positiva O negativa. Un risultato affntto analogo si lia evi- 
dentemente (per la P(8) = O )  quando la o, sia tale clie la  forma A + 0,  B 
sis invece essa definita. 

Diciamo ora clle due radici o,, w2 della E (o) = O appartengono alla 
p ima  (secolzda) specie, quando ambedue le forme B 4- w, C, B + oz C (O le 
altre due A + oi, B, A + o, B )  siano definite, O alrneno non indefinite, e del 
medesimo segno. Dalla (13) si ha  allora immediatamente : 

a )  Tm due rad ic i  consectdive della stessa speczé cade urz nunzero di- 
s p r i  d i  radici realz' di un qualunque minore  p ~ i n c i p u l e  El, (0)  = 0 ; e se, 
come accadrà in generale, il grado della Ek (6)) = O  non supera quel10 
della E(w)  = O ,  le radic i  di p e s t e  due  epunxioni s i  separatao a v i c e d a .  

Diciamo anche che un intervallo ( a  ;/il) é della prima (seconda) specie, 
quando in esso la B + IJ. C (A + p B) è definita; allora, dalle (13) e dall'i- 
dentitk della teoria dei determinanti (Cf. M, n." 19) :  

vediamo (corne in N, n.i 7, 8, 20 c ) )  che è possibile costruire dai minori 
princjpali del determinante E (w) iina successione di STURM per qualiinque in- 
tervalIo della prima specie, dai minori di F (8) (e quindi anche di E (w))  una 
analoga per ogni intervallo della seconda specie. Pe r  proprietà note delle suc- 
cessioni di STURM, (O anche come in M, n.O 8 a)) indicando con Ei, ..., (a) un 
qualunque minore principale dell'ordine n - k ,  si ha poi : 
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92 N i c c o l e t t i :  Su udeqetuxione 

b )  L'equaxiolze E;, ..., ( w )  - O h a  tu t te  le  sue rad ic i  l ~ e a l i ;  valgorio 
inoltre per essa equazione proprieth affatto simili n quelle delle E ((O) O. 

Supponiamo infine che le tre forme A, B, C sian tutte tre d ~ f i n i t e  (la A 
negativn, le Il, C positive); è possibile allora assegnere delle limitnzioni per 
le radici della E (o) = 0. 

Sia ad es. : fi), una radice positiva ; dalla ( s e )  abbinmo : 
- 

A ( r , x ) + 2 B ( ~ ,  x ) w L = - C o i : < O  
e quindi 

donde : c )  Indicando con - 2 l a  mitlitna t r a  le rad ic i  ( tu t te  w g a t i v ~ )  della 
equazio?ze A ( A )  - O,  rma radice positiva della E (w) - O  è senzpe nliuore 

z d i  - 
2 
Sia invece fi), una radice negntiva; sarà per essa: 

cioé : cl) I!îdica~zrlo con t 7a miv i tna  t r u  Ie rnd i r i  ( f l r f t e  positive) clell'epia- 
xione D ( r )  - O ,  z02a ,radire lzegntiva d d a  E (a) -- O P s t m p r e  m i m ~ e  
d i  - 2  t ;  

Si ha quindi un limite superiore per le radici positive, ed uno per le 
iiegative, dell'equazione E (6)) = 0. 

8. Ci sin permessa ancora un'osservazione. 
Il principio che ci lin seïvito a climostrare, sotto le condizioni a )  b )  dcl 

n." 1, la realità delle radici della E ( w )  -O puh eiiunciarsi sotto la forma 
generale seguente : 

Siano A ,  B, C . .  . L k + 1 forme di HERMITE di prima specie, ed indi- 
cando o una varinbile arbitrarin, si ponga 

E ( ( I t ) = ~ r Y e r Y ( ( ~ ) ) ~ r ~ v = ~ + ~ ( ù + ~ ~ 2 + . - .  + Luk ( ,A,  ~ = 1 , 2 , . . ! 2 )  (15) 

e si consideri l'equaziori~ (di grado noil maggiore di ,2 h.) 
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Ad una radice 64  delle (16) corrisponde una soluzione alineno, lion iden- 
ticnmente nulla, del sistema di equazioni lineari omogenee : 

donde, procedendo come al n . O  1, si ha per i valori antecedenti delle x (e i co- 
niiigati dellc i) 

Si consideri ora l'equazione che si ha annullando la (15), ove perb ora 
le x siano affatto arhitrarie.  

8 e  le f o m e  A,  B .  . . L sono t u l i  clle essa eqzcuxione non  divielle m a i  
iclentica ed ha setnpre tutte le sue radic i  veal i ,  tale fiai.&, per la (17), anclie 
la a,, cioè una qualunque radice della F(o)  = O ;  anclie qniesta aquaxiwie 
a v r h  dzcnque tu t te  le sue radic i  reali .  Si ottiene in ta1 guisa un ccrto tt Ueber- 
traguiigsprincip a un p ~ i ~ z c i p i o  d i  trasporto,  per cui dalla realità delle rarlici 
della E (cd) = O, per valori arbitrarî delle x ,  . . . x,, si trae una concliisionc 
analoga per quelle dell'altra equazione (16). Su questo principio riposa iina 
delle dimostrazioni della realità delle radici della equezione secolare nei casi 
ben noti (*); nffatto in generale poi osservjamo cl-ie, se non è facile costruire 
direttnnzente delle equazioni, come la E (01) = 0, che abbiano, rimanendo le z 
affatto arbitrarie, tutte le radici reali, è perb possibile da una m t a  tra esse, 
dedurne in guisa molto semplice infinite altre, che hanno ancora la stessa 
proprieth. 

Cod, ad es. si ha il teorema seguente (di FOURET) ("%): 

Se y (T) F zut politzonzio i9zter.o d i  gvado rz ,  i cu i  fatturi  2ifiea1-i sono tzttti 
t-eali, ecl f ( r )  è d i  grudo nzaggiore od niyuale nd n, ed u è un ntinzero reale 
qtcalunqire, m a  non  c o q w e s o  tra - 1 c - (2 n + 1 ), Z7eguaeio.ize 

lm n l r n e m  tante  radic i  real i  quuwte la f (x) = O ;  e se ne ku d i  piir, l'eccesso 
È un pzunzew pari. 

(") Cfr. ad es. CAPELI,I, Analisi  nlgef,ricin, 3." ed i~ ione ,  yng. 081. 
(*") Cornples Hendus de 1'Acaclémie des Sciences. Vol. 106, pag. 12-0, 18%. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ci6 posto, nelle a), b )  del n.' 1 ,  ponianio : 

1 1 ~  f i ((.) qA"' -i (w) 1 f i . )  = g ( ~ )  . H ( w ) ;  F(m)  = x  ,, (cc + 1). . , ( x  + i) . (nb - i)! 
essendo y ( w )  una funzione raziona!e intera in w  del grado 111, 9 (s,) uns di 
un grado rnaggiore od uguale ad m - 2, i cui fttttori lineari sinn tutti reali, 
ed un numero reals qiialsiasi, non compreso tra - 1 e - ( 2  wz + 1) ; in 
virtù del teorema di FOURET ora ricordato, l'equazione F 1 { w )  = O  avrh tutte 
le sue radici reali. Ora si osservi che è :  

f 'i' (w) = A g'i' ( .) $ 2 B 0) g (w) Ili) + C 1 w' g ( w )  I ( i ) ,  

e quindi sarà anche : 

essendo : 
111 q ' i l  ( w )  $ln-i ((d) 

$1 (rd) = xi " (% + 1 ) .  . . (E + d (11%-i)! 

m ( 6, 9 ](il rp-i ,  (u 
+2 ( r d )  = Yi  \ 1 

d (cc + l).. . ( z + - i ) ! m - i ) !  
In f bj2 y 1 i' ? "2-ij (w> . +' (w' Ti (cc + 11. . . ( z  + ij ( m  - ij ! 

Ne segue, pel principio superiore che anche l'equazione in 

ha,  nelle ipotesi a), b )  del n.' 1 ,  tutte le sue radici reali; un teorema, clic 
non sembra facile dimostrare in a.1ti.o modo. Teoremi maloghi si avre1)bci.o 
da teoremi di HERMITE, LAGUERRE (9 simili a1 teorema di FOURET gi;l ri- 
cordato. 

(*) Cfr. ad es. NETTO, rllycbrn. Bd. 1, S. 21 1, ss.; ed mclie LAUUERILE, Ovut ~ Y S ,  Vol. l.", 
pag. 140. 
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Sopra alcune classi 
di congruenze rettilinee negli spazî 

di curvatura costante (*). 

(Di Luroi BIAXCHI, a Pisa.) 

PREFAZIONE. 

N e l l a  presente Memoria raccolgo alcune ricerche di georneiria infinite- - - 

simale non-euclidea, relative alle congruenze rettilinee. Supposte reali le su- 
perficie focali, definisco la congruenza coll'assegnare la prima falda S della 
superficie focale ed in ogni punto di questa la direzione del raggio della con- 

gruenza. Ricerco quhdi  gli elementi della seconda falda F e  stabilisco un si- 
stema di  formole generali relative ai due casi che la S sia riferita alle sue 
linee di curvatura ($$ 1, 2), ovvero alle sue linee assintotiche ($8 14, 15). 
Le formole cos] ottenute, corne le loro corrispondenti in geometria euclidea, 
sembrano le più appropriate in questo genere di ricerche. 

Qui applico le formole trovate al10 studio di tre classi particolari di con- 
griieiize nello spazio ellittico ed jperbolico, che generalizzano note classi di 
congruenze dell'ordinario spazio euclideo. 

L a  prima classe studiata è quella delle congrztenze di GUICHARD, nelle 
quali le sviluppabili della congruenza tagliano le due falde focali secondo le 
loro linee di curvatura (Vol. 1, pag. 325). Nello spazio Euclideo la .sicerca 
di queste particolari congïuenze si collega alla teoria delle superficie pseudo- 
sferiche ordinarie e precisamente a quella delle loro deformazioni infinitesime 

(") Riferendomi spesso, ne1 corso di queste ricerche, al mio libro: Lezioti di p o -  
metrin d i f f e renz i  (2." edizione in due volumi. Pisa, Sporri, 1902-1003), lo hro citando 
semplicemente il volume e la pagins. 
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96 B i a n c  h i: S o p ~ a  alcuize c lass i  d i  conyruenna rettilinee 

(Vol. II, paf;. 21). Anche le congruenxe di GUICHARD negli spazi di curva- 
tura costante vedrenio dipendere dalle ordinarie superficie pseudosfericlie dello 
spazio Euclideo, ossia dalle soluzioiii della equazione a derivate parziali 

a2 0 = sen 8.  a u a v  
Per  10 spazio ellittico due soluzioni finite arbitrariarnelzte scelte di questa 

equazione individuano una congruenza di GUICHARD, e vicevessa; in altre pa- 
role: ad una coppia di superficie pseudosferiche ordiriarie, arbitrarianierite 
prese, corrisponde una congruenza di GUICRARD del10 spazio ellittico. Se si fa 
tendere verso zero la curvatura di questo spazio, le due superficie pseudo- 
sferiche diventano infinitamente vicine e si ottiene, al limite, il caso eu- 
clideo. 

Ancora piii singolare è il risultato per 10 spazio iperbolico. Allora sono 
le soluzioni conqdesse della equazione scritta che individuano le congruenze 
di GUICHARD per questo spazio. Cos: anche le superficie pseudosferiche imma- 
g i~zar ie  vengono a ricevere, nello spazio iperbolico, una rappresentazione reale, 
a ciascuna di esse corrispondendo una congruenza reale di GUICHARD ed in- 
versamente. 

La seconda parte della Memoria tratta delle congruenxe di  THYBAUT, che 
hanno due superficie ad area minima per falde focali, corrispondendosi inoltre 
le due falde in rappresentazione conforme, che conserva le linee assintotiche 
e le linee di curvatura. Dimostro che anche negli spazî di curvatura costante 
qualsiasi esistono siffatte congruenze, nello stesso grado di generalità, e più 
precisamente che ogni superficie d'area minima è falda focale di cm3 con- 
gruenze di THYRSUT. L'analogia si spinge più olire; alle relazioni delle or- 
dinarie congruenze di THYBAUT colle deformate del paraboloide di rotazione. 
Si sa che delle due falde focali ad  area minima di una tale congruenza pren- 
dendo le superficie coniugate in applicabilità, queste, convenientemente collo- 
cate nello spazio, coincidono colle due superficie minime che il primo teorerna 
di GUICHARD (Vol. II, pag. 99) associa ad ogni deformata del paraboloide di 
rotazione. Appoggiandomi sui risultati di una niia Memoria precedente in 
questi Brznali (9, ove ho esteso i teoremi di GUICHARD agli spazî di curva- 
tura costante, dimostro che una relazione perfettamente simile sussiste nncora 

(*) Sulla defofinasione dei pa)saboloidi di  î.otazione neyli spazi di  cu~va tura  costante. 
(Annali, Tomo IV, Serie 3.", 1000.) 
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qui fra le congruenze di THYBAUT e le deformate dei paraboloidi di rotazione 
nello spazio ellittico od iperbolico. 

L; terza classe di congruenze studiata iiella presente Mernoria è quella 
delle congruenze sulle cui falde foeali si corrispondono le linee assintntiche 
(congruenze U7), a per le quali inoltre le due falde focali hanno in punti cor- 
rispoiidenti eguale curvatura. Limitandomi, come ne1 caso Euclideo (Vol. II, 
pag, 74), al caso di linee ~ssintotiche reali (u, v), dimostro clie per le due  
falde focali di una tale congruenza, detti Y , ,  r, i raggi principali (ridotti) di 

curvatura e posto p = $!-y,, si deve arere necessariamente ne1 caso el- 
littico 

y (4 + + (v) 
P =  1 + y ( u ) c ) '  

e ne1 caso iperbolico 
0, (u, - 4 ( 0 )  

P = 1 + cp (la) + (0) ' 
dove (u) iiidica. una funzione della sola u e + ( v )  della sola v. viceversa 

' ogni superficie S della classe siiperiore è falda focale di me congruenze IV 
della specie ricliiesta. Corne ne1 caso euclideo, sono notevoli i seguenti casi 
particolari : 1.' il caso d i  rf (u), + ( v )  costanti, ove la superficie S è a curva- 
tura costante e le conseguenti trasformazioni sono quelle di BACKLUXD; 2.' il 
caso che una snla delle funzioni p ( u ) ,  $ ( v )  sia costante; le superficie S cor- 
rispondenti sono caratterizzate da1 fatto che le linee lungo le quali é costante 
la curvatura della superficie sono linee assintotiche di un sistema. Si potrebbe 
ancora dimostrare che per le ottenute trasformazioni delle nostre classi di su- 
perficie vale un teomun di pe~mutccbilità come nello spazio Euclideo (Vol. II, 
pag. BO), onde nella successiva applicazione del metodo di trasformazione 
vengono rispnrmiate le quadrature. 

È appena necessario di avvertire che i risultati di geometria non-euclidea 
qui brevemente riassunti hanno un corrispondenta significato nell'ordinaria 
geometria euclidea, che sarebbe facile ritrovare servendosi delle note rappre- 
sentazioni degli spazî di curvatura costante sullo spazio euclideo. 
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FORMOLE PER LE CONGRUENZE IR GEONETRIA ELLITTICA. 

Coiisiderianio una congrueilza rettilinea nello spazio ellittico, la cui cur- 
vatura K,, su~)poni;imo per sernplicità = + 1. Supponiamo iiioltre che la su- 
perficie focale della congruenza ~ i a  reale ed indichiamone con S la prima 
falda, che riferiaino dapprima alle sue lince di curvatura (26, v). Serveiidoci 
delle usuali notazioni, indichiamo con x,, x, , x,, x, le coordinate di WEIER- 
B T R A S ~  (legate dall'identità 2 xZ== 1) di un punto F mobile sopra S, con 5 , )  
5 , )  tn, E 3  i coseni di direzione della normale, in fine con 

quel11 delle tangent; alle liiiee coordinate (di curvatura) v = cost., u = cost., 
rispettivamente. Se deiiotiamo poi con 

il quadrato dell'eleiiiento Iineare della superficie e con r , ,  rt i raggi piiiici- 
p l i  (ridotti) di cu~vtttura relativi alle liriee u, v, avremu le furmole funda- 
meritali (Vol. 1, pag. 496) : 

che valgono per le funzioiii x,, <, , i;,, <, peï i quattro valori dell'indice 
v = O ,  1,  2, 3. 
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negl i  spax2 d i  curvatzwa costante. 99 

Ricordiamo poi ancora che le equazioni di CODAZZI assurnono qui la 
forma 

mentre I'equazione di GAUSS si scrive 

'ri 7'0 

Cio premesso, definiamo ora la nostra congruenza di tangenti alla su- 
perficie S per mezzo dell'angolo rp = y (21, v )  che in agni punto (x) della sti- 
perficie il raggio che vi passa forma colla direzione della linea u = cost. In- 
dichiamo in fine con t = r (u, v )  l'ampiezza del segment0 focale F F e con 
o = o  (u, v )  l'angolo dei due piani focali, cioè l'angolo dei due piani tan- 
genti in F, P rispettivamente alle due falde S, S d e l l n  superficie focale. Se 
- - - -  

xo, x,, x,, x, sono le coordinate di WEIERSTRASS del secondo fnoco P e 

SU, E ,  52,  5, i coseni di direzione della normale in F alla seconda falda fo- 
cale avremo le forrnole : 

- 
5 = 5 cos u $ ( q  sen y - < COS y) sen o. ( 5 )  

Per  esprimere che 
del punto (x), abhiam0 

la  direzione (i) è quella della normale alla S luogo 
le due equazioni di condizione 

le quali, sostituendo i valori (41, ( 5 )  e per le derivate poiiendo i valori (l), 
si traducono con facile calcolo nelle due equazioni seguenti : 

Queste, ore sia dato rp in funzione di 21, v servono effettivamente n de- 
terminare cot r, cotg (cioS r ,  5 a meno di ihultipli di r) salvo qunndo si an- 

Annali di ~Matematica, Serie III, tom0 X. 14 
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- - 

nullasse il determinante 
sen' y 

Ma noi escludiamo questo caso ove i raggi della congruenza sarebhero 
le tangenti delle linee assintotiche di un sistema e la seconda f d d a  focnlc Y 
coinciderebbe colla prima S. 

Tenendo ora presenti le (1) e le (6), deriviamo le. (4 ) ,  (5) rapport0 ad 
u, v e troveremo le formole: 

a i  a T JE 
a z4 

- sen r (z + \iE cos <p . z - - sen r cos . i + ) r* 

+ 1 cos r cos y - + dB cos 7 o sen r sen p. cos p 1 1 + (; ; 
- 

+ 1 cos r sen p - + ,,Ë cos <g - - cot a sen r cost p (a a in 1 . 6  

a5 - ; (7) 
8 7 1 G z = - ~ e n i ( ~ + , i ~ . s e n p ) . s - - s e n r s e n y . i +  ri 

\/G + 1 c o s r c o s < g K +  d ~ s ? n y ) +  -cotosenrsenzm ri 1 .n + 

+ 1 cos r sen y (2 + dG sen >) - 'IG - cot 4 sen r sen p cos 7 
1'4 

a i -  - --- a G  ,lE 
a 11 

J E  sen o sen p.. 2 - aen G (a; + n sen y )  . < + 

- 

- 1  cos. cos p (& - - a cos p + jF sen o cot r sen y cos y 
ri 1 
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Ed ora, cor1 queste forinole, possiczmo fricilniente calcolare i coefficienti 

.ET, F, G ; D, Dl, 3') 

delle due forme quadratiche fondamentali 

della.-seconda falda focale secondo le loro fortnole di definizione 

troviamo le formole domandate : 

- - sen a 
-D=\IE - a + ,/Goos Y )  f sen r Sen (ûG . 

- 
( / E  sen r 

A--- cos a le 4- @ sen @\ 1 

\lE sen r (?2 G 
f r 'o~ei ic.  COS y a v - -  ri cos Y )  
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- sen G - D r = +  - 
sen T 

sen ("& + JO sen + 

- - sen G 
- Dlt= - JG - 

sen T COS p (g + d~ sen ?) + 
G sen = @ i- s e n i ~ ~ - - e o s y ~ .  ) +r,= YI 

È importante osservare i:he l'eguaglianza dei due valori di D' dati dalle 
(B)  intermedie segue anche dalle (6) derivando la prima rispetto a v ;  la se- 
conda rapport0 ad u e sottraendo col tener conto delle formole di CODAZZI e 
di GAUSS (2) e (3). Cosi la relazione data dall'eguagliare i due valori di D' 
nelle (B) appare anche come co?zdixione d'inteyrabilità per le (C). 

Notiamo ancora che dalle (A) segue la formola 

stabi 
vere 

Per  lo 
lire un  
queste 

spazio iperbolico, la cui curvatura K,, porremo =- 1, possiamo 
sistema di formole del tutto simili alle precedenti. Basterà scri- 
forniole, ove converrà tener presente che le coordinate (x) di 

WEIERSTRASS di punto sono allora legate dall'identità 

e quelle ( E ) ,  (i), (c) di piano dalle altre 
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e dalle analoghe, mentre l'ortogonalità p. e. delle direzioni (5),  (?) è espressa da 

51 ?i  f 5-2 r ] ,  $ 5 3  ?J - 50 % = 0. 

Ne1 cas0 attuale alle formole (1) si sostituiscoiio le altre : 

a x -- a i  _llE a \lË 1 a , lË  - au=&, -YI ,  - =JE.x--5---- F i  - 1s2 a lc YS ,G a v  C, 

mentre le equazioni (2) di CODAZZI rimangono invariate : 

Cib posto, avendo y ,  r, a il medesirno significato loro attribuito ne1 caso 
ellittico, la (4) verrk sostituita dalla, 

- 
x = x cosh T 4 ( q  cos rp f 4 sen y) senh r, 

e la (5) conserverà la medesima forma 
- 

5 = 5 cos 4- (3 sen qî - C cos y )  sen 5. 

Le condizioni 

dànno qui le equazioni : 

i a J È  - a--- a u  dG - =\'a cothrsen)-- dT  CO^ CJ cos y 
r2 / 

i aJG Q+=--- - \10 coth r cos p - 
i /E a u  

i 
i 
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Basterà ora scrivere le formole che danrio i coefficieiiti , k; G; 
- - 
D, D', )" delle due forme quadratiche fondamentdi della seconda f d d a  fo- 

cale formole che si trovano con calcolo del tutto sirnile a qucllo eseguito 
ne1 paragrafo precedente. Esse sono date d a  : 

\ EG senil2 r + d~ cos (E + , G sen p) + - -- ri rs sen2 r3 

- ' a ,  
O = ( a 7 + , C s e n y  )> +--- 1': sen2 G / 

sen1i2 senf y 

- - sen G -D=\lE--- 
senh T sen p (E + , ECOS g,) + 

- 
\iË senh 7 . 

+r,sena ? ) 
- - sen c 
P,-dGcr 

- 
\jË senh : 6 \C: 

+r,seny cos (& - - cos p) 
ri 

- - sen a - D'= -- 
senh 7 

\ G senh T 

+TZÏG 
- -- sen G a : 

- B V = - I / ~ - a o i ~ ( - + \ ~ ~ s e n ~ ) +  senh T a u 

\/B senli 7 

+TG cos rp 

\lË 
--COS rt *(g +\/a sen ?))'. 

Anche qui è da osservarsi che l'eguaglianza dei due valori di D s ta  
anche ad esprimere la condizione d'integrabilità delle (69. 
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L A  TRASFORMAZIONE DI B.~CKLUND. 

Facciamo una prima applicazionc delle nostre formole generali alla ri- 
cerca di quelle congruenze rettilinee degli spazî di currntura costante nelle 
qiiali è oostante tanto la distanza r dei fuoclii qiianto l'angolo a dei piani 
focali. L'eguaglianzn dei due valori di U' nclle (B) dà subito pel mso ellit- 
tico In relazione 

ed analogamente le (BY) danno ne1 caso iperbolico 

In queste formole si legge il teorema: Le due falde focali d i  una con- 
yriwzzu d i  p e s f a  specie sono superficie colla medesima c w u a f w n  costante e 
precisanzetzte la loro curvntzira è negativa (Iis,vintotiche reati). 

Ma le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti dimostrano di più 
l'effettiva esistenza di tali congruenze e ne dànno il grado di  arbitrarieth. 
Presa infatti nello spazio di curvatura costante una qualunque superficie S di 

1 curvatura relativa h costante negativa =- - basterà prendere le costanfi 
a2 ' 

r, cr legate dalla relazione sen r = a sen G ne1 cas0 ellittico, O senh t = n sen o 

ne1 caso iperbolico, e per 170sservazione alla fine del 3 1 le equazioni simul- 
tanee (6) O (6,) per y costituiranno un sistema illimitatamente integrabile. 

Cos1 dunqiie: Ogni iule superjcie S P falda, focale d i  w2 conyrztenze, 
nelle quali è costatate la distanxa r dei fuochi e l'angolo o dei piani focali; 
k7 seconda falda focale è oyni  volta una superficie colla stessa curvat~crtc 
coslante. 

Le trasformazioni che cosi si ottengono per le superficie di curvatura 
costante in geometria ellittica ed iperbolica non sono altro clie le trasforma- 
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zioni di BACKLUN~,  delle quali già dinlostrai l'esistenza in una Memoria 
del 1887 ("), e che furono poi particolarmente studiate da1 F~BBI (**). 

Notevole è il caso della trasformazione complementare nelln quale I1an- 
go10 cr è un angolo retto, cioè la congrucnza è normale. Nello spazio iper- 
bolico qualunque superficie a curvatura relativa costante negativa ammette c d  
trnsformate cornplementari, nelllellittit:o solo quando a < 1 cioè quando, iil- 

sieme alla selativa, è negativa anche la curvatura assvluta K= lt + 1. 
1 risultati che q u i  abbjamo nuovameilte stabilito non sono del resto che 

un caso particolare di quelli che sta1)ilireirio nell'ultima parte della Memorin 
(Cf. $ 18). 

CONGRUENZE DI GUICIIARD NELTiO SPAZIO ELLITTICO. 

Proponiamoci ora di studiare quelle congruenze del10 spazio ellittico le 
eui sviluppabili tagliano le due falde della superficie focale secondo le linee 
di curvatura (congruenze di GUICHARD). 1 raggi della congruenza saranno le 
tangenti alre linee di rurvatura di un sistema della prima falda fccale S, 
poniaino p. e. alle linee b = cost. Dovremo dunque fare nelle nostre formole 
generali = 0 ; e per esprimere che anche sulla seconda, falda s le linee (*i l  c) 

sono quelle di curvatura basterà scrivere che si ha $'=O. Intanto le (61, 
postovi g = 0, dànno 

mentie la Ii'= 0 ci dà  per In seconda delle (A), 

(*) Sui sistemi di WEINGARTEN m g &  spnzî di curontcwn costade. (Metnorie dcll;i, R. Ac- 
caùemia dei Lincei. Serie 4.", Vol. IV.) 

("*) I sisterni tloppin~zente inJiniLi di rnggi negli spn;i di cul.ratzo.a costrri~te. (Aiinali 
della R. Scuole Normale Superiare di Pisa. Vol. VII, 1895.) 
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fiegli spaxz" di curvatwa costante. 

a a T e quindi dovr8 essere O ?- - O, O - = - \IË. La  prima 
d v a u  ipotesi è da esclu- 

- - 
dersi, perché per la (C) si annullerebbe il binomio E G - F S  e la seconda 
fddn S si ridurrebbe ad una curva, caso che naturalmente scartiamo perché 
perderebbe ogni significato ln questione da noi qui trattata. Alla medesima 
conclusione conduce la seconda delle (7) ,  la quale dimostra che cot r eguaglia 

d 7 la curvatura delle linee u = cost; queste adunque, se fosse -- = O ,  avrebbero a v 
costante la curvatura geodetica. Ciascuna di esse sarebbe allora tracciata 
sopra una sfera ortogonale alla superficie S e la seconda falda focale si ri- 
durrebbe al Iiiogo dei centri di queste sfere. 

Cod per la congruenza di GUICHIRD si avrà necessariamente 

Dopo cib la seconda della (7)  si scrive 

i aJG a - 
Zi- = cot 1 - a l4 

e integrata dh 
\IG = (p (v) sen .r. 

dove cp (v) è una funzione della sola u che, prendendo convenieiitemente il 
parametro v,  pub farsi = 1 e quindi semplicemente 

JG = sen T. (9) 
- a T Ora poichè si deve avere anche D' = O  ed é cp -- 0, - = -- dË, la a tc 

seconda delle (B) ci d h  

Dalla prima delle (7), combinata colla equazione (2) di CODAZZI, risulta 

da cui integrando viene 
@ -- - + (u) #en O, 

1'2 

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 
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con i ( e l )  funzione della sola u. Disponendo del parametro u si pub fare 

y (u) = l 
e per cib 

@ = sen 0, 
1'2 

Cosi tutti gli elementi della nostra superficie S vengono espressi per le 
due funzioni r ,  T, le q u d i  debbono poi soddisfare le due equnzioni simultnnee 
che risultano dalle formole (2) di CODAZZI, cioè alle due seguenti 

a 2  7 

m $ sen r cos c - O 

a2 
a q 4 a v  + con r  sen o = O. \ 

Quanto alla equazione (3) di  GAUSS si vede subito che coi valori scritti 
- 

- ,'E \ fG 
di \IF, , G ,  - -, soddisfacendo r ,  G alle (12,, è identicamente verifi- 

7-2 1'1 - 
cata. Risulta cos1 inversamente da1 nostro calcolo che se (r, a) è una coppia 
qualunque di soluzioni delle (12), l'elemento lineare 

apparterrà ad una superficie fi' dello spazio ellittico di cui saranno u ,  v le 
linee di curvatura, rnentre i raggi principali (ridotti) d i  curvatura sono dati 
dalle formole 

sen T 
t', = - azc 

7 Y*==--, a G sen I. 

e le tangenti alle linee di curvatura o = cost. della S formeranno uiia con- 
gruenza di GUICHARD. 
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Completiamo dapprima il risultato otteriuto colle osser~azioni segaenti. In 
primo luogo è chiaro che la seconda falda focale 3 della congruenza sarà 
una superficie della medesima specie, i raggi della congruenza essendo le 
tangenti alle sue linee di curvatura ti = C O &  Le nostre fomole (A) ,  (B) § 1 
confermano la cosa, dimostrando che si ha 

Duiiqiie per la seconda fdda focale riferita alle linee di curvatura 
(u, v ) ,  si avranno le formole 

- G - sen .c 
y,=-- 7 r2=--- 

sen o a G 

Queste sono le formole stesse (13), (14), scambiatovi u con c. La  sim- 
metria delle (12) rispetto ad u, v rendono a priori ragione del risultato. 

Osserviamo poi che da una congruenaa di GUICKARD se ne deduce su- 
bito, nello spazio ellitlico, una seconda prendendo la polare della primitiva, e 
questa seconda congruenza avrà per falde focali le due superficie polari S', 
di S, S rispettivamente. Le formole corrispondenti alle (13), (14); (151, (16) 
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per la seconda congruenza di GUICHARD sono le seguenti (*): 

- 
, a v  sen G r i = -  , vt2 Ir= - - 

sen r a -: 

- sen a - 
y', z - - a u  , r'* = - a .: sen r 

Si osserverà che queste formole si deducono da quelle primitive scam- 
hiando r con o, corne è naturale se si pensa che appunto ne1 passaggio da 
una congruenza alla sua polare si scambiano fra loro la distanza r dei fuochi 
e l'angolo D dei piani focali. 

Dopo queste osservuzioni possiamo dire che : Ogni coppia d i  soluzione r ,  D 

delle eyuaxioni (12) individucc rcello spuxio ellittico una. congruenxa d i  GUI- 
CHARD e la sua polare, per le cui falde focali hanno luogo le formole sopra 
scritte. 

Ma ora, se si pone 
r + ~ = e , ,  t - ~ = e  2 )  

le (12) diventano semplicemente 

az e, 4- sen 8, = 0, Oz + sen 8, = 0 ; a u a v  a= 

(') Qui  occorre ricordare che la polare S' della S e la superficie parallela alla S 
e d.t questn distante di un quadrante, e si hanno le formule 

onde le formule del testo. 
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e viceversa se O, ,  8,  sono due soluzioni qualunque dell'equazione 

a= e 
a- + sen B = 0, 

01 + 0 2  81 - 6 2  ponendo r = --- 
2 ' = = -  2 

si ha  una coppia (r, 0) di soluzioni delle (12). 

Ricordando ora come a ciascuna soluzione di qucsta equazione a deri- 
vate parziali (1) corrisponde una superficie pseudosferica dello spazio ordinario 
ed inversamente, possiamo enunciare i l  risultato finale : 

Una coppia di superficie psezddosferiche dello s faxio ezcclideo, a r b i t r a ~ i a -  
nzeîzte scelte, zizdividua una congruenza d i  GUICHARD ne110 spazio ellittico (e 
la sua polare) ed inversamente. 

L a  coppia di superficie pseudosferiche ordinarie sopra jndicata pub pren- 
dersi, come si è detto, ad  arbitrio. Vogliamo ora considerare tre casi paiti- 
colari notevoli. 

1 . O  Supponiamo che le due superficie pseudosferiche siano trasformate 
l'una dell'altra per trasformazione di BACKIJJND e vediamo quale particolarità 
verrà ad offrire la congruenza di GUICHARD nello spaxio ellittico, la quale 
verrà cosi a corrispondere alla congruenza pseudosferica ordinaria formata 
dalle tangenti comuni alle due superficie pseudosferiche. Dalle formole della 
trasformazione di B~~CKLUND si vede subito che ne1 caso attuale le funzioni r ,  .i 
saranno legate dalle relazioni 

a T a b -  i 
.?TV= 

- k sen r ,  - - - sen r, a u  k 

dore k indica una costante del resto arbitraria. L e  formole (151, (16) per la 
seconda falda focale S della congruenza di GUICAARD diventano 
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e dimostrano che la 3 é una sfera di raggio (ridotto) = k. Viceversa se ln 
seconda falda S è  una sfera, sussistono necessariarnente formole del tipo (17) ,  
onde vediamo : Ad u n a  coppia d i  superficie pseudosferiche del10 spaxio euclicleo, 
t rns formate  d i  B~CKLUND l'tins d e l l ' a l t m ,  cowisponde nello spnzio  e l l i t f ico  
una c o n g w e n x a  d i  GUICHARD con zma ftdda focale s fer ica,  e viceversa. 

Volendo ulteriormente precisare il modo di generazione delle attuali con- 
gruenze di GUICHARD, basta caratterizzare le linee sferiche ortogoriali ( 1 4 ,  v )  
che dànno all'elemento lineare sferico la forma (18). Per  cib l m t a  osservase 

- - 
the essendo qui \iE = sen t ,  1 G = li. sen a, le due funzioni 

sono per le (17) ne1 rapport0 costante P. Dai risultati contenuti in altra mia 
Memoria pubblicata in questi A n n a l i  ( *) segue che la proprietà cara tCet.isticu 
del sistema sferico ortogonale (18) è la seguente: 

Il doppio s is tema di traiettorie isogonali ,  sotto Vango10 arctg  Ic, delle 
litzee zc = cost., divide l a  s f e ra  in p a ~ a l l e l o g r a m m i  i n f i d e s i r n i  cl'area costante. 

E facile di qui formulare una costruzione geometrica per le congruenze 
di GUICHARD ora conaiderata. Ne1 caso particolare più semplice Ic = 1, corri- 
fipondente alla trasformazione complementare la costruzione è la seguente : 

7 

Sopra  u n a  s feva d i  ragg io  (sferico) =- nello spaxio ellittico si con- 
4 

s ider i  un yualunque d o ~ p i o  sisterna ortogonale che d i u  all'elemento Zineare 
2 X C  

l a  forma d s' = Ed u2 + - ( ) ; le tangent i  alle l i se t t r i c i  dell'uno O del- E 
l 'al tro sistenza delle Einee (u, v) formano la congruenxa di  GUICHARD richiesta. 

2 . O  Supponiamo ora che per una delle due soluzioni O,, O, della (1), p. e. 
per 0 2 ,  si assuma 10 zero ; allora è r = cr e le formole del 9 6 dimostrano 
che la seconda falda focale 3 ha  le stesse due forme quadratiche fondamen- 
tali della polnre S' della prima falda. Ne risuha che la S pub sovrapporsi 
con un movimento alla 3; e siccome ogrii punto di S' dista da1 suo corri- 

(*) Sopm aEcune nuove classi di s u p - f l c i e  e di sislemi tripli ortogonnli (iinnali, Se- 
rie 2.", Tomo XVIII, 1000), cf. specialrnente n.' 32, 33. 

(**) Per la cûstruzione di questi sistcmi ( ~ c ,  ü) dalle congruenze pseudo~fericlie veg- 
gasi la Memoria sopra citata (n.' 35). 
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/ C o  Cr C e  C3 l 
si trova che le derivate di B, C, I) rapporto ad u, v sono identicainente nulle. 

3.0 Corne terzo caso particolare adduciamo quel10 in cui le due solu- 
zioni O, ,  8, si assumano coincidenti e quindi a = O. Le formole del paragrafo 
precedente dimostrano che in ta1 caso le superficie S, S si riducono ad un 

spondente di S per un quadrante, il moviinento in questione non pub essere 
7; che uno scorhze~zto  d'ampiezza =- . I n  altre parole le rette che congiun- 
2 

gono le coppie di punti corrispondenti (x'), 6) delle S' ,  2 sono parallele ne1 
senso di CLIFFORD. Ci6 si conferma facilmente col calcolo dei parametri B, Cl D 
di scorrimento destrorso di queste rette (Vol. 1, pag. 451). Tenendo conto 
delle forniole (1) del 5 1 applicate al cas0 altuale e delle relazioni fra i mi -  

1 X" r ,  x. 2, 

medesimo piano della geometria ellittica, riferito a due sistemi doppi 
nnli di liriee (u, v )  che dànno ai rispettivi elementi lineari la forma 

nori di 2." ordine ne1 determinante ortogonale destrorso 

ô2 : 
soddisfacendo r all'equazione - - -sen t. È facile vedere che 

m u  

5" 5, S e  z 3  

7 

)7" ï7i 2 Yi3 

prietà geometrica caratteristica di questa rappresentaaione del piano 

o r t o p -  

la pro- 

ellittico 
sopra sè stesso è la seguente : Le curve u del secondo sistenza ortogo?zaZe sono 
le evolzde delle u del pvimo sistmtr ed inversamente le v del primo sistema 
le evolute delle u del secondo. 

Osserviamo poi che i l  piano ellittico potendo anche riguardarsi come 
un'ordinaria sfera euclidea di raggio = 1, possiamo riguardare le forme su- 

periori del d s', ds4 come appartenenti a questa sfera. Per  quanto é dimo- 
strato nella prima edizione del mio lihro a pag. 419, i corrispondenti sistemi 
sferici ortogonali (u, v )  si ottengono ne1 modo seguente. Presa la  superficie 
pseudosferica il cui elemento lineare, riferito alle assintotiche (u ,  v )  è 

d s 2 = d u P - 2 ~ 0 s r d u d v  + duC, 

si consideri la congriienza formata dalle tangenti alle assintotiche v od alle zr 
rispettivamente, e se ne faccia I'immagine sferica. L e  linee sferiche corrispon- 
denti alle w ,  v dànno i due sistemi ortogonali in discorso. 
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- 

La trsttazione delle congruenxe di GUICHARD Pei' Io spazio iperbolico pro- 
cede i n  modo cosi analogo a quel10 svolto pel caso ellittico che basterà in- 
dicnrla. S e  nelle formole generali del €j 2 facciamo y = 0, otteniamo in primo 
luogo dalle (6%) 

- 
1 a d  , E  -- - - C O ~ D ,  - i - a,G- - -\/G cot r ,  a Z l  Y? \ i ~  a 2 1  

onde, escludenrlo per la medesima ragione clle nello spanio ~ l l i t t ico  ( 5  4) il 
a 7. cas0 - = O, avremo ancom a v 

Sostituendo questo 
sporre del parametro 27, 

valore di \lE nella secontla (19) e integrando, col di- 
si pub fare 

\IG = senh r. 

Sciivendo ora che D' -O,  si ha dalla seconda delle (B*) 

e combinnndo colla seconda equazione di C o ~ ~ z z r  

a E \IE: a G -(-)=-cota - a ?*z 1 82 â v 9  

Di qui  integrando e disponendo del parametro u, otteniarno 

@ = sen a. 
Y2 
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Gli elementi fondamentali della prima falda focale S rimangono cosi 
espressi per le funzioni r,  o colle formole 

sen11 r 
Y i =  - , r2=- a c a u .  \ 

sen c 

Le equazioni di  C O D A ~ Z I  si traducono poi per le funzioni r ,  G nelle re- 
Iazioni 

a 2  7 + senh r cos G = O a=. 

soddisfatte ie quali B pure soddisfatta l'equazione di GAUSS (37 ) 2. 
P e r  la seconda falda focale 3 otteniamo poi dalle (A*), (R")  § 2 : 

- a 6 - - a D - - - senh r ,  D' = 0, Dr' = sen a - a th a v 
ossia peï  la  S riferita alle sue linee di curvatura 

L e  coppie (G, T) soddisfacenti alle (D) possono anche compentliarei per 
la fanzione complessa il = o + i r nell'unica cquazione 

dalla quale appunto provengono le (D) separando il reale dall'jinmnginai~io. 
Questa ultima è la solita equnzione da cui dipendoiio le ordinarie superficie 

Annali di ilfatemntica, Serie III, tom0 X. 16 
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pseudosferiche ; ma ora sono le sue soluzioni cornplesse clle conducono alle 
congruenze (reali) di GUICHARD ne110 spazio iperbolico. Abbiamo dunque il ri- 

a2 0 sultato finale : Ogtli soiu,zione conylessa detl'eqzraxione : --- + sen 8 = O 
a t t a v  

individus ulza congruenza @eule) d i  GUICHARD neZlo spazio +et-bolico, ed itz- 
vet.sametzte. Anche qui osserveremo il caso particolare in cui sia ü = O (R pu- 
ramente immaginarja) e quindi r sia una soiuzione (qualunque) dell'equazione 

a 2 .  

a= f senh r =O. 

Bsso corrisponde al terxo caso del paragrafo precedente; le formole (20), 
(2P)  dimostrano che S, 3 si riducono ad un medesimo piano (non-euclideo) 
coi due sisterni ortogonali (u, v )  chc dànno all'elemento lineare le rispettive 
forme caratteristiclie 

L a  proprietà geometrica che cxratterizza questa rappresentazione del 
piano non-euclideo (pseudosfera ordinaria) sopra sè stesso è la inedesima che 
abbiaino descritto alla fine del $ 6 per il piano ellittico. 

L e  superficie che si presentano corne falde focali delle congruenze di 
GU~CHARD negli spazî di curvatura costante si diranno, per abbreviare, super- 
ficie di GUICHARD. Vogliarno ora dimostrare che esse si presentano in altro 
problema geometrico, nella teoria dei sistemi tripli ortogonali del10 spazio el- 
littico ed iperbolico che contengono uria serie di superficie di curvatura (as- 
soluta) nulla (*). 

Sussiste infatti il teorerna: Ta ogni  sistema trip10 o~togonale  dello spazio 
- 

(") SuZle .super;ricie a curuatwa nulln in gcometria ellittica. (Annali, Serie Csa, Toino 24, 
-1895). 
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ellittico od ipe~.boEico, con uncc serie ( 8 )  di superficie a curvatura tzulla, cia- 
scuna superficie d i  ulza delle nltre due serie è zola szdperJicie d i  GUICHARD, e 
precisametzte le tangelzti a quelle sue litzee d i  cuwatura che sono traiettorie 
ortoyonali delle supe$cie 2: formano uua colzgmenxn d i  GGICHSRD. 

Ogni sistema triplo ortogonale (u ,  v, w) del10 spazio ellittico, ove le 
w = cost siano superficie di curratura nulla, corrisponde alla forma 

del ds2,  la funzione 5 (u, v ,  u:) essendo legata ad un' altra funzione w ausi- 
liaria delle relazioni caratteristiche 

a 2  e - a 2  e - COS 8 sen w, --- = sen B cos W. 
a u a w  a e, a 

Ora, se consideriamo p. e .  una superficie della serie u = cost, essa ha 
per elernento lineare riferito alle linee di curvatura (v,  w) 

e calcolando, colle note formole, i raggi principdi di curvatura Y,, r, rela- 
tivi alle linee v, w rispettivamente si trova 

a w  sen D 
Y, I- 9 r ? = -  

sen 61 a 6) 

Basta confrontare 
non ne differiscono che 

le (a), ( f i ) ,  ( Y )  colle (151, (16) 3 5 peï vedere che esse 
per le notazioni; ne risulta quindi il teorema enunciato. 

Analogamente per Io spazio iperbolic,~ un sistema triplo ortogonale della 
specie considerata corrisponde alla forma 

la funzione 8 essendo legata ad un' ausiliaria w dalle relazioni 

ç 2  9 a. (+j 
= cosh 8 sen w, -- = senh 8 cos w. a v a l u  
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Per  un8 superficie z l  =cost. si ha quindi 

ed il confronto di queste formole con quelle relative alla seconda falda fo- 

c d c  S al paragrafo preccdente dimostra jl teorerna. h da osservarsi per altro 
clie ne1 caso attuale iperbolico le tangenti alle linee di curvatura u cost. 
delle superficie dell'altra serie v cost. dànrio una congruenza la cui seconda 
f d d a  è ideale. Considerata nella metrica iperliolica del CAYLEY anclie questa 
seconda falda è reale e soltanto esterna all'assoluto. 

Facilmente poi si potrebbe dimostrare che qualunque superficie di GUI- 
CHARD di uno spazio a curvatura costante appartiene ad uno e ad un solo si- 
stema trip10 ortogonale con una serje dj superficie a curvatura nulla (cfr. 
Vol. II, pag. 531). 

Conseguentemente la trasformazione complcmentnre e di B ~ C K L ~ N D  pei 
sistemi tripli ortogonali in discorso dhnno luogo a trasformazioni analoghe Fer 
le superficie (O le congruenze) di GUICHARD, le cui formole sarebùe fclc.ile sta- 
bilire direttarneiite. 

CONGRUENZE CONFORMI. 

Passianio ora a trattare la seconda classe di congruenze indicata nella 
prefazione, quella delle congruenze di THYBAUT. Pei. brevità diremo coszfo~me 
iina congruenza rettilinea in uno spazio di curvatura costante (O euclideo) 
quando, ïigunrdando sulle due falde focali conie punti corrispondenti i due 
fuochi sopra un medesimo raggio, la  rappresentazione dell'una falda sull'altra 
sia conforme (conservi gli angoli). 

Data una superficie S nello spazio ellittico od iperbolico, proponiamoci 
dapprima, in generale, di voler riconoscere se la S appartiene come prima 
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falda focale, e qualc,he congruenza conforme. Riferita percib la S alle sue 
liriee di curvatuia ( 2 1 ,  u), non avremo clie da applicare le formole dei $$ 1, 2, 
scrivendo che sussiste la proporzione 

- - 
E G 

o s s i a F = O  = 
' E  G 

Trattando in primo luogo il caso ellittico, le for- 

mole (A) $ 1 dimostrano subito che dovranno aver luogo 'le due relazioni : 

delle qunli sa& da esaminare la compatibilità colle (6) (ibid.): 

a 9  1 a,E - 

- 

--- - \,'E 
= ,'E cot r sen y - - cot G COS y a r c  \ G  a v  rz 

- 

Ô y  1 2 \ G  -- \!c (22) 
-- + - -- \'G cot t cos rf - = cot 5 sen y. 

. a v  \ IE  a l G  - ? i 

È cliiaio che, sema alterase la. generalità, possiamo lirnitarci a conside- 
rare il caso che nelle (21) si adottino i segni superiori. La, questione pro- 
posta si riduce cosi all'altra di esaminare se possono determinaïsi le tre fun- 
zioni y, r ,  o in guisa da soddisfare le qzrattro equazioni che si ottengono as- 
socia~ido alle (22) le altre : 

8  7 ,/G sen r - + \/G sen y = - - - COS y. a v r2 sen u 

Ora formando la condizione d'integrahilità per le (22),  si ottiene preci- 
samente, corne si osaervb 81 6j 1, quella relazione lineare fra le dérivate di 5 

che provieiie dall'eguagliare i due valori di D nelle (B), osservando le (23), 
cioè l'equazione 

- - " wsen y )  \jE \ 

@sen y (k + ; cos y - - cos y = 
ri r2 (a : j., 

sen G 
) p4j 

=dmsen; sen ( COS y - - - (rD 9: ) 1 \ 
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D'altra parte se si forma la condizione d'jntegrabjlità delle ( 2 3 )  si ot- 
a G  a G  tiene un'altra tale relazione lineare fra 9 - che si vede subito essere di- 
a t l  a v  

stiiita dalla precedente (24), quando si esclude, come sempre, il caso di una 
a G  a G  c,ongruenza a falde focali coincidenti. P e r  ta1 modo anche le derivate - , - a z c  a v  

vengono espresse, come quelle di 2,  T dalle (22), ( 2 3 ) ,  per y ,  r ,  u, u, v ed 
abbiamo per cib per le funzioni incognite y ,  7, o un sistema di equazioni a i  
differenziali totali, la  cui et.entuale risolubilità si discute in ogni caso con- 
creto con metodi ben noti. Il massimo numero di  costanti arbitrarie che potrà 
cornportare la soluzione genernle del problema earà di 3 e cib aurÀ Iuogo 
quando il detto sistema di equazioni ai djfferenziali totali è illimitatnmente 
integrahile. Ne1 caso iperbolico le conclusioni sono perfettamente le stesse; 
soltanto alle ( 2 2 ) ,  ( 2 3 ) ,  ( 2 4 )  dovremo sostituire, secondo il €j 2 ,  le altre : 

.- 

a p  1 a \ ~  - \'E 
= , E coth r sen g, - - cot u cos g, a \IF a v T O  

- (22') a ?  i a\G - 
- \ G Z+GT - coth r cos g, - -- cot G sen y 

1'1 

8 7 \ E senli r --+\E  COS^,=^ - a 1 sen G 
(23') 

a \'G senh T 
a;; + \lG sen cp = - -- - cos g, 

~2 sen G 

\/ G s a e n g , ( g + $ c o s g  1 'i ) --cosy \R (; ---sen? : rt = 

-- sen G 
) ( ('24.) 

- YiËG GG sen p cos g, (2 - i) - 
/ 

Concludiamo inti~.iito dalla nostra discussione : U m  superficie S di uno 
spaxio d i  c u r u a f u ~ a  costunte p t d  appartenere al nzassi?lzo, come fulda focale, 
ad owa t r iph  i~zjitzità d i  congruenxe rettililzee co?zfomi.  
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COHGRUENZE DI THYBAUT NELLO SPAZIO ELLITTICO. 

Sappiamo che nello spazio eiiclideo ogni superficie d'area minima è in 
effetto falda focale di ao3 congruenze rettilinee conformi e di più la  seconda 
falda è ancora u n a  superficie d'area minima (Vol. II, pag. 338). La  stessa 
cosa vogliamo ora provare aver luogo in generale i n  ogni spazio d i  ciirva- 
tura costante. 

Cominciamo dallo spazio ellittico e ricordiamo che se S è una superficie 
d'area minima, riferita alle sue linee di curvatura (zr, v ) ,  si pub porre (Vol. II, 
pag. 338): 

d s2 = ece (d ~8 $ d u2)  

dove B è una soluzione dell'equazionc a derivate parziali 

Introducendo queste ipotesi particolari nelle formole del paragrafo pre- 
cedente e formando l'effettiva condizione d'integrabilith delle (23), troviamo 
per le tre funzioni incognite y ,  r,  o il seguente sistema. di equazioni : 

---_ a - es cet r sen rp -+- re cot cos p 
\ 

8% 8 v  

alp a b  
(a) 

- , + 5' = - ee oot r c,os y - e-O cot O sen rp 1 

a T sen T = e - 0  __ au sen rp - ee cos rp 
sen G > 

a sen r - = e - e  - cos y - ee sen p 
a u ,   sen^ 

\ 
1 

8 G sen G a; = e-O sen p - es - sen : 

8 G sen 7 - e-e cos p - ee - sen cp. a- sen : 
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Si osservi che queste ultime possono anche sc~ivers i  sotto la forma 

Ora, pel modo stcsso corne vennero dedotte le (c), le condizioni d'irite- 
grabilit,à per le (a) ,  (b) sono identicamente soddisfatte, e quant0 alla coiidi- 
zione d'integrabilità per le (c) risulta pure soddisfatta, come s e p e  da1 cal- 
colo diretto O da1 considerare la Ioro forma equivalente (d). 

Abbiamo cosi dimostrato : &ualztnqzie szipeqîcie S d ' w e a  whainza del10 
s p x i o  e l l i f t ico  appni-tiene, come faldn focale, ud co3 co?zyrzienze coî~foi.i?zi. 

F e r  definire una tale congruenza potremo dare ad arbitrio iiz 2112 j m t o  
di S i valori di t ,  y ,  O, ci06 geometricamente: l.." l a  lznzyl~exxa 7 del s e p  
n ~ e n t o  focale, 2.' l 'orientuxione d i  qzlesto seylrze?zfo ne1 pialzo tmîgente d i  SI 
3." i7atzgolo o de i  due p i a n i  foculi. 

Ma applichislmo ora le formole (A), (B) del 5 1 per riconoscero la  nn- 
t u ra  della seconda falda focale F; trovjamo : 

Queste formole ci clicono: L a  seconda falda focale S del la  co?zymenxcr, 
conforme è a m o r n  una superficie d ' a ~ e n  nzzizima, che cowispoizde per l k e e  
d i  czwvatuva e per Einee ass i~z tot iche  d l a ~  pr imi t iua S. 

Conle si vede, sono queste le  proprietà stesse delle congruenze di THY- 
RAUT ne110 spazio euclideo. 
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Evvi un caso particolare di congruenze d i  TRYBAUT nello spazio ellittico 
che vogliamo ora esaminare. Dalle formole generali del paragrafo precedente 
esso risulta supponendo t~ = T r ,  il che riduce le (h) (c) coinciclenti, ed as- 
sociandole alle (a) si ha un sistema completamente integrabde, che p. e. ne1 
cas0 cr = r si scrive : 

a 9  ae -- 
a z l  a v  = cot r (ee sen ? + e-e cos cfj 

a ?  ae (27)  
$ - = - cot r (ee cos p, + e-O sen 5) a u  a u  

a .r - = e-O sen pl - ee cos y 
a I4 l 
a  7. - = e-0 cou y - ee sen y. a v I 

Essendo o -- & L le (25) dànno 

e dimostrano che la seconda falda focale 8 coincide di forma colla polare 8' 

di S. S e  indichiamo con M, M M t  t re  punti qualunque corrispondenti di S, 

,!?, Sr ,  siccoine M' dista da 2 di un quadrante, il movimento che porta Sr 
7 

in 3 sarit uno scorrimento ortogonale, cioè d'ampiezza 2 (cfr. 6, 2'). 
2 

Si pub spiegare a priori questo risultato colla seguente osservazione geo- 
metrica generale. Consideriamo nello spazio ellittico una superficie yualumpe S 
e la sua polare Sr, e trasportiamo con uno scorrimento ortogonale qualsiasi S 
in 3 Essendo M, M, M t re  punti corrispondenti di 8. s S, dimostriamo: 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 X. 17 
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124 Bin  n c h i :  S o p  a lcune clussi di congyuetzxe rettilinee 

La co,tgruenza fsettilittea M N  ha per falde focali S, _Si e la distatzxn t 
dei fihochi M, il1 egunglia E'angoEo G dei p iani  foca Ei. 

Per  cib osserviamo che le coordinatc (x) di M sono altresi le coordinate 
del piano tangente in JI' alla S', corne dualmente le coordinate ( 5 )  del piano 
tangente in M alla S coincidono colle coordinate di M .  Se facciamo ilno 
scorrimento ortogonale, p. e. destrorso, coi parametri (Vol. 1, pag. 445): 

per le coordinate (x) di M, e per quelle (5) del piano tangente in alla s 
avremo 

e le identità che ne seguono 

provano la proposizione enunciata. Osserviamo di più che : s o p a  $, c s i  cor- 
vispondono linee di cul-txti4r.a e linee assintofiche, perchè cib ha luogo nella 
corrjspondenza fra In S e la sua polare 8'. 

Ma supponiamo osa che la S sia ad area minima; allora anche la sua 
polare S è ad area minima ed è rappresentata sopra S conformemente, onde 
risulta c.he la congruenza sopra considerata sarà in ta1 caso una congruenza 
di THYBAUT. È pure evidente geornetricameiite clic avrerno wP di queste con- 
gruenze speciali di THYBAUT, aventi per uiia falda focale la superficie data S. 
Da queste considerazioni risulta altresi che, nota ,Y, l'integrale generale del 
sistema illitnitatamente integrabile (27), (28) si ottiene senza alcuna quadratura. 
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RELASIONE COLLE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE. 

Nello spazio euclideo le congruenze di THYBAUT si collega~io a i  teoremi 
di GUICHA~D sulle deformate del paraboloide di rotazione rie1 modo seguente 
che dimostrai i n  una  mia Nota riei Rendicoîzti dei Liîzcei (*) (cf. Vol. II, 
pag. 334) : L e  due sz~pe@cie d7aî.en nzininza coniugate itz applicabilità delle 
falde focali d i  twa congrziema d i  TRYBAUT, co~zve~ziente~~ze~zte collocate ne210 
spazio, sono le due szdperficie d'areu nziniwa che i l  pî.i~)zo teo?.enza d i  GUICHARD 
(Vol. II, pag. 100) associa ad eina defomzata del pnrnboloicle d i  rotazione. 

1 teoremi di GUICIIARD sulle deformate delle quadriche di rotazione fu- 
rono poi d a  nie estesi agli spazf di curvatura costante in due successive me- 
tnorie nei tomi IV  e V (Serie 3.a) di questi Ai)zîzuli. Ed ora dimostrerb ul- 
teriormente, servendomi di quei risultati, che le proprietà ora ricordate delle 
congruenze di  THYBAUT si conservano ne110 spazio ellittico (ed iper'uolico). 

Suppongasi di avere una congruenza di TIIYBAUT ne110 spazio ellittico, 
definita dalle formole del 5 10, e sia S' la coniugata i n  applicabilità (Vol. II, 
pag. 339) della S, sicchè per la S' le linee (u,  v )  sono assintotiche e si  ha  

d de = eze ( d  u2 + d v4) ) per la S. 
D = D 1 ' = 0  7 D f = 1  ) 

Con una conveniente trasformazione, di  quelle considerate nella prima 
delle Memorie sopra citate (Anrzali, tom. IV), deduciamo dalla S' una  nuova 
superficie ad  a rea  minima S' ne1 modo seguente. 

Prendasi una coppia (@, W) di soluziorii del sistema di equazioni a de- 
rivate parziali 

(*) Srclla teorin delle tt~usfoi.mnzioni delle superficie d'nren tîzinit)za. (Agosto, 189'3.) 
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(love c é una costaatc. L a  superficie d'area minima trasfornmta S' avrà per 
l'eleinento lineare riferito alle assintotiche (u, v) : 

Per  le formole (25) del S 1 0  sarà provato che la 2, conveiiienteineiite 
scelta, sarà la coniugata in applicabilità della seconda fiilda focale S d c l l a  
congruenza di TRYBAUT se dimostriamo che, scelta la costante c in modo con- 
veniente, e presa opportunamente la coppia (@, W) di soluzioni delle (291, 
(30), (31), si pub rendere 

Q, sen7 - - -. 
IV- sen li 

Ponendo 
Q = sen r, IV= 1. sen cr, 

dalle (30) si trae 

a log A Cos d O COS .r 
- ee cos y 

3 zc sen s sen 5 

COS 7 

se'1 y / 
) 

(33) a log A COS O 
=e'J - sen i - e-e COS p. a v sen T sen a 

'Intanto dalle (a) ,  (b), (c) $ 10, che si suppongono soddisfatte, risiilta che 
le equazioni simultanee (33) per la incognita A sono compatibili, e 1. lie ri- 
sulta quindi determinata con una quadratura, a meno di un fattore costante. 

Dalle (32), derivando, troviamo ora 

a (1) -- a @ 

a zc 
= 1 ee (coso - cos r) cos p., av = h ee (cos CI - cos r) sen y ,  (34) 

indi per le (32) 

@-<O /(!Zr+ (27 1 + 6 2  -+ ÇV' 
a u  1 - cos cicos r . - , r ,  - - 

2 @  W sen G sen T 

Ma dalle (dl $ 10 risulta subito che il secondo membro di questa for- 
inola è una costante; presa questa per valore di c, la (31) è adunque sod- 
disfatta. 
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- -- 

Ed ora, derivando nuovamente le (34), si vede facilmente che CD, TV, 
date dalle (321, soddisfano anche le (29). Cosi è provato quanto si voleva 
dimostrare. 

CONGKUENZE DI THYBAUT NELLO SPAZIO IPERBOLICO. 

'Indichiamo rapidamente i risultati analoghi pel caso iperbolico che si 
stabiliscono con piocesso affatto simile. P e r  una superficie d'area minima S di 
questo spazio riferito alle linee di curvatura si h a  

j d sz = eze (d u2 +.d v ? )  
/ y, e e e rr =-et0 , 

soddisfacenilo 0 ali'equazione 

Una  congruenza conforme di cui S sia unn falda focale è definita da1 
sistema simultaneo 

a ?  a e  -- = eB coth r sen rp + e--e cot 5 cos )O a t b  a v  

aci a e  (a*) 
+ - = - ee coth r cos (p - e cot a sen ;J a u  a v  

e si osserverà anche qui  che le ultime possono scriversi sotto la fornia 
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onde risulta che : iu queste cotzgrtienze è costante il rapporto 

tgh 2 
2 

Il sistema (a*), (b", (c*) è illimitatamente integrabile a causa della equa- 
â2e  a t e  

ziorie : - $ - = e2% + e - z e ,  cui soddisfa 8. a tb2 a v e  
- 

P e r  la seconda falda focale S, dalle (A*), (BI) 3 2 abbiamo 

si hanno quindi i medesimi risultati coine per Io spazio ellittico. 
llimostriamo in fine che anche ilel caso attuale le due coniugate jn ap- 

plicabilith S', S' delle S ,  3 sono fra di 1oro e con una deformata del para- 
boloide di rotazione nella r e l~z ione  del teoreina di GUICHARD per Io spazio 
iperbolico. Dalla superficie d'area minima S' che riferita alle assintotiche (ti, v )  
ha l'elemento lineare 

d s'* - ePe (d  u2 -b d va) 
con 

D=D"=O , D ' = l  

si passa alla trasformata SI (m. c.) secondo il teorema di GUICHARD ilel modo 
seguente. P e r  l'elemento lineare di S' riferita alle assintotiche (21, V) si ha  

essendo ((Dl W )  una coppia di soluzioni del sistema seguente di equazioni: 
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indicando c una costante. 
Procedendo corne al paragrafo precedente, basterà provare che, soddi- 

sfacendo (D, r ,  G alle (n*), (b*), (c*,, si pub scegliere la costante c e la coppia 
di soluzioni (4 ,  W) del sistema supeïiore in guisa che risulti 

senh T - -. 
W sen G 

Posto 
= 2, senh r ,  W = L sen c, (32*)  

dalle (30*) si traggono in primo luogo le equazioni conlpatibili in A 

a iow x COS G 
a = e 8 -  

cos11 ';. cos y - e-e sen rp 
8 21 sen11 : sen I; 

a log x COS G  COS^ .r = ee - sen y - e--0 -- COS y, a v senh 7 sen G 

che dànno h con una quadratura. Successivamente troviamo 

e quindi 

aa2 + (%) aa2 1 - (1'. + w 2  
.- 

1 - cos G cosli T --- 
2 @  W , sen G senh r 

Il secondo membro, n caupa delle (d*) è appunto una costante. Presa 
questn per la costante c, la el*) è soddisfatta. E cos), derivando le (34'), si 
prova che anche le (29" sono verificate. 
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FORMOLE RELATIVE AD UN.4 SUPERFICIE RIFERITA ALLE ASSINTOTICHE. 

Ci volgiamo ora a tïattare l'ult,inio degli argomenti proyosti, 10 studio 
delle congruenze TV a falde focdi d ' e g i d  curvatura negli spazî di curvatura 
costante. Corne ne110 spazio euclideo (Vol. Ir, pag. 74) ci limiteremo per 
d t r o  a1 caso in  cui le linee assintotiche delle due falde focali sono reali. 
Converrà per prima cosa stabilire un sistema d i  formole fondamentali per 
una superficie S del nostro spazio, riferita alle assintotiche. Queste formole 
sono le stesse tanto nello spazio ellittico che nell'iperbolico (coine nell'eucli- 
deo); indicando con I l ,  la cur~ratura del10 spazio faremo al solito per seiw 
plicità K ,  = + 1 ne1 primo, Ir', - - 1 ne1 secondo caso. 

L'elemento lineare della 8, riferita alle assintotiche (u, u),  sia dato da  

ds2=Edu" 2 c o s o \ I ~ ~ t l u d v +  G d v 2 ,  

dove dunque w é l'angolo eompreso dalle assintoticl-ie. Indicando con 

la curvatuïa relatiua della superficie, avremo pei coefficienti della seconda 
forma fondamentale 

- sen 6) D D" = 0 , D1=\EG-- -  
P 

Essendo orn r,, xi, a,, x, le coordinate di un punto M variabile sopra S,  
denotiamo con i , ,  t,, E ? ,  E? i coseni d i  direzione della normale alla S e con 

quelli delle tangenti aile linee di cuivatura, ciok alle due bisettrici delle linee 
coordinate, e poniamo precisamente 

1 i a2 
rl 

2 sen 61(\IEau 2 , G a v  l ax) 

1 i a i a x  
~ - 7 ( z z + T z  2 cos 2 a v ) -  
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Le formole che vogliamo stnbilire esprimono le derivate rnpporto ad 24, v 
degli elementi del. determinante 

5, Ti x2 x3 

50 5 1  2 5 3  

?O '71 i7e Y/3 

t o  t a  Cn C3 

per gli elementi stessi. Per quelli della prima linea esse seguono dalle (351,  
per quelli della seconda dalle formole generali date ne1 Vol. 1, pag. 493 e 
ivi segnate (39). Per gli elementi delle altre due righe si deducono ne1 modo 
stesso tenuto nelle Lexioni (Vol. 1, pag 318 e ss.) per stabilire le formole rela- 
tive alla sfera. Diamo nella seguente tabella le formole che CO$ si ottengono : 

le quantità A ,  B vi hanno il significato seguente 

Anrrali di Malematica, Serie III, tom0 X. 
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Le formole (E) valgono si ne1 caso ellittico che nell'iperbolico. La diffe- 
renza fra i due casi appare solo in cib che, in virtù della formols di LIOUVILLE 
per la curvatura, le quaiitità A, B date dalla (36) sono legate dnll'identitii 

a A  a B  - 
a v 
f a ,, = , E G sen o (i - 1) ne1 caso ellittico, 

e irivece dall'altrn 

a A  a B  - 
' + 1 )  ne1 caso iperliolieo. + ,=,E ~ s e n q ~ ~  (37 *) 

Aggiungiamo çhe per avere dalle (E) le foriiiole che valgono ne110 spazio 
euclideo basta sopprimere nei secondi membri per le derivate di q, i primi 
termini, contenenti x. 

Abbiasi ora una congruenza rettilinea di cui sia S una delle falde focali 
e indicliiamo la seconda con Per  fissare le idee riferiamoci prima al caso 
ellittico el adoperando le notazioni stesse del $ 1, scrivittmo le formole per 
la S s o t t o  la forma (4), (5), cioè 

x = x cos r + (q cos y + sen y) sen .r (38) 

5 = 5 cos 5 + (q sen y -- < cos y )  sen G. (39) 

Scrivendo le condizioni 

avendo riguardo alle formole della tabella (E', troviamo in primo luogo le 
formole seguenti : 
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Ed osa, derivando le (38), (39) osservando le '(E) deduciaino le altre : 

- 
-- \ln, sen r cos (y + +). t + 

l P 

+ l  c o s p . c o s r [ g + , ~ s e n  (?+ +)]+ 
-1- - d B  sen r cot r sen p cos + 

i' ( n>b+ 

-- qË sen r cot o cos y cos (Y 
13 

a v 

+\+senrcos a ) [  + 
\ + [ cos y cos r [z + v~ sen (y - +)] -. 

\'G -- sen r cot o sen y cos 
P 

+ ] s e n y c o s r  

f 'sen i cot cos p cos - +) . c 
- 

+ P 
- = < E s e n o c o s  3 ec 

a ~ ,  
- sen [ a  T - sen (y + :)] 5 + 

16 P 

a G  \ E  + [ s e n l ~ ~ ~ o [ a , +  sen(?  ++II- 
- \ iEsen oeo t rcosccos(p  -k ; ) l . n  + 

\ 
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- 

+ [ - c o s y  cos a [aG d z c  + - p sen (y + :)1- 
-,/E sen cot r s e n  q, cos y + , ( 3 i . r  

= ~ l G s e n o c o s  y -  . x -  
i 2) 

\/ G 
- sen a [a - - sen (? - +)] . < + 

P 

I G + ~ s e n y c o s ~ [ ~ - -  v - P sen 
- +)] - 

- , G sen 5 cot 'C COS 9 COS (~-$)1*1+ 

+ 1-cos yseno [a G-- dG Ben 
- +)] - V P  

- \ilG sen G cot r sen g, cos y - - ( ; ) I . c ,  

Servendoci delle formole scritte e costruendo i coefficienti delle due forme 
quadratiche fondamentali per l a  superficie troviamo per le formole ri- 
chieste : 

-- ~ = [ g + ~ ~ s e n ( ~ +  .)]. [z  + : ~ s e n ( y -  ;)]- 1 
\ ËG sen2 2 --- 

p b e n P  a 
COS (q, + ;) COS ( y  - ; i 
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\/El sen r 
--- cos(? +  sen y- 

p sen tr 2 a u  ( +)] 
- sen G D' = 1/E -- sen 7 sen(? + ?)[- 2 a u  + , / ~ s e n ( ~ -  $)] + 

,@ seil 7 
( G )  

+- -  p sen c cos ( G + p s m ( p + - ) l  \/" P 

- sen G n'=@ - cos y - -  -+{Gsen (--  sen T ( a)[:; - ( 31. 
- 

LIG sen c l 
cos - 2) [P - - 

+ T ~ ~ Ï G  a a u  fi sen(P- 5)]. 1 
L'eguaglianza dei valori di D' dati dalle ( G )  segue anche dalle (40) 

formando la  condizione d'integrabilitk col tener coilto dell'ideritità (37) c 
delle altre 

L a  stessa cosa pub dirsi implicitainente contenuta ne1 risultato al $ 1, 
giacchè le formole attuali non sono che quelle già ivi stabilite, trasformatc 
in coordinate assintotiche. 

Notiamo ancora che dalle (F)  segue l'altrrt 

Formole affatto simili a quelle ora stabilite pel caso ellittico valgoiio 
nell'iperbolico. Senza scriverle esplicitamente basta osservare che si deducono 
dalle precedenti cangiando dappertutto le funzioni circolari di r nelle iper- 
boliche corrispondenti. 
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Supponiamo ora che la nostra congruenza sia tale che sulle due falde S, %i 

si oorrispondano le linee assintotiche (sia una aongruenza W). È percib ne- 
cessario e sufficiente che si abbia jnsieme D = 0, D I =  O, ossia, per le (G) 
che sussietano le due equazioni 

Tenendo conto di queste, il valore di dato dalle medie ((3) diventa 

Se ora indichiamo con l a  curvatura relativa della seconda falda ab- 
hiaino 

- 
- 
k=- 1 ) ' E  

E G - Fz' 

di qui, osservando la (44) e la (H), si deduce la forinola 

1 
ovvero, essendo k -. - - la curvatura relativa della prima falda : 

F~ 
sen a'4 

A questa formola, che vale per le congruenze W nello spazio ellittico, si 
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sostituisce nrituralmente nello spazio iperbolico l ' a h  

È clliaro che le forrnole ora ottenute dànno l'estensione alle congruenze TV 
degli spazî di curvatura costante del teorema di ris au cou^ per Io spazio eu- 
clideo (Vol. II, yag. 58). 

Un'altra proprietà delle congruenze W del10 spnzio euclideo si estende 
nlle attuali collegandole alla teoria delle deformazioni infinitesime col teorema : 

Af lnckè  m a  congmenxa rettilinen siu una congvuenxn W 2 necessario 
e suficiente che zuzu falda focale sin suscetti lde d i  unu tieformazione infi- 
nitesinzn tzella quale ciascztn punto delln superficie s i  spostn tzella d i ~ e s i o r ~ e  
~zornzale a l  piano tangente de l l 'u l lm falda.  

Questo, che fu già dimostrato per altra via. da1 FUBINI (*), deduciamo dalle 
nostre formole ne1 modo seguente. Indicando con T una funzione incognita 
di ZC, v e con E una costante infinitesima, poniamo 

e cerchinmo se è possibile determinare T in guisa che ne risulti identicamente 

ne1 qua1 cas0 appunto le (46) daranno una superficie infinitamente vicina 
alla S ed applicabile sopra di essa. Servendoci delle formole generali fj 15, 
troviamo che la (47) si traduce per la funzione incognita T nelle due eqiia- 
zioni : 

a log (T sen G) - 
- a u  - c sen + -) 2 (* p + coir) 

8 log (T  seil c )  - (48) 

a v eot i). \ 
h dunque necessario e siifficiente che sia soddisfatta la  condizione d'in- 

tegrabilità 

(+) Sulle deformwioni iwfinitesime delle superficie neglz' spnzE n cumatura costante. 
(Rendiconti dei Lincei, Mnrzo 1899.) 
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ora questa sviluppata conduce ad un'equazione lineare fra le derivate di r ,  G, 

e combinata coll'altra che risulta doll'eguagliare i valori di D nelle (C) d:'~ 
un sistema equivalente alle (43), cib ctie dimostra il teorema. 

Veniamo ora al l 'ogg~tto proprio della nostra ricercn e supponinmo che 
nella nostra congrumza W le due falde focali abbiano egunl curvatura e sin 
quindi 

1 

Considerando ancora il cas0 ellittico, la formola (45) generalizzatn di 
RIEAUCOUR dà fra r, a la relazione finita 

dopo di che le (43) si riducono semplicemmte alle 

Bisogna adunque intanto che la funzione p di 1 1 ,  v sia tale da rendere 
compatibjli queste equazioni (50) colla (49). &!a viceversa, se cib accade e 
r, o sono scelte in guisa da soddiefare queste tre equazioni, le osservazioni 
fatte ai paragrafi precedenti dimostrano che basterà poi scegliere in guisa 
da soddisfare le (40), che formeranno un sistema illimitatamente integrahile. 
Alla (49), senza alterare la generalità, possiamo sostituire I'altra. 

sen r = p sen o (51) 

iniendendo che p, sen t, sen c siano positivi. Derivando questa rapporta ad 
2 4  v e cornbinando colle (50), possiamo a queste sostituire le equivalenti 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



faegli spazZ di czcrvcr t w n  cos tan te. 139 

Esprimendo in queste  cos^ per r dalle (51), non rester& altro che a scri- 
vere la condizione d'integrabilità 

sen T . - -- sen r 

Questa assume dapprima la forma 

2 sen r cos G ûz log p + 

-- 2 ,J. sen7 alOgp --- alogp - 
~ o s ~ r - c o s ~ c  h a v  C O S ~ . - C O S ~ G  8% av O, (53) 

dove si è posto 

1 f sen2 c - COS a COS r 1 $ senP c 4- COS o eos T -- I* = cos r - cos iT COS . + cos t 

Con fncili riduzioni si ha 

sen2 G + sene i 
p = 2 COS 0 sen? c - sene r ' 

ossia. per la (49j 

p = 2 COS 0. 
1 -t P" 
1 - p' 

O sotto altra forma 

Di questa troviamo subito l'integrale generale sotto la forma 

essendo y (u), + (v)  le due funzioni arbitrarie, l'una di  zc, l'altïa di W. 
Cosi p ha necessariamente la forma (K); ma inversamente se questo ac- 

cade le equazioni simultanee (52) per t formano un sistema completameiite 
integrabile e danno r con una costante arbitraria. 

Abbiamo eseguito i calcoli superiori pel cas0 ellittico. Ne1 cas0 iperbo- 
Annnli di Mntematica, Serio III, tomo X. 10 
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se si pone R (p ( 2 1 )  = U, R JI (v) = V e nella formola conseguente 

tenendo fissi U, V si fa crescere R all'infinito si ottiene apyunto al limite la 
formola dello spazio euclideo (1. c.) : 

TRASFORM.~ZIONI DELLE SUPERFICIE DELLA CLASSE (K). 

D a  ogni superficie S della classe (K) O (Ky se ne deducono o o h u o v e  
come seconde falde focali delle m%ongruenze a falde focdi d'egual curvatura cui 
appartiene, come prima falda, la S. Per cib occorre prima integrare le equa- 
zioni (52) O (52*) che dipendono unicarnecte dalla forma della funzione p, 
che si pub ridurre evidentemente cangiando i parametri, u, v ai tre tipi 

zc + v 26 - v a) p = cost., b) p = u, c) p = 0 F=--- -  
l + u v  

h tegra te  una volta yer tutte queste equazioni, rimane da integrare le 
equazioni simultanee (40) O quelle che da queste si ottengono cangiando cot r 

1 in coth r. Prendendo per incognita tv - 1 ,  esse hanno la forma di un'equa- " 2 
zione di RICCATI e basta la conoscenza di una soluzione particolare perche 
l'applicazione successiva del metodo di trasformazione riesca con sole qua- 
drature. 

S i  potrebbe poi perfezionare ulteriormente il metodo di trasformazione 
dimostrando che sussiste anche qui un teorema di pernzufabilità affatto ana- 
logo a quel10 che sussiste ne110 spazio euclideo (Vol. II, pag. BO), colla qua1 
cosa vengono risparuliate le successive quadrature. 

Qui ci fermeremo soltanto a considerare due casi particolari di superficie 
della classe (K) O (K"), corrispondenti ai  tipi a) b) sopra distinti. 
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Ne1 primo caso le supeificie in discorso sono quelle a curvatusa costaiite 
ed  assintotiche reali. Essendo p = cost., dalle (52), (52") segue .s = cost. e 
dsiie (50) ancore O = cost.; le relative congruenze sono quelle già considernte 
al Ej 3 che conducono alle trasformazioni di B~CKLUND. Avendosi qu i  

si pub fare semplicemente E -= 1, G = 1, indi 

dove w è una soluzione del17equazione a derivate generali 

-EL = ($ 1) sen w. 
au a v 

L e  (40) diventano lt: formole della tsasformazione di BSCKLUED 

a  CO^ c i &+-- P 
cot r )  cos j y  -- +) 

Per  la superficie trasformata si ha dalle (F) 

onde risulta. la proprietà della trasformazione di BACKLUND di conservare Ir 
linee di curvatura e le linee assintotiche col loro arco. 

11 secondo caso particolare notevole è quel10 corrispondente al tipo b). 
Per le superficie in discorso la cuïvatura (assoluta O relativa) è una funzione 
delln sola (,u) e percib: le lovo linee di egual ctwvatzwa sono le assintotiche 
d i  un sistema. Cib equivale a dire (pel teorema ~ 'EXNEPER) che in questo si- 
stema ciasciina assintotica. è una curva di torsione costmte. Essendo ora 

ae a~ G - - - F -  a u  a u  [ li2 l=rÉG- F*)  = O  
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rie risulta 

e quindi G - u V. Cangiando il parametro v ,  si pub fare V =  1 e per l'e- 
lemento lineare della superficie si ha la forma 

della qunle risulta la seguente proprietà caratterist icu delle attuali superficie : 
Sulle! assiîztoticha ( u )  a torsione costante le assi~ztotiche (v) deil 'altro sisfevza 
itttercettaizo arch i  propo~aio~za l i .  

a z  In fine osserviamo che essendo - = 0, sen t = p sen c, la terza delle (F) a v 
da G= G, onde segue : P e r  le szrperjcie della classe atttrale le t ras formn-  
zioni corasiderate conservuno g l i  a m h i  delle assitztotiche a torsione costante. 

Per  ogni singola curva a torsione costante la trasforniazione è la niede- 
sima corne per la superficie di curvatura costante. 

Termineremo coll'addurre un esempio di superficie della classe (Kb. Quesio 
troviamo, in analogia di quel10 che accade per 10 spazio euclideo, nelle su- 
perficie co~zoidal i   ett te, cioQ in quelle rigate del10 spazio ellittico od iperbo- 
lico che ammettono una direttrice rettilinea ortogonale a tutte le generatrici, 
Consideriamo particolarmente Io spazio ellittico e supponiamo clie la diret- 
trice sia ln congiungente i due piiriti (1, 0, 0, O) ,  (0, 1, 0, O).  Le coordi- 
nate x,, x i ,  x,, x, di un punto mobile sulla conoide retta si trovano subito 
date dalle formole 

r,  = COS 11 COS v,  X, = COS 21 sen v, I 

xz = sen u COS cp (v), x3 = sen zc sen cp tu), (55) 

dove u i: la lunghezza di generatricc v = cost. contata a partire dalla diret- 
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trice (u = O),  v la liinghezza di quest'ultima contata da (1, 0, 0, O), in fine 
cp (v) una funzione arbitraria di v, che fissa la forma particolare della conoide. 
Dalle (55), derivando, si deduce per l'elemento lineare della superficie 

iiidi pei coseni di direzione della normale: 

y' sen u sen v - sen zh cos v 
50 - 5 1  = 

\ J C O S ~  ZL $ y'? sen2 u \I cos2 u + y'. sen2 16 

- COS' u sen y cos zc cos 9 t 2  = 5 3  = 
\ cos2 oc + ~ ' 2  sen2 u \ cos2 u + cfre  sen2Ü 

1 coefficienti D, D', D" della seconda forma fondanientale della conoide 
hanno quindi i valori - 

?' '3'' sen u cos 16 D-O, D ' =  , D" = -& 

\/cos2 u + (p12 sen2 11 \/cos2 u + $2 sen2 u 
(56) 

onde per la c u r d u r a  relativa k abbiarno 

Le assintotiche del secondo sistema, dopo le generatrici v = cost., sono 
le linee integrali del17equazione differenziale 

2 d u  9" + , -du==() .  sen s cos 26 

Se si pone adunque 
24, = T' tg' 21, 

le assintotiche del secondo sistema saranno 1c 24,  = cost. Orn dalla (57) espri- 
mendo p pei parametri u , ,  v delle assintoticlie si trae 

che ha appunto la forma (K). 
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Analogamente ne1 caso iperbolico per la formola della conoicle retta pos- 
siamo prendere : 

x0 =: cash u cosh v, x i=coshusenhv ,  , 
(55*) 

x2 = senh zc cosh cp (u),  x, -. senh 11 sen 4, (v), \ 

da cui ricaviamo 

y' senh"u:senh v , < (  = y' senh u cos11 v 
5 0  = 

\ / C O S ~ ~ U  + yt2senh2u 
7 

\, cosh2 a + 9'2 senh2 zr 

cos11 u sen 9 - eosh a COS y 
5 ,  = 9 5 -  

\/cosh2 u + (p'z seilhzu - V G h z  u + y'z senhz u 

L e  aesintotiche del secondo sistema sono le 

uI = y' tgh2 u = cost., 

ed esprimendo p pei parametri zc, v si ha 

1 - 211 . 
Y' 

che 6 appunto la forma (KQ). 
Notevole in ambedue i casi è l'ipotesi y '=  cost., ove, essendo Dr' = 0, 

anche le u sono assintotiche e la superficie è ad area minima. Queste rigate 
ad area minima corrispondono nll'elicoide rigata minima del10 spazio eixclideo 
e dànno altresi un esempio delle superficie, considerate al paragrafo prece- 
dente, nelie quali le assintotiche u sono cjascuna a torsione costante. Soltanto 
ne1 caso ellittico, quando la costante h a  il valore particolare y '  = 1, questa 
torsione è la stessa per tutte le assintotiche u e si ha la partinolare superficie 
di CLIFFORD a cuwatura nulla e ad area minima. 

Piss, Agosto 190:;. 
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Sur quelques transformations d'une série 
de puissances. 

(Par NIELS NIELBEN, à Copenhague.) 

Supposons pour un instant que la variable z soit réelle et que O < s < l ,  - - .  
puis mettons dans cette intégrale indéfinie 

'X 
x =sin y, où a, désigne un angle réel tel que O <_ cp < - une intégration 

- - 2  
par parties donnera immédiatement 

1 
J = f (  f ('1 (sin y )  . cos cp .log tg  - 2 cp d y, ( P )  

1 de sorte que nous aurons, l'aide de IR nouvelle transformation tg - p =a, 
2 

notre intégrale cette autre expression 

1 -z" log x d x .  (Y) 

Supposons maintenant que la fonction f (x) soit holomorphe aux environs 
du point x = O  et que la série de puissances correspondante ait son rayon 
de convergence égal à r ,  nous aurons cette autre &rie de puissaiices 

où p désigne le plus petit des deux nombres positifs 1 et r, ce qui donnera 
Anttali di Matematicn, Serie III, tom0 X. 20 
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immédiatement 

Cela posé, il est h i d e n t  que la fonction f(&) est holomorphe aussi 

aux environs du point x = O, de sorte que nous aurons cette nouvelle série 
de puissances 

ce qui donnera 

Quant au rayon de convergence P, nous aurons à donner plus tard pour 
cette quantité des li~nites supérieures et  inférieures. 

Appliquons maintenant ici cet,te formule intégrale 

nous aurons, en vertu de ( y ) ,  cette nouvelle formule 

Or, remarquons que les deux variables x et x sont liées par cette identitd 

les formules (2) et  (2  bis) donnent, en vertu d'un théorème fondamental de 
l a  théorie des fonctions analytiques, une identité de cette forme 

où K désigne une constante arbitraire. Pour déterminer la valeur de cette 
constante mettons dans (8) x = O, ce qui  est permis, nous aurons R= log 2. 
Posons ensuite x au lieu de x, nous avons démontré ce théorème général: 

1. Définissons, à l'aide de ( 1 )  et ( 1  bis), les deux groupes de coeffi- 
cients a ,  et B , ,  n o w  auf.o?is cette identité: 
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forlrule p l i  nous domera le prolongemerzt analytipe de ln nérie de pziis- 
sumes figurant au second membre et étant convergente pour des valeurs suf- 
fisainment petites de  1 x 1. 

Considérons encore cette autre intégrale indkfinie 

la transformation x = tg y nous conduira, à l'aide d'une intégration par parties, 
à cette nouvelle expression 

S log sin cp 
J, = g (tg y )  . log sin y - 9") (tg Y )  casa d 1, 

d'où, en posant sin rp = z : 

Supposons ensuite que la. fonction y (x) soit holomorphe aux environs du 
point x = O et que la série de puissances correspondante ait son rayon de 
convergence égal à Y ,  nous aurons ici ces deux autres séries de puissances: 

où p désigne le plus petit des nombres positifs 1 et r ,  tandis que nous avons 
à donner bientôt des limites supérieures et inférieures de P, . 

Cela posé, nous aurons sans peine cet autre théorème général: 
I I .  Défifzissons, à t'aide de (4) et (4  bis), les deztx groupes de coef- 

Jicients c, et cl,, nous aurons cette identitc?: 

formule qui m u s  donnera le prolonge~nent analytique de la série de puissances 
figurant au second membre et étant conuergente pour des valeurs suffisanz- 
ment petites de 1 x 1. 

Supposoris données les deux séries de puissances figurant aux  seconds 
membres des formules (3) et (5)) ou, ce qui vaut autant, les coefficients b, 
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et  cl,, l a  détermination des a, e t  des b, deviendra très compliquée, de sorte 
qu'il est très remarquable que l a  forme singulière que noua avons donnke aux 
formules susdites nous conduira immédiatement a u  but dans un nombre des 
cas iritéreseants. Or, avant d'étudier de tels cas particuliers, nous avons à 
déterminer les champs de  convergence des séries de BURMANN qui figurent aux 
premiers membres de  (3)  e t  (5) et  à donner des limites pour les deux rayons 
de  convergence P et Y,, s i  nous supposons données les fonctions f (x) et  g (x). 

Quant a u  champ 
premier membre de la 

de convergence de  l a  série de BURMANN figurant au  
formule (3), remarquons que la fonction 

est holomorphe dans tous les points du  plan des x pour lesquels 

posons maintenant x = 5 + i ? ,  où 5 e t  q désignent les coordonnées rectangles 
du poiiit x, l'inégalité (a) nous conduira à cette autre 

Cela posé, consid6roiis cette courbe C ( 1 0 )  : 

nn bien en coordonnées polaires 

p4 - 2 (a + 2 sin2 9 )  p" 1 = O, (6 bis) 

nous verrons que C ( r )  est une courbe fermée qui a des points doubles dans 
les points circulaires à l'infini. 

Or, la condition (o.) montre clairement que F (2) est certainement liolo- 
morphe dans tous les points du plan des x que .l'on peut obtenir en prenant 
comme point de départ z = 0 et en suivant un chemin fermé qui a un nombre 
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pair de points d'intersection avec C'(Y). Nous désignons par  V ( r )  l'ensemble 
de tous ces points; c'est-&-dire que F ( z )  est certainement holomorphe dans 
I R  partie 3 (r) du plan des x. Inversenient, il est évident que F (2) a toujours 
un point singulier a u  moins situé sur la courbe C(î.) ,  ce qui montrera que 
les limites supérieures et inférieures de P seront précisément le plus grand 
et le plus petit rayon vecteur qui unit l'origine avec un point de C(Y) .  

Considérons maintenant l'équation (6 bis), il est évident que les valeurs 
maximums e t  minimums de P sont celles qui correspondent a u x  points d'inter- 
section de C ( r )  avec les axes de coordonnées. De  plus, je dis que ces valeurs 
nous donnent aussi le maximum e t  le  minimum ccbsolus de p. 

E n  effet, cherchons sin 6 de  (6 bis), la condition nécessaire et suffisante 
pour que l'angle 8 soit réel deviendra 

ce qui donnera pour Y ces deux limites 

limites qui coïncident pour 9- = 00, c'est-à-dire a -- - 1, et dans ce cas seu- 
lement. 

Cela posé, nous avons démontré cette proposition générale : 
L'identitk (3 )  nom donne le prolongement analytiyue à tout le domaim 

( p )  ( p  étant le rayon de convergence défini dans ( 1 )) de la série de puis- 
sances Jiguwnt au second membre de la, formule susdite e t  dont le rayon de  
convergence doit satis fa.i;re 'aux conditions (7) .  

Quant  au  théorème II, c,onsidérons I R  fonction 

X 
G ( z )  = g (--) 9 ,, 1 - 22 

nous trouvons ici cette courbe C, ( r )  : 

ou bien, en coordonnées polaires 

( a - l ) p 4 - 2 a p 2 ~ ~ ~ 2 8  + a = 0 .  ( 8 bis) 

Supposons Y -1 1, la courbe C, (Y) est fermée e t  a des points doubles dans 
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les points circiilaires à l'infini. Dans le cas particulier r - 1, a u  contraire, 

notre courbe deviendra une hyperbole équilatérale avec son axe  égal à 

L e  même procédé que nous venons d'appliquer nous conduira ici à ces 
valeurs limites : 

(9 bis) 
I 

D&signons ensuite par  q ,  (Y) l'ensemble des points du plan des z que l'on 
peut obtenir en partant  de  x = O  e t  en suivant un  chemin fermé qui a un 
nombre pair de points d'intersection avec Ci(?*), nous avons démontré cette 
autre proposition : 

La formule (5) nous donne le prolongement uncllytique à tout le do- 
maine q, ( p )  ( p  étant te rayon de convergeme défini dans ( 4 ) )  de ta série de 
pziissances figurant au secowi! ~nembre de lu f o m d e  susdite et dottt le myon 
de  convergence doit satis;faire aux conditions ( 9 )  e t  (9 bis). 

Comme premier exemple de la transformation indiquée dans le théorème 1 
posons f (x) = 1,  ce qui  donnera 

de sorte que l a  formule (3) donnera ici ce développement particulier 

S = " 1 . 3 . 5 . . . ( 2 ~ - 1 )  1 2 2  
log (1 + x" = z . -  

s=l 2 . 4 . 6  . . . (  2s )  ' 2 s  (1 +xzJ' (10) 

ralable dans le domaine V (1). Posons particulièrement x = 1, ce  qiii est 
permis, nous aurons cette formule numérique 

S="1.3.5...(2s- 1)  1 
log 2 = r( 

,=1 2.4.6 . . . (  2 s )  2 s '  
(10 bis) 
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L'hypothèse correspondante g (x) = 1 nous conduira, en  vertu de (5), à 
une identité formelle. 

Pour  obtenir des applications plus générales de nos deux théorèmes gé- 
néraux posons 

(arc sin x)'z f (4 = 
Yb! 

Y 

nous aurons évidemment 
2 2 2 '2 

- - (arc tg x)jz, 

de sorte que les coefficients correspondants as e t  b ,  se déterminent comme 
suit : 

a,= O, s < f i ;  an+,,=(n + 2 s 4- 1 ) .  A,"+'; a,+,,+l = O  

bs = 0, s < 12; 6,+,, = 2" . Bz+2s ; bn+zs4.1 = 0. 

En second lieu mettons 

nous aurons 
x (arc sin 2). 

7 

ce qui donnera pour les coefficients c, et d, ces s ÿ s t h e s  de valeurs: 

CS = 0, s < ~ 2 ;  c ~ + ~ ~  = (12 + 2 s 4- 1 )  . B;;Pf1; c,+,,+, = O  ) 

) 
(12 bis) 

dr 0, s < 12;  dn+es = An+"; dn+2s+l = 0. 

Cela posé, une application directe des deux théorèmes généraux donnera 
cette proposition intéressarite : 

Delfiîzissons à l'aide des fortnules (1.2) et (12 bis) les coefficients d et B, 
nous aurons ces deux formdes sirzguliéres: 

s = w n + 2 s + l  f i+ , s+ l . ( . .  x ) " + 2 ~ - " = ~  An+" 
2; . &,+i - 2, V s  xn+2s, (13 bis) 
S=O n 4- 2 s 1 - az 
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oii P= Pi = 1, et oh les séries de B ~ R M A N N  sont conve~gentes dans les do- 
?mines  V (1) et 'Sj, (1) respectivem.ent. 

Posons particulièrement dans (13) tz = 1, puis mettons 

nous aurons cette formule particulière 

d'où en posant x = 1, cette relation numérique 
S=OO (.- 1)s s=w 2 . 4 . 6  . . . (  2s) 1 

.- 2.zo p S + 1 y - l  + 4 3 . 5 .  7 . . . ( 2 ~ + 1 )  e s + - 1  (14 bis) 

que j'ai démontrée directement (*) autrefois, tandis que la formule plus g6- 
nérde (14) est due à M. W. KAPTEYN (**). 

5 4. GÉNÉRALISATION D'UNE FORMULE D'ABEL, 

On voit que la fonction S, (s) figurant dans (14) est intimément liée avec 
cette fonction célèbre 

pour laquelle LEOEBDRE (***), ABEL (****) et SCHAEFFERS (*****) ont démontrfi 
une suite de propriét4s remarquables et de laquelle j'ai étudié récemment (****** 
des ghéralisations très étendues. Or, il est intéressant, ce me semble, que 
notre théorème II nous permet de généraliser beaucoup une formule  A ABE^ 
concernent la fonction .L2 (x). 

(*) A:jt Ticlsskrift for iMatematik, t. 5 B, p. 24; 1591. 
(r.*) Nieuw Archief,  ('2) t .  3, p. 225-2'39; 1897. 

(*ta) Exercices de calcul différentied et irztégral, t. I I ,  p. 344. 
(**a*) GTuvres complètes, t. I I ,  p. 189-193. 

(a***#) Jozrnal de Crelle, t. XXX. 
jrxr*tr) Ce Journal, 3e série, t. IX, p. 219-236; 1903. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'une s&àe de puissances. 155 

E n  effet, désignons par o,p la somme de tous les (p)  produits à p fac- 

teurs différents choisis parmi ces n nombres positifs 

d'oh particulièrement 

A 

tandis que nous posons en outre 
op, = 1. 

Cela posé, il est bien 

(- 1)" 
n ! 

et où n désigne un 
Posons encore 

connu (*) que nous avons cette série de puissances 

entier. 

nous aurons évidemment 

(- 1~ f i l og  (1 - t ~ ) ) n  
x 

( 1 j(&g (1 - a!)" 
L',a (x) = - c i t e - .  

!n ! t 12 ! x dz,  (15 bis) 
O O 

où jl faut admettre \ x 1 < 1 ; en particulier nous aurons de plus 

LI,, (x )  = L, (2). (16) 

Ponsons maintenant dans le théorème II 
1 y (x) = - ' (log (1 + x y ,  

n ! 
nous aurons Bvidemment 

a -  (- (log (1 - z z ) ) y  g ( - ) - 7 *  

tandis que la  formule obtenue de ( a )  en y posant -z2 au lieu de x 

(*) Voir, par exemple, SCHLOMILCH : Compendium, t. I I ,  p. 13. 

Annali di  Malematica, Serie I I I ,  tom0 X. 
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156 Niels Nie 2s e f i :  Sur quelpes transformations, etc. 

donnera 

Or, appliquons ces identités Bvidentes 

nous aurons, en vertu de (a) et ( P ) :  
1 

JI = (- 1)" Li,, (- x2) - 
( n  + l > !  

- (log (1 + x2))"+ 1, (Y 

tandis que (4 bis) donnera, en vertu de (a), pour notre intégrale Ji cette autre 

de sorte que la formule générale (5) nous conduira à cette identité intéres- 
sante 

1 - (- 1)" Ljjn (x') = - (. + 1) ! 
(log (1 - x2))"+', (17) 

d'où, en posant - x au lieu de 2 2  : 

1 (&)- (- 1ln ~ i j n f - x )  =- ( I O ~  (1 + x))%+#. (1  8) 
(8 + 1) ! 

On voit que la formule (17) prolonge la fonction L,,, ($9 dans tout le 
domaine $, (l), tandis que (18) prolonge Li, ,  (-2) dans le demi-plan dé- 

termin4 par la condition % (x) >-'. Or, comme je viens de le d6mon- 
2 

trer (*), la fonction L,,, (x) n'a dans toute l'éntendue du plan des x que 
ces deux points critiques x = 1 et x = m. 

Posons dans (18) particulièrement fi.= 1, nous retrouvons, en vertu 
de (16)) une formule qui est due à ABEL (**). 

Copenhague, l e  18 novembre 1903. 

(*) Loc. cit., p. 221. 
(**) Loc. cit., p. 191. 
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Le deformazioni tipiohe 
d e i  c o r p i  s o l i d i  elast ici .  

(Di MICIIELE GERBIA, n P a l ~ ~ m . )  

R I E M O R I A  II." 

PREFAZIONE. 

L a  presente Memoria fa seguito a quella pubblicatn con Io stesso titolo 
negli A w a l i  di 3falematica p w a  ecl applicata (t. VII, 1902). Qui mi pro- 
pongo il problema di costruire le espressioni analitiche delle tre deforniazioiii 
tipiche per la forma più generale del potenziale d'elasticità. 

Comincio da un problema preparatorio, che consiste nella costruzione della 
deformazione provocnta in un corpo elastico iiidefinito da  una  forza concen- 
t rata  in  un punto, c,, ctrme dirb, della deformaziotie per sollecitazione elemen- 
tare. Qoestn deforrnazione costituisce l'ente analogo di cib, che nella teoria 

delle funzioni potenziali è In funzione , dove 1. è la d i d t ~ n z a  di uu punto 
1' 

varialoile da  un puiito fisso. Basta supporre che la forza sollecitante sia ap- 
plicata all'origine delle coordinate, e che la  sua direzione sia quella di lino 
rlegli assi coordinati ortogonali, nientre il suo v d o r e  sia l'unith. Cos), nsse- 
gnando successivamente alla forza le direzioni dei t re  assi, viene a ricliiedersi 
1% costruzione di  tre terne di funzioni, ciascuna delle q u d i  dia le componenti 
dello spostiimento per la. corrispondente direzione assiale della forza. Din~os t ro  
ro i  come ln costruzione di  queste nove funzioni dipenda dalln ricerca di uiin 
opportilna soluzione di uii'equazione lineare a derivate parziali del 6.' orcliiic, 
i cocfficienti costanti della quale sono forinati con quelli d'elasticitii. 

Di, in seguito le espressioni analitiche delle t re  deformazioni tipiclie per 
mezzo delle anzidette nove fiinzioni, dimostrando come esse possiednno le pro- 
p i e t à ,  che nella precedcrite Memorin lio rlimostrato esser cara t t~ i~ is t i r l i c  pet. 
ciascuno dei tre tipi. 
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Poi  ritorno siil problema fondanientale di cercare la  volutn soluzione della 
cennata equnxione R derivate parziali del 6.' osdine, proble~iia che i~isolvo com- 
pletamente in u n  caso païticolare, dopo aver mostrato come questo caso ne 
compïende tre  niolto importanti, cioè quello dei corpi isotropi, quello dei corpi 
con un asse d'elastinità e qi~ello del nlezzo elastico di GREEN. 

Infine applico i rjsultati precedeiiti ai corpi isotropj (* ) .  

(" Giunsi a i  risultati, che espougo iiella preseiite Meililorin negli anni da1 18!2 al 95. 
Perb  li  tenni in serbo perché, desidernndo esporre  le mie ideé nell'ordine in cui s i  ernno 
svolte, mi prefiggeva di corilinciare con la pubblicazione della precedente '\Ieiiîoria, 1)ilb- 
1)licazione clie circostanze varie ini fecero r i tardare fino a l  1902. Unn conseguenzn di 
questo lungo indugio è stata  clle mi lia in par te  prevenuto il sig. I<'REDI-~OL\I con unn Ne- 
moria pubhlicata ne# Acta nzntheiizatica di Stoliliolm del 1030 col titolo : Srw les &qua- 
lions d'épuilibre d'un corps solide ilastiqzie. 

11 mio yresente invoro differisce da quel10 del sig. FREDHOL~~ nei seguenti punti cs- 
senzinli. Ancli'egli coinincia con Io studio di quella, clie io cliiamo deforinazione per  sol- 
lecitazione eleinentare, seguendo il concetto analitico nnzicliè la rappresentnzione mecca- 
nicn, dalla quale io prendo le inosse, e scopre come m e  il  fatto clie l'espressione analitica 
di questa deformazione dipende da una equazione lineare a derivete parziali del 6."rdine, 
alla quale egli giunge per  una via  diverea da quella da me seguita. Es l i  lia sopra di ine 
il vantaçgio di aver  t rovatc  la soluzione utile piii generale di questa equazione, inentre 
la mia, che qui espongo al 5 III, é. soltanto spaciale bencliè importante per le  applicazioni, 
e bencliè le ettincnze algebrico-geometriclie le  diano una fisonomis caratteristica. In sé- 
gtiito il sig. FREDHOLM non s i  afaccia  alla considerazione di quegli enti snaloghi alle fun- 
zioni potenzinli, che io cliiamo deformazioni tipiclie, ma procede direttainente, applicando 
il teorema di BETTI, ad  esprimere l a  deformazione di un corpo limitato p e r  mezzo delle 
forze e della déformazione della superficie, il clie costituisce invero 10 scopo iiltiino delle 
cointini ricerelie. Io aveva mirato da tempo n qnesto scoyo, e ne nveva trovntn In r i a  
enunciando l a  decoinponibilitA della deformazione di un corpo limitato e sottoposto a forzo 
in t r e  tipiclie, come at testa  l a  min piibblicazione : Proposizioni foizdn~neizlnli clelln stnlicn 
dei coq3i el~lstici (Rendic. del Circolo mat. di Palerino, t. V, 1801, pa;. ::O), dove si rnc- 
cliiude 10 scliema della prima pnrte della inia Meinoria del 1902. P e r  qiiest:~ pnrte quindi, 
come per  la definiaione ineccnnicn delle deforinezioni tipiclic, ln  prioritii mi spettn coinpleta. 

Son lieto di poter publilicare in proposito ln srgnente l e t t e m  dircttanii dnl cliiaris- 
sin10 prof. T'AT.EST~SO CE (RRUTI : 

Y Roma, 28 Maggio 1803. 

Cnvo p40j: GetOict, 

Apprendo con piacere clie Ella s i  è finalmente rfsoliita di pul~blicare le siie impor- 
tanti ricerche relative alle deformazioni tipiclie in un mezzo elastico generale. Ricordo 
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dei corpi solidi elasfici. 159 

S 1. - DEFOILN ~ Z I O N E  PER SOLLECITA%IONJ-, E:LEMENTAKE. 

1. Defiwh'o~ie. 11 punto di partenza per l a  costruzione dellc esyres- 
sioiii arialitiche dclle ti-e deforrna~ioni  tipiche d i  un coipo elastico omogeneo 
iridefiiiito coiiscrvativo della costituzioiie y i i ~  generale, cioè con tutti  i suoi 21 
coefficienti d'elasticith indipendenti, & la costruzione delle espressioiii aiiali- 
ticlie determiiianti la deformazione prodotta nello stesso corpo d a  utin forza 
finita concentrata in  uii punto. Questa noi cliiamererno d e f o ~ n ~ u x i o ~ t e  p e ~  sol- 
lecilnxione elementtwe, o, tneiio csattamente m a  più brevemente, defor~~mzione 
e lmentare .  

P e r  semplicità s~ippoiighi:imo che il punto d'applicazione della forza sia 
l'origine delle coordinate, e clle la forza sin diretta secondo uiio degli assi 
coordinati. Ottenuta questa deformazione, sa& p i  facile costruire quella re- 
lativa nll'ipotesi clie la forza, pur  esseiido applicata all'oiigiiie, abbia  una di- 
rezioiie qualunque, applioando il tcorerna della sovrapposizione degli effetti. 
Poscia  una  traslazione degli assi ci permetterh di estendere le  formole all'i- 
potesi, che anche il puiito d'applicazione della forza sia qualiinque. 

Stabiliamo come nella i)recedente Menioria le segueiiti notazioiii ctbbre- 
viate. Detto II il poteiiziale d'elasticith cambiato di segno O, come brevc.t?eiite 
voglianio dire, il coiztroyolerzxinlc, il quale è una  fuiizione omogeiiea quaclsa- 
ticn essemialmmte positiua delle sei corripoiienti della deformazioiie, pi- 

' scmpre con piacere le comunicazioni che mi fece qui in  Roua nell'estate del 1895 dei ri- 
" sultati piii notcvoli da, lei ottenuti e del metodo, che aveva scguito nelle sue indagini su 
" tale suggetto. 11 lavoro .si potcva liighardarc giA fin d'allora come compiuto e fin d'allorü, 
' io ne avrei desiderata la l~ubblicnzione. Col ritardo la forma dell'csposizione av ra  certo 
" guadagnato, ma Ella n'ebbe danno-essendo intanto veriuta alla luce ne1 1900 u n s  Mernoria 
' del sig. FREDBOLV, dove si contiene buona parte delle conclusioni, nlle ( p l i  Ella era giunto 
" tsnti anni prima. Malgrado ci8 la stampa del suo lavoro torneri seinpro utile agli stu- 
' diosi, sia pcr la diversitli del mctodo di ricerca risl~ctto al metodo ten~ito dnl F l m u ~ o ~ h r ,  
' sia  CF una partc dei risultati, i rluali conservano tutta la loro novità. 

Con particolare affetto mi conferuio 
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160 G e b b  i t c :  Le clefos.lnazzoni tlpiche 

L e  tre lrinic espi.essioiii si riferiscoiio all'iriteriio del corpo e le tre ul- 
t ime alla sua superficie, per la. quale a,  f i ,  /I desigmno i coseni tlirettori della 
iiarinale iiuolta verso l'interiio. Coli .qiieste iiotaxiorii le cquazioiii cl'equilibrio 
clel corpo si scrivono brevemente cos) : 

ovc ,Y, Y ,  Z deriotaiio le componeilti assialj iifeiitc all'uiiità di twluiiie del10 
forze ageiiti all'iriteriio del corpo ed L, 31, N le compoiieiiti rifcritc all'uiiit& 
siipei.ficiale delle forze applicate alla sua superficie ("). 

(*) Nella precedente Mernoria sono corse alcune inesattezzc di segno, le q u d i  p r o  
non influiscorio sui risultati della medesima, e che il lettore pu3 facilineiite correggelle da 
sé. L a  funzione quivi denotata con P, e che qui denoto con ii, non è il potcnziale, couic 
si dice a l  n.", ma è questo col segno cambiato, e come tale é essenzialmente positivn, 
e non negativa come ne1 citato luogo 6 detto. Nell'equazione ricavata da1 teorema del la- 
voro virtuale scritta a pag. 147 deve cambiarsi il segno dell'ultimo terinine. Faceado uso 
del potenziale col proprio segno, come potrebbe farsj, dovrebbsro cambiarsi troppi scgni 
nella precedente Mernoria, ed appunto percio preferisco come il ininor iiiale di correggerc 
qui i ~ i t ~ o d u c e n d o  I'espressione di eontropote~~ziale, sebhenc non sal-ebhe neccssnrin in nnn 
riforma coinplessiva dei due lavol-i. 
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d e i  covyi  solirli elctstici.  16 1 

Le tre ultime equazioiii assicuraiio I'equilibrio degli eleinciiti della sii- 
l~c~-ficic esterlin, e quiiidi iiiaiiifestaiio clle ?, 91, 92 esprimorio le coinpoiiciiti 
iiiiitarie dell'azioiie, clie spinge questa superficie proveiiendo dall'iiiterno del 
corpo, verso cui è rivolta la. normale. Esse possoiio aiiclie riferirsi ad uiia 
supi-ficie interna al cûrpo, scegliendone in modo fisso la faccia, da ciii si 
spicca la iiormale di coseiii direttori cc, ,13, 7, ed allora bisogiia p o r ~ i  ai po.jti 
d i  L, JI, N le conipoiieiiti unitarie dell'azioiie, clie spiiige la faccia opposta 
provmendo da quella regioiie del corpo, clle questn, faccia guarda. Ne seguc 
che allora 9 ,  92, 91 significaiio le coinponeiiti unitarie dell'azioiie clle la rc- 
gioiie del corpo, verso cui è rivolta la ilormale esercita sulla supci%cir. 

Cib i.ichiamato, ripigliaiitlo il nostro l~rciblema, supponghia~no chc il coi.11~ 
siii sollecitato da uiia forza finita X npplicrita all'origine e direttn iiel vcrso 
positivo dell'asse delle x. 

Peilsiaino tracciate ne1 corpo duo supei,ficie cliiuse e seml~licemciite coii- 
iicsst: a, D' entrairibe raccliiude~iti I'origiiie, e di ciii la prima sia tutta iii- 

teriia :illa secoridn, e suppoiigliiaiiio clie per eritraiiilx la normale di ooseiii 
clirettori a, p, ;, sia rivolta i.ei,so llintei.rio. III tutto lu slmzio, cd jii partico- 
lare in qucllo, S, conipreso fra qiieste due supzi.ficie, sono suddisfattc avideii- 
tciiieiite le cquazioiii 

Nc scgiio clic, dciiotaiido coi1 ?, 92, y11 le coiiipoiieiiti della pressione uiii- 
taria supra un clemerito di G agciiti dilll'esterno verso l'iiiterno c con P', 9 J ' ,  :ri 
gli btessi cleiiiciiti per o', I'iiitegrazioiie Ver parti ci dB 

[ s < ~ s = - [ P ~ ~ + ~   do,, etc., 
" s c G 6' 

cioè 

Siccorne poi le duc superficie 5, U' soi10 quiiluiiqiic, purclii: i.accliiudeiiti 
l'origine, segue clie gl'integrali 

relativi ad ima superficie semplicemente coiinessa qualuiique raccliiiidente l'o- 
rigine hanno tre rispeltivi valori costahi. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ycr deterniiiiare questi valori, coiisiderianîo l a  porzioiie di coiyo liinitatii 
da o e coniprcricleiitc: percib il purito d'applicazione della foim. L e  coiidisiuiii 
d'equilibrio di questa porzioiie relative alla tr;tslazione dàiiiio 

Qucste equazioni debbono esser soddisfatte per qualunque supcificie rac- 
cliiudciite l'origine. Applicandole dnpprima ad uii sferetta coi1 ceiitso all'ori- 
gine c di raggio iiifinitesiino, la priitia di esse ci manifesta clie ? iii prossi- 
riiitk dell'origine dev'essere iiifinita del 2.' ordine : tali dunqiie deLboiio csseie 
quiri le derivate prime delle coinponeriti dello spostamento. Applicaiido poi 
le (4) alla sfera all'infinito, se rie coiiclude che le stesse derivate diveiitaiio 
all'iiifiiiito infinitesiriie del 2.' ordine. Da queste due proprietà si (leduce, col 
inetodo seguito al n.' 35 della piecedente Xeinoria, clie gli spostamenti stessi 
cliveiigono all'origiiie iiifiiiite ed all'iiifiiiito infiiiitesiine del 1." ordiiie. 

Il fatto che gli spostamenti direritino infiniti per un punto del corpo ap- 
p r i s c e  fisicamente paradossale, Inn i l  paradosso svanisce se si pensa clie, per 
poco clie qiieste quantità oltrepassino certi liniiti, ed anche estremamente pic- 
coli, le equazioni differenziali del problema perdono l a  loro applioabilità, quiiidi, 
ne1 nostro caso, le funzioni clle le sodisfaiio vaiino r i p a r d a t e  conie rappre- 
sentanti le compoi-ienti dello spostanierito al di fuori di una sfera con centro 
all'origirie e di raggio abbastanza grande, meiitse all'iiiterno di questa sfern 
debbono 1-iguardnrsi corne un seinplice proliingamcnto analitico nori piil rap- 
presentante il feiiomeuo della deformazioiie elastica. 

I n  riassunto le componeiiti dello spostainento per l a  defomazioiie qui 
definita debbono avere le segueiiti propsiet&: 

1.' Queste tre funzioiii debbono diventare iiifiiiite a1 puiito d'applica- 
zioiie della forza e nulle all'infinito e del prim'ordine; e cosi pure le luro 
derivate priinc, nia del second'ordine ; 

2 . O  Ili tutto 10 spazio, eccettuato :il più il punto d'applicazioiie della. 
forza debboiio sodisfrtre le equazioiii (1) ; 

3.' P e r  qunliiiique superficie o chiusa e semplicemeiite coiinesça rat- 

cliiudente il punto d'npplicazioiie clelln forza debbono sodisfare le equazioiii (4). 

2. Seguendo ora 1111 ordiiie iilverso d'idee, enunciaino il segucnte teo- 
sema, il quale porta la conseguenza che le  proprietà sopi-FI ricoiiosciute pev 
la deformazione eleinentare sono caratteristiclie. 
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T r e  jir?zxiojli u E ,  v - q , ro < recïli p e ~  tzrtti i p z t i  de210 s p x i o  
solio necessnj.iawente mile 7zmu~lo  soc7isjm le seyzreliti condixioni: 1." cliven- 
tino i@lzite i n  2 ~ 2  p z t o  s ingoiaw e mil le  all ' i~?finito e clel prin$70t~cli~ze; G 

cosi pure le loro d e r i w t e  pl.inre, w u  del seco~zd'ordi~ze; 2.' sodisfino le e p a -  
z ioni  ( 1 )  i l ~  t d t o  10 spnzio,  ecceltziato a l  p iù  i l  punto s i n g o l u w ;  3." pers qua- 
liimpie superficie 5 cllizlsa e sewplice~~zente comessa 1-accliizidente il pzrizto sin- 
golare n~z~zzi l l i i~o i p i~ l i i  1)2e11261'2' delle eqziuzio~zi ( 4 ) .  

Ci risesbiamo di dare in seguito la dimostrazione di questo teorema. In-  
taiito ne  deduciamo clie, costruite comunqiie tre funzioni, in cui si riconoscnrio 
le proprieth, clle iii virtù di esso sono caratteristiclie, ~ i o i  pocsiamo iiiterpretarle 
senm eqiiivoco corne gli spostamenti p r o ~ o c a t i  da uiia sollecitnzione elemeritare. 

3. F o w e  siniboliclze delle eqlrazio~zi yelzevnli dell'elnsticiti~. L a  prima 
forma simbolica delle equnzioni indefinite fu data  da1 NATIIIEU (*). Nui filremo 
uso invece di un'altra forma, iielln qunle a p p ~ r i s c e  in evi(lenzn la parte che 
ri lia i l  potensiale d'elasticit.?, e clie pub attsibuirsi a l  BELTRAMI, perc l~è  i 
tsntti essenziali ne sono stabiliti riella nota di questo grnnïle analista: Sull(i  
teorils gewrnle  delle onne pintze (**), benchè egli non abloi% nvuto propi-io 
questo intendiniento. 

Denotiamo, secondo la  notazione del KIRCHROFF,  on 

XE , Y!/ , 22, Y Z n ,  XY 

le sei componenti della deformazione. II contropotenxiale fl d'elusticità B iinn 
funxione quadraticn omogenea a coefficienti cosfariti di qiieste sei qiiantith. 

a a a  1ndic.hiamo con i ,  q ,  C risp. i simboli d'operazione -, , , onde le a x  a y  a z  
coinponenti della deforinazioiie potraniio cspriinersi simbolicnmeiite per 

(*) E. M A T H I E U ,  Sur la disper~sio~z de 22a lu,,ai&e. Journal de Liouville,  18CG. 
("' Hediconti del Circolo Motemntico di Puterma, t. V. 
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Nelle (5) riguarcliamo per un moment0 5 ,  q, comc! fattori, onde se ne ricava 

c, sostitiiendo nella (ô), ne viene la prima delle t re  eguaglianze simboliclic 

Cib posto, siccome 11 è una funzione omogenea quadratica della Y,, . .. 
y,, ... essa è pure una funzione omogenea di 2.' grado, tanto delle I I ,  v, to, 

qunnto delle 6, q, c, e quindi si deduce dalle (7) che W, 9, 3 sono fiinzioiii 
omogenee simbolicl-ie di 1.' grado delle zi, v ,  tu.  Corne tali, pel teorerna d i  
EUJ~ERO, esse posçoiio svilupparsi co6  : 

In  qiieste i coefficieati di zt, v ,  20 sono funzioni omogenee di 2.' grado 
delle sole 2, q,  <. Questi suiluppi sono indipendenti da1 significnto dei sim- 
boli 5 ,  y ,  < epperb valgono anche quando toi.niamo a porre in 101.0 vece i 

a ô segni d'operazione 9 a - ma allorn S, 21, 3 tornano ad a re re  il loro 
Ô S  a ? '  a z ?  

significato reale. Cosi le (8) costituiscono sviluppi di S, 8, 3, ove son niessc 
in cvideiim le comhin~zioni  delle operazioni differeiiziali, efficient; singolarrnmte 
siillo ire funzioni tr ,  c, zc, le quali conibinazioni sono dnte appiirito dalle deri-' 
rnte  parziali seconde dell'espressione siinbolica di II rispetto aile funzioni stesse. 

In segiiito porrenio per brevità 

teriendo presente clie D,, = B,, , e quindi s c r ivwnio  le (ô) cod : 
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4. P:issiamo nlle equnzioni ai limiti. Pe r  qiieste non mi C. noto clie 
sia d a t a  rnni (Inta un'il~inloga fornia sinibolica, quiiidi espoilgo la  s e g e n t e  
Conle n u o ~ n .  

L'cspressioiie renlc di 10 è 

ove cc, f i ,  7 dcnotnno i coseni direttori della norn~nle all'elemento siipei.fici:ilc, 
s11 Cui si osei8cii.? In pre.;sione di componeliti unitarie ?, Y)?, 91, rivolta dalla 
parte, da ciii pi.ovic.ne qiiestn pressione. 

T O ~ I I ~ R I I ~ O  a consiclerare il coritropoteiiziale n e pongliinnio 

ove x', , . . . y', , . . . sono spi  niiovi simboli, a ciii diamo i valori 

Se qui f;irciniiio in T l '  le sostitiizioni (5\, (11) cd osservianin plie dalle ( 1  1)  
si ricavg, 

a 
Cc = -- f i -  a XI?, a TI.- 

a .ZL' ' I-' - - a ) , ,  9 7 = 7 - 7 '  0 11 

01-n n' 6 i i i i n  fiinzirine crnogeiien 1iiicni.t. delle I I ' ,  T ' ,  v ' ,  c quilitfi Ic 
pecedeiiti  derivntc. liarzinli non coiitcngono piix qiiestc: ~nriabi l i .  Esin è perh 
m n  fiirizionc lineare nmogeriea nnclie delle î r ,  .v, I r ,  e tnli sono piirc le sue 
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166 G eL O iu : Le de  fornaanioni t ipiche 

t1eriv:ite rispetto ad M', u ' ,  tu'. Si  lia qiiitidi pel t ~ o r e m a  di Eur,~iro 

In queste i coeficienti simbolici di Ir, r ,  PO sono funzioni linenri di e, 

f i ,  7 d a  una parte e di [, q, 6 dall'altia. Questi svilrippi valgono, qunluiiqiie 
sia j l  significato di questi tre iiltimi simboli, epperb rnlgono lwnnnclie qiinndo 

a ( a  
torn ian~o ;t dnre nd essi il significnto dei segni dlol)ernxione 9 a s  a;' a i  
Allora essi rappresentnno in forma simbolica i psimi mernbri delle equazioni 
ai limiti. 

Noi poiwrno per brevith 

.e terremo preseiite clle non é Xi,,-Es,; quindi scrivererno le pecedenti  
equazioni simboliche cos1 

i? =EIL 21 f EI2 v + E13 10' 

911 = EZl n f E,? v -1- E,, w / 
i (13i, 

= E31 t i  + E:3t u + ES3 70. , 

5. Ricavi:imo diio altre  formol^, d i e  ci serviranno. Si clrilitce dalla (10) 
e per le (1 1) 

Û II' ô II ; r~ 
- -- 

a i r  
21'  $- - 2)' + - 10') a./. z a .X!J d s.! 
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dci carpi solidi elastici. 

da cui 

1 ) e ~ i w n t l o  la pi imn rispetto ad a, O a v ,  O a 7c, ed osservando le (9,$ 
si ottengorio le seguenti : 

ch'B la prima delle due eguaglianïe che volevaiiio siabilire. Ln seconda si ri- 
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c:iva i rnn id i a t~ i i i en t e  da1 teorema di  EULER~,  ed è 

a a" 
- + f i ,  + 7 -  Ers -Ers, ( a. ai. a 7  1 

6. Metudo gellemle, con cui si o t te tyono le c s p e s s i o / t i  m a l i t i c h c  pl. 
lu defo~sriaxiorze eleweiztat-e. - Vogli~rr io deterniiiiare le cciiiipoiienti ;), , q , ,  r i  
clelIo spostaiiiento per .la deforrnazioiie prodotta dalla forxa S npplicxta all'u- 
iigiiie e diretta ilel verso positivo dell'asse delle r. li'lsse debboiio ~0disfiii.e i i i  

tutto lo spazio le equflzioiii 

X -= DL, 5 ,  + Di? ill + Dl, c l  = O, 

!II =IL, <, + D?? ?,  + D,, r,  -0, I 
\ 

(17) 
3 = D,, 5 ,  -t Da2 3, '+ 0 3 3  C l  - 0. 

Debbono iiioltre le loro derivate prime diyentare stll'oiigiiie iiifiriite del 
2.' ordine ed iii iiiodo, che per uria superficie qualuiique 5 chiusn e seinpli- 
cenîeiite coiiiiessa circoiidaiite f'origiiie, si abbia 

ove R è u i ~  fuiiziuiie di 2, y, z per ora qultluiiqiie, t: i deterniiiiaiiti 'soiio 
combiiiaziorii liiieari d i  derivazioni paizieli del 4." urdiiic efficieiiti su que- 
s ta  furixioiie, le due ultime eijuaziorii i17) soiio sodisfatte ideiiticaiiieiitc. So- 
stituetirlo qucsti valori iiella prima delle (17), si ottieiic lwi' dcici~iiiiiini.e 21 
l'cclu:izioiir3 a derivate parziali del 6.' ordine liiieare 

Se in qualunqiie inodo si sia trovata iiiin soluziorie R ==p di qucstcz 
equazione, tale, che le sue dcl'ivate quarte diveiitiiio all'oi'igiiie infinite eti al-  
l'infiiiito infinitesirne del prim'ordine, meiitre le sue derivate quiiitc diveritino 
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dei coi-pi solidi  clastici. 169 

all'origiiie iiifiiiite ed all'irifinito infinitesime del second'osdine, allora le espi'es- 
sioni (19) di :,, q,, c l ,  iii cui si pongn R = p ,  dànno la soluzioiie del pro- 
Mema, e questa in virtù del teorema del II." 2 è l'unica possibile. Iiifatti esse 
rispondoiio iiatiiralmente alle condizioiii I .:' e 2." enuiiciate al il." 1 .  Dimo- 
stresemo suliito clle rispoiidono ben anche alla 3.a coiidizioiic, cioè clic &di- 
sfaiio le equazioiii (41, purchè si moltiplicliino per un'opportuna costante, il 
che non i-iuoce alle due condiziorii precedeiili. 

Corniriciaino dalle due ultime di qiieste equazioni, e precisameiite dalla 
sccoiiila, meiitre alla terza la dimostrazione si potrà estendere per niialogia. 
I I I  virtù delle (19) e delle (13), si pub scrivere sirnbolica~iielite 

E 2 l  D*, D3, 
, , ) =  Et2 D?1 2 ) s -  p. 

Eg D23 D 3 3  

Sviluppiaii~o la yriina colonna con In forinola (16) e la secuiida con 1ti 

( 15 1, nieiitre 1:lscererno iutatta la terza coloiiiia. Poiighiaiiio m c o r a  per 
brevità 

Ora ù iioto che, se i determiiiaiiti d i  S." ordine 

Ai BI Ci 81 Bi Dl 

13, c2 , A2 R2 Dr , etc. 

- 3  B3 C3 A3 B3 D3 

si indicaiio breueiiiente con ( d  B Ci, ( A  R D), etc., si liaiiiio le ideiititb 

B , ( H C D ) + B , - ( C ' A D ) +  C , ( A B D ) - D , ( A B C )  

, 4 , ( B C D ) +  B , ( C A D )  + C , ( A  B D J - D 2 ( A B C )  

8 3 ( B C D ) +  B , ( C A  D ) +  C 3 ( A B D ) = D , ( A R C ) .  
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III virtù di queste il nostro deterniiiiante pub scriversi 

, -- 1 
A,  B* ,  C ,  . 

- (ABE)  6 )  '1, t 
A ,  B , ,  C3 (BCD),  (CADr, ( A B D )  

Da quest'ultima e,spiwsione, i-jcurdando che 4, 8 ,  g sono i t re  segiii di 
a a a  derivazioiie - , - , - , si ricoiiosce che l'iritegrale a x  a y  a z  

lia ln forma degl ' i~tegral i  di STOKES, e quiridi è riducibile ad  u n  iiltegralc 
di liriea esteso al coiitoriio della. superficie; nia sicconle questa ilel nostro 
caso è chiusa e semplicemente coniiessa, esso è niillo, corne volevasi di- 
n~ostrare. 

In  quarito alla prima equazione (4), l'integrale primo membro prenderà. 
uii valore 1, d i e  pel teoreina del n." 2 sarà diverso da  zero. Ne segue che, 

S 
prendendo p inrece di I;, si otterrà uiia nuova soluziorie dell'equazioiie (201, 

1 
x S A' e quindi t re  nuovi valori - - 5, o,, c1 invece dei primitivi F i ,  vi, c l ,  
2 

i quali sodisferaiino la prima delle (181, e percib i.ispoiideraiino a tutte le 
coiidizioni del p r o l h i a .  

Si rede duiique clle ln risoluzioiie del probleniit dipeiide dalla riccrca 
di uii?qyortuiia soluzione della 1201. 

7. Noi sup~~oiiinnio adesso X =  1, cioè coiisideriaiiw la defosniaxio~it: 
provocata da uiia fo im - 1 applicata :ill'oi.igirie e disetta iiel scriso positivo 
dell'asse delle r ,  e denoteremo aiicora con 
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dei corp i  sotidi  elastici. 

Ic componenti del10 spostamento, clic., vi cor~ispondono, supponendo in esse 
1 

conipenetrato il fnttore . z 
Annlognroente si lwtrniinn deterniinare le fiinzioni 

clie esprinîono le comporienti del10 spostnmento per la  rleforinnzione provocntn 
da  iina forza - 1 npplicatn n1l7ori~ine e direttn. iiel verso pnsitivn ilcll'asse 
ilelle y, o, rispcttivamentc, dell'nsse ilellt? x. L'eqiiazione (20) ; 1% s t e m  pcr 
tiitte e tre qiieste terne di fiinzioni. 

8. Perb è importante iiotare elle anche la soluzione d i  questn equn- 
zione, die bisogna adottare per ottenere le tre serie di fiinzionj, i: In stesw. 
F e r  dimostrare cib basta evideiitemeiate diiiiostrnre c h ,  se R =,c è unn so- 
Iuzione clella (20) godente le sapute proprieth, (l con qiicstn si formnno le tre 
terne di furizioni 5 , ,  . . . <,, il valore soprfi, denotnto con 1 ;) 10 stesso ppr 
ciascilna ternn, O in altri termini, che si h a  

TrasTorini:in~o qiiestc csprwsioni mediante le (ls), (16), ponendo per 
brevitA 

ah',., - a E, .~  - -- a IL - 
- A+-s 7 a B - 1L.s , -87 - G ,  
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Allora fnimiamr, la  differenzn 

ed oi.tliiiimno ln diffrrerizn dei due dcterniiiinnti per D,, Il,, Il,. Fa t to  il 
7 ciilcnlo, si vcd r i  clir i teiiiiiiii iii cc i ,  P q, y , si distixggono, ed i l  coefficieiite 

d i  Il,, per esempio, pu?) niettersi ilella 1hrin:i 

ove A ,  M ,  Iù lini-ino i vnloii 

El? , A, ,  I ,dl?, Rp9 
1\ = 

BI.?, A.,  1 - 1  A , , ,  BP3 

Da ci?) s'iiiferisce clle il termine in Dl moltiplicato per p c sottoposto al 
s ~ g n n  d ' int~graxione pcr 5 ,  dà luogo ad un iiitegrnle di  STOKES, il qiinle, per 
la mgione s o y a  cennata, é iiiillo. Alla stcssa coiicliisioiic si perviene pei ter- 
mini in V ,  e D, , ed il teorema è dimostrato. 

9. Da1 precedente teorenin snrge cvident~meii tc  clic si lin 

ci& che il quadr'o delle t , ,  . . . , < ,  è -  sinimetrico. 
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d e i  corpi solidi elastici. 17 3 

Noi porremo in seguito brevemente 

? ( i  i 7  ) = ?  ( ' 9  ( , ) ? ( ( 2 ,  , ) 8 ( )  122) 

Notiamo ancora che per le (21) si lia 

? ( 2 ) = W ( l ) ,  ( ) = ( ) ,  9J?((3)=91(2), (23) 

siccliè anche il qiiadro delle !' ( i ) ,  911 (i), % (i) è simmetrico. 
Infine inettiamo insieme le seguenti eguaglianze già dimostrate : 

$ 11. - ESPRESSIONI ANALITICiiE DELLE DEFORMAZIONI TIPICHE. 

10. Determinate le deformazioni pcr sollecitazione elenientare assiale, sarà  
facile costruire le formole, che dànno le componenti del10 spostamento per le 
tre deforrnazioni tipiche. Premettiamo, in riguardo alla deforrnazione peï s ~ l -  
lecitazione elementnïe che, se il centro di sollecitazione, invece di essere l'o- 
rigine, è il punto di coordinate x', y', z', basta evidentemente porre nelle 
espressioni di S, , . . . <, in luoço di r ,  y ,  z le differenze x - x', y -y', 
z - x'. Senza cambiare la notazione, noi supporremo in questo paragrafo di 
ayer fatto queste sostituzioni. 

Deforulazione del 1 . 0  tipo. - Ogni eleinento d S' del10 spazio S occu- 
pato dai punti d'applicazione dellc forze è sollecitato da una forza di com- 
ponenti X' d S', Y' cl S', 2' d S' .  Pel teorema della sowapposizione degli ef- 
fetti la prima componente prod~ice una deformazione, per cui le componenti 
del10 spostamento hanno le espressioni 

il X" cl S , d l  X '  cl S , ci X" cl S', 

ed analogamente le altre due componeriti provocano deformazioni di spo- 

Annnli di Matcmntica, Serie III, tomo X. 34 
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stamenti 
t9 Y' J S r ,  ri, Yi d S', <, Z1 d S', 

5,Z'  d Sr, q,  2' d S' ,  Z 1  d 5''. 

Allora, pel predetto teorema, sommando gli spostamenti relntivi a ciascun 
asse ed integrando le tre somme rispetto ad x', y', x' p u  tutto Io spazio S, 
si lia. 

espimenti  la  deformazione del 1.' tipo. 

1.1. II metodo precedente, benchè inspirato all'irituizione meccanica, 
non è foimito di tutto il rigore analitico desiderabile. Procederemo più rigo- 
rosamente dimostrando, che le espressioni precedenti di 21, v, w possiedono tutte 
le proprietà, che nella precedente Memoria furono di in ostra te cnra tteristiche 
per la deformazione del 1." tipo. 

Anzitutto, poichè le funzioni 5 ,  , . . . , <, diventnno infinite del 1." ordino 
e le loro derivate prime infinite del 2." ordine per x = z', y = y r ,  x - z' ,  
mcntre si comportano ne1 saputo modo all'infiiiito, è fiicile dimostrare clic: 

1." Le funzioni u, v ,  zu sono finite e continue in tutto 10 spazio, sia 
interno che esterno alla regione S, ed all'infinito divent:ino nulle del l.'ordine. 

2.' L e  loro derivate prime, e quindi le componenti della deformazione 
e della. pressione, sono dappertutto finite e continue, ed all'infinito diventano 
nulle del 2." ordine. 

L e  dimostrazioni sarebbero analoghe a quelle, che si iisano per diino- 
strare le analoghe proprietà della funzione potenzinle di un corpo, e noi le 
omettiamo. 

Resta a dimostrare che in  tutto il campo d i  sollecitazione S si h a  

ed a117esterno di questo campo 

x (u, 21, w )  = O, 8) (u, v ,  18) = O ,  3 (21, 2 ) )  t u )  = o. (27) 
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dei corpi solidi elastici. 175 

Coiivei~ghinnio di distiriguere (in questo e nei successivi numeri) gli ele- 
menti degl'integrali con l'apjce ' qiiando le variahili d'integrazione sono Y', 
y', a' e di lasciarli senz'apice quando sono x, y, ü. L a  stessa distinzione ap- 
plichiamo ai  segni d'operazione. 

Detta  s la superficie, che limita il campo di sollecitazione, si h a  

1 ? (u, v, w )  d s = - F (u, v, ID) d S. 
. .C J ,s (28) 

D'altra parte, o~sei.vando le (251, si ottiene facilmente 

quindi, integrando per tutta s ed inveitendo le integraziorii relative a d s  e 
d S', si lia 

J? (16 ,  v, t u )  CI s = X' d S r  P (1)  d s + Y' d S' P (2) d s + Ss !-, 1s ls 

ovvero, per le (24), 

J8p (u, v ,  w) d s = ' X' d S'. 
S 

Confrontando le (28), (291, ed osservarido che in quest'ultima pub scri- 
versi ora Xd  S invece di Xi d S', si ottiene 

I' [ F  (u, u, ro) + XI d S = O. . S 

Ora questa equazione, dovendo sussistere evidentemente per qualunqiie parte, 
piccola quanto si voglia, d i  S, forriisce appurito la  prima delle (26). 

D'altra parte, se si considera un piinto (x, y, x )  esterno a l  campo di 
sollecitaziorie, gl'integrali (25) racchiudendo funzioni senipre finite e contiiiue 
ne1 campo d'iiitegrazione insieme alle loro derivate prime, ne è lecita la  doppia 
derivazione sotto il segrio, e si ha 
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176 G eb bia : Le deformaxiotzi tipic he 

espressione iiulla in virtù delle equazioni 

3t> (1) = x (2) = x (3) = O. 

Cosi è dimostrata la  prinia delle (27). 

12. Dimostr*am'oize del teot-ema etzu~zciuto al n.' 2. - Ora siamo in 
grado di dimostrare questo teoremn. Infatti, se esso non sussistesse, le nove 
funzioni 5, , . . . , c3 non sarebbero univocamerite determinate, ma vi si po- 
trebbero aggiungere ordinatamente riove altre funziorii [ ' ,O) ,  . . . , rt) dotate 
della proprietà di an::ullare i t re  integrali 

N a ,  se cos1 fosse, alie espressioni (25) si aggiungerebbero i termini 

Ora  zi,, v,,  IL', sono nulli, perchè ln deformazione del 1.' tipo è deter- 
minata univocanieiite dalle funzioiii S', Y', Z ' ,  onde son nulli i t re  integrali 
a destsa. M a  siccome questo ragionamento varrcbbe, per quanto piccolo fosse 
il campo di sollccitazione, segue che le quaritità eotto i segni integrnli sono 
iiiillc. Iiioltre anche le funzioni X', Y', Z possorio assegnarsi arbitraria- 
ineiite; quindi è necessario che le nove furizioni 511, . . . , <? siano nulle, corne 
si voleva dimostrare. 

13. Defomnzione del  2 . O  tipo. - Ad ogni elemento do' della super- 
ficie sollecitata, G, è applicata una forza di componenti TJ' d o', JI' d G', IV1 d 5'.  

Queste tre forze producono tre  deformazioni elementari assiali di spostamcnti 
rispettivi 

' 5 , L i d a ' ,  ? , L ' d u f ,  5 , L ' d a 1 ,  
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e, pel teorerria di sovrapposizione, la  deformazione risultante consiste iiegli 
spostamenti 

u =J ( i ,  L' + 5 ,  U' + i 3  N') d o f ,  \ 
17 

t? =[ ( i l ,  Lf + q ,  M t  + as a') a O!, l 
0 \ 

( 30) 

1 

14. Non è difficile dirnostrae con metodi niialoglii a quelli, che si ado- 
pei-a110 per la  furizione poteiiziale di una superficie, clie le zr, v ,  w sono finite 
e continue iii tutto Io spazio, ed all'infinito divengono nulle del 1.' ordine ; 
clie inoltre le loro derivate prime restano finite e continue, qu,indo non si 
nttraversa la  superficie sollecitante, ed all'infii~ito diverigono nulle del 2." or- 
dine. Oinettiamo qui queste diniostrazioni. 

~ ' a l t ' r a  parte per punti non giacenti sulle superficie sallecitata si ha 

qu., v, to)=O, 3 (u, v, 21.)=0, 3 ( u ,  v, w)=O, (31) 

coine facilmente si dirnostra con la. doppia derivnzione rispetto ad x ,  y ,  x 
sotto il segno, l a  quale nella predetta ipotesi è lecita. 

Dimostriamo che, quclndo il punto ( x ,  y, x) attraversa la superficie sol- 
lecitata, le derivate prime di t t ,  v, zu suhiscono discontinuità sodisfaceiiti le 
equazioni 

Supponghiamo dapprima la superficie sollecitata G aperta, e peiisiamo 
un'altra superficie s chiusa e semplicemente conriessa, e tantci ampia da  in- 
volgere conipletamente o. Chiamando S Io spazio raccliiuso da  s, c pensan- 
do10 lin-iitato d a  s e dalle due faccie d i  O, si ha  

e, poicliè il primo membro è nullo per le (31), 

(J (21, V, 1 0 )  d s = - 9? ( I I ,  V ,  ZC) d a. 1. (33)  

Se la superficie o è chiusa, chiamiamo Si 10 spazio in essa compreso; 
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pmsiiamo ancora una superficie chiuaa e semplicemente connessa s  taiito ampia, 
da involgerla completamente, e chiamiamo Se 10 spazio conipreso fra  o ed S. 

Nei due spazii Si, Se sonci r ispet t i~aniente soddisfatte le equaziorii 

ove ,ni, 4, denotano le componenti secondo l'asse z della pressione che si 
esercita sulla faccia interna ed esterna di G iispettivamente. Sommando queste 
c>guaglianze ed osservando che $ i -  V, = B?, si ricade riella (33), la quale 
percib sussiste in tutti i casi, 

D'al t ra  parte possiamo dare un 'al t ra  espressione al primo membro 
della (33) adoperando le j30), che dànno 

P. (u ,  t7, r u )  =( [L' P (1) + H' ? (2) 4- N i (3)] d q r ,  
0 

o r e  l e  ? dentro I'iiitegrale sono relative ad s ;  quiiidi, integrando per tutt:r s 
ed invertenda al secondo n~embro  le integrazioni relative a d s  e do', si ha  

j": (u, v ,  w) d s  = ( O, L ' d u r [ P ( l ) d s  , s + ~ 0 , J ! Z " d o f ~ P ( 2 ) d s  . s + 

Ponendo ne1 secondo membro Il d a invec6 di L' do', il che non porta 
diversità, e confrontando questa equazione con la (33) ,  si ottieiie 

Se ora consideriamo una porzione (i, della superficie a, e supponghiamo 
ngeiiti le sole forze L', M', N' a d  essa applicate, ne ïisulta una  deforma- 
zione di spostamenti u,, v a ,  zoo, e, riferendo a qoesta la (34), avrernc, 
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Ora 21, = t6 - (21 - u,), etc., e la  deformazione di spostamenti u - 2 1 ,  , 
v - v a ,  tu - lcO pub riguardarsi coine provocata dalle forze I d ' ,  JI', N' ngenti 
nella rimanente porzione u - O ,  di o. Quest'ultima deformazione dà luogo a 
pressioni, per le qiiali -0, 9l1 91 sono continue attraverso a,, perché questa 
superficie non fa parte del campo di sollecitazione, e cosi 

$7 P (u, , g o ,  w,) = 9 I) (14 ,  v, W) - 9 v (u - 210 , v - v o  , 21; - wo) = 

dunque I'eguaglianza precedente pub scxiversi 

l a  quale non è altro, ohe la  (34) stessa, ove I'integrazione si limiti alla sola 
porzione O, di G. Dunquo questa equazione sussiste, non solo per l'intera su- 
perficie G ,  ma per qualunque porzione di essa piccola quanto si voglia, ep- 
perb dovrà essere per ogni punto di u 

e cosi è dimostmta la prima delle (32). 

15. Defornzaxione del 3 . O  tipo. - Ponghirimo per brevità 

' (i) = , 92' (i) = ni , '31' (i) = (i= 1 ,  2, 3). (35 ) 

L e  componenti del10 spostnmento per la  deformazione del 3.' tipo, per 
- 

la quale w, v, w siano le discontinuith caratteristiche, hanno le espressioni 

- . =J ( T ,  u + x , u +  ,O' i) do' \ 
0 

Basterà provare che queste funzioni possiedono tutte le proprietà, che 
nella precedente Memoria furono dimostrate caratteristiche della deformazione 
del 3." tipo. 

III quanto alle condizioni di continuità di queste funzioni e dclle loro 
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derivate prime in  tutti i punti non giacenti su O, come ancora al loro corn- 
portamento dl'infinito, omettiarno di imitnre le dimostrazioni, c h ~  sogliono 
darsi per 1'analog.a. funzione potenziale di iiii doppio strato. Rigunrdiamo piire 
come evidenti le proprietà 

x (u, v, t v ) = O ,  91 (u, O, zc) = O ,  3@4, v, w) =O, 

che  valgono per tutti i punti non giacenti sulla superficie singolare. Verifi- 
chiamo piuttosto le proprietà relative alle discontinuiti di queste funzioni e 
delle loro derivate prime ~ t t r a v e r s o  la  superficie singolare. 

16. Peï un  determinato punto n?, di  u pensiamo coiidotta la iiormale 
positiva e su questa preso un altro punto nz di coordinate (Y, y, x) ,  e ri- 
guardiamo m come un punto, di cui si considera Io spostamento, mentre m, 
è uno dei punti (x', y', z ' ) ,  a cui si estcndono le iiitegraxioni. Tracciamo 
su u una  curva chiusa C circondante i l  punto IU,, e segniamo con a, la por- 
zione di CJ racchiusa d a  questa curva. L'jntegrale, che dà il valore di t i ,  pub 
scindersi in due: uno, t r , ,  esteso a u,, e I'altro, u,, esteso alla rimanente 
parte  di u, sicchè 

u=uo  + U I .  
O r s  21, si mnntiene evidenteinente continua quando il punto 912, muoven- 

dosi sulla normale, att1.a~ersa la superficie i n  nz,, sicchè la discontiriuità, che 
d o r a  subisce zl, si rjduce a quella di 11 , .  

Ricordando le notnzioni delle componenti della pressione X,, . .. , Yz,..  . 
di ICrncririo~~, osservifimo che 

quindi, s e p a n d o  con c c o 7  P o ,  70 i coseni direttori della normale positiva in nz,, 
possinmo scrivere 
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Ragioniamo separatamente su questi due integrali. Il primo pub trasfor- 
marsi per le eguaglianze 

ove nei secondi membri le derivate delle t , ,  V I ,  c l ,  invece che esser prese 
rispetto ad x', y', z' (come indica l'apice '), s'iiitendono prese rispetto ad x, 
y, z, coordinate da1 punto m. Cos) il primo integrale diventa 

Quando il punto nz, muovendosi sulla normale, si approssima indefinita- 
merite ad l n , ,  questa espressi~ne ha per limite 

Diamo un'altra espressione d i  questo limite. A ta1 uopo consideriamo la 
deformazione del 2.' tipo di spostamenti 

e per essa calcoliamo la componente I! della pressione unitaria sulla faccia 
positiva di G,, in n1,. Essa è 

Cos), a cagione delle eguaglianze (24), il limite in esame ha pure l'e- 
spressione 

- (u* , v 2  , %). 

Dunque la. discontinuità che il primo integrale subisce, quando il punto wz 
. , attraversa la superficie iri nl, , è = - 9 P*(z(2 , v ,  , UA), cloe - 26. 

In  quanto al secondo integrale (37), facciamo uso di un sistema parti- 
colare di assi coorrlinati con l'origine in 111, e l'asse delle x rivolto yerso la 

Annnli di Matemntico, Serie III, tomo X. 25 
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normale positiva, onde avremo 

Ponendo inoltre per un punto qualunque di G, 

sarà 
X' = t  COS O ,  y' = t  sen 8, 

O' COS (Z 4 = t d t  a e, 

ove 12 denota la direzione della norinale positiva ne1 punto qualunque (x', 
y', X I )  di go. 

Chinmando r la distnrizn Fra questo punto qualunque ed i l  purito ln, 
si h a  

9^P = t2 f (z' - 2)'. 

Ora stacchiamo da1 nostro integrale la parte 

che con questo particolare riferimento di~renta 

e pub anche scriversi 

Riduciaino ln in ?no,  e poi facciamo restringere indefinitaniente la curva C. 
Quando questa è divenuta abbastanza stretta, cos ( z n )  non è mai più nullo 
in o,. Le quantità r, t ,  2' - z tendono a zero in qualunque direzione, ma 

zr - Z 
il rapport0 -- tende sempre ad un limite finito. Inoltre, se la superficie lia. 

t 
CC' 

una curvatura ordinaria in m,, corne supponghiamo, il rapporto - tende pure 
t 

ad un limite finito in qualunque direzioiie. Infine, per le proprietà delle fun- 
zioni 5,, q, , <, , anche il  prodotto r2 S', (1) tende ad un limite firiito. Diinque 
I R  qunntitil sottoposta al segno integrale si mnntiene sernpre finita, epperb, 
decrescendo indefinitamente il campo d'integrazioie, i l  limite dell'integrale è 
zero. 
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Alla stessa conclusione si arriva per le altre parti, che costituiscono il 
secondo integrale, sicchè questo non pub dare discontinuità per u, . 

In  conclusioiie si ha 
- 

g u = u .  
corne si voleva dimostrare. 

17. Dimostriarrio adesso ch(? le funzioni 

? (u, V, ZC), 91 jtt, V, ?O)? 3i (M, V, 20) 

restario continue quando si passa dalla facc,ia positiva alla negatim di a. Co- 
minciamo dallo stabilire, con procedimento identico a quel10 seguito al n." 14, 
I'eguaglianza simjle alla (33)  

1 P (u, V, w) d s = - { 9 ? (u, v, h) d 
" S - 0 

che sussiste in entramhi i casi che c sia chiusa O aperta, e dove s è una sii- 
perficie chiusa e coimessa involgente g, e 170perazioiie P si rifërisce alla faccia 
interna di S. D'altrs parte, adoperando le (36), si ottiène 

dove per l'ultimo passaggio si i? fatto uso delle (21); ovvero 

Q ( r i ,  n2 , x3j = Eil ? (1) + EliZ P (2) $- E 13 i? (3). 

Similmente : 
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ciuè 
8 (x,, x , ,  x , )=  E',, ? (1) + E',. P (2) + E',,? (3). 

Si trova infine ne1 modo stesso 

9 (pi , po , p3) = El3, ? (1) f E r 3 ,  ? (2) + Er3,  ? (3) 

Sostituendo queste tre espressioni ed invertendo le integrazioni relative 
a d s e d cr', ottenghiamo 

ma  questa espressione è nulla, perchè gl'integrali estesi ad s sono c o s t a ~ t i  in 
vi i tù  delle (24), qualunque sia il punto (x', y', x') sempre ipterno ad s, qiii~idi 
le operazioni di derivazione rispetto ad x', y', x' ,  a cui sono sottoposti, dànno 
per  risultato zero. 

Si  h a  dunque 

Cod ,  confrontando con la (33), , si trova 

9 ? ( t ,  v, t u )  d O = O. 

Col metodo seguito in fine del n.' 14 si pub poi dedurre clie questa egun- 
glianza siissicte pure per yualunque porzione di G piccola quanto si voglia. 
Dunque do r r à  essere 

9 i? ( u ,  v, LU) = O 

corne si volea dimostrare. 
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5 111. - ESPRESSIONI ANALlTICHE PER LA DEFORWAZIONE ELEMEMTBRE 

I N  UN CAS0 PARTICOLdRE. 

18. Abbinnio vediito al n.O 6 che l a  costruzione delle espressioni nna- 
liticlie per la deforrnazioiie eleinentare dipende dalla. ricerca di un'opportunn 
soluzione dell'eqiiaziorie a derivate parziali del 6." ordine linenrc 

1 Dl2 Dt3 ' 

dove 
$2 n a 2  n 6 2  II 

D,, = - 9 D--- io - > - ' - )  D 3 3 = - 9  a u.2 a u a v  8 w e  

e n è l'espressionc simbolica, che si ottiene poriendo ne1 contropotenziale d'ela- 
sticità in luogo di x, , . . . y z ,  . . . le espressioni simholiche lr, = 5 u , . . . , 
y, = q zo + < v ,  . . . , di guisa che le D,., , non contenendo più le I I ,  v, w ma 

a a a  invece le sole S ,  6, 1; equivalenti alle operazioni differenziali , 
a x  a $  a ~ '  

sono çimboli di  operazioni differenziali con coefficienti costanti, i qu-ali non 
sono altro che combinazioni dei coeffioienti d'elasticità del corpo. 

P e r  giovarci dell'iiituizione geometrica riguardianlo ausiliarmente 5 ,  il, 5 
corne coordinate proiettive di un purito del piano, ed d o r a  l a  (D) = 0 sarh 
I'equazione di una curva piana del 6 . O  ordine, che vogliamo chiamare la  se- 
stica associala alla costituzione elastica del corpo. 

Qui procediarno alla ricerca della voluta soluzioiie dell'equazione a de- 
rivtite parziali ne1 caso, in cui l a  sestica associata si spezza in tre coniche. 
Ma prima vogliamci mostrare co&e questo caso comprende tre forine jtnpor- 
tanti del potenziale d7elasticità, cioè : 1 . O  il caso dei corpi, isotropi ; 2.O quel10 
dei corpi con un7asse d'elasticità; 3.O quel10 del nlezzo elastico immaginato 
da  GREEN per ispiegare il fenomeno della doppia refrazione della luce. 

19. Co9.p.i isotropi. - Adottando per le costanti d'isotropia Icz nota- 
zione di GREEN, diamo al contropotenziale l a  forma 
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da cui, introducendo i simboli, si ottiene 

Mettendo queste espressioni in (DI ed eseguendo i calcoli, si ottiene 

(D) = A B' ( p  + q' + g?)3. 
Dunque la sestica associata si i-iduce ad una conica tripla, la quale, sup- 

ponendo che le coordinnte siano cnrtesiane omogenee, è un cerchio iminagi- 
- 

nario di raggio i- 1. L'equaziorie a derivate parziali si riduce a 

ove A' è il simbolo di LAPLACE (*). 

20. Corpi cota zm asse d'elnsticitir. - Assiimiamo l'asse ù'elaaticità 
nella direzione delle z, e ponghiaino il contropotenziale nella formn (**) 

(*) Il Ch.mo Prof. CERRUTI, lia avlito 13 gentilezza di coiilunicarini che f i n  da1 1836 
egli conosce questn, equazione da l u i  dedattn con procedimento genernle, che espose in un 
corso svolto qoell'anno nell'UniversitH di Roina. 

(**) Adotto la forma, che trovasi nelie iYolc fisico-niatemntiche dcl ~ L T R A J I I  (Rcndi- 
conti del Circolo Matematico di Palerino, t. III), ponendovi in, 2 E invece di D, E. 
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e, sviluppando per  gli elementi dell'ultinia orizzontale, si perviene a l  risultato 

(D'= [Et '+ D([?+ï;')][EC!'+(..l C-2 BE--Bz)5'(<!+q?)+A E(E"$-?)?]. 

Ponendo dunsue  

e chiamalido h, ,  lz, le radici dell'equazionc in k 

IiICh" ( A  C - 2  B E - B 2 ) h  $ A E = O ,  

l'equazione della sestica associatri. pub scriversi 

1;' - 1 1 ,  (5" q 2 ) ]  [i" h ,  (j" J, q2)] [c2 - h 3 (5" ?)] =rz O, 

quindi questa curva si spezza iii t re  coniche aventi un triangolo polare co- 
mune, a cui sono riferite. L'equazione a derivate parziali pub scriversi 

dot-e 

(") KIRCHHOFF, Vodes. über nzath. Pljysik. Matlieinatisclie Optilr, Leipzig, 1891, Pa- 
gina 198 e segg. 
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e, introducendo i simholi, 

2 il = a ,  ( 5  u + ï~ v + 5 w)" ane [(ï; tu + < - 4 5 < v zo] 

+ b2[(Cu + 6 ~ u ) ~ - 4  <: w 2 1 1  + c Z [ ( [ v  + ~ ) ~ - 4  i ï; U V ] .  

D a  questa si ricava 

Per isviluppare questo determinante, converrà ridurlo ad  elementi bi- 
nomii, di cui i primi termini siano quelli cnntenenti a,, e poscia ordinare 
per le potenze di a , .  Cosi si vedrà. che il solo coefficiente che non si an- 
nulla è quel10 della prima potenza di a,, e si otterrà 

Dunque l'equazione della sestica associatn sarà 

e questa curva si decompone in una  cnnica semplice ed una doppia (circolo di 
raggio \I=i, sc le coordinate sono cartesiane) entrambe riferite al triangolo 
polare comune. L'equazione a derivate parziali sarà 

ove A2 è il simbolo di LAPLACE. 

22. P e r  poter dare l a  soluzione del problema ne1 criso che le tre co- 
niche, in cui si scompoiie la sestica associata, siano affatto qualunque, occorie 
premettere alcune formole, che richiederebbero calcoli algebrici molto com- 
plicati ; nia noi li semplificheremo estremamente ricorrendo al  cdcolo sinrbo- 
lico delle forme ternarie. 

Siano due forme ternarie quadratiche in notazione simbolica 
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- - -- -- 

h; - ( b  b' b")' 

Segninmo con AL l'operazione cliffwenzinle, clie si ottiene (ln OJ qua,ndo 
. . a 

VI s i  poile . r i -  , e(l fipplicliinmo questa operazione alla fiinzione y"2, ore  
a i  

ed l n  P iin 1îunici.o qiialiinqiie. Si lin 

con In  qiiale i i l t im~ ,  si ottiene 

(*) Si l n  
( I , , ~  ha - Irrr, Ii(?)? = 2 14 Li - 2 un !ln Un' L,xl 

e d'altrn parte 
(ua bat - IW bn)e = [(U I i )  u  dl2, 

e siccome 
4 

(.c ccr x ) Z  := a: a: , 
ponendo x -= (1t t ) ,  si ott,ieiie 

4 
[ ( U L ) U K ~ ] ~ = -  X ' 

Antztlli di Maletrzaticn, Serie III, toino 5. 
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quindi r iene 

Poniamo in questa b = o, cioè supponiamo che la forma 6;  sin ideiitica 
alla CL:. Al1oi.a si ha 

quindi  si ottiene 

3 
C'irripoihno i due casi particolari della ( 3 9 )  re l t i t i~ i  nt1 1,1 = 

t 
2 ' ?]' - 5 ' 

cioè 
af; u: 

A ~ ' : ' \ / V ) - = C ; ~ O L E - ~ ~ ,  (4 1) 
1' Y 

1 
C'importa aiicorn il caso particolare della (40) per w /  =-- , , cioè (*) 

23. Riprenclinnio lc (41), (42) potiendo a1 posto di nf. I R  fornin. 

(6; 1 I b i ,  

ove 1 é un parametro qual~inqiie. Notiamo con & il discriminante P coi1 9 il 
contxovarian te di questa forma, tenendone presen t i gli sviluypi 

(*) Qiiesta formola 6 ben nota q u a i d o  y è posta nelltl forma canonicn, e si iisa riclla 
teoria della propagazione dei calore nei rnezai anisotropi ( Y .  E. _ \ ~ ~ T H I E U ,  Thkorio C& PO- 
ientid, Paris, Gautier-Villars, 1885). 
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Allora nelle (41), (42) bisogiia porre : 

al posto- ai na : Q, 

1 da, 
n n 1: U: : 24% j, î19 - -- -- a d l '  

çhe scriveremo definitivainente cosi : 

24. Siano Fra tre forme a:, b;, ci , . .  e segtiiamo con A,, A b , .  A, le 

a D'altra opernsioni, che rispettivamente se ne ottengono poneildovi xi - Ci - t t i  . 

c deiiotiaino con E' i l  suo controvariante e con P il silo discriminante. Pos- 
siamo e~identemeii tc  applicare a questa forma la (44) poiiendovi 

ai yosti di A b ,  , $ ,  (D 
4' yispettivameiite A c ,  p , 1' , . d ,  
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da  cui, operaiido sui due membri con A b ,  si r icava 

ed applicaiido ne1 secondo membio In (45) con le analoghe sostituzioni, ri- 
su1 ta 

che scriveïemo cusi : 

23. Iiitegriaiiio doppiaiiiente i due nienibri di questa equaxioiie rislietto 
s 1 fra i limiti O e I e ioispetto a p f r ~  i l i~ni t i  O e 11 l ~ e r  ~iilOl'i scali e po- 
sitivi di  queste varjabiii. Essendo allora certwmeilte lecita I'inveisione del 
segno Ab Ac con quel10 di doppia integrazione, si lia 

Oïa, facciido crescere iildefiiiitainente A e M, i tre primi terniiiii del se- 

rondo iiienibro tendoiio a zero, mentie  il quarto teiiniiie tende ad  -' , dove 
\' I 

y denota, corne a1 neo 22 il controvariante 26:. Si ha quindi 

Fjiialnieiite, applicaiido ai due inembri di questa equaxioiie l'opeiwioric A, 
ed avendo ripardo alla (43), si ottiene 
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26. Yes applicare il risultato precetleiite al proble~na ohe ci occupa, 
basta mettere ai posti delle u , ,  zl,, 2 1 ,  le coosdiiiate x, y, x e siipljorre che 
cc; - O, b; = O, c: = O siaiio le equazioiii simboliclie delle tre coniche, iii 
cui si spezza la sestica associata. 

P e r  esses certi poi clie questa soluzione sodisfa alle altre condizioiii ri- 
chieate, bisognrb diinostrare che le derivate quarte di  p diventaiio d 'or ig ine  
infinite ed d'iiifinito infinitesime del l."orcliiie, e clie le sue derivate quinte 
acquistano quivi andoghi valori del 2.O ordine. Evidentemerite basta dimo- 
strare siffatte proprieth per la  fuiizioiie E'\ilfl. A ta1 uopo occorre procedere 
,z calcoli alquaiito lienosi, ed è pseferibile svolgerli prima per Faz, ove nz sia 

3 uii ilumero qualuiique, al quale poscia si darà il valore - . Conviene inoltre 
2 

teiiere, corne più comode, le iiotazioni ec,, u,, 21, invece delle x, y, x. 
Per  poter notare cornpendiosameiite i risultati di questi calcoli, (iiei q u d i  

si tel-rà presente che E' è del 2."grado nelle u, e quiiidi le sue derivate sono 
poi), ponghiaino brevenieiite 

a2 = fn  (N - 1) (912 - 2)  , . . . u4 wz , . , (?n -- 4)?  

a ~ -  a 2  F 
Li - Fi , a- = E', . 

k, 1 sol10 ciiique numeri della teriia 1, 2, 3, si ha 

dove i soiiiinatori si riferiscono a tutte le coinbiiiazioiii possibili del10 stesso 
tipo degl'indici. 
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Puneiidori 

Se  ora riflettiamo clie, per essere F' clcl 2." grado iielle 21, le F con uii 
solo indice sono del 1." grado e qiielle con due indici soiio costanti, ne iiife- 
rianio facilmente clie le quantità dentro' parentesi restano finite tanto all'ori- 
gine clie all'infiriito. Quivi diiiique le derivate quarte si comportano corne 
1 1 e le quinte corne - . Or queste due funzioni vi lianno appuiito il corn- 

\ j ~  k' 
portaniento che si vuole dimostrare. 

Ci resta a dover dimostrare un'ultinia poprieth,  cioè clie I'esl~ressioiie (47) 
della funzioiie p è reale per tutti i valori reali di x, y, x. Ci6 è di un'irn- 
yortanza essenziale per due ragioni. L a  prima, la. più na tu ide ,  consiste nella 
necessità che le funzioni, che debbono dedursi negl'iiidicati modi dalla p, aiil- 

niettano la rappresentiizione meccaiiica. L a  seconda risiede ne1 fatto c h ,  
rnaiicando la  realtà delle funzioni, che soi1 cliiamate a d  espriinere le compo- 
iienti del10 spostamento per la deforrnazioiie elementai-e, verrebbe rneno la  
validità del teorema enunciato a1 2 e quiiidi la  confernia, che esse sono 
le sole che convengoiio al  fenoineno rneccanico. Infatti l a  dimostrazione di 
questo teoreina data al 1i.O 1 2  si fonda s~dl'altro, che uiia forma quadratica 
essenzialinente p o s i t i ~ a  (il coiitropoieiiziale) non yiib annullarsi che per \~doi.i  
iiulli delle variabili, e qiiesto teoremn è circoscritto ai ~ a l o r i  reali delle va- 
riabili stesse (*). 

,+) Cfr. il 11.O 40 della preccclente Mernoria, clie si richiama al ri."? d e l h  preseiite. 
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Dimostreremo diinque che l7inteym2e (47)  è senzpre renle. A ta1 iiopo 
hisognn osservare clie le tre coniche, in cui si spezzi la, sestica associata .pas- 
sono asere i coefficienti reali o anche complessi. La dimostraxioiie del :tee- 
remn sar8 diversa nei tliie casi. 

Se  le tre forme ci?,, b:, c: hanno i coefficieiiti reali, tenghinmo presente 
che n: è una forma qiindratica essenzialmente positivn fra le sei variabili r,, 
yy, z,,. .. r y .  Facendovi le sostitiizioni ( 5 )  del n." 3, essa diventa min forma 
quadraticn essenzinlmente positira rispetto a11e sei rspressioni ( u, v a, < t u , .  . . 
5 v + q ,4 or1 anche rispetto alle dile terne di vnrial)ili E ,  q, C; f i ,  v, ?P.  Dunque 
In formfi qiinrlrntica fra le vari:~bili g r ,  v, w 

;> essenzinlmente positiva qiinliinque siano i valori delle vnrinbili E ,  ri, <, clle 
entrano nei siioi coefficieiiti. Ci6 jinplicn, com'è notn, le condixioni necess~rie 
e siiflirienti, che, con le notazioni introdotte al ri." 3, possi:imo scrivere cod: 

La prima di queste ineguaglimze ci dice che il primo membro (= 0) 
dell'equnzionc della sestica associnta è essenzialmente positive, cioè clle questa 
ciirva & jmmaginaria. Che cosa avviene qiiando esso si scompone in tre fat- 
tori qundratici a*, b:, r i?  Per  questo esame bisogna djstinguere il cas0 che 
qu~stt.? tre forme siano a coefficienti renli da quel10 che non 10 siano. 

Ne1 primo cmo é necessario evidentemente che tuttc e ire qiieste forme 
s imo essenzialmente positive, e quindi s a d  pure tale la forma 

pei vnlori positivi di 2, p. Ne segue che il c~nt~rovariante F di qiiesta è pure 
iina forma. quadrrttica. eswnzialmente positiva per A, p positivi, rerch$ Fer 
essa siissistono Io iiieyinglianze an:~loglio alle (a), comp p h  facilmente Te- 

rificarsi ricorrendci d l e  proprieth dei determinanti rcciproci. neriva da cih 
che i l  differenziale 

è seinpre reale per valori positivi di A, p ,  e qiiindi p è reale. 
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Passanrlo a1 secondo caso, suppongliiamo che la forma del 6." ordine si 
scomponga in tre forme qiiadrnticlie con coefficienti romplessi. Aliora occorrcl 
distingiiere se queste sisno a loro volta irreduttibili O no. i n  gerierale, poicliè 
la  forma primitiva h a  i coefficieirti reali, è evidente clie, se essa si scoinpone 
in iin certo nmodo in fattori irreduttibili, si scomporrà piire nei loro coniii- 
gati  (intendendo per questi le espressioni, che se nc  ottengono cainhiando i 
coefficienti nei loro coniiigati). Sicconie intanto la sconiposizione non pub 
nvvenire d i e  in un  sol modo (*), i fattori coniiignti dovranno coincidere coi 
primitivi diversamente ordinati, onde segiie clie qiieeti fnttori saranno diie n 
diie coniugati e, se sono in numero dispari, r e  ne sai-à uno renle. 

Cib premesso, sono possibili i segiienti casi : 
a) Se  i fattori qiiadratici u", b:, c5 sono tut t i  e tre iweiJziitibili, lino 

di essi sarà reale e gli altri dile cornplessi coniiigati. Foimando 1'integi.de p, 
nssumiamo corne al, i l  fattore reale, sicchè b:, c i  SrZranno coniugati. Allora 
alla forma 

a: + h l  b i  f p,  cX 

. ,  .i otteni~tn dando n, )., u i vnloi-i positivi pnrticolnri 1. - A ,  , p .= p, , corrisponde 
come siin. coniugatn. ln. forma 

ottenuta con gli altri valori positivi particolari 1. -p l ,  p - 1, . Anche i 
coiitrovarianti corne pure i discriminanti di queste tliie forme sarnnno cvi- 

P\IP 
dentemente coniugnti, e percib ben pure le relative espressioni di 

Dunqiie ne1 campo d'integrazione (ch'è quel10 di tutti i valori positivi di I ,  p), 
ad ogni piinto rie corrisponde uno ed un solo, ove I'elemento dell'integrnle 
prende il valore cqniugato. N e  segue che p è reale. 

1)) Se  fra le tre forme quadratiche ve n'è unn sola viduttibile a due 
fattori lineari, qnesti d a  una parte e i due fattori quadratici irreduttibili dal- 
l ' a l t r ~  dovranno essere coniugati. Dunqixe il fattore quadratico riduttibile è 
r e d e ,  e la dimostrazione pub procedere come ne1 caso a!. 

C )  Se  fra  le t re  forme quaiiraticlie ve ne sono due sole ridztttibili, In 
terza, dovendo essere coriiugata di sè stessa, sarà reale. 1 quattro, fattori li- 
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neari, dovendo essere coniugati a coppie, il loro prodotto si pub ridurre a 
due fattori quadratici realj. Dunque la decomposizione della sestica pub anche 
farsi in tre fattori quadratici reali, e si ricade ne1 primo caso. 

d) Se infine i tre fattori quadratici sono tutti ~idut t ib i l i ,  i sei fiittori 
lineari soi10 due a due coniugati, e, cosi accoppiandoli, si ottiene una sconi- 
posizione della sestica in tre fattori quadratici reali, ricadendo pure ne1 primo 
c aso. 

Cos) il teorema è dimostrato. 

S IV. - APPLICAZIONE AI CORPI ISOTROPI. 

28. Abbiamo veduto che per questi corpi l'equazione della seslica as- 
sociata è 

(E' + q2 + <y3 = o. 
Si ha  quindi 

9 - b 9  - C 2  - 2 i a,- ;- x-.x: + xz-j-x3, 

e dobbiamo prendere il controvariante ed il discriminante della forma 

(1 + A + I*) (x? + x; + xi). 
Essi sono: 

E' = (1 + A + p)"uf $ U: + ui), 

D = (1 + 11 + (1)9> 

e questi forniscono la soluzione dell'equazione a derivate parziali (D) = 0 :  

Tornando :I scrivere x, y, x invece di u,, u,, u, ed omettendo il fat- 
1 1 

tore - possiamo assumere 
2 

p = r3  
1 

ove 2. denota la distanza fra il punto (x, y ,  z) e l'origine. 
P e ï  ottenere le t,, c , ,  c i ,  richiainiam0 le esyressioni delle D,, calcolate 

Annali di Malemztica, Serie III, tom0 X. 27 
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al n." (19), e con queste otteniamo 

da  cui, ponendo per (, v ,  5 i segni di dei.ivaaione, ramnientando le egua- 
glianze 

r 3  $.3 8 2  1'3 a ~ r  Ô2r 2 --+-+ -=12r ,  -f -+-=- 
8x2 a,, a xz axe a y 2  Z Z Z  r 

e tralasciando il fattore cornune 12 B, otteniamo 

Richiamiamo l'espressione 

ove 

ed a, P ,  7 sono i coseni direttori della normale .n rivolta verso quella parte 
del corpo, da cui proviene la pressione che si considera. Ztiferiamo questa 
espressjone di P alla pïessione, che si esercita sulla superficie della sfera a 

di raggio t. con centro all'origine, proveniente da1 suo interno, siccliè per l a  
normale 12 dobbiamo prendere - r ,  è per a, 6 ,  y i valori 
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Abbiamo inoltre 

e, svolti i calcoli, viene 

Sostituendo, si ha 

Dovendo integrare questa espressione per  tut ta  l a  superficie della sfera, 
poniamo 

x = t' sen 6 COS rp , d o = r 2 s e n B d B d c p  
ed otteniamo 

quindi, per le sguaglianze 

viene 

~ o ? , ( l ) d ~ = 2 ~ [ 4 - ~ + 4 ( ~ - ~ ) ~ l  = 8 n  A R .  

Queeto integrale dà il ralore della forza sollecitante applicata all'origine 
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200 G e  b b ia : Le dr fo i .mu io !z i  tipiche dei corpi solidi elastici. 

e diretta ne1 senso positivo dell'asse delle z. Siccome vogliamo che questa 
forza sja I'unjtB, dobbiarno divjdere le preced~riti  esprcssioni di <,, q,, Ci 
lier 8 TI. A B e, cib fatto, seguiteremo a denotasle con gli stessi segiii. L e  
t l ,  . . . C3 si possono ottenere per analogia. Cosi si perviene alle formole, che 
esprimono la deformazione elementare, cioè 

1 A -  ~a~~ A - B  82r 4 n B v 1 2  =------- 
2 A  a p '  4 n B < i = 4 . i r R ( , = - - -  

r  2~ a z a 2  

Sostituendo questi valori nelle forinole generali per le t re  deforrnazioni 
tipiche qui date 81 $ I l ,  si giunge alle stesse espressioni per le deformazioni 
tipiche dei corpi isotropi, che abbiarno ottenuto con altro metodo nella Pa r t e  
terza della precedente Mernoria. 

Palenno, hgosto 1903. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M6moire sur les congruences linéaires 
aux différences finies. 

(Par ALE" GULDBERG~. à Christiania.)' 

D a n s  un mémoire 
d'une théorie des formes 

important (*) M. S. PINCHERLE 
linéaires aux différences finies 

n exposé les bases 
toute analogue à la 

théorie des formes algébriques. 
Nous nous proposons dans la présente conlmunication de  donner un petit 

supplément aux résiiltats de M. PINCHERLE en établisant des bases d'une théorie 
des congruences linéaires aux différences finies toute analogue à la théorie 
des congruerices algébriques. 

Dans un premier chapitre nous montrons d'abord qu'une forme lineaire 
a u x  différences finies à coefficients entiers suivant un module pr,emier est 
subie aux m6mes lois qu'un nombre entier. 

E n  particulier il existe pour les formes linéaires aux différences finies, 
suivant un  module premier, un algorithme tout à fait analogue h l'algorithme 
 E EU CL IDE pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres 
donnés. 

Dans le second chapitre, nous d6finissons ce qu'on eomprend par une 
congruence linéaire aux diff6rences finies, suivant un double module; de cette 
définition ddcoule immédiatement les propositions les plus élémentaires d'une 
telle congruerice. 

Puis nous introduissons les nütionh d'un u système complet de restes n 

suivant un douhle'module et de la u solution n d'une congruence linéaire aux 
différences finies du nieme degré et nous finissons par donner une généralisa- 
t i m  du théorème de FERMAT. 

(") Mernorie della R. Accadeinia delle Scienze di Bologna, S. V, t. V, p. S i .  
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202 G sr 1 d b e r y :  Mf?rnoire sur les congruences Ein&ciires 

CHAPITRE 1. 

1. Soit donnée la forme linéaire aux différences h i e s  8. coefficients 
entiers 

r y a  =an ym+n $ an-4 $!sin-, $ . . $- a ~ y r t i  $ ao y a  

En écrivant avec CASORATI (*) symboliquement 8 y ,  pour y,+, ,  6"y, pour 
etc., nous pouvons 6crire la forme linéaire F y, sous la forme 

Nous coniprenons avec M. PINCHERLE par le produit de deux formes li- 
n m 

néaires F y, = xi ai 8 9 ,  et G y ,  = xi bi 6 i  y ,  une nouvelle forme linéaire 
O U 

Il y, définit par l'équation : 

Nous aurons de plus 

a,, On + U n - ,  8K-4 + . . + a, O + uo = an (6 - m,)  (6 - nz,) . . . (6  - mn.,), 

ou les nz sont les n racines de l'équation algébrique 

II. Considérons une forme linéaire ti coefficients entiers 

e t  examinons les propriétés d'une telle forme linéaire suivant un module pre- 
mier p. 

Nous disons que deux formes linéaires 

i*) Ann. di hfalemnlicn, S .  II, T. IX, png. 10. 
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sont congrus suivant le module premier p, lorsque dans la différence F y X -  G y ,  
tous les coefficients de y,, y,+,, ... y,+, (r  &nt le plus grand des deux 
nombres ta et m) sont divisibles par p ;  c'est à dire lorsqu'on a 

équation que nous exprimons par la formi~le 

F y, = G y, (mod. p). 

De cette définition d'une congruence l iné~ i re  il s'ensuit que les proposi- 
tions de la théorie des congruences arithmdtiques se retrouvent immédiatement. 
Si dans la forme linéaire F y ,  n est l'ordre de la valeur successive la plus 
haute, dont le coefficient a, ne soit pas divisible par p, on dit que F y, est 
de l'ordre 9 1 .  

D'après cette dhfinjtion, deux formes linéaires, qui sont congrues suivant 
le module p, ont le même ordre, $ supposer qu'elles ne sont pas congrues R 
zero suivant le module p. 

Soit 11, I'ordre de la forme linéaire F y, et n, l'ordre de la forme li- 
néaire G y,, l'ordre d u  produit F y,. G y ,  sera f i ,  + n,. Il suit de IA que, 
si l'on a 

F y,. G y, = O (m0d.p) 
il faudra que 

F y, s O (mod. p), ou G y, r 0 (mod. p). 
Soit 

F y,. G y, Fi y x  . Gt y, (mod. p)  
et  

3' y, G F,  y,  213 0 (mod. p). 
On aura : 

- G y, G, yx (mod. p). 

n 
III. Parmi le nombre infini de formes linéaires F y x  = 2; ai 6'y, 

O 

d'ordre n, il y a un nombre fini de formes qui sont hzcong~ws suivant le 
module p. Ce nombre se déduit par la remarque, que les coefficients a,, 
a ,,.. . a,-, dans la forme F y, (mod. p )  passent par les p nombres O, 1 ,  
2 ,... p- 1 ,  le coefficient a, seulement par les p - 1 nombres 1, 2 ,... p - 1. 
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204 G zt 1 d b e vg : Mérnoire sur ies congruences linéaires 

Le nombre des formes linéaires d'ordre n incongrues suivant le niodule p est 
pn ( p  - 1). 

Si les trois formes linéaires F y,, G y x ,  H y ,  satisfont 9- la congruence 

P y, = G y, . H y ,  (mod. p )  

nous disons que les formes Gy, et  Hy, sont diviseurs ou facteurs, suivant 
le module pl de la forme F y,, ou que la forme F y, est divisible, suivant 
le module p, par les formes Gy, et  H y,. 

E n  particulier, on voit que toute forme 3' y, est divisible par les p - 1 
nombres a , ,  a,, . . . a*-, d'un système complet de restes premiers avec p. Car 
on peut toujours trouver un nombre x tel que la congruence 

soit satisfait. On aura donc pour toute forme linéaire J ' y x  

F y, - ai x . F I/, (mod. p'. 

Nous considérons les p - 1 nombres a , ,  a a l .  .. op-, comme des zutif&. 
Entre un système des formes linéaires associées 

on appelle principale la forme, dans laquelle le coefficient de la. valeur suc- 
cessive la plus haute est congru h 1 suivant le module p. 

IV. L'analogie de l'algorithme  E EU CL IDE pour trouver le plus grand 
cornmun diviseur de deux nombre's donnés se retrouve facilement. 

Soient F,  y, et  E', y, deux formes linéaires d'ordre n e t  7n: 

Fxécutons sur les palynomes F, et  F, l'opération par laquelle on d& 
termine le plus grand commun diviseur, en négligeant les ternies multipliés 
par p et  en ayant soin d'ajouter à chaque reste un polynome de la forme 
p Gy,.  Si l'on suppose, pour fixer les idées, que l'ordre de F ,  y, ne soit 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aux diffhences finies. 205 

pas inférieur à celui de Pt y # ,  on aura cette suite de congruences 

Fi F'i ym Fz 9.z + F s  ym .' 
F , y x - F ' e y z . F 3 y m + F d  YS 

. . . . . . . . . . . . . ) mod. p. 

L a  forme lineaire F, y, est donc le plus grand commun diviseur suivant 
le module p des deux formes linéaires Fi y, et F, y,. E n  particulier, si le 
plus grand commun diviseur F,. y, de deux formes linéaires données Fi y, 
et F, y, est d'ordre zéro, nous disons que Fi y, et F, y, sont premières l'une 
avec l'autre ou admettent point de diviseur commun. 

On démontrera facilement le théorème : 
Soient les deux formes linéaires F, y, et F,  y, premières l'une avec 

l'autre, et soit F y ,  une forfie linéaire quelcofique, la forme F y, est donc 
divisible pur tout commun diviseur du produit F, y,. F y, et Fé y,. 

Corollaire: Si les formes linéaires Fi y, et Fy ,  n'admettent point de 
diviseur commun avec la forme F, y,, le produit Fi y,. F y x  n'admet pas 
non plus de diviseur commun avec la forme F, y,. 

V. Une forme linéaire F y ,  sera dite irréductible suivant le module 
premier p, si elle n'est pas divisible, suivant ce module, par aucune fornie 
linéaire d'un ordre inférieur au sien, excepté les unit&. 

Théorème : S i  une forme linéaire principale $'yx, non coîzgrue à zero 
suivant le module p, n'est pas irr.éductible, elle sera décomposable d'une seule 
manière en facteurs principaux irréductibles. 

L a  démonstration de ce th6orème se fait immédiatement. 

CHAPITRE II. 

1. Nous avons maintenant vu une forme linéaire J'y, suivant un mo- 
dule premier p pour les propositions élémentaires sur les nombres entiers se 
retrouver complétement. Nous exposerons maintenant quelques propositions 
sur les congruences des formes linéaires suivant un double module. 

Annuli di ~Maternaticlr, Serie III, tom0 X. 25 
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Soient données deux formes linéaires 

le fait que la fornie F y, est divisible suivant le module p par la forme Gy, 
s'exprimera par la formule 

F y, 3 O (mod. p .  Gy,), 

ce qui représente la congruence 

D'une façon analogue la congruence 

De cette définition d'une congruence linéaire suivant un double module 
p . Gy, resultent immédiatement les propositions blémentaires de la théorie 
des congruences arithmetiques. 

II. Si P y, est une forme linéaire quelconque et Gy, une forme li- 
néaire d'ordre n, on aura une cougruence 

où Ii, y, est d'un ordre inférieur à celui de Gy,. La forme générale de 
F, y, sera : 

chacun des coefficients a,-, , an -,,.. ., a, étant susceptible d e  recevoir p va- 
leurs diffkrentes, par exemple: 0, l ,  2 , . .  ., p - l. L a  forme F, y, peut 
avoir pn valeurs distincts. Ces ptL expressions constituent un système complet 
de restes suivant le double module p, Gy,. 

Lemme: Si l'on multiplie les termes d'un système complet de restes, sui- 
vant le double module p, Gy,.: 
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par une forme quelconque F y, première avec G y,, les produits obtenues 

constituent de nouveau un system complet de restes, suivant le double mo- 
dule p, G y,. 

E n  effet, si les pn formes (2) ne coiistituent pas un système complet de 
restes, suivant le double module, on aura:  

J 7 y X .  Fi tjx F y x .  Ej y, (mod. p .  G y,) 

puisque Fy ,  et Gy, n'admettent pas de diviseur commun, on aura : 

ce qui est impossible. 

III. Soient Fo y,, F, y,, . . . , lin y, des formes linbaires quelconques, 
et ne soit pas F, y, divisible par Gy,  la formule 

F n y x .  [J'y2tIn + Fn-i y, [ F Y ~ ] " - ~  $ + 
+ y,. F y x  + F, yx=O (m0d.p. G y x )  

s'appellera une congruence du n.ieme degré. On appelle solutions de cette con- 
gruence les diverses valeurs de F y ,  rendant le premier membre divisible par 
Gy, suivant le module p. De cette definition suit immédiatement la propo- 
si tion : 

La congruence du premier degré 

Fi y, . P y, = Po y, (mod. p . G y,) 

a toujours une solution, si F, y, est premier avec Gy,. 

IV. Théorème : Si l'on ddsigne par (p ( G  y,) le nombre des formes li- 
néaires premières avec Gy, parmi 14% système complet de restes suivant le 
double rnodt.de p , G y,, on a w a  : 

O% IZ est l'al-dre de Gy, ,  et q z , ,  va,,..., nq sont les ordres des factews ir- 
réductibles principaux, suivant le podule p, de la forme G y,, 
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Soient Fi y,, F, y,, . . . tous les diviseurs principaux, suivant le module p, 
de la forme Gy,: 

G y, = Fi y%. G, y. cc (mod. p), G y, = F, y,. G,  y, . a (mod. p) . . . 
Les formes G, y,, G, y, désignent donc aussi tous les diviseurs princi- 

paux, suivant le module p, de la forme Gy,, a est une unité. Divisons toute 
les pn formes Fi y,,. qui constituent un système complet dc restes, suivant le 
double module p ,  G y,, en autant de  groupes qu'il y c?. de diviseurs princi- 
paux de G y,. Mettons maintenant toutes les formes f i  y,, qui avec C: y, 
admettent F, y, comme plus grand diviseur, suivant le module p, dans un 
groupe. Ce nombre des  forme^ Fy, est évidemment y (G ,  y,). Mettons aria- 
logue dans un second groupe toutes les formes Py,, qui avec C; y, admet- 
tent F2 y, comme le plus grand commun diviseur. Ce nombre des formes 
P y, est p (G, y,). En continuant ainsi on aura distribué toutes les formes Fyx 
en groupes avec y (Gi2/$) formes, dans chaque groupe, on aura donc 

Soit Gy, congru suivant le module y d'une forme Fym irréductible 
d'ordre fz, on aura:  

* (1) + p (FYJ = P" 
mais 

(1) =p" 1. 
On aura ainsi 

Soit maintenant la  forme Gy, congru, suivant le module p, au produit 
de deux formes irréductibles: B, y,. FP y, des ordres n, et PZ,, on aura :  

D'après ce qui precècle oii a :  

y (F, y,) =pnl-  1 
11 en résulte : 

E n  continuant ainsi, on aura le théorème cité. 
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V. Théorème: Soit F y ,  une forme linéaire, premidre avec G y , ,  d'un 
système comnplet de restes, suivant le double ?nodule p .  G y , ,  on aura :  

F y$G"z) - y,  (mod. p . G y,). 

Si l'on met dans le produit Fy, .  P' y, pour la forme F' y,  les rf ( G y , )  
formes : F, yy,, li, y,, . . . , Fq(GUzlyz premières avec Gy,  d'un système com- 
plet de restes, suivant le double module p, G y , ,  on aura de nouveau, rf (Gy,) 
formes, premières avec G y,, d'un système complet de restes, suivant le double 
module p, G y , .  Nous aurons donc 

ou les formes F' ,  y,, Frn y  ,,..., F'rp(Gy,) yz désignent les formes Fi y r ,  F2 yx ,..., 
FT(Gllfz yz, mais dans un autre ordre. En posant le produit : Fi y,. F, y, ,..., 
F,(Gyz) y ,  = P y,, on aura par la multiplication de cette suite de con- 
gruences : 

By$Qyx) . Y y, = P y, (mod. p .  G y,) 

puisque la forme P y, est premibre avec G y,, on aura : 

F = y$ (mod. p . G y,). 

E n  particulier, si la  forme Gy, est une forme irréductible d'ordre rc, on 
aura : 

F y$"-' - yx (mod. p . G y,) 

ce qui 'est la  généralisation du théorème de FERMAT. 

VI. Dans ce qui précéde nous avons éssayé d'exposer quelques pro- 
positions d'une théorie des congruences linéaires aux différences finies. E n  
s'appuyant sur ces remarques on pourra sans grand difficulté développer les 
analogies ultérieures qui existent entre la théorie des congruences linéaires 
aux différeiices finies et  les théories des congruences algdbriques et arithmé- 
tiques. 
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Sopra alcune equazioni differenziali li- 
neari riducibili. 

(Di CARLO B~C~IAVI, a Firenze.) 

1. L e  cquiuioni diferenrialP lineari, a eoe(fcienti raziondi ed aventi 
soltanto punti sifigolari cke ammetiono l'eqaazàone dsterminante, sono redec- 
cibili ullorquando tre soli dei Zoro punti singolari sono c~itrici per gl'inte- 
grali e nell'intomo dé ciascuno di questi ire punti critici si pud determinare 
un sistema d'itategrali ptwticolari disti~nti i quali, girando colla variabile at- 
torno al punto critico Zn modo che esso rimanga semrpre alla sinistra di  chi 
percorre il camrnino, subiseolzo uncc sostituzi0;one che per i l  1.0 punto critico 
sia eguale all'inversa d i  quella del 2.0 molt@licata per la sostituxiol.te 

)O e . . .  O (  

i . .  . . . . . .  
O o . . .  6 1 

e per i2 3.0 abbia la forma 

essendo C, d dtre eostanti finite, delle quali la prima sempre differente da 
zero. 
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Sia 

un7equazione differenziale lineare d'ordine n che soddisfa alle condizioni del- 
l'enunciato, e siano a, 6 ,  c i tre punti critici, che supporremo tutti a distanza 
finita. 

Ne1 caso di 8 = O  il teoreina B subito dimostrato, giacchè, essendo 
log E 

C,I = -- possiamo cambiare nell'equazione data la funzione incognitn po- 
2 r i  

nendo 

y = (x - b)" (x - c)-" z. 

Si ottiene in ta1 modo un'equazione in x sempre a coefficienti razionali 
e per la quale c non è più punto critico. Quest'equazione, che possiede i due 
soli punti critici a, 6, è di quelle dette  HA HAL PH EN, che non solo sono ri- 
ducibili, ma  che si possono considérare come completamente integrabili (*). 

Supponendo dunque cl differente da zero, consideriamo un punto a del 
piano che non sia singolare per l'equazione e un circolo C di centro a che 
non contenga ne1 suo interno alcun punto singolore dell'equazione. Essendo x 
un punto situato all'interno di C, si possono sempre determinare tre cammini 
chiusi D a ,  Db, Dc che abhiano principio e fine in x, che a117infuori di x non 
abbiano alcun altro punto a comune e che contengano ciascuno ne1 proprio 
interno soltanto il punto critico indicato da1 rispettivo indice. Variando x con 
continuità all'interno di C, possiamo far variare con continuità i tre cammini 
Da, Db,  Dc in modo che conservino tutte le proprietà ora enunciate. Per- 
correndo successivamente questj tre carninini a partire da x in modo che cia- 
sciino dei punti a,  b, c si trovi sempre alla sinistra di chi percorre il rispet- 
tivo cammino, si viene ad eseguire un giro chiuso attorno a tutti i tre punti 
a, b, c. 

P e i  l'enunciato del teorema possiamo sempre determinare un sistema 
di lz integrdi  particolari distinti, definiti all' interno di C da sviluppi in 
serie secondo le potenze iritere e crescenti di x - a, e tali che percorrendo 
colla variabile il cammino Dc ne1 senso indicato subiscano la sostitu- 

(*) Vedi JORDAN: Coum d'Analyse de l'École Polytechnique. Tome troisième, nu- 
méro 170, Gauthier-Villars et Fils, Paris 1896. 
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zione 

essendo E ,  B due costanti digerenti da zero. 
Denntando con H e T le due sostituzioni 

/ a  O . . .  O \  / 1  o . . .  O \  

\ O  E . . .  O /  O l . . .  O /  

H = i  1 11 
a - m . - \  

. . . . . . . . 
0 o . : .  E \ a  o . . .  1 

\ 

P e r  gli n integrali scelti ne1 modo ora indicato notiamo che, se S è la. 
sostitiizione che essi sÙtiscono percorrendo colla variabile il cainmino Da, 
sarà S i =  X 8-1 E - ~  H quella che subiranno percorrendo il cammino Db,  es- 
sendo 2 una determinata sostituzione d'ordine n. Percorrendo successivamente 
colla variabile i tre cammini Da, Db, Dc, ossia girando attorno ai tre punti 
critici a ,  b ,  c ,  ogni integrale dell'equazione deve riprodursi. Percib avremo 

da cui risulta che le due sostituzioni S e T S sono trasformnte l'una del- 
l'altra. 

Giunti a questo punto si pub completare facilmente la dimostrnxione del 
teoïema ricorrendo al segueiite lemma, di cui ho dato ln. dimostrazione in 
altro lavoro i*). 

(*) Vedi BIGIAYI: Sopra una classe de' epaz ion i  diferenziali lineari ritlucibili. Ana 
nali di Rfaternatica, Serie II, Tomo XIS. 

Annali di Matemnticm, Serie III, tomo X. 29 
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- 

Esseizclo S zina sost i tz~ziom 2ineal.e c l ' o ~ d i ~ ~ e  12 e T tm'altra sostitzixione 
d'orcli?ze n ed e s p e s s a  d a  

1 1  o . . .  O 

ove $ è urza costante diversa da xel-O, se S e T S soizo tms formate  l'ztna del- 
l 'altra, qzzulunque potewa d i  S ha eguule a zero il termine della p ~ i m a  2i/1en 
e dell'ultinza colonna. 

Da esso risulta irifatti che, percorrendo colla variabile il cammino D, 
la, 2 ,  3 ,  . . . , Zi , . . . volte, l'integrale y, si trasforma in altre funzioni, clle 
denoterem0 con y,, , y,,, y ,,,.. ., y,h , .. . , che sono nnch'esse integrali dell'e- 
quazione e clle possoiio eguagliarsi ad espressioni lineari a coefficienti co- 
stanti dei soli 1% - l integrali y,, y ,,... , y ,-,. Percib le infinite funzioni y, ,  
y lL ,  yiz, .  . . , non sono tutte fra loro linenrmerite indipendenti, m a  di tali r e  
n e  pub essere soltanto un nuinero inferiore o tutt7al più eguale ad n -  1. 
Siano ad esempio le prime n ~ ,  cioè y;, y,,, .., y ,,-, fra di loro linearmente 
indipendenti, essendo naturalmente 1~ r n -- 1, e sia y,, esprimibile mediante 
la relazione lineare 

in cui le A sono costanti, delle quali la prima I l  deve, corne si pub vedere 
facilmente, essere differente da zero. 

Denotando le  funzioiii y,, y,,, y,,, .. , y,,,-, rispettivnmente con z,,  z,, 
z3 ,...) Xm e con [x,]~, [x3]a,. .., [zl,Ja cib elle esse divengono dopo 
che la wrjabi le  h a  percorso il cammino Il,,> abbiarno 

Queste 9n relazioni, le quali ci fanno conoscere la  sostituzione 

O 1 o . . .  O '  

/ O  O 1 . .  0 1  
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che subiscono gl'integrali z,, z,, . . . , Xm quand0 si percorre colla variabile il 
cammino D,, ci permettono di determinare con operazioni algebriclie un'e- 
spressione lineare t a coefficienti costanti delle funzioni x che si riproduca, 
all'infuori di un fattore costante k differente da zero, quando la variabile fa 
il giro Da. Una tale funzione t, che è pure un integrale dell'equazione, po- 
teiido come le x eguagliarsi ad un'espressione lineare a coefficienti costanti 

t 
di yi , yn, . .  . , yn-i, diviene - quando collit variabile si fa il giro D, . Essa 

E 

t s  
quindi dopo il giro Db deve trasformarsi in - , e cib perchè deve riprodursi 

k 
qumdo vengono perc,orsi successivamente i tre camrnini D,, Db,  D,. 

t ' La funzione q = - - è razionale e I'equazione di 1." ordine y' + q y O 
t 

ammette per integrale la funzione t, che è pure integrale dell'eqiiazioiie data, 
è quindi riducibile. c. d. cl. 
L e  equazioni che soddisfailo alle condizioni esposte nell'enunciato 

del teorerna che abbianio dimostiato possono considerarsi come completamente 
inteçrabili. Infatti esse ammettono sempre un integrale clie pub eguagliarsi 
ad una  espressione della forma 

nella quale p ,  o,  6 sono radici, la  prima dell'equazione determinante relativa 
ad a ,  la seconda di yuella relativa a b e la terza di quella relativa a c e Q 
è unit funzione razionale sempre finita e differente da zero nei punti n, b, c. 
Dovendo poi l'integrale t riprodursi, all'infuori di fattori costanti che hanno 
per prodotto l'unit&, quando x percorre Da, Db, D c ,  se ne conclude che 
p + O + û deve essere un numero reale ed intero, e ci6 anche perchè t è 
una funzione monoclroma nell'intorno del punto m. Con questi dati si pub 
giungere a forza di tentativi a determinare la funzione t. 

Una volta noto l'integrale t, che, trasformandosi in qunndo l a  varirr- 

bile percorre il cammino D,, pub prendersi per uno degl'integrali y , ,  y,,.. . , 
Yi ad es., si faccia nell'equazione 

y = y i  u d x .  S 
Si ottiene in ta1 modo un'equazione d'ordine n .-- 1 in u ,  pure a coef- 
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ficienti rwzionali ed aventi soltanto corne quella d a t t ~  i tre punti critici a ,  b ,  c ,  
che ha gli 12 - 1 integrali particolari distinti dati all'iiiterno di C! dalle espres- 
sioni 

Di questi i primi .12 - 2 si riproduconu quando colla variabile si fa il 
giro D,, e l'ultimo viene aumentato da1 1." moltiplicato per 8, ne1 caso perb 
clle sin i > 1. Se  invece. è i= 1 , allora anche l'ultimo integrde è mono- 
dromo nell'intorno di c, e l'equazione è di quelle a due soli punti critici dette 
 HALP HAL PH EN, che si possono considerare corne completamente integrabili. 

Ritornando al caso di i) 1, possiamo supporre per comodità i =2. Al- 
Iora la sostituzione S d'ordine n che suliiscono gl'integrali y l ,  y,, , . ., y,, per- 
correndo colla variabile il cammino D, è della forma, 

essendo le a costanti determinate, e quella S, d'ordine n - 1 che subiranno 
dopo i l  medesimo cammino gl'integrali 

dell'equazione in zt C data da 

a13 Clin - . , .  - 
k k I 
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spettivamente gl'integrali y ed u qo:ando colla variahile si fa il giro Db sa- 
rnnno rispettivamente della forma 

essendo le b costanti determinate. Denotando con 

A , ,  A,, A . .  A,, 

la sostituzione S-1 H, saià evidentemerite 

e l e  sostituzioni Si1, S', d70rdine n-  1 saranno trasforniate l'una dell'altra, 
come Io sono le due d'ordine n S-' H, SI. . 

D a  tutto cib risulta che anche I'equazione in u, clie è d'ordine 11 - 1,  
soddisfa alle coridizioni del teorema. Quindi se ne pub determinare un intc- 
grale, come si è fatto per quella in y, e si pub costrliire una terza equa- 
zione d'ordine qz - 2 della stessa nntura della precedente O di quel!e già ci- 
tate TA TE HAL PH EN. Seguitando in questo modo,, si giunge ad  un'equazione del 
1." ordine, che è perfettamente integrabile. Risalendo poi dagl'integrali suc- 
cessivamente ottenuti a quelli dell'equazione primitiva, si vede che questi al- 
timi si possono sempre ottenere con quadrature. Epperb le! equazioni che go- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



218 Big iclv i: S o p m  alczrtze equazioni  

dono delle proprietà esposte nell'enunciato del teorema possono considerarsi 
come completamente integrabili. 

3. Limitandoci alle sole equazioni differenziali lineari del 2.' ordine a 
coefficienti razioriali ed avente soltanto tre puiiti critici per gl'iritegi.ali, e 
considerando una di tali equazioni, per l a  quale supporremo che siano sod- 
disfatte le c,ondizioni clie si richiedono per il teorema, potremo determinare 
nelle vicinanze dei suoi punti critici a, b, c tre sistemi d'integrali particolari 
distinti y,,, yla; yib, yla; ylC, ylc ai  quali corrispondano tre sostituzioni fon- 
dainentali della forma 

oppure dell'altra 

essendo ne1 1.' caso d l ,  d,, e , ,  o" e ne1 2.' d ,  e ,  IL ,  o' costanti determinate. 
Ma, se denotiamo con pi, p,;  O , ,  (i,; O,,  5 ,  le tre coppie di radici delle de- 
terminanti dei punti critici a ,  b ,  c corrispondenti rispettivamente agl'iutegrali 
y,,, y,,,,.., risulta dalla natura di queste sostituzioni che devono essere reali 
ed interi i numeri p, + o ,  + O , ,  p, + a, + O,, 8, - 8, e anche gli altri due 
p, - p z ,  a, - O, quand0 le sostituzioni si presentano sotto la 2" forma. Basta 
perb tener conto dei soli due nurneri ,O, + o, + O,, 8 ,  - O,, essendo del tutto 
indifferente che si presenti per le sostituzioni O l'una O l'altra delle due forme, 
e risultando il numero p, + a, + O, reale ed intero assieme all'altro pl + O ,  + O, 

come conseguenza della proprietà generale delle equazioni differenziali lineari 
a coefficienti razionali di avere reale ed intera l a  somma di tutte le radici 
delle determinanti relative ai  punti critici. 

Reciprocamente, se i due nuineri p, + a, + O , ,  O, - i, sono reali ed in- 
teri, 10 saranno pure gli altri due p, + G, + O,, pl + o, - + a,), e si po- 
tranno determinare nelle vicinanze dei punti a ,  b, G tre sistemi d'integrali 
particolari distinti ai quali corrispondano sostituzioni come le precedenti, che 
esprimono appunto che l'equazione so6disfa. alle condizio~i del teorepla. . 
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diffet.ewziali liîzeari riducibili. 219 

Ma, tenendo conto nnclie di questi risultati, si pub dimostrare più in ge- 
nerale che:  

L a  condizione necessaria e stificiente, afinchè un'equuzione differenxiale 
lineare del 2." otdine a coeflcienti m z i o ~ ~ a l i  ed avents soltanto tre yun t i  cri- 
tzCi per yl ' integrali  sia ridercibile, è che sia reale ed intera l a  solnnra d i  
tre  adi ici delle tre determinanti, nella yuale peu3 non figzwino le due d i c i  
d i  m a  stessa detenninaate. 

Denotando con a, b, c i tre punti critici dell'equazione clle si considera, 
supponiamo dappiima che essa sia riducibile, ne1 qua1 caso possiede, came 
si pub vedere facilmente, un integrale della forina 

essendo p l  G ,  O tre radici appartenenti rispettivamente alle tre determinanti 
relative ad a ,  b ,  c e Q m a  funzione razionale finita e differente d a  zero 
nei tre punti a ,  b ,  c. Ma, dovendo quest'integraie essere monodromo nelle 
vicinanze del punto ce, sarà p + o + 9 un numero reale ed intero, il clle 
dimostra che la condizione è necessaria. 

Pe r  dimostrare che è anche sufficiente, denotando con p , ,  p ? ;  CJ,, 0,; 

O,, O, le tre coppie di radici delle tre deterniinanti relative ad a ,  b ,  c ,  sup- 
ponianîo che, essendo reale ed intero il numero I;, + O, + 6, e quindi mche  
l ' a h 0  pi 4.- G~ + O , ,  %on 10 sia invece alcuno dei tre numeri p, - Pr, G~ - c2, 

9, - e,, e ci6 per non rientrare ne1 caso già considerato, per i l  quale la di- 
mostrazione è stata fatta. 

Nelie vicinanze dei tre punti critici a ,  b ,  c si possono determinare tre 
sistemi d'integrali particolari distinti corrispondenti alle tre coppie di sadici 
pi, po,. . . , i quali darmno origine rispettivamente alle tre svstituzioni fondn- 
mentali della forma 

essendo p, p ,  y, d~', f i i l  sei costanti determinate, per le quali deve essere 
a 7 =- 1, a' B' = 1. Considerando il.prin~o di questi sistemi d'jntegrali, cioè 
quel10 relativo ad a ,  possiamo, partendo d a  un punto s situato nell'intorno 
di a, determinare due camnlini chiusi Db, D, che contengono ne1 loro in- 
terno, il 1.' il punto O e il 2.' il punio c e tali clie, percorrendoli successi- 
vamente dopo un giro chiuso Da nel17intorno di n e clie conteriga n ne1 siin 
interrio, si yenga n girare colla variabile attoriio ai tre yunti a ,  O ,  c. 
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Gllintegr:ili considerati, clie indicheremo con y, e y,, subiscono col giro D, 

la. sostituzione (0 ) c con gli aliri due Di, D. due soi~iiuiioiii ,  d i e  d e o -  

teremo con 

cssendo a ,  b ,  c ,  d ;  a', O' ,  c', cl' cnstantj determinate, e che sono rispettiva- 

niente trasformate delle nltre due 

e sarb pure 

a' + d' = y + y'.  
M a  la sostituzione 

ucr $ u ' d = = a @  + a'@'. 
Dalle t re  relazioni 

a j - d - B + F ' ,  a a + a ' d = = a B + a ' p ' ,  a c l - b c . = / 3 P '  

si ottiene (1 = 6, d = f i ' ,  b c = 0. 
Similmente, potendosi scrivere 
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si lia clie In sostituzione 

" y  O 
che k l'inversa di ( i la t r i lsbrmata di 

(O 
Quindi sussiete la relazione a u' + a' d' = a y f a' y' ,  che, associata aile 

. \  I altre due a f d' = y + a' d - b' c' = y y' ,  ci da a = 7, d - y', b' c - 0. 
Abbiamo quindi per le due sostituzioni Sb, Sc 

con b c  = O, b ' c  = O, e Fer il loro prodotto Sb Sc ,  d i e  è l a  sostituzione 

ri ::,) inversa di (; :.j, si ottiaie 

ossia 

da ciii iisiiltaiio le qi1atti.o ïelazioni 

che si possono soddisfare nssieme nlle nltre due b c - 0, 6'  c'  - O  faceiiclo 

o anche 
o=o, b'=O 7 C = O ,  c'=O. 

Quindi  le sostituzioni &, Sc possoiio a v m  una delle tre forme segueiiti 

Annnli di Matemntica, Serie III, toino X. SO 
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Qiinndo le sostituzioni Sb, Se hanno la prima forma si lia per l'inte- 

cssenïlo &, iina funzione razionale finita e differcnte da  zero nei t re  punti a, 
hl  c. Qiiando invece le S b ,  Sc hanno li t  2.' forma, nllora è I'integrale y, clle 
pub facilmente determinarsi, avendosi 

con Q, funzione razionale fiiiitn e differerite da  zero nei tre puiiti a, b,  c, e 
quando iinalmente le Sb, 9, hanno l a  3 .Vornin1 tnnto y, quanto y, risultnno 
subito determinati, potendosi eguagliare r j spe t t i~amcnte  a d  eqressioni  conie 
l e  precedenti. Essendo ciascuna di queste due enprwsioni di y, e y, un in- 
tegrale di un'equazioile differenziale linenre del 1.' ordine R coefficienti ra -  
zionali, si 17ede che in  ogiii cnso I'equazione data  è riducil)ile, e clie qiiiiidi 
la condizione posta nell'enuncinto è nnclie sufficiente. 

4. P e r  fare un esernpio consideriamo l'equazione ipergeometricn 

nella quale a, Pl  7  sono costnnti, clie possiede i t re  soli punti singolari e al 
tempo stesso critici per gl ' integrdi 0, 1, cio. L e  t re  coppie di radici delle t re  
determinanti di questi punti sono rispettivamente 

Consideimdo le otto somme di radici clle si possono ottenere prendendo 
unn rridice d a  ogni coppin, si t r ov t  clie per soddisfare la condizione neces- 
snria e sufficiente a.ffincliè l'eqiimione ipergeometricsl sia riducibile basta sce- 
gliere le costnnti &, (3, y i n  modo clie sia reale ed inter0 uno dei qiiattro 

O ,  P l  a-7 ,  P-7 .  
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Quando l'equazione ipergeometrica è riducibile risulta dalle considein- 
zioni esposte nei pwagrafi precedenti clie essa porsiede uno o due i ~ t c g r a l i  
della forma 

essendo & una funzione razionale che, per non avere l'equazione alcun altro 
punto singolare all'infuori di O ,  1 , oa, si riducd a d  un poliiiclmio e p ,  0 due 
iadici appartenenti rispettivamente alle deterrninanti relative ai puiiti 0 ,  1. 
P e r  il g rado  11. di Q iiotiamo clie esso deve avere un ynlore tale che l'in- 
tegrale possa comportarsi a distanza infiiiita come x - ~ ,  essendo 5 una radice 
della determinante relativa al punto W. Percib dcve essere p  + 5 t li. - 4 
ossia 11 = - (p + u -/- O). Si vede dunque che a d  ogni integrale della forma 
precedente corrisponde sempre una  delle otto somme di radici già conside- 
rate, la quale deve essere intera. e negativa O nulla. 

Queste somme di ratlici, essendo 

si possono distribuire in  quattro coppie tali che auelle di ciascuna coppia 
abbiario per somma l'unità. Percio, quando l'equazione ipergeoriietrica è ri- 
ducibile, fra le otto somme di radici se ne trovano sempre alcane intere e 
negative, alle quali potranno conispondere integrali corne iI precedeiite, do- 
vendo in ogni caso ci6 accadere sempre per una  di esse. 

Esaminando brevemerite i vari casi che possono presentarsi, pe ï  uii'equa- 
zione ipergeometrica riducibile, comincianio coll'osservare che essa non pub 
avere che un solo integrale come t quando nessuna delle tre differenze di 
radici 

è intera, o diversamente quando per quelle differenze che sono intere non 
rjsultano soddisfatte le  relazioni algehriche corrispondenti che fan110 sparire 
i logaritmi dagl'integrali. Ne1 1.' caso iiif;:tti delle otto somme di radici due 
sole, che devono appartcneiXe allit niedesima coppia, sono jntci t  e di queste 
due somme uria soltanto è n e p h v a  O nulla e quindi at ta  a d  avere per cor- 
rispondente un integrale della forma di t. Ne1 2.' caso poi non vi pub es- 
sere che un solo integrale come t, dovendo nell'integrale çenernle figurare i 
logaritmi nelle vicinanzc di qualche punto critico, 
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Quando una sola delle tre differenze d i  radici p, - p ? ,  7 ,  - 02, .el - 8- 
è intera quattro soltanto delle otto somme di radici sono intere e di queste 
quattro somme, che appartengono a due coppie differenti, diie sole sono ne- 
gative. Denotando con r,, r, le due radici di unil stessa determinante clie 
Iiaiino per differenxa un numero iritero e con Y,, y.,; si, s, quelle delle altre 
diie determinanti, supponisimo che 

siano le quattro somme intere e che i due nuineri interi Y,  + S, - (vz  + S.), 

r ,  - r, siano neçativi O niilli. Delle qunttro somme precedeiiti I R  prima è 
sempre iiegatira O nulla e la  seconda è scmpre positiva. Percib potranno es- 
sere neçative O nulle le due somme Y, + s, $ 7 , )  Y, + S ,  $ r2 oppure le altre 
due Y, + s, + T , ,  r, $ s, + Tl . Ne1 1." caso la  relazione algebriea clic fa 
sparirc i logaritmi dagl'iiitcgrali nelle vicinanze del punto a cui si riferiscono 
le radici r , ,  .r2 non pub essere soddisfatta, perché, se Io fosse, vi dovrebbero 
essere due integrali particolari distinti simili a t e corrispondenti alle due 
somme intere e negative r,  + s, + T, ,  + si + r2, il che è impossibile. 
Ne1 2:a caso invece qiiesta relazione deve essere soddisfatta, perchè se iion 
IO fosse, a nessuna delle due somme negative Y, + s, + r, ,  r,  + s, + r ,  po- 
trebbe corrispondere un jntegrale simile a t ,  che deve sempre esistere. In 
questo 2.' caso dunque v i  sono due iritegrali simili a t che corrispondono 
alle due somme negative precedenti. 

Quando finalmente tutte le t re  differenze di radici pl  - p e ,  u i  - u z ,  
0, - 6, sono intere, l'equazione ipergeometrica, essendo riducibile, ha le sue 
t re  dcterminanti con radici intere, e si pub dimostrare che uno almeno dei 
tre punti O ,  1 ,  oo cessa di esscre critico per gl'integrali. Supponendo infatti 
clle cib non accadri, deve 1-isultare per le radici p ,  5, 6 che figurano nell'e- 
spressione dell'integrale simile a t 

1 
e quindi sommando p +- 5 + 6 - ossia I, f 5 $ 6 > O ,  il clle è inl- 

2 
possi bile. 

Ricorrendo anche in questo caso alle notnzioni r , ,  Y,; s,, s?; r i ,  T ,  usate 
precedentemente per le radici, su~~pon iamo  clle sia Y, r r,, s, r s,, r, r r,  e 
cbe il punto a cui si riferiscorio le radici T , ,  r2  sia quelln solo non critico. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



111 ta1 cnso l'integrale simile a t, non potendo cori.ispondere alla somma 
T ,  + S, + r 2 ,  cl-ie é sempre positiva, corrispondei% all'altra r2 + s, + r , ,  clie 
d y e  quindi essere negsitiva O nulla. S e  iiivece il punto non critico per gl'in- 
tegrali è quel10 ielativo alle radici ri, r , ,  dovrà l'itrtegrale siinile a t corri- 
spondere alla sominn s, + 7, $ t., , che sa& quindi n e g a t i ~ a  O niilla.. 0i.a os- 
serviamo che non pub essere contemporaneamente 

poicliè sommando si ottiene 1 + s, - s, L O, il che è impossibile. Quindi 
delle tre sonime Y, + s, + r , ,  s2 + r2 + Y, ,  7 ,  + r, $ s, uiia sota pub essere 
negativa u nulla, e quaiido cib accade il punto corrispondente nll'ultima ra- 
dice di quella somma che è negativa O nulla è sicuritmente non critico per 
gl'integrali. 

Potrebbe peraltro darsi che non fossero critici neppure gli  altri due 
punti ;  ma  si pub dimostrare facilmente che cib non accade mai quando una 
delle t re  somme precedenti è negativa o nulla. Difatti, se nessuno dei tre 
puiiti 0, 1,  oo è critico vi deve essere fra le otto somme di radici almeno 
uria somma negativa O nulla che contenga r2, e siccome essa non pub supe- 
ra re  Y, + s, -+ r 2 ,   COS^ qiiest'ultima somma sa r i  negativa O nulla. Percib 
quando i tre punti 0 ,  1,  cio non sono critici le qunttro somme di radici ne- 
gative O nulle sono 

e quindi le tre sonime Y, + s, + r , ,  s, + t, + Y , ,  r, -k r9 + si devono essere 
tuttc pos i t i~e  e differeiiti da zero. 

Dunque, riassumendo, I'equazione ipergeoinetricn riducibile possiede un  
solo integrale corne t :  

1." quando nessuila delle t re  differenze di radici r, -- v, , si - s, , 
ri - r ,  è intera ; 

2.' quando, essendo intera una sola di queste differenze, ad  es.: t, - r ? ,  
delle quattro somme di  radici che devono essere intere ne risultano negative 
O nulle due contcnenti i'una la  radice r, e l'altra la  radice r ,  ; 

3." quando, essendo intere e positive O nulle le tre differenze prece- 
deriti, risulta negativa O nulla iina delle tre somme + s, + r,, s, + r? + r , ,  
r2  + r ,  + s , ,  il che non pub mai accadere coritempoïaneamente per due di  
esse. I n  questo caso 1'integi.de simile a t si riduce ad una furizione razionale. 
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Invece un'equazione jpergeometrica riducibilc possiede duc integrali par- 
ticolari distinti della forma di t : 

1.' quando, essendo intera una sola delle tre differenze di radici 
r i  - r ? ,  si - s2, ri - r 2 ,  ad es. : r ,  - t,, delle qunttro somme di radici che 
devono essere iritere ne risultano riegative O nulle due contenenti l a  miiiose 
delle due radici ri, r,: 

2." quando, esserido intcrc e positive O nulle le tre differenze prece- 
denti, risultano positive e differenti d a  zero tutte le ire somme f S 2  + s, $- r , ,  
s2 + r 2  + Y , ,  te + rr + si. In quest'ultitno cas0 l'equazione lia l'integswle ge- 
lierale unifusme e quindi razionale, cd esistono qunttro inwce  di due iiite- 
grali simili a t corrispondenti alle quattro somme di radici clic sono riegx- 
tive O nulle. 
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Sulla ricerca di un quarto integrale di 
2:  grado del sistema di equazioni d-if- 
ferenziali del moto di un corpo solido 
in un liquido indefinito. 

(Di ENRICO LENZI, n Napoli.) 

L e  eqiiazioni elie reggono il movirnento di  un  corpo solido in un li- 
quido indefinito nell'assenza di gualunque forza esterila che ngisca su1 corpo 
o su1 liquido, furon t r o v ~ t e  da1 KIRCHHOFF e da lui esposte in una Meinoria 
appilrsa r,el Giowzale di Crelle: (Vol. 71 : u Ueber die Bewegung eines Ro- 
tationsk&-pers in  eiiier Flussigkeit n). 

Perb i l  CT.ERSCII riusci irr.seguito a porre qiiest,e equazioni sotto la forma 
di equazioni differcnziali del 1." ordine (Mathematisrlle Awnlen  : Vol. 3." : 
u Ueber die Beweguiig eines K6rpes n )  ed il sistcmn da  lui considernto è 

dxz  -- 8 T aT. 3- a~ . a ~  a T S T  - x , 7 - - x 3 - ,  
d t  d 9, a Yi ci t a r3 xl a - X i - - X ' a  + Yia,--ys- 

in cui T E l'energia cinetica, funzione omogenea del 2 . O  grado rispetto alle 
variabili ri, y; ed è inoltre 
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228 Lenzi:  S d l u  ricerw di ujz q u a ~ t o  inlegrale cli 2.0 grado 

essendo U, Y, W le componenti della velocità dell'origine di  un sistema di 
assi rettangolari presi nello spazio e fissi ne1 corpo e P, Q, R le componenti 
della rotazione istantanea del corpo attorno a quest'origine, riferite agli 
stessi assi. 

Di qiiesto sistema si conoficono già tre integrrili 

xl -t xi + x3 = cost. = tn 

x,  y, + Xz y2 -t XQ y3 = cost. = l z  

ed un moltiplicatore u = 1. 
Cib condusse il CI,ERSCH a conchiudere (*) : t i  poichè nelle equazioni pro- 

poste non figura esplicitamente il tempo si pub trovnre facilmente I'ultimo 
integrale mediante una quadratura;  d'altra parte,  facendo uso del moltipli- 
catore noto si pub trovare il penultimo integrale e rimane cosi da  ricercarne 
un quarto perchè l'integrazione sia completa. n E d  egli quindi si propose di 
determinare in quali condizioni esistesse questo quarto integrale di  1 . O  O di  
2.O grado e quale ne fosse 1st forma; ma  l'analisi ch'egli fece oltre ad essere 
troppo lunga per i risultati a cui si arrivava, non è ricmmeno completa. Di- 
fatti Io STEICLOFF fece notare una lacuna a proposito del caso dell'integrale 
di 2.O grado, lacuna che, a suo modo di vedere e ra  la sola che si rilevasse 
ne1 lavoro del CLEBSCH (Mutliematische Annalen. Vol. i3.O u Ueber die Be- 
wegung . . . n). 

Uri'osserrazionc fmilissimn perb mostra chiaramente che l'un0 e l'altro 
dei due citnti autori An lasciato sfuggire a la. loro osservazione ancora qunlche 
caso. 

Itifatti richiamando l'equnzione differenziale a cui deve sorltlisfare qua- 
lunquc integrale y del sistema, piirchè indipendente dnl tempo, 

(+) Opera citata. 
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clel sisfp?m di spuazioni d i f e r e w i a l i  del nzoto, ecc. 229 
- _If_- -- 

ed osservanùo che ne1 nostro caso essa si pub scrivere 

si scorge subito che essa rimane inalterata se si scambiano fra loro le 2 fun -  
zioni T e y. Segue da cib che:  

se ad unn determinata forma cli T corrisponde per il sistesnu un hite- 
g m l e  di  forma y ,  quam?o If a v ~ h  crsszszto la forma 17i&gra7e a m &  ka p~i-  
mitha fornzn di T. 

Questn legge che si verificrt per il nostro sistema d i  equazioni e clle ci 
par propris in generale di tutti i sistemi cartonici (*) porta qui ad un risid- 
tato importantissimo. 

Se ricordiamo djfatti i due rjsultati a cui ern pcrvenuto il CLEBSCH a 
proposito dell'in tegrale di  2.O grado : 

1 . O  se l'eiiergia cinetica à la forma 

(*) Ai.  C. JORDAN, L'0w.s d'malyse. VoI. 3.O: « Sistemi della forius 

i n  crii + rnypresenta unn fui-izione nota delle 2 n varinbili x, . . . xn , p,  . . . p ,  , s o n  dctti 
sisterni cnnonici. 1 loro integrdi y, se indipendenti  dal tempo, soddisfrzno l'equazione 

e qui  si vede clle Ic f u n ~ i o n i  cp e soiio scainbialiili scnzx clle si nlteri l'equa~iorie. 

dnnali di Mntematim, Serio III, tomo X. 31 
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1 
e in questo secondo r i su l t~ to  poniamo a '= -  - e sostituiamo ai coefficienti 

C 
cii gli aii si vede subito che i due casi sono l'uno reciproco dell'altro. 

Ed allom, poicliè un terzo caso esiste, trovato d a  STEKLOFF, d e r e  esi- 
sterne un qitnvto che sia a questo reciproco. 

Dimostrata cosi a priori l'esistenza di un quarto caso, e, direi anche, la 
forma dell'integrale j*), io b tcntato di rifare l'annlisi (**) con maggior ri- 
gore e con un  po' più di speditezza liniitandomi soltaiito a la ricerca degl'in- 
tegr ali della forma 

Senonchè raggiunto Io scopo e comunicato il risiiltnto al mio maestro prof. MAR- 
COLOSGO, questi credette opportune informarne 10 STEKLOFP il quale rispose 
inviando una sua Memosia i n  russo (***), per me gentilmente tradotta da1 
prof. MARCOLONQO stesso. I n  essa è sostanzialmente ripetuto quanto prima era 
stato pubblicato nella Nota dei Mathemutiscl~e A m a l e l z  già citnta, perb con 
un'nggiunta al Cap. I V  in cui si annunzia che il cgso di cui io mi ero oc- 
cupato e r a  già stato trovato da1 LIAPUNOFF (****). 

P e r  fortuna il metodo d a  me seguito nella ricerca è assolutamente di- 
verso da  quel10 usato dai matematici russi, come anche mi conferma il sul- 
lodato professore, e d'altra parte esso à anche il merito di porre in rista 
gualclie nltro r isulkto finora trssourato. 

(*) Basterebbt? ne1 risnltato di STEKLOFF: se 

1 
sostituire, coine diremo in seguito, - - a c' e le bii alle c i i ,  corne $à per i 2 casi di 

2 c 
CLEB~CII ,  per avere il quarto cas0 d'integrabilità. 

(x*) Di cib è msteria la mia tesi di laurea. 
('**) STEKLOFF, Sul snovirnento di un corpo solido in u n  liquido. Cliarcliow, 1S93. 

(**+*) A. 14. LIAPUNOFF, NUOZO cas0 d'intep+atilitÙ delle eyuaaioni differenzinli tbl ~ n o t o  
ctL z o z  corpo solido in un Eiqztido. (Comunirnzione alla Societi llnteinatica di Clinrcliow. 
T. IV, fascicoli 1 e II, 1893. 
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Assuiita per T la forma 'più geiierale 

2 T = 28 a i l t  Xi Xh + 'Y bi l l  xi  ?/h + 88 Cih Yi Ijh 

in cui si pub supporre 

U t  a , bih = bhi , Cih = Chi 

corne già  dimostrù il  CLEBSCH (*), e per rp l a  12), l'equazione (1) si scri- 
verà allora : 

e perchè questa equazione sia ident,icamente soddisfatta é riecessario che i 
coefficienti dei singoli terrnini si annullino. 

(*) Opera citata, 

1 -  1 Pez  re  $ 2 y,, y, ; 2 ai2 Xi i- -- 2 bit Yi; X2 2 

1 & X, + 2 7 3 3  Y 3  ; 8 aia X i  + 7 2 bis Y i ;  X 3  I 

$. 
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Corninciando a considesare per cib i termini di 3.O grado in y otterremo 
per i coefficienti le seguenti relazioiii 

e per soddisfare ad  esse, la prima esclusa, si possono fare due sole ipotesi : 
O si pongono i coeffic,ienti c i k  (i=l=l;) uguali a zero O ver0 i coefficienti yi i  

uguali fra 1oro ( y i i  = y); difatti a porre solamente y,, = =\=y3,  dovrebbero 
essere anche le C i k =  O (*) t: la  condizione imposta per le yii sarebbe quindi 
superflua. Di qnesta terza ipotesi noi quindi non terrerno conto, corne di qua- 
lunque altra che non imponga il mininio possibile di limitazioni per i coeffi- 
cienti a , .  . . cc, . . . : nosi p. es. si esclude l'ipotesi per cui debbano essere le 
y i i  - v ,  le c i k  = O  bastando una sola di queste 2 condizioni n soddisfare le 
relazioni di cui è discorso. 

Se  adesso si passa ad  osservare le relazioiii derivaiiti dai coefficienti dei 
termini di 2.O grado in y 
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del sis t e m  d i  eqziuzioni diffet.etazicc Li del ~ n o t o ,  ecc. 233 

e si voglia da  prima supporre y i ;  l= v ,  cik =l= 0 ; ie (a) divengoiio 

dondc segue facilmente Pi; = ; J . .  In  ta1 caso perb le (4) assumono la  forma 

e dovrà essere quindi O bik - O  O u = 0. 
Suppoiiendo invece le cilc = O e le yii  diverse fra loro, le ,3ii non suhi- 

scoiio alcuna Iimitaziorie e le (4) e (5) si scrivoiio 

per c,ui c'è da  supporre le bik = O. Sicchè conchiudendo 
O le bik e le cik son diverse d a  zero ecl a l l o m  fiii = u ,  y;, = O ; 
O le b i k  sono î d g z d i  a Z W O  senza che 10 skmo le  cik ed al lora B i i = . ,  

-!,-o. t t - Y - -  7 

O le Bik  = O ,  cik = O (e p e s t a  secondcc parte porta con sè la 1.") e segzte 
che le O i i  e le yii S O H O  qziulirnque. 

Si noti clle queste 3 supposizioni sono le sole possibili quando si tenga 
conto deil'osseïvazione fatta prima. 

Passiaino ora ad osservnre le relazioni provenienti d a  i terinini di 
1 . O  grado in  y 
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Si noti che, tenendo conto dei risultati precedenti 
neii'ipotesi che le bik e cik sian diverse da zero e per conseguenza 

- p ,  7ii = 0 le (Ibis) Son0 soddisfatte e le ( 5 b i , )  impongono aij = j.; le uik  P. .  - 
potendo essere qualunque le supporremo diverse da zero ; 

nell'ipotesi che siano le bik = 0, cik =:= O e quindi Pi i  = F ,  ~ i i  = v =:= O 
dalle (4wj) segue che le Uik debbotzo essere ztguali n zero e dalle ( 5 b i s )  ai i  - 1. j 

nell'ipotesi che bik = cik = O e di conseguenza Pii e 7 i i  qualunque, da 
le (+ibis) segue aik=O e le (5bis) essendo cosi soddisfatte si possono ritenere 
le aii diverse fru l01.0. 

Se finalmente si considerano le relazioni a c.ui dàn luogo i coefficienti 
dei termini di 3.O grado in x 

si vede che esse son soddisfatte, la prima esclusa, con le suppoeizioni pre- 
cedenti. .8 

Nè basta, ma si pub anche osservare che con la. l.a di esse ipotesi si 
soddisfano anche le relazioni finora trascurate cioè la. 1." del primo e dell'ul- 
timo gruppo le (3) e le 1 3 ~ ~ ~ ) .  I n  ta1 cas0 peso y risulta composizione lineare 
d'integrali noti e quindi è privo d'interesse. , 

L a  seconda supposizione mentre soddisfa le prime dei due gi.uppi estrerni 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del  sistema d i  eqzicixiolzi d i f e r e w i a l i  del  moto,  ecc. 235 
- - --- 

fa divenire le (3 )  e le (3,i8) 

Y (b , ,  - h2?)  - 0 ,  u (b2 -  - 03,) = 0 , v ( 1  - ) = O (3') 

per le quali essendosi supposto v =j= O è necessario porre A ,  hi; - B. 
La T avrebbe nllora la forma . 

e y ,  per sottrazione d'integrali noti, l 'altra 

* =y: + y: + y; = cost. 

facilmente veriticabile. Difntti moltiplicando le equazioni differenziali a destra 
\ rispettiuamente per y, ,  y,, y,, soinmando ed integrando si à il risnltato 

trovrito. 
Rimane cos1 da considerare il caso in cui siano contemporaneainente 

uik = Oik = rik = O  cioè quand0 T assume la  forma 

e ricordiamo che le relazioni a cui bisogna soddisfare ancora sono l a  1." del 
1 . O  gruppo, le (3), le (3,i,) e la 1." dell'ultimo gruppo. 

Pr ima perb d'inoltrarci nell'analisi di questo caso ricordiamo che, a pro- 
posito dei coefficienti della forma T, il CLEBSCH dimostra che gli ni ; ,  bii si 
posson sempre supporre diversi da zero, sicchè a noi conviene nnzitutto ve- 
dere cosa avvengn nel cnso clle in parte o tutti i coefficienti cii  si anniillino; 
anche perchè cosi ci sarh facilitata l'nnalisi in seguito. 

II cas0 in cui tutti i coefficienti cii si nnniillino non  offre alciin risultrito 
notevole. Irifntti si deduce f~cilmeiite che, se i coefficienti bii son fra loro 
ugunli e lo sono parimenti gli a;;, risulta 
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the, per essere a i i ,  Fii l  Y i i  coefficienti indeterminati, si spezza negli nltri 

Se invece due coefficienti u son fra loro uguali, p. es. n,, = O 2 ?  =]= a,, segue 

e se poi a,, =:= u,? =:= n,, risulta 

Se  iiivece dci coefficienti bii due soli R O ~ O  uguali fra loro, p. es. b , ,  =O,, =I= b,, 
si ottiene 

x3 =  COS^.) y3 = cost. 

se i coeficienti ni i  son fra loro uguali O due soli fra essi : ail = c r , ,  =(= a,,, 
e s a r i  soltanto 

2, = cost. 
se ai* =:= us? =]= ~ 1 ~ ~ .  

Chè se poi i coefficienti bii son fra loro diversi risulta sempre 

qiialiinqiie s i m o  gli aii. Questo risultato, come i precedenti, è facilmente ve- 
rificabile mediante le equazioni differenziali ed esso è dovuto a C ~ ~ s s c r i .  

Passiamo ora a colisiderare il caso in cui soltanto 2 dei coeficienti rii 
si annullirio p.' es. cl* -= c., = O .  Facendo, come prima, un esame sommario 
di tntte le possibili ipotesi per i coefficienti U i i ,  bii si osserva che: 

se i coefficienti bii son fra loro uguali risulta 

se gli aii son fra loro ugunli; 

se solamen te a,,  = a,, =I= a,, ; 

se i coeficienti a ; ~  son fra loro dirersi. 
S e  poi dei coefficienti bii è h l ,  - bZ2 =\> h,, sarh 
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del sisteltzu d i  equaxiotzi dif ferenxiali  Cet nzoto, ecc. 237 

se dei coefficienti aii tutti O due soli di essi c i , , ,  a,, son fra loro uguali; cliè 
se invece fosse a,, =I= a,, =:= a,, risulterebbe 

Si deduce faoilmente che se i coefficienti bii son fra loro diversi non si ap- 
prende nulla d i  nnovo poichè in ta1 caso il niiovo integrale differisce da  1' 
per un fattore costante. 

Ci rirnaiie cosi d a  considerare i l  caso in cui un sol coefficiente cii si an- 
nulli, p. es. c,, = O. L a  relazione del 1 . O  gruppo si pub scrivere allora 

e d a  essa, per un noto teorema sui determinanti, si ottiene 

y i i  1 C i i  

1 c3e 

Y 3 3  1 O 

in cui ,O e G son costanti indeterminate. 
S e  osa B , , = 6 , , = b 3 ,  da  le ( 3 )  segiie ~, ,=p , ,=&,  = p  e con cib O 

soddisfatta anche la  prima dell'ultimo gruppo, e d a  le (Sbis )  : 
se a,, = a,, = a,, risulta cc,, =a,, = n,, = A e pei. sottrazione d'integrnli 

noti 
= Y: f ~ / f  + =  COS^. ; 

O 

ae a,, = ai,  =;= a,, si ottiene 

e quindi, tenuto conto che p ed a,, son costanti arbitrarie 

se a,, =;= a,, =:= a,, dalla 3." delle @bis) risuita p = O e quindi t! com- 
posizione lineare d'integrali noti. 

Priina di passare oltre notiamo che il 2." di questi risultati, pur non es- 
sendo assolutamente nuovo, poichè difatti corrisponde al 2.O dei risultati d i  
CLERSC~I dialui  citati, non è meno notevole essendocliè esso à luogo qiialunque 
siano a,, ed a,,, senzn cioè che essi siano, corne ne1 cnso di CLEBSCII, pro- 

dnnali di Mritcmnticn, Serie III, toino S. 32 
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238 Len,zi: Sulla r i c e w a  d i  rua quarto itz?egrale d i  2.81 grado 

porzionali a certe cornbinezioni binarie c,, c,, , . . . Faremo vedere in seguito 
come esso si possa derivaie da  l'altro. 

Se  poi dei coeficier~ti bii due soli son fra loro uguali, p. es. O,, = O,, =]= b,, 
si pub osservare subito che ( continua a risultare composizione lineare d'in- 
tegrali noti sempre quarido i coefficienti aii sian fra  loro uguali O Io siano 
due soli fra essi a,, =a,? =:= a,, . C11è se poi gli a;; fossero fra loro diversi 
dalle (3 )  risulterebbe 

p,, rimanendo indeterrninato. Sostituendo questi valori nell'ultinia delle (31>is) 
si avrebbe 

d'onde O p = O  e, come nei casi precedenti, risiilterebbe rp composizione l i -  
neare d'integrali noti, ovvero 

ed in ta1 cas0 le 2 prime delle si sciiverebbero 

r i~nanendo anche qui a,, indeterminnto. Questi valori sostituiti -nell;t l.a del- 
l'ultimo gruppo impongono che 

ossia 

Q I  = a ,  + k c ,  a,, = a,, + k cii 
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dove IL é uria costante; ma nllora la (6) diviene 
-- 

4 k cl, c12  = (A3?  - bll)? ,  1)33 - bll  = 2 dl'. c i l  cZP 

e quindi 

Sicclié se T à la forma 

2 T = a,, ixf + .) + k c,, ry + k c,, 2: + O,, ( r ,  y ,  + :r2 yZ) -$-  

sa& per soitrazione d'integrali noti 

Xi yi X J  ?in 
- z d k  c,, e,, (n + -) + yi + y: + y; = cost. 

C l  1 

Questo risultato clle, firio a poco tempo fa, io credevo assolutamente nuovo 
non è tale perché rientra ne1 caso generale di STEKLOFF. Non è superflue perb 
averlo qui trovato e ne direrrio appresso la ragione. 

Se  finalniente i coefficienti b;; son fra loro diversi y iisulta coinposizioiic 
lineare d'integrali noti. 

Dopo di cib noi potremo d'ora ini>aiizi supporre i coefficienti di T tutti 
diversi d a  zero, e segiiiremo ancora la stessa via fin qui usata considerando 
cioè i tre casi in ciii i 3 coefficienti bii sian fra 1oi.o ugunli, O Io s imo  due 
soli di essi bil = h,, =:= O,, O che siano tu t t i  e t re  diversi. 
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del sistenia d i  eyuaxio~~i  tiiffere,~aiuli d e l  ~noto, ecc. 211 

e d a  qui  
c l 1 1  are a33 

. / , l + - - = y 4 2 + - = ~  t. - = f i  C c c c  39 C 5 

Con facili riduzioiii si à allora che se 

2 T = Z a , , x :  + C I y 7  
sarà 

7. = 2 ~1~~ aB3 X: - C 2 a l I  y; = cost. 

e questo risultato è dovuto a CLEBSCH. 
Supposto invecc che sia c i l  = cet =l= cL3 da la. 1 . q e l  1 . O  g3i.pp0 r;egue 

subito y i i  - yB2 .  
Se aiiche a,, = a,, = a,,, corne prima 1' integrnle si spezza. iii 

y; + y; = cost. y, = cost. 
1 e al10 stesso risultato si arriva se aLl = a,, =,= aa3. Chè se fosse a,, =I= arz -'= aS3 

sommando le 2 prime delle (3his) e paragonxndo con la  3." dovrebbe essere 

e di questo caso parleremo appresso. 
Esclusa qualunque limitazione per i c,oefficieiiti cii la 1.' relaziohe del 

1 . O  gruppo per essere soddisfatta impone che sia 

in  cui al solito p e o son costanti indeterminate che possono anclie rlnliul- 
Irtrsi. . . Se a,, = a,, = a, dalle (3bis) segue cri, =cl,, = a,, e quindi per ~ ~ t t r a -  
zione d'integrali noti 

y = y; + y; + y; =y CO". 

Ta1 risultato non viene rneno se 0 = 0;  chè se p = O risulterebbe so@a 
d' integrali noti. 
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Se a , ,  = a,, =j= a,, dalla 3." delle @bis) si avrebhe a i l  = O,, e sommando 
le 2 prime per essersi supposto ci l  =i= c,, dovrebbe essere a , ,  = cr,, cosa non 
possibile se a,, =;= aa3. 

Sia finalmente a,, =[= a,, =:= a,,: sostituerido nelle (3tiie) alle yii i loro va- 
lori, sommando e riducendo si à 

Ta1 risultato vien iiieno se p = O cioè se = G ma in questo easo dalle 
C i i  

e g, risulterebbe composizione lineare d'integrali noti: 
Da la soprascritta relazione segue, al solito modo 

a,, = p' + 5' ~ 2 2 . ~ 3 3 )  a 2 ~  = p' i- or Cas C I I ,  a,, - p' $ o' cil pz, 

e le (3b i s )  si possono aliora scrlvere . 

Sicchè per facili riduzioni, mentre 
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sarh 

9 = 0 ' 2  c,, x; -- 2 y; 

ed anche questo rjsultato é dovuto a C L E B S C ~  (*). 

Anche q u i  dovremmo considerare i varii casi ma i risultati cbe si ottengono 
non hnno molta importnnza. 

Difatti si pub mostrare che se 

oltre ai tre integrali già noti ce n' è un  quarto 

y3 = cost. 

sempre che sia c i l =  ce,, a , ,  = senza escludere che possa anche essere 
c,, = cZ0 = cS3,  a , ,  = aoz ='a,,. I n  qualunque altro caso, che sian cioè i coef- 
ficienti aii f i a  loro diversi, O 10 &no i cii o gli uni e gli altri y risulta corn- 
posizione lineare d' integrali noti. 

Ta le  risultato è anche dovuto a CLEBSCH e di esso si è occupato  H HAL- 
PREN: Fonctions elliptiques. T .  I I .  Szw le uzouvenze~zt d'un corps dans 2 0 2  li- 
quide i~zdbfini. 

(*) Ponendo qui c,, = O  e r i t =  'fi1 si ritrova un risultato di cui questo è piii 
C l l C 2 2  

generale, corne prima avevarno notnto. 
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Osserviamo anzitutto che somniando a due a due le (3) e sottraendo la 
rimariente, ad esse possiamo sostituire le altre 

Dopo cib per soddisfare In l.a dcl 1 . O  gruppo consideri:imo prima clie 
sia = c2, = c~~ -- C. Dalle (7) si deduce facilniente 

ma allora le (7) diventano 

e da qui ancora 
61 i bez  6 3 3  y ,  f -  = y ? o + G = ~ 3 3 + E G = k  
C G  

e quindi anche 

Sostituendo alle Pi; i valori cos1 ottenuti la 1.' rlell'ultin~o gruppo si pub 
allorn scriverc 
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del sistema d i  equaxioni d i f ferenziai i  del moto,  ecc. 243 
- - 

per la quale dev'essere 

in cui R ed S son costanti che per ora posson rirnanere indeterminate. SO- 
stituendo adesso rielie i vaiori trovati per le aji ,  B i i ,  "/i si 8vrà 

-j- (4 C 022 - bii b 2 2 )  ( 6 2 2  - 011) = O 

(4 C aa3 - b2? O 4  (h3 - bZ2)  f ( 4  C2 S - b3% bl l )  (bl l  - h3) + 
+ ( 4  C a , ,  - h i  b,,) (b,, - b , , )  = O  

( 4  Cazp - b, ,  b,) (O,, - b,,) + (4 C al, - b,, bi t )  (bii  - b,,) + 
+ (4 Ce SU --Lit h,,) (bol - bi i )  = O 

e da  q u i  per ln  solita. considel~sziorie, indicando con ,G', p", ,P"', G', O", G'" 

costanti che deterrnineremo in  seguito rifiulta 

dalla l.a dalla 2.a 

4C2S~- i )227 ,5Ll=P' f  0'bl I ;  4CaS3 -OP2b3,=p" + o ) ' l ~ , ~ ;  

4 C a,, -- b,, fi,, = ,O' + of O,, ; 4 C" s - f i 3 ,  b i ,  = plr + 0'' b22 ; 

4 C O , ,  - Z),, 7 1 , ~  = ,O' + G' b,, ; 4 C ai ,  - bii hi?? = .+ r',' b,, ; 

dalla 3." 

4 C a-, -- b,, b,, = f G"' b,, 

4 C a,, - b,, O , ,  = p'r' + oui 02? 

4 C2 8 o  - b i t  hS2 =,O"' + d" bS3 

e da qui facilinente 

O" $ u'" ==: 2 bit , O"' + o' = 2 bz2 , or + arr = 2 b33 
ossia 

o' = - bil + 522 f b33 , 0'' = bii - F2 + , - bii + bZ2 - b33 

e quindi anche 

p' = 4 C' SG - (fi,, I,, + fi3, h i 4  + bti 7,221 f- b;, . 
d rinnli di Mdemnticn, Serie III, tom0 S. 33 
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246 Le n zi: Sulla r i c e n a  d i  irn pztnrto integrale d i  2.0 ordirie 

M a  allora 

4Ca11=4C2Sc+(b22-1i ,3)2,  4 C a 2 2 = 4 C 2 S 7 + ( t ) 3 3  -O11)* ,  

4 C a,, - 4 C 2  Su + (bI i  - f i 2 , ) *  

ed anche 

Conchiudendo se 

sarà con facili riduzioni 

Questo il risultato che noi avevamo sin da prima intraristo in base alla 
legge di reciprocità, risultato che a nostra insaputa, ma con processo diffe- 
rente, aveva già  trovato LIAPUNOFF. 

Consideriamo adesso il caso che six ç,, = c,? =1= c,, per cui d a  la l.a del 
1 . O  gsuppo risulta y,, = y , ,  e d a  le (3) 

ma questo caso che è più particolare dell'altro = O  sarà ti-attato appresso 
C i i  

e si vedrà clie non dà alcun risultato notevole. 
Escluse le possibili lirnitazioni pes i coefficienti cii per soddisfare la 1." 

del l ."gruppo porremo dunque 

Se p = O si vede subito che risulta combinazione lineare d'integrali not i ;  
si pub quindi supporre p =]=O. Sostituendo nella (3) a -/ii i loro valori ed 
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del sistema di eqzcazioni differettxinli de l  l ~ o t o ,  ccc. 

operando facilinente si ottiene 

donde al solito 

Soetituiti questi valori nelle (7) questc si scriveranno 

e da qui per un procedimeiito altra volta usato, poneiido 

/j k + k t +  k" 
1 1  - 3 

- 2 p o1 c l ,  - 2 Q cr '  (r2 - cZz c3J, ecc. 

e sostituendo nelln 1." dell'ultimo gruppo i valori d i  bii, Bi i  

donde 
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Le (3bis) si possono allora scrivere 

a33 - Cno S 
G'I c:* = R' + S '  cnp  ; - - O c ) ~  = R" + SI1 cpp ; 

c33 ? 
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del sis tema d i  equuziuni diferenzicnli  del ~tzoto, ecc. 249 

nia allora sostituendo e sottraendo la 3." della 2." colonna dalla 2.' della 3.' 
colonna si à 

S 
- (cris - c,,) = O 
P 

e peï essere c,, = I =  c , ,  e p = I =  O segue s - 0. 
Dalle 9 relazioiii soprascritte si ottiene allora 

gII + r + (F + G ci,) fi'* (c:~ + c:~) -- 2 ( p  f 5 c , ~ )  G ' ~  Ct2 ecc. 

Sicchè, teneiido conto degli integrali rioti e riducendo se 

Questo risultato è dovuto a STEKLOFF il quale Io presenta sotto altra forma; 
considerando infatti che 

2 C33 C , i  - (CI, - 2 C i l  cx2 - 2 C l ,  c ~ ~ ) ]  5: 

e che 

G'' [C?I f ~2~ T c3: - 2 Cl:  C12 - 2 Cll CJ3 - 2 CZ2 ca3] X: =  COS^. 

si potrà scrivere 

Se perb noi richiainiamo la forma di 2 T e di p riella prIma maniera e so- 
l 

~i vedià che 2 T as- stituiaino alle ci; le t i i  d i  stesso indice ed a G', - - 
2 C 

sumerà la forma che aveva y ne1 caso precedente e rp la forma di 2 T. 
Il caso di SSEICLOFF e l'altro che già prima di noi aveva trovato per di- 

versa via il LIAPUNOFF son dunque fra loro reciproci. 
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Cosi ci pare di  aver completato l'nndisi. Prima di terminare perb no- 

tiamo che se ne1 i.isultato di STEKLOFF si fa cZ3 = 0 e O' = si r i t rom 
Ci  1 Czz 

un risultato ohe noi abbiamo già incontrato alla fitie del § 2. Ed è curioso 
osservare a questo proposito che mentre il risirltato di STERLOFF fii ottiene a 
condizione che sia b,, =]= b,, =;= h,, , I 'dtro con tale limitazione non si otter- 
rebbe più, poichè abbiamo visto che essendo c,,'=O e b,, =1= b,, =:= b,, , y ri- 
sulta composizione ljneare d'jntegrali notj. D'altrn parte non è inutile aver 
trovato quel risultato speciale, percliè esso pub avere qualche interesse mec- 
canico, 
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Ricerche sulla varietà cubica generale 
dello spazio a quattro dimensioni e 
sopra i suoi spazi pluritangenti. 

(Di GINO FANO, a Tarino.) 

In questa Memoria vengono trntinte alcunn questioni di carnttere pro- 
iettivo riguardanti la varietà cul)ica generale (priva di punti doppi) dello 
spazio a quattro dirnensioni. 'Fra altro, vengono contpletamente determinati 
gli spazi che sono tangenti a questa varietà in 2 ,  3 o 4 punti diverai, nonché 
le proprietà e i caratteri di alcuni enti a cui quegli spazi danno luogo. Un 
procedimento per la costruzione degli spazi pluritangenti di questri, stessa varietà 
è stato dato parecchi anni or sono da1 sig. ERRIQUES j*), il quale ne ha anche 
dedotta la valutazione di  alcuiij dei caratteri sopra accennati; 10 stesso pro- 
cedirnento, insieme con altri, trova pure applicazione in  questa Memoria, nia 
quei caratteri risultmo ora modificati (si vegga in proposito guanto é detto 
in una nota al n." 8). E, in cotiseguenza, risultano pure modificati alcuni 
caratteri delle varietà cubiche e loro Hessiane, che si trovano nell'ultima 
parte di un lavoro, di poco posteriore, del sig. ASCIORE (**). 

1. Sia V 3  (O brevernente V )  una varietà cubioa a t ie diinensioni dello 
spazio S,, priva di punti doppi. Ogni punto di questo spnzio nvrà rispetto 
ad essa una certa quadrjca polare; e tutte queste quadriche formeranno un 
sistema lineare w4, privo d i  punti basj. Vi sarà in particolare uria triplice 
infinità di punti le cui quadriche polari hanno un punto doppio, cioè sono 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 Pa lz o : Riceldde szdla vavieti't czrbica g e n e ~ a l e  de210 spuzio 

coni. Il luogo di questi punti è la vccrielir: Hessima di V, la quale è del 
5." ordine, ed anche in pari tempo il luogo dei vertici di quei coni quadrici. 
Anzi - analogamente a quarito avvieiie ne1 piano e nello spazio ordinario (*) 
- se la  quadrica polare di un punto X è lin cono di veitice Y, a sua volta Y 
avrà per quadrica polare uii cor10 di vertice X; i dile puiiti X e Y si di- 
ranno allora ii punti corrispondenti n della variet2 EIessiana, e saraiino re- 
ciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare ( e  viceversa). 

L a  varietà Hessiana di Y h a  una curva doppia di ordine 20 (*",', luogo 
dei punti le cui quadriche polari sono coni di 2." specie. Ciascuno di questi 
punti lia, sulla Hessiana, infiriiti corrispondenti : tutti quelli della retta asse 
del suo cono polarc; ed è percib vertice di tutto un fascio di coni del si- 
stema polare. 

La varietà Hessiana iiicontra B secondo una superficie del 15." ordine, 
clie si pub cliiamsre l a  u superficie parabolicn n d i  V. Gli spazi S3 tangenti 
a V nei puiiti di questa superficie hanno la proprietà caratteristica d i  incon- 
t ra re  V secondo superficie cuhiche con punto do1)pio bip1ariai.e; e gli spazi 
tangenti a B nei 20. 3 =60 punti cornuni a questa varietà e alla curva 
doppia della varietà Hessiana incontrano P secondo superfkie con punto 
doppio uniplanare. 

La varietà Y è di classe 24, ossia Fer un piano generico passano 24 
spazi ad essa tangenti. 1 punti di contatto di questi spazi sono le interse- 
zionj di colla curva di 8." ordirie che è base della rete  formata dalle qua- 
driche polari dei punti del piano considerato. 

Non insistiamo ulteriormente sopra queste propsietR, perchè esse possono 
ïiguardarsi corne generalmente note. E ci riserviamo pure d i  considerare in 
seguito corne note, quando occorra farne uso, tutte le proprietà fondament~l i  
della polarità rispetto alla rar ietà  V. 

2. U o a  retta generica di SA è contenuta in iina semylice infiiijtà di  
quadriche del sistenia polare determinato da V, formanti un fascio. T i  sono 

(+) Cfr. ad es., SALAIOS-FIBDLER, Ai~alytisc.lte /'lzeo~-ie der hoheiwz eOcwn Czwvcn, 
p. 10::-!Il; e : z 4 ~ ~ a l ~ t i s c h e  Gewmetr2e des Rnumes, I I ,  p. 377-78. 

(**) Queata ciirva si rappreserita anditicamente scriverido clle il determinante IIes- 
siano di V, clie é simmetrico del 5."rdine, ha la carntteristica tre; e di q u i  sepue al'- 
punto la deterininazione dell'ordine della curva stessa. Per  la formola genernle applicabile 
a questo caao v. C. SEGRE: Gli ordini delle varietu clle nnnxlitrno i detci~,~tiilnizti dei .cari 
yrntli estmtti  du m a  matrice (Rend. Lincei (>), I S ,  1900). 
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perb delle rette particolari, ciascuna delle quali appartieiie a un'intera rete 
di queste quadriche; ad esse daremo il nome di rette u speciali n (*). Sopra 
una ret ta  speciale le 00' quadriche del sistema polare segheranno soltanto 
una semplice infinità, vale a dire un'involuzione d i .  coppie di punti ; e cia- 
scuna di queste coppie farà parte di un gruppo G,, di 16 punti, base di un 
sisterria lineare cioS di quadriche contenuto ne1 sistema polare complessivo 00'. 

Viceversa, ogni retta la  quale coiigiunga due punti di un tale gruppo G,, im- 
porrà una sola condizione ulteriore a una delle 003 quadriche passanti per 
questo G1s la quale debba contenerh per intero; essa apparterrà percib a una 
doppia infinità di queste quadriche sarà dunque una ret ta  u speciale n - e 
conterrà, oltre a quella prima coppia di punti, anche mi altre coppie analoghe, 
appartenenti a altrettanti diversi gruppi G,, . E poichè ogni punto di S, ap- 
partiene a uno e un solo gruppo G,,, cos) per quel punto passeranno preci- 
samente 15 rette speciali (quelle che Io congiungono a i  rimanenti punti del 
niedesimo gruppo G,,); e le rette speciali di tutto Io spazio S4 saranno in nu- 
mer0 di 003. 

Le CO' quadriche del sistemn polare che passano per uria rettx speciale 
avranno a comune, oltre questa retta, una curva di 7.' ordine e genere 3 
avente tale retta per trisecante. Questa curva la cliiameremo brevemente l a  
u C ;  residua n di quella retta. 

Nello spazio S, ( ami  in ogiii spazio lineare) le rette contenute nelle w L  
quadriclie di una rete forrnano un complesso cubico (**). Infatti per ogni 
puntlî del10 spazio passano 00' quadriche della rete, formanti un fascio; le 
rette contenute in queste ooL quadriclie sono le corde della varietà p4 base 
del fascio ; e, f r s  queste rette, quelle che escoiio da1 punto considerato sa- 
ranno le generatrici del con0 cubico che d a  questo medesiino punto pro- 
ietta la g4. - Ora ne1 sistema polare m4 determinato dalla nostra varietà 
cubica T' sono coritenute oa6 reti di  quadriclie, le quali individuano altrettanti 
complessi cubici di rette; e si vede immediatamente ohe i l  sistema ma3 delle 
rette speciali è l'i~ztersesio~ze completa d i  questi oo6 conip7essi c d i c i  (***). 

(") ENILIQUES, 1. C. p. 32. 
("1 Ossia una varietà rappresentata da iin'unica ecjliazione di X0 grado fm le ordi- 

nsrie coordinste di retta 7'ik = (xiyk). 
(>"") Qualunque sistema lineare ac4 di quadriclie del10 spazio S4 ((anclie se non é pre- 

cisamente il sistema delle qiiadi.iclie polari rispetto a unn varietil cubica) d i  egualinente 
origine a lin sisten~a 6 0 3  di rctte « s1wcinli », c o n t ~ n ~ t o  in a c G  complessi cubici. LI sistelva 

Annnli di Alntemalicn, Serie III, tomo X. 34 
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Gli spazi S ,  polari dei punti di una  retta speciale (rispetto alla varietà V )  
formano iin fascia, nvendo a comune I'intero piano luogo dei punti le cui 
quadriclie polari passano per quella ret ta;  e ogni S, di questo fnscio è spnzio 
polare di due p n t i  di quella retta. (Iiivece gli S,  polari dei punti di una 
retta generica lianno a comune soltanto una rettn, e inviliippnno un cono 
quadrico di 2." specie arente quest'ultima retfa per asse). 

3. 1 dirersi g r i~pp i  G,, corisiderati a1 n.' prec. formano nello spazio 8, 
uii'involuzione I,,; e ciascuno di essi si compone dei poli di un inedesimo 
spazio 8,. Qiiando fra questi 16 poli di uno spazio P, due (almeno) coinci- 
dono in un punto 1; il sistema lineare m3 format0 dalle quaclriche polari 
dei punti di questo S, ,  per il qunle quel G,, è gruppo base, avrà i n  P (al-  
meno) una tangente fissa; e allora, imponendo corne tangenti in P tre altre 
ïette arbitrarie usccnti da  questo punto, si ~ e d e  che vi sa14 ne1 detto si- 
stema ao3 una  quadrica a ~ e n t e  in P un punto doppio, vale a dire lin coiio 
di  vertice P: sarB dunque P un punto della varieth Hessiana di V (e  vi- 
ceversa). 

Osa sopra ogni retta spc:ciale 1. ~i é un'iiivoluzione di coppie di punti 
contenute rispett. in altrettanti gixpyi G,, . Percib ciascuno dei due punti 
cloppi JI, N di questa involuzioiie coinciderà con uno dei 13 suoi coniugati 
nella I,, (e le m3 quadikl ie  del sistema polare clie passano per questo punto 
saranno tutte ivi taiigenti alla retta Y ) :  sicchè i due p n t i  Ji e N stn- 
sanno sulla varietà Hessiana di V. E anzi, poichè questi due punti sono evi- 
dentcmente reciproci rispetto a tutte le quadriche del sistenin polnre, essi 
snranno altreçi u punti corrispondenti n delia IIessiana (n." 1). - 1,e rima- 
nenti t r e  intersezioni di ?- colla varietà Hessiann (che & del 5." ordine) sa- 
ranno i tre punti cornuni a t- stessa e alla sua Cl residua : poichè in ognuno 
di questi punti le no2 quadriche del sistema polnre passanti per Y, e quindi 
anche per  la  C i ,  hanno un piano tangente fisso (il piano determinato d a  1. 

e dalla tangente alla Cl), e percib tutte le m3 cpndriclie del sistemn polnre 
che passano lier quel purito vi avranno ancora una tangente fissa. 

andogo (cc?) di retté nello spazio ordinario (di ordine 7 e classe 3) è stato studiato da1 
Sig. REYE (Geomeh-ie der Luge, .3te AuB., III, p. 110 e se:.), e f u  incontrat0 anche d a  me 
iii altre ricerclie ( . houe  ricercl~e sulle conpuciizs di rette clcl 5.0 01-tli~ie priue (li Zitlen 

siilyolnre, Xem.  hcc. Torino, s r r .  II, t. L, 1001 ; 5 14) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Le c i q u e  i~z tersex io~z i  d i  utia re t ta  speciale collu var ie th  I l e s s inun  d i  V 
sono i due yzruti clopl~i delL'i~wolzizio?ie segata s o p a  p e s t a  re i ta  da1 sistel~za 
p o l w e  d i  qzrnrlriclle, e le t r e  i ) t t e ~ ' s e z i o ? ~ i  clel la m e d e s i ~ n a  ?.et f a  colla szta C ;  
resiclua. 

Questi cirique punti sono in generale distinti. E la  retta r sarà tangent0 
:illa varietà Hessiniin in iiiio dei due punti Ji, N sopra considerati soltaiito 
quando la sua Ci residun, passa per questo punto. Ci conviene peib di d a m  
R questa condizione uiia forma diversa. 

4. P e r  una pioprieta nota delle curve piane e superficie del terzo or- 
dine [*), l a  qiiale si cstende iinmediatamente alle ~ a r i e t à  ciibiclie di uno epazio 
qualsiasi, due yzi~zti  c o w i s y o n d e ~ ~ t i  tlelllc Hess imla ci wza o n r i ~ t à  cubicu Tr 
sono senzpre t a l i  clle 10 spnxio iongente a l la  Hessiaua nzedesinja i n  uno  d i  
e s s i  è polare drll 'altro r isyet to  a l la  v a ~ i e t i c  V. 013, se la retta speciale r 

consitlerata al n." prec. è tangente alla Hessiana p. e. ne1 punto Ji, essa dor rh  
s tare nello spazio tangente alla IIessiann in questo medesirno puiito, i l  quale 
non è altro che Io spazio polare di N rispetto a V; questo spazio passel-h 
allora anche per il punto N, e qaesto punto sta1.à percib siilla varietà cii- 
bica V (e  viceversa). L a  qundrica polare di N ,  clle è un con0 di vertice JI, 
dovrà allora passare per AT, os& avrà corne generatrice la retta r = Jf 
e questa retta sarh percib iina tangente tripunta d i  V ne1 punto X. 

U m  ret tu  specia le 1- = A l  M è t t i n p z l e  a l la  vwiet ic  Hessiumc in zino de i  
due p n t i  JI, N s e ~ n p m e  solo qua?& l'altî.0 d i  quest i  due p ~ t i  s t a  szllln 
rar ie tù  V. La ?-etlu r è allova tawgeîzte Iripunta d i  V il& qzlesfo secotzdo 
pzinto. 

Yiù particolarmente, percliè la. ret ta  speciale r = M N  sis b i t m g e n t e  
della Hessiana (nei due punti 111, N) sarà necessario e sufiiciente cli'essa sia 
in ei i t i~amli  questi punti tangente tripunta (almeno) della F; e cib avvierie 
soltaiito quaiido essa è contenuta in quest'ultima varietà. 

Le (sole) rette speciali con temte  nella va?.ietçi V sorzo bitangenti  della 
varie tà  Hess imza;  e la toccano piecisamente nei p u t i  doppi delle i i i~olu-  
zioni segate su di esse dalle qundi.iche del sistenia pulare (**). 

(") S.~LM~S-~~ ' I I~DLER,  op. cit.,; Y. rispett. p. 1% e 1). 378. 
(*") Qurstn prolirietà é l'iiuiiiedinta estensione di qriella clie riguarda, il comporta- 

meiito delle ret tc  conteriute in uria superficie cubicn riçpetto alla l i m a  pnraliolica di qaesta 
superficie (S.LL~ION-FIEDL~:I:, op. cit., 11, 309). 
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- 

5. Quando u n s  r e t t t  speciale è contenuta nella varietà V, Io spazio S, 
polare di un suo punto qualunqiie e che è pure polare di un secondo punto 
della stessa retta (coniugato del primo nell'involuzione I,,) sarà tangente a V 
in entsambi questi punti ; sarà dunque uno spazio bitangefate. E viceversa, se 
la varietà V è toccata d a  urio spazio & in due diversi punti A e A', anxi- 
tutto la retta A A' sarà una  retta speciale, perchè congiurige due fra i 16  
poli di quello spazio; e essa a p p a r t e d  altresi alla varietà 7, essendo tan- 
gente a yuesta in cntrambi quei punti. Gli mi  spazi tangenti a V nei punti 
di una tale retta p saranno tutti spazi bitangenti, col secondo punto di coii- 
tatto sopra questa stessa retta ; essi formeranno un fascio (n.' 2), e avranno 
a comuiie un piano .r; che dovrà passare per p e sarh tangente a TT in 
ogni punto di questa retta. Qriesto piano incontredi V secondo l a  retta p 
contata due volte, più una retta ulteriore (che si potrà chiamare la  u coniu- 
gata n di  p), in generale distinta da p stessa. E poichè la  varieth 17 ha un 
numero doppiamente infinito di spazi bitangenti, cosi le rette speciali p con- 
tenute in V saranno in  numero semplicemente infinito e formerarino una ri- 
gata 1, luogo dei punti di contatto di quegli spazi; lungo ognuna di queste 
ool rette p la varietà V ammettedt un piano tangente fisso ir, e gli wz spazi 
bitangenti di  V si distribuirarinci negli mi fasci che lianno per a& questi 
piani ir. 

Ognuna delle mi rette speciali p avrà la  proprietà di contare come due 
(almeno) frq le sei rette della varietà V che escono d a  uno qualunque dei 
suoi punti (poichè 10 spazio 8, tangente a V in questo punto è tangente 
anche in un secondo puiito di quella medesima retta; e sopra una superficie 
cubica di S, con due punti doppi la retta che congiunge questi punti conta 
sempre come dile alrneno fra le sei rctte della superficie che escono sia dal- 
l'uno che dall'altro di essi). Viceversa, se fra !e sei rette di  V che escono 
d a  un punto X due (alrneno) coincidono con una certa retta x, 10 spazio S ,  
tangente a V in X dovrà toccare questa varietà anche in un secondo punto 
d i  qiiella stessa retta (in generale distinto da1 primo, ma clle potrebbe tut- 
tavia essergli infinitamente vicino); quello spazio sarà percib uno spazio bi- 
tangente, e x sarh w a  retta speciale. L a  ~uperficie r ip i ta  2 sarà percib anche, 
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in pari tempo, il luogo di quei puriti di P pei quali coincidono due almcno 
delle sei r ~ t t e  di questa varieth che ne escono. 

6. Dico ora che la ~ i y a t a  2 testè cowsidemta è z i m  svilur,putile. 
Ricordiamo percib clie nella varietà cubica generale V è contenuta una 

tloppia infinità di ret te;  e a ognutia di queste ne  sono infinitarnente vicine, 
sopra V stessa, cio' altre. Una w t i a  non speciale coute?ztitn V è t d e  clre 
tzitte quelle ad essu infinitawente vicine sono sghembe rispetto ad  essn ;  poichb 
da  nessun punto di quella retta esce una seconda retta di V infiriitnmente 
vicina alla prima. - Sin invece p una retta speciale contenuta in V; e sia 
.rr il piano tangente a V lungo di essa, e Y un punto qualunque di p. Si 
consideri poi sopra V7 ma fuori della superficie 1, un punto P' conveiiieii- 
temente prossimo a Y;  e questo punto si faccia tendere alla posizione Y, 
muovendosi sopra TT con coritinuità. Allora due fra  le 6 rette di V uscenti 
da1 punto P' tenderanno alla posizione p ;  e il fascio da esse individuato 
tenderà a1 fnscio P ( r ) .  Questo è dunque un fascio (O varieth lineare cicl) d i  
rette tangeft te nell'elemento 11 al sistema me format0 da  tutte le ret,te conte- 
nu te  in V; e poichè P è un punto arbitrario della retta p, cos1 la varietà 
lineare cc2 di rette tangente a quel niedesirno sistema nell'elemento p dovrà 
contenere tutti gli oci fasci Y (z), e non sarà dunque altro che il piano ri- 
gato z. Siccome le rette di questo piano sono tutte incideiiti alla p, cos) po- 
tremo dire che m a  ?.etta speciale contelzrtta nelba v w i e t à  V è invece incidente 
a tu t te  quelle ad essa irzfinitavle~zte v i r i w  : queste mi rette consecutive n p 
sopra V appartengono a i  singoli fasci P (z), cioè escono rispett. dai singoli 
punti di  p e stanno tutte ne1 piano T: (*). 

Cib yremesso, è chiaro clle in una r igata  formata da rette contenute 
in V una generatrice qualeiasi sarà generatrice singolare, ossia incidente alla 
consecutiva, sempre e solo quando essa sia retta speciale (ne1 senso di cui 

(*) Questo fittto 6 d'accorda con un'osservazione fatta du1 Sig. KLEIX (Celier E'lcïche~h 
3 f e r  O ~ t l i ~ u n g ,  Math. Ann. VI, p. 366) clle una superficie cubica di $ sulla quale due ret te  
s i  facciano avvicinare indefinitamente acquista al limite, sopra queste rette,  uno O due 
punti doppi, secondo clic tali rette a1 limite sono sgheinbe, oppure incidenti. Ora 10 spazio 
ttingeiite alla varietà V in un punto di una ret tn  speciale tocca quella varietà anche in 
un secondo punto di clliesta retta,  e incontra percio V secondo una superficie con due 
punti doppi; mentre Io spazio tangente in un punto di una ret tn  non specialo non pu0 mai 
essere tnngontc a T' in Lin secondo punto di cjuesta stessa rettn. 
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al n.' 5). E nella rigata 2 ,  formata dalle rette speciali p ,  ogni generatrice 
clovrà appoggiarsi alla. successiva; sicclié qiiesta rigata sarzi appunto una s ~ i -  
luppabile, c. S. v. d. 1 piani tangenti di questa sviluppabile, i quali devono 
toccarla lungo le singole rette p ,  saraniio gli stessi piani i; sopra coiisiderati, 
che sono appunto tangenti a Y lungo le medesirne rette. 

L e  ooL rette speciali  contenzrte in utza caî.ietà czrbica V foîwano ulia ri- 
p t a  sviluppabile; e i p ian i  tcingenti n V ltiîzgo qzielle 1.eLte s o ~ o  p 9 . e  tmz- 
yeilti a questu s v i l u p p b i l e .  Questa svjlupprtbile si pub anclie considerare conic 
l ' iuv i lupl~o d e y l i  ocg spaxi bitangertti della varietà V (*). 

7. Per  deterniintire l'ordine della rigata sviluppabile 2 conviene prc- 
niettere qualche nltrn coiisideimioi-ie intorno al sistema oo2 delle rette con- 
teiiute iii una varietà cubica geiierale (**). E ci proponinrno precisarncnte di 
deteminare l 'oldifze e i l  gelzere. della rigata formata da quelle rette della va- 
rietà clie si appogginrio a un pinno generico t. 

Q~iaiito nll'urdiiie, btisterà osservare che questa rigata ha la cubiva in- 
tc~rsezione del piano 5 colla mrieth V corne disettrice sestupla, e che ogni 
spazio &, passante per questo piano la fncontra ulteriormerite secondo 27 ge- 

(") Si pub diinostrare facilinente ailclle per  nssrlrdo clie 11 rigata ?: deve cssere unn 
sviluppahile. Infatti pe r  ogni rigata non sviluppnliile appartenente a ano spazio supcriore 
a S, esiste, corrispondentemerite a ogni generatrice g non singolare, un deteriuinato sin- 
zio S3 clle deve coiisiderarsi corne congiungente questa gcneratrice alla consccutiva (ossia 
c posizione limite dello spazio S3 clie congiunge 12 geiieratricc y a un'alt~*a, variabile, clie 
si avvicina, indefinitumente alla prima entro l a  rigata). In questo l~art icolare  S3 sono con- 
tenuti i piani t a i i p n t i  alla rignta propost3 nei singoli punti di y, i quali formano un fascio 
proiettivo alla punteggintn dei loro puiiti di coritatto. Ogni piano di questu f x c i o  è tan- 
gente aila rigilta in uno e Uri  solo punto di g ;  e ogni altro ,q3 pnssnnte per non p o t r i  
contenerc d i e  uno solo di questi piani, e non p o t r i  pcrcib t o c c a x  1.1 rigntn prol)ostn clie 
in un solo punto delln generatrice g.  Ora,  se  p è una generntrice qualunque della nostrs  
r igats  X, un ,\ qualsiasi passante pcr  il corrispondente l~inno x s a r i  tangente a V, e 
percib anclie a 8,  in due punti, iii g e n e r d c  distinli, di quella r e t t a ;  e al variare di (luelIo 
spazio S, ne1 fascio 1: vnrieranno pure questi due puriti d i  contatto soprn p, coritrnri:tilîente 
a quanto si è veduto clie deve avvenire per  ogni generatricc non siugolare di uiia rigata 
sghemba. 

(**) Qiiesto sistema di ret te  é certo irridiicibile: esso potrebbe spezzarsi in due O piii 
d t r i  (distinti) soltanto yuando la varieta cubica sri cui giace avesse qiialclie punto doppio. 
P e r  maggiori dettagli si veda, l a  mia Nota: SzrEle su~m-Pcie nlgebriche ..., ne$ Atti della 
R. Acc. di Sorino, vol. 30; 100 1. 
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neratrici (le 27 rette contenute nella superficie inteisezione (Ir1 medesimo 8, 
colla varietà V )  : percib l'ordine della riostra rigatn sarà = 3 . G +- 27 = 43. 

P e r  determiriame il genei-e, osserveremo che su questa stessa rigata, 
considerata come ente algebrico aol di rette, gli spazi S, passanti per il 
piano 1; segano gruppi di 27 generatrici formanti unn seric lineare gt,; e in 
questa serie lineare si tiaiino g rup l~ i  con elementi inultipli, cioè due almeno 
delle 27 rette coincidono, soltanto qunndo Io spazio S ,  è tangeiite alla va- 
riet& P (*). Ora di questi spazi tangenti, ne1 fascio :, ve ne sono 24 (n." l ) ;  
e in ciascuno di essi ~i sono 6 rotte (quelle clie passario per il punto di con- 
tatto, ossia per il pui-ito doppio della superficie sezione) clie vanno contate 
due volte. In tutta IR serie lineare vi saranno dunque 6 . 2 1  = 144 elementi 
doppi; e il gencre incognito p della nosti-a rigatn dovrh percib soddisfare 
alla reliizione : 

2 ( 2 7  4- 21 - 1) = 144 

dalla qiiale si ricaca p = 46. 
L e  rette (72 una varietà cztbica geîzerale che si apyoggiwzo n zm piuîzo 

y c n e ~ i c o  fortna~zo zma rigata di orcliîze 45 e geîzeve 46. 
Questa rigata si pu6 considerare come 17intersezione del sistema ao2 d i  

rette contenuto nella vai.ietà V col con~piesso lineare s inyolare  formato da  
tutte le rette del10 spazio & che si appoggiano al piano dato. E, più gene- 
ralmente, la r igata  intersezione del medesimo sistema 00' di  rette con un 
conlplesso lineare affatto qualunque avrà  ancli'essa il medesimo oriline 45 e 
Io stesso genere 46. I n  altri tesmini, nello ~ p a z i o  lineare S ,  definito dalle 
dieci coordinate omogenee di retta T i k  = (x i  yk) ( i  =1= k ;  il k = 0, 1 ,  2, 3, 41 
il sistema oo2 delle rette contenute nella vaiietà cubica V si potrà conside- 
rare come una superficie di  o d i n e  45, a sezioni d i  .qeneve 46 (**). 

I n  particolare, se il piano dato 5 è tritangente a TT, ossia incontra qiiesta 
varietà sebondo una terna di i-ette, la rigata Rd5 delle rette contenute in V 

4 5 
e inridenti a questo piano si spezzerà in tre rigate di ordine - = 15. E 

3 

siccome queste rigate hanno a due a due chzqire generatrici a coinune (delle 

(*) Poiclib in una superficie di 3.O ortiine priva di punti doppi le  37 rette sono sempre 
tut te  distinte (I<I.RIY, Mem. cit., Alnth. Ann., VI, p. 565). 

(*") 1 principali carat ter i  di questa siiperficic sono stnti deteriiiiiinti da me in un altro 
lnvoro (Su2 sist~nzn cuiP di wt te  conte~zzdo in uizn vnrietri cuOirn grizemlc t l ~ ~ l l o  spci:in rr 
yunt1i.n rlinzrilsioui; At t i  delln R. Acc. di Turino, vol. 39."; 190 1). 
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quali quatti-O app r t engono  al punto d'incoiitro delle loro direttrici rettilinee, 
e una al piano di qiteste direttrici), cos? il loro genere p' si poti4 cletcrmi- 
nare o al en do si della solita fosmola che esprinie il genere di uiia curva coma 
p s t q  in questo cnso: 

dn cui 

L e  ?#ette di u n a  va?.ietlz czlbica ge t ze~u le  che si appoggituzo a z i m  qua- 
Iuqzce  f ~ n  yztcste stesse ?-ette fornzmzo m a  r ignta d i  ordine 15 e geneve 11. 

8. L'ordine della sviluppabile ': formata dalle rette speciali colitenute 
in P s a r i  dato da1 numero delle sue generatrici che si appoggiano a un 
piano generico, ossia da1 numero di quei punti della curva di 3.Qrdine z", 
intersezione di questo piano colla varieth V, pei quali coincidono due delle sei 
rette di V che ne escono. Ora le w 9 e t t e  di V che si appoggiano a quel piano, 
e quindi alla c u r n i  x3,  formano uiia rigata di genere 46;  e in qiiesta rigata. 
le sestuple di rette uscenti dai singoli punti di X3 formano un'inv01uzione el- 
littica 16, della quale si  domandano gli elernenti doppi. Il numero di questi 
elernenti è dato dalla formola di ZEUTHEN-SEGIRE ( * )  : 

per p = 6, p = 1, p' = 46 ; onde y =- 90. 
L a  suil~rppabile 1 é dwzqzte d i  orditze 90 (**). E vi saranno percib 

90 - = 3 0  sue gelleratrici che si appoggiano a una qualsiasi rcttn non speciale 
3 
contenuta in V, - N e h  rigata di ordine 15 e genere 11 formata d a  tiitte 

(") ZEUTHEN: LVorccelle ~Z~,~zotzstt.ntioi~,.. . (Math. Anii. III, p. 150); SEGRE:  I~hwrhcz io~~e  
alla yeometrin s o p a  zin m t e  nk~e6rico sempliconente i,@nito ( h m .  di Mat., ser. II, t. 2 2 ;  
n.O 40). 

("*) Il Sig, E N R I Q U J ~  nella hlem. cit. (p. 32) t r o v s  che questa superficie è di ordine 120. 
11s nella corrispondenza ('20, 20) da l u i  considerata sulls rettri, non slieciale Y sono punti 
uniti anclie l e  3 interaczioni di r -  colla var ie t i  Hessiana, per ciascuna delle qiiali due delle 
rimanenti re t te  di V che ne escono stanno in un medesirno piano per  Y ;  e cinscuna di 
q ~ e s t e  iiite~sezioiii assorhe clrce coincidenze. Pt-rcib sono soltanto 40 - 5 . 2  - 30 le coin- 
cidenze dovute a re t t e  speciali clle si : ip l~o~ginno  ad 7.. 
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le rette di V che si appoggi3no a questa retta non speciale i griippi di 5 
generatrici uscenti dai singoli punti della direttrice rettilinea formano uiin 
fierie lineare y:, della quale quelle 30 generatrici di 2 sono precishmente i 
2 (5 $ 11 - 1) = 30 eleineiiti doppi. 

9. L'ordine della sviluppabile 1 si pub determinare anche per uri'altra 
vin, la quale permette di trovnrne in pari tempo il genere. 

L e  quadriche polari (rispetto a V) dei punti di un piano qualsiasi 6 for- 
inano una rete, e le rette contenute in tutte queste quadriche forniano a lor 
~ ' o l t a  un coniplesso cubico r, contenente iutte le ma rette speciali (n.O 2) e 
percib anche Ir: ssl generatrici di 2. D'altrs parte una ret ta  non speciale 
contenuta in V appastiene a un solo fascio di quadriche del sistenia polare; 
e questt? sono precisamente le quadi-iche polari dei poiiti della retta mede- 
sima. Percib le rette coritenute in pari  tempo nella varietà T7 e ne1 corn- 
~ ~ l e s s o  r O saranno generatrici di 2 ,  oppure dovranno appoggiarsi al piano i .  
E poicliè que& ultime formano una rignta di  ordine 4 3  (n.O 71, cos1 1 sarà 
di  ordine 3 . 45 45 = 90. 

La rigata  (sviluppabile, 2 1)ub dunque srgarsi dalla varieth ao2 delle rette 
contenute in V, e in infiniti modi, mediante un complesso cubico passante 
Fer 1'1ntersezione della medesima varietà clc2 con un complesso lineare di  
rette. Essa ~ppns t i ene  dunque al sistema lineare doppio di quello clle sulla 
stessa varietà (\;' segano i cornplessi Iinenri di ret te;  e siccome quest'ultinio 
sistenia é di osdine 45 e geneie 46, cos1 il primo sarà di genere 

Questo stesso sarh dunque, in  generale, il genere della r igata  ( sv i lupp~Lde)  2 ;  
e 10 sarà  certo fin tanto che essa non abbia elementi doppi. 

Ora una  generatrice doppia di 2 non potrebbe essere (come si vede im- 
mediatainente) clle una generatrice di regresso, tale quiridi clie per ogni suo 
punto non soltanto due, ma  tre  delle rette di V che ne  escoiio vengano con 
essa a coiiicidcre. Allora tutti gli S3 Lbitangenti a V in punti di questa retta 
segherebbero TT secondo superficie con due punti doppi biplanari (perchè in 
questo caso soltanto la  ret ta  che cougiunge i due punti di  contatto conta per 
ciascuno di essi come tre fsa le sei clie n e  escono), e V ammetterebbe lungo 
quella retta un piano oscidatore fisso (ossia un piano clle l'incontrn secondo 
tale retta soltnnto, contata tre voltr). E l'enuineritzione delle costanti ci mo- 

dnnrtli di Mntrmntica, Serie III, toino X. 35 
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stra facilmente che sopra una varietà cubica generale non esistono rette cos] 
fatte (*). 

Coricliidiamo pertanto : Sopra una varietà cldira genemle  le ecl r e t f e  
specinli forrnarao uiza rigata sviluppabile d i  orditte 90 e genere 136. 

10. Si pub determinare facilmente anche l'ordine della varietà a tre 
dimensioni formata dagli wi piani tangenti s; della sviluppabile Z. Esso è 
dato infatti dnl numero di qoei piani 7: che si appoggiano n una retta ge- 
nerica s, ossia da1 numero degli spazi bitangenti che passano per questa 
r ~ t t a .  Ora gli spazi tangenti a V e passanti per la retta s h m n o  i loro 
punti di contatto sulla superficie y4 base del fascio forinstto dalle quadriche 
polari dei punti di s medesirna; e percib quelli fra essi che sono bitangenti 
a V avranno i punti di contatto nelle intersezioni di questa superficie 5' 
colla sviluppabile 2 ,  le quali sono in numero di 4 .90 = 360. Saranno dunque 
360 
2 
-= 180 gli spazi bitailgenti che passano per s ;  e questo sarà pure l'or- 

dine della varietà a tre dimensioni formata dai piani ir, tangenti alla svi- 
luppahile 2. 

Questa varietà avrà a cornune Con V una superficie di ordino 3.180  = 540, 
della quale farà parte la sviluppabile 8" ccntata due volte, poichè essa é 
cloppin per la varietà formata dai piani c. L a  parte residua, di ordine 360, 
sarà la rigata luogo di quelle rette di V che sono ii coniugate lr (cfr. n.O 5 )  
delle rette speciali p ;  e questa nuova rigata non sa& i n  generale una sri-  
luppabile, perchè una sua generatrice qu~lunque non pot& cssere incidente 
alln consecutiva, a meno di non essere anch'essn una retta speciale (n.O 6). 

11. Dello spigolo di regresso a della svïluppal~ile 2 si conoscono ora 
tve caratteri: il genere 136; il 11iinzo ratzgo, nssin l'ordine = 90 della rigata 
sviiuppabile formata dalle sue tangenti; e il secondo ~ a t t g o ,  ossin l'ordine = 180 

(*) Infiltti l 'iinporre a una v a r i e t j  ciibica di incoatrare un dnto piano secondo unn 
~ t t a  assegiinta, contata t r e  volte, equivale a 9 condizioni lineari (corne s e  si trattasse di . 

una data  cubica pians qunlsiasi); e percib una varieta soddisfacente a queste condizioni 
tlipendc ancora da 3 L - 9 = 25 parametri.  D'altrn parte  la scelta di quel piano, in S4, di- 
l ~ e n d e  da 6 costanti, e la scelta della re t t a  ne1 piano da al t re  2 costanti;  siccliè, coinples- 
sivainente, una variet5 con pinno osculntore fisso lungo Linz re t ta  dipenderk soltanto da 
Ci + 2 + % = 3 3  parametri,  m e n t ~ e  le vzrietii ciibiclie di S; sono in numero di mS4. 
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della varietà formata dai suoi piani osculatori, cioè dai piani tangenti di questa 
sviluppabile. 

Indicarido pertanto con rn l'ordine della liiiea cr, e con 0 il iiumero delle 
sue cuspidi, avrerno le due relazioni (') : 

dalle qudi  si ricava nt = 270, S = 720 (e questi valori riaulteraniio aiiclie 
coiiferrnati iii seguito per altre vie; cfr. n.i 12 e 19). 

Lo spigolo di regresso oZ7O si potrà considerare come il luogo delle iii- 
tersezioni delle coppie di rette speciali p consecutive, e sarà percib il luogo 
di quei puiiti di V pei quali non soltaiito due, ma t re  delle sei rette che ne 
escorio sono venute a coincidere c,olla corrispondente p (ivi tangente a o ) .  E 
per ognuna delle 720 cuspidi di G coincideraniio colla p,  che sarà la tangente 
cuspidal~, puattvo delle medesimo sei rette. D'altra parte uiia superficie cu- 
bica dello spazio ordiriario la quale abbia un punto doppio tale che le 6 rette 
di essa uscenti da qiiesto punto non siano tutte distinte lia anche un secondo 
punto doppio (che pub essere infinitamente vicino al  primo) sopra ogiluna di 
queste rette la quale conti come'due almeno fra le 6, e anzi, quando vi è 
iiiia retta che conta corne tt.e o p a t t r o  frn le 6 ,  questo secondo punto doppio 
è iiii punto biplanare, rispett. del tipo B, O B, di SCHLAEFLI (**j (ossia clie pro- 
duce un abbassamento rispett. di tre O quattro unità nella classe della su- 
perficie). Concludiamo pertanto : 

L o  s p x i o  S3 turzgente a TT i n  un p m t o  della cuwcx aZ7O tocca p e s t a  
varieth anche in un secondo pzmto, uppavtetzente al la  medesima vetta spe- 
cinle p, e tale che lu superficie sua inteî.sezione con V h a  in qtiesto secondo 

(") Sman : Mem. cit. Introclzczionc. alla yeovtetriu.. . , 11." 42-43. L a  linea u non avrà, 
in geiierale, ~llcuii flesso; perclié la tnrigente ad  essa in un tale punto sarebbe generatrice 
di regresso della sviluppabilo 1, e di qiicste generatrici alibiauio veduto che in generale 
non ve ne sono (n." O). 

(*+) O n  the dish.iDutio~i of szwfaces of' tke thirvl order- into Sl~ecies . . . (Pliil. Trans. 186;3, 
p. 1!3Y e seg.). L e  proprietà sopra enunciate s i  deducono tut te  facilmente dall'esaine dei 
diversi casi di superficie con yunti doppi considerati nella 'Ilemorix d i  SCHLAEFI,I, oppure 
anche dalla rappresentiizione piann di queste superficie ottenuta, mediante proiezione da1 
primo punto doppio, 
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p u n t o  un pzmto  doppio 6Qlanwe. Più pnrticolarmente, se il punto coliside- 
rato siilla curva G è uiia delle sue 720 cuspidi, questo piinto doppio bjpla- 
tiare sarà del tipo R,, cioè di quelli che equivalgorio a un:t coppia di puriti 
doj'pi conici infinitameri te vicinj (sicchè 10 spazio & dovi8 allora coiîsiderarsi 
come un particolare spazio tritangente, con due liuiiti di contiitto iiifiiiitst- 
niente viciiii ; cfr. n.O 18). 

L o  spazio S3 tangente a V in un punto della curva sei0 coincide altresi 
col10 spazio o~cula tore  a questa curvs in quel medesimo punto, percliè en- 
trarnbi possorio corisiderarsi corne cleteminati d a  una coppia di piani t a ~ -  
genti .r; corisscutivi della sviluppaliile 2 .  T r s  questi S,,  quelli clle passano 
per un punto dato qualsiasi avraririo i loio puiiti di contatto iielle intesse- 
zioni della linea G colla quadrica polare di questo punto, le quali sono iri 
nuiriero di  2 .270 = 540. La c w v a  a è dztnque d i  clusse 11 = 540 ; valore 
che è co~ifermato dalla formola : 

dove, come già, sappiamo, ?,a = 270 ; p = 136 ; ,û = 720. 
Gli spazi S, jpei.osculator.i alla curva 0270 saranno eleirienti doripi (di re- 

gresso'l della varietà ooi formata dagli S, osculatori a questa s t ~ s s a  curra.  
Orn, perchè Io spazio S, osculatore a T in un  yunto P conti rispetfo n ogni 
szlo p n f o  come due f ra  i 540  spazi osculatorj che ne escono, è necessario e 
siifficiente che per le quadriche polari di tutti i suoi punti due  (alriieno) delle 
540 intersezioni con o coincidano in P. Cib avviene certamente per ognuna 
delle 720 cuspidi di  ; siccl~è Io spazio S, osculatore a cr in ognuna di  queste 
cuspidi sarà un elemento stazionario della varietà cm1 degli spazi s~ciilatoi,i 
medesimi (e il carattere comune di questi punti singolari sarà espresso d a i  
nurneri i = 2, 2,  = 3, i, = 4, i, = 6 (*)). All'infuori di questc; caso, la con- 
dizione s0p1.a acceimata non sa& vei-ificata se non quando quelle m3 qua- 
driclie sisultino tutte tangenti alla curva di0 ne1 punto P, e abbiano percib 
in questo punto una tangente fissa; siochè questo punto dovsà appartenere alla 
varieth Hessiana (n." 3). Il nuinero a d i  questi punti semplici, nei quali la 
linea 5 ammette urio spazio iperosculatore, sarà dato dalla relazione : 

("1 S m p ,  Mem. cit., r1.O 4;;. 
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e vedreino iri seguito (II." 13) clie queste sono anche le sole iiitersezioni (di- 
stiiite) della liriea T colla vnrietà Hessiana, 

12. Propoiiia~xoci ora di detcrminare coirie sia compostn lu cztwa iri- 
tersexione della svilzcppabile 2" colla varietù IIessicintr. 

Ricordinrno percib clie ogni generatrice p delln sviluppabile 2" è tan- 
gente alla Hessiaria riei due punti doppi 111, N dell'involuzione segata su di 
essa dalle quadriche del sistema polare (n.O 41, e incoritra percib queeta va- 
rietà in un solo punto ulteriore R (*). L'intersezione di 2" colla, varietà Hes- 
siana si comporrà dunqiie di due parti distinte : una linea di coutatto p, luogo 
dei punti e N delle singole generatrici; e ixna linea p di semplire inter- 
sezione, luogo dei punti R (**). 

L'ordine della. linea u. si pub determinare per mezzo della considerazioiie 
seguente (***). Sia 1lo uria sezione iperpiana generica della rigata 2". Ogni 
punto di essa avrà  sulla medesima generatrice p clie Io contiene uno e un 
solo punto suo coniugato riell'involuzione I,,; e la linea Z' luogo di questi 
iiuovi punti sarà arich'essa di ordine 90, poichè le due linee 1 e l ' ,  coiiiu- 
gate  fra loro purito per punto nella I.,, dovranno essere iiicontrate d a  cia- 
scuria quad ika  del sistema polare in iiii medesimo numero d i  piinti, e awaniio 
percib Io stesso ordine. Segue da  cib che queste due linee avraniio 90 puriti 
n comune - le iriteisezioni di 1' collo spazio S, contenente la  linea 2 -; 
e questi 90 puriti, che saisanno punti ïlf O N di altrettante generatrici p, sa- 
ranno tutte e sole le intersezioni della curvn p collo spazio S, sopra accen- 
iiato. Lu curva p è clunque di ordine  90. 

Ora l'intersezione cornplessiva della superficie 8%' ccollw varietà Hessiana 
deve essere di ordine 90 . 5 = 430; e la linea pgO,  essendo loro liriea di coii- 
tatto, va contata due volte corne parte di questa intersezione. L'intersezione 
residua p sarà percib di  ordiiie 450 - 2 . 90 = 270. 

Ln sviluppulile zgO e lu vaî-ieth Hessiarla s i  toccatio 1zmgo u ~ c  linecc di 

(jç) Questi trc punti M, IV, R sono anche le intersezioni della stessa retta 1, colla 
sua C i  residua (cfr. n.' 3-1). 

(**) Di questa intersezione non fa parte, in genernle,' nessuiia generatrice p :  poiclié, 
se cib avvenisse, tutti gli S, bitangenti a V in coppie di punti di questa retta incontre- 
rebbero V secondo superficie con due punti doppi biplanari, e vi snrebbe per conseguenze 
lungo la stessa rettri, u n  piano osculatore fisso; il che, in generale, non avviene (n.' 9). 

(++++*) ENRIQUES, Uem. cit., p. 34. 
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266 F a n o :  Ricerche s:rlEa carie th  cubz& geizerale del10 spaxio 

o r d i m  90 (luogo dei punti doppi delle involuziuiii che le quadric&e del si- 
stema polare segano sopra le rette p), e s i  Uzcontram ulteriornzente secoldo 
zutn l i m a  d i  o d i z e  270. 

Gli spazi S, tangenti a V in punti (M O N )  della linea pW si potranno 
considerare come spazi bitangenti coi due punti di contatto infinitamente vi- 
cini sopra la corrispondente retta p ;  essi segheranno P secondo superficie coi1 
un punto doppio bjplanare del tipo B,, i cui due piani tangenti passeranno 
ciitralnbi per la retta p. Invece 10 spazio tangente in un punto R della linea p 
tocçherà V in un secondo punto P, in generale distinto da R, clie sarà 
precisarnente il coniugato arrnonico di R rispetto ai due punti M, N della 
rnedesima gerieratrice p ;  e seghei8 V secondo una superficie clie ha  in R uii 
punto doppio biplanare (in gmerale del tipo Ba) e in Y un punto doppio conico. 
Percib tre delle 6 rette di B che escono da questo purito P dovranno coinci- 
dere colla p 5 PR, ossia il punto P starà sullo spigolo di regresso u ? ~ ~  (n.0 Il).  
Concludiamo pertanto : 

Gli s p a z i  S3 i ungen t i  a V n e i  sir?goli pzcizti di utta del le  due littee p?ïo 
e oZ7O hnnno t u t t i  zin s~coizdo pzcnto d i  contiiito cola V sz~ l l ' n l tm  di p e s t e  dzia 
linee (e sulla medesima retta p). Queste due linee sono coniugate nell'invo- 
luzione TiG; ogni punto dell'iiiia ha uiio e un solo coniugtito sopra l'altra, e 
in questi due punti coniugati la  varietà V ha sempre un medesimo S, tan- 
gente. L o  stesso ragicinamento applicato poc'anzi alle due liriee 1 e Z' permet- 
terebbe di concludere che anche p e cr devono avere il medesimo ordine; e 
si ha in cib una conferma dei risultati precedenti, 

Le  proprietà note di una superficie cubica con un punto doppio conico 
e un punto biplanare peimettono altresi di affermare che la w t t a  coniz~ynta  
d i  2mn ?*etta specia/e p (n.O 5) s i  appoggia cr qzcest'ultinla ne1 suo p u ~ t t o  l2 
(ossia in quel piinto che é intersezione semplice di y colla Hessiana). 

13. Ogni punto I< cornune alla linea Po e alla varietà Hessiana di V 
dovrB appartenere alla curva intersezione cornplessiva della sviluppa1)ile LP0 
con quest'ultima varietà, e percib a una almeno delle due linee pw e 
a m i  a entrambe queste linee, perchè sopra la retta p che coritiene quel purito 
(facendo uso delle solite notazioni) la quaderria di punti M N  R K deve es- 
seïe un gruppo armonico, e percib IC non pub coincidere nè con R, nè coi) 
uno dei puiiti 31 O X, senza che avvengano 1' iina e 1' altra coss in pari tenipo. 
Lo spazio S, taugente a V in lino di  quei punti Ii incontrerà Vsecondo una 
superficie con un punto doppio biplanare del tipo B, (che pub considerarsi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



corne proveniente dall'avvicinarsi indefinitainente di un punto doppio conico 
e di un punto biplanare del tipo 13,). 

Ora le intersezioni della ciirva gZï0 colla varietà Hessiana soiio comples- 
sivamente in numero di 270. 5 = 1350. I n  ognuna di queste intersezioni l a  
retta p tangente a o Y T O  è tangente tripunta della varieth Hessiana (perchè 
sono venute a. coincidere su di essa l'intersezione R e uno dei punti di con- 
tatto M, N )  ; e il piano j~ osculatore a è ancli'esso tangente alla Hessianri, 
perché contiene, oltre alla y, le tangenti ne1 medesirno purito alle l ime p e p 
contenute nella Hessi;~iia (le quali tangenti sono certo distinte dn 11). I n  cia- 
scuno di questi punti la linea G~~~ c la vaiietà Hessiana avranno percib un 
contatto di 2.' ordine (*); e il nuineio delle loro intersezioni distinte sarà sol- 

1330 tant0 = 450, ossia noil vi saranno altre Iiitersezioni all'infuori di quelle 

già considerate al n." I l .  
Possiamo dunque dire, riassumendo : L a  cuwa a?" Ira n c o m m e  colln 

varietà Hessiaua 450 punti (2'1% generale disti~lti),  i s z  ciascum d e i  qzcali essa 

(') Nello spazio S, una linea e una superficie hanno in un purito, semplice per en- 
trambe, un contntto che é certo di 2." ordine (almeno) qiiando la  tangente alla linea è tnn- 
gente principale della stiperficie e il piano osculatore alla linea coincide col piano tangente 
della superficie - quando cioè, in al t r i  terniini, la linea s i  comporta nelle vicinanze di 
quel punto come un'asintotica della superficie -; avvertendo inoltre clie qiiesta condizione 
é bensi sufficiente perché vi sia un contatto di 2 . O  ordine, ma  non è certo necessaria. 

Infntti, in coordinate cartesiane, una superficie passante per  1' origine delle coordi- 
nate, tangente in questo punto a1 piano z = O, e avente per  tangente principale l a  re t t a  
y =s = O, si puo rappresentare, nelle vicinanze dell'origine stessa, con un'equszione del 
tipo : 

~ = f l ~ x y + f l ~ ~ ~ + u ~ ~ ~ f  f 1 4 y z + n 5 u 2 f  . . .  
dove i terinini non scritti  sono di grado superiore a l  secondo. E una linea passante (sein- 
plicemente) per l'origine, ivi tangente alla ret ta  y -= z  = O  e osculntrice al piano z =O,  
si pub rnpgresentare paramctricamente, nelle vicinanze del10 stesso piinto, colle equnzioni: 

Sostituendo ora  queste espressioni nell'equazione precedente, si  ottengono soltanto terinini 
contenenti p ad  esponente 5 3; sicchè l'orijine assorbirii t r e  almeno delle intersezioni di 
questa linea colla superficie proposta, c. S. v. d. 

Similmente si proverebbe clie, nello spazio S,, una linea e una var ie t i  M, Iianno in 
un punto, semplice per  entrambe, un ccntntto nlineno di :'.O ordine ogni q11al volta l a  tzii- 
gente alla linea è tnngcnte tripunta della M, c in pari tempo il siio p i w o  osculatore é 
taiigcnte a qiiesta A I 3 .  
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14. L a  sviluppabile 8", già considerata ai n.i 6 e seg.,  lin iina cur ra  
doppia 7, luogo delle iiitersezioni di coppie di generatiici y (non consecutive). 

L e  rette della varietà V che si aypoggiano a iina retta specialc 17 foi7- 
mario t~rich'esse (n.O 7 )  urin rigata di ordine 1 5  e genere 11 ; perb d~ ogni 
punto della direttrice rettiliiien considera?a escono s o l t ~ n t o  4 generati-ici varin- 
hili di questa rigata, formanti i gruppi di una  serie lineare y:. Questa serie 
liiieare avrà  d u ~ q u e  2 (4 3- 11 - 1 ) = 28 elemeii ti doppi, clie saranno costi- 
tuiti da  altrettante rette ~pec ia l i  p. Vale a dire : Ogizi t.etta speciale p con- 
2efzuta nella varielà V s i  appoggia a 28 altve ?.ette consit~zili ; ovrerosia : 
L a  svihppabile lgO ha (all'infuori dello spigolo di regresso) utza czwca doppia 
clle itzcontra oyni  sua generatrice i n  28 p n t i .  

Ora, quando da uii purito X della varietà V escono dus  diverse r e t k  
speciali p, p', Io spazio S3 tangente a V in quel punto dovrà toccare questn 
varietà anche in un secondo punto di ciascuiia di queste due rette; esso sarh 
dunque uiio spazio tvitnngente, e la  congiungente d i  questi due ulteriori punti 
di coiitatto (in geiierale distinti d a  X )  sarà una terza retta speciale p", c m -  
tenuta ne1 piano pp'. Percib le 28 rette speciali iricidenti a. p dovranno di- 
stribuirsi a coppie in  1 4  piani passanti per p. 

ATel fusr io fomznfo  clagli spazi  bihn.geliti a V in coppie d i  pztnti d i  zuta 
wtta  specinle p vi soilo 1 4  spazi fritanyefiti ,  cinscuno dei qiiali tocca la  \.a- 
rietà V anche in  un terzo punto, rion apparterierite in genei.de a quella retta. 
Qiiesti tre punti di contatto a p p r t e r r a n n o  senipre alla curva doppia y della 
sviluppalde ,Yn. 

15. A qiiest'ultimo risultato si pu6 arrivase anche per ri~ezzo di d t r e  
considerazioni (*), le quali ci permetteianiio pure di determinare l'ordine della 
curva y. 

(*) ENRIBUES, \Iem. cit , p 33. 
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CI q z c ~ t t ~ o  diwie?zsioni e s o p a  é stcoi spaxi  pluritntzgenti. 269 

Sia p una retta speciale contenuta nella varietà T, e .ri il piano tangente 
fisso lungo di essa comune a qiiesta varietà e aIla sviluppabile P. Ogni 
spazio S, del fascio n sarà bitangente a V in punti della retta p; e avrà due 
dei propri poli in questi suoi piinti di contatto, e i rirnanenti 1 4  sulla 
curva C7, u residua n di p (nSo 2). Questo spazio sarà dunque tritangente a P 
ogni qua1 volta uno dei 14 suoi poli ulteriori apparterrà a V stessa - senm 
perb cadere, in generale, sopra p -; e il numero degli spazi tritangenti 
contenuti ne1 fascio n sarà dato percib dalle intersezioni della varieth V colla 
curva Ci sopra accennata, escluse quelle che appartengono alla retta p. . 

Ora la retta p è una (anzi l'unica) trisecante di questa curva Ci, e I'in- 
contra precisamente nei tre p:inti, in generale distinti, che essa p ha a co- 
mune colla varietà Hessiana, e che al n.O 12  abbiamo indicati colle lettere 
Ilf, N, H. Ciascuno di qiiesti sarà un punto comune alla C3 e alla varietà P;  
e anzi in ciascuiio di essi la Ci è certo tangente a V.  Infatti la tnngente a 
C i  in un0 qualunque di questi punti è pure tangente, ne1 medesimo punto, 
alla quadrica polare di tale punto (la quale passa per Cl), e percib anche 
alla varietà TT (la qiiale è i v i  tangente a questa quadrica). Dico ancora, di più, 
che ne1 punto R la C: ha con V un contatto di 2.0 ordine. Infatti il piano js 

iricontra la varietà V secondo una cubica composta della retta p contata due 
volte e di una retta ulteriore passante per R (n.0 12) :  percib le quadriche 
polari dei punti di n incontreranno questo s t e m  piano secondo coniche com- 
poste della retta p corne parte fissa e di uria retta ulteriore, variabile, passante 
anche per R ;  esse saranno diinque tutte tangenti al piano n ne1 punto R, e 
non vi avranno fuori di questo piano altri elementi tangenti a comune (*). 
Di qui si trae che la tangente in R alla linea Cz? la quale insieme alla retta 
p è curva base di quella rete d i  quadriche, dovrà stare ne1 piano .ir, e sarà 
percib una tangente tripunta della varietà V. Per  assicurarsi dunque clie 
la Ci; abbia in R un contatto di 2.O ordine con V, basterà far vedere (cfr. 
n."3) che il suo piano osculatore in R è contenuto nello spazio S, ivi tan- 
gente a V ;  e cib saià verificato analiticamente al n.* seg, 

Pertanto, delle 3 .  7 = 21 intersezioni della nostra Ci colla, rarietà 7: 
i re  caclrnnno ne1 p n t o  R e due in ciascuiio dei puriti M, N; rie rimangoiio 
dunque, fuori di questi punti, ossia fuori di p, 21 - (3 + 2 . 2) - 14 ;  c. S. v. d. 

(*) Se no esse avrebbero tutte in R il meilesinrio S, tangente; ed è facile vcrific,zre 
clle ciô non avviene. 

Annnli di Mnternatica, Serie III, tom0 X. 36 
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16. Dalla Mem. cit. di SCKLAEFLI (11. 216-17) risuita clle ali'eqiiazione 
di una superficie cubica del10 spazio ordinario con un  punto doppio bipla- 
nare  (del tipo generale R,) e un punto doppio conico si pub dare la fornia: 

dove a, h ,  c sono certe costanti, e i dile punti doppi cadono rispett. nei due 
p m t i  fondamentali [4] e [3]. 

S ~ g u e  d a  cib che una varieth cubica del10 spazio S4, la quale dallo spazio 
2, = O sia incontrata secondo una superficie cos) fatta, si potrà rapprescntare 
coll' equazione : 

xo f 4- xi a, X, + xp x3  + y = O 
4 

dove f - 5 a ,k  x; xk è uria forma quadratica, coi coefficbienti a,, e u,, diversi 
O 

d a  zero se la  varietà non h a  punti doppi; e <p indicn per brcvitA il prodotto 
(a x, + xp) (b xi $ :c?) (C xi + r2). Il piano x, = x, = O è tangente alla varietà 
lungo l'intera retta speciale so = z, - x, = O, e la incontra ulteriormente se- 
condo la retta x, - x, = x, + x, = 0. 

Designando con indici le derivazioni rispetto alIe diverse variabili, si vede 
che le quadriche polari dei puriti del piano r ,  = z, = 0: 

sono tutte tangenti ne1 punto fondamentale [4] a questo medesimo piano; e 
formano una rete, la cui curva base si com7one della retta x, = xi = x, = O 
e della sua Cl residua. Ogni spazio S3 passante per i l  piano x, = x, = O iri- 
contrerà questa C; ne1 punto [4] - R da  contarsi due valte almeno (perchè 
la Ci è tangente a quel piano), nei punti JI, N (n." 1 2 )  della stessn rettn 
speciale x, = x i  - r ,  -O, e in generale in altri t re  punti. Ma urio di questi 
ultimi punti verrà a coincidere con [4] ogni qua1 volta 10 spazio suddetto cori- 
terrà il piano osculatore alla Ci in [4] stesso: dico che cib avviene precisa- 
rnente per Io spazio go= 0 tangente in [4] alla varietà proposta. 

Infatti la  rete di quadriche (1) viene incontrata dallo spazio x, = O se- 
condo la  rete determinata dalle t re  quadriche: 

delle quali le  prime due sono coni colla generatrice x, = z,= O a cornune, 
ma piani tangenti diversi lungo qiiesta generatrice: essi si incontrano dunque 
ulteriormente secondo una cubica p ~ s s a n t e  per i loro vertici e clie ne1 ver- 
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tice [4] del primo con0 è tangente al piano x, = 0. Percib dei due piani 
ri = O e x, = O che insieme costituiscono la terza delle quadriclie (2) i l  primo 
non avrà a comune colla cubica nessun punto fuori della retta x, = x, = O, e 
il secondo ne a v r i  soltanto due. Dunque Io spazio x, = O incontierl la Ci sopra 
considerata, fuori della I ' F L L ~ C ~  xo = xi = x2 = O, soltanto in questi ultimi due 
punti; da1 che segue la verità di quanto avevamo affermato. 

17. A1 varinre della retta speciale p nella sviluppabile 8" di cui essa 
è generatrice, la sua Cz residua descriverà una certa superficie Y, luogo di 
tutti quei poli degli w h p a z i  bitangeriti di V che cadono fuori dei rispettivi 
punti di contatto. Per  determinare l'ordine r di questa superficie, basterà 
osservare che I R  sviluppabile CgO ha  a comune con dut: quad~iclie generiche del 
sistema polare 2 .  2 .  90 punti, i quali si ripartiscono in 2 .  90 coppie di punti 
coniugati nella I,,; e clie le stesse due quadriche dovranno avere a. comune 
colla superficie Fs un egual numero 2 . 9 0  di gruppi di 14 punti, costituenti 
iiisieme con quelle coppie altrettanti gruppi completi dell'involuzione I,, . Dovrh 
dunque essere 4 2 .  = 2 . 90 . 14, ossia x = 7 . 90 = 630. 

L'intersezione di questa superficie F7." colla varietà V conterrà come 
parti le curve pgO e ptiO considerate al n.' 12, luoghi rispett. dei punti ,qf e N 
e dei punti R delle singole rette p (i quali appartengono alle C3 iesidue di  
queste p,  e percib anche alla superficie F).  L'intersezime residua di F e V 
sarà la curva luogo di quei poli ulteriori degli spazi bitangenti che appar- 
tengorio ancoia a V, ossia luogo dei punti di contatto di tutti gli spazi tritan- 
yent i  a TT. Quest'ultima curra coinciderà percib colla curra doppia 7 della 
sviluppabile LgO, già considerata al n." 14. 

Consideriamo pertanto la curva C; residua di una p gene~ica ,  e faccia- 
mola vari;tre insieme con questn p descrivendo l'intera superficie F7.". 1 punti 
M e X di quella retta p, che sono comurii alla C l  e alla varietà V, descri- 
veraririo siinultanenmente la curva pgO; e siccoine in tutti questi 1,unti la  
curva Ci risulta tangente a V (e noii alla p. (")), cos) la superficie F7.90 sarà 
ancli'essa tangente a V lungo l'intera curva pm. Similniente il purito R, altr~z 
intersezione della linea C7, colla retta p e colla varietà V, descriverà la 
curva p Z 7 0 ;  e poichè la C :  è sempre osculatrice a V in questo punto R 

(*) Infatti l a  tangente alla curva p, che è contenuta nella sviluppabile 2 9 0 ,  d e ~ e  
s ta re  ne1 piano x tangente a questa sviluppabile; mentre invece le  tangenti alla C',7 nei 
punti N e N non stanno in questo piano. 
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272 Fa izo: Ricerche sutla va?.ietà cz46ica yenerale dello spazio 

(n.' 15-16) senza essere ivi tangente alla p (*), cosi la 
dalla Cs risulterà osculatrice a P Iungo l'intera Iinea 

superficie J' generata 
Dall'intersezione - 

coinplessiva delln superficie li'7.9Qolla varjetà V, la quale è di ordine 3 . 7 .  $0, 
si staccano dunque la, curvii pm contata due volte e la curva pw0 coritata tre 
volte; percjb la parte rcsidua y sarà di ordine: 

La s v i l u p p b i l e  3 O  lia u12a curva dopyia y d i  ordine 900, che è .il lziogo 
dei p u d i  d i  contalto degli spaxi tritalzgetztz' della varieth V (**). Ognuno di 
questi spazi trjtaagenti ha i suoi tre punti di  contstto sulla curva ygoO, e 'le 
tre rette che uniscono questi punti a due a due sono rette spsciali p. Ogiii 
punto semplice della curva 7 è vertice di uno e un solo di questi u triangoli 
di  contatto n ;  invece ogrii ïetta p è Jnto di 14 fra questi triangoli ( n . O  14). 

La tangente alla linea ;lgoO in un suo punto qualunque sark l'intersezione 
dei due piani i: tangenti alla sviluppabile lgO (e. quindi anche a V )  lungo le 
due rette p uscenti da quel punto. 

y) Poichè la linea p è intmsezione (parziale) della sviliippsbile colla variet& 
Ncssinna, la sua tangente in un punto yualunque s a r à  l'intersezione del pinno e dello 
spazio S, ivi tangenti rispettivamente a queste due varietà. Ne1 sistema di coordinate di 
cui abbiamo già fatto uso al n.O 16, la tangente alla linea p ne1 punto Rz [4]  é rappre- 
sentata  dalle equazioni q, = 3, - 3 m2 + x3 = O; mcntre  l a  tangente ne1 medesimo punto 
alla Ci residrm della re t t a  LC, = x, = X% = 0 h a  per  equazioni r, = xL = 3 x, $ 2 xa = 0. 

(*+) L'ordine - c300 di questa curva y risulta conferrnato d,zll'osservazione seguente. 
Una sezione iperpiana generica della sviluppabile 890 sari una curva dello spazio 4 di 
ordine 90 e di genere 136, con 270 cuspidi (nelle intersezioni del10 spazio segante colIo 
spigolo di regresso 0270) e un punto dopyio in ognuna delle intersezioni del medesimo 
spazio colla curva y. D'altra par te  l a  sviluppabile 290, corne superficie eontenuta in un& 
varietà cubica pr iva di punti doppi, deve essere l'intersezione completa di questa varietà 
con un'nltra varietà, di ordine 30 (cfr. la mia Nota: Szclle suyer-ficie algebr-iche conlenzcte 
in unn vnrietd czcbicn deello qnzio a quattro dinzensioni; Atti Acc. di Torino, vol. 39, 1904); 
e percib ogni sua sezione iperpiana s a r i  intersezione cornpleta di due superficie rispetti- 
vamente di 3 O  e di 30" ordjne del10 spazio Sa. O r s  l a  curva  intersezione gerierale di una 
superficie cubica con una superficie di ordine n è di genere 3 (.) i- 1, e ogni punto doppio 
o cuspide ne abbassa il genere di un'unità. Indicando dunque con d l'ordine della curva y, 
d o d  essere : 

e di qui si r icava appunto cl =000. Quest'osservazione toglie anche ogni dubbio sulla 
yossibilitti che le varie  intcrsezioni e i oontatti considerati sl n." prec, yossano eventsal- 
mente avere  inultiplicitâ superiori a quelle indicate, 
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Per zifz yunto generico di S, passatzo 600 s p x i  t~ i tanye iz t i  d i  una  
duta carietà cubicu (ossia la sviluppabile formata dagli s p i  tritmgeriti è di 
classe 600). Infatti i punti di contatto di questi spazi tritangenti saranno tutte 
e sole le intersezioni della curva ygnO colla quadrica polare del punto conside- 

2 . 9 0 0  rato; e percib il numero di tali spazi sarà = - = 600, 
3 

18. Ne1 sistema no1 degli spazi tritangenti della varietà V vi sono a1- 
cuni spazi particolari pei quali sono infinitamente vicini due dei tre piinti di 
contatto, oppure anche (in un certo senso) tutti tre queati punti. 

Una superficie cubica di S', con tre punti doppi conici, nella quale diie di 
questi punti si facciano avvicinare indefinitamente, acquista al limite un punto 
doppio biplanare del tipo B, - oltre al terzo punto doppio conico che ri- 
niane -. Siccome allora la retta che congiunge questi due punti doppi di- 
stinti conta come y u a t t ~ - O  fra quelle che escono da1 punto conico, cosi - 
quando per una sezione iperpiana della varietà V si presenti questo caso - il 
punto doppio conico dovrà essere una delle 720 cuspidi della curva oei0; corne 
anche viceversa (e  Io si è già osservato; cfr. n.' 11) 10 spazio tangente a 'E,T 

in uno qualunque di questi 720 punti incontrerà 'Cl' stessa secondo una sii- 
perficie con un punto doppio coriico e u n  punto biplanare del tipo B,, e 
dovrà percib considerarsi come uno spazio tritangente del quale due puriti di 
contatto siario infinitamente vjcini. La retta che congiunge i due punti doppi 
distinti della superficie intersezione di questo spazio con V, e la retta asse del 
punto doppio biplanare (cioè intersezione dei due piani tangenti alla mede- 
sima superficie in questo punto) saranno entrambe rette speciali p, p ; il piano 
pp'  di queste due rette sarà tangente alla varietà V e alla superficie sezione 
lungo 1' intera retta p;  . i due punti doppi della superficie sezione apparterranno 
entrambi alla curva ygoO, la quale anzi rie1 punto p p '  sarà tangente alla retta p'; 
e la retta p conterà corne due fra le 28 rette speciali che si appoggiano a p' (*). 

Abbiamo anche già osservato (n.' 1) che sulla varietà V vi sono 60 punti 
- le intersezioni colla curva doppia della varietà Hessiana - i cui S, tan- 
genti incontrano P secondo superficie con puiito doppio uniplanare. Le sei 
rette di V che escono da un punto siffatto X coincidono a due a due, e si 
riducono percib a tre sole distinte, contenute in un medesimo piano; e lungo 

(*) Il punto pp' e allora un punto il1 O iV (n.O 12) per la retta pl, e un punto R 
per la retta p. Esso nppartierie quindi a entrambe le linee pgO e F ~ ~ ~ ;  ma apprtrtiene aila 
y. corne punto di p', e alla p coine punto di p. 
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271 Fa ~z O : Ricerclze szilla varietic cubiccc generale del10 spaxio 

ciasc~ina di esse la  varietà V ammette un piano tangente fisso. Esse sono dunquc 
tuttc? tre rette spcciali, generatrici della sviluppabile igO, e formnno un par- 
ticolare trilatero (degenere) ne1 quale i tre lati concorrono in un medesimo 
punto; ciascuna di esse incontra, fuori di questo punto, soltanto 26 rette spe- 
ciali, e appartiene percib soltaiito a 13 altri trilateri. 11 punto X è triplo per 
la sviluppabile 2" e per la  sua curva doppia ySbO;  e sopra ognuna delle trc 
rette speciali che ne escono esso è uno dei punti doppi ( A l ,  N )  dell'involu- 
zione segatavi dalle quadriche del sisterna pohre .  L o  spazio tangente a V in  
ognuno di qizesti 60 punti fa anche parte del sistema ooi degli spazi tritaii- 
gcnti, e si pub considcra.re come avente con P tre punti d i  contatto sovrap- 
posti e appartenenti ai singoli rami della curva y31J0 che passaiio per X. Questo 
è anche d'accorda col fatto che un punto doppio uniplanare di una  superficie 
si pub considerare come un punto doppio ordinario (conico) n cui ne  siano 
infinitamente vicini due altri in direzioni distinte (il che porta di consegiienza, 
i n  generale, che ve ne sia anche un terzo ( y  . 

È prevedibile d t r e d  l'eeistencn di un nurneio finito di spazi tritangenti, 
i quali incontrino V secmîdo superficie con un purito biplariare e due punti 
conici (tutti distinti). 11 loro nuinero verrà determinato fra poco (ne0 20 . 

19. Il numero (= 720) degli spazi tritangenti con diie punti di con- 
tntto infinitamente vicini, ossia il numcrii delle cuspidi della curva o?7" (de l  
quale da1 n.' 12 in poi non ci siamo mai valsi) pub essere ora verificiito ilel 
modo che segue ("Y). 

Consideriamo in S, un piano qualunque T .  Ogni S3 passante per esso incoiitra 
la curva yiO*" in 10. 90 punti;  e Io spazio tangente A V in uiio yualunque di 
questi punti sarà tangente a V stessa anche in altri due p i t i  di quella curv3, 
formnnti col primo un tidatero di rette speciali. Facendo corrispondere a quel 
primo S, del fascio 5 tutti quelli che da1 mcdesimo piario s' proiettano questi 
ulteriori 2 . 10 . 90 punti della curva y ,  nasce rie1 fascio i una corrispondenza 
simmetricn (20. 90, 2 0 .  90), neila quale dovranrio esisteïe 40 . 90 coincidenze. 
E queste coiricidenze saranrio di t re  tipi diversi, perchè due S, oinologhi pos- 
sono coincidere : 

1) senza che coincidano i due punti della linea y che essi rispett. pro- 
iettano ; 

(*) C. SEGRE, âclla scomposizione dei purzti singolm-i delle sziperficie nlgebriche (An- 
nali di Mut., ser. '>", vol. 35; 1SD;i; n . O  8). 

(**) ENRIQUEY, hlein. cit., p. 34-35, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2) per il fatto che questi due punti sono sovrapposti, senza essere tut- 
tavia infinitamente vicini sulla curva y :  ossia cadono in un medesimo punto 
multiplo di questa curva ;  

3) per il fatto che vengono proprio a coincidere sulla curva y i due 
punti che quegli S, rispett. prniettario. 

Ne1 pritno cas0 la congiungente dei due punti considerati sulla linea y, 
la  quale è una retta speciale, dovrà appogginrsi al piano 5. Ora a questo 
piano si appoggiano 90 rctte speciali p (generatrici di S), ciascuna delle 
quali incontra y in 25 punti (n.O 14); e corrispondentemente a ciascuno di 
questj 28 punti Io spazio proiettante [ .p ha  uno dei suoi omologlii che coin- 
cide con esso. Troviamo cosi 90 spazi del fascio {, ciascuno dei quali as- 
sorbe 28 coincidenze; cornplessivamente dunque 28. 90  coincidenze. 

Il secondo caso si presenta soltanto per i 60 punti tripli della curva y 
considerati a1 n.O prec. L o  spazio del fnscio F clle proietta uno di questi punti 
si pub considerare in i5.e modi diversi coine uiio spazio di cui clzre omologlii 
coincidono con esso; esso assorbirà percib 6 coincidenze. 

L e  coincidenze residue, in numero d i :  

saranno costituite dagli spazi del fascio 5 che proiettano quei punti (semplici) 
di 7, ciascuno dei quali assorbe due vertici di un trilatero di rette speciali, 
ossia due punti di contatto (infinitamente vicini) di uno spazio tritangente. E 
queste sono coincidenze semplici. Sa rà  dunque questo stesso, ossia 720, il 
numero degli spazi tritaiigenti con due punti di contatto infinitamente vicini; 
corne già avevamo trovnto precedenteinente. 

20. L e  intersezioni della curva yiO-" colla varietà Hessinnn di V si ri- 
partiranno fra quei punti di contatto degli spazi tritangenti, nei quali le su- 
perficie intersezioni di questi spazi con V h a n n o  punti doppi biplanari (O uni- 
planari). Ciascuno di questi pvnti dovrà anche trovarai snpra unn, alrueno delle 
due curve p r o  e pzO, che formano insieme l'intersezione della sviluppabile Z", 
sulla quale sta y, colla varietà Hessiana. 

Anzitutto la superficie intersezione di V con un0 spazio tritangcnte pub 
acquistare un punto doppio biplanare (del tipo B,) per il fatto che due dei 
t r e  punti di contatto di questo spazio sono infinitamente vicini. Di questi punti 
biplanari ve ne sono 720 = 8 . 90, e in ciascuno di essi la curvn y è tan- 
gente alla retta assc del punto biplanare medesimo (n." lS ) ,  ln quale a sua 
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volta è ivi tangente alla Hessiana (II.' 

xssorhe due delle intersezioni cercate. 
4). Dunque ciascuno di questi punti 

Gli spazi tangenti a T nei 60 punti comuni ad essa e alla curva doppia 
della varietà Hessiana (sono particolari spazi tritangenti, e)  incontrano V se- 
condo superficie con punto doppio uniplanare. Ciascuno di questi punti è trip10 
per la  curv:i y (n.' 18) e doppio per la Hessiana (senza che le tangenti a. 

quella appartengano al cono tnngente di questa), e assorbirà~ percib 6 inter- 
sezioni. 

Tutte queste intersezioni appartengono alla linea pQO. 
Le intersezioni residue, in numero di: 

dovranno cadere in punti di contatto di quegli spazi tritangenti pei quali i 
tre punti di contatto son pur sempre distinti, ma uno di questi è per la su- 
perficie intersezione con V punto doppio biplanare (in generale del tipo B,). 
Queste intersezioni, che apparterranno alla linea pQ501 saranno in generale in- 
tersezioni semplici. Vi snrantzo p e ~ c i b ,  in generale, 30 . 90 = 2700 spaxi tri- 
taqqenti che i~zcoîztra~zo V secondo superficie con un pwzto doppio b-lanare 
e due punti doppi coll.ici. Questi due punti doppi conici appaïterranno al10 
spigolo di regresso u2'0 della sviluppabile ZQO. 

21. Gli mi spazi tritangenti della varietà V inviluppano un'altra su- 
perficie sviluppabile, anche proiettivamente legata a V, i cui piani tangeriti e 
le cui generatrici saranno le intersezioni rispett. delle coppie e delle terne d i  
spazi tritangenti consecutivi. 

Uno generico n fra yuesti spazi tritangenti toccherà V in tre punti, con- 
giunti a diie a due da tre rette speciali p,  p', p' ; e lungo queste rette la 
varietà V e la sviluppabile 2" ammetteranno tre piani tangenti fissi sr, n:, x", 

tutti contenuti nello spazio TI. L o  spazio tïitangente II, consecutivo a Ii con- 
terrà tre piani analoghi T , ,  ;r , , nt', , rispett. consecutivi ai precederiti ; e 
poichè le tre rette p ,  p., p", generatrici di CQO, possono considerarsi rispett. 
corne intersezioni delle coppie di piani tangenti consecutivi rc rc , ,  sr' T ' ,  , i;" nu,, 
cos; il piano ri n, dovrà contenere queste stesse rette, e quindi i tre punti di 
contatto di n colla varietà V. 

La svilzippabile i9zviluppctta dagl i  ooL spazi tritangenti d i  V ha p e y  piani 
tmagenti i piani detertni?zati dal le  tevne d i  punti d i  contatto d i  qlresti weclesinzi 
spi7 xi. 
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Similmente, per trovare le generatrici di questa nuova sviluppabile, po- 
tremo osservare che le tre rette speciali p, p', p" dianzi considerate si ap- 
poggiano rispett. alle tre consecutive pl, y J l ,  p", in altrettanti piinti P, P ' ,  
1"' appartenenti alla linea r r Z i 0 ;  e percib l'intersezione del piano p p ' p  ' col 
piano consecutivo p ,  p', p", dovrà contmere questi stessi tre punti, i quali 
dovranno trovnrsi pert~into in linea retta. 

L e  yeneratrici  delln stessa sviluppabile sono al tre t iante  tj.isecanti della 
c z c 1 . 2 ~ ~  o-~" .  P e r  ogni trilatero di rette speciali i punti di contatto dei singoli 
lnti colla ~ i i r v a  0''' dovranrio stare in linea re t ta ;  e le rette su cui stanno 
queste terne di punti saranno le generatrici della nuova sviluppabile (*). 

22. Possiamo determinare facilniente l'ordine della nuova sviluppabile, 
e I'ordine della varietà dei suoi piani tangenti, considerandone le intersezioni 
colla varietà cubica V. 

varietà dei piani t a q e n t i  p p' p" incontra 'V secondo la (sols) svi- 
lrippnbile F", la quale va contata 14 volte, essendo questa la sua multipli- 
cith per qiiella varietà di piani. L'ordine domaiidato sarà dunque 

(*) Si pub verificare direttniiiente clie per  ogni trilatero di re t t e  speciali i piinti di 
contatto dei ltlti colla curvn 0270 stanno in linea rettn. Infatti l'eqiiazione di una varietti 1' 
della quale 10 spazio xo = O  s i s  uno spazio tritnngeiite generico si pub inettere sotto In 
forma: 

~,,.,f+ cc: -t (x2 + x3 i- x4)$ f k x 2 x 3  x4 = O  

(love 7~ é un coefliciente nuinerico, e f= ?: flik xk (essendo i coefficienti n2,, nS3, a,* tutti  
diversi da zero, s e  l a  varietà non lia piinti doppi). L o  spazio x, = O é allora tangente n 
V nei t r e  punti fondainentali [q, [3].  [il ,  i quali sarnnno vertici di u n  trilatero di ret te  
speciali (nffatto generico). - Cercnndo le  intersezioni del lato (ossin della re t t a  speciale) 
xo = x, = x, = 0 colla varieta Hessiana di Ir (a cui esso è bitangente), s i  t rovn clie 
queste dipendono dall'equazione: 

(x3 + x4) (as3 xi - a44 = 0 

di modo clié sulla re t t a  considerata s a r i  x, + x4 = O il punto indicato con al n.O 12, 
inentre i due puiiti Af, N saranno deteriûinati dall'equazione a3, LI-; - ( L ~ ~  -L.: = 0. Percid 
il punto di contatto della medesima ret ta  colla linen cZ7,, clle 9 il c o n i u p t o  arinonico di R 
rispetto alla coppia MN, s a r à  definito dall'erliiazione a,, J*., + a,, x4 = O. Ed è cliiaro clle 
questo piinto e i suoi analoghi sulle due ret te  x, = xi = r3 = O e do = = r, = O ay-  
partengono tutti  alla ret ta :  

XO -- XI = fla2 r* $ ft33 x3 + 04.4 24 = 0. 

Annal i  di AIatematka, Serie  III, tomo X. 37 
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Quanto alla sviluppabile stcssa, corne superficie liiogo di rette, la sua 
intersezione con V si compone : 

1." della ciirva one, contata anche 14 ~ o l t e  ; 
2." di un certo numero di generatrici, corrispoiidei~temente a quei casi 

in cui l a  retta che contiene i puilti di coiitatto di oZïO con un  trilatero di 
rette ~pecia l i  coincide con uno dei lati di questo stesso trilatero. Ciil avviene 
quando due dei t re  lati toccano uY70 nelle loro intersezioni col terzo Into, 
ossia per quei 2700 spazi tritangenti (n.' 20) clie incontrano 17 secondo su- 
pr f ic ie  con un punto doppio biplanare e due punti doppi conici. 

L'ordine della superficie sviluppabile di cui si tratta è dunque egunle a 

L a  svi2i~pyubite i~zv i luppa ta  d a y l i  mi spax i  t~.itu~zgetati della v w i e f d  V 
2 d i  o d h e  2160, e i suoi piani tangelzti f omatzo  zctzu varietic d i  o d i n e  420. , 

Questo iizviluppo csl d i  s p a z i  t&uzgenti ha p e ÿ  elernetzti s taz io l zmi  i 
2700 spux i  che imo9ztrano B s e r o d o  superficie con z ~ i z  pzrnto bi$a~zare e due 
pr11ti doppi C O I Z ~ C ~ :  poicl~è le quadriche polari dei punti di uno di qumti spnzi 
hanno in ciascuno dei tre punti di contatto del rnedesimo spazio due interse- 
zioni fisse colla curva yqo0. I n  uno d i  qiiesti punti esse sono twngenti a 7, 
e gli altri due punti di  contatto sono cuspidi di quest'ultima cusva. 

Di questo stesso iiiviluypo mi si pub  deterniinare anche il genere, con 
uii'applicazione delln fol*wula di  ZEUTHEN. F r a  la  sviluppabile LgO e l a  varietk 
cd dei trilateri di relte speciali contenuti nei singoli spazi tritangenti si pub 
stabilire uila corrispondenza (3, 14), facendo corrispondere a ogiii  geiieratrice 
di i 14 trilateri a cui essa appartiene, e a ogni trilatero le 3 generatrici 
di ZgO che sono elementi. F r a  i 14  trilateri che hanno pes lato una da ta  retta 
speciale ve ne sono due coincidenti quando coincidoiio anche due dei 14 spazi 
tritangenti che passano per il piano ir tangente luiigo quella ret ta;  e questo 
spnzio tritangmte, che va contato due volte, non pub essere clie uno dei 2700 
spazi già sopra considerati. D 'a l t ra  parte vi soi10 720 trilateri con due Inti 
coincidenti (11. 18). Segue da  cib clie nella formola geiierde: 

si dovrà porre x = 3, x' = 14;  y - '2700, y' - 720; e p = 136. Si ricava 
allora p' = 96 1 ; e sarh questo il genere domandato. 
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Teiiendo coiito dei diversi caratteri fiiiora deterniiiiati e applicando lc 
solite forniole (cfi-. :id PS. n.' 11)) si tro\w clle l ' invil~~ppo degli slmxi tritan- 
geiiti lia uno spigolo di regresso di oidine 5820, con 11400 cuspidi. 

23. Dopo aver determinati gli aohpaz i  bitangenti della varictà V, ab- 
liianio considerata (II.' 15-11) la superficie F 7 e D 0  Iuogo di quei 1 4  poli di 
ogiiuno di questi spazi che sono distinti, in çerieralc, dai due punti di coii- 
tatto; e dall'intersezione di questa superficie con V, all'iiifuori delle linee pS0 
e peïn, abbiamo ricavata la linea ygoO, luogo dei punti di contatto degli spazi 
tritaiigenti. In modo analogo potremo adesso considerare, corrispondentemcnte 
agli mi spazi tritangenti, la linea 1 luogo di quei 13 loro poli che sono in 
çenerale distinti dai punti di contatto; e fsa le intersexioni di questa curv;~ 
colla varietà, V dovranno trovarsi i punti di contatto degli spazi quadritan- 
genti (*). 

Determiiiiamo anzitutto l'ordine x di questa linea A. A ta1 11opo basterà 
osservare che una qundrica qualunque del sistenia polare incontra la cuïva, 

f O . "  in 20 .  90 punti, che si ripartiscono in 2 0 .  90 
3 

terne di punti mutuaniente 

coniugati nell'involuzione l,,. E le 2 x intersezioiii della medesima quadrica 
2 0 . 9 0  colla curva A dovranno comporsi precisamente dei --- 

3 
gruppi di 1 3  punti clie 

insieme con quelle terne costitiiiscono altrettariti gruppi completi della I,,. Sarh 
dunque: 

20.90  2 x = 1 3 . -  
3 

ossia x = 130 . 30. 

Questa curva starà. sulla superficie P7-90 considerata a1 n.') 17, e ne 
sarà anzi cuwtr tripla. Infatti ogni punto di essa, essendo polo di uno spazio 
tri tangent^, apparterà alle C3 residuc! di tre diverse rette speciali p (formanti 
uno dei soliti trilateri); e al variare di quel punto sulla linea 1. queste C: de- 
scriveranno tre falde della superficie F7e3", in generxle distinte, passanti tntte 
per A. 

(*) EN RI QUE^, Nem. cit., p. :11-33, 
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24. Vediamo ora come si distribuiscano le iritersezioni della ciirva 
; . 1 ~ . 3 ~  colla varietà V. Si avranno di queste indersezioni ogni qua1 volta lino 

dei 13 poli ulteriori di uno spazio tritangente - dei quali poli la 1i;iea i. i! 
appunto il luogo - appartiene ancli'esso alla varietà 17: e, quando cib av- 
vielle, pub darsi che questo polo ulteriore sia distiiito dai prinii tre, e d o r a  
esso sarà un quarto punto di contatto del medesirno spazio con V, e si avrà 
uno spazio quadritangente; ma pub anche darsi che esso coincida con uno 
dei primi tre, ossia con uno dei ire punti di contatto dello çpazio consiclei-atc, 
e allora questo punto di contatto, coiiicidendo con uno dei punti ad esso coniu- 
gati nell'iiivoluzione Il,, starà sulla varietà Hessiana di 1: e saià un piinto 
biplanare O uniplanare per la superficie intersezione di V col10 spazio tritan- 
gente di cui si tratta. 

Ora gli spazi tritangenti clie incontrano 1' secondo superficie con punti 
doppi biplanari O uni1)lanari sono : 

1 30 . 9 0  spazi che determinano come sezioni superficie con due puiiti 
doppi conici e un punto biplanare del tipo B, (n.' 20) ; 

Gli 8 .  90 spazi che segano superficie con un puiito doppio conico e un 
punto biplanare del tipo B, (n." 18) ; 

1 60 spazi che segano superficie con punto uniplanare (n." 18). 
Ne1 primo caso due dei 16 poli dello spazio di cui si tratta coincidono 

ne1 purito biplanare della superficie intersezione di questo spazio con V ;  e 
percib la linea i. passerà anch'essa (semplicemente) per questo punto biplanare. 
Questo punto appartiene alla liiiea p, della quale è anzi punto doppio (poicliè 
6 punto R - cfr. n.O 1 2  per ognuna delle due rette speciali uscenti da ' 
(mo)  ; dunque, delle tre falde dellri ~uperficie che passano per esso, certo 
due sono osculatrici a I r  in quel punto (clie non B per esse puiito singolare), 
e percib l a  linea À, che sta su di esse, aviA pure i% quel puntv un contatto 
di 2.O ordiiie con V. Ciascuiio di questi 30. 90 punti assorbirà dunque t r e  
intersezioni (almeno) della linea 1 colla varietà V. 

Ne1 secondo caso si tratta di uno spazio tritangente con due puiiti di 
contatto ii~finitanîente vicini; e in questo punto di contatto coincidono allosa. 
non soltanto due, ma t ~ e  fra i 16 poli di quel10 spazio (*). Percib quec-to spazio 

(") Più generalmente ami, ogni spazio tangente il quale incontri V secondo una su- 
perficie con un punto doppio biplanare del tipo ilj', ha t r e  dei suoi poli coincidenti in 
rluesto punlo. Irifatti questo punto X apparterrk a una re t t a  speciale p, sulla quale s a r i  
punto doppio dell'involuzionc! ivi segata dalle quadriche del sistema polare, e apparterra  
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conterrà anch'esso, cornplessivamente, quattro dei propri poli, e per il suo polo 
trip10 passerà csemplicemente) la  curva 2 I n  questo piinto due delle tre faldc 
della superficie F7." si confondono (perchè ne1 trislngolo dei punti di contatto 
sono venuti a coincidere due dei tre lati), ma  la terza falda \quella che corri- 
sponde a1 terzo lato del triangolo) è distinta d a  queste, pasia semplicemente Ilci' 

quel punto, ed è ivi tangente a Tf [percliè il punto di cui si tratta ripparticiic 
d a  sua linea di contattu p con V stessa). Percib in tutti questi 720 punti la 
linea 1. sarà tangente (in generale semplicemente) alla varietà 1'. 

Infine uno spazio tangente il quale incontri la varietà V secondo utla 
superficie con punto doppio uniplanare (del tipo più generale) ha p i n t t ~ o  dei 
suoi poli coiiicidenti ne1 punto di contatto : poicliè le quadriche del sistema po- 
lare che passano per questo punto vi hanno un piano tangente fisso (Io stesso 
piano che è ivi tangente alla superficie culrica in te rs~z ione  di V col10 spazio 
proposto), e lianno percib, fuori di quel punto, sole 12 intersezioni. Durique 
i 60 punti di questo tipo staranno anch'essi sulla curva 1. Dico ora che questn. 
curva ha in ognuno di essi un contatto di 2.O ordine colla varietà V. Infatti 
l a  superficie Pi-91' passa per ognuno di qutlsti puiiti con tre falde completa- 
mente distinte; e per ciascuna di queste falde vengono ivi a riunissi i l  con- 
tatto con V luilgo un ramo di lineit ! e I'intersezione semplice con Ir lungo 
un  ranio di linea y (*). Percib ciascuna di queste falde sarà in quel piinto 

pure alla C z  residua di questa re t t a  (1. ln prima nota a1 11.'' 12); pcrcio le ao3 quzdriclie 
del sistema polare clle passano per  esso (e clic sono le  polnri dei 1)unti del10 spazio tnn- 
gente considerato) saranno tutte ivi tangeuti :illa re t t a  11, e avranno a couiune, fuori di 
(luel punto, soltanto le  13 loro intersezioni rcsidue colla curva Cg. Lo spazio proposto 
nvrû, dunque soli 1:I poli (tutti  semplici) distinti da  S, e percib gli altri  t r e  coincidrranno 
con S, c. S. v. d. 

(*) L'equxziicne di una varietil cubica tangente alIo spnzio s0 - O  ncl punto fonda- 
mentale [1] e incontrata da questo s p z i o  secondo un5 superficie con punto iiniplanare 
del tipo piii generale s i  pub mettcre sotto l a  forma:  

ilel putito uniplailarc. 1 piani tangenti ne1 puiito [1] alle t r e  falde dclla superficie E'7.90 
saranno allora rappresentati, ne110 spnzio x, = 0, rispettivmiiente dalle eqiiazioni: 

= G2 = X3 L3 = 

P avranrio a colnurie la re t t a  xl = X, = clle sa rd  la tangente alla lincn À. 1 t r e  rami 
dclla lincn y snrnnno tangenti rispettivnmente alla rettn xl = .Y, = O e alle d u c  ntialngl-ie ; 
e i t r e  raini dclla linea p alla ret tn  x, - x a  = x,= O e analoglie (ottenutc permutando 
gli intlici 1, 2, 3). 
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282 F u 1 1  O :  Ricerehe szclla varietic cubica gertemle del10 spnxio 

osculatrice alla varietà V; e Io stesso avverrà per l a  linea )., comune alle t i c  
falde. 

Si osservi poi che in neasuno dei punti finora considcrati l a  liiica 1. pub 
averc coi1 V, in g-enerale, un coiitatto di ordine superiore a quel10 iiiilicato, 
perchi: cib renderebbe il numero degli spazi quadritangenti inferiore a 1111 li- 
mite, al di sotto del qunle si potrebbe verificare - esaiiiiiimido qualclie caso 
particolare - cli'esso non pub certamente discendere. 

Le interseziorii residue della linea h colla varietà V sarailno (precisamente) 
i puiiti di contatto degli spazi quadritangenti a I', i quali saranno l~uiiti tripli 
della sviluppabile 8"" della sua curva doppia Il loro iiuinei80 sarà: 

E il iiumcro degli spazi quadritangenti sarà la quart8 parte di quest'ul- 
tinio numero, cioè 11 . 43 = 495. 

Ln varietic czrbicn y e n e ~ u l e  dei10 spaxio S, 1iu 4 9 5  s p z i  q i t n d ~ i t m z p i t i .  
E riassumendo : 
TJe ?.ctte speciali rontenute il4 zmn varie tb  czchicn ge~zerale f o m n m o  m a  

1 . i p t u  svi lupl~nbi le  d i  w d i ~ i e  9 0 ,  colt cnnin  doppia d i  ordiue  9 0 0 ,  e 2 0 4 0  
(= 1980 + 60)  p m t i  t r ip l i ,  clie sono ta l i  nizche per la S U T  r w v a  d o p l ~ i a .  

Qitesta szqjerficie sv i l z i~~pab i l e  e l n  sîin curvn doppin sono i Zzloyhi clei 
pi12 t i  d i  co~ztatto !rispett. degl i  s p x i  bitangeu t i  e degl i  s p x i  t r i t a n p l  t i della 
varietic cztbica pvoyosta. 

F r a  gli spazi tritangenti ve ne sono iii particolare : 
2 7 0 0  che imont?.atw l u  varie th  s e c o d o  sîlperficie colc tnz p i f i t 0  d0ppi0 

Oiplumxre e due pzrd i  d o l ~ p i  conici ; 
720 corz due pzmti d i  co,ztatio i ~ ~ f i ~ z i t a n z e n t e  u i c i ~ z i ;  
6 0  coi tîse y zmt i  d i  colztutto r i z i t~ i t i  in zmiro ptiîltol che è p n t o  zwiplii- 

m u S e  della supe~.ficie sexiolze ; 
495 yz tad~i tangeu t i  (e percio elernenti quadrupli del sisttma x1 degli 

spazi tritangeiiti 1. 
Queste ultime due categorie di spazi toccano la varietà nei 

punti che sono tripli per la  sviluppahile sopra accennata e Fer la sua curva 
doppia. 
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25. Il numeio degli spazi quadritançenti di una  varietà cubica di S, 
si pub verificare direttamente in qualclie cnso speciale; e cib riesce partico- 
Iarmente facile ne1 cxso di uua varietà con s e i  punti doppi indipendenti ( e  
pei.ci6 generabile con t re  reti praiettive di spazi S,, in posizione generale (*)), 
nvvertenc-lo che dovranno allora considerarsi come quadritangenti tutti gli spazi 
clie incontrano la  varieth secondo supesficie con 4 punti doppi (O cnsi parti- 
colari di queste), e che ogni spazio il q i d e  contenga h (& 4) puiiti doppi 
della varietà proposta e la  tocc,hi in altri 4 - 1b punti (semplici) dorrà  con- 
tarsi come equiralento a 2" spazi quadritangmti del caso generale (analogn- 
mente a cib che avviene per le txngenti doppie delle Iinee piane. e i pinni 
tritangenti delle superficie di  &). 

Cominciamo col diinostrare che una varietà cubicn V con sei punti doppi 
indipendenti non ha spazi quadritangenti propsiamente detti, ossia non ain- 
mette sezioni iperpiane con 4 putiti doppi indipendenti, dei quali nessuno sin 
doppio anche per essa. Infatti, se vi fosse uno spazio quadritangente non Ilas- 
sante per alcun piinto doppio d i  V, per ognuno dei suoi 4 paiiti rli contatto 
le sei rette della varietà V che ne escono (**) dovrebhero coincidere a 2 a 2 ;  
e siccoine le ciof rette contenute in V si ripartiscono in t re  dirersi sistenii, 
due di 1 . O  ordine e uno di 4.' ordine (***), cosi una almeao di quelle t re  ïette 
dovrebbe essere comuiie a due di qiiesti sistenii. Allora ogni spazio S, pas- 
sante per questa rettx comune ?. incontrerà P secondo una superficie cubica, 
sulla quale la  1. conterà come 2 almeno fra le 27 rette ivi contenute; e percib 
ognuna di queste me superficie sezioni dovrà avere snpra 1. qualclie punto 
doppio (**"*). Ora cib non è possibile s ema  che la  varietà I'  abbia aiich'ess~ 
soprn 7. a1me;io un punto doppio; e 10 spazio qiiadritangente consideinto pns- 
serebbe allora per questo punto doppio, coiitrariamente all'ipotesi clle si ern 
fatta. 

26. Ogni spmio quadritangeiite della variet8 proposta 1' dovi~à dunqiic 
passnre per uno alineiio dei sei punti doppi. 

(*) C. SEGRE, Szdle va~.ietti cubiche del10 spnzio a y u n l t ~ o  cli,~~ensiom'. . . . (\Iein. 
Acc. di Torino, ser.  II, vol. 3g0, 188s; i1.O 13). 

(%%) E non è nemuleno possibile clie da qiinlcuno d i  questi piinti cacnno infiiiitc 
re t t e  contenute in P; perchè queste ret te  dokrebliero s tnrc tiitte ncllo çpnzio iangciite i n  
quel piiiito, e cluesto spnzio non potrcbbc allora iiicontrare 1- secondo niin siil~erficic con 
4 punti doppi. 

(***) SEGRE, Xciii. cit., 11." 1::. 
( ' * y * )  KLEIY, Matli. Ann. VI, p. UGû. 
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Ora  in una varietà cubica con 6 punti doppi indipendenti il cono sestico 
di rette uscente da uno qualunque X di questi punti si s p ~ z z a  in due coni 
cubici aventi a comune le cinqiie rette che congiungorio X medesimo agli 
altri cinque punti doppi; e proiettando la  varietà da1 punto doppio S sopra 
uno spazio S3 - z, quei due conici cuhici vi determineranrio conîe trnccie due 
cubiche sgliembe IL, k' con ciiique punti a comune (e  contenute iri una me- 
desima quadrica). Tut te  le superficie sezioni di TT con spazi S, passanti per X 
si proietteranno sopra .rr secondo piani; e in particolare quelle superficie clle 
oltre ~d X 11ann0 altri tre punti doppi indipendenti si proietteranno secondo 
piani t d a î z y e t z t i  della ciii-va compleçsiva formata dalle due cubiclie 1; e Ir', 
potendo tuttaria ilno O più dei tre contatti venir sostituiti da1 passaggio per 
altrettanti f ra  i piinti comuni alle stesse cubiche. A queste conclizioni sod- 
disfanno : 

1) tutti i piani che congiungono tre  dei cinque punti comuni alle cu- 
biche Ic e k', e questi saranno immagini di  sezioni iperpiane p a s ~ a n t i  per X 
e per tre altri punti doppi della varietà proposta ; 

2)  tutti i piani che passano per uno dei punti comuni a quelle due 
cubiche, e sono tangenti a ciascuna di esse in un altro punto. Qiiesti pinni 
saranno immagini di sezioni determiriate da  spazi S, che passano per X' e 
per un secondo punto doppio, e toccano inoltre In varietà proposta, in due 
punti ulteriori; e per ognuno dei punti coniuni alle l i m e  Ic e k passeranno 
q ~ l u t t ~ o  di questi piani (i piani tangenti cornilni dei corii quaclrici rlie da quel 
punto proiettano le due cubiclie). 

E evidente poi che un piano tritangente della ciirva coinplessiva Ic + k' 
il quale passi per due dei 5 punti doppi non pub a meno di passare anche 
per un terzo di questi piinti; e non vi sono nemmeno piani tritangenti clie 
non passino per alcuno di questi punti doppi. 

Rinssumendo dunqiie, dovranno computarsi corne spazi quadritangeiiti : 

1 )  Tutt i  i ( q  1 = 15 spazi olie coiigiunguno 4 fra  i 6 piinti doppi della 

varietà proposta, e ciascuno di questi sarà equivalente a 1 6  spazi quadri- 
tangenti proprianiente detti ; 

2) Tutt i  gli spazi che passano pei. due di qiwi 6 punti doppi e toc- 
cnno la varieth proposta in altri due piiiiti (semplici), avvertendo clie per 

ognuna delle (:) = 15 coppie di piinti doppi si  possono condurre 4 di tali 

spazi, e clie ognuno di essi va contato 4 volte. 
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Questi spazi eqiiivarranno cornplessivamente a 

spazi qiiadritangenti ; nè vi saranno altre sezioni jperpiane con 4' punti doppi 
indipendenti. 

Bisognx perb mcora  tener conto di quelle sezioni iperpiane clle sono 
cnsi particolari di superficie con 4 punti doppi, potendosi otteiiere d a  queste 
col far  ;ivvicinwe indefinitnmeiite due n più dei punti doppi medesimi. In 
particolare, faceildo avvicinare indefinitamcnte due di questi punti, c! contem- 
poraneamente anche gli altri due jfra loro, ina non ai primi), la superficie 
si riduce al limite a una rigata cubica, avente per direttrice doppia l a  con- 
giiingerite dei due punti doppi distinti che ancora rimangorio (*). O i a  ogni 
varietà c u b k a  con duc  punti doppi ammette lungo la  retta che coiigiunge 
questi due punti un S, tangente fisso, clie l'incontra precisamente sccondo unn 
r iga ta  cubica con p e s t a  stessa retta corne direttricc doppia; e di queste se- 

zioni jperpiane ve ne sono ne1 nostio cas0 (:), ossia 15. Nè v,i sono altra 

sezioni iperpiane che debbano considerarsi come casi paitico1ai.i di superficie 
con 4 punti doppi. Risiilta percib egiiale a 480 f 15, ossia 495, il n u n ~ e r o  
complessivo degli spazi quadritangenti, opportunamente ralutatj, coine si era  
dimostrato in generale al n.' 24. 

Torino, Marzo 190 1. 

(*) Infatti I'eqiiazione di unn superficie cubicn coi qiinttro piinti doppi 

((love k e 72 sono costanti non niillc) si pub mettere sotto la forma: 

dove a, t ,  c, d sono le 4 costanti omogeue6 clle devono ancor3 riinanere. Fnceiitlo avvi- 
cinare indefinitainente gli ultimi due  punti doppi risliettivnmeiite ni priini due, si h a  al 
l imite IL = 1;' = O ;  e l'eqiinzioi~e assume ln forma: 

che rnppresentn prccisainente unn r igata  colln direttrice doppia z =y  = 0. 

Aantlli di i\4ute)nlcticn, Serie I I I ,  tnmo X. 
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Recherches su r  l e s  p o l y n o m e s  
et les nombres de Stirling. 

(Par M. N I E ~ S  NIELSEN, Ù Copenhague.) 

N o u s  dQfinisaans les nombres de STIRLING du rang a + 1 respectivement 
- (12  + 1) cornme les coefficients numériques qui  se présentent dans le déve- 
loppement en série de puissarices entières et positives de x de la factorielle 
du rang 9% f 1, savoir 

x ( x  + 1 ) .  .. (3:+ n) (4 
ou en série de puissances entières et négatives de x de la valeur réciproque 
du pïodnit (a),  

On voit que les nombres de STIRLIHQ du rang f i  + 1 ne sont autre chose 
que les coefficients de la factorielle d u  rang lz + 1, savoir !es nombres po- 
sitifs entiers que I'on désigne ordiaairemeiit par Or, suivant M. TAIELE, 
j'attache ces nombres au riorn du grand analyste qui a fait usage le premier 
de tels nombres. 

Quant aux nombres de STIRLING du rang -(a + l ) ,  savoir les iiom- 

bres ai+,, ils se déterminent, nous le verrons plus bas, en substituant siin- 
plement une autre valeur numérique dans les mêmes polyriomes entiers qui 
représentent les Ci;+,; les nombres Ci,',+, seinblent être encore plus intéres- 
sants que les du reste. 

Les ddfiiiitions mêmes des nonlhres de S T ~ L I B G .  rendent très désirable 
une connaissance avec beaucoup de détails de tels nombres; de plus, ils se 
présentent dans plusieurs autres questions de llAnwlyse; mais une étude ap- 
profondie des nonibres C:;+,  et 6H+l présente de très grandes difficultés. 

S C K L ~ I  ja) a donné pour CTbti une expression générale et exl)licite, il 
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est vrai - but this law is a verÿ complicated one - dit l'illustre CAYLEY ( * )  
et celn avec raisoii, car  SCHL~FLI exprime les noinlwes susdits sous forme des 
sommes quadruples. Cependant les formules de CAYI,RY ne disent rient concer- 
nant  l a  ~zatzcre atlalytique de C:,+,; c'est la même chose avec les détermiiiants 
de V O N  ZEIPEL ("*) et avec les formules obtenues par le dernier analyste qui 
a étudié profoiidement les nomhres de STIRLING, savoir feu M. SCHL~MILCH (**'). 
Eii effet, les formules d e  SCHLOMILCH expriment C:;+, à l'aide des riornlires 6 ;.; 
c'est-à-dire à l'aide des nombres C;. eux-mêmes. 

Curieuseinent, dans ce qui suit, nous avons plusieurs fois à ddtouriier 
une difficulté analogue, parce que nos formules récursives généixles contien- 
nent  des factoi-ielles de la forme (a); c'est-à-dire précisément les iioiiil)res C;., 
dont il s'agit d'étudier la nature analytique. 

Remarquoiis maintenant que les zéros 'de la fonction entière 
nelle (c) sont ces nombres entiers 

les formules de NEWTON montrent clairement que les nombres Ci;+, sont in- 
tirnément liés a u x  sommes de puissances des nombres ( 6 ) ;  c'est-à-dire, avec 
une légère modification, a u x  polynomes de RERNOULLI. C'est pourquoi il nous 
semble utile de commencer nos recherches et] donnant un  apercu très bref 
de la théorie de cefi polynomes célèbres, et à cause d u  procédé analogue qui 
nous conduira des nombres de STIRLING aux  polynomes de STIRLING et  à cause 
de notre méthode elle-même. De  plus, il est digne d'être remarqué encore 
que les nombres de  BERNOULLI se présentent parmi les coefficients des poly- 
nomes de STIRLING e t  dans des formules récursives obtenues pour de telles 
fonctions. 

Plusieurs géomètres partni lesquels nous nous bornerons à citer ici seu- 
lement MM. HURWITZ (*""*) e t  MELLIN (**"""), ont remarqué que le poly- 
nome du r ang  9% de BERNOULLI est complètement déterminé comme une in- 
tégrale particulière convenable d'une certaine équation aux  diff4rences finies. 
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Or, une telle définition du polynoine susdit doit &tue légèrement modifieé, ce 
qui est une coriséquence peut-être du fait que 1'011 n'a pas développé la théorie 
susdite de ce point dc vue. 

1. - Polynomes de Bernoulli. 

S 1. ~~!J~NITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 

La folzctiotz pz ( 2 )  du r m g  11 de BERNOULLI est ,  potos f 2  > 0, cofnplè teme~t t  
d4finie cornme le p o l p o n l e  entier de x qui su t i s fa i t  h cette equation aux 
différences finies 

pozwvt6 que E'o~t admet  eltco7.e ces conditions inidicties 

) L , ~ + L  ( O )  Z- Q, Y?n (O) = ?$ii+i (O),  (1 bis) 

Démotitrniis tout d'abord que l'équation (1 i admet commc intégrale un 
pol~nomeeeiitier d u  dégié n par rapport à x; B cet Ogaid posons 

puis iritroduisoiis dans (1) cette expressioi~, nous aurons pour  la détermilla- 
tion des coefficieiits incoiinus a), ce systèn~e d'éqiiatioiis algébi-iqiies linéaires 

oii il faut ~dine t t i*e  Y > 1 ; pour r = O nous aurons a u  contraire 

(3 bis) 

il est évident que les équations ( 3 )  nous déterminent complètement les coef- 
ficients a;; . 
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Après avoir déinoiitré I'existeiice du polgnome 9 ,  (x) coinme inthgrale 
particulière de (1), nous avons A déduire préciseinent à l'aide de cette défi- 
nition un nombre de propriétés remarquables des fonctions susdites. 

Reniarquons tout d'abord que l'hypothèse x = O  donnera imniédiatemeiit, 
en vertu de (11, ces résultats numériques 

Cela posé, mettons dans (1) - x  au lieu de x, nous auroiis 

ce qui donnera, en vertu de ( 1 7 ,  

4 p Z ( - x ) = (  l ) n A ~ ~ b ( ~ - ~ ) l  

d70i1, a ~ ~ è s  une intégration finie, 

où TC désigne une constajlte par i.appo~t d r ,  parce que I R  différence de deux 
polynomes entiers de x ne peut pas être une fonction phiod iyue  de l'argu- 
ment x. Pour détemiiier la valeur de IC mettons dans ( B )  x O, ce qui 
donnera, en vertu de (4), F =  O ; c'est-à-dire que nous avons démontré cette 
formule remarquable 

y n (  ~ ) = ( - l ) ~ y n ( z - l ) ,  (5) 

ce qui donnera, en vertu de ( l ) ,  

(5 bis) 

1 
d'où, en posant particulièrement x = ces autres r4sultats numériques 

2 ' 

Introduisons main tenant dans (5 bis) l'expression (a ) ,  nous aurons irnnié- 
diatement ces résultats concernant les coefficients a;; : 
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d'où, en posant g6néralement 

nous aurons 

tandis que l'équation générale (3) s'écrira sous cette forme noiivelle 

(7 bis) 

ce qui montre clairement que les coefficients cc, sont indépendants de tz. 

Or, cette équation nouvelle (7 bis) nous définit précisément les nombres 
rationnels dits nombres de BERNOULLI, savoir 

(- 1)-i 
a*,. = 

(2 r )  ! BW-,, r>O, 

où B,,-, désigne le nombre de BERNOULLI CIU rang t., tandis que les nombres B 
à l'indice pair deviendront z6ro. 

Cela posé, nous trouverons pour nos polpomes y, (z) ces expressions 

de plus, nous posons particulièrement 

90 (4 = 1 (S bis) 

pour reiidre appliquable la formule fondainentale (2 )  dans le cas n = 1 aussi. 
Appliquons maintenant les formiiles numériques (4) et (6), nous aurons, 

en vertu de (€9, ces autres identités 

où les f et g désignent d'autres polynomes entiei-s de x d'un dSgrC! 4gal à 
l'indice. 
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Revenons encore à la  formule \2),  elle s'écrira sous cette autre forme 

tandis que nous obtenons, en vertu de (2 ) ,  cette série de TAYLOR: 

d'oh, en posant 11 = - 1 et 12 + 1 an lieu de 11, puis eii appliquant ( i  ), nous 
obtenons ce (Iévoloppement en sèiie de polynomes y,, ( X I  d'une seule puis- 
sance de x:  

5 2. cp, (x) ET L.4 FONCTlON (t7 T ) .  

Les forn~ules (1) et (2) montrent clairement qu'il doit être possible de dé- 
duire le polynome Y , ~ ( X )  directement comme cas particulier clc cette fonction 
célèbre 

8=CS 

(- t7 x - (X + s i t ,  M ( t )  < - 1. 
s=l 

Posons en effet 

nous trouvons cette généralisation très étendue de (1) 

xt Ft+, (x) - Ftcl i~ - 1)  = 
r( t  + 1) 

(13) 

et  cette généralisation analogue de (2) 

D, (x) = Ft (z),. % ( t )  < - 2. (14) 

DAsignons niniiitennnt par Pt , ,  (x) cette intégrale particulière de (13) qui 
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satisfait à la condition initiale 

(1 3 bis) 

où < ( t )  = ( t ,  0) désigne la fonction célèbre de RIEMANN, l a  furmule (14) s'écrira. 
sous cette autre  forme aussi 

(14 bis) 

Plusierlrs géomètres ont donn4 le prolongement analytique de la fonc- 
tion (a), valable d m s  toute l'étendue di1 plan des t ;  nous nous bornerons à 
citer ici MM. LIPSCHITZ (*) e t  HURWITZ (**) qui ont suivi ilne m6tliode analogue 
à. celle de RIEMANN (***) et M. MELLIN (****) qui a appliqué un procédé ana- 
logiie à celui de MM. PILZ (*****) et JENSEN (******) concernant l a  foiiction 5 ( t ) .  
M. LIPSCHITZ a étudié des fonctions beaucoup plus générales que ( t ,  x). 

Or, un tel prolongement analytique de la fonction 5 (t ,  x) connu, il est 
évident que la fonction générale ( 8 )  satisfait toujours a u x  formules (13 )  (14i, 
résultat qui peut être démontré directement à l'aide de l a  formule de RIEMANN 
concernant la fonction < i t )  seulemerit. 

E n  effet, supposons convergente l a  série (a), puis développoiis, h l'aide 
de la formule du binome, tous les termes figurant s u  second membre de ( E ) ,  

nous aurons, en vertu de ( P ) ,  

Cela posé, on voit que la &rie figurant nu  second membre de (15) est con- 
vergente pour une valeur finie quelconque de  t ;  de plus, supposons % ( t )  < - 1, 
la fonction ainsi définie (x) est intégrale de (13); c'est-à-dire que le théo- 
réme fondamental de l a  théorie des fonctions analytiques montre, en vertu 
de (14 bis), que l a  fonction (15) satisfait toujours It (13). 

(") Journal de Crelle, t. 103, p. 127-156; lSS!). 
(**) Zeitsclzrift F r  Mathematik uizd Physik, t .  27, p. 86-101 ; 1882. 

(***) iMonnt.~borichte der Berliner A4kademie, novembre 1859. TVerlre, p. 115-1L3; 
Leipsic, 1892. 

( x * * * )  Actn societatis scientiarum fennicne, t. i ,  n,O 10; 1899. 
(***%*) Habilitationsschi.ift; Jena, 1884. 

(****%#) Cmnptes ~ e n c h s ,  t. 10 1 ; 1857. 
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Posons particulièrement dam (15) t = la, où n désigne un positif entier, 
puis appliquons ces formules numériques bien coniiues (*) où jz  désigne un 
positif entier 

1 
( ( O ) = - ;  t ( - 2 + = 0 ,  n > O  

2 

lim i t ,  6 (1 + t ) )  = 3 ,  
t=+o 

nous retrouvons précisément l'expression (8) pour y ,  ,, (x); c'est-à-dire que nous 
avons démontré cette formule intdressante 

qui semble avoir restée inaperçue jusqu'ici. 
On voit que la formule (13) deviendra illusoire dans le cas particulier, 

où t désigne un négatif entier. Or, posons avec Gauss 

où C dBsigne In constante ~ 'EULER,  nous aurons 

et voilA précisément une équation nux différences finies de la forme susdite. 

$ 3. SOMMES DE PUISSANCES DE6 NOMBRES ENTIERS. 

Les formules que nous avons développées dans le 5 1 nous permettent 
d'exprimer sous forme simple, à l'aide des polynomes dtl BERBOULLI, la somme 
de certaines séries numériques. 
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En premier lieu, remarquons que l'application de la règle de CAUCHY à CG 

iiroduit 

nous donnera pour les coefficients de la série de puissances ainsi trouvée des expres- 
si0116 obtenues du premier membre de  (7 bis) en y mettant (- 1)" an au lieu de a,, 
de sorte que nous obtenons irrimédiatemeiit ce dé\.elopperneiit en serie de puissances 

formule qui est due au fond à EULER (*) et que l'on prend généralement 
comme définition des nombres de BERNOULLI (**). 

Posons maintenant dans (17) 2 x au lieu de x, puis - 2 x au lieu de x, 
nous aurons en ajoutant les deux équations ainsi obtenues 

où ce qu i  vaut autant 

Cela posé, la formule bien connue 

conduira à cette série de puissances 

1 P Y M  

iTcotr:x=- - 2 . 2  s,,.x2r-i, I x ] < l ,  
x r=l 

(1 8 bis) 

où nous.avons posé pour abréger 

de sorte qu'une comparaisoii des deux formules (18) et  (18 bis) donnera cette 
formule numérique 

(1 9 bis) 

(") Irztrodztctio in Atialysi,~ infinitorum 183, p. 144 de l'édition Lugduni, 1797, t. 1. 
("*) Voir par exemple JI. -1. RADIGKE: Bit: 12eeu~sionsfo~~nzeln p.&- c h  Bertzodlisehen 

urrd Eulers~he~i Zahlen, p. 3 ;  Ilnlle, 1880. 
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ce qu i  donnera sans peine, en vertu de (B), ces expressions asymptotiques 
valables pour des valeurs extrêmement grandes de 1.t: 

(- l ) > ~ - ~ .  2 
~ 2 .  (XI - (2 (COS (2 i; X) + r,,) 1 

(- 1)-' . 2 
(20) 

inn+i ( T C )  = (2 - 1 ~ )  272+1 - ( S ~ ~ ( Z E X ~ + E ~ , ~ ~ ) *  ! 
oh e doit satisfaire à cette inigalit6 

1 VP . cn 1 < G) 
où o désigne une quantité finie dorinée arbitrairement., tandis que p est uii 

positif entier fini mais d'une grandeur quelconque du reste. 
Les formules (20) nous permettent de donner la th6orje complète des 

séries de polynomes yn (x), comme je l'ai fait voir dans une Note récente (*). 
Il est tibès remarquable, ce me semble, que la soinme de puissances po- 

sitives des nombres entiers 

s'exprime trés simplement à l'aide des fonctions de BERNOULLI aussi. 
E n  effet, mettons dans cette identité 

~uccess iveme~~t  x = 1 , 2 , 3 , .  . ., 1 2 ,  nous aurons, en ajoutant toutes les é p a .  
tions, ainsi obtenues, cette formule récursive 

Cela posé, ln conclusion ordiilaire de p à p + 1 montrera que S:, se 
présente sous forme d'un polynome entier du dégré y + 1 de n, dont les 
coefficients dépendent de p seulement et dont le terme indépendant de fz doit 
être zéro; de plus, nous aurons évidemment 

8:: - Si-, = t t p  ; 

c'est-à-dire que nous avoiis démontré cette formule générale 
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où nous R V O ~ ~ S  posé pour abréger 

@ 2 n + I  ( r )  = (2 92)  ! 52n+i (x) 
(- 1))t 

i 
(21 bis) 

+m (2) ' (2 lz) ! (iprn (x) + 7 
Quant aux polynomes (Dn (x), nous aurons, en vertu de (3) et (9), ces 

formules 
1 (- x) = (- 1 I V  (x 1 )  (22) 

où les h et k désignent des polynomes entiers de x et d'un dégré égal à 
l'iiidice. 

Nous nous bornerons à remarquer seulemeut que les foriiîules (10) rious 
permettent de sommer aisément A l'aide des fonctioiis ip, (x) aussi ces deux 
sckies trigonométriques infinies 

5: COS (2 r .ii a;) 
Y ? 

,.=1 r212 

où n désigne u n  positif entier; car nous aurons 

C'est précisément à l'aide de telles séries trigonon~ét~~iques que RAABE (*) 
a introduit les fonctions y,, (x) de BERNOULLI. Quant à 1'histoii.e des fonc- 
tions de BERNOULLI? on peut consulter du reste avec avantage ln tlièse de 
X. H. REXFER ("'). 

(*) Journal de Crelle, t. 42, p. M. 
(""1 Th6se de cloctorut; Berne, 1900. 
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II. - Nombres de Stirling, 

Après cet apercu d'une théorie des fonction de BERNOULLI revenons main- 
t ena i t  à la définitions des nombres de STIRLING, savoir à ces deux identités 

1 "=' (- 1)" (-;+, - V -- 
J ( x  -/- 1 )  . . ( x  + 1 )  Seo x1L+5+s 9 1x1>!2, (23 biar 

nous verrons tout d'abord la vérité d e  cette assertion : 

L e  nomhre Ci;+, est ln so?nme de tozts les pl-oduits à ( :t ) 
fére?zts clioisis parmi les 12 nombres 1 , 2 ,  3 , .  . . , 11. 

Quant à CI;+,, appliquons cette identité bien connue 

nous aurons sans peine, en vertu de  (23 bis), cette expression 

r factsum di f -  

explicite 

(24) 

prenons encore comme définition de Bi+, , où 7. désigne un positif entier, la 
formule (241, nous aurons à l'aide des principes du calcul a u x  différences 
finies : 

G;+, = O ,  1 < r  < 12-1. ( 24 bis) 

. Cela posé, nous aurons à déduire directement à l'aide des deux for- 
niules (23) uue suite de  propriétés remarquables des nombres de STIRLING. E n  
premier lieu, multiplions par  x + n la  formule (23 bis) et celle obtenue de (23) 
en y mettant 18 - 1 a u  lieu de 1 2 , '  nous aurons ces deux formules récursives 
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E n  second lieu multiplions par cette série de puissaiices n8gatives 

la formule (23) et la formule obtenue de (23 bisj en y mettant n - 1 au lieu 
de 12, nous aurons respectivement ces deux formules élégantes 

Démontrons maintenant une autre formule num6rique très fondamentale 
dans les recherches qui nous occupent ici. A cet égard mettons dans (23) 
tt f p au lieu de 12, pais multiplions par (25 bisj la formule ainsi obtenue, 
nous retombons dans cette identité 

Ordennons maintenant selon des puissances ascendantes de x le second membre 
de (a), puis cherchons ici et  dans la série de puissances obtenue par la mul- 
tiplication susdite le coefficient de la même puissance xp-', nous trouvons 
cette identité numérique très générale 

dans cette formule i l  faut, pour des valeurs plus grandes de  Y, supprimer 
tous les termes contenant des coefficients C y  pour lesquels m > q, 

Un procbdé analogue nous donnera cette autre formule générale analogue 

où i l  faut, pour des valeurs plus grandes de ?., supprimer au premier 
les mêmes termes que dans (27). 

Posons par exemple dans (27)  et (27 l i s )  ~z = O, nous aurons 
mules particulières 

(27 bis) 

membre 

ces for- 

(28) 
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Or, parmi les formules plus particulières qui peuvent être déduites de (271 
et (27 bis), celle obtenue de (27) en y mettant 11 p - 1 au lieu de 1 2  e t  
n + q au  lieu de r ,  savoir 1-a formule 

est certainement la plus intéressante, nous le verrons bientôt. On voit du  reste 
que la formule correspondante tir6e de (27 bis) deviendra b~a i i coup  plus com- 
pliquée. 

On peut soumettre les définitions (23) 'et (23  bis) à un nombre d'autres 
transfosriiations, dont nous nous bornerons à indiquer ici une s ~ u l e .  A cet 
égard, mettons dans (23) e t  (23  bis) x-  1 au lieu de x, puis multiplions 
respectivement divisons par x 1, nous aurons immédiatement ces deux autres 
formules 

(30 bis) 

Éliminons ensuite de  (28 bis) et de (30 bis), à l'aide de  liz formule récur- 
sive (25), le nombre u:,+, , nous aurons, après avoir posé: Y + 1 au  lieu de Y, 
ces deux autres formules 

Une  autre formule récursive très singulière peut être obtenue de  cette 
manière: Posons dans l'identité 

mccessivement x = 1,  2, 3 , . . . , 11, puis ajoutons toutes les équations ainsi 
obtenues, nous aurons, à l'aide d'une formule sommatoire élémentaire tr6s 
connue, 

formule de laquelle FERMAT a fait usage de quelques cas particuliers pour 
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trouver les premiers des sommes SL, mais sans introduire les nombres de 
STIRLING. 

Cela posé, je dis que nous avons par  là cette identité beaucoup plus g4- 
nérale 

en effet, il est évidcnt que I'equation algébrique (22)  du degré p + 1 par rap- 
port à x admet comme racines toutes les valeurs positives entières de x. 

Iiitroduisons maintenant dans cette identité, au lieu des polynomes (9, (z), 
les expressions tirées de (21 bis) e t  de  (8)' nous aurons cette formule ré- 
cursive 

où les R,,-, désignent les nombres de BERNOULLI. Dans mon premier Mémoire 
sur les séries de factorielles (*) j'ai démontré l a  formule (33) à l'aide de In 
célèbre série de STIRIJNQ; le cas particulier r =p appartient à M. A. RA- 
DICliE (**). 

Enfin, appliquons les formules de NEIVTON concei.nant les racines et les 
coefficients d'une éqiiation algbbrique, nous aurons cette autre formule nii- 

mériqiie. 

Cela posé, l a  conclusion ordinaire de p N p + 1 donnera inimédiatemeiit, 
en vertu de (34) et de (31),  ce résultat concernant la forme  nal lytique des 
nombres Ci;+, et consjdérés comme fonctions de n :  

Les nombres CL+, e t  6;+, de STI~LIXG se pw'sented so21s forme des 210- 

lynolnes e9ltiel-s du degvé 2 9. de n, dont les coeficients sont des ~ ~ o d ~ r e s  T a -  

Zio~zneZs i~idépenda&s. de 12; de plus, les termes comtar~ t s  ~.npport ic 12 

dans ces polynonzes s'hvu~zozciront. 

Annali  di Matemztica, Serie II[, toino S. 40 
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Revenons maintenant à la formule (29), i l  est très facile de démontrer 
r e  théorème : 

Cherchons de ce système des éqzrntions linéuires a7yr:Oriques 

les qemztit&s an,, ù l'aide des O,, m i s  azrrotzs des exp~essious d e  cette f o w e :  

a ,  = bi ' (35 bis) 
a,+l = 6 :+, b,+l - Q:, b, + . . . $- (- l ) n - i  6;-' b2 ) 

et iwcersenzeut. 
E n  effet, il faut substituer simplement dans (35) les expressions (35 bisj ; 

de cette manière nous retombons dans des formules de la forme (291, où nous 
avons posé: q = p  - n + 3. 

Appliquons ce théorème, la formule ( 2 3 )  donnera cette formule inverse 
s=n-1 

xn= 2 ( - l )"QR-s+, .x(x+l ) . . , (2$1a s-1), 
s=o 

(36) 

tandis que la  formule élémentaire de STIRTJNU 

donnera cette inversion de  (23 bis) 
1 "=" CS.-:' 

7 3 (x) > O. (36 bis) z r s Z  X @ + l )  . . . (  x + s - 1 )  

Dans la thAorie des dérivées d'ordre supérieure d'une fonction de fonc- 
tion nous trouvons en outre ces deux formulcs (*) 

(*) Voir par exeiiiple SCHL~MILCB: Co'~npendiim., t. II, pp. 10-13. 
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dont l'une est l'inverse de l'autre; à l'aide de ces formules nous trouvons sans 
peine ces d e u x  séries de puissances 

dont la scconde est appliquable dans toute l'étendue du plan des x. 
Quant a u x  nombres Ci;,+,, nous avons encore à démontrer ces deux pro- 

positions intércssaiites: 
1.0 Ddveloppolzs selon la fovrnztle polyrioiniale l'expressio~z 

Dans le cas particulier p = 2, nous aurons immédiatement 

n,,, = 2. - 2 = 2 .  (y-? 3 (4 
tandis que  l'identité 

(a1 + f . . + a,)n = '9 (J) a; (u, + a, . . + np)n 
s=o 

donnera la forinule récu~sive 

appliquons ensuite (24 bis), les formules (a) et ( P )  nous conduiront iminédia- 
tenient au but S l'aide de la conclusion de p - 1 à p. 

2.0 Pozw la diff&erizce cl'ol.de siipérietwe d'tme seule pz~issunce rtozts 
obtenons cette e x p e s s i o t ~  

ce qui est une conséquence immédiate de l'expression bien connue 
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3 6. SUR UXE ÉQUSTION AUX DIFFÉREKCES FINIES PARTIELLES. 

Pour une étude plus approfondie des deux polynomes entiers du  degré 
2 de tz qui reprhsentent les nombres CL+, e t  @;+, il faut introduire, au  lieu 
du  positif entier n, une variable conti~iue. Or, il est ér ident  que les formules 
récursives (25) e t  l'analogie du  procédé qui nous a donné les polyiiomes de 
BERNOULLI a u  lieu des sommes S$ nous conduisent naturellement cette éyua- 
tion a u x  diff6rences finies partielles: 

où 1. désigne u'n positif entier, tandis que z est une variable complcxc. 
Considérons tout d'abord le cas particulier, où 

(x) = 1 ; 0 O pour 1.) 0, (40 bis) 

l a  conclusion ordiiiaire de r r + 1 montrera clairement que le cas pasti- 
culier correspondant de (40) a comme intégrale particuliSre un polynome entier 
du degr4 2 r de  x e t  dont tous les coefficients sont des nombres rationnels.' 

brous d b i p o ~ z s  par Y,,. ( r )  le polynome di& dégvé 2 1. de x q u i  sat is fa i t  
azcx coldi t ions  (40)  et  (40 bis). 

Cela posé, la définition de 'I',, (x) et le résultat que nous venons de dé- 
montrer concernant la  nature des deux nombres Ci;+, et Cs;+, nous donnent 
évidemment ces deux formules remarquables 

= \Y2, ( 1 ~ ) ~  - Yzr ( 12 - 1); (41) 

c'est-à-dire que nous avons démontré cette proposition intéressante: 
L e s  ~zoînbres de STIRLING C:;+l et Bll+, sont connus tous les deux ,  si nous  

savons à cw lczrler le po kytzome V,, (x). 
Ce polynome Y,,. (x), essentiel dans la tliéorie des nombres de STIRLING, 

jouent uii rôle fondamental dans la tlikorie de l'équation (40) aussi. En effet, 
il est très facile de démontrer cette proposition remarquable: 

Suppos01ts c0111221e m e  itztLgrule particulier f, (x) de 1'4quatiott ge'tz4rule 
(40), O& F,, (x) est  zine fomtior,  dottnée, Z'intégmle yéj lé~al t )  de cette azênte 
équation se p d s e n t e  sous cette forme 
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où les coeficietlts K, (x) désignent des fonctions arbitraires p h - i o d i p e s  de :r: 

avec la période additive + 1. 
Démontrons maintenant ce théorème général concernant les fonctions ra- 

tionnelles e t  entières Y,, (x) : 
Szipposotzs r > O,  nozis azirons m e  ident i té  de cette forme 

'P2,(x)=(:c + 1) x (x - 1).  . . (x - r  + 1) +,.-L (x), (42)  

ozi +,-, (2) désigne de nouveau un pclyuorne etztier de :i: et d ' m  dégr.& i p l  il 
Z'itdice; de plus, le poly~zo~rie $,, ( z )  est encore divisible p w  (x + 1). 

Quaiit à la démonstration de (42) ,  revenons à (40), savoir à la forrnule 

'4'2r (X + l ) - = v z r  ( X I  $ (x $- 1) '4'2,-2 (x ) ,  

puis, mettoiîs-y Y = O, nous aurons, en vertu de (40 bis), Y,,. (1) = O, pourvu 
que Y) 1, posons ensuite x = 1,. nous aurocs Y,, (2) = O, pourvu que 1. > 2 
et ainsi de suite, de  sorte que la conclusion ordinaire de 1. à 7. + 1 don1iei.a 
gén6ralement 'Ji,, (s) = O, pourvu que Y > S. Enfin, l'hypothèse x = - 1 doniic 
encore Y,, (O) = V,, (- 1) = O, pourvu que r > O, et  voilà la  démonstration 
compl&te de (42). 

Quant à l a  proposition concernant le pol~-noine S,,. (r), je dis que nous 
avons entre les deux classes de polynomes Q,, (x) e t  Y,, (x) des identités de 
cette forme 

@++ (x) -- \Yn (2) (x) + TI (x) @v--i  (2) -- ' . 
) (43) . . + (- 1 7 - 1  Y ,,-, (x) . (k, (x) + i- 1)'r. Y,, (x) - O. ) 

E n  effet, (43) est une équation algébrique du degré 2 Y de x, mais elle 
adniet, en  vertu de (34), comme racine toutes les valeurs positives entières 
de x ;  c'est-à-dire qu'elle doit être une ident i té  formelle, valable pour une 
valeur quelconque de  r .  

Posons mairitenant dans (43) -(x + 1) au  lieu de r ,  nous aurons, en 
vertu de (22), cette nouvelle identité 

d'où la  formule numérique analogue à (24) 

S; + CS;,, . ,Sr1 + U,,,, .S:;' + - - . + Q;$~ . S i  = 1 . .  6 n f l .  (34 bis) 

Cela posé, les formules (22 bis) conceruant la divisibilité des polyriomes (P, (x) 
montrcrit clairement, eii vertu de (43)  et (43 bis), que \Y,,+, (x) doit être divisible 
par  x P  (X +- l )Oj c'est-à-dire que S,, (x) est toujours divisible par x (x $1). 
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Remarquons encore que la formule (43) donnera, en vertu de (8) et 
(22 bis), ces deux résultats riuinériques 

tandis que nous obteiioiis ces formules particulières 

.r (.,: + 1) 
Y* (x) = \Yz (-x- 1) =(b2 (x) --- * 

2 

$ 7. FORL~ULES RECURSIVES POUR LES FONCTIONS Y',,. (Y). 

Quarit au calcul véritable des polynomes Y,,. (XI, les définitions (40) 
et  (40 bis) ne sont pas commodes; c'est pourquoi nous avons à. cherclier 
d'autres formules récursives en appliquant aux formules du $ 4 la nîêrnc me- 
thode qui nous a donne les identités-(32) et (43). 

De cette manière les formules (24) se présentent comme des cas p 
culiers de cette même formule plus générale 

Yer (x) - x Yw-2 (x) + r2  YW-4 (x) - . . ) 
. ~ + ( - l ) ~ x r Y o ( ~ ) = Y 2 r ( ~ - I ) .  ) 

Pour obtenir des formules récursives d'un caractère beaucoup plus gé. 
néral revenons aux formules (27) et (27 bis) et posons-J 92 + 1 =,- x, 
16 + p = y, ce qui donnera p - x + y f 1, nous aurons cette formule géné- 
rale pour l'addition des arguments dans Y!,, (x) : 

fosniule qui nous donnera naissance à une foule d'autres obtenues en spécia- 
lisant simplement les deux ~~ar iab les  indépendantes x et y. Ici nous avons à 
étudier ces trois cas particuliers de  (47) seulement: 

1.' Posons x = - 1 et mettons ensuite Y + 1 au lieu de y, nous 
aurons, en vertu de la formule fondfimentale (4.2), 
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formule qui nous exprime la différence A W,, (z) à l'aide des fonctions Y a u x  
indices infkrieures; exprimons encore, à l'aide de (30), la m&me diffhence, 
nous aurons, en vertu de (48) 

ou bien, après avoir uni les deux termes contenant la fonction Y,,-, (x j  et 
puis posé 1. + 1 a u  lieu de Y, cette formule récursive très intc2ressantc 

s="-l 2 - S + 1 
7. . v2r (x) = 5 ( j .  - 8 + 1) (X)- (48 bis) 

2." Mettons dnns (47) x = 1 et posons x - 1 au lieu de y, noiis 
aurons cette autre expression de I R  différence de Y,, (z - 1) : 

Soustrayorie, puis additionnons les deux formules (48) et  (49!, nous au- 
rons respect,ivcment 

( r-1 

x - Y + 2 S  
1 (50 bis) 

-. (x - 1) + 2 . $ ( 
&.=i 2 s - 1  ) qr2r-4s-2 (x), , 

3 . V o s o n s  enfin Cians (47) y = x et 2 r + 1 RU lieu de Y, le premier 
x membre de cette formule s'évanouira évidemment; posons ensuitc au lieu 
2 

de r ,  nous aurons cette fornîule nouvelle 

Après ces applications de l a  formule générale (47) reTenons aux  autres 
formules numériques développées dnns le $ 4. Considérons en premier lieii l a  
formule (30), nous aurons pour la. différence A (X - 1) cette nouvelle es -  
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pression qui n'est pas formeZIeniertt identique à ( 4 9 )  : 

1 

appliquons encore à cette formule l'équation :lux diEérencrs finies (40), nous 
aurons cette formule nouvelle 

E n  second lieu la formule (33) donnera cette formule récursive trSs ize- 
marqiiable contenant des nombres de BER~OULLI : 

Cela posé, considérons maintenant ensemble toutes Ics formules récursives 
que nous venons de développer; jl est évident que ces formules ne sont guère 
commodes pour un calcul pratique et pour une étude approfondie de la n:i- 
tiire analytique des fonctions Y',, (x). E n  premier lieii, le degré de Y,, (x) est 
assez élévé et, en second lieu nos formules susdites contiennent des coeffi- 
cients du binonie, de sorte que leur application plus générale exige de ln 
connaissance étendue de ces coefficients ou, ce qui vaut autant,  a u x  facto- 
rielles; c'est-&-dire a u x  nombres de STIRLING eux-mcmes. 

Introduisons maintenant au  lieu des fonctions Y,, (x), dans les formules 
en question les expressions correspondantes (42), nous pouyons éliminer tous 
les coefficients du  biiiome et abaisser beaucoup le degré des polynomes inconnus. 
C'est pourquoi nous laissons tomber à jamais, dans nos recherches suivantes, 
les polynomes Tt-',, (x) pour introduire les fonctions conjuguées Sr-, (x), pour 
lesquelles nous proposons le nom : polynonzes de STIRLING comme nrinlogie 
des p o l p o m e s  de BERKOULLI. 
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ILI. -- Polynomes de Stirling, 

$ 8. PROPR~~~T& FONDAMENTALES DES POLYNOMES DE STIRLING. 

Introduisons dans (40) les expressions correspondantes obtenues de  (42), 
puis appliquons les forinules particulières (44) et (45), nous démontrerons 
immédiatement la  vérité de cett,e assertion : 

La fotzction #, (a) du rang r de STIRLIKG est e~ztiè?.emelit définie à l'aide 
de ces co?zditions 

(x+~).+,(x+ l)-(x- 

1 + ( )  = 9 $2, (O) = 0 , 
où Btr- ,  désigtze le nomb~e du yang 

Do plus, appliquons les formules (41) et (42), nous aurons pour les nom- 
b r e ~  de STIRLING ces deux expressions générales,  ala ables pourvu que Y> 0: 

Or,  pour un  calcul pratique des nombres de  STIRLIKG ces f ~ r m u l e s  sont 
certainement beaucoup plus simples que les formules récursives (25) que l'on 
a appliquées ordinairement jusqu7ici; mais pour une étude approfondie de tels 
nombres les fonctions +, (x) sont entièrement nécessaires. 

Nous savons que $, (x) est un polynome entier du  degré 1. de x ;  posons 

puis introduisons de telles expressions dans (54) ,  nous trouvons des formules 
récursives contenant les coefficients a, savoir 

(2 1. + 2) 0,9 = op-, . (57 bis) 

On voit que la formule générale (57) est très compliquée; c'est pourquoi 
Annali di Matamriticla, Serie III, toinn S. 41 
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nous avons L chercher, à l'aide des formules du $ 7, d'autres formules r6cur- 
sives plus commodes. 

Appliquons en  premier lieu la  formule 448 bis), éliminons à l'aide de (42) 
toutes les fonctions Y,, (x), puis mettons Y + 1 au  lieu de Y, nous aurons 
cette première formule récursive - 

l a  formule (49) donnera de même, en vertu de (54) 

tandis que (51) donnera cette relation récursive plus particulière 

(x - 2 r )  (x) = - 
a 

(- 1)s-1 
(59) 

s=o 

E n  second lieu, la formule récursive (53) donnera pour les po lpomes  
de  STIRLINO cette formule remarquable 

formule qui est moins commode à cause d e  l'argument x + 1 qui figure dans 
le polynome de STIRLING a u  premier membre. Qliminons. maintenant h l'aide 
de l a  définition (54) ln fonction 4, (x f l) ,  nous aurons cette formule nouvelle 
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On voit que pour r pair le dernier terme au  second membre des deux 
formules (60) s'évarrouira. 

Montrons maintenant qu'il est possible de déduire, à l'aide des farmules 
précédentes, une suite de rélations numélriques très intéressantes. 

- Posons par exemple dans (58 bis) x -- 1, nous aurons immédiatement 

+r (-- 2) = (- 1P 
fr $ 2 )  ! ' (6 i) 

tandis que la  définition (54) donnera pour a=?. 

. . 1 d'où. en vertu de l a  valeur initiale +, (x) -= - 
2 

mettons encore dans (54) x = 9. + 2, nous aurons, en vertu de (62), cette 
formule analogue 

+r (1. + 2 )  = -- 
r f 3  

(62 bis) 

Remarquons encore que (54) donnera ces autres résultats nurn6siques 

1 
9-c (O)  = $2, (- 1) = O, $2,. (1) = -- 2 +2,.-1 (O} (63) 

2 r - 1  1 
+2c ! (1) = - - 2 r -  (O)  9 -  (- 1) = - ? y  - O )  r 6 3  bis) 

On voit que toutes les difficultés concernant le calcul des nonibres de  
STIRLING sont concentrées dans la  détermination des coefficients rr; introduits 
dans la  formule (56), et les formules numériques du $j 8 indiquent que ces 
difficultés sont sans doute très phibles.  

Déterminons tout d'abord les expressions générales du premier e t  des 
derniers des coefticients of., 
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1 
Quant à u,9, appliquons (57 bis), puis remarquons que O:=- 2 ' 

rons immédiatement 

5; = 1 
2>'+i, ( r +  l ) ! '  

tandis que les conditions (54 bis) donnent pour 5:: ces résultats : 

(64  bis) 

Déterminons encore le coefficient d.-'; 2t cet 6gard iiitroduisons dans (59) 
les expressions correspondantes (56)) nous aurons généralement 

et en particulier, en vertu de (64 bis) 

tandis quo l'hypothèse p - 2 donnera, en vertu de (a ) ,  cet autre résultat 
numérique 

(65 bis) 

Nous avons enfin B appliquer ici les formules (63), ce qui donnera, en 
vertu de (64 bis) et (65), ces formules élégantes 

a=>'-1 
2s (- l ) j . ( 2 r 2 - r  + 1) 

y Og,.-1 = -. 
4 r .  (h)! Bw - i  

s=o 

s =r-2 

1 (66 bis) 

$k+l - t- 1)'. + 1) (2 9" + 1) 2 Zr-1- 
S=O 4 1 . .  (2 r ) !  

. B w - i .  

I b ~ e n o n s  maintenant aux formules générales (58) et (58 bis), nous aurons 
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respectivement 

S=P-1 r - s  r f p - 2 s f 2  
(2  v -p + 2) op =a$:; f - Y o>. . (67 bis) d L-S). p - - S + I  

Ces deux formules sont trSs compliquées il est vrai et les formules ré- 
cursives analogues obtenues de (60) et (60 bis) deviendront beaucoup plus 
compliquées encore. Néanmoins les formules (67) nous donnent un moyen 
pour obtenir de la connaissance générale relative à la nature analytique des 
coefficients os. 

A cet égard nous avons tout d'abord à éliminer des deux formules sus- 
dites le coefficient $-,, ce qui donnera sans peine 

dans le cas particulier p = 1 il faut supprimer au second membre de (68) la 
dernière somme qui deviendra illusoire; nous aurons dans ce cas 

(68 bis) 

Combinons maintenant ce résultat particulier avec celui obtenu de (64) 
pour ojl, la conclusion ordiilfiire de 1. à 1. + 1 donnera ce résultat g6ti6i.d 
concernant la  nature analytique du coefficient of : 

L e  coefficient gé~zéral  O; se présente soils cette forme 

où  f,, ( Y )  désigne u?z polynorne entier du d e g d  'Lp de 1. et dolit les coeffi- 
cietzfs smlt des nonl6res rat ionnels  qui &pendent de  13 setdelrlent. 

C'est-à-dire que nous avons à étudier maintenant les polynomes fsp (Y) .  
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$ 10. SUR LA NATURE ANALYTIQUE DES COEFFICIENTS ri:!. 

Pour  dtudier plus profondeinent la  nature des coefficients of il faut in- 
troduire dans les formules du  5 9 une variable continue a u  lieu d u  positif 
entier Y ;  à cet égard posons 

nous aurons, en vertu de  [69), cette formule num6rique 

op (Y)  = a; ; (70 bis) 

c'est-à-dire que les formules (67) et  (67 bis) donnent ici ces identités beau- 
coup plus générales 

car introduisons dans ces formules les expressions (70), puis supprimons le 
diviseur commun 1.' (z $ 2) .  2"+', nous trouverons deux équations algébriques 
du  degré p par rapport B x et qui ont comme racines toutes les valeurs po- 
sitives entières de z. 

On voit que les formules (71) contiennent des factorielles aussi; c'est-à- 
dire qu'il faut éliminer ces factorielles pour obtenir de l'enseignement concer- 
nent la nature générale des fonctions up(x).  

Or, je dis t0u.t d'abord que nous avons généralement 

G p  (O) = O, 11 > o. (72) 

E n  effet, ce réeultat est certainement vrai pour p = 1, ce qui est une con- 
séquence immédiate de la formule (68 bis). Supposons ensuite vraies les for- 
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mules correspondantes pour les indices 1, 2! 3, 4 , . . . , p - 1, puis mettons 
dans (71) e t  ( 7 1  bis) .2: = 0, nous aurons respectivement 

ce qui donnera immédiatement ces deux résultats numériques 

gP (O) = O ,  cP (- I l = -  op-i (- 1). (72 bis) 

Cela posé, il est facile de demontrer cette proposition générale: 
Suppsons p > O ,  la fonction op (x) se préseute sous cette fowne ~louvelle 

O& sp (z) est  fin poly~zome entier du degré  p de r ,  et dont les coeficients sorlt 
des tzolnb).es rntionnels. 

La dénionstration de (73) peut être établie aisément par  la ~ ~ n ~ l u s i ~ n  
ordinaire de  p - 1 à p, si nous remarquons que la première des formules nu- 
mériques (72 bis), donnera, en vertu de (73), cette autre 

En effet, définissoris à l'aide de (73) la fonction, rationnelle en tous cas, 
sp (x), puis introduissons dans (71) et  (71 bis) des expressions correspondantes, 
nous aurons respectivement 

formules dont l a  dernière montre clairement, en vertu de (74), que s, (z) doit 
être un polynome entier de r ,  pourvu que s, (Y), s, ( x )  , . . . , s,-, (x) le soient 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Remarquons encore que le polynome s,, (x) est divisible par  x - 2 p, 
parce que nous aurons toujours G;; = 0. 

Quant au  calcul successif des polynomes sp(r ) ,  il faut avant de tout 
Qliminer entre les formules (75) la fonction sp ( X  -- l ) ,  ce qui s'effectuera 
sans peine. En effet, posons pour abréger 

nous aurons, en vertu de ( 7 5 )  e t  (76  bis), cette formule générale 

nous voyons, en  vertu de (74), que la fonction 2/2, (x) est un polynome entier 
du degré p de x. 

Remarqunns en passant que les deux  formules (60) et (60 bis) nous don- 
nent  de  l a  même manière deux formules assez compliquées qui contiennent 
des fonctions y, (x) aussi. 

L a  forrnule. (77) est une formule récursive vbritable pour le calcul suc- 
cessif des polynomes s , ( ~ ) ;  de plus, elle n e  contiennent aucune factorielle 
de l 'argument x ;  mais cette formule est extrêmement compliquée. E n  effet, 
elle ne  semhle pas pouvoir donner de l'enseignement gSnéral relatif aux 
coefficients du polynome sp(x). Pour  le premier de ces coefficients nolis au- 
rons cette expression générale 

(- 1 ) p  
6 " . p !  

Appliqiions ln. formule (Ti'), nous obtenons pour les premiers des poly- 
nomes sp (xj ces expressions 

S,, (2) = 1 

x -  5 
SL (x) = -- 7 
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2 - 4  
S ,  (x) = --- ' 

6! 
(5 x3 - 170 X) + 1271 x + 150), 

de sorte que les premiers des coefficients op se déterminent à l'aide d e  la for- 
mule (73)f savoir : 

Quant aux polynomes de  STIRLING 

4,. (x) = u; xr + 5:. xr-' + . . . + O;-' x + u;:, 
les résultats précédents nous permettent de calculer les premiers de  ces po- 
lynomes, parce que leurs coefficients sont connus immédiatement. 

Le calcul des polynomes susdits peut être poussé plus loin encore à l'aide 
de l a  formule (60 bis) et à l'aide de cette petite table des nombres de BER- 
NOULLI (*). 

Nous aurons par exemple pour les premiers des polynomes de STIRLING: 

(*) Voir J. C. ADAMS, dans le Journal cle C ~ e l l e ,  t. 85; 1878; ADAMS donne l e i  va- 
leurs des nombres BI R, .. . B,,, . 

A>imzli di AIdemnticn, Serie 111, tomo S. 42 
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Copenhague, le 5 février 1904. 
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Note sur quelques applications analyti- 
ques des polynomes de Stirling. 

D a n s  u n  MBrnoire rkcent (*) j'ai défini le polynome du rang n de STIR- 
LING comme le polynome entier +, (x) du dégré n de x qui satisfait à cette 
équation aux différences finies partielles 

arec ces conditions ultérieures 

où BPndl désigne le nombre du rang n de JACQUES BERNOULLI. Dans l'équa- 
tion (1) 12 désigne toujours un positif entier, tandis que x est un variable 
complexe. 

Supposons connus les polynomes de STIRLIXG, nous obtenons pour les 
nombres de STIRLING (**) ces expressions générales 

(2 bis) 

où n et Y désignent deux positifs entiers; dans le cas particulier 1. = 0 nous 

(*) Recherches sur les polynomes et les nomOres de Stiding. C e  journal, rnème vo- 
lume; les formules susdites se trouvent, p. 300. 

(**) Lac. cit., p. 30% 
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nuroiis au contraire, même pour 12 = 0, 

C:&+, = 6 :&+, = 1. ( 3 )  

L e  but principal de la Note que voici est à Qtudier quelques séries de 
puissances, dont les coeficients s'expriment sous simple forme à l'aide des po- 
lynomes de STIRLING, recherches qui nous conduiront à une suite de formules 
nouvelles et  intéressantes. 

A cet égard nous avons à généraliser beaucoup deux formules, démon- 
trées dans le Mémoire susdit (*), en développant ces deux séries de puissances 

où a désigne une quantité finie quelconque. * 

Quant à la  démonstration des deux formules (4), remarquons tout d'a- 
bord que les coefficients des séries de puissances figurant aux seconds mem- 
bres deviendront des polynomes entiers de a et des dégrés 

De plus, les deux formules plus particulières que nous venons de citer 
montrent à l'aide de (2) et (2  bis) que les valeurs des coefficients susdites 
pour une infinité de valeurs de cr coïncident avec les valeurs des polynomes 
de STIRL~NG des mémes dégrés. 

On démontrera d'une autre manière les deux formules (4) et (4 bis) en 
différentiant par rapport à a, ce qui nous conduira immédiatement à 1'Equa- 
tion (1). 

Posons maintenant dans (5) p au lieu de a, puis multiplions d'après la 
règle de C A U ~ H Y  les deux s6ries ainsi obtenues, nous aurons en mettant en- 
suite o: = x et  p = y, cette formule pour l'addition defi arguments dans #, (x): 

(*) Loc. cit.,' p. 303, 
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formule dont le caractère est très général. En  effet, des formules analogues 
sont valahles pour les coefficients de la série de puissances obtenues pour la 

fonction (F (x))~-', où F (e) et - sont holomorphes toutes les deux aux 
' F ( x )  

environs de x = 0. 
Posons ensuite dans (5) y -.O, puis kliminons à l'aide de (1) le terme 

+, (, $ 1), nous aurons cette formule récursive 

qui est beaucoup plus simple que la formule semblable que j'ai démontrée 
dans mon Mémoire précedent ('). Cependant la formule ( 5 )  ne nous donne 
aucun moyen pour la formation indépendante et g6nérale des coefficients du 
polynon~e 4,  (x). 

Combinons maintenant la formule (6) et  la  formule analogue susdite, nous 
obtenons cette formule intéressante 

.n 
(?a + 1) A +n (2) = 7 . h-1(5) + 
c !! (6 bis) 
-- a (- 1)s-1 0 1  -- 2 s + 1) + 2 ( 2  S) ! 8 2 6 - 1  . + l l - e s .  
.$=O 

Posons encore dana (5) y = - 2 et - x au  lieu de x, puis remarquons 
que la valeur de +, (-2) peut être tirée directement de (4), nous aurons 
cette formule nouvelle 

qui est appliquable dans la calculation directe des nombres 
En dernier lieu mettons dans (5) y = s, nous aurons de même cette 

(*) Loc. cit., p. 310. 
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identité remarquable 

qui nous deviendra utile bientbt. 
Il est digne d'intérêt aussi que la formule (6) nous permet de déterminer 

sous une forme relativement simple les coefiicients d'une série de puissances 
remarquable. E n  effet, différentiant par rapport à a les deux membres de 
(4 bis), puis mettons a = O, nous aurons évidemment 

où le coefficient général +n ( n )  se détermine immédiatement en mettant dans (6) 
x = n, ce qui donnera, en vertu de (2), 

Considérons maintenant cette série de puissances analogue à (4) 

nous verrons tout d'abord que le coefficient général X, (a) est un polynome 
entier de P. d'un dégré egal à l'indice; nous aurons par exemple 

5 a f  7 x, (a) = - 5 !  3 

Différentions deux fois par rapport à x la formule (IO), nous obtenons 
une équation aux différences partielles pour X, (a); cependant cette équation 
deviendra assez compliquée. 

Combinons maintenant les deux formules (4) et (IO), il est évidemment 
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trés facile de déduire une suite de simples relations entres les deux groupes 
de polynomes (a) et X, (s). 

E n  effet, appliquons en premier lieu cette identité 

nous aurons, en vertu de (4) et (IO), ce premier groupe de relations 

On voit que la formule (1 1) est assez remarquable, parce que le premier 
membre n'est que du dégré 18 par rapport à x, tandis que le second membre 
est formellement du dégré 2 si + 1 par rapport à X. 

E n  second lieu prenons pour point de départ cette autre identitd 

nous aurons immédiatement cette première formule 

formule qui est très remarquable en comparaison avec (8); ajoutons en efTet 
ces deux formules, nous obtenons sans peine cette autre 

On pourrait obtenir des formules analogues à (13) eii divisant dans ( b )  
les deux membres par un des deux facteurs figurant au premier membre; ce- 
pendant de telles formules deviendront plus compliquées. 
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Remarquons en passant que les fo.rmules précédeutes contenant les poly- 
nomes +, (J) OU x,,(x) ne sont autre chose que des généralisations très éten- 
dues des formules bien connues pour les nombres de BERNOULLI ("). 

I l  est digne d'être remarqué que les polynomes x, (- ?2 - l), où 11 dé- 
signe un positif entier nous conduiront à des nombres entiers semblables aux 
nombres OR+, de STIRLING. En effet, prenons pour point de départ cette 
identité 

où ?z désigne un positif entier, puis différentions n + 2 p fois par rapport 
& cr, nous aurons pour x = O 

où nous avons posé pour abréger 

ce qui donnera cette série de puissances, valable pour une valeur finie quel- 
conque de z 

d'où en comparaison avec (101, cette formule analogue à (2 bis) 

formule qui nous conduira immédiatement à un résultat dG à M. SABLSCR~TZ ( * & )  

concernant la nature analytique du nombre @y+lt, considéré comme fonc- 
tion de n- 

Les nombres ont été étudiés déjà par EULER (""*). 
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L a  formule (14 bis) connue, il est évident que les relations que nous 
venons de développer entre les polynomes $, (LX) et x,, (x) nous conduiront à 
une suite de formules contenant les nombres 5:+, e t  83,. En effet, la for- 
mule (11) donnera immédiatement cette autre  

t a i i d i ~  que ( I l  bis) nous conduira à cette formule, inverse de  (15) 

de  l a  même manière nous obteiions, à l'aide de (13 bis), cette nouvelle for- 
mule intéressante 

La formule (15) montrera clairement que le nombre cbntier @);+, est 
toujours divisilde pa r  2"-', ce qui peut être dbduit de l a  définition (c) elle- 
même du reste; mais de plus nous obtenons ce résultat nouveau: 

Le nombre entier @z,+, est t o z ~ o z c ~ s  divisible pal. 22n+sp i. 
On trouvera par  exemple 

nombre qui est divisible par 
Y+&-2 = 29. '2 

L a  proposition susdite montrera encore que le second membre de (16) 
est toujours un nombre entier. 

Copenhague, le 5 mai 100-1. 
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