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Sulle
funzioni automorfe ed iperfuchsiane
di piu variabili indipendenti.

(Di Guiwo Fuoew, a Catania.)

Nella mia Memoria: Sulle forme quadratiche, Hermitiane e sui sistemi
di tali forme (*), io ho indicato una classe di gruppi discontinui propriamente
di movimenti in spazii a curvatura non costante, il cui elemento lineare &
somma di forme differenziali quadriche a curvatura costante. E tra questi
gruppi ve ne sono, come abbiamo visto, molti assai interessanti perch& sono
definibili aritmeticamente, e di cui non solo si possono.dare le trasformazioni
generatrici ¢ il corrispondente campo fondamentale, ma si possono addirittura
caratterizzare in modo elementare tutte le trasformazioni. Di questi gruppi
io ho allora indicato soltanto la teoria generale e le applicazioni aritmetiche,
senza entrare in minuti dettagli; io voglio ora qui indicarne alcune applica-
zioni funzionali. Noterd soltanto che nella classe dei nostri gruppi rientrano
come particolarissimi casi i gruppi iperabeliani di Picarp, i gruppi, che si
potrebbero dire ipermodulari di Hineerr studiati poi dal Brumextman (Math.
Annalen, 1903). Anzi mentre il Buumentaarn studia soltanto gruppi di sostitu-
zioni lineari a coefficienti intieri in un campo algebrico e nei campi coniugati,
quando tutti questi campi siano reali, nel nostro studio rientrerd anche come
caso particolarissimo la generalizzazione di tali gruppi, quando tali campi al-
gebrici siano in parte o anche tutti complessi. Ei di piu le ricerche gia svolte
nella mia Memoria citata danno un mezzo generale e che ben si presta al-
I’intuizione geometrica per trovare i campi fondamentali dei nostri gruppi.
Infine vedremo una ulteriore generalizzazione, che a mio credere, comprende

(*) Atti dell’ Accademia Gioenia (Catania) (Serie 4.2, Vol. 17).
Annali di Matematica, Serie I, tomo X. 1
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Fubini: Sulle funzioni automorfe ed iperfuchsiane

tutte le funzioni invarianti per qualche gruppo discontinuo (comprese le pre-
cedenti e le iperfuchsiane di Picarp) finora studiate e si vedrd anche qui.che
in qualche caso si possono trovare sussidii aritmetici nella teoria delle forme
Hermitiane che noi abbiamo svolto nella Memoria citata.

§ 1. Riprenderd le denominazioni usate nella mia Memoria citata.
Sapponiamo che 'elemento lineare dello spazio ambiente S, sia uguale alla
somma degli elementi lineari di m spazii (parziali) subordinati, indipendenti,
e appartenenti allo spazio ambiente. Supponiamo che tutti questi spazii par-
ziali S5 ... 8% siano a due o a tre dimensioni e, per fissare le idee, sup-
poniamo che quelli di essi che sono a tre dimensioni siano tutti iperbolici
ossia che viga in essi la metrica di Losacevsku.

Ricordiamo ora che i movimenti di uno spazio a due dimensioni a cur-
vatura costante (piano, sfera o pseudosfera) sono tutti rappresentabili mediante
trasformazioni lineari su una variabile complessa, definita da un sistema iso-
termo di linee tracciato sulla superficie, o, in altre parole, se la curvatura
non & nulla, mediante una trasformazione lineare sulla variabile complessa
definente i punti della conica-assoluto @ =0 della superficie in discorso.

Se poi la curvatura & unegativa, si pud con una trasformazione della no-
stra variabile far si che tutte le nostre trasformazioni lineari risultino a coef-
ficienti reali. Sia ora dato invece uno spazio iperbolico a tre dimensioni, di cui
@ —0 sia la quadrica all’infinito e consideriamo un suo movimento M di
prima specie. Noi potremo definire un tale movimento, indicando come si
trasformano le generatrici di @ —=0.

E poiche le due serie rigate di @ =0 sono enti geometrici di prima
specie immaginarii coniugati, avremo che al movimento (reale) M corrisponde
una coppia di sostituzione lineari immaginarie coniugate. Avremo percid che
a un gruppo propriamente discontinuo di tali movimenti M corrisponde un
gruppo propriamente discontinuo su due variabili A, ¢ di trasformazioni del tipo

NS S e 2
’ Y r 4+ 3 # Yo A + o
dove ¢, £, y, ¢ sono costanti in generale complesse, di cui «,, By, 7,, dy sONO
le immaginarie coniugate; o, se noi vogliamo usare di un procedimento di
Krew (*) corrisponde (cid che in fondo & lo stesso) un gruppo propriamente
discontinuo su due variabili 2 p di trasformazioni
)\,:ocl—{—{ﬁ_ ,:ocy.—l-ﬁ.
e BT

(*) Cfr. Kuri, Differentialgleichungen, 1891.
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di pit variabili indipendenti. 3

Abbiamo dunque che ai gruppi G discontinui di movimenti nei nostri
spazii S, corrispondono dei gruppi discontinui I di sostituzioni lineari su
21+ k variabili complesse (se ¢ ¢ il numero degli spazii parziali a 3 di-
mensioni, & quello degli spazii a due dimensioni) 2, 7,... 24 x; ciascuna delle
operazioni T' del gruppo & prodotto di 2¢ -+ %k trasformazioni lineari parziali
Ti...Top di cui la sesima(s—=1, 2,..., 27+ k) opera soltanto su 2,. Un
tale gruppo si dira da noi un gruppo misto. E ne traggiamo i teoremi:

A ogni gruppo G di movimenti di uno det nostri spazii S, corrisponde
un gruppo misto H su 244 k variabili.

Un gruppo misto su 24 + k variabili tale che k trasformazioni parziali
(corrispondenti a una qualunque trasformazione 1' del gruppo) sono a coef-
ficienti reali, mentre le residue 27 sono a due a due identiche oppure imma-
ginarie coniugate e che di pise non possegga alcuna trasformazione infinite-
sima (0ssia che nessuna trasformazione del gruppo abbia contemporaneamente
infinitesime tutte le sue trasformazioni parziali) é certamente propria=
smente discontinuo nel campo delle 24 -+ k variabili su cui opera.

B questo il teorema fondamentale della nostra teoria. Notiamo perd, che,
come del resto vedremo piu tardi, non ¢ sempre necessaria la condizione che
insieme a ogni trasformazione immaginaria comparisca un’altra trasformazione
o identica a essa, o immaginaria coniugata.

§ 2. Vogliamo ora indicare un metodo generale per costruire un
campo fondamentale per un.gruppo misto qualunque. Cominciamo dapprima
a considerare il corrispondente gruppo G di movimenti per uno dei nostri
spazi S,; per esso noi abbiamo gia trovato nella Memoria citata un mezzo
per la costruzione di campi fondamentali normali e abbiamo anche accennato
che per la costruzione di un poliedro fondamentale si potrebbe enche ricor-
rere ad un ampliamento per riflesssione (quando & possibile). Passiamo ora al
gruppo H. Se ¢ =0 ossia se tutti gli spazii parziali di S, sono a due di-
mensioni, nulla vi ha da dire, perche i gruppi H e G si passono considerare
come identici, in quanto che ogni variabile complessa, su cui opera H si pud
considerare come rappresentatrice dei punti del corrispondente spazio par-
zinle di S, e i gruppi H e G si possono percid riguardare come operanti
su una stessa varieta.

Sia ora qualche spazio parziale B di S, a tre dimensioni; in un tale
spazio usiamo coordinate di Riemanx z, y, 2 ossia lo immaginiamo rappre-
sentato su un semispazio euclideo, in cui z, ¥, z siano coordinate cartesiane
e 2=0 rappresenti il piano limite. E su questo piano 2 —0 immaginiamo

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Fubini: Sulle funzioni automorfe ed iperfuchsiane

al solito distesa la variabile complessa x 4 iy. Per passare da G ad H noi
consideravamo G operante sulle coppie di generatrici (*) dell’assoluto di E;
& evidente che a questa considerazione equivale quella di considerare G come
operante sulle coppie di punti del piano limite 2 =0 (**) (almeno nel caso
che 27 trasformazioni a coefficienti complessi di H siano a due a due iden-
tiche) ossia, poiché due tali punti definiscono una geodetica di R, come ope-
rante sulle geodetiche di R. In altre parole (almeno nel caso citato) si passa
dal gruppo G al gruppo H considerando G operante, anziché sui punti, su
quelle varieta ¥ di S, a cui corrispondono su ciascun spazio parziale a due
dimensioni dei punti, e su ciascun spazio parziale a tre dimensioni una geo-
detica dello spazio-stesso. Naturalmente G opera anche su queste varicta V
in modo propriamente discontinuo. Noi vogliamo perd notare espressamente
che pud avvenire per qualche gruppo G (che si potrebbe chiamare iperklei-
niano) che esso operasse gia in modo propriamente discontinuo su qualche
varietd pill semplice. Siano infatti R, R,...R; gli ¢ spazii parziali a tre di-
mensioni, di cui (z., ¥., 2) (X2, Y2, 22)... (%, ¥Y:, 2:) siano le coordinate
Riemanniane. Consideriamo il poliedro P fondamentale di G. Pud darsi che
una varietd 2,—0, 2,—=0,... 2, =0 (0 <<m=7¢) dello spazio totale S,
penetri nell'interno di P, ossia che G oltre che in S, operi gia in modo pro-
priamente discontinuo in questa varietd. Non sard allora necessario, per as-
sicurare la discontinuita propria di H, considerare G' operante sulle coppie
di punti dei piani 2,=0, 2.=20,..., 2x»=0 di By, B,,..., R,; basterd
invece evidentemente considerare soltanto G come operante sui singoli punti
dei piani stessi; e, come abbiamo gia detto, invece di avere un gruppo mi-
sto H per ogni trasformazione del quale esistono 2 ¢ trasformazioni complesse
a due a due identiche, potremo considerare un gruppo misto H’, ogni tra-
sformazione del quale risulti da % trasformazioni a coefficienti reali, m a
coefficienti complessi anche distinte tra loro e 2 (—m) trasformazioni com-
plesse a due a due identiche. Dal gruppo G si passa ad H', considerando G
come operante su quelle varietd V', a cui nei- k spazii parziali a due di-
mensioni corrispondono dei punti, negli m spazii parziali R,, E,,... B, cor-
rispondono solo dei punti dell’assoluto relativo, e nei residui ¢ —m spazii
parziali a tre dimensioni corrispondono geodetiche. Il caso di k=0,
t=m=1 & il ben noto caso dei gruppi su una sola variabile, a cui Poix-

(*) Una generatrice per ciascun sistema,
(**) Cfr, KuEly, loc, cit,
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di pite variabili indipendents. 5

cart diede il nome di Kleiniani. Noi per ora considereremo il caso generale
di m==0; del resto anche se m =/=0, si possono ai gruppi H' applicare tutte
le seguenti considerazioni. Siano V le varietd gid definite poc’anzi; e imma-
giniamo S, come generato da esse; S, diventa cosl uno spazio a un numero
di dimensioni, che & il doppio del numero delle variabili su cui opera il
gruppo H; lo spazio &, cosl considerato si indichera da noi con Xj in 2 po-
tremo chiaramente scegliere come coordinate la parte reale e il coefficiente
della parte immaginaria di ciascuna delle variabili, su cui opera H. Consi-
deriamo ora in S, un poliedro fondamentale P; a tutte le varieta ¥ che in-
tersecano P (o giacciono in csso) corrisponderd in X una certa regione L
ora evidentemente ogni varietdh ¥ & equivalente a una varietd ¥ interse-
cante P; quindi ogni punto di = & equivalente a un punto di L. La ricerca
del campo fondamentale di # in I & percid ridotta alla ricerca pilt semplice
di spezzare L in tante regioni pill piccole L' equivalenti in modo che due
punti di una di queste regioni L' non siano equivalenti tra loro. Questo
studio equivale naturalmente al seguente: Consideriamo una delle nostre va-
rietd V intersecante P. Essa da P e dagli altri poliedri P’ equivalenti a I’
ossia trasformati di P mediante G' & divisa in tanii pezzi V,, V,, V,,... Si
tratta di vedere quali di questi pezzi possono essere tra di loro equivalenti,
ricerca questa che & ben facile poicheé noi conosciamo il gruppo G e i cor-
rispondenti campi parziali; se p. es. x di questi pezzi non sono mai equiva-
lenti e ogni altro & equivalente a uno di essi, allora chiaramente il numero
delle regioni L’ & precisamente p e la costruzione effettiva di queste p re-
gioni L' & eseguita senz’altro, appena si sappiano trovare 1 citati # pezzi
di V. Nel nostro campo generalissimo di studii & ben difficile dire qualche
cosa di pill preciso su queste regioni L’; io aggiungerd soltanto che, come
risulta da quanto abbiamo detto, la ricerca di queste regioni presenta la pil
grande analogia con la ricerca dei periodi delle forme ridotte di Gauss, quando
gid si immagini di conoscere il campo fondamentale del gruppo modulare.
Anzi quest’ultima ricerca non & che un caso particolarissimo della nostra.

poi ora senz’altro evidente che ognuna delle nostre regioni L’ si pud
assumere come campo fondamentale di I7, e che considerazioni perfettamente
analoghe valgono per i gruppi H'.

Sia ora H un gruppo misto, 2 lo spazio su cui opera, P un suo poliedro
fondamentale, P’, P"... i poliedri equivalenti formanti con esso un’unica
rete, ossia tali che dall'uno di essi si possa passare a un altro qualunque
mediante una linea attraversante un numero finito dei poliedri stessi. Per con-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Fubini: Sulle funzioni automorfe ed iperfuchsiane

servare la massima semplicita, supponiamo (Fricke Automorphe Funktionen,
Bd. II, pag. 142) che questa rete sia limitata proprio da ipersuperficie limiti, in
modo tale che cou convenienti trasformazioni R per raggi vettorl reciproci nei
piant delle singole variabili su cui opera il gruppo H, essa e le sue proieziont
sugli spazii parziali risultino a distanza finita. Noi dimostreremo con 1 metodi di
Porxcarg Pesistenza di funzioni analitiche delle variabili citate invarianti per H.

Siano ora &,...%, le variabili complesse in discorso, F'(&,...&,) una fun-
zione razionale (o anche soltanto uniforme delle stesse).

Indichiamo con 5,:%%? (¢=1, 2,..., v) una trasformazione 7'
7St i
(v
generica del gruppo e cosl F(;‘?—ig) la trasformata di F mediante T. E

si construisca al modo di Poixcaré-Picarp la serie En—“——s—, ogni
n(yig 4 3¢
1
termine, della quale corrisponde a una trasformazione del gruppo che trasporti
la nostra rete in seé stessa, e viceversa.

Prendiamo un intorno o qualsiasi a distanza finita dai punti singolari
della F' e dei suoi trasformati dalle succitate trasformazioni (se pur ne esi-
stono nella nostra rete) interno alla rete stessa. Dico che in questo intorno la
nostra serie converge assolutamente e in ugual grado. Infatti poiché in questo
intorno i numeratori dei singoli termini della nostra serie restano inferiori a
una costante assegnabile, basterd dimostrare la convergenza di

1
G0 )

Ora il rapporto tra il massimo e il minimo valore di uno dei termini
della (1) quando & varia nel nostro intorno & evidentemente finito; infatti, i
punti le cui coordinate sono la parte reale e il coefliciente dell’immaginario

di -—Yi.sonm trasformati del punto a distanza infinita per la trasformazione
1

inversa di quella che corrisponde al termine considerato della nostra serie.
Non solo essi ma anche le loro proiezioni sugli spazii parziali sono, per

I'ipotesi fatta, tutti esterni alla nostra rete e percid le distanze di queste

proiezioni dalle proiezioni del punto (£) che come sappiamo sono date da

|z + (8

sono superiori a una costante finita. Di pil, con pseudo inversioni

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di pit variabili indipendents. 7

convenientemente scelte potremo fare che questi punti — 3—' siano tutti a di-

Yi
stanza finita e percid & 4 (%) non pud diventare neppure infinito; cid che
i

dimostra il nostro asserto. Ora i denominatori di (1) misurano il coefficiente
di dilatazione della nostra trasformazione considerata in . Per le precedenti
considerazioni, si trova allora, con i soliti metodi di Poincarg, che il termine
della nostra serie corrispondente a una trasformazione 7' & minore del pro-
dotto di una costante finita per il rapporto tra I’intorno o' (in cui T' porta o)
e I'intorno iniziale . Basta percid dimostrare che i volumi di tutti gli in-
torni, in cui T trasforma o, hanno una somma finita. I infatti, se ¢ & tanto
piccolo, che esso e i suoi trasformati siano a due a due esterni uno all’altro,
la nostra asserzione & evidente, perché la somma dei loro volumi & minore
del volume finito della nostra rete.

La serie iniziale & percid, come abbiamo enunciato, assolutamente e uni-
formemente convergente e rappresenta quindi una funzione analitica delle no-
stre variabili £, che, come il semplice sguardo dimostra, resta moltiplicata,
quando si escguisca su di essa una operazione qualunque 7' del nostro gruppo,
per un fattore dipendente solo da T.

I metodi di Poixcarg-Picarp dimostrano facilmente che la nostra serie
non & in generale identicamente nulla; basta percid fare il quoziente di due
tali serie, ottenute con due differenti funzioni F, per avere una funzione ana-
litica delle nostre £ invariante per il gruppo H.

Noi dovremmo ora studiare queste funzioni generalissime, di cui abbiamo qui
accertata 'esistenza. Io perd non lo fard, accontentandomi di enunciare che per
esse si possono facilmente generalizzare i risultati ottenuti da Picarp e Poixcarg
nei casi pitt semplici. E mi accontenterd di far rilevare che anche nel tanto pilt
complicato problema da noi studiato, si possono ottenere dei gruppi discontinui
del nostro tipo definibili in modo puramente aritmetico, come abbiamo gia detto.

Noi vogliamo ora parlare di una ulteriore generalizzazione delle teorie
precedenti e giungeremo cosi a nuove generalissime funzioni uniformi di una
o pil variabili invarianti per un gruppo discontinuo di operazioni. Prima di
studiare il caso generale, che abbiamo in vista studiamo un ulteriore caso
preliminare, in cui riprenderemo le notazioni usate nella mia Memoria citata
sui sistemi di forme quadratiche ed Hermitiane. Siano date v forme Hermi-
tiane @; del solito tipo P & + .-« + & ED_; — 2, EL (F) (I =1, 2,... )

Hi
(*) Analoghe considerazioni valgono per il caso di forme del tipo 21 al o,
t=

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Fubini: Sulle funzion? automorfe ed iperfuchsiane

sulle variabili 7 e le immaginarie coniugate £;’; e sia dato un gruppo di-

scontinuo le cui trasformazioni trasformino in s¢ il dato sistema di forme.

i)

Posto 2o —=uf (I=1, 2,..., ») (=1, 2,.., m—1) e indicando con

n
una lineetta sovrapposta il valore trasformato di una variabile, sia

(l) ) 1) (2} .
- a;i’y 1y + + ain, lum 1 + Qiymy

U, — 5 m) ]
ail;l ul) + e _!- Qppnn—1 uni—l + Anyny

(I=1,2,...v) =1, 2,...m;—1) (2)

una trasformazione generica T' del gruppo G in queste nuove variabili. Per
un teorema dimostrato nella mia Memoria citata questo gruppo & propria-
mente discontinuo nelle variabili ", o con maggior precisione in una regione R,
(definita nella mia Memoria) dello spazio Sxa k=2 (n,—1) 4 --- - 2 (m;— 1)
dimensioni, le cui coordinate sono le o7, wP quando sia u¥ =929 { 1w
[v", w) reali]. La regione R & finita ed & definita dalle

ng—~1
;1 Py 4 (wPprl <1 (=1, 2,... ¥).

TIo dico che esistono funzioni uniformi analitiche delle variabili «#® esi-
stenti proprio nella regione B di Si che rimangono invarianti per il nostro
gruppo. Sia I' una funzione o razionale delle stesse variabili o anche soltanto
uniforme in R e: noi indicheremo con Fr la sua trasformata per una tra-
sfornnzione T del gruppo. Costruiamo ora I'Tacobiano I delle v, w" rispetto
alle o7, w? dove le v, w siano definite dalla (2), in cui si ponga

’”*v"’ + {w?. Esso & naturalmente uguale al prodotto dell’Iacobiano delle
u? rlcpetto alle u? per la quantith immaginaria coniugata: in altre parole
esso si pud anche ottenere cosl: formiamo per ogni valore particolare dell’in-

dice ! I'lacobiano (che indicheremo con I;) delle u{ rispetto alle u? (i==1,
2,..., n7— 1) e moltiplichiamolo per la quantitd coniugata I}. Sard

I—1uIL1I.

=1

Costruiamo ora I’Iacobiano I;; e poniamo

2P =afu, + o+ al o Uny -1 T Qi k=1, 2,..., ny),

col che sara

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di pitv variabili indipendents. 9

Troviamo tosto che &, indicando per brevitd con 2;le 2P (1 =1, 2,..., m))

P (u"’ s u"’_,) [ ]m z zl, zn,—a) 0 (;n, Zz... z_n,——;)
— 2
Zm a (u

l - 7 1 o
9l uly) o Ul y) Lo tin—1) 0 (ur.. un—1)
zl 22 DR Zn,
(/I (/] U]
—_ - - a Ais « « . A
02z 02 0 2n, 1T i
n e n: .« . .
= =+ [_i:l au‘ au1 au‘ = :{’I [_LJ ot ’ —
ng L 2y A
0 (4]
— — — a Aue v s« A
a 2 a P a Zn, ni n? nn
0 Un;—1 0 Uny;—1 0 Un,—1

— [_L ]’”
R,

supponendo il determinante della nostra proiettivith uguale a 1. Quindi

1 71
0 ___ —_
Y II o 1 la(:fil L R R e a"l_l [ag;) ...+ anlJO t o

{ 1 }m
— | mod? [a®, i NI aly s+ a] )

Il prodotto di tutte queste quantith per =1, 2,... v ci di il valore
di I11,. A ogni trasformazione T del gruppo corrisponde un valore di I1,.
Un tal valore sard da noi indicato brevemente econ Iy. Si costruisca allora
la serie

SF;1; (A)

di cui ogni termine corrisponde a una trasformazione del gruppo. Io dico
che in un intorno posto a distanza finita dai punti singolari di /" in R e dai
loro trasformati per G essa & uniformemente e assolutamente convergente.
Basta a tal uopo dimostrare la convergenza assoluta e in ugual grado della

N P .
nel nostro intorno. Coi metodi di Poincare e di Picarp (*) si trova facilmente che

1 " d
mod? &) ) ove

1
la Iy nel nostro intorno varia fra due limiti H[—d“’—‘“] ', K[
"l
(¥) Cfr. le Mem. di Picarp nei pr;%i volumi degli Acta Mathematica,

Annali di Matematica, Serie III£ omo X.

w
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10 Fubini: Sulle funzioni automorfe ed iperfuchsiane

I, K sono due costanti finite indipendenti dalla trasformazione T' conside-

1 ne . .

rata. Posto Iy —=A4|—5—| si ha H=4 =K, dove H, K sono costanti

mod? af)

finite. Consideriamo ora il nostro contorno e i suoi trasformati per G : essi

sono tutti interni a B e se l'intorno iniziale & abbastanza piccolo, essi non

si coprono l'un laltro e percid la somma dei loro volumi & finita. Se drx,

dt' sono un elemento di volume dell'intorno iniziale e del suo trasformato
. d7 1

er T, & —:I y =—
P ' dx T A[

n’ . By AN : by
m] . Poiché =d <z’ & finito & dunque conver-
(7

gente la ;[‘3&157”]”1 e quindi anche per le disuguaglianze citate la X I.
”.

La (A) rappresenta percid in E una funzione analitica che evidentemente per
una trasformazione T di G resta moltiplicata per un fattore indipendente
da F. I metodi di Poivcart dimostrano che una tal serie non & in generale
identicamente nulla; il quoziente di due tali serie ci di percid una funzione
invariante per il nostro gruppo. c. d. d.

Visto questo caso particolare, passiamo ora al caso generale che abbiamo
invista. Siano ¥ (I =1,2,...0) ¢ =1, 2,..., ;;— V), + 0, + - - - + 0, —v
variabili qualsiasi e sia G un gruppo di cui ogni trasformazione sia del
tipo (2), che non contenga trasformazioni infinitesime. Se mnoi non sappiamo
se questo gruppo lascia invariato un sistema di forme Hermitiane non pos-
siamo dire che esso & propriamente discontinuo. E mnoi ci facciamo le seguenti
domande: Come possiamo riconoscere se un tal gruppo & o no propriamente
discontinuo? Si pud far servire un tal gruppo, anche se impropriamente di-
scontinuo, alla costruzione di funzioni uniformi in modo analogo ai pre-
cedenti ?

Ad ambedue le domande si risponde con le seguenti considerazioni. Se
noi ricordiamo quanto ho detto nelle prime pagine della mia Memoria citata,
noi vediamo che i nostri gruppi appariranno propriamente discontinui, appena
noi scegliamo qualche varietd opportuna come elemento generatore nel so-
lito spazio Sk, anziché i suoi punti. E noi riconosciamo tosto che se nol
consideriamo Sy (invece che come luogo di punti) come luogo dei sistemi
di = punti in esso contenuti (dove # & un intero abbastanza grande) il gruppo
riesce propriamente discontinuo. In altre parole io voglio dire che se accanto
alle uf consideriamo degli altri sistemi di variabili, in numero sufficientemente
grande, v?, wp, 2?¥,... e se immaginiamo che G operi sulle v, sulle w,... in

[

modo identico a quello, con cui opera sulle u, allora esso riuscird propria-
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di pitv variabili indipendenti. 11

mente discontinuo nello spazio (che indicheremo con 2) le cui coordinate sono
la parte reale e il coefficiente dell’immaginario delle singole variabili w,
v, w,... Una trasformazione del gruppo assume cosi il tipo

(D) 5,02 Y] 2y )

- Ay Uy 4 Q-1 Upy -1 -+ Xy

i ) () ) ud @)
an‘l)l 231 + - + (‘ninl 1 U - l+ @nzng

a®e? alh @ ()

w?3) a;i ty + Xinj~1 vnz 1 + Qing

i T ) o) ) ()] )
an” v + <t + anlnl lvnl—l + (1

- . . . . . . . . . .

E per dimostrare il nostro asserto basta notare che una trasformazione (2)
del gruppo primitivo di G & chiaramente determinata quando si dieno in Gy
un numero m (finito) sufficiente di punti e i loro trasformati. Se dunque
percid un sistema di m punti in Sp si potesse portare in un sistema infini-
tamente vicino, ne verrebbe come conseguenza che il gruppo contiene ftra-
sformazioni infinitesime. Dunque ¢l nostro gruppo G diventa certamente pro-
priamente discontinuo ed ¢ percio possibile la costruzione di funzioni inva-
riate per tutte le sue trasformaziont, appena si pensi G operante sui sistemi
di m punti di Sp, dove m é un intiero abbastanza grande, ma finito.

Sono questi appunto i gruppi generali, cui accennavamo e di cui tutti i
precedenti sono casi particolari. Se vogliamo poi vedere se il gruppo & pro-
priamente discontinuo anche per sistemi di = punti, dove sia n<<m, p. es.
se esso & propriamente discontinuo addirittura in Sk si pud procedere nel
modo segucnte. Si costruisca nello spazio 3 una rete di campi fondamentali
per il nostro gruppo e consideriamo quella varietd subordinata che & defi-
nita dall’avere le coordinate u uguali a certe costanti e le sue trasformate
per le trasformazioni di G che corrispondono ai campi della rete suddetta. Il
gruppo G sard o no propriamente discontinuo per i punti di S secondoche
tali varieth sono o no a distanza finita I'una dall’altra.
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Saggio di una teoria generale delle equa-
zioni dell’equilibrio elastico per un
corpo isotropo.

(D¢ Orazio Tepoxk, a Genova.)

MEMORTA IL

(Gorpi limitati da due piani paralleli o da due sfere concentriche.)

I. PrOBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTICO ¥ LIMITATO
DA DUE PIANI PARALLELI (*).

1. F unzioni di GREEN e funzione armonica. Supponiamo che i due
piaui limitanti il corpo elastico, sieno i due piani 2=0 e z=—=~h che indi-
cheremo rispettivamente con o, e ¢,, mentre continueremo a chiamare ¢ 'in-
sieme di o, e ¢, e S8 la porzione di spazio da essi limitata.

Se A = (x, y, 2) & un punto di 8, cioé tale che 0 <<z <Ch, consideriamo
le due serie indefinite di punti:

dis=@, y, —2), a=(x, 4, 2h+2), da=(2, 9, —2h—2),...,
A=, y, 20h 4 2), dons . =(,y, —20h-—2),...
Ai=(x, y, 2h—2), As=(x, y, —2h+2), A==, y, 41— 2),...,
Apa=@ 9y 2nbh—2), Au=(z,y, —2nh+2),...
(*) In questa seconda Memoria sulle equazioni dell’equilibrio elastico per un corpo
isotropo, come in quelle che ancora potranno seguirla, continueremo ad applicare i prin-

cipii stabiliti nella prima Memoria. Tutte le volte che capitera di doverci riferire ai ri-
sultati stabiliti in quella Memoria, aggiungeremo alla citazione lindicazione (I%).
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14 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

che sono le due serie di immagini successive del punto A rispetto ai due
piani o, e g,, situate tutte fuori di S, tranne A4, che pud cadere con A sul
piano o, ed A4’, che pud cadere con A nel piano ¢,. Chiamiamo:

7’,, 1'2, 7'3,..-, "271) 7’2n+|’-.-
o ' J o !
7‘7?‘3,73,-..’72n-|,79n’.o.

le distanze relative di ciaseuno di questi punti da uno stesso punto (£, », &)

k3l
di S e continuiamo a chiamare » la distanza d1 4 dal punto (£, », ¢). Quando

il punto (&, », ¢) cade su @,, avremo, dovunque sia .{ in S:
P ="y "e=="F3,00ey Ton = "Tant1yee0,
=y e =1y Pt =y
mentre, quando il punto (%, », &) cade su 7,, avremo:
Py =Ty T3 ==V eury ooy =Pony.r.,
=0y s =1y Pen ="ty ...

Cosl, fissato il punto (&, », ¢), dovunque in S, quando A4 & scelto su o,
si ha:
7’:7", 7‘2:7',,, 7’3:1'/2’-‘ .y r”:r,n-‘,-o.,
mentre, quando A & scelto su ¢,, si ha:

7 ’_ L [
r_r" 7',—7',, 1“3-—7'2,..., 1',1—711—1,-*-

rn Yent1
come dipendente da &, », &, & armonica, si annulla all'infinito e sul piano o,
mentre diventa infinitamente grande e positiva quando il punto (£, », &) cade
in 4., che appartiene a questa porzione di spazio. Ne viene che nel campo
considerato =0, e guindi anche in S, &

1 1

Nella porzione di spazio =0 la funzione » considerata

= 0,
. Ten Yen+i
per cui la serie

(L Ly (o 1y, N (L]
_(1:—.7‘3) —l—(ﬁ ’)‘5)+ ——‘1‘" (7‘!71 rzn-l-l)’ (1)

considerata come dipendente da &, », ¢, & una serie di funzioni armoniche,
regolari in S e tutte positive, tranne sul piano o: e all’infinito in cui si an-
nullano. Bu o, la serie g ¢ identicamente nulla, mentre su o, si riduce
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 15

&= quindi, per i teoremi del Vourerra e del’Harnack, g & una
‘2 i

serie convergente assolutamente ed in egual grado in S e rappresenta in
questo campo, ed anche in un campo pilt vasto, una funzione armonica e
regolare; nello stesso campo, g & derivabile termine a termine un numero
qualunque di volte e le serie delle derivate sono ancora funzioni armoniche
e regolari.

Di analoghe proprieta gode la serie

B R L S

rs 1 " ot

Essa si annulla identicamente su o,,

"1
La funzione G di Greex relativa allo spazio S ed al punto 4, interno
ad S, & quindi

_1_1_ 1 X 1 1.,
G—7——71_ 7"1 +g+‘q_ 71 7"1 + ) (3)
1 .

+% (rzn r2n+1 +21‘ (;2_n_1‘2n+1). \

Per la derivata normale di @, avremo, su o,

(o (-

[a 1 (8 1,1 )1 \ (4)
T2n Y 2n~t
= 0z + 2‘" 0z 0z =0 ) ,

’_(i)_(j)g:hzcz[k—z_{_ $ﬂ((2n—l—l)lz—z_(2n—1)h+z)]§:h: \

3 3
T an ryn—1

[a'} o (a 1 35_,)1 \ ®)
:2%—{_‘?‘" Ez + 0z ,:h.

Quindi, se ¢ & una funzione armonica, regolare in S e che nei punti al-

Pinfinito di S si annulla di ordine maggiore a quello di 17, e il punto 4 &
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16 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equaziond

interno ad S, il valore della funzione ¢, nel punto 4, pud essere rappresen-
tato dalla formola

lq)[ +§n(2nh+~ 2n,7:——z)]da+ \

T,n P an—i
+J’ [/z—-z z ((2n~{—1)h—z (2n—1) lz+z)]d
7271 rn—L
‘ [a% . (a}7 ? e )J ' (5)
:—‘ 0z +%‘" 0z do +

sk )
+j 0z +“n z + 0 de. }

Osservando poi che, essendo le due serie di funzioni armoniche e rego-

lari in S:
Z” (2nh+z 2n’h—z)da’

rin r i’n—i

(2n+l)h—z (2n—~1)h—{—z
N
_‘"J ( ron Pt )da)

1
02

convergenti in egual grado su o, e o, e quindi in S, & permessa la integra-
zione termine a termine nella (5), si pud anche serivere

_ 2 S 2nh+2 2nh—z2
2ﬂ®~~[(pﬁd0+%n—[‘¢( rgn o f,gn—i )d0+ \
~h f (2nt+1)h—2 (2n—1)h+z o

+J ¢ " ! (I)( ’I',gn Vln— ) do =

! ‘ t)
(2, 3. (L
—_—6_2 TdJ ;"(azfrm +az,"7‘2n~ida) \

0 @ % [0 &
+azf7d0+%"(ﬁfmd°+a—z —"d)

B pure facile dimostrare, inversamente, che, qualunque siano i valori as-
segnati a ¥ su g, e 5,, purché formino delle funzieni finite e continue dei

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 17

punti di questi due piani e siano tali che ¢®, p=\(x—&)*+ (y — )%, nel

punti all’infinito di o, e ¢, si annulli, la (5), ovvero la (5'), definisce una

funzione del punto A, armonica e regolare nell'interno di S che nei punti

di o tende ai valori assegnati. E infatti, se ® soddisfa alle ipotesi precedenti,

ciascuno dei termini della (5') & finito, dovunque sia 4 in S, e rappresenta

una funzione armonica e regolare nell'interno di S. Le due serie:
XnJ‘(D(.‘Znha+ z_2n’h—z)da,

/3
7'211, T egn—1

a,

id"
1

9 f ((2%-{—1”@—-2 (2”_l)k+z)dc

3
ren Ton—1
ay

convergono in egual grado su o, e g,, quindi esse e la funzione © definita
dalla (5'), sono funzioni armoniche e regolari nell'interno di S. Se si os-

serva che
l]msz‘(D( nh—{—z Qn,ZZ*z)da:O
271 ren—t
lim [ d ‘{";.mf ((2”+i)ﬁ—z_(2%—1)]l+z)d°.§:07
2=0 Fin 7‘3»1-—1
si ha
11n1®f—11m <D——dc
A= T 2=0

Gy

e quindi ®, nei punti di o,, tende ai valori assegnati. Lo stesso dicasi per i
punti di o,. Poiche infine, le due serie:

3 (2nh+z 2nk;—z)
n b
(=Y

3
n 7 gn—t

"”‘;n (2n—+—1)k—z_-(2n—-1)h+z) ,

‘1" Tlgn Tgn—i t=h
considerate come dipendenti da z, y, 2, sono convergenti in egual grado
su o, & g, e quindi anche in S; poiché i loro termini, da un certo momento

in poi, quando 4, sempre compreso in S, & abbastanza lontano, sono positivi
e minori dei termini delle rispettive serie:

228,  2(h—2) 3
" rin T
Annali di Malematica, Serie III, tomo X. 3
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18 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazion:

e queste sono convergenti e si annullano nei punti all’infinito di o, e di o,
1 .. . . .
almeno come > cosl anche gli integrali che compaiono nella (5) sono finiti

\
e rappresentano funzioni armoniche e regolari nell'interno di S, ed essendo
permessa, nella (5), la integrazione termine a termine, la ® pud essere rap-
presentata anche dalla (5).

Le espressioni analitiche ottenute per @ si sarebbero potute ricavare anche
dall’applicazione del procedimento alternato di Scawarz. 1 termini che con-
tengono integrali estesi a o, sono infatti le riflessioni suceessive sui piani o,
e g, della funzione armonica e regolare nella regione =0 che assume su g,
i valori assegnati a ® su questo piano. E lo stesso dicasi dei termini che
contengono integrali estesi a a,.

2. Come conseguenza della convergenza assoluta ed uniforme della
serie g in S si deduce anche la convergenza assoluta ed uniforme della serie

AR

CSap(iot) | (6)

Tan 72n+1

< |

g, considerata in S come dipendente da &, v, ¢ gode di proprietd analoghe
a quelle di ¢g. Essa si annulla identicamente su o,, mentre su o, si riduce a

L T T P

1"t 73 s 72 0 Van+s Van+s

Invece la derivata normale di g, su o, diventa

0 . oN n2nh+2
(5z)§:o_ 2 ‘)'i‘“ ( 1) Tin ’

sl

[ 1 o« .
mentre su s, si riduce a —- (?—Z—) . Similmente, dalla convergenza assoluta ed
&=

in egual grado in S della serie

, 1 1 1 1 1 ) 1, 3 ( 1 1
= e=— —_—— e — —_—— ——— e e T —— \‘ —_———
Y 7' + (7"4 7"3) + (T’s s J + e T /2_th 72n 1"271—1)

si deduce la convergenza assoluta ed in egual grado della serie

-, 1 x . 1 1

7 7
T2 7 en T 2n—1
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 19

Questa serie gode di proprieta analoghe a quelle di ¢' in S} su o, si riduce

1 ..
a — > mentre su g, si riduce a

"2
2 2 2 2 o 1 1
(T—T)+(T_T)+—2\ln(, I

Fe 7" 4 0 \ante P4t

Invece per la derivata normale di ¢' si ha che su 5, si riduce a

s

(g_gy)y :—-2h+z 2\,”(__1)4 2nh—{ 2

7
3
i /L—l

mentre su o, & identicamente nulla. Ne viene che la funzione
8)

si annulla identicamente su s,, mentre su o, & la derivata normale che si
annulla identicamente. G & quindi la funzione di Gereex che risolve il pro-
blema della funzione armonica e regolare in S e tale che acquista valori dati
su o,, mentre la sua derivata normale acquista dati valori su 7,. La sua
espressione analitica sard data da

27r<_1>:f@[;23 4 3"(— )n2nh + 2 +‘;'\:’:”(__1)n 27nnhi—f—z]dg+ {
+J 83_;: LL - % f‘;'l (7’41+3 o 1'4i+5) o ‘O?‘” (7"4111+2 - 7"4(1“) )] do—
L Y L N
He S s
a s a P

00 do o0 do
—f?)’: 7"4n+2+ 2z 74n+1)

oy ()

3. Per detcrminare I espressione analitica della funzione armonica la
cui derivata normale acquista dati valori su 7« e 0., partiamo dalla formola (5)
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20 Tedone: Saggio di una feoria generale delle equazioni

che potremo scrivere

S 0 1 ‘S0 1)
=7 — — — |ds — Noua—
2nd= f® '(I)(’f‘ 821'm)d I(D(‘f‘ 827"271—1)do+
0 0o 1
a_—| J ( 82721)d +,[‘(b("‘naz}zn—)dol

Oy

Nelle serie che compaiono sotto gli integrali non & lecito invertire il

segno sommatorio col segno di derivazione poiche le serie ¥,

s+« + SONO
P2n

divergenti, Notiamo perd che, pel teorema di Mirrae- Lerrrer, esteso alle fun-
zioni armoniche dal prof. Arperr (*), le serie:

3 (1 1 S 1 1 )
‘)T‘n (7'211 2n h) ’ 21‘71 (7"211—1 C 2n h ’

S(L_ 1), S L)
"\ 20k = \rw-1 2nh

sono convergenti assolutamente ed in egual grado tranne nei punti in cui si
annulla qualche #», per cui, notando che nello spazio S non si annulla nessuna
delle » che compaiono in queste serie, potremo scrivere

D013 Ly @ (1 1
i S ity e PN Tl

(31 2nh

P2 20 h
e quindi
0 (ode 1
. == — n D — e —— —_—
27-(1) az J(I) r 1 J‘( ('27; QWII)dG
3 1
N ¢ N I y
'f‘)lJ‘(D(TQn— 2n h)do—i‘“‘(t‘ +HJ¢(7 2n 2n h)da+ (5)

> ( 1
+ }i‘nJ ® (7'2n-— an) da

0

Da questa formola si deduce che la funzione armonica e regolare

(*) Acta Math., V. 4, p. 326, — Sur les fonctions de trois variables réelles...
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 21

in S

1 1 1 1
- — \‘, § — —)do—
ftD (7'2n 2n h) da ad ) @ (7‘ en—1 2n /l) ?

Oy

S (ol o [ e
7J ¢ _‘n r(p(?"lm, 2 n /l) da— -‘”J‘(D ("2”*‘ 2w ]2) 4s

0y

(10)

¢ tale che la sua derivata normale acquista su 7, e o, i valori dati 2= ®.

La (10) mostra anche che una funzione armonica e regolare in S pud
sempre porsi sotto la forma della derivata rapporto a z di una funzione pure
armonica e regolare in S.

4. Aggiungiamo ancora le considerazioni seguenti di cui faremo nel
seguito uso costante. Ricordiamo ciod che una funzione qualunque, armonica e
regolare nel campo 2 > 0 & rappresentabile per mezzo di una serie della forma

=]
Nne % [ay (7)cosmn + by (7) sen m o] Jm (y o) d y (*) (11)

1]

assolutamente ed uniformemente convergente in quel campo, dove p, », 2z &
un sistema di coordinate cilindriche; J, la funzione di BesseL di prima spe-
cie e di ordine m; @m (), bm (y) due funzioni di y ed m un numero intero
e positivo variabile da zero a + o. E viceversa, una serie qualunque come
la (11) rappresenta una funzione armonica e regolare nel campo z> 0, che
si annulla per 2 = -+ co. Abbiamo supposto che il campo sia quello determi-
nato dalla disuguaglianza 2>>0; ma & chiaro che lo stesso vale in un campo
qualunque limitato da un piano.

Piu generalmente, una funzione qualunque, armonica e regolare nel campo S,
ciod 0 <z <Ch, & rappresentabile per mezzo di una espressione della forma

(S

E’”J e~ [am (7) cosmae + b, (7) sen m (”] I (y r) d 7+

’ (12)

o
-~

-+ ‘\_:mJ e=1h=2) [a,, (7) cos m + b (y) sen m w] Ju(ye)dy
0

le due serie essendo assolutamente ed uniformemente convergenti in questo
campo. E viceversa, come sopra.

(*) Heisg, Handb, der Kugelf. 2er B., S, 189,
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22 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

Quest’ultimo risultato, pud dedursi facilmente dalla (5) sviluppando i sin-
goli termini secondo la formola (11) e sommando rispetto ad n.
Infine osserviamo che se una espressione come la (12) & identicamente

nulla in S, le funzioni a, (y), b, (¥); a.(y), b, (y) devono essere nulle.

5. Caso in cut sui due piani limiti sono dati: u, v, w. Supponiamo
che 1 valori di u, v, w dati su o sieno tali, naturalmente,-che si possano
applicare i visultati del numeri precedenti e le formole (5) o (5') ed analoghe
di (I"). Chiamando allora U, V, W le funzioni armoniche e regolari in S
che acquistano su o, rispettivamente, i valori dati u, v, w, per le formole ul-
timamente citate, avremo :

. 4 O
u=U+" ”g aaz ida—}-_‘n(2nh+z)3—0—zf%da— |
——:‘n(2nh»—z)—a—f do+(h—2)=— f—da
‘i‘ 0x l"zn-i 8
3 [(2n+1)h—z]a f}e do—

O

—Sten—1n+a f a1,

v:V+)\+ 1 f—da _“L(2nk—|—2)ﬂ7 izlo-——

”1

, (13)

—:\_0171(27171—-2) 0 '

2
1 = do + (h—2) f da -+

Y. 1 en—1
0y

+m[<2n+ ) h— ] ayj—d»_

o0 a
— ¥ — s
- [(2n—T1)h + 2] E)yf,).m_idak’

. 7\—{- A—#—p ”
S 0 b S 0 (6
v N .
+ ‘Tn 02 ”"znda + -1‘715 zJ 1an—1 dc]
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dell'equilibrio elastico per un corpo isotropo. 23

E, se poniamo:

) ) 1 7201
‘ ‘ " 14
p=f han du= (e = [an V)
potremo anche scr?vere pitt breven(:ente: ’
e U+z\+l_' 2‘71[(‘)11]1 + )0‘0”—{— (2nh h—z) 5 ]
v=1V +l4i_ “ [(2nh+z)a—®’—l +(@2nh+h az)NJ“]
w:W—H—y_(J' “”thn 2ee, )
b= 21—_ J_Eoi 38 (¢'n — 9n)- }

11 problema propostoei sara, evidentemente, risoluto se riusciamo a determi-
nare le funzioni ¢ i

¢ in modo: 1.° che sia soddisfatta identicamente 1’equazione
du  0dv |, Ow
6 —= -
=T, 75 (15)
in S; 2.% che, nella stessa regione S e su o, le ¢ e le loro derivate prime

sieno finite; 3.° che le ¢ stesse sieno armoniche e regolari in S; 4.° che, per
z=0, sia:

Po=9 1) PPty FrT=F gy T Pony FenT=¢noryeen
mentre, per 2 —h, sia: ‘

Yo=9 1, ?,l:?'-i'; Y-t == Pry ey Y=Yy P =Yn-1y. .0}
che, infine, le serie che compaiono nei secondi membri delle (13) sieno
convergenti e derivabili almeno due volte in S.

Poniamo pereid, ipoteticamente :

5.°

Go == ZmJ'e"V' (am cosmw + bnsen m w) J o, (7 p) dy,
\ :

[+ 3]

(16)

9 = sz e~ -2) (@, cOSM & - by sen M w) Iy (ve)dy \/
0
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24 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equaziont

in cui apy, bm, @m, bn sono funzioni di y da determinarsi. Ne viene in con-
seguenza :
°
on= Nim l e~ +5) (1 cOS m w0 - b sen m w) S (7 p) d 7,
0
*
$-n = Sm ‘ e 1tnh 2) (g, cosm w + by senm o) I (7 0) d 7,
d ’
; (16)
¢'n= Emj e=1(nh+h=2) (g, c0s M 0 + by sen mw) I (7 ) d 7,
v

oo}

¢ -n Xm [0“7("'""*’””) (@ COS M @ + by, SED M w)Im(yp)dy.

o

0 i

Con questi valori per le ¢ bisogna ora cercare di soddisfare all’equa-
zione (1) la quale pud seriversi

A+3 ‘
4‘\'”}’“718—(*‘” ?n)+

> 0* , ow
-+ 5=y hu" 32 T ¢'n) = at Jra/ +a5

(15

Il secondo membro di questa equazione, essendo una funzione armonica
e regolare in S, si pud in questa regione, rappresentare con una espressione
della forma

o0

Emje-w (a,, cosmw | b, senmw)J,, (yp)dy + I
’ S (17)

oo

4- mee—V(h—') (A COS M &0 + by sen m w) T (7 p) d 7

0
dove a,,, b,,, Am, tm sono funzioni di y da ritenersi note. Sostituendo nella (15 )
. . ’
i valori delle ¢, ¢’ e di @’i+ +§—' dati dalle (16), (16°) e (17) ed

eguagliando nei due membri i coefﬁclentl di:
17 cosm w Jn (7 p), e7esenmodm(yp), € "= cosmedulyp),

¢—1h=3) sen m w J o (7 p)
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 25

si ottengono le equazioni seguenti:

am = » —t?;p v, lam (1 +- :,_‘j],? e—’nh'/) — ilo:" PRCD l)hv] +
+ )l;—‘(j by | 271 n e~ — g, :\;n n e—(’"—‘)’”’j ’
+ 5;_«'}’ byt bm zn n ey — bm “n n e-ten- |

ST . (18)
&Tm — A4J,; :’3: J. y [am (1 + z” e_mhy)__, U 2;,1 e_(zn—l)lw] -+

—f— 2 y i [am n et — g, znne Gore - 4)’“]

Fm — A 4i- 3y [bm -+ \‘n P mhv) —bm \‘n e-(en- uh/] +
A tv $ 3 .
+- 9+ y [lzm dane T —by, Man e-(’"-‘)h/] ,
2w 1 1

donde successivamente :
o (L — e g = G B0 (¢ — 1) (@ € — ) +
+ 2k 4 ) hye(an — e,
4;7 (1 — ) i == (4 3 ) (7 — 1) (am — am ) + (18

4+ 2 (2 4 p) h?’eh’ (am eh'r—dm)

A”m—[H"~Q’H)(€?"V—1)+2(XL ’W]e’”ﬂm+ ‘
[+ 3p)Ee—1 +2h+why e] ay, ,
Ay = (4 3p) (e — 1)+ 2+ p)hye™] am +
+ [+ 3 (e —1) + 2+ ) hy] €7 tm,
Aby =[(h+3u)(em —1) 4+ 20 + p) byl € bm +
. + [+ 8p) (e — 1) + 200+ p) hy e ba,y
Db =[(A+ 3p) (e —1) + 2(h + p) hy eM] b +
+ (A +3) (@ —1) + 20+ ) hy] €7 ba,
A '—.Zﬁ% i [(h A+ By (e — 1) — 4 (n + p) Iy ™).

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 4
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26 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

Le ¢,, +'s e quindi anche tutte le altre ¢ costruite secondo le (16), (16)
con questi valori delle funzioni a,,, b, @y, bm, sono convergenti assoluta-
mente ed in egual grado nel campo S, in conseguenza della convergenza as-
soluta ed in egual grado nello stesso campo della serie (17), e di tale pro-

o0 o0
prietd godono anche le serie }1_“%, ;c‘o_n,. .. e le altre che compaiono nel

secondo membro delle (13), come si verifica facilmente. Se, inoltre, U, V, W
sono finite, insieme alle derivate prime e seconde, anche su 5, di tali proprieta
godranno anche le ¢.

6. Con cid il problema & risoluto. Vogliamo perd ancora aggiungere
gli sviluppi seguenti che servono a completare la rappresentazione analitica
della soluzione. Supponiamo che in § sia:

(=]

U:Emje—” (amcosmw -+ f,senmw)d, (yp)dy +

0

oo

+ ij e 11=3) (@, COS M @ + B sen m w) I (7 p) d 7,
;

V=3 [3"7’ (D cosmw + fPsenmo)J, (yp\dy +
.
/120)

0

+ ¥m re~7<h—:) (@b cos m w 4 B sen m w) Jom (7 e)dy,

o
u
<

W= mee—’/z (2 cosm o + P senmw) Ju(yp)dy +

0
-3

+ Y | e=rtr-2) (Z;EJ cosMmw + E;,‘f) sen m w) Jn (y edy, /'

0

Avremo allora, supponendo che sia x=—=pcos®, 4§ = psen u:

1w ..
i ?2’“J 7 €7 [(emes— am=1) 0081 + (Burr — Bmoi)sen m ], (y p) d y —

1]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell'equilibrio elastico per un corpo isofropo. 27

<

1 T
———ECOSwae #h-2) g J, (yveydy +
0 .

1 v . Wh-2) [ " )
-+ ? ! 73_/ - [(a-mﬂ—‘”-m-'c) 0087ﬂw+(ﬁm+r~ﬁm-.)sen mw] Jm (7 P) d}/,

0
oV 1 T '
Gy = g elre I N dy +
0
1w [ .
—+_ E Em._'?e</8[—_(agl)‘?l + dﬂl i) sen mw + ( f)’l‘)*'i + 6)11 l) COS’”&)] ']'Wt(}’P)d'/ 7—
0
% sen mf/eﬁ(h 2 il J, (yo)dy +
0
o
T « [ —
’]L §" 2777J76‘7(11~3)[ ;‘;&’4—1*‘“;;;—;) senm 4-1-{—(5),&1 }}‘l) 1) Cosin b)] l]m 7P d}' *)7
0

BW————me/e"z a) cosmw 4 flsenmw)J, (yp)dy +

o0

TZmJ/e 1=2) (42 cos m w -+ B sen m ) Ju(yp)dy,

0

*) Basta percio osservare che:

d¢ 0 _ Cw __ _sent  guv _ cosw
a—-g;——-bosw a—?;—senw, aw._ . , ay_ :
, 2md,

Fytea==ntra P S )

20 (Y o) = Jm-1{y ) = Jm+1 (1 p)
e che quindi:

3%10 (ve)=—7vJ,(ye)coso, -aa—JJo (he)=~-y/L(yp)senw
aaw {cos mw Jm (v 5)} é [CO: (m—1) o Sy (1 g) — cos (m -+ 1) © Syt (v )} ;

% [cos m o Sy (y p)] - — {)— [Sen (m — 1) o Ju—1(y¢) + sen (1) o Jpg (v e)]

[sen mo Jy (y p)] = —Z {sen (m—1)o Ju—1 — sen{n + L) J,,,_H]

Sl g

[sen mo Sy (Y p)] = 77 [ cos (m — 1) o Jim—y *+ cos(m + 1) 0 Sut1 ] .
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28 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

nelle cui sommatorie m varia sempre da zero a 4 oo ritenendo perd nulle
le B con indice zero e le « e B con indice — 1,
Troviamo allora:

a
Gy — —é— (ey —i— ,39) —2 a((,'z)),

W= (a2 B B — 2 af),

b =] (B fo—-af) —2a) —26Y), (21)
W= (s — e+ Bl + B, — 24,

b = 5 (Bt — B — aflhy — ol — 2 60); |

mentre le w, e le 6, sono date dalle stesse formole purché si aggiungono i
tratti a tutte le « e a tutte le 8 e si cambino i segni agli ultimi termini.

Quando U, V, W sono dati sviluppati in serie nella forma (20), in S, e
le funzioni a,, b,,; @., b, s'intendono determinate per mezzo delle funzioni o
e f3 che entrano in U, V, W, dalle (19) e (21), la soluzione del nostro problema
pud anche essere rappresentata dalle formole seguenti:

Q]wzh'/(e—'/z-___ e/2) -} z(eth1—1) eV 2h=31 -} ¢13) |
(eehy__ 1 )2 l

= ' dy —a,cosmd, (yp) +

0

u—U+ 8

+ E [(am-H - am—i) COs m w —I" (bm+i . bm-l) sen n m] ']m (7 P) % +

wn

211(@'/:-—e'/(Qh'z’)—te(zl;',——z)l(;zhy—1)(6"3—!'6"“)2 —a,c08 0 Jy (yp) +

+ 5L | M dy

+ E [(am+1 - am-i) Cco8 M © + ( m+t T bm—l) sen m "’] J;N VP)

I
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 29

L+ 7 2he'2h7(¢—’/z_g'/z)_{_z(ezh'/_1)(87(2Iz-z)_Jr 6‘/3)
vV + 87w Jyd}l (e2hi—1)2 _“oseant('/P)+
0

F E [(bm+l + bm—l) Cosm w (a/nH + am—i) sen 77.7’ w] J:n (7 P) g +

m

N + 0 l 2]2(67"‘87(”1'3))—{—(/L—e)(eghy_‘l)(é’z+6—73‘)
8mp J/e’/d @h—1y g —daosenn J, (yp) -+

_i_

+ é\.; [(bn.+l + bm—l) COS 1 w — ((zm+l + um—l) sen in ")] J'm (7 P)

A+ o, oo [7e(er — et ‘
w— W —— m yz&—{— Try h:‘mJ{ o T )(a,,tcosmcu%—
0

(

+ b, senm o), (yp)d y,

oo
1 \ 1(2h—3) — 12 )
h) f Y (e ad) (@, cosmm ~+o,senmuw)J, (yp dy +

6: 2 = dﬂt- gzh'/—- 1
0
1§ [ (e — o)
\ et (¢13 — e-72
+ 5 X fy Py (@, COS M @ - b,, sen m w)J, (yp)dy,
0
nelle quali formole bisogna supporre b, =6, —=a_,—=a_,—=b_,=—b_, =0.

1. Caso in cui sut due piani limiti sono dati: L, M, N. Questo nuovo
problema si potrebbe facilmente risolverlo direttamente partendo dalle (8)
della (I.*) e facendo uso della formola che d& la funzione armonica e rego-
lare in S per mezzo dei valori che la sua derivata normale acquista su o
che & stata costruita al n.° 3; perd & forse pilt conveniente farlo dipendere
dal problema precedente coll’ osservare che le equazioni indefinite, derivate
rapporto a 2z, ci danno:

ou  A+p 090
A”ﬁ—l— m a—ia—z;O... (23)

Scrivendo, per queste equazioni, le formole analoghe alle (13) e notando
che le funzioni armoniche e regolari in S le quali su ¢ acquistano i va-

-IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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30 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

lori 2—3;, g—;, %l%, per le condizioni in superficie, cioe:
2 = = a
sus: L= 2;1(8/ m,), W= —24(37+ ),
N———A6'—2U-%1:>

; 0w

e SUg,: L:2y(2—.2‘—m._,), ﬂ[:?y(a—?—)—m,), N:/ﬂﬁ—‘zy?%’
sono identiche, rispettivamente a:

¢ n N A

T LT T
dove ¢, M, N indicano le funzioni armoniche e regolari in S le quali acqui-
stano su o, i valori di L, M, N dati su questo piano col segno cambiato, e
su g, i valori di L, M, N dati su s, col proprio segno, si ottiene:

au_ 7\+” 09ds ohde |
¥ Pt } axJa/ r+2ﬁ2"h+ )a é‘fﬁn_\
0 39 da 3 0 dG
— V. 2nh— A r
2” nh 2) oz {dt ¥ 2n—y f
FEaen 1 h*zl“lae -
- a P'an
T 0 (06 ds
-‘JL [(2 n 1) h + 2] P a‘f@ ‘C- Pon—1 % ’

bo W dul 0 (00de g b (064
il - \‘ = _
2z 2n m'+4 izf’y oL r ‘;‘”(2nh+z)’0y,[82rm
(24)

% ) @o ds 294
2]‘;;(2nh z)ay 5t T (h——z)ay &

-

01

+30en+ 1 h—]a 08 ds

a~7?lv—

R /e 0 (09 do)
— 2w |(2n—1 = ,  —1
21‘ [( " )h+z] (?y a(:?'zn—ls

dw ;)g____/_{)_._l—i—{l 04  a4p, (0 fo6ds
2 2 2. 2y 8z+4':u 9_2:J.8_ZI +
* I
& 0 (00ds . 2 (0h da
DN AR e |
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 31

Chiamando ¢,, ¢'s; $ny Y-ny $'n, ¢'—n le espressioni analoghe alle ¢ del
problema precedente, quando, nei rispettivi integrali, invece di 6, & posto

o8 le formole (24) possono scriversi:

’8—27
g'; —+® +7\+{Izn[2nh—}—)a‘m—l—(2nh+h—z)a¢“]
3 sm y an (

%:9(‘_ A )\—%—.U. ao+ + ]\V?J/l.
0z 2u. 2 2w 92 4wy = 0z i

Il problema & ridotto a determinare le funzioni incognite =,, ©. e le ¢
in modo che sia identicamente :

5ﬂ: (9_3@_@) RS

0z oy 0z 2u 0y
R Y S -

= alo Ta) tapmt (25)
i Sl 53w ) e S5 -l
=t o ) i st v

ed, inoltre, che le ¢ soddisfino alle stesse condizioni 2.% 3.°% 4.° e 5.° a cui
soddisfano le ¢ del problema precedente.

Delle equazioni (25) soltanto la terza & una condizione fra le ¢. Quando
queste funzioni sono determinate, le prime due delle (25) ¢i determinano, con
quadrature, @, e ©,, ed , v, w restano anch’esse determinate dalle (24) o (24')
per mezzo di quadrature.

Notando che

= S (Y ), (26)

Pultima delle (25) si pud scrivere

to eN
é:za%(kpn 4/71)—}—2102’}1 ’N—(l,bn f n) )Q_f U( _l_aag::; +a \)(20)
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32 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

Se ora poniamo:

@

=Y. | e (apm coSmw + Busenmae) Ju(yp)dy +

‘0

+ X 'e"/("“) (2, €08 M @ + [, senm o) I, (7 g) dy,
0 '
M= Y ' e 77 (sWeosmae + Psenmw)d, (7o) dy +

i

(27)

‘I‘ Sm

e~1h=2) (1) cos m w + B sen m w)Jm (7¢) d 7,

S g

[e o]
N=In le"’z (@' cos m w - BRisenmw) Ju(yp)dy +
0

G?

+ X #h-2)) (22 cos m w + B2 senm w) I (7 ) d 7,

<

si trovera

gi e 8 il 2—3 = zmj.e*'f‘ (0,0 €OS M & + b, 880 M w) oJ,, (yp)dy + (

v

(28
+ Xm 'e“ 1h=2) (q,, €08 Nt @ -+ b,, sen m w) J,, (7 p) d s

le funzioni w,, 6,3 a,, b, di y essendo espresse per mezzo delle funzioni «
e B, dalle (21). Se poniamo ancora, ipoteticamente :

x

bo == e cosm 4 by senm ) Ju ()4
: |

(29)
¢o= X "e-"(h") (@, cOS M w + b, senmw) T, (7p)dy(*),

0.

(*) Abbiamo indieato le funzioni indeterminate di y che entrano in ¢, M, N ed in

Yo, Vo, con lo stesso nome col quale abbiamo chiamato le funzioni analoghe che entrano

in U, V, W edin g,, ¢y, nel problema precedente, per semplicita e perché non ¢’¢ lnogo
ad aleun equivoco.
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 33

le altre ¢ saranno determinate, come le corrispondenti ¢, dalle (16'). Sosti-

tuendo allora, nella (25'), per le Yoy ¢ le espressioni (29), le analoghe
espressioni per le altre ¢ e, per . +— %Jj + 892 'espressione (28) ed ugua-
gliando, da una parte e dall’altra i coefficienti di:

e eosmod, (yp), esenmod,(yp),

=2l ecosmwdJ, (ye), e senmwl, (70);

si trovano le equazioni seguenti:

m a, = }'[am (1 _l_ 5\‘:77« e—?nh‘/) - (,l,,, 2" e (Zn—l)h’y] + \

— 0
+ 2 a [ " H” n e~y — (L Zn n e—(m-1)hy ] ’
! 1

M _/[ (1 + \‘Le mhy) b \‘1 e—(?n—-i)h“/]
A —f—,lL m m m 41_‘1 ‘l_

1
+ 2h / [bm _‘” ne enhy __ bm ‘-‘” n e—(en— i)h/J
1 1

A q_m —7 [ (" ( 1 + \'” e mh/) — 4‘;” e-(?n— 1)717] +

2nh ) i A
+2hya, _‘,L nemhy —q, ¥ ne-(n-ihvr|,

1

L S e e Rt

+ 20y 7 [ n u" n g=mh “‘bm .4” ne=tn ‘)h?] ’ }
1 1
donde :
Aa,= (e +2hy—Derra, + [ 2hy +1)—1]a,,
Aa,=[eM2hy +1)—1]a, + (€ + 20y —1)eva,,
Ab,=(e" +2hy—1)e"b, + [ (2hy + 1) — 1], g (30)

——

Ab,=[e" 2hy+ 1) —1]6,+ (" +20hy—1)e7y,,,
A L)y el ok 2.2 th
A— (5__—_76{’,1/ L e — 1 41 g o]

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. o
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34 Tedone: Suggio di una teoria generale delle equazioni

Il problema & cosi risoluto, salvo ad eseguire delle quadrature, e la ve-
rifica della soluzione si rende agevole, tenendo conto di quello che & stato
detto pel problema precedente.

8. Per completare la rappresentazioue analitica della soluzione, po-
niamo :
¢ = Emf —{/‘ (e cosma -+ B,senmao)J, (7p)dy +

0

I e—'/(h_—z —

+ _‘m (“m cosmm + Em sen m ")) I (7 f") d V2]

0

@
N
M=— N ' — (@ cosmae 4 senmw)J, (ye)dy +
i

Y

(31)
N e— —7(h—2) .
+ N [ (@D cosmw 4+ HMNsenmw)J, (yp) dy,
U!/
Y \ me_'/ b
v = }ﬂmf — (e cosm w 4- LR sen mw) J,, (y o) d 7 +
0 i
o2
+ mj (a( 2cosm» + B senm w)J, (7p)dy,
0

I

nelle quali formole s’intende che sia convenientemente modificato il termine
corrispondente ad m == 0, affinché !'integrale sia finito (*). Similmente, indi-
chiamo con una lettera con un tratto, o con due tratti, sopra, ogni funzione
armonica e regolare in S la cui derivata rapporto a 2z, o la cui derivata se-
conda rapporto a 2, & la funzione armonica e regolare in S rappresentata

(*) Per costruire, senza equivoco, per es., I’espressione di ¢, si pubd osservare che ¢
rappresenta la funzione armonica in S la cui derivata normale acquista su ¢ i valori L
e si pud quindi far uso della formola (10), in cui si sia posto:

@
]. 1 ~ 1 v
o 2L h ¢ = — — | g2k
[‘L (7'211 2n /L) d J L(rﬂn .[e nhy dY)da
0

oy Uy

Basta poi sviluppare — per funzioni di BesserL come in HeiNe (luogo citato) e sommare
2n

rispetto ad n.
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dell’equilibrio elustico per un corpo isotropo

Avremo cosl

dalla stessa lettera senza tratti
;;6 — 7\+P \\ [c Ql
u—Q—F—*_m H 4_ oo (znh—i—d) a +
oY 0 ,
@Cnh+ h—2) aq’x —ﬂ( 4,,1)],
= ;’f +‘I E [(Znh—l—z)a% 1 (24")
Vo 0 ,
t@nb+h—n’ =0 g g
Yy
0N 1 - X+4u 7\+l/
’”:_LJVEe— ;_:L‘Jzﬁ—l— e, h_‘ngbn,(* }
_L(@_@)_Lﬂ_ \
= gu\oy 0z 2u 0y
Adpie o - , ,
-4—,::"‘”[6 @2nhdn+ gn) + (2nhapn—4,,,)]
1 (0¢ aw_\ x ao
G’z——g—’( 8—} + (25")
) + (2nh¢'n—¢n)]
oN

A s

+ 4mp =

+oo
_‘n [ (Z nh 4Jn
(09

0w

6

h

=7

2))2

ESE
Snta (b H¥a) =52

+8z

)

!

i ’
= X W)

Queste formole, infine, sostituendo per le ¢ le espressioni (29) ed ana-
loghe ed eseguendo la sommazione rispetto ad n, possono porsi sotto la forma
s, bisogna inten=

(*) Se le 4y, V', sono rappresentati da integrali estesi a ¢, 0 ¢
- mt) de...

da, b n—f (
r 2n—1

dere che, in queste formole, sia
1
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seguente :

=

Y +52_

).

A4 F 2/}*’e2717(e75+ e—“/»‘)Jr-(e?h‘/—l)[(;'/(?h—s)_{_g'/z +z‘{(e”"2h“3'—e‘/~’)J
’d;' i 1" g—aOCOSo)Jl(yp)+

+ X [(Oots— i) COS M0 4= (Bypit:— b, 1) SERIM 0] J'"(yp)i +

ot ’Ol. . 2hy(eiierth—si 4 (bt —1)[él5 + o175 - (h—2)y(ets —e~17)] (
+ 87y fe”d;: (o1 ‘ |~ cosw J, (yp) +
0

F X [ g1 — W) €051 6 = (b s— b,,) senim ) J,,, (VP)S) ,

P i Qh’ygzeh/(e'/:—f—e“'/")+(82h7—1)ir87(2h_z:+e7z+z‘}/(e'/(2h-~*)_e'/z)] (
o 87?5/.'[d7 ‘}’(62}”—1)2 z—aosenmJ, (‘/Ig)—*—
0

_!_ zl)l [(_bm-ﬂ _,_ bm—i)cOSW“‘) - (am*! + am-l) senimm Ol’] Jut ()'P) ))*
Ao ® § 2hy(evs et 2h—2 )-|-(e2h/ — 1)[_673—{—(3—75—[— (7&—~z)‘[(675—e—73)]
F 87w fel /d;’ : ‘{(62]’7—])2 5 ——aoSenad, (“/(f) -+

0

+ Em [(gmﬂ +let—i)cos7"m—(‘;z);+x -+ (Zm—)SGn m w] J, (7 ‘;) 2 ,

1 4
W= u._+ 29— 2 27+

a0

+ A ,'L P h v fehy ez + e—/%

- in v _‘m. ety — 1
0

(@mcosm o + b, senmw)J,, (y o) dy.

B X -+ v ® 2% Y el (e—‘/z —_ 87:.) + (evzh*/ — 1) (e'/z — gifeh—z ) on s
87:(1“ fd“ (@ — 1) — @y sen w J, (yp) 4 ‘ (257)

0

+ Em [(bmﬂ + bm—l) CoOsm w — (am—H + am«l) sen m w] S (7 P) Z —

i
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Y lw [ 9 b v eht (e=1he3) — gilh—3) 2t — 1) (e~ — gv3 —
'Ufeh’/dy 1Y e (e j [ )+(e )(6 € ) __aosenmJM‘/P)'Jr

87w J Y (e?h'/ —_ 1)2

—[" E [(b_lil+i + bm—-l) COS M w — (a_mi-i »+- a_m_‘) sen m w] J‘m (7 10) z ,
1 (3¢ oM % 20
=g55(Fm 0a) tauga T
Ao i 27 (c”'/ (e=1° — 63y + (27 — 1) (¢/3 — ¢r(2h—2")

+ 8,‘,” _[d}' ((esh/_l)2 Z_aocosfu) ]1(7P)+
0
4+ N [(@pts— @pey) cOs o+ (byry— by ) senmw] J,, (7 p) g +

PN N . 27 Y eht (e—1 h—z) — e./\h_z) -+ (e?,t'/ —_ 1) (e—15 — 675)
+ 8 ,_U‘ ' et dy (e — 1) — (agsen » J, (y ) +
0

+ E;n [(amﬂ - a’m—i) CosS m w "{_ (bmﬂ - bm« l) sen m m] ']m (7 P) t )

hog) K
Ly, Je-’i—“fiw,,,cosmm+b,,,senmw)Jm<y Py +

2hy . 1
0

v [e’” (ev= + e7?)

_{— - _‘m e

(a,,, cosmae + b, senmw)J, (yp)dy (¥),

0

nelle quali formole bisogna ancora supporre by—=by—a_,—a_,=b_,—b_,—0.
8. Casi in cui sut due piant limili sono date alire condizioni. Con me-
todi analoghi ai precedenti si possono facilmente risolvere tutti gli altri pro-
blemi in cui su ¢ sono dati parte degli spostamenti e parte delle tensioni. Fra
questi problemi vi sono i quattro in cui tanto su o, che su s, sono dati:
1.° w, v, N; 2.° L, v, w, ovvero u, M, w; 3.° u, M, N, ovvero L, v, N;
4.° L, M, w. Per ottenere la soluzione di essi basta combinare in modo op-
portuno le (13), o (13'), derivate rapporto a 2z, e le (24), o (24'), e tener
presente che date ¢, e ¢/, sviluppate in serie, come dalle (16), gli sviluppi in

(¥) In queste formole bisogna tener presente che le am, bm, am, b_,,,, hanno un fat-
tore y.
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38 Tedone: Saggio di una teoria normale delle equazioni

serie analoghi di ¢, e ¢, sono:
W T Ye 2hy 1 hy \
‘#0 T | by ] [—— (6 + ) @ 2¢ am] COS M ® +
v

[ (€ 1) b 28, senm o] T (7.6) d
(82)

22}
, \ ~ e ‘/(h—:.:( o
Vo= n %z'h/Tl ([_ 2eMa, + (e 4 1)a,]coemo +
0

+ [—267b, + (¢ +1)b,)senmaiJ, (7e)dy,

Questi valori di ¢, e ¢/, si esprimono facilmente con serie di derivate

delle z, rapporto a 2 e possono ottenersi eguagliando i coefficienti nelle due
parti dell’ eguaglianza

4+

S ®
u”_zg(?n4?n):
-— 0

L
S

0
'5—: (Ln_ﬁbn)

!
8

Oltre ai quattro problemi precedenti, altri venti problemi si possono ri-
solvere con uguale facilitd, e ciod quelli in cui su uno dei piani, p. es. su 6,
sono dati: u, v, w, o L, M, N, ovvero una delle altre sei combinazioni
sopra enumerate, mentre su ¢, sono date altre condizioni, prese sempre fra
queste combinazioni, ma non identiche a quelle date su c,. Per risolvere
questi altri problemi bisogna auche servirsi della formola che di la funzione
armonica in S per mezzo dei valori che questa funzione acquista su uno dei
piani e dei valori che la sua derivata normale acquista sull’altro piano, e
della funzione di GreEx corrispondente, di cui abbiamo discorso al n.° 2.

Fra tutti questi problemi sono degni di speciale menzione i tre in cui
su ognuno dei piani sia data la componente normale della tensione e le com-
ponenti tangenziali degli spostamenti, o viceversa, perché per la loro solu-
zione, non & necessario ricorrere a sviluppi in serie di funzioni speciali.
Servendoci, infatti, di una proprietd delle equazioni della elasticita, rilevata
dal prof. Somieriana (¥), si possono costruire, partendo dalle soluzioni dei pro-
blemi analoghi, date alla pag. 13 di (L*), e relative al caso in cui il corpo

{*) Sul prineipio delle immagini di Lord KELWIN e le equazioni dell’Elasticita, Rend.
dell’ Ace. dei Lincei. V, XI, 1.° sem., s, 5.2, fase, 4.°,
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 39

elastico & limitato da un solo piano, infinite soluzioni del problema dell’ela-
sticitd, con riflessioni successive, nel senso del prof. SomreLiana, rispetto ai
piani ¢, e 5, e con queste infinite soluzioni si possono, con metodo alternato,
costruire le soluzioni dei nostri problemi.

II. ProBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTICO # LIMITATO
DA DUE SFERE CONCENTRICHE,

1. Funzione di GREEN e funzione armonica. Su questo notissimo ar-
gomento diremo quanto basta per procedere sicuramente nei nostri calcoli.
Supponiamo che le due sfere, limitanti il corpo elastico, abbiano per centro
comune l'origine delle coordinate, e indichiamo con s, e 7, le loro superficie,
con I,, R, i loro raggi rispettivi, e sia R, < R,; mentre indichiamo sempre
con s l'insieme di o, e o, € con S la porzione di spazio da esse limitato.

Se A= (z, y, 2) &€ un punto interno ad S e (£, », ) un altro punto
qualunque di S, poniamo:

=TT T =V T

lpeosow=—=x%+ yq -+ 2§, r:\/l’—{—p’—QlPCOSw

che sono le notazioni gia altra volta adottate. Insieme al punto A, conside-
riamo la serie infinita di punti: 4,, 4,,..., A,,.... che si ottengono pren-
dendo successivamente i reciproci di A prima rispetto a ¢, e poi rispetto
a g, e che cadranno alternativamente all'interno di o, ed all’esterno di o,.
Similmente, consideriamo la serie infinita di punti: 4’,, 4',..., A'4,... che
si ottengono prendendo successivamente i reciproci di A prima rispetto a o,
e poi rispetto a o, e che cadranno alternativamente all’esterno di o, e all’in-
terno di o,. Tutti questi punti, com’e noto, sono situati sul raggio vettore
che va al punto .4. Chiamiamo poi /; ed »; le distanze di A; dall’origine e
dal punto (£, », ¢) e con U, »'; le distanze di A’; dagli stessi due punti.
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Avremo evidentemente :

l, 357 lzZ(RQ—\',l,n., lﬁm :(i‘)mla l:’nﬂ 3_{R‘ )W-I_E_f’.”

l R I _\ﬁe— A
, R: R\ , Riom, Re \2n R ;
=5, zEZ(R_:) - zm:(R_;) l lw.:(g,‘) . (33)
?‘i:\/p’—{—lf—Zlip(}OSw, 7"i:\’l§+p?—2lip(‘,05w. /

Per note proprietd dell’inversione, quando il punto (£, #, ¢) & su oy,
si ha:

1 Ri 1 1 R 1

—_— T — —— gy sy —_— T -— 3 v .

r { Pan lan Ten+y ?
1 R 1 1 R 1
—_— o= 8 e e n iy el I
Y I r's " en—1 l’2n_l 7 2n ?

mentre, se il punto (&, 5, ¢) si trova su o, si ha:

1 I 1 I R 1 .
7 T 7"y ? ’ 720 T Uon 1"2111-1 ’ !
1 el 1 R o1

— I = —— g ey - = —

7 e e 21 l2n_y 720

Se poi, scelto comunque il punto (§, n, &) in S, ¢ 4 che cade su s, e quindi
{—=R,, si ha:

lzli, lg—_:lvg,-.., li:lli—l,-..;

’ ’
P==11, T3=70"1y.e0, ri:ri-,,...;

mentre se A cade su o, e quindi /=2R;, si ha:

l:l',, l'gzh,..., li:lz_i,---;
’.:r’l’ 7',2:7.‘,...’ 7.2':1'1'—1"-'
La serie

_Jﬂi_&(i_l_ﬂ l)_(fﬁ\”(i_ﬁ Iy ‘
- {1 R \9e L rs Rl} 74 T 5 o

_R1 R (&)"(L_R' 1)
1 1y ‘T‘” Ry T2n lon Ten+t _
R [1 R: 1 R/l R: 1

i R o Fe ob) IR

"y Is 14

1 ‘T‘” R Yo .1 len.1 Fon i
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¢ tale che i suoi termini, considerati in S come funzioni di &, », ¢, sono tutti
dello stesso segno e sono funzioni armoniche e regolari. Per quello che & stato

. 1 . . .
notato, su s, si riduce a — mentre su 6, si annulla identicamente. Kssa

stessa quindi rappresenta una funzione armonica e regolare in S derivabile

termine a termine un numero qualunque di volte. Di analoghe proprieta gode
la serie

‘ R 1 Rif{1 R, 1 RN\ (1 R: 17
A N X — = = —~) — )—

R \r's U2 173 2 1”4 Us 7,‘5
R 1 % (Ri\n 1 R: 1 ) é -
— =, — ¥ — . = = 39
I v A}‘ (Rz ) (i'lzn Uan 120+t ( )

Re ?‘?, (R2 n—1 ( 1 R 1 )
= ’l 7 — ’ ’ M
I T R, Ten_y U2n_a 120 /

;o . . . 1 .
g’ si annulla identicamente su s,, mentre su 4, diventa eguale a e Ne viene

che la funzione di Greex relativa al punto A ed allo spazio S, nella forma
pitt ecomoda per 1 nosiri caleoli, sara

G:,l—.—y—g’- (36)

Per la derivata normale di G, si avra, su o,:

(o)== o+ S ) S —
0o )e=n R T E\n T i (37)
. R: \“"n (Il’z )”" R — l'f;in_.] ,
l '1" Rl 7'15)&_1 y:Rl
e sl G,
A =L
o lo=n, e 7 1 12 2t (37)

Iy w (Rl. )n"i RS — 13,1_4] . s
— ” -
! ‘T‘ R 7':2”1_1 o— R,

La funzione ® armonica e regolare in S che acquista valori dati su s

Annali di Matematica, Serie III, tomo X 6
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sard quindi rappresentata dalla formola

2 2 (Rs
47’.'(1):' [(R QJ‘ +2‘n( ) Rl -n)f
R2 3 H'?\n'i 9 ( (l:
S (B e 47 ]
/ (38)
1 ) da @ , N )
Cplmen vt (e

0®
2, Notando che, se ® ¢ una funzione armonica, tale & pure !

) R‘ 7n—1
)‘/1( ) R3 -
1 “"\R. (B

l':n—) q)ﬁd ]
- J 1211 1

Ty

’ ri-

¢l

sulta subito che per costruire la funzione armonica e regolare in S la cui
derivata normale acquista su < valori assegnati, basta costruire la funzione
armonica e regolare in S che acquista su ¢, i valori dati per la derivata
normale su questa superficie moltiplicati per R, e su ¢, i valori dati su o,
per la derivata normale moltiplicati per — R,; dalla funzione cosl costruita
si dedurrd la funzione cercata con una quadratura. Abbiamo intanto:

nt @[ =S (n T e [ 5
S (B @ ) T
—(Ri—l’)jg—: %* };(R ) (B —Lin )U d: fc
B (22 42
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e quindi
47 = cost. —j [Rz_lz>ff;‘z 05;‘ .
+ ":”(Rl) (s — L) 37:1 flgr -
= B ) = [ 2 (39)
gt g s -
R. R N

_—-_m‘ -n—i s 7 dd do ]'
l 21‘”(Rl) (R1 lm—l) dn 7’m 1

a1

Il primo degli integrali che compaiono in questa formola & certamente
finito; per mostrare che tale & anche il secondo, notiamo che:

lim[(R*—l)JZ;’ ‘“+J( )(R )[‘” d“]_

1=0 r3 dn 3,
liz

1 &S Bl)n do
—_ R\ Bkl -
—Rz [1—**‘/_1‘)1(122’] dndo‘,
. R g (R \"-!, 5 , fdo de
— i AN B pR— i —_ b—
111201 i ‘i/"n\Rx) (Rl l'n_')J dn ¥3n_t

1 Ja (RBeNV Y] (da R[)
3. d 3, T qs
132[/-‘ (Re) ] dn " Rz[1+“(R ] dnd

e che, per Desistenza della funzione cercata, bisogna supporre

—d +J_da=0

7 02

3. Per maggior chiarezza dei calcoli futuri aggiungiamo le osserva-
zioni seguenti,
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Tutanto:

(B — &)

- (EL)M {( Bi—EF) @ “mm:wﬁ;.t‘_m
R 32) ] ‘ \/(%%}m R4 —2 (ﬁ; )‘m R, lcos f;

. R\l (R \\4#» s (_l_(f
~(fe:) [ (&) —’2]1 YE
R —'l/n ‘)f([)vzn- -

:&[52 ( ) 32] Mw#ﬁ‘?"‘»
fi o 2 \/(gj) B2 412 ﬁQ(RZ) R,lcos:nd

[ )] o
Bt o {){() i

R doc R {, By 1+ ds
— — I = = 3
{ R ln_,,)J m—x R [Z (Rz) Rd},’ ® I‘zihz ’

dove abbiamo posto:

V]
rzn = R"
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Con queste posizioni la (38) pud scriversi

S Y e
ez

de R:\ R\t 3 s 5
Jols =5 () ] [

© B, \n 8 dae
- n ¢ 2 '
A (P ) [l (R-z) R2]J q’rgn_lz
In secondo luogo ricordiamo che ogni funzione armonica e regolare al-

I'interno di una sfera avente il centro nell’origine pud rappresentarsi con una

serie convergente assolutamente ed in egual grado nell’interno della sfera,
della forma

(3%)

+im g |

clvs

m Xm (x) y) z)

dove X,, (x, ¥, 2) & una funzione armonica, omogenea in x, ¥, 2 di grado

intero e positivo m; che, similmente, ogni funzione armonica e regolare al-
I'esterno di una sfera avente il centro nell’origine pud rappresentarsi con una
serie della forma

%}m X—(»H—i) (x7 y’ 2‘)

dove X _(,+y (¢, ¥, 2) & una funzione armonica, omogenea in x, ¥, 2 di grado
intero e negativo— (m + 1); che, infine, ogni funzione armonica e regolare
nello spazio compreso fra due sfere concentriche aventt il centro comune nel-
V'origine delle coordinate si pud rappresentare con la somma delle due serie

] & -l“oo
Em Xm (37, Y, z) + %‘"' X‘(m+‘) (x7 Y, Z) - ;m Xm (x7 Y, Z)
1} —_—w
dove X,, e X_,, conservano il precedente significato. Se, anzi, poniamo:

ds \
4 - Bl f‘p — Zim X-("t+’)(’c7 Y, 2

v

8

__l2 2, . . (40)
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la funzione ¢ data dalla (38') sard anche rappresentata dalla formola

2m-(—l — Ut o ]{“::m“ PRI p— R‘;’m-{-l

¢ = _-4"’ R mt [Pt X—(’”’H) —}— 2‘”' Jrmt R‘gm.{.i — lﬁmq_l X’” * (38 )

U

Osserviamo, infine, che la funzione lgl

mezzo dei valori che questa funzione assume su s, ovvero si pud ricavare

si pud costruire direttamente per

eseguendo sulla (38, o (38"), I'operazione laaz - Paragonando gli sviluppi

A
in serie di / 5~ che cosi si ottengono si trova subito:

o1l

— R}0® do
4 = FEn ¢ 13 =

_ @ (@mA (R Repnti= 2 X —[(m 1) Ryt m R X4

T & Rt — Ilhm-H

0 3
R—p(0¢ do ’ (1)

4= o¢ 18

g

& (DR m Ry X, —(2m A D) Xy

- 0”‘ R:7'1+l___R2m+l |
le X che entrano in queste formole essendo sempre quelle che compaiono
nelle (40). E con I'aiuto delle (40) e (41) & facile trovare delle espressioni
analitiche per la funzione armonica in S che acquista su una delle superficie
sferiche dati valori, mentre sull’altra acquista dati valori la derivata normale.

4. Caso in cui sulle due sfere limiti sono dati: u, v, w. Chiamiamo
U, V, W le funzioni armoniche e regolari in S che acquistano su s i rispet-
tivi valori u, v, w e osserviamo che:

l?—R?)vae%~:x(l2——R%)J‘9%J,—(lz—R’;)aa/ J A

I

R\ s Ry m do__ - Ry \in 0 E

(&) [ B [eogr =] — (i) "2 |
. R\ .1 0 do

+[l _(E) R‘}@_x P ! (42)

s e el o]
+[( )Rz—l]axf Fen_t /

' . N . . . . . . . . . .
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dove le formole non scritte sono relative agli integrali analoghi estesi a o, e
a quelli in cui £ si muta successivamente in y e & Se, per brevita, po-
niamo poi :

4z Ré——(l’~Rx)f9 = 4anen:[2 ( ) H&rm
4ane-n:[(Rf) R’—l’](f’

ay

4nRo,=(R—1)[592, 4R, :[(E?)ml?i - z]J 5 27,

run 1

R T on
" e " (43)
4nR99~.,,—:[l (Rg) R]f =
do
4 R{?o—[6—7 47:R|30n—J.9 K 4 R?—n~—[6r2,1 .
4:1?»(?'—‘ 4z R,¢ :[0 da, 4= R —J
2re 2 n . | ! 80 - Y21

le solite formole (5) ed analoghe di (I*), nel caso presente, ¢i daranno:

U—““ z6 + x6 + (I*— Ry 3i°+ \

+ 5 () e+ (3] "m0 5%
—% (R—)n [x . [(%)mm—le] aa(pa':”] + (44)
L, - (B — ) 893;0 +- 2: (%)"[m 6 [(&)R

~5 (gi )n [x 6+ [ _(%) R _'? ” *). |

7\+u(
P

(*) E utile pel seguito tener presente che la quantiti in parentesi { } & una espres-
sione della funzione armonica e regolare in S che acquista su s i valori « 0.
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Le altre due formole non scritte si ottengono da quella seritta con lo scambio
di v, Uy x,in v, V,yeinw W, ez

Bisogna ora cercare di determinare le funzioni incognite 6;, 6,, 6_,; &,
Gny 6-n} 9oy... in modo: 1.° che le serie che compaiono nei secondi membri
delle (44) sieno convergenti in S e tendano su ¢ a valori finiti; 2.° che cia-
scuna di queste serie sia armonica e regolare in S; 3.° che fra le § con i varii
indiei e le corrispondenti ¢ passino lo relazioni seguenti :

_a.,zzza“"urvo, 9,.:218“”%%, 0n=21

09 n
? +5P ny

(49)

81{10 abn

o1 +¢-m

4.° che le ¢ e ¢' con indici diversi da zero sieno legati alle ¢, (2, y, 2) e
¢ (x, ¥, 2) dalle seguenti relazioni:

]?2 en ‘RL’ 25 ]{2 2 R) 2a
en (X, Yy 2) :(]1’1) Po “F)n ) (]f )’/ ) (P“{)z ] )
) li,l [ .]i_,)m R% (l‘)j)ﬂn R ‘/ (ﬁ)ﬁ)“n Ei%
TP (1{ 2ONR) E\R) B

z }’
(@ Y, 2) = (” )y (ﬁi’«' (Hi)g" Iy
AR VA IR (VAR VY (1?) ’

5, =212 ¢ ,,:21”’"+%, Y

(45 )
¥ o & ) l:([_{E)Zn &% (1{1 2n I{" ?/ R()?" H"
TR TR 1&) O\R) Y
® che, infine, risulti identicamente soddisfatta 1'equazione
aU ov oW 3h45mn 4w ,00
R Tl P it P |
y 1. £ ] 2 " "
it {3eo+za’° +2z‘3 °+_,N(R) (3en+z & Lzz“ )_
"% Bl 8 6 n
— _)n (—H—) (3 B_p + 1 ) (46)
‘ 0 6% 8 CP 0 ’ 04 9 n)
I —
+3907 01 +-‘"(R)(36 + l 31

x

—L(ﬁf) (30_n+l“'—”+2l )

1

/

Si verifica facilmente che, sotto queste condizioni, le (44) rappresentano
la soluzione del nostro problema.
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Per raggiungere il nostro scopo osserviamo che, dovendo essere ¢, una
funzione armonica e regolare all’esterno della sfera di raggio R,, si pud
sempre rappresentare con una serie della forma

[e2]

%o = %m X_(m+1) (47)

mentre, dovendo ¢/, essere armonica e regolare nell'interno della sfera di
raggio R, si pud rappresentare con una serie della forma

(P 0 — Zm m 9y (47 )
essendo le X_(,, v e le X, funzioni sferiche, solide, armoniche, le prime di

ordine negativo — (m - 1) e le seconde di ordine positivo m da determinarsi
in modo che sieno soddisfatte le precedenti condizioni. Avremo allora:

& R \imm 0 Vi en(m +1) ] \tm+d
on — %m (-‘Tt) X_(,,,+,) y $—n— Zm( ) (1-?1) X_(,,,+.),

/ = (R pnimtt) , o [ R\nm [ Rg\emtd .
‘Pn:‘%‘m (E) X,,,, ?-—n—}_,m(Pz) ( l) Xv,,,,

50 = };m (2 m + 1) X_(m+i) ) Op = Hm (2 m + )( ) X—(m+1) y

(477)
@ R en(m—+1) [ \2m e
6_71 — .;:‘m (27” + 1) (']—l)i) (7):) X_(,n+|);
R Y en(m 1) ,
6y = Non(2m 4 1) Xy, == S (2m + 1)(”‘) RS o
0 0 L2
(o) 5 |2m 41
6" ‘\_‘m (27’” + ]*( ) m(]?l)m Xny /
0
ed anche, notando che
0 - : 0 X1 . @
a—(-U(ZX_,)—O ossia  —= —_FX—"
. . 7 . 3 —
per cui i termini che contengono X_, in «6, + Z’Q—I’r— ed in %’;ﬂ £0N0
Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 7
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50 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equaziont

nulli :
A A4t
u=—"U— _HJx&—{— _tjz.r I)J(R‘)X_ +-
% Rém—l — Jem—1
+ A }T‘m (2 m + 1) R—?’W X_(,,,-H) +
= ]?;—’!m—i — Jgmt , R§)71+3 — 2m+3 1 X_ )
% jem+43 —— R2my3 | P, \2m+3
_ 2 ¥ AR kf SO Soblod
‘-1 x ‘3‘9’)1 (2 m -I" 1) ]?3”1*_3 — R‘I’”‘H‘s ( ) Xm + (48)
- R _R’i‘m—i Iem43 - R2m43 -;r"“fi 0 Xm
: 2 —._l_. 1]
+ %m [l I3m=1 — Rim~a 2 REn+s — P 3]( l ¢ x z
X sz’m-ﬂ — [2m4d
0 — %‘m (2 m + ]) W‘TRI"—"; X—(mH) +

RS R— ]f‘i’m"'i (]l)‘z)i”“'1
+ Hm 2777+1)m T

m

in cui, ancora, le due formole relative a » e w, non seritte, si deducono da
quella relativa ad u con lo scambio di », U, z in v, V, y e in w, W, =
Poniamo ora:

U - %“m [Im + %;m U—(m—l-l),
V= gm Ifm —I— gm V—(m+i), s (49)

Y O
IV: %m I/I/m + 20‘171 W—()n+|)1

/

dove le U,,, U_(,+1),... si possono ritenere note; sostituiamo nella (46) i va-
lori precedenti di U, ¥V, W e i valori delle ¢ e ¢ dati dalle (47), (47") & (47")
ed eguagliamo nella (46) i termini di grado m e quelli di grado — (m 4 1).
Ponendo anche:

a U;n"'l m"‘l a Wn"f‘l

0 U_,,, ou_,, | 0w,
+ a Dz ) @—(m+l) —_— ?

+3y+3z

@m
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dell’equilibrio elastico per un corpo isolropo. - 51

avremo le equazioni:

R

0,=X,, X_,=-'X,
2u0,— .
—pmaY (On FL)ZmA+8) I +p)  (2m+ D[(m+3)x t (m+5) 1)
— A — (1) { Jim43— Rima3 1{-‘;7:4 1___Ri‘m+1 S—
_RmiX, ((m+D@2m L3 R3O 4p)  (2m+1)[(m+3)A4(m +5)p])
2 Rim+s— Runss Rim+t— Rmt §’ (50)

l M+
2("(E) 6-("1'!-1):

m(2m—1)A+w)  (@m+41)[(m—2r+(m—4p])

=[mm! X (mt1)

Rz(RiJ’"'_‘ --—R‘f”"_i Rgm-f i_.R?m-H
—_RmnX m(gm—l)(}\f{f‘) _(@nA1D)[m—2)2+(m—4)p])
m R'll(Rgm—g_ ]{fm—i) ﬁ2m+1_R-,n+1 S

nelle quali I’indice 2 varia da 1 ad oo. Risolvendo le equazioni precedenti
rispetto ad X_(,+,) ¢ ad X, si trova:

By

oneo, X—t:Teo
AXv—(mﬂ):
—9 g m(2m —1)(x+v) (2m—+1) [(m—2)7\—|~(m——4)y.]“& et
L(R*m. A_Rl/n 1) R-m+1 _R‘Zm+1 ! ) L
9% (m+1)(2m+3)R3(A+v)  (2m+4-1)[(m+3)A+(m+5) U]z o
—ep R2m+3 B“m-N R°m+5___R°m+, ) —(m+1)y
A X, =2u m@m—1)(+s)  @m+1)[(n—2)%+(m—4) ] g o ) (B
A Xy= (RZ(B /:L—i_[{zm 1) REmat— Rima m—
g VA DA @+ Dln+ 3G Sy 1
{ R~m+3_B2m+3 R2m+,_R°m+1 ) R - (m+1)y
(Rt Remi { m(m+1)(2m—1)(2m—+3)(h+p)?
A= (R" F Rl )( (Rgm-f-a_Rfm-g-a)(Rgm—i_R%M' 1) +

. @nA LI+ D0 42+ 4500420 ! _
(R:m+ 1_R%7n+1)2 /

Per essere v (2 4 2p) >0, A non si annulla mai per nessun valore in-
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52 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

tero e positivo di m e per nessun valore di I, tale che 0 << R, <R, (*). Cid
mostra che i] problema ha sempre una soluzione ed una sola. Per assicurarsi
della convergenza delle serie che compaiono nelle nostre formole, nel campo S,
basta paragonarle alle serie:

& [Rirm+ &
z;n (T) my k™ E")—(m+1)
u 0

(*) La dimostrazione di quest’asserto ¢ alquanto faticosa, Si pud pervenire allo scopo

ragionando come segue,
Per mostrare che A non si annulla mai, sotto le condizioni indicate, basta mostrare che

di questa proprietd gode lespressione
— (R2mHl — R+ (i 1) 2m — 1) (2m + 3) (A + p)2 +
a
+Rm 412 [m(m 4 1) (A 4 v)2 + 40 (A + 2 )] (RI#H3 — RIndS) (R2m~1 — R2m—1), ) (@)

Ora 'espressione (a) per R, = R, si annulla, mentre per R, = 0 é maggiore di zero. Basta
quindi dimostrare che l’espressione (a) diminuisce continuamente al crescere di &, da O
ad R,, ossia che la derivata rispetto {ad R, é sempre negativa qualunque sia m e per

0< R < R,. Questa derivata é data da
(2m + 1) RIm—22 R2(R2W41 — R2mtl) gy (i + 1) 2 — 1) (2m + 3) A + )2 — )
—@m+ L [m(m+1) 0+ )+ -
+4u (A +R0)][(Rm + 3) RE(R3—1 — RIm=1) 4~ (2.0 — 1) (R2m+3 — R2m+3)), ’

La quantita in parentesi { |, ponendo Ry = R; ¢®, a meno dol fattore /22m+3, si puo scrivere
2 (e 4100 — 1) 1 (i 4 1) @i — 1) (2 70 4 3) (- 02— 2+ 1) [ (m + 1) O+ 0)° +
+ e Q2] [+ B) (@15 — 1) (20 — 1) (el — 1)]

e, sviluppando in serie gli esponenziali, a meno del fattore (2m —1) (2m + 1) (22 4 3),
si pud anche scrivere

— i:,l% [m(m 4 1) (A4 w2 [2m+3) -1+ R — 1=t =22 m + 1)—1] +

+ 46020 (R 3t 4 2 — 1P,
Questa formola, osservando che .
-1y —
@i+ 8yt @m— 1yt =2 @ma Dot 5 (N @ e o
(= 1p=imi — 2 >0,

dimostra completamente il nostro asserto,
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 53

le quali convergono, per ipotesi, in modo assoluto ed uniforme fra !> R,, o
alle serie

@D, 0 2m 1
Zm 91}1) “m (_l)
5 TR

Ot 1)

le quali convergono in modo assoluto ed uniforme per ! << R, e questo pa-
ragone si fa senza difficoltd. Infine, i vari termini dei secondi membri delle
(44) e (48), convergeranno su ¢ a limiti finiti se di tale proprietd godranno
le derivate seconde delle serie (49), il che certamente si consegue supponendo
che i valori di #, v, w, dati su ¢ ammettano le derivate del prim’ordine al-
meno, rispetto a due parametri che individuano i punti di .

5. Caso in cui sulle due sfere limiti sono dati: L, M, N. Partiamo
dalle equazioni:

‘U.

50 (. au\ . 9 (.90 9 [ ow\ \
la‘z+9:az(laz)+ay(la—z)“La_z(laz) \

e scriviamo, per queste equazioni, le solite formole fondamentali, conservando,
ancora per un momento, la funzione G di Green:

o e |

du I (0udG

It ‘aM/dG )‘+|U 00
lﬁ_4n apd_nda—i_éln 0o Wdo— 2w x(la—l_+5)+
(00, )40, (53)
+8W:J.fg 939+9)d1zd"

Se ricordiamo che le condizioni in superficie, ora sono:

AT I AT A T
swo D=0 gt (g e fr e )
S, =R TR TR R T TR

e chiamiamo ¢, M, N le funzioni armoniche e regolari in S le quali acqui-
stano su ¢, i valori di L, M, N, dati su questa superficie, moltiplicati per — R,
e su 5, i valori di L, M, N, dati su s,, moltiplicati per R,, le (53) potranno
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54 Tedone: Saggio di una teoriu generale delle equazioni

seriversi :

ou ¢ dG !

laz —_2_1’« 8T f[k&i—l—?y(mm-—n, ]dn Hry
A4 p 20 PN T (”36 )dG (53)
2 x(\lal +6) 87wy 2 “de [ dn do, &

e si tratta dapprima di determinare 5; ®,, ®., w, in modo che sieno soddi-
sfatte identicamente le equazioni:

li;—{— 3633( g;t)—*_@_/( g_)_{_aa_%(lg_i;)’ (
\

15 nl= A58l

Poniamo percid:

(65)

Bo (R Q— 75 \
f= Zm @m+1) T — [ X_ ey +

et R-Iu.{.i 1{2 2m+4
+ Aaﬁm ( m + ) R3m+1 —_ f{l‘lm-:i (_)

my (
Rom"*'i — Jem+t
B; — (2 m + l) W Yz’) (m+1) + \

I R 244 R‘z SM+1
-t _‘n (2 m —I— 1) RT—I—_('—") iym

o i\ i=1, 2, 3.
Avremo allora, per i risultati del n.® prec.:
IIEJ”[MH 2 u (@1 — @ £)] Z—gdo':
_‘%E—%g(&) [ X_, +2p(y Yooy —2 Yoy )] + ’
+ ¥ Sm(ZmA-1) % Do Xotmtn + 20 (Y YVoyomin — 2 Yoguey)] + | (57)
(S BmEn e, |
+2u (’o‘ Ysé_ ;m) . aYz,a_zm+1 )] +
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dell'equilibrio elastico per un corpo isotropo. b5

x» 2n+3 ]gm..a e 2m3 .
+ 3 @m U e s (7)) e Xt 20y Vi — 2 Vi) 4

]> P43
Jrn 4 Pmi , D3 — RIsY  Ravemed [ 9 X,
—{'_ z/n [ )m 1 R.I,m__i RZ ]?;.;ll:+3 - ]gfm_'_:;] (T) [)\ 8 x + (57)
a YS m a Y2 m
¢ — ! .
+2 “( 7y 7z )J

Ricordiamo poi che, dovendo essere :

O+ 2p)8°+2p(§ﬂ—a—m’):o,...

0 0z Oy
sussisteranno le relazioni seguenti:
251.R,(2Y9,0——_’I/Y3,0)——2p.l(z oy 1 —YYs_ )= \
aY"v .
=0+2na( X —RX); —=— Yy, i=1,23

0X. (m+1) + 9 u (3 Ys,_(nLH_) 81", m+i )] —

(Rému o R;’"“) [)\ @ - 8 m

. 0X_
. Rim it 2m (m+1)
—2<z+y>[( i — R “>_ax 1
_} (2 m + )(Rl)m+1 x (R M4 X . lzmu X (it 1)]

Ry Ra)em+t
—(2m + 1) (—‘171)3—— 22 X, + 2 u(y Ysy—2 YVap,)] +

REm 1
+@m A D)= e Xy + 26 (y Vapogueny— 2 Vo), | 8

(R mad Rl 8Xm 9 (3 Ys,m . 0 YQ,m)J —

0y 02
=21+ ) [(Rgmﬂ — Ramar) & 0 Xm

0

+

+ (2 m '+‘ 1) 2 R e Xm—'_l?m-‘_1 X—(m+l))] -

{ﬂm +4

(2 m __l_ [)\ X Xm ‘I‘ 2 - (J Y3,m 4 Y2)m)] —’[_
+ (2 m -+ 1) Jem -1 [7\ J‘X,(m-H) + 2 1 (:l/ Ys,—(mﬂ) — &L o (mt 1))]7

7n:':17 2,..., X0
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56 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

e le altre che si ottengono da queste con permutazioni circolari di z, y, z e
degli indici 1, 2, 8. Per mezzo di queste relazioni, I’espressione (57) si pone,
facilmente, sotto la forma

41—7:][7\05-{-2;1(1337) ]d do=)62+ 2u(m,y —m2) +

O

32— R (R I — Ry R -
()7”‘)12 R'f-m(zJ Rz—lf‘]”z'(*lX-HFR‘A“)JF

G 1 . Rgm—i — Z?m—-i
+ 2 ()‘ + l‘) idnl ]{im+i . ]])‘i)m+1 [Z Rém-i _ 1{‘.;»; T

]1)5""*'3 — 2n43 o N aX._(m+l)
s 3 2 ML sy T TV )
R ___M(R Rpmet) =202

lff:.;r):_*_g_ j{:m.,s

+@2m4 1)z Z;,:,;o (Rt X, — im it X-(m+l)>] +

© I?sm_',i lgm—-1 [{’;'m—i
1 - - = _
2 ()‘ AU) AIIWI (H‘zm_i_i 1{%»1,’_1) lg):)+1 [ : 1{3»:- 1 1{‘.‘7» -1

. Rz 48 — ] Ve J[(R’m H__ R m+1) a}*m _

2 Rgm_,_:; {"m+3

+(@m A1) (Rmet X, — lmos X.W«))] ,

ed altre due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente: &, 5, ¢;

Ty Y, 25 Ty B2y Gy
Gli ultimi termini delle (53") si costruiscono anche facilmente, osservando

che dall’identith
00 & m R 4 (m 1) 2t
13—1 + I== %‘m <2m + 1) i 1f3m+1 E_ Rf’"*‘i X‘(’”“) +

\d (/m -+ 1) Jem+e “+m I{%m+i o \2m+t
+ %:n (2 m + 1) B‘-’m-{-i . ]f?m-}—l (Z—Z) Xm _

1])"7n+1 — lgm—l-i

(2m + 1) WX,—M”&) -+

ety ]{‘.;;1141 Il)‘Z\ MM 41 -
+ a&m 2 m + 1) Im+1 . R‘fnrfi( f A m 3y
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 57

risulta :
(ngu-i - Ri’m*—‘) -X/—(m+1) —

: 2mt1
— [ Ry (nk ) B X g+ (2m o+ DB (59)

(Rymtt — Rt X7, = —2m 4+ 1) P X0+
+ [m RimHt 4 (m -+ 1) RemH] X, .
Applicando quindi i risultati del n.° prec. agli integrali:

1 09 dG
47, 5(93—;+0)datd

e sostituendo poi nelle (53') le espressioni relative alla (57') ed analoghe, si
trova :
Atp

A dh
al:2yt——2u€x~‘—mgy—|—mez— 2}!‘ x(lm+5)+

7\+y.x—lX_1+R2Xo_7\-{—.U‘__w_[ls—ﬂf &)?_
+ 2(.!, Io — By - N Rﬁ—lz"i‘ /
l— R | R
Re-—}l&] T BX) +
)\ 1 Rg_m—l___lgm-i ,
+ =5 .4m (2 m + )WX—MM T

Y-

_szwm—zﬁ“%(&ym+fxgj—+

R2m+3 R R2m+3 l \53”)

T [ ki 2

2 " __‘m ]]);,,_ ]B),,, 1 1 R~)m+3 — ]l)fm+3 a o —_—

aX—(m 1 2m + 1) qu+1 x 211 2 -
—2 P, w+ ) —2 (1)(""14'1 R2m+1) Jemts (R2 ni X,,,— femrts ‘X—(m+4))] +
pRus A4 p < Jem—1 ‘;m—i o Jemts R‘-:fn+3] R \2m41 aY'm
+ 9 u. 41.47'”-[ ])’m 1 le— 2 Rgm+3 _ R‘I’m-e—g, l l a -
X @em<4+1)zx ) .
2 a wm 2 (Rgm‘H. R R%)n+i) 12 (Rf i Xm —_— 19)11+1 A—(m-{—i))] ?

{

Le altre due formole relative a » e w si deducono da quella relativa
ad ¥ scambiando ciclicamente ¢, M, N; @1, T, @ «, ¥y, 2

Annali di Malematica, Serie III, tomo X, 3
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58 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equaziont

Sostituendo ora le (53 ') nella prima delle (55) e facendo uso delle citate
relazioni fra 6; w,, ®,, @, si trova:

oMm om 0 (,00
LGt =0tnly, (1) +9)+

+30-+y)(l—a7+9)+(31+2p)6+

N 6 13 9l =4 R
AR [1%;—1313 - (B — Ry zJR’ £ —
. 6 B3 3(2R:+ R —4 R R) 1
( + ) [133 — B (R: — R 1 ]13‘
) S m(2m—1)R5m=t  (m+1)(2m+3)R?
_Jm( R:m 1__ R"m 1 R;m+3 Rim_,_s

m(2m—1) Rt (m+1)(2m+3)1:] o, ,
- [(P?:)a—i__],zivn~l)lgl,7+l + ]?2»:_'_3_13%;;;_’_3 RZ771+‘X nll -

X_i+

+ ( 1 l?m+x]X () —

160)

{"m_H

—204) S it Aty _ iR ~H[2 m--1)Ri+

o e ‘({‘E_Rf)]—zw+‘[‘zm+ (4 1)(2m4-3) g+ (It — R”]LL

1{3»1—1_’_R‘i’m-—1 \)°:l/+3 R.’m+3
X, Ry o+t | )
+2042) S g | B [2m 4 DR

R’m:
n m(sml—l)lfzm—imé— ;>]_z,,,,+1[2m+ (m+1)(2m +8) R+ 13— RY) ”
{2»1 1 —_—_— 7 . [

- __R?m 1 R:é:ro+3_ R‘fm_*_;

Se poniamo quindi:

e

b

m € + ‘-Am e —(m+1)y M = " 9)2,” —|" m W (m+1)y

~bes
OLvs

N = %“m 9}m + ..dm %_(",H) )

» o Q‘?ﬂ’*’ a §Dzm+1 a f(‘m (61)
O/n i a w" + a +1

ae_, oﬂ& N,

@m —_— A _ ,
(n+1) 5w + 7y —+ 72 j
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 59

ed eguagliamo, nell’equazione (60), i termini di grado m e quelli di grado
— (m 4 1), si oftiene :

By = (67 -+ by LK \
=30+ ) (g — ) B Ko — \
—30 +p) (R?—Rng - Qéjéjffi)ié Xony,

0 =00+ 2p) (-E_%)—“Ri X, —1X.),
R+t — Bp+t) 0, = — [2m (m —1) 0.+ ) + . 62)

F2m 4 1) (324 2] (1 X ey — B X,) +

(m +1)(m+2)(2m~+3) RE™+4{ Ri— R} -
(o D EREA TR B Xy R,

N N l 2m4-1
Bt — B ()" O =[—20n+ 1)+ D)0 4) +

+(@m+ 1) (31 4 2p)] Xy — BIMH X)) +

. (n—1)2m—1) R \(Ri— Ej N
+ 0+ :’-)m(m (%g',.ifi_é‘iwli)é%z D (b X g y— B 1X),

La seconda di queste equazioni richiede che sia
B X, —1X_,=0
od allora dalla prima ed analoghe delle (58) risulta anche
R Yi—1Y:.,=0, i=1,2,3.
Questo risultato mostra che i termini di grado — 1 in 6; o, ®,

sono identicamente nulli.
Inoltre la prima delle (62) ci da

o
Y=rrag 193)
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60 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equaziond

Infine le ultime due delle (62) c¢i danno:

AX,”:[2(m—f—1)(m—|-—2)(1—]—‘u)——(2m—{—1)(31+2p)——

- m(m—1)(2m—1) R (R; — R,)J
(7L + H) (Iigm-i — [ﬁm_i) R_zg 9»;

—[pmem—note+ent ety —

(m + 1 ﬂl + 2) (2 m —J(— 3) Rim4a (Ru R’) 241
- ()‘ + H R‘)m+~; R‘!m+32 []?2) @ (,”_,_1)’

3 X gy =20+ 1) +2) 0+ )= (2 + )37 +20) —

- m (7}’L — 1) @em— 1) Rt (Rg — Ri?) Ry \emtt
(n + H) (R =R Y R} ]( 7 ) 0,

|emm—no+ 0 +en+nELt -

m + 1) (m-+2) (2m - 3) B+ (R:i— R}
—( I—I— AU) ( Rgn(t_’_s_ Ri?n_*_; ( ‘) @—(m-l-l) )

(64)

dove

A=02m -+ 12314 2p) (r+2p1) +

R
T mn )1+ 2 [ G D DRI ]

Come nel caso precedente, si dimostra che A & diverso da zero, per qua-
lunque valore intero e positivo di m, per essere 34 + 2u >0, > 0. Basta
evidentemente limitarsi a dimostrare che di questa proprietd gode l'espres-

sione

(2m—1)(2m - 8) (R R:)*™ 1 (Rs — R})? .

4 I (Ré’m+3 — R‘lzm+3) (Rgln-i — Rim—i)

Determinate cosi X,, ¢ X_(,1,), resta deteminata 6 dalla prima delle {56).
Per determinare @,, ®,, @, si sostituiseano le (537) nelle ultime rela-

zioni (55). Tenendo conto della re]azione —[— 222 + 6(9”3 =0, si trova in-
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 61

tanto :
3w oM oM 2 7 i 20
N ay—Tz‘Jr(ya‘z_zay“”*("+*‘)(ZW+6)_

\ 1 R\ [(m 4 2)(2m - 3) (RS — % )2+
\ —_— ]
.._.()\+ P)'Tm R;l"+1—1b)}"l+i ( ! ) [ 1€2m+3__R-:m+3

2ul

+2m*—m —4](Rf/"+1Xm —
65
Pmt1 X (m—-l) Qm—— )(RLR2)2’”*‘(1€§—RT) ( )
—_ —-(m-l—l))+ (/ ""‘P‘) ‘_‘m R+t R')m" 1 (Rom P ’”‘-1)12'"4-1 +

—2m—Bm + 1] (R X, — 11 X 00)

Le altre due formole, relative a ®, e m;, si deducono da quella scritta per
disteso, al solito, permutando circolarmente ¢, M, 9; x, y, 2. Dividendo quindi
per I, integrando, col notare che la funzione arbitraria introdotta dalla inte-
grazione, dovendo e:sere armonica e regolare in S ed indipendente da I, si
riduce ad una costante, che, per essere

S R U

oy

i termini di grado zero in ®,, ®,, v, sono nulli e quindi esiste una funzione
armonica e regolare, a meno di una costante arbitraria, in S, della forma

b

J‘dll (8 N —aﬁj (**)

T \7y

(*) Basta percio osservare che

4]

f(zJ[—yN)do:[(wtcoszzz—chosrzy)dc=
(]

ed eseguire la integraziene rispetto a g, tenendo conto, che, in virta del teorems di re-
ciprocita delle funzioni sferiche, un solo termine & diverso da zero.

(*¥) Nel caso contrario, come risulta considerando lo sviluppo in serie di funzioni
sferiche di una qualunque funzione armonica in S, con l’integrazione si introduce un

termine della forma f— == log I/, che non & armonico.
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62 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

si pud serivere :
di(oN oM ? 3 di \
2‘”":J7(3‘r%)+(/a—z—zr) @t ot trwe—

1 Ro\#+i[(m + 2) (2m 4 3) (B — R)) 2"+t
—( ) N .1’” R'm+r——13—‘;‘m—ﬂ (_l) [ m (RFs — [ees) +

2m2—m —

4], o
m+1 ](R’m-H X — 1" X ugy) +-

(m—1)(2m— 1) (R Ry (B — B \

— (7 S _
(/‘ + V) ‘T‘mﬁénwl — R:m—u [ (m + 1) (R‘im—‘i — Rim~1) Jamtt
2m2t+5m—1 ,
- —’"*———] (Byh X, — Jovte X_(mw)} + by,

m

indicando con k,, h,, ks tre costanti arbitrarie. Osserviamo ancora che, nelle
formole precedenti, possiamo supporre nulli i termini di grado zero in 4,
poiche 6, nelle (65), comparisee soltanto sotto segni di derivazione. Possiamo

~

T dl . . .
quindi ritenere che anche ¢ rappresenti una funzione armonica e rego-

o

lare, ben definita, in S.
Restano ancora da determinare u, v, w. Possiamo percid cominciare a no-
tare che le {53") si possono scrivere:

ou ¢ o A+ou (06 + u .
7\—}— e (m+1)(2m 1) e n
_l_ 2uy' %m Rzm— ( EZm-H (Rz +(X _Zz + X—(m+1))+

7\ + v 2Qm + 1

5y me:ﬁ{—‘zﬂL

(m+ 2)[( Ry Ro)Y( Ry H— R 1) 123 ( By—RY) | 2({3_2)2'"-\‘-1
(Rgm—f—a__R‘.;m—i—:;)lg ‘ 7

A+ & m—1

l?m-&—{(‘[.:gm-f‘i ]ﬂu +1)_ZB(R1 ) m—i(RZ_R?)] i
( "m —__ R m - 4)lom-§ 1 a x
A& m -+ 2 [l2——

+

(Rimﬁ' iXm_>l2m+‘}(_(m+1))+

v

(53’//

——

(Rim-{-i“{m_ lzm+1 X_ (m4 1)) __l_

+ 2 . d”’ Ptm-(q — R‘.’m-ﬂ

.

(R1R2) (RVm+1__R7m+1)+ Jem 3(R2 ) Ra\2mt+1
— RQ;};+3 R1m+3 \ l a

. . . . . . L) ’ . . . . . . . . . . .

(Rf)n-* ‘AKvm_lim-‘- 1X—(’”+ i)).
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 63

donde, dividendo per ! ed integrando, si ricava:

qu_fdl sg—x—fedl —Qp(—Jmsdl fm,dz)

— O+ i+ A+ )X, +
+ (l —l‘ (A) o 2::‘)/)1 2m + 1 (R;"L-H Xm _ lzm-l-l X—(m-l’-l)) +

R‘:m_“ . R;”H_i

@ 2m -+ 1 2
+ (Fw) ”ZW[E—}_

(i + Q)12 +3( Bi— R2)— (- )(Rle)Z(R;'”“——.R?’"*‘)] (132‘

2m4-1 ) ,
_*_ —‘) (Rim{.i}\m_

(1) (Ry"+8— RI™¥3) 2 l
— X ) + (7‘—1-#)2(; m:f —R}h"-ﬂ [—— ml; T+ (69)
M RSB+ )RR D2 (o,
m(m — 1) (Rt — Rim-1) o™t ox
— PN ) + () Sm ﬁ% [— f,—z +

p ()RR (R R — (o )1+ Ri )](R

(m + 1) (m + 2) (R)"F3 — B"F9) !
— bt X—Wi—*)) + ku

‘Jm+1 ) .
) a (Rim-H‘Xm_

Su queste formole facciamo ancora le osservazioni seguenti. Poiche

e 1Qdns i = e

RJ a5+ - ’?d dea 0

possiamo ritenere che [dT@ rappresenti una funzione armonica e regolare
in S e ben determinata; poiché i termini di grado —1 in ¢; »,, »,, @, sono
nulli, le espressioni %J 6dl; —;fml dl,... rappresenteranno delle funzioni

armoniche come sopra; in ®,, @,, @, son contenute le costanti arbitrarie A,,
hs, hsy finalmente, k., k., ks come funzioni biarmoniche e regolari in S e
indipendenti da ! sono costanti arbitrarie.

6. Casi in cui sulle due sfere limiti sono date altre condizioni. Ser-
vendoci, opportunamente, delle formole (48) e (66) potremmo risolvere, senza
grande difficoltd, i problemi in cui, sulle due superficie sferiche, sono date le
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64 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni, ecc.

componenti degli spostamenti secondo uno degli assi coordinati e le compo-
nenti delle tensioni secondo gli altri due assi coordinati, ovvero le compo-
nenti degli spostamenti secondo due assi coordinati e le componenti delle
tensioni secondo 'altro asse coordinato. Ci potrebbe percid giovare il tener
presente qaello che abbiamo fatto in (I") per risolvere gli analoghi problemi
per la sfera piena. ‘

Con procedimenti analoghi ai precedenti si potrebbero risolvere anche
tutti quel problemi nei quali sulle due superficie sferiche si danno condizioni
differenti, ed analoghe a quelle gia accennate pel caso del corpo limitato da
da due piani paralleli. Bisognerebbe allora far uso della funzione armonica
che su una superficie sferica assume dati valori, mentre, sull’altra superficie
sferica, & la derivata normale che assume valori assegnati (¥).

Ed infine accenniamo anche ai problemi in cui sulle due superficie sfe-
riche sono dati gli spostamenti normali e le tensioni tangenziali, o viceversa,
le tensioni normali e gli spostamenti tangenziali, od anche su una superficie
sferica gli spostamenti normali e le tensioni tangenziali e sull’altra le ten-
sioni normali e gli spostamenti tangenziali, che si possono risolvere tenendo
presente il procedimento da mnoi seguito per trattare gli analoghi problemi
per la sfera piena, nell’ ultimo paragrafo di una Memoria del Circ. mat. di
Palermo (t. XVII, 1903).

(*) Oppure, ancora pilt semplicemente, si potrebbe partire sempre dalle (48) e se-
guire il metodo generale tenuto dal THoMsoN, che consiste nell’ applicare metodicamente
Posservazione evidente che qualunque funzione biarmonica e regolore in S & la somma di
una funzioné armonica che in superficie acquista gli stessi valori della funzione biarmonica
e di una {unzione biarmonica che si annulla in superficie. Se, p. es., sono dati i valori
degli spostamenti su o, e quelli delle tensioni su ¢y, i valori di Up, Vin, Wy sono sol-
tanto in parte determinati. La loro determinazione completa si otterra sottoponendo le
funzioni biarmoniche 202 -+ 2w (lg + By — By z) , ... ad assumere dati valori su g,.

Per soddisfare a queste condizioni si costruiranno le funzioni biarmoniche precedenti e si
trascureranno i termini che si annullano in superficie fino ad avere una funzione armo-
nica, Il problema allora sara semplificato e facilmente risoluto.
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Sopra le serie di funzioni analitiche.

(Di Guuseepe Vitau, a Voglera,)

Un problema molto interessante dell’analisi & quello di determinare le
condizioni che si richiedono perché una serie di funzioni analitiche, conver-
gente in un campo connesso, sia in tutto il campo una funzione analitica.

Dopo il classico teorema di WEikrsTRAsS su questo argomento, altri con-
tributi notevoli troviamo nei lavori dell’Arzerd (*) e dell’Oscoop (**). Un
teorema dell’Oseoop (***) ha ricevuto una nuova dimostrazione dall’Ar-
zELA (¥*¥**) ed 10 (*****) basandomi su questa dimostrazione ho potuto facil-
mente renderlo pill generale.

In questa Memoria io dd nuovi risultati sulle serie di funzioni analitiche
che mi sembrano abbastanza interessanti e siccome una delle basi principali
& costituita dal teorema di Oseoop da me generalizzato, ne riproduco la di-
mostrazione completa, premettendo anche i concetti fondamentali sui quali si
appoggia la dimostrazione e che sono dovuti al prof. Arzrri.

(*) V. C. ArzELA, Sulle serie di funzioni, Parte 2.2 § 18. (Memoria letta alla
R. Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna nella sessione del 27 Maggio 1900.)

(**) V., Oscoop, Note on the funclions defined by infinile series whose terms are
analytic’ of @ complex variable, ecc., § 1, Theor. I. Annals of Mathématics, Second séries,
N.ro 1, October, 1901,

(¥**) Ibidem.
(¥#*%*) ArzrLA, Sulle serie di funzioni analitiche. Nota letta alla R. Accademia delle

Scienze dell’Istituto di Bologna nell’Adunanza del 30 Novembre 1902,
(*****) G, VitaLl, Sulle serie di funzioni analitiche. Rendiconti del R. Istituto lom-

bardo 1903.

Annali di Matematica, Serie III, tomo X.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



66 Vitali: Sopra le serie

CAPITOLO PRIMO.
SULLE VARIETA DI FUNZIONI DI VARIABILE REALE (*).

§ 1.° Sia
G={u@)]
una varietd di funzioni u (x) definite in un intervallo finito (@, b), tutte com-
prese fra due numeri finiti / ed L. Sia inoltre v (x) un’altra funzione soddi-
sfacente alla stessa condizione. Se per qualsiasi quantith & positiva piccola a
piacere esisteranno infinite funzioni u(x) della G per cui

vir) —o<u(x)<v(r)+d
si dird che la v (x) & una funzione limite della varietd.

§ 2.° Supponiamo che la G ammetta una funzione limite » (x) continua
in tutto l'intervallo («, b). Allora, prefissata una grandezza positiva 7 piccola
a piacere, si potrd determinare un segmento ¢ tale che in ogni (ratto d’am-
piezza ¢ dell'intervallo (a, ) la v () faccia un’oscillazione minore di ; - Le
infinite funzioni u (z) per cui

G G
v(x)—§<u(x)<v(x)—}—§,

faranno in ogni tratto di ampiezza ¢ un’oscillazione minore di s. Possiamo
concludere facilmente che «se la G ha una funzione limite continua e

TG,y 02’ T3¢0
sono delle quantitd positive tendenti a zero, esisteranno dei segmenti

&y 52, €340

Gl) Gg, G;u )

ciascuna sottovarietd della precedente, tali che una funzione di G, fa in un
tratto di ampiezza ¢, una oscillazione minore di o, ».

e delle sottovarietd di G

(*) V. ArzeLA, m. c. Sulle serie di funzioni, Parte 1.2, III, § 2.
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Al funzioni analitiche. 67

§ 3.° Supponiamo ora che siano verificate tali condizioni e dimostriamo
che se le funzioni di G sono comprese fra due limpiti finiti ! ed L esiste una
funzione limite continua di G.

Sia w, (x) una funzione di G, e supponiamo che non tutte le funzioni
di G, cadono nell’intervallo

[, () — 302,y u (2)+ 3al].

Sia u, (x) una funzione che non soddisfa a questa condizione. Supponiamo
poi che esista una funzione u, (x) che non cada completamente In nessuno
degli intervalli

[w. (®) — 3o, u(x)+34a]
[t () — B oy, us(x)+ 3a

e cosi via di seguito.

Sara impossibile ottenere in questo modo infinite funzioni.

Supponiamo che se ne ottengano infinite e indichiamo con #,,: un punto
in cui le u, () u,(x) differiscono fra loro per pit di 3¢,. Sia X, un punto
limite dei punti

x;,“ Q},,,, x4,3 2 e e
Nell'intervallo
A}

( 0o % ’ Xo + Z)
cadranno infiniti di tali punti. Siano dessi
Liys,y Ligs,y Ligs, e (83 < 8y <83...)
Indichiamo con G, la varieta
Uy Usy Ugyy s ..o
Sia X, un punto limite di

. xsn"’z? xs”s“ xs‘,s‘ s
Nell'intervallo

( 1 %’ X| + %‘)
cadranno infiniti di tali punti. Siano dessi

Bogriy Toprsy Tagrys e (11T <Tae )
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68 Vitali: Sopra le serie

Indichiamo con G la varietd
Us )y Up,y U,y U oo

Sia X, un punto limite di

x"'ﬂ"e’ x"l”‘a’ xrl"‘; ter
e cosl via di seguito,

I punti
Xoy Xy X0t
ammettcranno certo un punto limite X. Nell’intervallo

g1 £y
(=% x+3)
cadranno infiniti di tali punti. Siano essi

Xv,, AXM, ij"O (V|<V2<U3...).
Nell'intervallo
€ €
(x—% x+3%) M)
cadranno adunque completamente tutti gli intervalli
(X——4— X,,.+i4‘-) G=1,2 3..).
Le varieta o
le sz Gya c e
sono ciascuna sottovarieta della precedente e segue percid subito che le fun-
zioni
uy|’ u”z’ u". L

sono tali che per ogni coppia di esse esiste in (1) un punto in cui differ:-
scono per pil di 3,. Ma allora in tutto 'intervallo (1), che & di ampiezza e,
esse differiranno fra loro o due a due per pit di o,, il che non pud acca-
dere restando esse comprese fra i limiti finiti / ed L.

Dobbiamo dunque concludere che ciascuna delle funzioni di G, cade com-
pletamente dentro uno degli intervalli

(ts 3o, u;+ 39y

(=1, 2, 3... n)

Uy Uy Uge ., Uy
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di funzioni analitiche. 69

essendo un numero finito di funzioni convenientemente scelte di G,. In uno
almeno di tali intervalli cadranno infinite funzioni di ogni G,.
Sia tale l'intervallo

(ux — 39, y +3 Gy). (2)
Sia G'y la varieta delle funzioni di G, che cadono completamente in
esso. A questo G', apparterrd una funzione w, tale che l'intervallo

(#:—3 6oy Up F- 3 53),
e pill precisamente nella parte comune ad esso ed all'intervallo (2), cadono
infinite funzioni di ogni G, .
Sia G'; la varieta delle funzioni di G, che cadono completamente in
esso ed u, una funzione di G'; tale che in

(;/‘73—363, ;3‘*‘ 3 6;)

cadono infinite funzioni di ogni G,, ecec., ecc.
La successione delle funzioni

Uyy Ugy WUsyoon

converge manifestamente in ugual grado verso una funzione v (x) che sara
una funzione limite della varieta.
Ora poiche
[v () —un | << 30x

e poiche¢ in un tratto d’ampiezza ¢, la u, fa un’oscillazione minore di o,, la
v (x) fard in un tratto d’ampiezza e, un’oscillazione minore di 74,, ossia la
funzione v (x) & in tutto I'intervallo (@, &) una funzione continua.

Dunque :

“ Condizione necessaria e sufficiente perché una varietd G di funzioni com-
“ prese fra due limiti finiti, ammetta una funzione limite continua é che corrispon-
“ dentemente a certe quantita positive tendenti a zero

@

Gy, G2, 53...

b ’

“ esistano dei segmenti
{3

“ o delle sottovarieta di G
“ Gy, Gz, Gs...

“ ciascuna sottovarieta delle precedenti, tali che una funzione di G~ faccia in un
“ tratto d’ampiezza ¢, un’oscillazione minore di on.

€1, 2, €2...
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§ 4. Se le funzioni di una varietd G sono tali che per ogni s piccolo
a piacere esista un tratto ¢ tale che tutte le funzioni di G facciano in un
tratto d’ampiezza ¢ un’oscillazione minore di ¢, si dird che la varietx G ¢
ugualmente continua.
B manifesto che una varieta G egualmente continua di funzioni com-
prese fra limiti finiti 7 ed L ammette una funzione limite continua.

§ 5. « Una varieta di funzioni sara ugualmente continua se i rapporti
« incrementali di tutte le sue funzioni sono compresi fra due numeri finiti
«le L.»
Invero se u (x) & una funzione della varieta, se x, 2, sono due punti del-
lintervallo e se inoltre, p. es,, |L|=]!]|, sara

R =1n,
ossia
lu () —u (@) | =|2,— 2 || L].

Il che dimostra appunto che, se noi prefissiamo un = piccolo a piacere,

2

A le funzioni delle varieth G' hanno tutte

in ogni intervallo di ampiezza

una oscillazione minore di .

§ 6. Se G & una varieta di funzioni continue che in un intervallo (a, b)
hanno sempre la derivata compresa fra limiti finiti 7 ed L, essa & ugualmente
continua, poiché certamente i rapporti incrementali in (a, &) delle sue fun-
zioni sono compresi fra i limiti / ed L. Se inoltre le derivate sono continue
le funzioni di G sono esse pure comprese fra limiti finiti purché ognuna di
esse sia in qualche punto compresa fra due limiti finiti fissi. Basta infatti
pensare che le funzioni di G sono gli integrali delle loro derivate e che un
integrale non pud fare in un intervallo una oscillazione superiore al prodotto
del massimo modulo della funzione che si integra per I'ampiezza dell’inter-
vallo. Concludiamo che

“8e G & una varieta di funzioni derivabili le cui derivate sono continue e
“ comprese fra limiti finiti / ed L, ammettera una funzione limite continua, purché
“ ciascuna delle funzioni di G sia in qualche punto compresa fra due limiti finiti
“ fissi. ,,
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§ 7. Questi risultati si possono estendere facilmente alla varietd di
funzioni di due variabili. Cosl noi potremo anche dire che

“8e (G & una varieta di funzioni reali di due variabili le cui derivate rispetto

“ a ciascuna delle variabili sono continue e comprese fra limiti finiti / ed L, inoltre

“ se ciascuna di dette funzioni é in qualche punto compresa fra due limiti finiti
“ fissi, allora la varietd ¢ ammette una funzione limite continua. ,

CAPITOLO SECONDO.

APPLICAZIONE DELLE PROPRIETA PRECEDENTI ALLA DIMOSTRAZIONE
DEL TEOREMA D1 Oseoop AnrLiaTO (¥).

§ 1. Sia
¢1(2); 92(2)yeve Pn(2)y.-- («)
una successione di funzioni analitiche convergenti in un punto 2z, =, 4 7 y,
di un campo connesso C nel quale esse sono monodrome ed hanno i moduli
delle derivate minori tutti di una grandezza M.
Indichiamo con
Uiy Ugyo s Unyoos (1)
le parti reali e con

vi’ Ug,... Un,...

i coefficienti dell’immaginario delle predette funzioni analitiche. :

Le (1), convergendo nel punto (z,, y,), restano ivi comprese fra limiti finiti,
inoltre in tutto C hanno le derivate rispetio alle due variabili che sono con-
tinue e comprese fra — M ed M.

Dunque le (1) ammettono una funzione limite continua u (z, y .

Sia

Up,y Up,yooe Up,yoos

una successione di funzioni (1) che converge in ugual grado verso u (x, y).
Le corrispondenti funzioni

Uriy Uryyove Oryyeee (2)

(*) ArzeLA n. c., Sulla serie di funzioni analitiche e VITALI n. c.
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ammetteranno una funzione limite v (x, ). Sia
U,y Vs geos Vs gese

una successione di funzioni (2) convergente in ugual grado verso v («x, y). Le
funzioni
Ps, = s, + 2o, s, = Us, -+ 1:?232, cee

convergeranno in ugual grado verso la funzione u (xy) + ¢ v (x y).
Dunque nelle condizioni poste esiste nella successione («) una successione
parziale convergente in ugual grado verso una funzione analitica monodroma

in tutto C.

§ 2. Siano ora
Ui (2)y $2(2)y.-. g (2),...

delle funzioni analitiche monodrome in tutto un campo connesso C nel quale
restano in valore assoluto minori di una quantitd fissa M.
Sia 2, un punto di C e si ponga

wle)=[4@)ds n@)=[h@ds...

Le
91 (2)y 92 (2)5. -
si trovano manifestamente nelle condizioni delle («) del precedente paragrafo
e percid esiste una funzione analitica ¢ (2) verso la quale converge in ugual
grado una successione estratta da esse
95, (2)y 95,(2) 5+

Allora la successione

Vs, (2) = s, (2), ¢, (2) =g, (2), . ..

converge in ugual grado verso la funzione analitica ¢’ (2).
Si pud adunque dire che
« Se

“ Aﬁb!(z)’%(z)’--'

« sono delle funzioni analitiche monodrome in tutto un campo connesso C,
« nel quale restano in valore assoluto minori di una quantita fissa M, esiste
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« una funzione analitica ¢ (2) verso la quale converge in ugual grado una
« conveniente successione di quelle funzioni. »

§ 3. Siano ancora
$u(2); 2 (2),- - (M

delle funzioni analitiche in tutto un campo connesso C, nel quale restano in
valore assoluto minori di una quantita fissa M. Inoltre supponiamo che la
successione (I) converga in infiniti punti di C aventi un punto limite nell'in-
terno di C.

Manifestamente esiste una sola funzione analitica ¢ (2) verso cui conver-
gono in ugual grado successioni estratte dalla (I), perché due funzioni di tal
fatta dovrebbero coincidere in tutti i punti di convergenza della (I) e quindi
completamente. Ma io dico di piut che la (I) converge in ugual grado verso
tal funzione analitica.

Diffatti se cid non fosse esisterebbero per un ¢ abbastanza piccolo infi-
nite funzioni (I) che in qualche punto di C differiscono da ¢ (2) in valore
assoluto per pid di e. Tali funzioni soddisfane a tutte le condizioni delle (I)
e per esse esiste quindi una funzione limite §{z) verso la quale una succes-
sione di esse converge in ugual grado. Siecome le funzioni di tale successione
differiscono ciascuna in qualche punto dalla ¢ (2) in valore assoluto per pin
di ¢, Ja 6(2) non pud coincidere con ¢ (2). Cid & contrario a quanto abbiamo
prima concluso.

Dunque la (I) converge in ugual grado verso i (2).

. § 4. Segue dai precedenti risultati che
se la serie

file) + 1.+ -+ (1)

i cui termini sono funzioni analitiche e uniformi in una regione C' del piano com-
plesso, soddisfa alla condizione che per tutti i punti di C e per tutti i valori di »
si ahbia

[fi(@+ @)+ + (@) =M,
M essendo una costante fissa, allora esiste una o pit funzioni analitiche verso le
quali convergono in egual grado successioni estratte dalia successione

8. =Fi@) S:(@A=1(2) +fu(2),...
Su(e) =i (2) +fil@) + - - fald);e. )
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La condizione che noi abbiamo ora supposto soddisfatta dalla (1) figura
anche nell’enunciato del teorema di Oseoop gia citato e noi potremo chia-
marla condizione di Osaoop.

Questa condizione di per se sola porta l'esistenza delle funzioni analitiche
limiti della successione (2), secondo che & stabilito nella citata Nota del-
’ArzeLk sulle serie di funzioni analitiche.

Se la (1), oltreché soddisfare alla condizione di Oscoon, converge in infiniti
punti aventi per punto limite un punto interno a C, allora la (2) ha una sola fun-
zione limite verso la quale la (1) converge in ugual grado.

L’Osaoop per arrivare alla medesima conclusione fa delle ipotesi piu
ampie e cio¢ suppone che la (1) converga in un gruppo di punti uniforme-
mente denso in C.

CAPITOLO TERZO.
LE SFRIE CONVERGENTI DI FUNZIONI ANALITICHE.

§ 1. Teorema: « Se in un campo T di uno spazio S, ad m dimen-

m
« siony sono definite infinite funzioni continue
« Uy Us o (1)

« e per ogni punto di T esiste un numero M tule che in quel punto tutte le
« funziont (1) restino in valore assoluto minori di M, esiste in ogni porzione
«di T un campo parziale C pel quale esiste un numero positivo K tale che
«in ogni punto di C le (1) restano in valore assoluto minori di K. »
Dimostrazione.
Siano
A,y A,y 4,4, ..

infinite quantithd positive crescenti e tendenti all'infinito.

Se i moduli delle (1) non resteranno in tutto 7' minori o tutt’al pi
uguali ad 4,, potrd trovare una prima funzione u, la quale in un punto al-
meno di T ha il modulo maggiore di A4,. Essendo w, continua, vi sard un
intorno di quel punto in tutto il quale & |u, |> 4,. Sia 7', questo intorno.
In esso la |u, | avrd un limite superiore finito e si potrd quindi trovare un
A,, per cui in tutto T, sia |u, | << A4, . Se in T, non tutte le |u,]| sono
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di funzioni analitiche. 75

= 4,,, potrd trovare una prima u, per cui in un punto di 7'\, e quindi in
un campo T, interno a T, & |u,|> 4, . Sard n,>n,. Ma jo potrd tro-
vare un A,, per cui in tutto T, siu [u,, |<< A,, e se non tutte le [u, | sono
=4, in tutto T, avrd una prima u, (n;>n,) per cui in un campo 7% in-
terno a T, & |, |> A,, e cosl via di seguito. Questo processo non si potra
prolungare indefinitamente perché altrimenti gli infiniti campi

7, Ty T ...

avrebbero almeno un punto comune P, nel quale le u, assumono dei valori
assoluti grandi quanto si vuole. Bisogna dunque concludere che in 7' vi & un
campo parziale C in cui tutte le u, restano in valore assoluto minori di una
medesima quantita finita.

Invece di prendere le mosse dal campo T sarei potuto partirc da una
qualsiasi regione parziale di 7'. Resta cosl dimostrato il nostro teorema.

§ 2. Siano
Uiy Upy.oo (1)

delle funzioni analitiche ed uniformi in una regione finita 7' del piano com-
plesso e per ogni punto di 7' esista un numero positivo M tale che in quel
punto tutte le funzioni suddette restino in valore assoluto minori di M. Iun
virth del teorema precedente esiste in ogni porzione di 7' un campo C in
ogni punto del quale tutte le w, restano in valore assoluto minori di una
conveniente quantitd positiva K. In particolare cid avviene se in ogni punto
di T esiste un limite finito u, delle u, col tendere di n allinfinito. In tali
condizioni, pel § 4 del capitolo 2. la funzione u, & analitica nel campo C
e in tutto C la successione (1) converge in ugual grado verso u,. Segue che

“ Se una serie di funzioni analitiche ed uniformi esistenti in un campo 7 con-
“verge in ogni punto di 7, esiste in ogni porzione di 7" un campo parziale C nel
“ quale la serie rappresenta una funzione analitica verso cui converge in ugual
“ grado' ”n (*)

§ 3. Sia C una porzione connessa del campo T, alla quale corrisponda
un numero positivo K tale che in C tutte le (1) restino in valore assoluto
minori di K. Se K, & una grandezza positiva maggiore di K, & certo che
in tutto C le (1) sono in valore assoluto minori di K,; ma pud darsi che

(*) Questo teorema non é che il teorema II della citata Memoria di Oscoob,
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esista addirittura un campo C, comprendente C e pitt grande di C in tutto
il quale & ogni funzione (1) in valore assoluto non superiore a K,. Se

K. K,...K,...
sono grandezze positive tendenti all’infinito e
C,C,... Cr...

sono 1 massimi campi connessi comprendenti C e nei quali nessuna delle (1)
supera in valore assoluto rispettivamente

K. K,...K,...,
1] luogo di tutti i punti appartenenti a qualcuno dei campi

HhGe. Cil

costituird un campo connesso C contenuto in 7' dentro al quale le (1) con-
vergono verso una funzione analitica. In ogni campo interno a C le (1) con-
vergono poi in ugual grado.

Pud darsi che il campo C cosl ottenuto sia costituito da tutto il campo 7.
Se cid non succede si potrd formare in T un altro campo C, formato
come C, ed esso sard completamente esterno a C.

Se dei campi della specie di C ne esistono infiniti in T essi formeranno

un gruppo numerabile appunto perché sono uno esterno all’altro. Essi si ad-

denseranno poi dovunque in T, ossia o un punto di T appartiene ad un

campo C oppure vicino quanto si vuole ad esso vi saranno punti di un
campo C.

§ 4. Che esistono successioni convergenti di funzioni analitiche uni-
formi che ammettono in una regione del piano un grappo numerabile di
campi C lo proverd ora con un facile esempio che io ho potuto costruire fa-
cendo tesoro delle considerazioni del Runee contenute nclle sue Note: Zur
Theorie der eindeutigen analytischen Functionen e Zur Theorie der analy-
tischen Functionen (*).
Consideriamo il tratto (0, 1) dell’asse reale sul piano della variabile com-
plessa. Indichiamo con x,, il suo punto di mezzo e asportiamo dal tratto (0, 1)

(¥) dcta Mathematica, tomo 6,
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un segmento di lunghezza d, :—;— che abbia il suo punto di mezzo in x,,.

Indichiamo con @, , 7, 1 puntl di mezzo dei due segmenti che restano ed
asportiamo due segmenti ciascuno di lunghezza J, uguale alla metd di uno
dei segmenti restati e che abbiano i loro ‘punti di mezzo rispettivamente nei
punti Zs, %s,.. Indichiamo con &3, %us, %3y, &3 1 punti di mezzo dei 4
segmenti restati e asportiamo da ciascuno di essi un segmento di lunghezza J,
uguale alla sua metd e che abbia il suo punto di mezzo rispettivamente nel
punto di mezzo del segmento da cui si asporta e cosi via di seguito.
Cousideriamo poi le funzioni

’?181 ?282( 1 1 )
Vy———> Vs =— ’
2 —xn 2 \z—oru S — T
1 1 1 1 ()
03—(2—1‘31 +z—x3,z+z—x33+z——xsn\)

dove

G1y T2y Pay e

¢ una successione di quantitd costanti tendenti a zero.

Io dico che queste funzioni tendono a zero in tutto il piano complesso.
Invero se 2, & un punto fuori dell'intervallo (0... 1) o pill in generale se 2,
non & un punto limite del gruppo di punti

Ly Xary Lany Lay Tazy Lazy Taggy e ([)
le differenze

Qo &y B — oy Zo—Lgey...

resteranno in valore assoluto sempre maggiori di una quantitd finita e non
nulla ¢ determinabile. Quindi I'n® delle funzioni che noi consideriamo sara in

N

valore assoluto minore di | ¢, | 6: . E siccome col tendere di » all’infinito le J,

e le ¢, tendono a zero, la successione delle (w) tende a zero in ogni punto
che non sia punto limite del gruppo (I).

E in un punto limite di (I) come si comporta la successione (w)? In-
tanto se 2z, & un tal punto esso non sard certo interno a nessuno dei tratti
che abbiamo asportati nella costruzione dei punti (I).

Ma i punti ., sono punti di mezzo di segmenti asportati di ampiezza J,.,
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quindi

S
2
2

ég"'

| 20— oys | =

1

zo —_— 1‘)'5

Si ha dunque I'7® delle funzioni () sard in valore assoluto non superiore
a 190,|d‘,-82— ciot a 2|g,.|. Ma ¢, col tendere di + all’infinito tende a zero

e quindi le (@) tendono a zero in ogni punto del piano complesso.
Costruiamo ora intorno ai punti

x,-,, x,.,, xr)s g

N

dei cerchi con centro in essi e raggio e, minore di E’ e scegliamo e, cosl

piccolo che sui contorni di tutti questi cerchi sia [v,|>1, il che & manife-
stamente possibile. Facciamo scorrere questi cerchi sul piano in guisa che i
loro centri si muovano parallelamente all’asse immaginario nel senso positivo
fino all’infinito ed asportiamo le striscie da essi descritte.

Poi dalla parte restante asportiamo tutto cid che & fuori dal cerchio che
ha centro in x,, e raggio .

Indichiamo con A, il campo semplicemente connesso che resta. Noi pos-
siamo costruire una funzione razionale intera g, (2) che in tutto A4, compreso

il contorno differisca. da v, per meno di = (*). La successione di funzioni
o\

9: (@), 9:(2), ...

converge manifestamente verso lo zero in ogni punto del piano complesso.
Essa perd non converge in ugual grado in ogni porzione finita del piano.
Converge in ugual grado in quelle porzioni del piano complesso che non sono
attraversate né toccate da alcuna delle semirette del semipiano positivo pa-
rallele all’asse immaginario che escono dai punti limiti del gruppo (I'. Non

converge in ngual grado nelle porzioni del piano che non soddisfano a queste
condizioni.

Cosi pure la successione di funzioni

91 (1-—2), g: (1 —2), gs(1 —2),...

(*) V. Runag, m. c., pag. 238,
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converge verso zero in tutto il piano e converge in ugual grado in tutte e
sole quelle porzioni del piano complesso che non sono attraversate né toccate
da alcuna delle semirette del semipiano negativo parallele all’asse immagi-
nario che escono dai punti limiti di (I).

La successione di funzioni

Gi(e)=9.(3) + 9.1 —2, G:(2) 9.(3)+g.(1 —2),...,

converge verso zero in tutto il piano e ammette come campi C le striscie di
piano comprese fra le parallele all’asse immaginario condotte per le coppie

di punti
3

e
5 @ty

CI',.,S -
Queste striscie sono esterne P'una all’altra e costituiscono un gruppo nu-

merabile,

§ 5. Nell’esempio or ora considerato le funzioni analitiche definite dalla

successione nei diversi campi ¢ sono i prolungamenti I'una dell’altra. Noi
perd non siamo in grado di affermare se cid avviene sempre o no.

CAPITOLO QUARTO.

CONDIZIONI SUFFICIENTI PERCHE UNA SERIE CONVERGENTE DI FUNZIONI ANALITICHE
DEFINISCA UNA FUNZIONE ANALITICA.

§ 1. Supponiamo che
Upy Ugy. oo 1
sia una successione di funzioni analitiche finite ¢ monodrome convergenti in
un gruppo infinito di punti aventi un punto limitc nell’ interno di un campo
connesso C. Supponiamo inoltre che le funzioni (1) non assumano in alcun
punto di C nessuno dei valori di un certo intorno D fisso di un punto A.
Sia ¢ la piut piceola distanza di 4 dai punti del contorno di D. Mani-
festamente 1 moduli delle funzioni analitiche

1 1
u — A4 ’ uz—~A’

(2)
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.. 1 . . .
non superano mait il valore *g; inoltre esse costitulscona una successione con-
q

vergente in infiniti punti aventi un punto limite nell’interno di C.
La successione (2) converge adunque (v. Cap. 2.°% § 4) in tutto C verso
una funzione analitica w. Questa funzione w non pud essere identicamente

nulla perché nei punti in cui la (1) converge non & certo nulla. Percid sara
in tutto C.

. 1
limu, —A4+ = .
N=—00 w

Questa funzione potrd non essere sempre finita, ma in un campo qual-
siasi interno a C non pud avere che un numero finito di singolarita polari
che corrisponderanno agli eventuali zeri di w.

§ 2. Sia u(2) una funzione analitica finita e monodroma in un eampo C
semplicemente connesso. B manifesto che se la % (z) non assume in aleun punto
di C né& il valore 0, né il valore 1, e se 7 (I) & la nota funzione modulare,
invariante assoluto, la funzione t (u(2)) sardh monodroma in tutto C.

§ 3. Siano
Uyy Uys - (1)

delle funzioni analitiche finite e monodrome in un campo C semplicemente
connesso. Per ogni punto di C esista un limite finito di u, per n = oo e sup-
poniamo inoltre che le u, non assumano mai in C i valori 0 e 1.
La successione (1) converge, per quanto si ¢ concluso al Cap. 2.°, § 4,
in equal grado in un certo campo C, interno a C. Sia 2, un punto interno a C,.
Consideriamo le

T (u), T(tUg),... (2)
determinate in modo che il valore di ¢ in 2, cada nello stesso campo fonda-
mentale della rete modulare qualunque sia n.

Manifestamente la successione (2) converge per ogni punto di C,. Inoltre
i valori delle = () cadono tutti nel semipiano positivo.
Vi sard dunque una fanzione analitica monodroma w (2) per cui
lim 7 (u,) = w (2).

Sia ora I (r) la funzioue inversa di  (I).
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I(z) &, come si sa, funzione monodroma esistente in tutto il semipiano
positivo della variabile.

I(w (2)) riuseird adunque una funzione analitica monodroma di z in
tutto C.

Nei punti in cui w (2) non & reale nd infinita & certamente

J(w(z)=lim u,.
H=x
Ma siccome i valori di w(2) giacciono sempre nel semipiano positivo e
siccome w (2) & monodroma in C ne segue che w(2) pud essere infinita o
reale solo nel contorno di C e quindi la successione

Upy Upyoo.

converge dentro C verso una funzione analitica finita e monodroma.
Dobbiamo dunque concludere che
“ Se
UL U2 ...

«

¢ una successione di funzioni analitiche finite ¢ monodrome convergente in ogni
punto di un campo semplicemente connesso C, e se inoltre le funzioni suddette

non assumono mai i valori 0 ed 1 la successione converge verso una funzione
“ analitica finita e monodroma in C.»

[

[N

§ 4. Si pud facilmente togliere la condizione che il campo C sia sem-
plicemente connesso. Se C & pilt volte connesso si pud arrivare alla stessa
conclusione spezzandolo in parti semplicemente connesse.

§ 5. Invece di supporre che le funzioni
Uty ...
non assumano mai i due valori 0 e 1 si poteva supporre che non assumes-
sero mai due valori qualunque fissi p, ¢ p,. Le funzioni
UL — Po U2 — Po
b 2
Pr — po Pr— po

non assumono allora né 1l valore 1 né il valore 0 ed inoltre congervano le
altre proprieta delle

Uiy Ugyo oo

Esse costituiscono dunque una successione convergente verso una fun-
Annali di Malematica, Serie III, tomo X. 11
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zione v analitica finita e monodroma. La successione

Uyy Uy g e
convergera verso

Do + (1)1 “‘Po) v.

§ 6. Si possono ancora rendere meno restrittive le condizioni delle
funzioni wu,,.
Invece di supporre che non assumano mai due valori fissi p, e Piy 8
pud supporre che non assumano mai due valori p, ¢, variabili con » e ten-
denti a due limiti finiti e distinti p e ¢g. Le funzioni

M—]ﬁ Uz — pe

Py qz—pe’.”

non assumono mai i valori 0 e 1 e quindi convergono verso una funzione
analitica finita e monodroma v.
Sara poi
lim wp = lim py, v lim (g, - pp) =p 4 v (g —p).

7n—0oo n—o0 =

Bologna, 16 Luglio 1903,
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Su un’equazione a radici reali.

(Di Ovorato Niccorrrrr, ¢ Pisa.)

In una Memoria, recentemente pubblicata in questi AnnalZ(*), ho con-
siderato una particolare equazione algebrica, che ha molte analogie coll’equa-
zione secolare, e ne ho assegnate alcune semplici proprietd. Torno ora sul-
I'argomento, per comunicare alcuni altri teoremi relativi alla stessa equazione,
che mettono ancora in piu chiara luce la sua analogia coll’ equazione seco-
lare, e che ho trovati solo dopo la stampa della Memoria ora ricordata.

1. Siano
A (2, 0) =3, a2u2,; B=3,b,7.7,5 C=Zucutr, (mv=12...n) (1)

tre forme di Ilermrte di prima specie (M, n.° 1) in » variabili x,...2,, e
si consideri I’equazione (che ammettiamo non essere identicamente soddi-
sfatta) :

E@w)=|aw+2byo+t o] —leu@(=0 (hv=12...2) (2)

che si ha annullando il diseriminante della forma:

Eu(z, 2)=A (2, ) + 2B (r, ) w + C (2, t) »*— 5y €4, (0) 702, (3)

con o variabile arbitraria.
Se w, & una soluzione della (2), 1l sistema di equazioni lineari omo-
genee:

Sy €y (1) 2 =0 (y v=1,2...1n) 4

(*) NiccoLET1I, Su una classe di equasioni a radici reali — (questi Annali, Tomo IX,
paz. 93 e ss.). Nei frequenti richiami a questa Memoria 1'indicherd colla lettera AL

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 12
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avrd soluzioni non tutte nulle. Sia 2,...z, una tal soluzione, si moltiplichi

la (4) per x, e si sommi quindi rispetto a v da 1 ad n; otteniamo cosi la
relazione fondamentale:

E, (v, x) —A(x, v) + 2B (2, ¥)w, + C(x, #) o} —O. (3%)

Ammettiamo ora che:

a) le tre forme A, B, C non si annullino mai insieme, per valori non
tutti nulli delle z; (ciote se 4 =B=0C =0, si abbia necessariamente
r=x,— - =2,=0) (*).

b) qualunque sistema di valori si dia alle =, ...x,, I'equazione di
2.% grado in » che si ha annullando la (3) abbia sempre radici reali; sia
ciog, qualunque siano le x,, 2,,... o,:

B:—A4C=0. (5)

In queste ipotesi, dalla (3%) si ha che w, & necessariamente reale; donde
il teorema (Cf. M, n.° 21, a):

Lequazione E (») =0 ha, nelle ipotesi superiori, tutte le radici reali.

2. Non & facile discutere con tutta generalith la disuguaglianza (5);
noi ci limiteremo a studiare alcuni casi particolari, che portano a risultati
interessanti.

a) Due consecutive tra le forme A, B, C sian definite; la condizione a)
del n.° 1 & certamente soddisfatta; inoltre, cambiando al pill w in —a, 0

. 1 . . .
I+ -, posgiamo supporre, senza ledere la generalitd, che siano esse le B

e C ed abbiano ugual segno; & subito visto allora che la disuguaglianza (5)
pud seriversi al modo seguente

A
B f—g— 2 (5*)

. B .
ed, osservando che il rapporto C ha sempre un valore positivo, sard certa-

mente verificata, quando le x sian tali, che il rapporto —ﬁ sia negativo o

(*) Perciv ad es. é sufliciente che la rete di forme A4 4+ u B +v (C, con ), p. v pa-
rametri reali arbitrari, contenga una forma definita.
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nullo. Se poi il rapporto ;I) ha un valore positivo, consideriamo le due equa-
zioni :

AQ)— |ap — by |=0; (6)

D(t)y=]buy —10m]=0 (r, v=1, 2... n); (67)

esse hanno, nelle nostre ipotesi, tutte le radici reali e la seconda inoltre tutte

[

positive (*); inoltre tutti 1 possibili valori del rapporto % (e %) §0n0 sem-

pre compresi tra la minima e massima radice della equazione
AMN=0D(r)=0);

(cf. M, n.° 12); ne segue, indicando con L la assima radice della
A(x) =0, con ¢t la minima della D (z)=0, che la (5*) varra sicuramente,
quando si abbia la disuguaglianza

L=t )

b) Siano invece definite le due forme estreme A4 e C ed abbian segno
contrario; sara allora sempre A €' << 0; e quindi valgono certamente le ), 0)
del n.° 1.

¢) Consideriamo infine un terzo caso; le tre forme .4, B, C sian tutte
tre semidefinite, e le due estreme abbian segno contrario (per fissare le idee,
siano la A4 negativa, le B e C positive), inoltre i due determinanti A (2),
D (z) non siano identicamente nulli; varranno ancora le a), b) del n.° 1.
Diamo infatti a 2 (z) un valore positivo (negativo) che non annulli il deter-
minante A (%) (D (z)); la forma corrispondente 4 — 2 B (B —r¢) & allora an-
cora non indefinita e, poiché non & degenere, & definita negativa (positiva),
donde & chiaro che & soddisfatta la a) del n.° 1, e quindi anche, per le ipo-
tesi fatte, la (5); ne segue anche che ’equazione A (2)==0 ha radici tutte
(reali) negative o nulle, la D (r) =0 tutte (reali) positive o nulle.

In ciascuno di questi tre casi adunque: I’equazione (2) ha tutte le ra-
dici reali: quando inoltre si aggiungano alcune condizioni complementari,
si pud affermare insieme che:

Una radice multipla di ordine p dell'equazione (2) rende il determi-
nante E (@) di caratteristica n— p.

(*) Infatti per t negativo arbitrario la forma B — t C & ancora evidentemente defi-
nita e quindi il suo diseriminante é diverso da zero,
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3. Per dimostrare questo teorema, cominciamo dall’osservare che, per
la regola di derivazione dgi determinanti, la derivata di ordine s(s 1,2...)
della I/ (w) & una combinazione lineare omogenea dei minori del determi-
nante F (), che hanno un ordine maggiore od uguale ad n — s(*). Cio posto,
& evidente che il teorema vale per p=1 (cfr. M, n. 6); procederemo quindi
ancora per induzione ed ammessane la veritd per le radici multiple fino al-
Iordine p, lo dimostreremo per quelle dell’ ordine p + 1. '
Sia allora », una radice multipla della (2) dell’ordine p - 1 e quindi
anche dellordine p; il determinante E (»,) avrd una caratteristica non mag-
giore di n— p, ed il suo determinante associato di rango # — p, che con no-
tazioni evidenti scriviamo (cf. M, n.' 6, 19):
] Et'."'ig;kr"kg (m,) |
ove non sia identicamente nullo, avra la caratteristica uno; quindi, osservando

che duec minori coniugati di £ (w) hanno, per o reale, valori complessi co-
niugati, potremo scrivere in ogni caso:

El',"‘ig ;kl"'kg (")) = = pil'-'ig . 27’!" ko) (8)

n . .
essendo le ]h‘l---z'o(,) opportune costanti, che dimostreremo esser tutte nulle.

]
b

Poich¢ inoltre o, & multipla dell’ordine p 41 ed F(»,) ha, per ipotesi,
una caratteristica non maggiore di n — p, sara per w —,:

iwl =20 N ik ity (0)) = (
07 Yoo iy o PO
=% 2. D" (p, p)=0, i
dove abbiam posto:
dik =bir + o1 Ciky (10)

Aiponnigy kovk, € 11 minore di ordine p del determinante | di |, formate dalle ri-
ghe 7,...47,, dalle colonne %, ...L, ¢ D® & la forma associata di rango p

della forma di HermiTe
D=B+wC (10%)

Insieme coll’equazione data consideriamo anche la reciproca (ponendo

’__1 .
&)———7)‘ .

521:E(%);—_<F(9):|a1“52+26‘,“9—FC#,‘:O; (11)

(*) Di qui segue che se una radice w =, rende il determinante £ (w) di caratteri-
stica n —p essa & multipla dell’ordine p almeno.
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varranno per essa considerazioni affatto analoghe a quelle svolte per la F (o)
in particolare una radice o, della data, multipla dell’ordine p + I, ne dara
una 6, (che sara infinita, ove sia w, 0) multipla dello stesso ordine per
la F'(6) =0 e che quindi, nelle nostre ipotesi, rendera il determinante F'(9) di
una caratteristica non maggiore di n —p; e si avranno le formule, analoghe
alle antecedenti :

Fieigibgony (1) = F Qirecsipe Qe (8)
i 6 . \ 7 .
L) =2 N guihe Ficiginy (8 = |
=20 G (g, ) =0
dove:
Jik —=dsx 9, —i— bz‘k:51 (aik + bik f"l) (10,)
e
G=A4,+ B=6,(4 + Bw,). (10%)

4. Conviene ora trattar separatamente i tre casi «), b), ¢) del n.” 2.
a) Poiche la forma C & definita la forma

B—-C

dove = & un parametro arbitrario, in forza di un noto teorema di WEIERSTRASS
(cf. M, n.° 16, b)) ¢ definita per tutti 1 valori di = esterni all’intervallo com-
preso tra la massima e minima radice della equazione D (z)=0, in partico-
lare per tutti i valori di ¢ algebricamente minori della minima radice ¢ di
essa equazione, o maggiori della massima 1. Ponendo adunque 1 —=— o,
quando — o, cada nell’intervallo (— oo ¢), 0 in quello (7'o0), la forma (10%)
e quindi anche la sua associata D & definita; dalla (9) segue allora subito
che tutte le p;,...;, sono identicamente nulle e quindi, per la (8), il determi-
nante F (o,) ha una caratteristica non maggiore di n—p 1, e se o, ha
una moltiplicita non maggiore di ¢ 4 1, uguale ad n —p 1; cid che di-
mostra in questo primo caso il teorema enunciato.

In modo affatto analogo si ha dalla (10*') che il teorema vale anche
per qualunque radice ©,, tale che — o, sia esterna all’intervallo tra la mi-
nima / e la massima L delle radici della A (X) —0, cada ciog¢ in uno dei
due intervalli (— o9, {), (L, + 00). Ma teniamo ora conto della (7); quando
in essa valga il segno di disuguaglianza, oppure, quando avendosi L —¢,
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noné L —1t=uw, una radice della E (o) =0, i due intervalli (— 00, 1);
(L, + oo) danno tutto Yasse reale; di guisa che in questo caso 1] teorema
vale per qualunque radice della E (o, — 0.

Esaminiamo il caso escluso che si abbia I — {=-—uw,;, ¢ssendo w, una
radice della E (v) =0 (questo accadra solo in casi particolarissimi ed allora w,
si potrd determinarc razionalmente) multipla dellordine ¢ 4~ I (ammettiamo,
si ricordi, il teorema vero sempre fino all’'ordine p). Se — w,==¢ & multipla
per D (x) =0 dell’ordine k, la forma B + w, C =B —¢ C ¢ semidefinita ¢

riducibile mediante una sostituzione lineare sulle x (e la coniugata sulle 7)
ad una forma definita in »—%k variabili. Supponiamo gid eseguita sulle
Zy...x, una tale sostituzione (che lascia evidentemente immutate le radici
della. E(w)=0), e la B+ w, C sia definita nelle «, x,...2,-%. Dalla (9)
si ha che son nulle tutte le Dis-iay Per le quali gli indiei i,...z',\, son presi
in un modo qualunque tra i numeri 1, 2... n—1k; ne segue, per le (8)
che son nulli tutti i minori di ordine #n—p del determinante E (o)), i quali
contengono un qualunque minore di ordine %, tratto dalla matrice delle ul-
time [ righe (o colonne). Ma la matrice di queste ultime % righe si riduce,
per =y, alla corrispondente del determinante [a,,|, ed & certamente di-
versa da zero, quando si aggiunga la condizione supplementare che il deter-
minante

|t = 7 (bur =t ) |

non sia identicamente nulloj e di qui, per un noto teorema di Kroskcker,
(cf. M, n.° 6) si deduce ancora che il determinante F(»,) ha la caratteri-
stica m  p—1. Ad una conclusione affatto identica si perviene, quando il

determinante
[y — Lbuy + 0 ¢ |

(dove ancora s & un paramctro arbitrario) non sia identicamente nullo.

Il ragionamento che precede, suppone, come & evidente, p = n — k; ma,
si vede subito, non pud essere p>n — k; infatti dovrebbe allora la caratte-
ristica di E'(»,) non superare certamente & e la considerazione della derivata
E® B (o) porterebbe annullarsi di tutti i minori della matrice delle ultime %
righe e colonne, il che abbiamo escluso.

Scrivendo 'equazione E (w) =0 sotto forma omogenea, la discussione che
precede pud riassumersi nel teorema:

Nel determinante

E((’)u 0)2) = \ Ay o} - 2 b,u 0y 0, | Ch o? 1 (11)
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81 suppongu:
a) che le due forme B e C sian definite ed abbiano il medesimo segno ;
b) che, indicando con L, t (rispettivamente) la massima e minima ra-
dice delle equazioni

AQ)=|ap —2buw|=0, D(r)=|bw—r1en|—0,
si abbia L = t¢;

. [OF] . .
¢) che quando sia — L — — t=— una radice di F (o, w,) —=0, uno
I3

almeno dei due determinants
| @y + & (buy — te) | | 0w — Ly + o ey | (12)

in cut o & un parametro arbitravio, non sia identicamente nullo.
In queste ipotesi, il determinante E (©,w,) ha tutti i suoi divisori ele-
mentart reali e lineari.

5 b). Quando le due forme estreme A4 e C sono definite ed hanno
segno contrario, la discussione & affatto simile. La forma B — 1z C, con z ar-
bitrario, rimane allora definita, finche = & esierno all’intervallo tra la minima
e la massima tra le radici della D (z)==0; la 4 — B4 finche % & compreso
tra le due radici, positiva e negativa, della A (1) =0, che hanno il minimo
valore assoluto, o, se questa equazione ha radici tutte di uno stesso segno,
finché 7 cade in quello dei due segmenti infiniti dell’asse reale, determinati
dalla radice della A (-) =0 che ha il minimo valore assoluto, che non con-
tiene le altre radici. Il teorema da dimostrare, vale dunque, per le (10¥),
(10'%), finché — o, & nell’'uno o nell’altro dei due intervalli indicati; varra
quindi per qualunque radice, quando questi due intervalli diano insieme tutto
'asse reale. Questo accade, se la A(2)==0 ha radici positive e negative,
quando esse sian tutte esterne all’intervallo tra la minima e massima radice
della D (z)=0; se poi la A (%) =0 ha radici tutte di un medesimo segno,
ad es.: tutte positive, questo porta che anche la forma B non & indefinita ed
ha lo stesso segno della A (*) (ef. M, n.°12); la B e C avranno allora segno
contrario e pereid la D (r) =0 avra tutte radici negative o nulle; ed & chiaro
che ancora in questo caso i due intervalli considerati contengono tutto l'asse

(*) L’asserzione del testo si dimostra subito supponendo le 4, B ridotte simultanea-
mente a forma ortogonale (cf, ad es. Riccl. Algebra, pag. 444).
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reale. Pud infine accadere, quando la A (2) =0 ha radici positive e negative,
che la massima e la minima radice (od ambedue) della D (r) =0 coincidano
(rispettivamente) colle due radici positiva e negativa della A (1) — 0 che hanno
il minimo valore assoluto, e con un valore —o,, dove w, soddisfi alla
E (o) =0; ma in tal caso un ragionamento affatto identico a quello del n.° 4,
dimostra la validita del teorema, quando non tutti due i determinanti (12)
siano identicamente nulli. Abbiamo cosi il teorema :
Il determinante E (o, w,) ha ancora tutti i divisori elementari reali e li-

neari, quando st ammetta che :

a) le due forme estrene A e C sian definite ed abbian segno contrario ;

b) se la forma intermedia ¢ indefinita, tutte le radici della equazione
A (3) =0 siano esterne all’infervallo tra la minima e massima radice della
equazione D (z) 0.

6. ¢) Nel terzo caso infine, quando tutte tre le forme 4, B, C sono
non indefinite, e ad es.: la A negativa, le B e C positive (e i due determi-
nanti A (%), D (z) non sono identicamente nulli) basta osservare che la B—1t C
e definita per = negativo, la 4 — 21 B per 2 positivo, affatto arbitrarf, per de-
durne che il teorema da dimostrare vale per qualunque radice o,, positiva o
negativa, della £ (®)==0. Per 0,=—=0, od oo, il teorema vale ancora, e si
dimostra con ragionamento identico a quello fatto sopra al n.° 5 nel caso ec-
- cezionale, in quanto i due determinanti A (%), D (¢) non sono identicamente
nulli. Adunque:

Il determinante E (v, w,) ha ancora tutti i suoi divisort elementari reali
e lineari, quando:

a) le tre forme A, B, C sono semidefinite e le due estreme hanno se-
gno contrario;

b) ¢ due determinanti A ()), D () non sono identicamente nulli.

7. Torniamo all’equazione non omogenea; una radice o, multipla del-
Pordine p sard (nei tre casi considerati) multipla dell’ordine p— 1 almeno
per qualunque minore dell’ordine n-—1; ed, eseguendo al piu una conve-
niente sostituzione lineare sulle 2, (e la coniugata sulle &) si pud trovare un
minore principale Ej (o), 7egolare rispetto ad o, che ha ciod o, come radice
multipla di un ordine uguale a p—1(*). Se ora o, ¢ tale che la forma

(*) Murtna, Theorie und Anwendung der Klemenlartheiler. S. 120,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



a radici reali. 91

B + o, C sia definita, indicando con % un numero convenientemente piccolo
in valore assoluto, dalle (9) e (10) si ha (cf. M, n.° 8, b)

E (o, 4+ h)= % 22 D) (p, p)hoi + -+ (con D® (p, p)=]=0);

affatto analogamente sara

—

he-1 1
Ep (0, + k) = £ 20-1 D= (p, p) PRy 4 .- (econDg Y(p, p)==0),

e quindi, nell’intorno di h —0

E(o44)  ,h DO(p, p) :

T e e o
e quindi il rapporto stesso ha il segno di % o il segno contrario, secondoché
la B+ o, C & positiva o negativa. Un risultato affatto analogo si ha evi-
dentemente (per la I (6) = 0) quando la o, sia tale che la forma 4 4 «, B
sia invece essa definita.

Diciamo ora che due radici v,, », della E (0)==10 appartengono alla
prima (seconda) specie, quando ambedue le forme B + o, C, B4 0, C (o le
altre due 4 + o, B, A + o, B) siano definite, o almeno non indefinite, e del
medesimo segno. Dalla (13) si ha allora immediatamente :

a) Tra due radici consecutive dellu stessa specie cade un numero di-
spari di radici reali di un qualunque minore principale Ep (0)=0; e se,
come accadrd in generale, 1 grado della Ej(o)=0 non supera quello
della K (0) =0, le radici di queste due equaziont si separano a vicenda.

Diciamo anche che un intervallo (« ) & della prima (seconda) specie,
quando in esso la B+ p C(4 + p B) & definita; allora dalle (13) e dall’i-
dentitd della teoria dei determinanti (Cf. M, n.° 19):

i (0) Bipevvivipiinre (0) = Bipoizizgy (0) Bigeevipizre (0) — (14)

— Biiviryivsigeimrine (@) Eipvoinivrayiseovinings (©)

vediamo (come in M, ni 7, 8 20 ¢)) che & possibile costruire dai minori

principali del determinante F () una successione di Sturm per qualunque in-

tervallo della prima specie, dai minori di F' (¢) (e quindi anche di  (»)) una

analoga per ogni intervallo della seconda specie. Per proprietd note delle suc-

cessioni di Sturm, (o anche come in M, n.* 8 «)) indicando con E;,..; (») un
qualunque minore principale dell’ordine n — k, si ha poi:

Annali di Matematica, Serie IIlI, tomo X, 13
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L) L’equazione Ej..;(0) —O0 ha tutte le sue radici reali; valgono
inoltre per essa equazione proprietd affatto simili a quelle delle E (o) 0.
Supponiamo infine che le tre forme A, B, C sian tutte tre definite (la A
negativa, le B, C positive); & possibile allora assegnare delle limitazioni per
le radici della F (o) =0.
Sia ad es.: o, una radice positiva; dalla (3%) abbiamo:

A, 2)+ 2By x)o,=—Co;<<0
e quindi
A

O<—gp

donde : ¢) Indicando con —1 la minima tra le radici (tutle negative) della
equazione A (1) =0, una radice positiva della F(w) —0 & sempre minore

.1
di — .
2
Sia invece o, una radice negativa; sard per essa:

Co;+2Bo,——A>0; Co, +-2B<0;

ciot : d) Indicando con ¢ la minima tra le radiei (tulte positive) dell’equa-
zione D (z)—0, una radice negativa della FE(w)—0 ¢ sempre minore
di —2t;

Si ha quindi un limite superiore per le radici positive, ed uno per le
negative, dell’equazione E (0) =0.

8. Ci sia permessa ancora un’osservazione.
Il prineipio che ci ha servito a dimostrare, sotto le condizioni a) b) del
n.” 1, la realitd delle radici della E (0) =0 pud enunciarsi sotto la forma
generale seguente:

Siano 4, B, C... L'k -+ 1 forme di Hrrvite di prima specie, ed indi-
cando o una variabile arbitraria, si ponga

E (o) *:_Zwew(m}a',‘;v—,:A—}— Bo+Cw+---+ Lok (n,v=1,2...n) (15)
e si consideri 'equazione (di grado non maggiore di n k)

F (0) =€y (0) | =0. (16)°
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Ad una radice o, delle (16) corrisponde una soluzione almeno, non iden-
ticamente nulla, del sistema di equazioni lineari omogenee :

Spem(0)ap=0 (1, v=12...n

donde, procedendo come al n.° 1, si ha per i valori antecedenti delle = (e 1 co-
niugati delle )

E@)=A(x, 2)+ B(z, z)o, + ...+ L(z, x)ot=0. (17)

~ Si consideri ora I'equazione che si ha annullando la (15), ove perd ora
le x siano affatto arbitrarie.

Se le forme A, B...L sono tali che essa equazione non diviene mai
identica ed ha sempre tutle le sue radici reali, tale sard, per la (17), anche
la w,, cioé una qualunque radice della F (o) =0; anche questa equazione
avra dunque tutte le sue radici reali. Si ottiene in tal guisa un certo « Ueber-
tragungsprineip » un principio d¢ trasporto, per cui dalla realita delle radici
della B (0) =0, per valori arbitrari delle x,...z,, si trae una conclusione
analoga per quelle dell’altra equazione (16). Su questo principio riposa una
delle dimostrazioni della realitd delle radici della equazione secolare nei casi
ben noti (*); affatto in generale pol osserviamo che, se non & facile costruire
direttamente delle equazioni, come la F (»)=—0, che abbiano, rimanendo le x
affatto arbitrarie, tutte le radici reali, & perd possibile da una nofe tra esse,
dedurne in guisa molto semplice infinite altre, che hanno ancora la stessa
proprieta.

Cosl, ad es. si ha il teorema seguente (di Fourer) (**):

Se ¢ (x) ¢ un polinomio intero di grado n, i cui fattori lineari sono tulti
reali, ed f(x) é di grado maggiore od uquale ad n, ed a ¢ un numero reale
qualunque, ma non compreso tra —1 ¢ —(2n -+ 1), Uequazione

_ ‘";t. f(z') (”) (p(n.-iJ (p) —0
S+ 1)(x+2)... (¢ +i)m—1i)t

F ()

ha almeno tante radici reali quante la f(x) =03 e se ne ha di piit, Peccesso
¢ un numero pari.

{(*) Ctr. ad es. CapeLLL, Analisi algebrica, 3.2 edizione, pag. 684.
{**) Comptes Rendus de UAcadémie des Sciences. Vol, 106, pag. 1220, 1888,
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Cid posto, nelle a), b) del n.° 1, poniamo:

| Hiw)=4+2Bo+ Cor

\ . AN OL LN

( flw)=g(w).He); F(»)= (a—}— ) 2+ ) (m— i)
essendo ¢ (w) una funzione razionale intera in w del grado m, g (») una di
un grado maggiore od uguale ad m — 2, i cui fattori lineari sian tutti reali,
ed o un numero reale qualsiasi, non compreso tra —1 e —(2m + 1); in
virtl del teorema di Fourer ora ricordato, I'equazione F'{w)=—0 avrd tutte
le sue radici reali. Ora si osservi che &:

[@(w)=AgY (w) +2Biog |9+ Cle*g@)|,
e quindi sard anche:

F ()= A4, () + 2 B (o) + C s ()

essendo :
; 1) ((x) !m__1 ’1)
¥ ()= H’ (= + 1) (o' + 9 (m —4)!
m‘ "')_/ ((0) } i) (m,.i' ((,0)
‘1‘2("))—.41( (0'—1' (m — i)}

3 {w g (@)} ¢ o™= (w)

LA e N R i) o

Ne segue, pel principio superiore che anche Pequazione in «
| § () 4 2 by G (0) 4 € 3 () |=0

ha, nelle ipotesi a), b) del n.° 1, tutte le sue radici reali un teorema, che
non sembra facile dimostrare in altro modo. Teoremi analoghi si avrebbero
da teoremi di Hermite, Lacuerre (*) simili al teorema di Fourer gid ri-
cordato.

Pisa, i 15 Gennaio 1904.

(*) Cfr. ad es. Netro, Alyebra. Bd. I, 8,211, ss.; ed anche LAauERRE, Ocuires, Vol. 1.°,
pag. 140.
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Sopra alcune classi
di congruenze rettilinee negli spazi
di curvatura costante (*),

(Di Luier Biascuy, @ Pisa.)

PREFAZIONE.

N ella presente Memoria raccolgo alcune ricerche di geometria infinite-
simale non-cuclidea, relative alle congruenze rettilinee. Supposte reali le su-
perficie focali, definisco la congruenza coll’assegnare la prima falda S della
superficie focale ed in ogni punto di questa la direzione del raggio della con-
gruenza. Ricerco quindi gli elementi della seconda falda S e stabilisco un si-
stema di formole generali relative ai due casi che la S sia riferita alle sue
lince di curvatura (§§ 1, 2), ovvero alle sue linee assintotiche (§§ 14, 15).
Le formole cosi ottenute, come le loro corrispondenti in geometria euclidea,
sembrano le pill appropriate in questo genere di ricerche.

Qui applico le formole trovate allo studio di tre classi particolari di con-
gruenze nello spazio ellittico ed iperbolico, che generalizzano note classi di
congruenze dell’ordinario spazio euclideo.

La prima classe studiata & quella delle congruenze di Guicuarp, nelle
quali le sviluppabili della congruenza tagliano le due falde focali secondo le
loro linee di curvatura (Vol. I, pag. 325). Nello spazio Euclideo la .ricerca
di queste particolari congruenze si collega alla teoria delle superficie pseudo-
sferiche ordinarie e precisamente a quella delle loro deformazioni infinitesime

(*) Riferendomi spesso, nel corso di queste ricerche, al mio libro: Lesiowt di geo-
metria differenziale (2. edizione in due volumi. Pisa, Spérri, 1902-1903), lo faro eitando
semplicemente il volume e la pagina.
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(Vol. II, pag. 21). Anche le congruenze di Guicsarp negli spazi di curva-
tura costante vedremo dipendere dalle ordinarie superficie pseudosferiche dello
spazio Kuclideo, ossia dalle soluzioni della equazione a derivate parziali

0% 0

m:sen é.

Per lo spazio ellittico due soluzioni finite arbitrariamente scelte di questa
equazione individuano una congruenza di GuicHARD, e viceversa; in altre pa-
role: ad una coppia di superficie pseudosferiche ordinarie, arbitrariamente
prese, corrisponde una congruenza di Guicnarp dello spazio ellittico. Se si fa
tendere verso zero la curvatura di questo spazio, le due superficie pseudo-
sferiche diventano infinitamente vicine e si ottiene, al limite, il caso eu-
clideo.

Ancora pil singolare & il risultato per lo spazio iperbolico. Allora sono
le soluzioni complesse della equazione scritta che individuano le congruenze
di Guicrarp per questo spazio. Cosi anche le superficie pseudosferiche ¢mma-
ginarie vengono a ricevere, nello spazio iperbolico, una rappresentazione reale,
a ciascuna di esse corrispondendo una congruenza reale di GuicHarp ed in-
versamente.

La seconda parte della Memoria tratta delle congruenze di Tnypavr, che
hanno due superficie ad area minima per falde focali, corrispondendosi inoltre
le due falde in rappresentazione conforme, che conserva le linee assintotiche
e le linee di curvatura. Dimostro che anche negli spazi di curvatura costante
qualsiasi esistono siffatte congruenze, nello stesso grado di generalita, e pil
precisamente che ogni superficie d’area minima & falda focale di oo® con-
gruenze di Trysavr. L’analogia si spinge piu olire; alle relazioni delle or-
dinarie congruenze di Trysaur colle deformate del paraboloide di rotazione.
Si sa che delle due falde focali ad area minima di una tale congruenza pren-
dendo le superficie coniugate in applicabilitd, queste, convenientemente collo-
cate nello spazio, coincidono colle due superficie minime che il primo teorema
di Guicaarp (Vol. II, pag. 99) associa ad ogni deformata del paraboloide di
rotazione. Appoggiandomi sui risultati di una mia Memoria precedente in
questi Annali (*), ove ho esteso i teoremi di Guicmarp agli spazi di curva-
tura costante, dimostro che una relazione perfettamente simile sussiste ancora

(*) Sulla deformazione dei paraboloidi di rotazione negli spazt di curvatura costante.
{Annali, Tomo IV, Serie 3.7, 1900.)
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qui fra le congruenze di Tuysaur e le deformate dei paraboloidi di rotazione
nello spazio ellittico od iperbolico.

La terza classe di congruenze studiata nella presente Memoria & quella
delle congruenze sulle cui falde focali si corrispondono le linee assintotiche
(congruenze W), e per le quali inoltre le due falde focali hanno in punti cor-
rispondenti eguale curvatura. Limitandomi, come nel caso Euclideo (Vol. II,
pag. T4), al caso di linee assintotiche reali (u, v), dimosiro che per le due
falde focali di una tale congruenza, detti »,, », i raggi principali (ridotti) di
curvatura e posto p:',/— r.#y, sl deve avere necessariamente nel caso el-
littico

_ () +40)
, SRR EEIOrION
e nel caso iperbolico
9 (W) — ¢ (v)

PTG’

dove ¢ (u) indica una funzione della sola u e ¢ (v) della sola ». Viceversa
“ogni superficie S declla classe superiore & falda focale di co® congruenze W
della specie richiesta. Come nel caso euclideo, sono notevoli i seguenti casi
particolari: 1.° il caso di ¢ (u), ¢ (v) costanti, ove la superficie S & a curva-
tura costante e le conseguenti trasformazioni sono quelle di Bickrusp; 2.° il
caso che una sola delle funzioni ¢ (u), ¢ (v) sia costante; le superficie S cor-
rispondenti sono caratterizzate dal fatto che le linee Jungo le quali & costante
la curvatura della superficie sono linee assintotiche di un sistema. Si potrebbe
ancora dimostrare che per le ottenute trasformazioni delle nostre classi di su-
perficie vale un feorema di permutabilita come nello spazio Buclideo (Vol. IT,
pag. 80), onde nella successiva applicazione del metodo di trasformazione
vengono risparmiate le quadrature.

E appena necessario di avvertire che i risultati di geometria non-euclidea
qui brevemente riassunti hanno un corrispondente significato nell’ordinaria
geometria euclidea, che sarebbe facile ritrovare servendosi delle note rappre-
sentazioni degli spazi di curvatura costante sullo spazio euclideo.
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§ L
FORMOLE PER LE CONGRUENZE IN GEOMETRIA ELLITTICA.

Consideriamo una congruenza rettilinea nello spazio ellittico, la cui cur-
vatura K, supponiamo per semplicitda =— -+ 1. Supponiamo inoltre che la su-
perficie focale della congruenza sia reale ed indichiamone con S la prima
falda, che riferiamo dapprima alle sue lince di curvatura (u, v). Servendoci
delle usuali notazioni, indichiamo con z,, z,, #., @, le coordinate di WEeier-
sTrass (legate dall’identita Za*==1) di un punto F mobile sopra S, con &,
£, &, & 1 coseni di direzione della normale, in fine con

Moy My M2y M3
€07 ;17 '427. C3
quelli delle tangenti alle linee coordinate (di curvatura) o = cost., u == cost.,
rispettivamente. Se denotiamo poi con
ds*—=Edu*}+ Gdv

il quadrato dell’elemento lineare della superficie ¢ con r,, », i raggi princi-
pali (ridotti) di curvatura relativi alle linee w, », avremo le formole fonda-
mentali (Vol. I, pag. 498):

72 —\E .x, 22:\7;'7:,
e B g |
P R
R L

che valgono per le funzioni #,, %,, 4,, ¢ per i quattro valori dell'indice
v=20, 1, 2, 3.
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Ricordiamo poi ancora che le equazioni di Copazzi assumono qui la
forma

i(\/_@_)_«_l_ 0\G i(i}? 1 0JE (@)
du\r ) 1 gu 0v rz)_n ov
mentre 1’equazione di Gauss si serive

VEG & (1 aVG) 8 [ 1 oJE -

ri 72 _——a—u(\f 0u _3_”(\’6‘« 0v )—\EG' (3)

Cio premesso, definiamo ora la nostra congruenza di tangenti alla su-
perficie S per mezzo dell’angolo ¢ = ¢ (#, v) che in ogni punto (z) della su-
perficie il raggio che vi passa forma colla direzione della linea v = cost. In-

dichiamo in fine con =1 (u, v) Vampiezza del segmento focale F' F e con
o =0 (4, v) I'angolo dei due piani focali, ciot I’angolo dei due piani tan-
genti in F, F rispettivamente alle due falde S, S della superficie focale. Se
Ty, ¥y, Xy, X, sono le coordinate di Wrirrstrass del secondo fuoco F e
£4y &1y &, £ i coseni di direziong della normale in F' alla seconda falda fo-
cale S, avremo le formole :

x=—2cost -+ (ncose - £seng)sent 4)

£ =£cosc + (1sen ¢ —& cos o) sen o, (5)

Per esprimere che la direzione () & quella della normale alla S luogo
del punto (x), abbiamo le due equazioni di condizione
b 3 .3_'/: ' a .’;
25 ﬂzo, ZE a‘{)—,
le quali, sostituendo i valori (4), (5) e per le derivate ponendo i valori (1),
si traducono con facile calcolo nelle due equazioni seguenti:

@*. :l:a\/E:\/—E—cotrsen9-\/E cot o cos ¢
ou e 0v 2 (
_ _ (6)
de 1 NG = ._\@
5-”+\/E u \/Gcotrcos ;—Tcotasenqa. )

Queste, ove sia dato ¢ in funzione di u, v servono effettivamente a de-
terminare cotr, cote (cioe 7z, 5 a meno di multipli di =) salvo quando si an-

Annali di Matematica, Serie III, tomo X, 14

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



100 Bianchi: Sopra aleune classi di congruenze rettilinee

nullasse il determinante

= (c0s? o  sen’¢
\/EG( r2 + 1 )

Ma noi escludiamo questo caso ove i raggi della congruenza sarebbero
le tangenti delle linee assintotiche di un sistema e la seconda falda focale S
coinciderebbe colla prima S.

Tenendo ora presenti le (1) e le (6), deriviamo le-(4), (5) rapporto ad
u, v e troveremo le formole:
o b
3i senr(g + EcosQ:) x-\%sentcosq:.é—}—

—
lcos:cos?(a + JE cos 1 )—f—%cotosenrsenqpcos?I.,’_{_

+§cOstencp(g—;—z-|—\r—Ecos qo)—\r—f'cotosenzcos’gazl

B 7
g—z—-—senr(g +\/G senq;) x——\—asenrsen;&.s—k Y
7t
+icosrcos?(g-;)JrV’@s«an9)+\—/§cotosenrsen*?%.n+
+3cosmen,¢(g—z—{—\/‘éseng)—\—/g-cotosenrsenq:cos;LE.c |
gé:_/ ( +\/—Eisensv) S+
—{~icosasen?(g_q_j_{_vgsengo)+\/Ftsenccotrsenq;cosgo(.n—l—
—!~%—cosaeos;;(g—uc-—}-%f?senq;)—{—ﬁ«?—senacotrspn’?g.c
)
g—i—’——\/asenaCOSgo,xw—sena(g—:—\%Tcosgo).E—}— o
+jcowseng>(%§-—‘£—?cosq)—_\/ﬁsenacotrcos?goz.n——
—~§(}OSGCOS(P(2_§—— )+V’§senacotrsen?cos?f,a;. }

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



negli spazi di curvaiura costante. 101

Ed ora, con queste formole, possiamo facilmente calcolare i coefficienti
EF G; D,D, D
delle due forme quadratiche fondamentali
sdat, —3dwedi

della.seconda falda focale S, secondo le loro formole di definizione

E:z(a”)z, F_yiziz @:z(g—x}
1 v

du wow
= (0w 3% . Jowdi_  0wdl g 0wk
——DZZﬁ&—u, —-D——za—i;—v——za—ms ——D ——2: ” »
Osservando le (7) (8) e le identita
szz:Z,E’:Z'/)":Egz:l
Spi—=SSgyp=3S2¢{=28y=25¢=32n5=0,
troviamo le formole domandate :
— a~ - : FE sen:t \'
E:(ﬂ+\/EOOS?)+Es—en'GCO ¢

- 0~ — o — @sen*v
F_—_(ﬂ+\/b cosqa)(ﬂ—}—\/Gsenqn) p—— senzcsen? cOS ¢ (A)

— (0= — : G sen’r )
(1:(9—”—[—\/Gsen<p)+ﬁmsen’,o |

—D=\E Zzg: sen go(g—; + JE cos qa) +

JE sent (Q VE I
T sena 02 8u+ 7 sencp\) .
,, B)
- —sen ¢ it
. LB )
~D——\/Gsemc°”(au+\/ cos ¢| + &
JE senv (Zif__\/_E )
e sens SO T 00
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— < .
——D’:\Esszl:l:senqa(—a—;;—}—\/G sengo)—i—
JG sent (ac \E
+—7Tsenc NP\ ou + T2 senqa)
(B)

— Sen G

?(?;—;+\/§sen9)+
+\/—§s‘3—nfsen (66 ‘/E \)

71 senc do o8

B importante osservare che I'eguaglianza dei due valori di D' dati dalle
(B) intermedie segue anche dalle (6) derivando la prima rispetto a v; la se-
conda rapporto ad # e sottraendo col tener conto delle formole di Cobazzi e
di Gauss (2) e (3). Cosi la relazione data dall’eguagliare i due valori di D’
nelle (B) appare anche come condizione d’integrabilita, per le (C).

Notiamo ancora che dalle (A) segue la formola

E@_Fz:senﬁ i\/G (au_i_\Ecos q;)senco—— ?

sent ¢
\/ X ()
E o+ )
G sen g | cos
ta » Ty ¢ ¢ |
§ 2.
FORMOLE PER LE CONGRUENZE NELLO SPAZIO IPERBOLICO.
Per lo spazio iperbolico, la cui curvatura K, porremo —— 1, possiamo

stabilire un sistema di formole del tutto simili alle precedenti. Bastera scri-
vere queste formole, ove converrd temer presente che le coordinate (x) di
WeiersTrass di punto sono allora legate dall’identita

v+ 22— =—1,
e quelle (&), (»), (¢) di piano dalle altre
E+&+a8—ha=1
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e dalle analoghe, mentre I'ortogonalita p. e. delle direzioni (£), (1) & espressa da

51ﬂ1+52ﬂs+53713——50770:0-

Nel caso attuale alle formole (1) si sostituiscono le altre:

de _ 05 _VE 01 _ = VE 1 3JE
— ./ —_— . —_— —_——f — — .
ou v Eon, du_ 1 M Du VE.® T2 vG 00 &
0L_ 1 oJE,
du_ya oo
— _ (1)
ox  — 05 _\G on___ 1 3\/@
oo VEY T o aw O
0l = \G 1 0\G
7o VTN T e
mentre le equazioni (2) di Copazzi rimangono invariate :
1(w)_16\/5 (VE) 10VE 2%
dul\ri) . du  0v ™ 0w
e quella (3) di Gauss diventa
VE G 8(1 9y ) (1 8y N
e Ou \E 3u av(? 3v)+\/EG (3%)

Cid posto, avendo ¢, 7, ¢ il medesimo significato loro attribuito nel caso
ellittico, la (4) verrd sostituita dalla

x =21 cosht - (ycos ¢ + ¢{sen ¢)senh z, (4%)
e la (5) conservera la medesima forma
E=£C0Sq - (nsen ¢ — & COS g) Sena. (5*%)
Le condizioni
=3 a-lzl o a T— z_J a xz —x_
-z
€o 5, 0

V 0
g‘ a u 20 a O 1% ‘Jl a v
danno qui le equazioni :

o9 _ 1 a——‘/E_\/E cothrsencp—w—E—cotG cosy
'v T2

ou

@ o _ ( (6*)
3;? 1 ovG — G |
av—l—\—/ﬁ = —\E cothrcos:;;—~——h cot o sen ¢. )
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Bastera ora scrivere le formole che danno i coefficienti F, F, G;

D, D', D’ delle due forme quadratiche fondamentali della seconda falda fo-
cale S, formole che si trovano con calcolo del tutto simile a quello eseguito
nel paragrafo precedente. Esse sono date da:

E _—_(Z“ + E cos cp) + f; ss?nlf cos® ¢
F :(gu +- \/L‘ cos q;)(a 4\ G sen qz) + \f_’f S:;Ef; sen g cos ¢ (A¥%)
7= +\Fsen g 5 2 sent /
_—D_:\/Essef;:;l"'?sengo(g—;—f— \ Ecos (p) -

A e o+ e

Ty 7 Sens 0 -
— D =—\/G n’COS?(E’E—{—\/ECOS?)—{—

+\-/Esenh700s?(?—1-i~\—?—’ cos q;)

¥z Senge

B*)
sen ¢

— D' =\E onlh= senap( +\Gsen<;)+

\G senh <
T r
1 SEene

de  JE )
engo(ﬂ—}—?;senq;

T - senes 9+ - .
— D' =—\a senh = ¢0 q;(av-i—\/G sen {)—i—

VG senh T
1 SEna

PG _TF __senh*~ \/5
T sentec

~—\/7E—:COS qa(a + /G sen 9)2 \

Anche qui & da osservarsi che !’eguaglianza dei due valori di D™ sta
anche ad esprimere la condizione d’integrabilita delle (6*).
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§ 3.

LA TrRASFORMAZIONE DI B.;CKLUND.

Facciamo una prima applicazione delle nostre formole generali alla ri-
cerca di quelle congruenze rettilinee degli spazi di curvatura costante nelle
quali & costante tanto la distanza z dei fuochi quanto I’angolo o dei piani
focali. L’eguaglianza dei due valori di D' nelle (B) da subito pel easo ellit-
tico la relazione

1 _ sen?e

T a2
711 sen® t

ed analogamente le (B*) danno nel caso iperbolico

In queste formole si legge il teorema: Le due falde focali di una con-
gruenza di questa specie sono superficie colla medesima curvatura costante e
precisamente la loro curvatura é negativa (assintotiche reali).

Ma le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti dimostrano di piu
I'effettiva esistenza di tali congruenze e ne danno il grado di arbitrarieta.
Presa infatti nello spazio di curvatura costante una qualunque superficie S di

curvatura relativa A costante negativa :—(%, basterd prendere le costants

t, @ legate dalla relazione sen r — a sen o nel caso ellittico, 0 senhz—uasenc
nel caso iperbolico, e per I'osservazione alla fine del § 1 le equazioni simul-
tanee (6) o (6%) per ¢ costituiranno un sistema illimitatamente integrabile.

Y

Cosl dunque: Ogni tale superficie S é falda focale di o congruenze,
nelle quali é costante la distanza © dei fuochi e l'angolo o dei piani focali;
la seconda falda focale é ogni volta una superficie colla stessa curvatura
costante.

Le trasformazioni che cosi si ottengono per le superficie di curvatura
costante in geometria ellittica ed iperbolica non sono altro che le trasforma-

1
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zioni di BackLunp, delle quali gih dimostrai I'esistenza in una Memoria
del 1887 (*), e che farono poi particolarmente studiate dal Fipmi (**).

Notevole & il caso della trasformazione complementare nella quale I'an-
golo s & un angolo retto, ciod la congrucnza & normale. Nello spazio iper-
bolico qualunque superficie a curvatura relativa costante negativa ammette oo
trasformate complementari, nellellittico solo quando a <1 ciod quando, in-
sieme alla relativa, & negativa anche la curvatura assolata K =17 - 1,

I risultali che qui abbiamo nuovamente stabilito non sono del resto che

un caso particolare di quelli che stabilireino nell’ultima parte della Memoria
(Cf. § 13).

o
P

CoNGRUENZE DI GUICHARD NELLO SPAZIO ELLITTICO.

Proponiamoci ora di studiare quelle congruenze dello spazio ellittico le
cui sviluppabili tagliano le due falde della superficie focale secondo le linee
di curvatura (congruenze di Guicuarp). T raggi della congruenza saranno le
tangenti alle linee di curvatura di un sistema della prima falda fccale S,
poniamo p. e. alle linee » = cost. Dovremo dunque fare nelle nostre formole

generali o =203 e per esprimere che anche sulla seconda falda S le linee (u, )

sono quelle di curvatura basterd scrivere che si ha F —0. Intanto le (6)

. 7
postovi ¢ =0, danno

1 9\/E \/E 1 906G
fe— — +— cot Gy, ——= —
G 00 72 VEG du

= —cot , (1)

mentre la F'==0 ci da per la seconda delle (A)

Y

solgtF)=0

(*) Sui sistemi di \WEINGARTRN negli spagi di curvatura costante, (Memorie della R. Ac-
cademia dei Lincei. Serie 4., Vol. IV.)

(**) I sistend doppiamente tnfinili i ragyi negli spasi di curcatura costante. (Annali
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa. Vol. VII, 1895))
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e quindi dovra essere o g—; =0, o Z—; =—\E. La prima ipotesi & da esclu-
dersi, perche per la (C) si annullerebbe il binomio E G-— F* e la seconda
falda S si ridurrebbe ad una curva, caso che naturalmente scartiamo perche
perderebbe ogni significato la questione da noi qui trattata. Alla medesima

conclusione conduce la seconda delle (7), la quale dimostra che cot r eguaglia

la curvatura delle linee u = cost; queste adunque, se fosse g-; =0, avrebbero

costante la curvatura geodetica. Ciascuna di esse sarebbe allora tracciata
sopra una sfera ortogonale alla superficie S e la seconda falda focale si ri-
durrebbe al luogo dei centri di queste sfere.

Cosi per la congruenza di GuicHARD si avra necessariamente

A —=
=~ =—\E. (8)
Dopo c¢id la seconda della (7) si scrive
1 aJG L d-
JG 0w _CO“au

e integrata da
VG =g (v) sen .

dove ¢ (v) & una funzione della sola v che, prendendo convenientemente il
parametro v, pud farsi =1 e quindi semplicemente

VG =senr. (9)
Ora poiché si deve avere anche D'=0 ed & ¢ — 0, 3u —\E, la
seconda delle (B) ci da
VG 9
=L (10)

Dalla prima delle (7), combinata colla equazione (2) di Copazzi, risulta

(\/E) VE .00

90 72 0w

VE

—_— u) se
e ¢ («) senq,

da cui integrando viene
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con ;(u) funzione della sola w. Disponendo del parametro # si pud fare

y(u)=1
e per cid
\é_—lfzsena, (11)

Cosi tutti gli elementi della nostra superficie S vengono espressi per le
due funzioni ¢, , le quali debbono poi soddisfare le due equazioni simultanee
che risultano dalle formole (2) di Copazzi, ciod alle due seguenti

2~

oudv
e
ouodv

+ senzcosc =10 {
(12)

+ cos v seno =0. ’

Quanto alla equazione (3) di Gauss si vede subito che coi valori scritti

— = VE vG ) <. . .
di yE, \ G, \7—E > \7—€-, soddisfacendo z, ¢ alle (12,, & identicamente verifi-

2 L
cata. Risulta cosi inversamente dal nostro calcolo che se (r, o) & una coppia
qualunque di soluzioni delle (12), I’elemento lineare
0t\*
ds’:[ﬁ)du’—i—sen’rdv’ (13)

apparterra ad una superficie S dello spazio ellittico di cui saranno u, v le
linee di curvatura, mentre i raggi principali (ridotti) di curvatura sono dati
dalle formole

h
=200 = O (14)
90

e le tangenti alle linee di curvatura v=—-cost. della S formeranno una con-
gruenza di GUICHARD.
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§ 5.
RELAZIONE COLLE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE DELLO SPAZIO EUCLIDEO.

Completiamo dapprima il risultato ottenuto colle osservazioni seguenti. In
* primo luogo & chiaro che la seconda falda focale S della congruenza sard
una superficie della medesima specie, i raggi della congruenza essendo le
tangenti alle sue linee di curvatura u —cost. Le nostre formole (A), (B) § 1
confermano la cosa, dimostrando che si ha

E —sen*:, F =0, G = (a_'r)’

06 = e 0T
D:—senrau, D=0, D =seng g -

Dunque per la seconda falda focale S| riferita alle linee di curvatura
(u, v), si avranno le formole

ds*—sen*rdu® + (%),d vt _ (15)

~ ov —  sen-t

T Tsens’ T g6 (16)
ou

Queste sono le formole stesse (13), (14), scambiatovi 4 con ¢. La sim-
metria delle (12) rispetto ad u, » rendono a priori ragione del risultato.

Osserviamo poi che da una congruenza di GuicHarp se ne deduce su-
bito, nello spazio ellitlico, una seconda prendendo la polare della primitiva, e
questa seconda congruenza avra per falde focali le due superficie polari S, S
di S, S rispettivamente. Le formole corrispondenti alle (13), (14); {15, (16)
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per la seconda congruenza di Guicnsrp sono le seguenti(*):

ds*=sens dut | (2—:)2d v (13%)
Q
: 0 ,

=, “_—s‘;“f (14%)
ou

-, 362 -

ds’::(a—u)alu’—|—sen’adv2 (15*)
ds

- _ sens  — _ Ju 16+

M= T T e (16)

0v

Si osserverd che queste formole si deducono da quelle primitive scam-
biando = con o, come & naturale se si pensa che appunto nel passaggio da
una congruenza alla sua polare si scambiano fra loro la distanza ¢ dei fuochi
e 'angolo ¢ dei piani focali.

Dopo queste osservazioni possiamo dire che: Ogni coppia di soluzione t,q
delle equazioni (12) individua nello spazio ellittico una congruenza di Gui-
cHARD ¢ la sua polare, per le cui falde focali hanno luogo le formole sopra
scritte.

Ma ora, se si pone

T4o0=0, tv—3=0,,

le (12) diventano semplicemente

020
dudov |

2
- sen §, =0, a?rg:)+sen92:0;

(*) Qui occorre ricordare che la polare S’ della S é la superficie parallela alla S
e dv questa distante di un quadrante, e si hanno le formule

rls'?—_:.g2 du? 4 g; dv?
s Ty

1 , 1

r == e— 7y = —
1 H 2 ]

41 g

onde le formule del testo.
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e viceversa se 6,, 6, sono due soluzioni qualunque dell’equazione

0%

auav—l-sene:O, (I

f 4 0, By — 0,
g 7T
Ricordando ora come a ciascuna soluzione di questa equazione a deri-
vate parziali (I) corrisponde una superficie pseudosferica dello spazio ordinario
ed inversamente, possiamo enunciare il risultato finale:
Una coppia di superficie pseudosferiche dello spazio euclideo, arbitraria—
mente scelte, individua una congruenza di Guicaarp nello spazio ellittico (e
la sua polare) ed inversamente.

si ha una coppia (z, s) di soluzioni delle (12).

ponendo v =

§ 6.
ESAMI DI TRE CASI PARTICOLARI.

La coppia di superficie pseudosferiche ordinarie sopra indicata pud pren-
dersi, come si & detto, ad arbitrio. Vogliamo ora considerare tre casi parti-
colari notevoli.

1.* Supponiamo che le due superficie pseudosferiche siano trasformate
I'una dell’altra per trasformazione di Backrnunp e vediamo quale particolarita
verra ad offrire la congruenza di Guicmarp nello spazio ellittico, la quale
verrd cosi a corrispondere alla congruenza pseudosferica ordinaria formata
dalle tangenti comuni alle due superficie pseudosferiche. Dalle formole della
trasformazione di BickrLuxp si vede subito che nel caso attuale le funzioni 7,
saranno legate dalle relazioni

9s _

ov
dove k indica una costante del resto arbitraria, Le formole (15), (16) per la
seconda falda focale S della congruenza di Guicearp diventano

— k sen o, 2—5_—_715— sen t, (17)

dst=seuw’rdu® -+ k*sents d o® ) (18)

7":7'2216, 5
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e dimostrano che la § & una sfera di raggio (ridotto) = k. Viceversa se la

P

seconda falda S & una sfera, sussistono necessariamente formole del tipo (17),
onde vediamo : Ad una coppia di superficie pseudosferiche dello spazio euclideo,
trasformate di BickLuxp 'una dell’ altra, corrisponde nello spazio ellittico
una congruenza di GUICHARD con una falda focale sferica, e viceversa.
Volendo ulteriormente precisare il modo di generazione delle attuali con-
gruenze di Guicnarp, basta caratterizzare le linee sferiche ortogonali (u, v)
che danno all’elemento lineare sferico la forma (18). Per cid basta osservare

che essendo qui VE =sent, \ G =ksena, le due funzioni

0 (1 aVE 0 (1 2.6
m(m Bv)’ ;ﬁ(ﬁ—‘aﬁ)
sono per le (17) nel rapporto costante 2. Dai risultati contenuti in altra mia
Memoria pubblicata in questi Annali (*) segue che la proprieta caratieristica
del sistema sferico ortogonale (18) & la seguente:
Il doppio sistema di iraiettorie isogonali, sotto Uangolo arcty k, delle
linee u = cost., divide la sfera in parallelogrammi infinitesimi d’area costante.
B facile d1 qui formulare una costruzione geometrica per le congruenze
di Guicsarp ora considerata. Nel caso particolare pilt semplice k=1, corri-
spondente alla trasformazione complementare la costruzione & la seguente:

-
v

Sopra una sfera di raggio (sfeuco)ﬁ— nello spazio ellittico si con-
siders un qualunque doppio sistema ortogonale che dia all'elemento lineare

la forma ds* = Edu + d}; (* ) le tangenti alle bisettrici dell’'uno o del-

Valtro sistema delle linee (u, v) formano la congruenza di GuicHARD richiesta.

2.° Supponiamo ora che per una delle due soluzioni 4,, 9, della (I), p. e.
per 9, si assuma lo zero; allora & =20 e le formole del § 6 dimostrano
che la seconda falda focale S ha le stesse due forme quadratiche fondamen-
tali della polare S della prima falda. Ne risulta che la S pud sovrapporsi

con un movimento alla S; e siccome ogni punto di § dista dal suo corri-

(¥) Sopra alcune nuove classi di superficic e di sistemi tripli ortogonali (Annali, Se-
rie 2.2, Tomo XVIII, 1900), cf. specialmente n.! 32, 33.

(*#*) Per la costruzione di questi sistemi (x, v) dalle congruenze pseudosferiche veg-
gasi la Memoria sopra citata (n.° 35),
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negli spazi di¢ curvatura costante. 113

spondente di S per un quadrante, il movimento in questione non pud essere
. . kD .
che uno scorrimento d'ampiezza =3 In altre parole le rette che congiun-

gono le coppie di punti corrispondenti (x'), (x) delle S, S sono parallele nel
senso di Crirrorp. Cid si conferma facilmente col calcolo dei parametri B, C, D
di scorrimento destrorso di queste rette (Vol. I, pag. 451). Tenendo conto
delle formole (1) del § 1 applicate al caso attuale e delle relazioni fra i mi-
Faxy, o, Ty X

5k, %

T . . 30 1 %52 63

nori di 2.° ordine nel determinante ortogonale destrorso )
No " N2 V/E]

Iy
si trova che le derivate di B, C, D rapporto ad u, v sono identicamente nulle.
3.© Come terzo caso particolare adduciamo quello in cui le due solu-
zioni 6,, 6, si assumano coincidenti e quindi ¢ = 0. Le formole del paragrafo
precedente dimostrano che in tal caso le superficie S, S si riducono ad un
medesimo piano della geometria ellittica, riferito a due sistemi doppi ortogo-
nali di linee (u, ») che danno ai rispettivi elementi lineari la forma

dst—= (ﬂ)gd u' 4sen*tde?, ds*=—=sen*rdut (

-\2
%) d v,
S -
dudv
prieta geometrica caratteristica di questa rappresentazione del piano ellittico
sopra sé stesso & la seguente: Le curve u del secondo sistema ortogonale sono
le evolute delle w del primo sistema ed inversamente le v del primo sistema
le evolute delle v del secondo.
Osserviamo poi che il piano ellittico potendo anche riguardarsi come
un’ordinaria sfera euclidea di raggio = 1, possiamo riguardare le forme su-

soddisfacendo ¢ all’equazione —sen r. I facile vedere che la pro-

periori del d s*, ds® come appartenenti a questa sfera. Per quanto & dimo-
strato nella prima edizione del mio libro a pag. 419, i corrispondenti sistemi
sferici ortogonali (u, v) si ottengono nel modo seguente. Presa la superficie
pseudosferica il cui elemento lineare, riferito alle assintotiche (u, v) &

ds=du*—2costdudv -+ dv,

si consideri la congruenza formata dalle tangenti alle assintotiche v od alle u
rispettivamente, e se ne faccia 'immagine sferica. Le linee sferiche corrispon-
denti alle , v danno i due sistemi ortogonali in discorso.
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114 Bianchi: Sopra alcune classi di congruenze rettilinee

§ 7
Le conerurNzE D1 GUICHARD NELLO SPAZIO IPERBOLICO.

La trattazione delle congruenze di Guicnarp per lo spazio iperbolico pro-
cede in modo cosi analogo a quello svolto pel caso ellittico che basterd in-
dicarla. Se nelle formole generali de] § 2 facciamo ¢ = 0, otteniamo in primo

luogo dalle (6*)

1 H\E_\ET 1 3\5_
\_C?- a?’ s oy \/E —au —-'—\/G COt T, (]9)
e dalla F—0 abbiamo
0T
91)(0u+\ )

onde, escludendo per la medesima ragione che nello spazio ellittico (§ 4) il

o~
caso 57}:0, avremo ancora

ﬁZ“@

Sostituendo questo valore di VI nella seconda (19) e integrando, col di-

sporre del parametro v, si pud fare
JG =senhr.

Scrivendo ora che D' =0, si ha dalla seconda delle (B¥)

e combinando colla seconda equazione di Copazzt

i(‘/E):iﬁi'cota i)—c,
ov ov

]

Di qui integrando e disponendo del parametro u, otteniamo

\Z__E_,_ —=sena.
72
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Gli elementi fondamentali della prima falda focale S rimangono cosi
espressi per le funzioni 7, ¢ colle formole

dsgz(%)zdu’ +- senh®z d »* )

. __senhr ___ Ou ' (20)
B e T T sene \
0v /

Le equazioni di Copazz:t si traducono poi per le funzioni z, ¢ nelle re-
lazioni

0 = o
m_—]— senh z cosc =0 2

hw”—l—coshrsena:(),
soddisfatte le quali & pure soddisfatta I'equazione di Gauss (3*) § 2.
Per la seconda falda focale S otteniamo poi dalle (A*), (B*) § 2:
| o /a_: :
E =senh?*r, F=0, G_-(av)
- 0s 75 v 0=
D~—a—usenhr, D'=0, D —=seno .-
ossia per la S riferita alle sue linee di curvatura
_ 97\
d s*=senh?r du® + (ﬂ) dv? >
3 T *
o 0v __senh = (20%)
"= T sens’ 2T 96 \
ou /

Le coppie (s, 7) soddisfacenti alle (D) possono anche compendiarsi per
la funzione complessa Q =o + ¢z nell’'unica cquazione

020
Judv

"+ sen Q =0,

dalla quale appunto provengono le (D) separando il reale dall'immaginario.
Questa ultima & la solita equazione da cui dipendono le ordinarie superficie

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 16

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



116 Bianchi: Sopra aleune classi di congruenze vettilinee

pseudosferiche ; ma ora sono le sue soluzioni complesse che conducono alle
congruenze (reali) di Guicnarp nello spazio iperbolico. Abbiamo dunque il ri-

0% 0
oudv Tsend=0

individua una congruenza (reale) di GuicHarp nello spazio iperbolico, ed in-
versamente. Anche qui osserveremo il caso particolare in cui sia 6 =0 (Q pu-
ramente immaginaria) e quindi - sia una soluzione (qualunque) dell’equazione

0°=
376_1) —f—senhr:O.

Esso corrisponde al terzo caso del paragrafo precedente ; le formole (20),

(20%) dimostrano che S, S si riducono ad un medesimo piano (non-euclideo)
coi due sistemi ortogonali (#, v) che danno all’elemento lineare le rispettive
forme caratteristiche

sultato finale: Ogne soluzione complessa dell’equazione :

ds®= (g—;)zd u* +senh®cdv?, ds*=—=senh?cdu® L (g%)gd vt
La proprieta geometrica che caratterizza questa rappresentazione del
piano non-euclideo (pseudosfera ordinaria) sopra sé stesso & la medesima che
abbiamo descritto alla fine del § 6 per il piano ellittico.

§ 8.

RELAZIONE COLLE FAMIGLIE DI LAME A CURVATURA NULLA.

Le superficie che si presentano come falde focali delle congruenze di
Gurcnarp negli spazi di curvatura costante si diranno, per abbreviare, super-
ficie di Guicrarp. Vogliamo ora dimostrare che esse si presentano in altro
problema geometrico, nella teoria dei sistemi tripli ortogonali dello spazio el-
littico ed iperbolico che contengono una serie di superficie di curvatura (as-
soluta) nulla (*).

Sussiste infatti il teorema: In ogni sistema triplo ortogonale dello spazio

(¥) Sulle superficie @ curvatura nulla in geometria ellittica. (Annali, Sevie 2.%, Tomo 24,
1895).
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negli spazi di curvatura costante 117

ellittico od iperbolico, con una serie (3) di superficie a curvatura nulla, cia-
scuna superficie di una delle altre due serie ¢ una superficie di GuicnARD, e
precisamente le tangenti a quelle sue linee di curvatlura che sono traiettorie
ortogonali delle superficie X formano una congruenza di GuicHARD.

Ogni sistema triplo ortogonale (u, v, w) dello spazio ellittico, ove le
w == cost siano superficie di curvatura nulla, corrisponde alla forma

ds*—=cos2ddut+ sen®*6dv® 1 (SZ))?d w?

del ds?, la funzione 4 (u, v, w) essendo legata ad un’ altra funzione « ausi-
liaria delle relazioni caratteristiche
060  do 00 Jo
du 00 v Ou [
520 220
——auaw=cos6senm, Toiw

()

== sen § cos w. 5

Ora, se consideriamo p. e. una superficie della serie w— cost, essa ha
per elemento lineare riferito alle linee di curvatura (v, w)

ds®—sen*6dv? (g—%)gd w? (8)

e calcolando, colle note formole, i raggi principali di curvatura »,, r, rela-
tivi alle linee v, w rispettivamente si trova

A
. Ow ~__senb ()
" sene’ T e ’

Basta confrontare le (a), (8), (y) colle (15), (16) § 5 per vedere che esse
non ne differiscono che per le notazioni; ne risulta quindi il teorema enunciato.

Analogamente per lo spazio iperbolico un sistema triple ortogonale della
specie considerata corrisponde alla forma

d s* = cosh® 6 du® + senh® 9 d v* 4 (g—?—p)zd w,

la funzione 6 essendo legata ad un’ausiliaria  dalle relazioni

20 o0 90__ G0

ou 0v dv  0u
&8 osh 6 sen oh enh 4 cos
Gudw ° P PY PR o
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118 Bianchi: Sopra aleune classi di congruenze reltilinee

Per una superficie « =—cost. si ha quindi

/ L J— 2 2 (60 ’ 2
ds senh de—l—aw dw

\

00
. dw . __senht
Tseno’ T fae

0w

ed 11 confronto di queste formole con quelle relative alla seconda falda fo-

cale S al paragrafo precedente dimostra il teorema. I da osservarsi per altro
che nel caso attuale iperbolico le tangenti alle linee di curvatura u  cost.
delle superficie dell’altra serie v  cost. danno una congruenza la cui seconda
falda ¢ ideale. Considerata nella metrica iperbolica del CayrLey anche questa
seconda falda & reale e soltanto esterna all’assoluto.

Facilmente poi si potrebbe dimostrare che qualunque superficie di Gui-
cHArD di uno spazio a curvatura costante appartiene ad uno e ad un solo si-
stema triplo ortogonale con una serie di superficie a curvatura nulla (cfr.
Vol. II, pag. 531).

Conseguentemente la trasformazione complementare e di Backrunp pei
sistemi tripli ortogonali in discorso danno luogo a trasformazioni analoghe per
le superficie (o le congruenze) di GuicHarp, le cui formole sarebbe facile sta-
bilire direttamente.

§ 9.

CONGRUENZE CONFORMI,

Passiamo ora a trattare la seconda classe di congruenze indicata nella
prefazione, quella delle congruenze di Tuvsaur. Per brevita diremo conforme
una congruenza rettilinea in uno spazio di curvatura costante (o euclideo)
quando, riguardando sulle due falde focali come punti corrispondenti i due
fuochi sopra un medesimo raggio, la rappresentazione dell’'una falda sull’altra
sia conforme (conservi gli angoli).

Data una superficie S nello spazio ellittico od iperbolico, proponiamoci
dapprima, in generale, di voler riconoscere se la S appartiene come prima
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falda focale, e qualche congruenza conforme. Riferita percid la S alle sue

linee di curvatura (, v), non avremo che da applicare le formole dei §§ 1, 2,
scrivendo che sussiste la proporzione

E:F:G=H:F:G,

: E_ G . o :
ossia F'=0), 27 a" Trattando in primo luogo il caso ellittico, le for-

mole (A) § 1 dimostrano subito che dovranno aver luogo le due relazioni :

T 4 coso — + LI senT ‘
870+\/E00q? T senso /
o \G sen \ (20
T+\Gsen?:+ﬁsencms?’ J
delle quali sard da esaminare la compatibilita colle (6) (ibid.):
¥
gi_i a‘Ez\'Ecotrsenm—\—licot G COS ¢
e v 2 99
o9 ia\§~—-’*G;cot cos G ot o sen )
v " JE du \ FO Y o SObe e

E chiaio che, senza alterare la generalith, possiamo limitarci a conside-
rare il caso che nelle (21) si adottino i segni superiori. La questione pro-
posta si riduce cosi all’altra di esaminare se possono determinarsi le #re fun-
zioni ¢, 7, o in guisa da soddisfare le quatiro equazioni che si ottengono as-
sociando alle (22) le altre:

- _ \E sen~
a_u—i_VEcosc‘D_'Tisencsen(P

s (23)
07 _ \G senz S
—1)+\/Gsengo———rj—senccosy. _

Ora formando la condizione d’integrability per le (22), si ottiene preci-
samente, come si osservd al § 1, quella relazione lineare fra le derivate di o
che proviene dall’eguagliare i due valori di D' nelle (B), osservando le (23),
cioe l'equazione

\G 8¢  \E VE (3_5_\9 )
—Se“‘?(a“ﬁ e "”) T T (24)

—— Senc 1 1. \

:\/EG en T sen@OOS(?(Vz 11) /
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D’altra parte se si forma la condizione d’jntegrabilita delle (23) si ot-
tiene un’altra tale relazione lineare fra 0 ® oe
ou 0w

stinta dalla precedente (24), quando si esclude, come sempre, il caso di una

congruenza a falde focali coincidenti. Per tal modo anche le derivate g—; , %

vengono espresse, come quelle di ¢, r dalle (22), (23), per ¢, 7, o, u, v ed
abbiamo per c¢id per le funzioni incognite ¢, 7, ¢ un sistema di equazioni ai
differenziali totali, la cui eventuale risolubilita si discute in ogni caso con-
creto con metodi ben noti. Il massimo numero di costanti arbitrarie che potra
comportare la soluzione generale del problema sarad di 3 e c¢id avra luogo
quando il detto sistema di equazioni ai differenziali totali & illimitatamente
integrabile. Nel caso iperbolico le conclusioni sono perfettamente le stesse;

soltanto alle (22), (23), (24) dovremo sostituire, secondo il § 2, le altre;

che s1 vede subito essere di-

00 1 H\E__ = \/E
TR W__\Ecothz-sencp—rcotacos?
N L (22%)
a“’ BaG —\/G cothz cos;;*\—cicotasenq:
I m L
o 4K _\E senh'sen
ou '\ ri 8Senc 93+
3_3+ IG sen __\’_ﬁsenhrcos =
g VNI RPN Seno
G JVE WE dc G \
Tsen?(au—{_?—zcos?)_—co ?(ﬂ_’_"-sen?): (24*)
1 1
VEGsenh sengocosgo(;2 ——:). /

Concludiamo intanto dalla nostra discussione: Una superficie S di uno
spazio di curvafura costunte pud apparienere al massimo, come falda focale,
ad una tripla infinith di congruenze rettilinee conforms.
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g 10.
CoxaerueNze DI THYBAUT NELLO SPAZIO ELLITTICO.

Sappiamo che nello spazio euclideo ogni superficie d’'area minima & in
effetto falda focale di oo® congruenze rettilinee conformi e di piu la seconda
falda & ancora una superficie d’'area minima (Vol. II, pag. 338). La stessa
cosa vogliamo ora provare aver luogo in generale in ogni spazio di curva-
tura costante.

Cominciamo dallo spazio ellittico e ricordiamo che se S & una superficie
d’area minima, riferita alle sue linee di curvatura (u, v), si pud porre (Vol. 1I,
pag. 338):

dst=e?(du+ dov*

e 620’ Py —= — 828,

dove ¢ & una soluzione dell’equazionc a derivate parziali
%0 | 020

0w " 9o

Introducendo queste ipotesi particolari nelle formole del paragrafo pre-

cedente e formando Veffettiva condizione d’integrabilita delle (23), troviamo
‘per le tre funzioni incognite ¢, z, ¢ il seguente sistema di equazioni:

— 20 __ o2,

%_—g_%:e"cotrsengo-i-G‘GCOtUcos‘P
a
S e 6 (a)
ﬂ_}_m:me cotreosg-—e"cotaseng
?ﬁ:eﬁseﬁsenw—eecos? )
ou seng (b)
_a_f_—_e-esenfcosw——eese“? i
ov sen ¢ ! /
g_;:ze—"senqz-—ee:ifcos‘? ,
9o sen s (C)
a—;:e—ﬂcos?—e”@—ﬁsen?'
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Si osservi che queste ultime possono anche scriversi sotto la forma

1 ds__ 1 9= 1 06 1 9=
Senc du  sen~T 0w’ sencdov  Sent 9w

(d)

e dimostrano che: nelle congruenze in discorso ¢ costante il rapporio

-~

-
aQ

no

(7Y
o] a

Ora, pel modo stesso come vennero dedotte le (¢), le condizioni d’inte-
grabilita per le (a), (b) sono identicamente soddisfatte, e quanto alla condi-
zione d’integrabilita per le (¢) risulta pure soddisfatta, come segue dal cal-
colo diretto o dal considerare la Joro forma equivalente (d).

Abbiamo cosi dimostrato: Qualunque superficie S d’area minima dello
spazio ellittico appartiene, come falda focale, ad oo® congruenze conformi.

Per definire una tale congruenza potremo dare ad arbitrio in un junto
di S i valori di 7, ¢, o, ciot geometricamente: 1.° la lunghezza t del seg-
mento focale, 2.° Uorientazione di questo segmenfo nel piano tangente di S,
3.° Uangolo o dei due piani focali.

Ma applichiamo ora le formole (A), (B) del § 1 per riconoscere la na-
tura della seconda falda focale S; troviamo :

J— J— 2 _

E=G=ev"2", F—=0 (25)
sen® ¢

D=1, ﬁi:O, D'== 1. (26)

Queste formole ci dicono: La seconda falda focale S della congruenza
conforme ¢ ancora una superficie d’area minima, che corrisponde per linee
di curvatura e per linee assintotiche alla primitiva S.

Come si vede, sono queste le proprieta stesse delle congruenze di Trny-
BavT nello spazio euclideo.
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§ 11.
CASO PARTICOLARE NOTEVOLE.

Evvi un caso particolare di congruenze di Trysaur nello spazio ellittico
che vogliamo ora esaminare. Dalle formole generali del paragrafo precedente
esso risulta supponendo ¢ = F 7, il che riduce le (b) (¢) coincidenti, ed as-
sociandole alle (a) si ha un sistema completamente integrabile, che p. e. nel
caso ¢ =—r si scrive:

gz g ==cot z (¢ sen o + €% cos ¢)
20 (27)
Bv+8 = —cotr (e cosp 4 e~?seny)
07 o 6
5 ¢ eeng—ecosg
o (28)
5, —¢ " cosg—e'seng,

Essendo o=+ = le (25) danno
dst—=e*(dut+ dv?)

;‘ _ 8-29, 7-2 — e~26’

e dimostrano che la seconda falda focale S coincide di forma colla polare S’
di 8. Se indichiamo con M, M M’ tre punti qualunque corrispondenti di &,
S, S’, siccome M’ dista da M di un quadrante, il movimento che porta S’

. w . . . T
in S sard uno scorrimento ortogonale, ciod d’ampiezza 7 (cfr. § 6, 2°).

Si pud spiegare a priori questo risultato colla seguenie osservazione geo-
metrica generale. Consideriamo nello spazio ellittico una superficie qualunque S
e Ja sua polare §', e trasportiamo con uno scorrimento ortogonale qualsiasi S

in S. Essendo M, M, M tre punti corrispondenti di 3. S S, dimostriamo:
Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 17

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



124 Bianchi: Sopra alcune classi di congruenze rettilinee

La congruenza rettilinea M M ha per falde focali S, S e la distanza <
dei fuochi M, M equaglia 'angolo o dei piani focali.

Per cid osserviamo che le coordinate (x) di M sono altresi le coordinate
del piano tangente in M’ alla S, come dualmente le coordinate (£) del piano
tangente in M alla S coincidono colle coordinate di M . Se facciamo uno
scorrimento ortogonale, p. e. destrorso, coi parametri (Vol. I, pag. 445):

A=0, B, C, D,

per le coordinate (x) di M, e per quelle (£) del piano tangente in M alla S
avremo

a,——BE, —C&—DE,, g f,—=—Bux,—Cax,— D,
X BEO_DEl_l—CéZ, E‘:BWO—D$,~{—CCL‘3

P

N
, xz—*—C;”O‘I_DEl—BEs, t¢.— Cwy+ Doy, — B,
\\ x3—~D£o—0£|+B52, \ gs;on an+Bx2

e le identitd che ne seguono

|Sxx|=|3¢&|

provano la proposizione enunciata. Osserviamo di pit che : sopra S, S si cor-
rispondono linee di curvatura e linee assinfotiche, perché cid ha luogo nella
corrispondenza fra la S e la sua polare §'.

Ma supponiamo ora che la S sia ad area minima; allora anche la sua
polare S" & ad area minima ed & rappresentata sopra S conformemente, onde
risulta che la congruenza sopra considerata sard in tal caso una congruenza
di Tavsavr. E pure evidente geometricamente che avremo oo® di gueste con-
gruenze speciali di Tryeaur, aventi per una falda focale la superficie data S,
Da queste considerazioni risulta altresl che, nota S, I'integrale generale del
sistema illimitatamente integrabile (27), (23) si ottiene senza alcuna quadratura.
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§ 12.
RELAZIONE COLLE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE.

Nello spazio euclideo le congruenze di TryBavuT si collegano ai teoremi
di Guicuarp sulle deformate del paraboloide di rotazione nel modo seguente
che dimostrai in una mia Nota nei Rendiconti dei Lincer (*) (cf. Vol. II,
pag. 334): Le due superficie d’area minima coniugate in applicabilita delle
falde focali di una congruenza di Tuysaur, convenientemente collocate mnello
spazio, sono le due superficie d’'area minima che il primo teorema di GUICHARD
(Vol. 11, pag. 100) associa ad una deformata del paraboloide di rotazione.

I teoremi di Guicuarp sulle deformate delle quadriche di rotazione fu-
rono poi da me estesi agli spazi di curvatura costante in due successive me-
morie nei tomi IV e V (Serie 3.%) di questi Annali. Ed ora dimostrerd ul-
teriormente, servendomi di quei risultati, che le proprieta ora ricordate delle
congruenze di Trysaur si conservano nello spazio ellittico (ed iperbolico).

Suppongasi di avere una congruenza di Trysaur nello spazio ellittico,
definita dalle formole del § 10, e sia S la coniugata in applicabilitd (Vol. I,
pag. 339) della S, sicche per la S’ le linee (u, v) sono assintotiche e si ha

ds*=e? (duw + dv*) )

D=D"=0, D=1 )

Con una conveniente trasformazione, di quelle considerate nella prima
delle Memorie sopra citate (Annali, tom. IV), deduciamo dalla S’ una nuova

superficie ad area minima S’ nel modo seguente.
Prendasi una coppia (®, W) di soluzioni del sistema di equazioni a de-
rivate parziali

per la S'.

92 d 0hod 9600

T T ude e — e W |

7 d 2000 0000 W )

duds —dodn Touaw 70 ( .
o2 b 0000 9600 26

v = Fuda Taeos O LHemW o

(*) Sulla teoria delle trasformaszioni delle superficie d'area minima. (Agosto, 1899.)
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8W_ _waib EW_ _293(1)
du ¢ G0 dv ¢ du (50)
00\ 0\

R R e o

dove ¢ & una costante. La superficie d’area minima trasformata S avra per
I'elemento lineare riferito alle assintotiche (u, v):

— o2

A5 =0 s (A + d v,

Per le formole (25) del § 10 sara provato che la &, convenientemente
scelta, sard la coniugata in applicabilita della seconda falda focale S dclla
congruenza di Taysaur se dimostriamo che, scelta la costante ¢ in modo con-
veniente, e presa opportunamente la coppia (P, W) di soluzioni delle (29),
(30), (31), si pud rendere

_tb __senrt
W™ sens
Ponendo
—senz, W =1lsenag, (32)

dalle (30) si trae

08 7

dlog A cOoS 6 c
’—"g— 6 e 0 Sel] -

_ CO8 ¢ Y
Ju sen ~ sen ¢ .
(33)
o0 logx g COS G 5 €OS 7
= seny —e- Cos g.
0o sent sen g )

Intanto dalle (a), (b), (¢) § 10, che si suppongono soddisfatte, risulta che
le equazioni simultanee (33) per la incognita i sono compatibili, e 2 ne ri-
sulta quindi determinata con una quadratura, a meno di un fattore costante.

Dalle (32), derivando, troviamo ora

g_z%i =2aié (cosa — €08 z') cos ¢, g—g— — el (cos & — CO8 2') sen g, (34)

indi per le (32)

j(0D, [0d)
—20 v 7% 2 _ 2
e z(au)+(ﬁv) +ot W __1—cosccost
20 W T sencsen~t

Ma dalle (d) § 10 risulta subito che il secondo membro di questa for-
mola & una costante; presa questa per valore di ¢, la (31) & adunque sod-
disfatta.
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Ed ora, derivando nuovamente le (34), si vede facilmente che ¢, W,
date dalle (32), soddisfano anche le (29). Cosi & provato quanto si voleva
dimostrare.

§ 13.
CONGRUENZE DI THYBAUT NELLO SPAZIO IPERBOLICO.

Indichiamo rapidamente 1 risultati analoghi pel caso iperbolico che si
stabiliscono con processo affatto simile. Per una superficie d’area minima S di
questo spazio riferito alle linee di curvatura si ha

g dst=¢e? (du* +.dv)
/ 7‘,——‘829, 7-,:__329’
soddisfacendo ¢ all’equazione
00
’_eze e %9,
0 u? + 00? -

Una congruenza conforme di cui S sia una falda focale & definita dal
sistema simultaneo

00 09
¢ 8 -0 )
— —=2¢"coth r sen eYcotscose
du 0v ¢+ y
50 (a¥)
g 9 o -
-ePcothrcoso —e Pcotosen:
ov + 25 v ? i
0T senh 7
T sens —elcos . .
ou sen ¢ : i
( (b*)
ot o0 senh 7 008 o — ¢ sem
ov sen g 7 ¢
oa e~ sen ¢ %% cos o
—_— — U S 7
ou ¢ senh i )
(c*)
06 - 4 o Senc
—=e¢coso—¢ sen o,
ov i senh = i
e si osservera anche qui che le ultime possono scriversi sotto la forma
1 0o 1~87 1 9¢_ 1 0= (d)
sencgw Senh<gwu Sencdo senhTdo
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onde risulta che: in queste congruenze é costante il rapporto

T
tghg.

G
tg—2

1l sistema (a*), (b¥), (c*) & illimitatamente integrabile a causa della equa-

329 3’0

zione: — -+ ~— =—=¢%® 4+ ¢-*® cui soddisfa 6.
0 u? + 0 v2 + ’

Per la seconda falda focale 5, dalle (A*), (B*) § 2 abbiamo

BeG—e»"W7 Py
sen-¢
D=1 D=0, D' =—1;

si hanno quindi 1 medesimi risultati come per lo spazio ellittico.

Dimostriamo in fine che anche nel caso attuale le due coniugate in ap-
plicabilita S, S' delle S, S sono fra di loro e con una deformata del para-
boloide di rotazione nella relazione del teorema di GuicHARD per lo spazio
iperbolico. Dalla superficie d’area minima S’ che riferita alle assintotiche (u, v)
ha V'elemento lineare

ds?*=¢e?(duw + dv*)

con

D=D'=0, D=1

si passa alla trasformata S° (m. c.) secondo il teorema di Guicaarp nel modo
seguente. Per V'elemento lineare di S’ riferita alle assintotiche (u, ») si ha

, b?
ds*:e*z"—ﬁ,—e(du?—i—dv?),

essendo (P, W) una coppia di soluzioni del sistema seguente di equazioni:

o _ 9050 0004
du?  Oudu Ovdv
o 0030 905w .
dudo—ovia Tcuas T OV (29%)
0% @ 0900 00gd

9t dudu (7)—05—0+e

+ e fce® W \

20 q]_Jl__ceQB W )
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ow A oW 0o

ou :e_Qeﬂ, dv —e 0u (80%)

B o

indicando ¢ una costante.

Procedendo come al paragrafo precedente, basterd provare che, soddi-
sfacendo @, 7, ¢ alle (a*), (b¥), (c*,, si pud scegliere la costante ¢ e la coppia

di soluzioni (b, W) del sistema superiore in guisa che risulti

¢®  senhr
W senc
Posto
® — 4 senh, W —1)lseng,

dalle (30*) si traggono in primo luogo le equazioni compatibili in 2

- \
dlogh 4 cosc g8 cosh =

—e¢ cos sen o
ou senh = 4 sen 4 : J

0logx g COSG gcoshr \
— ¢ sen¢—e%-—— cos o,
ov senh = ‘ sen s ! ,

che danno % con una quadratura. Successivamente troviamo

o K
~—=1¢€"(cos s — cosh z) cos 9, -—=2~¢e’(coso —coshr)seng
ou 0v

e quindi

0P\ | (0D
1D I el - — P2 2
i i(@u)—l_('dv) } ®¥+ W __l-—cosccosht

2¢ W T sencsenh~

(327)

(34%)

Il secondo membro, a causa delle (d*) & appunto una costante. Presa
questa per la costante ¢, la (31%) & soddisfatta. E cos), derivando le (34%), st

prova che anche le (29*) sono verificate.
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§ 14.
FORMOLE RELATIVE AD UNA SUPERFICIE RIFERITA ALLE ASSINTOTICHE.

Ci volgiamo ora a trattare l'ultimo degli argomenti proposti, lo studio
delle congruenze W a falde focali d’egual curvatura negli spazi di curvatura
costante. Come mnello spazio euclideo (Vol. II, pag. 74) ci limiteremo per
altro al caso in cui le linee assintotiche delle due falde focali sono reali.
Converrd per prima cosa stabilire un sistema di formole fondamentali per
una superficie S del nostro spazio, riferita alle assintotiche. Queste formole
sono le stesse tanto nello spazio ellittico che nell'iperbolico (ceme nell’eucli-
deo); indicando con K, la curvatura dello spazio faremo al solito per sem-
plicita. K=+ 1 nel primo, K,— —1 nel secondo caso.

L’elemento lineare della S, riferita alle assintotiche (w, v), sia dato da

dss=Edu 4 2coso(\EGdudv+ Gdv,
dove dunque w & I’angolo compreso dalle assintotiche. Indicando con
1
92
la curvatura relativa della superficie, avremo pei coefficienti della seconda
forma fondamentale

h—=—

o ’ - Seno
Fissendo ora x,, ., ¥, ¥; le coordinate di un punto M variabile sopra S,
denotiamo con &,, &,, &, & 1 coseni di direzione della normale alla S e con

Noy My Yoy 73
Goy Gy Gy &

quelli delle tangenti alle linee di curvatura, ciot alle due bisettrici delle linee
coordinate, e poniamo precisamente

y o (Liz 1og
2sen°2) VE 0u G 0v

35

£ — 1 (1 0=, 1 93”). N
(\E du G dv
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Le formole che vogliamo stabilire esprimono le derivate rapporto ad u, v

degli elementi del,determinante

Xy T Ty X

go £ .52 53
Mo Nt N2 N3
S & & &

per gli elementi stessi. Per quelli della prima linea esse seguono dalle (35),

per quelli della seconda dalle formole generali date nel Vol.

I, pag. 493 e

ivi segnate (39). Per gli elementi delle altre due righe si deducono nel modo
stesso tenuto nelle Lezioni (Vol. I, pag 318 e ss.) per stabilire le formole rela-
tive alla sfera. Diamo nella seguente tabella le formole che cosl si ottengono:

Y = o o)
g au_\E(sen2-7;-{—cos2-c:}
/ a_x:\ja(——senm-n—}—cosw‘CL
v 2 2 /
08 B
ﬂ:T(COS2 cn——sen C)’
gi:~-—-(cos* 7;+~en— )
on =
\ 8—u:_\E sen —-x—~>—c¢os —-£—A.¢,
'f;_/—G— (O] \a— (O] E B
P sen_z-x—i—Tcos?- + B.g,
\ 3—2 \/Fcos? x+\—/£sen~ E4 4.0,
2 o0t _ Geoso- 2+ L2 sen— t—B-
PR 2 0 75

le quantita A, B vi hanno il significato seguente
1 00 \/E 12
A= =5 5 + i s sen o

1 90

2
B= 5 Bv—l_in 9 lsenw.

Annali di Malematica, Serie III, tomo X,
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Le formole (E) valgono si nel caso ellittico che nell’iperbolico. La diffe-
renza fra i due casi appare solo in ¢id che, in virtl della formola di LiovviLLe
per la curvatura, le quantita 4, B date dalla (36) sono legate dall'identita

gf + gf = LK Gsenow (91 —- 1) nel caso ellittico, (37)
e invece dall’altra
= 4 7 =\ G senw{; + 1) nel caso iperbolico. (37%)

Aggiungiamo che per avere dalle (E) le formole che valgono nello spazio
euclideo basta sopprimere nei secondi membri per le derivate di », ¢ i primi
termini, contenenti z.

§ 15.
FORMOLE RELATIVE ALLE CONGRUENZE.

Abbiasi ora una congruenza rettilinea di eui sia S una delle falde focali

e indichiamo la seconda con S. Per fissare le idee riferiamoci prima al caso
ellittico e, adoperando le notazioni stesse del § 1, scriviamo le formole per

la S sotto la forma (4), (5), ciod
x=20c0st + (ncos¢ -+ {seng)senr (38)
£ =£&cosa -+ (v sen g -—&cos ¢) sen o. (39)

Scrivendo le condizioni

avendo riguardo alle formole della tabella (E), troviamo in primo luogo le
formole seguenti:

0 — t

a—z——A:—\Ecos go+—2°i cop“{—cotr

0 : t (40)
@ . - ®w)fcota

%‘f— \G [e{s] P— 2)( o —cotr
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Ed ora, derivando le (38), (39) osservando le (E) deduciamo le altre:
du d~
(’ 8_1f“ senr[a +\/Esen(cp+ )].:c—
\/If—l w
! —Tsenrcos(9+—2—)~5+

OS?LOST[ ;+\Esen (go+ %)]—{—

senrcotaseng;eos(go—[— Z)E'”+
+3sen¢cosr[g —{—\/E sen (@+ )]_

_\/_Esenrcota cossocos(? + —;—)-)}C

,—f:——senr[gv—}— /G sen (o———)]x—i—

—l—\o—asenrcos (cp— (;)2;‘ +
{ -}-{cos?cosr[%—l—\,(} sen( —%)J_

! \
VG w l
— sen-ccotcrsengocos(cp—9)s n+

(O]

—{—isenq}com[ —l—\G sen( _5)]‘*’

0]

—|—Vfsenrcotacowcos(go—é—)g-c

»
J\‘c|

. =\E senacos(cp—{— ) xr—

g9 @_ i)Jr
—Sena[au—r o Seﬂ(?—l—Q £ 4+

Ny

+Zsenr‘acosa[ —]——— sen (So —,L%)J_
cn

o)
— V E sen o cotrcos ¢ cos|g +
\
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+%—COS?COSO[32+\/—?Sen(?+ ‘:))]_.

—Esena cotrsenzpcos(q)—l- )c 4

0&__

0]
e Gsenqcos(qa—2)-x——

& bo _\G ( 3) _
+lsen9cOSa[av ’ en g — l

—\ G sen s cot 7 cos ¢ cos( ——g)}-n—{—

+ g—cos<psenc[gz—\/76T sen ((p—— %)]~

— /G sen o cot ¢ sen ¢ cos (go — %“ e

Servendoci delle formole scritte e costruendo i coefficienti delle due forme

quadratiche fondamentali per la superficie S, troviamo per le formole ri-
chieste :

I

— o w E sen*
E [a—u—l—\/ sen ‘PJFE] S cos(,o_|_ﬁ)

o’ sen’c
“:[ —I—VEsen q)—{—-( ] [ +. Gsen ]— /
L \EG sent= © ( o m\’
p?  sents cos(q)—{— 2)cos ? 2 \
— Jo= — o\, G sen?z ®
rd[b—v—l—\Gsen(?—— 2)]+Fsen260032(9—§)
- — sen e 4 o\[0 — ( »
D:\/bsenrcoskqa—i-—2)[%—{—\Esen(?—{— 2)]—— .
— (
_\ﬁsenrcos w) @ \Ese ( ) )
p seng (?—|—2 5u+7 ncp—|—2)]
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e ot 1)

—sen( —;i)]
D= (B 202w+ )[aﬁ\“" (e=3)]+

[%{j 1 \%sen(?—i- (—;)]
D' — (G ez o — 5[+ & (s — 5) ]+

\/gsenccos( ___cz) 0s NG sen( L 0)) .
o sen- LAY | P P }

)

o VE sen = [6

p SBHO‘

QQ

+—Ci§—e:n—0()s(go—ﬁ)

sen ¢

L’ eguaglianza dei valori di D’ dati dalle (G) segue anche dalle (40)

formando la condizione d’integrabilith col tener conto dell’identita (37) e
delle altre

Lop_of12] 1o _g(12]
P u_zj 2| o uzj . (41)
oV E —=\12 —({1 2

E;/v ——:\4{ 1 E—i—COSw\’Gi 2;

- (42)
0\ G i

T :\'5l1222—|—003m\/E2112§~

La stessa cosa pud dirsi implicitamente contenuta nel risultato al § 1,
giacche le formole attuali non sono che quelle gia ivi stabilite, trasformate
in coordinate assintotiche.

Notiamo ancora che dalle (I') segue l'altra

/

— 1 sentt \

EG — Goosfo— 2\2= 4+ vE ©
EG—F’_PTSGII?G{\GCOS(? 2\)[au+\/E Sen((?_}_ 2)]+ /

- o\[0~ — 2 (H)
+ JVE cos (?7“?\)[%%—\/(}&3%(?—"—2’)2 . 5

Formole affatto simili a quelle ora stabilite pel caso ellittico valgono
nell'iperbolico. Senza scriverle esplicitamente basta osservare che si deducono

dalle precedenti cangiando dappertutto le funzioni circolari di = mnelle iper-
boliche corrispondenti.
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§ 16.

LE coNeRUENZE W IN GENERALE.

Supponiamo ora che la nostra congruenza sia tale che sulle due falde S, S
si corrispondano le linee assintotiche (sia una congruenza W). B percid ne-
cessario e sufficiente che si abbia insieme D=0, D" =0, ossia per le (G)
che sussistano le due equazioni

sen*

g:;_\ﬁ_a_sen(r_ﬁ):_ﬁenz av+vasen(¢—°’)]- ’

2 sen®

au+—sen(@+ )_ sen’a[?)r_{_\/Esen(q)—{— )] ) 5

Tenendo conto di queste, il valore di D' dato dalle medie (G) diventa

N

sen -t

(44)
+\/bcos(go+ )[ —|—\/Gsen(go—3)”- §

Se ora indichiamo con % la curvatura relativa della seconda falda S, ab-
biamo

— e
EG — F?

di qui, osservando la (44) e la (H), si deduce la formola

— sen c\*
/;:—‘02( ),

sen T

ovvero, essendo k — ——Plg— la curvatura relativa della prima falda:
sen g\4 -
kh=(n) - (43)

A questa formola, che vale per le congruenze W nello spazio ellittico, si
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sostituisce naturalmente nello spazio iperbolico I'altra

(45%)

Eh=(

seng \
senhr\) '

E chiaro che le formole ora ottenute dinno I'estensione alle congruenze W
degli spazi di curvatura costante del teorema di Risavcour per lo spazio eu-
clideo (Vol. 1I, pag. 58).

Un’altra proprietd delle congruenze W dello spazio euclideo si estende
alle attuali collegandole alla teoria delle deformazioni infinitesime col teorema:

Affinché una congruenza rettilinea sia una congruenza W ¢é necessario
e sufficiente che una falda jfocale sia suscettibile di una deformazione infi-
nitesima nella quale ciascun punto della superficie si sposta nella direzione
normale al piano tangente dell’alira falda.

Questo, che fu gid dimostrato per altra via dal Fusimv (*), deduciamo dalle
nostre formole nel modo seguente. Indicando con 7' una funzione incognita
di u, v e con ¢ una costante infinitesima, poniamo

o =x+eTE (46)

e cerchiamo se & possibile determinare 7' in guisa che ne risulti identicamente
Sdx.d{T%&)=0, (47)

nel qual caso appunto le (46) daranno una superficie infinitamente vicina
alla S ed applicabile sopra di essa. Servendoci delle formole generali § 15,
troviamo che la (47) si traduce per la funzione incognita 7' nelle due equa-
zioni :

Blog(al;senc):_\/ﬁsen(?_f_ -;—)J(COOtG—I—OOtT) é
SO 48
0 log (T sen s) — o\ cots ﬁ 48)
—-——:\Gsen(r‘o———)( —cotr).
dv 2 0

E dunque necessario e sufficiente che sia soddisfatta la condizione d’in-
tegrabilita

3au [\/ESG“(‘P — ;\)

7

{ cot o cota
\

” —cotr)]ﬁ—%[\Esen(goJr(—;-)(P —i—cotr)]——o;

(*) Sulle deformagzioni infinitesime delle superficie negli spazi a curvatura costante.
(Rendiconti dei Lincei, Marzo 1899.)
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ora questa sviluppata conduce ad un’equazione lineare fra le derivate di , o,
e combinata coll’altra che risulta dall’eguagliare i valori di D nelle (C) da
un sistema equivalente alle (43), cid che dimostra il teorema.

§ 17.
CoNGRUENZE W A FALDE FOCALI D’ EGUAL CURVATURA.

Veniamo ora all’oggetto proprio della nostra ricerca e supponiamo che
nella nostra congruenza W le due falde focali abbiano egual curvatura e sia
quindi

1

9 *

:]{Z__‘——

O

Considerando ancora il caso ellittico, la formola (45) generalizzata di
Ripavcour da fra 7, ¢ la relazione finita

sen® r — p?sen’o, (49)
dopo di che le (43) si riducono semplicemente alle

g 10~ do 1d-= -

ﬁ:pa—z}’ dv 200 (50)

Bisogna adunque intanto che la funzione p di «, » sia tale da rendere

compatibili queste equazioni (50) colla (49). Ma viceversa, se cid accade e

7, ¢ sono scelte in guisa da soddisfare queste tre equazioni, le osservazioni

fatte ai paragrafi precedenti dimostrano che basterd poi scegliere 9 in guisa

da soddisfare le (40), che formeranno un sistema illimitatamente integrabile.
Alla (49), senza alterare la generalitd, possiamo sostituire I'altra

sen t==pseng (51)

intendendo che p, senz, senc siano positivi. Derivando questa rapporto ad
u, v e combinando colle (50), possiamo a queste sostituire le equivalenti

6~  sent  0logp 0~ sen = dlogp
jum— e 9 — - .
Ou COST—CO0SG Ju dv cost--cosc Qo

(52)
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Esprimendo in queste cose per ¢ dalle (51), non resterd altro che a seri-
vere la condizione d’integrabilita

8( sen © alogp) 0 { senrt 3logp)_0
. _ﬂk . =0.

0v\cosT-— oS5 0u cosT -} cose o

/

Questa assume dapprima la forma

2 sen 7 cos ¢ 3210g9+ 2vsent 810g9810g9__0 (53)
- "

€082 T — OS2 Qudv COS2ET — COS26 du O

dove si & posto

1 -4-sen?c—cosccosT 1 sen2¢ 4- cos o eos 7
- COS T — COS 3 cos T -+ cos s

[

Con facili riduzioni si ha

sen?c¢ + sen® <

=2 —_
: & 08¢ Sem e — sent
ossia per la (49)
— 1+ ¢
p=—=2c08¢g | — gt

Cosl la (53) diventa

0*logp _ ¢* 41 dlogp dlogp
dudv  o*—1 du 0v =

o sotto altra forma

D
™
o
Do
o
D
o
Qr

|

e —1

bl
*
XD
<
o
QD

Di questa troviamo subito I'integrale generale sotto la forma

2 +9l)
P I v(

essendo ¢ (u), ¢ (v) le due funzioni arbitravie, I'una di u, altra di v.

Cosi p ha necessariamente la forma (K); ma inversamente se questo ac-
cade le equazioni simultanee (52) per ¢ formano un sistema completamente
integrabile e danno z con una costante arbitraria.

Abbiamo eseguito i calcoli superiori pel caso ellittico. Nel caso iperbo-

(K)
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lico alle (51), (52) si sostituiscono le altre

senhr=psens (51%*)
0% senh v dlogo dt__ senht 0 logp 5o+
du coshT —cosc 0w ~ Ov COShtT—cCoSG Ov (527)

onde risulta per p l'equazione a derivate parziali

o _ _2p 0p 0p *
buds P41 oudo’ (54%)

il cui integrale generale si scrive
p(u) — ¢ (v (K*)

—_14-¢@¢¢@)

Riassumiamo i risultati ottenuti nel teorema: In ogni congruenza W a
falde focali d’equal curvatura e a linee assintotiche (u, v) reali dello spazio

ellittico (con K,=+1) lu curvatwra relativa k == Plg delle due falde ha
necessariamente la forma (K)
__ o+
1+ o) ()
e per lo spazio iperbolico (con K,=—1) Ualtra
_ 2@ —b()
SRR

Viceversa ogni superficie S' della classe (K) o (K*) appartiene come
fulda focale ad oo* tali congvuenze. Per fissar una tale congruenza si potra
dare ad arbitrio, in un punto di S', il segmento focale in grandezza ed
orientazione.

Si pud ora domandare come si ottiene il caso particolare euclideo (Vol. II,
pag. 75) dai risultati generali ora trovati per gli spazi di curvatura costante.
Basta per cid considerare p. e. lo spazio enclideo come limite di uno spazio

a curvatura costante positiva K, — + IE? facendo crescere R all'infinito. Ora

per un tale spazio ellittico di raggio R la formola (K) diventa

2 () + 4 ()
r= R ey
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se 8l pone Ro(u)=U, B¢y (v)="V e nella formola conseguente

p UV
— UV
1+

tenendo fissi U, V si fa crescere R all'infinito si ottiene appunto al limite la
formola dello spazio euclideo (. c¢.):

p=U-+7T.

§ 18.
TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE DELLA cLassE (K.

Da ogni superficie S della classe (K) o (K*) se ne deducono oc® nuove
come seconde falde focali delle c® congruenze a falde focali d’egual curvatura cui
appartiene, come prima falda, la S. Per cid occorre prima integrare le equa-
zioni (52) o (52*) che dipendono unicamente dalla forma della funzione p,
che si pud ridurre evidentemente cangiando 1 parametri, w, v ai tre tipi

) *°—0

le—[—uv ° ‘O:l-}—uv.

a) p=—cost., b) p=u, c)

Integrate una volta per tutte queste equazioni, rimane da integrare le
equazioni simultanee (40) o quelle che da queste si ottengono cangiando cotr

. . . 1 .
in coth r. Prendendo per incognita tg 5 ¢, esse hanno la forma di un’equa-

zione di Riccatr e basta la conoscenza di una soluzione particolare perché
I'"applicazione successiva del metodo di trasformazione riesca con sole qua-
drature.

Si potrebbe poi perfezionare ulteriormente il metodo di trasformazione
dimostrando che sussiste anche qui un feorema d¢ permutabilita affatto ana-
logo a quello che sussiste nello spazio euclideo (Vol. II, pag. 80), colla qual
cosa vengono risparmiate le successive quadrature.

Qui ci fermeremo soltanto a considerare due casi particolari di superficie
della classe (K) o (K*), corrispondenti ai tipi a) b) sopra distinti.
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Nel primo caso le superficie in discorso sono quelle a curvatura costante
ed assintotiche reali. Essendo p — cost., dalle (52), (52*) segue t —cost. e
dalie (50) ancora o = cost.; le relative congruenze sono quelle gié} cor}siderate
al § 3 che conducono alle trasformazioni di Bickusp. Avendosi qui

i122:i3_920’ 112‘:L@:0
1

si pud fare semplicemente F-=1, G =1, indi
' dst=du*+ 2coswdudv + dv’,
dove » & una soluzione dell’equazione a derivate generali

a2

0~ 0

_(_1_ l)senw
duov e T )™

Le (40) diventano le formole della trasformazione di Backrusp
B e e S I

| @ to
! ﬂ(?-{-%):(coo —cotr)cos(go~— ;i)

y

Per la superficie trasformata si ha dalle (F)
ds*=du*—2cos2¢9dudv 4 dv?,

onde risulta la proprieta della trasformazione di Bickrusp di conservare le
linee di curvatura e le linee assintotiche col loro arco.

Il secondo caso particolare notevole & quello corrispondente al tipo b).
Per le superficie in discorso la curvatura (assoluta o relativa) & una funzione
della sola (w) e pereid: le loro linee di egual curvatura sono le assintotiche
di un sistema. Cid equivale a dire (pel teorema d'Exxerer) che in questo si-

stema cilascuna assintotica & una curva di torsione costante. Essendo ora

0E 0a
12 3_‘*_%“%7_0
i 1 {7 2(EG—F
g6 _poE
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ne risulta

¢ quindi G==u V. Cangiando il parametro v, si pud fare V=1 e per l'e-
lemento lineare della superficie si ha la forma

dss=Eduw +2Fdudv + udv,

della quale risulta la seguente proprietd caratteristica delle attuali superficie :
Sulle assintotiche (u) a torsione costante le assintotiche (v) dell’altro sistema
intercettano archi proporzionali.

In fine osserviamo che essendo g—‘i — 0, sen r =psen g, la terza delle (F)

dd G = G, onde segue: Per le superficie della classe attuale le trasforma-
zioni considerate conservano ¢li archi delle assintotiche a torsione costante.

Per ogni singola curva a torsione costante la trasformazione & la mede-
sima come per la superficie di curvatura costante.

§ 19.
LE SUPERFICIE GONOIDALI RETTE.

Termineremo coll’addurre un esempio di superficie della classe (K». Questo
troviamo, in analogia di quello che accade per lo spazio euclideo, nelle su-
perficie conoidali rette, ciod in quelle rigate dello spazio ellittico od iperbo-
lico che ammettono una direttrice rettilinea ortogonale a tutte le generatriei.
Consideriamo particolarmente lo spazio ellittico e supponiamo che la diret-
trice sia la congiungente i due punti (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0). Le coordi-
nate x,, «,, ¥, x; di un punto mobile sulla conoide retta si trovano subito
date dalle formole

Ty == COS U COS ¥, &'y == COS % Sen v, |

(55)
&, —sen u cos ¢ (v), «;=sen usen ¢ (v),

dove w & la lunghezza di generatricc » = cost. contata a partire dalla diret-
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trice (u=0), v la lunghezza di quest’'ultima contata da (1, 0, 0, 0), in fine
¢ (v) una funzione arbitraria di v, che fissa la forma particolare della conoide.
Dalle (55), derivando, si deduce per l’elemento lineare della superficie

ds*=du®+ (cos*u | ¢ (v) sen® u) d v* (S"' :Z%),

indi pei coseni di direzione della normale:

o’ senu senv — o’ sen 1 cos v

0 —— 5 ] 1 — [
yeos?u - o2 sen? u Vcostu + o2senzu

£ — CO08%% Sen ¢ £ COS 2 COS @
2 - = B 3 — T — *
\ coszu + 0’2 sen?u | COS%u + @'t sen?u

I coefficienti D, D', D" della seconda forma fondamentale della conoide
hanno quindi 1 valori

, o’ y o sen u cos u
D—:O, D: : 7 ’ D :il‘———,———? (56)
\eostu - @2 sen? u VJeos? u | ¢’2 sen?u
onde per la curvatura relativa & abbiamo
1 coS®u + 9’2 sen®u
= — ;—2— N p= Py . (57)
)

Le assintotiche del secondo sistema, dopo le generatrici » — cost., sono
le linee integrali dell’equazione differenziale

2D du-+ D'du—=0,

2du 0"
— -dv==0.
sen u cos u + o'

Se si pone adunque
%, =9 tg% u,

le assintotiche del secondo sistema saranno le u, = cost. Ora dalla (57) espri-
mendo p pei parametri u,, v delle assintotiche si trae

1 ’

1t wme E_*_(P_
—zu—}—(p'— i ,,
1+H1 SO

che ha appunto la forma (K).
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Analogamente nel caso iperbolico per la formola della conoide retta pos-
siamo prendere :

x, == cosh u cosh v, x, ==cosh usenhv, 5

(55%)

w, =senh u cosh ¢ (v), «;=senh usen ¢ (v), !

da cul ricaviamo
o d s*=d u* 4 (cosh® u 4 ¢"* senh? w) d ¢?,
ind1
¢’ senh"s!senh v
[/ 2 — n b
Jeoshzu + ¢’2 senh?

o' senh » cosh »
?
\ cosh? » 4 o2 senh? «

z
St

L coshu sen ¢ g eosh u cos ¢
2 — 5 ’ 3 —
\coshz u + 9”2 senhzu Veoshz u + o> senhz
’ ”
, senh  cosh »
D pram— 0’ = ] (p ; 9 D / = <P - b
ycosh?u 4 ¢ senh?« Vcoshz o + o2 senh2

__cosh* u - o2 senh?
?l
Le assintotiche del secondo sistema sono le

u, — ¢’ tgh® u — cost.,

ed esprimendo p pei parametri #, v si ha

1

. ’m—l“(‘;r
’ 1
1— . ’

1

I

che & appunto la forma (K*).

Notevole in ambedue i casi & l'ipotesi ¢' = cost., ove, essendo D' =0,
anche le u sono assintotiche e la superficie ¢ ad area minima. Queste rigate
ad area minima corrispondono all’elicoide rigata minima dello spazio euclideo
e danno altresi un esempio delle superficie, considerate al paragrafo prece-
dente, nelle quali le assintotiche u sono ciascuna a torsione costante. Soltanto
nel caso ellittico, quando la costante ¢ ha il valore particolare ¢' =1, questa
torsione & la stessa per tutte le assintotiche u e si ha la particolare superficie
di Currrorp a curvatura nulla e ad area minima.

Pisa, Agosto 1903.
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Sur quelques transformations d’une serie
de puissances.

(Par Niers Nisen, o Copenhague.)

§ 1. ForRMULES GENERALES.

\
bupposons pour un instant que la variable z soit réelle et que 0< 2<1,
puis mettons dans cette intégrale indéfinie

F=[—LE_ 4, ()

a1 — a?

xr=sing, oll ¢ désigne un angle réel tel que Oicpg—;— » une intégration

par parties donnera immédiatement
J=7F(sing)-log tg % ¢ —ff“’ (sing) . cos.log tg —;— pd e, (8)

. . 1
de sorte que nous aurons, & I'aide de la nouvelle transformation tg 5 9=2

pour notre intégrale cette autre expression

(N I P oS (R

Supposons maintenant que la fonction f () soit holomorphe aux environs
du point # =0 et que la série de puissances correspondante ait son rayon
de convergence égal & 7, nous aurons cette autre série de puissances

f (@)
v1—a?

=@t ar+ a2 tartt+-., |z|<p, (1)

olt p désigne le plus petit des deux nombres positifs 1 et », ce qui donnera
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immédiatement

J——aOIng:a—{'an%-x“r%-x“r'--’ Lz | <p. (2)

Cela posé, il est évident que la fonetion f( ) est holomorphe aussi

+
aux environs du point 2-=0, de sorte que nous aurons cette nouvelle série

de puissances
f(lizz)—~ao+b.z+bze+bazs , |2]<P,  (Lbis)
ce qui donnera
f(')(l izzg)- (:Iz*)z—b +2by2+ 3bs2t+ -5 |2]|<P.
Quant au rayon de convergence P, nous aurons & donner plus tard pour

cette quantité des limites supérieures et inférieures.
Appliquons maintenant ici cette formule intégrale

anlogrde = 2 . log x —
Jomtog R R CES I
nous aurons, en vertu de (y), cette nouvelle formule

by bs

J—aologz_»~ z—}—— z'—{— 24 2| <P (2 bis)
Or, remarquons que les deux variables = et 2 sont liées par cette identité
£ — 22
T 142’

les formules (2) et (2bis) donnent, en vertu d’un théoréme fondamental de
la théorie des fonctions analytiques, une identité de cette forme

2 L as 22 \¢ bs s
1+z2)+s§1?'(1+z?)_s§1? + & ©)
ot K désigne une constante arbitraire. Pour déterminer la valeur de cette

constante mettons dans (&) 2==0, ce qui est permis, nous aurons K
Posons ensuite « au lieu de 2, nous avons démontré ce théoréeme général:

I. Définissons, & Uaide de (1) et (1 bis), les deux groupes de coeffi-
cients as et by, nous aurons cette identité :

A log(

=00
8 As

_.(ﬂ)’ﬂaolog( +oaty= ¥ 3 s o (3)

=1 S 1 —}—:v? s_.l S
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formule qui nous donnera le prolongement analytique de la série de puis-
sances figurant au second membre et dtant convergente pour des valeurs suf-
fisammment petites de |z |.

Considérons encore cette autre intégrale indéfinie

_ 9 (@) 4,
Jl 1+ xz) dux 3 (E)
la transformation # =tg ¢ nous condulra, a 'aide d’une intégration par parties,
a cette nouvelle expression

log sin ¢

Ji=yg(tgg)-log sin?—fg“’ (t29) —gosp ¢ ()
d’oll, en posant sin¢==2:
Jl—g( ) logz—fg(‘)( zve) log 2 Fdz. ()
Ta-ae

Supposons ensuite que la fonction g (x) soit holomorphe aux environs du
point £ =0 et que la série de puissances correspondante ait son rayon de
convergence égal & », nous aurons ici ces deux autres séries de puissances:

19—5,)22:co—i—c‘x—l-czm’%—csxs-’r""’ Iz <p 4)
g(mz )—Co+dz—{—dz’+daz’—|- w2l <Py, (4Dis)

olt p désigne le plus petit des nombres positifs 1 et r, tandis que nous avons
& donner bientét des limites supérieures et inférieures de P,.
Cela posé, nous aurons sans peine cet autre théoréme général:
1I. Définissons, a Uaide de (4) et (4 bis), les deux groupes de coef-
Sicients c¢s et ds, nous aurons cette identité :

§=00 s r s _ s=$0 ds
TU [ emim=F e o

formule qui nous donnera le prolongement analytique de la série de puissances
Sigurant au second membre et étant convergente pour des wvaleurs suffisam-
ment petites de | x|,

Supposons données les deux séries de puissances figurant aux seconds
membres des formules (3) et (5), ou, ce qui vaut autant, les coefficients b,
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et d,, la détermination des a, et des bs; deviendra trées compliquée, de sorte
qu’il est trés remarquable que la forme singuliére que nous avons donnée auvx
formules susdites nous conduira immédiatement au but dans un nombre des
cas intéressants. Or, avant d’étudier de tels cas particuliers, nous avons &
déterminer les champs de convergence des séries de Burmany qui figurent aux
premiers membres de (3) et (5) et & donner des limites pour les deux rayons
de convergence P et P,, si nous supposons données les fonctions f(x) et g (x).

§ 2. Sur LES CHAMPS DE CONVERGENCE.

Quant au champ de convergence de la série de Burmasy figurant au
premier membre de la formule (3), remarquons que la fonetion

Fo=7(r)

est holomorphe dans tous les points du plan des 2z pour lesquels

o < (2)

1+ 2?

posons maintenant @ =£& + iy, ou £ et n désignent les coordonnées rectangles
du point 2, I'inégalité («) nous conduira a cette autre

(£2+n:)2;2(%_1)5?—2(%+ ])rf—{— 1>0.

Cela posé, considérons cette courbe C(r):

@ 4y —2a0 —2(@+ 2+ 1=0, a=——1 (6)

7.2
on bien en coordonnées polaires
p'—2(a 4 2sin?6)p* + 1 =0, (6 bis)

nous verrons que C (r) est une courbe fermée qui a des points doubles dans
les points circulaires & Vinfini.

Or, la condition () montre clairement que F (2) est certainement holo-
morphe dans tous les points du plan des 2 que .l’'on peut obtenir en prenant
comme point de départ 2—20 et en suivant un chemin fermé qui a un nombre
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pair de points d’intersection avec C(r). Nous désignons par ¥ (r) I’ensemble
de tous ces points; c'est-d-dire que F'(2) est certainement holomorphe dans
la partie $ () duplan des 2. Inversement, il est évident que F' (2) a toujours
un point singulier an moins situé sur la courbe C(r), ce qui montrera que
les limites supérieures et inférieures de P seront précisément le plus grand
et le plus petit rayon vecteur qui unit I'origine avec un point de C(»).

Considérons maintenant 1’équation (6 bis), il est évident que les valeurs
maximums et minimums de ¢ sont celles qui correspondent aux points d'inter-
section de C(r) avec les axes de coordonnées. De plus, je dis que ces valeurs
nous donnent aussi le maximum et le minimum absolus de .

En effet, cherchons sin 6 de (6 bis), la condition nécessaire et suffisante
pour que I'angle 6 soit réel deviendra

0<p4—2(%_1)p2+1<4p2,

ce qui donnera pour P ces deux limites

\,/;12_+1+%§ \/ +1——-» (7)

limites qui coincident pour » =00, c’est-d-dire @ = —1, et dans ce cas seu-
lement.

Cela posé, nous avons démontré cette proposition générale :

L’identité (3) nous donne le prolongement analytique & tout le domaine
B(p) (p étant le rayon de convergence défini dans (1)) de la série de puis-
sances figurant au second membre de la formule susdite et dont le rayon de
convergence doit satisfaire aux conditions (7).

Quant au théoréme II, considérons la fonction

2
¢e=g(+)
nous trouvons ici cette courbe C, (r):
(@a—ND (4 y)r—2a (@ —y*) +a=0, o=r" (8)
ou bien, en coordonnées polaires
(@a—1)p*t—2ap*cos26 4 a=0. (8 bis)

Supposons 7 % 1, la courbe C,(r) est fermée et a des points doubles dans
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les points circulaires & I'infini. Dans le cas particulier » — 1, au contraire,

. P T . s/ 1
notre courbe deviendra une hyperbole équilatérale avec son axe égal a\/ :
2
Le méme procédé que nous venons d’appliquer nous conduira ici & ces
valeurs limites :

VIEEE sps\mr, iz, 9)
1 .
p>\/2, r—1. (9 bis)

Désignons ensuite par ¥, () I'ensemble des points du plan des 2 que l'on
peut obtenir en partant de 2=—=0 et en suivant un chemin fermé qui a un
nombre pair de points d’intersection avec C,(r), nous avons démontré cette
autre proposition :

La formule (5) nous donne le prolongement analytique & tout le do-
maine B, (p) (p étant le rayon de convergence défini dans (4)) de la série de
puissances figurant au second membre de la formule susdite et dont le rayon
de convergence doit satisfaire aux conditions (9) ef (9 bis).

§ 3. GENERALISATION D'UNE FORMULE DE M. KaprEYN.

Comme premier exemple de la transformation indiquée dans le théoréme I
posons f(x) =1, ce qui donnera

1.83.5...(2s—1)
2.4.6...(25)

p=1, a=1, @, = s Uysyy =0, bs=0,

de sorte que la formule (3) donnera ici ee développement particulier

<1.3.5...(25—1) 1 ( 2z )“ (10)

log(l+a)= 3 =535 .. @5 25 \I +a

8=
valable dans le domaine % (1). Posons particulierement # =1, ce qni est
permis, nous aurons cette formule numérique
s$1.3.5...(25—1) 1

1ngl__-sg“l 2.4:-6--'(28) -25‘

(10 bis)
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L’hypothése correspondante g (x) =1 nous conduira, en vertu de (5), &

une identité formelle.
Pour obtenir des applications plus générales de nos deux théorémes gé-

néraux posons

arc sin w)r  STP
( nY ) :szo AZ+?S-.’E"+“, lx]ély

(11)

arc tg a)» e .
( n% A— ZO B};:-}-Zs xmzs, lxl 51’

puis mettons

__(arcsin o)

/@) =

’

nous aurons évidemment
' 22 an
f (1;—25) =7 (arctg 2),

de sorte que les coefficients correspondants @, et b, se déterminent comme
suit
as=0, s<n; Gnies=Mm+ 254 1). Agii%-l_l; Antestr — 0

(12)
by =0, s< n; bpyos =27, Brtis 3 bnrosii =0.
En second lieu mettons
(arc tg )=
g (z) = Al
nous aurons
z |\ __ (aresinz)»
g V11— zz) T n! ’
ce qui donnera pour les coefficients ¢, et ds ces systemes de valeurs:
6s—=0, s<n; Cppes=(m+ 25-4-1). Brf¥Ht: 4054, =0 ) i
(12 bis)

d,:O, S<”; dn+2s: :.l+235 dn+2s+1:0- )

Cela posé, une application directe des deux théorémes généraux donnera

cette proposition intéressante :
Définissons & Uaide des formules (12) et (12 bis) les coefficients A et B,
nous aurons ces deux formules singulieres:

8§=00 n _+ 2 3 _;_ 1 . 2 x )"+28 8§=00 Bn+2s

AN . Ant2s+1 — 9n " . pntes 13
o n+2s A (1—{—:1:2 2 sz:0n+2s ’ (13)
83“’0 nt2s+ 1 pajesis, @ \mee_ s AN gnes (13 bis)
=0 n+23 . ‘.1—«”0? sont2s ’
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ot P=P,=1, et ol les séries de BurmManx sont convergentes dans les do-
maines B (1) et P, (1) respectivement.
Posons particuliérement dans (13) n=1, puis mettons

x xs a7
4} (x) 12 “9¢ + 2 DR
nous aurons cette formule particulitre

2z 5L 2.4.6...(2%) ) 1 ‘ 9 2+t
2'¢(x)_1+w2+£13.5.7...(2s+1) 2s 1 1+xz)

, (14)

d’olt en posant ¥ —1, cette relation numérique

5P (— 1) L 2.4.6...(29) 1
222+n2 +£3&r“m+ndﬂw

(14 bis)

que j'ai démontrée directement (*) autrefois, tandis que la formule plus gé-
nérale (14) est due & M. W. Kapreyn (**).

§ 4. GENERALISATION D'UNE FORMULE D’ABEL.

On voit que la fonction ¢ (x) figurant dans (14) est intimément lide avec
cette fonction célebre

m x? '3 o .
Li@)=Tr4 o + g5 + o + -0 l2I<1,

pour laquelle Lecexpre (¥*¥*), ABErL (¥**¥*) et Scmaerrers (***#%¥) ont démontré
une suite de propriétés remarquables et de Jaquelle j'ai étudié récemment (***#**)
des généralisations trés étendues. Or, il est intéressant, ce me semble, que
notre théoréme II nous permet de généraliser beaucoup une formule d’Asgr
concernent la fonction L, (x).

(*) Nyt Tidsskrift for Matematik, t. 5 B, p. 24; 1894,
( *) Nieuw Archief, (2) t. 3, p. 225-229; 1897.
*%¥) Erercices de calcul différentiel et intégral, t. 1I, p. 244,
(****) Euvres complétes, t. 11, p. 189-193.
(%****) Journal de Crelle, t. XXX,
(H****) Ce Journal, 3° série, t. IX, p. 219-236; 1903,
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En effet, désignons par »? la somme de tous les (n) produits & p fac-

teurs différents choisis parmi ces #» nombres positifs

1 1 1 1
1 ? 2 ’ 3 b ’ n ’
d’out particulierement
1 1 1
1 — - .o — n— —
m”—1+2+ +n’m" nl’

tandis que nous posons en oufre
wo —_— 1
n .

Cela posé, il est bien connu (*) que nous avons cette série de puissances

1D g (1 T B | 1
T!'(Og( — 1)) _séon—l—s.x , lz|<1, (a)
et ot n désigne un positif entier.
Posons encore
$=00 #—1
Lon (1) = Y p2m oy 2] <1, (15)

nous aurons évidemment

1

Ly () = &1 j og (1 — ta)) gy (= 1) J’(“’g L= 20" e, (15 bis

n! ¢ n!

0
ou il faut admettre | x| <C1; en particulier nous aurons de plus
Lus (2) = Ly ). (16)
Ponsons maintenant dans le théoréme II

1
g (x) =~ - (log (1 + =),
nous aurons évidemment

1) =S ts =2,

tandis que la formule obtenue de («) en y posant —* au lieu de =z

(*) Voir, par exemple, ScHLOMILCH : Compendium, t. 1I, p. 13.
Annali di Malematica, Serie III, tomo X. 21
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donnera
5 (=1) ony, 21+ 28
Ji="F S g,z <1, ()
Or, appliquons ces identités évidentes
1
. (l)":_'__, =T n + 8 u+.a—1 + c')n+n~—1 ) s i ]’
&):: ; ® —111
nous aurons, en vertu de («) et (B):
1
Ji=(—1)" Liyn (—2*) — CE (log (1 + z*))=*4, )

tandis que (4 bis) donnera, en vertu de («), pour notre intégrale J, cette autre

expression
(L — Li,n (xﬂ)) (a)

de sorte que la formule générale (5) nous conduira & cette identité intéres-
sante

Lin (i05) — (= 1" L (09 = — gy - Qlog (1— &)+, (1)

-7/"
d’ol, en posant —z au lieu de «®:
1
Lin (1-5) — (= 1 Lun (— ) = — gy - log (1 + 2. (19)
On voit que la formule (17) prolonge la fonetion L, (2?) dans tout le
domaine P, (1), tandis que (18) prolonge L,,(—«) dans le demi-plan dé-
terminé par la condition E)‘E(x)>—%- Or, comme je viens de le démon-

trer (*), la fonction L,,(x) n'a dans toute I’éntendue du plan des z que

ces deux points critiques =1 et x =100
Posons dans (18) particuliérement #»—1, nous retrouvons, en vertu
de (16), une formule qui est due & ABEL (**).

Copenhague, le 18 novembre 1903.

(*) Loe. cit., p. 221.
(**) Loc. cit., p. 191,
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Le deformazioni tipiche
dei corpi solidi elastici.

(Di Micnere Gessis, a Palermo.)

MEMORIA I1*

PREFAZIONE.

La presente Memoria fa seguito a quella pubblicata con lo stesso titolo
negli Annali di Malematica pura ed applicata (t. VII, 1902). Qui mi pro-
pongo il problema di costruire le espressioni analitiche delle tre deformazioni
tipiche per la forma pilt generale del potenziale d’elasticita.

Comincio da un problema preparatorio, che consiste nella costruzione della
deformazione provoecata in un corpo elastico indefinito da una forza concen-
trata in un punto, 6, come dird, della deformazione per sollecitazione elemen-
tare. Questa deformazione costituisce ’ente analogo di ¢id, che nella teoria

.. T . 1 . . .
delle funzioni potenziali & la funzione ~ , dove 7 & la distanza di un punto
”

variabile da un punto fisso. Basta supporre che la forza sollecitante sia ap-
plicata all’origine delle coordinate, e che la sua direzione sia quella di uno
degli assi coordinati ortogonali, mentre il suo valore sia l'unita. Cosi, asse-
gnando successivamente alla forza le direzioni dei tre assi, viene a richiedersi
la costruzione di tre terne di funzioni, ciascuna delle quali dia le componenti
dello spostamento per la corrispondente direzione assiale della forza. Dimostro
poi come la costruzione di queste nove funzioni dipenda dalla ricerca di una
opportuna soluzione di un’equazione lineare a derivate parziali del 6.° ordine,
i coefficienti costanti della quale sono formati con quelli d’elasticita.

Do in seguito le espressioni analitiche delle tre deformazioni tipiche per
mezzo delle anzidette nove funzioni, dimostrando come esse possiedano le pro-
prieta, che nella precedente Memoria ho dimostrato esser caratteristiche per
ciascuno dei tre tipi.

o
[

Annali di Malematica, Serie LI, tomo X,
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158 Gebbia: Le deformazioni tipiche

Poi ritorno sul problema fondamentale di cercare la voluta soluzione della
cennata equazione a derivate parziali del 6.° ordine, problema che risolvo com-
pletamente in un caso particolare, dopo aver mostrato come questo caso ne
comprende tre molto importanti, cioé quello dei corpi isotropi, quello dei corpi
con un asse d’elasticith e quello del mezzo elastico di Grerw,

Infine applico i risultati precedenti ai corpi isotropi (*).

(*) Giunsi ai risultati, che espongo nella presente Memoria negli anni dal 1892 al 95.
Pero li tenni in serho perché, desiderando esporre le mie idee nell’ordine in cui si erano
svolte, mi prefiggeva di cominciare con la pubblicazione della precedente Memoria, pub-
blicazione che circostanze varie mi fecero ritardare fino al 1902. Una conseguenza di
questo lungo indugio é stata che mi ha in parte prevenuto il sig. FrepHoLM con una Me-
moria pubblicata negli Acta mathematica di Stokholm del 1900 col titolo: Sur les équa-
tions d’équilibre d'un corps solide élastiyue.

Il mio presente lavoro differisce da quello del sig. FrEpHOLM nei seguenti punti es-
senziali. Anch’egli comincia con lo studio di quella, che io chiamo deformazione per sol-
lecitazione elementare, seguendo il concetto analitico anziché la rappresentazione mecca-
nica, dalla quale io prendo le mosse, e scopre come me il fatto che I'espressione analitica
di questa deformazione dipende da una equazione lineare a derivate parziali del 6.° ordine,
alla quale egli giunge per una via diversa da quella da me seguita. Ezli ha sopra di me
il vantaggio di aver trovate la soluzione utile piit generale di questa equazione, mentre
la mia, che qui espongo al § IlI, ¢ soltanto speciale benché importante per le applicazioni,
¢ benché le attinenze algebrico-geometriche le diano una fisonomia caratteristica. In sé-
guito il sig. FreproLym non si affaccia alla considerazione di quegli enti analoghi alle fun-
zioni potenziali, che io chiamo deformazioni tipiche, ma procede direttamente, applicando
il teorema di Brrri, ad esprimere la deformazione di un corpo limitato per mezzo delle
forze e della deformazione della superficie, il che costituisce invero lo scopo ultimo delle
comuni ricerclie. Io aveva mirato da tempo a questo scopo, e ne aveva trovata la via
enunciando la decomponibilita della deformazione di un corpo limitato e sottoposto a forze
in tre tipiche, come attesta la mia pubblicazione : Proposizioni fondamentali della stalica
dei corpi elastici (Rendie. del Circolo mat. di Palermo, t. V, 1891, pag. 320), dove si rac-
chiude lo schema della prima parte della mia Memoria del 1902, Per questa parte quindi,
come per la definizione meccanica delle deformazioni tipiche, la prioritd mi spetta completa.

Son lieto di poter pubblicare in proposito la seguente lettera direttami dal ehiaris-
simo prof, VaLENTINO CERRUTI:

“ Roma, 28 Maggio 1903.
“ Caro prof. Gebbia,

“ Apprendo con piacere che Ella si é finalmente risoluta di pubblicare le sue impor-
“ tanti ricerche relative alle deformazioni tipiche in un mezzo elastico generale, Ricordo
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dei corpi solidi elastici. 159

§ 1. — DEFORMAZIONE PER SOLLECITAZIONE ELEMENTARE,

1. Definizione. Il punto di partenza per la costruzione delle espres-
sioni analitiche delle tre deformazioni tipiche di un corpo elastico omogeneo
indefinito conservativo della costituzione pilt generale, cioé con tutti i suoi 21
coefficienti d’elasticitd indipendenti, & la costruzione delle espressioni anali-
tiche determinanti la deformazione prodotta mnello stesso corpo da una forza
finita concentrata in un punto. Questa noi chiameremo deformazione per sol-
lecitazione elementure, o, meno esattamente ma pill brevemente, deformazione
elementare.

Per semplicita supponghiamo che il punto d’applicazione della forza sia
I'origine delle coordinate, e che la forza sia diretta secondo uno degli assi
coordinati. Ottenuta questa deformazione, sard poi facile costruire quella re-
lativa all’ipotesi che la forza, pur essendo applicata all’origine, abbia una di-
rezione qualunque, applicando il teorema della sovrapposizione degli effetti.
Poscia una traslazione degli assi ci permetterd di estendere le formole all’i-
potesi, che anche il punto d’applicazione della forza sia qualunque.

Stabiliamo come nella precedente Memoria le seguenti notazioni ubbre-
viate. Detto IT il potenziale d’elasticita cambiato di segno o, come breve.rente
vogliamo dive, il conéropotenziale, il quale & una funzione omogenea quadra-
tica essenzialmente positiva delle sei componenti della deformazione, pon-

“ sempre con piacere le comunicazioni che mi fece qui in Roma nell’estate del 1895 dei ri-
“sultati pit notevoli da lei ottenuti e del metodo, che aveva seguito nelle sue indagini su
“tale soggetto. Il lavoro si poteva riguavdare gia fin d’allora come compiuto e fin d’allora
“io ne avrei desiderata la pubblicazione, Col ritardo la forma dell’esposizione avra certo
¢ guadagnato, ma Ella n’ebbe danno-essendo intanto venuta alla luce nel 1900 una Memoria
“ del sig. FrupHOLN, dove si contiene buona parte delle conclusioni, alle quali Ella era giunto
“ tanti anni prima, Malgrado cio la stampa del suo lavoro tornera sempre utile agli stu-
“ diosi, sia per la diversitd del metodo di ricerca rispetto al metodo tenuto dal FrEpHOLY,
“sia per una parte dei risultati, i quali conservano tutta la loro novita.
“ Con particolare affetto mi confermo

“ Suo

“V, CERRUTL ,,
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ghiamo
g on . 9 an 0 o

fan‘J-Taj/aE 523.172—2&’
0 ou 0 on ¢ om

Gooys Toyayy Tiaig T
0 on 0 oMl 9 an
AL A = 3,

Al c afi e
a +aT!/IB+ ax.i/"-‘J
on au on

i I=— N
dj/:o “ + a]/]/ ‘8 + 3!/; /—l"
on oo .oon
E dzyﬁj_dz;/_—y'

Le tre prime espressioni si riferiscono all'interno del corpo e le tre ul-
time alla sua superficic, per la quale «, 5, y designano 1 coseni direttori della
normale rivolta verso Vinterno. Con queste notazioni le equazioni d’equilibrio
del corpo si serivono brevemente cosi :

Y+ X=0, N + Y =0, 3 + 4 =0,
e+ L =0 M+M_0, NE-N_O,
ove X, Y, Z denotano le componenti assiali riferite all’'unita di volume delle

forze agenti all’interno del corpo ed L, M, N le componenti riferite all’unita
superficiale delle forze applicate alla sua superficie (*).

(¥*) Nella precedente Memoria sono corse alcune inesattezze di segno, le quali pero
non influiscono sui risultati della medesima, e che il lettore puo facilmente correggere da
sé. La funzione quivi denotata con P, e che qui denoto con II, non & il potenziale, come
si dice al n.° 5, ma é questo col segno cambiato, e come tale é essenzialmente positiva,
e non negativa come nel citato luogo é detto. Nell’equazione ricavata dal teorema del la-
voro virtuale scritta a pag. 147 deve cambiarsi il segno dell’ultimo termine. Facendo uso
del potenziale col proprio segno, come potrebbe farsi, dovrebbero cambiarsi troppi segni
nella precedente Memoria, ed appunto percio preferisco come il minor male di correggere
qui introducendo Pespressione di contropotenziale, sebhenc non sarebhe necessaria in una
riforma complessiva dei due lavori.
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Le tre ultime equazioni assicurano l'equilibrio degli elementi della su-
perficie esterna, e quindi manifestano che ¢, M, N esprimono le componenti
unitarie dell’azione, che spinge questa superficie provenendo dall’interno del
corpo, verso cui & rivolta la normale. Esse possono anche riferirsi ad una
superficie interna al corpo, scegliendone in modo fisso la faccia, da cui si
spicca la normale di coseni direttori «, 8, y, ed allora bisogna porvi ai posti
di Ly, M, N le componenti unitarie dell’azione, che spinge la faccia opposta
provenendo da quella regione del corpo, che questa faccia guarda. Ne seguc
che allora ¢, M, N significano le componenti unitarie dell’azione che la rec-
gione del corpo, verso cui & rivolta la normale esercita sulla superficic.

Cid richiamato, ripigliando il nostro problema, supponghiamo che il corpo
sia sollecitato da una forza finita X applicata all'origine e diretta nel verso
positivo dell’asse delle z.

Pensiamo tracciate nel corpo due superficie chiuse e semplicemente con-
nesse g, o' entrambe racchiudenti Porigine, e di cui Ja prima sia tutta in-
terna alla seconda, e supponghiamo che per entrambe la normale di coseni
direttori «, 8, 7 sia rivolta verso linterno. In tutto lo spazio, ¢d in partico-
lare in quello, S, compreso fra queste due superficie, sono soddisfatte cviden-
temente le equazioni

¥=0, 9=0, J_0 (1)

Ne segue che, denotando con €, M, N le componenti della pressione uni-
o] ) ) )
taria sopra un clemento di o agenti dall’esterno verso I'interno ¢ con ¢/, M, M
gli stessi clementi per o, Uintegrazione per parti ci da

f&tlS:—[9d5+I ¥das, ete.,
J S J @ ¢
cioe

r‘ula *—”’."G/da/, J SJ)Id’J:{ M dd, ‘ Nda —J Nds 2)

.

Siccome poi le due superficie ¢, ¢ sono qualunque, purch¢ racchiudenti
. )] ?
I'origine, segue che glintegrali

L’? do, J“))E d s, L.‘)t da (3)

relativi ad una superficie semplicemente connessa qualunque racchiudente 1'o-
rigine hanno tre rispettivi valori costanti.
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Por determinare questi valori, consideriamo la porzione di corpo limitata
da ¢ e comprendente percid il punto d’applicazione della forza. Le condizioni
d’equilibrio di questa porzione relative alla traslazione danno

[Qda:X, fmeda_-o, [wds o (4)
Ja Js Ja

Queste equazioni debbono esser soddisfatte per qualunque superficie rac-
chiudente V'origine. Applicandole dapprima ad un sferetta con centro all’ori-
gine ¢ di raggio infinitesimo, la prima di esse ci manifesta che ¢ in prossi-
mitd dell’origine dev’essere infinita del 2.° ordine : tali dunque debbono cssere
quivi le derivate prime delle componenti dello spostamento. Applicando poi
le (4) alla sfera all’infinito, se ne conclude che le stesse derivate diventano
all’infinito infinitesime del 2.° ordine. Da queste due proprietd si deduce, col
metodo seguito al n.° 35 della precedente Memoria, che gli spostamenti stessi
divengono all’origine infinite ed all'infinito infinitesime del 1.° ordine.

Il fatto che gli spostamenti diventino infiniti per un punto del corpo ap-
parisce fisicamente paradossale, ma il paradosso svanisce se si pensa che, per
poco che queste quantita oltrepassino certi limiti, ed anche estremamente pic-
coli, le equazioni differenziali del problema perdono la loro applicabilita, quindi,
nel nostro caso, le funzioni che le sodisfano vanno riguardate come rappre-
sentanti le componenti dello spostamento al di fuori di una sfera con centro
all’'origine e di raggio abbastanza grande, mentre all'interno di questa sfera
debbono riguardarsi come un semplice prolungamento analitico non piu rap-
presentante il fenomeuo della deformazione elastica.

In riassunto le componenti dello spostamento per la deformazione qui
definita debbono avere le seguenti proprieta:

1.9 Queste tre funzioni debbono diventare infinite al punto d’applica-
zione della forza e nulle all'infinito e del prim’ordine; e cosl pure le loro
derivate prime, ma del second’ordine;

2.° In tutto lo spazio, eccettuato al piti il punto d’applicazione della
forza debbono sodisfare le equazioni (1);

3.2 Per qualunque superficie ¢ chiusa e semplicemente connessa rac-
chiudente i1 punto d’applicazione della forza debbono sodisfare le equazioni (4)-

2, Seguendo ora un ordine inverso d’idee, enunciamo il seguente teo-

rema, il quale porta la conseguenza che le proprieta sopra riconosciute per
*
la deformazione elemeniare sono carattevistiche.
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Tre funzioni w &, v—n, w ¢ reali per tutti ¢ punti dello spazio
sono necessariamente nulle quando sodisfino le sequenti condizioni: 1.° diven-
tino infinite in un punto singolare e nulle all’infinito e del prim’ordine; e
cost pure le loro derivate prime, ma del second’ordine; 2.° sodisfino le equa-
zioni (1) in tutto lo spazio, ecceltuato al pia il punto singolare; 3.° per qua-
lanque superficie o chiusa e semplicemente connessa racchiudente il punto sin-
golare annullino ¢ primi membri delle equazioni (4).

Ci riserbiamo di dare in seguito la dimostrazione di questo teorema. In-
tanto ne deduciamo che, costruite comunque tre funzioni, in cui si riconoscano
Je proprieta, che in virtl di esso sono caratteristiche, noi possiamo interpretarle
senza equivoco come gli spostamenti provocati da una sollecitazione elementare.

3. I'orme simboliche delle equazioni generali dell’elasticita.  La prima
forma simbolica delle equazioni indefinite fu data dal Marmzu (¥). Noi faremo
uso invece di un'altra forma, nella quale apparisce in evidenza la parte che
vi ha il potenziale d’elasticitd, e che pud attribuirsi al BeLtrami, perche i
tratti essenziall ne sono stabiliti nella nota di questo grande analista: Sulla
teoria generale delle onde piane (**), benché egli non abbia avuto proprio
questo intendimento.

Denotiamo, secondo la notazione del Kircunorr, con

Tzy Yys Rzy Yzy Rzy Ty

le sei componenti della deformazione. Il contropotenziale Il d’elasticitd & una
funzione quadratica omogenea a coefficienti costanti di queste sei quantita.

¢ 0

Indichiamo con £, #, ¢ risp. i simboli d’operazione - —, » , » onde le
dz oy 0z
componenti della deformazione potranno csprimersi simbolicamente per
0y =& u, y: =nw + L1, 2
Yy =10, Zp =L U -+ &, (5)
2, =L w, ry=—E&v --qu 3

Si ha quindi

0 o1 0 on 701 . 0 ol
v 097 4, 790 00 g
_—_8x9mm+8y3xy 020 ’8xm+n8xy+c

N
=
L]
—_
(2]
N

X

(!
8
[N

(*) E. Matnieu, Swr la dispersion de la lumiére. Journal de Liouville, 1860,
(** Rerdiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. V.
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Nelle (5) riguardiamo per un momento £, 1, ¢ come fattori, onde se ne ricava

__ail'.r ___?_JZZ/_ 0x:
E_W’ = %u’ Sl P

e, sostituendo nella (6), ne viene la prima delle tre eguaglianze simboliche

S

Cid posto, siccome IT & una funzione omogenea quadratica della wg,...

Yzy... €ssa & pure una funzione omogenea di 2.° grado, tanto delle u, v, w,

quanto delle &, », ¢, e quindi si deduce dalle (7) che ¥, 9, 3 sono funzioni

omogenee simboliche di 1.° grado delle «, v, w. Come tali, pel teorema di
Eurero, esse possono svilupparsi cosi:

o1l ER | 0 Il

V= 0 ut +8u30 oud !

ot o1l 0211 /

3_805u v+t 0 v? UjL@vE?w?’ S (8)
o1l oI 0911

3= w.
Owou + wdn® Ry P Jw

In queste i coefficieati di u, v, w sono funzioni omogenee di 2.° grado
delle sole %, 4, ¢ Questi sviluppi sono indipendenti dal <ignificato dei sim-
boli ¢, », ¢ epperd valgono anche quando torniamo a porre in loro vece i

segni d’operazione Aa , 0,0 ; ma allora X, 9, 3 tornano ad avere il loro
iz 0y 0z

significato reale. Cosl le (8) costituiscono sviluppi di ¥, 9, 3, ove son messe
in cvidenza le combinazioni delle operazioni differenziali, efficienti singolarmente
sulle tre funzioni u, v, w, le quali combinazioni sono date appunto dalle deri-
vate parziali seconde dell’espressione simbolica di IT rispetto alle funzioni stesse.

In seguito porremo per brevita

ol
dvow

o2 11
0wt

:.D“,.. :Dgg,-.., (9)

tenendo presente che D,s— Ds,., e quindi seriveremo le (8) cosi:
¥=D,u-+ D,v-+ Dyw
M-~ Doyt + Dyov - Dyps 0 ' (8%
3 =Dy u -+ Dyv 4 Dy . \

1]
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4. Passiamo alle equazioni ai limiti. Per queste non mi & noto che
sia stata mai data un’analoga forma simbolica, quindi espongo la seguente

come nuova.
L’espressione reale di ¢

8n gt o
d:T 3a"1,6+5c

Q=

ove a, f3, 7 denotano i coseni direttori della normale all’elemento superficiale,

su cul si esercita la pressione di componenti unitarie ¢, M, N, rivolta dalla

parte, da cui proviene questa pressione.
Torniamo a considerare il contropotenziale I e ponghiamo

, ¢ . i , o ,
W= S b g Yy Fe kg ¥ S s iy, (10)
ove X'y ... Yz,... SONO SE1 NUOVI simbo]i, a cui diamo 1 valori
ry—al, Ye=72mw 4+ yv
:,/'y::‘B v, z/x:*/u/ —+—ocw', (L)
Ze=yw, xy=—av LU,

ed w'y ', @' sono tre simboli affatto qualunque. Dalla (10) si ricava

o1l on o o ol on
T T x T o AT — i (]2)
0.7y 0% % dd‘y 8$Uy/ 0x: 0xz

onde l'epressione di ¢ pud seriversi

an au o
O — 7. "
b 0 /ar' “ + 9 ﬁ N 0 1',: 7
Se qui faceiamo in T le sostituzioni (5\, (11) ed osserviamo che dalle (11)
sl ricava
L 0 X« a_ 0 7/ 0 '
TR T T

risulta la prima delle eguaglianze simboliche seguenti

AL on’ on
T m— N = —
o’ N P - 0w

Ora " ¢ una funzione cmogenea lincare delle o', +', ', o quindi le

precedenti derivate parziali non contengono pilt queste variabili, Essa & perd

una funzione lineare omogenea anche delle u, .0, w, e tali sono pure le sue
Annali di Malematica, Serie T, tomo X, 23
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derivale rispetto ad «', v', w'. Si ha quindi pel teorema di ForLrro

o1l e Il ERT
0 .
— T R , 10
ouou +dv cu —l_du'au !
o’ o’ o’ /
m-— L , v 7 |
0w ov ""dvov +Bw@v ! \ (13)
N — o- Il kAl o i

'du?)w'u—{_avaz;'v—i—a_w—ﬁ_yw'

-In queste i coefficienti simbolici di », », w sono funzioni lineari di «,
f, v da una parte e di £, », ¢ dall’altra. Questi sviluppi valgono, qualunque
sia il significato di questi tre ultimi simboli, epperd valgono benanche quando

. C o e s . . . ¢ ( 0
torniamo @ dare ad essi il significato dei segni d’operazione b’ 37 s

x y 2

Allora essi rappresentano in forma simbolica i primi membri delle equazioni
ai limiti.

Noi porremo per brevitd

ot 1’ o’ oI’

I . =F,, —,— F

duodu o 0vou 2 dwon 13

o2 g’ e’

e =F ==, —— =1, 14
oudv 2 cvov 2 dwov 25 (14)
orrr o’ oI

A o dugg ﬂ—w_—"Ez-z, -—7:]‘7]33,

Judw v 0w dwldw

e terremo presente che non & F,s — I,; quindi scriveremo le precedenti
equazioni simboliche cos

¢ =H,ut+FE,v+ E,w
ﬂﬁn — -E21 2/ + Eg:_) [ _}— Eg:;w < (13)a
R E;u (22 —f—' E':xg v + E33 0.

5. Ricaviamo due altre formole, che ci serviranno. Si deduce dalla (10)
e per le (11)

on’ ol ol o,
= u 4 — v —

91 aﬂ’/"r _* 8./0;/ +A d.l’:. !
o o, o, on
—— = — U | m— = w
oy 0 Y * 01y + dys !
on’ A, on on
—_— =1 —_— —
T aZJ’ +—92’_1/ _{ ¢ 2: ’
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da cul
i’ pn o o2 1 ou
Oacd ™~ fga.’ dBew T 3yoY T By
gtn’  gm 31y gx ou
0BoY — Dy, ayﬁu’zaaazv':fﬁ?d,"
o* I ou e’ g omn

ovow T da: 0200 08B0
¢, da queste,

. 0 I o,
et o)l = g 2

o1l 9wy ou gy . 0l 9,
e 8u+8.ry 8u+8m ou

<1z

Abbiamo dunque le tre eguaglianze

Derivando Ja prima rispetto ad u, 0 a v, 0 a w, ed osservando le (9),
sl ottengono le seguenti:

. AT
(waa‘{—ﬂm"}_ga?)le*an)

ed operando analogamente, si ottiene in generale
(. 0 0 , ,0 ) o -
(‘ro\_x'+ W‘B‘E—f‘ ga_,r Ers—l)rs; (1").

ch’e la prima delle due eguaglianze che volevamo stabilire. La seconda si ri-
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cava immediatamente dal teorema di EuLero, ed &
0 0 0 T
(Ja—«+'38—@+/8y Ers— rs e (16)

6. Metodo generale, con cui si ottengono le espressioni analitiche per
la deformazione elementare. — Vogliamo determinare le componenti &,, »,, ¢,
dello spostamento per la deformazione prodotta dalla forza X applicata all’o-
rvigine e diretta nel verso positivo dell’asse delle . Ksse debbono sodisfare in
tutto lo spazio le equazioni

¥=Dut -+ Din+ Dt =0,
V=2D0,4+ Dan + Du =0, (17)
3=2Dy ¢ -+ Dyny+ Dy g, =0,
Debbono inoltre le loro derivate prime diventare all’origine infinite del
90

2.° ordine ed in modo, che per una superficie qualunque s chiusa e sempli-
cemente connessa circondante Yorigine, si abbia

[‘3(5,, ny g da =X, J<\m<517771,'§'):0) (93(5.,71”'@,)—':0- (18)

L%
Se assumiamo

" Da Dul |
§’|: IL, ﬂ‘:\l

. Dy, Dy |

Dzz Dsl
D33 sz

sz Daz

(1)
Dsl 1)32 | :

R) Ci:(

ove R & una funzione di x, y, 2 per ora qualunque, ¢ i determinanti sono
combinazioni lineari di derivazioni parziali del 4.” ordine eflicienti su que-
sta funzione, le due ultime equazioni (17) sono sodisfatte identicamente. So-
stituendo questi valori nella prima delle (17), si ottienc per determinare I
Pequazione a derivate parziali del 6.° ordine lineare

'DH -D!2 D13
D, Do Dy, R=0. . 20
D;Si DSQ D33

Se in qualunque modo si sia trovata una soluzione E==p di questa
equazione, tale, che le sue derivate quarte diventino all’origine infinite ed al-
Vinfinito infinitesime del prim’ordine, mentre le sue derivate quinte diventino

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dei corpi solidi elastici. 169

all’origine infinite ed all’infinito infinitesime del second’ordine, allora le espres- .
stoni (19) di Z,, », &, In cui si ponga E=p, danno la soluzione del pro-
blema, e questa in virtd del teorema del n.° 2 & 'unica possibile. Infatti esse
rispondono naturalmente alle condizioni 1. e 2." enunciate al n.° 1. Dimo-
streremo subito che rispondono ben anche alla 3.* condizione, cioé che sodi-
sfano le equazioni (4), purché si moltiplichino per un’opportuna costante, il
che non nuoce alle due condizioni precedenti.

Cominciamo dalle due ultime di queste equazioni, e precisamente dalla
seconda, mentre alla terza la dimostrazione si potra estendere per analogia.
In virth delle (19) e delle (18), si pud serivere simbolicamente

B, D, D,
M (345 m, Q.): E,, D, D, 12
Ey; Dy, Dy

Sviluppiamo la prima colonna con la formola (16) e la seconda con la
(13), mentre lasceremo intatta la terza colonna. Ponghiamo ancora per
brevita

61&"”‘*‘4. aEn:B 0 Esi
0 H ap “ 2y

D‘Ji:Dl, Dazzpz) D33:Ds,

—

sicche il nostro determinante potra scriversi
dia+ B g+ C,y, A2 4 B+ Cig, D,
Ao+ BB+ Coy,  Asf+ Bon+Cit, D,
Ao+ By 8+ Cyy, A5 4 Byn + G g, D,

Ora & noto che, se 1 determinanti di 3.° ordine

4, B, C, A, B, D
4 B, C 4, B, D, , ete
.‘:'3 B3 03 443 B:} -D3

si indicano brevemente con (4 B C), (4 B D), etc., si hanno le identita
A4, (BCD)+B(CAD)+ C,(ABD)—D,(4BC)
4,(BCD)+ B,(CAD)+ C.(ABD)y=D,(4 BC)
A;(BCD)+ B, (CA D)+ Cy (4 BD)y=D; (4 BC).
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In virtd di queste il nostro determinante pud scriversi

Ao+ BA+Cy, AE+Bmt+Ci, A(BCD)+B(CAD C(ABD)
4wt BS+Cy, Ai+BatCk, A(BCD) B, CAD)+ CiABD)

(ABC)
Aat BB+ Ciyy Ai+DBin+C, Ao BOD)-+By(CAD)+Cy( ABD)
A; ) B| ] 0‘ . { d, 57 7
1 . ,
— (ABE') Az ) Bz 9 Cz . Sy 1, 4

Ao, By, C.  (BCD), (CAD), (ABD)
—[W(ABD)—4(CAD)]a+[¢(BCD) —:(ABD)) 8+ [5(CAD)—n( BCD)].

-

Da quest’ultima espressione, ricordando che %, », £ sono 1 tre segni di

R R B T .
derivazione =—» z—> =, si riconosce che l'integrale
dax 0y 0z
[was
a

ha la forma deglintegrali di Stoxes, e quindi & riducibile ad un integrale
di linea esteso al contorno della superficie; ma siccome questa nel nostro
caso & chiusa e semplicemente conmnessa, esso & nullo, come volevasi di-
mostrare.

In quanto alla prima equazione (4), I'integrale primo membro prendera
un valore [, che pel teorema del n.” 2 sara diverso da zero. Ne segue che,

>
s

;P invece di g, si otterrd una nuova soluzione dell’equazione (20),

prendendo
.1 . . X X X . e e,
e quindi tre nuovi valori - 1, Jl ny ¢, invece dei primitivi £, »,, &,
1 quali sodisferanno la prima delle (18), e percid risponderanno a tutte le
condizioni del problema.
Si vede dunque che Ja risoluzione del problema dipende dalla ricerca
di un’opportuna soluzione della (20).

7. Noi supponiamo adesso X =1, cive consideriamo la deformazione
provocata da una forza =1 applicata all'origine e diretta nel senso positivo
dell’asse delle x, e denoteremo ancora con

)

gi) Ny, ¢
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le componenti dello spostamento, che vi corrispondono, supponendo in esse

compenetrato il fattore 7
Analogamente si potranno determinare le funzioni

-
22, }727 c!,

E’,, N3y Cs,

che esprimono le componenti dello spostamento per la deformazione provocata
da una forza — 1 applicata all’origine e diretta nel verso positivo dell’asse

delle y, o, rispettivamente, dell’asse delle z. L’equazione (20) ¢ la stessa per
tutte e tre queste terne di funzioni.

8. Perd & importante notare che anche la soluzione di questa equa-
zione, che bisogna adottare per ottenere le tre serie di funzioni, ¢ la stessa,
Per dimostrare cid basta evidentemente dimostrare ehe, se R = & una so-
luzione della (20) godente le sapute proprietd, e con questa si formano le tre

terne di funzioni &,,...%;, il valore sopra denotato con I & lo stesso per
ciascuna terna, o in altri termini, che si ha

[ my s =] Wiz my 2)do = R, 1, 2o

o

Infatti, per dimostrare 'eguaglianza dei due primi integrali, ricordiamo
che sono simbolicamente

En, Du 3 Dsi Dn ) Egl y DSI
@ (:‘E') My gl) - E(‘e) ~D221 DS? Py m (Ee) N2y ¢ — Di?’ E?z, Dse e
Els, D;’S ) D33 DKS, E23’ D:{S

Trasformiamo queste cspressioni mediante le (15), (16), ponendo per
brevita

aErs . 6_’;*3 I ?125‘ .
am ———Ars, 8?1_ 137’8) a\{ _“Cng
D“i:—Dl, az—])s, DSBZDS,
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" A+ BB+ Cy, A i+ B+ Cot, D,

e,y ny G)= ApetB.p+Cy, Ao FBon+- 0oty D. ¢
Ao+ BB+ Cay, Asb+ Byon+ Cs, D,
- A B0, Apat B+ Chy, D,

M (£, my &)= Ani+Band-C, Aga+ Byyf+Cany, D, p
At Band-Cut,  AporBubrCoy, D

Allora formiamo la differenza
Y (511 Ny Cl)_—m?(zn Y2y C:’))

ed ordiniamo la differenza dei due determinanti per D,, D,, D,. Fatto il
caleolo, si vedrd che 1 termini in « £, 7, 7% si distruggono, ed il coefficiente
di D,, per esempio, pud mettersi nella forma

A€

«
M » 8
N ¢ 7.
ove A, M, N hanno i valori
Chy Bn'! '"Bu, Cy | s Cy' Coy, Ay
Ca, Ba  Ba, Ca. " Ay, Cu | Cuy An
N B, A _‘ Ay, B
B, A | Ay, By

Da cid s'inferisce che il termine in D, moltiplicato per p e sottoposto al
segno d’integrazione per 7, dd luogo ad un integrale di Stoxes, il quale, per
la ragione sopra cennata, & nullo. Alla stessa conclusione si perviene pei ter-
mini in D, e D;, ed il teorema & dimostrato.

9. Dal precedente teorema sorge cvidentemente che si ha

A

2 =Ny 53;3:1, ﬂzzge;

ciot che il quadro delle &,,..., & & simmetrico.
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Noi porremo in seguito brevemente
2 (Ciy miy L) =20(¢), WM (%, 0y L)=M(@), NEi,y i,y C)=N(1). (22)
Notiamo ancora che per le (21) si ha
¢@)y=m(1), L@B)=n(1), ME)=n(@2), (23)

sicché anche il guadro delle ¢ (7), M (¢), N (¢) & simmetrico.
Infine mettiamo insieme le seguenti eguaglianze gid dimostrate:

stu)do:], L@@)da:o, Lg(s)da:o,

[wyae—o, fsm @ds=1, [w@Edo=0, (24)

Jnosn (1)ds 0, Jnam (2)de =0, ff’z (3)do —1,

§ II. — EsPRESSIONI ANALITICAE DELLE DEFORMAZIONI TIPICHE.

10. Determinate le deformazioni per sollecitazione elementare assiale, sara
facile costruire le formole, che danno le componenti dello spostamento per le
tre deformazioni tipiche. Premettiamo, in riguardo alla deformazione per sol-
lecitazione elementare che, se il centro di sollecitazione, invece di essere I'o-
rigine, ¢ il punto di coordinate x', %, 2, basta evidentemente porre nelle
espressioni di &;,...% in luogo di x, y, 2z le differenze 2 —=z', y—7/,
z—2'. Senza cambiare la notazione, noi supporremo in questo paragrafo di
aver fatto queste sostituzioni.

Deformazione del 1.2 tipo. — Ogni elemento d S’ dello spazio S occu-
pato dai punti d’applicazione delle forze & sollecitato da una forza di com-
ponenti X'dS’, Y'dS', Z'dsS'. Pel teorema della sovrapposizione degli ef-
fetti la prima componente produce una deformazione, per cui le componenti
dello spostamento hanno le espressioni

ng/(Z»S', mxlds, ClA’I(ZS“,

ed analogamente le altre due componenti provocano deformazioni di spo-
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stamenti
LY'dS, 2YdS, ¢ZdS,
£&,72'dS’, mZ' ds, &4 dS.

Allora, pel predetto teorema, sommando gli spostamenti relativi a ciascun

asse ed integrando le tre somme rispetto ad «', y, 2 per tutto lo spazio S,
sl ha

u:jSmX'H? Y +&2)dS

v:[s(m X 40 Y 4 nZ)dS (25)

(%

w ::’S(Ci X’ + & Y’ + C';Z’)d‘s[
esprimenti la deformazione del 1.° tipo.

11. 11 metodo precedente, benché inspirato all’intuizione meccanica,
non & fornito di tutto il rigore analitico desiderabile. Procederemo pilt rigo-
rosamente dimostrando, che le espressioni precedenti di u, v, w possiedono tutte
le proprietd, che nella precedente Memoria furono dimostrate caratteristiche
per la deformazione del 1.° tipo.

Anzitutto, poiché le funzioni £,,..., ¢ diventano infinite del 1.° ordine
e le loro derivate prime infinite del 2.° ordine per z =2, y =—=vy', 2=—=2/,
mentre si comportano nel saputo modo all’infinito, & facile dimostrare che:
1.° Le funzioni %, », w sono finite e continue in tutto lo spazio, sia
interno che esterno alla regione S, ed all'infinito diventano nulle del 1.° ordine.
2.° Le loro derivate prime, e quindi le componenti della deformazione
e della pressione, sono dappertutto finite e continue, ed all’infinito diventano
nulle del 2.° ordine.
Le dimostrazioni sarebbero analoghe a quelle, che si nsano per dimo-
strare le analoghe proprieta della funzione potenziale di un corpo, e noi le
omettiamo.

Resta a dimostrare che in tutto il campo di sollecitazione S si ha

X (u, v, w)=—X, D (uy v, w)y=—Y, 3 (u, v, wy=—— 2, (26)
ed all’esterno di questo campo

& (u, v, w)=20, D (u, v, w)=0, 3 (u, v, w)=0. (27)
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Convenghiamo di distinguere (in questo e nei successivi numeri) gli ele-
menti degl'integrali con 'apice ' quando le variabili d’integrazione sono s,
y'y 2 e di lasciarli senz’apice quando sono z, y, z. La stessa distinzione ap-
plichiamo ai segni d’operazione.

Detta s la superficie, che limita il campo di sollecitazione, si ha

|' ¢ (u, v, w)ds= —fsse (u, v, w)d S. (28)

< 8

D’altra parte, osservando le (25, si ottiene facilmente
¢ (u, v, w)ds:[s[x P+ Y @)+ 2 9¢3)]ds,

quindi, integrando per tutta s ed invertendo le integrazioni relative a ds e

dS’, si ha
[NC v,w)dSZfSX’ds'fs(l)der(SY'dej9(2>ds+
+J“SZde’J"9(3)ds,
ovvero, per le (24),
f@ (, v, W) ds = '.SX’ ds. (29)

Confrontando le (28), (29), ed osservando che in quest’ultima pud scri-
versi ora X d S invece di X' d S, si ottiene

"S[ae (uy v, w) + X]d S=0.

Ora questa equazione, dovendo sussistere evidentemente per qualunque parte,
piccola quanto si voglia, di S, fornisce appunto la prima delle (26).

D’altra parte, se si considera un punto (z, ¥, 2) esterno al campo di
sollecitazione, gl'integrali (25) racchiudendo funzioni sempre finite e continue
nel campo d’integrazione insieme alle loro derivate prime, ne & lecita la doppia
derivazione sotto il segno, e si ha

% (u, o, w):fS[X/ee(l)Jr Y'2@©) + 2% (3)]dS,
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espressione nulla in virth delle equazioni
Y(H)=X¥2)=%¥(3)=0.
Cosl & dimostrata la prima delle (27).
12. Dimostrazione del teorema enunciato al n.° 2. — Ora siamo in
grado di dimostrare questo teorema. Infatti, se esso non sussistesse, le nove
funzioni &,,..., &; non sarebbero univocamente determinate, ma vi si po-

trebbero aggiungere ordinatamente nove altre funzioni &%, ..., ¢ dotate
della proprietd di annullare i tre integrali

[g? da,

Ma, se cosl fosse, alie espressioni (25) si aggiungerebbero 1 termini

Mda, fﬂtdo.

tho :f EOX P Y +502)d S,
S

vo=[ (O X £ AOY 4248,
S

w=[ @ X LY p 0 2)as.

Ora u,, v,, tw, sono nulli, perche la deformazione del 1.° tipo & deter-
minata univocamente dalle funzioni X', Y’, Z’, onde son nulli i tre integrali
a destra. Ma siccome questo ragionamento varrcbbe, per quanto piccolo fosse
il campo di sollecitazione, segue che le quantitd sotto i segni integrali sono
nulle. Inoltre anche le funzioni X', Y’, Z possono assegnarsi arbitraria-
mente ; quindi & necessario che le nove funzioni ¢¥, ..., ¢ siano nulle, come
si voleva dimostrare.

13. Deformazione del 2.° tipo. — Ad ogni elemento d s’ della super-
ficie sollecitata, s, ¢ applicata una forza di componenti L' do’, M do', N'd 5.
Queste tre forze producono tre deformazioni elementari assiali di spostamenti
rispettivi

51 L/da'/y m L dU’, & L dg/,
?;‘,]‘I'da', ne M dd, &M dao,
§3N’do‘/, N ' dd, &N da",
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e, pel teorema di sovrapposizione, la deformazione risultante consiste negli
spostamenti

u:f (L +5 M +E5N)Ydd,

v__f(/;,L S M £ N do, (30)

|
wa G L +¢M +¢NYda. S

14. Non ¢ difficile dimostrare con metodi analoghi a quelli, che si ado-
perano per la funzione potenziale di una superficie, che le u, v, w sono finite
e continue in tutto lo spazio, ed all’infinito divengono nulle del 1.° ordine;
che inoltre le Joro derivate prime restano finite e continue, quando non si
attraversa la superficie sollecitante, ed all’infinito divengono nulle del 2.° or-
dine. Omettiamo qui queste dimostrazioni.

D’altra parte per punti non giacenti sulla superficie sollecitata si ha

¥ (u, v, w)=0, D (u, v, w)=—=0, 3 (u, v, w)=—=0, (31)

come facilmente si dimostra con la doppia derivazione rispeito ad x, y, 2
sotto il segno, la quale nella predetta ipotesi & lecita.

Dimostriamo che, quando il punto (x, y, 2) attraversa la superficie sol-
lecitata, le derivate prime di u, v, w subiscono discontinuitd sodisfacenti le
equazioni :

De(u, v, w)=—L, DM (u, v, w)=—DM, DPN(u, v,w)=—N. (32

Supponghiamo dapprima la superficie sollecitata ¢ aperta, e pensiamo
un'altra superficie s chiusa e semplicemente connessa, e tanto ampia da in-
volgere completamente ¢. Chiamando S lo spazio racchiuso da s, ¢ pensan-
dolo limitato da s e dalle due faccie di o, si ha

fsx(ll, v, w)dS————j D ¢ (u, v, w)dc4f9(u, v, w)ds,

e, poiche il primo membro & nullo per le (31),

~

¢ (u, v, w)ds:—f De(u, v, w)doa. (33)

Se la superficie ¢ & chiusa, chiamiamo S; lo spazio in essa compreso;
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pensiamo ancora una superficie chiusa e semplicemente connessa s tanto ampia,
da involgerla completamente, e chiamiamo S, lo spazio compreso fra 7 ed s.
Nei due spazii S;, S, sono rispettivamente soddisfatte le equazioni

0:[ X (u, v, w)dS:—“ 0;(u, v, wydo

i

0= ’vs:’é’ (u, v, w)d S:(

o 0

(4, v, w) d a——J' C(u, v, wyds,

[ ¥ s
ove ¢;, ¢, denotano le componenti secondo l'asse x della pressione che si
esercita sulla faccia interna ed esterna di ¢ rispettivamente. Sommando queste
cguaglianze ed osservando che ¢;— ¢,=— D¢, si ricade nella (33), la quale
percid sussiste in tutti 1 casi.

D’altra parte possiamo dare un’altra espressione al primo membro
della (33) adoperando le (30), che danno

0, (4, , 1) :L[L"B(l) L Me2) N e @3)dr,

ove le ¢ dentro l'integrale sono relative ad s; quindi, integrando per tutta s
ed invertendo al secondo membro le integrazioni relative a ds e d4’, si ha

J"ss (, v, w)ds:jo'L/da'L?(l)ds 4LM’ d a"“{?(?)ds T

8

+J~ Nas[e3)as,
ovvero, per le (24), )

[ ¢{uy, v, w)ds :f L'ds.

Ponendo nel secondo membro L do invece di L' do’, il che non porta
diversita, e confrontando questa equazione con la (33), si ottiene

L[_@?(u, v, w) 4 L] do — 0. (34)

Se ora consideriamo una porzione g, della superficie o, ¢ supponghiamo
agenti le sole forze L', M', N’ ad essa applicate, ne risulta una deforma-
zione di spostamenti w,, v,, 0,, e, riferendo a questa la (34), avremo

[u [-@ ¢ ("0) Uy, lt’u) + L] du'o: Q.

Y
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Ora u, =u— (u— u,), etc., e la deformazione di spostamenti w—,,
¥ —,, w — w, pud riguardarsi come provocata dalle forze L'y M’; N’ agenti
nella rimanente porzione ¢ —ag, di o. Quest’ultima deformazione da luogo a
pressioni, per le quali ¢, M, N sono continue attraverso o,, perché questa
superficie non fa parte del campo di sollecitazione, e ecosi

D (tyy Vo, w) =D (u, v, W) — D (U—1y, V—10,, w—10,) =
— Do, v, 0);

dunque I'eguaglianza precedente pud scriversi
| L9 v, 0) + L]de=0,

la quale non & altro, che la (34) stessa, ove l'integrazione si limiti alla sola
porzione g, di . Dunque questa equazione sussiste, non solo per l'intera su-
perficie o, ma per qualunque porzione di essa piccola quanto si voglia, ep-
perd dovra essere per ogni punto di ¢

De(u, v, wydo + L =0,
e cost & dimostrata la prima delle (32).
15. Deformazione del 3.° tipo. — Ponghiamo per brevita
¢ ) =n;, W@ =2, N({E)=p (=1,2 8.  (35)

Le componenti dello spostamento per la deformazione del 3.° tipo, per
la quale w, v, w siano le discontinuitd caratteristiche, hanno le espressioni

u:f(mﬁ—{—x,g—{—p,z;)da' \
v:f(mwrzz;ﬂ?w)do’ (36)

w :JU(‘E3 %0+ pyw)da. |

Basterd provare che queste funzioni possiedono tutte le proprieta, che
nella precedente Memoria furono dimostrate caratteristiche della deformazione

del 3.° tipo.
In quanto alle condizioni di continuitd di queste funzioni e dclle loro
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180 Gebbia: Le deformazions tipiche

derivate prime in tutti i punti non giacenti su ¢, come ancora al loro com-
portamento all’infinito, omettiamo di imitare le dimostrazioni, che sogliono
darsi per I'analoga funzione potenziale di un doppio strato. Riguardiamo pure
come evidenti le proprieta

X (u, v, wy=20, D (u, v, w)=20, 3 (u, v, w)=0,

che valgono per tutti i punti non giacenti sulla superficie singolare. Verifi-
chiamo piuttosto le proprietd relative alle discontinuita di queste funzioni e
delle loro derivate prime attraverso la superficie singolare.

16. Per un determinato punto m, di o pensiamo condotta la normale
positiva e su questa preso un altro punto m di coordinate (x, y, 2), e ri-
guardiamo m come un punto, di cui si considera lo spostamento, mentre m,
e uno dei punti (2, ¢/, #'), a cui si estcndono le integrazioni. Tracciamo
su ¢ una curva chiusa C circondante il punto m,, e segniamo con g, la por-
zione di o racchiusa da questa curva. L’integrale, che da il valore di u, pud
scindersi in due: uno, w,, esteso a g,, ¢ l'altro, u,, esteso alla rimanente
parte di o, sicche

U==1u, + U, .

Ora u, si mantiene evidentemente continua quando il punto s, muoven-
dosi sulla normale, attraversa la superficie in m,, sicche la discontinuita, che
allora subisce w, si riduce a quella di u,.

Ricordando le notazioni delle componenti della pressione X,,..., Y,,...
di Kirconorr, osserviamo che

m=Xe(l)a + X% (1) + X (1) 7,
w=Ya(1)a'+ Yy () + Y. (1),
p=24s () + 2y () +Z:(1)7,
quindi, segnando con «o, 8o, 70 1 coseni direttori della normale positiva in mn,,
possiamo scrivere
to=[ X e () a+ Yo () 4+ Z'a (U] a4 d
¥ _ (37)
+f ‘[X/w (1) 27 _{_ Y’w (1) v + Z/x (1) u*] (oc/ -—o-zn) + - } dao'.
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Ragioniamo separatamente su questi due integrali. Il primo pud trasfor-
marsi per le eguaglianze

X:()=—X,(1),...Y . (1) =—Y. (1),...,

ove nei secondl membri le derivate delle &,, »,, &, invece che esser prese
rispetto ad x, y’, 2° (come indica I'apice '), s’intendono prese rispetto ad z,
Y, 2, coordinate dal punto m. Cosl il primo integrale diventa

—faui[Xx(l)do—Fva( l)ﬁn“l’ Arz(l)yo];‘+[yw(1)“o+ ]E’i’ [Zw<1)°‘0+"‘] ;:;‘dq'.

Quando il punto s, muovendosi sulla normale, si approssima indefinita-
mente ad m,, questa espressione ha per limite

_fo[@(l)wr M(1)v+ N (1w da .

Diamo un’altra espressione di questo limite. A tal uopo consideriamo la
deformazione del 2.° tipo di spostamenti

w=[ GG e

”2:J”(771§—|— 7)2;‘|’ Wsi—”)d“’a
e :L (& a + C?E + & ;)d°,1

e per essa calcoliamo la componente € della pressione unitaria sulla faccia
positiva di &, in m,. Essa &

@ (1ts, U, ) =| [e(1)u+2(2)5 + ¢ (3)w] do'.

Cosl, a cagione delle eguaglianze (24), il limite in esame ha pure l'e-
spressione
— Uy 0z, W),
Dunque la discontinuitd che il primo integrale subisce, quando il punto
attraversa la superficie in m,, ¢ =— @D 0(u,, v,, w,), ciot —=u,

In quanto al secondo integrale (37), facciamo uso di un sistema parti-
colare di assi coordinati con Porigine in m, e l'asse delle 2 rivolto verso la
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normale positiva, onde avremo
aozﬁc:_—_ﬂ, 70_:1.
Ponendo inoltre per un punto qualunque di o,

x' =1t cos b, y =tsend,
sara
do' cos(zn)=—tdtdé,

ove n denota la direzione della normale positiva nel punto qualunque (2,
y', 2) di g,.

Chiamando r la distanza fra questo punto qualunque ed il punto m,
st ha

=24 (' —z)>

Ora stacchiamo dal nostro integrale la parte

L X1 w (e — o) d o,
che con questo particolare riferimento diventa
LXQ,C () uado

PEX/a*(l)O’;' dtd(’ .
cos(zn) t 1+ (z' — z)z
G t

e pud anche seriversi

0

Riduciamo m in m,, e poi facciamo restringere indefinitamente la curva C.
Quando questa & divenuta abbastanza stretta, cos (2#) non & mai pil nullo
in ¢,. Le quantitd », ¢, 2’ — 2 tendono a zero in qualunque direzione, ma

—z

il rapporto 2 tende sempre ad un limite finito. Inoltre, se la superficie ha

’

' . . . «
una curvatura ordinaria in m,, come supponghiamo, il rapporto ' tende pure

ad un limite finito in qualunque direzione. Infine, per le proprieta delle fun-
zioni &,, n,, &, anche il prodotto #* X', (1) tende ad un limite finito. Dunque
la quantita sottoposta al segno integrale si mantiene sempre finita, epperd,
decrescendo indefinitamente il campo d’integrazione, il limite dell’integrale &
zero.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



det corpi solidi elastici. 183

Alla stessa conclusione si arriva per le altre parti, che costituiscono il
secondo integrale, sicchd questo non pud dare discontinuitd per w, .
In conclusione si ha

Du=—u.

come si voleva dimostrare.

17. Dimostriamo adesso che le funzioni
¢ (u, v, w), M (u, v, w), %N (u, v, w)

restano continue quando si passa dalla faccia positiva alla negativa di o. Co-
minciamo dallo stabilire, con procedimento identico a quello seguito al n.® 14,
I'eguaglianza simile alla (33)

J‘Sﬁ (uy v, w)ds= ——‘.ﬁ D (u, v, z.o) da, (33)4

che sussiste in entrambi 1 casi che ¢ sia chiusa o aperta, e dove s & una su-
perficie chiusa e connessa involgente o, e I'operazione ¢ si riferisce alla faccia
interna di s. D’altra parte, adoperando le (36), si ottiene

[89 (u,0, w) d s :J sdsJ O[ﬁ@ (T1y gy ) ~F 0 € (4 23, #5) -+ w © (24, pay ps)] d &'

Ma, osservando le (35) e sviluppando con le equazioni simboliche (13),,
si ricava

C(my, My, ™) =
—Ey (B i+ E o+ B of) + B (B 0de B o+ E' &) + Ev (B8 E ne+ B 1o8s)
=B W(BubitEen+Eo )+ E WUy GatBr et B )+ B (B - By nat-Bis &),

dove per l'ultimo passaggio si & fatto uso delle (21); ovvero
Q(myy My ) =E 1 €(1) + E2(2) + E 2 (3).

Similmente :

Q(yy %oy %) =
=EBu (B 2&i+E o+ B )+ Eio (B 2kt E ooyt B o) +- B (B b+ B v+ B'osls)
=E w(Buit+-Eunt+Es )+ E o BubetBrent-Ei b)) +E w{Bu fat-Eiane+ Eis L),
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cioe
{2 (nl, “2y Kg) B .E’Ql ‘3 (l) + Elqe ? (2) + E,33 ‘\? (3).
Si trova infine nel modo stesso
®(pry poy ) =E's2(1) + Ew @) + E'ne(3).

Sostituendo queste tre espressioni ed invertendo le integrazioni relative
a ds e dd’, ottenghiamo

f‘&(u, v, w)ds—
— [ @B B 0B [ s+ [ B ot 0B w0 ) [ 92)s

+ J UE s A-0E w33 do

%

‘ ¢(3)ds

ma questa espressione & nulla, perche gl'integrali estesi ad s sono costanti in
virtl delle (24), qualunque sia il punto (2, %', ') sempre interno ad s, quindi
le operazioni di derivazione rispetto ad 2, ¥, 2, a cui sono sottoposti, danno
per risultato zero.

Si ha dunque

JNQ (u, v, w)ds=0.

Cosi, confrontando con la (33),, si trova

Py

J D¢ (u, v, wyda=0.

Col metodo seguito in fine del n.° 14 si pud poi dedurre che questa egua-

glianza sussiste pure per qualunque porzione di ¢ piccola quanto si voglia.
Dunque dovra essere

D (uy v, w) =10

come st volea dimostrare.
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§ III. — ESPRESSIONI ANALITICHE PER LA DEFORMAZIONE ELEMEMTARE
IN UN CASO PARTICOLARE.

18. Abbiamo veduto al n.® 6 che la costruzione delle espressioni ana-
litiche per la deformazione elementare dipende dalla ricerca di un’opportuna
soluzione dell’equazione a derivate parziali del 6.° ordine linearc

Dn Dw Dns [
(D) =|Dy D, Dy R= 0)
Ds: Dae Dss
g 1l o2 AL
dove D“:W, D‘Q:?)u—ﬁv’”" 33:5—1/02’

e IT & V'espressione simbolica, che si ottiene ponendo nel contropotenziale d’ela-
sticita in luogo di Zw,... ¥z,... le espressioni simboliche a,=Z%u, ...,
Y:=nw-+¢v,..., di guisa che le D,., non contenendo piu le u, v, w ma
invece le sole &, 5, ¢ equivalenti alle operazioni differenziali aax’ oy’ 8az ,
sono simboli di operazioni differenziali con coefficienti costanti, i quali non
sono altro che combinazioni dei coefficienti d’elasticita del corpo.

Per giovarci dellintuizione geometrica riguardiamo ausiliarmente &, , ¢
come coordinate proiettive di un punto del piano, ed allora la (D)=0 sara
Pequazione di una curva piana del 6.° ordine, che vogliamo chiamare la se-
stica associata alla costituzione elastica del corpo.

Qui procediamo alla ricerca della voluta soluzione dell’equazione a de-
rivate parziali nel caso, in cui la sestica associata si spezza in tre coniche.
Ma prima vogliamd mostrare come questo caso comprende tre forme impor-
tanti del potenziale d’elasticitd, cioe: 1.° il caso dei corpiisotropi; 2.° quello
dei corpi con un’asse d’elasticitd; 3.° quello del mezzo elastico immaginato
da GreeN per ispiegare il fenomeno della doppia refrazione della luce.

19. Corpi isotropi. — Adottando per le costanti d’isotrepia la nota-
zione di Greew, diamo al contropotenziale la forma

1
M= (4d—2B)(xs +yy + 2:)° +
9 2 3 1 2 1 2 ] 2
F Byt At ity At )
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da cui, introducendo i simboli, si ottiene

2B)(Su+nv+gw)?

+ Bl wto gt oo Gukiupt G0 by
e da questa:
Dy=(4—DB)e&+BE+»+¢), Ds=(4—B)ng,
Dyy=(4—B)» -+ B (& + »* 1 &%), Dy = (4 — B) ¢4,
Dp=A—B)2+ BE+n+¢), De=(A4—B)in
Mettendo queste espressioni in (D, ed eseguendo i calcoli, si ottiene
(D)y=AB (& + 2+ &)

Dunque la sestica associata si riduce ad una conica tripla, la quale, sup-
ponendo che le coordinate siano cartesiane omogenee, & un cerchio immagi-

nario di raggio \— 1. L’equazione a derivate parziali si riduce a
A*A?A* R =0,
ove A® & il simbolo di Larrace (*).
20. Corpi con un asse d’elasticita. — Assumiamo asse d’elasticita
nella direzione delle 2, e ponghiamo il contropotenziale nella forma (*¥)
1 .1
H:-Q‘A(Tw‘*'yyy"}‘B(Tx‘l"?/y)zzTT‘) C 2

1 1 9 2
+D(2 xgy—2xm!/y)+EE(?/z+zx)7

(*) Il Ch.mo Prof. CerruTI, ha avuto la gentilezza di comunicarmi che fin dal 1896
ezli conosce questa equazione da lui dedotta con procedimento generale, che espose in un
corso svolto quell’anno nell’Universita di Roma.

(**) Adotto la forma, che trovasi nelle Note fisico-matematiche del BerTrayi (Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, t. IIl), ponendovi 2D, 2 E invece di D, E,
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sicche, introducendo i simboli,

H:%A(Eu—i—nv)’—{—B(Eu—{—nMCw-{»%C‘g’w*

+D[; (Ev+nu)?~25‘4uvlJF%E[(WW+C”)2+(C"’+EW>2]'

Cosl si ottiene

A&+ Dy + E¢ (A—D)é&y (B+ E)t¢
(D)= (A—Dynt D4+ A+ E¢ (B+ E)ng
(B+ E)¢é (B+ 1)y Ege+p)4Ce

e, sviluppando per gli elementi dell’ultima orizzontale, si perviene al risultato
=[E¢+ D&+ [ECH+(4 C—2BE—B) (&) + 4 E(& 7).
Ponendo dunque
D

h,:-—-—« —_

E
e chiamando h,, h, le radici dell’equazione in A
ECh+4+(AC—2BE—B)h+ AE=0,
I'equazione della sestica associata pub scriversi
[c2— Ry (8 + n) 52— ko (& 4+ )] [ —hs (8 + )] =0,

quindi questa curva si spezza in tre coniche aventi un triangolo polare co-
mune, a cui sono riferite. L’equazione a derivate parziali pud scriversi

2R R .
(G — v R) (52 —hvR) (55—~ kng)_O

dove

¢
V=

¢
P
21. Mezzo elastico di Greex. — Si ha (*):

2N =a,(xx + Yy + 22)°
F ot (yi—4yy2.) + 0 (8 —4z 7)) + &) —4aayy)

(*) KircuHOFF, Vorles. vber math. Physik. Mathematische Optik, Leipzig, 1891, pa-
gina 198 e segg.
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e, introducendo i simboli,
2N =a,(Eu4 29+ Cw)?+a[(nw+ Ev)2—4yLlvw)
+ b [Cu+Ewp—4Ziwul+ v+ rup—4Lruv].

Da questa si ricava

& F e (o —e)En (a0 —b) £
D)=| (%—e)ni  arteter (g —a)nt
’ (@ —b)%¢ ) (ay-—a®) &y a, &t az gt 4 b 22|

Per isviluppare questo determinante, converrd ridurlo ad elementi bi-
nomii, di cul i primi termini siano quelli contenenti @,, e poscia ordinare
per le potenze di a,. Cosl si vedrad che il solo coefficiente che non si an-
nulla & quello della prima potenza di a,, e si otterra

(D) =—a, (62 c? gz ‘l" e @t 72 + a® b2 gz) (52 + 72 + 52)2.
Dunque T'equazione della sestica associata sara
(bz ¢? L2 + ¢t a?n® + o b '42) (;.;z —l“ n® "I‘ C’)":O

e questa curva si decompone in una conica semplice ed una doppia (circolo di

raggio \J—1, s¢ le coordinate sono cartesiane) entrambe riferite al triangolo
polare comune. L’equazione a derivate parziali sara

9 2 agR 9 a?R 2 2 BQR

ove A? & 1l simbolo di Laprace.

22. Per poter dare la soluzione del problema nel caso che le tre co-
niche, in cui si scompone la sestica associata, siano affatto qualunque, occorre
premettere alcune formole, che richiederebbero calcoli algebrici molto com-
plicati; ma noi li semplificheremo estremamente ricorrendo al calcolo simbo-
lico delle forme ternarie.

Siano due forme ternarie quadratiche in notazione simbolica

9

a;=a% = =(0 a1, + ar + a2 = arx; 1,

b =0 = = (b, + by, + by x:)* = XN by a; 7,
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e richiamiamo pure in notazione simbolica le loro forme invariantive se-
guenti

al=—=(aa a')? i =ul = . -=(aa' up
h—a®-— (aa b) W=t = .= (abuyp
a;— b, = (abb') wy—wy — o= (b uy.

by — (bb by
Segniamo con A; operazione differenziale, che si ottiene da b2 quando

Vi i pone &= ~—, ed applichiamo questa operazione alla funzione ¢™, ove
ui
?.—_-:ui (38)

ed m & un numero qualunque. Si ha

0 (om
—é%_—)z‘Zm U PR
[3 .
e (gm . , R
88(—% ) =2mm-t oo - 4dmim— 1) ¢ty ajtipr o'
i 0 Uk

con la quale ultima, si ottiene

Ap () =2 m gm=1B% F 4 m (m — 1) 572 00 b thr bar -

Ora & noto (*) che

2 ?
g by thy Doy = b2 00}, — 0 ak

(*) Si ha
(e ba — e be)? =2 ud U} — 2 Up g ta” Do’
e d’altra parte
(v b — e ba)® = [(u D) 2 '),
e siccome

(2o x)? = ala},

3
ponendo a~—= (1 4), si ottiene

4
ne 2 a0,
[(ub)um] Y A ey
eguagliando i due valori, viene
)
g 2l
U ba e b = U3 U, — 5 Oy Mo e
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quindi viene

8 m (m—1)¢™ 2uzuz. (39)

Ap(¢m)=2m (2m — 1) ¢™ by — 3

Poniamo in questa b = «, cioé supponiamo che la forma 5% sia identica
alla a2 . Allora si ha

2 2 2 2
by =a}, U, =, —¢

)

quindi si ottiene

Ao ()= 2020 T 1) (2;" +1) g™t ag. (40)
C’importano 1 due casi particolari della (39) relativi ad m = 3 s M— ‘1)—:
cioé
2 .0
By 'e\J9) =6 pbi— 2%, (41)
VY
2 alul
Ap (o) — - ==- (42
s(V9) — 4 NP 42)
C’importa ancora il easo particolare della (40) per m = — cl) > cloé (¥)
A,,( L) —0. (43)
o

23. Riprendiamo le (41), (42) ponendo al posto di a} la forma
az | A0,

ove i & un parametro qualunque. Notiamo con @ il discriminante e con @ il
controvariante di questa forma, tenendone presenti gli sviluppi

b —uy - 2Aul + Pup,
Q an | 3B F3Nay |,

v

(*) Questa formola & ben nota quando g ¢ posta nella forma eanonica, e si usa nella
teoria delln propagazione del calore nei mezzi anisotropi (v. E. Maruieu, Théorie du Po-
tentiel, Paris, Gautier-Villars, 1885).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



‘dei coipi solidi elastici. : 191

Allora nelle (41), (42) bisogna porre :
al postordi a: @,

(4

N b3,+2>.a;+z=b;9::,“é—g,

3
LA S I T 1&5—}—11/},::%%(;,
e si ottiene ‘

dd
— —dg dx

Ap (D) = 2 Jb - —
b ( \/ ) \ . 2Q2\/$’

2

che scriveremo definitivamente cosi:

8y (@)= —2 Q2 %", 44)
2 { 1 -
3 (ye) = — 5 ¢ d‘l 3 (45)

94, Siano ora tre forme a2, b%, c%, e seghiamo con A4, Ap, 4. le
.o . . . i}
operazioni, che rispettivamente se ne ottengono ponendovi Ti==g D’altra
i
parte consideriamo la forma

ay 4+ hby 4 pck

¢ denotiamo con F' il suo controvariante e con P 1l suo discriminante. Pos-
siamo evidentemente applicare a questa forma la (44) ponendovi

ai posti di Ny, 2y @, @
vispettivamente A, @, P, .
cd otteniamo
. n Y 2 3 /-F—
8o (FYF) = —2 P 2 Vs
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da cui, operando sui due membri con A, si ricava
- 9 8 (/F)
AbAC(F\/F):—zpzﬂ'——P‘—"
ed applicando nel secondo membro la (45) con le analoghe sostituzioni, ri-
sulta

T 4 32 1
wd(BVE) =5 P o5 77

che scriveremo cosi :

FJyFy 4 A 1
A"A”(T)*% GropF (46)

E questa la formola fondamentale, a cui volevamo pervenire.

25. Integriamo doppiamente i due membri di questa equazione rispetto
a A fra i limiti O e \ e rispetto a p fra i limiti O e M per valori reali e po-
sitivi di queste variabili. Essendo allora certamente lecita l'inversione del
segno Ay A, con quello di doppia integrazione, si ha

RSN .
d =
A ACJO fo P dhdp

=l ﬁl”’),fi - (ff—)i;f (o (i do)

2
174 u= 11 n=0

Ora, facendo crescere indefinitamente A e M, i tre primi termini del se-
condo membro tendono a zero, mentre il quarto termine tende ad — , dove
Ve

¢ denota, come al n.” 22 il controvariante . Si ha quindi

% (o0 F\/F N 4
AbActh .’U _P2 d/-dy-——g

1
\ @
Finalmente, applicando ai due membri di questa equazione I'operazione Aq

ed avendo riguardo alla (43), si ottiene

Aa AbAcfoofoo _'F?\/zf.dxdy:o.
0 0
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Dunque l« funzione

"m o0 ‘FY ﬁ‘
\ y -
= drdu 47
e Ju Io P ' (47)
é una soluzione dell’'equuzione a derivate parziuli

Aa Ab ACZO'

26. Per applicare il risultato precedente al problema che e¢i occupa,
basta mettere ai posti delle u,, u,, u, le coordinate z, y, z e supporre che
al—0, b, =0, c¢; =0 siano le equazioni simboliche delle tre coniche, in
cul si spezza la sestica associata.

Per esser certi poi che questa soluzione sodisfa alle altre condizioni ri-
chieste, bisogna dimostrare che le derivate quarte di p diventano all’origine
infinite ed all'infinito infinitesime del 1.° ordine, e che le sue derivate quinte
acquistano quivi analoghi valori del 2.° ordine. Evidentemente basta dimo-
strare siffatte proprieta per la funzione F'yF. A tal uopo occorre procedere
a calcoli alquanto penosi, ed & preferibile svolgerli prima per F' ove i sia
un numero qualunque, al quale poscia si dard il valore % Conviene inoltre
tenere, come pili comode, le notazioni u,, u,, u, invece delle z, y, 2.

Per poter notare compendiosamente 1 risultati di questi caleoli, (nei quali
si terrd presente che F' & del 2.° grado nelle w, e quindi le sue derivate sono
nulle dal 3.° ordine in poi), ponghiamo brevemente

a,=m(m—1), as=mm —1)(m—2),...a,=m...(m—4),
oF ., eF .,
ﬁ_uiﬁF“ E)uiauj——ﬁl]'
Allora, se 7, j, hy k, [ sono cinque numeri della terna 1, 2, 3, si ha
o4 (F'm)

:a'ﬁ’m-e}:‘]ﬂij Fyr + a, Fm=3 EF[_;‘ Fy By +
+ as B4 Fy F; Fy Iy
=q, I'" 3}_“]"{]‘ I Fz—l—a3 F’n_‘}JF[ijFsz—-[—
+a "B F; Fy Fr Iy,

0 1i 0 uj 0 un 0 uk

0 (Fm)
Ouidwjounourdwm

dove 1 sommatori si riferiscono a tutte le combinazioni possibili dello stesso
tipo degl'indici.
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Ponendovi
3 3 5
M=y s M- 2:~——; s M 3= — m—4 = ;-,
7
M —9>D = — g 7
se ne ricava
. 64 (I"\/’_FT) ] i 2 ﬂ.'i v ] 1] 1 ]
- = . g [ W L \\ ’-]1. 14
B Ui D i o un o uk \ﬁ,[“nAILJFILIc JF ]1JFILFk"{ JPh Rk
o (F\F) 17 a .
1 v, r Fy F
B e 0 0} B wn B 1'[\/F FJFlzkrl"I"], T ij Frn Fr Fi +
+ e P T F ]
\/lf

Se ora riflettiamo che, per essere F' del 2. grado nelle w, le ' con un
solo indice sono del 1.° grado e quelle con due indici sono costanti, ne infe-
riamo facilmente che le quantita dentro parentesi restano finite tanto all’ori-
gine che all’infinito. Quivi dunque le derivate quarte si comportano come
\/;‘ e le quinte come % Or queste due funzioni vi hanno appunto il com-
portamento che si vuole dimostrare.

Ci resta a dover dimostrare un’ultima proprieta, cioé che Pespressione (47)
della funzione p & reale per tutti i valori reali di x, y, 2. Cid & di un’im-
portanza essenziale per due ragioni. La prima, la pilt naturale, consiste nella
necessitd che le funzioni, che debbono dedursi negl'indicati modi dalla p, am-
mettano la rappresentazione meccanica. La seconda risiede nel fatto che,
mancando la realta delle funzioni, che son chiamate ad esprimere le compo-
nenti dello spostamento per la deformazione elementare, verrebbe meno la
validita del teorema enunciato al n. 2 e quindi la conferma, che esse sono
le sole che convengono al fenomeno meccanico. Infatti la dimostrazione di
questo teorema data al n.” 12 si fonda sull’altro, che una forma quadratica
essenzialmente positiva (il contropotenziale) non pud annullarsi che per valori
nulli delle variabili, e questo teorema & circoscritto ai valori reali delle va-
riabili stesse (¥).

) Cfre. il n,° 40 della precedente Memoria, che si richiama al n.° 12 della presente.
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Dimostreremo dunque che ’integrale (47) é sempre reale. A tal uopo
bisogna osservare che le tre coniche, in cui si spezzi la sestica associata pos-
sono avere i coefficienti reali o anche complessi. La dimastrazione del -teo-
rema sara diversa nei due casi.

Se le tre forme «, &%, ¢; hanno i coefficienti reali, tenghiamo presente
che IT & una forma quadratica essenzialmente positiva fra le sei variabili z,,
Yyy 2zy... . Facendovi le sostituzioni (5) del n.* 3, essa diventa una forma
quadratica essenzialmente positiva rispetto alle sei espressioni Zu, nv, Lw,...
¢v + nu od anche rispetto alle due terne di variabili 2, 5, £; w, v, 2. Dunque
la forma quadratica fra le variabili w, v, w

o1t , ocn
2H:3—n_=u +-~+2§73w®w+---

¢ essenzialmente positiva qualunque siano i valori delle variabili &, », ¢, che
entrano nei suoi coefficienti. Cid implica, com’® noto, le condizioni necessarie
e sufficienti, che, con le notazioni introdotte al n.” 3, possiamo scrivere cosi:

D, D,, Dy ) D. , )
D, D, Dw = 0, D“ Dm > O, D, >0. ((1)
Dy Di Dy o ’

La prima di queste ineguaglianze ci dice che il primo membro (= 0)
dell’equazionc della sestica associata & essenzialmente positivo, ciog che questa
curva & immaginaria. Che cosa avviene quando esso si scompone in tre fat-
torl quadratici al, b, ci.? Per questo esame bisogna distinguere il caso che
queste tre forme siano a coefficienti reali da quello che non lo siano.

Nel primo caso & necessario evidentemente che tutte e tre queste forme
siano essenzialmente positive, e quindi sard pure tale la forma

a; + 2b + pnc

pei valori positivi di 2, ». Ne segue che il controvariante F' di questa & pure
una forma quadratica essenzialmente positiva per A, w positivi, perché per
essa sussistono le ineguaglianze analoghe alle (@), come pud facilmente ve-
rificarsi ricorrendo alle proprieta dei determinanti veciproei. Deriva da cid
che il differenziale

#yF

- didp

& sempre reale per valori positivi di 2, p, e quindi p & reale,
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Passando al secondo caso, supponghiamo che la forma del 6.° ordine si
scomponga in tre forme quadratiche con coefficient: complessi. Allora occorre
distinguere se queste siano a loro volta irreduttibili o no. In generale, poichd
la forma primitiva ha i coefficienti reali, & evidente che, se essa si scompone
in un certo modo in fattori irreduttibili, si scomporra pure nei loro coniu-
gati (intendendo per questi le espressioni, che se ne ottengono cambiando i
coefficienti nei Joro coniugati). Siccome intanto la scomposizione non pud
avvenire che in un sol modo (*), 1 fattori coningati dovranno coincidere coi
primitivi diversamente ordinati, onde segue che questi fattori saranno due a
due coniugati e, se sono in numero dispari, ve ne sara uno reale.

Cid premesso, sono possibili i seguenti casi:

@) Se i fattori quadratici a;, b}, c, sono tutti e tre irredultibili, uno
di essi sard reale e gli altri due complessi coniugati. Formando l'integrale g,
assumiamo come ¢ il fattore reale, sicché b7, ¢} saranno coniugati. Allora
alla forma

ai‘l")\lng‘l_!ixci:

ottenuta dando a 2, u i valori positivi particolari 2 —2,, w =y, corrisponde
come sua coniugata la forma

ai‘{‘.‘*lbi‘l‘xl’ﬁ

ottenuta con gli altri valori positivi particolari 2 —u,, p—34,. Anche i
controvarianti come pure i diseriminanti di queste due forme saranno evi-
FVF

P
Dunque nel campo d’integrazione (ch'e quello di tatti i valori positivi di 4, p),
ad ogni punto ne corrisponde uno ed un solo, ove l'elemento dell'integrale
prende il valore coniugato. Ne segue che p & reale.

b) Se fra le tre forme quadratiche ve n’¢ una sola riduttibile a due
fattori lineari, questi da una parte e i due fattori quadratici irreduttibili dal-
Paltra dovranno essere coniugati. Dunque il fattore quadratico riduttibile &
reale, e la dimostrazione pud procedere come nel caso a). .

¢) Se fra le tre forme quadratiche ve ne sono due sole riduttibili, la
terza, dovendo essere coniugata di sé stessa, sard reale. I quattro, fattori li-

dentemente coniugati, e percid ben pure le relative espressioni di

(*) E. Nerto. Torlesungen iiber Algebra, § 312,
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neari, dovendo essere coniugati a coppie, il loro prodotto si pud ridurre a
due fattori quadratici reali. Dunque la decomposizione della sestica pud anche
farsi in tre fattori quadratici reali, e si ricade nel primo caso.

d) Se infine i tre fattori quadratici sono fudti riduttibili, 1 sei fattori
lineari sono due a due coniugati, e, cosl accoppiandoli, si ottiene una scom-
posizione della sestica in tre fattori quadratici reali, ricadendo pure nel primo
caso.

Cosl il teorema & dimostrato.

§ IV. — APPLICAZIONE AI CORPI ISOTROPI.

28. Abbiamo veduto che per questi corpi I’equazione della seslica as-
sociata &
(& +»" +¢)p=0.
Si ha quindi

ay = by =c¢% =l + @i + af,

e dobbiamo prendere il controvarianie ed il discriminante della forma

(I 4 2+ p) (2 + 22 + @3).

Essi sono:

F = (1 + A4 w)* (s + 43 + 1),
D=(1+2%+p),
e questi forniscono la soluzione dell’equazione a derivate parziali (D)=—0:
© (% dhdp . . w1,
P:fo Jo m(“x+“z+ ug) " =5 (wi -+ witu) " .
Tornando a scrivere z, y, 2 invece di wu,, u,, u; ed omettendo il fat-
tore —;—, possiamo assumere
p=r

ove r denota la distanza fra il punto (z, y, 2) e l'origine.
Per ottenere le &,, »,, &, richiamiamo le espressioni delle D,, calcolate

Annali di Malematica, Serie III, tomo X, 27
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al n.° (19), e con queste otteniamo

Zi;::BMw+w+wam—mmw+ﬁ+m,
D O | BB 4o+ )

Dy, Ds,

e B BU—BzzE 4o,

D, D,

da cui, ponendo per £, 5, ¢ i segni di derivazione, rammentando le egua-
glianze

2rd | 0% | 0Pr3 orr | 0'r [ 0*r 2
77 Tay Tow N GmTaptoaT
e tralasciando il fattore comune 12 B, otteniamo
_24 ,  p&r (4 _p
51-—- r (A B)ax2’ n = \14 B)ax8y7
o2 r
Richiamiamo !’espressione
: _
¢(1)=(4—2B)0«+2B%> 1 B(T,6—T,y)
ove ; ,
- ¢ & 00t 0 G
_ oL m _Gh_ L, g _ow_ 0%
T oy bz T 9z oz’ T ex iy

ed «, 8, y sono 1 coseni direttori della normale » rivolta verso quella parte
del corpo, da cui proviene la pressione che si considera. Riferiamo questa
espressione di ¢ alla pressione, che si esercita sulla superficie della sfera o

di raggio » con centro all'origine, proveniente dal suo interno, sicchd per la
normale n dobbiamo prendere — 7, e per «, 3, y i valori

y 2
o= — — B:——, 7:——-
r r r
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Abbilamo inoltre

2 i 4 Baé— 2B
O=2dgr =B =—205
S T
T,=0, T2:2AE:~2AT—3, T3_——24a—y—:2A73~>
al
dil_ d;__ o drx 2
dn—_dr——2A_—_+(1—B)[9x3 +3uc23‘/ +5w?8zr]
e, svolti i calcoli, viene
dQ|_A+B. (C_Z
dn 1 —i—(A—B)r‘
Sostituendo, si ha
+ B

e)=2B(4— 2B +2B[ +(A_B;§]—2AB’J“;"'=

2 B[, 22
_—2[B+3(A——B)7]-
Dovendo integrare questa espressione per tutta la superficie della sfera,

poniamo

% =1 sen § cos ¢, do=r*senédbde
ed otteniamo

" T 2T
J?(l)dc:2Bf ‘ [B+ 3(A— B)sen*Gcos*y]senddidg;
a 0.0
quindi, per le eguaglianze
T (2t T 4 2 . o
fofo sen'Gdedcp—_—L., Lsensedezg, fo cosodg=r,

viene

f ¢(1)do—=2B[4=B -+ 4(4—B)z] =8 AB.

Questo integrale da il valore della forza sollecitante applicata all’origine
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e diretta nel senso positivo dell’asse delle x. Siccome vogliamo che questa
forza sia I'unitd, dobbiamo dividere le precedenti espressioni di &,, »,
per 87 A B e, cid fatto, seguiteremo a denotarle con gli stessi segni. Le
£sy... §s 81 possono ottenere per analogia. Cosl si perviene alle formole, che
esprimono la deformazione elementare, ciog

, 1 A—Bor ,  A—DB or
R R P N P S Ty P
1 A—Bdr A—B 0°r

S Vi A A ¥ O PTEN
1 4-—Bor . A—B &r
drBh= =5 g ArBE=ArBa=— T ey

Sostituendo questi valori nelle formole generali per le tre deformazioni
tipiche qui date al § 11, si giunge alle stesse espressioni per le deformazioni
tipiche dei corpi isotropi, che abbiamo ottenuto con altro metodo nella Parte
terza della precedente Memoria.

Palermo, Agosto 1903,
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Mémoire sur les congruences linéaires
aux différences finies.

(Par Arr Guiosere,. & Christiania.).

Dans un mémoire important (¥) M. S. PixcuerLE a exposé les bases
d'une théorie des formes linéaires aux différences finjes toute analogue & ]a
théorie des formes algébriques.

Nous nous proposons dans la présente commumcatlon de donner un petit
supplément aux résnltats de M. PixcuerLE en établisant des bases d’une théorie
des congruences linéaires aux différences finies toute analogue & la théorie
des congruences algébriques.

Dans un premier chapitre nous montrons d’abord qu’une forme linéaire
aux différences finies & coefficients entiers suivant un module premler est
subie aux mémes lois qu’un nombre entier.

En particulier il existe pour les formes linéaires aux différences finies,
suivant un module premier, un algorithme tout & fait analogue & I'algorithme
d'Evcuipe pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres
donnés. ‘

Dans le second chapitre, nous définissons ce qu’'on eomprend par une
congruence linéaire aux différences finies, suivant un double module; de cette
définition découle immédiatement les propositions les plus élémentaires d’une
telle congruence.

Puis nous introduissons les notions d’un « systdme complet de restes »
suivant un double’module et de la « solution » d’une congruence linéaire aux
différences finies du nieme degré et nous finissons par donner une généralisa-
tion du théoréeme de Fgrmar.

(*) Memorie della R, Accademia delle Scienze di Bologna, S. V, t, V, p. 87,
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202 Guldberg: Mémoire sur les congruences lindaires

CHAPITRE L

1. Soit donnée la forme lindaire aux différences finies & coefficients
entiers

Fys —=anyYoin+ @n-1Yorn-r+ - + @Yo + G Y

En écrivant avee Casoratr (*) symboliquement 8y, pour yz+1, 6° yo pour
Yx.¢ etc., nous pouvons écrire la forme linéaire F y, sous la forme

Fyp=—(ant™ 4 an-, (** + ---+a40+ao)ym=}’_“,zai9"ym.
0

Nous comprenons aveec M. PixcaerLe par le produit de deux formes li-
n m

néaires F yp—= N;0;6/y5 et G yr = Yib; 6y, une nouvelle forme linéaire
0 v

Iy, définit par 'équation :
wa. Gy,,:i‘,-aiéiym. i‘ibieiym:iiai{i- :?:;b.-eiy,,:.ny.
0 0 0 m

Nous aurons de plus
An 6"+ tp- 61+ - - a0+ dy=a, (6§ —m,) (6§ — m,) ... (6 —my,),

ou les m sont les n racines de I'équation algébrique
n—1 An—2 ai (]
I L (i ST ey Sty |
an Un an an
II. Considérons une forme linéaire & coefficients entiers
n .
Fys=Y:ia;:6*ys
0
et examinons les propriétés d’une telle forme linéaire suivant un module pre-
mier p.
Nous disons que deux formes linéaires

Fy,—=Yia:%y, et Gyea—=— Nbittys
0 5

(*) Ann. di Malemalica, S, II, T, IX, pag. 10,
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sont congrus suivant le module premier p, lorsque dans la différence Fy,— Gy
tous les coefficients de ¥z, Yw+1y... Yosr (r étant le plus grand des deux
nombres n et m) sont divisibles par p; c’est & dire lorsqu’on a

Fys—Gya=p.ic:i6'ya,
()

équation que nous exprimons par la formule
Fys=Gys (mod. p).

De cette définition d’une congruence linéaire il s'ensuit que les proposi-
tions de la théorie des congruences arithmétiques se retrouvent immédiatement.
Si dans la forme linéaire F y, n est 'ordre de la valeur successive la plus
haute, dont le coefficient a, ne soit pas divisible par p, on dit que F y, est
de Vordre n.

D’aprés cette définition, deux formes linéaires, qui sont congrues suivant
Je module p, ont le méme ordre, & supposer qu'elles ne sont pas congrues a
zero suivant le module p.

Soit n, 'ordre de la forme linéaire F'y, et n, 'ordre de la forme li-
néaire G y,, l'ordre du produit F y». Gy, sera n, -+ n,. Il suit de Ja que,
si 'on a ‘

Fy,.Gyz=0 (mod.p)
il faudra que

Fy,=0 (mod.p), ou Gyy=0 (mod.p).
Soit :
Fyo.Gys=F ya.G ys (mod.p)
et
Fy,=TF,ys==0 (mod. p).
On aura:
@ ya= G Yo (mod.p).

ITI. Parmi le nombre infini de formes linéaires Fym::ﬁ.- ;6% Y
0

d’ordre n, il y a un nombre fini de formes qui sont incongrus suivant le
module p. Ce nombre se déduit par la remarque, que les coefficients a,,
@.y... Gn-y dans la forme Fy, (mod.p) passent par les p nombres 0, 1,
2,... p—1, le coefficient a, seulement par les p— 1 nombres 1, 2,... p— 1.
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Le nombre des formes linéaires d’ordre n incongrues suivant le module p est
p*(p—1).
Si les trois formes linéaires F y., G y», Hy, satisfont & la congruence

Fys=Gys. Hy, (mod. p)
nous disons que les formes G y. et Hy, sont diviseurs ou facteurs, suivant
le module p, de la forme Fy,, ou que la forme Iy, est divisible, suivant
le module p, par les formes Gy, et Hy.,.

En particulier, on voit que toute forme F'y, est divisible par les p—1
nombres a,, @;,... ap—, d’un systtme complet de restes premiers avec p. Car
on peut toujours trouver un nombre x tel que la congruence

a;x =1 (mod. p)
soit satisfait. On aura donc pour toute forme linéaire F'y,

Fyys=a;x.F y, (mod. p.

Nous considérons les p — 1 nombres @,, a;,... ap_, comme des unités.
Entre un systéeme des formes linéaires assocides

0O FYys, a: FYys,... ap-y F ys

on appelle principale la forme, dans laquelle le coefficient de la valeur suc-
cessive la plus haute est congru & 1 suivant le module p.

IV. L’analogie de I'algorithme d’Evctive pour trouver le plus grand
commun diviseur de deux nombres donnés se retrouve facilement,
Soient F',y, et F,y, deux formes linéaires d’ordre n et m:

. n . nt .
Fiyyo=2i0i6 Yu; Fryo=dibitiyas.
v 0

Exécutons sur les polynomes F, et F, Yopération par laquelle on dé-
termine le plus grand commun diviseur, en négligeant les termes multipliés
par p et en ayant soin d’ajouter & chaque reste un polynome de la forme
p Gy.. Si Pon suppose, pour fixer les idéex, que V'ordre de I, y, ne soit
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pas inférieur & celui de F,yx, on aura cette suite de congruences
Fiwa Fli?/w-sz/m+Fs Y

FzyxEF/zyx-Fs?/¢+F4 Y

g 1 L[t Ay 2
Fr—zwaF/r—z?/m-Fr—lyw"i_Fr.’/m
-Fr—iym= F/r—iyw-Frym

La forme lineaire F, y, est donc le plus grand commun diviseur suivant
le module p des deux formes linéaires F, y, et I'»¥y,. En particulier, si le
plus grand commun diviseur F, %, de deux formes linéaires données F\y,
et F,y, est d’ordre zéro, nous disons que F, ¥, et F, y, sont premiéres I'une
avec 'autre ou admettent point de diviseur commun.

"On démontrera facilement le théoréme:

Soient les deux formes linéaires F,y, et Fyy, premiéres Uune avec
Vautre, et soit F y, une forme linéaire quelconque, la forme Fy, est donc
divisible par tout commun diviseur du produit Fiys.Fys et Fyys.

Corollaire : Si les formes linéaires Fl,y, et I'y, n’admettent point de
diviseur commun avec la forme F,y,, le produit F\ys.IF'y, n'admet pas
non plus de diviseur commun avec la forme Fy,.

V. Une forme lindaire Fy, sera dite d¢rréductible suivant le module
premier p, si elle n'est pas divisible, suivant ce module, par aucune forme
linéaire d’un ordre inférieur au sien, excepté les unités.

Théoréme : S¢ une forme linéaire principale Fy,, non congrue i zero
suivant le module p, West pas irréductible, elle sera décomposable d’une seule
maniére en facteurs principaux irréductibles.

La démonstration de ce théoreme se fait immédiatement.

CHAPITRE IL

I. Nous avons maintenant vu une forme linéaire [y, suivant un mo-
dule premier p pour les propositions élémentaires sur les nombres entiers se
retrouver complétement. Nous exposerons maintenant quelques propositions
sur les congruences des formes linéaires suivant un double module.

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 28
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206 Guldberg: Mémoire sur les congruences lindaires

Soient données deux formes lindaires
n - m .
Fye=7Nia;i%y, et ny:g]ib.-e'yw,
0

le fait que la forme F'y, est divisible suivant le module p par la forme G y.
s’exprimera par la formule

Fys=0 (mod. p.Gys),
ce qui représente la congruence
Fys=PF\Ys.Gys (mod. p).
D’une fagon analogue la congruence

Fiys=F,yr (mod. p. G ys)
signifie que
Foyo=FYs.Gys + F;ys (mod. p).
De cette définition d’une congruence linéaire suivant un double module

p . Gy, resultent immédiatement les propositions. élémentaires de la théorie
des congruences arithmetiques.

II. Si Fy, est une forme linéaire quelconque et Gy, une forme li-
néaire d’ordre m, on aura une cougruence

Fyo=F,4ys.G Yz + Fyyz (mod. p)

ol F,y, est d’un ordre inférieur & celui de Gy,. La forme générale de
Iy, sera:

Fiye = On—1 Yo +n— + On-s Ypin-o+ -+ a4 Yo+1 T G Yo

chacun des coefficients a,-,, an »,..., @, étant susceptible de recevoir p va-
leurs différentes, par exemple: 0, 1, 2,..., p— 1. La forme F,y, peut
avoir p» valeurs distinets. Ces p” expressions constituent un systéme complet
de restes suivant le double module p, G ys.

Lemme : Si 'on multiplie les termes d’un systéme complet de restes, sui-
vant le double module p, Gy,

Fiyyoy FalYwyerey FpuYa (1)
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par une forme quelconque Fy, premiére avec G %, les produits obtenues
Fys.FiYsy FYp . FiYzyeusy FYp. Fpu Yy (2)

constituent de nouveau un system complet de restes, suivant le double mo-
dule p, Gy».

En effet, si les p» formes (2) ne constituent pas un systéme complet de
restes, suivant le double module, on aura:

Fys. Fiyo=Fy.Fjy, (mod.p. G yy)
puisque F'y., et Gy, n’admettent pas de diviseur commun, on aura:
Fiyu = Fj Yo (mod. p. G o)
ce qui est impossible.

IIL. Soient Fyyws, F,Yxz,..., Fpy, des formes linéaires quelconques,
et ne soit pas F,y, divisible par Gy, la formule

F”y“" [Fy-"/‘]n + Fai Yo [wa]”"‘ + 4
+ F Yo Fyy,+ Foype=0 (mod. p. G yz)

s'appellera une congruence du n.%m¢ degré, On appelle solutions de cette con-
gruence les diverses valeurs de Fy, rendant le premier membre divisible par
G y» suivant le module p. De cette definition suit immédiatement la propo-
sition :

La congruence du premier degré

Fiye .Fyps="F,y, (mod.p. G y,)
a toujours une solution, si F, y, est premier avec G y,.
IV. Théoréme: Si Pon désigne par ¢ (G yz) le nombre des formes li-

néaires premiéres avec G Y parmi un systéme complet de restes suivant le
double module p, G Y=, ON aura :

o= (i )i ) )

ot n est Pordre de G Yo,y €t Ny Ny,..., ng SONt les ordres des facteurs ir-
réductibles principaux, suivant le module p, de la forme G yu,
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208 Guldberg: Mémoire sur les congruences linéaires

Soient F, 45, Fy ys,... tous les diviseurs principaux, suivant le module p,

de la forme G y,:
GYe=F Yo.G y.a(mod.p), Gyo=F,y,.G,9ys.a(mod.p)...

Les formes G,y», G.y, désignent donc aussi tous les diviseurs princi-
paux, suivant le module p, de la forme Gy, « est une unité. Divisons toute
les pn formes F;yz, qui constituent un systéme complet de restes, suivant le
double module p, Gy, en autant de groupes qu’il y a de diviseurs princi-
paux de G y,. Mettons maintenant toutes les formes F;y,, qui avec (Fyy
admettent F, y, comme plus grand diviseur, suivant le module p, dans un
groupe. Ce nombre des formes Fy, est évidemment ¢ (G, y»). Mettons ana-
logue dans un second groupe toutes les formes Fy,, qui aveec Gy, admet-
tent F,y, comme le plus grand commun diviseur. Ce nombre des formes
Fy, est 9 (G, y.). En continuant ainsi on aura distribué toutes les formes F'y,
en groupes avec ¢ (G;ys) formes, dans chaque groupe, on aura donc

29 (GiYz) = p™

Soit Gy, congru suivant le module p d'une forme Fy, irréductible
d’ordre n, on aura:

¢ (1) + ¢ (Fyz) =p*
¢()=p =1

mais
On aura ainsi

1
9(Gym):?(Fyx>=p"~1=P”(l* )

Z)}L

Soit maintenant la forme Gy, congru, suivant le module p, au produit
de deux formes irréductibles: F,y,.F;y, des ordres n, et n,, on aura:

o (1) + ¢ (B ) + ¢ (Fy Yo) 4 9 (Fi Yo . Fr ) = pmt™e.
D’aprés ce qui precéde on a:
o (1) + ¢ (Frys) =p™
¢ (Foyz) =p=—1.

Il en résulte:

1 1
#(Gya) =g (Fiya. Py =pi (1 — Pm)(l "W)’

En continuant ainsi, on aura le théoréme cité.
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V. Théordme: Soit Fy, une forme linéaire, premiére avec Gy, , d’'un
systeme complet de restes, suivant le double module p.Gy,, on aura:

Fyg®val =y, (mod. p . G y,).

Si 'on met dans le produit Fy,.F’y, pour la forme F'y, les ¢ (G y.)
formes: F,y,, Foy,,..., Fye,ny, premiéres avec Gy, d’un systéme com-
plet de restes, suivant le double module p, G ¥., on aura de nouveau, ¢ (G ¥.)
formes, premidres avec G y., d’'un systéeme complet de restes, suivant le double
module p, G'y,. Nous aurons donc

Fy, Flry,=F y, \

Fyx-F/zymEFzy:c mod (p G y.)

FYs - FlyapnYe= Fua) Yo

ou les formes F's yuy F's Yuyeery FyGyn Yo A6signent les formes F, 4., Fs Yauye..,
F 6. Yo, mais dans un autre ordre. En posant le produit: F, 9, . e Yzy.-ey
Fo6y0Ys=Py,, on aura par la multiplication de cette suite de con-
gruences :

Fy96vs) Py,=Py, (mod.p. Gy,)

puisque la forme Py, est premiére avec G¥,, on aura:
Fyytvad =y, (mod. p. G yy)
En particulier, si la forme Gy, est une forme irréductible d’ordre %, on
aura :
Fyy-t=y, (mod.p. G ys)

ce qui ‘est la généralisation du théoréme de Frrmar.

VI. Dans ce qui préceéde nous avons éssayé d’exposer quelques pro-
positions d’une théorie des congruences linéaires aux différences finies. En
s’appuyant sur ces remarques on pourra sans grand difficulté développer les
analogies ultérieures qui existent entre la théorie des congruences linéaires
aux différences finies et les théories des congruences algébriques et arithmé-
tiques.
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Sopra alcune equazioni differenziali li-
neari riduecibili.

(D¢ Carvo Biaraviy a Firenze.)

L. Le equazions differenziali lineari, a coefficienti razionali ed avents
soltanto punti singolari che ammetiono Uequazione determinante, sono redu-
cibild allorquando tre soli dei loro punti singolari somo eritici per glinte-
grali e nell'intorno di ciascuno di questi tre punti critici si pud determinare
un sistema d’integrali particolari distinti ¢ quali, girando colla variabile at-
torno al punfo critico in modo che esso rimanga sempre alla sinistra di chi
percorre il cammino, subiscono una sostituzione che per il 1.° punto critico
sia equale all’inversa di quella del 2.2 moltiplicata per la sostituzione

e 0,.. 0
0 ¢. 0
0 0. €

e per il 3.2 abbia la forma

L 0o... 0}
g

o L... 0

£ ’
3 0 1
g €

essendo ¢, ¢ due costanti finite, delle quali la prima sempre differente da
zero.
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212 Bigiavi: Sopra alcune equazioni

Sia
Yy + pry®) o pay =0

un’equazione differenziale lineare d’ordine »n che soddisfa alle condizioni del-
Venunciato, e siano a, b, ¢ 1 tre punti critict, che supporremo tutti a distanza
finita.

Nel caso di 6 =0 il teorema & subito dimostrato, giacche, essendo
log ¢

T amg
nendo

» possiamo cambiare nell’equazione data la funzione incognita po-

y= (@ —0br(x—c) =z

Si ottiene in tal modo un’equazione in z sempre a coefficienti razionali
e per la quale ¢ non & pilt punto critico. Quest’equazione, che possiede i due
soli punti eritici a, b, & di quelle dette del’Harprey, che non solo sono ri-
ducibili, ma che si possono considérare come completamente integrabili (*).

Supponendo dunque d differente da zero, consideriamo un punto a« del
piano che non sia singolare per l'equazione e un circolo C di centro « che
non contenga nel suo interno aleun punto singolore dell’equazione. Essendo x
un punto situato all'interno di C, si possono sempre determinare tre cammini
chiusi D,, D;, D, che abbiano principio e fine in x, che all’infuori di 2 non
abbiano alcun altro punto a comune e che contengano ciascuno nel proprio
interno soltanto il punto critico indicato dal rispettivo indice. Variando = con
continuitd all’interno di C, possiamo far variare con continuitd i tre cammini
Dy, Dy, D, in modo che conservino tutte le proprietd ora enunciate. Per-
correndo successivamente questi tre cammini a partire da z in modo che cia-
scuno dei punti @, b, ¢ si trovi sempre alla sinistra di chi percorre il rispet-
tivo cammino, si viene ad eseguire un giro chiuso attorno a tutti i tre punti
a, b, c.

Per I'enunciato del teorema possiamo sempre determinare un sistema
di = integrali particolari distinti, definiti all’interno di C da sviluppi in
serie secondo le potenze intere e crescenti di # — «, e tali che percorrendo
colla variabile il cammino D, nel senso Indicato subiscano la sostitu-

(¥) Vedi Jorban: Cours d’Analyse de UEcole Polytechnique. Tome troisiéme, nu-
méro 170, Gauthier-Villars et Fils, Paris 1896.
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zione
L9 0
| |
1
K:\’ 0 0 \’
3. L
g

essendo ¢, d due costanti differenti da zero.
Denotando con H e T le due sostituzioni

ge 0...0) /10...0\
. 0 0 1.
HZOE \7 T—= 0<7
0 0... ¢ \o O 1
sl ha
K=H"'T.

Per gli n integrali scelti nel modo ora indicato notiamo che, se S & la
sostituzione che essi subiscono percorrendo colla variabile il cammino D,,
sard 8’ =23 §-' - H quella che subiranno percorrendo il cammino Dy, es-
sendo = una determinata sostituzione d’ordine n. Percorrendo successivamente
colla variabile i tre cammini D,, Dy, D., ossia girando attorno ai tre punti
critici @, b, ¢, ogni integrale dell’equazione deve riprodursi. Percid avremo

S K=832§'2*'HK=8328§t3"'T=1
e quindi
TS=38x3

da cui risulta che le due sostituzioni S e T'S sono trasformate 1'una del-
Ialtra.

Giunti a questo punto si pud completare facilmente la dimostrazione del
teorema ricorrendo al seguente lemma, di cui ho dato la dimostrazione in
altro lavoro (¥*).

(*) Vedi Bietavi: Sopra una classe di equazioni differenziali lineari riducibili. An=
nali di Matematica, Serie II, Tomo XIX.

Annali di Matematica, Serie IlI, tomo X. 29
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Hssendo S wuna sostituzione lineare d’ordine n e T un’alira sostituzione
d’ordine n ed espressa da

1 RN

0 1...
T: ’

S 0... 1)

ove & & una costante diversa da zero, se S e T'S sono trasformate 'una del-
Ualira, qualunque potenza di S ha equale a zero il termine della prima linea
e dell’ultima colonna.

Da esso risulta infatti che, percorrendo colla variabile il cammino D,
1%, 2, 8,..., h,... volte, 'integrale y, si trasforma in altre funzioni, che
denoteremo con ¥y, Yisy Yisy--+y Yih,..., che sono anch’esse integrali dell’e-
quazione e che possono eguagliarsi ad espressioni lineari a coeflicienti co-
stanti dei soli » — 1 integrali v, ¢,,..., yn—,. Percid le infinite funzioni y,,
Y11y Yisy.-+, DO sono tutte fra loro linearmente indipendenti, ma di tali ve
ne pud essere soltanto un numero inferiore o tutt’al pilt eguale ad n—1.
Siano ad esempio le prime m, cioé y,, ¥, .., Yun—, fra di loro linearmente
indipendenti, essendo naturalmente m =mn — 1, e sia y,, esprimibile mediante
la relazione lineare

Yom =M Yy + 79 Y + by Yot -0 - + 7 Yim-1

in cui le % sono costanti, delle quali Ja prima 2, deve, come si pud vedere
facilmente, essere differente da zero.

Denotando le funzioni y,, 4.1, ¥is, .., Yim—: rispettivamente con z,, 2,
Z3ye..y Zm € CON [2,]8 [2,]0 [2,]8,...) [2,]® ci0 che esse divengono dopo
che la variabile ha percorso il cammino D, abbiamo

[ZJ“:ZE, [Ze]a:ZS, “ey [Zm—1]a:an,
[2m]*=hi 2, To2e 4+ - + ki Zom .
Queste m relazioni, le quali ci fanno conoscere la sostituzione
01 o... 0

\001...0)
?000 1\
)1 );2 }3- RWl
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che subiscono gl'integrali z,, 2:,..., 2m quando si percorre colla variabile il
cammino D, c¢i permettono di determinare con operazioni algebriche un’e-
spressione lineare ¢ a coefficienti costanti delle funzioni z che si riproduca,
all'infuori di un fattore costante % differente da zero, quando la variabile fa
il giro D,. Una tale funzione ¢, che & pure un integrale dell’equazione, po-
tendo come le z eguagliarsi ad un’espressione lineare a coefficienti costanti

di 91y Ysyery Yn-s, diviene Tt quando colla variabile si fa il giro D.. Essa

. . . . .. € . . . .
quindi dopo il giro D deve trasformarsi in %, e cid perché deve riprodursi

quando vengono percorsi successivamente i tre cammini D4, Dy, De. -

’

La funzione ¢ = ___t’_ & razionale e ’equazione di 1.° ordiney’ +qy O

b

ammette per integrale la funzione £, che & pure integrale dell’equazione data,
la quale & quindi riducibile. c. d. d.

2. Le equazioni che soddisfano alle condizioni esposte nell’enunciato
del teorema che abbiamo dimostrato possono considerarsi come completamente
integrabili. Infatti esse ammettono sempre un integrale che pud eguagliarsi
ad una espressione della forma

bt:(:r——a)P(x—b)"(x—c)"Q,

nella quale p, o, 6 sono radici, la prima dell’equazione determinante relativa
ad a, la seconda di quella relativa a b e la terza di quella relativa a c e Q
¢ una funzione razionale sempre finita e differente da zere nei punti a, b, c.
Dovendo poi Vintegrale ¢ riprodursi, all’infuori di fattori costanti che hanno
per prodotto l'unitd, quando x percorre D,, Dj, D, se ne conclude che
p + o + 6 deve essere un numero reale ed intero, e cid anche perche ¢ @
una funzione monodroma nell'intorno del punto co. Con questi dati si pud
giungere a forza di tentativi a determinare la funzione f.

. coo :
Una volta noto Vintegrale ¢, che, trasformandosi in ~ quando la varia-

bile percorre il cammino D., pud prendersi per uno deglintegrali y,, y,,...,
Yn-1, Yi ad es., si faccia nell’equazione

y:y;judx.

Si ottiene in tal modo un’equazione d’ordine n — 1 in u, pure a coef-
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ficient razionali ed aventi soltanto come quella data i tre punti eritici a, b, c,
che ha gli » — | integrali particolari distinti dati all’interno di C dalle espres-
sioni

-

d (y: d (v d (yi— d (it d (yn
sl a5 S5 LG
Di questi i primi » — 2 si riproducono quando colla variabile si fa il
giro D,, e l'ultimo viene aumentato dal 1.° moltiplicato per 7, nel caso perd
che sia > 1. Se invece, € =1, allora anche l'ultimo integrale & mono-
dromo nell’intorno di ¢, e I'equazione & di quelle a due soli punti critici dette
del’Havpuex, che si possono considerare come completamente integrabili.
Ritornando al caso di ¢>> 1, possiamo supporre per comodita ¢ =2. Al-
lora la sostituzione S d’ordine # che subiscono gl'integrali y., y.,..., ¥ per-
correndo colla variabile il cammino D, & della forma

Ay Qs Az o« o o Ayn
0 k 0 ... O

A3y A3z U3 . . . Usn

Uny Ana Anz . .« (pn

essendo le « costanti determinate, e quella S, d’ordine n — 1 che subiranno
dopo il medesimo cammino gl'integrali

__d yx) _d (ys _ad {yn
ul'_dx(!j?" ug——dx(yz ? b “n_l——Tv :(/_2)

dell’equazione in u & data da

aiy a3 Ain

k k k

as ass asn }
S, =—{ k k& ko

......... C \

[+ 771} @n3 Aan

Lk ko

Similmente le sostituzioni §’, S’; d’ordine n ed » — 1 che subiscono ri-
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spettivamente gl'integrali ¥ ed u q-iando colla variabile si fa il giro D, sa-
ranno rispettivamente della forma

bil b12 b13 LA bin !
[ kb, kb, ... kb,

S 0 Tlc 0 ... 0 Skb o o (
S = b b b b {0 SO S
f ............. (chn, k by It b |

bnl bn! bnS bnn

essendo le b costanti determinate. Denotando con

An Aiz Ais . Am ‘

1
‘ 0 = 0 0 /
Adl Aga A33 Aan (
\ Anl -An? Anx Ann

la sostituzione S—! H, sard evidentemente

]54411 k4413 LRI kAUl
kA4, kA, ... LA

-----------

kAy kAdw ... kA

Sit=

e le sostituzioni 8!, S’, d’ordine » — 1 saranno trasformate P'una dell’alira,
come lo sono le due d’ordine n S~ H, S'.

Da tutto c¢id risulta che anche ]’equaznone in u, che & dordine n—1,
soddisfa alle condizioni del teorema. Quindi se ne pud determinare un mte-
grale, come si & fatto per quella in y, e si pud costruire una terza equa-
zione d’ordine n — 2 della stessa natura della precedente o di quelle gia ci-
tate dell’Harpaen. Seguitando in questo modo, si giunge ad un’equazione del
1.° ordine, che & perfettamente integrabile. Risalendo poi dagl’integrali suc-
cessivamente ottenuti a quelli dell’equazione primitiva, si vede che questi ul-
timi si possono sempre ottenere con quadrature. Epperd le equazioni che go-
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dono delle proprietd esposte nell’enunciato del teorema possono considerarsi
come completamente integrabili.

3. Limitandoci alle sole equazioni differenziali lineari del 2.° ordine a
coefficienti razionali ed avente soltanto tre punti critici per gl'integrali, e
considerando una di tali equazioni, per la quale supporremo che siano sod-
disfatte le condizioni che si richiedono per il teorema, potremo determinare
nelle vicinanze dei suoi punti eritici a, b, ¢ tre sistemi d’integrali particolari
distinti %.a, Yea Yiby Yob Yicy Yee @i quali corrispondano tre sostituzioni fon-
damentali della forma

d 0 “ 0 70)
0 d) oe—d‘_’ 51

? €1 dt (4] d1/

oppure dell’altra

1 \

d 0 ( e 0 (ﬂ 0
v d) e o |5 1)
\cle dé

essendo nel 1.° caso d,, d,, e,, ¢ e nel 2.° d, e, %, J costanti determinate.
Ma, se denotiamo con p,, g5 9., 925 6,1, % le tre coppie di radici delle de-
terminanti dei punti critici @, b, ¢ corrispondenti rispettivamente agl'integrali
Yiay Yeay.-., Tisulta dalla natura di queste sostituzioni che devono essere reali
ed interi i numeri p, + 9, + 6,, ps | 0. + 05, 6; — 6, e anche gli altri due
pi — p2, 0. — 9, quando le sostituzioni si presentano sotto la 2 forma. Basta
perd tener conto dei soli due numeri g, + o, 4 6,, 6, — 8,, essendo del tutto
indifferente che si presenti per le sostituzioni o l'una o I'altra delle due fovme,
e risultando il numero p, 4 a; + 6, reale ed intero assieme all’altro p, + o, + 6,
come conseguenza della proprietd generale delle equazioni differenziali lineari
a coefficienti razionali di avere reale ed intera la somma di tutte le radici
delle determinanti relative ai punti eritici.

Reciprocamente, se 1 due numeri p, + o, + 9,, 6, — 6, sono reali ed in-
teri, lo saranno pure gli altri due p, + o, 4 6, p + o, — (p; + 32), € si po-
tranno determinare nelle vicinanze dei punti @, b, ¢ tre sistemi d’integrali
particolari distinti ai quali corrispondano sostituzioni come le precedenti, che
esprimono appunto che I'equazione soddisfa alle condizioni del teorema. .
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Ma, tenendo conto anche di questi risultati, si pud dimostrare piu in ge-
nerale che:

La condizione necessaria e sufficiente, affinché un’equazione differenziale
lineare del 2.0 ordine a coefficienti razionali ed avente soltanto tre punti cri-
tici per glintegrali sia riducibile, é che sia reale ed intera la somma di
tre radici delle tre determinanti, nella quale perd non figurino le due radics
di una stessa determinante.

Denotando con @, b, ¢ i tre punti critici dell’equazione che si considera,
supponiamo dapprima che essa sia riducibile, nel qual caso possiede, come
si pud vedere facilmente, un integrale della forma

(x—a)f (€ — by (z —c)® @,

essendo p, ¢, 4 tre radici appartenenti rispettivamente alle tre determinanti
relative ad a, b, ¢ e @ una funzione razionale finita e differente da zero
nei tre punti @, b, ¢. Ma, dovendo quest’integrale essere monodromo nelle
vicinanze del punto oo, sard p 4 o 4+ § un numero reale ed intero, il che
dimostra che la condizione & necessaria.

Per dimostrare che & anche sufficiente, denotando con p,, p.; 71, a5}
6,, 65 le tre coppie di radici delle tre determinanti relative ad a, b, ¢, sup-
poniamo che, essendo reale ed intero il numero g, 4 o, 4 6; e quindi anche
'altro p, 4- @, + 6;, on lo sia invece alcuno dei tre numeri p, — p., o, — 9y,
6, — 6,, e cid per non rientrare nel caso gia considerato, per il quale la di-
mostrazione & stata fatta.

Nelle vicinanze dei tre punti critici @, b, ¢ si possono determinare tre
sistemi d'integrali particolari distinti corrispondenti alle tre coppie di radici
Piy Pey..+, 1 quali daranno origine rispettivamente alle tre sostituzioni fonda-

mentali della forma
a 0) g 0 y 0
0 o)’ 0 g ’ 0 v ’

essendo «, B, v, &, f/y ¥ sei costanti determinate, per le quali deve essere
afy=1, « f 7y =1. Considerando il.primo di questi sistemi d’integrali, cioe
quello relativo ad a, possiamo, partendo da un punto x situato nell’intorno
di a, determinare due cammini chiusi D, D. che contengono nel loro in-
terno, i1 1.° il punto & e il 2.° il punto ¢ e tali che, percorrendoli successi-
vamente dopo un giro chiuso D, nell'intorno di a e che contenga a nel suo
interno, si venga a girare colla variabile attorno ai tre punti a, b, c.
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GTintegrali considerati, che indicheremo con y, e y,, subiscono col giro D,

0

a . . .
la sostltuzxone( /) ¢ con gli altri due Dy, D, due sostituzioni, che deno-

S a b S a b
A V] ‘e @)

essendo a, b, ¢, d; a', U, ¢/, d' costanti determinate, e che sono rispettiva-

B0\ (r O
mente trasformate delle altre due D (0 ,
7

(a 0 (a by (& b\ _4

I I

ad—be—=pfF, a+d=pg+ 8, ad—bc=yy,
a+d=y+7y.

a 0 a b o a o« b
0 o (c d o a ¢ o d)
, (e b o : (7 0 :
e linversa di | | 7 ed & quindi la trasformata dell’inversa di (0 ,|» ossia
¢ 7

[
teremo con

)- Avremo
e sard pure

Ma la sostituzione

e 0
¢ la trasformata di ( 'ﬁ’)' Per conseguenza avremo
-4

ad +oad=—=aff+ & p.
Dalle tre relazioni
a‘f‘d:ﬁ“}'ﬁ/y aa—l—a'd::aﬁ—i—a,ﬁ,, a(l—b(‘-:ﬁﬁ'

si ottiene ¢ =§, d=4, be=0.
Similmente, potendosi scrivere
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si ha che la sostituzione
a b a 0 a o U a')
¢ d) o <] e« au)

. a0 ey O
che & l'inversa di ¢ la trasformata di .
c d 0 oy

Quindi sussiste la relazione ad’' - o' d'=ay 4 o'y, che, associata alle
altre due e +d =y +y,a'd —bc =yy,cidda =y, d =y, b c —=0.
Abbiamo quindi per le due sostituzioni Sp, S,

b b
Sb - (ﬁ /) , Sc - (},/ )
c B ¢ vy

con be=—=0, ¢ =0, e per il loro prodotto Sz S;, che & la sostituzione

\

By 013, Y CI U
inversa di » sl ottiene
0 g 0 a/).
b\ [y b 5, 0
s,,s,:(ﬁ ) (/, ,):(ﬁ/ )
c Bg) ¢ 7 0 gy

(ﬁﬂ/—{—b ¢ ‘Bb/—}—b;/)_—(ﬁy 0
cy +Bc el +8Y 0 ﬁ"/')

ossia

da cui risultano le quattro relazioni
be' =0, ¢l =0, By 40y =0, cy+8c =0,
che si possono soddisfare assieme alle altre due b¢c=20, 4'¢’ -0 facendo
b =10, =0, cy + G ¢ =0,
oppure

¢c=0, ¢ =0, BY +by =0,

o anche

Quindi le sostituzioni Sp, S, possono avere una delle tre forme seguenti

g 0 ) y 0
Sp = B Se=|, ,Jeoney+4 e =0,
¢ p c 7, .
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<

B b 7 b : ,
Sb:( ﬁ,a c:( Jeom By 40y 0,

50 s 0
qu - ) Sc _ .
0 g (U

Quando le sostituzioni Sy, Se hanno la prima forma si ha per l'inte-
grale 1,

yi=(z—ar(x—0"(x—rc' Qy,

essendo @, una funzione razionale finita e differente da zero nei tre punti g,
a

b, c. Quando invece le S, S, hanno la 2." forma, allora ¢ I'integrale y, che
pud facilmente determinarsi, avendosi

1y = (& —a) (. — b) (r — )% Q,

con (), funzione razionale finita e differente da zero nei tre punti a, 3, ¢, e
quando finalmente le S3, S, hanno la 3." forma, tanto #, quanto y, risultano
subito determinati, potendosi eguagliare rispettivamente ad espressioni come
le precedenti. Essendo ciascuna di queste due espressioni di %, e 7, un in-
tegrale di un’equazione differenziale lineare del 1.° ordine a coefficienti ra-
zionali, si vede che in ogni caso I'equazione data & riducibile, e che quindi
la condizione posta nell’enunciato ¢ anche sufficiente.
4. Per fare un esempio consideriamo 'equazione ipergeometrica

c(@—Dy" +[(e+B+De—yly +aBy=0,

nella quale «, 8, y sono costanti, che possiede i tre soli punti singolari e al
tempo stesso eritici per gl'integrali 0, 1, co. Le tre coppie di radici delle tre
determinanti di questi punti sono rispettivamente

pi=20, pr=1—1y; o, =0, g, ==y

Hi:a, '53‘—_26,

a—B;

Considerando le otto somme di radici che si possono ottenere prendendo
una radice da ogni coppia, si trova che per soddisfare la condizione neces-
saria e sufficiente affinché I'equazione ipergeometrica sia riducibile basta sce-
gliere le costanti «, 8, y in modo che sia reale ed intero uno dei quattro
oy By a—y, B—v-
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« .

Quando 'equazione ipergeometrica & riducibile risulta dalle considera-
zioni esposte nel paragrafi precedenti che essa possiede uno o due integrali
della forma

t:"%P(x"l)a (z))

essendo @ una funzione razionale che, per non avere I'equazione aleun altro
punto singolare all’infuori di 0, 1, oo, si riduce ad un polinomio e p, o due
radici appartenenti rispettivamente alle determinanti relative ai punti 0, 1.
Per il grado  di ¢ notiamo che esso deve avere un valore tale che lin-
tegrale possa comportarsi a distanza infinita come z-° essendo 5 una radice
della determinante relativa al punto oo. Percid deve essere p 35 4= ¢,
ossia h = —(p 4 o -+ 6). Si vede dunque che ad ogni integrale della forma
precedente corrisponde sempre una delle otto somme di radici gia conside-
rate, la quale deve essere intera e negativa o nulla.
Queste somme di radici, essendo

potprtatotd+6=1,

si possono distribuire in quattro coppie tali che quelle di ciascuna coppia
abbiano per somma ['unitd. Percid, quando I’equazione ipergeometrica & ri-
ducibile, fra le otto somme di radici se ne trovano sempre alcune intere e
negative, alle quali potranno corrispondere integrali come il precedente, do-
vendo in ogni caso cib accadere sempre per una di esse.

Esaminando brevemente i vari casi che possono presentarsi, per un’equa-
zione ipergeometrica riducibile, cominciamo coll’osservare che essa non pud
avere che un solo integrale come ¢ quando nessuna delle tre differenze di
radici

p—p=7—1 a—ay=a+ B—y, by—0y=a—f.

¢ intera, o diversamente quando per quelle differenze che sono intere non
risultano soddisfatte le relazioni algebriche corrispondenti che fanno sparire
i logaritmi daglintegrali. Nel 1.° caso infatti delle otto somme di radici due
sole, che devono appartenere alla medesima coppia, sono intere e di queste
due somme una soltanto & negativa o nulla e quindi atta ad avere per cor-
rispondente un integrale della forma di £. Nel 2.° caso poi non vi pud es-
sere che un solo integrale come £, dovendo nell'integrale generale figurare i
logaritmi nelle vicinanze di qualche punto eritico,
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224 Bigiavi: Sopra aleune equaziont

Quando una sola delle tre differenze di radici p, — 0., 9, —a., 6, — 6,
¢ intera quattro soltanto delle otto somme di radici sono intere e di queste
quattro somme, che appartengono a due coppie differenti, due sole sono ne-
gative. Denotando con r,, r, le due radici di una stessa determinante che
hanno per differenza un numero intero e con r,, 7.3 s, s, quelle delle altre
due determinanti, supponiamo che

r‘—f—s;“f—fl, 7‘2‘*‘82"!"'{'2; 7‘1‘!‘8]‘}‘72, 7'2}—82—{“1'1

siano le quattro somme intere e che i due numeri interi », + s, — (r, + $.),
r, — 1, slano negativi o nulli. Delle quattro somme precedenti la prima &
sempre negativa o nulla e la seconda & sempre positiva. Percid potranno es-
sere negative o nulle le due somme », 4 s, 4 7,, 7, 4 8, 4 7. oppure le altre
due 7, + 8, 4 7., 7o+ 8. + 7, . Nel 1.° caso la relazione algebrica che fa
sparire 1 logaritmi daglintegrali nelle vicinanze del punto a cui si riferiscono
le radici z,, 7, non pud essere soddisfatta, perche, se lo fosse, vi dovrebbero
essere due integrali particolari distinti simili a ¢ e corrispondenti alle due
somme intere e negative r, + s, -+ 7., 7, + 8 -+ 7o, il che & impossibile.
Nel 2.° caso invece questa relazione deve essere soddisfatta, perché se mon
lo fosse, a nessuna delle due somme negative », 4 s, + 7, 7, + 8, + 7, po-
trebbe corrispondere un integrale simile a ¢, che deve sempre esistere. In
questo 2.° caso dunque vi sono due integrali simili a ¢ che corrispondono
alle due somme negative precedenti.

Quando finalmente tutte le tre differenze di radici g, — ps, oy —o0s,
6, — 6, sono intere, I'equazione ipergeometrica, essendo riducibile, ha le sue
tre determinanti con radici intere, e si pud dimostrare che uno almeno dei
tre punti 0, 1, oo cessa di essere critico per gl'integrali. Supponendo infatti
che cid non accada, deve risultare per le radici p, o, ¢ che figurano nell’e-
spressione dell'integrale simile a ¢

>91+92 G>°‘1-{_¢Z >_91+-92
g = 9 ’ — 9 ] 5__ B
. 4. 1 . . . -
e quindi sommando p 1—c+63—é—, ossia g9+ 6>0, il che & im-

possibile.

Ricorrendo anche in questo caso alle notazioni r,, 7,5 sy, 8,5 7., 7. usate
precedentemente per le radici, supponiamo che sia r, =1,, s,=s,, =1, €
che il punto a cui si riferiscono le radici t,, 7, sia quello solo non eritico.
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In tal caso lintegrale simile a ¢ non potendo corrispondere alla somma
r, + 8, + 7,, che & sempre positiva, corrispondera all’altra », + s, + z,, che
deve quindi essere negativa o nulla. Se invece il punto non critico per gl’in-
tegrali & quello relativo alle radici »,, »;, dovra l'integrale simile a ¢ corri-
spondere alla somma s, 4 ¢, -+ #,, che sard quindi negativa o nulla. Ora o0s-
serviamo che non pud essere contemporaneamente

ry 4+ 8 4+ 1, =0, S+ 1.+ r.=0,

poiche¢ sommando si ottiene 14 s,—s, =0, il che & impossibile. Quindi
delle tre somme 7, + s, + 7., S, + 7. -+ 7y, 72 -+ 7, -+ s, una sola pud essere
negativa o nulla, e quando cid accade il punto corrispondente all’ultima ra-
dice di quella somma che & negativa o nulla & sicuramente non eritico per
gl'integrali.

Potrebbe peraltro darsi che non fossero critiei neppure gli altri due
punti; ma si pud dimostrare facilmente che ¢id non accade mai quando una
delle tre somme precedenti & negativa o nulla. Difatti, se nessuno dei tre
punti 0, 1, oo & critico vi deve essere fra le otto somme di radici almeno
una somma negativa o nulla che contenga r,, e siccome essa non pud supe-
rare 7, + S, -+ 7,, cosl quest’ultima somma sard negativa o nulla. Percid
quando 1 tre punti 0, 1, oo non sono critici le quattro somme di radici ne-
gative o nulle sono

7’1+Sl+117 7‘1‘]‘81“}"79’ 81+T’+7'?’ Tl—f—?'i—l-.S’g

e quindi le tre somme », 4 s, + 7., $; + . + 71, . -F 7, -+ s, devono essere
tutte positive e differenti da zero.
Dunque, riassumendo, 1’equazione ipergeometrica riducibile possiede un

solo integrale come ¢:

1. quando nessuna delle tre differenze di radiei r, —r,, s;—S,
T —1, & intera;

2.° quando, essendo intera una sola di queste differenze, ad es.: 7, — 7,
delle quattro somme di radici che devono essere intere ne risultano negative
o nulle due contenenti 'una la radice r, e 'altra la radice z,;

3.° quando, essendo intere e positive o nulle le tre differenze prece-
denti, risulta negativa o nulla una delle tre somme », + s, 4+ 7., 8, + 7. + 7,
1, + 7, + s, il che non pud mai accadere contemporaneamente per due di
esse. In questo caso l'integrale simile a ¢ si riduce ad una funzione razionale,

)
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Invece un’equazione ipergeometrica riducibile possiede due integrali par-

ticolari distinti della forma di ¢:

1.° quando, essendo intera una sola delle tre differenze di radici
ri—1y, S — 8, Ti— 72, ad es.: 7, — 7;, delle quattro somme di radici che
devono essere intere ne risultano negative o nulle due contenenti la minore
delle due radici 7,, 7,.

2.° quando, essendo interc e positive o nulle le tre differenze prece-
denti, risultano positive e differenti da zero tutte le tre somme r, 4 s, + 7,
8 + 7, -+ 7y, o+ 7, -+ 8. In quest’ultimo caso V'equazione ha I'integrale ge-
nerale uniforme e quindi razionale, ed esistono quattro invece di due inte-
grali simili a ¢ corrispondenti alle quattro somme di radici che sono nega-
tive o nulle.
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Sulla ricerca di un quarto integrale di
2. grado del sistema di equazioni dif-
ferenziali del moto di un corpo solido
in un liquido indefinito.

(Di Exrico Leszi, a Napoli.)

]Je equazioni che reggono il movimento di un corpo solido in un li-
quido indefinito nell’assenza di qualunque forza esterna che agisea sul corpo
o sul liquido, furon trovate dal Kircnnorr e da lui esposte in una Memoria
apparsa nel Giornale di Crelle: (Vol. T1: « Ueber die Bewegung eines Ro-
tationskdrpers in einer Flussigkeit »). ’

Perd il Cresscn riusel in-seguito a porre queste equazioni sotto Ja forma
di equazioni differenziali del 1.° ordine (Mathematische Annalen: Vol. 3.°:
« Ueber die Bewegung eines Korpes ») ed il sistema da lui considerato &

dee 2T 9T, dy_ 0T oT , 9T T

2 T e d T % m M wm  Vae ag

d x2 oT 0T, dy: 0T 0T or oT

T T T E Nt LA TR T

d a3 0T 0T, dys__ 0T 0T oT 0T

W»‘xza_yl——x‘m’ ’ 7¢l_t_—_x28x1 x'3x2+y23y1 y'(?‘yz

in cui T ¢ 'energia cinetica, funzione omogenea del 2.° grado rispetto alle
variabili 2;, y; ed & inoltre

_arT T g 0T

=gy BT v ST OW

5T oT T
h=sp’ V=590’ Y$=3r
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228 Lenzi: Sulla ricerca di un quarto inlegrale di 2.° grado

essendo U, V, W le componenti della velocita dell’origine di un sistema di
assi rettangolari presi nello spazio e fissi nel corpo e P, @, B le componenti
della rotazione istantanea del corpo attorno a quest’origine, riferite agli
stessi assi.

Di questo sistema si conoscono gia tre integrali

2} -+ x, + a3 —=cost. —m

TyYy + T Yy -+ Xy Yy = cost. —=n
T =cost.=—1{

ed un moltiplicatore u=1.

Cid condusse il Cressc a conchiudere (*): « poiche nelle equazioni pro-
poste non figura esplicitamente il tempo si pud trovare facilmente I'ultimo
integrale mediante una quadratura; d'altra parte, facendo uso del moltipli-
catore noto si pud trovare il penultimo integrale e rimane cosl da ricercarne
un quarto percheé l'integrazione sia completa. » Ed egli quindi si propose di
determinare in quali condizioni esistesse questo quarto integrale di 1.° o di
2.0 grado e quale ne fosse la forma; ma l'analisi ch’egli fece oltre ad essere
troppo lunga per i risultati a cui si arrivava, non & nemmeno completa. Di-
fatti lo Stekrorr fece notare una lacuna a proposito del caso dell'integrale
di 2.° grado, lacuna che, a suo modo di vedere era la sola che si rilevasse
nel lavoro del Cuesscn (Mathematische Annalen. Vol. 13.° « Ueber die Be-
wegung...»).

Un’osservazione facilissima perd mostra chiaramente che 'une e I'altro
dei due citati autori an lasciato sfuggire a la loro osservazione ancora qualche
caso.

Infatti richiamando 1'equazione differenziale a cui deve soddisfare qua-
lunque integrale ¢ del sistema, purch¢ indipendente dal tempo,

.09 dan co dyn
N LI . =
T0an  dt +Zﬁyh dt 0

(*) Opera citata.
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ed osservando che nel nostro caso essa si pud scrivere

99 2T, 29 0T 29 OT \
E)m 8% ' 3‘1/1,3601, ! Byi 8_2/1’ Y

oo 0T de 0T 09 oT . .
dw oy Bt e e T ey e =0 0 ()
99 0T bp 0T bp OT

Gws’ By dys B gy oy

si scorge subito che essa rimane Inalterata se si scambiano fra loro le 2 fun-
zioni T' e ¢. Segue da cid che:

se ad una determinata forma di T corrisponde per il sistema un inte-
grale di forma ¢, quando T' qura assunto la forma ¢ U'integrale avri la pri-
mitiva forma di T\

Questa legge che si verifica per il nostro sistema di equazioni e che ci
par propria in generale di {utti i sistemi canonici (*) porta qui ad un risul-
tato importantissimo.

Se ricordiamo difatti i due risultati a cui era pervenuto il CuEesca a
proposito dell'integrale di 2.° grado:

{2 se Uenergia cinetica & la forma

2T =3ana;+ C2y}
risulta
9:20220335”3“05(‘119'?5
2.% se
2T =a X ey} + Zenys
sard
g==0o Zeuai— Iy

(*) M. C. Jorvan, Cours d'analyse. Vol 3.°: « Sistemi della forma
0¥ 0y
———dt

0 Pt 8 X

in cui ¢ rappresenta una funzione nota delle 2 n variabili @y ... 20, Pg...P0n, son detti
sistemi canonici. I loro integrali ¢, se indipendenti dal tempo, soddisfano I'equazione

de 4y _ 8¢ 3'%)_.
(341 T o opi | oz =0>

da; = dpi =— -~ d¢ =1, 2,... n)

e yui si vede che le funsloni g e 'y sono scambiabili senza che si alteri Pequazione.
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e in questo secondo risultato poniamo ¢ =—— - © sostituiamo ai coefficienti

cii gli a;; si vede subito che i due casi sono 'uno reciproco dell’altro.

Ed allora, poiché un terzo caso esiste, trovato da Stexvorr, deve esi-
sterne un quarto che sia a questo reciproco.

Dimostrata cosi a priori 'esistenza di un quarto caso, e, direi anche, la
forma dell'integrale (*), io 0 tentato di rifare l'analisi (**) con maggior ri-
gore e con un po’ pid di speditezza limitandomi soltanto a la ricerca degl'in-
tegrali della forma

e=2Zo;x; + 2 Pux:yi -+ Syuy; (e=1, 2, 3). (2)

Senonché raggiunto Jo scopo e comunicato il risultato al mio maestro prof. Mar-
coLovao, questi credette opportuno informarne lo Stekrorr il quale rispose
inviando una sua Memoria in russo (***), per me geatilmente tradotta dal
prof. Marcoroxao stesso. In essa & sostanzialmente ripetuto quanto prima era
stato pubblicato nella Nota dei Mathematische Annalen gia citata, perd con
un’aggiunta al Cap. IV in cui si annunzia che il caso di cui io mi ero oc-
cupato era gid stato trovato dal Liapunorr (***¥),

Per fortuna il metodo da me seguito nella ricerca & assolutamente di-
verso da quello usato dai matematici russi, come anche mi conferma il sul-
lodato professore, e d’altra parte esso & anche il merito di porre in vista
qualche altro risultato finora trascurato.

(¥) Basterebbe nel risultato di STEKLOFF: se

2T =0622c¢y (3, fei) i+ 20" Seper y + 2oyt

Sard
- 12y . e __ o0\ > 2
0=0"2 2 (cg3 — Cp)? @} — 20" ey yy + 2yt

%’, a ¢ e le b alle ¢z, come gia per i 2 casi di
Cresscu, per avere il quarto caso d’integrabilita,
(**) Di cid é materia la mia tesi di laurea.
(***) STEKLOFF, Sul movimento di un corpo solido in un liquido. Charchow, 18Y3.
{(¥*#%) A. M. L1APUNOFF, Nuoro caso d'integrabilita delle equazioni differenziali del moto
di un corpo solido in un lquido. (Comunicazione alla Societsa Matematica di Charchow.
T. 1V, fascicoli I e II, 1893.

sostituire, come diremo in seguito, —
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§ 1.

Assunta per T la forma ‘pilt generale

231

2T =Z2Zamxion -+ 22 bn%iyn + 3E cin yi Yn

in cul si pud supporre

Aih == Ohi

bin = bns,

Cinh == Chi

come gia dimostrd il Cuesscu (*), e per ¢ la (2), 'equazione (1) si scri-

vera allora:

e perche questa

2an e+ By
2oy, + B lYss
2 a3 03 + Bas Ys
Bin®:i+ 2yuys;
Bes s + 2 722 Yo
Bao @y + 2 72 Ya;
Bty + 270y
Bar T2 + 2 720 ysg

Bas 3 + 2 733 Y3,

2 A

1
meu+~§2bmw;

1

2
1
2
1
2

+ Zenys

+ Zen Yy
1 .

) 2b; Y5
Sbixi + ey,

Sbixi+ Z ey,

Sbux:+ Z e Yiy

1
5 2 iy yi;

~+me;%|

T

X3

Y

Yo

Ys

equazione sia identicamente soddisfatta & necessario che 1
coefficienti dei singoli termini si annullino.

(*) Opera citata,
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Cominciando a considerare per cid i termini di 8.° grado in y otterremo
per i coefficienti le seguenti relazioni

71 (022—033) + 7o (css—cn) + 733 (Cu ) =10

Cio (')'22—733):0 ) Ce (733 —'}’n) —0
Cos (73— 71,) =0 ) Cos (711 — 722) = 0
C31 (Vu — 722) =0 ? Csy (;’eg — ;/33) =0

e per soddisfare ad esse, la prima esclusa, si possono fare due sole ipotesi:
o si pongono i coefficienti ¢ (¢='=1%) uguali a zero o vero i coefficienti y;;
uguali fra loro (y; =v); difatti a porre solamente y,, = y,,='=y,, dovrebbero
essere anche le ¢,z =0 (*) e la condizione imposta per le y,; sarebbe quindi
superflua. Di questa terza ipotesi noi quindi non terremo conto, come di qua-
lunque altra che non imponga il minimo possibile di limitazioni per i coeffi-
clenti @,... a,...: cosl p. es. si esclude I'ipotesi per cui debbano essere le
vii==v, le ¢ix =0 bastando una sola di queste 2 condizioni a soddisfare le
relazioni di cui & discorso.

Se adesso si passa ad osservare le relazioni derivanti dai coefficienti dei
termini di 2.° grado in y

it (Bss — Bae) - €2 (@22 — Bu) + 71 (bu — b33) + 7n (\bu — bzz) =0
oo (Byy — .333) =+ ¢y (1633 — B:z) -+ vee (bss — bxx),+ 711 (b.re baa) =90 (3)
.311) + Cae (,@u —ﬁss) + 733 (bu — bza) + 722 (/)33 — b“) =0

€35 (B,

b,. Vi1 Cpe (@u _533)10; bis 722 + €u <ﬁzz‘—ﬁxx)’:0 \A
b.s V22 T Ces (ﬁze — .Bu) =0 ) b 733 + Cas (ﬁss — ﬁ“) =0 { (4)
b3y yss + €3 (Bas — Be) = 03 bsyn~+ e (Bi— B2e) 0 !

6:?733—{—612/733‘_”/:l)_{_c:?(ﬁas’—ﬁn\:O; 6197a3+b!2(783 72?)+012(1633_‘t322)20 )
bzs}'n ‘}‘523(71:—‘722)‘{"023(@1_,392)—0; 67371n+bea(71|—‘733)+"ca3(f311‘.‘933\:0
53:722‘}‘(731(722_73?)+03|(@n —f1 =03 b317'22+b3l(7'12 711)+Cay(Bee—F1,)=0

(5)

(*) Indicheremo d’ora innanzi con aik, bix, Cin i coefficienti in cui sia i=|= &, notando
per gli altri aiz, bi;, ci.
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e si voglia da prima supporre y;=v, cix==0; le (5) divengono
biov A i (Bis—Bi) =03 biov 4 oo (B — Br) =0
bisv + s (Bi — ) =05 bogv + €25 (51— By) =0
bavv 4 €30 (Bre— i) = 05 barv + €31 (Be — F0) =0
donde segue facilmente 8; — . In tal caso perd le (4) assumono la forma
bikv=20
e dovra essere quindi 0 b — 0 0 v=—0.
Supponendo invece le c;; =0 e le y;; diverse fra loro, le 3; non subi-

scono alcuna limitazione e le (4) e (5) si scrivono

6127:1:0, b237H:O7 bal}’n:O

bn "/22:0, bzs '/"22:0; b.'!i 722 =0

blz 733 — 0 ) bza 733 — 0 ) bsx 733 — 0

per cui ¢'é da supporre le b = 0. Sicché conchiudendo

0 le bip e le c;x son diverse da zero ed allora B;—u, yii=—0;

o le bix sono uguali a zero senza che lo siano le c;p ed allora Bi=u,
yie=v==0;

0 le bjpy=20, c; =0 (e questa seconda parte porta con sé¢ la 1.%) e segue
che le Bi; e le y;; sono qualunque.

Si noti che queste 3 supposizioni sono le sole possibili quando si tenga
conto dell’osservazione fatta prima.

Passiamo ora ad osservare le relazioni provenienti da i termini di
1.2 grado in y

2(511(“33—‘“22) +2}’11(a22‘—a33) + % [.311(622—b33)+:822([)33“611)‘*‘,333(511—622 )] =0

2“22(“11—0133) + 2722(“33"“%1) ‘l‘ ‘;— [ﬁu(bez‘bss) ‘1‘622([)33“[7 ! l)‘i‘ ‘533(5“—[72,)]:0 (SbiS)

2033(0122

a“) —|— 2"/33((1“—6122) + % [B“(bzg—bm)+,33,(b33—b“ )‘}—r@sx(bu—bn)]zo
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2a12/33+ biz( ﬁu)—_—o ’ Qa|9}’33+ b:z(Bss 622):0

1 1 -
22704+ _623(1341“".522):0; 20571+ 9 bes(Bi1—333)=0 (4bi_~,)
2“3A/22+ bsi(@zz_ﬁsa) ; 203120+ 631(522 ﬁu):O

2“12722‘!‘&2(@22‘533)7*‘2012(0‘22—"0‘33)—_—'0 ) 2“1?}’11‘}'512(511-‘833)‘{“‘2642(411 0‘33) )
2023733—}—623(‘333—3“)-{—2023(«33—-41.):0 3 2“23'/22"‘623(‘322‘—511)‘{”'2023(“22—411) " (Dpis)
Qaau}’u+bsn(ﬁu’*ﬁzz)‘f‘2031(“11*"22)—_—0 ; 2a3|733+b31(ﬁ33—f22) 963,(033—a22)-0 ‘)

Si noti che, tenendo conto dei risultati precedenti

nell'ipotesi che le b e c;x sian diverse da zero e per conseguenza
Bii =y 75 =0 le (4y;) sono soddisfatte e le (by;,) impongono aii=12; le ax
potendo essere qualunque le supporremo diverse da zero;

nell'ipotesi che siano le b, =0, ¢;x==0 e quindi B; =
dalle (44;) segue che le a;x debbono essere uguali a zero e dalle (5y;) as=1;

nell'ipotesi che & —=cs =0 e di conseguenza 2, e y; qualunque, da
le (4p;) segue a;x=—0 e le () essendo cosl soddisfatte si possono ritenere

le «i; diverse fra loro.
Se finalmente si considerano le relazioni a cui dan luogo 1 coefficienti

dei termini di 3.° grado in x

.U‘) 7i — y== O

O:“u(bzz—bss)‘i‘ 0‘22(1)33 —bu)‘f‘ “33(611—bzz> -+ ﬁu(an—‘ass) +ﬁzz(aas—a 11 ) + Iess(a 1 a'—aze)

Ozaiz(ﬁez—‘ﬁss)‘*“blz(“z-z 0‘33) 3 0:(112(@33_@1|)+buz(433—1u)
O:azz(;@sa—‘ﬁu)‘f—bza(“as‘—“u) ) O:a23(1611_‘@22)+623(aH’_a??)
O:aal(ﬁl!_.522)+[)31(a1l—a22) 3 0-:5131(.‘azz*rgss)—i‘bu(a‘zz_“aa)

si vede che esse son soddisfaite, la prima esclusa, con le supposizioni pre-

cedenti. -
Né basta, ma si pud anche osservare che con la 1.* di esse ipotesi si
soddisfano anche le relazioni finora trascurate cio¢ la 1.* del primo e dell’ul-
timo gruppo le (3) e le (3;). In tal caso perd ¢ risulta composizione lineare
d’integrali noti e quindi & privo d’interesse. .
La seconda supposizione mentre soddisfa le prime dei due gruppi estremi
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fa divenire le (3) e le (3,:)
y(b“ —62?\—07 V(bgg_bg'g):o, V(hgz—'bli):O (3l)
via, —ayp) =0, v (@ —ag) =0, v(as—a,)=0 (3'bis)

per le quali essendosi supposto v=|=0 & necessario porre a;; = A, b;i==B.
La T avrebbe allora la forma

2T_—‘.4(£I‘;2+ )+B(x|y1 )+22‘czllyty/z

e ¢, per sottrazione d’integrali noti, I'altra
¢=yi + ¥: + ys = cost.

facilmente verificabile. Difatti moltlphcando le equazioni differenziali a destra
rispettivamente per vy, ¥., ¥s, sommando ed integrando si & il risultato
trovato.

Rimane cosi da considerare il caso in cui siano contemporaneamente
tix = bir = c;x =0 cioé quando T assume la forma

‘2T:Z(l“.’l)'ﬁ+ Sbl(x‘y{+zcll1;

e ricordiamo che le relazioni a cui bisogna soddisfare ancora sono la 1.* del
1.0 gruppo, le (3), le (34;) e la 1.* dell'ultimo gruppo.

Prima perd d’inoltrarei nell’analisi di questo caso ricordiamo che, a pro-
posito dei coeflicienti della forma 7, il Cresscr dimostra che gli aii, by si
posson sempre supporre diversi da zero, sicché a noi conviene anzitutto ve-
dere cosa avvenga nel caso che in parte o tutti i coefficienti ¢;; si annullino;
anche perche cosi ei sard facilitata I'analisi in seguito.

§ 2.

Il easo in cul tutti 1 coefficienti ¢; si annullino non offre alcun risultato
notevole. Infatti si deduce facilmente che, se i coefficienti b; son fra loro
uguali e lo sono parimenti gli a;;, risulta

c=Say 2}, + S8ur Y+ 2yl
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236 Lenzi: Sulla vicerca di un quarto integrale Jdi 2.2 grado

che, per essere ai;, fii, yi: coefficienti indeterminati, si spezza negli altri
x; = cost.,, y; =— cost.
Se invece due coefficienti « son fra loro uguali, p. es. a,, = a,. == a,, segue
o; = cost., ¥, = cost.
e Se POi (4 == s == a1, Tisulta
x; ==cost,, Za,a y,=cost

Se invece dei coefficienti 4;; due soli sono uguali fra loro, p. es. by, =—=10b,,==1
sl ottiene
x, = cost., 9, == cost.

1

se 1 coefficienti a;; son fra loro uguali o due soli fra essi: a, = ap==0a
e sard soltanto

337

x, = cost.
se Ay =:= agg =I|= (’33 .
Che se poi i coefficienti d;; son fra loro diversi risulta sempre

p= 3hy r=— cost.

qualunque siano gli a;;. Questo risultato, come 1 precedenti, & facilmente ve-
rificabile mediante le equazioni differenziali ed esso & dovuto a Cressca.
Passiamo ora a considerare il caso in cul soltanto 2 dei coefficienti ¢
si annullino p." es. ¢y, —=c¢;, = 0. Facendo, come prima, un esame sommaric
di tutte le possibili ipotesi per i coefficienti a;:, bi; si osserva che:
se 1 coeflicienti b;; son fra loro uguali risulta

r, == cost., y,=cost., y} -} y:= cost.
se gli a;; son fra loro uguali;
x, = cost. y,==cost.
se solamente @, == @y =|= a,,;

x, = cost.

se 1 coeflicienti a;; son fra loro diversi.
Se poi dei coefficienti b; & b, — by, =lx b,, sard

x,==cost.,, y,= cost.
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se dei coefficienti a;; tutti o due soli di essi «,,, @, son fra loro ugualij cheé
se invece fosse a,, =|=a,, == a,, risulterebbe

z, = cost.

Si deduce facilmente che se i coefficienti &;; son fra loro diversi non si ap-
prende nulla di nnovo poiché in tal caso il nuovo integrale o differisce da T'
per nn fattore costante.

Ci rimane cosi da considerare 1l caso in cui un sol coefficiente ¢;; si an-
nulli, p. es. e,,=0. La relazione del 1.° gruppo si pud scrivere allora

71 1 Ciy
722 1 Ce | =0
7 1 0
e da essa, per un noto teorema sui determinanti, si ottiene
JuT=pF TCuy YuT=p 0T Cuy Yy —Fp

in cui o e ¢ son costanti indeterminate.

Se ora b,, — by, = b,, da le (3) segue B,y =L —f;; = € con cid &
soddisfatta anche la prima dell’'ultimo gruppo, e da le (3y;):

88 @) = @y == @y, Tisulta a;, = 0,5 = 253 = A € per sottrazione d’integrali

noti
p=y! + ¥+ ys = cost.;

8€ a, — a,

ww
w©w

==a,, si ottiene
o 0
oy == gy (c;_z + ‘7) (ay — ass)a Oyy == gy (i + ‘7) (@ — ass)

e quindi, tenuto conto che p ed a, son costanti arbitrarie

x? x; . . .
¢ == (A1 — Q) (C—Z; + E) + ¥i + y: + y; == cost.
S @ == Uy == a1, dalla 3.* delle (3,;) risulta p=0 e quindi ¢ & com-
posizione lineare d’integrall noti.
Prima di passare oltre notiamo che il 2.° di questi risultati, pur non es-
sendo assolutamente nuovo, poiché difatti corrisponde al 2.° dei risultati di

Cresscu dianzi citati, non & meno notevole essendoché esso & luogo qualunque
siano a,, ed a,,, senza cio¢ che essi siano, come nel caso di Cresscu, pro-
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porzionali a certe combinazioni binarie ¢, ¢,,... Faremo vedere in seguito
come esso si possa derivare da l'altro.

Se poi dei coeflicienti b;; due soli son fra loro uguali, p. es. by, =1b,, == by,
si pud osservare subito che ¢ continua a risultare composizione lineare d’in-
tegrali noti sempre quando i coefficienti @;; sian fra loro uguali o lo siano
due soli fra essi a,, =@, ==a,. Che se poi gli a;; fossero fra loro diversi
dalle (3) risulterebbe

fz + G) (b — by, | Bor ==Ly + (c% + o) (D — bygy)

Ce

.511 = 533 + (

f3,; rimanendo indeterminato. Sostituendo questi valori nell’ultima delle (3,;)
s1 avrebbe

1/1 1

F[Q (01— @) + 9 (— - )(/’u‘*“ bas)g] =0

C22 Ci1

d’onde 0 p=0 e, come nei casi precedenti, risulterebbe ¢ composizione li-
neare d’integrali noti, ovvero

1 .
2 (a1 — @y) €41 €30 = 9 (Cos == C11) (biy — byy)? (6)

ed in tal caso le 2 prime delle (3,;) si scriverebbero

i

2 (o5 — a2) + 2 (ci)’ + q) (@rs — gy) + 2 c

» (@ — au) =0

2 (o — )+ 2( & + o)t — ) +2 £ (@ — ) =0

0 ,
Oy = gy -+ c;e (2 Ay —— Qa9 — 033) T 7 (“u — 0133),

Gog == Blgy 1 'c% (2 Gog — 0y — ass) +a (A2 — a33)

rimanendo anche qui «, Indeterminato. Questi valori sostituiti nella 1.* del-
'ultimo gruppo impongono che

i — as3 Q22 — U3s k

Ce2 Cit
ossia
au:asg“'“k('zz) Upe = A3y + k ¢4y
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dove k ¢ una costante; ma allora la (6) diviene

4k Cyy Ca0 =— (,’33 - bu)?, 7’33 — b, =2 \/RITW

e quindi

0 = k
ﬁ112533_2(c;n -1 G)\kcu Coageee Oy == 04 - iu (2 €3 —€4y) "}‘5]“/'22)"'

Sicche se T a la forma

2T =ay, (x4 ) F hkewa; + keyal 4 by (xyy, +wey,) 4
+ ;)33 T3 Ys + ey !/; + Ca Z/i

in cui
4dkciy = (/733 — byy)?
o pit semplicemente

2T ="Fkeypx, + ke 2t + 2\//; Coy Coo Xy Iy € Y2+ oo 2

sard per soitrazione d’integrali noti

Ci1 C2e
go:—k—xf——kvxf—Qka‘Z—
(1] C11

' T (X1}, &2 U2 0 v s
—2\/lrcuczz(c'7;/‘+7;/)+y;+y§-rya:cost.

Questo risultato che, fino a poco tempo fa, io credevo assolutamente nuovo
non & tale perche rientra nel caso generale di SrekLorr. Non & superfluo perd
averlo qui trovato e ne diremio appresso la ragione.

Se finalmente i coefficienti b;; son fra loro diversi ¢ risulta composizione
lineare d’integrali noti.

Dopo di ¢id noi potremo d’ora innanzi supporre i coefficienti di T tutti
diversi da zero, e seguiremo ancora la stessa via fin qui usata considerando
ciot 1 tre casi in cui i 3 coefficienti b; sian fra loro uguali, o lo siano due
soli di essi by, == Dy, ==y 0 che siano tutti e tre diversi.
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§ 3.

Cas0 by = by, — byy == B.

Sommando Ic (3) a due a due e sottraendo la rimanente si deduce su-
bito By = s = gy = e cosi oltre alle {3) si soddisfa anche a la 1.* del-

Pultimo gruppo.

Se poi si tien conto della 1.* del 1.° gruppo si vede che si posson fare
p grupp p
tre ipotesi: o che i coeflicienti ¢;; sian fra loro uguali o che lo sian due di

essi 0 che siano tutti e 3 diversi.

Consideriamo da prima il caso in cui sia ¢,, = ¢,, = ¢, = C. Se anche
Ay == Qoy == @ty dalle (3p;5) segue oy = ope = a; =— A € le y;; rimangono inde-

terminate. Con facili riduzioni I'integrale allora si spezza negli altri
1; = cost.

Se invece Ay == Ay, =:= Ay sia Ay == Olgg —= 7./, T == Yoz = v ed

/7 V’
ag =1 + C (g — ay).

In tal caso &
1y — cost.

Se poi @y, =l=ay =l=ay le (3y;) si possono scrivere

%33 — Q22 a3z — (22

T _ C

e da qui sommando

3z — 2e , Oy — O33 Uog — Olyy

+ =0

T 22 732

donde
1 ==p+ Ty Yy TT=p Tt CPuyuy Gg=p T T 1Y
(p e o costanti indeterminate). Le (3,) si scriveranno allora

@33 — Q22

733):"_0_""

7 (72
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e da qui
i @22 ass
7+ Oe 7 + 07_1733 + Co =k
a @22 (33
T T 722'—'—]‘7“2}—6’ }'ss’:-k—“cc

ed ancora

Q22 (33

' ke '
Oy — f — “é‘(azz "I' ('33) _l— C?o (P =Ff + g ]02)-

Con facili riduzioni si & allora che se

2T=2Z%a,x:+ CZy,
sara
¢ =23 g Ay ¥, — C X a,, yi == cost.
e questo risultato ¢ dovuto a CrEssch.
Supposto invece che sia ¢, =cp=l=c,; da la 1.* del 1.° gruppo segue
subito 7.4 = yse.
Se anche a,, = a, = @y, come prima I’ integrale si spezza in

Y, + y; == cost. y, = cost,

e allo stesso risultato si arriva se a,, = @;; == a5. Che se fosse a,, == a- =l= gy
'sommando le 2 prime delle (3,;) e paragonando con la 3.* dovrebbe essere
Yo _ Ve __Tw
Ci1 Ce2 C33

e di questo caso parleremo appresso.

Esclusa qualunque limitazione per i coefficienti ¢; la 1.* relazione del
1.° gruppo per essere soddisfatta impone che sia

yi=p 9 i
in cui al solito p e ¢ son costanti indeterminate che possono anche apnul-
larsi.
Se a, = a;, = ay, dalle (3;;) segue ay == ay; =y, ¢ quindi per spttra-
zione d’integrali noti
o =1Yy; + 43 + y; = cost.

Tal risultato non viene meno se ¢ = 0; ché se p =10 risulterebbe ¢ somma
d’ integrali noti.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



242 Lenzi: Sully ricercu di un quarto integrale di 2.° grado

Se a,, == . =|= ay dalla 3. delle (3y;) si avrebbe a;, = 0,, € sommando
le 2 prime per essersi supposto Cu =l= Cys dovrebbe essere o, — ay, COSa non
possibile se dys == 4. ‘ :

Sia finalmente a,, =|= a,, == a;,: sostituendo nelle (3y;,) alle y;; i loro va-

2

lori, sommando e riducendo 51 a

A3z — 022 + 22 — A1 + Q. — @33 0
Cit: ' ~ Css C22

Tal risultato vien meno se p =0 cioé se T _ 5 ma in questo caso dalle (3,;
e cii bis

il
seguirebbe
2=k + o as

e ¢ risulterebbe composizione lineare d’integrali noti.
Da la soprascritta relazione segue, al solito modo
Q=10 4 9 €y Cs3, Ga=p + 0 Oy Cruy gy == P/ + ' ey
e le (3y) si possono allora scrivere
a3+ (p-F 704) 9 Cg==05, + '(p +acy)a’ Cor =K
e+ (pF- G C) 0 Con = + (p 'I‘ o caa) d =k’
ot {pFacn)a cu=124+ (p C2) @ Cyy =Kk

. donde facilmente

7 ’ ’ 7 7 g
ay ==k —30'(Ci1CogC1:Cs3—Ca3Cs5)—p7 Ciy ose—k'—3a C11Co0-—pT Capy a%,:k,—g')"c,,css—-——p’}lc%
ocu:k// ‘—'70,011033 ——pa’c,,, [

N ’ ’
ay==k""—00'¢;\Csn TTRGCiy o e e e e e e v e e e e e e s

e da qui, posto
2 Cyy Cop _l_ 2 Cqs 033 + 2 033 Cy — 3 F?'
sara

k’ + k” + k'll

a,.:——a———-—po’ ¢,,—aa (i?

Cag Cy)  €CC.

Sicche per facili riduzioni, mentre

2T =0"Zcs 0l + Zenys
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sard
9=0q Ze¢, 2 — 2y}

ed anche questo risultato & dovuto a Cresscu (¥).

§ 4.
CASO b“ :’ bgg =]= [)33 .

Anche qui dovremmo considerare i varii casi ma i risultati che si ottengono
non anno molta importanza.
Difatti si pud mostrare che se

2T =3a,2 -+ bu (x. Y, + z, !/2) + b3s X3 Ys + ey .7/:
oltre ai tre integrali gid noti ce n’& un quarto
1; = cost.

sempre che sia ¢, =—=¢;, a,, =@a; senza escludere che possa anche essere
Cit == Cye = €35y By = ae = (3. In qualunque altro caso, che sian cioé i coef-
ficienti a;; fra loro diversi, o lo siano i ¢ o gli uni e gll altri ¢ risulta com-
posizione lineare d’mtegrah noti.

Tale risultato & anche dovuto a Crepscu e di esso si & occupato I'Har-
pHEN: Fonetions elliptiques. T. 1L Sur le mouvement d’un corps dans un li-

quide indéfini.

. gy =iy . . . - s
(*) Ponendo qui ¢;3=0 ¢ c':—%‘c—“ si ritrova un risultato di cui questo & pilt
11 €22 "

generale, come prima avevamo notato.
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$ 5.

OASO b” =:= bgg == b33.

Osserviamo anzitutto che sommando a due a due le (3) e sottraendo la
rimanente, ad esse possiamo sostituire le altre

2y (B — Bn) =2 7 (bsa — bn)a 2055 (B1y — Baa) =2 7ee (bﬂ — 533\1 ) (7)
2 Cya (Bes — Bu) =2 V33 (bw —h).

Dopo cid per soddisfare la 1.* del 1.° gruppo consideriamo prima che
sia ¢, == ¢y, = ¢, — C. Dalle (7) si deduce facilmente

P22 — Las + Pas — Lu + ﬁll“‘“B”:_O

Tt Te2 33 -

donde
Bu=p+ 5707 PBe==p+0ysyn, Lu=p+cyuya

ma allora le (7) diventano

0 (720 — 753) = 330 =, 0(733—71&:’“_0_33’ 7 () = n() :
e da qui ancora
A bae bss
Yo é-;—“/gz‘{“az_:y”—\l—a_r;:k
b rbzz b
7“:]‘:_&, 722:]6—06’ ’/33:]6'—(;30
e quindi anche
b bis ' k be b
Bu:p+6(k—02)(£'m76)zp_0(622+633)+%""
(P':p—{—a'k’).

Sostituendo alle B;; 1 valori cosl ottenuti la 1.* dell’ultimo gruppo si pud

allora serivere

0= ous + au (s — 5| (b —B) +

ber k| bss

1 oy - Bae (6;;_ — Z')g (b5 — bn) + 2 gy - (g ((,TG — ]:/.)g (bu — Z)g,)
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per la quale dev'essere

oy =R Sh

C + a,.(%~c—il—;);...
in cui B ed S son costanti che per ora posson rimanere indeterminate. So-
stituendo adesso nelle (3,;,) i valori trovati per le a«;, By, 7 si avra
(4 C* 80— by bys) (byy — b3s) + (4 C ey — bz 0yy) (byy — bys) -
+ (4 Caze — by byy) (byy — b)) =0
(4 C sy~ byo byy) (bss — bos) + (4 02 S5 — by buy) (buy — bys) +
‘ + (4 Cayy— by bys) (bey — b,,) =0
(4 Casy — byyby) (byy — bse) + (4 Cayy — by bus) (b — by) +
+ (4 C?So—byhys) (bye — by) =0
e da qui per la solita considerazione, indicando con g, p”, ¢, ¢, ¢, ¢
costanti che determineremo in seguito risulta
dalla 1.2 dalla 2.7
4C*Sa—byby=p +03b,; 4Ca; —buby=—¢" + 3" biy;
4Cay —-byb,=p + " by 4C*Sa—0Vuby=p¢"+ 6" bs;
bybypy=p 40 by; 4Cay —bubew==p" 3" by;
dalla 3.*
4 Cayy ~— boy byg— p”/ + & by,
4Cay, —byby=pg" + 3" by
4C*So—b,byy=p" 4 " by

4 Cay,

e da qui facilmente

G// O/N = 2 b“ , c'/” + o" = 2 022 ) a" + G” - 2 b33
ossia '

o == by A bay £ by &= by by by, Y =By A bae — Dy
e quindi anche

‘D, :4 C"' SG e (b:g [}33 ‘{— b33 7)11 + bii bgg) "}“ b%i g e
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Ma allora
4Ca,=—=40C*Sc + (Do — by, 4Ca,,—=40C*Ss+ (bss — Das)?,

406133'——40250 —+ (bu—bze)z

ed anche
(ba2—bss)t ) [k b b 1(5 —bs3)t
a“¥R—|——b“—1— CSs +__3 3(0 C;:') U+ 40)(/)27 b )2 : 12030-3 -

40
K boa(Bss—biy)?
=U+ TC?(%—Z’“}Z—T

Olga—
bas(bir — bee)?
&yg—— :U 402 (bu 22) 33—“03‘5‘22’2‘ .

Conchiudendo se

9 2 b~ _b 2
QT:Zd,,xI+Zb11xiyl+CzyI1 a“—_—(224033\

sara con facili riduzioni

0 =3b, (0% + U8) 23 — 4 C 3 by b, y, + 4 C* 2Dy, y? = cost.

Questo il risultato che noi avevamo sin da prima intravisto in base alla
legge di reciprocita, risultato che a nostra insaputa, ma con processo diffe-

rente, aveva gia trovato Liapuxorr.
Consideriamo adesso il caso che sia ¢,, = ¢,, =|= ¢;3 per cui da la 1.* del

" 1.° gruppo risulta y,, =y,, e da le (3)
Tio __Yss

Cit C33

Yfi —aq sara trattato appresso

ma questo caso che & piu particolare dell’altro .
1]

e si vedrd che non da alcun risultato notevole.
Escluse le possibili limitazioni per i coefficienti ¢;; per soddisfare la 1.

del 1.° gruppo porremo dunque
vii=p + o Cii.

Se p=20 si vede subito che ¢ risulta combinazione lineare d’integrali noti;
si pud quindi supporre p == 0. Sostituendo nella (3) a y;; i loro valori ed
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del sistema di equazioni differenziali del moto, ecc. 247

operando facilmente si ottiene

b33"' 622+b22_611+bll—'b3:

Cit C33 Cc22

0

donde al solito
bu=p 40 oy, be =p +a ey, 63329, + 5" Cii o
Sostituiti questi valori nelle (7) queste si scriveranno

Bos— Bee=23"(p 4+ a¢n)(Coo — €315 Bao—Pu=20"(p 370¢y)(cii—Ca);
Bu—PBy=20 (p+ 0 ¢s) (35— C11)
donde
Lo +27 ey lpt0cy)=00n+ 20 ¢ulp +oc,) =k
Baot 20 Conlpd0cCy) =P+ 20 ¢ (p+acy) =K
B2 cilptacyy=045+27 ¢cyl(p+ 0cs) =4k’

e da qui per un procedimento altra volta usato, ponendo

2¢1 €+ 2€5 05 4 205 ¢, =312
risultera

k k’ k” / !
Bn:ig;—2pg cy—204 (I‘?—0226‘33), ecc.

e sostituendo mnella 1.* dell’ultimo gruppo i valori di bi, Bi

11

gcx,, — a“(C_P_ + a)gl(C‘%— ce2) +

Oge —— Ay ('0‘0_22 -+ U‘); (C'n_csa) +

Oty — ags( P c)g(cm—c“) =0

C33

+

donde

o 9
a,,:T—}—S(’“—{—a”(C' -+ a); a22:r+scn—+—022(

L
1 Ce2

+9);

ags == 1 + S Cy5 I “33(093 + 0)'
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Le (3,;) si possono allora scrivere

O :(Cll S —-0',2 (,:_)1) vs — 633) + (033 C(;)g) (033 —-C“) i—

(33

0= (@ e (‘“) (e — )+ (cn - —a" ci) (en—eu) +

A

((li_!‘ —a Cﬂ) (Cu — ('22)
C11

(142 , xan 1 o
O_—_—(————agc”) (Cog — Cys) 4—(;:—0” ;2)(c33——c,,) +

C. S 2 L)
+ (—3;— —a’ cs«) (€10 — 20

E
da la 1.2 da Ja 2.2
Ci1 8 toa O . ’ . 33 2,9 17 1" .
_G~CI1:R+S Ch) ——GZ(’u:R +S "
0 C33 [
Qa33 Coe §
C33 4
(22 (4T ’
__ g2 CE:i: / + SI 6'33; 52 C" — ! _[_ Su csa;
€22 C1y
da la 3.2
Q22 g2 Cr_; . R/ ' _+_ S/// ¢
c22 n

ay; .
,;20;22 — R + S Cay

Cii

338 .
C33 —G’QCESIR”'{—SU/C‘g

o
)

Da qui, operando come in un caso precedente

’ . S S Iy '
S :———26’0“ ’ S”:_‘ZG’022+ 0’ S/:'_chcss+'
p { p
Rl :Glgc?’ Rl( —— g (’::)2 R'/I:G/e Ca
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ma allora sostituendo e sottraendo la 3.* della 2.* colonna dalla 2." della 3.2
colonna si a

((':13 — cu) =0

—oim

e per essere ¢,=|=c¢, e p=|=0 segue s —O0.
Dalle 9 relazioni soprascritte si ottiene allora

G, — G2 Cp (C;zs -+ 032 —2 Co 633) =0 Cn (632 ‘}‘ c:‘:s) —24q® €y €y Cys

I

= ¢? 022'((333 -+ c?x) — 24" Cii O €

U 2 2 2 < !
33 =— 520y (Cn + sz) —20%¢, Cp2 Ci3

i

e quindi

. ’ < .
ay =14 (o + 6c,) 5% (5 + ¢&) — 2 (p + 5 ¢i1) 7% ¢y Cyy €CC.
Sicche, tenendo conto degli integrali noti e riducendo se
2T=2a,00 + 27 Zencu g+ Jeny, [an=0"c¢, (% + )]
sara
g=230" (e, —cCu)wi —226 ¢, x,y, + 2y’ = cost.
Questo risultato & dovuto a Stekrorr il quale lo presenta sotto altra forma;
considerando infatti che
25?2 (C.,z - 022)2 x% —=ZIg? [c?l + c‘.'zz + 0323 —2 €y Cpp — 2 Cyy €3y —

2 s ¢
- 2 C33 €y — <cr1 - 2 Ci cn - 2 ‘n 033)] x:
e che

S [C?x _i" 6?2 nn 033 -2 € €y — 2 Cii €y — 2 Cae 633] %1 — cost,
si potra scrivere
o=0622¢, (¢, —2¢Cu—2¢y) k] -2 Z¢,x, y, — 3yt = cost.
Se perd noi richiamiamo la forma di 2 T e di ¢ nella prima maniera e so-
stituiamo alle ¢; le b;; di stesso indice ed a o ——2%, si vedra che 27T as-
sumerd la forma che aveva ¢ nel caso precedente e ¢ la forma di 2 T

Il caso di Stexrorr e l'altro che gia prima di noi aveva trovato per di-
versa via il Liapunorr son dunque fra loro reciproci.
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Cosl ci pare di aver completato I'analisi. Prima di terminare perd no-

. . . . , k ..
tiamo che se nel risultato di Sterrorr si fa ¢ —0 e ¢’ = \/c 0 5 ritrova
11 022

un risultato che noi abbiamo gia incontrato alla fine del § 2. Ed & curioso
osservare & qaesto proposito che mentre il risultato di SterroFr si ottiene a
condizione che sia by, =|= by, == by, I'altro con tale limitazione non si ofter-
rebbe piu, poiché abbiamo visto che essendo cuy==0 e b, =|=b,, ==by, ¢ ri-
sulta composizione lineare d’integrali noti. D’altra parte non & inutile aver
trovato quel risultato speciale, perché esso pud avere qualche interesse mec-
canico, :
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Ricerche sulla varietd cubica generale
dello spazio a quattro dimensioni e
sopra 1 suol spazi pluritangenti.

(Di Givo Fawo, a Torino,)

In questa Memoria vengono irattate alcune questioni di carattere pro-
iettivo riguardanti la varietd cubica generale (priva di punti doppi) dello
spazio a quattro dimensioni. Fra altro, vengono completamente determinati
gli spazi che sono tangenti a questa varietd in 2, 3 o 4 punti diversi, nonché
le proprieth e i caratteri di alcuni enti a cui quegli spazi danno luogo. Un
procedimento per la costruzione degli spazi pluritangenti di questa stessa varieta
& stato dato parecchi anni or sono dal sig. Exriques (*), il quale ne ha anche
dedotta la valutazione di alcuni dei caratteri sopra accennatij lo stesso pro-
cedimento, insieme con altri, trova pure applicazione in questa Memoria, ma
quei caratteri risultano ora modificati (si vegga in proposito quanto & detto
in una nota al n.° 8). E, in conseguenza, risultano pure modificati aleuni
caratteri delle varietdh cubiche e loro Hessiane, che si trovano nell’'ultima
parte di un lavoro, di poco posteriore, del sig. Ascrong (**).

1. Sia ¥7* (o brevemente V) una varieth cubica a tre dimensioni dello
spazio S,, priva di punti doppi. Ogni punto di questo spazio avrd rispetto
ad essa una certa quadrica polare; e tutte queste quadriche formeranno un
sistema lineare oo, privo di punti basi. Vi sard in particolare una triplice
infinita di punti le cui quadriche polari hanno un punto doppio, cioe sono

(*) Sugli spazi plurilangenti delle varieta cubiche generali appartencnli allo spazio
a quattro dimensioni {Gorn. di matem., vol. 31 (1893); p. 31-39).
(*##) Sulla Ilessiana di una varietd nello spazio @ quatlro dimensioni (ibid., p. 210-17).
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252 Fano: Ricerche sulla varieti cubica generale dello spazio

~

coni. Ii Juogo di questi punti & la wariets Hessiana di V, la quale & del
5.° ordine, ed ¢ anche in pari tempo il luogo dei vertici di quei coni quadrici.
Anzi — analogamente a quanto avviene nel piano e nello spazio ordinario (¥)
— se la quadrica polare di un punto X & un cono di vertice Y, a sua volta ¥
avra per quadrica polare un cono di vertice X; i due punti X e Y si di-
ranno allora « punti corrispondenti » della varieta Hessiana, e saranno re-
ciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare (e viceversa).

La varieta Hessiana di V' ha una curva doppia di ordine 20 {**), luogo
dei punti le cul quadriche polari sono coni di 2." specie. Ciascuno di questi
punti ha, sulla Hessiana, infiniti corrispondenti: tutti quelli della retta asse
del suo cono polare; ed e percid vertice di tutto un fascio di coni del si-
stema polare.

La varieta Hessiana incontra ¥V secondo una superficie del 15.° ordine,
che si pud chiamare la « superficie parabolica » di V. Gli spazi S; tangenti
a V nei punti di questa superficie hanno la proprieta caratteristica di incon-
trare V secondo superficie cubiche con punto doppio biplanare; e gli spazi
tangenti a V nei 20.3 =60 punti comuni a questa varieta e alla curva
doppia della varieta Hessiana incontrano ¥ secondo superficie con punto
doppio uniplanare.

La varieta V & di classe 24, ossia per un piano generico passano 24
spazi ad essa tangenti. I punti di contatto di questi spazi sono le interse-
zioni di V colla curva di 8.° ordine che & base della rete formata dalle qua-~
driche polari dei punti del piano considerato.

Non insistiamo ulteriormente sopra queste proprieta, perchd esse possono
riguardarsi come generalmente note. E ci riserviamo pure di considerare in
seguito come note, quando occorra farne uso, tutte Ie proprieta fondamentali
della polarita rispetto alla varietd V.

2. Una retta generica di S: & contenuta in una semplice infinith di
quadriche del sistema polare determinato da V, formanti un fascio. Vi sono

(*) Ofr. ad es., SanMoN-FIEDLER, Analytische Theorie der hiheren ebenen Curven,
p- 103-91: e Analytische Geomelrie des Raumes, 11, p. 377-78,

(**) Questa curva si rappresenta analiticamente scrivendo che il determinante Iles-
siano di 7, che é simmetrico del 5.° ordine, ha la caratteristica &re; ¢ di qui segue ap-
punto la determinazione dell’ordine della curva stessa. Per la formola generale applicabile
a questo caso v. C. SEGRE: Gl ordini delle varietd che annuliano ¢ deterndnanti dei vari
gradi estratti du una matrice (Rend, Lincei (3), IX, 1900).
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a quattro dimensioni e sopra i suoi spazi pluritangenti. 253

perd delle rette particolari, ciascuna delle quali appartiene a un’intera rete
di queste quadriche; ad esse daremo il nome di rette «speciali » (*). Sopra
una retta speciale le oo* quadriche del sistema polare segheranno soltanto
una semplice infinita, vale a dire un’involuzione di. coppie di punti; e cia-
scuna di queste coppie fara parte di un gruppo G, di 16 punti, base di un
sistema lineare oo® di quadriche contenuto nel sistema polare complessivo oot.
Viceversa, ogni retta la quale congiunga due punti di un tale gruppo G, im-
porra una sola condizione ulteriore a una delle oco® quadriche passanti per
questo G,; la quale debba contenerla per intero; essa apparterra percid a una
doppia infinita di queste quadriche  sard dunque una retta « speciale n — e
conterra, oltre a quella prima coppia di punti, anche oot altre coppie analoghe,
appartenenti a altrettanti diversi gruppi Gs. E poiché ogni punto di S, ap-
partiene a uno e un solo gruppo G, cosl per quel punto passeranno preci-
samente 15 rette speciali (quelle che lo congiungono ai rimanenti punti del
medesimo gruppo G); e le rette speciali di tutto lo spazio S, saranno in nu-
mero di oo’

Le oo? quadriche del sistema polare che passano per una retta speciale
avranno a comune, oltre questa retta, una curva di 7.° ordine e genere 3
avente tale retta per trisecante. Questa curva la chiameremo brevemente la
« C7 residua » di quella retta.

Nello spazio S, (anzi in ogni spazio lineare) le rette contenute nelle oo?
quadriche di una rete formano un complesso cubico (**). Infatti per ogni
punto dello spazio passano oo' quadriche della rete, formanti un fascio; le
rette contenute in queste oco' quadriche sono le corde della varietd ¢* base
del fascio; e, fra queste rette, quelle che escono dal punto considerato sa-
ranno le generatrici del cono cubico che da questo medesimo punto pro-
ietta la ¢4 — Ora nel sistema polare oc* determinato dalla nostra varietd
cubica 17 sono contenute oo® reti di quadriche, le quali individuano altrettanti
complessi cubici di rette; e si vede immediatamente che ¢l sistema oo® delle
rette speciale ¢ Uintersezione completa di questi oo® complessi cubici (***).

(¥*) E~niques, L ¢ p. 32.
(**) Ossia una varieta rappresentata da un’unica equazione di 3.° grado fra le ordi-
narie coordinate di retta 2% = (a;yr).
(***) Qualunque sistema lineare oot di quadriche dello spazio S, (anche se non & pre-
cisamente il sistema delle quadriche polari rispetto a una varieti cubica) di egualmente
origine a un sistema oo® di rette « speciali », contenuto in oo® complessi cubici. 1 sistema

Annali di Matematica, Serie IlI, tomo X. 34
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Gli spazi S; polari dei punti di una retta speciale (rispetto alla varieta V)
formano un fascio, avendo a comune l'intero piano luogo dei punti le cui
quadriche polari passano per quella retta; e ogni S, di questo fascio & spazio
polare di due punti di quella retta. (Invece gli S; polari dei punti di una
retta generica hanno a comune soltanto una retta, e invilappano un cono
quadrico di 2.7 specie avente quest’ultima retta per asse).

3. I diversi gruppi G considerati al n.° prec. formano nello spazio S,
un’involuzione I¢; e ciascuno di essi si compone dei poli di un medesimo
spazio S;. Quando fra questi 16 poli di uno spazio & due (almeno) coinci-
dono in un punto P, il sistema lineare oo® formato dalle quadriche polari
dei punti di questo S,, per il quale quel G, & gruppo base, avrd in P (al-
meno) una tangente fissa; e allora, imponendo come tangenti in P tre altre
rette arbitrarie uscenti da questo punto, si vede che vi sara nel detto si-
stema oo® una quadrica avente in P un punto doppio, vale a dire un cono
di vertice P: sard dunque P un punto della varieth Hessiana di V (e vi-
ceversa).

Ora sopra ogni retta spceiale » vi & un’involuzione di coppie di punti
contenute rispett. in altrettanti gruppi G,;. Percid ciascuno dei due punti
doppi M, N di questa involuzione coincidera con uno dei 15 suoi coniugati
nella I,; (e le o® quadriche del sistema polare che passano per questo punto
saranno tutte ivi tangenti alla retta »): sicche i due punti M e N sta-
ranno sulla varieta Hessiana di V. E anzi, poiché questi due punti sono evi-
dentemente reciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare, essi
saranno altresi « punti corrispondenti » della Ilessiana (n.° 1). — Le rima-
nenti {re intersezioni di » colla varieth Hessiana (che & del 5.° ordine) sa-
ranno i tre punti comuni a r stessa e alla sua C] residua : poiche in ognuno
di questi punti le oo® quadriche del sistema polare passanti per », e quindi
anche per la C7, hanno un piano tangente fisso (il piano determinato da »
e dalla tangente alla C]), e percid tutte le oo® quadriche del sistema polare
che passano per quel punto vi avranno ancora una tangente fissa.

analogo (oo?) di rette nello spazio ordinario (di ordine 7 e classe 3) é stato studiato dal
Sig. ReYe (Geometrie der Lage, 3t¢ Aufl,, III, p. 140 e seg.), e fu incontrato anche da me
in altre ricerche (Nuove ricerche sulle congruenze di relte del 3.° ordine prive di linea
singolare, Mem. Acc. Torino, ser. I[, t. L, 1901 ; § 14).
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Le cinque intersezioni di una retta speciale collu varietd Hessiana di V
sono ¢ due punti doppi dell’involuzione seqata sopra questa relta dal sistema
polare di quadriche, e le tre intersezioni della medesima retla colla sua C}
residua.

Questi cinque punti sono in generale distinti. E la retta » sard tangente
alla varietd Hessiana in uno dei due punti M, N sopra considerati soltanto
quando la sua C] residua passa per questo punto. Ci conviene perd di dare
a questa condizione una forma diversa.

4. Per una proprietd nota delle curve piane e superficie del terzo or-
dine (*), la quale si estende immediatamente alle varieta cubiche di uno spazio
qualsiasi, due punti corrispondenti della Hessiuna di una varieta cubica V
sono sempre tali che lo spazio langente alla Hessiana medesima in uno di
essi ¢ polare dell’altro rispetto alla varietd V. Ora, se la retta speciale r
considerata al n.° prec. & tangente alla Hessiana p. e. nel punto M, essa dovra
stare nello spazio tangente alla Ilessiana in questo medesimo punto, il quale
non & altro che lo spazio polare di N rispetto a V; questo spazio passerd
allora anche per il punto N, e questo punto stard percid sulla varietd cu-
bica V (e viceversa). La quadrica polare di N, che & un cono di vertice J/,
dovrd allora passare per N, ossia avrd come generatrice la retta » = M N,
e questa retta sard percid una tangente tripunta di ¥ nel punto N.

Una retta speciale v =M N ¢é tangenle alla varietds Hessiuna in uno det
due punti M, N sempre e solo quando Caltro di questi due punti sta sulla
varieta V. La retta v ¢ allora tangente lripunta di V in questo secondo
punto.

Piu particolarmente, perche la retta speciale » = M N sia bitangente
della Hessiana (nei due punti M, N) sard necessario e sufficiente ch’essa sia
in entrambi questi punti tangente tripunta (almeno) della V5 e ¢id avviene
soltanto quando essa & contenuta in quest’'ultima varieta.

Le (sole) rette speciali contenute nella variett V' sono bitangenti della
varietq Hessiana ; e la toccano precisamente nei puuti doppi delle involu-
zioni segate su di esse dalle quadriche del sistema polare (**).

(*) SaLyoN-FiupLER, op. cit,; V. rispett. p. 196 e p. 378,

(**) Questa proprietd ¢ I'immediata estensione di quella che riguarda il comporta-
mento delle rette contenute in una superficie cubica rispetto alla linca parabolica di questa
superficie (SaryoxN-FiepLrr, op. cit., p. 399).
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SPAZI BITANGENTI.

N

5. Quando una retta speciale & contenuta nella varieta V, lo spazio S,
polare di un suo punto qualunque e che & pure polare di un secondo punto
della stessa retta (coniugato del primo nell'involuzione I,5) sard tangente a V'
in entrambi questi punti; sard dunque uno spazio bitangenfe. E viceversa, se
la varieta V & toccata da uno spazio & in due diversi punti 4 e A’, anzi-
tutto la retta 4 4" sard una retta speciale, perché¢ congiunge due fra i 16
poli di quello spazio; e essa apparterrd altresi alla varieta V| essendo tan-
gente a questa in entrambi quei punti. Gli co! spazi tangenti a ¥ nei punti
di una tale retta p saranno tutti spazi bitangenti, col secondo punto di con-
tatto sopra questa stessa retta; essi formeranno un fascio (n.? 2), e avranno
a comune un piano n che dovrd passare per p e sara tangente a V in
ogni punto di questa retta. Questo piano incontrerd V secondo la retta p
contata due volte, pill una retta ulteriore (che si potra chiamare la « coniu-
gata » di p), in generale distinta da p stessa. E poichd la varietd 7 ha un
numero doppiamente infinito di spazi bitangenti, cosl le rette speciali p con-
tenute in V saranno in numero semplicemente infinito e formeranno una ri-
gata X, luogo dei punti di contatto di quegli spazi; lungo ognuna di queste
oco! rette p la varieta ¥ ammetterd un piano tangente fisso =, e gli oc? spazi
bitangenti di V si distribuiranno negli oo! fasei che hanno per assi questi
piani 7.

Ognuna delle oco! rette speciali p avrd la proprietd di contare come due
(almeno) fra le sei rette della varieta ¥ che escono da uno qualunque dei
suoi punti (poiché lo spazio S, tangente a V in questo punto & tangente
anche in un secondo punto di quella medesima retta; e sopra una superficie
cubica di S; con due punti doppi la retta che congiunge questi punti conta
sempre come due almeno fra le sei rette della superficie che escono sia dal-
I'uno che dall’altro di essi). Viceversa, se fra le sei rette di 77 che escono
da un punto X due (almeno) coincidono con una certa retta z, lo spazio S,
tangente a V in X dovra toccare qaesta varietd anche in un secondo punto
di quella stessa retta (in generale distinto dal primo, ma che potrebbe tut-
tavia essergli infinitamente vicino); quello spazio sard percid uno spazio bi-
tangente, e x sara una retia speciale.” La superficie rigata 3 sara percid anche,
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in pari tempo, il luogo di quei punti di V pei quali coincidono due almeno
delle sei rette di questa varieth che ne escono.

6. Dico ora che la rigata 3 testé considerata é una sviluppubile.

Ricordiamo percid che nella varietd cubica generale V' & contenuta una
doppia infinita di rette; e a ognuna di queste ne sono infinitamente vicine,
sopra V stessa, oot altre. Una retla non speciale contenuta in V & tale che
tutte quelle ad essa infinitamente vicine sono sqghembe rispetto ad essa; poiche
da nessun punto di quella retta esce una seconda retta di V infinitamente
vicina alla prima. — Sia invece p una retta speciale contenuta in V; e sia
= il piano tangente a V lungo di essa, e P un punto qualunque di p. Si
consideri poi sopra V, ma fuori della superficie =, un punto P’ convenien-
temente prossimo a FP; e questo punto si faccia tendere alla posizione P,
muovendosi sopra ¥ con continuita. Allora due fra le 6 rette di 7 uscenti
dal punto P’ tenderanno alla posizione p; e il fascio da esse individuato
tendera al fascio P (=). Questo & dunque un fascio (o varietd lineare o!) di
rette fangente nell’elemento p al sistema oo® formato da tutte le rette conte-
nute in V; e poiche P & un punto arbitrario della retta p, cosi la varietd
lineare oc® di rette tangente a quel medesimo sistema nell’elemento p dovra
contenere tutti gli oc' fasei P (=), e non sara dunque altro che il piano ri-
gato =. Siccome le rette di questo piano sono tutte incidenti alla p, cosi po-
tremo dire che una retta speciale contenuta nella varietd V é invece incidente
a tutte quelle ad essa infinitamente vicine: queste oo' rette consecutive a p
sopra V appartengono ai singoli fasci P (=), cioé escono rispett. dai singoli
punti di p e stanno tutte nel piano = (*).

Cid premesso, e chiaro che in una rigata formata da rette contenute
in ¥ una generatrice qualsiasi sard generatrice singolare, ossia incidente alla
consecutiva, sempre e solo quando essa sia retta speciale (nel senso di cui

(*) Questo fatto ¢ d’accordo con un’osservazione fatta dal Sig. KN (Ueber Fldchen
Bter Ordnung, Math. Ann, VI, p, 566) che una superficie cubica di S; sulla quale due rette
si facciano avvicinare indefinitamente acquista al limnite, sopra queste rette, uno o due
punti doppi, secondo che tali rette al limite sono sghembe, oppure incidenti. Ora lo spazio
tangente alla varietd V77 in un punto di una retta speciale tocca quella varietd anche in
un secondo punto di questa retta, e incontra percid V secondo una superficie con due
punti doppi; mentre lo spazio tangente in un punto di una retta non speciale non puo maj
essere tangente a 17 in un secondo punto di questa stessa retta.
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al n.° 5). E nella rigata X, formata dalle rette speciali p, ogni generatrice
dovra appoggiarsi alla successiva; sicché questa rigata sard appunto una svi-
luppabile, ¢. s. v. d. I piani tangenti di questa sviluppabile, 1 quali devono
toccarla lungo le singole rette p, saranno gli stessi piani = sopra considerati,
che sono appunto tangenti a V lungo le medesime rette.

Le oo! rette speciali contenute in una varietd cubica V' formano una ri-
gata sviluppabile; e i piani tangenti a V lungo quelle reite sono pure tan-
genti a questa sviluppabile. Questa sviluppabile si pud anche considerare come
Vinviluppo degli oc® spazi bitangenti della varieta V (¥*).

7. Per determinare I'ordine della rigata sviluppabile X conviene pre-
mettere qualche altra considerazione intorno al sistema oo® delle rette con-
tenute in una varietd cubica generale (**). E ci proponiamo precisamente di
determinare Vordine e il genere della rigata formata da quelle rette della va-
rieta che si appoggiano a un piano generico £.

Quanto all’ordine, bastera osservare che questa rigata ha la cubica in-

-

tersezione del piano £ colla varieth V' come direttrice sestupla, e che ogni
spazio S, passante per questo piano la incontra ulteriormente secondo 27 ge-

(*) Si pud dimostrare facilmente anche per assurdo che 11 rigata ¥ deve essere una
sviluppabile. Infatti per ogni rigata non sviluppabile appartenente a uno spazio supcriore
a S; esiste, corrispondentemente a ogni generatrice ¢ non singolare, un determinato spa-
zio S; che deve considerarsi come congiunzente questa generatrice alla consccutiva (ossia
¢ posizione limite dello spazio Sy che congiunge la generatrice g a un’altra, variabile, che
si avvicina indefinitamente alla prima entro la rigata). In questo particolare S; sono con-
tenuti i piani tanzenti alla rigata proposta nei singoli punti di g, i quali formano un fascio
proiettivo alla puntegziata dei loro punti di contatto. Ogni piano di questo fascio & tan-
gente alla rigata in uno ¢ un solo punto di y; e ogni altro N; passante per g non potra
contenere che uno solo di questi piani, e non potra percio toccare 1v rigata proposta che
in un solo punto delln generatrice g. Ora, se p & una generatrice qualunque della nostra
rigata ¥, un S; qualsiasi passante per il corrispondente piano = sara tangente a V, e
percio anche a X, in due punti, in generale distinli, di quella retta; e al variare di quello
spazio S, nel fascio = varieranno pure questi due punti di contatto sopra p, contrariamente
a quanto si & veduto che deve avvenire per ogni generatrice non singolare di una rigata
szhemba,

(**) Questo sistema di rette é certo irriducibile: esso potrebbe spezzarsi in due o pit
altri (distinti) soltanto quando la varieta cubica su cui giace avesse qualche punto doppio.
Per maggiori dettagli si veda la mia Nota: Sulle superficie algebriche..., negli Atti della
R. Acc, di Torino, vol, 393 19014,
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neratrici (le 27 rette contenute nella superficie intersezione del medesimo S,
colla varietdh V'): percid l'ordine della nostra rigata sardh =—=3.6 + 27 = 45.

Per determinarne il genere, osserveremo che su questa stessa rigata,
considerata come ente algebrico oot di rette, gli spazi S, passanti per il
piano £ segano gruppi di 27 generatrici formanti una serie lineare ¢!»; e in
questa serie lineare si hanno gruppi con elementi multipli, cioé due almeno
delle 27 rette coincidono, soltanto quando lo spazio S, & tangente alla va-
rieta. ¥ (*). Ora di questi spazi tangenti, nel fascio Z, ve ne sono 24 (n.° 1);
e in ciascuno di essi vi sono 6 rette (quelle che passano per il punto di con-
tatto, ossia per il punto doppio della superficie sezione) che vanno contate
due volte. In tutta la serie lineare vi saranno dunque 6 .24 = 144 elementi
doppi; e il genere incognito p della nostra rigata dovra percid soddisfare
alla relazione:

2(27 +-p—1) =144

dalla quale si ricava p=—46.

Le rette di una varieta cubica generale che si appoggiano a un piano
generico formano una rigata di ordine 45 e genere 46.

Questa rigata si pud considerare come lintersezione del sistema oo? di
rette contenuto nella varieta V' col complesso lineare singolare formato da
tutte le rette dello spazio S, che si appoggiano al piano dato. E, pit gene-
ralmente, la rigata intersezione del medesimo sistema oo® di rette con un
complesso lineare affatto qualunque avra anch’essa il medesimo ordine 45 e
lo stesso genere 46. In altri termini, nello spazio lineare S, definito dalle
dieci coordinate omogenee di retta r; = (x;yx) ((=|=k; 7, k=0, 1, 2, 3, 4)
il sistema oo? delle rette contenute nella varieta cubica ¥ si potrd conside-
rare come una superficie di ordine 45, a sezioni di genere 46 (*¥).

In particolare, se il piano dato £ & tritangente a ¥, ossia incontra questa
varieth secondo una terna di rette, la rigata R% delle rette contenute in V

. . . . . . . . . 45 =
e incidenti a questo piano si spezzerd in tre rigate di ordine 5 = 15. &
siccome queste rigate hanno a due a due cinque generatrici a comune (delle

(¥} Poiché in una superficie di 3.° ordine priva di punti doppi le 27 rette sono sempre
tutte distinte (Krmwy, Mem. eit., Math. Ann., VI, p. 565).

(**) I principali caratteri di questa superficie sono stati determinati da me in un altro
Iavoro (Sul sistema oo? di rette contenulo in una varietd cubica generale d-llo spasin a
quatiro dimensioni; Atti della R. Ace. di Torino, vol. 30.°; 1901),
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quali quattro appartengono al punto d’incontro delle loro direttrici rettilinee,
e una al piano di queste direttrici), cosi il loro genere p' si potra determi-
nare valendosi della solita formola che esprime il genere di una curva com-
posta; in questo caso:

3p +3.5—2= 46
da cui
p = 11.
Le rette di una varietd cubica generale che si appoggiano a una qua-
lunque fra queste stesse rette formano una rigata di ordine 15 e genere 11.

8. L'ordine della sviluppabile X formata dalle rette speciali contenute
in V sard dato dal numero delle sue generatrici che si appoggiano a un
piano generico, ossia dal numero di quei punti della curva di 3.° ordine x*,
intersezione di questo piano colla varieta ¥, pei quali coincidono due delle sei
rette di ¥ che ne escono. Ora le oot rette di V che si appoggiano a quel piano,
e quindi alla curva ;® formano una rigata di genere 46; e in questa rigata
le sestuple di rette uscenti dai singoli punti di x* formano un’involuzione el-
littica I}, della quale si domandano gli elementi doppi. 11 numero di questi
elementi & dato dalla formola di ZrevrnEs-Stere (*):

=2(p —1)—2u(p—1)

per p="6, p=1, p'=146; onde y = 90.
La sviluppabile X é dunque di ordine 90 (**). E vi saranno percid

90 s : . . .
3230 sue generatrici che si appoggiano a una qualsiasi retta non speciale
contenuta in ¥V, — Nella rigata di ordine 15 e genere 11 formata da tutte

(¥) ZeutHEN: Nouvelle démonstration,.. (Math, Ann. III, p. 150); SeerE: Introdusione
alla geometria sopra un ente alyebrico semplicemente infinito (Ann, di Mat., ser. II, t. 22;
n.° 40).

(**) 1l Sig, Enriqurs nella Mem, cit. {p. 32) trova che questa superficie é di ordine 120.
Ma nella corrispondenza (20, 20) da lui considerata sulla retta non speciale » sono punti
uniti anche le 5 intersezioni di r colla varieta Hessiana, per ciascuna delle quali due delle
rimanenti rette di ¥ che ne escono stanno in un medesimo piano per r; e ciascuna di
queste intersezioni assorhe dice coincidenze, Percid sono soltanto 40 —5.2 — 30 le coin-
cidenze dovute a rette speciali che si appoggiano ad r,
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le rette di 7 che si appoggiano a questa retta non speciale i gruppi di 5
generatrici uscenti dai singoli punti della direttrice rettilinea formano una
serie lineare ¢!, della quale quelle 30 generatrici di X sono precisamente 1
2(5+4 11—1)=30 elementi doppi.

9. L’ordine della sviluppabile = si pud determinare anche per un’alira
via, la quale permette di trovarne in pari tempo il genere.

Le quadriche polari (rispetto a 77) dei punti di un piano qualsiasi ¢ for-
mano una rete, e le rette contenute in tutte queste quadriche formano a lor
volta un complesso cubico T, contenente tutte le co® rette speciali (n. 2) e
percid anche le oo! generatrici di X. D’altra parte una retta non speciale
contenuta in V appartiene a un solo fascio di quadriche del sistema polare;
e queste sono precisamente le quadriche polari dei punti della retta mede-
sima. Percio le rette contenute in pari tempo nella varieta V e mnel com-
plesso I o saranno generatrici di 2, oppure dovranno appoggiarsi al piano &.
E poiché queste ultime formano una rigata di ordine 45 (n.° 7), cosl X sara
di ordine 3.45 45=190.

La rigata (sviluppabile, 3 pud dunque segarsi dalla varietd oo? delle rette
contenute in ¥, e in infiniti modi, mediante un complesso cubico passante
per intersezione della medesima varietd oc* con un complesso lineare di
rette. Essa appartiene dunque al sistema lineare doppio di quello che sulla
stessa varietd oc® segano i complessi lineari di rette; e siccome quest’ultimo
sistema & di ordine 45 e genere 46, cosl il primo sard di genere

2.46 4 45 — 1 =136.

Questo stesso sara dunque, in generale, il genere della rigata (sviluppabile) X
e lo sard certo fin tanto che essa non abbia elementi doppi.

Ora una generatrice doppia di = non potrebbe essere (come si vede im-
mediatamente) che una generatrice di regresso, tale quindi che per ogni suo
punto non soltanto due, ma tre delle rette di V' che ne escono vengano con
essa a coincidere. Allora tutti gli S, bitangenti a V" in punti di questa retta
segherebbero ¥ secondo superficie con due punti doppt biplanari (perché in
questo caso soltanto la retta che congiunge i due punti di contatto conta per
ciascuno di essi come tre fra le sei che ne escono), e ¥V ammetterebbe lungo
quella retta un piano osculatore fisso (ossia un piano che 'incontra secondo
tale retta soltanto, contata tre volte). E I'enumerazione delle costanti ¢i mo-

Annali d&i Matematica, Serie 11, tomo X. 35
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stra facilmente che sopra una varietd cubica generale non esistono rette cos)
fatte (*).

Concludiamo pertanto: Sopra wna varietd cubica generale le oct retle
speciali formano una rigata sviluppabile di ordine 90 e genere 136.

10. Si pud determinare facilmente anche l'ordine della varietd a tre
dimensioni formata dagli oc! piani tangenti = della sviluppabile Z. Esso &
dato infatti dal numero di quei piani = che si appoggiano a una retta ge-
nerica s, ossia dal numero degli spazi bitangenti che passano per questa
retta. Ora gli spazi tangenti a 7 e passanti per la retta s hanno i loro
punti di contatto sulla superficie ¢* base del fascio formato dalle quadriche
polari dei punti di s medesima; e percid quelli fra essi che sono bitangenti
a V avranno i punti di contatto nelle intersezioni di questa superficie ¢*

colla sviluppabile 3, le quali sono in numero di 4 .90 = 360. Saranno dunque
360

7:180 gli spazi bitangenti che passano per s; e questo sard pure lor-
dine della varietd a tre dimensioni formata dai piani =, tangenti alla svi-
luppabile 2.

Questa varietd avra a comune con ¥V una superficie di ordine 3. 180 = 540,
della quale fard parte Ja sviluppabile 2% contata due volte, poiché essa &
doppia per la varieta formata dai piani =. La parte residua, di ordine 360,
sara Ja rigata luogo di quelle rette di V che sono « coniugate » (cfr. n.* b)
delle rette speciali p; e questa nuova rigata non sarda in generale una svi-
luppabile, perché una sua generatrice qualunque non potra essere incidente
alla consecutiva, a meno di non essere anch’essa una retta speciale (n.° 6).

11. Dello spigolo di regresso s della sviluppabile = si conoscono ora
tre caratteri: il genere 136; il primo rango, ossia 'ordine = 90 della rigata
sviluppabile formata dalle sue tangenti; e il secondo rango, ossia I'ordine = 180

(*) Infatti imporre a una varieta cubica di incontrare un dato piano secondo una
retta assegnata, contata tre volte, equivale a 9 condizioni lineari (come se si trattasse di
una data cubica piana qualsiasi); e percid una varietd soddisfacente a queste condizioni
dipende ancora da 31 —9 =25 parametri. D’altra, parte la scelta di quel piano, in §,, di-
pende da 6 costanti, e la scelta dJella retta nel piano da altre 2 costanti; sicehé, comples-
sivamente, una varietd con piano osculatore fisso lungo una retta dipenderd soltanto da
6 + 2 4 25 =233 parametri, mentre le varieta enbiche di S, sono in numero di cc¥,.
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della varieta formata dai suoi piani osculatori, cios dai piani tangenti di questa
sviluppabile. '

Indicando pertanto con 7 'ordine della linea o, e con 8 il numero delle
sue cuspidi, avremo le due relazioni (*):

2(m 4136 —1)— B =90
3(m—+2.136 —2) —25=180

dalle quali si ricava m==270, 5="720 (e questi valori risulteranno anche
confermati in seguito per altre vie; cfr. ni 12 e 19).

Lo spigolo di regresso ¢ si potra considerare come il luogo delle in-
tersezioni delle coppie di rette speciali p consecutive, e sard percid il luogo
di quei punti di V pei quali non soltanto due, ma #re delle sei rette che ne
escono sono venute a coincidere colla corrispondente p (ivi tangente a o). I
per ognuna delle 720 cuspidi di o coincideranno colla p, che sara la tangente
cuspidale, quatiro delle medesimo sei rette. D’altra parte una superficie cu-
bica dello spazio ordinario la quale abbia un punto doppio tale che le 6 rette
di essa uscenti da questo punto non siano tutte distinle ha anche un secondo
punto doppio (che pud essere infinitamente vicino al primo) sopra ognuna di
queste rette la quale conti come'due almeno fra le 6, e anzi, quando vi &
una retta che conta come fre o quatiro frale 6, questo secondo punto doppio
& un punto biplanare, rispett. del tipo B; o B, di Scurarrur (**) (ossia che pro-
duce un abbassamento rispett. di tre o quattro unitd nella classe della su-
perficie). Concludiamo pertanto :

Lo spazio S, tangente a V in un punto della curva o¥° tocca questa .
varietd anche in un secondo punifo, appartenente allc medesima retta spe-
ciale p, e tale che la superficie sua intersezione con V ha in questo secondo

(¥) Suerr: Mem, cit. Introduzione alla geometria..., n.° 42-43. La linea ¢ non avra,
in generale, alcun flesso; perché la tangente ad essa in un tale punto sarebbe generatrice
di regresso della sviluppabile =, e di queste generatrici abbiamo veduto che in generale
non ve ne sono (n.° 9).

(**) On the distribution of surfaces of the third order into Species... (Phil, Trans. 1863,
p- 193 e seg.). Le proprieta sopra enunciate si deducono tutte facilmente dall’esame dei
diversi casi di superficie con punti doppi considerati nella Memoria di ScHLAEFLI, oppure
anche dalla rappresentazione piana di queste superficie ottenuta mediante proiezione dal
primo punto doppio,
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punto un punto doppio biplanare. Pi particolarmente, se il punto conside-
rato sulla curva s & una delle sue 720 cuspidi, questo punto doppio bipla-
nare sara del tipo B,, ciog di quelli che equivalgono a una coppia di punti
doppi conici infinitamente vicini (sicche lo spazio S; dovrd allora considerarsi
come un particolare spazio tritangente, con due punti di contatto infinita-
mente vicinij efr. n.0 18).

Lo spazio S, tangente a ¥ in un punto della curva s¥ coincide altresi
collo spazio osculatore a questa curva in quel medesimo punto, perchd en-
trambi possono considerarsi come determinati da una coppia di piani tan-
gentl = conszeutivi della sviluppabile 2. Tra questi Sy, quelli che passano
per un punto dato qualsiasi avranno i loro punti di contatto nelle interse-
zioni della linea o colla quadrica polare di questo punto, le quali sono in
numero di 2.270=>540. La cwrva o é dunque di clusse n=540; valore
che & confermato dalla formola:

n=4m-+3p—3)—36

dove, come gia sappiamo, m =270; p =136; £=="T20.

Gli spazi S, iperosculatori alla curva o* saranno elementi doppi (di re-
gresso) della varietd oo! formata dagli S, osculatori a questa stessa curva.
Ora, perche lo spazio S; osculatore a o in un punto P conti rispetfo a ogni
suo punto come due fra i 540 spazi osculatori che ne escono, & necessario e
sufficiente che per le quadriche polari di tutti i suoi punti due (almeno) delle
540 intersezioni con ¢ coincidano in P. Cid avviene certamente per ognuna
delle 720 cuspidi di o; sicché lo spazio S, osculatore a s in ognuna di queste
cuspidi sard un elemento stazionario della varieta oo! degli spazi esculatori
medesimi (e il carattere comune di questi punti singolari sarad espresso dai
numeri 1 ==2, i, =3, 1, =4, i,= 6 (*)). All'infuori di questo caso, Ja con-
dizione sopra accennata non sard verificata se non quando quelle oo® qua-
driche risultino tutte tangenti alla curva ¢*° nel punto P, e abbiano percid
in questo punto una tangente fissa; sicche questo punto dovra appartenere alla
varieta Hessiana (n." 3). Il numero « di questi punti semplici, nei quali la
linea ¢ ammette uno spazio iperosculatore, sard dato dalla relazione:

a=5(m+ 4p—4) -bF=05(270 + 4.135 —720) = 450

*) Suere, Mew, cit., n.° £
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e vedremo in seguito (n." 13) che queste sono anche le sole intersezioni (di-
stinte) della linea = colla varietd Hessiana,

12. Proponiamoci ora di determinare come sia composta lu curva in-
tersezione della sviluppabile 3 colla varictd Hessiana.

Ricordiamo percid che ogni generatrice p della sviluppabile 2% & tan-
gente alla Hessiana nei due punti doppi M, N dellinvoluzione segata su di
essa dalle quadriche del sistema polare (n.° 4), e incontra percid questa va-
rieta in un solo punto ulteriore B (*). L’intersezione di 3% colla varieth Hes-
siana si comporra dunque di due parti distinte : una linea di contatto g, luogo
dei punti M e N delle singole generatrici; e una linea p di semplice inter-
sezione, luogo dei punti R (**).

L’ordine della linea  si pud determinare per mezzo della considerazione
seguente (**¥). Sia I una sezione iperpiana generica della rigata 2. Ogni
punto di essa avrd sulla medesima generatrice p che lo contiene uno e un
solo punto suo coniugato nell'involuzione I,; e la linea I' luogo di questi
nuovi punti sard anch’essa di ordine 90, poiché le due linee I e I', coniu-
gate fra loro punto per punto nella I,, dovranno essere incontrate da cia-
scuna quadrica del sistema polare in un medesimo numero di punti, e avranno
percio lo stesso ordine. Segue da cid che queste due linee avranno 90 punti
a comune — le intersezioni di I' collo spazio S; contenente la linea I —;
e questi 90 punti, che saranno punti M o N di altrettante generatrici p, sa-
ranno tutte e sole le intersezioni della curva p collo spazio S; sopra accen-
nato. La curva p é dunque di ordine 90.

Ora I'intersezione complessiva della superficie 3 colla varieta Hessiana
deve essere di ordine 90.5==450; e la linea p*, essendo loro linea di con-
tatto, va contata due volte come parte di questa intersezione. L’intersezione
residua p sara percid di ordine 450 — 2. 90 = 270.

La sviluppabile 2*° e la variett Hessiana si toccano lungo una linea di

(*) Questi tre punti M, N, R sono anche le intersezioni della stessa retta p colla
sua C] residua (cfr. n.' 3-1).

(**) Di questa intersezione non fa parte, in generale, nessuna generatrice p: poicle,
se cio avvenisse, tutti gli S; bitangenti a V7 in coppie di punti di questa retta incontre-
rebbero ¥V secondo superficie con due puati doppi biplanari, e vi sarebbe per conseguenza
lungo la stessa retta un pilano osculatore fisso; il che, in generale, non avviene (n.° 9).

(*#¥) Enriques, Mem. cit., p, 34,
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ordine 90 (luogo dei punti doppi delle involuzioni che le quadriche del si-
stema polare segano sopra le rette p), e s/ incontrano ulteriormente secondo
una linea di ordine 270.

Gli spazi S, tangenti a V in punti (M o N) della linea p si potranno
considerare come spazi bitangenti coi due punti di contatto infinitamente vi-
cini sopra la corrispondente retta p; essi segheranno V secondo superficie con
un punto doppio biplanare del tipo B,, i cui due piani tangenti passeranno
entrambi per la retta p. Invece lo spazio tangente in un punto R della linea p
toccherd ¥ in un secondo punto P, in generale distinto da R, che sarh
precisamente il coniugato armonico di R rispetto ai due punti M, N della
medesima geueratrice p; e seghera V secondo una superficie che ha in B un
punto doppio biplanare (in generale del tipo B;) e in P un punto doppio conico.
Percio tre delle 6 rette di V" che escono da questo punto P dovranno coinci-
dere colla p=P R, ossia il punto P stara sullo spigolo di regresso ¢ (n. 11).
Concludiamo pertanto:

Gli spazi S, tangenti a V nei singole punti di una delle due linee p*™
e o* hanno tutti un secondo punio di contatto con V sull’altra di queste due
linee (e sulla medesima retta p). Queste due linee sono coniugate nell’invo-
luzione I,;; ogni punto dell’una ha uno e un solo coniugato sopra l'altra, e
in questi due punti coniugati la varieth ¥ ha sempre un medesimo S, tan-
gente. Lo stesso ragionamento applicato poc’anzi alle due linee 7 e I' permet-
terebbe di concludere che anche p e s devono avere il medesimo ordine; e
s1 ha in c¢id una conferma dei risultati precedenti.

Le proprieth note di una superficie cubica con un punto doppio conico
e un punto biplanare permettono altrest di affermare che la refta coniugata
di una retta speciale p (n.® ) si appoggia a quest’ ultima nel suo punto R
(ossia in quel punto che & intersezione semplice di p colla Hessiana).

13. Ogni punto K comune alla linea o*™ e alla varieta Hessiana di V
dovra appartenere alla curva intersezione complessiva della sviluppabile 3
con quest'ultima varietd, e percid a una almeno delle due linee p” e £
anzi a entrambe queste linee, perch® sopra la retta p che contiene quel punto
(facendo uso delle solite notazioni) la quaderna di punti M N B K deve es-
sere un gruppo armonico, e percid K non pud coincidere né con £, ne con
uno dei punti M o N, senza che avvengano I'una e 1"altra cosa in pari tempo.
Lo spazio S; tangente a ¥ in uno di quei punti K incontrerd V secondo una
superficie con un punto doppio biplanare del tipo B; (che pud considerarsi
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come proveniente dall’avvicinarsi indefinitamente di un punto doppio conico
e di un punto biplanare del tipo B;).

Ora le intersezioni della curva 2*® colla varieth Hessiana sono comples-
sivamente in numero di 270.5=1350. In ognuna di queste intersezioni la
retta p tangente a o™ & tangente tripunta della varieth Hessiana (perche
sono venute a coincidere su di essa l'intersezione R e uno dei punti di con-
tatto M, N); e il piano = osculatore a ¢ & anch’esso tangente alla Hessiang,
perché contiene, oltre alla p, le tangenti nel medesimo punto alle linee p e p
contenute nella Hessiana (le quali tangenti sono certo distinte da p). In cia-
scuno di questi punti la linea ¢* ¢ la varieta Hessiana avranno percid un
contatto di 2.° ordine (*); e il numero delle loro intersezioni distinte sara sol-
tanto 13300 — 450, ossia non vi saranno altre intersezioni all’ infuori di quelle
gia considerate al n.” 11.

Possiamo dunque dire, riassumendo: La curva o™ ha a comune colla
varietd Hessiana 450 punti (in generale distinti), in ciascuno dei quali essa

(*) Nello spazio S; una linea e una superficie hanno in un punto, semplice per en-
trambe, un contatto che é certo di 2.° ordine (almeno) quando la tangente alla linea é tan-
gente principale della superficie e il piano osculatore alla linea coincide col piano tangente
della superficie — quando cioé, in altri termini, la linea si comporta nelle vicinanze di
quel punto come un’asintotica della superficie —; avvertendo inoltre che uesta condizione
é bensi sufficiente perché vi sia un contatto di 2.° ordine, ma non é certo necessaria.

Infatti, in coordinate cartesiane, una supérficie passante per I'origine delle coordi-
nate, tangente in questo punto al piano z =0, e avente per tangente principale la retta
y=2z==0, si puo rappresentare, nelle vicinanze dell’origine stessa, con un’equazione del
tipo ¢

d=aqoytayttasesdaysagat Lo
dove i termini non scritti sono di grado superiore al secondo. E una linea passante (sem-
plicemente) per origine, ivi tangente alla retta y ==z =0 e osculatrice al piano z=0,
si pud rappresentare paramectricamente, nelle vicinanze dello stesso punto, colle equazioni:

z=optouplt... y=Pfett.. s=yp04...

Sostituendo ora queste espressioni nell’equazione precedente, si ottengono soltanto termini
contenenti p ad esponente = 3; sicché Porigine assorbira tre almeno delle intersezioni di
questa linea colla superficie proposta, c. s. v. d.

Similmente si proverebbe che, nello spazio S,, una linea e una varieta A hanno in
un punto, semplice per entrambe, un contatto almeno di 2.° ordine ogni qual volta la tn-
gente alla linea & tangente tripunta della M; e in pari tempo il sno piano osculatore é
tangente a questa M.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



268 Fano: Ricerche sullu varietd cubica generale dello spazio

é osculatrice a quest’ultima variets. Gli spazi S, tangenti a V in questi punti
sono tperosculaiori a o, e incontrano V secondo superficie con punto doppio
biplanare del tipo B;.

SPAZI TRITANGENTI.

14. La sviluppabile 2%, gia considerata ai n. 6 e seg., ha una curva
doppia y, luogo delle intersezioni di coppie di generatrici p (non consecutive).
Le rette della varieta V che si appoggiano a una retta speciale p for-
mano anch’esse (n.® 7) una rigata di ordine 15 e genere 113 perd da ogni
punto della direttrice rettilinea considerata escono soltanto 4 generatriei varia-
bili di questa rigata, formanti i gruppi di una serie lineare g;. Questa serie
lineare avra dunque 2 (4 + 11-—1)==28 elementi doppi, che saranno costi-
tuiti da altrettante rette speciali p. Vale a dire: Ogni retta speciale p con-
tenuta nella varietd V si appoggia a 28 altre rette consimili ; ovverosia:
La sviluppabile 2* ha (all'infuori dello spigolo di regresso) una curva doppia
che incontra ogni sua generatrice in 28 punti.

Ora, quando da un punto X della varieth ¥ escono due diverse rette
speciali p, p’, lo spazio S, tangente a V in quel punto dovra toccare questa
varieth anche in un secondo punto di ciascuna di queste due rette; esso sara
dunque uno spazio #ritangente, e la congiungente di questi due ulteriori punti
di contatto (in generale distinti da X') sard una terza retta speciale p”, con-
tenuta nel piano pp’. Percid le 28 rette speciali incidenti a p dovranno di-
stribuirsi a coppie in 14 piani passanti per p.

Nel fascio formato dagli spazi bitangenti a 'V in coppie di punti di una
retta speciale p vi sono 14 spazi tritangenti, ciascuno dei quali tocca la va-
rieta ¥ anche in un terzo punto, non appartenente in generale a quella retta.
Questi tre punti di contatto apparterranno sempre alla curva doppia y della
sviluppabile =%,

15. A quest’ultimo risultato si pud arrivare anche per mezzo di altre
considerazioni (*), le quali ¢i permetteranno pure di determinare 'ordine della
curva 7.

(*) Esriques, Mem, cit, p 33.
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Sia p una retta speciale contenuta nella varieth ¥, e = il piano tangente
fisso lungo di essa comune a questa varietd e alla sviluppabile X%. Ogni
spazio S; del fascio = sard bitangente a ¥ in punti della retta p; e avra due
dei propri poli in questi suoi punti di contatto, e 1 rimanenti 14 sulla
curva C} « residua » di p (n.° 2). Questo spazio sard dunque tritangente a V
ogni qual volta uno dei 14 suoi poli ulteriori apparterra a V stessa — senza
perd cadere, in generale, sopra p —; e il numero degli spazi tritangenti
contenuti nel fascio = sard dato percid dalle intersezioni della varietd ¥V colla
curva C7 sopra accennata, escluse quelle che appartengono alla retta p.

Ora la retta p & una (anzi 'unica) trisecante di questa curva Cj, e lin-
contra precisamente nei tre punti, in generale distinti, che essa p ha a co-
mune colla varietd Hessiana, e che al n.® 12 abbiamo indicati colle lettere
M, N, R. Ciascuno di questi sard un punto comune alla Cj e alla varietd V;
e anzi in ciascuno di essi la C] & certo tangente a V. Infatti la tangente a
C} in uno qualunque di questi punti & pure tangente, nel medesimo punto,
alla quadrica polare di tale punto (la quale passa per (), e percid anche
alla varietd 7 (la quale & ivi tangente a questa quadrica). Dico ancora, di pid,
che nel punto B la Cj ha con ¥V un contatto di 2.° ordine. Infatti il piano =
incontra la varieta V secondo una cubica composta della retta p contata due
volte e di una retta ulteriore passante per E (n. 12): percid le quadriche
polari dei punti di = incontreranno questo stesso piano secondo coniche com-
poste della retta p come parte fissa e di una retta ulteriore, variabile, passante
anche per B; esse saranno dunque tutte tangenti al piano = nel punto R, e
non vi avranno fuori di questo piano altri elementi tangenti a comune (*).
Di qui si trae che la tangente in E alla linea Cj, la quale insieme alla retta
p & curva base di quella rete di quadriche, dovra stare nel piano =, e sard
percid una tangente tripunta della varietd V. Per assicurarsi dunque che
la C7 abbia in B un contatto di 2.° ordine con V, bastera far vedere (cfr.
n.? 13) che il suo piano osculatore in I & contenuto nello spazio S, ivi tan-
gente a V; e cid sard verificato analiticamente al n.° seg.

Pertanto, delle 3. 7= 21 intersezioni della nostra C] colla varieta T,
tre cadranno nel punto R e due in ciascuno dei punti M, N; ne rimangono
dunque, fuori di questi punti, ossia fuori di p, 21 — (8 -+ 2.2) — 145 c.s. v. d.

(*) Se no esse avrebhero tutte in R il medesimo S; tangente; ed & facile verificare
che ¢id non avviene.

Annali di Matematica, Serie 1II, tomo X. 36
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16. Dalla Mem. cit. di ScupaerL (p. 216-17) risulta che all’equazione
di una superficie cubica dello spazio ordinario con un punto doppio bipla-
nare (del tipo generale B,) e un punto doppio conico si pud dare la forma:

T, X%y + 252+ (ax, + %) (b, + a3) (2, + 2,) — 0

dove a, b, ¢ sono certe costanti, e i due punti doppi cadono rispett. nei due
punti fondamentali [4] e [3].

Segue da cid che una varietad cubica dello spazio S,, la quale dallo spazio
r, =0 sia incontrata secondo una superficie cosl fatta, si potrd rappresentare
coll’ equazione :

Tof+xivse +aias +9=0
4
dove f= N a,x x;xx ¢ una forma quadratica, coi coefficienti as; e a,, diversi
0

da zero se la varietdh non ha punti doppi; e ¢ indica per brevith il prodotto
(@, + x) (b 2 + ) (c 2, + x,). Il piano @, =2, — 0 & tangente alla varieta
lungo V' intera retta speciale v, =, = x, =20, e la incontra ulteriormente se-
condo la retta xy—ux, — 2, + x,=0.

Designando con indici le derivazioni rispetto alle diverse variabili, si vede
che le quadriche polari dei punti del piano oy=2,—=0:

Ty (Tofet 222 + 90) + T (To fs + 22+ @)+ 2 (2 fy -+ 200) =0 (1)

sono tutte tangenti nel punto fondamentale [4] a questo medesimo piano; e
formano una rete, la cui curva base si compone della retta 2, =—=x, — 2, =0
e della sua Cj residua. Ogni spazio S; passante per il piano x, =z, =0 in-
contrera questa Cj nel punto [4] = R da contarsi due vclte almeno (perche
la C} & tangente a quel piano), nei punti M, N (n.° 12) della stessa retta
speciale #,=—2, — x, — 0, e in generale in altri tre punti. Ma uno di questi
ultimi punti verrd a coincidere con [4] ogni qual volta lo spazio suddetto con-
terrd il piano osculatore alla C] in [4] stesso: dico che cid avviene precisa-
mente per lo spazio #,— 0 tangente in [4] alla varietd proposta.

Infatti la rele di quadriche (1) viene incontrata dallo spazio z,=—=0 se-
condo la rete determinata dalle tre quadriche:

22,25 + 9. =0; €,y 4 5 —=0; r, 2, =10 (2)

delle quali le prime due sono coni colla generatrice #, —x,—0 a comune,
ma piani tangenti diversi lungo questa generatrice: essi si incontrano dunque
ulteriormente secondo una cubica passante per i loro vertici e che nel ver-
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Y

tice [4] del primo cono & tangente al piano x,=0. Percid dei due piani
ri=0 e x; =0 che insieme costituiscono la terza delle quadriche (2) il primo
non avrd a comune colla cubica nessun punto fuori della retta z, —=x,=—20, e
il secondo ne avra soltanto due. Dunque lo spazio 2, = 0 incontrera la Cj sopra
considerata, fuori della retta r,—=ax, =2, =0, soltanto in questi ultimi due
punti; dal che segue la veritd di quanto avevamo affermato.

17. Al variare della retta speciale p nella sviluppabile X% di cui essa
& generatrice, la sua C7 residua descriverd una certa superficie F, luogo di
tutti quei poli degli oo® spazi bitangenti di ¥ che cadono fuori dei rispettivi
punti di contatto. Per determinare I’ordine x di questa superficie, bastera
osservare che la sviluppabile 3% ha a comune con due quadriche generiche del
sistema polare 2.2.90 punti, i quali si ripartiscono in 2. 90 coppie di punti
coniugati nella I,;; e che le stesse due quadriche dovranno avere a comune
colla superficie J'# un egual numero 2.90 di gruppi di 14 punti, costituenti
insieme con quelle coppie altrettanti gruppi completi dell’involuzione I,5. Dovra
dunque essere 42 =—2.90 .14, ossia x =17 .90 = 630.

L’intersezione di questa superficie F'7%° colla varieth V conterrd come
parti le curve u® e g* considerate al n.° 12, luoghi rispett. dei punti Me N
e dei punti R delle singole rette p (i quali appartengono alle C] residue di
queste p, e percid anche alla superficie F'). L’intersezione residua di F' e V
sara la curva luogo di quei poli ulteriori degli spazi bitangenti che appar-
tengono ancora a V, ossia luogo dei punti di contatto di tutti gli spazi tritan-
genti a V. Quest’ultima curva coinciderd percid colla curva doppia y della
sviluppabile 2%, gia considerata al n.° 14.

Consideriamo pertanto la curva C} residua di una p generica, e faccia-
mola variare insieme con questa p descrivendo I’intera superficie F'7-. I punti
M e N di quella retta p, che sono comuni alla C} e alla varieta V| descri-
veranno simultaneamente la curva p°; e siccome in tutti questi punti la
curva C7 risulta tangente a V (e non alla p (*)), cosi la superficie F7-® gara
anch’essa tangente a ¥ lungo I'intera curva p*. Similmente il punto R, altra
intersezione della linea Cj colla retta p e colla varieta V, descriverd la
curva £*°; e poiché la C] & sempre osculatrice a ¥V in questo punto R

(¥) Infatti la tangente alla curva ., che é contenuta nella sviluppabile 39, deve
stare nel piano = tangente a questa sviluppabile; mentre invece le tangenti alla ('] nel
punti M e N non stanno in questo piano.
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(n.t 15-16) senza essere ivi tangente alla p (¥), cosl la superficie F' generata
dalla C7 risulterd osculatrice a V lungo Vintera linea p*°. Dall’intersezione
complessiva della superficie 7% colla varietd V, la quale & di ordine 3. 7. 90,
si staccano dunque la curva u* contata due volte e la curva p” contata tre
volte; percid la parte residua y sard di ordine:

3.7.90—2.90—3.270=10.90 = 900.

La sviluppabile X ha una curva doppia y di ordine 900, che ¢ il luogo
ded punti di contatto degli spazi tritangenti della varieta V (**). Ognuno di
questi spazi tritangenti ha i suoi tre punti di contatto sulla curva 37 e le
tre rette che uniscono questi punti a due a due sono rette speciali p. Ogni
punto semplice della curva » & vertice di uno e un solo di questi « triangoli
di contatto »; invece ogul retta p & lato di 14 fra questi triangoli (n.° 14).

La tangente alla linea »*° in un suo punto qualunque sard l'intersezione
dei due piani » tangenti alla sviluppabile 2* (e quindi anche a V') lungo le
due rette p uscenti da quel punto.

(*) Poiché la linea p ¢ intersezione (parziale] della sviluppabile 2% colla variets
Hessiona, la sua tangente in un punto qualunque sard intersezione del piano e dello
spazio S, ivi tangenti rispettivamente a queste due varieta. Nel sistema di coordinate di
cui abbiamo gia fatto uso al n.° 16, la tangente alla linea ¢ nel punto B={4] & rappre-
sentata dalle equazioni @y = @, =3 @, 4 x3=0; menire la tangente nel medesimo punto
alla C] residua della retta xy=a, =&, =0 ha per equazioni zy =2, =32, + 2a3=0.

{(*#) L’ordine == 900 di questa curva y risulta confermato dall’osservazione seguente.
Una sezione iperpiana generica della sviluppabile £% sara una curva dello spazio S5 di
ordine 90 e di genere 136, con 270 cuspidi (nelle intersezioni dello spazio segante collo
spigolo di regresso ¢%1% e un punto doppie in ognuna delle intersezioni del medesimo
spazio colla curva v, D’altra parte la sviluppabile 2%, come superficie contenuta in una
varietd cubica priva di punti doppi, deve essere I’intersezione completa di questa varieta
con un’altra varietd, di ovdine 30 (cfr. la mia Nota: Sulle superficie algebriche contenute
n una varietd cubica dello spazio a quattro dimensioni; Atti Ace. di Torino, vol. 39, 1904);
e percid ogni sua sezione iperpiana sard intersezione completa di due superficie rispetti-
vamente di 3° e di 30° ordine dello spazio S;. Orala curva intersezione generale di una
superficie cubica con una superficie di ordine » é di genere 3 () + 1, e ogni punto doppio
o cuspide ne abbassa il genere di un’nnita. Indicando dunque con d U ordine della curva v,
dovra essere:

136 =3 (%) + 1 — d — 270

e di qui si ricava appunto d=900. Quest’ osservazione toglie anche ogni dubbio sulla
possibilita che le varie intérsezioni e I contatti considerati al n.° prec, possano eventual-
mente avere multiplicita superiori a quelle indicate,
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Per un punto generico di S, passano 600 spazi tritangenti di una
data varieta cubica (ossia la sviluppabile formata dagli spazi tritangenti ¢ di
classe 600). Infatti i punti di contatto di questi spazi tritangenti saranno tutte
e sole le intersezioni della curva y*° colla quadrica polare del punto conside-

2.900

rato; e percid il numero di tali spazi sardh — ——3—:600.

18. Nel sistema oo! degli spazi tritangenti della varieta 7 vi sono al-
cuni spazi particolari pei quali sono infinitamente vicini due dei tre punti di
contatto, oppure anche (in un certo senso) tutti tre questi punti.

Una superficie cubica di S; con tre punti doppi conici, nella quale due di
questi punti si facciano avvicinare indefinitamente, acquista al limite un punto
doppio biplanare del tipo B, — oltre al terzo punto doppio conico che ri-
mane —. Siccome allora la retta che congiunge questi due punti doppi di-
stinti conta come quatéro fra quelle che escono dal punto conico, cost —
quando per una sezione iperpiana della varietdk V si presenti questo caso — il
punto doppio conico dovra essere una delle 720 cuspidi della curva *7; come
anche viceversa (e lo si & gid osservato; cfr. n.° 11) lo spazio tangente a V
in uno qualunque di questi 720 punti incontrera V stessa secondo una su-
perficie con un punto doppio conico e un punto biplanare del tipo B,, e
dovra percid considerarsi come uno spazio tritangente del quale due punti di
contatto siano infinitamente vicini. La retta che congiunge i due punti doppi
distinti della superficie intersezione di questo spazio con V| e la retta asse del
punto doppio biplanare (ciod intersezione dei due piani tangenti alla mede-
sima superficie in questo punto) saranno entrambe rette speciali p, p ; il piano
pp' di queste due rette sard tangente alla varieta V e alla superficie sezione
lungo I'intera retta p;-i due punti doppi della superficie sezione apparterranno
entrambi alla curva »°®, la quale anzi nel punto p p' sard tangente alla retta p’;
e la retta p contera come due fra le 28 rette speciali che si appoggiano a p’ (¥).

Abbiamo anche gia osservato (n.° 1) che sulla varietd ¥ vi sono 60 punti
— le intersezioni colla curva doppia della varieth Hessiana — 1 cui S; tan-
gent incontrano ¥V secondo superficie con punto doppio uniplanare. Le sei
rette di V' che escono da un punto siffatto X coincidono a due a due, e si
riducono percid a tre sole distinte, contenute in un medesimo piano; e lungo

(*) Il punto pp’ é allora un punto M o N (n.° 12) per la retta p’, e un punto R
per la retta p. Esso appartiene quindi a entrambe le linee u? e ¢, ma appartiene alla

u come punto di p’, e alla p come punto di p,
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ciascuna di esse la varietd ¥ ammette un piano tangente fisso. Esse sono dunque
tutte tre rette speciali, generatrici della sviluppabile 1% e formano un par-
ticolare trilatero (degenere) nel quale i tre lati concorrono in un medesimo
punto; ciascuna di esse incontra, fuori di questo punto, soltanto 26 rette spe-
ciali, e appartiene percid soltanto a 13 altri trilateri. Il punto X & triplo per
la sviluppabile 2 e per la sua curva doppia y*°; e sopra ognuna delle tre
rette speciali che ne escono esso & uno dei punti doppi (M, N) dell’involu-
zione segatavi dalle quadriche del sistema polare. Lo spazio tangente a V in
ognuno di questi 60 punti fa anche parte del sistema oo' degli spazi tritan-
genti, e si pud considerare come avente con V7 tre punti di contatto sovrap-
posti e appartenenti ai singoli rami della curva y*° che passano per X. Questo
¢ anche d’accordo col fatto che un punto doppio uniplanare di una superficic
si pud considerare come un punto doppio ordinario (conico) a cui ne siano
infinitamente vicini due altri in direzioni distinte (il che porta di conseguenza,
in generale, che ve ne sia anche un terzo (¥).

E prevedibile altrest Iesistenza di un numero finito di spazi tritangenti,
i quali incontrino ¥ secondo superficie con un punto biplanare e due punti
conici (tutti distinti). Il loro numero verrad determinato fra poco (n. 20 .

19. II numero (= 720) degli spazi tritangenti con due punti di con-
tatto infinitamente vicini, ossia il numero delle cuspidi della curva o** (del
quale dal n.° 12 in poi non ci siamo mai valsi) pud essere ora verificato nel
modo che segue (**).

Consideriamo in S, un piano qualunque . Ogni S, passante per esso incontra
la curva % in 10.90 punti; e lo spazio tangente a ¥V in uno qualunque di
questi punti sara tangente a 7 stessa anche in altri due punti di quella curva,
formanti col primo un trilatero di rette speciali. Facendo corrispondere a quel
primo S, del fascio £ tutti quelli che dal medesimo piano & proiettano questi
ulteriori 2.10.90 punti della curva 7, nasce nel fascio £ una corrispondenza
simmetrica (20. 90, 20. 90), nella quale dovranno esistere 40 .90 coincidenze.
E queste coincidenze saranno di tre tip1 diversi, perché due S; omologhi pos-
sono coincidere :

1) senza che coincidano i due punti della linea y che essi rispett. pro-
lettano ;

i (¥) C. Seere, Sulla scomposizione dei punti singolari delle superficie algebriche (An-
nali di Mat., ser. 2% vol. 25; 1895; n.° 8).
(¥*) EnriQuEs, Mem. cit., p. 34-39,
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2) per il fatto che questi due punti sono sovrapposti, senza essere tut-
tavia infinitamente vicini sulla curva y: ossia cadono in un medesimo punto
multiplo di questa curva;

3) per il fatto che vengono proprio a coincidere sulla curva y i due
punti che quegli S, rispett. proiettano.

Nel primo caso la congiungente dei due punti considerati sulla linea 7,
Ja quale & una retta speciale, dovra appoggiarsi al piano £ Ora a questo
piano si appoggiano 90 rette speciali p (generatrici di I), ciascuna delle
quali incontra y in 28 punti (n.” 14); e corrispondentemente a ciascuno di
questi 28 punti lo spazio proiettante £.p ha uno dei suoi omologhi che coin-
cide con esso. Troviamo cosi 90 spazi del fascio £, ciascuno dei quali as-
sorbe 28 coincidenze; complessivamente dunque 28.90 coincidenze.

Il secondo caso si presenta soltanto per 1 60 punti tripli della curva y
considerati al n.” prec. Lo spazio del fascio £ che proietta uno di questi punti
sl pud considerare in #re modi diversi come uno spazio di cui due omologhi
coincidono con esso; esso assorbird percid 6 coincidenze.

Le coincidenze residue, in numero di:
40.90 —28.90 —6.60=(40 —28 —4).90=28.90="T20

saranno costituite dagli spazi del fascio £ che proiettano quei punti (semplici)
di y, ciascuno dei quali assorbe due vertici di un trilatero di rette speciali,
ossia due punti di contatto (infinitamente vicini) di uno spazio tritangente. E
queste sono coincidenze semplici. Sard dunque questo stesso, ossia 720, il
numero degli spazi tritangenti con due punti di contatto infinitamente vicini;
come gia avevamo trovato precedentemente. .

20. Le intersezioni della curva yw-% colla varietd Hessiana di 7 si ri-
partiranno fra quei punti di contatto degli spazi tritangenti, nei quali le su-
perficie intersezioni di questi spazi con ¥ hanno punti doppi biplanari (o uni-
planari). Ciascuno di questi ponti dovra anche trovarsi sopra una almeno delle
due curve u° e p*™, che formano insieme I’'intersezione della sviluppabile X%,
sulla quale sta y, colla varieth Hessiana.

Anzitutto la superficie intersezione di ¥ con uno spazio tritangente pud
acquistare un punto doppio biplanare (del tipo B,) per il fatto che due dei
tre punti di contatto di questo spazio sono infinitamente vicini. Di questi punti
biplanari ve ne sono 720=28.90, e in ciascuno di essi la curva y & tan-
gente alla retta asse del punto biplanare medesimo (n.° 18), la quale a sua
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volta & ivi tangente alla Hessiana (n.° 4). Dunque ciascuno di questi punti
assorbe due delle intersezioni cercate.

Gli spazi tangenti a 7" nei 60 punti comuni ad essa e alla curva doppia
della varietd Hessiana (sono particolari spazi tritangenti, e) incontrano V se-
condo superficie con punto doppio uniplanare. Ciascuno di questi punti & triplo
per la curva y (n.° 18) e doppio per la Hessiana (senza che le tangenti a
quella appartengano al cono tangente di questa), e assorbira: percid 6 inter-
sezionl.

Tutte queste intersezioni appartengono alla linea p®.

Le intersezioni residue, in numero di:

5.10.90—2.8.90 6.60=230.90=2700

dovranno cadere in punti di contatto di quegli spazi tritangenti pei quali i
tre punti di contatto son pur sempre distinti, ma uno di questi & per la su-
perficie intersezione con ¥V punto doppio biplanare (in generale del tipo B;).
Queste intersezioni, che apparterranno alla linea p*°, saranno in generale in-
tersezioni semplici. Vi saranno percio, in generale, 30 .90 = 2700 spazi tri-
tangenti che incontrano V secondo superficie con un punto doppio biplanare
e due punti doppi conici. Questi due punti doppi conici apparterranno allo
spigolo di regresso ¢*° della sviluppabile Z.

21. Gli oo! spazi tritangenti della varietdh V inviluppano un’altra su-
perficie sviluppabile, anche proiettivamente legata a V, i cui piani tangenti e
le cui generatrici saranno le intersezioni rispett. delle coppie e delle terne di
spazi tritangenti consecutivi.

Uno generico T1 fra questi spazi tritangenti tocchera ¥ in tre punti, con-
giunti a due a due da tre rette speciali p, p’, p'; e lungo queste rette la
varietdh V e la sviluppabile 2 ammetteranno tre piani tangenti fissi =, =, =",
tutti contenuti nello spazio IL. Lo spazio tritangente II, consecutivo a II con-
terrd tre piani analoghi =,, =,, =”,, rispett. consecutivi ai precedenti; e
poiché le tre rette p, p, p’, generatrici di 3%, possono considerarsi rispett.
come intersezioni delle coppie di piani tangenti consecutivi z 7, #' n'y, =" 7",
cosi il piano ITTI, dovra contenere queste stesse rette, e quindi i tre punti di
contatto di II colla varieta V.

La sviluppabile inviluppata dagli oot spazi tritangents di V' ha per piant
tangenti ¢ piani determinati dalle terne di punti di contatto di questi medesimi
spazi.
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Similmente, per trovare le generatrici di questa nuova sviluppabile, po-
tremo osservare che le tre rette speciali p, p’, p” dianzi considerate si ap-
poggiano rispett. alle tre consecutive p,, p'y, p’y in altrettanti punti P, P,
P appartenenti alla linea 9*°; e percid 'intersezione del piano pp'p’ col
piano consecutivo p, p’yp”y dovra contenere questi stessi tre punti, i quali
dovranno trovarsi pertanto in linea retta.

Le generatrici della stessa sviluppabile sono altrettante trisecanti della
curra o¥. Per ogni trilatero di rette speciali i punti di contatto dei singoli
lati colla curva ¢*”° dovranno stare in linea retta; e le rette su cui stanno
queste terne di punti saranno le generatrici della nuova sviluppabile (*).

22. Possiamo determinare facilmente 'ordine della nuova sviluppabile,
e l'ordine della varietd dei suoi piani tangenti, considerandone le intersezioni
colla varietd cubica V.
La varietd dei piani tangenti pp'p” incontra ¥ secondo la (sola) svi-
luppabile 2%, la quale va contata 14 volte, essendo questa la sua multipli-
cith per quella varietd di piani. L'ordine domandato sard dunque

1490 1430 — 420.

(*) Si puo verificare direttamente che per ogni trilatero di rette speciali i punti di
contatto deilati colla curva < stanno in linea retta. Infatfi equazione di una varieti 17
della quale lo spazio xp =0 sia uno spazio tritangente generico si pud mettere sotto la
forma:

o+ ol + (@t @y + @) 0} + hagwg g =0
dove % & un coefliciente numerico, e [= X aix 2; xx (essendo i coefficienti agy, a3, ay tutti
diversi da zero, se la varietd non ha punti doppi). Lo spazio 2, =10 & allora tangente a
V nei tre punti fondamentali [2], [3]. [4], i quali saranno vertici di un trilatero di rette
speciali (affatto generico). — Cercando le intersezioni del lato (ossia della retta speciale)
Xy =10, =ux,=0 colla varieta Hessiana di 7 (a cui esso & bitangente), si trova che
queste dipendono dall’equazione:

(3 + @) (agg a§ — @y 73* =0
di modo che sulla retta considerata sard x5 + a; =0 il punto indicato con I2 al n.° 12,
mentre i due punti M, N saranno determinati dall’equazione agg a3 — gy &3 = 0. Pereciod
il punto di contatto della medesima retta colla linea ¢#°%, che ¢ il coniugato armonico di B
rispetto alla coppia M N, sara definito dallequazione agg g + a4 0, = 0. Ed & chiaro che
questo punto e i suoi analoghi sulle due rette wy=a, =03=0 e o= w; =2, =0 ap-
partengono tutti alla retta:

Lo = Xy = gy X'p + gy @ + Ayq 0y =0,

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 37
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Quanto alla sviluppabile stessa, come superficie luogo di rette, la sua
intersezione con ¥ si compone:
1.° della curva ¢*™, contata anche 14 volte;
2.° di un certo numero di generatrici, corrispondentemente a quei casi
in cui la retta che contiene i punti di contatto di ¢ con un trilatero di
rette speciali coincide con uno dei lati di questo stesso trilatero. Cid avviene
quando due dei tre lati toccano o¢? melle loro intersezioni col terzo lato,
ossia per quei 2700 spazi tritangenti (n.° 20) che incontrano ¥ secondo su-
perficie con un punto doppio biplanare e due punti doppi coniei.
L’ordine della superficie sviluppabile di cui si tratta & dunque eguale a

201412700 —970. 5 = 2160

La sviluppabile inviluppata dagli oot spazi tritangenti della variets V.
¢ di ordine 2160, e i suoi piani tangenti formano una varietd di ordine 420.

Questo inviluppo o<t di spazi tritangenti ha per elementi stazionari i
2700 spazi che incontrano V secondo superficie con un punto biplanare e due
punti doppi conici: poiche le quadriche polari dei punti di uno di questi spazi
hanno in ciascuno dei tre punti di contatto del medesimo spazio due interse-
zioni fisse colla curva " In uno €di questi punti esse sono tangenti a 7,
e gli altri due punti di contatto sono cuspidi di quest’ultima curva.

Di questo stesso inviluppo oo si pud determinare anche il genere, con
un’applicazione della formula di Zrursex. Fra la sviluppabile 2% e la varietd
oot dei trilateri di rette speciali contenuti nei singoli spazi tritangenti si pud
stabilire una corrispondenza (3, 14), facendo corrispondere awogni generatrice
di 3 i 14 trilateri a cui essa appartiene, e a ogni trilatero le 3 generatrici
di 3% che sono elementi. Fra i 14 trilateri che hanno per lato una data retta
speciale ve ne sono due coincidenti quando coincidono anche due dei 14 spazi
tritangenti che passano per il piano = tangente lungo quella retta; e questo
spazio tritangente, che va contato due volte, non pud essere che uno dei 2700
spazi gia sopra considerati. D’altra parte vi sono 720 trilateri con due Iati
coincidenti {n. 18). Segue da cid che nella formola generale:

y—-y =2az(p—1)—22 (p—1

si dovra porre ¥ =3, ' =14; y — 2700, ' —720; e p=136. Si ricava
allora p’ =961, e sarh questo il genere domandato.
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Tenendo conto dei diversi caratteri finora determinati e applicando le
solite formole (cfr. ad es. n.° 11), si trova che l'inviluppo degli spazi tritan-
genti ha uno spigolo di regresso di ordine 5820, con 11400 cuspidi.

Spazt QUADRITANGENTI.

23. Dopo aver determinati gli oo® spazi bitangenti della varicta V, ab-
biamo considerata (n. 15-1T) la superficie F7* luogo di quei 14 poli di
ognuno di questi spazi che sono distinti, in generale, dai due punti di con-
tatto; e dall’intersezione di questa superficie con V, all’infuori delle linee p
e p*, abbiamo ricavata la linea y*°, lnogo dei punti di contatto degli spazi
tritangenti. In modo analogo potremo adesso considerare, corrispondentemente
agli oo! spazi tritangenti, la linea X luogo di quei 13 loro poli che sono in
generale distinti dal punti di contatto; e fra le intersezioni di questa curva
colla varieta ¥ dovranno trovarsi i punti di contatto degli spazi quadritan-
gentl (*).
Determiniamo anzitutto 'ordine & di questa linea . A tal uopo bastera
osservare che una quadrica qualunque del sistema polare incontra la curva

3
coniugati nell’ involuzione I,,. E le 2 x intersezioni della medesima quadrica

. . . 20.90
colla curva 1 dovranno comporsi precisamente dei - 3

insieme con quelle terne costituiscono altrettanti gruppi completi della I,,. Sara
dunque:

. . .. . . 20.90 . .
7% 1 20.90 punti, che si ripartiscono in terne di punti mutuamente

gruppi di 13 punti che

2.»6:13.20%’ ossia o — 130. 30.

Questa curva A% stard sulla superficie J'7% considerata al n.° 17, e ne
sara anzi curva tripla. Infatti ogni punto di essa, essendo polo di uno spazio
tritangente, apparterad alle C3 residue di tre diverse rette speciali p (formanti
uno dei soliti trilateri); e al variare di quel punto sulla linea % queste C7 de-
scriveranno tre falde della superficie F'7’, in generale distinte, passanti tutte
per ».

(*) Exriques, Mem. cit., p. 31-35,
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24, Vediamo ora come si distribuiscano le intersezioni della curva
213030 colla varieta V. Si avranno di queste intersezionl ogni qual volta uno

dei 13 poli ulteriori di uno spazio tritangente — dei quali poli la linea 7 ¢
appunto il luogo — appartiene anch’esso alla varietd V: e, quando cid av-

vicne, pud darsi che questo polo ulteriore sia distinto dai primi tre, e allora
esso sard un quarto punto di contatto del medesimo spazio con V, e si avra
uno spazio quadritangente; ma pud anche darsi che esso coincida con uno
dei primi tre, ossia con uno dei tre punti di contatto dello spazio considerate,
e allora questo punto di contatto, coincidendo con uno dei punti ad esso coniu-
gati nell'involuzione I,,, stard sulla varietd Hessiana di ¥, e sara un punto
biplanare o uniplanare per la superficie intersezione di ¥ collo spazio tritan-
gente di cui si tratta.

Ora gli spazi tritangenti che incontrano ¥ secondo superficic con punti
doppi biplanari o uniplanari sono:

I 30.90 spazi che determinano come sezioni superficie con due punti
doppi conici e un punto biplanare del tipo B, (n.° 20);

Gli 8.90 spazi che segano superficie con un punto doppio conico e un
punto biplanare del tipo B, (n.° 18);

I 60 spazi che segano supcrficie con punto uniplanare (n.° 18).

Nel primo caso due dei 16 poli dello spazio di cul si tratta coineidono
nel punto biplanare della superficie intersezione di questo spazio con V7 e
percid la linea 2 passera anch’essa (semplicemente) per questo punto biplanare.
Questo punto appartiene alla linea p, della quale & anzi punto doppio (poiche
¢ punto B — cfr. n.% 12 per ognuna delle due rette speciali uscenti da’
¢sso) ; dunque, delle tre falde della superficie F7-* che passano per esso, certo
due sono osculatrici a 17 in quel punto (che non & per esse punto singolare),
e percid la linea A, che sta su di esse, avrd pure n quel punto un contatto
di 2. ordine con V. Ciascuno di questi 30.90 punti assorbird dunque #re
intersezioni (almeno) della linea 2 colla varieta V.

Nel secondo caso si tratta di uno spazio tritangente con due punti di
contatto infinitamente vieini; e in questo punto di contatto coincidono allora
non soltanto due, ma #re fra i 16 poli di quello spazio (*). Percid questo spazio

(¥*) Pit generalmente anzi, ogni spazio tangente il quale incontri ¥ secondo una su-
perficie con un punto doppio biplanare del tipo B, ha tre dei suoi poli coincidenti in
questo punto. Infatti questo punto X apparterra a una retta speciale p, sulla guale sara
punto doppio dell’involuzione ivi segata dalle quadriche del sistema polare, e apparterra
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conterra anch’esso, complessivamente, quattro dei propri poli, e per il suo polo
triplo passera (semplicemente) la curva 2 In questo punto due delle tre falde
della superficie F7* si confondono (perché nel triangolo dei punti di contatto
sono venuti a coincidere due dei tre lati), ma la terza falda (quella che corri-
sponde al terzo lato del triangolo) & distinta da queste, pas<a semplicemente per
quel punto, ed & ivi tangente a ¥V (perche il punto di cui si tratta apparticne
alla sua linea di contatto u con V stessa). Percid in tutti questi 720 punti la
linea 2 sara tangente (in generale semplicemente) alla varieta 1.

Infine uno spazio tangente il quale incontri la varietd ¥ secondo una
superficie con punto doppio uniplanare (del tipo pilt generale) ha quatéro dei
suoi poli coincidenti nel punto di contatto: poiché le quadriche del sistema po-
lare che passano per questo punto vi hanno un piano tangente fisso (lo stesso
piano che & ivi tangente alla superficie cubica intersezione di ¥V collo spazio
proposto), e hanno percid, fuori di quel punto, sole 12 intersezioni. Dunque
1 60 punti di questo tipo staranno anch’essi sulla curva A, Dico ora che questa
curva ha in ognuno di essi un contatto di 2.° ordine colla varieta V. Infatti
la superficie F7 passa per ognuno di questi punti con tre falde completa-
mente distinte; e per ciascuna di queste falde vengono ivi a riunirsi il con-
tatto con ¥ lungo un ramo di linea p e l'intersezione semplice con ¥V lungo
un ramo di linea y (*). Percid ciascuna di queste falde sard in quel punto

pﬁre alla C} residua di questa retta (1. la prima nota al n.° 12); percio le oo® qundriche
del sistema polare clie passano per esso (e che sono le polari dei punti dello spazio tan-
gente considerato) saranno tutte ivi tangenti alla retta p, e avranno a comune, fuori di
(juel punto, soltanto le 13 loro intersezioni residue colla curva C3 Lo spazio proposto
avra dunque soli 13 poli (tutti semplici) distinti da X, e percio gli altri tre coincideranno
con X, c. s. v. d.

(*) L’equaziene di una varieta cubica tangente allo spazio oy — O nel punto fonda-
mentale [1] e incontrata da questo spazio secondo una superficie con punto uniplanare
del tipo pit generale si pud mettere sotto la forma:

aof + (@ + 2o + @) oy + &y gy =10

iR @i W, € Tg=x; + Ty + a3 =0 & il piano tangente a quest ultima superficie

dove f_

S 14w

nel punto uniplanare. I piani tangenti nel punto [4] alle tre falde della superficie F'7-90
saranno allora rappresentati, nello spazio xy = 0, rispettivamente dalle equazioni:

Xy = Ly Lo == X3 L=y
.
e avranno a comune la retta @, = &, = 2y, che sara la tangente alla linea A, T tre rami

della linea v saranno tangenti rispettivamente alla retta a;=a, =0 e alle due analoghe;

e i tre rami della linea w alla retta &, —axy = a3 =10 e analoghe (ottenute permutando
gli indiei 1, 2, 3). t
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osculatrice alla varietd V; e lo stesso avverra per la linea 2, comune alle tre
falde.

Si osservi poi che in nessuno dei punti finora considerati la linea 2 pud
averc con V, in generale, un contatto di ordine superiore a quello indicato,
perché cid renderebbe il numero degli spazi quadritangenti inferiore a un li-
mite, al di sotto del quale si potrebbe verificare — esaminando qualche caso
particolare — ch’esso non pud certamente discendere.

Le intersezioni residue della linea i colla varietd ¥ saranno (precisamente)
1 punti di contatto degli spazi quadritangenti a V, i quali saranno punti tripli
della sviluppabile = e della sua curva doppia . Il loro numero sara:

3.130.30 3.30.90 2.8.90—3.60
—(130 —90 —16 2).90 -22.90 —1980.

E il numero degli spazi quadritangenti sard la quarta parte di quest'ul-
timo numero, cioé 11.45 =495,

La variett cubica generale dello spazio S, ha 495 spuzi quadritangenti.

E riassumendo:

Le rette speciali contenute in una varietqd cubica generale formano una
riguta sviluppabile di ordine 90, con curva doppia di ordine 900, e 2040
(= 1980 + 60) punti tripli, che sono tali anche per la sutv curva doppia.

Questa superficie sviluppabile e la sua curva doppia sono i luoghi dei
punti di contatto rispett. degli spuzi bitangenti e degli spazi tritangenti delly
variett cubica proposta.

Fra gli spazi tritangenti ve ne sono in particolare :

2700 che incontrano lu varietd secondo superficie con un punto doppio
biplanare e due punti doppi cowici ;

720 con due punti di contatio infinitamente vicini ;

60 coi tre punti di contatto riuniti in unico punto, che & punto uniplu-
nare della superficie sezione ;

495 quadritangent; (e percid elementi quadrupli del sistema xt degli
spazi tritangenti).

Queste ultime due categorie di spazi toccano la varietd nei

60 + 4. 495 =2040

punti che sono tripli per la sviluppabile sopra accennata e per la sua curva
doppia.
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25. Il numero degli spazi quadritangenti di una varietd cubica di S,
si pud verificare direttamente in qualche caso speciale; e cid riesce partico-
larmente facile nel caso di una varietdh con sei punti doppi indipendenti (e
percid generabile con tre reti praiettive di spazi S, in posizione generale (¥)),
avvertendo che dovranno allora considerarsi come quadritangenti tutti gli spazi
che incontrano la varietd secondo superficie con 4 punti doppi (o casi parti-
colari di queste), e che ogni spazio il quale contenga & (=4) punti doppi
della varietd proposta e la tocchi in altri 4 — & punti (semplici) dovra con-
tarsi come equivalente a 2" spazi quadritangenti del caso generale (analoga-
mente a cid che avviene per le tangenti doppie delle linee piane. e i piani
tritangenti delle superficie di S;).

Cominciamo col dimostrare che una varietd cubica ¥V con sei punti doppi
indipendenti non ha spazi quadritangenti propriamente detti, ossia non am-
mette sezioni iperpiane con 4 punti doppi indipendenti, dei quali nessuno sia
doppio anche per essa. Infatti, se vifosse uno spazio quadritangente non pas-
sante per aleun punto doppio di ¥V, per ognuno dei suoi 4 punti di contatto
le sei rette della varieth V" che ne escono (**) dovrebbero coincidere a 2 a 2;
e siccome le oo® rette contenute in ¥ si ripartiscono in tre diversi sistemi,
due di 1.° ordine e uno di 4.° ordine (***), cosi una almeno di quelle tre rette
dovrebbe essere comune a due di questi sistemi. Allora ogni spazio S; pas-
sante per questa retta comune 7 incontrera 1V secondo una superficie cubica,
sulla quale la s conterd come 2 almeno fra le 27 rette ivi contenute; e percid
ognuna di queste oo® superficie sezioni dovrd avere sopra » qualche punto
doppio (****). Ora cid non & possibile senza che la varietd I” abbia anch’essa
sopra  almeno un punto doppio; e lo spazio quadritangente considerato pas-
serebbe allora per questo punto doppio, countrariamente all’ipotesi che si era
fatta.

26. Ogni spazio quadritangente della varietd proposta 1~ dovrd dunque
passare per uno almeno dei sei punti doppi.

(*) C. SkGrE, Sulle variela cubiche dello spazio a qualtro dimensioni.... (Mem.
Ace. di Torino, ser, II, vol. 39°, 1888; n.> 13).

(**) E non é nemmeno possibile che da qualcuno di questi punti escano infinite
rette contenute in ¥77; perché queste rette dovrebbero stare tutte nello spazio fangente in
quel punto, e (uesto spazio non potrebbe allora incontrare 17 secondo una superficie con
4 punti doppi.

(¥#*) Seere, Mem. cit.,, n.° 13,

(****) KLemw, Math, Ann. VI, p. 566.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



284 Fano: Ricerche sulla variets cubica generale dello spazio

Ora in una varieta cubica con 6 punti doppi indipendenti il cono sestico
di rette uscente da uno qualunque X di questi punti si spezza in due coni
cubici aventi a comune le cinque rette che congiungono X medesimo agli
altri cinque punti doppi; e proiettando la varietd dal punto doppio X sopra
uno spazio S; ==, quei due conici cubici vi determineranno come traccie due
cubiche sghembe %, k' con cinque punti a comune (e contenute in una me-
desima quadrica). Tutte le superficie sezioni di T" con spazi S, passanti per X
si proietteranno sopra = secondo piani; e in particolare quelle superficie che
oltre ad X hanno altri tre punti doppi indipendenti si proietteranno secondo
piani frifangenti della curva complessiva formata dalle due cubiche % e I,
potendo tuttavia uno o pit dei tre contatti venir sostituiti dal passaggio per
altrettanti fra i punti comuni alle stesse cubiche. A queste condizioni sod-
disfanno :

1) tutti i piani che congiungono tre dei cinque punti comuni alle cu-
biche k e k', e questi saranno immagini di sezioni iperpiane passanti per X
e per tre altri punti doppi della varietd proposta ;

2) tutti i piani che passano per uno dei punti comuni a quelle due
cubiche, e sono tangenti a ciascuna di esse in un altro punto. Questi piani
saranno immagini di sezionl determinate da spazi S; che passano per X e
per un secondo punto doppio, e toccano inoltre la varieta proposta in due
punti ulteriori; e per ognuno dei punti comuni alle lince & e & passeranno
quattro di questi piani (i piani tangenti comuni dei coni quadrici che da quel
punto proiettano le due cubiche).

B evidente poi che un piano tritangenie della curva complessiva & -+ &'
il quale passi per due dei 5 punti doppi non pud a meno di passare anche
per un terzo di questi punti; e non vi sono nemmeno piani tritangenti che
non passino per alcuno di questi punti doppi.

Riassumendo dunque, dovranno computarsi come spazi quadritangenti :

1) Tutti 1 (2): 15 spazi che congiungono 4 fra i 6 punti doppi della

varieth proposta, e ciascuno di questi sard equivalente a 16 spazi quadri-
tangenti propriamente detti;

2) Tutti gli spazi che passano per due di quei 6 punti doppi e toc-
cano la varietd proposta in altri due punti (semplici), avvertendo che per

ognuna delle (g): 15 coppie di punti doppi si possono condurre 4 di tali

spazi, e che ognuno di essi va contato 4 volte.
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Questi spazi eqnivarranno complessivamente a

16.15 + 4.4.15 =480

spazi quadritangenti; né vi saranno altre sezioni iperpiane con 4 punti doppi
indipendenti.

Bisogna perd ancora tener conto di quelle sezioni iperpiane che sono
casi particolari di superficie con 4 punti doppi, potendosi ottenere da queste
col far avvicinare indefinitamente due o pitt dei punti doppi medesimi. In
particolare, facendo avvicinare indefinitamente due di questi punti, e contem-
poraneamente anche gli altri due (fra Joro, ma non ai primi), la superficie
si riduce al limite a una rigata cubica, avente per direttrice doppia la con-
giungente dei due punti doppi distinti che ancora rimangono (*). Ora ogni
varietd cubica con due punti doppi ammette lungo la retta che congiunge
questi due punti un §; tangente fisso, che l'incontra precisamente secondo una
rigata cubica con questa stessa retta come direttricc doppia; e di queste se-

T . 6 C ot N s
zioni iperpiane ve ne sono nel nostro caso (2)> ossia 15. Né vi sono altre

sezioni iperpiane che debbano considerarsi come casi particolari di superficie
con 4 punti doppi. Risulta percid eguale a 480 + 15, ossia 495, il numero
complessivo degli spazi quadritangenti, opportunamente valutati, come si era
dimostrato in generale al n.” 24.

Torino, Marzo 1901,

(¥) Infatti I’ equazione di una superficie cubica coi quattro punti doppi
x=y=2=0, w=y=1 =0, w=z=y+ku=0, y=w=x4+kz=
(love % e %' sono costanti non nulle) si pud mettere sotto la forma:
e+ z)(eyt+owy+yly+khw)ce+dz)=0

dove a, b, ¢, d sono le 4 costanti omogeneé che devono ancora rimanere. Facendo avvi-
cinare indefinitamente gli ultimi due punti doppi rispettivamente ai primi due, si ha al
limite =% =0; e I’equazione assume la forma:

PlayFow)+yice +d=)=0

che rappresenta precisamente una rigata colla direttrice doppia 2 =y =0,
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Recherches sur les pdlynomes
et les nombres de Stirling.

(Par M. Nivs Nierses, ¢ C’openhague.)

[ e

Nous définissons les nombres de Stiruivg du rang # | 1 respectivement
— (» + 1) comme les coefficients numériques qui se présentent dans le déve-
loppement en série de puissances entieres et positives de x de la factorielle
du rang n -+ 1, savoir

r(x-4+1)...(2 4 n) (o)

ou en série de puissances entiéres et négatives de x de la valeur réciproque
du produit ().

On voit que les nombres de StirLivg du rang » -+ 1 ne sont autre chose
que les coefficients de la factorielle du rang » + 1, savoir les nombres po-
sitifs entiers que V'on désigne ordinairement par C;y;. Or, suivant M. Tugrg,
jattache ces nombres au nom du grand analyste qui a fait usage le premier
de tels nombres. »

Quant aux nombres de Smiruive du rang — (n -+ 1), savoir les nom-
bres 6., ils se déterminent, nous le verrons plus bas, en substituant sim-
plement une autre valeur numeérique dans les mémes polynomes entiers qui
représentent les C7,,; les nombres €7, semblent étre encore plus intéres-
sants que les (7, du reste.

Les définitions mémes des nombres de Smiruse rendent trés désirable
une connajssance avec beaucoup de détails de tels nombres; de plus, ils se
présentent dans plusieurs autres questions de 1'Analyse; mais une étude ap-
profondie des nombres C;., et G présente de trés grandes difficultés.

Scavarur (*) a donné pour Cj44 une expression générale et explicite, il

(*) Journal de Crelle, t, 43, p. 1-22; 1852,
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288 Niels Nielsen: Recherches sur les polynomes

est vrai — but this law is a very complicated one — dit l'illustre CavLEY (¥)
et cela avec raison, car Scurirur exprime les nombres susdits sous forme des
sommes quadruples. Cependant les formules de Cayrry ne disent rient concer-
nant la nature analytique de C;;; c’est la méme chose avee les déterminants
de vox Zeren (**) et avec les formules obtenues par le dernier analyste qui
a étudié profondement les nombres de Srirning, savoir feu M. ScaLommen (***).
En effet, les formules de Scunimincn expriment Cj4; & I'aide des nombres 6
c’est-a-dire a l'aide des nombres Cf eux-mémes,

Curieusement, dans ce qui suit, nous avons plusieurs fois & détourner
une difficulté analogue, parce que nos formules récursives générales contien-
nent des factorielles de la forme («); c’est-a-dire précisément les nombres C7,
dont il s’agit d’étudier la nature analytique.

Remarquons maintenant que les zéros de la fonction entiere et ration-
nelle («) sont ces nombres entiers

O’ —la —‘2; '_37“" —n, (ﬁ)

les formules de Newrox montrent clairement que les nombres C), sont in-
timément liés aux sommes de puissances des nombres (f3); c’est-a-dire, avec
une légére modification, aux polynomes de BernourLi C’est pourquoi il nous
semble utile de commencer nos recherches en donnant un apercu trés bref
de la théorie de ces polynomes célebres, et a cause du procédé analogue qui
nous conduira des nombres de StirniNG aux polynomes de StiRuING et & cause
de notre méthode elle-méme. De plus, il est digne d’étre remarqué encore
que les nombres de BerwourLr se présentent parmi les coefficients des poly-
nomes de Stiruine et dans des formules récursives obtenues pour de telles
fonctions.

Plusieurs géometres parmi lesquels nous nous bornerons & citer ici seu-
lement MM. Hurwrrz (****) et Meruy (****%) ont remarqué que le poly-
nome du rang n de Bermourr: est complétement déterminé comme une in-
tégrale particuliére convenable d'une certaine équation aux différences finies,

(*) Quarterly Journal of Muathemalics, t. 3, p. 368; 1360,
(**) Annuaires de U Universilé Lund (suédois), 1870.
(***) Journal de Crelle, t. 14, pag. 341-355; 1852, Compendiwn, t. 11, p. 28.
(¥ex¥) leta Mathematica, t. 20, p. 286; 1897.
(wiHEE) Aeta societatis scientiarum fennicae, t. 29, n.° 10, p, 1; 1899,
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Or, une telle définition du polynome susdit doit &tre légerement modifieé, ce
qui est une conséquence peut-étre du fait que 'on n’a pas développé la théorie
susdite de ce point de vue.

I. — Polynomes de Bernoulli.
§ 1. DErRNITIONS ET PROPRIETES FONDAMENTALES.

La fonction ¢, (x) du rang n de Berxourn1 est, pour n > 0, compléetement
définie comme le polynome entier de x qui satisfait & cette equation aux
différences finies

xh—1

n (€) — u (® i):(ﬁjl)!, (1)
pourvu que U'on admet encore ces conditions initiales
9+ (0) =0y ¢on (0) = 95344 (0), (1 bis)
ce qui nous donnera immédiatement cette premiére formule fondamentale
9 (2) = g1 (). (2)

Démontrons tout d’abord que I'équation (1) admet comme intégrale un
polynome entier du dégré n par rapport & x; a cet égard posons
gn(O)=a) 2" + a2 4 - a4 @ T @, (@)

puis introduisons dans (1) cette expression, nous aurons pour la détermina-
tion des coefficients inconnus @), ce systéme d’équations algébriques lindaires

n—ry . (n—r+1) .,
( 1 )all ( 2 )alt ?

: (3)
, =1 4 " 0 S
o (M e () e o,
ou il faut admettre > 1; pour » =0 nous aurons au contraire
1 .
e 1) (3 bis)

il est évident que les équations (3) nous déterminent complétement les coef-
ficients a, .
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Apres avoir démontré Pexistence du polynome ¢, () comme intégrale
particuliere de (1), nous avons a déduire précisement a I'aide de cette défi-
nition un nombre de propriétés remarquables des fonctions susdites.

Remarquons tout d’abord que I'hypothése £ =0 donnera immédiatement,
en vertu de (1), ces résultats numériques

‘P“(O)”‘_—‘Pn(_l), Pan +4 (—1)=0. (4)
Cela posé, mettons dans (1) —x au lieu de x, nous aurons

(__ 1) gn—t

pul—z—1)  gu(—2)= i

ce qui donnera, en vertu de (1),

b

Agn(—2)=( 1pdg.(x—1),
d’on, aprés une intégration finie,
(=) =(—1fga(x 1) 4 K, )

o K désigne une constante par rapport & x, parce que la différence de deux
polynomes entiers de « ne peut pas &tre une fonction périodique de 'argu-
ment . Pour déterminer la valeur de K mettons dans (8) # 0, ce qui
donnera, en vertu de (4), K=0; c’est-a-dire que nous avons démontré cette
formule remarquable

gn( 2) = (1) ga(z— 1), (5)
ce qui donnera, en vertu de (1),
. wn—-i _ .
‘Pn(x)q(—l)n $n (—T):m“ (D blS)

N o l'\ " . ]- " L2 ] p 20
d’oll, en posant particulierement x — g 1 ©COS autres résultats numériques

[3)

1 1 R
Con g (— ?): 0; (Pz\nﬂ ( 9 ): ml)—! . (b)

Introduisons maintenant dans (5 bis) Vexpression («), nous aurons immé-
diatement ces résultats concernant les coefficients a,:

1 1
i __ - . 241
Gy ey G =0 >0,
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d'ol, en posant généralement

r %r

":(n—r)! ’

nous aurons

1
ay =1, “1:’5; dopry =0, >0,

tandis que l'équation générale (3) s’écrira sous cette forme nouvelle

O Op—i | Cp—p (— 1) o

1'"‘2!+3' +(r—{—l)'

ce qui montre clairement que les coefficients «,. sont éndépendants de n.

Or, cette équation nouvelle (7 bis) nous définit précisément les nombres
latlonnels dits nombres de BernouLLi, savoir

—0 (7 bis)

(_ 1)r—t

(2 f‘)! 'BM‘—A) 7">07

oy =—

ol B,,-, désigne le nombre de Ber~ourrr du rang #, tandis que les nombres B
&4 Yindice pair deviendront zéro.

Cela posé, nous trouverons pour nos polynomes ¢, (x) ces expressions

¢ () =2 -+ %
Cen . (8)
w0 =54 G L T
de plus, nous posons particulitrement
o (@) =1 (8 bis)

pour rendre appliquable la formule fondamentale (2) dans le cas n» =1 aussi.

Appliquons maintenant les formules numériques (4) et (6), nous aurons,
en vertu de (8), ces autres identités

2 2 _‘_E- l)n'
Pon (ﬂ?} =% (‘T '\L ]) Gon-4 (1‘) (2 ")y Bm'l) n > 17 (9)

ontr (B) =& (¥ -+ 1) (2% + 1) fonee (@ n>0, .

ol les f et ¢ désignent d’autres polynomes entiers de x d’un dégré égal a
Vindice,
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Revenons encore a la formule (2), elle s’écrira sous cette autre forme

’(P:n (x) due—=— Pon+1 (x)
Om (10)

: — 1)
0’ Pen—1 (.E) dx — Pon (“') + ((2 72))! . Bgn—~1 )

/

tandis que nous obtenons, en vertu de (2), cette série de TayLor:

h 2 I
o (0 1) == 00 (2) £ 520 1 2) b By o (b e, (1)

n

d’olt, en posant 1=-—1 et » 4 1 an lieu de », puis en appliquant (1), nous
obtenons ce dévcloppement en série de polynomes g, (xr) d'une seule puis-
sance de x:

an 1 1 L — 1)1
:] :1_1?"(‘%)“'2_[?71—1(“’)"1—31?11—2(17)—+Z§£—+#§00($‘) (12)

§ 2. ¢n (%) BT LA FONCTION & (f, 7).

Les formules (1) et (2) montrent clairement qu'il doit étre possible de dé-
duire le polynome ¢, () directement comme cas particulier de cette fonction
célebre

§==X0

C—t 1) Yot s, R(H<—1. (+)

Posons en effet .
o Z (— {7 x)
riE+1)’

nous trouvons cette généralisation trés étendue de (1)

Fop, () =

mt

Ft+1(x)—Ft+1(x—l):F(t+l)‘

(13)

et cette généralisation analogue de (2)
Dw F'HI(CL‘):Ft (J)), 9? (t) <"—2. (14)

Désignons maintenant par I, () cette intégrale particuliére de (13) qui
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satisfait & la condition Initiale

Foy (0) = — =0 13 bi
t+1 (0) = — W_{_—l)— ’ ( is)
ou ¢ (t) =1¢ (¢, 0) désigne la fonction célebre de Rirmaxy, la formule (14) s’écrira
sous cette autre forme aussi

&

7 (—
[Fewyao=Fu, @+ i% : (14 bis)
J ;

Plusieurs géométres ont donné le prolongement analytique de la fonc-
tion («), valable dans toute I'étendue da plan des ¢; nous nous bornerons &
citer ici MM. Lirscmirz (*) et Hurwirz (**) qui ont suivi une méthode analogue
a celle de Rimmaxn (***) et M. Meruiy (¥***) qui a appliqué un procédé ana-
logue & celui de MM. PiLz (¥*¥**) et Jungen (******) concernant la fonction ¢ (#).
M. Lipscrirz a étudié des fonctions beaucoup plus générales que ¢ (¢, ).

Or, un tel prolongement analytique de la fonction ¢ (£, x) connu, il est
évident que la fonetion générale (B) satisfait toujours aux formules (13) (14),
résultat qui peut étre démontré directement & l'aide de la formule de Rimmaxwy
concernant la fonetion ¢ (f) seulement.

En effet, supposons convergente la série (a), puis développons, a l'aide
de la formule du binome, tous les termes figurant au second membre de (),
nous aurons, en vertu de (),

Fuy ()= — éol‘éT;(f—ts—-:-S)l_) :

Cela posé, on voit que la série figurant au second membre de (15) est con-
vergente pour une valeur finie quelconque de ¢; de plus, supposons ® (f) << —1,
la fonction ainsi définie ;. (x) est intégrale de (13); c’est-a-dire que le théo-
réme fondamental de la théorie des fonctions analytiques montre, en vertu
de (14 bis), que la fonction (15) satisfait toujours & (13).

% |z| < L. (15)

#) Journal de Crelle, t. 105, p. 127-156; 1889.
p H
(#%) Zeitschrift fir Mathematik und Physik, t. 27, p. 86-101; 1882,
(¥##) Monalsberichle der Berliner Akademie, novembre 1859, Werke, p. 115-153;
Leipsic, 1892.

(¥***) Acta socielatis scientiarum fennicae, t. 24, n,° 10; 1899.
(*#%%) Habilitationsschrift; Jena, 1884.
(#re2#%) Comptes rencus, t. 101; 1887,
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Posons particulitrement dans (15) ¢=mn, ol n désigne un positif entier,
puis appliquons ces formules numériques bien connues (*) ot n désigne un
positif entier

1
'G(O):g' ((—2n)=0, n>0
(_ 1 ntd
2n 2
lim (¢, ¢ (1 4 ¢)) =
t=+40

£(—2n—1)= - Bunts, #>0

nous retrouvons précisément 'expression (8) pour ¢, (2); c’est-a-dire que nous

avons démontré cette formule intéressante

Z- (_ n, 'T)
n!

ny (x) - ’ (16)

qui semble avoir restée inapergue jusqu’ici.

On voit que la formule (13) deviendra illusoire dans le cas particulier,
olt ¢ désigne un négatif entier. Or, posons avec Gauvss

W (x)=DylogI' (x) = —C—f—s—Zw( 1),

s+ 1 oc—f—s

ou C désigne la constante d’Evrer, nous aurons

3|~

Y(r+1)—V(z)=
ce qui donnera

Win 0 (g 4 1) o) (g) = (T = DY

an

et voila précisément une équation aux différences finies de la forme susdite.

§ 3. SoMMES DE PUISSANCES DES NOMBRES ENTIERS,

Les formules que nous avons développées dans le § 1 nous permettent
d’exprimer sous forme simple, & 'aide des polynomes de Bersourry, la somme
de certaines séries numériques.

(!) Voir par exemple JuLius PeTERSEN: Torlesungen tber Funktionentheorie.
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En premier lieu, remarquons que l'application de la régle de Cauvcny a ce
produit

(%‘*‘;CT‘}* §3,+ (@ + a2+ a2* +-a;2° + - -+)

nous donnera pour les coefficients de la série de puissancesainsi trouvée des expres-

sions obtenues du premier membre de (7 bis) en y mettant (— 1)* a,, au lieu de a,,,

de sorte que nous obtenons immédiatement ce développement en série de puissances

@ @ (=1

S L B < k)

er— 1 2 . (2r)!

formule qui est due au fond & Eurer (*) et que l'on prend généralement

comme définition des nombres de Brrnourrnr (*¥).

Posons maintenant dans (17) 2« au lieu de z, puis — 2z au lieu de z,

nous aurons en ajoutant les deux équations ainsi obtenues

:Bop—y -2, 2| <2, (17)

s+ e-* 1 T (— 1) 2% \
ec—er x4 (27)] "Byt o] <Zm,
ol ce qui vaut autant
1 <P (2 =) ~
‘TOOtﬂx“ay*ré @ + Bypey - 274, |z < 1. (18)

Cela posé, la formule bien connue

ncotn_—,%+ —)( 1 1 )

o \e—r x +r

conduira & cette série de puissances

=00
ncot:x:%—?.z S |z] <1, (18 bis)
r=1
oll nous-avons posé pour abréger
1 1 1
82n:lzn+22n+3—25+“" (19)

de sorte qu'une comparaison des deux formules (18) et (18 bis) donnera cette

formule numérique
92— . w2n

Szn:W‘an 1) (19 bis)

(*) Introductio in Analysin infinitorum § 183, p. 144 de Pédition Lugduni, 1797, t. L
(**) Voir par exemple M. \. Ravicke: Die Recursionsformeln pir die Bernoullischen
und Eulerschen Zahlen, p. 3; Halle, 1880,
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ce qui donnera sans peine, en vertu de (8), ces expressions asymptotiques
valables pour des valeurs extrémement grandes de n:

(— 1)1, 2
(,D?n (x) prme W CcOo8 (2 T x) + Eon
(— 1yt 2y \ (20)
Yon+1 (m) o ?2 T;)Zz.f-i (Sin (2 T x) + Eg,ﬂ.i) s /s
ol ¢ doit satisfaire & cette inégalité
| 0P . en | <o, (20 bis)

olt o désigne une quantité finie donnée arbitrairement, tandis que p est un
positif entier fini mais d’une grandeur quelconque du reste.
Les formules (20) nous permettent de donner la théorie complete des
séries de polynomes ¢, (x), comme je I’ai fait voir dans une Note récente (¥).
Il est trés remarquable, ce me semble, que la somme de puissances po-
sitives des nombres entiers

Se—1p 4 20 301 ... | 4p

s'exprime trés simplement & I'aide des fonctions de Brrxouvrur aussi.
En effet, mettons dans cette identité

@t hpr —1=(P T e (P Yo (P

successivement x=—1, 2, 3,..., n, nous aurons, en ajoutant toutes les équa-
tions, ainsi obtenues, cette formule récursive

o Dem— e = s P s (P s @

Cela posé, la conclusion ordinaire de p & p - 1 montrera que S’ se
présente sous forme d’un polynome entier du dégré p + 1 de n, dont les
coetlicients dépendent de p seulement et dont le terme indépendant de n doit
étre zéro; de plus, nous aurons évidemment

St — 8, —nP;
c’est-d-dire que nous avons démontré cette formule générale

1P 4202 438 4 ... P — Py (), (21)

(*) Mathematische Annalen, t. 58,
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olt nous avons posé pour abréger

Bonty (T) =(2 ﬂ) ! Yon+1 (x)

(I)en (JC) — (2 ”’) ! (?2” (x) + (— 1)” * B‘:n l) * s

n!

(21 bis)

Quant aux polynomes &, (x), nous aurons, en vertu de (5) et (9), ces
formules

O (—2) =(—1)r P, (x 1) (22)

Dy (&) =2 (2 -+ 1) hopy (), 7 >1 )

, (22 bis)
Oy ()= (2 + 1) (22 4+ 1) kops (x), >0, )
ou les h et k désignent des polynomes entiers de 2 et d'un dégré égal &
Pindice.

Nous nous bornerons & remarquer seulement que les formules (10) nous
permettent de sommer aisément a 'aide des fonetions ¢, (z) aussi ces deux
séries trigonométriques infinies

X os (27w x) e sin (21 7 )

“
— o Y ?
16—_‘1 Fo r=1 (A

ol n désigne un positif entier; car nous aurons

B

N sin (2 r ® 2) _

—nwx, 0<<zx<<l.

Do

o N
r—l ?

C’est précisément & I'aide de telles séries trigonométriques que Raase (¥)
a introduit les fonctions ¢, (#) de BernourLr. Quant a l'histoire des fone-

tions de BersourL, on peut consulter du reste avec avantage la thése de
M. H. Rexrer (**).

*) Journal de Cielle, t. 42, p. 8.
p
(*¥*) Thése de doctorat; Berne, 1900.
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I, — Nombres de Stirling,
§ 4. ForMULES NUMERIQUES.

Aprés cet apercu d’une théorie des fonction de BerxourL: revenons main-
tenant & la définitions des nombres de StirLNe, savoir & ces deux identités

s=n

g@+1).. (@)= 3 Chp.anit-s (23)
8§=0
1 NSO |z | > n, (23 bis)

e 1), (@) b preries
nous verrons tout d’'abord la vérité de cette assertion:
Le nombre C est la somme de tous les ( )p; oduits & r facteurs dif-

férents choisis parmi les n nombres 1, 2, 3,..., n.
Quant & G, appliquons cette identité bien connue

2! s=n 1
e L W

nous aurons sans peine, en vertu de (23 bis), cette expression explicite

. 1 s=n—1 n
(‘Sn—i-l 1 E (— l)s (" - s)n+7‘; (24)
n. $=( S
prenons encore comme deﬁmtlon de G4, ou » désigne un positif entier, la
formule (24), nous aurons a I'aide des principes du calcul aux différences
finies
6 =0, 1<r<n—I. (24 bis)

. Cela posé, nous aurons a déduire directement & 1’aide des deux for-
mules (23) une suite de propriétés remarquables des nombres de Smirrive. En
premier lieu, multiplions par x -+ n la formule (23 bis) et celle obtenue de (23)
en y mettant » — 1 au lieu de n," nous aurons ces deux formules récursives

n-}-l — 0:1 —I_ n 01_1 )

, ) . (25)
4 :(S;z+1_n@n+l7 )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



et les nombres de Stirling. 299

En second lieu multiplions par cette série de puissances négatives

1 "1 n n? ns

v+n =z at +m3‘x4 T |e[>n,

la formule (23) et la formule obtenue de (23 bis) en y mettant # — 1 au lieu
de n, nous aurons respectivement ces deux formules élégantes

r e —1 9 r—2 .
Cop—nChi+n 0 — - (=1 Chp =C), )
G An6 " +nC e G =6y )
Démontrons maintenant une autre formule numérique trés fondamentale
q
dans les recherches qui nous occupent ici. A cet égard mettons dans (23)

n - p au lieu de n, pais multiplions par (25 bis) la formule ainsi obtenue,
nous retombons dans cette identité

(+n+D(x+n+42)...(z+ntp)= )
s=p—1 \ (a)

= ¥ (x4t nt+ 1p-s.0s. 5

s=0

(26)

Ordennons maintenant selon des puissances ascendantes de z le second membre
de (a), puis cherchons ici et dans la série de puissances obtenue par la mul-
tiplication susdite le coefficient de la méme puissance aP-", nous trouvons
cette identité numérique tres générale

s=r L . sz —_3 s .
PG RS (i IR TR ]
dans cette formule il faut, pour des valeurs plus grandes de r, supprimer
tous les termes contenant des coefficients C7 pour lesquels m > gq.

Un procédé analogue nous donnera cette autre formule générale analogue

A (27)

= S ¥ -8 8 =< -r —1 —s (R ¥-% < :
Y s G S (T T e ey, @t
s e

ou 1l faut, pour des valeurs plus grandes de 7, supprimer au premier membre
les mémes termes que dans (27).

Posons par exemple dans (27) et (27 bis) » =20, nous aurons ces for-
mules particuliéres

r o p—Ss s
pH1— ?0 (7 _ s) Gy /
- \ (28)
. sz‘r [ + c— 1 o -8
Cop1= Z (p ) ) GCp
3=0 s
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Or, parmi les formules plus particulieres qui peuvent &tre déduites de (27)
et (27 bis), celle obtenue de (27) en y mettant . p—1 au lieu de n et
n -+ q au lien de 7, savoir la formule

S_E()l(—— Ly Oyt gt —0, (29)
8==
est certainement la plus intéressante, nous le verrons bientdt. On voit du reste
que la formule correspondante tirée de (27 bis) deviendra beaucoup plus com-
pliquée.

On peut soumettre les définitions (23) "et (23 bis) & un nombre d’autres
transformations, dont nous nous bornerons & indiquer ici une seule. A cet
égard, mettons dans (23) et (28 bis) # — 1 au lien de x, puis multiplions
respectivement divisons par # 1, nous aurons immédiatement ces deux autres
formules

Ch=3 (-~ 1y ("_:Jr S) v (30)
&+ 3 (0" T e, (30 bis)
s$=0 \ © 7

Kliminons ensuite de (28 bis) et de (30 bis), & I’aide de la formule récur-
sive (25), le nombre G5, nous aurons, aprés avoir posé 7 4 1 au lieu de 7,
ces deux autres formules

we Gy = SE: (r H n) 65
s=0 \$ + 1 (31)
s=r—1] .
r -G = Z (___ 1)3 (7 + %) 622{1. ,
s=0 S + 2

Une autre formule récursive tres singuliere peut étre obtenue de cette
maniére: Posons dans D'identité

v+ 1)...(x4+p—1)=ChaP  Cpa?-t+ ...+ Cyiz

suceessivement x =1, 2, 3,..., n, puis ajoutons toutes les équations ainsi
obtenues, nous aurons, a l’aide d'une formule sommatoire élémentaire trés
connue,

n(n-1)...(n+p)

p 1 =Cp. 8+ Cp. S -+ 057 S,

formule de laquelle Frrmar a fait usage de quelques cas particuliers pour
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trouver les premiers des sommes S,, mais sans introduire les nombres de
StiruiNG.
Cela posé, je dis que nous avons par la cette identité beaucoup plus gé-
nérale
2(@+1)...(2+p  TF oy .
— = ¥ 2.¢,_ 3 32
p+1 qzzto CP Pqﬂ(x)7 (32)
en effet, il est évident que I'equation algébrique (22) du degré p + 1 par rap-
port & « admet comme racines toutes les valeurs positives entiéres de .
Introduisons maintenant dans cette identité, au lieu des polynomes @, (z),
les expressions tirées de (21 bis) et de (8), nous aurons cette formule ré-
~ cursive '

~

= (_1)8(2)—7'—;—823+1

1 p—r+2s41 Beoe . OF7%(33)

” NN Yr-1
pHL C,, + (’11 .

p+1 p—r+1 2 g

L.

Il

ol les By, désignent les nombres de Brrrourri. Dans mon premier Mémoire
sur les séries de factorielles (¥) j’ai démontré la formule (33) & V'aide de la
célebre série de Stirning; le cas particulier » =—p appartient 3 M. A. Ra-
DICKE (**).

Enfin, appliquons les formules de Nrwrox concernant les racines et les
coefficients d’une équation algébrique, nous aurons cette autre formule nu-
mérique.

Cop1 .S —Copa . SH' - Copy ST — -1 )

(34)
Co (=1 O S (=T p . Chyy =0, )

Cela posé, la conclusion ordinaire de p & p 4- 1 donnera immédiatement,
en vertu de (34) et de (31), ce résultat concernant la forme analytique des
nombres €., et €., considérés comme fonctions de n:

Les nombres Chyq et 6,1, de StrLiNe se présentent sous forme des po-
lynomes entiers du degré 21 de n, dont les coefficients sont des nombres ra-
tionnels indépendants- de n; de plus, les termes constants par rapport i n
dans ces polynomes s évanouiront. :

(*) Annales de PLcole Normale, 3.° serie, t. 19, p. 442 1902,
(**) Dic Recursionsforimneln fitr die Bernoullisclien und Eulerschen Zallen, p. 15; Halle,

1880.
Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 40
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§ 5. QUELQUES APPLICATIONS DES NOMBRES DE STIRLING.

Revenons maintenant & la formule (29), il est trés facile de démontrer
ce théoreme :

Cherchons de ce systeme des édquations lindaires algébriques
bl — al )
bn+x - C?z An+y _l" C:; an —[‘ e + C;Lz_l a, )

les quantités as, @ Uaide des bs, nous aurons des expressions de celte forme:
a,=b, )
Uniy = 801 bury — 6 b - - A+ (=171 651D, )
et inversement.

En effet, il faut substituer simplement dans (35) les expressions (35 bis);
de cette maniere nous retombons dans des formules de la forme (29), ou nous
avons posé g —=p—mn -+ 3. .

Appliquons ce théoréme, la formule (23) donnera cette formule inverse

(35)

(35 bis)

s=n—1
r= ¥ (—1pC .2+ (z+n s-—1), (36)
s=0
tandis que la formule élémentaire de StiruiNG

1 1 sPa(e+1)... (e +s—1)

e T A D). et R (2 —a)>0,
donnera cette inversion de (23 bis)
1 8= C§_11, )
97:3;};9?(53_‘_1)...(.”—*—8——1)’ % () > 0. (36 bis)

Dans la théorie des dérivées d’ordre supérieure d’une fonction de fone-
tion nous trouvons en outre ces deux formules (*)

Diflogsn) =, B (1 Ci(fe 0i)
s=0 t=logx
et s (37)
D: f\e’”) — z eln-s)z A (/‘(n—s) (t))
s=0 t=ex 9

(*) Voir par exemple ScunomiLca: Compendiun, t. II, pp. 10-12.
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dont V'une est 'inverse de l'autre; & ’alde de ces formules nous trouvons sans
?
peine ces deux séries de puissances

— 1) s:?o "s
(n!) '(log(l——/c) 2 et el <,

& (n + 9)! .
¢ (8Th
1 '(1—-6 xn_sif ( 1)5 G mnas g ( IS)
n! / & )l KAz

dont Ja scconde est appliquable dans toute I’étendue du plan des .

Quant aux nombres G}, nous avons encore a démontrer ces deux pro-
positions intéressantes:

1.2 Développons selon la formule polynomiale Iexpression
(@, + @+ - -+ ap),

puis désignons par Qu,p la somme des coefficients figurant dans les termes
divisibles par le produit a,a,a;...ap, nous aurons généralement:

Qyp = ! 67 - (38)
Dans le cas particulier p =2, nous aurons immédiatement

Qn,zzzn—2:2.(§;_2’ (a)
tandis que l'identité

(a,+ @+ -+ ap)t =

= i\
L (s)a,(u2+a34—----}—ap)“ y
donnera la formule récursive

s=i—|
=5 (") 0o o

s—1
appliquons ensuite (24 bis), les formules («) et (8) nous conduiront immédia-

tement au but & V'aide de la conclusion de p —1 a p.

2.0 Pour la différence d'orde supérieure d’une seule puissance nous
obtenons cette expression

S:? P
wear=nl 3} )rioer, p> (39)

r=n

ce qui est une conséquence immédiate de I'expression bien connue
S=n

Argp — 3 (— 1) ( ) €+ n-—sP

s=0
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§ 6. Sur UNE EQUATION AUX DIFFERENCES FINIES PARTIELLES,

Pour une étude plus approfondie des deux polynomes entiers du degré
2r de n qui représentent les nombres C},,, et ¢}, il faut introduire, au lieu
du positif entier n, une variable continue. Or, il est évident que les formules
récursives (25) et I'analogie du procédé qui nous a donné les polynomes de
Bernourrr au lieu des sommes S% nous conduisent naturellement & cette équa-
tion aux différences finies partielles:

Fo(w+1)=F,(0) + (z + ) F, ,(a), (40)

ol r désigne vn positif entier, tandis que x est une variable complexe.
Considérons tout d’abord le cas particulier, ol

Fy(ry=1; F,(0)—0 pour r>0, (40 bis)

la conclusion ordinaire de # & r 4 1 montrera clairement que le cas parti-
culier correspondant de (40) a comme intégrale particuliere un polynome entier
du degré 27 de x et dont tous les coefficients sont des nombres rationnels.

Nous désignons par W, (x) le polynome du dégré 2 r de x qui satisfait
aux conditions (40) et (40 bis).

Cela posé, la définition de Yy, (x) et le résultat que nous venons de dé-
montrer concernant la nature des deux nombres C, et ¢;,41 nous donnent
évidemment ces deux formules remarquables

0'[:4—1 =Wy (n), Cpy—Vor( p— 1); (41)

¢’est-a-dire que nous avons démontré cette proposition intéressante:

Les nombres de Stiruize C,qy et 6, sont connus tous les deur, si nous
savons & calculer le polynome W, ().

Ce polynome ¥,,(x), essentiel dans la théorie des nombres de StirLing,
jouent un role fondamental dans la théorie de 1'équation (40) aussi. En effet,
il est tres facile de démontrer cette proposition remarquable:

Supposons connue une intégrale particulier f,.(x) de Uéquation générale
(40), o F,(x) est une fonction donnée, Uintégrale générale de cetle méme
dquation se présente sous cette forme

Foiw) =y (a) + 3 Ko @) Yar @),
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ot les coefficients K (x) désignent des fonctions arbitraires périodiques de
avec la période additive + 1.

Démontrons maintenant ce théoréeme général concernant les fonctions ra-
tionnelles et entiéres W,, (z):

Supposons r >0, nous aurons une identité de cette forme

V@)= +NHae@x—1)...(2—7r 4+ 1) ¢, (2), (42)

0l ey (x) désigne de nouveaw un pclynome entier de x et d’un dégré dgal &
Uindice; de plus, le polynome ¢, (x) est encore divisible par x (x 4+ 1).
Quant & la démonstration de (42), revenons a (40), savoir & la formule

Wor (# -+ 1).=Wor (#) + (2 + 1) War 2 (),

puis, mettons-y x =10, nous aurons, en vertu de (40 bis), ¥,,. (1) =0, pourvu
que » > 1, posons ensuite x = 1, nous aurons ¥,, (2) =0, pourvu que » > 2
et ainsi de suite, de sorte que la conclusion ordinaire de » & » 4+ 1 donnera
généralement ¥, (s) — 0, pourvu que » > s. Enfin, I'hypothése « = — 1 donne
encore ¥,, (0) =W, (— 1) =0, pourvu que » >0, et voila la démonstration
complete de (42).

Quant & la proposition concernant Je polynome ., (x), je dis que nous
avons entre les deux classes de polynomes ¥, (x) et W, (x) des identités de
cette forme '

By () — W3 (2) . P () + Wy () Dpy () — - - - )
o (=D W, () by (@) - (— 1) W, () == 0. )

En effet, (43) est une équation algébrique du degré 2+ de x, mais elle
admet, en vertu de (34), comme racine toutes les valeurs positives entieres
de w; cest-a-dire qu’elle doit étre une identité formelle, valable pour une
valeur quelconque de o,

Posons maintenant dans (43) — (z -+ 1) au lieu de z, nous aurons, en
vertu de (22), cette nouvelle identité

Py (@) 4+ Vo(—2 —1).Dp (&) 4+ - - )
et W (—z— D) b (@)= W (2 — 1),

(43)

(43 bis)

d'olt la formule numérique analogue & (34)
S+ 6 ST 6 ST e S =1 €. (34 bis)

Cela posé, les formules (22 bis) concernant la divisibilité des polynomes @, (x)
montrent clairement, en vertu de (43) et (43 bis), que W4, () doit étre divisible
par x*(x - 1)?; c'est-a-dire que ¢, (x) est toujours divisible par x (x 4 1).
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Remarquons encore que la formule (43) donnera, en vertu de (8) et
(22 bis), ces deux résultats numériques

(—1r

Wi (0)=0, WE(0)=""_" By, r>0, (44)

tandis que nous obtenons ces formules particulieres

V() =¥y (2 1) =, () — T0F D, (45)

§ 7. FORMULES RECURSIVES POUR LES FONCTIONS W', ().

Quant au calcul véritable des polynomes W, (x), les définitions (40)
et (40 bis) ne sont pas commodes; c’est pourquoi nous avons & chercher
d’autres formules récursives en appliquant aux formules du § 4 la méme mé-
thode qui nous a donné les identités (32) et (43).

De cette maniére les formules (24) se présentent comme des cas parti-
culiers de cette méme formule plus générale

Y, (x) — X Wor—z () + ¥ Wopy () — - - - )

o (=1 AT W (1) =W (2 — 1), )

Pour obtenir des formules récursives d’un caractére beaucoup plus gé-
néral revenons aux formules (27) et (27 bis) et posons-y # + 1 = —x,

n -+ p=1y, ce qui donnera p=—x -+ y -+ 1, nous aurons cette formule géné-
rale pour l'addition des arguments dans W, (x):

(46)

=

2 (— I)S.‘F‘-’s(x) Wor 9s (y) —

s=0

L ‘ (47)
:bi (.v—ry—s +1

r—3=:

1

) (—a) *Wo (& 1+ y), |

s=0
formule qui nous donnera naissance & une foule d’autres obtenues en spécia-
lisant simplement les deux variables indépendantes « et y. Ici nous avons &
étudier ces trois cas particuliers de (47) seulement:
1.° Posons #=-—1 et mettons ensuite >~ + 1 au lieu de ¢, nous
aurons, en vertu de la formule fondamentale (42),

Vol 1) — o le) = 5177 @), (48)

s=0
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formule qui nous exprime la différence A W,, (x) & 'aide des fonctions ¥ aux
indices inférieures; exprimons encore, & I'aide de (30), la méme différence,
nous aurons, en vertu de (48)

s=r—1 —_
ot 1) Vo 0) =" 8 (770 T (o)

ad
s=u

ou bien, aprés avoir uni les deux termes contenant Ja fonetion Wy, () et
puis posé » 4- 1 au lieu de 7, cette formule récursive trés intéressante

r . W () = s:—gl (;U :z i‘ }) Wy (). (48 bis)

2.° Mettons dans (47) =1 et posons x —1 au lieu de g, nous
aurons cette autre expression de la différence de W, (x— 1):

\V‘zr (.’L‘) - qf;‘r (x — 1) —

s=r-1 — N 49
= =Wy o(r—1)— 3 (—]/“S(x ,._S_jl) Was (2). )

§=0

Soustrayons, puis additionnons les deux formules (48) et (49), nous au-

rons respectivement
‘ r

o<
2 [ e g €1
AWy (r-—1) =Wy o(x—1) + 2. Z“ (x 72828 ' l)qf.zr is(x)  (B0)
Upe(@ 4 1) —Wor (2 — 1) = — \
<1 (50 bis)
Vo(x—r 42
—Wopp(z—1)+ 2. S;I (x 9 ;___{_1 S) Wor 452 (). )

3.° Posons enfin dans (47) y ==z et 2+ + 1 au lieu de », le premier

, . 2 . x .
membre de cette formule s'évanouira évidemment; posons ensuite o au lieu

de x, nous aurons cette formule nouvelle

Aprés ces applications de la formule générale (47) revenons aux autres
formules numériques développées dans le § 4. Considérons en premier lien la
formule (30), nous aurons pour la_différence A W,, (x — 1) cette nouvelle ex-
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pression qui n’est pas formellement identique & (49):

Vo () — Wy (2 — 1) = E

s=1

z—1r+s
(— Iy 1( Z i )ly:w-‘zs (x); (52)
appliquons encore & cette formule I’équation aux différences finies (40), nous
aurons cette formule nouvelle

ur F{T] x—1r+ s .
(x—r). Yo () =2 . Vo, (x—1)— X (— 1) s 41 W os (). (H2 bis)
=1 R
En second lieu la formule (33) donnera cette formule récursive trés re-
marquable contenant des nombres de Brrxourwn::

’x—-r—{—Qs—i—l)

. . <L (=1
‘Iz,-(.c)_‘hr(x—l)_ v ) 2s
r+1 x—r-+1 =) x—r -+ 25+ 1

' B?s-l ’ Iy-zr -48 (x + 1) (53)

Cela posé, considérons maintenant ensemble toutes les formules récursives
que nous venons de développer; il est évident que ces formules ne sont guére
commodes pour un caleul pratique et pour une étude approfondie de la na-
ture analytique des fonetions Wy, (z). En premier lieu, le degré de Wy, (x) est
assez €lévé et, en second lieu nos formules susdites contiennent des coeffi-
cients du binome, de sorte que leur application plus générale exige de la
connaissance étendue de ces coefficients ou, ce qui vaut autant, aux facto-
rielles; c’est-a-dire aux nombres de SmrLiNe eux-mémes.

Introduisons maintenant au lieu des fonctions Y5, (z), dans les formules
en question les expressions correspondantes (42), nous pouvons éliminer tous
les coefficients du binome et abaisser beaucoup le degré des polynomes inconnus.
C’est pourquoi nous Jaissons tomber & jamais, dans nos recherches suivantes,
les polynomes W, (x) pour introduire Jes fonctions conjuguées ¢,_, (x), pour
lesquelles nous proposons le nom: polynomes de StirniNG comme analogie
des polynomes de BersourLr
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III. -— Polynomes de Stirling.
§ 8. ProPRIETES FONDAMENTALES DES POLYNOMES DE STIRLING.

Introduisons dans (40) les expressions correspondantes obtenues de (42),
puis appliquons les formules particulieres (44) et (45), nous démontrerons
immédiatement la vérité de celte assertion:

La fonction ¢, (x) du rang r de STiRLING est entiérement définie & Uaide
de ces conditions

@+ 2 e+ D=(2—1) e (@) + @+ 1) frs () (54)

1 — 1) .
b=y b @=0, puut(0) =TI Busy,  (B4big
ol Bs-, désigne le nombre du rang » de BerxovuLLL
De plus, appliquons les formules (41) et (42), nous aurons pour les nom-
bres de SmirrLiNg ces deux expressions générales, valables pourvu que » > 0:

Conn=m+nmr—1)n—2)...00 —7r + 1) ¢ (n) )
Crp=(—=1*nm+Dn+2)...00+ )¢ ( n—1). )

Or, pour un caleul pratique des nombres de StirLive ces formules sont
certainement beaucoup plus simples que les formules récursives (25) que I'on
a appliquées ordinairement jusqu’ici; mais pour une étude approfondie de tels
nombres les fonctions ¢, (x) sont entierement nécessaires.

Nous savons que ¢, (z) est un polynome entier du degré » de x; posons

Yo () =0%2" + a2t + .- - 407 4 0}, (56)

puis introduisons de telles expressions dans (54), nous trouvons des formules
récursives contenant les coefficients o, savoir

(55)

(2 —p +2).0? =a¥= + o2, -—Ffl[(p ’_:_‘; 1) + 2 (" . 3)] e, (37

s=0 p—s

(21 4 2)at=ad_,. (57 bis)

On voit que la formule générale (57) est trés compliquée; c'est pourquoi

Annali di Matematica, Serie 1II, tomo X. 41
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nous avons i chercher, & 'aide des formules du § 7, d’autres formules récur-

sives plus commodes.
Appliquons en premier lieu la formule (48 bis), éliminons & 'aide de (42)

toutes les fonctions W, (x), puis mettons » + 1 au lieu de », nous aurons
cette premiére formule récursive -

(r 4 1) 4 (2) = Hgmzl(,Tjj—;, foilx);  (58)

la formule (49) donnera de méme, en vertu de (54)

B (=1 .
THL (’7‘——1) Tl) Z (S+ LPT 3( ) (7‘+2)' (58b]S)
tandis que (51) donnera cette relation récursive plus particuliere
2 x \2r+i
s:‘li;—l — 1)1 s
+ s=0 (_S')— (27 —2r + S) (%) ‘#27‘—3 (x). S

En second lieu, la formule récursive (53) donnera pour les polynomes
de SmiruiNe cette formule remarquable

g+ ) =20y @)
<« X
+ s‘:ﬁ =4 (f{s}? +33, Basi - oo (@) + (60)
r+1

(— 1) Br‘ i~

T

formule qui est moins commode & cause de ’argument z + 1 qui figure dans
le polynome de SmrLiNe au premier membre. Eliminons. maintenant & I'aide
de la définition (54) la fonction ¢, (x 4 1), nous aurons cette formule nouvelle

?

(r+1)(w—r)%(x)~x(x D @)+
(x -+ 2 % — 1 ((:12:-5'7' 29 : B?s—i ' ‘Pr—zs (1') + (60 bls)
rH
(—1D? (x4 2 . LT
t—GFnr Brosinty
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On voit que pour # pair le dernier terme au second membre des deux
formules (60) s’évamouira. :

Montrons maintenant qu'il est possible de déduire, & V'aide des formules
précédentes, une suite de rélations numériques trés intéressantes.

Posons par exemple dans (58 bis) # —-— 1, nous aurons immédiatement
wen=~0 (61
tandis que la définition (54) donnera pour x —=r
bolr 1) ==L g )
d’oli. en vertu de la valeur initiale ¢, (z) = % )
bo(r + 1) = 55 (62)

mettons encore dans (54) x =7 -+ 2, nous aurons, en vertu de (62), cette
formule analogue

o (r +2) = r+3( + + + - +r+2) (62 bis)
Remarquons encore que (54) donnera ces autres résultats numériques
1
$or (0) = ¢ (— 1) =0, o (1) = 5 $or—1 (0) (63)

1

Yor (1) = b e (=) =—_ g (0).  (63bis)

§ 9. FORMULES RECURSIVES POUR LES COEFFICIENTS 9.

On voit que toutes les difficultés concernant le caleul des nombres de
StirLing sont concentrées dans la détermination des coefficients o5 introduits
dans la formule (56), et les formules numériques du § 8 indiquent que ces
difficultés sont sans doute trés pémibles.

Déterminons tout d’abord les expressions générales du premier et des
derniers des coeflicients o.,
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1

Quant & o, appliquons (57 bis), puis remarquons que 03:§ » 10US au-

rons immédiatement

1
T g o E D (64)
tandis que les conditions (54 bis) donnent pour o) ces résultats:
9 — - 1 r—i .
o =0, gg',,gl:(_(_ﬂ)j!__ . (64 bis)

Déterminons encore le coefficient 3,75 & cet égard introduisons dans (59)
les expressions correspondantes (56), nous aurons généralement

as 2oyt = szi-l (= 1) o %' — (201 — 8) oyt +
2r 2r = s19s 2r—s 2r—s J

(2)
(=yr(2r—p)
+ 2v ., pl s
et en particulier, en vertu de (64 bis)
oy 20 =1 (V™= p (65)

N CEO)

tandis que I'hypothese p-=2 donnera, en vertu de (a), cet autre résultat
numérique ‘

gmg 21 —1 4 (— .
03, P = 4 . O‘%,._El m « Bar 1. (65 blS)

Nous avons enfin & appliquer ici les formules (63), ce qui donnera, en
vertu de (64 bis) et (65), ces formules élégantes

s=r—1 % s=r‘—l ol (_~ 1);‘—1 B
A= A =g B %9
=1, (— 1) (@9t —r -+ 1)
) - .
SA=40 92p—1—— ir. (2 1‘)‘ Bzr‘i / (66 o )
S (DA D@D ’
= 4r.(210)! a1

Revenons maintenant aux formules générales (58) et (58 bis), nous aurons
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respectivement
p—$ s=p—l gy g1

(7‘ + 1) azo — Ep (:r—}_s21 013—8—1 (67)

=gl (r — —25+42 _—
@r—p+ Y=ot — 3§ (170 TEESEER  (6Tbiy

s=)
Ces deux formules sont tres compliquées il est vrai et les formules ré-
cursives analogues obtenues de (60) et (60 bis) deviendront beaucoup plus
compliquées encore. Néanmoins les formules (67) nous donnent un moyen

pour obtenir de la connaissance générale relative a la nature analytique des

coefficients of..
A cet égard nous avons tout d’abord & éliminer des deux formules sus-

dites le coefficient s2_;, ce qui donnera sans peine

par—_7gp_l+ 24 5—1—2)' 0r 51

S A(r—sy rtp—2s+2  sK12r—25—2 s
+ X = ( ) z ‘ v

(68)

p—s) Tp=st1 7 A Tergr  Trestio

dans le cas particulier p =1 il faut supprimer au second membre de (68) la
derniére somme qui deviendra illusoire; nous aurons dans ce cas

—

Combinons maintenant ce résultat particulier avec celui obtenu de (64)
pour ¢%, la conclusion ordinaire de » & # -+ 1 donnera ce résultat général
concernant la nature analytique du coefficient ¢?:

Le coefficient général of se présente sous cette forme

S .
"= (r+DTe+’ (69)

ot fop (1) désigne un polynome entier du degré 2p de r et dont les coeffi-
cients sont des nombres rationnels qui dépendent de p seulement.
C'est-a-dire que nous avons & étudier maintenant les polynomes fop (7).
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§ 10. SUR LA NATURE ANALYTIQUE DES COEFFICIENTS 7.

Pour étudier plus profondement la nature des coefficients o2 il faut in-
troduire dans les formules du § 9 une variable continue au lieu du positif
entier 73 a cet égard posons

f’p(x)zr—(‘;:%’ fo('x)#l, (70)

nous aurons, en vertu de (69), cette formule numérique
ap (1) =373 (70 bis)

c’est-a-dire que les formules (67) et (67 bis) donnent ici ces identités beau-
coup plus générales

ST 6p—s (¥ —s — 1)
@+ 1)op(w)=Y 2L —
& Gto! / an)

Kt —s+1

— & Grgr wel@—s—Dh

(22 —p+2)0p (®) =0p- (¥) +op(x— 1) —
=l —s\e+p—2s+2 ) (71 bis)
2 (p—S) FETET eI

8=0

car introduisons dans ces formules les expressions (70), puis supprimons le
diviseur commun 1" (x + 2). 2+, nous trouverons deux équations algébriques
du degré p par rapport & x et qui ont comme racines toutes les valeurs po-
sitives entieres de .

On voit que les formules (71) contiennent des factorielles aussi; c¢'est-a-
dire qu’il faut éliminer ces factorielles pour obtenir de I'enseignement concer-
nent la nature générale des fonctions ap (x).

Or, je dis tout d’abord que nous avons généralement

7 (0)=0, p>0. (12)

En effet, ce résultat est certainement vrai pour p =1, ce qui est une con-
séquence immédiate de la formule (68 bis). Supposons ensuite vraies les for-
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mules correspondantes pour les indices 1, 2, 3, 4,..., p — 1, puis mettons
dans (71) et (71 bis) x =0, nous aurons respectivement

255 (0) =p-1 (— 1) + 5p (— 1)
—(p—2) 0p (0) = ap (— 1) - 55 (— 1),
ce qui donnera immédiatement ces deux résultats numériques
op(0) =0, op(—1)=—0p-y(— 1) (72 bisy

Cela posé, il est facile de démontrer cette proposition générale:
Supposons p >0, la fonction o, (x) se présente sous cette forme nouvelle

—1...(x— 1)
(o) = s )

(13)

oit sp () est un polynome entier du degré p de x, et dont les coefficients sont
des nombres rationnels.

La démonstration de (73) peut étre établie aisément par la conclusion
ordinaire de p —1 & p, si nous remarquons que la premidre des formules nu-
mériques (72 bis), donnera, en vertu de (73), cette autre

1
| sp(—1)=;- (74)
En effet, définissons & I'aide de (73) la fonction, rationnelle en tous cas,
sp (), puis introduissons dans (71) et (71 bis) des expressions correspondantes,

nous aurons respectivement

(e—pYsp(r—1)—(2—1)8p—1 (x— 1) op+2

8p (¥) = + ==+

~ x (p + 2)! 5)

=g et (@—p)sprl@—r—1)—(zx--r—1)sp—r—s(x—r—1)

r=1 (7'+2)! r—r

Qr—p+2)5@="0INCIDs@-Dteu@rl)

Yo dp— +'2 % (75 bis)
=Flr 4+p—27
A T (p—rF ) 8- (), /

formules dont la dernidre montre clairement, en vertu de (74), que sp () doit
étre un polynome entier de , pourvu que s, (2), s, («),..., Sp- () le soient
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Remarquons encore que le polynome s,, (x) est divisible par z—2p,
parce que nous aurons toujours 32 — Q.

Quant au caleul successif des polynomes s, (x), il faut avant de tout
éliminer entre les formules (75) la fonetion sp(x-— 1), ce qui s'effectuera
sans peine., En effet, posons pour abréger

(2 — p 4 1) sp () — 2 sp-s ()

yo(2) =1, yp(2)= e ) ) (16)
nous aurons, en vertu de (75) et (75 bis), cette formule générale
1’=p‘—1 _!_ — 92 2
Pip() =—2(x+ Vsp,(z— 1)+ % x( L __"IJ: 8, ()
=0 p r ) . (
(17)
_;_ri‘p_}iz ! (x—r—l)' \
AT ’

nous voyons, en vertu de (74), que la fonction y, (x) est un polynome entier
du degré p de z.

Remarquons en passant que les deux formules (60) et (60 bis) nous don-
nent de la méme mani¢re deux formules assez compliquées qui contiennent
des fonctions v, () aussi.

La formule (77) est une formule récursive véritable pour le caleul suc-
cessif des polynomes s, (x); de plus, elle ne contiennent aucune factorielle
de Pargument x; mais cette formule est extrémement compliquée. En effet,
elle ne semble pas pouvoir donner de l'enseignement général relatif aux
coefficients du polynome s, (x). Pour le premier de ces coefficients nous au-
rong cette expression générale

(=1p
62, pl

§ 11. R¥SULTATS PARTICULIERS.

Appliquons la formule (77), nous obtenons pour les premiers des poly-
nomes S, () ces expressions
8o (1) =1

x—h
sl(x):—-—-g«
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() == =1

S (Ax):—6—41—5(5x’—120:c’ + 619 2z — 336)

s@) =S (5 —1T02* + 1271 2 4 150)

de sorte que les premiers des coefficients o} se déterminent & I'aide de la for-
mule (73), savoir:

o 1 =1 ... (r—p+1) .
G,-—2——-———r+i(r+1)! ’ Uﬁ—— (7~+1)!2r+1 'Sp(?).

Quant aux polynomes de SrirLING
Yo (1) =0 a" Fohart 4 - o o,

les résultats précédents nous permettent de calculer les premiers de ces po-
lynomes, parce que leurs coefficients sont connus immédiatement.
Le calcul des polynomes susdits peut étre poussé plus loin encore & 1’aide

de la formule (60 bis) et & I'aide de cette petite table des nombres de BEr-
NoULLI (*).

1 1 A 1 5
’ B3:3‘0_7 B5:E7 B7:%7 B9:6—6—'

Nous aurons par exemple pour les premiers des polynomes de StirLiNG:

1

$o (“‘):‘2'

b (@)= B+ 2)

1
6128

g (@) = (1523 4 15 2* — 10 2 — 8)

(*) Voir J. C. Apawms, dans le Journal de Crelle, t. 85; 1878; Apams donne les va-
leurs des nombres B B;... By.
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by =22 (305 —4)

4o () = gz (63 28 — 315 ° — 224 * + 140 @ - 98)

¢6(x):%ﬂ(9m4*18x3a57x’+34w+80),

de sorte que les premiers des nombres Chsi et Gl peuvent &tre caleulds,
pour une valeur quelconque de , & I'aide des formules (55).

Copenhague, le 5 février 1904.
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Note sur quelques applications analyti-
ques des polynomes de Stirling.

(Par NipLs Niesex, & Copenhague.)

Dans un Mémoire récent (*) j’ai défini le polynome du rang » de Stir-
LiNg comme le polynome entier ¢, () du dégré n de » qui satisfait & cette
équation aux différences finies partielles

(@ +2)¢u (@ + 1) = (T —n)¢u (@) + (@ + 1) Pu- (») (1)

avec ces conditions ultérieures

bo(@=F> (8} =0, fui(®) = LT Bony,  (1big
ol Bj.-; désigne le nombre du rang » de Jacques Bervouvrut. Dans I'équa-
tion (1) n désigne toujours un positif entier, tandis que @ est un variable
complexe.
Supposons connus les polynomes de SrirLiNg, nous obtenons pour les
nombres de StiruiNg (**) ces expressions générales

1= (T 4 (1) @)
= (= 1 e (1) (2 bis)

ou n et » désignent deux positifs entiers; dans le cas particulier » = 0 nous

(*) Recherches sur les polynomes et les nombres de Stirling. Ce journal, méme vo-
lume ; les formules susdites se trouvent, p. 309,
(**) Loc. cit., p. 309
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aurons au contraire, méme pour n =0,
C,f,"_,_] = @?;4-1 =1. (3)

Le but principal de la Note que voici est & étudier quelques séries de
puissances, dont les coefficients s’expriment sous simple forme & I'aide des po-
lynomes de StirriNG, recherches qui nous conduiront & une suite de formules
nouvelles et intéressantes.

A cet égard nous avons a généraliser beaucoup deux formules, démon-
trées dans le Mémoire susdit (*), en développant ces deux séries de puissances

C—rvwfﬂ+w+nf§%wwwalﬂ<%, 4)

x

log (1 — 2)

\ —r‘)azl+“'S=§%(“+8)-W‘, |w|<1,  (4bis)
! s=0 .

ot « désigne une quantité finie quelconque. -

Quant & la démonstration des deux formules (4), remarquons toyt d’a-
bord que les coefficients des séries de puissances figurant aux seconds mem-
bres deviendront des polynomes entiers de « et des dégrés

0,1, 2, 3,..

De plus, les deux formules plus particulieres que nous venons de citer
montrent & 'aide de (2) et (2bis) que les valeurs des coefficients susdites
pour une infinité de valeurs de « coincident avec les valeurs des polynomes
de StirLiNg des mémes dégrés.

On démontrera d’une autre maniére les deux formules (4) et (4 bis) en
différentiant par rapport & a, ce qui nous conduira immédiatement a I'équa-
tion (1).

Posons maintenant dans (5) 8 au lieu de «, puis multiplions d’apres la
regle de Caucny les deux séries ainsi obtenues, nous aurons en mettant en-
suite « = x et 8=y, cette formule pour I'addition des arguments dans ¢, (z):

@ty +dn(z+y+1)=@+ Dd¢a(®) + @+ Dia(y) + 2

F @+ D+ 3 (@) e @, \

= /

(5)

(*) Loe. cit., p. 303,
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formule dont le caractére est trés général. En effet, des formules analogues

sont valables pour les coeflicients de la série de puissances obtenues pour la
fonetion (F(x) )_Ll, ot F'(z) et %:c) sont holomorphes toutes les deux aux
environs de x =—=0.

Posons ensuite dans (5) y =0, puis éliminons & l'aide de (1) le terme
Yn(. + 1), nous aurons cette formule récursive

0+ 1) g (@) =T T g (@) — 4 (0) + )

(6)

»"

et 3 Gyp B e (0 |

qui est beaucoup plus simple que la formule semblable que j’ai démontrée
dans mon Mémoire précedent (*). Cependant la formule (5) ne nous donne
" aucun moyen pour la formation indépendante et générale des coefficients du
polynome ¢, (z).

Combinons maintenant la formule (6) et la formule analogue susdite, nous
obtenons cette formule intéressante

(4 1) Agn (@) = 5 - i (2) +

<y (6 bis)
E(—1p—t(n—-2s5+1)
T4 @ Buss s
Posons encore dans (5) y = —2 et —x au lieu de x, puis remarquons

que la valeur de ¢, (—2) peut étre tirée directement de (4), nous aurons
cette formule nouvelle

o= S |

st (1) (7)
‘f—(W—l)-s m"l’n—s(—x) s

=1
qui est appliquable dans la calculation directe des nombres G}4;.
En dernier lieu mettons dans (5) y =, nous aurons de méme cette

2

*) Loe. ecit., p. 310.
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identité remarquable

2o+ D=t @+ 25 TF @@ O

qui nous deviendra utile bientot. :

Il est digne d’intérét aussi que la formule (6) nous permet de déterminer
sous une forme relativement simple les coefficients d’une série de puissances
remarquable. En effet, différentiant par rapport & « les deux membres de
(4 bis), puis mettons « — 0, nous aurons évidemment

log (!2%_(—_____) E gs (8) . wotty |2 I <1, (9)

ol le coefficient général |, (n) se détermine immédiatement en mettant dans (6)
x =mn, ce qui donnera, en vertu de (2),

1 ¥ (0)

— _ |
YW= 5 g1 *
- (9 bis)
1 _T(—-l n~25+1 g
togmr B G B O
Considérons maintenant cette série de puissances analogue a (4)
sin x \-*-! P
(B =14 @+ T n@eoy (2l<s, (W0

nous verrons tout d’abord que le coefficient général y, («) est un polynome
entier de o« d’un dégré egal a I'indice; nous aurons par exemple

1
Xo(“):3!

ba + 7
XI(a): 5!3

3542 + 154 0 + 171
X‘.’.(a): 7!3 :

Différentions deux fois par rapport & x la formule (10), nous obtenons
une équation aux différences partielles pour y, («); cependant cette équation
deviendra assez compliquée.

Combinons maintenant les deux formules (4) et (10), il est évidemment
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trés facile de déduire une suite de simples relations entres les deux groupes
de polynomes ¢, (x) et x, (z).
En effet, appliquons en premier lieu cette identité

. sin x\~%-4 (1 — e-2xi\-%-1
ezx(a+1) . ( —_— =
x 22 ’ (a)

nous aurons, en vertu de (4) et (10), ce premier groupe de relations

_ (@ 1)t =R (— 1) gemese? (@' 1)

(—— 1)1’! Yon (Jt'/') - (2 n + 2) ! Sé‘o s! . ‘#2”--34'1 (aﬂ) (1 1)
p 1)2n s=2n (. 1)8 92n—s41 | 1) .
f——_;n++ )1) j - s;{) ( )———s—:— (w + ) . l]nn-s (.CL‘) (11 blS)
s=2n (__ 1)s n—2541
2 g (@)= BRI (). (12)

On voit que la formule (11) est assez remarquable, parce que le premier
membre n’est que du dégré n par rapport & x, tandis que le second membre
est formellement du dégré 2#x 4 1 par rapport & o.

En second lieu prenons pour point de départ cette autre identité

. X\ %-2
1 — e-(/;i)-—ﬂ-—-l 1 — et )-a_.i_ Sin 9 , b)
xri — i =z (
2

nous aurons immédiatement cette premiere formule

i (0) + Gl @t D=5 T B D @) e (@), (1)

formule qui est trés remarquable en comparaison avec (8); ajoutons en effet
ces deux formules, nous obtenons sans peine cette autre

J— 1 n
b @2+ 1)+ S 204 1) =
: — (13 bis)
- (’B + 1) ’ 3:2.0 Hbzs (T) ‘}/m-zs (77\
On pourrait obtenir des formules analogues & (13) en divisant dans (0)

les deux membres par un des deux facteurs figurant au premier membre; ce-
pendant de telles formules deviendront plus compliquées.
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Remarquons en passant que les formules précédentes contenant les poly-
nomes ¢, (r) ou yx,(x) ne sont autre chose que des généralisations tres éten-
dues des formules bien connues pour les nombres de BeryouLri(*).

Il est digne d’étre remarqué que les polynomes x,(—n-——1), ot n dé-
signe un positif entier nous conduiront & des nombres entiers semblables aux
nombres @44, de Stirnmve. En effet, prenons pour point de départ cette
identité

2 z'.sin x)"m = SE” (— 1)y (’;)  gln-29)zi
§=0

ol n désigne un positif entier, puis différentions n -+ 2 p fois par rapport
& a, nous aurons pour =0

(— e 2nt (D in ay|_ =nlop, (©
olt nous avons posé pour abréger
< n

= L X (— 1" 2 syvep 14

@)n+l — Sé%) (_ ) sl (’Il —25s) ’ ( )

ce qui donnera cette série de puissances, valable pour une valeur finie quel-
conque de @

sin z\» P (— 1)y n! o
—1 _@2”2“2“2
(=14 3w e oo

d’olt en comparaison avec (10), cette formule analogue a (2 bis)

(—1p ZOAEPE L w—1), p>1, (14big

(Ol A—
ntl (n—1)!

formule qui nous conduira immédiatement & un résultat d & M. Saarscniitz (**)
concernant la nature analytique du nombre ®%%, considéré comme fone-
tion de .

Les nombres &7, ont été étudiés déja par Euvrer (***).

(*) Voir le beau livre de M. Saavscniitz: Vorlesungen viber die Bernoullischen Zallen,
(**) Schriften der Physikaliscli~oekonomischen Gesellschaft zu Noenigsberg, 1892,

3 novemhre.
(***) Novi Commentarii Petropolitanae, t. 13, p. 3; 1769, ~
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La formule (14 bis) connue, il est évident que les relations que nous
venons de développer entre les polynomes ¢, («) et y,(#) nous conduiront &
une suite de formules contenant les nombres €%, et ©%,,. En effet, la for-
mule (11) donnera immédiatement cette autre

Ohy e (nF 2P\ (B
gt — 2 (1) ( s )(E) " SaH; )

A

tandis que (11 bis) nous conduira a cette formule, inverse de (15)
p—l

2n+P_(§§’:¥_11:_2n-1.np (“+p)+ S‘ (__1 pp 25 (::j:g\) "+l7 (15 blS)

de la méme maniére nous obtenons, & I'aide de (13 bis), cette nouvelle for-
mule intéressante

2p ! — ! <13;—1
@gfzﬂ -+ Qmi’gl_z :wé(:— 11))!. ) g‘o (n 2-{3Z2_'t9 3_1)1) Gﬁii . (?Sff’;{” . (16)

La formule (15) montrera clairement que le nombre cntier ®32; est
toujours divisible par 27—, ce qui peut &tre déduit de la définition (c) elle-
méme du reste; mais de plus nous obtenons ce résultat nouveau :

Le nombre entier ©3,,, est toujours divisidle par 27+ 4,

On trouvera par exemple

©4=2.3.T,

nombre qui est divisible par
Q71+4—2

= 2o

La proposition susdite montrera encore que le second membre de (16)
est toujours un nombre entier.

Copenhague, le 5 mai 1904.
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