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Mémoire sur les transcendantes elliptiques, où l'on donne des mithodes faciles pour comparer e t  
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dans les applications du Calcul intégral, in-$9 7 fi; 
E l h e n s  de Géométrie, avec des Notes, in#. 6 fi. 
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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 

P R E M I È R E  PAKTIE. 

D E S  F O N C T I O N S  E L L I P T I Q U E S .  

A P n i s avoir épuisé les formules diEérentielles qui s'intègrent 
tant algébriquement que par arcs de cercle ou par logarithmes, les 
Géomètres s'occupèrent de rechercher toutes celles qui sont inté- 
grables par les arcs d'ellipse ou par les arcs d'hyperbole ( l ) :  

On avait lieu de croire que ces transcendantes tenaient le premier 
rang après les fonctions circulaires et logarithmiques, et il impor- 
tait au progrès des nouveaux calculs, de ramener à un point 
de difficulté bien connu, toutes les intégrales qui étaient susceptibles 
de cette réduction. 

Les formules qu'on peut intégrer par cette voie se trouvèrent 
très-nombreuses ; mais il n'y avait point de liaison entre les résultats, 
et ils étaient loin de former une théorie. 

Un Géomètre italien, d'une grande sagacité, ouvrit la route' à des 
spéculations plus profondes ( '). Il prouva que sur toute ellipse ou 

( ') Maclrrurin. Traité des Fluxions. -D'Alembert. Mém. de Berlin. 1746. 
(") Fagnnni. Produzioni mâtematiche, Tom. II. 
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9 PREBII~RE PARTIE: 
sur toute hyperbole donnée, on peut assigner , d'une infinité de 
manières, deux arcs dont la différence soit égale à une quantité 
algébrique. Il démontra en même temps que la lemniscate jouit de 
cette singulière propriété, que ses arcs peuvent être multipliés ou 
divisés algébriquement, comme les arcs de cercle, quoique chacun 
d'eux soit une transcendante d'un ordre supérieur. 

Eufer,  par une combinaison qu'on peut regarder comnw fort 
heureuse, quoique ces hasards n'arrivent jamais qu'à ceux qui savent 
les faire naître, trouva l'intégrale algébrique complète d'une équa- 
tion différentielle composée de deux termes séparés, mais Sem- 
blables, dont chaciin n'est intégrable que par des arcs de sections 
coniques ( ' ). 

Cette découverte importante doma lieu à son auteur de cornpaver 
d'une manière plus générale qu'on ne l'avait fait avant lui ,  non- 
seulement les arcs d'une même ellipse ou d'une même hyperbole, 
mais en général toutes les transceizdantes comprises dans la for- 

mule IF, où P est une fonction rationnelle de s, et R un radical 

de la forme / ( a + C x  +ixs+8x3  EX^) , ct, g, y,  6, e ,  étant 
constans. 

L'intégrale trouvée par Euler était trop remarquable pour ne pas 
fixer particiilièrement l'attention des Géomètres. Lagrange voulut 
faire rentrer cette intégration dans les procédés ordinaires de  
l'analyse; il y réussit par une méthode fort ingénieuse dont 
l'application s'élève graduellen~ent des transcendantes inférieures 
aux transcendantes Eulériennes ; mais il essaia inutilement de par- 
venir à un résultat plus général que celui d'Euler. 

Peu de temps après, Landen, géomètre anglais, démontra que 
tout arc d'hyperbole peut être mesuré par deux arcs d'ellipse ( 3 ) ;  

découverte mémorable qui réduit aux seuls arcs d'ellipse toutes 
les intégrales qu'on n'avait pu exprimer jusques-là que par la recti- 
fication des deux courbes. 

Enfin Lagrange se signala de nouveau dans la mEiiie carrière, 

(') Euler. Novi Corn. Fetrop. Tom.  VI et VIL 
(') Mém. de T u r i n ,  Tom.  IV. 
(9 Mathematical Memoirs, by Jolin Landen , 1780. 
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DES FOSCTIOXS ELLlPTIQUES. 3 

en donnant une méthode générale (') pour ramener, par des 

transformations successives, 1 ~ i i i t 6 ~ r a l e f ~  à l'intégrale d'une for- 

mule semblable qui, par la disposition de ses coeficiens, est facile 
à évaluer par npprosima!ion. Ces transformations ont le double but 
de servir à la comparaison d'une suite de transcendantes formées 
d'après l a  même loi,  et de conduire aux approximations les plus 
rapides dont ces fonctions sont susceptibles. 

Telles étaient les principales découvertes des Géomètres dans la 

théorie des transcendantes désignées par f?, lorsque je publiai 

mes Recherches sur l'intégration par arcs d'ellipse ('). La première 
parlie avait été composée avant que j'eusse connaissance du théorènie 
de Landen; elle contenait des vues nouvelles sur l'usage des arcs 
d'ellipse, et particulièrenîent un moyen d'éviter l'emploi des arcs 
d'hyperbole dans le calcul intégral, en y suppléant par une table 
d'arcs d'ellipse dressée convenablen~ent. J e  donnai ensuite une nou- 
velle démonstration du théorème de Landen, et je prouvai par la 
même méthode, que toute ellipse donnée fait partie d'une suite 
irifinie d'ellipses tellement liées entre elles, que par la rectification 
de deux de ces ellipses, prises à volonté, on obtient la rectifica- 
tion de toutes les autres. Ces ellipses ayant un demi-grand axe 
commun égal à l'unité, et leurs excentricités variant suivant une loi 
connue, depuis zéro jusqu'à l'unité, on peut par ce théorème rédilire 
la rectification d'une ellipse donnée à celle de deux autres ellipses 
aussi peu différentes du cercle qu'on voudra. C'était un pas de plus 
dans une carrière difficile. 

Mais cette matière, et en général la théorie des transcendantes 

désignées par IF, demandait à être traitée dune manière plus 

méthodique et plus approfondie. C'est ce que j'essayai de faire dans 
mon MémoZre sur les Transcendantes elliptiques , publié en 1793. 
J e  me proposai dans cet ouvrage, de comparer entre elles toutes 
les fonctions comprises sous cette dénomination, de les classer en 
différentes espèces, de réduire chacune à la forme la plus simple 

(') Nouvea~ix Mémoires de Turin, ann. 1784 et 1785,  Tom. II. 
ta) Mérii. de 1'Acad. des Sciences de Paris, am. 1786. 
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dont e l lmst  susceptible, de les évaluer par les approximafions les 
plus promptes et les plus faciles ; enfin, de former de l'ensemble 
de cette théorie une sorte d'algorithme qui pîlt contribuer à étendre 
le  domaine de l'analyse. 

Ayant repris la suite de ces recherches, après une longue inter- 
ruption, j'ai réussi à perfectionner cette théorie dans quelques 
parties, principalement dans celle qui concerne les fonctions ellip- 
tiques de la troisiEme espèce. Ces améliorations étaient de nature 
à apporter quelque changement à mon premier travail; j'ai donc 
cru devoir traiter cette matière dans un nouvel ordre, en lwi 
donnant de plus grands développemens et l'éclaircissant par des 
exemples choisis. C'est le résultat de ce dernier travail que je pré- 
sente dans ce moment aux Géomètres ; j'espère qu'ils voudront bien 
l'accueillir comme une nouvelle branche d'analyse qui peut offrir de 
belles et d'utiles applications. 

Idée générab des dgérentes sortes de transcenaolntes contenues 

dans la forniule intégralel%. 

(1). Nous représentons par P une fonction rationnelle quelconque 
de s, et par R le radical ) / ( a+6~+-~x*+d 'x~+&)  : ce radical 
restant le même, on peut donner une infinité de valeurs à P ; 
mais il n'en résulte pas pour cela une infinité de transcendantes 8e 
nature différente. On peut toujours par des intégrations partielles. 

réduire l'intégrale f z .  à une partie algébrique, plus un certain 

nombre de transcendantes, qui sont toujours de la même forme et 
de la même nature. C'est ce qu'il s'agit de développer. 

Supposons d'abord que P soit une fonction entière de x, ensorte 
qu'on ait P = A + k +  Cx'+. . . .+ Kxk. Si on représente, gour 

abréger, l'intégrale fq par IIm,, il est ckir qu'on aura 

or, en différentiant la quantité xme3R, et revenant de la différen- 
tielle à l'intégrale, on trouve cette formule 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5 
d'où il suit que P, ilm-. , etc. peuvent s'abaisser successivement à 
des degrés infdrieurs, et qu'on peut continuer la réduction jusqu'h 
ce qu'on n'ait que des quantités au-dessous de n3; car la réduction 
de ns est encore possible, parce quadans le cas de m= 3, le terme 
qui semblerait devoir contenir n-' s'évanouit. Donc P étant une 

fonction entière de s , l'intégrale[% pourra toujours se réduire B 
- 

une quanti té alge'brique , plus une transcendari te qui sera constam- 
ment de la forme 

(2). Considérons maintenant la formule dans toute sa généralité; 
et soit P une fonction rationnelle quelconque de x : on fera comme 
s'il était question d'intégrer la fraction rationnelle Pd&; on extraira 
d'abord la partie entière qui peut y être contenue, et cette partie 
sera traitée comme il vient d'étre dit. On décon~posera ensuite le 
reste en plusieurs fracti~ns partielles, selon le nombre des facteurs 
du dénominateur ; de là résulteront autant de termes dans l'intégrale 
totale, et chacun de ces termes pourra être représenté par l'expres- 

sion générale N f ~ l + ~ l k R .  Or, il est facile de réduire tous les 

termes de cette espèce à des termes semblables, où k = I ; c'est ce 
que nous allons prouver dans un instant. Observons auparavant que 
si le dénominateur , au lieu d'être complexe, était simplement xk, 

l'intégrale fg, et toutes les semblables où k > I , poumient se 
- 

déterminer par le moyen de l'iniégrale I($+B+ c~+Dx')  $ , il 
suffirait pour cela de donner à 772-4 des valeurs négatives dans 
la forn~ule de l'article (1). 

Revenons au terme général -- hi+R-;)~~ q ue nous appeHerons P. 
Si on fait I + nx= w , et qu'on prenne les eoeficiens a', c, etc. , 
de manière qu'on ait l'équation identique 
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6 PREMI~RE PARTIE. 
on trouvera par la différentiation de la quantité @-!+'R cette 
formule générale : 

. D'où il suit que les quantités ï?, r3, etc., peuvent se déterminer 
clx dx aurnoyender1,I '~,  r-I, r-.; or, r0= f -, T-l=f(rf n x j K ,  - R - 

dx J i  d x  Pa = f (1 + nx)' Donc en général la formule +nx)a , et 
toutes les formules semblables dans lesquelles k est plus grand que 
l'unité, se réduiront toujours à une partie algébrique, plus une 
intégrale de la forme 

(3). Nous conclurons de lg que , quelle que soit la fonction 

f P d x  sera taujoum rationnelle de x représentée par P, I'intégrale 

décomposable en trois parties principales, la première algébrique, 

la seconde de la forme f (A + Br + Cx*) g, et la troisième ren- 

fermant un ou plusieurs termes de la forme NTI;~ :L~ R, où le 

coeficient n peut être réel ou imaginaire. 

On voit par cette analyse que le nombre des transcendantes 

comprises dans la formule[% est très-limité. Il n'en existe que 

de deux espèces principales, l'une de la f o r m e b ( ~ + ~ x + ~ x ~ ) $ ,  

l'autre de la forme f(L frSlR. J'observe même que tant que n 

est réel, cette seconde espèce est coniprise dans la première, et 
1 s'y ramène immédiatement, en faisant I + n x  s E. 

Ces réductions généraIes une fois apercues, nous allons suivre 
une autre route pour parvenir à une connaissance plus précise des 
niêmes transcendantes. 
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DES FBNCTIOXS ELLIPTIQUES. 7 

Maniére de faire disparaître les puissances inrpaires de la variable 
sous le radical. 

(4). Le radical étant toujours V(a + CX -+ PX* + $x3 + € 2 4 )  ; 
supposons que la quantité sous le signe soit décomposée en deux 
facteurs réels + 2rix + Oxs, h + 2px + V X " .  Ces facteurs doivent 
6tre de même signe pour que le radical s-oit réel; ainsi on peut 
supposer 

et si on appelle, pour abréger, Y le radical de cette expression, 
dx 

on aura - = y. La valeur de s étant substituée dans P , on soit 
i' 

Pd, Pdy que la différentielle ou se décomposera toujours en deux 

parties, l'une rationnelle et intégrable par les &gles ordinaires , 
l'autre affectée du radical Y ,  mais telle, qu'il n'y aura que des 
puissances paires de y sous le radical et hors du radical. Ainsi 

Pdx l'intégration de la foriiiule se réduit toujours à celle d'une 

formule de la même nature, dans laquelle P et R ne contiennent 
que des puissances paires de x. 

(5). Cette méthode est générale; cependant, comme la valeur 
de x ,  qui doit être substituée dans P ,  est un peu compliquée, 
il ne sera pas inutile de faire voir qu'on peut parvenir au mCme 
but par une substitution beaucoup plus simple, qui consiste à faire 

-' + v ,  p et q étant deux constantes inditerminées. x - - 
lt-Y 

Reprenons les facteurs 5 -f- 2vix + 0x1, h $- S M X  +PX', et subs- 
tituons dans chacun d'eux la valeur de x ,  on pourra faire abstraction 
du  dénominateur commun qui sort du radical , et  pour que les 
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puissances impaires de y disparaissent dans les numérateurs , il 
faudra qu'on ait 

Ces deux équations donneront des valeurs rationnelles de p $- 7 
et pg ; mais pour que p et q soient réels, il faut encore que 
(P + q)% - 4 ~ 4 ,  OU (P - q)% soit positif. Or, on peut distinguer 
deux cas : 

I O .  Si la quantité a -f- Cx $- TX' + etc. n'a pas tous ses facteurs 
réels, on pourra supposer que A + a p x  +- vx" en con tient deux 
inlaginaires, et qu'on a en conséquence hv >p.'. Mais la seconde 
des équations en p et q donne 

donc dans ce premier cas le second membre est positif, et les 
valeurs de p et q seront réelles. 

2.. Si la quantité ci + gx $- etc. a tous ses facteurs réels, et 
qu'en la d d ~ o m ~ o s a n t  en deux facteurs du second degré, comme 
on vient de faire, il n'en résulte pas des valeurs réelles pour p 
et q ;  alors on observera qu'il y a deux autres manières de dé- 
composer la quantité du quatrième degré en deux facteurs du 
secoud, et on peut être assuré que ces deux nouvelles combi- 
naisons donneront des valeurs réelles pour p et q. En voici la 
démonstration. 

Soient a, b ,  c ,  d les quatre valeurs de x qu'on a en faisant 
R = O , les équations qui déterminent p et Q pourront s'écrire 
ainsi : 

ab- $ ( 4 - 6 )  ( p + q )  + p g =  0- 

cd-+ ( c + d ) ( p + q ) - t ~ q = ~ ,  

et il en résulte 

P + Q _  a b - r d  - - 
a a + b - c - d '  

Or, 
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DES FONCTIBSS ELLIPTIQUES. 9 
Or, 011 est maître de rendre positif le numérateur de cette der- 
iiiEre quantité; car supposons que a, b, c , d, soient écrites dans 
Pordre de leur grandeur, les racines négatives venant après les 
positives, alors les différences a - 6 ,  a - c, etc. seront toutes 
positives, et p - q sera réel. On aura encore p - q réel , si on 
prend pour a et 6 les extrêmes en grandeur des racines a, b, c,  ci. 
Enfin, la troisième combinaison donnerait p - q imaginaire. 

Donc par la substitution de x = uy il est toujours possible 1 + v Z  - " 
de faire disparaître les puissances impaires de la variable sous le 
radical, et en même temps on  obtient cet avantage, que les deux 
facteurs, sous le nouveau radical, sont réels et de la forme f f-gy', 
ce p i  est un point essentiel, et qu'on n'obtiendrait pas toujours 
par la première méthode. 

Remarquons qu'il y a deux cas particuliers à examiner. 
I*. Lorsque l'une des racines a et 6 est égale à l'une des racines 

c et d,  le radical R se siinplifie, et l'intégrale ne dépend plus que 
des arcs de cercle et des logarithmes. 

2O. Si l'on a a 4- b = c + d ,  il suffit d'une simple permutatiom 
pour cesser d'avoir a + b = c -+ d; mais on peut aussi profiter 
de  cette circonstance pour faciliter la transformation. En effet, les 
deux facteurs de la quantilé sous le radical étant alors de la forme 
A 4- v (O' 4- 2mx) ,  [ -l- 4 (x' 4- zmx) , il est clair que si on fait 
x + rn =y, les puissances impaires de la variable disparaîtront. 

(6). Puisque par une première préparation on peut faire ensorte 
qu'il n'y ait pas de puissances impaires de la variable sous le ra- 
dical, nous ferons désormais R = /(a -j- Cxs + 7x4). Nous sup- 
poserons aussi que P est une fonction paire de x; car quelle que 
soi1 la fonction rationnelle P , on peut toujours faire P = M + Nx, 

N r d x  31 et N Iétant des fonctions paires de x : or la partie - R se rar 

mène aux règles ordinaires, en faisant ='=y; ainsi toute la dif- 

ficulté se réduit à intégrer la formule y, dans laquelle lit est 

une fonction paire de x,  
2 
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Y O  PREBII~RE PARTIE. 
Cela posé, nous allons prouver par l'énuinératioi~ des différeiis 

d.z: 
cas, que la différentielle peut toujours se raiiiener à la forme 

m& où l'on a c plus petit que l'unité. 
v(1-ca sine.@) ' . - . . 

Premier cas. Supposons les fac beurs de a + gx' + 2x4 imagi- 
naires, et représentons cette quantité par h'+zh,ux~cos~+,u~x4, 
h et p étant positifs , et cos 0 pouvant ktre positif ou négatif. On 

fera s = \/(;). tang + p, et prenant c = sin f 0 ,  on aura la tram- 

formée 
dx -- 1 d~ 
R - v(i-c'sin3q)' 

Second cas. Soit a + Cx2+ 2x4 = nz" ( I + p3xs ) ( I - q2xz ) ; 
1 1 P" la limite de x étant -, on fera x c - cos q et - - ca, ce qui 
4 Y p2+4" - 

donnera 

Si on voulait que la transformée fût positive , il faudrait faire 
cot rp s; v(  I - c 2 )  tang .k', ce qui donne directevent 

sin' .i- 
x1 c 

q 2  + p2 cos% ' 
et l a  transformée serait 

Troisième cas. Soit a+ 6xa-+7x4= mm' ( I +p'xz) ( x ~ - ~ ~ ) ,  
4 1 on fera x = - - . . = c', et on aura 

cos@' l+p 4 

Quatrzème cas. Soit a + gxa +- ps4= m' (1 +p'x2) ( 1 + qax2), 
tang q on supposera p > q , et faisant x = -, -ph- "- qe = cS7 on aura 
P 

Cinquième cas. Soit a $- Ca?+- 2x4 r=: 171' ( I - ylx') ( r  - q'xQ) , 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.' 11 

on supposera p ) q ,  et faisant px = sin Q , 2 = c , la transformée 
P 

1 Cette formule servir% depuis x c O jusqu'à x = - ; le radical R 
P 

1 .  1 serait imaginaire depuis x = - lusqu'à x = - mais il redevient 
P 4 ' 

1 réel depuis x = - jusqu'à x = m. Dans ce dernier cas, il faut 
4 

1 
, écrire R' =ma (p'xl- i)(gSrs-i) , et faisant p= - != c , la 

sin Q ' p 

transformée sera - d~ 
m p  v ( 1  - c"sin2q ) ' 

Si on veut qu'elle soit positive ; 
il faudra, comme ci-dessus , faire cot p /( I - cl) .  tang +, ce 

I'- c9sin*.i qui donnera directement x" = 
qkos2k 

, et la transformée sera 

formule absolument semblable à la première; d'où il suit que l'inté- 
(23  1 grale de pour le cas de x > - se déduira toujours de la même 

4 ' 
1 intégrale, prise en supposant x < -. 
P 

Sixième cas. Enfin, soit a+CxP + ix4=rnn (x2-4") (Pi x2) ; 
aiors x doit ê ~ r e  compris entre p et q.  Soit p > q  , et soit fait 

dx d.i x = 4 on aura d'abord - = 
COS*' R dv(p2-q2-p2sin2*). Dans cette fox- 

mule, l'angle .k a une limite; pour en introduire un indéfini, soit 

sin P = c sin Q et ca = Px, on aura la transformée 
P' 

a laquelle on serait parvcnu directement en faisant 

(7). On peut remarquer maintenant,qu'abstraction faite du premier 
cas, les valeurs de xa qui opèrent la réduction cherchée, sont toue 
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I I  PRERII~RE PARTIE. 

jours de la forme où les coeficiens sont constans. 11 C+D sin2@' 
ne s'agit plus que de substituer cette valeur de xa dans P , et la for- 

nmle 1% sera transformée en une autre Q ~ P  - 
f v ( 1 - ~ s i n a e )  dans- . . 

ljq.uelle c sera plus petit que l'unité, et Q sera une fonction 
Fationiielle paire de sin cp , laquelle contiendra sin au même 
degré que P contient x. 

Nous faisons abstraction du premier cas , parce que la fornie de, 
Ia valeur de x est un peu différente, et que d'ailleurs en suivant la 
véthode de l'article 5 ,  on évite' ce  cas, puisqu'on tombe toujours 
sui des facteurs réels. Mais nous reviendrons dans un autre article 
sur le cas des facteurs imaginaires. 

Développement de la formule 
l-c2s n2q). SV(  "" 

(8). Nous représenterons dorénavant le radical / (I-  cssin4q) 
par A , et aussi par A (0) et A ( c , cp ) , lors qu'on le regardera cornnie 
fonction de 9, ou comme fonction de c et' rp. i 

Conside'rons d'abord le cas oil Q serait une fonction entière, et 
soit Q = A + B sin'q $- C sin49 + etc. ; si on représente pour 

abréger, l'intégrale a S"n"q de 
par ZSk, on aura 

f = AZ.-+BZ2+CZ4+ etc. 

Mais en diffc'ïentiant la quantité A cos cp ~in"-~cp, on trouve aisémen9: 
la formule 

d'où il suit que ZQ, Z" etc.. peuvent s'exprimer au moyen de Zo 
et Z", et qu'ainsi dans le cas QU Q est une fonction entière, l'inté- 

grale 1 -  est égale à une quantité algébriyue, plus une intégrale 
d3 de la forme f( A +B  sin"^ ) a. 

(9). Soit mainteriant Q une fotiction quelconque rationnelk de 
sin'q ; après a ~ o i r  extrait k partie enti$re, et l'avoir traitée comme 
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DES FOKCTIONS ELLIPTIQUES: i 3 
il vient d'être dit , le développement de la partie fractionnaire 
pourra toujours se faire de manière que chaque fraction partielle 

N soit de la forme (, n et N étant des coeficiens cons- 

tans, réels ou imaginaires. Il s'agira donc de réduire la fornlule 
4~ et toutes les semblables aux formules les plus simples hl +,n si i i2qlh~ 9 6 

de la même espèce. O r ,  si on fait pour un moment sin q~ E x , 
cette formule deviendra 

Considérons, pour plus de généralité , la formule 

dans laquelle R représente le radical /(a+ Cxl+ 1 &) , on trou- 
vera par les moyens déjà indiqués, 

De là il résulte que le terme ïik, et tous les semblables où k est 
plus grand que l'unité, peuvent s'exprimer en partie algébrique-. 
ment, en partie par les quantités il', lT, n-', qui sont les plus 
simples de leur espèce. On peut même observer que si I + nx' 
était diviseur de la quantité sous le radical , auquel cas on aurait 

c a-- + 9 -  ,,-O, alors la formule précédente aurait un terme de 

moins ; ainsi la quantité IIk ne dépeizdrait plus que des deux IL' 
et n-l. 

Donc la détermination de I l k  dépendra en général de la formu1e 

et  en particulier lorsque I + nxl sera diviseur de Ra, on pourn  
faire disparaître ce dénominateur, et la détermination de W ~ c a  

ddpendra plus que de kt formule / (B+ C+' ) 
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(IO). L'applicatioii de ce résultat à l'intégrale 
l+nsin2q)ka fi- dQ fait 

voir qu'en général cette intégrale dépendra de la suivante, 

Et dans le cas particulier où I + n sànscp sera facteur de cos'p. A; 
l'intégrale pourra être débarrassée du dénominateur, et ne dépendra 
plus que de la forniule entière 

Ce cas ,particulier aura lieu si n = - r , e t  si n = - cs, alors les 

formules s o n t ~ c o s z f ~  . A ,  et SA& ; il est facile en effet de réduire 

l'une et l'autre à une partie algébrique, plus une intégrale de la 

forme f (A+ B sina0) $. On peut ajouter 1 ces deux cas celui de 
dQ , q u i  est susceptible d'une semblable réduction, et qu'on .Ex* 

effectuera par la formule de l'article 8. 

Il résulte de cette analyse, pue la formule générale PG, ré- 

duite convenablement , contiendra , I O .  une partie algébrique ; 

20. une intégrale de la forme /(A + B sin2p) h ; 3' une ou plusieurs 

S N  9 dans chacune desquelles les coef- parties de la forme 
+nsin2q . A , 

ficiens N et n auront des valeurs quelconques , réelles ou ima- 
ginaires. 

Deynition des fonctions ell+tiques , et leur division en trois espèces. 

(1 1). Puisque les tramceadantes que nous avons considérées , 
d~ se réduisent toujours à ces deux formes f ( A + B sin'$ ) , , 

d~ 
S ( i + n a i n ' p ) ~ ,  il est clair qu'elles sont comprises dans la fornlule 
générale 
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DES PONCTIONS ELLIPTIQUES. T 5 
Nous appellerons de'sornîaisfonctions ou transcenda~ztes elliptiqz~es , 
les intégrales comprises dans cette fornîule. La transcendante I-I sera 
supposée s'évanouir ou coinrnencer lorsque 9 = O ;  son étendue 
sera déterminée par la variable Q , qii'on appellera Z'anzplitude; la 
constante c ,  toujours plus petite que l'unité, s'appellera le module; 
enfin (/(I - ca) que nous désignerons constamment par 6 ,  pourra 
s'appeler le complément du module. 

L a  quantité H, lorsqu'on ne considère que la variabilité de q ; 
peut se désigner par H (9)  ; si on considère à la fois la variation du 
module et de l'amplitude , on peut Ia représenter par H ( c, Q ) , 
et ainsi de suite , si on voulait avoir égard à l'inégalité des coef- 
ficiens. 

(12). Il sufit de connaître toutes les valeurs de H ,  depuis cp= O 

T 
jusqu'à p = goe = - et on connaîtra facilement la valeur de cette 

2 

transcendante pour une amplitude quelconque. En effet , soit 
.T 

Q = id Et a, i étant un entier, et a un am plus petit que --, alors 

on aura 

H(?) =2i~(:) A H  ((a. 

II en est à cet égard de la fonction H comme des arcs d'ellipse, 
et en général des arcs de toutes les courbes ovales composées de 
quatre parties égales et semblables : un arc, quelque grand qu'il 
soit, et renfermant, si l'on veut, plusieurs circonférences, s'exprime 
toujours sans diGculté par le quart de la courbe et une portion de 

ce quart. La fonction déterminée H est en quelque sorte l'unité (3 
des fonctions H , ou la fonction devenue eomplète : nous la dési- 
gnerons par H'. 

Il ne paraît pas que la fonction H , prise dans toute sa généralité, 
puisse se réduire à des arcs d'ellipse ; cela n'a lieu que lorsque 
n = O ,  ou lorsque quelque substitution peut faire disparaître le 
dénominateur I + n sinz?, ce que nous né croyons pas possible en 
géneral. Ainsi la dénomination de fonction elliptique est impropre 

i à quelques égards ; nous l'adoptons néanmoins à cause de la granae 
analogie qu'on trouvera entre les propriétés de cette fonction et 
celles des arcs d'ellipse. 
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r 6 PREMI~RE PARTIE; 

(13). Puisque toute intégrale désignée par IF, se réduit à 

nne partie algébrique, plus un certain nombre de termes qui peuvent 
chacun être assimilés h la fonction H ,  il s'ensuit qu'on pourrait 
n'admettre, pour les intégrales dont il s'agit, qu'une seule espèce de 
transcendantes , représentée par la fonction H,  et dans laquelle les 
coeficiens A ,  B, n ,  seraient à volonté réels ou. imaginaires. Riais 
pour bien pénétrer la nature de ces intégrales et pouvoir établir 
entre elles les comparaisons et les réductions dont elles sont sus- 
ceptibles, il est nécessaire de diviser la fonction H en plusieurs 
espèces distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles, 
lorsqu'on les considérera chacune isolémeiit. 

J'observe d'abord que les arcs d'ellipse sont contenus dans la 
6" formule H. En eüet , l'équation de l'ellipse étant y2 2 (a ' -xl ) ,  

si on fait x = a  sin Q, on aura 

y = b cos Q, et / (dxl+  dya) = dp f (a'cos'cp+bssinlp), 

formule qui se réduit à dp /( I - ca  sin'^) , en faisant a = I , 
et c'= I - ba. 

Fie. 1. Soit donc le demirgrand axe CA = 1, le demi-petit axe CB= 6; 
si sur le cercle circonscrit DM'A, on prend l'arc DM' = p, et qu'on 
abaisse du point Ibl' la perpendiculaire M'P sur le grand axe, on di- 
terminera sur l'ellipse un arc BM = E , dont la valeur sera 

Cette fonction ou transcendante E constitue l'une des espèces 
dans lesquelles nous diviserons la fonction H ; elle se déduit de la 
formule générale en faisant n = O  , A = I , B = - cm. 

Ca L'équation de l'hyperbole étantys = aa ( x" - a'), si l'on fait sein- 
œ blablement x = - on aura 

COS Q ' 

mais pour avoir un radical entièrement semblable à celui de l'arc 
.d'ellipse, il faut prendre d'autres dénoniinations. Soit donc le demi- 

Fig. =. axe transverse CA = c, son conjugué CB cz 6 , 1s distance dv 
cenlre 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. y 7 
eenïre au foyer CF = 1, l'ordonnée y = 6' tang p, on aura l'abscisse Fit;. 3; 

b"dp 
x= -5 (/(I - d sin'p ) , d'où résulte i ( d s a  + dya) =gzp. 

cos ql 
Mais en différentiant la quantité A tang q ,  on a 

Donc si on appelle T l'arc d'hyperbole AM qui répond à l'amplitude 
Q , ou dont l'ordonnée extrême PM s: ba tang Q , on awa 

et l'on peut remarquer que la partie algébrique A tang cp n'est 
autre chose que la tangente MZ terminée par la perpendiculaire C Z  
abaissée du centre sur cette tangente. 

La  fonclion 'ï est comprise dans la formule H , puisqu'elle s'en 
déduit en faisant A = ha, B = - b"c2, n = - I ; si on prend cette 
fonction pour la seconde espèce des transcendantes contenues dans 

la formule H , l'intégrale 1: pourra s'exprimer par les arcs E 

et 'T au moyen de l'équation . 

Enfin, comme on peut mettre H sous la forme 

il ne restera plus à considérer qu'une troisième espèce de 
dantes , représentée par la formule 

Telle serait donc la division des fonctions elliptiques en trois 
espèces, si l'on admettait les arcs E et 'ï comme constituant les 
denx premières espèces, et c'est en effet la première idée qui se 
présente dans ce genre de recherches. 

(14). Mais, par un examen plus approfondi des propriétés de ces 
3 
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18 PRERII~RE PARTIE. 

fonctions, on trouve que la fonction F =r2 A doit être préférée 
à l'arc d'hyperbole 'Y', pour en faire l'une des trois espèces de 

fonctions' elliptiques, et que même cette fonction [: doit étre 

considérée comme plus sinlple que l'arc d'ellipse JAdq. 
En effet, on prouvera ci-après que la fonction F peut s'exprimer 

par deux arcs d'ellipse; mais l'inverse n'a pas lieu, et un  arc 
d'ellipse ne peut pas s'exprimer par deux fonctions telles que F , 
ce qui indique déjà que la fonction E est d'une nature plus com- 
posée que la fonction F. Mais cette conséquence se manifeste plus 
clairement encore par l'examen des propriétés respectives de ces 
fonctions. 

La  propriété la plus remarquable des fonctions F , est qu'on peut 
déterminer par des opérations purement algébriques , une fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux autres fonctions ; d'où i t  
suit qu'on peut déterminer algébriquement une fonction multiple, 
sous-multiple ou en général qui soit dans unrapport rationnelavec une 
fonction donnée; propriété que les fonctions F partagent avec les 
arcs de cercle et les logarithmes, et qui a lieu quand même ces 
fonctions, considérées comme des intégrales ou des arcs de courbe , 
n'auraient pas l'origine commune q = O ,  et commenceraient à des 
points quelconques. 

Les arcs d'ellipse et les arcs d'hyperbole sont de toutes les autres 
transcendantes, celles qui approchent le plus de jouir de la même 
propriété, mais elles n'en jouissent pas d'une manière absolue. 
Ainsi deux arcs étant donnés sur l'une de ces courbes, à compter 
du même point où cp = O ,  on peut trouver algéBriquement, non 
pas un arc égal à leur somme, mais un arc égal à cette somme, plus 
o u  moins une quantité algébrique, ce qui prouve que les arcs T 
et E sont d'une nature, plus composée que les fonctions F. On 
doit donc regarder ces dernières comme tenant le premier rang a p ~ è s  
les arcs de cercle et les logarithmes ('). 

(') Ces fonctions réunissent un si grand nonibre de pmpriétbs , que quand enes 
seront plus généralement connues, on jugera sans doute aéceaaire de leur imposer 

un nom particulier, et de désigner la fonction de e e t  q égale à[$ comme on 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.' 19 
Enfiri un motif qui sufirait seul pour faire préférer les fonctions 

P aux fonctions 'ï dans le classement des fonctions elliptiques, 
c'est qu'on ne peut supposer 4 > + ?s dans la fonction T, tandis 
qu'on peut supposer d'une grandeur quelconque dans les fonctions 
F et E qui,  en général, croissent presque proportionnellement à 
l'angle q. Or les applications du calcul intégral, principalement 
celles qui concernent la mécanique, donnent souvent lieu d'attri- 
buer à la variable principale cp des valeurs quelconques, cornpo- 
sées, si l'on veut, de plusieurs circonférences. L'emploi des fonc- 
tions T ferait donc naître des embarras ou même des erreurs, ce qui 
n'est jamais à craindre dans celui des fonctions F. 

(15). Cela posé, les fonctions ou transcendantes elliptiques coni- 
prises dans la formule H,  seront divisées en trois espèces : 

La première et la plus siniple est représentée par la formule 

- 
La seconde est l'arc d'ellipse, compté depuis le petit axe et dont 

l'expression est E = JAdp; 
Enfin la troisième espèce est représentée par la formule 

d~ elle contient, outre le module c conimuii aux =LL + n aio2q) a 
deux aulres espèces, un paramètre n qui peut être à volonté positif 
ou négatif, réel ou imaginaire. 

On pourrait croire que le cas où n est imaginaire, diffère essen- 
tiellement du cas où n est réel, et qu'il exige la formation d'une 
quatrième espèce de fonctions elliptiques ; mais par des réductions 
et des transformalions que nous exposerons ci-après, on verra que 
cette quatrième espèce est inutile à considérer , et qu'on peut ainsi 
restreindre la troisième espèce aux seuls cas où n est réel. Nous 
regarderons seulement comme conditions nécessaires et communes 

désigne l'arc dont le sinus est x ,  ou le nombre dont le logarithme esty. Il semble 
qu'on caractériserait assez bien la fonction F en lui  donnant le nom de Nome, 
parce que cette fonction a la propriété de rkgler tout ce qui concerne la coin- 
paraison des fonctions elliptiques. Peut-être conviendrait41 en niêine temps de 
donner les noms dlEpinome et de Paranome aux fonctions E et n qui  constitueat 
les deux autres espèces. 
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20 PREM&~E PARTIE. 
aux trois espèces de fonctions, que l'amplitude 9 et  le module e 
soient réels, et qu'eu même temps c soit plus petit que l'unité. 

Comparaison des fonctions elliptiques de la première espèce. 

(16). Tous les Géomètres connaissent l'intégrale algébrique coni- 
plète qu'Euler i donnée de l'équation différentielle * 

D'après les réductions indiquées dans l'article 6, cette équation peut, 
sans perdre de sa généralité, être mise sous la forme 

et alors son intégrale est F (p) -+F (4) =F (,u) , p étant une cons- 
tante arbitraire. Mais la même intégrale trouvée par la méthode 
d'Euler, s'exprime ainsi : 

cos q c o s 4 - s i n q  s i n 4  ((1 -c%inZp)=cosp....(a'), 

et voici comment on peut vérifier ce résultat a posteriori. 
J'ohserve d'abord que l'équation (a') peut être mise sous l'une orr 

l'autre des deux formes suivantes : 

cos ,u cos q f- sin ,u sin cp A (4) = cos 4 . 

cos ,a cos Id+- sin p sin .\C A (p) = cos 9 
1.. ..pl; 

car ces équations dégagées chacune du radical qu'elles contiennent, 
conduisent au même résultat que l'équation (a') dégagée de son 
radical. 

Cela posé, si on différentie I'équation (a') après avoir divisé 
chaque membre par sin cp sin 4 , afin de faire disparaître le radicar, 
on aura 

Substituant dans celle-ci les ~a leurs  de cos 4 - cosp  eoscp et 
cos q - cos p cos +, données par les équations (b') , on aura 
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De là bn voit que l'équation transcendante F (p) 3- F ($) = F ( w )  
est satisfaite, soit par l'équation algébrique (a') , soit par l'une des 
équations (6'); car ces trois équations peuvent être eniployées in- 
distinctement l'une pour l'autre. 

Si on avait c = O ,  la fonction F (Q) se réduirait à l'arc cp , et alors 
ayant q 3-4 =p, on en conclurait 

cosq  c o s + - s i n g s i n S = c o s p  

c o s p  cos q + sinpsin c p e c o s  4 
cos p cos + sin p sin 4 = cos q. 

C'est en effet ce que donnent les équations (a') et (8) dans le cas de 
c = O ,  qui réduit à l'unité les radicaux A (p) , A (9)  , A (4). 

(17). C'est ici le lieu de faire observer, d'après Lagrange ( I )  , que 
si l'on construit un triangle sphérique dont lea côtés AB , AC , BC F ; ~ .  3. 

soient respectivenlent égaux aux amplitudes ,u , , 4,  alors les 
angles opposés C , B , A ,  seront tels qu'on aura 

c o s p  - cos @ cos .J, - 
COS C = - -  )/(I - casinsp) 

sin p sin 3 
C O S  9 - COS p COS 4 - 

COS B = - / ( I  - c' s ~ ' Q )  
sin p $in 4 

cos 4 - cos ,LL cos @ 
COS A = 

sin ,u sin q = \/(I - c1sina4) ; 

d'où l'on déduit 

sin C sin B s i n  A 
c = - = - -  -- 

sin p sin 9 sin 4' 

Ces équations s'accordent avec les propriétés connues des triangIes 
sphériques; elles prouvent en même temps que dans tout triangle 
sphérique formé par trois côtés rp , 4 , ,u, qui satisfont à l'équation 
transcendante F (9) +F (4) =F (4, le rapport du sinus de chaque 

(') Théorie des Fonct. analyt., pag. 85. 
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3 2 PREMI~RE PARTIE. 
angle au sinus du côté opposé, sera égal au module ( l ) .  011 vbit 
de plus que dans le triangle ABC, les deux angles A et B sont tou- 
jours aigus, et l'angle C toujours obtus. 

Si on fait ensuite F (p)+F ( 0 )  = F(P) , il faudra observer que dans 
le  nouveau triangle sphérique qui aura pour côtés p, 4, v ,  l'angle 
opposé au côté p devra être aigu et avoir le même sinus que 
l'angle opposé au côté ,u dans le premier triangle, pour que son 
rapport avec sin p soit égal à c dans les deux triangles; ainsi il 
faudra que l'angle opposé au côté ,u dans le second triangle, soit 
supplément de l'angle opposé au côté p dans le premier; d'où naît 
cette construction. 

Prolongez le chté AC vers E ,  faites CD = 0 ;  du point D et d'uiz 
Fig. 3. intervalle DE =,u , décrivez un arc qui rencontrera CE en E , et 

déterminera le second triangle CDE , dans lequel on aura CE = v , 
et  le côté v satisfera à l'équation F ( v  ) = F (9) -+ F (4) + F ( 8). 

Cett,e construction peut être continuée aussi loin que les limites 
des côtés des triangles sphériques peuvent le permettre, c'est-à-dire 
tant que le grand cOté n'est pas plus grand qu'une demi-circonfé- 
rence. Et il est évident qu'on pourrait se servir de la même construc- 
tion pour trouver successivement les angles cp,, Q,, (P4, etc., tels 
qu'on eût F (q,) = 2F (9)  , F (q3)= 3F (q),  etc., ce qui servirait à 
la multiplication de la fonction F. Mais , nous le répétons , ces 
constructions ne peuvent s'étendre que jusqu'aux limites des triangles 
spliériques, tandis que l'analyse ne connaît aucune borne. 

II est bon de reniarquer que la considération du triangle sph& 
rique ABC offre un moyen fort simple de vérifier l'intégrale (a'). 

En effet si en regardant p et C comme constans, on fait varier 
infiniment peu les cotés <p et 4 , on aura Act = CB, ou - dp cos A 
= dS cos B; mais on a trouvé cos A= ~(4) et cos B= A ( q )  ; donc 

Ainsi une application fort simple de la trigonométrie sphérique 

(') Un autre triangle sphérique formé par les trois angles ip , 4, 1807- p , 
et par les trois côtés B , A ,  180" - C , satisferait également à l'équation 
F (p,) +F (,$) = F (p). Mais le rapport qui était c dans le premier triangle, de- 

1 
viendrait - dans celui-ci. 

C 
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DES FONCT10NS ELLIPTIQUES; 23 
aurait suffi pour trouver l'intégrale algébrique complète de l'équa- 

dQ tion transcendante - + - = o .  
A (9) A (41 

* 

(18). Etant données deux fonctions elliptiques de première espEce 
F (q) , F (+), si on veut trouver une troisième fonction F ( p )  égale 
à leur somme, il faut déterminer JA par l'équation (a') , ce qui don- 
nera les foiniules 

sin Q cos -J. A (4) + sin 4 cos p b (Q) sin p = -- 
i - c"sin9q sin.4 

cos Q CO& 4- sin p sin .SA(@) A (4) 
COS p = - 

i - c" sin2@ sina& 
A (p) A (4)  sin Q S ~ I I  4. cos cp cos 3. 

A (P) = - 
i - casinzp $in2 4 

tang p -, tang O A (JI+ tang 4 A (Q) -- 
1 - ta% 9 tang 4 A (QI A (4' 

D'après cette dernière formule, si on prenait deux angles auxiliaires 
q', 4', tels que 

il en résulterait 
P = Q' + 4', 

ce qiii est un moyen de calculer aisément l'angle ,u par les tables 
des sinus. 

Si l'on fait ,u = + *, c'est-à-dire, si l'on a F (p) + F (4)- FI, les 
deux fonctions F ((P), F(4)  seront en quelque sorte coniplémens 
l'une de l'autre , puisque leur somme est égale à la fonction complète 
F1; alors on aura immédiatement par l'équation (a'), 

b tang Q tang 4 = I : 
c'est la  relation nécessaire entre les angles Q et 4, pour qu'on ait 
F (q) + F (,+) 3 F ( 5  ) = FI.  On en déduit pour l'expression 
de 4 en 9 Y 

(19). Etant données deux fonctions F (P) > F (4), si on veut con- 
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24 PREML~RE PARTE.' 
naître une troisième fonction F ( p )  qui soit égale à leur diffireiicc, 

la solution de ce problème se déduira aisément de celle du problème 
précédent, et on aura pour résultat les formules 

A (p) A (4) + c'sin p sin .J, cos p cos 4 
A (P) = 

1 - c"sin"~  in'-.$ 
tang p A (4) - tang -3. A (9) tang,u= - 
i + tang Q tang 4 A (qm' 

Si dans cette dernière formule on fait tang cp' = tang qh (4) et 
tarig $ = tang &A (Q) , on aura p = q' - 4'. 

Ces formules pour la différence se déduiraient des formules pour 
. la  somme, en changeant simplement dans celles-ci le signe de 4, et 
conservant A (4) positive. Il est inutile d'ailleurs de faire observer 
l'analogie qui règne entre les valeurs de sin p, cos p et celles de 
sin ( Q 4 ) , cos (Q & 4) ; elles coïncideraient entièrement si l'on 
avait c =  o. 

(20 ) .  Puisqu'on connaît algébriquenient l'an~plitude de la fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux fonctions données , 
il est clair qu'on peut t r o u ~ e r  algébriquement une fonction multiple 
d'une fonction donnée, et qu'en général on peut résoudre sur la 
multiplication et la division des fonctions elliptiques de la pre- 
mière espèce, les mêmes problèmes qu'on résout sur la nîultipli- 
cation et la division des arcs de cercle. Désignons par Q, l'amplitude 
de la fonction qui contient n fois la fonction dont l'amplitude est Q ,  

ensorte qu'on ait F (Q,)= nF (p); il s'agirait d'avoir l'expressioil gC- 
Izérale de sin et cos q,, , par le moyen de sin et cos Q. 

Les cas extrêmes n'ont aucune difficulté. Si on a c - O ,  alors 
q, = nq , et l'expression de sin Q, , ainsi que celle de cos p,, se 
déduisent de la fornlule connue 

cos p,+ v- I . sin cp, = ( cos q+ /- I sin Q)". 
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Si cin a c= i , alors la fonction F (p) devientl* , de sorte qu'on a 
cos Q 

F (9) = + log , et la formule pour la multiplication der 
fonctions est 

+ si'1 @> 

L a  dificulté est de trouver l'expression générale de sin Q,, lors# 
que c a une valeur quelconque entre O et I. 

(21). Considérons d'abord le cas le plus simple, qui  est celui de 
la duplication; il sufira de faire 4 = Q dans les formules de l'ar- 
ticle 18, ce qui donnera 

o>, sin rp cos Q A (p) sin Q, = 
i - c2sin4p 

1 - z sin'p + c'sidm 
COS Q, = - 

i - clsin%p 

tang + Q ,  = tang qA(q ) .  

&a dernière de ces formules se déduirait immédiatement de la con- 
sidération du triansle sphérique ABC q u i ,  étant isoscèle dans le cas FI,.. 3. 

dont il s'agit, donne tang + BA = cos B tang BC = Lang ~ A ( Q ) .  
Ainsi en prenant l'auxiliaire 33, telle que sin B = c sin Q, on aura 

g, par l'équation tang f q, = cos B tang Q; on trouvera seinblable- 
ment ( P ~  au moyen de Q., Q, au moyen de q4, etc., de sorte que la 
foiiction F sera multipliée par a', 4, 8,  16, etc. 

Réciproquement, étant donné Q, , 6n trouvera p par l'équation 

sin + Q, 
?ln rp = vct +Mo.)l' 

ou  bien , appeIapt par analogie rp, - l'amplitude de la Conction qui est 
g).l i ie a 

égale à la moitié de F (p), on aura 

sin + Q s1u p, = 
2: V ( ; + $ A ) .  

Si l'on fait c sin q =sin C, ce qui donne A = COS C , on aura plus 
4 
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simplement 

et on satisfera ainsi à l'équation F (9, - ) =: $ F (q). 
a 

On trouvera sen~biablen~ent les amplitudes Q, - , 9, - , etc., par 
A 8 

lesquelles la bisection de la fonction F (q) peut être continuée in- 
définiment. 

(22). Venons à la multiplication par un nombre quelconque. Pour 
cela, considérons trois amplitudes consécntives q,,, , q., q,,, , qui, 
suivant Tindica~ion , répondent aux fonctions muPtiples ( n  - I )  Ii; 
nF, ( n + ~ )  F. Les formules pour la somme et  la différence de deux 
fonctions, s'appliqueront aux équations F (q,,,) = F (q,) + F (Q) , 
F ( Ta-, ) = F (q,) -. F (q), et 3 en r6sultera 

nA cos 9 ~ i n  q, sin Q,,, + sin g,,, = A -ca sin2p sinlq, 

Ces formules où A et q restent constamment les mêmes, tandis 
que n varie, paraissent aussi commodes qu'il est possible pour 
en tirer les valeurs successives de sin cp, , sin q3,  COS (P., COS q 3 ,  etc. 

Soit, pour abréger, 2 A  cos 9 =y, I - c'sin49 = q ,  c'sin49 = r , 
;on trouvera pour l a  suite des sinus, 

P sin 9, = -sin Q 
4 

- $- 3p'qcC (1 + i r )  @qa- Pp6 sin Q, , - 
q6- 3rp0q4+ r ( r + a) p4q'- rp6 

etc., 

et pour celle des cosinus, on a ,  en faisant de plus s = 1-2 sinSq+r - -3 COS'Q -7 , 
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DES FOXCTIONS ELLIPTIQUES. 

1-asin4pf r -s 
COS Q, = -- , - 

4 4 

etc. 

Mais ces expressions étant entièrement développées, deviennent fort 
prolixes, et leur loi est très-dinicile à apercevoir. 

Lorsqu'il s'agira de calculer trigonométriquement 9, par le moyen 
de Q , on y parviendra aisément de cette manière. Les deux formules 
générales étant divisées l'une par l'autre donneront, 

ce qui se réduit à cette fornlule très-simple , 

d'où l'on tire suecessivenlent 

011  connaîtra ainsi successivement par un calcul fort simple, les 
valeurs de q,, q3 , etc. On pourrait aussi procéder par de plus 
grands intervalles pour arriver plus tôt à un terme éloigné ; car on a 
semblablement 

Ai étant le A qui répond à l'amplitude gi. 

(23). La division d'une fonction elliptique donnée de première 
espèce en un certain nombre de parties égales, est un problème 
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algébrique qu'on résoudra par le développement des formules qui 
servent à la rnultiplicatioii. On A déjà vu les formules pour diviser 
par a ou par une puissance de a. Supposons qu'on veuille diviser en 
trois parties égales la fonction F ; on appellera Q, l'amplitude de la 
fonction donnée, et celle de la fonction qui en est le tiers. Fai- 
sant donc sin Q, = a et sin q = x ,  on aura pour déterminer x ,  
l'équation 

3x - 4 (1 + c")z3+ 6c"- ~4x9 
a=  

1 -6c2x4+ 4c" (1 + c") z6-3&xS ' 

équation qui est du neuvième degré. Elle serait du degré vingt-cin- 
yuième pour la quintisection , et ainsi de suite. 

Les équations sont moins élevées de moitié lorsqu'il s'agit de di- 
yiser la fonction complète F1 en un nombre impair de parties ; il en 
est à cet égard de la division des fonctions F, comme de celle des - 
arcs de cercle; tandis que la division d'un arc quelconque en n 
parties égales, e x i ~ e  la résolution d'une équation du nme degré, 
celle du quart de circonférence n'exige que la résolution d'une éqiia- 

, n - i  iion du degre 7 
1 

Supposons en général $,= ?s, afin qu'on ait F (Q) = ; F', on 

aura donc aussi F (qnmi )  +F (pi)  = nF (9)  = F' ; ce qui donne la 
1 

formule tang ( Q,,~) = cot gi, d'où l'on déduit 

iang 9.-, = cot c 

1 
tang L, = - b cot 9, 

etc. 

Mais à cause de q, = + ~, on a 

etc. 

De là résultent des formules assez simpies pour déterminer L, , 
qm-, , etc. ; développant celles cpi donnent q,, qs, etc. , on aura 
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DES FOKCTIOXS ELLIPTTQUES. 
p r  la reiicontre de ces deux suites, l'équation qui doit détermi, 
ner cp, et le calcul sera moins compliqué que par le développe- 
ment de sin cp, ou de cos p,. 

A Lorsque~=3,  on aura immédiatement tang ( f  fi+$?) =b- cot 9 ; 
ou b sin q = A (1 -sin q). Soit sin c x , et l'équation pour dé. 
terminer sera 

c'est l'équation qai donne la trisectioo de la fonciiok F1, et on voit 

que son degré = e. 
a 

Lorsque n = 5 ,  il faudra éliminer q3 des deux équations 

z A sin q cos p 
et ensuite mettre au lieu de tang q, sa valeur - on 

1 - 9 sin2p -h c2sin+p ' 
obtiendra ainsi, en faisant sin cp = x ,  

équation pour la quintisection de la fonction FI, laquelle étant entiè- 
25-1 rement développée, montera au degré I z = -. a 

(24). Revenons à l'équation de la trisection; elle offre dans sa 
résoluticm quelques particularités gui méritent d'être remarquées. 

Soit d'abord x =y + f ,  cette équation deviendra 

Supposons que Ie premier membre soit le produit des deux facteurs 
y'-py + q,  y'+ py - r , on aura pour déterminer p ,  g, r ,  l e s  

3 2 équations q - r  = P ' - ~ ,  q r = & , p ( q  + r ) z z -  1 .  Des deux 

premières 6x1 tire (7 + r ) ' c p 4 -  3pD+ 5 ,  et cette valeur étant 
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30 . PRERII~RE PARTIE.' 
substituée dans la troisième , il en résulte p6-3p4+3p'=(s - 1): 

4p  ou ( p S -  I j3 = - Soit donc 
c4 ' 

et on aura ps-I = k,  o u p  = V(I + k ) ; d'où résulte 

Ainsi les quatre valeurs de y seront 

Les deux pren~ièreç sont imaginaires , et des deux autres, il n'y a 
que la racine positive qui convienne à la question, ainsi on aura 
y++,  ou 

s i n g = f  - -  i ( ( W - k )  ++ Vb-k+W(-k+W; 
de sorte que cette valeur pourra se construire géométriquement, 
lorsque k sera donné. Or, quel que soit k , on a 

valcur qui est toujoiirs coniprise entre les limites I et o. 
a 

Soit k = I , on aura cs = ----, 
1 +va - a  (fz-I) et 

Soit k = a , o n a u r a  e S = $ = b '  et 

sin =$ na 0 + V ( t  V3) 
COS'Q = @+v3) /(+(3) = ( ( z  J3-3). 

Voilà deux cas dans lesquels la trisection de la fonction F1 se fait 
par de simples extractions de racines carrées, 

Les applications que nous aurons occasion de faire par la suite, 
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DES FOIYCTIONS ELLIPTIQUES. 3 I 

exigent quenous considérions encorele easde c=:/(2+v3)=cos5 
12' 

' T  
et celui de c L: + i ( n  - v5) =sin -. l a  

4ba - 4bzc' - I Soit d'aborde=$ v(2+/3), on aura k S = - g  - -- -- 
c6 4."' 

1 3  donc k = - f a  ; d'après cette valeur on trouvera 
SC" 

sin cp= /3 - 1 .  

Mais comme les réductions pour parvenir à ce résuItat seraient 
fort pénibles , il est plus simple de revenir i l'équation primitive 

et on vérifiera facilement que cette équation est satisfaite en fai- 
sant s-. u 3 - x ;  dors m a  sin*^ =4  -- 2 i 3 ,  cos'rp=av3-3, 

et iangq=a 
v3 ' ou tang = )/(&). C'est la valeur de 0 qui 

73- 
donne F (q )  = + FJ, lorsque c 3 eos -. 

1 P 

1 
Soit maintenant c= i ( 2  - /3 ) ,  on aura encore k3 = - 4c6 et 

1 3  3 k =  -v2= (4+2/3)/2. 
aca 

La substitution de cette valeur dans la formule générale, fera 
connaître sin q ;  mais pour parvenir au résultat le plus simple, 
voici la  route qu'il faut tenir. 

Je reprends l'équation générale O = I - 2x + tcg (2x3-x4) ; je 
fais x'= I - y ,  ce qui  revient à supposer y = cosarp, la transfor- 
mée sera 

O = c4y4 +6h'coy'+4b, (bp- c')y - 3b$. 
b Soit y = -z  , en  aura de nouveau 
C 

o = d + 6 z s + ( $ - $ ) ) 1 - 5 .  

b ba- cg Dans le cas présent, on a - - - 
c b u  bc = 4 ( 1 = - 4  = 2 i 3 ;  de 

sorte que l'équation devient 

O =  z 4 + 6 z a + 8 / 3 . z - 3 .  
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52 P R E R I ~ R E  PARTIE.' 
Cette équation étant divisée par a + i 3 ,  facteur inutile pour notre 
cbje t , le quotient est 

l +  rrv Soit enfin z= - 
V3 

, et la transformée sera 

3 3 3 
d'où l'on tire o = /2 - v4. Soit r / 4 = m ,  et on aura v = f m.-rn; 

ma- ~ r n  + i b m2-zm+i - donc z c=--, y = - z c : ( a + / 3 ) a =  
v '3  2 ~ 3 - 3 -  

-c0saip ; 
C 

m-i donc enfin cos p = V(a,,3 3) = ( m- 1) \/(*). ~ é s t  l'ex- 

pression la plus simple par laquelle on peut déterminer Q pour satisfaire 
7r 

à l'équation F (p) s f F1, dans le cas de c =$ v( 2 - v3)= sin -. 
i a 

Pour effectuer entièrement la trisection de la fonction FI, il 
faut encore avoir la valeur de p, qui donne F ((P,) =; F' : or rps est 
facile à déduire de q , soit par les formules d e  la duplication, soit 
par les forniules particulières 

cot p tang q, --. - b 
cos p, = I - sin q. 

L a  première résulte de L'équation 6 tang tang += I qui a lieu 
(art. 18) lorsque F (Q)+F(+) = F' ; la  seconde résulte de la conîbi- 

cot cp 1-COS p, . naison des équations tang p,= - , tang+$,=A(Q) t a n g ~ z  
b sin Q, ' 

et b s i n ( ~ = A ( ~ - s i n ~ ) . L a f o r m u l e  coscp,=~-sinqest d'autant 
plus remarquable qu'elIe ne contient point le  module c , et 
qu'ainsi elle a lieu quel que soit le module. On aura donc aussi 

cot 9 rationnellement sin Q, =: - ( r -  sin q). 
b 

La valeur de sin  peut 6tre déterminée directement par la tïisec- 
tionde la fonctionF(<), cari1 est évident qu'onaF(~,)=$F'=$F(.n). 
Soit donc sin ?,=y, et en faisant dans la fornlule de la triplication 
(art. 23 ) a = sin ?r = O , on aura pour déterminer y, l'éqiaatioir 

qui n'a que la difficulté du quatrième degré. 
(25j. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 33 
( 2 5 ) .  Occupons-nous maintenant de l'équation pour la quiiitisec- 

tion, qui étant entièrement développée, devient 

Pour donner au  moins quelques exemples particuliers de la réso- 
lution de cette équation, on pourrait attribuer une valeur à x ( en 
ayaut soin qu'elle fût plus grande que la racine de l'équation 
O =  I - zx-4xa); et d'après la valeur supposée de x, on voit que 
c' se déterminerait par une équation du troisième degré. 

Mais Ia recherche des cas particuliers de solution, est une question 
d'analyse indéterminée qu'on peut résoudre plus facilement de la 
manière suivante. 

Soit p = I - Px4, Q= îx (I - c9xX), et l'équation de l'article 23 
sera 

Élevant chaque membre au quarré , et retranchant de part et d'autre 
l'unité, on aura 

~ P Q  , P + Q -- 
( p  - q ) "  bLx* ' 

Soit p = m g ,  cette équation donnera b'xl = 
Irn 

soit donc encore 

et on aura, en remettant la valeur de q , bax = n ( r - cbs) ,  ce qui 
donne 

Nais  de i'éqiiation p = mq , ou I - c 4 4  = 2772s ( I - c4xa), on tire 

, 
Egalant ces deux valeurs de cs, il viendra o = I - ( zm+n)x+s* .  

De là se déduit une solution générale fort simple du problème que 
noils nous sommes proposé. Ayant pris pour rn une valeur quelconque 

5 
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VS+r coinprise entre I et ,= I .618 (car ces valeurs &pondent aux 

limites c ;= I et c O ) ,  on en déduit n = (m+l>(m-l)g - ; ensuite 
2m 

3 5 
Soit , par exemple, m - - on aura n - - de là 

2 ' - 94' 

D'après cette valeur du module c et celle de x = sin g , on satisfera 
à l'équation F (p) = F' ; ensuite i l  sera facile d'avoir les valeurs 
de q,, q 3 ,  g4, par lesquelles on achevera de diviser en cinq parties 
égales la fonction complète F'. 

(26). NOUS avons fait voir coniment on trouve la relation entre 
c?~, et g, pour que F (cp,) = nF(g] , n étant unnombre entier. S'il fal- 

lait trouver la relation entre p et 4 pour que F (&) = EF (p) , m et n 

étant des entiers, on prendrait un angle auxiliaire w , tel qu'on eût 
à la fois nF (4) = F (a) et nzF ((P) = F (O). La  premikre condition 
donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles 4 et w ,  
la seconde en donnerait une entre ceux des angles c~ et w ; ,d'où 
éliminant o, , on aura la relation cherchée entre 9 et  4. 

En général on voit qu'il sera toujours possible de satisfaire par  
une équation algébrique à l'équation transcendante 

les coefficiens 1 7 2 ,  n, p, etc. étant des nombres entiers à volonté, 
qui n'aient pas tous le même signe. C'est une conséquence toute 
simple de ce que l'équation transcendante F (q) + F (+) ;= F (4 
est représent& par une équation algébrique. 

(27). De là il résulte qu'on peut toujours trouver l'intégrale algé- 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
Friq~le complète de I'équation différentielle 

178 et n étant des nombres entiers ; car l'intégrale est d'abord 
I ~ F  (q) &nF (4) = const. Et si on suppose que lorsque 4 = O ,  on 
ait q =; ,u , la constante sera 171F ( p ) , et on aura l'intégrale 

Soit m une auxiliaire telle que F ( p)  = F (q) rk F (a) , on aura 
en mênie temps nzF ( w )  = nF (4) ; si on exprinie ensuite ces deux 
équations en termes algébriques, et qu'on élimine a, on aura l'in- 
tégrale algébrique cherchée dans laquelle p scra la constante ar- 
bitraire. 

En général ; si on avait l'équation suivante, dans laquelle nt, 
r a ,  p ,  etc. sont des entiers positifs ou négatifs, 

l'intégrale complète sera F (,u) = nzF (q) + nF (4) +pF ( w )  +etc. ; 
p étant la constante arbitraire, et cette intégrale pourra toujours 
etre représentée par une équation algébrique, quel que soit le 
nombre des termes, pourvu qu'il ne soit pas infini. 

Si on désigne par R (x) le radical v( a + gx+yx2+ $X+E~+) , 
et par R ( y ) ,  R (z), etc. des radieaux semblàbles en y, z , etc. ; si 
de plus 172 , n , p ,  etc. désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs , ii est clair que l'équation 

pourra toujours être réduite i la forme précédente, et qu'ainsi elle 
aura toujours une intégrale algébrique coinplè te. 

Rien n'empêcherait de supposer que z et les variables suivantes 
fussent des fonctions algébriques données de x et y,  alors I'éqriation 
précédente ne renfermerait que deux variables, et malgré l'infinité 
de formes dont elle est susceptible , elle admettrait toujours une 
intégrale algSbrique complète. C'est peut-être la seule manière de 
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JJ: dy , généraliser le résultat d'Euler, concernant l'équation 7 + - - =o. 

R(5) Wyl 
Lagrange s'est proposé de trouver des cas d'intégrabilité de l'équatioii 
dx dy -+-- 

VX VY-O' sans supposer que les deux polynonies X et Y 

sont entièrement senlblables ( l ) ;  mais il ne paraît pas que les re- 
cherches de ce grand Géomètre l'aient conduit au-del; de l'équation 
d'Euler ; car l'équation qu'il donne page I 1 9 ,  comme étant plus 
générale, s'y ramène immédiatement en faisant o =ky , et donnant 
au coefficient k une valeur convenable. Ainsi il est très-douteux 
qu'avec deux termes seulement, l'équation d'Euler puisse être géné- 
ralisée ; mais avec un plus grand nombre, on voit qu'elle admet une 
grande extension. 

(28). Puisque les fonctions F peuvent être multipliées ou divisées 
à volonté, cette propriété fournit un moyen assez simple de les 
e'valuer par approximation. D'abord nous supposerons que 9 ne 
surprisse pas f a, car suivant l'article I z , tous les cas se réduisent 
à celui-là, 

Cela posé , on déterminera Q' par l'article 2 I , de manière que 
9. 

F (pl  ) = f F (q), et l'intégrale f 45 aura une Etendue moindre 
s 

s 

que f&), de près de moitié, si c n'est pas trop pi.& de l'unité. 

Par une seconde bisection, on peut faire ensorte que F (qL)=SF(q) , 
.a 

et l'intégrale que représente F (qL)  aura encore une étendue prés 
4 

de deux fois moindre, ainsi de suite. Mais lorsque I'amplilude + 
de la formule qu'on considère est devenue très-petite, la fonction 
F(4)  se réduit sensiblement à l'arc +. Donc quelle que soit la 
première valeur de p, la fonction correspondante F (q)  sera égale 
au dernier terme de la suite p ,  2p:, bpi, 80, , elc., et dans la plupart 

u - 
des cas, on obtiendra cettc limite par un calcul assez court. 

- 

(') Némoires de Turin, tome IV, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. r )  7 

E X E M P L E .  

Soit proposé de trouver la valeur de F lorsque c = 
= sin 75' et tang $ = 

V ' C W  
\/(>), on trouvera par les formules de 

l'art. 2 I , ce qui suit 

cp s= 47" 3' 30" 91 g = 450 O' oRoo 
- 25 36 5.64 

(?'; - .2 = 24 40 10.94 
- 1 3  6 30.98 

qi - cl - = 12 39 15.83 
4 - 6 35 40.74 g; - CL = C 22 8.40 
8 - 

QA- fi b 3 18 8.75 etc. 
etc. 

Les deux dernières valeurs donnent 

Leur diffirence est 4'54".08; et comme par la nature de ces approxi- 
mations, un resultat doit approcher de la limite environ quatre fois 
plus que le précédent, nous ajouterons ail dernier résultat le tiers 
de la différence 4' 5hh.08, qui est 1' 38".03 , et nous aurons ainsi 
pour la valeur de F, l'arc très-approché 

520 51' 58".03 , 
7r 

qui en parties du rayon = - X o. 587401 3 = o .  9226878. 
2 

Cette méthode pourrait devenir très-longue lorsque c est fort 
près de l'unité, et Q peu différent de 90" nous en donnerons ci- 
après une plus expéditive. 

Application à la Lemniscate. 

(29). La Leniniscate est, comme on sait, une courbe du quatrième F ; ~ .  4 
ordre qui a pour équation (xa+ya)'=a2 (xa-y°). On suppose 
l e  demi-axe CA = a , l'abscisse CP = x ,  et l'ordonnée PM =y; 
si de plus on fait la corde CM = z , on aura en fonctions de  z ,  
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Soit encore z = n cos q ,  et cs = +, on aura 

résultat auquel on serait parvenu directement en faisant 

a y = V; sin q cos Q. 

'Avec ces valeurs où A est bujours pris positivement, suivant notre 
usage, on suit la courbe dans tout son contour, de cette manière : 

Dans le premier quart AMC , les valeurs de p s'étendent depuis 
= O jusqu'à p = t ,i7' ; dans le second quart CPiB , elles s'étendent 

depuis q =; .7t jusqu'à Q = .7t ; dans le troisième quart BN'C, depuis 
q = d jusqu'à Q = z.iz, et enfin dans le quatrième CRTA, depuis 
q=+d jusqu'à 9 = a x .  

a Cela posé, si l'on fait - = I , on aura s =F (9) ; mais quclle 
\/a 

que soit la ligne qu'on prend pour unité, on voit que les arcs de 
la Lemniscate jouissent de toutes les propriétés des fonctions ellip- 
tiques de première espèce, c'est-à-dire, cp'ils peuvent ê ire ajoutés , 

m A , d ,  
retranchés aü-%visés algébriquement comme les arcs de cercle. 
Ainsi étant donné un arc quelconque MO, on peut, à compter 
d'un point donné 14, déterminer algébriquement un autre arc EII 
ou HL qui soit dans un rapport rationnel donné avec l'arc RIO. Il 
sufit pour cela de déterminer 9 d'après une équation de la forme 

P (C) - F (a) = dz ; [F(q)- F (p)] , à laquelle correspond toujours 

une équation algc'brique. 

A plus forte raison peut-on diviser un arc donné RIO en uii cer- 
tain noml~re de parties égales. Par exemple, s'il s'agit du quart 
de la courbe AM@, on dé terminera son milieu Ii. au moyeu de i'équa- 

- 1 1 
tion sinap =- - - 

i+b ifc' 
ou par la corde CI< = - cos p= 1/(2 (2-2); 

si l'on veut déterminer l'arc AR1 égal au tiers de AOC, il faudra , 
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DES FOKCTIOXS ELLIPTIQUES. 79 

d'apris l'art. 24, faire cos = ?(a  i 5  - 3))  ou prendre la corde 
CM = 1/[2 V(2 v3-3)]. 

Les arcs de la Lemniscate représentent les fonctions elliptiques 
de la première espèce dans le cas où le module c i  if = 6. 11 
serait assez curieux de rechercher s'il y a quelque autre courbe 
algébrique dont les arcs représentent la foilction F pour une autre 
valeur de c ;  mais cette recherche ne laisse pas d'etre dificile. 

Elle ne présenterait aucune difficulté si on admettait les arcs de 
cercle et les logarithmes dans l'expression des coordonnées. En effet 

d ~ '  , laquelle peut il s'agit de satisfaire à l'équation ha+ dya=- l-c,,i,lp 

être mise sous cette forme 

c'est ce qu'on obtient généralement par les valeurs 

dans lesquelles on peut prendre à volonté sin 4 en fonction de sin 
et cos Q. Pour nous borner à un cas particulier, soit q = o ,  on aura 

L?Q COS Q dx = 
1 - c2sin'p 

b& sin Q dy = - - 
1 - c2sinap ' 

d'où l'on déduit en intégrant 

1 C COS Q y = -,arc tang (6). 
La courbe décrite d'après ces deux équations, sera donc telle 
qu'un arc quelconque s , compté depuis = O, aura pour valeur 
F (Q), et représentera généralement une fonction eIliptique de pre- 
mière espèce, quel que soit son module. 
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2p11licatior.z au mouvement du simple. 

(30). Les fonctions elliptiques de la première espèce recoivent 
rine application immédiate dans la détermination du mouvenient du 
pendule simple. Soit i la gravité, ~ ~ l o n p e u r  du pendule, H la 
hauteur due à la vitesse dans le point le plus bas, 4 l'angle dont le 
pendule est écarté de la verticale au bout du temps t ,  on aura 

Cette formule générale offre deux cas à considérer, selon que 
II - sera plus grand ou plus petit que l'unité. 
PL 

Dans le ~rernier  cas, il est clair que le corps tournera sans cesse 
dans le même sens, et aura dans ses révolutions successives les 
mêmes vitesses aux izzêines points de la circonférence. Soit 

= cl, et on aura H 

d'où résulte le temps d'une révolution entière 

Dans le second cas qui est proprement celui des oscillations, on 
H fera - = c2, sin $ r\FI = c sin q , et on aura 2L 

donc le temps d'une demi-oscillation =: /L.F', et le temps de 
l'oscillation entière T = 2 l/L .F1. 

Lorsque les oscillations sont infiniment petites, on a F1c+?r . ,  et 
T = fi i L  , ce qui s'accorde avec les forniules connues. 

Puisque le temps employé à parcourir un arc quelconque, h 
compter de la verticale, est représenté par une fonction elliptique 
de la première espèce, il s'ensuit qu'dtant donné un arc parcouru 

dans 
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DES FORCTIONS ELLIPTIQUES. 4 1 

dans le temps t ,  on pourra trouver algébriquement un autre arc 
parcouru dans un temps multiple ds t , ou en général commensu- 
rable avec t .  On peut aussi trouver un arc tel , que le temps par 
cet arc ,  soit égal à la somme ou à la diflerence des temps par 
deux ou plusieurs arcs donnés, et cela, soit que ces arcs aboutissent 
à la verticale, soit qu'ils n'y aboutissent pas. 

Si on veut diviser en deux parties égales Ic temps de la demi-oscil- 
1 lalion, il faudra, suivant les forniules connues, faire sin' p = ;Tb, Fig. 5 

ce qui donnera sin + 4 = c sin = / ( I  - b). Donc si AB est l'arc 
de la denii-oscillation, et qu'après avoir divisé l'arc AB eir deux 
également au point I , on prenne l'arc A 0  tel que la corde A 0  
soit à la corde AI comme v 2 est à I , le temps de la demi-oscilla- 
éion sera partagé en deux également au point O. 

Conqmraison des fonctions e72~jfiques de Za seconde espke, 

(31). Supposons que les amplitudes q ,  +, p soient telles qu'on ait 
Z;'( q ) + F (+) - F ( p )  = O ,  je dis qu'on aura en même t e m p  
E (p) + E (4) - E (p,) = P , P étant une quantité algébrique. En 
&et, si l'on difierentie cette équation, en regardant conilne 
coiistaute , on aura 

Mettant au lieu de A (p) et A(S), leurs valeurs tirées des équations 
(b') , il viendra 

COS Q - COS 4 COS Id -) + y ('"4 - C O C Q C O S  !J. " = dq ( sin 4 sin p. sin Q sin p 

; d .(sin" +- sin2J, f acos u cos Q c o s  4) dP = 
sin ,u iin Q siil 4, 

Mais de l'équation (a') , on déduit 
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4 2  PREDIIERE PARTIE 
donc P = &in p sin sin 4 sans constante , parce que P doit s'éva; 
nouir lorsque q == o. 

Ainsi pendant que les fonctions elliptiques c h  la première espèce 
ont entre elles la relation F (q) + F' (4) - F ( p )  = O , les fonctions 
correspoiidantes de la seconde espèce satisfont à l'équation 

c'est la formiile générale qui servira à comparer entre elles les 
fonctions de la seconde espèce, comme nous avons comparé cclles 
de la première. 

Si l'on considérait plus généralement la fonction G (Q). con~posée 
de la première et de la seconde espèce, savoir, 

k étant un coeGcient constant quelconque, il est visible qu'on aurait 
semblableiilen t 

de sorte que toutes les conséquences qu'on tirera de l'équation (cf) 
pour les fonctions E, s'appliqueront généralement aux fonctions G. 

(32). Désignons comme ci-dessus par Q, , q,, q4,  etc. les ampli- 
tudes qui donnent F (q,) = 2F (Q), F (pJ= 3F ((P), etc. , on aura, 
en vertu de l'équation (c'),  

2E (q) - E (q,) = c1sin g sin.p sin p, 
3E ( q )  - E cg,) = casin g ( sin p sin Q, + sin Q, sin q,) 
4 E  ((P) - E (q4) = c3sin Q (sin sin q, + sin Q, sin q, + sin @, sin q4 )  

etc. 

Donc la même relation entre q, et cp , q u i  donne F (q,) = nF (Q) , 
donnera nE (p) - E (q,) égale à une quantité algébrique. 

En général, si na, n, p, etc. sont des nombres entiers positifs on 
négatifs, on peut faire ensorte que 

nzE (Q) + nE (4) + p E ( w )  $- etc. 

soit égale à une quantité algébrique : il faut pour cela établir entre 
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DES FONCTIOXS ELLIPTIQUES. 4 3  
les angles q, 4, cd, etc. , la relation qui donne 

O = ntF (p) $- nF ($) (o) + etc. 

Rous observerons que les fonctions F(p), E(g) sont en général 
de même signe que p ; lorsque cp change de signe, elles en changent 
aussi, et conservent la n~ênie valeur. Cela posé, il semblerait qu'on 
peut satisfaire à l'équation 

O = r d '  (p) + nF (4) + pF (td) + etc. 

de bien des n~anières différentes ; car on est maître de changer le 
signe de chaque coefficient, pourvu qu'on change en n~êine temps 
le signe de l'amplitude correspondante. Mais on peut se borner à 
considérer les fonctions F(q) , F (4) , F (a), etc. comme toujours 

et dans ce cas, il n'y aura jamais qu'une relation entre 
les angles Q, 4, o, etc.,qui donnera o=n~F($)tlzF($)+~F(d")tetc.; 
alors on voit que les coeficiens m. n,  p ,  etc. ne sauraient être tous 
de  même signe. 

(33). Telles sont en général les relations qu'ont entre elles les 
fonctions elliptiques de la première et de la deuxième espèce : il faut 
maintenant entrer dans quelques détails sur les nombreux corollaires 
qu'on peut tirer de I'e'qurition des arcs 

E (Q) + E (+) - E (p) = c'sin Q sin S, sin p , 
combinée avec l'équation algébrique qu'elle suppose et qui peut se 
mettre sous l'une de ces trois formes, 

cos p= cos $9 cos 4 - sin p sin S A  (u) 
c o s S = c o s p  cos Q -/- sin p sin Q A  (4) 
cos Q = COS ,U COS + sin p sin $A (Q).  

On déduit de ces équations les valeurs suivantes qui serviront à ex- 
primer le second membre ca sin Q sin S, sin p en fonction de deux 
seulement des anlplitudes q, , + , p. 

sin p r o s  JA($)+s in-$cos~A(p)  
sin p = 

1 - c%i~~~cp sin1.$ 

sin p cos PA (p) - sin p cos pA (p) sin 4 = 
i - c'sin9p ssin'p 

sinpcas S A  (4) - sin 4 cospA (u) 
sin Q E -. 

i - c'sirilp sin"+ 
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44 PREMIERE PARTIE. 
Cela posé, voici les principaux corollaires qui résultent cles équa- 

tions mentionnées pour la comparaison des arcs d'ellipse. 

1. Si l'on fait p = + ?r', l'équation des arcs deviendra 

et I'equation algébrique correspondante sera 

ca& rp cos $3 1 
c9sin q sin.+ = - -.On aurait ~ernblablementtaiigq=~ cot +, 

A (@) .. 7 

cos 4 b sin 4 c'sin J c o s 4  sin q = - , COS q =-, et cas inq  s i n 4 =  
A (4) A (4) A(,> - . .. 

Fig. r. Si d'après cette relation entre les amplitudes et 4, on déter- 

mine sur l'ellipse les arcs B I  = E (q )  , BX = E (4), on aura 

C'est dans cette équation que consiste le théorème de Fagnani. Il en 
résulte qu'étant donné l'arc BJ4 terminé au petit axe, on peut 
trouver un second arc AN terminé au grand axe , tel que la diffé- 
rence de ces arcs BM -AN soit égale à une quantite' algébrique 
c2 sin q siil +; et cette quantité est représentée par la partie de la 
tangente OM ou ZN terminée à la perpendiculaire CO ou C Z  , 
abaissée du centre de l'ellipse. 

Lorsque q et 4 sont égaux à un m h e  angle 0 , les deux points 
1 1\I et N coïncident en un même point I L  Alors on a tango = z, 

1 siuz8= - cos4 - b 
1 + o Y  --i+b' ce qui donne 

Donc alors la différence des arcs BK, AIS, est égale à la différence 
des demi-axes CA,  CB ; en mCme temps on a 

Il y a donc au point K une sorte de bisectioil du quart d'ellipse, 
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DES FOXCTIONS ELLIPTIQUES. 43  
puisque chacune des parties BK, AK peut se mesurer par la nioitié 
de ce quart d'ellipse. 

II. Soit dans l'équation générale des arcs Q =14 = O ,  on  aura 

zE ( 8 ) -  E(p) = cssinzû sin p ,  

et l'équation algébrique correspondante sera cosze-siii'%h(,a)=cosP: 
C'est l'équation qui sert à la duplication des arcs elliptiques ou à 
leur bisec tion. 

On en tire pour la duplication 

et pour la hisection, 

1 - cos 'u sin4 = 
+ A  (PI-  

De là on voit qu'étant doriné l'arc BIT, = E: ( 8) , on peut trouver Fig. 6. 

un autre arc BN=E (,u) qui soit mesuré par le double de BM, 
de sorte qu'on ait zBBl - EN = casin23 sin p. 

Et  réciproquement, étant donné l'arc BN = E (,a), on peut 
trouver un  second arc BBI: = E ( O )  qui soit mesuré par la moitié 
de l'arc BN; on aura en effet BR1 = f BN 3-2 czsina sin p =; $ BN 

l - * ( ~ L o  t a n O l  
4 2 i, 3 P. 

Lorsqu'on fait ,u =t ?i , le point M tombe en K ,  et on a coinme 
ci-dessus BK = f Er+ + ( I - b ). 

Pour avoir de nouveau le point de bisection de l'arc BK, il faudra 
1 .  

faire tang2p = i:, sin'p = --&, A ( p )  = ( / b  , et on aura 

Cette valeur détermine l'arc B1 =E ( 0  ) qui se mesure par la moitié 
de BK ou par le quart de El; on a en effet 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et on peut continuer à l'infini cette sorte de hisection.' 

Fig. 7.  111. Ayant pris à volonté l'arc BD compté depuis le petit axe , 
avec un point quelconque 89 sur cet arc, il y aura toujours un autre 
point N sur le m h e  arc, tel que la différence des arcs BIT, DN sera 
égale à une quantité algébrique. 

11 sufit pour cela de faire BD = E (9) , BAT. =E (S),  BN = E ( p )  , 
et de déterminer p en fonction de p et de 4, conime si on voulait 
satisfaire à l'équation F ( p )  = F (p) - F (4) ,  ce qui se fera par la 
forniule de l'article r 9. On aura par ce moyen E (p)  + E (+) -E (Q)) 
- - c2sin /A. sin q sin 21/ , OU BM - DN = ca sin ,u sin p sin 4. 

Lorsque p 5 4 ,  les deux arcs BM, BN coïncident en un seul BO, 
et cliacun des arcs BO, OD se mesure par la moitié de l'arc BD. C'est 
un cas qui  a été exaniiné dans le Corollaire II. 

Fig. 8, IV. Etant donné un arc quelcoique BD, terminé au petit axe, avec 
un  point 1\6 pour servir d'origine A un second arc, on peut déter- 
nriner ce second arc BIP ou NM, dans le sens qu'on voudra, de 
manière que sa dilrérence avec l'arc BD soit égale à une quantité 
algébrique. 

Dans le premier cas , si l'on fait BM = E (q) , ED = E (4) , 
BP = E ( p )  , et qu'on détermine d'après l'équation F (p)+F (+) 
= F ( p ) , OU d'après les formules de  l'article 18 , on aura 
BD-MP=c l s inp  s in+  s inp .  

Dans le second cas, si l'on fait BBI=E(q), BD=E (S), BX=E (K ) ,  

et qu'on détermine p d'après l'équation F (9) - F (4) = F (P), o a  
d'aprèsles formiileçdel'article r 9,onauraED-l~~=c"sinpsin qsin4.  

F;& g, V. Etant donné un arc quelconque OD dont l'origine ne soit plus 
à l'extrémité du petit axe, avec un point M pour servir d'origine à 
u n  second arc, on pourra déterniiner ce second arc RIN ou MIL', 
de manière que sa difrérence avec l'arc OD soit égale à une quaii- 
tité algébrique. 

Car, I O .  par le Corollaire III, on peut trouver BH-OD = à une 
quantité algébrique, et ensuite BH-MN = à une quantité algé- 
brique ; donc MN - OD sera encore une quantité algébrique ; 
2'. ayant trouvé le point H par le Coroll. III, on peut trouver le 
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DES FOKCTIONS ELLIPTIQUES. 4 7 
point P par le Coroll. IV, de sorte que Efl - MP soit égal à une 
quantité algébrique, et alors OD - MP sera égal aussi à mie 
quantité algébrique. 

Ainsi on peut trouver sur l'ellipse une infinité d'arcs égaux à un 
arc donné, plus ou moins une différence assiçnahle géométrique- 
ment, de sorte que l'arc prendra son origine h volonté sur tous les 
points de l'ellipse, et sera dirigé dans le sens qu'on voudra. 

VI. Quel que soit l'arc OP et le point 31 pris sur cet arc, il y Fis. 9, 

aura toujours sur le même arc un autre point D tel que la cliff- 
rence des arcs OM, DP sera égale à une quantite' algébrique. 

Cela suit immédiatement du Coroll. V. 
Lorsque les poiiits XI et D coïncident en un seul point 1, chacun 

des arcs 0 1 ,  IP est mesuré par la moitié de OP,  et on a une pre- 
mière hisection de cet arc. On pourra de mdrne en trouver uiie se- 
conde, une troisiéme, etc. à l'infini. 

VIX. Etant donné l'arc BM dont l'origine est au petit axe, on rig. 
peut trouver un arc EN qui soit égal à un multiple quelconcpe de 
l'arc BM, plus ou moins une quantité algébrique. 

Car en faisant B X  = E (p), BN =E (4)  , si on satisfait à I'éqiia- 
fion F (4)s nF (q),  on aura en m&me temps n E ( q )  -E (4) = à 
u n e  quantité algébricpie. Dans ce cas, 4 serait ce qiie nous avons 
désigné ci-dessus par q,, et on a vu la manikre de déterminer q, 
par le moyen de cp. 

VIII. Réciproquement,étant donné un arc c~uelconque BN=E(J), 
on pourra, ptr la résolution d'une équation algébrique, déterminer 
l'arc BRI = E (q)  , qui soit égal à un sous-multiple de l'arc BN, plus 
une quanti té algébrique. 

Par exemple, pour la trisection de l'arc EN, il faudra détermilier 
sid q3 par I'équation 

3 sin p - 4 (1 + c ' )   sin"^ 1 6c2sin5p - i84sin?p 
sin 4 3 - 

I - 6c231n Q + 4 c 1  ( 1  j c2) sin" - 3chin8p ' 

équation qui est en général du neuvième degré, mais qui se réduit 
au quatrième lorsque $ = f ?r. 

1X. En général on pourra trouver par la résolution d'une équa- 
tioii algébrique , un arc E (?) qui soit égal à une partie ratioiinclle 
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m - de l'arc donné E(+), plus ou moinsune quantité algébrique. L'éyna- 
n 

iion sera la mCme que celle qui donnerait F (Q) = :F (4). 
Il en sera de même si l'arc donné n'est pas terminé au petit 

axe. Côï si OP est cet arc, on cherchera par le Coroll. III, l'arc 
Fig. 9. BM égal à OP +une quantité algébrique, et il ne s'agira plus que 

Tn de trouver un arc BN = - BR1 & une quantité algébrique. 0 1 1  
If 

pourra ensuite donner à l'arc BM une autre origine à volonté. 

X. Deux arcs étant donnés partout où l'on voudra sur l'ellipse, 
on pourra trouver un arc égal à leur somme ou à leur différence, 
plus ou moins une ligne droite assignable géométriquement. C'est 
une suite des Coroll. III et V. 

Ainsi toutes les comparaisons qx'on fait ordinairement des arcs 
de  cercle par voie d'analyse, ont lieu également pour les arcs 
d'ellipse, à la différence près qui affecte tous les résultats , mais 
qu'on peut faire disparaître dans beaucoup de cas, lorsque l'origine 
de l'arc cherché est arbitraire. La  disparition de cette différence , 
lorsqu'elle peut avoir lieu, ajoute aux problèmes un degré d'intérkt 
de plus; elle rapproche alors les propriétés des arcs d'ellipse de  
celles des fonctions elliptiques de la première espèce. C'est pourquoi 
nous croyons devoir en apporter ici quelques exemples, 

(94). PROBLÈME 1. Déterminer SUI* le quart d'eUipse B K A  un arc 
MP qui soit précis émen&gal à la moitié de l'arc BKA. 

~ i ~ ,  6. Soit Q l'amplitude du point M, 4 celle du point P, 4 l'arnplitucle 
d u  point K, premier point de bisection de l'arc BKA, pour lequel 

1 
on a sin2 0 = - 

l + b  
et E ( O  ) = f E1 + f (1 -6 ). Supposons qu'on 

ait F (q) +- F (8) -F (+) = O  , il s'ensuivra E (q) + E ( O )  -E(+) 
= c9 sin q  sin # sin 8 ; donc 

E (+) -E  ( q ) = + E 1 + $ ( r  -6)-casinp sin +s inQ,  

ponc  si on veut qu'on ait MP =$Et, il faudra faire 

c' sin Q sin + sin f l =  f (I - b )  , 
ce qui donnera sin p sin J. = j sin 0. Mais d'un autre chté l'équation 

1 ~ 3  
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DES FoXCTIOlXS ELLIPTIQUES: 49 
F(q)+F(e)-F($)=o donne cos Q cos++siii psin ~ A ( ~ ) = c o s ~ ,  
et  puisque A (0 )  = 1/6,  a n  aura L la fois sin p sin 4 = i sin 8 ,  et 
cos p cos 4. = cos 9. De ces équalions, on tire 

cos (+-O) = t (COS 0 + sin 0 ) = cos cos (O - @ 
4 

COS (++p)= t (COSO- sin 0 ) = COS -COS 0 + - . " 4 ( 4) 
Ainsi les angles 4 - Q et $ + Q seront conmis. Ou pourrait aussi 
déterminer iireciement les valeurs de siii p et sin 4 a i  moyen des 
-rl 

fbrmules 

sin Q = +  /(3+4sinB+z sins8) -5 /(3-4sinû+zsin16) 
sin+=; /(3+4sinB+asinaO)+ +\/(3-4siii8+zsin4), 

et  ces sinus seront les abscisses des points cherchés 11: et P. 

(35). PROBLÈ ME II. Déterminer sur le q m r t  d'ellipse BJlA ZLJZ arc 
1ç'Q gui soit égal au tiers de BMA. ~ i g .  6 

Si l'on suppose F (Q) = 5 F' et 3. (Q,) = 2F (p) , on aura sin Q 
par la résolution de l'équation 

O= I - 2 sin Q -f- 2c'sin3q - cnsin4q, 

et p, se déduira de Q , soit par l'équation cos q, = I - sin p, soit 
cos qJ 

par l'e'quation sin g, = - A ' 

Cela posé, on aura 3E (q) - E' = c'sin p sin Q, ( I + sin p , ou 

E (q) = $ El + 5 c'sin Q sin Q, ( I + sin q).  

- O ,  on aura Supposons de nouveau I. (p) + F (4) - F ( w )  - 
E (q) + E (4) - E (o) = casin Q sin 4. sin W .  

Donc si l'on veut que E (w) - E (4) = + El, il faudra faire sin + sin o 
= $ sin q, ( I +sin p ). Mais d'ailleurs en vertu de la supposition 
faite, on a l'équation cos 4 cos w +si11 + sin UA (P) = cos Q ; donc 
les inconnues 4 et w devront être déterminées par les équatio~ls 

cos7p 
sin 4 sin w = 5 s i n q , ( x  + s i n p )  =- 
cosScos  w ~7 ;COS Q (2-sin q )  

7 
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Elles donneront immédiatement les valeurs de cos ( w - 4 ) et 
cos ( o -j- 4 ) , d'où l'on conclura celles d.e 4 et m. Connaissant ces 
valeurs , on fera BN = E (+) , BQ = E (o), et l'arc NQ sera égal au 
tiers du quart d'ellipse El. 

On peut démontrer que le problème est toujours possible par 
cette considération. Soit pris BI = E (p), on aura EI > $ El. Soit 
pris ensuite l'arc AP correspondant à EI, de manière que la diffé- 
rence BI -AP soit égale à une quantité algébrique, c'est-à-dire , 
soit prise l'amplitucle a du point P , d.e manière qu'on ait b tang 
tang G c I , on aura AP < 5 El. Mais si on imagine que l'arc f E' 
soit transporté le long du quart d'ellipse, de manière que son ori- 
gine parcoure successivement tout l'intervalle de B en P,  cet arc 
étant représenté en B par BI) $El, et en P par AP < $ K1,il faudra, 
en vertu de la loi de continuité , qu'il soit représenté exactement en 
un point intermédiaire N par l'arc X Q  = + El. 

Pour appliquer la solution générale à un cas particulier, soit 
4 

ca = f = ha, on a trouvé ci-dessus (art. a4) cos q~ = v ( a  v3- 3 ) 

= 3(8  cos 30' sin' 15') ; on aura donc parle calcul irigonoinétripue, 

Lcosrp = 9.9166532 
L sin rp = 9.7517253 . .  . . . . .. . . . .sin = 0.5645797 

2 - sin = r .43542o3 

L s i n S s i n o  =e 9.6716281 sin & sin w =i O.  4694920 
Lcos+cosw = 9.5965110 cos 4 cos w = o .  3 9 4 p  I 7 

COS ( w $- 4 ) = - O.  0745~03" 
c o s ( @ - + ) =  0 .864413~  

Ces valeurs ne sont qu'approchées, mais les formules trouvées 
. donnent la solulion rigoureuse qui peut même être construite géo- 

métriquement. 

Fifi- (36). PROBLÈME 111. Etant donnés les deux arcs n/lN et PQ , 
situes comme on voudra sur la circonfé~ence de l'ellipse, trouva2 un 
troisième arc DI( 6gaZ à leur somme kiV+ PQ. 

Soient a, g, 6 , 6 les anîplitudes des points donlaCs RI ,  N, P, Q, 
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ensorte qu'on ait RIN = E (C) -E(e) , PQ = E ( 6  ) - E (8) ; soient 
4 et w les amplitudes des points cherchés D,  R, ensorte qu'on ait 
DR = E (w) - E (+). 

Soient encore h et p deux amplitudes telles qu'on ait F (A) = 
F (c) - F (a) , F (p) = F ( 6 )  -F (6) ; on aura en même temps 

E ( A )  + E (a) - E (C) = c'sin cc sin g sin h 

E (p) + E (6) - E ( 6 )  = c'sin d'sin s sin p ; 
donc 

MN+ PQ = E(h) + E (p) - c'sin a sin C sin h-casin S sin 6 sinp. 
Soit enfin p une nouvelle amplitude telle que F (p)=F (A) +F (p) ,  
on aura 

E ( h )  Jr E ( p )  - E (9)  = c%n 9 sin A sin p ; 
donc 

RIN+PQ-E(9)=czsinp sin h sinp-casiiia sin sin A-c'sin6 sin~sinp.' 

Faisons maintenant F ( cp )  = F ( w )  - F (&), il en &sultera 

E (9) + E(+)- E(w) =c'sin q s i n 4  sin w ; 

mais par hypothèse, on a E (a) - E(&) = MN + PQ; donc 

sin 9 sin 4 sin w s: sin asin gsinA+ siud'sin e sinp--- sinh sin psin p. 

Soit pour abréger sin cc sin C sin h + sin d' sin E sin p = 14,  et 
on aura 

112 sin w sin 4, = - - sin h sin p. 
sin Q 

D'ailleurs l'équation F (q) = F (o) - F (4) ,  donne COS o cos + $- 
sin w sin 4~ (Q) = cos cp ; donc on aura pour déterminer 4 et w 
les deux équations 

sin w sin 4 = - - sin h sin P 
sin Q 

cos a cos &=cos  q-'(- M +  s i n ~ s i n ~ ~ ( ~ ) .  
sin Q 
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précédentes , 

Les données immédiates étant a ,  g, 6, B , on eu déduit A et p par 
les équations F(h)=F(g)-F (ct),F ( p ) 3 F  (6 ) -F (d ) ,qu i  
donnent 

sin C cos ctA (a) - sin a COS CA (6) 
sin h = - 

I - casin CL s inPb 

sin P COS $A (8) - sin 6 cos e l  (E) sin p = 
i - c'sin 6 sin% 

1,a valeur de RI est donc connue, ensuite on déduira sin $ et A (p) 
de l'équation F (9) =F (A) + F ( p )  , qui donne 

sin A COS pA (p) -/- sin p. cos h A  ( A )  
sin p E: - 

i - c2sin-p sin2h 

A ( , ~ ) A ( A )  - c'sin A sin p cos hcosp 
AC@ = 1 - cLsin2p sin"?, 

Or les valeurs de sin h , cos A ,  A (A) sont données en fonctions 
de C et ct par les formules de l'art. rg ; il en est de même des 
valeurs de sin p, cos p , A ( p )  exprimées en fonctions de B et d'. 
On connaîtra donc toutes les quantités q u i  composent les valeurs 
de cos (o - 4) et cos (US-+). 

Ce problème peut servir i en résoudre beaucoi+ d'autres, et 
notamment à trouver un  arc qui soit exactement dans un rapport 
rationnel avec un arc donné; mais il faut pour cela que dans chaque 
application les valeurs trouve'es pour cos ( w + 4) et cos (w-4)  , 
soient renfermées chacune entre les limites +- I et - I , sans quoi 
le problème deviendrait impossible. 

Comparaison des arcs d'hyperbole. 

(37). Nous avons déjà trouvé (art. i 3) que l'arc AM désigné par T, 
a pour expression 

'Y = A fang Q -E(p)+61F (9). 
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I,e point ni,  extrémité de l'arc AM,  est censé avoir pour ampli- 
tude Q. Considérons deux autres points N et O dont les amplitudes 
soient4 et w, et supposons qu'on ait l'équationF(g)+F(+)-F(a)=o; 
alors les arcs AM, AN, A 0 ,  désignés respectivement par 'ï (9) , 
'ï (4) , 'ï (o) , auront entre eux cette relation 

o u ,  en mettant la valeur connue de E (9) +- E (S) - E (a), 

'ï (cp)+T(.C)-T (w) = A  (9) tang 9 + A  (4) t a i i g$ -~  ( w )  tango - ca sin q sin + sin w. 

C'est l'équation fondamentale d'après laquelle on peut faire sur les 
arcs d'hyperbole les mêmes comparaisons que nous avons faites sur 
les arcs-d'ellipse, mais en observant que dans l'hyperbole on ne 
peut donner aux amplitudes une valeur plus grande que + N ,  et que 
lorsque cp = j ?r , l'arc AM devient infini. 

La  quantité A tang 9 n'est autre chose que la tangente MZ, termi- 
née par la perpeiidiculaire CZ abaissée du centre sur cette tangente. 
Ainsi A tang - 'ï ( Q  ) est l'excès de - la tangente MZ sur l'arc 
AZ. Si on appelle G ( q  ) cette fonction, on aura pour chaque 
point A l ,  

G (q) = E' (q)  - (9)  , 
et lorsque les trois points R I ,  N , 0, déterminés par les amplitudes 
q , + , o sont liés entre eux par la relation F (rp) + F (4.) - F (w)=o, 
les fonctions correspondantes C (9) , G (+) , G (o) relatives a l'hy- 
perbole , satisferont à l'équation 

G (cp) + G (+) - C ( w )  = cssin Q sin + sin w , 
équation entièrement seinblable à cclle qui a lieu dans l'ellipse, e t  
d'où l'on déduira de senlblables corollaires, sauf les restrictions par- 
ticulières à i'hyperbole et dont nous avons déjà parlé. . . 1 

Nous avons trouvé que lorsqu'on f a t  sin" = - on a 
1+6' 

F ( o ) = + ~ l ,  e t ~ ( e ) = t ~ ' + + ( i  -6), on aura done sembla- 
llernent pour l'hyperbole, 
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G1 est la différence entre la branche infinie d'hyperbole AM0 et son 
asyniptote CV, qui est censée la rencontrer clans un point infini- 
ment éloigné. Cette différence estimée au moyen des fonctions E1,F1, 
a pour valeur G' = El - b"F1; niais sans recourir à ces fonctions, 
on peut la déduire de l'équation précédente qui donne 

Ainsi la quantité (2, différence de deux infinis, se déterminera par 
la quantité G (O), relative au point K dont l'amplitude est O ,  et 
qui a pour coordonnées y z batang 0 = b )/ 6, x = c  v( I + 6). 

L'amplitude 9 est celle qui donne F (0) = f FI; si on cherche 
successivement par les formules de la bisection les' amplitudes €Y, 
G",etc. telles qu'on aitF(B')=f F (0)=2F1, F ( q = + F ( 8 ' ) s i F 1 ,  etc., 
on aura en même temps 

G (8) = zG (8') - czsin4'sin 8 
C ( 0 ' )  = 2G ( B R )  - cSsinsûnsin 6' 

elc. 

D'où il suit que la quantité G' se déterminera par le dernier terme 
de la suite G ( O ) ,  G (4') , G ( Q ,  etc., prolongée aussi loin qu'on 
voudra. Or lorsque est devenu très-petit , la quantité G(Q) a pour 
valeur très-approchée casin q ;  ainsi la bisection répétée de la fonc- 
tion G(8) fournit un moyen de déterminer par approximation, la 
valeur de la transcendante G', et la même méthode s'applique à 
toute fonction C (p) dont on voudrait avoir une valeur approchée. 
Mais nous donnerons ci-après pour cet objet des méthodes pliis 
expéditives. 

Développement parliculier de la fonnwle 

( f + g x 2 ) d x  
=[v(a'+za6'x' cor 8 + Cax4)' 

(38). Cette formule se rencontre assez souvent dans les appli- 
cations , et d'ailleurs il est nécessaire d'examiner particulière- 
ment le cas des facteurs imaginaires dont nous avons parlé 
( art. 7 ). 
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La variable x est susceptible de toutes les valeurs, depuis x = O  

jusqu'à s = m ; mais comme en faisant s=m, on a Z ~12 d . ~  9 

pour nous débarrasser du ternie qui peut devenir infini, nous coii- 
sidérerons simplement la formule 

qui par ce moyen aura toujours une valeur finie. 

Il s'agit maintenant de traiisformer cette expression de manière 
que les facteurs binomes de la quantité sous le radical deviennent 
réels. Pour cela on peut faire indiff6rernment l'une des quatre suppo- 
sitions suisantes : 

et la transformée en y aura les conditions requises. Bornons-nous 
à présenter le résultat de la troisième supposition : elle donne 

où l'on voit qu'en effet les deux facteurs de la ¶uantité sous le ra- 
dical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y étant 

cos + 8 cos $ 0 ,  on peut faire y = - 
cos q ' ce qui donnera la transformée 

suivante, où l'on a fait c = sin $ 8, 

et il faut remarquer que dans cette forn~ule nous supposons (/ag 
réel; car si le terme ~ U ~ X ' C O S  0 était négatif, on ferait tomber le 
signe - sur cos O. 
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Cela posé, on aura, suivant les expressions accoutumées ; 

c'est l'intégrale demandée prise depuis x = O ,  car on a 

-6'x2-x cos 4 -+v( a"+ zcr6x1cos û + 6'24 )  COS"^ = -- 
2a siriz 4 6 

J 6 sin cp 
et réciproquement x. - = - /(I - cssinap) ; d'où l'on voit qu'en 

COSQ 

faisant x 2:= O ,  on a g = O ,  et qu'en faisant x= CO, ou a (?J = 2 ?r. 

La valeur totale de l'intégrale, prise depuis x = O jusqu'à 
x = ca , sera donc 

Voici quelques applications de ces formules qui conduiront à dcs 
rh l ta t s  assez reniacquables. 

(39). Soit proposé d'évaluer les deux intégrales 

entre les limites z = O ,  z = I .  On sait d'ailleurs que le produit de 
ses intépales = 2 ?s ( Calc. kt&. d'Euler, tom. I ,  pag. 244). 

3 
Si on fait dans la première z = (1-xs)- 5 on aura la transformée 

1 ,  nl =&(3z:2+Z,l , qu'il faudra intégrer depuis x = o j u q u  a 

x = oo. Cette formule étant comparée avec la formule X , on aura 
f = 3 , g = o ,  c t = i 3 ,  C = I ,  c o s 8 = + / 3 ,  .=sin:  0 =  

3 $ /(2 -/3) =sin I 50. Ainsi l'intégrale indéfinie est 
L 3 

et l'intégrale complète, e q  hisant x = m ou =: f l ,  est 
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3 

Si dans la seconde formule on fait a =: (1-xS)i la transformée sera 
3 d . ~  (1-x") 

N =[V03-3 , et l'intégrale devra être prise depuis x = o 

jusqu'à x = I. Comparant cette formule à la formule X , on aura 
f = 3 , g = - 3 , 0 c s  1 / 3 , g = 1 , ~ ~ ~ e = - ; , , 3 ,  C ~ = C O S I ~ :  

= + v(2 + i 3 ) ;  ce module étant différent de celui de l'autre 
formule , je le distingue par uu accent ; j'ai donc par la substitution 

3-3v3Jj' (d, Q) +. TE (c', 9). N=-3x-J-- 
4 
v 3  v3 

Or la relation entre q et x étant 

si on fait x= 1, onaura cos3p=2/3-3, ou bien tang p= i /C$ j>*  
Mais nous avons déjà vu (art 24) que dans le cas de c=$ /(2+/3) 

et tang Q = -, on a exactenielit F(Q) = $FI; il s'ensuit par les 
d;3 1 

formules de l'art. 32, qu'on a en même temps E (p) =$ E'+ -. .k 
Doncl'intégrale Tu' prise depuis x= o jusqu'àx = I , aura cette valeur 

3 
Puis donc qu'on a déjà trouvé RI1 =-FI (c), et que le produit 

$3 
B1'N1= a, on aura entre les trois fonctions F1(c), F L  (cf) ,  E1(c') , 
cette relation fort remarquable : 

d'où il suit que dans ce cas particulier l'arc d'ellipse E1(c') qui 
est une fonction de la seconde espèce, peut s'exprimer par les deux 
fonctions de la première espèce F' (c)  , F1(c'). D'ailleurs on peut 
observer que c' = V(I - ca) = b, c'est-à-dire que les niodules G 
et c' sont compléinens l'un de l'autre, 
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(40). On propose d'évaluer par les fonctioiis elliptiques, les deux 
I - - 

j dz 
- 

z3dz 
intégrales P Q depuis z == O jusqu'à 
a = I : on sait d'ailleurs que leur produit -:a. 

Si on fait dans la première, z = (1  -xa);, on aura la transfor- 
3dx mée P =  f , qu'il faut intégrer depuis x= O jusqu'à V(3- 3x2+ x4) 

x = I .  Celle-ci étant traitée comme l'intégrale N de l'exemple 
précédent, on aura pour résultat 

1 P1 = - FI (c'). 
?3 

Venons à la foimule Q, et faisons d'ahord z' = nous aurons. 

la transformée Q = 1- qu'il faudra intégrer d e p u i s y ~ ~  
y"V(.r3-1) 

jusqu'à y = m. On a d'abord, cn intégant par partie , 

Y ~ Y  2(1+x"dx -; Soir ensuite y = i f r*, et on aura h(+ =[n3+3si+x7 
Cela posé, la valeur de Q pourra se mettre sous la forme 

Cette intégrale doit être prise depuis x =O jusqu'à. x = a, et 
comme la partie hors du sigue s'évanouit dans ces deux limites, 
on aura simplement 

Comparant avec la formule X , on aura f =. - % , g = - 3 a 7 

a = t/3, 6 = I , cos 8 = + v 3 ,  c s : v(i - (3) ; donc l'in- 
tégrale cherchée est 
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&laintenant puisqu'on a P'Q1 = 5 d , on aura une relation entre 
trois fonctions elliptiques, qui , avec celle qu'on a trouvée, offre 
ces deux résultats : 

d'où l'on voit que les fonctions de seconde espèce E1(c), E 1 ( b )  
peuvent, dans ce cas particulier , s'expriiner par les deux fonctions 
de pemière espèce F1 (b), F1 (c) .  A ces deux relations gui sont déjà 
fort remarquables, il faut en joindre une troisième F 1 ( b ) = i 3  F1(c), 
qui sera démontrée dans l'exemple suivant.. 

E X E M P L E  I I I .  

4 

(41). Soit proposé d'évaluer l'intégrale R = fdz (1 - z3 ) -5  prise 
depuis a = O jusqu'à a = I .  

On fera d'abord I - z3 z= (;y, ce qui donnera la transformée 

dy à iOtégrer depuis y = O jusqu'à y = m. Soit 

ensuiie ni = Q4 et iny = P- 1 , on aura la nouvelle transformée 
dx =Zf v(ri-3x2+31 

, qu'il faut intégrer depuis x = I jusqu9à 

x = m .  Cette intégrale est, au coeflicient près, la même que 
1'int;égrale P de l'exemple précédent ; ainsi ayant égard aux limites 

4 
de R, et faisant i 3  = n ,  on aura la valeur cherchée 

mais il y a une autre manière de trouver la valeur de R. 
3 

Soit I - zs ,s= (i  - Z )  , ou trouvera d'abord la transformée 

Y3 , qu'il faut intégrer depuis y = i jusqu'à y = a. 
dx Soit ensuite my E I +xL , OU aura R = - - nou- 

velle formule qu'il faut intégrer depuis x z; i ( m  - i ) jusqu'à 
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x = a. Or cette intégrale est semblable à la formule 81 de l'exemple 1, 

et on obtiendra de même R = F (c, q )  + corist., en obser- 

vant que cette intégrale doit être prise depuis la valeur de qui 
donne x = ( ( n t  - r ) jusqu'à la valeur de cp qui donne x = ; 
celle-ci est 9 = $ ?f , l'autre étant nommée 8 , on aura R' s 

x3 [FI (c) - l? (c, fi)]. Mais en géiiéral , 
mn 

donc en faisant x3= rn- 1 , il viendra 

Or, d'après l'article zdl cette valeur de 0 est celle qui pour le tnoduIe 
c 3 t  ( ( 2 - v 3 ) ,  donne F ( 8 )  =.=-$FI; donc 

R' = x3 F' (c). 
3mn 

Comparant cette valeur à celle qu'on a trouvée par l'autre méthode, 
il en résulte cette nouvelle relation 

laquelle étant jointe aux deux déjà trouvées, faif voir qu'une seule 
des quatre transcendantes F' (c), F1(b), E' (c), El (b) sufit pour 
déterminer les trois autres. On a ,  par exempIe , les équations 

%r -=Fa (c) CE' ( c )  v'3+ 1 

4v3 (-) (c ) )  
T \ /3 i 3 -  - = F' (b) [E' ( b )  - (*)FI (b1-J. 

4 
qui servent à déterminer la fonction E' (c) par le moyen de F' (c), 
et la fonction E1(b) par le moyen de F' ( b ) .  
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T7zéorèrne s u r  les finciions de première et de seconde es]-èce , 
dont Zes nzodules sont complémens Z'ua de l'autre. 

(42). Dans les comparaisons qu'on vient d'établir entre les fonc- 
tions F' (c) , El (c)  , qui se rapportent au module c =; / (a--  I 3 )  
= sin 150, et les fonctions F' (b), El (b) , qui se rapportent au mo- 
dule complémentaire B =+ / (z+v3) s: cos 15", les trois équations 
trouvées conduisent à ce résultat remarquable 

- = F ' ( c ) E ' ( ~ ) + F ~ ( ~ )  a Et (c)-Fr (6) F1 (c). . . . .(JI 

où l'on voit que les deux quantités b ,  c peuvent être échangées 
entre elles, et qu'ainsi cette équation est vérifiée dans deux cas , 
celui de c = sin 150, et celui de c = sin 750. Il serait facile de dé- 
montrer directement qu'elle est encore vraie dans deux autres cas; 
lorsque c est infiniment petit, et lorsque c = /+ = b ; mais nous - - 

allons prouver généralement qu'elle a lieu quel que soit c. 
Pour abréger la notation, désignons simplement par F, E, les 

quantités F1(c), Er (c), et par F', E les quaiititéS F1 ( b ) ,  E' (4, et 
supp0s011s 

P = FE'+ F'E - FI?', 

P étant une foriction de c encore inconnue- 
Je  différentie les deux membres par rapport à c qui est Ia seule 

variable qu'ils contiennent. Or ayant E (9) =/A@, P (Q) = f 2, 
A" = r -c'sinaq, la différentiation donne 

c%in 9 cos p Mais par les formules de l'art. 9, on a[$= $ J A ~ Q  - bzn ' 
et dans le cas de p=f n+ dont il s'agit, le second terme s'évanouit : 
ainsi on aura 

dF 1 
& = FC (E- bal?). 
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dE' 1 dl?' 1 On aura seinblablenient - = (E' - F') , ;fb = F~ d b 
(Er-c'Fr) , 

et parce que bdh +- cdc= O ,  on en déduira 

Substituant ces valeurs dans celle de dP, on aura dP = O  ; donc 
P = const. Mais on a trouvé dans un cas particulier P ,- + f i ;  donc 
l'équation (d') a lieu généralement, quel que soit c. 

Lorsque c = v$ = b , l'équation (2) donne 

'Ainsi dans ce cas particulier , E1 se détermine encore par FI. 
Il peut y avoir quelques autres cas particuliers où la fonction de 

seconde espèce E1 ( c )  s'exprime par la  fonction de seconde espèce 
FI ( c ) ;  nous ferons voir en effet qile chaque cas particulier connu 
en fait connaître une infinité d'autres ; mais la détermination géné- 
rale parait impossible d'après les recherches suivantes. 

Equations d@+eent&lles qui expriment Zn liaison nzzdue2le 
des fonctions E et F. 

(43). Si l'on différentie par rapport à c  les deux formules E = J A ~ Q ~  

F =[:, on Ln comme ci-dessus, 

dE -- - c d ~  sin" - I ,-S a - C - ( E  -F) 
dF 1 - c sin Q c o q  r-E (E-hlF)-B. a 

Il en résulte les deux formules 

. . . . . . . . 
cgsin 9 cos 9 

(4 

qui contiennent les relations mutuelles des fonctions E et F. 
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O n  peut simplifier encore ces équations en faisant F = $ c r  

E c Nc , ce qui donne 

dN M = - c ~ -  
dc 

b1 dM c sin t-p cos Q NE-.--/- 
c dc A 

Mais quelque simples que soient celles-ci, on ue saurait les inte'gïer 
par les moyens ordinaires, même quand on supposerait p = + fi, 
ce qui changerait les fonctions F et E en F1 et El. Ainsi il n'y a 
guère d'espérance de déterminer généralement El par FI, et encore 
moins la fonction indéfinie E par la fonction F; ce qui maintient 
et justifie la distinction que nous avons faite entre les fonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce. 

11 se présente à ce sujet une observation assez importante. On 
verra par les méthodes qui seront ci-après exposées, que la fonction 
F peut être exprimée en termes finis par la fonction E et une autre 
fonction de même espèce, dont le module et l'amplitude se dé- 
duisent suivant une loi connue du niodule et de l'ai-nplitude qui con- 
viennent à la fonction E. Cette expression de F par deux fonctions de 
l'espèce de E ,  est une véritable intégrale qui doit satisfaire aux équa- 
tions (e'), et qui ne rentre pas dans les procédés ordinaires de l'in- 
tégration. L e  succès qu'on obtient dans ce cas particulier, peut 
donc devenir un exemple utile dans d'autres recherches. 

(44). Revenons aux équations (e t ) ,  et voyons quel pourrait être 
leur usage. 

Si on avait une table d'arcs d'ellipse dressée pour toutes les 
valeurs de c et Q, à des intervalles égaux et suffisamment rappro- 
chés , cette même table pourrait offrir pour chaque arc E , le coefli- 

dE 
cient différentiel d c ,  puisque si a est la différence entre deux 

valeurs de c consécutives, le coefiicient difféien~iel se déduit des 
différeiices finies par la forillule 

AE , A'E, etc. étant les différences prenières , secondes, etc. re- 
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64 PREMI~RE PARTIE. 
latives à c , données iinmédiatement par les nombres de la Table. 
Une Table ainsi disposée, ferait connaître la fonction F pour toute 

dE 
valeur de c et Q , puisqu'on a FsE-c  -. C'est le moyen que nous de 
avions proposé dans les Rlémoires cités de 1786, pour éviter l'em- 
ploi des arcs d'hyperbole, ou celui des fonctions F. 

Une Table des valeurs de la fonction F , dressée de la même ma- 
dl.' nière avec le coeflicient différentiel correspondant à chaque terme, 

serait propre également à 'emplacer les arcs d'ellipse, puisque la 
seconde des équations (et) donne 

Le travail pour former une Table un peu étendue, telle que nous 
venons de la proposer, est trop considérable pour croire qu'il soit 
jamais entrepris ; si cependaut les intervalles par lesquels on fait 
croître c et q n'étaient pas trop rapprochés, la Table pourrait encore 
être fort utiIe, sans que le travail de sa cotistruction excédàt la 
patience d'un calculateur z dé.  

J e  proposerais donc comme chose fort praticable, que l'on cons- 
truisît une Table d'arts d'ellipse ou de fonctions E (c  , Q ) pour 
toutes les valeurs de g ,  de degrés en degrés, et pour toutes les 
valeurs du module c mis sous la forme sin 0 ,  aussi de degrés en 
degrés. Cette Table ne contiendrait que 8 I oo nombres, calculés 
avec sept chiffres significatifs ; et en y joigaant les différences pre- 
mières et secondes, on  pourrait étendre son usage à toutes les valeurs 
de c et p. Il serait facile dans chaque cas particulier, de tirer de 

dE cette Table la valeur du coeficient &, au moins pour les valeurs 

de c et de 9 comprises dans la Table. Enfin on pourrait à .la rigueur 

éviter entièrement la formation des cocfkiens 2 ,  au  celle d'une 

Table particulière pour les fonctions F , puisqu'il sera démontré 
dE ci-après que toute fonction F ou tout coeficient - , peut s'exprimer 
dc 

par deux arcs d'ellipse, 
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Développement des fonctions P' et El 4 z  ~é7i:s. 

(45). On peut déduire des équations (et) deux équations diffé- 
rentielles du second ordre propres à déterminer séparément les 
fonc lions F et E ; ces équations sont 

ddF i - 3 c S  dl? sin q cos Q - 
( 1 - C ' ) P . +  -.--F -f- dca c dc *3 - 0  

ddE I -ca dE sin p cos Q 
( I - C ~ ) ~ ~  y- & + E n  = O ;  

et  lorsqu'on considère les fonctions complètes, ces équations de- 
viennent 

ddF1 1-3c'dF1 
(1  - c 9 ) - + - , - - F 1 = o  

dc2 c d c  

Celles - ci se simplifieront encore en faisant c = sin e , ce qui  
donnerait 

ddF1 dF1 -+ cot 28.-  - F' = O 
doa dd 

On peut enfin regarder F1 et E' comme des fonctions du module 
soniplémentaire E > ,  ce qui donnera les équations différentielles 

d'où l'on voit que l'équation en F b s t  de la même forme, soit que 
l'on consiclère F1 cornnie fonction de b ou conirne fonction de c. 

Ces équations sont utiles pour faire connaître la loi du dévelop- 
pement des forictions F1, Ex en séries. Il n'y a aucune difficulté à 
développer ces fonctions suivant les puissances de c ;  car les expres- 

1 

sioes P = fdp CI -ca sin3p)-', E = fdp ( i  - ça sin1 0)' étant inté- 
9 
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F ~ ~ ~ ( I - ~ c ~ + ~ . c ~ + ~  a c6 -+ etc.) 

1 l2  1". 3s 5c6- etc.) E ~ z - "  (= - ,cs- - . 3 h - - -  
a 2a.4 2%. 4.6" 

Mais ces séries ne sont plus sufhamn~ent convergentes, lorsque c 
est fort près de l'unité, et alors il convient de les ordonner suivant 
les puissances de b ,  en consiciérant 6 comme très-petit. 

d (CF') O r  daprès l'équation Er = 6% (FI+ c g) = bs .  - , on peut 
dc 

pour preniière approximation, faire Et = r ; ce qui donnera 
dc dc i + c  d(cFr) zb; = - et par conséquent cF1 = f log (-) ; niais 

1 - c a ,  1-L 
# dans le même cas, on a c = I - b; donc la première valeur ap- 

prochée de F1 est F1 = log (2).  
soit m û i n t e n a n t ~ ' = ~ l o ~  (a)+ Q , P et Q étant des suites or- 

données suivant les puissances de b ;  si on .  substitue cette valeur 
dans l'équation différentielle 

on trouvera que l'équation pour déterminer P est absolunieiit seni- 
blable à celle qui  détermine Fr  ; celle-ci est de la même forme, 
soit que F soit considéré comme fonction de c ou comme fonction 
de b ; ainsi on aura d'abord 

Désignons les coefl;cienssuccessiîs par 1, m', nz", etc., ensorte qu'on ait 

P = 1 $- niba + ïn"b4 + m"'b6 + etc. ; 

nous supposerons ensuite 

4 F'= (1 +- nz'bs+ d 6 4 +  ??Tb6+ etc.) log 
- m'A'b2- n28ARb4 - n1111AIVb6 - etc. 

Substituant cette valeur dans l'équation différentielle ci-dessus, on 
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auya pour déterminer les nouveaux coefliciens A', A", etc., l'équa- 
tion suivante, dont les termes suivent une loi très-simple : 

O= 2 + 6niba +- I onzW/4 +14nzfl'"ll + 1Snz1~b8 +etc. - 
-417~' - 6nzwba - 1znTb4 -16nzlVb6 - 2 o n ~ ~ 6 ~  -etc. 
-zam'&-~nZAU6'-6ad"A"b4-8sm'vA1vbL~ oo.pA'P-e tc. 

+3*m'A'b+5'md'AR b4+7 'n~"PAnb~+g'm~~n"b~+etc. 

Observant ensuite qu'on a 2"m'- I , 4'm" s= 3'nz', 6'rnm= Pm", etc., 
on trouve successivement 

A ' = 1  
2 A" = 1 -f- - 

3 . 4  
2 2 A " = I + - + ~  3.4  

a a a A " = I + - + ~ + -  
3.4 7.8 

etc. 

a de sorte qu'on a en général A(") = A k l )  + (zn- 1) 2n 
. D'après 

loi, il est facile de voir ce que devient Acn) lorsque n est 
grand; considérons pour cet eff'et la suite 

2 2x4 3x6 2x8 
Y + + etc*; 

laquelle peut être mise sous cette forme 

x3 x5 x7 
y=2x(x+3+5+-7+etc . )  

4 x6 XB - (5'+;-+3+4+etco). 

cette 

très- 

'4-$ on aura en sommant ces suites, y = x log (=)+log (1 -2.) = 
( ~ + x ) l o g ( ~ + x ) + ( ~  -x ) l og  ( 1 - x ) .  S o i t x =  1 ,  o n  aura 
y = 2 log a ; donc la limite des quantités A', A", A", etc. est 
a log a ou 1,386, etc. Cela posé, la valeur complète de F': se 
développe ainsi ; 
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Connaissant FI, on aura immédiatement El d'après l'équation 
dF= dFr E' = 6%'+ 6'c- = B'F1- b (1-b') x, et il en résulle dc 

El = I + ;A' log ,-- 
1.2 l 4  l )  

1" 3 + 2" -.-b4(logt-A'-- 4 ' > 3.4 

,y log f -A"-- +$$.! ( 5.6 

i2.3".5" 7 4 
' > 

'm.8b ( l 0 g g - ~ " - -  7 . 8  ' > 
+- etc., 

expression dont la loi est manifeste et qui s'accorde avec celle 
que nous avons donnée sous une autre forme ( Mém. de I'Acad., 
1786, pag. 630). 

Des changemens qu'on pezd faire subir nu paramdfre 
dans les fonctions ellzjtiques de la troisième espèce. 

(46). Soit p et soit a une constante indéterminée, on 
A I.' 

trouve par la différentiation , 

Supposons que le dénominateur (1-ca sin'p) cosng $- a  sin'^ soit 

égal au produit des deux facteurs ( I + n sins 0 ) (i + sins,O) , la 
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valeur de a devra être 

a G (1, + n )  (1 +<)., n 

et alors l'équation différentielle se décomposant ainsi ; 

-- 
son intégrale est 

forniule th-remarquable au moyen de laquelle toute fonction ïI 
dont le paramètre est plus grand que le module c ,  peut toujours 
être transfornlée en une autre dont le paramètre sera plus petit 

cP que c; car des deux paramètres n et --, il est évident que l'un est 

toujours plus grand que c et l'autre plus petit. Les fonctions ïi qui 
se transforment ainsi l'une dans l'autre, ont d'ailleurs le même 
module c et la même amplitude q ;  c'est pourquoi, au lieu de les 

désigner par n (n, c, Q) , ïi (:, c , q),  nous les désignons sim- 

plement par (n) , ïï (;) , en ne signalant qne l'dénient par lequel 

les deux fonctions diffèrent l'une de l'autre. 
La formule générale (f ) appliquée aux cas de n ;= c et de 

n = - c , fournit ces deux corollaires , 

1 - (1 - c )  tang q~ n(-c)=+F +-= arc tang A 

Ainsi dans ces deux cas, la fonction de troisième espèce se réduit 
immédiatement à une fonction de première espèce. 

(47). Il y a trois cas à considérer dans la formule (f) , selon que ct 
est positif, zéro ou négatif. 

Le coeGcient u sera positif toutes les fois que le paramètre n sera 
positif, ou toutes les fois que a étant négatif, il sera conlpris entre 
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70 PREMIERE PARTIE. - I et - c' ; en d'autres termes a sera positif si l e  paramètre m 
est de l'une des deux formes n = co t" O ,  n =- I + b2 sinP O. Alors 
l 'é~~uat ion (f' ) contiendra un arc de cercle réel, et par cette 
équatioii on ramènera l'une à l'autre les deux fonctions ïi ( n )  , 

Dans ce premier cas, si l'on fait q = + ?f, on aura entre les fonc- 
tions complètes cette relaiion 

(48). Si l'on fait CL = O ,  on aura n = - I ou n = - c', alors 

l'intégrale 1*2 se réduisant à p , l'équation (f ) devient 

Ce résultat est facile à vérifier ; on a en eflet par les réductions déjà 
copnues , 

t c' sin q~ cos p . n (-P)=~$=~E - b ' ~  v 

tan? Q 
et la somme de ces deux quantités se réduit à P + 7. 

La  fonction ïi (- 1) qui se ramène îmmédiaienient aux fonctions 
de la première et de la secoude espèce, est celle qui donne la 
rectification de l'hyperbole (art. 13). Elle a une valeur infinie lors- 
que rp = + ?;, parce qu'alors elle représente la longueur totale de 
la courbe juscp'à son extrémité infinie ; et c'est aussi ce que donne 
la formule précédente; mais cette formule serait en défaut si on 
voulait faire rp > $ ?r ; elle semblerait donner une valeur finie pour 
n (- I ) ,  tandis que cette valeur , composée de la partie où q=a .it 

et d'une autre partie, est nécessairement infinie. C'est du moins 
ce qui parait rlL'sulter de la formule intégrale Ti (- 1) considérée 
en elle-mêiiie, et sans rapport à aucune courbe; car nous suppo- 
soiis toujours A psitif. 

(49). Iil reste à exaiuiiier le cas où a est négatif; ce cas aura lieu 
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toutes les fois que le paramètre sera négatif, niais non compris 
enire - I et - ca; de sorte que n devra être représenté par l'une 

1 ou l'autre des formules n = - - n=- clsinlO. 
sina 9 ' 

 COS=^ Soit donc n--cs sinz O, et a=-C, on aurag =-(1-c%in4), 
sin 6 

et l'intégrale -bPa devient .f~+v !L&I I - cf 2 2 v6 log (: -P@ + p F )  ; donc 
alors l'équation (f' ) devra être remplacée par la suivante : 

Mettant dans cette équation les valeurs de n et de 6, et observant 
que I/( I - c1 sin9 8 ) peut être désigné par A ( 8 ) , tandis que 
d( I - c2sinzp) l'est par A (q)  , on aura cette forniule générale pour 
l e  cas de a négatif : 

g O + A  (9) t an5  n (- c2sin28) + ï ï  (-s&) = F -+'- log (d A (q> '"> ta , , -A ( 9 )  tang Q 
>* 

11 est à remarquer que le second membre de cette équation devient 
infini lorsque q = 8 : en effet, comme on a 

d? .(-iGë)=S( 1-- sin2? A 
sin" b 

on voit que le  dénominateur de la diflérentielle est zéro lorsque 
9 = O ,  ce qui rend, pour ce cas, l'intégrale infinie. 

Lorsqu'ensuite on suppose q > 8 ,  le dénominateur devient né- 

gatif, et la vdeur de Il (- -&) rederient finie par la destruction 

mutuelle des parties infinies et de signes contraires. Mais alors la 
formule a besoin d'être rectifiée pour ne pas offrir le logarithme 
d'une quantité négative, et il faudra l'écrire ainsi : 

elle aura lieu depuis 9 = 8 jusyu'à = + T.  
Lorsque = i *, cette formule donne entre les fonctions coni- 
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72 PREZC&RE PARTIE.' 
plètes la relation 

n1 (-CS sinld) +ni = FI, 

où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu.' 
J'observe sur cette dernière équation que la fonction n(-c' sinad), 

S( dQ qui représente l'intégrale - cl A ,est nécessairement plus 

grande que[ $ ou F, et qu'ainsi ïil (- ca sins a )  est plus grande 

que FI; l'équation précédente ne peut donc subsister à moins que 

ï i l  (- A) ne soit négatif. Or, ce résultat s'explique facilement par 

la nature de la fonction ïi (- -&) qui est positive depuis 9 = o , 
jusqu'à q=9, et négative depuis q=d jusqu'à 9 = $N; il faut par con- 
séquent que la partie négative soit plus grande que la partie positive. 

(50). Au reste pour éviter toute anomalie étrangère à Pobjet dont 
nous nous occupons, et pour ne considérer des fonctions il que celles 
qui sont positives et jhies  , nous ferons abstraction , dans tout ce 
q.ui suit. du cas où le paramètre n est à la fois négatg et plus grand 
que l'unité. 

Si ce cas se rencontrait, on pourrait, au moyen de la formule de 

l'art. 49, réduire la fonction proposée ïi ( - - O> à la fonction 

n (-c' sinPd ) qui n'est sujette à aucune dificultcj' ; l'anomalie tom- 
berait alors sur le terme logarithmique joint à cette fonction. 

Cela posé, les fonctions ïi , eu égard aux diverses valeurs du pa- 
ramètre, se rapportent à trois cas principaux qui exigent des déve- 
loppemens particuliers. 

Premier cas. Si le paramètre n est positif, on pourra toujours lui 
v(i-b2sina 6) donner la forme n = eota 0 , et on aura alors v a  - sin 6 cos 8 

- C 
A < b ,  
sin û cos 8' 

Second cas. Si le paramètre n est négatif, mais qu'il soit com- 
pris entre - I et - cP, on pourra le désigner par la formule 

bP sin 0 cos 8 
n = - 1  + b" sin" 0 , et alors on aura l / a  z= - v( 1 - b" sui" 6 ) 

bZ sin ô cos fl s= 
A ( b ,  6) -. 

Tm isième 
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5"roisièrne cas. Si le paramètre n est négatif et plus petit que c', on 
cos d 

pourra faire n = - cs sina O ,  et on aura / ( a )  = A (8). i - r .  

On verra ci-après que les deux premiers cas pourraient ktre 
censés n'en faire qu'un, atlendn qu'une fonction qui appartient à 
I'un de ces cas, peut 8tre transforniée en une fonction qui appar- 
tienne à l'autre cas. II n'en est pas de même d u  troisième cas qui 
difGere essentiellement des deux autres; car les fonctions qui se 
rapportent aux deux premiers cas,  entraînent toujours dans leur 
comparaison des arcs de cercle ; tandis que les fonctions qui se rap- 
portent au troisième, n'admettent dans leur comparaison que des 
logarithmes. 

Il  semblerait naturel d'ajouter à ces trois cas celui où l'on sup- 
poserait le paramètre n imaginaire ; mais nous prouverons ci-après 
qua ce quatrième cas est inutile à considérer, et qu'on peut tou- 
jours y suppléer par des transformations convenables. 

sin p cos cp (51). Soit maintenant p = 
A 

, et k un coeacient indéterd 

miné, on aura par la différentiation , 

si on fait ensuite le dénominateur 

i l  en résultera k= nzn, ( I  -f- n )  ( I - na) = b', et l'équation diffé- 
rentielle prendra la forme 

dp 1 1 - n  1 --. I+-kpa- A n ' if nsin2Q 
--Y* 

m 1-m sinÎp nm 

d'où l'on tire en intégrant, 

c2 1 @sin QCOSQ *n(n)-(y>n(-in)= n mn -l'+--arc V ~ T L  tang A . . . (gr), 

Par cette formule les deux fonctions II (n) , Il (-nt), peuvent ê lre 
réduites l'une à l'autre , pourvu qu'entre les paranititres n et - na, 
on ait la relation 

( 1  +n) ( 1 - ? ? > ) = P .  
1 O 
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Cette relation est telle, que si l'on fait n =  CO^" 8 , on aura - nt= - I + ba sin" ; d'où l'on voit que les deux premiers cas 
du no 50 , n'en font à proprement parler cju'un seul, puisque la 
réduction d'une fonction à l'autre peut se faire immédiatement au 
moyen de la formule 

basin2 ô COS" 0 
n ( c o t a 6 )  = 

1 - b2 sina 9 (-- x L)- 6% sin' O )  

c2 si n2 0 sin ô c m  0 sin Q cos qA ( b  , 9)- 
1-basinaOF+ A ( b ,  €11 arc tang t a n g b A ( c , p )  4 

( 5 2 ) .  Si dans la formule (g') , on fait rn = ca s ina  O ,  l'équation de 
condition (I+~)(I-nt)= bz, donnera n (cosa4+basin20)=- c'cosaO, 
d'où il suit que n pourra aussi être représenté par la valeur n=-c'shah, 
et alors on aura entre 0 et A la relation sinah (cos" O+ b2sina0)=cos26, 
d'où résulte 

1 - b t a n ~ 8 t a r - 1 ~ ~ ;  

c'est la même relation qui donne F ( 0) S. F (A) = F'. 
On aura donc dans ce cas la formule générale 

au moyen de laquelle on pourra réduire l'une à l'autre les fonctions 
il (-ca sina O ) ,  il (-e%inah ) pourvu qu'entre les paramètres on 
ait la relation I = b tang 0 tang A. 

Ainsi, non seulement les fonctions n[ dont le paramètre est néga- 
tif et plus grand que l'unité, peuvent se réduire aux fonctions dont 
le pararnè tre est plus petit que ca (art. 49 ) , mais celles-ci- peuvent 
encore être réduites au cas où le paramètre, toujours de forme 
- c2 sina o', n'excède pas r - b ; car dans le cas où l'on atiraii 8 = A ,  

1 
l'équation I == b tang 8 tang h donne sin' 0 ;= - 1 - 1 - 6 ,  et par consé- 

quent ca sina 8 = I - b ; dans tout autre cas , l'un des paramètres 
- casinz 0, - c2 sina A ,  abstraction faite de son signe, sera néces- 
sairement plus petit que 1 - 6. 

L e  cas de 0 = A mérite d'etre remarqué ; alors 1s fornîule géné- 
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d e  donne 

Ainsi la fonction de troisième espèce ïï(- ~ + b )  se réduit indé- 
finiment à la première espèce, et on a en particulier pour l'expres- 
sion de la fonction coinplète, 

On  pourrait, en choisissant d'autres valeurs de p ou d'autres diffé- 

rentielles que - ' parvenir à d'autres formules de réduction pour 
1 + l<pa 

les fonctions iT; mais la plupart de ces formuIes rentreraient dans 
les deux q u e  nous avons trouvées, ou ne seraient qu'une coilibi- 
liaison de ces deux formules et de celles que nous exposerons dans 
le chapitre suivant; c'est pourquoi nous ne nous y arrkterons pas 
davantage. 

Comparaison des fonctiorzs eU+&ipes de la troisième espèce. 

(53). Considérons les deux fonctions semblables 

et supposons, comme nous l'avons fait pour les fonctions de la 
pemiè re  et de la seconde espèce, qu'on a l'équation F (Q) + F ($) 
- F (p) s O ,  p dtant une constante; alors si on fait il (q) +El (4) - Ii ( p) = Q , on aura 

cette intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse lorsque 
q = O OU lorsque 4 = p. 

JQ d 4  - Mais puisque p est constant, on a -- + - - O, d'où résulte *O> A(4) 
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Or on a trouvé (art. 31) d $ A ( ? ) + d $ ~ ( + )  =cad(sin p s i n ~  sinq); 

& c"dp le premiermembre se réduit à -- [A1(Q)-~'(4)l=--(sin'+-sin?p); 
A (PI A(@> 

donc en faisant sin2p + sina4 = p  , sin p sin 4 = q , on a,. . . .l 
d~ -- ( sinB+ - sin"q) = siu p. dq ; donc enfin 
A (rp) 

Q =[ 
n sin p .  dq 

1 + n p  + n'q2' 
Mais de l'équation cos cos +- sin sin 4~ (,u)=cos p , on déduit 
I - p  + q 2  = [COS p+qA (p)]", et par conséquent 

mettant cette valeur de p dans la formule précédente, on a 

n sin p.dq 
Q =f 1 + n :in>- s n q  c o r , u ~ ( , u )  + q s ( n * +  nc'aiolp.)i 

Effcctuailt donc l'intégration, et faisant conune ci-dessas cc= 

(1+72) (1 + 5) , on aura Q ou 

C'est la fornmle générale qui, pour les fonctions de troisième espèce, 
correspond à la formule F (Q) + F (+) -F ( u )  = O pour les fonc- 
tions de la première espèce , et à la forilîiile E (g) + E (+) - E (,cc) 
= c2 sin p sin Q sin Ij/ pour les fonctions de la seconde espèce. 

Ainsi la différence qui est zéro dans les fonctions de première 
espèce, et algébrique dans celles de la seconde espèce, est exprimée 
par un arc de cercle ou par un logarithme dans les fonctions de 
troisième espèce. J e  dis arc de cercle ou logarithme, car on voit que 
le second membre de I'équation (h') sera un arc de cercle ou un 
logarithme, selon que EL sera positif ou négatif, c'est-à-dire, selon 
que la fonction n se rapportera aux deux premiers cas ou au troi- 
sième de l'article 50. 

(54). De l'équation (h') et de toutes celles qu'on peut former sem- 
blablement entre trois fonctions n, nous conclurons que si i , k , 
1 ,  etc. soilt des entiers positifs , on pourra toujours faire eiisortc 
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que l'on ait 

in (p) + An (4) + ln ( w )  + etc. = W, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle ou par loga- 
rithmes. Il faut pour cela établir entre les amplitudes cp, 4, O, etc.. 
la relation qui donne 

et cette relation peut toujours ktre exprimée par une équatioii 
algébrique entre les sinus des angles cp, 4 ,  w , elc. Ce résultat ne  
souffre aucune exception, et aurait lieu même quand le  paramètre n 
serait imaginaire. Mais oii peut considérer ces propriétés sous un 
point de vue encore plus général. 

( 5 5 ) .  Soit P ou P (9) une fonction rationnelle paire de sin p , 
et soit 

Soit Z (+) une fonction semblable de 4 , ces fonctions ou intégrales 
étant prises de manièrequ'elles s'évanouissent lorsque lesamplitudes 
et 4 sont nulles. Supposons qu'on ait toujours l'équation F(cp)+F(4) 

d~ 4 -F(,U)=O> laquelle en prenant p constante donne + - - 
A (PI A(+) - O ' 

on aura donc 

Faisons comme ci-dessus sinap + s i n ~ S  = p  , sin q~ sin 4 = q , il en 
résultera 

sina cp = f p + f /(pa - 4 q a )  

sina4 = p - + I / ( p a  - 4qa)' 
Substituons maintenant la valeur de sinScp dans P ( q ) ,  le résultat 
sera de la forme 

P ( q )  = M  -l- N v"(p'-49% 

M et N étant des fonctions rationnelles de p et q. On aura de 
ni6 nie 

P ( 4 )  = M - N  / ( p a - 4 0  
donc P (p) - P ( 4 )  = îN i ( p 2 - 4 1 ' )  G î~ ( sinAq -sina4), et 
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73 PREMIBRE PARTIE. 
-[~NJQ ( lina9- $in2 . )  - f Ndq sill p ; - [wP)-P(l  - (QI 

donc enfin 

Dans cette formule, N est une fonction rationnelle de p et de q ; 
si on y substitue la valeur de y en q ,  savoir p=sin",u-z~cospA(~ ) 
+ c2q2sin2p, N sera une fonction rationnelle de q seule, et ainsi la 
valeur de Z (p) + Z (+) - Z (p) pourra toujours se déterminer pas 
arcs de cercle et par logarithmes. 

En général si i, k , 2, etc. désignent des nombres entiers positik 
ou négatifs, et qu'on établisse entre les angles q, 4. , w ,  etc. la rela- 
tion qui donne iF (q) + kF (4) + IF ( w )  + etc. = O ,  o n  aura en 
mbme temps 

iZ (q) + kZ  (4) + ZZ ( w )  + etc. = TV, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle et par loga- 
rithnies. La même propriété aura lieu quand iilênie P contiendrait 
des puissances impaires de sin q ; car la partie de dZ afféctée 
des puissances impaires, s'intégrerait par arcs de cercle et par 
logarithmes. 

Il en  est absoluiuent de même de la fonction 

P étant une fonction rationnelle de x, et on pourra toujours trouver 
une équation algébrique entre x , y , z ,  etc., telle que la quantité 

iZ (x) + kZ ( y )  + 22 (a) + etc, 

soit déterniinable par les arcs de cercle et les logarithnies. 

(56). Revenons à la forniule (h') d'où l'on doit déduire tout ce 
qui concerne la cornparaison des fonctions de ,  troisième espéce. 
Eous avons déjà observé que dans cette formule l'arc de cercle 
doit êke  remplacé par un logarithme, lorsque le paramètre est de 

cos O la forme n = -c2sin'8; alors on a vct = a A (8) . 1/- i , 'et  

1 
parce qu7en général - arc tang r (- I = t log c, si l'on fait 

v-1 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
pour abréger, 

s i n û c o s p A ( p ) - c o s û s i n p A ( 8 ) -  . 
1 - ca sina 6 sin2 p. - sin p ,  

s i n 8 c o s p A ( p ) F ( ) c ~ 0 ~ 9 s i n ~ ~ ~ ( 0 )  _- . ,, 
1 - c" sin' 6 s i n " ~  - sin p , 

la fornlule ( K )  se changera en celle-ci: 

tang û sin 6 sin $sin 9 sin 4 ,--) , 
1 + c sin 0 sin p sin q sin 4 

et l'on peut remarquer que les angles auxiliaires ,d, p" sont ceux 
qu i  donneraient 

F ( Q - F ( P ) = F ( P ' ) ,  F(O)-~-F(P)=F(F~")-  

Au reste, comme on peut immédiatement convertir en logarithmes 
les arcs dont les tangentes sont de la forme t i/- I , on pourra se 
borner à n'employer que l'équation (?A') dans toutes les comparaisons 
qu'on aura à faire des fonctions Il, selon les diverses valeurs de n; 
mais pour faciliter les applications, nous croyons devoir rapporter 
ici les formules qui ont lieu dans quelques-uns des cas les plus 
sin~ples, en y joignant celles qui concernent les fonctions de la pre- 
mière et de la d e u x i h e  espèce. 

(57). Soit, zO.  p u.=: + d , on aura successivement pour les trois 
espèces de fonctions elliptiques : 

F(cp)+F(+)-F1 = O  

E(q)+ E (4 ) -E1  =c'sin? sin 4 
1 n I / a  sin 9 sin .$ rr (q) + Il (4) - I l l  = - arc tang --. va 1 + n  

La  relation entre Q et 4 est donnée par l'équation b tang q tang += I, 
cos q c o s 4  

d'où l'on tire sin + - - - A (9) 
et sin - -- Quant à la valeur de a, - A($>* 

elle s'exprime suivant les différentes formes de n , conune on l'a vu 
(art. 50). 

1 
Si en particulier on a = 4 , ce qui donne tang = - , 

v'b 
1 

si11 9 = 
V(1-t- b )  ' les forinules précédentes deviennent 
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elles servent ainsi h la bisection de la fonction complète.' 
Soit, 20.  4 = cp et p = Q,, l'amplitude 9, se déduira de g par 

les formules de l'article 21, et on aura pour la duplication des fonc- 
tions, les formules 

Les n-iêines formules serviront à la bisection , en déterminant cp par 
le  moyen de 9,. 

Soit, 30. 4 = q, et ,u = q 3 ,  q3 étant l'amplitude qiii donne 
F (q,) = 3F (q) , et qu'on détermine par les formules de l'article 2a , 
on aura pour la triplication des fonctions, les formules 

3F (q)  - F (g3) = 9 
3E (9) - E (qJ  = c' sin q sin p, ( sin q +- sin ' p3 ) . . 

1 
3iJ (q) - ïï (q,) = - arc tang TL\/& sin @ sin @, sin QS 

V'G - n cos cp cos 4 ,  cos 
nvct  sina? sin @, 

$- 2- arc tang va I + n-ncosaq -3- cos q, 

Dans le cas où tp3 =f ?r, on a pour la trisection des fonctions com- 
plètes, les formules 

3F (9) = F' 
3E (cp j = El + c'sin q sin va ( I + sin q )  

1 n Va sin p sin Q, 
-)- - arc tang - 

VU (,+ n- n c o s )  cosp 3* 
Quant aux valeurs de q et q,, elles se trouveront par les 31- 
ticles 23 et 24. 
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DES PONCTIONS ELLIPTIQUES; 8 I 

Formation d'une suite &$'nie de fonctions eII+tipes de 
Za première espèce , liées entre elles par de8 rapports 
constans. 

(58). Jusqu'ici nous n'avons comparé entre elles les fonctions 
elliptiques de la première espèce, qu'autant qu'elles avaient le même 
module, ou qu'elles pouvaient être considérées comme représentant 
différens arcs d'une même courbe; ces comparaisons ont ensuite été 
étendues, d'après le même principe, aux fonctions de la seconde 
et de la troisième espèce ; et les théorèmes contenus dans les for- 
mules (y) et (g') supposent encore que le module est le même dans 
les deux fonctions comparées. 

Nous allons faire voir qu'on peut, par une loi très-simple , former 
une infinité de fonctions elliptiques de première espèce, qui diffèrent 
les unes des autres tant par le module que par l'amplitude, mais 
qui ont la propriété fort remarquable d'être entre elles dans des 
rapports constans. 

d~ Considérons les deux fooetioiis F(c, Q) = f-- ~ ( 1 - c a  sin2 q ~ )  F(c: @') 

d d  
=fpGTj7 ; je dis que si l'on fait c'= - 1 + c 7  ayc et que l'on 
détermine 9' d'après l'équation sin (29'- Q ) = c sin q ,  on aura 
généralement 

- E * c ~  ( c ,q ) .  F (c', p') - - a 

En effet l'équation supposée donne d'abord COS ( 2@-9) = A ;  ainsi 
on aura successivenient : 

cos 2p' = A cos 9 - c  sin"^ 
2 cosa q' = I --r c sin'p + A cos 9 
a sins p' = 1 +- 3- sh'q - A cos Q 

2 sin q' cos q' =: sin q? (c cos Q + A )  
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dpf - = - Des deux dernières on tire y(l - cfssinsprl + . :, ce gui donne a 

en  intégrant, F (cf ,  c p ' )  = -F a ( c  , Q). Nous n'ajoutons point de  

constante , parce que les amplitudes Q et pf s'évanouissent en même 
Iemps. On voit donc par ce résultat que les fonctions F ( c', q f )  , 
F ( c ,  q )  seront entre elles Jans un rapport constant, quelles que 
soient les anlplitudes Q' et <p, pourvu qu'elles soient liées entre elles 
par l'équation sin (2q'- q)= c sin Q. 

Observons que coninle l'arc q, croît indéfiniment, et peut êtrede 
tant de circonférences qu'on voudra, l'arc cp' croît aussi indéfiniment, 
mais de manière que 2qf- est toujours renfermé entre les limites 
+ 6 et - 0 ,  0 étant l'arc dont c est le sinus. En eflet, puisqu'on a 
sin ( 2pr- cp ) = c sin q et cos (np'- p 2 = 4 , A étant toujours 
positif, on voil que 2pf- q est toujours égal au plus petit arc 61, 
positif ou négatif, déterminé par l'équation sin dl= c s i n q z s i n  O sin q; 
ainsi on a toujours q' I $ q - ( - ~  61 OU q = 2q'- di. D'après cette 
observation, on n'aura jamais aucune ambigu; té à craindre dans la 
détermination des valeurs respectives de q' et cp. 

Si l'on fait cp'= f ?s, on aura q, =?t et F ( c , p )  =nF1 (c)  ; ainsi 
les fonctions coiriplètes F1 (c') , FI (c)  ont entre elles cette relation 

F' (cf)  = ( I -/- c )  FJ (c). 

(59). Concevons maintenant qu'à partir du terme donné r ,  on 
forme une suite infinie de niodules c ,  c', c", cm, etc. , d'après 
la loi ,  

Cette suite de modules qui est co~itinuellement c~oissante, aura pour 
Iiinite l'unité, et atteindra sensiblement cette limite au bout d'un 
assez petit nombre de termes. 

Si on appelle par analogie b', ha, b; etc. les complémens des 
modules cf, c", cm, etc. , la suite b', bR, hW, eic. sera continuelle- 
ment décroissa~ite , et chaque ternie se déduira du nlodule précé- 
dent suivant cette loi 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.' 8 3 

Soit ensnite 9 , p', qa, @"'etc. la série des amplitudes qui se dé- 
duisent chacune de la ~récédente  par les formules 

sin (29' - Q ) = c sin Q 

sin ,Ca@- 9') = c'sin q' 
sin (2@"- Q") cnsili p' 

eyc. 

on formera de cette manière une suite infinie de fonctions de pre- 
mière espèce F (c , Q ), F (c', 9')) F ( c", q"), etc. , entre lesquelles 
on aura les équations 

1 + c f  I+c x+c' F (3, g") = -- F (c', p') = - - 
n a F (c, PI 

l + C" i+c i+c' 1fc"  F (cm, 9") = - F (c", @@) = - 
a a O -  P . -F(c /P) ,  a 

etc. 

d'où il suit  que deux quelconques de ces fonctions sont toujours 
entre elles dans un rapport constant pour toutes les valeurs des 
amplitudes correspondantes. 

Quant aux fonctions complètes, leurs rapports seront éoalement 7 
EOllStanS, et l'équation F1 (c') = (1 + c ) Fr (c ) ,  déj3 trouvee, don- 
nera successivement 

P' (c') = ( I  + C )  F1 ( c )  

FI (c") = ( I  + c') F1(c') =i (1 +c) ( I  +e') F1 (c) 
F1 (cm) = (1 + ~ 3  F1 (2) ~ l ,  ( J  +CI ( I - ) - C ~  (1 +c") F1 (c) 

etc. 

(60). On peut encore donner à ces résultats une plus grande 
extension. En effet, la suite infinie de modules c , c', c", etc., q u i  
est croissante dans un sens, et q u i  a pour limite l'unité, peut être 
prolongée à l'infini dans le sens contraire où elle sera décroissante 
e t  aura pour limite zéro. Désignons par c ,  cb, coO, coaO, etc. cette 
suite décroissante ; la loi qui lie deux termes coiisécutifs sera 
semblablemen t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



$4 PREMIERE PARTIE: 
Mais pour former chaque terme au moyen du p1*écédent, il sera 
plus simple de se senir  des valeurs suivantes , où 6., p, POO, 

désignent les complémens des modules co, coO, cooO, etc., 

Cela posé, si on désigne par @, q0, @Oo, qooO, etc. la série des am- 
plitudes correspondantes aux nlodules c ,  CO, coO, cooO, etc., on aura 
d'abord sin (2q-O )' = co sin qO, équation qu'il faut résoudre pour 
déduire QO de Q; on en tire successivement 

sin qd = ( I + 6) sin p cos p 
A 

i - ( 1  + b )  sina@ Cos Q0 = - 
A 

1 - ( 1 - b )  sin' p 
A (CO, go) =; A 

Cette dernière peut se mettre sous la forme très-simple tang 
E. b tang rp , et on en déduirait sans amhiguité, 

ce qui s'accorde avec la remarque que nous avons faite sur la 
valeur toujours limitée de 2 ~ ' -  Q , qui s'applique à 2~ - qa , 
2qY"=' (PO", etc. 

Supposons donc qu'après avoir déterminé les niodules décroissans 
CO, cQm, c0OU, etc., ainsi que leurs complémens ho, boo, Poo, etc. comme 
il vient d'être dit, on calcule successivement les amplitudes qo, Q"", 
go"", etc. par les formules 

tang ( g o  - (P) = b fang cp 
tang (quo - Po ) = bO tang Q* 
tang ( Q ~ ~ ~ -  QW) = 6'" tang Qo: 

ete. 

Alors on aura uue suite infinie de' fonctions F (c ,  q )  , F (cm, cpo J ; 
F (CO', qooO) , etc. liées entre elles par des rapports constans, en 
cette sorte : 
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etc. 

torsqu'on fait q = $ H, on a q0 = ?f , QoO = sr, = 411', etc. ; 
d'où il suit que les fonctions complètes ont entre elles ces relations 

F ' ( c )  = ( I  + c * ) F ' ( c O )  
F' ( CO) =:(I + C*O) F'(cmO) 
F' (con) = (1 -J- cooe) F' (coaO) 

etc. 

&plication de 2u nzême loi aux fonctions eZZz~tipues 
L la seconde csjèce. 

(61). Considérons présentement les deux fonciions E ( c, q ) = 
j7d~pA ( c ,  q )  , E (cf, q') = fd@A (c', q') ; si dans la seconde for- 
mule on substitue pour @' et A(c', ?') les valeurs trouvées art. 58, 
on aura 

( 2  +&c)E (d, Q') =l$ ( c  cos Q+A)' 

= ~ E ( c ,  Q)-b'F (c, q ) $ - ~ c s i n ~ ;  

d'où l'on voit que la fonction de première espèce F ( c ,  9 )  peut 
s'exprimer par les deux arcs d'ellipse E ( c ,  q), E (c', q') , puis- 
qu'on a 

(62). On a trouvé (art. 13) que l'expression de l'arc d'hyper- 
bole est 

'ï'= A tang q-E (c, q ) +  blF (c, p); 

si on y substitue la valeur de baF (c, (p) , cette expression deviendra 

d'où il suit qu'un arc d'hyperbole peut toujours s'exprimer par deux 
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SG. PREMI~RE PARTIE. 
arcs d'ellipse, ce qui  est le beau théorème dont Landen a eiiriclii 
la Géométrie ( l ) .  

Nous avons déjà appeaé C (Q) la différence mire l'arc d'hyper- 
bole T et sa tangente A tang Q, terminée à la perperidiculnire abaissée 
du centre ; cette différence s'exprime donc en gépéral par deux arcs 
d'ellipse , de sorte qu'on a 

et  en particulier lorqu'on fait = $ e, on a pour l'expression de 
la différence entre l'asymptote et la courbe, 

Mais puisque Q = $ e ,  on a s in (z@-+ . ; a )=cs ing=c ,  ow 
1 cos zq' = - c , ce qui donne sina Q' = I L c  = - donc l'arc 

2 1 +b" 
E (c', Q') est celui qui se mesure par la moitié de E1 (cf) , et on a 
E' (c', Q') = f El (c') + f ( ?  - 8 ) .  Substituant cette valeur dans 
celle de G1, il viendra 

donc la transcesdante Gn est kgale à la diflërence des deux quarts 
d'ellipse qui o n t  pour demi-axes , l'un I -f- c et I - c l'autre 
1 et V(1- es). 

(63). La valeur de F trouvée no 61, est l'intégrale de forme 
particulière qui satisfait aux équations différentielles (e') de l'as- 
ticle 43 ; nous allons en déduire de nouvelles propriétés des 
fonctions E, 

Considérons une suite infinie de fonctions E ( c , q )  , E (cf, q ' )  , 
E ( 2, Q* ) , etc. formées d'ap& la même loi que les fonctions de 
première espèce P ( c , Q ) , F ( c', p') , F (c", Q") , etc. , on aura 
d'abord les deux équations 

$b2F(c,q) = E ( c ,  Q)-(13-c) E(c', q') + c s i n  cp 
f G"F (c', Q') - - E (c', 9') - (1 -J- c') E (cR, Q") + c'sin Q' ; 

(1)  On déduirait aisément des mêmes formules que tout arc d'ellipse peut 
s'exprimer par deux arcs d'hyperbole, 
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DES FORCTIONS ELLIPTIQUES. 87 
1+c mais on a de p l u  F (cf, Q') = - F ( c ,  p )  ; éliniinant donc de a 

ces trois équations les fonctions de première espèce , on aura entre 
les trois fonctions consécutives d e  seconde espéce E(c, 9) , E (c', q3, 
E (c\ Q") , cette équation 

équation qui peut être considérée comme une sorte fintégrale particu- 
ddE &ère de l'équation différentielle du second ordre o=(i+ca) ;i;; +etc. 

donnée art. 45. 

La  même équation peut être appliquée à trois ellipses consécu- 
tives, pi-ises non-seulement dans la suite infinie E (c, Q) , E (c', Q') , 
E (8, Q'), E (c", q"') , etc. , inais en général daas la suite double- 
ment infinie 

.- . . . E (ce, 9') , E (c', 9'1, E (c, p), E (ce, (pl) , E (coO, q 3 ~ ) ,  . . . . 
dont les extrêmes sont, d'une part, l'ellipse qui a pour excentricité I 

et qui se réduit à son grand axe; d'autre part, l'ellipse qui a pour 
excentricité o et qui se confond avec le cercle : il en résulte 
donc que par la rectification indéfinie cle deux ellipses de cette 
suite, on obtient la rectification indéfinie de toutes les autres. 

La formule géne'rale se simplifie lorsqu'il s'agit de la rectification 
définie de ces ellipses. En effet si on fait Q% + fi, on aura rp'= g 

et p E 271') ce qui donnera E (cq,pn)=E1 (cg), E(cr, Q')= 2E1 (cf), 
E (c, Q) = 4E' (c) ; donc on aura entre les trois quarts d'ellipse 
El (c) , E' (d )  , E' (2) , cet te équation 

C h  aura une équation semblable entre trois termes consécutifs 
quelconques pris dans la série générale des ellipses. Ainsi la cir- 
conférence d'une ellipse proposée pourra toujaurs se déterminer 
exactement par les circonférences de deux ellipses, aussi peu dif- 
férentes de la ligne droite qu'on voudra, en prolongeant les séries 
dans un sens, ou aussi peu différentes du cercle qu'on voudra, en 
prolongeant les séries dans l'autre sens. 
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Dans ce dernier cas , il faudrait faire usage des équations 
successives 

etc., 

qu'on prolongerait aussi loin qu'on aurait cru devoir prolonger la 
suite des niodules c ,  CO> corn, etc. 

La détermination exacte et absolue dont on vient de parler peut 
être regardée comme un théorème fort remarquable dans la théorie 
des transcendantes ; mais si on a seulenlent pour but d'obtenir des 
approxiinations , on y parviendra plus facilement par la ruéthode que 
nous donnerons ci-après. 

(64). Nous avons trouvé (art. 41 ) que les deux fonctions El (c) ; 
F' (c) , tant pour le module c = sin 1.50, que pour son complément 
c = sin 750, peuvent se déterminer par l'une des quatre fonctions 
supposée. connue. Donc les deux séries d'ellipses formées, l'une 

d'après le n~odule c = sin 150 =r - , l'autre d'après l e  

module c = sin 75" a= 
\/("-;'3) d r y )  , sont telles, que connaissant la 

. - .  
circonférence d'une seule de ces ellipses, on pourra trouver la 
circonférence de toutes les autres. II en est de même des deux 
suites de fonctions de première espèce F1(c) formées d'après les 
mêmes modules, et un seul terme connu dans ces quatre séries, 
suffira pour faire connaître tous les autres. 

Nous avons également trouvé (art. I 2) que lorsque c=sin 45*= /: , 
les fonctions F1 (c), E1 (c) peuvent se déterminer l'une par l'autre ; 
mais F1 (c) se détermine gén6ralement par les deux quantités E1(c), 
E1 (c'), OU par les deux El (c) , E1 (cO) , car d'après nos formules on 
trpuve aisément 

bF1(c) = - El (c) + (1  + b )  E1 (ce). 

Donc en général toutes les ellipses qui composent la série fornlée 
d'après le module c = sin 45; sont telles, que la circonférence 
de l'une d'elles étant connue, on pourra déterminer celle de toutes 
les autres. 

A 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FOBCTIOXS ELLIPTIQUES. 89 

A ces trois cas généraux on peut en joindre un quatrième. 
1-lJ -cO=- Supposons qu'on ait b - 
l+b' 

ce q u i  donne b = - I +l/s ; 
1 

et c2=- 24- î ( 2 ,  on aura F1 (b)=F1(cO)= -F1(c)=- 
1 +cO ;2 F 1 ( 4  

E1 ( b )  z: El (ce). Substituant ces valeurs dans la formule (d') , on aura 

biais on a d'ailleurs R' ( c) = ( I + b )  E' ( c" - E1 ( c ) ; ainsi on 
pourra déterminer El (c) par l?' ( ce), et en général dans la suite 
d'ellipses, formée d'après le module c = / ( 2  v z - 2 ) ,  la circon- 
férence d'une seule ellipse étant connue, on pourra déterminer 
celle de toutes les autres. 

Bfé~hode d'npproxi?nniion appliquée a z ~ x  fonctions ellzptiques 
de la p-ernière espèce. 

(65). Etant proposée la fonction F (c , q )  dont on veut avoir une 
valeur approchée ,on calculera les modules décroissans ce, coO, c'Oo, etc. 
et les amplitudes croissantes qO, qoO, (P""", etc. par les formules de 
l'art, 60; on aura ainsi successivement 

1 + C O  I' ( O ,  q) E -y-- F (ce, qO) 

l + c O  1 +cw - -- - . - F (co0, qoe) 
a 2 

l+cO 1 + coO 1+c.O0 --.-,- 7 

2 2 2 
F (cooa, pQaO) 

etc. 

Mais lorsque c est devenu très-petit , on a A = I  et f % = q. Soit 

donc Q> la limite des angles + qO, $qO", $ ~""" ,  etc., limite qu'ils attein- 
dront toujours sensiblement au bout d'un certain nombre de ternies, 
et on aura la fonction demandée 

F ( c ,  q)= @ ( I  + cOJ (Z + coO) (1 -+cooO), etc. 

Lorsque 9 s ?t , la liinite sera pareillement + a, de sorte 
12 
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qu'on aura 

T FJ (c) = - 2 (1 +CO) (I  + CO") (1 + cooO) , etc; 

Le produit constant ( I  $- co ) (1 +eoO) ( I  + cooO), etc. que nous 
représenterons par K, peut aussi s'exprimer de cette manière : 

et sous cette forme il est aisé à calculer par logarithmes. I< étant 

connu, on auraF(c ,  <p) =Km et F1 (c)=K.:. 

Pour faciliter le calcul des modules décroissans, on déterminera 
un angle auxiliaire p par l'équation sin ,u= c, ce qui donnera 
b = cosp et c0 =tang2 + p. Faisant de mênie cO=tanga $p=sinpo, 
ce qui déterminera un nouvel angle po, on aura co0 = tang' 5 poo, et 
ainsi de suite. - 

Lorsqu'on sera parvenu à un c fort petit, on pourra, pour éviter 
les angles trop petits, calculer le terme suivant c0 par la formule 

1 . 3  1 . 3 . 5  
CO -1 ca + - c4+ -- c6+ etc., 

-4 4.6 4.6.8 

dont le premier ou tout au plus les deux preniiers termes sufiront. 

Quant au calcul des angles qO, qo0, etc. ,nous n'avons rien à ajouler 
à la simplicité de la formule tang (90 - q )  =b tang q , qui est très- 
propre au calcul trigonométricpe. Nous rappellerons seulement, 
ce qui a été dit art. 60, que l'angle Po- 9 est presque égal à g 
lorsque c est très-petit , et général sa différence avec est 
moiadre que l'angle qui a pour sinus c. 11 faut donc prendre pour 
l'angle po - g , non pas toujours le plus petit angle que donnent 
les tables des sinus, mais celui qui approche beaucoup de g, et qui 
peut etre de plusieurs circonférences. 

E X E M P L E .  

(66). On denlande la valeur de la fonction F ( c ,  q )  , lorsque 
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Volci d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de 
leurs complémens : 

7aleurs d e s  c et b. Leurs logarithmes* 

.......... c = sin 750 O' on 00.. 9.9849438 
b = cos 75. o. o . o o . . . . . . . . . . . .  9.4129962 

taiig2 57.30. o. 00) ........... 
sin 36. 4 . 1 6 . 4 ~  9 76996'0 

........... to = cos 36. 4 .16 .47 .  9.907564 

b o a  - - cos 6. 5 .  9.38. ........... 9.9975452 

Poo= cos o. 9.42.90 ............ 9.9999982 
coooo= 5 ( C O O O ) ~  + etc.. ............... 4.3002761 
~ 0 0 0 0  0.0000000 ............................... 

Ces logarithmes donneront aîsément la valeur de K, pour laquelle 
il su6i.a d'employer quatre facteurs. O n  aura ainsi logK=o. ~ ~ $ 0 5 6 1  

?r 
et K = 1.7622037. De là résulte d'abord P' =; K = 2.768063 I ; 
on trouvera ensuite par le calcul des amplitudes, 

Les autres valeurs de augmenteraient en raison double; d'où 
fDO suit que la limite des angles Q, -, -, etc. est 50" ou F; donc on 
a 4 

a F (o, p)  = K = 0.9226877, ce qii s'accorde avec la valeur 

trouvée art. 28. 
1 ?r Remarquons que puisque la limite @= 30"- - 3 - 2 3  - on a F=$ FI; 

et en effet cette égalité a rigoureusement lieu d'après la valeur 
que nous avons prise pour tang p. Voyez l'article 34.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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(67). Etant donnée la valeur de l'amplitude q , on voit qu'il est 

facile de trouver la fonction F avec toute l'exactitude nécessaire ; 
réciproquement il peut être utile de détern-iiner l'amplitude en sup- 
posant connue la valeur de la fonction F. Pour cet effet, il faudra 
calculer les termes de la série ce, CO', etc. jusqu'h un terme assez 
petit pour être négligé. Soit, par exemple, ce terme coooo0, ou pour 
abréger co5 ; puisqu'on a qo5 = nqo4- cos  sin'^"^-/- etc., on anra 
d'une manière suffisamment exacte qo5 =: 2q04, et à plus forte raison 
q0%2v5, etc. Donc la limite des angles q, (DO,  t qoO, etc. sera i', qO$: 
cette limite a été désignée par iP , airisi on aura qoJ= 16Q. D'ail- 
leurs la valeur de F étant donnée,  on connaît @ par l'équation 

-" 
J! 

@ = - donc on coiinaîtra aussi = 16 @. Cela posé , on calcu- K '  
lera successivemeiit les valeurs de qoDo, qo0> 90)  q ,  au moyeu des 
équations 

sin (2q03-- q'$) I co4sin $04 

sin (29''- qo3) = coSsin po3 

sin (2q0 - qO") = coasin p'" 
sin (2p - q" ) 1 c0 sin qO, 

et on aura l'amplitude cherchge 9. 
Cette méthode s'applique particulièrement à la rdsolutian de 

l'équation F (4) = nF ( q ) ,  quel que soit n. Etant donné q , on 
connaîtra F ( q )  et IZF (p) , ou F (4); ensuite de F ($), on ddduira 
l'amplitude +, coniine on vient de  l'expliquer. Ce moyen n'exigera 
jamais qu'un peiit nombre d'opérations, i moins que I - c ne soit 
d'une petitesse excessive ; au lieu que si n était un peu grand ou 
seulement fraciionnaire , les métliodes algébriques que nous avons 
données pour déterminer qn d'après l'équation F ( q ,  ) =nF ( q ) 
deviendraient très-longues ou même impraticables. 

(68). La iméthode que nous venons d'exposer est en général très- 
expéditive ; elle exigera seulement qu'on calcule quelques termes 
de plus, tant dans la suite des inodules que dans celle des aiilpli- 
tudes, lorsque c sera extr&t~ement près de l'unité ; mais on peut 
s'assurer que ce nombre de termes ne sera jamais bien considé- 
rable, car dans l'hypothèse où on  devrait continuer la suite c, co, 
coo, eic. jusqu'au dixième terme pour que ce tcrme fût d'une unité 
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décimale du dixième ordre, il faudrait que la valeur primitive de 
b f û t  plus petite que IO-"', et par coilséqucnt que celle de I - c  
fût plus petite que 1 o-~'. 

L'universalité de la méthode est sufisaniment é!ablie par cette 
observation ; cependant lorsque I - c est extrêmement petit , on 
peut profiter de cette circonstance pour simplifier les calculs, et  
procéder d'une autre nianière aux approximations. 

Dans le cas dont il s'agit, la quantité b est très-petite, et conmie 

on 3 F =  IV( 4 
C O Ç ~ Q  + ba sinn 8 ' si l'aii~plitude (p est telle que tang 9 

soit beaucoup plus petite que 5 ,  on aura d'une manière suGsani- 
1> 

ment approchée 

= [ '  cos Q = log iîng (4E + t (p ). 

Si tang Q est plus grande que f , il faudra transformer ln for- 

mule proposée P ( c , Q ) en une autre où t soi t beaucoup plus 
petit, afin que dans la transformée b tang devienne une quantité 
négligeable. C'est ce qu'il est facile d'obtenir en calculant jusqu'au 
terme convenable les niodules croissaiis c', c", etc. et les amplitudes 
ip', qn, etc. , par les formules de I'arlicle 59. 

Soit pour cet effet b = sin A ,  on aura b'= tang'; h; soit de nou- 
veau A' = tans": h = sin A', on aura Ir sl tanga A', et  ainsi de 

suite jusqu'à un terme 6" qui ait le degré de petitesse exigé; on 
calculera ensuite les amplitudes 9,  p', qn, qfn, etc., jusclu'à un ternie 

cp" qui corresponde à la dernière valeur de 21; et ce terme étant 
nommé a', si l'on fait 

on  aura 
P ( c ,  9 )  =IL'log ta i1g(45~+$@') .  

Cette valeur sera exacte si on prolonge à l'infini les facteurs dont est 
con~posé IL', et la suite dont @' est le dernier terme; mais au bout 
d'uii assez petit nonihre de termes, on obtiendra en général tout le  
degré d'approximation qu'on peut desirer. On aurait eu  meme temps 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94 PREMI~RE PARTIE. 
pour la foiictioncomplète F1(c), soit la valeur donnée par la formule 
précédente en calculant l'angle @' par le moyen de == go0, soit 

1 4  la valeur F' (c) = II' -7 log 2 
a 

E X E M P L E .  

(69). Soit comme ci-dessus c = sin 750, tang (p = 
tasest peu favorable à Papplieation de la méthode précédente, parce 
que b n'est pas une quantité très-petite. 

On calculera d'abord les modules croissans cf, 2, cm, etc., et leurs 
complémens b', b", 6"', etc., comme il suit : 

Faleurs des b et c .  Leurs logarithmes. 

b =  sin 19 O' oUoo ...,....... 9 -4129963 
c 5  COS 15. o. 0.00 ........... 9 ~ 9 ~ 4 9 4 3 ~  

tang' 7.30. 0.00) .......... 8.2388582 
sin 0.59.35.24 

I 
C............................... 9 * 9999348 

Ensuite le calcul des amplitudes q', cp", etc. donne les résultats 
suivans : 

$ = 4703'30n95, 2cp'-(p -45: 
p' = 46. I .45.475 
q" = 46. I .29.41 
g 1 3  46.1.29.41. 

La valeur du facteur K' se réduit dans cet exemple à dg, ainsi 

on a log K.' = O .0074955; et comme on a trouvé Qf= 46°i'29'41 , 
O11 aura 

F (9) = Ii' log tang 680 O' 44'705. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FQ?r'CTIO'iVS E1,LIPTIQUES. 95 
Ce log-tangente pris dans les Tables, et mulliplié ensuite par le 
iiiodule pour en faire un logariilinie hyperbolique, doniiera 

o u  F = 0.9226877, comme on l'a déjà trouvé no 66. 
Si dans le même exemple on veut avoir la valeur de la fonctiop 

complète, il faudra faire 9 = go0, et calculer successivement les 
valeurs de q', q", etc., ce qui donnera 

Donc la limite @' = 82O 28' 2" 84, et ainsi la fonction complète 

F' s: K' log tang 8G" I 4' I" 4 2 ,  

ou logF1=0.4421761, ce qui s'accorde avec la valeur trouvée n066; 
Nous remarquerons que dans cet exemple il a été liécessaire de 

recourir à un moyen particulier pour déterminer avec la précision 
convenable, l'ampli~ude Q" qui se confond sensiblement avec la 
limite a'. L'équation sin ( 2 ~ " -  Q') i c' sin p', la plus directe pour 
déterminer cp", n'est pas propre à donner bien exactement les frac- 
tions de seconde contenues dans q", parce que ces fractions influent 
trhs-peu sur le sinus d'un angle de 8z0, trop rapproché de l'angle 
droit. Dans ce cas, et dans tous les semblzbles qui peuvent se ren- 
contrer, on déterminera qp" beaucoup plus exactement au moyen de 
l'équation tang (9'- gw) = b' tang pu, ou @' - q" =: Rb" tang q: 
R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon : pour cela, 
il faudra mettre dans le second membre 9' au lieu de qW, ce qui 
donnera une première valeur approchée de q'- Q", et par conséquent 
une de cp". Substituant de nouveau cette valeur à la place de q* 
dans le second meinhre, on aura une seconde valeur de 9'- p" 
qui devra être approchée au moins jusqu'aux centikmes de seconde. 
' 

Dans l'exeniple dont il s'agit, on fera dotic d'abord q ' - p n =  
Rb" tang 820 3of, ce qui donnera @-?"= 1' 5fG8 et q"=82°28'2w32. 
Substituant de nouveau cetto: valeur au lieu de q", on aura plus 
exactenient q' - p" = Rh" tang 8 2 O  $3' a". 32 = 1' 57' 167 , d'où 
q" t= 8 2 O  28' 2" 833. 
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(70). On voit maintenant qu'il y a deux méthodes pour détermi- 

ner la valeur approchée d'une fonction de première espèce F(c, p) 
dont le module et l'amplitiide sont connus. Si c est plus petit que 
vf ou sin 450, il eonviendra de se servir de la méthode du no 6 5 ,  
suivant laquelle calculant les modules décroissans CO, CO', coo0, etc. 
et les an~plitudes croissantes pO, go", go"", etc., on obtient la formule 
F ( c ,  q )  = Ii@. 

Si le module c est plus g a n d  que sin 45°, i1 conviendra de se 
scrviï de la méthode du no 68, qui  consiste à calculer les moduIes 
croissans c', cn, cm, etc., et les amplitudes décroissantes q', q", etc., 
d'oit l'on conclut F ( c ,  q ) = K' log tang (450 +- + @'). 

Ces deux méthodes s'étendent à volonté l'une et l'autre au-delà 
de la limite que nous avons fixée. Mais pour diminuer autant qu'il 
est possible le noinhre des transformées, il est bon de s'en tenir à 
cette limite, et de cette manière on n'aura jamais besoin de calculer 
plus de trois termes tant de la série des modules que de celle des 
amplit~zdes, pour obtenir un résultat approché jusqu'au septième 
rang de décimales. 

Il est fort remarquable que la fonction F puisse toujours s'exprinler 
à volonté par u n  arc de cercle ou par un logaritlinie ; mais on voit 
qu'elle se rapproche davantage des arcs de cercle si on a c'< t , et 
qu'elle a plus d'affinité avec les logarithmes, si on a cz > +. 

(71). Nous avons fait voir dans l'article 67 comment on déter- 
mine l'amplitude qui répond à une valeur donnée de la fonction 
F (c , q). La  méthode exposée dans cet article, a toute la perfection 
qu'on peut desirer lorsque c2 est < f ,  et elle peut s'appliquer avec 
succès lorsque c1 s'approche beaucoup plus de l'unité. Cependant 
si l'on veut que le nombre des transformées soit le plus petit pos- 
sible, il faudra, lorsque ca sera > 1; , appliquer la méthode d'approxi- 
mation de l'article 68. 

Pour cela on commencera par calculer la suite c', c", cm, etc. 
jusqu'à un terme qui ne difiire pas sensilhnent de l'unité. Cette 
limite est cm ou même c", lorsqu'on ne veut pas pousser l'exactitude' 

c'cn~"'etc. - 
au-delà de six ou sept décimales. De la on tirera K ' Z ~ ( ~ - )  2 

F 
li' étant connu, ou connaîtra log tang ( 450  4- : @)= 5. De ce 

logaïitbma 
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logaritlirne hyperbolique ou du logarithme vulgaire qui lui corres- 
pond,  on tirera la valeur .de l'angle @', limite des angles @, Q', 

g", etc. Si on s'est arrêté à cm en négligeant la différence I - c'", 
alors Q" pourra être pris pour la limite a'. Connaissant Q", on re- 
montera successivement aux valeurs de q", Q', cp par les équations 

tang (p-  qm) = bwtang Q" 

tang (#- q") = b.B tang Q" 

tang (Q - q ' )  = b' tangg'; 

on connaîtra donc l'amplitude cherchée q~. 
On peut par ces méthodes déterminer la fonction F en connais- 

sant son amplitude, ou réciproquement, déterminer l'amplitude en 
connaissant la fonction ; de manière qu'il suaira de calculer quatre 
à cinq termes au plus de la série des modules, et  un pareil nombre 
de termes de la série des amplitudes, pour avoir dix décimales 
exactes, si les Tables dont on fait usage sont à dix décimales. Si 
elles en avaient vingt, il sufirait de calculer un terme de plus dans 
les séries mentionnées pour avoir des résultats exacts jusqu'à la 
vingtième décimale, et ainsi de suite, 

Propriétés particu Ziè~es des fonctions F(c) , Irlb), dont les 
7nodz~Zes sont complémens l'un de l'autre. 

(72). NOUS avons vu qu'en prolongeant la suite indéfinie des 
modules dérivés d'un module donné c ,  tant dans le sens où ils 
convergent vers la limite Q,  que dans le sens où  ils convergent 
vers la limite I , on a pour les fonctions indéfinies et pour les fonc- 
tions définies, ces deux suites d'équations 

etc. 
etc. 

I 3 
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F (c>  QI = Ï+T. y-g2 F (2, p") FI(c)=- -- FI (cn) 

1 + c' 1 -1-2' 

etc. etc. 

Mettons dans ces dernières formules C , B , C, B', etc. au lieu de 
c ,  b ,  c', b', nous aurons d'abord 

Supposons ensuite qu'on ait C = b , et par sui te B = c , on aura 

c'---- a vC - *= 6; par conséquent B' = c0 ; de niéme on 
- i + C  i + b  

aurait dans les transformées suivantes CR = 6'0, Bn = coO, Cm= booo 9 

1-b B"= cooO, etc. Mais on a en même temps l'équation c0 =- l +b qui 
1 1 l + c O  1 - =- - l -  

1 + co0 donne - - - --- 
i + C - i + b  a ' l + C ' - l + b O  

, etc ; dorie 
a 

la seconde série d'épations' transférée au module complémentaire 
donnera 

etc. etc.  
b 

Or à mesure que 6' devient plus grand , on a de plus en plus exac- 

tement F (6', pi) = log tang (45' + f pq et Pl(b) =log ($) ; donc 

on aura par une approximation toujours croissante, 

F@,q)=(itca) log tang (45"+$pr) l+cO 4 F'(b)= -- log - 
2 LO 

l+cO l+coO 
F(b,pj=(if c " ) ( i f  60" log tang (4J"+ + Q") F1(b) =-- . log - 4 

a 2 co0 
i + c 0   LOO i - + C ~ 6 0  

F~b,~)=(i+~o)(i+~~)(i+~WO)logtang (45°+5~") F1(b)=-- .-- 
a 2 .-log- 2 

4 
CO"! 

etc. etc. 
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La première série d'équations donne semblablement, pour le module 
c , les formules d'approximation 

1 +cO 
Pa 

w 
F(c, Pl =y F1(c) = (l+cO) 2 

l+cO 1 +coO 
QO* 

?r F(c, p) =T- . -- F r ( ~ )  = (i+c")(i+co0) a 
2 

i+cO i+c: r+cooq F(c )=-.--.- > ?  a a po0* F1(r) = (l*)(l+Pj(+F') f 
a 

etc. etc. 

il y a diverses conséquences à tirer de ces formules. 

(73). Dans le  cas de b = c = (/+, où l'on a c'=hm, 6'= c> 
eu= boO, bw = coO, etc. , ces forn~ules offrent pour la même fonc- 
tion F (c, Q) deux séries de valeurs qui étant comparées terme à 
terme, donnent 

B"( ce, p0 ) = a?? (c', Q' ) FE(cO)  -2 tF1(c') 
F (coO, Q"" ) = 4F (c", p" ) F'(coO) = a F1(c") 
F (coooJ poo3) = 8F (cmJ Q") F1(cO")= j F1(c") 

etc. etc. 

Ces formules ont lieu rigoureusement : les suivantes n'ont lieu 
que d'une manière approchée , mais l'approximation est toujours 
croissante : 

Q' = log taog (450+ $ q ' )  4 T = ; log - 
2 cm. 

Loo" = log tang (45'3. + Q") 4 T = $10,- 
a cw 

Pm"= log tang (4 j0+  f PR> - T -  a - T 1 log Fy 4 
etc. etc. 

Paoo 11 résulte de là que si la série Q , % . f , - , etc. a pour limite 0, 
4 8 

et que dans le sens contraire la série q , q', q", q'", etc. ait  pour 
limite a', on aura exactement (dans (l'hypothèse du n~odule 
c=sin 45") , 

= log tang (4.503- ta'). 
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Si on fait en particulier q = + ?t , on trouvera successivement 

Ainsi la limite a', autant qu'elle peut être déterminée avec une table 
à SePt décimales, est 66' 30' 47'74, et il en résulte 

5- 
- E log tang 78° 15' 23" 87 ; 
2 

ce qui est en effet une valeur fort approchée de -. On pourrait aug- 
2 

menter indéfiniment le degré d'approximation en calculant la limite 
a' par des tables plus étendues. 

Mais il résulte de l'autre série d'équations un moyen encore plus 
facile d'avoir la valeur logarithmique du nomhre .;.r, puisyu'on voie 
que ce nonibre est égal à la limite vers laquelle convergent rapide- 
ment les termes successifs 

4 
LO ' 4 etc. log- $log$, $logc,, 

Pour savoir jusqu'à quel point chaque terme de cette suite approche 
de la vraie valeur de e, je désigne par cn le nitme terme de la suite 
cO, coo, etc., et j'appelle x la valeur approchée de a donnée par ce . 

1 
terme , ensorte qu'on aura x = 4 log 7. J e  suppose ensuite que 

pour le terme cn+l, la quantité x devienne x - w , on aiira 
1 4 x - w  = - log -. Mais suivant l'article 65 , on a en+' - i (cn)' 
2" 

1.3  4 4- (cn)$ donc ;;, = ($,y [ r - i ( cn )' ] , et par conséquent 
4.6 

4 log OT = a log ($) - 2zcn+l; donc 

1 
et ainsi u = ;, cn?. Mais puisqu'on a &ne manière très-ap- 
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1 4 
pochée  ?r = 210g;;L;, il s'ensuit cn+i=qe-anr; donc rr= 23-~e-2n: 

et log w = - (n- 3) log 2 - 2"d, ou en logarithmes vulgaires, 

log o z -  (n-3)log 2 - ~ - ~  ( 10.915). 

Lorsque n = 3, cette formule donne log o = - 10.915; ainsi Ie 
4 troisième terme log c, donne déjà ,la valeur de a exade jusqu7P 

dix décimales. 
Lorsque n =4, on a log o = - 2 2 .  i 31 ; ainsi le  quatrième ternie 

donne 22 décimales exactes, le cinquième en donne 44,  le sixième 
4 88, et le  septième 175. D'où l'on voit que log 5 est une valcur 

64 
beaucoup plus approchée de ?t que celle qu'a donliée Wéga  avec 
140 tle'cirnales. Quant à la valeur de co7, elle se déduit successive- 
ment de celle de c , par de simples extractions de racines quarrées, 

E 

puisque d'un module c on passe au module suivant cO, par le moyen 

(74). Supposons maintenant que les deux fonctions complètes 
F' (b) , F1(c) soient entre elles dans un rapport connu , ensorte 
qu'on ait F1(.b) = mF1(c), il suit des formules du no 72, qu'on aura, 

rnw - log tang (@O+; @') , a' étant la limite des angles q', q", 1°. -- 
2 

mîr 
(tœ, etc. calculés en supposant q = + *; c'est-à-dire que - sera 

2 

la limite de la suite 

îo. que sera également la limite de la suite 
2 

Le cas de b = c est compris dans ces formules en supposant rn= I ; 
mais il y a d'autres cas où l'on peut en faire l'application. 

Ainsi nous avons trouvé que lorsque c=sin I 50, on a F1 (6) = 
(3 F1(c). Donc en calculant la suite cO, coo, etc. d'après le niodule 

c = sin 15. = i l / (a-  1 /3 ) ,  on voit que w3 sera égal à k Lirniie 
2 
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]OZ P ~ M I ~ R E  PARTIE; 
de la suite 

a a le premier terme donnerait ?t= - -- 
~3 log tang 7° i - 3.141636, valeur 

qui ne d i c r e  de la véritable que dans la cinquième décimale. 

Nous verrons ci-après qu'en faisant c = sin a ,  a étant détermina 
par l'équation sin za = tang2 15", on a F1(l>)= 3F1(c); ainsi en cab 
cillant la suite des modules cO, co0, etc. d'après la valeur c= sin a, 

3 r  4 on aura - = log $, i log F ,  etc. ; et par le premier terme de 
a 

cette suite, on ohtient fi= 3 . 1 4 1  5926627 , l'erreur n'étant que d'une 
unité décimale du huitième ordre; d'où l'on peut conclure qu'au 
cinquième terme , l'approximation équivaudrait à I 28 décimales 
environ. 

Enfin nous avons vu qukn prenant b= /2 - I , c= )/(2 v2-2), 

les fonctions F1(c) , F1(b) sont telles qu'on a F1(c) s v a  Fr(b); dans 
1 

ce cas, on ferait m =  - et les formules précéhentes offriront une v2 ' 
r 

nouvelle application en donnant la valeur approchée de -+. 

Mbthode d'apprûximatiorz applipzcée aux fonctions el,!$- 
tiques de la seconde espice. 

(75) .  Considérons généralement une fonction G composée de la 
première et de la seconde espèce , ensorte qu'on ait 

Si on y substitue les valeurs sins cp = + (1 + c0 sin3~o-A"cos qo) , 
k c0 dpO 9 -  - 

A -  a ' fi0) on aura la transformée 

d00 oùl'onsuppose Go= f (&+Be sin' 0" ) - A"=A+tB, BO=t.Bc'. no 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES POKCTIOiSS ELLIPTIQUES. 10: 

On trouvera ensuite par de semblables transforinations , 

A.insi la formule intégrale G se ramène successivement aux in& 
grales semblables Co, Go", Gm0 etc., et une ,seule de ces intégrales 
suGt pour ddterminer toates les autres. 

Supposons que cette suiie soit prolongée jusqu'à un ternie G' 
assez éloiçré pour que le module correspondaiit cp soit de l'ordre 

des quantités ~ p ' o n  1 eut nSgIiger; alors on aiira A'= I , et la valeur 

de G'* se réduit d'abord à f ( A'*+B~  sin"^") dq"; observons ensuite 
qu'on a Bo = t Eco, Bo" - + BOcoO= f BCO~OO, Boo0 =+ ~ c ~ c ~ ~ c ~ ~ ~ ,  etc. ; 
donc la suiie Bo, Bo", Boa> etc. décroît plus rapidement que la suite 
CO, cool cDO , etc. Donc 011 peut faire, après un certain nombre de 

teirneç, B"= O ,  ce qui donnera G'= A' pFC = APzP(D étant 
la limite des angles cp, f 90, $(POO, etc. 

A l'égard de A', puisqu'on a hD = A + f B I  AoO ;= AO+ f Bo , 
etc., l'expression générale de A~ sera 

Maintenant il est aisé de voir que la valeur de C, déterminée par 

celle de Gp, est coniposée de deux parlies ; l'une KA'@ , K clési- 
p a n t  le produit (1+c0) (l+coO) (I+c~~"), etc., l'autre algibrique ou 
périodique, savoir : 

i+cO B l+cd  l+co0 BLO - (-;-) ; sin qO- ( I) (T-) sin cpQO- etc. 

s  CO 
Mais con~me on 4 I -f- c0 = -- , I + coO= *O> etc., cette 

LO 

seconde partie peut se mettre sous la forme 

-: (F sin cp0+- '"sin qoO+ etc.). 
4 
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104 PREM~ERE PARTIE. 
Donc la valeur totale de G sera 

Dans le cas où c?~ = 2 fl , la partie algébrique disparaît, et on a 
ru simplement C' = KA . f fl. a 

Les suites qui composent la valeur de G seront fort convergentes 
si orr a cl< , et alors trois termes sufisent pour donner la valeur 
de G approchée, jusqu'à sept décimales environ. Les mêmes for- 
mules pourront être employées avec apantage, quand même le 
module c serait beaucoup plus près de l'unité ; car si on avait, par 
exemple , c = O ,985, il en résulterait à' peu près c0 = )/: ; d'oii 
l'on voit qu'il n'y aurait qu'un terme de plus à calculer, c'est-à- 
dire quatre termes en tout, pour avoir la valeur de G avec le même 
degré d'approximation. 

Mais si c est beaucoup plus près de l'unité, ou si ayant cB> t; 
on veut obtenir un même degré d'approximation avec le moindre 
nombre possible de transEorim!es, alors il conviendra de se servir 
de la seconde méthode dont nous avons fait usage en pareil cas, 
pour les fonctions de la première espèce. 

(76). Cette méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse 
la série des transforinées..Ainsi l'équation entre G et Go qui 
donne 

2 GO=, G $- f B sin go, 

s'applique semblablement aux deux fonctions G et G', et on en 
déduit 

2 G = -  
1 t c  

G'+ f B's inq,  

dq' 3 

Equation où l'on doit supposer G' = f ( A' + B' sing q' ) r, r 
aB A' = A - $ B', B' = -. On aura semblablenient par des transfor- 

C 

wées ultérieures , 
a G' = - 

1 + c r  
4 G" -/- '; B" sin q( . 

Mais 
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Mais lorsque la suite G', C", etc. sera prolongée jusqii'à un terme 

sullisaniinent éloigné G", oii pourra faire d = r , A' = cos p', 

et alors la fonction Cp deviendra /(A'+-B' sin'p") -- y ce qui 
cos g P y 

donnera e n  intégrant, 

et $p sera égal alors à la limite W. 
On coiinaitra donc la valeur d e  G avec toute l'exactitude qu'an 

peut desirer, en prolongeant la suite des niodules cf, cm, cm, etc. , 
et celle de leurs coniplémens 6', I", b", etc., jusqu'a ce que l e  

dernier t e m e  de ceux-ci b" soit assez petit pour être négligé. 
Alors on pourra faire c"= I , et calculant un pareil nombre de ternies 
de la série des amplitudes p',qW, pw, etc., on aura le dernier terme Q" 
qui pourra être pris pour la liniîte 0'. 

Faisant donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur 
a CI 2 de G au moyen de Gr, et observant qu'on a - i+c = - vc' -- 1-1-d 

cf' 
c- ver etc., on trouvera cette formule générale 

B 2'c"sin @ G= K' (Ap+ Ifp) log tarig (4s0+- $ qp) -- . - 
~ ( C C ' C "  . . . c'--') 

{("c". . . "3 On a fait comme ci-dessus Kr= c" 
c , ou simplement 

Kr = v'~"" . .  . 
C  
pi-') , parce que 8 peut être pris pour Punit;! 

Quant à la valeur de Ar + B", si on l'appelle Lw, on aura 

Mais cette quantité exprimée ainsi par une suite divergente, serait 
peu commode pour les calculs d'approximation, et il convient d e  

la mettre sous une autre forme. Or, en exprimant Lp au moyen 
de L et des diffirences successives L'- L ,  La-L', etc., on troure 

14 
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aisénien t 

ou, ce qui revient au même, 

et sous cette forme la convergence de la suite est manifeste. 
On peut également rendre convergente la suite des quantités 

alge'briques comprises dans la valeur de G.  Pour cela, soit 

on déduit de là 

=Lc+ - - (F+' sin p"+l- 
V(ccfc". . . cP)  

Or lorsque Zp est devenu très-petit , l'équation entre Q" et qP+' 
9 

qui est tang (pP- TV+') = Y*' tang pP+', donne à très-peu près 

titi est de l'ordre P+'; donc on aura pour exprimer 4 (P) ,  cette 
suite très-convergente : 

9 C 
c sin 9 $. - (c'sin@-- sin Q )  

vc cf 
4 c' + - (cRsin qu--, sin q') 

v c c  C 

%P c"' y 

v(ec',  . . CF--'] (cp  sin qP- - sin 9'-'1. 
i?' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FOECTIOXS ELLIPTIQUES; 107 

Cela posé, la valeur de G exprimée toute entière en suites con- 
vergentes sera 

C = K'Lp log tang (45+ t pp ) - 4 ( p). 
11 ne faut pas perdre de vue que cette approximation est fondée 
sur ce que daus la valeur de GP on a substitué cos 9/* au radical 
A" dont la vraie valeur est I/[cosl pp+ (bPsin gf")']. Cette substitu- 
tion est permise tant que bp fang pu est une quantité négligeable ; 
mais elle ne pourrait plus avoir lieu si pP était assez près de go", 
pour que bp tang pp cessât d'être très-petit. Supposons, ce qu i  est 
le cas le plus défavorable, qu'on ait pFC = go0; alors il faudra pro- 
longer les suites d'un terme de plus, ou jusqu'au (p + I )""' terme, 

ce qui donnera tang @"-"= 1 ou bP+' tang Q"+' F= i ( b p + ' ) ,  
r/( btA+ 1)' 

quantité dont le quarré est très-négligeable par rapport à l'unité, 
puisque bf" était déjà supposé négligeable. La formule s'appliquefa 
donc sans aucune dificulté ; ainsi le moyen de prévenir toute 
exception, est de prendre ,u assez grand pour que pp" ne surpasse 
pas go", condition qui sera toujours facile à remplir, 

Pour avoir la valeur de la fonction complète G1, on pourrait 
faire p = go0 dans la formule générale ; mais cette formule ne se 
simplifierait pas sensiblenient , et elle contiendrait toujours un 
nombre de termes indéfini. II sera plus simple, en se confor- 
mant à l'observation précédente, de faire q@-'= go0, ce qui donne 

1 1 tang Q~ = - , sin pl" = ---- , et  en rétrogradant , @+a = #, 
VbP v'Cl+bP) 

m- 
qp-3 = 21i. . . . pp-i _; d--?~,  p' = 2 ~ - - ~ ? s ,  p =: 2"-% = -. on 

2 

aura donc G (p) = aP-' G' ; mais dans l'hypothèse que bp est de 
l'ordre des quantités négligeables, on a sin qF* = I - t b p ,  e t  

2Pc" a"-' ,p-1 même temps la quantité (u) = ;iC' sin QP- - - - - ; dom 
cK' cK' 
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et enfin 

Ces formules pour déterminer tant la fonction indéfinie G que 
la fonction complète G1, permettent de pousser l'approximation 
aussi loin qu'on voudra. 11 faudra prolonger le calcul des n~odules 
croissans c', c", c", etc. , et celui de leurs complémens b', 6". . . bp;  
jusqu'à ce que bfl appartienne à l'ordre de décimales qu'on veut 
négliger , ou soit inférieur à cet ordre. Il faudraen même temps, s'il 
s'agit de la fonction non-complète G, ne pas donner à p une valeur 
plus g r a d e  que zE^-"e. On calculera alors jusqu'à la même limite 
les valeurs de K', Lp et 4 ( p ) .  

(77) .  Pour applkper ces formules aux arcs d'ellipse ou aux foiic- 
lions proprement dites de la seconde espèce, soit G= E E= f ~ d p ,  01% 

aura A =  1, B=- ca. 

Par la première méthode, l'expression de l'are indéfini sera 

et celle du quart d'ellipse 
P E' (c) = KL ;. 

Dans ces forniuIes, K représente le produit ( r  +co)(r +ce"(~+cdoo) ; 
etc., continué jusyu'à un facteur I + cp, oii cp soit de l'ordre des 

négligeables. Cette même quantité peut se mettre sous la 
2 t/cQ a \ / L O O  s VcW0 forme K =- .-*- 

coO 
.etc., plus commode pour le calcul 

C c0 

logariihn~i~ue. Enfin la quantité L est donnée par la suite con- 

ti laquelle oai peut donner cette autre forme 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. i og 
ae sorte qu'en faisant KL = My on aurait 

CoBCOO C02CObC000 .- coo etc.(= - - - - 
a 4 - etc.), 

Ces formules offrent les suites les plus convergentes qu'on puisse 
desirer pour la rectification de l'ellipse. Elles s'appliquent, conime 
nous l'avons déjà d i t ,  non-seulement à des valeurs de c plus petites 
que vf, mais à des valeurs beaucoup plus grandes et très-rappro- 
chées de l'unité. 

E X E M P L E .  

(75). Soit proposé de trouver l'arc E ( c ,  q )  lorsque c= sin 73' 
et tang 0 = d--& 

Par les valeurs déjà calculées (art. 66), on a log Ti= O .  2460561, 
@ = 3o0, go= 620 36/3*. IO ,  poO= I ICJO 55'4f 67 , ~ 0 0 0 = 2 4 ~ 0 ~ ' ~ *  19, 
ensuite on trouvera 

L = o. 3888658 
c l/cO - 

2 
sin q0 = o.  32901 86 

La somme des parties algébriques est 0 . 3 7 ~ ~ ~ ~ 1 8 0 ,  ainsi on a 

E (c , q) = ILL. 4 O. 3799 I 80 j on aura en mCme temps la fonca 

tion complète Er (c) =KL .:, d'où résulterdi E ( c ,  q )  =; E' (c)  

+ o .  3799180. Mais puisque l'arc E (c, q )  se mesure par le tiers de 
E1 ( c )  , on trouvera par les forn~ules de la trisection ( art. 57 ) 

C= cos3@ E ( c ,  g) = + E 1  (c) +--. 
3b , le résultat précédent s'accorde yar- 

cZ cos3q faitenlent avec cette formule, car on a en effet -= O.  3799179.' 
5b 

L e  ndme calcul donne de plus log Et (c) = o. o31g757 et E1 ( c) 
= I  ,0764049 ; donc dans le cas proposé, l'arc E (c, p)=o. 7387~96; 
et on voit que la partie déterminée algébriquement, forme plus de 
la moitié de l'arc, Au reste la valeur trouvée de El (c) s'accorde avec 
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celle qu'on déduirait de la formule de l'article 41 , en y mettant pdur 
F1(c) sa valeur trouvée art. 66. 

(79). Si le module c est assez peu différent pe l'unité pour qu'on 
juge nécessaire d'appliqiier la seconde méthode, il faudra, dans les 
formules de l'art. 76, faire A =: 1 , B = - c", ce gui donnera 

b'b"b" b'b". . . bP 

L'= 6'- 6~[14'+{($)+((~). . . . . + \/(--11. cc . . . CF--= 

Quant à la valeur de K' et à celle de la fonction 4 ( p l ,  elles ne 
dépendent point des valeurs de A et de B; ainsi elles restent les 
mêmes que dans l'ariicle cité. On aura donc, d'après ces valeurs , 
la  fonction indéfinie 

E (c ,  p) -, K'LPtang (4P4-f a') + c 4 ( p ) ,  

et la fonction coinplè te 

Ces forniules sont ce que l'analyse peut offrir de plus simple pour 
le calcul des arcs d'ellipse, lorsque le module est très-près de 
l'unité; elles supposent qu'on prenne pour p un nombre d'unités 
assez grand pour que bp appartienne ?t l'ordre de décimales qu'on 
veut négliger, 

Si on veut avoir les valeurs de E (c, Q )  et de E1(c)  approchées 
seulement jusqu'au septième ordre de décimales, il suffira de faire 
,u = 2 dans les formules précédentes ; on aura d'abord Lp = 6. 
- bc VU- bc \/(y) , et parce qu'on a en général 6 ib '= i - c, 

b" &/Ln = r - cf, d = '9 on trouve plus simplement LF =- 
1-j-C' 1 +vc ' 

mais dans le même cas on a K'= fli. Donc les deux formules gé- 
nérales se réduisent à celles-ci 
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6' La dernière est la rbême que Ez(c) = - Pl ( 

~ + V C  c )  +i/;, et sous 
cette forme , elle offre une relation fort simple entre les fonctions 
F1(c), E1(c), et d'autant plus approchée que b sera plus petit. 

(80). Appliquons ces forniules à l'exemple de l'article 78, ce qui 
est un cas peu favorable, puisque la valeur de c diffère sensiblement 
de l'unité. On connaît déjà par l'article 69 les valeurs de c', b', c: b', 
ainsi que celles des amplitudes p, p', p". Au moyen de ces valeurs, 
le  calcul de la fonction complète El (c) se fera ainsi: 

... I -f- VC =: 1.9828152  log(^ + ( c )  0.2972822 
.......... log 4 .  .... e.6020600 log 6". 8.8259924 - Iogb". .... 5.8757219 différ.. ......... 8.5287102 

4 ......... log v. ... 4.7263381 log K'. o. 0074955 . log r .1815 etc.. 0.0724648 
4 +log = I .1845845 log 2.3025etc.. . 0.3622157 

log x. .......... 8. g708862 

1 -- 
K' - o. 982889 - I 

Somme. .. El (c) = I .0764052 

Cette valeur s'accorde avec celle qu'on a déjà trouvée, autant que 
les petites parties négligées peuvent le permettre. 

Quant au calcul de l'arc E (c, Q), nous avons déjà trouvé la valeur 
de E (c, Q)= K' log tang (45"+f @"', il en résulte 

On trouve ensuite les parties algébriques 
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c" sin Q = 0.6830127 

3 I/c ( C' sin qr- sin Q )  = o. 0243225 
cr 

/ c 4~ ;i (sin Q'- c'sin,') = o.0002123 

. . 

ajoutant.. . y = 0.0311720 

o n a  E(c,q) E= 0.7387195 

ce qui s'accorde encore avec la valeur trouvée par la première 
méthode. 

(Br) .  Pour appliquer les formules précédentes à la rectification de 

l'hyperbole, il ne s'agit que d'évaluer l'intégrale G = S """ n" ' 
qui représente la quantité A tang Q-T, différence entre l'arc 
d'hyperbole et sa tangente. Or en faisant dans la formule générale 
de l'art. 7 5 ,  A = ca, B c*, on a la fonction indéfinie 

c V c 0  c I/CDCOO +t.Zsinq+-- sin Q"+ c ~ c ~ ~ ~ o ~ ~ o ~  sinqO"+etc. 
4 

et la fonction définie 

celle-ci est la différeizce entre l'asymptote et la courbe, qui s'exprime 
ainsi très-siniplenaent par une suite fort convergente. 

Lorsque l'hyperbole est équilatkre , la quantit6 G1 (c) qui  en gé- 
néral a pour valeur B1 (c) - baF1(c) , se réduit à E1 (c) -+ FE (c) ; 

5r niais comine dans le cas particulier où ca=+ b", on a - =(zE1-F1)F1, 
a 

la valeur de G1 se réduira~iltérieurement à 2 et parce que F1= f ?iK, F1 ' 
1 

on aura encore plus simplement G' - - - _K. On a trouvé ci-dessus 

log K = o. 0720074 , ainsi on aura log G' = 9.6269626. 
On peut regarder comme applicable à tous les cas, la formide 

'r 
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T' = h fang Q - G (c, q)  ; cependant si c était extrêmement près 
de l'unité , on pour déterminer la fonctiou G ,  faire usage 
des formules de l'article 76, après avoir fait A =: c", B = - c". 

Fortnuies remarqua6lespot~r détermfner lesfonctions com- 
pZ2tes li' (c)  , E' (c)  , lorsque c est peu éloigné de l'une de 
ses limites. 

(82). Lorsque le niodule c est fort peu diff6rent de l'unité, nous 
avons trouvé (art. 76) les deux formules 

4 
F1 (c )  = 2 log bu 

Ces formules donneront environ dix décimales exactes si c = sin 8oe; 
elles en donneraient un plus grand nombre si c était plus grand; 
elles n'en donneront que sept lorsqu'on fera c = sin 64, et ainsi à 
proportion dans les autres cas. Du reste leur usage est très-commode 
puisqu'il exige seulement qu'on calcule avec précision les valeurs d e  
cf, 6' et 6". 11 faut pour cet effet se rappeler qu'en faisant c =cosp,  

/cost* 
ce qui donne 6 = sin p, on aura c' = -- b'=tang'+p. Si p, 

cosa + p ' 
est fort petit, les tables donneront avec précision cos p et cos $/A,; 

sin u 
connaissant cos f ,K, et sin p, on en dédilira sin $ p = - 

2 cos;p' 
et 

sin + ,u. tang +pz - - -  ce qui fera connaître b'; enfin pour éviter les 
cos ; @' 

trop petits angles, on observera que 6" se déduit de 6' conlme c* 
1 i 3 de c ,  et qu'ainsi on a b" - - b''+ 6'4 + etc. ; d'où résulte 

- 4  4.6 

A bu - - (4)' (1 - é P) , et par conséquent i log 4 = logb;- 4 : P m ,  

m étant mis pour le nombre o .  43429 etc. ; d'où l'on voit qu'avec 
4 4 une légère correction facile à calculer, on déduira logF de log F. 

L e  reste n'a aucune difficulté, en se rappelant que les logarithmes 
de la formule sont des logarithmes hyperboliques qu'il faudra réduire 
en logarithmes vulgaires, 

r 5 
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114 PRERII~RE PARSIE. 
(83). Si on substitue la valeur de El ( c )  donnée par la seconde 

des formules précédentes, dans l'équation de l'article 42, on en 
déduira 

$ -((% y c ) . ~ l ( b )  
F' (c)  = 

c2+ \/c 

et si on observe que la valeur de F1(c) contient un loçari~hme que 
le second membre ne saurait ofrrir par le développement des quûn- 
tités F 1  (b) , El (b), en séries ordonnées suivant les puissances de 6 
supposé très-petit, on en conclura que l'équation précédente ne  
peut subsister à moins que le numérateur et le dénominateur du 
second membre ne soient sensiblement égaux à zéro. Ainsi on devra 
avoir les deux équations 

Changeons b en c ,  et réciproquement, afin de rapporter ces nou- 
velles fornlules au module c ,  nous aurons 

Ces formules sont encore plus simples que celles de l'article 
précédent; elles ne supposent d'autre calcul préliminaire que 
celui de b et 6o; or en faisant c =  s i n p  , on a b =  cos p ,  et 

p - .  - dailleurs log ( 2  - O o )  est très-facile à déduire da 
cos" + p ' 

log ho; car comme 1 - 60 est très-petit, si l'on fait log bO=: - 6; 
on aura log (2- bo)=6\ -Js  (2.3025, etc.). 

Ces formules ne sont pas moins exactes pour les petites valeurs 
de c ,  que celles de l'article précédent pour les valeurs de c peu diffé- 
rentes de l'unité; les unes et les autres s'accordent avec les formules 
de l'article 45, et on peut s'assurer qu'elles équivalent au dévelop- 
pement d'un assez grand nombre de termes de ces dernières. 
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(84). Appliquons ces formules au calcul des fonctions F1(c), F1(6), 
4 4 

supposant c = ?4- i / 3  et O = v4 + Soit c=sio a, &=cos a, 
1 i - 1 / 3  1 + 1 / 3 '  

aura sin 2s = tang* i 5. et tang (45' + a) = \/(y) ; de l'une 

de l'autre de ces équations on tirera 
v3 

Cet angle étant assez petit, il faudra user de quelques précautions 
pour calculer les valeurs des quantités cherchées jusqu'à dix déci- 
males. On trouve d'abord directement par les tables, log sin 2ac = 
8.8561 049048; ensuite la valeur connue de ci donne log cos a = 
9,9997 1 962 1 I ; de 1à on déduit 

log sin a = 8.55555 52880. 

Pour le calcul de la formule F1(c) = i n je fais k = 'Ti 
- 1 - L , et je trouve 

COS a  COS a 

cos $ cc.. ..... 9 - 9999' 99'67 

jzi a...... 9.99992 99053 

...... somme. 9.99985 98220 
k............ o.00014 01780 

.......... o.1g611 98770 

Donc log F1(c) s o. r 9626 00550 

Le calcul de F z ( b )  se fera par la première forn~ule qui donne 
4 F1 (6) = t k log F. Or on a c0 = tang' t cr ; ainsi log ce se déduit 

des logarithmes déjà trouvés en cette sorte : 
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COS $ a. ...... 9.99992 991 67 
........... a. o.  30102 99957 - ..... s cos 4 a. o. 30095 991 24 

sin a. ........ 8.55535 52880 

sin $ a.. ...... 8.25Lt3g 53756 
cos + a.. ..... 9.99992 99167 

..... tang f a.. 8.25446 54589 
CO... ......,.. 6.50893 09178 
2. .........,. 0.30102 99957 - ........... f c  6.20790 09221 
f coa ......... 2.41 580 18442. 

11 faut de plus chercher la valeur de coO ; mais, coiiirne on I'a déji 
4 observé, on peut suppléer au calcul de coO par la formule $log ;, 

4 = log - - $ cos (0.434 etc.). De cette manière onobtient en loga- 
CO 

4 rithmes vulgaires 5 log - = 2.04656453 I I . Prenant le tiers de ce 
coo 

nonihre , et faisant pour abréger g 3 o. 682 r 88 I 770 , on aura 
$ F '  (b) = g M k ,  M étant mis pour le facteur 2.3025 etc. 

g.. .......... 9.83390 41883 
M .  .......... O. 36221 56887- 
k .  ........... o. 00014 01780 -. 
$ F'  (b) ....... o. 196a6 00550. 

Cette valeur est exactement la même qu'on a trouvée p6ur le loga- 
rithine de F' (c); aimi on a F1(b)=3F:(c). Cette égalité est au moins 
très-approchée, puisque les formules d'où on l'a tirée pourraient, 
avec des tables plus étendues, donner les valeurs de F1(b) et FL(c)., 
approchées au moins jusqu'à 15 décimales; mais il est très-vraisem- 
blable qu'elle est rigoureuse, et c'est ce que nous aurons occasion 
de confirmer par une démonstration particulière. 

L'égalité F' (6) = 3F' (c) étant supposée exacte d'après ce résultat, 
on trouve par d'autres considérations, que les fonctions F'(c) et 

F'(sin450) ont entre elles cette relationE"(c)=q cos 15".F~(sin45") j 
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c'est ce qu'on vérifiera aisément par la valeur trouvée de Fi(c), 

et par celle de F1(sin45~) tirée de la petite Table qui suit, calculée 
avec dix décimales. 

C 

sin O" 

sin 150 
sin 300 
sin 450 

log F1(c) II 

Nous joignons ici une Table plus étendue des logarithmes des 
fonctions complètes F' (c), E' (c )  , calculées à sept décimales, pour 
tous les angles du module, de degré en degré, le module étant mis 
sous la forme c =sin 4. Cette Table sera fort utile dans la théorie 
des fonctions elliptiques ; on l'a calculée par les formules abrégées 
que nous venoiis de rapporter, depuis 8 =O" jnsqu'à 0 = zoo, et 
depuis 8 = goa jusqu'à 0 = 70°;.pour les autres valeurs de 8, on ai 
suivi les formules des articles 65 et 77. 

- 

o .  1961 I 98770 sin go0 Il 0.20361 53664 
o. 22679 32597 
0.26812 72224 

sin 75° 
siil 60° 

8in45" 
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Log. Et 

Infini. 
o. 35,923 
o. bnZr. 
o. 735 3 
0.60;7507 
o. 583404 I 

0.562513 
o.s44raoE 
0.5a~Gia 
0.5i25g1j 
0.4987770 
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-Ir df? (85). Au lieu de considérer la simple formule II - 
,+n 

qui appartient à la troisième espèce, nous considérerons plus géné- 
ralement la formule 

q u i  est composée d'une fonction de la troisième espèce et d'une de 
la première, affectées de coeficiens constans. Si on appliquait le  
calcu1.à la simple fonc~ioii H , la transformée contiendrait 
une partie affectée de la fonction de première espèce F (cO, qo) ; c'est 
pourquoi il convient, pour l'uniformité des résultats, d'admettre les 
deux sortes de fonctions dans la formule primi~ive , ainsi que nous 
l'avons déji fait pour les fonctions G (art. 76). 

Cela posé, si on fait sin1 Q = ; (1 + cosinlQO- cos QO) , et  

3 - ' +'O d- on aura pour preniière transformée A-- 2 . no'  

les valeurs de H" et de ses coefliciens étant 

Ainsi Ia fonction H( n, c ,  p) est ramenée à une fonction senia 
blable H (no, cO, qO), dans laquelle les trois démens n ,  c ,  Q ont 
subi des changemens propres à faciliter les approximations. 

La mêinc loi aura lieu dans les transformées ultérieures; de sorte 
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qu'en faisant 

on aura la seconde transformée 

O n  peut continuer indéfiniment ces transformations, d'où résulre- 
ront une suite infinie de fonctions M ( n, c, q ) , H ( no, CO, qO)  , 
H (no', coO, $O0) , etc. , telles, qu'une seule étant connue, on pourra 
déterminer toutes les autres. 

(85). Exan~inons d'abord avec quelque détail la loi de progres- 
sion des paramètres no, noo, etc. Si on fait n = nzc, et seniblahle- 

m(m+r) nient no= rnoco, l'équation qui détermine no donnera me= - 
i+mc ' 

Biais on peut toujours supposer le paramètre n < c, ce qui donne 
112 < I ; on aura donc aussi rnO < I , et même mo < m; car dela valeur 

m0 (14-c) ( l t m )  ma (1 -c)(I-m) précédente on déduit I f = , I - - -  - 
1 +cnL rn l+rn a 

mO 
ce qui prouve que -, positif ou n&gatif, est toujours plus petit cpie 

m 

l'unité. Donc les termes m, m0, moo, etc. sont tous plus petits que 
l'unité et forment une suite décroissante ; et par conséquent la suite 
des paramètres n ,  no, no°, etc. décroît plus rapidement que la suite 
des modules c, ceJ coo, etc. , chaque terme de la première étant plus 
petit que le terme correspondant de la seconde. 

A l'égard des signes de ces paramètres, il y a deux cas à consi- 
dérer. I O .  Si n est positif ou si n est ne'gatif et plus grand que ca, 
ensoite qu'il soit compris dans la forme - I -+ b' sina 0 ,  alors ra* 
sera positif, et il en sera de même de tous les paramètres suivans 

P O O ,  nE0', etc. Dans ce premier cas se trouve compris celui de n=*c 
qui 
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qui donnera no = CO, no"= ce", etc. ; mais ce cas est inutile à con- 
sidérer, parce que d'après l'article 46, la fonction H se réduit alors à 
la première espèce. 

no. Si n est négatif et plus petit que cs,  ensorte qu'on ait 
n = - c1 sin1 8, on pourra faire senibla'blement no s; - cos sin1 80, 
et l'angle 8" se déterminera par l'équation 

tang ( do- 8) = b tang 4, 

ce qui est la même loi suivant laquelle l'amplitude go se déduit de Q. 

Calculant donc successivement do, OaO, OooO, etc. d'après cette loi , 
on formera la suite des paramètres no=-coasin1Oo, neo=-cOOasina~oo, 
etc., qui décroît, comme on voit, avec encore plus de rapidité que 
dans le premier cas. 

Connaissant ainsi la loi de progression des paramètres n ,  venons 
à celle des coeficiens A et B dans les transformées successives. Soit 
pour abréger, 

ca+m+na - k = -  (1 + n)"- bl 
(i+b)l(i+n)a - (~+b)~( i+n)"  

et soit désigné par ko une quantité composée de cO, hg, no, cornnie 
k l'est de c, b ,  n, et ainsi de suite, on aura 

Mais puisqu'après un certain nombre ,u de termes, les cP" et np pris 
dans les suites ce, caO, etc., no, no", etc. , sont assez petits pour être 
regardés comme nuls, il est clair qu'il en sera de même du terme 

correspondant lr" de la suite k, k., koe, etc., et qu'ainsi on peut faire 

en toute sureté Bp= o. Quant à la valeur de Ap, elle sera doimée 
par la suite 

qu'il faudra prolonger jusqu'au terme qui contiendrait V exclu- 
sivement. 

Appelons toujours <P la limite des angles 9 , $, -, etc. , cette 
4 

limite étant censée atteinte après le nombre de termes p , on aura 

@= 2"@, et parce que fl est de l'ordre des quantités négligeables, 

ou aura IIp i;; 2"AP@. 
rB 
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(86). 11 est facile maintenant d'avoir le résultat des transford 

mées successives jusqu'à la pieme inclusivement. Soit toujours 

la valeur de la fonction H sera donnée en géntral par la formule 

l / ca  t B arc tang (C/ne sin qO) H =K"AI"@ - --.- 
c i + n '  r/nb--- 

V c 0  VcaD 16 kB arc tang (vn" sin ?") 
c- a - .  - 

c CO l+&" v nw 

- etc. 

Cette suite étant prolongée jusqu'au terme dont le rang est p in- 
clusivement, l'erreur de la foriiiule , mesurée par les termes sui- 
vans, ne pourra être que de l'ordre c ~ + ;  de sorte que si on ne veut 
pousser la s ré ci si on que jusqu'aux quantités de l'ordre cp, on aura 
un terme de moins à calculer, tant dans la suite précédente que dans 
la valeur de K et dans celle de Ai". 

Au reste les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale 
se changeraient en logarithmes , si n était de la forme - c" sin' 6 ; 
mais ce changement n'est sujet à aueune difficulté. 

Lorsque q = + ou c= un multiple de f ?; , tous les arcs de cercle 
disparaissent, et on a simplement H =: KA%. Donc la valeur de 
la fonctiou complète est 

H' f: KAP.; M.' 

Remarquez que la valeur de H exprimée par les transformées 
successives, se terminerait d'elle-même, si on avait l'une des égalités 
n = - ~ + b , n " = - ~  + boy noO = - x + Bo", etc. : alors la fonc- 
tion H se ramènerait indéfiniment à la pemière espèce. 

Pour qu'on ait en général - I + 6 1 ~  = n p  =-( c~ sin Br )*, il faut 
que cot Op= \/6*, ou qu'on ait F (CI", &)= f F1(cr). Mais les para- 
mètres successi fs n=-casini8, no=- p~sin~B.,  n o 0 = - p ~ i n ~ @ ~ ,  etc. 
étant formés d'après la même loi qui lie entre elles les amplitudes 8 ,  

1 +cO 1 +coO Bo, B;etc.,onaF(c, O)= - 2 F(ca,Bo), F(ce, B O ) = ~ F ( C ~ ~ ,  &O), etc.; 
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(l+cO) ( l+cO*).  . . .(1+&') 1 
et en général F(c, 8 )  = -F(cp,@)=- F1(c). 

aE" .#-l-I 

Les cas qui donnent lieu la réduction de la fonction H, sont donc 
tous eeux où le paramètre n , de forme - cL sins O ,  est tel qu'on a 

1 F (e, 8 )  F --+ F1(c), p étant un entier. L a  même réduction aurait 

ov + 1 
encore lieu si on avait F (c. 8 )  = ,r+i F1 (c) , 2v + I étant un 

nombre impair quelconque. 

Les formules d'approximation que nous venons de donner pour 
déterminer la valeur des fonctions H et HI, peuvent s'appliquer à 
tous les cas, et le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu 
de termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant 
si la différence r. - c était tellement petite qu'il fallût prolonger 
assez loinla suite cO, coO, cooO, etc. pour parvenir à un ternie négli- 
geable ci., il pourrait être préférable de suivre la seconde méthode, 
c'est-à-dire, de faire les transformations dans un ordre inverse , ainsi 
que nous l'avons pratiqué en pareil cas relativement aux fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 

(87). Et d'abord si la différence I - c est déjh assez petite pour 
qu'elle puisse être négligée, on pourra intégrer inimédiateinent la 

B sin" 9 -[(A + + $i, p) 2, en mettant cos, au lieu de formule H - 
A ,  ce donnera 

Cette intégrale est rigoureuse lorsque c = I ; mais s'il y a une diff4- 
rence, quelque petite qu'elle soit, entre I et c, clle ne pourra s'ap- 
pliquer sans erreur à des valeurs de p plus grandes qu'une certaine 
limite. En enét , la quantilé A qui en général est /(coslq+ b2sin2p), 
ne se réduit à COS Q que lorsque cot $ est censé beaucoup plus 
grand que b. C'est pourquoi il convient de chercher une forniale 
qui donne la valeur de fi pour toute valeur de q ,  dans l'hypothèse 
seulement qu'on puisse négliger les termes affectés du facteur b 
élevé au p a r r é  ou à une puissance supérieure. 

Pour cet effet nous supposerons qu'il a été fait dans la fonctiou H 
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une préparat;on relative au paramètre. Si n est négatif, nous le 
supposons toujours ou de la forme - c" sina 8, ou de la forme 
- I + ha sinad; si ce dernier cas a lieu, on changera la fonction H 
en une autre où le paramètre soit positif, ce qui se fera par la 
formule du no 51. 

Cela posé, pour avoir la valeur de la fonction H, je la mets SOUS 

la forme 

et il restera à déterminer P par la fornlule 

cos Q h i n ' Q  
J'observe ensuite qu'on a = 1 - A ( c o s q  + A ) '  

donc si on fait 

on aura 
arc tang (vn sin 9 ) P 1 -  C - 

v'n 
: BaQ. 

Tout se réduit donc à trouver une valeur approchée de l'intégrale Q. 
Pour cet effet, j'observe qu'on a cos q+A<z.h, et cos g+h> zcosp; 
donc Si  on fait 

on aura Q < Q' et Q> Qu. Or en premier lieu, la combinaison des 

intégrales P et Q' donne ( I +. n) Q'+ P = f 2, d'où résulte 

On trouve ensuite par l'intégration directe, 
1 i+csinq I 

(c9+n)   log (1-c sin J - - V R  arc tarig ( v n  sin q )  ; 
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donc on a 

ib' a r c t a n g ( v n s i n p )  
(1 + =) t b 3  l o g ( : + e s i n $ )  -- - - 

Vn l + n  -csin p ' 

La plus grande différence entre ces deux limites de P a lieu lors- 
4 que p = goo, et comme on a dans ce cas F1 (c )  = 100 - i + r  

b 1% (,) 
- 2 b" - 2 log , cette différence = - ' log 2. Elle est, comme on 

~ - + n ' ~  
voit, de l'ordre des quantités qu'on veut iiégliger. Ainsi on a avec 
une exactitude suffisante, 

ce qui donne la fonction cherchée 

et il en résulte pour la fonction complète, 

B 4 B arc tang ( r / l z  ) 
r/n 

Ces valeurs de H et de H1 sont celles qu'il convient d'employer si 
les quantités de l'ordre ba sont négligeahles, et alors il R'Y a pas lieu 
de recourir aux transforinations ; mais il convient d'examiner parti- 
culièrement le cas où n est négatif. 

Le  cas de n = - i + b" sin* 8, où n + I serait de l'ordre La, ne 
permet pas qu'on lui applique avec succès les forn~ules précédentes, 
c'est pourquoi nous l'avons évité par une transformation qui re ld  12 

positif. 
L e  cas de n=-cn sin" 0 ne souffre aucune dificulté, si 0 n'est pas 

b" trop près de go0, parce qu'alors - reste une quantité très-petite ; 
1 + n  

arc tang ((/n sin 0) seulement dans ce cas, il faut changer l'expression 
V n  

i + c s i n û s i n q  
en celle-ci - I 1% (l zc sin û - c sin ti sin p ). Mais si en même temps 0 est 

très-près de 900, le dénominateur I + n épivalant à P+ c3cos'8, 
devient très-petit; cepeudant tant que cos 0 sera beaucoup plus graiid 

6' bP que b la fraction - , +, ou bl+c2sos2é demeurera très-petite , et la 
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niéthode précédente sera applicable ; mais si cos d est m e  quan- 
tité très-petite de l'ordre G ou d'un ordre supérieur, la fraction 

b" - cesse d'être négligeable. Pour obvier à cet inconvénient, il 
i - t - n  
faut recourir à la formule du  il0 52, au moyen de laquelle toute 
fonction de troisième espèce dont le paramètre n =- ca sina 0, peut 
être transforniée enune autre fonction dont le paramètrenrs=-cssin'h, 
pourvu qu'entre les angles 13 et A on ait la relation b tang 0 tang A= I .  

oa 6" ba b' .. Alors on a - - - ba, donc des deux facteurs - - 
i + 12' i+nl i + n' i+ n" 

il y en  aura toujours un plus petit que b; d'où il suit qu'à l'aide 
d'une transforn~ation , si elle est nicessaire, l'erreur de  la formule 
n'excédera pas les quantités de l'ordre b ;  et parce que dans le casle 
plus défavorable, qui est celui de I + n = I + n'= b , la valeur de 
H1 devient très-grande et se rapporte à l'ordre kr, ou plus exacte- 

ment à l'ordre b-. log ($) qui est t rèspeu différent, il s'ensuit que 

l'erreur absolue étant de l'ordre 6 ,  l'erreur relative est en effet de 
l'ordre ba, ainsi que dans les cas où n est positif. 

Nous sommes entrés dans ces détails pour prouver que lorsque 
I - c  est assez petit pour être négligeable, les fornîules trouvées 
pour H et II' peuvent donner une approximation suffisante, sans 
exiger de transformations autres que celles qui ont été indiquées 
par les articles 51 et 52. Mais la méthode que nous allons exposer 
a l'avantage de donner urie approximation indéfinie, qui s'applique 
généralement à tous les cas. 

(88). L'équation trouvée na 84 entre H et II", s'applique aux deux 
fonctions consécutives H' et H, et donne la transformée 

on aura en même temps 

et les coeîliciens n', A', B' devront être déduits des équations 
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O n  sdit conîrnent se calculent cf, b', cp', au moyen de c et p ; il ne 
s'agit donc que d'examiner la loi de formation des quantités n', A', B'. 
Et d'abord pour déduire n' de n , on a la fornlule 

d'où I'on voit qu'il faut faire abstraction du cas où I'on aurait 
n = - I Jr ba sin19; car si ce cas avait lieu, le paramètre n' devien- 
drait imaginaire, et on tomberait ainsi dans une difficulté plus grande 
que celle qu'on veut résoudre. Heureusement il n'y a aucun incon- 
vénient à faire cette exception, puisque par la formule d ~ i  no 5 1 ,  
toute fonction proposée de troisiènie espèce dont le paramètre est 
de la forme - ~ + b ~ s i n ~  0 ,  peut être transformée en une autre dont 
le paramètre soit positif. Nous pouvons donc nous borner à considé- 
rer deux cas principa-ux, celui où n est positif et celui où n est . 
de la forme - c l  sina 8. Dans ces deux cas, on peut s'assurer que la 
valeur de n' sera toujours de même forme que celle de n ,  ainsi 
rien ne pourra arrêter le calcul des transformées successives. 

(89). Soit donc en premier lieu n = - co sinp0, et senlblable- 
ment nf =-c''sin' û', on aura par la formule précédente, 

C'est la même loi suivant laquelle l'amplitude Q' se déduit de ; elle 
peut être représentée plus simplement par l'équation sin (26'- 0 )  
c sin O. En vertu de cette loi, les angles O,&, O", etc. forment uxie 
suite décroissante qui s'approche sans cesse d'une limite 0, et qui 
l'atteint sensiblenlent après un petit noiubre de termes. La  suite 
des paramètres n ,  n', na, etc. converge donc de même vers la 
limite -sins @ , puisque d'ailleurs la suite c ,  c', c", etc. a pour 
limite l'unité. 

b" En second lieu, si n est positif, soit I + n  = -- 
s i n % ~  3 A étant un  

angle très-petit déterniiné par la valeur. sin A = b 
y(i+nj,  de sorte 

que si on faisait n = col1 0 ,  on aurait sin A = I> sin 9. Cela POsé, 
la valeur de n' sera donnée par l'équation 
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' l'angle X se déduira et si l'on fait semblablement I +- n' = m, 
de A par la formule très-simple 

sin A' = vb'. tang + A. 

On déduira semblablement h" de A', hm de h", etc., de sorte qu'on 
formera la suite des paramètres n , nt, n", etc. d'après les équations 

b" Ofla 
I -f- nt = - r + n 8 = -  etc. sin" À' ' sin' A" ' 

Remarquons qu'à partir de l'angle h qui est très-petit, les termes 
de la série A, A', A', etc. diminuent continuellement, mais de ma-. 

sin A sinhf sinh" 
nière que les rapports -, - - 6 b" b " #  etc. convergent vers une quan- 

tité constante qui sera leur limite. En  effet, des ~ a l e u r s  précédentes on 
sin>: sin A  sin^" sin A' z+ct '+' on aurait de même 7 = -- déduit T = T . - .  

1 +COS A' l f  COS A" 

sin AP 
etc. Donc après un petit nombre de termes --sera constant, et 

bP 

par conséquent aussi I -+- np; d'où l'on voit que la suite des para- 
mètres n ,  ri, nn, etc. , converge , comme dans le premier cas , 
vers une limite qu'elle atteint sensiblement au bout de quelques 
termes. 

L e  moyen très-simple que nous venons d'indiquer pour calculer 
l a  suite des paramètres n, nt, n", etc. , lorsque le premier n est 
positif, peut aussi s'appliquer sans difficulté au  cas où n est de la 
forme - ca sina 8; de sorte que nous .pourrons supposer qu'il est 
employé généralement dans tous les cas; et d'après cette supposi- 
tion, nous allons continuer les calciils nécessaires pour parvenir a 
l'expression de la valeur de K. 

(go). Il faut d'abord avoir la loi des coefficiens Br, A p ;  pour 
cela , si l'on fait 

on aura successivement 
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b ' &$ais des équations I +n' =h' cot'i A, I + n = s-n;h , b ' = - ,  46' 

(1-l-bT 
on tire 

i+n" i on aura sernblablement hn -- -- i+nm r . hW=- - 
x+nr' c o s k '  l+nl' ' COS A" 9 

etc. ; 

donc 

SB ( i +nr) B- 4B (1+nf'3 8B (1 +n") 
B'=(l+n) cos h9 (i +n) cos A cos A' (i+n]coo A C O ~ A ' C O S ~ ~  

et en général B" = npB (1 +np) - 
(1 +n) cos A cos A'. . .cos P-" 

L B' 2 B' 
Enfin des équations A' = A - A- A" = A'- - 

i+nr '  I+ n,r , etc., on 
déduit généralement 

ou, en faisant les substitutions, 

B i a 4 Ap=A- -(- 
i+n COS h+COS h C O ~  A' + C ~ S A C O G    CO SA' . . .+ 

COS A COSA'.  C CO SA^" 

w 
Ces valeurs feront connaître celle du coefficient A' 4- - 

i + np 
qui 

entre dans l'expression de HE^* Soit ce coeficient = LF*, on aura 

2PB L p = A +  
(i+n) cos A cos A'. . .COS AF--' 

Mais comme la suite comprise dans cette formule est divergente, 
il conviendra de lui donner une autre forme. Pour cet effet j'observe 
que la formule précédente donne 

apB ( 1  - cos AP) Lpfr- Lp I: d 

(l+n) cos A cos A'. . .BOS hl*' 

, sin AP 
O r  on a vu qu'à mesure que p augmente, la quantite - s'ap- w 
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1 30 P R E M I ~ ~ R E  PARTIR.' 
proche de plns en plus d'une certaine limite, et qu'ainsi sin XP esf 
e n  gé~îéral de l'ordre hl. ; donc I - cos h p  est de l'ordre ( b ~ ) ~ ,  
ou 6:4 l ;  donc la différence Lptr- Lp est une quantité très-petite 
de  l'ordre arblu+l, intermédiaire entre br et b r + ~ ,  mais $us p o c h e  
de ce dernier. On aura donc pour l'expression de LP cette suite 
fort convergente 

B B(I-cos A )  B~(I-cos At) 
Lp=A+ &+ ( l+-rI)  cos A + (1+n) COS A C O 3  

4 B ( i - c o s  \") * (,+,),os A c " s A ~ c 0 s  ,. + etc., 

laquelle devra être prolongée jusquYau ternie.. . . . . . . . . . . . . . . , . ; 
aP--'B ( 1  - cos #-') 

p-; iiiclusivenient , si on ne veut négliger 
( 1  +IZ) COS A C O S  A'COS A". . .COS 

que les quantités de l'ordre z ~ b i ~ + r .  

Cela posé, les transformées successives étant 

f Br arc tang ( I / n s i n ~ )  H = (ifh') Hf-+ , . - 
b'n 

BU a r c  t ang  (I/nr sin p") HP= (1  +lu) H" f -$p . vnr 
etc., 

on pourra exprimer généralement la fonction H par le moyen de 
HP; et comme les séries sont prolongées jusqu'à un nombre de 
termes ,a sufisant pour que la valeur de HP soit doiinée avec toute 
l'exactitude nécessaire par la formule 

Bp arc tang (Vnpsin  Q") H/& = (AP+ x) log tang (49+ i qrj- - 
1 +nl*' Vnp i +nf-' 

B 

i l  résultera des substitutions cette valeur générale de H, où l'on a 
fait pour abréger, IF= (1-f-b') (1-j-b") (l+bE), . , , (1+bP), 
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+ B' arc tan# ( v n  sin p) 

v n  

1 B "  - arc tang ((/nn sin pa) 
4 ( x + q  (1+bU) * a nt' 

B r  arc tang (hP"sin ppdl)- + 1'-x . L 
i + n p '  ~ I Z P - ~  

(93). Cette formule a l'inconvénient d'offrir une suite diver- 
gente, et il importe de l u i  donner une autre forme. Séparons pour 
cet effet le premier terme IpLp log tang (45'+ + qp) ,  et appelons le 

, arc tang(Vn1sin p') 
reste Zp; désignons de plus par Ti la quantite r/ni , nous 
aurons 

Cette équation peut se mettre sous la Qrme 

1 1 1 mais si on fait pour un moment Ai= - . ,. . . .- 
COSA COS A COS hi ' on aura 

Or d'une part la quantité IpAP ne peut passer une certaine limite peu 
élevée au-dessus de l'unité ; d'autre part les difirences 1 - cos AP, 
TF- TF+' sont de l'ordre b/.+ ; donc ZP+'- ZF est une 
très-petite de l'ordre 2p+r b t - 1  qu'on petit regarder comme inter- 
médiaire entre bu et b ~ +  ) niais beaucoup plus rapprochée du der- 
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nier. On pourra donc exprimer Zp par la suite fort convergente 
Z + (Zr- Z)+ ( Z"- Z') + etc., et on aura pour l'expression gé- 
nérale de la fonction H, cette formule 

B arc tang (Vn sin 9) 
H = VLP log tang(45"+2 pP) - - . 

1+n VJZ 
arc tang(Vn1 sin Q') arc tang4l/n sin Q) 

4B i+b' -- 
1 

l+n'C08 A cos A' p nit 

- etc. 

Cette formule fondée sur celle que nous avons prise pour valeur de 
HP, suppose que l'angle Pau est toujours moindre que la limite donnée 
par l'équation cot Qp=: i b p .  Lorsque QP est égal à cette limite, ou 
qu'il en est seulement approché, la valeur supposée de HF est exacte 
aux quantités prés de l'ordre 6 ~ ,  et alors il faut prolonger la série qui 

2pR donne la valeur de H , jusqu'au pirme terme - - etc. iiiclusive- 
i$- n' 

ment. Dans le cas où 9I.c sera éloigné de la limite dont il s'agit, ce 
qui arrivera lorsque q n'excède pas go0, comme on peut toujours 
le supposer, on pourra ne calculer la série que jusqu'au terme 
(,a- I ) ~ ~ ~ ~  inclusivement, et le résultat sera toujours exact aux 
quantités près de l'ordre 7.7~. 

Pour déduire de la fornîule gétiérde la valeur de la fonction com- 
plète Hl, on pourrait faire q = go0, et prolonger la série, comme il 
vient d'être dit, jusqu'au ( P - I )""' terme inclusivement. Mais il 

R 
est plus simple de faire Q= 2 ~ - I  - = 2~-~,71, ce qui dounera succes- 

2 

sivernent 9' = 2 ~ ~ 3 4 ,  q* = 2p-4d. . . .QP-I =i d,  CO^ gk=l/bp. On 
~arv ien t  ainsi à la limite des valeurs de QP, et en négligeant les 
quautités de l'ordre b ~ ,  on aura sin ~FC= I , log tang (493- 5 g.u ) 

= +log 64;) , et par la substitution de toutes ces valeurs, on trouve 

arc tangin '  - TAN CO SA^--') arc - tang vnpy' 

r/nP 
a VIL'-- x 
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Mais les quantités I -cos nr*- TV--' sont de l'ordre biu, et par 
conséquent négligeables ; oii a donc plus simplement 

B 1 1 LC" 4 --- i arc tang vnp-' H~=P[- log- - ....-.- 
.-p hl-4 ~ + n  a cos A cos A' - cos A ~ +  ~ I Z P - - ~  -1 * 

formule où il faudra substituer la valeur connue de Lr* et celle 
svb' a v b "  zl/b" d e Y  = ( x - t . b ' ) ( i + h n )  ...( i + Z P - ' ) = - - - .  y. 7, etc., b 

ce produit étant continué jusqu'à ce que le nombre de ses facteurs 
soit p.- I. 

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra 
calculer les valeurs des fonctions H et EI', lorsque le module c est 
extrêmement près de l'unité; elles donneront tel degré d'approxi- 
mation qu'on voudra obtenir, en prolongeant suflisammeiit les séries 
qui les coinposent. 

(93). Si on compare maintenant cette seconde méthode avec la 
première, on ne manquera pas de remarquer que celle-ci n'est 
sujette à aucune exception, et qu'elle n'exige ni considdrations de 
liinites , ni trarisforiiiations; il est donc  réf fi rab le d'employer la 
première méthode, nlême dans les cas où c serait fort près de 
l'unité, puisqu'alors cette méthode n'a d'autre inconvénient que 
celui d'employer quelques termes de  plus, et le nombre de ces 
ternies ne peut jamais être bien grand. 

Nous remarquerons encore qu'on peut simplifier à quelques égards 
les formules de la ~rern ière  méthode, en employant des angles 
subsidiaires ho, hDO, ~ D O O ,  etc. pour calculer tant la série des para- 
niètres no, noo, etc. , que celle des quantités k ,  k., koO, etc. , à 
l'exemple de ce que nous avons pratiqué dans la seconde méthode. 
Pour cet effet oii aura les formules successives 
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d'où l'on déduit 

PO- 1 +nooo kk"kO 1 -- - - COS ho COS h"' COS A""' COS hoDO.e...e -- 
i +no: 1 +noo0 l+n 

etc. etc. 

Enfin si l'on fait 

1 . . , .+ - cos ho cos ho'. . .cos ?P) , 
1F* 

et qu'on prenne toujours Kp r (1 +cO) ( I  + coO) * . ( I  + cp) , la 
valeur de H sera 

VcO O .  cis A*, arc tang ( V n o 0  sin qoO) - 
PC .-Z'I+n VnO" 
\/cO \/co0 i/cooO B arc tang ( l / n o O ~ s i n  paOO) --.- --.- 
ac 2c0 ' 2cQ0 l+n 

. coshQcos Po.  VnoOQ - etc. 

La limite de étant zéro dans tous les cas, celle de sin AP sera b;., 
et par conséquent celle de cos hp sera CF. D'où l'on voit combien cette 
suite est convergente. 

DES cas les plus génémux dans Zespeh un peut opérer 
Za réduction des fonctions eZl$iqz~es de la froisiènz~ 
esy èce. 

(94). Si l'on di-rentie par rapport à n chaque m e d i e  de 
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or par la formule du na g on trouve, en faisant c = (i +n) (1 + 4) 

Conlbinant ces deux équations entre elles, et observant qu'on a 

o n  parviendra h l'équation suivante, où l'on ne doit regarder que n 
comme variable dans il et dans a, 

1 

Multipliant de part et d'autre par a' et intégrant, on aura 

11 faut maintenant, pour effectuer les intégrations, considérer suc- 
cessivement les trois cas de l'art. 50. 

PIIEVIER C.4B 7t = cota 0. 
z COS e 

(95). Alors on a dn = - - de, /a = sin% 
*(" et l'équation 

sin 0 cos 0 ' 
générale devient 

-- 
do 

sin8 cos û 
d9 cos2d - A sinp cos ~ [ ( ~ i ~ s s  + sin p cos2~)  a ( I  , d l ;  

est représentée à l'ordinaire par F (6, 8) ; c t  

suivant les réductions connues, on a 

enfin si l'on fait pour abréger cot9q = ntJ l'intégrale 
d3 cos% 

A sin Q cos 'hsmivlm pourra se décomposer ainsi : 
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i 36 PREMIERE PARTIE; 
et sous cette forme elle peut être représentée par 

- -- *"'""(b, 0) + . A 
cos Q sin Q cos p n (nt, 6 , e ) .  

Substituant toutes ces valeurs, et  désignant, pour plus de clarté, 

par (n, c ,  P), A (c, Q) , F (c, q) , E ( c ,  Q),  les fonctions il, A ,  
P , E ; on aura, pour le premier cas, la formule générale qui suit : 

La constante C, ajoutée à cette formule, pourrait être fonction 
de q ,  puisqu'elle résulte d'une intégration où cp a été regardée 
coinine constante ; mais comme la forme [de l'intégrale est telle 
qu'on peut permuter entre elles les quantités Q) et 6, pourvu qu'on 
fasse de niême la permutation entre c et b ,  il s'ensuit que C ne 
contient ni 8 ni  9 ,  et C est une constante absolue. 

Pour en déterminer la valeur, prenons un cas particulier, et 
sup~osons à la fois q~ et û infiniment petits. Cette supposition danne, 
en rejetant les infiniment petits du second ordreF(c, q) = E(c,~)=p,  

- arc tangQ v(i + n) - - Q 
V( l+  4- 

- 4 arc tang g, et semblablement ïi (nt, 6,  8) = 
e 

F P arc tang -. Substituant toutes ces valeurs, il viendra 
P 

P e C =; arc -tang - -+- arc tang - = + .It. e Q 

(96). Si l'on veut appliquer la formule de l'art. précédent au 
cas où = f  G+, il faut,  pour éviter les quantités infinies qui se 
rencontrent dans les deux membres , faire Q = f ?s - w , et sup- 
poser o infiniment petit. On aura ainsi nr = cot'q =. tang'w = a'; 
et puisque n' est infiniment petit, la fonction II (nr, 6 ,  8) s'expri- 
mera de cette nianière 
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d'où l'on voit que le premier membre se réduit à zéro, lorsqu'on fera 
w =: O ,  et qu'ainsi la supposition de =+ .n doline cette formule 

n l ( n ,  C) = f?i +  SA(^, 8 ) F 1 ( ~ ) + ~ y c ) ~ ( h , 8 )  
sin 6 w s d  

-F1(c) E (b, 6) -El (o)F(b, 0 )  

Toutes les fois donc que le paramètre n est positif, la fonction corn- 
plète de troisième espèce n1 (n, c), pourra toujours se déterminer 
par des fonctions de première et de seconde espèce, savoir, par 
les fonctions complètes F' (c) , El (c), qui se rapportent au mo- 
dule c, et par les fonctions non-complètes F (b, O ) ,  E (b, e ) ,  qui 
se rapportent au module complémentaire b, et  dont l'amplitude 9 
se déduit du paramètre n par l'équation cot 0 = i n .  

Ce théorème est très-important dans la théorie des fonctions 
elliptiques, et son usage sera d'autant plus étendu, que dans beau- 
coup de problèmes de géométrie ou de mécanique, qui dépendent 
des fonctions elliptiques, on n'a souvent besoin que des intégrales 
définies ou complètes. Nous en donnerons ci-après diverses ap- 
plications. 

( g 7 )  Si dans l'équation (kt) on met f à la place de n, et qu'oii 
cg 

fasse -= cotZh, afin de mettre en même temps h au lieu de O, 
n 

on aura 

Mais, en vertu de l'équation cs = n cotah ou c tang 8 tang A = 1 , 
qui se rapporte au module 6, on a (no r 8) F ( 6 ,  $)+F (6, A)  =F1(h), , 

E (b, 0) -j- E (6, A) = E1(b) -/- b'sinh sine; on a en même tenips 
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Ajoutant donc l'équation précédente avec l'équation ( i l ) ,  et  

observant que d'après la forn~ule du no 47, on a JJ1 ( n ,  c) + 
n' c:, c )  = Fr@) -/- -& on trouve que les angles 0 et h dispa- 

raissent entièrement du calcul, et qu'il reste entre les fonctions 
coiiîplètes , pour les niodules c et b ,  cette relation : 

O - = F1 (c) El ( 6 )  + F1 ( b )  E' (c) - F' (c) F' (6 )  
2 

ce qui est une nouvelle démonstration du théorème de l'art. 42, 

c98). Puisqu'on peut exprimer la fonction complète W ( n ,  c)  
par des fonctions de la première et de la seconde e s p h e ,  on  
pourra exprimer de la même mmière toute fonction non-corn- 
p k t e  n (n, c ,  q) , dont l'amplitude p est telle qu'on ait F (c ,  Q) - k FI ( c )  , k étant un nonibre rationnel. En effeb, si cette relation 
a lieu, suit des foriuulss démontrées ci-dessus, qu'on a il (n ,  c ,  q) 
= kl l '  (n  , c) + W, TV étant une quantité déterimiilahle par arcs 
de cercle. Donc il y a une infinité de cas où la fonction n, dont 
le paramètre est à volonté, pourvu p ' i l  soit positif, pourra se 
réduire aux fonctions de la et de  la seconde espèce, 
et ces cas sont déterminés par un symptôme général. 

Etant donné l'anîplitude q ,  on peut trouver par un calcul assez 
simple, si la condition dont on vient de parler peut être remplie, 
c'est-à-dire, si la fonction F (q)  est dans un rapport rationnel avec 
la fonction complète F'. Il faut pour cela calculer la valeur appro- 
chée de la fonction F (q)  par la méthode de l'article 65. Lorsqu'on 

aura déterminé l'angle , limite des angles 9 ,  ;, 7 ,  - etc., il 

faudra examiner si cette limite (9 est avec l'angle droit dans un 
rapport à-la-fois simple et très-approché. Si le rapport était un peu 
con~posé, il n'y aurait lieu à aucune réduction, attendu que la ré- 
duction exige que le rapport soit exact, et que ,  pour peu qu'il 
fût con~posé , l'équation qni détermine sin q serait d'un degré 
très-élevé, ce qui rendrait peu probable que la valeur donnée de  9 
satisfît à cette équation. Mais si le rapport dont il s'agit est ex- 
primé en nombres simples et tgu'il paraisse au nioins fort approché, 
il y aura lieu de croire qu'il est exact. Alors on s'assurera par 
les forn~ules rigoureuses, si la valeur donnée de sin Q répond au 
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rapport k trouvé entre F(c,  q) et F1(c), ou entre cP et 2 S. Lorslue 
cela a lieu , on trouvera également par les forinules rigoureuses, la 
valeur de W doline il ( n ,  c ,  9 )  = knl(n, c)+W ; ainsi on 
pourra déterminer n ( n  , c, Q) par des fonctions de la première et de 
la seconde espèce. 

La  méthode qu'on vient d'indiquer n'est autre chose que la 
méthode d'approximation par laquelle on évalue la fonction de pre- 
mière espèce F(c, cp). Mais on peut pour le même objet employer 
une autre méthode qui parait conduire plus directement au but. 

Eiant donné l'anipli tude q , on calculera successivement les ampli- 
tudes Q,, Q,, q4,  etc., qui donnent F (P,) = 2F (T), F (QJ =3F (Q) , 
F (Q4) = 4F(?) , etc. ; c'est ce qu'oii fera par les formules 

11 est évident que si l'angle q est tel qu'on ait F (c , p) =I AF1(c) , 
k étant un nombre rationnel '* il y aura nécessairement dons la 

Y' 
7%. 

suite cp,, Q,, q4 ,  etc. un ternie Q, tel que Q, = p. ; , c'est-à-dire 

qu'on devra rencontrer dans cette suite un terme qv qui soit mul- 
tiple de l'angle droit. Et coinme d'ailleurs, par les raisons que nous 

U avons exposées, le rapport - devra être exprimé en nombres assez 
v 

simples, o n  n'aura jamais qu'un petil nombre de termes à calculcr 
dans la suite q, , Q,, q4 ,  etc. , pour reconnaitre si les fonctions F(p) 
e t  F' sont conimensurables entre d e s ,  et par suit'e si ïi ( n, c , 9 )  
peut se mesurer par ïI1 ( n , c ) .  

(99). Pour revenir à l'équation (i') , nous observerons que cette 
équation servira en général à déterminer l'une des fonctions 

n (n , c, Q) , (n', b ,  4), par le moyen de l'autre supposée connue. 
Ces deux fonctions ont des n~odules complémenç i'un de l'autre , et 
leurs amplitudes se déduisent réciproquement de leurs paramètres 
par les équatioiis n s  cotg 6 ,  n' = cota q. 
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Siipposons que l'angle 0 ,  déduit du paramètre n ,  soit tel qu'on 

ait F ( b ,  0 )  = kF1 (b), k étant un nombre rationnel ; on aura par 
les propriétés connues, E (b, O )  = k E r ( b )  +V, et lT(nt, b ,  4 )  
= n1 (n', b ) -/- W, les quantités V et W é t a t  déterminables, la 
première algébriquement, la seconde par arcs de cercle. 

Si maintenant on substitue ces valeurs dans l'équation (i '), et 
qu'ensuite on mette pour ï i l  (n', b )  sa valeur déduite de la formule 
(k') , on aura, après les réductions, ce résultat très-simple 

D'où l'on voit que la fonction ri peut alors se réduire indéfiniment 
aux fonctions de la première espèce, et la seule condition néces- 
saire pour cette réduction, est que le paramètre n, représenté par 
cot" 0,  soit tel que le rapport de F ( b ,  0 ) à P1 fb) , soit rationnel. 
Ainsi nous avons encore pour ces réductions un symptôme général 
qui  comprend une infinité de cas particuliers. 

Le  cas de n = c qu'on a résolu no 46, est compris dans le symp- 
t h e  général, puisqu'en faisant cot' 0 = c, la valeur de 8 qui en ré- 
sulte, est celle qui, appliquée au module b ,  donne F(b,8) = $ F1(6). 
A.ussi en faisant k =  $ et substituant les valeurs de V et W qui 

sin Q C O S  q A C O S Q  - 
sont V=$(I -c ) ,  TV= sin Q  cos g, 

2A 
arc tang . 

( i + c ) s i n ~  - SA 

x (' - arc tang . ( 1  4- c )  t a n g  p 
A ), on retrouve la formule 

d n  6" sin 0 cos 8 
( r  00). On aura dans ce cas, - = z d 0 ~  (6, O), /cc = va A ( b , 9 1  ' 

et l'équation générale du no 94 deviendra 

-+ A sin Q cos q~ Lob, ,": :=",in: e sin% 6 
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Or par les formules connues on a d3 

1 b' sin 8 cos 8 . = - ~ p ,  C= ej-- 
c' ' A ( b ,  0 )  ' de plus en faisant ba t ang  Q == rt , 

aea(b, e )  -- A A cos p 
A Sin cos flcoslQ+b%inld Sin Q cos p n(n',b, O)--~(b,  s u i  p p); 

donc en faisant toutes ce; substitutions on aura pour le second cas , 
la formule générale 

On n'a point ajouté de constante, parce qu'en faisant 0 = O ,  les deux 
membres s'évanouissent. 

(101). Si on veut savoir ce que donne cette équation lorsque 

*(',P) n( r i ,hJ8 )àce t t a  9 = f fl il faudra trouver la valeur de sin O cos Q 

limite ; et pour cela, il faut d'abord supposer q = + .~r - w , o étant 
infiniment petit. Or puisque nf = b'tangaq= bacot"w , il en résulte 
b= -- 
nt- 

tang2w, et la forniule du no 46 donne 

sin q cos Q 
n ( d ,  b, O)+Il(tangaw, 6, 8)=F(bJ O)+ -- 

A (c, P tang fJ 

&(C, PI tang s in9  cos ~ A ( L S ~ ) *  

Mais w étant infiniment petit, 011 a 

Ii(tangawJ O, 8 )  = F (6, 8) -RI tangaw, 

35 étant une quantité finie ; donc 

Le second membre se réduit à + .ir lorsqu'on fait C?J = 2 fl, donc on 
aura pour dé~erminer ïil ( n , c) , l'équation 

ha sin 0 cos 8 
A ( b ,  6 )  [ n l ( n , c ) - F 1 ( c ) l = f + F 1 ( ~ ) F  (6, 8) 

-El (e)F(h, 8)-F1 (6) E ( h ~ 4 )  
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142 PREMI~RE PARTIE. 
d'oii l'on voit que la fonction complète de troisième espèce ri1 (n. , c), 
s'exprime généralement par des fonctions de la première et de la 
seconde espèce. 

Nous observerons que les formuIes ( C) et ( m') auraient pu se 
déduire de celles qui ont été données art. 5 1 ,  95 et 96 ; mais i1 
n'était pas inutile de faire voir comment on pouvait y parvenir 
directement. . 

La fonction non-complète II  (n ,  c, p) s'exprimera de même par des 
fonctions de la première et de la seconde esièce , si l'amplitude cp est 
telle qu'on ait F ( c  , q )  = kF1 ( c ) ,  k étant un nonlhre rationnel. Car 
alors on a ïi ( n ,  c ,  p) = k ï i l  ( n ,  c )  + W ,  W étant une quantité 
déterminable par arcs de cercle. 

(102). Supposons que l'angle O ,  déterm.iné par le  paramètre 
n = - I + basin' 8 ,  soit tel que pour le module b  on ait F (6, 0 ) 
= kF1 ( b ) ,  k étant rationnel; alors on aura par les propriétés con- 
nues ri (n',  6 , 0 )  = knl (n', 6 )  + W, W étant une quantité déter- 
minable par des arcs de cercle, 0 1 1  aura en même temps E ( b ,  8 ) 
= kE1 ( b  ) + V, V étant une quantité déterminahle alçébrique- 
ment. Il su.îXira donc d'avoir la valeur de U1( m', b )  où l'on a 
n'= Z19 tang' p. 

Pour cet eîîet , j'observe que la fornlule du no 47 donne 

ensuite par la formule de l'art. 96, on a 

sin 9 cos p sin Q  CO t ' ~ ,  6) = --- 
a ( ~ ,  o> 

1 - E 1 ( ' ) F ( c , q ) - F 1 ( 6 ) E ( c y  O )  

Faisant toutes ces substitutions dans l'équation ( F ) et réduisant , 
on aura 

D'où l'oii voit que la fonction de troisième espèce II (n ,  c ,  p )  se 
réduira indéfiriilment à la fonction de première espèce F ( c ,  O )  ; et 
la seule condition nécessaire pour cette réduction , est que l'angle 0 
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DES FOXCTIONS ELLIPTIQUES. 1 4 3  
déduit du paramètre n z -  I + 6% sinP d , soit tc1 qu'on ait F ( b ,  0 )  
= kF1(b) , k étant un nombre rationnel. 

1 
Ainsi dans le cas de n = - C ,  où l'on a sinse=-- 

1+c' 
cetle 

valeur de 0 est celle qui donue F (c ,  8 )  = f FI  (1;) ; la réduction 
est donc possible. On trouve ensuite par les formules du no 57 , 

sin rp COS 9 (1-c) tang Q V = + ( I  - c ) ,  TV= -- arc tang 
A 2.A -; et substituant 

ces valeurs dans la formule de l'article précédent, on en tire 

I - (1 - c )  tang 9 n(-c)=+F+ L a r c t a n g .  - 
I-c a 2 

ce qui s'accorde avec la formule du no 46. 

(103). Si dans l'équalion ( I ' )  on fait n=-C' OU 0 = f d ,  011 

trouvera encore la ndme équation qu'au no 48. Mais si on fait 
Cd 

n= - I + w s  , w étant supposé infiniment petit, on aura sin O s - b ' 
P 

ou 8 = - et la substitution faite en négligeant les puissances supé- 6 ' 
rieures de w donnera 

S( Cb - Tclle doit donc être la valeur de l'intégrale 
cos2 p+a2 5inz A ,  lors- 

qu'on suppose w infiniment petit et r$ = f ?f. 

Pour vérifier ce résultat par l'intégration directe, j'observe que G 
étant la valeur de A lorsque cp = + ?t , on peut faire 

1 La première partie a pour intégrale - arc tang ( w tang q) ,  et en 
6's 

faisant 0 = t B ,  elle devient 2. La seconde partie se décompose 
bo 

en ces deux autres 

Or en intégrant par parties on a T-s tangp 
.j ' 
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r 44 PREBII~RE PARTIE.' 
(b-A) tanu p 

expression dont le premier terme tang ba 
ca sin Q cou Q =- 
I>A ( b  + A )  ' s'évanouit lorsque = ?F ; donc on a simplement 

Eous avons déjà les deux premiers termes de la valeur de n l (n ,  r ) ;  
un troisième terme serait donné par l'intégrale V qu'on peut mettre 
sous la forme 

c'dg sin2p - .  =  COS^^+ i n 2  (b+n) ba ' 

et en procédant de la n~ènie  manière, on trouve que le premicr 
terme de V ,  développé suivant les puissances ascendantes de o , 
est en même temps le premier terme de l'intégrale plus simple 

cZd(p sin2@ c 2 0  w 
h f ~ b ~ ( c o s 2 p  + aasim lequel a pour expression = - .  -. a Réunissant 
toutes ces parties, on aura 

7 1 

n 1 ( n , c 1  =;6; + FF' (c) -& E F ' ( c ) + S  t~ + etc. 

(104). La  substitution de cette valeur de n dans l'équation géné- 
rale du no 94, donne 

Dans cette formule et dans toutes celles qui en seront déduites , 
les fonctions A,  F, E étant toujours relatives au module c, nous n'y 
joindrons que la désignation de l'an~plitude, c'est-à-dire, qu'au liew 
de A ( c , ~ ) , F ( c , ~ ) , E ( c ,  O ) ,  nous éc r i ronss implemen t~ (e ) ,  
F ( O ) ,  E(d). Cela posé, on a par les formules connues, 

et si l'on fait n' = - c' sina 9 ,  on aura 

Conc 
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Donc la formule générale pour le troisième cas, est 

On n'a pas ajouté de constante, parce que la forme de l'équation fait 
voir que si on change q en 8 et réciproquement, la constante devrqit 
changer de signe, ce qui prouve qu'elle est nulle. 

(105). Si dans la formule précédente on fait q = + e, on aura 
immédiatement 

tang 9 n' (n) =F1+ -[FIE ( O )  -EIF(0)]. . . . . . . , . . . . 
( 0 )  ( P'). 

Ainsi dans le troisième cas, comme dans les deux premiers, la fonc-. 
tion complète de troisième espèce ïi' (n), s'exprimera toujours par 
des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

Il en est de même de la fonction non-coniplète ïi (n, c, 9 )  ou 
n ( n ,  g), si l'amplitude q est telle qu'on ait F(q) = kF1, k étant 
un nombre rationnel ; car alors on aurait ïi ( n , Q) = knl (rz)  + W, 
W étant une quantité déterminable par logarithmes. 

11 est remarquable que les formules (n') et (p') qu'on vient de 
trouver pour le troisième cas, sont plus simples que les formules 
analogues pour le pemier  et le second cas, puisqu'elles ne con- 
tiennent point les fonctions F et E relatives au module complé- 
mentaire 6. 

Remarquons encore que la valeur de il1 (n)  serait indéterminée 
si on avait 0 = $ a ou n s - cl. Mais alors on a généralement 
pour toute valeur de p , 

c2sin q cos Q . n (- c; 9) = & E (@ - p*()) 9 

et par conséquent lorsque = ?r , on a 

(106). Revenons 4 la formule générale (n') , et supposons qua 
l'angle 8, déduit du paramètre n =-c'sins8, soit tel qu'on ait 
F (0 )  = kF', k étant rationnel; on aura alors E (8) = kEJ+V, et. 

l9 
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146 PR~MIERE PARTIE. 
n ( n', 0) = An1 (nt) -t- W, V étant une quantité déterminaMe algé.. 
briquenient, et W étant déterminable par logarithmes. Ces valeurs 
et celle de la fonction il1 (n') tirée de la formule (p') étant substituées 
dans l'équation (ri), il en résultera 

D'où il suit que la fonction n(n, 9 )  pourra être ramenée indéfini- 
ment aux fonctions de la première espèce, si le paramètre satisfait 
à la condition mentionnée. Nous avons déja donné ( no 86) un 
symptôme semblable de réduction, mais celui qu'on vient d'indi- 
quer est beaucoup plus général. 

1 .  Soit, par exemple, n=- I + b=- c%in28, on aura siiin3 a - 
1 +b' 

ce qui donne F (8) =$ F\  On a alors par les forniules du no 57, 

d'oU résulte 

1 +b n ( n , ~ ) = ~ ~ ( ~ ) +  ~ l o g ~ - ( 1 - 8 ) s i n ~ c o s ~  db 
A + ( 1  - b) sin Q 

ce qui s'accorde avec la formule du nD 52. 
Nous terminerons ces recherches par une observation générale ; 

c'est que toutes les fois que la fonction de troisième espèce il est 
réductible indéfiniment aux espèces inférieures, elle est toujours 
réductible à la première espèce , c'est-à-dire, qu'elle s'exprime par 
la seule fonction F(c, cp). Il n'y a d'exception à cette règle générale 
que lorsque n =- c', et lorsque n = - I , seuls cas où la fonction 
de seconde espèce E (9) entre dans l'expression de Il, aiusi qu'on le 
voit par les formules du no 48. 
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R&ductio~z~én&ale des fonctions eZZ+tiques dontleparnmèire 
est Einngi~zaire. 

sin cos@ - c étant un coeficient constant, on (107). Soit P = ( l  + * I 

aura par la différentiation et en introduisant un second coefficient k; 

Supposons que le dénominateur du second membre soit égal au 
produit de ces trois facteurs : 

il faudra satisfaire aux trois équatious 

Pour cela, supposons que n et n' soient connus, il faudra par leur 
moyen déterminer les trois autres quantités c ,  rn, et k. Et d'abord 
l'équation qui détermine < étant 

i + n  i+n' si l'on fait pour abréger RI= b' f (n) on aura 

< étant connu, on aura rn et k par les équations 

21' 
ln = - 

nn' 

Cela posé , on peut donner à l'équation différentielle la forme 
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3 4s PRELMIERK PARTIE 
et les coeEciens A ,  A', B se détermineront de cette man;& a 

On aura ensuite 1 ' i~ te '~ra le  

(108). Ce résultat a lieu quels que soient n et nt. Supposons donc 
que ces pararilètres sont imaginaires et qu'on a 

n = v (cos 8 + f- I sin 8) 
n' = v ( cos 4 - /- I sin 0). 

bav 
D'après ces valeurs, si on fait pour abréger h = 

cos +;; , 
bn trouvera 

cZ<+ m = -  
va 

y = - v h + v I / ( ~  +- îhcoç0+hl)  
rn - ca k 7 (c4f ~ C ' V C O S ~  + v 2 ) - ;  

d'où l'on voit que les trois quantités f:, n a ,  k sont toujours réelles ; 
il en sera de même du coefficient B , qu'on peut mettre sous 
la forme 

m3-(a+ [) m°+ ( r + 2 ' )  c"h-Yc' B =  m3 + zm% cos 6 -+ rnvS 
Quant aux coeficiefis A et A', ils sont nécessairement ;maginaires. 
Pour avoir plus facilement leur expression, soit A=f (P+Q )/-II, 
A'= + (P- Q f- r )  , on trouvera que les quantités P et Q sont 
&!terminées par les équations 
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DES FONCTIOBS ELLIPTIQUES. 49 
Tous les coeficiens étant ainsi connus, on aura enfin l'intégrale 

Cette intégrale ne sufit pas pour déterminer les deux fonctions 
n (n), n (n') ; mais si on fait attention que le radical contenu dans 
la valeur de peut être pris avec le signe -, et qu'ainsi il y a 
une seconde valeur de c, savoir, 

y= - v h - V ~ ( I - ) -  2h cos 8-f-h"), 

on verra qu'il doit en résulter la seconde intégrale dont nous avons 
besoin. 

Si on désigne les nouvelles valeurs de nz, k , B, P, Q par les 
mêmes lettres accentuées, on aura donc 

7n' ( 1  -B1) - $3 - C' pl= 3 -  
v sin 0 sin 8 

et la seconde intégrale sera 

1 vkl sin p cos + - arc tang 
Vk1 ( 1  + <'h2~) A 

Pl est visible maintenant que ces deux intégrales donnent les valeurs 
d e s  fonctions ïi (n), ïi (n'), exprimées chacune au moyen des fonc- 
tions Il(- nz) et ri (-m'). Donc en général toute fonctionde troisième 
espèce dont le paranzètre est imaginaire , peut S e 3  primer par deux 
fonctions de la même espèce, dont les paranzètres sont réels. 

Ce théorème risout pleinement la difficulté qu'on aurait pu élever 
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sur la division des fonctions elliptiques en trois espèces, s'il n'e&t 
pas été constaté que les fonctions dont le paramètre est imaginaire, 
peuvent toujours se réduire à celles dont le paramètre est réel. 

(1og).I1 faut maintenant entrer dans quelques détails sur les résul- 
tats de la solution précédente. 

J'obsene d'abord que les paramètres - m ,  - m' sont tous 
deux plus petits que l'unité, puisque d'après l'équation qui déter- 
mine r , on a 

I - m =  h"1 +Cl". 
i + nv cos €i + v z  

En second lieu , si on substitue la valeur de dans l'équation 
c2;= 

na=-  yz , on aura 

m - c'= zc9Jz [h + cos 8 - i ( r  + 2h cos 8 -J- h")] ; 

on aura senihlablenient 

et le produit de ces équations donne 

donc on a toujours m < ca et m'> ca. Ainsi des deux paramètres 
- nz, -mt, l'un appartient à la forme - cgsin2 8 , et l'autre à la 
forme - I + b1 sin2 8 ,  de sorte qu'on peut faire na = c1 sina h et 
ni= I -bz sin'p; on peut aussi déterminer directement les angles h 
et p par les 

Les valeurs 

on voit que 

formules 

ach sin 0 cos p = -- b cos A 

correspondantes de k et kf étant 

k = (cd+  ~ C ' Y  cos fJ+ia)  ( F  " - "1 
IC= (c4+.ca, cos 8-t-us) (%); 

la première est négative et la seconde positive; d'oh il 
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suie que l'expression réduite de toute fonction elliptique dont le 
paramètre est imaginaire, contiendra toujours un arc de cercle et 
un logarithme concurreinment avec les deux fonctions II (- nz ) ; 
n (- m') et la fonction de première espèce F. 

(110). Les formules générales que nous venons de développer 
ne sont sujettes à aucune exception, mais il ne sera pas inutile 
d'en faire l'application à quelques cas qui présentent des réductions 
ren~arquables. 

Soit d'abord v = c ,  on aura dans ce cas C=- 1, m'= I , 
B'=o,  Q/= O ,  P1=2, K = ~ + a c  cos 8+cs ,  et alors la for- 
mule (r') devient 

vk' tan; Q 
n ( n ) + n ( n l ) = ~ + L a r c t a n g . - - .  vk' A 

Ce résultat se déduirait immédiatement de la formule du no 46; 
puisqu'on a nd = c'. 

Les données pour former l'autre intégrale se trouvent par notre 
analyse conime il suit : 

c' + c cos e '= L + E C O S ~  

c'einlB(i +zccos  ô+e) k = -  L 

( 1  + c cos 8). 
1 

1 ---- 6' 
3 - c ( O +  c o s e ~  

P = O 
P Q =  - - c sin ô ( I+ccos€~) .  

Substituant toutes ces valeurs dans l'équation (7') et faisantpour 
c sin 8 v(i + zc cos 8 + ca) 

abréger e = , on aura 
+ C C O S ~  

i + Z  sin"^) A + E sin @ COS Q 

i f 3 sin$) A- G sin Q cos p 

Ces deux équations donnent la valeur de Il ( n )  et  celle de ïi (n') 
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dans le cas assez général où l'on a R = c ( cos f l +  /- I sin 4) et 
n'= c  (cos 8 -  /- I sin 8 ) .  

Si cependant on avait cos f3 = - c ,  il y aurait un changement à 
faire à la seconde équation ; alors on aurait nt = O, et les deux 

1 termes - BII (- m) -- - F de l'équation ( 9 ' )  , se réduiraient au r 
seul - (B +- i) F , ou simplement - F ; de sarie que l'équation 

dont il s'agit deviendrait 

on aurait en même temps 

Ainsi dans le cas de n=- c"+ b c v - I ,  la fonction Il (n) se réduit 
indéfiniment à la première espèce. Mais quoique ce cas soit peut- 
être le plus simple de ceux où le paramètre est imagiiiaire, on voit 
néanmoins que l'expression de la fonction ( 1 2 )  contient à-la-fois un 
arc de cercle et un logarithme, 

( I I  1). Un autre cas niérite d'être examiné avec soiu; c'est celuir 
où l'on a 

n = - I  f - b  ( C O S A + / - I  s iqh).  

Cette valeur donne v cos 0- - x + b  cos A ,  v sin O;= b sin A, d'ah 
résulte 

v'= x - z b  cosh+b* 

On a donc Z: = - vhzk ~h , c'est-à-dire que les deux valeurs de 
sont c = o , < ' = - a v h .  

La valeur [ = O donne m = O ,  ce qui fait la même difficulté 
que dans le dernier cas de l'article précédent. Elle se résoudra de 
la même manière ; car ayant alors n ( c m )  = - F, les deux termes 

1 - Bn (-rn) - - F  se réduisent à - (B+ al? ; or an sup- r 
p w n t  d'abord infiniment petit et ensuite nul , on trouve 

B 
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1 C' B +; = , . D'ailleurs les substitutions donnent sans dimculté 

nb P = - (b-cos A )  
va 

zb  sin A Q = - -  
v 2  

on aura donc pour la première équation 

( b  -COSA-  C/-I sin h) l l (n)  4-(b-c0sh-f-v- I sinh)II(n') 

et on peut remarquer que cette équation se déduirait immédiate: 
ment de la formule du no 51 , en faisant n = - I + b cos A 
+. 6 /- 1 sin A ; car alors de l'équation de condition (I+~)(I-ni) 
= b', on déduirait I - n = b (cos A- /- I  sin^), et par con- 
séquent -m= n'. 

Pour avoir la seconde équation, il faut continuer de faire les 
substitutions dans les valeurs des coeficiens : elles donnent après 
beaucoup de réductions, les résultats suivans : 

caul 
m' s - 

(1-b cos A)' 

b Br =- - (b-cosh) 
v2  

(b- cos^)(^-bcosh) . +Qf  = 
Y" sin A 

Y 

et la seconde équation devient 

[sinAf-/-I (b-cosh)] iI (n) +[sin A- /-I (6-cash)] iI(nl) 
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Ainsi on coiinal tra les fonctions ri (n) , i~ (n') par le  111oy en de 1s 
seule foaction de troisième espèce n (-ni). 

Si on avait cos h = b , les formules trouvées s'accorderaient avec 
celles qu'on a données dans l'article précédent pour le cas de 
cos 0 =- c ;  et en effet dans les deux cas on a n =- c*-+- bc \/- I .  

L'application de la formule précédente exige qu'on distingue soi- 
gneusement deux cas, selon que cos A est > I ou < b , afin d'éva- 
luer convenablement l'arc de cercle Z dont la tangente est 

ub sin A sin 9 cns q~ 
(1 - b e o s ~  - basinaq)  A' 

Soit 1". cos h ) b, le dénominateur I - b cos A- vasin2q sera 
positif pour toute valeur de Q, puiscju'en faisant sin q = I ,  il se 
r idu i t  à 6 (cos A- b ) ,  quantité positive. Alors l'arc Z n'augmente 
que jusqu'à un certain terme qui est son maxinzum, après quoi iI 
dimiiiue, devient zéro, puis négalif. Ainsi un  mobile q u i  décrirait 
l'arc Z pendant que p croît uniforménlent , ferait des oscillatioiis 
autour du point dc départ où  <p = O ,  et ne s'en écarterait de part 
et d'autre que d'une quantité déterminée par la valeur tang = 

J( 1 - b cos A ). L'arc Z s'évanouira donc lorsqu'on aura rq = + a, 
bj COS ~ - b +  

= .72, elc. 
Soit 2". cos A'< b , alors le dénominateur 1 - 6 cos h - v a  sin2<p 

1-bcns A b (t-cos a) 
s'évanouit lorsque sin = , cas où l'on a cos = ---- , 

Y=  k 2  

de sorte que cette valeur de cp est réelTe et < f n+. Dans ce point 
l'arc Z qui a une tangente infinie, est égal à f f l  : il augmente 
ensuite continuellement avec l'angle 9 ,  et lorsque q = f ?r, on a 

Z=e.  
On commettrait donc une erreur dans l'application de la formule, 

si eu faisant q = 2 x , on prenait Z = o. La valeur Z = O n'a 
lieu que lorsque cos A > b , mais si l'on a cos A < b ,  il faudra 
prendre Z = ?i. 

( I  12). II est très-remarquable cpe dans le cas $un paramètre 
imaginaire de la forme n = - I + b(cos h + /- I sin A ) ,  la trans- 
formation dont on  a fait usage pour les approxiniations ( art. 84)  , 
conduit iinmédiaterneat à la réduction de la fonction iï (n). 
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En effet, d'après cette valeur de n , les formules de l'article cité 

et puisque le nouveau paramètre no est réel, la solution est donnée 
immédiatement par la première transformée 

. ~ 

où I'on a 
A p z -  

v f  [ s i n h +  /-I ( C O S A -  b)]  
c' y=- 

abva [ cos h -6 - /- I sin A] 

' n 
P- -- [b-cos A +  /- I sin A]. 
i + n  ab 

La  valeur de ïi (n) exprimée en fonction de noJ co, Q O ,  est donc 

1 - b  
n(n) = ( C O S  A- 6 - i -  I sin h)F(c ;  QO) 

D'où l'on voit que la fonction ïi ( n )  dont le paramètre est imagi- 
naire, se réduit immédiatement à la fonction ïi (no, co, Q o )  dont le 
paramètre est réel, et qui se rapporte au second cas de l'article 50, 

9 puisqu on a no = - I + boa cos' $ A. 

Connaissant la valeur de II (n) ,  on aura en même temps celle de 
n (n') en changeant dans la formule précédente le signe de i- I .  

Si I'on veut comparer ces deux solutions, et qu'à cet effet on 

substitue les valeurs qui viennent d'être trouvées pour (n) et 
il (n') dans la première formule du numéro précédent, on verra 
aisément, d'après les relations connues entre les amplitudes cp et Q", 
que. cette équation devient identique. 

11 n'en sera pas de même si les substitutions sont faites dans la 
seconde équation. On tombe alors sur une équation entre les fonc- 
tions n (aa, CO, c p O ) ,  n(-nzt, C, q ) ,  qu i  est vraie sans doute, mais qui 
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s 56 P R E M I ~ R E  PARTIE. 
n'zst pas identique. Cette équation est 

(' + ' )  arc tang Ev $in A s inp  cos p 
%TZT ( 1  - b cos A - v2 sin9p) A. 

Pour la vérifier, au nioins dans un cas particulier, soit cos A= b ,  
on aura sin A= c , v = c , et cette équation devient 

1 + I + ~ F ( ~ , o ) + -  
b  tang Q 

ïi (no) = - 
2 b  

arc tang --- - 
a A * 

cm 

( 1  +hl'-- 
(: ;;)=- ce; niais on a dans ce m6me cas no = - -- - - - 

donc la formule du no 46 s'applique à la fonction il ( no ) et 
donne 

1 ( 1 -  c " )  tang qf' 
n ( n " ) = t F o + 2 ( l - e )  arc tang AO - 

1 ' + FO = -- FO ; donc pour que les on a d e  plusF(c,q)=- 
2 1 3 .  b 

deux valeurs de ïi (no) s'accordent entre elles, il faut qu'on ait 

b tang @ ( 1  - c0 ) tant; p0 
are Lang (T) = $ arc tang - A0 J 

équation qui a lieu en  effet d'après les relations connues entre 
q et q0 (art. 58) .  

(1 13). Pour comparer encore mieux nos deux solutions, cher- 
chons par l'une et l'autre méthode, la valeur de la fonction coin- 
plète il' (a). Dans ce cas on a Q=$?r, qO=?t, et comme en général 

1 + c0 
F(c, q)=- 2 F(cO, <pO) , il faudra faire F(cO, qO) = - i + c" F1 (c) 

= ( ~ + b )  F' (c). Substituant ces valeurs dans la formule du numéro 
précédent, on aura 

c" 
ïi' (n) = - (eos A -  6 -  /- I sin h ) F 1 ( c )  abva 

sin A 

+ p + b ) v S  (sin A + ( c o s A - ~ ) ~ -  I )  n (no, CO, ?s 

Il s'agit maintenant d'avoir la valeur de il (no, cO, e) qui est la même 
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que 2iT1 (a0, cO) ; celle-ci se trolivera par la formule de l'art. I O I  , 
parce que no peut être mis sous la forme no= -I + bos s i d a ,  en 
faisant 6 = 4 ( ?r - A) ; on aura donc . 

O r  par les formules connues on a F1 (CO) = - '+'F'(c) ,  ~'(c') 
2 

b -- 1 Y .  - l+b F1 (c) + - E1(c); d'un autre côté on a aussi A(&, 8) i. - 
1 i - 6  i f - b '  

il faut maintenant ramener les fonctions F (ho, O), E (ta, 0 )  à un 
module plus petit qui se déduira de b0 suivant la niême loi que ca 

se réduit de c. Mais, si l'on n'y prenait garde, la notation pourrait 
induire en erreur. En eff'et, la qi~antité b0 n'entre dans la formule 
précédente que comme complén~ent du n~odule CO, et non comme 
une quantité déduite de b par la même loi que c0 est déduit de c. 
Cette loi exige que c0 soit  lus petit que c, aulieu que ho, complément 
de cD, est plus grand que b. 

Pour éviter donc toute niéprise qui pourrait venir de cette source , 
nous ferons Io = C  , et rious désignerons par B le compléinent de C ,  
de sorte qu'on aura B = cO. RIaintenant il faut exprimer F (C, 8)  et 
E (C . 8) par le moyen de F ( Co, 60) et E (Co, 80) ,  ce qui se fera 
par les forniules des art. 60, G r ,  et en observant que la loi des 

i-U 1-c0 
modules décroissans donne Ce = - - -- - 6 , on aura de i + B -  14-c0 - 
cette manière les valeurs 
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A l'égard de €Io, cet angle se déduit de O par la formule tang ( 8 ~ 0 )  

1-b = B tang 8- - tang O,  qui donne 
l+b 

sin ad - sin A sin A 
tang fia= b + cos23 - b - cos A ' sin 8 0  = - 

Y '  

où il faut observer qu'on devra faire 8. < f ?t si on a cos h < 6, et 
6 ° > $ - t s i o n a c o s h > b .  

Cela posé, en faisant toutes les substitutions, il viendra 

n' ( no, c" 1 - , v 
+ 6 -%"(')f [?t + F1(c)F ( b ,  fi0)-Er (G) F ( b ,  da) 

- F' (c) E (6, O.)]. 

Donc e n h  la fonction complète 

II1(n) =iF1(c)- (b-cos A+/--I s inh)F1(e) 

Pour avoir la valeur de cette mème fonction par les forn~ules de 
l'art. I I I , il faudra d'abord mettre rn' sous la forme I - b1 sina4,  et  
chercher ensuite la valeur de Il' ( - r d )  par la formule de l'art. ror ; 
on observera d'ailleurs que les angles 4 et 6" ont entre eux la 
relation I = c tang+ tangk, d'où résulte F(b, +) +F(b, fi3)=F'(b), 
E (h, q)+ E (b, B o )  =E1(b) + bPsin 4 sin 60. La substitution étant 
donc faite, on trouvera après les réductions, la r n h e  valeur de n1(1z) 
que la précédente, ce qui h o h v e  l'accord des deux méilmdes. , 

(1 14). Puisque toute fonction elliptique de troisième espèce dont 
le paramètre est imaginaire, peut se réduire à deux fonctions de la 
mirne espèce dont le paramètre est réel, il s'ensuit : 

I O .  Que toute fonction complète de troisième espèce dont le pa- 
ramètre est imaginaire, peut toujours se réduire aux fonctions ellip- 
tiques de la première et de la seconde espèce. 

20. Que toute fonction de cette sorte non-complète, mais dont 
l'amplitude q est telle qu'on ait F (c ,  Q) = kF' (c)  , k étant u n  
nombre rationnel, pourra également s'exprimer par des fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 
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3". Que toute fonction il (n) dont le paraiiiètre est imaginaire, 

pourra se réduire indéfiniment à la première espèce, si l'on peut 
satisfaire en n i h e  temps aux deux conditions nécessaires pour que 
les fonctions auxiliaires il (-m) , ïi (-m') soient susceptibles d'une 
semblable réduction. On a déjh vu un exemple de ces réductions 
(art. 109) et il serait facile d'en produire beaucoup d'autres. 

D'zm ymptôrne gdnkroZ yoztr recomnitre s i  deux fonctiu72s 
données de troisième espèce , q z t i  7ze dzf; ~ 7 2 2  que par Zes 
pnrunzètres , peuvent se réduire l'une cE l'autre. 

(1  15). Nous avons adniis trois formes dans les paramètres, savoir, 
n=cota3,n=-i  +Ii*sina8, n=-cssiriaô; et nous avons fait 
voir que toute fonction qui se rapporte à la première forme, peut 
être convertie en une fonction se rapporte à la secondeforme, 
et réciproquement. Cette conversion se fait par la formule du no 51 , 
et sans rien changer aux deux autres élémens de cliaque fonction, 
qui sont le module c et l'amplitude Q. niais une fonction dont le 
paramhtre appartient à la troisième forme,ne peut jamais ktre réduite 
qu'à une fonction dont le paramètre est de la même forme. C'est 
pourquoi nous nous bornerons à comparer successivement, pour 
les trois formes du paramètre, deux fonctions qui se rapportent à 
une mime forme. 

Soit 1". n = cot" 0 ; la formule (h') du no 95 prouve que la fonc- 
tion il (çot" 0 ,  c, Q) peut se réduire à la fonction II (b2tang"q, 6 ,  8 )  
qui diffère de la première par ses trois éléniens. Semblablement la 
fonction ~(cot2A, c,q) pourra se réduire àla fonction Il(bz~ang"p, 6, A); 

mais les fonctions il (6a tang" , b , 61) , n (ba tang" q ,  G, h ) qui ne 
diirerent que par l'an-tplitude , p e ~ i v e n ~  se comparer entre elles et 
avec la forictioii complète TT1 (& tang'q , b )  , d'une infinité de ma- 
nières par les fornlules des n 0 3 3  et 57. Supposons en général qu'on 
ait l'équation 

iF (6, 3 )  3~ kF ( b ,  0 )  = lF1 (h), 

i, k ,  1 étant des nombres entiers ; alors il s'ensuivra par les prin- 
cipes connus, 
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TV étant une quantité déterininablc par arcs de cercle. Mais la fonc- 
tion complète de troisième espèce n' (bztangzq, b)  est réductible 
aux fonctions de la première et de la seconde espèce ; donc l'équation 
précédente donne le moyen de réduire l'une à l'autre les deux 
fonctions II (6" tang" q , b, A )  , 17 (ba tanga p, b, 8 ) .  Donc en général 
les deux fonctions il (cota f i ,  c, q) , ïi (cotSh, c ,  p )  pourront se ré- 
duire l'une à l'autre, si les angles 8 et A des paramètres sont tels 
qu'on ait i F  ( b  , h ) =+: kF (b, 0) = IF1 (b) ,  i, k ,  Z étant des nombres 
entiers à volonté. 

Soit zO. n = - I + bzsinsd , la fonction il (n , c, p )  pourra se 
réduire à la fonction ïi (bztang1q , b , 8) par la forn~ule du no 1 0 1 .  

De niêilie si l'on a n' =- i + b" sin1h, la fonction ll (n', c, ) 
pourra se réduire à la fonction ri ( b9tang", b , A). Mais on verra, 
comme dans le cas précédent, que les deux fonctions ïi (bltangaq., 6, O), 
n (batang", b, A ) ,  peuvent se réduire l'une à l'autre, si les angles 

et A ,  déduits des paramètres n et a', sont tels qu'on ait il? ( 6 ,  A )  
+ kF (6,O) = IF1 (6) , k , i ,  Z étant des entiers. Donc cette condi- 
tion ayant lieu, il sera toujours possible de réduire l'une à l'autre les 
deux fotictions ïi (n,  c , cp), ii ( n t ,  c, q). 

Soit 3". n = - casin2d, la fonction il (- c*sina8, c ,  q )  pourra 
se réduire à la fonction Il(- c1 sin' p , c, 0) par la formule du no 94; 
semblablement la fonction H(- c'sinp A ,  c , Q) pourra se réduire à 1s 
fonction il (-c' siiv q ,  c, A) .  Supposons qu'entre les angles 4 et A, 
déduits des paramètres, on ait la relation iF (c, A) zkkF(c, O)=ZF1(c), 
i, k ,  Z étant des entiers; alors on aura par les principes connus, 

in (-cssinzq, c, A)* A17 (-cssinlp, c, 4 )=ln1 (-czsin2q, c)+W, 

étant une quantité déterminable par logarithmes. Donc la fonc- 
tion il (- ca sins q , c , A )  pourra être exprimée par la foriction 
Il (- ca sina 9,  c ,  O), et réciproquement. Donc en général, si 13 
condition mentionnée a lieu, les deux fonctions ïi (-cg s i r d ,  c, p) , 
Il (- c1 sinlA, c , p)  seront réductibles l'une à l'autre. 

On voit directement un exemple de cette réduction dans la for- 
mule du no 5 2 .  Mais le symptôme général que  nous venons de 
donner, donne les moyens de multiplier à l'infini ces sortes de 
coniparaisons, et prouve que toute fonction donnée de troisième 
espltce peut être transformée en une infinité d'autres qui n'en diffé- 
reront que par le pararnktre. 

La 
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La formule du no 4 6 ,  qui est la plus simple et la plus remar- 

quable des formules de coniparaison, est comprise dans le syniptôme 
général donné pour les deux forines, puisqu'en faisant 

c1 
n = coV0 et ;; = coi' A, on a entre les angles 0 et A ,  la relation 

c tang8 tang A = ~ , d ' o ù ~ é s u l t e F ( O ,  e ) + F ( b ,  h ) = F 1 ( b ) .  

L a  même formule servirait à comparer les deux fonctioiis 
11(-1+b*sin~6), il (- I + b'sinah) ; car en faisant n=- 1+b9sin10, 

CI - - 
n 
- - I -f- b" sine A, il en résulte encore c tang 0 tang h ~ i =  I. 

Exemple d ' m e  tmnsformation' pnr t i cdère  de forzctio7zs 
elZ&tIqzses de la prernizre et de In seconde espèce. 

( I  16). Deux fonctions elliptiques de la première espèce peuvent 
être transforniées l'une dans l'autre, si leurs modules appartiennent 
à une même suite ou  échelle....^", c', c , cO, coD, etc. formée suivant la 
loi connue. Cette propriété s'étend aux fonctions de la seconde et de 
la troisième espèce, pourvu qu'elles soient jointes à une fonction 
de la première espèce, dont le coeficient puisse changer à volonté. 
Mais si les modules des deux foiictions comparées ne sont pas 
compris dans la suite dont il s'agit, il y a très-peu de cas où la 
réduction d'une fonction à l'autre soit possible; nous ne connais- 
sons qu'un seul exemple où la réduction itidéfinie ait lieu entre 
deux fonctions dont les modules sont complémens l'un et l'autre, e t  
c'est cet exemple que nous allons développer. 

dz Considérons la qui doit être intégrée depuis 

- 3  
i =o ;  je fais 1-s3=Cy, cequidounezS=-- :. "d-r/(~+$u-"~ 
et j'ai la transformée 

3 

Soit m = I4 , et m u  = ta- I , on aura pour seconde transformée 
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4 
Enfin soit n = 1/ 3.  t = tang f 9 , c5 = Zk@ , on aura pour kroi- 
sic'nie transformée 

4 

Pour déterminer la constante, soit z = O, on aura u=o, t = r ; et 
1 si l'on fait tang h = - on aura p = h , de sorte que l'intégrale 
rc ' 

cherchée sera 
1 R=- 

mn [F (c ,@-F(c ,  a- 
Si nous prenons un second angle p tel que 6 tang p tang A= I , afin 

1 qu'on ait F (c, A) +F (c ,,u) = F1(c) , il en résultera tangpz.=-cot h 
b 

1 71%-1 - _  -- 
- b '  212 - n = \l($). Cette valeur est celle qui pour le 
module c donne F ( c ,  ,CL) = + F 1 ( c ) ;  donc F (c ,  h ) = $ F 1 ( c  ), 
et enfin 

1 R =- [F(c, q)- $F1(c)]. 
7nlt 

L'intégrale entière prise jusqu'à z = I se trouvera en faisant q = a ,  
et sa valeur sera 

1 R'= -.$ F1(c). 
mn 

(1 I~). Faisoi~s maintenant usage d'une autre transformation pour 
3 2, avoir la valeur de R. Soit v( I - z 3 )  = I - - ce qui donne 

Y'  

Soit maintenant my = I +- x2, on anra 

2 - 
4 
v3, on aura pour dernière Soit enfin x s n cot 4 h , e t  6' = ---- 
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transformée 

du - E F ( ~ >  w ) .  R = (1  siIla Il am) m 

II n'y a pas de constante à ajouter, parce qu'en faisant z ~ s :  O, on 
a successivenient y = a, z = co, w = o. 

Si on fait z = I pour avoir l'intégrale conîplète ou difinie, on 

auray  = I , x2= 172- I , cot i w = V ( m -  1 
7a 

). Mais l'angle 4 déter- 

miné par l'équation cot f 8 = v(m- , est tel qu'on a ~ ( b ,  0 )  
n 

= 5 3 F'(b). 

En effet nous avons trouvé pm les foriliules de la trisection 
( art. 24) que pour le module b = f i ( 2  - v3), on satisfait à 

9 +IZ I'équaiion F(6, T ) =  j F1  (b), en prenant cos ( m - ~ ) i ~ ( ~ ~ - / )  ; 

soit 7n - 1 LI n'r , on aura cos y = nr t/(2 -/- n' ), et sin 7 = 
I/(I - 2n2r'-la4ra). Mais l'équatiori na = I +nlr étant élevée au 
cube, donne I =n5r+n4t*+n2r3; donc I -2n"ra-n4ra=n2(r- ara+2r3), 

)- 1-r 
et par conséquent sin -J,= ?z ( I - r )  b ' r ,  tang 2 = Soit d' /,-(2-tn.)' 
l'angle qui donne F (b ,  6 ) + F ( b Y 7 )  = F I  (b), ouF(b, d')=;F1(b), 

cotr- acot?, 2 v r  
on aura c tang d' tmg  I ; donc tang S = - -- 

c - u(z.+n~)- 1-r ' 
et tang f cf'= /r= '("- '). Cette valeur étant celle de cot t 0, il n 

s'ensuit qu'on a td'+aê=:.ir, OU 0=?r-2, donc F ( b ,  1 9 )  
F 2F' (6) - 5 Fk(b) = $FI (b). Donc enfin 

Comparant les deux valeurs trouvées pour R', on en tire 

ce que nous avons déjà trouvé (no  41 ). 
Et si l'on compare les deux valeurs de R , on aura, quel q u e  soit 

q ,  cette formule gériérale de réduction entre deus fonctions de diffi- 
modules 
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Quant à la relation entre les angles w et q , on peut la déduire de  
l'analyse précédente, et il en résulte 

n s i n ; ~ A ( b , w )  f cos3;a 
tang f 9 = 

n  cos t w A  ( b  , w ) - sin3 + u' 

Ainsi la simple subslitution de cette valeur dans l'intégrale 
& dcd 

[v(~-c2sin2c) doit la transformer en  na IV (1 -bzsin3 u ]  , et c'est ce 
qu'on peut aisément vérifier. 

La  fonction F ( c  , q )  s'exprime donc au moyen de la fonction 
F ( A ,  o ) et de la fonction complète F1(b) ; car on de'duit des équa- 
tions précédentes, 

On peut ensuite réduire le second membre à une seule fonction; car 
ayant déjà F ( b ,  6) =+ F' (b) , si l'on prend un angle 4 tel q u e  
F ( b ,  4) = F ( O ,  u ) + F ( b ,  d'),ce qui seferapai.lesformulesdc 
l'art. 18, on aura 

F (c ,  q ) =  t'3 F ( b ,  4); 
de sorte que les fonctions F ( c  , Q ) ,  F ( b  , 4 ) dont les niodules sont 
coniplémens l'un de l'autre, seront toujours entre elles dans un 
rapport constant. 

On petit s'ailleurs avoir inmédiatement la valeur de tang + 
exprimée en  fonction de 4 ; il sufit pour cela de substituer dans 
la valeur déjà trouvée de tang $ Q, celles de tang $ w et A ( L , w ) 
qui sont 

s i n @ ( b ,  6) - s in$A(b ,  4) 
tang + w = 

cos,.& + cos $ 

et cette substitution n'offre aucune difficulté. 

(r  18). Cherchons maintenant la valeur de la fonction de seconde 
espèce E ( c  , q )  exprimée par la fonction E ( b ,  w ) ,  ou, s'il est né- 
cessaire , par les deux fonctions E ( b ,  o) , F ( b ,  w ). L e  moyen qui 
se présente naturellement est de substituer la valeur connue de 
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tang 9 en fonction de w dans l'intégrale f ~ d p  ; et  conme on a 

f ~ d q  =[$ (1-c%iny)= (1-casinag), la substitution ne 

resterait à faire que dans le  facteur ~ - c % i i ~ ~ ;  or  on trouve 

(1 + + (n2- 1) sinam) A (b , O)- $ n sin s cos rd ~ ' ( r  -c'sin2p) = -. 
1 +nZ- + nYsin2O+n sin œ cos w A ( b ,  a) 

Mais on voit que le résultat de la substitution sera fort compliqué, 
et que si l'intégration n'offre pas des réductions inattendues et 
dificiles à apercevoir, il entrera nécessairement des fonctions de 
troisihme espèce dans l'expression de E (c , q )  , ce qui rendrait cette 
transformation illusoire. 

11 parait donc nécessaire de suivre une autre route pour arriver 
au but qu'on se propose. Pour cet effet, corisidérons Ia formule 

9 - - 
si on fait I - x3= GY, on aura P = - - :. % +  ) / ( 1 + l W ,  

1 1  du T =/SIU~CZX =- 2 -[ 2 ~ "  r/(4u3+ 1)' Mais l'intégration par par- 

Pour cela Tout se réduit donc à trouver l'intégrale V - 
soit m3=4 e t  mu= t 9 -  1 ,  on aura 

Soit encore n4= 3, t = n  tangf Q,  c = f  /(2+ )/3), et la trans- 
formée sera 
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et l'intégrale cherchée 

ou pour tout exprimer en fonction de 9 : 

Lorsque x e I , on a p = ?r', et cette valeur devient 

amn na- i TF'= - 5 [El - (-iF)w)l* 

Or par une propriété des fonctions F1 (c), El ( c ) ,  qui a été démon- 
71'- 1 trée no 39, on a Er ( c )  - -- FI (c) = -- 
212' 

donc 
4F1 Cc)' 

m rr T t = -  - 
an ' F1(c)' 

(I 19). Intégrons maintenant par un autre procédé la formule pro- 
sdx 3 x posée T =fX- , et soit conime ci-dessus t/(r -xS)= I -- . 
1 -x3) Y 
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la traiisforniée sera 

Cette transformée paraît au premier coup d'œil beaucoup plus coni- 
posée que celle qui est résultée de la première niéthode ; et il semble 
qu'on ne peut é ~ i t e r  d'introduire dans l'intégrale des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce, même de celles dont le paramètre est 
imaginaire. Mais ces craintes se dissipent en continuant le calcul qui  
offre des réductions très-heureuses. 

J'observe d'abord que la partie rationnelle s'intègre algébrique- 
ment et qu'on a 

Ensuite si on fait Z = on aura par la différentiatioion , y- 1 

donc 

Par ces diverses réductions on obtient 

Tout se réduit donc à trouver l'intégrale U - ydy ; or si l'on 

fait comme ci-dessus ny= I + va, on aura 
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et en appliquant les formules connues, on a enfin 

I\lain~enant si dans l'équation T = UV3 -yx , on substitue I r z  
valeur de U et celle de yx en fonction de o , on aura l'intégrale 
cherchée 

m n7 
TE-E(b,w)-- 2 "" (ns+ r )  F ( b ,  co) 

4 
m sin t w (4-an2) cos2$ w-?(n-ne)cos4~o-1 + n3sin ~ w c c ? s ~ s ~ ( b ,  w )  

+ Y *  n c o s ~ w A  ( b , w )  +sin3:@ s 

intégrale où il n'y a pas de constante à ajouter , parce $elle s'éva- 
nouit lorsque w =o. 

Pour avoir la valeur de l'intégrale complète Tl, soit o= O ,  on aura 
comme ci-dessus P (Gy o)=:F3(b), E (6, o) =$ E1 (b)+W, et on 

6" trouve TV = - - 3 sin 6 sin y (2-sin y) ='-- sidd'; donc 
3 

Mais par les valeurs déjà trouvées, on a CO t $4 = vr , A (t , O )  
1 --- 22 - 71 (1  +r) vr 

sin~=i-cosJ '=- .  sin 6 = - i + r J  l+r d'ailleurs les 
1 - 31." relations entre nt, n, r donnent nt= I + n2r , nD = r ( 1  i-r')' 

2 (1 - l a )  n 
171 = VI-  = - ( 1  - P). - Substituant toutes ces valeurs en 

i 4- ra O 

fonctions de r dans la partie algébrique de Tl, et observant encore 
qu'on a O = I -gr'+3r4-3r6, on trouve que cette partie se réduit 
à zéro, de sorte qu'on a simplement 

Comparant cette valeur avec celle qui a été trouvée par l'autre mé- 
thode, il en résulte l'équation 

clni s'accorde avec la formule de l'art, 41. 
Nous 
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DES FOLIUTCTIOKS ELLIPTIQUES. ~ € 9  
Nous obtenons ainsi sur les fonctions définies FJ (c ) , F1 (6) , 

E1(c), El (6) , les memes rapports que nous avons déjà obtenus par 
une voie plus simple. Quant aux fonctions indéfinies F ( c , q ) , 
F ( b ,  w ) ,  E ( c , p ) ,  E ( 6 ,  o), elles ont entre ellesles relations 
comprises dans les deux équations 

et étant des fonctions alge3riques connues, l'une de sin f p ,  
l'autre de sin + o ; d'où l'on voit que les fonctions F(c, q ) ,  E (c, Q) 
relatives au module c , peuvent s'exprimer indéfiniment par les 
fonctions F( b , o) , E( b ,  w )  , relatives au module complémentaire 6. 

'Des $hies qui donnent, sans transfownations, les wuleurs 
qproc72Les des fonctions eZl@tz'qz~es. 

( I  20). Il peut être nécessaire dans plusieurs cas, surtout dans 
les problèmes de mécanique, d'exprimer par la seule variable les 
fonctions elliptiques dont ces p r o h l h ~ e s  dépendent. Alors le déve- 
loppement se fera de la manière connue; mais les méthodes pré- 
cédentes serviront toujours à simplifier beaucoup la détermination 
des coefficiens. 

1 
Considérons dabord la fonction F = [$ , et supposons - - 

A -  

'A - 2B cos 2p -+ 4C cos 4q - GD cos 6~ + etc. , afin qu'il en  
résulte 

F = AQ - B sin 2Q -+ C sin 4~ - D sin 6p + etc. 

il s'agit d'avoir le plus simplement qu'il est possible, les valeurs des 
coeficiens A ,  B , C, etc. Or par un premier développement on a 

1 1 1 3  1.3.5 - = I + ; cssinaq+ - c'sin49 + - 
A 2.4.6 

c%in6q + etc. 
9.4 

BPetiant ensuite au lieu des puissances des sinus, leurs valeurs en 
2 2 
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I 70  PREMIERE PARTIE; 
coçirius liniaires , on trouve une suite de la fornie supposée, dont 
les coeficiens sont aisés à déduire les uns des autres. On a d'abord 
le premier 

J e  le représente par 

les autres seront successivement 

a i 3 a c = - nfc4 + - . ;o i ~ ~ c ~  + 4 3 mwc+ etc. 
3 . 8  4 5 - 1 2  

8 . .A .33; ~ » ~ ~ c ~  + etc. 

etc. 

En général la nieme des quantités C , Dy E, etc. , se déduira de ?a 
précédente, en omettant son premier terme, et multipljant les termes 

n zn 3n 
suivans par ceux de lasuite 

(n+~)(zn+a)' (n+ 1 )(2!1+3)* (n+ 1 )(zn+4) etc. 
On pourra donc par ces suites, trouver les valeurs de A, B, C, etc. , 
si le module c est une quantité assez pe~ite; mais lorsque c diEère 
peu de l'unité, il faudrait calculer un grand nombre de termes pour 
n'avoir qu'une médiocre approximation. 

1 
( I  2 i j. La valeur de , étant multipliée siiccesçivement par dq , 

d$ cos 20, dp cos 4q, etc. , puis intégrée depuis p = O jusqu'i 
cp =ta, on aura 

Ainsi chaque coefficient peut se determiner en pariiculier par une 
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intégrale définie, et toutes ces in tégrah  ne dépendent que des 
deux fonctions FI, El, qu'on sait évaluer dans tous les cas, avec toute 
l a  précision nécessaire. 

Les deux premiers A et B sont ceux qu'il inlporte de déterminer 

avec le plus de précision; ils se trouvent par les formules A = F1 
a 

T 
et ; B= ? (FI-El)  - F1, et si on substitue pour FI  et El leurs 

C' 

valeurs données nos 65 et 77, on aura 

2 I/cooO 2V'c0 2 v c * ,  . etc. A = -  .- 
cg coO 

B COCOO ~ C O O < o O O  

_ -  *-; f 4+ -g-+ etc.' 

Ces deux premiers coefficiens étant trouvés , on peut en déduire 
1 

tous les autres ; car en différentiant l'équation a =A- 2B cos zp 
+4C COS 4 p -  etc., on a 

c'sin p cos Q 
a3 -4Bsinzp-16Csin4~+36Dsin6p-etc.  

n A' illuliipliant le premier membre par 7, et le second par la quantité 
a équivalente C; - I + cos 2 ~ ;  nîultipliant de même par sin 29, les 

deux membres de l'équation =A- zB cos 2p +4C cos 49 -etc., 

comparant les deux produits, et réduisant tous les ternies en sinus 
linéaires, on trouvera 

En général , si A. désigne le fif;m: terme de la suite B , C , D , 
E , etc. , on aura 
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c'est la loi suivant laquelle chaque coefficient, à compter de D, peut 
se déduire des deux précédens. L e  coeficient C , excepté de la loi 

générale, se détermine par l'équaiion 6C = 4B (5 - 1) - A ,  ou 

plus directement par la formule 

6 C Coocooo 
co0coo0 0°00 

A 4 - + eic.) 
0000 ' +eic.). 

Lorsque c est fort près de l'unité, on déterminera E' et Pl par les 
formules qui conviennent à ce cas, on en déduira les coeficiens A 

?r 7r a 
et B par les foiniules A = FI, B = (Pl- II') - F1, on calcu- 

lera ensuite C par l'équation 6C = 4B (: - i) - A ; les autres 

se déduiront chacun des deux pïécédens par la loi générale q u e  
nous avons exposée; et cetie loi sera d'une application d'autant plus 

P sbre, que le facteur - - 
ca 

I se trouvera, dans le cas dont il ,?agit, 

peu différent de l'unité. 

(122). Les foiictions elliptiques de la seconde espéce pourrontse 
développer de la niême manière. En effet, si on considère généra- 

& lement la fonction G = f (a+ g sin'?) z, ou, ce qui revient au 

dg meme, G =/(a'+ C cos 2g) a , les formules précédentes don- 
neront 

Ainsi ce développement ne présente aucune difficulté nouvelle, 
et s'exécute par les mêmes coeB'iciens que celui des fonctions de la 
première espèce. 

On peut traiter de niênie les fonctions de la troisième espèce. 
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S, d~ En effet, soit r k  + n s i  r,9p) T ;  si on suppose 

ïi = BI9 - N sin 29 + P sin 4q - Qsin 6q + etc. , 
et qu'on différentie chaque membre par rapport à q, il en résultera 

une valeur de a qui étant comparée à celle de l'article précédent, 
i 

donne les équations 

4R = F ( D - Q ) - 6 ~ - î ~  
etc. 

D'où il suit qu'en supposant toujours A, B, C, etc. connus, il suffit 
de déterminer le premier coefficient M pour connaître tous les 
autres. Or en faisant Q =f H, on a Il' = RI . f  a. Ainsi B!l se dé- 
termine par la fonction complète il', laquelle ne dépend que des 
fonctions de la première et de la seconde espèce. 

On pourrait aussi déduire la valeur de M de celles des coeficiens 
V(~4-n)  - A ,  B,  C , etc., au moyen de la formule connue , + n  Vnzp - 

i + z a c m a p + z a ~ c o s 4 q + e t c . ,  où l'on a a =  ")- ' -  
V(1+7~)+1 '  

d~ car en multipliant les deux membres par a et intégrant depuis 
= O  jusqu'à q = + f l ,  on aura 

(125). Considérons d'abord le cône oblique à base circulaire. FIG I r .  

Soit S le sonmet du cône, C le centre de la base, SO la perpen- 
diculaire abaissée du sommet sur le plan de la base , SAB la section 
faite dans le cône par le plan SCO. Si on fait le rayon CA = I , la 
hautcur SO e; h ,  la distance CO = f , et qu'on appelle c~ 13ang\e 
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174 PRERII~RE PARTIE: 
OCM, raire ASRI correspondante à l'angle w sera exprimée par 
l'intégrale 

Z =  J : d u  (/[ha+ (1- f  COS^)^]. 

Pour réduire cette intégrale à la forme ordinaire , soit tang t w - - nz tang f 9 ,  e t  soit pris l'indéterminée m de maniére qu'on ait 

1 -mS h 2 + 1 - f '  si ensuite on fait a = - et cs zf - f nzs 
l + m a  Oh2+ ( 1  4)") On 

aura la transformée 

Pour avoir la surface totale du cône, il faudra prendre cette iiité- 
grale depuis q =O , jusqu'9 q = M , et doubler le résultat ; ou, ce 
qui revient au même, il faudra prendre l'intégrale suivante, depuis 
Q , = o  jusqu'à g=:f x, 

Soit de nouveau tc = cos 8, ou m = tang f O. Si àn fait pour 
abréger AS = k= i [ k a +  (1 - f )'] , on aura en réduisant, 

IiIais par une première décoinposition, on a 

Substituant ensuite pour la dernière intégrale la valeur que uous 
avons trouvée (art. 94) ,  le second membre deviendra 

nA sin p cos- -Y'& rin'p d~ 
1 + n  sin2q A + ("+ ~ ? r ( , + n s i n ~ q ) a *  

Donc en prenant cette intégrale depuis p = O jusqu'à Q = $ f l ,  on 
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DES FQXCTIOJYS ELLIPTIQUES. 
aura l'aire entière du cône 

formule où l'on a n=cot^ 0. 
Ayant déjà fait le plus petit apothEme AS = k, si on fait le plus 

grand BS = k', on aura immédiatement , en vertu des valeurs précé- 

dentes, tang + 0 = /($) ; de plus, si on appelle l'angle f (AS0 

+ BSO) que fait la perpendiculaire A 0  avec la ligne qui divise en 
deux également l'angle ASB, on aura c = sin <. Ainsi les quan- 
tités c ,  k ,  8 ,  qui entrent comme éléinens dans le résultat final, 
se déduisent immédiatement du triangle SAB. 

Au reste, comme la fonction complète ri' (n, c) peut s'exprimer 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce, on voit 
que la surface du cône oblique à base circulaire, ne dépend non 
plus que des fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce, de sorte qu'elle peut se mesurer par des arcs d'ellipse ; 
théorème qui n'avait encore été démontré que dans quelques cas 
particuliers. 

L a  surface du meme cône étant développée sur un plan, il 
en résulte un secteur dont l'angle se détermine par la forniule 

da t/[h"+ (1 - f cos w )'] 
1 - zf cos0  ' 

et au moyen des mêmes substitutions, on a la transformée 

Cette intégrale étant prise depuis = O jusqu'à cp = 27r, on aura 
l'angle total du secleur 

On peut remarquer que si dans l'expression de V on fait Q= j&, 
la valeur de V deviendra le quart de l'angle total Vr. On a en même 
temps w = 0. Donc si on détermine le point R i  de manière que 
l'angle ACM = 0 ,  l'angle correspondant V sera précisément le 
quart de l'angle résultant du développemewt de la surface entikre 
du cône. 
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176 PREMI~RE PARTIE. 
(124). Supposons en second lieu que la base du cône soit une 

ellipse. Soient h la hauteur du cône, f et g les coordonnées du 
point où la perpendiculaire h rencontre le plan de la base, f étant 
prise dans la direction du demi-pand axe de l'ellipse I , et g dans 
celle du demi-axe conjugué 6. Soit 9 l'anlplitude d'un point quel- 
conque de l'ellipse, les coordonnées de ce point seront x = s i ~ i p ,  
y = b cos Q , et l'élément de la courbe cis = A ~ Q  ; si du sommet on 
mène une perpendiculaire sur la tangente en ce point, le quarré de 

gcosq+bf  sinq-b + cette perpendiculaire aura pour expression ha + ( 
A --) , 

donc l'élément de la surface du cône sera 

dZ = $ dq v[ha (1 - casin'q) + (g cos Q -+ bf sin 9 - b)a]l 

Cette différentielle paraît fort composée ; cependant si on fait 
22 1 - 2% z& tang $ q=z, ce qui donne sin q = - 

1 +zZ' 
COS q= - 1+P.4J= -* 

on aura la transformée 

et puisque la variable sous le radical ne passe pas le quatrième degrv' , 
il est clair qu'on pourra trouver l'in tégrale Z au moyen des fonctioils 
elliptiques. De plus, comme il suffit pour avoir la  surface totale du 
cône, de connaître l'intégrale lorsque @ = 27r, il semble que le résul- 
tat final ne doit dépendre que des fonctions complètes dela troisième 
espèce et des espèces inférieures, lesquelles, au moyen des réduc- 
tions connues, ne dépendent elles-mêmes que des fonctions de la 
première et la seconde esphce; de sorte que l'aire entière du cbne 
pourra encore être exprimée par des arcs d'ellipse. Mais il est 
nécessaire d'entrer dans quelques détails pour justifier cette con- 
clusion. 

(125). Pour faire disparaitre les puissances impaires de la variable 

sous le radical dans la valeur de dZ, il faut d'abordsupposer a 
! 4-2' 

et parce que la quantité sous le radical n'a, dans le cas dont il s'agit, 
que des facteurs simples iinnginaires, le résultat de la substitution, 
aprés avoir déterminé p et q ,  contiendra un nouveau radical de 1s 

forme 
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forme /[(I ))- a2xa) (I +- exs)]. Pour ramener ensuite la transfor- 
mée aux fonctions elliptiques, il faudra, en supposant a > G, faire 
ctx = tang $, et 4 deviendra l'amplitude de ces fonctions, tandis 

c2 que leur module c sera déterminé par l'équation c'= I - - 
aaw 

La re- 

lation entre g et + sera donc telle qu'on aura tang t p =P*- + tan& + ' 
Or je dis que cette équation peut toujours se mettre sous la forme 

'A, p et Y étant des quantités constantes. En effet si on Git  tang t,, ~t 

et tang v = t', l'équation précédente donnera 

Substituant la valeur de tang + Q en fonction de tang 4, on aura 

t a n g 4 - t '  - A ( p a + q t a n - ; . . $ - t r i . - t t a n ~ q )  
i + t' tang 4 '- a + tang .S t P Z ~  + qt ta% 4. 

Cette équation devant avoir lieu quelle que soit t m g  4 , soit 
1'. tang 4 ;= t', on aura 

1 
Soit 2". tang 4 = - ?, on aura 

Egalant ces deux valeurs de t, on aura pour déterminer t', l'équation 

1 - t r =  Ci"(1+p1)-1-q0  -- 
PL' - - C COt 2 Y .  

2 (1 + pq! 

On aurait semblablement pour déterminer t ,  l'équation 

1 -t' 1 - qa+C4=(1 - p 2 ) _  -= 
a t 2 ( q  - q ~ )  -- cotp.  

5". Enfin, pour que l'équation ci-dessus devienne entièrement iden- 
2 3 
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Cela posé, l'équation tang (4 - Y )  = A tang + (q- p )  a lieu pour 
toutes les valeurs correspoildantes de  et +; il en résulte qu'aux trois 
valeurs cp= p,  q = ?t+ p , cp= 27r +p, répondent ces trois valeurs 
del'aniplitude des fonctions elliptiques 4 = Y ,  4 =:fi+ v,+=e+v. 
Mais pour avoir I'aire eiztihre du cône , on devra prendre l'intégrale 
Z depuis 9 = O jusyu'à 9 = 2~ ; ou , ce qui revient au mênle, 
depuis Q = ~c jusqu'à cp = an. + ,u; on devra donc prendre les fonc- 
tions elliptiques qui entrent dans l'expression de Z depuis + =i v 
jusqu'à 4 = v + ?E; ou ,  ce qui revient au même, depuis = O 

jusqu'à 4 = ?t. Donc il n'entrera que des fonctions complètes dans 
l'expression de l'aire totale, et ces fonctions se réduisent toujoiirs 
aux fonctions de la première et de  la seconde espèce; d'où il suit 
que dans le cbne oblique à hase elliptique, l'aire entière peut encore 
s'exprimer par des arcs d'ellipse. 

Consfractiorz de Za Zigne Zrc plus courie sur In surface 
du sphéroi'de. 

(126). Nous avons donné dans les Mémoires de l'Institut, an 1806, 
les équations nécessaires pour décrire la ligne la plris courte sur la 
surface d'un sphéroïde, et nous avons démontré que cette courbe, 
prolongée incléGniment , est composée d'une infiuité de spires égales 
et semblables, comprises entre deux parallèles également éloignés 
de l'équateur. Nous nous proposons maintenant de faire voir coni- 
ment on détermine les différens poiiits de cette courbe par le moyen 
des fonctions elliptiques, et pour cet objet, il sufEra de construire 
une seule moitié de spire coinprise dcpuis le parallèle auquel elle est 
tangente j usqu'à l'équateur. 

11 faut d'abord se rappeler ce qui a été de'montré dans le n~émoirc 
cité, que la ligne la plus courte menée entre deux points donnés 
sur la surface d'un sphéroïde , ligne qu'on appelle ge'oociésiyue , lors- 
qu'elle est tracée sur la surface du sphc'roïde terrestre, fait toiijours 
partie d'une ligne de cette nature perpendiculaire au me'ridien d'im 
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lieu déterminé, ou tangente au parallèle de ce lieu. Nous suppose- ~1c.u. 
rons donc que par un point A dont la latitude est donnée, on fasse 
passer une perpendiculaire au  méridien du  lieu A; il s'agit de cons- 
truire cette courbe, c'est-à-dire de déterminer pour chaque point 
M dont la latitude est donnée à volonté, les élémens inconnus du 
triangle APM, savoir, la distance AM mesurée par l'arc de la ligne la 
plus courte, la longitude du point lU mesurée par l'angle P du triangle 
APM, l'angle M du même triangle qui représente en ce point la di- 
rection azimutale de la courbe ; enfin l'arc PM du méridien mobile 
qui sera connu par ses coordonnées. De ces quatre éléinens , deux 
peuvent être déterminés algébriquement , savoir , l'angle M et les 
coordonnées du point M dans le plan CMP ; les deux autres, savoir, 
l'arc AM et l'angle APM ne sont assignables que par les fonclions 
elliptiques. 

Soit le rayon de l'équateur CA= A, le  demi-axe CB= B ,  la 
distance du centre au foyer de l'ellipse génératrice /(Aa-Ba)= Ad'; 
soit Z la latitude du point A ,  h celle du point RI, P l'angle APM 
qui mesure la longitude du point A i ,  M l'angle azimutal ARIP; 

1 soient de plus les coordonnées CT = t , TRI = u , et 1 arc AM= S. 

Il s'agit de déterminer toutes les quantités t ,  u, M, s, P en fonctions 
de la variable h et des quantités données. 

II est utile pour cet objet de  substituer aux latitudes Z et h des 
latitudes réduites I' et h: calculées par les formules 

Cela posé, les élémens qui peuvent i t re  dêterminés algébriquement 
dans la question proposée , sont t =: B sin A', u = A cos A', 

cos Zr 
sin RI ;= a. Il suit de la dernière équation que P est le naaximunz 

dc A', et  Z celui de A. On voit aussi par les valeurs des coordonnées 
que h' est l'amplitude de l'arc PM; de sorte que cet arc, si on en avait 
besoin, pourrait être exprimé par la formule PN =A.  ][.; (6, A'). 

( I  27). Pour avoir les deux autres éIéincns s et P , soit pris Ifangle 
cp tel que sin A' = sin I' cos q ,  et on aura (Mémoire cité, no 4) les 
équations diKéreniielIes 
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. . 
cos l' dœ v(B1+ A-'d"sinl I!' coslp) 

dP = - A *  1 - sina 1' cosaq 

Pour ramener ces expressions aux formes ordinaires des fonctions 
AB&' sina l' elliptiques, je fais c2 = Ba+A2 d"sin,7, OU plus sin~plement c= d'sin 1, 

R ce qui donne ((Ba+ & Js sina Z') = .b, et j'ai d'abord ds = 
33 
3 dq r/(x - cesin"g) ; donc 

Cette équation fait voir que tout arc s de la ligne la plus courte 
peut être assimilé indéfiniment à un arc d'ellipse dont le demi- 

petit axe CP = B, et le demi-grand axe CD = :, quantité plus 
- 

B sin Y 
grande que B et moindre que A ,  puisqu'on a = A - S' 1 sur 

sin 1 ' 

ce quart d'ellipse PnzD, on prend un poinl m qui ait pour ampli- 
tude q ,  ou qui soit déterminé par les coordonnées C r = B  cos q, 

B rm = 7 sin 0 , l'arc Pm de l'ellipse sera égal en longueur à l'arc 

AM de la ligne la plus courte. 
Ces déterminations ont lieu dans toute l'étendue de la courbe 

qu'on veut construire ; mais il suffit d'examiner le cours de cette 
courbe depuis q = O  j usqu7à 9 = goe, c'est-Mire depuis le point 
A ou l'on a h = 1, jusqu'aù point 1 où la courbe rencontre I'équa- 
teur et où l'on a h=o. Au point A la courbe est perpendiculaire 
au méridien ou tangente au parallèle; au point 1 elle coupe l7équa- 
teur sous un angle 1, tel qu'on a cos I = sin M F: cos I', de sorte 
que  l'angle 1 est égal à la latitude réduite Z'. 

Dans ce même point, la courbe AMI est égale au quart d'ellipse 
B BniD, et on a s = E1 (c) .  

(1  28). Venons maintenaut à la seconde formule qui  donne la 1011- 
P, B gitude F, on aura d'abord, en faisant n=tangT, M =  ---- 

~ A C V ~ ~ A C V S H  
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donc en intégrant 

M 
P=-[(n+cs)n(n,c ,  n Q) - cnF ( c ,  ( t ) ] .  

Bar cette formule on déterminera pour chsque point M dont la 
latitude est connue, la longitude P de ce point ; et les calculs pour- 
ront être faits avec tout le degré d'exactiiude que comportent les 
iahles de logarithmes, au moyen des inétliodes que nous avons 
données pour évaluer les fonctions F et ri. 

Si on fait q =goe, on aurala position du point 1 oii la courbe coupe 
l'équateur par la formiile 

et  comme la fonction con~plète n l ( n ,  c) peut s'exprimer par des 
fonclions de la première et de la seconde espèce, il s'ensuit qu'on 
peut déterminer le point 1 par ces seules fonctions; ou ,  ce qui re- 
vient au même, par les seuls arcs d'ellipse. On pourrait déterminer 
de même une infinité d'autres points de la ligne la plus courte ; et 
lorsqu'on aura tracé la demi-spire AMI , on pourra de même 
tracer la continuation de celte courbe dans l'autre demi-sphéroïde , 
en observant que les points situés de part et d'autre à des latitudes 
égales, ont avec le point 1 des différences égales en longitude. 

(129). Il est remarquable que la formule qui donne la valeur de 
l'angle P , est absolument de la même forme que celle qui donne 
la valeur de l'angle résultant du développement sur un plan d'une 
portion de la surface d '~m cône oblique à base circulaire (123). 

Ce dernier angle est facile à t r o u ~ e r  jusqu'à un certain degré d'ap- 
proximation, par de simples constructioiis géométriques, déduites des 
pyramides inscrites et circonscrites.D'ailleurs comme le cime oblique 
n'a de courbure qne dans un sens, cette surface est censée plus simple 
que celle du sphéroïde qui est partout à double courbure; ainsi on 
doit regarder le problème de déterminer la ligne la plus courte stm 
la surface du sphiroïde , comme étant réduit à une nioindre cliffi- 
culté par la cons~ructioii suivante , qu'on tire aisément de nos 
formules. 
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FIG. 13. Faites un triangle isoscèle pfp', tel que sa base pp' représentant 

l'axe 2B, le côté d o u  p'f'représente le rayon de l'équateur A;  tirez 
pq de manière que l'angle p'pq ait pour sinus c ,  ou qu'on ait 
sin p'pg = sin Z sin fpp'. Sur pg comme diamètre, décrivez un cercle 
qnp dout le plan soit perpendiculaire au plan du triangle fpq. L e  
cône qui a ce cercle pour base, et pour sommet le point f ,  est 
celui dont la surface étant développée sur un plan, servira à décrire 
la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde donné. Pour cela, 
soit QM un parallèle dont la latitude est A, on déterminera succesa - 

B sivernent les angles A', et o, soit par les équations tang A'= A tang A, 

5 b  A' ~ o s q = ~ , - , t a n g ;  wztang(45'-f l') . taogf O, soit par des 

constructions géoniétriques qui les représentent. L'angle w étant 
trouvé, on mènera dans le plan de la base le rayon cn, de manière 
que l'angle q c n c  w ; tirant ensuite la droitefn, et développant sur 
un plan la surface qfn, l'angle f du secteur produit par le déve- 
loppement. sera égal à l'angle P du triangle sphéroïdique APM, et 
servira ainsi à déterminer la longitude du point M. 

Lorsque q = go0, on aura w = goo - 1; alors I'angle produit par 
le développement du secteur yfn sera la moitié de l'angle produit 
par le développenient de toute la surface fPy; et comme ce dernier 
angle est toujours moindre que deux angles droits, il s'ensuit que 
l'angle P , mesuré alors par l'arc EI , est nîoindre qu'un angle droit, 
ce qui s'accorde avec les propriétés connues dela ligne la plus courte 
tracée sur un sphéroïde aplati. 

U&termination de l'aire de lye2Zz)soiile. 

(130). Soit l'équation de la surface proposée, 

l'expression de l'aire, comprise entre des limites données, dépen- 
dra de la double intégrale 
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mais l'une ou l'autre des deux intégrations ne peut s'eirectuer sans 
inlroduire des fonctions elliptiques qui ne permettraient pas d'ob- 
tenir la seconde intégrale. Pour rendre la première intégration 
possible, au moins par arcs de cercle ou par logarithmes, on 
pourrait appliquer la niéthode que nous avons donnée dans Ics 
Mémoires de l'Académie des Sciences, année I 788 ; mais on par- 
viendra plus directement au même but de la nianière suivante. 

- 

xa 
Soit z=c cos8 , on aura  sin'^; soit ensuite y=bsid  cosp, 

a" 
on aura x = a sin9 sirig. D'après ces équations, qui équivalent à 
l'équation de la surface, il faudra exprimer l'élément de l'aire en 
fonction des deux nouvelles variables 4 et q. Et d'abord pour 
avoir la valeur de dxdy, je diffirentie l'équation x = a  sin 8 sin?, 
en supposant 8 coiisiant , j'ai dx = adg cos sin 9 ; ensuite il faut 
avoir la valeur de dy, en supposant x constante; c'est ce q u e  

donnera l'équation a" + P=sin9a, ba d'où l'on iireydFb.d8sinOcosO; 

donc dxdy = aildcpd6 sin 8 cos 8. 
Substituant cette valeur ainsi que celles de x et y dans l'ex- 

a2 - ca 
pression de l'aire S; faisant de plus, pour abréger - a% - - $9 

ba - ca - =: G, on aura 6' 

L'intégrale, par rapport à 8, est facile à trouver pôr logaritlimes ; 
mais comme la forinule qui  en résulterait pour la seconde inté- 
gration, n'est pas du nombre de celles qu'on sait ramener aux 
fonctions connues, nous nous çontenteroiis d'intégrer par séries. 

Soit donc 6 sin'q + E  COS'^ = p  , on aura, en développant le 
radical , 

I 1 . 1  1 .1 .3  S =//,bdqd8 sin 6 (1 - -p in2& - p1sin40- -- 
2 2 - 4  2.4.6 pssin66 - etc.). 

Or en intégrant depuis 8 = O jusqu'à 6 = id, on a 

Donc il résulte de la première intégration, 
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1 1 1 S = f ~ l . d ~ ( ~ - ~ ~ - -  3.5 P * - -  & p3 - - p4 - etc.). 
/ 7.9 

Cette formule doit être intégrée de nouveau depuis Q = O  jusqu'à 
1 77 9 =;a; soient donc dans ces l i r n i ~ e s / p d q = ~  .P', Spa& = ;.Pa, 

'3- ,fi3& =; .Pm, etc. ; et l'on aura, après avoir multiplié par 8, l'aire 

totale de l'ellipsoïde 

1 1 1 = 4 ~ a ~  ( r  - 3 ~ ' - -  pv- Lpw-- 3.5 5.7 7.9 plT - etc.), 

formule dans laquelle il reste à substituer les valeurs suivantes: 

etc, 

L a  loi de ces expressions est manifeste, et  on peut observer 
que le terme général Pcn, est le  coefficient de zn dans le déve- 

-- 
loppement de ( i  -6~)" ( I  - iz) ', ou dans celui du produit 

Air resbe, la suite P', P", Pu, etc. sera nécessairement conver- 
gente s; 2 et E sant tous deux plus petits que l'unité, ce  qui aura 
tonjours lieu en prenant pour c la plus petite des trois quantités 
a, 6, c. 

(13 1). Le @old~:me de déterminer l'aire totale de l'ellipsoïde 
est résolu par la suite tqu'on vient de trouver, aussi simplement 
qu'il peut l'être quand on n'a pour but que d'obtenir une approxi- 
mation. Mais il faut recourir à d'autres moyens, si o n  veut avoir 
un résultat dépendant seulement des fonctions elliptiques ou des 
quadratures algébriqnes, 

Dans 
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Dans la méthode précédente, nous avons partagé l'ellipse qui 

sert de base à la surface proposée, en  zônes elliptiques concen- 
triques, déterminées par les projections des sections faites dans 
l'ellipsoïde , parallèleinent à sa base. Toute autre manière de par- 
tager la hase est également admissible et doit conduire au même 
résultat après les deux intSgrations ; niais i l  en est une surtout 
qui mérite d'btre soumise au calcul, et qui semble promettre des 
résultats élégans. J e  veux parler des projections qui naissent des 
lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées sur la 
surface de l'ellipsoïde. 

Monge, dans ses Feuilles d'Analyse appliquée (édit. de l'an 9 ;  
na 19), a donné la construction de ces courbes, comme il suit. 

Ayant supposé a > 6 et b > c ,  soit pris pour plan de projection 
le  plan des x et y,  qui est celui de la section principale dont a 
et b sont les demi-axes. Soient décrites dans ce plan une ellipse et  
une hyperbole auxiliaires, qui aient les delui-axes conmluns A et 
B ainsi déterminés , 

le .demi-axe A étant dirigé dans le sens du demi-axe a ,  et B dans 
le sens de 6. 

B2 
L'équation de l'hyperbole sera y*' = z(x'- A'), et  l'équation 

de l'ellipse, y' =: (A.-2'); elles se touclieront par le sommet 

où x = A, et d'ailleurs on peut observer qu'en vertu des sup- 
positions faites on a A < 0. 

Cela posé, soient x = ct , y = C , les coordonnées d'un point pris 
B" 

à ~olan té  SUT l'hyperbole, ensorte qu'on ait Co = A, (aa-&); si, 

avec \es demi-axes a et C ,pris dans les ruémes directions que a et h, 
on décrit une ellipse, cette ellipse et toutes les ellipses décrites do 
la méine manibre suivant les diverses valeurs de a et g, avec la 
seule condition qu'on ait CL < a  , seront les projections sur le plan 
des x e t y ,  de toutes les lignes de courbure d'uue même espèce , 
tracées sur la surbce de l'ellipsoïde. 

2 4  
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Les projections dcs lignes de courbure de l'autre esphce; qui seront 
des hyperboles, se détermineront semblablement en prenant pour 
demi-axes de chaque hyperbole, les coordonnées a', C' d'un même 
point de l'ellipse auxiliaire , lesquelles doivent satisfaire à l'équation 

B2 g,. - - - A' 
( As - a"). 

Les projections des lignes de courbure de la première espèce 
seront donc les ellipses tracées d'après l'équation 

en donnant à a toutes les valeurs depuis a = A jusqu'à a = a; 
Et les projections des lignes de courbure de la seconde espèce 

seront toutes les hyperboles décrites d'après l'équation 

en donnant à a' toutes les valeurs depuis a'= O jusqu'à a'= A.' 
Considérons plus particulièrement les ellipses qui sont les projec- 

tions des lignes de courbure de la première espèce. 
Lorsqu'on fait a = A, on a C = O,  y = O ,  de sorte que l'ellipse 

est infiniment étroite, et se réduit à son grand axe. A mesure que 
l e  demi-axe a augmente, l'autre demi-axe & augmente aussi; et enfin 
lorsqu'on fait a = a,  l'ellipse de projection se confond avec la base 
de l'ellipsoïde, ce qui est le dernier terme des projections. 

(132). Cela posé, cherchons l'aire de l'ellipsoïde qui répond 
à l'élément de la hase &dy, compris entre deux ellipses de pro- 
jection infiniment proches. L'une de  ces ellipses ayant pour équa- 

6" 
tion y'= - (a'- x? , on pourra faire x =cc sin 4 , ce qui donnera 

CL= 

y= 6 cos 4. Diffirentiant x en supposant c~ constante, on aura 
dx= ad$ cos 4 ; si on passe ensuite de cette ellipse à l'ellipse infi- 
niment voisine, il faudra différentier l'équation 

B" 
en faisant varier a seul, ce qui donnera ydy = eda ( I - - 
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donc l'élénient de la projection 

Lorsqu'on fait varier + en supposant a constant, le point de projec- 
tion ne varie que sur une même ellipse de projection ; de m&me 
lorsqu'on fait varier a en supposant 4 constant, le point de pro- 
jection ne varie que sur une hyperbole de projection; car en élinii- 

x B' Y Ca=- (a"- A"), nant a et 6 des équations a = s - ,  C= - 
cos.$ ' A' 

Ba cos2+ on a y'=- Asrina 4 ( x' -Al sina 4 ), ce qui est l'équation d'une 

hyperbole de projection, dont les demi-axes sont a' = A sin 4 , 
G"= B cos #. 

De là on voit que l'élément de projection dont nous venons de 
donner la valeur, représente le quadrilatère compris entre deux 
ellipses et deux hyperboles de projection infiniment voisines. 

Si on substitue maintenant les valeurs de x ,  y et dxdy dans l'ex- 
pression générale de S,  on aura 

Cette expression parait au premier coup d'œil beaucoup plus com- 
pliquée que celle à laquelle nous avons été conduits par la première 
méthode ; mais en l'exanunant de plus près, on trouve qu'elle est 
susceptible d'une réduction fort remarquable. 

B" En effet, si on substitue la valeur P = x; (aa-A* ) , on recon- 

naîtra que la quantité sous le radical se décompose en deux facteurs 
distincts, l'un qui ne dépend que de a, l'autre qui ne dépend que 
de 4, de sorte qu'on a 

Si on observe maintenant que pour l'objet proposé il faut prendre 
l'intégrale par rapport à 4, depuis + = O  jusqu'à 4 =+ .. e t  
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l'iiitégide par rapport à r r ,  depuis a = A jusqu'à rc = a ; an rerra 
que ces deux intégrales sont entièrement indépendantes l'une de 
l'autre, et qu'elles peuvent être cherchées isolément, ce qui per- 
mettra de réduire l'aire entière de l'ellipsoïde à des quadratures 
algébriques, et méme , comme on le  prouvera ensuite, aux seules 
fonctions elliptiques. 

ces intégrales devant être prises depuis 4 = O jusqu'à 4 = 
Soient encore 

ces intégrales devant être prises depuis a = A jusqu'à a s: d. 

La surface cherchée sera 
B S = - PM- AEQN. 
A 

'Ainsi tout se réduit à trouver les quatre intégrales P, Q, M , N , 
dans les limites désignées. * 

a 
Pour simplifier les formules X I  et N , soit tang = 6 tang a; 

aL-b' A2 ca na-ba 
ensuite n = - et c" - - 1 - - -  B a  - p . = ,  il résultera de ces 

6" 
substitutions 

CE? U A  - - ï ï  (n,  c', mW) + n sin2@) i ( i  - c'"sin2w) - bB 
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Mais p3r les réductions eonnues , on a 

Donc en étendant les intégrales jusqu'à 4 =: f ?s , on aura pour les 
valeurs complètes de BI et N , 

( I  34). A l'égard des intégrales P, Q, comme a est toujours corn4 
pris entre A et a, si i'on fait A= a sin p , on pourra prendre 

a' sin' p 
aL ;= - 

1 - cosP ,u sinP < ' 
et la substitution donnera 

P = ab sioaPf d: v(i-bfa - sin") 
( i  - cos'p  sin"^)" 

aa b"-c' - de sorte qu'on a On a fait dans ces formules 6'%= a -F, 
6'. + C'a - - I , et qu'ainsi les modules 6' et c' sont complémens l'un 
de l'autre. 

as-ba Soit le paramètre n= - = cotsh, on aura b =a sin A ,  et b' 
6's - d cos9 p - b, c0s2p = - 

sina A 
, ou cos'p = b'° sin* h ; l'intégrale Q se rap- 

porte donc aux fonctions elliptiques de la troisième espèce, dont 
le paramètre n'= -cosa p = - bla sin2 A, et on trouvera 

1 Q = -  
sin A 

Pour avoir la valeur de P, il faudra d'abord employer cette formule 
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de réduction 

i d <  V(I-a" sinSn - nt sin r cos <A (b', <) -- (b"+nf) 
(l+nl'sinn 3 ) .  - 2(1 +ilr) (I+ n'sinB() 2n1 (~+n') J? (6', p > 

Faisait ensuite p = t .n, on aura les intégrales complètes 

aa P =i 2 -[COS'AF'(~/) sin A +sinahE1(b')-(1-2 sinSh+h'%in4h)n1(~z~ s')] 

1 COS'A Q=-F' 
sin A 

nl(n', b'>. 

(135). Maintenant si dans l'expression de l'aire S on substitue Ies 
valeurs trauvées de M, N, P, Q, il en résultera 

a" s = - ri1 (n, cf)   cota^ F1(b') + E1(b') + (sin" - CO~'A) ïi' (nt, b')] 
2 

Par un premier développement qui fait disparaitre les termes où les 
deux fonctions II1 sont multipliées, on obtient 

Mais par les valeurs connues des fonctions ri', on a 

n1 (n, cl )  = sinal$ l(d) + siil A cos A 

w', 4 [+*+F1(c) F(b', A)-F1(c) E(b', A)] 

- E1(c) F(8, A) 

F ' (b) - cos'hII1(n', b') = sinW '(6') + sin A cas A 

A (F, A) F ' (4 E (b',~) - E' (bf)F (8, A)]. 

Substituant et faisant les réductions auxquelles donne lieu la for- 

niule c oiinue : F F1  (c') E1 (&) + FI (hl) El (d) - F1(b') F a (cf )  , on 
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Prouvera 

sin h + ~ ' ( h ' ) - ~ ( b ' ,  A ) + - A  C O S  A (6', A)]:  

J'observe qu'on peut encore simplifier ce résultat en prenant un 
nouvel angle v tel que F (b', h ) + F (8, v ) = F' (b') ; il faut pour 

C cela qu'on ait c' tang A tang v = I , ce qui donne cos v = -- on aura 
a' 

sin v cos v en même temps E (b', A)  +E(bl, v )=El ( b f )  -f- -- 
A Cb', VI 

. Donc enfm 

l'aire entière de l'ellipsoïde aura pour expression 

an b' ,  ca p-p 
D'ailleurs comme on a bf4 = p. an=c, = -, il en résulte 

C A (6: v ) = b ,  de sorte que la valeur de 8s se réduit à cette forme 

très-simple , 

formule dont on pourra faire l'application immédiate, en se rappelant 
C b2 - ca seulement qu'on a cos Y = a et 8' = - b2 sin" v' 

11 est facile de vérifier cette formule dans les deux cas où l'ellip- 
soïde devient un solide de révolution; car si l'on a a= b ,  la formule 
donne pour l'aire du sphéroïde aplati, 

wb9 I +sin* 
BS = mmn+ sin v -log(;--); -  JI^ v 

et si l'on a b=c ,  la formule donne pour l'aire du sphéroïde alongé, 

ce qui s'accorde avec les résultats connus. 
Nous sommes donc parvenus à exprimer par des fonctions ellip- 

tiques très-simples , l'aire entière de l'ellipsoïde qui, d'après les 
d 
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autres méthodes, semblait devoir être une transcendante beaucoup 
plus composée. 

(136). 11 résulte de cette solution que la série trouvée par la 
première méthode, 

1 1 1 
4 ~ a b  (1 -3P'-- 3.5 - Pm- etc. ; 

5.7 1 
est susceptible d'être sonimée à l'aide des fonctions elliptiques ; 
et c'est ce qu'on peut vérifier directement de la manière suivante. 

Considérons la fonction r (y) ou simplement T , dont la valeur 
développée serait 

on aura par des diffëïentiations successives, 

Mais si on remonte à l'origine des quan~ités P', Pn, Pm, etc., on trou- 

vera que la suite : ( I  f P'ya + P74+ P"J.'+etc.) n'est autre chose 

que l'intégrale prise, depuis p=o jusqu'à q= .;lr, de la différentielle 
d~ - d$ (1 + py'+p"y4+pS;Y6+ etc.) =-- 4 

l- pya 1-(6sin1q+ti cos q)f  
Cette intégrale a pour valeur 

Donc si. on fait pour abréger, R = /[I - ( 6+ o ) y+ d'y" , 
on aura 

d'ou résulte en nid tipliant par dy et intégrant , 
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Multipliant par y+ et intégrant de nouveau, on aura 

ou, ce qui revient au même; 

Il reste à faire dans ces expressionsy= I , ce qui donnera sin +1/$, 
c" 

COS 4 = f ( ~ - d ' ) = E  a ' ~ = ~ ( i - 6 ) . ~ ( r - h ) = - .  
ab' 

donc 
la valeur cherchée 

d'où résulte enfin l'aire de l'ellipsoïde 

et on voit que cette formule s'accorde entièrement avec celle que 
nous avons trouvée par la seconde méthode, puisque les quantités 
k et .\C ne digèrent pas de celles qui ont été désignées ci-dessus par 
b' et v .  

Nous remarquerons enfin qu'on peut déterminer généralement 
l'aire d'un quadrilatère quelconque compris entre deux lignes de 
courbure d'une espèce, et deux lignes de courbure de l'autre espèce. 
Il suffit pour cela de substituer dans la forn~ule 

B S PM-ABQN, 

les valeurs des intégrales BI, N ,  P, Q, prises enire les limites don- 
nées. Il faudra donc prendre les deux intégrales M, N entre les deux 
valeurs de 4 qui répondent aux côtés du quadrilatère dont les 
projections sont des hyperboles, et les deux intégrales P et Q entrs 

25  
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les deux valeurs de s qui répondent aux côtés du quadrilatére dontleJ: 
projections sont des ellipses.Ainsi tous les quadrilatères dont il s'agit 
peuvent être déterminés par des fonctions elliptiques, et les résultats 
deviendront plus simples si on les applique à la zône entikre com- 
prise entre deux lignes de courbure d'une mênle espèce. 

La figure 14 pourra servir à faire mieux entendre les constructions que c e  
chapitre suppose. 

AKB est l'ellipse principale dont les demi-axes sont CA=a , CB = b. 
L'ellipse e t  l'hyperbole auxiliaires sont représentées par ONG et OMI ; elles 

ont pour axes communs CO = A ,  CG = B. 
Ayant pris sur l'hyperbole auxiliaire OMI un point quelconque M dont les coor- 

données sont Ca = a, aM = 6, on décrit avec les demi-axes C a = & ,  Cb=C,  
l'ellipse amC qui sera Ia projection d'une des lignes de courbure de la première 
espèce 

L'ellipse a'm'Cf représente la projection d'une autre ligne de courbure de  la  
même espèce. 

Ayant pris sur l'ellipse auxiliaire ONG un point quelconqiie N dont les cnor- 
données sont Ce= a', eN = €.', on décrit dvec les demi-axes Ce = d', Çf= Cp, 
iine hyperbole emm' qui sera la projection d'une des lignes de courbure de la 
seconde espèce. 

L'hyperbole e'nn' représente la projection d'une autre ligne de courbure de la 
seconde espèce. 

Nous avons fait voir qu'on peut dtterniiner en général par les fonctions 
elliptiques , l'aire de tnut quadrilatère formé sur la surface de  I'eIIipsoïde, qui 
a pour projection nnmfn'. 

aux fonctions eZZ@lljues. 

(137). La nature des fonctions elliptiques étant connue et appro- 
fondie, il importe de ramener à ces quantités le plus grand nombre 
de forniules intégrales qu'il sera possible. Coinme la n~ultitude en 
est infinie et aussi variée que les substitutions qu'on peut mettre 
en usage, nous nous contenterons d'indiquer quelques cas où cette 
réduction a lieu. 

I. On peut réduire aux fonctions elliptiques l'intégrale.. . . . . 
Pd c 

+ Cxa+yr' + f i 6 ) >  
dails laquelle P est une fonction rati~n- 

uelle de x. 
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Car si on fait x'= a , on pourra supposer P = &9 $- N v z ,  
ïîl et N étant des fonctions rationnelles de z , et l'intégrale pro- 
posée deviendra 

dont les deux parties sont comprises dans les fonctions elliptiques. 

Pdx 
II. Toute formule , dans laquelle P est une fa< + C r a  + yz4) 

fonction rationnelle de x, peut se ramener aux fonctions elliptiqiies. 
Car on peut toujours faire P=M+Nx, M et N étant des fonctions 

rationnelles paires de x. Considérons la partie 

Si on fait {/(a + Cxs+ 7x4) = z,  ce qui donne 

il est clair que par la substitution de la valeur de xl> Nxdx ne 
contiendra d'autre radical que I/( Q- 4ay + 4yz4) ; dotic toute 
la difficulté se réduit à intégrer une quantité de la forme 

dans laquelle Q est une fonction rationnelle de 24. 

Mdx Quant à la partie , si on fait j (ct+ gx+yx4) 
h a +  ~9 4 ?id) 

D'où l'on voit que la transformée e n y  contiendra une partie ration- 
nelle et une de la forme . 

RY"~Y - 
V(P - 4 9 ,  + 4.~~1' 
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196 PRERII~RE PARTIE. 
R étant une fonction rationnelle d e y  ; donc la formule proposée est 
toujours réductible aux fonctions elliptiques. 

III. On résoudrait absolument de la même manière la formule 

f~dsa(+~s'+yd), P étant une fonction rationnelle de s. 
Ces deux cas comprennent la formule fPdx (a  + ~ x ' + ~ 3 d j - ~ , '  

ei aussi la formule f Qu'y (a+ Gy +. py3)*a, Q étant une foonciion 
rationnelle d e y  ; car en faisant y e: xa, cette dernière devient un cas 
particulier des deux autres. 

IV. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 

f Pdz ( a + Cs + 7s' + P étant une fonction ration- 
nelle de x. 

Cette réduction peut se faire de plusieurs manières ; et d'abord si 
on fait l'une ou l'autre des suppositions 

la transformée en z sera comprise dans les fonctions elliptiques. On 
peut aussi faire disparaître à volonté Ie coefficient a ou le coeffi- 
cient 6 sous le radical ; il faut faire pour cela x = m + y  , ou 

l 
x = nt + ;, et prendre pour rn une racine réelle de l'équation 

J 
a+ Cm+jvm3+d'm3 =o. Supposons qu'on ait fait disparaiire de cette 
manière 6 , alors on fera a -t. Cx + pxa = z3, ce qui donne 

et eu substituant cette valeur dans la formule proposée, toute 
la difficulté se réduira à intégrer une différentielle de la forme 

- 

Qdz 
\/Ga-4ar + 4 v 3 )  ' Q étant une fonction rationnelle de a. 

V. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule. . . . . : 
étant une fonction ration- 

- nelle de x. 
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Car si on fait xD+ I = xz , cette formule deviendra d'abord 

ensuite comme on a x=; z =f= + / ( z g - 4 )  , cette valeur étant substi- 
tuée dans P, le résultat sera de la forme BI: A= N (/( z t  4) , M et N 
étant des fonctions rationnelles de z. De plus on a 

Donc toutes les substitutions étant faites, la formule proposée sera 
Zdz 

composée de deux parties , l'une de la forme fm[-, z étant 

une fonction rationnelle de a , et Q désignant le polynome a(%-- 3z) 
L'dz .+ g (aa-2 )+PZ+$, l'autre étant de la forme f ~ m c z - w  2' étant 

. .- . 

aussi une fonction rationnelle de z. Donc la transformée en a sera 
intégrable par les fonc lions elliptiques. 

- VI. On pourra donc intégrer de même la formule.. ;. . . . . . , 
P ~ Y  

SV(C + y y u  sy'+W6+ 9<)> P étant une fonction rationnelle de y. 

Car si on fait P = R i +  Ny , RI et N étant des fonctions  aires 
- 

de y, et qu'on appelle R le radical, la partie rentrera dans le . R- 
NYJY cas précédent , en faisant a = O et y'=x. L'autre partie - K 

se réduit à une fonction elliptique en faisanty"Pcx. 

VII. On peut ramener aux fonctions elliptiques la formule 
Pdx - 

SV(I+Cri+ 7x9 
, P étant une fonction rationnelle de x, pourvu que 

a et 7 soient de même signe. 
Car en faisant 7 = anaa et mx = y ,  cette formule se trouvera 

comprise dans le cas précédent. 
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198 PREMIBRE PARTIE. 

Q4 V I E  Soit proposé la formule Z sin,,) , Q éiant 
une fonction rationnelle paire de sin 9 ,  et rn étant plus grand que 
l'unité. 

Pour ramener cette formule aux fonctions elliptiques, soit d'abord 
1 nt=- on voit que a doit être la plus grande valeur de p. s1na cc ' 

Soit donc sin Q s= sin a sin 4, et c = sin a , la transformée sera 

Z= fy(i-f.%C241 , et Q deviendra par la substitution, une fonction 

rationnelle paire de sin +, de sorte que l a  formule proposée sera rad 
menée aux fonctions elliptiques. 

IX. Si on avait la formule Z , rn étant positif et 
-.fi/ci + m s i n w y  * 

d'une grandeur quelconque, il sufrirait pour ramener cette quantité 
m 

aux fonctions elliptiques, de faire = f N - 4, et - - CJ i-!-m- 
- 1  - 

Q@ X. Soit proposé la formule Z = f 
cos + Ir ) , dans 

laquelle f, g . 7s sont des constantes , et Q une fonction rationnelle 
de sin Q et cos q. 

On fera d'abord p = z+ + rn . et on prendra I'indéterniinée ln de 
h illanière que tang m = - alors la quantité f + g cos Q + h sin Q 
g ' 

deviendra de la forme f' 3. g' sina 4, et on aura Q ~ Q  = ( 31 + 
?X s i n 4  cos 4 ) d+,  BI et N étant des fonctions paires de sin-+. 

Rd& sin 4 cos \G La partie -,, , . ,- peut être rendue rationnelle en faisant . vu-gs1n.S) 
f" I g '  sin'+ = xB, ainsi il ne restera à intégrer que la différen- 

tielle - Mdn$ 
v( y2 O-' sin~43 9 et il est évident que cette intégrale ne dépend 

9 que des fonctions elliptiques. 

XI. Si l'on a plus géniralement 

Q étant une fonction rationnelle de sin Q et cos Q ; on fera tangf P= z, 
2% L - Z ~  zdz ce qui donne sin Q= - cos q = - dp = - + %, , et la trans- 

I+Z=, i + ~ '  

farinée en a ne contiendra qu'un radical sous lequel la variable ne 
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passe pas le quatrième degré ; elle sera donc généralement réduc- 
tible aux fonctions elliptiques. 

XII. Soit enfin Z - Q ~ Q  
+ s1 ( y  +a sin2p)7 y 

Q étant une 

fonction rationnelle paire de sin Q; si on fait tang p = m tang $ , 
m" sin" 4  COS"^. ce qui donne sin'q = cosa q = 

n" sin" 4. + c o q  ' mP sin24+ COS: ' 
m d . 3 . l -  

dp = m2 h i s a  J + cosa J , la transformée sera 

Prenons l'indéterminée rn , de manière qu'on ait asrns+ @r72'= 3; 

s 

OU 17t" = --- 
s+gl' 

l'intégrale précédente se réduira à la forme 

Qd f--- et  comme par la même substitution Q devient une v ( A  + B *if '4) ' 
fonction ratioiinclle paire de siii 4, la fornlule Z se ramènera encore 
aux fonctions elliptiques. 

(138). Nous ne multiplierons pas davaniage ces exemples de ré- 
duction ; ils sufisent pour hdiqiier les substitutions à faire dans 
les cas aualwues à ceux que nous avons développés. Nous teririi- 

? nerons en reunissant dans u n  même tableau queIrlues-unes des 
formules les plus simples dont l'application se présente fi-équem- 
ment dans les iiitégrales qui se rapportent aux f o r d o n s  elliptiques; 

JQ Sa = ' ')I Formules principales. 
/A& = E ( c ,  0)l  
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 ad^ - A t a n g ~  C F - E  .îx - 
f A d ~  tang5Q = A tang Q 3- F - nE 

cg 4- acs /AS& = - A sin 9 cos Q + - b* 
3 3 E l - F F  3 

9c'-1 f A d ~  sinsQ = - 3 A sin Q cos Q $- - b' 
%JE. E + F 

1 +c' 

3ca 
ba F. fAdQ cossq = + A sin Q cos cp + - E-- 
3ca 

Toutes ces intégrales sont prises à compter de Q =O: 

(139). Cette intégrale où le polynome sous le radical manque de 
second terme, est généralement réductible aux foiictions elliptiques 
de la première et de la seconde espèce. 

En effet, si on décompose le polynome a+ 6x+ >x'+ 6x4 en 
facteurs réels du second degré , de cette manière : 

et qu'ensuite pour faire disparaître les puissances impaires de la 

variable sous le radical, on suppose s on aura, pour 
' + Y '  

déterminer p et q, les équations 

2 p q + U p + 7 ) + 2 ~ = 0  
2 p q - q p + q ) - I - 2 ~  = O ;  

lesquelles donneront toujours pour p et q des valeurs réelles, en 
prenant convenablement les valeurs de A,  p ,  Y ( art. 5). 

Cela posé, si l'on fait pour abréger, 
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011 aura 

et la transforme'e en y sera 

Soit pour abréger, Y = V [ E  (P + Qy') (81 -/- Nyl)], on aura par 
lc  développement de la quantité précédente, 

Y , on trouve Mais par la différentielle de - 
' + Y  

Substituant dans cette quantité les valeurs de  RI, N, P,  Q ,  onaura 

De là on tire 

Or les intégrales[$ , se ramènent par le i  transformaiions 

connues, aux fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce ; donc l'intégrale V ne dépend généralement que de ces 
deux fonctions, et par conséquent peut être déterminée par des arcs 
d'ellipse. 

(140). Cette intégrale se ramène aise'ment aux fonctions ellip- 
tiques par les méthodes données dans i'article r 37 ; niais le calcul 
mérite d'ktre développé daus quelques cas particuliers, à cause des 

nG 
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202 PREMI~RE PARTIE. 
réductions qu'ils présentent et qui peuvent jeter un nouveau jour sur 
l'usage des fonctions elliptiques. 

Supposons d'abord v positif, p étant à volonté positif ou négatif, 
3 Y si on fait / ( I  + YB")  3: y,  et a3= - - I. , on aura pour 

u 
4.- 

transformée 

Cette intégrale peut se décomposer en deux autres ; soit pour cet 
effet, 

et on aura 
Z = -  3"v (P-Q).  

QZtX 

L'iutégrale Q se trouve immédiatement; car si on met au lieu d e y  
sa valeur en fonction de z ,  on aiira 

Ainsi la quantité Q est donnée par un arc de cercle si ,u est positif, 
et par un logarithme si P est négatif. Tout  se réduit donc à trouver 
la valeur de l'autre intégrale P. 

Pour cela, soit y = I $- xm, on aura 

Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont Ic 
paranlètïe est imaginaire, et nous avons dotiné pour cet objet les 
formules nécessaires. Mais clans le cas de a = 2 ,  l'intégrale P ne 
dépend que d'une fonction de troisième espèce dont le paramètre est 
réel, et c'est ce cas dont nous allons développer le calcul. 

Ayant donc fait ct = 2 , ou v = g ~ ,  il s'agira de trouver l'intégrale 
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4 

Pour cela, soit r = / 3  et x=r tang  f q ;  soit de plus c s :  + i ( 2  -v3) 
;= sin 150, on aura la transformée 

Pour avoir cette dernière intégrale, soit / (I  - c2sin'p) = u sin Q , 
dg cos p du 

la différentielle (*- + in.p) deviendra - - - , et son intégrale 

1 u+' 
aera r -log ( y i 3  -- ; on a donc 

On n'ajoute point de constante, parce que cette inte'grale s'évanouit 
lorsque q = O ,  valeur qni répond à celle de z=o. 

La  valeur de P dépend donc de la fonction elliptique de troisième 
espèce il (- '; ) , et il faut examiner si, à raison d u  paramètre -i, 
cette fonctioil ne pourrait pas se réduise indélinimeiit à une espèce 
inférieure. 

Ayant le module c = f / ( 2 - E; ) , et son coiliplément 
b = 9 V(Z + 1 / 3 ) ,  on voit inîrnédiateiiient que le  paraiiiètre 
n= - se rapporte à la seconde forme du  no 50, et qu'en faisant 

sine= v3 - I.  OP cette valeur de sin 0 est celle qui, suivant l'ar- 
ticle 24, satisfait à l'équation F ( b, 6) = + F1 (6). Donc la réduction 
de  la fonction rl (-a) est possible, et elle s'effectuera par la for- 
mule du no 102 qui donne 

Il s'agit donc de faire les substitutions dans cette f o r n d e ;  or la - 
~ ( b , b )  - 3  valeur connue de 0 donne b, sin - i. , on a ensuile par les for- 

mules du no 5 7 , V = ~ b a s i n 0 s i n 8 , ( ~ + s i n 8 ) ,  cos 8, =; I -sine 
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= î - 1 / 3 ,  sin O,= r sin 8 ; donc V = ;';. On a en second lieu par 
les forii~ules du nGme article, 

7zr /ar sin 9 sin 8, i n'va' sin29 sin 8, * TV = A a s c  tang 3 vu' , + += arc ta*g ,+>i=7-iZEoaB,' 

Substituant les valeurs de 0 e t  O,, faisant de plus 72' = b' ianglQ et 
A va' = on aura 

sin Q cos Q 

sin p cos Q r tan. p +sin Q cos p rA t a ~ g  Q, 
TV = 5 A  arc tang - 

e h  3 A  
arc tang 

Donc la fonction il (- f ) se &duit h la prer&re espèce par la 
formule 

2 rtana Q 2 rA tnng p 
Il(-$)= ( I - ~ ) ~ + ~ a r c t a n ~ - + ~ a c ~  z h  tang 

Substituant cette valeur dans celle de l'intdgrale P, on  aura ellfh 

r tang Q rA tans Q 
-- + 4 arc tang - + $ arc tang -A;- : r siri Q 2 1 

D'où l'on voit que l'intégrale P devient finalelnent indépeizdante des 
fonctions elliptiques, et que son expression ne renferme que des 
arcs de cercle et des logarithmes. Il en est par conséquent de 
même de l'intégrale proposée Z dans le cas où l'on a a = 2, ou 

Si on veut avoir la valeur de Z lorsque a = or, 
S X q = 75,  ce qui donne P = - ; d'ailleurs dans le 
9 

, il faudra faire 

même cas on a 

(141). Les réductions nombreuses qui se sont offertes dans le 
calcul précédent, doivent faire présumer qu'il est possible de 
parvenir au même résultat sans le secours des fonctions ellip- 
tiques; c'est ce qu'on va mettre hors de doute de la manière 
suivante. 

Remarquons d'abord que dans la formule 2 ,  on peut changer à 
volonté le coeficieiit Y en un aulre v', pourvu qu'il soit de même 
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signe, et qu'il suGt pour cela de faire z / v  = z 'vv' .  Soit donc v t - ~  3, 
ce qui donnera pour le cas que nous considérons p s= i, et la for- 
mule proposée sera 

3dz 

1 - x  
J e  fais z = - 

1 + x '  et j'ai la transformée 

J e  remarque ensuite qu'en faisant 

- 2 
on aura $ Z - 2 ( M  - N). II ne s'agit donc que d'avoir les inté-. 
grales M et 'N. Pour cela, 

3 
3 

Soit, a". V(I +x3) = - '" , on aura N - - =- +j?!&* 
U - us- 

Ces deux intégrales sont donc de la même forme, et peuvent s'exa 
primer par les arcs de cercle et les logarithmes. 

S'il fallait les évaluer séparément, elles présenteraient m e  di%- 
culté ; car l'intégrale proposée devant être prise depuis z = O qui 
donne x = I et t = I , l'intégrale BX contiendrait une constante 
infinie. 11 en serait de même de l'intégrale N;  niais comme nous 
n'arons besoin que de la différence de ces intégrales, on peut éviter - - 
entièrement l'infini par un moyen fort simple. 

On voit en effet par la nature de la question, qu'on aura la valeur 
de Z par la seule formule 

3 -dv z = -r7 4 - v 3 '  
1 

pourvu qu'on prenne l'intégrale depuis v = t =: 
x v 2  jusqu'à 

3.  
60 d-$1 

v = u =  . L'intégration étant donc effectuée entre ces 
4( 1 +xl) 
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limites toutes deux variables, on aura généralement 

r 3 z c  ;log 
v3 

a t +  i 

4 
arc Lang -. 

v3 1 - 2t + t" 

Si on veut avoir l'intégrale lorsque z = a, il faudra supposer 
3 +2 

/ ( I  + x3) = w , w étant infininierit petit; on fera donc t = - - 
m # 

a 2  
et u = -, ce qui donnera Z - 

O 
- "v3;  résultat conforme à celui 

4 
que nous avons trouvé par l'autre méthode, puisqu'on a dans ce 
cas p = a. 

(143). Revenons maintenant à la  formule générale, et suppo- 
sons que v est négatif, ou,  ce qui revient au même, considérons 
direc tenlent la formule 

dans laquelle nous supposerons v positif, p étant à volonté posiiif 
3 v ou négatif. Si on fait V(I - vz" ) =y et aa = - - I , on aura la 

u 
1.- 

transformée 
-Y!Y - , 

a3 +y3) V(' -y3) ' 
3r/Y qui peut se mettre sous la forme Z = - (P -Q ) , en faisant 
2 v  

On trouve imniédiatement la valeur de la seconde intégrale 

pour a ~ o i r  celle de la première , soit y = I - x; on aura la nou- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 207 

 elle transformée 

Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont 
le paramètre est imaginaire , et elle peut 6tre ramenée à celles dont 
le  paramètre est réel. Mais dans le cas de cc= 2 ,  la solution se 
simplifie beaucoup et devient tout à fait indépendante des fonc- 
tions elliptiques; c'est ce qu'on vérifiera aisément en traitant la 
formule 

comme celle de l'exemple précédent. 

(143). On peut .aussi, dans le nlème cas, parvenir directement 
au résultat de l'intégration sans le secours des fonctions elliptiques. 
Et  d'abord comme la valeur de v peut être prise à volonté, sup- 
posons v = 3 , ce qui donnera ,u = a  , et la forniule proposée 
deviendra 

3dz - 

3 x 
Soit V ( I - 3 z ' ) = 1 - -  on aura Ia transformée 

z' 

La première partie est rationnelle ; la seconde semble devoir se dé- 
composer en deux fonctions elliptiques de la troisième espèce, à 
cause des deux facteurs du d6nominateur 3x43,  2xa- 1. Mais si 
on examine les choses avec plus d'attention , on trouvera qu'en fai- 

sant )/(3x4+ 6x'-I)=PX, la seconde partie devient - - x& - 
de sorte que la valeur totale de Z est 

Ainsi cette intégrale se détermine entièrement par les arcs de cercle 
et les logarithmes. 
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Une pareille siinpli6cation awa  lieu en général pour la formule 

car si on fait le radical /(a+Cx'+ 1x4) =PX, cette formule 

deviendra Se;-- -C+- '  réduction fort remarquable et analogue à 

celle q u i  sert de hase à la formule du no 46. 
dz, L'in tégrale que nous venons de détern~iner 

dans ses deux différens cas, se trouve mentionnée, page I 16, dans la 
liste que Fuss a donnée des ouvrages d'Euler; mais Io mémoire q u i  
31a concerne n'a pas encore é ~ é  publié. Nous avons voulu faire voir 
par un exemple aussi remarquable , que la théorie des fonctions 
elliptiques conduit d'une manière sûre aux expressions les plus 
simples des intégrales qui s'y rapportent. 

(144). Indépendanunent des deux cas dont nous venons de parler, 
i l  y en a un troisième où l'intégrale Z ne déperid que des arcs de 
cercle et des logarithmes. C'est celui où l'on aurait 

intégrale qui se rapporte à la forniule générale du no 139 ,  en 
faisant v = I , ,u L. - + et a3 = - 4. On  ne saurait alors éviter d e  
rencontrer dans l'intégrale P des fonctions elliptiques dont le pa- 
ramètre est imaginaire ; mais la réduction de ces intégrales conduira 
à un résuhat entièrement indépendant des fonctions elliptiques. 
Nous n'entrerons point dans le détail de ces réductions, et nous 
nous bornerons àprouver par une autre voie, que l'integrale Z peut 
Btre déterminée par les arcs de cercle et les logarithmes. 

Pour cet effet, soit I +a' = 4y3, on aura la transformée 

Mais si on considère l'intégrale T - %, et qu'on fasse 

3 C 2y v3 t'dt 
)/(t7-I)=-- I ,  on aura t= --- -- - 

dt t4y - _ - - -  
* - y  Y Y '  Y v3- v'(4y3-1 1 ' (p- , ) T  

donc 
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donc 

Ainsi on connaîtra l'intégrale Z si T est connu; or  il sufit de 
du 

faire ta =L 
1-u3 J et on aura T =Jx3 ; donc Z se déterminera 

par l'équation 

et par conséquent Z peut s'exprimer par les arcs de cercle et les 
logarithmes. 

Des cas princi$aux où l'on peut éuaher , par Zes fonctions 
d - ' d x  

cZ/+tiptigues , I'intégégrab (P) =Sn , prise depuis 
V(1- xny-q x = O jusqu'ù x = I. 

(145). Ces intégrales dont nous traiterons fort au long daos la 
seconde partie, peuvent se déterminer dans plusieurs cas par des 
fonctions elliptiques complètes de la première espèce. Ces cas sont 
ceux où l'exposant n est égal à l 'un des nombres 3 , 4 ,  6,8 et ra, 
Nous allons les examiner successivenient. 

PREMIER CAS, f i  = 3. 

La seule transcendante à déterminer est 

et sa valeur déjà trouvée (art. 39) est 

4 -3 (t) = 2i 3 * Fr (sin 15"). 

(146). il suGt encore dans ce cas de déterminer la transcendante 
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l'intégrale par rapport à z devant être prise depuis z = O jusqu'à 
z = og ; or l'une ou l'autre des deux formes conduit ;LU même 
résultat 

(t) = PI (sin 450). 

( 1 4 ~ ) .  T o ~ ~ t e s  les intégrales représentées par (t) peuvent être 

déterminées dans ce cas par la seule transceildante 

dx - 23 cos - 

1 La première forme donnera , en faisant = I + zs, le résultat 
¶ 1 ( f ) = 2: 3-7 F1  (sin iS. ). La seconde donnerait , en faisant 

1 <: > 0 3 -- 
za 

-y'- I , le résiiltat - = 23 3-TF1 ( sin 75" ), et de  ces deux 

valeurs on déduit F1 (sin 75e) = i 3  El ( sin 15") , ce qui est une 
propriété connue de ces deux foiictions. 

(148). 11 faut dans ce cas évaluer les deux transcendantes 

dxr .> La seconde, en mettant s' à la place de r , devient 2 - ~ h -  1 -x$) ' 

et sa valeur est (I)  = f F1 (sin 4.P). 

Pour évaluer l'intégrale , nous choisirons la seconde forme (3 
dz où il s'agit d'intégrer la différentielle -- 

V(1+z8) 
entre les limitesz=o, 

. . 

z = m. Supposons cette intégrale trouvée depuis z = O jusqu'à 
a = I , et appelons Q la partie comprise depuis z- I jusqu'à z = m; 
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1 -u"u si l'on fait z = ;, on aura la transformée Q - -[v(i+u4 -- qui devra 

être prise depuis u = I jusqu'à u = O ; en changeant son signe , 
l'intégrale devra être prise depuis u = O jusqu'à u = I ; et conme  
alors on peut mettre z à la place de u ,  il est clair que l'intégrale 

dz' cherchée f&-+tB-l, prise depuis ,z = O jusqu'à z = a, sera égale 

3 l'intégrale T ~f*;), prise depuis z=o jusqu'à z= I .  
i ( l + ~  

Soit I + 2.4 = p f , o n  aura /( I + z s )  = zL I / ( p s -  3 ) , et par 

conséquent T = f "z(l+z') mais l'équation 1 -+ s4 = pz' donne 
z" ( ps-a) ' 

cette intégrale étant prise depuis p = z jusqu'à p = a. 
Soit p E= 2 $- q', on aura la nouvelle transformée 

qui  devra être prise depuis q= O jusqu'à g = m. Soit rn'=a+b/2, 
T/ = rn cot Q et c" = a )/z - 2 , on aura l'intégrale indéfinie 

1 - - F ( c , q ) , et l'intégrale complète 

1 T' = - F1 (c) ; donc enfin la valeur de la transceiidarite cherchée 
m 

(t) sera 

On a vu d'ailleurs (no 6 4 )  que pour cette valeur du module c 
T 

à laquelle &pond le module compléinentaire 6=f2 - I = tang 8 . 
on a F1 (c )  = vzF1(b). Ainsi la transcendante s'exprime éga- (3 

1 1 

lement par a''; F1 ( c )  , ou par 24 F1(b) = 2 4  FI tang - . ( 3 
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(149). Toutes les intégrales comprises dans ce cas seront déler- 
mi~iées, si on connaît les trois transcendantes 

dx - 5 w dz - 26 COS - -- (+)= a y + p j -  1. SV(1+d.> 

les int6grales en x étant prises depuis x = O jusqu'à x = I , et les 
intégrales en z étant prises depuis z = O jusqu'à z = co. 

La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux for- 
mules déji intégrées. En effet, si au lieu de xq' on met x, la seconde 
fornlule donnera 

- 2-4 3-t  F' (sin i 5') ; (:) = 2-yx;:Tl - 
et si au lieu de x3 on met x, la troisième donnera 

Venons maintenant à la  première intégrale qui paraît présenter 
d'assez grandes difficultés. 

En choisissant la première forme, il s'agira de trouver l'intégrale 
a*: 

x=[v(L-xl~l depuis x = O jusqu'à x = I . Pour cela , je fais 
1 1 

sa - IZi = q , d'ou je tire successivenient + x4 = qq' + 2. 2 
1 - - x6=q3+3q, I - xTq'- dx - dx . 
x6 -x" (q3+ 3dY ,,(L-x") - xYV(q3+3q) * 

dx 1 
il reste à trouver la valeur de 11 ; or de l'équation - xn - - 4 3  

1 - L  
on déduit q+ I / ( f  7'+1); donc -si-q'dq+$ 4dq 

x C/(q2-I-4) ' . .. - . 
donc enfin la transformée sera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 2 I 3 
ces deux nouvelles intégrales devant être prises depuis g = o 
jusqu'à q = CO. Si dans la première on fait q = pa,  on aura 

; cette intégrale qui doii être prise égale- 

ment depuis p = O  jusqu'à p = og , se trouvera par la formule du ri0 38, 
2 

et on aura pour résultat dq - - F I  (sin 45.). Sv(e3+t) - i.3 

(150). Il ne reste donc à trouver que l'intégrale 

cette formule rentre dans le cas Y I I  de l'art. I 37 ; on fera donc 
rn4= 12 et qa+ mZ = q z  , ce qui donnera d'abord q4+ 7q* + 12 

q'+ nt' = qz,  on déduit successiveinent 

Donc on aura la transformée 

le double signe 3 est relatif aux deux valeurs de q qui &pondena 
à une même valeur de z. La quantité z a pour nzaximzm, z- nnz,. 
lequel a lieu lorsque q= nz; et la correspondance de ces deux 
variables est telle, que depuis q = o jusqu'à q = nt,  la valeur de z 
décroît depuis c=co jusqu'à z=zm ; et depuis q=nz jusqu'à q=m, 
la valeur de z croît depuis z = 2m jusqu'à a - - 00. 

De là on voit que depuis q = O juscp'à q = m ,  l'intégrale Q sera 
rcprésentée par la différence des intégrales 
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214 P R E M I ~ ~ R E  PARTIE. 
et la somme de ces intégrales représentera l'intégrale Q prise depuis 

9 \ q = nt jusqu a q = CO. Donc en ajoutant ces deux parties, l'intégrale 
totale Q sera exprimée par la seule intégrale 

Soit z = 2m + ps, et on aura enfin la transformée 

laquelle devra être intégrée depuis p = O jusqu'à p = a. Corn- 
4 

parant cette intégrale à la  formule du no 38 , et faisant c = -II3 
l+V3 ' 

on aura pour résultat Q = 4 sin 15. .FI ( c )  ; donc 

et enfin la transcendante cherchée 

'A-insi les transcendantes nécessaires pour faire connaître toutes les 

valeurs de l'intégrale (<T) dans le cas de n= 12, se déterminent par 

les trois fonctions complètes de première espèce F' ( sin 45" ) , 
F' (sin I!?), F' ( c ) ,  

(151). Cherchons maintenant une autre valeur de la transcendante 

,, , prise depuis z = O (t), au moyen de l'intégrale Z - -- 
- J A + z  , 

jusqu'à z = CO. J'observe que si on prend d'abord cette intégrale 
depuis z = O jusqu'â z = I , qu'ensuite pour avoir l'autre partie 

1 
depuis z = I jusqu'h z = co, on mette ; au lieu de z ,  on aura, par 
l a  réunion des deux parties, . 

intégrale qu'il faudra prendre depuis z =O jusqu'à s= I .  
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DBS FONCTIONS ELLIPTIQUES. 2 15 
Soit I + z 4 = p z 2 ,  on aura 1 + z l ~ = z ~ ( p ~ - 3 p ) ,  donc 

dz ( 1  -t- 4 , - - ,  P--. 
V(1 + z q  z V(p3- 5p)  mais de l'équation I -+ a4 = pz', ou 

z 1 tire - - - ~ E P  
I; - a  ' ~ ( ~ " - 4 ) ;  donc on a la transformée 

laquelle devra être intégrée depuis p = 2 jusqu'à p = m. 

Ceite formule est semblable à celle que nous avons traitée dans 
l'article précédent; on  fera donc de même m4 = 12 , p' + mg= pv, 
ce qui donnera 

p + m = p +  1/(0+2111) 

et il faut remarquer qu'il n'y a point ici d'ambiguité, parce qu'on 
a toujours p ) nz. On aura ensuite 

donc on aura la transformée 

dont les deux parties doivent être intégrées depuis v = /(2m2+7) 
jusqu'à v =m. Soit V(21nn+7) = 2  $- / 3 = p ,  et v-+ 2rn=xa, la 
prexnikre partie deviendra 

a m l u  Soit encore x s s  -, et c'= r*-am , OU C =  
coszq 2.d 

, et la 

transformée sera -T dQ , dont la valeur dans les lirniic~ ' f (l-ca in2ip) 
2 ( /a l *  

1 
requises = ---= F' (c) .  

2 V ~ P  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 PREMI~RE PARTIE. 
v a +  3 3  On trouvera semblablement qu'en faisant 6 s - ,+-Y l i  seconde 

1 intégrale a pour valeur --= Pl (b) ; et le nlodule de celle-ci a 6th 
2 V'W . . 

désigné par b ,  parce qu'en effet d'après les valetirs trouvées, on a 
ha-/- c s s  I , de sorte que ces modules sont coniplémens l'un de 
l'autre. Cela posé , en ajoutant les deux parties , on aura l'inlégrale 
cherchée 

ce qui donnera cette seconde valeur de la transcendante , (3 
(f)  = 2-% [F1(l)+ F1 (c) ] .  

Egalant les deux valeurs trouvées, on a une première relation entre 
les trois fonctions F'(si1i45~), F' (b), F' (c) .  Mais on peut en obtenir 
une seconde qui scrvira à établir les rapports des fonctions F' (b) , 
F' (c) , tant enlre elles qu'avec la fonction F' ( sin 45"). 

(152). Pour parvenir à ce résultat, il faut chercher directement 
l'intégrale 

x'dx 
9 

1 - X I % )  

laquelle étant prise depuis x x:= O jiisqu'à x x:= I , sera la valeur 

de la transcendante . Soit d'abord x4 = I -p, on aura la 
transformée 

qu'il 

Y = 
r8- 

faut intégrer depuis y = O jusqu'à y = 1. Si l'on fait ensuite 
4 

3 ,  y4 + v a  = yaz, ce qui donnera ya = f z - (/(f 2%-Y') , 
3y4 + 3 =y"za - 2v'- 3), la transformée en z sera 

z 

Soit as- zr9- 3 = 244, et on aura pour dernière transformée 

+ u'du uBdu 
M =[v(u i -  2,2+- - S y ( u i  + a:+ 3) 

d'où 
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DES FOISCTIOSS E1,LIPTIQUCS. 2'7 
d'où l'on voit que l'intégrale cherchée ne dépend que des fonc- 
lions elliptiques. 

En vertu des limites fixées , Ics deux dernières intégrales devront 
4tre prises dcpuis u 3 I jusqu'à u = m. Mais comnie chacune de 
ces intégrales deviendrait infinie dans la dernière limite , il faut, 
pour éviter cet inconvénient, faire 

Par ce moyen, les deux intégrales P et Q seront toujours des quan- 
tités finies, et après avoir trouvé leurs valeurs con~plètes Pl, Q', on 

eu déduira M ou (i) = + (P1+Q1) .  

(155). Pour avoir l'intégrale P , soit @ = 2 / 3  - 3 ,  et u' - 
6" F - Cs ) = p , ou us = f p f G, on aura la tr~usforniée 

P = f ~~~~~ ). Soit ensuite p = g tnnga + p et c3 = $, on aura 

cette intégrale se trouve par les formules de l'art. 138 , et on a 

Il faut maintenant prendre cette intégrale depuis = O qui répond 
à u = oo, jusqu'à la valeur de p qui répond à u = I ; on a dans 

1- 
cette derniére liinite taug 2 = \/(1-6- , ou cos p - c -\/(SI* 
O r  j'observe que i'angle Q ainsi déterminé, est celui qui pour le mo- 
dule c = /:, donne F (9) = $FI; car nous avons trouvé (art. 24) 
qu'on satisfait à l'équaiion F (S)= + FI, par les valeurs cos 4 = VC, 
sin # = V(I - C). Si ensuite on suppose F (p) + F (4) = FI, ou 

1 
iaiig q tang 4 = Z= /2 , on en déduira tang q = 

cos Q = \/(s), ce qui est la valeur de p dont il s'agit. Au reste 
(1-1 

en faisant a'= 2 i 3  + 3,  on aura p h  simplenieii t cos = z, 
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2 I S PREMI~RE PARTIE. 
puisque la valeur de Q est celle qui donne F (9) r=: Fr, on aura eii 
même temps par les formules du no 32, 3E (q)= 2 ~ '  +c2sin Q, sin 4 
x:( 2 -sin 4), ce qui donne 

2 4 Q V ~  
(q) = + 3 (&+,)2' 

Substituant toutes ces valeurs dans celle de P, il viendra 

(154). Venons maintenant à l'intégrale Q. Si I'on fait V(u1+ua) 
&- = - - u3+ q, ou ua = 9, an aura d'abord Q = f 4v(t q, Soit 

24 I/(al- q")' 
dw cos2 O 

ensuite q = cc cos", et on aura Q = - 
i - $ sin" w ) ' d'oii 

l'on tire 
Q = /a. [2E (w) -F (w)] + const , 

le module de ces fonctions étant toujours c = f f .  . . 
Cette intégrale doit être prise entre les deux valeurs de w , qui 

donnent u = I et u = CO ; dans la seconde limite on a w = a a, 
- et dans la premikre coslw = '( l +a')  - ' - ou cosa@ =C ; 

u a 

car des deux équations as= 2 / 3  + 3, Cs = 2 c/3 - 3, on déduit 
CL"@ = 3 ,  OU  CL^ = v3. Mais puisqu'on a cos w = VC', l'angle o 
est le meme qui a été désigné dans l'article précédent par 4, et on 
a par conséquent pour la valeur complète de Q , 

donc 

Si on ajoute maintenant les valeurs de P1 et Q', et qu'on ait égard 
2va aux réductions que fournissent les équations )/( f C) = ,;-=;, 

a4 = 6ua+ 3 ,  on trouvera que les parties algébriques se détruisent 
mutuellement, et qu'on a 
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3 

.Mais le facteur va-  /+C se réduit à --; donc enfin la valeur 
v d z a  

de la transcendante cherchée (') = t (P '+Q' )  sera 

1 (i) =*) wl-FI), 
oùl 'ona  v =  j5, et e = v I / ( ~ f  ( /3 )=av  COS 15.. 

Ce résultat peut encore se simplifier; car  d'après la propriété 
connue des fonctions Er, FI, dont le module est sin 49, on a 

F- - - F1 (2E1 - F1 ) ; donc la transcendante 
a (') s'exprime par la 
seule fonction de première espèce F', au moyen de cette formule 
très-sinlple 

1 54- 

( $) = c ~ i n 4 5 ~ ) -  

(1  55). Soit pour abréger F' ( sin 450) = B, FI (sin I 5") = C ; 
1 - - 

nous avons déjà trouvé ( :) = - C . ( i) = + B, et 1, résuita, v 
1 Q 

précédent donne nous allons faire voir qu'avec 

ces seules données, on pourra déterminer la transcen2~1ite . (3 
vr sin s 

En effet il résulte des fornlules connues ('1 qu'on a 
/ M , R  T 

et (!) = z4f sin m (=), O étant - 12 ou 19, et M. représentani 

la transcendante ; de l i  on tirera (3 
1 d 

23aB 23 v cos i 5' RI,=(;)=---  3 - 3 .B.  

Ainsi la transcendante ne dépend que de la fonction B. filais (3 
les autres valeurs trouvées de cette transcendante vont nous fournir 
de nouveaux résultats. 

On a trouvé par la premibre méthode (art. I 50) , 
1 - - 

2 = 5 (+) = y B + 36 sin ~so.P'(c). 

Z 

(') Voyez les articles g e t  18 de la seconde Partie. 
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2 20 PREMILRE PARTLE. 
Donc en comparant ces deux valcurs , il en résultera 

d rv cos 15" 
F'(c) = 3 B = 3 F1 ( sin 45"). 

Si on compare 1s i~iènîe valeur à celle qui est résultée de la seconde 
méthode (art. r 51 ) , on aura 

donc F1 ( 6 )  -/- F1(c) = %cos i!? 

3 B = 4 F '  (c) , ou 

F1 (L) = 3F1 (c). 

Ainsi l'égalité qui avait été trouvée par approximation ( no 8 4 )  , 
se trouve confirmée par une démonstration rigoureuse , démons- 
tration qui pouvait être regardée conime un problème d'analyse 
fort dificile. 

L e  niodule c et son complément b qui donnent lieu à cette ré- 
duction siiignlière , sont tels que si on fait c = siti 0 , b = cos 0 , 
on aura siri 28 = tanga 15', et tang (45" + B ) = d ( ~ ) ,  OU 

. . 

rang (45" - 0 )  = \/cos 30'. 
On voit de plus que les fonctions F1 ( I )  , F1 (c) s'expriment l'une 

et l'autre par la fonction F' (s in  4 5 0 ) ,  de sorte qu'on a 

2 cos 15° F1(c) = - FI (sin 450) 
6 a7 
4 

F' (b )  = 2 i 3 .  cos r 50. FI( sin 450 >? 

Ces rapports sont d'autant plus remarquables que les fonctions 
F1 (b), F1(c) sont jusqu'à présent les seuls exemples de fonctions de 
la première espèce qui aient un rapport connu avec une autre 
fonction de nlênle espèce F' (sin 45') , sans que les deux fonclions 
comparées soient comprises dans une même série ou échelle formée 
d'après un module donné, et  sans que leurs modules soient cornplé- - 
mens l'un de i'autre. 
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Q a o r p u a  l e  nom d'Euler soit attaché à presque toutes les iIiéories 
importantes du Calcul intégral, cependant j'ai cru qu'il me serait 
permis de donner plus spécialement le nom d'int&pales Eule'riennes, 
3 deux sortes de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet 
de plusieurs beaux Mémoires d'Euler , et forment la théorie la 
plns complète que l'on connaisse jusqu'à présent sur les intégrales 
définies. 

S xP-'d.z 
La  première est l'intégrale qu'on suppose prise entre 

V(1-xn)"-9 

les limites x =z O , x = I .  NOUS la représenterons, comme Euler, 

par le caractère abrégé . (3 
L a  seconde est l'intégrale J d J e  (log ;y-', prise de iuèrne entre 

les limites x = O ,  x =  I .  Euler représente cette intégrale par lé 

symbole [$], en supposant que n soit égal à la fraction ration- 

P nelle -; nous la représenterons plus généralement par r ( a ) ,  et 
4 

nous regarderons r (a) comme une fonction continue de a. 

Ayant pour objet de réunir dans cet ouvrage tout ce que la théorie 
des transcendantes, et surtout celle des intégrales définies, offre de 
plus remarquable, j'ai dû  y comprendre la théorie des intégrales 
Eulériennes. C'est pourquoi je la donne ici , à quelques additions 
près, telle que je l'ai déjà publiée dans les Mémoires de Z'lnstitut , 
pour l'année 1810. 
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SECONDE PARTIE. 

(1). L'expression (:) par laquelle nous désignons l'intégrale 
, - 

- , prise depuis x 2:= O jusyu'à x = I , est en général f xp-rd; 
V ( 1 - x  1 

une fonction des deux exposans p et q ,  et de l'exposant n ,  qu'on 
regarde comme des nombres entiers. Mais nous supposons n cons- 
tant, et notre but est de comparer entre elles les diverses valeurs 

de (g) qui répondent à une même valeur de n, afin de réduire 

au moindre nonibre possible les transcendantes que cette expression 
renferme. 

Nous observerons d'abord que les deux exposans p et q peuvent 
être échangés entre eux. EH effet, si on fait; xn = I -yn, on aura 

et la transformée en y devra être intégrée depuis y = I jusqu'à 
y = o. En changeant son signe, elle devra être intégrée depuis 
y = O jnsqu'à y -e I ; et comme alors on peut mettre x à la place 

on, suivant notre notation , 

ce qui est la propriété énoncée. 

(2). 11 faut faire voir maintenant que si dans la fornlule , (% > 
l'un des deux nombres p et q est plus grand que n ,  la formule 
se ramène aisément au cas où p et q sont compris l'un et l'autre 
dans les limites I et R. Pour cela soit Z = xk ( I - xn)', on aura 
la diff6ïentielle 
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DES INTEGRALES EULERIEKEES. 225 

d'où l'on tire en intégrant , 

Donc si on prend les intégrales entre les limites x= O ,  x =: I , et 
qu'en même temps on suppose k > O, et r > O ,  afin que Z s'éva- 
nouisse dans les deux limites, on aura 

d'où il suit qu'en faisant k -f- n = p et  r = 4 il viendra 
IL ' 

-4u moyen de cette formule , toute fonction , dans laquelle on a (9 
p > n,  se réduira successivenlent aux fonctions ("T") - , TT) ,  etc.; 

jusqu'à un terme ( P  - < ") ou (8)) dans lequel p' sera le reste de la 

division de y par n. 
Arrivé à ce terme, si de son côté 7 est plus grand que n ,  la fonc- 

tion ($) qui est la même que , se réduira suceessiremenf aux (3) 
fonciions (51), (y)> etc. jusqu'à un terme ($) ou ( 5 )  a 

dans lequel q' sera le reste de la division de q par n. 

De lh on voit p ' o n  peut toujours supposer 1s fonction (9 
réduite à une forme où p et g soient compris tous deux dans 'la 
suite I , 2 ,  3 . .  . .n. 

(3). Cela posé, il y a deux cas principaux où on peut trouver 

in~médiatement la valeur de - ; c'est lorsque n est égal à l'un des ( Y  1 
deux nombres p et q ,  ou lorsqu7il est égal à leur somme. 

t 

Soit , IO. g = n , on aura immédiatement (e) = J'xp-l ds = 
. - 

xJ' - + C, intégrale qui ,  étant prise depuis x;==o jusqu'à x= I , 
P 
se réduit à '; d'où résnlte 

P 
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224 SECONDE PARTIE. 
Soit ;  2*.; p + q =  n ,  ou p = a ,  q = n  - a ;  on aura 

fokmh rationnelle 

intégrale qui doit être prise depuis z = O jusqu'à z = co ; or par les 
formules connues (Rd. , Cak. intég., tom. 1, pag. 2 5 2 )  , cette 

7r 
intégrale = - 

na' 
Donc si on fait = o , on aura 

n sin - 
n 

Excepté ces deux cas généraux, toutes les quantités désignées par 

($) sont des transcendantes plus ou moins con~posées, selon la 

valeur de n , et ne sont point susceptibles d'une évaluation exacte. 
l!&is pour chaque valeur de n , on peut exprimer toutes ces trans- 
cendantes au moyen d'un petit nombre d'entre elles, et c'est l'objet 
de: recherches suivastes. 

(4). Observons d'abord qu'enmettant p+n à la place de p ,  I'équa- 
tion (b) donne 

On aurait semblablement 

etc. 

Donc en général , i étant un nombre entier positif à volonté, on 
aura 
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mettant p + r au lieu de p , on aura semblablement 

Divisons ces deux formules l'une par l'autre, et faisons pour 
abréger, 

- ( P + ~ ) ( P + -  M o -  
P . ( P + ~ + ' )  

etc., 
nous aurons 

Supposons r positif et < n ; dors il est clair que la quantité 
- - 

p + r - 1 - i + i . n  -) sera plus petite que ('> + '6 y) et plus grande 
( q -  
que (p+ '+ a '  n). Car si on considère diverses forniuler (:) gui ne 

a 
diffèrent que par l'exposant p;  comme ces formules désig~ent cha- 
cune l'intégrale, prise depuis x = O jusqu'à x= I , dune di&-- 

xp-'dz rentielle - X 
dont le dénominateur est le même pour toutes, 

il est évident que l'intégrale sera d'autant plus petite que p sera 
plus grand. 

Mais la formule (b) donne 

Donc on a d'une part le rapport 
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et de l'autre ce ndme rapport < p $ - q i - i + i . n  -- - .  Si l'on veut donc 
p.+. i f 1 . n  

que ce rapport soit compris entre les limites I et 1 + l, il faudra k 

prendre i + I > '' - P ,  ot alors on aura 
I t  

Fr' étant plus grand que k. 

On sait par cette équation combien on approche du rapport 

de (:) à (T) , en prolongeant le produit M. M' W.. . . jusqu'i 

un terme Mci); et il est clair qu'en continuant ce produit à l'infini, 
on aura la vraie valeur de ce rapport, laquelle sera 

Maintenant si dans cette équation on échange entre elles les lettres 
q et r, les quantités Mo, W, MW, etc. resteront les mêmes, de sorte 
qu'on aura encore 

- Mo M'M"Mm, etc; 

Donc par la comparaison de ces équations, on obtient la formule 
générale 

Cette formule dont la découverte appartient B Euler, est une sorte 
d'équation aux différences finies, qui renferme presque toute la 

théorie des transcendantes . Et d'abord nous allons en déduire (9 
i'eapression générale des quantités (;). 
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(5). Les formules (c) et (ci) donnent les valeurs exactes de la 

fonction (;), toutes les fois que L'un des deux nombres p et q ou 

leur somme est égale à n. Supposons maintenant qu'on connaisse 

de plus toutes les valeurs de (:) lorsque p + q = n - I , et dési- 

gnons en général par A, la fonction r-:- ') , ensorte qu'on ait 

n - a - i  ....................... = A,. (f). 

On aura donc successivement ) = A ,  ( ~ 3  = A, ; 

(F~) = AI,  etc. ; et parce que (:) = (:) , on aura aussi 

2 

($)= - 2  
AI>  (a) = A , ,  etc.; donc en général 

D'où l'on voit que le nombre des auxiliaires A ,  , A,, A,, etc., se 
n - a  n - i  réduit toujours à - ou - 

a , selon que n est pair ou impair. 
a 

Par exemple, si n = 7,  il y aura trois auxiliaires A, = (3 
A,= (4)) A, = (i) , puisqii'on aurait A4 = (2)  = A., et A,= 

(;) = A.. 

Si n = 8 ,  il n'y aura encore que trois auxiliaires A ,  , A,, A3 ; 
car on  aurait, en vertu de l'équation ( g  ) , A4 = A , ,  A5 = A, , 
As = A,. 

Cela posé, au moyen des équations (c), (d), (e) et des auxiliaires 
données par l'équation ( f ) ,  nous pourrons trouver l'expression 

générale de (9) dans deux ,cas généraux, IO. lorsque p + 7 esk 

< n ; a'. lorsque p +- q est > n. Voici comment on' y parvi& 

n - i  
(6). L'équation ( e )  donne immédiatement (n -:- ') . (T) 

= (" - 1 a - 1) . (5); substituant dans celle-ci les valeurs eon- 
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nues par les équations (d) et (g), on aura 

A, sin au . . . . . . . . l . . . . . :aL. I . . (h ) .  sin m 

Ainsi on connaît toute fonction (5) dans laquelle l'un des deux 

nombres p et q est égal à l'unité ; si pour plus de simplicité , 
on met a à la place de n-a - I , on aura pour le même objet 
la formule 

A,sin(a+i)m (4) = --- . . . . . . . m . . . . . . . . . . . . . .  . 
sin w (il 

- (n-;-2). ( y - 1 )  La niême équation (e) donne -- -- -, 

et substituant les valeurs connues, il en résulte : 

C-a- sin u 

Ainsi on a la valeur de toute fonction ($) dans laquelle p + q 
? I t  - 2. 

De l'équation (e) on déduit encore iiamédiatement 

ce qui donne 

A,A,,, A , ,  sin ( a f i  ) ai sin (a+ a)  o - 
siu o sin 2 w  

'Ainsi on connaît la valeur de toute fonction , dans laquelle (9 
p + q = n - 3 .  

En général l'équation (e) donne 

n - a - k  

et en mettant les valeurs tirées de l'équation (h) , il en résurte 

Donc on aura en général 

A,A,+, . . .A,+L, sin(a+i) wsin(a+n)o. . .sin (n+k-1) m ce)=- . - 
A,&. . . A&+ s inws inzw, .  .s in ( k - i ) w  

...@)a 
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C'est la valeur de toute fonction , dans laquelle p + q est 
moindre que n. 

(3 
(7). Pour avoir l'expression générale de ( 5 )  lorsque p -+- q est 

plus grand que n ,  observons que l'équalion je) donne aussi 

c-a+J).(+)=(n-:+h).Ç-a+k+l a a ->- 
Or par l'équation (b) on a 

par l'équation ( i )  on a 

et par l'équation ( h )  on a 

substituant toutes ces valeurs, il viendra 

k Ai, s i n ( k + ~ ) w  )--. ("-"zk+" - k $ - 1  Aa-k-, sin (a - k -  1 -. )a (-a' a ?. . .cl). 

Tout  se réduit donc à trouver la valeur de ("-:"). 
Or l'équalion ( e )  donne 

substituant les valeurs connues, il viendra 

1 w sin u 
c- c-:+?- - . . . . . . . . . . . . . . A,-, ' sin nw sin ( a - 1 ) w Cnl) 

De là et de l'équation (1) on déduit successivenient 

A A  w sin e sin zo sin 3u - -- 
3 * Aa,,Aj-2Aa,3 ' sin n!c, sin (a-i ) a, sin ( a - ~ )  e sin (a-3)  w ' 
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et en général, 

Cette formule donne la valeur de la fonction (:) lorsque p + y 

surpasse n ; ainsi en la re'unissant à la formule (k) , on a généra- 

lement l'expression de toute fonction , en supposant seulement ($1 
-n- I ,  coniîues les fonctions seniblables pour lesquelles p 3- q - 

et on a déja remarqué que le nombre de ces auxiliaires est rite OU 

I l -  1 -, selon que n est pair ou impair. 
2 

(8). La formule (n) pourrait être regardée comnie une suite de 
la formille (Ir); et on n'aurait ainsi qu'une seule et même formule 
pour toutes les valeurs de p et q;  mais alors on aurait besoin de 
nouvelles auxiliaires A,, A-, , A-,, etc., et il faudrait en fixer les 

W 
valeurs ainsi : A, - - ou plutôt i étant infiniment petit , 

sin oo' 

&=A=', A,,=- A,, A,,= - A, , etc. C'est pour éviter 
,-in Z J  z 

l'embarras de  ces substitutions, surtout dans le  cas de A,, que nous 
avons donné les deux fornzules séparhent .  

Il est assez étonnant que l'expression générale des fonctions 

($) ait échappé h Eulur ; on voit cependant qu'il s'était occupé 

spécialement de cette recherche, par le passage du tome V des 
Nova ncta Petropol., pag. 125, où il dit : fleque tamen hinc rcdlzuc 
elzscat quânam lege ornnes determinationes progrediantur , qua~zdo- 
quiclenz valores certarursz formularz~nz continu6 ~nagis evadunt com- 
plicati. . 

Nous remarquerons au reste que les formules (k) et (n) qui 
contiennent l'expression générale dont il s'agit, peuvent être re- 
gardées conîme l'intégrale complète de l'équation aux différences 
finies (e) ; de sorte qu'on ne peut tirer-de cette équation aucune 
conséquence qui ae sait contenue dans les formules (k) et (II). C'est 
ce qu'il serait facile de de'montrer par les méthodes que l'on suit 
dans ce genre d'analyse, et qui,  pour la plupart, ont été indi- 
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quées par Lagrange dans les Mhnoires de YAcacltïnie de Berlin, 
an. 1775. 

(9). Voici maintenant quelques forn~ules particulières qui 1116- 
ritent d'être citées. De l'équation (e) on déduit les deux suivailtes , 

multipliant ces deux équations entre elles , et mettant dans le pro- 
duit les valeurs connues par les formules (c) et (cl), on aura 

d'où il suit que la saleur de (E;) se déduit immédiatement de 

celle de (g), qui est en quelque sorte son complément. On a 

en particulier , 
( E )  . (=) = am co t  av ...................... 

I I  -aa (S > 
Ainsi connaissant les valeurs de lorsque a n'excède pas + n , (3) 
on en déduit les valeurs de ( f ) lorsque n est plus grand 
que f n. ' 

(IO). Pour examiner plus particulièrement les foiictions de la 

forme ( ) , reprenons la valeur primitive de ces fonctions , 
laquelle est 

(.") = f xa-'dT ; 
V(1 - x ~ ) ~ - =  

si l'on fait 
zn 

1-an=- 4s" ' ou xni;-C;$q1 -am),  

la transformée sera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



232 SECONDE PARTIE. 
Quant aux limites de cette nouvelle intégrale, il faut observer que 
les valeurs xn= O ,  xn = +, xn 3 I donnent respectivement z=o , 
z = I , 4 = o. D'où l'on voit qu'il faut prendre deux fois l'intégrale 
en z ,  &puis z = O jusqu'à z= I .  Et comme alors rien n'empêche 
de mettre x à la place de z , on aura 

cette intégrale est ainsi réduite à la forme la plus simple dont 
elle soit susceptible , puisque le radical n'est plus que du second 
degré. 

( I  1). Si dans cette formule on met n -- a à la place de a , 
on aura 

de 19 et de l'équation (q) résulte cette formule remarquable 

(1 2). Puisque les fonctions ( :) sont les plus simples entre Ics 

fonctions ($) non comprises dans les forniules (c) et (1), i l  sem- 

blerait convenable de les substituer aux auxiliaires désignées par A., 

pour exprimer par leur moyen toutes les fonctions . (;> 
Dans cette vue, désignons en général la fonction ( ) par DI, ; 

comme on peut supposer a < n, on aura par la formule (k) , 
A,&+, ... AI-., ,Pin (a + i ) msin(a+z)o.  ..sin ( n - n -  1 )  ri Ma = sinu sinzw.. . s in (n-na-  1) m AXA%. An-sa-r 

D 

valeur q u i ,  au moyen des équations A;-,=, = A, , sin ( n  -k) @ 

c sin km, se réduit à cette forme 

AuAu+,. . . A  ,,-, sin (a+ 1) o sin ( a + 2 )  W . .  .sinaau Ma= - - ........ ( t ) ;  AIA,. . ..Ag-, . sin u sin nu. .. siu a@ 
d'où 
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d'où l'on tire successivement 

sin aw 
MI = A,=; 
- A,& sin 3 w  sin 4w M. - - 

A, sin a~ sin sm 

A3A4A5 sin 4. sin 5. sin 6w l'il3 - - - 
A,A, sin s sin 2o sin 3m 

etc. 

Ces équations, qu'on peut mettre aussi sous la forme 

sin u A, = M, . -- sin a ~ ,  1 
ApAf - M. sina ao -- AX MI ' Sin 3o sin 4o 

A4A5 , MS sin2 3w 
--.y m, M, m 5 w  sin 6o 1 

etc. J 
serviront à déterminer les auxiliaires A, , A,, A,, etc. au moyen 
d'un égal nombre de quantités M,, M,, M,, etc., prises dans 
l'ordre convenable. 011 pourra donc exprimer par ces dernières 

quantités toutes les fonctions (() qui répondent à une même 
valeur de n. 

Mais il faut observer que ces substitutions ne peuvent s'effectuer 
que pour des valeurs particulières de n, et qu'ainsi par l'emploi des 
auxiliaires &fa, on ne peut parvenir à des formules aussi générales 
que le sont les forniules (k) et (n). 

(1 3). Considérons maintenant la formule 

si on fait x? = f +f )/(I - an), on aura la transformée 

dans laquelle il fandra prendre l'intégrale depuis 2; = O jusqu'à 
z = co , et qui d'ailleurs suppose a < + n. Mais en vertu des égua- 

90 
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234 SECONDE PARTIE.' 
tions (e) et (p), on a 

donc @ = 2 COS au . - , OU, en substituant la valeur donnée 

par l'équation (v), 
C n '") 

Cette formule n'a lieu que lorsque a est < n ;  si a est > $'n , on 

(: 1 3 , i a ~ p i i e  sera commencera par prendre la valeur de - 

ei on en déduira celle de Y au moyen de l'équation (1). On aiira ("> 
étant > t n : 

Si l'on compare maintenant les équations (ï), (x) et ( y )  , 
on en tirera les formules 

la  première ayant lieu lorsque a est < t n , et la seconde lorsque a 
est > t n. 

Lorsque n est impair, si on fait dans la première équation, 
x = I -ys et z = y2 - I , les formules intégrales comprises dans 
les deux membres se réduiront l'une et l'autre à 13 forme 

- 
1 2 .  - 1  . n-2 

n- -y2+ y+ - etc.) ' 
1.2 i .2.3 
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on voit donc que la partie de cette dernière intégrale, prise depuis 
y = O jusqu'à y = I , et la partie prise depuisy. ;=; r jusqu'ày= a, 

a s  sont entre elles :: cos - : 1. 
n 

(15). Considérons de nouveau la formule 

xp-'dx . ( p) =+- a 
V(1 - 5")"-9 

si l'on fait 
x2" 

1 - P Z F 3  

on obtient d'abord 

et en achevant les substitutions, il viendra 

cela posé, il faut distinguer deux cas, selon que a est < i n 
ou > f n. 

Soit, 1". a < f n , on aura par les formules du no I 3 , 

donc 

Soit, a". a > $ n, on aura par l'équation (b), 

mais en faisant a = n- c , on a 
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et  par l'équation (v), on a 

Donc au lieu de l'équation (a') , on aura 

Au reste cette dernière équation se vérifie immédiatement au moyen 
de la fonction P = a"-an / ( I  -t. zn) - 21 qui s'évanouit dans !es 
deux limites , lorsque z = O et lorsque z = oo ; car si on prend 
la différentielle de cette fonction, et qu'ensuite on l'intègre , on 
trouvera 

1 
formule qui ne diffère pas de la précédente, parce qu'en mettant - z 

f 
Z a - j n - i  d~ ciis 

au lieu de a ,  l'intégrale se change en [ S I e . > ,  les 
V'(L +en) 

limites étant toujours s == O ,  z = a. 

(16). Considérons enfin , dans la supposition de n pair, la 
formule 

L n - a - I  
= f na dx . 

v(1 - x n ) " - a  

si on fait x-" = I +en, on aura par la substitution , 

et l'intégrale du second membre devra être prise entre les limites 
z=o ,  z=Oo. 

Maintenant, par la coinbinaison des équations Cx) et ( c f )  , on 
obtient 

et par conséquent aussi, 
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De ces deux-ci on conclura 

d'où l'on voit que n étant pair, il sufit d'avoir les valeurs de (3 
pour tous les cas où a ne surpasse pas + n, et qu'ainsi le nombre 
des auxiliaires nécessaires pour déterminer toutes les fonctions 

n n - a  ( g )  qui répondent à une même valeur de n ,  se réduit à - 
4 OU- 4 '  

selon que n est de la forme 4rn ou 4nz + 2. 

(17). A l'aide de l'équation (6 , on trouvera des relations entre 
les auxiliaires A, , A,, AS, etc. qui réduiront leur nombre con~me 
il vient d'itre dit. 

Pour cela reprenons la formule (t) , 
AGA,+ ,... A ,,-, s i n ( a + i ) c d s i n ( a + z ) o  ... sinzam - 

sin w sin 2 w .  . . airi aa, 9 

elle donne, en faisant n - 2n2, 
,,-, ,-, sin(m-a+ i)osin(m-a+a)w.. .sin(am-la)@. - .  -- 

sin w sin 2 a . .  .sin (m-a) o AIAS. .-Am-a-r 
s 

substituant ces valeurs dans l'équation (cl'), et faisant les réductions 
dans l'hypothèse a < f rn, on aura généralement 

Aa&+i--- Am-i - - a sin (m-1) o sin (m-a) w...sin (m-a+i) 
m. -. 

A.,-,Am-*. . . AmYs sin au sin (a+i) @..,sin (za-1) 6)  
(e'>. 

De là résultent, en faisant successivement a = 1, 2, 3 , etc. , des . . 

équations qui peuvent être mises sous cette forme- 

1 

A,;, = A,. 2; sin w 

ASA3 I + L  A,-, = - .z r t L s i n ~ a  
A, 

A4A5, 21+ sin 5 w  
Am-3  = - 

A, 

A d 7  ,Zl+' A,+ = - 
A3 

msin 7 w  
etc. I 
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Elles devront être continuées jusqu'à ce que le nombre en soit 
n-4 n - a  - 

4 
OU -. 

4 

(18). Par exemple, lorsque n= 12, il y a cinq auxiliairesA,= (y) ,  
A, = (Z) , A, = (!) , A,= (:) , A, 7 ( 9 )  , entre lesquelles on a ces 
deux équations 

1 

As = A , . s ~  sin o 

De sorte que le nombre d'auxiliaires nécessaires se réduit à trois ; 
pour lesquelles on peut prendre A,, A,, A,. 

Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quan- 
tités M,, il faudrait avoir recours aux équaGons (u), lesquelles 
donnent 

sin .1i Ar = Mr.  - 
sin aw 

A,Aj M, sin". a9 
A,A, = ' sin30 sin 

Au moyen de ces équations et des précédentes, observant d'ailleurs 
7r qu'on a o s - 
1s' 

on trouve 

A, = z sin w . M ,  

1 1 A4 = 26sin o.M,. - cos au 

(19). Appliquons ici les résultats que nous avons trouvés dans 
la partie, no 155, et supposons connues les deux fonc- 
tions complètes de première espèceF1 (sin 450) =B, F' (sin 15")=c. 

4 
Si l'on fait comme dans l'article cité, Y E v3, on aura 
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Au moyen de ces valeurs, on  trouvera 

v ( a v  sin o) A, = --.B 
32 

5 
2% sin o A 4 =  - 

3 
. C 

1 

a" v sin o Ag = -- 3 .B. 

Ainsi par les deux seules données B et C , on pourra déterminer 

toutes les transcendantes désignées par , dans le cas de n= I 2. (3 
Ces transcendantes, en excluant celles qui sont déterminables par 
arcs de cercle, sont au nombre de 60, tolites différentes les unes 
des autres. On voit de plus qu'elles se détern~ineront rationnelle- 
ment en fonctions de B et C et du nombre ?t, puisqu'elles s'expriment 
rationnellenient par les auxiliaires A,,  A,, etc. 

Si on  veut, par exemple, avoir la valeur de la transcendante 

( % ), on cherchera d'abord par l'équation (n) sa valeur en fonction 

de A, laquelle est 

faisant ensuite les substitutions et observant qu'on a w =:, il 
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(20). Ayant réduit au moindre nombre possible les transcen- 

dantes (g ) , il ne reste plus qu'à faire voir comment on peut 

trouver par approximation , et d'une manière facile, la valeur de 
chacune de ces quantités. 

Pour cet effet , considérons d'abord la formule 

et soit /( I - xn ) = I -y, ou xn= 2y -yz, on aura pour 
transformée, 

cette différentielle étant développée et intégrée depuis y c O jusquWa 
y = I , on obtient 

11-LZ a n - a .  z n - n  a 
I + - - .  -+ - 

zn n+n sn  .4n 2 7 a )  
n-a. an-a. 311-a 

~ n . 4 u . 6 ~  3n+ a  
(g') Y 

forinule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent. 

(21). En général si on veut avoir la valeur approchée de la 
xp-ldx quantité ( :) Zr7- , il faut partager cette intégrale en 

V(1 - xnyq . - 
deux parties, l'une depuis xn = O jusqu'à xn = $ , l'autre depuis 
xn = $ jusqu'à xn= I. 

La première partie étant nornrnée P, ou. trouve par les dévelop- 
pemens ordinaires, 

P = ~ - ~ ~ + ~ z , L +  n-q.2-q i 
=* n+p 

- - + etc.). m . 4 n  ' m + p  
Pour 
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Pour avoir la seconde partie que nous nommerons Q , il faut faire 
xn= I -y; alors on aura 

et la transformée en y devra être intégrée depuis yn= 1 jusqn'à 
y"= o. Si on change son signe, elle devra être intégrée depuis 
y'= O jusqu'à y" = f ;  on aura donc 

Il lie s'agit plus que de réunir ces deux parties, et on obtient 

n-p i n-p. sr,-p i -- n-p.zn-p.3n-p I -- +etc. 
2. .pqt 272 '2!2+q 

+ 27i.4n. 6n '3n+q 

Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours conver- 
gentes, puisque chaque terme est moindre que la moitié du précé- 
dent : on obvie ainsi à l'inconvénient que présenterait la méthode 

ordinaire, si on voulait intégrer tout &un coup la valeur de ; (9 
depuis x = O jusqu'à x = r , ce qui donnerait la suite très - peu 
convergente 

i n-q 1 n-q. z n - q  1 

@ = P + ~ * l G +  n . m  .- an + P + etc. 

Au reste, lorsqu'on suppose p = q = a ,  la formule (h') se réduit 
précisément à la formule (g') trouvée par une autre voie. 

(22). Il ne sera pas inutile de chercher la valeur de la fonction 

(:) , dans le cas où n est  tr+-grand par rapport aùx nombres p et q. 

Pour cela, soit p= an, q = Cn, on pourra considérer cc et C cornnie 
des quantités t r è ~ - ~ e t i t e s  du premier ordre, et il faudra dévelop- 
per jusqu'au degré convenable les suites P et Q;  on a d'abord, 

5 r 
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SECOKDE PARTIE. 
en faisant + = x; 

Développant la série renfermée dans la parenthèse , jusqu'aux 
quantités du second ordre inclusivement, et faisant pour abréger, 

on aura 

Mais on a aussi 2-a = 1 - alz  + f as ( 1  2 )%, etc. ; et d'ailleurs 
A = -  log(1 -x )=- log  ( I  - f ) = l o g z .  de sorte qu'on 
peut supposer 2-& = I - Aa + $Aga"; ainsi en effectuant les dé- 
veloppemens, on aura 

Ori aura semblablement 

donc par la somme de ces quantités on trouve 

(23). Il reste à trouver la valeiir de B + C, et pour cela nous 
considérerons pour un moment B et C comme des fonc~ions d'une 
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variable x ; nous aurons d'abord 

x L x= L =3 log (1 - x )  
=-+++>+etc .=-  1-3: -X -X 1-x 

d x  . . 

donc d ( B -  C)  =- --- 
1 - x  log (1 --- x ) ,  et en intégrant on a 

sans constante, parce que B et C s'évanouissent en même temps 
que x. 

On a ensuite 

xdC xa d - d~ =x+- ; -+  3+etc.=:--log(~-x); 
donc 

dx 
dC=-- log(x-x) ,  x 

et en intégrant 
dx 

C = - I O ~ X ~ O ~ ( I  - x )  -S;-log -x  r. 

Soit x = r - y ,  on aura 

Si donc C est une fonction de x désignée par * (x), on aura 

donc 
9 (x) + .k (1 - x) = const - log x log (1 us). 

1 Si on fait x=o , on trouve laconstante=Y ( i )=  I +;, + $+ etc., 

quantilé dont on sait que la valeur est , de sorte qu'on aura 
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Cette forimile fait voir qii'étant connue la sonme de la &te 

pour toute valeur de x , depuis x = O jusqu'à x =f , on connaltra 
l a  somme de la m h e  suite pour toute valeur de x, depuis x s  
jusqu'à x = I. 

(a4). Dans le cas particulier où l'on fait x = + , l'équation ( y )  
donne 

donc dans ce même cas, on aura 

mais on a trouvé B - C = + log" ( I -x) = f l o g 2  = + A'; doiic 

et enfin* 

C'est la  liniite vers laquelle tend continuellement la fonction , 
lorsque n augmente de plus en plus, y et q restant les mêmes. 

($1 
C'est en r n h e  temps une valeur approchie de (i), lorsque 

p et q sont petits par rapport n. Soit, par exemple , p = 1 ,  q= I , 
n = 12, on aura à très-peu près ( 3 ~ 2  (1 -&). 

Remarque sur qzlelques cas partr'cclz'em , où l'on pezdt 
s o n m e r  In suite désignée par 4 (x) , et deux autres de 
Zn méme espgce. 

(25) .  On a vu dans les recherches précédentes, que la suite repré- 
sentée par 4 (x), est sommable tant lorsque x == t que lorsque 
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x L -. Landen, dans ses Mathématical Mernoirs, pag. I 12 e t  suiv., 
a indiqué deux autres cas où cette même suite est sommahle : nous 
allons faire voir comment on parvient à ces résultats. 

x x3 x4 Ayant fait 4 (x) = x + - -+ + + etc., on en déduit 
2% 

x xa dx d 4  (x)=dx ( 1  + --+T+etc.)=- - x log (1  - x) 
et Sx) = f-$log (1  -2). soit 1 0 ~ s = ~  et log ( I  - x ) = ~ ,  

on aurait à la fois 

C'est l'équation (Y) que nous avons déjà trouvée ; mais on peut en 
trouver plusieurs autres. 

d x  En effet on aurait semblablement 4 (- r) =J- - log (1 f s) ; 
x 

x mettant - 
1 -x 

au lieu de x , on aura 

On n'ajoute point de constante, parce que les deux membres s'éva- 
nouissent lorsque x = O, 

x Mettant de nouveau - au lieu de x , on aura 
1+x 

Cette équation donne une valeur toujours finie pour 4 (-x), quelque 

grand que soit x , puisque + (- 2) ne dépend que de + (L), .X + i où 
x 

x+l 
est plus petit que l'unité. Mais comme dans le cas de x > 1, 

la suite désignée par 4 ( x )  sera divergente , on ne voit pas 
quelle peut être son utilité, contentons-nous donc de considérer 
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les valeurs de 4 ( - - x )  lorsque x  est < I .  Or on a directement 

l'équation précédente peut donc se mettre sous la forme 

5 
Donnons à x une valeur particulière , telle qu'on ait xa = - .x+ 1' 

ou x a + x = l ;  si on fait g = - f + +  v5, on aura x = 6 ,  
x - = @= I -6. Donc 

5 + l  

: + ( ~ - C ) - + ( g ) ~ - ; l o g ~  ( ~ + g ) = - + l o g % -  

Mais on a d'ailleurs par l'équation (k'), 

va 4 (1 -g)++(6)= 6-alogsg; 
donc 

wa + ( 9 )  = . - log' g 

Ainsi on connaît la transcendante (x), non-seulement lorsque 
X = I  et x=+, mais encore lorsque x = C = - $ + *  v5, et 
lorsque x =  I - C = ; - ~  v5. 

(26). Considérons maintenant la fonction 

On aura d'abord q (x) = 4 (2) - $ 4  (xa) , ce qui se vérifie irnrné- 
diatement par les expressions en série de 4 (x) et 4 (xa). Mais on 
connaît les valeurs de 4 (x) et 4 (x') lorsque x = C , puisqu'alors 
xa = I - g ; donc on aura pour ce même, cas, 

Pour avoir d'autres valeurs de la fonction p , j'observe qu'on a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES ~ N T ~ G W A L E S  EUL~RIENNES.' 247 

d'où . 
1 - 5 Metlons - à la place de x, nous aurons semblablement 
1 -t- x 

Ajoutant ees deux équations et effectuant l'intégration iudiquée , 
on aura 

On a ajouté la constante q ( I ) ,  afin que les deux membres soient 
égaux lorsque x = o. Quant à la valeur de P ( I )  , elle se déduit 
de I'e'quation Q (x) 3 4 (x) - i 4 (x9), qui donne 9 (1) c 5 + (11 

va - _. - 8' de sorte qu'on aura 

va 1 + x  Q (2) + Q (-5) = 8 + ; log x log (l-). 
1 +x -x 

1-x 
Donnons maintenant à x une valeur particulière telle que xz = x, 

il en résultera x = /2 - I =: 7 ; et d'après cette valeur, on aura 

On connaît donc quatre valeurs diverses de (XI, comme on eil 
connaît quatre de + (x); car la valeur connue Qi (6) en fait con- 

naître une autre 9 (: 5 3, OU ~i (& - 1) = ;( i 5  - 2). Ainsi les 

valeurs de x pour lesquelles 9 (x) est connu, sont x= I , x= g 
=-$++ V5,~zo226- .1=  V ~ - ~ , X ~ : ~ / = : V Z - . I .  

(27). Pour pousser encore plus loin ces recherches, considéro;~~ 
la fonction 

3 x3 x4 
~ ( X ) = X + ~ + ~ + ~ + .  etc., 

qui en général est une transcendante fort composée, puisque c'est un 
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problème assez dificile de déterminer par une suite convergente, 
la valeur de A (1). On aura d'abord par la diffirentiation 

ce qui donne A (x) = ( x )  , ou x 

A(X) =log x . ~ ( x ) + J @ l o g x  x log (1-x). 

Faisant comme ci-dessus log x x:= p , log (1 -x ) = q , on aura 

A (4 = 1% 34  (4 +fiq+, 

d'où l'oii déduit, en mettant I - x à la place de x , 
A(I-x)=log(r - x ) +  (I-x) +fi&. 

On aurait semblablement A (- x] =!& ;t' 4 (- X) . ou 

Mettons dans cette équation e z à  la place de x , il viendra 

Ajoutant ces trois équations, et effectuant les intégrati~nsindi~iiées, 
on aura la formule générale 

Soit x=i, le preniier membre deviendra ah (+)+A (- 1); etcomme 
on a en général A ( x ) f  A (-x) = 5 A (x') , ce qui donne A (-1) 

= - t A (1) , on trouvera 

2 A ( $ ) - $ A  (1) = A ( I ) ~ -  2 log5.4  (f)+$10g3(t). 

Substituant la valeur connue de 4 (i), il viendra 

d'où 
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d'où l'on voit que A ($) peut se déterminer par le moyen de A (1)  ; 
et réciproquenient A ( I ) peut se dé terminer par le moyen de A (f) , 
ce qui est une première manière d'exprimer la transcendante A (1) 

par une suite convergente. 
En second lieu, si on fait x 2̂ = 1 - C = C2, C ayant la m6me 

valeur que ci-dessus, la formule générale donnera 

~ ( Q - t ~ ( g . ) + N - g ) = 1 0 g C  I+(@)+S (Q++ (-671 + A ( r )  + $ logSc. 

Maisona~(6)t~(-~)=$+(~)et~(~)+h(-C)=+~(-~)~ 

7ra 
or on a trouvé 4 (6') E ;5 - log3g; donc enfin 

Ainsi la quantité A ( r  ) qui représente la suite I + $ + $ +l+ etc., 
4" 

peut se déterminer par le moyen de A (Cs), c'est-à-dire par la suite 
64 6-8 

convergente P f 3, + -+etc., dans laquelle Ca=t(3-(/5), 
3 li3 

quantité plus petite que 0,4. Ces formules ont été données sans dé- 
monstration dans l'ouvrage cité de Landen , pag. I r 8 ; et jusqu'à 
présent on n'est pas allé plus loin dans la théorie de ces sortes de 
transcendantes. 

Considération des fornz2tles in tégrales x 
9 

1 
xp-1dx log2 - 

x -, etc. Théorème tris remnrqtmble sur 

la premiire de ces formz~les. 

( 28). Si on désigne par Z la fonction ( P ) ou l'intégrale 
- 4 .  

S n  xp-idx 
, prise depuis x L- O jusqu'a x= 1, les diffërentielles 

V(l - xn)"-9 
successives de 2, prises eu faisant ~ a r i e r  p seule, donneront les 

32 
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nouvelles formules 

1 
xp-l dz log - 

x 

etc., 

ces Intégrales étant encore prises depuis x = O jdsqu'à x = 1. 
Conime on a généralement par la formule (i'), 

1 z=-+?..'+ n-q. an-q -.- 12-q . an-q .3n--q -- I 

+ n i n . 3 ~  . h + p  
+ etc 

P lt+p n.2n m+p 

on en déduit pals cles différeiitiations successives , 

1 
xP-'dxlog3 - 

X I  nn-q i 5-33 . --- -p"- n 0 4  + n . m  . (an+p)+ 
n-q.2n-q i 

+etc. 

V(1- xn)n-q 
etc, 

Nais ces suites ont l'inconvénient de n'être pas sufisamment con- 
vergentes. 

(29). Pour avoir ces mêmes valeurs exprimées en suites plus 
convergentes, il faudrait partir de la formule (h'), el la diff6rentier 
par rapport à p ,  autant de fois qu'il est nécessaire, 

En la différeutiant une fois, ou aura 
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Ces suites sont convergentes, puisque chaque terme est moindre 
que la moitié du terme précédent ; mais leur forme est compliquée ; 
et elle le deviendrait davantage dans la différentielle du second 
ordre ou d'un ordre plus élevé. C'est pourquoi il convient d'avoir 
recours à d'autres moyens si l'on veut évaluer facilement les inté- 
grales dont il s'agit. 

1 
xp-'dx log - 

(30). D b i p o n s  par 9 ( ) l'intégrale J n  x -,et par 4 (P) 
V(1- xn)'- 4 

le rapport de cette intégrale à la fonction ( ), déji représentée 
- < 

par Z , ensorte qu'on ait 

suivant ce qui a été dit (art. 28), on aura 

Mais puisqu'on a aussi Z = ( $ ) , il en en résulta 

où il faut ohseri~er que q ( y )  n'est pas la même chose que 9 ($ ). 
P 
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La différentielle complète de Z ou de (%) pourra donc être 
- .  - -  

exprimée ainsi : 

(51). Cela posé, si on prend l'équation générale 

qui  peut être mise sous la forme 

et qu'on la différentie par rapport à p ,  on aura 

ou suivant les dénominations établies, 

La  même équation étant différentiée par rapport à y, donne 

L a  différentielle par rapport à r donnerait un résultat de la même 
forme que le précédent, et qui y serait par conséquerit compris. 
On peut de plus faire voir que l'équation à quatre termes (p'), est 
comprise dans l'équation (y') ; car de celle-ci on déduit, par la per- 
mutation des lettres p  et q , 

et de cette dernière on conclut, par l'échange des lettres q et r, 
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donc 

ce qui est l'équation (p'). 

(32). De G on voit qu'il suflt de considérer l'équation à trois 
termes (q'), et c'est de cette source que nous allons tirer toutes 

les relations qui existent entre les diverses quantités 4 (p) , qui 
4 

répondent à une même valeur de n. 

Parmi les quantités , on distingue celles de la forme , ($1 (3 
1 1 

dont la ~ a l e u r  est ( ) = ;; ; il en résulte p ( %) = 2 ,  et par 
conséquent 

1 4 (r') 9 

première formule qui servira à la réduction des autres. 
Parmi les mêmes quantités, on trouve en second lieu la forniule 

seniarquable 

d'où l'on déduit 
par rapport à a, 

(&)=G2 
, en prenant la différentielle de chaque membre 

ru" cos na) 

s in2m ' 

Cette équation étant divisée par (&) donne 

+ (+a) - + C e a )  = a cot aa. 

La fonction + (- est remarquable dans l'ordre des fonctions 
I L - a  a 1 

4, comme la quantité ( n  - a) l'est parmi celles de son espèce. Nous 

nous servirons donc de cette fonction pour exprimer toutes les autres, 
ct nous ferons, pour abréger, 
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Cela posé, l'équation qu'on vient de trouver s'exprimera ainsi : 

Elle fait voir que la valeur de Ba se conclut de celle de Ba-;, et ré- 
ciproquement ; d'où il suit que dans les quantités BI, B., BJ, etc., 
il sufit de connaître les premières jusqu'à celle dont le rang est 
n n-i - OU- 
3 2 

inclusivement. 

(33). De l'équation (q') , on déduit 

donc en particulier, 

~uisqu'on a f* - -- . ( $) , cette équation étant différentiée ( )-,+, 
logarithmiquement par rapport à p , donne 

et la même équation étaut difl'érentiée par rapport à q ,  donnera 

Ces deux équations serviront au besoin à transformer toute fonction 

+ ( ) en une fonction semblable, dans laquelle a et 6 seraient plus 

petils que n : on en déduit, par exemple, 
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formule qui servira à trouver la valeur de Bu, si a est plus grand 
que n. D'ailleurs il est aisé. de voir qu'on a B, = O et Bo = m. 

Revenons à l'équation (q') et  faisons p + 4 + r = n , afin qu'on 
P* ait à la fois -+ (2;) s B, et 4 ( ) = B., =Be,, on aura 

P+ 

c'est la valeur de toute fonction + ( ), dans laquelle on n 

a + b < n .  

Si dans la même équation (q') on fait p = n - g ,  on aura 

1 Mais par l'équation (v') on a 4 (F ) = - - B,; donc 
r 

c'est la valeur de toute fonction + ( ), dans laquelle on s 
a + b > n .  

(34). On pourra donc déterminer généralement la valeur de toute 

fonction J. ( a  ), si on détermine celle de l'auxiliaire B., ou celle 

de la fonction 4 ( ) , puisqu'on a B. = - - 
a 

1 
xn-'dx log - 

1 
oron i ( : )= ; , e tm(a )=Jn  ; donc tout se ré- 

V(1- x")"" 
duit à trouver l'in tégrale 

1 
xn-'dx log - 

x 
8 

V(1 - xny-" 
prise à l'ordinaire depuis x = O jusqu'à x = I .  

Pour cela, soit xn = I - yn, l'intégrale prc'cédeizte aura poix 
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transformée 

a f n - i  

n 2 f-ya-ldy log (I-." =--yOlog n (I-yn) - f ~ !  
-Y" 

,Ya - - -y log (1-y) - f ~3. 
a n 1 -yn 

D'un autre côté , yu log ( I -yn) peut 4tre mis sous la forme 

(ya- 1) log(1- yn) -J% ; on aura donc 

La partie hors du signe s'évanouit en faisanty c O ,  et elle se réduit 
1 

à a en faisant y = I ; donc 

donc en général, 
Bu =sr' -Yn-' 

1 -yn  

cette intégrale étant prise depuis y = O jusqu'à y = 1. 

7r (35). Cela posé, en faisant toujours w = - on trouve par les n ' 
formules connues pour l'intégration des fractions rationnelles : 

I n-s 2 B.=-lognf n n w s i n 2 a a - - ~ o s n a w l o g ( ~ s i n u )  n 

2 + 2 ra sin 4am - - cos 4ao log ( 2 sin zo) 
n 

n-6 2 +- rn sin 6 w  - - COS 600 log (2 sin 3 w )  n 
+ etc. 

Cette suite devra être prolongée jusqu'au terme 

si n est impair; mais si n est pair, il faudra prendre seulement la 

moitir du dernier terme, laquelle sera - cos a# log 2. 

Si 
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Si I'on se rappelle ensuite les formules 

sin x+ sin m x -  sin (m + 1) x 
sinx+ sin 2x + sin 3x. . . -+ sin mx = - 

2(1 - COS x )  

(m+i) sin mx-msin (rn+l)x 
sin x+2 sin 2x+3 sin 3x. . .+rnsinnzx= 

2 ( 1 - c o s x )  B 

on trouvera que la suite 

n-a n-6 - o Sin znta + o sin 4no + - o sin Gar + etc., 
IZ n n 

n-i n-a 
prolongée jusqu'à un nombre de termes ou - , a pour sonme 

2 

t w cot au. Donc si n est impair, on aura 

1 2 
Ba=-logn++ocotaw-- n n COS zaolog ( z s i n w )  1 

a -- cos 4aw log (a sin 2 w )  
n 
2 - - cos Gao log ( 2  sin 3 w )  
IZ 

2 - cos ( 1 2  - r ) ao  log 
n 

et si n est pair, on aura 

3, - - cos 2aw log ( 2  sin w )  
n 
2 -- cos 4nw log (asiu 2o) 
n 

(36). Dans le cas particulier où I'on a a = + n , n &tant pair, on 
trouve directement par la formule (c"), 

2 

a 
log ( 1 +ya) =; log 2. 

Pour que cettevaleur s'accorde avec celle que donnc dans le mkme 
33 
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eas la formule (da), il faut qu'on ait 

log ( 2  sin w )  -log (2siii 2 w )  + log(2 sin 39) .  . .; 

o u ,  ce qui revient aumême, en passant aux nombres, et  supposant 
soit n=4i, soit n =  4i+ 2, 

sin a, sin 3u sin 5.. . . . . sin ( 2i - - \/(;) --- -~ . - - 
sin 2 w sin 4a sin 6 w .  . - .sin ( h o )  

Cette formule est facile à vérifier au moyen de la valeur de sin nz 
donnée par Euler dans son Introct. in anal. , pag. 204; car en faisant 
successivement dans cette valeur, a infiniment petit, et  na = + ?r 

on en tire 
>t 

1-R - 
sincssinsusin3 M . . . .  s in -w=z  f n ,  

2 

n-n - 
sinwsin3wsinSw.. ..sin ( z i - 1 )  w ~ :  2 4 ;  

n n-a 
zi érant - ou -, selon que n est de la forme 4i ou 4i+2, eg 

2 2 

de la résulte l'équation précédente. 

(37). Ayant l'expression générale de Ba, on en déduit celle de 

.r(;) au moyen de l'une ou l'autre des formules 

la première ayant lieu Iorsque p + q est < n, et la seconde lorsque 

p + y est > n. En Cÿ d'égalité, on a simplement 4 ( p )  = B,. 
4 

Ces valeurs qui srnt  déduites des formules (a") et (b") peuvent 
aussi être mises sous une seule forme générale, qui est 

ce qui prouve immédiatement que la fonction ( e )  est toiijoarr 
4 
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déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. On par- 
vient ainsi à ce théorème très-remarquable par son élégance et sa 
généralité. 

S i  l'on pl-end les trois intégrales 

entre les limites x = O ,  x = I , la première sera égale au produit 
des deux autres. 

(38). On trouve dans le tome IV d u  Caleu2 intégral d'Euler, 
pag. 166, une démonstration du même théorème q u i ,  à cause de 
sa grande simplicité, aurait dû être substituée à la précédente, s'il 
n'y avait pas quelque avantage à considérer un mCme objet sous 
differens points de vue. Voici cette démonstration ('). 

Par la formul.e de l'art. 4,  on a 

Différentiant logarithmiquement les deux membres par rapport 
à p,  il viendra 

dp ) + ( dp 
- -) + etc. 

P p+4+2n p+=rt 

Soit (9 ou @ (v )  une fonction de v , telle qu'on ait 

La fonction (o) devenant ( 1 )  lorsque v = i , on aura 

dZ -- 
z - - dp @ (1). 

(') Euler n'avait donné d'abord qu'un cas particulier de  ce théorème, qu'on 
trouve dans l e  tome 1 de  ses Opusc. anal .  , pag. i 83 ; il est ensuite par\-enu au  
théorème général,  dont il a donné une déiiionstration que nous rappnrtons ici ; 
mais cette circonstance m'avait échappé lorsque j'ai publié nion Mémoire sur 
les intégrales d e j n i ~ s ,  où je n'ai cité que le cas particulier des O p ~ c .  anal. 
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dZ 

Mais - =-O (:), donc (%) ou 4 (i ) = @ (1). Ainsi pour 
4-J 

avoir la valeur de la fonction + ( f ),il ne s'agit que de trouver celle 
4 

de cP (1). 

Or en diffdrentiant par rapport à v  la valeur de @ , on a 

ou en somniant ces suites, 

donc 

Cette intégrale devra être prise de manière qu'elIe s'évanouisse 
lorsque V=O , on fera ensuite v= r , et on aura la valeur cherchée 
de @ ( 1 ) .  Donc comme on peut mettre x à la place dc v ,  on aura en 
géiiéral 

l'intégrale du second menibre étant prise entre les limites x = O ,  

x = I .  De là résulte le théorème de l'article précédent. 

(39). Pour étendre encore davantage cette théorie , considérons 
les deux suites d'intégrales 

- 
en Z et en T, prises depuis x = o 

jusqu'à x = r , savoir : 

1 ., =JP-'" log' x - 
s 

V(1 - xn)n-q 

etc. 

= ["-' - xP+V-' 1 

1 -xn 
dx log - 

x 

etc. 
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11 résulte d'abord du théorème précddeiit qu'on a 

Z'= ZT. 

Différentiant cette équation par rapport à p ,  et observant qu'on a 
dZ dZ ' --Z' -=- d T  
q- ' dp - - T', on aura Z" E= Z'T + ZT', ou 2: dp-  

Z"= Z (Ta-/- Tt). 
Celle-ci étant différentiée de nouveau par rapport à p , donne 

Z"= Z ( T3+ 3TT'+ T n )  , 
et ainsi de suite , la loi de ces expressions étant analogue à celle des 

différentielles successives de la formule uefL"*. 
Si l'on veut donc avoir les valeiirs des quantités Z,', Zn, Z", etc., 

ou sinîplement leur rapport à la fonction primitive Z, il faudra con- 
naître les quantités T, Tt, Te, etc. en pareil nombre. Nais comine 
celles-ci sont rationnelles, et contiennent des puissances inoins éle- 

1 
vées de log - on voit qu'au moins la diniculté est diminuée. 

x'  

(40). Si l'on intègre la diférentielle xm+a-ldx, depuis x= O jus- 
qu'à x = I , on aura 

Si on met la i~îême différeiitielle sous la forme .-cm-'dx . x", ou 

a' d3 xm-'dx ( I  +et logx+ - logax + -Iog3x+ etc.), 
1 . 2  1.2.3 

son intégrale prise entre les nîênîes limites, sera 
C 

fim-'dx + a fxm-'dx log x + r;/sm-ldx log1 x +etc. 

 identité de ces deux formules exige donc qu'on ait 
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et en général 

/X~-'G?LC logn (1;) = i .2 .3 . .  . .n 
mn+l kW) * 

(41).  A l'aide de cette fornlule on peut exprinier les quantités 
T', TV, etc., par des séries régulières, con~posées des puissances 
réciproques des nombres pris à des intervalles égaux dans la suite 
des nonibres naturels. 

A.iiisi en développant d'abord la différentielle qu'il faut intégrer 
pour avoir T', on a 

et effectuant l'intégration entre les limites X E  O, x= I , il vient 

1 1 1 

T '=ÿ+(p+n)" -  CF-+- + etc. 
1 1 1 --- L 

P + ( P + Y + ' ~ ) *  ( p - t - q + 2 ' ~ ) ~  
-/- etc. 

Désignons en ge'néral par (a, n)m, la somme de la sui te 

laquelle deviendra (1 , TL)"', (2 , n)", (3, n)", etc. , selon qu'on fera 
a=r , 2, 3, etc., n étant constant : on aura suivant cette notation, 

7" = (p, nIZ- ( p +  q , r ~ ) ~  
1 
-Tu= a (p ,n)3- (p+q,n)3  

1 
;T Tm= @ Y  nI4 - (P + $ 7 7 4 '  

( i U >  

etc. 

(42). Il faut observer que n et nt restant les mêmes, on n'aura 
besoin de considérer les valeurs de (a, n)m, que depuis a = I jusqu'à 
a = n ; car il est visible, par exemple, que (n + 1, n)ln se réduit à 
(r,n)ln- I , et qu'en général on a 

1 
( a +  n ,  n)"= (a, n)m-- 

am' (h") 

Par suite de cette formule, on aurait de même 
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et en ghérril  on réduira toute quantité ( a ,  n)'", où a est plus grand 
que n, à une quantité sen~blable où a n'excédera pas n. 

On voit encore que (n, nIrn représentant la suite 

cette quantité est la même chose que 

1 
;;jW (1 +; +$ + etc.). 

Si donc on désigne par Sm la sonme des puissances de degré - nz , 
des nombres naturels, ensorte qu'on ait 

1 on aura (n, Su. Enfin il est visible qu'on aura aussi l'équation 

Sm = ( ~ , n ) ~  + ( ~ , n ) ~ ,  . . . + (n,n)", (tu") 

laquele , en siibstituant la valeur de (n, njm, devient 

( 43 ) .  Considérons particnlièrement le cas de n=z ,p  = 1, g= 1 ,  

alors on aura 

1 T 1 )  - ( 2  = (1 - 9) S. G - S. 
2 

011 sait que les quantités S,, S4 ,  SB7 etc. sont connues en fonctions 
de a , et qu'on a S, = 2 rra, S4 = & 1~4, S, = & &, etc. A l'égard 
des quantités S,, S5, etc. , ce sont des transcendantes particulières 
qui  ne se rattachent point aux autres transcendantes connues; il est 
facile néanmoins d'en tronver les valeurs avec une grande approxi- 
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mation, par les belles méthodes qu'Euler a données pour cet objet 
( Cale. dl$, pag. 451 et suiv.). 

Au moyen de ces diverses quantités, on connaîtra donç les inté- 
gralcs suivantes, déduites des équations de l'art. 59. 

c t  on pourra prolonger indefiniment cette suite où tout est connu, 
excepté Sa, S5, etc. dont on connaît au moins les valeurs très- 
approcliées, jusyu'à S15 ( Cale. d@, pag. 456.), 

(44). Occupons-nous mairitenaut de réduire au plus petit noinbrc 
possible les quantités (1, ny, ( 2 , ~ ) ~ )  ( 3 )  etc. q u i  répondent à 
une même valeur de n. Pour cet effet, reprenons l'équation (t') , et 
substituons-y la valeur de B donnée par la fornlule (c") , nous aurons 

D'où l'on tire, en diféren~iant successiven~ent par rapporl à a ,  

1 
dy log - 

Y 
dy log' y 

Y 

Co2 

sin" a> 
a3 

sins aw 

etc. I 

Xeltant au lieu des premiers membres les valeurs qu'ils ob- 
tieiinen t 
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tiennent par le développement en série et l'application de la for- 
mule (g") , on aura 

W* 

(a ,n)"+ (n-a,n)" = UD;_ 
fd3 ( a ,  n ) ' + ( n - a , ? ~ ) ~  = - COS a@ 

sin3 au 

Ces formules serviront à établir entre les diverses quantités (a, r ~ ) ~ ,  qui 
répondent à une même vale& de n, toutes les relations qu'on peut 
obtenir par d'autres voies, et qui sont données sous diverses formes 
dans les ouvrages d'Euler. C'est ce que nous allons développer dans 
deux exemples. 

(45). Soit n  3 6 et m = 2 ,  on aura l'équation générale 

ma 
( a , 4 " + ( 6 - a ,  6 ) 1 = _ i _ Y  

d'où l'on déduit successivement 

II 
ce qui donne en substituant la valeur w = , 

7rs 
(1, 61" + (5,6)%= g 

z1 
(2,6)" + (4, 6)' = 1; 

sa 
(3,6)" = 71, 

La somme de ces équations est 

d'où l'on déduit S, E: + ?r; ce qui est un résultat connu , mais la 
34 
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démonstration qu'on en donne ici, n'en est pas moins remarquabIe, 

O u ~ r e  cettevaleur de S,, on connaît (3,6)'=& T', et (6,6)'= & S 
= -?- 2 1 6  &; mais les quatre autres quantités ( I  ,6)', (2,6)", (4,6)", (5,6)', 
no peuvent être déterminées par les équations précédentes. 

Observons cependant que puiscp'on a 
1 1 1 1 

(2, = 2 C . + - C , + etc., 
en résulte 

14 

donc les quatre quantités dont il s'agit, peuvent ètre déterminées 
au moyende l'une d'entre elles ; par exemple, au moyen de (1,6)', de 
la manière suivan te 

(196)' = f: 
(2,6)' = & a'+ 

(46). Quant à la valeur absolue de 9 ,  elle n'est déterminahle 
exactement par aucune f o r n d e  connue ; mais on peut en trouver 
une valeur aussi approchée qti'on voudra par la méthode qu'Euler 
a donnée ( Calc. cl@, pag. 451 ). 

Pour cela ayant fait 

on trouve en général 

A', B', C', D', etc. étant la suite des nomhres Bernoullienç. 
Il résulte de cette formule que la somme de la suite prolongée 

à l'infini étant désignée par (a, n)*, on a (a, n). s C ; donc récipro- 
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quement on a 

On  sait que la suite A', B', CJ D' est divergente à compter du troi- 
sième terme, et le devient plus que toute progression géométrique 
donnée; d'où il suit que la snite conhenue dam la formule ( t3 ,  
deviendra nécessairement divergente après un certain nombre de 
termes. Mais ce qui est fort remarquable , c'est que cette formule 
n'en est pas moins propre à donner la valeur de (a, n)' avec tout le 
degré d'approximation qu'on peut desirer. 

Pour cela il faut donner à x une valeur arbitraire d'autant plits 
grande qu'on voudra obtenir une plus grande approximation ( la 
valeur x = I O  suffit pour donner 18 ou 20 décimales exactes). A.u 
moyen de cette valeur, on commencera par prendre la somme 
efyective de la suite 

substituant ensuite cette vaIeur de s ainsi que celle de x dans l'équa- 
tion (t") , on aura pour la valeur de (a, n). une suite d'abord très- 
convergente, mais dont la convergence diminuera de plus en plns , 
jusqu'à un certain terme où elle deviendra divergente, et cette 
divergence augmenterait de plus en plus à ïinéini. 

Par le calcul des termes successifs, on obtiendra des résultats 
alternativement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, 
et  on devra s'arrêter aux termes où cesse la convergence. 

Ces termes indiqueront deux limites fort rapproçhées, entre les- 
quelles se trouve nécessairen~ent la valeur de a,. 

Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation 
suffisante, il ne resterah d'autre parti à prendre que d e  recommen- 
cer un nouveau calcul en donnant & x une valeur plus grande. 
Mais pour l'ordinaire, une valeur niédiocrement grande de x don- 
nera une très-grande approximation. 

Nous donnerons ci-après un exemple du calcul de ees sortes de 
suites qu'on peut appeler suites demi-convergentes, 
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(47). Soit maintenant m = 3 et n s 6 ,  nous aurons l'équation 

générale 

d'où l'on déduit les deux suivantes : 

1 D'ailleurs on a (6, 6)s = 4, et 

Ces équations sont insufisantes pour déterminer toutes les incon- 
nues ; mais les diviseurs de 6 qui sont 2 et 3 ,  en fournissent de 
nouvelles. 

On a en effet 

1 
(2,6)3 =8(1 +; +; +<T+ etc.)=+[(i,6)3+(4>6)3] 

(3,6)5 =+(I+$+$+++ -7 et~.)=~[(~,6)"+(3,6)~+(5,6)3]; "7 

de la on voit que les cinq qnantités (1,6)~, ( ~ ~ 6 ) ~ )  (5,6)3, (4,6)3, (5,613 
se détermineront en supposant connue l'une d'entre elles. Ainsi 
en faisant (1,6)~ ;3 f , on aura 

(1,6l3 = f 
1 

( 2 , ~ ) ~  = - (4.- @) 
7 3 v 3  

(5,6j3 = - 4 w S  J3. 

La somme de ces quantités doit être égale à 3 S3, ainsi on aura 
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Réciproquement on peut exprimer toutes les quantités (1,6)~, 

7r 
(2,613, etc., au moyen de SS, et de r = , et on trouve 

(48). On déduirait aisément des équatiom (q") les autres pro- 
@riétés connues des quantités (a, 17)" )  c'est-à-dire des suites qui ré- 
sultent de la décomposition de la suite générale 

en prenant les termes de trois en trois, de quatre en quatre, ou en 
général de n en n. On trouverait, par exemple, que la suite 

est sommable lorsque m est impair, et qu'elle ne I'est pas lorsque 
rn est pair. 

On trouverait au contraire que la suite 

1 1 
I + $ + F + $ +  etc. 

est somniable lorsque rn est pair, et qu'elle ne l'est pas lorsque m 
est impair. Le mot sonzmaOle est ici entendu non dans un sens 
absolu , mais relativement aux méthodes connues jusqu'h présent. 

Ces choses n'ayant point de dificulté, et ayant d'ailleurs été 
démontrées par d'autres voies, nous ne nous y arrêterons pas da- 
vantage. Nous ferons voir seulement comment 011 peut trouver, 
par des suites qui soient convergentes dans toute leur étendue, 
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les valeurs des quantités 1: et S3 qui sont restées inconnues dans 
les art. 45 et 47 ; recherche plus dificile qu'elle ne parait au p r e  
mier coup d'œil, parce qu'en suivant les méthodes qui se pré- 
sentent naturellement, an retombe sur la même dificulté qu'on 
voulait résoudre. 

(49). Pour obtenir d'abord la valeur de S3, j'observe qu'on peut 
supposer 

car les seconds meni1,res étant intégrés depuis y a= o jusqu'à 
y = I , au moyen de la. formule (g*) , ces équations deviennent 
identiques. 

Or d'après les équations (u') on a 

Ces deux équaiions ajoutées ensemble, puis soustraites l'une de 
l'autre, donnent les deux suivantes 

de sorte qu'on rt entre ces intégrales le rapport très-simple 
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mais cette forn~ule est susceptible d'être généralisée ainsi : 

En effet, soit 

on aura 

1 

mettant dans cette dernière ya au lieu de y ,  il viendra 

!am+l et par conséquent P = -a";- Q.  
Par la con~binaison des équations (xa), et la substitution des 

valeurs données par les équations (v') , on obtient 

Soustrayant la seconde de la premih-e, on aura 

d'ailleurs on a déjà trouvé 

donc en éliminant wS, on aura 

C'est de cette formule que nous allons tirer la valeur de S1. 

(50). Je remarque d'abord qu'on peut faire 
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t a  première partie 

donc on aura 

1 - 2  soit y = - 
1 +-a3  et la transformée sera 

formule qui doit toujours être intégrée depuis z = o  jusqu'à z =  I ,  

On voit mainlenanl que comme z' est toujours plus petit que 1, 

zdz on pourra réduire - 
3+e2 

en une série convergente, de sorte que 

l'intégrale ne dépendra plus que de termes de la forme. . . . . . . 
J~~+'dz logy. Mais pour rendre la série encore plus convergente, 
je fais za I - u", et j'ai 

intépale qui doit être encore prise depuis u = O jusqu'à u= I .  

Cette intégrale étant prise par parties, devient 

la première partie s'évanouit aux deux limites de l'intégrale; ainsi 
on a sinlplement 

2 i 8 S, =f- logy log (1 - 5). 
Y 

4, zda Développant log (1 - :), et subslituant la valeur - - - - 
Y ,n , 011 

aura 

Soit 
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Soit doilc 

1 y & l o g - = P o ,  
2 Y 

i f u a d z  a log 1 = P', 
Y 

1 
- 2 f u4dz log 1 = Pn , 

Y 
etc. 

ces intégrales étant prises depuis u = O, jusqu'à z = I , et on 
aura 

(51). Pour avoir niaintenant les quantités Po, P', PR, etc. j'ob- 
serve qu'on a en général 

fusmdz log ' = log fusmdz + f $  .fuzmdz. 
Y Y 

Dans cette fornlule nous supposerons que l'intégrale fuDmdz est 
prise de manière qu'elle s'évanouisse lorsque z = I ou u = O , 
alors la partie log 'firamdz s'évanouit aux deux limites de l'inté- 

Y 

où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu, et qu'os 
ne doit plus tenir compte que de la relation ua = I -2'. 

On a d'ailleurs 

dz 
multipliant de part et  d'autre par Y?- et intégrant, on aura 

Or zdz = - udu, et par conséquent 
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cette intégrale devant être prise depuis z = O ,  jusqu'à r = r , elle 

. , 1 se réduit a - -- . 2 m ( 2 m +  1 ) '  
donc on aura 

La  première valeur 

donc on aura successivement 

etc. 

Au moyen de cette loi très-simple on calculera aisément les diff6- 
rens termes de la suite décroissante Po, Pr, P", Pr", etc. Ensuite on 
aura S3 par 1s formule 

ce qui donne une approximation très-rapide , puisque cliaque terme 
est moindre que le quart du précédent. 

En calculant cette suite jusqu'au terme Pr' inclusivement, on 
trouve S, = I .2020567. Euler a trouvé par la niéthode dont nous 
avons parlé, et en poussant l'approximation beaucoup plus loin , 

(Voyez Calc. LI@, page 453). 

(52). Pour trouver par des procédés semblables la valeur de la 
transcendante c, demeurée inconnue dans les équations (se), j'ob- 
serve qu'on a 
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12 + p r * ;  2 

donc 

tout se réduit donc à trouver la valeur d e  eette intégrale.' 
Si o n  fait successivement y i $ ( I  - u) , y = f ( I + u) , et  

qu'on ajoute les deux transformées prises positivement, on aura 

nouvelle intégrale qui doit encore être prise depuis u = O jusqu'à 
a= 1. 

La première partie de eette intégrale 

IL S a d a ' n g 4  = 2- log 4.arc tang - 
3 + u" k'3 v3 ' 

et en faisant u = I , elle se réduit i 
a log4  5i - -  s?r log a 
v3 ' 6  ou - 3v3 

L'autre partie 

log (1 - u s )  

&tant appelée T , on aura par le développement de la fraction ; 

or en intégrant par parties on a 
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et puisque la quantité ( I  - uan+l) log (I - u') s'évanouit aux deux 
limites de l'intégrale, on a simplement 

Développant la quantité sous le signe et intégrant depuis u = O 

jusyu'à u = I , on aura 

-uamdu log ( r  - ZL" = S &(I +;+;.*. +--- z m + i  l log2); 

donc enfin 
'4 - 1% 

4 - - 1 5 (1 -/- - log 2) 

+& ;(1+;+;-log.) 

4 1 1 1 1  
- ~ . ? ( I + 3 f  ?-lep) 
+ etc., 

série convergente, puisque chaque terme est moindre que le tiers 
du précédent. T étant connu, on aura I: par la valeur 

Des ziz~~égralcs Eu7érienaes de la seconde eqdce, 

(53). Considérons maintenant l'in tégrale 

que nous supposei.ons toujours prise entre les limites x = o  , x= 1. 

On a d'abord en intégrant par parties, 

/xm-l dx (log i-= - m (log 'y+ 3- fxm-' dx (log :y-', 
et comme la partie hors du signe s'évanouit aux deux limites, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES INT~GRALES EUL~RIENSES: 
pourvu qu'on suppose n > O ,  on aura alors 

fxm+ d r  log - = 2 fp-ldx (log !)"-'. ( 3 m x 

On aura donc en général, si n est un nombre entier positif, 

Lorsque n ne sera pas un nombre entier, l7intégde fxm-lds(log~>" 

sera en général une transcendante dont il convient d'examiner les 
proprié tés. 

Et d'abord au nioyen de la formale ( a  ) , on pourra toujours 
ramener cette transcendante au cas où l'exposant n est compris 
entre O et - 1. 

De plus, j'observe que sans rien diminuer de la généralité du 

calcul, on peut faire in = I ; car la formule fzm-l dx (log:y étant 

proposée, si l'on fait xm=z, cette formule deviendra - fdz(log!-y. 
71~"+=  

(54). Cela posé, il suflira de considérer l'intégrale fdx log; , ( 'Y-' 
dans laquelle nous supposerons que a est positif et plus petit quc 
l'unité. Cette quantité étant simplenient fonction de a, nous la dési- 
gnerons par r (a), et nous ferons 

L'objet des recherches suivantes est d'évaluer la foaciion r ( a ) ,  
lorsque a est une fraction rationnelle donnée, telle que $, +, 5 ,  etc., 
et nous nous proposons particulièrement' de comparer entre elles 
les fonctions qui répondent à des valeurs de a de même dénomi- 

nation, telles que T(:), r (%) , etc. Enfin nous chercherons aussi 

à déterminer par approximation la transcendante ï (a) pour toute 
valeur de a rationnelle ou irrationnelle. 

(55). Eii prenant les intégrales depuis x= O jusqii'i x = I , ct 
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supposant nt > 1, on a cette formule de réduction, 

( m -  I ) C  fxa-~dx ( I - XC)~- '  = 
a + ( m - i ) C  fxa-Jdx ( 1 - 3 ? 

d'où il suit que si nt est un entier, on aura exactement 

Désignons par @ (a, m) l'intégrale fxa-l& (1  - x%)'-', prise 
depilis x = O jusqu'à x = I , et dans l'hypothèse que m est un 
entier positif, on aura donc 

Dans cette équation , mettons successivement Am et ( h +- I ) nt 
à la place de nz, nous aurons 

1 . 2 . 3 . .  . . h m - ;  CL _ _  -- .@ ( cc ,  h m )  
a + & . a + 2 &  ........ a+i rm-1 .C  (fnadl 

Divisant la seconde par la premiéïe , et faisant pour abréger, 
a + h1nC c: d, il vient 

mais en mettant a' à la place de EL dans l'équation primitive, on n 

et multipliant ces deux équations entre elles, on  a pour produit 

1 . 2 . 3 .  .. .m - 1 -- a (u , h m ) .  b> ( ~ + ~ m g ,  in) - 6 .  
Am-hm + l . . .  . A m +  m-1 4 ( d , h ? n + m )  ' 

Le premier membre, en vertu de l'équation primitive , peut Aïe 
représenté parjkAnL-1 dx ( I  -X)~-X ; et parce qii'on peut mettre xm 
à la place de x, sans changer les limites de l'intégrale, il peut être 
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aussi représenté par nfxhnm-lclx ( I  - X ~ ) ~ : - L  ; dom on a 

Cette équation ainsi exprimée en un nombre fini de termes, ac- 
quiert une plus grande généralité, et ne suppose plus que rn est 
un nombre entier. 

En  effet, les deux membres devant se réduire à une même fonc- 
tion de m et de hm, laquelle est 

1 m-1 + r n - i  .m-2 i ---,- .- 
hm i ~ m + i  i . a  Ain  +a - tc., 

o n  est maître de donner à nt et h des valeurs positives quelconques, 
et à plus forle raison aux quantités a, C , n, qui disparaissent clans 
les deux menîbres. 

(56). Soit donc a= I et C = à un infiniment petit, on aura 

de sorte qu'on aura en général 

@(a, k)= ch-' .r ( k ) .  

Au moyen de cette formule, l'équation (6) devient 

Soit maintenant na = 4 hm = on aura donc 
n ' 12 * 

L e  premier membre n'est autre chose que la transcendante désignée 

ci-dessus par ; ainsi on aura cette équation remarquable ($1 
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D'où l'on voit que la transcendante (:) serait connue, si on con- 

naissait, pour la mêiile valeur de n , les fonctions de la forme 

r ( E ) ,  a étant entier. 

(57). Il résulte d'abord de cette valeur de , qu'on peut échan- (9 
ger entre eux les nombres p et g , et qu'ainsi on a (:) = (P) , ce 

qui est une des ~ r i n c i ~ a l e s  propriétés de ces fonctions. 
De plus on tire de cette formule 

Dans le second membre, il est visible qu'on peut faire la permuta- 
tion entre deux des nombres p ,  q ,  r , à volonté, ce qui donne l a  
théorème fondamen ta1 

dont on a ainsi une nouvelle démonstration très-simple.' 

(58). Faisons voir maintenant comment les fonctions r se déter- 

minent au moyen des fonctions . (9 
Observons d'abord qu'au moyen de l'équation (a), on a en 

général 
r ( n + ~ )  =d(n), 

ce qui permettra de réduise les cas où n est plus grand que l'unité 
à ceux où il est plus petit. 

Si l'on a n = I , alors T(n) se réduit à fdx =x= I ; ainsi on a 

l? (1) = 1. (4 
Cela posé, faisons q = n -p dans l'équation ( E ) ,  alors la valeur du 
premier membre est connue, et on a 

m -- (9 (y) 
sin p w - nr (il-" 
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OU , en d'autres termes, 
7r 

r ( a ] r ( r - a ) = - .  
sin ar 

Lorsque a  = f , on a (Ta)% = a ; donc 

L'équation (O), très-remarquable dans cette théorie, fait voir qu'il 
suffit de connaître la valeur de ï (x) depuis x = f jusqu'à x = I , 
e t  on en déduira les autres valeurs de cette fonction depuis x =: 
jusqu'à x = o. Au reste, la valeur de r (x) depuis x = f jusqu'à 
x = I , ne varie qu'entre les limites I/?r et I , ou 1,77245 et I; 
tandis que depuis x n:= $ jusqu'à x = O ,  elle varie depuis I ,77245 
jusqu'à l'infini; et en ~articulier lorsque a est infiniment petit, la 

1 
formule (@) donne r (a) = ;. 

(59). Si dans l'équalion ( E )  on fait p = I , et qu'on prenne 
successivement 7 =; I , 2 ,  3 . .  . . jusqu'à n 3 I , on aura une suite 
d'équations 

IbIuItipliant les a - I premières équations entre elles, on aura l e  
produit 

(t) . (:) . ( 8 ) .  <a>. . . . .P-) \a - I = (.:Y 
na-11 ( ;) ' 
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si on les multiplie toutes, ou qu'on fasse a = n, le produit donnera 

Soit donc pour abréger 

T = v[i. (+) . ($) . ( j ) .  . . . . (L)], n - i  

et on aura 

Connaissant I' - , on en déduira r (3 ( :) par l'équation déjà trou- 

vée, qui donne 

Et comme les quantités (t), (t), ( i ) ,  etc. sont censées con- 

nues pour chaque valeur de n , il ne reste plus rien à desirer 

pour la détermination des fonctions ï . (9) 
(Go). Réciproquement, si on connaissait la valeur de ï (x) pour 

ioute valeur rationnelle de x, moindre que l'unité, il serait facile de 

déterminer l'intégrale ; car on a en général (9 

et s'il arrive quep + q soit > n , on changera, d'après l'équation (c), 
cette formule en celle-ci 

Nous remarquerons que ces formules sont propres à donner I'ex- 

pression générale de ($) au moyen des quantités de l a  même 
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espèce (t), (:) , ( i )  , etc. En  effet les valeurs de T' ( E )  , I' (p), 
r (G) étant tirées de la formule ( x )  , on en déduira 

forn~ule qui servira tant que p + q sera plus petit que n.' 
Si on a p + q > n ,  il faudra faire usage de la seconde formule ; 

qui donnera par de semblables substitutions, 

Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus ; 
et on les ferait coïncider entièrement en substituant, au lieu de 

chaque quantité ( ) , sa valeur 

ainsi les fonctions T offrent un nouveau moyen direct et très-simple 

de déterminer l'expression générale des quantités . (g> 
(61). Pour reveuir aux quantités r (a), nous avons déjà trouvé 

l'équalion 
C r  

r ( a ) . I ' ( ~ - a ) = -  sin a r  ' 
au moyen de laquelle les valeurs de la fonction, depuis a: = o 
jusqu'à a = +, se déduisent des valeurs supposées connues, depuis 
a= jusqu'à n = 1. 

Nous allons prouver ultérieurement qu'il suGt de connaître les 
valeurs de la fonction dans la moitié de cet intervalle, c'est-à- 
dire seulement depuis a = 3 ju~qu'a a I , et on eu déduira toutes 
les autres valeurs. 

En effet, si on suppose a < in, l'équation (6) donne tout t la 
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Substitua 

\ n /  

ces d e u r s  dans l'e'quation (d'), puis mettant simple- 

m e n t  a au lieu de :, et réduisant les fonctions d'aprks la formule 

( O ) ,  on aura 
a l - ' d  

=F cosax.ï '  ( z a ) . r ( ; - a ) ,  

équation qui suppose a < z. 
Cette équation combinée avec l'équation (8)  , donnera 

enfin de celle-ci on déduit, en inettant a - i au lieu de a ,  

n'-2al/a r ( 2 - a )  r (a) = 
s i n ~ ~  ' T ( z - z a )  

Rous sapposoiis connues les valeurs de T ( a )  depuis a = 3 jusqu'à 
a = I .  

Cela posé, I O .  L e  second membre de l'équation ( v )  sera connu 
pour toute valeur de a ,  depuis a = jusqu'à cl = $ ; donc on con- 
naîtra T ( a )  dans ce nzême intervalle depuis a =: jusqu'à a = $, 

aO. Au moyen de ce preniier cas, le second nien-ilwe sera connu 
si 2 - za est conipris entre f et %; on connaitra donc r (a) toutes 
les fois que a est eonlpris entre 5 et 2. 
30. Au moyen des denx premiers cas, le second inernbre de 

l'équation ( v )  sera connu si 2 - 2a  est compris entre 3 et 5 ; 
donc on connaîtra ï ( n )  pour toutes les valeurs de a comprises 
depuis a = 2 = jusqu'à a = 5;. 

4. Le second inenîbre sera encore connu si 2 - 2 a  est com-* 
pris entre E et 2 , donc T'(a) sera connu depuis a = 2 = 2 jus- 
qu'à a = %, et ainsi de suite. 

Par ces diverses opSrations les valeurs de a pour lesqueIIes f (a) 
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devient connu , se rapprochent alternativeinent de la limite 5 ,  
qu'elles n'atteignent cependant qu'à l'infini, puisque ne peut pas 
s'exprimer exactement en fractions dont le dénominateur soit une 
puissance de 2. Mais on voit que par quatre opérations seulen~ent, 
l'intervalle où T ( a )  reste à déterminer, ne s'étend plus que depuis 

'* a = 2 jusqu a a= g.  Une c i n q u i h e  opération resserrerait cet in- 
tervalle de % ou à et ainsi de suite. 

L a  limite commune de ces suites est 23 et f (i) se détermine 
directement en faisant a =  4 dans la for~niile ( v )  , ce qui donne 

1 - - 
sin 2 a 

(62). Dans les cas particuligrs où l'on chercherait à déterminer 
une valeur de T ( a ) ,  on ile doit s'embarrasser aucunement de la 
distinction des cas précédens , et l'application immédiate de la for- 
n i d e  (Y) ,  répétée autant de fois qu'il est liécessaire , ou jusqu'à 
ce qu'il n'y ait plus d'inconnue à déterminer, conduira toujours au 
résultat qu'on cherche. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de r (O ,6751, 
on aura directement 

Dans Te second meimhre T (0.65) est inconnue ; pour la trouver; 
il faudra faire une seconde application de la fornlule, et on aura 

une troisième application donnera 

enfin une quatrième 

d'où en remonlant on conclura la valeur de T ( 0 . 6 ~ 5 )  exprimée 
en quantités connues. Cette détermination est un peu longue dans- 
ce cas, parce que O .675 approche hemcoiip de l n  !imite :. 
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(63). Pnisqu'on a T (1) = I et T ( I  -f- a) = aT (a ) ,  l a  fonction r(a) 

se détermine toujours exactement lorsque a sera un nombre en- 
tier, et on aura généralement 

T (a )=1 .2 .3  ..... a - I ;  

d'où l'on voit que la quantité r (a) , considérée comme une fonction 
continue de a ,  n'est autre chose que le terme général qui résulterait 
de l'interpolation de la suite I , I , I .2 , 1.2.3, I .2.3.4, etc. 

Les deux preiniers ternies de cette suite répondent aux valeurs 
n = I , a  = 2 ,  et puisqulils sont tous deux égaux à l'unité, il s'en- 
suit qne dans l'intervalle depuis a = I jusqu'à a = 2 ,  la fonction 
ï (a )  doit devenir ntaxinzum o u  nzininaum. 

On reconnait aisénient après quelques essais, que c'est le 11zinin2um 
qui a lieu, et dans ce cas on trouve 

a = I .4616038, 

r (a) = O .  8856033 , 
log r ( a )  = 9.9472332. 

Passé la valeur a  = 2 ,  la fonction T ( a )  augmente de plus en 
plus, puisqu'on a T (2 +- u)  = ( I  +a) (1  + a ) .  Donc la valeur que 
nous venons de trouver est la plus petite de toutes celles que peut 
prendre la fonction T ( a )  depuis a = O jusqu'i a  = CO. 

11 suit de là que la meilleure manière de construire une table des 
valeurs de T ( a )  est de la calculer pour l'intervalle entre a =  I et 
a = a. Car dans cet intervalle la fonction ne varie qu'entre les 
limites I et 0.8856033, de sorte que les différences seront très- 
petites, et la table très-facile à interpoler. 

(64). D'après cette observation, et pour faciliter l'usage des fonc- 
tions T, nous joignons ici une table des logarithmes de la fonction T, 
calculés pour toutes les valeurs de a ,  de millième en milliènie, 
depuis rri = I .ooo , jusqu'à a = 2 .  ooo. 

Cette table est aisée a interpoler pour toutes les valeurs inter- 
médiaires, et au moyen de l'équation T (x+a) = aT(a) ,  on étendra 
son usage à tous les autres cas. 

En eff'ct, si a est compris entre O et I , on déterminera r ( a )  par 

l'équation ï (a)  = 1 T (1 +a). 
u 
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Si rl est compris entre 2 et 3, T'(a) se déterminera par l'équation 
I'(a)= (a-  1 ) I ' ( a -  1). Si a est coinpris entre 3 et 4, T'(a) se dé- 
terminera par l'équation r (a)  = (a - 1 )  (a  - 2)  r (a - a ) ,  et ainsi 
de suite. 

(65). Au moyen de cette table, il sera facile d'évaluer dans tous 

les cas la transcendante qui répond à une valeur donnée de n. ( Y - )  
Pour cet effet, les équations (A)  étant mises sous ces deux nou- 
velles formes, 

,P+4. (9 - Ti- 

on fera usage de la première, si l'on a p -f- g > n, et de la seconde 
si l'on a p + g < n. 

Soit proposé , par exemple, de trouver la valeur de la trans- 
cendante Z = ( t )  lorsque a = I O ;  on se servira alors de la première 
formule, p i  donne 

et à l'aide de la table, on trouve immédiôtement 

(66). Cherchons maintenant la valeur de log l? ( I + A ) ,  k étant 
supposé très-petit. Cette valeur pourrait se déduire de I'interpo-. 
lation des trois premiers termes de  la table ; mais il sera plus exact 
d'interpoler des termes moins rapprochés, afin que les différences 
secondes deviennent plus sensibles. Considérons pour cet effet les 
trois termes qui répondent aux  valeurs a = 1. ooo , a  = I .005, 
a = I .O I O  ; on en déduira les différences premières et secondes, 
conme il suit : 
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Soit A' = - O .  0012445, An = O .oooo178; on aura, en négligeant 
x (2- 1) les différences troisièmes, l o g r  i + = sA' f ( ,000 

A", et 

en faisant x = zoo k ,  

l o g r ( ~ + k )  =- k(0.25068) +ks(o.356). 

a 

I . ooo 
1.005 

Ce logarithme est un logarilhme vulgaire; pour le rendre hyper- 
bolique, il faut le multiplier par S. 3025 , etc., ce qui donnera 

Cette valeur n'est qu'approchée ; supposons que la valeur exacte 
soit, en rejetant toujours les termes affectés de /î3 et des puissances 
supérieures de k ,  

1ogr(1  + k ) = - - ~ k + ~ k ~ ,  
on en déduira 

de là résulte, en changeant le signe de k ,  

Diff. 2.. 

+ 178 

1.010 9.9975288 
I 

log r 1 Diff. 1". 

1 
Mais l'équation ï (1 + k) = kr (k) donne I' (k) = ( r  +k) ; donc 

I 

- 
o. ooooooo 
9.9987555 

Multipliant entre elles ces deux dernières équations, on aura 

- I 2445 
- 12267 

% 

mais d'un antre côté on sait que le premier membre = - 
s1u 7in 

=; (i -/- T); on a donc exactement 
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&us avions trouvé Q = o .  820, mais cette valeur ne pouvait être 
qu'approchée. 

Quant à la valeur de P , m u s  l'avons trouvée o. 57721 ; mais 
en poussant plus loin l'approximation, on trouverait 

ainsi qu'on le fera voir ci-après. 

(67). Nous connaissons donc iiiaintenant d'une manière fort ap- 
prochée les valeurs de T (1 +k) et T(/s), lorsque k est très-petit : ces 
valeurs sont 

Au moyen de la dernière formule, il est aisé de trouver la val eu^ 
de la transcendante ($) lorsque p et q sont très-peiits par rapport 

à n. En effet, si on substitue les valeurs de r ( e > 9 r ( o ) y  r ( ~ ) 7  p f q  

données par la formule précédente, dans l'équation C E ) ,  on trouvera 

ce  qui s'accorde avec l'équation (Y). 

(68). Il reste à faire voir comment nous avons construit la table 
au moyen de laquelle on trouve si facilement, dans tous les cas, 

la valeur des fonctions ï et - . La méthode la plus simple qu'on (3 
puisse proposer pour cet obje't est celle qui résulte d'une formule 
donnée par Euler dans son Calc. d i ' ,  page 465, et que nous 
allons rapporter. 

Si on appelle S la somme de la suite . 
log1 +log2 + l o g 3 .  ... $-logk, 

o n  aura 
I A' Br S = k l o g k + - l o g ( z * k ) - k + -  - - 
a 

etc, 
i . n k  3.4k3 

A', B', C', etc. étant les no~i-hres Bernoulliens. Soit donc e le 
3 7. 
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nombre dohl le logarithme est I , et R un nombre tel $on ait 

on aura le produit 
7 R 

1 . 2 . 3 .  . . . k = ( 2 )  . (ib1)f .R. 
e 

Le  premier menihre est la valeur de ï (k -+ I), lorsque k est un 
nomlire entier; et comme le second membre est une fonction 
continue de k, on a généralement, quel que soit k ,  

r ( k +  1) = ( ; ) L ( î ? r k ) + ~ .  (@) 

Telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas déter- 
miner la valeur approehée de ï ( k +  1); mais il est à propos de 
faire à ce sujet quelques observations. 

(69). La quantité R peut se développer suivant les puissances 
1 1 

de ; car on a k = I + log R + t log2R + a logSR + etc. 

Substituant donc la valeur de log R ,  et mettant au lieu des coef- 
ficiens A', B', C', etc. leurs valeurs connues A' F $, B' = & , 
Cr=&,  DR=&,  etc., on aura 

1 1 R = I + - + - -  179 - -- 571 - etc. i z k  ~ ( i a k ) '  3 0 ( i a k ) ~  i z o ( i 2 k ) ~  

Dans cette suite, si on appelle M la partie 

1 
1+-- 57i - etc. z ( i z k ) "  i a o ( i a k ) 4  

où k est élevé à des puissances paires, et N l'autre partie, on aura 
ni. - W = I ; de sorte qu'on peut prendre indifféremment 

1 R = M 4- N, ou R = MN - En effet, comme toutes les puis- 

sances de k sont impaires dans log R, le changement du signe 
de k donnera log (M + IV) = - log. (M - N) , ou log (W - N') 
=O. Donc M'-N%I. 

(70). 11 est à remarquer que la suite 
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même es supposant k assez grand, n'est convergente que dans un 
certain nombre des premiers termes ; car on sait que les noiq~bres 
Bernoulliens , dont les expressions sont fort irrégulières, croissent 
continuellement, de manière que si T et V sont deux termes cond 
sécutifs fort éloignés, l'un du rang u, l'autre du rang n + r , le 

V na rapport a pour limite - Cette suite, qui commence par être 
w2. 

convergente pendant un assez grand nombre de termes, surtout 
si k est un peu grand, finit donc par être divergente, et donne- 
rait une valeur de log R d'autant plus fautive, qu'on prendrait plus 
de termes au-delà de ceux où elle cesse d'être convergente, 

De là on voit que pour une valeur donnée de k, il y a un terme 
qu'on ne doit pas passer dans le calcul de la suite 

A' B' 
P L -  

] . a h  3 . 4 k 3  -/- etc. 

Le  terme auquel il faudra s'arrêter est celui qui serait ~ i v i  d'un 
terme plus grand, alors I'approximation ne peut aller plus loin ; 
mais elle sera tout aussi étendue qu'on voudra, en prenant k suf- 
fisamment grand. 

11 en serait de même de !a série 
1 1 

R = 1 - ' - ~ + z 2 ~  - etc. ; 

mais celle-ci n'est pas d'un usage aussi facile que la série 
A' B' --- 

i . z h  3 . 4 k 3  $- etc. 

dont la loi est manifeste, et ne dépend que des nombres Ber- 
noulliens. 

On peut fixer a priori le nombre de termes après lequel la suite 
A' B ' --- 

i.ak 3 . 4 k 3  + etc, 

cesse d'être convergente ; car en considérant les deux termes con- 
sécu tifs 

TC") - T ( n + ' l  
& 2 n . m -  i .hann- '+  a r i . + ~ . ~ n + ~ . k ~ ~ ~ i  y 

et les supposant égaux, on aura 
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mais pIus n est grailcl, plus le premier membre approche de 12 

a n + a . a n +  i limite - (Eul. Calc. d g ,  page 429). Donc on aura à 
41." 

très-peu près n = ak. Ainsi en faisant k = 5,  on a n = I 5 ou 16; 
c'est-à-dire que la série cesse d'être convergente vers le l P p e  terme; 
si on faisait k = I O ,  la série ne cesserait d'être convergente que 
vers Ie 3rème terme, et ainsi de suite. 

(71). On peut en même temps avoir la mesure du degré d'ap- 
proximation que l'on peut obtenir avec une valeur donnée de k. 
En effet, si on appelle R le  n'"' terme de la suite 

on aura 

A' B' --- 
i . a k '  3 .4k3  + etc., 

T c.1 
Cl= 2n(zn-1) k2"-" 

et comme on a à très-peu près 

on pourra faire 
i .z.3.. . . z n - a  a =  

ff ( z , ~ k ) ~ ~ - '  . 
Cette valeur, au moyen de la formule ( p ) ,  devient 

et en mettant n au lieu de d k ,  on en déduit aisément 

Ainsi, faisant k = 5  et n=16, on aura logil=-33.96. A ce 
logarithme hyperbolique répond le logarithme vulgaire - 14.75, 
de sorte qu'on a = I O - 1 4 . 7 ~ .  Donc au nioyen des I G premiers 

A' termes de la suite - - B ' - + etc., on aura la valeur de IogR i.zk 3.4k3 
approchée jusqu'à 15 décimales environ. Si on faisait k = I O ,  on 
~ourra i t  avoir 29 ou 30 décimales exactes, et ainsi de suite. 

(72). Cette théorie est facile à vérifier, puisque toutes les fois que 
k est un entier, la valeur de I'(k + 1) est exactement I .2 ,3.  . k. 
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Soit, par exemple, k = 3 ,  il résulte des formules précédentes 

que la série égale à log R cessera d'être convergente après un 
nombre de termes n= k ,r = g  ou IO, et que le nombre de décimales 
exactes obtenues par ces neuf ou dix termes, sera de 8 ou 9. 

En effet, la vraie valeur de log R se déduit de I'équatioii 

6 = ( a >. ( 67t ): R , laquelle donne 

log R = o .  oz767 79256 86. 

Cette même valeur déduite de la suite 

se trouve en calculant successivement les différens termes comme 
il suit : 

1"' terme $- 0.02777 77777 78 
2e - o.oooro a8806 58 

--- 
0.02767 48971 2 0  

30 4- 32660 53 
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On voit que conformément à la formule, la série cesse d'être con- 

vergente passé le 106me terme , et que la valeur de log R qui eu est dé- 
duite, doit être comprise entre 0.02767 7926296 eto.02767 7ga5098, 
ce qui donne par un milieu 

log R E= o. 02767 7925697, 

valeur exacte presque jusqu'à la onzième décimale. Mais en con- 
tinuant la suite plus loin, on s'éloignerait de plus en plus du vrai 
résultat. 

Cet exemple met dans tout soli jour la manière de tirer tout le 
parti possible pour les approximations, des suites demi-conuerpntps, 
c'est-à-dire des suites qui sont convergentes dans les premiers 
termes, et qui deviennent ensuite divergentes. 

(73). Au moyen de la formule (F), on peut développer en série la 
fonctionï(k) lorsque k est trés-petit. Pour cela, observons d'abord 
que T ( k +  1) ;= I;T(k) , et on aura 

d'où 
A' B ' -3+ etc... ( r )  i o g r ( k ) = ( k - : ) l ~ g i F - k + ; l ( ~ ~ ; + ~ - ~ . ~ ~  

Cette formule ne peut servir que pour des valeurs de k plus grandes 
que l'unité; mais si l'on met I + k au lieu de k ,  et qu'au lieu du 
premier membre qui deviendra log T ( i 4 k), on mette sa valeur 
log k + log r (k) , on en tirera de nouveau 

l o g r ( k ) = - l o g k + ( ~ + k ) l o g ( ~  + A ) -  1 -k+f  log(2a) . 
A' 3' C' 

+ I . , ( ,  + k ) - 3 . 4 ( i + k ) ~ +  5 . 6 ( 1 + ) ~  - etc. 

et le développement étant fait jusqu'aux quantités de l'ordre li.l ex- 
clusivement, on aura 

Lorsqu'on fait k = O ,  on doit avoir log T (k) = -log k,  parce que 
iX (k] = r ( I  -f- k ) , et qu'en fqisant k ;, O le second membre 
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k ï (1) = I ; donc on doit avoir 

Et en effet, Euler a trouvé cette égalité , page 466 de son Calc. d& 
Cela posé, la valeur précédente se réduit à celle-ci, 

A' B' C' 
logr(k)=-log k-k (: + a - Ç --etc.); 6 

or dans I'ouvrage ci té , page 444, on trouve encore l'égalité 

1 A' B' C' C=;+l-4  + T -  etc., 

C étant une constante dont la valeur calculée avec précision par une 
autre voie, est 

C=0.5~7215664gox53~5 ; 

donc enfin on aura, k étant très-petit , 
log r ( A )  = - log k - ck. 

Nous avons trouvé ci-dessus , en poussant l'approximation plus loin; 

de là on voit que P = C , et qu'ainsi P n'est autre chose que la 
constante C dont on vient de donner la valeur approchée jusqu'à 
seize décimales. 

Nous connaissons donc maintenant la valeur de r ( A )  très-appro- 
chée, lorsque k est très-petit, et on pourrait en approcher encore 
davantage en poussant le développement plus loin. 

(74). Mais voici des considérations qui mènent plus généralement 
et plus directement au même but. Soit 

1 1 1 N = -  -+ -+ etc.; 
x+ i+s+a  x + 3  

cette dernière suite étant prolongée à l'infini. 
Nous regarderons la quantité M comme une fonction continue 
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de x , puisqu'en effet on a ( CaZc. d& , pag. 443 ), 

1 A' Br Cr R~=ZX+C+---+--- 
2x zx" 4x1 6x6 $- etc. ; 

forniule qui est propre à donner la valeur approchée de M, quel que 
soit x, pourvu qu'on suppose x plus grand que l'unité. Cette même 
formule donnerait la valeur de M ,  lorsque x est plus petit que 
l'unité ; car en représentant par M(x)  et par M (x+ 1) des fonctions 
semblables de x et de x+ I ,  on a évidemment 

Rl(x)=M(x+~)-A x+ 1' 

OU encore 
1 1 - M (x) = l!J (X + 2) - - - - 

1 x + s 2  
etc. ; 

de sorte que x étant plus petit que l'unité, on aurala fonction 
nf (x) OU &I: , au moyen d'une seidlable fonction où x sera aug- 
menté de plusieurs unités, et qui rendra la suite précédente assez 
convergente dans les premiers termes, pour qu'elle puisse donner 
toute l'approximation qu'on peut desiïer. 

(75). Cela posé, si x devient x+ o (w étant plus petit que l'unité), 
les fonctions Met  N qui peuvent être représentées par N (x) etE(x) ,  
deviendront M (x -=- o )  et N ( x $- w ) .  Or, je dis que la somme 
31 (x) + N (x) =Ri (x  + w )  +N (x+ W )  , et que les deux sommes 
sont égales à une même constante. 

En effet, si la suite qui a pour somme M (x) , au lieu d'itre 
prolongée à l'infini , était continuée seulement jusqu'au terme 

1 - m étant un nombre très-grand , la somme M (x) + W (x) 
x+m ' 
et la somme M (x + w )  + N (x -t- w )  ne pourraient différer entre 

1 
elles que d'une quantité moindre que , puisque cette 

x t - m i - 1  
difléreuce est celle qui a lieu lorsque w = I. Or ni étant 

1 
très-grand , la différence est censée nulle ; à plus forte 

x + m + i  
raison le sera-t-elle lorsque la suite N (x) sera prolongée à l'infini. 
On aura donc 

+ N =  const I C'j  
mais 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DES IXTCCRALES EUL~RIEKNES. 
n~ais puisque la valeur de N est 

si on développe chacune de ces fractions dans l'hypothèse que x 
est plus petit que l'unité, on aura 

L a  première partie I $- + + 5 + i -+ etc. n'est autre chose que la 
constante C'; donc on aura 

RX = S,X - s3xa+ S ~ X ~ -  s5x4 -+ etc. , (4 
S, représentant en général la soinnie des puissances réciproques de 
degré n des nombres naturels. 

(76). Mais dans l'hypothèse de x > I , on a ,  d'après l'équation (T) ; 

et dans la iîiên~e hypothèse on a 
1 A' Br M = l o g x + C + -  --+--etc. ax axa 4x1. 

Donc 
d 1% r (XI - 1 --- 

dx x -f-M-c, ((p> 
' P  equation qui doit avoir lieu quel que soit x, puisque M peut être 
regardée corrime une fonction continue de x. 

Si maintenant on suppose x < 1, ce qui permettra d'employer 
la suite ( u )  , on aura 

d'où résulte en intégrant, 
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On n'ajoute pas de constante, parce que sr (x) ou r ( I -+ 2) se 
réduit à l'unité lorsque x c o. 

(77). La formule (4) qui donne un développement complet de 
log r (x) , servira à exprimer la valeur de toute fonction proposée 
r ( z )  , puisque cette fonction peut toujours être ramenée au cas où 2; 

est plus petit que f , et même à celui où z est plus petit que i. 
De la formule (4) on déduil immédiatement la suivante, 

log ï' (I+x) =- Cx++ Saxa- 5 S3x3+ + S4x4- etc., (4 
et en changeant dans celle-ci le signe de x, on aurait 

log r (I-x) = Cx + + S,xS -+ + S3x3 + $ S4x4 + etc. , (a') 

formules également propres h faire trouver dans chaque cas proposé 
la valeur de T(z), puisyu'on peut toujours ramener cette fonction 
soit à la forme ï ( 1  -+ x ) ,  soit à la forme r (1 - x) ,  x n'excé- 
dant pas i. 

Ainsi on a des séries régulières et toujours convergentes pour 
calculer la valeur d'une focction donnée T ( 2); elles supposent 
seulement l'en~ploi des quantités S,, S3 ,  S4, etc., dont Euler a 
donné les valeurs numériques fort approchées jusqu'à S,:, ( Calc. d g ,  

page 456). 
Nous devons observer que la formule (o) revient à celle qu'on 

voit dans l'ouvrage cité, page 800; il parait seulement qu'Euler 
n'a pas a p e r p  l'usage que cette suite pouvait avoir dans la déter- 
mination des fonctions ï(x) dont il s'est occupé dans d'autres endroits 
dé ses ouvrages. 

Remarquons encore qu'on peut déduire de la formule ( w )  , cette 
valeur de C, 

1 1 
C = - - l o g r ( ~  x +XI+: S,X- S~X*-+!. S4x3- etc.; 4 

d'où l'on voit qu'il suffit de connaître une valeur particulière de 
r (1  +x) , et, qu'on aura la valeur de C exprimée par une suite 
d'autant plus convergente que-x sera plus petit. Si l'on fait x= t , 
on aura 
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d'où résulte 

4 1 1 1 1 1 1  C =log - S. +;S..- - - S, .- + - S 4 e 8  - etc.' 
2 3 4 4  

(78). Les deux équations r (1 + x )  =xr (x)  , et r (x) r ( I  - X )  
7r -- - sin TX ' donnent 

7rx r ( ~  + x ) ~ ( I - X I = -  
s inrx y (6') 

prenant les logarithmes des deux membres, et substituant les valeurs 
données par les formules ( w )  et (a'), on aura 

formule connue, et qui par sa différentielle, sert à déterminer les 
valeurs des quantités S,, S 4 ,  S , ,  etc. 

On peut faire usage de cette formule pour rendre encore plus 
convergentes les-suites contenues dans les équations ( w )  et (a') : 
on aura ainsi 

1 5Tx 1 1 logr  (1 + x )  = - I O ~ ( ~ ~ ) - C ~ - - S ~ * ~  a 3 -3 s52 - etc. 

10gr (I -x)=i~og(-)+cx+$ s3s3+; s5 i+  etc. 

La dernière, en faisant x = :, donne 

valeur plus convergente que celle de l'art. 77. 

(79). Ayant l'expression développée de log T (x) , par la formule 
(+), on peut pareillement avoir celle du logarithme de la fonction 

(:); car puisqu'on a trouvé 

si on prend les logarithmes de chaque membre, et qu'on désigne 

par Z la fonction (:) qui répond à une valeur donnée de n, on 
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aura 

-j- etc. 

Les deux preniiers termes de cette formule s'accordent avec l'équa- 
tion (Y)  ; mais on voit ici la loi générale du développement qu'on 
peut continuer à volonté , et qui donne une suite d'autant plus 
convergente, que p et q seront plus petits par rapport à n. 

Ainsi pour la fonction ( )  désignée ci-dessus par M a ,  on aura 

(80). D'après ces forniules , il a été facile de calculer la tabIe ci- 
jointe des valeurs de log r (a). Pour cela , nous avons fait k = 4 + a 
dans la formule (T), (011 aurait pu prendre également k = 3 +- a. 
k = 5 + a ,  etc.) Alors le premier menlbre donnant la valeur de 
log ï (4+ a),  nous en avons déduit l o g ï  (a) par la relation connue 
entre ces quantités; savoir : 

r ( 4 + 4  = ( 3  + a )  (2 +al  (1 i- a) ar (a) ,  

Nous avons donc eu: à calculer la formule 

mAr m' mC' logr(a)=(k-: ) logk+:~(mr)  -mk+--- ~ . ~ k  3 . 4 1 ~ 3 ~ ~ - e f c - '  

-1og[a(1 + a )  (2-f-a) ( 3 + a ) l ,  

dans laquelle on a introduit' le facteur rn = 0.43429, etc. afin de 
réduire tout aux logarithmes des tables. 

De cette manière on n'a jamais eu besoin de caIculer plus de 
m A' mB' mCf deux ou trois termes de la série - - - -f- -5 - etc., i . z k  3 . 4 k V . 6  k 

pour avoir log ï (a) approché jusqu'à sept décimales, dans tout 
l'intervalle depuis a 3 1 jusqu'à a = 2. 

(81). Nous reniarquerons:en finissant que les intégrales de la forme 
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Je-lmtndt, prises depuis t=o jusqu'à t=  CO, peuvent être ramenées 
- aux fonctions ï (a). En effet , soit d'abord tn+' = z ,  et - 

n i -  1 
CL1 

l'intégrale précédente deviendra 1%. e z a < E s  , celle - ci devant 

encore être prise depuis a = O juscju'à a = CO . 
De là on voit que l'intégrale proposée ne perd pas de sa géné- 

ralité en faisant n= O ,  et qu'ainsi on peut se proposer simplement 
I 
m 

l'intégrale Je-tmdt. Si dans celle-ci on fait e t m =  s , o u  t = (log :) , 
1 

la transformée sera l f i ( logl ) ; ' - ' ,  m x et cette nouvelle intégrale 

devra être prise depuis x = O jusqu'à x = I ; on aura donc géné- 
ralement 

Ainsi les intégrales dont il s'agit n'offrent point une nouvelle 
espèce de transcendantes, et se rapportent aux fonctions T. 

Il n'est pas inutile pour l'histoire de la science, d'observer que 
1 -- 

l'intégrale /& (log $) '= \/.n que l'on trouve $ a8 du niémoire 

d'Euler, imprimé dans le tom. XVI des Novi Connn. Petrop. , avait 
été donnée long-temps auparavant par le même auteur, dans le 
tom. V des anciens Mémoires de Pétersbourg , pag. 44. C'est donc 

-xa à cette époque que remonte la découverte de l'intégrale fe dx 
= $ f.n, prise entre les liinites x= O , x = oo , puisque la simple 

-2' - -x= 
substitution e - z suffit pour ramener l'intégrale fe dx à la 

forme $ fdz log ; - r . ( '> 

FIN DE LA SECONDE PARTIE. 
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Log r 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S U I T E  DE L A  TABLE. 

Log r 

9 .  9629m5 
9,9527972 
g .9626725 
9.9625484 
9 9624248 
9.9623017 

9.9621792 
g .9620573 
9 96'9359 
9.9618150 
9 -9616947 
9.95'5749 
g .96i455ti 

. 9 6 ~ 3 3 ~ 3  
g.gS12187 
9.9611011 
9 -9609849 
g .9608675 
g .9607516 
g g!hb36i 
9.9605212 
gÿ:g 604068 
g .9602930 
9 .96=797 
9 - 9  599669 
9,9599547 
9.  9ri9843T 
9.9597318 
g.9596a12 
9.9595111 
9 Q 9594015 
g ,95929a5 
9.9591839 
9.959~750 
9.9589685 
9.&48616 
9. 9 5 8 7 5 z  
9.9586494 
9.9585441 
9 . 9 s 4 3 9 3  
9.9583350 
i~.9582313 
9.958i280 
9.9580253 
9 957. 932 
9.957%a15 
9.9577204 
9 - 9576198 
9.9575197 
9 4 5 7 p 0 1  
g . q57 s9 1 1 

Log r. 

9.9573211 
9.9572226 
9.9571246 

Log r. 
-- 
9.94995'5 
9.9499022 
9 - 9498535 
9.9498051 
9 -9497573 
9 -94.97099 -- 
9 - 949663: 
9.9496163 
9 9495706 
9.949525 i 
9.9494800 -- 
9.9494354 
9.94939'3 
9.9493476 
9 9493044 
9.9492617 
9.9492194 
9.9491776 
9.9491363 
9.9490953 
9.949"549 -- 
9 9490'49 
9.9489754 
9.9489363 
9 -9488977 
9 ~3488595 
9.94~8218 
9.9487845 
9.9467477 
9.94871'4 
9.9486755 -- 
9 ,.94b640 1 
9.948605 i 
9 - 9 4 q $  
g .g485s65 
9.9485029 ---- 
9.9484%8 
9.9484371 
9.9484" 48 
9.9483730 
g .9@3417 -- 
9.94851 08 
9.9482204 
9 -9482504 
9.94822~8 
9.9481917 -- 
9.94'1631 
!4 948 1349 
9.946107' 
9 .9480798 
q .  q@o5aq 
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DES QUADRATURES. 

D i v m s m  méthodes relatives aux quadratures, sont l'objet de cette 
troisième partie : ces méthodes complètent naturellement la théorie 
des transcendantes, puisque si les transcendantes sont trop compo- 
sées , ou si elles ne peuvent se réduire à celles qui sont données 
par les Tables, il faut nécessairenient , pour les évaluer dans les 
cas particuliers , avoir recours aux quadratures. 

La  méthode que je propose comme la plus générale et la plus 
sûre,  consiste à exprimer l'intégrale cherchée aux différences infi- 
niment petites, par une intégrale aux différences finies à laquelle on 
ajoute les corrections que l'analyse indique et q u i  servent à di- 
riger l'approximation. On  peut parvenir de cette manière à des 
résultats dont l'exactitude s'étende jusqu'à tel ordre de d6ciniales 
qu'on voudra. 

L a  même méthode considérée sous un autre point de vue, peut 
servir à construire une courbe dont les coordonnées dépendent 
chacune d'une quadrature pa~ticulière. J'ai donné pour exemple 
en ce genre,  le  calcul de la trajectoire d'un projectile dans un 
milieu résistant, et j'ai par ce moyen poussé l'approximation plus 
loin que je ne l'avais fait dans la pièce couronnée par l'Académie 
de Berlin en 1782. 

On trouve dans les Mémoires de l'Académie des Scicnces, 
années 1778 et 1782, une méthode fort ingénieuse po11r a w i r  la 
valeur de l'intégrale Sydx, dans le cas où la fonction y est nulle 
auxcdeux limites de l'intégrale. J'ai exposé cette méthode avec les 
développemens qu'elle exige dans quelques exemples, et principale* 
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ment dans son application au cas oh les limites de l'intégrale sont 
supposées imaginaires. 

Enfin j'ai profité de la liberté que me donnait le titre de cet 
ouvrage, pour traiter de diverses sortes d'intégrales définies qiii 
appartiennent à la théorie des transcendantes. De ce nombre sont 
plusieurs formules que Laplace a données dans différens recueils, 
et qui tiennent un rang distingué dans cette théorie ; les autres 
sont, pour 1s plupart, extraites des ouvrages d'Euler, et parti- 
culièrement des Supplémens qui composent le tome IV de son 
Calcz~l intégral. 

J e  me flatte que ces divers objets réunis sous un même point 
de vue, pourront intéresser les GéomCtres; ils ont été d'ailleurs 
choisis de manière que chacun d'eux puisse ofX-ir dc nouvelles 
f o r n d e s  ou de nouvelles démonstrations. 

(1). 0 1 1  est censé avoir résolu un problème lorsqu'il est réduit 
. aux quadratures, c'est-à-dire lorsqu'il ne dépend plus que d'une 

su  de plusieurs intégrales de la forme Syclx, où l'on connaît y en 
fonction de x. 

Si les intégrales dont il s'agit sont susceptibles d'être exprimées 
par des suites convergentes , la solution est aussi complète qu'on 
peut le desirer, eu égard à la nature de la question; mais le  plus 
souvent on a des expressions trop compliquées pour les intégrer par 
des suites convergentes, e t  il ne reste d'autre parti à prendre que 
de chercher leurs valeurs dans les cas ~articuliers seulement, c'est- 
&-clire pour une partie donnée de la ligne des abscisses. 

Soit donc proposé de trouver la valeur de l'intégrale Z = & d ~ ,  
depuis x s= n jusqu'à x= b , ou seulement depuis x = O jusqu'à 
x = a ;  car on peut supposer que l'origine des abscisses est prise 
au point où commence l'aire, de manière que Z et x s'évanouissent 
en même temps. 

Pour obtenir plus facilement le degré d'approximation qu'on peut 
desirer , nous supposerons, 

r ', Que dans l'intervalle donné depuis x c O jusqu'à x = a ,  la 
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fonction y reste constamment de même signe, et nous tegarderorts 
ce signe comme positif. S'il en e'tait autrement, on chercherait siic- 
cessiven~ent les différentes de l'aire b d x ,  situées de dif5érens 
côtés de la ligne des abscisses, et on' retrancherait la somme des 
aires négatives de la somme des aires positives. 

20. Que la courbure de la courbe, depuis x = o  jusqu'à x = a ,  
n'éprouve aucune variation assez brusque pour que l'un des coefi- 

ciens 3 d'!Y ? devienne infini. Ainsi dans toute l'étendue de dz' Z a '  2 2  
la portion de courbe que nous voulons quarrer, l'ordonnée qui 
répond à une abscisse x + a, très-peu différente de x ,  pourra 

d 
s'exprimer a r ec  une exactitude siiffisante par la suite y + a dJ 

da ddy CL3 9 + etc. , sans qu'il y ait lieu à exception pour au- +; z? + ,,* ',,, 
cun point. Cette condition est surtout nécessaire aux deux limites de 
l'intégrale ; elle est moins importante dans les points intermédiaires, 
parce que l'erreur due à cette cause est limitée, et qu'elle peut être 
corrigée assez facilement, comme on le verra ci-après. 

Cela posé, soit y= F (x), et x = nw , n étant un nombre entier 
d'autant plus grand, qu'on voudra obtenir une plus grande ap- 
proxinia~ion ; si l'on désigne par SF ( x -+ + w ) la somme de la 
sui te 

F(f w ) + F ( : w ) + F ( a w ) . .  ...+ F ( x - $ w ) ,  

il est visible qu'on aura d'abord à très-peu près Z = wZF (x++ o), 
Pour avoir une valeur plus exacte, soit 

on aura en faisant varier x de w ,  el prenant les différences finies 
de  chaque membre, 

Développant le second membre suivant le théorème de Taylor, et 
dL 

observant que &=y = F (x) , on aura 

1 d~ b3 1 ddd~ '14 1 d3F -.. & - us,-  - - - -- iLi - - --r etc., 
z t l s  2 * ; 5 ' d x a  2 . 3 ' 8 ' d d  
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ou en réduisant, 

ma 1 dF On voit que le premier terme de la valeur de < est ; -. - -  
' l a  dx'  

cra dF 
ensorte qu'on peut faire p = - - + ('; on trouverait ensuite que 

24 ' dx 
7 ~ 4  d3F 

le premier terme de la valeur de p' est - =-- . Mais pour 9760 dx' 
connaître la loi de la suite qui exprime < , nous laisserons indé- 
terminés les coeficiens de ses différens termes, et nous supposerons 

Z = USE' (x + t w) $- const. 

(2). 11 suKra de déterminer les coefliciens a', 8, c', etc. daris 
dF 

un cas particulier ; soit donc F ( x ) = ez , on aura = e', 
ddF A w _-  dx2-8,  etc.,  Z = f 8 & = 8 -  I ,  Z F ( x - / - i w ) = e a  Sei 

me: =- 
W 

(ex- I) , et la substitution de ces valeurs donnera l'équa- 
e -1 

tion suivante qui doit être identique : 

Y (ez- 1 )  
es- I = - , +- const. + (a'wa + 6'd + c'u4-I- etc.) ex. 

e; 0- g '@ 

Faisant x = O , on trouve la constante =- dwa-b'w3-c'w4-eic,; 
de sorte qu'en divisant toute l'équation par ex - 1 , il viendra 

* - , , 1 - d w P -  61w3 - c ' ~ 4 -  f u5 - etc. 
e+ 0- P 

Le premier membre est une fonction paire de w , puisqii'il 
reste le même en changeant le signe de cd ; donc dans le second 
membre, tous les eoeficieiis des puissances impaires de w sont nuls, 
Pour avoir égard à cette circonstance, nous ferons de nouveau 

, = i - Am'+ Bo4- Cu6+ Do8 - etc., 
l m  - 5 W  

e' - e  
(1) 
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et la valeur de Z sera en général 

dF dlF d5F Z=u>BF (x +-t o) + Au'&- Bo4 + Co6 -- etc. 
d 2  + const. 

dFO d&F0 
Désignons par , =, etc., ce que deviennent les coefficiciis 

dF dciF - 
dx ' dx2 ' etc. lorsque x = O , et la constante étant déterminée de 

manière que Z et x s'évanouissent en même temps, on aura 

- etc. : 

c'est l'intégrale demandée prise depuis x = O jusqu'h x = nw.  

(3). Si dans l'équation (1) on met - wa à la place de bn9 il 
en résultera 

CJ 
2- 
sin f o - I + Aua+ B m 4 +  Cu6 +- Dm8 +etc. 

Le premier membre peut se mettre sous la forme 

(Irztrod. in An. i n .  , page 142 j, et par son développement on a 

etc. 
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D'où l'on voit que tous les coeficiens A,  B , C , etc. sont positifs, et 
qu'ils décroissent suivant une raison qui approche de plus en plus 

1 de ?, de sorte que chaque terme sera environ le  quarantikme du 

précédent. 

La manière la plus simple de calculer les valeurs numériquos 
de ces coefficiens , est de les déduire du développement de la 
fraction 

1 

1 Ida 1 rsl. = I + Aol+B&+ Cme+ etc., 
1-- .-+- - -e tc .  

2.3 4 2.5.4.5' 16 

d'où l'on tire 

etc. 

Si on appelle S. la sonime de la suite I f + j? + + etc,, .4" 
on aura encore 

etc. 

Et en général, N étant le nie*# terme de la suite A , B , C, etc., 
on aura 

1 1 = (1 - 2T) S..- 

Nous connaissons maintenant la loi des termes de l'équa- 
tion (2); mais pour que cette forn~ule soit eniployée avec succès 
à la déterniination de l'aire Z, il faudra prendre w assez petit pour 

que le terme Bo4 (2 - z) et les suivans puissent être né- 
gligés ; 
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gligés ; et c'est ce qu'il est toujours facile de faire, à moins que 
d'F - ne soit infini à l'une ou à l'autre limite de l'intégrale. dx3 

dP Ainsi ce cas excepté, et à plus forte raison celui où - de- 
dx 

viendrait infini à l'une de ces limites, on déterminera l'aire Z par 
la forniule 

la seconde partie étant la correction de la première. 

(4). Si le eoeiricicnt était infini à l'une des limites de l'inté- 

grale,  c'est-à-dire, si dans l'un de ces points, l'ordonnée était 
tangente à la courbe, il faudrait chercher par un autre procédé 
l'aire comprise entre cette ordonnée et une ordonnée peu éloi- 
gnée ; le reste de l'aire ne serait sujet à aucune diEculté. 

Supposons, par exemple, que % soit infini à la seconde limite 

de I'intégrale, et soit y = 6 l'ordonnée qui est tangente à la courbe 
en ce point. Si en faisant x = a - a, on a y = c, alors l'aire 
comprise entre les deux ordonnées c ,  b , sera à très - peu près 

; ( 2 c + 6 ) .  C'est ce qui résulte de la supposition que l'arc dc 

courbe dont il s'agit peut être assimilé à un arc de parabole dont 
l'axe est parallèle à la ligne des abscisses. 

II faudra donc joindre à la quantité ( 2c'+ b ) , i'aire coni- 

prise depuis x ==a jusqu'à x =a - a. 
Une connaissance plus intime de la nature de la courbe, pourra 

conduire à une valeur plus approchée de l'aire conlprise depuis 
x = a - cc jusqu'à x = a ;  mais la détermination précédente surrira 

. dF dans presque tous les cas, et le procédé serait le même sr - était 
& 

infini à la première limite. 
dF 

De même si d; n'est pas infini à l'une des limites de l'intégrale, 

d3F 
mais que le  soit, ou qu'il ait une valeur très-grande ; alors il 

conviendra de calculer d'une manière particulière l'aire de la porc 

40 
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tion de courbe, dans laquelle ce coenicient a une valeur trop grande 
pour que la forn~ule (2) s'y applique avec sureté. 

(5). Cherchons maintenant quelle erreur peut résulter de notre 
formule, lorsqu'entre les limites de 1'iritc:graIe il y a un point où 

la valeur de x rend infini soii le coeficirnt 2, soit l'un des deux 
dd * d? 

suivans -2 , 2,; j'observe que si s = a et y =6 sont les coordon- 
d x 2  

nées de ce point singulier, on devra avoir en gé~iéral 

y = ~ + ~ ( x - x ) ' + ~ ( x - a ) P + v + ~  ( x - a )  pi-2v + etc. ; 
p étant un nombre fi-actionnaire posiiif, et v un nombre également 
positif, mais qui peut être supposé égal à l'unité, excepté dans des 
cas extraordinaires. J'ohserve de plus q u e  comme la courbe est 
supposée former une branche continue depuis x =  O jusqu7à x=a, 

a étant > cc, il faut que p soit représenté par une fraction P dont 
4 

le  dénominateur sera toujours impair, afin que la supposition de  
x - a négatif ne rende pas imaginaire y - g. 

Supposons maintenant que l'intervalle w qui est une partie aliquote 
de a ,  en soit une aussi de a, ce qui est toujours possible en retran- 
chant une petiie partie de l'aire proposée, et ajoutant ensuile la 
partie retranchée ; l'intégrale finie XwF (x + w )  contiendra les 
deux termes wF ( a -: 0)+ wF (a + f w ) qui répondront à la 
partie d'aire comprise depuis x=a-w jusqu'à x=a+w , et la 
formule (2) supposera que cette partie d'aire [ est représentée par 
la formule 

dl?" -1 et df étant les valeurs de ui répondent aux abscisses a - w  
dx 

et a + w. Or la valeur supposée de y donne 

~ ( a +  f u l ) = 6 + ~  (; o)'+-B(~ o)'+'+ etc. 
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Donc 

Mais l'intégrale f idx , prise depuis x = a - w jusqu'à x=a + w , 
a pour valeur exacte 

Ainsi la correction qu'il faut appliquer à ( ou à Z pour avoir la vraie 
valeur de l'aire que l'on cherche, sera 

Il faut dans cette formule distinguer deux cas, selon que p est de 
ak 2k + I la forme - ou - supposant d'ailleurs v = I , ce qui ne peut 

2 4 - 1  2L+ 1 '  

souffrir que très-peu d'exceptions , on aura dans le preniier cas, 

et dans le second cas, 

Soit F ( a + + w )  - 3 F ( a ) + F ( a - f  @)=My la quantité BI sera 
connue par les termes qui composent X w F  (x + o) , et au moyen 
de cette quantité, on aura dans le premier cas, 

et dans le second 

Ainsi on connalira la correction à appliquer à la sonme trouvee; 
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pourvu qu'on connaisse l'exposant ,u qui sert à caractdriser le 

singulier qui rend infini un ou plusieurs des eoefKciens 2 , 3, 
0 1 1  voit en même temps que la correction sera beaucoup plus 

dx" 
zk+1 petite lorsque ,u sera de la forme - que lorsque p sera de la 
si+ i 

ak 
forme - a i + i  ? 

ainsi le cas où y devient un maxivzum ou un mi- 

nimunz lorsque x = a, est celui qui exige la plus forte correction. 
L'autre cas n'apporte à la formule qu'une correction très-légère et 
souvent négligeable. 

(6). Lorsqu'on aura reconnu que la portion de courbe qu'on veut 
quarrer , a un point singulier déterminé par l'équation 

on pourra, par une transformatioil fort simple, prévenir l'inconvé- 
dy ddy GY nient qui naît de la valeur infinie des coeficieus z, d;I, II 

sufit pour cela de faire x = a + ( z  - f)", m étant le dénomina- 
teur impair de la fraction égale à p ; alors y deviendra une fonc- 

a, 

tion connue de z ,  et si l'on   rend f = va., on aura SJdx== 
fnz ( z  - f )m-ydz. Cette nouvelle intégrale devra être prise depuis 

z = o jusqu'à u = i e  -+ ?(a- cc); et dans tout cet intervalle, 
la nouvelle courbe qu'il fant quarrer et qui a pour ordonnée la 
fonction m ( z  - f )'"-'y, n'aura aucun point singulier; de sorte que 
l'application de la formule (a) ne sera sujette à aucune dificulté, 

(7). La des méthodes qu'on donne ordinairement pour 
trouver par approximation l'aire d'une courbe, sont moins exactes 
ou moins commodes dans la pratique que celle que nous venons 
d'exposer. J e  regarde surtout conme l'une des plus défectueuses, 
celle qui '  suppose que l'ordonnée de la courbe est représentée dans 
toute son étendue par la formuley= a+ b x  +- cx'+ex3+etc., ou 
par une formule équivalente; car de ce qu'une courbe passe par un 
grand nombre de points d'unc courbe donnée, il ne s'ensuit pas 
que les deux courbes soient fort approchées l'une de l'autre; il peut 
arriver au contraire que les deux aires , malgré tous les poitits 
communs, soient aussi différentes entre elles qu'on voudra. 
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La seule niéthode pratique qui soit à la fois sin~ple et exacte 

pour les quadratures, consiste à diviser la courbe par des ordonnées 
équidistantes, de manière que les arcs compris de deux en deux 
ordonnées , soient assimilés à des arcs de parabole. Désignons par 
c , c', c" . . . . ccsn) la suite des ordonnées qui répondent aux abscisses 
O ,  f o , o , J o.. . . nu; l'aire parabolique depuis x= O jusqu'àx- o 

W sera exprimée parc (c  -/- 4c'-t. c") ; da nieme l'aire parabolique de- 
O puis x = o jusqu'à x =2o, sera (c"+-~c"'-J-c'T); ainside suite. s 

Ajoutant toutes ces parties, on a pour l'aire entière S, corn- 
prise depuis x = o jusqu'à x = nu, la formule 

o u ,  ce qui revient au niênie, suivant les dénominations précédentes, 
61 S=,[F(o)+4F(f o)+2F(w)+4F(!ra). . .f 4F(x-$w)+F(x)l. 

Cette formule peut s'écrire ainsi : 

Mais d'après la formule (a), l'aire comprise depuis x - O jusqu'à 
x =nu étant appelée Z, on aura 

z = @ [ F ( f w ) + F  ( $ w ) + F ( ) w ) . . . . F ( x - t u ) ]  
-f- Aw'P -BdQ + Ca6R - etc., 

P , Q, R , etc. dépendant de la valeur des coefficiens différentiels 
dF dW d5F 
a;, , etc. aux limites de l'intégrale. 

Si on appelle Z' l'aire comprise depuis x=t  o jusqu'à c ( n +  t) 3 
l'expression de cette aire sera semblablernent 

Z'= u [F(w) +F (zw) + F (3w). . . . + F ( n w ) ]  

4 AwPP'-- Bu4Q'-j- Cw6R'- etc., 
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en désignant par P', QrJ R', etc. ce que deviennent P, Q , R, etc: 
1orsqu'au lieu de x on met x -+ f m. Mais si on désigne par 4 l'ac- 
croissenlent de l'aire Z lorsque x devient x -+ $ w , et par 4" ce que 
devient 4 lorsque x= O ,  on aura 2' = Z + 4 - 40. 

Or ayant Z = JdxF (x) , on en déduit 

QI' dF +IF-- - + - m3 . - d d ~  - etc., 
2.4 dx 2.3.8 d;c' 

et par eotséquent , 
<V QI' (IF0 +=- FO- - cd3 ddFO 
2 2 . 4 . d s f  Z n m X F  - etc. 

On tire de ces équations, 

Substituant ces valeurs dans celle de S ,  il viendra 

ou, en substituant la valeur de + - 40, 

cd 1 - d3F0 (E - -)+ etc. 2 . 3 . 4 . 1 6 ' 3  dx3 dz3  

donc 

d3F d3F0 on en déduira de même ayant Q = Q 9 
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Cela posé, en faisant les substitutions et rejetant les puissances 
de w au-delà de la quatrième, on aura 

d'où l'on voit combien est petite la diffërence entre la valeur 
exacte de l'aire Z, et sa valeur S approchée par une somme d'aires 
paraboliques. 

Ainsi dans la pratique on pourra, si l'on veut, s'en tenir à la 
formule ( 3 )  qui donne la valeur de S, et y ajouter la petite correc- 
tion que fournit la formule précédente pour avoir une valeur plus 
exacte de l'aire Z, ce qui donnera 

Au reste la formule (3) suppose le calcul de deux fois plus de termes 
que la formule (2) ; ainsi à ce titre seul, l'usage de la formule (2) est 
préférable. 

(8). Nous avons suflisamment expliqué dans ce qui précède, 
comment on peut trouver une intégrale proposée SJdx entre deux 
limites données x = O ,  x = a ; et nous avons doiiné les moyens 
de pousser l'approxinîatios jusqu'à tel degré qu'on voudra fixer. 
Mais si l'intégrale devait s'étendre depuis x= O jusqu'à z = oc>, 
on pourrait craindre que la méthode ne fû t  impraticabIe, puisque 
l'intégrale finie SwF (x -t. + w )  contiendrait dors  une infinité de 
termes. La réponse à cette objection est que si I'intégrale cherchée 
doit être une quantité finie, seul cas où il y a lieu d'en faire le 
calcul, l'ordonnée F (x) doit décroître avec beaucoup de rapidité 
lorsque x devient un peu grand , de sorte que Ies termes qui 
composent =LwP ( x + $ w ) ne tarderont pas à devenir très-petits 
et entièrement négligeables. 

Il est facile au reste de remédier à cet inconvénient par une 
z transformation, En effet si on fait , par exemple, x = - 

1 - 2 ,  
l'in- 

tégrale Sydx  sera transformée en une autre f Pdz , dans laquelle 
P sera une fonction connue de s et qui  devra être intégrée depuis 
s=o jusqu'à z = I. 

On pourrait encore faire x = k tang q , k étant à volonté ; et la 
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transformée en q ,  qui serait de la forme JQdq,  devrait être intégrée 
depuis q = O jusqu'à 9 = + ?r. 

En général c'est par la nature de la question qu'on jugera de la 
substitution qu'il convient d'employer, préférablement à toute autre, 
pour transformer l'intégrale proposée en une autre qui soit comprise 
entre des limites finies. 

Construction de In cour6e dans laquelle Z'mc s est domo' 
en fonction de la quantité 2: 

(9). Soit s l'arc d'une courbe, 8 l'angle que la tangente à l'extrémité 

de l'arc fait avec la ligne des abscisses, ensorte qu'on ait tang 0 = %; 
si l'équation de la courbe n'est pas donnée, mais qu'on ait sini- 
plement l'expression de l'arc s en fonction de l'angle 8, savoir 
s =F(B), et que de cette expression on ne puisse déduire les 
valeurs des coordonnées x et y, parce qu'elles dépendent d'inté- 
grales trop compliquées, il s'agit de trouver au moins par approxi- 
mation les valeurs de x e t y  qui correspondent à une valeur donnée 
de l'angle 8. 

Puisque s est une fonction connue' de 9, on pourra supposer 
ds = Qde,  et alors les valeurs de x et y dépendent immédiate- 
ment des quadratures , puisqu70n a xir=fQdO cos 0 , y = R d 0  siu 8. 
On pourrait donc faire usage de la méthode donnée dans le chapitre 
précédent pour calculer les valeurs de x et de y qui correspondent 
à une valeur donnée de O ,  Mais la courbe se construira plus 
facilement par une méthode particulière que nous allons exposer. 

Supposons que depuis un point donné où 8 = a ,  jusqu'à un 
autre point quelconque où 9 a une valeur donnée, on veuille 
connaître les valeurs de x et de y ; on divisera l'intervalle 8 - cc 
en un certain nombre de parties égales, d'autant plus petites qu'on 
voudra pousser plus loin l'approxin~ation. Soit w une de ces parties, 
et n leur nombre, ensorte qu'on ait €I = a + nu. 

Au moyen de l'équation donnée entre s et 6, on calculera succes- 
sivement les valeurs de s qui répondent aux angles cc , cc + o , 
a 4- 2 w .  . .cc+ nu , et on prendra leurs diffe'rences consécutives. 

Soit 
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Soit As  l'une de ces différetlces supposée correspondante à l'angle 

8 ,  ensoite qu'on ait s=F(d), s + ~ s  = F(O + o), on aura pour 
preniières valeurs approchées de x et y, les formules 

où l'on voit que chaque A s  est multiplié par le cosinus ou le sinus 
de l'angle 4 ++au, moyen entre l'angle 0 qui répond à l'arc s, 
et l'angle 8 + w qui répond à l'arc s + As. 

(10). Il faut voir maintenant quelles sont les corrections qu'il 
faut appliquer à ces premières valeurs approchées. Pour cela cher- 
chons eri général la valeur de d'après l'équation 

Or en regardant x et s comme fonctions de 8, on a 

ds w' dds w3 d's - + - . - + etc.' A ~ = @ ~ + ~ ' d p  (2,3 db3 

On a en même temps 

Mais de ce que dx = ds cos O ,  on déduit 

a% - d s  - - - cos8 dû do 

d d x  ---_ ds 
dds cos O - , sin B dB2 - dBa 

d"x - d3s --- dds - 
do3 dû3 eos0-a-sio8- doa 2 c o s d  
d?x d k  -- d3s rE"s ds 
der - ~ 0 6 8 - 3  - dd3 siin 4- 3 da;cos~+asin8.  

etc. 
41 
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Ainsi on a d'une part, 

0' W 3  04 A ~ = $  (u cosfi--  sin O -- 
a 2.3 cos 0 f -sin B + etc.) a . 3 . 4  

03 m4 +-%c$ CWO-2 - - s i n e - 3 -  
2.3 2 . 3 . 4  cos O + etc.) 

m4 + ~ ( & c o s € I - 3  - 2 .3 .4  sin 8 - etc.) 

tirs 0 4  + 27 COS B - etc.) + etc. ; 

et d'autre part, 
ds m1 u3 04 ~ s e o s ( ~ + ~ o ) = ~ ( u c o s ~ - - s i n e - -  a 2.4 O +etc.) 

dds u3 a4 1 += ~ c o s ~ - ~ s i n ~ - ~ .  .; C O S B  +etc-)  

d3s u3 5)4 1 + ;is'. (z COS B - - . - sin 0 - etc. 2.3 2 

dis r d  

1 
+ ;ia; (x4 cos B - etc.) f etc. 

La différence de ces deux qu~ntités donnera , en s'arrêtant ~9 
ds u3 

A g  = ---(-cos0 de 2.3.4 -- a . 4 . 6  sin O) 
dds w3 rd4 - - (- ,in e + , e) dbe 3 4 

Soit = P d +  Qtp3 + Ru4, on aura 

dP ci4 ddP dQ 
+ - . - + w 4 - .  *E = as dy 

&a dt) 

Aiilsiles coeGciens P et Q devront être déterminés par les équations 

La première donne en intégrant, 
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OU 

EES sin LI x P z -  - + - +- constante.' a ' 2.3.4 2.3.4 

L'autre donne 2 = o ; on a donc pour première valeur corrigée 

et puisqu'on a trouvé Q = O ,  il est clair que ce résultat est exact; 
aux quantités près de l'ordre w4. En poussant plus loin l'approxi- 
mation, on trouverait 

r = ~ ~ s  e o s ( ~ + ~ w ) - f ( ~ "  2 de sin 4-f sf const.) 

cal. 3 s  d"s r ds 3 +710(;ùJ"sin~+3da. eos0--. 2 ; i B s i n ~ - g x f  const.); 

et ce nouveau résultat est exact aux quantités près de l'ordre w6 ; 
car  la série du second membre ne contient aucune puissance impaire 
de w , ainsi qu'il sera démontré ci-après. 

En exanlinant de plus près cette valeur de x ,  on voit qu'elle 
peut être mise sous la forme 

x - ~ ~ A s c o s ( B + ; u ) - ; ;  sin L C~I 
O= 

+ a ,  . (2 sin 0 + const.) 
dds i ds +$($ s ine+ 3 x a , c ~ ~ 4 - - -  a d~ sin 0+const.);, 

d'où l'on tire 

- rd O" ds x = & ~ ~ s c o s ( ~ + t r ) - -  sin , rn l2 (a sin 4 + const. 

- etc. 

t e s  constantes renferniées dans les parenthèses sont telles qu'elles 
doivent faire disparaître les quantités jointes, lorsqu'on suppose 
dans celles-ci 8 = a. 

La forme de cette expression est assez évidente, mais il importe 
de déterminer la loi de ses coeficiens, afin de pouvoir la prolonger 
indéfiriiment. Pour cet effet, nous prendrons une forme particulière 
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de s, telle qu'elle puisse indiquer, aussi simplement qu'il est possible; 
les différens termes de ce développement. 

( I  1). Soit donc s c e m o -  em", afin qu'on ait s = o lorsque fl=a; 
les coordonnées x et y se détermineront par les équations diffé- 

rentielles àx=ds COS 6=md9eme cos 8 , dy=ds sin 8 = ozd3emesin 8, 
dont les intégrales sont 

(ma+ 1) s =m'emg cos 0 + memo sin fl + const. 
4 (na+ 1) y = ~ P . B ~ O  sin 8 - mem cos 0 -/- const. 

Dans ce même cas, on aura As = emb (em"- 4, et 

- (emm-1)' cos;. (parno- ) sin 2 o ,O - - em8cos d + .  L e  sin 8 f const., 
RenLw Renzw 

formule où l'on a fait pour abréger, R = em9 + e-mo- 2 COS w; 
Cette valeur de 2. peut se mettre sous la f o m e  

a sina sin: w .mm- e r n m  

COS f w . emfl COS 0 - 
R emecos8+ sin wem9sin8+ const, 

Soit donc 
- ar 

x=-SAS sin . w COS ( O + + )  - y ,  
et on aura en faisant les substitutions, 

m" o sin o m5 
~ '=(+wcot ;~- - - -  m2+ 1 R ) e cos B 

+ (k v ( en'm; e-" 1 - -  ) em6 sin 4 + const. 
m2+ I 

On remarquera d'abord que cettevaleur de ne change pas de signe 
lorsque w en change , et qu'ainsi le développement de E' ne contient 
que des puissances paires de w ,  coinme nous l'avons déjà annoncé. 

(12). Il faut maintenant développer la valeur de 9' suivant les 
puissances de w ;  et pour cela j'observe qu'on a 

1 ma-% m4-2m2+3 m6-om4+3m=- 
-a2+ - -- 

1 r r inu - 3 . 4  3.4.5.6w4+ 3.4.. . .8 4a8+etcw 
--Pd- 

"% 3 . 4 . .  . . .,O 
ni2+i K ml- 1 mf-mu+ I m6-m++m< 1 1 - k ~ ; -  3.4 3 .4 .5 .6  

- 0% etc,. "'+ 3 . 4 . .  . . .8 
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Cette quantité étant fonction de rn, je 13 désigne par *(nz), et je re- 
marque qu'en faisant nt = O ,  on aura I - f w CO t+  w = T (O). Sup- 
posons qu'en effectuant le développement on ait 

5P (in) = Amwa + Bmw4 + Cmo6 + etc. 

*(O) = AOw'+BOw4+CO~~-t-etc. 

Comme le premier terme Am = e4 = An, on aura 

1 w s i n r o -  
~t~)cot+W-~-j---- 

ml+ i l< - (W-Bo) w4+ (Cm-Co) m6+ etc., 

c'est le coefEcient de enle cos 0 dans la valeur de f : ou aura sein- 
blablement 

Appelons cette quantité @ (m) , et supposons que son développes 
nient donne 

@ (nt) =  am^' + gmw4 + pmw6 -+ d""w8 + etc., 
< 

on aura enfin 

%' = [(Bm-B") 0 4  + (C'"-Co) u6 -+ (Dm-Do) w8 + etc.] en'' COS 0 
+ (am&+ @""4+ ymw6+ etc.) me"" sin + const. 

Ces suites étant développées juscp'à telle puissance de w qu'on 
voudra, et les coefliciens Bm, Cm, Dm, ana, Cm, etc. étant expri- 

nt0 - ds 
més en fonctions de rn, on fera les substitutions me - a, 
m . e m L  1- ,n3em0 - d3s 

dB" - ~ 6 7  9 etc., et on aura la valeur de f', quelle 

que soit la fonction de 8 égale à S. 

(13). Si par exemple o i k v e ~ ~ t  développer la valeur de $' jus- 
qu'aux w6 inclusivement , on fera d'abord le développenient des 
fonctions 9 (nt) et (ml en s'arrêtant aux m6 ; ce qui donnera 

(3m2- 1 ) 5m4- 1 orna+ 1 + (rn) =: 2- os - -- - 
12 . 720 04 + 1440.11 

cd6 

1 ( ma- 3) m4-iom2+5 g 
@ (rn) = - w' - -- 

cd4 + i440.2~ 
a. j 

l a  720 
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Ces deux valeurs se déduiraient l'une de l'autre en mettant nu lien 

de m, supprimant les dénominateurs et changeant les signes des 
termes pris alternativement; c'est aussi ce qu'on déduirait de la 
forme des fractions dont le développement donne les fonctions T ( m )  
et Q (nz). 

Subslituant ces valeurs dans la formule 

me 5' = [9 (ln) - * ( O ) ]  e cos 0 + rno (nz) p d s i n  0 + const., 

on aura dans le cas supposé, 

3i4 m0 5 m L  I om" me 
ni3e cos0 f 

30240 
m6 e cos tl 

720 

et par conséquent la valeur générale de e' est 

Cette formule est telle, qu'on voit au premier coup d'œil la loi que 

suivent les facteurs différentiels ; quant aux coefficiens constans -!-, 
i a 

1 1 -- - 
720 ' 30240 ) etc., ils ne sont autre chose que ceux qu'on déduit 

du  développement de la quantité I - $ w cot $ w ;  de sorte que 
si on fait 

Qn aura généralement 

g = const +- A"@* (' ( S  z: ') - 8 cos 0) 

- etc. 
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La constante est telle, que la valeur de c' devra s'évanouir au com- 
mencement de l'intégrale où s = O et 0 = a ; il faudra donc de 
chaque coeflicient différentiel réduit en quantités finies, retrancher 
ce que devient ce terme lorsque s = O  et 0 =a. 

(14). L'état de simplicité où nous avons réduit la valeur de y, 
fait présumer qu'il est possible de parvenir à cette formule par une 
voie plus directe et moins laborieuse. Mais sans nous arrêter à 
cette recherche , nous nous contenterons de vérifier la formule 
trouvée, dans toute son étendue, au moyen d'une valeur de s qui 
permettra de trouver généralement, et d'une manière fort simple, 
la  différence d'un ordre quelconque de s sin 8. 

Nous choisirons pour cet objet la valeur s =sin al qui doniie 
s sin 8 = + cos (a - I ) 8 - $ cos (a+ I ) 8. On aura donc par des 
différentiations successives , 

d ( s s i n 8 ) -  
dB 

- (a-1) sin (a-1) 8 + f (a+-I) sin (a+~) 0 

d3 (s sin 8 ) -  
des 

- + (a-+)? sin (a-1) 0 - f (U+I)~ sin ( a f ~ )  d 

r15 (S sin O ) - 
de5 - - 1 (a-])= sin (a-I) 0 + + (a+ sin (a+ 1) 0 

etc. 

Substituant ces valeurs dans celle de t', on aura 

E' = - ( k m 1 +  B a d  (n-~)+C~d ((a-i)4+ e tc.) y sin (a-I) 0 

+ (Pd+ B*w4 (a+1)+C0m6(a+~)+ etc.) sin (a+ 1) 0 
- (A"oe+BOw4+ C e ~ c +  etc.) s cos 0 ,  

Cela posé , puisqu'on a en général -4%" + IYz4 + Cas6 -/- etc. = 
I - z cot $ 2 ,  les suites comprises dans la valeur de f' sont faciles 
à sommer , et il en résulte 
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Je n'ajoute pas de constante, parce que je suppose 8 i O au conii 
mencement de l'intégrale. 

Mais de la valeur s = sina0 on déduit ds = ad0 cos a0 ; 
dx= a d  cos a3 cos 6 = t ad0 cos ( a  + 1) 0 + i ad8 cos ( a  - 1) O ,  
et par conséquent 

Or nous avons fait 

ainsi il ne resle plus à vérifier que l'équation 

, . ni> , . au a sin - sin - 
" sin(a+1)0+ a ZAS COS(~+;W)=: 

w 
sin ( a -  1) 8. 

sin (a+ 1) sin (a-]) - 
a 2 

Prenant les différences de part et d'autre en supposant devienne 
0 + w ,  on trouve que l'équation est entièrement identique. 

(15). La formule générale trouvée pour la valeur de y est éta- 
blie par là d'une rnaiiière certaine; car s'il y avait dans la suite 
générale un seul terme qui ne  fût pas conforme à la loi observée, 
ce même terme se'retrouverait dans l'application au cas des  =sin a0, 
puisqu'il n'y a pas deux termes qui  soient affectés à la fois d'une 
même puissance de w et d'une même puissance de a, et que d'ailleurs 
il n'existe aucun ternie dans la formule générale qui n'ait son cor- 
respondant dans la formule propre au cas particulier. 

On aura donc généralement 

' w 
x=-1-SAscos sin ; w ( O + + @ ) - X ( ~ ) + X ( Q ) ,  

X ou X ( 0 )  étant une fonction de 8 représentée par la formule 

- etc., 
et X ( a )  représentant une fonction semblable de a. 
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Si l'on change 6 en go0 - 0 et w en - w , la vaIeur de x devien- 
dra celle de y ; on aura donc 

Y (8) étant une fonction de 8 donnée par l'équation 

c~  SCO OS^ Y(B)= AW( .de  + s sin O )  
- - s sin 8) 

d5(s COS ô ) +  CO"^(--^ + s sin 8) 
- etc., 

et Y (CL) une fonction semblable de  a. 

(16). Nous remarquerons que les coetriciens A", Bo, Co, etc. ont 
des rapports fort simples avec les coefficiens A ,  B, C , etc. dont 
nous avons fait usage dans le chapitre précédent (art. 3). En effet, 
si dans la formule 

1 - r :  ~ c o t ~ w = A O w ' + B O w ~ + C ~ w ~ + e t c . ,  

on met 2~ à la place de w , on aura 

I - w  cot w =&.a%'+ B".24w4+ C0,26cd+ etc. 

1 Mais on  a --= cot f o - cotw;  donc 
sin a, 

Y -- 
sin u 

- I + (2% - z ) A"wg + (24-2) B0w4 + ( 26-2) C0m6+etc:; 

et il en résulte 

' Q, A- H I +  I I -  
sin + m ( : ) A " ~ ~ + ( X - ~ ) , ) B O ~ ' + ( ~ - ~ ) ~ ) O ~ ~ Ç ~ ~ ~ ,  

Mais dans l'article cité, on a fait &!- = i+Aw3-j-Bw4 -jCo6+etc. ; 
61P p 

donc 
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etc. etc. 

L a  suite A", Bo, Co, Do, etc. a cela de commun avec la suite 
A ,  B , C, D , etc., que le rapport de deux termes consécutifs con- 

1 - 
verge vers la limite - - mais ce rapport est moindre encore dans 

L7r"' 
Br 1 Cr 1 D' 1 

les premiers termes , puisqu'on a = 60, 8' = $, ii = - 40 y 

on voit que dès le quatrième terme, le rapport est presque égal 
à sa limite. 

Dans l'application de ces formules, il conviendra de prendre w 
assez peLit pour que le premier terme ou les deux premiers au plus: 
des corrections X(8) , Y (8) sufisent pour le degré d'approxima- 
tion qu'on a en vue; ainsi tout dépend de la grandeur des coefii- 

ds dds d3s 
ciens =, qu'il faudra calculer d'avance pour le-premier et  

le dernier point de l'arc de courbe dont on veut connaître les 
coordonnées. Lorsque la courbe a très-peu de courbure, ces coefi- 
ciens sont très-grands; alors il faudra un plus grand are de courbe 
As pour répondre h une même différence ~ 8 ,  et il n'est pas éton- 
nant que les corrections à faire à la sonîme des différences finies, 
pour avoir la sonîme des differences infiniment petites, soient plus 
considérables. Il faudra donc prendre dans ce cas w plus petit que 
si la courbure était plus sensible. Voici au reste un exemple dans 
lequel se trouvent réunies toutes les difficultés qu'on peut rencon- 
trer dans ces sortes de calculs , avec les moyens de les surmonter. 

Application de Zn méthode précédente au calcul.de ZR 
trajectoire d'un projectile. 

( x 7 ) ;  Nous prendrons pour exemple la courbe décrite par un 
projectile dans un milieu de densité constante, et dont la résistance 
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est proportionnelle au quarré de la vitesse. L'équation de cette 
courbe ne peut s'obtenir en termes finis que dans le cas d'une ré- 
sistance très-petite ou d'un angle de projection très-petit ; mais on 
peut y suppléer par une équation entre l'arc s parcouru depuis le 
commencement du mouvement et l'angle 0 que la tangente à la 
courbe fait avec l'horizon. Cette équation est 

f (0) désignant la fonction + log tang (45. + $ O ) ,  et f (a) une 

fonction seniblable de l'angle a, valeur initiale de 8. 
Suppasons l'angle de projection a = 450, et la vitesse de projec- 

h 
tion telle qu'on ait = I O ,  nous aurons, en prenant k pour l'unité, 

D'après cette équation, il s'agit de trouver les valeurs de x et y 
au sommet de la courbe ; on se proposera ensuite de calculer l'am- 
plitude de la branche descendante. 

Il semble d'abord qu'il suffit de calculer les valeurs successives 
de AX et ~y en faisant varier 8 de 50, depuis 8 =45° jusqu'à d=oO. 
Mais dans la partie de la courbe coniprise depuis 8 = 45° jusqu'a 
8 = 400, la valeur de iîs se trouverait très-grande, parce que la 
courbure est très-petite dans cette partie, et c'est ce qui résulte des 

ds dds 
valeurs de de, dF , etc., qui sont très-grandes lorsque s c O OU 

9 = 45.. 
En effet de l'équation donnée on tire 

dds -- - ds ds' 
dea - 3 tango.- --- 

dB dB' 

hi l'on fait dans ces valeurs 8 45. et s i  O ,  on aura 
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Ces quantités vont en augmentant assez rapidement, et en faisang 
varier 0 de P, les corrections se trouveraient trop considérables. 
C'est pourquoi il convient de ne le faire varier que de I ~ ,  et alors 
le second terme de la correction X ( 8 )  - X (a) n'influera que sur le  
septième ordre de décimales. 

?r 
- - Io-  (18). Soit donc w - --- 

180' 
et proposonmous d'abord 

de déterminer la portion de courbe comprise depuis 6 =450 jusqu'à 
0 =40°. Voici le calcul des valeurs successives de As, As cos($ + + 
As. sin (4 + ; w ) .  

AS sin ( û  3.: U ) ~ J  

O ,  275305 
o. i 85247 
o. I 36938 
o .  I 06870 
0.086418 

O.  7907 78 

As. 

o. 3ga782 
o. 269 I I 5 
o. 202695 
0.161284 

- o. 133064 

Ces sommes doivent être multipliées par le facteur &. or on a 
sin; w 7  

& c o s ( B + X w )  

o. 2801 52 
O. I 95209. 

o .  I 49442 
a.1207g5 
o. I O I  183 - 

d S  704 a>' 7Cd . 7F -= 1 +- 
24 + et faisant ,rZ = - + - - , puis w =- - 

sin f w 24 5760 180 ' 

Sommes. . . . o .  846781 

on trouve log fi = 5. I 03547 ; ce qui donne 

Pour les sommes.. . . . O .846781.. . . . .o. 790778 
les corrections.. , . . . . -f- o. oooo I I + o.  oooo I O 

o. 846792 o. 790788. 

Pour avoir les corrections désignées parX (a) -X (8) et Y (a)-Y(B), 
ds &.Y d3s il faut d'abord calculer les eoefficiens &, d;i pour la valeur 
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8 = 400. On trouvera par les forn~ules ci-dessus, 

D'ailleurs on a L (2) =5.4045~3 et L - = o .  i 10176; de Ih 
résulte 

( 7 3  

x(o)=- o.ooo113g ~ ( 4 )  =-0.0001357 
X (CL) = - O. 0005026 Y (oc) =- o. 0005031 - - 

X ( d ) - X ( z ) =  0.0005887 Y(8)-Y(a)= 0.0003674., 

Appliquant ces corrections aux sommes tronvées, 

Somme des Ax.  . . o. 846792 des Ay.. . o. 790788 
Correction.. . . . . . - o. 000389 ,.......+ 0.000367 

x x:= 0.846403 y = 0.791155 

on a les valeurs de x et de y qui rêpondent au point où 8 = 400, 
(19). On peut maintenant partir de ce point pour faire varier 

par de plus grands intervalles, les angles 0 ; en prenant ces inter- 
valles de 50, on formera la table suivante ; 

As. 
. - 

2.451179 o .op7ga  1 
O 1 2 .  5a3g64 I Sommes.. . . . I .  I g5447 O .  6 0 6 4 ~ ~  

%- 

Lorsque w =; - 50 ;=; - - on a log fi r;: 6.50 I 579, ainsi à raison 56 ' 
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? @ 

du facteur -&-, on aura les corrections suivantes: 

On a ensuite, en faisant 0 =O ; 

d'où résulte 

Ce sont les valeurs corrigées de x et y ,  depuis 0 = 40" jusqii'à 
û -O ; si on leur ajoute les valeurs des mêmes coordonnées, depuis 
8 = 45' jusqu'à 0 = 40°, on aura les coordonnées qui répondent 
au sommet de la courbe 

x = a.  039451 ; y = I .400652. 

(20). II faut maintenant calculer la branche descendante, et pour 
cet effet, il faut changer le  signe de 8 dans l'équation des arcs, ce 
qui donnera 

e = + + $(el. 
Lorsque 0 deviendra 0 + w , l'arc s deviendra s + As, et on aura 

As par l'équation 
2.4355874- f ( 8 + A s  = log (-- 

2.495587 + f (91 
'1). 

Faisant donc successivement O=oO, 0=50,0 = I oO, etc., e t  w ==. P, 
on forniera la table suivarite : b 
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As. 

o .  067849 
o .  064967 
o .  063804 
o .  0642 I 2 

o .  066195 
o .  069902 
o .  07564~  
o .  083965 
0.095712 
o.  I I 2505 

o. 1 35758 
O .  169891 
0.221005 
o .  300999 

0.434744 

Sommes. . . I . I 77591 
Produit par a . .  . o .  000374 

-- 
1.177965 

Pour corriger ces sommes, il faut avoir les valeurs des coefficiens 
ds dds d3s &, dB; , 2F lorsque 0 = 75' ; alors ces coelûciens deviennent pou 

sitifs, et on trouve leurs logarithmes comme il suit :. 

ds log = O .  784599 

dds l og -  1.492717 
dB' 
d3s log = 2.521532 

An moyen de ces valeurs, le calcul des corrections donne 
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Ce sont les valeurs de x et y comprises depuis le sommet jusqu'au 
point où 8 = 750. 

Mais puisque la hauteur trouvée y est plus grande que la hauteur 
de la branche ascendante I .400652 , leur différence o. 08 I 388 exi- 
gera qu'il soit fait une diminution proportionnelle sur la valeur de x, 
pour avoir la vraie amplitude de la branche descendante. Et puis- 
que la différence o. 414633 répond à 5" de différence dans l'angle 0,  
on trouvera que o.  081 388 répond à une différence de 58' 54."; de 
sorte que l'angle de chute doit être environ 74" 1' 6". Prenant le 
milieu entre cet angle et 75", on aura 7 4  30' 33", et la quantité dont 
il faudra diminuer x sera o. 081 388 cot 74" 30' 33" E 0.012557, d'où 
1 ' ~ n  conclura 

I . I 74258 
O. 022557 

Ampl. de la branc. desc . . . . I . I 51 70 I 
Ampl. de la branc. asc . . . . . z .o3945 r 

Ampl. totale.. ... .. . . .. .'. 3.191152; 
ces résultats doivent être exacts, au moins jusqu'à la cinquième 
décimale. 

(21). Ayant suivi le cours de la trajectoire jusqu'au point où 
0 = 7.50, il ne sera pas inutile de déterminer la position de l'asymp- 
tote verticale, c'est-à-dire , de chercher la valeur de x lorsque 
8 = go0. 

Pour cela nous conipterons les x du point où 4 7= 750, et en 
faisant tang 0 = p , nous aurons à intégrer l'équation 

$ dx = 
A+P ~ ( 1  + P F )  + l o g ~ p +  ~ ( l + P i - > T i '  

dans laquelle A = q + f (a) = s .dg5587 , et il faudra que l'intégrale 
s'étende depuis p = tang 750 jusp'à p =; 00, 

1, e 
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L e  moyen que nous emploierons pour cet objet, consiste à prendre 

successivenient pour le dénoiiiinateur du second nieinbre, une quan- 
tité toujours plus grande, ou toujours plus petite que ce dénomina- 
teur, et on coiiclura que la vraie valeur de x est coniprise entre les 
deux qui résulteront de chaque hypothèse. 

Soit D = A + p  v ( ~ + p p )  +log [p+f(~+pp)]  et nz=tang75"; 
puisque p est toujours compris entre tang 75" et tang go0, on aura 
toujoursD > A  +log Ln+ f ( ~  +nzna)] +nt (/(I +-rma)-naa+p2; 
donc si on fait ca s A + f (75") - tang'750 = 5.014525, on aura 

m 
Celle-ci donne en intégrant , $ c x  < arc tang P - arc iang - et en  

C C '  

7r m 
faisantp=m, on aura f c z  <; -arc tang-, ou t a n g t c z < L i  m ' 
d'où résulte x < 0 448268. 

1 
Pour avoir l'autre limite de x, je faisn=- log [nz+I/(r+nzmn)]; 

2m 

ce qui donne log n = 9.434002 ; j'observe ensuite qu'on aura dans 
toute l'étendue de l'intégrale, p i(1+py)<ps+$, log k+v(r+pp)] 
';< 2np; donc on a constamment 

Soit A+$ -ns =ga, OU log g = O ,  232825, on  aura 

p + IL m f 72 Z o ù  résulte en intégrant, + gx > arc tang - - arc tang 
g g - 

T 

2 
+ > arc iang ., Faisant p = a  , on aura fgx) - -arc tang - 
g m+n ' 

OU X >  0.47212. 

O n  voir donc que la valeur de x qui à ~ a r t i r  du point où 8=7+5", 
répond à l'asymptote verticale , est certainement comprise entre 
deux limites assez rapprochées , savoir, entre O ,472 12 et O ,48268. 
Par un milieu, on trouve x =o.  4774, et cette valeur ne peut pas 
être en erreur de plus de o.  0053. 

(za). Il reste à connaître la position de l'autre asymptote du côté 
45 
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des x négaiives. Or il suit de l'équation e= I + 5f (a) - 5 f ( B ) :  
qu'en faisant s infini négatif, on aura f (8) = f + f (ct) = a . ~ @ 5 8 ~ ;  
d'après cette valeur, on trouve 0 = 460 55' a3"4 ; c'est l'angle que 
fait l'asymptote dont il s'agit avec la ligne des abscisses. 
En appelant cet angle g , si on considère à la fois s , x et y 

comme positifs pour tous les points de la branche qui descend vers 
l'asymptote; si ensuite on fait comme ci-dessus, tang kp, tangC=b, 
P r/(1 Jrpp)  + 1% [p+V(1 +pp)l = +(A, on aura pour déter- 
miner les coordoinnées x et y, les équations 

Faisons x -Y=z, b et la valeur de a calculée pour le point oùp = 6, 
sera la distance de l'origine des abscisses nu point où l'asymptote 
rencontre la ligne des abscisses. On aura donc h intégrer la formule 
suivante, depuis p = I jusqu'à p=b ,  

Comme p diffère peu de b dans l'intervalle où nous devons étendre 
l'intégrale, on peut faire p = 6 - u, et on aura la série fort con- 
vergente 

2 ab oùl'on a+'(b)=z(/(rf 66)=_6, *(A)= y(l+bbl= a s i n c i  

etc., et il faudra intégrer l'équation 

- du gvi?z= -: 
U 

~ ' ( b ) -  ; c ( b ) + s  ~ ( " ( b ) -  etc. 

Pour avoir par approximation cette intégrale, je fais 
du + h+'(b) dz = - - 

1-Au' 

eti'observe que A sera toujours compris entre deux valeurs A' et A", 
la première qui répond au commencement de l'intégrale, lorsque 
u = b - 1, et la seconde qui répond à la fin de l'intégrale, lorsque 
u i; o. Cette dernière se .trouve exactement par le développement 
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indiqué qui donne A" = + . - - '- sin 6 cos C; l'autre valeur A' 
se trouvera par l'équation 

4 ( b l -  ' 

'Ainsi on aura log At = 9.392 1695 et log A"= 9.396960~; 
Mais en regardant A comnie constante , l'in tégrale de l'équation 

précédente est i b S 1  ( b ) .  a = ;log. (1 - Au) + const. Prenant donc 

I'intégraIe entre les liinites u = b  - I , u = O ,  on aura 

Substituant successivement au lieu de A les deux valeurs A' et A''; 
On trouvera z = o. 0447606 et z = o. 0447G50. Le Yeu de diffirence 
qu'il y a entre ces deux valeurs, prouve conibien cette détermination 
est exacte, et par un milieu pris entre elles, on aura encore plus 
exactement z = 0.0447628. C'est l'abscisse cherchée du point où 
l'asymptote dont il s'agit rencontre la ligne des abscisses. 

De Fintégrale h d é j î ~ i e  f dx (log:Y-', prise depu& x = o. 

(23). Nous avons fait voir dans la seconde partie, comment on 

trouve I'intégrale SJx t?; lorsque x = I , et nous l'avons dési- ( 'Y-' 
gnée dans ce cas par la fonction I'(a). Mais il peut être utile de dé- 
terminer cette intégrale pour une valeur quelconque de x! : nous la 
~eprésenterons généralement par T(a ,  x), de sorte que r (a, I)  sera 
la même chose que T(a) .  

Observons d'abord que l'intégration par parties donne la formuIe 

d'où il suit que l'intégrale r ( a ,  x )  peut toujours se ramener à une 
intégrale semblable, dans laquelle a est compris entre I et 2, aiiisi 
que nous l'avons fait pour l'intégrale définie r (a). 

1 Soit log ,= z, on aura la transformée 
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d'où l'on tire en intégrant, 

Cette formule donne la valeur de T'(a,  x) par une suite qui peut 
être.divergente dans les premiers termes, mais qui finit toujours par 
être convergente. 

Cette suite est convergente dès les premiers termes, si x n'est pas 
1 

plus petit que -; elle peut néanmoins être en~ployéeavecsuccès pour 
e 

1 
des valeurs beaucoup plus petites de x, telles que x = G ,  ou même 

1 
x= - . mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de 

2G ' 
1 

termes de la série; par exemple , si x = - il faudra calculer 
1 0  ' 

douze à treize termes de la série pour avoir la valeur de l'intégrale 
approchée jusqu'à la cinquième ou la sixième décimale. Ou trouve 

de cette manière ï (: , A) 0)= O .056&7 

A mesure que x devient plus petit, il faudra prolonger plus 
loin 1q suite pour abtenir un égal degré d'approximation ; de sorte 
qu'il convient de recourir à un autre moyen pour évaluer l'intégrale 

1 1 avec précision, lorsque x est très-petit , tel que ;oo, =, etc, 

(24). La meilleure méthode pour calculer l'intégrale i? ( a, x J 
lorsque x est très-petit, est de la déduire de la formule (1) qui 
donne , par des transformations successives, 

r ( a , x ) = x [ ~ ~ - ~ + ( a - ~ j z ~ - ~ + ( a - r )  (u-2)~~-~+etc . ]  (3) 

Cette série étant continude suffisamment , ses termes deviendront 
alternativement ~ositifs et négatifs, de sorte qu'on aura des valeurs 
alternativement plus grandes et plus petites que l'intégrale cherchée. 
Mais comme la suite cpi est d'abord convergente, devient néceç- 
sairement divergente après un certain nombre de termes, il faudra 
s'arrêter au point où la divergence commence, et on n'aura ainsi 
qu'une approximation borne'e. 

Si on appelle Pn le terme de rang n dans la forniule (3), et PR+l 
a-n  le terme suivant, on aura PnS! = - Pu; ainsi la divergence com- 

z 
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niencera lorsqu'on aura n = ou > a + z ,  et alors la suite ne devra 
pas être prolongée plus loin. 

I 1 
( 2 5 ) .  Soit, par exemple, a = - x = - on aura z = Iog r 00 

2 100 ' - -4.60517, et a + z = 5 . 1 .  Ainsi lasuite ne devra pas etre pro- 

longée au-delà des 5 ou 6 premiers ternies. En effet, on a en faisant 
z d o g  IO, 

1 . 3 - 5  1.3.5 ' z '$---w '-- .(t, &) o> 2 ((,-t -: Li 
2 . a  9.a.a 

zii+ etc.); 

et par le calcul de termes successifs, on trouve 

On voit qu'il est inutile d'aller plus loin que le sixième terme, puis- 
que la suite devient divergente à compter de ce ternie. 

Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que 
0.423085, et plus petite que 0.429729. Par an milieu, on trouve 
la somme de la suite = o. 4264, et on voit qu'on ne peut compter 
sur plus de quatre décimales exactes dans cette évaluation; il en 
résulte pour la valeur de l'intégrale cherchée, r (a, x )  -L O. 004264. 
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1 1 (26). Si en prenaut toujours a = ;, on eût fait x = - 

1000 oli. 
aurait vu d'ahord que la suite ne doit être prolongée que jusqu'au 
neuvième ternie, et par le calcul effectif des termes, on aurait trouvé 
que l'intégrale cherchée est comprise entre x x o .  357708 et 
x X 0.357175. Le milieu est x x o. 35744; d'où résulte l'intégrale 
r (a, x )  = o .  00035744. 

En général la formule ( 3 )  donnera d'autant plus de précision ; 
que x sera plus petit; mais cette précision ne s'obtiendra que par 
le  calcul d'un plus grand nombre de termes, puisque pour tirer de 
la suite toute l'approximation qu'elle peut offrir, il faut la proIonger 

jusqu'à ce que le nonihre de ses termes soit a $- z ou a+ log 5. 
1 Si on appliquait la formule (3) au cas de x = ; dGjà résolu par 

la formule (2), on trouverait que la suite cesse d'être convergente 
au quatrième terme. Les deux premiers termes donnentr>xx0.5 I 59, 
et les trois premiers donnent r < x x 0.6091 ; il en résulte par 
un milieu, ï == x x o.  5625 = o.  05625, tandis que la vraie valeur 
est o .  056497. Il convient donc de préférer la forniule (2) lorsqu'on 
voudra avoir au moins quatre chiffres significatifs exacts, et que la 
valeur de x ne sera pas plus petite que o .  or.  

(27). Jusqu'ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse 

pas l'unité ; niais on peut aussi demander l'intégra1eJI.r 1: ( Y-=. 
pour une valeur de x plus grande qtie l'unité. La partie comprise 
depuis x = fi jusqu'à x = I , est connue el représentée par r (a) ; 
ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale depuis x= I jusqu'à une 
valeur quelconc~ue de x > 1. 

Remarquons d'abord que dans tout cet intervalle, 1 ( :) étant 

négatif, il faudra mettre l'intégrale sous la forme (-~)~-'fdx(lx)~-~. 
J e  fais abstraction du facteur (- r)a-l qui peut être réel ou imagi- 
naire, suivant les diverses valeurs de a ,  et je considère simplement 
l'intégrale fdx (lx)°-' que je désigue par 4 (a, x ) ,  et qui est sup- 
posée nulle lorsque x = I. 

Si on fait lx = y, 09 awa x = eu, et l'intégrale dont il s'agit 
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deviendra fua-'du . eu =~i~~- ldrr  ( I  -+ u + 5 + etc.) ; d'oh l'on tire 
2 

formule où il n'y a pas de constante B ajonter, parce s 'é~a- 
nouit lorsque x = 1. 

La suite comprise dans cette intégrale pourra être divergente 
dans les premiers termes; mais elle finira toujours par être conver- 
gente. Ainsi on en tirera dans tous les cas une valeur aussi appro- 
chée qu'on vou.dra de la vraie intégrale, et il est visible que cette 
valeur deviendra infinie si on fait x = W. 

(28). On peut encore mettre 4 (a , x) SOUS une forme plus 
dP 

commode. Soit fua-1 du,eu =r: euP, on aura ua-' = &-/- P; soit 
ua 1 ensuite P = - +Aua+'+Bua+"+etc., on trouvera A =-- 
n a.a+i8 

1 B =  
a.a+i.a+Z' 

etc. ; donc 

série qui aura, cornme la précédente, la propriété de devenir tou- 
jours convergente, mais qui aura de plus l'avanta~e de donner des 

? 
valeurs alter~iativement plus grandes et plus petites que l'intégrale 
cherchée; de sorte que le degré d'approximation sera connu dans 
chaque cas par la différence de deux termes consécutifs. 

De Pu2tégra2e fydx prise entre deztx limites qztz' rendent 
nulle Zafo~zctiorz y. 

(29). Si la fonction y est nulle aux deux limites de I'intégraIe ; 
si on suppose en nîênie temps qu'elle ne change point de signe 
d'iine limite à l'autre, et que dans cet intervalle elle ne soit sus- 
ceptible que d'un seul nzaxirnum, on pourra faire usage ,de la mé- 
thode suivante pour déterminer l'intégrale Z =Sydx ('1. 

Soit m la valeur de x qui rend y un nzaximum, et soit ce rnaxi- 
-- - -- - 

(') Mém. de 1'Acad. des S c . ,  ann. 1778 e t  178a. 
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rnunz = 81, on fera en général 

y = Me t', 
t étant une nouvelle variable qui s'étendra depuis t=-oo, jusqu'à 
t = + a, ces valeurs répondant aux deux limites de l'intégrale où 
l'on a y = o. 

D'après la valeur supposée de y, on trouvera une eqression de x 
en fonction de t, qui sera de la forme 

x = nz+ At + BP -b Ct3 + Dt4 +- etc., 
et on aura 

/ y d x  =M f i  'dt (A+ 2Bt f 3CtE + 4Dts+ etc.).' 

Il faut distinguer dans cette intégrale deux parties ; l'une depuis 
t = -CO jusqu'a t = O ; l'autre depuis t = O jusqu'à t = CO. Si on 
change l,e signe de la première , elle devra être prise depuis t s ~  
jusqu'à t = oo , et sera représentée par la formule 

ja seconde, qui devra être prise entre les mêmes limites, sera 

~ / e " d t ( A  + zBt f 3CP+ 4Dts+ etc.), 

'Ajoutant ces deux parties, on a l'intégrale totale 

Z = z ~ / é - " d t  ( A  + 3Ct" -+ 5Et4 + etc.). 

Or en faisant e- " = z , l'in tégrale fiane- "dl aura pour transformée 
an-r - 

t Jdz ( l  :) ' , et celle-ci devant être prise depuis z = O jusqul 

z ;= I , sera reprdsentée par + ï (2":'). - Ainsi onaura généralement 

fët ' t"dtt=;r (2a1), - d'où résulte en particulier 

/ è t 'd t=t  l /m, / t se -"d t=+ /m.$, / ( 4 ~ ~ ' d t = t l / ~ r . -  etc. 
2.2' 

Donc enfin l'intégrale cherchée, 
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et en considérant x 'co i im~e une fonction connue de t ,  faisant ensuite 
dans les coefficieiis différentiels t = O ,  on aura 

(30). Si dans l'équation y = Me- t°, ou log JI - !ogy = ts, on 
snbstitue la valeur de y en  x , on aura une équation entre x et t ,  

dx d3x 
d'où on devra déduire les valeurs des coelïiciens 61, dir , "te. qui 

entrent dans la forniule précédente, et dans lesquels on fera en- 
.suite t = o ou x = m. C'est dans les exemples pariiculiers qu'il 
convient de déterminer ces coeficiens ; cependant on peut aussi les 

c7dy d y  déduire généralement des coeficiens -& , etc. supposés con- 

nus au point du nzaxinzwnz. 

En  effet l'équation log B I -  logy = t-tant différentiée, donne 

- dx di.at-j-ay=o. Si on y fait x = n i  ou r = o ,  on n'en tire 

aucun résultat, parce qu7alors * = o ; mais si on différentie uoa 
clx 

seconde fois, on aura 

ddy dxa - - J - d , . T - + 2 y - f - 2 t 2 - . - = O ;  d& dy d . ~  
d z  ' dt2 x dt 

S i  donc la série (1) est assez convergente pour qu'on puisse la 
'éduire à son premier terme, on aura l'intégrale cherchée 

%Y J et d;; étant les valeurs de ces quaiitiiés au point du inaxinzurn 

O U  x= 1n. 

En différentiant ultérieurcmen t I'écjua tion dont nous avons tiré 
44 
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la valeur de &- , on trouverait les valeurs des autres coeficiens 

dc 
- +y . ''x dsx etc., exprimées en fonctions des quantités y , =, 
&a > >F 9 

d7y =, etc. au point du rnuximu~~i. Mais ces valeurs se compliquent 

à mesure qu'on pousse le  calcul plus loin, et il vaut mieux, c o n m e  
nous l'avons dit ,  déterminer ces coeficiens dans les cas particuliers. 

Pour peu qu'on réfléchisse sur l'esprit de la méthode précédente, 
on verra qu'elle doit donner un résultat d'au~ant plus approché, 
que la fonction y décroîtra plus prompten~ent en s'éloignant d u  
rnaxinzum; et c'est ce qui arrivera si les facteurs dont y est com- 
posé sont des puissances d'un ordre fort élevé. Cette circonstance 
permet de n'avoir c'gard qu'à une petite partie de l'intégrale, depuis 
x = m - a jusqu'à x = n a  + a. ; elle contribuerait aussi à sirnpli- 
fier l'usage des autres méthodes; mais celles-ci ne donneraient pas 
un résultat aussi élégant, parce qu'il resterait toujours quelque 
chose de vague dans la détermination de a. Au reste, on prendra 
une idée plus juste de cette méthode par les exemples suivans. 

E X E M P L E  1. 

(31). Soit proposé de trouver l'intégrale Z =  f~*e-~dx, depuis 
x = O jnsqu'à x = a, a étant un nombre positif. 

Dans ce cas, la fonction xUe-. est nulle aux deux limites de l'in- 
te'grale ; sa valeur dans cet intervalle est toujours positive, et elle 
n'est susceptible que d'un seul nzaximunt , qui a lieu lorsque x = a ;  
ainsi la méthode précédente peut être appliquée à cette intégrale. 

d 
CL 

Soit donc y r; s Cx = (E) e-ta, il en résultera 

et en supposant x= cc + u , on aura par le développement de cette 

Soit , comme ci-dessus, u 3 At + Bt* -+ CtS + Dt4 4- etc. , on 
trouvera 

- a 1 4 I 

A = \ / 2 a ,  B z 3 ,  C s -  3A ' Di-- i35A2 ' E =%, etc. 
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Substituant ces valeurs et celle de Dl= (:)edam la formule (1) , 
on aura l'intégrale cherchée 

Si dans l'intégrale proposée Z =Jx"e-"dx, 011 fait e-"= z, on 

aura la transformée Z =Jdz (Z t)' qui devra être intégrée depuis 

Z = O  jusqu'h Z = I .  On a donc Z = r ( a + ~ ) ;  et en effet, la 
valeur que nous venons de trouver pour Z s'accorde avec la for- 
mule (a) du no 67 , seconde partie. 

(32). Cette formule résout très-bien le cas où a est un grand 
nombre, puisqu'alors elle donne une suite fort convergente ( au 
moins dans les premiers termes) ; mais elle ne résout qu'impar- 
faitement le cas où ce est compris entre O et I , et elle donne un 
résultat imaginaire lorsque a est négatif et plus petit que l'unité, 
quoiqii'alors la valeur de r (a + 1) soit réelle. 

Il est facile de remédier à l'inconvénient que présentent les deux 
derniers cas; car l'intégration par parties donne 

et comme le terme hors du signe s'évanouit dans les deux limites 
de l'intégrale, on a simplement 

aloù il suit qu'étant proposée l'intégrale j3*e-zdx, on peut la trans- 
former en  une autre où l'exposant de x sera anssi gralld qu'on 
voudra; et aIors on  déterminera celle-ci d'une manière fort ap- 
prochée par la formule (2). 

Il est facile de voir pourquoi dans cet exemple le résultat de 
la formule est d'autant plus exact , que a est plus grand ; c'est que 
le  facteur X* décroît d'autant plus rapidement dans le voisinage du 
rnaxirnurn, que cc est plus grand. Il n'y a plus de maximum lorsque 
est négatif; c'est pourquoi le résultat de la formule est entièrement' 
fautif dans ce cas , quoique la vraie valeur de l'intégrale soit réelle, 
tant que I + a est positif, 
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(33). Soit proposé de trouver 17int6grale Z = f~'(~ - x)CL&; 
entre les linlites x = O, x = I ,  les nombres ci et C étant positifs. 

Ayant fait y = sa(i -s)', on trouve que y est un nwimiitn 
a lorsque x =: - - m. Soit donc en génÇral 

a+C-  

Si on prend les logarithmes de part et d'autre, et qu'on fasse 
x = r n + u ,  on aura 

Soit, comme ci-dessus, u= At + Bta+ Ct3+ etc., on trouvera 

z a C-a a'-~iaC+@ 

A='\/(), a+C a+C B = -  3 * m >  C =  i8aC(a+C)  A, etc.; 

d'où- résulte l'ilitégrare cherchée 

Si les exposans a et g sont tous les deux de grands non~bres; 
cette suite sera fort convergente; mais si l'un dos deux seulement. 
est un grand nombre, la suite ne sera que peu convergente, de 
sorte qu'il faudrait en calculer beaucoup de termes pour n'avoir 
qu'une médiocre approximation : or ces termes sont dificiles à 
calculer par la méthode que nous venons de suivre. 

(34).  Examinons particulièrement le  cas où a et C sont tous deux 
de grands nombres; alors la série se réduira sensiblement à son pre- 
mier terme, et on aura 

&k+f c+ ;  
zs; 6 V G  

(,+g)"+e+; ' 
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Mais l'intégrale exacte, lorsque a et 6 sont des entiers, est 

Cette intégrale peut s'exprimer dans le m h e  cas par la formulc' 

et alors elle a lieu pour toutes valeurs de a et  C. Si ensuite on 
substitue les valeurs des fonctions r d'après la formule 

Mais en développant la quantité ' ( ('1 ou, ce qui revient au 
@ ( * + C l  

même, ( x ) .  c~(g) .CD(- cc-6), on a pour les trois premiers termes 
d u  développement 

Donc la valeur de Z' , développée jusqu'au troisième terme de la 
série, sera 

formule qui s'accorde entièrement avec la valeur trouvée pour Z; 
laquelle n'a été calculée que jusqu'au second terme. 

On voit maintenant a priori la valeur trolivée pour Z 
ne donne pas une suite conve:-gente lorsque l'un seulenîent des 
exposans a et est un grand nombre ; c'est que la suite dont il s'agit 

étant égale au développement de la fonction @(a)m(C) ( & + 6  ) 
+cl & + e + l  

est bien convergente par rapport à la fonction 8 (a +C) , el h l'une 
des fonctions Q ( a ) ,  i p (6 ) ,  mais ne l'est pas par rapport à 
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l'autre; et il en résulte que la suite totale n'est pas plus convergente 
que celle des deux suites (a), @ (g), qui répond au nioindre des 
deux nombres a et C. 

(35). L'hypothèse de l'art. précédent ayant toujours lieu, si on 
fait de plus a = 6, ou aura la valeur très-approchée 

La valeur exacte est 

'Ainsi il faut qu'on ait, lorsque a est très-grand , 

Voici comment on pourra vérifier cette formule. 
i -2.3.. .m 

Soit 4. (m)  = on aura 
m+ 1.mf a . . . a m +  1' 

de Ia résulte 
4J (0) = i ; 

etc. 
r 1.2 4.4 6 . 6  8.8 Mais par l'expression de Wallis, on a ; = - - -- - 

1.3 ' 3.5 ' 5 .7  ' 7.0 ' . . .- 
c'est-à-dire que m étant un très-grand nombre, on peut supposer 

2.4.6.. . , . . . am il en résulte L/(&--) 2 3.5.7.. .2m+ -. ' donc 4 (m) == 

(:y)"\/($+;), OU, puisque m est trèsgrand, 4(nl)= 

ce qui s'accorde avec la forn~ule précédente, 
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Notre formule est donc vérifiée en général, et on peut être assuré 

qu'elle donnera une grande approximation , lorsque les exposans 
a et C seront tous deux de grands nombres ; niais si l'un des deux 
seulement est un grand nombre, la série n'aura que le degré d e  
convergence que comporte le développement de (a), a étant le 
plus petit des deux exposans. Au reste, comme la valeur de Z est 
donnée généralement par lés fonctions T, les observations que nous 
venons de faire sont plutbt relatives à la méthode générale, qu'à 
l'exemple particulier dont on aura toujours la solution aussi appro- 
chée qu'on voudra par les propriétés des fonctions T. 

(36). Nous remarquerons encore que dans l'exemple II se trouve 
comprise la détermination générale des intégrales définies que nous 

n - n  - 
avons désignées ci-dessus par la formule = fxp-'<Es(i-xn) " .. (J 

P-r 4-1 
En effet, si au lieu de xn on rnetx, on  aura(^)=^^^^ (1-x)" dx; 

soit encore c=a, et g=6; on aura (:)El fx%-l(i -x)'-' &. 
n n 11 

Mais pourvu que cc et C soient positifs, on a entre les limites x = o ,  
XE=I ,  

et l'intégrale du second membre = 4 -  . donc 
(atg+l)r(af gd-1)' 

ce qui est la formule du no 56, seconde partie ; on a ainsi une dé- 
monstration très-simple de la forniule qui sert à exprimer les iu- 

tégraleo (:) par le moyen des fonctions I'. 
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(37). La quantité x - ~  e-r, où l'on suppose ec positif, devient 
un minimum lorsque x = - ec ; mais ce nzininaunz se change en 
ntaximurn, si au lieu de donner à x des valeurs réelles, on  suppose 

e t  qu'on donne à 5 des valeurs quelconques, depuis -CO jusqu'à 
+CO. Cette supposition est admissible analytiqueinent, et les con- 
séquences qu'on en déduit méritent d'être remarquées. 

D'après cette valeur de x , l'ordonnée x-*e-$ sera nulle aux deux 
limites de l'intégrale, savoir, lorsque z = - CQ et lorsque z=+ W. 

Dn pourra donc appliquer à l'intégrale Z la méthode donnée dans 
le chapitre précédent. 

Avant tout,  j'observe que CL peut être supposé plus grand que 
l'unité, et même aussi grand qu'on voudra ; car on a d ( x'" e-Z) 
= - m ~ - ~ - ' e - ~ d x - x - ~ e - ~ d x ;  et par conséquent ~ - ~ e - :  - -- m f ~ - ~ ~ - I e - " c l x -  f ~ - ~ e - ~ d x ;  or rn étant positif, la qnan- 

tité xym e-"'évanouit aux deux limites de l'intégrale ; on a done 

d'où l'on voit que si a était plus petit que l'unité, on pourrait trans- 
former la forniule proposée en une autre, où a serait plus grand 
d'une unité, et ainsi de suite. La  formule proposée peut donc etre 
préparée de nlailière que a soit assez grand pour que les suites qui 
résultent de l'intégration soient convergentes. 

(38). Cela posé, si on reniarque que le calcul nécessaire pour 
avoir la valeur de l'intégrale fx-*e-x dx dans le cas des limites 
imaginaires , est absolument le inêiize que celui que nous avons 
fait pour avoir l'intégrale fx* e-X dx dans le cas des limites réelles , 
a n  verra qu'il suffit de changer le  signe de  a dans l'intégrale déjà 
trouvée, afin d'avoir celle que nous cherchons. Ainsi puisque nous 
avons trouvé 
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1 1 a (a) désignant la suite I + Ta +- . -  -f- e t c ,  nous en dédui- 

rons, en changeant simplement le signe de a, 

Multipliant ces deux équations l'une par l'autre, et observant q u e  
par la propriété de la fonction @, on a (a) x 0 (- a) = I , il 
viendra 

J X - ~  x fxa e-xdx = 2a A(- 1) 
-&fi 

2 
', equation par laquelle on déduira généralement l'intégrale fx-ae-rdx; 
dont les limites sont imaginaires, de l'intégrale fxae-z dx, dont les 
limites sont réelles. 

Cette dernière iqtégrale est représentée par r (a $r 1) , et on a 
r (a+ I ) = ai? ( a ) ; donc si on désigne par T' ( a ) l'intégrale 
fx-a ex dx dont les limites sont imaginaires, on aura 

(39). Dans le  cas particulier où a est un nombre entier, on a 
ï' (a) = I .2.3. . . . ( a - I ) ; on aura donc dans ce même cas , 

ce  qui donne successivement P(I) s- zlrv- r , ï f ( z )=z?r / -1 ;  

S i  on fait CL = f ( car la formule trouvée étant indépendante des 
suites, n'est plus assujétie aux conditions qui concernent Ia conver- 
gence de ces suites, et elle suppose seulement a positif), on aura 

2 T rl(;) = - = 2 ; d'où l'on voit que ï' ( +) est réel et double (3 
d e  r($). 

$1 est remarquable que Tl(+) et r(5) représentent toutes deux 

I'intégrale f~-ie-~dx ; mais la première est prise entre les limites 

i.n~açinaires qui rendent nulle x - ; e - ~ ,  et la seconde est prise entre 
45 
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les limites réelles x r: O ,  x = CO ; il n'est donc pas surprenant 
qu'elles soient inégales. 

On distinguerait de même I" (3 qui représente/x-~e-xdx, prise 
entre des limites imaginaires, de I' ( 5 ) qui représente l'intégrale 

~ x - i e - ~ d x  prise entre des limites réelles. Pour les comparer entre 
elles, on appliquera la formule générale qui donne 

n 
ensuite, comme on a T (i) i (;) = , il en résulte 

ce qui donne trois valeurs pour le rapport cherché de T t ( $ )  ii ï (;)r 
1 

Ces trois valeurs répondent à celles que peut prendre x3 dans la 

formule J X - ~ C ~  dx,  lesquelles sont x i ,  &(- $ + t \/- 3) ,  
- 

sj (-; - t v- 3 ) ; si on se borne à k première , on aura 
simplement . 

FI(+-) =- f(-3).r(; 1. 
(40). Reprenons maintenant la formule Z = fx- "eeX dx ; puis- 

que nous avons fait x = - a $- z /- I , et que l'intégrale doit 
être prise entre les limites a = - CO, z = -/- CO, il s'ensuit que si 

on fait pour abréger ( - - M , on aura 

cette intégrale étant prise depuis 5 = O jusqu'à z = W. 

Soit a = u tang q ,  on aura la transformée 

Z = zMa I / - r  . fdq cosu-"Q cos (a tmg p -q) ; 

nouvelle intégrale qu'il faudra prendre depuis q = O jusqu'à q=+ i: 
Dans les applications, on pourra supposer a > 2 ; ainsi l'intégrale 

f d x  cosa-"p cos (a tangq--q) ne présentera que des difXcultés or- 
dinairas , lorsqu'on voudra l'évaluer par la méthode des quadratures. 
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On connaitra donc avec le degré d'approximation qu'on voudra, 
l'intégrale Z ou la quantité que nous avons désignée par T'(a). 

Réciproquement, comme la valeur de l'in tégrale I" (a) est connue 
'-a 

2~ (- 1)"  et représentée par l'expression r (4 
, si on fait 

f d ~  cosm-'q cos (a tang - ocq) = Q (a) , 
011 aura 

ce  qui donne l'intégrale 

(41). Cette formule étant indépendante des suites , doit avoir lieu 
que) que soit a, pourvu qu'il soit positif; on connaitra donc Q(a) 
dans tous les cas où r(a+ 1) est connu; ces cas sont ceux où za est 
an nombre entier. 

Ainsi en faisant successivemerlt a = i , 2, 3, 4,  etc. , on aura 

De même, en faisant a = +, , 1,  etc., on aura 

En général, si dans la valeur de Q (a) on substitue la valeur connue 
de (a+ I) développée en série, on aura 

1 

1 q (a) = (2))' ( 1  - - 1 

l ad  +ZSF - etc.). (3) 

Mais cette farmule suppose a > 1, et elle donnera un résultat 
d'autant plus exact que sera plus grand. Lors donc qu'on pourra 
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1 négliger - par rapport à l'unité, on aura Q (a) 

'- 

12a d(;) 2 OU 

/da cosu+" cos (a tang Q - c t ~ )  = /(/) ; 
aa 

théorème qu'il serait peut-être fort dilficile de démontrer par une 
autre voie. 

Les théorèmes particuliers concernant Q ( I ) ,  Q (2), etc. peuvent 
ê@e présentés Sous une autre forme. Soit tang Q = z ,  et supposons 
que les intégrales suivantes soient prises depuis z=o jusq& a= a, 
on aura 

z(cosz+zsinz) ?r 

Q G ) =  f d  l+zz 
-- - - 

e 

- z2) COS sz +- OZ sin az] - 2.w 
c- 

(41 
Q (2) = f &w 

( 1 +zzIa ea 
etc. 

Co~iinie ces résultats sont déduits d'une analyse fort épineuse, on 
doit être curieux de les vérifier , au moins dans un cas particillier. 

Soit, par exemple, e = 2,  la formule donne ~ ( z ) =  %= 0.85033~; 

il faut donc voir si cette valeur est celle de l'intégrale fdg cos(2 tang Q - 2Q) , prise depuis Q = O jusqu'à = $ d. 

Si I'on fait y = cos ( 2  tang q - 2q)  , l'intégrale Sydp sera facile 
à trouver par approximation, depuis = O jusqu'au premier point 
où I'on a y = o. Ce premier point a lieu lorsque tang q-q =; ?r, 

et alors on trouve = 6r0 46' 40". Les points suivans où y= O ,  

sont ceux où tang -q a les valeurs successives + f l ,  5 f l ,  :d, etc., 
et le nombre en est visiblement infini. On voit donc que depuis 
q = 6 1 46' 40" jus qu'à 9 = go0 , l'aire de la courbe est composée 
d'une infinité de parties alternativement positives et négatives. Ces 
parties sont difliciles à calculer arec un certain degré de précision; 
mais elles échappent bientôt par leur petitesse, et on trouve qu'en 
effet l e  résultat total s'approche beaucoup du nombre donné par 
la formule précéder~te. 

Au reste on verra dans l e  chapitre précédent, qu'on peut par 
une intégration directe, vérifier les valeurs de Q (1) , Q (2), etc. ce 
qui achevera de dissiper tous les doutes sur l'exactitude des formules 
précédentes. Nous aurons en même temps occasion de considérer 
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une nouvelle suite d'intégrales qui peuvent être déterminées géné  
ralement par les nombres e et N. 

dx cos ax De Z7int&ple Z =S +xx , et autres semblables, pn'ses 
depuis x = O jusqu'ù x = CO, 

(42 ) .  Supposons qu'on prenne- l'intégrale depuis x = O jnsqu'L 
a h  x= - 

a 
, k étant un nombre entier, on aura en différentiant par 

rapport à a, et ayant égard à la variabilité de la seconde limite, 

dZ xdx sin acx: - 2krr &=-f -+ x a' + 4ke+' 

Différentiant une seconde fois par Papport à a, 03 aura 

ddZ x2dx c o s m  4kar - -=- f daa I +  xx - " (a" + 4k2r2)' 
d'où résulte 

1 Mais on a fdx cos ax s: - sin ax, et cette intégrale s'évanouit à la 
a 

limite supposée; donc on a siniplement 

Supposons maintenant que k soit un nombre très-grand par rapport 
a à a,  ensorte qu'on puisse négliger les quantités de i'ordre p ;  à plus 

n forie raison pourra-t-on négliger eeller de l'ordre ; ainsi l'équa- 
tion précédente se réduit à celle-ci 

et il en résulte Z = Aea+ A et B étant cleux constantes 
arbitraires. 

dx 
Dans le cas de a - O ,  l'intégrale Z = f FE = arc tsng s, et 
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en faisant s = 7, on a Z = ?r- - ou simplement Z=i  ?i; ake' 
donc A + B = f  ils. 

J e  suppose maintenant qu'on donne à a des valeurs de plus en 
plus grandes ; puisque cos rtx est toujours plus petit que l'unité, 

on aura toujours Z <[&x ou Z<i ?i. Mais si A n'était pas zéro, 

la valeur Aea+ Be-", lorsque a est devenu un nombre très-grand, 
se réduirait à Aea, cpantité infiniment plus grande que +fi; donc 
on a générale men^ A ~i o ; donc B = a, et enfin l'intégrale 
&herchée 

Si dans cette formule on niet 2 au lieu de x ,  et am au lieu de a,  

on aura plus généralement 

d x  cos ax - 25 e- a m  . 
ln? + x' 277% 

et cette formule étant différentiée par rapport à a ; en donne une 
seconde non moins renlarquable , savoir, 

(43).  Si on différentie par rapport à rn la formule (1) , et qu'on 
répète les différentiatioiis , on aura successivement 

dx  cos ax , ~ e - ~ ~  a 
(ma + xZ)% 

d z  cos ax 

etc. 

La loi de ces expressions est facile trouver, et si l'on fait en 
général , 

S d~ COU ax - AR --  
( r n ° + ~ ' ) ~ -  l . a . 3 . . . k - 1  ' ak (3). 

, 
le coefficient AQwa pour valeur 
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a k - 1  k. k - 1 - k + i . k . k - 1 .  k-a ak-3 

mL +y*-+ ~~4 .- mk+a 

4- 
k+o.K+~-i  . k . k -  i .k-a.H-3 na-4 

2.4 .6  . rn$- etc. 

De mênie s i  on diflérentie successivement par rapport à rn l'équa- 
tion ( 2 ) ,  on en déduira cette suite de formules 

xdx sin ax - ~ e - ~ " '  a - -. - 
a2 ln 

etc., 
et en général, 

* k - ~  k étant déterminé suivant la même loi que A . 
(44). Si dans l'équation (1) on fait ni = n(cosR+ I/-I sind), 

on en déduira les deux formules suivantes : 

t2dx COS ax in caneos 0 sin (4 -. dn sin 8) 
dx cos CIX = = . .  T e-ancocfl sin(fl +an s ine ) .  (5)  

x4 + 2n"x2 COS 20 + n+ mdsin di 

La mème substitution étant faite dans la formule (a) ,  il en rCsuE 
tera ces deux outres formules : 

XVX sin ax w - e- au COS 9 sin (26 - a n  sin O )  
x*+ 2n"xz cos 28 + nt a s1n 28 

xdx sin ax w -- - e -an  ~ 0 6 f l  sin (an sin 8). 
(6) 

+ 1 n " ~ 2  COS n6 + d - nnlsin 26 

On tramerait semhlaJ~lement , au moyen des formules (3) et (4 ) ,  les 
valeurs générales des intégrales 
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(45). Soient M y  N, P des fonctions rationnelles et entières de &, 

si l'on suppose que le plus haut exposant de x dans P est plus 
grand que dans M et N ,  et qu'en outre P n'a aucun facteur de 
la forme x'- ma, c'est-à-dire qu'il n'y a aucune valeur réelle de x 
qui rende P égal à zéro ; alors il est visible qu'on pourra généra- 
leinent trouver, au moyen des formules précédentes, l'intégrale 

prise depuis x= O jusqu'à x =os. L'opération à faire pour cela, 
est entièremcnt semblable à celle qu'on pratique pour l'intégration 
des fractions rati~nnelles. 

Il est facile maintenant d'appliquer ces formules aux intégrales 
désignées (art 41 ) par Q (1) , Q (z),  etc,, et dn trouvera que les 
résultats s'accordent parfaitement avec ceux que nous avons déduits 
dune méthode fort différente et beaucoup moins directe. En 
général on pourra vérifier la valeur de Q ( a ) , a étant un nombre 
entier quelconque ; car en faisant tang 9 = x , cette intGgrale 
pourra toujours se réduire $ une somme de termes de la forme 

Adx cos ax + Bxdx sin ax -, et sera ainsi comprise dans la formule (8). 

(46). Si on multiplie par da les deux memhres de l'équation 

f " ~  = ae-°, et qu'on prenne ensuite l'intégrale par rapport 
à a, depuis a = O , on aura 

S dx sin ax - - a (1 - e-u), 
;x: (li-x"> 

'Ajoutant cette équation à l'équation - ?re-; on aura 

ce résultat remarquable 

j' f sin ax = t *. 
Il paraît d'abord étonnant que cette intégrale soit indépendante de a; 

mais si on met à Ia place de x , ce qui ne change pas les limites 

o et cg entre lesquelles l'intégrale doit être comprise ; on trouve 

i% sin ax=[$ sin x ; d'où il suit qu'en effet l'intégrale doit 

être indépendante de a. 

- 0 ~  
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s On a donc aussif: sin ax cos b s  = OU zéro, selon que n 

est plus grand ou plus petit que I ; car dans le premier cas on a 

Jbf x sin a s  cos bx=;[$sin ( a + b ) s  +t[*sin x ( a - 6 ) s  

- 1  - *+ t .* = t f i ,  et dans le second on aJ$  sin ax cos b x  

,;f-sin(a+ x 6 ) ~ - ~ f $ s i n ( b - a ) x = ~ 1 i - $ ~ = o .  

Quant à l'intégrale f $ cos ax , il est visible qu'elle est infinie. 

(47). L a  formule (1) et les principales conséquences qui en ré- 
sultent, sont dues à Laplace qui les a publiées dans le Bulletin de 
la Société philomatique (avril 181 1). La démonstration qu'en donne 
cet illustre auteur est différente de celle que nous avons rapportée ; 
et comme elle est fondée sur un ~ r i n c i ~ e  qui peut avoir d'autres 
applications, nous croyons qu'on sera bien aise de la trouver ici. 

Considérons la double intégrale 

Z = fzydye-Y'(I+X') dx cos a x ,  

et supposons qu'elle doive être prise depuis x = O jusqu'à x =CO, 

et depuis? = O jusqu'à y ;= m. Si on intègre d'abord par rapport 
à y ,  on aura 

dx COS QX z=S l + z x D  

c'est l'intégrale qu'il s'agit de trouver. 
Si on  revient ensuite à la double intégrale, et qu'on veuille exécu- 

ter l'intégration par rapport à x, il faudra chercher la valeur de 
Je-~~'dx cos ax. Or par une formule qui sera démontrée dans l'ar- 

al -- 
ticle suivant, on a f i -~ '  drr cos ax = + / # a  e 4 ; 
a - au lieu de a, et xy au lieu de x,  on aura 
Y , = 

J e - r ? ~ ~  dx cos ax = - e- F,  
2Y 

Il reste donc à intégrer la formule 
a 1 

-Y2-@. Z = VG fdye 

donc en mettant 

Mais on démontrera ci-après (art, 5 0 )  qu'entre les limites z - - O  e t  

46 
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1-l-z - 

= e-6 /( 272, ) ; donc en faisant z=m, on aJz  
1 z 

a = - et y" = - 011 trouve Z = f ae- a ; donc enfin 
n' an' 

c'est la formule principale d'où les autres sont faciles à déduire; 

De l'intégrale Z =/rX-".dx COS a x ,  prhe dopllis x = o 
jusqu 'à X = m. 

(48). Si on différentie cette formule par rapport à a ,  on aura 

dZ a Sa = - Je-2' xdx sin ax = f e-X' sin ax - - Je-X' dx cos ax. 
2 

La  partie hors du signe s'évanouit aux deux limites de l'intégrale ; 

dZ 
a' 

a -- 
ainsi on a - = - - Z , et en intégrant Z = Ae 4 .  

d a  2 

Pour déterminer la constante A, soit a-O, alors Z= Je-x2 dx 

Laplace, qui a doriné cette formule dans les Riénioires de l'Institut, 
ann. ,809, pag. 367, la démontre de la manière suivante. 

Si l'on substitue au lieu de cos ax sa valeur développée en série; 
on aura 

Or en général ffl e-x1 ds = t ï (%) ; donc on a 

(49). Si on prend les différentielles successives de l'équation (1) 
par rapport à a ,  on en déduira cette suite d'intégrales , 
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n1 

f e - ~ ~ s d x  cos cm = - F G ( I  - :) 
4 

a' 

J e - x 3  x4dx cos ax = f i e -T  8 (3 - 3a' + -) 4 
n1 

Je- .+ z5dx oin a* = e (I  5a - 5a3 + 7) 
i 6 

etc. 

d'où l'on voit qu'on peut trouver en général l'intégrale 

f (31: COS a x  $- Nx sin QX) e-f' dx , 
M et N étant des fonctions rationnelles et  entières de xs. 

Si on proposait de trouver entre les niêmes limites l'intégrale 

- - P  - ' z e- 3' COS ax- + a fe-SI dx sin ax. Faisant x = co dans la 
dT la partie hors du signe, i l  viendrait - = ; - - 
da : UT, d'où 

a" a' -- 
T = + e 4 ~ e T d a .  Cette intégrale prise depuis a = O ,  est plus 
siniplc que la proposée ; mais on ne peut en trouver l'expression 
que par cette suite convergente 

laquelle ne parait pas susceptible d'être réduite aux transcendantes 
connues. 
T étant supposé connu, on en  déduira par des différentiations 

çuccess i~e~ , 
fe-xg dx sin nx = T 

dT 1 i 
J,-X~ xdx cos ax = - =---UT 

da 2 2 

d d T  - i 
fe-xa x'dx sin a x  = - - - a + daa 4 

d+T - Sa a3 
da4 8 

i 6  + ; ~ ( 3  - 3a-+) j&r*x'& sin a;r: = - - - - - 
4 

etc.; 
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et camme T est exprimé par une suite fort convergente, on voit 
qu'il sera facile de trouver dans tous les cas les valeurs fort appro- 
chées dc ces diverses intégrales. 

Au reste, par la conibinaison de ces formules, on pourrait trouver 
quelques résultats assez remarquables, tels que les deux suivans : 

Je-xadx(+ a sin a x + x c o s  ax)=$ 

frx' ~ X ( I  - + a a  - 2 ~ " )  sin a x =  - t a. 

(50). Considérons d'abord I'intégraIe 
14-  22 

Z = Jx- idxse- , 
et divisons-la en deux parties, l'une depuis x = O  jusqu'à x==: I ; 
l'autre .depuis x =I jusqu'à x= CD. Pour avoir la première partie, 

1 + a z  
1 1 - -  

soit s = -, on aura la transformée f- zîdze ( an; ) , qu'il faudra 
z 

intégrer depuis z = rn jusqu'à z = I ; si on change son signe, il 
faudra i'intégrer depuis a = I jusqu'à r - oo ; ainsi en réunissant 
les deux parties, on voit que tout se réduit à trouver l'intégrale 

entre les limites ,x = I et x = m. 
r 

Soit I+X" = 2x2, on aura x - I = x o  f ( z z -  a ) ,  e t  pas 
conséquent 

1 -- -3 
( X  ' + x  ')dx= de t/z 

V b -  11- 

Donc l'intégrale dont il s'agit aura pour transformée 

7- celle-ci devant être prise depuis z = I jusqu a z = ca. 
Soit a E I +y1, et on aura une nouvelle transformée 

3 - 2  - -r 
Z ( o ) = a l  e fdye n ,  
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qui devra être intégrée depuis y = O jusqu'h y = a. Mais en fai- 

Y' -- 
fiant, suivant notre usage, e = u , on aura 

et comme cette intégrale doit être prise depuis u = O jusqu'h u=r, 
on aura enfin 

* - - 
Z(o) = e  V ( 2 n z ) .  (1) 

(51). Considérons en secoiid lieu la formule 

si on la divise en deux parties, comme dans l'aïlicle précédent ; 

qu'il faudra intégrer depuis x = I jusqu'à x = m. Or en faisant 
I + xa z=: 2x2, puis a 3 I +ya, on aura successivenlent 

Donc la transformée en y sera 

,z 
Soit encore e n=r u ,  et on aura la nouvelle transformée 

-: fdu [(Z:)+ + an (Z$]; Z (1) = (m)* e  

d'où résulte en intégrant, 
1 ,? 

Z ( 1 ) = ( 2 n ) ' e  n[r(;)+znr(:)]. 

Substituant les valeurs connues T ( f ) .= C/.rt, r ( P)  = /?t, on 
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aura enfin 

1 

Z ( I )  = ( I  + n )  e - ~ 1 / ( 2 n r ) = ( 1 + n ) ~ ( o ) .  (4 
(sa).  On pourrait calculer de la n x h e  nian;t:re les valeurs de 

2 ( 2 ) , Z ( 3)  , etc. Mais la loi de progression de ces quantités 
est facile à trouver ; en effet , si on diErentie la quantité. . . . 

2k+1 I +xx 

T = XYF ( F I ,  on aura 

Intégrant et observant que T s'évanouit aux deux limites de l'in- 
tégrale , on trouve 

!2k + 1 
O=- 

2 ~ ( k )  + k ~ ( k - 1 ) - ' z ( ~ + I ) ;  ~n 
d'où résiilte 

Z (k+ 1 )  = (2k $. I )  nZ (k) -b z ( k  - 1): (3) 
'Ainsi on aura successivement 

Z (2) = 3nZ (1) + Z  (O) = Z(o) ( r  + 3 n + 3 n 1 )  
Z (3) = 5nZ (2) + Z (1) = Z (O) ( I + Gn + r 5n"+ 15n3) 

etc. 

L'expression généraIe de ces quantités est 

k + i . k  2 (k) =z(o).[I + - k + z . k + 1 . k . k - 1  
n+- n3 

2 2.4  

4- 
k + 3 . k + a . k +  1 . k . k - 1 . k - z  d + etc.] ; 

(4) 
2.4.6 

ce qu'on peut aisément vérifier par la substitution dans l'équation 
(3). La  série que nous rencontrons ici suit donc la même loi que 
celle qui a été représentée ci-dessus par (art. 43). 

Cette formule a également lieu lorsque k est négatif, et elle 
donne iiîlrnédiatement Z (- k - I )  = Z (A) ; c'est aussi ce qui 
résulte de la considération directe des intégrales. En effet on a 
généralement 

2X;r - 
Z ( k )  = f ( x  +x 

cetre intégrale étant prise depuis x E I jusqu'à x - - cn- 
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On aurait sen~blablement 

donc Z (- k - I )  =oz (k) .  

(53). Euler, dans le tome IV des Supplénms au Calcul intégral; 
pag. 41 5, fait mention des intégrales 

qui lui semblent ne pouvoir être ramenées aux méthodes connues.. 
Cette ditficulté est résolue par les forn~ules précédentes qui donnent 

d'où A i  i + n. Le même auteur ajoute que si on ne peut par B 
trouver séparément les valeurs de ces deux intégrales, on connaît 
au moins leur rapport, savoir, 

a 

Mais il a évidemment erreur dans les calculs qui ont conduit 
A à ce résultat, puisqu'il donnerait une valeur négative de x, tandis 

que A et B sont positifs. 

Des int&g.rales fxa-~e-mxdx cos nx , sin nx , 
prises entre [es Zinzites x = O , x = cc. 

(54). Nous supposerons que a et m sont positifs, condition né- 
cessaire pour que les intégrales dont il s'agit soient des quantités 
finies. Pour en trouver les valeurs, considérons d'akord la formule 
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si on fait e-(""* d- 1 ) ~  , z , on aura la transformée 

laquelle devra être intégrée depuis 8 = O jusqu'à z = I .  Soit donc 
n - = tang 8 et ( ( m a  +- na) = r ,  on aura m 

cos a0 + I/- 1 sin a0 Z=: -- (a).  
7- a 

Il sufit maintenant de substituer dans les fornzules proposées les 
valeurs de cos nx et sin nx en exponentielles imaginaires, et on 
Gn condiira immédiatement 

cos a9 f@-re-mxdx cos nx E 7 r (a)  

sin aû (1); 
jk+-ie-mxdx sin nx = 7 ï (a) 

Au moyen de ces formules, on trouvera les valeurs des intégrales 

/xa-le-n'xds sinknx f ~ a - 1 ~ 7 n x d . x  coskns, et en général celle de . 

Rntbgrale J T s a - ' e - " ~  T étant une fonction de sinus et co- 
sinus q ~ ;  peut se développer en une suite finie de sinus et cosiuus 
linéaires de la forme A sin (ax 3. g) -i- etc. 

Si le nombre a est entier, Ies intépales (1) pourront se trouver 
par les ordinaires de l'intégration, et on aura d'ailleurs 
r(a) = I .2.3. . .a- I , ce qui permettra de vérifier 'ces formules. 

(55). Si Yon fait nt = O ou 0 c f ?f , les formules (1) se ré@i- 
pont aux deux suivantes : 

cos $ a?r 
Jxa - * dx cos nx = --- na r (4 

sin + a?r (2) j 
fxa-1dx sin nx ;= - 

nu r (4 
et en particulier lorsque a = 2 ,  on aura 

s& sin nx = (;> 
vx 

Bi  daqs les forniules (1) on suppose a infiniment petit, ce qui 
donne 
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1 donne i'(a) = --, on aura 

Si dails cette dernière on fait 112- O,  on retrouve la formule 
du no 46. 

Les intégrales dont nous venons de nous occuper se trouvent 
dans le cpatrième volume du Calcul intégral d'Euler, pag. 337 et 
suiv. Elles ont été traitées aussi par Laplace, dans le tome VI11 
du Journal de l'École Polytechnique, pag. a44 et suiv. 

(56). Si on différentie par rapport à a les formules ( I ) ,  on en 
déduira 

cosdl d r  (a) sina8+co~a8logr dx cos nx log x = -- &a-rg-mx ra .--(8 da  ->.(a) 

Jxa'~ë+~dx sin n x  log x = -- 
(51. 

f' 

La nouvelle transcendante qui entre dans ces formules, peut 
da 

se trouver d'une manière approchée par les tables; on a aussi sa 
valeur en séries convergentes par les formules du no 76, IIe partie. 

Si de ces deux dernières épations on é l i n i i n e d q  , on en tire 

ce résultat remarquable : 

et en particulier lorsque a - , 
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prise entre ces limites, est infinie; l'in- 
du la même forme fKu, en fahant xn+l=u; 

elle est donc aussi infinie ; mais la différence de ces infinis est une 
quantité finie qu'il s'agit de déterminer. 

xn- 1 )  dx Pour cela, soit P - -p 132 
, si oii différentie cette équation 

par rapport à n, on aura 

dn donc dP = - 
7 1 + l  ' et par conséquent P = log ( n  + I ), sans cons- 

tante, parce que P doit s'évanouir lorsque n = o. On a donc entre 
les limites données , 

j (sn-  1 ) $= log ( n  + 1). (1) 

De là il est facile de trouver, entre les mêmes limites, l'intégrale 
(xn- 1 ) xn'dx S lx 

n . Soit pour cet effet xm+'=u,  et -=a, on aura 
m + i  

donc 
(xn- 1) xmdx - S lx log (m m i - 1  + (4 + l). 

On pourrait parvenir ininlédiatement à ce résultat en observant 
que (xn- I )  x* = xnl+n - I - (xm- I )  ; ce qui donne 

En général , si on a un polynome 

X = Axn+ Bxn-I+ CX"-~+ etc. ; 
qui se réduise à zéro lorsque x = I , on pourra le mettre sous la 
forme 

X=A(xn-1) +B(X'!- ! -I )+C(XC~-I)+ etc. ; 
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et alors il est clair qu'on aura 

(58). Supposons maintenant qu'on veuille avoir l'intégrale 

en différentiant par rapport à n, on aura 

d'où résulte en intégrant, 

Q=(zn-/-~)log(zn-/- 1 ) -2 (n+r ) log(n+r ) .  c3) 
Soit proposée plus généralement l'intégrale , on fera 

~ m + i  - 72 (uU - l )'du 
- a, et la transformée sera (ni+ 1) f ---. - U > n T -  lu 1 

Celle-ci, d'après la formule précédente, a pour valeur, 

(, + 1) (2% -f- 1) log ( 2 ~  + 1) - 2 (m + 1) (a+ 1) log (a+ 1). 

Donc en remettant la valeur de cc, on aura 

f (-0"~ -(an+nz+i)log(zn+m+i)-~(n-f-m+~)log(~t+nz+~) - 

+ (mt1) log (11~+1) , 
intégrale qui pourrait être représentée plus simplement par la 
formule 

f rG)'xrn..ds = ; A3 [(m+ 1)' log (rn f I )], (4) 
en supposant que la différence Am soit égale à n. 

(59). On trouvera semblablement 

En effet, si on fait le  premier membre = R, on aura 

dR 
;1n = 3 (3n+nz+1) log(3n+m+ I )  - 6(2a+m+ 1 )  log (zn+m+r ) 

+ 3(n+~n+r)log(?~+m-f- 1). 
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J1ultipliant par drt, et intégrant le second nieimbïe d'après la foi.: 

ma 
mule fxdx log x = - ( log x - i); déterminant ensuite la coris- a 

- O, on aura tante de manière que l'intégrale soit nulle lorsque n - 
R = f (3n+m+ 1)"og (3n+m+1) - (zn+rn-/- 1)' log (an+nz+r) 

+~(n+~~z-I-r)'log (n+m+ 1)- f (m+r)° log ( m f i i ) ,  

quantité qu'on peut inettrc sous la forme f A3 C ( ~ + I ) "  log ( n z + ~ ) ] ;  
on aura donc 

(60). Ces formules peuvent être présentées de la manière la plus 
simple et la plus générale, comme il suit: sr?) îc.l-ldx = A (log PL) 

xn- 1 1 f (-)(xm-ldx lx = a A4 (mi log rn) 

etc. 

les différences indiquées par A étant prises en supposant Am = n.' 
Euler a considéré ces intégrales dans quelques cas seulement; 

voyez le tome IV de son Calcul intégral, pag. 271 et suiv. 

(61). D'après la théorie des suites récurrentes, il est facile de 
voir qu'on a l'équation 

i -a cosp - I f - a ~ ~ ~ ~ - f - a ~ ~ ~ s a ~ ~ a ~ c o s  ?ip+eic. 
i -au cos Q +aa- 

Multipliant chaque membre par a et retranchant de part et d'autre 
l'unité, il viendra 

1 - a" - I -k 2n cos q $- za2 cosaq + 2a3 cos 3q +etc. 
1-za cos Q + a"- 
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donc 
d0 cos hp - dp cos AP - 

A 1 -a2 
(1  + 2n cos p+zn2cos zp-/-za3 cos @+etc.). 

COS AQ 
Appelons en général Pn l'intégrale f dLa_ , prise entre les limites 

gr = O: g = ?t ; il faudra pour avoir la valeur de P', intégrer le 
second meinbre de l'équation précédente. Or il est visible que pour 
cet objet, on pourra réduire la suite  an cos p+2a2cos aQ+etc., 

au seul terme za" cos AQ ; car k étant différent de A ,  on a.. . 
fdqcoshg cos k p =  f fdp cos (h -k )  Q + +  f d q c o s ( h + k )  q = =  
 sin(^-k)p s ia (h+kjp  
a ( A - k )  + a (A+  k )  

, intégrale qui s'évanouit dans les Iiinites 

données, puisque h et k sont des nombres entiers différens l'un de 
l'autre. Nous aurons donc simplement 

dg cos hp ax . zaX cos hq = - fdp ( I + cos 2hq). 
1 - a" 1 -a2 

Mais l'intégrale J d p  ( I +- cos 2hq ) , prise entre les limites Q = 0 ; 
cp =: a, se réduit à ; donc enfin 

Nous avons supposé tacitement que a était plus petit que l'unité; 
1 s'il était plus grand , on ferait a = - et alors A deviendrait 
a 9 

1 - (1 +- rza - 2a COS Q )  , de sorte que I'intdgrale 
-Ar a2 Sdp "Os se rame- 

nerait toujours à une intégrale seml>lable où l'on aurait a < r .  
(62). Connaissant ainsi la valeur de Pl, on peut en déduire par des 

différentiations successives, les valeurs de Pz, P3, etc. En effet si on 

différentie par rapport à a l'équation PR = --- S d p  , A, 
, on en tire 

donc 
d ( a n P n )  

( 1  -aa) d (an)' 

Au moyen de cette équation et de la valeur connue de Pl, on trou- 
vera successivement 
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La loi de ces expressions est facile à saisir, et en général si on fait 

mh h + l . A + 2 . ~ + 3  . . .  A+n-1 Pn = 
( 1  -a")an-i ' 1 . 2 . 3 .  i . . . .1z-1 A ; )  

le coe6cient A" aura pour valeur I 

n-i . n-2. a-3 n-2-1 . n-a-%. 71-a-3 

1 . 2 . 3  
a6. - - + etc.) 

A+I . n+2 . ~ + 3  -. 
Pour s'assurer de l'exactitude de cette formule, il suffit de substi- 

tuer la valeur générale de  Pn dans le second membre de l'équation 
(2), on trouvera, après les réductions, une valeur de Pn + l  qui ne 
sera autre chose que ce que devient Pn en niettant n + I à la place 
de n. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celui 
que nous incliquons. 

Le  cas le plus simple est celui où n = h +- I ; alors An se réduit 
5 son premier terme I , et on a 

Un autre cas qui mérite d'être remarqué, est celui de h E: O ; 
alors on a 

n-1 .n-2.72-3 

+( 1.2.5 -) a'+ etc.], (5)- 
formule dont les coeficiens sont lei  quarrés des coeficiens du 
Ibitiomc élevé à la puissance n- 1. 011 aurait, par exemple , 
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(63). Venons maintenant à l'intégrale fAndq cosAQ que nous dé- 
signerons par Q n .  Sans passer par les cas particuliers, on peut 
déterminer tout d'un coup la valeur générale de Qn. En effet, si 
o n  décompose le polynome I - 2a cos q + us en ses deux facteurs 
imaginaires, on aura 

A = ( I - aeq4-' ) (1 - ae-+ 4-1). 

Si ensuite on suppose 

Multipliant ces deux équations l'une par l'autre, afin d'avoir la 
valeur de An, et observant qu'il suffit de conserver dans le  second 
membre les termes affectés de e ~ d - 1  et de e -~d-1 ,  on aura le 
produit cherché 

Mais 1 e facteur eh+ 4-13- e-A+ d-1 se réduit à 2 cos AQ , et on a entre 
les l i i~~i tes  donriées f dp . 2 cosa hp = ?r; donc la valeur générale 
de Qn est 

Qn=a [KA+KA+l KA- Kh+a1i.+1LA+3 KS+ etc.] .  
Or on a par la formule du binome, 

n-A. n-A-i 
KA+, = KA* *+1.*+'2 (-4' 

etc. etc. 
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on aura pour la valeur du coefficient B", 

+ n . n;; : ;-P. n-A, n-A-1 . n-A-2 Lu) 
- a6 .  - $- etc. 

?.+l .A+%. h+3 

(64). Remarquons que dans I'applicalion de cette formule il faut 
supposer n = ou > h. En effet, si n était < h, le développement 
de An ne pourrait donner aucun terme seinblable à cos Arp,  ainsi - 
l'intégrale fandg cos ?@, prise entre les limites données, serait nulle. 

La plus ~ e i i t e  valeur qu'oii puisse donner à n est donc n = A ,  

a l ~ r s  on  a fa'dp cos ~q = ?r (- a)', ce qui se vérifie immédia- 
tement. 

L e  cas de A = O n16rite encore d'être remarqué ; alors on a 

Comparant cette formule à la formule (5) ,  on en tire 

ce qui  établit un rapport renlarquaLle entre ces deux intégrales, 
rapport qui aurait lieu quand méme n ne serait pas un nombre 
entier, et c'est ce qu'on vérifiera aisément pour le  cas de n = t ,  
par les formules de la premiSre partie. 

En  général si l'on observe que la valeur du coeficient Bn n'est 
autre chose que celle du  coefficient k, dans laquelle on aurait mis 
n+ I au lieu de n , on en conclura que les deux intégrales dési- 
gnées par Pn+' et Qn, ont entre elles un rapport très-simple ; on 
a en effet d'après les équations ( 3 ) et ( 6 ) , cette formule très- 
yeinaryuable 

et l'équation (8) n'est qu'un cas particulier de celle-ci. 
Toutes ces formules sont dues à Euler; mais les dén~onstrations 

de cet illustre Auteur sont, si je ne  me troinpe, beaucoup moins 
simples que celles que je viens d'exposer. Voyez le tome IV de 
soli Cakd inlégral, pag, 194 et suiv. 

F I N  DE LA TROISIÈME PARTIE. 
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P R E M I È R E  PARTIE. 

DES F O N C T I O N S  ELLIPTIQUES.  

$ 1. lois générale des dgérentes sortes de transcendantes con- 

tenues dans la formule intkpale J$, Pag- 4 
O n  démontre que P étant une fonction rationnelle de x ,  et R un radical de 

Paz: la forme v(d + Cx + >a? + d'x3 + 5&), l'intégrale /-ne contient que deux R 
dx 

sortes de transcendantes , rune de  la  forme f(A + Bx+ Cx2) - , i'autre de 
R 

D dx la forme f- + nz. - , A ,  B, C l  D ,  n étant des coelficiena constant. 

§ I I .  Manière de faire disparaître les puissances impaires de la va- 
riable sous le radical, 7 

P d x  w? . I I I .  Réduction de la dflérentielb - a la forme -- R v(i - C' S L J Z " ~ ) '  

9 
Les principaux avantages d e  cette transformation sont, 1". que le radical R , 

qui dans sa généralité contient qiiatre coefficiens arbitraires, est remplacé par 
l e  radical A = v(i - C" sin2p) , où il n'y en a qu'un; ao. que la variable x ,  
qui pourrait être assujétie à certaines limites, est remplacée par l'amplitude Q qui 
croît indéfiniment; 3". que l'intégrale, dans sa nouvelle forme, peut être déter- 
minée pour toute valeur de q , si elle est connue seulement depuis p = O  jusqu'j. 
Q = ~ T .  

WQ § IV. Développement de la formule f T ,  12 

On démontre que la formule /ob-, où Q est une fonction rationnelle paire 
A 

d e  s ing,  ne contient que deux sortes de transcendantes; l'une de la forme 

48 
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& f ( A  + B sin") -, l'autre de la forme J 
N 

A i + n s i n $ ' h 9  N et n ayant des 

valeurs quelconques réelles ou imaginaires. 

5 V. Desnition des fonctions elliptiques, et leur division en trois 
espèces, page 14  
La plus simple des fonctions elliptiques est représentée par , elle con* 

A 

titue la première espèce ; l'arc d'ellipse désigné par /A& est la seconde es- 

pèce, e t  l'intégrale f 'Q est la  troisième. 
(1 f n sin2q) A 

5 VI. Comparaison des fonctions elliptiques de lu première espèce; 
20 

On donne, d'après Euler , l'intégrale algébrique complète de  l'équation 

dQ 4 - + - = O ,  cette intégrale répond a l'équation transcendante F (Q) 
A(Q) -(4) + F (4) = F ( I L )  ; d'où il suit qu'on peut résoudre algébriquement tous les pro- 
blèmes relatifs à l'addition, la soustraction , la multiplication et la division des 
fonctions F , comme on le  fait à l'égard des arcs de cercle. 

§ VIL Application' à la lemniscate , 3 7 
Les arcs de cette courbe représentent la fonction F ( c ,  p) dans le cas où le 

module c = sin 450. 

§ VIII. Application nu mouvenaent du pendule simple, 40 
L e  tems du mouvenient par un arc quelconque, soit que le pendule ne fasse 

que des oscillations, soit qu'il tourne toujours dans le même sens autour du point . 
de  suspension, est en général une fonction elliptique de la première espèce, e t  
jouit de toutes les propriétés de cette fonction. 

§ IX .  Cornpnraison desfonctions elliptiques de la seconde espèce, 41 
L a  même équation algébrique, qui donne F (9) + F (4) - F ( fi) z O, s'ap- 

plique aux fonctions de la seconde espèce , e t  donne E(p) + E (4) - E ( [ A )  - - à une quantité algébrique ca sin Q sin 4 sjri p. Ainsi toutes les comparaisons 

des arcs d'ellipse s'établissent sur la même base que celles des fonctions F. 

§ X .  Comparaison des arcs d ' lyperbob,  52 

§ XI. Développement particulier de  la forntule 

L'application de cette formule à diverses intégrales dXinies , offre différens ré- 
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m1tats reniarquables sur les relations qui existent entre les fonctions complètes 
F' (c) , F' (6)  , E' (c), E' (6) , dans le  cas où  c = sin 15". 

5 XII.  Théorème sur les fonctions cornpZètes de première et de 
seconde espèce, dont les nzodules sont complémens l'un de 
l'autre, page 61 

C, XIII. Equt ions  dflérentielles qui expriment da liaison nzutuelle 
des fonctions E et F, 62 

On remarque qu'une table des fonctions E servirait à déterminer les fonctions F, 
et réciproquement. 

§ XIV. I)éueloppernent des fonctions 5" et E' en séries, 65 

Ces fonctions dépendent chacune d'une équation différentielle linéaire d u  se- 
cond ordre : elles se développent en séries, d e  deux manières, l'une suivant les 
puissances du  module c ,  I'autre suivant les puissances d u  module cornplémen- 
taire b. 

5 X V .  Des changemens &on peut faire subir au paramètre dans les 
fonctions elliptiques de troisième espèce , 68 
Forinule pour transformer une fonction d e  troisième espèce dont  l e  paramètre 

c' 
est  n, en une autre dont le paramètre est -, 

n 69 

O n  distingue dans les fonctions elliptiques de  troisième espèce, trois formes 
d u  paramètre ; savoir, n = cot2d , n =- I + b' sinla, n = - c" sin2d , 72 

Formule pour transfomier l'une dans l'autre le$ fonctions elliptiques dont les 
paramétres n et n' satisfont à I'équation ( 1  + n) (1 + nt) = ba, 73 

A u  moyen de  cette formule on peut réduire toute fonction dont le paramètre 
est de  la forme n = cot2û, à une fonction dont  le paramètre est de  la forme 
n=- i  + b'sin"8, e t  réciproqueiiient ; mais celles qui sont relatives à la troi- 
sième forme n = - c' sinz9, ne sont réductibles qu'à des fonctions dont  l e  pa- 
ramètre est de  la même forme,  74 

XVI. Comparaison des fonctions elliptiques de la troisiènze es- 
pèce, 7 5 

La même équation algébrique, qui donne F (9) + F (4)  - F (,. ) = O et 
E (Q) + E (4) - E ( p) = cP sin Q sin 4 sin p , s'applique aux fonctions de troi- 
sième espèce, e t  donne n (p) + n (4) - n ( p )  = a une quantité dbterminable 
par  arcs de cercle ou par logarithmes. Ainsi les fonctions de  la troisième espèce 
se comparent comme celles de  la  première esyièce, aux  différences près que 
comporte  la nature de ces fonctiûns. 
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§ XVII .  Forntation dune sz~ite inJnie de fonctions elliptiques de la 
prenzière espèce, liées entre elles par des rapports constans, pag. 8 I 

L e  module d'une de ces fonctions sert à dhterminer tous les autres; il en ré: 
sulte une suite ou  échelle d e  modules qui se prolonge à l'infini dans les deux sens, 
depuis zéro ju~qu'à  l'unité. D e  même, l'amplitude d'une de  ces fonctions sert à 
déterminer toutes les autres qui sont croissantes à l'infini dans un sens, e t  dé- 
croissantes dans l'autre, jusqu'à une liniite déterininée. 

§ X V I I I .  Application de la même loi aux fonctions ell+tiques de 
Za seconde espèce, 85 

Le premier résultat de cette application est que l a  fonction do première es- 
pèce F ( c ,  9)  peut s'exprimer généralement par d i ~ l x  fonctions de seconde espèce 
E (c  , p) , E (c', p') ; d'où il suit que tout a rc  d'hyperbole peut être déterminé par 
deux arcs d'ellipse, ce qui est le  thborèine de  Landen. 

On peut former, d'après l a  même loi, une suite infinie d'ellipses telles qu'en 
supposarit connus les arcs de  deux d e  ces ellipses, on  pourra trouver les arcs 
d e  toutes les autres. 

Cj X I X .  Méthode d'approxintation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espèce, 89 

Deux formules reinplissent cet  objet, l'une pour le  cas oii le  module c n'est 
pas t rop près d e  l'unité, l'autre pour le  cas o ù  la difftirence i - c est extrê- 
mement petite. 

Les mêmes formules servent à résoudre le  probléme inverse, c'est-à-dire, A 
déterminer l'amplitude q ,  quand on connaît la fonction F(c, Q). 

5. X X .  Propriétés particnlières des fonctions F(c),  F(b) ,  dont les 
modules sont complémens I'un de l'autre, 97 
Ces propriétés conduisent à des expressions singulièrement approchées da 

nombre z en quantités logarithmiques. 

§ X X I .  Méthode d'approximation appliquée aux fonctions ellip- 
tiques de la seconde espèce, 102 

O n  donne encore sur cet  objet deux formules, I'une pour l e  cas où c n'est 
pas trop près de  l'unité, l'autre pour le cas où la  différence i - c  est extrê- 
mement petite. 

Ces formules sont ce que l'analyse peut offrir de plus simple pour  la recti- 
fication de l'ellipse e t  celle de l'liyperbole. 

5 XXII. Fornzules remarquables pour &terminer les fonctions conz- 
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plètes P ( c ) ,  Èl(c), lorsque c est peu éloigné de Pune de ses 
linaites , page I 1 3  

O n  a ajouté une table des logarithmes des fonctions F1(c) , E1(c) , calculés 
pour tous les angles d u  module, de degre en degrE , depuis zéro jusqu'à go0, i 18 

15 XXIII. Méthode dupproxinzation appliquée aux fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce, 1 19 

Après avoir déterminé la loi que suivent les paramètres e t  les coefficiens des 
transformées successives, on donne l'expression générale de  la fonction, pour  
tous les cas où le  module n'est pas trop près d e  i'unité. 

O n  discute ensuite, d'une manière fort étendue, le  cas où le  module diffère très- 
peu de  l'unité , et on en donne la solution génbrale par  une suite convergente. 

§ XXIV. Des cas les plus généraux dans Lesquels on peut opérer 
la réduction des fonctions elliptiques de la troisième espèce, 1 3 4  

On démontre généralement, iO. que toute fonction complète de  troisième 
espèce peut  s'exprimer par  des fonctions de  la  première e t  de la seconde espèce. 

zO. Qu'il en est de même de  toutes les fonctions non complètes en nombre 
infini, qui peuvent se mesurer par  la fonction complète. 

30. Que l a  fonction de  troisième espèce n ( n ,  c ,  Q) peut se réduire indéfini- 
ment  à la première espèce, dans une infinité de  cas pour lesquels on a u n  synip- 
tBme général. 

§ X X V .  Réduction générale des fonctions ellipti7ues dont le pa- 
ranzètre est imaginaire , 147 

O n  démontre géntralement que toute fonction elliptique de troisième espèce 
dont le paraniètre est imaginaire, peut se rtduire à deux fonctions de la même 
espèce dont les paramètres sont rtels,  l'un étant de la forme - 1 + b2sin' 8 , 
l'autre de la  forme - ca sina 8 ; ce qui confirme pleiueinent la division qui a été 
faite des fouctions elliptiques en trois espèces. 

O n  discute particulièrement l e  cas où n = c (cos$+ v- i sin 6), e t  celui où  
1 +71.=b ( C O S A +  v-1  sin^). 

§ XXVI. D'un symptôme général pour reconnni'tre si deux fonctions 
données de troisième espèce, qui ne dg'èrent 711e par les para- 
mètres, peuvent se rLduire Pzrne à I'autre, 1 ~ 9  

5 XXVII. Exemple d'une transfornzation particulière de foncliorts 
elliptiques de In et de la seconde espèce, IGI 

Cet exemple se rapporte aux fonctions dont les modules sont sin 75' et  sin i l ia, 

et sont par  conséquent complémens l'un de  l'autre. 
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§ XXVIII. Des séries qui donnent, sans transformations, les valestrs 
approchées des fonctions elliptiques, Page 169 
Ces séries procèdent suivant les sinus des arcs niultiples de l'amplitude , 

et Ieurs coeffrciens peuvent être déterminés généralement par les formules re- 
latives aux fonctions complètes de la preniiire et de la seconde espèce. 

§ XXIX. Surface du cône oblique, 175 
On dbmontre que la surface totale est toujours déterininable par des arcs 

d'ellipse, soit que la base  oit un cercle, soit qu'elle soit une ellipse. 

§ X X X .  Construction de la ligne la plus courte sur la surface 
du sphéroïde , 17s 
L a  latitude d'un point quelconque de cette courbe étant donnée, on trouve la 

longueur d'un arc de la courbe par celle d'un arc égal d'ellipse; quant à la lon- 
gitude, elle dépend d'une fonction elliptique de troisième espèce, et d'une de  
première espèce : on peut aussi la construire par le développement d'un cône 
oblique à base circulaire. Les p9ints où la courbe rencontre l'équateur et ceux 
où elle touche les parallèles entre lesquels elle est contenue , se déterminent 
par les seuls arcs d'ellipse. 

XXXI. Détermination de l'aire de l'ellipsoi:de, r 82 

On donne d'abord la valeur approchée de cette aire par une série régulière 
et convergente. 

On détermine ensuite la valeur exacte de l'aire en fonctions elliptiques, par 
la considération des lignes de plus grande et  de plus petite courbure tracées 
sur la surface de l'ellipsoïde, et on trouve que l'aire totale peut s'exprimer par 
des arcs d'ellipse. 

5 XXXII. De quelques formules intégra les qui peuvent se ramener 
aux fonctions elliptiques, 194 

Lj XXXIII. De l'intégrale y= (xa + in) d x  

On prouve que cette intégrale ne dépend que des fonctions elliptiques de la 
première et de la seconde espèce. 

5 XXXIV. De l'intégrale Z = dz 
20 1 

On examine s~iccessivement le cas de v = 3 et p=$, celui de v = - 3 et 
p=-$, et enfin celui de v = i et ,u = - + , tous trois susceptibles d'être 
résolus par les arcs de cercle et les logarithmes. 

§ XXXV. Des cas principaux où t o n  peut évaluer, par les j h z c -  
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TABLE DES MATIERES .' 
" 

383 
2 - 1  

tionr elliptiques, l'intégrale (F) =fip-'da(i-g)n , prise de- 

puis x = O jusqu'à r = I , Page 209 
Ces cas sont ceux où n est égal à l'un des nombres 3, 4 ,  6 ,  8 et 12. Dans 

le cas de n = l a ,  on parvient à des résultats très-remarquables sur la compa- 
raison des fonctions complètes F1(c) ,  F1(b), tant entre alles qu'avec la fonc- 
tion F'(sin450) , l'angle û du module c étant tel qu'on a sinafi = tangBi5*. 

SECONDE PARTIE. 

1. Des intégrales EulLriennes de la première espèce, 222 

Formule générale qui comprend presque toute la théorie de ces fonctions, et 
qui peut être regardée comme une sorte d'équation aux différences finies par- 
tielles , 227 

Au moyen des auxiliaires désignées par A,, on donne l'expression générale 

des fonctions c) sous deux formes différentes, selon que p + q est > 
 OU<^, 230 

011 fait voir que si n est pair, le nombre des auxiliaires peut être réduit à 
moitié par la  formule (Q, 937 

5 H. .Formule pour évaluer par approsimation les iniégrales (t), 2440 
On cherche particulierement la valeur approchée de cette intégrale lorsque p 

et q sont très-petits par rapport à n. 

5 I I I .  Remarque sur quelques cas particuliers où l'on peut sommer la 
suite désignée par 4 (x) , et deux autres de la mênae espèce, 244 
O n  donne sur ces suites plusieurs théorèmes remarquables qui sont dus à 

Landen,  e t  on ajoute les démonstrations de quelques-uns d'eux, que l'auteur a 
supprimbes. 

1 § IV. Considération des fornzulas intégrales -- Zog;, 

1 
log' - etc. Tldorèm très-remnrq~uble S. la pre- 

x J  

mière de ces formules , 249 
Ce théorème sert à déterminer exactement la première de ces intégrales, en 
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supposant connue l'intégrale c) ; quant aux forrnules suivantes, leur djtermi- 

iiation dépend en gknéral de la transcendante (a ,  n)m, c'est-à-dire, de la son~me 
1 1  1 

des termes pris d e  n en I I ,  dans la suite 1 + - + -/- - + etc. 
s'n 3'" 4"' 

S. V .  De la réduction des transcenrZantes désignées par (a, n)rn, p. 265 

On traite particulièrement le cas de nr = 2, n = 6 ,  et  celui de m = 3 ,  
n = 6 ; ils dépendent de deux transcendantes dont on cherche l'expression en 
séries convergentes. 

§ VI. Des intégrales Eulériennes de la seconde espèce , 276 

Toute  intégrale de la première espèce peut s'exprinier très-siinpleinent par O 
les fonctionsr; réciproquement toute fonction r(a) dans laquelle a est un nombre 

rationnel, peut s'exprimer par les intégrales 283 

Expression de la fonction r(k) lorsque k est très-petit, "89 
O n  prouve que la fonction r (a) sera connue pour toute valeur de  a, si on 

connaît seulenient cette fonction depuis a = 9 jusqu'à a = I , ibid. 
Formule pour calculer directement la valeur de chaque fonction r ,  290 
Cette formule est d u  nombre des suites demi-convergentes; on cherche, 

a priori, le point où il faat s'arrêter dans le calcul de cette suite, et  on fixe 
le degré d'approximation qu'elle peut donner dans chaque cas ,  29 a 

Considérations générales d'où l'on déduit des suites convergentes e t  régulières , 
pour exprimer les valeurs de log r ( 1  + x )  , log ( i - x )  , etc. , 298 

Application d e  ces suites à l'expression ginérale du logarithme de la fonc- 

tion ($1, 
L'intégrale f tn  e-t"dt ,  prise depuis t = O  jusqu'à t =a, se ramène immé- 

diatement aux fonctions r, 30 i 
Table des logarithmes de la fonction r (a) pour toute valeur de  a ,  de millième 

ep millième , depuis a = i . 000 jusqu'à a c 2. ooo , 302 

DES QUADRATURES. 

§ 1. Formule générale pour les quadratures, 308 

Cette formule se compose d'une intégrale aux différences finies et  d'une suite 
de corrections dont la loi est connue, 31 1 

Moy em 
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ilIoyens d'obvier à l'inconvénient que prSsente la formule, lorsque quelqu'un 

des coelfioiens* 3 9 devient i n h i  dans la partie de courbe qu'on veut 
dx' dx2' d d  

quarrer , page 313 
L e  résultat de la  formule générale se rapproche beaucoup de celui qu'on 

ob~ient  en considérant l'aire de la courbe proposée con~me une somme d'aires 
paraboliques , déterminées chacune par trois ordonnées consécutives et équi- 
distanta, 319 

I I .  Constructiolz de la cour6e dans luquelle l'arc s est donné en 

dy fonction d~ la quantite z, 320 

On trouve généralement l'expression de chacune des coordonnées par une 
intégrale aux diff2rences finies , jointe à une suite de corrections dont la loi 
est connue. 

§ 111. Application de la mithode précédrnte nu calcul de la trud 
jectoire d'un projectile, 3 30 
O n  donne les détails du calcul pour trouver, dans un exemple particulier, la  

hauteur d u  je t ,  l'amplitude de la branche ascendante et celle de la branche 
descendante. On détermine ensuite la  position de l'asymptote verticale et celle 
de l'asyniptote inclinée. 

5 IV. De Pintégrale ind$nie fdx (log ;y-', prise depurs r= O ,  339 

On donne deux formules pour évaluer cette inté,rale par approximation, 
l'une pour tous les cas,  l'autre polir celui seulement ou x est très-petit. On 
donne aussi une formule pour trouver l'intégrale lorsque x est plus grand que 
L'unité. 

$ V .  De Pintégrale fydx prise entre deux limites qui rendent nulle 
la fonction y ,  343 

Application à l'intégrale fxae-'dx , prise depuis x= O jusqu'P x= oo , ct étant 
un nombre positif. JI en résulte la même formule qui a été trouvée dans la 
seconde partie pour la valeur de T ( a + 1) , 346 

Application à l'intégrale fxd ( -z) 'ds,  prise entreles limites z=o, x= 1 ,  

a et  C étant positifs , 348 

Cette intégrale comprend la d9termiriation générale des fonctions 

5 VI. De Pintégrale Jx-ae-x dx, prise entre les Zinzites imaginaires 
qui rendent' nulle ra e-x , 551 

La valeur de cette intégrale dtsignée par (rz), se trouve généralement en 

supposant ccuinue la fonction I- (a). 353 

49 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



356 TABLE DES MATII~RES. 
On en déduit l'expression générale de  l'intégrale Q(ct) = f d q  C O S ~ ' ~ Q .  . . : 

cos (atangp - a@) , prise depuis q = O jusqu'à p = lr. Il s'ensuit que cette 
intégrale peut 6tre détèrminée exactement en fonction de ~r et  e, toutes les fois 
que sa est un nombre entier, page 355 

.§ VII. B e  l'intégrale Z - dx cos ax 
et autres senzblables , prises 

depuis x = O jusqu'a r = m. 357. 
On déduit de l a  formule principale deux séries d'intégrales qui peuvent toutes 

être déterminées en fonction des nombres e e t  T. E n  géuéral on peut trouvez S (M cos as + Nx sin ax 
l a  valeur exacte de l'intégrale P -) d l ,  depuis z = o 
jusqu'i x 21-- 00 , si M , N, P sont des fonctions rationnelles e t  e n t i è r ~  de xs, 
P étant la plus élevée, e t  si en outre P n'a aucun facteur de la forme 
xl- ma, 360 

§ VIII. B e  Pintégrale Z =[e-xa dx cos ax , prise depuis x = O 

jusqdà x - - 00. 362 

Autres intégrales qu'on déduit de la même formule, 563 
1 +xx z k - 1  - - 

§ IX .  De l'intégrale Z ( k ) =Jx ' dxe ( "" ), prise depuis 
x = O jusqu'a x = CQ, 364 

§ X .  DL'S intégrales fxa-le-mx dx cos nx , fxa-re-mx dx sin nx , 
prises entre les limites x =O, x = a, 367 

(xn- 1 ) dx § XI. De Pintégrale - et autres semblables, prises depuis 
> 1 x =  o lusqua x= I , 3 70 

Loi très-simple que suivent les intégrder [($fZm-' d r y  en donnant 

à k les valeurs successives I , a ,  3,  etc. 

S dp cos AP 
§ XII. Des intégrales Am 

et f ~ "  d~ cos AQ, , prises depuis 

q= O jusqu'à q = a, en supposant les nombres h et n entiers, 
et A E;I + a9-za cos c p ,  373 

F I N  D E  L A  T A B L E .  
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 CO^ t e.. ......... 
....... retranchés 

fonctions.. ....... 

- 

cos 2 c. 
retranchés, multipliés. 
fonctions complètes. 

(a+  c E(c',ql) ... 
........ :Bnsinp" 

art. 58 .......... 
CA=A, C B = B .  

... ... amG a d C .  

( ~ + P C ) E ( C ' , $ ) .  
: ~ " s i n p ' -  
art. 60. 
C E = A ,  CP =B. 

.... nmb am'b'. 
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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 

SUPPL~!~ENT A LA PREMIBRE PARTIE. 

N o  u s  nous proposons, dans ce Supplément, de faire connaitre 
un nouveau genre assez étendu d'intégrales définies, qui peuvent 
être exprimées, eu partie par les fonctions elliptiques, en partie 
'par les arcs de cercle et  les logarithmes. Ces applications, jointes 
à toutes celles que nous avons données dans la première Partie, 
démontrent de  plus en plus l'utilité et même la nécessité d'ad- 
mettre les fonctions elliptiques dans le calcul intégral, au même 
titre que les arcs de cercle et les logarithmes. Mais on ne pourra 
jouir pleinement des avantages de cette innovation, que lorsqu'il 
existera des tables suffisamment étendues des fonctions de la pre- 
mière et de la seconde espèce. Nous avons déjà tracé sommaire- 
ment. le  plan d'après lequel ces tables pourraient être construites. 
Nous reviendrons, dans une autre occasion, sur cet objet, et nous 
donnerons des forniules propres à simplifier le travail et à fournir 
de nouveaux moyens d'exécution. 

( I ) . '  Les formules que nous avons rassemblées dans ce Supplé- 
ment étant assez nombreuses, nous avons cru devoir, pour plus 
de clarté, les ranger dans une table générale divisée en seize cases, 
q u i  forment autant de tables particulières. Par cette disposition on 

1 
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2 EXERCICES DÈ: CALCUL INT~GRAL.  
aura l'avantage de saisir d'un coup d'œil l'ensemble des résultats; 
et de retrouver facilement ceux dont on pourrait avoir besoin. 

Nous allons,parcourir successivement les différentes cases, et 
faire voir par quels moyens on est parvenu aux forniules qu'elles 
contiennent. Il en est quelques-unes qui pourront intéresser les. 
géomètres, tant par leur nouveauté que par l'analyse qui les a 
fait découvrir. 

C A S E  1. 

(a). D'après les dénominations rapportées en: tête de la case, si 
on fait sin' w = sing a cosBq + sin'g sin" c$, on aura généralement 

Mettant le second membre sous la forme sin"" gJ@(i -kcos'q)", 
développant le binome et intégrant chaque terme par les formules: 
connues, depuis Q = O jusqu'à p = e, on aura pour résultat 

Le second rnemhe pourrait encore être mis sous la forme Xm; 
X" étant le coefficient de xn dans le développement du produit 

1 l. 

(1 -x sinaa)-5 (1 -x sina6)- +. 

(3). La même substitution donnerait; 

mais cette formule peut être mise sous une forme plus siinpIe e t  
débarrassée de fractions. 11 sufit pour cela de faire directement 

sin% sin2C 
sinau = 

sinza  cos"^ + sinfie sin" Y 

et on obtient 

l'intégrale en cp devant encore être prise depuis Q = O jusqu'à 
s f T. Ou a donc généralement, quel que soit n ,  cette for- 
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SUPPL~UENT. 
mule renlarquable , 

C A S E  II.  

(4). Les formules de cette case sont entièrement semblables à 
celles de la case 1, ce qu'on peut voir d'ailleurs à priori, en mettant 
31 et N sous la forme M= V(cos2a-cosao), N=l/(cos"w-cos4). 

C A S E  III. 

(5). Cette case contient six formules générales fort reiziarquables, 
surtout dans Jes premiers cas, qui offrent des résultats très-simples 
et très-élégans. Et d'abord la substitution 

sin'o sin's s inT 
sin" a coslq + sin% sin"p ' 

donne immédiatement pour la formule , cette 
transformée 

où l'intég~ale doit être prise de 9=0 à Q =f?i. Mettant le bi- 
nome sous la forme sinan-4 g ( I  - A sina Q)"-" ; développant la puis- 
sance et effectuant l'intégration de chaque terme entre les limites 
données, on a la valeur de A'" insérée dans la case III. 

De cetLe valeur se déduit l'intégrale Ben, par le seul changement 
de sina en cos C et de sin C en cos a. 

(6). Par la substitution sin* W. = sinaa  cos'^ -I- sin" sinaq ; l'in- 
tégrale JMNdw cos w sinane3 @ , désignée par C"; prend la forme 

Ca" = (sin' - sin" a)'fdq (sin" a cosBq + sins g sina QI)", 

de sorte qu'on a e n  général 

47). A regard des intégrdes désignées par Dl", B"", H'T il est 
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4 EXERCICES DE CALCUL INTI?GRAC 
aisé de vérifier immédiatement, sans transformcitioi~s, les équations 

ainsi tout se réduit à connaître la valeur de Do, qui est la même 
que celle de K' et de Ho ; or on frouve aisément. . . . . . , , . . . . . - v, 

t a D"= --- 
2 2 

cos (6- a). 

(8). Si on proposait de trouver une intégraIe telle que 

il faudrait simplifier son dénominateur par des opérations succes- 
1 1 1 sives , au moyen de la formule -T = f Cy;h;. Soit, par. 

sin w COS O 

: on a d'abord exemple, l'intégrale P - -4- 
L 1 =-- +--* 

sin% cos5w sin w cos50 sin3a cos3w ' 
1 -- - 1 1 ensui te --- -- 

sin30 cosh sin r~ cos3@ -t. sin3&- cos w 

donc 

oir en d'autres termes, P=K4+K'+DS. 

CASES IV et V. 

sin y cos 6 ou e = - , 7 étant un angle auxiliaire tel que cos 2 E z, 
sir1 6 

on aura eil général 

f ~ ( ~ + A ~ c o P , " .  = cos a sin 

L'intégrale en devant être prise depuis 9 = O  jusqu'j. q=f zt, 
On voit que cette intégrale pourra toujours s'exprimer par les 
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SUPPL~~RIENT. 5 
fonctions elliptiques complèles F1(c), Er(c), au moyen de la for* 
mule de réduction que nous avons rapportée. 

La formule générale de la case V se déduit de celle de la case IV, 
en mettant ;a-6 au lieu de CL, et $<-a au lieu de C, ce qui 
ne change point la valeur du module c, ni par conséquent celles 
des fonctions complètes F1(c), E1(c). 

Les formules de ces deux cases serviront à trouver en général 
do dw la valeur des intégrales f tangsnw , lm E O ~ ~ ~ O ,  et aussi celle de 

dw - ., , puisque ces diverses intégrales peuvent  intégrale SIN sin". cos 

être décomposées en une suite finie de termes compris dans les 
cases IV et V. 

C A S E  VI. 

(IO). La  même substitiition dont on a fait usage dans les deux 
cases précédentes donne la formule 

L i r ~  sin9"w sinPact. - 
cos a sin ' (1 - c2cosgasin2p~A ' 

intégrale qui doit toujours être prise entre les limites cp = 0 3  
lpc;<. 

Cette intégrale peut en général s'exprimer par les fonctions 
complètes F1(c), E1(c), II1(- c"cosnu, c) , au moyen de la formule 
de réduction rapportée dans ia case VI ,  formule qui est déduite 
de celle de l'art. 9, première Partie. On peut aussi substituer à la 
fonction de troisième espèce nl, sa valeur en fonctions de la pre- 
mière et de la deuxième espèce, donnée par la formule du no 105; 

cette valeur est (en supprimant le module c comniun à ces fonc- 
tions ) 

cos ct. sin g nr (-ch cossu) = FI + [F'E (: w - a) - E'F (+F - a]]. 
Si on observe ensuite que d'après I'écpation ~=btan~($v-a)tan&', 
on a (n9 57) 

F(;zr-a) =FI-F(C) 
E(:T-a) =El- E(C)+c"cosa sin g, 

la valeur de ri' pourra s'exprimer ainsi : 
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sinaC sin C cos e n1 (- cacos"a) = - Fr + 
S ~ I I ~ ~  sinacc [E'F (C) - FrE (C)] ; 

de sorte que les intégrales de la case VI ne dépendront que des 
fonctions Fry E', F(Q, E(C). 

(1 r ). Le cas de a=; O mérite d'être développé. Alors on a 
iminédiatement 

cos c Soit cos w 3 - 
cosp' on aura la i ransf~rrnée[~- = + L(?) -smq s 

dans laquelle il faut faire rp E;: C, ce qui donnera 

Ce résultat se déduit également de la formule générale 

d w  sin% - sin 6 Sm- - COS - a Fr + E T  (6) - FIE (6) ; 

mais pour cela, a u  lieu de faire a = O, nous ferons EL=E, a dé-. 
signant un arc infiiiiinent petit. On aura alors cP =: I -h2 cota g, 
b = ~ c o t g ,  

4 sin C -- F ' = J p  ,,,, - sin C(I + t ba tangSg), 

sin C De là on voit que [= - E(C)]F1 s'évanouit lorsqu'on fait 6 = o ; 

on a en même temps Er=i et F(+ + z(l - sin C 
Ainsi le second membre de l'équation précédente se réduit à 

t .f' (eg), i - sin c ce qui est le résultat déjà trouvé. 

(1 2). Lorsque a est égal à la quantité infiniment petite c,  la 
foncliori Il' (- c" cos' a) représente I'intégrale 
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prise depuis q = O jusqu'à cp = $ T. On voit donc que cette in- 

tégrale se réduit dans ce cas à % 2 E ~?(:$-sinE), -sin formule qu'il se- 

rait assez dificile de vérifier par l'intégration directe. 
Ce résultat suppose que C n'est pas lu i -nzhe  infiniment petit; 

e2 
car si g était infiniment petit de l'ordre a, on aurait c3= 1- gr,  

c? 
6 = - E(C) = F(C) = C, et la formule gé~iérale donnerait 

C' 

d m  sinaa --- 
y (sin1@ - sins=) . V(sin1C - s in"~)  S - CE' (c). 

C'est ce qu'il est facile de vérifier par l'intégration directe. En effet, 
puisque a et g sont infiniment petits, la variable w , toujours 
comprise entre ces deux quantités, est aussi infiniment petite; 
ainsi l'intégrale dont il s'agit est la même que 

vient fgdp/(~ -c9sin°q), ou CE ( c ,  9 ), dans laquelle faisant 
q = jr , on a pour résultat gE1(c). 

CASE VII. 

(1 3). Considérons la doiible intégrale 

dans laquelle les limites de p, ainsi que celles de y,  doivent êlre 
O et +?S. 

Si l'on intègre d'abord par rapport à q ,  on aura 

tan cc 
Soit g>u,  et cosp = c o t C t a n g ~ ;  si l'on fait c ~ , - I - - ~ -  tang' C Y 

on aura la transformée 
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8 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 
Iciquelle doit être intégrée entre les limites = O ,  Q S= g; on 
aura donc 

Z = -  " F(c,C). 
z c o s  a sin6 

(14). Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, 
et soit poÙr cet effet cosp = a, cos% cosZq + c o s 2 ~ ~ i n 2 ~ = c o s n ~  ; 
nous aurons d'abord à intégrer, depuis x = o  jusqu'à x s  r ,  la 
difftkntielle 

cErc - dx 
OU 2 + (1 - z") COS'O COS" + -t.GK- 

1 
L'intégrale est en général -- sin u COS (9 arc tang(xtangw); et en faisant 

m 
on a donc x = I , elle se réduit à sin cos , 

&is d'après l'équation cos' w = COS" a cos2q + cos" g sin", oii 

trouve successivenient 

(cossac - cos" C)dq sin qcos q = dw sin w cos w ,  

sin q .  /(cosla - cos96) = )/(sin2w - sing.), 
COS q .  COS" - COS%) = 'C/(sinlg -sins@), 

da, sin o cos w 

dg = Y (sinfo - s i n a d  . I/(aio2C - sin%)' 

Donc enfin on a 

les limites de l'intégrale étant O =a, o = C. 

(15). Comparant ces deux valeurs de Z ,  on a la formule re- 
marquable 

c'est la première de la case VIT, 
(16). 
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SUPPLI~IENT. 9 
(16). Considérons maintenant la double intégrale 

qui aura également pour limites p = O, p = $T; q = O, q=f N. 

Si on intègre d'abord par rapport à y,  on aura 

Soit toujours g > a et COSP= cot g tang cp , on aura la transformée 

d'où résulte, après avoir fait Q = C , 

Revenons maintenant à la double intégrale, et faisons comme 
ci-dessus , cosp = x, cosa ct cosa q + cosa g sinag = cosa o , nous 
aurons dabord  à intégrer depuis -x = 0 jusq&; x ;= i , la diffé- 
rentielle 

z2dx -- 
~ o s ~ ~  + xzsinacao 

L'intégrale de celle-ci est 

x cotno --- 
sinaai 

arc tang ( x  tang o). 
sin1@ 

1-e C O t m  
Faisant x = x , cette quantité se réduit à - , 011 a done 

Substituant la valeur de dg en fonction de w ,  il vient 

(17). Si on compare maintenant les deux valeurs de T, on 
aura cette seconde formule 
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11 O EXERCICES DE CALCUL INTCCRAL. 
On a d'ailleurs dans la case II, 

IK 

asinasing' 
donc 

w d w  
Ajoutant à cette intégrale la valeur déjà trouvée de lm, on en 

déduit 

s tang a a cota 

$- ssin a sin c ('9 €1 C 9 sin n sin CJ 
E (c ,  C) : 

c'est la seconde formule de la case VIL 
, @MN cos& 

(18). Si on prend la différentielle de la cpantite - ,  on 
aura 

(zn + 1) sin" sin" edc + -- -- , -- sinm+zw MN 

nn (sins& +sin% $- sinaa sin2C) O& - - .- 
sin '"~ MN 

-t 
(an- 1 )  ( 1  +sin% + siri2C) ei& (art - a) a& 

,inan-a a----- . - w MN M N ~ i n ~ ~ - + o ,  ' 

Inte'grant de part et d'autre, et observant que le premier membre 
est zéro aux deux Iiinites de l'intégrale, désignant de plus par 

Z2n l'ilitégrde on aura 

dont la valeur est donnée dans A" étant l'intégrale 

la case III. 
f MNdacOsm 

Cette formule seïvh-a à trouver ZQ par le moyen de Za et Z ;  
qui sont les deux premières forn~ules de la case; on aura ensuite 
Z6 par le moyen de 2 4 ,  Za et Z"; et ainsi des autres. 
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CASE VIII .  

(19). Si dans la seconde formule de la case VII, on met +t-w, 
:+-g, +?r-a, à la place de w ,  a, C ,  respectivement, ce 
qui ne change rien au module c ,  on aura, en prenant toujours 
l'intégrale depuis o = a jusqu'à w = g, 

.asinC 
+ 2  cos"^ cos a 

E(c, ta -a) .  

Mais par les formules de la case V, on a 

De plus, les angles 2 ?z - et, g, satisfaisant à l'équation.. . . . : 
z = b tang(izr-a) tang g, on a, suivant l'art. 57, première Partie, 

De là on tirera 

 COS 6-cosa) f Wl~~kw = -+-- 
2 cosla cos c a cos " a sin c F(c, 6) 

c'est la seconde forniule de la case VIII. 

(20). O n  peut trouver cette formule d'une manière plus directe: 
@MN Pour cet effet, si l'on différentie la quantité sin , on aura 

MNdo udla - cossa coszc . hmC09'., 
sin ni cos s sin m cos u 

uds @& 4 sin'a sin% .MN s,n,u + (cos'a + cos% - 1) m. 
Intégrant de part et d'autre et observant que le premier membre 
est nul aux deux limites de l'intégrale, on aura 
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Substituant les valeurs des intégrales données dans la case VI1 , 
donnée dans la case III, on retombe sur 

le même résultat que nous avons déjà trouvé. 

( a ~ ) .  Pour obtenir les autres résultats de la case VIIT, il faut 
, wMNsinéi différentier la quantite cos2n+,w , ce qui donnera 

d(t""inw) - M N  dm s in  a, udéi 

c0s2"+'a, - cos2"+ ' m  
- (212 +- 1) cos% cos% . 

wdw - (an-  1) ( I  + cosam + cos%) M ~ z - ~  u 

sdm - 
(2n - 2, 

Intégrant de part et d'autre dans les limites données, et désignant 
sdéi 

par UU l'intégrale Sm";, on aura la formule générale de ré- 

duction rapportée dans la case VIII. Cette formule donne, en fai- 

sant n= I , la valeur de U4 ou [&s4-; ensuite on obtiendra 
de même U6, Us, etc. 

(22). Si l'on fait a=o,  on a c= 1 ,  E ( g j = s i d ,  F(G)= 
i + s i n C  + -C(----L); ces substitutions faites dans les deux premières for- 

mules de la case, donnent les deux corollaires qui terminent cetre 
case; au surplus, le second de ces corollaires se déinonlre direc- 
tement, au moyen de l'intégration par parties. 

C A S E  IX.  

(23). Considérons maintenant la double intégrale suivante , prise 
entre les niêmes limites que ci-dessus. 

dpdq sin p cos'q 
=[[wS;uz,qcor~a cosLq + cosiS s i i q ) .  
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En intégrant d'abord par rapport à p,  puis par rapport à q ,  on 
trouve 

I sinSc-gin2a . V =  ainec - s i n ~ . , b d m  \/( 
sin2u-sinaa 1 ' 

cette intégrale étant prise à l'ordinaire depuis @=a jusqu'à w= C. 

.(24). Si on fait les intégrations dans l'ordre inverse, et que 
pour intégrer par rapport à g, on applique la formule 

qu'ensui te on fasse cosp = x , on aura 

Cette intégrale doit être prise depuis x s o  jusqu'à x = I ; niais 
i l  faut des précautions particulières pour éviter les infinis que 
l'on rencontrerait en intégrant séparément les deux parties de la 
quantité sous le signe. Voici l'analyse qu'il convient de suivre pour 
cet objet, analyse qui est d'ailleurs indiquée par la théorie des 
fonctions elliptiques. 

tane;'& 
Supposant toujours C > a, soit x = CO t g tang rg , cB = I - - tang' C ' 

sin y 
OU c=- sin , on aura 

COST 
L'intégrale de cette quantité est GKc. n (-A). Mais cette 

fonction ayant son paramètre négatif et plus grand que l'unité, 
il importe de la changer en une autre dont le paramètre soit plus 
petit que cs; c'est ce qui se fera par In  formule du no 49, la- 

tan<. Q 
quelle donne, en faisant r s= cotgcos.)/. -i 

A ' 

cosLC 
>lultipliant par , et observaiit qu'on a cos g =cos a cos p, 
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Donc en appelant V f  l'intégrale indéfinie, 

on aura 

les fonctions F et n ayant d'ailleurs le module commun c e t  
l'amplitude commune rp. 

(25). L a  partie de cette intégrale affectée de logarithmes, peut 
se mettre sous la forme 

d'ailleurs en substituant la valeur de r et celle de x en q ,  on 
trouve 

Donc on aura indéfiniment, quel que soit 9 ; 

Mais lorsqu'on fait XZI, on a q=C, r = I ,  A s c o s y ,  et la 
valeur de V' devient 

cette valeur étant trouvée, il en résulte une seconde expression 
de V, laquelle est 

$7r v =  
sin" -sin2a 

V'. 

Comparant les deux valeurs de V, on a enfin ce résultat remarquaMe 
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sin y cos C 
où l'on a c = - sin C ' et eos 7 = -. 

COS a 

(26). Il ne sera pas inutile de faire voir coinnient on peut parvenir 
à ce résultat par une route fort différente. Pour cet effet, app+ 
lons Z l'intégrale inconnue, 

Prise depuis w = tc jusqu'à w = C ; on aura ( parce que la quand 
tité sous le signe est nulle à la première limite de l'intégrale), 

dZ -- - - sin œ cos 
da 

%"*" F ( c ,  C). 
zs in  C 

Réciproquement, Z pourra se déduire de l'intégrale. suivailte, 
prise par rapport à a, 

?r 
Z == -r -da z sin 6 sinaF(c7 g). 

I l  s'agit donc de trouver l'intégrale f- da sin a F (c , g) que , 
pour abréger, je désignerai par Z'; mais comme F (c, C) luid 

Sa  '9 pourvu qua& mçme peut se mettre sous la fornie 
, - c z s  naql 

près l'intc'gration on fasse = C ; on pourra, dans cette suppo-. 
sition, écrire ainsi la valeur de Z', 

Prenant d'abord l'intégrale par rapport à a, on aura 

sins? et  parce que ca = =, cette inidgrale devient 

1 cos a siii22F + cos a cosgiii (- a ) 6  
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16 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL 
Mais j'observe qu'b l'intégrale prise par rapport à ac ; il faut 
ajouter une constante a' qui pourra être fonction de et de C; 
ainsi en supposant f @ étant une fonction de Q et g , 
lacIuelle deviendra fonction de C seule lorsqu'oii fera q~ =C, il vient 

Z' = cos a s in3F  +. cos a eos2pn (- -&) + B 
Substituant la valeur de ïI (-a&) donnée dans l'art. 24, on aura 

et par conséquent r 

Mais on a 

chté, la valeur de r donne 

et par conséquent 

Riunissant la partie - 2 - sin'p x 

sinec coslq ) avec la fonction a % 
comme ne faisant ensemble qu'une seule fonction de  q et g, la- 
quelle, après avoir fait p= c, devient une fonction de c seule et 
peut se désigner par +(Q, on aura enfin 

Pour déterminer la fonction arbitraire 4 , il faut partir d'un cas 
particulier : or lorsqu'on fait C = cc, l'intégrale Z prise depuis 
w = CL ju~qu'h 0=6,  doit être nulle. Ainsi on voit que la quanu 

5% 4 (g) + : f a  se réduit à zéro et qu'on a simplement 
f' 
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Cette fornlule s'accorde avec celle qu'on a trouvée dans l'art. 23,  
car elles satisfont toutes deux à l'équation 

G (27). Connaissant l'intégrale - qui revient à.. . . . :. . . .- 
d u  sinla, si na^[$ -1 ,, , on en déduira la valeur de cette dernière, 

comme elle est insérée dans la table. 
rd# sin2% Si on désigne ensuite par v'" l'intégrale[MN-, et qu'ayant 

différentié la quantité wn1N cos w ~ i n " ~ - ~ w  , on revienne de la diffé- 
rentielle à son intégrale, on trouvera la formule de réduction 
s n ~ - + a  - - (2n - I )  ( I  + sinaa + sin26)V'" + etc. donnée dans la 

case 1X. Faisant dans cette formule n =  I , on en tire v4 OU 

d'où résulte la forniule insérée dans la case IX. On  connaîtra en- 
suite les valeurs de V" va, etc. par la formule de réduction. 

(28). Le  cas de cc = O fournit plusieurs corollaires remarquables. 
Alors on a c - I ,  p = C ,  A = c o s p ,  

F(ç, g) 5 $ q1 + ""%) 
I - sin 6 ' 
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98 EXERCICES DE CALCUL INT$GRAL~? 
Faisant 9 g, cette formule donne 

Substituant cette valeur dans l'expression de -a&, on aura SM 
C 

Cette intégrale se réduit à a f a ,  Iorsqu'on fait C r f  ?r. En effet, on 

sait d'ailleurs que l'intégrale Y-*dB @ , prise depuis w = O jusqu'a 
- 

w = O  jusqu'à o = l; ili, est égale à f e l a .  On peut aussi la déduire 
des formules de l'art 43, ze partie; car en intégrant par parties, on a 

1-=w!sinu) -jdolsinu): soit s i n o = r ,  on aura......, 
- 

d r  lx donc l'intégrale prise depuis f h l s i n  @ =Sy(l - ïx> > 

. - 
depuis x = o  jusqu'à x= I; or celle-ci, d'après l'art. cité, se réduit 
à ;Zr log 2. 

-., 

N 
(29). Si l'on fait C = ; ?r dans la valeur de f nl ud w , qui de- 

@da, COS a, 
vient/TwaI - cette valeur devient indéterminée. Il faut 

donc supposer = rr - c , G étant infiniment petit ; mais le 
moyen Ie plus simple de déterminer, dans ce cas, la valeur de 

wdi cos a, SV (sina. -sin%) 9 
est de remonter à la valeur de V' de I'art. 24, 

laquelle, dans le cas de g = f rr , devient 

Soit x = cota tangq , ou aura 

. * Cette intégrale doit être prise depuis Q = O jusqu'à = a,; ainu 
en faisant q = a, on aura Y' -, J(2  cosg a) , d'où résulte enfin la 
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SUPPLI~MENT. 
formule 

aida cos u -- - T L(I cf- cos a) 
,fv(sinaa - sinaal 2 

De 1L on peut r é c i p r ~ ~ i i e n ~ e n t  conclure que dans le cas où 
C=f b- 6 , 1  étant infiniment petit, (cpi donne cl= I - 6*tangaa, 

E' sinB> = 1 - ,), 1s fonction II (- sins& C, g), doit se réduire à 
COS a 

COS e. 
'OS * log (1 $- cos1a) ; r;-log(~ +cos%) - -a;i 

et par conséquent l'intégrale 

prise entre les limites q = O , q = + ?r - 8 ,  se réduit à 

cos a log(1 + cos a) - 2 cos a log (1 + cossa). 

Nous remarquerons que, d'après la formule du no 12, la même 
intégrale , prise depuis q~ = O jusqu'à q~ = rr , a pour valeur. . . 
+ cos a J( 1 + cosa 

1 - COSCC 

cos a log(1 + cos a) - f cos a log (1 - cossa). 

Il n'est pas étonnant que cette seconde valeur soit plus grande que 
l'autre, puisque l'intégrale est prise dans une plus grande étendue; 
mais ces deux résultats seraient très-dificiles à vérifier par l'inté- 
gration directe, et ils méritent par leur singularité et leur di& 
culté, de fixer l'attention des géomètres. 

(30). On  peut néanmoins trouver assez facilement la différence 
qu'il y a entre les deux formules, à raison de la plus grande exien- 
sion de l'une d'elles. En effet, pour avoir cette différence, soit 
q = v - 8, on aura à intégrer depuis 8 = o jusqu'à 0 c 6 )  la 
diffbren tielle 

éa&3 
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cosad. dJ ,  cos 4 Soit O =  i tangsr t ang4 ,  la transforniée sera , -cos,asinU, et son 

( 
1 + cos eL si11 -,!. intégrale + cos ct &> ---;- Faisant à la limite d = E,  ou 
i - c o s a s ~ n ~  ) ' 

c $15 - a, cette intégrale deviendra 

résultat qui s'accorde parfaitement avec la différence que nous avons 
trouvée entre les deux intégrales, l'une prise depuis cp = O jusqu'à 
9 = ?s, l'autre prise seulement depuis q = O jusqu'à 9 =:a - E. 

Au reste, on peut remarquer que la formule trouvée art. 103, se  
rapporte à ce genre d'intégrales. 

C A S E  X. 

(3 1). CoiisidCrons la double intégrale 

dpdq sin p ( A  + B cosap) - z -  -- -ff + singp (3 + SI y 

COS K 

dont les limites sont O et $ n pour chaque variable. 
Si on intègre d'abord par rapport à q ,  et qu'ensuite on fasse 

cos p = x, il restera à déterminer, entre les limites x = O, x= I , 
l'in tégrale 

sin p sin a Soit g < a et x = - ; soit en même temps c = - 
sin C sinC ' 

d'où résulte, après avoir fait p =: C, l'intégrale cherchée 

(3  2). Faisons maintenant les intég~tiioiis dans l'ordre inverse, et  
pour cet effet, soit c o s p = x  et 

cosaq sinPq 1 .  - +-S.-$ 
 COS'^ cos a CO5 @ 
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SUPPL&MENT. 
nous aurons d'abord à intégrer la différentielle 

Son intégrale, prise à compter de x = O ,  est 

( A  sinam + B) cot9m 1 + x sin AI 
-G(?-) - Bx cotSu ; 

e sin m - X ~ W  

si ensuite on fait x = I ,  et qu'on appelle V le résultat, on aura 

cot2m 1 + sin m V = - B cotao f (A sin2" + B) - .P(--). 2sinm I - s i n m  

Cela posé, la valeur de Z étant fVdq ,  il faudra dans cette forn~ule 
substituer la valeur de dg en fonction de p : or de l'équation sup- 
posée on tire successivement 

c0s26 
(sin% - sinBa) cosDq = - (COS% - COS%) , 

COS W 

dw sin a, (sin% - sin2&) dq sin q cos q E COS'CC cosaC' . - 
cossa, ' 

cos a cosg. dw tangw 
q = i n  - s i 2  ) . 1/(sin26 - sin'u)' 

Donc enfin, si on fait pour abréger, R I  = V(sinnw - sinsa) , 

ces intégrales étant prises depuis w = a, jusqu'à w = C. 
(33). Con~parant entre elles les deux valeurs de 2 ,  on en tire 

ces deux formules 

du cota 
Ajoutant P la seconde formule la valeur de f dom-& dans 
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2 2 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL: 
la case 1, on en déduit 

Nous avons ainsi les deux premières formules de la case X; 

S Cda, cos a, 
Pour avoir en général la valeur de l'in tégrale MN , que 

QlZN - nous désignerons par Pu, il faut différentier la quantité s ; W ,  

puis revenir de la différentielle à l'intégrale, ce qui donnera la 
formule de réduction 

(an -+- 1) sin% sin% P'"' = 2n (sin'a -f- sin%)Pan- e tc. 

rapportée dans la case X ; et au moyen de cette formule, on trou- 
vera successivement les valeurs de P4, P" etc. 

(34). Quant aux corollaires qui terminent la case, ils se dé- 
duisent sans dilficulté des formules générales, les uns en faisant 
g = $v ,  les autres en faisant cc e o. II suffira seulement de faire 
voir ce que devient, dans le cas de a = O , l'équation 

-4lors le second membre prend une forme indéterminée, et pour 
en avoir la valeur, il faut supposer a infiniment petit, ce qui rendra 
de même c infiniment petit. Or on a en général 

et p i sque  h = f ( x  - ca sinaq), si on rejette les infiniment petits 
'de l'ordre c4 ou pr4, le second membre se réduit à c y d ~  siuSp 

c0 = - (p - sin@ cos p) ; donc en faisant 9 = C, on aura 
a 

- sin o) da, COS m % f XN sin% 
- = 4- (g- sin6 COS 6). 

sin C 

C A S E  XI. 
$,da c,sinS% (35). Pour avoir la valeur de l'intégrale -----, que 
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SUPPL~~BIENT. 23 
nous désignerons en général par Q"", il su fit de changer le signe de n 
dans la formule de réduction de la case précédente, parce qu'alors 
Pan se change en Qan, et l'on aura 

j- MN" sinm-' H'" désignant l'intégrale , dont la valeur a été don- 
COS w 

née dans la case III. De là on tirera la valeur de l'intégrale Qs, 

en faisant n = O ,  puis celle de 44 en faisant n = 1, et ainsi 
de suite. 

Les corollaires offrent plusieurs formules remarquables, mais ils 
se déduisent sans difliculté des formules générales. 

C A S E  XII.  

(36). Pour parvenir aux formules contenues dans cette case, 
considérons la double intégrale 

dans laquelle les deux variables ont toujours pour limites o et f ?r. 
1 

Si on intégre d'abord par rapport à p , et qu'on fasse 

- c0saq sinnq 
c- c a 2 6  + COSZ& y 

on aura 

cos œ CO- 1 n d ~  - rin'r v =  - 
sin%-sin'& cos a sin% - sin'w 

l'intégrale devant être prise depuis w = a jusqa'à w = g: 

(57). ~ a i s o n s ~ a i n t e n a n t  les intégrations dans un ordre inverse : 
l'intégrale étant prise par rapport h q ,  si on fait cosp = x, on aura 

" cosaa COS?+ f 

dx [ 
coq C v(i - x'sinaa v =  

z(sin%- sin a) - xx  COS^ 1 - xLsin4C 

Soit, pour abréger, 
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24 EXERCICES DE CALCUL INTEGRA~;  
n COS'. -  COS"^ afin qu'on ait V = ngin2ç , sin P et @-Y). Si on fait x - ~ing, 

sin ct. 
C 5 -  sin 6' o n  aura d'abord 

cos c. Y =   in'^ ' cos a sin -- 
sin% 

cos 6 YI:-- r + 
cosccsingJ A *-) 1 -- sinaq a 

ce qui donne l'intégrale indéfinie 

Y = -- sin'a. F + cos9aii - - 
COS a sin s C ( A)]* 

ta% v Mais en faisant I. = eot g COS a .  7, on a ,  comme au n' 4 

tangg 12 n(---&)=~-~I(-sin~a) + - J ( ~ - ~ ) ;  2 COS a 

donc 
cos c cos g cos c4 Y =  F - -  Il(- sina&) + $2 

cos a sin6 sin 6 

1 +x cos L? x-Y=;+-)-;.c(FJ- 1 -x - COS L? cos. 
c o s a s i n ~ ~ f  sing 

II(-sina&). 

l i - x  1-l-r Maisla partie $J ( _5 ) -'-C ( - - ,) se réduit , comme ci- 

dessus, d'abord à ~(s) - : L ' ( s a )  ; ensuite, par la sub* 

titution des valeurs'de jc et de r en fonctions de q , elle devient 

jusques-là il lie s'agit que de l'intégrale indéfinie. 
Maintenant à la limite de l'inte'grale on a x = I , q = C, r= r , 

1 - &"a sifi2p 
A = COSEL, - 

n2 COS Q 
- I + tan@ -J- tangsc; donc enfin on 

aura pour seconde valeur de V, 
v 
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(38). Comparant ces deux valeurs de V ,  on aura la formule 

ads  cos u n- Ajoutant l9bqoation! =- 
2 sin 6 

F (c, C) , on trouve 

=- . (- sin'a, c, C) 
2smc  

5T 

+ 4 c m a  cosc 
2 (1 + tang'a + tangag) ; 

c'est la seconde formule de la. case XII. 

(39). Pour avoir les autres formules, désignons en général 

par T'"' l'intégrale MN cos2n+,s,  S f2ds si on différentie la quantité. . .? 
a M N  sin m 

cosmai , et que de la différentielle on revienne à l'intégrale, on 

trouvera la formule : 

B" étant l'intégrale cos2n+,u SM"" """ , donnée dans la case III. 

Si on fait n = I dans cette forniule, on aura 

nda, cods L'in tégrale est donnée par les deux prenlières forniwles 

4 
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2 6 EXERCICES DE CAIXUL INT~GRAL.  
de la case XI; ainsi en substituant sa valeur, on aura 

r(sin2acos2& + sin1% cos20c) cos% + coslCf * 2 cosa.' COS% 8 COS'Q C O S X  MN cos w 

c'est la troisième formule de la case XII. 
On déterminera ensuite aisément par la formule de réduction; 

les intégrales 'P, T7, etc. 

C A S E  XIII .  

(40). D'après les dénoniinations rapportées en tête de la case; 
1 - si& cosa.$ si l'on fait cosSw = 

c0saa 
, on aura en général 

d'où l'on voit que cette iritégrale ne dépend que de l'angle 8. 
cosy - De même, si i'on fait cossu = - UnSc , on aura générale- 

ment 
1 =- fdq ( I - sin4g sinSq Jn, 

7 

de sorte que cette intégrale ne dépend que de l'angle A. 
On peut d'ailleurs observer que g est l'hypoténuse d'un triangle 

sphérique rectangle dont cc et 7 sont les deux cbtés, et que dans 
ce triangle h est l'angle opposé au côté 7 ,  et +?r - 0 ,  l'angle 
opposé au côté a. 

(41). De la dernière formule on déduit les deux suivantes, qui 
s'expriment par des fonctions elliptiques dont le module est.. . . 
c = sin g : 

du sin a, 

Si dans ces formules on fait a = O, ce qui donne C t 2 ,  h = f V ,  
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SUPPL~MENT. a./- 
Q = sin Q , P = f(sin2C- sina@), on aura les deux suivan tes : 

dol 1 
'-7- = TJA'n-ldp, cosma V(sin26-sin a) cos 6 S 

dm COS"% 
j ' v ( s i o ~ ~  - sinad 

Ces intégrales seront donc toujours faciles i exprimer, an moyeu 
des deux fonctions complètes F' (c),  E'(c) , où l'on a toujours 
G = sin g. 

Si l'on observe d'ailleurs qu'on a généralement, lorsque. . . . . : 
'P=fr, (*) 

et que dans ce cas, b - cos C , on en conclura 

c'est en effet ce qui r&ulte irnrnbdiaiernent de la substitution 
sin o =i sin g sin p. 

De là on voit qu'on a généraIement 

Ces deux intégrales étant prises entre les limites w = 0 ,  td ==; g. 

C A S E  XIV. 
cosEy 

(43). 11 suoît de la ~ubsiitution cosSm = , pour ob- 

tenir les deux fo&ules générales comprises dans cette case. 

(*) On peut démontrer immédiatement cette formule cm faisant.. . . . . . . . 
1 & 1 

tang p = cot 4 , car a1orsf& a pour tranaformds - - fd4P-'(J.) ; et h'" 
cette dernière intégrale devant être prise depuis S, i= i ~ ,  jaspu'à + = O, est la 

1 
mênie que /~QA'*-~(Q) priae depuis Q = O jusqu'a q =fa. 
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2 s EXERCICES DE CALCUL I N T ~ ~ G R A L ~ :  
Les intbgrales en s'étendent jusqu'à = '; T ;  ainsi elles s'ex- 

primeront toutes par les trois fonctions complètes P' (c), E1(c), 
II1 (- ca sin'g, c) .  Cette dernière peut d'ailleurs s'exprimer en fonc- 
tions de la première et de la deuxième espèce, au moyen de la 
formule du no 105, qui  donne 

Si l'on a 7 ;= +T, ce qui donne 

les fornlules précédentes ne peuvent avoir lieu, parce que la valeur 
de coszw ne peut plus être représentée par la formule supposée. 
Alors on a l'intégrale 

dails laquelle faisant sin w = tang a tang rp, on obtient la transformée 

Cette intégrale ne dépend en général que de la transcendante 
1 +cos CL dam les limites données, se réduit à tL'(l-COSa), ou 

à log cot;cl.. 
C A S E  XV. 

(43). Il s'agit de faire voir que les quatre inlégrales désignées 
par T, V, T', V', peuvent être transformées en quatre autres d'une 
forme plus simple, et qui ne contiennent qu'un radical. 

Pour cet effet, substituons dabord, au lieu de w ,  la suite.. . . 
tang w - 5 tangSw + tang5w - etc., on aura la première de ces 
intégrales 

d w  T =[- ( f tang w - f tang3w + etc.). 
PQ 

sin 7 Soit ensuite tang w c;; tang 7 COS ( et c = - sing ' on aura la trans- 
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Supposons qu'on ait déterminé généralenlent, pour une valeur 
,quelconque de rn , l'intégrale 

si dans cette intégrale on fait rn= tangp,  et que Z se change 
Z' en Z', on aura alors T = -- ainsi tout se réduit à-trouver 

siri C tang2y ' 
la valeur de Z. Or en différentiant par rapport à na, on a 

Soit c sin < = sin 4 , ce qui donne iî = cos 4, on aura 

Avant d'aller plus loin, j'ohserve que la valeur de nt qu'il faudra 
b2m1 substituer après les intégrations étant tang 7 ,  la quantité I - -- 

c" 

est toujours positive. Soit donc 

et on aura 
dZ 

d'où l'on tire en effectuant l'intégration, 

dZ - ma -- arc tang ( n  tang 4). 
dm c ( i f  m2) 

Les limites de ( étant O et +?r, celles de tang $ sont O et 6, 
n c faisant donc = tang q , on aura 
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3 3 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
b Mais puisqu'on a 7z = - tang q , on déduit de là, 
C 

Ainsi en substituant la valeur de m en Q ,  on aura 

Cette intégrale doit &re prisc depuis la valeur de qui donne m k o ,  
jusqu'à celle qui donne n a  = tangp : dans le premier cas on a Q ~ A ,  
et dans le second p = O ;  et parce que h est > 0 ,  il convient de 
mettre Z sous la forme 

et l'intégrale devra être prise depuis Q = 8, jusqu'à Q =rr A. 

De là résulte l'intégrale cherchée 

c'est la première formule de la case XV. La seconde, qui donne 
la valeur de V, se démontrera d'une manière semblable. 

(44). Pour démontrer les formules qui concernent les deux inté- 
grales T', V', il faudra substituer au lieu de sa valeur développée 
en  série, laquelle est sin w +; sinaw + $ sin5w + etc. Du reste, le 
calcul sera entièrement semblable à celui dont nous avons donné 
le détail dans l'article précédent. 

(45). Si l'on fait sin q = sin h sin 4 et sin h = c , les valeurs 
trouvées pour T + T' et V -+ V' prendront cette forme 

où les intégrales doivent être prises depuis + jusqu'à 4 - - 3  L*; 
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SUPPL~MENT. 3 r 

On obtient ainsi pour les valeurs de ces intégrales, des expressions 
en fonctions elliptiques qui se transforment comme dans l'art. I O ,  

et donnent les résultats consignés dans la table. 

(46). Ces mêmes résultats peuvent être obtenus d'une rnaniére 
plus directe. Considérons pour cet effet la double intégrale 

d p d o  sin p (A + B cos2p) 
c0aaq ='fiosv + - C O S ~ C L  + cosa? 

dans laquelle les variables ont pour limites O et f T. 

Si on exécute les intégrations d'abord par rapport à q ,  ensuite 
sin y par rapport à p ,  et qu'on fasse c = --, on aura pour résultat 
sin 6 

(47). Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse; 
et soit cosp = x , nous aurons d'abord à intégrer la différentielle 

cosBq où l'on a m' = - +coslp sin'q. Il faut pour cela distinguer deux 
c0sS0 

cas, selon que m est plus grand OU plus petit que I'unité. Or je 
. . sin s 

remarque que depuis sin q = O jusqu'à sin q = -, la valeur de 
sin 6 

1 m est plus grande que l'unité, et qu'on peut faire nt = - . mais 
C O 3  s ' 

s ine  . depuis sin q = - jusqu'à sin q = r , on a rn < I , et il faut faire 
sin c 

m =cos w. 
1 Soiz, 1". m'=-- 

c0s1q - -, + cos'? sin'q, on aura 
COS% C O S U  

Pntégrant depuis s = O jusqu'à x z I , etappeIant P' cette première 
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?i2 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 
partie de la valeur de P, on aura 

11 ne restera plus qu'à trouver la partie de l'intégrale Z, désignée 
semblablement par Z', dont la valeur est JP'dq. On substituera 
pour cet effet la valeur de dq en fouction de w, et on trouvera; 
d'après les dénominations de la table, 

c0s2q Soit , 2'. rn = cossw =. - + cosai sin2q, on aura 
cos2LG 

>\ et l'intégrale de cette quanti té, prise depuis x = O jusqu a x ;= I , 
donne pour la seconde partie de la valeur de P, 

De là résulte la seconde partie de la valeur de Z, Zr'= fPRdq, 
dans laquelle substituant la valeur de dq en fonction de o, on trouve 

donc enfin la valeur totale de 2 est 

Comparant entre elles les deux valeurs de Z ,  on en tire les deux 
formules données dans la table pour exprimer les valeurs de T+T! 
et V + V .  

(4s). Le  cas de 9 = ct , où l'on a cos C = cosacc, mérite d'être 
remarqué, parce cp'alors les quatre intégrales T, T', V, V', sont 
prises entre les mêmes limites w 3 O, w = a. Il conduit aux deux 
formules rapportées dans la table. 

(49). Enfin, le cas de ~ = ~ v , o ù  l'on a C = f w ,  A = ; ? ,  
8 rr t 7r - a ,  doune ces valeurs très-siinples de T et T', 

' T  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



où les intégrales doivent être prises depuis q = $ - a jusqa'à 
= f a. Or en général on a 

fqdp cos Q = cp sin p + cos q + coiist. , 
$(+?r-Q)dqcosp=(fv-q)s in~-cosp + const. 

Donc entre les deux limites désignées, la première de ces intégrales 
= ~ V ( I - C O ~ ~ ) + C C C O S C C - ~ ~ ~ C L ~  et la seconde=sina - a c o s a ~  
De là résultent les deux formules 

(1-ocota,)dÿ - 
sin Cr v(i - cos2& cosPw) - i + cos a 

(D -sine) da, cosm i -&cota -- 
,fsin7cd~(sin2a - s i n . ~ )  - sin O ' 

où l'on doit remarquer que la première de .ces intégrales est prise 
depuis w = O jusqii'à w = f 4 ,  et la seconde depuis w s: O jusqu'à 

Ces deux résultats peuvent se vérifier par l'intégration directe. 
En effet, on a indéfiniment 

(1-'Wc0tw)dr~ -- O v(1 - COS"& COS'W) 

sinPa sin o 
cos O + sio2a arc sin (cos o cos a) + C. 

Prenant cette intégrale depuis o = O jusqu'à w = + ?i, elle se ré- 
, acotc-  1 

duit à +rosa + --. 
hl11 a 

On a de même en général 

(D -sin r ~ )  d m  cos a -- ai / (s inad-s in%) cos& COS a -- - 
sin'w V(sinaa - sin'o) S . sinacc sin o 

-+ Iareeos(co6;)+~. sin a 

Prenant cette intégrale depuis w = O jusqu'h o L,= a., elle se 
1 -&cota réduit à sina , comme on le trouve à la fin de la case XV. 
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34 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL: 
C A S E  X V I .  

(50). Par les formules des cases 1, II, IV, V et VI ,  on peut 

connaître en général la valeur de l'intégrale f & cosmo sinn@, 

quels que soient les nombres entiers n z  et n ,  positifs ou négatifs, 
pourvu que m+ n soit pair. Les formules de la case XVI don- 
neront la valeur de cette intégrale lorsque n a +  n sera impair. 

Soit pour cet effet sinBo = sinna cos" q+ sin% sin"q = . . . . . . 
sinad s in2g(~-  casinaq), et ca = I - -- 
s i n T  , on aura en général 

Cette intégrale devra être prise depuis cp = O jusqu'à = ?t ; 
ainsi elle ne dépendra en général que des deux foiuAons com- 
plètes F1(c),  EC(c). Il en sera de même de l'intégrale générale 

dw cos w I 1 de --- f~""-'& , 
et ainsi on a ,  quel que soit n, 

Par la n i h e  substitution, on trouve en général 

intégrale qui, étant réduite d'après la formulef& de la case VI, 

pourra toujours s'exprimer par les trois fonctions complè tes F' (c)  , 
E1(c), n l ( ca  tang2C3 c)  ; et cette dernière, comme on sait, peut 
être exprimée en fonctions de la et de la deuxième es- 
pèce, par la formule du no 96. 

Les trois autres forinules générales de la case XVI, se déduisent 

des trois précédentes par le seul changement de a en - C , et 

de C' en +*-a. 
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TABLE GÉNÉRALE DES FORMULES. 

CASE 1. I N = l/(sinzg-sin2&) 
Dénominations sinz%- sinaa 

-sin"& 
B == a 

Limites des intégrales 

ducosssinpi - [ MN - x u 3  

du COSO sin3@ - ,.f MN -- ( i sin'a + t sinag) , 
a 

i .3 sin'* + t sin%. t dnaE + - sin4~)); 
2.4 

I et en général, 

ou,  en effectuant l'iiitégration , 

dmcocs - .a- 

MN sin3# - a sio3& sindg S ( t sin's + sin2g) , 

et en général , 
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CASE II. Mêmes dénominations et limites que dans la case 1. 

CO$% -  COS*^ 
De plus, h = -- 

C O ~  ' 

et en général , 

dusina, - R - 
MN cos ai SCOS &COS ci ' S 

l CASE IU. 1 Mêmes dénominations e t  limites que dans les cases 1 et 11. 

A0 - - 4 (sin 6 - sin a)', 

~r (sin C- sin a)P A= = -- 
4sina sin C ' 
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et en général, 

f MNdm sin a, B" = CoS2n+'di- 

a Bo - (cos ar - cos v, - 4 

et en général, 

?r 

= z (sin & - sin a)" , 
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7r 
Ha = - (cosa - cos g)', 

2 

Met N comme dans la case I. 
Linites des intégrales, idcm. 

cos 6 
angle auxiliaire tel que cos y = -. 

CO3 r 
sin y M~duie c = - 
sin 

tane; cc 
Son complément 6 = - tang 6' 
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1 COS cl 

MN sinLu cos a sin g FI(c] + m a  EYL) ) 

Connaissant les deux premiers termes 1: = ~ ' ( c )  , / ~ d (  =E'(c) , on con- 

naîtra en général l'intégrale f~l~fldq par la formule 

2n (::y :) b ' / ~ - ~ d $ .  fipi-Id$ = - (2 - c") f A2-dq - - 
212 + 1 

CASE V. Mêmes dénominations que dans la case IV. 
- 

Ces formules se développent comme celles de la case précidente, et on 
peut les exprimer toutes par les deux fonctions complètes F1(c), E1(c). 

Mêmes dénominations que dans la case IV. 
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sin% 
MN --- (1 + sin% f sin" n1 (- c' COS'~ ,  c) I se- ncos a sin g 

- sin C sina a sin g COS PC 

2COS* F'(c) - -- E1(c), a 

Pour effectuer les réductions, soit i -+nsinaQ = D ,  on aura en général 
la formule 

Ainsi en partant des trois premiers termes connus, 

on déterminera généralement i'intégrale [gn prise entre lea limites o ; 
q J = f ç r ,  

COROLLAIRES. 

sinsa sin2* f =---nl(-rcosa6,  CI- --- 
cos a sin C cos a sin 6 , 

1; dot = F1(c) E(c, C) - E1(c) P(c, C), 

' Les deux dernières se vérifient par l'intégration directe , en faisant. . , , . . ; 
cos g 

CASE 
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CASE l Mêmes dthominations que dans la case IV, 
- 

d 

 sin % - sin a)' sin9& + sinLk + .sin9r sin% adm 
iz sin3r sin3k + 5 .  rinlr ~ i ~ ' C - [ ~ i \ ~ r i n ~ ~  

1 + sin2r+sin2C @da - - 
sin2. sin2C -1 RR' 

En général, si on désigne par Z'* l'intégrale fM,$?'2,,u -- , on aura cette for- 

mule de réduction, 

étant l'intégrale , dout la valeur est donnée dans la case III. 

COROLLAIRES. 

Mêmes dénominations que dans la case IV. 
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uda 
En général, si on désigne par Vn l'intkgrale 1--- , on aura cette for- 

MN codX"u 
mule de réduction : 

Ban étant l'intégrale , dont la valeur est donnée dans la case IEI. 

COROLLAIRES. 

CASEIX. 1 Mêmes dénominations que dans la case IV. 

udu sin"@ %- r CO& SX=-- 2cosrr sin% F(c, 9- -- zcosasin% 
n (-sin"# c ,  Cl 

- c0s2C 
( 1  + s i n 4  + sina*) n (- sina y ,  c , C) 

4 ~ 0 s  a sin g 

J"""" En général soit p n  = -- , on aura la formule de réduction o 

C2" étant l'intégrale S MN&^^^ ai dont la valeur est donnée dans 
la case IIT. 
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- - 

qui entre pour sa vdeur complète dans les formules de la case V I ,  ont 
entre elles la relation suivante, tirée de la formule de l'article 5a ,  

- sin" y sin'y COS s J(i + sina6- sin'.) - - F(c, C)- 
sina g asin C 1 - sin26+ sina& 

COROLLAIRES. 

%COS a 
-i-zgF(c, 6 1 ,  

m d m  sin s & = O  - = r .(A) 
J'v(sin2~-sin~a> cos g > I r = c  

R R m d r  sin m l/ ( ainac - sinsu ) = sin'Ç - cOslÇ L(I) J z C o S C  a 

uds cos s f v(sinss - sin3&) 
=+'KC(1 +COS#) ,  

CASE X. M et N comme ci-dessus, 

Dénominations. COS CY 

I Limites des intégr. ai = a,  m = C. 
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4 -'t EXERCICES DE CALCUL INT~~GRAK," 

adw COS En général, soit Pz" = f hN , on aura cette forrnde de réduction : 

D1" étant l'intégrale 
COS w sinzn+ Io, , dont la valeur est donnie dansla case III, 

l CAsExl I Mêmes dEnominations que dans la case précédente. 

ndd cos a, sinao, n * K ---- = - (1-cosprcosQ + - sinCF(c, g) - sin C E(c , g) , 
a a 
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1 d u  c;;sin""a 
E n  générai, si on désigne par Q I n  l'intégrale , on aura 

cette formule de réduction : 

J MNda sin2"-lm 
HL" étant l'intégrale -, dont la valeur est donnée dans la 

COB a 
case III. 

COROLLAIRES. 

N t n' 
S L ~ ~ C O S I Y  z: - - (1-COS~COS%) +- sincE(c, g) , S O 2 

M 1i m(sin2C-sin'a) ( n .  

nrlrvcos W .  = - (1-cosacos6)+ -- S F(c, C) - - sinOE(c, &) , 
a asin 6 a 

d u s i n a c m a  7r U Z O  -- = - (1 -cosC), 

adw cos2a, - - $5- % _ - -  + - E'(sin a), 
a 2 

z 78- 7r 
J~~dai v(sinPa, - sinPa) = - + a cos9~F1(~in  ar) - -E1(sina), a 2 a,= ;5? 

mLd sin2 a f v(sinla+is (sinsa - - smD a 

1 CASE XII. ( Mêmes dénominations que dans la case X. 

9r 4 - - =(- sinaa , c ,q + -- 
MA cos a, - nsinG I S-- rjcoia cosg 

2 ( i$-tang"c+tang9a), 

n d ~  En général, si on disigne par TL.+ l1intdgralc f--- nus   COS^^+^& * on aura 

cette formule de réduction : 

P ~ C O S ~ L  c0s16T"+' = (an - 1 )  (cos1ar + cos2C + c~s"acos~g)T'"-' 
-(~n-2) ( 1    COS'^+ C O S ~ Q T ~ ~ - ~ - ~ -  (sr1-3)T~"-~+B'", 

Ban étant l'intégrale --- , dont la valeur est donnée dans la case 111, 
CO~"+'(Y SM"" "* ' 
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COROLLAIRES. 

Q& sin a a 1 a = o  - 
L- 

[cos u l/(sinC- rin2u1 acos ' ( F a )  n 

CASE XIII. 1 
Dénom. { ' = " c0saa- cos'y) , I -- p = '(1- dosPa cosaei) , 
C.,.. c o s G = c o s r c o s y ,  

aina tangy 
d . . .  t a n g 9 = s i n r c o t a ,  cos8=- sino=- 

Angles auxiliaires. s i d  tangg' 
tang Y sin y tang oc 

A . .  . tangx = - sinh = -, c o s h s -  
sin r ' sin 6 tang c 

Liniites des intégrales., . r = O ,  r = y. 

B - -  = - 
COS * ' 

do sin ai cos% 1 -+ cosZC sin c! sin y -- = ('--) e - - 2cosa0 8 

e t  en général,  

Toutes  ces intégrales s'expriment au moyen d e  l'angle 8;  toutes les suivantes 
s'expriment au  moyen de l'angle A. 

do sin o sinasiny 
COS a, 2c03"y ' 

I e t  en général, 

De cette dernière forinule on déduit les deux suivantes, en faisant c =sin6 
et v(i - c' sin2p) E A : 
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sin u I 
/Aan-Idq, 

I COROLLAIRES. 

du 1 - pn -'de), 

d u c 0 P ' .  - - - corsne [Zx = jfin-ldq, 
d ' b -  sin2.) 

y = o  fF = F(c, A), m r y  

1 
- E(c, 4 , 

J& s ~ ~ ~ c o ? ~  - 1 - -  _ ^__ 

sin tt. sin y 
E(c, A) - - 

COS"OC cosia ' 
d& - = F' (sin , 

de - 1 -- E1(sin y) , 
c0a2ni v(sinSy - sin%) C O Y " ~  S 

du COS'U -- = E1(sin y) .  1 [v(sin*y - sin2u] 

CASE l Dénominat. e t  limites comme dans la case précédente. 

- sin y 
Module c =z - 

singe 

1 

sin d 
cosay 

I et en général, 

intégrale qui pourra toujours s'exprimer au moyen des deux fonctions ccm- 
plètes F1(c), E1(c). 

De la m h e  formule on tire 
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cos'y 
sin n' (- sin'y, c)  , 

du COS""  COS'"^ S sin C ~(i-sin~&'p)n ' I f - -=-  
intégrale qu'il sera toujours possible d'exprimer au moyen des trois fonctions 
complètes F1(c), E'(c) , nl(- singr, c). D'ailleurs puisque sin'r = casin'C , 
la troisième fonction se réduit aux fonctioris de la première e t  de la deuQènie 
espèce, par la foriliule du no 105 , qui donne 

1 CASE XV. 1 Mêmes dénominations que dans la case XIII. 

l Intégrales T et prises entre les limites a = O, cv = y. 

(1-mcotw) du cota =SV (sin'y - sinla) . v( 1 -cos1a cosla) a 

add) 
1 
1 

=f-- sinau) . V (  I - cosa. cos2w). 

I Integrales T' e t  V' prises entre les limites q = O , u = a. 

I Ces quatre intégrales se rEduisent aux suivantes, qui pht pour limites 

sin 6 
T' = f ( f w - p)dq (sin1A - sin'@ ) 

siri2ac sin2y 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 II résulte de ces expressions les deux formules : 

1 lesquelles peuvent être exprimées en fonctions elliptiques dont le module 

I sin y 
c =z sina = - de la manière suivante, 

s m  C ' 

1 COROLLAIRES. 

1 Des valeurs de T -/- T et V 4- V', on déduit, en faisuit y= a ,  et par 

I si11 a suite, cos e = Ç O S ~ L ,  c = -?- , les deux formules suivantes : 
sin 6 

1 Des valeurs de T et Tt on diduit encore les deux forniuler 

(O-sin )d cos ) i -<a cota -- - 
4--. 

sinam v(sin2a - riii'w) S sin a 

CASE XVI. I M et  N comme dans la case 1. 
Dénominat. sin2<* sin r 

Module c = C/ ( 1 - s i n C ) ' ' = s ; b ~ .  - 

I Limites des intégrales , w = a, o = C, 

1 - --- - sin C E1(c) , 
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50 EXERCICES DE CALCUL INT~GRAL. 

dm cos rd 1 1 =- f 2 = --Er(.), fMN sina@ sin3 S sinaü sin 6 

1 -- - -- nl(c' tanga 6, c) , fMrPZoso - sin 6 ~ 0 5 ~ 6  

Toutes ces intégales petivent s'exprimer par les trois fonctions complètes 
F1(c) , E1(c), n'(ca tang", c). 

Si l'on change dans ces formules sina en cos 6 , et sinG en cosa, c e  
cosa cos 6 

qui donne pour c et b les vdê leurs r = y (i - , b = --- ou ; 
COS or COS Pr 

suivant les dénoniinations de la case IV, c = sin y ,  b = cos y ,  on aura les 
trois formules génirales qui suivent ; 

Toutes ces intégrales peuvent donc encore s'exprimer par les trois fonctions 
complètes F1(c), E1(c), n'(c'cot2r, c). 
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7 

29 
a2 

"9 
a5 
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8 
4 
4 

I 8 

25 

ERRATA du Tome Ie*. 

Corrections. 

désignées 
dx c -- 
R -kÜ" ""' 

 COS"^ = (V3 - 1 )  (1  V3)  
retranchés, multipliés ou divisés. . . 
L la longueur 

7T 
F1c.[ .  .. 

Théorème sur les fonctions cornpl6 tes, 
dE F = E - c -  
dc 

dF 
= b ' ( F  +cz)+. . .  

ddF' - dF' + 2 cot 28. -. .. de 
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Page, 
- 

15a 
156 

164 

179 
194 
194 
199 
no8 

27' 

271 

282 

287 
334 
339 
354 
354 
356 

364 

364 

371 

373 

373 

- 
Suppl. 

5 

15 

a2 

Corrections; 

n (-m)=F 
art. 60 

rlo 
f1/(i - ba ai"%] 
C E = A , .  . . CP=B 
l'ellipse amb 
l'ellipse a'm'b' 
V (a'm2 s in2++d  C Q S ' ~ .  

no i 40 
+ 3 3  

i 6 
+ - u 7 v 3  

9 

(:) (*a). . . (&) 
n =  1 0  

5 f  (4 
de x 
rf + 
Jdp cosa-p.. . 
chapitre suivant 

& - 
1 - C" cosa a &la 9)"A 

prise depuis r I pc jusqu'à ai = 6 ;  
j ' k s i n  u) du cos. - 

N sin3 ai 
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SUPPLÉMENT a l'Errata des Exercices de Calcul intégral. 

Lignes. 
-- 
nde la page. 

13 

14 

7 
{ers la fin. 

2% 
aa 
8 

F O 

a7 

Vers la fin 
19 

Avant dem 
a8 

CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

dF1 d F1 
:ot 26.- , lisez zcot20.-. 

dB d6 
1 dE' 2 dE1 
iin0.X' lisez - - 

sin a0 ' d8 ' 
:O5 sinapot , lisez co5 sin apOJ. 
P", lisez a'. 
G et G i ,  lisez G et G'. 
E(c, Q), Gsez F(c, 9). 
art. 76 ,  lisez art. 79. 
Ajoutez La valem de E1(c) peut se mettre plus simplement 

sous la forme E1(c)=~bP(i+<b3F'(c)+I/ 2 
c' 

Ajoutez La valeur de  E1(c) se réduit encore à la forme 

E'(c) =f . v(k), desartequ'on a directement 

r 1 a cos3iP 
F1(c) = - , , E1(c)= - . T- . 

coe f r  ?(cosp) a v (COSPI 
s f  (4)) lisez 5 f ( 8 ) .  
x9, lisez x.  
d x  , lisez dp. 
précédent, kisez suivant. 
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