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EXERCICES
DE CALCUL INTEGRAL.

PREMIERE PARTIE.

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

A PRES avoir épuisé les formules différentielles qui s’intéegrent
tant algébriquement que par arcs de cercle ou par logarithmes, les
Géométres s'occuperent de rechercher toutes celles qui sont inté-
grables par les arcs d'ellipse ou par les arcs d’hyperbole (*).
On avait lieu de croire que ces transcendantes tenaient le premier
rang apres les fonctions circulaires et logarithmiques, et il impor-
tait au progres des nouveaux calculs, de ramener a un point
de difficulté bien connu, toutes les intégrales qui étaient susceptibles
de cette réduction.

Les formules qu’on peut iniégrer par cette voie se trouverent
trés-nombreuses ; mais il n’y avait point de liaison entre les résultats,
et ils étaient loin de former une théorie.

Un Géometre italien , d'une grande sagacité , ouvrit la route’ a des
spéculations plus profondes (*). Il prouva que sur toute ellipse ou

(') Maclaurin. Traité des Fluxions. — D’ Alembert. Mém. de Berlin. 1746.
(*) Fagnani. Produzioni matematiche, Tom. II.
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3 PREMIERE PARTIE.

sur toute hyperbole donnée, on peut assigner , d’une infinité de
maniéres , deux arcs dont la différence soit égale & une quantité
algébrique. 1l démontra en méme temps que la lemniscate jouit de
cetle singuliere propriété, que ses arcs peuvent étre multipliés ou
divisés algébriquement, comme les arcs de cercle, quoique chacun
d’eux soit une transcendante d’'un ordre supérieur.

Euler, par une combinaison qu'on peut regarder comme fort
heureuse , quoique ces hasards n’arrivent jamais qu’a ceux qui savent
les faire naitre, trouva l'intégrale algébrique complete d’une équa~
tion différentielle composée de deux termes séparés, mais sem-
blables, dont chacun n’est intégrable que par des arcs de sections
coniques ().

Cette découverte importante donna lieu 2 son auteur de comparer
d’'une maniére plus générale qu'on ne l'avait fait avant lui, non-
seulement les arcs d'une méme ellipse ou d’'une méme hyperbole,
mais en général toutes les transcendantes comprises dans la for-

da \ . . .
mule f’PT{:i’ ou P est une fonction rationnelle de & , et R un radical

de la forme /(24 6x 4yx* 4= Jx® - ext) , 0,6, 9, ', ¢, étant
constans.

L’intégralé trouvée par Euler élait trop remarquable pour ne pas
fixer particuli¢trement lattention des Géomeltres. Lagrange voulut
faire rentrer cette intégration dans les procédés ordinaires de
Vanalyse ; il y réussit par une méthode fort ingénieuse (*), dont
Vapplication s'éleve graduellement des transcendantes inférieures
aux transcendantes Fulériennes ; mais il essaia inutilement de par-
venir & un résultat plus genéral que celui d’Euler.

Peu de temps aprés, Landen, géomeétre anglais , démontra que
tout arc d’hyperbole peut étre mesuré par deux arcs d'eliipse (°);
découverte mémorable qui réduit aux seuls arcs d'cllipse toutes
les intégrales qu’on n’avait pu exprimer jusques-la que par la recti-
fication des deux courbes.

Enfin Lagrange se signala de nouveau dans la méme carriere ,

(*) Euler. Novi Com. Fetrop. Tom. VI et VII.
(®*) Mém. de Turin, Tom, IV.
(*) Mathematical Memoirs, by John Landen , 1780.
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3

en donnant une méthode générale (*) pour ramener, par des

. . <y Pdx , 1,
transformations successives, l'intégrale f 4 a l'intégrale d’une for-

mule semblable qui, par la disposition de ses coefliciens, est facile
a évaluer par approximation. Ces transformations ont le double but
de servir a la comparaison d’'une suite de transcendantes formées
d’apres la méme loi, et de conduire aux approximations les plus
rapides dont ces fonctions sont susceptibles.

Telles étaient les principales découvertes des Géometres dans la

;s re o Pd. . . .
théorie des transcendantes désignées par f —R—I, lorsque je publiat

mes Recherches sur I'intégration par arcs d'ellipse (*). La premiere
partie avait été composée avant que j'eusse connaissance du théoréme
de Landen; elle contenait des vues nouvelles sur l'usage des arcs
d’ellipse, et particuliérement un moyen d’éviter I'emploi des arcs
d’hyperbole dans le calcul intégral , en y suppléant par une table
d’arcs d’ellipse dressée convenablement. Je donnai ensuite une nou-
velle démonstration du théoreme de Landen, et je prouvai par la
méme méthode , que toute ellipse donuée fait partie d'une suite
infinie d’ellipses tellement liées entre elles , que par la rectification
de deux de ces ellipses , prises & volonté, on obtient la rectifica-
tion de toutes les autres. Ces ellipses ayant un demi-grand axe
commun égal & I'unité, et leurs excentricités variant suivant une loi
connue, depuis zéro jusqu’a 'unité , on peut par ce théoréme réduire
la rectification d’'une ellipse donnée a celle de deux autres ellipses
aussi peu différentes du cercle qu’on voudra. C’était un pas de plus
dans une carriere difficile.

Mais cette matiére, et en général la théorie des transcendantes
désignées par f -I—)If,fﬁ, demandait A étre traitée d'une maniére plus
méthodique et plus approfondie. C’est ce que j'essayai de faire dans
mon Mémdire sur les Transcendantes elliptiques , publié en 1793.
Je me proposai dans cet ouvrage, de comparer entre elles toutes

les fonctions comprises sous cette dénomination , de les classer en
différentes espéces , de réduire chacune & la forme la plus simple

{*) Nouveaux Mémoires de Turin, ann. 1784 et 1785, Tom. II.
(*) Mém. de I'Acad. des Sciences de Paris, ann. 1786.
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4 PREMIERE PARTIE.

dont elleest susceptible, de les évaluer par les approximations les
plus promptes et les plus faciles ; enfin, de former de I'ensemble
de cette théorie une sorte d’algorithme qui piit contribuer 2 étendre
le domaine de Tanalyse.

Ayant repris la suite de ces recherches , aprés une longue mter~
ruption , j'ai réussi & perfectionner cette théorie dans quelques
parties , principalement dans celle qui eoncerne les fonctions ellip-
tiques de la troisiéme espece. Ces améliorations étaient de nature
3 apporter quelque changement 3 mon premier travail; j’ai donc
cru devoir traiter cette matiere dans un nouvel ordre, en lui
donnant de plus grands développemens et I'éclaircissant par des
exemples choisis. C’est le résultat de ce dernier travail que je pré-
sente dans ce moment aux Géometres ; jespere qu’ils voudront bien
I'accueillir comme une nouvelle branche d’analyse qui peut offrir de
belles et d’utiles applications.

Idée générale des différentes sortes de transcendantes contenues

< Pdx

dans la formule intégrale f "

(1). Nous représentons par P une fonclion rationnelle queleonque
de x, et par R le radical y/(a—6x—yx*+J'x’t-ext) : ce radical
restant le méme, on peut donner une infinité de valeurs a P;
mais il n’en résulte pas pour cela une infinité de transcendantes de

nature diflérente. On peut toujours par des intégrations partielles ,
’ . 3 ’ Pd \ . » . .
réduire I'intégrale f -R—x a une partie algébrique, plus un certain
nombre de transcendauntes , qui sont toujours de la méme forme et

de la méme nature. C’est ce qu’il s’agit de développer.
Supposons d’abord que P soit une fonction entiére de &, ensorte

quon ait P=A--Bx-}-CGx*+4-....4Kx* Sion représente, pour
, ve s ", . . ,
abréger, lintégrale f er par II", il est clair qu’on aura

24T . AT BIUCI . . . .-HKIT

or, en différentiant la quantité x™—3R, et revenant de la différen—
tielle 4 l'intégrale, on trouve cette formule
a"=R = (m—3) all"~4- Em-—é) EI* =2 = (e 2 ) o T2
N : —2))I"
- (m——ﬁ)J‘H’" '+ 777 —— 1) gn’";
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5

d’ou il suit que I1", [I"—, etc. peuvent sabaisser successivernent a
des degrés inférieurs, et qu'on peut continuer la réduction jusqu’a
ce qu'on w'ait que des quantités au~dessous de IT*; car la réduction
de IT® est encore possible, parce que.dans le cas de m=3, le terme
qui semblerait devoir contenir IT™* s’évanouil. Donc P étant une

. .y . » Pd - ’ . +
fonction entiére de x , l'intégrale f —ﬁf pourra toujours se réduire i

une quantité algébrique , plus une transcendante qui sera constam-
ment de la forme

J(A+Br4Cx) &,

(2). Considérons maintenant la formule dans toute sa généralité,
et soit P une fonction rationnelle quelconque de x : on fera comme
s’il était question d’intégrer la fraction rationnelle Pdx ; on extraira
d’abord la partie entiére qui peut y étre contenue, et celte partie
sera traitée comme il vient d’étre dit. On décomposera ensuite le
reste en plusieurs fractiens partielles , selon le nombre des facteurs
du dénominateur ; de la résulteront autant de termes dans 'intégrale
totale , et chacun de ces termes pourra étre représenté par I'expres-

. r lZ.I‘ . o , .
sion générale IN f TS Or, il est facile de réduire tous les

termes de cette espece a des termes semblables, ou k=1 ; c’est ce
que nous allons prouver dans un instant. Observons auparavant que
si le dénominateur , au lieu d’étre complexe, était simplement x*,

dx

I'intégrale f > ¢t toutes les semblables ol £ > 1, pourraient se

déterminer par le moyen del'intégrale f (—‘j—c-l-B—I— Cx—i—Dx’) -‘-i% , 11
suffirait pour cela de donner a m— 4 des valeurs négatives dans
la formule de Tarticle (1).

’ » d I
Revenons au terme général ﬁ:ii«;ﬁ que nous appellerons T

)

Si on fait 1 =4-nx==w , et qu'on prenne les coefliciens «/, €, etc. ,
de maniére qu’on ait I'équation identique

o624 () () o)

n n

=a 4 - ye 4 e’ + dot,
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6 PREMILRE PARTIE.

on trouvera par la différentiation de la quantité w=*+'R cette
formule générale :

5(1_4_-71}%‘—‘1 =(k—1)aT = (k—3) E'T** = (k — 2) 5/ T* >

o+ (k—$)d" T~ 4 (k —3) ¢ T*—4,

D’out il suit que les quantités T*, I, etc., peuvent se déterminer
dx

aumoyendeI',T°, T~ I—*;0r, [ = T T—'=/(x +”x)‘?ﬁf:
I—*=f(14nx) d—Pf Donc en général la formule f (l—f——%"}'{, et

toutes les formules semblables dans lesquelles & est plus grand que
I'unité , se réduiront toujours & une partie algébrique, plus une
intégrale de la forme

J( A +B+Cx+D.x")%.

1 nx

(3). Nous conclurons de 12 que, quelle que soit la fonction

. , , — Pdx .
rationnelle de x représentée par P, Iintégrale { —— sera toujours
décomposable en trois parties principales, la premiére algébrique,
la seconde de la forme /(A -} Bx - Cx*) %x, et la troisiéme ren~

. dx .
fermant un ou plusieurs termes de la forme IN f ET le
coeflicient 7~ peut étre réel ou imaginaire.

On voit par cette analyse que le nombre des transcendantes

. Pd \ . 4 ? 4
comprises dans la formule f ——E{ est trés-limité. Il n'en existe que
1 . . 1) d

de deux especes principales, 'une de la forme f{A +Bx—+Cx*) —f R
’ dx y A M

lautre de la forme f eI Jobserve méme que tant que »
est réel, cetle seconde espece est comprise dans la premiére, et
s’y ramene immédiatement, en faisant i +nx:==-z1-.

Ces réductions générales une fois apercues, nous allons suivre
une autre route pour parvenir & une connaissance plus précise des
mémes transcendantes.
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. v

“

Maniére de faire disparaitre les puissances impaires de la variable

sous le radical.

(4). Le radical étant toujours y/(a -4 Ex - ya* - S’ 4 ext),
supposons que la quantité sous le signe soit décomposée en deux
facteurs réels ¢ - anx - 8x*, A = 2u2 4 vax*. Ces facteurs doivent
étre de méme signe pour que le radical soit réel; ainsi on peut
supposer

¢ == 2n A= bx* = (A = 2ux - rx*) .

De la on tire,

Y — + VE(#y? =) = (Ay* = &) (8 —ry*)]
— 6-vy’

-
1

et si on appelle, pour abréger, Y le radical de cette expression,

dx d , . .
on aura & ==Y, La valeur de x étant substituée dans P, on voit

R Y
que la différentielle Pix ou Eg—y se décomposera toujours en deux

parties, I'une rationnelle et iniégrable par les régles ordinaires

T'autre affectée du radical Y, mais telle, qu'il n’y aura que des

puissances paires de y sous le radical et hors du radical. Ainsi

0e ’ . Pd ’ . * 1 ’

Vintégration de la formule —= se réduit toujours i celle d’une
8 R J

formule de la méme nature, dans laquelle P et R ne contiennent

que des puissances paires de .

(5). Cette méthode est générale; cependant, comme la valeur
de x, qui doit étre substituée dans P, est un peu compliquée,
il ne sera pas inutile de faire voir quon peut parvenir au méme
but par une substitution beaucoup plus simple, qui consiste & faire

, p et ¢ étant deux constantes indéterminées.

Reprenons les facteurs ¢ =~ 2nx == 0x*, A=~ 2ux 4-ra*, et subs-
tituons dans chacun d’eux la valeur de x, on pourra faire abstraction
du dénominateur commun qui sort da radical, et pour que les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



3 PREMILERE PARTIE.

puissances impaires de y disparaissent dans les numérateurs , il
faudra qu'on ait
q

EH+n(p+9) +Bg=o0,
Atpu(p—q) +rpg=o.

Ces deux équations donneront des valeurs rationnelles de p -~ 4
et pg; mais pour que p et g soient réels, il faut encore que
(p—+9)*—4pg, ou (p—qg)* soil positif. Or, on peut distinguer
deux cas :

1°. Si la quantité a -}~ 6 4~ yx* +-etc. n’a pas tous ses facteurs
réels, on pourra supposer que A ~~2ux-}vx* en contient deux
imaginaires, et qu'on a en conséquence Ay > u* Mais la seconde
des équations en p et ¢ donne

2 + Y — 4K,
i (Y et

donc dans ce premier cas le second membre est positif, et les
valeurs de p et ¢ seront réelles.

2°. Si la quantité a - Ex - etc. a tous ses facteurs réels, et
qu'en la décomposant en deux facteurs du second degré, comme
on vient de faire, il n’en résulte pas des valeurs réelles pour p
et ¢; alors on observera quil y a deux autres maniéres de dé-
composer la quantité du quatrieme degré en deux facteurs du
secoud, et on peut étre assuré que ces deux nouvelles combi-
naisons donneront des valeurs réelles pour p et g. En voici la
démonstration.

Soient a, b, ¢, d les quatre valeurs de x qu'on a en faisant
R =o0, les équations qui déterminent p et ¢ pourront sécrire
ainsi :

ab—3(@a+8)(p+g9) +pg=o.
cd—3(c+d)(p+9)+ps=0,

et 1l en résulte

p4+aq __ ab — cd .

2 a4+ b—c—d’
(p—q :  ge—c.g—d.b—c.b—d
. 2 )'— (@+b=—c—dyp
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 9

Or, on est maitre de rendre positif le numérateur de cette der-
niére quantité; car supposons que a, b, ¢, d, soient écrites dans
Pordre de leur grandeur, les racines négalives venant apres les
positives, alors les différences a — b, a—c, etc. seront toutes
positives, et p — ¢ sera réel. On aura encore p — ¢ réel , si on
prend pour a et & les extrémes en grandeur des racines a, b, c, d.
Enfin, la troisitme combinaison donmnerait p —g¢ imaginaire.

Donc par la substitution de ac:.—..'u1 iﬁ’;’, il est toujours possible

de faire disparaitre les puissances impaires de la variable sous le
radical, et en méme temps on obtient cet avantage , que les deux
facteurs , sous le nouveau radical, sont réels et de la forme f-4-gy?,
ce qui est un point essentiel, et qu'on n’obliendrait pas toujours
par la premiére méthode.

Remarquons qu’il y a deux cas particuliers 4 examiner.

1*. Lorsque I'une des racines a et & est égale a I'une des racines
c et d, le radical R se simplifie, et 'intégrale ne dépend plus que
des arcs de cercle et des logarithmes.

2°. Silon a a4b=c-4d, il suffit d’une simple permutation
pour cesser d’avoir a-b==c—-d; mais on peut aussi profiter
de cette circonstance pour faciliter la transformation. En effet, les
deux facteurs de la quantité sous le radical étlant alors de la forme
Ay (xt~ 2mx), {4 0(x*—+ 2mx), il est clair que si on fait

x -+-m =y, les puissances impaires de la variable disparaitront.

o oo oy Pdr Qe -
Réduction de la differentielle —5 @ la forme V= cagy”

(6). Puisque par une premiere préparation on peut faire ensorte
quil n’y ait pas de puissances impaires de la variable sous le ra-~
dical, nous ferons désormais R = y/(a +- 6x* 4~ 3x*). Nous sup-
poserons aussi que P est une fonction paire de x; car quelle que
soit la fonction rationnelle P, on peut toujours faire P = M -~ N,

, . . . Nuxd.
M et N £tant des fonctions paires de x : or la parlie ; " se rae
mene aux regles ordinaires, en faisant x* ==y ; ainsi toute la dif-

’ 14 - 1 . ’ d
ficulté se réduit i intégrer la formule l\iﬂf, dans laquelle M est

une fonction paire de x,
2
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1o PREMIERE PARTIE.
Cela posé , nous allons prouver par Vénumération des différens

cas, que la dlﬂ'erenhelle peut toujours se ramener i la forme
md¢ A >
Vo—r )’ oulonac plus petit que l'unité.
Premier cas. Supposons les facteurs de o~ Ex*-}-yat imagi-
naires, et représentons cette quantité par A*-22ux*cosf—poxt,
A et w étant positifs,, et cos § pouvant étre positif ou négatif. On

fera =\/ (%) .tang 1 ¢, et prenant ¢c==sin 8, on aurala trans~

formée
dr__ 1 do
R 7 ayap * y/(1—c*sin’e)

Second cas. Soit a—l— Cx*+ yat = m* (1 4-p*x*) (1 — g?x* ) ;

la limite de x étant 5’ on fera x = 5 cos ¢ et —'— = ¢*, ce qui

P
P
donnera

dv o __—do__
R 7 mp” y/(1—ckin’g)’
Si on voulait que la transformée fut positive , il faudrait faire
cot ¢ = /(1 —¢*) tang ¥, ce qui donne directement
sin? ¥

=
g* -+ p® cos*¥ ?

et la transformée serait
dx __cC d¥
R™ mp’ y(—csin'y)
Troisiéme cas. Soit a —= Ex* =7 xt = m?* (14 p2x*) (2 —gt),

=9 _ '
on fera x= 53’ TIFT

doe __c ___do
R~ 751 V (1—¢sin’p)”
Quatriéme cas. Soit & -} Ex*4-yaxt=m* (1 4p'x*) (14 ¢x?),

. tang @ p°=— g* .
on supposera p > g , et faisant x = ) = ¢*, on aura

=c¢* et on aura

dr 1 __do
R T mp "y (1—cFsing)

Cinguiéme cas. Soit a—=Ex* 4= yxt == m* (1 — p*x*) (1~—gq'x*),
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. rr

on supposera p > g, et faisant px =sin ¢, §= c, la transformée

sera
de__ v do
R 7 mp " y/(1—c*sin%)’

Cette formule servira depuis x == o jusqu’a x = ~; le radical R

P
.. . . . 1. ”" 1 .. .
serait imaginaire depuis x -_—:; jusqua x == q ; mais il redevient
réel depuis x =$ jusqu’a x = co. Dans ce dernier cas, il faut
q__
sine? p™ ¢,la
Si on veut qu’elle soit positive ;

. €crire R* =m* (p*x*— 1)(q*x*—1), et faisant gx=—
—_ d¢
mpy/(1—c%sin%p )’
il faudra, comme ci-dessus , faire cot = /(1 —¢*).tang ¥, ce

~— c?sin* ¥

transformée sera

qui donnera directement x* = » etla transformée sera

g*cos’¥
dr 1 d¥ .
R 7 mp " /(1 — c%*in’¥) *

formule absolument semblable a la premiére; d’ou il suit que I'inté-

d. ’ . . A
grale de —g pour le cas de = > ;, se déduira toujours de la méme

intégrale , prise en supposant x < ’37.

Sixiéme cas. Enfin, soit a6~ yxt=m* (x*—q*) (p*— x*) ;
alors x doit élre compris entre p et g. Soit p >g¢, et soit fait
d¥

J— q ’ :d._t_ — 5
X =", on aura d’abord R = iy (=g sy Dans cette for
mule, 'angle ‘¥ a une limite; pour en introduire un indéfini, soit

2 ___ g2
sin ¥ =csing et c*=" qu , on aura la transformée

de __ 1 ___do
R ™ mp ' vV —c*sin’g)’

- - 3
a laquelle on serait parvenu directement en faisant

qﬁ

XPom ——,
1—C%In’Q

(7). On peutremarquer maintenant,qu’abstraction faite du premier
cas , les valeurs de x* qui operent la réduction cherchée , sont tou-
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12 PREMILRE PARTIE.

. A} B sin? \ .
jours de la forme &D—?I%%’ ou les coefficiens sont constans, 11
ne s’agit plus que de subslituer cette valeur de x* dans P , et la for-

Pdx , d
mule f —~ sera transformée en une autre Qdo dans

R vQ —c‘sim ’
laquelle ¢ sera plus petxt que l'unité, et Q sera une fonction
fationnelle paire de sin @ , laquelle contiendra sin @ au méme
degré que P contient x.

Nous faisons abstraction du premier cas, parce que la forme de
la valeur de x est un peu différente , et que d’ailleurs en suivant la
méthode de Varticle 5, on évite ce cas, puisqu'on tombe toujours
sur des facteurs réels. Mais nous reviendrons dans un autre article
sur le cas des facteurs imaginaires.

Développement de la formule _\/T—Q—-dgsi——n—@:

(8). Nous représenterons dorénavant le radical y/(1— c*sin®g)
par A, etaussipar A (@)et A(c, @), lorsqu’onle regardera comme
fonctlon de @, ou comme fonction de ¢ et @. ‘

Considérons d’abord le cas ot Q serait une fonction entiere, et
soit Q == A - B sin*p -} C sin*@ -}~ etc. ; si on représente pour

, . sin?g . d
abréger, lintégrale f i+f par Z*, on aura

f T — AZo-FBLA-CZi+ ete.

Mais en différentiant la quantité A cos @ sin*—3@, on trouve aisément
Ia formule

Acos @sin** 20 = (2k—3)Z*—4—(1--c*)(2k—2) L**—*-c*(2k—1)Z;

dou il suit que Z¢, Z5, etc. peuvent s’exprimer au moyen de Z°
et 72, et quainsi dans le cas ou Q est une fonction entiére, l'inté-

d . . ot e s L
grale f _QA_‘P est €gale a une quantité algébrique, plus une intégrale

de la forme /(A +4Bsin®p) %?.

(9). Soit maintenant Q une fonction quelconque rationnelle de
s10°Q ; apres avoir extrait la partie enti¢re, et avoir traitée comme
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 13
il vient d’étre dit, le développement de la partie fractionnaire
pourra toujours se faire de maniére que chaque fraction partielle

. N , .
soit de la forme G Enamey ® et N étant des coefliciens cons-

tans, réels ou imaginaires. Il s'agira donc de réduire la formule

——-——d -
ﬁl prap sif oya’ et toutes les semblables aux formules les plus simples

-3
de la méme espéce. Or,si on fait pour un moment sin @ = X,

cette formule deviendra

/‘ dx )
(1 +nxYy[1—Q +¢*) 4 i)

Considérons , pour plus de généralité , la formule

e dx
1 _ﬂx —+ nx* )R’
dans Jaquelle R représente le radical y/(a-Ex*~~224), on trou=
vera par les moyens déja indiqués,
- R ¢ n ¢ 3 -3
=) (e — A+ ) I (oh=3) (2 = T+ )
—+ (2k—4) (———,f o+ 2) e (2h—5) 2 1o,

De 1a il résulte que le terme IT*, et tous les semblables ou % est
plus grand que l'unité , peuvent s’exprimer en partie algebrique=
ment, en partie par les quantités IT*, IT°, II™*, qui sont les plus
simples de leur espece. On peut méme observer que si 1--nx*

était diviseur de la quantité sous le radical , auquel cas on aurait

C ’ ’ g
a—- - %:o , alors la formule précédente aurait un terme de

moins ; ainsi la quantité II* ne dépendrait plus que des deux IT°
et [T,
Donc la détermination de IT* dépendra en général de la formule

f(l-{:wc“ =+ B + Ca? Eli%:’

et en particulier lorsque 1 4~ nx* sera diviseur de R®, on pourra
faire disparaitre ce dénominateur, et la détermination de IT* rpe

dépendra plus que de ka formule /(B Ca*) &,
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14 PREMIERE PARTIE.
(10). L’application de ce résultat a l'intégrale f (—1-_*:-;-:&’—;),‘7 fait

voir qu’en général cette intégrale dépendra de la suivante,

f(l-l-nsqu +B-4C sm’@) do

Et dans le cas parliculier ol 1 -~ nsin*p sera facteur de cos*p. A,
lintégrale pourra étre débarrassée du dénominateur , et ne dépendra
plus que de la formule entiére

S(B +Csinp) 2.

Ce cas,particulier aura lieu siz=—1x, et si ==+ ¢’ alors les
do
cos*p.A?
I'une et l'autre & une partie algebrique, plus une intégrale de la

de
et : 1] est facile en effet de réduire

formules sont AE

forme /(A B sin*p) %’i On peut ajouter 4 ces deux cas celui de

d - . ’ 7 . ’
f ﬁ—é\ , qui est susceptible d'une semblable réduction , et qu'on

effectuera par la formule de I'article 8.
7 r_ ot d@ ’
Il résulte de cette analyse, que la formule générale fQT , Té=
duite convenablement , contiendra , 1°. une partie algébrique ;

2°. une intégrale de la forme /( A+ B sin®p) — do ; 3° une ou plusieurs
parties de la forme f l

1+4nsin’p A 2
ficlens N et » auront des valeurs quelconques , réelles ou ima-

ginaires.

dans chacune desquelles les coef~

Deéfinition des fonctions elliptiques , et leur division en trois espéces.

(11). Puisque les transcendantes que nous avons considérées ,

’ . . 1 . d
se réduisent toujours a ces deux formes f( A ~~Bsin'p ) —Af ,
de . . , . .
f RETETNS, il est clair qu'elles sont comprises dans la formule
générale
fA - B sin% do
- 1+ nsin® A
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TS FONCTIONS ELLIPTIQUES. 15

Nous appellerons désormais fonctions ou transcendantes elliptiques ,
les intégrales comprises dans cette formule. La transcendante H sera
supposée s'évanouir ou commencer lorsque ¢ = o; son étendue
sera déterminée par la variable @ , qu’on appellera Vamplitude ; la
constante ¢, toujours plus petite que I'unité, s'appellera le module ;
enfin {/(1— ¢*) que nous désignerons constamment par &, pourra
sappeler le complément du module.

La quantité H, lorsqu’'on ne eonsidére que la variabilité de @,
peut se désigner par H (@) ; si on considére a la fois la variation du
module et de I'amplitude, on peut la représenter par H (¢, 0),
et ainsi de suite , si on voulait avoir égard a l'inégalité des coef-
ficiens.

(12). 1l suflit de connaitre toutes les valeurs de H, depuis p=o
jusqua ¢ = go°® == g, et on connaitra facilement Ja valeur de cette
transcendante pour une amplitude quelconque. En effet , soit
¢ = imw =t a, i étant un entier, et a un arc plus petit que ';—r—, alors
on aura

H(gv):m'}x(g) =+ H ().

Il en est & cet égard de la fonction H comme des arcs d'ellipse,
et en général des arcs de toutes les courbes ovales composées de
quatre parties égales et semblables : un arc, quelque grand qu’il
soit, et renfermant, si I'on veut, plusieurs circonférences, s’exprime
toujours sans difficulté par le quart de la courbe et une portion de

ce quart. La fonction déterminée H (%) est en quelque sorte I'unité

des fonctions H , ou la fonction devenue complcte : nous la dési-
gnerons par H'.

Il ne parait pas que la fonction H , prise dans toute sa généralité,
puisse se réduire 4 des arcs d’ellipse; cela n’a lieu que lorsque
n=o0, ou lorsque quelque substitution peut faire disparaitre le
dénominateur 1~-7sin*p, ce que nous ne croyons pas possible en
général. Ainsi la dénomination de fonction elliptique est impropre
4 quelques égards ; nous 'adoptons néanmoins 4 cause de la grande
analogie qu'on trouvera entre les propriétés de cette fonction et
celles des arcs d'ellipse.
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16 PREMIERE PARTIE.
(13). Puisque toute intégrale désignée par f ng 5 s¢ réduit a

une partie algébrique, plus un certain nombre de termes qui peuvent
chacun étre assimilés a la fonction H, il s’ensuit qu'on pourrait
n’admettre, pour les intégrales dont il s’agit , qu'une seule espece de
transcendantes , représentée par la fonction H, et dans laquelle les
coefficiens A, B, n, seraient & volonté réels ou imaginaires. Mais
pour bien pénétrer la nature de ces intégrales et pouvoir établir
entre elles les comparaisons et les réductions dont elles sont sus-
ceptibles , il est nécessaire de diviser la fonction H en plusieurs
especes distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles,
lorsqu’on les considérera chacune isolément.

Jobserve d’abord que les arcs d’ellipse sont contenus dans la

formule H. En effet, I'équation de Pellipse étant y* = ;’ (a*—x%),

si on fait x =asin @, on aura \
y=0bcosp, et (dx*~+dy*)=dpy/ (a*cos*@--b*sin’p),

formule qui se réduit a dpy/(1—c*sin’@), en faisant a=<1,
et ¢*=—1— &2

Soit donc le demi~grand axe CA = 1, le demi-petit axe CB=14;
si sur le cercle circonscrit DM'A, on prend 'arc DM’ = ¢, et qu’on
abaisse du point M’ la perpendiculaire M'P sur le grand axe , on dé~
terminera sur U'ellipse un arc BM = E , dont la valeur sera

E = /Adp.

Cette fonction ou transcendante E constitue 'une des especes
dans lesquelles nous diviserons la fonction H ; elle se déduit de la
formule générale en faisantz—0, A =1, B==—¢".

L’équation de I'hyperbole étant y* =§;( x*— a*), si 'on fait sem-~

blablement x = —=— | on aura
cos @

=5 o (et dr) =

cos@

de

cos’@

V(€ atsinp);

mais pour avoir un radical entierement semblable & celui de I'arc
d’ellipse , il faut prendre d’autres dénominations. Soit donc le demi-

Fig. 3. axe transverse CA = ¢, son conjugué CB = &4, la distance du

cenlre
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 1y

cenlre au foyer CF =1, U'ordonnée y = 4*tang ¢, on aura I'abscisse Fig. 3:

bd
= sore v/ (1— ¢*sin*@ ), d'ou résulte y/(dx* - dy*) f cof¢

Mais en différentiant la quantité A tang ¢, on a

bde b d¢
A coslqo

d (Atang @) =

- Adp.

Donc si on appelle T I'arc d’hyperbole AM qui répond i I'amplitude
®, ou dont 'ordonnée extréme PM = 4*tang ¢, on aura

T = A tang @ — fAdp -}~ &*

et I'on peut remarquer que la partie algébrique A tang ¢ n’est
autre chose que la tangente MZ terminée par la perpendiculaire CZ
abaissée du centre sur cette tangente.

La fonction T est comprise dans la formule H, puisqu’elle s'en
déduit en faisant A =¥5*, B=—10c*, n=— 1; si on prend cette
fonction pour la seconde espeéce des transcendantes contenues dans

9 L d¢ ’ M o D
la formule H, l'intégrale f + Pourra s’exprimer par les arcs E

et T au moyen de I'équation
b ——_E -+ T — A tang ¢.

Enfin, comme on peut mettre H sous la forme

H=A [Z+B/ado+C [t

il ne restera plus 4 considérer qu'une troisi¢éme espece de transcen-
dantes , représentée par la formule

- 4
I —j;l —+nsin*p) A’

Telle serait donc la division des fonctions elliptiques en trois
especes, si 'on admettait les arcs E et T comme constituant les
deux premiéres especes, et c’est en effet la premiere idée qui se
présente dans ce genre de recherches.

" (14). Mais, par un examen plus approfondi des propriétés de ces
3
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18 PREMIERE PARTIE.

fonctions , on trouve que la fonction F = f ‘IK‘P doit étre préferce
a Parc d’hyperbole T, pour en faire I'une des trois especes de
fonctions elliptiques , et que méme cette fonction f df doit étre

considérée comme plus simple que I'arc d’ellipse fAdg.

En effet, on prouvera ci-aprés que la fonction I peut s’exprimer
par deux arcs d’ellipse; mais I'inverse n’a pas lieu, et un arc
d’ellipse ne peut pas s'exprimer par deux fonctions telles que I,
ce qui indique déja que la fonction E est d’une nature plus com-
posée que la fonction F. Mais cette conséquence se manifeste plus
clairement encore par I'examen des propriétés respeclives de ces
fonctions.

La propriété la plus remarquable des fonctions F , est qu’on peut
déterminer par des opérations purement algébriques , une fonction
égale a la somme ou 4 la différence de deux autres fonetions ; d’ou il
suit qu'on peut déterminer algébriquement une fonction multiple ,
sous-multiple ou en général qui soit dans unrapportrationnelavec une
fonction donnée ; propriété que les fonctions F partagent avec les
arcs de cercle et les logarithmes, et qui a lieu quand méme ces
fonctions, considérées comme des intégrales ou des arcs de courbe ,
n’auraient pas 'origine commune @ =o0, et commenceraient a des
points quelconques.

Les arcs d’ellipse et les arcs d’hyperbole sont de toutes les autres
transcendantes, celles qui approchent le plus de jouir de la méme
propriété, mais elles n’en jouissent pas d'une maniére absolue.
Ainsi deux arcs étant donnés sur I'une de ces courbes , a compter
du méme point ot =0, on peut trouver algébriquement, non
pas un arc égal a leur somme , mais un arc égal i cette somme, plus
ou moins une quantité algébrique, ce qui prouve que les arcs T
et E sont d'une nature plus composée que les fonctions F. On
doit donc regarder ces derniéres comme tenant le premier rang apres
les arcs de cercle et les logarithmes (*).

(*) Ces fonctions réunissent un si grand nombre de propriétés , que quand elles
seront plus généralement connues, on jugera sans doute nécessaire de leur imposer

un nom particulier , et de désigner la fonction de c et ¢ égale a f —A(f , comuie on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 19

Enfin un motif qui suffirait seul pour faire préférer les fonctions
I aux fonclions T dauns le classement des fonctions elliptiques,
c’est qu'on ne peut supposer § > + « dans la fonction T, tandis
qu’on peut supposer ¢ d'une grandeur quelconque dans les fonctions
F et E qui, en général, croissent presque proportionnellement a
I'angle @. Or les applications du calcul intégral , principalement
celles qui concernent la mécanique, donnent souvent lieu d’attri-
buer i la variable principale @ des valeurs quelconques, compo-
sées , si l'on veut, de plusieurs circonférences. L’emploi des fonc-
tions T ferait donc naitre des embarras ou méme des erreurs, ce qui
n’est jamais & craindre dans celui des fonctions F.

(15). Cela posé, les fonctions ou transcendantes elliptiques com-
prises dans la formule H , seront divisées en trois especes :

La premiére et la plus simple est représentée par la formule
de
F=[<;
La seconde est 'arc d’ellipse, compté depuis le petit axe et dont
Texpression est E = [Adp;

Enfin la troisiéme espéce est représentée par la formule

de .
1= f ETTTOY elle contient , outre le modale ¢ commun aux

deux aulres espéces , un parametre z qui peut étre a volonté positif
ou négalif, réel ou imaginaire.

On pourrait croive que le cas ou r est imaginaire , différe essen~
tiellement du cas ou ~ est réel, et qu’il exige la formation d'une
quatrieme espece de fonctions elliptiques; mais par des réductions
et des transformations que nous exposerons ci-aprés, on verra que
cette quatrieme espece est inutile a considérer , et quon peut ainsi
restreindre la troisieme espece aux seuls cas ou n est réel. Nous
regarderons seulement comme conditions nécessaires et communes

désigne I'arc dont le sinus est =, ou le nombre dont le logarithme est y. Il semble
qu’on caractériserait assez bien la fonction F en lui donnant le nom de Nome ,
parce que cette fonction a la propriété de régler tout ce qui concerne la com-
paraison des fonctions elliptiques. Peut-étre conviendrait-il en méme temps de
donner les noms d’Epinome et de Paranome aux fonctions E et IT qui constituent
les deux autres espéces.
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20 PREMII:RE PARTIE.

aux trois especes de fonctions, que Pamplitude ¢ et le module ¢
soient réels, et qu'en méme temps ¢ soit plus petit que l'unité.

Comparaison des fonctions elliptiques de la premiere espece.
(16). Tous les Géometres connaissent 'intégrale algébrique com~
plét‘e qu’Luler 4 donnée de I'équation différentielle

Ve+Catyrtdotea) T yiatCy + 3y + 3y +90 7

D’apres les réductions indiquées dans l'article 6, cette équation peut,
sans perdre de sa généralité , étre mise sous la forme
do dd
v/ (1 — ¢*sin’p) + vV (@—c* amw)
et alors son intégrale est F (¢) +TF () =F (») , u étant une cons-

tante arbitraire. Mais la méme intégrale trouvée par la méthode
d’Euler , s'exprime ainsi :

cos @ cos A} — sin @ sin ~ /(1 — e*sin’u) = cos . ...(d),
et voici comment on peut vérifier ce résullat a posteriori.

J’observe d’abord que I'équation (&) peut étre mise sous I'une ou
Tautre des deux formes suivantes :

cos p cos @ —-sin g sin @ A () = cos\},} : ®);
cos pcos ) —f-sinp sind A (@) =cospf V7’

car ces équations dégagées chacune du radical qu’elles contiennent ,
conduisent au méme résultat que I'équation (4') dégagée de son
radical.

Cela posé , si on différentie I'équation (a’) apres avoir divisé
chaque membre par sin @ sin «} , afin de faire disparaitre le radical,
on aura

oy ?. (cos—cos pcos cp)-}— (coscp--cos;b cos )=o.

Substituant dans celle-ci les valeurs de cos+ — cosp €os@ et
€os ¢ — cos p ¢cos v}, données par les équations (&) , on aura
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De 12 6n voit que 'équation transcendante I () 4 F (1) =F (u)
est satisfaite , soit par 'équation algébrique (a’) , soit par I'une des
équations (&'); car ces trois équations peuvent étre employées in-
distinctement 'une pour l'autre.

Si on avait ¢ == o, la fonction F (@) se réduirait & I'arc ¢, et alors
ayant @ 4+ =g, on en conclurait

cos @ cos~ — sin @ sin = cos u
cos u cos ¢ — sinpsin @ =cos +}
Ccos g cos |, ~ sin @ sin -} = cos @.

C’est en effet ce que donnent les équations (&) et () dans le cas de
c=0, qui réduit a l'unité les radicaux A (&), A (¢), A().

(17). Cest icile lieu de faire observer, d’apres Lagrange (*), que
si on construit un triangle sphérique dont les cotés AB, AC, BC rig. 3.
soient respectivement égaux aux amplitudes w, @, <}, alors les
angles opposés C,B, A, seront tels qu'on aura

__cospu—cos@ cos 3t a
cos C = gl =— /(1 —c*sin*w)

€os @ — cos p cos -l

cos B = sin g sin AL =y (—c Sin’(p)
__cosl—cosucosp e .
cos A = FYTTY = V(1 —c*sin®);

d’'ou on déduit

sin"C = ¢’sin’w, sin’B = ¢*in’p, sin®A = c*in*|,
__sinC sinB __ smA

ou

Ces équations s’accordent avec les propriétés connues des triangles
sphériques; elles prouvent en méme temps que dans tout triangle
sphérique formé par trois cotés ¢ , <} , #, qui salisfont a lequatlon
transcendante F (¢) +F (4)=F (), le rapport du sinus de chaque

() Théorie des Fonct. analyt. , pag. 85.
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22 PREMIERE PARTIE.

angle au sinus du coté opposé , sera égal au module (). On voit
de plus que dans le triangle ABG, les deux angles A et B sont tou-
jours aigus, et 'angle C toujours obtus.

Si on fait ensuite ¥ (u)+F (6)=F(»), il faudra observer que dans
le nouveau triangle sphérique qui aura pour cotés i, 8, v, I'angle
opposé au cdté p devra étre aigu et avoir le méme sinus que
Pangle opposé au coté w dans le premter triangle, pour que son
rapport avec sin g soit €gal & ¢ dans les deux triangles; ainsi il
faudra que l'angle opposé au coté u dans le second triangle, soit
supplément de I'angle opposé au cOté u dans le premier ; d’ou nait
cette construction.

Prolongez le cOté AC vers E, faites CD == §; du point D et d'un

. intervalle DE = , décrivez un arc qui rencontrera CE en E , et

déterminera le second triangle CDE, dans lequel on aura CE =,
etle coté v satisfera a I'équation F (v ) =F (@) +F () + F(8).

Cette construction peut étre continuée aussi loin que les limites
des cOtés des triangles sphériques peuvent le permettre , c’est-a-dire
tant que le grand c6té n’est pas plus grand qu'une demi-circonfé-
rence. Ltil est évident qu’on pourrait se servir de la méme construc-
tion pour trouver successivement les angles @,, @5, @,, etc., tels
quon et T (@,) = 2F (9), F (¢;)=3F (¢), etc., ce qui servirait &
la multiplication de la fonction F. Mais , nous le répétons , ces
constructions ne peuvents’étendre que jusqu'aux limites des triangles
sphériques , tandis que 'analyse ne counait aucune borne.

11 est bon de remarquer que la considération du triangle sphé-
rique ABC offre un moyen fort simple de vérifier I'intégrale (a).
En effet si en regardant w et G comme constans, on fait varier
infiniment peu les c6tés @ et 4 , on aura Ao =65, ou— dp cos A
= d cos B; mais on atrouvé cos A==A() et cos B==A (¢) ; donc
do 4l _ o
ae) T AT T

Ainsi une application fort simple de la trigonométrie sphérique

(") Un autre triangle sphérique formé par les trois angles ¢, 4, 180°— x|
et par les trois cotés B, A, 180°— C, satisferait également a I'équation
F(g) +F () =F («). Mais le rapport qui était ¢ dans le premier triangle, de-

. .1 . e
viendrait — dans celui-ci.
c
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aurait suffi pour trouver lintégrale algébrique compléte de I'équa-
tion transcendante —92_ -+ A .

ae) AN
(18). Etant données deux fonctions elliptiques de premicre espece
F (¢),F (), si on veut trouver une troisi¢me fonction F (u) égale
a leur somme, il faut déterminer x par I'équation (@) , ce qui don-
nera les formules
8in @ cos -} A(J) - sin L cos 9 A (9)
1 — c3sin’@ sin%)}
__cos@cosy—singsinLA(@)A)
cos pp= 1 —c* sin'g sin* ]
__ A(@)A()) —esingsinalcosp cos
A (’u) — 1 — c%in®psin® )
tang 0 & (V) +tang 1 A (9)
1—tang o tang L A(e) A ()

D’apres cette derniere formule , si on prenait deux angles auxiliaires

9, ', tels que
tang ¢’ = tang@A() et tang'=tang A (¢),

il en résulterait

sin g ==

tang u=

=9 -4,
ce qui est un moyen de calculer aisément I'angle u par les tables
des sinus.
Silon fait u = ;@ , C’est-a~dire, si 'ona F (¢) +F (J)=F", les
deux fonctions F(¢), F(\) seront en quelque sorte complémens

I'ine de l'autre , puisque leur somme est égale 4 la fonction complete

F'; alors on aura immédiatement par I'équation (),

btang otang =1

c’est la relation nécessaire entre les angles @ et -}, pour qu’on ait
F(9)+F()=F (4#)=F'. On en déduit pour l'expression
de ) en o,

, cos¢=bsm<p A('\D:" b

sin == NOK NOS

cos @
ade)
(19). Etant données deux fonctions ¥ (©)> F (), si on veut con-
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naitre une troisitme fonction F (#) qui soit égale a leur différence,

ensorte qu’on ait
F(p)—F (4)=F(n),

la solution de ce probléeme se déduira aisément de celle du probleme
précédent, et on aura pour résultat les formules

singcos L A (J)—sindcos9A(9)
1 — c*sin’p sin®A}
cos 0 cos L - sin @ sin JA(@)A (L)
1 — c*sin*g sin®}
Aw) = A(p)A (-J,)l—l- c::;? sin :l,cos @ cos
_— @ sin’-
tang @ A () — tang -l A (¢)
1+tang @ tang LA (@) A(Y)
Si dans cette derniére formule on fait tang ¢’ = tang QA (4] ), et
tang 1’ =tang JA (¢), on aurap =9 — .
Ces formules pour la différence se déduiraient des formules pour
- la somme, en changeant simplement dans celles-ci le signe de 4] , et
conservant A () positive. Il est inutile d’ailleurs de faire observer
P'analogie qui régne entre les valeurs de sin w, cos &, et celles de
sin (@==+), cos (==} ); elles coincideraient entierement si 'on
avait c=o.

Siﬂ[.&:

Cos =

tangu=—

(20). Puisqu’on connait algébriquement Pamplitude de la fonction
€gale 4 la somme ou a la différence de deux fonctions données ,
il est clair qu'on peut trouver algébriquement une fonction multiple
d’'une fonction donnée, et qu’en général on peut résoudre sur la
multiplication et la division des fonctions elliptiques de la pre-
miere espece , les mémes probléemes qu'on résout sur la multipli-
cation et la division des arcs de cercle. Désignons par ¢, P'amplitude
de la fonction qui conlient » fois la fonction dont Vamplitude est ¢,
ensorte qu'on ait F (@,)=rF (@); il s’agirait d’avoir I'expression gé-
nérale de sin et cos @, , par le moyen de sin et cos 9.

Les cas extrémes n’ont aucune difficulté. Sion a ¢=:o0, alors
¢,=n9 , et I'expression de sin @,, ainsi que celle de cos @,, se
déduisent de la formule connue

€08 Py~ {/— 1.5in @, == (c0s ¢4/ — 15in )",
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Si on a ¢==1, alors la fonction F (¢) devientf;‘o%p , desorte qu'on a

F(¢) = +log (‘—i"—Si" ¢> » et la formule pour la multiplication des

1—sing
fonctions est

1 == sin ¢a___<1 -} <in @\ "

I —sing, t—zsing/ °

La difficulté est de trouver l'expression générale de sin ¢@,, lors-
que ¢ a une valeur quelconque entre o et 1.

(21). Considérons d’abord le cas le plus simple, qui est celui de
la duplication; il suffira de faire L =@ dans les formules de l'ar=
ticle 18, ce qui donnera

sin @, — 2 sin @ cos ¢ A (@)
P = 1—c*sintp
1 — 2 5in’p = c'sinto
1— c*sinf@

COS P, =

I— 20%in%p -~ c*sinfe
A(e.) = 1 — c*sin‘g

tang ; @, == tang QA(Q),

J.a derni¢re de ces formules se déduirait immédiatement de la con~
sidération du triangle sphérique ABC qui , €tant isoscele dans le cas Fy. 3.
dont il s’agit , donne tang + BA = cos B tang BC = tang ¢A(@).

Ainsi en prenant l'auxiliaire B, telle que sin B = ¢sin ¢, on aura
@, par I'équation tang + @,==cos B lang @; on trouvera semblable-
ment ¢, au moyen de @., @; au moyen de @,, etc., de sorte que la

fonction F sera multipliée par 2', 4, 8, 16, etc.
Réciproquement, étant donné @, , on trouvera ¢ par I'équation

Sin 3 @a

Vis+ialed]’

ou bien, appel}mt par analogie ¢, 'amplitude de la fonction qui est
ile 2

§incp=

égale & la moitié de F (@), on aura
sini ¢
ZEEE )

SiTon fait csin@==>sin €, ce qui donne A ==cos €, on aura plus

4

sing, =
3
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simplement

sin 19
sin CP; - cof cofiC’

et on satisfera ainsi a I'équation F (¢, ) =4 F (o).
On trouvera semblablement les amplitudes ¢, , @,, etc., par
4 3

lesquelles la bisection de la fonction ¥ (@) peut étre continuée in-
définiment.

(22). Venons & la multiplication par un nombre quelconque. Pour
cela, considérons trois amplitudes consécutives @,—,y P, Puyr» qui,
suivant T'indication , répondent aux fonctions multiples (n —1)F,
nF, (n41)F. Les formules pour la somme et la différence de deux
fonctions , s’appliqueront aux équations ¥ (¢,.,..) =F (¢.)+TF (9),
F(@e)=TF (¢.)—TF (), et il en résultera

2A cos ¢ §in @,
1—c?3in’p sin®g,

zcos<p;'r{¢,,

1~—csin’@ sin’g,’

Sin ¢u+l + s ('pn:x =

€OS Qppy =} COS Py, =

Ces formules ou A et ¢ restent constamment les mémes , tandis
que n varie, paraissent aussi commodes qu'il est possible pour
en tirer les valeurs successives de sin @, , sin @3, cos @,, cos @3, etc.

Soit, pour abréger , 2A cos@==p, 1~ c*sin‘@p = ¢, c*sin‘p=r,
on trouvera pour la suite des sinus ,

sin @, == ssin ®

P
T Sin @

1<-1)p*—n .
(——;:pr—,,ri pq sin @
9°— 3p*g+ (1 + or) plg* —rp®
q°*—3rp*q*+r(r+2) ptg*—rp®
etC.’

SIA @y ==

sin Q5

sia @

et pour celle des cosinus, on a, en faisant de plus s = 1—25in*¢-}r
=2c05’¢—yq,
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1=—2osin*ot-r

Ccos @, =

q e
€OS @3 = 2—3%;#1 cos @
__ gt—2¢’p’sin’p +-7pt
€0s @, == i

— (259" =) (259 —@*+7p) )
€08 s = <q'"’—5fp"q4+(r“+ apg—ip )05 ®

etc.

Mais ces expressions étant enticrement développées, deviennent fort
prolixes, et leur loi est tres-difficile a apercevoir.

Lorsqu'il s’agira de calculer trigonométriquement @, par le moyen
de ¢, on y parviendra aisément de cette maniére. Les deux formules
générales étant divisées I'une par l'autre donneront

810 @ryy F SIN @pa
COS Pnyq = COS Pat

= A tang P.,

ce qui se réduit a cette formule trés-simple ,
tang (‘;’ @,.+.+ ‘;‘ @'*:) =A tang @,;
d’ou 'on tire successivement

tang ; @, == A tang ¢
tang (3933 0¢)= A tang @,
tang (3 @4 -1 ¢s) = A tang ¢
etc.
On connaitra ainsi successivement par un calcul fort simple, les
valeurs de @,, @5, etc. On pourrait aussi procéder par de plus

grands intervalles pour arriver plus tot 4 un terme éloigné ; car ona
semblablement

tang (1 Prgi =t 1 Pui) == Al tang @,,
Ai étant le A qui répond i I'amplitude @:.

(23). La division d’une fonction elliptique donnée de premiére
espece en un certain nombre de parties égales, est un probleme
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algébrique qu'on résoudra par le développement des formules qui
servent a la multiplication. On a déji vu les formules pour diviser
par 2 ou par une puissance de 2. Supposons qu'on veuille diviser en
trois parties égales la fonction F ; on appellera ¢, Pamplitude de la
fonction donnée, et ¢ celle de la fonction qui en est le tiers. Fai-
sant donc sin @; ==« et sin ¢ = x, on aura pour déterminer x,
I'équation
a :5x-— 4 (4 c?) a4 Bcrad— o9
1—bctxt+ 4o (1 4 ¢*) & —3ctx®’

équation qui est du neuvieme degré. Elle serait du degré vingt-cin-
quig¢me pour la quintisection , et ainsi de suite.

Les équations sont moins €élevées de moitié lorsqu'il s’agit de di-
viser la fonction complete F* en un nombre impair de parties ; il en
est a cet égard de la division des fonctions F, comme de celle des
arcs de cercle; tandis que la division d’'un arc quelconque en r
parties égales, exige la résolution d’une équation du »™ degré,
celle du quart de circonférence n’exige que la résolution d'une équa-

n—

2

tion du degre
Supposons en général @,=1 =, afin qu'on ait F(¢) = ’11 T, on
aura donc aussi F (@u—i)~+F (¢:) = nF (¢) =TF"; ce qui donne la

formule tang (@,;) = 3 cot ¢, ot I'on déduit

Mais & cause de @, =% @, on a

A
tang (3% 3 Pooa) = Atang @, == €01 P

tang (% Pomr -+ %.@n_s) = Atang @,—s
etc,

De 14 résultent des formules assez simples pour déterminer @._, ,
Pas, etc. ; développant celles qui donnent ., @5, etc., on aura
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par la rencontre de ces deux suites, I'équation qui doit détermi-.
ner @, et le calcul sera moins compliqué que par le développe-
ment de sin @, ou de cos @,.

T A
Lorsque 2==3 , on aura immédiatement tang (} w+;¢)=-~- coto;
ou bsin @ = A (1—sin ¢). Soit sin ¢= x, et I'équation pour d¢-
terminer & sera
0=—1— 21~} 2¢°2% =~ c*x*:
c’est Péquation qui donne la trisection de la fonction F*, et on voit
1

;] -9
u $ —_— —
que son degré ~

Lorsque n =5, il faudra éliminer ¢; des deux équations

tang(%fn’—-}—}%):%cotq)
tang (1 @s--1 @) =A tango,,

oA sin@cose

. . 1 . .
et ensuite metire au lieu de tang @, sa valeur T TS

on
obtiendra ainsi , en faisant sin @ =,

14 V(1 —crar) = I -} or— ocrx’— cxt
bx 1 — 2x 4 ac?x3— c*xt’

équation pour la quintisection de la fonction F, laquelle étant entie=

——1

rement développée , montera au degré 12 —=

(24). Revenons a I'équation de la trisection ; elle offre dans sa
résolution quelques particularités qui méritent d’étre remarquées.

Soit d’abord @ ==y ~~ %, cette équation deviendra
r—=ir+(F—1)r—%=o

Supposons que le premier membre soit le produit des deux facteurs
*—pr-+q,ry*-+pr —r, onaura pour déterminer p, ¢, r, les
équations ¢ —r=p*— 2, gr=-3,p (¢ +")='§5 — 1. Des deux

premieres on tire (g--r)*=pt—3p*- 5, et celte valeur étant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



30 . PREMIERE PARTIE.
substituée dans la troisiéme , il en résulte p‘-—Sp“-{—gp‘::(%— 1>..

ou (p*—1 )= i—? Soit donc

lf:-“\/("b2
et on aura p*—1 =k, oup = /(1 -k ) ; d'ou résulte
g=tk—3+2y(FP~k41)
—r=tk—i—iy(k—=—k-41)
Ainsi les quatre valeurs de y seront
ry= vV (+=Eiva—k—2y(1—kit+k)]
7=y (1) 2 3y fa—heay/ (AR,

Les deux premieles sont imaginaires , et des deux autres, il n’y a
que la racine positive qux convienne i la question, ainsi on aura

y-+3:,ou
sin Q=1 —1 /(1 4k)+ 12—k 2/ (1~ k4 F)];
de sorte que cette valeur pourra se construire géomeétriquement,
lorsque % sera donné. Or, quel que soil &k, on a
—_—2
T+ y+E)’

valcur qui est toujours comprise entre les limites 1 et o.

. 2
Soitk=1, on aura ¢ = a2 (y/2—1) et

sin@=1—1y 2413
Soit k=2, onaura e¢*= b et
sin g =1 —1 Y3+ v/(:V/5)
c0s*¢ = (1+y/3)V/ (3v'3) =V (2V'3—3).

Voila deux cas dans lesquels la trisection de la fonction F* se fait
par de simples extractions de racines carrées.

»

Les applications que nous aurons occasion de faire par la suite ,
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exigent quenous considérionsencorele casde c=5;y/ (2-+y/ 3)=cos%,
et celui de ¢ =} /(2 — ¢/5)==sin 112.

Soit d'abord e =3 /(24 y/3), on aura &' = "3 =" = —;

donc k= n—lc; ‘3/ 2 ; d’apres cette valeur on trouvera
sin = y/3 — 1.

Mais comme les réductions pour parvenir a ce résultat seraient

fort pénibles , il est plus simple de revenir 4 I'équation primitive

e+ V3
i

et on verifiera facilement que cette équation est satisfaite en fai-
sant x== /31 ; alors on a sin*@ = 4 — 2y/3, cos’¢p=2¢/3—3,

etiang“:p:vg—s, ou tang @ = V(%) Clest la valeur de ¢ qui

o= 1—2x -} (22— 2x4),

donne F (¢) =3 F*, lorsque c = eos %.
Soit maintenant ¢c= } {/(2—~/3), onaura encore A*=—; , et
3 3
k= V2= (4-+2v3)V2

La substitution de cette valeur dans la formule générale, fera
connaitre sin @; mais pour parvenir au résultat le plus simple,
voici la route qu’il faut tenir.

2

Je reprends I'équation générale o=1— 2x - ¢* (2x’—x*) ; je
fais x*=1-—7y, ce qui revient 4 supposer y = cos’@, la transfor-
meée sera

0 == ctyt - 6lrcoy* - 402 (b*— c*) y — 3B,
Soit y = %z » ©n aura de nouveau
o=z4+6z’+(écﬁ —-ﬁ{bﬁ z—13.

, b c b*— ¢
Dans le cas présent, on a — — =

=4 (b ) =2y/5; de
sorte que I'équation devient

0= 2*~4-6z*4-8y/3.2—3.
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Cette équation étant divisée par z -}~ /3, facteur inutile pour noire
objet, le quotient est

0=z =—2z'y/3- gz — /3.

Soit enfin z= 1—‘!/-34‘;, et la transformée sera

0o =v'-}G6y~ 2,

\ . 3 3 . 3
d'oulon tire v ==/ 2 = /4. Soit y/4==m, et on aura ¢y =1im'~m;

doncz..—_."’i:‘/n;g“"I =éz=(2+‘/5)z=m;—%—§w§—5=cos’@5
donc enfin cos @ == V(Q\/_3“3) =(m—1) \/(Q'H/g . C’est l'ex=

pression la plussimple par laquelle on peut déterminer ¢ pour satisfaire
a I'équation F (@) == 1 F', dansle cas de c=1 /(2 — ‘/5)=sin1—:.

Pour eflectuer enticrement la trisection de la fonction F?, il
faut encore avoir la valeur de @, qui donne F (¢,)=3TF": or @, est
facile & déduire de ¢, soit par les formules de la duplication, soit
par les formules particulieres

tang @, == col: 2

Ccos @, == 1 — sin @,

Ta premiére résulte de Iéquation &tang @ tang =1 qui a licu
(art. 18)lorsque F (9) 4+ F () =TF"*; la seconde résulte de la combi-

1=—COS @,
L}

naison des équations tang @, == 9-952 » tang + 0,=—=A(P)tang o=

sin@,
et bsin@=A (1~—sin@).La formule cos ¢,==1—sin@ est d’autant
plus remarquable qu'elle ne contient point le module ¢, et
qu'ainsi elle a lien quel que soit le module. On aura donc aussi

£ (1—sing).

La valeur de sin @, peut éire déterminée directement par la trisec-
tion de la fonction F(#), caril est évident qu'onaF(9,)=3F'=1F(#).
Soit donce sin @,=y, et en faisant dans la formule de la triplication
(art. 23) a==sin @« = 0, on aura pour déterminer y, I'équation

0=73—4 (1 +c*) y* 4 6c*yt—cty?,
qui n'a que la difficulté du quatrieme degré.

rationnellement sin @, =

(25).
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(25). Occupons-nous maintenant de I'équation pour la quintisec~
tion, quiétant entiérement développée, devient

0 = 1— 4x* -} 5c*xt 4 45 cox® — Bctad - 4cfate — e
—ax [ 1 —5c*x* - (6c* -4t ) xt— (4e* 4= 6t ) a® - Scta® — cfate)s

Pour donner au moins quelques exemples particuliers de la réso-
lution de cette équation, on pourrait aitribuer une valeur 2 x ( en
ayant soin qu’elle fut plus grande que la racine de I'équation
o==1— 2x—4x*); et d’apres la valeur supposée de x, on voit que
¢* se déterminerait par une €quation du troisieme degré.

Mais la recherche des cas particuliers de solution, est une question
d’analyse indéterminée qu’'on peut résoudre plus facilement de la
maniére suivante.

Soit p == 1= c*xt, g==1ax (1— c*x*), et I'équation de larticle 23
sera

P+qg__ (1+=)y(1—cx)
P—q bz

'
.

Llevant chaque membre au quarré , et retranchant de part et d’autre
Vunité, on aura
4pq9 _ _p+gq
(p—gq) — b’

(m 4 1)(m.—l); .

4m ’

Soit p = mg, cette équation donnera b*x* =
soit donc encore
n_:(m +1)(m— 1)’,

am

et on aura, en remettant la valeur de ¢, & =r (1 —c'x*), ce qui
donne

o=
X — nx*

. 97 » — _— ’
Mais de I'équation p=1mq, ou 1 — c*xt==2mx ( 1 —c'x*), ontire

R amx —1

amxd— at

Lgalant ces deux valeurs de ¢* il viendra 0 = 1 — (2m--n)x-4-x*.
De la se déduit une solution générale fort simple du probléme que
nous nous sommes proposé. Ayant pris pour m une valeur quelconque
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V' S+ 1

==1.618 (car ces valeurs répondent aux
(m4-1)(m—1)*
2m
metgn—yfm-tinp—r1],
1—=n(m43n)—ny[(m+in)—1]
t—n(m=4zn) +ny(m+in)y—1]

comprise entre 1 et

limites c==1 et c= o) ,on en déduit n= ; ensuite

x

I

¢ =

1

. 3 5
Soit , par exemple , m = 5y onauran =z, de Ia

—_ 77—5V/145
X = 73
__ 767 —25y/145
M PR SVEV Y

D’apres cette valeur du module ¢ et celle de & == sin ¢, on satisfera
2 I'équation F (¢) =+ F* ; ensuite il sera facile d’avoir les valeurs
de 9., 95, @,, par lesquelles on achevera de diviser en cinq parties
égales la fonction complete F'.

(26). Nous avons fait voir comment on trouve la relation entre
¢, et ¢, pour que F (¢,)==nF (@) , n étant unnombre entier. S’il fal-

lait trouver la relation entre p et <} pour que F (1) = %F (¢), metn
étant des entiers, on prendrait un angle auxiliaire  , tel qu'on et
3 la fois nF () =F (w) et mF (¢) = F (w). La premiére condition
donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles ) et w,
la seconde en donnerait une entre ceux des angles @ et w; d'ou
éliminant w , on aura la relation cherchée entre @ et o}.

En général on voit qu’il sera toujours possible de satisfaire par
une équation algébrique a I'équation transcendante

o=mF () + nF({) + pF (o) +etc.,

les coefliciens m ,n, p, etc. étant des nombres entiers & volonté,
qui n'aient pas tous le mé¢me signe. C’est une conséquence toute
simple de ce que I'équation transcendante ¥ (@) 4+ F ()=T (u)
est représentee par une équation algébrique.

(27). De la il résulte qu’on peut toujours trouver I'intégrale algé-
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brique complete de I'équation différentielle

mde ndl -
e —_—
V(1 —csin’g) T (1 —csin®)) T 05

m et n étant des nombres entiers; car lintégrale est d’abord
mF (¢) Z=nF (1) = const. Etsi on suppose que lorsque = o, on
ait @=p, la constante sera nF (x), et on aura l'intégrale

mF (@) &= n¥ () = mF ().

Soit @ une auxiliaire telle que F(u) =¥ (¢)=%=F (») , on aura
en méme temps mF (@) = nF () ; si on exprime ensuite ces deux
€quations en termes algébriques , et qu’on élimine w, on aura l'in-
tégrale algébrique cherchée dans laquelle x scra la constante ar—
bitraire.

En géneral ; si on avait I'équation suivante, dans laquelle m,
n, p, etc. sont des entiers positifs ou négatifs ,

mde ndl pda
\/(l——czeln @) + ‘/(I—Czsinz'.!) V(l—c 0% )+ etc. ’

Yintégrale complete sera F (u) =mF (¢) + nF () 4+ pF (»){-etc. ;
p étant la constante arbitraire, et cette intégrale pourra toujours
étre représentée par une équation algébrique, quel que soit le
nombre des termes, pourvu qu’il ne soit pas infini.

Si on désigne par R (x) le radical y/(a+ Ex—+-yx~dux’—-cxt),
etpar R (y), R (z), ete. des radicaux semblables en y, z, etc. ; si
de plus m, n,p, etc. désignent des nombres enticrs positifs ou
négalifs , il est clair que I'équation

mdx nd dz
=ﬁ@+my—)+£—@+etc.,
pourra toujours étre réduite a la forme précédente , et qu’ainsi elle
aura toujours une intégrale algébrique complete.

Rien n’empécherait de supposer que z et les variables suivantes
fussent des fonctions algébriques données de .x et y, alors I'équation
précédente ne renfermerait que deux variables , et malgré I'infinité
de formes dont elle est susceptible , elle admettrait toujours une
intégrale algébrique complete. Clest peut-éire la seule maniere de
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généraliser le résultat d'Euler , concernant équation Rd( 5 -+ =0.

P\(y)_

La Urange s'est proposé de trouver des cas d'intégrabilité de 'équation
\/X -+ dy =0, sans supposer que les deux polynomesX et Y

sont entlerement semblables (*); mais il ne parait pas que les re-
cherches de ce grand Géometre l'aient conduit au-dela de I'équation
d’Euler ; car I'équation qu’il donne page 119, comme étant plus
générale, s’y rameéne immédiatement en faisant o ==ky , et donnant
au coeflicient & une valeur convenable. Ainsi il est tres-douteux
qu’avec deux termes seulement , I'équation d’Euler puisse étre géné-
ralisée ; mais avec un plus grand nombre , on voit qu'elle admet une
grande extension.

(28). Puisque les fonctions F peuvent étre multipliées ou divisées
a volonté , cette propriété fournit un moyen assez simple de les
évaluer par approximation. D'abord nous supposerons que @ ne
surpasse pas > @, car suivant larticle 12, tous les cas se réduisent
a celui-la,

Cela posé, on déterminera . par I'article 21, de maniére que

d(p,
F(p.)==%F (@), et lintégrale _aura une dtendue moindre

Ao, 1)
de
que fA ©@° de prés de moitié, sic n'est pas trop pres de l'unité.
Par une seconde bisection, on peut faire ensorte que F ((pi) =iF(9),
et l'intégrale que représente F (9,) aura encore une étendue prés
4

de deux fois moindre, ainsi de suite. Mais lorsque I'amplitude
de la formule quon considére est devenue trés-petite, la fonction
F(J) se réduit sensiblement & Yarc . Donc quelle que soit la
premiére valeur de ¢, la fonction correspondante F (@) sera égale
au dernier terme de la suite ¢, 26, , 4¢i 5 8<pg , elc. , etdans la plupart

des cas, on obtiendra cettc limite par un calcul assez eourt.

(") Mémoires de Turin, tome IV.
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EXEMPLE
Soit proposé de trouver la valeur de F lorsque ¢ = \/<2+4VS)

= sin 75° et tang ¢ = \/ (—%), on trouvera par les formules de
Part. 21, ce qui suit

® = 47° 330" 91 € = 45 o o"00
@, = 25 36 b5.64 €, = 24 40 10.94
cpz: = 13 6 30.98 G; = 12 39 15.83
o, = 6 35 40.74 C% = 0622 8.40
.= 318 8.75 etc.

~
o

etc.
Les deux dernieres valeurs donnent
8¢, = 52° 45 25".9a
8
160, = 52 50 20 .00
16

Leur différence est 4754".08; et comme par la nature de ces approxi-
mations, un résultat doit approcher de la limite environ quatre fois
plus que le précédent , nous ajouterons au dernier résultat le tiers
de la différence 4 54".08, qui est 1” 38".03 , et nous aurons ainsi
pour la valeur de F, I'arc trées-approché

52°51” 58".03,

qui en parties du rayon = g % 0.5874015 = 0.91226878.

Cette méthode pourrait devenir tres-longue lorsque ¢ est fort
prés de 'unité, et ¢ peu différent de go°: nous en donnerons ci~
apres une plus expéditive.

Application & la Lemniscate.

(29). La Lemniscate est, comme on sait, une courbe du quatrieme fig, 4.
ordre qui a pour équation (x*~- y*)*==a* (x*—y*). On suppose
le demi-axe CA = a, I'abscisse CP == x, et I'ordonnée PM ==y;
si de plus on fait la corde CM =2z, on aura en fonctions de z,

x =f—z \/CIQ:'ZZ) » :% \/<a2_2—z2> , d’'out résulte arc AM,
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— a%dz

S— | —F—FT—7T

(ar =2y’

1

Soit encore z=a cos ¢, et ¢* =, on aura

__a dp __a
= V2f\/(1—c”sing¢) T Va F (e,
résultat auquel on serail parvenu directement en faisant

X = al cosQ
¥ =——-sin@coso
= .
Avec ces valeurs ou A est toujours pris positivement, suivant notre
usage, on suit la courbe dans tout son contour , de cette maniére :

Dans le premier quart AMC, les valeurs de ¢ s’étendent depuis
® == o jusqu’a @ =+ = ; dans le second quart C\NB, elles s’étendent
depuis ¢ =1 # jusqu’a @ === ; dans le troisieme quart BN'G, depuis

=« jusqu’a @ = 2=, et enfin dans le quatrieme CM'A., depuis
¢ =3x jusqu’a @ = 27.

a
Va
que soit la ligne qu'on prend pour unité, on voit que les arcs de
Ja Lemniscate jouissent de toutes les propriétés des fonctions ellip-
tiques de pg(ig}%gjn:e-espéce , c’ffst—la-dire » qu'ils peuvent étre ajoutés ,
retranchés "ou” divisés algébriquement comme les arcs de cercle.
Ainsi étant donné un arc quelconque MO, on peut, & compter
d’un point donné H, déterminer algébriquement un autre arc HI
ou HL qui soit dans un rapport rationnel donné avec I'arc MO. Il
suffit pour cela de déterminer ¢ d’aprés une équation de la forme

F()—F(a)==t %1 [F(¢)—F (3)], a laquelle correspond toujours

une équation algcbrique.

Cela posé, si Jon fait — =1, on aura s=TF(@); mais quclle

A plus forte raison peut-on diviser un arc donné MO en un cer-
tain nombre de parties égales. Par exemple, s'il s'agit du quart
de la courbe AMC, on déterminera son milieu K au moyen de I'équa-

tion sin®Q =

T—lﬁ: 1—_}—_—0, ou parla corde CK:iccos o=y/(2¢/ 2—2);
si l'on veut déterminer 'arc AM égal au tiers de AOC, il faudra,
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d’apres D'art. 24, faire cos <p.._‘/(2 /3—75), ou prendre la corde
CM=y/[2 ‘/(2 VQ—S)].

Les arcs de la Lemniscate représentent les fonctions elliptiques
de la premiére espéce dans le cas ou le module c==y/1=24. 1l
serait assez curieux de rechercher s’il y a quelque autre courbe
algébrique dont les arcs représentent la fonction F pour une autre
valeur de ¢; mais cette recherche ne laisse pas d’étre difficile.

Elle ne présenterait aucune difficulté si on admettait les arcs de
cercle et les logarithmes dans I'expression des coordonnées En effet

il s’agit de satisfaire 4 I'équation dw*-}- dy* =

étre mise sous cette forme

-—m laquelle Peut

. o do*(cosp—4-B%in%p) (cos>] +-sin® J,)
dx +d] (21— ¢2in*g )*

C’est ce qu'on obtient généralement par les valeurs

o= dp (cos e cos r\L—-.bnsin @sin.l)
1 — csin’g
de (cos @ sin -} - b <in ¢ cos l)

l—C:ln¢

dy = —

dans lesquelles on peut prendre & volonté sin ) en fonction de sin
et cos @. Pour nous borner a un cas particulier, soit =0, on aura

dx= MET
1 — c*sin®@
bde sine
dy =— 1— c*sin®g’
d’ou I'on déduit en intégrant

1 1 -} csing
» L log (Akesine

1—csing

Y= .—arc tang (C oz Q)

La courbe décrite d'apres ces deux équations, sera donc telle
qu'un arc quelconque s, compté depuis ® = o, aura pour valeur
F(p), et représentera généralement une fonction elliptique de pre-
micre espece , quel que soit son module.
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'Application au mouvement du pendule simple.

(50). Les fonctions elliptiques de la premiére espéce recoivent
une application immeédiate dans la delermmahon du mouvement du
pendule simple. Soit 1 la gravité , “longueur du pendule, H Ia
hauteur due & la vitesse dans le point le plus bas , 4} 'angle dont le
pendule est écarté de la verticale au bout du temps ¢, on aura

p '——f »dl VL
Y=

Cette formule générale offre deux cas & considérer, selon que

H . Y
o7, sera plus grand ou p.lus petit que l'unité.

Dans le premier cas, il est clair que le corps tournera sans cesse
dans le méme sens, et aura dans ses révolutions successives les

mémes vitesses aux mémes points de la circonférence., Soit
oL

— 2
i — ¢, et on aura

t.__c‘/LfV(l_csm“ =cVL.F(i4);
d’ou reésulte le temps d'une révolution entiére
= 2¢y/L.F?,
Dans le second cas qui est proprement celui des oscillations, on

H . .
fera — = ¢*,sin ;L =csin @, et on aura

2L,
— I ;
t= VL [t = VL)

donc le temps d’'une demi-oscillation == {/L.F*, et le temps de
Poscillation entiere T = 2/L.F*. ‘

Lorsque les oscillations sont infiniment petites , onaF!'=1x, et
T = wy/L, ce qui s’'accorde avec les formules connues.

Puisque le temps employé a parcourir un arc quelconque, &
compter de la verticale, est représenté par une fonction elliptique
de la premiére espece, il s'ensuit qu'étant donné un arc parcouru

dans
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dans le temps ¢, on pourra trouver algébriquement un autre arc
parcouru dans un temps multiple de ¢, ou en général commensu-
rable avéc £ On peut aussi trouver un arc tel , que le temps par
cet arc , soit égal a la somme ou & la différence des temps par
deux ou plusieurs arcs donnés, et cela, soit que ces arcs aboutissent
a la verticale, soit qu’ils n’y aboutissent pas.

Si on veut diviser en deux parties égales le temps de la demi-oscil-

. . . . . 1
lation, il faudra , suivant les formules connues, faire sin* @ = T P 5

ce qui donnera sin § ) =c sin ¢ = /(1— &). Donc si AB est'are
de la demi-oscillation, et qu'aprés avoir divisé I'arc AB en deux
également au point 1, on prenne l'arc AO tel que la corde AO
soit a la corde AI comme /2 est & 1, le temps de la demi-oscilla~
tion sera partagé en deux également au point O.

Comparaison des fonctions clliptiques de la seconde espéce,

(31). Supposons que les amplitudes ¢, ~ , x soient telles qu’on ait
F(¢)+F(4)—F(r)=o0, je dis quon aura en méme temps
T ((p) +E (\D —E(px)="P, P étant une quantité algébrique. En
effet, si I'on différentie cette €quation, en regardant x comme
constanie , on aura

dP =dp & (@) +-dyA(Y).
Mettant au lieu de A(9) et A(\), leurs valeurs lirées des équations
(%), 1l viendra '

___ €08 @ — cos ) cosu (cosd, — COs @ COS u>
dP.—-d@( sin < sin 4 >+ sin @ sin i ’

ou
AP — 1 d (sin%@ - sin%J, - acos « cos ¢ cos L)
sin g sin @ sin A

Mais de I'équation (a’) , on déduit

6in°Q -}~ sin® -~ 205 KOS P COS | == 1-j-cOs* U ~}-c*sin’u sin*P sin*~ §
done

2 d(c?sin’usin®@ sin®]) . . .
dP= npsnpsny == c*d (sinpsin @ sin < );

6
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donc P = ¢’sin w sin ¢ sin <] sans constante , parce que P doit s’éva-
nouir lorsque ¢ = o.

Ainsi pendant que les fonctions elliptiques de la premiere espece
ont entre elles la relation F (¢) +F(J)—F (u)=o0, les fonctions
correspondantes de la seconde espece satisfont & I'équation

E@—+ER)—E(un)=c*sinpsin@sinql....(c):

c’est la formule générale qui servira a4 comparer entre elles les
fonctions de la seconde espéce , comme nous avons comparé celles
de la premiere.

Si I'on considérait plus généralement la fonction G (@) composce
de la premiére et de la seconde espece , savoir,

G@=E(®+i (),

k étant un coefficient constant quelconque, il est visible qu’on aurait
semblablement

G(@)+G()—G(p)=c*sinpusin@sin~} ;

de sorte que toutes les conséquences qu’on tirera de I'équation ()
pour les fonctions E, s’appliqueront généralement aux fonctions G.

(32). Désignons comme ci-dessus par @,, @;, ,, etc. les ampli-
tudes qui donnent F (¢,) = 2F (¢), F (¢;)= 3F (@), etc., on aura,
en vertu de I'équation (¢),

2E (¢) —LE(@,) = c*sin@ sin@ sin @,
3E (@) — E(@;) = ¢*sin @ (sin@ sin @, ~- sin @, sin @; )
4E(9) —E(@,) = c*sin @ (sin @ sin @, ~}- sin @, sin @3~ sin @;sin @, )

etc.

Donc la méme relation entre ¢, et @ , qui donne F (9,) =rF (¢),
donnera nE (¢) — E (@,) égale & une quantité algébrique.

En général, si m, n, p, etc. sont des nombres entiers positifs ou
négatifs , on peut faire ensorte que

mE (@) 4 nE () -+ pE(@) + etc.

soit égale a une quantité algébrique : il faut pour cela établir entre
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les angles @, }, w, etc., la relation qui donne

0 = mF () +nF () + pF (@) + etc.

Nous observerons que les fonctions ¥ (o), E((p) sont en général
de méme signe que @; loxsque @ change de srgue elles en changent
aussi, et conservent la méme valeur. Cela posé, il semblerait qu’on
peut satisfaire a I'équation

o= mF (¢) -+ nF () 4 pF (@) + etc.

de bien des maniéres différentes ; car on est maitre de changer le
signe de chaque coeflicient, pourvu qu'on change en méme temps
le signe de lamplitude correspondante. Mais on peut se borner a
considérer les fonctions F{¢), F({), F («), etc. comme toujours
positives ; et dans ce cas, il n’y aura jamais qu'une relation entre
les angles @, ), o, etc., qui donnera o=mF (1 )}4-nF () +pF(s)4etc.;
alors on voit que les coefliciens m , n, p , etc. ne sauraient étre tous
de méme signe.

(33). Telles sont en géneral les relations qu'ont entre elles les
fonctions elliptiques de la premiére et de la deuxiéme espeéce : il faut
maintenant entrer dans quelques détails sur les nombreux corollaires
qu'on peut tirer de I'équation des arcs

E(@) +ER)—E (x)=csingsin sinu,
combinée avec I'équation algchrique qu’elle suppose et qui peut se
mettre sous 'une de ces trois formes ,

€0S == c0s @ cos 1} — sin @ sin A (u)

cos~} ==cosu cos ¢ 4 sin w sin @A ()

€05 @ == cos p cos~} - sin x sin JA (@).
On déduit de ces équations les valeurs suivantes qui serviront a ex-
primer le second membre c*sin @ sin~} sin % en fonction de deux
sculement des amplitudes @, <, .
sin@ cos JA () +sinlcospA (o)

1 — c*in*p sin®*|

sin ) = sin p cos @A (‘P)‘—.-qsin 4 ::os @A ()
1 C78IN"f£ 51N [}

sin p =

sinpecosJA (L) — sin L cospd (&)
1—c*sln’p sin®)

sin Q=
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Cela posé, voici les principaux corollaires qui résultent des équa=
tions mentionnées pour la comparaison des arcs d’ellipse.

I. Silon fait u =% = , I'équation des arcs deviendra
E(¢)+ER)—E=¢csinpsinA,
et I'équation algébrique correspondante sera

b tang @ tang ) = 1.

bsine
On en tire tang«L.—- COt@:Sm“l'_ A(q,) 5 €05} = Ae) 2 et

c*sin@sin = ﬂg&;s ? On aurait semblablement tang @:Z cot -,
. cos .\!, b sin «1, 2 C ein-lcns.\L
— = et ¢*sin @ sin A = ———.

sin @ = (Nl’),coscp YO @ sin o} = A0

Si d’apres cette relation entre les amplitudes @ et +, on déter-

" mine sur lellipse les arcs BM =E (¢) , BN =E ({), on aura

BM — AN = c*sin @sin+].

C’est dans cetie équation que consiste le théoréme de Fagnani. Il en
résulte qu'étant donné l'arc BM terminé au petit axe, on peut
trouver un second arc AN terminé€ au grand axe , tel que la diffé-
rence de ces arcs BM — AN soit égale 4 une quantité algébrique
¢ sin @ sin L ; et cette quantité est représentée par la partie de la
tangente OM ou ZN terminée a la perpendiculaire CO ou CZ,
abaissée du centre de Dellipse.

Lorsque @ et + sont égaux & un méme angle 8 , les deux points

M et N coincident en un méme point K. Alors on a tang”ﬂ = %,

b , ce qui donne
145

BR —AK=1—104.

sin*f= ——, cos’h =
1 7]

Donc alors la différence des arcs BK , AK est égale 4 la différence
des demi-axes CA , CB; en méme temps on a

BR=1E+4:(1—5b)
AR =1E' — 3 (1—1b).

'y a donc av point K une sorte de bisection du quart d’ellipse,
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puisque chacune des par tles BX , AK peut se mesurer par la moitié
de ce quart d’ elhpse

II. Soit dans I'équation générale des arcs @ =~} == 0, on aura
2E(0) —E(p) =c*sin*§ sin p,

et 'équation algébrique correspondante sera cos*6—sin*8A(w)=cospu.
C’est I’équation qui sert & la duplication des arcs elliptiques ou &
leur bisection.

On en tire pour la duplication
MA—@, tang = A (8) tang 8

sin g == .
H 1 —c?sin#f

et pour la bisection,

1 — cos @

Slnse e m.

Dela on voit qu'étant donné I'arc BM = E (§), on peut trouver
un autre arc BN=EF () qui soit mesuré par le double de BM,
de sorte qu'on ait 2BM — BN = ¢*sin*3 sin p.

Et réciproquement, étant donné I'arc BN = E (x), on peut
trouver un second arc BM=E () qui soit mesuré par la moitié
de I'arc BN; on aura en effet BM = i BN ~}-% ¢*sin* § sin = + BN

1—A
+- : (&)

Lorsqu’on fait # =1 =, le point M tombe en K , et on a comme
ci-dessus BR =t E'+-2(1—5).

Pour avoir de nouveau le point de bisection de I'arc BK, il faudra

A(p)=1y'b, et on aura

()

14 vb

Cette valeur détermine I'arc BI=E (8) qui se mesure par la moiti¢
de BK ou par le quart de E*; on a en effet

I
tang ¢ w.

. 1 .
faire tang*u — 7 SInp = + 7>

sin*f =

PR { 1 ]—Vb 4
P=2Bh s parnrve:
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ou

1 1 1 X ' — b .
BI:Z E +Z(I—5)+—z_'-|,_(_ilj-5‘%-—“/~b-,

et on peut continuer & I'infini cette sorte de bisection.

III. Ayant pris & volonté I'arc BD compté depuis le petit axe ,
avec un point quelconque M sur cet arc, il y aura toujours un autre
point N sur le méme arc, tel que la différence des arcs BM, DN sera
égale & une quantité algébrique.

11 suffit pour cela de faire BD=L (¢), BM=E({),BN=E(u),
et de déterminer x en fonction de @ et de «}, comme si on voulait
satisfaire 4 'équation F (u) =T (@) — F({), ce qui se fera par la
formule de l'article 19. On aura par ce moyen E (u)+E () —E (¢)
== c*in p sin @ sin~} , ou BM—DN = ¢* sin x sin @ sin .

Lorsque s =+}, les deux arcs BM, BN coincident en un secul BO,
et chacun des arcs BO, OD se mesure par la moitié de Parc BD. Cest
un cas qui a été examiné dans le Corollaire II.

IV. Etantdonné un arc quelconque BD, terminé au petit axe, avec
un point M pouar servir d'origine & un second arc, on peut déter-
miner ce second arc MP ou NM, dans le sens qu'on voudra, de
maniére que sa différence avec l'arc BD soit égale a une quantité
algebrique.

Dans le premier cas , si l'on fait BM=E (), BD=E(),
BP =E (1), et qu'on détermine x d’aprés 'équation F (¢)+4-F (1)
=F(pn), ou dapres les formules de larticle 18, on aura
BD — MP = c*sin @ sin ~ sin u.

Dansle second cas, si I'on fait BM==E(¢), BD=E (4 ), BN=E(x),
et qu'on détermine p d’aprés Véquation F (9) — F () =1F (n), ou
d’aprésles formulesdelarticle 19, onauraBD—MN=c"sinusin @sin-}.

V. Etant donnéun arc quelconque OD dont I'origine ne soit plus
a Pextrémité du petit axe, avec un point M pour servir d’origine a
un second arc, on pourra délerminer ce second arc MN ou MP,
de maniere que sa diflérence avec I'arc OD soit égale a une quan-
tité algébrique.

Car, 1°. par le Corollaire IT, on peut trouver BH—OD = & une
quantité algébrique, et ensuite BH—MN = & une quantité algé-
brique ; donc MN — OD sera encore une quantité algébrique ;
2°. ayant trouvé le point H par le Coroll, IlI, on peut trouver le
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point P par le Coroll. IV, de sorte que BI — MP soit égal 2 une
quantité algébrique, et alors OD — BIP sera égal aussi 4 une
quantité algébrique.

Ainsi on peut trouver sur lellipse une infinité d’arcs égaux a un
arc donné, plus ou moins une différence assignable géométrique-
ment, de sorte que I'arc prendra son origine & volonté sur tous les
points de lellipse, et sera dirigé dans le sens qu’on voudra.

VI. Quel que soit I'arc OP et le point M pris sur cet arc, il y rig. o
aura toujours sur le méme arc un autre point D tel que la diffé-
rence des arcs OM, DP sera égale & une quantité algébrique.

Cela suit immédiatement du Coroll. V.

Lorsque les points M et D coincident en un seul pointI, chacun
des arcs OI, IP est mesuré par la moitié de OP, et on a une pre-
miére bisection de cet arc. On pourra de méme en trouver une se=
conde, une troisieme, etc. a linfini.

VIIL. Etant donné l'arc BM dont Porigine est au petit axe, on rig. -
peut trouver un arc BN qui soit égal 4 un multiple quelconque de
Parc BM, plus ou moins une quantité algébrique.

Car en faisant BM =E (¢), BN=EL( ), si on satisfait & I'équa-
tion F ({)=nrF (¢), on aura en méme temps nE(@)—E (J)=4
une quantité algébrique. Dans ce cas, 4 serait ce que nous avons
désigné ci-dessus par @,, et on a vu la manicre de déterminer @,
par le moyen de @.

VIII. Réciproquement, étant donné un arc quelconque BN=E(.] ),
on pourra, par la résolution d'une équalion algébrique, déterminer
Iarc BM =E (¢), qui soit égal 4 un sous-multiple de I'arc BN, plus
une quantité algébrique.

Par exemple, pour la trisection de Parc BN , 1l faudra déterminer
sit @ par 'équation

sin A} = Bsing — 4 (14 ¢*) sin’e L 6c2in%p — cdsinp
! T 1 =— 6c¢min ¢ 4 4¢* (1 - ¢*) sinp — Bctsinp *

équation qui est en général du neuvieme degré, mais qui se réduit
au quatri¢tme lorsque | =3 =.

1X. En général on pourra trouver par la résolution d’une équa-
tion: algébrique , un arc E () qui soit égal & une partie rationnclle
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7% del'arc donné E(+}), plus oumoinsune quantité algebrique. L’équa-

tion sera la méme que celle qui donnerait F (¢) = :"—IF ).

Il en sera de méme si I'arc donné n’est pas terminé au petit
axe. Car si OP est cet arc, on cherchera par le Coroll. III , 'arc
Yig. 9o BM égal 4 OP -~ une quantité algébrique, et il ne s’agira plus que

de trouver un arc BN :—..7—"11 BM == une quantité algébrique. On

pourra ensuite donner & 'arc BM une autre origine & volonté.

X. Deux arcs étant donnés partout ou I'on voudra sur lellipse,
on pourra trouver un arc égal a leur somme ou a leur différence,
plus ou moins une ligne droite assignable géométriquement. C’est
une suite des Coroll. Il et V.

Ainsi toutes les comparaisons qu’on fait ordinairement des arcs
de cercle par voie d’analyse, ont lieu également pour les arcs
d’ellipse , & la différence preés qui affecte tous les résultats , mais
qu’on peut faire disparaitre dans beaucoup de cas, lorsque l'origine
de l'arc cherché est arbitraire. La disparition de cette différence ,
lorsqu’elle peut avoir lieu , ajoute aux problemes un degré d'intérét
de plus ; elle rapproche alors les propriétés des arcs d'ellipse de
celles des fonctions elliptiques de lapremiere espece. C’est pourquoi
nous croyons devoir en apporter ici quelques exemples,

(34). Prosrime 1. Déterminer sur le quart d’ellipse BK.A un arc

MP qui soit précis émentégal a la moitié de Uarc BK A.
Fig. 6. Soit @ lamplitude du point M, + celle du point P, § Pamplitude
du point K, premier point de bisection de I'arc BKA, pour lequel

l—_—:_—b et E(§)=1E'+ 1 (1—b). Supposons qu'on
ait F (9)+F () —F (3)==0, il s'ensuivra E(¢) 4-E (§) —E()
== ¢* sin @ sin ] sin §; donc

EQ)—E(p)=1E+2(1—5)—c*sin@ sin | sin 4,

Donc si on veut qu'on ait MP =}, il faudra faire

onasin®§ =

csin @sin ) sinf=1(1—2),

ce qui donnera sin @ sin < = % sin 6. Mais d’'un autre c6té I'équation
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F(¢)+F(8)—F (4 )==o0donne cos ¢ cos,—+sin @sin JA(f)=cosd,
et puisque A (8) == /b, on aura & la fois sin ¢ sin N =1sinb, et
cos @ cos ~} = i cos 0. De ceséqualions, on lire

cos (J—@)=1(cos 8+ sin ) = cos Zcos (9 —_— ’Zr)
cos (@)= 1 (cos—sin 8 ) = cos 7Z"cos (9 - E)
Ainsi les angles 1 — @ et <L -+ @ seront connus. On pourrait aussi

ge;terminer directement les valeurs de sin @ ¢t sin <} au moyen des
formules

sin =1 /(344 sin §+ 2 sin*f) — 1 /(3 — 4 sin B+ 2 sin*6)
sind =2 /(344 sin 84 2 sin*f) 4 1 /(B—4 sin O 2 sin*f),

et ces sinus seront les abscisses des points cherchés M et P.

(35). Prosuime U. Déterminer sur le quart d'ellipse BMA un arc
NQ qui soit égal au tiers de BMA. Fig. 6

Si I'on suppose F (¢)==3F* et T (9,) = 2F (¢), on aura sin ¢
par la résolution de I'équation
0==1— 25in @ -~ 2¢*sin’p — ¢*sin‘Q,

et @, se déduira de ¢, soit par Iéquation cos @,== 1 —sin @, soit
cos@
A

Cela posé, on aura 3E (@) — E'=c¢*sin ¢ sin@, (1 -}-sin ) , ou
E(@)=3E'+% c¢*sin @ sin@, (1 -sin @),
Supposons de nouveau F (¢) - F () — F (@) = 0, on aura
E (¢) +E(J) —L(»)=csin @ sin+ sin o.

Donc sil'on veut que E (0) —E(4)=3E!, il faudra faire sin~} sin @
= Lsin@, (1-}-sin @ ). Mais d’ailleurs en vertu de la supposition
faite , on a I'équation cos ~} cos @ —-sin+} sin wA (@) = cos@ ; donc
les inconnues -} et w devront étre déterminées par les équations

par I'équation sin @, =

) ) . . cos’e
sin < sin @ =} sin @, (1~ sin @) = 5555

cos«}cosw:écos@(z—sm@) 7
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Elles donneront immédiatement les valeurs de cos (@ — ) el
cos (@~ ), d'ou 'on conclura celles de -} et . Connaissant ces
valeurs , on fera BN =E (1) , BQ = E (), et l'arc NQ sera égal au
tiers du quart d’ellipse E*.

On peut démontrer que le probleme est toujours possible par
cette considération. Soit pris BI =E (¢), on aura BI > 1E. Soit
pris ensuite I'arc AP correspondant & BI, de maniére que la diffé-
rence BI— AP soit égale & une quantité algébrique, c’est-a-dire ,
soit prise I'amplitude ¢ du point P, de maniére qu’on ait b tang @
tang ¢ =1, on aura AP <3 E'. Mais si on imagine que l'arc 3 E*
soit transporté le long du quart d’ellipse, de maniére que son ori-
gine parcoure successivement tout l'intervalle de B en P, cet arc
étant représenté en B par BI>3E', et en P par AP <  [2,il faudra,
en vertu de laloi de continuité , qu’il soit représenté exactement en
un point intermédiaire N par I'arc NQ = ; E.

Pour appliquer la solution générale a un cas particulier , soit
c¢*=1=10%, on a trouvé ci-dessus (art. 24) cos ¢ = ‘4/(2 V3—3)
= ‘A/ (8 cos 30° sin*15° ) ; on aura donc parle calcul trigonométrique,

Lcos@ = g.9166532

Lsing = 9.7517253............ sin @ = 0.5645797
2—sin @ = 1.4354203
Lsin sinw = 9.6716281 sin sinw =  0.4694920
Lcoscosw = ¢.5965110 cosal cosw =  0.3949217
cos (@ - ) = — 0.0745703
cos (w—q )= 0.8644137

w =+

94°16" 35”5 w = 62°1349"5
30.11. 3.1 o= 320 2746”2

I

o —1

Ces valeurs ne sont qu’approchées, mais les formules trouvées

. donnent la solulion rigoureuse qui peut méme étre construite géo-

Fig. ro.

, .
metmquement.

(36). Prosuime 1. Etant donnés les deux ares MN et PQ,
situés comme on voudra sur la circonférence de Uellipse , trouver un

troisieme arc DR égal a leur somme MN -+ PQ.
Soient ¢, &, &, ¢ les amplitudes des points donnés M, N, P, Q,
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ensorte qu'on ait MN =E () —E(z), PQ = E (¢ )—E(J") ; soient
< et w les amplitudes des points cherchés D, R, ensorte qu'on ait
DR =F (») — E ().

Soient encore A et pu deux amplitudes telles qu'on ait F (1) =
F(6)—TF (a), F(»)=F (¢) —F (J') ; on aura en méme temps

E(A)+4E (a) —E (6) = ¢*sin 2 sin € sin A

E(px)=4E (d)— L (6) = c*in I'sin ¢ sin u ;
donc
MN--PQ=E(A) 4 E () — ¢*sin & sin & sin A—c*sin J'sin ¢ sinpy.
Soit enfin @ une nouvelle amplitude telle que F ()=T (A) +TF (u),

on aura

EAN)4+E (gp) —E(p)=c’sin @ sin A sin x«;
donc

MN—-PQ—E(p)=csin@ sin A sinu—c*sina sin € sin A—c*sind sinesinp.
Faisons maintenantF (¢) =F (o) — F (), il en résultera
E(¢) + E{)—E(0)=csin @sinA sin o ;
mais par hypothése, on a E () — E(4) == MN - PQ; donc
sin @sin ~} sinw==sin asin sin A ~~sind' sin e sin w—sinA sin usin @.

Soit pour abréger sina sin € sin A - sin d' sin e sin = M, et
on aura

. . M . .
sin @ §in < = —— — SN A sin w.

sin @

Dailleurs I'équation F (@) =F (@) — F (4), donne cos o cos | 4
sin w sin A (@) = cos @ ; donc on aura pour déterminer | et o,
les deux équations

sinwsinq,:%—sinxsin/b
cos @ C0s -} = cos q)—-?ir%) M - sin A sin uA (9).

Si de plus on ohserve que I'équation F(9) =F (1) -+F (u) donne
€0s @ == C0S A COS 4 — sin A sin wA (@), on déduira des équations
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précédentes ,
M
cos (o )=cos (A—p) — = [1+ 2 (0)]

Me?si
cos (@ —~})=cos(A-u) 1_:_2?:)’

Les données immédiates étant ¢, €, &', ¢, on en déduit A et w par
les équations F(A) =F () —F (o), F (u)=TF (e)—TF (J), qui
donnent
sin € cos aA (&) — sin e cos 6A (€)

1 — ¢*sina Sin*e
sin € cos 8 A(d) — sin & cos gA (e)

1 — ¢%sin & sin’e

sin A =

sin p ==
T.a valeur de M est donc connue, ensuite on déduira sin ¢ et A (@)
de Véquation T () =F (2) 4~ F (©) , qui donne

sin & cos mA () 4 sinpcos ad (A)
1 — c’in-@ sin®A

sin @ =

A () A(A) — c*sin Asin g cos }\cosy
ACQ) 1 = c~sin“i sin“A

Or les valeurs de sin A, cos A, A () sont données en fonctions
de € et « par les formules de Part. 1g9; il en est de méme des
valeurs de sin , cos n , A (u) exprimées en fonctions de ¢ et J
On connaitra donc toutes les quantités qui composent les valeurs
de cos (w —A ) et cos (a4, ).

Ce probleme peut servir a4 en résoudre beaucoup d’autres, et
notamment & trouver un arc qui soit exactement dans un rapport
rationnel avec un arc donné; mais il faut pour cela que dans chaque
application les valeurs trouvées pour cos ( @ -+ ) et cos (w—-]),
soient renfermées chacune entre les limites 4~ 1 el — 1, sans quot
le probleme deviendraitimpossible.

Comparaison des arcs d’]gyperbole.

(37)- Nous avons déja trouvé (art. 13) que Farc AM désigné par T
a pour expression

T = A tang ¢ —E(9) -+ &°F (o).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 53

I.e point M, extrémité de Tarc AM, est censé avoir pour ampli-
tude @. Considérons deux autres points N et O dont les amplitades
soient~} et @, et supposons qu’on aitl'équationF (¢)4F (4 )—F(2)=0;
alors les arcs AM, AN, AO, désignés respectivement par T (),
T (), T (»),auront entre eux cette relation

T(@)+T)—T (0)=A (¢) tang ¢+ A() tang ) — A (@) tang ®
—E@—E{)+E(s),
ou, en metlant la valeur connue de E (¢) 4 E({) — E(w),

T(@)+T()—T(»)=A(¢)tang ¢ + A () tang ] — A () tang

—c*sin @ sin < sin .

C’est I'équation fondamentale d’'apres laquelle on peut faire sur les
arcs d’hyperbole les mémes comparaisons que nous avons faites sur
les arcs d’ellipse , mais en observant que dans hyperbole on ne
peut donner aux amplitudes une valeur plus grande que 5 #, et que
lorsque @ =1« , I'arc AM devient infini.

La quantité A tang @ n’est autre chose que la tangente MZ, termi-
née par la perpendiculaire CZ abaissée du centre sur cette tangente.
Ainsi A tang @ — T (@) est I'excés de la tangente MZ sur l'arc
AZ. Si on appelle G (@) cette fonction, en aura pour chaque
point M,

G (0)=T (p)— 0T (o),
et lorsque les trois points M, N , O, déterminés par les amplitudes
@, , wsont liés entre eux par la relation F (¢)+F () —F (»)=o0,
les fouctions correspondantes G (@), G (4), G (@) relatives a I'hy-

perbole , satisferont & I'équation
G@)+GH)—G (v)=-c'singsin sinw,

€quation entierement semblable & cclle qui a lien dans Dellipse, et
d’ot I'on déduira de semblables corollaires , sauf les restrictions par-
ticulieres a I'hyperbole et dont nous avons déja parlé.

1
14-06
FO)=1F,etE(8)=1L'~ 2(1—b&), on aura donc sembla~
blement pour T'hyperbole,

G (8)=3C+2(1 =—b),

Nous avons trouvé que lorsqu'on fait sin*f =

, on a
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G est la différence entre la branche infinie dhyperbole AMO et son
asymptote CV, qui est censée la rencontrer dans un point infini-
ment €loigné. Cette différence estimée au moyen des fonctions E', F,
a pour valeur G* = E' — 4°F*; mais sans recourir & ces fonctions,
on peut la déduire de I'équation précédente qui donne

Gt =2G (B) — (1—5).

Ainsi la quantité G?, différence de deux infinis, se déterminera par
la quantité G(8), relative au point K dont l'amplitude est §, et
qui a pour coordonnées y = b*ang § =54/ b, x=cy/{1 4 b).
L’amplitude 8 est celle qui donne F (8) =1:F*; si on cherche
successivement par les formules de la bisection les amplitudes §,
6", etc. telles quon ait F(§)=1F (8)=1F', F (0")=1F (§)=1F", etc.,

on aura en méme temps

G (0) = 2G (§) — c*sin*f'sin @
G (8)=2G (§") — c*sin’f’sin &

elc.

D'ou il suit que la quantité G* se déterminera par le dernier terme
de la suite G (8), G(#),G(6"), etc., prolongde aussi loin quon
voudra. Or lorsque ¢ est devenu tres-petit , la quantité G (@) a pour
valeur trées-approchée c¢*sin @; ainsi la bisection répétée de la fonc-
tion G () fournit un moyen de déterminer par approximation, la
valeur de la transcendante G*, et la méme méthode s'applique &
toute fonction G (@) dont on voudrait avoir une valeur approchée.
Mais nous donnerons ci-aprés pour cet objet des méthodes plus
expéditives.

Développement particulier de la formule

. (F4gx*)dx
Z ""‘/}/(acﬂ—i-zccé’x2 cos § - 62x4)’

(38). Cette formule se rencontre assez souvent dans les appli-
cations , et d'ailleurs il est nécessaire d’examiner particuli¢re-
ment le cas des facteurs imaginaires dont nous avons parlé
(art. 7).
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La variable & est susceptible de toutes les valeurs, depuis x =o
]usqua X= 0 ; mais comme en falsant X==x, 0na V4 __f&' dx

pour nous débarrasser du terme qui peut devenir infini, nous con-
sidérerons simplement la formule

== (f+gx*)de g
X '_'f (\/(42+2u€xﬂcose+ch‘) -3 dx) s

qui par ce moyen aura toujours une valeur finie.

Il s’agit maintenant de transformer cette expression de maniere
que les facteurs binomes de la quantité sous le radical deviennent
réels. Pour cela on peut faire indifféremment 'une des quatre suppo-
sitions suivantes :

v/ (a*4- 2262 cos 4 E*xt) = 2xyy/af,
a - Cx*= 2xy y/ab,
€x* - a cos O 4 /(a4 2a6x* cos 9—[— Crxt) = 2ay*,
— 1=y

1ty

et la transformée en y aura les conditions requises. Bornons-nous
a présenter le résultat de la troisicme supposition : elle donne

(y — cos §— 52 29), et

_ j vVl (f —&eo gzzi;:B>

VI —cos“‘ 8) (y*+sin*i6)] ’

ou l'on voit qu’en effet les deux facteurs de la quantité sous le ra-

dical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y étant
cosi b

10, on peut faire y == ""2" ce qui donnera la transformée

cos @
suivante , ou I'on a fait ¢ =sin 2 §,
X — € —ga - agactsin’p do
Cy/at " y(1—c%ing)’

et il faut remarquer que dans cette formule nous supposons /a6
réel ; car si le terme 2a6x*cos 8 était négatif, on ferait tomber le
signe — sur cos 0.
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Cela posé , on aura, suivant les expressions accoutumées ;

fC + o= aga
X="%y ¥ — ey s
c’est I'intégrale demandée prise depuis x==0, car on a

—Gx*—az cos §4-1/( a2+ salx*cos § 4 6’14)

COS* P ==
0s ¢ 2¢ sin?

sin @
cos @
faisant x == 0, on a ¢ == 0, el qu’en faisant x__oo ona Q=73

etréciproquement x\/c v/ (1— c*sin’p) ; d’oul'on voit qu’en

La valeur totale de UYintégrale, prise depuis x==o0 jusqu'a
x = o , sera donc iy
C4get o, 2ge 1,
Xi= €yt Fr— Cyab L.

Voici quelques applications de ces formules qui conduiront a dcs
résultats assez remarquables,

ExegEmMmprpLeE I

(39). Soit proposé d’évaluer les deux intégrales

z.-%dz. z.3dz
M= [T N=[vics

entre les limites z == 0, z= 1. On sait d’ailleurs que le produit de
ces intégrales = £ w ( Calc. intég. d’ Euler, tom. 1, pag. 244 ).

3 ,
Si on fait dans la premiére 2= (1—a*)” *, on aura la transformée
Sd.ﬂ . 3 . ’ 4 . 2
M= f Vo Ty T il faudra intégrer depuis x == o jusqua
x=oo. Cette formule étant comparée avec la formule X, on aura
f=3,g=0, a=y3, =1, cosb=1y3, c=sin} =

1 y/(2—y/3) =sin15°. Ainsi l'intégrale indéfinie est M=75—F

V3 ?

et Vintégrale complete, en faisant xr==ocoou 0 =3 =, est

M= - FY,
V3
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Si dans laseconde formule on faitz = (x—x‘)%, latransformée sera
N — [3dr (=)
- v(B=3r+x)?
jusqua x=1. Comparant cette formule & la formule X, on aura
f=3,8=—3,a=y3,6=1,cos0=—13, ¢ =cos 15
=1Vv(243); ce module étant différent de cclui de l'autre
formule , je le distingue par un accent ; j'ai donc par la substitution

YRR (¢, 0) + TR (¢ 9).
VS V3

Or la relation entre @ et a étant

et l'intégrale devra étre prise depuis x=o

N = — 3 -}

:5+_;2;‘/§ Co8*Q = 3 — x* - /(3 —3x*-at),

si on fait x==1, onaura cos’¢==24/3—3, ou bien tang ¢= V(%)
Mais nous avons déja vu (art 24) que dansle cas de c=1/(2+/3)
et tang ¢ = \/"—%, on a exactement F (@) == 3 F*; il s’ensuit par les
1
2\4/5.

Donclintégrale N prise depuis x==o0jusqu’ax =1, aura cette valeur

formules de l'art. 32, qu'on a en méme temps E (¢) =3 E'-4-

Ne= 1S V2 () AT (@),
V3 V3

Puis donc qu'on a déja trouvé M:* =—7:5—F‘ (¢), et que le prodait
V3

M'N'=3$ =, on aura entre les trois fonctions ¥ (c) , F*(¢"), E'(¢') ,

cette relation fort remarquable :

pr=T(0). [ F (¢) + 2E (<) |,

d’ou il suit que dans ce cas particulier I'arc d’ellipse E'(¢) qui
est une fonction de la seconde espeéce , peut s’exprimer par les deux
fonctions de la premiere espece F'(c), F'(¢'). Dailleurs on peut
observer que ¢ = /(1 —¢*) = b, c’est-a-dire que les modules ¢
£t ¢’ sont complémens 'un de Jautre.
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EXEMPLE ITI.

(40). On propose d’évaluer par les fonctions elliptiques, les deux

z 3dz z.3dz

va—s’ Q=) ya—m> depuis 2= o0 jusqua
z == 1 : on sait d'ailleurs que leur produit =2 =.

intégrales P =

3
Si on fait dans la premiere, z = (1 —x*)*, on aura la transfor-
’ . de 3 g . L. . — . "
mée P —= fm, quil faut intégrer depuis x==o0 jusqu’a
x = 1. Celle-ci étant traitée comme l'intégrale N de l'exemple
précédent, on aura pour résultat

P' = T ().
V3

Venons 4 la formule Q, et faisons d’abord z*= y—*, nous aurons.

Ia transformée Q = zf V()’ —5 qo il faudra intégrer depuis y=1
jusqu’a y == 0. On a d’abord , cn intégrant par partie,

Q_"O' VvV (y’—1) 3 ycly

Y 4J V(y’—1)

. . d 2(14x)de -
Soit ensuite y =1 ~}- x*, et on aura V~(y3,3'—__—l)= W?E%%-Hﬁ_)
Cela posé , la valeur de Q pourra se mettre sous la forme

3 zy/(3+3x*4-x) 3 (42 dx
Q=i 13z —3%t; f [dx— Vot
Cette intégrale doit étre puse depuis x=o0 jusqua x =00, et
comme la partie hors du sxgne s’évanouit dans ces deux hmltes >

on aura 51mplement
_(4-=2)dx
=1 [l -y

Comparant avec la formule X, on aura f=—32, g=—32%,

a=1y3,6= 1,cos9=§\/5 c=1y(2— V5) ; donc T'in-
tégrale cherchée est

Q=— (5“‘/3) F (o) + 22 E (o).
ay3 . V

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 59
Maintenant puisqu'on a P'Q'=2 «, on aura une relation entre
trois fonctions elliptiques, qui, avec celle qu'on a trouvée , offre
ces deux résultats:

= F'(8):[E (o) — (‘jv‘gf‘” F' (0]
=F @[ ) — (5P O

d’our I'on voit que les fonctions de seconde espece E!(c), E'(3)
peuvent, dans ce cas particulier , s’exprimer par les deux fonctions
de premieére espece F* (8),F*(c). A ces deux relations qui sont déja
fort remarquables , il faut en joindre une troisieme F'(6)=y/3F*(¢),
qui sera démontrée dans I'exemple suivant."

BN B N

EXEMPLE III.

(41). Soit proposé d’évaluer Vintégrale R = fdz (x—-z’)-%, prise

depuis 5= o0 jusqu'a z =1.
On fera dabord 1 —z° —( ) , Ce qul donnera la transformee

2 intégrer depuis y ==o jusqua y ==co. Soit

f V(4y3+ 1)
ensuite m = \/ 4 et my == x*~—1, on aura la nouvelle transformée

R __,7_n V(T:%LT-F_?))’ quil faut intégrer depuis x==1 jusqu’a

x=0oo. Cette intégrale est, au coeflicient pres, la méme que
I'intégrale P de l’exemple précédent ; ainsi ayant égard aux limites

de R, et faisant ‘; 3 == n, on aura la valeur cherchée
1 4 1
R'=z"F" (§);

mais il y a une autre maniere de trouver la valeur de R.

3
Soit 1 — z'= (x -—;) , on trouvera d'abord la transformee
_.[V(ClZ_yV5 , qu’il faut intégrer depuis y = 1 jusqu’a y = .

2
Soit ensuite my = 1-a*, ou aura R = nou-

V'3 x
v [vereTs

velle formule qu'il faut intégrer depuis x == y/(m—1) jusqu’a
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a == o. Or cette intégrale est semblable i la formule M deexemplel,
et on obtiendra de méme R = %—{n—s F (¢, @) - const., en obser-

vant que cette intégrale doit étre prise depuis la valeur de @ qui
donne &= y/(m—1) jusqu’a la valeur de ¢ qui donne x = ;
celle-ci est ¢ = > &, l'autre étant nommée 6 , on aura R'=

gl_n‘%s [F'(¢)—TF (¢, 8)]. Mais en général ,

_— 2 — '3 2
cos*Q = +2:/‘(/x31+ Bt 4-3),

donc en faisant x*=m— 1, il viendra

g —m—it Y (mim 1) _ (m— 1)
cosd = ac*y/3 T ay3—3

Or,d ap1 es larticle 24, eette valeur de 8 est celle qui pour le module
¢c=1%y(2—y'3), donne F (8) == —F‘ ; donc

3
R = g‘/ Fi (c).

Comparant cette valeur 4 celle qu’on a trouvée par I'autre méthode,
il en résulte cette nouvelle relation

F* (8) = v/3.F' (c),

laquelle étant jointe aux deux déja trouvées, faif voir qu'une seule
des quatre transcendantes F*(c), F'(4), E'(¢), E* () suffit pour
déterminer les trois autres. On a, par exemple, les équations

Z=F () [E ()= P ]
Ve (b) [E B — (AP O],

qui servent a déterminer la fonction E* (¢) par le moyen de F!(c),
et la fonction E*(8) par le moyen de F* ().
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T'héoréme surles fonctions de premigre et de seconde esyéce,
dont les modules sont complémens U'un de Uautre.

(42). Dans les comparaisons qu'on vient d’établir entre les fonc-
tions F'(c), E*(c), qui se rapportent au module ¢ =1 y/(2—V'3)
=sin 15°, et les fonctions F(b),E (b), quise rapportent au mo-
dule complementane b=1 y/(2-+V/3) = cos 15°, les trois équations
trouvées conduisent a ce resultat remarquable

T=F'()E'(})+F () E' ()—F () F* (¢).....(d)

ou P'on voit que les deux quantités &, ¢ peuvent étre échangdes
entre elles, et qu'ainsi cette équation est vérifiée dans deux cas ,
celui de ¢ = sin 15°, et celul de ¢=sin 75°. 1l serait facile de dé-
montrer directement qu’elle est encore vraie dans deux autres cas,
lorsque ¢ est infiniment petit, et lorsque ¢ = /3 = 4; mais nous
allons prouver généralement qu’elle a lieu quel que soit c.

Pour abréger la notation, désignons simplement par F, E, les
quantités F*(c), E*(c), et par F’, E’ les quantités F* (5), E* (b), et

SUPPOSOHS
P —=FE'-+ FE—FF,

P étant une fonction de ¢ encore inconnue-
Je différentie les deux membres par rapport a ¢ qui est la seule

variable qu’ils contiennent. Or ayant E (¢) = fAdD, T (9) = de

=’
A*z==1—c*sin’*p, la différentiation donne
dE __ cdg sin (p
Eo— e )
ar cdqo sin q; do 1 rdo
== 5

Mais par les formules de I'art. g, on a f %:Z% JAdp —

¢sin g cos @

ba "’
et dans le cas de =1 = dont il s'agit, le second terme s'évanouit :
alnsi on aura

R.]&.
=

= p- (E—&F).
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’ ’ dF’ — 1 g Y ni4
On aura semblablement 2% d (E —F), o = o (F'=cl"),
et parce que bdb - cdc== o0, on en déduira
dE’ c p )
dF’

1 ’ 2T
'EE-:—"-—-Z)—ZE(E——CF ).

Substituant ces valeurs dans celle de dP, on aura dP =o; donc
P = const. Mais on a trouvé dans un cas particulier P = 3 #; donc
I'équation (d') a lieu généralement , quel que soit c.

Lorsque ¢ =14/; =6, I'équation () donne

T =F (aE—T").

Ainsi dans ce cas particulier, E* se détermine encore par F.

11 peut y avoir quelques autres cas particuliers ou la fonction de
seconde espece It (¢) s’exprime par la fonction de seconde espece
¥ (c); nous ferons voir en effet que chaque cas particulier connu
en fait connaitre une infinité d’autres ; mais la détermination géné-
rale parait impossible d’aprés les recherches suivantes.

Lquations différentielles qui expriment la liawson mutuelle
des_fonctions F et F.

(43). Silon différentie par rapport a ¢ les deux formules E=/Adp,

d . )
= f _A<_p , on Rura comme ci-dessus,

dE __ (— cdpsin’p ___

== (E F)

dF c sin @ coso

== (E — *F )—— R
1l en résulte les deux formules

F=FE—c¢ %

(o) gz,

qui conliennent les relations mutuelles des fonctions E et F.
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. . , . . M
On peut simplifier encore ces équations en faisant F=—ct

E = N¢, ce qui donne
dN
—_—— 3 &N
M= ¢ ac
__ b dM ¢ sin @ cos @
N=2Z.-m+—%—

Mais quelque simples que soient celles-ci, on ne saurait les intégrer
par les moyens ordinaires, méme quand on supposerait ¢ = % =,
ce qui changerait les fonctions F et E en T et E'. Ainsiil n’y a
gueére d’espérance de déterminer généralement E* par F*, et encore
moins la fonction indéfinie E par la fonction I'; ce qui maintient
et justifie ]a distinction que nous avons faite entre les fonctions
elliptiques de la premiére et de la seconde espece.

Il se présente i ce sujet une observation asséz importante. On
verra par les méthodes qui seront ci-apres exposées, que la fonction
T peut étre exprimée en termes finis par la fonction E et une autre
fonction de méme espece, dont le module et Vamplitude se dé-
duisent suivant une loi connue du module et de 'amplitude qui con-
viennent a la fonction E. Cette expression de F par deux fonctions de
Iespéce de E, est une véritable intégrale qui doit satisfaire aux équa-~
tions (¢'), et qui ne rentre pas dans les procédés ordinaires de l'in-
tégration. Le succés quon obtient dans ce cas particulier, peut
donc devenir un exemple utile dans d’autres recherches.

(44). Revenons aux équations (¢), et voyons quel pourrait ¢ire
leur usage.

Si on avait une table d’arcs d'ellipse dressée pour toutes les
valeurs de ¢ et @, & des intervalles égaux et suffisamment rappro-
chés , celte méme table pourrait offrir pour chaque arc E , le coefli-

. s . ;1 dE . . <opr
cient d1fferent1e12?, puisque si 2 est la différence entre deux

valeurs de ¢ consécutives, le coeflicient différentiel se déduit des
différences finies par la formule

a%?:AE——;—A’E—{-gA’E—etc.,

AE , A’E, etc. €tant les différences premiéres , secondes , etc. re-
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latives & ¢, données immédiatement par les nombres de la Table.
Une Table ainsi disposée, ferait connaitre la fonction F pour toute

dE .,
I C’est le moyen que nous

avions proposé dans les Mémoires cités de 1786 , pour éviter 'em=
ploi des arcs d’hyperbole, ou celui des fonctions F.
Une Table des valeurs de la fonction F , dressée de la méme ma-~

valeur de ¢ et ¢ , puisqu’on a F=E—¢

. . cpps .y dF
niére avec le coeflicient différentiel o correspondant & chaque terme,
C

serait propre également & remplacer les arcs J'ellipse, puisque la
seconde des équations (¢’) denne

E= it (F o o G0 ) - SHnocose,

Le travail pour former une Table un peu étendue , telle que nous
venons de la proposer, est trop considérable pour croire qu’il soit
jamais entrepris ; si cependant les intervalles par lesquels on fait
croitre ¢ et @ n’étaient pas trop rapprochés, la Table pourrait encore
étre fort utile, sans que le travail de sa construction excédat la
patience d’un calculateur zé€lé.

Je proposerais donc comme chose fort praticable , que I'on cons«
truisit une Table d’arts d’ellipse ou de fonctions E(¢, @) pour
toutes les valeurs de ¢, de degrés en degrés, et pour toutes les
valeurs du module ¢ mis sous la forme sin 8, aussi de degrés en
degrés. Cette Table ne contiendrait que 8100 nombres, calculés
avec sept chiffres significatifs ; et en y joignant les différences pre-
mieéres et secondes, on pourrait €tendre son usage a toutes les valeurs
de c et ¢. Il serait facile dans chaque cas particulier, de tirer de

. dE .
cette Table la valeur du coefficient =, au moins pour les valeurs

de ¢ et de @ comprises dans la Table. Enfin on pourrait a la rigueur

. .o . . dE
éviter entierement la formation des coefliciens ——, ou celle d’'une

Table particuliere pour les fonctions F, puisqu’il sera démontré

~

. . . . dE , .
ci-apres que toute fonction F ou tout coefficient 7o » beut s'exprimer

par deux arcs d’ellipse,

Developpement
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Dépeloppement des fonctions F* et E' en sérizs.

(45). On peut déduire des équations (¢’) deux €équations diffé<
rentielles du second ordre propres a déterminer séparément les
fonctions F et E ; ces équations sont

.\ ddF 1—3c? sin coc
(I-—'C)'EF-,——C——'—-——F"I— ¢ ¢=0
ddE l—c sinpcoso__
( c) a’c“ ¢ dc+E A =0;

et lorsqu'on considére les fonctions completes , ces équations de-

viennent
ddF 1—3c* dF?
(I-—c)dc —I.-..__—,.Zc__ 1=—0

c

ddE? —_c* dE!
(1 — c)dcq—{--l——c—c — -+ E'=o.

Celles-ci se simplifieront encore en faisant ¢ =sin 8 , ce qui
donnerait

dF!
dd

ddF!
dy?
ddE? 1 dE!
dy? -+ sinob ~ di

—F'=o0

-}~ cot 20.
-+ E' = o.

On peut enfin regarder F* et E' comme des fonctions du module
complémentaire b, ce qui donnera les équations différentielles

oy ddF | 1 —3b dF!
(1—b) S L —Fr=0

—b*\ dE!
(,_52)_%7__ ‘__b_) - E=o;

d’ou l'on voit que I'équation en F* est de la méme forme, soit que
l'on considere ' comme fonction de 4 ou comme fonction de c.

Ces équations sont utiles pour faire connaitre la loi du dévelop-
pement des fonctions F*, Et en séries. Il n’y a aucune difficulté a
développer ces fonctions suivant les puissances de c; car les expres-

-1 ) 1, .,
sions F = fdp (1 —c*sin* @) *, E = fdp (1 — c* sin* ¢ )* étant Inté-
9
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grées depuis g==o0 jusqu’a @ = 2, on en tire immédiatement

. P 12 a 12.32 12, 32.52
F =E (I.——';—EC +m.c4+m c® +etC.)

T 1, 1? . 12,32 6
= (1= 0 Bt~ 58  elc.
E 2 (I o2 2%.4” 3¢ C 2% 4% 6% 5e et
Mais ces séries ne sont plus suffisamment convergentes, lorsque ¢
est fort pres de l'unité , et alors il convient de les ordonner suivant
les puissances de b, en considérant & comme tres-petit.
. dF! d (cF)
‘apres I'é (W= 57 (B —— )= b*. on peut
Or d’aprés I'équation E b (I‘ -+ ) =, onp
pour premiere approximation, faire E*==1, ce qui donnera

d d , ' .
d (cI) =F‘E = —_—_C?, et par conséquent cF* =1 log (%f) ; mais-

1
- o ).
dans le méme cas, on a ¢ =1 — %%, donc la premiere valeur ap-

prochée de F* est ' =log (%)
SoitmaintenantF‘:Plog(%)—}—Q , P et Q étant des suites or=

données suivant les puissances de &; si on substitue celte valeur
dans I'équation différentielle
wddF | 1—3b ae -
=g+ =0,

on trouvera que I'équation pour déterminer P est absolument sem-
blable a celle qui détermine F*; celle-ci est de la méme forme,
soit que F soit considéré comme fonction de ¢ ou comme fonction
de b ; ainsi on aura d’abord

12,32, be

12 32 .
—_— b4+ m66+etc.

2% 4*

Désignonsles coefliciens successifs par 1, m', m", etc., ensorte qu'on ait

P= 1+;—:b’+

P == 1 -} m'b* 4 m'b* 4 m"b }-etc. ;
nous supposerons ensuite

F'e= (1 4 m'b b4 n"b4- ete.) log &
e ! A" B e 1 ADH — 1" A"BF — etc,

Substituant cette valeur dans I'équation différentielle ci-dessus, on
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aura pour déterminer les nouveaux coefficiens A’, A”, etc., I'équa-
tion suivante , dont les termes suivent une loi tres-simple :

o= 2 - 6m'b* = 10mb* -14m"b® - 18m'bE —-etc.
4’ — 6m"b* — 12n"b¢ —16mES  — 20m’b® —etc.
—2*m A'— 42 A’ b —6m" A b —8*m* Y A Vb1 0*m" AV bB—etcC.
~32m Al b*4-52m" A" bt—-72m” A"b% 4-g*m¥ AV bi-etc.
Observant ensuite qu'on a 227 =1, 4*m" = 3w, 6*m" = 5*m’", etc.,
on trouve successivement

Al =1
A”:I-—}-%
A =145+
o 2 2 2
A 1+§—4+5——+;7~—~
ete.

’ I 2 2
de sorte qu'on a en général A® = A=~ T D’apres cette

loi, il est facile de voir ce que devient A®™ lorsque 7 est trés-
grand ; considérons pour cet effet la suite

ox* | oxt | ax® | ox® )
Y=o tsr s +ogtete.;
lIaquelle peut étre mise sous cette forme
x8 5 x7
y = 2x (x—i—-?-—}—?—}-?—{—etc.)
. &t x5 a8
— (-7(-‘ +?+ —5—+2-+etc.).

. 1 -2
on aura en sommant ces suites, y=ux log <Tj'—}>—|—log (1 —2%) =

(1-x)log (142 )+ (1—x)log (x—x). Soit x =1, on aura
F=2log2; donc la limite des quantités A’, A", A", etc. est
2 log 2 ou 1,586, etc. Cela posé, la valeur compléte de F se
développe ainsi :
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F'-logb-]— b’(log——-x)
+ 249.b (10g-——l'—i

3%

12 32,52 s 9 2
+242626 (10g3-1~3—_.2_m)

1252 527 4 9 Q P
+2 42 628&bs(logb—l'—‘7)_—4—_5-:_6--—“7_‘_8)
-} etc.

Connaissant F', on aura immédiatement Er daprés I'équation
= o'+ be— = bF'—b (1—b ) db et 1l en résulte

= 1+~1-Z)’(1og—45—-—1—>
+ L. —b4<logz-—A’ —

y
+ z 5 s (10 ~3%)
BEEE DA
~} etc.,

expression dont la loi est manifeste et qui s’'accorde avec celle

que nous avons donnée sous une autre forme ( Mém. de I'/Acad. R
1786, pag. 630 ).

Des changemens qu'on peut faive subir aw paramétre
dans les fonctions elliptiques de la troisiéme espéce.

6). Soit p==12"8® ot soit @ une constante indéterminde, on
P A2 ’

trouve par la différentiation,

_dp do 1—c?sin? @
1+ap =2 * (1 —¢* sin® @) cos® =+ sin® @

Supposons que le dénominateur (1—c*sin*@) cos*@ -« sin* soit

€gal au produit des deux facteurs (1 -7 sin*¢) (1 —]-f’; sin’_cp) , la
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valeur de & devra étre _
a= (1 n) (x -+-§-:—)
et alors 'équation différentielle se décomposant ainsi ;
dp

de 1 1
1—|—ocp“_Z[1+nsin“¢+ 1+C-:sin’¢ ——I]'
n

son intégrale est

0 () 11 = F o ave tang V2R (1),

formule trés-remarquable au moyen de laquelle toute fonction IT
dont le parametre est plus grand que le module ¢, peut toujours
étre transformée en une autre dont le parametre sera plus petit

2 c* - y .
que c; car des deux parametres 2 et —, il est évident que I'un est

toujours plas grand que ¢ et Vautre plus petit. Les fonctions IT qui
se transforment ainsi l'une dans lautre, ont d’ailleurs le méme
module ¢ et la méme amplitude ¢; c’est pourquoi, au lieu de les

désigner par I (n, ¢, @), I (%, c, <p> , nous les désignons sim-
plement par IT () , I1 (—;), en ne signalant quel'élément par lequei
les deux fonctions difféerent I'une de l'autre.

La formule générale (f') appliquée aux cas de n==c et de
n==—c, fournit ces deux corollaires ,

L
2

H(c):%F—}—l_}_c

(—c)=1F + : arc tang a—c)tange

1= A

arc tang (l_-*-cZLm

Ainsi dans ces deux cas, la fonction de troisitme espeéce se réduit
immédiatement 4 une fonction de premiére espece.

(47)- W'y a trois cas & considérer dans la formule (), selon que «
est positif, zéro ou négatif.

Le coeflicient « sera positif toutes les fois que le parametre 7 sera
positif, ou toutes les fois que » €étant négatif , il sera compris entre
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— 1 et — ¢*; en d’autres termes o sera positif si le paramétre
est de l'une des deux formes n=cot*8, n=—1 -~ b*sin* 0. Alors
Iéquation ( f’) contiendra un arc de cercle réel, et par cette
équation on raménera l'une & lautre les deux fonctions I1(2),

02
n(%).
n
Dans ce premier cas, si 'on fait ¢ = 2 @, on aura entre les fonc-
tions compleétes cette relation

H‘(n)—{-ﬂ‘(—) =" 2‘/“
(48). Si I'on fait ¢« =0, on aura n=-—1 Ou n.=—c’, alors
Pintégeale [’ ﬁ_"i}— se réduisant b p, Péquation ( f') devient
I (1) 1T (— ") = F - 2282,

Ce résultat est facile & vérifier ; on a en effet par les réductions déja
connues,

— (e __ L
H(—'I).—- m F_ ]:—-{—bAAtan (7
1 c*sinpcos@
1 (=)= =g B — =,

t
et la somme de ces deux quantités se réduit 3 T 4 —>— an“p

La fonction IT (— 1) qui se raméne immédiatement aux fonctions
de la premiere et de la seconde espece, est celle qui donne la
rectification de I'hyperbole (art. 13). Elle a une valeur infinie lors-
que ¢ = + =, parce qualors elle représente la longueur totale de
la courbe jusqu’a son extrémité infinie ; et c’est aussi ce que donne
la formule précédente; mais cette formule serait en défaut si on
voulait faire ¢ > 27 ; elle semblerait donner une valeur finie pour
I1(—1), tandis que cette valeur , composée de la partie ou p=3 =
et d'une autre partie, est nécessairement infinie. C’est du moins
ce qui parait résulter de la formule intégrale IT (— 1) considérée
en elle-méme, et sans rapport a aucune courbe; car nous suppo-
sons toujours A positif.

(49). H reste a examiner le cas ol a est négalif; ce cas aura lieu
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toutes les fois que le paramctre sera négatif , mais non compris
enire — 1 et — ¢*; de sorte que n devra étre représenté par I'une
1

ou l'autre des formules n — — —
sin* §

, n=— c*sin*f.
Soit donc n==—c*sin?f, et a==—=~E,0n auraC.__ : *sin’f),

dp__. ! +p\/
etlmtegralef T dev1entf i ou 2\/5 log ( ) donc
alors I'équation ( f” ) devra étre remplacee par la sulvante :

N\ 1 A4 1/€tang ¢

Mettant dans cette équation les valeurs de n et de &, et observant
que /(1 —c*sin*0) peut étre désigné par A(8), tandis que
v/ (1—c*sin*@ ) lest par A (@), on aura cette formule générale pour
le cas de « négatif :

tang 9 A(@)tang 8 4~ A (B) tang ¢
) F+9A (9) (A (¢) tang § — A (B) tang ¢

IT(—c*sinf) 11 (

sin%§

Il est a remarquer que le second membre de cette équation devient
infini lorsque ¢ = 0 : en effet, comme on a

T st B) f sin® qo
( sin? U

on voit que le dénominateur de la différentielle est zéro lorsque
9 =0, ce quirend, pour ce cas, l'intégrale infinie.

Lorsqu’ensuite on suppose ® > 8 , le dénominateur devient né-

gatif et la valeur de I <..._ cirlﬁ 6> redevient finie par la destruction

mutuelle des parties infinies et de signes contraires. Mais alors la
formule a besoin d'¢tre rectifiée pour ne pas offrir le logarithme
d’une quantité négative, et il faudra 'écrire ainsi :

- . _ tang # A ("Ytange + A(¢) tano §
H( c*sin 9)+H< sin? 6) F +2A (9) SA (8) tangp-— A (@) tan, 9

elle aura lieu depuis @ =10 jusqu’a @ = 1 =.
Lorsque @ = ; &, cette formule doune entre les fonctions com=
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pletes la relation
' (—c*sin*8) 41T (—- s—ﬂ—i—;) = F,

ol l'on voit que les logarithmes ont entierement disparu.

J'observe sur cette derniere équation quela fonction I1(—c* sin*8),
de

— c*sin®f

quireprésente l'intégrale _[(1

grande que f ‘-lA‘—P ou F, et quiainsi IT' (—c*sin® §) est plus grande

T’ est nécessairement plus

que F'; I'équation précédente ne peut donc subsister a2 moins que

I (— .sm_l“é) ne soit négatif. Or, ce résultat s’explique facilement par
. I . .. . N
Ya nature de la fonctionIT (—- m) qui est positive depuisp=o,

jusqu’a @==9, et négative depuis ¢=0 jusqu’a ¢ =1 =;il faut par con«
séquent que la partie négative soit plus grande que la partie positive.

(50). Au reste pour éviter toute anomalie étrangére a lobjet dont
nous nous occupons , et pour ne considérer des fonctions Il que celles
qui sont positives et finies , nous ferons abstraction , dans tout ce
qui suit , du cas ol le paraméire n est a la fois négatif et plus grand
que lunité,

Si ce cas se rencontrait, on pourrait, au moyen de la formule de
Tart. 49, réduire la fonction proposée II (—- ﬁ) a la fonction

IT (—c* sin*f ) qui n’est sujette 4 aucune difficulté ; anomalie tom-
berait alors sur le terme logarithmique joint & cette fonction.

Cela posé , les fonctions IT, eu égard aux diverses valeurs du pa-
rametre , se rapportent a trois cas principaux qui exigent des déve-
loppemens particuliers.

Premier cas. Si le parametre n est positif , on pourra toujours lui
V/(1—b*sin*6)

donner la forme n= cot*8, et on aura alors y/a = Y=
sin § cos §

A0, 8)
" sinfcos 8

Second cas. Si le parametre n est négatif , mais qu'il soit com-
pris entre — 1 et — ¢*, on pourra le désigner par la formule
b sin 6§ cos 8

y( 1 e— b2 S‘LI"I.2 6()

n=—1-4 b*sin’8, et alors on aura ya=
b2 sin 8 cos

e
NODE
(6,9, Troisiéme
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Troisiéme cas. Si le paramétre n est négatif et plus petit que ¢*, on

pourra faire n==-— ¢*sin*f, et on aura /(a) = sci(:,sj A(D). y/—r1.

On verra ci-apres que les deux premiers cas pourraient étre
censés n’en faire qu'un, atlendu qu'une fonction qui appartient a
P'un de ces cas, peut éire transformée en une fonction qui appar-
tienne & Pautre cas. Il n’en est pas de méme du troisieme cas qui
differe essentiellement des deux autres; car les fonctions qui se
rapportent aux deux premiers cas, entrainent toujours dans leur
comparaison des arcs de cercle; tandis que les fonctions qui se rap-
- portent au troisitme , n’admettent dans leur comparaison que des
logarithmes.

Il semblerait naturel d’ajouter i ces trois cas celui ou I'on sup-
poserait le parametre # imaginaire ; mais nous prouverons ci-apres
que ce quatrieme cas est inutile 4 considérer, et quon peut tou-
jours y suppléer par des transformations convenables.

sin ¢ cos@
A
miné, on aura par la différentiation ,

(51). Soit maintenant p = , et & un coefficient indéter~

dp 1 — 2 sin® ¢ 4-c*sinf o do .
14+ kp*~ 14(k—c*)sing —ksintp " A"

si on fait ensuite le dénominateur
14 (k—c*) sin*p — k sin@ = (1 ~-nsin*p ) (1—msin'® ) ,

il en résultera k=mn, (1 4 n) (1 —m) = b*, et I'équation diffé-
rentielle prendra la forme

dp __g[l-l—n 1 1—m 1 c?
14+-kp* T A n mn

"Ifasatg | m  1—msin’p  mn_]?
d’olt I'on tire en intégrant ,

14-n 1—m _c 1 {/mnsin gcose y
TH(”)—(T>H(—’")_7EF+%TLMC tang ~—————...(8"),
Par cette formule les deux fonctions I1(r), IT1(—m), peuventétre
réduites I'une a l'autre , pourvu qu’entre les paramctres » et —m,
on ait la relation
(14n) (1—m)=10"

10

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



74 PREMIERE PARTIE.

Cette relation est telle, que si lon fait n==—cot?§, on aura
— m=—1 - b*sin*0 ; d'ol 'on voit que les deux premiers cas
du n° 50, n’en font 4 proprement parler qu'un seul, puisque la
réduction d’une fonction a lautre peut se faire immédiatement au
moyen de la formule

M (cotrf) = ZIEo b oy pesine §)

1— b*sin® f
c®sin*f sinf cos 8 sin ¢ cos@A (b, 8)
+ 1—b2sin? 8 + a(h, 8) arc tang tang 6A(c,@) *

(52). Si dansla formule (g’), on fait m = ¢* sin* §, I'équation de
condition (1-n)(1—m)=>05*, donnera r (cos*d-b*sin*0)=— c*cos*9,
d’ouil suit que z pourra aussi étre représenté par lavaleur n—=—c*sin?2,
et alors on aura entre § et A la relation sin®A (cos® §-4-5*sin®6)==cos4,
d’ou résulte

1="tangftang A;

c’est la méme relation qui donne F(6)-F(A)=TF".
On aura done dans ce cas la formule générale

1—c”sin%f 1—c?sinA

~— g H(—c"sin® 0) 4+ — = 0 (—ec*sin2)

F A - c*sin 8 sin A sin @ cos@
S iviena zsnbena OB\ A—cisnbsinAsn @ cos ¢

au moyen de laquelle on pourra réduire I'une i l'autre les fonctions
I (—c*sin®6), IT(—c* sin®A ) , pourvu qu’entre les parametres on
ait la relation 1 = & tang 0 tang A.

Ainsi, non seulement les fonctions IT dont le parameétre est néga-
tif et plus grand que l'unité, peuvent se réduire aux fonctions dont
le paramétre est plus petit que ¢* (art. 49 ), mais celles-cr peuvent
encore étre réduites au cas ou le parameétre, toujours de forme
— ¢*sin® §, n’excéde pas 1—¥5; car dans le cas ou l'on aurait §=2,

I'équation 1 ==& tang 8 tang A donne sin* § = ——'—b , et par consé-

1
quent ¢ sin* = 1—4; dans tout autre cas, I'un des paramétres
— ¢*sin*f, — ¢*sin® A, abstmcllon faite de son signe , sera neces-
sairement plus petit que 1—b.

Le cas de § = A mérite d’¢tre remarqué; alors la formule géné-
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~2
(%) 4

rale donne

145 1 A-(1 —B)sin o cos g
H(—I+b)— F_Elog (A—(l—b)sin¢cos¢>'

Ainsi la fonction de troisiéeme espece IT(— 1--4) se réduit indé-
finiment a ]a premiere espece , et on a en particulier pour I'expres-
sion de la fonction compléte,

I (— 1 4 8) =22 Fe,

On pourrait , en choisissant d’autres valeurs de p ou d’autres diffé-
. d Y y ’ .
rentielles que ;;;_P—’ > parvenir i d’autres formules de réduction pour

les fonctions IT; mais la plupart de ces formules rentreraient dans
les deux que nous avons trouvécs, ou ne seraient qu'une combi-
naison de ces deux formules et de celles que nous exposerons dans
le chapitre suivant; ¢’est pourquoi nous ne nous y arréterons pas
davantage.

Comparaison des fonctions elliptiques de la troisiéme espéce.

(53). Considérons les deux fonctions semblables

— do _ dJ
I (¢)= (1-+nsing) Ap) ° () —ﬂl +nsin®l)Al’
et supposons , comme nous l'avons fait pour les fonclions de la
premicre et de la seconde espeéce, qu'on a I'équation F (@) +F ({)
— F(x)=o0, u étant une constante; alors si on fait I1(¢)~4II1(+)
—~II(p)=Q, on aura

—_ do dy
=/ orwism T o s

cette intégrale étant prise de maniére qu’elle s’évanocuisse lorsque
@=o0 ou lorsque -} = u.

dl ,
By = ¢

__ [ do n (sin%) — sinp)

Q —J 8(p) " 14 n(sinL+ sin-Q) 4= nsin“) ‘g’

d ’
Mais puisque x est constant, on a = O] -+ < ou resulte
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Or on a trouvé (art.31) d;A(@)—f—d\LA(q,)_c’d(sin psin@sina);
le premlermembleseledulta— [A (0)—ax ()= A({i%(sin“\[/—sin*‘cp);
donc en faisant sin’g —-sin «], =p, sin@ sin =g, on a.....

(sin*y — sin*@) ==sin .dg ; donc enfin
n sin p.dg
Q f +np +n*q”
Mais de I'dquation cos @ cos}— sin @ sin <} A (x )=cos @, on déduit
1— p -} ¢* = [cos u—=gA (4 )]?, et par conséquent
P = sin*p — 2¢q cos pA (@) + ¢*¢* sin*u ;

A (¢)

mettant cette valeur de p dans la formule précédente, on a

_ nsin m.dg
Q T J 1 +nsin®—2nq cosuA( @) +q* (22~ nc smzp)

Effcctuant donc lintégration, et faisant comme ci-dessus o=

(1+n) (1 -+ -j—:—) ,on aura Q ou
(@)1 (J)—T1 (i) = 3 arc tang (Y Lmedno i N ).

172 — 1 COS (. COS @ COS A}

C’est la formule générale qui, pour les fonctions de troisieme espéce,
correspond a la formule F (¢) 4+ F (1) —F (n)=o0 pour les fonc-
tions de la premicre espéce , et ala formule E (¢)+E({)—E(u)

== ¢* sin u sin @ sin <} pourles fonctions de la seconde espece.

Ainsi la différence qui est zéro dans les fonctions de premiere
espece, et algébrique dans celles de la seconde espece, est exprimée
par un arc de cercle ou par un logarithme dans les fonctions de
troisieme espéce. Je dis arc de cercle ou logarithme , car on voit que
le second membre de I'équation (%) sera un arc de cercle ou un
logarithme, selon que & sera positif ou négatif, c’est-a-dire, selon
que la fonclion IT se rapportera aux deux premiers cas ou au troi-
sieme de larticle 50.

(54). De I'équation (k') et de toutes celles qu'on peut former sem-
blablement entre trois fonctions IT, nous conclurons que si ¢, &,
I, etc. sont des entiers positifs , on pourra toujours faire ensortc
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que Pon ait

M () + A1 () + I (@) 4= etc. =W,

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle ou par loga-
rithmes. Il faut pour cela établir entre les amplitudes ¢, }, @, etc.,
la relation qui donne

iF (¢)+ AF (4) + IF (@) =+ etc. = o

et cette relation peut toujours étre exprimée par une équation
algébrique entre les sinus des angles @, <, », elc. Ce résultat ne
souffre aucune exception, et aurait lieu méme quand le parameétre n
serait imaginaire. DMais on peut considérer ces propriétés sous un
point de vue encore plus général.

(55). Soit P ou P (@) une fonction rationnelle paire de sin @,
et soit

P(). do
Z(e)= v (1—csin’p)’

Soit Z () une fonction semblable de ] , ces fonctions ou intégrales
étant prises de maniérequ’elles s’évanouissent lorsque lesamplitudes @

et + sont nulles. Supposons qu’on ait toujours l’équation F(e)+F({)

dl

—F(n)==0, laquelle en prenant x constante donne —, A ( ¢) + x5 A

——0,

on aura donc
Z (@) +LH)—Z (W) = [ [P (9) = P({)]

Faisons comme ci-dessus sin*g —-sin*}==p , sin psiny =¢, il en
résultera

sin®@ = 1 p + 5 V(p*—49")

sin = {p — 1 vV(p*— 49°)
Substituons maintenant la valeur de sin*¢ dans P (@), le résultat
sera de la forme

P (¢) =M+ N y/(p— 4 ),
M et N étant des fonctions rationnelles de p et g. On aura de

méme
PH)=M—=Ny(p—49");
donc P (@) — P () = 2N y/(p*=—49*) = aN (sin* @ —sin'), et
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Ndo ( sin?¢p— sin? T . .
fA(¢) [P () —P{)] —f2 2 Ag;) $in* ) — w2/ Ndg sin p ;

donc enfin
Z(0) 4+ Z (N)—Z(p) = — 2sin . [Ndg.

Dans cetle formule, N est une fonction rationnelle de p etde ¢;
si on y substituela valeur dep en ¢, savoir p==sin’u—2g cospA(+)
—- c*¢*sin*u , N sera une fonction rationnelle de ¢ seule, et ainsi la
valeur de Z (¢) 47 () — Z (x) pourra tonjours se déterminer par
arcs de cercle et par logarithmes,

En général si i, &, 1, etc. désignent des nombres entiers positifs
ou négatifs , et qu'on établisse entre les angles ¢, | , w, etc. la rela-
tion qui donne iF (@) AT () 4 IF (») 4-etc. =0, on aura en
méme temps

i7 (@) = KZ () + I1Z () + ete. == WV,

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle et par loga-
rithmes. La méme propriété aura lieu quand méme P contiendrait
des puissances impaires de sin @ ; car la partie de dZ affectée
des puissances impaires, s’intégrerait par arcs de cercle et par
logarithmes.

1 en est absolument de méme de la fonction

_ Pdx .
=) V(attz F oz + 32 Fext)’

7L (x)

P étant une fonction rationnelle de x, et on pourra toujours trouver
une équation algébrique entre x, 7 , z, etc., telle que la quantité

iL (x) 4 KL (r) -+ IZ(3) 4 etc.
soit déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes.

(56). Revenons i la formule (7)) d’ou 'on doit dédaire tout ce
qui concerne la comparaison des fonctions de-troisiéme espece.
Nous avons déja observé que dans cette formule l'arc de cercle
doit étre remplacé par un logarithme , lorsque le parametre est de

la forme n == — ¢*sin*f; alors on a ‘/ac.;.g.& (9) y— 1, et

- si Yon fait

parce qu'en géneral ‘/ sarclang zy/—1=x log
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pour abréger,

sin 8 cos A (@) — cos 8 sin uA ()
1 —c*sin® 6 sin® w
sin § cos pA (#) - cos 6 sinpA (8)

= sin &/,

. n
1 — ¢* sin® @ sinu == Sin o,
la formule (%') se changera en celle-ci:
tanae 1 -}~ ¢*sin 8 sin @/sin @ sin 2}

H(¢)+n("”'—'n('u)=2At(’6) 1 =} ¢*sinf sin «"sin @ sin}/’

et 'on peut remarquer que les angles auxiliaires ', #” sont ceux
qui donneraient

F () —F(u)=T (&), F(§)+T(u)=F (u).

Au reste, comme on peut immédiatement convertir en logarithmes
les arcs dont les tangentes sont de la forme ¢¥/—1, on pourra se
borner a n’employer que I'équation (%) dans toutes les comparaisons
qu’on aura i faire des fonctions IT, selon les diverses valeurs de »;
mais pour faciliter les applications, nous croyons devoir rapporter
ici les formules qui ont lieu dans quelques-uns des cas les plus
simples, en y joignant celles qui concernent les fonctions de la pre-
micre et de la deuxieme espece.

(57). Soit, 1°. =1, on aura successivement pour les trois
especes de fonctions elliptiques :

F@)‘*‘F(\D—F‘ =o
E@+EW)—FE —c’sinqo sin <}
(¢) 411 () —IT' = —= arc tang = ny/asingsind

Ve 1+n
La relation entre ¢ et} estdonnée par l’équation b tang @ tang =1,
IR ) N . cos @ e
d’ou l'on tiresin { = =i® et sin @ = AN) Quant a la valeur de « ,

elle s’exprime suivant les différentes formes de 7 , comme on I'a vu

(art. 50).
. . . 1
Si en particulier on a ® ==+, ce qui donne tang ¢ = 75

sin ¢ = les formules précédentes deviennent

1
VQa+b)?
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F(p)=:F
E(@)=3iE+3(1—8)
o 1 X ny/« B
n(p)=:1 +m arc tang T IETk

elles servent ainsi a la bisection de la fonction compléte.

Soit, 2°. ) = @ et . = @,, 'amplitude ¢, se déduira de @ par
les formules de l'article 21, et on aura pour la duplication des fonc-
tions, les formules

2F (¢) —F (¢.)=0
2FE (¢) — E(p.)=¢c* sinw sin @,

2V e sin?0 sin 0
all (¢) — 11 (¢.) = V= ¢ tang ( —{-‘n/—src:sil; fos %)'

Les mémes formules serviront a la bisection , en déterminant ¢ par
le moyen de ¢,.

Soit, 3°. A =@, et w=9;, ¢; étant Iamplitude qui donne
F (p;)=3F (@), et qu'on détermine par les formules de l'article 22,
on aura pour la triplication des fonctions, les formules

3F () —TF (ps)=0 |
3E (@) —E (¢s) =¢* sin @ sin@, (sin @~ sin @;)
311 (‘P) —1II (%) — arc tang ( ny/= sin @ sin @, sin 0s )

1~ 17— 71.C0s ¢ COS ¢, COS @3

anl Sil’l2¢ sin ?a
..|_ \/“ arc tang (1 - n—ncos®¢ cos gvz)'

Dans le cas ol @;=14 &, on a pour la trisection des fonclions com-
pletes, les formules

5F () =T"
3E (p) =LK'~ c*sin ¢ sin @, (1 -} sin @)

3l (¢)=1IT" -I—% arc tang n—‘-/ils%@nan—’)
ny/asin ¢ sin @, )

L n— ncos*@ cos @)’

- —‘;; arc tang <

Quant anx valeurs de ¢ et ¢,, elles se trouveront par les ar=
ticles 23 et 24.

Tormation

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 81

Lormation d’une suite infinie de_fonctions elliptiques de
la premiére espece , lides entre elles par des rapports
constans.

(58). Jusqu’ici nous m’avons comparé entre elles les fonctions
elliptiques de la premiere espéce, qu'autant qu’elles avaient le méme
module, ou qu’elles pouvaient étre considérées comme représentant
différens arcs d'une méme courbe ; ces comparaisons ont ensuite été
étendues , d’aprés le méme principe, aux fonctions de la seconde
et de la troisiéme espece ; et les théorémes contenus dans les for-
mules ( f*) et (g") supposent encore que le module estle méme dans
les deux fonctions comparées.

Nous allons faire voir qu’on peut , par une loi tres-simple , former
une infinité de fonctions elliptiques de premiére espece, qui different
les unes des autres tant par le module que par 'amplitude , mais
qui ont la propriété fort remarquable d’étre enire elles dans des
rapports constans.

Considérons les deux fonetions F(c, @) fV(l—C’

gy (65 @)
ay/c
+

’
-, et que l'on

.._f‘/(l o q)),]e dis que si 'on fait ¢'=

détermine <p d’apres 'équation sin (2¢'—@)==csin®, on aura
généralement .

F(<,¢)="TSF (c,0)

En effet I'équation supposée donne d’abord cos ( 2¢'=—=@) ==A; ainsi
on aura successivement :

cos 2¢" == A cos @ — ¢ sin’P
2€08*¢ = 1 — csin*P 4 A cos @
2 sin* ¢’ 1~ csin*@ — A cos @

i1

2 sin ¢’ cos @’ sin@ (ccos @A)
de
+ (ccos @4 4)

- e i ccosp 4+ A
vV (1—c*sin*¢’) P

2do’

I

IX
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de’ _1<c de
o=y = -5 ce quidonne

en intégrant, F (¢, ¢') ==~ ': “F(c, ¢). Nous n’ajoutons point de

Des deux dernieres on tire

constante , parce que les amplitudes @ et ¢’ s’évanouissent en méme
iemps. On voit donc par ce résultat que les fonctions F (¢, ¢'),
F (c, @) seront entre elles dans un rapport constant, quelles que
soient les amplitudes ¢’ et @, pourvu qu’elles soient liées entre elles
par I'équation sin (2¢'— @)= ¢ sin @. ﬁ

Observons que comme l'arc @ croit indéfiniment, et peut étre de
tant de circonférences qu'on voudra, I'arc ¢’ croit aussi indéfiniment,
mais de maniére que 2¢0'— @ est toujours renfermé entre les limites
~- 8 et — 0, 8 étant Parc dont ¢ est le sinus. En effet, puisquon a
sin (20— @ )==csin ¢ et cos(2p’— @)= A, A étant toujours
positif, on voil que 2¢'— @ est toujours égal au plus petit arc J\,
positif ou négatif, déterminé par I'équation sin J\ ==e¢sin@=sin f sin ¢;
ainsi on a toujours ¢ =1 ¢-~1 J ou p=2¢'— J\. D'apres cette
observation, on naura jamais aucune ambiguité & craindre dans la
détermination des valeurs respectives de ¢’ et @.

Silon fait ¢'=217, onaura @ == et F(c,0)=2F" (c); ainsi
les fonctions complétes F* (¢), F* () ont entre elles cette relation

F ()= (14¢)F'(c).
(59). Concevons maintenant qu’a partir du terme donné ¢, on

forme wune suite infinie de modules ¢, ¢, ¢, ¢”, ete., daprés
la loi,

o = 2y S — ay/c & — 2y«

1+4¢? a4’ T e

Cette suite de modules qui est continuellement croissante , aura pour

limite I'unité, et atteindra sensiblement cette limite au bout d’un
assez petit nombre de termes.

Si on appelle par analogie ¥, ¥, b, etc. les complémens des
modules ¢, ', ", etc., la suite ¥, &’, b”, elc. sera continuelle-
ment décroissante , et chaque terme se déduira du module précé-
dent suivant cette loi -

’ "
,__1—c p__ 1==C » —c
b—_-l-:l———c’ b-—-m, = -}-C”’ etc.
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Soit ensuite @ , ¢, ¢", ¢, etc. la série des amplitudes qui se dé«
duisent chacune de la précédente par les formules

sin (2¢' — @ )= c sin @
sin (20" — ¢') = ¢’sin @’
sin (20" — @") = c"sin "
ele.
on formera de cette maniére une suite infinie de fonctions de pre=«
miere espece F(c,0), F (,¢"), F (', ¢"), etc. , entre lesquelles
on aura les équations

F(c,¢)=2E°F(c,0)

2

F(d, o) =12F (¢,0) =2E. 1 F (¢, 0)

2

F( ") =" QC F(/9") = l-:c’ L F(c,9),

2 2

etc.

d’ou il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours
entre elles dans un rapport constant pour toutes les valeurs des
amplitudes correspondantes.

Quant aux fonctions complétes , leurs rapports seront également
constans , et 'équation F* (¢’) = (1--¢) F*(¢), déja trouvée, don-
nera successivement

Fr ()= (x—f-c)F'(c)

Fr ()= (14 ) F () = (1+¢) (14¢) F (¢)

Fi ()= (14" F (") = (14¢) (1-¢) (1-4-¢") T* (¢)
etc,

(60). On peut encore donner & ces résultats une plus grande
extension. En effet, la suite infinie de modules ¢, ¢/, ¢, etc., qui
est croissante dans un sens, et qui a pour limite I'unité, peut étre
prolongée i I'infini dans le sens contraire ou elle sera décroissante
€t aura pour limite zéro. Désignons par ¢, ¢*, c*°, c°, elc. celte
suite décroissante ; la loi qui lie deux termes consécutifs sera
semblablement

c ﬂc: ] 2‘/60. coo._. 2‘/5000 etc.
- 1+0°’ 1 +caa) - 1+c°°"’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



84 PREMIERE PARTIE:

Mais pour former chaque terme au moyen du précédent , il
plus simple de se servir des valeurs suivantes , ol °, o= pooo
désignent les complémens des modules ¢°, ¢, ¢, etc, |

sera
, etc.

1—b 1—5°

— }oo
—— 00 e 000 o 1 b

CEIXE ¢ TR ¢ S ixes el

, . .. .
Cela posé, si on désigne par @, ¢°, ¢°°, ¢°>°, etc. la série des am-
plitudes correspondantes aux modules ¢, ¢°, ¢*°, ¢°*°, etc., on aura

d’abord sin (2¢6—¢° ) == ¢* sin ¢°, équation qu'il faut résoudre pour
deduire ¢° de ¢; on en tire successivement

sin ¢° = (14 5) 202
1— (1 4 b)sin?g

Ccos Q° == 5
A(C°, @0)____. 1 —(1 -Zb)sirl2¢
tang ¢° = -——-————(] +5) tang ¢

1 —btang®*@ ~

Cette derniere peut se mettre sous la forme tres-simple tang (p°—¢)
= b tang ¢, et on en déduirait sans ambiguité,

@°== 20 — ¢°5in 2@ -} 3 ¢** sin 4p— % ¢** sin 6¢ ~}- ete. ,
ce qui s’accorde avec la remarque que nous avons faite sur la
valeur toujours limitée de 2¢"— @, qui sapplique & 20—o°,
20°— @°°, etc.
Supposons donc qu’apres avoir déterminé les modules décroissans
¢°, ¢**y ¢**°, etc., ainsi que leurs complémens &°, b°°, 5°>°, etc. comme

il vient d’étre dit, on calcule successivement les amplitudes ¢°, 9°°,
@°>°, etc. par les formules

tang (¢° — @ )= b tang ¢

tang (¢°°— ¢°) = 4° tang ¢*

tang (¢°°°~— ¢*°) = J*°tang ¢°°
ete.

Alors on aura une suite infinie de fonclions F (¢, 0), F (c¢*, 0°)
F (¢, ¢°) , etc. lides entre elles par des rapports constans, €n
cette sorte :
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F(e,0)="LEF (e, ¢7)
F (C°J ¢o) — !+CD°F(coo, (poo)

2

F (coo, ¢uo) — 1 co°e F (Cooo, ¢000)

2

etc.

Lorsqu'on fait =1 m,0n a ¢°==, @°° = 27, p**° == 4=, elc. ;
d’ou il suit que les fonctions complétes ont entre elles ces relations
Fr(e)=(1+4¢)F' ()

Fi(ee)=(x 4 ) F*(c*)

F1 (C”) — (I _’__cooo) Fl (coeo)

etc.

Application de la méme loi aux fonctions elliptiques
de la seconde espéce.

(61). Considérons présentement les deux fonclions E (¢, ¢) =
JdoAa (e, 0), E(¢, @)= /do’'A (c/, ¢"); st dans la seconde for-
mule on substitue pour d¢’ et A(c’, @’) les valeurs trouvces art. 58 ,

on aura ;
(24+2¢)E (<, ¢) =f—f (ccos pA)
=2E(c, ¢)—0F (¢, )~} 2¢csing;

d’ou I'on voit que la fonction de premiere espece F (¢, ¢) peut
s’exprimer par les deux arcs dellipse E(c, @), E (¢, ¢), puis-

qu'on a
b*F (¢, 0)=2L(c,®) =~ (242¢)E(,¢" )+ 2csin 9.
(62). On a trouvé (art. 13) que l'expression de l'arc d’hyper-

Lole est
T=Atang ¢~—FE (¢, ®)~+ &F (¢, 0);

si on y substitue la valeur de &°F (¢, @), cetle expression deviendra
T=Atang@¢-}E(c,0)—2(1 +4¢)E(c, ¢') -} 2¢5sin ¢;

d'olt il suit qu’un arc d’hyperbole peut toujours s’exprimer par deux
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arcs d'ellipse , ce qui est le beau théoréeme dont Landen a enrichi
Ja Géométrie (*).

Nous avons déja appelé G (@) la différence enire 'arc d’hyper-
bole T et sa tangente A tang @, terminée a la perpendiculaire abaissée
du centre ; cette différence s’exprime don¢ en général par deux arcs
d’ellipse , de sorte qu'on a

G@)=2(1+c)E (¢, @) —E(c, $)—2csing;

et en parliculier lorsqu’on fait ¢ = £ @, on a pour l'expression de
la différence entre P'asymptote et la courbe,

G'==2 (1 4-2)E (¢, ¢Y—E' (&) = 2¢.

Mais puisque ¢ =1 x, on a sin (2¢'~—2:@)=csinPp==c, ou

. . 1 c 1
cos 20’ ==——c, ce qui donne sin* ¢’ = —:-— = T donc Tarc

E (¢, ¢°) est celul qui se mesure par la moitie de E' (), eton a
E(c,9)=21E ()44 (1 =&). Substituant cette valeur dans
celle de G, il viendra

G = (1) E ()—E' (¢)

donc la transcendante G' est égale 4 la différence des deux quarts
d’ellipse qui ont pour demi-axes, I'un 1 ~~¢ et 1 —c, lautre

1 et y(1—c*)

(63). La valeur de F trouvée n° 61, est l'intégrale de forme
particuliere qui satisfait aux équations différentielles (¢) de I'ar-
ticle 43; nous allons en déduire de nouvelles propriétés des
fonctions E,

Considérons une suite infinie de fonctions E (¢, @), E{(c, ¢'),
E (", 9"), etc. formées d’apres la méme loi que les fonctions de
premicre espece F(c,0), F(<,¢), F (I, 0"), etc., on aura
d’abord les deux équations |

10F(c,0)=E(c,0)—(1-+c)E(c,¢') ~ecsin @
1V°F(d, @) =L (¢, ¢') —(14¢) E(, ¢") - ¢'sin ¢’;

(") On déduirait aisément des mémes formules que tout arc d’ellipse pent
s'exprimer par deux arcs d’hyperbole.
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1+¢
2
ces trois équations les fonctions de premiere espéce, on aura entre
les trois fonctions consécutives de seconde espece (e, @), E(¢, ¢'),

E (", ¢"), cette équation

o=1¥ (14¥)E (¢, @) — (a-+8) E(, ¢) 42 (14-) E (&, 9')
~ 310 (1—b)sin @ —2c" sin @,

mais on a de plus F (¢, ¢)) = F(c, ®); €liminant donc de

équation qui peut étre considérée comme une sorte d’intégrale particu-

o - . oy . dd
liere de 'équation différentielle du second ordre o=(1--¢c*) dcl:: —+-elc.

donnée art. 45.

La méme équation peut étre appliquée a trois ellipses consécu-
tives, prises non-seulement dans la suite infinie E (¢, ¢), E(¢, ¢),
E(, "), E (", "), etc., mais en général dans la suite double-~
ment infinie

< E(07), E(, 0),E (e, 2), E(c, 0°), E(c, 07),. ...

dont les extrémes sont, d’'une part, l'ellipse qui a pour excentricité 1
et qui se réduit a son grand axe; d’autre part, lellipse qui a pour
excentricité o et qui se confond avec le cercle : il en résulte
donc que par la rectification indéfinie de deux ellipses de cette
suite, on obtient la rectification indéfinie de toutes les autres.

La formule générale se simplifie lorsqu’il s'agit de la rectification
définie de ces ellipses. En effet si on fait ¢" =1 «, on aura ¢'=rx
et ¢ =2m, ce qui donnera E (', ¢")=LE" (), E (¢, ¢) == 2B (¢),
E (¢, 9)==4E'(c); donc on aura entre les trois quarts d’ellipse
E (¢), E* (¢), E* ("), cette équation

o="b (14&)E" (¢)—(2+40") E* (¢) + (1) E* ().

On aura une équation semblable entre trois termes consécutifs
quelconques pris dans la série générale des ellipses. Ainsi la cir-
conférence d'une ellipse proposée pourra toujaurs se déterminer
exactement par les circonférences de deux ellipses , aussi peu dif-
férentes de la ligne droite qu’on voudra, en prolongeant les séries
dans un sens , ou aussi peu différentes du cercle qu’on voudra, en
prolongeant les séries dans l'autre sens.
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Dans ce dernier cas , il faudrait faire usage des équations
successives

o=(14c)E (¢)—(248)E () & (148 )E* ()
0 = (1-+¢*) E' (¢*) — (246°) E* () - &° (14-6>) E* (=)

etc.,

qu'on prolongerait aussi loin qu'on aurait cru devoir prolonger la
suite des modules ¢, ¢°, c*°, etc.

La détermination exacte et absolue dont on vient de parler peut
étre regardée comme un théoréme fort remarquable dans la théorie
des transcendantes ; mais si on a seulement pour but d’obtenir des
approximations, on y parviendra plus facilement par la méthode que
nous donnerons ci-apres.

(64). Nous avons trouvé (art. 41 ) que les deux fonctions E* (¢) ,
I (c), tant pour le module ¢ = sin 15°, que pour son complément
¢ = sin 75°, peuvent se déterminer par l'une des quatre fonctions
supposée. connue. Donc les deux séries d’ellipses formées , I'une

d’apres le module ¢ == sin 15° == \/ (2_4'/5) , lautre d’apres le

module ¢ = sin 75°= \/(2 4\/5>’ sont telles, que connaissant la

circonférence d'une seule de ces ellipses, on pourra trouver la
circonférence de toutes les autres. 1l en est de méme des deux
suites de fonctions de premiere espece F'(c) formées d’apres les
mémes modules , et un seul terme connu daus ces quatre séries,
suffira pour faire connaitre tous les autres.

Nousavons également trouvé (art. 12)que lorsque c=sin 45°=y/},
les fonctions F* (¢), E* (c) peuvent se déterminer I'une par lautre ;
mais F’ (¢) se détermine généralement par les deux quantités E'(c),
E* (¢'), ou par les deux E'(¢), E* (¢°), car d’aprés nos formules on
trouve aisément

bF'(e)=—E!(¢) 4+ (1 +b) E* ().
Donc en genéral toutes les ellipses qui composent la série formée
d’apres le module ¢ = sin 45°, sont telles, que la circonférence
de 'une d’elles €tant connue , on pourra déterminer celle de toutes

les autres.
A
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A ces trois cas généraux on peut en joindre un quatrieme.

, . o 1—b . . .

Supposons quon aitb =c¢° = T e qui donne b=—1-4-1/2;
2 1 — 1 O\ e 1 1 — 1 1

et c*=—2-}-2y/2, onaura F* (5)=F'(c >—IT{-FF (c)__—v—zF (c),

E' (b)=E" (¢*). Substituant ces valeurs dans la formule (4), on aura

=T () [E () 2B () — F (o).

Mais on a dlailleurs 6F*(¢) = (1-4-5)E' (¢*) —E' (¢); ainsi on
pourra déterminer E' (c) par E* (¢°), et en général dans la suite
d’ellipses, formée d’apres le module ¢ = y/(2y/2—2), la circon-
férence d'une seule ellipse étant connue, on pourra déterminer
celle de toutes les autres.

Méthode d’approximation eppliquée auz fonctions elliptiques
de la premiere espéce.

(65). Etant proposée la fonction F (¢ , ¢) dont on veut avoir une
valeur approchée,on calculera les modules décroissans ¢, ¢°°, c*°*, etc.
et les amplitudes croissantes @°, ¢°°, ¢°*°, etc. par les formules de
Vart, 60; on aura ainsi successivement

T (c,0) = "TZF (e, ¢°)

2

— 1-4c® 1 ° 00 Moo
= ——2—0_ - — “_F(c, 0)

14-¢° 147 1+C.OOF (cooa ¢eeo)
— . . Py

2 2 2

etc.

Mais lorsque ¢ est devenu trés-petit, on a A=1 etfd?f = @. Soit

donc @ la limite des angles ; ¢°, 2@, 3 ¢°>°, etc. , limite qu'ils attein-
dront toujours sensiblement au bout d’'un certain nombre de termes,
et on aurala fonction demandée

Fle,0)=0(1 4] (1 4 ¢°) (1 4-c°), etc.

Lorsque ¢ =% =, la limite ® sera pareillement  #, de sorte
12
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qu'on aura

Frlc)= :;-r (14-¢) (1) (1 = =) , ete.

Le produit constant (1 ~¢* ) (1 4=¢*) (1-4-¢), etc. que nous

représenterons par K, peut aussi s’exprimer de cette maniére :

s €tc.;

K _ 2\/6" 2‘/000 2‘/com:
— P . r .

PA COO

et sous cetle forme il est aisé a calculer par logarithmes. K étant
connu, on auraF(c, ¢) =Ko et F* (¢)= K.g.

Pour faciliter le calcul des modules décroissans, on déterminera
un angle auxiliaire g par I'équation sinpu=c, ce qui donnera
b = cosp et ¢>=tang* 1 . Faisant de méme ¢°=tang® I pu=sinu°,
ce qui déterminera un nouvel angle u°, on aura ¢*° = tang* * u°, et
ainsl de suite. .

Lorsqu’on sera parvenu & un ¢ fort pelit, on pourra, pour éviter
les angles trop petits , calculer le terme suivant ¢ par la formule

o1 . 1.3 , , 1.3.5 ¢
c ._.Zc +Z—5 c +4.6.80 -}-etc.,

dont le premier ou tout au plus les deux premiers termes suffiront.

Quant au calcul des angles ¢°, ¢°°, etc. ,nous n’avons rien & zjouter
a la simplicité de la formule tang (@°—@) =0 tang @, qui est trés-
propre au calcul trigonométrique. Nous rappellerons seulement,
ce qui a été dit art. 6o, que I'angle ¢°— @ est presque égal & @
lorsque ¢ est trés-petit, et qu'en général sa différence avec ¢ est
moindre que l'angle qui a pour sinus c. Il faut donc prendre pour
Yangle ¢°— @, non pas toujours le plus petit angle que donnent
les tables des sinus, mais celui qui approche beaucoup de ¢, et qui
peut étre de plusieurs circonfeérences.

EXEMPLE.

(66). On demande la valeur de la fonction F(c, @), lorsque
c=1y/(24+y3)=sin 75° et lang 9= \/<%)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DLES FONCTIONS ELLIPTIQUES. gt

Volci d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de
leurs complémens :

Paleursdes c et b. Leurs logarithmes.
¢c = sin 75° o 0’00, i ..., 9-9849438
b = cos 75. 0. 0.00..c...t.nL, 9.4129962
. __ ftang*37.30. 0.00
c —'{sin 26, 4.16.47} ........... 9.7699610
o = cos 36. 4.16.47....ce.vii.. 9.90758/§
o __f(tang*18. 2. 8.235 558
¢ =\sia_ 6. 5. 9.58} .......... 9.0253880
b° = cos 6. 5.9.38............ 9.9975452
o o flang® 3. 2.34.601 :
¢ lsin 0. 9.42.90f 7-4511672
b°= cos 0. Q.42.90.40crs.... «+ 9.9999982
== 1 (™) et iiiniiannnn.. 4.3002761
Do e e it «. 0.0000000

Ces logarithmes donneront aisément la valeur de K, pour laquelle
il suffira d’employer quatre facteurs. Onaura ainsilog K=0.2460561

etK = 1.7622037. De la résulte d'abord F' =Z K == 2.768063: ;

on trouvera ensuite par le calcul des amplitudes,

¢ = 47° 330"94
¢° = 62.36. 3.10
P> = 119.55.47.67
@°°° == 240. 0. 0.19

@°°°= 480. 0. 0.00.

Les autres valeurs de ¢ augmenteraient en raison double; d’ou il
o 00

suit que la limite des angles ¢, % , 24— , etc. est 30° ou g; donc on

aF(c,0)=K %’ == 0.9226877, ce qui s'accorde avec la valeur

trouvée art. 28.

. « e 1 7
Remarquons que puisque la limite ®=30°= 5-;o0na F=;F"

et en effet cette égalité a rigoureusement lieu d’aprés la valeur
que nous avons prise pour tang @. Yoyez larticle 24.
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(67). Etant donnée la valeur de 'amplitude @ , on voit qu'il est
facile de trouver la fonetion F avec toute I'exaclitude nécessaire ;
réciproquement il peut étre utile de déterminer I'amplitude en sup-
posant connue la valeur de la fonction F. Pour cet effet, il faudra
calculer les termes de la série ¢°, ¢, elc. jusqu'z un terme assez
petit pour étre négligé. Soit, par exemple, ce terme ¢c°°>*°) ou pour
abréger ¢*5; puisqu’on a ¢°*== 2¢°¥— ¢S sin*@>#-}- etc., on aura
d’'une maniere suffisamment exacte ¢°° = 2¢°4, et a plus forte raison
¢°°=20"%, etc. Donclalimite des angles ¢, £ ¢°, 19, etc. sera 1, ¢°*:
cette limite a été désignée par @, ainsi on aura @ =16 @, D’ail-
leurs la valeur de F étant donnée , on connait ® par I'équation

F A . r
= g3 donc on connaitra aussi ** = 16 ®. Cela posé , on calcu-
lera successivement les valeurs de ¢>°, ¢>°, ¢°, @, au moyen des
€quations

sin (20°%— @) == c°sin @°*

sin (202~ @°%) = ¢°%in @°3
sin (2¢° — @°*) == ¢°*sin @>*
sin (20 — @°) = ¢° sin ¢°,

et on aura I'amplitude cherchée ¢.

Cette méthode s’applique particuliérement 2 la résolution de
Véquation F({)=rl (¢), quel que soit n. Etant donné @, on
connaitra F (@) et nF (@), ou F (4); ensuite de ¥ (), on déduira
Pamplitude ~, comme on vient de Yexpliquer. Ce moyen n’exigera
jamais qu’un petit nombre d’'opérations, & moins que 1— ¢ ne soit
d’'une petilesse excessive ; au lieu que si z était un peu grand ou
seulement fractionnaire ,les méthodes algébriques que nous avons
données pour déterminer @, d’apres I'équation T (¢,)=nl (@)
deviendraient trés-longues ou méme impraticables.

(68). La méthode que nous venons d’exposer est en général tres—
expéditive ; elle exigera seulement qu'on calcule quelques termes
de plus, tant dans la suite des modules que dans cclle des ampli-
tudes , lorsque ¢ sera exirémement pres de l'unité ; mais on peut
s'assurer que ce nombre de termes ne sera jamais bien considé-
rable, car dans I'hypothése ou on devrait continuer la suite ¢, ¢,
¢, elc. jusquau dixieme terme pour que ce terme {it d’une unité
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décimale du dixieme ordre, il faudrait que la valeur primitive de
b fit plus pelite que 107, et par conséquent que celle de 1 —¢
fut plus petite que 10742,

L’universalité de la méthode est suffisamment élablie par cette
observation ; cependant lorsque 1 —c¢ est extrémement pelit, on
peut profiter de cette circonstance pour simplifier les calculs, et
procéder d'une autre manicre aux approximations.

Dans le cas dont il s’agit, la quantité b est trés-petite, et comme
— do
T J V/(cos*@ - b*sin® 9)
soit beaucoup plus petite que %, on aura d’une maniere suflisam-

on aF

, si amplitude @ est telle que tang @

ment approchée

F= de = log tang (45°+30).

cos @

1
R
mule proposée F (¢, ¢) en une autre ou b soit beaucoup plus
petit, afin que dans la transformée & tang ¢ devienne une quantité
négligeable. C’est ce qu’il est facile d’obtenir en calculant jusqu’au
terme convenable les modules croissans ¢/, ¢, etc. et les amplitudes
o', @', etc. , par les formules de Tarlicle 59.

il faudra transformer la for-

Si tang ¢ estplus grande que

Soit pour cet effet & = sin A, on aura &’ = tang*} A; soit de nou-
veau )’ =—tang*i A=sin A, on aura &' =tang*l ), et ainsi de
suite jusqu'a un terme 5 qui ait le degré de pelitesse exigé; on
calculera ensuite les amplitudes ¢, ¢, ", ¢”, elc., jusqu’a un terme

" qui corresponde i la derni¢re valeur de &; et ce terme étant
nommé &', si I'on fait

K/ = 2 2 2 elc. = S et .
TTaAde 14 Tl T T c ’

Oon aura

F(c,?)=K'log tang (45° 41 ®").

Cette valeur sera exacte si on prolonge a l'infini les facteurs dont est
composé K’, etla suite dont ®” est le dernier terme; mais au bout
d’'un assez petit nombre de termes , on obtiendra en général tout le
degré d'approximation qu’on peut desirer. On aurait en méme temps
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pour la fonction complete Fi(c), soit la valeur donnée par la formule
précédente en calculant Pangle @ par le moyen de ¢ = go°, soit

4

b'—p"'-

' — 2
la valeur ' (¢) =K = log

EXEMPLE

(69). Soit comme ci-dessus ¢ = sin 75°, tang ¢ = \/ (%) ; ce
cas estpeu favorable 4 I'application de la méthode précédente, parce
que b n’est pas une quantité trés-petite.

On calculera d’abord les modules croissans ¢, ', ¢”, etc., etleurs
complémens &, 4", ", etc., comme il suit:

Faleurs des b et c. Leurs logarithmes.

b= sin 15" 0 0"00...q00uuu.. 9-4129962
c= cos 15. 0. 0.00....0...... 9.9849438

,__ (tang* 7.3%0. 0.00 8. 238858
b—{sin 0'59.55-24} .......... .2 2
P v.ee 9.0909348

r ftang® 0.20.47.62) | 875

V= lsin  o0. o.etc. | - 3-8797219
ettt e ceeieeaas 0.0000000
D= (20 )i 1.1493838
e itei e Cesecanens 0.0000000.

Ensuite le calcul des amplitudes ¢’, @', etc. donne les résultats
suivans :
@ = 47°3'30"95, 20 -~ @ =45
' ¥ = 46.1.45.475
@' = 46.1.29.41
@" = 46.1.29.41.

4

La valeur du facteur K’ se réduit dans cet exemple & \/ % » ainsi

on a log K'=0.0074955; et comme on a trouvé ®'= 46°1"29"41,
on aura

F (¢) = K’ log tang 68° 0’ 44 705.
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Ce log-tangente pris dans les Tables, et mulliplié¢ ensuite par le
module pour en faire un logarithme hyperbolique, donnera

log F = 9,9650547 ,

ou F = 0.9226877, comme on I'a d¢ja trouvé n° 66.

Si dans le méme exemple on veut avoir la valeur de la fonction
complete, il faudra faire ¢ = go°, et calculer successivement les
valeurs de ¢’, ¢, etc., ce qui donnera

@’ = 82°30’0" 00
"= 82.28.2.84
"= ¢".
Donc la limite @ = 82°28'2" 84, et ainsi la fonction complete

F' =K'log tang 86° 14" 1" 42,

oulogF'=0.4421761, ce qui s’'accorde avec la valeur trouvée n°66.

Nous remarquerons que dans cet exemple il a €té nécessaire de
recourir 4 un moyen particulier pour déterminer avec la précision
convenable , 'amplitude @" qui se confond sensiblement avec la
limite @’. L’équation sin (20— @' ) == ¢’ sin ¢’, la plus directe pour
déterminer ¢, n’est pas propre a donner bien exactement les frac-
tions de seconde contenues dans @”, parce que ces fractions influent
tres-peu sur le sinus d'un angle de 82°, trop rapproché de Iangle
droit. Dans ce cas, et dans tous les semblzables qui peuvent se ren-
contrer, on déterminera @’ beaucoup plus exactement au moyen de
Téquation tang (@' — ¢") = &" tang ¢", ou ¢’ — ¢" = RJ" tang ¢",
R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon : pour cela,
il faudra mettre dans le second membre ¢’ au lieu de ¢", ce qui
donnera une premiére valeur approchée de 9'— ¢", et par conséquent
une de @". Substituant de nouveau cette valeur & la place de @'
dans le second membre, on aura une seconde valeur de ¢'—¢”
qui devra étre approchée au moins jusqu’aux centiemes de seconde.

Dans I'exemple dont il s’agit, on fera donc d’abord ¢'—¢" =
R/ tang 82°30’, ce qui donnera@’—@"==1"57"G8 et ¢"=282°282"32.
Substituant de nouveau cetts valeur au lieu de ¢", on aura plus
exactement @ — ¢" = Ry tang 82° 28’ 2". 32 =1’ 57" 167, d'ou
9" = 82° 28" 2" 833.
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(70). On voit maintenant qu’il y a deux méthodes pour déiermi~
ner la valeur approchée d’une fonction de premiére espece F(c, ¢)
dont le module et 'amplitude sont connus. Si ¢ est plus petit que
V' ou sin 45°, il eonviendra de se servir de la méthode du n° 65,
suivant laquelle calculant les modules décroissans ¢°, ¢, ¢*>°, etc.
et les amplitudes croissantes ¢°, ¢°°, ¢°°°, etc., on obtient la formule
Flc,0)=Ko.

Sile module ¢ est plus grand que sin 45° il conviendra de se
scrvir de la méthode du n° €8, qui consiste a calculer les modules
croissans ¢, ¢', ¢”, elc., et les amphtudes décroissantes ¢, 9", ¢", etc.,
d’'ot'on conclut F (c, @) =K’ log tang (45° 4 1+ @').

Ces deux méthodes s’étendent a volonté l'une et l'autre au-deli
de la limite que nous avons fixée. Mais pour diminuer autant qu’il
est possible le nombre des transformées, il est bon de s’en tenir &
cette limite, et de celte maniére on n’aura jamais besoin de calculer
plus de trois termes tant de la série des modules que de celle des
amplitudes , pour obtenir un résultat approché jusqu’au septieme
rang de décimales.

1l est fort remarquable que la fonction F puisse toujours s’exprimer
a volonté par un arc de cercle ou par un logarithme ; mais on voit
qu’elle se rapproche davantage des arcs de cercle si on a ¢* <5, et
qu’elle a plus d’affinité avec les logarithmes, siona ¢* > +

(71). Nous avons fait voir dans l'article 67 comment on déter-
mine I'amplitude ¢ qui répond i une valeur donnée de la fonction
F(c, ). Laméthode exposée dans cet article, a toute la perfection
qu'on peut desirer lorsque ¢* est <C 5, et elle peut s'appliquer avec
succes lorsque ¢* s’approche beaucoup plus de l'unité. Cependant
si 'on veut que le nombre des transformées soit le plus petit pos-
sible, il faudra, lorsque ¢*sera > %, appliquer la méthode d’approxi-
mation de Yarticle 68.

Pour cela on commencera par calculer la suite ¢, ¢’, ¢”, etc.
jusqu’a un terme qui ne differe pas sensiblement de l'unité. Cette
limite est ¢” ou méme ¢, lorsqu’on ne veut pas pousser I'exactitude’

au-dela de six ou sept décimales. Dela on tirera K'= \/ (

ccc etc

K’ élant connu, on connaitra log tang (45° . ‘I’)"‘ x- De ce

logarithme
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logarithme hyperbolique ou du logarithme vulgaire qui lui corres-
pond, on tirera la valeur 'de langle @', limite des angles ¢’, ¢*,
@”, etc. Si on s’est arrété a ¢” en négligeant la différence 1 — ¢”,
alors @” pourra étre pris pour la limite ®’. Connaissant ¢”, on re-
montera successivement aux valeurs de ¢", ', @ par les équations

tang (¢"— @") = &"tang ¢”
tang (¢'— ¢") = & tang @'
tang (p — @' ) = & tang ¢';

on connaitra donc I'amplitude cherchée ¢.

On peut par ces méthodes déterminer la fonction F en connais-
sant son amplitude, ou réciproquement, déterminer Pamplitude en
connaissant la fonction ; de maniére qu’il suffira de calculer quatre
i cinq termes au plus de la série des modules, et un pareil nombre
de termes de la série des amplitudes, pour avoir dix décimales
exactes, si les Tables dont on fait usage sont a dix décimales. Si
elles en avaient vingt, il suffirait de calculer un terme de plus dans
les séries mentionnées pour avoir des résultats exacts jusqu’a la
vingtieme décimale, et ainsi de suite.

Propriétés particuliéres des fonctions F(c), F(b), dont les
modules sont complémens Pun de Uautre.

(72). Nous avons vu qu'en prolongeant la suite indéfinie des
modules dérivés d’'un module donné ¢, tant dans le sens ou ils
convergent vers la limite p, que dans le sens ou ils convergent
vers la limite 1, on a pour les fonctions indéfinies et pour les fonc-
tions définies , ces deux suites d'équations

F (c,p) = %c—o F (c°, ¢°) Fi(c)=(+4c°)F1(c®)

e 14
F (c,¢) =l_2\. —— F(c, 09 F(c)=(14c)(14c>) F(c)

1+co 1+c°° 14 coo0
F (c,gb) = —\F(c°°° 9°°) F ©O= (1+c°)(1+c°°)(1+c°°°)F (Cooo)

etc.

etc.

13
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F (c,cp):—j—; I, ¢) Fi(Q)= 1 F'(e)
Fco)= 1+C 1+(';‘F(”J¢") I(C)_—I——FC ﬁ—F(C
] Yo— L 1 1
Fen= g F @) PO=m et et
etc. etc.

Mettons dans ces dernieres formules C, B, C/, B, etc. au lieu de
¢, b,c, V', nous aurons d’abord

F(C, )= , @), F(C)=—FF (C).

9
1+4-C
Supposons ensuite qu'on ait C=25, et par suite B= ¢, on aura
Cr — 2\/0 QVZ’ S bo

—i4-C 1486
aurait dans les transformées suivantes C' =6, B" = ¢*°, (" =5,

par conséquent B'=c¢°; de méme on
L]

. A , . I .
B"=c¢>>°, etc. Mais on a en méme temps I'équation ¢ =135 qu
L | _1+c° 1 . 1 1= . i
donnel+c_l+b__ T TFC =TI E T s , etc; done
la seconde série d’équations transférée au module complémentaire
donnera
- 1
F(6,0) = (1+e) F (%, ¢) P =T
F(b,0) = (14-c)(1+c) F (b2, ¢) () =1 T e gy

F(5,0) = (1) (14 (1+e*) (5™, o) F'(h) = ””' C°°.‘+°°°°Fr(b°°°)

2 2

etc. etc.
®

Or 4 mesure que &' devient plus grand , on a de plus en plus exac-
tement F (4, ') =log tang (45° -+ 1 @) et F'(&)=log (é ; done

on aura par une approximation toujours croissante,

F(b,0)=(1+c") log tang (459" Pe=14< og %
F(b,0)=(14-c) (1) log tang (45°+ 3 ¢") Fi(b) = 1+C .‘*;C“logc:f_a

1+c°° 1+c°"° 4
2 9 1 g £°°°

F(b,0)=04) (14c) (14) log tang (45°4 1¢") F(},)_1+C ]

etc. ete.
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La premiere serie d’équations donne semblablement, pour le module
¢, les formules d’approximation

F(e,9) =%‘-’- ¢ F'(c) = (14°) g
F(c,nv):——l':c- : %5-0 o™ Fi(e) = (1<) (1) 2
) 0o 0oq
F(e, ¢) — l-:c . 1—:(,‘ ) 1+20 oo FI(C) —_ (1'|'C°)(1‘*‘C°°)(!’|'Om)g
etc. ete.

Ily a diverses conséquences a tirer de ces formules.

(73). Dans le cas de b —=c=1y/%, ou l'on a ’=0°,0'=¢",
== b, " = ¢, etc., ces formules oflrent pour la méme fonc-

tion F (¢, @) deux séries de valeurs qui étant comparées terme i
terme, donnent

F(c, ¢)=2aF(,¢) F () =1F(c)

F (¢, ¢° )==4F (", ¢") Fi(c®) = F'(c")

F (¢, ¢°) = 8F (", ¢") FY(c) =1 F'(c")
etc. etc.

Ces formules ont lieu rigoureusement : les suivantes n’ont lieu
que d’une maniere approchée , mais V'approximation est toujours
croissante :

10° =log tang (45°+ £ ¢") _;_r — ilog-j—_

10 = log tang (45°+ 1 ¢") g = +log c;i-

3 0™ =log tang (45°+ 1 ") T =log &
etc. etc.

11 résulte de 1a que sila série @, %’, &40 , <°—; , etc. a pour limite @,
et que dans le sens contraire la série ¢, ¢, ¢", ¢", etc. ait pour
limite @', on aura exactement ( dans ’hypothése du module
c=sin 45°),

® = log tang (45°+ 1 @).
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Si on fait en particulier ¢ = 1 #, on trouvera successivement

@' = 67°30" o' o0

@" = 66.%0.54.36

Q" = 66.30.47.74

(pr: ¢I’I.
Ainsi la limite @, autant qu’elle peut étre déterminée avec une table
a sept décimales, est 66° 30" 47774, etil en résulte

Z::: log tang 78° 15" 23787 ;

ce qui est en effet une valeur fort approchée de g . On pourrait aug-~
menter indéfiniment le degré d’approximation en calculant la limite
@’ par des tables plus étendues.

Mais il résulte de 'autre série d’équations un moyen encore plus
facile d’avoir la valeur logarithmique du nombre # , puisqu’on voit
que ce nombre est égal i la limite vers laquelle convergent rapide-
ment les termes successifs

logtio, zlog i, ilog —caim, etc.

Pour savoir jusqu’a quel point chaque terme de cette suite approche
de la vraie valeur de @, je désigne par ¢ le n*™ terme de la suite
¢, ¢, etc., et jappelle & la valeur approchée de # donnée par ce

1 4 .
terme , ensorte qu'on aura & = = log ;—t, Je suppose ensuite que
pour le terme ¢"*', la quantité x devienne x — » , on aura

X —0= = Iog ,il Mais suivant l'article 65, on a ¢+ '==3 (¢")*

g (c")4 done —3+ n+1 = (4> [1—21(c )], et par conséquent
log =+ A = log (é) — 2¢"+1; donc

ot

1 4 1 +
X m— ) == Flog-c; — = ct l;

1 - . “\ X
et ainsi @ = = ¢"*’. Mais puisqu'on a d’'une maniere trés-ap-
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prochée 7# = ;—nlogc—f—g, il s'ensuit cn+1=/4e—2"7; donc a==23-"e—2"7,
etlog w=— (n—3) log 2 —2"%, ou en logarithmes vulgaires ,

log w=~—(n—3)log 2 — 2% (10.915).
Lorsque n==3, cette formule donne log w = — 10.915; ainsi le

troisieme terme  log — 4 donne déja la valeur de = exaete jusqu’a
dix décimales.

Lorsque n=4, on alog @ = — 22.131 ; ainsi le quatri¢me terme
donne 22 décimales exactes, le cinquitme en donne 44, le sixitme

88, et le septieme 175. D’'ol I'on voit que - log = 4 est une valeur

4

beaucoup plus approchée de # que celle qu'a donuee Wéga avec
140 8écimales. Quant i la valeur de ¢, elle se déduit successive-
ment de celle de ¢, par de simples extractions de racines quarrees,
puisque d’un module ¢ on passe au module suivant ¢°, par le moyen

01—V (1—=¢)
de la formule ¢ ,._m(l —&

(74). Supposons maintenant que les deux fonctions completes
F<(2), F'(c) soient entre elles dans un rapport connu, ensorte
qu'on ait F'(5) = mF(c), il suit des formules du n° 72, qu'on aura,

1°. m—: =log tang (45°+1 @), @ étant la limite des angles ¢, ¢”,
¢", etc. calculés en supposant ¢ = £ @ ; c’est-a-dire que m2—7r sera

la limite de la suite
logtang (45°4-1¢"), logtang(45°4-39¢"), logtang (45°4-¢"), etc. ;
2°. que Tzl sera également la limite de la suite

4 4

4
%log F 2 lob o 2 5 log PRI etc.
Le cas de 5= c est compris dans ces formules en supposant m=1 ;
mais il y a d’autres cas ou I'on peut en faire 'application.
Ainsi nous avons trouvé que lorsque c=sin15°, on a F' (%)=
v/3F(c). Donc en calculant la suite ¢°, ¢*°, etc. d’apres le module

. . 3 , . . .
c=sin 15°=1 y/(2—/3), on voit que 1%— sera égal a la limite
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de la suite

4 4
1 1
zlog;, slog =, ete.;

. . 9 2
1 rier terme donnerait 7= — log ———— = 3.
e premier V3 log tang 771 3.141636, valeur
qui ne difféere de la véritable que dans la cinquiéme décimate.

Nous verrons ci-aprés qu’en faisant ¢ = sin a , « étant déterminé
par I'équation sin 2a¢ = tang* 15°, on a F'(b)=3F'(c); ainsi en cal-
culant la suite des modules ¢, ¢*°, etc. d’apres la valeur ¢ =sin «,

4 1 4

=% log = »etc.; et par le premier terme de

1

N
onaula—g———-; Og

cette suite, on oblient w==3.1415926627 , 'erreur n’étant que d’'une
unité décimale du huitieme ordre; d’ou P'on peut conclure qu’au
cinquieme terme, l'approximation équivaudrait & 128 décimales
environ.

Enfin nousavons vu qu'en prenant b=1y/2— 1, e=/(2/2—2),
les fonctions F(c) , I'(4) sont telles qu'on a F'(¢) = y/2F*(4); dans
1
Ve
nouvelle application en donnant la valeur approchée de —-.

2y/2

ce cas, on ferait m = —-, et les formules précédentes offriront une

Méthode d’approximation aeppliquée aux fonctions ellip-
tiques de la seconde espcce.

(75). Considérons généralement une fonction G composée de la
premiere et de la seconde espece , ensorte qu'on ait

G =/(A+B sin'p) 2.

Si on y substitue les valeurs sin* @ = 1 (1~ ¢°sin*@°~=A°cos ¢°),
do 14 do°

& = ——+ %, On aura la transformée

G =L (G —1Bsing),

2

oul'onsuppose G°=/(A°+B°sin® ¢° ) %, A°=A-+41B,B°=;Bc"
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On trouvera ensuite par de semblables transformations,
1 .
Go + ° Goo — % Bc sin ¢oo )

G 1+C (Goco Boosin mooo)

etc.

Ainsi la formule intégrale G se ramene successivement aux inté-
grales semblables G°, Go°, G*, etc., et une seule de ces intégrales
suffit pour dé¢terminer toftes les autres.

- - ’ . \ M
Supposons que cette suile soit prolongée jusqu’a un terme G
assez ¢loigré pour que le module correspondant ¢* soit de I'ordre
des quantités qu’on 1 cut négliger; alors on aura A*= 1, et la valeur
de G* se réduit d’abord & /( A“4-B" sin*¢”) dp*; observons ensuite
qu’on aBo__, IBC 5 Boo ,__i Bo 00 e 1 Bc coo Booo 1 Bc coocooo etC.;
donc la suite B°, B*°, B>>* etc. décr 01t plus rapldement que la suite
%, ¢, ¢, etc. Donc on peul faire , apres un certain nombre de
termes, B“=o0,ce qui donnera G*= A" ¢ = A" 2#®, @ étant
la limite des angles @, 1 @°, ¢, elc.
A Tégard de A", puisquon a A°= A4 1B, A*=A"--; B°,

etc. , expression générale de A“ sera
O 00 000
A—=A-41B ( )

Maintenant il est aisé de voir que la valeur de G, déterminée par

celle de G”, est composée de deux parties ; I'une KA“®, K dési-
gnantle produit (14-¢°) (14-¢>°) (1~4-c>), etc. , Vautre algébrique ou
périodique , savoir :

_<1tcj)]£ sin @°— (1':°°) (1"':0_0) B4‘°

. __oye __oYc™
Mais comme on a 1 c*=-"—, 14 = -, etc., cette

— ete.

scconde partie peut se mecttre sous la forme

B VCD . o ‘/QOG 0o
_.E(Tsmtp—f- % sin @ +etc>
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Donc la valeur totale de G sera

‘/ (,°° ‘/ Coc 000

G=KA“® — (\/ sin @°—~ ~——— §In @°°—j= ~———— sin P°*°-J~ etc.).

Dans le cas ot ¢ =1 7, la partie algébrique disparait, et on a

simplement G*=KA".1

Les suites qm compo»ent la valeur de G seront fort convergentes
sion ac¢*<< %, et alors trois termes suffisent pour donner la valeur
de G approchée, jusqu’a sept décimales environ. Les mémes for-
mules pourront étre employées avec avantage, quand méme le
module ¢ serait beancoup plus pres de 'unité ; car si on avait, par
exemple, ¢=0.985, il en résulterait & peun pres = /%; dou
Pon voit qu’il n’y aurait qu'un terme de plus & calculer, ¢’est-a-
dire quatre termes en tout, pour avoir la valeur de G avec le méme
degré d’approximation.

Mais si ¢ est beaucoup plus pres de I'unité, ou si ayant ¢*> 1,
on veut obtenir un méme degré d’approximation avec le moindre
nombre possible de transformées, alors il conviendra de se servir
.de la seconde méthode dont nous avons fait usage en pareil cas ,
pour les fonctions de la premiere espece.

(76). Cette méthode consiste & prolonger dans un ordre inverse
la série des transformées..Ainsi 'équation entre G et G° qui
donne

G = 1_*_CG—}--‘Bsm@"

s'applique semblablement aux deux fonctions G et G, et on en
déduit

2 1 DL
G = s ~+:B'sinog,
équation ou l'on doit supposer G' = f (A’ - B'sin* ") d_Ag,;
A= +B, B = gf On aura semblablement par des transfor-

mees ulterleures ’

' __ ” ” l
G = 1+c G" 4 +B'sinq".
¢"= 25 G” + 1 Bsing

Mais
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Mais lorsque la suite G’y G”, etc. sera prolongée jusqu’a un terme

suffisamment éloigné G, on pourra faire =1, A" = cos ¢*,

. “ . By onk s amuy A8 :

et alors la fonction G” deviendra /(A" B sin’*¢p’ )———;,ce qut
cos @

donnera en intégrant,
G = (A" 4 B") log tang (45°- 1 ¢*) — B"sin 0¥,

et @" sera égal alors a la limite @',

On connaitra donc la valeur de G avec toute I'exactitude qu’an
peut desirer, en prolongeant la suite des modules ¢, ¢’, ¢, etc. ,
et celle de leurs complémens &, &, &”, etc., jusqu’a ce que le

dernier terme de ceux-ci b” soit assez petit pour étre négligé.
Alors on pourra faire c“= 1, et calculant un pareil nombre de termes
de la série des amplitudes ¢’, 9", ¢”, etc., on aura le dernier terme @“
qui pourra étre pris pour la limite @'.

Faisant donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur

z

de n de G* bservan ’ 2=, 2
G” au moyen de G”, et observant quon a e T Ve T

(4
=y etc., on trouvera cette formule générale

G=K'(A“+B*) log tang (45°+3 ¢*) — ¢ . =200

¢’ Vv (cc’c". ..

]é . 2 . / _4__ . ” _M
+ - (sm o - Vcsmq) - Ved SIN @ euses == D (e 'CM__Z)).

. , . eHT .
On a fait comme ci-dessus K'= c"\/(—-T——> , ou simplement

0 -1
K = \/ (EL.T‘J‘_> , parce que ¢ peut étre pris pour l'unité,

Quant a la valeur de A~ B, si on 'appelle L, on aura

——— e m—

N amts c cc ccc cc'c.. .t

#B B B M1
L¢=A-- +__ B 2 4 o#~1B
ccco .,

Mais cette quantité exprimée ainsi par une suite divergente , serait
peu commode pour les calculs d’approximation, et il convient de

la mettre sous une autre forme. Or, en exprimant L“ au moyen

”

de L et des différences successives L'— L, L"—L/, etc., on trouve

14
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alsément

_A+ +-(1 )+ ,,,(l—c)-f—etc,

ccc

ou, ce qui revient au méme,

L¥=A-}B- ]icl-’ I:‘/b"l' \/( vy ) o \/(b’b”b ) + \/( vy c’M

et sous ceite forme la convergence de la suite est manifeste.
On peut également rendre convergente la suite des quantités
algébriques comprises dans la valeur de G. Pour cela, soit

. 8Mctsing* 2 4 oM Tsingh~T
-\}(,Uv)-———————-v TR —sing V sin ¢'— Ve —sing"... — iy

on déduit de la

ot b T gy T : :
3 (p1)— ()= ot ’c“ Tsin p# ofclsing®  oMsing#

L) l/(cc’. ey el e
2‘“+’ 1 . .
m (CM ! s ¢M+ — :{4—4‘—1_ sin ¢/4)'

Or lorsque 5“ est devenu trés-petit, Péquation entre ¢* et @+’
qui est tang (@“— @**") = 5“*" tang ¢“**, donne 1 trés-peu pres
Q% == @#tT f Pt tang@’”", ou sin ¥ = (14 **") sin ¢**". Donc

. .
¢t sin cp""“—cT_'_] sin <p"‘= — (1-—6”““) sin **". Cette quan-

tité est de lordre &*'; donc on aura pour exprimer ~ (1), cette
suite trés-convergente :

N (w)=csin ¢ -
+

— (d/sing'— = sin )

7
— (sing'— % sing)

(c"sing —g— sin ¢")

8
+ ‘/cc' ]

—1
H.Wec”%‘:’_)(c” sin ¢”—£’ZT sin q,#—-r).
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Cela posé, la valeur de G exprimée toute enli¢re en suites con=
vergentes sera

G=K'L" log tang (};5"—!—% o“) — I% N (w)-

Il ne faut pas perdre de vue que celie approximation est fondée
sur ce que dans la valeur de G“ on a substitué cos ¢“ au radical
A* dont la vraie valeur est {/[cos* - (5*sin ¢*)*]. Cette substitu~
tion est permise tant que 5 tang @ est une quantité négligeable ;
mais elle ne pourrait plus avoir lieu si ¢* était assez pres de go°,
pour que & tang @* cessat d’étre trés-petit. Supposons, ce qui est
le cas le plus défavorable, qu'on ait ¢* = go°; alors il faudra pro-
longer les suites d’'un terme de plus ou jusquau (g -1 )™ terme,

ce qui donnera tang ¢“+'= , oub“* tang T =/ (5*),

V(b/&"‘l)
quantité dont le quarré %" est trés-négligeable par rapport a 'unité,
puisque &“ était déja supposé négligeable. La formule s’app]iquer’a
donc sans aucune difficulté ; ainsi le moyen de prévenir toute
exception , est de prendre x assez grand pour que ¢~ ne surpasse
pas go°, condition qui sera toujours facile & remplir,

Pour avoir la valeur de la fonction compléte G*, on pourrait
faire @ = go° dans la formule générale ; mais cette formule ne se
simplifierait pas sensiblement , et elle contiendrait toujours un
nombre de termes indéfini. Il sera plus simple, en se confor-

mant & I'observation préeédente, de faire "= go°, ce qui donne

1 . 1 I3 —
tang ¢,u _— ‘/—b;" sin ¢/4 —_— I‘/m‘;—i 9 et en retrogradant > ¢/4 2 == 7" »
o* P —=am. . 9 = 2, 0 =2, @ = 2 = z*“" . On

aura donc G (@) =27 G'; mais dans Phypothése que &* est de

Iordre des quantités négligeables, on a sin ¢ = 1 — % b*, et

log tang (45°+ % ¢*) =1 log <1+<m cp”) == ; log (Z_) on aura en

sin (p/‘
op—1 #=x
méme temps la quantité 4 (u) = K’ sin @ —— e 2}\, ; done
{u--y Ve 2"‘“'B
G = log( —%
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et enfin
L K’L“
G =" log () — wie

Ces formules pour déterminer tant la fonction indéfinie G que
la fonction compléte G, permettent de pousser Vapproximation
aussi loin qu'on voudra. 1l faudra prolonger le calcul des modules

croissans ¢/, ¢', ¢”, etc. , et celui de leurs complémens &, &"...5*,

jusqua ce que b“ appartienne a l'ordre de décimales qu'on veut
négliger , ou soit iuférieur a cet ordre. Il faudra en méme temps, s'il
s'agit de la fonction non-complete G, ne pas donner a @ une valeur

plus grande que 2“7>x. On calculera alors jusqu’a la méme limite

les valeurs de K/, L* et~ (u).

(77). Pour appliquer ces formules aux arcs d’ellipse ou aux fonc-
tions proprement dites de la seconde espece, soit G=E = fAdp, on
aura A=1, Be=— ¢

Par la premiére méthode, I'expression de l'are indéfini sera

c ‘/C 0%

E(c,0)=KL®-}- c‘/c sin@e—4-SY S ‘/C < sinpee- sin geoof-etc.

et celle du quart d'ellipse
E'(¢)=KLZ.

Dans cesformules, K représente le produit (1-4-c°)(1c>)(14-c*) ,

etc., continué jusqu’a un facteur 1 4 ¢*, ol ¢* soit de Tordre des
quantités négligeables. Cette méme quantité peut se meltre sous la

2‘/00 2‘/(,00 2‘/ 000

o c°°
c

logariihmique. Enfin la quantité L est donnée par la suite con-
vergente

.etc., plus commode pour le calcul

forme K =

& laquelle on peut donner cette autre forme

L c? . €02 €020 (0% €020 (00 00 e te )
——— o w——; i —— M
— 400 2 4 8 s ] 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. Tog

de sorte qu’en faisant KL = M, on aurait

.00 000 02 00 02 ~00 000
M (a\/o . p‘fc 2‘/000 etc.(x ——c: — 0%40 --etc.),
Ces formules offrent les suites les plus convergentes qu’on puisse
desirer pour la rectification de lellipse. Elles s'appliquent,, comme
nous l'avons déja dit , non-seulement a des valeurs de ¢ plus petites
que /%, mais & des valeurs beaucoup plus grandes et tres-rappro-
chées de l'unité.

EXEMPLE,

(78). Soit proposé de trouver l'arc E (¢, ¢) lorsque ¢==sin 75
9
\/5

Par les valeurs déja calculées (art. 66), ona logR=o0. 2460561 s
® = 30°, ¢°="62°36'53". 10, @°=119° 55'47" 67, ¢°°°=240°0"0" 19,
ensuite on trouvera

et tang @ —

L = 0.3888658

V< gin ¢ = 0.3290186

2

cVFc°_°
c ‘/ ¢ (,°°C°°°

—sin ¢°°° = - 0.0013888

C c COO 000 QOOO
‘/ 5 —Sln Qoo =

sin@* = 0.0522872

0.0000010

La somme des parties algébriques est 0.3799180, ainsi on a
E(¢, ) =KL. %'-l- 0.3799180; on aura en méme temps la fonc-
tion complete E'(c) ::KL.E, d’ou résulterait E(ec, @)=3E'(¢)
~ 0.3799180. Mais puisque l'arc E(c, @) se mesure par le tiers de
E'(c¢), on trouvera par les formules de la trisection ( art. 57 )
E(c,9)=3E (¢ -l—c cos’e ; le résultat précédent s’accorde par-

2 3
faitement avec cette formule, car on a en effet - ?: ?— 0.3799179.

Le méme calcul donne de pluslog E! (¢)=0.0319757 et E'(¢)
=1.0764049 ; donc dans le cas proposé, I'arc E (¢, ¢)=0.7387196;
et on voit que la partie déterminée algébriquement, forme plus de
la moitié de Varc. Aureste la valeur trouvée de £’ (¢) s’accorde avec
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celle qu'on déduirait de la formule de Varticle 41, en y mettant pout
F*(c) sa valeur trouvée art. 66.

(79). Sile module c est assez peu différent de I'unité pour qu'on
juge nécessaire d’appliquer la seconde méthode, il faudra, dans les
formules de l'art. 76, faire A =1, B=—¢*, ce qui donnera

L=t —be[ Vi /() ) Cor)- oo/ (B5E) ]

Quant & la valeur de K’ et a celle de la fonction ~} (u), elles ne
dépendent point des valeurs de A et de B; ainsi elles restent les
mémes que dans l'arlicle cité. On aura donc, d’aprés ces valeurs ,
la fonction indéfinie

E(c, ¢) = K'L¥tang (4541 ') + o ()

et la fonction complete

K'L#
E‘(c)-.:?— Iogzifz"i‘f;"

Ces formules sont ce que l'analyse peut offrir de plus simple pour
le calcul des arcs d’ellipse, lorsque le module est tres-prés de
I'unité; elles supposent qu'on prenne pour x4 un nombre d’unités

assez grand pour que &“ apparlienne & I'ordre de décimales qu'on
veut négliger,

Si on veut avoir les valeurs de E (¢, ¢) et de E!(¢) approchées
seulement jusqu’au septicme ordre de décimales , il suffira de faire

p=2 dans les formules précédentes; on aura d’abord L*=1bs

—bey/b'—be \/(b » et parce qu'on a en général by/b'=1—0¢,
ba
VY =1—¢,d = ‘/ on trouve plus simplement L# == :
Vv e P P Ve
mais dans le méme cas on a K'= \/ —. Donc les deux formules gé-
nérales se réduisent i celles—ci

b* 4 1 A .
E(c, ¢)=1+\/c \/? log tang (45°~4 1 ¢") + ¢*sin@
+ 2 VC (c' Sin ¢’—-c£' Sin ¢> + 4“;6," (Sin @"__c’sin @r),
- . b 1 ¢ 4 c
L (C‘)v—-m.z \/?.long—l— VF.
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b -

e Fie)+ 5 et sous

cette forme , elle offre une relation fort simple entre les fonctions

F(c),E'(c), et d’autant plus approchée que & sera plus petit.

La derni¢re est la méme que E'(¢) =

(80). Appliquons ces formules & I'exemple de I'article 78, ce qui
est un cas peu favorable, puisque la valeur de ¢ difféere sensiblement
de P'unité. On connait déja par I'article 69 les valeurs de ¢, ¥, ¢", &',
ainsi que celles des amplitudes ¢, ¢, ¢". Au moyen de ces valeurs,
Ie calcul de la fonction compléte E* () se fera ainsi:

1-+¢¢ = 1.9828152 log(1+4 yc)... 0.20972822
log 4..... ©.6020600 log b ..covnnnnn 8.8259924
log¥'..... 5.8757219 Qe cevrrrenns 8.5287102
4 e 0074955

log g+ -+ 4:720335 :2251815 etc... 2.0722248
}10g§ = 1.1815845 log 2.3025 etc... 0.3622157
logx.ieevivees 8.9708862

x == 0.0935161
1

o = 0.9828891

———

Somme... E!(¢) = 1.0764052

Cette valeur s’'accorde avec celle qu'on a déja trouvée, autant que
les petites parties négligées peuvent le permettre.

Quant au calcul de I'arc E (¢, @), nous avons déja trouvé la valeur
de E(c, 9)==K'log lang (45°++ ¢"), il en résulte

log F(c, ) = 9.9650547

ba
e = 8.5287102
log y = 8.4937649, y ==o0.0311720.

log

On trouve ensuite les parties algébriques
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¢*sin @ = 0.6830127

2y/c(c sin ¢'— Ci, sin @) == 0.0243225
4\/5,_ (sin@"— ¢ sin@’) = 0.0002123
somme. .. ... 0.7075475

ajoutant... ¥ == 0.0311720

ona E(c,9) = 0.7387195

ce qui s'accorde encore avec la valeur trouvée par la premicre
meéthode.

(81). Pour appliquer les formules précédentes a la rectification de
I'hyperbole, il ne s'agit que d’évaluer lintégrale G _fﬂm
qui représente la quantité A tang ¢ — 7T, différence entre l'arc
d’hyperbole et sa tangente. Or en faisant dang la formule générale
de l'art. 75, A =¢*, B =+¢*, on ala fonction indéfinie

c® P €O 0%
G(¢,¢)=%KC’®<X—'—————! —etc.)

y; 8
c\/2c° ‘/c VT gin goo o KT eV Ecme °°°°°D sin@°°°~-etc.
et la fonction définie
G (c) = KCB.Z (1 —-—;: —_ Eif; —_ %Cm—-etc.) :

celle-ciest la différence entre 'asymptote et la courbe, qui s’exprime
ainsi tres-simplement par une suite fort convergente.

Lorsque I'hyperbole est équilatére , la quantité G'(¢) qui en gé-
néral a pour valeur E* (¢) — &F*(c), se réduit a E*(¢) —3 F'(c) ;

. . . . 7
mais comme dans le cas particulier o c>=1=0%,0na- =(2E‘—-F‘)F R
la valeur de G* se réduira ultérienrement & &+ 4 -, etparce que F'=17K,

on aura encore plus simplement G* = ZK_' On a trouvé ci-dessus

log K = 0.0720074 , ainsi on aura log G* =g.6269626.

On peut regarder comme applicable & tous les cas, la formule
T
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T = Atang @ — G (¢,9); cependant si ¢ était extrémement prés
de l'unité , on pourrait, pour déterminer la fonction G, faire usage
des formules de Darticle 76, apres avoir fait A =¢*, B=—c*.

Formules remarquables pour déterminer les fonctions com-
plétes F* (c) , I*(c), lorsque c est pew élorgné de l'une de
ses limites.

(82). Lorsque le module ¢ est fort peu différent de I'unité, nous
avons trouve (art. 76) les deux formules

F (c):%\/cc—,) log bé"

E'(c)= 1_::/0 I {c) 4+ \/<§>

Ces formules donneront environ dix décimales exactes si ¢ =sin 8o°;
elles en donneraient un plus grand nombre si ¢ était plus grand;
elles n’en donneront que sept lorsqu’on fera ¢ = sin 64°, et ainsi &
proportion dans les autres cas. Du reste leur usage est trés-commode
puisqu’il exige seulement qu’on calcule avec précision les valeurs de
¢, b et 0" 1l faut pour cet effet se rappeler qu’en faisant ¢ =cos p,
V cosp
cos® 3 i
est fort petit, les tables donneront avec précision cos w et cos 3 u;

1

ce qui donne b==sin %, on aura ¢ = , O'=tang** u. Si p

sin &

connaissant cos £ & et sin 4, on en déduira sin + u = , et

2 CO8 % 4

sintu

cos gz (4

trop petits angles, on observera que ” se déduit de &’ comme c*
. - -5 1] Al ’

de ¢, et qu'ainsi on a b”=% b's - ;—6 b4 etc. ; dou résulte

7747:(%)20 — +0*), et par conséquent I log l:i" = log%— ;0°m,

tang + u = ce qui fera connaitre &’; enfin pour éviter les

m étant mis pour le nombre 0.43429 etc.; dou I'on voit qu'avec
une légere correction facile a calculer, on déduira log;f—,, de log é

Le reste n’a aucune difficulté , en se rappelant que les logarithmes
de la formule sont des logarithmes hyperboliques qu’il faudra réduire
en logarithmes vulgaires,

15
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(83). Si on substitue la valeur de E'(c) donnée par la seconde
des formules précédentes , dans l'équation de I'article 42, on en

déduira
Ly <“*;" Vc).F‘(b)
2 ’
vy — SV o
B —(Gn) PO
et si on observe que la valeur de F'(c) contient un logarithme que
le second membre ne saurait offrir par le développement des quan-
tités F' (6), E'(8), en séries ordonnées suivant les puissances de b
supposé trés-petit , on en conclura que Véquation précédente ne
peut subsister & moins que le numeérateur et le dénominateur du

second membre ne soient sensiblement égaux a zéro. Ainsi on devra
avoir les deux équations

F(0) = \/(1+c =3 \/( )

__1tcye ,
ENb) = Ry Ixyc.
Changeons & en ¢, et réciproquement , afin de rapporter ces nou-
velles formules au module ¢, nous aurons

File) = \—/<—f—£b——‘—/b—=§4r\/<%o>

b b 1 o o
B = 2V ey =(2— )2/ (3).

Ces formules sont encore plus simples que celles de l'article
précédent ; elles ne supposent d’autre calcul préliminaire que
celui de & et 6°; or en faisant c==sinu , on a b=cos u, et
bo —_ ‘/COS &

cos®
log 4°; car comme 1 — 5° est trés-petit, si Uon fait logb°—=—d,
on aura log (2— 0°) =4 —d" (2.3025, etc.).

Ces formules ne sont pas moins exactes pour les petites valeurs
de ¢, que celles de Particle précédent pour les valeurs de ¢ peu diffé-
rentes de 'unité; les unes et les autres s’accordent avec les formules
de Yarticle 45, et on peut s’assurer qu’elles équivalent au dévelop-
pement d’un assez grand nombre de termes de ces derniéres.

F'(c):

: d'ailleurs log (2 —2°) est trés-facile 2 déduire de
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(84). Appliquons ces formules au calcul des fonctions Fi(c), F'(5),
4 4 4 4
— V4—V3 — VA4+V3 goit o—si —
en supposant ¢= T3 b= TEvE Soit c=sina,b=cosa,
on aura sin 20 ==tang* 15° et tang (45° - a)= ‘/(‘—/g—g ; de l'une
ou del'autre de ces équations on tirera

a = 2° 5’ 30".94970.

Cet angle étant assez petit, il faudra user de quelques précautions
pour calculer les valeurs des quantités cherchées jusqu’a dix déci-
males. On trouve d’abord directement par les tables, log sin 22 =
8.8561049048; ensuite la valeur connue de o donne log cosa =
9.9997196211; de la on déduit

log sin 2 == 8.55535 52880.

Pour le calcul de la formule Fi(c)=1= \/%’, je fais k=. %.

1 .
f—] vy , et je trouve

€os ; & /cos &

COS 3 Cevuvran 9-99992 99167
\‘/E(_)_s CLavenes 9-99992 9go53
somme.... ... 9.99985 98220
kovoiiiianen « 0.00014 01780
TR evnenne «+. 0.19611 98770

Donc log Fi(c) == 0.19626 00550

Le calcul de F'(5) se fera par la premiére formule qui donne
Fr(b)=1klog -f; Or on a c®=tang*; «; ainsi log ¢* se déduit

des logarithmes déja trouvés en cette sorte :
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COS T %euvuunn 9.99992 99167
Dieveeneaanne 0.30102 99957
2COS3%uunnns 0.30095 99124
sind...... ... 8.55535 52880
SINS&eevenn, 8.25439 53756
COSEdeveness §.99992 99167
tang i a....... 8.25446 54589
Civiirrannans 6.50893 09178
2 00000, «vee. 0.30102 99957
o “a 6.20790 09221
FC i 2.41580 18442.

11 faut de plus chercher la valeur de ¢*°; mais, comme on I'a déja

4

observé, on peut suppléer au calcul de ¢** par la formule ;log =5
= log -céo- — 1 ¢2(0.434 (?tc.). De cette maniére on obtient en loga-

rithmes vulgaires ;log i= 2.0465645311. Prenant le tiers de ce
C

nombre , et faisant pour abréger €= 0.6821881770, on aura
3 ¥ () = EME , M étant mis pour le facteur 2,3025 etc.

Covevinninnnn 9.83390 41883
Moo, 0.36221 56887
koo, 0.00014 01780
sF()....... 0.19626 oob50.

Cette valeur estexactement la méme qu’on a trouvée pour le loga-
rithme de F*(c); ainsi on a F*(6)=3F (c). Cette égalité est au moins
trés-approchée , puisque les formules d’'ou on l'a tirée pourraient,
avec des tables plus étendues , donner les valeurs de F'(3) et F'(c),
approchées au moins jusqu’a 15 décimales ; mais il est tres-vraisem-
blable qu’elle est rigoureuse, el c’est ce que nous aurons occasion
de confirmer par une démonstration particuliére.

L’égalité F* () =3F"(c) étant supposée exacte d’apres ce résultat,
on trouve par d’autres considérations, que les fonctions F'(c) et

4
F'(sin45°) ont entre elles cette relation T (¢)=> V3 cos 15 F'(sin45°) ;

]
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c’est ce qu'on vérifiera aisément par la valeur trouveée de Fi(c),
et par celle de F'(sin45°) tirée de la petite Table qui suit , calculée
avec dix décimales.

c logF:(c) c logF:(c)

sin ©° 0.19611 ¢8770 || sin go° | ....infini.....
sin 15° | 0.20361 53664 || sin 75° | ©.44217 59938
sin 30° | 0.22679 32597 || sin 60° | 0.33375 26135
sin 45° | 0.26812 72224 || sin 45° | 0.26812 72224

Nous joignons ici une Table plus étendue des logarithmes des
fonctions completes F* (¢), E' (¢), calculées a sept décimales, pour
tous les angles du module, de degré en degré, le module étant mis
sous la forme ¢ ==sin 8. Cette Table sera fort utile dans la théorie
des fonctions elliptiques; on I'a calculée par les formules abrégées
que nous venons de rapporter, depuis §=0° jusqu’a 8 = 20°, et
depuis 8= go° jusqu'a 6 = 70°; pour les autres valeurs de 8, on a
suivi les formules des articles 65 et 77.
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Angle Angle
du Log. F* Log. Et du Log. F* Log. Ex
module. module.
00 0.1961169 0.19011¢ qo° Infini. 0.0000000
1 o. 1821530 0.1960833 Zg 0.7351923 0.000326
Py 0.1G62522 0. 1952876 8! 0. 602;2 0.001253
3 0.1g64176 0.1958222 8 0.63735 2 0.0022573
é 0.19066493 0. 1955908 8 0.6077507 0.0037306
0.1969474 0.1952932 85 0.5834041 0.0054053
6 0.1973119 0.1949295 84 0.562513 0.0074221
o. !827 30 0. 19%/;()98 8. 0.5/;4120% 0.0095037
g 0.1982409 0.1940041 8a 0.5276129 0.011927 1
9 0.198805 0.1934423 81 0.5125914 0.014}321
10 0.199437 0.1928147 8o 0.4987770 o.or70811
11 0.2001373 0.1921212 i 0.485g¢667 0.0198581
12 0.2009024 0.1913018 é 0.4740076 0.022';?87
13 0.20173g6 0.1905367 7 0.4027820 0.0257397
Ié 0.2020431 0.1896460 bl 0.4521964 0.02881Q1
I 0.2036154 0.1886 75 0.4421760 0.0319757
16 0. 204656 0.1856678 7 0.4326595 0.0351996
1 0.2057567 0.1865805 7 0,4235001 0.0384511
1 0.2060484 0. 1854280 72 0.4149432 0.0418119
19 0.2081g97 0.1842104 71 0.4006648 0.0451835
20 0.29g5220 0. 182927§ 70 0.3987208 0.0485886
21 0.3109158 0.1815802 . 0.3g911076G 0.05201q
22 0.2123818 0.1801680 gg o. 3837870 0.0554"2(7)
23 0.2139206 0.1786013 6 0.3567358 0.0589é77
24 0.2155328 0.1571502 6 0.369g400 0.062§nq
25 0.2172193 o. 1765451 65 0,3633838 0.00588g5
26 0.2189809 0.1738761 64 0.3570533 0.060364;
2 o. 2203180 0. 1;2435 63 0.35(49356 0.072833?
2 0.2227319 0.1703476 G2 0.3450196 0.0762028
a9 0.2247233 o. 1(/584§36 61 0.3392g50 0.07097376
30 0.2267933 0.166,669 6o 0.3337526 o.oé31643
31 0.228942 0.1645829 59 0.3283839 0.0865695
32 0.231 I"ﬁg o. 16;5368 58 0.3231814 0.089g500
33 0.2334846 o. 1604292 5 0.3181381 0.0033020
34 0.2358"gé 0. 1582605 b 0.313247é 0.0g66256
35 0.23835% 0.1560313 55 0.308503 0.0599152
36 0.2409233 0.1537418 54 0.303go13 0.10316q
3 0.2435751 o. 151§g28 53 0.2994353 o. 106386?
3 0.2463154 0.1480548 52 o0.2g51012 0.1095630
39 o. 2491%2 0.1465156 51 0.29o8g45 0.1126082
4o 0.2520f (5) 0.1439949 50 0.2868114 0.1157899
t 0.2550848 0.1414143 9 0.2828480 0.1188364
2 0.2581665 0.1387776 8 0.2790011 0.1218362
3 0.2614061 0. 136,858 7 0.2752653 0.1247878
1 0.2647155 0.13333q9 6 o. 2"!64é6 o. 1276898
45 0.2681272 0. 1305409 45 0. 2é81272 0. 1305409
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Méthode d’approzximation appliquée auzx fonctions ellp-
tiques de la troisiéme espece.

. car . — (. )
(85). Aulieu de considérer la simple formule IT = ﬁ1—~+nsin”¢) =
qui appartient & la troisieme espéce, nous considérerons plus géné-
ralement Ja formule

B sin
h_f(A-'_l —l—nsiqo A¢’
qui est composée d’une fonction de la troisiéeme espece et d’une de
la premiére , affectées de coefliciens constans. Si on appliquait le
calcul a la simple fonclion IT, la premiére transformée contiendrait
une partie affectée de la fonction de premiere espece F (¢°, ¢°) ; c’est
pourquoi il convient, pour 'uniformité des résultats, d’admettre les
deux sortes de fonctions dans la formule primilive , ainsi que nous
Pavons déja fait pour les fonctions G (art. 76).

Cela posé, si on fait sin*@ = % (1 - c°sin*@°— A°cos@°), et
14-c° d¢

d
& ==~ 3> On aura pour premiére transformée

_14c o de® cos ¢°
H= 2 [H 1+n 1 - n° sin® ¢°

les valeurs de H et de ses coefliciens étant

o Besin® _Bsinte® d@'
f A 1+n sin® ¢° ac

n(n+ )
G+b0y0+n
A+1-}—n

° ¢4 2n - n? -
B=B. g for

Ainsi la fonction H(7, ¢, ) est ramenée 4 une fonction semi=
blable H (»°, ¢°, ¢°), dans laquelle les trois élémens n, c, ¢ ont
subi des changemens propres i faciliter les approximalions.

n® ==

La méme loi aura lieu dans les transformées ultérieures; de sorte
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qu'en faisant
00 — ( oo + M d_i”
- 14-n*° sin® g/ A

nO (n°+002)

00—
n —_—

GFEY GFm
00 e o ;BD
Av= A=t 1--n°
00 Bo COZ+ 2n0+ noz ~
T a6 (0 n)?

on aura la seconde transformée

He— 1 c® l'—'H°° __ ab° do® cos p™
2 147°) 141 sin®¢>_J’
On peut continuer indéfiniment ces transformations , d’'out résulle-
ront une suite infinie de fonctions H(n,c, ¢), H(r° ¢, ¢°),
H (ne, ¢, °>°), etc. , telles, qu'une seule étant connue, on pourra
déterminer toutes les autres.

(85). Examinons d’abord avec quelque détail la loi de progres-
sion des paramétres n°, n°°, etc. Si on fait n=—mc, et semblable-
m(m—=c)

14-mc *
Mais on peut toujours supposer le parameétre n < ¢, ce qui donne
m <1 ; on aura donc aussi m° << 1, et méme m° < m; car dela valeur
(14-¢) (14m) m° (—c)(1—m)
= e,
14-cm m 1-f-cm
ce qui prouve que m positif ou négatif, est toujours plus petit que
m J 2

ment rn°=m°c®, I'équation qui détermine n° donnera m°=—

’ ’ ’ . mo
précédente on déduit 14~ —

I'unité. Donc les termes m, m°, m*°, etc. sont tous plus petils que
I'unité et forment une suite décroissante ; et par conséquent la suite
des parametres n, n°, n°°, etc. décroit plus rapidement que la suite
des modules ¢, ¢°, ¢*°, etc. , chaque terme de la premiere étant plus
petit que le terme correspondant de la seconde.

A Pégard des signes de ces parametres, il y a deux cas a consi-
dérer. 1°. Si n est positif ou si 7z est négatif et plus grand que ¢?,
ensorte qu’il soit compris dans la forme — 1~ &*sin® 8, alors »*
sera positif , et il en sera de méme de tous les parametres suivans
n°, n°°*, etc. Dans ce premier cas se trouve compris celui de n==tc

qui
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qui donnera n°== ¢°, n°°== ¢*°, etc.; mais ce cas est inutile i con-
sidérer, parce que d’apres l'article 46, la fonction H se réduit alors &
la premiere espece.

2°. Si n est négatif et plus petit que c*, ensorte qu'on ait
n==—c*sin*f, on pourra faire semblablement 7° = — ¢°* sin* §°,
et 'angle 6° se déterminera par 'équation

tang ( 6°—0) =5 tang 0,

ce qui est ]a méme loi suivant laquelle I'amplitude ¢° se déduit de .
Calculant donc successivement 6°, 6>, §o°, etc. d’aprés cette loi ,
on formera la suite des paramétres n°=—=—=c°*sin*f°, n*°==—c***sin*f°,
etc., qui décroit, comme on voit, avec encore plus de rapidité que
dans le premier cas.
Connaissant ainsi la loi de progression des parametres », venons
a celle des coefficiens A et B dans les transformées successives, Soit
pour abréger,
f— < an-~n? — (4 n)*—b
(48 1+ n)* 8y (1 +n)*?
et soit désigné par A° une quantité composée de ¢, &°, »°, comme
k Yest dec, b,n, et ainsi de suite, on aura

°==1kB, Br= 2 kB, B = 3 kkekeB , etc.

Mais puisqu’apreés un certain nombre x de termes , les ¢ et »* pris
dans les suites ¢°, ¢*, etc., n°, r*°, etc. , sont assez petits pour étre
regardés comme nuls, il est clair qu’il en sera de méme du terme
correspondant & de la suite %, 4°, k°°, etc., et qu’ainsi on peut faire
en toute sureté B“== o. Quant & la valeur de A*, elle sera donnée
par la suite

1B 1B, 1kkeB

A/*:A-!—lﬂ_*_n-l-1+,L°+f+no.,+etc.

quiil faudra prolonger jusqu’au terme qui contiendrait A* exclu-
sivement.

(] o0
Appelons toujours & la limite des angles ¢, Z—, 94—, etc. , cett

limite étant censée atteinte apres le nombre de termes x , on aura
¢ ==2"®, et parce que ¢ est de I'ordre des quantités négligeables,
on aura H* = 2“A*Q,

16
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(86). 11 est facile maintenant d’avoir le résultat des iransfor=
mées successives jusqu'a la w™ inclusivement. Soit toujours

R* = (1-4~c*) (14-¢>). . . (1=c" ), ou K* ::2“{00- QICEM.Q“/CM . etc.,

CUD
la valeur de la fonction H sera donnée en général par la formule

— RHEARG _ V¢ 3B arctang (}/n°sin¢°)
. Ve Ve LRB_ arctang (\/71‘—"3 sin )
c ¢ "aitn’ v n°
- Z_c: Ve V¢ LEkk°B  arctang (‘/117';5"111 ¢°°°Z
c ' ® T ¢ " adne’ Ve

— etc.

Cette suite étant prolongée jusqu’au terme dont le rang est u in-
clusivement, erreur de la formule , mesurée par les termes sui-
vans , ne pourra étre que de 'ordre c#+'; de sorte que si on ne veut
pousser la précision que jusqu’aux quantités de I'ordre c#, on aura
un terme de moins & calculer , tant dans la suite précédente que dans
la valeur de K et dans celle de A*,

Au reste les arcs de cercle qui entrent daus la formule générale
se changeraient en logarithmes, si 7 était de la forme — ¢*sin®8;
mais ce changement n’est sujet & aueune difficulté.

Lorsque ¢ = % # ou==un multiple de 1 w, tous les arcs de cercle

disparaissent , et on a simplement H = KA“®. Donc la valeur de
la fonction complete est

H' =KA* 1q,

Remarquez que la valeur de H exprimée par les transformées
successives, se terminerait d’elle-méme, si on avait I'une des égalités
ne=w—1-4b,n°==—1~ 0° n°° =1}~ b*°, etc. : alors la fonc-
tion H se ramenerait indéfiniment & la premicre espece.

Pour qu’on ait en général — 1 b+ = n# ===—( c# sin §# )2, il faut
que cot f*=y/b*, ou qu'on ait F (e, f+)= 1 F'(c#). Mais les para-
métres successifs n=—c*sin*, n°—— c*sin*f°, n">=—-c*>*sin*f>°, etc.
étant formés d’apres la méme loi qui lie entre elles les amplitudes g,

8,8, etc., onaF (e, §)== T F(or, 6), (oo, )= LR (e, 8), ete;
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eten général F(c,6) = Ca ) (I+C°2“ LG L) F(cx, 9”)=;,:“+, Fi(e).
2

Les cas qui donnent lieu 4 la réduction de la fonction H, sont donc
tous ceux ou le paramétre n, de forme — c*sin® 6, est tel qu'on a

Fc,0)=

1 ’ . A , . .
— F'(c) , pétant un entier, La méme réduction aurait

of*
encore lieu si on avait F(c, §)= 242 (o) Stant
re lieu s1 on av s 8= s> 2V 1 €etant un

nombre impair quelconque.

Les formules d’approximation que nous venons de donner pour
déterminer la valeur des fonctions H et H', peuvent s’appliquer
tous les cas, et le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu
de termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant
si la différence 1 — c était tellement petite qu’il fallit prolonger
assez loin la suite ¢°, ¢°°, ¢*°°, etc. pour parvenir a un terme négli-
geable c#, il pourrait étre préférable de suivre la seconde méthode,
c'est-2-dire , de faire les transformations dans un ordre inverse , ainsi
que nous l'avons pratiqué en pareil cas relativement aux fonctions
de la premiere et de la seconde espece.

(87). Et d’abord si la différence 1 — ¢ est déja assez petite pour
qu'elle puisse étre négligée, on pourra intégrer immeédiatement la

in® d. .
formule H =f<A - %) —Af, en mettant cos @ au lieu de

A, ce qui donnera

B 1 B tang ({/nsi
H=<A-—|— ;_—_}_—n>log tang (45°+§¢)—-1+n' arc tang g/\{z 5“@:

Cette intégrale est rigoureuse lorsque ¢ =1 ; mais s’il y a une diffé-
rence, quelque petite qu’'elle soit, entre 1 et ¢, elle ne pourra s’ap~
pliquer sans erreur a des valeurs de ¢ plus grandes qu'une certaine
limite. En effet, la quantité A qui en général est /(cos*@-}- b%sin*p),
ne se réduit & cos @ que lorsque cot9 est censé beaucoup plus
grand que b. C’est pourquoi il convient de chercher une formule
qui donne la waleur de H pour toute valeur de ¢ , dans I'hypothese
seulement qu'on puisse négliger les termes affectés du facteur &
€levé au quarré ou a une puissance supérieure.

Pour cet effet nous supposerons qu'il a été fait dans la fonction H

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



124 PREMIERE PARTIE.

une préparation relative au parametre. Si 7 est négatif, nous le
supposons toujours ou de la forme — c¢*sin* 8, ou de la forme
— 1 *sin*0; si ce dernier cas a lien , on changera la fonction H
en une autre ou le parametre soit positif, ce qui se fera par la
formule du n° 51.

Cela posé, pour avoir la valeur de la fonction H, je la mets sous
la forme

B B
et il restera & déterminer P par la formule
. do cos o V.
f(l -+ nsin® Q)A

s 0sQ b%in’e
Jobserve ensuite quon a ==% S =1 ~——; donc si on fait

T BA(cosp +0)’

. 2dg cos ¢ sin’p
Q”"f(1+n 51n2(p)A(COS(P+A)
arctang(\/nsm@) 174
P = v : 0°Q.

Tout se réduit donc & trouver une valeur approchée del'intégrale Q.
Pour cet effet, jobserve qu'on a cos oA <24, et €os ¢~-A>> 2¢05¢;
donc si on fait

on aura

Q= do sin%g
—J (Fnsinig) A
Q,, dp cosgsin®@ .

—J (1 Fnsin®g)(1 — c*sin’p) *
on aura Q < Q' et Q> Q". Or en premier lieu, la combinaison des
intégrales P et Q donne (1+4n)Q ~P .—f ~ > d'ou résulte
Q —_— F (‘? ¢)

, donc on a

1 17a -;—ba
P>‘“°“’“g%”s"") — 2 F 0+ P,
ou

3b° \ arctang(Y/nsing) __ 35
P>(I+ arc tan ‘/nn n _mF(c’@)

On trouve ensuite par l’mtégration directe ,

(c*4n) Q' ————lou (w — T/‘;arc tang (V/'nsing);

1= ¢ 8D @
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donc on a

b* \ arctang ({/nsin @) 116’ 1 4-csing
P<<1+1+—n) vn —1+n 1—csing

La plus grande différence entre ces deux limites de P a lieu lors-
e

que @ ==qo°, et comme on a dans ce cas F' (¢) _lob >

= alog 3 3 » cette différence = T——}?z .+ log 2. Elle est, comme on

voit, de I'ordre des quantités qu'on veul négliger. Ainsi on a avec
une exactitude suffisante,

1
P=\/n

ce qui donne la fonction cherchée
. B B arc tang ({/nsing)
H—(A+.+H>F(c’<p) 1+n' V"’ )
et il en résulte pour la fonction complete ,

= (a2

N B arc tang (1/n
) (13 ) log § — . g L),
Ces valeurs de H et de H* sont celles qu’il convient d’employer si
les quantités de I'ordre 5* sont négligeables , et alors il n’y a pas licu
de recourir aux transformations ; mais il convient d’examiner parti-
culiérement le cas ou » est négatif.

Le cas de n= — 1} b*sin*6, oh n-}-1 serait de l'ordre 2*, ne
permet pas qu'on lui applique avec succés les formules précédentes,
c’est pourquoi nous I'avons évité par une transformation qui rend »
positif.

Le cas de n==—c" sin* § ne souffre aucune difficulté, si f n’est pas

141

2

trop pres de go°®, parce qu’alors reste une quantité trés-pelite ;

1+n

. . arc tan n sin
seulement dans ce cas, il faut changer I'expression g‘(/\’: 0 )

14-csinfsing .. A
log (m> Mais si en méme temps 8 est

en celle-ci -
2c¢sin 8

tr‘es—prés de 90°, le dénominateur 1 +n équiva]ant a b’+ c’cosig R

devient trés-petit; cependant tant que cos f sera beaucoup plus grand
: b* b

que b, la fraction ; 7 %" Frccest demeurera trés-petite , et la
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méthode précédente sera applicable ; mais si cos 8 est une quan-
tité tres-petite de l'ordre o ou d'un ordre supérieur , la fraction

2
1+n
faut recourir a la formule du n® 52, au moyen de laquelle toute
fonction de troisieme espeéce dont le paramétre == ¢* sin* §, peut
étre transformée enune autre fonction dontle parametre n’==—-c*sin®,
pourvu qu'entre les angles 8 et A on ait la relation & tang ftang A—=1.

bn. bz . bz bi
Pt l_l_n,_._b donc des deux facteurs gt 1+n"

il y en aura toujours un plus petit que b; d’ou il suit qu'a l'aide
d’une transformation , si elle est nécessaire, l'erreur de la formule
n'excédera pas les quantités de ordre & ; et parce que dans le casle
plus défavorable, qui est celui de 1 4~n=1- n'=b, lavaleur de
1 devient tres-grande et se rapporte a I'ordre 5~*, ou plus exacte-

cesse d'étre négligeable. Pour obvier a cet inconvénient, il

Alors on a

ment a Pordre 6~ log (g) qui est tres-peu différent , il s’ensuit que

Verreur absolue étant de 'ordre 4, 'erreur relative est en effet de
Yordre 4, ainsi que dans les cas ou 7 est positif.

Nous sommes entrés dans ces détails pour prouver que lorsque
1 — ¢ est assez petit pour étre négligeable, les formules trouvées
pour H et H* peuvent donner une approximation suffisante , sans
exiger de transformations autres que celles qui ont été indiquées
par les articles 51 et 52. Mais la méthode que nous allons exposer
a lavantage de donner une approximation indéfinie, qui sapplique
généralement a tous les cas.

(88). L’équation trouvée n° 84 entre H et II°, s’applique aux deux
fonctions consécutives H' et H, et donne la transformée

, 1B do cns @
H + "f1 :

H= 141 -+ sin’g 3

1+c

on aura en méme temps
(A' / sin® ¢ do’
= 1 + n'sin’g’/) A"?
et les coelliciens /, A’y B’ devront étre déduits des équations

n—=

n'(n'+4-c"%) __ B (14n)y—b" s 1B
by 407y B= 2 ooy (a7 A=A+
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On sait comment se calculent ¢, ¥, ¢’, au moyen de ¢ et ¢; il ne
s’agit donc que d’examiner laloi de formation des quantités n’, A’, B'.
Et d’abord pour déduire »’ de », on a la formule

W= s [ ek VG 1) (G 715

d’ou Yon voit qu'il faut faire abstraction du cas ou l'on aurait
n=— 1 b* sin*f; carsi ce cas avait licu, le parametre »’ devien-
drait imaginaire, et on tomberaitainsi dans une difficulté plus grande
que celle qu’on veut résoudre. Heureusement il n’y a aucun incon-
vénient 3 faire cette exception, puisque par la formule du n° 51,
toute fonction proposée de troisieme espéce dont le parametre est
de la forme — 1--5%sin* 8, peut étre transformée en une autre dont
le parametre soit positif. Nous pouvons donc nous borner a considé-
rer deux cas principaux, celul ol = est positif et celui ou 7n est
de la forme — c*sin® 8. Dans ces deux cas, on peut s'assurer que la
valeur de ' sera toujours de méme forme que celle de », ainsi
rien ne pourra arréter le calcul des transformées successives.

(89g). Soit donc en premier lieu 7= — c¢* sin*f, et semblable~
ment 7' = ——¢"*sin* §’, on aura par la formule précédente,

sin® §' =2 -1 ¢ sin* § — 1 cos BA(H).

C’est laméme loi suivant laquelle I'amplitude ¢’ se déduit de ¢ ; elle
peut étre représentée plus simplement par I'équation sin (26'—8) =
¢ sin B. En vertu de cette loi, les angles 8, 6, ¢, etc. forment une
suite décroissante qui s’'approche sans cesse d’'une limite @, et qui
Yatteint sensiblement apres un petit nombre de termes. La suite
des parametres n, n/, n", etc. converge donc de méme vers la
limite — sin* @ , puisque d'ailleurs la suite ¢, ¢, ¢’, etc. a pour
limite I'unité.

. . .o . b
En second lieu, si n est positif, soit 147 = Soins A Glant un

\ . ’ . Id . b
angle trées-petit déterminé par la valeur sin A = . eop
g p P . m, de sorte

que si on faisait z==col*0, on z’mral"c sin A = b sin §, Cela pose,
la valeur de #’ sera donnée par I'équation

14-n'=bcot* L x;
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et sil'on fait semblablement 1 -}- n’=£—, , Vangle A" se déduira

de A par la formule trés-simple
sin A’ = /b’. tang 3 A.

On déduira semblablement A” de A, A” de A’, etc., de sorte qu’on
formera la suite des parametres r, o/, 7, etc. d’apres les équations

I+n,— 1% na

2
r
S T =g et

Remarquons qu'a partir de I'angle A qui est trés-petit, les termes

de la série A, X’, A", etc. diminuent continuellement , mais de ma-=
" sinA sinA’ sinA”

niere que les rapports 50 Ty —bT,etc. convergent vers une quans

tité constante qui sera leur limite. En effet, des valeurs précédentes on

© yry.s, 8inA sin A 14-c 4
dédait 28 = +

edui sinA" __sina’  1-4c
¥ T b " a1--cosa

; onaurait de mém = .
3 ohaur e meme —z b “i4d-cosa’’

\ . in A%
etc. Donc apres un petit nombre de termes iﬁ— sera constant, et

par conséquent aussi 1 - 7n#; d'ou l'on voit que la suite des para-
metres n, n', ', etc. , converge , comme dans le premier cas,
vers une limite qu’elle atteint sensiblement au bout de quelques
termes.

Le moyen trés-simple que nous venons d’'indiquer pour calculer
la suite des parametres n, »/, n’, elc., lorsque le premier » est
positif, peut aussi s’appliquer sans difficulté au cas ou n est de la
forme — ¢*sin* §; de sorte que nous-pourrons supposer quiil est
employé généralement dans tous les cas; et d’apreés cette supposi-
tion, nous allons continuer les calculs nécessaires pour parvenir a
Yexpression de la valeur de H.

(go). I faut d’abord avoir la loi des coefliciens B#, A#; pour
cela, si l'on fait

W o— (-5 (1 4-n)? B = (407 (14-=n")
= TaEny—n 0 VS Tyt 2

etc. ,

on aura successivement

B'= 2B, B'=s 2B =4KI'B, B"=S8KI'L"B, etc.
Mais
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. , . .t bn. —_— 4b’
Mais des équations 1--r'==¥"cot*; A, 14 n= o, b*= (Ew

on tire
N o— 14-n/ 1

141" cosa’

1~4=-n" 1 L __14n"

e . —_— —— H
on aura semblablement 7% =i A e n? TR era? etc. ;

donc
B — sB (1-4-n") B'— 4B (14-n") w__ 8B (1-4-n") ete.

T (14n)cosA’? T T (14n)cosacosA’? T T (1-n)cosacosA’cosa”?

, Iz Z
et en général B* = 2 B(1+’n ) -
(1) cos A cosA’...cos ¥
, . % BI _;_ BH
Enfin des équations A’ = A — TER? Al=A'— il etc., on

déduit généralement

1p’ 1p? 1 p#
AH=A___ 2 a :B_a

—— —
147 T S 1+n””

ou, en faisant les substitutions ,

AP—A— B /1 + 24 4 oo )

14n\COSA * COSA COSA’ ' COSACOBA'COSA” et €0s A cosA...cosa*™?

B~
1~ n*
entre dans I'expression de H“. Soit ce coefficient = L*, on aura

Ces valeurs feront connaitre celle du coeflicient A* -}~ qui

2B
(1-n)cos Acos A'. . .cos A4TE

L¥=A -

B 1 2 4 okt ‘
- 1+n.<COSA.+ dan et )'

COSACOS A cosA cosA’ cosA” COSA COs A, . .COs8 24T

Mais comme la suite comprise dans cette formule est divergente,
il conviendra de lui donner une autre forme. Pour cet effet jobserve
que la formule précédente donne

2B (1 — cos a¥)

L'“+'-—. L* = - .
(14n) cosa cosa’...e0s A

1 . sin A#
Or on a vu qu'a mesure que w augmente , la quantité e s'ap~
7
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proche de plus en plus d’'une certaine limite, et qu’ainsi sin \* est
en géuéral de l'ordre b+; donc 1~—cos A* est de 'ordre (b+)%,
ou b#t7; donc la différence L#+r— L# est une quantité trés-petite
de I'ordre 24b#+7, intermdédiaire entre b et b«+1, mais plus proche
de ce dernier. On aura donc pour l'expression de L~ cette suite
fort convergente

B(1——cos2) 2B(1—cosr")

(1+n)cos A + (14-n) cos A cosA’
- ( 4B(1—co0s~") , - etc.,

1}-1) cos A COsA’CO8 A

B
Lf—=A-- 1+n+

laquelle devra étre prolongée jusqu'au termie.....ovvvesesvenres
2”7 "B (1 —cos A¥71)

(14-m)cosacos A’cosA”...cos #!

que les quantités de l'ordre 2¢bu-+1,

inclusivement , si on ne veut négliger

(91). Cela posé, les transformées successives étant

Ha= (x44) W 25, eslynene)

H'= (1--5") H" j:;' _ arctang g/gt?’sin o

etc. ,

on pourra exprimer généralement la fonction H par le moyen de
H~; el comme les séries sont prolongées jusqu’a un nombre de
termes o suffisant pour que la valeur de H# soit dounée avec toute
I'exactitude nécessaire par la formule

arc tang (}/n"sin ¢*)

V/n*
il résultera des substitutions cette valeur générale de H, ou l'on a

fait pour abréger, I“= (1~4¥') (14+8") (140") v v » (1-45),

3

. B® . B
H = (A"—}- :fn?) log tang (45 +;<pﬂ)—-]+n#.
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- o2y, BY _ arctang(V/nsin o)

H=1“L"log tang (45°+1¢*)—1I ot v
1B’ arctang ({/nsing)

-+ 14" v

ot (15 2 Jf ot Y 6)

e (1) (-5 o fn , drctang ‘% 5in ¢")

(Y IR N

= I 1 B#  arc tang (1/n#sin p#~T)_

" 3= nt* ) V4 .
(92). Cette formule a linconvénient d'offrir une suite diver-
gente , et il importe de lui donner une autre forme. Séparons pour

cet effet le premier terme I“L* log tang (45°-+ % ¢#) , et appelons le
. , arctang(y/n'ine?)

reste Z*; désignons de plus par T la quantité v , nous
aurons
ey P gy O R Gk T, R LA T i
1= n# 1+n,u+x x+nt"+l
Cette équation peut se metire sous la forme
ZFH 7 f == TV T ( B~ 3BT )__, ) G Namad Bt .
14-n# 14 psH 1 n#t1

1 1
COSA ° COS A

B¥ B et B#tr o#+1B
14~ 141 1T 1 4n

. . . . 1
mais si on fait pour un moment A’ = 7ee e ToT s ON AUra

A“; done

. Piaal:] 4-cos A . .
7 . T 1“A* [}__C;S__ T (1 -4+ THF :]

Or d’une part la quantité I“A“ ne peut passer une certaine limite peu
élevée au-dessus de l'unité ; d'autre part les différences 1 — cos 1~
T#— T**" sont de l'ordre bu+r; donc ZFF'— 7 est une quantité
tres-petite de l'ordre 2417 butr qu'on peut regarder comme inter-
médiaire entre b+ et b+’ , mais beaucoup plus rapprochée du der-
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nier. On pourra donc exprimer Z* par la suite fort convergente
7, 4 (L'— 1)~ (Z'— ZL') - etc., et on aura pour l'expression gé-
nérale de la fonction H, cette formule

B arc tang (y/n sinp)

H = IL#log tang (45°43 ¢*) —

14n° vn
narc tang (y/nsing’)  /1-tcosa\ arc tangf1/nsing)
_m'cos)\[(l-i-b) vn' ( 2 ) vn

4B b [( b7 arc tang('/n sing”) (1 +cosA’) arc tang (}/ n'sin ¢")
T 14n"cosa cos A 2 vn'

8B 144 14b" " arc tang(V n"sin ") 14cos A"\ arctang(V/n"sing")
141’ cCosncosncos A [( +57 v - ( > vn' j
- etc,

Cette formule fondée sur celle que nous avons prise pour valeur de
H~, suppose que I'angle @~ est toujours moindre que la limite dounée
par I'équation cot ¢#== y/b#. Lorsque @~ est égal a cette limite, ou
qu’il en est seulement approché , la valeur supposée de H* est exacle
aux quantités pres de I'ordre &~ et alors il faut prolonger la série qui

. . 2B . .
donne la valeur de H, jusqu’au pm terme — , etc. inclusive-

1+ n
ment. Dans le cas ou @~ sera €loigné de la limile dont il s’agit, ce
qui arrivera lorsque ¢ n’excede pas go°, comme on peut toujours
le supposer, on pourra ne calculer la série que jusqu’au terme
( #— 1 ) inclusivement, et le résultat sera toujours exact aux
quantités pres de 'ordre b~.

Pour déduire de la formule générale la valeur de la fonction com-
plete H, on pourrait faire @ = go°, et prolonger la série, comme il
vient d’étre dit, jusqu’au ( m-— 1 )™ terme inclusivement. Mais il

est plus simple de faire p== 241 g = 2¢~27, ce qui donnera succes-
sivement ¢’ == 2637, @" = 2¢—dw.,..Qr"1=2% &, cot pr=1/b#. On
parvient ainsi & la limite des valeurs de ¢#, et en négligeant les
quantités de I'ordre &#, on aura sin ¢#=1, log tang (45°- 3 )
= 1 log (24;) » et par ]a substitution de toutes ces valeurs, on trouve

“—1B ’ " u--1 p~-X
QM-.IH':IMLH%I"%‘%—‘Q 140 148" . a4 b arc tang V/'n/

147 cosacosi...cos AE~2 Yyt
2*B (1+b' b 1+b"—’|_ By 25 tang/n¥ (1 ~+cos N"'"’) arc tang \/nf“”'.’]
1472 \COS A COS A +rsesCOS / M--IL( +6%) vk yu?
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Mais les quantités 1 — cos A*~1, n#— n#— sont de lordre b“, et par
conséquent négligeables ; on a donc plus simplement

Hi—1* [L’" 1 4 B 1 1 1 arc tang \/n""‘]

—_— 0 — — . . . . L
o ng 140" cosA cosA "7 o asd 172

formule ol il faudra substituer la valeur connue de L~ et celle
/ U4 14

de ¥ = (14-8) (x5 ). (x 0y = 2VE 2V 20"

ce produit étant continué jusqu'a ce que le nombre de ses facteurs

soit o — 1.

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra
calculer les valeurs des fonctions H et H*, lorsque le module ¢ est
extrémement prés de l'unité; elles donneront tel degré d'approxi-
mation qu'on voudra obtenir, en prolongeant suflisamment les séries
qui les composent.

(93). Si on compare maintenant cette seconde méthode avec la
premiere , on ne manquera pas de remarquer que celle-ci n’est
sujette 4 aucune exception, et qu'elle n’exige ni considérations de
limites , ni transformations; il est donc préférable d’employer la
premiére méthode , méme dans les cas ol ¢ serait fort pres de
Punité, puisqu’alors cetlte méthode n’a d'autre inconvénient que
celui d’employer quelques termes de plus, et le nombre de ces
termes ne peut jamais étre bien grand.

Nous remarquerons encore qu'on peutsimplifier & quelques égards
les formules de la premiére méthode, en employant des angles
subsidiaires A°, A°°, A°°°, etc. pour calculer tant la série des para-
metres 7n°, n°°, etc. , que celle des quantités k, k°, &>, etc., i
Pexemple de ce que nous avons pratiqué dans la seconde méthode.
Pour cet effet on aura les formules successives

1+n =2b cot* 1 A° esees tang%7\° =\/( 5 )
1~-n
bon .

o . Jo 21500 e 1 S1 °
1n° =b° COPA® = ——... .. tang $ A% ;:T;Z}:;
I+n° ==b°° cot* 1)°%° — b tang I Ae sin A%

ry —-sinz)ﬁ"...‘. anD;AOO:
baoo: ‘/b°°

I+nooo=bocacola %A°°°°= veeee tang % P CLIY I §in A%
—

§in® A% —
bom

etc. :
elc.
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d'otr Yon déduit

1 -}-n° R k 1 o
_— - e v 0 T T, _— COS 7\
k'—l-{—nCOSA' Y 140" 14n
o o LH17 o0 M1 cos a° cos A
k——l-’—fI.OCOSA EEEER) l+n°°~l+n
000 kokuo 1
Joom 1H o qee L. K == —— €05 A° COSA°® COS A"

1-}n° 1-4-n°%° 14n
etc. etc.

Enfin si on fait
A=A
oo

3
2

B : 4
1+n(l 1 COSA° ~= 3 COSA° COS A,
= COS ACOS A4 1COS A¥)
)

et qu'on prenne toujours K*== (1~c°) (1-¢)sve.(14=¢), la
valeur de H sera

H—K*A“®— Ve B arctang(}/n%in¢°)

Toc 141 Vv n°

Ve Yo B . arc tang ({/n°sin %)
—_— — .COSA®, =

zc ~ 2c¢®  1-4n vn

° 1/c*° c° B arc tang (1/n%0gin @ooo

Ve ver ver, . COSA°COSA®. a( ™)

ac  ac® ac® 1--n y/nse
- gtc.

La limite de n# étant zéro dans tous les cas, celle de sin A« sera b~
et par conséquent celle de cos A# sera ¢~ D’olt I'on voit combien cette
suite est convergente.

Des cas les plus généraux dans lesquels on peut opérer
la réduction des fonctions elliptiques de la troisiéme
espéce.

(94). St l'on différentie par rapport 2 » chaque membie de

7 . — d@
I'équation H__fm, on aura

an _ do do
4 ——f(l -+ nsin’g)*A -—_/~(1 —~nsin*p) A"
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or par la formule du n° g on trouve , en faisant a == (1~}-n) (1 -[—% s

22 d¢ A<m @ cosQ ., dp
./El —+ nsin® Q)"’A 1 -+ n sin*@ 7f(1 -} 7 sin <p)—A—

+<I+?ing_cg+%?;)f(l +jfmm

Combinant ces deux équations enlire elles, et observant qu’on a

(1 —}—nsin’cp)dxfp:(c’—}-n)F——nE,

on parviendra i I'équation suivante, ou I'on ne doit regarder que n
comme variable dans IT et dans «,

1Tda+ ad1 =} c*F. —-I(F—E) & -1Asin@cosQ. 1—_}_‘7;"_5;“’_?;

Multipliant de part et d’autre par % et intégrant, on aura

. dn
Ve Tl [ () [ 4 1asingcoso [t

Il faut maintenant, pour effectuer les intégrations, considérer suc-
cessivement les trois cas de lart. 5o.
L]

PreEwiEr cas n==cot*f.
zcose A, ) s » .
(95). Alors on a dn==———dil, y/a=s—7—", et I'équation
générale devient

A(h,B) R d sin*0
smecosen— ¥ cos’BA(D, 6) =+ (I — E)fA(b 6)

dj cos*8 .
— Asin@ cos Cp/‘(sinﬁé -+ sin @ cos*6) A(b, 6)"

_ d8 s h e
L’intégrale fA_(b,_ej est représentée a lordinaire par F (b, 9); ct
suivant les réductions connues, on a
c*d sin?f sin 8
_/;os“é-(b,ﬁ) " cosf A(b, 9) —E®, 9),
enfin si 'on fait pour abréger cot*p = r’, l'intégrale

A si oS dicos®d i< -
s @ ¢ﬁsin’9+sin’¢c0526)A 5,5 pourra s€ decomposer ainst:

Asine A 43
T cose A(b 9)+sn¢cos¢ (14-n'sin?b) A (5, 8)?
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et sous cette forme elle peut étre représentée par

Asm¢ (b 9)—{—

cos @

sin @ cos@ (', 0, 9)
Substituant toutes ces valeurs, et désignant, pour plus de clarté,
par I(n,¢, @), A(c, @), F(c, @), E(c, @), les fonctions 1T, A,
F, E; on aura, pour le premier cas, la formule générale qui suit:

Ah, 6)

Afe, 9) ’
smﬂcoaen( > ¢, 0) + 1n¢C(o>¢ (', 0)

=§ Cot g A, HF (e, ¢)+sm¢ Ae,0)E(,0) ()
~+F(e, 9)F (2, 9)—F(C,¢)E(b,9)—-11(0,@)1“(5,9)

La constante G, ajoutée & cette formule, pourrait étre fonction
de ¢, puisqu'elle résulte d’'une intégration ol ¢ a été regardée
comme constante ; mais comme la forme [de l'intégrale est telle
qu'on peut permuler entre elles les quantités ¢ et 8, pourvu quon
fasse de méme la permutation entre c et b, il s'ensuit que € ne
contient ni § ni @, et qu'ainsi C est une constante absolue.

Pour en déterminer la valeur, prenons un cas particulier , et
supposons i la fois ¢ et § infiniment petits. Cette supposition donne,
en rejetant les infiniment petits du second ordreF (¢, ¢)=E(c,0)=0,

F(b,0)=F (5,8) =8, A(c,0)=A5,0=1, N(n, ¢, $) = —22

v 1 4 nsin’p
___arctangey/ (14 n)
VGO =0 arc tang6 , et semblablement I1 (7', 4,0) =

] . g .
= @ arc tang L Substituant toutes ces valeurs, il viendra

C = arc tang g -}~ arc tang% = 1.

(96). Si Yon veut appliquer la formule de Part. précédent aun
cas ou ¢ =1, il faut, pour éviter les quantités infinies qui se
rencontrent dans les deux membres, faire ¢ =1 = — », et sup-
poser w infiniment petit. On aura ainsi »’ = col*Q == tang*» == «*;
et puisque »’ est infiniment petit, la fonction I1 (', &, 8) s’expri-
mera de cette maniere

d} s ((A0sin®8
nw, b e>—f(1+nsm’9)A(b 5= A(b)e)""‘”fa(b,t)'

on
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on aura donc

dfsin®)
INCAD%

() 6, 0)— 20 F (3, 6) = wAF (5,6) —wa [

sing@ cos@ cos @

d’ou I'on voit que le premier membre se réduit a zéro, lorsqu’on fera
w =0, et quainsi la supposition de ¢ =% « donne cette formule

SIAH(:C:S)BH (n, ¢) = W-}-—T—sA(b BF(c)+F'(c)F (5, 9)}( A,

—F'(c)E(8,8) —E (o)F (2, 6)

Toutes les fois donc que le parameétre 7 est positif, la fonction com-
pléte de troisiéeme espéce IT'(n, ¢), pourra toujours se déterminer
par des fonctions de premiére et de seconde espece, savoir, par
les fonctions completes F'(c), E'(¢), qui se rapportent au mo-~
dule ¢, et par les fonctions non-complétes F (8, 8), E (4, 8), qui
se rapportent au module complémentaire b, et dont Pamplitude §
se déduit du parametre » par I'équation cotf = y/n.

Ce théoréme est trés-important dans la théorie des fonctions
elliptiques , et son usage sera d’autant plus étendu , que dans beau-
coup de problemes de géométrie ou de mécanique, qui dépendent
des fonctions elliptiques , on n’a souvent besoin que des intégrales
définies ou complétes. Nous en donnerons ci-aprés diverses ap-
plications.

(97). Si dans I’équation (&) on met ;— 4 la place de », et qu'on
fasse%: cot*x, afin de metire en méme temps A au lieu de 6,

on aura

LG, ( )_..-7:-}-"‘“A(6,A)F}(c)+F’(0>F(5M)

sin A cos A COS A

— F(c)E (8, 2) —E(c) F (B, A).

Mais, en vertu de I'équation c¢*=n cot’A ou ctangftang A = 1,
qui se rapporte au module 4, on a (n° 18) F(4,8)+4-F (b, A)_I‘ 5),
E (6, 8) + E(6,2) = E'(b) -~ b*sinA sinf; on a en méme temps

. cosf csin 8
SINA — ——— COS?\.-——m,

,6)
" sinfcosd Va,

. c A(b,?)
A(5,2) T A(b,6)* sinacosa’

18
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Ajoutant donc I'équation précédente avec Dl'équation (7'), et
observant que d’aprés la formule du n° 47, on a II'(n, ¢)~

L — T * .
1 (F’ )_ T (c) +2—\/—a’ on trouve que les angles § et A dispa-
raissent entierement du calcul, et qu’il reste entre les fonctions
completes , pour les modules ¢ et 4, celte relation :

Z=TF () B (3) + F* (5) Ei (c) — F' (c) F* (),

2

ce qui est une nouvelle démonstration du théoréme de l'art. 42.

(98). Puisqu’on peut exprimer la fonction complete IT' (7, c)
par des fonctions de la premiére et de la seconde espéce, on
pourra exprimer de la méme maniére toute fonction non-com-
plete I (n, ¢, @), dont T'amplitude @ est telle qu'on ait F (¢, ¢)
== kF'(c), k étant un nombre rationnel. Ln effet, si cette relation
a lieu, il suit des formules démontrées ci-dessus, qu'on a I1(n, ¢, ¢)
= k[l'(n, ¢) + W, W étant une quantité déterminable par arcs
de cercle. Donc il y a une infinité de cas ol la fonction IT, dont
le parametre est & volonté, pourvu qu'il soit positif, pourra se
réduire aux fonctions de la premiére et de la seconde espece,
et ces cas sont déterminés par un symptéme général.

Etant donné l'amplitude ¢, on peut trouver par un calcul assez
simple, si la condition dont on vient de parler peut étre remplie,
c’est-a~dire, si la fonction F (@) est dans un rapport rationnel avec
la fonction complete F'. I faut pour cela calculer la valeur appro-
chée de la fonction F (@) par la méthode de larticle 65. Lorsqu’on

o 00

aura déterminé langle @ , limite des angles ¢, if—, 2, etc., il
<

4

faudra examiner si cette limile ® est avec I'angle droit dans un
rapport a-la-fois simple et trés-approché. Si le rapport était un peu
composé , il n’y aurait lieu & aucune réduction , attendu que la ré-
duction exige que le rapport soit exact, et que, pour peu qu’il
fat composé , I'équation qui détermine sin@ serait dun degré
tres-élevé, ce qui rendrait peu probable que la valeur donnée de ¢
satisfit & celte équation. Mais si le rapport dont il sagit est ex-
primé en nombres simples et qu’il paraisse au moins fort approché ,
il y aura lieu de croire qu'il est exact. Alors on s'assurera par
les formules rigoureuses, si la valeur donnéde de sin @ répond au
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rapport k trouvé entre F(c, ¢) et F'(c), ou entre @ et ¥ #. Lorsque
cela a lieu, on trouvera également par les formules rigoureuses, la
valeur de W qui downe IT1 (n, ¢, @) = AIT' (7, ¢)-+VV ; ainsi on
pourra déterminer II( 2, ¢, @) par des fonctions de la premiere et de
la seconde espece. .
La méthode qu'on vient d'indiquer n’est autre chose que la
méthode d’approximation par laquelle on évalue la fonction de pre-
miere espece F(c, @). Mais on peut pour le méme objet employer
une autre méthode qui parait conduire plus directement au but.

Etant donné amplitude @, on calculera successivement les ampli-

tudes @,, ¢;, @,, etc., qui donnent F (¢,) = 2F (¢), F (¢;)=3F (¢),
F(0,) = 4F(®), etc.; c’est ce qu'on fera par les formules

tang 7 @, == A tang @

tang (; @+ 10 ) = A tang @,
fang (; 0, 1 ¢.) = A tang @
tang (3 @543 @) = A tang @,

etc.
Il est évident que si I'angle @ est tel qu'on ait F (¢, ¢) = AF'(c),

, . 7 . , .
k étant un nombre rationnel =5 il y aura nécessairement dans la

suite @, , @3, P4, elc. un terme @, tel que @, = /.L.g, c’est-a-dire

qu'on devra rencontrer dans cette suile un terme @, qui soit mul-
tiple de l'angle droit. Et comme d’ailleurs, par les raisons que nous

23 . ’
avons exposées, le rapport - devra étre exprimé en nombres assez

simples , on n’aura jamais qu’'un petit nombre de termes a calculer
dans la suite @, , ¢;, @, etc., pour reconnaitre si les fonctions F (¢)
et F* sont commensurables entre elles, et par suitesill(z,c, @)
peut se mesurer parIT' (n, ¢).

(99). Pour revenir 4 'équation ('), nous observerons que cette
équation servira en général a déterminer l'une des fonctions
M(n,c,0),0(x, b, 8), par le moyen de autre supposée connue.
Ces deux fonctions ont des modules complémens 'un de l'autre , et
leurs amplitudes se déduisent réciproquement de leurs parametres
par les équations n=cot* 8, »’ = cot* o.
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Supposons que l'angle §, déduit du parametre » , soit tel qu'on
ait ¥ (b, 6) = k¥ (4), k étant un nombre rationnel ; on aura par
les propriétés connues, E (b, 0) =kE (8) 4V, et I (7, b, 08)
=TII'(r/, ) =W, les quantités V et W étant déterminables, la
premieére algébriquement , la seconde par arcs de cercle.

Si maintenant on substitue ces valeurs dans I'équation ('), et
qu'ensuite on mette pour IT* (#/, &) sa valeur déduite de la formule
(K), on aura, apres les réductions, ce résultat tres-simple

acb, b in 8
sm(ﬂcoszn<n c’@)""(l—l) +ScoseA<b,e)F(c:@)
WAle,9)
—VF(C’(P)—sin@cosqa'

D’ou I'on voit que la fonction IT peut alors se réduire indéfiniment
aux fonctions de la premiére espece, et la seule condition néces-
saire pour cetle réduction , est que le parametre n, représenté par
cot*B, soit tel que le rapportde F (5, 6) a F'(b), soit rationnel.
Ailnsi nous avons encore pour ces réductions un symptome général
qui comprend une infinité de cas particuliers.

Le cas de n=c qu'on a résolun® 46, est compris dans le symp-
tome général , puisqu’en faisant cot*8 = ¢, la valeur de § qui en ré-
sulte, est celle qui, appliquée au module &, donne F(5,8) = £ F'(3).
Aussi en faisant k== % et substituant les valeurs de V et W qui

2

(e __sinpcoso Acosp __ singcosg
sont V=1(1—c), W=—_—+— arctang. G osne — 24

(1 4c)tango
B )

+
> (E — arc tang. , on retrouve la formule

2 (14¢) tang @
{c)=1F + - arc tang. —
SECOND CAS 5 22 == — 1 -}~ b*sin*f.

(100). On aura dans ce cas, LY )N (%,8), ya __é_si’iCO_SB,

> Va A(b,0)
et I'équation générale du n° 94 deviendra
bsin 8 cos b .
so e I=E=5) [55s—F [
(1—bsin® )
dBA (D, 6)

- Asingcoso €0s*@ - b*sin® B sin @’
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Or par les formules connues on afA(b 5=F, 8) etf———~/—

b [ b (1_17 sin® 6)
E (b, 6)— Zn( bcoes) ; de plus en faisant b tang* ¢ =17,

on a

A (b, 8)

. _ Acos@ .
Asn@cosg cos’p--b?sin*fsin®p” sin@ cos@ ( e) T Tsin @ F(b 4 fP) ’

donc en faisant toutes €es substitutions on aura pour le second cas ,
la formule générale

'A—U,T[H(" »€,0)—F(c,e)]=

sing cos @

b%sin b cosh
{+F(c,(p)F(b,G)—E(C,KP)F(b, §)—F(c,)E(b,5)

A(c, 0) [0, b,8)—cos’eF (5, 8)] }(l’

On n’a point ajouté de constante , parce qu’en faisant § =o , les deux
membres s’évanouissent.

(101). Si on veut savoir ce que donne cette équation lorsque

@ = 1 @, 1l faudra trouver la valeur de = (;ci)q, 1 (n,0,0)acette
limite ; et pour cela, il faut d’abord supposer @ =+ @ — », @ étant
infiniment petit. Or puisque 7’ == b*tang*p==~5°col’» , il en résulte

2

—==tang’w , et la formule du n° 46 donne

in ) t 8
(', &, )4+HT1(tang , b, O)=F (5,6)+ 3 7 arctang. Seperiey

Mais w étant infiniment petit, on a

N(tang*w, b,8)=F (b, 0) —Mtang’w,

M étant une quantité finie ; donc

]
B9 cos A(c, @) A(c,0)tang8 |
Smpo0ss (', 5,8)= —sme M- arc tang . ——/—_‘sm gcospa(h, 8y

Le second membre se réduit & @ lorsqu'on fait¢=73 7, donc on
aura pour déterminer I1'( z, ¢), Péquation

e I I LU N I
— B () F (2, §)—F' () E(50)
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d’'ou I'on voit que lafonction complete de troisieme espece IT' (n , ¢),
s'exprime généralement par des fonctions de la premiere et de la
seconde espece.

" Nous observerons que les formules (') et (m’) auraient pu se
déduire de celles qui ont été données art. 51, g5 et g6 ; mais il
n’était pas inutile de faire voir comment on pouvail y parvenir
directement.

La fonction non-complete I1(z, ¢, ¢) s’exprimera de méme par des
fouctions de la premicre et de la seconde espéce , si V'amplitude @ est
telle qu'on ait F(c, ¢) = AF* (¢), k étant un nombre rationnel. Car
alors on a II(n,c,p) =AIl'(rn,c) -V, W étant une quantité
déterminable par arcs de cercle.

(102). Supposons que l'angle 6, déterminé par le parametre
n=—1 - b*sin*f, soit tel que pour le module & on ait F (5, §)
= kF* (&), k étant rationnel ; alors on aura par les propriétés con-
nues I1 (7,6 ,0) = AI1'(n, b) 4+ W, W étant une quantité déter-
minable par des arcs de cercle, On aura en méme temps E( 4, 0)
=kE' (b)+V,V étant une quantité déterminable algébrique-
ment. 1l suffira donc d'avoir la valeur de IT'(#,%) ou l'on a
n'=0b* tang* 9.

Pour cet effet, jobserve que la formule du n° 47 donne

Il (#, 8) + [T (cot*@, b) = F* (B) 4 ’%“_(%%%

ensuite par la formule de l'art. ¢6, on a
I (eot's, B) =1 -0 §+%;A(c,@)F'cb>+F'<b>F<c,¢>},
U — B 0¥ (e, 0)—F () ECe, 0)

Faisant toutes ces substitutions dans I'équation (') et réduisant ,
on auta

b, . A(c,e)A(d,8 :
H(n,c,@):(x _‘—_b?sgnécc),seV>F(C:¢)+bz (¢, 9)A( ) W.

sin @ cos@sin § cos

Dot I'on voit que la fonction de troisieme espece Il(z, ¢, @) se
réduira indéfiniment 4 la fonction de premiere espece F(c, @) ; et
la seule condition nécessaire pour cette réduction , est que I'angle 9
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déduit da parametre n==— 1 -4- &*sin*§ , soit tcl qu'on ait F (3, 68)
=kF'(b), k étanl un nombre rationnel.

s \ . 1
Ainsi dans le cas de » =— ¢, ou l'on a sin*f= oo cetle

valeur de 0 est celle qui donne F(c¢,0) = 1F'(); la réduction
est donc possible. On trouve ensuite par les formules du n° 57,

_ __singcoso (1—c) tang ¢ .
V=:(1—c), W= —, 5 arctang=———="—="5; et substituant
ces valeurs dans la formule de l'article précédent, on en tire

M(—c)=;F - —“-arctang. (————CL)}ﬂ g2

ce qui s'accorde avec la formule du n° 46.
(103). Si dans l'équation (/') on fait n=-—¢* ou =17, on
trouvera encore la méme équation qu'au n° 48. Mais si on fait
’ y a . > . 1]
n=—1 -} *, » étant supposé infiniment petit, on aura sin § = %,
ou =7, et la substitution faite en négligeant 1 issance é-
ub=z,etla 1 ite en negligeant les puissances sup

rieures de w donnera

37
H'(n,c):bw

(©) — 5 E o).

do

(cos* @ +-a* sin* @) A? lors-

Teclle doit donc étre la valeur de I'intégrale

qu’on suppose ® infiniment petit et ¢ = 1.
Pour vérifier ce résultat par I'intégration directe, j’observe que &
étant la valeur de A lorsque @ = 2=, on peut faire

do 1 de 1 1
= cos’p -+ whin’g " b +ﬁos”‘¢ ~+ w’sin @ (T - Z)

La premiere partie a pour intégrale L arc tang (@ tang @), et en

faisant @ = 1 &, elle dev1ent2 La seconde partie se décomposc

en ces deux autres

( 1 > Ve «” sin®pdp 1 _1__)
c5'p b/)? T J o5’ (cos’p 4- w*sin’p) (Z AJ

do sin®
- , . . 1 1 5 @ s1n @
Or en intégrant par parties on a T-....tangq)(x —_ E) —c _/‘T R
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o o b——A o
expression dont le premier terme tang @ (—/— b) = { )M“ °

¢*sing cos @ §’évano
bA(b +A)°

T=— [T = [T Gy =F' (o) — 5 B (o).

Nous avons déja les deux premiers termes dela valeur de IT'(z, ¢);
un troisieme terme serait donné par l'intégrale V qu’on peut mettre
sous la forme

uit lorsque ¢ =3 7 ; doncona mmplement

c*de sin®p .
(cos’@4-wsin®@) (b4-A) bA’
et en procédant de la méme maniére, on trouve que le premicr
terme de V, développé suivant les puissances ascendantes de o,
est en méme temps le premier terme de lintégrale plus simple

Y = o*

zf c*dg sin“g lequel a pour expression “.Z. Réunissant
253 (cos’p +asing) 1 P P S

toules ces parties, on aura
1 m—— d 1 1 1
I (n7c)_m+F (C)_'[;;E <0)+4b3 a:+etc
TROISIEME CAS , 2= = c’sin*f},

(104). La substitution de cette valeur de 7 dans I'équation géné~
rale du n° 94, donne

cos 8 dh
S8 8 (e ON=(F—E) [55 — T [
c*db sin?8
-4 sin @ cos cp_/‘(l—c“.:inﬁ‘ﬂ sin®@) A (¢, 6)°
Dans cette formule et dans toutes celles qui en seront déduites ,
les fonctions A, F, E étant toujours relatives au module ¢, nous n’y
joindrons que la désignation de I'amplitude, c’est-a-dire, qu’au lien
de A(c,8),F(c,8),E(c,0), nous écrirons simplement A (§),
F(6), E(). Cela posé, on aparles formules connues ,

db
fmsz(e)—E(G)—A(e)cotG;
et si 'on fait »' = — ¢*sin* @, on aura

c*sin8 db 1
1 — csin*psin® 8 T A (D) = sin®g [ I (”'/J 9)-—]?(9)],

Donc
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Donc la formule générale pour le troisieme cas, est

cot A (8)[1 (n, @) —F (¢)]= cot A (¢) [ (7, §) — F(8)]
FE(B)F (9)—F (§)E(g). -...(x):
On n’a pas ajouté de constante , parce que la forme de I'équation fait

voir que si on change ¢ en 0 et réciproquement, la eonstante devrait
changer de signe, ce qui prouve qu’elle est nulle.

(105). Si dans la formule précédente on fait @=L =, on aura
immeédiatement

I (n) =T+ FELFE(0)—EF(D)].. e (P,

Ainsi dans le troisi¢éme cas, comme dans les deux premiers, la fonc-
tion compléte de troisieme espece IT'(n), s’exprimera toujours par
des fonctions de la premiére et de la seconde espece.

Il en est de méme de la fonction non-complete [1(z,c, @) ou
I (n, @), si lamplitude @ est telle qu'on ait F(¢) = AF*, k étant
un nombre rationnel; car alors on aurait IT (2, @) == AIl' (n)+W,
W étant une quantité déterminable par logarithmes.

Il est remarquable que les formules (n') et (p’) quion vient de
trouver pour le troisieme cas, sont plus simples que les formules
analogues pour le premier et le second cas, puisquelles ne con-
tiennent point les fonctions F et E relatives au module complé-
mentaire b.

Remarquons encore que la valeur de IT' () serait indéterminée
si on avait 8 =% @ ou n==—¢*. Mais alors on a généralement
pour toute valeur de ¢,

aes
M(—c, @) =5 E (9) — iy 2

et par conséquent lorsque ¢ =37, ona
2 m— 1 1
M (—e)=pxE"
(106). Revenons & la formule générale ('), et supposons que
Yangle 8, déduit du paramétre n==— c*sin*§, soit tel quon ait

F(0)==AF", k étant rationnel; on aura alors E (8) = AE'+-V, et
19
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I (n/, 8) = AIT* (») 4 W, V étant une quantité déterminable algé.
briquement , et W étant déterminable par logarithmes. Ces valeurs
et celle dela fonction IT* (') tirée de la formule (p’) étant substituées
dans I'équation (7'), il en résultera

— V tang § W cotod (9)
M, @)—(1 -+ A(8) )F( )+ “TcotBA(f)

D’ou il suit que la fonction I1(7z, @) pourra éire ramenée indéfini-
ment aux fonctions de la premicre espéce, si le parametre satisfait
a la condition mentionnée. Nous avons déja donné (n° 86) un
symptoéme semblable de réduction, mais celui qu'on vient d'indi-
quer est beaucoup plus général.

Soit, par exemple, n==— 1 -}-b==— c*sin*f, on aura sin*J = T—:-Z;
ce qui donne F(8)=1F". On a alors par les formules du n° 57,

E(0) =1E'41(1—0),

7 R s T, sin @ A— (1—b)sin @ cos ¢
et I(n,8)=1i0 (n)+4Acos¢log A =7 inecorg

d’ou résulte

1-}-b 1 A— (1— b) sin ¢ cos ¢
H(n’ ¢):—27 F <¢)+ Zl;log <A+(l—b) sin ¢ cos @

ce qui saccorde avec la formule du n° 52.

Nous terminerons ces recherches par une observation générale ;
c’est que toutes les fois que la fonclion de troisieme espece IT est
réductible indéfiniment aux espeéces inférieures, elle est toujours
réductible & la premiere espece , c’est-a-dire, qu’elle s’exprime par
la seule fonction F(c, @). I n’y a d’exception a cette regle générale
que lorsque »=-— ¢?, etlorsque » = — 1, seuls cas ou la fonction
de seconde espece E (@) entre dans expression de IT, ainsi qu’on le
voit par les formules du n° 48.
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Réductiongénérale des fonctions elliptiques dontle paramétre
est imaginaire.

sin @ cosQ

(i +¢sing) &
aura par la différentiation et en introduisant un second coefficient %,

(107). Soit p = < » { étant un coeflicient constant, on

_dp __dp 1—(a-8) sinp + (14-9L) csinfp —Lcsindp
1-hp* T A T (14 §sin®p)*(1—c*sin®p) 4k sin%p (1—sin’p)

Supposons que le dénominateur du second membre soit égal au
produit de ces trois facteurs :
(1-4-nsin*p) (14-r'sin’@) (1—msin’Q) ,
il faudra satisfaire aux trois équations
nn'm = c*{*

(1i4n) (14n) (1 —m) = b* (14 {)*

(n4c*) (h'4-¢*) (n—c*) = b*c*k.
Pour cela, supposons que n et »’ soient connus, il faudra par leur

moyen déterminer les trois autres quantités {, m, et k. Et d’abord
I’équation qui détermine { étant

sy BOrry
G+ @ +n)’

11"
+ ), on aura
n

si on fait pour abréger M=0*~-c* <——l -,’: n) (

Mg =—b /[ F22 2 () (e n) ]

¢ étant connu, on aura m et & par les équations

cz 2
m =——E,~
nn

me—— c*

k= (n- c’)(n’-{—c’).W.

Cela posé , on peut donner i I'équation différentielle la forme

dp d4> A B
1+/<p l:l+nq1n<p+1+nsm:p+1—msm<p C]
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et les coefliciens A , A’, B se détermineront de cette maniére ¢

A = n3+(2-l—Z)n ~+ (14 20) c*n+ tc?
- 7w (n—n) (n-4m)

A — ni4- (a4 O % (1 - 28) '+ tc>
- n(n'—n) (@ 4+m)

B M=+ O m (1 o) cm—tet
- m(m-4n)(m+4n")

On aura ensuite I'intégrale
ATI () ATI (') + BI (— m) + 5 o

1+ kp*

(108). Ce résultat a lieu quels que soient » et n’. Supposons doun¢
que ces parametres sontimaginaires et qu'on a

n=y (cosf~+/—1sinf)

7=y (cosf—/—1sinf).

. . b
’ W) o e —_— v
Daprés ces valeurs, si on fait pour abréger b= o o B!
on trouvera ‘

cz::

v2

¢ = — vh4-yy/( s - 2k cos - 1?)
k = (c*4 2¢% cos § -y )m_c

b22

m =

2

d'ot1 I'on voit que les trois quantités ¢, m, k sont toujours réelles 3
il en sera de méme du coeflicient B, quon peut metire sous
la forme

mi— (24 ¢) m* < (142%) cm—t’c

B= m® -4 2m®v c0s0 ~+ my? -

Quant aux coefficiens A et A, ils sont nécessairement imaginaires.
Pour avoir plus facilementleur expression, soit A=3(P-+Qy/—1),

=1(P—Qy/— 1), on trouvera que les quantités P et Q sont
déterminées par les équations

l -
P-—-I "—E—-wB
m(—B)y—a—¢ cos 8
Q v sind sm9< 1z +B>
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Tous les coefliciens étant ainsi connus, on aura enfin I'intégrale
POV () - 2V ()=— B (—m)—4 F
v'ksin @ cos @ ( ,).

1
-t Vi arc tang. (Fgsmedn ™

Cette intégrale ne suflit pas pour déterminer les deux fonctions
IT (n), [T (7') ; mais si on fait attention que le radical contenu dans
la valeur de { peut étre pris avec le signe —, et qu'ainsi il y a
une seconde valeur de {, savoir,

{'=—vh—yy/(x =2k cos B4-h*),

on verra qu'il doit en résulter la seconde intégrale dont nous avons
besoin.

Si on désigne les nouvelles valeurs de m, &, B, P, Q par les
mémes lettres accentuées, on aura donc

2472
/ c

m = —

1/2

K = (¢t~ 2c*v cos O»2). ml;-ac

B mP— (a4 ¢y m"* 4 (1 4 28) *m'—
m'S 4= am’* cos 8 4 m'v4
| — —B
TR

Q, — m'(l—B'?.— s —Y _ cos ] ( + .y B’)

I

I

y sin 6 sin 6

et la seconde intégrale sera

P'+ngv—l n(n)-l-‘-’i’—‘%—‘/;‘n(n’) ——BTI (-—m')—-l—'l,—F.. o (7).

ol 'k sinpcos @

Vk' (1 +¢sin*p) A

11 est visible maintenant que ces deux intégrales donnent les valeurs
des fonctions IT(n), I1(#'), exprimées chacune au moyen des fonc-
tions [1(—m) et [T (—m"). Donc en général toute fonctionde troisieme
espece dont le parametre est imaginaire , peut sexprimer par deux
Sonctions de la méme espéce , dont les parametres sont réels.

Ce théoreme résout pleinement la difficulté qu’on aurait pu élever

arc tang
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sur la division des fonctions elliptiques en trois especes, s'il n’etit
Pas €té constaté que les fonctions dont le parametre est imaginaire ,
peuvent toujours se réduire a celles dont le parametre est reel.

(109).11 faut maintenant entrer dans quelques détails sur les résul-
tats de la solution précédente.

Jobserve d'abord que les paramétres —m, — m' sont tous
deux plus petits que l'unité , puisque d’apres I'équation qui déter-
mine ¢, on a

b (14-1) |
1 -~ 2v cos 8 4 2

I —m =

En second lieu, si on substitue la valeur de ¢ dans I'équation

m= %;—, on aura
m e c*==2¢*h [ h 4= cos B — /(1 2k cos B - 1*)];
on aura semblablement
m'— ¢*=2c*h [h-cos O =4~ /(1 42k cos 4= A*)] ;
et le produit de ces équations donne
(m—c*) (nd — ¢*) == = 4cth*sin*0 :

donc on a toujours m < c* et m'> ¢*. Ainsi des deux parametres
—m, —n, Vun appartient 2 la forme — ¢*sin*8, et lautre & la
forme — 1 - &* sin* 8, de sorte qu'on peut faire m == ¢* sin* A et
m/=1—>b"sin*x; on peut aussi déterminer directement les angles A
et u par les formules

sin A = — h - /(1 2k cos 8- A*)
och sinf

CcOS —_—
[ beosa~

Les valeurs correspondantes de 4 et A’ étant

m — c*
lc.._(c4-+-2c2 cos §4»*) b“)
m'— c*

= (c* -} 2¢% cos f-=»* )( o)t

on voit que la premiére est négative et la seconde positive ; d'ov il
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sult que l'expression réduite de toute fonction elliptique dont le
parametre est imaginaire, contiendra toujours un arc de cercle et
un logarithme concurremment avec les deux fonctions IT (—m ) ;
I1(— m’) etla fonction de premiere espece F.

(110). Les formules générales que nous venons de développer
ne sont sujettes 4 aucune exception , mais il ne sera pas inutile
d’en faire l'application a quelques cas qui présentent des réductions
remarquables.

Soit d’abord y = ¢, on aura dans ce cas ' =—1, M =1,
B—=o,Q=0,P =2, =1+ 2c cos 4 ¢, et alors la for-
mule () devient

O()+0(F)=F 4 "—/7 arc tang. ‘/k,tzniﬁ
Ce résultat se déduirait immédiatement de la formule du n° 46,
puisqu’on a nn’ = ¢,

Les données pour former Iautre intégrale se trouvent par notre
analyse comme il suit :

___c*4ccosh
£ = 1 - ccosd
. ¢ 4~ ¢ cos 6\?
m= 1+ccoati>
k c*sin?0 (1 4~ 2c cos 0 4= c*)
- (1 4+ ccosb)?

ba
I w== - =

4 —c(o+ cose_j

B=
P=o
Q= — c;ne(x-l-ccosG).

Substituant toutes ces valeurs dans l'équation (¢) et faisant pour

csin b Y/(1 4 2ccos b+ c*)

’
abréger ¢ = " T ocost

, On aura
1 N1 b*sin b sm f
‘/—-x[n (n)—T1(n )]—(1 ~+-c cos 6) (c4-cosb) I (—m)— cFcos§ F

(1 4 Csin®@) A esin g cos o
(1 4 ¢sin*¢) A— ¢ sin @ cos @ /°

Ces deux équations donnent la valeur de IT(n) et celle de IT(n)
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dans le cas assez général ou lon a m==c (cos O~ y/—~1sinf) et
7 =c(cosf— y/—1sinf).

Si cependant on avait cos § = — ¢, il y aurait un changement &
faire & la seconde équation ; alors on aurait m =o, et les deux

termes — BIl (—m ) — —I&F de I'équation (¢"), se réduiraient au
seul — (B-{—%)F , ou simplement — F; de sorte que I'équation

dont il s’agit deviendrait

I () — 1 () == LU F o Vot Jog (SEETRO O

A —csin @ cos @

on aurait en méme temps

H(n)—l—[l(n)_-F-l—- arctang ang’"’

Ainsi dans le cas de n==— >~ bcy/—1, la fonction IT () se réduit
indéfiniment 4 la premiere espéce. Mais quoique ce cas soit peut-
éire le plus simple de ceux ou le paramétre est imaginaire, on voit
néanmoins que l'expression de la fonction IT () contient a-la-fois un
arc de cercle et un logarithme.

(111). Un autre cas mérite d’étre examiné avec soin; c'est celm
oulona

ne=——1-b(cosA4 y/—1sinA).

Cette valeur doune y cos == — 1 -5 cos 2, ysin §=10 sin A, d'olt

résulte
V2= 1 == 2b COS A =} H*

1
hom e L — 3" 3
2 cos b 1—bcos A

On a donc {==—rh=kyh, c’est-a-dire que les deux valeurs de ¢
sont { = o0, {! = = avh.

La valeur { =0 donne m=o0, ce qui fait la méme difficulté
que dans le dernier cas de larticle précédent. Elle se résoudra de
la méme maniere ; car ayant alors I (—m )= — F, les deux termes

— BII (-——m)-—-%F se réduisent 4 — (B—{—%)F; or en sup-

posani d’abord ¢ infiniment petit et ensuite nul , on trouve

B
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B +% = % D’ailleurs les substitutions donnent sans difficulté

ob
= — (b—cos 1)

bsin a
Q 2

yZ

k

e

Il

;

on aura donc pour la premicre équation

(b —cosA— y/—1sin A) T (n) 4 (b—cos A {/— 1 sinA) 1 (%)
. c® v A -y sin ¢ cos @\ _

— v sin @ cos @
et on peut remarquer que cette équation se déduirait immédiate-
ment de la formule du n° 51, en faisant » = — 1+~ 6 cos A
—+ b y/—1sinA; car alors de I'équation de condition (1~-n)(1—m).
= 0%, on déduirait 1 — m =5 (cos A—y/—15sinA), et par con-
séquent — m=—r’.

Pour avoir la seconde équation , il faut continuer de faire les
substitutions dans les valeurs des coefliciens : elles donnent aprés
beaucoup de réductions, les résultats suivans:

’ &
0= —— -
1—bcosa
o= cy?
T (1=~—b cos 2)?
¥ o— b* 2sin%a

(1t—bcosa)
;b
B = 5 (b—cos?)

1P — 1—bcosa
3 = —

yﬂ-

1 (b—cos a) (1—bcos )

a y2 sin A

I

2
et la seconde équation devient

[sinA—4~y/—1(b—cosA)] 1T (n) 4-[sin A= l-/—x (b—cos )] II(n")

bsina(b—cos 2) , . y bysin asingcosp
S R v [1(—m')4-sinA.F - garctang (1= o sing)d *
20
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Ainsi on connaitra les fonctions IT (n), IT () par le moyen de la
seule fonction de troisieme espece IT(—m).

Sion avait cos A=¥b, les formules trouvées s’accorderaient avec
celles quon a données dans larticle précédent pour le cas de
cos § =-—c; et en effet dans les deux cason a n=—c*—-bc y/—1.

L’application de la formule précédente exige qu’on distingue soi-
gneusement deux cas , selon que cos A est > b ou < b, afin d’éva-
luer convenablement l'arc de cercle Z, dont la tangente est

vh sin A sin@ cos ¢
(1 —~bcosa—2sin@) A’

Soit 1°. cos A > b, le dénominateur 1— bcos A-—»*sin*Q sera
positif pour toute valeur de @, puisqu'en faisant sin @ =1, il se
réduit & & (cos A— b), quantité positive. Alors 'arc 7, n'augmente
que jusqu’a un certain terme qui est son maximum, apreés quoi il
diminue , devient zéro , puis négatif. Ainsi un mobile qui décrirait
I'arc Z pendant que @ croit uniformément, ferait des oscillations
autour du point dc départ o ¢ =0, et ne s’en écarterait de part
et d'autre que d'une quantité déterminée par la valeur tang ¢ =
\j‘/(}%{%}%) L’arc Z s’évanouira donc lorsqu’on aura g=7;=,
P=, elc.

Soit 2°. cos A'<C b, alors le dénominateur 1 — & cos A — v*sin®@
b(b—rcos»)

2 »

1—becos x
'2

s'évanouit lorsque sin @ = ,casoulonacosp=

¥

de sorte que cette valeur de @ est réelle et <<} #. Dans ce point
I'arc 7 qui a une tangente infinie , est égal & 2 « : il augmente
ensuile continuellement avec langle ¢, etlorsque g = %, on a
7=m.

On commettrait donc une erreur dans I'application de la formule,
si en faisant @ =X @, on prenait Z = o. La valeur Z =0 n’a
liew que lorsque cos A > &, mais si l'on a cos A <, il faudra
prendre Z = .

(112). Il est trés-remarquable que dans le cas d’'un paramétre
imaginaire de la forme n = — 1 4-b6(cos x4-y/—15in2), la trans-
formation dont on. a fait usage pour les approximations (art. 84) ,
conduit immédiatement a la réduction de la fonction IT ().
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En effet, d’aprés cette valeur de n , les formules de Particle cité
donnent

y2

[

Cta ey

et puisque le nouveau parametre n° est réel, la solution est donnée
immédiatement par la premiére transformée

— 1+ > oy 3N dg° cos¢°
H(") —T[Pn +‘]F +1.+.n 1 - n°sin2<p°]'

oul'on a
sin A

p=—[sin A4 y/—1(cosr—5)]

q:;i—v; [cos A —b — /— 1 sin A]
in 1 _ . .
Ay [6—cos A = {/— 1 sin A].
La valeur de IT () exprimée en fonction de »°, ¢°, ¢°, est donc

M (n) =222 (cos A b—y/— 15in 2 ) F (7, ¢°)

sin A

+(1—+7)_T“ (sin A=~ (cosA—b) /= 1)II (n°, ¢, @°)

b—cosxr -4 {/—1¢in 2 14 b v sing®
+ 46v log (1 ~ b —ysing®/
D’ou I'on voit que la fonction IT(z) dont le parameétre est imagi-
naire , se réduit immédiatement & la fonction IT (#°, ¢°, 9°) dont le
parametre est réel , et qui se rapporte au second cas de l'article 50 ,
puisqu’on a n°=-—1 - 5°*c0s* ; A.

Connaissant la valeur de IT (z), on aura en méme temps celle de
I1(n') en changeant dans la formule précédente le signe de y/—r1.
Si Ton veut comparer ces deux solutions, et qu'a cet effet on
substitue les valeurs qui viennent d’étre trouvées pour IT (n) et
II1 (#') dans la premiére formule du numéro précédent, on verra
aisément , d’apres les relations connues entre les amplitudes ¢ et ¢°,
que. cette équation devient identique.

Il n’en sera pas de méme si les substitutions sont faites dans la
seconde équation. On tombe alors sur une équation entre les fonc-
tions IT (»°, ¢°, ¢°) , (—', ¢, ¢), qui est vraie sans doute, mais qui
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n’est pas identique. Cette équation est

36 (1+4-b) (b—cos2)
1 — bcosa
(4+b)v

2bsin a

H (no, co, Qo) J—
-+

M1 (—ntye, ) +1ELT (e, 9

ty sin A sing cos ¢
—bcos A — p*sin’g) A

arc tang a

Pour la vérifier, au moins dans un cas particulier , soil cos A =
on aurasin A=c, y==c, et cetle équation devient

>

o 140 14 b b tang
H<n)=——2 F(c,o) "E’ arc tang ——— 2.
is on a dans ce‘mémec S °————55—-—._('__:k — o
mais on as n° = e ) =— %

donc la formule du n° 46 s'applique a la fonction I (n°) et

donne

H(n°):§F°-—|—2( = arc tanggl——%%m—ng@

on a de plus F (c, <p)—l+c F°=l__:_bF°

deux valeurs de I1(n°) s'accordent entre elles, il faut qu’on ait

; donc pour que les

( — ¢°) tang ¢°
A° :

arc lang (b tang w) =larc tang —

équation qui a lieu en effet d’apres les relations connues entre

¢ et ¢° (art. 58).

(113). Pour comparer encore mieux nos deux solutions, cher-
chons par l'une et l'autre méthode, la valeur de la fonction com-
plete IT* (z). Dans ce cas on a =4 %, ¢°===, et comme en général

Fc,p)=" 4; < F(e, ¢°), il faudra faire F(c", p°) =+ _f_ = F' (0)

= (1+5) F* (¢). Substituant ces valeurs dans la formule du numéro
précédent, on aura

I (n) = = (e0s A — b— 1/— 1 5in A ) F" (¢)
+(f_‘:;) . (sin A o-(cosA—B)y/— 1) I (w2, °, @

1l s’agit maintenant d’avoir la valeur de IT (»°, ¢°, %) qui est laméme
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que 2IT' (n°, ¢®) ; celle-ci se trouvera par la formule de l'art. 101,
parce que n° peut étre mis sous la forme n°== ~—1--&°* sinf*, en
faisant =} (@& — 1) ; on aura donc
NG

I (n°, e)=F"(¢") + o goasg L1 - +HF () F (&, 8 —E!(c)F(5°,6)

—F(c*)E(#°, §)]-

Or par les formules connues on a F* (¢°) = l—*;b F'(c), E*(¢)

= z+bFl (¢) + (¢); d’'un autre c6té ona aussi A(5°, §) =

e @ a0 _rh
’ (14-6)*’ b°*5inf cos 8 — 2bsina ; donc

g

I (o, )= 12 F (@) o+ G [ w - g P (9T 63,0
1 145
— B, O)—(E)F (), § )]

Il faut maintenant ramener les fonctions F (%°, 8), E(%°6) 2 un
module plus petit qui se déduira de &° suivant la méme loi que ¢°
se réduit de ¢. Mais, si 'on n’y prenait garde, la notation pourrait
induire en erreur. En effet, la quantité 6° n’entre dans la formule
précédente que comme complément du module ¢°, et non comme
une quantité déduite de & par la méme loi que ¢ est déduit de .
Cette lot exige que ¢° soit plus petit que ¢, aulieu que &°, complément
de c°, est plus grand que .

Pour éviter donc toute méprise qui pourrait venir de cette source ,
nous ferons 4°=C, et nous désignerons par B le complement de C
de sorte qu’on aura B = ¢°. Maintenant il faut exprimer F (C 8) ot
E(C, 6) par le moyen de F (Ce, 6°) et E (Ce, 6°), ce qui se fera
par les formules des art. 60, 61, et en observant que la loi des

. 1—B 1—c°
modules décroissans donne C° = O g b, on aura de

cette maniere les valeurs
F(C,0)="2%F(c, e)_ﬁi’]?(z B)

E(C,8)=—BF (C, §) 4- 22 E(C°6)+———sm0°

=— ("), b )+

sin B,

T—FB
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A Tégard de b°, cet angle se déduit de 8 par la formule tang (f°—8)

=B tang 9— =t -7 tang 0, qui donne

sinof sin A sin A

tang b°= in 0°=
06 b+00329 b—cosa? sin 6

b

ou il faut observer quon devra faire 6° << @ si on acos A < &, et
G°> twsionacosA>b.
Cela posé, en faisant toutes les substitutions, il viendra

ll(j‘;_’;_)=1r (@) + s [+ F (OF (2, )—E (o) F (4,)
—F'(c)E (5,6)].
Donc enfin Ja fonction compléte
()= 4T () — (o) (b—cos Aey/— 1 sin ) F(e)
+sm A+(cos x—b){/—1

2b/

[#4F'(c)F(5,8°)—E: (c)F (5, &)
—TF(c) E (5, )],

Pour avoir la valcur de cette méme fonction par les formules de
Vart. 111, il faudra d’abord mettre 7’ sous la forme 1 — 4*sin*+}, et
chercher ensuite la valeur de IT' (— ') par la formule de I'art. 101;
on observera d'ailleurs que les angles ~ et 6° ont entre eux la
relation 1==c tang ), tang 6°, d'otr résulte F (6, ) +F(5,6°)=F'(d),
E(b, )+ E (b, 6)=E (b) ~+ b°sin +} sin 6°. La substitution étant
donc faite, ontrouvera apr es les réductions, la méme valeur deIT'(n)
que la precedente ce qui prouve accord des deux méthodes, |

(114). Puisque toute fonction elliptique de troisieme espéce dont
le paramelre est imaginaire, peut se réduire a deux fonctions de la
méme espece dont le parameétre est réel, il s’ensuit :

1°. Que toute fonction complete de troisieme espece dont le pa-
rameétre est imaginaire , peut toujours se réduire aux fonctions ellip-
tiques de la premiere et de la seconde espece.

2°. Que toute fonction de cetle sorte non-complete, mais dont
Yamplitude @ est telle quon ait F (¢, ¢)=4kF'(c), k étant un
nombre rationnel, pourra également s’exprimer par des fonctions
de la premiere et de la seconde espece.
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5°. Que toule fonction II(z) dont le parametre est imaginaire,
pourra se réduire indéfiniment a4 la premiére espece, si l'on peut
satisfaire en méme temps aux deux conditions nécessaires pour que
les fonctions auxiliaires IT (—m) , IT (—m') soient susceptibles d'une
semblable réduction. On a déja vu un exemple de ces réductions
(art. 109) etil serait facile d'en produire beaucoup d’autres.

Dun symptéme générol pour reconnaitre st deux_fonctions
données de troisieme espéce , qui ne diff crent que par les
paramétres , peuvent se réduire Uune ¢ Uautre.

( (1 5). Nous avons admis trois formes dans les paramelres, savoir,
n=cot*d, n=—1 -4 4*sin*§, n=— c*sin*f; et nous avons fait
voir que toute fonction qui se rapporte a la premiere forme, peut
éire convertie en une fonction qui se rapporte a la seconde forme,
et réciproquement. Cetle conversion se fait par la formule du n° 51,
et sans rien changer aux deux autres élémens de chaque fonction,
qui sont le module ¢ et Vamplitude @. Mais une fonction dont le
parametre appartient & la troisieme forme,ne peut jamais étre réduite
qu’a une fonction dont le parametre est de la méme forme. Clest
pourquoi nous nous bornerons a comparer successivement, pour
les trois formes du parameétre , deux fonctions qui se rapportent a
une méme forme.

Soit 1°. n=cot*8; la formule (%) du n° 95 prouve que la fonc-
tion I1 (¢ot* B , ¢, @) peut se réduire a la fonction IT (b*tang®0, &, §)
qui difféere de la premiére par ses trois €lémens. Semblablement la
fonction I1(cot?A, ¢, @) pourrase réduire ala fonction I1(J*tang®p, b, 1);
mais les fonctions IT(4*tang®@ ,b,0), I (b*tang* @, b, A) qui ne
different que par lamplitude, peuvent se comparer entre elles et
avec la fonction complete IT* (4* tang* @, &), d’'une infinité de ma-
niéres par les formules des n** 53 et 57. Supposons en général qu'on
ait 'équation .
iF(b,2)=iF (b,0)=1IF" (),

i, k, ! étant des nombres entiers ; alors il s’ensuivra par les prin-
cipes connus,

i (btang®®, b, 2) 2= ATT (b*lang*@, b, 6) =IIT* (b*tang’®, &) -+ 1V,
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W étant une quantité déterminable par arcs de cercle. Mais la fonc~
tion compleéte de troisitme espece IT' (b*tang*@, b) est réductible
aux fonctions de la premiére et de la seconde espéce ; donc I'équation
précédente donne le moyen de réduire I'une a lautre les deux
fonctions IT (b* tang®@ , b, ) , 11 (b*tang* @, &, ). Donc en général
les deux fonctions IT(cot*8, ¢, @), IT (cot*A, ¢, @) pourront se ré-
duire T'une i lautre, si les angles § et A des paramétres sont tels
qu'on ait i¥ (b, A ) == AF (b, 8)=IF*(b), i, k, I étant des nombres
entiers 4 volonté,

Soit 2°. n==-— 1-4-b°sin*8, la fonction I(n,c, ®) pourra se
réduire & la fonction IT(é*tang®@ , &, 8) par la formule du n° 101.
De méme si 'on a n’'=—1-54%sin°A, la fonction TI(7/, ¢, @)
pourra se réduire a la fonction IT( b*tang’®, &, A). Mais on verra,
comme dans le eas précédent, que les deux fonctions IT (b*tang*, 5,6),
il (b*tang* @, b, 1), peuvent se réduire 'une i lautre, si les angles
6 et A, déduits des parametres n et z’, sont tels qu’on ait {F (5, 2)
==kF (b,8)=I¥F'(4), k, i, étant des entiers. Donc cette condi-
tion ayant lieu, il sera toujours possible de réduire 'une i I'autre les
deux fonctions(n, c, @), 1(7, c, P).

Soit 3°. n=— ¢*sin*f, la fonction IT(— c*sin*f, c, @) pourra

se réduire 2la fonction I1(— ¢*sin* @, ¢, 8) par la formule dun° 94;
semblablement la fonction TI(— ¢*sin* A, ¢, @) pourrase réduire ala
fonetion I (—c¢* sin* @, ¢, A). Supposons qu’entre les angles § et A,
déduits des parametres , on aitlarelation i F (¢, A) = AF(c, 8)=IF'(c),
i, k, I étant des entiers; alors on aura par les principes connus,
Tl (—c*sin*@, ¢, A= ATI (—csing , ¢, 8 )=UT' (—c*sin®g, o)V,
WV étant une quantité déterminable par logarithmes, Donc la fonc~
tion I(—¢*sin*@, ¢, A) pourra étre exprimée par la fonction
II(—c*sin*0@, ¢, 8), et réciproquement. Donc en général, si la
condition mentionnée a lieu, les deux fonctions IT(—c*sin*f, ¢, @),
IT (— ¢*sin®*A, ¢, @) seront réductibles I'une a Pautre.

On voit directement un exemple de cette réduction dans la for-
mule du n° 52. Mais le symptome général que nous venons de
donner, donne les moyens de multiplier 4 Iinfini ces sortes de
comparaisons, et prouve que toute fonction donnée de troisieme
espece peut étre transformée en une infinité d’autres qui n’en diffé-
reront que par le parametre.

La
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La formule du n° 46, qui est la plus simple et la plus remar-
quable des formules de comparaison, est comprise dans le symptome
général donné pour les deux premiéres formes, puisqu’en faisant

n=cot*d et %_—_cotﬁ A, on a entre les angles 6 et A, la relation
ctang 0 tang A=1, d'ourésulte F (b, 8) +F (5, 2) =F" (3).

La méme formule servirait 2 comparer les deux fonctions
I(—1-4%s1n%6), T1 (—1-45*sin®2) ; car en faisant n==—1-4-bsin*0,

%-:_ — 1 4*sin* 2, il en résulte encore ctangf tang A=1.

2

Exemple d'unc transformation’ particulicve de fonctions
elliptiques de la premiére et de la seconde espéce.

(116). Deux fonctions elliptiques de la premiére espece peuvent
étre transformées I'une dans P'autre , si leurs modules appartiennent
a une méme suite ou échelle....c", ¢, ¢, ¢°, ¢*°, etc. formée suivant la
loi connue. Cette propriété s’étend aux fonctions de la seconde et de
la troisieme espece, pourvu qu’elles soient jointes & une fonction
de la premiere espece, dont le coefficient puisse changer a volonté.
Mais si les modules des deux fonctions comparées ne sont pas
compris dans la suite dont il s’agit, il y a trés-peu de cas ou la
réduction d'une fonction a l'autre soit possible; nous ne connais-
sons qu'un seul exemple ou la réduction indéfinie ait lieu entre
deux fonctions dont les modules sont complémens I'un et autre , et
c’est cet exemple que nous allons développer.

Considérons la formule R = —E-—Q- qui doit étre intégrée depuis
(1—2%)3
3

o 3 ) -3
2=0; je fais 1-——-z3:<%> » cequidonneB’==—qu >~/ (14-;u"?),

et j’al la transformée
du
R ”f\/(4u3+ D}

3
Soit m = V4 et mu= >~ 1 , on aura pour seconde transformée

2 dt
R= Ef vV —3r4+3)

2%
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o4/3
4

. 4
Enfinsoit n= /3, t =ntang i ¢, c*= » onaurapour troi-

sicme transformée

mn f\/(l—( %sin (p) mn (F(C ¢) + C)

Pour déterminer la constante, soit z=o0, on aurau=0, t=1; et

. . 1 . ’
sil'on fait tang s A==, on aura@ =2, de sorte que lintégrale
cherchée sera

R=m_—!n [F(CJ (p)—F(c, Al

Si nous prenons un second angle x tel que & tang w tang A=—1, afin

quon ait F (¢, A)+F (¢, u) =F'(c), 1l en résultera tang,u,z%cot A
1 n—

=i = ‘—{13 = \/(V)—Q Cette valeur est celle qui pour le

an
module ¢ donne F(c, u)=3F"(¢); donc F(e,r)=2F'(c),
et enfin

R=-L[F(c, &) — F'(@)].

mn

L’intégrale entiére prise jusqu’a z==1 se trouvera en faisant p=",
et sa valeur sera
’ 1 4 1
R = m_n' 3 ¥ (C)

(117). Faisons maintenant usage d’une autre transformation pour

. » 3 .
avoir la valeur de R. Soit (1 —2*)=1 -—-;, ce qui donne

(r*—1) 22 4 Zyz= 3y*, z——y‘/3 V' —)—vo, ; on aura d’abord

—1
R = dz __dy , et achevant la substitution , on ‘uouve

- .__:L_
R= V3. [rpiry

Soit maintenant my == 1 =}- %, on aura

(e

n? — dx

" V(v 52 +3)

2 — /3
7

R="1

Soit enfin x =ncot;w,et b* =

, on aura pour derniere
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—— da __n
R_mfl/(l—b’sirﬁw) - EF(57 w)'

Il n’y a pas de constante i ajouter , parce qu'en faisant z = 0, on
a successivement ¥ == , z =, @ = o.

transformée

Si on fail z = 1 pour avoir l'intégrale complete ou définie, on
m—1 . ’
auray =1, X*=m—1, cot L w = &n—) Mais I'angle 8 déter-

miné par I'équation cot: 6 = V(n—1)
n

:—.%F'(ﬁ).
En effet nous avons trouvé par les formules de la trisection
(art. 24) que pour le module 6 =1 /(2—/3), on satisfait a

I'équation F (b, 9 )==3 F' (), en prenant cos 3 == (m—1) '/<Q+”2

n?

> est tel quon a F(5,8)

soit m— 1 ==n’r, on aura cos y=nry/(2 4 n*), et siny =
V(1 —2n’r*—pfr*). Mais P'équation m = 1 -~ n*r élant élevée au
cube,donne 1=p*r-nfr*4-n*r*; donc 1—an*r*—nir*=n*(r—ar*-4-ar’),
et par conséquent sin y = n (1—r) \/r, tang 3 ‘/)1(2_;_”) Soit &
Iangle qui donne ¥ (4, 8)+F(b,9)=F(b), ou¥ (b, &)=3T"'(2),
& — coty acoty _ 2 \r
= T VeEn) 1=’
et tang 3 & == y/r= ——n—l) Cetie valeur étant celle de cot 2 8, il

on aura c tang J' tang 3 =1 ; donc tang

s'ensuit qu'on a }d4-16=17, ou 8 == — 4, donc F (5,0)
= 2F" () =3 ¥'(6) = £F' (b). Donc enfin

R'=_.4F(}).
Comparant les deux valeurs trouvées pour R’, on en tire
F'(c)=nF' (0)= y/3F'(3),

ce que nousavons déja trouvé (n° 41).

Et sil'on compare les deux valeurs de R, on aura, quel que soit
¢, cette formule générale de réduction entre deux fonctions de diffé-
rens modules

F(c,0)—3F () =y/3F(b,m)
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Quant 2 la relation entre les angles » et ¢, on peut la déduire de
I'analyse précédente, et il en résulte

nsin oA (b,o) 4 cos’ o

ng - @ = - ¥
tang 5 @ ncostwA (b,w)—sind L o

Ainsi la simple substitution de cette valeur dans Dintégrale

de ‘ N de
Vo—cmg) doit la transformer en 7 o)

qu’on peut aisément vérifier.

La fonction F(c, @) s'exprime donc au moyen de la fonction
F(b,w) et de la fonction complete F*(8) ; car on déduit des équa-
tions précédentes,

F(e,0)=y3[F (b,0)+3 (@)

, et c’est ce

On peut ensuite réduire le second membre 4 une seule fonction; car
ayant déja F (4, 8) =4F'(d), si I'on prend un angle 4 tel que
F,4)=F(b,w)+TF (b, d),ce quise ferapar les formules de

Uart. 18, on aura
Fc,0)=y3F(b,);

de sorte que les fonctions F (¢, ), F(&, ) dont les modules sont
complémens I'un de lautre, seront toujours entre elles dans un
rapport constant.

On peut dailleurs avoir immeédiatement la valeur de tang * @
exprimée en fonction de +} ; il suffit pour cela de substituer dans
la valeur déja trouvée de tang + ¢, celles de tang 3 w et A (b, o)
qui sont
sin LA (B, ) —sindA (B, )

cos L 4 cos &
AL, ) AD, ) + bsin L sin £ cos J cos &

1 —¢%in® sin%d® ’

tang ; o=

A(byw)=

et cette substitution n’offre aucune difficulté.

(118). Cherchons maintenant la valeur de la fonction de seconde
espece E(c, @) exprimée par la fonction E (4, ), ou, s'il est né-
cessaire , par les deux fonctions E (b, »),F (4, »). Le moyen qui
se présente naturellement est de substituer la valeur connue de
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tang 3 @ en fonction de » dans l’intégrale JAdp ; et comme on a

JAdo f (1—c*sin®p) = f AT e) (1—-c*sin*@), la substitution ne

resterait  faire que dansle facteur 1—c*sin*@; or on trouve

(1 4§ (*—1)sin*w) A(b,0)—fnsinw cos
1 4n*— 1 n*sin*w--nsin @ cos w & (b, )

vV (1—esingp) =

Mais on voit que le résultat de la substitution sera fort compliqué ,
et que si l'intégration n’offre pas des réductions inattendues et
difficiles a apercevoir, il entrera nécessairement des fonctions de
troisieme espece dans I'expressiondeL (¢, @), ce qui rendrait cette
transformation illusoire.

Il parait donc nécessaire de suivre une autre route pour arriver
au but qu'on se propose. Pour cet effet , considérons la formule

intégrale
T — f _ﬂ. .
V(—z%)

3
. . 3 3 -3
s1 on fait 1 — x*= (§> ,0n aura x*=—2tu >+ /(14+2u"?),

T= fx‘%u%clx —_—— "glﬂ —_ /; TV‘(%%‘.-{——) Mais l'intégration par par-
ties donne f zf—\/(%lfr—{-_l)' \/ (4u*~4-1) - f v (2udu . Donc

_ V@i )—1 udu
T=""= Sy
Tout se réduit donc a trouver l'intégrale V _f\/(4u’+ 5 Pour cela
soit m*=—4 et mu=—t*— 1, on aura
' (P—1) dt
m) VE—30F-3)

Soitencore nt=3,t=ntang ; ¢, c =3 V(24 v/3), et la trans~
formeée sera .

'V'__

1 (ntang®to—1)dp __ 7 do n'4-1
V'—-m’n Y (—csing)  — m*J Acos'i ( ) F(e,0)

Mais on afA—dfl—szA tang 1 @ - 2F (¢,@) — 2E (¢, ) ; donc

COos
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enfin
on

V=—[Atang <p+ “=F(c,0)—E(c,0)]5
et I'intégrale cherchée

T:-‘—/ML?;E—- - A tang 2 cp—-[——]_n F+2nE+ConSt

1l faut déterminer la constante de maniére que Pintégrale s'éva~

. 1 . B
nouisse lorsque x = o : alors u=o, t=1, tang 1 9 =1> P=2,
F (¢, 9) =F(c,)=3F(c),E (¢, )=32E* (c)4 Cas"ﬂgﬂn_)‘ (2— sin p)
=3 E( )+- + , Atang ; ¢ =

~ (n:_'_ " Donc on a

3 —_ ‘ Nn2—— 2
T__—_V_Mu_;;_u—g—’iAtang%@ m2n1>(F(c,<P)"“§F(c>)

+ sy + e (E(es ) — $E(0)5

ou pour tout exprimer en fonction de @ :

n(n*4-1)Asinie—cos )} @

e €L LA EIC)
+ ZE(e,9)—3E ().

T=1mcos;®.

Lorsque x = 1,0n a = =, et cette valeur devient

amn

T'= 22 (B (o) — (S0 F (@

Or par une propriété des fonctions F*(c), E* (¢), qui a été démon-

trée n° 39, on a E'(c) _%—1_2-_1_ Fi(c)= 4F“/( 3 ; donc
=" 7
T T an’ Fi()

(119). Intégrons maintenant par un autre procédé la formule pro-

adx x
posée T = [5———, et soit comme ci-dessus ‘/(x—xs)...x -3

vV (—x?)
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la transformée sera

=3 yidy — [y (435
f(y—l)*va"—l) f (yP—1)2

Cette transformée parait au premier coup d’ceil beaucoup plus com-
posée que celle qui est résultée de la premiére méthode; et il semble
qu’on ne peut éviter d'introduire dans I'intégrale des fonctions ellip-
tiques de la troisieme espece , méme de celles dont le parametre est
imaginaire. Mais ces craintes se dissipent en continuant le calcul qui
offre des réductions trés-heureuses.

J'observe d’abord que la partie rationnelle s’intégre algebrique-
ment et qu'on a

f3,zdy(1+ 5Y) 3 Y
(=1 Pyt
Ensuite si on fait Z :33/%%—_31:2, on aura par la différentiation,
A7 — Y ___. 9y'dy
Vidy’—)  (—1)* vy’ -’
donc
f y'dy _ydy —17
=) V(4 —_ vVgy’—1) 777
Par ces diverses réductions on obtient
ydy V3 y V(4y —1) ¥
T= ‘/5fv(4y—l) 2 y— +"'y—l

Tout se réduit donc a trouver l'intégrale U = —3y5 °F sil'on

. . \/(4 z
fait comme ci-dessus my =1 -}~ ¢*, on aura
m dv (1 4v7) )
U=3 [Vorsitsy

Si ensuite on faity==ncot ; w, et b =1 {/(2— /3), on aura

_ m d (1+n*cot* i)
U""Zﬁf A, ey ?

U=—7 [riags+n n( ) 56

ou
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et en appliquant les formules connues, on a enfin
n . (n® ;
U=""[E(}, )+ cot: wA(b, w)]_"Lij_”F(b, ©).

Maintenant si dans I'équation T = Uy/3 — yx, on substitue la
valeur de U et celle de y en fonction de @, on aura l'intégrale
cherchée

T=""L(, ) _’%’<n=+ NF(b, o)

+ msint e (4—2an?)cos®Le—3(2—n)costtw—1-4nsintwcos t#A(D, )
2 ‘ ncosiwA (b,0) 4-sin’lae ’

intégrale ou il n’y a pas de constante a ajouter , parce qu’'elle s’éva-
nouit lorsque w ==o.
Pour avoir la valeur de I'intégrale complete T, soit =10, on aura

comme ci-dessus T (b, w)=4%F'(5),E (b, w)__‘E‘(b)—}—W et on

b b
trouve W = —  sin d'sin j (2—sin 3) == — = sin’J’; donc

T )~ (SR04 B O crthal )

Mais par les valeurs déja trouvées, on a cotle— Vry, A(b,0)

n(1+r)Vr , sin d'= _{ , Sin y==1— cosd = —— + ; d’ailleurs les

relations entre m, n, r donnent m=i1-n°r, n*= e El_j_"r_;) ,
2 (1 —r?) n .

m= s V/r=_ (1 —r*). Substituant toutes ces valeurs en

fonctions de r dans la partie algébrique de T", et observant encore
quon a 0o==1 —gr*+4-3r*—3r% on trouve que cette parlie se réduit
a zéro , de sorte qu’on a simplement

T'=" (B () — (5500 P ().

Comparant cette valeur avec celle qui a €té trouvée par l'aulre mé-
thode, il en résulte I'équation

A=FOEO—(D 0,

qui s'accorde avec la formule de l'art, 41.
Nous
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Nous obtenons ainsi sur les fonctions définies F'(c¢), F'(3),
E'(¢), E' (b) , les mémes rapports que nous avons déja oblenus par
une voie plus simple. Quant aux fonctions indéfinies F(e, @),
F(b,w), E(c,0), E(b, w), elles ont entre elles les relations
comprises dans les deux équations

F(e, @)= [F(b,0)-+3F ()]
T E (e, 0) — 3B (@] — (5 ) [F (e, 0) — 3 FH ()] + @
="CE (5, ) — "% (1) F (5, 0) 4,

® et Q étant des fonctions algébriques connues, 'une de sin £ @,
Pautre de sin £ w; d’ott Ton voit que les fonctions F(c, ), E(c, @)
relatives au module ¢, peuvent s’exprimer indéfiniment par les
fonctions F( 4, ), E(4, w), relatives au module complémentaire &.

Des séries qui donnent , sans transformations, les valeurs
approchées des fonctions elliptiques.

(120). Il peut étre nécessaire dans plusieurs cas, surtout dans
les problemes de mécanique, d’exprimer par la seule variable ¢ les
fonctions elliptiques dont ces problémes dépendent. Alors le déve-
loppement se fera de la maniére connue; mais les méthodes pré-
cédentes serviront toujours a simplifier beaucoup la détermination
des coefficiens.

-3 , . d
Considérons d’abord la fonction F = f —A?, et supposons 7;-:

‘A — 2B cos 2¢ - 4C cos 49 — 6D cos 6¢ - etc. , afin qu’il en
résulte

F =A@ —Bsin 2¢ -+ C sin 4¢ — D sin 62 -}~ etc.

1l s’agit d’avoir le plus simplement qu’il est possible, les valeurs des
coefliciens A , B, G, etc. Or par un premier développement on a

1.3.5

1 1, . 1.3 . .
-— == ~c*sin? pl 4s1né 6o 6
= 1-—]—20 sin <p—{-—2.4c sm<p+2.4-60 sin’g -}- etc.

Metlant ensvite au lieu des puissances des sinus, leurs valeurs en
22

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 PREMIERE PARTIE.

cosinus linéaires , on trouve une suite de la forme supposée , dont
les coefliciens sont aisés a déduire les uns des autres. On a d’abord
le premier

. 13_32'52 s 12, 32 5| 2 8
A""'I+ +2 42 +22.4n'6-&c+224262820+etc

Je le représente par
A = 1 |- mct = m'ct e m"ct = mV i elc. ;

les autres seront successivement

B = i m’c’—[—% m'ch = % m”c® —}= g m''ct -~ etc.

C = 3 m 04—{— 7™ 78 - g —?5 m'¢® 4= ete.

D= %.%.% "5—-}- = ;'lm"cs—l-etc.

E = ‘g i 241 552 m‘ct - ete.
etc.

En général la n'm des quantités C, D, E, etc., se déduira de la
précédente, en omettant son premier terme, et multipliant les termes
on 3n

T T (T e e
On pourra donc par ces suites, trouver les valeurs de A, B, G, etc. ,
si le module ¢ est une quanlité assez pelite; mais lorsque ¢ differe
peu de l'unité, il faudrait calculer un grand nombre de termes pour
n'avoir qu'une médiocre approximation.

suivanspar ceux delasuite

(121). La valeur de —;— étant multipliée successivement par do ,

dp cos 29, dp cos 49, etc., puis intégrée depuis ¢ == o0 jusqu'a
¢ =—;% ,0n aura

= __ (do T __ do cos 29
AL=[2 Bi=[—25,

7 ___ [de cos 4o d@cmG«p
2—fT, 3D .._f - ete.

Ainsi chaque coeflicient peut se déterminer en particulier par une

qu
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intégrale définie, et toutes ces intégrales ne dépendent que des
deux fonctions F*, E!; qu'on sait évaluer dans tous les cas, avec toute
Ia précision nécessaire.

Les deux premiers A et B sont ceux qu’il importe de déterminer

avec le plus de précision; ils se trouvent par les formules gA:F‘
et ;—"B= 03 (F'—E!) — F, et si on substitue pour F* et E* leurs

valeurs données n°s 65 et 77, on aura

o 00 000
A=2VC 2Ve 2‘/C . elc.

c . c® 00

B c® c°c°° d" 00 2%°
==+ = - —— = ete.

Ces deux premiers coefficiens étant trouvés , on peut en déduire

tous les autres ; car en différentiant l’equatlon —=A — 2B cos 29
- 4C cos 4p— etc., on a

RN sngcm ?— 4B sin 290 — 16C sin 4@ - 36D sin 69 — ete.

. qe . A sor
Multipliant le premier membre par %— , et le second par la quantité
équivalente %— 1 - cos 2¢; multipliant de méme par sin 2¢, les

deux membres de I'équation -:-; == A — 2B cos 29 - 4C cos 4¢—elc.,

comparant les deux produits, et réduisant tous les termes en sinus
linéaires , on trouvera

2.3C = 4B (;.,._ 1) — A
3.5D = 16C (C_‘j_ ,) — 1.3B
4.7E = 36D (3—- 1) — 2.5C

59F.._.64E(..___ )___57])
etc.

En général , si A" désigne le n'm terme de la suite B, C, D,
E, etc., on aura
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n(2n——1) A"= (an—2)* A*~* (; —_ 1) —(n=2) (2n—~—~3) A=
c’est la loi suivant laquelle chaque coefficient, a compter de D, peut
se déduire des deux précédens. Le coeflicient C, excepté de la lox
générale, se détermine par I'équation 6C = 4B (—f; —_ x) — A, ou
plus directement par la formule

6 C 0% €00 (0000900

I=cc,<,+£2°_°+ 7 ‘+ 2 —]—-elc.)
o oeea+ew>

Lorsque ¢ est fort pres de I'unité, on déterminera E* et F* par les
formules qui convicnnent & ce cas, on en déduira les coefficiens A

et B par les formules ZA =F", SB_—_% (F'—Er) —TF", on calcu-

lera ensuite C par P'équation 6C = 4B (Ci — 1) — A ; les aufres

se déduiront chacun des deux précédens par la loi générale que
nous avons exposée ; et cetle loi sera d’une application d’autant plus

2 . v
stre, que le facteur — — 1 se trouvera, dans le cas dont il s'agit,

peu différent de Vunité.

(122). Les fonctions elliptiques de la seconde espéce pourrontse
développer de la méme maniere. En effet, st on considere généra-

lement la fonction G = /(26 sin’p) % » Ou, ce qui revient au
méme , G = /(o' + & cos 2¢) %2 , les formules précédentes don-
veront
G==2a'[A9—DB sin 20 Csin 40— D sin 6@ -}-etc.]

— [Bcp A+QC> 2¢—|—B+5051 14@—(2C+4E sin 69-}-etc. j

Ainsi ce développement ne présente aucune difficulté nouvelle,
et s'exécute par les mémes coefliciens que celui des fonctions de la
premiére espece.

On peut traiter de méme les fonctions de la troisieme espece.
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En effet, soit IT =fa—_—*_7i%%-x; si on suppose

M= Mo — N sin 2¢ - P sin4¢ — Qsin 6¢ -}~ elc. ,

et qu'on différentie chaque membre par rapport 4 @, il en résultera
une vale?r de % qui étant comparée a celle de I'article précédent ,
donne les équations

N=2Z(A—~M)+M

2P =4 (B —=N)—2N—M

n
3Q = 2 (C—P)—4P —N
4R = 2(D—Q)—6Q—2P

etc.

D'ou il suit qu’en supposant toujours A, B, C, etc. connus, il suffit
de déterminer le premier coefficient M pour connaitre tous les
autres. Or en faisant =1 7, on a II' =M.L#. Ainsi M se dé-
termine par la fonction complete IT', laquelle ne dépend que des
fonctions de la premicre et de la seconde espece.

On pourrait aussi déduire la valeur de M de celles des coefliciens

. VQi-tn)
A, B, C, etc., au moyen de la formule connue T sie =

V(i+n)—1
VaFm) Fa

< 9 ) do e .
car en multipliant les deux membres par — et intégrant depuis

1 -} 22 €OS 20 - 22 co5 4@ -~ etc., ou l'on a 2 =

¢=o0jusqu’a =1 =, onaura

M y/(14-n) = A~ 2Ba-}- 4Ca* — 6Da’4- etcy
Surface du cone obligue.

(123). Cousidérons d’abord le céne oblique a base circulaire. FIG 1.
Soit S le sommet du cdne , C le centre de la base, SO la perpen-
diculaire abaissée du sommet sur le plan de la base , SAB la section
faite dans le cone par le plan SCO. Si on fait le rayon CA =1, la
hauteur SO =%, la distance CO = f, et qu'on appelle @ l'angle
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OCM, l'aire ASM correspondante & langle » sera exprimée par

lintégrale
Z=ftdoy[h~ (1—fcos w)].

Pour réduire cette intégrale a la forme ordinaire , soit tang 1w
== m tang ; ¢, et soit pris I'indéterminée m de manic¢re qu'on ait

mé— }‘2+(1 _'f)n

+ 1+
. . . __1—m’ PR S 3 2 h2+!__f2
si ensuite on fait 4= et *=i—im, FFG=F) on

aura la transformée

am [k* 4 (1 —f)] Lde /(1 —c*sin®p)
1= (1 4 m?)* f (t4acosp)*

Pour avoir la surface totale du codne, il faudra prendre cette inté-
grale depuis ¢ =o0 , jusqu'a ¢ ==, et doubler le résultat; ou, ce
qui revient au méme, il faudra prendre l'intégrale suivante , depuis
¢==o0 jusqua ¢ =3 =,

am [+ (1 —f)*] Adyp Adp
L= (r 4+m*)? f((1 -+ « cos@)? + (1 — a cos ¢)*

Soit de nouveau @ ==cosf, ou m==tang 8. Si on fait pour
abréger AS =/k== y/[h*~ (1 — f)*], on aura en réduisant,

_ ' 1 - 2 cot?§ — cot* § sin%
7 = 2k cot 1 0 f (T I corteigy .Ado.

Mais par une premieére décomposition , on a

f 1?1_—2:1:;5:;: d@_—f 1+ 2¢! 302) ﬂl+n sin%p) A
+ (2 +2n) (I + )./‘(l +n5m ¢)°A

Substituant ensuite pour la derniere intégrale la valeur que nous
avons trouvée (art. 94) , le second membre deviendra

nAsingcosg

c’d<ps§n’(p de
1 =7 sin%p +(n+l)ﬁ1+nsin’@)A'

Donc en prenant cette mtegl ale depuis @ =< o jusqua ¢==3 7, on
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aura l'aire entiére du cdne

‘== 2k cot B[ (n-1)I1"(n,c)—F ' (c)+E(c)],
formule ot 'on a n=cot*f.
Ayant déja fait le plus petit apothéme AS = &, si on fait le plus
grand BS = ¥, on aura immédiatement , en vertu des valeurs précé-

dentes, tang 1= ‘/ (—f;—) ; de plus, si on appelle ¢ Pangle £ (ASO
~- BSO) que fait la perpeudiculaire AO avec la ligne qui divise en

deux également l'angle ASB, on aura ¢ = sin {. Ainsi les quan-
tités ¢, k, 8, qui entrent comme élémens dans le résultat final,
se déduisent immédiatement du triangle SAB.

An reste, comme la fonction complete IT* (2, c) peut s’exprimer
par des fonclions de la premiére et de la seconde espeéce, on voit
que la surface du cone oblique & base circulaire , ne dépend non
plus que des fonctions elliptiques de la premiere et de la seconde
espece, de sorte qu'elle peut se mesurer par des arcs d’ellipse ;
théoreme qui n’avait encore été démontré que dans quelques cas
particuliers. ’

La surface du méme codne étant développée sur un plan, il
en résulte un secteur dont l'angle se détermine par la formule

__(doy[h*+ (1—fcosw)]
V'"f h* 241 —of cosw 2

et au moyen des mémes substitutions, on a la transformce

V=7 [ogim =" [+ e 0= (0]

Cette intégrale étant prise depuis @ = o jusqu’a ¢ = 27, on aura
Pangle total du secteur

V=R [+ Dm0 — (]

On peut remarquer que si dans 'expression de V on fait =1=,
la valeur de V deviendra le quart de Pangle total V*. On a en méme
temps » = 0. Donc si on détermine le point M de maniére que
Yangle ACM =0, I'angle correspondant V sera précisément le
quart de I'angle résultant du développement de la surface enticre
du cone.
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(124). Supposons en second lieu que la base du cone soit une
ellipse. Soient % la hauteur du cone, f et g les coordonnées du
point ou la perpendiculaire % rencontre le plan de la base, f étant
prise dans la direction du demi-grand axe de P'ellipse 1, et g dans
celle du demi-axe conjugué 4. Soit ¢ 'amplitude d’un point quel-
conque de lellipse ,les coordonnées de ce point seront x=sin@,
¥y ==bcos ¢, et I'élément de la courbe ds = Adp ; si du sommet on
mene une perpendiculaire sur la tangente en ce point, le quarré de

. . . bf sinp—b\*
cette perpendiculaire aura pour expression A* -4~ (gcos e+ { ne > ’

donc I'élément de la surface du cdne sera

AL=1%doy[I* (1 —c*sin*p) ~ (g cos @~} bf sin ¢ —b)*].

Cette différentielle parait fort composée ; cependant si on fait
1 odz

oo . . 2z __1—2z .
tang L @=17, ce qui donne sin ¢ = —— €08 p== T, dP==

1+52’
on aura la transformée

VI 1k ) ferliziat (g—bot abfs— (g-+0) 23

dL =
et puisque la variable sous le radical ne passe pasle quatrieme degré,
il est clair qu’on pourra trouver I'intégrale Z au moyen des fonctions
clliptiques. De plus, comme il suffit pour avoir la surface totale du
cone, de connaitre I'intégrale lorsque @ = 27, il semble que le résul-
tat final ne doit dépendre que des fonctions complétes dela troisieme
espece et des especes mférieures, lesquelles , au moyen des réduc-
tions connues, ne dépendent elles-mémes que des fonctions de la
premiére et la seconde espece; de sorte que laire entiere du cone
pourra encore étre exprimée par des arcs d'ellipse. Mais il est
nécessaire d’entrer dans quelques détails pour justifier cette con-
clusion.

(125). Pour faire disparaitre les puissances impaires de la variable

sousleradical dans la valeur de dZ, il faut d’abord supposer z:{’—"_%q—i :

et parce que la quantité sous le radical n’a, dans le cas dont il s'agit,
que des facteurs simples imaginaires, le résultat de la substitution,
apres avoir déterminé p et g, contiendra un nouveau radical de la

forme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 177

forme {/[(1 =~ a*x*) (1}~ €°x*)]. Pour ramener ensuite la transfor-
mée aux fonctions elliptiques , il faudra, en supposant a > €, faire
ax = tang ¥, et -} deviendra Iamplitude de ces fonctions , tandis

[
que leur module ¢ sera déterminé par I'équation ¢*=1 ~— =, La re-~
d.

lation entre ¢ et 2| sera donc telle qu'on aura tang £ @ :’%‘%Elg_f
ang, -
Or je dis que cette équation peut toujours se mettre sous la forme

tang (} —y)=Atang: (¢—n),

A, p ety étant des quantités constantes. En effet si on fait tang
ettang v ==/, I'équation précédente donnera

==t

D:»

tang L —¢ ___ A (tangio—1t)
14t tangd T 1-4-ttang o

Substituant la valeur de tang + @ en fonction de tang -}, on aura

tangl —t A (pz+gtang ) —tz—1ttang.])
14t tang Ll T @ 4 tang | -+ pat - gt tang <l

Cette équation devant avoir lieu quelle que soit tang + , soit
1°. tang <} = ¢, on aura

px+qt’
att

Soit 2°. tang ) = — t_ on aura

1 _—at'

P —

Egalant ces deux valeurs de ¢, on aura pour déterminer ¢, I'équation

1—12 (1 4-p)—1—g*

P PYTEYT) == cot 2y.

On aurait semblablement pour déterminer ¢, 'équation

1—t* 1 — g (1—p*)
at T 2(q—ap)

= cot .

3°. Enfin, pour que I'équation ci-dessus devienne enlierement iden-
23
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tique, soit tang <} ==, on aura
1 1-+4qt

A — ‘, . q—"t .
Cela posé, Véquation tang (4 —») = A tang £ (¢ — ) a lieu pour
toutes les valeurs correspondantes de ¢ et <} ; il en résulte qu’aux trois
valeurs Q== u, @==w-p , @==27 -+ 4, répondent ces trois valeurs
del’amplitude des fonctions elliptiques =y, J =274y, L =nr-}-r.
Mais pour avoir I'aire entiére du cone , on devra prendre l'intégrale
Z, depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ = 27 ; ou, ce qui revient au méme,
depuis ¢ == u jusqu’a @ =27 - x; on devra donc prendre les fonc~
tions elliptiques qui entrent dans I'expression de 7, depuis & == »
jusqu’a o} =v -7 ou, ce qui revient au méme, depuis i =o
jusqu'a 4 = . Donc il n’entrera que des fonctions complétes dans
Yexpression de D'aire totale, et ces fonctions se réduisent toujours
aux fonctions de la premiére et de la seconde espéce; d'on il suit
que dans le cone oblique 4 base elliptique , I'aire entiére peut encore
s’exprimer par des arcs d’ellipse.

Construction de la ligne la plus courte sur la surface
du sphéroide.

(126). Nous avons donné dans les Mémoires de 'Institut,an 1806,
les équations nécessaires pour décrire la ligne la plus courte sur la
surface d'un sphéroide , et nous avons démontré que cette courbe,
prolongée indéfiniment , est composée d'une infinité de spires égales
et semblables, comprises entre deux paralleles €galement eloignés
de I'équateur. Nous nous proposons maintenant de faire voir com-
ment on détermine les différens points de cette courbe par le moyen
des fonctions elliptiques , et pour cet objet, il suffira de construire
une seule moitié de spire comprise depuis le parallele auquel elle est
tangente jusqu’a I'équateur.

11 faut d’abord se rappeler ce qui a été démontré dans le mémoire
cité, que la ligne la plus courte menée entre deux points donnés
sur la surface d'un sphéroide , ligne qu’on appelle géodésigue , lors-
quelle est tracce sur la surface du sphéroide terrestre, fait toujours
partie d’une ligne de cette nature perpendiculaire au méridien d’un
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lieu déterminé , ou tangente au parallele de ce lieu. Nous suppose~ FIG.ra.
rons donc que par un point A dont Ja latitude est donnée, on fasse
passer une perpendiculaire au méridien du lieu A ; il s’agit de cons-
truire cette courbe, c’est-a-dire de déterminer pour chaque point
M dont la latitude est donnée i volonté, les élémens inconnus du
triangle APM , savoir, la distance AM mesurée par I'arc de la ligne la
plus courte, la longitude du point M mesurée par 'angle P du triangle
APM, Pangle M du méme triangle qui représente en ce point la di-
rection azimutale de la courbe ; enfin I'arc PM du méridien mobile
qui sera connu par ses coordonnées. De ces quatre élémens, deux
peuvent étre déterminés algébriquement , savoir , I'angle M et les
coordonnées du point M dans le plan CMP ; les deux autres, savoir,
Parc AM et 'angle APM ne sont assignables que par les fonclions
elliptiques.

Soit le rayon de I'équateur CA= A, le demi-axe CB=DB, la
distance du centre au foyer de I'ellipse génératrice |/ (A*—B*)=AJ';
soit / la latitude du point A, A celle du point M, P I'angle APM
qui mesure la longitude du pomt M, M Tlangle az1mutal AMP;
soient de plus les coordonnées CT =1¢, TM=u«, et l'arc AM=5.
Il s’agit de déterminer toutes les quanutes t,u,M, s, P en fonctions
de la variable A et des quantités données.

Il est utile pour cet objet de substituer aux latitudes I et A des
latitudes réduites I’ et 2, calculées par les formules

B ’ B
tang /' = 3 lang I, tang X = tang A.

Cela posé , les élémens qui peuvent étre déterminés algébriquement

dans la question proposée, sont ¢=DB sin A, uw= A cos X/,

. cos
sin M =
CO8 ;\.

. Il suit de la derniéere équation que ' est le maximum

de X, et I celui de A. On voit aussi par les valeurs des coordonnées
que A’ est 'amplitude de Parc PM; de sorte que cet arc, si on en avait
besoin, pourrait étre exprimé par la formule PM=A.E (J, ).

(127). Pour avoir les deux autres €lémens s et P, soit pris 'angle
@ tel que sin A" = sin /' cos ¢ , et on aura ( Mémoire cité, n° 4) les
équations différentielles
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ds = dp y/(B* 4= A*d* sin*l cos’p)
dp — & I' de v/ (B2~ A%82sin?l cos?p)

A 1 — sin®/ cos®p

Pour ramener ces expressions aux formes ordinaires des fonctions

Adtsin* Il
BrAr a7
ce qui donne y/(B*~4- A*d*sin*l’) ='%, et jai dabord ds =

elliptiques, je fais ¢*== , ou plus simplement c=4J'sin /,

%dcp V/(1—c°sin*@) ; donc
B
se=3 E(c,0).

Cette équation fait voir que tout arc s de la ligne la plus courte
peut étre assimilé indéfiniment & un arc d’ellipse dont le demi-

pelit axe CP == B, et le demi-grand axe CD = % , quantité plus
. . B inl 4.
grande que B et moindre que A, puisquon a ;= A %%1— Si sur

ce quart d’ellipse PmD, on prend un point 7 qui ait pour ampli-
tude @, ou qui soit déterminé par les coordonnées Cr=Bcos 9,

rm..—_—?- sin ¢ , I'arc Pm de Dellipse sera égal en longueur & lare

ADI de la ligne la plus courte.

Ces déterminations ont lieu dans toute I'étendue de la courbe
qu'on veut construire ; mais il suffit d’examiner le cours de cette
courbe depuis @ =o jusqu’a ¢ = go°, c’est-d—-dire depuis le point
A oulon a A =1, jusqu’au point I ou la courbe rencontre I'équa-~
teur et ou l'on a A==0. Au point A la courbe est perpendiculaire
au méridien ou tangente au parallele; au point I elle coupe Véqua-
teur sous un angle I, tel quon a cos [=sin M = cos/, de sorte
que l'angle T est égal & la latitude réduite /.

Dans ce méme point, la courbe AMI est égale au quart d'ellipse

BmD,etonas =% L (c).

(128). Venons maintenant i la seconde formule qui donne la lon-
. . . B B

gty = U M= — =
gitude P, on aura d'abord, en faisant n—=tang*l’, M oo™ Acocl

— Adg
dP == M. 1 -1 sin’p '
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donc en intégrant
M
P—_—;[(n—{-c’)n(n’c, @) —-CzF (0’ (p)]-

Par cette formule on déterminera pour chaque point M dont la
latitude est connue, la longitude P de ce point; etles calculs pour-
ront étre faits avec tout le degré d'exaclitude que comportent les
tables de logarithmes, au moyen des méthodes que mnous avons
données pour évaluer les fonctions F et IT.

Si on fait ==go*, on aurala position du point I ol la courbe coupe
I'équateur par la formule

P (o) I (2, 0) = T(0)]5

et comme la fonction complete IT'(z, ¢) peut s’exprimer par des
fonclions de la premiere et de la seconde espece, il s’ensuit qu’on
peut déterminer le point I par ces seules fonctions; ou, ce qui re-
vient au méme, par les seuls arcs d’ellipse. On pourrait déterminer
de méme une infinité d’autres points de la ligne la plus courte ; et
lorsqu’on aura tracé la demi-spire AMI, on pourra de méme
tracer la continuation de celte courbe dans l'autre demi-sphéroide ,
en observant que les points situés de part et d’autre & des latitudes
égales , ont avec le point I des différences égales en longitude.

(129). Il est remarquable que la formule qui donne la valeur de
I'angle P, est absolument de la méme forme que celle qui donne
la valeur de l'angle résultant du développement sur un plan d’une
portion de la surface d’an cone oblique a base circulaire (123).

Ce dernier angle est facile i trouver jusqu’a un certain degré d’ap-
proximation, par de simples constructions géoméiriques , déduites des
pyramides inscrites et circonscrites. D’ailleurs comme le cone oblique
n’ade courbure que dans un sens, cette surface est censée plus simple
que celle du sphéroide qui est partout a double courbure; ainsi on
doit regarder le probleme de déterminer la ligne la plus courte sur
Ja surface du spheéroide , comme étant réduit 2 une moindre diffi-
culté par la construction suivante , qu'on tire aisément de nos
formules.
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FiG.13. Faites un triangle isoscele pfp’, tel que sa base pp’ représentant
Iaxe 2B, le coté pf ou pf représente le rayon de I'équateur A ; tire
pg de maniére que l'angle p’pg ait pour sinus ¢, ou qu'on ait
sin p’pg = sin I sin fpp’. Sur pg comme diametre , décrivez un cercle
gnp dont le plan soit perpendiculaire au plan du triangle fpg. Le
cone qui a ce cercle pour base, et pour sommet le point f, est
celui dont la surface étant développée sur un plan, servira a décrire
laligne la plus courte sur la surface du sphéroide donné. Pour cela,
soit QM un parallele dont lalatitude est A, on déterminera succes+

) , , .. B
sivement les anrr]es N, @ etw, soit par les équations tang A'= 7 tang A,

Cos @ = sin X S, tang ; w=tang (45°—30') . tang { @, soit par des

constructions géométriq