
PURA ED APPLICATA 

GIÀ DIRETTI DA 

FRANCESCO BRIOSCHI 
e continuati dai professori : 

Luigi Bianchi in Pisa l Giuseppe Jung in Milano 

Ulisse Dini in ~ i s a  Corrado Segre in Torino 

SERIE III. * TOMO Xm 

MILANO 
TIPO-LITOGRAFIA REBESCHINI DI TURATI E C. 

OFFICIKA CARTE VALORI 
- 

1 9 1 3 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ALLA MEMORIA 

DI 

LAGRANGE 
NEL CENTENARTO 

D E L L A  S U A  M O R T E  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I N D I C E  

DELLE MATERIE CONTEKUTE IR' QUESTO XXI TOMO (SERIE 111) 

E . J . WJLCZYNSKI . . .  
HANS HAHN . . . . . .  
PAUL KOEBE . . . . . .  

M . W . STEKLOFF . . .  

A.R. FORSYTH . . . .  
S . PINCHERLE . . . . .  
M . C . CARATHÉODORY . 

E . E . LEVI . . . . . .  

F . SCHUR . . . . . . .  

E . BOREL . . . . . . .  

C . STÉPHANOS . . . . .  
. . . . . . . .  . H LANB 

J . HADAMARD . . . . .  

E . BORTOLOTT~ . . . .  

Ricerche geometriche intorno al  problema dei tre corpi . 
Über die Abbildung einer Strecke auf ein Quadrat . . .  
Das Uniformisierungstheorem und seine Bedeutung für Funk- 

tionentheorie und nichteuklidische Geometrie . . . .  
Sur une formule générale d'Analyse et  ses diverses appli- 

cations . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
The range of minimal surFces providing a minimum area . 
Suli'operazione aggiunta di Lagrange . . . . . . . .  
Sur les points singuliers du problème du Calcul des Varia- 

tions dans le plan . . . . . . . . . . . . . .  
Sui criterii sufficienti per il massimo e per il mininio ne1 

Calcolo delle Variazioni . . . . . . . . . . . .  
Über die berühreiiden Strahlennetze einer Strahlenkon- 

gruenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Sur la théorie des résonateurs et la discqntinuitk des solu- 

. . . . . . .  tions de certains systèmes différentiels 
. . .  Sur une propriété caractéristique des déterminants 

. . . .  On Some Cases. of Wave-Motion on Deep Water 
La construction de Weierstrass et l'existence de I'extremum 

. . . . . . . . .  dans le problème isopérimétrique 
. . . . . . . . . . . .  Espressioni indeterminate 

. .  G . LAURICELLA . . . .  Sopra l'algebra delle funzioni permutabili di 2." specie * 31'7 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ricerche geometriche intorno al problema 
dei tre corpi. 

(Di E. J. n ' i ~ c z ~ ~ s ~ r ,  a Chicago.) 

Durante  I'ultimo sec010 la geometria lia fatto grandi progressi, ma queçti 
progressi hanno avuto poca influenza sulla ineccnnica. In yuesta Menioria 
voglio mostrare coine si possano applicnre certe idee della geon~etria ino- 
derna ad un probleina speciale ma importante della meccanica: il problema 
dei tre corpi. 

Le questioni clie sorgoiio intorno a qiiesto probleina da1 punto di vista 
geoinetrico sono nuinerosissinie, e poche sono quelle clie io 110 potuto risol- 
vere ; ma i risultati ottenuti hanno un interesse speciale per noi in questa 
occasione percliè si legano strettaniente alle notissime ricerche del LAGHAXGE. 

Supponiamo che il baricentro del sistenitt dei tre corpi sia in riposo. Si 
presentano naturalinente tre geneii di enti per Io studio geometrico: le curve 
descritte da ognuno dei tre corpi, le superficie rigate descritte dalle rette 
che congiungorio due dei tre corpi, ed il cono, inviluppo del piano dei tre 
corpi. 

Dalla considerazione di questi tre gerieri di enti geoinetrici sorgono subito 
alcuni problemi fondainentali. Quali sono le variabili dalle quali dipendono 
le proprietà più essenziali di queste curve, di clueste superficie rigale e di 
questo cono? Se ad un dato moinento le tre velocitA starino ne1 piano stesso 
dei tre corpi, le orbite saranno evidenteinente curve piaiie e lc rigate del 
probleina coincideranno col piano comune delle tre orbite. Si possono tro- 
vare altri casi nei quali uno alirieno dei tre corpi abbia come orbita uiia 
curva piana? Si possono trorare altri casi iiei quali una delle rigate del pro- 
blenia diventa sviluppahile O si riduce ad un cono %' Noi mostrereino che 
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3 W i l c z y n s k i :  Ricerche geoiizekiclze i n t o m o  nt problenza dei tre corpi. 

quest'ultiino caso pub presentarsi soltanto se due lati del triangolo dei tre 
corpi restano costanteniente eguali. Supponiamo invece clie la curva, descritta 
da uno dei tre corpi, sia linea asintotica sopra una delle rigate del problema. 
Troveremo che, anche in questo caso, due lati del triangolo devono riinanere 
costantemente eguali. Si presenta dunyue il probleniü dell'esisteriza O della 
non-esistenza. di soluzioni speciali del problenia dei tre corpi nelle quali il 
triangolo resta sempre isoscele. Volendo generalizzare le note soluzioni del 
LAGHANGE ("r) nelle quali il triangolo dei tre corpi resta se~npre equilatero, si 
viene al10 stesso problema. Il graride niatematico, perd, lia esaurito le pos- 
sibilità in cjuesta direzione; dimostreremo il teorema seguente: 

S e  due lnti del triaagolo format0 dei tre corpi restccno sewzpre eguali, e 
se le masse dei due corpi clae slawzo alla base d i  questo triangolo isoscele non  
sono eguali, i l  terzo lato del triatzgoio dev'essere eguale agli altri due, cosicchè 
i l  caso s i  riduce a quello del LAGHAR'GE. Se ,  invece, le due sopradette masse 
sono eguali, si posvono tvocare due clnssi nuove d i  soluzioni isosceli del pro- 
blewza, come h a  lnostrato i l  FRAK~ÈN già  ne1 1895 (**). 

Per dimostrare questo teorema io ho dovuto seguire una via luiiga e 
difficile. Sono duiicjue molto grato a l  mio chiaiisçimo collega, il signore 
W. D. MAC MILLAN per il cortese permesso di riprodurre qui ne1 § 4, invece 
della mia, la sua dimostrazione più perspicua e seinplice. 

§ 1. Le eqiiazioni differenziali del problema dei tre eorpi. 

Siano (xi,  x,, x,), (y1, gz, y$), (si, a2, s3) le coordinate cartesiane dei tre 
corpi Pz, P,, Pz all'epoca t. Siano f la costante d'attrazione, m,, nz,, nz, i 
prodotti delle tre masse per f ,  e A,,, A,,. A,, le tre niutue distanze, cosicchè 
sarà 

(") LAGRANGE, Oeuvres, t. VI,  pp. 229-331. 
(*") FRANSÈN A.  k., Ofversigt a f  Kongl. Vetemkaps Akadeniiens Fcïrhaudliugar, vol. 5'2 (1895), 

pp. 783-805. Stockholm. 
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W i l c a y n s k i :  Ricerclze geometriclbe intorno a l  problemcc dei  tr-e corpi. 3 

Allora le equazioni del problema dei tre corpi saranno le seguenti: 

y"* = in, X k  - Y k  Zk - Y k  + tn, -- ( k = 1 , 2 , 3 )  
A& A;# (1) 

dove 

Di queste equaxioni si conoscono dieci integrali. Sei di questi sono equi- 
valeiiti alle equazioni 

9% Xk + *n, Yk + *jbs Z k  
Sk = wi, + ni, + i t b z  

=a,, + a k ,  t ,  ( k =  1, 8, 3) 

che regolano il movitnerito del baricentro del sisteina. Tre altri, gli integrali 
delle aree, prendono la forma 

L'ultime, il principio delle forze vive, dh  l'equazioue 

xinX(x ' :+x1:+x~) - 2  U=B h, 
ove 

Ora. supponiaino clle il baricentro del sistenia siü in riposo (tiell'origine). 

Dalla (a), se in, =-l= O, si pi16 trarre z, coiiie fuiizione di a, e y,. La ~ 0 -  

stituzione di questo valore di z, nelle (1) d i  
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4 Wilcsynshi:  Ricerche geoil~etr.ic11e in tor~zo  al  pl-oblema dei tre corpi. 

ove le quantità 

sono indipendenti dall'indice k e suddisfano alle relazioni 

m ,  m, ( a  - 8) - In, (m, + wz,) $ + wi, (a&, + m,) y = 0, \ 

onde 

Si possono dedurre facilniente due altri sisteini d'equazioni della forma 
delle (6) per le coppie di fuiîzioni (yk, zk) e (zk, xk) .  Basta per ci6 fare una 
permutazione circolare delle lettere x, y, z. 

2. La rigata R,, descritta da1 lato P, Py del triangolo. 

Si pub studiare la rigata R,,, descritta dalla retta congiungente P, e P,, 
da1 punto di vista della geoinetria proiettiva, mediante un sistema di equa- 
zioni differenziali della forma 

soddisfatto dalle coordinate otnogenee dei due punti Pz e P, (*). Corne coor- 

(*) WILCZYNSKI E. J., Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces. Leip- 
zig, 1906, Chapter V, §§.14. 
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W i l c x y n s k i :  Ricerçhe geometriche intorno al problemn dei tre corpi. 5 

dinate omogeiiee di Pz scegliamo le sue coordinate cartesiane x , ,  x,, x, e 
x, = 1. In niodo analogo, siano y , ,  y,, y, e y ,  = 1 le coordinate oiriogenee 
di P,. Perchè quattro coppie di funzioni (a,, y,) possano soddisfare ad un 
sistema di equazioni della forma delle (IO), occorre e basta clie sia 

dalle quali equazioni possiaiiio trarre le espressioiii dei coefficienti pik e qik 
corne funzioni delle x,, y, e delle loro derivate. 

Poiiendo 
1 a1 bl cl d ,  ( 

Poichè, ne1 nostro caso, abbiaino x;, = y ,  = 1, troviaiiio 

O più semplicernente 
D=IxL-yk7 x'k, Y'PI 

se desiçniamo col simbolo 1 a,, b , ,  ck ( il determinante di terzo ordine 
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6 Wi lcz yrask i: Ricerch,e geometriche intomo a l  problemcc dei tre corpi. 

Ponendo 

Derivando le espressiotii (19) si trova, mediante le (6), 

Per i coefficienti p, e q, del sisteina (IO), il quale deterinina le proprietà 
proiettive della rigata R,,, si trovano i valori seguenti 

ove naturalmente D O E - [ dev'essere diverso da zero. 
Se invece D =O, le due eyuaziorii (10) si riducono ad una sola equa- 

zione di primo ordine, cioè 

L a  rignta R,, sara,  i n  questo caso, svilztppabile (*). Questo fatto si pub facil- 
rnente dimostrare cosi. Se x,, . .., x, sono le coordinate omogenee di un 
punto Pz della curva C,, 1 x, +p. a',, (ù = 1, 9, 3,4) sono le coordinate orno- 
genee di un punto della tangente della Cr al punto Pr. In  modo analogo 
v y, + p y; sono le coordinate di u n  punto della tangente della C, a P!,. Se il 
luogo delle congiungenti dei punti corrispondenti Pz e P, è sviluppabile, queste 
due tangenti si segheranno per ogni valore di t. Si potrà dunque scegliere 
1, p., v, p in ta1 modo che i punti h x, + y. x', e v y, + p y', coincidano, cioè che 

(*) WILCZYNSKI E. J., 1. c., p. 131. 
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TFilcz y n sk i :  Ricerche geometriclze intorno al groblema dei tre corpi. 7 

ove o è un fattore di proporzionalità. Devono dunque x,, y,, xlk, y; soddi- 
sfare a quattro equazioni di questa forma; deve dunque essere nullo il. de- 
terminante D.' Reciprocatnente se D è eguale a zero, esistono quattro equa- 
zioni di questa 'forma, e la superficie R,, sarà sviluppabile. 

Evidentemente il determinante D non pub essere nullo identicamente 
per tutte le soliizioni del problema dei tre corpi, poichè le condizioni iniziali 
si possono scegliere in modo che D abbia un valore qualunque. Si tratta ora 
di trovare le eventuali soluzioni speciali per le quali D sia identicamente 
eguale a zero. 

Supponiamo D = O, cosiccliè R,, sia sviluppabile. Questa sviluppabile si 
ritluce ad un cono se 

+ - O ) = O  

e in nessun'altro caso (*). Questa condizione si spezza in due; cioè avremo 
o E = O o a = 8. Ne1 primo caso avreino 

giacchè D = O. Osserviamo clie 

non è mai eguale a zero per valori reali delle coordinate e valori positivi 
delle masse. Percib segue dalle (14) die, in questo caso, avremo 

Queste condizioni esigono l'esistenza di due terne di funzioni l , ,  nz,, n, 
e Z,, m,, n,, tali che sia 

dove le tre funzioni della stessa terna non possono essere eguali a zero. Se 
dunque 1, = n, = O avrelno In, =I= O, e per conseguenza a, = O. Secondo le (6) 
avretno O y, = O  O S =O.  Ne1 priino cils0 la (3) ci dà zk = 0, purchè non sia 
912, = O. In questo caso due almeno dei tre corpi sono permanentemente rag- 
gruppati in un punto. Il movimento si effettua in un piano fisso (anche se 
nz, = O), ed il problenia si riduce a quello dei due corpi. Se invece F = 0, 

(*) WILCZYNSKI E. J., 1. c., p. 131, equaz. (16). 
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8 W i  1 c z y  n ski: Ricerche geometriche intorno al problema dei tre corpi. 

le distanze di P, e Pz all'origine sono eguali; ma, secondo le (5) anche *n, 
e m, saranno eguali, e ci troviaino in quel caso particolare delle tre masse 
collineari del L B G R A N ~ E ,  ne1 quale due delle tre masse sono eguali. Il mo- 
vimento, anche in questo caso, si effettua in un piano fisso. La discussione 
del caso 1, = ln, = O, n, = I =  0, naturalmente, non dà niente di nuovo. 

Supponiaino ora 
1, = 0, nz, =l= O ,  n ,  = I =  0. 

Si pub scrivere 
y,=WX,, y8,=wx1,+~'X,) w-1-0. 

Derivando l'ultiina equazione, e sostituendo per le derivate di secondo 
ordine i loro valori dati dalle (6), si trova 

Se w è costante, l'origine O ed i punti P, e P, saranno collineari; inoltre le 
distanze O P ,  ed O P ,  rnanterranno un rapporto invariahile. Secondo le (5), 
il punto P, starà ancli'esso sulla linea Pz P, e saranno costanti i rapporti 
delle tre mutue distanze. Si tratta dunque della nota soluzione del LAGRANGE, 
nella quale tre particelle collineari si muovono in uno stesso piano fisso. 

Se, invece, w non é costante, dividiaiiio i due meinbri dell'ultiina equa- 
zione per a', ci6 che ci dà un risultato della forma 

Saranno dunque costanti i rapporti x, : x, : x,. In questo caso i tre corpi si 
lnuovono sopra una retta tissa.. 

Abbiamo trovato incidentalmente il risultato seguente: Se i Ire corpi re- 
stano sempre allineati, O stnnno sopra una retta fissa, O sono costanti i rap- 
porti delle loro mutue distanze. 

La discussione del caso 1, = 0 non dà niente di nuovo. Supponiamo 
dunque I l  =\=O, 1, = j =  O, ci6 che ci permette di scrivere 

xfk = nz, x, + ni y,, y', = 112~  xk t na yk, ( k  = 1, 9, 3)) 
onde 

XI' ,  = 112, x', + n, grk t ~ n ' ,  x, + .n', y&, ( k  = 1, 8, 3). 

Se t z ,  ={=O troveremo un'equazione della forma 
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W i  l c z y  n s k i :  Ricerche geonletriche im!orm a2 problema dei i re  c o q i  9 

Quiridi ci sarà uria relazione lineare ed onîogenea con cocfficienti costanti fsa 
a,, x,, x,, ci6 che vu01 dire che l'orbita di P, deve stare in un piano clie 
passa per il baricentro del sistema. Possianio scegliere il sistenia delle coor- 
dinate in modo clle x, = O sia l'equazione di questo piano. Dalle equazioni 

si' pub dedurre che sarà anche y, = O. Se 111, - = O, segue dalle (5) che z, = 0. 
In questo caso dunque almeno due dei tre corpi si rnuovono in un piaiio 
fisso, e la rigata R,, si riduce a questo piano. 

Se n, = 0, si lia 
x', = 1n, x,; 

Pz descrive una retta fissa passante per il bnriceiitro del sisteina: la si pu6 
scegliere corne asse delle coordinate, cosiccliè x, = z, = O, e 

Y', = n2 Y,, Y', = n2 y,. 

Sarà dunque costante il rapport0 y, :y,; cib vu01 dire che I'orbita di P, starà 
in un piano che contiene anche l'orbita (rettilinea) di P,. La rigata R,, si 
riduce ad un piano anche in questo caso. 

l n  tutti i casi, dunque, quando si lia 

s = [ = - f l = O = O  

la rigata K,, si riduce O ad un piano O ad una retta. 
11 secondo caso ne1 quale la rigata R,, potrebbe ridursi ad un cono 

è più interessante. Esso è caratterizzato dalle condizioni 

C = E ,  6 = 3 .  (i7) 

Derivando la seconda equaxione, secondo le (14), si ottiene la prima; ma 
la differenziazione della prima dà la relazione nuova 

Se fosse YI = 0, saremino ricondotti al caso dianzi trattato E = < = -4 = O = 0. 
Supponiamo dunque che ri non sia eguale a zero; ed avremo 

Secondo le (8), l'unica soluzione reale di quest'equazione è la seguente 

Attnali di  Matematica, Serie III, Tomo XXI. '2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 W i  1 cz y n s  k i : Ricerche geometriche i~dorno al jwoblewa dei tre corpi. 

il triangolo, cioè, dev'essere isoscele. Il cono al quale si riduce la rigata R,, 
lia cotne vertice il punto 

Poichè z, = y, = 1, questo punto si trova all'infinito; il corio si riduce ad un 
ciliudro. 

Abbiamo cosi dimostrato il teorema seguente: La  rigata R,, descritta 
dalla linea congizcngente due dei tre corpi, Pz e P,, è sviluppabile se 

e soltanto in questo caso. Questa sviluppabile non pud ridursi ad un .  wno  
senaa diventare un cilindro. I n  questo caso sara 

due lati del triangolo dei tre corpi diventeranno eguali, e la base di questo 
triangolo isoscele descriverb la superficie cilindrica alla quale si riduce la ri- 
gata R,,. Finalmente se 

E='5=7,=9=0 

la rigata R,, si riduce ad u n  piano O ad ana linea. 
È inutile aggiungere che l'esistenza delle varie classi di soluzioni inen- 

zionate in questo teoreina non è stata stabilita in nessun modo, se non nei casi 
evidenti quando i tre corpi si muovono i n  uno'stesso piano fisso. Parleremo 
non di meno di soluxioni sviluppabili, cilindric7w, isosceli, ecc., senza volere 
con ci6 pregiudicare la questione della loro esistenza. 

Torniamo dunque al caso generale delle soluzioni sviluppabili, e cer- 
cliiaino di approfondire un po' di più la cpestione della loro esistenza. Si lin. 

(*) WILCZYNSK~ E. J., 1. c., p. 131, equaz. (15). 
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W i l c z y n s h i :  Ricerche geometriche irzforno al jwoblestn dei tre corpi. 11 

Per una soluzione sviluppabile, non piana, dev'essere 

senza clie E ,  !, n, 4 siano tutte riulle. Dev'essere eguale a zero, dunque, il 
determinante di queste quattro eyuazioni, cioè 

L'equaxioize ("1) dev'essere soddis fat ta  d a  tutte le soluzioni sviluppabili ,  non 
piane.  Si vede che cjuest'equazione contiene le derivate di primo e secoriclo 
ordine di A,, e di A,,, nia che le derivate di A,, non c'entrano. Si pub duilque 
risolverla rispetto a A,,, se 

cioè, se  i due lati A,, e A,, del triangolo non sono eguali. 
Postulia.iiio l'esistenza di ao* soluzioni del problerna dei tre corpi sod- 

disfacenti alla (20). Nori occorre d i e  per -tutte queste soluzioni D: D', ecc., 
siano nulli; ma poichè la (80) è equivalente all'annullarsi del determinarite 
delle quattro equaziotii (18), vi dev'essere una relazione lineare ed oinogenea 
fra D, D', D", D'". Questa relazioiie è la seguente 

Il coefficietite di D'" non pub annullarsi, corne si pub vedere dalla (20), se 
i due lati A, e A,, del triangolo non sono eçuali. 

Consideriaino ciunque una soluzione sviluppabile, ma non isoscele, del 
problema. Possiatno, niediarite la  (21), calcolare tutte le derivate di ordiiie 
superiore di D sotto la forma 

Sin t = O  un punto regolare della nostra soluzione, tale che per t = O, A,, 
sia diverso da A,,, e che per i valori di t non troppo grandi x, e y, siano 
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12 IV i l c zy r z s l~ i :  llicvrche gzor~zetricize irztorno cd probleli~a dei tre corpi. 

sviluppabili in serie di potenze di t. Scegliamo le condizioni iniziali in modo 
che D, D', D" si annullino per' t = O. Avranno il valore zero per t = O  tutte 
le derivate D di ordine superiore. Sarà dunque D identicamente eguale 
a zero. 

Dunque: se ammzettiasto l'esistenea d i  oo" soluaio~zi del problema dei tre 
corpi soddisfacenti alla relazione (80), esisteranno alwzetho ce"-3 sohz ioni  svi- 
l tq~pabil i  non  isosceli, cioè non  cilindriche. 

Nella formulazione di questo teorenia abbiaino detto almeîzo cion-" perchè 
non possiamo essere assolutamente certi che le tre condizioni D = D' = D" = O 
per t = O siano indipendenti frü loro e da allre relazioni clle possano essere 
implicate dalla (20). 

Ne1 caso di una soluzione isoscele si ha 

ed alla (81) si deve sostituire la seguente 

dove il coefficiente di D" non s'annulla niai. Un ragionainento strettainente 
analogo a quel10 ora svolto ci insegna che i l  problewza dei tre corpi nnzmet- 
terà alnzelzo m"-' soluxioîzi cilindriche, se ammette CO" soluaioni isosceli. 

3 3 Equazioni differenziali delle orbite. 

Cerchiamo I'equazioiie differenzinle di quarto ortline 

della quale x , ,  x,, x, e x, = 1 costituiscano un sisterria fondamentale di so- 
luzioni. Evidentemente p ,  sark eguale a zero, e per gli altri coeffjcienti avreino 
un sistema di tre equazioni 

4 p , x " ' k + 6 p z x " , + 4 p 3 x ' , = - x ~ ~ ,  ( k = 1 , 2 , 3 ) .  
onde 

4 P p ,  = - 1 xk1, znk, xgk 1 , 6 P p 2  = - 1 x " ~ ,  x:), xtk 1 , 
4 P p ,  = - 1 E " ' ~ ,  mMk, e%) 1,  P = 1 xmk, dk , aBk 1 . 
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Wilcsg ut sk i :  Ricerche geowzetriche iniorno al problenza dei tre corpi. 13 

Dalle (6) si lia 

xnk = r X~ + pl yk, x", = a' xx + fi' y, + XI, + B y', 

Sostituenclo questi valori in P, si trova 

Lo stesso nletodo basta per trovare le equazioni segueiiti: 

In modo analogo si trova l'equazione differenziale dell'orbita di P, 

z / (~ '  + 4 q, + 6 qz y" + 4 qa y' = 0, 
ove 

4 Q q ,  =[y 8 " - y " & - y ( a 8  - P y ) ] O + 2 y ' ( y ~ + ~ ~ ) ,  \ 

t- [- y' (8" + p y + 82) t 8' (yn + y  t 8  y)] 0, 

4 Q q, = S (y 8' -- y' 8) (y  E + 8  [) -+ (57) 
+ [ 9 y r ( r 6 ' - y r 8 ) - y ( y 8 " - y R 8 - y ( x 8 - $ y ) ) ] x +  

+ [ " 2 ( y 8 ' - y ' S ) - S ( y 8 " - y " 8 - y ( a 8 - ~ y ) ~ J 8 ,  

Q=(Y'8-yS' )  9- ; ( (y~+6[ ) .  

L'orbita di Pz & una curva piana se P= O e soltanto in  questo caso. 
La (94) dimostra clle P = O se IJ = 0, cioè se A,, = A,, . Quindi: se due lati 
del triangolo restano sempre eguali, l'orbita del corpo che è ne1 vertice del 
triangolo isoscele è una curva piana. Si possono adoperare le (6) per dimo- 
;jtrare lo stesso teorema, e anche di più: il piano di questa orbita passa per 
il baricentro del sistema. 
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Considerianio il caso in cui Pz descriva una curva piana seuza che il trian- 
go10 sia isoscele. Avremo 

P = O ,  p+o .  

Giacchè P deve annullarsi per ogni valore di t, anche P' dev7esser eguale 
a zero, onde 

P = ( x '  F - a p') -0 t F ( z ~ t P C ) = o ,  

P ' = [ x U p - t r f i " - ( a 8 - ~ y ) ~ ] u i + ~ ~ ' ( z ~ + p ~ )  = O .  

Queste relazioni si possono soddisfare ponendo 

nla allora per $ =]=O si trovano le condizioni 

clie corrispondono al caso evidente, e già trattato, che tutte le masse non 
infinitesimali del sistenia si muovano ne110 stesso piano fisso. Lasciarido da 
parte questo caso evidente, segue dalle (28) 

Se questa condizione è soddisfatta per ogtii valore di t ,  P sarà una soluzione 
deli'equazione 

2F 'P-PP '=O,  
donde 

P= CF' 

ove C è costante. Se, dunque, P s'annulla per t =O, si aiiniillerà ideiitica- 
mente. Se l'equazione (89) si pu6 soddisfare con CO" -soluzioni del problemcc 
dei tre corpi, esisteranno oo"-' soluzioni lzelle quali i l  p m t o  P, descrice utza 
curva p i a ~ n .  

È molto iriteressante di osservare che le due condizioni (20) e 29) sono 
essenzialmente identiche. Infatti, se cerchiamo le condizioni perchi! la ri- 
gata R,, diventi sviluppabile, troveremo fra esse una relazione che pub ot- 
tenersi dalla (80) perinutando le lettere a, y, a. Cosi si trova precisamente 
la (89). .Lasciando da parte i casi euidep~ti, le due questioni: 

1) se 170rbitcc d i  P, pu6 essere uîza curvo piana, 
I I )  se la rigata R,, puo diwentar sviluppnbile, 
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conducono al10 stesso problein-c analit ico,  cioè: trovnre le e v e n t ~ a l i  soluz ioni  
del problenta de i  tra corpi per  le q u a l i  le m u t u e  dis tanxe sodd i s fano  l a  rela- 
zione (29). 

Ne1 caso P= 0, le (Bo) non valgono più. Poichè, in questo caso, lyorbita 
di Pz sarà una curva piana, x,,. . . , x4 devono soddisfare ad un'equazione 
differenziale di terzo ordine 

Naturalmente x ,  sarà eguale a zero, perchè quest'equazione deve amrnettere 
la soluzione costante x, = 1. Per trovare gli altri coefficienti si hanno le 
con dizioni 

Dalle (6)  si ha 

e quindi, se =/= 0, 

Si avrà dunque 

S e  l'orbita d i  P, è una c u r v a  p i a n a ,  e se ri e B sono d ivers i  d a  zero, l'equa- 
zione differenxiale, caratteristica delle propvieta proiettive d i  questa curva,  Sara 

xm - 

Ne1 caso F = 0 ,  ïi =I= O si deve sostituire alla (30) la seguente 

a' x " - - x " - a x ' = O .  
a (31) 
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16 W i l c z t j  n s k i :  Ricerche geometriche in torno a l  problevza dei  tre corpi. 

Se (3 = .n = O, la (31) è valida ancora; ma vale anche l'equazione 

r ' $ " - - $ = O  
7: (39) 

3 

ottenula dalle (10) e (15). In questo caso l'orbita di Pz diventa rettilinea. 
Finalrnente ne1 caso =/= 0, .~i = O si ritrovano le condizioni & = r = T, = 9 = O 
c.he corrispondono a tre masse rnuoventisi nello stesso piano fisso. 

Se la rigata R,, non è sviluppabile, sarà 

e la rigata sarà caratterizzata dalle equazioni (10) i cui coefficienti si calco- 
lano per mezzo delle (33). Doinandiamoci se l'orbita di P, pub essere linea 
asintotica sulla rigata R,,. Perchè 10 sia, occorre e basta che la condiziotie 

sia soddisfatta. Poichè cr + fi non pub annullarsi dev'essere .~i = O e quindi 
deve annullaysi anche e. Secondo le (14) dev'essere di più 

giaccliè da f) = O seguirebbe C = - 9' = O, ci6 che è contrario all'ipotesi che 
D non sia epuale a zero. 

S e  l'orbita di Pz è curva  asintotica sopra l a  rigatcc R,, i due Zati del t r ian-  
go10 de i  t re  corpi  che s ' incontrano in P, deûono essere egunli .  L'equazione 
differenziale dell'orbita di P, diventa 

L'orbita d i  P, s a r a  d ~ n q u e  rettilinea. 
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S 4. .Dimostraxione della non-esistenxa, ne1 caso generale, 
di soluxioni isosceli diverse da quelle equilaterali del LAGHANGE. 

Dalla discussione precedente risulta cliiarainente che la questione del- 
l'esistenza O della non-esistenza di soluzioni iaosceli è di iinportanza foiida- 
mentale da1 punto di vista geoinetrico. Nell'ititioduziot~e abbiairio già forinulato 
la rispoqta, essenzialmente negativa, a questa doniarida. Alla mia dimostra- 
zione di yuesto mio teorema sostituisco quella molto più sernplice e breve 
del sigrior MAC MILLAB. 

Corninciaino colla forma delle equazioni differenziali dovuta a LAGRANGE(*). 
Scegliamo dunque un sistema T di tre assi ortogonali fissi, e prendendo 
ognuno dei tre corpi corne origine, determiniamo tre sistemi di coordinate, 
i cui assi siano paralleli a quelli corrispondenti di T. Saranno 

X ,  = z, -y, le coordinate di rn, ne1 sistelna di m,, 

Yb = xk - zk P >> » m, » >> B qn,, 

zk = 21,' - x k » P WL, B >> >> ,ntz. 

Avremo dunque, invece delle (l), le equazioni seguenti: 

ove evidentemerite 
X,'+ Y,+Z,=O, (k-1, 2, 3), 

e dove scriveremo per maggiore seniplicità 

r"AY,=xxk., r?= A & = Z  Y:, r%=4'  =.v = Z 2  k. (34) 

Supponiamo ora che il triangolo sia isoscele, e che sia nt, il corpo posto al 

(*) LAGRANGE, Oeuvres, t. VI. 

Annazi d i  Mate~izaticn. Serie III, Tomo XXI. 
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18 W i l c z y n s k i :  Ricerche geometriche intorno al problema dei tre corpi. 

vertice di questo triangolo, cosicchè r ,  = r , .  Sarà anche vantaggioso di avere 
m, e az, riferiti ad uno stesso sisteina di coordinate avente m, per origine. 
Per face questo carnbiamento nelle nostre equazioni basta cambiare il segno 
di  Y,. Risulta il sisterna nuovo 

A l  
(b) Y"k+3Yk+tnyqXk=0, ( k =  1, 2, 3)) 

V I  

nl 
(c) Z ", + - 2, -- nz, q X, = O, 

r : 
\ 
1 

ove 

- - - 

Sieno t l ,  E2 , e x1 , x2, cc3 rispettivamente le coordinate del purito medio 
e del baricentro della base, cosicchè 

e quindi 

Le (35 a) e (38 b) ammettono gli integrali delle aree 

-- - - 
% X;. - Xj XIi = a,, ai 3~: - sj x', = b, , ( k  = 1, 9, 3), 

onde 

a, X ,  = O, b, gk = 0. 

Il movinîento di 112, si effettua dunque in un piano p passante per rn, e fisso 
rispetto a m,; il baricentro della base si muove in un piano p' passante per 
nt, e fisso rispetto a m,. 

Si pub scegliere il terzo asse delle coordinate in ta1 modo che a ,  e a, 
si annullino, cosicchè sa& 

X ,  = o. 
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Per primo asse delle coordinate sceglianio una rettü parallela all'intersezione 
di p e p'. Fatto ci& b si aniiullerà, e designando con I l'angolo dei due 
piani p e p', si potrà scrivere 

- - - - - - - - - - 

X, xJ3 - x3 x', = C sen 1, a, x;', - a, a', = C cos 1, x, = x, tan 1, 

X, X', - X, XI,  = Cl , 
(39) 

dove abbiaino scritto C, invece di a,. 
Poichè X ,  =O, la base del triangolo resta seinpre parallela al piano dei 

primi due assi. Dalle (36) e (37) si ricava 

La condizione ri = r i ,  la quale si pu6 scrivere 

Z(Y:.-%)=O, 
si riduce dunque a 

O, secondo le (36) e (37), 
[,XI +& X, = O. 

Derivarido la (40) si vede la possibilità di definire una quantità nuova p, tale 
che sia 

p = 5', x1 + 5', x, = - (5, sr, + 5 ,  X',) . (ai) 

Combinando yueste equazioni colla (40) si trovano le seguenti 

Se X ,  = 0, secondo la (40) dev'essere anche 5, = 0, poicliè la soluzione 
XI = X, = X ,  = O è evidentemente di nessuna importanza. 

Avremo dunque 
X,=5,=0,  X , = l = O ,  

e, secondo la (38), 
(m, - m,) q = 0. 
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Dunque, O le due inasse M, e rn, sono eguali, O il triangolo è equilatero. 
Lasciando da parte questi casi, dev'essere 

Derivando la (41) e sostituendo alle derivate di secondo ordine i loro 
valori dalle (36) e (39), si trovano le equazioni 

p'= -(Y, X', + Y 2  X'2), 
onde 

ove 

Se le inasse m, e 112, sono egudi, avremo 

Derivando questa relazione, 
loro valori dalle (35) e (38), 

e soslituendo alle derivate di secondo ordine i 
si trova, secondo la (41), 

Lasciaudo da parte le note soluzioni equilalerali del LAGRANGE, ,o deve an- 
nullarsi. Secondo le (48) dev'essere O Cl = O O i r ,  = [, = O. Poichè ne1 nostro 
cas0 112, = m,, se 5, = 5, = O segue, secondo la (39), che C deve annullarsi. 
Si presentano duiique due classi di soluzioni ne1 caso m, = m, corrispondenti 
rispettivainen te alle due condizioni Cl = O e C = O. Se C, = O la base del trian- 
go10 isoscele resta seinpre parallela ad una linea fissa (soluzione cilindrica). 
Ne1 caso C = O, C, =I= O, il punto lnedio della base si muove su1 terzo asse e 
1s base riinane seinpre parallela al piano degli altri due. Se C = Cl = O i due 
casi si combinano in modo evidente. Per qualche valore di t si deve avere 
r = O (*). 11 caso caratterizzato dalle (43) è compreso in questa discussione, 

(*) Questi casi sotio stati disciissi da1 FRANSEN ne1 suo lavoro citato nell'introduziorie ed 
anche più recentemente da1 BUCHANAN nella sua tesi presentata all'Università di Chicago e 
non ancora pubblicata. 
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poichè da quelle equazioni seguono 

p = O ,  C,=O, 

le yuüli soddisfano alla (44). 
Ora sia m,-I= ln,. Se escludiamo il caso clie il triango16 sia equilatero, 

la (45) diinostra clte p  non pub essere costante. Secondo le (42) e (35), Cl 
sarà dunque diverso da. zero. Scegliamo l'unità del tempo in modo che sia 

1 Cl = 1, e l'unità delle masse in triodo che sia , (m, + m,) = 1 .  Allora dalle - 
(4%) e 42) si trovano le eyuazioni 

4 1  t2  2-:  ? - E r 1  
P = - = - - -  Xz Xl ' P -zl-e a z i  

Dalle definizioui delle quantità x,, i, e X,  si ricava 

e la sostituzione di queste espressioni nella (39) dà 

Dalla (46) si trovano 

e quindi 
p" p r 2  ?' = C cos I - pz. 

Sostituendo il valore di p' dalla (45) si trova 

p" p2 r4 p = C cos 1- p2, 

una relazione integrale fra le coordinate. 
Si possono introdurre coordinate polari inediante la sostituzione 

- 
X1 = r cos O, x, = s cos W, 

- 
X ,  = r sin O ,  x, = s sin 

Secondo la (46) si avrà 

El = p sin O, E, = - p cos (1, (59) 
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e le equazioni differenziali (35 a) e (38) sono rispettivaniente equivalenti a 

dove, secondo la (47), . 

Si pub scrivere 

r; = s2 (1 -j- sin2 w tan2 1) + 
giacchè dalle (40) e (47) si pu6 ricavare 

Quest'ultima relazione si pub anche scrivere cosi: 

s cos ( O  - w) = p r. 
Si avrà dunque 

dove 
4 4 - 0 .  (57) 

M 
La figura rappresenta 

la proiezione del triangolo 
su1 piano dei due primi 
assi. p e s sono le distanze 
da1 vertice nt, alla proie- 
zione C del punto inedio 
ed alla proiezione G del 
baricentro della base. Gli 
angoli A m, G e A B C 

A saranno rispettivamente 

Fig. 1. 
eguali a , w  e O, cosicchè 
m, G B ' sarà eguale a +. 
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Sarü 

e quindi 

P S 
- =tan+,  - 
P r  

= sec +, 
P. r 

la quale ultima relazione coincide colla (56). 
Ormai si pub scrivere 

Poicliè 

si avrà 

La sostituzione di questi valori nella (50) dà 

y =  ( -- "y:' R3 
t sec'+) 

Abbiamo dunque trovato una soluzione per r e s come funzioni di + 
e w, cioè come funzioni di 0 e o. Ma 9 e w non sono indipendenti. Infatti 
dalle (53) e (54) si trova 

onde 

Questa equazione ha la soluzione costante 

pa coss + = - 
C cos I 

che corrisponde alle soluziorii equilaterali di LAGRANGE, corne vedremo più 
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tardi. Per la discussione degli altri casi poniamo 

C cos 1 = 1 - - a a .  
u. 

Sarà 
tan $ = a tan ct (9 - O,) 

l'integrale di (68), dove tc pub essere O reale O purainente immaginario, iua 
non eguale a. zero, e dove la costante d' integrazione 8, dev'essere reale in 
ogni caso perchè i valori reali di 6 e di + si possario corrispondere. 

Giacchè 
6, = 9 - *p, 

si avrà 

senwsecd(=sen9-cosOtand(=sen8-acos~tana(9-8,) ,  

e quindi 

cosicchè tutte le coordinate sono date come funzioni di 0. 
In tutto quest'argomento non abbiaino utilizzato la prima equazione 

1 
delle (53). Ponendo zc = - ed introducendo 0 come variabile indipendente 

r 
invece di t, questa equazione diventa 

Dalla (65) si trae 

L'eliininazione di R3 fra le ultime due equazioni dà I'equazione lineare per zc, 

Per diinostrare la non esistenza delle soluzioni isosceli, basta far vedere che 
la (66) non pub soddisfare alla (67). 
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Le singolarità dei coeficienti di (67) souo i valori 

fra i quali l'ultimo è una singolarità essenziale, nientre gli altri sono poli. 
Di più, questi punti sono singolarità del10 stesso geiiere per R2 e zeri per u. 
D'altra parte gli zeri di R\ouo poli di u. Se esistono zeri di R' nella parte 
finita del piano 8, la (66) non pub soddisfare alla (67) poichè la (67) è li- 
neare e ha questi punti corne puriti regolari. Basta dunque dimostrare clie 
R q a  degli zeri finiti. 

Supponianio prima che a sia reale, e inettiamo in evidenza le parti reale 
ed iminaginaria di 8, mediante la sostituzione 

f ) = u + i v ,  i =  J-l. 
Si ha 

cos (u + i v) = cos u cosh v - i sen u senh u, 

e quindi 

tan u + i tanh v 
tan (u + i v) = 

1 - i t a n u t a n h v '  

t a n u + i  . 
lirn tan (u + i v) = = 2, 
V=w 1 - i t a n u  

cos (u f i  v) 
li ln = 1. 

 COS^ v (COS u - i sen u) 

Evidentemente, durique, si pub scegliere v abbastanza grande perchè la 
differenza fra R h  la funzione 

1 
f = - + pz [- z2 - (1 xj2 tan2 I (COS u - i sen u)' cosh' v] 4 

diventi minore che 6, essendo il valore assoluto di 8 piccolo a piacere. Ma, 
se tan I=l= 0, u =I= 1, si pub, per ogni valore di u, scegliere v in niodo che 
il valore assoluto d i  questa funzione f superi qualunque nuniero finito. Gli 
zeri di R k o n  possono, dunque, essere all'infinito. Se cr è razionale, RQ 
una funzione periodica di 8 senza singolarità essenziale nella parte finita del 
piano. Deve dunque avere zeri in ogni striscia di larghezza P parallela al- 
rasse immaginario, se designaino con P il suo periodo. Non avendo zeri al- 
l'infinito, R V e v e  dunque aver zeri nella parte finita del piano. Questi zeri 
esisteranno ancora se u è irrazionale, poichè R% funzione continua di 0 e a. 

Annali di  Matemnticoc, Serie III, Tomo XXI. 4 
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Si pub vedere facilmente che esistono zeri anche ne1 caso eccezionale 
tan I= O. Infatti, l'equazione R' = 0, che corrisponde a questo caso, si riduce 
ad una equazione quadratica nella quale il coefficiente del termine quadra- 
tico non si a.nnulla. Discuterelno più tardi il caso a" 1. 

Consideriamo adessu il caso in cui n sia purainente in~maginario. Ponendo 
a = p i ,  l'equazione R' = O  diventa 

3 
- +- ,.e [ p f  tanh" (9 - 0,) + tan 8 + tanh $ (8 - Oo) j2  cose 8 tanz Il  = 0, 
4 

onde 

+ u" p2 tanh" ((4 - 4,) + tan2 I )  taneb +Bp p9anhF (8 - 0,) tan" tan b + 

tanh ar: + i tan y 
tanh (x + i y) = I t i t a n h s t a n y  ' 

e quindi 

indipendentemente da1 valore di y. Ponendo 

si pub dunque prendere k tanto grande che la quantità tanh t3 (9 - 8,) sia 
h n t o  vicina all'unità quanto si voglia. L'equazione R" 0 diventerà dunque 

dove A si pub rendere piccolo a piacere, scegliendo abbastanza grande il 
numero intero k. Se h = O  questa equazione (68) si pub certamente soddi- 
sfare con due valori di tan w. Da teoreini noti della teoria delle funzioni im- 
plicite segue che esistono soluzioni ddla  (68) anche se 1 è diverso da zero 
ma abbastanza piccolo. 

Se x" 1, la costante C cos I si annulla. Se cos I =1= O, C = O, si possono 
applicare le equazioni del cas0 generale senza modiîicazioni essenziali. Se, 
invece, cos I =  O, si avrà tan I = oo e alcune di quelle equazioni non valgono 
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più. Si avrà iri questo caso o = O o w = 180°, cosicchè 

d' u 
- + [1 + mZ seca 81 u = 2 + tn,. d 4" 

L'espressione (65) per R3 non vale più. Il baricentro in questo cas0 si 
inuove, rispetto ad M,, ne1 piano del primo e del terzo asse. Porremo dunque 

cid clie dà, secondo le (39), 
o2 'p' = C. 

Si trova 

Poichè ' 

si avrà 

ci6 che dà 
C tan ?= - 

2 pa 
[O + 9, ++ sen2  O ] ,  

se cos =I= O; dove O,, costante d'integrazione, dev'essere reale (*). Sostituendo 
la (73) nella (79) si trova 

e resta da dimostrare che Ra ha  degli zeri finiti. 

(*) Se cos ip =O,  deve annullarsi la costante C ;  caso che discuteremo pih tardi. 
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A questo scopo poniamo 

2 0 = u + i . v .  

L'ey uazione 3" 0 diventü 

Sia 

cosicchè y.' e Fe < a' saranno due numeri positivi. 
L'equazione R" 0 si divide in due, cioè 

O = a'+ p2 COS u cosh 2) + (2 O,+- t c  + sen t i  cosh v)" ((u +cos u senh vj2, 

1 
O = - - pz  sen u senh u + (2 O, + u + sen u cosh (u) (v + cos u senh v). 

2 

Per ogni valore reale di O , ,  le soluzioni reali,.se esistono, delle (75) daranno 
urio O più punti del piano u, W. Se 9, varia, il luogo di questi punti s a r i  
iina curva la cui equazione si ottiene elinîinando O, ,  ci6 che dà  

pz  sen u senh v 
x2+ P2 COS u cosh + - ( v  + cos u senh v)' = 0. (76) u + cos I I  senli v 

Se designamo con u, u le coordinate di u n  punto della (76), il valore corri- 
spondente di 8, si pub calcolare dall'equazione 

1 
- p%en u senh v 

2 9 , = - u - - s e n u c o s l i v +  
9 
v + cos u serih v (77) 

Poichè sr') p" il primo inembro della (76) è positivo per v = O, e se cos u-/=O, 
esso è negativo per v = m. Per ogni valore di u per il quale cos u 11011 si  
annulla, esisterà dunque alineno un valore di v soddisfacente alla (76), e per 
rnezzo della (77) un valore reale corrispondente di 8,. Se cos u tende verso 
zero, un ranio della curva (76) si allontana verso l'infinito. Poniamo 

g = v + cos u seiih v, 
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il che permette di scrivere invece della (76) la seguente 

Per i valori molto grandi di v predomina l'ultimo termine, cosicchè y = v + 
cosu senh v tende verso 2 sen hv, ci6 che h a  per consegngnza che il 

limite di 2 0, sin t CS. 

Si pub dimostrare a.desso che le (75) hanno alineno uila soluzioue finita 
e reale per ogni valore reale di 8,. Giacchè S O, ha + oo per limite quando 
cos% tende verso zero, saeglienclo abbastanza grande il numeso n si potrà 
trovare un intervallo per u, tale che i valori corrisporidenti di 9, siempiano 
l'intervalle da n s  a ( n +  1) s; e questo fatto basta per dimostrare il nostio 
teorema se il dato valore di O ,  sta in questo intervallo. In caso contrario 
basta l'addizione di un inultiplo adatto di 2 R alla quantità u per far vedere 
che si pub sempre soddisfare alle (76) e (77) per qualunque dato valore di 0 , .  

Se fosse 8, = CO, sarebbe tan?  = w, e secondo l'equazione 

cp dovrebbe essere costante. Giacchè si ha 

C dovrebbe annullarsi. Abbiaiuo già fatto la discussione del. caso C = O, 
cos 1 =I= O. Se, invece, C = cos I = O, si avrà, secondo la (71) O o = O O cp' = 0. 
Ma, se m, non è eguale a m,, o non pu6 essere eguale a zero. Poichè ab- 
biamo già trattato il caso nû, = %, resta soltanto la possibilità p' = O. Dunque cp 
dev'essere costante e l'espressione (78) di R b a r à  applicabile; ma questa 
espressione evidentemente ha 

Resta a discutere il caso 
In huesto caso avremo 

degli zeri nella parte finita del piano. 
a = 0, finora escluso. 
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ci6 clle dà per Ra, r e u le espressioni seguenti 

L'equazione differenziale per u diventa 

la cui uniça sitigolarità, 9 = O o ,  è uno zero di mc e un polo per R" Anclie in 
questo caso R' ha degli zeri nella parte finita del piano, del clle si pu6 fa- 
cilinente convincersi ponendo prima 4 = u + i v, e poi .u = k ir, dove k è un 
nutnero intero. L'equazione R"0 diventa 

1 -- 
4 

12 senh2 v tan' I = 1 

ove A si pub rendere piccolo a piacere, scegliendo abbastanza grande il nu- 
niero intero k. Coine sopra, si conclude che esistono soluzioni di quest'equa- 
zione se tan I =I= 0. L'esistenza delle soluzioni ne1 caso tan I = O è evidente. 

Abbiamo ridotto la ricerca delle soluzioni isosceli del prohlerna dei tre 
corpi all'equazione (68), ed abbiamo trovato una contraddizione in  ogni caso 
ne1 quale la funzione $ non sia costante. In questo ultirno caso sarà 

C cos I sec2 # = --- 

O 

e quindi 

pe tan2 + = C cos 1 - p2, 

p" Ccos 1- 

Ma per la (50) si ha 
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cosicchè 
,LI.' r4 g. = 0. 

Il triangolo, dunque ,  dev'essere equilatero. 
S e  tutte le masse del sistema sono diverse fra Zoro, le uniche soluzioni 

isosceli sono, dunque, le solzcxioni equilaterali del LAGRANGE; e n o n  esistono nè 
soluzioni cilindriche, nè sol.uxioni nelle quali Z'orbita d i  uno dei corpi s ia  2inea 
asintotica sopra u n a  delle riyate del problema. 

The University of Chicago, 
19 Agosto, 1918. 
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Über die Abbildung einer Strecke 
auf ein Quadrat. 

(Von HAM HAHN, in  Czernowitz.) 

I i n  Folgenden sol1 die Abbildung einer Streehe nuf ein Quadrat nsher 
studiert werden. Dass eine solclie Abbildung, und zwar unikehrbar eindeutig, 
m6glich sei, war eines der ersten Resultate von CAKTOHS Mengenlelire. Es wurde 
bald dahin erganzt, dass eine solche eineindeutige Abbildung der Strecke aufs 
Quadrat nicht stetig sein kann. Wir konstruieren hier in sehr allgenieiner 
Weise solche Abbildungen, bei denen die Abscisse des Quadratpunktes stetig 
mit dem Punkte der Strecke variiert. - G. PEANO gelang es eine stetige Ab- 
bildung der Strecke aufs Quadrat anzugeben; wie schon erwahnt, kann ilire 
Umkehrung nicht eindeutig sein. Wir prazisieren hier diese Tatsaclie dal-iin, 
dass bei jeder stetigen Abbildung einer Strecke auf ein Quaclrat diejenigen 
Punkte des Quadrates, denen mindestens zwei Punkte der Strecke entspie- 
clien, eine Menge von der Machtigkeit des Kontinuims bilden, und dass es 
eine im Quadrate überall diclitliegende Menge von Punkteii gibt, denen min- 
destens drei Punkte der Strecke entsprechen. - Wir zeigen endlich, wie durcli 
çeringfügige Modifikation die Peano'sche Abbildung so abgeandert werden 
kann, da.ss einein Punkte des Quadrates nieinals iiielir als drei Punkte der 
Strecke entsprechen, und wie im engsten Anschluss an ein Verfahren, das 
nach Cantor zur Herstellung einer eineindeutigen Zuordnung von Strecke 
und Quadrat verwendet werden kann, sicli auch eine stetige Abbildung dei. 
Strecke aufs Quadrat gewinnen lasst - eine Abbildung, von der H. LEBESGUE 
einen Spezialfall angegeben hat. 

A~rzali di Matematica, Serie III, Toino XXI. 
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Seit G. CANTOR weiss man, dass eine eineindeutige Zuordiiung zwisclieii 
den Punkten einer Strecke und den Punkten eines Quadrates iniiglicli ist. 
Bezeiclinet, wie üblicli, c die lliiclitigkeit des Lirieai.koritinuiliiis (d: i. die MSch- 
tigkeit der Menge, die nus nlleii Punkteiî einer Streclie hestelit), so clrückt 
sicli die angeMirte Tatsaclie in CANTOJW hlac11 tigkei tslialküI durcli die Glei- 
chuiig aus : 

c2 = C. 

Diese Gleicliung kann man,  ron cinein Gedanken CANTORS Gebrniicli ma- 
chend bekanntlicli folgendern-iasseii beweisen. Sei a irgericl eine natürliclie 
Zahl 2 - '2. Die Menge aller systenmtischen Brüclie von cler Grundzalil e :  

Ca 

3 (e, eine der Znlilen O, 1, '2,. . . , e - 1 )  
i= L 

Iiat die Machtigkeit c, da ihre Elemente, abçesehen von einer abzülilhareii 
Teilmenge, eineindeutig den reellen Zalilen von O bis 1 entsprechen. Dnher 
Iiüt die durch Multiplikatiori dieser Menge mit sicli s e l h t  entstehende Menge, 
das ist die Menge aller Paare unsrer systeinatischen Brüclie, die Machtig- 
keit c2. Die Zuordnunç, die eritstelit,, iridetn nian clem systematisclien Bruche (1) 
das Paar : 

zuordnet,, ist eiiieiiideutig. Damit ist der Beweis erbracht. 
JVMt iiinn für die Strecke speziell die Streclte O < - t 5 1 einer t-Aclise, 

für das Quadrat speziell das Quadrat O < - x 5 - 1, O _< - y < 1 einer a-3-Ebeiie, 
so kann die bewiesene Tatsnche aucli so nusgesproclien werden: Es g i l~ t  
zmei für O 5 - t 5 - 1 eitideutig definierte Fiinktionen ÇI ( t )  und + ( t ) ,  sodass, wenn 

= ÇI (0, Y = + ( t )  (2) 

gesetzt wird, und t die Werte O _ <  t<  1 durcliliiuft, der Punkt (a, y) jede Lage 
in utisereni Quadra te ein und nur einnial annimru t. 

Es ist nun eine wolilbekannte Tiitsache, dccss die F u n k t i o n e n  cp ( t )  und + ( t )  
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micht beide stetig se in  k61tnen. Ein besonders einfi~clier Beweis diescr Tatsaclie 
scheint mir der folgende zu sein. 

Waren sowolil Q (t) als y5 (t) stetig, so inüsste bekanntlich durcli die Al)- 
bildung (9) jeder abgeschlossenetl Punktiiiengc der t-Achse eine abçesclilos- 
seiie Punkttneiige itii Quadrnte zugeoidiiet sein; es wt,ii.de also sowol~l der 

1 1 
Strecke (*) < O, > als aueli der Strecke < 3 , 1 > eine iiligesclilosserie 

Puiikt~iienge des Quadrates entsprechen, und diese heiden ahgeschlossetien 
1 

Mctigen Iiatteri nur einen Punkt (den dem Werte t =- entspreclieriden) geinein- 9 
sain. Es ware ülso das Quadrat zerlegt in zwei übgeschlossene Mengen, deren 
jede aus unendlicli vielen Puiîkten bestehl, und die nur einen Punkt ge- 
iiieinsüiii liaben. Es genügt aIso folgenden Satz zu beweisen: 

Es i s t  m n ~ t ~ . o g l i ~ l t ,  d a s  Qztactrat in  zwe i  abgeschlosse~ze N e n g e n  ~ z c  zer- 
Zegen, dereu jecie melzr u l s  e inen Punkt enthalt, uîzd d i e  nur e inen  P.unkt ge- 
abeinsum kaben. 

In der Tat, seien JI, utid JI2 cliese beideti abgesclilossenen Nengeii, Po 
ihr gemeinsatner Punkt. Da sowohl NI als JI2 nocli mdere Punkte als Po ent- 
lialten, kann stets ein Punkt P, in JI, und ein Punkt Pz in JI2 so gefunden 
werden, dnss die Strecke P, P, deil Punkt Po nicht enthalt. Man teile nun 
die Punkte der Strecke Pl P, durch folge~den Selinitt in zwei Klassen : in 
die erste Klasse nehme tiian alle Punkte P auf derart, dass die Strecke Pl P 
nur aus Puiikten von XI besteht; es geh6i.etl ihr alle hinreichend nalie 
von Pl çelegenen Punkte an, da andernfnlls Pl H%ufurigsputikt von I f 2  waie 
und mithin auch zii M2 gehorte, eiîtgegen der Annahme; in die zweite Klasse 
liat inan aufmnehinen alle Punkte Q der S trecke P, Pz derart, c-lass die 
Strecke P ,  Q miiideste~is einen Punkt voii JI2 enthAt; da alle 1iinlS.nglicli 
iialie an P, gelegetien Punkte zu AI, geli6ren, so gelioren sie zur zweiten 
Klasse. Sei nun P, der Punkt der Strecke Pl Pz der diesen Sclitiitt Iiervor- 
ruft. Er k t  Haufuiigspunkt von AIl utid JI,, geliorl daher, da. diese Meiigen 
abgesclllossen sind, sowohl zu JI, als zu a, was der Voraussetzunç wider- 
spriclit, dass P, der eiiîzige geiiieinsame Punkt von 617, und Nz ist. Daniit 
ist der Beweis erbracht. 

(") Im Anschluss an G. KOWALEWSKI (Gruudzüge der Differential- u n d  I9ztegralrech+zu+~y, 
S. Il) wird im Folgenden eine Slrecke mit <a, b> bezeichnet, weiiii ihre Endpunkte dazii- 
gehoreil, mit (a, b), bzm. < a,  b )  oder (a ,  b >, wenn lteiner bzw. iior einer ihrer Endpunkte 
dazu gehort. 
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1st so die beksnnte Tatsache erwiesen, dass g3 (t) und S, ( t )  nicht beide 
stetig sein konnen, so entstelit die Frage, ob niclit wenigstens eine dieser 
beiden Funktionen stetig sein kanri. Wir wolleu zeigen, dass diese Frage mit 
ja zu beantworten k t ,  i nde ln  w i r  eine eineindeutige Bexiehztng (2) zwischem 
der  Streche < O ,  1 > der  t -Axe u n d  deru Ehzhei tsquadrat  der  x-y-E'bene her- 
stellen, bei der cp ( t )  stetig i s t  d .  h. bei der die Abscisse des Qundratpunktes 
stetige Funktion von t k t ;  die Ordinate ist dann notwendig unstetig (*). 

Gelien wir aus von der Beinerkung, dass der in unserem Quadrale ent- 
balteiien Strecke einer Geraden x = const hei eiiier solchen Abbildung auf 
der t-Axe stets eine abgesclilossene Menge, natürlich von der IVkclitigkeit des 
I<ontinuurns entspricht; in der Tat ist dies die Menge aller Punkte, in denen 
die Funktion ? ( t )  einen vorgeschriehenen Wert hat, und da p (t) stetig sein 
soll, so isl. diese Melige ahgesclilossen. 

Wir konnen nun offenbar unsere Aufgabe durch die folgende ersetzen: 
eine Funktion ? (t) von t  anzugeben, die im Intervalle ( O ,  1 > der t-Axe 
stetig ist, nur Werte anniinmt, die der Ungleichung O _< - x < 1 genügen, und 
zwar jeden dieser Ungleichung genügendeii Wert in einer Punktiaenge von 
der Maclltigkeit des Kontinuunis annimmt. In der Tat brauclien wir nur den 
im Quaclrate eritlialtenen Punkten der Geraden x = c eineindeutig die Punkte 
der $-Axe zuzuordnen, wo y ( t )  = c,  deren Menge ja nach Voraussetzung die 
fiIIaclitigkeit des Kontinuums liat, und haben datnit die gewünschte Abbil- 
dung der Strecke auf das Quadrat. 

Wir gehen also daran, die Funktion rq ( t )  anzugeben: In einer beliebigen 
1 

nirgends dichten perfekteii Menge P erteilen wir ihr den Wert -. Die punkt- 2 
freien Intervalle von P teilen wir in zwei l~lnssen, die Iiitervalle der einen 
Klasse hezeiclinen wir mit do,  die der andern Klasse niit d,. 

Wir nelimen nun nacli Belieben eine ganz in1 Iunern der Intervalle t l ,  
gelegene nirgends dichte perfelite Meuge Po, so v ie  eine ganz in1 Inliern der 
Intervalle d ,  gelegene nirgends dichte perfekte Menge Pl an, so dass nlso Po 
und P, unter einander sowie mit P keineo Punkt gemcin liaben; daraus folgt 
sofort, dass nur encllich viele Intervalle do bzw. d l  Punkte von Y ,  bzw. Pl 

enthalten k-en. In den Punkten von Po erteilen wir p, ( t )  den Wert - 
4 

3 in den Punkten von P,' den Wert - . 
4 

(*) Eine solche Beziehnng kann aiich iu einfacher Weise durch Modifikation der he- 
Jraimten P E A N O ' S C ~ ~ ~  Ahbildiing gewonnen werden. 
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Sodaiin leilen wir die Teilintervalle, in die die Intervalle do durch die 
Punkte von Po zerlegt werden, in zwei Klassen, in die Intervalle do ,  und 
die Intervalle do ,  y), und zwar so, dass ülle an einen Punkt von Y gren- 
zenden Teilintervalle zu den Intervallen d o ,  gehoren. In ahnlicher Weise 
werden die Teilintervalle, in die die Intervalle d l  durch die Punkte von P, 
zerlegt werden, in die Intervalle d l ,  und d l ,  geschieden, wobei speziell die 
an  einen Punkt von P grenzenden Teilintervalle samiiitlich zu den Inter- 
vallen d l ,  gehoren sollen. 

Wir gehen gleicli allgeinein vor: Seien schon die Intervalle di,,...i,, mit n 
Iuclizes O und 1 definiert, ebenso die Mengen Pi, ,...,-, mit n -  l solchen In- 
dizes, und zwar geniass den folgenden Regeln : 

1. Es liegt jedes Intervall di, ,...,,, ( k ' s  n) in einein Intervall di,i2...ik.l (mit 
denselben k - 1 ersten Indizes). 

8. Es liegt imnier die Menge Pi, ,..., (k ( n )  im Innern der Intervalle 
di,i ,.A, und es werden durcli sie diese Intervalle in die Interralle di, ,... und 
di,, ..., zerlegt. 

3. Jede Menge Piido...& ( k  < n) ist perfekt, nirgends diclit, keine zwei 
dieser Mengen liaben einen Punkt geinein. 

4. Stosst ein Intervall (k < n) an  einen Punkt einer Menge Pjlj,..,j, 
(1 < k), so stimmen die Indizes à, i, . . . à, mit den k ersten Stelleri einer der 
beiden Dualbruchentwicklungen von 

überein. - Hieraus folgert man leicht, dass für ein Intervall di,i,,,, ( l csn)  
nur folgende zwei Moglichkeiten bestelien: (o.) seine beiden Endpunkte ge- 
lioren zur selben hlenge Pj,j,...jl (1  < k ) ;  (p) einer seiiier Endpunkte geliort zur 
Menge P,,s...U,,, der andere zu einer Menge Pj1j2'..i, (1 < k - 1). - Wir nehmen 
riun weiter an  : 

5. Es gibt für jedes k - I n nur endlich viele Intervalle ,.A, der Art (p). 
Wir definieren sodann, was unter den Mengen Pi,,...;, mit n Indizes, und 

sodann was unter den Intervallen di ,,... i,,;,, mit n + 1 Indizes zu verstehen ist. 
Die Menge Piliz ... i, ist irgend eine nirgends dichte perfekte Merige, die ganz 

iin Inneren der Intervalle di, &...in liegt (rnithin mit keiner anderen Menge P 

(*) Auch jedes Intervall d o ,  das keinen Punkt von Po enthiilt, ist entweder unter die 
Intervalle do, oder unter die Intervalle do, aufzunehmen. 
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mit n oder weniger Indizes eiiien Punkt geliieiti hat und daller aucli nur iii 
endlicli vielen Intervalleri di, ,...i,, Punkte haben ka 1111) und nur der Bedingiing 
zu genügen hat, dczss jedes Intervüll diliv,., der Art ($) in seinein Innern wirklicli 
einen Punkt (und niithiti unendlicli viele) dieser llknge entlialt. Ikz allen 
Punkten  der Jfenge Pi,i ,..,in erteiten wir der Punkt ion  y ( t )  den  Wert : 

Die Menge der Teilintervalle, in die die Intervalle tlil;_...;, d iircll die Punkte 
der Menge Pi, ,.,.in zerlegt werden, teilen wir iiun in zwei Teiliiie~igen : die Iii- 
tervalle d i , ~ ~ . . i , , ~  und di+ ?... ;,i gemass folgender Regel (") : 

Stosst eines dieser Teilintervalle, etwa diLz,...;,i,,, an eiiien Punkt einei. 
Menge Pi,j,...j, ( 1  =< n), so stiininen die Indizes i ,  i ,  . . . i , i, ,+, mit den îz + 1 
ersteri Stellen einer der beiden Dualbruclientivicklui~ge~~ von 

übereia. - Es sei bemerkt, dass sicli diese Forderung erfülleii lasst. 111 der 
Tat kann wegen der Bediiigiinçen 4 und 5 für ein Interrall ta ili,...i,i,,+l wietlcr 
nur eine der zwei Moglichkeiten bestellen : (y.) seine beiden Endpunkte ge- 
horen zur selben Menge Pjij2...j, ( 1  E< n) ; (IJ) einer seiner Endpunkte geliort zur 
Menge Pi,&...i,, der andere zu einer Menge Pjlj,...j, ( 1  < n),  JedenFalls iiiüsseii 
nadi  der oben angeführten Bedingung 4, da ja das IntervaIl di, ,... <,,i,+, gnnz 
in einein der Intervalle dili ,... in liegt, iin Falle 1 < 1% die Itidizes i l  i ,  . . . i,, mit 
den îz ersten Stellen einer der beiden Dualbruclientwickluugen von (3) über- 
einstiininen. Für i,,,, ist dariil eben die ( n  + 1)-te Stelle der betreffeiiden 
Dualbrucl ient~~icklu~~g von (3) zu wiililen. 11i1 Falle 1 = Iiiiigegen kniin für 
i,,,, nacli Belieben O d e r  1 gewahlt werderi. 

Endlicli erkeiint inan ohneweiteres, dass es nur endlicli viele Interrallc 
di,i,...i,;,+, der Art (p) gibt, so dass alle Eigenschüften, die wir als für die In- 
tervalle d,,i,..., (k j n)  giltig angenomnien Iinben, audi  nocli fiir k = n + 1 
bestehen. Dieses Yerfahren ltann also beliebig fortgesetzt werden. 

Es sind liiemit durch Induktion für irgend ein Systetii von 1% Inrlizes 0 
oder 1 die Mengen Pi,i,...i, definiert und es geliort niitliin zu jedem zwisclien 

(*) Auch jedes Iritervall di,& ... i,,, das keinen P~iiikt von Pi,~. . , i , ,  enthalt, ist uiiter die Iii- 
tervalle d i , i  ,... i,~ oder unter die Iiitervalle di,i ?... é , ~  üufzunehinen. 
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O und 1 gelegenen Wert, der einer endlichen Dualbruchentwicklung 

1 
faliig ist (einscliliesslicli des Wertes -, ausschliesslich der Werte O und 1) 2 
eine nirgends dichte perfekte Punktmenge, die also die Machtigkeit des Kon- 
tinuuins Iiat, in der ? ( t )  gleich diesem Werte ist. 

Alle diese Mengen Pi,;?...;, zusamrnen bilden eine Menge erster Kategorie, 
deren KonipleinentZrmenge also irniner noch die Miiclitigkeit des Kontinuuins 
hat; in den Punkten dieser Kotnplement%rmenge wird nun ? (t) alle Werte, 
die nicht einer endlichen Dualbruchentwicklung fahig sind, anzunehmen 
liaben. Wir gehen folgendermassen vor : 

Jeder zwisctien O und 1 gelebene Wert, der keiner endlichen Dualbrucli- 
entwicklung fsliig ist, sowie jeder der Werte O und 1 kann auf eine und nur 
eine Weise in der Forin geschrieben werden 

wo die il, i,, . . . , i,,, . . . nur O oder 1 bedeuten. In allen Punkten, die sowohl 
einein Intervalle di,, als aucli einem Intervalle di,i,, . . . , al.; auch einem In- 
tervalle d+..i,, . . . angelioren, erteilen wir der Funktion cf jt) den Wert (3"). 

Und bernerken wir gleich, dass wir unser obiges TTerfahren so ein- 
ricliten k6iiiiei1, dass die Menge aller dieser Punkte die Maclitigkeit des Kon- 
tinuuins hat. In der Tat, wir wahlen zwei Intervalle do aus und bekeichiien 
sie mit S t )  und 8f), und ebenso zwei Intervalle dl, die wir mit 8:) und 
bezaichrien; wir setzen fest, dass in jedeni der beiden Intervalle 8;) und-80) 
die Menge P o ,  in jedem der beiden Intervalle 8:") und a'," die Menge P, Punkte 
en t ld ten  soll. Von den Teilintervallen, in die Si:) (k, , i, = O, 1) durch Pi, 
zerlegt ist, betracliten wir zwei Intervalle di,, und zwei Intervalle d,,, die 
wir mit Si$') und 8$i), bzw. S$O) und 8$') bezeichnen; wieder setzen wir 
fest, dass in jedein dieser Intervalle SiTp' die Menge Pi,, Punkte enthalte. In 
dieser Weise fortfahrend gelangen wir zu Intervallen 8::;?:;.), derart dass in 

(k,%.:.k 0) (k k k,Z) (!j(I.%.:.tO) dp>%.:.kJ) jedem Intervalle Sti:?;;?) die vier Intervalle 8i,G..,z,,< , 8i,;.ri;0 , >,z1...2.~ , i+..r,i 

liegen. Bedeutet nun k,, k,,  .'. . , k , ,  . . . îrgend eine unendliclie Folge von 
$q-Z.:.kn) Ziffern 6 u n d  1, so kBnnen wir die Folge der Intervalle: Si:), a,., . . . , .. ..., ,... 

Lietracliten. Es gibt einen allen Intervallen dieser Folge gemeinsamen Punkt, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4.0 Hans Haha: Über die Abbildztng einer Strecke auf ein Qztadrnt. 

der mithin der von uns betrachteten Punktmenge angehort, in deren Punkten 
p ( t )  den Wert (3") hat. Es ist also jeder Folge k , ,  Ic,, . . . , h , ,  . . . ein Punkt 
unsrer Menge zugeordnet, und zwar verschiedenen Folgen verschiedene 
Punkte. Da aber die Menge aller Folgen k , ,  T E , ,  . . . , k, ,  . . . , die Miiclitigkeit 
des Kontinuunîs hat, so hat auch die betrachtete Punktmenge die A!ilachtigkeit 
des Kontinuums, wie behauptet. 

Die Funktion rp ( t )  ist nun für alle Punkte des Intervalles (O, 1) de- 
finiert; denn ein Punkt dieses Intervalles geh6rt entweder einer Menge Pj,j2...jl 
an, und dann ist in ihm der Funktionswert cp (t) gegeben durch (3), oder er 
geh6rt einem Intervalle di,, einem Intervalle dil4,. .. , einem Intervalle di ,$...in, . . . 
an, 2nd dann ist in ilim der Funktionswert cp ( t )  gegeben durch (3"); alle 
Funktionswerte genügen der Ungleichung O g A rp ( t )  ( 1 und jeder dieser Un- 
gleichung genügende Wert wird in einer Punktmenge von der Maclitigkeit 
des Kontinuuins angenommen. 

Es bleibt nun einzig und allein noch die Stetigkeit der Funktion rg ( t )  zu 
beweisen. 

Sei zunachst t ,  ein Punkt cles Intervalles (O, 1 >, der keiner Menge 
angehort. Wie eben erwahnt, lie@ er dann in einein Intervalle di,, in 

einem Intervalle dé,iz, etc., und es ist : 

Betrachten wir nun die Werte von cp ( t )  in siimintliclien Punkten des- 
jenigen Intervalles di,&.+,, in dem ta  liegt. Ein solcher Punkt gehort entweder 
zu einer unserer Mengen P oder zu keiner derselben. Im ersten Falle inuss 
die betreffende Menge P, da sie einen Punkt eines Intervalles di,&...i, entlialt, 
mindestens n Indizes haben, und zwar müssen ilire ersten n Indizes über- 
einslimmen mit à,, i , ,  . . . , i,; also: Pi, ,...i,j ,,,.. ,+,. Der Funktionswert p ( t )  
in einem solehen Punkte ist also: 

und ~omi t ,  nach (nb): 

In1 zweiten Falle geliort der Purikt (der als Punkt eines Intervalles &,i ?...in aucl1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hans Hahn: Über d ie  Abbildzc~zg einer Strecke c t u f  ein Quadrat. 41 

einem Intervalle di, einein Intervalle di,i, ,. . . , einem Intervalle di,i, ...i,-, aiigelltirt) 
des weiteren einem Intervalle diiip..inin+l, . . . , eineln Intervalle di,i ?... inj.+,...jn+,,,, . . . 
an. Der Funktionswert in einem solchen Punkte ist also: 

und aus (3b) folgt wiederuin die Ungleichung (4). 
Ferrier ist der Funkt t,, der jü keiner Menge P angehoren soll, innerer 

Punkt des Intervalles di,i ,...in, da die Endpunkte dieses Intervalles einer Menge P 
angeliBren y). Für jedes .n gibt es also ein den Punkt t, iin Innern enthal- 
tendes Intervall, in dem durchwegs die Ungleicliung (4.) gilt. Dainit ist die 
Stetigkeit iin Punkte t, iiachgewiesen, falls t, keiner der Mengen P angehort. 

Geliort nui1 aber t, etwa zur Menge Pi, ,...in, so liaben wir: 

Grenzt dnnn t ,  auf einer Seite an ein punktfreies Intervall von Pi, %...in, 
so grenzt to  nuf dieser Seite für jedes m auch an ein Intervall d mit n + .m 

Indizes. 1st djl j  ?... j,+,,, dieses Intervall, so müssen j , ,  j, ,. .., j,+,, zufolge unsrer 
Festsetzungen übereiilstirninen mit den n + In ersten Stellen einer der beiden 
Dualbruclientwicklungen des Funktionswertes (5). Für jeden dem Intervalle 
djdT..j,+, angehorenden Wert t beginnt aber, wie wir eben vorliin sahen, die 
Dualbruchen twicklunç des Funktionswertes y ( t )  mit den Stellen j , ,  j, ,. . ., j,,,, . 
Es ist dalier ini Ganzen Iiitervalle dj,j,.j,,+,: 

Hgufen sicli aber auf einer Seite von t ,  Punkte von Pi,i ?...in, so gibt es 
zu jedein az auf dieser Seite von t, eine einseitige Uingebung von t,, in der 
kein Punkt einer Menge P mit melii. als .n und nicht mehr als n+wz In- 
dizes entlialten kt .  Alle in diese einseitige Uriigebung von t, füllenden In- 
tervalle dj,jp..j,,+, grenzen dann an zwei Punkte von Pi,&..i,; es müssen also 

(*) Eine Ausnahme hievon tritt nur eiri, wenn f, = O oder = 1 ist ; in dem Falle k t  t, 
auch Endpunkt des Intervalles di,i?..i,. I n  dein Falle ist aber auch iiur die rechtsseitige bzw. 
linksseitige Stetigkeit von cp ( t )  nachzuweisen, mas durch unsere Ueberlegungen geleistet ist. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 6 
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die Indizes j,, j , ,  ..., j,+, übereinstinimen niit den n + tn ersten Stellen 
einer der beiden Dualbruchentwicklungen von (5), wornus man wieder ent- 
niinint, dass in dieser einseitigen Umgebung von t ,  die Ungleichung (49 
gilt. Es liegt also, wenn t ,  zu Pi ,...in gehort, für jedes wz auf beiden Seiten 
von t ,  ein Intervall, in dem (4") gilt; damit ist auch in dieseni B'alle die 
Stetigkeit von cp ( t )  nachgewiesen. 

Von eine~n ganzlich neuen Gesiclitspunkte aus wurde die Abbildung 
einer Strecke auf ein Quadrat durcli Herrn G. PEAKO betrachtet. Walirend, 
wie wir geselien haben, eine eineindeutige Zuordnung zwisclien den Punkten 
einer Strecke und eines Quadrates notwending unstetig k t ,  gelang es 
Herrn PEANO, unter Verziclitleistung auf die Eindeutigkeit der Umkelirung 
eine eindeutige und stetige Abbildung der Strecke auf das Quadrat anzugeben. 
Sein Resultat kann so ausgesprochen werden : Es giht zwei für O 5 - t - < 1 ein- 
deutig definierte und stetige Funktionen p ( t )  und (J (t) ,  sodass, wenn: 

gesetzt wird, und t die Werte O <  t - < 1 clurclil%uft, der Punkt (x, y) jede Lage 
im  Quadrate O 5 x < 1, 0 1 - y 1 1  - niindestens einmal ünnimmt. 

Dabei ist e& weil, wie erwxhnt, die Umkelirung der Abbildung (6) nieht 
eindeutig sein kann, ganz unn~oglich, dass jede Lage nur ein einzigesmal 
angenommen wird; es inuss vielmehr niindestens eine Lage ofters als eiumal 
angenommen werden. Geometriscli gesproclien : die stetige Kurve (6) muss 
durcli inindestens einen Punkt des Quadrates niindestens zweiinnl liindurcli 
gehen. Diesen Satz nun wollen wir im Folgenden wesentlich priizisieren. Wir 
wollen nanilicli zeigen : 

S ind  cp ( t )  und $ ( t )  im Intervalle (O, 1 > stetig, und  geht die Icurve (6) 
durch jeden Pu& des Quadrates O - 5 x 5 - 1, O < y 1 - 1 h i ~ ~ d u r c h ,  so gibt es eine 
i n  diesetn Quadrate überall dicht liegende Nenge von Pudi ten ,  durch deren 
jeden die K w v e  (6 )  lnindestens dreimal hindurch geht. 

Bemerken wir zunichst, dass wegen der Stetigkeit der beiden Funktionen 
9 (t)  und (J ( t )  jeder abgesclilossenen Mençe der Strecke auch eine ahgeschlos- 
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sene Menge des Quadrates entspricht; sucht inan umgekehrt zu einer abge- 
sclilossenen Menge III des Quadrates die Gesammtheit aller Punkte der 
Strecke, die durcli (5) auf einen Punkt von JI abgebildet werden, so bildet 
auch diese Gesammtheit eine abgeschlossene Menge. 

Betrachten wir auf der Strecke < 0, 1 > der t-Axe ein beliebiges Inter- 
val1 <p,  q > .  Die den Punkten von (*) < p ,  q > entsprecliende abgeschlos- 
sene Punktmenge des Quadrates werde mit &IO bezeichnet. Die den Punkteil 
von < 0, p > und < q, 1 > entsprecliende abgeschlossene Punktmenge des 
Quadrates heisse 31,. 

Es kann sic11 zunachst der Fa11 ereignen, dass satnmtliclic am Uinfange 
des Quadrates liegende Punkte (x = 0, O - _( y < - 1 ; x = 1, O 2 - y 5 - 1 ; O - 5 x; 6 1, 
y = 0 ;  O < a <= 1 ,  y = 1) sowolil zu Jf,, als zu J i ,  gehoren. Bis auf hoch- 

' stens zwei Punkte, nZmlicli die etwa den beiden Punkteu p und q. der Strecke 
entsprechenden, sind dies dann durcliwegs Punkte, durcli deren jeden die 
Kurve (6) mindestens zweimal hindurchgeht, erstens für einen Wert von t, 
der der'strecke (p, q) angehort, zweitens für einen Wert von t, der einer der 
beiden Strecken (O, p) und (q, 1 > angehort. 

Wir walilen auf dem Quadratunîfange eine Strecke S, die weder den 
dein Punkte p, rioch den deni Punkte q entsprechenden Pankt enthalt; sie 
besteht d a m  aus lauter Punkten, durcli die die Kurve (6) iniridestens zweitnal 
hindurchgeht. Suchen wir nun auf der t-Axe die Gesammtheit der Punkte, die 
durch (6) auf die Punkte von S abgebildet werden, so erlialten wir eine in 
der Strecke (p, q) enthaltene abgeschlossene Menge N, und eine in den beiden 
Strecken (O,  p). und (q, 1 > enthaltene abgeschlossene Menge 1%. Wir be- 
haupten: es kann sich niclit jede der heiden Mengen N, und N, auf eine 
Strecke reduzieren. In  der Tat, sei p, ein Punkt von S. Wir betrachten eine 
Folge von inneren Punkten des Quadrates: pl,  p,, . . . , y,, . . . die gegen p, 
konvergieren. Zu jedein P m k t  pi dieser Folge suchen wir auf der t-Axe die 
Menge aller Punkte, die durch (6) auf pi nbgebildet werden; diese Menge 
werde mit Pi bezeichnet, die Vereiniguugsmengen aller Mengen P, mit Q. Ein 
Punkt der t-Axe in dessen Umgebulig, m6ge sie aucli noch so klein gewalilt 
sein, Punkte aus unendlich vielen verschiedenen Mengen Pi liegen (solche 
Punkte sind siclier vorlianden und sind Hzufungspunkte von Q), muss wegen 
der Stetigkeit der Abbildung (6) auf den Punkt p, abgebildet werden, und 

(*) 1st p = O bzw. q = 1, so ist hier wie iin Folgenden < O ,  P >, bzw. < q, 1 > wegzu- 
lassen, 
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initliin entweder der Menge 1% oder der Menge f i ,  angehoren. Da aildrer- 
seits alle Punkte pi innere Punkte des Quadrates waren, also uiclit der 
Strecke S angehiiren, so gelioren die Punkte von Q weder zu No nocli zu N I .  
Haufungspunkte von Q, die auch zu N,, oder NI  gelioren, koniien also, wenn 
sowohl No als NI  sich auf je eine Strecke reduzieren, nur die Eiidpiinkte 
dieser Strecken sein. Das aber ist ein Widerspruch, da, wie wir eben geselien 
haben, dann sammtliclie Piirikte von S bei der Abbildung (6) nus eitie~ii der 
vier Endpunkte von No und N, entstehen ~nüssteii. 

Mindestens eine der beiden a.bgcschlosseneii Meligeil Nu uiid NI redu- 
ziert sich ülso nicllt auf eine Strecke; sei dies etma No.  Lhnii küiin aber Nu 
in zwei abgeschlossene Menge N', und Nuo gespnlteii werden, die keineii 
Punkt gemeinsani haben. Die Menge 1% wird durcli die Abbildung (6) iii die 
Strecke S übergefülirt; dübei niiigen die Teilniengen N', uiid N", in die - 
wie wir wissen - abgeschlossenen Menge Sr und S" iibergefülirt wedeii, die 
zusamnîen die ganze Menge S ergehen müssen. n'un kann aber S,  als Strecke, 
niclrt in zwei abgescl.ilossene Mengen oline geineinsanien Punkt zerspülten 
werden; also rnüssen S' und S"  eineli Puiikt gemeinsniii liaberi; er lieisse po.  
Durclz diesel& Punkt pu wun geht d i e  E u r u e  ( G )  ~ lz indesteus  dreiinal ki~zdztrch, 
nürnlicli, wie wir eben geselin iiaben, für einen der Menge N', und für einen 
der Menge Nuo angeliorenden Wert von t ,  und, wie wir von vornlierein wiiss- 
ten, für einen der Mengc 1% angehorenden Wert von t. 

Fa l l s  also alle Punkta des  Quadratzc~nfanges  sowolil zu JIo a l s  ZN JI, 
gehoren, enthCilt d i e  Strecke <p, q > g e ~ v i s s  e inen  W e r t  t, der  e ineu  wilgde- 
stens drei faûhen Punht der  K u r v e  (6) liefert. 

Wir kominen nuil zuin Fnlle, dass iiiclit s8niintlictie Punkte des Qun- 
dratumfariges sowohl zu SIo nls zu ni, gelioren, und zwar nelinmi wir zu- 
nüchst an, es gebe auf dein Uinfange einen niclit zu JI, geliorigen Punkt. 

k  Wir teilen das Quadrat durcli die Geraclen x = , ( k =  1 ,  '2,. . . ,9* - 1 ), 2 
k 

y = oT (k  = 1 ,  8 ,  . . . , 2" - 1) in %"'Teil-Quaclrate von denen wir cliejeiiigen 
A 

betrachten, die wenigstens eiiien Punkt von JI, entlialten (in1 Innern oder 
ain Rande). Alle diese Quadrate zusainineii genoinmen hedeckeri eine zu- 
sanmenliiingende Polygonflaclie Ir,, , von der wir nur dns aussere Begren- 
zungspolygori weiter betrachten wollen. Da wir aiigenon-iinen haben, ilnss niclit 
der gesaminte Un~fring des Quaclrates zu JIo gel&+, und (la. JIo ahgesclilosseii 
ist, sielit man sofort, dass für hinlünglicli grosse 91. clieses iiussere Begren- 
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zungspolygon nicht ganz mit deni IJmfange des Quadrates zusaninienfallen 
kann, class vieluielir cinzelne seiner Strecken iiis Irinere des Quatlrates ein- 
treten miissen. Die Gesninmtheit der Punkte auf den das Innere des Qua- 
drates durclizielienden Seiten unseres Xusseren Begreiizuiigspolygoiis wollen 
wir mit R, bezeiclinen; R, ist also eiile abgeschlosseiie und zusainmenlian- 
gende Punktrnenge (*). 

Nun bezeiclinen wir mit R die Grenzinenge aller Mengen R,,, die fol- 
geuder Alassen definiert ist ("*): ein Punkt 7c geliort zu R, wenn bei beliebigein 
positiven r und beliebigen~ Index N i n  dein init deni Radius r uiiî z beschrie- 
benen Kreise ein Punkt einer Menge R,, liegt, clereri Index - 2 N ist. Die 
Aletige R ist dnnn offenbar abgesclilossen, wir wollen beweisen, dass sie üucli 
zusainnienli~ngend ist. 

Zu  dem Zwecke berufen wir uns auf folgenden, von 1,. ZORETTI bewie- 
seiien Satz (***): Die Grenzmenge R einer Folge abgeschlosseiier zcsaiimen- 
l ihgender  Mengen R, ist, falls sie sic11 riicht auf einen einzigen Puiîkt re- 
cluziert, selbst zusaiiimenliZngerid, wenn es einen Punkt s; von folgender 
Eigenschaft gibt : zu jedein positiven r geliort ein Index N, so dass fiir rc 2 - N 
sanz11ztE.ic7ze Mengen R,, in dem mit dem Radius r um z bescliriel~cnen Kreise 
Punkte besitzen. 

Wir haben also, um sicher sein zu konnen, dass R zusanirnenh3ngend 
k t ,  nur naclizuweisen, dass es eineiî Punkt sr der eben genannten Eigen- 
scliaft gibt. Nun war R,, jener Teil des ausseren Begrenzunyspolygones von n,,, 
der iiiclit mit dein Unifange unseres Quüdrntes zusainmenfiillt, und ri+, setzte 
sicli aus denjenigeii, bei Teilung unseres Quadrates in 0," kongruente Teil- 

1 yuadrate entstehenden Quadraten der Seitenlange zusainmen, die min- 
2 

destens einen Puilkt von No entliülten; diejenigen dieser Quadrate, von 
detien mindestens eine Seite zu Rn çeliort, wollen wir die Quadrate q, nennen. 
Man erkennt leicht: jedes Quadrat q, entlialt mindestens eiti Quttdrat q,,+,. 
Ir1 der Tat, zunachst ist klar, dass jedes bei der n-ten Teilung (***") auftre- 

(") Bekanntlich heisst eine P~inktinenge M zusammeiihSngeiid, wenn sie folgeiider Be- 
ding~mg geriügt : sirid a' und r "  zwei beliebige Purikte von M und e eiiie ùeliebige positive 
Zühl, so lassen sich in ,If endlich viele Punkte T,, ~r,, r,, . . . , rrk so aufhiden, dass jede 
der Distanzen z'z,, ai-, n t ( i  = 1, 8,. . . , k), nk r" kleiner als E ist. 

(**) Vgl. etwa Etzcycl. des se. math., Tome II, vol. 1, p. 1$5. 
(***) L. ZORETTI, JOZLT~ .  de math., Serie 6, Bd. 1, S. 8. 

(****) Als die *%-te Teilung bezeichrien wir kurz die Teilong des Quiidrates in V n  koii- 
gruente Teilquadrate, 
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tende Teilquadrat, das nicht zu KI, gehort, bei der (pz + 1)-ten Teiluiig in vier 
Quadrate zerfiillt deren keines zu n,,,, geliort, wiilirend jedes zu u,, geho- 
rende Teilquadrat bei der (n + 1)-ten Teilung in vier Quadrste zerfüllt von 
derien inindestens eines zu n,,, gehort. Nun sind zwei Falle ni6glicli: eiii 
Quadrat q, katin bei der ( n t  1)-ten Teilung in vier Tcilquadrate zerfallen, 
die satnmtlich zu ri,,,, gelloren; dann geliort jene Seite des Quadrates q., 
die zu RH geliorte, auch zu R,,, , und q,, entlialt also inindestens zwei Qua- 
drate q,,,, - oder ein Quadrat q, zerfallt in Teilyuadrate, die teils zu II,,, 

gehoren, teils nicht zu ne+, gelioren; dann aber durcliziel~tR,,, dns Innere 
von q,, und grenzt daher an tnindestens eines der vier Teilyuadrate, das 
dann wieder ein Quadrat q,,+, ist. Jedenfalls sehen wir, dass tats5clilicl1, wie 
behauptet, inindestens eines der vier Teilquadrate, in die ein Quadrnt q,, 
bei der in + 1)-ten Teilung zerfallt, ein Quadrat q.+, kt.  Gehen wir also 
aus von irgend einem Quadrat q,,; es entlialt ein Quadrat q,,,,, dieses ein 
Quadrat q,,,,, , dieses ein Quadrat q,,,+3 u. S. f. Der allen diesen Quadraten ge- 
ineinsame Punkt n Iiat nun offenbar die im Satze von ZORETTI geforderte 
Eigenschaft, da jedes Quadrat q,, auf seineni Rande Punkte von R,, entlialt. 

Nach dein Satze von ZOHETTI ist also die Menge R zusainnîeuliüngend, 
falls sie sich nicht auf eitie11 einzigen Punkt reduziert. Dass aher die Menge R 
rnindestens zwei Punkte enthiilt ist offenkundig, da ja für genügend grosses n 
offenbar sich zwei Quadrate q, finden lassen, die keinen Punkt geineinsnm 
liaben, und deren jedes nocli dem eben Bewiesenen, eiiien Punkt von R 
entliiilt. 

Zufolge der Definition der Mengen R,, und der Menge R ist jecler Punkt 
von R Haufungspunkt sowohl von Punkten der Menge No als auch von 
Punkten, die nicht zur Menge M o ,  mitliin siclier zur Menge JI, gehoren. Da 
aber sowohl No als JI, abgeschlossen sind, geliort also jeder Puiikt von R so- 
wohl zu No als aucli zu JI, .  Beachten wir weiter, d a s ~  A& das Abbild der Strecke 
( p ,  q >, JI, das Abbild der Strecken < O, p > und < q, 1 > der t-Axe w u ,  
so sehen wir: Bis auf hochstens zwei Punkte (nainlich die etwa den Punkten p 
und q der t-Axe entspreclienden Punkte) bestelit die abgesclilossene zusani- 
menliaiigende Menge R nus lauter Puiiktcri, durch die die Kurve (6)  ininde- 
stens zweitnal hindurchgelit, eininal für einen Wert von t ,  der der Strecke 
(p ,  q) angehort, einnîal für einen Wert von t, der einer der Strecken <O, p) 
oder (q ,  1 > angehort. 

Falls der dern Punkte p oder dein Punkte q der t-Axe entsprechetide 
Punkt des Quadrates der Menge R angehoren sollte, so scliliessen wir iliii 
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durch einen kleinen Kreis nus. Der nicht innerhalb dieses kleinen Kreises 
liegende Teil von R, den wir mit R bezeichnen, enthalt dann sicherlich noch 
eine gleicllfalls abgeschlossene und zusaininenhangende Teilinenge, wie fol- 
gende Ueberlegung zeigt. 

Nach ZORETTI heisst eine Menge Il!,! iiberall zcnstetig, wenn für irgend zwei 
ihrer Punkte z, und zl folgendes gilt : es gibt nicht zu jedem positiven E in Ai! 
eine endlictie Folge von Punkten, deren jeder voin vorhergehenden, deren 
erster von x,, deren letzter von z, einen Abstand < E hat. Für abgescl.ilos- 
sene überall unstetige Mengen hat ZORETTI folgenden Satz bewiesen (*): 
Legt man um einen Punkt zo einer solchen Menge M einen beliebig kleinen 
Kreis, so gibt es in diesein Kreise eine geschlossene, den Punkt no in1 Jnnern 
enthaltende Kurve C, deren kein Punkt zil 31 gehort. 

Xun erkennen wir leicht, dass der Teil Id von R nicht überall unstetig 
sein kann. 3 entstand ja aus R durch Weglassen aller Punkte von R, die 
innerhalb hochstens zweier kleiner Kreise I< liegen. Sei z, ein ausserhalb 
dieser Kreise gelegener Punkt von R, der somit auch zu 3 gehort. Um .no 

legen mir einen Kreis Ko so klein, dass er ganz ausserhalb der Kreise K 
verbleibt; innerhalb K0 stiinmen dann R und R überein. Angenornmen nun, 
es ware R überall unstetig, so legen wir auf Grutid des eben angeführteri 
Satzes von ZORETTI innerhalb von Ko um a, eine geschlossene Kurve C, die 
keinen Punkt von 2, und mithin auch keinen Punkt von R enthalt. Durch 
diese Kurve C wird R in zwei Teile gespalten, den Teil R' ausserhalb C;nd 
den Teil R" innerhalb C. Da R abgeschlossen ist und keinen Punkt von C 
enthilt, bleibt der Abstand der Punkte von R von den Punkten der Kurve 
C oberhalb einer positiven Zahl E. Erst recht bleibt dann der Ahstand der 
Punkte der Menge R' von den Punkten der Menge R" oberhalb E, so dass R 
nicht zusaminenh~ngend ware. Damit ist die Annahme, R ware überall 
unstetig, a b  absurduw geführt. 

Da nun R nicht überall unstetig ist, k6nnen in R zwei Punkte no und z, 

gefunden werden von folgender Eigenschaft: zu jeder beliebigen natürlichen 
Zalil n gibt es in R eine endliche Folge von Punkten, sie heisse F,,, in der 
jeder Punkt vom vorhergehenden, der erste von 7io, der letzte von xl einen 

1 Abstand < - hat. Bezeichnen mir mit P die Menge aller Punkte a von fol- 
n 

gender Eigenschaft: ein Punkt sc gehtirt zu E) wenn in jedem nocli so kleinen 

(*) Journ. d e  math., Serie 6, Bd. i, S. 10. 
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uni ;c gelegten Kreise sich Punkte aus Mengen F, mit beliebig grossem Indes $2. 

finden. 
Die Menge F ist offenbar eine abgeschlossene Teilmenge von R. Sie ist 

aber auch zusammenh2ngend. Utn (las einzuselien, betrachte man für jedes 
n den Streckenzug, der in 7;, beginuetid und in r, endigend die Punkte von 
3, zu Eckpunkten hat ;  er werde mit S,, bezeichnet. Danii kann die Menge F 
auch so definiert werden: ein Punkt z geliort zu P, wenn in jedem nocli so 
kleinen uin x gelegten I<reise sich Punkte von Streckenzügen Sm mit beliebig 
grossem Index n finden. D. h. die Menge P ist die Grenzinenge der abge- 
schlossenen zusammeiihangenden Mengen S,,. Dass nun F zusatnmenhiingend 
ist, folgt wieder aus dem sclion oben benùtzten Satze von ZOHETTI. ES ist 
nur wieder zu zeigeii, dass es einen Punkt a von folgender Bescliaffenheit 
çibt: zu jedenl positiven r geh6rt ein N, sodass für n>iV - jedes S, in deni 
mit dern Radius r um .Z bescliriebenen Kreise Punkte besitzt. Hier ilun lei- 
stet jeder der Punkte 7;, und ri, das verlangte, da jeder dieser Punkte alleîz 
8, angehort. Und da überdies die Grenzmenge P sich nicht auf einen ein- 
zigen Punkt reduzieren kann, da sie die zwei Punkte no und n, enthalt, ist 
sie als zusaminenhangend nachgewiesen. 

nTir fassen zusainmen: E s  gibt im Quadrnte eine abgesc7zZossene zusanz- 
menl~angende (*) Menge s o n  Punhten, sie 7zeisse R,, clurck deren jeden d ie  
I<urve (6)  nzindestens aweimal hindurchgekt, und zwar für einen Wert ~ o i l  t ,  
der der Strecke (p, Q) angehort, und für einen Wert von t ,  der eitler der 
beiden Strecken < O, p) und (q, 1 > angehort. 

Suchen wir nun auf der t-Axe die Menge aller Punkte, die durcli (6) nuf 
einen Punkt von R, abgebildet werden, so erhalten wir eine der Strecke (p, q )  
angehorende abgeschlossene Menge No und eine den beiden Streckeri < O, p) 
und (q, 1 > angellorende abgeschlossene Menge NI. 

Die Menge IV, kann niclit aus einer einzigen Strecke bestehen. Denn Jeder 
Punkt von R, und rnithin aucli jeder Punkt der Teilmenge R, von R, k t ,  
wie sclion oben erwahnt, Haufungspunkt von Punkten die nicht zu JI,, 
inithin aucli nicht zu R, aber sicher zu JI, gehoren. Also inuss IV, unendlicli 
viele Punkte enthalten, die Haufuiigspunkte sind von niclit zu N, geliorigen 
Purikten der t-Axe. 

(*) Bekaniitlich ist eine abgeschlossene, ziisnrniileiikiSugende Puuktineiigc stets perl'rkt, 
hat also immer die Miichtigkeit des Koiitiiiuuins. IVir selieu also, rlnss es inz Quatbrnte e i m  

Metzge von Pudûten von d e r  MGichtigkeit d e s  I<onti.lzuums ~ i b t ,  durch c7ere1a jeden die Kwrce (O)  
~ n i w i e s t e ~ s  zweimal hi+zduwhyeht .  
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Da also die abgesclilossene Menge N, sicli niclit auf eine einzige Strecke 
reduziert, kaiin sie zerlegt werden in zwei abgeschlossene Mengen N', und Nu, 
oline genieinsamen Punkt. Durch die Abbildung (6) werden nun N', und N", 
abgebildet rtuf je zwei abgesclilossene Mengen S' und S" des Quadrates, die 
zusammen die abgesclilossene, zusammenliangende Menge R, ergeben müssen. 
Nun kann aber bekanntlicli eine abgeschlossene zusammenhangende Menge 
nicht zerlegt werden in zwei abgeschlossene Teilmengen oline gemeinsamen 
Punkt, also müssen S' und S" inindestens einen Punkt gemeinsam haben. 
Durch diesen Punkt geht aber die Kurve (6) mindestens dreimal hindurch: 
eintnnl für einen Wert von t ,  der der Strecke (p, q) angehort, sodann fiir zwei 
Werte von t ,  die einer der beiden Strecken <O,  p) oder (q, 1 > angehoren, 
und von denen einer zu Np, ,  der andere zu N", gehort. 

Auch in dern jetzt betrachtetem Falle enthalt also die Strecke ( p ,  p> 
mindestens einen Wert von t ,  dein ein mindestens dreifacher Punkt der 
Kurve (6) entspricht. 

Nachdem wir hiemit auch den Fa11 erledigt haben, dass es auf dern Qua- 
dratumfange Punkte gibt, die nicht zu JI, gehoreri bleibt noch der Fa11 zu 
erledigen, dass es auf dern Quadratumfange Punkte gibt, die nicht zu AI, 
gehoren. Der Beweis wird in diesem Falle genau so çeführt, wie in dern 
eben behandelten Falle, nur dass die beiden Mengen 111, und Ml ihre Rollen 
zu vertauschen haben. Man hat dabei zu beachten, dass, wahrend Mo sicher 
zusainmenhangend war, A l ,  moglicher Weise in zwei Teile zerfallen kann, 
deren jeder zusammenhangend ist. In dern Falle ist es am einfachsten, statt 
an  Al, selbst, an  eineni dieser Teile zu argumentieren. 

Wir sind also zum Resultate gelangt : Jedes beliebige Interval1 (p, q )  
der Strecke ( O ,  1 > der t-Axe eizt7talt mindestens einen Wert von t, dern ein 
mindestens dreifacher Punkt der Kurve (6) entspricht. 

Damit ist aber der angekündigte Satz bewiesen. In der Tat, die Para- 
nieterwerte t, die mindestens dreifache Punkte der Kurve (6) liefern, liegen 
auf der Strecke < 0, 1 > der &Axe überall dicht. Aus der Stetigkeit der Ab- 
bildung (6) folgt nun sofort, dass die ihnen entsprechenden Punkte des Qua- 
drates - das sind die mindestens dreifachen Punkte der Kurve (6) - gleich- 
falls überall dicht liegen müssen: denn bliebe etwa eine iin Quadrate entlial- 
tene Krzisflache von ihnen frei, so müsste diese Kreisflaché überhaupt von 
Punkten der Kurve (6) freibleiben, was unin6glich ist, da die Kurve (6) durcli 
jeden Punkt des Quadrates, hindurchgeht. 

Damit ist unsere Behauptung ihrem vollen Inhalte nach bewiesen. Aus 

Anmali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 7 
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den? Gange des Beweises konnten wir überdies entnehinen dass die Meîtge 
derjenigen Pwnhte des Quadrates, durch die die 17urue (6) wzindesteîûs zruainml 
hindzçrchgeht, die iM&chtigkeit des Kontinwww hat. 

Wir haben nun gezeigt, dass, wenn durch die stetigen Fuiîktionen (6) 
die Strecke < O ,  1 > der &Axe auf das Einheitsyuadrat der x-y-Ebene ab- 
gebildet wird, es in1 Quadrate notwendig üherall dicht liegende Punkte gibt, 
auf die mindestens drei verschiedene Punkte der t-Axe abgebildet werclen, 
oder was dasselbe heisst, dass überall dicht inindestens dreifaclie Punkte der 
Kurve (6) liegen. 

Bekanntlich liefert die von D. HILBERT gegebene stetige Abbildung der 
Strecke aufs Quadrat ein Beispiel, wo niemals rnelir als drei verschiedene 
Punkte der Strecke auf einen und denselben Punkt des Quadrates abgebildet 
werden, wahrend bei der Peano'schen Abbildung in1 Quadrate überall dicht 
Punkte liegen, denen au€ der S trecke vier verschiedene Punkte entsprechen. 
Es sei zunachst gezeigt, wie auch das Peano'sche T'erfahren durdi eine ganz 
geringfügige Abanderung so modifiziert werden kann, dass niemals inehr als 
drei verschiedene Punkte der Strecke auf denselben Punkt des Quadrates 
abgebildet werden. An Stelle der Peano'schen Kurve tritt dann eine ihr sehr 
ahnliche, die aber keinen vierfachen, sondern nur mehr dreifache und zwei- 
fache Punkte enthalt. 

Wir teilen das Quadrat durch zwei horizontale Gerade in drei Teile, 
jeden dieser drei Teile durch je zwei vertikale Strecken wieder in drei Teile, 
wobei für zweierlei Sorge getragen werde: 1. sollen siiinintliclie entstehenden 

1 
9 Teilrechtecke Seitenltingen haben, die kleiner als - sind, 2. sollen in einem 

B 
Punkte nicht mehr als drei Teilrechtecke zusainmenstossen. Jedes dieser 
Teilrechtecke teile inan wieder durcli zwei Horizontale in drei Teile, jeden 
dieser drei Teile durch Ziehen von je zwei vertikalen Strecken in drei Tsile, 
wobei man dafür Sorge trage 1. rlass s31nnitliche entstelienden 81 Teilrecht- 

1 
ecke Seitenlangen haben, die kleiner sind als 8. dass in einem Puiîkte 

B 
nielit rnehr ais drei Teilrechtecke zusarnrnenstossen. Diese Teilung fülire man 
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so fort, dass nacli dem n-ten Schritte nlle nuftretenden Seitenlangen kleiner 
1 

als , geworden sind, und bei keinein Scliritte iuelir als drei Teilreclitecke 

an einander stossen. 
Unter Benützung dieser successiren Teilung des Quadrates in 3'" Teil- 

rechtecke kann inan gennu so, wie es gew6hnlich durch Teilung in Teilqua- 
drate gescliieht (*), eine der P E A P U ' O ' S C ~ ~ ~  annloge stetige Abbildung der Strecke 
nuf das Quaclrat definieren. Aus der Tatsaclie, dass bei jedem Schritte I16cli-. 
stens drei Teilrechtecke zusa~uinenstossen, ein Punkt des Quadrates also bei 
jeder einzelnen Teilung h6chstens drei verscliiedenen Teilrechtecken ange- 
horen kann, ergibt sicli oline weiteres, d a s s  dabei auf eineiz u n d  denselben 
P e t k t  des  Qzcccdrates hochstens drei  verschiedene P u n k t e  der Xtrecke abgebildet 
werden.  

Sei zuin Schlusse noch auf die bislier wenig heachtete Tatsaclie liinge- 
wiesen, dass man durcli geringe Modifikation des in § 1 iin Anschlusse an  
G. CAXTOH vorgebrachteil Nacliweises der Beziehung c" c eine eindeutige 
und stetige Abbildung einer Strecke auf ein Quadrût erhalten karin. 

Sei die abzubildende Strecke das Intervall < 0, 1 > der u-Axe. Wir wahlen 
auf ihr irçend eine, die beiden Punkte O und 1 enthaltende nirgends dichte 
perfekte Menge P. Bekanntlich lasst sich dann die Strecke < 0, 1 > der u-Axe 
durch eine stetige Funktion t = f (u)' so auf die Strecke < 0, 1 > einer t-Axe 
abbilden, dass aus zc' > zc" folgt : f ( a ' )  2 - f (dl), dass verscliiedenen Puukten 
der u-Axe, die nicht einein und deinselben punktfreien Intervalle der Menge 
P angeli6ren (sei es als innere, sei es als Randpunkte) verschiedene Punkte 
der t-Axe entsprechen, allen Punkten eines punktfreien Intervalles von P 
Iiingegeu eiii und derselbe Punkt der £-Axe, und zwar so, dass die sanimtli- 
clien punktfreien intervalle von P gerade auf die sliniintliclien von O und 1 
versclliedenen Punkte der &Axe abgebildet werden, die einer Dnrstellung 
clurch einen endlichen systeinatischen Brucli von der Grundzalil e fahig 
sind y). 

(*) Vgl. etwa SCHOENFLIES, E~~ttvickluiog der Lelzre vota r l e r ~  Puiektina+,niyfaltigLeiten, 
Bd. 1, S. 121. 

(**) Der Vorgang zur Herstellung der Funktioii f (u) ist bekaniitlich folgender : diejeiiigen 
Zahleii des Intervalles (O, l), die durch einen endlichen systeinatischen Bruch der Gruodzahl 
rj darstellbar sina einerseits, die punktfreieii Intervalle der perfekten Menge P andererseits 
bilden je eine einfachgeordwte abzahlbare Melige von dichtein Ordnungstypus, ohne erstes 
und letztes Element, und kotinen daher nach G. CANTOR auf einander eineindeiitig uiid ahnlich 
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und ordneti deiii Punkte zc den Punkt des Quaclrates zu, dessen Koordinaten 
sind : 

Nun k t  bereits, jedein Put~kte der Menge P eiii 
zugeordnet, und diese Zuordnung iat für die Punkte 
Beweise u, irgerid ein Punkt von P. 1st zuniichst u, 

Punkt des Quadrates 
von P stetig. Sei zuin 
iiiclit Endpunkt eines 

putlktfïeien Intervalles, so gilt für den zuçeordneteri Wert t ,  von t eine 
Eiitwicklung: 

wo iiicht alle e; von eiiiem bestinmten ail s&tnnitlich O oder s3in1ntlicli 
e - 1 s i d  Sei nuti u,, zc,, . . . , U V , .  . . irgend eine Folge von Punkteil der 
Mençe P tnit lim u, = u, . Wegen der Stetigkeit der die %&-Axe auf die t-Axe 

Y- m 

abbildenden Funktion f (u) folgt für die entspreclienden Punkte der t-Axe: 
lim t ,  = lirn f (%) = f (u,); schreiben wir riun t,  als systemstischen Brucli der 
v=m v=m 

Griindzahl e: 

so folgt nun nus lim Q, = t ,  bekanntlich (*) : 
Y=% 

liin ey) = ep . 
v= w 

Bildet man nun nacli Formel (7) den dem Punkte u, zugeordiîeten Quadrat- 
putikt (x,; go) und nach der jeweils in Betracl-it koininenden der Fornieln (7), 
(IO), (12) den dem Punkte u, zugeordneten (2ii:~dratpunkt (x,, y*), so folgt 
aus (24) sofort: 

lim = x,,, lim y, = y,, 
ï=m v=o 

clns aber ist die Stetigkeit der Abbildung im Punkte u,. 
1st sodann u, liiîker Endpunkt eines punktfreien Intervalles von P, so 

(*) Utid zwar gilt dies, fülls t, durch zwei verschiedene systematische Brüche der Grund 
zalil e darstellhar ist, welcher dieser lseideti systematischeu Brüche auch der Ausdruck (13) 
seiri mag. 
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schreiben wir den ihm zugeordneten Wert t, = f (u,) von t in der Forni (8),  
wo die fi die Bedeutung (9) haben. Mun ist u, nur linksseitiger Greiizpiiiikt 
von P. Seien also zc,, u ,,..., u ,,.... Punkte von P init lin1 u, = zr, und 

v= m 

u ,  < zc, . Danil ist auch: lin1 tu = lini f (uv) = f (u,) = ta und t, < t ,  . Sclirei'ucii 
v=m v=m 

wir t,  wieder in der Form (13), so fol$ hieraus bei Berücksiclitiguiig voii 
t, < 10 : 

liin ef) = f i  
Y=m 

und somit wie oben die Stetiçkeit der Abbildung iin Punkte u,. 
Ganz ahnlicli verlüuft der Beweis, wenn u, rechter Enilpuilkt eiiies 

punktfreieri Intervalles und solnit nur reclitsseitiger Grenzpui-ikt von P ist. 
Ca 

Wir sclireiben in dein Falle ta = f (u,) in der Forin r " , wo die gi die Be- 
Y=I e" 

deutunç (11) haben. 1st nun l i n iuv=uo ,  so kanti inan stets antieliiiien: 
V = 8  

u? > u,, daher auch : t ,  = f (u,) > f (u,), sodass bei der Sçlireilnveise (13) 
für t, folgt : 

. lime"=g,, 
v=w 

woraus wieder die Stetigkeit der Abbildung iin Punkte u, folgt. 
Die Abbildung ist bisher nur für die Punkte der Menge P defiiiiert und 

als stetig l~ezüglicli der Rlenge P nachgewiesen. Es hnt keinerlei Scliwierigkeit, 
die Definition dieser Abbildung so auf die ganze Strecke < 0, 1 > der u-Axe 
auszudellilen, dnss sie überall stetig wird; etwa in folgencler Weise : sei 
(u', ut'> ein puiiktfreies Intervall der hlenge P; 21' uiicl u" gehiiren clam 
zu P; seien (6, y') und (a", y") die - bereits definierteil - ilinen entspre- 
chenden Punkte des Quadrates; nian brauclit nur das Intervnll (u', u"> 
der u-Axe stetig auf die Verbiiid~irigsstrecke dieser Leiden Puiikte des Quü- 
drates so abzubilden, dass u' auf (x', 9') und u" auf (x", 9") a'ugebildet wird, 
und unser Zweck ist erreicht. 

So gelingt es also, in? Anschlusse an den in § 1 ausgefülirteii Beweis, 
dass die Menge der Punkte einer Strecke und eines Qundrates gleiclle Alacli- 
tigkeit linben, eine stetige Abbilduiiç der Strecke auf dns Qundrnt llerz~i- 
stellen. Ein Spezialfall dieser Abl~ilciurig wurcle in ctwas andei.er For111 lroil 
H. LEBESGUE nngegebeii (*), der Spezialfall niiinlicli, dei1 man erliiilt, iiideiil 

(*) Lecom sur l'intéyratiom, S. 44. 
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man für P die Meiige aller jener ~ a h l e n  des Intervalles (O, 1 > wahlt, die 
einer Darstellung durdi einen systematischen Brueh von der Grundzahl 3 
ohne Verwendung der Ziffer 1 fahig sind, und für die Grundzahl e der in 
den obigen Ausfülirungen auftretenden syste~natisellen Brüche die Znhl 2 
wiil~lt. LEBE~GUE knüpft daran die auch für unsere allgeineineren Ausführungen 
giltige Beinerkulig ('A), dass man auf analogem Wege auch ohne weiteres 
eilie Abbildung einer Strecke auf ein Gehiet des Raumes von n Dimensionen, 
ja sogar des Raumes von .ahzühlbar unendlicli vielen Dimensionen erkilt. 

(*j Journ. de math., Serie 6, Bd. 1, S. 910. 
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Das Uniformisierungstheorem 
und seine Bedeutung für Funktionentheorie 

und nichteuklidische Geometrie. 

(Vow PAUL KOEBE, in Leipzig.)  

D o s  allgeiiieine Unibrmisicrungstheore~i~, welches 1907 gleichzeitig durch 
H. P o i ~ c a ~ É  (") und P. KOEBF: (**) begrüiitlet worden ist, Iüsst sich folgeiider- 
inasseiî foriuuliereti. 

Allyemei~zes zentrales Uîzifirrnisier~~~~gstheorenz (""): 1. Es bezeichne g (x;) 
eine beliebige analytische Funlition, (x, 3) das betreffende analytische Gebilde, 
enthaltend alle und nur diejenigen Stellen, an welchen die Funkion y (x) und 
damit zugleich auch die inverse Funktion x (y) den Charakter eiiier alge- 
braischen Funktion besitzt; es sei ferner P die Rieinünnsche Flache der 
Funktion ZJ (x), welche, entsprechend der erwahnten Auffassung des analy- 
tischen Gebildes (x, g), durch ihre Punkte eine eineintleutige Reprasent a t' ion 
aller Stellen algebraischen Charakters der Funktion 21 (x) liefert und also nur 

(*) H.  POTNCARE, Sur l'zcnifornziscction des foiactions analytiques, Acta math., t. XXXI, 1907. 
(**) P, KOEBE, Über die Uniforllzisierttng belLebigel. analytischer Kuruen, ersie und zweite 

Mitteilung, Nachrichten der Kgl. Ges. der Wissenscbaften zu Gottingen, 1907; S. auch die 
seitdein erschienenen zahlreichen weiteren Abhandlungeii des Verfasers in den Gott. hTachr., 
Math. Am., Crelles Journal, Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereiiiigung. 

(***) Die Bezeiehuung als zentrales Uniforinisierungstheore~z ist gewiihlt in1 Hinblick da- 
raiif, dass es ausser der in diesem Theorem defiiiierten wichtigsten U~iiformisieruiigstra~~scen- 
denten der Kurve (x, y) noch andere Unifor~nisierungs,transcendenteii für dieselbe Kurve gibt, 
welche in ihrer Gesammtheit durch ein von KOEBE 1908 aufgestelltes allgemeitzes Uniformisie- 
rungsprinzip umfasst werden; vgl. dessen Rünzischen Vortrag (1908) « Ueber e h  allgemeiiies 
Uniformisieruiigsprinzip », erschienen in deil Atti del I V  Covzgresso internazionale dei nzate- 
matici  (Roma, Lincei, 1909). Das Uiliformisierungsproblem bezw. die damit zusammenliiin- 
ge~ideii allgemeinen Abbildungsprobleme sind seit 1907 Gegenstand ausgedehnterer Entwick- 
lungen geworde~i, welche von der Deutschen Matheinatiker Vereinigung (D. M. Ir.) 1911 auf 
der Jahresversammluiig in Karlsruhe zuin Mittelpunkte einer besonderen Verhandlung ge- 
inacht wurdeu; vgl. hierüber den Bericht im Jahresbericht der D. M. V., 1918, pag. 153/166, 
insbes. das Referat von P. KOEBE auf pag. 10'7/163. 

Anna l i  d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXI. 8 
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von inneren Punkten gebildet zu deiiken ist. Alsdann lasst sich au€ der Rie- 
~iiannschen Flaclie P cine relativ zu P unverzweigte und iin Innern von l{' 
überall den Cliarakter einer nlgebraisclien E'unktion von x besitzende Fuiik- 
tion t (m,  y) errnitteln, welche so heschaffen kt, dass x ( t )  und y (t)  zwei si- 
inultan eindeutige Funktionen von t silid mit dem Charakter ratiotîaler Fuuk- 
tionen von t ,  deren genauer siniultaner Existenzbereich T, das ist dei. Be- 
reich aller derjenigen durch die analytische Fortsetzung sich ergebeiitlen 
Stellen, an welchen diese beiden Funktionen gleichzeitig den Cliarakter ra- 
tionaler Funktionen von t behalten, entweder durch das Innere (exklusive 
Periplierie) des Einheitskreises oder durch die ganze Ebene exklusive des 
unencllich fernen Punktes ocler durch die çanze Ebene inklusive cles unentl- 
lich fernen Punktes gebildet wird. - 9. Welcher der genannteri drei Falle 
eiiitritt, ist in jedein einzelnen Falle durcli die Prohleinstellung selbst init- 
entschieden und kann nicht .vorgeschriehetl werden. Der dritte Fall tritt daim 
und nur dann e h ,  wenn (x, y )  eine algehrnische Kiirve voin Geschlecl~t O kt,  
also P eine geschlossene einfnch zusai~~nieilliangende E'liiclie; der zmeite Fa11 
tritt nur dnnn ein, wenn (x, 0) entweder eine algebraischc Kurve vom Ge- 
schlecht 1 ist, also F eine geschlossene dreifach zusariimenhangende Flache 
oder, wenn (x, y) eine transcendente analytische Kurve ist von der Art, dass 
die zugehorende Riemannsche Flliche P entweder eine ungeschlossene einfach 
zusanlmenh~ngende Flsche ist, welche vernîoge einer uinkehrbar eindeutigen 
konformen Abbildung auf die ganze Ebene (escl. m) abgebildet werden kann, 
oder aber eine zweifach zusaininenhangende Fl%he, welche uinkelirbar eiii- 
deutig konform auf die ganze Ehene exklusive des unentllich ferneri Piinktes 
und des Nullpunktes abgebildet werden karin. - 3. Die Grosse t (i, y )  ist in 
jedern Falle durch ihre genannten Eigeuschaften vollsliindig bestinimt bis nul 
eine lineare Transformation, welche je nncli deln vorliegenden Falle entwecler 
das Innere des Einheitskreises d e r  die ganze Ebene exklusive oder die ganze 
Ebene inklusive des unendlich fernen Punktes in sich transformiert. - 4. Die 
Funktion t (x, y) k t  relativ zu P stets unendlich-vielcleutig, soferii nicht der 
Fa11 vorliegt, dass F eine geschlossene oder ungeschlossene einfacli zus:knl- 
menliangende Fkche ist, in welcheiii Falle die Funktion t (x, y) relativ zu F 
eindeutig ist. Die verschieclenen relntiven Zweige der Funktion t (x, y )  Sind 
clurch liaeare Substitutionen mit einander verknüpft, deren einzelrle eine 
uinkehrbar eindeutige konfornle Abbiltlung des jeweiligen Gebietes T iii sicli 
veriiiittelt und innerhalb T keine Fixpufikte liat. Die Gesainmtheit tler auf diese 
Weise erklürten lineareii Substitutionen bildet eine iiri Gebiete T eigentlich 
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diskoiitinuierliche Gruppe (2'-Gruppe) welche, jenachdeni der Zusarninenharig 
von F endlich oder unendlich gross ist, aus endlich oder unendlich vielen 
Erzeugeiideii entspriliçt. 

Zu der Funktion t (x, y) geli6i.t eine Rieniannsclie Flache a, welche inau 
sich über F ausgehreitet zu deilken hal. und welche daher als eine Ueber- 
lagerzcngsf?ac7ze der Faclie 17 bezeichiiet wiid. Auf dieser Flache @ ist die 
Funktion 2 (x, y) eindeulig, und es wird durch die F u n k t i ~ n  t (x, 3) eine uin- 
kehrbar eiiideutige konforine Abbildurig der Flache (t, auf den Ueieicli T ver- 
inittelt. Der Beweis des allgenieinen zentralen Uiiifoi~misierurigstheore~i~s zeb 
fiel dementsprechend iii zwei Aufgaben, iiamlich eine Analysis-situs-Aufgabe, 
die Aufgat~e der Konstruktion der einfach zusatiîiiieiihtiiigendeii Flache 4 
über F, und eine Abbildutigsaufgabe, die Aufgabe der konforiiien Abbilduiig 
der Fliiche rn auf den Bereicli T. Irisbesondere das letztere Problem stellte 
den Kardinalpunkt der Poincürésclien und der Koebeschen Beweisführuiig 
dar. Die Erledigung dieses' Probleiiis gelang den genarinten Autoren durch 
die Aufstellung und Begründung eilies tlllgeineinen Abbildungssatzes der ein- 
faclizusainiiie~ihangenden Bereiche, welcher als eine in gewissem Sinne ab- 
schliessende Erweiterung des von RIEMANN selhst in seiner Dissertation auf- 
gestellten . Abbildungssatzes der berandeteil eiiifach zusanîmenhangenden 
Bereiche zu betrachten ist. 

Allgewteiner Abbildurzgssatz der einfach zusu~~zt)zenltiilzge~zden. Bereiche. 
Jeder als Rieinannsche Flache über der Ebepe ausgehreitete einfach zusntii- 
iuenhiingende Bereich, welcher eadlich- oder unendlich- vielblattrig sein kann 
und von welchein nur die inneren Punkte (als solche koninien nur gewohn- 
liche Punkte und Winduligspunkte endlicher Ordnung in Betracht, die jedoch 
auch ini Unendlichen liegen kantien), als zuin Bereiche gehorig betrachtet 
werden, lasut sich uinkehrbar eindeutig und konforni entweder auf das ganze 
Innere des Einheitskreises oder riuf die ganze Ebene exklusive oder auf die 
günze Ebene iriklusive des unendlich fernen Punktes abbilden. Die Fuiiktion, 
welche die Abbildung leistet, ist bis auf eine lineare Substitution bestimint (*). 

(*) Der Riemannsche Abbildungssütz keiint seiner Beschrankung entsprechend iiur den 
crsteii Fall. Die durch den dritten Fa11 gelieferte Ergaiizung zum Rieniannschen Satze murde 
schoii 1870 von H. A. SCHWARZ gegebeii, welcher auch den ersten esakten Beweis des Rie- 
mannschen Abbildungssatzes erbrachte. (Berliner Monatsberichte, 1810.) 

Nicht unerwhhnt hleibeii mage an dieser 'Stellc, dass LAGRANQE es ist, bei melchem die 
Keime des für die Eutwicklnng der inodernen Matheinatik so fruchtbaren Gedaiikeris der 
konformeii Abbildung zu' finden sind. Vgl. die Schrifteii von LAGRANGE : SUT la construc- 
tiow des cartes géographigues, premier et deuxième Mémoire; 1779, Oeuvres, t. IV, pag. 637-699, 
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Allge~neiner kann an  Stelle einer eigentliclien Rieiriannschen Flüclle nuch 
eine belielsige einfacli zusamineiihiingende N Rieiiinnnsclie Mannigftlltibkeitz,tltigkeit B 
als abzubiIdender Bereich gegebei; sein. 

Die Bedewtung des  al lgemeinen xentraleu Ukaiforuzisierungstheorems für d ie  
Uniforrnisierzc?zgstheorie a l s  solche. Die Bedeutun; des allgetneinen zentralcn 
Uniformisierungstheoreiils lasst sich nach verschiedenen Seiten charaktcri- 
sieren, namlich nach seiten der ~Uniforriiisierur~gstheorie als solcher, feriier 
nach seiten der Rieniannschen Funktionentlieoiie üherliaupt, sowie scliliess- 
lich nach seiten der B ~ L Y A I - L O B A T ~ C H E P S K ~ ' S ~ ~ ~ ~ ~  Geoinetrie bezw. der KIE- 
M A N N - H E L M H O L T Z S C ~ ~  Raimtheorie. 

k'asseii wir zuiiiichst die erste Seite der Bedeutung unseres Theoreiiis 
iris Auge. Wir benierken die Tatstiche, class nicllt nur die Grossen x iiiicl y 
eindeutige analytisclie Funktionen der in T veriintlerlich zu denkenclen Grosse t 
sind, sondern jede relativ zunz Gebilde (x, 2) überall mit clein Clinrakter einer 
algebraisclien Funktion erklarte Funktion f (x, g), welche relativ zuin Gehilde 
nicht verzweigt ist. Eine solche Grosse f wiid in der Tat, aufgefasst als 
Funktion von t, eine im Gebiete T iinverzweigte analytische Funktion f ( t )  
sein, welche in  diesein Gebiete überitll den Cliarakter rationaler Funktionrii 
darbietet und folglich wegen des einfachen Zusamiiieillinnges des Bereiclis l' 
in diesem Bereiclie eindeutig k t .  Die Fuiiktion f (x, y) kann insbesondeie 
ihrerseits eine Uriiforrnisierungst~.ûilsce~~de~ite für das Gebilde (x, y) sein, il. 11. 

eine Grosse von der Art, dnss x ( f )  und y (f) zwei siiiiultan eindeutige Fuiik- 
tionen werden, deren Existenzbereich clann allgemein zu reclen uneiitllic11- 
vielfncli zusanîinenh~i~gend ist; es wird clniin wiedsruin f i n  T eine eindeutige 
Funktion von t sein. Insofern ninlmt die in deni zei-itralen Uniforniisierungs- 
theorein definierte Uniforii~isierungstrariscei~dente in der Tat eine zeiitrale 
Stelluiîg unter den überliaupt miigliclien Uniforil~isierurigstrrtilsce11(1e11ten ein. 

Die BetEeutung des  ccl lge~~~ei izen zen,trnlen U~~ifor~)tisicrungstl~eorc)~ts fur 
die  Riemannsclze Funktionentlzeorie überlznupt. Uiri niiiiiiielir die Bedeutung 
des allgemeinen zentralen Uiiiforii~isierungstheoreriîs nach seiten der Rie- 
inannsclien Funktionentheorie üherhaupt zu scliildern, gelien wir von deni 
Allgenieinbegrifl der zweitliiiierisior~alen Piilantiigfaltigkeit nus. Zur Deliiiitioti 
einer solchen Mannigfhltigkeit stellen wir iiiit RIEMAX'N (*) die Fortlerung an 
die Spitze, dass es inoglich sein soll, die Ui~gehuog jeder einzelrien Stelle der 

(*) RIEMANN, Ueber die Hypotlzesen, welche cZer Geometr-ie z u g n w l e  liegen. Hahilitatioiisrede, 
abgedr. iii Ges. Werke, png. 972 ff ,  
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Mannigfaltigkei t eineindeutig und stetig auf ein sclilicE~tes Kreisfliiclieristück 
abzutilden und vermiige ciieser Alhildung nufiufasseii. Die ganze Mannig- 
faltigkeit kann dabei endlicli- oder unendlicli-vielfach zusanimenli~iigend, ein- 
seiti; ocler zweiseiti; seiii. Von dieseni allgeineineii rein topologischen Begiiff 
der Mannigfaltigkei t gelangen wir zu dein speziellereii Begriff der allgemeineîz 
Riemannscken Xa?znigfultigkeit, wie wir solclie Mannigfaltigkeiten in Erwei- 
terung einer von KLEIN (hnn. Y, 1883) eingefülirten Terminologie neiinen 
wollen, indeni wir iür  jeden eiiizelrien Purikt der Mannigfaltigkeit und dessen 
Uingebi~iig die M8glichkeit einer W i n k e l l ~ e s t i ~ n n  postulieren in der Ge- 
stalt, dass es m6glich sein soll, eine Uingebung jedes eiiizelnen Punlites der 
Rlannigfaltigkeit iiun niclit rnelir iiur stetig eineindeutig, sondern hortform 
eiiieindeutig auf ein schliclites I<reisfl~cheiistück abaubilden, wobei iiatürlicli, 
sofern nuil ein Stück der Marinigfaltigkeit als Teil von Unigebungen zweier 
verscliiedener Stelien der Münriiçfaltigkeit betraclitet wird, welche beide vor- 
aussetzungsgein~ss eineiiideutig konforni auf je ein scliliclites Kreisflachen- 
stück abgebildet sind, die dein erwalinten Stücke vermiige der genannten 
beiden Abbildurigen zukoininende winkeldefinition diesellie sein muss, was 
clarauf hitiauskonimt zu verlangeil, dass die genannten beiden Abbilclungeii des 
betmchteteii Stückes der Mannigfaltigkeit auf einander im gewolinlicheii Sirine 
konform bezogen sein sollen. Ausser den genannten Voraussetzunçeii liaben 
wir nocli die Forderung der Zweiseitigkeit der Mannigfaltigkeit hinzuzufügen, 
uin den Begriff der Riemannsclien Mariiiigfaltigkeit in der zweckentspre- 
clier.dsten Form zu liaben. 

Eine Rieinannsclie blannigfaltigkeit kann auf diese Weise in ~erschiedener 
Poriii definiert sein, iiisbesondere 1. als natürlicl~e Fliiche iin Rauine eventuell 
mit I h i t e n  und Ecken bezw. vermoge definiter yunclratischer Differential- 
forinen (ideale Flaclie), 9. als Ricrnannsche Fldclze, 3. als annlytisclie Fiinktion 
Ijeow. analytiscltes Gebilde, 4. als eigentlich clislzo~~ti~zzcie~liche Grztppe linearer 
Substitutionen, insbesundere als eine eigentlicli disltontinuierliche Gruppe der 
clrei oben beiin zentralen Uniforniisierungstheoi.eni betrachteten Kateçoïieen 
(T-Gruppe), welche auch verm6ge einer ron K L E ~ N  und PO~NCAHÉ eingeführten 
peonietrisclien Deutung 21s Bewegungsgruppen der ~zichteuklidisclzen Geoaze- 
hie  interpretiert werclen konnen (vgl. weiter unten). 

Neben den Begriff der allgenieinen Rieinannsclieii Mannigfaltigkeit stelleii 
wir iiun in Erweiterung des von RIEMANN für die algebraisclien Funktioneii 
aufgestellten Klassenbegriffs den IZlassewbegriff der allgerneinen Riemann- 
schen Mannigfaltigkeiten. Wir reclinen zwei Rieriiannscl~e Mr~iiriigfiiltigkeiten 
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zu eioer und derselben Klasse, wenn es iiioglicli ist, beide Mannigfaltigkeiteri 
durcli eine urnkehrbar eindeutige konfornle Abbildung nuf einander zu 11e- 
ziehen, wobei wir daran erinnern, dass geniass unserin Begriff der Rieiuniiii- 
sclien Mannigfdtigkeit nur die iniiereii Punkte der Mannigfaltigkeit, niclit 
auch etwa vorhandene Rand- oder Grenzpunkte in Berücksiclitigung koiniiieri. 
Wir formulieren nun dns Haupt t lworem der  R ierrm~z~tsc l~e t t  JIc~~~~zigfaltig/~cite~~ 
in folgender Weise : In jeder Klasse von Rieinannsclieii Mannigfaltigkeileii 
finden sic11 Reprasentanteii jeder der oben bezeichrieteii Kategorien, cl. 11. : 
Es kann jede in irgend einer Foriii definierte Rieiiianriscl~e hlrinnigfaltigkeit 
(ilirer ganzen Ausdehnung nacli) in der Foiin 1. als natürliche ocler ideale 
Flaclie (sogar konstanten Krümn~ungsn~asses), 2. als Kiemannsche Flaclie, 3. 
üls analytisclies Gebilde, 4. nls eigenllicl~ diskontinuierliclie Gruppe litieurer 
Substitutionen, insbesondere als eigentlicli diskontinuierliclie T-Gruppe dar- 
gestellt werden. Die letztgenannte Reprasentntion durch eine TGruppe ist 
dabei für jede Klasse einziç in ihrer Art, wenn man Gruppeii, die vermiige 
eiiier linearen 'rransforination des hetrcffenden Gebietes T in sich in einander 
übergeführt werden konnen, niclit als verscliieden hetrachtet. 

Beinerkt inan, dass das Problem der Aequivaleriz Rieinanrisclier Flüclieii 
vermoge konforiner Abbildung, welches iin Gebiete der algebi~aisclien Punk- 
tionen als Problein der Rlasseiitnod uln erscheint für das Yei-stiindiiis der 
R I E M A N N S C ~ ~ ~ ~ ~  Ideengange einen Hauptgesiclitspunkt gehen iiing, so erkeuiit 
inan nunnîehi., dass mit der Losung des Uniforinisierutigsproble~r-is iii dieser 
Richtung ein Gipfelpuiikt der Riemannsclieri Fuiiktio~ieritlieorie erreicl~t ist, 
intlem dieses Tlieorein selbst wie eine tiefste Offeiibwung K I E M A N ~ ; S C ~ ~ ~ I I  
Geistes erscheint. U~ilsomelir mag ninn dieser Bewertuiîg Kauni gel~en, cverni 
nian bedenkt, dass unser Uniforiiiisierui1gstlieore111 überliaupt das einzige 
wirklicl-i allgenieine Theoreni der Funktioneri theorie ist, welclies zugleicli aiifs 
eiigste mit dein Wesen der analytisclien Fortsetzung und deni Begiiff des 
vollst2iidigen analytisclien Gebildes verknüpft ist. 

Die Bedeu tung  des  allgemeinen zentralen U~zifor~~zisieru~~gstlzeo~e~~~s fiir 

die Bolyai-Lobatscltefski'sc7~et~ Geometrie bezm. Rielten12n-Hell~~l~oltzsche Bnzcct- 
tlzeorie. Die Bei*ecl~tigung der soebeii ~orgetragenen Beurteiluiig niag in nocli 
lielleres Licht gesetzt werdeii, wenn iunn aucli die Bedeutung unseres all- 
gemeinen Uniformisieruilgstlieoreins für die iiicliteuklidisclie Geoinetrie be- 
trachtet. Auf diese Seite des Tlieorenîs wird 11~111 çefiilirt, wenn iiinn in 
bekannter Weise das Innere des Einlieitski-&es nicliteuklitliscli niisst ver- 

d s 
iiioge der Formel für da s Linienelenlen t d c = - ~vobei d s das i~ 

1 - r 2  
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der Ebeiie des Einheitskreises euklidiscli gemessene Linienelement ist, wah- 
rend r der Alxstatitl des Eleiiients d s vom Mittelpunkt bemiclmet. Im Falle 
der ganzeii Ebene exklusive des unendlich fernen Punktes hat nian d G = d s, 

d s 
im Falle der ganzen Ebene inklusive des unendlicli fernen Punktes dcr- - 

1 -1- r" 
zu setzeii. Vernioge dieses a,bsoluten Messungsverfalirens konnen nun zunüclist 
die geiiannteu bei der Uniforrnisierung auftretenden diskontinuierlichen 
~ - ~ r u ~ p e n  als diskoiitiiiuierliclle Bewegungsgruppen der absoluten Geome- 
trie gedeutet werden und wir erkennen, dass überhaupt die d i s k o n t i m i e r -  
l ichen B e w e g u ~ z g s g r u p p e n  der  absoluten Geometrie sozusaçen als die Urbilder 
(« Platonische Ideen  B) der R i e m a n m c h e n  Manwigfnl t igkei ten  aufgefasst werden 
konnen, indem jeder Klasse Riemannscher Mannigfaltigkeiten eine und nur 
eine solche Bewegungsgruppe entspriclit und umgekehrt nus jeder derartigen 
Bewegungsgruppe eine Klasse Rieinannscher Mannigfaltigkeiten entspringt. 
I n  diesem Zusan~iilerilia.nge sei aucli der Satz erwahnt, dass es  moglich ist, 
nlle diese Bewegungsgruppen, sowolil die mit endlich vielen als auch die mit 
unendlicli vielen Erzeugenden, aus independenten Bestimmungsstücken zu 
konstruieren und explicite in Evidenz zu setzen. 

Noch eine andere Seite der Bezieliung zwischen Uniformisierung und 
nicliteuklidiscliei. Geometrie sei hier gennnnt. Man kann sich das in der 
T-Eberie konskruierle Linieneleinent d o  auf eine in irgerid welciier Forrn 
vorgelegte Rieninnnsche Matinigfaltigkeit nf überpflanzt deriken vermoge der 
Abbildungsbeziehung, welche durch die Uniformisierung zwisclien der Man- 
nigfaltigkeit und der' T-Ebene geschnffen ist. Auf diese Weise wird in der Man- 
nigfiiltiçkeit Ji! die  z u  Al gehore~zde absolute J Iassbes t iwzm~n~g  definiert, vermoge 
deren die Mannigfnltigkeit gen~ass den Forderungen des RIEMANN-HELM- 
~ o ~ ~ z ' s c l i e ~ i  Raumprobleins die freie Beweglichkeit in sich erlialt, wenii aucli 
niclit als Gsnzes so docli in1 Sinne der freien Beweglichkeit der hinreichend 
klein gewiihlten Stücke (u nichteuTtlidisc7~e Ramnforwe î z  >p) ("), wobei bei der 
Bewegiing auch die Winkel erhalten bleiben. Es sind nun die axiomatischen 
Bedingungen aufzustellen, durcli welche das in III erklarte absolute Linien- 
eleiiient cl6 vollstiindig und rein geoinetrisch definiert werden kann. Dadurch 
wirtl dns Unifomzisieru)zgsproble~n geradezu a l s  ein Problem der  nichteuklidi-  

(*) Diese allgemeinen hier definierten nichteuklidischen Raurnformen fallen, wenn die 
Matinigfaltigkeit M geschlosseii und claher eiidlichvielfach zusanmenhaugeiid vorausgesetzt 
wird, mit den sogeiiaiiiiteii CLIFFORD-KLEI?ISC~~~~ Raumformen zusammen. 
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schen Geometrie interpretiert, nanîlich als dns Probleiii, eine beliebig vorge- 
legte Riemannschen Mannigfaltigkeit M al$ nicliteuklidisclie Rauinfonii xi1 

charakterisieren. Diese Bedingungen sind, wenn wIr für die Umgebung jeder 
einzelnen Stelle der Mannigfaltigkeit die vorausgesetzte konforine Hülfsab- 
bildung auf die sclilichte Ebene in Berücksichtigung nehmen, die folgerideti : 
1.. Es sol1 in der ganzen Mannigfaltigkeit ein durchweg regulares unverzweigtes 
Linienelement d CT ausgebreitet werden, so dass den Beùingungen der fieien 
Beweglichkeit der kleinen Teile im Sinne der Festhaltung der Winkel und 
Massbestimmung genügt ist. 8. Es sollen für diese Massbestiinmung die 
kürzesten Linien (nicl-iteuklidische Geraden) nacli beiden Seiten unendliclie 
Lange besitzen, sofern sie nicht in sich zurücklaufen. Die Bedingung 2, welche 
gewissermassen als Grenzbedingung aufzufassen ist, ist wesentlicli, uin das 
Problem zu einem bestimmten zu machen. Sie kann dann und nur dann 
fortgelassen werden, wenn die Mannigfaltigkeit ~ ~ g e s c h l o s s e i ~  ist (Riemnniische 
Fliiche einer algebraischen Funktion). Niclit erforderlicli ist es zu verlangen, 
dass das Linienelement d~ der Bedirigurig der Eindeutigkeit in AI genüge. 
Die Eindeutigkeit des Eleruients d G ist vielmelir bereits eine Folge der übrigen 
gestellten Beclingungen. 

Das Problem kann auch so formuliert werden : Es sol1 in der Mamig- 
fa1tigkeit.N in ihrer ganzen Ausdehnunç eiue relativ unverzweigte, auf die 
Mannigfaltigkeit M durchweg konform bezogene Mannigfaltigkeit konstanten 
Krüm~nungsmasses erklart werden, aiif welcher jede geodatisclie Linie nacli 
beiden Seiten unendliclie Lange besitzt, sofern sie nicht in sich zurückl8uft. 

Der Beweis der l-iiermit aufgestellten Behauptung ergibt sic11 unter Be- 
nutzung des Uiiifortnisierungstlieorems durch Betrachtung des auf die T-Eljene 
überpflanzt zu denkenden Elementes d G, wenn man beachtet, dass die für 31 
vorausgesetzte freie Beweglichkeit der liirireichend kleinen Teile in deiu einftdi 
zusam~nenliiingenden T-Gebiet sich zur freien Bewegliclikeit ilil Gnnzen ausge- . 
staltet, eine Beweglichkeit, welclie dünn nur noch clurcli lineare Transforiila- 
tionen vermittelt sein kann (*). 

(*) Ausfiihrlicher heabsichtige ich auf den hier besprocherieii Gegeiistaiid iin deniiilichst 
zu veroffentlichenden dritten Teile meiner Abliaiidlung: Über clic Uiaif6n1zisierzblbg beliebiger 
wiawlytiscAer I;iurtic12 zurückzukomme~i; Crellcs, Joiwraal fiir Mat l~c imt ik ,  erster Teil erscliieiieti 
i n  Bd. 138 (1910), zmeiter Sei1 in Bd. 139 (2911). 
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Sur une formule générale d'Analyse 
et ses diverses applications. 

(.Par M. W. STEKLOFF, à St. Pétersbourg.) 

1. J e  vais, dans ce qui va suivre, attirer l'attention sur une formule 
générale, remarquable par sa  concision et susceptible de plusieurs applica- 
tions importantes. 

La portée de cette formule consiste surtout dans ce qu'elle peut être 
considérée comme l'origine commune de plusieurs formules, en partie nou- 
velles, contenant comme des cas particuliers la plupart des formules fonda- 
mentales dans l'Analyse, devenues classiques dépuis LAGRANGE, EULER, 
CAUCHY, POISSON, FOURIER, GAUSS et d'autres. 

Les applications de la formule en question, sur laquelle on ne paraît 
pas avoir attiré, jusqu'à présent, toute l'attention qu'elle mérite, sont si nom- 
breuses, qu'il est impossible de les épuiser toutes dans un petit Article, de 
sorte que je serai obligé de me borner souvent aux remarques sommaires 
et aux exemples les plus simples et les plus importants dont la partie ne sera 
pas entièrement nouvelle. 

Néanmoins j'espère qu'on me pardonnera d'avoir entrepris de traiter un  
tel sujet en mémoire de l'illustre LAGRANGE, car, conformément à l'opinion 
de ce grand savant, « c'est toujours contribuer à l'avancement des Mathé- 
matiques que de montrer comment on peut résoudre les mêmes questions 
et parvenir aux mêmes résultats par des voies tres différentes: les inétliodes 
se prêtent par ce moyen un jour mutuel et en acquièrent souvent un plus 
grand degré d'évidence et de généralité » (*). 

(*) LAGRANQE, Oeuvres, Paris, MDCCCLXIX, T. III, Nouvelb solution du problème du mou- 
vement de rotatiom, etc., p. 580. 
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8. Nous allons donner trois démonstrations différentes de la foriniilc 
en question, car chacune d'elles présente un certain intérêt sous divers points 
de vue. 

D'abord, ne m'écartant pas loin du chanîp d'idées de LAGRANGE, je SUI)- 

poserai que la fonction f (x), qui figure dans In forniule, admette les cléri- 
vées de divers ordres (au moins les dérivées de deux premiers ordres). Dniis 
ce cas, sufisant pour la plupart des applications, la dénlonstratioti devient 
fort simple et n'exige que des considérations élémentaires coiilprél-ierisibles 
pour tout lecteur n'ayant que des connaissances des notions preiniéres du 
Calcul infinitésimal. 

Je  vais montrer ensuite que la formule, dont il s'agit, résulte coinine une 
application très particulière de la théorie de fermeture des systénies de foiic- 
tions orthogonales que j'ai développée récemment dans mon Mé~noire pi.&- 
senté à l'Académie des Sciences de St. Pétersbourg le h inai 1911 ("). 

Cette deuxiènie démonstration établit ln forniule sous certaines condi- 
tions assez géiiérales par rapport à la fonction f (x) et met en évidence une 
propriété intéressante de la série infinie qui figure dans le second membre 
de la formule en question. 

Enfin, la troisième démonstration sera fondée sur un théorème général 
indiqué par M. JORDAN dans son Cours d'Analyse (T. II, Paris, 1894, p. 220). 

Cette dernière démonstration permet d'étendre la fornmle en question à. 
une classe de fonctions très générales, à savoir à toutes les fonctions qui 
portent aujourd'hui le nom des fonctions à variation bornée. 

3. Première démonstration. Désignons par 

une fonction de la variable réelle a admettant les dérivées au  moins [le deux 
premiers ordres dans un intervalle (x, x t h ) ,  x et h ktant deux noiiilms 
quelconques que nous allons supposer, pour plus de simplicité, positifs. 

Coiisid éroiis la somme 

f i  &tant un entier quelconque. 

(*) W. STEKLOFP, SUT la théorie de fermetwe cles systèmes de fonctions orthogonales dé-, 
pendunt d'un mombve quelconque de  variables. Mémoires de l'Académie Iiiipi'riale des Sciences 
de St. Pétersbourg, VIII.e serie, Vol. XXX, N. 4. . 

Voir aussi Bulletin de l'Académie linpériale des Sciences de St. Pétersbourg, VLe série, 
1 juin, 1911, N. 10 (le même titre, en russe). 
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L'intégration par parties nous donne 

Posons 
(9k+I )z (u -x ; )  

'n sin 
cm ( x  - X) = 

h 
k=O 2 x + l  (2) 

La formule (1) s'écrira 
x-l-h 

Désignons par E et E, deux nombres positifs arbitraires, plus petits que h, 
et écrivons l'intkgrale (3) sous la forme 

Considérons l'intégrale ICI . 
Posons, en général, 

t 
oz COS 

(Sk+ 1 ) 4  
h 

T,, (9 = E 
k=O (9 - t 1)8 

On trouve, en intégrant par parties, 

La fonction f (a) étant, par i'hypothèse, continue dans (x, x + h), on aura 

8 étant un  nonibre positif s'annulant en même temps que 5. 
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On peut donc écrire, en tenant compte de (7), 

Or, il est évident que 

La série 

sin2 
( B k + l ) n ~  

00 h Ca 

s (E) = B 
1 <B 2: 

k i 0  (2 k + l)e k=O (2 k + 1)8 

converge uniformément, quelle que soit la valeur de E. 

On peut donc trouver un entier v tel qu'on ait 

L'entier v étant choisi de la nianière tout à l'heure indiquée, on peut tou- 
jours choisir le nombre E de façon qu'on ait 

S 
& (E) < y ; 

pour cela, il suffit de poser 

On aura alors, en ayant égard à (IO), 

8 (E) < 8 
et à. fortiori, eu vertu de (9), 

Donc, le nombre positif 8 étant donné 3. l'avance, il existe toujours un 
nombre positif E tel que les inégalités (7,) et (11) soient satisfaites à la fois,' 
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Désignant maintenant par M ,  le maximum du module- de la fonction 
f'(x), où elle reste continue, et eii remarquant que 

A étant un nombre fixe ne dépendant ni de n, ni de 5, on s'assure, en te- 
nant compte de (S), (7,) et (I l ) ,  qu'on peut toujours choisir le noinbre c de 
façon qu'on ait 

ri étant un nombre positif donné à l'avance.. 
D'autre part, désignons par AI2 le maximum de 

dans l'intervalk où cette fonction reste continue. 
On trouve, en tenant compte de (18), 

Les inégalités (13) et (14) et l'égalité (6) conduisent à l'inégalité suivante 

où ri' est évidemment un nombre qu'on peut rendre si petit qu'on le veut 
en choisissant convenablement le nombre arbitraire c. 

Les mêmes raisonnements s'appliquent textuellement à l'intégrale 

ri" étant un nombre qu'on peut rendre si petit qu'on le veut en clioisissant 
convenablement le noinbre arbitraire E, . 

4. Les nombres E et E, étant fixés de la nianière tout à l'heure indi- 
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--- 

quée, considérons l'intégrale 

*h-% 

f l ( a ) G n ( a - % ) d g ,  

qui peut s'écrire 

Posons 

En tenant compte de l'hypothèse faite au sujet de la foiiçlioii f (x), oii s'as- 
sure que, pour E et E~ assez petits, 

6 étant une quantité s'annulant en mêine temps que E et  E~ 
Rappelons maintenant cette proposition élémentaire de 1'Aiialyse: 
La série 

(2 k -+ 1 )  sc ( a  - x) 
sin 

G a - x ) =  
hJ 

k=o OLkt-1 

converge uniforniéiileilt pour toutes les valeurs de a, coiiîl)rises dalis l'in- 
tervalle ( x  + E, t ~ ;  + h - EJ, e t  la solnine 

7T tend, pour n = crs, uniforniément vers - pour toutes les valeiirs cousiclé- 
4 

rées de M. 

Il importe de reinarquer que  ce tlléol.èiiie se déniolitre d'une iiiaiiière 
élémentaire et sans rien emprunter à la tlikorie des séries trigoiioiiiétiiques (*). 

(*) Voir, par exemple : GOURSAT, Cours cl'Amlyse mntkbnatiq?te. Paris, 1003, T. II, 
11.0 874, p. 40. 

Comparer aussi : M. S. FRANEL, Sw la f o m ~ d e  soimnatoire d'Eztlev. Mnthéiiint. Aniialeii, 
Bd. 47, 1895, pp. 433-436. 
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11 s'ensuit qu'il existe un entier n = no tel qu'on ait 

et pour toutes les valeurs de a, comprises entre x + E et x + h - E,, E et E, 

étant des rioiiibres assez petits fixés de la manière indiquke plus haut. 
Moycniiant l'iniigali té (SO), on trouve 

et, puis, en vertu de (17), (18) et (l!)), 

5. Écrivons maintenant l'égalité (3) sous la forme 

Choisissant d'abord corivenuhleinent les noiiibres c et c l ,  on aura, en 
vertu de (15) et (161, 

Les nombres E et E, étant ainsi fixés, choisissons convenablement l'en- 
tier n =  no.  

O n  aura, en vertu de (Sl), 
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et, par conséquent, pour n > no, - 

6' étant un nombre ne dépendant pas de n et si petit qu'on le veut. 
Cette inégalité conduit à la formule suivante 

x+h 
4 4 "  (9 k + 1) 7F ( x  - x) f ( ~ ) - f ( x + h ) = - l i m  SN=- Z Jf(r)cos 

h 
d a. ( A )  

h pz=m 18 m 
x 

C'est précisément la formule que nous voulions établir. 
6. Deuxième démonstration. 

Désignons par 
?I(x)~ ?Z(x)7"'7 ? k ( ~ )  ; ' - '  (el ) 

une suite de fonctions, définies dans un intervalle (a, b )  (6 >a > O) par les 
équations 

yuIc (") + le P (x) pk (x) = 0 pour a < x < b, (22) 

y'& (a) - h ?k (a)  = 0, qJ1k (6 )  + H q J k  ( b )  = 0, (23) 
b 

où h et H sont des constantes données positives, p (x) est une fonction don- 
née positive dans l'intervalle (a,  b). 

On sait qu'il existe une infinité de notiîbres positifs 1, (k = 1, 8, 3 , .  . .) 
(nombres caractéristiques) et de fonctions correspondantes cp,(x) (h =1, $ 3 , .  . .) 
(follctions fondainentales de STOURM-LIOUVILLE) vérifiant les équations (B) ,  
(23) et (24). 

J'ai démontré autrefois que la suite (91) est fennée, c'est-à-dire l'équation 
de ferfizeture 
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u et p Btant des nombres quelconques compris entre a et b, subsiste pour toutes 
les fonctions f (x) et y (x) assujetties à la seule condition d'être intégrables dans 
l'intervalle (a, b).  

Ce théorème reste aussi vrai pour les cas linîites de 

Posons, dans (95) et (%), P = x en entendant par x: une valeur quel- 
conque de la variable x prise dans l'intervalle (a, b), par u un nombre fixe 
(a  2 a < b). 

La série 

présente alors une fonction de x et converge absolument et uniformément dans 
l'intervalle (a, b), comme cela résulte des travaux que je viens de citer (voir 
aussi mon Mémoire: Théorie générale des fonctions fondamentales. Annales 
de Toulouse, 1906). 

7. Appliquons ces théorèmes généraux au cas le plus simple 

On trouve aisément, vérifiant toutes les conditions (029), (83) et (94), 

,LI R n (x - a) ,, ($1 = sin ( k  = 1, 2, 3 , .  . .). 
b-a  

Substituons cette expression de T, (x) dans (%), en y faisant 

a = a  , p = t ç ,  h = b - - a ,  f (x: )=l .  

On obtient la formule 

(*) Voir à ce sujet mes Mémoires: Problème de refroidissement d'une barre he'térogène 
(Annales de Toulouse, 1901); Sur certaines égalités générales, etc. (Mém. de l'Académie des 
Sciences de St. Pétersbourg, 1904); Sur  l'ezisteizce des fonctions fonclame.rzta1es (Memorie d. 
R. Accad. dei Lincei, 1910). 
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où p ( x )  est une fonction quelconque assujettie à la. seule condition d'être 
intégrable dans l'intervalle (a, b). 

Rappelons maintenant cette proposition, établie pour la première fois 
par M. A. LIAPOUNOFF: 

Si cp (x) et y ,  (x) sont des fonctions intégrables dans (a ,  b) et si l'on pose 

C et Cl étant des constantes, on a toujours 

F étant un nombre compris entre a et b. 
Appliquons cette égalité aux fonctions 

k ;t (x - a )  k n Ji i~ ( X  - a) 
f i  ( x )  = sin 

h 
7 9 ,  (x)=-- cos 7 

h 12 

liées par la relation 

k .ii. (x - a )  k n (z - a) 
f ,  (x )  = sin 

h h h 
a 

On trouve tout de suite 

Remarquant maintenant que 

J" sin 
k TF (X - a)  

(cos k x (x - a) dx=--- 
h k n h 

- 1 )  , 

on obtient, en a.yant égard à (28), (29) et (30), 

laTh k ri (x - a) 
f (LE) - f ( a )  = - r, cos 

F, 
"' - 1 f(r) cos 

h 
cl a. 

l& kl " i kn(X- 
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Cette formule a lieu pour toute valeur de x comprise entre a et b = a + h. 
Posarit, en particulier, 

x = b = a + h  

et remarquant que, dans ce cas, 

k rc (x - a )  O pour k pair 
COS 

h -- 2 pour k impair, 
on trouve 

OU, en changeant a en x ,  x en r, 

C'est précisément la formule (A) établie au n.O 6 dans la supposition 
particulière que la fonction f (x) admette les dérivées de deux premiers ordres, 
continues dans l'intervalle (x, x -+ h). 

La démonstration que nous venons d'exposer montre que cette forinule 
reste vraie dans le cas plus général, ii savoir pour toute fonction f (x) su- 
sceptible de la forme 

y (x) étant une fonction assujettie à la seule condition d'être intégrable dans 
l'intervalle (a, b). 

D'après ce que nous avons dit au  r1.O 6, la série de la formule (28) est 
une série absolument convergente. 

La série qui figure dans la formule (A) n'est qu'une simple transforma- 
tion de celle-ci. 

L'analyse précédente montre encore que la série (A) converge absolument 
toutes les fois que la fonctiom f (a) satisfait à la condition (31). 

8. Troisième démonstration. 
Supposons maintenant que la fonction f (cr) soit wwe fonction a variation 
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bornée dans l'intervalle (CE, x + h), x et h étant des nombres quelconques 
positifs. 

Considérons la somme 

désignant un entier quelconque. 
On a 

m 

9 sin 5 Z cos (9 k +- 1 )  i =; sin 2 (n + 1)  5, 
k=O 

quelle que soit la valeur de 5 différente de p n (p étant un entier). 
On peut donc écrire 

xfh sin 2 ( % +  1)z (LE- a )  
h 

2 8. = J f  (4 ic(5 - cr) d a. 
a sin h 

Il sufit  de s'arrêter au cas où 

En effet, quels que soient les nombres x et IL,  on peut toujours poser 

p étant un  entier (ou zéro), 5 étant un nombre positif plus petit que h. 
Remplaqons, dans (33),  la variable a par une nouvelle variable t en 

posant 
cc=ph+t .  

L'égalité (33) devient 

E+s sin e ( n + - I ) x ( ; -  * t) 

J h BS,,= f ( t + ~ h )  z ((i - t )  d t. 

E sin 
h 

C'est une intégrale de la n&m forme que celle de (33),  niais ici 5 est 
plus petit que h, 
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Supposant donc que 
O < x < h ,  

écrivons l'intégrale de l'égalité (33) sous la forme 

et posons 

On trouve 

h sin 9 ( n t  1) 7~ (X - G() 
h 

z-P 
h t h  s i n 2 ( n + l ) t  

7i (% - CC) = - 'n Jf (Xt") dt, (35) 
x sin h U 

où, en vertu de l'hypothèse faite au sujet de h et x, 

Retnplaçons ensuite, dans la seconde intégrale du second membre de 
l'égalité (34), la variable a par la variable t en posant 

On obtient 

~ ( ~ + I ) ~ F ( X - R )  
xfh sin 

h h dr.=-- 
. 7i (x - CC) 

h sin -- 
h O 

Il est évident que chacune des intégrales (3;) et (36) satisfait à toutes 
les conditions du théorème général, indiqué par M. JORDAN dans le T. II, 
no %î, de son Cours d'Analyse (Paris, 1894). 

Remarquant que 

G =  lim 1 sin 9 ( n  + 1) t sin B ( n +  1) ( t  - p) 7t 

t 
d t = liin i t - P  

d t = -  
n=w n=w 2 

6 O 
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et appliquant au  cas considéré le théorème de M. JORDAN, 011 s'assure que 

2 (n+ 1) n (X - a) sin 
h 

dcc= 
+%=CO %=CO n (cc - u )  sin 

h 

h 

c'est-à-dire 

(2 k + 1) z (x - a )  

h 
d  a. (A')  

h k=O. 

9. L'analyse précédente suppose que a, ou, plus çéiiéraleinent, 5 claiis 
la formule (33,) soit différent de zéro. 

Mais il est aisé de s'assurer que cette restriction n'a rien d'esseiitiel. 
Posons, en  effet, dans (33,), E = 0. 
On trouve 

Écrivons cette intégrale sous 1ü forme 

p étant un nombre compris entre O et h. 
Il est évident que 

sin "2(n+1)7it  

I' h 7~ 
liiri f ( t  + p h )  

72 d t = - f ( p h + U ) - ~ ( x + O ) ~ -  
n=m . ~t 2 

O 7c 

D'autre part la secoiide intégrale du second membre de l'égalité, ii l'aide 
de la substitution 

t = h - 5 ,  
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se réduit à 

Par conséquent, 

72 i h 
lim =-- f ( p h + h - O ) = - - f ( x + h - 0 ) .  

n=m 9 
B 

Donc, en vertu de (37) et (38), 
x+h 

4 "  ( ~ ~ + I ) ~ F ( X - U )  
f ( z + ~ ) - f ( ~ + h - o )  = n ~ J f ( u ) c o s  F, a a .  

x 

C'est précisément la formule (A'). 
Donc, l a  fortnule (A') a lieu pour toutes les valeurs réelles et positives 

(zéro y compris) de  x, quelle que soit la  folzction f ( a )  assujettie à la  seule 
condition d'être à variatiova borolzde dans  l'intervalle (x, x +la) .  

Il est évident, enfin, que la  restriction que x > O n 'a  r ien d'essentiel et 
que l a  forntule (A') subsiste toujours, quelle que soit l a  valeur réelle de S. 

II. 

10. Montrons maintenant que l a  formule obtenue (A') présente e n  effet 
une  origine comm,une de l a  plupart  de formules les plus  importantes de 1'Ana- 
lyse, partni lesquelles je citerai, par  exemple, celles d'Euler,  de Poisson et de 
Lagrange-Fourier (concernant la théorie des séries trigonométriques). 

Indiquons tout d'abord une transformation simple de Ia formule (A'). 
L'analyse précédente montre qu'il existe toujours un entier n = no tel 

qu'on ait (JC) 

c étant un nombre positif donné à l'avance. 

(*) On désigne, comme précédemment, par S,, la somme 
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Reinplaçons, dans cette inégalité, la fonction f ( a )  par 

7C (0:  -LE) 
f (0:)  cos f 

ce qui est évidemment possible, car cette fonction est à variation bornée 
dans I'intervalle (x, x -+ h). 

L'inégalité (39) devient 

où l'on a posé maintenant 

( a - )  ( ~ R + ~ ) x ( z - X )  
h 

COS 
h 

d a. 
k=O 

En se rappelant que 

on peut présenter la somme S', sous la forme 

x 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

L'inégalité (40) s'écrira 
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Or, f (a)  étant, par l'hypothèse, une fonction à variation bornée, on a 

H étant un nombre fixe. 
Il s'ensuit qu'il existe un entier no tel qu'on ait 

] A , J < E  pour n s n o .  (4e) 

Le nombre no étant choisi de la manière indiquée, on aura, en vertu 
de (41) et (4.9, 

ce qui conduit à l'égalité 

11. Supposons maintenant que f ( a )  soit une fonction à variation 
bornée dans l'intervalle (x, x + in h), n désignant un entier quelconque. 

Remplaçons dans (A') x par s + ( j  - 1 )  k, j  étant un entier plus petit 
ou égal à n. 

Il viendra 

aFtjh 

- - (- 1) J-1 - ( 2 k + I ) n ( a - z )  
h da. 

h k=O 
x+(j-l)h 

Donnant à j  toutes les valeurs entières à partir de j = 1 jusqu'à j = rz,, 
multipliant les équations ainsi obtenues par (- l)j-' ( j  = 1, 2, . . . , n) et ad- 
ditionnant les résultats, on arrive à la formule 

= f ( . : + O ) + ( - 1 ) " - ' f ( z + n h - 0 )  - 
acfnh 

(KI) 

4 
- - 5 Jf (a) cos (9 k + 1) 7C (a - X )  

h 
d a. 

h k O  
03 - 
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Si nous s'upposons, en particulier, que f ( a )  soit  continue, cette formule 
deviendrm 

n-i f ( ~ ) + ( - l ) ~ f ( ~ + n h ) ) -  

j=i 

Le même procédé, appliqué à la formule (B'), nous coiiduira à la sui- 
vante 

Cette formule préseuzte u n e  généralisation de  la formule de  Poisson et se 
réduit cdle-ci, si n o u s  supposons  que f ( a )  soit u n e  fonction co~zt inue,  à savoir 

1%. Supposons que f (a) soit une fonction à variation bornée pour toutes 
Tes valeurs de cc et que f (2) tende vers zéro pour a = ûs (sr restant toujours 
positif). 

Le6 formules (A',), (A,), (B',) et  (B,) ont lieu quel que soit l'entier rt. 

Cmsidérons, par exemple,, la formule (A',). 
Popons , 

a+nh 
bD P ( B k + I )  * ( a - -  4 d d a .  a.= J f ( a )  cos- 

k=O h 
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Faisons n tendre vers l'infini et supposom que la série 

converge. 
Désignons par S sa somme. 
On trouve, en tenant compte de (43) et de (A',), 

Supposons encore que la fonction f ( a )  soit telle que l'intégrale 
. . 

ait un sens bien déterminé et qu'il existe un nombre A, assez grand, et  un 
autre 8, assez petit, ne dépendant pas de k et tels qu'on ait 

IH,I<S pour z > A .  (45) 

Supposons, enfin, que la série 

converge et désignons sa soinine par G. 
Posons 

-. 

- 5 J <ci> cos ( ! 2 k + I ) n ( a - x )  
'-ie-o h a, 

x 
désignant un entier. 

D'après les hypotlikses faites plus haut, on peut. trouver un nombre 
p. = p,  tel qu'on ait à la fois . , 

e étant un nombre positif donné à l'avance. 
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Considérons la différence 

- E 1 f(a )  cos %on - G ~ o  - kO (2k+l )7+-@d Re 

h 

En entendant par p, un nombre fixe choisi de la manière- que les iné- 
galités (46) soient satisfaites à la fois, on peut toujours trouver un entier 
n = no, assez grand, tel qu'on ait 

x + n h > A  pour nFmo. 

On aura alors, en ayant égard à (45), 

I ~ ~ ~ n - ~ ~ ~ I < ( p ~ + - i ) ~ = r i  pour n$l.zo, 

ri étant un nombre positif s'annulant en même temps que 8. 
Cette inégalité et celles de (46) conduisent à la suivante 

) ~ , - ~ 1 < B s + n  pour n F n o ,  

d'où l'on conclut, en tenant compte de (44), 

c'est-à-dire 

Cette égalité étant établie, on tire de la formule (A',), en y faisant n 
tendre vers l'infini et en tenant compte des hypothèses faites plus haut, 

Si f ( c r )  est une fonction continue, on aura 
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13. Appliquant les mêmes raisonnements à la formule (B',), nous ob- 
tiendrons la formule suivante 

et, si la fo~ct ion  f (a) est continue, 
' 

Les formules obten es (B',) et (B,) ont lieu sous les mêmes hypothèses 
que celles de (A',) et (A,). 

Les formules (A',) et  (B',) conduisent encore aux suivantes 

se réduisant à 

02 m 
00 1 l m  k x  (a- z) z f ( z + p k + i ) q = =  %Jî (a)dr -+  n z (- ~ ) ~ J i ( a ) c o s  

k d  
d ~ -  (Cl) 

k 0  
x iÿ 
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et 
w 

00 

k=l 
x 

w (C'd 
1 k n (cr - x) + h 2 l f  ( a )  'Os h - d a, 

k=l 
x 

si la foriction f ( a )  est continue. 
Les formules, obtenues aux n.08 10-13 et ne présentant que des transfor- 

mations simples d'une. seule formule fondamentale (A',), contieîmeizt comme 
des cas particuliers celles de Poisson et de Dirichlet et sont susceptibles de 
plusiews applications importantes. 

14. Il est aisé de conlprendre maintenant que la formule ( A )  condzhit 
aussi à la fornzu.le sommatoire d'Euler. 

Supposant, en effet, que la fonction f ( a )  admette les dérivées de divers 
ordres, posons 

Désignons pa.r K, I'in tégrale 

x 
On trouve 

Moyennant cette formule récurrente on trouve 

+,"h 
B k n ( u - x )  

K. =\ f (a) cos 
h 

d a =  

x 

Substituant cette expression de KO dans la formule (BI'\, on obtient 
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où l'on a posé 

x+nh Bkn  ( c r - X )  
(2m) w 

COS -- 
h 

= (- i ~ m  Bh2'-1 f (') (kzi 

(2  T)'2*% 
x 

C'est la formule ce'lèbre d'Euler avec l'expression du. reste R,, donnée par . 

Poisson. 
La formule (z) contient les nombres définis par les séries 

et les fonctions de i définies par les séries infinies 

On sait, depuis EULER, que les nombres (47) sont des nombres ration- 
nels et  que les séries (48) sont égales aux polynonies en 5. 

Nous verrons plus loin que ces propositions classiques résultent irnnzé- 

diatelnent de la même formule fondamentale (A) qui nous a conduit à la 
formule (E) d'Eztler. 

15. Si nous appliquons les transfornialions du n.O précédent à la for- 
mule (A,), nous obtiendrons une autre formule, analogue à celle ~ 'EULER,  
à savoir 

b 
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La formule (É) peut avoir certaines applications intéressantes analogues 
& celles de la form~le d'Euler. 

Les now&res A', et les fonctions de la forme 

sont de même rationnels, ce qui résulte imnmédiatenzent de la formule fonda- 
mentale (A,) pi nous a conduit à la formule (&'). 

On pourrait obtenir d'autres forniules analogues à celles de (s) et (E'), 

mais nous n'insistons pas sur ce point. 
16. Montrons maintenant que la théorie générale des séries trigo+zonzé- 

tr ipes ,  créée yar LAGRANGE (*) et FOURIER, résulte aussi comme zcne application 
de la formule fondamentale (A') [ou (B')]. 

Soit f ( c c )  une fonction à variation bornée, coinplbtement déterminbe dans 
un intervalle donné (0, h) (1) O). 

Formons la fonction cp (a) définie dans l'intervalle (0, 2 h) par les con- 

Écrivons l'intégrale 
x+h 

B 

sous la forme 

0 
On trouve, en ayant égard à (49), 

(*) Mécanique Analytique, T. II. 
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Appliquons maintenant la formule (B') à la fonction qr (a), en entendant 
par x une valeur de u  comprise entre O et h. 

En remarquant que, en vertu de (49), 

on obtient, en ayant égard à (50) et (51), 

où l'on a posé 

2 k ; r u  
" h  

a) cos - 
h da ,  

O O 

B k n u  
a )  sin - 

h 
d cc. 

O 

On retrouve ainsi le théorème classique sur le développement d'une fonc- 
tion arbitraire en série de FOURIER (LAGHANGE) SOUS la forme générale indiquée 
par M.  JORDAN. 

La formule (58) serait en défaut, si x était égal à l'une des limites O ou h. 
Mais i l  est aisé de calculer la somme de la série (52) dans ces cas limites 

moyennant la même formule (B'), qui donne 

Cette formule reste vraie, comme nous l'avons montré plus haut, pour 
toutes 'les valeurs réelles de x. 

Annali di Matematka, Serie III, Tomo XXI. 12 
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Il 'suffit de poser dans l'égalité précédente a = O, pour arriver, à l'aide 
de (49), à la formule 

Or, le second me.înbre de cette égalité représente la valeur de la série (69) 
pour x = O qui est airzsi déterminée. 

On arrivera de la même manière au  mênie résultat pour s = h. 
Si nous supposons, en particulier, que f (a) soit une fonction continue, 

la formule (58) deviendra 

Uans ce cas la série du second inenîbre de cette égalité converge uni- 
formément dans l'intervalle (0, h). * 

17. Nous avons obtenu le résultat précédent en prenant pour le point 
de départ la formule (B'). 

Nous arriverons à un autre développement, qui présente aussi un cer- 
tain intérêt, si nous transforn-ions de la manière analogue à la précédente 
la formule fondamentale (A'). 

La fonction à variation bornée f (a) étant déterminée dans l'intervalle (0, h), 
formons la fonction <p (u) définie dans l'intervalle (0, 8 h) par les conditions 

Considérons l'intégrale 

On trouve, en tenant compte de (54), 
h x+h h. 

G, =j + 1 = jf (R) cos ( 8 k t  1) ~ ( a - x ; )  
h 

d a -  
ce k n 

O -If (2) cos ( 8 k + i ) n ( a t h - x )  
h 

d a =  

O 
k 

(55) 

(9 k $- 1) ( a  - =Jf(u) cos h ") d a. 

O \ S 
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Appliquons maintenant la formule (A') ii la fonction cp (oc) qui est évi- 
demment une fonction à variation bornée. 

On trouve tout de suite, en vertu de (54) et (55) ,  

où l'on a posé 
h 

B 
a. = -If (a)  cos 

h h 
O 

On arrive ainsi à une nouvelle forme du développement d'une fonction 
arbitraire en séries trigonométriques. 

La formule (56) reste vraie pour toute valeur de .:, comprise entre O 
et h, mais devient, en général, illusoire pour les valeurs limites de s = O 
et de x = h .  

Or, la somme de la série (56) se détermine aisément pour ces dernières 
valeurs de x à l'aide de la formule (A') appliquée à la fonction (cc), si l'on 
y fait x = O ou x = h. 

011 trouve, par exemple, pour .: = O 

Or, le premier membre de cette égalité représente évidemnîent la valeur 
de la série (56) pour x = O qui se trouve ainsi déterminée. 

Nous obtiendrons de la même manière le même résultat pour m =W. 
18. Le développement (56) mérite une attention particulière, Il présente 

une transformation de la série qui figure dans le second membre de l'éga- 
lité (A') et  telle qui ne change pas la loi de sa convergence. 

Donc, toutes les fois que la série (A') converge absolument, il en sera de 
même de la série (56).  

Or, nous avons dit au n.O 7 que la série de la formule (A') converge 
absoizcment, si la fonction continue f (a) satisfait à la condition (31). 

On arrive ainsi à cette propositiori; 
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Toute fonction f ( a )  susceptible de la forme 
a 

.f (4 = I P  ( E )  d E + Q, 
O 

( E S )  étant une fonction quelconque intégrable dans t'iîztervalle (0, h), C étant 
une constante, se développe, dans l'intervalle (0, h) ,  en série trigo~~owiétrique 
de la forme 

qui converge non seulement uniformément mais encore absolument. 
19. Remarquons, enfin, que la formule célèbre de Fourier 

qui s'en déduit d'ordinaire du développement de la fonction f (x)  en série 
trigonométrique, trouve aussi son origine d a n s  la formule (A'). 

En effet, écrivons la formule (A') sous la forme 

-- n 
n ( a  -x) d a. (59) 

h Y, - - IimJfb) sin ," 

En remplaçant x + h par x,  on trouve encore 

9(n+ 1)7; (a-LX;)  sin 
f ( X  - 0 )  - f ( x  - h + O )  = 

h 
d a .  (59,) sin 7C (Lx - x) 

x-h h 

Supposons maintenant que la fonction f ( x )  soit définie pour toutes les 
valeurs réelles de x et qu'elle satisfasse à toutes les conditions connues, suf- 
fisantes pour l'exactitude de la formule (58) de FOURIEH (Voir à cet égard 
C. J O R D A N ,  Cours d'Analyse, T .  I I ,  Paris, 1894). 

Supposant que h et n tendent vers l'infini et en appliquant à l'intégrale 

sin DL (n + 1) 7t. (a  - X )  

2/f<ct> h 7i ( a  h  - x) d a  
x sin F, 
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les transformations usuelles (Voir C. JORDAN, loc. cil.), on arrive à la formule 

Les mêmes transformations de la formule (69,) conduisent à l'égalité de 

La formule (A') conduit ainsi  à deux formules (60) et (61) qui  déterminent 
séparément les expressions 

sous la forme des intégrales définies doubles. 
La formule (58) de Fourier n'est que la somme de celles-ci. 

80. Il est aisé de coinprendre que les formules (52) et (56), soumises 
aux transformations analogues aux précédentes, conduisent aux formules 
anitlogiies à celle de FOURIER 

On obtient, par exemple, à l'aide de (52),  

la formule qui subsiste pour toutes les valeurs positives de x, sauf pour x =O. 
Si f (x) est une fonction continue, les formules (GO), (61) et (629, con- 

venablement combinées, conduisent aux autres représentations de la fonction 
f (x)  à l'aide des intégrales définies, parmi lesquelles nous signalons, sans 
entrer en des détails, les suivantes 

d t .  
x O 

Ces relations subsistent pour les valeurs positives de x, différentes de 
~ 6 ~ 0 .  
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III. 

81. Nous avons montré que les diverses formules soiiiniatoires, nnn- 
logues à celles de POISSON-DIHICHLET, ~'EULEH-MACLAUHIN, lil théorie des séries 
trigonométriques, la formule de FOURIER et les autres formules que nous 
avons indiquées plus haut, ont leur origine commune dans une seule for- 
mule générale (A'). 

Passons aux autres applications de cette formule, en faisant diverses 
suppositions particulières au sujet de la fonction f ( a )  qui restait jusqu'à 
présent arbitraire. 

Ces applications, peut-être non moins intéressantes, sont, conime nous 
l'avons déjà dit, très nombreuses. 

Ne croyant pas possible d'augmenter considérablement les dimensions 
de ce travail, nous nous contentons, dans ce dernier Chapitre, d'indiquer 
b~ièvement quelques résultats sans reproduire l'analyse détaillée. 

88. Appliquons tout d'abord la forinule (B,) à la fonction 

COS p O! 
f ( a )  = E 2  + x P  ' 

5 el fi étant des paramètres, en y faisant ~ç = O, h = 1. 
On arrive aisément à la formule 

pour O < fi < 9 n, ou, plus généralement, 

pour 
9 x m < F < 2 ( m + I ) z ,  

m étant un entier quelconque. 
Remplaçant 5' par 5, on déduit de (63) par différentiation 
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En intégrant (63) par rapport à P et en différentiant ensuite le résultat 
par rapport à [, on trouve 

Ndus avons ici une dé~nonstration simple, ne dépendant p m  de la théorie 
des séries trigonométriques, des formules générales (64) et (64,) qui, dans le 
cas particulier de 5 = 0, se réduisent aux formules usuelles qu'on déduit 
ordinairement d'une manière beaucoup plus compliquée de la théorie des 
séries ,de B'OURIER (Voir, par exemple, KRONECKER: Vorlesungen über die 
Theorie der einfachen und vielfachen Integrale, Leipzig, 1894, pp. 104110). 

Les propriétés fondamentales des nombres défiais par les séries infinies 

et des polynomes de Bernoulli 

auxquels se ramènent les fonctions (64) et (64,) pour 5 7  0, découlent sans 
peine des formules (64) et (64,). 

On pourrait déduire de ces formules un grand nombre des autres for- 
mules classiques, dûes principalement à EULER et CAUCHY, mais nous croyons 
inutile de nous en arrêter. 

93. Si l'on fait, dans la même formule (B,), 

f (a )  = e-tu COS ,f3 a,  4 > 0, (65) 

on arrive tout de suite à la formule 

Faisant ensuite, dans (B,), 

f ( E )  = e-ra'sjn f3 a, 

on obtient de la même manière 

m B 2 e-Ek sin k p = 
k=l 
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Nous avons, dans ces formules bien connues, un exemple de transfor- 
mat ion  d 'une série infinie e n  une  autre à l 'aide de la f o r ~ ~ ~ u l e  (B,). 

24. Si nous appliquons aux fonctions (65) et (65,) la formule fonda- 
n~entale (A) ,  nous obtiendrons, aprés quelques transformations simples, les 
formules 

dont la première se rencontre presque dans tous les traités du Calcul infi- 
nitésimal, la seconde est moins usuelle, mais non moins importante. 

Ces fornzules conduisent à un grand nombre d'autres formules souvent em- 
ployées dans t'Analyse, iriais nous ne pouvons pas entrer ici dans ces détails. 

Remarquons seulement, pour un exemple, qu'elles se transforment d'une 
manière fort simple en suivantes 

D'autre part, si nous multiplions les mêmes formules respectivement par 

c o s m t d E  et s i n r n t d t  

et intégrons les résultats entre les limites O et +cm, nous obtiendrons 
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25. Appliquons encore la formule (BI) (n.O 11) à la fonction 

a et b étant des constantes positives, étant une quantité comprise entre 
O et B x. 

Si 
a>O, b>O, OZP<Bx ,  

nous arriverons à la formule 

Si 

nous aurons 

1 
m 

 COS^^ sin a x e(B-@ + e-(B-zix 
k=o ebtka - 1 = 2 (eb -- lï+leb + eeb - '2 cos a s ezx - e-nX d x .  (71) 

O 

Les formules (70) et (71 ) présentent les nouveaux exemples de ta transfor 
nzation des séries infinies en intégrales définies et inversement. 

La série 

représente une généralisation de la série célèbre de Lan~bert jouissant un rôle 
important dans la théorie des nombres et se réduit à celle-ci, si l 'un pose 

b=a, Cj=O. 

Dans ce cas on arrive à cette expression de la série de LAMBERT à l'aide 
de l'intégrale définie 

1 
P ( a ,  a, O ) =  P ( a ) =  X -,,--= 

1 1 - - log ( 1  - e-") +- 
k=l e - 1 2 (ea - 1) a 

A n ~ a l i  d i  Matewatiea, Serie 111, Tomo XXI. 13 
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Remarquons que la formule connue do SchZonailch et Stieltjes 

00 
I, = lim j(1- cos a n  s) cotg - - - 

n=iO 
O 

( 9 a s  7 e B x x - 1 9  

C est la constante  E EULER (MACHERGNI), résulte aussi oomwze une simple 
transformation de la formde (B,) appliquée ii ta fonctiovt (a) .  

86. Si nous appliquons la formule (B,) à la fonction a en y faisant 

13 = n, 

nous arriverons, après quelques transformations élémentaires, à Ia forniule 

cotg - - - dx: . . 

o .  

C'est une formule. analogue a celOe de Stieltjes ccmcernant la s&ie de 
Lambert. 

Elle conduit, entre autres, à ce développement seini-convergent de se- 
conde espèce 

analogue au développement connu de la série de LAMBERT, dû par SCHLO- 
MILCH et STTELTJES (Bk étant Ies nombres d e  BERNOULLI). 

W. Les furmules (70) et (71)  peuvent condaire au% autres démloppe- 
wents des séries, qui figurent dans las prewiers membres de ces égalités, à 
savoir b leurs développenzents en séries semi-convergentes de première espèce 
(analogues a la série de STIRLING) qui peuvent serzrir avec sztccès du. calcul 
approcha des séries en question pour les valeurs données de a, b et p. 

Moyennant les formules, indiquées aux nos précédents, il est aisé d'établir, 
par exemple, la formule 
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Les Dj ( j  = 1, 9, 3 , .  . .) sont les polynomes en 

i 5 = --- 
ieb- 1 

de degré 2 j de la forme 

où a, ( S  = 1 ,  '2,. . . , '2 j )  sont les nombres dont l'expression générale a été 
donnée par MALMSTEN (Grzcnert7s Archiv, Bd. Vi, p. 45). 

Le calcul de D j ,  pour chaque valeur donnée de b, ne présente pas de 
grandes difficultés, au moins pour les valeurs de j pas assez grandes. 

Les formules (78) et (70) conduisent à une formule qui peut servir avec 
succès de calcul approché de la série 

surtout pour les valeurs de a assez petites et de celles de b assez grandes, 
car il est aisé de s'assurer que e'arreucr cowmise, en faisant mage de la for- 
mule (78) pour calcul de la sep.ie (73), est toujours moindre en valeur absolue 
que le premier des termes négligés et cette erreur, pour les valeurs de nJ n e  
surpassant pas une certaine limite G, a le *&me signe que celui du terme 
négligé. 

Cette formule s'applique au calcwl approché de la série de Lambert; pour 
cela il suffit de poser 

b = m a ,  
918 étant un entier. 

Si i'on pose, par exemple, 

nous obtiendrons la valeur approchée de la série 
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avec une erreur moindre que 
2s. 10-14. 

Si l'on fait 
ea = 8, n = 4, 

l'erreur comniise sera moindre que 

192. IO-l6 

La somme de la série (74) étant ainsi'calc~ilée, il iie nous reste qu'à 
calculer avec l'approxinintion convenable la sotiiine 

m-i 1 
E -  I~=O ekn - l 

~ i o u r  ohtenir la soiiime de la série de LAMBERT avec approxitiiation voulue. 
Nous avons indiqué un exemple de l'application de la foriiiule (70), mais 

il est aisé d'en déduire des autres en donnant diverses valeurs particu- 
lières à p. 

De cette manière on arrive, par exemple, au  d4veloppement 

03 @-jb 1 >a 8" - 1 -- B D aZ" - E r -  9 (eb - 1) j=i j J j=Le +l 

ayant les 1.1hêîaes propriétés qzce le développement précédent. 
98. Appliquons la formule (A,) à la fonction 

f (u )  = e-xacos y u. d> (" - , 
( )  "-' 9 n  j u  

= x cos - . 
j=O n 

On arrive, après quelques transforniations, aux forniules 

ri.-1 sin y n (- 1)"+, ~t exm-(-l)n2cosyn+e -,, . = j = ~ e ~ + ~ e o s ( y + ~ ) + e - ~  Z 
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Posons 
ex - e-= sin y 

9 F2 (a, Y) = e" + e-" + 9 cos y (76) 

Les formules (75) et (75,) conduisent tout de suite aux théorèmes de mul- 
tiplication par u n  entier n des arguments x et y des fonctions (76), à savoir 

n F ,  (nx, n y ) =  

Ces formules sont susceptibles de plusieurs applications intéressantes et 
contiennent, comme des cas particuliers, diverses formules siinples jouissant 
un rôle important dans l'Analyse. 

Indiquons, comme un des exemples, les formules suivantes 

ex t e - "  - 9 cos y 

e - e  

De ces formules résultent, comme des cas limites (pour x = cm), les re- 
lations 

II. 

cos y n = 8"-' n sin 
j=1 

n-1 
sin y n = 8"-' n sin 

j=O 

n 
cos y n = 8"-' n cos pour n impair, 

j=l 
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dont la dernière joue un rôle important dans la théorie de la division dos 
angles et dans la théorie des résidus quadratiques. 

89. Indiqztons encore une application de la forrnzcle fondawentale ( A )  
a la sowzmation de la série 

OD sin" k 
E - - y  

k=l kn 

oh m et .n sont des entiers satisfaisant aux conditions 

n S m ,  sn+ n est un nombre pair. 

Posons dans la formule (C' , )  (n.O 13), 

Moyentiant les formules 

m-n 
J c o s  P 8 ;: sinm 5 - 9 z m 

dx;=(-1) -- 
grn r (w)  Sn-,, si s < - .  

O 
Y! 

nous obtiendrons ces formules: 

m -n " sin" k P - 
'2 X x --- = 

k=i k" - ( $ PZ, (e, O) + 2 PZ, (fi, 8 k z)) , (79) (- 1 
o p - 1  (% - 1) , k=i  

" sin'"lc$ x ' 1 ko E T=- (-PZ, (p, O) + Z PEI (P. B k 
ksi 8"-' (nt -- 1) ! 9 k=i 

si n = nt, où l'on a posé, en général, 

(*) Dans le second membre de cette égalité il faut conserver seulenient les terines ne 
contenant que les puissances des quantités positives. 
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et k, désigne le plus grand entier contenu dans le nombre 

Les formules (79) et (79,) montrent que la série &finie 

sin" k @ 
Z --- 

h i  JZ" 

représente' toujours u n  polynorne en de degré n - 1, si n < m, et ce de degré sn, 
si n = rn, quels que soient les no~nbres n et rn satisfaisant aux conditions (k). 

Ces formules générales sont susceptibIes à plusieurs applications intéres- 
santes. 

Si nous supposons, par exempIe, que nz = n  et que m et n soient des 
nombres pairs et fi =O,  nous obtiendrons la somme de la série 

et, puis, après quelques transformations simples, cette expression pour nombre 
de Bernoulli B, 

Les nombres entiers 

qui figurent dans le second membre de l'égalité précédente,. sont analogues 
à ceux de BRLNKLEY. 

Donnant les a ~ t r e s  valeurs particdières c i  F, nows obtiendrons diverses 
formules de la sonzmntion de différentes séries numériques, par exemple, des 
séries 

(*) La série, x: étant un entier, doit être prolongée seulement jusqu'au de r~ ie r  des termes 
qui renferment des puissances des quantités positives. 
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et de plusieurs autres. 
Si l'on pose, par exemple, m = 3, on aura 

L a  demi-somme des séries 

donnera l a  somme de l a  série célèbre d'Euler 

c'est-à-dire la  somme de l'expression 

qui joue un rôle important dans la théorie des nombres. 
On aura, par exemple, 

30. L a  théorie des fonctions Gamma d'Euler peut être déduite comme 
u n e  application particulière des forwules (A , )  et ( B , )  d u  n.O 11, ou, ce qu i  re- 
vient au méme, de l a  formule fondamentale (A). 

Pour cela il suffit de poser, dans (A,) et (B,), 

Dans ce cas on arrive sans peine aux formules suivantes 
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2 log ( i t - 1 ) ( i t 3 ) . ' . ( E i - 2 n - 1 )  =log[(E+9n)+o(E)-o([+2n), @Ol) 
(5+2)(5+4) ... ( 4 + 2 n - 2 )  

Remarquons que la seconde de ces formules peut être considkriie comme 
une simple transformation de la première. 

Donc la théorie des fonctions Gamma n'est qu'une conséquence d'une seule. 
formule (SO), fondawtentale dans cette théorie. 

La formule (80,) conduit tout de suite à la formule de WALLIS; il suffit 
d'y poser E = 1, pour en déduire 

[B.4.. .Bn]" - 
log [3 . 5  . . . (2 n - i)12 (2 n + 1) = log 2 - o (2 n + l ) ,  

9 

en remarquant que 
X 

O (1) = log - . 
2 

On obtient la formule de Wallis avec un terme complémentaire sous la 
forme d'une intégrale définie w (2 n + 1) [voir ( S I , ) ] .  

Si l'on fait, dans (SO), s'= 1, nous obtiendrons la formule 

c'est-à-dire la formule de Raabe. 
Moyennant ces formules et en posant 

1 1 
log r ( E )  = p (6) - E + ( i  - log 5 + - log B n, 2 

il est ais6 de transformer la formule fondamentale (80) en la suivante 
i 

fi+&, 
e-w-l)  n 

log r ( E )  = lim log 
Jzx 

E ( 5 i - l ) . . . ( E t n - 1 )  

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXI. 14 
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On arrive a ins i  a u x  fortnules de Goudermann et de Gauss (83) et à la 
for?nule de  Binet  (82). 

Xous avons supposé que [ > O  (ou que la partie réelle de [ soit posi- 
tive), mais il est aisé d'étendre la notion de la fonction ( i )  ou, ce qui re- 
vient au  même, de la fonction r (5) à toutes les valeurs réelles ou complexes 
de la variable E .  

Pour cela peut servir la même formule (80) qu'on peut prendre pour 
la définition de la fonction p, (t), en donnant une définition déterminée pour 
logarithme et une valeur convenable à l'entier arbitraire n qui entre dans l'in- 
tégrale p, (n + E) .  

La formule (83) peut être remplacée par la suivante 

1 . 9 . 3 . . . n . n n - '  
log I' (5) = log 

E(5-t-1)  ... ( 5 t n - 1 )  + Rn(:- j ) ,  

On obtient la  forwt.de de Gauss, avec le terme comnplémentaire Rn (5 - 1), 
'comme une  sintple conséquence de l a  forwtzcle fondamentale (80). 

Ces remarques suffisent pour faire comprendre que tous les détails de 
la  théorie générale de la  fonction Ganzma décodent en  effet d'une seule formule 
(80) qui ,  de son côté, ne  présente qu'une application particulière de l a  fonwuie 
générale (A). 

31. Sans pouvoir reproduire ici toutes les conséquences de la for- 
niule (84), (Sb,), je vais  signaler seulement les développements senvi-convergents 
pour les pavties réelle et imaginaire de la folzction 

log r ( b  ) i cc) 

qu i  résultent de Za formule dont i l  s'agit. 
Si l'on pose 

log r (b + i a )  = R (b,  a )  eiecbJa) , 
nous aurons 
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Pour le cas de b = O ces forrnzcles se rbluisetzt ic celles de Stieltjes (An- 
liales de l'École Norinale, 1586). 

Dans le cas général on obtient les ddueloppements setni-convergents de la 
nature de la série de Stirling, à savoir 

3 a log K (b, a )  = - log 2 n - I + log (a2 + 1') - a . artg - -- / 9 A I 

n a a a .  
o(b, a ) = . - - a + - l o g ( n a + i 2 ) +  h + -  artg--artg-- \ 

2 2 ( 8) 1 b 

a - artg - - . . . -- a 
b 4- 1 artg - - I ( i (8%) 

8,"-, (a) sont des polynomes mgpartenard aux polynomes de TCH~BICHEFP, à 
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savoir les polynomes de JACOBI dont les nombres caractéristiques a et (3 
1 sont égales à - et qui se déduisent de la formule ~'EULER-LAGHAKGE 2 

( 
8'JE.k 

cos 2 k cp = (- 1)" 1 cos2 y + g4 k (Tc + 1 )  k (k  - 1 )  
4! COS' pi - . . . .8! 

+ (- l ) k yk - '  c0sZkcp 

Les restes R, et R', ont les expressions suivantes 

Les fonttules (83.) et (85,) fournissent u n  moyen commode d u  calcul ap- 
proché de log R (b, a )  et @ (b, a )  pour les valeurs données de b et de a (*). 

38. La forvnule (80) conduit azcssi à l a  théorie des fonctions Gamnma 
d'ordre supérieur, c'est-à-dire des fonctions qui  portent aujourd'hui le nonz 
des fonctions de ~ i n h e l i n .  

Il suffit d'intégrer successive~nent la formule (80) par rapport à 5 entre 
les limites. 1 et 5, pour en déduire une suite de forinules analogues qui 
jouissent par rapport aux fonctions 

r1(5), 2 .  n ( 5 )  
le même rôle que la forrriule primitive (80) par rapport à la. fonction Gtt~i~iiia 
~ 'EULEH qui peut être appelée fonction Gnmkha de l'ordre zéro [r, (t)]. 

On peut aussi déduire ces formules directement des forinules géné- 
rales (A,) et ( B I )  en y faisant 

f (@) = (5 + log (;2 + x ) ,  
1 étant un entier. 

Nous obtiendrons ainsi les formules tout B fait analogues celles de (90) 
et (80,) jouissant le même rôle daris la théorie des fonctions rl (Sj que les 
forinules (80) et (80,) dans la théorie des fonctions Euleriemes. 

(*) On peut supposer d'ailleurs que b < 1, a>:O, 
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Toutes les propriétés des fonctions ri (0 se déduisent de ces for+wuJes à 
l'aide de transformations identiques à celles que nous venons d'appliquer aux: 
formules (80) et (80,) pour en déduire 10 théorie des fonctions i', ( E ) ,  et l'ana- 
logie complète entre les fonctions ri ([) et les fonctions Euleriennes se manifeste 
dans toute la clarté. 

Les dimensions de ce Mémoire ne nous permettent pas de développer 
l'analyse correspondante et nous nous bornerons ici par les remarques som- 
maires que nous venons de faire. 

33. Cornine une autre application de la formule (SO), .nous indiquerons 
les forn~ules d'interpolation du produit 

pour les valeurs assex grandes de n. 
On obtient aisément, moyennant quelques formules indiquées plus haut, 

les inégalités 

analogues mais beaucoup plus commodes que celles qui ont été établies dans 
un de mes travaux antérieurs par un procédé plus compliqué (Voir aussi 
1. I V A N O F F ,  Co.înmunications de la Société Mathém.. de Kharkow, 1889). 

34. Remarquons enfin que la diffdrentiation de l'égalité (80) peut con- 
duire à la théorie des fonctions analogues à la fonction F; ( p )  de Riemann ainsi 
qu'ci la théorie de cette dernière fonction, mais nous n'aborderons pas ici cette 
question en nous bornant à la remarque faite. 

35. Faisons dans la formule (B,) (n.O 13) 

e-ua cos v u 
f(+ ((+q - 9  

supposant d'abord que 

9 2 0 ,  - la partie réelle de ~ 2 0 ,  E>0, 

et que la partie réelle de p>0, si au  moins l'une des quantités u et v est 
différente de zéro, et que la partie réelle de p > 1, si u = v = 0. 
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Dans ce cas toutes les conditions du n . O  18 sont satisfaites e t  la fornlule 
(B,) conduit, après quelques transformations simples, à la suivante 

CO 
eL ee-t 

+ 2 S e i 6  (L -- t 
- - - 

r ( P I  8 et -+ eë* - 2 cos v t' + u" 
O 

\ 
/ 

Cette formule est' susceptible de plusieurs applications dord ;hous allons 
indiquer brièvement quelques-unes les plus intéressantes. 

Faisant, dans (SG), u= u = O ,  on trouve 

d'où l'on tire ensuite 

n étant un entier arbitraire. 
La formule (87) peut être considérée comme un cas limite de (88) pour 

n = ao et peut s'écrire 

Cette formule subsiste pour toutes les valeurs positives de p. 
La for~ttule (87) se transfomte aishzent en la suimnte 

1 1 
Co 2, 

B dx 5(5,pi=--+- 92 4" ( p -  1)P-1 + 9 [(cc' + 5 ' )  - sin ( P  nrtg ?)+, - , a (90) 
O 
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L'intégrale du second membre de cette égalité représente une fonction 
de p uniforme dans tout le plan de ln variable p, si l'on suppose au  moins 
que 4 soit réel et positif, n'ayant qu'un seul point critique p = 1 qui est un 
pôle simple. 

La folzction '! (5, p),  définie aimi par l'éqzcation (go), représente une gé- 
néralisation de la fonction [ ( p )  de Riemann et se réduit à celle-ci pour 5 = 1. 

Les for~nules (87), (88), (89) et (90) perinettent de démontrer plusieurs pro- 
priétés importantes de la fonction < (< ,p )  et, en particzclier, de la fonction ( (p) 
de h'iewzann. 

La formule (90) se ramène, pour 6 = 1, à la formule déduite par M. E. LIK- 
DELOF par un procédé tout à fait différent dans son Mémoire Sur une for- 
mule sontatatoire générale (Acta societatis scienciaruiii Fennicae, T. XXXI, N. 3). 

La forrnule (89) conduit aisdment à ce développement de < (i, p)  en série 
sewzi-convergente ayant toutes les propriétés de la série de Stirling 

1 
t 

1 - 1 - w9 p)=kzl(5+k).  ( p -  l)([+lz).-l 2 ( r r  + 

Pour p > 1 cette formule coïncide avec celle qui se trouve dans l'Ou- 
vrage de M. A. MAHKOPF : Calcul des différences finies (Odessa, 191 1, en russe). 

Pow 5 = 1 on retrouve le développement de la fonction de Riemann < ( p )  
obtenu par III. Lindelof dans son Mémoire cité plus haut par ulz procédé dif 
fdrent. 

Quelques applications intéressantes de cette série au  calcul numérique 
des valeurs de la fonction ( ( p )  pour 

le lecteur trouvera dans le Mémoire de M. LINDELOF tout à l'heure cité. 
La fortnule (88) ne perd pas son sens rnêgne pour p = 1 et conduit aux 
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formules 

Faisant  5 = 1, o n  retrouve l'expression de la  constante d'Euler sous la 
forme de l'intégrale définie et le développement de cette constante e n  série de 
Stirling. 

36. Considérons encore le cas particulier où 

La formule (86) peut alors être transformée en la suivante 

où l'on désigne par 1 i e-" l'intégrale 

De cette fovmule o n  peut déduire sans dificulté le déueloppement conna 

dt2 à Euler. 
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D'autre part, elle représente un développenzent de la fonction l i e-" en série 
semi-convergente de même nature que celle de Stirling. 

Elle peut s'écrire aussi 

-1 -- 

8 k . nZ" 
(e- log~)z , - ,  + R', , 

et peut servir avec succès du calcul approché de l'intégrale 

Si l'on pose, par exemple, 

q = e-', c'est-à-dire x = 5, 

il faudrait calculer non moins que vingt-cinq termes de la série (91) pour 
arriver au même degré d'exactitude que fournit la formule (98) pour 

Faisant, pour un autre exemple, 

on arrive sans de grandes difficultés à cette formule approchée 
9-10 

avec huit décimales exactes. 
37. Pour une autre application de ln. formule (86) considérons le cas de 

u = o ,  v > o . .  
Désignant par B, (v)  l'intégrale 

Annazi di Matematka, Serie III, Tomo XXI. 
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on arrive, après queIques transforlnlttions élémentaires, au développement 

qui a toutes les propriétés de série de Stirling et fournit u n  moyen co+nviode 
de calcul numérique de la série (86) pour les valeurs données de v, p et [ ( r  > 1). 

Si l'on fait, en particulier, v = x, p = 1, nous obtiendrons le développe- 
5C z 

ment de, log 8; pour v = , p = 1, on arrive au cléveloppeinent de - ; ces 
9 4 

développements, contenant une constante arbitraire E ,  sont très coinniodes pour 

calc.ul numérique de et log 2. 4 
Donnant des autres valeurs à v et p, on dciduit de la formule précédente 

plusieurs autres séries semi-convergentes qui peuvent servir avec succès de calcul 
numérique de plusieurs séries infinies. 

Si l'on fait, par exemple, v = x, p = 3, il suffit de poser m = 4, 5 = 10 
pour en déduire 

avec neuf décimales exactes. 
1 

Faisant ensuite p = -, E = 4, 112 = 3, nous trouverons 2 

avec huit décimales exactes, et ainsi 
Dans le cas général, où u et u 

fortnule (86) conduit à la suivante 

-- 0,923464625. . . 

de suite. 
sont tous les deux: différents de zéro, la 

contenant conznze des cas particzdiem les développenzents indiqués plus haut. 
38. Les résultats analogues s'obtiennent, si nous appliquons la for- 
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mule (B,) à la fonction 

On arrive ainsi à la fortnule 

e(n-v)x - e - ( 7 C - ~ ) ~  

c2, (u)  =Jb ,nz - e-nx d x, 
O 

ayant les mémes applications que  la fornude atzalogue dzc n." précédent. 
39. Reinarquons, en passant, que l'étude de ces divers développei~erits 

et des intégrales définies, qui y entrent, nous conduit, entre autres, à ces for- 
mules 

x sin u x2 sin 2 u . xU-' sin v (TZ - 1) 
artg --=xsiriv+ ---+...+- 

1 - ~ ; C O S ~  9 n-1 
+ 

OP 
, .., [ .-,, sin v n - x e-" sin v (n - 1) , _ - 

ayant lieu pour toutes les valeurs de x. 
Pour 1 x: 1 2 1,  on retrouve ainsi ies dc'veioppements connus avec les termes 

conzplémentaires sozts la forme des intégrales définies qui figurent dans les 
seconds membres des égalités précédentes. 

Ces intégrales peunent être développées en séries senti-convergentes de niême 
nature qqte celle de Stirling: les formules (93) et (93,) se ramènent alors aux 
formcles très coazmocles pour calcul approché de fonctio~zs, qui figurent dans 
leurs premiers. ~~~enbbres, pour les valeurs dofzîzdes de x et de v. 

Ne pouvant pas entrer dans des détails, je me bornerai à un exemple 
particulier le plus simple. 
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n. Si l'on fait v = -, n = 9 m - 1, on arrive à la formule 
9 

qui  fourlzit un moyen commode de calcul de artg x pour les valeurs assez 
voisines de 1, lorsque la série de MACLAUKIN converge peu rapidement. 

Posant, par exemple, 
5 

a=-' m= 10, p = 4 ,  
6 

on obtient, en effectuant le calcul, 

5 
artg = 0,68887336. . . 6 

avec au moins sept décimales exactes. 
5 

Pour arriver au  d i n e  résultat à l'aide du développement de artg- en 
6 

série de MACLAURIN, il faudrait prendre non moins que 35 premiers termes 
de ce développement. 

40. Pour expliquer mieux la variété des applications de notres for- 
mules générales, j'indiquerai une coilséquence d'une autre espèce de la for- 
mule (86). 

Écrivons-la sous la forme 

Si nous remplaçons maintenant u + z et v respectiveiiient par n (u -/- e) 
et n v ,  rz étant un entier, et tenons compte des formules établies au n.O 88, 
nous obtiendrons, après quelques transformations simples, 
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c'est-à-dire le théorème de multiplication par u n  entier n des arguments u et v 
de la fonction dbfinie par la série infinie 

Si l'on pose, en particulier, 5 = O ,  u = O, on aura 

y c o s k n v  S-I cos k (v +%) 
F(0,  t tv ,  O, p) = -- -nP-' - z: E 

IC=I kp j=o k=i kp 

Si nous supposons encore que p soit un entier pair et remarquons que 
la fonction Ir' (O, v, O, p)  se ramène alors au  polynoine B,, de BERNOULLI, 
nous obtiendrons la formde 

qui représente sous acne forme nouvelle le théorème de ~nultiplication par u n  
entier de l'arguwteizt de la fonction de  Bernoulli de l'ordre pai,r, établi pour 
la première fois par RAABE par un procédé tout à fait différent. 

Si nous appliquons les mêmes transformations à la formule analogue à 
celle de (86) et  correspondante à la fonction 

' e-ua sin v u 
f (4 = 

(<tu)" ' 

nous obtiendrons l'équation suivante 

Si l'on pose, comme précédeinnîent, 5 = 0, u = O et l'on suppose que 
p soit un entier impair, on aura 

c'est-i-dire le théorème de multiplication par u n  entier n de l'argument de  ln 
fonction de Bernoulli de l'ordre impair. 

41. Posons maintenant, dans la formule (A,) du  i1 .O 19, 

f ( a )  = e-uae COS v a ,  u >O. 
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On arrive alors à ces formules 

1 6  - [iW- i b + v l 2  - [(fk +i)n-VI? 
CO 
B ( - l ) b - l e - " ~ k o s k v = - - ~  5 (e bu + e  

JL31 2 9 Jzc 
et 

[8kz+u]? 
ml 1 Jx e-:+ 6 (e-r+e 
;-, e-U'C"-cosJtv=- -+ -- 

52 OL\/zc qG k=i 7 
k=l 

qui ont une connexion intime avec la théorie des fonctions elliptiques. 
Pour v = O ,  on trouve les formules 

dont la dernière présente la forwude célèbre de Cauchy. Toutes ces foririiiles 
peuvent avoir diverses applications importantes et conduisent, en  particulier, 
b certaines expressions asywqtotiques pour les séries de la forme 

pour les valeurs d e  x assez voisines de l'unité. 
O u  trouve, par exemple, 

-- 

4; I l  
1 

al 4; log - 
%kZ = _____- - - J q  -x)+-- 

k=l B J I -x  2 x e " + 0 7  1 k=l 

8 étant une quantité assez petite (Comparez CESBRO, Lehrbuch d e r  algebrai- 
schen Analpis, etc. Leipzig, 1904, pag. 953). 

Pour les valeurs de x très voisines de l'unité, on peut écrire 

OC, >: xk' - 1 ,/z 

k=l 5 + 2  J ~ . ~ .  

011 s'assurera de inêine que la. sornine de la série 

1 
diffère très peu de - pour les valeurs de x très voisines de l'unité. 2 
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On pourrait, .~noyennccnt les forrnules de ce n.", déduire I1e%pressiofi asymp- 
totique de la série 

dûe à M. N. SOKIXE, et de plusieurs autres, mais ici nous n'insistons pas sur 
ce point. 

4%. Pour terminer, je vais indiquer encore thne application de nos for- 
mules gé?térctles CG la so~mtzatioz de certains séries finies et, e.n particulier, a 
la sommtion des séries célèbres de Gauss qui jouent un rôle important dans 
la théorie des nombres. 

Fa.isons, dans la formule (A) (n.O Il), 

On trouve, pour n pair, 

Or, moyennant certaines formules de DIRICHLET on trouve 

1 A l'aide de cette formule, en y faisant E = - on s'assure que, pour 
9 

n=%tn ,  
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On arrive ainsi à cette équation 

On en tire, par exemple, 

et les formules analogues pour la somme de la série 

Si nous supposons que n = 8 m + 1 (impair), nous parviendrons de  la. 
même manière aux for.mules 

!lm n ~m % 
(- qk-' COS ke -- =O, (- l)k-'sin ka -- - 

B m + l  2m+l 
- o. 

k=l k=l 

Si nous prenons, au lieu de la formule (A,), la formule (B,), nous ob- 
tiendrons, de la manière tout à fait analogue à la précédente, les formules 
connues de la sommation des séries de Gaws 

n-1 '2 % n-1 8 Tc 
cos ka - et 2 sin k2 - 

le=l n k=i n 

43. Bien qu'il s'en faut de beaucoup que les exemples indiqués puis- 
sent épuiser le vaste champ de diverses applications de la formule fonda- 
mentale (A), établie dans le premier Chapitre, je me permets cependant de 
terminer ces recherches en croyant que ces exemples, déjà assez nombreux, 
sont suffisants pour faire comprendre la généralité et la portée de la for- 
mule en question et que le but principal de nos recherches est, en quelque 
sorte, atteint. 

St. Pétersbourg, le 19 septembre 1919. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



The  range o f  minimal  surfaces 
provid ing  a  minimum area.  

( B y  Professor A. R. FORSYTH, à London.) 

- 

1. I n  an appendix to a Memoir that was published in the second 
volume of the JIisccllanea Taurinensia a century and a Iialf ago, LAGRANGE 
estnhlished the earliest fundamental result relating to miniirinl surfaces. He 
approached the problein through his calculus of variations; and he obtained 
the equation (*) 

the symbols having their custoniary significance for a surface witli Cartesian 
coordinates. This equation, in its expanded form 

is an analytical expression of the geoinetrical property characteristic of al1 
miniinal surfaces -. that the inean rneasure of curvature is zero. LAGRANGE 
adds the constructive suggestion 

. . . la solution générale doit être telle que le périnsètre de la surface puisse 
être déterminé à volonté. 

A full account of the development of the theory of minimal surfaces, 
whicli tlius owes its analytical beginning to LAGRANGE, helongs to the history 
of mathematics; an  interesting outline is given hy DARBOVX (**). The most 
general fornî of the integral equations of minimal surfaces is due to WEIER- 
STRASS. The determination of minimal surfaces, in accordance with t h e . L ~ -  

(*) Oeuvres de Lagra~ye, t .  1, p .  356. 
(**) Théorie générale des surfaces, t. 1, p p .  267-280. 

Annali di $Iatematiea, Serie I I I ,  Tomo XXI. 
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GRANGE requirement just quoted, and including an rtdcied condition as  to 
tlie position of the surface along the perinieter, lias been effected I,y SCHWARZ. 
Al1 such results centre round the cliaracteristic zero value of tlie menn mea- 
sure of ~urva ture .  

2. In the case of every geodesic curve upoii any surface wliatever, the 
çeodesic property - that the principal norinal of the curve coincicles witli 
the normal to tlie surface - is possessed, no riiatter Iiow far the curve ~iiay 
be prolonged geodesically. But a question as to the continued prolong a t' ion 
arises, if the curve is required to provide an actual miniinuni distance bet- 
ween two points on its course; and tests, originating with Jaconr, liave 
been devised which determine the lirnit (if any) to be inîposed upon the 
range. Other tests, dernanded by the calculus of variations, have to he sa- 
tisfied; al1 of tliem are satisfied in fact, mitliout further restrictions on the 
curve. 

So also in the case of minimal surfaces, tests are recluired by the cnl- 
culus of variations. One of theni is the LACTHANGE equntion, or its eyuiva- 
lent in any form; il is co~npletely satisfied by the w ~ ~ ~ ~ s ~ ~ ~ s s  equ a t' 1011s 
for the general surface, and by the special equation or eyuations for any 
particular surface. The test through the excess-function (") is satisfied for 
al1 minimal surfaces. 

The reniaining tests are concerned witli the second variation of the 
integral representing the area. Al1 of tliein, save otie, are satisfied for al1 
real minimal surfaces. That last test imposes a possible liniit upon the po- 
sition of a final boundary up to wliich ü nîinimal surface, passing tlirough an 
assigned initial boundary, nlay extend if it is to provide an actunl miniinuni 
area i n  space between the two boundaries. So fnr as  1 am awnre, tliis de- 
tail of the subject 1ia.s received little consideration (**); the ohject of the pre- 
sent note is to determine a lirnit for the range of tlie surface (if any such 
lirnit exists) tliat is conjugate to any assignecl periiiieter on a nîiniinal 
surface. 

(*) Expressions for al1 the tests, concerned with a qiiite geiiernl double integral, are 
given in a Memoir by KOHB, Acta Math., t. XVI (1893), pp. 65-140. The tests are not deve- 
loped for minimal surfaces in particular. 

In this matter, reference may be made to my Lectures on differential geo+netry (1919), 
p. 2702. 

(**) A brief indication is given in $8 167 and 188 of the Lectures, just quoted. 
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Further, an assigneci perimeter inay he a closed curve upon the sur- 
face; and tlien the conception of a coiijugate is simple. But wlien an assi- 
gned « perimeter >> is not a closed curve (as is the fact when we have a plane 
line of curvature on an  algebraic surface of odd order), the conception of a 
conjugate is less sirnple; indeed, it is conceivable that only a portion of any 
sucli initial periiiîeter would be ndinissible as a boundary for a n  actual mi- 
niniuin area. This last questioii will, however, not be discussed in this note. 

3. For the imniediate purpose an eleineiitary niethod, sketclied in outline 
by I)BRBOUX (*), will be used and amplified. 

Let a surface be referred to any parainetric curves, liaving p and q for 
their parainetric variables. Denote the direction-cosines of the normal by X, 
Y, 2; the funda.menta1 iiiagnitucles of the first order by E, F, G, and those 
of the second order by L, 11, N; and the principal iadii of curvature by u 
and a. Tlien tlie niean iiieasure of curvatuïe H, and the GAUSS ineasure of 
curvature Ii, at any point on the surface are given by tlie relations 

wliere 

I t  is conveiiieiit, teinporarily, to choose the liries of curvatuïe on tlie surface 
as l~ararnetric c,urves; as  soon as ttiey have served this tempornry use, tlie 
surviving equations will be given in their yuite general forin. We tlierefore 
tùke P= O, Ji!= O, in the initial analysis. 

Let an arbitrary variable lengtli 1 (supposed a regular function of p and y) 
be ineasured dong  the positive direction of tlie normal to the surface, whicll 
is supposed free froiii singularities in the vicinity. For the surface, .derived - - - - - -  
as the locus of the extreinity of ttiis length 1, denote by E, 3, G, L, 31, N, 
with the fundamental magnitudes of the first order and the second order. 

(*) Théorie y6nérale des surfaces, t. 1, §$ 182-185. 
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Then (**) whatever be the lengtli of Z, we have 

These expressions are used for two distinct aiins, that ultiinately coalesce; 
for botli of them, the quaiitity 1 is regarded as  sinall, so that we neglect 
al1 powers liigher l i an  tliose mhich are lnost sigiiificant in the various com- 
binations of the magnitudes. 

4. In the first place, consider the difference between the area of the 
original surface boundecl by  two curves represer~ted by  turo distinct ecpations 
ilivolvinç p and q, and the area of the derived surface bounded b y  two 
curves represented by the saine equations. The value of the first area is 

(Jvdp dp, and the value of the second area is dq ,  bot11 double ., 
iritegrals extending over the indicatecl range of values o f p  and q ;  hence the 

a 1 a 1 (*) Lectzlres, § 85 ; the syinbols 2, and 1, denote -- and - and similarly for other 
a p  a s *  

magnitudes. 
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increinent of area js 

Now, keeping 1 small, and retaining only the rriost significant powers of 
small quantities, we have 

and tlierefore, to the saine order, of small quantities, 

Thus the increment of area is 

Now suppose tliat the original surface is minimal, in the sense that, tvlien 
sinall variations of any kind are effected subject to the limitations of boun- 
dary, the increinent of area of the nîodified surface over the original surface 
is always positive. The quantity 1 is arbitrary, and the preceding expression 
is to be positive for non-vanisliiiig values of 1. Hence, by the usual argument 
in the calculus of variations, the << first varia.tio11 » nmst vanish and the « se- 
cond variation » must always be positive. In  order that the first variation 
rnay vanish for al1 assumed values of 1, we must have 

everywliere on the original surface. This equation is equivalent to the La- 
GKANGE equation; i t  expresses the cliaracteristic property of mininial surfaces, 
that the meam irieasure of curvature is 
k, = - l /a" is negative ; and so, denoting 
have 

zero. Thus cr + F = O, so that 
the second variation by S, we 
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5. In the second place, suppose that the original surface is iniriiiiiül, 
so that u + (3 = O. Let A denote the value of the sinall leiigtli 2, wlirn the 
derived surfilce also is minimnl, so that we thus obtain a coiisecutivc ii i i -  

nimal surface; tlie necessary and sufficient condition is 

For the derived surface, the expressioiis for E, If', G, L, a, N (il[) to 
tlie most important powers) are 

E V L = -  1-- + V  Al,---A -'+A. 
B - " " (  B )  ( ' B E  ' 4 G  

In order that tlie derived surface inay be minimal, the foregoing relation 
rnust be sntisfied when these values are substituted. Retaiiiiiîg oiily tlie most 

n ion important terms, we firid that A rnust satisfy the eyu t' 

i n  order tliat the derived surface inny be mininial. 
6. Now we return to the use of quitc general pararuelric cuwes, iio 

longer imposing the restriction tliat tlley are liiies of curvature. The clinrac- 
teristic eyuation beconies 

Tl:c expression for the second variation of the area of tlie origiiial sufilce, 
now supposed minimal, becomes 

The equation to be satisfied by the qiiaiitity A, so tliat the consecutive sur- 
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face derived from the original miniinal surface may itself be minimal, beconies 

wliere the clunntities r', r', r", A, A', A" are given by the relations 

1 
E ~ ' + P A ' = - E , ,  

1 
9 

Fr'+ G A ' =  -; 9 G , ,  

We proceed to deal with these two equations relating to S and 1. 
To simplify the discussion, we shall assume that the minimal surface is 

required to pass tlirough sorne initial assigned perimeter (which, by tlie 
theory of partial differential equations, must not he a nul line) and that it 
is required to touch an  assigned developable surface along t,hat perimeter. 
It is known that these requirements deterinine a minimal surface uniquely. 
AIso for simplicity, we assume that, on the surface thus deteriiiined, some 
otlier fixed curve is taken at will as tlie final perimeter. Hence, when we 
take srnall variations of the surface of any kind whatever, subject to the 
liiniting conditions, the quaritity 1 .must vanish along the initial perimeter 
and along the final perimeter. Moreover, we need only consider weak varia- 
tions, that is, values of 1 such that 1, and 1, are of the same order of sinall 
quantity a s  1 ;  tlie excess-function, which governs strong variations, is (as 
already stated) positive, so tliat its pnrticular test is always satisfied. 

7. Corisider the second variation of the area of the minimal surface. 
To discuss whether, and how, it can be always positive, we shall find it 
convenie~it to modify the expression for S. The value of the double Jntegral 

taken over the saine range of t,he variables a s  in t,he area of the niininîal 
surface, is zero because 1 vanishes dong each of the boundaries; it being 
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assurned that the functions A and B have no singularities dong eitlier of 
the buundaries, and that otherwise tliey are at our disposal. Adding tliis 
double integral to the double integral for 9 S, we have 

where 

This quantity Ù can be expressed in the form 

provided the disposable quantities p, A, B satisfy the relations 

Manifestly A and .B can be regarded as  known when p is known. To 
determine p., we elimiriate A and B between the three relations; and we 
find the equation for p in the forni 

that is, 

This partial differential eyuation of the second order for p. is precisely 
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the same as the equation for A, the short distance measured dong  the normal 
to the minimal surface so as to derive il consecutire miliimnl surface. Ac- 
cordingly, we can write [J. = 1; and tlien we have 

1 

Because E> O, G > O, V = ( E  G - F ' ) ~  > 0, the subjeet of integration 
is always positive for real surfaces, unless it should be possible that the 
quan tities 

should vanish everywhere in the considered range, tliat is, unless it should 
be possible that the relation 

l = c l  

(where c is a pure constant) should hold everywhere in the considered range. 
The relation certainly holds at  the initinl boundary, because both 1 and X 
vanish there. If, therefore, after the initial boundary, and either a t  or before 
the final boundary, the quantity 'h could again vanish, we could take 

over the range between the initial boundary and the next curve where A va- 
nishes; and then, for the remainder of the range, we could take both l and 
A zero. In tliat event, we could have a zero value for S ;  the second varia- 
tion would vanish. Putting aside the rare possibility that, for such values 
of E ,  the rieglected third variation also would vanish and tliat the fourth va- 
riation would be positive, we can declare generally Ihat, in the case sup- 
posed, the integral representing the area of the minimal surface does not 
provide an  actual minimum in the adopted sense of the term. 

Accordingly, we have the following result : 
Through the ccssigned initial boztndnry Co of the minimal surface, let a 

consecutive minimal surface be drarvn; and let it intersect the original rnininzal 
surface ( i f  at all) i n  another cuvue C , ,  this being the earliest intersection 
mfter Co. The range o f  the original surface, beginning at Co, cannot extend 
so far as Cl, i f  a tnini+num area in space between the tlvo curves is  to be 
providecl by the mini.ina1 surface. 

Annocli di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 17 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



130 Porsyth:  The range of  minimal surfaces providing a minimum nrea. 

After the anitlogy of the corresponding result for single integrals in ge- 
neral, and for geodesics in particular, it is convenient to cal1 a curve C, the 
conjugate of a curve Co . 

Hence the range of a ininimal surface, reckoned from any initial curve, 
must not extend so far as the conjugale of the curve, if the surface is to 
provide a minimum area in space ; but, of course, the surface can be extended 
over ariy range if we only require the descriptive property that, througliout, 
the inean ineasure of ciirvature is zero. 

8. Thus the determination of the minimum range of a minimal surface 
depends (in this method of proceeding) upon a knowledge of the quantity A. 
As defined, A satisfies an equation of the second order; and we require the 
primitive oI the equation, subject to the condition that the minimal surface 
and the consecutive minimal surface are made to correspond point by point 
dong  the normals to the original miniinal surface. There is some analogy 
with the J ~ c o s i  problem of finding the variational conjugate of a point on a 
curve ; that is, if the curve is given by a completely general equation, the con- 
struction of the range is given by analysis which only involves differentiations, 
while if the curve is special, the construction of the range require the inte- 
gration of an  ordinary equation of the second order. The analogy, however, 
is not complete for our purpose, for the general equations are not quite so 
useful; happily, the theorem of SCHWARZ, which ehables us  to construct the 
forms of the arbitrary functions in the WEIERSTRASS eqnations so that the 
surface shall satisfy assigned initial conditions, enables us also to determine 
the value of X and therefoïe to obtain the conjugate of the assigned initial 
perimeter. 

9. Our remairling concern therefore rests upon the determination of A. 
We now refer the ininimal surface to its nul lines as  the parametric 

curves; and then the WEIERSTHASS equations are 

1 
CE =,(l -a2)  f l ' (u)  J r u  f ' (u )  - f (u) 

1 
i- , (1 - a') gr' (4 + v g' (u) - g (a), 

1 
Z J = ~  

i ( l + u ~ f f " ( u ) - i u f ' ( u ) + i f ( u )  

1 
--i ( 1  +vz)g"(v) + i v g l  (1)) - i g  (v), 2 

c? = u f "  (a) -- f' (u) + ZI g" (v) - il' (47 
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where u and u are the conjugate variables of the nul lines, and f (u) and 
g (v) are arbitraty functions to be used in order that assigned initial condi- 
tions may be satisfied. Tlie fundarnerital niagnitudes of the surface are 

nlso 

and 

hence, in the present form, we have 

The equation, which h must satisfy, therefore becomes 

B 
1 1 2  + (1 + v)s 1 = 0, 

' a LAPLACE equation having equal invariants - a type of equations of the 
second order tliat is recurrent in the theory of minimal surfaces. Tlie pri- 
mitive of the equation is 

where the constant slnall coinplex quantities E' and ïi' are inserted to keep 
in evidence the fact that X is a sinall quantity, @ and v being arbitrary 
functions of zc and of u respectively. 

When A is tlius obtained, it would be necessary to determine @ and Y, 

so tliat the derived minimal surface should pass through the initial perimeter 
and be consecutive to the original surhce. 
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10. But, as already has beeri indicated, the value of X (together with 
the explicit expressions of the function 4 and iu) can be obtained by using 
the SCHWARZ formula for the deterrnination of the functions in the WELER- 
STRASS equations. The original surface is required to pass through a given 
curve, so that x, y, z dong  the curve are known functions of a single pa- 
rameter, say t ;  it is required to touch a given developable surface along that 
curve, so that X, Y, Z along the curve are knowri functions of the same pa- 
rameter t. The SCHWARZ formulae require the integrals 

z- i  ( X d y -  Y d x ) = 2 C ( t ) ,  z + i  ( X d y - Y d x ) = S C 1 ( t ) ,  S S 
which are to be taken along the curve. When the integrals are evaluated, the 
form of the functions A, A', B, B', C, C' are cleterminate, Save as to negli- 
gible additive constants. We iritroduce two parameters p and q, which are 
conjugate complex variables for real surfaces; then the required minimal sur- 
face is given by the equations 

that is, by  the equation 
P 

S r = z ( y ) + s ( q ) - i ~ ( ~ d z - ~ d y ) ,  
!i 

P 

9 y = y  ( Y ) + Y ( 4 ) - i j ( ~ d x - ~ d z ) ,  
4 

P 

~ Z = Z ( ~ ) + Z ( ~ ) -  i / ( ~ d ~ - ~ d ~ ) .  
P 

These paraineters p and q are not, in general, the variables u and v of the 
WEIERSTRASS equations; p is a function of u only and q of v only, given by 
the relations 
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And tlien the functions f and g in the w ~ ~ ~ ~ s ~ ~ ~ s s  equations are obtainable, 
by coii~pariiig the two sets of expressions for the coordinates x, y, z of the 
current point on the minimal surface. 

11. In the consecutive minimal surface, the variations of G, y, s froin 
the values for the original surface will be small. Eacli such variation with 
consist of two parts. One part consist in the small variation of the functions 
f and g ;  let these parts be denoted by 8 x, 6 y, 8 z. The other part consists 
in the sinal1 variation of the variables u and v for two points which corre- 
spond to one another along the normal; let these variations be denoted by - 
U and 7 so that the variation of x is x, Ü+ x, and similarly for the va- 
riations of y and of B. As the coordinates of the corresponding point on the 
consecutive minimal surface are @ + A X, y + A Y, z + 'h Z, we have 

Multiplying by X,  Y, Z, adding, and remeinbering that 

Accordingly, 1 will be known as soon as 8 x, 8 y, 8 B are known. 
Every consecutive minimal surface is drawn through the same initial 

curve as the original surface and touches a slightly varied developable sur- 
face along that curve. Let the values of X, Y, Z for a consecutive mininial 
surface along the initial periiiieter be denoted by X +  8 X ,  Y + S Y,  Z +  8 2; 
then 

and therefore 
6 x = S A (p') -+ 6 A' (q'), 

wliere the difference hetween p' and p is small and likewise the difference 
between q' and q is small. But 6 A and 8 A' theinselves are sinall; hence 
keeping only the small quantities of the first order a s  has been dom 
throughout, we shall have the necessary value of S x by taking p' = p, q' = q. 
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Q 
and similarly 

Thus when the variations 8 X, S Y, 8 Z are assigned, mere quadratures will 
determine 8 x, 8 y, 8 z; and then A is kriown. Along the initial curve we have 
p = q, so that 8 x, 8 y, 8 x vanish dong that curve, and tlierefore also 1 
vanishes aloiig the curve, as is to be expected froin the construction and the 
condition. 

19. We thus have the following process for obtaining a conjugate of an 
assigned curve on a given minimal surface: 

' (1) construct the SCHWARZ equations for a, y, z, and froin thein de- 
termine p and q in terms of u and v ;  

(II) assign small variations X ,  8 Y, 8 Z to X ,  Y, 2, the values of 
whicli, being 

, y = i  v-u U V - 1  
X =  3 Z= u v + l  u v + l  u v + 1 9  

are expressihle in t e r m  of p and q; 
(III) obtain the values of 8 x, 8 3, 8 3, and thence of A, in terins of p 

and q and afterwards in terms of u. and v ;  
(IV) when A is equated to zero, the initial curve is given; the next 

curve on the surface, for wliich A vanishes, is a conjugate of the initial curve. 
13. The assigninent of the sinall variations 8 X, 8 Y, 8 Z remains, the 

assigninent being along the initial periineter. Because that perimeter lies on 
the original surface, we have 

along its course; and because it lies on the consecutive surface, we have 
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also along its course. Thus dong  the perimeter, the small variations 8 X, 
S Y, S Z are subject to the relation 

At any point on the curve, let O and $ denote the direction-angles of 
the normal to the surface, so that 

X = sin 4 cos $, Y = sin O sin +, Z= cos 9; 

and a t  that point, let 8 + E and + + r i  denote the direction-angles of the nor- 
mal to the consecutive surface. Theii 

and therefore the sinall quantities e and m, which may Vary froin point to 
point of the perimeter, are such that 

E ( c o s ~ c o s $ ~ x + c o s ~ ~ ~ ~ $ ~ ~ - ~ ~ ~ F ) ~ P ) + I ( X ~ ~  - Y d x ) = O .  

Also 

UV-1 u + v  
cos 9 cos + = 

u v + l  - 1 7 

2 (u v)' 

U V - 1  v - u  cos 9 sin + = i 
26u-I-1 - 1 7 

sin 4 = 
n (m. u)% 
u v t l '  

the parameters u and v being connected, for the present calculation, by the 
relation which defines the assigneci perimeter. 

I t  follows that, when E is assurneci a t  a point of the curve, I is determi- 
nate there. Thus we could take E constant, subject to the condition that 
X d y - Y d x; does not vanish, and then 1 would, in general, he a small va- 
riable magnitude. But it is preferable, a t  tliis stage, not to assume any ge- 
neral assignment of E or of I. 
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14. By way of illustration, these general formula will be npplied to 
two particular minimal surfaces; - the catenoid, whicli is the only minimal 
surface of revolution, and the ENNEPER surface (Y). The result obtained for 
the catenoid is an established theorem. 

To deduce the catenoid from tlie WEIERSTRASS equations, we take 

witli an  assignment of origin, we then have 

l .(  f i )  q; ++) ,  .= logu+logu.  Y = - %  u-- -- 2 

Also, a s  always, 
u + v  . . v-u  U V - 1  X E -  , Y =  z--- , z=---. 

u u + l  u v + l  u v + 1  
Let 

q, = c e+i, v = c e-Qi ; 
then 

so that the surface is 

and 
Bccos p, 2 c sin cp CL 1 x= 9 Y =  7 Z = - .  

c Z +  1 c 2 +  1 c" 1 

In order to 'obtain the functions A, A', B, B', C, C', and to express the 
a.ssumed conjugate variables p and q in terins of u and v, we take a parallel 
u v = a2 as  the initial perimeter ; tlien, dong that parallel, we find (by quite 
simple calculations) that 

(*) Zeitschrift f. Math. W .  Physik, Bd. IX (1864), p. 108. 
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consequently the relations, between the conjugate pair of variables u, u and 
tlie conjugate pair p, q are 

Now consider a consecutive minimal surface tlirough tlie initial parallel. 
We have (along that parallel) 

cc2 - 1 
8 X =  E C O S ~ C O S + - n Y =  E- 

2 a 
COS O - '4 - 

a" 1 a, + 1 sin @, 

a"1 S Y =  ccosOs in++-~ iX= E- sin @ + ïi --- 
a2 +l 

!lC cos*, 
c2 + 1  

- - 9 a 8 Z  = - E sin 0 -- E - - 
a 2 + l '  

also (along that parallel) 

The critical condition along the curve, viz 

6 ~ d x + 6 Y d y + 8 Z d x = O ,  
becomes 

1 = O ,  

on substitution for the variable quantities; tliat is, me have 

a' - 1 a' - 1 8X=c- COS., S Y=cm 52 a 
a2 + 1 

sin@, 8 ~ = - - c - .  
a" 1 

r 
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When the consecutive minimal' surface through the assigned parallel also 
is a catenoid necessarily having the sanie axis of revolution, the parallel is 
a plane line of curvature on both surfaces; hence c is 'constant. Conversely, 
when E is a small constant (which manifestly is the siinplest analytical value 
assignable to i), the consecutive minimal surface is a coaxial catenoid. Then 

and consequently 
Sx=i i ( s inp-s inq)  

i E =-- (u w - ch2) (u -- v), 
Bau2i 

u O 
2 

E a - -  log-. ='( ) 

Manifestly A vanishes, as  it ought to vanish, along the initial perimeter u v =a2. 
Whenever A vanishes, we inust have a parallel; let the parallel next to the 
initial curve for which h vanishes be given by 

Then the conjugate of .the initial parallel is given by a value of r satisfying 
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the equation 

that is, 

B 
r2 - az r 

+loga = 0, 
(a" 1) (r2 - 1 )  

2 -- 2 
logr=-- log a. 

rZ  - 1 a2 - 1 

This equation expresses the property that, if fronl a point in the initial pa- 
rallel u u = a\a tangent be drawn to the meridian catenary through P cut- 
ting the directrix in T, and if frorn T another tangent be drawn to the nie- 
ridian catenary meeting it'in &, the parallel through Q is given by IA v = ra. 

Thus, for small variations arising througtl consecutive catenoids, the con- 
jugate of tlie initial parnllel is this deduced parallel. The result is known. 

It  is easy to verify that the value of 'h for the present example is a spe- 
cial form of the general value of 1 as given in § 9, when we take 

15. For the ENNEPEH surface, the WEIERSTRASS equations are 

When we take 
u = u + i P ,  @ = a - i P ,  

where o: and p are real, z and f~ are the parameters of the (plane) lines of 
curvature ; and then 

Also 
2 z x=-- 9 P u2+F"1 

a2+p2+ 1 '  Y =  a"+e'+l 
, z=--. 

a2+F"1 

Now suppose that a line of curvature, represented by a = constant so 
that 8 1s its current variable, is constituted the initial periineter. Then, 
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along that line of curvature, we find 

and so a point on the surface is given by 

The initial perimeter is, a s  usual, given by p = q ;  and the variables p 
and q are connected with the WEIERSTRASS variables by the relations 

Next, we have 

When these values are 'substituted in the critical relation 

wl-iich holds a lmg  the initial perirneter, it gives 
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We thus have one relation between E and n, so that one of these quantities 
remains at  our disposal. 

Again, if y be the small angle between the original surface and the con- 
secutive surface a t  any poiiit, being the angle between their normals, we have 

oii reduction. Accordingly, let the consecutive surface be drawn making a 
small constant angle y with the original surface; the initial perirneter is a 
plane lirie of curvature on the original surface, and so it is a plané line of 
curvature on the consecutive surface thus drawn. We therefore have 

where x and y are coiistant along the cuïve. 
Further, dong  the periineter, we have . 

=- 6(u"P2 - 1) d p, 
and therefore 
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Hence, as 
i i = X 8 % +  YX'y+Zds, 

we have 

Let tlie right-hand side of tliis equation be denoted by T(u, v). Then tlie 
conjugate of the initial perirneter, wliich is iepresented by the eyuation 

is the curve (or the portion of the curve nearest the initial periiiîeter) sa- 
tisfying the equation 

T (u, v) = 0. 

It  happens that the initial perimeter, for general values of a, cuts this 
conjugate curve; thus there can be a limit, not merely to the range of the 
surface but also to the extent of the perimeter when a miniinutn range is 
to be provided. The exainple consequently furnislies, indirectly, an illustra- 
tion of the remark a t  the end of Cj 9 ;  its direct purpose is to illustrate the 
process of constructing the conjugate of an assigned initial perinieter of a 
minimal surface. 

18 Hanover Terrace, London. N. W. 
89 February 1918. 
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Sull'operazione aggiunta di Lagrange. 

(Di SALVATORE. PINCHERLE, Q Bolopa.) 

È ben noto corne, nello studio elernentare delle equazioni differenziali 
lineari, la corioscenza di certe funzioni, dette moltiplicatori, permetta, me- 
diante quadrature, di ridurre una tale equazione ad altre di grado inferiore, 
e come questi moltiplicatori siano gl'i~tegrali di un'equazione differenziale 
lineare del10 stesso ordine della proposta, i cui coefficienti dipendono in 
modo semplice dai coeficiénti di questa, di hi viene detta « equazione ag- 
giunta B od anche « aggiunta di LAGRANGE B, perchè venne considerata per primo 
da1 sommo analista di cui il presente volume intende di onorare il ricordo. 

Fra un'equazione differenziale lineare e la sua aggiunta, O meglio fra 
le operazioni funzionali (forme differenziali lineari) rappresentate dai primi 
membri delle due equazioni, passano notevoli relazioni, di carattere involutorio. 
Ma, da1 punto di vista generale della teoria delle operazioni, queste relazioni 
non sono che una conseguenza di una dipendenza assai generale, quella stessa 
clle nella geoinetria analitica delle varietà lineari in uno spazio ad n dimen- 
sioni lega le trasformazioni lineari sullo spazio di punti a quel10 sullo spazio 
degli iperpiani. Per questa dipendenza, ad ogni operazione lineare si pub 
farne cwrispondere un'altra, detta aggiunta (anzi aggiunta di LAGRANGE, per 
l'esempio tipico che ne ha dato il nostro grande analista iiella teoria delle 
forme differenziali lineari) della prima, le cui proprietà sono legate in modo 
assai semplice con quelle dell'operazione primitiva, la quale è alla sua volta 
l'aggiunta della propria aggiunta; e la semplicità della dipendenza stessa 
viene intuita da1 fatto che per le operazioni lineari esprimibili mediante una 
matrice ad un numero finito od infinito di elementi, l'aggiunta non è altro che 
I'operazione espressa dalla matrice ottenuta ruotando la prima di 180° intorno 
alla propria diagonale principale. Dell'operazione aggiunta di una data ope- 
razione lineare mi sono già. occupato da tempo (*); mi propongo @i di 

(*) Sull'operazione aggiztnta. Rendic. della R. Accademia delle Scienze di Bologna, 1898; 
PINCHERLE e AMALDI, Le operazioni distributive, Cap. I X ,  Bologna, 1901. 
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introdurne il concetto ne1 modo più generale e di indicarne qualche appli- 
cazione. 

1. Un insieme S di elementi, pei quali siano definite, ed ammettano 
le usuali proprietà, l'uguaglianza, la somma, la moltiplicazione per un nu- 
mero, e l'eleinento zero, e tali che ogni combinazione lineare di codesti ele- 
menti appartenga all'insieme stesso, dicesi spazio lineare. Giova all'intuizione 
assimilare gli elementi di cotesto spazio a vettori. Più elementi a , ,  a,,  ..., a, 

di cui una combinazione lineare dia l'elemento zero, si dicono linearinente 
dipendenti; linearmente indipendetiti ne1 caso contrario. Se esiste un intero m 
tale clle 9th elementi di S siano di necessità linearmente dipendenti, 10 spazio 
è ad un nuinero finito di dimensioni; ad un numero infinito d i  dimensioni . 

ne1 caso contrario. 

8. Consideriamo due tali spazî, S e S', dei quali non si esclude la 
coincidenza; indichianio colle niinuscole in carattere grassetto gli elementi 
del primo, colle minuscole greche quelli del secondo, colle minuscole cor- 
sive i numeri reali, colle maiuscole i simboli operatorî. Data una coppia di 
elementi, l'uno a in S, l'altro a in S', sia definitü un'operazione P che, ap- 
plicata alla coppia, dia luogo ad un elemento di un nuovo spazio S", che 
pu6 anche ridursi al10 spazio - ad una dimensione - dei nuineri reali. L'ele- 
inento ottenuto dall'applicazione di P alla coppia. a, u, venga indicato con 
(a, a). Per l'operazione P si ammettano le segueriti proprietà: 

- a)  Essa sia a risultato unico per ogni coppia a, a. 

b) Sia distributiva tanto negli elementi di S quanto in quelu di 8'; 
talcliè si abbia: 

(a + b, a)  = (a, a) + (b, a), (c a, a) = c (a, a )  ; 

c)  Se si ha per un elemento determinato a, di S e per ogni elemento 
arbitrario a  in S' 

(a, , 4 = 0, 

ne consegua a, = O ,  e se si ha per un elemento a arbitrario in S e per un 
elemento determinato cc,  di S' 

(a, a,) = O ,  
ne consegua a ,  = 0, 
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' Risulta dalle ipotesi precedenti che se è a =O,  od 4 = 0, è zéro il ri- 
sultato di P. Cib per l'unicità del risultato stesso. 

3. Due elementi a,  a si diranno orlogonali rispetto a P, quando sia 
(a, a) = O. Se più elementi a , ,  a,, . . . sono ortogonali ad un medesirno cc, è 
ortogonale ad a ogni loro combinazione lineare. L'ipotesi c) del n.O prece- 
dente si pub enunciare dicendo che un elemento di S non pub essere or- 
togonale ad  ogni eleinento di S' senza essere identicainente nullo. Poichè 
tutti gli elementi di S' non possono essere ortogonali ad un elemento a ,  di 
S se a, non è zero, questi elenienti ortogontili forrneranno una parte di S', 
sottospazio S', evidenternente lineare, e che si dirà ortogonale ad a,. Se poi S', 
é ortogonale a più elementi a , ,  a,, . . . di S,  sarà ortogonale ad ogni loro 
combinazione lineare, cioè ad un sottospazio S ,  di S;  i due sottospazi SI, S', 
si diranno pure ortogonali fra loro. Non sarebbe privo d'interesse svilup- 
pare le proprietk deli'ortogonalità al punto di vista del17t?lgoritinia generale; 
in particolare considerare il caso degli spazi S ,  S' sovrapposti; corne pure 
darebbe luogo ad esame interessante 10 studio dell'operazione P, in parti- 
colare ne1 caso degli spazî sovrapposli, e quel10 dell'operazione (a, a) 'che si 
deduce da P e che è il caso forse più semplice di un'operazione non distri- 
butiva; ina tralasciando per ora queste considerazioni, veniamo alla defini- 
zione della operazione aggiunta di un'operazione data. 

- .  

4. Sia A un'operazione lineare, univoca, Che applicata àd èlernenti del10 
spazio S riproduca elementi di questo spazio; sarà allora 

un elemento di 8". Ora, sia possibile di porre questo elemento sotto la forma 
(a, p), per modo clie 

la dipenderà da a, e si potrà dire ottenuta da a mediante un'opefizioné 
che indichereino con 2 (cc), per modo che si avrà 

Alznali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 
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a) L'operazione 2 è univoca. Ci6 per I'univocità d i  P e la proprietà c 

del n . O  2. 
6) Essa è lineare. Infatti, se è 

onde 

e si verifica pure subito che è 

L'operazione 2 si dirà a g g i m t a  d i  A rispetto a P;  quando, in una data 
questione, sia fissata la P in modo che non si possa dare luogo ad ainbi- 
guita, la 2 ,si dirà semplicemente a ~ g i u n t a  di A. 

Si hanno ancora le seguenti proprietà: 
O )  L'aggiunta di una somma è uguale alle somme delle aggiunte; l'ag- 

gidnta di una funaione liheare oinogenea di più operatori è uguale alla stessa 
fun&one lineare omogenea delle aggiunte degli operatori medesimi. 

- L 

5. Siano 8, 3 due opetazioni lineari su S, A, 3 le rispettive aggiunte 
rispetto ad una P. È per definizione: 

O, in parole : Z'aggiunta di un prodotto di due operatori 1inea.ri è uguale al 
prodotto degli operatori aggiunti presi in ordine invertit0 B. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pi f i e  her 1 e: SuEl'opmaziome aggiuntca di Lagrauage. 147 

111 generale, per un prodotto di un numero quwluilque di fattori, si  lia: 
- - -  

A B C  ... L = Z  ... C B A .  

6. Ricordiamo che per le operazioni lineari si possono dare i seguenti 
casi : 

a)  A non aminette radici, e applicata ad S riproduce l'inter0 spazio S. 
In questo caso essa ammette una operazione inversa univoca. 

b)  A ammette radici. In tale caso l'operazione inversa 12 plurivoca. 
c) A, applicata ad 8, produce solo uiia parte S, di S; in tale caso la 

operazione inversa di A non ha senso per gli elementi di S non appartenenti 
ad 8,. 

Il caso a)  esclude naturalmente çli altri. Per gli spazî ad un numero 
finito di dimensioni, i due casi b) e c) si presentario seinpre uniti; per gli 
spazi ad un numero infinito d i  dirnensioni, possona presentarsi separala- 
mente e si denaminano rispettivaniente « degenerescenza di prima e di se- 
canda specie *. 

Cid posto, sia A ne1 primo caso. Sostituendo allora, nella relazime 

(a (a), H) - (a7 A w)  , 
per a la A-' (a), viene 

relazione che appare come la generalizzazione della proprietà caratteristiça 
delle variahili controgredienti. Sia ora (A?) !'agiunta di A-'; verrà dalla 
precedente che essa è l'inversa di 2, tanto a destra che a sinistra e yuindi 
anche 2 ha operazione inversa univoca. 

Sia A ne1 secondo caso. Se w è radice di A, viene 

qualunque sia a ;  l'operazione 2 trasforma dunque S' in una sua parte, e 
precisamente in un  sottospazio di S' ortogonale ad w, e si trova dunyue rie1 
terzo caso. Sia infine A ne1 terzo caso: sia S, il sottospazio lineare in cui 
S è trasformato da A. Sia B un'operazione lineare univoca di cui S,  sia 
spazia radice, B la sua agginnta; sarà per ogni a di S :  
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onde (n.O 8, c) per essere a arbitrario in S, è A 2 (a) = O ;  A anmette  dunque 
coine radice Io spazio B (a), -e quindi si trova ne1 secondo caso. 

7. Se gli spazi S ed S' coincidono, e l'operazione P è siinmetrica, il 
carattere involutorio dell'operazione aggiunta rispetto all'operazione pritni- 
tiva è evidente; cioè se  2 è l'aggiunta di A, viceversa A è l'aggiunta di 2. 

8. Passiamo ora ad indicare alcuni casi particolari. Accenniatno al più 
ovvio, quel10 in cui S ,  S' siario coincidenti in uno spazio ad un nuniero 
finito n di diniensioni: caso in cui un elemento a di A è dato in funzione 
lineare oinogenea di un sistema fondamentale ri,, ïi,,... , ïi, di vettori di S 

c,, c,, ..., c, sono le coordinate di a. Conie operazione P su due vettori 
t~ (cl, c2 , . . . , ca) ed x' (di,  cf2, . . . , c',,) si prenda il loro prodotto scalare 
cl cf, +- c, c', + - . $ c, c',,; se allora una operazione lineare A (omografia di S) 
è definita da 

l'operazione aggiunta 2 è defitiita dalla matrice 

ottenuta düll'inversiorie delle linee in colonne nella. prima. 
Al10 stesso risultato si giunge anche ne1 caso di uno spazio ad un nu- 

inero infiiiito (numernbile) di diinensioni, supponendo l'operazione A definita 
da una matrice limitata (beschrankt) ne1 senso di HILBENT. 
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8. Lo spazio S, coincidente ancora con S', sia ora l'insienie delle fun- 
zioni reali di una variabile renle, date nell'intervallo O . .  . 1, ed ivi integra- 
bili (") insieine ai loro yuadrati. 

Coine oi>erazione P applicata a due funzioni a, F dell'insieme si assuma la 
1 

(5 f i )  = 1. (5) B ( 4  ( 1 )  
O 

Un'operaziorie funzionale linenre in S si assuma sotto forma di opera- 
zione integrale 

a nucleo integrabile insieme al suo yuadrato ne1 yuadrato 0 5 x 5  1 ,  O r y e l ,  
ammessa inoltre l'invertibilità delle integrazioni. Si ha allora 

che per inversione diviene 

dove è 

Si ha cosi che « l'agçiunta di un'operazione integrale è quell'operazione 
« integrale del medesimo nucleo in cui la variabile parainetrica è scambiata 
« con quella d'integrazione B. 

9. Supponendo che le funzioni prese in considerazione siano deriva- 
bili, si ha 

i 1 

d W d x ;  f f i @ )  d O=(.  (x) f i (x))I  O - - [il ( x )  
O O 

(*) Ne1 senso di LEBESGUE. 
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cioè, essendo C,,p una costante dipendente da a, fl e lineare in eiitranibc e 
pertanto risultante da un'operazione del tipo P, si ha, D indicando l'opera- 
zione di derivazione : 

(D KY B) = Ca,p -- (g, D F). 

In particolare, se le funzioni riprendono i medesinii valori ai liniiti del- 
lYin,iegrazione (*), si ha 

(D a, B) = -(a, 3 e), 
cioè l'operazione aggiunta di D è - D. 

L'operazione aggiunta della moltiplicazione per una IUnzione p E 1s 
moltiplicazione per 10 stesso inoltiplicatore 

(P a, F) = (a7 ,.. F I 7  

onde segue, tenuto conto del risultato del i1.O 5, clie l'aggiunta di una forma 
differenziale lineare 

r , rg+x,  D?+... x , D " p ,  

è la forma differenziale lineare 

cioè appunto la classica aggiunta di LAGRANGE. 

10: Sia F una forma differenziale lineare, la sua aggiunta; sia p. un 
inoltiplicatore di Px cioè una funzione tale che p. F sia differenziale esatto 
di una forma differenziale lineare d'ordine inferiore : F = D G. Preridendo 
le aggiunte si avrà By. = - GD, e quindi se si applica l'operatore dell'uno 
e dell'altro tnernbro ad 1, si ottiene F(y.) = O ;  y. è dunqiie integrale di 3; 
questa è la nota proprietà fondamentale dell'eyuazione aggiunta di LAGRANGE. 

Per le equazioni differenziali lineari, ln relazione del n.O.5 è il teorema 
noto sotto il noliie di principio di reciprocità di THOMÉ e FROBENIUS. 

11. Nelle ricerche sulle equazioni lineari alle differenze si è presentata 
freyuentemente (**), accanto ad una data equazione, uii'altra che è colla prima 

(*) Restrizione senza iinportanza, potendosi sostituire all'operazione P data da  (1) I'ope- 
razione stessa aumentata di una costante dipendeiite da a e j3 opportunamente scelta. 

(**) V. la mia Memoria, Saypio di una generalizzasione delle FrWioni continue algebriche. 
Mem. Acc. Bologna, S. 4, T. 10 (1890), pag. 513, dove I'equazione aggiunta é designata sotto 
il nome di « equazione inversa ». V. anche BORTOLOTTI, Rend. Acc. Lincei, S. 5, T .  5 (1896), 
pag. 554; WALLENBERG, Theorie der Ein. Differenzenyleich., Leipzig (1911), p. 81. 
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in una dipendenza analoga a quella che passa fra un'equazione differenziale 
lineare e la sua aggiunta di LAGHANGE. Difatti, il primo niembro della se- 
conda dà un'operazione che è l'aggiumta, ne1 senso definito ne1 presente la- 
voro, dell'operazione rappresentata da1 primo membro della prima equazione 
rispetto ad una conveniente operazione P. L'operazione P rispetto alla quale 
si prende l'aggiunta pub essere scelta in vario modo; per esempio, si pub 
considerare corne spazio S l'insieme delle funzioni reali di variabile reale 
integrabili da - ao ad ao, insieme al loro quadrato (ne1 senso di LEBESGUE) 
e, cc, essendo due elenienti di S, porre 

Viene allora vhe, detta 4" l'operazione di accrescimento finito -- quella 
che muta f (xj in f (x+ a )  - la sua aggiunta è O-, e quindi l'aggiunta di 

Le proprietà dell'equazione alle differenze aggiunta di un'equazione data, 
che si trovano sviluppate nei lavori testè citati, non sono che semplici con- 
seguenze delle proprietà generali dell'operazione aggiunta di una data ope- 
razione lineare, quali risktano da1 capitolo di Algoritmia che abbiamo ten- 
tato di abbozzare ne1 presente saggio. 

L'operazione 9, O di sostituzione di x con x+ 1, è un caso pkrticolare 
dell'operazione SI, di sostituzione, che consiste ne1 sostituire, riella funzione 
generica f (s), ad x la funzione data w (x). Si trova con cib che la proposi- 
zione « l'aggiunta di 8 è 9-' » è caso particolare dell'altra: « l'aggiunta di S,  è 

1 d w 

qq S;l», posto W' (x) = - ed essendo S-' l'inversa di S :  l'operazione P 
d s  

essendo sempre data dall'integrazione del prodotto fra limiti convenienti. 
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Sur les points singuliers du problème duCalcu1 
des Variations dans le plan. 

(Par M. C. CARATHÉODORY, a Gottingen.) 

INTRODUCTION. 

1. L'une des premières découvertes de LAGRANGE et celle peut-être 
qui a le plus influé sur l'ensemble de ses recherches est celle de l'algorithme 
du Calcul des Variations (*). Les méthodes si ingénieuses dont les BERNOULLI 
et .m$rrie EULER s'étaient servies auparavant n'apparaissent plus aujourd'hui 
que comme des outils à peine ébauchés devant cet instrument de précision 
qu'un siècle et  demi d'usage n'est pas parvenu à perfectionner. 

On  a inême longtemps cru que LAGRANGE avait épuisé la question, et 
ce n'est que peu à peu qu'on s'est aperçu grâce aux recherches de LEGENDRE, 
de JACOBI et de WEIERSTRASS (pour ne nommer que les principales) que les 
solutions des équations différentielles auxquelles conduit la méthode de LA- 
GRANGE ne donnent pas toutes et  pas toujours la réponse au  problème qu'on 
s'était posé. b 

Un des résultats les plus inattendus dans cet ordre d'idées c.onsiste 
dans le fait qu'on ne peut s'empêcher d'introduire à côté des solutions ana- 
lytiques, des polygotaes curvilignes ou coinme on les appelle des solutions 
discontinues. Ce pl&nomène est tout h fait général: si l'on ne veut pas se 
borner au  c,as fort restreint où l'indicatrice du problème est une courbe 
.convexe, les solutions «fortes » (c. à d. les seules qui peuvent fournir un 
miniinun1 absolu) présentent en général toutes sans exception des points 
anguleux pourvu qu'on les prolonge suffisamment. 

. (*) Essai d'une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et minima des forinules 
intégrales d6finies. Oezcures, T. 1, p. 333. 

An9tali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 90 
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L'étude du faisceau d'extrémales fortes passant par un point est, comme 
je l'ai montré dans un mémoire anterieur (*), fort'aisée à faire pourvu que 
les deux invariants que j'avais désignbs alors par IV (x, y) et n (x, y) soient 
différents de zéro. J'avais proposé en conséquence de nommer poiiits réguliers 
du problème tous les points pour lesquels on a simultanément 

L'étude des points singuliers pour lesquels on a Y (x, g)  = 0 comporte 
d'assez sérieuses difficultés qui demandent un examen A. part. L'équation 
différentielle de Lagrange cesse en effet dans ce cas d'être régulikre partout 
le long de chaque extrémale forte et tout les théorèmes d'existence doivent 
être repris avec beaucoup de soins. 

Nous verrons au contraire dans les pages qui suivent, qu'il suf i t  de ino- 
difier iépèrement les raisonnements de mon travail cité plus haut pour faire une 
étude complète des points singuliers du  problème pour lesquels n (x, y) = O. 

Les principaux changements qui ont permis cette généralisation sont 
d'une part le théorème du K . O  7 et d'autre part la formule (34) qui permet 
une discussion approfondie. 

Je me suis permis, pour ne pas devoir renvoyer constamment aux traités 
de MM, BOLZA et HADAMARD (**), de résumer dans les premiers N.06 toutes 
les formules dont nous aurons besoin. 

§ 1, RBsultats g6nBraux. 

9. Le problème le plus général du Calcul des Variations dans le plan 
he diffère pas, conime on sait, du problème des brachistochrones généralisé. 
Soit T une région connexe du  plan; nous adjoindrons à chaque élément di- 
rigé linéaire situé à l'intérieur de T et caractérisé par ses coordonnées s, y 
et par l'angle 4 que fait cet élément avec la partie positive de l'axe des x 
une fonction positive V(x, y, 4). Nous supposerons pour plus de simplicité 

(*) Mathematische Annalen, T .  68, p. 449. 
(**) O .  BOLZA, Vorlesungen über Variationsrechnu+ag (Leipzig, Teubner, 1909). - J. HADA- 

MARD, Leçons sur le Calcul des Variatiom (Paris, Hermann, 1910). 
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que V est une fonction analytique de ses trois variables et périodique en J 
avec la période 2 x .  

Soit d'autre part 

x = x ( t )  y = y ( t)  t, j - t F - t ,  (l) 

un arc de courbe rectifiable situé à l'intérieur de T et joignant deux points 
donnés P, et P, de cette région. D'après les résultats de M .  LEBESGUE (*) 
cette courbe possède en chacun de ses points (sauf peut-etre pour un en- 
semble de valeurs du paramètre t de mesure nulle) une tangente bien dé- 
terminée. L'intégrale de LEBESGUE 

x1 
arc COS J.'" tJI2 

arc sin Y' . 
bff + 

aura donc une valeur perfaiteinent définie; elle représente le temps mis par 
un mobile pour passer de P, en P, le long de la courbe (1) avec la vitesse V 
qui correspond à l'élément linéaire qu'il parcoure en cet instant. 

On demande de déterminer la courbe rectifiable située dans T et joi- 
gnant P, à P, pour laquelle le temps du parcours est le plus petit possible. 

3. On pose d'ordinaire avec WEIERSTRASS 

On voit par cette définition même que la fonction F doit satisfaire pour 
toutes les valeurs de x et de y qui ne sont pas nulles à la fois à la con- 
dition d'liomoghéité 

P(x, y; k x l , ' k y ' ) = k ~ ( q  y ;  x', y') k > O .  (4) 

De cette condition d'homogénéité on déduit des relations entre les dé- 

(*) Intégrale, longueur, aire [Aiinali di Matematica (3), 7 (19@2), p. 231-3591. - V. aussi: 
CH. DE LA VALLÉE POUSSIN, Cours d'Analyse infinitésimale ( 9 ~ ~  ed.), T .  1, p. 869, 
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rivées secondes F;;, F;,, et F,,,, qui s'écrivent dans la notation de WEIER- 
STRASS 

11 est souvent conmode de prendre pour paraniètre la longueur s de 
la courbe (1) à partir de l'un de ses 

Nous désignerons dans ce cas les 
vées partielles par rapport à x, y, x', 

points; nous aurons alors 

fonctions P e t  FI ainsi que leurs &ri- 
y' par les notations abrégées: 

F (a, y; cos 9, sin 5) = F (a, y; 3) = P (5) 

Pl (x, y; cos 4, sin 5) = P, (x, 21; 4) =Fi (5) 
F; (x, y; cos 3, sin 5 )  = F,, (x, y ;  5) = F,. (4) 

Les équations (5) livrent en particulier les relations 

- -- Fe8er (4)  sin 4 +Fe,,, (4) cos9  = -FI (4) s in4,  

-- - Fzl,, (3) sin 4 + F,,,,, (3) cos 3 = FI (3) cos 2, 

qu'il est très utile de noter. 
4.. Le résultat principal  E EULER et de LAGRANGE consiste en ce que 

les courbes qui donnent la solution de notre probléme (s'il y en. a) doivent 
satisfaire à l'intérieur de T et partout o ù  elles possèdent une ta~zgente continue 
à une certaine équation différentielle du second ordre. Cette équation peut 
se mettre - à cause de la condition d'liounogénéité (4) - sous trois formes 
différentes qui ne diffkrent entr'elles que par la notation : 
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La dernière équation permet de calculer 3 en fonction du paraiiîètre s 
lorsyu'oii lui adjoint les équations (6). Les courbes qui satisfont aux équations 
diffhentielles (S), (9), (10) sont appelées les extré~r~ales du probl&ine. 

5. La réciproque du théorème de LAGRANGE n'est pas exacte: on peut 
trouver, si certaines conditions complémentaires ne sont pas satisfaites, des 
courbes extréliides joigiiant les points Pl el Pz et pour lescjuelles l'intégrale (2) 
n'a pas la valeur iiiini~iiuiii exigée. 

L'une de ces conditions consiste en ce que, lorsqu'on considère une estré- 
inale fixe e l~assant par le point P, et qu'on fait varier le point P, le long 
de cette extréniale, il peut arriver qu'à partir d)un certain point ce n'est plus 
I'extréinale e pour laquelle le ininiiiiuni absolu est atteint, mais une autre 
extréniale e , ,  qui passe également par Y, et qui fait en ce point avec e un 
.angle fini et différent de zéro (W). II faut donc (212 général nrrkter chaczcni 
des extréwtnles passarht par P, à z ~ z  certain poi~zt. 

Une seconde condition a été établie par WEIERSTRASS; elle diffère essen- 
tiellenient de la première Parce qu'elle doit être vérifiée en chaque point. 11 
faut que tout le long de l'arc de courbe e consicléré, 0 étant l'aiiçle que fait 

- 
cette courbe en l'un quelconque de ses points avec l'axe des x et 9 étant 
un nombre réel quelconque, la fonction de WEIERSTRASS 

- - 

E (x, y ;  2, 3 )  = F ( 5 )  -- F,, (3)  cos i - Fy, (3) sin 5 (11) 

ne soit pas  négative; on dit que l'extrémale est forte lorsque cette condition 
est vérifiée. 

On peut donner à la fonction E la forme plus symnîétrique 

- 
E ( q  y; 4, 9) = - 8.. (9)) cos 5 + (Fg,(S) -Fy,(0))  sin 0,  

en se servant des équations (7) 

cette dernière formule est due à M. SCHWARZ qui la développe depuis long- 
temps dans son cours. 

(") DARBOUX, Leçons sur la Théorie ~ l e s  Surfaces. Livre X I ,  Ch. V. - BOLZA, 1. c., p. 435. 
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5 8. L'indicatrice et la condition de Weierstrass. 

6. 11 convient de donner à la condition de WEIERSTRAS~ une forine 
g6ométrique. Considérons notre problèliie sous sa  fornie initiale et traçons 
dans un plan auxiliaire I'liodographe des vitesses c. à cl. le lieu des extré- 
mités des vecteurs passant par l'origine et parallèles aux vitesses V(x, y; 4) 
qui correspondent à un point fixe x, y. Cette courbe fermée qui varie avec 
le point z, y est celle que j'ai nommée autrefois l'indicatrice du problème;. 
M. HADAMARD la, désigne dans son livre sous le nom de figurative (*). 

Si nous appelons s', ./i les coordonn6es rectangulaires d'un point de l'in- 
dicatrice on aura par définition 

et par suite ii cause de (3) 

F ($2 

Appelons O l'origine des 

J j a  tas 
y; 5 ,  -4) = v = 1. 

coordonnées du plan auxiliaire des t -n et soient 
P et Q deux points de l'indicatrice correspondant aux points 9 et 4 du pa- 
ramètre. Les coordonnées du point Q sont d'après les formules (14) 

La tangente P R  de l'indicatrice en P satisfera d'autre part à l'équation 

F; (5) ( X  - i )  + FY, (3) (Y  - -4) = O 

que l'on déduit itninSdiatement de (15) et dans laquelle X et Y désignent les 
coordonnées courantes. À, cause de la condition d'homogénéité (4) on pourra 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



du problème du Culcul des variations dans te piafa. i 59 

écrire au  lieu de cette équation 

3 
Menons par Q une parallèle à la droite O P  et considérons le segment 

-+ 
dirigé QR situé sr catte droite entre le point Q et notre tangente P R ;  on 
aura en vertu de (17) 

ce qui pourra s'écrire au  moyen des relations (16) et (11) 

On voit que la fonction E de WEIERSTHASS change de sigue lorsqu'il y 
a des points de l'indicatrice de part et d'autre de la tangente PR.  

La condition de Weierstrass s'exprime dom dans notre interprétation géo- 
szétrique en disant que la tangente P R  doit 8tre droite extrême (droite d'appui) 
de l'indicatrice. 

7. Considérons l'ensemble des droites extrêines de notre indicatrice; 
elles recouvriront tout le plan à l'exception d'un domaine convexe K, qui 
contient l'indicatrice à son intérieur ou sur sa frontiére et qui est limité 
d'une part par. certaines portions de cette courbe et d'autre part par un 
certain nombre de tangentes multiples de notre indicatrice. 

A chaque point de l'indicatrice se trouvant sur la frontière du domaine 
convexe IC correspond une direction 4 pour laquelle la condition de WE~ER- 
STRASS se trouve vérifiée. A chaque point I . d e  l'indicatrice se trouvant & 
l'inthieur de K correspond au contraire une direction 4 pour laquelle la 
condition de WEIERSTRASS n'est pas satisfaite; en effet la tangente à l'indi- 
catrice en I ne peut pas être droite extrême à cause de notre construction. 

On peut aisément remplacer cette condition géométrique par une con- 

dition analytique. Joignons à cet effet le point O.origine des coordonnées E ïi 
3 

à notre point I et prolongeons O I jusqu'à, son point de rencontre C avec 
la frontière du domaine convexe; le point C doit nécessairement se trouver 
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sur une des tangentes multiples de l'indicatrice et à l'intérieur d'un segment 
A B  dont les extrémités sont deux des points cle contact de cette tangente. 

Le point 1 est donc un point à l'intérieur du triangle O A B ;  d'autre 
part, à cause de la formule (17), la tangente à l'indicatrice en I ne peut 
contenir le point O et elle doit nécessairenient sitparer le point O de l'iiii 

au  moihs des deux autres sonimets A et B de ce triangle. 
On voit donc en se rapportant aux résultats du n.O 6, que si l'on dé- 

signe par O et les ailgles correspondant aux directions O A et O B  l'une 
au  moins des deux fonctions E(4, O )  et E (5, 11) sera négative. 

En général nous aurons le résult,zt suivant: Désignons par O , ,  O,,.. . , O, 
les angles qui correspondent aux points de contact des tangentes multiples 
de l'indicatrice et  qui soiit en inêtne teinps clroites extrêmes; ces points soiit 
nécessairement en nombre fini puisque d'après nos liypothèses l'indicatrice 
est analytique. 

THÉOR~ME. La con,dition nécessaire et su fisante pour qu'une exirémale 
faisant au point x y comiddré I'nî?glc 4 avec l'axe des z soit forte, consiste 
e n  ce que les 412 inégalités 

E(x,y;3,9,)~0 k = l , 8  ,..., 912 (18) 
soient vérifiées. 

Ce rhsultat est, cornine iious le verrons, fort utile; il perinet en effet de 
remplacer dans la condition de WEIERSTRASS, la fonction de deux variables 
E (3, 4) par un nombre fini de fonctions cle la seule variable 3 puisque O,, 
8 ,,..., O, sont fixes pour le point considSr& 

S. Pour calculer les directions O,, O , ,  .. . qui correspondent aux points 
de contact des tangentes ii-iultiples de l'indicatrice qui sont en iilêiiie teinps 
droites extrêmes, on ditterminera d'abord toutes les tangentes iiîultiples sans 
exception. 

Soient 8 et ii deux directions qui correspondent à deux points de con- 
tact différents de la mêine tangente inultiple. Le premier rneiiibre de i'équn- 
tioii (17) doit rester invariant lorsqu'on remplace successiveii~ent 9 par 0 et 0 
et on tire de cette condition 

ces dernières formules soiit connues sous le noin de conditions ~ 'EHDMANN.  
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Les équations (19) permettent de calculer analytiqueinent les valeurs des 
angles qui correspondent aux tangentes multiples de l'indicatrice. Désignons 
ces grandeurs par O',, O',, ..., FI',, et formons le tableau 

les angles 6; pour lesquels aucune des quantités (20) n'est négative lorsqu'on 
pose k = 1, 8,. . . , (na + p)  correspondront aux points de contact des droites 
d'appui multiples et nous les désignerons comme précédenlinent par O,, 
e2, ..., on. 

Nous supposerons dans la suite qu'aucune de ces droites d'appui n'a 
plus de deux points de contact avec l'indicatrice; le cas où certaines de ces 
droites possèdent trois points de contact ou plus ne présente pas de difficultés 
spéciales et n'est qu'un peu plus compliqué au  point de vue de la notation. 

9. La formule (13)  permet de développer aisément la fonction 
E (x, y ;  4, 4) en série de TAYLOR procédant suivant les puissances de 
@ - 5) ; on trouve en effet en posant 5 - 4 = h 

d'où l'on déduira facilement les dérivées suivantes, 
O n  obtient de cette façon la formule 

où les accents indiquent des dérivées partielles par rapport à 4. 
Le premier terme non nul de la série (21) doit avoir, lorsque la condi- 

tion de WEIERSTRASS est vérifiée par la direction 9, un exposant pair et un 

Annali di Matematka, Serie III, Tomo XXI. B i  
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coefficient positif. Si donc F, (4) s'annulle en l'un de ces points il füudra né- 
cessairement que F', (5) = 0. 

Nous supposerons dans la suite que les quantités F, (s, 3;  3)  et 
a F 1  y ;  ') ne s'annuilent jamais en même temps lorsque le point x y 

d 4 
parcoure le doinaine T et évitons ainsi la singularité Y = O  dont nous avons 
parlé dans l'introduction. 

Il suit de notre dernière hypothèse que F, (5) - 1  O dès que la condition 
de WEIERSTRASS est vérifiée; le système d'équations différentielles (6) et (11) 
pouvant dès lors être mis sous forme norrnale on voit que chaque extrérnale 
forte située à l'intérieur du domaiiie T est une courbe analytique régulière. 

3 3. Les extrémales fortes. 

10. Le problème #principal qui se pose maintenant est la détermination 
des arcs d'extrémale le long desquels la condition de WEIERSTRASS est vérifiée. 

Remarquons à cet effet que, si O ,  O , ,  ..., désignent les directions corre- 
spondantes aux points de contact des droites d'appui doubles de l'indicatrice 
pour le point x y du domaine T, tous les noinhes Pl (O,), & (9,), . . . , seront 
positifs et  différents de zéro. On déduit aisément de ce fait que le détermi- 
nant fonctionnel des équations (19) auxquelles ces quantités doivent satisfaire 
deux à deux est different de zéro (*). 

Les quantités O , ,  O , ,  .. . , seront par conséquent des fonctions ailalytiques 
de x et y 

o , = ~  e , = e , ( ~ , y )  ,... (e2) 

que l'on déterminera au  moyen des équations (19). 
Soit 

1 

LC =i x (8) y = 2/ (5') (93) 

un systkine d'équations représentant une extrétnale donnée, la longueur de 
cette courbe à partir d'un certain point étant choisie comme paramètre. On 
pourra alors poser . 

i x l ( s ) = c o s J  y ' ( s ) = s i n 5  

(*) Math. A m . ,  68, p. 467. -- HADAMARD, 1. c., p. 44% 
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et déterminer au  moyen de ces dernières équations une fonction 

qui jointe aux équations (23) satisfait identiquenient & l'équation différen- 
tielle (11). 

Iles équations (22) et ("23) permettent de déterriliner les valeurs O ,  (s), 
ô, ( s ) ,  . . . , que prennent les quantités O , ,  9 ,,..., le long de notre extréinale 
en fonction du paramètre S. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'extrémale (23) soit 
forte pour une valeur donnée de s s'expriment par les inégalités 

Les quantités E, (s) étant des fonctions analytiques du paramètre, on 
voit que, si pour une valeur donnée de s, tous ces nombres sont positifs et 
différents de zéro, il en sera de même tout le long d'un arc assez petit de 
notre extrémale qui contient le point considéré 2 son intérieur. L'extré- 
illale (93) sera donc forte aux environs du point considéré. 

Les extrémités des parties fortes de l'extrémale (23) coïncident par con- 
séquent avec les points pour lesquels l'une au  moins des quantités E, (s) 

s'annulle, et ceci ne peut avoir lieu que si la direction 4 de l'extrémale 
coïncide avec l'une des directions O,, O , ,  . . . , définies par les équations (24). 

Nous nous soinmes placés dans l'hypothèse où chacune de ces directions 
correspond à une droite extrême double; on voit en se rapportant au  n.O 6 
qu'il y a dans ce cas toujours exactement deux des quantités (25) qui s'an- 
nullerit. Choisissoris l'origine des s de façon que ceci ait lieu pour s = O et 
appelons 4 et F )  ceux des nombres O , ,  O, ,  . . . , pour lesquels 

sont vérifiés siinultanén~ent. Les quantités E (4, fl,),=, étant positives e t  dif- 
férentes de zéro pour tous les O,,  O , ,  . . . , qui diffèrent de ô et fl il suffira 
d'examiner d'après le Théorème du n.O 7 les deux fonctions de s 

pour savoir conment l'extréiiiüle (23) se comporte aux environs du point 
s= O par rapport à la condition de WEIERS~RASS! 
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Les quantités 0 et 3 n'étant déterminées qu'à un multiple de 8 n près et 
désignant deux directions qui ne sont ni parallèles ni antiparallèles on peut 
s'arranger pour que les inégalités 

0<3-e<7i 
soient vérifiées. 

12. Désignons par x,, y,, 4,, O,, bi, les valeurs des fonctioiis x (s), y (s) ,. . . , 
pour s=O; d'après nos liypotlièses 4, devra être égale soit à 8, soit ii 8,. 
Examinons pour commencer le cas où 4, = 9,; la différence [O (s) - 4 (s)] 
développée aux environs du point s = 0 en série de MACLAUR~N (ce qui Sera 
toujours possible puisque les fonctions dont il s'agit sont régulières) donne 
une formule de la forme (*) 

Si l'on développe d'autre part la fonction (26) au  inoyen de la formule (81) 
on trouve 

Le terme de moindre degré en s ayant ici un coefficient positif et un 
exposant pair, on aura aux environs du point s = O 

E (8) 20. 

Considérons eu second lieu la fonction Ë ( s ) ;  la forriiule (19) nous donne 

- 

( 1 / 
E (8) = F., ( ~ j  - pz, (5) cos Y+ (F,, (q - F,, (9)) s ine  

et  les égalités (19) nous permettent d'écrire 

Ë (6) = F,, (9) - p., (4)) casé+ F ~ ,  (0) - F,, (5) sin B.  ( ( 1 
De cette dernière équation nous tirons au inoyen des formules (7) 

(*) Nous supposons ici et  dans la suite que la quantité (O (s) - 4 (5)) n'est pas ideiitique- 
ment nulle. Le lecteur traitera facilement ce cas; il verra que la forriiule (34) établie plus 
loin est tout à fait générale et en déduira (s)  = O. 
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ce qui nous perniet de poser 

la fonction L ( s )  Stant analytique au  point s =O. Le premier terme de ln 
quantité entre parenthèse est positif et différent de zéro; pour des valeurs 
suffisaminent petites de 1 s 1 la fonction Ë (s) aura donc le mêiiie signe que 
( 8  - 5) et l'extrérnale (23) sera forte ou faible suivant que (8 - 3) est positif 
ou non. Tout dépend donc du premier terme c,sk de la série (25); nous 
allons le calculer. 

13. Les foririules (19) dérivées par rapport il s donnent: 

d O F,,, (O) COS 3 + Py,, ( O )  sin 4 - P, ( O )  sin A - = Px,, (4) cos .Ç + Ii',,, (q siil S - 
d s 

- d e  
- F, (Y) sin 6 - 

d s  

d 6  
F2,, (6) cos S + Fv,, ( 6 )  sin S + Fi (4) cos 4 - = (tl) cos d + @) sin 5 + d s  

d f3 
+Fi (8) cos 8 - 

d s '  

Multiplions la première de ces égalités par cos@, la seconde par sin Y et 
ajoutons; il vient après quelques siinplificatioiis, 

- d o  F, (4) sin (O - 4) - = EJ, $) cos 4 + PY (3) sin 9-  
d s  

- FzZl ( A )  cosëcos 4 - Fr,, (4) sin i c o s  4 - 

- Fv,, (O) cos% sin 4 - FFI,,,, (4) sinci sin 9. 

Or on peut écrire cette dernière fornmle eii remplaçant partout 9 par 9 
et tenant compte de l'erreur corninise: 

dB 
F, (9) sir1 (ci- 4) - = F, (8) cos O + FY (4) sin 4 - d s  

- ii',; (9) cos 8 cos C) - Fzy~ (O) COS O sil ie - 
(31) 

- F ~ , ?  (9) sin 4 cos c) - J-,,, (O) sin 8 sin ë +- 

t (O - 3) (8) 

la fonctioli a (s) restant analytique au  point s= O, 
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Nous déduisons de inêine de la formule (10) 

1ü fonction /3 ( s )  restant analytique au  point s = 0. 
Retranchons (39) de (31); il vient après certains calculs faciles et après 

avoir introduit la notation 

n (x,  y )  = F, F )  cos 9 + F, (6) sin û - Pz (4) COS% - lil, (9) sin % (33) 

d ( 8  -- 5) 
FI (6) sin F- 0 )  = rt (x, y) + (6 - 5) Ilj (s).  d s (34) 

La fonction f! ( x ,  y) est une fonction analytique de x et y puisque 6 (x, 9) 

et O (a, 9) ont cette propriété. 
Le long de la, courbe (9.3) on aura 

Introduisons lés séries ("1) e t  (36) dans l'équation (34) et égalons les 
terines de moindre degré en s des deux n~en-il~res de cette identité; on trouve 
en fi~isant la remarque qu'aucun ternie de (0 - S )  N ( s j  ne peut être conl- 
paré au ternie de moindre degré en s  du premier nieii-ibre, puisque F,  (9,)  
sin (40 - Oo) n'est pas nul : 

Cette dernière indentité montre que 73 = . IL  + 1 et que c, a le signe de C. 
On peut donc dans tous les cas cnlczder le signe de [C) (s)  - 3 (s)] a u x  elz- 

viro~ts d u  point s = O. pourvu qu'on connaisse l'allure de n (x, y) le lottg de 
l'extréwale aux  environs de ce poi~fit. 
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On déduit iiiin~édiatement de nos résultats que dans la formule 

la fonction + (s) est régulière aux environs de s = O; cette remarque nous 
sera utile plus tard. 

14. M. DRESDEN a montrk dans sa dissertation y) que la fonction 
E ( x  js), g (s);  4 (s),  3 considérée coinine fonction des deux variahles s et 5 et 

- 

développée en série de TAYLOR aux environs du point s = O 9 = 0, donne 

Nous avons TU qu'il y a intérêt à considérer au  lieu de la fonction de 
M. DRESDEN la fonction (97) qui dépend de s seulement; cette fonction fournit 
d'ailleurs une formule tout à fait analogue à (38). Le résultat que nous avons 
en vue est une conséquence directe de (99) et  (34), mais il est préférable de 
le calculer directement. 

Différentions à cet effet 

par rapport à s, il vient: 

ou à cause des formules (S), (9) et (19) 

d Ë  
-=F, p) cos.9+Fv(6') sin 4 - F,(S) cosO-Fv(3) ü i i l é  - 
d s 

(*) Trams. of tlze Amer. Mafhem. Soc., V .  IX (1908), p. 4.85, 
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On peut donc écrire en se servant de la notation (33) et en raisonnant 
comme précédemment: 

ln fonction N(s) reste continue et analytique aux environs de s = 0. 
Nous avons vu au  n . O  précédent que (4  - 5) est toujours infiniment 

petit par rapport à fi (s) lorsque s tend vers zéro. Il s'erzsuit que les ddve- 
d Z  

loppe~?tenfs en série de - et de 0 (s)  coaz?nencent par le nlêrim terme. 
d s  

15. Il n'est pas nécessaire de calculer fi (s)  le long de l'extrémale (83) 
et par suite d'intégrer l'équation différentielle de LAGRANGE pour arriver à 
nos fins. Il  suffit, conme nous allons voir, de connaître les valeurs que prend 
!r (x, 9) le long des courbes déterminées par l'équation tlif'férentielle 

où 8 (x, y) a la même valeur que précédemnient. 
Considérons celle des courbes (40) qui passe par le point x,, y, et soient 

X (s), Y (Y) les fonctions qui fournissent sa représentation parainétrique (la 
longueur à partir du point x, y, étant de nouveau choisie comme paraiiiètre); 
désignons enfin par .r (s) l'angle que fait notre courbe avec l'axe des x. 

Nous tirons de (40) 

un calcul identique à celui qui nous a donné la forinule (30) montre qu'on 
d 7 

obtient - en remplaçant dans cette formule x, y, 8 (x, y), v (x ,  y) par X ,  Y, 
d s 

8 ( X ,  Y), K ( X ,  Y) et 4 par T. Nous pourrons donc écrire en nous servant du 
théorème de la moyenne 

les fonctions a, p, y restant régulières aux environs de s = O. Cette dernière 
équation ajoutée membre à ineinbre à (37) donne 
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Comparons d'autre part les équations 

d X  d x  
--'= C O S 7  -- 
d s  d s  

= cos 4; 

nous en tirons 

et noiis obtenons de iiîêine 

les fonctions ( s )  et ,u (s)  étant régulières pour s = 0. 
Les identités (43) et (43) inontrent que le plus petit exposant de s dans 

les séries (X- x) et ( Y  - y )  est supérieur d'un degré au  inoins au  plus petit 
exposant de s  dans (7 - 9). Ce résultat appliqué à l'équation (41) montre 
en second lieu, si nous reprenons les notatioris de la formule (35), que le 
plus petit exposant de s dans la série (7 - 9)  est au moins égal à (n  + 1). 
Les séries (X - x) et ( Y  - y) commencent donc par un terme dont le degré 
est au inoiiis égal à ( f i  + 8). 

Appelons a* (s) la valeur de l'invariant n (x, y) le .long de la courbe 
X (s), Y (s)  ; nous avons 

n * ( ~ ) =  a ( x ,  Y )  = 

= fi (8) + ( X  - X) oc (8)  + (Y  - Y )  F (8)  

les fonctions u (s )  et f~ (s) étant régulières au  point s = 0. 
Ceci nous montre que l'on peut écrire 

les deux premiers termes de la série étanY les mêmes que dans la formule (35). 
Nous voyons de même qu'on peut écrire au lieu des formules (34) e (39) 

- d ( O  - 3) 
P, (4) sin ( O  - 0) --- = a* (s )  $- ( 0  - 5) M* (s) 

d s  

@ = a* (8)  + (O - 3) N* (s)  
d s  (46) 

les fonctions Al'A et IV* restant continues aux environs de s=O. 
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16. Considérons en second lieu l'extrémale 
- - 

x = x (8) y = y (s) (47) 

qui pour s = O passe par le point E ,  y, et qui fait en ce point l'angle 3 avec 
la partie positive de l'axe des x. Appelons 4(s) l'angle que fait la courbe (47) 
avec la iriêrne droite. Désignons par X(s), Y (s) les fonctions qui livrent la 
représentation paramétrique de la courbe passant par x, y,, et qui satisfait 
à l'éauation différentielle 

'- = tg% (x, y), 
d x 

la longueur de cette courbe parcourue dans le sens positif à partir du point 
x, y, étant choisie comnîe paramètre. Posons enfin 

et reniarquons que la fonction R change simplement de signe lorsqu'oii per- 
mute 8 avec 1 da.ns la formule (33). 

Un calcul tout à fait atialogue au précédent nous iiiontre alors: 
- 

1.0 que la fonction E [x (s), (sj; S (s), H (s)] n'est pas négative aux 
- - 

environs cle s  = O tandis que le signe de E (x, y; y, O) coïncide pour des 
valeurs suffisamment petites de s avec celui de (5 - 8). 

9 . O  qu'on peut écrire les formules suivantes 

FI p) sin (x- fl) d ( 4 - 8 )  - - - 6* (s) - (3 - 0 )  A l ) *  (s) 
d s  

les fonctions n?* et @* restant continues aux enviions d.e s = 0. 

17. Les résultats précédents joints à la théorie des solulions discoiiti- 
nues permettent de faire l'étude systéinatique de la. distribution des extré- 
niales fortes aux environs d'un point singulier du problème pour lequel n = O 
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et de compléter ainsi les résultats auxquels j'étais arrivé en 1906. De inêine 
la théorie des points conjugués peut étre étendue aux solutions continues 
ou discontinues qui contiennent de tels points singuliers. Cette tliéorie que 
j'avais esquissée dans ma dissertation a été développée depuis par MM. BOLTA 
et DRESDEN, Inais seulement pour le cas où 0 =I= O (*). 

Enfin on peut compléter également la théorie générale de WEIEHSTRASS 
de la façon suivante: Soit e une extrémale quelconque joignant deux points 
A et B. WEIERSTRASS a montré qu'il est nécessaire pour qu'un niinimuin fort 
soit atteint par cet arc de courbe 

1.O que 1% fonction E (5, 3) 2 0 tout le long de la courbe 
8.O que le point B ne se trouve pas au  delà du point conjugué de 

Jacoli A' qui correspond au  point A. 
Pour obtenir des conditions suffisantes il fallait au contraire jusqu'à 

- 
présent supposer que E ( S ,  5) n'était pas nul lorsque B=I= 9. 

La théorie des points singuliers d u  problème montre que la condition 
E (4, 5) - 2 0 est non seulenient nécessaire mais encore sufisante pourvu qu'on 
remplace le point singulier A' de J ~ c o u r  par un point A* qui est un peu plus 

- - 
dificile à calculer et  qui coïncide avec A' lorsque E (9, 3) > O pour 5 -/= 4. 

Toutes ces propositions ne sont nulle~nent difficiles k établir, niais il y 
a un grand nombre de cas à examiner. Pour les points simples de la courbe 
n (x, y) = O la. façon dont se comportent les extréinales du problème dépend 
essentiellement de la direction de la. tangente à la. courbe n = O au point 
considéré; il faut étiidier en outre les points inultiples de n = 0. 

On facilite un peu la discussion en souniettsnt le plan à une transfor- 
ination ponctuelle par laquelle les fainilles de courbes (40) et (48) se tram- 
forment en parallèles aux axes cles coordonriées. Les fonctions FI, E et n 
qui entrent dans les formules étant des invariants peuvent être calculées 
aisément pour le problème transformé. Je compte revenir plus tard sur ce 
sujet. 
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Sui criterii sufficienti per il massimo 
e per il minimo ne1 Calcolo delle Variazioni. 

(D i  EUGENIO ELIA LEVI, a Cenoua.) 

INTRODUZIONE. 

1. Nei ia  storia del calcolo delle variazioni, il periodo che prineipia 
con WEIERSTRASS e con DARBOUX ha carattere affatto diverso da1 periodo pre- 
cedente. LAGRANGE invero, - che per il primo diede forma analitica rigorosa, 
indipendente da considerazioni geometriche, ai principii del calcolo delle va- 
riazioni, - sviluppa il pensiero di applicare a tali problemi i metodi del Cal- 
colo Infinitesimale: egli si preoccupa di scindere la variazione totale dell'in- 
tegrale in parti di diverso ordine infinitesimale, e tale spezzamento ottiene 
col considerare le variazioni prima, seconda, terza, ecc.: posto questo fon- 
clnmento, LAGRANGE stesso ed i matematici che 10 seguorio, in speciale modo 
LEGENDRE e JACOBI, non fanno che studiare con convenienti trasformazioni 
queste diverse parti clella variazione totale. Ma l'osservazione di WEIERSTRASS 
sulle variazioni forti delle funzioni rese evidente che 10 spezzamento della 
variazione totale rielle variazioni degli ordini successivi, non è sufficiente 
al10 scopo: ed i metodi di WEIERSTRASS, sia nella loro forma primitiva, sia 
in quella di HILBERT-BELTRAMI, sia nella veste geometrica di DARBOVX e 
KNESER, consistono ne1 trasfor~nare direttainente, e con artifici elegantissiini, 
la variazione totale. 

Perb mi pare indubbio che il concetto direttivo dei matemntici anteriori 
a WEIERSTRASS, corne quel10 che più direttamente si connette colla concezione 
infinitesimale, rivesta un carattere più generale : l'obbiezione di WEIERSTRAS~ 
richiama solo la nostra attenzione su1 fatto ehe 10 spezzamento della varia- 
zione totale nelle variazioni dei successivi ordini non è il più adeguato per 
scinderla in parti che siano d i  diverso comnportamento infinitesimale quando 
si faccia tendere a zero soltanto la mnss imx  d i s t a m a  dei punt i  della curva 
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variata dalla curva che si considera, e non si faccià conteinporaneamente 
tendere a zero l'angolo delle tangenti. Onde - pur facendo astrazione dai 
numerosi casi in cui il concetto di campo di estreii-iali, che è fondamento della 
trasformazione di WEIERSTRASS, non pu0 applicarsi - mi pare clie 10 sforzo 
di ritornare al concetto direttivo di LAGRANGE possa essere stimato utile: spe- 
cialmente poi quando si voglia, coine pare tendenza dei conteniporanei (*), 
considerare il Calcolo delle Variazioni coine un capitolo di un futuro Calcolo 
Funzionale. 

In alcune Note y*) 116 mostrato appunto corne, niodificaiido leggerinente 
10 spezzaniento della variazione totale, e niediante trasforinazioni sostan- 
zialinente identiche a quelle usate da LAGKANGE, LEGENDRE e JACOBI per la 
variazione seconda, si possa provare la sufficienza delle ordinarie coiidizioni 
di minimo dell'integrale 

senza far uso del campo di estremali: già in quel luogo avvertivo che la  inia 
dimostrazione si prestava a trattare ~nolti casi in cui il metodo di WEIER- 
STRASS è in difetto. Mi propongo di riprendere quello studio in questa Me- 
moria, , 

Ne1 Capitolo 1 riespongo la diniostrazione per l'integrale (3), semplifico 
i calcoli usati in quei lavori rendendoli insielne più facilnlente gener a 1' ~zza- 
bili; inoltre colnpleto la dimostrazioile soprn un punto assai importante che 
poteva sollevare difficoltà. Aggiungo breveinente corne si debba inodificare 
il brocedimento quando urio od entrarnbi gli estrerni sono variabili. 

Ne1 Capitolo II studio delle condizioni suficienti per il minimo (O per 
il massirno) di un integrale della forma 

k noto (**) che questo problema è uno dei più semplici tra quelli clie 
sfuggono .alla teoria di WEIEHSTRASS. Invero la teoria di WEIERSTHASS, al- 

(*) Cfr. ad es. HADAMARD, Leçons sur le Calcul des Variations. 
(**) Sulle condizioni suflcienti per il nzinimo lzel calcolo delle Irariazioni. Rendiconti della 

R.  Accademia dei Lincei. 4 Note ne1 vol.  XX (2.0 sem. 1911) e XXI (1.0 eem. 1918). 
(***) Cfr. ZERMELO, Urttersuchungen über variationsrechnung. Dissertazione d i  Berlino, 1894. 

HADAMARD; loc. cit., Cap. V del libro III, pag. 458 e ss. KNESER, Lehrbuch der Varintions- 
rechwuhy. Cap. VI, pag; 193 e ss. 
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meno al10 stato attuale, serve a trovare quando l'estremale (8. di equazione 
y = -4 (x) dà all'integrale (2) il valore minimo rispetto alle curve $ di equa- 
zione y = y (x), che per un valore convenientemente piccolo del numero r 

soddisfanno alle disuguaglianze 

e non già - coine si dovrebbe fare ove si volesse il caso veramente anologo 
al miniino forte dell'ordinaria teoria - quando per le $ si arnmetta soltanto 
di potere imporre di soddisfare alla prima delle precedenti disuguaglianze. 
Riserrandomi di distinguere più precisaniente ne1 n.' 1 del Cap. II i varii tipi 
di miniirio possibili per l'integrale (2), dirb qui soltanto che la riuova dimo- 
strclzione permette di spingere lit ricerca alquanto più avanti, e di trovare 
condizioni sufficienti perchè ($ dia il miniirio rispetto alle curve $ che sod- 
disfanno al1 e limitazioni 

1 p - 1 )  - a ( P - u  I - PP-1 (4) 

IY-+-, ( 5 )  

. dove r è un nutnero convenientemente piccolo e p,-, è un numero finito pre- 
fissato anche arbitrariainente grande. Non mi è riuscito di togliere la con- 
d'izione (4): nell'ultimo numero mostro su esempi come qui si presenti una 
difficoltà di natura in certo modo nuova: e precisamente come, quando per 
le curve variate d si voglia togliere la condizione (4), occorra certamente 
introdurre per cd delle condizioni di tipo diverso da quelle che sono ordina- 
riarnente note quali condizioni sufficienti. 

CAPITOLO 1. 

L9integrele f (z, y, y') d s. 
x1 

1. Posizione del problenza. Sia assegnato l'integrale 

e si supponga clle in una certa regione R del piano x y e per tutti i valori 
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finiti di y' la funzione f (x 3 y') sis, colle denominazioni di BOLZA (JO, di 
classe ,C"': fissati in R i due punti P, r ( x ,  y,), P, (x, y,) si indiclii con (S. 

l'estreuiale die  congiunge P, con P, : sia 

la sua equazione, e si supponga che (a cada in R. Indichereino colle lettere 
greche p, (x) ,  F', (m),  y', ( x )  ,... i valori di f, f' , ,  f',, ... calcolati quanclo per y 
e y' si inettmo ri (x) ed 8' (x )  : la .ri soddisfa l'equazione di EULERO, clle con 
tale notazione si scrive : 

onde segue che qualunc~ue sia la funzione '! ( x )  di  classe C' si lia 

che se < si annulla negli estreini diviene 

Indicheremo con $ una curva. variata yualunque die  cnda in R e passi 
per P , ' e  P,, sia 

y = y ( x )  =.ri ( x ) + z ( x )  con z (x , )  = B ( x , )  = O  (6) 

la sua equazione: sappiamo che, volendo studiare se cd dà. ad i il ininiino 
valore rispetto alle curve di classe Dr, ci si pu6 liinitare a considerare il caso 
che dt sia di classe C" od anche sia analitica (**) : cosi noi fareino ne1 se- 
guito per maggior seinplicità, sebbene nessuna diEcoltà essenziale porterebbe 
l'adottare senz'altro ipotesi più larghe. 

8. Trasformazione e partizione della aariazione totale. Indichi u (x) una 
soluzione dell'equazione di JACOBI : 

(") BOLZA, Vorlesungel~ iiber Varz'ationsrechnung. Pag. 13 e ss. 
(**) BOLZA, 1. c., pag. 85 e ss.; HADAMARD, 1. c., pag. 51 e ss. 
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e si supponga $ tale clie si abbia 

z, (a) essendo una funzione di classe C" ne1 tratto (3, , x,) : ci6 avverrh sem- 
pre, qualunyue sia 8, yuando l'estreniale d soddisfaccia alla condicione d i  
Jacobi ne1 tratto (x,, x,), poichè allora esiste una soluzione di (7) seiripre =I= O 

2 (x) in (x,, x,); e basta prendere per u (x) tale soluzione, e porre z, (x) = - - 
th (4 

È no10 clie si ha per (7), qualunque sia c7 l'identità 

da Cui, ponendo !: = z,, e ricorditndo che z, u = z si annulla negli esgemi x, 
ed x,, si avrà, integrando tra x ,  e x,, 

È possibile, ci6 posto, dare per la variazione totale uno spezzainento in 
parti di diverso coinportainento infinitesiinale che sarà fondamentale per il 
seguito. Poniamo colne al solito 

3', yl) = f (x, Y, y ' )  - f ($7 Y, 3') - (y1 --Y? ry, ($9 Y, Y',- (1 1) 

(8) avremo subito l'identità 

(*) Cfr. BOLZA, 1. c., png. 64, formula (16) (in uota). Questa non è altro che la foriuula fon- 
damentale per la forma data da J~cosr  alla trasformazione d i  LEGENDRE della variazioiie 
seconda. 

Aanali di Matenzatiea, Serie III, Tomo XXI. 93 
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Ma per la forniula di TAYLOR si ha 

con 

in queste Formule le f e le f"' indicano ralori delle derivate terze di f cal- 
colati in convenienti punti della forma 

con 0<8<1 ,  o<T<I. 
Sostituiamo le (13) in (M), e ordiniamo per le potenze di z, e z' , ;  è fa- 

cile vedere che i due integrali che portano sui terinini d i  primo e di secondo 
grado, sono identici rispettivatnente all'integrale (5)  oi7e si ponga [ = z ,  e ali'in- 
tegmle (10): onde sono identicainente nulli. Casiccliè infine si avr&: 

È questa la formula cercata: inostrererno nei nuineri clie seguono, coine, 
almeno sotto certe condizioni, il primo integrale diviene infinitesilno di ordine 
inferiore al secondo al tendere a O del niassiino di z: onde esso rappresenta 
la parte principale di A I (*). 

(*) Pub interessare il confrontare la (16) col10 spezzameiito di AI cui porterebbe il me- 
todo delle variazioni: per esso si  avrebbe 

L'osservazione di WELERSTRASS consiste essenzialmerite ne1 far notare che tale partizione è 
inadeguata, perché in P entrano perfiiio terinini in 2': clie non è affatto detto che tendano 
a zero quando tende a zero z, e n o n  z', . Analoga alla precedente è la (16); ma ne1 primo 
integrale di  questa compare la funzione E in luogo della P f :  chi confrouti la funzione E 
colla de f, si  persuadera facilmente che ciù equivale ad agiiingere a 1, ne1 formare la parte 
principale di A 1, la parte di P dipendente da z, z',P e 2':. 
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3. P r i m o  teorenm sulle c o n d i z i o ~ ~ i  suflicienti: l a  y' delle curve  var ia te  
resta in  un c a m p o  finito. Incomincieremo col caso più semplice, in cui si 
voglia esaminare se (9. d i  ad I il nlinimo valore rispetto alle curve dç. per cui 

È facile inostrare clie se sono soddisfatte le segueîzti condis ioni:  

1.' è (''.,z = f i . 2  (x,  n ( x ) ,  -0' ( x ) )  > O (condizione d i  Legendre),  

2." è E (x,  s ;  x', 3') > O per x,  f x 6 x,, O < 1 Y' - ri' 1 f p, (condizione 
d i  Weiers trass) ,  

3 . O  il pun to  x', coniugnto a destra d i  x, segue x, (condizione d i  Jacobi),  
si pu6 trovare un r tale che da a d  I i l  m in i tno  valore rispetto alle curve 
variate  dç. per  P, e P,, per c u i  

Preniettiamo alcuni lemini. 
LEMMA 1. S e  ( a )  è una funzione n u l l u  in a O in b, a derivata  l imi ta tu  (*") 

i n  ( a ,  b )  ( a  r b), si ha 

Infatti, supposto per es.: ( ( a )  = O  si ha per la formula di SCHWARZ: 

Z2 (x) = (SI ( x )  d x)' 5 (x - a) CE ci' d x;  e quindi per la formula di Dr- 
, a 

(*) È noto che queste condizioni sono pure necessarie, almeno prese in senso largo. 
Cfr. BOLZA, 1. cit., pag. 186. LINDEBERG, Math. Attnalew, Bd. 69 (190&), pag. 331,. 

(**) E quindi integrabile insieme col suo quadrato alrneno ne1 senso di LEBESGUE. 
(+*3 La formula di DIRICHLET consiste essenzialmente nella formula della riduaione di un 

integrale doppio ad integrali sernplici : e quindi qui vale, poichè esiste l'integrale doppio della, 
fuuzione (x - a) C;)' (5). 
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LEMMA II. f i l le stesse ipotesi si ha 

b b 
1 c If 1 d x 6 KI/  If' d x 

( b  - a)' + B Zr', = - - . 
a 4 

1 
Basta osservare che ( CI' 1 EG - (:y Y), e applicarp: la (18). 

9 
LEMMA III. Se i: (x) è uncc fitnaione a derivatcc limitata in (x , ,  x,), ~aulla 

in X ,  e in x,, e si suppo)ze ad es.: x,  = E X ,  si ha 

Sia x, il punto medio di (x ,  x,): e si applicliino alla funzione '! i lemtiii 1 e II, 
prendendo corne intervallo (a  b )  prima (x ,  x,), e poi (x ,  x,) : si ottengono su- 
bito le (90). 

Cib posto, veniaino al nostro teorema. Per 3 . O  esiste una soluzione u (x)  
dell'equazione (7 )  finita e continua e =]= 0 in (x,  x,): possianio supporre u )  O, 
e precisamente 

0 < ml f u f l n 2  , U' 1 5 'lu3 . (91) 

Come si osservo, si pub allora, qualunque sia la curva variata 8, faxe la 
posizione (S), e dare alla variazione totale la fornia (26). D'ültra parte, se 
~ o n i a m o  

è noto che la funzione El (x, y;  y', y') risulta definita colne funzione continua 
di x, y, y', 2j ' ,  almeno fincliè x, y è in R e y', 9' sono finite. Le ipotesi 1.' e 2.' 
ci dicono che El (x,  a; ïi', y') > O per xi r x r x,, / 9' - ri' 1 5 p ,  ; per 1s con- 
tinuità si pub dunqiie trovare tre nuineri positivi r , ,  r , ,  p ttali c l ~ e  per 

(*) Questa prima form~ila è di  HADAMARD (1. cit., pag. 334-335) il quale dà anzi per K' il 

valore ("1 - ~ 2 ) ~  , che 6 minore del precedente, e che pub esser realniente raggiunto. Ho ri- 
7t2 

prodotto qui, dalle mie citatc Note Lincee, la presente diinostrazioiie elementare, perchè dei 
ragionamenti qui tenuti faremo uso più oltre al n. 6, 
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sia sempre 

El (a, y; y', y') 21. (93) 

I f i l  r 2  Se quindi, indicarido con r  un'indeterininata 6 r ,  e r - Y suppo- 
I n g  

r 
nirmo z 1 < r  e quindi 1 z ,  1 <- 53 avrrnio per le (81) e (233, 

W L ,  nb, 

E (x, y; '/if + z,  ut, y') = E,  (x, y ; ïi' + z, u', y') z': u2 t p. 112; 2':; 

D'altrr parte, se chianliano A I  il inassinîo delle derivate terze di f (x y y') 
per xi r s 5 x,, 1 y -- / 5 r ,  , 1 y'- x' / < rz , i coefficienti 7, 7 delle 1, e A,, 

date da (14), (15), saranno se 1 s ( < r ,  inferiori a M: e quindi per (81) si a v r j  

Onde per le @O), (81) avreino 

nr 
~ ; d x s - ( + t ~ . i - w ~ ~ ) ~ l ~ - ~ r ~ ~ ' ~ d x  6 n e ,  \ 

"' XI 1 

Le (24), (95) dimostrano che, nelle ipotesi del nostro teoreina, effetfiva-- 
mente, corne si era detto, il secondo integrale di (16) diyenta infinitesilno di 
ordine superiore al  primo quando r  tende a zero: e poichè il primo è positivo, 
tale s a r i  pure A I per r sufficientemente piccolo. Precisainente da (16), (24) 
e (85) si ha 
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918, v2 Onde basta supporre clie, oltre alle disugiiaglianze r 6 r,, r G - 9 

1 I L ,  

#IL"  
r soddisfi pure alle r <p+ percliè sia A I>O: e ci6 climostra il teoremn. 

H 1 

4. Osseruazioni sull'esterwione al cnso genernle. Il precedente ragiona- 
inento non si pub senz'altro applicare al caso generale in cui la. curva va- 
riata abbia inclinazione qualuilque per la seguente ragione: dalle ipotesi l.' 
e 8.' seguirà ancora che El (x, .O; n', y') > O, ina. lmtenclo orri. variare y' da - oo 
a + m, non si potri  più declurre ln (03);  e tale disugiiaglianza ilon si pub 
neppure dedurre ove l'ipotesi 8 . O  fosse, coine si usa, sostituita dall'altra 

- 
E (x, y; y', y') > O  per tutti i valori di y e 3 suficienteinente prossimi a 'o ed -4'. 
Perchè quindi si possa trarre clal prececlente ragionaiiiento qunlche conclusione, 
converrà proprio portare la (013) tra le ipotesi del teorema: si avrà cosi clle: 

Se S O H O  sodtiisfatte le seguenti condiaioni : 
1.' esistono tre ~zumeri positivi r , ,  r,, p. tali che per x, G x G x,, 

1 y - 1 1 5 r l ,  1 y' - 'o' 1 G r2 sia El (x, y; c', y') 2 [J., 

2.' i l  punto x', coniupto di x, a destra s e p e  x,, 
si pud trovare u n  r L: rl tale c72e B dia ad I i l  aciniuto rispetto nlle czwe $ 
passanti per Pl e P, per czii / y - ri 1 6 r. 

E alla 1 .O si pu6 anche sostituire l'altra, apparentemente ineno restrittiva, 
che esista~zo due numeri positivi r: e p., tali c7~e per x, 5 x 5 x, , 1 y - 'o ( 6 ri 
sicc E, (x, y; q', y') 2 p l  (*). 

(*) Invero proviarno che da qnesta condizione segiie che si pu6 deterniinare un r2 tale 
che valga la 1 . O .  Fissato arbitrariainente un G, sia M ,  il massiino valore di f"g~n(x, y, y') 
per (x y) in R, 1 Y - dl & rs .  Si consideri ora El (x, y; y', 3'): e si distinguano due casi se- 
condo che è l ~ ' -  a'l o 3 r, O l ~ ' -  P'I > 3 t-,. Ne1 caso in cui IV'  - v' I  s 3 rs si pnb ragionare 
corne ne1 numero precedente: El essendo funzione continua, e le variabili variando in un 

tc campo fiiiito, da El (x ,  y; a', y3 2 pl  segue che, fissato un p < pl : ad es. : p = -', si pub detcr- 
8 

minare un r', tale che, per I  y'- ri'(<rl,, ly- i ' l  6 3 r , ,  sia El (x, y; y ', y3 2 p. Se 1 y'-ri'[ > 3 rs 

si chianii rf; un numero < r, e < : poiçhè a 8 = ( y 1 -  y') fil' (z,  y, Y) si uvrà 
3 M, a 3 
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Tale teorema non è perb soddisfacente, perchè non serve a riconoscere 
che cd dà il ininilno in buon numero di casi in cui la cosa risulta dali'or- 

dinaria teoria. Cos1 se I = G (x, y) 41 + y'" x con G > O, si vede subito J: 
che E, tende seinpre a zero col tendere di y' s m: onde non risultano sod- 
disfatte le precedenti condizioni; inentre è noto che ogni estremale dà, effet- 
tivanlente il minimo qunndo soddisfa alla condizione di JACOBI (*). 

Ma pur hasandosi seinpre sulla (16) si pub giungere a ritrovare proprio 
l'ordinario teoreinn: occorre perh diinostrare innanzi tutto alcune proprietà 
della funzione E(x, y; 7/', y) quando y' tende a ao, e completare con nuovi 
leinini yuelli del n. 3 . O  Cib faremo nei n. 5 e 6. 

5. Sul conzportamento di E (x, y; y', y') quando y' tende n m. Dimostriamo 
che se in un campo finito e c7zizcso T di valori di x, y, 2' sono soddisfatte le 
cond ixioni seguenti 

1." f ",. (x, y, Y') > 0, 
8 . O  E (q y'; y', y') > O per O < 1 y' - y' 1 , 

per ogni sistema di valori di s, y, y' interno a T, la E (x, 9 ;  g', g') diuiem 
infinita d i  primo ordine alrtzeno per y' tendente a m. O con inaggior generalità 
e p~ecisione dicianio che, nelle dette ipotesi, se T, é u n  campo c7ziuso conte- 
nzcto in T, - per i l  quale esiste u n  8 > O tale che ogni punto di T ,  sia il ptmto 
di memo di u n  segmento d i  lzuzghexxa 2 8, parallelo all'asse delle LI', e total- 
luente contenuto in T ,  - allora si possono determinare due numeri positivi 

iiidicaiido un valore tra v' e y' ; ora per 1 g' - ri' 1 < v", è 1 y' - y' 1 > 9 r, , e 
IF'-$ )<rn2<r , ;  onde: 

-, - 
51' - y' -- y  '- 4' I l  
- ,-1--7,>1----. 
Y - Y  Y - Y  9 - 9 '  

Basterà quiridi prendere per r ,  i l  minore dei numeri r', e r", . 
Nelle mie note citate è contenuta soltaiito la dimostraziorie di questo teorema: incorret- 

tamente iii principio della Z5  nota è eiiniiciato il teoreina più generale (pag. 466 del Vol. XX, 
2.0 sem. 1911) che invece sarà diniostrato più oltre al 11.~7. La diiiiostrazioiie qui  esposta è 
alquanto più seinplice di quella delle note citate. 

(*) BOLZA, 1. c., pag. 184. 
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pl e pl tali che se 1 ij' - y' 1 > p, e (x, y, ij') è in T, si ha 

Facciamo tendere anzitutto y' a $- ao; poicliè T e quindi Tl sono finiti, 
y'- 21' da. un certo punto in poi è positive. Consideriaino il liinite infe- 

E ($7 y; v: Y') riore di indeterminazione di -, -,,- per 3' = + oo : liin E ( x ,  y; CI: yl) . 
1 7  9 -y  y'-- y 

e chiamiaino v e r, i valori di esso seconclo clie pensiaino (a, y, ij') variabile 
in T O in Tl: per ln condizione S." è v, t v 'O: il nostro teoreina si pud 
enunciare dicendo clie v, > O: basta quindi provare clie non pub essere v, = 0. 

Si ricordi seinyre clle T e T, sono cainpi finiti, clie f (2, y, 8') è finita 
e continua in T: si avrà uniforineinente in T 

onde, per la clefinizione di E (a, y; 1/', y'), si avrà l'uguaglianza 

lim E ( x ,  y; @'y Y') = 
- y' - g1 yf=+oo 

(W 

v e v,  sono dunque i valori del secondo meinbro di (28) per (x, y, y') varia- 
bile in T O Tl rispettivnmente. 

Sia y il iiiinimo di filycL (x, y, i') in T: per la condizione 1." s a r i  y > O: 
- 

e se i punti x,, y,, y', per cui ij', r 9' G ijl, + 8 sono di T, si avrà la disu- 
guaglianza 

Cid posto, si supponga v,  = 0: per ln definizione del limite inferiore di 

y 8  indeterininüzione, preso il nuinero - > v, = O, e fissato un L arbitraria- 9 
niente grande, si pu6 trovare un sistema di valori (x,, y,, 2J1,, yt1) tale che 

(*) Se Tl è un punto iiiteruo a T, questo teorema si riduce al teorema enunciato sopra. 
Ma il secondo teoreina è pii'r generale del precedente, in quanto la condizioiie impostn a 
Tl non porta che esso sia tutto di  puiiti iuterni a T, ch& anzi pub conteiiere punti del coti- 
torno di T; ed inoltre è piùpreciso in quaiito equivale ad enunciare che E(x y ;  y'y3 diviene 
iufinita di 1.0 ordine uniformemente al variare di (x y yl) in Tl. 
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(x , ,  y, ,  ij',) sia di T l ,  y', > L e che f ( $ 1  , 2 1 1 ,  y,') Y B  
- f:, ( X I ,  2 1 1 ,  Y',) < 72- Per 

Y '1 

le ipotesi fatte su Tl e per (29) s a r i  clunque 

quindi, assegnato un L grande a piacere, si pub trovare un sistema di 
- 

valori ( x ,  , y, , y', + 8, y',) tale clle sia y', > R,, (x, ,  y , ,  ijr1 + 8 )  in T, e clie 

Y B  f x l y l  y ' l - ( ~ l ,  y ,  + ) - -  Ne segue v 6 - -  
9 

Y < O, il die, 
3'1 2 

corne si vide, è assurdo. 
Dunque non pub essere v, = 0. 
Analoganlente si osserva che quando y' tende a - m, il nostro teorema 

E ( x y ;  $y ' )  
equivale ad asserire che il lin1 - per ( x  y ij') variabile in Tl è un 

Y,=-, Y' - Y' 
numero v', >O: e la dimostrazione si fa in modo perfettamente analogo al 
precedente. Risultri. cosi l'asserto. 

6. Lemnzi. Andiamo ora a completare i lemmi del n.' 3. 
LEMMA IV. Se ( x )  è m a  ficnxione a derivata limitata in  (a b) ( a  6 b),  

nulla in  a O i n  b, si ha 

" X  

hfa t t i  sia ad es. !(a)=O. Sarh I ~ ~ ) I = I J ~ ~ E ) ~ E / ~ J  a 1Tr(E)Id5;da 
a 

cui segue per il teorema di DIRICHLET: 

die  è la (30). Analogamente se < (b )  = 0. 
LHMMA Y. Sia ): una funsion; a derivata limitala in  (a'b) (a  e b) ,  nulla 

in  a O i n  b, e sia sempre 1 1 < ci: se dividiarno (a b) i n  due insieîni rnisura- 
bili cotnplementari e x , ,  si ha semnpre 

AnlzaZi d i  Matentatica, Serie I I I ,  Tomo XXI. 
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Sia sempre, per fissare le idee, '5 (a) =O. Si definiscano due funzioni ?, e '5, 
colle condizioni 

Cl (a)  = O, Y, = '5' in X, Cfl = 0 in ; 

t, (a) = O, t', = 0 in X, C', = !' in ;CI ; 

Ma per il lemnia 1 si ha 

per il lenima IV e per l'ipotesi 1 l <  u è 

Da. (33), e (33),, soinnîando, per (32) si deduce (31). 
LEMMA VI. Nelle stesse ipotesi del lemma V si h a  

1 ' 
Infatti è 1 < (' ( 5% + y'), quindi per (31) 

~ ' a l t r a  parte essendo 1 C 1 < rx si ha 
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Dalle (35) somrnnndo segue (34). 
LEMMA VII. SCa '5 una funsione a derivata limitata in (x, G,) (x, < x,) 

nulla i n  x, ed in x,, e sia sewpre 1 [ 1 < a :  se si diuide (x, x,) i n  due in- 
siewi complementari snisurabili x e %,, si ha sempre 

dove k" e k", sono gli stessi c7ze izel Zeimna I I I  e 

Questo lenirna si deduce dai due precedenti coine il lemma III dai 
lemrni 1 e II. 

Aggiungiaino a questi un lemma che ci verrà utile solo assai più in là 
per il proùleina di miniino con entrambi gli estreini inobili: 

LEMMA VIII. Si  wzantetzgano per [ tutte le ipotesi dei lewznai V e VI trame 
quella che < si annulli in a O in b: si ha allora 

doue 
Kn=BK=(b-a) '  I<" ,=4K,  = 8a(b -a )  

Knl = 
(b - a)' + 1 

9 

Invero si pongn. Cl = - ! (b )  sarà <, (b)  = 0, Y, = C' e poichè / t 1 < a 

sarà 1 tl 1 < B x .  A <, si pub applicare il letiltna V, ponendovi B a in luogo 

clle eyuivale alla prima delle (38). 
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Per mostrare la seconda delle (38) si osservi che ragionando corne ne1 
lemma VI, si ha ' 

Ma vale ancora (33),: so~iîinando yueste disiigunglicinze, si ottiene quella 
cercata. 

OSSERVAZIONE. I lenliiii V, VI, VI1 compre~idono i lenmi 1, II, ILI; basta 
h r e  x = (a, b) e per X ,  prendere l'insieme nullo; devesi perb notare clie quelli 
sono dedotti sema supporre 1'5 1 < m. Analogamente clal leninia V111, ove per 
K, si prenda l'insieme nullo, si ha 

e tali formule restano vere anche facendo astrazione dall'ipotesi 1 '! 1 < a.  

7. Secondo teorema sulle condizioni suflicienti: cnso generale. Siaino ora 
in grado di diinostrare assai sempliceiiiente clie se l'nrco Pl P, dell'estre- 
male 9 soddisfa alle condizioni seguedi: 

1.O = f l < ?  (x -4 3 ' )  > O (condizione di Idegendre), 
8.' esistono due nztmeri r ,  e r, tali c7ze per 

è E (x, y; gr, 3')) O (condiziolte di Weierstrass), 
3.' i l  punto x', colziugato a destra di x, s e p e  x, (condizione di  Jacobi), 

si pub trovare un r tale che (n. dia a d  I il w ~ i ~ ~ i w o  rispetto alle curue A di R 
passanti per P, e Pz per czci sin y - 1 6 r. 

È questo i'ordinaiio teoremi r): con ci6 solo clic, se si introduce la 
nozione di campo, si pub, e talvolta si usa, liniitarsi a chiedere che la con- 
dizione 2 . O  sia socldisfatta yuando a a' si sostituivca qiiella funzione di x e 

(*) HADAMARD, 1. c., pag. 389-90. 
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di y che è l'inclinazione del campo (*): qui naturallnente simile cosa non 
si pub fare. 

Per dimostrarlo si osservi intanto clle, prendendo nella condizione Bo r, 
e r2 sufficientemente piccoli, si pub per la 1.O supporre che per 1 y - n 1 5 rl , 
121'--af/ f r 2 ,  X I  f X ~ X ,  sia anclle f ' '? '~ (xyV1)>0. Scelto allora un S > O  e (r, 
arhitrario, si pub prendere ne1 teorenia del n.O 5 il campo x ,  5 x 5 x, ,  
] y - u i j ~ r , ,  Iij'--o'I&r2 corne campo T,ilcampo x l ~ x 6 x 2 , 1 y - - ~ I r r 1 ,  
13'- 3' 16 r, - 8 corne campo T,; ed ;ipplicnndo detto teorema, trovare clrie 
numeri positivi p,  e pl tali che per x, G x g x , ,  / y  - 7 (6 r,, Iij' - m' j 6 r2-8, 
/y'-ijlI>pi sia 

E (x, y;  ij', 1~ ' )> t / . ,  1 y'- ij' 1 . (40) 
D'altra. parte si pub, ragionando in modo perfettainerite analogo a quel10 

tenuto ne1 n.O 3, deterininare un nuinero positivo y tale che per y' - J' 1 r pl sia 

Applichiaiiio allora alla variazione totale A I la (16), il che è possibile 
per l'ipotesi 3.O: e supponiaiiio iiioltre d ie  valgallo seiiipre le (81). Indicliiamo 

r, - 8 
con r un'indeteiminata L r, , e 6 - m l ,  e supponiamo 1 z 1 r r e quindi 

3 

r r , -S  b~l<-<- ; chiamiaino l'insienie dei punti in cui 1 z', u. 1 r pl, e l ,  
ml '"'',a 

l'insieme coinplementare : nvremo: 

clie è la formula c,he tiene il luoço di (24). Le liniitazioni trovate al n." 
per A, e 1, restano ancora vere: e quiiidi, applicando il leiiima VIT, avremo: 

nf 
L- - (tn, + ab,)% [[II 2'; ct x + 1if,J 1 et, 1 (1 x] 6 m, Xi  

A l  "2 
~ ~ 2 ~ z , z p 1 1 d x ~ - ( 1 ~ ~ 2 + ~ 1 ~ 3 ~ 2 r ~  \ z l z l , \ d x ~  I I:: DL xi 

r dove le K' si ottengoilo dalle (80) e (30) ove si faccin K = 2. 
'ln, 

(X) BOLZA, 1. c., pag. 190. 
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Da (49) (43) si concliiude corne dalle (24) (45) 

dove H', è sempre dato da (26) e 

Basta quiricli supporie clie r soddisfiiccia ancora alle disiigiiaglianze 
W. lna 

r G'+ , Y i*;lyC1 , pemliè sia A I > O. c. v. d. 
H 1 2 

8. Teoreuta d i  Osgood. Osserviaino clle nelle ipotesi del nuinero prece- 
dente la (44) ci permette di dimostrare anche il teoreina di OSGOOD, che 
enuircereiiio ne1 inoùo preciso seguente: s i  pud  :lescrivero attoi.fio nll'estre- 
1ija7e $ u n u  reyiorte tale che, twesa u n a  qttalzwptc c w v a  $. d i  essa passaîde 
per Pl e P, e detto 1 i l  wzrrssir~ro segiiceuto d i  ordiuata conqreso fra d' e $ il 

Prelnettiamo anche qui un leinnia clie ci verrli pure utile in seguito; 
L E ~ I A  IX. S'ia '5 (x) zcun f i tnziom u cierivata limitata, e s ia  t (a)  = O ;  si 

dividn ( a  x) i n  due insielni couzpletizeîztari (x) e x, (x) ~itiszcmbili: s ia  inoltre 
1 < 1 < u : s i  aurà 

Infatti si ha 

(*) Iii questa forma 6 dato già da HADAMARD, 1. c., pag. 479: e del resto si ricava fa- 
cilinente anche dalle disnguagliaiize contenute ilella Meinoria medesima di Osaoon, Traw 
sactiow of the Am. Math. Society, Vol. 2 (1901), pag. 273-"115. 
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Ma per il teorema di SCHWARZ è ?2dx:inol t re  

evidenteiuente è 9'! (x) C' d x < OL a 1 '!' 1 d x:  da (46) segue allora su- I s,,,, i Jï,, 
bito la (45). 

Ci6 posto, sia c i'ascissa in cui è massiino il valore assoluto della. dif- 
ferenza z (a) delle ordinate di ($. e di 8; sarà 1 = 1 z (c) 1 = zs (c) 1 x ,  (c) 1. Sup- 
poniamo, per fissare le idee, clie x, sia il più prossiino a c degli estreini x, 

X" x1 : applicando allora il leinina IX, seiiipre colle rio- e x,: sarà c -- x,  r - 2 
tazioni del nuinero precedente, se x (ç) e xi (c) sono le parti di x e x, ap- 
partenenti a (a,  c) si avrà 

x, - X I  1' = z2 (c) = n2 (c)z: (c) < mi --- 

6 f i ~ ;  -- " a  - al 1 di d x + 4 +lit 5 jxl 1 a', 1 d z. 
1/47) 

'2 . l x  +ni 

A 1 Confrontando (47) con (44), segue che, se 1 z 1 < r, il rapport0 - non pu6 
I' 

9 p. m; - r H', y. , m; -- r Hfz m l  
scendere al disotto del minore dei nuineri 

me ( x ,  - x,)  OL 111: r ,  ; e  
ci6 dimostra il teoreina di OSGOOD. 

9. I1, caso di u n  estremo mobile. È assai semplice vedere coine si deb- 
bano inodificare i risultati dei iiumeri precedenti, nell'ipotesi clie gli estrenii 
siüno iiiobili. Coininciamo col supporre che solo I'estremo sinistro sia inobile 
su una curva &, di equazione 

supporrerno clie la funzione g, aminetta le derivate prime, seconde e terze 

finite, nell'intorno di x = x,; e clie ne1 punto x,, 9, =?, (x,j = -4 (x,) 

a &, ed a cd le due curve non si tocchino. Talchè esisterà allora un nunlero 
v, tale clie in un conveniente intorno di x, si lia sempre 
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Sia A al solito la curva variata: sia x i ,  p. (r,)) il suo estrenio sinistro : ( 
e naturalinente (x,y,) il suo estremo destro: in base all'ipotesi precedente 

r 
si pub in tanto no tare clie, tosto clic si suppone 13 1 < r, sa14 1 x ,  - x, 1 < - 7 

" 1  

r 
e y uindi x, - x, < x, - x, + - 

V I  

Occorre anzitutto riprendere la trasfornlazione della variazioiie totale 
data al n.O 2: sarà ora colle notazioni là. usate: 

Si sviluppi il secondo integrale niediante le (13), (14): nia si osservi che 
i termini di primo e di secondo grado in z, non saranno pih nulli, poichè 
non sarà x(;L',) = O ,  i loro valori saranno invece per le (4) e (9) dati da 

D'altra parte si lia, scrivendo l~reveniente lg,, cffZ1 , . . . , .III, .II', , . .  . , w1 , 
d l , .  . . a1 posto di rp (x,), cf', (x,) . . . : 
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Onde, sostituendo in (50) i valori che successivamente si hanno delle (13), 
(Ih), (51) e (52), si otterrà: 

Al è una quantità formata colle I delle (52), e quindi limitata in funzione 
del massimo modulo delle (i (x), r), (x), -ri (x) e delle loro derivate dei primi 
tre ordini, di u (x)  e delle sue derivate dei primi due ordini, ed infine del 
minimo valore di u (x) ne1 tratto (2, x , ) .  In base. a questa nuova formula è 
allora facile dimostrare l'ordinario teorema delle condizioni suficienti per il 
minimo : 

Se cd è un estremale passante per P,, la quale soddisfa alle seguenti con- 
dizioni : 

1.& taglia trasversa1me.nte in' (x,, y,) la curua 6,, 
9." non tocca i n  (x,, yl) la curva d l ,  
3.a è y " p =  f R v ~ ~ ( x ,  1, a')>O per x1 C X X ~ ,  

4." esistolzo tre numeri positivi E, rl e r ,  tali che per x, - E r x 4 x,, 
19-wIf ri ,  I g 1 - ~ ~ ' I r 2 ,  O < I y l - ' 1 ,  sia E ( x ,  y; y', ~ ' ) > 0 ( * ) ,  - 

(*) Nei testi di  calcolo delle variazioni si usa chiedere che sia E (x, y ;  y', y') > O solo 
per x, s x  c x,, e non, corne qui si dice, per xl - r L X  G x2 : cfr. ad es., HADAMARD, 1. c., 
n.O 348 e n.0 380. Per6 tale enunciato non è esatto poichè realmente nella dimostrazione in- 
terviene la condizione posta ne1 testo; e - conforme alla ben nota obbiezione del BOLZA circa 
le condizioni di  minimo per l'ordinario problerna in forma non parametrica - da1 saper? che 
E(x,  y; yl, y l )>O solo per x , f r x c x , ,  non segue Io sia pureper 2 , - r e x r : x , .  

Ecco del resto un eseinpio che mostra l'insuaicienza della condiaione E (x ,  y;  y', yl)>O, 
solo per x, G x L x2. Sia f = 1 +y '  + yr2 f z yI4. Il segment0 (O 1) dell'asse delle x  è un estre- 
male QI, il quale taglia trasversalmente nell'origine la seconda bisettrice d, degli assi; y -- x. 

Su a è f"p= 8 > O ; inoltre è E (î, y; 1, y') = (FI - (yf +y')< + 2 P'2] 1 onde p r  
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5." il fuoco a destra x', della curua dl segue x,, 
si pu6 trouare un r tale che d da ad 1 il ~wininlo rispetto alle curue dt che 
congiungono Pz con un punto di dl e per cui 1 y - ri 1 < r. 

Invero per la condizione 1." in (53) è identicamente nullo il coefficiente 
di rl - x i .  Per la condizione 5." la soluzione dell'equazione di JACOBI che 
in x ,  soddisfa alla 

è diversa da zero in tutto l'intervallo (x, x,): se si prende E convenientemente 
piccolo, potremo supporla = I =  O anche riell'intervallo (a, - E, x,): sia dunque 

Prendendo tale soliizione quale funzione zc ne1 fare la trasformazione (531, 
si avrà che anche il coeficiente di (r, - x l ) Y n  (53) è nullo. 

Infine noi potrenio prendere E tanto piccolo che la condizione 3." sia 
soddisfatta anche per xl  - E f x G x,; e quindi, se, al solito, indichiamo 
con r un'indeterminata, e supponianio 1 z I G r, basterà, per la condizione 2." 

O per l'equivalente (N), prendere r <: per essere certi che anclie in tutto 
V I  

il tratto (r, x,) siano soddisfatte le condizioni Xa, 4." e le (55). 
Ci6 posto, avremo dunque 

O c  x L 1 è sempre E > O quali che siano y' e jj'. Ma il detto arc0 di estremale non dà il miniino: 
invero Id= 1; mentre, se si  prende quale curva variata 6t la  spezzata formata dai segmenti 

(- h, h) -- (O ,  k),  e ( O ,  k )  - (1, O),  avremo IA = -- 

dove b ( h ,  k )  è infinitesirno con h e k ;  fissato quindi arbitrariamente Ic, si  pub prendere 
sempre h tanto piccola che la risulti negativo, e quindi < I d .  c. v. d. 

È chiaro che, se si  trattasse del minimo debole, od anche solo se, corne ne1 n.0 3, alle 
curve variate si  imponesse una condizione del tipo 1 y' - w '  1 6 p l ,  le precedenti difficoltà non 
si presenlerebbero e l'enunciato del testo si potrebbe alquanto semplificare; e che analoga 
semplificazione si avrà sempre per il problema in forma parametrica. 

(*) È facile vedere che la presente condizione per u è, in virtù dell'equazione (3) di EULERO 
cui soddisfa w ,  perfettanlente equivalente a quella data da BLISS, Math. Ann. 58, pag. 73, e 
BOLZA, Lectures on the Calculus of Variatiolzs, pag. 107. 
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A, essendo una quantità sempre inferiore ad un certo numero Ml dipen- 
dente solo da y,  YI, i), e dalle loro derivate dei prilni 3 ordini, dai nunieri 
ml,  nt , ,  m,, na, ed affatto indipendente da z. Ragionando corne ne1 n.' 7 col- 
i'applicare i lenimi V e VI in luogo del lemma VI1 (*), si avrà anche qui, 
serbando quelle stesse notazioni, 

dove X. x1 indicano gli insiemi di punti di (r, z,) in cui b 1 d ,  u. 1 r p l  e l'in- 
sieme cornylementare, e H,, H, sono le stesse quantità che in (26) ed in (a),, 
in  cui solo alle K', K',,  K',, K', sono sostituite KI, K,, K,, K .  

Ma d'altra parte per (49) è 

ri 
Ed applicando il lemma IX col farvi u = - avremo 

9% 

( ~ s ~ - I , + E ) J  X z ~ : ~ x + B ~ J ~ , I B ~ . I ~ o  1 .  
Raccogliendo da (57) e @8), segue dunque 

E ragionando corne al n.0 8 si prova anche senz'altro il teorema di 
OSGOOD. , 

10. 11 caso dà ent-rambi gli estremi ~nobili. Pel caso di entrambi gli 
estremi mobili occorre premettere una generalizzazione del lemina IX: 

(*) Poichè z1 si annulla in xa soltanto e non pih in x;,. ' 
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LEMMA X.  Se c (x) è una funxione a derivata limitata, si divida ( a x )  in 
dme parti cornplementari x (a) e X ,  (x) ~nisurabili : sia inoltre sempre 1 1 < a 
si aurà 

lnfatti, posto 7: (x) - < (a)  = cl (x), avrenio 1 cl 1 < 9 m, C l  (a )  = 0, r', = Z', 
Cz = [ri + 7: (a)12 < 9 [!: + T a  (a)] : onde applicando a cl la (45) avremo la (60). 

Ci6 posto, sia P, mobile sulla curva 6, di equazione 

perchè cd dia il minirno, occorrerà aggiungere alle condizioni del teorenia pre- 
cedente, le altre: 

6." <a. taglia trasversalmente i n  s, y, la a,, 
7." ($ non tocca $, in x, yn;  onde esisteranno due nuineri positivi v, e v, 

tali clie in un intorno sufficientemente piccolo di x, sia 

8." i l  fuoco a destra a', di (&, precede i l  fuoco a destra x', di $, (con- 
dixione di Bliss); O in altri termini Ia soluzione dell'equazione di JACOBI che 
soddisfa a (54) soddisfa pure, - indicando coll'indice 9 i valori delle fun- 
zioni di x calcolati in x, - alla disuguaglianza 

Infine la condizione 4." d o w &  essere soddisfatta per x, - LX f xi + E. 

Possiamo allora supporre di prendere c tanto piccolo che la condizione 3." 
sia soddisfatta in tutto (xi - E, x, $ E), e che in questo intervallo la fun- 
zione u (a) individuata da (54) soddisfi alle (Sa). Supporreino poi che per 

& & 
la curva variata $ sia 1 s 1 < r con r < - , r < -; per le (49) e (6?4, detti 

"1 V P  

(xi ,  v ,  (ri)), (xp, y2 (rJ) gli estremi di A, sarà (r,, x,) interno a (x, - E, x2 + c), 

e quindi in esso vaxranno la 3.", la 4." condizione e le (55). 
Ragionando corne ne1 numero precedente, si vede che in virtù della 6." con- 
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dizione e delle posizioni (62), si ha 

d a  essendo funzione affatto siinile a A!. Si applichino ora i ragionamenti 
del n." 7, usando perb del leinma VI11 in luogo del lemma VI1 poichè qui 
la z,  non si annulla più negli estremi: si avrà 

dove x e X, indicano al solito l'insieme di (r, x,) in cui 1 dl u 15 pl e liinsieme 
complementare, H l  e H ,  sono dati dalle (26) (44), dove alle K',, K ' ~ , .  si 
sostituiscono le K",, K",, ... ed infine 

E: per il lemma X, ricordando che è sempre r, - Yi 5 Xe - X I  j- 2 E, si ha. 

Onde, osservando infine clle 

~"0) 4 
2; (t.) - < -(r2 - dP? 

- ( X  m.; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 E. E. L e v i :  S u i  criterii suffîcienti 

otterremo dalle (64). . . (67) 

(r, - ~ , ) " ( ~ m ; - r H " , )  

Jf, Hu, = H",  +- B - ln: (x, - X, + 2 E) 
v; 

E questa disuguaglianza dirnostra senz'altro il teoreina. E anche qui con- 
frontando questa disuguaglianza col lemma X, si potrebbe ottenere subito il 
teorema di OSGOOD. 

CAPITOLO II. 

1. Posixione del problema. Classificazione dei varii  tipi d i  ~ninimo.  Sia 
assegnato l'integrale 

e si supponga che la funzione f sia di classe quando (x y )  è in una 
certa regione R e y', y",.. . , y(?) sono finiti (*). Fissati in R i punti Pl G (x, y,) 
e P, 5 (z, y,), si cerchi una curva ($ di equazione 

- ri essendo di classe C'"' almeno - passante per P, e P, e tale che ivi 
le derivate dei priini p - 1 ordini assumano rispettivamente i valori 

(*) Ne1 n. 6 dovremo supporre f di classe Cc$) almeiio, cib che porta una ulteriore restri 
zione solo se  p = 8. 
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' y '  , y  , . . . , . ; y  y n 2 ,  . . . , y:-'); e che dia ad I il minimo valore, ri- 
spetto alle curve S che soddisfanno alle stesse condizioni in P, e P, e giac- 
ciono in un conveniente intorno di cd. 

Indichiamo colle lettere greche q ~ ,  y',,.. . i valori di f, f' ,,... quando per 
y, y', ..., y(P) si ponga ri, ri', ..., Y,(~). È noto che nelle nostre ipotesi d deve 
essere un estremale del problema: la funzione ri (a) è quindi tale Che, se 
z (x) è nulla iolle sue derivate dei primi p - 1 ordini in Y, e P,, è identi- 
camente 

cib che porta (*) che Y, è di classe C(") almeno e soddisfa l'equazione 

Qualche maggior particolare occorre aggiungere sulle curve variate $: 
con cui vorremo confrontare cd. Intanto, se noi le rappresentiarno con 

la z (a) è nulla colle sue derivate dei primi p - 1 ordini in Pl e P, : ma 
inoltre è noto che da una parte perchè il probleina abbia senso, y  (x), e 
quindi z (s), debbono avere finite e continue le derivate dei primi p - 1 or- 
dini almeno; in altri termini occorre supporle di classe De) almeno, poichè 
ove si considerino curve le quali abbiano pure discontinuità nelle derivate 
pesime, l'integrale (1) non ammette più n~inimo (*): e che d'altra parte, 
premesso cib, ne1 ricercare le condizioni perchè d dia il minimo, si pub senza 
inconveniente supporre $. di classe C(2p', O anche analitica (-). 

Se si impone a $ di soddisfare alle disuguaglianze 

mentre nessuna disuguaglianza si impone a . . . , y('), diremo che $ giace 

nel17idorno [PO > P l  7 . - 7 P< 7 7 - .  - 7  di ordine p di 8 ;  p , ,  p i  , . . . , si di- 
(q+V @) 

ranno la prima, seconda, . . . dinzensionc delE7iî?torno. Con tali denominazioni, 

(*) Circa l'obbiezione di Du BOIS-REYMOND per questo problema vedi ZERMELO, Ueoer 
die Herleitung der Differerctialgkichungen, etc., Math. Arinalen, Vol. 58 (1904), pag. 558. 

(**) ZERMELO, Dissertazione citata, pag. 44 e ss. HADAMARD, 1. c., pag. 145. 
(***) HADAMARD, 1. c., pag, 51 e ss. 
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il problema che ci proponiamo si enuncerà in modo preciso cosi: cercnre 
sotto quali condixioni d dB il wzinimo rispetto alle curve $ di un intorno le 
cui priwce q,  (q ,  r p + 1 )  dimensioni siano suflcientemente piccole, e le residue 
p + 1 - q, s.iaîzo date a priori finite O ijafinite. Un tale intorno 10 chianie- 
renio D,,; e, chiainando r un'indeterlninatü che si sottintende debba scegliersi 

convenientemente piecola, noi 10 indicheremo con [ r ,  r 7 - - - ~  r ,  Pa, P ~ 7 . . - 7  
(0) (1) (Pl-') p.], 

i numeri p essendo finiti O infiniti. Il problema proposto si spezzerà in tanti 
probleini parziali secondo i valori del nun-iero q,  e delle p + 1 - y, dimen- 
sioni pretissate. Ed è cliiaro che, se ($ dà il miniino in un dato intorno Dg, 
essa dà pure in particolare il niinimo in tutti gli intorni D,, con q , )  q che 
hanno le ultime p + 1 - q ,  dimensioni uguali O minori di quelle corrispondenti 
di D,: onde è da prevedere che al diininuire di q  il problema diverrà sempre 
più difficile, e converrà, per accertare il minilno, imporre nuove condizioni 
sempre più restrittive. 

Conviene perb notare che le dimensioni di un intorno si possono pen- 
sare sempre legate da certe relazioni di disuguaglianza: le quali permettono 
di ridurre assai il nuinero dei casi, clie secondo quanto precede apparireb- 
bero possibili. Cid risulterà da alcuni lemmi che andiamo a dimostrare. 

LEMMA XI. Se ne1 tratto ( a b )  (a< b) la funxione < ( x )  è di classe C(') ed 
è sempre 7,"' ( x )  > k, oppure è senzpre ((" ( x )  < - k, k indicando un numero 

( b  - cc)" 
> O ,  la funzione (x! ha un'oscillazione > k -l . 4' ' 

Sia infatti i = 1 : sarà ( (b) - ? (a )  = <' (x) d x  : essendo per ipotesi I". 
2' continua e 1 I' 1 > k, segue 1 t (b) - '! (a )  1 > k (b - a) :  che diinostra l'enun- 
ciato per i = 1. 

Si supponga ora diiiiostrato il lemina per i < ~ ,  e proviamolo per 
i = r. Poichè si suppone clie sia senipre QT) (3~) > k oppure Cc7) (x) < - k, 
presi due qualunque punti cl e c2 di ( a b )  ritgionando cotne sopra Fer il 
cas0 di r = 1, si avrà 1 Qr-l] (6,) - ~ ( T - I )  (6,) ( > k 1 ci - cg 1 .  I<e viene che, 

se corisideriamo i due intervalli 

almeno di essi ( x )  non cambia segno, ed anzi è sempre in valore 
b - a  

assoluto > h -- . 
4 Poichè, se c, e c, fossero due punti, l'uno ne1 primo, 

b - a  
l'altro ne1 secondo di detti intervalli, in cui fosse ( (@-l) (c l )  1 < k - 

4 
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b -a 1 Pi) (ce)  1 < k 7 sarebbe 1 (c,)  - (c,) 1 < k 7 - a , cib che con- 

traddice alla precedente disuguaglianza poichè 

b-a 
c, - 6, >(b - y)--(a +y)=T . 

Si chiami dunque (a,  b,) quel10 dei detti intervalli in cui è, sernpre 
b-a b - a .  

< ( T - ~ )  (z)  > k - O < i 7 4  (x) < - k - 
4 4 

. e si applichi - corne per ipotesi 

è legittimo - il nostro lemma ponendo T- 1 al posto di i, (a,  b,)  al posto di 
b - a  

(a  a),  k 7 a l ,  posto di k. L'oscillazione di < in (a, b,) sarà quindi mag- 

b - a (b ,  - - (b  - a). 
giore di k - 4 2 ~ 1  m-9)  

- k e(z+ ,,(T- ,, ; ed a fortiori ci6 varrà quindi per (a b). 

LEMMA XII. Sia < una funxione di classe D(") i n  (a  b): si supponga 
1 - b- a (*) 1 < 1 <p., 1 Pq) 1 < pq : e, per fissare le idee, si supponga p, !I < . Esistono 

q nulneri positivi a .  , . . . , a,, funzioni di p, soltanto, tali che 

Il teorema è ver0 per i = q, poichè basta allora fare a, = pi: noi 10 sup- 
porremo dimostrato per i > T, e 10 proveremo per i= .: : con ci6 sarà dimo- 
strato in generale. 

Sia c il punto in cui tcT) (a) assume il suo massimo valore assoluto: 
e, per fissare le idee, sia P) (c) == 1 )  O. Sia 6, un punto di (a b) tale che 

1 - 1 - b - a  1 c, - c 1 = p, : poichè si suppone po " - , un tale punto esisterà cer- B 
tamente. Per la formula di TAYLOR è 

1 P) ( x )  = z + P+l' (c) (x - c) + - <"+" (c) ( X  - C ) e  + . . . + 2 l 

(*) Poichè in quanto segue useremo questo teorema quando p, tende a zero, questa li- 
mitazione che lega p, e b - a si potrà sempre supporre soddisfatta, quindi non ci importa 
toglierla. Per6 sarebbe facile modificare il ragionamento i n  modo da evitare questa ipotesi: 
le or< risulterebbero funzioni, oltre che di p,, anche di b - a e di p,, crescenti con p, . 

Alzrtali di  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXI. 16 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



, - 
s indicando un numero compreso fra x e c. Quindi, ricordando che per i > r  

f - 
si ammettono vere le (7), se LE è un punto di (c, c) per cui quindi lx--cl .< p:, 
sarà 

Distinguiamo due casi secondo che è 

oppure è 

In questo secondo caso il secondo membro di (8) è positivo: quindi si 
pub applicare a < ed all'intervallo (c,, c) il lemma precedente; avrerno da. (8) 
che l'oscillazione di C in '  (c,, c) supera 

I 

Ma l'oscillazione di in (cc b) ,  e quindi a fortiori in (c, c), non pub superare 
'2 p,: quindi si avrà 

e quindi pure 

2 verifica dunque l'una. O l'altra delle due disuguaglianze (9) O (IO), e poicliè 
(10) incliide (9), risulta senz'altro diinostrata la (7) per i = r ove si ponga 

fi quindi pienamente dimostrato il letnina, e la formola (I l ) ,  ove si ag- 
giunga a, = p, , determina per ricorrenza le a i .  
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Il contenuto d i  questo lemma si pu6 anche enunciare dicendo che, quando 
si considerano degli intorni di una data curva (a di cui la prima e la 
(q -+ 1)esima dimensione siano p, e pq ,  ci si pub sempre, senza portare alcuna 
limitazione effettiva, limitare a considerare il caso in cui la i-esima dimen- 

g-i+l 

sione con i r q sia data da un numero ( a i - ,  p,, . In particolare ove si 
considerino degli intorni del tipo D,, in cui alineno la prima dimensione ci 
si ~ iserva  di prendere arbitrariamente' piccola, si pub senz'altro supporre che 
anche arbitrariamente piccole si possano prendere tutte le dimensioni che 
precedono quella che tra le p + 1 - q, dimensioni prefissate che non sono CQ 

è di ordine 'massin~o. In altri termini dunque noi potremo, senza restringere 
la portata delle nostre considerazioni, limitarci EL studiare le condizioni suf- 
ficienti (O necessarie) perchè (a. dia il minimo rispetto alle curve $. che ap- 
partengono ad un intorno D,, di uno dei due tipi seguenti 

Y,... Y, 00, 00, m ,... ,]; 
[iG7 ( 1 )  ki-1) (cl,) k + U  (%+Q) 

poichè la ricerca delle condizioni di minimo rispetto ad un intorno Dg, del 

tipo (("9 P Pm+i Y... R, m,... 
0) 

m] per cui le p,,, p + ,  , fos- 
( n i i l )  (P) 

sero qualunque finite O no, ma la p, fosse finita, è equivalente alla ricerta 
delle condizioni di minirno in un intorno D, del tipo (19). Per brevità a se- 
conda che $ darà a d  I il miniino in un iritorno del tipo (12) O (13), d' r em0  
che (a da i l  nainimo d i  ordine q ,  - 1 ne1 campo lirnitato od illiwitato (*): la 
distinzione cade solo ne1 caso in cui q, = p  $- 1 perchè allora tutte le dimen- 
sioni dell'intorno sono da scegliersi arbitrariamente piccole (minimo debole). 

I n  quanto segue noi daremo condizioni sufficienti per il minimo di or- 
dine p - 1 ne1 campo limitato O illimitato, e di ordine p - 8 ne1 campo li- 
mitato. Mostreremo poi su  esempi che quando si voglia studiaïe il minimo 
di ordine p - 9 ne1 campo illimitato, e a maggior ragione qua.ndo si voglia 
il minimo di ordine q <p - 8, si dovrà certo introdurre delle condizioni di 
tipo nuovo, e .probabilmente assai diverso da quelle note come condizioni 
necessarie. 

.(*) Con tale terminologia i due teoremi dei nn. 3 e 7 del Capitolo precedente si do- 
vrebbero chiamare rispettivamente teoremi delle condizioni spfficienti per il minirno di 

I=E f(3c,'y, d r di  ordine O  el campo lirnitato e ne! campo illimitato. 
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8. La variazione seconda e la trasformazione di Legendre-Jacobi. - Ci 
è necessario richiamare alcuni risultati noti sulla variazione seconda ed al- 
cune identità che ci saranno utili in seguito. Seguendo CLEBSCH e FROBE- 
NIUS (") indichiamo con Y (u) una forma differenziale lineare autoaggiunta di 
ordine Bp, sia + (CE) il coefficiente di u"~' in essa : sia infine u,, u, ,.... u, un 
sistema di soluzioni associate (*#) dell'equazione 

Y (u) = o. (14) 

Se s (x) è una funzione che si annulla colle sue derivate dei priini p - 1 
ordini in x, e in x, e che si pu6 porre sotto la fornia 

. . . . . . . . . . . . . S . .  

Z(P-l) - - Xi  uy) + Z ,  + . . . + Z U'Q-1) 
P P  7 

si ha I'identità 

Ci6 posto, si consideri la variazione seconda di (1): sappiamo che sempre 
nell'ipotesi che s si annulli colle derivate dei suoi primi (p - 1) ordini in 
S, e in x,, si ha 

Chiameremo equazione di Jacobi l'equazione Y (u) = 0 : per la formula (16), 
se z si esprime per un sistenia di soluzioni. associate dell'eyuazione d i  JACOBI 
per mezzo delle (15), si lia 

(*) Cfr. specialmente FROBENIUS, Crelles Journal, Vol. 85 (1878). 
(**) E cioè tali che, detta + (a+, v )  la  forma bilineare assosiqta alla Ji (u),si abbia $ (uf, uub)= Q 

per tutti i valori diversi di i e &, 
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- - - -. - .- . . . . 

È opportuno trasformare ancora leggermente la (18): si ponga 

Z i = x ~ I ~ I ' 3 ,  ( i = O , i ,  . . . , p ) ;  Z i = s I ,  ( = . . p ) ;  (19) 

le (15) si scriveranno 

Z = Z o 7  z'=Z,,  ...) 2iP-l) = zp-l , dP) = Zp + Zp , '(90) 

ed avranno come conseguenza le altre 
- 7 .  - z,=-z,= ... =z =o. 

P-1 (21 

Infine la (18) darà luogo all'identità seguente, fondainentale per noi: 

È noto che la condizione di JACOBI - necessaria perchè & dia ad I un  
valore massimo O minimo - si pub esprimere dicendo che esiste un sistema 
di soluzioni associate dell'equazione di JACOBI, il cui Wronskiano è =]=O in 
tutto il tratto (xi  x,). D'ora in poi supporremo che cd soddisfaccia alla condi- 
zione di JACOBI: e che .u,, IL,,..., u, sia il sistema di funzioni di cui questa' 
condizione afferma l'esistenza : indicando con W (r, s ,  ..., t) il Wronskiano di 
r, s,. . . , t ,  supporremo precisamente ehe in (x, x,) sia 

ed inoltre che le u, e le loro derivate dei primi p ordini siano .in modulo 
tutte inferiori a 112, : 

In  &le ipotesi, qualunque sia la A, e quindi la funzione s (x;) .di (6), si 
potranno deterininare le s, in modo ch6 siano soddisfatte le (15), poichè le 
(15) sopo equazioni lineari nelle z, il cui determinante è W(zcl, u,, ..., a*). 
1mport4 notare le relazioqi che passeranno tra le dk) = 5 (O f k s p  - l ) ,  
z,, Z,, g.  Si avrà dalle (15) 

P-1 
X I  = X E  xzk (x;) dk), 

O 
(9511 
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dove 

Dalle (23) e (24) segue quindi che esisteranno due numeri positivi a, 
e a, dipendenti solo da m,,  m, (e da p)  tali che 

Inoltre per gp = ZZ'~ ujP-') si potranno anche t r ~ v a r e  altre espressioni eli- 
minando mediante le (91) alcune delle z', . Ad esempio si avranno per le 
nuove espressioni 

z, = Yi(") dz (1  = 1 . . . p)  
COR 

e per le (23) e (5th) si potrà trovare un nuiriero positivo a,  tale che 

3. Trasformaaione e partizione della variaaione totale. Si ponga, corne 
al solito, 

E (a, y, y',. .. , y@-') ; y(#), = 

= f (a, y, y',. . . , y(p-'), y(p)) - f (x, y, y',. . . , z/(*-~), Z/(ls)) - i (991 

- (y(P) - p')) f ;, (LE) yr y', . . . , pP)), 

e si mantengano le notazioni del nuinero precedente. Si ha subito: 

;O2 

h 1 = J  If (x, y, ?/ ,..., ~ / ( ~ ) ) - ~ ] d % =  
81 
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Ma per la formolâ di TAYLOR, rammentando che per i f p  - 1 è 
y(Q = -fi('' + Zi, si avrà 

f (x, y, y', . . . ) y(*-'), Y,(*) + Zp) - (P = \ 

dove si pone 

e con flll si indicano valori delle derivate terze di f calcolati in punti con- 
venienti della forma 

con O (3 < 1, 0 <T< 1. Süstituiaino (31) nell'ultiino integrale di (30) : si 
vede subito che gli integrali che portano su termini di primo e di secondo 
grado nelle Zi, 27. sono nulli per le identità (3) e (28). E si otterrà pertnnto 

È questa la formula analoga alla (16) del Cap. 1. 

4. 11 minirno di oordiwe p - 1 ne1 campo lirnitato O illirnitato, Partendo 
dalla formula precedente, è assai facile dimostrare i due teoremi seguenti re- 
lativi al minimo di ordine p - 1 ne1 campo limitato O illimitato che sono gli 
analoghi dei teoremi del Cap. 1. 

1. Se Z'estrenzale (B soddisfa alla condizione d i  Jacobi e se inoltre sono 
soddisfatte le condizioni seguenti : 

1.0 f"g(P>?($,  " ,',',..., +))>O, 

2.0 E (x, iî, a', ..., y i ( ~ - l )  . , .,,w , y")) > O per O < 1 y(") - a@) 1 G p, , 
s i  pud travare u n  numero r tale che U1 dà ad I il  valore minimo rispetto a 
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tutte le'curve de che soddisfanno alle stesse condizioni che d iegli estrémi e 
sono tali che . 

I 1 y - YI 1 f r,  1 g(P) - a(p) 1 G ,op . 
0 ,  anche, corne risulta da1 lemina XII, rispetto a tutte le curve AI clze a p  

parle~gono all'intorno [(a:' (:;a.. 3 PI] , ove r sia scello convenieîitewente 
piccolq. 

Le precedenti condizioni, puando si inteîzdano le disuguaglianze prese ifi 
senso largo, sono pure necessarie per i l  ~ d n i ~ n o .  

I I .  Se Z'estre.tnale (a. soddisfa alla condizione d i  Jacobi, ed inoltre è tale che 
1 . O  f ' ;(p)2 (x, a, a' ,..., IlW)) > O, 
2.' esistono p + 1 nulneri r,, r, ,  r ,,..., r, tali che per x, ~x G x,, 

1 y - TI 1 f ro , . . . , 1 y@'-') - n@-l) 1 5 Y,-, , 1 y(p) - 1 6 rp , 0 < 1 y[P) - yfp) 1 
sia E (x, y,  y',. .. , g'p-l) ; Fe), y(")) > 0, 
si pu6 trovare un  numero r tale che (a. dh i l  ~ninimo rispetto a tutte le czcrve 
S che soddisfanno alle stesse condixioni d i  (d wegli estre~ni ed appartengono 

all'irztorno - r, W] di $. 
( P - 1 )  

La dimostrazione di questi due teorenii è affatto simile a quella degli 
analoghi ne1 caso p = 1. Importa richiamarne alcuni punti essenziali, per 
.mostrare in che parti essa venga a mancare quando si parli di un ininiino 
di ordine s p  - 2. Fissiamo la mente su1 primo di questi teoremi. È essen- 
ziale il notare che, in conseguenza delle osservazioni finali del n.O 8, quando 
si abbia 1 a 1 6 r , 1 z' 16 r , . . . , 1 +"') 1 6 r, si ha pure che 1 Z, 1 6 r per 
i s p  - 1, 1 Zy 1 G aP r. In base a questo si vede subito che per r convenien- 
temente piccolo per il primo integrale di (34) si avra una limitazione del tipo 

f+ E (x, y, y',. . . , ; s@) + Z, , g(p)) d x > p(z Z: d r, 
4 

che per (27) e (88) si potrà pure scrivere 

p a 2 P  % 
E (2, y, y', . . . , y@-'' ; Y , ( ~ )  + Z,, yCp)) d x > --$ 2'; d 2. 

z1 

D'altro canto, indicando con 32 il massimo delle derivate terze di 

f (x, y,. . . , y(")) nell'intorno [(o;' [;-.. (pr<l) y;:] di d, si avrà per (38), (33) 
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Ma, supposto per semplicità a,  2 1, per modo che senza eccezione si 
possa scrivere 1 Zi 1 < a, r  (O 6 i G p), si ha, ricordando il lemma III : 

E analogamente, ricordando anche (19) e (23): 

'% % \ ~ Z , Z ~ q \ d ' E < a , r l  I Z , % I ~ ~ L ( I ~  - 4 Et 

C -  
a  m ( 1  + l P 

r r,, ('Y 2': d r. 
02, 1 . x1 

È chiaro corne sommando le (35) (36), per (37) e (38) si abbia 

p. a: 
onde basta supporre r  < - perchè sia A I > O.  

P a 
Non insisterd su questa dimostrazione nè su quella del teorema II perchè 

questi teoremi risultano d'altra parte anche dalla ordinaria teoria (*). No- 
tiamo invece che, ove si voglia parlare di miniino di ordine s p  - 9, coine 
faremo in seguito, il punto in cui il precedente ragionamento viene a man- 
care, sta nelle disuguaglianze (37) e (38). Perchè ove ad es. si voglia il 
minimo di ordine p - 8, si potrà solo iinporre che 1 B 1 ,  1 z' 1,. . . , 1 ( siano 
inferiori ad un nurnero r  che resta i n  nostro arbitrio scegliere sufficiente- 
mente piccolo : ne verrà che 1 Zl 1 ,  1 Z, j , .  . . , 1 2,-, 1 saranno ancora inferiori 
ad r ;  ma nulla si potrà dire per (Z,-,  1 e JZ, 1 .  Onde non sarà possibile 
senz'altro dedurre le disuguaglianze (37) e (38) quando gli indici i, h, k siano 
tutti uguali a p - 1 O a p. Cosicchè per procedere noi dovremo con parti- 
colari artifici eliminare appunto questi termini. Occorre a tale scopo pre- 
inettere un leinma. 

(*) HADAMARD, 1. c., pag. 468. 

Annala di Matewtatica, Serie I I I ,  Tomo XXI. 
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5. LEMMA XIII .  S i a  un integrale della forma y (x,  z, zr,..., zW-') zW d x; c 
e s i a  y u n a  ficnzione che abbia le derivate prime. Si p u b  determinare u n a  
f u n ~ i o n e  y, (z, z ,  a',. .. , tale che, se z è u n a  funzione arbi traria che s i  
annul l i  colle sue derivate d i  ordine f p - 1 in xl e x , ,  s i a  identicnnzente 

Invero si ponga 
s ( ~ - l )  

8 ( x ,  z, z f7 .  .., z@-, z@-l)) =JO y ($5 2, B',..., x'"-"', T) à r ; 
si avrà identicamente, se z è. un'arbitraria funzione di x, di classe 

D'altra parte 8 (a:, z, z', ... , &"Pu, O )  = 0 : quindi, se z si annulla colle sue 
derivate dei priini p - 1 ordini in LE, e s,, sarà 

d 8 (x, z, d,  ..., zV-')) 
a: = 0 = 8 ( x , ,  O ,  ..., 0)-a($, ,  O,..., O ) = E  d x  

dove si ponga 

E questa dimostra la (40). 
Sulla (41) si possono fare due osservazioni. 
Osservazione I. Se y ha le derivate parziali dei primi s ordini rapport0 

a z, z',.. . ,. dP-'), e se J Y  - ha le analoghe derivate parziali di ordine 6 s -  1, 
8 s  

anche y, ha le derivate parziali di ordine 5 s - 1. Se inoltre in un certo 
campo finito C in cui siano soddisfatte disuguaglianze della forma 1 z"' 1 r p, 

8 Y le derivate di y e di - sono inferiori in modulo a un certo numero M,, 
dx  

le derivate di y, in C sono inferiori a un numero della forma a M,, dove a 
è m a  funzione (non decrescente) delle p,. 
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8.l  Osserva~ione II. Se per z = z' = . . = z@-') = O, y e quindi pure - 
8% 

hanno le derivate parziali rapport0 a z ,  a',. . . , z("') dei prirni s, ordini nulle, 
10 stesso sarà per le derivate parziali di y, di ordine _L s, + 1. Naturalmente 
si suppone s ,  6 s - 2, altrimenti non saremmo certi per l'osservazione I che 
esistessero le derivate di y, di ordine s ,  + 1. 

Applicando a y e y, la formula di TAYLOR arrestata ai prinii termini non 
riulli nell'origine, si pub dire che se y è della forma 

6. 11 minirno d'ordine p -- 2 ne1 campo limitato. Introdurremo ora l'ipo- 
tesi che f sia di classe C'" per (x y) in R e per y'. . . y(" finit; ; tale ipotesi 
è coriseguenza di  quelle fatte in principio del Capitolo fuorchè per p = 8. 
Avremo allora il teorerna seguente : Sia (a un'estremale del problenza l a  quale 
soddisfaccia alla condizione d i  Jacobi : e, fissato un numero p,, , supponianzo 
che per 

l - ab-,) 1 6 pp-1 (49) 

siano soddisfatte le condizioni seguenti : 
1.O f "  @,, 2 (s, a,  w',. . ., $P-,), y(P-'), #P)) > O, 
2.0 esistano p - 1 nulneri r,, r , ,  ..., r,-, tali che per 19 - ri 16 V O ,  

i y p -w'I ~ r , ,  ..., I ~ @ - ~ ) - r i ( ~ - ~ )  I f r , - a ,  O < 1 y@) - y@' 1 s ia  

E (2, y, y',. . . , y@-'), y(p-'); y(P)) > O ; 

è possibile trovare un r tanto piccolo che cd d i a  ad  1 i l  minirno rispetto alle curve 
$ che soddisfanno nlle stesse condizioni neg1.i estremi e che giacciono nell'intorno 

r , -  - - 7  PP-1 7 d i  (a. O anche per il lemnia XII, sotto forma appa- 
.(O) (1) ( P - 4  

rentemente più larga, è possibile trovare un r tale che (a. d i a  ad  I i l  m.ini~no 
rispetto alle curve d le quali soddisfanno la Zimitazione (42)  e la 

~ominciamo coll'osservare Che, seinplicemente ricordando la definizione 
della funzione E, si pub estendere il teoreina del n.O 5 del Cap. I su1 com- 
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portainento della funzione E per 'y' tendente ad oo, dimostrando che: se in 
un campo finito e chiuso T di valori di ( x ,  y, y', ..., ijP)) sono soddi- 
sfa tte le condizioni seguenti : 

1 . O  f t ty(p)2  (x, y, yt7.. ., ~ ( ~ - 2 ) ~  yfP-l), p)) > O, 
2 . O  E (a, y,  y', ..., y(p-2), ij(p), yfp))>O per O<I y'")I, 

se T l  è un campo cliiuso contenuto in T - per cui esista un 6 > 0 tale che 
ogni punto di T l  sia il punto di mezzo di un segment0 di lunghezza 8 8, 
parallelo all'asse delle e totalmente contenuto in T, - esistono due nuiueri 
positivi cl e pl tali che, se 1 $P) - y(?) 1 > G~ e (x,  y,. . . , y(p-", y@)) è di T, , si lia 

Ci6  premesso, dalle condizioni poste ne1 nostro teorema segue eviden- 
temente che si pu6 prendere un r', minore di r , ,  r ,,..., r ,-,, e tale che sia 

e che Per valori di s, y, y', ..., y@-", ZjCPl che soddisfanno a (48), (43) e alle 

si abbia sempre 

f '& ( X ,  y ,  y', . . . , Y(-@), P)) > 0 

E (cc, y,  y', . . . , y'P-') ; Cl@), Y(@)) >O per O < 1 - y@) 1 . 
Prendiamo come campo T il campo dato da (48), (43), (46); come campo 

Tl il campo dato da (42), (46), e 

come numero 8 il numero A - a, (pp-, + ( p  - 1) r') che per (45) è >O ; ap- 
plichialno il teorema ora enunciato : si potrà dunque determinare o, e p, tali 
che ne1 campo dato da (48), (46), (47), tosto che è 

1 g(') - 1 > a, , 
si abbia (4.4). 

D'altra parte, posto al  solito 
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la funzione E, risulta sempre continua e positiva ne1 campo (42), (&), (47); 
quindi se aggiungiamo la limitazione 

si pu6 deterininsre uu p. tale clie in (49)) (46), (47), (49) sia El  > p. : sarà 
allora 

E (x ,  y, y', . . . , y(P- ') ; Y(P),  y(P)) > p. (y(,) - -(*) Y 1 -  (sO) 
In tali condizioni veniamo all'esatne di A I :  e presa una yualunque 

curva $. soddisfacente alle (39), (43)) applichian~o (34). Incominciamo ad esa- 
minare il primo integrale: intanto in esso per ?jP) compare ri'"' + 2, : ma per 
(85), e (2tj), IZ,I r a, (p,-, + ( p  - 1)  r'), cioè risulta soddisfatta la (47) : si 
possono dunque applicare le disuguaglianze (4&), (50) : quindi, chiamando 

l'insieme dei punti di (s1 x;,) in cui 1 Z, 15 G , ,  e X, l'insieme coinplemen- 
tare, sarà 

che per (27) e (88) possianio pure scrivere 

Pih delicato B l'esaine dell'altro integrale di (34). Osserviamo anzitutto 
che se si pone per Z, il suo valore z(p) - Z, si ha 

'hl + 1, Z, = (A, - h, 2,) + A, 

Ma per (32) e (25), si ha  

Se quindi II4 indica un numero clle superi in valore assoluto i valori 

delle derivate terze di f ne1 campo (46), (h7), avremo 1 ghk 1 < - + 2 X. 
(311 BI) 
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essa è dunque una funzione che amiriette le derivate parziali dei primi 4 
d  A 

ordini rispetto alle a, a', ..., z(~-'); e 2 ammette le derivate analoghe dei d x  
priini 3 ordini; e infine per le (32) evideritemente A, e le sue dette derivate 
parziali dei primi 2 ordini si annullano per z = a' = . . . = #"') = O. Appli- 

cando allora il lemma XII a A, zU) d x, avremo L 

E per l'osservazione 1 del n.O 5, se M è anche maggiore dei valori delle 
derivate dei prinli 5 ordini ne1 campo (46), (47), le &,, sono tutte ne1 campo 
(46), (47) inferiori ad un  numero della forma a, Ji dove a, è un nuinero, ana- 
logo ad a, il quale dipeiide solo dai massimi moduli delle a"' in (461, (47), e 
da1 massimo modulo delle ri e delle loro derivate, e da a, ,  a,. 

Riassumendo dalle (58) e (53) abbiamo l'identitli 

dove i, h, k sono compresi fra O e p - 1, e le-gi,, sono quantità che soddi- 
sfanno ad una disugua.glianza del tipo 

Cid posto indicando con r un'indeterminata ( s r ' )  che ci riserbiamo di 
fissare convenientemente, supponiamo che sia 

Consideriamo un termine qualunque di (52) che non sia quel10 in s e 1  
e cioè tale che uno degli indici almeno sia < p  - 1 : per fissare le idee, l'in- 
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dice'<p - 1 sia i. Applicando ripetutamerite il leinma III si ha per 1 6 p  - 1, 

onde 

Ora ricordiamo che per (!25), e (96) è sempre 

1 zz I < ai ( P ~ - ~  t ( P - 1) r') ; 

quindi applicando il lemma VI1 avremo 
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dove per (59) è IC', = a, (p,, + ( p  - 1) r ' )  (a, - LE,). Imitando poi il ragiona- 
mento del lemma VI, sarà 

Onde infine raccogliendo dalle (54), (57), (58), (60) e (61), avremo 

dove H ,  e H, sono numeri formati con m,, a,, Al, a, (P,-~ + ( p  - 1) r'), KI, 
Kt2 ,  p, ma indipendenti da r .  

Associando (62) colla (51) si avrà 

onde basterà prendere r tale ehe si abbia, oltrechè r f r' 

perchè sia A I> 0. c. v. d. 

7. Osservaz ion i  c r i t iche  : i l  caso rego lare .  Il confronto dell'enunciato del 
teorema. precedente coll'enunciato del teorema II del n.O 4 ci fa vedere im- 
mediatamente corne in sostanza le condizioni imposte siano nei due casi di 
tipo affatto analogo, e differiscano per il solo fatto che le condizioni relative 
alle funzioni E e f r ' y ( P ) ~  ne1 teorema precedente devonsi ammettere soddi- 
sfatte per un insieme di valori di ycP) più ampio che ne1 teorema II. 
Sarebbe del resto facile rnostrare che le condizioni del teorema II del n.O 4 
non sarebbero sufficienti ne1 caso presente. 

Un caso qsai  importante in cui tutte queste condizioni sono soddisfatte 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per il ~~cassimo e per il nzinimo ne1 Calcolo delle Variazioni. 217 

& il caso clle, per analogia a quanto si usa fare se p = 1, diremo il caso re- 
golare: un problema di minimo dicesi regolare in un certo campo R del piano 
x yy se in R è senipre f (x, y, y', .. . , y(p)) > 0, qualunque siano 
y', y",.. . , y(p)". fi cl~iaro clie soddisfatta questa condizione in un intorno di cd, 
ne risultano subito soddisfatte anche le co.ndizioni 1.' e 2 . O  del nostro teo- 
rerna; onde potremo concliiudere: se il proble+ltcc è regolare nell'intorno di  cd, 
i$ d a  il minimo di ordine p - 8 ne1 campo limitato. 

S. Su1 miuirno di ordilze p - 52 ne1 campo illin~itato e s u i  luinimi di 
ordine < p - 8 .  Si dovrebbe ora spingere ulteriormente l'analisi sui minirni 
in cainpi meno restrittivi : non mi è riuscito di trovare nuove condizioni suf- 
ficienti di tipo non troppo evidenteiiîente banale. Si pu6 pei.6 notare che per 
studiare tali casi occorrerà certo introdui-re delle coiidizioni di tipo nuovo: 
precisüinent.e dirb clie non si possono ottenere condizioni sufficienti per questi 
ulteriori niinimi solo coll'allargare il campo in cui si irninaginailo variabili 
le y, y',..., y'*-", TJ"', ?/'2') nelle funzioni f ",,,,-, E ;  corne avveniva invece nei 
tre teoreini diiuostrati fin qui. 

Percib consideriaino l'integrale 

Se noi iniponianio die  nei punti x = O e x = 1, y ed y' si annullino, l'e- 
stremale $ di (64) c h  soddisfa a dette condizioni è il segmento O sx; 5 l 
dell'asse delle x, e questa curva dà ad I il valore O:  ed evidenteniente sod- 
disfa la condizione di JACOBI. 

D'altra parte il probleina è segnpre regolare, pokhè f ",,,z = l a  3 - 
- 

(1 + $f2) 

ne segue che è sefizpre f,,q (x, y, y', y'') >O, E (x, y, y'; ij", yR)>O per 
1 ij"- y" 1>0. Per il teorema precedente quel segment0 d i  ad I il miiiimo 
di ordine O ne1 campo limitato ; cioè fissato un numero p, arbitrario, si pub 
deterininare un r ( p l )  tale che tutte le curve per cui 1 y 1 r r (p , ) ,  15'1 r pi 
danno ad  I un  valore > O .  Ora io diinostrerb clie invece detto segmento 
non da certo il ininilno di ordine O ne1 campo illimitato : cib che proviene 
da1 fatto die  col tendere di pi all'infinito, r (pl) tende necessariamente a 
zero. 
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Preso dunque un r arhitrariamente piccolo, sia .A la curva data dalle 
for~nule : 

9  se , 9 X quando r 2 < x & 9 r a ,  sia y = - r  +--- 1 
3 '  y  =--T' y"=--  

r 2 r  r r r 3  ' 

quarido 9 r2 (x r 1 ,  sia 

fi chiaro che tale cunra è di classe B(", e quindi pub essere assunta 
quale curva variata: inoltre y assume su di essa il rnassimo valore in x = 9 r Z  
e vale r :  tale curva giace dunque nell'intorno assegnato. 

Si calcoli il valore di I ad essa relativa: si ottiene 

dove con O (r) indichiamo una quantità che quando r  tende a zero diventa 
infinita di ordine 6 1. Sarà quindi per r sufficientemente piccolo &<O = 4. 

c. v. d. 
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Gleicliung 31 (u, v) = O wird eine aus Strahlen der Kongruenx hesteliende 
Flache definiert sein, und die Stellungskosinus or, F, y der Taagentidebene 
in einem ihrer Punkte werden durcli die Gleicliungen : 

bestimmt sein, wo : 

d x  d x  J P  
% - - ,  p --, p -'p. etc. 
'-du ' - d v  '-du. *-du 

und : 

Hierdurch ist bei gegeberîen Werten von a, F, y das w oder der Berül~rungs- 
d u  

punkt bestimmt. Sol1 aber ru unaldiangig von - sein, so müssen die Koef- 
d u  

fizienten von d u und d v in Gleichung (4) einzeln verscliwinden, woraus sich 
für ni die quadratische Gleieliung : 

ergibt. Die so auf jedem Stralile bestimniten zwei Puukte lieissen li'okalpunkte 
und konnen reell oder iiiiaginiir sein. Die nunrnehr aus (3) und den Glei- 
chungen : 

( X I  + .Iv pl) z $- - - 
(xz + *v PZ) a t . - = O  

(7") 

bestimmten Stellungskosinus a, P, y sind d a m  zuileich diejenigeii der Nor- 
male an die Foknl@ache, d. h. den Ort der Fokalpunkte; denn es ist : 

wo die Surnrnen wie im folgenden iininer über die drei ~oordinate&iehsen 
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zu erstrecken sind. Aus GleicEiung (7) folgt nocli : 

iiniiier unter der Voraussetzung, ilass w eiile Wurzel von Gleicliung (7) sei. 
Fassen wir iîuiimelir die Aufgabe, die  bevühreuden Strahlerznefxe &?tes 

Strahles (a0, yO, zO;  pO, qO, rO)  z u  f i s ~ d e ~ ,  dahin aiif, dieses Netz so zu be- 
stimqeil, class für  den betracliteten Stralil, also für u = a,, v = u, die ersteil 
Differentialquotienten der bestiininenden Stücke dieselben Werte x;, x;, etc.; 
p:, p:, etc. besitzen wie bei der gegebeiien Korigruenz (l), so wird diese Auf- 
gabe in allgeineinster Weise gelost durcli die Netze : 

uncl P, Q, R die Riclitungskosinus der Noriiiale der Stützfl&che iin Ausgangs- 
puiikte des Strahles bedeuteii. 

Hier erhalten wir offenbar m\olche ICoi~gruenzeli, menn wir den P, 
Q, R alle niogliclien Werte geheo oder der Norinalen an die Stützflache aile 
rn6gliclien Richtungen. Nehmen wii in der Tat die Stützflache in der Form (2) 
an und sclireiben der Funlition cp (u, v) der Einfaclllieit wegeil iiur vor, dass 
sie fiir zc = ZC,, v = uo verschwinde, dass also jede Stützflache den Ausgangs- 
puilkt (x,, y,, 2,) des betrachteten Strahles entlialte, so çelien x:, xi ,  etc. 
fiher in : 

d, = X: + ? : p o ,  x', = X: + ?;p", etc. (12) 

Es ergibt sicli daher aus : 

x P d , = O  und x P x ' , = O ,  

wenu P, Q, R auch die Ricliti~ngskosiiius der Normale iiiî Ausgangspunkte 
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an die neue Stützfliiche bedeuten, dass entsprechend den Ausdrücken (10) 
fur pli, P'~  etc. auch : 

0Z:x;p x', = x; - p --- ozxap x'* = xi - p - 
ZP"' 

etc. zpO P' 

Dies ist zwar eine kubisclie Gleicliung; inultipliziert inan aber die Hori- 
zontalreihen dieser Deterininante der Reille nach mit P, &, R und addiert 
sie, so sondert sich ron ilir der lineare Faktor : 

ist. In  den bestimmenden Stücken der Kongruenz (1) sind jetzt gerade die 
Grossen P, Q, R veranderlich, wenn wir die mit dem Index O bezeicliileten 
Grossen auf eine bestiiiiinte Stützfliiche bezielien. In  cliese. geht die veran- 
derte Stützfiaclie über, wenn wir P= P o ,  etc. setzen. Bas sogenannte Baztpt- 
neta erhalten wir, wenn P = p ,  etc. gesetzt wird. 

Wir haben aber noch zu beweisen, dass die Koqpuena (1) ~virkliclt eitz 
Strnh1e)wtetz ist, d. 11. durch jeden Punkt einen und nur einen Stralil scliickt 
und in jeder Ebene einen und nur einen Stralil entliiilt. Sol1 in der Tat ein 

1v 
Strahl dieser Kongruenz durcli (x, t), 2) laufen, so erhalt nian zuerst für - die 

N 
Gleichung : 

ab, wodurcli der gesuclite Stralil eindeutig bestimint ist; denn der andere 
Faktor enthalt x, r), ? guniclit. Ebenso erhiilt man in jeder Ebene einen 

0 x - x 10 ni , , 2: + , P' ,  x'z + 3 6 2  

w . . . . . . . . . . . .  7 9'2 + A P" 

I V  . . . . . . . . . . .  .., zf2 + - rP2 
N 

ni 
Stralil, insofern d a m  deren Gleichung für jeden Wert von - erfüllt sein N 
nluss. 

Dass aber dieses Stralilennetz ein berührendes ist, folgt aus: 

= 0. (13) 
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und : 

+ P', (u - uo) + P', (v - 4 
N 

= p f 1  -pO xpO p', = p l  , etc. ; (18) 
d zc 

denn es ist : 
z p 0  p: = O und ~pOppZ = O. (19) 

Die besonderen Bezieliungen eines solclien berührenden Strahlennetzes 
zur Kongruenz finden wir durch Bestiinniung der Leitlinien des Metzes. Sol1 
nainlich eine Gerade durch einen Fokalpunkt (xO + wl po , . . .) des Berülirungs- 
strahles, die parallel zur Tangentidebene an die Stützfl5che ist, jeden Stralil 
des berührenden Netzes schneiden, sol1 also sein : 

so inuss aucli fur alle u und v sein: 

Hier verscliwinden in der Tat alle Koeffizienten dieser Gleicliung für u 
und v bis auf diejenigen von u - uo und u -- v,, die nacli einfaclien Umfor- 
murigen für k die Gleicliungen : 

und : 
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ergeben. Diese Gleichungen sind aber nacli (9) identisch und bestiinmen ge- 
rade k. Sie zeigen ausserdem nach (3) und (ba), dass aucli : 

k t ,  dass also jede Leitlinie des I~erülirenden Stralilennetzes in cler Taiigen- 
tialebene des Fokalpunktes an die Fokalfliiche liegt. 

Sind also die beiden Fokaipnkte des Berü7zru.ngsstrahles, also ccuch iltre 
Berülzrungsebenen an  die Pokalfiac7te reell, so erhniten wir die Leit1inie.n irgend 
eines der berührenden Strnhlennetze als irgend zwei Tangenten der beiden Fo- 
kalpzcnkte an die l?okalflac7ze; die Tangentialebene an die zugelzol-ige Stütz- 
flü,c7~e ist dnnn 'diesen beiden Leitliniegz pa,rnilel. 

Hieraus geht liervor, dass dzwc7z irgend eineî.2 Strahl des Raumes gcrade 
eins der berührende Netze licuft. Dasselbe lasst sic11 nucli unabliangig von 
der Reellitat der Fokalpurikte beweisen, d. 11. man knnn direkt zwei Iioniogene 
lineare Gleicliungeii zur Bestiiiiniung der Riclitungskosinus P, Q, R der Nor- 
inale an  die zugeli6rig.e Stützfliiclie aufstellen. Doch gehen wir Iiierauf nictit 
ein, naclidem durcli die Formeln ( 1  0) und (14) die rer%nderliclien Bestimmungs- 
stücke jedes berülirenden Strahlennetzes als lineare Funktionen der Ric,litungs- 
kosinus der Normale cler ver2nderlichen Stützflache dargestellt sind. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sur la thiorie des résonateurs 
et la dibontinuité 

des solutions de certains systèmes différentiels. 

(Par EMILE BOREL, à. Paris.) 

Boit  un système d'équations canoniques : 

On sait que si la fonction H est une fonction analytique, non seulement 
des variables p et q, inais encore d'un certain nombre d e  paramètres X,, 
A,, ..., 'h,, les intégrales des équations (1) sont des fonctions analytiques des 1, 
et varient par suite en général &ne manière continue avec les 'h. Cette con- 
tinuité de la solution lorsque les données varient d'une manière continue 
est invoquée d'une manière pIus ou moins explicite dans toutes les applica- 
tions de la mécanique à l'étude des phénomènes naturels. Il est clair, en 
effet, que les données expérimentales ne sont jamais connues exactement, 
innis seulement d'une manière approchée: les équations que l'on peut dé- 
duire de 1"expêrience étant seulement des équations approchées, il est né- 
cessaire, pour que l'étude de ces 6quations approchées n'üpparaisse pas 
comme absolument vaine, que l'on sache - ou que l'on postule - que la 
solution de ces équations approchées est elle-même approchée de la solution 
des équations rigoureusement exactes que nous ne pourrons jamais écrire. 

Cette propriété des équations de la dynamique est bien connue; il est 
bien connu aussi qu'elle ne s'étend pas à tous les systèmes $équations dif- 
férentielles; je voudrais donner ici un exemple que je crois nouveau, ddé- 
quations différentielles différant infiniment peu des équations d'un problème 
dynamique tout à fait classique et dont les sorutions changent enti&ernent 
de nature pour des variations aussi petites que l'on veut &un paramètre 
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variable. Je développerai-d'abord les~calculs; j'indiquerai enA terminant les re- 
lations des résultats obtenus avec certaines difficultés récemment soulevées 
par les physiciens dans la théorie du rayonnement. 

Considérons l'équation différentielle qui exprime la constance de la 
soinine de l'énergie potentielle et de l'énergie cinétique d'un point inatériel 
attiré par un centre fixe proportionnellement à la distance, la vitesse initiale 
étant dirigée vers le point fixe (résonateur linéaire) ; cette équation diffbren- 
tielle, par un choix convenable des unités, se met sous 1s forme 

et son intégrale générale 
x = a cos ( t  - t,) 

admet la période B n. 
(9) 

Modifions l'équation ( 1 )  en ajoutant au  second membre un terme pro- 
portionnel au temps; c'est-à-dire considérons l'équation 

Si le coefficient constant A est un nombre très petit, par rapport à. la 
constante a et aux unités choisies, l'équation (3) différera extrêmement peu 
de l'équation ( l ) ,  pendant un temps qui pourra être très long par rapport 
à 1s période 2 n; nous pouvons par exemple supposer A inférieur à une con- 
stante A, choisie de telle manière que, pendant la durée de millioris de pé- 
riodes, le second membre de l'équation (3) diffère de moins d'un millionième, 
en valeur relative, du second membre de l'équation ( 1 ) .  Dans ces condibions, 
l'équation (1) et l'équation (3) sont physiquement identiques. Nous allons 
voir cependant que, quelque petit que soit 1, l'intégrale de l'équation (3) 
diffère d'une manière finie de l'intégrale de i'équation (l), dès la fin de la 
première période. 

Supposons, pour fixer les idées, la constante A positive; supposons 
d x  

aussi que pour t = O, l'on ait x = O et -- = a, constante positive. Lorsque 
d t  
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t croîtra à.partir  de zéro, le terme A t sera d'abord négligeable, x croîtra, et 
d x  . 

par suite -- décroitra. En prenant la dérivée de (3) par rapport à t, l'on 
d t 

obtient . 

d x  de  x Cetke équation montre que -- ne peut pas s'annuler, à moins que - 
d t d t2 

ou x ne deviennent infinis; mais, d'après (3), x ne peut guère dépasser la 
da x 

valeur a (puisque A t  est très petit) et, d'autre part, la variation de 
d t  

d x  
ne peut pas dépasser a t, puisque - est inférieur en valeur absolue à la 

d t 
d x  

constante a. Donc - décroîtra à partir de la valeur a, mais ne s'annulera 
d t 

d x  
jamais. Tant que - n'est pas très voisin de zéro, l'équation (4) diffère in- 

d t  
fiiiiment peu de l'équation que l'on obtiendrait en y réduisant A à zéro. Par 

Tc dx 
suite, au  bout -d'un temps t égal à - z est très voisin de a et -- très 

B d t 
voisin de O;  le mouvement diffère infiniment peu du mouvement défini par 
l'équation (1) et par son intégrale (2), si A est regardé comme infiniment 
petit. 

d x  Mais, à partir du moment où - est devenu très petit de l'ordre de 
d t 

grandeur de A, l'allure de l'intégrale se modifie complètement; - ne varie 
d t  

de x 
que très peu et par suite - 

d t2 est sensiblement nul, en tous cas négligeable 

par rapport à x, qui diffère très peu de a; l'équation (4) montre alors que 
d x  A 
- est sensiblement égal à - Effectivement, les formules 
d t a 
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- 

vérifieraient l'équaticm (3) si l'on négligeait Te carré d e  1. 11 serait facile de 
pousser plus loin les calculs d'approximation, mais c'est inutile, dans le 
cas du moins où A t reste très petit par rapp0'i.t à a'; les équations (5) suf- 

X 
fisent pour nous montrer qu'à partir de la valeur t = - , l'intégrale de (3) 

9 
diffère du tout au  tout de fintégrale de (1); elle n'est plus périodique; après 
le premier arc de sinusoïde, elle se confond sensiblement avec une droite à 
peu près horizontale; cette droite peut, en supposant A sufisàmment petit, 
être physiquement indiscernable pendant des millions de périodes, de la 
droite horizontale qui est  tangente aux maxima suocessifs de la sinusoïde 
intégrale de (1). Lorsque A tend vers zéro, l'intégrale de (3) n'a donc pas 
pour limite l'intégrale de (l), mais une courbe entièrement différente. 

II. 

O n  arrive à des conclusions analogues en étudiant le cas plus général 
du même problème où la vitesse initiale n'est pas dirigée vers le centre fixe; 
les détails dans lesquels je suis entré me permettront d 'ê t~e ici plus bref. 

Les équations classiques sont, les unités étant convenablement choisies: 

et admettent !les intégrales premihes (en posant s = r cos O, .y = t sin O) : 

Conservant l'équation (3) remplaçons l'intégrale des forces \.ives (9j par l'équa- 
tion suivante 

dans laquelle A désigne, comme précédemment, une costarite très petite, 
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C'intégrale du système )carmé par les équations (8) et (10) dzffhre esser&d- 
lement de l'intégrale d u  système formé par les équations (8) et (9). 

En tenant compte de (8) l'équation (10) devient 

dont la discussiori est entièrement analogue à celle d e  l'équation (3). Si, pour 
fixer les idées, nous supposons r croissant à l'origine des temps, r continue 
à croître jusqu'à ce que sa valeur devienne sensiblement égale à la plus grande 
racine positive r ,  de l'équation 

racine évidemment supérieure à la valeur initiale r,. La trajectoire, pendant 
cette première période du mouvement, diffère infiniment peu de l'arc d'el- 
lipse défini par les équations classiques (6) et  (7). Mais, dès que le point 
matériel a atteint le sommet de l'ellipse (ou du moins s'en est approché in- 
finiment près, si A est regardé comme infiniment petit), le caractère de la 
trajectoire se modifie complètement; elle diffère extrêmement peu d'un cercle 
ayant pour rayon le demi-grand axe de l'ellipse; plus précisément, on .a 

r=r,+pt,  

p étant lié à ii par la relation 

Si l'on désigne par r, la plus petite des racines positives de l'équdion (19), 
c'est-à-dire le demi-petit axe de l'ellipse, l'équation (14) équiv& à la suivante 

en désignant par B e, la distance focale de l'ellipse. 
La variation de 8 est d'ailleurs définie par l'équation (8), c'est-à-dire est 

sensiblôment linéaire s i  p., comme A, est très petit ("). Ce résultat est con- 

(*) Je laisse ici de côté l'étude du cas où les conditions initiales sont telles que pB soit 
très petit, de  l'ordre de X. 
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firmé par l'étude directe du système formé par les équations (8) et (23), qui 
donnent 

d'où, en supposant 8 = O pour t = 0: 

Lorsque 1 tend vers zéro, p. tend aussi vers zéro et le niouveinent dé- 
fini par les équations (8) et (IOj devient à la limite un mouvement circulaire 
uniforme, généralement incompatible avec les équations (6) et (7) (*). Ce mou- 
vement circulaire uniforme, limite pour X = ? = O des équations (13) et (16), 
est défini par les équations 

'9 .ii. ri 
Sa période est - , tandis que tout inouveinerit circulaire, comme tout mou- 

C 

vement elliptique ou rectiligne, défini par les équations, (6) et (7), a pour 
r période 2 z. Si l'on remarque que c = Y, r , ,  on voit que la période est 2 z 2; 
r z  

elle se trouve multipliée par le rapport des axes de l'ellipse définie par les 
équations (6) et (7) et les conditions initiales données. 

III. 

Si, dans les équations (3) ou (10)) on remplace A t par une fonction p (t), 
on aboutit aux mêmes conclusions si la fonction (p ( t )  satisfait aux conditions 

étant bien spécifié que l'inégalité O < cp' ( t )  exclut l'égalitd. 

(*) Il faut considérer ici les équations (6) et (7) et non pas les intégrales premières (8) 
et  (9) parce que, dans le cas du mouvement circulaire ces intégrales premières ne sont pas 
indépendantes, et par suite ne peuvent pas remplacer les équations (8) et (9); au contraire, 
les équations (8) et (10) sont Svidemment indépendantes,' quelque petit que soit 1. Voir EMILE 
BOREL, Remarque sur les problèmes de fowes centrales (Nouvelles Annales de Mathémati- 
ques, 1896). 
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On pourrait traiter par une méthode analogue des cas plus généraux; 
j'en indiquerai un seul. 

Supposons que dans l'équation (IO), la quantité X t soit remplacée par 
une fonction ( t )  dont la dérivée y'([) soit, tantôt égale à une constante, 
tantUt égale à zéro. Plus précisément, nous considérons une suite de valeurs 
croissantes de t :  

t ,=O<t ,< tz< t ,< t ,< . .~  

et nous supposons que dans tous les intervalles de rang impair A est constant, 
tandis que dans les interviilles de rang pair, 'li est nul. En d'autres termes, on a 

Les constantes A, sont positives ou négatives, mais toutes inférieures en 
vaIeur absolue à un nombre positif A qui satisfait aux conditions que nous 
avons indiquées, c'est-à-dire que le produit A t  est, pour les valeurs de t que 
l'on considè,re, très petit par rapport à la constante a', 

Dans ces conditions, il est aisé de voir que l'allure du mouvement sera 
la suivante : dans les intervalles de rang pair, la trajectoire se composera 
d'ellipses égales entre elles, mais dont l'orientation changera en général d'un 
intervalle à l'autre; dans les intervalles de rang impair, si leur étendue dé- 
passe la longueur &une demi-période (i; unités de temps), le point matériel 
décrira seulement un arc d'ellipse auquel succèderont des circonférences de 
cercle, ayant pour rayons, suivant les cas, le demi-grand axe r, ou le derni- 
petit axe r , ,  la durée de la période étant maintenant, au  lieu de 2 n, égalo 

La trajectoire se compose donc alternativement d'ellipses, de grands 
cercles et de petits cercles, chacone de ces courbes fermées pouvant être 
parcourue successivement un grand nombre de fois, si les durées t,,, - t ,  
sont grandes par rapport à la durée des périodes. Les grands cercles sont 
décrits pendant les périodes pour lesquelles 1, est positif, les petits cercles 
pendant les périodes pour lesquels A, est négatif. 

On  passerait facilement de l'étude de ce cas à celui où l'on suppose 
que p'(t) varie d'une manière continue, en  restant très petit en valeur ab- 
solue, mais en prenant alternativenient des valeurs positives et négatives. 
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IV. 

Les considérations précédentes concernerit-elles des équations purement 
abstraites, ou ont-elles quelque rapport avec un problème réel 8 Cest ce qu'il 
est difficile de décider, dans l'ignorance où nous sommes des mécanismes 
par lesquels un résonateur élémentaire peut émettre ou absorber de l'énergie. 
Si l'on admet comme un fait expérimental l'invariance absolue des périodes 
propres des résonateurs éIéinentaires, nous pouvons conclure des résultats 
obtenus que l'absorption d'énergie ne peut pas être proportionnelle au  temps 
pendant une durée dépassant celle d'une période, si faible d'ailleurs que 
puisse être le coefficient de proportionnalité. 

On peut aussi, comme me l'a fait observer M.' HADAMARD, se demander 
si la s inguhi té  des résultats obtenus ne doit pas être rattachfie au fait que 
l'intégrale des forces vives se déduit des équations canoniques par une combi- 
naison analytique pal! laquelle peuvent être introduites des solutions singuliè- 
res. Dans le cas le plus simple du résonateur Linéaire, I'artifice de calcul con- 

d% 
siste à multiplier par - , et l'on peut rattacher il cette inultiplication la 

d t  
as  

solution que nous avons obtenue dans laquelle -- est très voisin de zéro. 
d t 

Ce point de vue e ~ t  assurément légitime, si l'on considère les équations 
canoniques eomme les éqwbions primitives et la combinaison des forces vives 
comme un pur artifice analytique. Si l'on considère au  contraire, l'intégrale 
des forces vives eonime l'expressiora directe du principe de la conservation 
de l'énergie, il n'y a pas lieu de se demander par quelle voie analytique cette 
intégrale se déduit des équations canoniques, puisque la voie naturelle con- 
siste alors à l'écrire'directement. 

II y a là deux points de vue différents: la discussion des arguments que 
. l'on peut invoquer en faveur de chacun d'eux nous entraînerait trop Loin 
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Sur une propriété caractéristique 
des déterminants. 

(Par C. ST~PHANOS, a Athènes.) 

deux déterminants 

on sait, d'après le théorème très connu, que le déterminant 1 c, 1 où 

est égal au  produit des deux premiers. 
On peut se demander si une propriété aiialogue n'appartient pas à d'autres 

fonctions f (x) des m9ar iab les  CG,, qui seraient telles qu'en posant 

on aurait l'identité 
f ( 4  f (Y) = f (2) 

quelles que soient les valeurs des variables CG, et y,. 
Dans ce qui suit nous allons montrer que les seules fonctions f (x), dé- 

rivables par rapport aux variables x,, qui jouissent de la propriété en que- 
stion, sont celles de la forme 

La relation 
f (4 f (9) = f ( 4 7  

où 
B i j  = XIE Y k j  r (i, j7 l~ = 1, g 7 . .  . , 9n) 

Arcnali di Mate~rtnticn. Serie III, Tomo XXI. 
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devant avoir lieu quelles que soient les va.1eui.s des variables xij et y i j ,  on 
doit avoir les identités, obtenues pa.r dérivation, suivantes : 

En posant 

ces relations peuvent être écrites comme il suit:  

f (y) X i k  = 1 Zij ~ k j  7 

f (3) Y k j  = E zj  X i k  * 

De ces relations on déduit 

On réconnaît aisénient que ces trois rapports égaux sont indépendants 
des x, et y,. On aura donc 

en désignant par e,, des constantes. 
La sec,onde de ces relations, si l'on y change les y, eu x,, devient 

Des relations (4) et (6), écrites comme il suit 
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d'où 

xj ejz xV = ?& eu xjr. ( j ,  k ,  l = l ,  9 ,..., tn). 

Ces relations devilnt avoir lieu quelles que soient les valeurs des yuan- 
tités xij, on doit avoir nécessairement 

n désignant une constante et 8, dénotant, suivant l'usage, l'unité ou zéro 
suivant que l'on a i = j ou bien i=l j. 

Les relations (7) deviennent ainsi 

En remarquant maintenant que 1 x, / -110, on déduit de ces relations 

en désignant par con~pl. x, le coefficient de x, dans le développement du 
déterminant 1 x, 1 .  

On est ainsi conduit aux équations diTférentielles suivantes : 

soit 

c désignant une constante qui doit être ici supposée égale à l'unité. 
Ainsi se trouve demontré le résultat annoncé au commencement de la 

présente note : 
Lw seules fonctions f (x) de wa variables x, qui soient dérivables par 
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On Some Cases 
of Wave-Motion on Deep Water. 

(By H. LAMB, Illanchester.) 

T i i i s  p iper  treats of suine proble~iis of wave-motion oii deep water. For 
simplicity the motion is supposed restricted to two dimensions, one ~ e r t i c a l ,  
the otlier .horizontal. 

The first section contains a soiiiewhat sirnplifietl deinoiistratioii of the 
results of CAUCHY and P o i s s o ~  relating t o  the wa.ves due to a local initial 
disturbance of the surface. The iiîetliod leads to  one or two novel forinulae. 

The iiext prohleni is coiicerned witli the efl'ect of a periodic expansion 
(a « simple source ») a t  an interna1 poiiit. Froiii this u-e ensily derive the 
wave-system due to a suddeu explosive action. 

Finally, J consider the wares produceci by the motion of il. subiiierged 
horizontal cylinder, advariciog steadily a t  riglit angles to  its length, tlli.ougll 
still water. A somewhat reinarkable expression for the wave-niaking resistnnce 
experienced hy the cylinder is deduced. 

1.  The Cauchy-Poisson Wave Problem. 

Let the axis of x be taken liorizontal, that  of y verlicdly downwards, 
the origin being in the free surface. The coinponent velocities of the fluid 
satisfy the conditions 

with 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



838 Lamb: On Some Cases of Wal~e-,!lotion on I)eep Water. 

The motion being assumed to be sinall, the variable part of the pressure is 
given by 

where p is the detisity. The surfaces of equal pressure a t  any instant will 
be, approximately, horizontal planes; and the vertical displacement upwards 
at  any point of such a surface will be 

to the first order. In particular, the form of the free surface is obtained by 
putting y = 0 on the right hand of tliis equstion. 

The coristancy of pressure at  the free surface requires that 

for 

This gives 

to be satisfied for y = 0, the terins neglected being of the second order. 
The typical solution of the precediiig equations, corresponding to a state 

of initial Pest, is 
ï ~ = c o s u t c o ~ k x ,  ('7) 

sin c t 
p=g- eëfiY cos k x, 

This represerits a siinple-l~arinonic train of standing oscillations, of wave- 
length B z / k  . 

By superposition of sucli trains we derire the case wliere the initial 
forin of the free surface is any whatever, Say 

n = f (x), ( 10) 

for t = O. Tii particular, if the initial elevation is coiiliiied to the immediate 
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\ 

neighbourliood of the origin, and is such that 

we have 

The surface-elevation at time t is tlien given by (4) ; tlius 

COS u t  e-b'ylg COS (a2 x /g )  G do. 
y=o 

This solution was discussed a t  length by CAUCHY, but the investigation 
can be simplified in various ways. One fairly direct method is to take ad- 
vantage of the principle that, owing to the symmetry witli respect to the axis 
O y, the value of rp throughout the fluid is determilied by its values along 
tiiis axis. Xow when x: = O -ive have 

or, i t i  virlue of the formula ("), 

(*) This foriiiula occurs as a subsidiary result i n  the familiar process of evaluatiiig La- 
place's iiitegral 

by iileaiis of a coiitour integratioii. It has of course loug beeii known. 
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-- ----- 

To fiud the general value of 1, we have only to write y - i m for 3, and take 
the real part, the square roots being interpreted in  accordance witli the re- 
q&ernents of continuity. In particular, to obtain the value of 9 ai the free 
surface y = O, we put, for positive values of x, 

1 - 1 1  - -- 2 .  
e 4 in ( -  x e , p = o e  T t n  

(19) 
where 

W = \ (g tZ'4 x). 
Thus, froni (17) 

1 .  
-in 

where p has beeri written for x e 4  . The surface-elelratiori is tlien given 
by (4), viz. we find, taking the real part, 

4 = - y ' : (': cos (p. - w2) (1  p. 
- 

97cxi = 

(BOL) 

This is the result obtained, in different waÿs, by CAUCHY and POISSON. Tlilien 
gt2/4x is sufficiently great, the upper liniit of integration i1ia.y be replaced 
hy w, and we have 

1 

in virtue of. the formula 

The general value of o, can be expressed in a siiiiilar iiianiier. We 
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write 

where 

We thus firid 
w = \ / ( g  tZ/4 r).  

or, taking the real part, 

The interpretation of the expressions (22) and (23) has been .fully dis 
cussed on a former occasion (*), with special reference to the later stages 
of the motion, when the hypothesis of an  initial concentration of an eleva- 
tion of finite volume on a matheinatic.al line of the surface begins to betray 
its artificial c t~arac te~ .  The indefinite increase in the amplitude of the waves 
passing any particular point, as  time goes 011, which is indicated by the 
above formulae, is replaced by a more or less gradua1 extinction when the 
initial elevation is diffused over a band of finite brea.dt11. 

A convenient representation of a diffused initial elevation is furnished 
by the assumption 

1 cc 
f (x) = - --- - - - ' [~e -kucos  k x  d k .  

z x a + a 2  7 t .  

This admits of any degree of concentration, by ditninishing the value of a ,  

the integral aniount being still given by (11). 1 wish to point out tliat tliis 
case is already covered by  our formulae, provided these be suitably inter- 
preted. 

It  was remarked by POISSON that the condition (5 )  of constancy of pres- 
siire for a moving particle is satisfied (in the case of infinite depth) tliroughout 

(*) Proc. Lomd. Math. Soc., vol. 8, p. 371 (1904); Hydrodynamim, 3rd Ed. Art. 938. 

Anlzali di Matematica, Serie III, Toino XXI. 31 
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tlie fluid, and not nierely a t  the surface. This is readily seen to be the case 
with the typical s o l u t i ~ n  (8), and its truth in the case of (28) follows by 
superposition, the equations being lineai.. Let us now fix our attention on 
the particles which initially lie in the plane ÿ = a. The formula (98) will relate 
to these provided 

r = \, (x2 + ccZ), tan 0 = s / a  , (30) 
so that 

1 - 
oz = g t2/4 (xZ + a2) . (31) 

The vertical displacernent is given by (4), or 

Hence, differentiating (27), and taking the real part, 

Since the pressure is coristaiit for tlie particles in question, we inay iniagilie 
thenî to forni a free siirface, the iluid above heing annihilated. The initial 
elevation at this surface is got by putting w = O, viz. it is 

cos f3 1 x - a=----- 
Tt" Z X ; ~ + ~ C ~ '  

which is the law above referred to. 
At points of the surface whose distance frorii the origin is large com- 

1 
pared witli 1, 4 is nearly equal to -ri. Hence provided w"os9, or g t 2  a/4rZ, 

9 
is small, the formula (33) reduces approxiinately to the shape (%), whicli 
relates to the case of a concentrated elevation. Moreover, if at  the saine tiiiie 
g t2/r he large, we have the simplified expression (93). 

1 
When, Iiowever, as t increases, - g tVecoiues comparable with r 2 / x ,  

4 
the case is nltered. To examine the lin~it,ing forin wllich.(33) assun;es when 
wz cos 0 is large, we write 
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where 

Now 

The series in brackets is uniformly convergent, and the iutegration can be 
effected term by terni. The result may be written symbolically 

and the limiting form of this when a is large is 

Hence 

ultimately. Taking the real part, we have from (33), on taking account 

as the asyinptotic value of the surface-elevation. 
The result is independent of x ;  but this peculiarity appears to be spe- 

cial to the particular type of initial disturbance. In the general case the later 
stages of the disturbance are niarked by the recurrence of groups of waves, 
of gradually diininishing amplitude, following one another a t  intervals. 

8. Waves due to an Interna1 Source. 

I propose now to investigate the surface waves due to a source of di -  
sturbance at any given depth ( f )  below the free surface. The source is sup- 
posed in the first instance to be periodic, its velocity-potential being 

1 
y = - - log r , eiut 276 ( 38) 
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where r denotes distance froni the point (O, f ) ,  and o is prescribed. The tirne- 
factor eiut is, in  the sequel, temporarily ornitted. We assume, for the total 
disturbance produced hy the source, 

where r ,  denotes distance froni the point (0, - f ) ,  and x is to be deter- 
mined. Hence, at  the free surface (y = O) we have cp = X, and 

The surface-condition of constancy of pressure therefore reduces to 

to be fulfilled for L/ =O. This is satisfied by 

which also satisfies (8), and fulfils the condition of zero velocity for y = m. 
The time-factor eiut is of course understood. If we put 

so that 9 n/r is the wave-length corresponding to the prescribed period 52 n/o, 
we have 

This integral is of course indeterminate, but we contemplate, for a moment, 
its « principal value » only. Now if CG be positive, the principal value of the 
integral 

is found by a contour integration to be 
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Hence, taking the principal value in (43), we have 

where the upper or the lower signs are to be taken according as x is po- 
sitive or  negative. The last terin diininislies indefinitely as  x increases, and 
will be disregarded. 

The expression (46), when multiplied by eiat; satisfies al1 the inatliematical 
conditions of the problem, but it does not fulfil the physical requirement 
that the surface disturbance, a t  a distance froin the origin on either side, 
niust consist of waves travelling outwards only. The conditions are, however, 
still satisfied if we superpose the value of corresponding to any arbitrary 
systein of free waves; in particular we inay a.dd the term 

i e-x(y+f' cos x x. 
This makes 

= i e-xis+f) U ~ T ~ Z )  + etc., 
and therefore 

G -,, - ---%f e '"J'Tkx) + etc., 
g 

which is in accordance with the physical principle (*). 
In real forin, we may say that a simple source whose velocity poten- 

tial is 

will generate a wave-systern whose form is given, at a distance froin the 
origin, by 

G = -- - e-*f COS ( a  t T XX). (51) 

Silice O' = g x ,  the amplitude of this wave-system is a maximum, for a given 
amplitude of the source, if 2 k x = 3 ; that is, when the wave-length is 4 x f. 

(*) The somewhat artificial procedure is avoided if we introduce slight frictional forces, 
as in the author's Hyclrodylzamics, Arts. 240, 841. 
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approximately. Tt is evident tliat the results appropriate to this case will be 
obtained frorn the foregoing by differentiating with respect to S. Thus, for 
the surface elevation, we find from (52) 

for large positive values of r;. From this we could derive the case where the 
cylinder receives a siidden shift parallel to X, of small amount. 

3. Waves due to the Motion of a Siibmerged Cylinder. 

Finally, we may consider the disturbance produced in the flow of a uni- 
form streain by a subnierged cylindrical obstacle of small radius. The cy- 
linder is supposed plaeed horizontally a t  right angles to the stream. This 
probleiii could be deduced from the one last-inentioned, the relative motion 
being the saine if the cylinder be supposed to advance through tlie fluid, 
which is otherwise a t  rest. As independent treatinent is however, liere adopted, 
the cylinder being assumed to be at  rest, and the motion « steady D. 

Let c denote the general velocity of the stream in the direction of x- 
positive, and let us write 

(58) 

=j;e-" sin kx a(k)  d k, 

where 

the origin being in the free surface as  before, and f denoting the deptli of 
the cylinder. The functioii a ( k )  is yet to be deteriniried. For tlie equatiori 
of the steady free surface we assuine 

where ïi deiiotes eievation above the meaii level. 
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The geometrical condition at the free surface is 

to be satisfied for g = O. Since (58) may be written in the form 

lhis condition gives 
k a2 c eëPf  + k u(k) = k c $(k) ,  

Agniii, we have, a t  the free surface, 

This will be independent of x, provided 

Combining tliis witli (64) we find 

or, if we put 
X = y/ce, 

k eëLf  
p(k )  =?ln"-. k - x  (69) 

Hence 

J 'O" k e-kf cos k x n = 2 a 2  
0 I t - x  

d k  

.Ca 
^OD e-kf COS k x 

= 9a2J e-*'cos k x d k + 8 r a 2  d k  
O l o  k - x  

(70) 

-- a' + 9 x a'! O0 e-k'f COS k x 
- x 2  f f 2  0 k - x  

d  k. 
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Now, if x >  O, the principal value of the integral 

Hence, taking tlie principal value iri (70), we finti 

l'lie last terin becon-ies insensible for large values of m. Since the expres- 
& IVt? T'a- sion il1 (70) is an even function of x, we inust have, for large rieg t' 

lues of x;, 

- B + z a' e-xf sin x 2. + etc. 
Yi =+I-f- 

On the disturbance represented by these formulae, we can superpose 
any system of waves of length 9 7 i / x ,  since tliese could maintaiil tlieir posi- 
tion in  space, in spite of the tnotion of tlie stream; and if we clioose as  our 
additional system 

-4 = B .ii x a%-+siu x s, (75) 
we obtain, finally, 

-4 = - B a ' f Q + 4 n r a 2 e - x f s i n x x +  etc., 
&- f 

on the downstream side ( x  > O), and 

B a2 
3 = --- f ,  + etc. 

x" f 

on the upstream side (x (O). We have now annulled the disturbance, a t  a 
distance, on the upstreain side, a s  is required for a physical solution (*). 

(*) As in  the former problem, the procedure is  improved, at the cost of some increased 
coinplexity in the formulae, if we introduce frictional forces. 

Anlzali di Matematiea, Serie 111, Tomo XXI. 38 
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As this is one of the few cases wliere the « wave-rnaking » resistünce can 
be calculated, it inay be worth wliile to give tlie result. Tlie mean energy, 
per unit area of tlie wüter-surface, of the waves represented by the second 
terrn in (76) is (*) 

1 
- g p -+ (4 n x n2 e - ~ f ) ~ ;  
4 

and the addition inade to the area occupied LIS. the waves, in unit t h e ,  is c, 
per unit leogtti of the cylinder. Agnin, if R be the resistance esperienced by 
the cylinder, tlie additional wave-euergy is R c per unit leiigtli. Hence 

B = 4 n2 g p a4. x Z  e-2xf. (78) 

For ü given deptli of iimnersion ( f ) ,  this is gwatest when x f = 1, or 

c = v(g f ) .  ('79) 

The forrnula (78) also gives, of course, the resistance when the cylinder 
advailces with the velocity c tlirough still water. Iii teruis of tliis velocity 

The grapli of this functiori of tlie velocity is appeiided. 

Manchester, Noveinber lath, 1918. 
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La construction de Weierstrass et l'existence 
de l'extremum dans le problème isopéri- 
rné trique. 

1. L e  probithne isopériiiiétrique (borné aux intégrales simples à une 
seule fonction inconnue) se distingue du problème le plus simple du Calcul 
des Variations en ce qu'il fait intervenir deux intégrales (*) 

f et g étant deux fonctions « positivement homogènes » (*") en x', y'. A et B 
étant deux points donnés, on cherche la ligne qui, entre ces deux points, 
donne la plus grande ou la plus petite valeur à l'une de ces intégrales, parmi 
toutes celles qui donnent à l'autre une valeur donnée. Il y figure donc une 
équation de condition 

I = const. OU J =  corist. ( I j  

Si un tel extremum existe et est atteint pour une certaine forme déter- 
minée de la ligne d'intégration, rette dernière doit vérifier les équations clas- 

(*) Nous avons en vue, dans ce qui va suivre, les intégrales prises sous forme paranié- 
trique (forme du texte). Le problème est beaucoup plus simple pour des intégrales de la 

forme 
*O 

(**) Voir BOLZA, Vorlesunyen aber Variationsreclztzung, p. 194, et nos Leçons sur le Calcul 
des Varioctions, t. 1, p. 80. 
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siques (lesquelles se réduisent à une seule) 

f , ,  f,, ... désignant les dérivées partielles de f ,  g et 1 une constante arbitraire. 
Il reste à savoir si l'on peut effectuer la Construction de WTeierstrass, 

c'est-à-dire déterminer 1 et les deux coiistantes d'intégration de manière à 
satisfaire d'une part aux deux conditioiis qui expriment que la courbe clier- 
chée pa.sse en A, B, d'autre part à l'équation (1). 

La question analogue - c'est-à-dire celle de l'existeiice d'une ligne L 
vérifiant toutes les conditions du problènie et fournissant l'extremum cherché 
- est aujourd'hui élucidée, dans les cas les plus importants, en ce qui con- 
cerne les extrémales libres (c'est-à-dire lorsqu'on ne donne pas de condition de 

. la  forme (1)). Elle se résout soit par les méthodes bien connues de M. HIL- 
BERT, soit encore par des considérations de maxima ou de minima ordinaires, 
une fois la solution préalablement obfenue dans un premier cas: celui où 
A et B sont voisins l'un de l'autre. 

Mais pour les problèriles isopériiiiétriques la difficulté est plus grande : 
elle coinmence avec l'ktude même du premier cas qui vient d'être mentionné. 

Dans un travail précédent (*), j'ai résunié somniairenient une méthode 
par laquelle on en peut triompher pour une catégorie étendue d'entre eux, 
celle qui se présente le plus souvent dans les applications. 

Cette méthode étant restée jusqu'ici (**) à ma connaissance, la seule qui 
ait été appliquée avec succès aux problèmes isopérimétriques, il m'a semblé 
utile de reprendre et  de développer les indications contenues dans mon tra- 
vail de 1907. 

8. Les notations einployées seront celles du travail en question, auxquel- 
les j'adjoindrai les suivantes. 

Je désignerai par I l'inverse de 2. 
D'autre part, à l'exemple de M. LANDAU, je représenterai par a , ,  a,, ... 

diverses cons tan tes positives. 

(") Annales Éc.  Norm. Sup., 3e série, t. XXIV, 1907. 
(*") M. CARATHÉODORY a bieii voulu m'annoncer qu'il possède sur ce point des résultats 

importants, 
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Je représenterai par k,, R,,. .. des quantités à chacune desquelles on 
peut assigner, dans la région considérée, une limite supérieure et une limite 
inférieure finies, positives et non nulles, de sorte qu'à toute quantité k cor- 
respondent deux constantes a telles que 

O<af k f  a'. 

Bien entendu, d'après cette définition, une même quantité telle que k, 
peut, dans le cours du raisonnement, prendre différentes valeurs numériques 
k,, k',,... 

Enfin je représenterai par e, ,. . . diverses cons tantes positives qu'on peut 
prendre aussi petites qu'on le veut, sous la condition de ne considérer que 

des extrémales telles que 1 h = - soit inférieur à un nombre suffisam- 1 : i  
ment petit 1, . 

3. Les problèmes isopérimétriques dont je me suis occupé 
pour lesquels l'intégrale J est une intégrale curviligne ordinaire 

sont ceux 

1, au contraire, est essentiellenient de forme différente: il vérifie - dans 
une certaine région R à laquelle nous nous bornerons - les conditions les 
plus usuellement admises pour i'étude d'un minimum ordinaire (minimum 
libre), savoir : 

3.O l'élément d'intégration f (x, y, x;', y') est toujours positif et non nul; 
43.' la quantité E de WEIERSTHASS est également positive et ne s'an- 

nulle même pas u extraordinairement ». 

Géométriquement ceci s'exprime en disatit que la figurative (*) du pro- 
blème est (en tout point de la région R) une courbe fermée convexe entou- 
rant l'origine. 

(*) Je substitue cette dénomination (aiilsi que je l'ai fait dans mes Leçolzs sur le Calcul 
des Variatiotls) à. celle d'indicatrice, due à M .  CARATHÉODORY et employée dans mon Mémoire 
cité plus haut. La raison de cette substitution est qu'on peut avoir à considérer l'indicatrice 
(au sens ordinaire du  mot) de la figurative (voir Leçons sur le CaZcul des Variations, n.O 98). 
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Ce signe de E est d'ailleurs celui de La quantité 

- - rf (2, y, cos 0, siti O) + 
(x's + y'2)atz d 6' 

Ici, cette quaiitité A est nulle pour l'intégrale J et, par suite, son expres- 
sion ne change pas lorsqu'on remplace l'iiitégrale 1 par 1 - 1 J ,  quelle que soit 
la constante 1. 

4. Cette remarque suffit déjà à fournir une limite inférieure de l'arc 
compris entre foyers conjugués libres (*) sur une extrémale E,, eii désignatit 
ainsi une extrémale relative à I'intégrale 1- 1 J .  

par' un point A d'une telle extrémale, pris colnine origine des arcs, soit 
menée une seconde extrémale voisine de la première, correspondant à la 
même valeur d e  Z. Définissons u n  point quelconque de cette seconde courbe 
par sa distance norinale n à la première et l'arc s compris entre le pied de  
cette norinale et le point A. Si nous désignons par a l'angle des deux courbes 

en A, la quantité v ( s )  = vérifie une équation linéaire du second 

ordre qui n'sst autre que l'équation aux variations correspondant à l'équa- 
tion différentielle (*") 

A (x' y" - y' x") = p (x;, y, x', y') - 1 Jf (a, y) (Et) 

des extrémales. Pour l'obtenir, il suffit de reniplacer x, y par les coordon- 
nées du point situé sur la normale à E, à une distance 11, soit 

Si l'on prend comme variable indépendante l'arc s de E,, 011 aura 

(*) Voir 11." 3, p. 907, du Mémoire cité des Awwdes &c. Norvn. Sup. 
(**) Memoire cité, p. 908, 
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(R, rayon de courbure de El) ;  ceci donne 

(en négligeant les termes du second ordre par rapport à n et à ses dérivées), 
et, de même 

+ S G') (y" + 8 y") - (y' + 6 Y') (x" + 8 x") = id ds8 8)' d (0 + 8 8) = 
d s  

de sorte qu'on reportant ces valeurs dans (E,), on a ,  à des termes près d'ordre 
supérieur au premier par rapport ?I n, n', n" (la quantité A (x, y, cos 9, sin O )  

étant désignée, pour abréger, par A(x,  y, 0) et, de même', la quantité 

y ($7 Y, cos 9, sin O ) ,  par cp (x, Y, O ) ) ,  

('+ nr) - 
1 

A (a - n sin 8, y + n cos 0 ,  9 + nt) = 

(1 - R) 

ou, en prenant la partie linéaire par rapport à n, n', n" et remplaçant n par 

v est d'ailleurs la solution de cette équation qui s'annulle pour s = O  et qui 
est en outre (d'après la significa.tion de a)  telle que, pour cette valeur de s, 
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1 
Dans les expressions de p et de q, la courbure - a, en fonction de e, R 

y, 8, 1, la valeur que l'on tire de (E,), soit 

On  voit donc que p, q, ainsi exprimés en fonction de LE: y, 4, 1, sont, le 
premier un polynôine linéaire par rapport 1i 1, le second un polynôme qua- 
dratique, les coefficients étant finis e t  continus dans toute la région B. 

L'intervalle dans lesquel une solution v ainsi définie est différente de zéro 
a, daris ces conditions, ilne liriiite itiférieure différente de zéro pour 1 fini et, 

a1 pour Z très grand, au  rnoins égale à -, a,  étant, conforintinent à ce qui à 
I I I  

été dit au  n.O 8, une constante. 
C'est ce que l'on pourrait voir par un calcul anal&ue à celui qu'a donné 

M. LINDEBEHG (*) OU à celui de mes Leçons szw le Calcul des Variations (**). 
Mais le procédé le plus simple, en pareil cas, est de recourir au  théorème 
de STUHM et aux propositions connexes, lesquelles, si H est une limite su- 
périeure de 1 & 1 dans l'équation différentielle 

donnent pour l'intégrale zc telle que zc (O) = O, m'(O) = 1, les inégalités 

1 1 
- - ~ h ( s J H ) > u > - s i n ( s  J H )  
42 411 

n daris tout l'intervalle O 5 s 6 - - 
@ 

1 
- -Spds 

En vertu de la transforination v = zc e 9 qui fait disparaître le se- 
cond terme de i'équation (s), on voit que l'on devra prendre pour a une li 
mite supérieure de la valeur absolue de la quantité 

(*) Math. Alan., t. 59, p. 340. 
(**) N.O 107. 
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S. . -- 

irioyeilnant quoi, dans i'intervalle 

v sera différent'de zéro et tel que 

Or ici Q est un polynôme du second degré en Z et on peut prendre H 
proportionnel à 1' si 1 est très grand: ce qui donne bien la conclusion a n -  
noncke. 

5. Prenons maintenant les équations différentielles du problème sous 
la. forme (Mémoire précédemment cité, p. 208j, 

6 est l'angle que fait la tangente avec l'axe des x et A a la signification ci- 
dessus indiquée. 

1 
En posant - = 1, on peut aussi les écrire 

1 
d x  -- X cos 8 

A 
d b  -- 41-A? 

-- d g  -1s in4  A (*). 
d b  - 

j 
(*) Dans ces calculs, on ne doit pas oublier que la fonction f n'est que « positivement >p 

homogène. Cos O, sin 0 désignent, dans les formules (3) et suivantes, les cosinus directeurs 
de la tangente prise d a m  le sens des t croksulzts. La courbe étant ainsi parcDurue, O est 
(pour A très petit) croissant ou décroissaiit suivant que - A M est positif ou négatif. 

Il suit de là que les extrémales qui correspondent à 1 très petit, et qui sont sensiblement 
semblables entre elles, cessent de l'être, si leurs I sont de signes différents, lorsqu'on tient 
compte du sens du parcours. En supposant M <  O, les extrémales correspondant à A > O  sont 
semblables à la figuratrice parcourue dans le seils direct, les extrémales correspondant à 
1 ( O ,  à la figuratrice parcourue dans le sens rétrograde. 

Annuli di Matematica, Serie III, Tonio XXI. 33 
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Si, aux hypothèses déjà faites, nous adjoignons celle que JI soit différent 
de zéro dans toute la région R, les seconds membres sont holomorphes en A, 
pour h suffisamment petit. 

S'il sont, en outre, holomorphes en a, y, 8, les solutions sont, d'après 
un théorème connu de POINCAH~, développables suivant les puissances de h 

(pour 1 'A 1 f a,) dans toute leur région de régularité ou, plutôt, dans toute la 
partie de cette région qui est intérieure à R. 

On arriverait à une conclusion susceptible de rendre les niênies services 
dans ce qui va. suivre, daus l'hypothèse où A, y ,  M auraient simplement des 
dérivées partielles continues jusqu'à un certain ordre, par l'application de la 
méthode d'approximations successives de M. PICAHD. En prenant tout d'abord 
x, y égaux, quel que soit 8, aux coordonnées a,, y0 du point initial A, puis 
faisant 

e 
= x, - 1 j cos 4 A ($0, 2 / 0 9  8) 

00 M(x0, y,)-'A+,, 2 / 0 7  0 )  
-e 

y(1) = 
- A l  

sin 0 A (%O' Yo, 8) 
. 8, M(xo,  yo)-Ac~(x0, YO, 0 )  

d 9, 

et généralement 

X(i+l) - A (x(", y(i1, 9)  
-S. - COS R N (a('), p) - 1 y (%(O, Zf', 0) 

-0 
t j i+l) = y. - " sin R A (di', O) 

Af (x(i)s -- ), y (x(O, 2/( i )  - 00 , ,) 

les différences r ~ + ~ + l )  - x(i), y(i+ ') - y"' contiendront hi+' en facteur. On en dé- 

duira, d'après ce qui est connu relativement à la possibilité de différentier 
les solutions d'un système différentiel par rapport aux coristantes initiales, 
que x, y, solutions du système (30, sont de la forme 

où g,, h, sont des fonctions de xo,  y,, O,, O;  - G, $1, des fonctions x,, y,, 
O,,  8, A - continûment dérivables par rapport li toutes les varia.bles qu'elles 
contiennent: ceci, tant que la courbe correspondante est régulière et ne sort 
pas de R, ce qui a d'ailleurs lieu dans un inter\.alle (le vari:ition de 4 d'au- 
tant plus grand que A est pl~is  petit. 
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Eti particulier, les termes du premier degré 

des clé~eloppeiiietits (5) coïncident avec ceux qu'on obtient en développant 
les quantités (4). Or il a été constaté, ditns notre travail précédent, qu'en 
s'arrêtant ainsi aux termes en A, on obtenait. (*) 

(fr,, fil,, fco, fil,,, Mo étant calculés en remplaçant x,  y, x', y ,  do, y par 
s,, y,, COS O, sin 4, COS O,, sin O,), de sorte que le lieu du point correspondant 

'est homotllétique d'une courbe connue et déterminée, que j'ai appelée, dans 
nies Leçons sur  le Calcul des Variatio~zs, la figuratrice, et qui dérive de la 
figurative par polaires réciproques. 

Les formules (6) ainsi obtenues représentent une extrémale E ,  à des - 
Z 

quantités près qui, ainsi que leurs dérivées par rapport à x,, y,, O,, 0, sont 
de l'ordre de 1'. 

Il est à remarquer que les termes suivants g,, h,? ... des développements 
de s ,  y suivant les puissances de h s'obtiennent par de simples quadratures 
effectuées le long de la figura.trice. 

6. La détermination des foyers conjugués a été faite dans le' travail des 
Annales Éc. Norm. Sup. : si l'on réduit x - x,, y - y, à leurs premiers termes 

Ag,, 1 h , ,  le déterminant dont I'éaanouisseiiient caractérise le foyer 
(0, 40) 

libre du point (x,, y,), ne s'annulle qu'avec A sin (6 - O, ) .  

(*) On peut établir ceci plus simplement encore, en portant des équations différentielles 
(E), soit, ici, en prenant O comme variable indépendante, 

équations dont les seconds meiiibres sont du second ordre en A (f, et fv étant du premier 
degré en a', y'). 
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Soit (comparer n.O 8) el une quantité positive que l'on peut prendre 
aussi petite que l'on veut, si l'on suppose 1 A 1 inférieur à un nombre suffisam- 
ment petit 1 , .  

Le premier terme (terme en 1') du déterminant en question, étant supé- 
rieur en valeur absolue à un nombre fixe tant que 0 variera entre 6, + e l  
et O ,  + x - e l ,  ou entre O, + n + e ,  et F), + 9 ÏZ - e , ,  l'emportera sur les 
termes suivants, pour ces valeurs de O, dès que 1 Â. 1 ( A , .  

11 n'y aura d'ailleurs pas de foyer libre de A pour 1 4 - O, 1 < e , ,  en 
vertu (*) de la conclusion obtenue plus haut, d'après laquelle l'arc coinpris 
entre foyers conjugués est au moins égal à a ,  1 ;1I (et correspond, par con- 
séquent, à 1 Y - O0I > a,). 

Pour la inême raison, en reinplaçant, au  besoin, R par une région R, 
plus restreinte (mais renfermant cependant A à son intérieur au sens strict), 
il n'y aura pas, pour 1 A [ > A,, de foyer libre de A intérieur à RI ,  ou, du moins, 
de foyer libre A, de A tel que l'arc A A, soit entièrement intécieur à R I ;  et, 
réduisant convenablement l'étendue de R I ,  on pourra prendre A, aussi petit 
qu'on le voudra. 

Par contre, le théorème des fonctions implicites montre qu'il y aura, 
pour 11 1 ( A , ,  un foyer libre (unique) de A tel que 18 - O ,  - TC 1 < e l  . 

La constante a, irientioiin6e tout à l'heure peut, d'après cela, être prise 
égale à n - e, . 

On montrera de même, conformément à notre travail précédent, que le 
foyer lié de A est tel que 9 - O, est compris entre 9 r - e, et '2 n + e, . 

II. 

7. Les considérations précédentes permettent d'effectuer la construction 
de WEIERSTRASS toutes les fois que les données sont telles que cette construc- 
tion conduise assurément à un arc sur lequel la variation de 6 soit infé- 
rieure à 2 7~ - e 2 .  

(*) Ce fait s'établit aussi en remarquant que le determinant colmidéré D(2,21) est, qwel 
D (0, 90) 

que soit 1, divisible par 8--8,. On peut donc, au lieu de ce déterminant, considérer son 
quotient par 8 - 8,' lequel est contiiiu et ne s'annule pas en A, 
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Le problème est double: on peut avoir à joindre deux points donnés 
A, B par une ligne sur laquelle I ait une valeur donnée, ou par une ligne sur  
laquelle J ait une valeur donnée. Nous dirons qu'on à affaire à la première 
ou à la seconde construction de WEIERSTRASS, suivant que c'est I ou J qui 
est donné. 

L'intégrale I est essentiellement positive dans toute la région R. 
Dans la région R, (si celle-ci a été suffisamment réduite) elle a, entre 

deux points donnés quelconques A, B, un minimum l , ,  atteint sur une ex- 
trémale parfaitement déterminée E,, et dont le rapport à la distance rectiligne 
AB est compris entre deux limites positives (et non nulles) fixes a,, a ,  
(O < a, < a,). 

Quant à l'intégrale J, convenons de la prendre, non pas uniqueinent sur 
la ligne arbitraire, allant de A en B, que nous considérons, mais (ce qui ne 
changera pas le problème posé) le long du contour fermé constitué par cette 
ligne et par i'extrémale E, revenant (") de B en A. 

On ne commettrait d'ailleurs (**) qu'une erreur du troisième ordre au  
nioins par rapport à A B  en substituant à E, le segment rectiligne AB. 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons, pour fixer les idées, Il 
négatif dans la région R. 

Moyennant cette hypothèse, si le ccntour fermé dont il vient d'être que- 
stion est sans point double et décrit dans le sens direct, J est positif; il est 
négatif si ce contour est sans point double et décrit en sens rétrograde. On 
voit donc déja (-), pour 1 suffisamment grand et ( 6 - O, ( < 2 x - e , ,  que J 
aura nécessairement le signe de Z (quel que soit le signe de M, cette fois). 
Cette conclusion est d'ailleurs, comme on va le voir, vraie pour toutes les 
valeurs de 1. 

Nous nommerons (M étant supposé négatif) extréiiîales directes, celles 
qui correspondent à 1 > 0 ;  extrémales rétrogrades celles qui correspondent 
à Z<O. 

(*) Le sens de parcours de E,, à l'aide duquel I est supposé calculé et l'équation ditré- 
rentielle écrite, reste le sens A B. 

(**) On constate aisément que l'aire comprise entre un arc s de courbe et sa  corde est 
1 

inférieure à - sS y , ,  7, étant le maximum de la courbure le long de l'arc en question. Or, 
9 

la courbure de E,, a une limite supérieure finie que l'on peut assigner, 
(***) Voir page 957, note (*). 
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8. Un premier cas a été étudié dans notre travail précédent: c'est 
celui d'un arc E, satisfaisant à la. condition de  JACOB^ pour l'extremum libre. 
Nous avons vu en cet endroit que, si l'on suppose fixes les extrémités A, B 
de l'arc d'intégration, I est une fonction croissante de 1 11 et J une fonction 
croissante de la valeur algébrique de 1  tant que 1 1  1 est assez petit pour que 
le foyer libre de A ne soit pas sur cet arc. 

Soient donc 1' la valeur - positive, par exemple - de 1  pour laquelle 
A et B deviennent foyers conjugués libres l'un de l'autre; 1', J', les valeurs 
correspondantes de I, J. On pourra faire croître 1 de O à 1'. 

Or, d'après ce qui a été vu au  n.O 6, ! 1' 1 est au moins égal à un nombre 
1 

fixe 7 aussi grand qu'on le veut si l'on a réduit suffisamnlent l'étendue 
1 

de R I .  
18 D'autre part, le rapport - des intégrales \ f ( s0, y,, -- f: ' 2) d t prises 
1, 

l'une le long d'un arc s de figuratrice tel que les tangentes en ses extrémités 
fassent un angle égal à TC, l'autre le long de la corde c de cet arc, a un iiii- 
niinum (*) a,  évidemment supérieur à 1. 

11 résulte de là que la première construction de WEIERSTRASS consistant 
à joindre A à B par un arc d'extréinale E, (1 inconnue) sur lequel I ait une 
valeur donnée, peut être effectuée d'une et inênie de deux façons, tant que 
2 
- ne dépasse pas ilrie certaine limite a', (= a, - e,) > 1 ,  les arcs obtenus 
1 0  

ne contenant pas de foyer libre de A. L'un de ces arcs est direct, l'autre ré- 
trograde. 

Pour une raison toute semblable, la seconde construction de WEIERSTRASS 

I J I  peut être effectuée (d'une rnanière unique, cette fois) tant que -- ne dé- 
10 

passe en valeur absolue une limite déterminée a', . L'arc obtenu est évidein: 
ment, direct ou rétrograde, suivant le signe de'J.  

9. On peut ajouter, en vertu des résultats de M. LINDEBERD (**), que 
E, se déforme dans un sens constant lorsque 1 varie (à partir de zéro). On 

(*) Ici et dails toutes les circonstances analogues, lorsque nous parlerons du minimum 
d'une quantité su r  la figuratrice, ce minimum se rapportera, noil seulement à tous les 
arcs d'une même figuratrice, mais à toutes les figuratrices relatives aux différents points 

(xo , YJ de R, 
(*") LOG. cit., p. 343. 
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voit donc que l'angle fait par E, (en A ou en B) avec E, est une fonction 
croissante de 1 1  1, ou encore, de I ou de 1 JI. 

Cette conclusion peut mênie, ainsi qu'il nous sera utile pour la suite, 
se préciser comme nous allons le montrer. 

Parmi toutes les extrémales E, qui joignent deux points donnés A, B, 
considérons celles pour lesquelles 1 1  1 est au  plus égal à une limite positive 
donnée, quelconque d'ailleurs, 1, . La quantité Q du n.' 4 est alors finie (quelles 
que soient les coordonnées de A et l'argument 6,  de la tangente en ce point). 
II en résulte que la quantité H considérée en cet endroit peut être prise con- 
stante et que, par conséquent, sur tout arc d'une telle extrémale ayant à 

x - h  
partir de A une loiigueur déterminée (*) h étant un nombre 

positif quelconque inférieur à x , v sera de la forme k, s, k, ayant la signi- 1 
fication indiquée au n.O 8. 

d n  
Envisageons niaintenant la dérivée v,  = = (relative à une variation de 1 

d l  
dans laquelle A et B restent fixes). Considérée comme fonction de s, v, vé- 
rifie l'équation 

dont le premier membre est le même que celui de (E) (page 955). Elle est la 
solution de cette équation qui s'annule au  point, A (que nous prenons pour 
origine des arcs) et au point B (s = a). 

La dérivée v'(0) est, comme précédemment, égale à 1. La dérivée y'l (O) 
do 

ii'est autre que 2, de sorte que cette dernière quantité est aussi la va- 
d l  

leur de pour s = 0. 
v (8) . . '5: 

Au lieu de v considérons, comme précédemnient, la. quantité u = v e  Y 
7 

solution de l'équation 

(*) On peut évidemmerit toujours faire que cette loiigueur comprenne forcément tout 
segment de l'extrémale en question intérieur à R, ,  soit en réduisant la valeur de E l ,  soit 
en réduisant les diineiisioiis de R I .  Nous pourrons donc supposer que cette précaution a 
6té prise. 
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+J; P% 
et soit, de même, u, (s )  la quantité v ,  ( i j  e  , solution de l'équation 

La relation 

u ut, - u' u, = (;rn (SI u (8 )  68 
donne 

'' ' d s L a t  (et) u (s') d s'. W?l U (s)  - - - " ! = r ( s ) = r ( ~ ) + ( o ; ,  ( 8 )  

Si, comme nous le supposons, o est inférieur A 

Donc 

u (s) étant de Ia forme k ,  s  pendant que si = - ~e~~~~ est (pour O G s 6 O, A 
1 1 1 r 1,) de la forme k,, on a (*) 

De plus, r (O) étant ainsi déterminé, la relation (7) donne 

r (s) = - k* (G -- s) 

Y ,  (s)  = - kg s (a - s). 

Cette inêine déformation de notre extrémale produit, sur les valeurs de I 
et de J, des altérations dont noris pouvons maintenant évaluer l'ordre de 
grandeur. 

(*) 7 ~ ' ~  étant, comme il a été iudiqué au n . O  2, une seconde valeur de k,, on a 
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On a d'abord 

puis 

I 
Le rapport - est une quanlité k, (il est compris entre le n~aximujn 

J 

et  le minimum de f (x, g, cos O, sin O)).  Donc o n  peut écrire 

et, en intégrant de O à 1, 

Io désignant, coinme précédemment, le ininimuin libre de I entre A et B. 
On voit tout d'abord, en écrivant ceci sous la forme 

que, si In est suffisamment petit (uiie fois 1 ,  choisi), et, par coriséquetit, aussi 
I 

si la région Il, a éié conrenableinent k t r e i i i t e ,  - est ainsi liiiiité supé- 
I" 

rieurenient (ce qui était évident c i  priori, puisque la courbure de E, est finie 
pour I l I < h) .  

Moyennant ce fait, la forniule précédente s'écrit encore 

égalité dans laquelle, a u  second membre, In peut (moyennant un cllangement 
de coefficient ' k )  être remplacé par l a  distance rectiligne A B. 

Mais on a aussi, en vertu de (8), 

= k,, ZI, 

Q étant l'angle de E, avec E, en A ;  de sorte que 

I - In 
-- - - k , ,  a2. 

In 
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Quant à J, la relation (9) montre qu'il est de la forme k ,  1 of Si nous 
0 

tenons compte de ce que - est égalernent une quantité de la forme k, nous 
Io 

voyons que 
J 

=k1'2 l10, (18) 

c'est-à-dire que le premier rnemhre est une nouvelle quantité du même ordre 

que a ou que \IF. 
10. Voici une autre conséquence des mêmes remarques. L'extrémale Eo 

ayant été tracée entre A et B et donnant une valeur Io de l'intégrale 1, soit 
B' un point de E, situé un peu en deçà de B, tel, par conséquent, que la 
portion de Io qui correspond à l'arc B B' soit une petite quantité S. Joignons A 
à B' par une extrémale directe E, le long de laquelle I ait la inêrne valeur Io 
que suivant l'arc primitif A B .  Dans l'équation (IO), 1 -Io devra être rem- 
placé par c (sans modification du dénoininateur Io, si E est assez petit). En 
éliminant, dans ces conditions, 1 entre (10) et (12), il vient 

11. La construction étant acquise parce qui précède, pour le cas où 
elle conduit assurénient a un arc tel que [ 4 - O, 1 < î t  - e , ,  il s'agit en se- 
cond lieu, de voir si on peut l'effectuer en obtenant un arc sur lequel 10 - 0, 
soit inférieur à 8 a - e,, 1 1 1 étant inférieur à 1,. Kous pourrons supposer 
I I J I  
- > a', s'il s'agit de la prenîière construction ou >aJ, s'il s'agit de la se- 
1 0  I o  

conde : ce qui entraine, pour l'arc cherché, 19 - > a ,  > 0, l'angle z = 1 9 - o 1 
q11e fait cet arc (en A ou B) avec sa corde étant aussi supérieur à une con- 
stante positive a, . 

On ramène cette étude à la démonstratioii des trois faits suivants: 
1.' Toute demi droite issue de A et faisant avec la direction 4, un 

angle x compris entre cc, et ?; - e', (où e', est une constante dépendant de 
A,, e, et qui tend vers zéro avec ces quantités) coupe E, en un point déter- 
miné B tel que 1 9 - 4, 1 < 2 x - e2 . 

8.O 9, restant fixe, la longueur du rayon vecteur ainsi déterminé, nulle 
avec 1, augmente avec 1 À 1, de sorte que B prend une fois et une seule toute 
position située sur la demi droite considérée, entre A et celle qui correspond 
à h = + l , .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de l ' ex t reut~u~)~  dans  l e .  problème isopérimétrique. 267 

. 3 . O  Si l'on a pu construire un arc A B  d'extréniale E, dont la tan- 
gente en A ait un arguineiit donné O,, la valeur de I ou de  1 JI coiwspon- 
dant à cet arc est, lorsque 8, varie, une fonction croissante de l'angle 
18, -- o 1 = a que l'arc en question fait avec sa corde (*) A B. 

Le premier de ces faits résulte de ce que, sur la figuratrice (celle-ci étant 
convexe), tout arc le long duquel la variation de 6 est S 5; - e ,  (ou, si l'on 
veut, e,) a une corde qui fait avec la courbe des angles tous deux inférieurs 
à un certain maximum e, (ou supérieurs à 5; - e,), e,  tendimt vers zéro 
avec e, . 

De plus, la longueur de cette corde est supérieure à a,., soit a,. 1; 1 
X 

après rotation de 2 et homothétie dans le rapport -. Or l'extrémité du  
B Jfo 

segtnelit ainsi obtenu ne doit être altérée que d'une quantité de l'ordre de 1' 
pour fournir celle de la corde correspondante de l'extrémale E , . L'angle de 

I 
celle-ci avec la direction de la tangente en A ne sera donc, pour 1 X 1 < 1, 

et A ,  suffisamnient petit, altéré que d'une y uantité arbitrairement petite : il 
restera supérieur à x -et ,  (et, étant une quantité très peu supérieure à e,) .  

Toute direction faisant avec A B un angle compris entre a, et n - e', 
(du côté de A B  où est l'extrémale) coupera cette extrémale en un poiiit B, 
évidemment unique par raison de convexité, tel que ( 8 - 8, I < 2 n -- e,. 

En second lieu, si nous étudions le déplacement de ce point B sur son 
rayon vecteur lorsque h varie (8, restant fixe) nous devrons écrire 

d y  d y  d û  d y  --=- +- -= Y 
d l  d l  d l  8 9  7~ 

d 8  
et la question est de savoir si -T > 0. Or, en éliminant -, on trouve 

d l  

(*) Plus exactement, de l'angle (toujours pris en valeur absolue) que fait la  direction 
d'argument O, avec l'extrémale E, que l'on peut mener de A à B. Mais la distinction n'im- 
porte pas du moment que l'angle or est supérieur à a., , l'angle que fait E, avec la droite A B 
étant infiniment petit avec A B  de sorte qu'cm peut le diminuer arbitrairement en rétrécis- 
sant la région R I .  
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En développant, d'après les forinules (b), suivant les puissances de A, on 
voit inmédiatement que le numérateur et le dénominateur conmencent par 
des termes en ÂYont le coefficient est le même. Mais, de plus, la valeur unique 

d h  d g, 
de ce coefficient, savoir y, 2 - hl-- 3 est différente de zéro (et, par con- 

d 4  d 4  
séyuent, supérieure en valeur absolue à un nombre tixe) lorsque 8 - O ,  varie (*) 
de a, à 2 7i - e,, 0, prenant, d'autre pari, toutes les valeurs possibles entre 
O et 2 n et (x,, y,) toutes les positions possibles dans R I .  

Donc on aura 1 T - I I  <es et ~ > 0 .  
Enfin, nous avons à calculer la variation de I ou de J lorsque 4, varie. 

d J  
Considérons, par exemple, -- (1 et 6 étant des fonctions de O, telles que 

d 0 0  

Le dividende - ou, du rrioins, sa partie principale - a été calculé dans 
notre précédent Mémoire(*") (au chaiigenient près de la variable indépendante 1 
en 1); ce calcul montre que le coefficient du premier terme (terine en 13j 
ue s'annulle pas et, par conséquent, reste supérieur en valeur absolue à un 
nombre positiI deterininé (3) h , ,  dans les mêmes conditions que tout' à 
I'heure (***). 

Le coefficient de Â dans B ( x 7  y) étant, dans ces mêmes conditions, 
D (1, 0) 

est négatif et comme nous l'avons vu tout à l'heure, de la forme k,,, -- 
d 4 0  

supérieur en valeur absolue à 'h%h, pour 1 A 1 < 1, suffisain- 

ment petit. 

(*) Comme précéderniiient (voir page 0260, note (")), la restriction (8 - 8,) >a, est, en rea- 

lité, inutile, comme on le verrait en mettant en facteur (0 - s'il s'agit de ou de 
DG3 8) 

au a %  x - -y -; (0 - @Js, s'il s'agit de D (J.  x Y) 
a 9  a e  D (00 1, 0) - 

(**) Page 218 des Amz. Éc. N o m .  Sup. 
(***) La coiistau te h, dépend cle e,. Nous 11e la désigiioiis pas par une lettre e parce qu'elle 

doi t  (et non pas peut) étre choisie très petite avec e,. 
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d I 
Nous n'avons pas de nouveau calcul à faire en ce qui concerne - 1 

d 0 0  
car, lorsqu'une extréniale E, se déforme (par variation de Z )  sans déplace- 
ment des extrémités, on a d I - 1 d J =  O. 

On peut ajouter, en vertu de considérations tout analogues, que, pour 
cette même d6forniation, la valeur de O en B varie en sens inverse de 9,: 

1%. Les trois faits précédeniiiient annoncés étant ainsi établis, consi- 
dérons tous les arcs d'extrémales compris dans R, et correspondant à h = f h l  

et à x - el f 1 b - O , [  6 2 - e, .  Les valeurs correspondantes de I auront 
un minilnuin I,  et les valeurs correspondantes de 1 J I ,  un miniinuin J I ,  tous 
deux positifs et non nuls (*) (lesquels auront d'ailleurs évidernnient lieu pour 
1 4 - 4,) = n - el) .  

Nous supposerons, s'il s'agit de la première coustruction, que I est plus 
petit que Il et, s'il s'agit de la seconde, que 1 J 1 est plus petit que J I .  

Nous devrons d'ailleurs supposer J >  O si nous voulons considérer les 
extréiiiales directes; ce que nous allons faire, pour fixer les idées. 

A et B étant donnés et ayant tra.cé entre eux l'extrémale directe E 'sur  
laquelle ces deux points sont foyers (libres) conjugués (extréin ale qui est telle 
que O < h (A,  si la région R, a été convenableiiient restreinte), donnons à 9, 
des valeurs d6croissantes (c'est-à-dire de plus en plus différentes de l'argu- 
ment de la droite A B )  à partir de celle qui correspond à E'. 

Pour chaque valeur déterminée de O,, faisons croître 1 à partir de O. Le 
rayon vecteur correspondant intercepté sur la demi droite A B  va en augmen- 
tant. Nous ferons croître A jusqu'à une valeur - s'il en existe une inférieure 
à A ,  - telle que ce rayon vecteur devienne égal à A B. 

Opérons ainsi pour des valeurs de plus en plus grandes de a (c'est-à-dire, 

(*) I, développé suivant les puissances de A, commence par uii terme en A dont le coef- 
ficient, calculé sur la figuratrice pour n - e ,  L / 8 - 8,I r 9 r - e, (ou, plus simplemerit, pour 
1 9 - 8, 1 =*-el), a un minimum positif. I a donc certainement lui-même un minimum non 
nul lorsqu'ori fait X = l , ,  l ,  étant assez petit. 

La même conclusion a lieu pour J ,  à ceci près que le premier ternie est en As. Il con- 
vient, pour la mettre en évidence, de supposer d'abord que le contour suivant lequel on 
calcule J se ferme par une ligne droite et non par une extrémale E,. Le résultat obtenu 
moyeiinaiit cette modification subsiste sans elle, puisque l'altération qu'elle entraîne n'est 
que de k A: k étant fini, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



570 Ila d n t im r d :  Ln construction de Weierstrasü et  l'existence 

ici, de o - O, puisque O < w). Nous aurons ainsi des arcs d'extrérnales E, suc- 
cessifs, correspondant à des valeurs de plus en plus grandes tant de I que de J. 

Cette variation continue de E, ne pourra être arrêtée que par l'une ou 
l'autre des deux circoiistances suivantes : 

a)  La valeur de A qui donne au  rayon vecteur la valeur A B  devient 
égale à A,. 

Nous n'aurons pas à considérer cette éventualité. La valeur I ou J que 
nous voulons obtenir pour l'une de nos intégrales sera iiécessairemeiit at- 
teinte avant qu'elle ne se produise, puisque, sur une estréinale E ,  , et sur - 

4 
un arc (*) correspondant à 18 - 4,I l n  - e, ,  on a I m  1,, 1 JI 5 J,. 

b) ô - 9, devient égal à '2 n - e,. 
Nous pourrons donc faire croître cr et, par suite, I et J, jusqu'A ce que 

cette dernière égalité soit réalisée. 
Or, sur la figuratrice, un arc tel que 16 - 6,1 = 5 n - e, a une corde au 

plus égale à e,, e, tendant vers zéro avec e,.  Comme I et 1 JI ont, au con- 
traire, des minima positifs, il est clair que tout arc d'estrémale E ,  tel que 

1 A = -  I ' soient - h i  et que 1 8 - 4 , 1 = B x - e ,  estaussi te l  que = et - z - A B  A B "  
1 

supérieurs (**) à - . 
e7 

Le raisonneineiit est valable de iiîênie pour les valeurs croissantes de 4, 
et donne alors des extréniales rétrogrades. 

Donc la première construction de WEIEHSTHASS est effectuée pour toutes les - 
vuleurs de I qwi sortt infkrieures a la fois à Il et à A - ; la seconde, pour 

e7 
277 toutes les valeurs d e  1 JI inférieures à la fois à J ,  et à - . 

e7 
Sous ces conditions, la première construction donne deux arcs d'extré- 

males (et deux seulement), l'un direct et l'autre rétrograde; la seconde, un 
seul, direct ou rétrograde suivant le signe de J. 

13. Ces àrcs correspondent à 1 ô - b o l  < 9 7c - e, et satisfont à la con- 
dition de JACOBI pour l'extreinum lié. 

(*) L'inégalité 1 8 - 0, I > u - e, , verifiée sur E', l'est encore sur les arcs suivants, puis- 
que, pendant que O, décroît, 8 croît. 

(**) On constate aisément que e,, e, sont de l'ordre de I (et, par conséquent, de AB). Nous 
ne faisons pas ici usage de ce fait, qui est, au contraire, pris en considération dans les énoncée 
de notre Mémoire précédent (p. 819). 
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Grace à c,ette dernière propriété, les valeurs de O,, 1, 4 qui les déter- 
minent varient continuement avec les données du problème (coordonnées de 
A, de B et valeur donnée de I ou de J )  en vertu du théorème des fonctions 
implicites. 

14. Ajoutons que, sur  l'un quelconque de ces arcs, l'angle a,  tout en 
étant supérieur à ~t -- e', , est inférieur à x et même à n - h', (h', > O ) ;  ceci 
résultant de ce que l'angle analogue sur la figuratrice est inférieur à n - h, 
(de sorte qu'on peut prendre h', = h, - e,). 

Autrernet dit - puisque ceci a lieu en chacune des extrémités de l'arc 
- un tel arc est situé tout entier d'un seul côté par rapport à sa corde. 

III. 

15. Ainsi nous avons appris a effectuer la. construction de WEIERSTRASS 
sous le hypothèses suivantes : 

1) A et B sont intérieurs à R, . 
II) T(première construction) <Il, ou 1 JI (deuxième construction) < J,. 

I 1 I J I  1 
III) = <- ou - 

A B  e7 a ~ < q '  
Nous avons le droit de maintenir les deux premières de ces hypothèses, 

mais nous devons nous débarasser de la troisième; et c'est à quoi les méthodes 
précedentes ne suffisent plus. e7 peut, il est vrai, être pris aussi petit qu'on 
le veut; mais c'est en diminuant en conséquence le domaine R, où le raison- 
nement est valable, et cette diminution devrait etre indéfinie (c'est-à-dire 
que R, devrait être nul a la liinite) si on voulait faire tendre e, vers zéro. 

Par contre, nous aurons - ce qui est possible moyennant une réduc- 
tion convenable de R, - à assujettir les nombres ei à être plus petits que 
certaines quantités positives que nous allons définir. 

16. A cet effet, partons de ce que f (x, y, cos 8 sin O), est, par hypo- 
tli+se, positif et non nul pour toutes les valeurs de 4 entre O et 9 n et pour 
toutes les positions de (x, y) à l'intérieur de R,. f, ou, ce qui revient au même 

cos 0 a f  +sin9  8 f 
d (cos 4) d (sin 4) 

est donc, dans ces conditions, supérienr à un nombre fixe. Dès lors, on peut 
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aussi trouver un angle positif a,, et un nombre positif a,, tels que 

COS O, a f  +sine ,  
d (cos 6) a f  >al* d (sin 8) 

toutes les fois que 
1 8, -- O 1 f 3 a,, . 

Cela posé, supposoiis qu'il s'agisse de la première construction (valeur 
de, I donnée). 

Nous ferons tout d'abord en sorte que l'angle désigné plus haut par e', 
(n.O 11) soit inférieur à a,, . 

D'autre part, par un point P de la figuratrice où In tangente a l'argu- 
ment O,, soit menée une demi droite faisant avec cette tangeilte un angle a 

que nous ferons varier entre O et x - a,, ,  et considérons le rapport 

du segment P Q intercepté sur cette demi droite par la figuratrice, à I'inté- 
grale I prise suivant l'arc sous-tendu par cette corde (celui qui est intérieur 
à l'angle a). Ce rapport part (pour 2 = O )  de la valeur 1 : f (x, y, cos O,, sin 0,); 
il est toujours différerit de zéro dans les conditions indiquées, et cela, quels que 
soient s, y (dans la région RI) ,  0, et x (pourvu que O r 2 6 n - a,,) et aussi 
le sens de parcours sur la courbe. Il aura, par conséquent (puisque, d'autre 
part, il varie contiilûmeiit), un inini~iiurn positif a,, . 

Si, au lieu d'uile figuratrice, on cotisidére un exti.éinale quelconque E, 
1 

telle que 1 / = 1 i 1 5 A,, et le rapport aiialogue au  précédent 

A B étant une corde de Er faisant avec la courbe un angle x compris entre 
O et n - a, ,  , et l'intégrale du dénomiiiateur étant prise le long de l'arc A B  
de E, intélaieUr 2 a, ce ra.pport a, dans la région R I ,  un niiniiiium (*) positif 
arIs=ais - e s .  

- 
A B  I ~ A B  

(*) En effet, les quantités - et  - sont des fonctions coi~tinues de x,,, y,,, a (e - e,) x (e - e,) 
O,, 1 8, lesquelles, pour 1 = O ,  ont les valeurs que l'on obtient en ren~plaçant les extrémales 
par In figuratrice en (xe, y,). 
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Dès lors, inversement, toute corde de E, telle que ce rapport soit iufé- 
rieur à a',, fera avec la courbe un angle supérieur à 7 -a , ,  . 

Nous prendrons 

a', a e, <--sin 4 a,, 

ce qui entraîne évidemment 

a',, s i n a , ,  
e - 7 -  . 

B 1 +sin a,, 

Nous pouroiis également supposer que l'on a 

1 a?, k , ,  e, < -- --- - 
Ba, 1 +cc:, k , ,  

1 
e, < ,,- sin ccl, (15) 

a4 

a, étant la constante définie au  1i.O 7 et k , ,  ln. quantité introduite au n.O Y à 
laquelle on donne sa valeur minima. 

De plus, désignons par R, une région intérieure (au s e w  strict) CI RI. Con- 
venons dorénavant de prendre les extrémités données A, B intérieures ;i &; et, 
d'autre part, considérant le minimum des valeurs que peut prendre Io entre un 
point quelconque de la frontière de Ri et un point quelconque de la frontière 
de R, ou inversement, noils assujettirons 1, à. être inférieur au  double de ce 

1 
mininiurn, et aussi à -- al 1 a,, cos - (en désignant par y, le maximum de In, 

a4 y1 OL 
courbure d'une extrémale E,). En vertu de cette dernière inégalité, tout arc 

I 
d'extréinale E, sur lequel l'intégrale I a une valeur nu plus égale à 2 fait 

02 
a 

avec sa corde des angles inférieurs à 2. 
$2 

17. Ces restrictions étant apportées à e,, à 1, et A, B étant deux points 
quelconques de R,, supposons assignée à I une valeur quelconque plus petite 

AB 
que i,, mais supérieure à - . Supposons aussi qu'on ait en vue le iiiaxi- 

e7 
inum de J dans ces conditions: il résultera de  là que iioirs considérei~oiis 
excl usivement des extrémales directes. 
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Soit C un point quelconque de R I ,  tel que l'on ait 

I 
(a1,,- Be,) 

tel cependant (*) que le minimum Io de l'intégrale I  entre A et C ou entre 
1 

C et B soit inférieur à -: ce qui, en vertu de l'inégalité I <  Il et de la 
9 

premiere condition imposée à Il au numéro précédent, entraîne que Cf ne 
peut pas être situé sur la frontière de R I .  

D'après l'inbgalité (C), on peut tracer, de A h C, un arc ci'extrémale 
direct E, doniiaiit à l'intégrale 

I 
la valeur - , arc ne contenant pas de foyer lié et sur lequel la variation 

9 
de 8 sera inférieure à B s - e, . En vertu de (C') la même c~nstruction peut 
être effectuée de 6 à B. 

Les pnraniètres qui caractérisent les deux arcs ainsi construits étant 
des fonctions continues de ln. position du point C, il en est de même de la 
valeur de J prise sur leur ensemble, soit J A ~  + J C ~ .  Cette quantité aura donc 
un nîaximuin lo~sque  C prendra, à l'intérieur de R I ,  toutes les positions coin- 
patibles avec les conditions précédeminent indiquées. 

Ces dernières définissent un domaine intérieur à RI : je dis que le ma- 
ximum n'a certainement pas lieu sur la frontière de ce domaine. 

18. Montrons d'abord que ce maximum ne peut pas avoir lieu en un 
point C tel que l'inégalité ( C )  soit remplacée par une égalité. 

En un tel point, on a,  noil seulen~ent 

I 
AC= - (af,,- Be,) 

9 

(") Cette condition est compatible avec la première, dès que a',, - 9 eV < - a fortiori ' i a4 

dès que a',, <- . Nous supposerom que cette coiiditioii est remplie, quitte, si elle ne l'est 
I l  a4 

pas, à remplacer a',, par une quaiitité plus petite (en modifiant, bien eiiteiidu, e, en consé- 
qiieiicr d'après la relation (13)). 
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mais (puisque, par hypothèse, A B < I. e,) 

I 
B C < A C + L ~ B < ~  a',,. 

supérieurs à n - a 
dit, les tangentes 
dans les sens C A ,  

.,, . Autrement 
en C (prises 
C B )  sont, à 

des angles inférieurs à a,, près, 
les prolongements des droites A  C, 
3 C  respectivenient. 

D'aut.re part, ces droites elles 
mêmes font entre elles un angle 
inférieur à cc,, . Car on a 

.fi A B  
sin ACB < --- < e, 

A C  1 , 
ï j p 3 - e ~  

quantité inférieure à sin a,, , en 
vertu de l'inégalité (13'). 

Dès lors, il existe évidemment 
des directions (par exemple, celle 
de i'une des tangentes) faisant 
avec les cordes CA,  C B des an- 
gles obtus el, avec les tangentes 

En vertu de ces inégalités et de la définition de a',,, les deux arcs d'extré- 
males A C, C  B font en C, avec 
leurs cordes respectives, des an- 
gles inférieurs à 7i (n.O 14) mais 

/ 

des angles inférieurs à 3 a,, . Soit 
CC, (8s' 8 y) uii déplacement 
infinitésimal dont la direction sa- 
tisfasse à ces conditions. Si on 
remplace le point C par le point 1 

Ci, - c'est-à-dire si l'on trace les 3' 
arcs d'extrémales . directs A  C, , 

C, B sur lesquels l'intégrale jf (%, y, 
I 

* ) d l  a la même valeur - - 
d f  d f  2 

les inégalités (C), (Cf) seront vérifiées (au sens strict, cette fois) puisque les 
distances A C  et C  B auront augmenté. 
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D'autre part, soient 1' et 1" les valeurs de X sur les deux arcs d'extré- 

niales A C, C B ;  I' = - J'; In = - , J" les valeurs correspondantes de (8). ( P )  
I et(*) de p d a + & d y ;  oii aura 

(en appelant x', 3' les cosinus directeurs de la tangente en C à la première 
'extrémale, - suivie cette fois dans le sens A C - et par x', 6' les cosinus 
de la tangente à la seconde extrémale suivie dans le sens C B); d'où, puisque 
8I'= 811'=0, 

Or, d'après ce qui précède, la direction (xD, y') fait avec (- Sx, - 6 y) 
et la direction (d, 5') avec (82, S y) des angles infbrieurs à 3 a,, . Le coef- 
ficient de -A' est donc négatif, le coefficient de 1" positif et comme 1' et 1" 
sont positifs (puisqu'il s'agit d'extrémales directes), J augmente. 

Donc, pour une position de C correspondant au  maximum de J ,  l'iné- 
galiti3 (C) est vérifiée au  sens strict; et on peut-on dire autant de (C'). 

19. Nous allons voir de même que le rriaxiinum ne peut correspondre 
I 

à unepoint C tel que - soit égal à la valeur I', de Io entre A et C, par 2 
exein ple. 

Si C est un  tel point, la valeur 1" de Io entre C et B, c'est-à-dire le ini- 
I 

une diffé- ninium libre de l'intégrale I entre ces deux points, a, avec - 

rence inférieure à la valeur de 1, entre A et B, quantité inférieure à 
a,. A B r a,. e,  1. 

P d ;lc + & ri y est prise le long de l'arc d'extrkmale E seul pour J', 
x; 

le long de El pour J". Nous ne iious conformons pas, ici, à la convention adoptée au n.0 7 
A" 

pour la définition de J,  
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- 

Donc 

L'intégrale 1" est prise le long d'un arc d'extrémale En,; l'intégrale 1",, 
le long d'un arc d'extréinale Eno ayant mêmes extrémités. Ces deux arcs font 
donc en C (d'après le n.' 9) un angle a tel que 

Moyentiant l'inégalité (iS), cet angle a sera donc inférieur à a,, . 
D'autre part, l'angle de E", avec l'arc d'extrémale E', qui fournit, entre 

1 
A et C, la valeur I - - de 1', est, aussi inférieur à B a l ,  . 

O -  9 
Nous savons, en effet, que chacun de ces arcs fait avec sa corde un 

a 
angle inférieur à 2. D'autre part, la distance rectiligne A C est supérieure 

52 
I 

à -- et par conséquent, on a 
8 a,  

A B  sin ACB < -- < B e,  a, < sili a,, 
A c 

(cett.e dernière inégalité en vertu de (15)). . 
Dans ces conditions, un déplacement C C, (8 x, 8 y) effectué sur E', (daris 

le sens CA) fera avec E", un angle inférieur à 3 a,, . Pour un tel déplace- 
ment donné à C, la valeur de I', diminue évidemment. Quant à celle de J, 
ici encore, elle augmente. La. deuxième inégalité (16) subsiste, en effet, et la 
première est remplacée par 

ceci résultant de ce que la différence des deux membres représente l'accrois- 
sement subi par l'intégrale appelée J au  n ?  7, lorsque le point B, d'abord 
placé en C, passe de là en Cl (accroissement qui est positif, puisque l'inté- 
grale en question est nulle en C et positive en Cl). 

Au reste, il n'est pas nécessaire de montrer que les signes des deux ac- 
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croissements 6 J'- ( ~ 8  x + Q 8 y), 8 J" + ( P 6 x  + Q 6 y) concordent. Le premier 
d'entre eux est, en effet, assurément prépondérarit, comme étant de l'ordre 
de JÈ (d'après la formule (IY), n.O 10) (*), tandis que le second est de 
l'ordre de S. 

90. Ainsi, il est établi que le inaxiinuin de J correspond à une posi- 
tion du point C pour laquelle aucune des inégalités iniposée au point C 
n'est remplacée par une égalité, c'est-à-dire à une position intérieure, au sam 
strict, à la région définie par ces inégalités. 

Dans ces conditions, 
8 J =  6J f+r3J" ,  

tel qu'il est défini par l'égalité (17), doit s'annuler quels que soient 8 s, 8 y : 
donc 

Or, d'après les propriétés que nous avons supposées appartenir à la figu- 
rative et à la figuratrice, cette dernière n'est coupée qu'en un point par une 
demi droite quelconque issue de l'origine. Donc les égalités précédentes ne 
peuvent avoir lieu simultanément, X' et A" ayant le même signe, que si les 
deux directions x', y' et  d, 3' coïncident, ce qui entraîne d'ailleurs A'= A". 

Nos deux arcs d'extrén~ale sont donc le prolongement l'un de l'autre. 
On a ainsi démontré qu'il existe au  moins un arc El réalisant la première 
construction de WEIERSTRASS. 

81. La possibilité de la seconde construction peut se déduire de celle 
de la première par un raisonnement connu. 

Soient encore A, B deux points donnés intérieurs à R,. Supposons 
- - - 

A B  
d'abord --- supérieur à la quantité 1, précédemment définie. Coinme les 

e7 
méthodes des n.OS 7-14 s'appliquent pour toute valeur de J inférieure ou égale - 
à elles nous permettront d'effectuer notre seconde construction pour 

e7 

(*) Le fait que l'accroissement d J' iie se calcule pas par la formule (16) correspondante 
- et même n'est pas bien déteriniué par le déplacement (8 a, B 3) - tient évidemment à ce 
que la courbe E',, constitue une sîqularitd pour le problème isopériniétrique dont la rkso- 
lution conduit à tracer cette extrémale entre 4 et C; ceci au sens de mes Leçons sur le Calcul 
des yaraations, n.9 187, 
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J G  J,, si 
JI G I: e,  . 

- 

A B  
Supposons, en second lieu, 1, supérieur à - et considérons les diffé- 

e7 
A B  

rentes valeurs de I compris entre -- et 1, . Pour chacune d'elles, con- 
e7 

struisons, comme il vient d'être expliqué, l'arc A B  d'extréniale directe cor- 
respondant, lequel fournit une valeur de J ,  la plus grande de toutes celles 
qui correspondent aux différents choix possibles du point C. 

Cette valeur est une fonction continue et croissante de I. 
La continuité résulte de ce que J e s t  une fonction continue de la valeur 

de I et de la position du point C (n.' 13). Cette circonstance, conime on 
sait, n'entraîne pas que la position du maximum - ou, pour employer la 
terminologie introduite par l'édition française de l'Encyclopédie des Sciences 
Mathématiques, la position maximante du point C - soit fonction continue 
de 1, mais elle entraîne nécessairement cette propriété pour la valeur de ce 
maximum, pour le mazimé. 

Cette fonction est croissante: car si C est le point qui correspond au  maxi- 
mum pour une certaine valeur de I et si, sans changer ce point, nous le joignons 
à A et à B par des arcs d'extréinales sur lesquels notre première intégrale 

prenne la valeur --- I +  I (avec d I> O), la valeur de J aura ainsi augmenté 2 
(en vertu de d I - 1 d J = O, égalité dans laquelle 1 > O, puisqu'il s'agit 
d'extrémales directes); et il en sera à fortiori ainsi si l'on remplace cette 
valeur de J par le maximum correspondant. 

- 

98. Pour I = y J a une certaine valeur déterminée JI, et notre se- 
e7 

conde construction s'effectue, pour toute valeur de J inférieure à J', par les 
méthodes précédentes. 

Pour I= Il  , J est supérieur à une quantité. positive indépendante de 
la position de A et de B à l'intérieur de R, . 

Reprenons, pour le voir, la construction du n.O 17. Nous pourrons choisir 
71 

le point C de inanière que A C forme avec A B un angle negatif fixe, - - 2 
par exemple. D'après ce que nous savons sur l'angle d'un arc d'extrémale E, 
avec sa corde, l'angle des extrémales E,, que l'on peut mener entre 9 et C 
d'une part, entre A et B de l'autre, aura également ce même sens; et, si l'on 
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mène également une extrémale E, entre B et C, le seus de parcours A C B A 
sur le triangle curviligne T, ainsi déterminé est direct (*). 

I 
Les distances A C et B C étant supposées supérieures à 2 e,  , des ex- 2 

I f  ( trémales directes E, sur  lesquelles z, y, di 9 Y) d t aura la même va- - 
1 

leur ' pourront être construites l'une entre A et C, l'autre entre C et B et 
2 

l'une d'elles au  inoins formera, avec I'estréinale E, de niênies extrémités, un 

contour fermé le l o ~ q  duquel on aura J? e ,  (8)'; pour la même raison que 

tout à l'heure. Or les deux i~itégrales J ainsi obteriiies, ajoutées à celle qui 
est prise le loiig du triangle curviligrie To et qui (d'après le choix que nous 
avons fait du  point C) est positive, donnent l'intégrale le loiig du chemin total 
constitué, entre A et B, par I'extrérnale E,; entre A et C, ou entre C et B, 
par les extrémales directes. 

Donc le inaxilnum de J, pour I =  I , ,  est toiijours au  moins égal à 

Si l'on prend J - e7 = I ;  , toute wleur  kgale ou inférieure à. JI est ' -  4 
AB 

certainenlent atteinte par le niaxiinuni en question, lorsque I varie de - 
e7 

à Il (ou, - si elle est inférieure à J', - elle est atteinte par les rnétliodes des 
n.OS 7-14). 

11 suffira donc que la valeur donnée de J remplise cette condition d'hé- 
galité par que notre seconde construction soit possible. 

On pourrait d'ailleurs appliquer à cette seconde construction une mé- 
thode analogue à celle qui a fourni la première. 

33. D'après la manière même dont ils ont été acquis, les résultats qui 
viennent d'être obtenus n'ont pas la m6nie valeur que ceux auxquels nous 
étions parvenus en premier lieu. 

Moyennant les hypothèses designées par 1, II, III au n.' 15, nous avons 
établi l'existence, entre A et B, de deux arcs d'extréniales directes, et de 

(*) Les trois extrémales en question doivent être, au point de vue de leur mise en 6qua- 
tion (comparer page 957, note (*)), cunsidfir6es comme suivies de A ii B, de A à C,  de C à B. 

Nous rappelons que, la construction de l'extr&iiale E, entre deux points A, R de R, 
(;tant univoque, deux extrdmales de cette sorte ne peuvent se coiiper en deux points (si elles 
sont suivies dans le même sens entre ces deux pointu). 
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deux seulement, fournissant une valeur donnée de I, et d'un seul fournissant 
une valeur donnée de J. Nous savons également que ces arcs varient con- 
tinuement avec les données qui ont servi à les construire. 

Dans le cas actuel, nous consta.tons seulement qu'il existe a u  moins un 
arc direct vérifiant les conditions données, sans pouvoir préciser s'il en existe 
plus d'un, ni si leur variation est continue. 

Il est à noter que cette ignorance est conforme à la nature des choses. 
Les propriétés de la construction de WEIEHSTRASS changent en général lorsque 
les deux extrémités A, B deviennent très voisines. S'il s'agit, par exemple, 
du probléine isopériinétrique ordinaire dans le plan, il existe, quand A et B 
sont voisins, deux arcs de cercles voisins de même longueur, situés de côtés 
différents de A B, tous deux cependant parcourus dans le sens direct,  nais 
l'un un peu plus grand que la circonférence entière (de sorte qu'un petit 
arc A B y figure deux fois). D'une nianitire analogue, pour un problème aria- 
logue quelconque, il pourra y avoir 
et il y aura, en général, deux arcs " fi---;-; 

& a' 
d'extréiiiales A B, tous deux directs, Y '  B 

/' i 
donnant la même valeur de I et i 
disposés de part et d'autre de A B 

9 
1 \ 

(Somme l'indique la figure ci-jointe). t 
Dans le cas du problème isopéri- A I 
métrique ordiiiaire, celui des deux 1 
arcs qui fournit le maxiinurn de J i' 
est toujours celui qui est plus petit 
qu'une circonférence et les deux 
valeurs de J ne deviennent égales 
que quand A coïncide rigoureuse- 
ment avec B. Mais on conçoit qu'il 
en doive être autrement dans des 
problèmes plus généraux, l'égalité 
des deux valeurs de J ayant alors lieu non pour 6 confondu avec A, mais 
pour certaines positions de B voisines de A. Pour d'autres positions de B, 
enfin, il pourra arriver que la plus grande valeur de J soit fournie par l'arc 
sur lequel la variation de rj est un peu supérieure à 9 x .  

Ces remarques s'appliquent évideninient de même à la seconde constriic- 
tion, c'est-à-dire en intervertissant les rôles de 1, J. 

Annali da NTatewmtica. Serie 111, Tomo XXI. 3ü 
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IV. 

84. Nous avons résolu la question pour le domaine infiniment petit, 
c'est-à-dire en restreignant (et cela autant que nous en avions besoin) la ré- 
gion que nous avons appelée R,, en assujettissant d'autre part la. valeur. 
donnée de I ou de 1 J I  a être inférieure à un nombre déterminé, que nous 
avons égalemeut pris aussi petit qu'il nous a été nécessaire. 

Montrons que, comine dans le cas de l'extremum libre, le résultat aiiisi 
obtenu entraîne le résultat analogue relatif au domaine fini. 

Nous consid6roris donc inairitenant tout le domaine R dalis lequel la 
fonction f (x, y, 8) est supposée posséder les diverses propriétés qui nous 
ont servi de base, du inoins si ce domaine est sans frontières (surface fermée 
ou s'étendant à l'infini). 

Dans 'te cas c'ontraire, nous conserverons, relativement aux données, des 
restrictions telles que les lignes cherchées ne puissent atteindre ces fron- 
tières. Nous prendrons les points donnés A et B intérieurs à R au  sens 
strict et, si, - comine .nous le supposerons en premier lieu, - c'est I qui 
est donné et J qui doit être maxiniuri~, nous admettons égalenient que cette 
valeur de 1, tout en étant supérieure au  niiiiirnuin libre de l'intégrale entre 
A et B, est inférieure (et non égalej au iniiiiinurn libre de cette même in- 
tégrale pour les chemins qui vont de A en B en passant par un point de 
la frontière. 

Dans ces conditions, toute ligne tracée (dans R)  entre A et B et sur 
laquelle I prenne la valeur donnée sera intérieure non seulement à R, mais 
à une certaine région R', elle même stricteiulent intérieure à R. 

86. Or, si nous considérons d'abord A cornme variable dans R', à 
chaque positioii de ce point correspondra, d'après ce qui précède, une ré- 
gion R, etitourant A et telle que la première construction de WEIERSTHASS 
soit possible entre A et .n'importe quel point de R,, avec n'importe quelle 
valeur donnée de I réalisable (*) et inférieure à une certaine limite 1,. La 
région R, peut être, a notre point de vue, caractérisée par ce qu'on pourrait 
appeler son « rayon 1 *, c'est-à-dire le miniii~urn (libre) de 1 pour les chemins 
allant de A à la frontière de R, . Soit 1', ce rayon. 

(*) C'est-à-dire supérieure au iniriimuiii libre de I entre les deux poiiits eii question. 
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Lorsque le point A varie arbitrairement dans R', les quanlités Il et Ifl 
peuvent, conforrné~nent à un raisoniiei-iîent connu, être regardées comme 
fonctions continues de la position de ce point. Co~nine elles ne s'annullent 
jamais, elles ont un minimum comn~uii, par lequel nous les remplacerons 
toutes deux et que nous désignerons, en conséquence, par 1, .  

Cela posé, prenons à nouveau le point A tel qu'il nous est donné. 
Mettons, d'autre part, la valeur donnée de I sous la forme 

chacun des termes du second membre étant positif et inférieur à I l .  
Ceci fait, soient marqués, dans R, q +  1 points Po, P ,,..., P, dont le pre- 

mier Po coïncide avec A, le dernier Pq avec .B, les intermédiaires étant ar- 
bitraires, mais sous la condition que l'intégrale I puisse prendre, entre ,4 
et Pl, la valeur i l ;  entre Pl et P,, la valeur i , ;  etc. D'après les hypothèses 
précédentes, tous ces points sont n6cessaireinent intérieurs à R'. 

D'après les mêmes hypothèses, nous son~mes assurés qu'il existe: entre 
A et P, , un arc d'extrémale direct donnant à I la valeur i l  ; entre Pl et Pz, 
un arc direct donnant à I l a  valeur i , ;  entre Pq-, et B, un arc direct donnant 
à I la valeur i ,  : de sorte que I'ensem ble de ces arcs constitue, entre A et B, 
une ligne fournissant pour I la valeur donnée. 

S'il existe, entre Pr-, et P,. ( r  = 1, 2, .  .., q) ,  plusieurs arcs directs sur 
lesquels I ait la même valeur i,,  on prendra celui de tous qui donne la plus 

grande valeur (*) pour la portion correspondante j,. de J c'est-à-dire à l'in- ( 
tégrale [ ~ d  cc f Q d y prise de P,.-, à Pr . 1 

La valeur totale de J, prise entre A et R, est ainsi fonction, et fonction 
continue (=), de la position des points Pl, P, ,..., P,-,. Elle aura, donc, 
lorsque ces points varieront de toutes les manières possibles (sous les con- 
ditions restrictives qui leur sont imposées), un maxin-ium. 

Examinons, ici encore, si ce dernier peut correspondre à un  système de 

(n) Cette plus grande valeur existerait même si les arcs en question étaient en nombre 
infini, parce que J est une fonction continue de O,, 8, 1 et que cette dernière quantité, cornnie 
nous aurons occasion de le voir plus loin, ne peut recevoir ici des valeurs absolues indéfi- 
niment croissantes. 

(**l Pour la même raison qu'au 11.0 81, 
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points P tel qu'une ou plusieurs des inégalités auxquelles sont assujettis ces 
points soient remplacées par des égalités. 

26. Les points P rie peuvent atteindre la frontière de R. 
Mais deux entre eux, - P, et Pz, par exemple, - peuvent être tels que 

le iriini~iium libre de 1 entre ces cieux points soit pi'écisément i ,  . L'arc d'es- 
tréniale correspondatit n'est alors autre qu'un arc d'extréiriale E,. 

Si, dans c ~ s  conditions, l'arc P, P, n'est pas, lui aussi, uii arc E,, la 
position ainsi obtenue de P, ne peut correspondre à un maximum de J .  

Déplaçons en effet P, d'une petite quantité s sur l'arc qui le joint à P,. 
Soient 8 x, o'y les projections de ce déplacement. La variatioti 8j3 sera telle 
que 6 j ,  + P S  x: + g 8 y soit, s'il est négatif, de l'ordre de E au plus. Il en 
sera tout d'abord ainsi si Pz ,  P, ne sont pas foyer coiijugués (liés). Car alors 
on pourra tracer, entre la nouvelle position de P, et le point P,, un nouvel 
arc direct, peu différent du premier, et tel que l'expression correspondante 
de 8 j ,  puisse se calculer par la deuxième formule (16). Si ce nouvel arc n'est 
pas celui qui fournit la plus grande valeur de j,, la conclusion annoncée est 
vraie a fortiori. 

87. Si P, et P, sont foyers conjugués l'un de l'autre, l'arc P, P, aura 
été tracé, non par la méthode des t~.~"-14, niais par celle des 13.0~ 17 et 
suivants, à l'aide d'un point intermédiaire C tel que les intégrales 1 prises 

1 
suivant les arcs P, C, C P ,  soient toutes deux égales à -i,. A cette sub- 2 
division de l'arc P, P, correspond une décomposition correspondante de j, 
en deux parties j ' , ,  j",. On peut appliquer à la variation de j', (portion cor- 
respondante à l'arc P, C) ce que nous avions dit tout à l'heure de celle de j ,  , 
et voir ainsi que J ne peut diminuer que d'une quantité d'ordre égal ou in- 
férieur à celui de E lorsqu'on deplace le point P, (sans déformer encore en 
conséquence l'arc P, P,), le point C restant fixe ainsi que l'arc CP,.  

Si? ensuite, on remplace la ligne brisée P, C P3 par un arc d'extrémale 
unique en déplaçant le point C conformén-ient à notre méthode, ceci aura 
pour effet d'augmenter J et non de le diminuer. 

Or, d'autre part, nous avons, en deplaçant P, vers P, sur l'arc d'extré- 
male E,, à déformer ce dernier de nianière à restituer à la portion corre- 
spondante de I sa valeur i,. Cette dernière opération a pour effet d'mg- 
menter J, et cela d'une quantité de l'ordre de J E :  son 'influence est donc 
prépondérante et il est bien établi que la position consiclérée de P, ne peut 
correspondre au  maxin~uni, 
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88. Il en est de même si les arcs P l ,  P z ,  P, Pa,  tout en appartenant 
à des extréniales E,, ne sont pas tangents entre eux. S'il en est ainsi, en 
effet, les directions transversales (relativement à 1) à ces arcs en P, ne coïn- 
cident pas (toujours en vertu des propriétés supposées à f ) ,  et on peut donner 
à P, un déplacenient 5 de direction telle que le minimum libre de I diminue, 
par ce déplacement, tant entre Pl et P, qu'entre P, et P,, la diiiiin&tion 
étant de l'ordre de S. Ce même déplacement n'alterera j, et j, que de quan- 
tités comparables au plus à E. Or la déformation qu'il rend nécessaire pour 
que les intégrales I reprennent leurs valeurs primitives entraînera, au con- 
traire, pour j ,  et ,;, des augmentations de l'ordre de JE. 

89. Si donc tous les arcs partiels Po P , ,  P, P z , .  . . ne correspondent 
pas à 1 = O  et ne sont pas tangents entre eux, de manière à former par leur 
ensemble une extrémale libre unique, aucun d'entre eux ne peut être em- 
prunté à une extrémale E,: 

Dans ces conditions, le déplacement infinitésimal de chacun des points 
P l ,  P, . . . est arbitraire et par conséquent, comme précédemment (sous le 
bénéfice de l'artifice du n? 27), nos arcs partiels forment une extrémale E, 
unique, comme. nous voulions le démontrer. 

30. Le raisonnement précédent s'applique de lui même à la démon- 
stration de l'existence d'extrémales fermges donnant & I une valeur donnée. 
Il suffit de ne plus supposer les points Po ,  P, donnés, mais, au contraire 
arbitraires, niais confondus entre eux. Toutefois, dans ces conditions, le do- 
maine R doit être supposé sans frontières. 

Il est, d'ailleurs, bien entendu que l'extrémale trouvée peut n'être autre 
I 

chose que le pvze parcours d'une extrémale fermée fournissant la valeur - de 
P 

notre première intégrale (que, par exemple, en cherchant, sur une surface ( 
fermée, un cercle géodésique de longueur a, on ne trouve autre chose qu'un 

a 
cercle de longueur - parcouru deux fois 

2 
Toutefois, ceci n'aura jamais lieu si I est sufisaiilment petit. Cela tient 

à ce que, d'après nos calculs, lorsque A tend vers zéro, J décroît coniriie P. 
31. D'autre part, nous pouvons maintenant, (soit dans le cas des extré- 

mités données, soit dans celui des lignes fermées) démontrer l'existence d'une 
extrémale fournissant le maximum absolu de J.  

Soit, en effet, L une ligne queiconque tracée entre les points donnés A 
et 3, ou une ligne fermée queleo&pe, sur laquelle I ait la valeur donnée 
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Supposous-la à courbure finie (*). Nous pourrons-la diviser en arcs P,-, P,. 
assez petits pour que, d'une part, la portion i, de I correspondant à cliücnn 
d'eux soit toujours inférieure à Il; que, de l'autre (**), le rapport de cette 
portion i, au niinimum libre de I entre les deux mêmes extrémités P,-, P, 
soit aussi voisin de 1 que nous le voudrons et, en particulier, inférieur à 
la constante a', du n? 8, ceci ayant également lieu pour tout arc partiel 
compris entre deux points du premier (***). 

On pourra alors construire, par notre première méthode, un arc d'extré- 
male directe Pr-, P, sur lequel I ait la valeur i, et satisfaisant à la condi- 
tion de JACORI libre. 

En opérant ainsi, on aura augmenté J, puisque l'arc auxiliaire E, ainsi 
construit correspond au  ininitnuin libre de 1- 1 J et que Z>0. 

Donc à fortiori, le maximum obtenu par la méthode du n . O  85 sera su- 
pkrieur à la valeur de J fournie par L. Ce niaximum (qui correspond à une 
extrémale) sera, d'autre part, unique pour toutes les lignes L telles que la 
décomposition en arcs partiels sur laquelle nous venons de nous baser puisse 
être pratiquée avec les mêtnes valeurs des quantités i,: par conséquent aussi, 
pour toutes les lignes L telles que leurs courbures soient inférieures en valeur 
absolue à une même quantité fixe. 

Or 011 peut se borner à des lignes remplissant cette condition. 
Nous venons de voir, en effet, qu'une ligne admissible L quelconque 

peut, avec augmentation de J, être remplacée par une extrémale E,. Pour 
prouver que cette dernière a une courbure qu'on peut ].imiter une fois pour 
toutes, il suffit de prouver que Z ne peut dépasser une limite déterminée. 

1 
Or lorsque E = - devient très grand, il en est de même du nombre des X 

spires (en appelant spire un arc le long duquel 4 varie de 2 ;c) nécessaires pour 
1 

fournir la valeur donnée de I. II en est également de même pour le rapport - c 

(*) On sait qu'on peut toujours supposer cette condition réalisée, et cela d'une part 
sans changer la valeur de I, de l'autre en altérant J d'aussi peu qu'on le veut. 

(**) Ceci tient à ce ,que les extrkmales E, sont aussi à courbure finie, les valeurs de I 
fourni par un arc à courbure finie et par sa corde étant, d'autre part, dans un  rapport qui 
tend vers 1 quand l'arc tend vers zéro. 

(***) Cette dernière spécification est nécessaire pour pouvoir affirmer, par l'application de 
la méthode de WEIERSTRASS, que l'arc d'extrénlale par lequel nous remplaçotis notre arc de 
courbe fournit bien pour 1 - 1 J utle valeur plus petite que lui, 
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I 
(C désignant la corde) ainsi que pour le rapport - relatifs à une spire quel- J 
conque,,par conséquent pour ces mêmes rapports relatifs à l'ensemble de la 
courbe. Le fait que ceci ne peut pas se produire résulte évidemment pour 
deus extreinités donnkes distinctes, de la considération du premier des deux 
rapports en question et, pour deux extréiiiités données confondues (ou pour 
le cas des lignes fermées), de la considération du second rapport. 

32. En dernier lieu, supposons que la valeur de J (et non plus de 1 )  
soit donnée, et qu'on cherche le minimum de I. 

Ici encore, cette question se ramènera à la précédente en considérant 
le maximum de J pour I donné et remarquant que ce inaximum est (pour 
les mêmes raisons que précédemment) une fonction continue et croissante de L 

J peut d'ailleurs dépasser une valeur donnée quelconque sur une ligne 
ferniée déterminée, celle-ci étant supposée parcourue un nombre sufisant de 
fois ; et, à fortiori, par conséquent, sur une extrémale correspondante au maxi- 
n ~ u m  de J pour I donne. 
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Espressioni indeterminate. 

(Di ETTORE BORTOLOTTI, a Bologncc.) 

L e  espressioni clie, seguendo l'uso degli aiitichi, ehinmeremo indetermi- 
nate, e clie risultano da1 confronto di due infiniti O di due infinitesimi, si 
presentano di continu0 nella Analisi, poichè si collegano direttair-iente ai pro- 
blenli di convergenza; ma, quantunque l'iinportanza loro sia ricoiiosciuta dai 
geonietri, i inezzi clie possediaino pel calcolo di tali espïessioni sono assai 
scarsi, poichè si riducono alla regola detta de YHÔPITAL (*) ed a yuella clle, 
trovata. da1 CAUCHY, fu poi precisata ed estesa dallo STOIZ (**). 

Entrambe queste regole sono inanchevoli, poicliè fanno dipendere il cal- 

f colo del liinite del quoziente - di due filnzioni, le quali sono in uno stesso 
'P 

(*) La qua1 regola dovrebbe a miglior ragione essere detta di G. BERNOULLI. 
(**) Per le indicazioni storiche e bibliografiche vedasi l'articolo di A. PRINGSHEIM, Prin- 

cipes de la théorie des fonctions ne1 tomo I I ,  Vol. 1, pag. 50-58 della Encyclopédie des Sciences 
Math. Si veda anche il B'ormulario di G. PEANO. Editio V, fascicolo 1, pag. 585-987. 

Aggiuiigerh qualche cenno su l'opera del LAQRANGE, circa questo argomeiito, opera che 
da cotesti autori non fu presa in esanle. Il LAGRANGE ne tratta, nella Théorie des fonctions 
analytiques (Paris, Prairial, a. V, pag. 38-41) e più estesainente iielle Leçons sur le calcul des 
fonctions (Paris, a. 1806). In qnest'ultima opera egli da due dimostrazioni della nota regola, 

O pel caso - (pag. 76-87), delle quali la  seconda è sostanzialmeirte la medesima che anche 
O 

oggi si d i  nei libri di calcolo (Cf. JORDAN, Analyse, Tomo 1 (1909), pag. 873). 
Dalla regola de ~'HÔPITAL deduce più innniizi (pag. 315, 316) la dimostrazione della egua- 

d Y gliaiiza : y' (x) = - ; cioè la identità fra il concetto di  funzione prima (coefficiente di h iiello 
d x 

sviluppo di  f (x + h)) e quel10 di quoziefite di due differenziali. 
Notevole in fine è la coiisiderazione di funzioni le quali, quando la variabile descrive un 

caniiniiio che attraversa certi punti particolari, cambiano di  forma ilel passaggio per tali 
punti. Cotesti punti, egli dice, sono caratterizzati da1 fatto che in rssi la funzione assume 
forma indeterminata. . . ce qu'il me semble qu'on n'avait pas encore remarqué (pag. 321). 

Artnazi di Matematica, Serie III, Toino XXI. 37 
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punto infinite od infinitesinle, da qiiello dei quozienti delle derivate O delle 
differenze finite; mentre è noto che questi ultiini possono nîancare, pur esi- 
stendo il proposto (*). 

A tale difetto S, nella inassinla parte dei casi, posto riparo con l'uso delle 
formule seguenti : 

1 a liin - f M d  5, per a finito 
lim M 1 .=. a - x L , (5) 

x=a ? (x) 1 " 
Iini - f*) d s ,  per a infinito, 
-01 0 - 00 pf (5) 

che qui si troveranno diii7ostrate. 
Ricavo la forniola (1) corne conseguenza di  alcuni teoremi che io stesso 

avevo precedentemente stabiliti per il calcolo delle serie (**). 
Il passaggio dalla formula (1) alle (II) non è facile nè inmediato. 
Il LAGRANGE nelle sue opere ha varie volte notato le difficoltà che si ri- 

scontrano n,el tradurre in calcolo differenziale le formule trovate per mezzo 
di considerazioni di differenze finite: u La r a i s o n  e n  est que,  d a n s  le passage 
u supposé  d u  fini à l ' in f in iment  peti t ,  les fonctions changent  réellement de  na- 

d Y  u ture,  et pue le - qu'on employe d a n s  le calcul différentiel, est essenlielle- 
da 

« m e n t  u n s  fonction différente d e  l a  fonction y, t a n d i s  que, t a d  q u e  la diffé- 
u rence cl x a u n e  va leur  quelconque, a u s s i  petite qu 'on v o u d r a ,  cette quant i té  
u n'est  q u e  la différence d e  d e u x  fonctions d e  l a  nzême forme .  . . N (***). 

Fer vincere tale difficoltà ho dovuto preinettere alcuni leinini relativi 
alla rnppresentaz ione as intot ica  d i  serie med ian te  in tegral i  definit i ,  d a i  yuali 
leinrni derivano altrettariti criteri  per  la integrabi l i tà  irîzpropria, quanti già 
furono da me stabiliti per la convergenza delle serie (****). 

Questi criteri valgono non solo per l 'integrale d i  R i e m a n n ;  nm anche 

(*) Si veda, p. es., l'articolo del PRINGSHEIM, citato alla nota (**) della pagiiia pre- 
cedente. 

(**) CE. Conuergenza di algoritmi infiniti. Mem. Acc. Modem, Serie I I I ,  Vol. VII, a. 2907. 
(on*) Loc. cit., pag. 3 0 5 . ' ~ .  anche alla pag. 318, ed in parecchi altri passi della inede- 

sinia opera- 
(*+*+) Conuergenza di algoritmi finiti al loc. cit. 
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per l'itztegrale definito swperiore (*) et3, in particolare, servono al calcolo della 
estensionc esteriore degli insiemi e della frequenza (**). Allo sludio della fre- 
quenza dedico appunto il § II1 di questo scritto, e ci6 percliè, dalla deter- 
ininazione della frequenza dei punti dove il quoziente delle derivate (o quello 
delle differenze finite) pub assunlere valori arbitrari sema che quello delle 
funzioni cessi dall'aver limite deterniinato e finito, ricavero una condizione 
necessaria e sufficiente percliè abbia limite il quoziente di due fiinzioni clie 
in uno stesso punto sono infinite od infinitesime. 

1 y*). SEOHEMA 1.' Date due uariabili zi , ,  b,,, delle quali la prkza è 
finitu per ogni valore finit0 di n, la seconda è veale positiva monototza: se 
la media aritmetica dei rapporti d i  quelle ~ariabi l i  ha limite deterwzinato e 
finito (O nullo) 

A) Se la serie Z b, diverge ed esistono due nurneri N, L, tali che 

(*) Ne1 senso 
uitesiinak. Vol. II, 
pag. 343. 

del DARBOUX e del VOLTERRA: Cf., p. es., DINI, Leaimi di Analisi infi- 
1." Parte (Pisa 1909), pag. 17. V. anche G. PEANO, Forinu2ario. Editio 5a, 

(**) Sul concetto di frequenza v. la mia nota: Sulle trasfornzaziot&i che lasciano inua- 
riata la frequenza (Rend. Acc. Lincei, Vol. XII, 1906). 

(***) Il teorema 1, A) fu dato da1 CESAKO (Analisi Algebrica, pag. 103), pel caso che la 
serie 2 bn sia divergente e la variabile b ,  vada alle zero sempre decrescendo; si trova nella 
forma attuale, insieme col teorema 1, B) nella Mem. Comerycnza d i  algoritmi infiniti, da me 
pubblicata nelle Mem. ,4cc. di Modena, Scrie III, 1'01. VII, a .  1907. Quivi per altro è supposto 

che le variabili n bn 
b , +  ...+ L' 11- 

'> " 1 abbiaoo, per n - m. minimo limite di- 
b l f  . . - + b n  

verso dallo zero; la qua1 condizione ho riconosciuto essere superfiua. Tralascio qui le dimo- 
strazioni, le quali sono iiidicate nella citata Memoria, e sono nuovamente esposte, da  un punto 
di vistn più generale, nella Memoria: E. BORTOLOTTI, Sugli inteyrali defiltiti improprii [Ren- 
diconti del Circolo Matematico di Palerino, Tomo XXXV, (19L3)], Cap. V. 
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s i  h a  ancora:  

1 = liin (2) 

B )  S e  la serie I: b,, converge ed esistono due numer i  L I ,  NI, tnli che 

converge anche la  serie un,  c s i  h a :  

TEOREMA 2.' S e  alle ipotesi del Teorema 1." A )  s i  aggiunyono le altre: 

n b,,,, - (b ,  + - . . + b,,) 1 = C (finito O iiullo) 
n=m I 

1 b: ut, a .  1 - + . . . + - 1 = JI (firiito O nullo), 
n-m bn 

l a  relazio~ze (8) ha luogo purchè esistn zclzo dei due meatbri. 
O, più generalmente : S e  alle ipotesi del Teorema 1." A) aggiungia.îlio Z'altra 

u + . . . + 2 1 = A (finit0 O nullo) 
n=x, PL 4 ,  

ed è soddisfatla la relazione : 

l a  corrispondente relaeione (2) del teorema 1." A) è soddisfatta, purchè esista 
uno  quab ias i  dei due menzbri. 

8. Qualunque variahile U, della quale si vogliü determinare il co111por- 
taniento assintotico per n== m, pud essere considerata corne somma dei 
priini 1.2 valori della sua differenza finita, 

u,, = u1 t ( U ,  - Ul) t - . .  + !Us-  U,,-,) 

e, quando sia infinitesiiiîa per 12 = oo, pub anche rtlpprcsentarsi coine espres- 
sione del resto della serie (U ,  - U,,-,), scrivendo 

onde, dai teoreini precedenti, si ricava: 
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TEOHEMA 3.0 Date due variabili Un, B,, delle quali la priwa è deterurinata 
e fiuita i~zsieme con la sua differenza u,, = A U,, = Un - U,-, per ogni valore 
finito di 1 2 ;  la secondcc è infinita (irzfinitesinza) per n = oo ed ha differenza 
finita b, = A R,, monotona; se esistono due numeri positivi N, L, tali clhe 

u,, 1 * A U ,  lim - = liin - X - 
n=ai B,, ,=, n .=i AB, 

purchè esista il secondo me~nbro e, ne1 caso di B,, infinitesima, sin infinite- 
siam anc72e U, . 

OSSEKVAZIONE. Quando non esistano i limiti delle espressioni al secondo 
~riembro iielle formole (%), (4), ci si çiova di relazioni relative ai tnnx. lim. 
dei due ïneïnbri le quali sussistono in ogni caso; più precisamente si h a :  

Xelle ipotesi del Teoream 1." esistono due nzmeri positivi p., pl tcdi che, 
tzei c d  ivi considerati, si ha rispettivawtente : 

u,,+,+ U,+2 + . . . inas. liin - 
n=m b,,+l + b,&+2 + . . 

TBOREMA 4.' Se le variabili b , c,, sono reali e positive, se la variabile a, è 
per ogni valore di  n determinata e finita, e se sono soddisfatte le condizioni: 

1.' la b,  è monotoncc, 
m m 

2.' le seris r, a,,, a,,c, sono entrambi convergenti, 
1 1 

3.' il quoziente a,+, cm+, + a,,+, c,,,, + . - . 1 ha li»dte inferiore fittito, 
Cm+, t C,+z -t - - . 

4.' assunto corne infinitesinzo principale per n = cu, la variabile 
y,, = c,,+, + c,,+, + . . . ; se E b,, c, codverp, i l  su0 resh b,+, c,+, + b,,+, c,,+~ t - - - 
ha ordine finito di infinitesiwo (") ; se la Z b;, c, diverge la somma b, cl + . . a  -+ b, c, 
ha ordine finito di infiwito. 

(") L'ordine di infinito O di infinitesiiilo di una variahilc un rispetto ad uiia seconda Un, 

A w+* . 2. (cfr. ~ u y 2 . i  in te -  si intende definito del comportamento assintotico del rapport0 -- . 
21, Y*& 

yrali defirziti inzproprii, ioc. cit., n.O 30.) 
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1. S e  la  serie b, c, converge, converge cc~zche la serie a i  b,, c,,, e si ha  

liin a,+l b8,+t c,t+1 a.+e bn+e C,,+z + . . * 
= lim an+, C,,+t + @,+z C,+n + . . 

n=oc b,+, cm+* t b.+a C.+a + * ' * n=m C,+I + C ,  + I  + . . . 
purchè esista i l  secondo membro, (anche se esiste solo i l  princo membro e se i l  
resto b,+ c+ + . - . , è infirzitesimo del 1." ordine). 

II. S e  l a  serie L, bac ,  diverge, s i  h a  

liin a1 b ,  c ,  + . . + a ,  b" cm = liin 'a,,,, c,,, t a,+, C"+? + . 
n=w bl cl 4- . + 6, c,, n=w , C,,+I + C,+n +. . 

purchè esista i l  secondo wzewtbro. 

II. 

3. LEMMA 1.O S i a  cp (x) u n a  funzioîze reale della varinbile reale x, che 
i n  un detemtinato intorno x,l~oo, dell'infinito, è monotona e derivabile; la  
s u a  der i tu ta  pl(x) s ia  atta alla integraxione definita i t z  ogni intercal10 finit0 
a ;  esistano due numeri  positivi a , ,  Jl, tal i  che 

voglio prounre : 
1 . O  che esistono altri  due muneri  x, , NI , tapi che : 

8.O che la  ficnxione ? (cc) soddisfa la condixione: 

Per diinostrare la. 1." parte considero che, ne1 caso di iritegrali diver- 
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genti, si ricava dalla (6) 

Osserrando clie liin 7 = O, O dividende per p (s) ds, subito 
"" Jzo P (4 d x 

I" 
si ricavn la formula (7). 

Ne1 cas0 di iritegrali convergenti si ha liin x .g (x) =O,  percio dalla (6) 
z= m 

si ha 

d'onde la (8). 

Per dimostrare la (9), poniamo per abbreviare scrittura 1 (x) = ?(x+1) 

ed avreino : 
P (x) 

Se ora supponiamo I, (x) non decrescente, abbiarno A (a) 2 ?@+O)>l; 
- 'P (4 = 

percib ricordando la (6): 

1 
x>x,, O ~ I ( x ) - l ~ -  MA(x), cioè: l<'h(x)< 

1 
- il1 %+O 1-- 

x+4 
In quale appunto dimostra la formula (9). 

Similmente si procede nella supposizione di ? ( a )  non crescente. 
LEMMA 9.' S'ka tp (x) una funzione reale della variabile reale x, che in  un 

deter~ninato intorno %,!cc a sinistra del punto a, è nzonoto~za e derivabile, la 
sua derivata y' (a) sia atla alla integrazione definita in  ogni intervallo x o r x ,  
(a < a)  ; evistano due nulneri positiz;i E, Al,  tali che 

voglio provars : 
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1.' Che esistono altri due nurneri G, y., tali che: 

se a è un punto di infinito per la Q> (x) = 

per (a - x) < c, (a - x )  
( 1 1 )  

'X 
se, ne1 punto a ,  ha valor fidto la u> ( x )  = q~ (5)  d x, .. xo 

per (a - x) < G, (a - X )  

8.O Che la fun~io~ie cp ( x )  soddisfa la relaxione : 

La dimostrazione delle formole ( I l ) ,  (12) è interamente ailaloga a quella 
fatta al leirima prececlente per le (7) ,  (8); per provare la (13), poniariio 

e, per fissare le idee, supponiaino .i ( x )  non decrescente, avreino : 

cioè : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bor  to 1 O t t i :  Espressioni indeterminate. 897 

Vediaino dunque che 

1 - -- 
1% + 1 

dalla quale appunto si ricava la formola (13). 
4. OSSEHVAZIONE. Se l'ordine di infiriito O di infinitesimo di una fun- 

zione ? (x), per x = m, rispetto alla x considerata coine inlinito del primo 

ordine si definisce per mezzo del limite della espressione %9'(2). e si de- 
? (a) 

suine (qiiando non esista limite) da1 comportainento assintotico di tale espres- 
sione (*), e se l'ordine di infinito O di infinitesirno, per x = a (a distanza 

(a  - a) y' (x) 
finita) si definisce mediante il quoziente ; si possono breve- 

Y (4 
mente riunire i due lemmi dimostrati nell'enunciato: 

Se una funzione monotona p (x) ha ordine finito O nul10 di itlfitzito ( O  

d i  infiwitesimo), anche i l  suo integrale ha ordine finito O tzullo di infinito 

?(%+ 1) = 1. ( O  di infinitesimo) ed esm soddisfa la relaaione lim -- 
IP (x) 

5 .  Si costruisca, con legge arbitraria, una successione x,, seinpre cre- 
scente, la quale, ne1 caso in cui si tratti di üpplicare il lestuna 1.O lenda al- 
l'irifinito, e, rie1 caso del lenzma 8.O tenda al numero finito e deterininato cc. 

Supponiamo poi che : 

onde per i lemina lao, 2.0, verrà : 

liin ""t! = 1. 
x* (16) 

Per una funzione. y (n;) le condizioni ( G ) ,  (10) dei leinma. ricordati, si scri- 

(*) Nella nota: Su2 calcolo deyli infiniti, [R. Acc. Liiicei, vol. XVII, (1906) pag. 2451 ho 
mostrato corne questo modo di definire l'ordine di infuiito non si discosti sostanzialmeiite da  
quel10 proposto da1 CAUCHY e cornunemente seguito, e preseiiti vaiitaggio nella pratica del 
calcolo degli infiniti. Ulteriori sviluppi si trovaiio ne1 Cap. III della Menioria citata, Sugli 
inteyrali  clefiniti improprii. 
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le quali, sia per lim s,, = oo, sia per liiiî x, = a, sono riassunte nell'uiiica 
formula : 

tnentre poi, dai ricordati leiiiinn, ricaveremo : 

n=ca 

inoltre, per integrali divergen hi, 

12>N1; - 

e, per in tegrali convergenti, 

n 2 N 1 ,  - 

con x, = lim s, . 

6. Poiliarno : 

onde : 

el dalle formule (18), (19), (20), dedurreino la esistenza di due nuineri N2, 
p.,., , tali clle 

per serie bn divergenti e per 1 2 2  - N, , 

Quando si voglia clefinire l'ordine di infinito a l  modo ricordato avreino: 
LEMMA 3.' Nelle coîzdixioni supposte m g l i  e?bu~zcinti dei le iuwi  l.", 2.", per 
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la (x), (se b,, cioé ha ordine fiwito d i  infirzito O d i  infinitesinto) arzc7be Ia 
variabile B,, = b ,  +- . . . + b, ha ordine finito ( O  ~zzcllo) d i  ilzfinito, O la 
p,, = b,,,, + b,,, + . - .  ha ordine finito ( O  nullo) d i  infinitesinzo. 

7. Si vuole ora clie Zrc varinbile b,, defimita dalle formole (81) sia wo- 
notona. 

Ne1 caso di x ,  = bnstn prendere 

x;,, = x ,  + n k (k  costailte) (944 

per assicurarsi cllé ln, b,, è, ilello stesso tono delle ( x ) ,  non crescente O non 
decrescente. 

Altrimenti avviene per x ,  = a. 
In (pesta supposizione, prendendo la successione x;,, determinata dalle 

formule (14), abhiaino : 

poicliè. gli intervalli di integraziorie, al varinre di n ,  non variano di ainpiezza, 
per assicurare la monotoilia di b, basta la ipotesi che sia inonotona la fun- 
zio~ie sotto il seçno. Da ci6: 

' 
Coîzdizione suflciente perchè la variabile 

a - x ,  
%,,=a--7 

n 

sicc mnotona è che sia uzomotona., per x alla sinistrcc d i  a, la fu~zzio?te 

( a  - x)" ((X. (85) 

8. Sia data una fuilzioie f ( x )  della variabile reale x, deterniinata fiiiita 
e positiva ( O  niilla) per tutti i valori di x di un determinato intorno x J A ,  
escluso il punlo A niedesirno. Questo puiito potrà essere supposto a distanza 
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finita O ne1 punto dell'infinito. Sia rp (a) una funzione reale, rnonotonn, de- 
sivabile dei puiiti del medesiino intorno, che supporremo seinpre posiliva, 
la quale per w = A  abbia ordine fiait0 ( O  nullo) di infinito O di infinitesinio: 
ne1 seilso, più volte cliiarito, clie sin soddisfatta per essa l'una o I'altra delle: 

- x Y' (x) Y' (x) 
X ~ X , ,  / - ;  a - ,  ( a - $ )  / l<p. 

T (x) 'P (XI 
Deteriiiinianio una successioiie'x;,, 1ü quale teiidü ad A seiiipre crescendo 

e soclclisfi le relazioni (15). 
- 

Usando il sinibolo per indicare i'itttegmle sqer iore ,  goniaino : J' 

ed avrenio : 

la quale, breveinente, sciiveremo : 
- 

%1+1 1 d x = A a.. k,, . a,, ; con TJ (x,' + 0 A S.>) E h , ,  %+t 
- cc,, . (87) - zri (1 ( 4  y (x,, + 4, A x,,) k+, 

9. Ne1 caso di A = x, = w, falto per iiîaggior seinplicità 

f ( 4  Ne1 caso di A = x, = a (a distanza finita), supponerdo la funzione -- 
cp (XI 

integrabile superioriiiente ilel tratto x , i a ,  posto, coine nelle (14), 
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ed avendosi A x, 4 A x,,, + - - = a - x,, sarà ancora: 
- 

lim - f_(- = liiil a.+, /ln+* Ax.+i + a.+. k.+z A Xe+, + ' 
9 (30) 

Il== A x&l + %+2 -f . . . 

purcliè esista uno di yuesli limiti. 
20. Si consideri ora che, per i len-ima 1, 2, e per le ipotesi supposte 

fdx ) per le Q (z), si lia liin A= 1; e clle, per funzioni y non decrescenti si 
n=x, ? (x,) 

lia - < k,, < e, per funzioni non crescenti si  lia 
i(xn+i) = - 3 ( x J  

onde in ogni caso si coiicluderà essere 

lim k,, = 1. 
n = s  

La somma A,, = a, + . . . +a,,, di quantita tutte positive, convergerà per 
n = oo verso un limite finito od infinito. 

Se il limite di A,, è finito, tale sarà, per la (31) anche quel10 di 

a, k, +. . .+a,,k,,, 
onde, in tale ipotesi, sarà 

Se il limite di A, è infinito avreino, per un noto teorema, 

duiique, auche in  questo casa: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



302 B o ~ t o l o  t t i :  Espr~ssioni irzdeternhmte.  

Si consideri poi che:  

Potieino duilque scrivere le (El), (30), al seguente modo: 

- 

liin - -3 d = lim a..+1 A X,.,, + a,.+, A x..+n + . . 
11=30 A x,+1 +'a x,,+, + . . * - I 

Xn 

De terininata Io suceessione x,, secondo le forrnole (28) e preso b. = { p (x) d s, 
. s,i-1 

avrenio, per x, = oo, una successiolie b,, moiiotoiia, la quale soddisfa tiltte le 
condizioiii ricliieste per le applicazioni del Teorema 1 . O  

Tenuto calcolo che 

purcllè esista il 1.0 inembro. 

avrelno clunque per x, = cc : 

- 

j'xy (x) d x 

Ne1 caso di x, = cc, considerando clle ln  y,, = p (x,, + O A x,,) definita. dalla 
formula (21) è funzione monotons d i  12 e teriendo conto delle (%), (23), ve- 
ciiaino clie sono soddisfatte tutte le coiidizioni richieste clall'eiiuncinto del 
Teorema 4.O, yuindi asrenio : 

. .+5) 
b,, 

= l im'  an 7 per iiitegrali clivergeiiti 
''== r? (x) d s 

xo 

- 

per iiitegrali convergenti 
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per integrali divergenti: 

(x)  d x 
= lin1 al hi t - . - + a , b , - l i l n -  - 

a=, b, + .. . + b,, 
"=" JaT (x)  d x  ' 

- lim a,,+, 7L+l + . . J'xmf(x) d x  
- =lin1 En 

n=m b,+l t - 0 .  .=- J'"y (x)  d z 
' 

2.. 

purcliè esislano i prinîi meiiibri. 
Queste formole, le ( 3 4  e le (36) perinettono d i  applicare a d  integrali 

definiti le proprietà asintotiche delle serie espresse dai teorenii 1-4; irifatti: 
per am = cq 

e, per x, = a, 

- 

1 a f ( x i d x  litn - 
,"-ma - z,, JE,, 

Jx"f  ( x )  ci a: 
= lim j"" per in tegrali diverçenti ; 

M=m (x) d x  

J n f  (x )  d x  
= liin per integrali divergeiiti; 

"=" rrp ( x )  d z 
=O 

j a f W  x  
= lim "* per integrdi  convergenti. 

Ora si consideri clle, per essere la funzione sotto il segno positiva, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



30& B o r t  O 1 O t t i : Espressioni indeterminate. 

ed & liln - = 1, dunque si ha ancora: 
Z n  - XO 

Siinilinente si prorano le egunglianze: 
- - 

liin - 

e le altre arialoghe, ilelle quali si sostituisce la variabile continua x alla va- 
riabile discreta n. 

Tutte queste eguaglianze valgono purchè esista uno dei due membri. 
Riinangono cosi provati i seguenti teoremi : 
TEOHEMA 5.O S e  f (x ) ,  p (x) sono funzioni  deternzi~mte positive della varia-  

bile reale x in ogni punto a dis tanza finita del rccggio x , / c i o ,  se l a  p (x) é 
monotona deriunbile e, relativamente a d  essa esistono due  numer i  x,, p., ta l i  clte 

m 
secondo che l'integrale sxo p (x) d r 

O Z'altra delle relaziotîi : 

è divergente O convergente 

= liin 
"" Ir tp (x) d x 

\ 

h a  luogo l 'uua 

purché esista i l  1." me~nbro  determinnfo e finito (O nullo). 
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TEOREMA G? S e  f (x), qi (x) sono f imi ion i  della variabile reale x deternzi- 
na te  e positive i ~ a  o p i  pztnto dell ' intorno xol-cc, se  l a  <;I (x) è monotona e 
derivabile, se imoltre esistono d u e  ~zz tmeri  E, y., t a l i  che 

"CC 

secondo che l'integrale J ? (XI d x è divergente O convergerte ha luogo l ' m a  O 
80 

E'altru delle relnsioni : 

purchè  i l  p r i m o  mewzbro s i a  de ter~n ina to  e finito ( O  ~zul lo) .  
TEOREMA 7.' L e  formole (35) del Teorema 6." valgono purc7zè esisla u n o  

q u a l u t q u e  de i  d u e  membr i ,  s e  alle ipotes i  del l 'ewumiato  si a g y i u u g a g ~ o  le 

^m 

1.' L'inlegrale J p (x) d z diverge ed è sod<lisfatto l a  re lai ione : 
xo 

9.' L'integrale y (s) d x ci i~.zfiizito del 1." ord ine  (al senso c h i a d o  

a l  n." 4). 
L e  forntmle (39) del teorenza 6 .9vnlgono purchè es is ta  u n o  qua lunque  de i  

dwe menzbri, se alle ipotesi  dell'enwzciato si a g g i u n  y n n o  le segueitti : 

1.' L'integrale cp (x) d x converge ed è soddis fat ta  Zn rela,zio~ze : JIo 

9.O L'integrale (x) d x è infiwitesimo del 1." ordine.  I: 
A+tnaZi d i  Mateinatica, Serie III, Tomo XXI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 Bortolo t t i: Espressioni indeterminate. 

12. OSSERVAZIONE 1." Le condizioni imposte al rnpporto -- f (%) possono 
'p ( 4  

far difetto i n  tutti i punti di u n  insiewae d i  misura nztlla, ed in tali puiiti 
quel rapport0 pu6 assumere valori dnti a piacere senzcc c7te i teoremi enun- 
ciati cessino di essere vnlidi. 

13. OSSEHVAZION~ 9." 1 teoremi trovati per Z'i.îztegrale superiore calgono 
naturalmente anche per l'integrale di Riemann, puando si abbia che fare con 
funzioni f (x) integrabili. 

14. Se supporiiamo che le funzioni f (x) p (x) siano entrainhe continue, 
o generalinente continue, nell'intervallo considerato, ponenclo 

f ( x ) d z ,  @ ( x ) = r p ( X ) d x  1 
a0 

per integrali dirergenti, \ 

f ( x ) d x ,  <I>(x)= 

per integrali convergenti estesi ad intervalli infiniti, 

F (x) f (x) d x, @ (x) =Ia? (x) d x 
x 

per integrali convergenti di funzioni die  liaiino punti di 
infinito 

avrenio, per integrali divergenti P'= f, @'= cp e per integrali convergenti 
P' = - f ,  @' = - p ; possiaino dunyue concludere: 

TEOHEMA 8.' Se P(x ) ,  (x) sono funzioni reali della varinbile reale x, 
finite, ad u n  valore e derivabili per tutti i punti dell'intor~~o x J a  (a  finit0 
od infinito), infinite od infinitesisne entrarnbe pet- x = a ;  se in questo punto 
Zn (D (x) ha ordine finito ( O  ~zullo) di infinito O di infinitesinto (*) e la sua 

(*) Al senso più volte chiarito. - V. p. es. al 11.0 4 di  questa publilicazione. 
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deriuata è monototza, si lia: 

i x per a finito, = liin - 
(4 x=G a - x  . * ' (x)  

lim - 
x=a @ (x) 1 1 i (43) 

= lim - Fx ci x. per a = oo, 
z=m x - XO JIo @# (2:) 

purchè esista i l  secondo metmbro. 
Se y o i  l n  ficnzio~ze ? (a) per a infinito 72a orditze d i  infinito eyuale ad  1 

(corne pei. = x lg a~, cp = x lg x lg G x , . . .) e, per a firzito è infinitesirua del 
1." ordine, l n  fomnuln (43) vale purch8 esista uizo dei due  wembri  ed i l  rap-  
porto delle derivate (esclusi i punt i  di un insieme d i  nbisura nullaj nbbia 
l i s d e  superiore finito. 

15. O~SERVAZIONE. Quando non esislano i lirniti delle espressioiii al 
2 . O  rnenlbro nelle formule (38), (39), (43) ci si giova di relazioni ricavate dalle 
formule (8') (4.') relativi ai max. lim., le quali relazioni affermano l'esisteiîza 
di un numero positivo p tale che il inax. lim. del valore assoluto del 
1 . O  meinbro è minore del proclotto del max. Lm. del valore assoluto del %O, 
moltiplicato per p. 

III. 

1 6 .  Dato un insieine di punti [Z] situati ne1 seç~neiito x , I q  rappre- 
sentando con (s) la sua indicatrice d i  frequenza y), ne rappresentereino la 
estensione esteriore mediante l'integrale (superiore) 

clireino frequenza dell'itzsienze [5] 

(*) Cioè ilna f~inzione che assume il 
x , ' x  ilon appartenenti all'iiisieme. 

~zel punto x = 00, il limite 

volume 1 nei punti 5 ed il valore zero nei punti di 
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freque~zxa (a sinistra) ne1 punto u distansa fitzita a ,  il lirnite 

liin . 
r=cc a--$ 

e, quando cotesti liiniti non esistario, direino clle la freque~zsa è compresa 
Ira i l  ~niizimo ed i l  etnssi~~zo limite delle espressio~ei cowsiderate. 

Analoganiente si definisce la freqzcetzm n destrcc e ln frepztetzna ovd ir~a~ia ,  
delle quiili per nltro qui non occorrerü p+rlnre (*). 

17. Sia data una funzione y = y (cc) die, iiei punti deli'intervnllo X J X  

è inonotona irisieine con la sua iierivata e ne1 puiito dove si  vu01 deteriiii- 
n u e  la frequenza dell'iiisieme [:] é infinita od infinitesirna di ordine finito 
(al senso chiarito a l  n.O 4.) e pub anche essere determinata e finita. 

Questa funzione stabilisce una  corrispondenza biunivoca fra i punti del- 
l'intervallo cc , i x ,  e quelli dell'intervallo y J y ;  (yo = y (q,), y = y (x)) : al- 
l'irisieine [El  corrisponde i'insieme [n = y (E)], ed a questo quello. 

Vogliawzo determi~zarcz la frequenza dell'insieme [T,] in u n  duto punlo, sup- 
posto nota qztella dell'insieme [ E l  ne1 pzcnto corrispondetzle. 

Anzitutto, nelln siipposizione che l'intervallo yol-y coinprencla ne1 suo 
es t ren~o super io~e  il punto dell'infinito, cercliiamo In freqzmzm ne1 purzto del- 
l'infirzito, cioè, desigiando con @ (y), la. indicatrice di frequenza dell'in- 
sieme [./il, proponiamoci di calcolare 

II punto iz, clle, nellü corrispondenza coiisiderüta, corrisponde al punto 
all'infinito delle y, pub esscre all'infinito oppure a distanza finita. 

(*) Il concctto di fiagiconea di ztw iilsieine nell'ithtol-)ho di un put~to assegnntv, fu  da me 
introdotto iiella nota: SuZle trasforiizazio~ri clze lasciauo imaviata la frequenza d i  irlsiemi li- 
?ieari(Rend. Acc. Liricei, vol. XII, 1906) ed ulteriormente sviluppalo iiella Meinoria Conueryewcc 
d i  algorit~ni infiniti. 
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Nella priiim ipotesi avremo: 

e, pel teorema bO, avreino: 

Se iiivece supponianlo che il puiito y = cu, corrispoilda al punto a distatiza 
finita x - a,  avreniu: 

e, pel teorema 6 . O ,  

Cercliinino ora la freqzie~tscc dell'insieme [.ri] szel yunto cc distmzsa firzita 
b = $/ (a). 

Se anche il punto cc che gli corrisponde è a distanza finita, abbiaino 

e, pel teoreiua 
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Se poi il punto y = b corrisponde al punto x= ao, si lia: 

e, pel teorelna 5.O, 

Le fornmle (47), (as), (49), (50) mostrano che in ogni caso la frecpenza 
ciell'insierne [El è egiiale alla frequenza dell'insie&e trasforrnato ne1 punto cor- 
rispondente. D'onde : 

TEOREMA 9.O La  jreqriewa è invariante per tutte lé trasfor,nazioni g s t e -  
rate da funzioni nzonotone insie~ne con la loro derivata, le qunli nell'intorno 
del punto che si considera sono finite od hanno ordine finit0 d i  infinito O di 
infinitesimo (inteso l'ordine al senso cliiarito al  n.O 4). 

Giova osservare che qui iioi supponiamo seinpre soddisfatte per le fun- 
zioni trasformatrici y (x) tutte le condizioni di continuilà, derivabililà, mo- 
notonia.. . che sono ricllieste dal probleina; poicliè noi non ci occupiamo 
clie della loro rapiditb di crescensa O di evafiescenza, al fine di cercare le re- 
lüzioni fra queste loro proprietà e la invarianza della frequenza. 

18. Si osservi che se la funzione y = y'(x) lia ordine deterininato ed 
infiiiito di infinito o di infinitesiino, la sua reciproca x = y (x) ha ne1 punto 
corrispondente ordine iiullo (*), eppero, se in un punto y = b l'insieme Fr,] 

ha, in tale ipotesi, frequenza determin:tta, l'insieme [Z] lia ne1 punto corri- 
sponden te la medesima frequenza. D'onde : 

TEOKEMA 10.O Se l'insieme [5] ha freqzcenza deterwitzata ne1 punto x = a 
(finito od infinito), e si fa corrispondere biunivocamente all'insienze [.f i]  me- 
diante la funriotze y = y (x) la puale i n  un intorrzo d i  c~ soddisfa le solite 
condizioni di  continuità., derivnbilità e nzotzotonin, e per x = n ha ordine de- 
tenniiîzato (finito nul10 od itzfinito) di injinito O di i~~fiîaitesinzo, l'insieme tras- 
fonnato avrb nel punto corrispo?ztletlte la medesima fïequema O non avrà. 
frequensa deter~ni~zata. 

(*) Cfr. la nota: Sicl calcolo clegli ii~filaiti, al lac. cit. 
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19. TEOREMA 1 1 . O  S i a  [-JI un insielne d i  p u n t i  del ragg io  CE,/-CO, tale che 
l a  estensione esteriore della parte d i  esso contenuta ne1 seg~nen io  xi-x + 1 
divenl i  in f in i tes ima per x = CO. 

La frequenza d i  un tale  ins ieme  per  x = cio é euidentemente in f in i tes intu ,  
dico c7ze è tale nel punto b =y  (CO) corrispondente anche l a  frequenza d i  qua-  
Zunque insiewze t r a s f o r ~ ~ z a t o  d i  [:] $)tediante una fwngione y (x) l a  c u i  der iva ta  
s i a  ~ n o n o t o n a  e soddisfi  l a  c o n d i ~ i o n e  segzcente: esistono tre  n u w e r i  posi t ic i  
X ,  1, L, t a l i  che 

= lim 

Ora, per la formula (51) e per la supposta monotonia della $'(CE), ve- 

diaino elle il fattore Y' (" + è . minore eertamente del maggiore dei due 
y' (z + b) 

1 
nuineri - L;  il fattore p, (x) d . x  è per ipotesi infinitesinîo, onde viene 

1 

y) a (y) d y 
lin1 . y(x' = O ;  
x=ooy(~+I)- Y(%) 

ma si lia 

e da ci6 seg& l'enunciato. 

(*) Qucsta condizione, ncl calcolo degli infiniti, equivale a supporre che la yl(x] abbia 
ordine finito (O iiullo) d i  irifiriito, rispetto all'iiifinito principale cx. (Cfr. E. BORTOLOTTI, Con- 
tr ibuto a l ln  teovia de& infiwit i  ne1 Tomo XI della serie III degli Annali cli Matemat ica ,  
pag. 60-65). 
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20. Trascuriamo le facili estensioni ed applicazioni di questo teorcina, 
e lnsciamo del pari la  diniostrazione del seguente: 

TEOREMA 12.' Se i l  dato insie~ne [ E l  è tale che, per pualsictsi increwetzto 
positiao, finito A x delle x (ccnche variabile con x) ,  senzpre si abbia 

la frequenza dell'insienze dnto ne1 punto x = ao è w, ed essn rinzane invariante 
qmalunpue sia la rapiditil di crescensa ( O  d i  evanescenza) della funzione tras- 
forntatrice - seinpre supposte le solite ,coridizioni di derivabilità e iiiono- 
tonia)'. 

IV. 

41. TEOREMA 13.' Siano date due funzioni reali f ( x ) ,  cp (x), della uaria- 
bile reale x, che i n  u n  determinato intorno del punto x = a (finito od infinito) 
sono finite e derivabili. La funsione rg (x) sia monotona insieme con la sua 
dericata ed infinita (od infinitesima) per x = a, d i  ordine finito O hullo (*). 
Le derivate f' ( x )  cp' ( x )  siano atte alla integrazione definita ila ogni intervallo 

x , i  ( x  <a) ,  esisla u n  nurwero p tale che la condixione 9 < p  ~ i a  l Y (XI l= 
soddisfatta i n  tutti i punti d i  u n  determinnto intorno di a esclusi tutt'al più 
quelli d i  un  insieme di misura nulla. 

f (4 Condixione suficiente percl~è il quoaiente -- 
'P ( x )  

e finito per x = a è che ad ogni nulnero positivo 
x,l-a tale che la condisione 

abbia limite A deterrninato 

E cowisr)otzda un inlorno . 

(53) 

sia soddisfatta in tufti i punti dell'intorno, esclusi al più quelli di u n  insieaie 
d i  frequenxa infinitesima per x = a. 

(*) liiteiidiaino senipre defiliito I'ordilze di iiifiiiito al modo cliiarito al n.0 4. 
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f f-'A?, Sc 'h è diverso dallo zero sostituireino al quoziente - quel10 - = --- 
'P CI) 'P 

che dovrà tendere al10 zero; percih, senz'altro aupporreino h = 0. 
Supponiaino, per fissare le idee, o = oo e y (x) itifinitn per x = oo, e con- 

çideriamo l'integrale 1 xfp d x, 
XE Y (4 

1 t: (:; 1 > p non pub verifiearsi se non nei puiiti di Poichè la relazio~ie - 

un irisieme di inisura nulla, potremo, senza catnbiare il valore dell'iilteçrale 
f ' considdrato, sostituire in cotesti punti, al valore della funzione 7, 10 zero. 
'P 

Rappresentiarno con <p (x) la indicatrice di frequenza dei punti nei qunli è 

poieliè niiclie in cotesti punti è sempre I $ /  < p., avrenio 

- 
'm (y f z d x I < p !  ~ ( x ) d x t r ( x - - ~ . ) ~  - S. 9 (4 a6 

da cui 

Js a (r) x  
Ma il quoziente "' 6, per ipotesi, infinitesirno per x = 00, onde 

X - Xe 
vediamo che esiste un nurnero X tale che 

Dalla. osserua,niorze fatta al n.O 15 desumiamo dunque la esistenza di un 
ilumero finito ,v. tale clle 

Amtali d i  Mategnatica, Serie III, Toino XXI, 
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cioè 

ed essendo, per ipotesi, ( x )  irilinito per x = m, vediaino clle ad ogiii iluiiiero 
v >  1 pub farsi corrispoildere un XI Z X  tale clie 

Dunque è 

Annlogn ditiiostrazioile si f a  per fiinzioni y (a) infiilitesiine, e per il caso 
clle il punto a sin a distanza finita. 

2% TEOREMA I 4 . O  Siano f ( x ) ,  ( x )  funxioni refili della variabile refile z, 
derivabili nell'intor?zo x,l-a (a  finito od infitzito), la f ( x )  sia ivi monotona e 
la ? (x)  sia sewzpre crescente (decrescents) ed infiraita (iufinitesima) per x = a. 
Le Eoro derivate sierto atte allm integrnzione dafinita i n  ogni i~ztwvallo 
x , I x  ( x  < a) ,  ed esistu~zo due nz~meri :ç, , p. £ d i  clze la rclaziorw 

sia sodclisfatta i n  t d t i  i punti dell'intorrzo xi/-cz, escli~si tzctt'tcl pi& qfielli d i  
u n  itzsieaze d i  wisfwa ml la .  

Condizione necessaria e sufficiente perché si abbio l i i i i  f-! = 0 è  cl^ i l  
n=a (p (XI 

quoxiente delle derivnte sia iîzfinitesiwzo per a, ( x )  che tende al2' in  finito ( d o  
zero) percorrendo i n  modo arbitrario i ptc.rzti di a n  iwieme i l  cui coweplemen- 
tare ha frequenza infinitesima per cp ( x )  infinito (zero). 

Quarido x tende ad a. per vülori cui corrispondoiio punti y ( x )  dell'irisieme 

cornpleinentare al 

zero, ed anche 

considerato, il quoziente '3 pub aver limiti diversi da110 
( X I  

divetitnre infitiito, senza clie per ci6 cessi dall'esseie 

' '(4 - 0. lin1 - - 
,=a (x) 
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La condizioiie è necessaria. E di fatto : Supponiaino priina a = m, e con- 

siderinnio il cnso speciale di p (x) = x onde ''0 = f'(x). 
Y (4 

Essendo s un nuiiiero positivo scelto a piacere, indicliiamo con a)($) la 
indicatrice di frequenzü dei puiiti dell'intervnllo xJ-cio dove è 1 f' (x) 1 > ô, 

ed avreino : 

çioè 

nia è per ipotesi 

duilque deve ancora essere 

(0 (x) )d X 

lim . "" = O  
c c 0  z - %  

e ci6 dimostra l'enunciato. 
Consicleriaino ora in çenerale il quoziente di due funzioiii J'(x), ? (x) 

soddisfitceriti le condizioni dell'enunciato e sia (x) infinita per x = m. 
La funxione y = 1 (x) sa r i  attü alla inversione e, ricavato x = + (y), 

avreino 

f (4 = f (9 (21)) = F (Y). 

Per la fatta dilnostrazione abbiamo, coiiie condizione necessaria per la. 

evnnesceiizü del quoziente --! , elle sia infinitesima per y = m 1s fre- 
Y 

quetizs dei puliti y dove pub essere soddisfatta una relazione della forma 

; e di qui il Leoreina. 1 F' (y) 1 > s ; ma è F' (y) = 

La medesirna diiiîostrazione serve per il quozieiite di due funzioiîi in- 
finite entrainbe in un punto a a distanza finitn. 

Pel yiioziente di funziolii irifinitesinie considererenlo prima il caso di 
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p (s) = a - x ( a  a distanza finita), poi passeremo al caso generale con con- 
siderazioni analoghe a quelle fatte pïecedenteknte ("j. 

La coudizione è sufficieute. Per i cnsi di p-(x) = x, rg (x) =a-$ ,  il leo- 
rema è conseguenza del teoreina 1 9 . O ;  da yuesti si passa al cas0 generale 
con considerazioni analoghe a quelle fatte precedeiitemeilte. 

83. Quando la funzione x = 4 (fi) abbia, al senso più volte chiarito, ordine 
finito O nullo di infinito O di infinitesirno, oppure cluando siano socldisfatte 
peï esso le condizioni dei teoremi 11, 18; a freque:lza infiiiitesiii-iü per uii 
insieine y = (s) ne1 punto p (x) corrisponde freqiienza infinitesima per l'in- 
sieine corrispondente dei punti x, ne1 punto a. 

In questi casi l a  condiz io~ze  necessaria e suf lc iente  per l a  evanescenza del 

puoziente f* net g u n l o  2 = a è sewplicetirente espressa da1 richiedere ehe 
Y (x> 

sicc i~z f in i t e s imo  per  x = a l'insieaze de i  pzctzti dove i l  quoziente delle d e r i m t e  
pu6  nssuqnere aalor i  assoluti  maggio)-i  d i  un deterwinato  n u m e r o  positivo. 

Le conclusioni clie abbiaino ricavnte servono alla ricerca ed all'esaiiie 
dei criterii di convergenxa d i  a lgori tmi  infiniti. 

(') Cfr. Colzvergeizza di algoritiizi i~z f i i c i t i  al loc. cit., fj IV.  
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Sopra I'algebra 
delle funzioni permutabili di 2." specie. 

1. Nella mia Nota : ~ o p r a  i ltuclei reitcroti (*) ho stahilita la condi- 
zione necessaria e sufficien te affinchè esista una funzione (reale) siinrne trica 
K ( x ,  g), la cui reiterüta d'ordine n, R'") (x, y), sia uguale ad una funzione 
(reale) sitiiiiietrica data H (z, y); ossia la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè sia risolubile (mediante funzioni reali) l'equazione funzionale : 

Nella niedesima Nota ho pure data la regola per scrivere la funzione 
(reüle) più generale che soddisfa a questa ecpazione. Tale regola pu6 sostan- 
zialinente esprimersi dicendo che le funzioni siminetriche K (-, y), le quali 
soddisfano all'equazione (l), llanno per autovalori le radici ne"'""" reali degli 
autovalori della funzione H(x ,  y) e per corrispondenti autofunzioni (nor~iîa- 
lizzate) coinbinazioni lineari omogenee (i cui coefficienti sono elernenti di 
una sostituzione ortogoiiale) delle corrispondenti autofunzioni (normnlizzate) 
di H(x ,  y) appartenenti ai corrispondenti autovalori, clie sono uguali fra di 
loro. In questo riîodo per n dispari si ha una soluzione solamente, mentre 
per 12 pari, se gli autovalori di H ( x ,  y) sono, corne è necessario, tutti po- 
sitivi, si hanno infinite soluzioni, dovute alle infinite coinbinazioni dei segni 
+ e -, che possono essere assegnati alle radici ne"'"" aritineiiche degli au- 
tovalori di H ( x ,  y). Importa osservare che queste itifinite soluzioni possono 
aggrupparsi in coppie di funzioni due a due uguali e di segno contrario. 

La questione cosi risolutü è atialoga al probletiia della ricerca delle ra- 
dici t ~ " " ~  reali (positive e negative) dei numeri reali, ossia al problema della 

(*) Renclicowti della R. Acc. dei L i w o i ,  vol. XX, serie 5.a, 1 . O  sem. aiiiio 1911, pp. 885.896. 

40K 
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ricerca delle soluzioni reali dell'equazione binoinia di grado n. In virtù di 
tale anaIogia ci si pu6 doinandare : esisteranno soluzioni non reali dell'equa- 

- . 

zione ( l ) ?  
Qui mi propougo appuiito di diinostrare clie la condizione necessaria e 

siifficiente afinchè la (1) aminetta soluzioni non reali, aventi autofurizioni 
tutte reali (") (quelle corrispondenti all'eventuale autovalore h = cc incluse), 
è quella stessa richiesta per i'esistenza di soluzioni reali, e clie la regola. per 
scrivere tutte le possibili soluzioni reali e immaginarie, ad autofunzioni tutte 
reali, deli'ecluazione (1) è la naturale estensione di quella trovata per il caso 
delle soluzioni reali. Questa regola gerierale pu6 sostanzialinente esprimersi 
clicendo che tutte le soluzioni siininetriche (reali ed immaginarie) dell'equa- 
zione i l )  hanno per autovalori le radici we*"""" (reali ed iminaginarie) degli 
autovalori della funzione H (z, y), e per corrispondenti autofunzioni (norma- 
lizzate) tutte reali conibinazioni lirieari omogenee (i cui coefficienti sono ele- 
menti di una sostituzione ortogonale) delle autofunzioni (normalizzate) di 
H ( x ,  y) relative ai corrispondenti autovalori, che sono uguali fra di loi-o. 
In questo modo si lianno sernpre infinite soluzioni dell'equazione (1), dovute 
alle coinbinazioni delle n differenti radici nmfme dei varii autovalori della fun- 

(*) Effettivamerite esistotlo pure soluzioiii dell'equazione (1) aventi autofunzioni non reali, 
aventi cioè autofunzioni di cui la parte reale e la parte immaginaria, prese separatamente, 
non sono antofurizioiii della soluzioue stessa. La loro considerazione non prese~ita più il van- 
taggio di usufruire delle cleganti proprietà delle funzioni ortogonali reali e dei nuclei aventi 
autofnnzioni tutte reali. Basterà pensare che esistono dei nuclei simmetrici non aventi auto- 
funzioni tutte reali, i cui niiclei reiterati sono tutti identicamente nulli. 

Per darne un eseinpio semplicissirno, si  coiisiderino dile funzioni reali cp (x), $ (x) del 
campo abnorinalizzate, cioè tali ctie si ahbia: 

e si  costruisca il nucleo simtnetlico: 

Ne1 presente lavoro le autofuiizioni saraniio supposle seinpre reali, a meno che iti qualche 
~junto 11011 risulti il contrario O nou si supponga esplicitamente il contrario. 
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zione H (x, y) ; e queste soluzioi~i possorio seinpre aggrupparsi in sistemi di n 
funzioni ciascuno, aventi la particolarità che le n funzioni di un sistema si 
possono ottenere da una yualunque di esse ~iioltiplicandola successivamente 
per le n radici nedme dell'unità. Un sistema cosiffatto di soluzioni dell'equa- 
zione (1) sarà detto ciclico. 

Evidentemente il prohlema generale cosi risoluto eyuivale al problema 
della risoluzione generale dell'eyuazione binomia di grado n, e la proprietà 
di cui godono le 3% funzioni di un sistema ciclico di soluzioni dell'equa- 
zione (1) è identica alla proprietà di cui godono le n soluzioni dell'equazione 
binoinia di grado n. 

2. Più in generale, nell'indirizzo della teoria algebrica delle funzioni 
permutabili istituita da1 prof. VOLTERRA (*) e ulteriormente sviluppata clal 
D.' EVANS (**), ci si pub proporre la risoluzione, per inezzo di funzioni 
IR(%, y) (nuclei), aventi autofunzioni tutte reali, dell'equazione fiinzionale 
di 2." specie : 

dove, conformemente alla notazione iiîtrodotta da1 prof. VOLTERRA (**"), si 
è posto: 

L'eqiiazione (2) è stata risoluta in un caso assai interessa,nte da1 prof. VOL- 
TERRA (****). Volendo approfondke la quistione generale della risohzione di 
questa equazione nella sola ipotesi che tutte le funzioni che entrano in con- 
siderazione siano siinmetriche, è necessario, secondo il concetto del D.' EVAKS, 
formulare le operazioni che intendiaino sostituire alle ordinarie operazioni 
dell'algehra (**). A ta1 uopo faremo le seguenti convenzioni : 

(*) Questio~~i generali sulle equaziolzi itttegrali ed inteyro-clifferelz~iali (Reiidiconti della 
R. Acc. dei Lincei, vol. XIX, serie Fi5 ,  1.0 sein. 1910, pp. 169-180). 

(**) Sopra l'algebra delle fuwioni perinzrtabili (Mernorie della R .  Acc. dei Liucei, serie 5.", 
vol, VIII, anno 1911, pp. 7-90). 

(***) 1. c., g 8. 
(****) Sopra le funziolai perrlmtabili di 2.a specie e le eqwazio~ti irztegl-ali (Rend. della 

R, Act. dei Lincei, vol. XX, serie 5.", 1.' sem. 1911, pp. 581-587). 
(a,) G. C. EVANS, 1. c., $j 1. 
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1 . O  all'addizione e sottrazione si sostituiscano rispettivamente le ordi- 
narie operazioni di addizione e sottrazione delle funzioni ; 

8 . O  alla moltiplicazione si sostituisca l'operazione di composizione di 
!Ea specie di  VOLTERRA, espressa itnaliticanlente dalla (3), ed alla proprietü 
commutativa della inoltiplicazione si sostituisca l'altra : 

*cc* b (z, y) = b *a+ (x, y), 

ossia, secondo ln nomenclatura del prof. YOLTERRA, la proprieth della per- 
inutabilit& ; 

3 . O  alla divisione si sostituisca la risoluzione dell'equazione integrale 
d i  1." specie a limiti costanti; 

4.' alla risoluzione dell'equazione binoinia si sostituisca la risoluzione 
dell'eyuazione (1). 

Osserviaino arizitutto che, in virtù della 1." convenzione, alle espressioni 
clie occorrerà considerare sono applicabili lutte le proprietà dell'addizione 
e della sottrüzione; e si pub osservare, in particolare, clie la n~oltiplicazione 
di un nuinero iiitero per uiîa quantità costante risulterà qui sostituita dalla 
moltiplicazione di un numero intero per una funzione. 

In virtù poi della 9." convenzione, all'inimlzamento a poteilza verrà so- 
stituita l'operazione d i  reiterazione delle funzioni; e, conformeinente alla se- 
conda 'parte di questa medesima convenzione, tutte le volte ciie per la riso- 
luzione di un problenm avremo determinata uiia certa funzione incognita, 
la quale si è supposta permutabile con altre funzioni, occorrerà veriticare se 
essa soddisfit effettivnmente alle presupposte condizioni di perinutabilità. 

In causa della 3." convenzione, l'operazione inversa della composizione 
non è sempre possibile; perchè devono ogni volta essere ~erificate le con- 
dizioni necessarie e suficienti per l'esistenza delle soluzioni delle equazioni 
integrali di 1.& specie a lirniti costanti (*). Quando queste coridizioni sono 
verificate l'operazione si pub seinpre eseguire, ossia la funzioile incognita 
pub sempre scriversi, inediante la regola indicata al § 4 della inia Nola testè 
citata. 

Similmente non è sempre possibile eseguire l'operazione da sostituire 
alla risoluzione delle equazioni binomie; perché, infatti, ogni voltn deve essere 

(*) LAURICELLA, Sulla ~ i s o l u z i o u e  r le l l ' epaz ione  i i ~ t e g r a l e  di 1.a specie (Reiid:della R. Acc. 
dei Lincei, vol. XX, serie 5.*, 1.O sem. 191 1, pp. 528-536). 
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soddisfatta la coridizione necessaria e sufficiente, accennata al nuinero pre- 
cedente, per l'esistenza di soluzioni dell'equazione (1). 

Osserviamo ancora Che, supposte verificate sempre le condizioni che 
hnnno origine dalle qzcattro convenzioni testè fatte, e supposto inoltre di so- 
stituire al sisteina di soluzioni di un'equazione binoinia, un qualunque si- 
stema ciclico di soluzioni dell'equazione (1), p o t 6  realizzarsi un'algebra per- 
fettamente analoga all'algebra ordinaria. In particolare, per approfondire il 
problema della risoluzione dell'equazione funzionale (8), potrà. applicarsi, 
senza inodificazioni sostanziali, la teoria di GALOIS; e per effettuare la ri- 
soluzione della inedesima equaziorie, nei casi in cui questa pub eseguirsi 
operando sulle funzioni note a,($, y), a, (x, y) ,..., a, (x;, y) mediante le 
quattro operazioni precedentemente formulate, potrà similmente applicarsi 
la teoria delle risolventi di LAGRANGE. 

Naturalmente bisognerà ogni volta, a calcoli cornpiuti, e possibil~nente 
anche a priori, verificare s e  le condizioni di permutabilità e le condizioni 
richieste per eseguire le operazioni inverse indicate nelle convenzioni 3." 
e 4." sono verificate; oppure bisognerà fissare ogni volta yuali condizioni 
devono essere verificate in proposito dalle funzioni che ne1 problema con- 
siderato si suppongono note. Le condizioni che in ta1 n~odo vengono a tro- 
varsi per le furizioni note, O supposte tali, sono condizioni necessarie e suf- 
ficienti da aggiungersi a quelle che la teoria di  GALOIS suggerisce per la ri- 
.solubilità delle equszioni della forma (Bj mediarite le quattro operazioni 
elementari anzidette; e l'analisi per eseguire tali operazioni è da aggiungersi 
ali'analisi &e la teoria delle risolvenii di LAGRANGE suggerisce per eseguire, 
nei casi in cui è possibi-le, la ris~luzione dell'equazione (2). 

Tutte queste considerazioni di indole generale saraniio qui illustrate ri- 
solvendo i'equazione (2) nei casi di n = 2, 3. 

Noterelno in fine che i risultati qui conteiiuti, oltre che per le funzioni 
di due variabili indipendenti, valgono senz'altro per le funzioni di un  nu- 
mero ,'pari qualsiasi di variabili indipendenti. 

Alznali di Mate~watica, Serie III, Tomo XXI. 
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Equazioni integrali binomie. 

- 3. Sia K ( x ,  y) un nucleo siinrnetrico, reale O no, definito ne1 campo 
a b = f a _r x 6 b ) , e sia K!") (a, y) il suo reiterato di ordine n. Esistano per 
ipotesi una f~nzione cp (x) del campo a b  e una costante A tale ch@ sia : 

si a,vr& ailora : 

(x) = 1" K(")  (a, 3) p, (y) d y. S" 
4. Supponianzo che esistano uma funxione + (x) ne1 campo a b  ed una 

costante reale ,v. tale che sia : 

Indicata con E, una generica radice nes'"'" dell'unità e posto con SCHMIDT (*) : 

risulterà 

(*) Zur Themie der liitearen und niclztlinearen I~ztegralgleichu~qen (Math. Annaleii, 
B. LXIII, pp. 433-476). 
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Osserviaino che non tutte le TU (x) possono essere identicamente nulle, 
in virtù della (5); per cui se ne conclude che esisteranno n funzioni cpi (x), 
' Q ~  (a),.. . , v. (x), non tuttcz identicamente nulle, che si possono esprimere me- 
dinnte la for~t~ola (&), le quali sono soluzioni delle epuazioni (6), e sono legate 
alla funzione $ (x) dalla relazione (5).  

5. Siano : p uria costante, E =I= 1 una radice ne"""" deli'unità, t, un nu- 
mer0 intero positivo O nul10 non superiore ad n - l, e p. (a) una funzione 
tale che si abbia: 

y ,  (x) = 5'. K (q y) y. (y) d y. 

Vogliamo dimostrare che tra la diverse p, (x), corrispondenti ai  possibili 
valori d i  f,, per cui le corrispondenti espressioni sta siano tutte differenti tra 
d i  loro, non esiste alcuna relazione lineare a. coelglcienti costanti. 

Infatti siano t,, t ,,..., t, valori di f, tali che E*<, E*? ,..., siano numeri 
tutti disuguali e che, per le corrispondenti 'Q, (x), y ,  (x), ..., pj (LE), si abbia in 
tutto il campo ab : 

con a,, a,,  . . . , a, coefficienti costanti diversi da zero. Moltiplichiamo ambo 
i membri della (7) per a, :"-+a, faccialno successivamente G = 1, 8, ... , j, e 
sominiarno meinbro a membro le equazioni che cos1 si ottengono. Tenendo 
conto dell'eyiiazione cm = 1, risulterà : 

Similmente si inoltiplichino ambo i membri della (7) per a, c""-*a', si faccia 
successivamente G = 1, 2, ..., j e poi si sommi membro a inembro. Si otterrà: 

Seguitando senipre nella stessa guisa, si avrà in tutto il campo ab: 
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Il valore del determinante dei coefficienti di questo sistema di equazioni 
lineari oniogenee nelle cpi (x), cp2 (a), ..., .p,(x) è uguale a 

ed è diverso da zero; quindi dovrà aversi in tutto il campo a b :  

cp1 (x) = cp$ (s) = . = cpj (x) = O ;  

e questo dimostra appunto il teorema enunciato. 
Da questo teorema risulta come corollario clle, se il nucleo K (a, y) am- 

mette nt, autofunzioni linearmente indipendenti corrispondenti all'auto- 
valore p, m2 corrispondenti all'autovnlore E y., nt, ali'autovalore 2 p,. . . , nc, 
all'autovalore en-' p, yueste m ,  + m? + - + lu, autofunzioni sarnnno linear- 
mente indipendenli. 

6. Inclichiamo con 11o il nulnero delle autofunzioni del nucleo K(") (x, y) 
corrispondenti all'autovalore p". Poichè, come fu osservato al n.O 3, le 
ml +- +IL, + - . . + 114,  autofunzioni linear~nente indipendenti del nucleo K (x, y), 
di cui è parola ne1 corollario precedente, sono ancora autofunzioni del nucleo 
K(") (x, y), dovrà aversi : 

D'altra parte, indicando con 4, (a), +, (lr;) , . . . , 4, (a) le anzidette m 
autofunzioni di K'"' (x, y), in virtù del risultato al n.O 4, si potrà scrivere: 

e le cp,, (x) saranno autof~inzioni del nucleo K (a, y): corrispondenti agli au- 
tovalori della forma &,p., alcune delle yuali possono eventualmente essere 
identicanente nulle in tutto il campo ab.  Notianio che, essendo le 91.z x 
funzioni 3," (x) autofunzioni del nucleo K'") (x, y) corrispondenti all'autorn- 
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lore p.", non potranno essere tutte linearmente indipendenti, ma dovranno 
essere legate da n ( n  - 1 )  relazioni lineari oinogenee a coefficienti costanti 
e linearmente indipendenti. Notiamo ancora che, all'infuori di yueste rela- 
zioni, non potrà sussisterne alcun'altra della inedesiina natura; perchè altri- 
menti, in virtù delle (9), le +, (x), +, (x), ..., $, (x) non sarehbero linearmente 
indipendenti, contrariamente all'ipotesi fatta. Quindi m ed m solamente delle 
m x n funzioni vtv  (x) saranno linearmente indipendenti; e percib sarà:  

Questa e la (8") ci dànno finalinente : 

Dalle (O) si possono poi ricavare le f i s  funzioni cpt, (s) clle sono linear- 
mente indipendenti, espresse linearmente ed omogeneamente per le 912 fun- 
zioni +, (a). 

Riassuinendo, si ha il seguente teorenia: Sia K (x, y) un nucleo (notz 
necessariamenle reale), i l  quale abbia per reiterato d i  o~dine n la funzione 
K'"' (s,  y). Se K'"' (s, y) ammette m autofunzioni linearnzente indipendenti cor- 
rispondenti all'autovalore p." ed m sola.î~iente, il nucleo K (x, y )  avrà 9th auto- 
funzioni linearmente indipendenti ed nt solamente, corriyondenti complessi- 
vamente agli n autovalori E, p., E, p .,... , E,, p., essendo E,,  E ,,..., E,, le radici ne"'"" 
dell'unità; e viceversa. Le nz autofunzioni del nucleo hr(x, y )  si esprimono 
linearmente ed oezogeneamente snediante le m azctofunzioni del nmtcleo K'"' (x, y). 

È ovvio che se le autofunzioni di K'") (x, y )  sono nor9nalizxate e le auto- 
fun~ioni di K (x, y) sono pure normalizzate, i coencienti delle espressioni li- 
neari, di cui è parola ne1 teoreina precedente, costituiscono gli elegnenti d i  
ana sostituzione lineare. 

7. Se + (x) è soluzione dell'eyuazione : 

ovvero, corne pub dirsi, se $ (x) è üutofunzione del nucleo K(x ,  y) corrispon- 
dente all'autovalore X = oo, sarà : 
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Viceversa, indichiamo con 4 (x) una soluzione dell'equazione (lu),  e for- 
miamo la serie: 

Indichiaino con + (x) la prima di queste funzioni che non sia identicamente 
nulla in tutto il campo a b .  Questa funzione esisterà certamente, perchè pur 
10 rneno coincideri con la 0 (x); e, corne è ovvio, soddisferà all'equaziorie (10). 

8. Vogliamo ora diinostrare che se il nucleo 

Ir (x, y) = K' (x, y) t i lC" (a, y) 

è siu~n~etrico, se le soluzioni dell'equazione (10) sono tutfe renli, ne1 senso cioè 
che la parte reale e la parte iinmaginaria di una quülsiasi soluzione $ (r;)  

dell'equazione (10) sono separatamente soluzioni della medesima equazione, 
e se 8 (x) è zina generica soluxione dell'equasione (IO'), si avrà per t = n - 1, 
?a-%, ..., 1 :  

Infatti, supposto : 

i: K'"" (x, y) O (y) d y = 0, 

e posto: 

, J:lPt)(x, 9) O (y) d y  = y ( x )  + i $ "  (x) = ( (x), 

si avrà, in virtù deli'ipotesi fatta, 

ed a fortiori : 

[:K(~'  (x, y) +' (y) (1 y = O, K(')  (x, y) (" (y) d y = 0. 1: 
Da queste risulta, io virtù della suppos ta simmetria e della posizione (i e), 
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e per conseguenza: 

,Per altro si ha, dalla (12) e dalla prima delle (13): 

JIb' (s) $ (x)  d z = K(') (x, y) R (g) $' (x)  d s d g = 0 ; SI !I 
e quindi, tenuto conto delle (14), si avrà: 

ossia : 

Questo risultato e quel10 del numero precedente ci dànno: se il nucleo 
K (x, y) = R' (x, y) + i K" (x ,  y) è sinzmelrico e se le soluzioni . dell'equa- 
aione (10) sono tutte reali, ne1 senso dianzi spiegato, pleste solusioni coinci- 
deranno C O N  quelle dell'epuaxione (10'). 

TEOKEMA GENERALE SUGLl SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIORI OHTOUONALI. 

unn serie infinita di funzioni ortogonali reali in un caiiipo piano finito G di 
forma qualsiasi; siano cioè Ul (z, y), U, (x, y),.. . funzioni sommabili insielne 
ai loro quadrati e ai loro prodotti due a due, tali che si abbia: 

1 per p = Y, ) u, ($7 9) U. (x ,  8)  d 2: d Y = 
" s O per p. - 1 -  v. 
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Sia ancora K (x, Y )  = K, (x, y) + i K, (x, 9 )  una funzione cornplessa del 
campo u tale che le due funzioiii K, (x, y), K2 (x, y )  siano ne1 campo G som- 
mabili insieme ai loro quadrati e insieme ai prodotti di ciascuna di esse per 
una c~ualunyue delle U, (x, y). 

Posto : 

ut =r ICI (x, y )  Ut (2, y) d z d y, 

Dalle due ultime. formole risulta intanto la convergenza delle due serie 
m m 

Et cc;, Et Pt"; sicchè, posto : 
1 1 

si avrà che la serie : 

fl@? Y)? f 2  ( $ 9  Y )  9 

è convergente in media net campo G. Allora, in  virtù del teorema di WEYL, 
sarh  possibile determinare (ed in infiniti  azodi) una.  serie d i  nurneri, interi e 
positivi e crescenti indefinitamente, n, , n, , . . . , in. modo che la serie : 

sia in tutto il campo G convergente ~ni for~nemerz te  in generale. 
Ci6 premesso, si ponga : 
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Sarà, in virtù della (16), 

e quindi : 

Da quest'ultirna ugunglianza risulta, avuto riguarclo alla convergenza 
m 

della serie Et pi,  che ta  serie : 
1 

1 , Y ,  Q>, (x, y), 

è convergente in media ne1 cawpo G; quindi ,  in rirth del teoreiiin di WEYL, 
potrd deternuitzarsi (ed in inf ini t i  uzodi) u n a  serie d i  nuweri ,  interi positici 
e crescenti indefinitamente, v l ,  v2  ,. .., in modo che la serie : 

s ia  in tutto i l  campo u conoergente uniformentente in generale. 
111 virtù della dimostrata convergenza della serie (17) si arrà a fortiori 

clle la  serie : 

è in tutto i l  campo G co~zveryente uniformemente in ge~zerale; e yuindi, in fine, 
elle anche la serie : 

"'YI "v:! 
p (s, 3) = Z* a' Ut (x, Y) + Zt " t  U, (x, 9) t . 

1 (19) 

i! contyergente unifom#zeinente in genevale in  tutto i l  campo 6. 

A w d i  d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXI. 4.8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



330 Lauricella: Sopra E'algebra delle funzioni pernzutabili di 2.* specie. 

10. Moltiplicando ambo i niernbri delle (17), (18) per U, (s, y) ed in- 
tegrando per serie, si ha : 

e quindi : 

Di qui risulta clle, se la serie (15) è chiusa, si dourà auere: 

e puindi ancora : 
K (x, y) = F ( x ,  y) 

i n  tutto-il campo G, eccettuati al pi& i punti d i  u n  insielne d i  ~~zisura nulla. 
Supponiaino invece che la serie (16) non sia chiusa, ossia clie esista una 

serie finita O infinita (numerabile) (*) di funziolii ortogonali : 

6 1  (x, Y), 8 2  (s, Y) 9 - 
soiiimabili insieime ai loro prodotti con le Ut (x, y), tali clie 

Poichè le Ut (a, y) sono funzioni reali, Io stesso avverrà, O potrà farsi 
in modo che avvenga, delle 8, (x, y), 8, (x, y), . . . 

Intanto perchè sia : 
K(x,  y) =P(x, Y), (20) 

B necessario, in virth della (19), che si abbia: 

(*) Cfr. la mia Nota: Sulla chiusuru  dei  s i s temi  d i  f unz ion i  ortoyonuli, ecc. (Rend. della 
R. Acc. dei Lincei, serie 5.5, t. XXI, 1 . O  Sem. 1919). 
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Viceversa, se la (91), e conseguentemente anche le (BS), sono soddisfatte, 
sarà (*) : 

1 ( 7  Y = 1 7 9 ,  K2 (x7 9) = F2 ( 5 7  9) ; 

e quindi sarà verificata la (20). 
Adunque *tel caso clbe la serie (15) nolt sin chizcsa, condixio)ze necessaria 

e suf f ic ieh affinclzè sia verificata Zn (20) é clte la funzione K (x, y) soddi- 
sfaccia alle condixioni (21). Riepilogando si ha il seguente teoreina : se la 
funzione K ( x ,  y )  ha la parte reale e la parte immaginaria separatamente 
so~nmabili, insielne ai loro quadrati e insielne ai prodotti di ciasczciza di esse 
per zina qualsiasi delle U, ( x ,  yj, i n  tutto i l  campo a,  e se, ne1 caso in czii la 
serie (15) non è chiusa, soddisfa inoltre, conte è necessario, alle condiaioni (81), 
sarà selnpre possibile, ed i n  infiniti nzodi, determinare ana serie di numeri, 
interi positivi e crescenti indefinitni~lente n,, , n v l , .  . . , i n  modo tale c:te si abbia : 

e che ln serie al secondo medu-o sia i n  tu.tto i l  campo G converge~zte unifor- 
~tcencente i n  generale. 

SVILCPPO DI UN N U C L E O  I N  S E R I E  D E L L E  C O R R I S P O N D E N T I  AUTOPUNZIOKI.  

11. Premettiaino il segueiite teorema: se le due serie ortogotzali del 
campo T b  : 

(*) Cfr. la mia citata Nota: Sapa i wudei reiterati, 3 S .  
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sono reali e chiuse, la serie : 

u r s  (x, y) = y,. (4 4J8 (21) (y, S = 1, 2 , . .) (94) 

sarà ne1 ccmpo G = ( a ;c r x 6, a r ZJ r b ) pzcre ortogonale e chiusa. 
Infatti osserviamo anzitutto che si ha ovviamente: 

1 per r = r', s = s', (1 /lu.. (x, Y) u,.l,l (x, y) d ;ÿ d = O in tutti gli altri casi. 

E con ci6 è dimostrata l'ortogoiialità della serie (24). 
Per dimostrare poi che questa serie è cliiusa, basterà diiiiostrare die 

qualunque funzione reale f (x, r/) sommabile iiisieme al suo quadrato ne1 
carripo G, e sonmabile ilel campo ccb rispetto ad y per ogni valore di x, e 
rispetto ad x per ogni valore di 3, la quale soddisfa alle infinite ecluazioni: 

è identicamente nulla ilel caiupo o, esclusi a l  pih i punti di un  insieme di 
rnisura piana nullü. 

Intanto, scritta la. (25) sotto la forma : 

risulta, in virtù della chiusura della prima delle due serie (23), 

per tutti i valori di x del campo ab,  ecceziorie fatta al più per i punti d i  
un  insierne di inisura nulla; e quindi, in virtù della chiusura della seconda 
delle serie (B), sarà. per ciascuno dei detti valori di x :  

per tutti i valori di y ilel campo cçb, ogtli volta escluso al più un  insieme 
di valori di misura nulla. dllora potreino scrirere, per ciascuno dei ilîedesinîi 
valori di cc : 
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12. Sin K (x, y) = K' (x7 y) + i K" (x, y) zwa fiinziot~e tale che Ir" [x, y), 
K" (x, y) siano sowzmabili insieme ai  loro qriadrati ne1 campo 

ed anmetta essn come nzitofunxioni gli eletnenti d i  due serie d i  funzioni orto- 
goiznli r ed i  e chiuse, i corrispondenti nuto.i;alori (dei qunli intendiamo clze 
eventucck)~ente possn fnr parte i l  vnlore cm) potendo essere-in tzctto od i n  parte 
won renli. 

Siano : 
Yl(4, 4 1  (y); ?2 (47 $2 ($1; 

le coppie di autofunzioni corrispondenti rispettivamente agli autovalori firliti: 

le eventuali autofunzioni corrispondenti sll'autovalore m7 ossia le eveiîtuali 
funzioni per le quali si abbia : 

'b  ( K (x, y) t, (x) d do = 0, 
. a 

ed inoltre sia.no le due serie : 

?I (x), P 2  (4 7 O . .  7 tl (x), 4 (x) 7.. .; 
+l ($17 $2 (?A 7 * 7 (y), T2 (y) , - - . , 

conformeinente all'ipotesi fatta sopra, ortogonali e chiuse. 
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in virtù del teorema precedente, le due serie: 

insielrie prese costituiranno rie1 campo G una serie ortogonnle e chiusa, e 
sarà : 

Di qui avremo, conformemente al risultüto del n.O 10 (paragrafo prece- 
dente), clie è s e ~ ~ t p r e  possibile ed i n  in f in i t i  w o d i ,  deterrninare u m  serie d i  
n u m e r i ,  i n t e r i  posit ivi  e crescenti i ~ z d e f i n i t m w n t e ,  m , ,  HZ,, ..., i n  m o d o  che si 
abbia  : 

e che lai serie a l  secoudo mewbro  sia i t z  tactto i l  calnpo a cowergen te  zcnifor- 
memente  in yeneraie. 

13. Da questo teoretna segue, coine corollario: (a) d u e  nuclei, che h a n n o  
le part i  real i  e le parti i s tnznginarie  so~îlrnabili i n s i eme  ni loro q u a d r a t i  ne1 
campo  m, e che haîzîzo i medesi.ini autounlor i  rea l i  O cowzplessi ( l 'nutovalore m 

euentualmente incluso) ,  ai  q u n l i  corrispoîzdono conze au to funz ion i  g l i  eleme~zti  
d i  d u e  medesinte serie ortogonali  reali  e chiuse, coirzcidono. 

Ci6 premesso, sia : 

una serie di costanti, alcuile delle quali ( in  nuiiiero finito) pousono anche 
" 1 coincidere tra di loro, tale che la serie x,- sia convergente. Alla serie h,,  
i j ; l v l S  
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A,, . . . si faccia corrispondere una qualsiasi coppia di funzioni ortogonali: 

T J l ( 4 ,  $1 ( Y ) ;  ?2  (4, $2 ( Y ) ;  . - (96) 
1 

Osserviamo che, in virtù della supposta convergenza della. serie r,- 
1 / A., l 2  

saranno pure convergenti le due serie: 

e quindi, in virtil del teorema di~nostrato al n.O 9, abbiamo: (p) si pu6 de- 
terminare, ed i n  infiniti modi, indipendentemente dalle (SG), una serie di nunzeri 
interi positivi e crescenti indefinitamente ln, ,  nz,, . . . , i n  modo tale che la 

sia in tutto i l  campo G convergente uniformemente in generale; la funzione f ( x ,  y),  
cosi determinata, ha per coppie di autofunzioni ortogona.Zi quelle della serie (26) 
e per corrispondenti autova1or.i le A , ,  A,, . . . In forza poi del precedente teo- 
rema di unicità ( a ) ,  risulta che la funzione f (s ,  y) ,  cosi deterwtinata, è la 
sola funzione (di cui la parte reale e la parte immaginaria sinno ôommabili 
ne1 camnpo G inSieme ai  Eoro quadrati), la yuale abbia per coppie di autofutz- 
zioni ortogonali, corrispondeivAi agli autovalori A,, A,,  . .., quelle della serie (%), 
e per autofunzioni, corrispondenti all'awtoualore A = oo, quelle delle ez;entuali 
due serie rispettivamente cowplementari alle due serie: 

14. Sia A = 1' + i 1" autovalore del nucleo, in generale non simmetrico, 

~ ( a ,  y j  = a'($, y) + i K* ( x ,  g); 

e siano cp ( x ) ,  $ ( x )  due funzioni reali e tali che si abbia: 
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Queste ultime ci dànno ovviamente : 

b b 
Q =  IC"(X, y ) +  ( y ) d y + ~ ~ ' J  a K f ( a ,  Y)!+ (9) d y ,  

I - " (y , 'x ) rp(y)dy+1"  X f ( y ,  x)cp(y)dy; 

e yuindi ancora per A' =I= O, A" =I- 0 : 

per 1" = 0 : 

15. Sia p, (x), y, (x), . .. la serie cliiusn delle autofunzioni ortogonali, 
per ipotesi tutte reali, del nucleo siininetrico H (a, y) (quelle corrispondenti 
nll'eventuale autovalore A = CO incluse) ; e siario A, , 1,, . . . i corrispondenti 
autovalori finiti, alcuni dei yuali, i n  numero finito, possano anche essere uguali 
fra di loro. Sia : 

I< (a, y) = R' (x, y) + i K u  (2, 9) 
utia soluziotle, reale O no, sitntnetrica e con le autofuiizioni tutte reali (quelle 
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corrispondenti all'eventuale autovalore 1 = cr;, incluse), dell'equazione : 

I<* (x, y) = H (x, 3). (97) 

La funzione K (x, 3) aiiiiiietterà colne autovalore y ,  una almeno delle ~t 
radici mesioie  di A, (cfr. n? 6, § 1); e per conseguenzn, posto: 

salaanno (cfr. nuinero precedente) autovalori di I<'(x, y) le costanti della 

fornia 5 ed autavalori di K" (x, y) le costanti della fornia - $ ; sicctiè rv- t P t 

le due serie: 

dovranno essere convergenti, e yuindi dovrà pure essere convergente la 
serie : 

Viceversa, supponiamo die questa serie sia convergente. Si indi- 
cliino con 

Y&+1(~)7 I . ' . f V t 2 ( ~ ) , . " ~  ?"lvt.,(4 

le autofunzioni ortogonali del nucleo H(x ,  y), corrispondenti agli -r, auto- 
valori uguali a.1,: si indichino con 

a,, ai2 . . al? 

a,, . . . a,, 
. , S . . . .  

a-,, a.,, , . . a?, 

gli eleiiienti della. più generale sostituzione ortogonale di orcliiie -4, ossia il 
più generale sisteina di numeri a,., tnli che si nbhia: 

'1 1 per r = s ,  
I'iv a*,  YS = 
1 O per r =j=s: 

e si ponga: 
7 

+jy +,- (2) = I'it a,,., Y,iv+t (4. 
1 

Annazi di Matematica, Serie III, Toino XXI. 
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Le #, (x), #, (x), . . . costituiranno un sisteina' di funzioni ortogonali; e, 
in rirtù del tcoreina (p i ) ,  si deve poter determinare, ed in infiniti modi, in- 
dipendentemente dalle +, (x), una serie di numeri interi, positivi e crescenti 
tn, ,  m,, . . . , tali clle la serie ; 

sia convergente uniforniemente in generale ne1 solito campo G; allora la fun- 
zione R (x, y), cosi determinata, avrli per autofunzioni le $, (x), $, (x) , . . . , 

n- * -  corrispondenti rispettivainente agli autovalori reali O no:  \ /A, ,  JI,, . . . 
Essendo n i valori di vh,, se 1 (il valore Z =  cio incluso) è il numero 

delle diverse 'A,, le possibili serie di autovalori delle differenti funzioni K(x ,  y) 
saranno I". Per ogni serie di possibili aulornlori si arranno poi generalinente 
varii nuclei K(x ,  y), corrispondenti ai varii sistemi delle a,., che si possono 
considerare. fi da osservare perd che non tutte le I< (x, g) corrispondenti a due 
diversi sistemi di a,. saranno differenti tra di loro. Cosi, supposta scomposta 
la serie delle 'A, in gruppi i cui elemeiiti hanno tutti e soli il ~iiedesiino valore, 
ne1 caso, ad esempio, in cui gli autovalori di K(x ,  y) si scelgono in modo 
che quelli corrispondenti ngli eleinenti di uiio dei detti gruppi abbiano Io 
stesso valore, si avrà seiiipre il inedesimo nucleo K (x, y), qualunque sia il 
sistelna delle a,.,; infatti, in questo caso, le autofunzioni di IC(x, g), relative 
ad un medesimo autovalore, sono sempre una combinazione lineare delle 
autofunzioni di H (x, y) relative agli autovalori di uno. stesso gruppo. Lo 
stesso non si pub ripetere negli altri casi; benchè anche qui, in generale, il 
numero delle funzioni K (cc, y) distinte è inferiore all'ordine di arbitrarietà 
dei coefficienti a,.,. 

Comunque, poichè tutti i nuclei R ( x ,  y), dati dalla formula (99), lianno 
per autofunzioni le SI (x), +, (x) :. . . , i loro nuclei reiterati di ordine n, inentre 
haiino per autovalori le 'h,, 1,). . . , avranno per autofunzioni corrispondenti 
le +, (a), +, (x) , . . . , ed ancora, poicliè le $, (x), corrispondenti ad un  certo 
gruppo g di valori delle A , ,  A, , . . uguali tra di loro, sono espressioni li- 
neari omogenee delle (pi (x) corrispondenti al10 stesso gruppo g, i cui coefi- 
cienti coincidono con gli elementi di una sostituzione ortogonale, ne segue, 
in virtù del teoreina di unicità ( c r ) ,  che tutti i nuclei reiterati di ordine ~ t ,  

dei nuclei dati dalla forinola (99), coincideranno con H(x ,  y). 
Fer altro è evidente, in forza dei teoreini dei n.' 6: 8 ed in forza ancora 

del teorema di unicità ( a ) ,  clle qualiin que nucleo IC (x, y), avente le nutofun- 
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zioni tutte reali ed avente per reiterato di ordine n la funzione H ( x ,  2 j ) ,  deve 
essere incluso nella formola (29). 

Riepilogando si ha: condixione necessaria e suffîciente ccffînchè 17equaziotze 
integrale b inomia  (27) ,  nell'ipotesi che le azctofunsioizi d i  H (x, y )  s i a n o  tutte 
real i ,  s i a  risolzc6ile med ian te  funz ion i  si~nwtetriche m e n t i  le autofzmxioni  or- 
togonali  tutte reali ,  è the la serie (88) s i a  co~zvergente;  q u a n d o  questa  condi- 
ziolte è sodd i s fd ta , ,  si h n n n o  in f in i te  d i  ta l i  soluzioni,  tulte conteizute nel la  
formula (29).  

16. Osserviaino che se K ( x ,  y) S una soluzione dell'equazione (27)) ed 
E, , E ,  , . . . , E, sono le radici 12esi""'e dell'unitn diverse da 1, saratino pure solu- 
zioi~e dell'equazione (97)  le funzioni : 

Osserviaino ancora clie, se questa operazione si' ripete sopra una qua- 
lunque di queste funzioni, si ottiene senîpre la inedesiina serie di soluzioni: 

ordiria ta diversamente. 
Un sistema cosiffatto di sol~izioni 10 direnîo ciclico. 
In  virtù delle osservazioni precedenti si lia clie d u e  soluz io~zi  del17equa- 

zione (87) appartenent i  a d u e  divers i  sistelni  ciclici n o n  possono- m a i  essere 
miguali ; perchè altrimenti, operaildo su queste due soluzioni uguali ne1 modo 
anzidetto, si otterrebbe 10 stesso sisteina, col yuale dovrebbero allora coin- 
cidere i due sistemi ciclici supposti diversi. 

Osserviatno in fine che le soluzio~ai dell 'epuazio~ze (27)) date  d a l l a  for- 
~ l t o l a  (29), possono scindersi  i n  sistemi ciclici d i  n soluzioîzi ciascuno, i quali 
costituiranno tutte le possibili soluzioni dell'equazione (27)  avent.i autofun- 
zioni tutte reali. 
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CAPITOLO 11. 

Equazioni integrali di secondo e di terzo grado. 

17. Rarntnentiaino anzitutto (*) clle se le fmxioni p (x, g), q (x ,  y) sono 
permutabili, sarcrnno pertnzctabili le loro reiterate p'"') (x, IJ), q''" ( x ,  y ) ;  ossia 

Osserviarno poi che se le fu~zzioni p ( x ,  y), q (a,  y) sono perncutccbili, vccrrh 
la for+nola analoga cc quella del binoinio di Newton : 

e l'altra : 

Rammentianio ancora y*) clie condizione necessaria e sztfliciente affirzclzè 
due ftozzioni sirwmetriche p (z ,  y ) ,  y ( x ,  y )  siano per~nzttabili è che la fzuzzione: 

(*) VOLTE~IRA, Qrcestioiti yenerali . . . (1. c.). 
("*) LAUKICELLA, Sopru le fuwiomi perinutabili di 2 .a  specie (Reridiconti della R. Acca- 

demia dei Liiicei, vol. XXII, serie 5.a, 1.O sem. aiino 1913, pp. 331-326). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L azcr i ce  11 a :  S o p m  l 'algebra delle fumiolai permt tab i l i  d i  2." specie. 351 

r i su l t i  sisuu6etrica ; ovvero : cotzdizione necessaria e suflicielzte aflinchè d u e  fun- 
z ioni  simmetriche p (x, y), q (x, $) s i n n o  permutabi l i  è che esistano qzcattro 

furtzioni p' (x, y), p" (x, g),  y' (x, y), ql' (a, y) t a l i  che p' (x, y), y' (x, y) ab- 
binno le stesse a.utofunzioni, p' (x, y) s i a  ortogonale a p" (x, y), y' (x, y) cc 

Y" (x, y), Y' (x, y) a Q" (x, Y), q' (x, ?J) a P" (x, Y), 2"' (x, y) a a" (x, $1, e tn l i  
ancora  che s i a :  

P ($7 Y) = P' ($7 21) +P" (x, Y), 

L e  a u t o f u t ~ z i o n i  d i  f (x, y) sotzo quelle c o m m i  a p'(x, yj, y'(%, y). 
Questo teorenia eyuivale ancora a quest'altro : condiaione ~zecessnvia e 

szefliciente nflinchè d u e  funsioni  sir~nttetriche p (x, y), q (x, y) s iano  psrmzctabili 
è che esista una serie n d i  funzioni  ortogoîtali conteîzente le azctof2ozzioni d i  
p (x,  y) e di y (x, y). L e  nzctoficnaiowi d i  f (x, y) sono quelle c o w c n i  a p (x, y), 

Q ( ~ 1  Y)- 
18. Converrà raminentare pure il seguente prowdinieii to atto a de ter- 

rninare una serie e yuindi anche le funzioai p'(x, y), p" (x, y), p'(x, y), 
a" (x, CI). 

Si indiclii con f (x, y) il risultato della coinposizione di p (x, y) e di 
y (x, y), con P" l'insieine delle autofunzioni 91 (a) di p (x, y) tali che 

con II" il corrispondente iiisieine di autovalori, con Q" l'iiisieine delle auto- 
funzioni +:, (x) di y (x, y) tali clie 

con X"  il coriispoiideiite insieme di autovalori. Si formino due futîzioni siiii- 
metriche aveiiti rispettivaii~eiite una per autofunzioni le funzioni dell'iii- 
sieine P" e per corrispondenti autovalori quelli clell'insienie n", uii'altra per 
autofunzioiii le funzioni dell'insienie Q" e per corrispondenti autovalori quelli 
dell'insieine X ". Le funzioiii, cos1 formate, sono appunto le richieste funzioni 

P" te1 yj, Y" (x, Y). 
Siano p,  (x), pz (CE) ,. . . le autofuuzioiii di y (x, y) non coiiiuiii a y" (a, g), 

e p,, pz,. . . i corrispondenti autovnlori; e siaiio +, (x), (x) ,... le auto- 
funzioni di q (x, y) non coinui~i a Y'' (x, y), e q I  , q?,  . . . i corrispondenti au- 
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tovalori. Supponiamo, in generale, che sia : 

pl = p ,  = . . . - -Ptl=p'l , Pti+, = p t 1 + 2  =, . -  - Pt&: = P P 2  , . . - , 

L'insieme F delle autofunzioni di tutte le diverse f;., (x, y) è appunto 
l'insieme delle autofunzioni cornuni a p (x, y)  e a q (x, y), ovvcro l'iiisieine 
delle autofunzioni appartenenti ai tre nuclei p' (x, y), q' (x, y), f (x, y) ; e 
si avrà : 

n = F + P " + Q " .  

19. Proponiainoci di risolvere l'equazio~ie integrale di 2 . O  grado : 

inediante riiiçlei simmetrici li (x, y) aventi autofunzioni tutte reali, nell'ipo- 
tesi clle p (s, y )  e q (a, y) siano fu~zzioni siinmetriche ad autoftu?sioni tutte 
reali. 

Supposta l'esisteiiza di una soluzione K, (x, y) simnetrica dell'equu- 
zione (32), ossia se  si lia : 

IPi' (x, y) +j 2, (x, y) + Q (a, y) = 0, (39') 
si avrà : 

fi Ir, (x, y) = -l<(?) (x, y) - q (x, y) = f (a, y), 
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con f(x, y) funzione simiiietrica conle le fiinzioni Ki"?) (x, y) e q (x, y) clie la 
compongono, quindi si lia : qualunq-ue soluz iot~e sinzmetrica dell'equazione (39) 
è permutabile con t a  funxione p (x, y). 

In virtù della dimostrata perinutnbilità di p (x, y) e di KI (x, y), segue 
che p (x, y) é permutabile con la ,funzione 

4 (x, y) = -- Ki";) (x, y) -- Zj ILr, (x, y), 

ossia se l'equazione (38') anz~tzette u tza  sol.uxio~ae sinzmetrica, p (x, y) e q (x, y) 
sono per.îîzutabili. 

Notia~no ancora che se l'equazione (32') a u m e t t e  una soluzione K,  (x, y), 
a n m e t t e r a  pure  l'altrcc soluzione: 

I(2 (x, y) = - p  (x, y) - Iii (8, Y). (33) 
Infatti si lia : 

Due soluzioni cosiffatte KI (x, y), K. (z, y) dell'equazione (35) saranno 
dette cicliche. 

È evidente, in virtù della permutabilità di KI (x, y) e di p (x, y), che d u e  
soluzioni cicliche ICI (x, y), K2 (x, y) dell'equazione (39) sono pernzutabili f r a  
d i  loro. 

Osserviaino p i  che se KI (x, y), K. (q y) sono s o l w i o d  cicliche dell'equa- 
xione (32), s i  ha : 

Infatti, valendosi della (38'), si ottiene : 

Osseruinnio infine clie, se si suppone clie le funzioni siminetriche p (x, y) 
e K, (x, y) s i a n o  ~zucle i  a d  a u t o f u n z i o ~ z i  tutte reali ,  in virtù della loro per- 
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mutabilità, esisterà una serie (2 di funziorii ortogonali tutte reali, conteriente 
le autofunzioni di p (x, y) e di K,  (x, y); ed allora, in forza della (33), la 
serie n conterrà pure le autofiinzioni di IL (x,  y), ed in forza della (34) con- 
terra ancora quelle della funzione q (x, y). Adunque si lia : per ogni sistema 
ciclico I<, (x, y), KT2 (x, y) d i  ~ o l u s i o ~ z i  dell'equazione (32) esiste u n  sisteuza n 
(almeno) d i  fzinzioni ortogonali, conteîzente le ndo funz ion i  d i  p (x, p), q (x, y), 
K (x7 y), K2 ( X I  y). 

20. Voleiido ora risolvere l'eyuazione (32) col metodo di LAGRANGE, 
dovremo cercare di espriiilere la differenza I<, (x, pj - K 2  (x, y) di due solu- 
zioni cicliclie mediante gli elementi noti p (x, y), q (x, y). 

A tale uopo notiaino anzitutto clle si ha, in forza delle (33), (34), 

' ICI ( x ,  y) - K2 (x, g) ['= p(') ( x ,  p) - 4 q (x, y) ; 
I \ 

(30) 

e clie le autofunzioni dell'espressione : 

che potreiilo chiarnare discriminante dell'equazione (32), sono contenute cer- 
taii~ente nella serie n; e poichè FL'espressione ICI (x, y) - K2 (x, g)  è uns  so- 
luzione ad autofunzioni tutte reali dell'equazione binomia di 2.' grado (36), 
indicando con A , ,  A,, ... la serie degli autovalori del discriminante A (x, y), 

1 
risulta dalla teoria delle equazioni iiitegrali binomie che l a  serie z, - 1 * v  1 .  
deve essere convergente. 

Da ci6 ehe precede si pub concludere: se l'epuazione (399, .nella quale 
p (a, y) e q (x, y )  sono ficnxioni sinz?tzetriche aventi le autofunsioni reali, am- 
mette u n a  soluaione sitnmetrica ad  autofunzioni reali, le futzzioni p (x, y) e 

1 q (x, y) devono essere permutabili e la serie Ev m' formata con gli autova- 

lori dei discriminante y"' (x, y) - 4 q (x, y), deve essere convergente. 
21. Viceversa, s i  supponga che p (x, 9) e q (x, y) siano permutabili e che 

1 
l n  serie Z, - formata con gli autovalori del discrinzinantep'"(x, y) --4q (cc, y), 

I 4 1 
s ia  converge~zte. 

Osserviamo anzitutto che, essendo p (2, y) e q (x, y) funzioni perinuta- 
hili, esisteri una serie d i  fuiizioni orlogonali contenente le autofunzioni 
di p (a, y) e di q (x, y); siccliè le autofunzioni di y"%, y) - 4 q (x, y) snixniio 
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f 
pure contenute in a; e poicliè la serie Y, - è convergente, l'equazione bi- 

IG 

H'" (x, y) = p(" (x, y) - 4 q (x, y) (35') 

ainmetterà infinite soluzioni aventi le stesse autofui~zioiîi del diseriininante 
A (x, y), ossia aventi le a.utofunzioni contenute in n. I~idicando con H(x ,  y) 
una qudsiasi di tali soluzioni, e ponendo: 

KI (x, Y) + 1 - 2  (x, y) = - P (x Y)' 

k; (x, y) - & (a, Y) = H (x y), 
risul terà : 

e l a  filnxione Ki (x, y), Cosi deteriiiinata, soddis ferh effettiuanzente all'equa- 
aione (38). 

Infatti le funzioni p(x, y), H ( x ,  y) sono permutabili, per il h t t o  che le 
loro autofunzioni sono contenute nella medesima serie a ;  e quiridi, tenenclo 
conto della (357, si avrà: 

Riepilogando si ha dunque: con,diaiouze wecessaria e sufliciente afliîzchè 
l'equaxione (38) a ~ n m e t t a  soluaioni cid autofzcnxioni tutte renl i  è c7ze le fzmzioni 

1 
p (x, y), p (x, y) s iano  permutnbi l i  e che Zn serie '& - 9 formata con gl i  au- 

I l 
tovalori A,, A, ,  . . . del s u o  d i scr i~n i r tan te  p"' (a, y) - 4 q (x, g), s i a  convergente. 
L e  in f in i te  solzcxiorzi a d  au to fu~za ion i  tutte real i  dell'eqztasione (38) possono ag- 
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grupparsi i n  coppie d i  soluxioni cicliche. Per o p i  coppia di soluxioni cicliche 
dell'equaxione (38) esiste u~ sistewzn alwwno di funziotzi ortogonali contenente 
le autofunzioni di questa coppia di soluaioni, di p ( x ,  9) e di p ( x ,  y). 

Da cib che precede si ha ancora: date ad arbitrio due f~cnsioni sinznze- 
triche ad autofunsioni tutte reali p (a, y), Q (x, y ) ,  condixione necessaria e smf- 
ficiente affinchè esistano due ficnxi01z.i sinwtetric7~e ad autoficnxioni tutte reali, 
che abbiano per somma p (x, y )  eper risultato della Zoro conz~osizione q (g, y) ,  
è che le funsioni p (x,  g ) ,  q (x ,  y) simo permutabili e che la serie delle in- 
verse dei  moduli degli autovalori del discriwina?zte p(?) ( x ,  y )  - 4 q ( x ,  y )  sia 
convergente. Quando queste condisioni sono soddisfcitte, esistono infinite coppie 
di funzioni cosiffatte. 

22. Mostriamo ora corne si pub procedere alla forrnazioiie delle auto- 
funzioni e dei corrispondenti autovalori delle soluzioni dell'equazione (39).  

Si applichi alle fiinzionip ( x ,  y), Q (8, y) il inetodo rammentato al n.'. 18 
(S 5) per la ricerca di una serie n di funzioni ortogonali conteilente tutte 
e sole le autofunzioni di p ( y  x) e di q (x ,  9) ;  e sia: 

una tale serie. Indichiaino con p l ,  p,, . . . la corrispondente serie di autova- 
lori della funzione p ( x ,  y), e con g, ,  q, , . . . la corrispondente serie di auto- 
valori della funzione q (a, y) ,  con l'svvertenza clle alcune delle p,. e alcune 
delle q, possono essere infinite, senza. che ci6 possa niai avvenire contempo- 
raneainente per una p,. e una p, aventi indici uguali. Allora il discriminante 
A (x,  y) = p(" ((x) y) - 4 q (x, y) avrà per autofunzioni le funzioni della serie 
(36) e per autovalori rispettivanîente : 

sicchè qualunque funzione avente per aiitofunziorii le funzioni della serie (36) 
e per autovalori rispettiramente : 

sa& soluzione dell'equazione (32). 
Le infinite soluzioni simmetriclie ad autovalori tutti reali dell'ecluazioi~e (30) 
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si otterranno considerando i varii sisteini n di funzioni ortogonali, clie il 
nietodo rnnlnientato ci dari ,  e combinanclo in tutti i rnodi possibili, per ognuno 
di tali sisteini, le coppie di autovalori della serie (37). 

RHOLU~IONE DELL'EQUAZIONE IRTEGHALE DI 3.' GRADO. 

23. Passianio orn alla risoluzione dell'equazione integrale di 3.' grado 
e, per seinplicità, si consideri l'equazione: 

nella yuale le furizioni p (x, y), q (x, y) siano sinmetriclle e ad autofunzioni 
tutte reali. 

Anzitutto si pub osservare, anche qui, che qualunque solwione sirrcnce- 
trica K, (a, y)  dell'eqzcaaione (38) è permctahile con la fuwiotze p (x, y); e 
quindi ancora che se l'equasione (38) ammette u n s  soluaione simwtrica,  le 
funxioni p (x, y )  e q (x, y) devono essere permutabili. 

Cib premesso, sia K, (x, y )  una soluzione simnietrica dell'eyuazione (38), 
e sia II?~ (a, y )  una soluzione simiiietrica dell'equazione di 2.' grado: 

Ln funzione IG (x: y) s a r i  certamente permutabile con K, (x, y); e per 
conseguenza, in virtù della (39) stessa, permutabile con p (x, y ) ;  di modo 
che si pub sc r i~e re  : 

dalla quale risulta clie la funzione Kz (x, y) verificü l'equazione (38). 
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Siano A', (a, y), K3 (x, Y) soluzioni cicliclie dell'eyuazione di 2 . O  grado (39); 
allora sarrinno soluzioni dell'equazione (38) le funzioni Kl (x, y), K2 (a, y), 
Ir', (x, y), le quali saranno ancora due a due permutabili; e, in virtù della (39), 
si avrà : % 

KI (x, Y) + K2 (x, y) + K3 (27 y) = 0, l 
K2 K3 (x, y) = p (x, y) + K(?) (x, y) ; ! 

(40) 

e quindi : 

Tre soluzioni cosiffatte ICI (x, y), IC2 (x, y), Ir'3 (x, y) dell'eyuazione (38) 
si rliranno soluzioni cicliche. 

Osserviamo clie, in virtù della teoria dell'ecjuazione integrale di 2.' grado, 
esistesà un sisteiiia n di futizioni ortogonali contenente le autofunzioni di 
Xil (x, y), IC2 (x, y), K3 (5, y) e di p (a, y j  + Kp:) (x, y); sicchè il sistemn fi 
conterrà certainente le autofunzioni di 

p (x,  y) = - IF;' (x, y) - K, i' (x, y) - K(;' (x, y) , 

e consepenteniente conteri.à pure le autofunzioni di 
. . 

q (X, y) = - Ir'(:) (x, y) - p Ii, (x, y). 

Adunque se l'equnzione (38) a~wtaette me s is tema d i  s o l u z i o ~ ~ i  cicliche KI (x, y), 
K, (x, y), K3 (x, y), esisterà un s i s t e l ~ ~ a  !> (cck~zeno) d i  f u ~ z z i o n i  ortogo~cali  corn 
terzante le a u t o f u n a i o ~ z i  d i  p (x, y), q (x, y), Ir', (x, y), (x) y), Ka (z, y). 

84. Volendo aisolvere l'eyuazione integrale (38) valendosi del inetodo 
di LAGRANGE, indichianîo con î uns  radice cubica priniitiva dell'unità, e cer- 
chiairio di esprimere le futizioni : 

mediante gli elernenti analitici relativi alle funzioiii note p (x, y), 4 (x, 9). 
A ta1 uopo si osservi che le funzjoni Hl (x, y), Hz (cc, y) sono permutabili 

e clie, facendo uso delle (40)) (41) ed esegiiendo calcoli perfettamente ana- 
loghi a quelli noti dell'algebra, si ottiene: 

H~ H~ (x, y) = - 3 p  (x, g)  ; (41) 
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e per conseguenza : 

H(:)  H(:' (x, y) = - 27 p'" (x, y). (44') 

Si osservi ancora la serie 0 contiene, in virtù delle (49)) le auto- 
funzioni di Hl (x, y) e di H2 (%, 9); sicchè le Eunzioni H': (2, y), H[?' (a, g)  
costituiscono, in forza delle (43, (44)', un sistenia di soluzioni cicliche del- 
l'equazione di 2 . O  grado (risolve~zte d i  .Lagrange): 

2"' (x, y) + 27 Q 2 (x, Y) - 97 p(3) (a, y) = 0. (45) 

85. Cib posto, indicliiamo con 

le corrispondenti serie di autofunzioni, potendo alcune di yueste autofunziorii 
essere infinite. 

In virtù delle (42), le funzioni H, (x, y), H, (x, y) üvranno per autofun- 
zioni le funzioni della serie 0; siccliè, indicando con 

le corrispondenti serie di autovnlori e tenendo conto delle (4.5), (44) e delle 
(40), (42), risulterà: 
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I n  yueste forrilole i seçni +, 3 stanno ad indicüre clie se il primo ter- 
i~iine si fa precedere da1 seçno +, il secondo dorrà farsi precedere clal 

1 1  
seçno -, e viceversa; i segiîi z , stanno poi ad indicnrc che, se nel- 

E* E 

1 .  
l'espressione di il primo terinine si fa precedere da uno dei segni 1, c, 2,  il 

k't 
seeondo termine ciovrà farsi precedere rispettivamente da uno dei segni J ,  i2 ,  E, 

1 
il primo termine dell'espressione di , dovrà farsi precedere rispeltivamente 

k t 

da uno dei segni c, c2, 1, il secondo rispettivainente da uno dei se@ c2, 
1 

2, 1 ,  il primo termine dell'espressione di - dovril fami precedere rispetti- 
kW, 

vamente da uno dei segni E ~ ,  1,  E, il secondo rispettivainente da uno dei s e p i  
E, 1 ,  z2. 

Finalinente, da1 fatto che le funzioni K, (x, ZJ), K2 (x, y), K, (x, y) sono 
sommabili insieine ai loro yuadrati in tiitto il campo 

segue che la serie : 

formata con le espressioni (46), deve essere convergente. 
Conviene osserrare cile la serie (47) è indipendente diille diverse coin- 

binazioni dei segili + e -, 1, E ed s', che si possono fare iielle espres-. 
sioni (46). 
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96. Reciprocamente, s i  supponga che le fumioni  p ( x ,  y), q (z, y )  sialto 
permutabili e che, costruita u n a  serie n d i  funzioni ortogonali contenelzte tutte 
e sole le autofunzioni d i  p (x, y) ,  q (x, y ) ,  l a  serie (47), costruita con i corri- 
spondenti autovalori d i  p (x,  3) e d i  q (a, y) ,  s ia  convergente. Si pub costruire, 
ed i n  infiniti inodi, una terna di funzioni Kt (a, y,), K, (x, y) ,  IC3 (q y )  avente 
per a u t o f ~ i n z i o i ~ i  le funzioni o, (x) della serie fl e per corrispondenti autova- 
lori rispettivainente i valori k',, k",, kW,, dati dalle formole (46), accoppiate 
ne1 nioclo anzidetto; e si verifica facilinente che questa terna di funzioni ,  
cos1 otteiluta, costituisce a.ppunto uri sisteina di soluzioni cicliche dell'equa- 
zione (38). 

Adunque ,  riassumendo, si h a :  condizione necessaria e suficiente af lnchè 
l'equazione integrale d i  3." grado (38) abbia solhzioni cicliche, ad autofunzioni 
tutte reali e sowtrnccbili ne1 campo c z'nsieme a i  loro puadrati, è che le fun- 
zioni p (x,  y), q (a, g) siano perwzutabili e che, per una serie 0 d i  funzioni 
ortogonali, contenente tutte e sole le autofu?zzioni d i  p (x,  y )  e d i  q (x, y), l a  
corrispondente serie (47) s ia  convergente. Per ciascuna delle eventuali serie 0, 
per le quali p e s t e  condizioni sono soddisfatte, s i  hanno infiniti  sistemi d i  so- 
luaioni cicliche dell'equaaione (38), dovuti a tutte le possibili combinaziowi delle 
terne d i  valori d i  k',, k",, k t .  

(Dopo che questa Memoria era stata preseiitata, la Scienza elhe a sopportare la grave 
perdita dell'ilutore, Prof. Lauricella, inorto dopo brevissinia inalattia ne1 geunajo scorso. - 
La revisione delle bozze di stampa  LI gentilmente assuuta da1 sig. Prof. Lucio Silla, a Ronia). 
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