
PHYSIQUE MATHÉMATTQUE. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ÉLECTRODYNAMIQUE, CAPILLARITÉ, 

CHALEUR, ÉLECTRICITÉ, MAGNÉTISME, 

ÉLASTICITÉ. 

PAR M.  H. RESAL, 
Membre de l'Institut, 

Professeur l'ticole Polytechnique et à l'École nationale supdricure des Jiincs.  

PARIS, 
G AUTHIER-VILLARS, IMPHIMEUR-LIBRAIRE . 

B U R E A U  D E S  L O N G I T U D E S ,  D E  L ' E C O L E  P O L Y T E C H N I Q U E ,  

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER , 

Quai des Augustins, 55. 
- 

4884 
Tous droits réservés.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Il'idée de constituer en corps de doctrine la Physique mathéma- 
tique est due à Poisson, qui comptait publier un Traité complet sur ce 
sujet. Mais il n'a pu faire paraître que deux volumes de son Ouvrage, 
se rapportant respectivement à la capillarité ( 1  831) et à la théorie de 
la chaleur (1835). La mort est venue le surprendre en 1840, avant 
qu'il ait pu coordonner ses nombreux travaux sur les autres branches 
de la Science à laquelle il venait de donner un nom, et notamment sur 
le magnétisme. 

La Physique mathématique, telle qu'on l'entend actuellement, doit, 
il nous semble, être considérée comme ayant pour point de départ la 
théorie de la capillarité, que Laplace a substituée a la théorie très con- 
testable de Clairaut, laquelle est à peu près tombée dans l'oubli. 

Un peu plus tard ( I  807- I 822), Fourier est venu donner à la Pliy- 
sique mathématique un appoint considérable, en créant sa théorie ana- 
lytique de la chaleur, qui a eu d'ailleurs pour conséquence de faire 
faire un immense progrès à l'analyse des équations différentielles par- 
tielles. 

En 1824, Sadi Carnot jette les bases de la thermodynamique. 
De 18 I g à I 827, Fresnel crée la théorie actuelle de la lumière. 
De J 820 à I 827, Ampère crée l'électrodynamique. 
En. 1827, Navier donne les équations fondamentales de la théorie 

de l'élasticité, théorie qui a reçu depuis tant de développenlents de In 
part de Cauchy, Lamé et de BI. de Saint-Venant. 
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V 1 AVANT-PROPOS. 

Les géomètres francais ont, comine on le voit, joué un rôle capital 
dans la création de la Physique mathématique. 

Mais, depuis un certain nombre d'années, nos jeunes analystes, à .  
quelques exceptions près, ont tourné leurs vues dans une autre direc- 
tion, iandis.que les savants allemands (Clebsch, Riemann, CI.ausiiis,etc.) 
et anglais (G .  Green, W. Thoinsori, J. Thomson, etc.) s'emparaient 
de la Physique mathématique, à laquelle ils ajoutaient de nombreux 
et reniarqiiables Chapitres. 

C'est avec regret que j'ai constaté cet abandon, et c'est ce qui in'a 
décidé, en vue d'attirer l'attention de nos jeunes géomètres, à publier 
quelques Mémoires, sur le sujet doiit il s'agit, dans le Journal de 
Mathkmatiques pures et appliquées. Par la force des choses, j'ai été 
conduit relier entre-'eux ces ~lémoires,  en les com$8iant de ma- 
nière à en former un volume. 

J'ai cru devoir me dispenser de  reproduire la thern~oclynamiqiie, qui 
est entrée dans l'enseignement ordinaire, et la théorie de la lumiére, 
qui, par l'extension qu'elle a prise, est devenue un Chapitre à part de 
Physique mathématique. 
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1. ÉIéve de la première division de l'École Polytechnique en 1849, 
les lerons de Physique de Bravais avaient détermine en moi une vkri- 
table passion pour la théorie de l'Électrodynamique. C'est ainsi que 
j'ai- été conduit à chercher s'il ne serait pas possible d'apporter 
quelques simplifications dans les calculs assez longs et pénibles d'Am- 
père, l'illustre fondateur de cette théorie, développite plus tard par 
plusieurs savants, parmi lesquels Savary et Demonferrand figurent en 
première ligne. Mes recherches ont abouti dans certaines limites et 
font l'objet de cette Note; elles ont éti: adoptées en partie par Bravais 
dans son cours de 1850, puis publiées plus tard, ou pliitôt enterrées, 
par extrait, dans les Mèmoires de la Société d'émulalion du Doubs ( 1  8 3 4 ) .  
J'ose espérer que cette exhumation sera accueillie avec faveur par 
quelques-uns de nos lecteurs. J'ai apporté d'ailleurs, dans cette noii- 
velle rédaction, de notables perfectionnements. 

2. Premiers faits sur lesquels s'appuie l'hypothèse d'Ampère. - L'ex- 
périence nous apprend que : 

I" L'action d'un courant rectiligne peut, en toute circonstance, 
être substituee à celle d'un courant sinueux dont la forme en diffkre 
très peu et dont l'intensité est la même. 

2" L'attraction ou la répulsion mutuelle de deux courants agissant 
1 
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l ' u ~  sur l'autre se transforme, par un changement de sens dans l'lin 
d'eux, en répulsion ou en attraction. 

3" Deux coilrants rectilignes parallèles s'attirent ou se repoussent 
selon qu'ils sont de même sens ou de sens contraires. 

3. Conséquence. - 11 résulte du  premier de ces faits que, si l'on 
conside're u n  courant de forme quelconque comme étant composé d'e'k- 
ments rectilignes, on peut subslituer à chacun de ces éléments u n  ensemble 
de courants de même intensilé, et dont il est la somme géométrique. 

On voit, d'après ce principe, que l'on arrivera i déterminer l'action 
réciproque de deux courants de forme quelconque lorsque l'on con- 
naîtra la loi suivant laquelle s'exerce l'action mutuelle de deux élé- 
ments de courant. 

Pour arriver à la connaissance de cette loi élémentaire, nous admet- 
tmns que ïaction ci-dessus s'exerce suivant la droite qui joint les extré- 
mités des deux éléments par lesquelles les courants arrivent ( ' ) . 

Du second des faits ci-dessus énoncés on déduit qu'un élément de 
courant ab n'exerce aucune action sur u n  autre élément de courant a'b' 
situé dans u n  plan mené normalement à I'extrémilé a du premier, par 
laquelle arrive le courant. En effet, si, par exemple, il y avait une attrac- 
tion dirigée suivant aa', en faisant subir au plan aa'b', entraînant avec 
lui a'b', une demi-révolution autour de ab, l'action mutuelle resterait 
toujours une attraction, tandis que l'élément a' 6' prendrait, pa!. rapport 
à ab, une position inverse de celle qu'il avait d'abord : or, d'après l'ob- 
servation, l'attraction devrait se transformer en répulsion, ce qui est 
absurde. 

4. Action mutuelle de deux e'le'ments de courants. - Soient ( j g .  1) 

ab = ds, alb'= ds' deux éléments de  courants dont les iiitensités res- 
pectives sont i et i' ; 

r = aa' la droite qui joint les extrémitésde ces éléments par lesquelles 
arrivent les courants ; . 

(') Ampère admettait que cette droite joignait les milieu.; des deux éléments 
en présence. La différence entre les deux conventions repose sur une subtilité a 
laquelle il n'y a pas lieu de s'arrêter. 
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a ,  a' les angles formés par ab, a'b' avec an' et a'a; 
8 l'angle dièdre déterminé par les deux plans baa', b'a'a. 

Nous pouvons substituer à l'élément ds ses deux coinposaiites 
ds cosa, dirigée suivant aur, et ds sin a ,  dirigée normalement à cette 
direction. Nous pouvons de mème sul~stituer à ds' deux composantes, 
l'une, ds'cosa', dirigée suivant a r a ,  et l'autre, ds'sincc', perpenclicii- 
laire à la première. 

L'élément ds'sinu' se décolilpose en deux autres, l'un, ds' sina' cos$, 
parnlléle à ds siii a ,  et l'autre, ds'sin d sin O ,  perperidiculaire au plan a r a  b. 

D'après ce que nous avons vu a la fin du  no 3, ds'sinoc' sin O n'exerce 
aucune action sur  ds sin a, ds cosa, et par suite sur ds. 

L'action de l'élément ds'sinurcos8 sur ds se réduit à celle qu'il 

Fie. r .  

ds'sln a' case 6 dsf  sin a' d s  sln a 

,a' 1 
---------- . . - - - -------  

a' ds'sln a' sin0 a' ds' con z' ds cos a 

exerce sur l'élément dssina, qui h i  est parallèle. Nous supposerons 
que cette action est proportionnelle au produit des deux éléments et 
des intensités des courants, et en raison inverse cl'une certaine puis- 
sance n de la distance r, de sorte que nous pourrons la représerit~r 

Par 

(4 
dscls' sina sin u' cos R ii' 

r 

Nous convie~idroiis de considérer cette mème action comme positive 
si c'est une attraction ou si ds' siii a' cos8 et ds sin or sont traversés dans 
le inêine sens par les couraii ts ; le signe du produit sin a sin cc' cos 9 fera 
d'ailleurs connaître s'il s'agit d'une attraction ou d'une répulsion. 

11 nous reste maintenant h tenir compte de l'action de  ds'cosu' sur 
ds cosa. Nous admettrons, cornine ci-dessus, que cette action est pro- 
portionnelle au produit de ces éléments par ii' et  varie en raison inverse 
de P; si nous désignons par rE le rapport, supposé constdnt, entre les 
actions de deux éléments en ligne droite de sens contraires et de deux 
éléments parallèles de même sens, toutes choses égales d'ailleurs, nous 
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4 ELECTRODYNAMIQUE. 

aurons, pour l'action dont il s'.agit, 

A-ii'ds ds' cos a C O S  ut 

1,'actioii totale de ds' sur ds ou la somme des expressions (a) et (b) 
sera ainsi représentée par 

n'ds ds' 
r (kcosa cosar+ sincc sincc'cos6). 

Iles hypothèses sur lesquelles repose cette fornîule ne peuvent 
recevoir leur justification que par la concordance entre les*résiiltats 

' auxquels elle conduit et ceux que l'on déduit de l'expérience dans 
tous les cas qui peuvent se présenter. 

5. Ddtermination de la constante n.  - Anipére a obtenu la  valeiir de 
cette constante en pariant de ce fait qu'un courant rectilignep'q', assez 
longpour qu'on puisse b considérer comme infini, exerce sur u n  courant 
rectilignePni pq qui lui est parallèle une action qui varie en raison inverse 
de la distance des deux courants, action qui est d'ailleurs attractive oii 
répulsive selon que les courants sont ou non de même sens. 

Admettons (jg. 2)  que pq'se réduise i u n  élément ab = ds. Soient 

Pig. 2. 

I = O a  la distance de a à p'q'; a'br= dsr un élément de p'q'. Nous 
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ÉLECTRODYNAMIQUE.  

avons 8 = O, et en ce qui concerne ab et a'b', 

/'. A , L 
baa1=cr, b 1 a ' a = a ' = ~ 8 o 0 - a ,  r=raa=7-7  

sin rx 

.! dx 
SI= Oa1= lcota ,  ds'= - -. 

sin2 a 

L'attraction, si l'on adinet que les deux courants soient de même 
sens, de p'q' sur ab sera évidemment dirigée suivant aO, et la for- 
mule ( c )  dorine, pour la composante suivant cette dernière direction 
de  l'attraction produite par a'b', 

-- " ds sinn-2 a (-  k cosZ n + 'sin' a) ,  
In-1 

d'où, pour l'action totale exercée par p'q' sur ab,  

Ce résultat, comparé à celui de  l'expérience, conduit A poser n = a ,  
et la formule (c) devient ainsi 

(4 
ii' ds ds' -(kcosacosa'+ ,.2 sina cosa'cos6). 

6. Ddermination de la constante K. - On déduit cle l'expérience que 
l'action d'un courant ferme sur un courant en arc de cercle est normale 
a cet arc en son milieu, et, comme conséquence, que l'action d'un cou- 
rant fermé sur un klément de courant est normale à cei dément. 

Soient (&. 3) 

a'&= ds' un élbinent du courant fernlC ; 
ab  = ds l'élément sur lequel agit ce courant ; 
b', la projection de b' siir a'a. 
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Conservons d'ailleurs les notations qui précèdent. 
En vertu de la formule (e) ,  la composante de l'action exercée 

par a'b' sur l'élément ab, estimée suivant cet élément, a pour expres- 

ii' ds ds' 
I'? 

(k cosu cosa' + sina sina' cos0) cosa. 

et l'expression ci-dessus devient 

(f > ( 1 
ii'ds k c o s 2 a d 7  - sinacosa tangu'cos5 ri "1 

L'angle trièdre formé par les directions des droites au', ab', ab 
donne 

f i  n n A 
( 9 )  c o s G 1 =  cos baal cos 8. aa' + sin baaf sin b'aa' cos6. 

b'b' 
- 

dl. 
& a u r =  2 - - - tanga', r r 

et la formule (8)  se réduit A la suivante : 

dr 
dcosa = - - sina tanga1cos6. 

r 
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ÉLECTRODYNABIIQU E. 

En ayant égard à cette relation, l'expression (f) devient 

Si l'on intègre cette expression et le premier terme par parties, on 
trouve, pour un courant quelconque fermé ou non, 

ii'ds - cos'a: + - - k [ : ( ) S F ] + c o n s t ~ .  

Cette intégrale doit ètre nulle, en partant d'un point d'un courant 
fermi: pour revenir au même point, quelle que soit la forme du courant 
ou la relation qui doit exister entre r et cr. Or, le premier terme 
doiinant un résultat nid, il faut, pour que le second ternie s'annule, 
que l'on ait 

et alors l'expression ( c )  se réduit a la suivante: 

Remarque. - La valeur positive obtenue porir k sigiiitie que l'action 
mutuelle de deux éléments de courants en ligne droite est une attrac- 
tion ou une répiilsion, selon que les deux courants sont de sens con- 
traire ou de même sens. 

7 .  Nouvelle expression de l'action mutuelle de deux éléments de couranls 
- Considérons un courant quelconque non fermé, auquel la formule ( h) 

1 
est applicable. En faisant dans cette formule k = - 9  on obtient pour 

2 

la composante suivant ds de l'action exercée par le courant sur cet 
élément 

ii' cls --  
2 r cos" + C;. 

Si le courant se réduit à un élément ds', cette composante se réduit 
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elle-niéme a 
ii' cosZ z 
- dsd - a  

2 1 

Enfin l'action totale de ds' sur ds suivant la direction de r a pour 
expression 

ii' ds cos2ct -- d-a 
2 COSI r 

8. Action d'un courant fermé sur un élément de courant. .- Prenons 
pour origine des coordonnées (Jig. 4) l'extrémité a du courant élé- 

mentaire a b  = ds, par laquelle arrive le courant, et pour axe des z la 
direction de a b .  Nous rappellerons que l'action résultante exercée par, 
le courant fermé sur ab  est située dans le plan xay: 

1,a composante suivant ax de l'action exercée par un élément a'b'de 
ce courant sur ds est, d'aprés le numéro précédent, 

En intégrant par parties il vient, pour la projection sur ax, de la ré- 
sultante cherchée, 

ii' ds 
2 COS a 
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ÉLECTRODYNAMIQUE. 

ou simplement 

( 4 COS Z( 

puisque le courant est fermé. 
Soient g, I'aiigle formé par. aa'avec sa projection aa', sur le plan x a z ;  
0 + l'angle a ,  ax. Les angles trièdres rectangles déterminés par nz,  

a d ,  aa', et par au;, an', a x  donnent 

et l'expression (i) se réduit à la suivante, 

( 3  id ds A;., 

en posant 

Cette intégrale représente la somme des aires élémentaires du cône 
déterminé par le sommet a et par le conr:int fermé, projetées sur le 
plan z a x  et clivisées par r3. 

Si l'on porte à partir du point a, sur la perpendiculaire élevée en ce 
point à l'aire élémentaire an'b', une longueur proportionnelle cette 
aire divisée par le cube de la distance r, et si A' désigne la somme géo- 
métrique de toutes les longueurs semblables, A; ne sera autre chose 
que la projection de A' sur ay. 

En désignant par A; la projection de A' sur a x ,  on trouve, de la 
même manière que ci-dessus, pour la composante de l'action clierchée 
suivant ay, 

On voit, d'après ce qui précède, que le problème proposé se ramène 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



à déterminer A' en grandeur et en dicection, en choisissant convena- 
blement trois axes rectangulaires (qui différeront généralenient des 
précédents), de rnaniére A ramener les calculs à leur plus grande sim- 
plicité. 

9. Action sur u n  e'lément de courant d'un courant circzdaire dont le 
rayon est très petit par rapport à la distance'drc centre à I'élément consi- 
déré. 

Le problème dont il s'agit se réduit, ainsi que nous venons de  le 
dire, à déterminer les projections de A' sur trois axes rectangulaires 
passant par l'extrémité a de l'élément ds. 

Nous prendrons le plan mur parallèle a celai di1 courant circulutre, 
et nous ferons passer le plan yax par le centre c de la circonférence. Il 
est évident que l'on a 

A; = o. 
Soient 

cl, m' les projections sur le plan x a z  de c et d'un point quelconque 
rn de la circonférence ; 

Pig. 5. 

c", mu les projections de c et m sur le plan y a z  ; 
n l'intersection de cc" avec la circonférence, et n' sa projection sur ax; 
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"f 

(3 ]';mgle ncm = nrcrm ; 
h la hauteur cc' ; 
p' le rayon de la circonférence; 
E la distance ac' ; 

u = \lP+ hh" In distance ac. 

Nous admettrons que le courant circiilaire aille de la droite vers la 
gauche, sens qui sera aussi pour riolis celui des aires en projection sur 
les plans coordonnés, comme au numéro précédent. 

Noiis avons 

7 ' 
aireanfrn' = aire am1c'- airenrm'c'= f (Z sin w - p' w ), 

2 

. . rn" C" sin w 
aiream"cl'= h - = ïip' -, 

2 2 

P P Nous al1ons en outre, en négligeant les puissances de i; II sup& 

rieures à la première, 

En faisant les substitutions (k )  et (Z) dans les formules ( j ) ,  puis inté- 
gran t entre les limites o = O et w = 2 n, en remarquani que Z2 = u' - h2,  
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1 2  ÉLECTRODYNAMIQUE. 

Soient A: la projection de A' sur une droite quelconque ao; y, 8 les 
angles que forme cette droite avec a x  et ay. Nous avons 

ou, en désignant par p la distance du centre c au plan mené en a 
normalement à av, 

formule dans laquelle il ne faut pas perdre de vue que 8 est l'angle que 
forme av avec l'axe du  courant circulaire. 

10. Aclion d'un solknozde sur un éliment de courant. - Nous rap- 
pellerons qu'uii solénoïde peut être considéré comme étant un système 
de courants circulaires identiques d'un très petit rayon, très peu 
espacés, normaux A une courbe directrice, qu.elle qu'elle soit d'aille~irs, 
et qui est le lieu de leurs centres 

Soient (fg. 6). 

x, y, z les coordonnées d'un point u de la courbe direcirice rapportée 

Y 

à trois axes retangulaires ayant a pour origine, l'axe nz étant, comme 
au ri0 8, dirigé suivant ci b ; 

d~ l'arc élémentaire de cette courbe ; 
UT la perpendiculaire abaissée de l'origine a sur la tangente MT en M. 
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Considérons le courant circulaire dont le centre est hl. 
Si nous faiso~is coïncider l'axe ao du numéro précédent avec ay, 

nous aurons 

et par suite 

OU encore 

on a de même 

D'après le no 8, nous aurons ainsi, pour les composantes suivant ax  
et ay de l'action du courant circulaire considéré, 

"pl" ii'ds - d ,, 
2 du u 

xpi2 z ii'ds - d 
2du u 

Soient 

g' la distance constante de deux courarits circulaires consécutifs ; 
P', P', les extrémités de la courbe directrice ou les pôles du solénoïde; 
XI, y', U' et x', , y', , u', les valeurs de x, y, u qui se rapportent respecti- 

vement à ces deux points. Nous mesurerons a à partir de P'. 

Le nombre des courants circulaires dont les centres sont situés sur a 

est 2 et sur d~ 
g 

( ' )  Cette maniére de procéder laisse sans doute ii désirer lorsque g' n'est pas 
infiniment petit; mais, lorsc~u'il n'en est pas ainsi, on fei a tomber toutes les ob- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Posons 

l 

constante qui ne dépend que de la nature du  solénoïde. 
En multipliant pw la valeur (p) les expressions ( n )  et ( n t ) ,  nous ob- 

tiendrons, pour les composantes de l'action exercée sur ds par les cou- 
rants circulaires correspondant à d ~ ,  

Y - i d  suivant a x ,  
uJ 

x ( i d  suivant ay.  

En inthgrant ces expressions entre les limites qui se rapportent aux 
points P', et P', nous aurons, pour les composantes suivant a x  et ay  
de l'action ,cherchée, 

Y' ' i d x T P ! i  (L 1 d 3  - >) ds, 
1 

1 x;. x' d~ = P l i  (;;; , - ZP -) ds. . 

On voit ainsi que cette action ne dépend que des positions relatives 
des pôles par rapport à ds, et non de la forme de la courbe directrice. 
On peut méme considérer chacun des pôles comme exercant sur ds une 
action spéciale, soit par exemple, pour le pôle P', 

jections en considérant d u ,  non comme une différentielle, mais comme une longueur 
assez petite pour que l'on puisse en négliger les puissances supérieures à la pre- 
mière, e t  assez grande cependant pour comprendre un certain nombre d e  cou- 
rants qirculaires. 

Comment, d'ailleurs, pourrait-on comprendre qu'un parallélépipède élémen- 
taire pîit renfermer une certaine quantité de matiére nécessairement discon- 
tinue, si l'on admettait que ses dimensions fussent nulles, au lieu de  les consi- 
dérer comme très petites, quoique supérieures aux intervalles intermoléculaires. 
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ce qui signifie que chaque pôle exerce sur l'élément de courant une 
action normale au plan mene' par l'élément et le pôle. 

Si nous faisons passer le plan zOy par a b  et P', l'action exercée par 
le pôle considéré, que nous représenterons par dR', se réduira à dY',  et 
nous aurons 

d ~ ' =  ,di$ ds. 

Si -0 désigne l'angle formé par ab avec u', on a 

et, en supprimant l'accent de u devenu inutile, la formule précédente 
devient 

. sin? dR'= p'z - ds, 
~1~ 

d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer. 

I I .  Action d'un courant ferme sur l 'un des pdks d'un solénoïde. 

Soient (&. 7 )  

P' le pôle considéré ; 
ab = ds un élément du courant fermé ; 
b' la projection de b sur a P' ; 
d6 l'angle a b'P'. 

L'action dR exercée par ab sur P', égale et contraire à dR', est per- 
pendiculaire au plan abPf et a pour expression 

. ab sin baP1 d R  = FI" 
bb' = p.' L , >  . - 

a P" a PI 

ou, comme bb' = aP'. d6. 
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En transportant cette force parallèlement i elle-même en P', il en ré- 
sultera un coiiple dont l'axe du moment ,u1id0 ne sera autre chose que 
l ' é lhent  st, limité par aP1, bP', de l'intersection de la sphère dont le 
centre est Pt et le. rayon u'i avec la surface du cône déterrniqé par Ic  

courant fermé et par le sommet Pl. Or, tous les axes tels que sl des 
couples élémentaires déterminant une courbe fermée, l'axe du couple 
résultant est nul. Donc : 

L'action d'un courant fermé sur l'un des pôles d'un solénoïde se réduit 
a une force passar~t par ce pôle. 

L'action du courant n'est donc autre chose que la résultante des 
forces dR appliquées en ce point. 

L'expression ( 1  oJ) peut se mettre sous la forme suivante, en clésignaiit 
Dar da l'aire abc. 

?ire abc - , . da dR = 2u.'i+-2pt , - ,. 
n P' a P' 

Soient P'x, F'y, Pz' trois axes rectangulaires menés par le point pl; 
da,, day, da, les projections de l'aire da sur les plai-is zP1y, xP1z, yP'x. 
La composante de dR suivant P'x sera 

d'ou, pour la composante semblable de l'action exercée par le courant, 
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ELECTRODYN AMIQUE. ' 7 
Portons sur la normale au plan bP'a, à partir de P', une longueur 

da 
égale à ---;, et soient A la somme géométrique de toutes les droites 

a P' 
ainsi obtenues; A,, A,, A, les projections de cette résultante sur P'x, 
P'y, P'z ; nous aurons évidemment 

42. Action d'un solénoïde szw l'un des pales d'un autre soldnoïde. - 
Soient 

PP, le premier solénoïde ; 
p le rayon des courants circulaires qui le constituent ; 
g l'équidistance de ces courants ; 
P' le pôle, du second solénoïcle P'P', , que nous avons iî coiisiclc'rer. 

Soient, de plus, G l'arc de la courbe directrice de YP, mesur& i 
partir du point P jusqu'à un point ICI quelconque dont les coordonnées 
sont x, y, z .  

Il  est clair, d'après la signification même de A, que A, sera donné 
par la formiile (m') clu no 10, en y remplaqant p' par p et supposant 
r i  = PfM. Nous avons donc 

Portons cettevaleur dans la première des formules ( I  r ), iniiltiplions-la 
da ensuite par le nombre des courants - compris dans d~ pour avoir la 
g 

composante relative a cet élément, et posons 

i.rrpe. p z -  
2g ' 

nous obtiendrons 
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Soient 

$ 0 9  Yo, z0 les coordonnées de P ; 
X,, y,, z ,  celles de P, ; 
U o  = PPI, u,  = P, Pl; 
X, YI, 5 les composantes de l'actioti totale exercée par PP, sur Pt, 

estilnées suivant P'x, P1y, P'z. 

Noiis aurons, en intégrant l'équation ( 1  2). 

11 résulte de la que P, Pi exercent sur P' deux actions distinctes 

-r', w,  variant en raison inverse du  carré de la distance, dirigées 
u: u( 

respectivement suivant PP', P, P', et que si la première, par exemple, 
est une attraction, l'autre sera une répulsion. Mais, P'exerpnt par suite 
une attraction sur P, Pl exercera sur ce pôle une répulsion et iine 
attraction sur P i .  

II y a donc, en résumé, quatre forces en jeu sur lesquelles il nous 
paraît inutile d'insister; qu'il nous suffise de rappeler que, en défini- 
tive, deux solénoïdes placés à une distance suffisamment grande l'un 
de l'autre par rapport à leurs diamètres se comportent entre eux 
comme deux aimants. 

Tel est l'exposé succinct de la partie essentielle de la théorie d'Am- 
père. Nous avons omis à dessein les questions relatives aux actions 
mutuelles et au mouvement de deux courants rectilignes situés ou non 
dans un même plan, paralléles ou non, d'un courant circulaire sur son 
diamètre, etc., questions dont les solutions sont trop simples pour que 
nous ayons cru devoir nous en occuper. 
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4 .  On s'occupe peu actuellemeiit de la théorie mathématique dc la 
capillarité, fondée réellement par Laplace et développée par Poissoii, 
dont l'ouvrage, publié en I 83 1 ,  est un véritable monunieiit. 

La lecture de la nouvelle théorie de l'action capillaire de Poissoii est 
pénible; on ne retrouve pas dans ce travail la régularité didactique et 
la coordination remarquable qui caractérisent les autres publicatioiis 
de l'illustre géomètre ('). Il établit d'ailleurs l'équation de la surface 
capillaire et la constance de l'angle que forme cette surface avec une 
paroi d'une nature donnée d'une manière telle, que l'étude de sa 
solution de ce double problème exige un travail considérable. Enfin, 
lorsqu'il traite les questions soulevées par les physiciens de son époque, 
parmi lesquels Gay-Lussac joue le premier rôle, il emploie constani- 
ment les mèmes variables, au lieu d'approprier le choix des variables i 
la nature de chaque problème, en vue d'arriver plus rapideinent et 
plus nettement à la solution. 

Depuis I 83 i , le domaine physique de la capillarité s'est coiisidéra- 
blement agrandi. Les travaux de M. Plateau sur la forme naturelle des 

(') Ce qui tendrait à faire supposer que l'ouvrage dont il s'agit est la réunion 
de Mémoires successifs sans que l'auteur ait eu d'avance un plan bien arrêt6 
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liquides et des bulles creuses de liquides visqueux, les expériences de 
M. Boutigny sur les globules liquides formés sur des plaques portées à 
une température telle que le contact n'ait pas lieu, etc., font époque 
dans l'histoire de la Physique. 

11 m'a semblé qu'il ne serait pas sans intérêt de mettre la théorie des 
phénomènes capillaires au courant des progrès réalisés, en la rendant, 
par sa simplicité, très accessible aux jeunes géomètres, et c'est à ce 
point de vue que je vais me placer. 

1. - Formules fondamentales. 

2. Forme de la surface capillaire. -.Soient (Jig. r )  

AmB une section normale faite en un point m, dont la masse est repré- 
sentée par la même lettre, de la surface de séparation de deux 
fluides (L i )  et (L), la concavité étant tournée vers ( L , ) ;  

ah la trace du  plan tangent en m ; 
II,, n les poids spécifiques des deux fluides. 

Rous ne considérerons que le cas ou  les forces extérieures agissant 

sur chaque point m de (L) et (L i )  dérivent d'un potentiel mg, 4 étant 
une fonction des coordonnées de  ce point. 

Le point m est en équilibre sous l'action des forces extérieures et des 
actions qu'il reqoit des molécules de ( L i )  et (L).  

On peut consiclérer la résultante des actions moléculaires de ( L i )  
sur m comme étant due à celle Q, de ce fluide, dans l'hypothèse où ab 
serait la surface de séparation, et à la résultante prise en sens con- 
traire - Q', des actions provenant des molécules du ménisque. 

Si nous désignons pour (L)  par Q et Q' les équivalents de Q, et Q', , 
l'action exercée par ce fluide sur m sera de même la résultante de Q 
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CAPII~LARITE.  2 3 

et Q'; de sorte que les forces Q, Q', Q,, - Q', et les forces extérieures 
doivent se faire équilibre sur le point m. 

Nous supposerons, avec Laplace, Gauss et  Lamé, que (L),  (Li ) sont 
homogenes dans toute leur masse, tandis que, par des considérations 
très contestables, Poisson est conduit à admettre que la densité des 
deux fluides subit une altération dans le voisinage de la surface (le 
séparation. Les forces Q et Q, seront ainsi considérées comme nor- 
males a AmB. 

11 fant donc, pour l'équilibre, que la résultante de Q', - Q', 
et de la force extérieure agissant sur m soit aussi normale a la surfacr, 
ou que le travail élémentaire de ces trois forces soit nul pour un dépla- 
cement de rn sur cette surface ou encore que la somme de m5 et du po- 
tentiel des actions du ménisquede (L) sur m et de  celles du ménisqur 
de ( L , )  prises en sens contraire soit constante pour tout point de la 
surfa ce. 

Le potentiel de l'action de la molécule m' du ménisque de (1,) siir m 
est de la forme mm'f ( r ) ,  f (r) étant une certaine fonction de la distance 
r de ces deux molécules. 

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité par deux 
plans normaux en m faisant entre eux un angle infiniment petit di9 et 
par deux cylindres concentriques ; soient c, d les intersections avec ab  
et c', d' les intersections avec AB des génératrices de ces cjlindres com- 
prises dans le plan de la figure et situées d'un même côté de m. Si 
l'on remarque qiie le rayon y de la sphère d'activité est extrêmement - 
petit, on peut supposer r = mc,  et par suite Cd = dr; le potentiel dû à 
l'action de la masse déterminée par l'élément de voliime est, par suite, 

r n z  ~ ( r )  cc ' rd~  dr, 

et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux plans nor- 
maux, 

Mais comme, en appelant t le rayon de courbure de l'une des sections 
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normales, on a 

l'expression ci-dessus devient 

en posant 

k étaut une constante spécifique. 
Soient R, R' les rayons de courbure principaux en rn de la surface ; 

l'angle 8 étant censé mesuré à partir de la trace sur le plan tangent du 
plan normal correspondant au premier de ces rayons, on a 

et le potentiel pour tout le ménisque est 

1,e potentiel di1 ménisque de (L,) pourra se représenter de la nibiiie 
inanière nar 

Si donc on appelle m C  une constante, nom aurons 

en posant 
II -(k - k,) = K. 
g 

L'équation ci-dessus est celle de la surface Am B ou de ce que l'on 
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CAPILLARITÉ.  

:ippelle la s u f i c e  capillaire. En la mettant sous la fornie 

on reconnaît sans peine que l'influence du ménisque se traduit par iiiie 
tliiiiinution de pression positive ou négative au point m de la siirface, 
représentée par 

En attribuant des signes à R et R' en raison di1 sens de la courbure 
de l'une et de I'autre des sections normales, l'bqiiation de la surface 
peut se mettre sous la fornie suivante, 

p étant une constante positive ciépendaiit tle la nature de (L) et (L ,  , 
que l'expérience seule peut faire coniiaitre, et C une constante arbi- 
traire dont on déterminera la valeur dans chaque problème par les con- 
ditions aux limites. 

Dans le cas où la force extérieure est la pesanteur, l'équation ( r )  
1 

(levient, en posant 2 = a,, 
:* 

y &tant la distance du point m i iin plan horizontal tkterininé, et À I I I W  

constante reinplaâant C. 

3. Influence d'une paroi sur la sugace de contact. - Prenons pour 
plan de la figure le plan noririal au point m de l'intersection de I;i 
paroi et de la siirface. 

Soient 

mn, au, (&. 2 )  les tangentes en m a u x  deux sections faites respecti- 
vement dans ces deux surfaces par le plan de 1;) figure ; 

i l'incliiiaison de mn sur ma dans (L)  ; 
rnx la riorrnale à la paroi, dont la substance est censée homogéiie. 

4 
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Si la paroi était un plan indéfini, son action m. N sur m serait dirigée 
suivant Ox, et N serait une constante. 

Quelle que soit la forme de la paroi, on petit également considérer N 

coiiiiiie constant, car il est clair que les actions sur m exercées par les 
iriolécules du ménisque de la paroi ne peuvent donner, suivant Oz ,  
que des composantes de l'ortlre.de quantités que l'on peut nbgliger. 

Nous négligerons également l'influence des ménisques de (L) et (L,), 
qui est relativement faible, dans la détermination de la composante 
suivant m x  de l'action qu'exercent les deux fluides sur m. 

Soient mm'f (r) l'action exercée par 'une molécule rn' de (L) sur m, 
r étant la distance des deux molécules. 

Concevons dans (L) un cône ayant m pour sommet, d'une ouverture 
infiniment petite do, dont les génératrices fassent à un infiniment petit 

II 
prèsl'angle a avec mn. La masse élémentaire - ra do dr de ce cône donne 

fi 
suivant m x  la composante 

n 
na, rZ drù drf(r) cosa, 
0 

et l'on a pour tout le cône 

q étant une constante dépendant de la nature de  (L). 
Il vient, par suite, pour la composante normale totale due a l'action 

de ce fluide, 
mqjcosa  do, 

l'intégrale se rapportant au fuseau sphérique de centre rn d'iin rayon 
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égal a l'unité, limité par les plans mn, m a ;  mais cette intégrale n'est 
autre chose que la projection du fuseau sur un plan perpendiculaire à 

7C ?i 
mx, c'est-à-dire - - - cosi. L'expression ci-dessus devient donc 

2 a 

7C 
mq- (1 - cosi). 

Eri appelant q ,  l'équivalent de y pour (I,,), ce fluide donne (le inhie 
la composante normale 

m g T ( ~  + cosz). 
f 2 

On a donc, en faisant abstraction des forces extérieures, doiit I'iii- 
fluence est relativement très faible, 

d'où 

et l'angle i est ainsi constant. 

4. Rappel des résultats de l'expérience. - Dans tout ce qiii siiit, i ~ o i i s  

prendrons le millimètre pour unité linéaire. 
D'après l'expérience, on a 

a. z d .  
s m m  

Pour l'eau.. .............................. 2,826 15,58(j1 
Pour une dissolution saturée de sel marin. . . .  2,569 13,20 
Pour l'acide azotique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2,366 1 1 , 2 0  

Pour l'acide chlorhydrique. . .  ., . . . . . . . . . . . .  2,291 10,5o 
Pour le mercure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I , 8  I I 6,528 
Pour l'alcool.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I ,732 6 , o o  
Pour l'huile de lavande. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1,693 5 ,(;O 

Si nous désignons par cr l'angle aigu de raccordement qiie foriiw i i i i  

liquide avec une paroi, on a 
z. 

U I 

Pour le verre ordinaire et le mercure (surface conlele) .  ..... 43.30 
. . . . .  Pour le verre privé d'air et le  mercure I) 55.00 

Pour l'acier e t  l'alcool n . . . . .  90.oo 
Pour le verre et l'eau (surface concave). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o.ou 
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Nous diimns qu'un liquide mouille ou ne mouille pas une paroi, 
selon que sa surface sera concave ou convexe dans la région du contact 
avec la paroi. 

5 II. - Phénomènes capillaires relatifs aux liquides pesants. 

3. Forme que prend la surface d'un liquide au contact d'une lame ver- 
ticale. - Nous supposerons que la lame est suffisamirient longue, dans 
le sens horizontal, pour que ses extrémités n'influent pas d'une ma- 
nière sensible sur la forme de la partie moyenne de la surface que l'on 
peut dès lors regarder comme cylindrique. 

Le tout se réduil donc A considerer une section faite dans la surface 
par un plan perpendiculaire A l'intersection de la lame avec le niveau 
statique du liquide. 

Dans re qui suit, nous supposerons que la surface est convexe ; les 

Fig. 3 .  
T 

formules ob~enues s'appliqueront à la concavité en changeant le sens 
positif de l'axe des y. 

Soient (Jig. 3) 

O x  et 0-y l'horizontale et la verticale (lu point d'iiitersection O de la 
lame et clil niveau ; 

x, y les coordonnées d'un point quelconque rn de la courbe ; 
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cp l'an& que forme la tangente en ce point avec O s ;  
n l'intersection de la courbe avec O y ;  
s l'arc am ; 
o. l'angle de raccordement en a. 

On a évidemment 

011 doit supposer, dans la forinule (z), R' = cc et, en raison de l'iri- 
terprétation donnée à la courbure à la surface, 1. = O ,  d'où successi- 
vement 

d? en remarquant que .- est nul avec y, c'est-à-dire pour y = r 80°. 011 ds 
tire de là 

a d l  A = -  - 4  

COS - 
a 

et, comme y est nu\ pour g, = I SoO, il vient 

( a )  y = aucos$ 

Nous avons maintenant 
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Mais on doit avoir x = O pour y = cr, et par suite 

Comme x est infini pour ip = I 80°, on voit qu'au poiiit de vue géo- 
triétrique la courbe est asymptotique au niveau ; cette courbe est d'iiil- 
leurs complétement définie par les équations (a) et ( b ) .  

Si nous désignons par y, l'abaissement du liquide au contact de la 
laine, nous avons 

soit y. = P m ,  22 pour le mercure et mie lame de verre. 
L'élévation de l'eau au contact d'une lame de verre est 

6. Forme de la surface d'un liguide entre deux lames verticales yaral- 
Ides, dont l'une est moiiifle'e et l 'nz~lre non mouillée par le liquide. 

Soient ( j g .  4 )  

.zxr le profil du niveau y 
a(laf celui de la surface du liquide entre les deux lames, la partie O a  de  

ce profil correspondant h In direction de Ox se trouvant au-dessus 
cl 11 niveau ; 

ojf, O/ les portions de la verticale du  point O situées respectivement 
au-dessus et au-dessous du niveau. 

Nous rapporterons respectivement les courbes Ou, Oa' ailx axes Oy, 
(lx et ()Yt,' Oxf,  en conservant les notations du nuinéro précédent. 

PITOUS avons, pour Oa,  
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1 dy" - cos y -- -- 
2 c l~?  ' a2 + const. 

Si nous désignons par y, la valeur de y correspondant au point O, 

Fie. 5. 

eoiiirne, d'après la formule (a), on a 2 = O pour y = O ,  ln forniiile b 
se rédiiit à 

cosr fdy  

cos yo- cosy 

dy - ~ ? y e o s i p .  - cospci? 
$/cos - COS y 
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3 a CAPILLARITE. 

Soit x, la distance du  point O à la lame considérée ; nous aurons 

En accentuant les lettres a, x, et a pour l'autre lame, nous ;iuroiis 
d e  même 

Enfin, si nous désigrions par 2 e  la distance x, + x', des deux laines, 
l'angle 4?, sera dt'.terminé .par 1't;quation 

quidépend généralement de s fonctions elliptiques, et  dont la solutioii 
ne peut se trouver que dans chaque cas particulier. 

Supposons que les deux liquides soient l'eau et le niercure et que 
les deux lames soient en verre; nous aurons M = O et, i 30' prés, 

T i  
g' = -, d'où 

2 

2,286 7~ 7i Y , (2 logtanm- + 4 cos- - a logtango - 4 
\/ 2 4 2 2 2 

Gquation dont il nous paraîtrait superflu de faire des applications nu- 
mériques. 
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CAPILLARITE. 33 

7 .  Forme d'un liquide entre deux lames parallèles de mérne nature. - 
Prenons pour origine des coordonnées le point maximum O du profil 
de la surface, et soient O x  la tangente en ce point et Oy la verticale 

Fie. 5. 

du même point. Conservons d'ailleurs les notations précédentes. L'é- 
quation (2) nous donne 

X désignant ici la hauteur du point O en contre-bas du niveau. 
On déduit de 19 

C étant une constante au moyen de laquelle X s'exprimera, en remar- 
quant que les formules ( a ) ,  (b)  doivent donner la même valeur pour 

3, en y supposant y = o et y = O, d'où 
ds 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 CAPILLARITÉ. 

De l'équation ( b )  on déduit successivement 

l a siny dy dy= - fi qc=ëGy 

a cosy dy I d$= -  fi \ / c - c o s ~ ~  

et x s'exprime au moyen de fonctions elliptiques. Si a e désigne la lar- 
geur des lames, on a, pour déterminer C et par suite A, l'équation 

* 

que l'on ne pourra résoudre que par tâtonnements. 
Mais, lorsque les lames sont très rapprochées l'une de l'autre, on 

peut éluder l'emploi des fonctions elliptiques en opérant par approxi- 
mation, comme nous allons le faire voir. 

8. Deux  lames parallèles et verticales sont très rapprochées l'une de 
l'autre. - L'ordonnée y étant très petite par rapport à e ,  le profil de 
la surface est peu différent d'un arc de cercle, dont le centre Cest situé 
sur Oy, et dont nous déterminerons le rayon Y, par la double condition 
que l'arc de cercle passe par le point O et les points de raccor- 
dement. 

Soient 

Oy' le prolongement de Oy au delà de O ; 
Cx' l'horizontale du centre C; 
r = c ( ~  + u) le rayon vecteur mené de ce centre au point m ; 
9 l'angle formé par ce rayon avec C i .  
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Nous supposerons que u et ses dérivées sont assez petits pour que 
l'on puisse s'en tenir aux termes du premier ordre. 

Si 1 continue a désigner la hauteur du niveau au-dessus du sommet O, 
la hauteur au-dessus du point m est, à très peu de chose près, 

Att-u.cosB. 
Nous avons ainsi 

Si nous posons, pour abréger, 

nous aurons 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
Mais pour 0 = O nous devons avoir u = O par hypothèse, et de 

drc 
plus = O, pour exprimer que la tangente en O est horizontale. 

Les formules ( b )  se réduisent alors aux suivantes : 

L'angle +, formé par la tangente en m avec Cy', est donné par la 
formule 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36 CAPILLARITE. 

Si 8' est la valeur de 9 correspondant au raccordement pour lequel 
on a il, = n - tl, nous aurons 

ou, aux termes du second ordre près, 

du 'K 
E étant la valeur de pour e = ; - a. 

7C 
Désignons par ut la valeur de u pour 0 = - a ;  comme u est nul 

au point de raccordement, nous aurons 

p (sin tl - 1)+ ;(; -Ci) COS. 

Une première approximation donne 

cosa = -- 
i - sina 

et, en tenant compte des termes du premier ordre et remarquant que 

e e cosa 
y,=-, = -, 

sine cosa 

2 e  étant la distance des lames, 

COSU e2 I cosse cosa 
,-si,a + =[(+)(sin&- - 2 -)+a] I - sina 

L'équation (a) donne alors 

aux termes du second ordre près. 
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CAPILLARIT$. 37 

Pour l'eau et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet du mé- 
nisque au-dessus du niveau, 

Pour le mercure et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet 
du ménisque en contre-bas du niveau, 

aa X = O , ~ O I ~  +1,21e =- 222Q + ~ , s ~ e .  
e 

9. De la surface capillaire dans un tube circulaire d'un faible dia- 
mètre. - La forme du ménisque étant très sensiblement sphérique, 
nous rapporterons sa surface à celle d'une sphère tangente dont la po- 
sition du centre et la grandeur du r q o n  peuvent être, dans certaines 
limites, considérées comme indéterminées, et que nous fixerons en 
raison des circonstances qui se produiront. 

Considérons une section faite par un plan passant par l'axe, et con- 
servons les notations du numéro précédent; nous aurons toujours 

La surface étant de révolution, R' est la portion de la normale dé- 
terminée par I'axe Cf, et nous avons 

La hauteur du point rn en contre-bas du niveau étant 

À+c-GCOSO, 
nous aurons 
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3 8 

d'où 

8 u  du Ar + ta [(I-COSB) - 2aa) 
(a) d e a - t a n g 6 d e + 2 ~ +  a2 = o. 

Posant 

l'équation (a) devient 

Plus généralement, considérons l'équation 

F(8)  étant une fonction quelconque de 8 ,  en raison de ce qu'elle se 
présentera plusieurs fois dans ce qui suit, et proposons-nous d'en 
trouver l'intégrale générale. 

Posant 
u = U sine, 

l'équation ( 3 )  . se . transforme dans la suivante, 

d'où 
d u  -- 1 

do - sin20 cos 0 [~-[~(e)s inecosedb 1 > 

sin 0 
I - tang - 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
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CAPILLARITI?. 

On a enfin, pour l'intégrale cherchée, 

i I + tang - 
u=Bsinû+A -1-t-sin8log e 

( 4 )  1-tang - 
2 

do 7 
- sin 8 cos fi (8) sin 8 cos 0 dB. 

Revenons maintenant à l'équation (c)  ; comme elle est satisfaite par 
G' P u = - -, son intégrale s'obtiendra en ajoutant à cette valeur l'ex- 
2 a2 

pression ( 4 ) ,  en y supposant 

ce qui donne 

u=-- " P + B s i n 8 + A  
2 a2 

I - tang - 
a 

Il faut que A soit nul, car autrement u deviendrait infini pour 8 = go0 ; 
il nous reste donc 

d'où 

Or cette dernière valeur doit ètre nulle pour 8 = O, puisqu'au point 
correspondant la tangente est horizontale, ce qui exige que B soit nul. 
Nous avons donc finalement 
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40 CAPILLARITE. 

Soit 8, la valeur de 0 correspondant a u  point de raccordement par 
lequel il nous est permis de faire passer le cercle de comparaisoil ; 
nous aurons 

équations qui feront connaître 0' et p. Mais comme, dans la formule ( d ) ,  

/3 est multiplié par le facteur 5 supposé très petit, nous l'obtiendrons 
a 

avec une approximation suffisante en supposant 8'= - ac dans la 
2 

première des formules (f ), ce qui donne 

En appelant 2 e le diamètre du tube, on a 

e e 
y , = -  --, 

sin 8' - cos a 

et la formule ( b )  donne 

2 CLa A = -cosa + - e cosa ji[(z-a)cosor+sina 3 I - r I 
pour la distance du sominet du ménisque au niveau. 

10. Expression du volume d'un liquide compris entre sa surface libre 
et un plan horizontal déterminé, quelle que soit la forme de la section du 
tube. -- Nous supposerons que la surface libre (S) présente sa con- 
vexité vers le plan, et nous désignerons par A la section du tube et par 
P le périmètre du contour de la surface (S). 

En nous reportant au no 1, nous pourrons écrire 
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5 ékmt la hauteur du plan au-dessus du  niveau du  liquide extérieur au n 
tuhe. 

Concevons que l'on décompose la surface capillaire en éléments 
par des lignes de courbure infiniment voisines dans chacune des deux 
séries, et soient dcù un de ces éléments et x l'angle que forme sa. nor- 
male avec la verticale. Nous aurons pour le volume cherché, en ayant 
égard à la formule (a), 

Considérons maintenant une surface (SI) parallèle à (S) et qui en soit 
distante d'une quantité infiniment petite E .  Les normales aux sonimets 
de clw détermineront dans (S') un élément du' dont les côtés seront 

R-E R I - E  clans les rapports -, - R Fi' 
avec ceux de do 

On a donc 
dw' - (R - €)(RI- E )  - 
clw- RR' 

et la formule ( b )  peut s'écrire. ainsi : 

Or l'intégrale représente la différence des projections horizontales 
des aires de (S)  et  (SI), ou la projection de la zone déterminée dans (S) 
par les normales menées aux points du contour de (SI), qui  est égale à 
PE COSU. On a donc 

Si le tube est circulaire et si le plan sécant est le niveau extérieur du  
liqnide, on a 

C = o ,  P=27T'L, 

K et, en posant comme plus haut - = aa, on a 
JJ 
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En désignant par h la hauteur moyenne de (S) au-dessus du niveau, 
on aura 

d'où 

ce qui est conforme au résultat obtenu au numéro précédent, aux 
termes en e près. 

Dans le cas de deux lames parallèles on a 

d'où h, qui est moitié moindre que dans le cas d'un tube. 

11. Liquides superposés dans un tube circulaire capillaire. - Considé- 
rons un tube plongé dans un liquide (A,  ) dont la portion comprise dans 
ce tube soit surmontée d'un volume déterminé d'un autre liquide (A)  
de moindre densité. 

Nous supposerons que (A) mouille et que (ii,) ne mouille pas la 
paroi intérieure di1 tube. Le même raisonnement s'appliquera à toute 
autre hypothèse. 

Considéroib une section faite par un plan passant par l'axe du 
tube. 

Soient 

aOa, a ,  O, a ,  les profils des ménisques supérieur et -inférieur ; 
00, l'axe du tube ; 
II l'intersection, avec sa paroi intérieure, du plan de niveau extérieur ;' 
y, y, les distances de deux points rn, m, de a O a, a,  O, a, sitiiés sur la 

même verticale à la droite II; 
n l'intersection de mm, avec II ; 
C la pression censée constante exercée sur la section II. 

Nous admettrons pour ( A )  les notations qui précèdent, en les affec- 
tant de l'indice I pour (A,).  

Concevons un cylindre vertical d'une section infiniment petite dont 
mm, serait l'axe. 
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L'action dii ménisque a O a  s'ajoute à la réaction C en n pour faire 
équilibre au poids de ce cylindre, d'où la relation 

On a de même 

Le volume compris entre les surfaces a O a  et a, O,a,  est donné et 
peut être représenté par 

H étant la portion de la longueur du  tube qu'occuperait le liquide dans 
le tube sans les effets de la capillarité. D'après le numéro précédent, 
les volumes IaOaI,  1, a, O, a, 1, ont respectivement pour expressions 

en égalant leur somme à l'expression ( c ) ,  on trouve 

En portant cette valeiir dans la formiile (b),  on obtiendra une 
équation analogue a celle que nous avons intégrée par approximation 
au no 9. 

Si par approximation on prend R, = K', .= e coscc,, la formiile (b) 
donne, pour la valeur moyenne de la distance du ménisque inférieur au 
niveau, 

zIicosa1 + YI = 7 I I  
- 
n + ~  
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44 
OU encore 

La même méthode s'applique au cas où plusieurs liquides se super- 
poseraient dans un tube. 

12. Forme d'une trèspetite goulte d'un liquide reposant sur un plan 
horizontal qu'elle ne mouille pas. - Nous aurons dans ce cas 

1 étant une constante dont la valeur résultera de la solution du pro- 
blème. Si les dimensions de la goutte sont très petites, il en sera de 
même de y et en dehors de sa zone de contact avec le plan. 

En nous reportant ail no 9, on voit que la forme de la goutte est 
donnée par l'équation ( c ) ,  dans laquelle remplace l'inconnue 1. On 
en déduit de la même manière . 

Si V désigne l'angle que forme la tangente avec le rayon vecteur, 
on a 

du v = 90"- -. 
dB 

Soit O' la valeur de O correspondant au raccordement avec le plan; 
on a 

V = 6'- go0+ a, 
d'où 
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CAP1 LLARITE. 

t et, en négligeant le carré de -, 
as 

L2 
6'= 180'- a + -(n - a )  sina. 

23 a" 

Nous supposerons que l'on prenne pour z le rayon de la sphère é p i -  
valente à la goutte, et qui est par conséquent une donnée de la 
question. 

Nous devrons exprimer que l'excès de l'aire de la section méridienne 
sur celle d'un grand cercle est nulle, ou que 1'0~1 a 

.ivu JO - t ( 1  + u l )  sin O'cosbl t 
- -(z - 6') = O, 

a 2 

u' étant la valeur de u correspondant à 8 = 6'. 
On déduit de là 

- - (6' sine' + cos6') sin 6' COS O' = O, 6 1 
B.' équation d'où l'on déduira qui, comme on devait s'y attendre, n'est 
a 

pas une quantité très petite, puisque c'est devant son équivalent X que 
nous avons négligé des termes. 

13. Goutte très large. - L'équation de la section méridienne de la 
surface capillaire de révolution peut se mettre sous la forme 

g, étant l'angle que forme la tangente avec l'axe des x; cette équation 
ne parait pas pouvoir s'intégrer, et, dans ce qui suit, nous devrons nous 
contenter d'approximations. 

Nous placerons l'origine au sommet de la courbe, en prenant pour 
origine l'horizontale de ce point, 
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Si une étendue assez grande y reste suffisamment petite pour que 
l'on puisse négliger le carré de cet angle, ce qui permet de supposer 

d y  ds = dx, q = sin? = tangcf = , l'équation (a) prend alors la forme 

suivan te, 
d" Y ( ( . Y + l )  
dx2 x dx = 0, ar 

équation dont l'intégrale est 

+ A, f' ( e + w +  e-5co~w)10g(x  sin'o) do, 
O 

A, et A, étant deux constantes arbitraires. Mais A, est nul, car autre- 
ment y serait infini pour x = O, et, comme y est nul pour x = O, il 
vient 

d'où 

dy et l'on voit que - est nul pour x = O, ce qui devait être. 
dx 

Supposons que la goutte soit assez large pour qu'une valeur de y ,  
de y,  inférieure à 20°, corresponde a iine valeur Z relativement grande 
de x, et soit y, la valeur correspondante de y. Nous aurons 

( 1 )  Poisson (p. 213) pose une formule tout autre, sans faire connaître de 
quelle manière il y est arrivé; mais elle est inexacte, car elle ne satisfait pas à 
l'équation différentielle. 
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Mais, comme A est inconnue, la valeur de 1 ne peut pas être fixée 
apriori et est subordonnée à la solution d u  problème. 

L'équation (a)  donne alors, par approximation, 

Quoique sous une forme plus simple, elle ne parait pas pouvoir s'in- 
tégrer. Nous sommes ainsi réduit à de terminer des valeurs approchées 

1 
de rp et de x en fonction de y, en négligeant le carré de ï. 

v Si nous posons y = u + .- 7 et si nous identifions après la substitution 1 

dans (c) les termes indépendants et dépendants de i7 nous trouvons 

dv du -sinu + ocosu- = o. 
dY dy 

Si Cf est une constante arbitraire, la dernière de ces équations 
donne 

Cf 
(7 = - 

sin u 7  
et l'on a; par suite, 

Mais u déduit de (f) renfermera m e  constante arbitraire C, et 1'011 
sera libre d'établir entre C et C' telle relation que l'on jugera conve- 
nable, pourvu que y =y,, l'équation (g) donne 9 - y, .  Tl nous est donc 
permis de  supposer C' = O, et, en intégrant l'équation (f ), on trouve 

1 cosu = cosy =cosy, - - [(y + A)a - (y, +A)*], 
2 as 

d'où 

intégrales réductibles en fonctions elliptiques. 
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Soient h la hauteur de la goutte ou l'ordonnée du point de raccor- 
dement correspondant à cosy = - cos K .  Nous aurons 

1 
cosy, - - [ (h  + - (y, + a ) 2 ]  = - cos a, 

2 a2 

et l'équation ( A )  fera connaître la valeur x' de x d u  point de raccor- 
dement. 

On concoit que l'on puisse exprimer que le volume de la goutte est 
donné, ce qui établira entre X et 1 une relation qui, jointe à la seconde 
des forbules (2), permettra de déterminer ces constantes. Il  faudra 
s'assurer ultérieurement que Z est relativement grand, comme on l'a 
supposé. 

14. Liquides soustraits à l'action de la pesanteur. - Dans ce qui suit, 
nous considérerons avec M. Plateau une masse liquide en suspension 
dans un autre liquide de  même densité avec laquelle elle ne peut se 
mélanger. 

Si la masse considérée est en repos, elle affectera la forme sphé- 
rique. Mais si on lui imprime un mouvement de rotation, selon que la 
vitesse sera au-dessous ou au-dessus d'une certaine limite, elle de- 
viendra un sphéroïde aplati, ou elle se décomposera en sphéroïde et 
un anneau tournant autour de ce sphéroïde. 

Soient n la vitesse de rotation; x la distance d'un point quelconque 
n2 x2 

de la surface à l'axe, le potentiel de la force centrifuge sera -; si 
2 

l'on attribue a a la même signification que ci-dessus, et si l'on pose 
z a2 y b3 z - 
n2 

, l'équation de la surface sera 

h ktant une coiîstante. 
Elle peut se mettre sous la forme suivante : 
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CAP IL LA RIT^. 

ou, en niultipliant par x, 

On déduit de là ,  en appelant C une constante arbitraire, 

pour l'intégrale de l'équation proposée. 

25;. La surftrce d@re peu d'une sphère. - C'est ce qui a lieu qiiand 
la vitesse angulaire est suffisammerit faible, et alors l'équation cle la 
surface pourra se mettre sous la forme 

G u  czir t3 

d2 
- - tangu - + 2 1 4  + -(sin25 + 1) = O ,  

czo L" 

et a pour intégrale 

A ~3 
u = R s i n 6 - - + A  

2 6' 
i - tang- 

8 
I + tang - 

13 2 ts - - sin 8 log 
!,b3 

+ - sin26. 
B 4 0 3  

I - tang - 
2 

Pour que u ne soit pas infini pour 6 = go0, il faut qiie les termes 
0 

I + tang - 
2 

log t) disparaissent ou que l'on ait 
I - tang - 

2 
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482 H. RESAL. 

b3 1, a8 
et alors, en comprenant la constante de - - 

4 b3 
dansl'indéterminke - - zb" 

il vient 

Pour que la tangente au sommet soit perpendiculaire à l'axe de 
rotation, il faut que B soit nul ou que l'on ait B = O, et par suite 

Si nous prenons pour u. le rayon de la sphère équivalent au sphé- 
, n 

roïde, il faut que u2 dû soit nul, ce qui donne I 

En coordonnées rectangulaires, nous aurons pour !l'équation de la 
surface, 

x2+y2=2(1 - ~ u ) ~ = L ~ ( I  + 2 u )  

OU 

ou encore, aux termes près du  second ordre, 

ce qui est 1'équatioi-i d'un ellipsoïde en révolution aplati dont il est 
facile de trouver les axes. 
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16. La suflace dtfere d'un tore. - Nous supposerons qu'il est ainsi, 
sauf vérification ultérieure, lorsque la distance de la niasse à l'axe de 
rotation est très grande par rapport aux dimensions transversales (le 
l'anneau. 

Soient c le centre du cercle g6nérateur; L sa distance à l'axe, iioiis 
avons 

x = I + r s i n O ;  

en désignant par C une constante 

Par suite, 

du 
On doit avoir - = O polir $ = go0, d'oh 

do 

Par suite, 

13 et C restent indétermiriks, en raison mènie de l'origine qui n'a plis 

&té fixée. Si nous la placons au milieu du diamètre horizontal, u devra 
avoir la mèrne valeur pour O = go0 et O = - go0, d'ob 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



11 1. - Des liquides uniquenzent soun~is a leurs actions mutuelles. 

Si l'on introduit une niasse déterinitiée M d'un liquide A dans UH 

riiilieu formé d'un autre liquide B de même densité que le précédent, 
niais avec lequel il ne peut pas se mélanger, h se trouve dans les 
coiditions d'un liquide uniquement soumis i ses actions mutuelles, et  
c'est ainsi que M. Plateau a obtenu expérirrientalement, suivant les 
conditions qu'il itnposait à M, les différentes formes que peut affecter 
i i r i  solide de rkvolution dont la moyenne courbure est constante. Nous 
avons ainsi à nous poser iiri probléme résolu déjà depuis longtemps 
par bien des savants, mais en nous efforqant à en simplifier la soh-  
tion. 

47. gquntion générale des surfaces de révolution dont la moyenne 
courbure est cons(ante. - L'équation (1) du no 9 nous donnera l'équa- 

Fie. 6. 

Y l 

tion différentielle de  la surface de révolution que peut affecter une 
inasse liquide soustraite l'action des forces extérieures en y supposant 

L 
$ = O ,  et, eu représentant la constante - par 2 A ,  nous aurons 

tL 
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C A P I L L A R I T E .  

Soient (Jg. G )  

Oy l'axe de révolution; 
O x  la perpendiculaire en un point quelconque déterrninnnt avec O x  

une section méridienne que nous allons considérer ; 
l'angle qut? forme avec O x  la tangente en un point m dont les coor- 
données sont x e t y ;  

mI la normale en m limitée a O z ;  
s l'arc j e  la courbe mesurée i partir de Oy. 

Nous avons 

En intégrant et clésignant par B une constante arbitraire, on trouve 

Remarque. - Si la surface est fermée, on a Q = O polir x = O, par 
suite B = O et 

sin? = Ac. 

0 1 1  déduit de là, en désignant par C ilne constante, 

équation d'un cercle. D'où il suit que la sphère est la seule suyace de 
révolution à courbure moyenne constante qui soit fermke. 

Revenons maintenant à l'équation ( I ) ,  et désignons par x, et x,  les 
, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et, en siibstituant a, et x, aux constantes A e l  B, nous aurons 

1 cosy = -t- ------ 
x(.., - z2) 

G ? ) ( X ? -  xi), 

xL>-5 x 
1 2  tangq = lr. ___ 

,~(x;-x)(x~-Lr;)~ 

Si nous posons 
x2 = X: cos2+ + xf sin2 +, 

(J étant un angle auxiliaire, ce qui est permis puisque xi et x2 sont les 
~aleurs  extrènies des x, nous aurons 

d'ou 

Si nous plaqoiis l'origine des coordonnées (le manière que l'on ait  
y = O pour x = O ,  nous aurons 

Nous aurons ainsi deux systèmes de courbes selon que 2, sera de 
iiiéme signe que x, ou sera de signe contraire. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE 
SUR LE niOUVEMENT ET LA D~~FORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE QUI S'OLEVE 

DANS UNE MASSE LIQUIDE D'UNE DENSITE PLUS GRANDE. 

En I 733, Maupertuis a donné, dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences, la solution du  problème d u  mouvement d'une bulle d'air dans 
un liquide. On a reprochh à notre ancien Confrère d'avoir admis que la 
biille reste sphérique. 

Un géomètre belge, M. Pagani, a publié, en 1834, dans le Journal 
de Crelle, un Mémoire sur le mouvement d'une bulle (B) ,  )iquide ou 
gazeuse, en tenant compte de la résistance au mouvement opposée par 
le liquide ambiant (A). II est arrivé à des résultats qui séduisent au pre- 
mier abord et clans lesquels la cycloïde joue le principal rôle ; mais, en y 
regardant d'un peu près, on reconnaît que, en négligeant la résistance 
de ( A ) ,  la bulle serait un cylindre vertical indéfini, ce qui n'est pas pré- 
cisément conforme à l'observation. 

hlaupertuis était donc moins éloigné de la vérité que M. Pagani en 
admettant, a priori, comme un fait acquis, qu'une bulle affecte à très 
peu près la forme sphérique, fait qui n'a reçu que plus tard son expli- 
cation, en partant de la formule de Laplace relative à l'influence, sur la 
pression, de la courbure de la surface d'un liquide. Cette formule, 
néanmoins, n'est pas toujours suffisante pour conduire à Urie solution 
rationnelle de certains problèmes qui se rattachent à la théorie cle la 
capillarité ; on a alors recours, pour faire disparaitre l'indétermination, 
a des hypothèses plus ou moins plausibles, qui conduisent quelquefois 
à des résultats plus ou moins conformes à ceux de I'observatio~i. C'est, 

6.. 
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notamment, ce qui a lieu dans la question dont nous avons à nous oc- 
cuper, et qiii ne comporte qu'une seule équation à peu près exempte 
de reproche. 

La surface de (B) est évidemment de révolution autour d'une verti- 
cale O1 rencontrant en 1 le niveau H'H du liquide ambiant. 

Considérons une section méridienne et soient 

A' O A x  le plan de l'équateiir; 
a la distance O1 du centre- O de l'équateur à H'H ; 
II, p les poids spécifiques de ( A )  et ( B ) ;  
B, B' les pôles supérieur et' inférieur de la surface de (B)  ; 
m, m' deux points appartenant respectivement à A'BA, A'B'A et cor- 

- respondant â la même abscisse O n  = x; 
mn =y ,  m'n =yf les ordonnées de m, m'; 
R le rayon de courbure en m, et R, la normale au mème point limitée 

par O 1 ; 
R', R', les longueurs semblables qui se rapportent à m'; 
p le coefficient de capillarité ; 

n 
g, l'angle mTx  formé par la tangente en m avec O x ;  
V la vitesse censée constante des molécules du filet élémentaire mm 

ayant pour section do. 

Nous ferons abstraction de la pression atmosphérique, qui dispa- 
raîtrait presque immédiatement des résultats (lu calcul. 

Si la bulle était en repos, les pressions en m et rn' seraient respecti- 
vement 

mais, à l'état de mouvement, la première -de ces pressions doit ètre 
augmentée de la résistance opposée au mouvement par ( A )  et que, 
d'après ce qui a été admis jusqu'à présent, nous représenterons par une 
expression de la forme 
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MOUVEMENT ET DEFORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE. 489 
en désignant par K et a deux constantes absolues dont le rapport ne 
dépend que de la nature de ( A )  et (B). 

L'équation relative au mouvement vertical du filet mm' défini ci- 
dessus est, abstraction faite du facteur commun do, 

Telle est l'équation que nous avons énoncée; elle sera d'autant plus 
exacte que : I O  la bulle sera plus petite, relativement à l'hypothèse 
que nous avons faite sur la constance de la vitesse V dans un filet ver- 
tical; 20 .cette vitesse sera plus faible, puisque nous avons estimé les 
pressions extérieures de la même manière que si les particules de ( A ) ,  
qui se trouvent dans le voisinage de (B) ,  n'entraient pas en mouve- 
ment. 

Si (B)  n'éprouvait pas de résistance au mouvement de la part de (A), 
l'équation (1) serait satisfaite par 

en donnant ainsi une signification à la constante a. 
Si donc la bulle était primitivement sphérique, comme nous le sup- 

poserons dans ce qui suit, elle ne subirait, dans l'hypothèse actuelle, 
aucune déformation en s'élevant dans (A) ,  et, sous ce rapport, on n'a 
pas à. critiquer Maupertuis, en ce qui concerne toutefois une bulle in- 
compressible. 

La deiormation de la bulle n'est donc due qu'à la résistance de ( A ) ,  
résistance que nous considérerons comme assez petite pour qu'on 
puisse en négliger le carré. 
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48,, MOUVEMENT ET DÉPORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE. 

Posons, en conséquence, 

r =  Om = a(i  + u), r'= Omt = a ( ~  i- u'), 

en désignau t par u, ut des quantités qui, de même que ( O  
l'ordre de la résistance, ou, si l'on veut pour plus de 
l'ordre de K. On a, au degré d'approximation convenu, 

- 0'), sont de 
simplicité, de 

On obtiendra des expressions semblables pour et i, en substi- 

tuant u' à u, 8' a 8 ,  et même, au degré d'approximation convenu, en 
faisant 19' = O; si donc nous posons 

( 2 )  w = u - u ' ,  

l'équation (1) devient 

La résistance kprouvée par la sphère, rapportée au volume, a pour 
valeur 

(l) Soient, en effet, r la distance de m à 01, d w  un élément de la zone élé- 
mentaire de rayon r ;  la composante de la résistance sur d w  suivant O1 est 

Vsin30dw, 
a 

d'où, pour la zone entière, 

K 
* V a n r a &  a sin" BK-axa9sin30ccs0d0, a 
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En continuant à négliger les termes du second ordre, l'équation (3) 
sera satisfaite en posant 

En remarquant que V dt = - dz, l'équation (4)  devient 

et fera connaître V en fonction de z, en exprimant que, au point de 
départ de la bulle correspondant à a = a,, on a V = o. La bulle, tout 
en se déformant, sera donc animée d'un mouvement de translation 
vertical, qui est le même que si elle restait sphérique. 

On a, pour l'intégrale générale de l'équation (5)  et en désignant par 
A et B de& constantes arbitraires ('), 

I + tang- 
w=BsinO+A ' FI ) + i KIT2 sin 6 log cos 6 

I - tang- 
2 

I + tang- 
+ .sino(- sin6+lOg 

I - tang - 
2 

et, pour l'hémisphère supérieur, 
X 

En rapportantaette valeur au volume de la sphère, on trouve 

(') Si l'on considère en général l'équation 
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mais 

(sin + cos !) I + tang - 
2 2 

1% = log cos 0 
I - tang - 

2 

par suite, 

w = B s i n û - A i - a  
( 6 )  

- A sin û logeos e - KV2 sin2 O .  4 

Pour que w ne devienne pas infini pour 8 = go0, il faut que A = O ; 
alors on a simplement 

d'où 

dw - = Bcosû + - 
dB a 2 

(cos % - sin 8 )  
sin 6 a 
+a 0 0 

sin - + cos - 
a 2 

du du' Comme OA et OB sont deux normales, il faut qiie di = O, - - O ,  
dB - 

son intégrale est 

0 
I - tang - 

2 

On arrive facilement à ce résultat en posant w -= V sine, ce qui conduit à une 
dV 

équation linéaire du .premier ordre dont la fonction est de 
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. dw ' 

par suite - = o pour 8 = O, 8 = go0, ce qui exige simplement qiie . dB 
B = o. Alors on a, en définitive, 

Il suit de là que, si 8 croit de O à go0, nJ diminue depuis O jusqii'à 

En prenant a égal au rayon de la sphère équivalente au voluine de 
la bulle, on a, en appliquant l'an des théorèmes de Guldiri, 

d'où 

Au point oùnous sommes arrivé, on voit qiie le problème est encore 
indéterminé et que l'on peut donner au profil A'B'A toute forme peu 
différente de la circonférence de rayon a, pourvu que cette forme soit 
symétrique par rapport a O1 et qu'elle soit normale à AA'; l'équation 
de la courbe devra renfermer un coefficient indéterminé dont la 
valeur se déduira de l'équation (9). Mais les considérations suivantes 
jetteront p&t-ètre une certaine liimière sur cette dernière partie de la 
question. 

Les recherches les plus récentes sur la résistance opposée par un 
liquide à un corps solide en mouvement sont dues à Poncelet ; mais 
elles ne conduisent pas à la loi de la répartition des pressions élémen- 
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taires sur la partie postérieure du corps. Il y a tout lieu de croire 
cependant, d'après l'observation qui donne une idée de la manière 
dont se comportent les molécules fluides à l'arrière, que la pression 
est plus forte aux environs de A', A qu'en B'. 

Dans l'ignorance où nous sommes, à ce sujet, nous admettrons que 
la pression extérieure sur la partie A'R'A de la bulle est uniforme, ce 
qui conduit naturellement, par suite, à considérer cette partie comme 
un hémisphère dont le rayon croîtra avec V. 

En supposant donc u' constant et portant dans la formule (9) la va- 
leur u deduite de l'équation ( 7 ) ,  on trouve 

d'où 

Cette quantité étant positive, le profil A'BA sera aplati et, en se re- 
portant a l'expression ( 7 ) ,  l'aplatissement en B, par rapport à la sphère 
de comparaison, sera 

Cet aplatissement est donc à peu près le double du gonflement ( 1  O )  

à l'équateur. 
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CHALEUR.  

COMMENTAIRE A LA THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR DE FOURIER. 

L'unique édition (1822) de la Théorie de la chaleur de I'illusti.~ 
Fourier(') est épuisée depuis bien des années. J,es volumes, en nombre 
restreint, dont elle se con~posait, ont 6té absorbés en grande partie par 
des pays étrangers, surtout par l'Allemagne, d'ou certainement ils rie 
nous reviendront plus. Cet Ouvrage ne se trouve, à Paris, que dans 
quelques bibliothèques ouvertes au public, et dans des bibliothèques 
spéciales destinées exclusiveinent à des catégories déterminées de per- 
sonnes. 

La plupart des bibliothèques municipales et universitaires de pro- 
vince' n'en possèdent pas. 

A la suite de  ventes de bibliothèques particulières, on en trocive clt. 
temps à autre un exemplaire dans le commerce, mais la plupart de 
nos géomktres ne sont pas en situation d'en faire l'acquisition, en 
raison du  prix élevé auquel il est porté. Arissi le chef-d'œuvre de l'une 
de nos plus grandes gloires scientifiques n'est-il généralement connii 
de nos jeunes générations que dans certaines parties, purement analy- 
tiques, introdiiites dans les traités modernes de Calcul intégral (*). 

(1 )  Jean-Baptiste-Joseph Fourier est né à Auxerre le 29 mars 1768, et mort à 
Paris, secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, le 16 mars 1830. 

( 2 )  Voir notamment le Traité de Calcul d~yérent ie l  et intégral de M .  J .  
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Aussi ai-je reconnu, depuis longtemps, l'utilité que présenterait la 
publication d'un extrait des parties essentielles de la théorie de 
Foiirier; je ne songeais pas a entreprendre moi-même ce travail, mais 
quelques-uns de mes amis m'ont engagé à m'exécuter, et j'aurais eu 
mauvaise grâce à ne pas me rendre a leurs désirs. 

Toutefois, je n'ai pas cru devoir suivre Fourier pas A pas sur les 
points suivants : I O  au lieu de déduire l'expression du flux de chaleur 
dans un corps homogène de la considération d'un mur indéfini, je l'ai 
établie directement en partant de la loi du rayonnement particulaire a 
travers un élément plan ; 20 jlai posé les équations en coordonnées cy- 

' lindriques et sphériques d u  mouvement de la chaleur dans toutes leurs 
généralités, au lieu de me restreindre a des cas particuliers; 3" j'ai sup- 
primé les développements métaphysiques auxquels Fourier s'est livré 
sur la chaleur, et qui ne sont plus conformes aux idées actuelles des 
physiciens ; 4" j'aiégalement supprimé ses études préliminaires, qui ont 
précédé le développement en série trigonométrique d'une fonction pé- 
riodique, et  finalement la représentation d'une fonction arbitraire au 
moyen d'intégrales définies. 

Pour éviter toutes recherches au lecteur, j'ai donné en note au  bas 
de la page les différentes intégrales et les formules dont on a besoin, en 
en donnant des démonstrations ou plus simples ou plus rigoureuses 
que celles qui se trouvent dans la Théorie de la Chaleur, démonstra- 
tions ernpriintées à divers géométres qui sont arrivés après Fourier. 

J'ose espérer que ce Commentaire, une fois compris, facilitera la lec- 
ture des Ouvrages suivants, que l'on ne salirait trop recommander : 
I O  Thdorie mathématique de la chaleur, par S.-D. Poisson ( ' 1  (1835);  

Bertrand (zoVol., 1870) ; le  Traité de Calcul in$nitésimalde M .  Duhamel (1876) ; 
le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique de M .  Sturm (1873) ; le Cours de 
Calcul diflrentiel et intégral de M .  J.-A. Serret (1880). 

(1) En dehors de digressions sur le rayonnement, le refroidissement et  sur l'in- 
tégration des équations aiix différentielles partielles, Poisson ne s'est principa- 
lement occupé que du  mouvement de la chaleur dans la sphère, indépendamment 
de toute hypothèse sur la répartition de  la température initiale intérieure et 'sur 
la loi de  la variation de la température du milieu ambiant avec la position des 

'éléments de  la surface avec lesquels il est en contact. Il fait ensuite 1'applica.tion 
de ses formules au  mouvement de la chaleur a l'intérieur et à la surface de la 
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THÉORIE ANALYTIQUE DE L A  C H A L E U R .  5 I 

2 O  Cours de Physique mathématique, par M .  kinile Mathieu (7 ( 1  873) ; 
3 O  Lecons sur la Théorie mathématique de la chaleur ( i B G r ) ,  par M. G. 
Lamé ( 3 ) .  

9 

2 .  Du flux de la chaleur. - Soient 

da, da' les volumes de deux éléments matériels trils voisins m, m' d'iiii 
corps solide homogène ; 

V, ,  V', leurs températures, la première étant censée inférieure A la 
seconde ; 

r la distance des deux élénients ; 
F(r) une fonction de la distance r, dépendant de la nature du corps, 

qui décroît très rapidement quand r augmente, et devient insensible 
ou nulle quand r atteint ou dépasse une certaine limite r,, très petite 
et du  même ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 
laires. 

Une induction théorique tirée des résultats de l'expérience conduit 
à représenter par 

F ( r )  (V', - V,) dm cla'cll 

la quantité de clialeur envoyée par m' à m dans le teinps di, l'excès 
de température V', - V, étant nécessairement très petit, en raison de la 
cont i~~uité  que présentent les phénomènes naturels. 

terre. Ces deux questions avaient déjà kt& traitées à peu p r k  de  la &me ma- 
nière par Laplace dans le @ Volume de la Mécanique céleste. 
(l) M .  Émile Mathieu a notamment ajouté deux cliapitres importants à la 

Théorie matliématique de la chaleur, l'un qui se rapporte à l'&qiiilibre de CJ- 

lindres indafinis de difftrentes formes, et l'autre à l'kquilibre de temptIirature de 
l'ellipsoïde. 

(%)  Lamé, abandonnant le chemin battu, a aborda la Tlikorie du mou\.ement 
de la chaleur, non plus dans l'hjpotliése d'un solide homogbe, mais plus gant& 
ralement dans celle d'on corps cristallisé. Comme il y a peu de  connexitt! entre 
cet Ouvrage et celui de Fourier, je ne crois pas devoir en  dire plus. 

9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Soient Ox,  Oy, O z  trois axes rectangiilaires; do un élément siqwr- 
ficiel compris dans le corps et appartenant à un plan indéfini (P) pa- 
rallde à ZO y. 

Pour obtenir la quantité de chaleur E qiii traverse do dans le 
temps dt, il siiffit de faire la somme des quantités de chaleur envoyées 
par les molécules rn' du corps situées d'un côté de (P) h celles des 
inolécidesm, situées de l'autre côté de ce plan, pour lesquelles les droites 
rn, m', rencontrent do dans l'intérieur de son périmètre. 

Soient 

s, y, z les coordonnées di1 centre de gravité G de do, ; 
V la température en ce point; 
x -t 2, y + h, z + k les coordonnées de m ; 
x + l', y i- A', z + k' celles de m'. 

D'après le principe élémentaire admis plils haut, les longueurs 1, h, 
k, Z', hl, k' sont très petites, et nous pourrons négliger leurs puissances 
supérieiires à la premikre, leurs produits deux à deus, etc., ce qui re- 
vient à noser 

d V  d V  dV V , = V + - I - I -  -h-+ -k, 
clx cly cl; 

On a donc, pour la quantité de chaleur cherchée, 

Par suite dii groupement symétrique des particules du  corps par 
rapport à la parallèle en G à Ox,  particules qui peuvent être consi- 
dérées comme ayant le même volume, on voit qu'a une valeur d e r  cor- 
respondront deux systèmes de IA, Iz', k, 1' iden tiques, mais affectés de 
signes contraires; il résulte de là que les deux dernières intégrales de 
l'expression ci-dessus de E sont nulles, et que l'on a simplement 

l )  dm da'. 

Déterminons d'abord la portion E' de E qiii se rapporte aux molé- 
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cules m' et m, pour lesquelles la distance r reste constante en gran- 
deur et  en direction. Nous supposerons, pour fixer les idées, que les 
molécules na' sont situées au-dessous de du par rapport au plan yOz 
censé horizontal. Ces molécules déterminent un cylindre oblique pa- 
rallèle à r, ayant pour base dm ; de sorte que l'on peut prendre 

dzs' = do dl' ; 
d'ailleurs on a la relatioii 

l - i' = rcos(r,  x), 

et la limite de 1' est - rcos(r,  L E ) ;  il vient donc, eii effectualit uiic 

intégration par rapport i 1' entre O et cette limite, 

et, par suite, 

E = - rlt - dw F (r) r%os2 (r,  x) ch. 
dx d v  1 

Cette integrale s'étend à toutes les molécules rn situées au-dessus de 
do et à toutes les valeurs de r comprises entre O e t . r , ,  et par consé- 
quent c'est une constante a qui ne dépend que de la nature du corps. 
Nous avons ainsi 

dV La constailte a est essentiellement positive, attendu que - est 
dx 

négatif et E positif, puisque le mouvement de la chaleur né peut avoir 
lieu que de la partie la plus chaude du  corps vers la partie la plus 
froide; elle a r e p  le nom de coefjcient de conductibilité intérieur. 

Si nous considérons la quantité de chaleiir envoyée par m' à m 
comme une force dirigée de la première de ces niolécules vers la seconde, 
et que nous transportions toutes les forces semblables parallélemeo~ ii 
elles-mêmes en G ,  leur résultante sera E ,  et, en raison du groupement 
symétrique des molécules par rapport la normale en G ii d w  , elle sera 
dirigée suivant cette normale. 

Le Jlux de chaleur, qui, k un instant donné, se rapporte i un dé-  
ment do, est la quantité de chaleur qui traverse cet élémeiit rapportée 
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a l'unité de surface et  l'unité de temps. Dans les conditions ci-dessus, 
le flux de  chaleur 

peut être représeiité par une droite perpendiculaire i du ou i O x .  
Nous dirons aussi que X est le flux de  chaleur^ au point G estimé paral- 
lèlement à 0x. 

9 .  Proprie'té geit&rale du@ de chaleur relatqà un point détermine' 
d'un corps homogène à un instant quelconque. - Soient 

m x ,  m y ,  m z  trois axes rectangulaires partant d'un point m du solide; 
ma = dx, mb = dy-, mc = dz des longlieurs infiniment petites portées 

respectivement suivant ces axes à partir de m ; 
du l'aire du  triangle élémentaire abc; 
1, p, v les angles formés par la normale à cet élément avec mx,  m y ,  m z  ; 
N le flux de chaleur qui se rapporte au même élément ; 
X, Y, Z les flux de chaleur en m, parallèles aux trois axes. 

La quantité de chaleur qui pénétre dans le temps dt dans le tétraèdre 
abcm par les faces bmc = do cosl, cma = do cosp, amb = do cosv, a 
pour expression 

dt dm ( X  cos1 +Y cosp. + Z cosv). 

En en retranchant la quantité de chaleur N du dt qui s'échappe par 
abc, il reste 

d t d w ( X c o s i i - t - Y c o s p + Z c o s v - N ) .  

Mais cette dernière quantité de chaleur ne serait employée qu'à 
élever d'une quantité infiniment petite la température du  tétraèdre qui 
est du  troisième ordre; elle est donc nulle, et nous avons ainsi 

- 
Soient X ,  YI, 5 les coordonnées de l'extrémité de la droite mN qui 

représente N. 1,'équation (3)  revient à la suivante 
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On voit ainsi que, si, à un instant déterminé, on fait varier l'orieri- 
tation de l'élément d u ,  1" le lieu des points N est une sphère passant par 
le point m ; 2" il y a urle position de l'élément pour laquelle le f lux  atteint 
une valeurmaximum que nous désignerons sous le nom de flux priiicipal; 
3" le f lux  de chaleur estimé suivant une droite quelconque est la pro- 

jection du Jlux principal sur cette droite; 40 le f lux principal est la résul- 
tante géométrique de trois flux iI angle droit ( '  ). 

3. Equation du mouvement de la chaleur en coordonnées rectangu- 
laires. - Soient O z ,  Oy, O z  trois axes rectangulaires auxquels on rap- 
porte un solide homogène dans lequel la chaleur est en inouvenierit. 

Considérons un parallélépipède élémentaire ayant son sommet en m 
et pour arètes d x ,  dy ,  tfz. La quantité de clialeur qui ,  dans le 
temps dt,  pénètre dans la face dydz qui passe par m a poiir expression 

et celle qui en sort par la face opposée 

d'où, pour la différence, 

- -- 
( l )  Le flux principal est normal à la surface isotherme passant par rn à l'instant 

considéré. En effet, on a, par exemple, 
dV 

ce qui est bien l e  cosinus de l'angle formé par Oz par la surface V = const, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



En ajoutant cette expression à celles que l'on en déduit en chan- 
geant x en y et z, on trouve que la quantité de chaleur qui reste dans 
l'élément est 

d V  
Mais cette quantité a été employée à élever de dt la température 

du volume d x  d y  dz, ou à produire l'effet calorifique 

d V  ,9 d x d y d z  dt ,  

en désignant Far P la chaleur spécifique du corps rapportée au vu- 
l~inle. Si l'on égale cette expression A la précédente, et si l'on pose 

on trouve 

Lorsque la température en chaque point du corps varie avec le 
temps, on dit que le mouvement de la chaleurest varie', et l'équation ( 1 )  

est celle de ce mouvement. 
Quaiid la température reste constante en chaque point du corps, on 

dit qu'elle est stationnaire ou que le mouvement de la chaleur est uni- 
forme. Dans ce cas, on a 

d V  -- 
dt  

O, 

et l'équation (5) se réduit à 

4. Condilions relatives a la surface. - La fonction V, qui représente 
la température au point (x, y, a), ne doit pas seulement vérifier l'équa- 
tion aux différences partielles (5) ou ( 5 ' ) ,  il faut encore qu'elle satisl 
fasse à la condition relative à la surface, dont nous allons maintenant 
nous occuper. 
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Comme, dans ce qui suit, nous ne considérerons que des corps placés 
dans des milieux dont la température est uniforme, nous pourrons, 
pour plus de simplicité, substituer à la température intérieure du corps 
son excés sur celle du milieu ambiant, ce qui revient, en définitive, A 
changer l'échelle thermométrique en prenant pour o la température 
du  milieu. 

Soient dr  un élément de la normale menée au point m de la surface 
d u  corps, mesin-é à partir de ce point; do l'élément de la surface en m. 

La quantité de chaleur q u i  s'échappe par do dans le temps dt 
est ( 1 )  

- d V  
a - dw dt. 

dr 

En admettant que V soit assez petit pour que la loi de Newton rela- 
tive ail rayonnement soit admissible, la quantité de chaleur rayonnée 
par do dans le temps dt est la forme hVdo dt, h étant une constante 
qui ne dépend que de l'état de la surface et de la nature du milieu, et 
qui a recu le nom de cof ic ient  de conductibihe' extkrieure. Nous avons 
donc 

dV 
- a z d w d t =  hVdod t ,  

011 

en posant 

La condition (6) devra être transformée en raison du système de 
coordonnées dont on aura fait choix. 

Revenons aux coordonnées rectangulaires. 
Soient 

l'équation de la surface, et 
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et la condition ( 6 )  prend la forme 

Ainsi, pour qu'une intégrale de l'équation (5 )  ou (5') soit admis- 
sible, il faut qu'aprks l'avoir substituée dans l'équation (9) on obtienne 
un résultat compaiible avec l'équation (8). 

II est facile de vérifier que l'équation (9) n'est qu'une conséquence 
de la formule ( 3 )  du no 2, en supposant daris cette dernière 

Ci. Condition relative à l'etat initial dans le cas du mouvement varié 
de la chaleur. - h l'instant pris pour origine d u  temps, la  température 
en chaque point du corps ne dépendra que de sa position ou de ses 
coordontiées. On pourra donc la représenter par une fonction de la 
forme 

F ( 5 ,  y, a ) ,  
et qui est censée donnée. 

Ainsi, en supposant'que l'on ait satisfait A l'équation (5)  et auxcon- 
ditions (S)  et  (g), il faut encore, pour que la solution obtenue soit ad- 
missible, qu'elle satisfasse à cette nouvelle condition 

6 .  Équation du mouvement de la chalcur en coordonnées cyiindriqum 
- L'équation qu'il s'agit de trouver pourrait se dkduire de l'équa- 
tion (5)  par une transformation de coordonnées, mais il est hien plus 
simple d'y arriver directement. 

Soient r la distance à l'axe O z  d'un point quelconque m du solide 
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dont l'ordonnée est z ; $ la longitude ou l'angle formé par le plan iiiéri- 
dien m O z  avec le plan z Oz.  

Un élément de volume peut être considéré comnie étant déterminé 
par trois couples de surfaces orthogonales, savoir : r0  deux cylindres 
circulaires ayant Oz pour axe et r ,  r + dr pour rayons; 2 O  deux plans 
méridiens qui forment avec le plan z O x  les angles 1 )  et + + d $ ;  
3" deux plans parallèles au plan xOy, et dont les ordonnées sont u et 
a + dz. 

La quantité de chaleur qui entre pendant l'instant dt dans l'élément 
de  volume par la face située sur la surface du cylindre de rayon r est 

et celle qui sort par la face opposée 

d'où, pour la différence, 

La chaleur qui entre par la face située dans le plan niéridieri dont l u  
longitude est + est 

et celle qui en sort par la face opposée 

d'ou, pour la différence, 

Enfin, par les faces correspondant aux ordonnées z, z + dz, il cntre 
1 O 
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et sort respectivement les quantités de chaleur 

clont la différence est 

d2\ 
ad t rc i t  drdz =. 

La quaiitité (le cllaleur retenue par l'kléinent ou la soiiinie des ex- 
cl\ 

pressions ( a ) ,  ( h ) ,  ( c )  a servi à élever de - d ~  .s:i teiiipérat~ire ou A 
dt  

dV 
~ r o d u i r e  l'effet calorifique Pr d$ dz dr (Tt dl. 

En établissant l'égalité et se reportant à la couvention (I l), on 
trouve 

cl V 
En supposant dans cette équation - O, on ol~tiendra celle qui se 

rapporte au mouvemeiit unifornîe. 

7. Epat ion  du mouvement de la chaleur en coordonnées sphdriques. 
- Soient 

r la distance d'un point m quelconque du  corps a l'origine 0;  
8 sa colatitude ou l'angle mOz  ; 
+ sa longitude ou l'angle formé par le plan mOz  avec le plan s O x .  

Nous déterminerons un élément de volunle par les intersections de : 
I O  deux sphéres ayant O pour centre, et r, r + dr p u r  rayons ; 2" deux 
cônes de révolution autour de Oz, dont les demi-ouvertures sont 
6,6 -t d9 ; 3" deux plans méridiens dont les longitudes soiit +, $ i- d+. 

Les quantités de chaleur qui entrent et sortent respectivemeut par 
les élkments de surfaces sphériques de rayons r et.r + dr sont respec- 
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tivemsnt 

d'oii, pour la différence, 

Les éléments situés sur les surfaces coniques déterminées par les 
angles 6, 6 + dû donnent de mèirie 

d'oh, pour la différence, 

Enfin les faces sitiiées dans le méridien dont les longittides sorit 
+, $ + d+, donnent 

d'oii, pour la différence, 

La soinme des expressions (a), ( b ) ,  (c )  devant être bgalt? A 

dV 
pdtrsi i16d+dri .d6~;dt ,  

il vient 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 2 THGORIE ANALYTIQUE DE L A  CHALEUR. 

Si nous posons p. = cosû, cette éqiiation se niet sous la forme sui- 
vante : 

Telle est l'équation qui a servi de point de départ a 1,aplace dans ses 
recherches sur la cllaleur centrale du globe, et dont Poisson a fait 
usage plus tard dans sa Théorie de la chaleur. 

Dans le cas où le inouveinerit de la clialeur est uniforme, on a sim- 
plemen t 

€j I I .  -  ouoc oc ment de la chaleur dans un solide dont les dimensions sont 
très petites et dans u n  solide indepni dans lequel la direction du  mou- 
vement de la chaleur est constante. 

8. ~ ~ u a i i o n  du mouvement de la chaleur dans le solide. - Nous sup- 
poserons que le solide est limité par une surface canal, que la section 
génératrice w du volume est assez petite pour que, dans son étendue, 
la température puisse être considérée comme constante, enfin que la 
section w et son périmètre G ont un centre de gravité commun. Nous 
désignerons sous le nom de directrice le lieu des centres de gravité, 
qui, avec w ,  définit la forme di1 solide. 

I,es théorèmes de Guldin, géiîéralisés par Sturm, seront implicitement 
invoqués dans ce qui suit. 

Soit x la lougueur d'ini arc quelconque de  la directrice mesurce i 
partir d'une origine déterminée A, .  

La différence entre les quantités de chalcdr r e p e  et rejetée par les 
deux sections noriilales correspoiidant à x et x + d x  est 

LlV dV d 2 V  ' d 2 V  
R O C ? - +  C/L u o d t  -+ ; d x )  = a w = d x d t ,  tlx ( I d  / 

\ 

cbt représente la quantité de chaleiir qui reste dans l'élément de vo- 
liime o d x .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THEORIE ANALYTIQUE DE L A  CHALEUR.  

Le milieu ambiant en absorbe la partie 

dV 
L'autre a pour effet d'augmenter de - dl la teinpérature d u  vo- 

dl 

luine w dx, et a ,  par suite, pour expression 

Si l'on pose 

et si l'on exprime que l'expression (a) est égale la somme des expres- 
sions ( b )  et (c), on trouve, en se rappelant la signification de K', 

On reconnaîtra facilement que cette kquation s'app1ique à un prisme 
ou cylindre d'une section quelconque, sans restriction rela tivenien t 
aux positions respectives des centres de gravité de la section et de son 
périmètre. 

9. p louve men^ uniforme de la chaleur. - Supposons que la section 
correspondant à l'origine A, de  x soit maintenue à une température 
constante V,, sous l'action d'une source de chaleur ayant cette tempé- 
rature ; qu'une autre section o, en un point A, dont la position est dé- 
finie par x = x, soit maintenue à une température constante V, sous 
l'action d'une seconde source de chaleur, et ainsi de suite. Au bout 
d'un temps plus ou moins long, les. températures deviendront sensi- 

blement stationnaires, et  nous pourrons supposer fi = o. L'tqua- 
dt 

tion (1) se réduit alors à la suivante, 
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en désignant par hl et 'N deux constantes arbitraires. 
L'équation (3 )  fera connaître la température dans uiie section située 

entre A, et A,, correspondant I x, en déterminant les constantes ail 
moven des conditions 

Entre A, et A, ,  on peut supposer que x a pour origine le premier de 
ces points, et nous aurons de même 

'. J'o 

Ti, - M + N ,  ~ ~ = ] \ 3 [ e " + ~ e - " ,  
et ainsi de suite. 

Supposons, en particulier, que le solide ne soit soumis qu'à l'action 
de la source de la chaleur à la température V, disposée à l'iirie de ses 
extrémités, et que l'autre extrémité rayonne dans le milieu ambiant. 
Désignons par Z la longueur totale de la directrice. Rous aurons 
d'abord 

d'où l'on tire, en se reportant h l'équation (3 ) '  

Des équations (a )  et (f) on déduit 
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TRÉORIE ANALYTIQUE DE LA C H A L E U R .  6 5 

On voit que, si la longueur 1 est très grande, on a sensiblement 

formule dont les coi~s~qirences sont trop connues pour que nous pen- 
sions devoir nous y arrêter. 

4 0 .  Mouvement varié de la chaleur dans le solide lorsque sa directrice 
est fermie dans les deux sens ou qu'elle est infinie. - Nous faisons cette 
restriction que la directrice est fermée ou infinie pour ne pas avoir 
égard aux conditions relatives aux extrémités, qiii compliqueraient 
considérablement la solution du prol~lème que nous avons résoudre. 

Supposons cpie le solide, après avoir été échauffé d'une nianiére iné- 
gale dans ses différentes parties, soit ensuite placé daiis un milieu la 
température zéro, et proposons-nous de déterniiner la loi suivant la- 
quelle décroît la température à mesure que le temps augmente. 

En égalani- A zéro le second membre d e  l'éqiiation ( I ) ,  on ri 

d'où, en désignant par U une constante arbitraire, 

Si nous coiisidérons maintenant U comme une fonction de x et de t ,  
et si nous substituons cette expression dans l'équation précitée, 
nous trouvons 

Désignons par p un nombre quelconque, par v. une constante arbi- 
traire, par T une fonction de t seul, et posons 

U = T cosp(x - a). 
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66 , THÉORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 

En substituant cette expression dans l'équation ( 5 ) ,  on trouve 

d'où, en appelant A une constante arbitraire, 

L'éqiia tion (a)  sera ainsi satisfaite par 

Supposons maintenant que, A et cc conservant les memes valeurs, on 
fasse croître p de cpantités infiniment petites égales à dp ; l'équation (5)  
sera encore satisfaite par 

A e-h3p't cosp (x - c c )  dp. 

La somme de toutes les expressiotis semblables entre deux limites 
quelconques de p vérifiera encore cette équation ; mais nous prendrons 
ici pour limites - oo et co ; nous aurons ainsi la solution 

qui est plus génkrale que la solution (6). Cette expression peut se 
mettre sous la forme suivante 

(') Avant de montrer comment on arrive à cette intégrale, consid&rons d'abord 
la suivante : 

dails laquelle y désigne une constante. Il est évident que l'un a 

Soit k une constante arbitraire, yp : kz ,  z étant une variable auxiliaire suh- 
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S~upposons que l'on fasse varier ct d'une manière continue, et po- 
sons 

A = f (a) d ~ ,  

en désignant par f une fonction arbitraire. T,a formule (8)  devient 

La somme de tous les termes semblables compris entre les limites 

stituke à p; il vient 
p = ?lm e - k ' Z 3 k d z .  

Y 

Multiplions cette équation par z e - ~ ' ~ '  e t  intCgrons ensuite par rapport a k, 
entre les limites k = O, k = co ; nous aurons 

d'où. 

Revenons maintenant à l'équation ( 7 )  et posons 

x étant une variable auxiliaire substituée à x. Il vient, abstraction faite du fac- 
teur A,  

u = 1: e+p2 cos a p ~  +, 
d'où 

ou, ,en intégrant par parties, 
d u -  ~ x U , .  - -. - - 
dx Y* ' 
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68 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. . 

C( = - m et a = cc sera encore une solutiori de l'équation ( 5 ) ,  d'où 

On peut mettre cette expression sous une autre forme, en posant 

p étant une variable que l'on substitue à a. Il  vient alors 

Eri portant cette valeur dans l'équation ( 4 ) ,  aprés y avoir rem- 
placé P par a, on trouve 

Soit F ( x )  la fonction donnée de x qui  représente la loi de la répar- 
tition de la température initiale, ou la valeur de V pour t = O. On a 

on  déduit de là, en appelant U, la valeur U correspondant à x i  O, 

Donc, 

En substituant à x et -y leurs valeurs en fonction de x et de K t ,  on retombe sur 
la formule (8)  du texte. 
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THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 
- 

d'où 

et l'équation ( I  1) devient 

Telle est la solution complète du problème. 
Dans le cas ou tous les points du solide se seraient trouvés priiniti- 

vement a la même température V,, on aurait 

par suite, 
K' -- 

V = V o e  a". 

11. Mouvement de la chaleur dans u n  solide i n d e j h  en tous sens, 
lorsque la direction de ce mouvement est conslante. - Considérons dans 
le solide des plans parallèles infiniment rapprochés les uns des autres, 
et supposons que la température initiale soit uniforme dans chaque 
plan, tout en pouvant varier d'un plan à un autre. II est évident que, 
au bout d'un temps quelconque, la température restera encore uniforme 
dans chaque plan. On est ainsi ramené à considérer m e  droite inde- 
finieA,x normale aux plans, et dont la température initiale serait repré- 
sentée par F(x); comme il n'y a pas d'échange de chaleur latérale, on 
devra supposer h = O ou a2 = a, en se reportant à la valeur (a) du . . 
ne 8. 

En faisant cette supposition dans l'équation ( 1  2) du numéro précé- 
dent, on a, pour exprimer que la loi du mouvement varie dans le 
solide, 

( l )  Cette formule est due à Laplace. 
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THÉORIIC ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 

§ I I I .  - Mouvement varie' de la chaleur dans une sphère. 

49. Considérons une sphère homogène, dont le. rayon est à, dans 
laquelle, à une certaine époque prise pour origine du temps, les 
couches sphériques élémentaires qui la constitueiit avaient chacune une 
température constante, mais pouvant varier de l'une à l'autre couche, 
le solide ayant été placé dans un milieu à oO. Au bout d'un temps 
quelconque, la température sera encore constante dans toute l'étendue 
d'une couche. 

En nous reportant i l'équation (12)  du na 7 et supposant nulles les 
dérivées partielles relatives à p et +, on a 

En posant 

cette dernière équatlon se réduit à la suivante, 

La condition relative à la surface est (no 4.) 

En remarquant que V, Par suiie,U doit décrqitre indéfiniment quand 
t augmente, on est Conduit à poser 

en désignant par m un nombre quelconque et par u une fonction der. 
Si l'on substitue cette expression dans l'équation (3) ,  on trouve 
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XHEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR 

d'où, eii désignant par A et B deux constantes arbitrahes, 

U u 
Mais on doit avoir B = O, car autrement F, par suite = V  seraient 

infinis pour r = o. Nous poserons donc simplement 

Les équations (3) et ( 2 )  sont donc respectivement satisfaites par 

En 'portant cette dernière expression dans la condition ( 4 ) ,  on 
trouve 

Cette équation en m a une infinité de racines égales et de signes 
contraires ; mais, en changeant m en - m, A en - A  dans l'équation (6), 
on obtiendrait le même résultat. Il  nous suffit donc de . considérer . .  les 
racines positives m,, m,, . . . censées rangées par ordre de grandeurs à 
partir de la plus petite. 

En désignant par Ai la constante arbitraire q u i  correspond à la ra- 
cine mi, nous satisferons en même temps a l'équation (1) et la con- 
dition ( 4 ) ,  en posant 

Soit F(r) la fonction donnée qui représente la température initiale 
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de la couche élémentaire de rayon r ou la valeur de V pour t = O ; nous 
aurons, pour déterminer les coefficients Ai, l'équation 

Si nous posons 
. p(r) = rF(r) ,  

cette équation revient à la suivante 

Soit mj un terme quelconque de la série des mi; multipliant l'équa- 
r 

tion (9) par sinmj- dr, et intégrarit entre les limites r = O, r = a, on 
a 

trouve 

Or, de l'équation (6)  on déduit 

tangnzi - tangm,, - - - .  
mi "i 

d'où 
mj sinmi cosmj - mi sinmj cosmi = o. 

Il suit de la que, si j diffère de i, le coefficient de Ai sera nul, et que 
le seul coefficient qui peut avoir une valeur déterminée doit corres- 
pondre à j = i; dans ce cas on a . 

. 
d'où, en remplacant y (r)  par r F  (r), 
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1,'équation ( 7 )  donne ainsi, pour la solution complète du problème, 

Au bout d'un temps suffisaminent grand, cette série se réduira sen- 
siblement à son premier terme, qui correspond à la plus petite m, des 
valeurs des mi. 

13. Hypothèse d'une lempèrature initiale un forme dans I'intérieur de 
la sphère. - Supposons que la sphère, avant d'être exposée au refroi- 
dissement, ait été placée assez longtemps dans un milieu dont la tem- 
pérature Vo est ccnstante pour que tous ses éléments aient pris très 
sensiblement cette température ; nous aurons 

. 

et l'équation (1 1) donne, en effectuant l'intégration, 

r 

C 
sin mi - K Z  

1 - mi cOtmi a -rn'-=l v =  zv, 
mi cosecmi- -cosmi r e " 

ni - 
a 

Si l'on remarque que l'équation (6) donne 

l'expression précédente se met sou{ cette forme plus simple, 

k' r 
- t n : - t 9  . sin mi- 

e "' a -. 
n mi C O S ~ C  mi - cosmi r 

112i - 
a 

. 
Nous allons maintenant étudier deux cas extrêmes, en désignant do- 

rénavant par Vi la partie de V qui correspond à mi. 
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- -  I O  Le rayon de la sphère est trèspetit .  - Supposons que le rapport 

soit assez petit pour que l'on puisse négliger ses puissances siipérieures 
à la première. L'équation (6) devient 

tangm = m ( r  + E), 
et l'on voit que sa première racine rn, est de l'ordre de :- Si donc an 

remarque que l'on a, aux termes du cinquiéme ordre près, 

l'équation (6') donne 

Nous avons donc aussi, pour le dénominateur du terme de la série ( 1  2) 

qui correspond à V, , 

de plus, 

On a donc 

Les racines mi à partir de m, deviennent de plus en plus grandes, 

et l'équation (6') donne notamment, en négligeant devant l'unité, 
- 

m2 = 4,59483. 

v v  . '  

. . 

Les rapports -', 2, . . . climiniient donc trés rapidement quand' I v, v1 
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croit, et deviendront négligeables au bout d'un certain temps; In 
valeur (1 3)  de VI pourra alors être considérée comme représentant la 
température V. 

2O Le rayon de la sphère est très grand. - Supposons que le rayon a 
a 

soit assez grand pour que l'unité soit négligeable devant le rapport - . 
n 

L'équation (6) se réduit alors à la suivante 

a 
Si l'on néglige les puissances de - des ordres supkrieurs au premier, 

n 

celte équation donne, 

En partant de là, on formera facilement les expressions. de VI ,  
V v VZ, . . . ; mais, comme les rapports 2, -' , . . . décroissent r:ipidemerit v, v3 

quand t augmente, V se réduira bientôt à son premier terme, ou 
sensiblement d u  moins, c'est-à-dire à 

, 'xr 
sin - 

t a V = 2 V 0 e  "'-. 
1' 

5 IV. - Mouvement varié de la chaleur dans un cylindre circulaire 
i~tde3ni. 

44. Nous supposerons que la température initiale est constante dans 
chacune des couches cylindriques élémentaires q u i  constituent le 
solide, quoique cette teinpératiire puisse ~ a r i e r  d'une couche à une 
autre. Dans ces conditions il est clair que, à un instant quelconque, 
la température sera également uniforme dans chacune des couches. 
Nous d6signerons par a le rayon du  cylindre. 

1 2  
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76 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR,  

En supposant que V soit indépendant de z et de +, l'équation ( r I ) 
du no 6 devient 

et l'on a, pour la coi~ditioii relative à la surface, 

dV v -- + - = O pour r = a. 
d l  I L  

Posons 

U étant une fonction de r seulenient, et m un nonîbre quelconque, 
essentiellement positif attendu que la température diminue quand le 
temps augmente. En substituant cette expression dans l'équatiou ( I ) ,  

on obtient, pour déterminer U, l'kquation différentielle 

en posant 

ce qui clonne à la valeur ( 3 )  la forme 

L'équation ( 5 )  est satisfaite par la série ( ') 

sa (') YOSOIIS, en effet, 1.:- --, l'équation ( 4 )  devient 
240 

( a )  

Soit 

d 2 U  I d u  - +- ; - 4- u =o. 
cl;" tlz 
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ï,a valeur ( 5 ) ,  multipliée par une constante arbitraire, rie représente 
que l'une des deux intégrales particulières dont la somnîe doit donner 
la solution complète de l'équation (4). Mais la première de ces deux 
intégrales est la seule que nous ayons a considérer dans la question 
que nous avons a résoudre, parce que la seconde, devenant infinie pour 
r =  O ,  est inadmissible ('). 

18. JJes valeurs que l'on doit attribuer à 8 ne sont pas arbitraires, car 

une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de a à partir de j = o. En 
substituant cette série dans ( a )  e t  égalant à z6ro le coefficient de d - 2 ,  on trouve 

Il faut donc que la serie commence par A,, que les n o m b r e s j  soient pairs. 
Soient j = 2 i. On a 

A A,,, - 
2 1  - z2i2 ' 

et  de même 

d'ou 

et  enfin 

r 
En prenant A , i  1, e t  remplaqant 2 par 2 a fi, on obtient la formule ( 5 )  dii 

texte. 

( l )  Pour déterminer cette seconde intégrale, posons 

U, représentant la solution (5)  e t  u une fonction de  r. 
En substituant liexpression ( 6 )  dans l'équation ( 4 ) ,  on troul-e 
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41iP 0 - 

elles doivent ètre choisies de manière que Ue '" , ou simplement U, 
satisfasse B la condition ( 2 ) ,  En reinplacant, dans cette condition, V par 
l'expressio~i ( 5 ) ,  on trouve 

Si nous posons 

cette équation prend la forme suivante 

De l'équation ( 7 ) ,  OU de 

d'où successivement, en désignant par B e t  A deux constantes arbitraires, 

d'oii, pour l'intégrale générale de l'équation précitke, 

Tous les éléments de l'intégrale du second membre d e  cetle équation sont po- 
sitifs, et  comme le premier, correspondant à r = O, est infini, i l  s'ensuit que 
cette intkgrale elle-même est infinie, de sorte que, dans le probleme que nous 
avons à résoudre, il faut supposer B =o.  

Comme nous le ferons voir en temps voulu. 
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on tire 

ou, .en remplaqant i - I par i, 

et enfin 

Telle est l'équation différentielle à laquelle satisfait la fonction f. 
On en déduit successivement 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
et, en général, 

Il suit de là que, si une valeur de O annule une dérivée quelconque 
de f ( O ) ,  les dérivées adjacentes prennent des signes contraires pour 
cette valeur, d'oh résulte que les racines en nombre infini de l'éqiia- 
tion 

f (0 )  = 0 

sont toutes réelles. Elles sont de plus positives, car, d'après la forme 
même de la fonction f ( 8 )  définie par la formule ( 7 ) ,  tous les termes qui 
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composent f (- 6 )  sont de même signe, et  par conséquent cette der- 
nière fonction ne peut pas s'annuler pour une valeur positive de 8 ( '). 

On conclut de là que l'équation (8)  a toutes ses racines réelles et 
positives. 

Soient maintenant 

8,' O,, . . . , 6, les racines de l'équation (8) censées rangées par ordre 
- de grandeur à partir de la plus petite ; 
UV, V, les valeurs de U, V correspondant A 6 = O,, la première étant 

donnée par l'équation (6') ; 
A, une constante arbitraire. 

(l) On fait ici l'application d'un thkorème que Fourier considère comme ayant 
été démontré depuis longtemps, mais il ne l'a pas mentionné dans son Anabse 
des éqzrations algébriqnes, publiée après sa mort, en 1830, par les soins de Navier, 
et  je n'en ai trouvé de trace nulle part. Il est facile, d'ailleurs, de combler cette 
lacune ainsi qu'il suit. 

Soient X une fonction entière du degré m, XI ,  X,, . . . , X, ses dérivées succes- 
sives. Supposons que la fonction X jouisse de cette propriété que si une valeur 
réelle de x annule l'une quelconque X i  de ses dérivées, cette valeur rende Xi - ,  
et  Xi+,  de signes contraires; l'équation X = O a toutes ses racines réelles. 

La méthode adoptée par Sturm dans la demonstration de son thBorème s'ap- 
plique évidemment ici, en substituant, à la suite de ses fonctions, la suivante 

Or, la suite des premiers termes de ces dernières fonctions ne présentant que 
des permanences, il s'ensuit que toutes les racines de X = O  sont rée1les:Le 
théorème a lieu quel que soit ml  e t  par conséquent quand m est infini. 

I l  est évident, d'après ce qui précéde, que X i ~  O a toutes ses racines réelles. 
On sait que, entre deux racines réelles consécutives de X = O ,  il y en a au 

moins une de X, = O ,  et  il est évident que dans le cas considéré il ne peut y en 
avoir qu'une seule. Si donc toutes les racines de X = o  sont de même signe, 
celles de X, = O porteront ce signe. 

En désignant par A une constante, considérons l'équation 

Soient s', s v e u x  racines consécutives de X, = o. Pour x = x' et x = x< X 
changera de signe, et  il en sera par suite de même du premier membre de l'équa- 
tion ( a ) .  D'où il suit que cette équation aura une racine, mais unique, comprise 
entre x' et  x", et  que, par suite, toutes ses racines sont réelles. On voit aussi que 
si les racines de X = O sont toutes positives ou négatives, il en sera de même de 
celles de 1'Cquation (a). 
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Nous avons, comme solution particulière 
il est arrivé, 

C H A L E U R .  8 1 

du problème au point où 

et, comme solution plus générale, 

16. Si F(r )  représente la température initiale de la couche élémen- 
taire de rayon r  ou la valeur de V pour t == O, on aura, pour déter- 
miner les A,, l'équation 

En désignant par G une fonction de r, on déduit de 1i 

Supposons que la fonction G soit choisie de telle manière que toutes 
les intégrales du second membre de l'équation (13) soient nulles, it 

l'exception de celle qui se rapporte à UV, il nous restera uns égalité 
qui nous permettra de dktermirier A,. Le tour se réduit donc à trouver 
la forme de la fonétion G. 

De l'équation ( 4 ) ,  mise sous la forme 

4 0, cl"., r du, 
(4 ' )  " a" --- dl." ,, d,, ' 

on déduit 
de U., 

- ~ ~ ~ " u v G d r ~ ~ u G - -  a2 O dl." +Sa: O r. gUvd,.. ch 

Mais, en intégrant par parties, on trouve 
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l'équation précédente devient ainsi 

d'ou 

Si G satisfait à l'équation 

la précédente se réduit à 

Or, en posant 
G = sr, 

l'équation (14) se réduit à la suivante 

On voit donc, en se reportant à l'équation ( h l ) ,  que l'on peut 
rendre 

t,  par suite, 

16) 
du Si170n remarque, d'après la valeur (5 ) ,  que est nul avec r, 1'6- . dl 

quation ( 1 5 )  se réduit à la suivante 
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Mais, c1'apri.s l'équation (z) ,  on a ,  pour r = a ,  

I d U ,  I d U ,  - - -  
C,  dl. - U, dl ' 

d'où il silit que cette intégrale est ~iiille lorsque p. est différent de v ;  
niais, lorsqu7il y a égalité, la valeur de l'intégrale est celle de In dérivée 
du second membre de l'équation ( 1 7 )  par rapport i 6p,, clans laquelle 
on a fait ensuite r = a ,  Op= 6,. Si 1'011 remarque, d'apres l'équation ( 5 ) ,  
que U est de la forme 

(18) 

on reconnaît sans peine que la valeur cherchée est 

en représentant y ( & )  simplement par y ;  mais les équations ( 2 )  et ( 3 )  
doiiiieiit, en remplapnt U par l'expression ( 1  a ) ,  

En éliminant dans la formule (19) y' et y" au moyen de ces équntioiir, 
o n  trouve 

En nous reportant à l'équation ( I $ ) ,  on voit que l'on a 

en  représentant par U.,, la valeur de U, poiirx = a, c'est-à-dire p (5,) 
Le problème se trouve ainsi résolu. 

r 3 
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Si le teinps &oillé est suffismiment grand, la série ( 1  1) se réduira 
très sensibleinerit A son premier ternie, qui corresporid 5 la plus petitc 
~nlci i r  8, des O,. 

V. - Aiouvernent uniforme de la chaleur dans un prisnze carré 
inde9ni d a n s  un sens. 

i 7. Soient 

0 le centre de la base dii prisme ; 
Oz l'axe de figure; 
Ox, O y  les paralléles en O aux côtés de la base; 
2 n  la longueur de ces c6t.é~. 

Nous supposerons que la base di1 prisme est inninteiiue A une tem- 
pérature constante que, pour plus de simplicité, nous prendrons égale 
i l'imité, et que la teinpérature intérieure est devenue stationnaire. 

Nous avons à colisiclérer l'équation aux différentielles partielles 

avec les conditions 

dV V *- + - = O  pour z = - t g ,  dx n 

dV V k-+-= o pour y = 4 a .  
dy n 

]':II raison de la symétrie, la fonction V doit conserier la méliie 
1-aleiir quand on change les signes de x e t -y ,  et, de plns, e l l ~  doit 
devenir niille poiir z = CO . 

En désignant par p,  y, r des nombres positifs qiielconques, et par -1 
iine constante arbitraire, on satisfera a ces coriditions en posant 

V = Aeë'" cospx cosqy. 

En substituant cette expression dans l'équation (1), on trouve 
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qu'elle la vérifie, A la condition que 

N o m  avons ainsi jiiscp'A 1;résent 

Si l'on exprime que cette fonction satisfait aux coiiditioiis ( 2 )  et ( 2 '  , 
ou trouve pour résiiltats 

Ces deux équations, en pu et qa, reutrent l'une dans 1'aiiti-e rt oii.1 
uiie infinité de racines positives. 

Supposons que. ces racines soient rangées par ordre de graiideur eii 

. commen(;ant par la plus petite ; soient ml ,  m,, . .. les quotients de ces 
racines par a ,  ou les valeurs couvient d'attribuer i p et à q ;  Ai, 
A, deux constarites arbitraires caractérisées par leurs indices. 

L'expression 

V 1 Ai 4 e - ' d W  cos m i s  çosmjby 
J 

satisfera à l'équation (1) et aux conditions (2); mais on aiira uiie solii- 
tion plus .générale en faisant la somine des expressions seiiiblables 01)- 
tenues en donnant à i et j toilies les valeurs entiéres possibles clepuis 
l'unité jusqu'a l'infini. 

Nous l~rendons donc 

( 5 )  I + 1 A e - z ~ ~ n ~ + r i ~ 9  

/ 
cosm, x + A ~ C - Z ~ ~  C O S ~ ~ X . .  . l  A2 cosmg*, 

'Nais on doit avoir V = r pour 2 = 0, quelles q i ~ e  wicrit les va1eiii.s 
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(le x el  y entre - a et a ,  ou 

I =(A,cosrn,x+tA,cosm,x+A,cosrn,x i- ...) 
x ( A ,  cosm, y + A, cosm,y + . . . ). 

Il est évident que cette condiiion sera satisfaite si l'on déterniine les 
coefficients A i  de manière que l'on ait, quel que soit s entre O r-t a ,  

' Multiplions cette équation par cosmjxdx, et intégrons entre les 
limites O et a. Le coefficient de A,, ou 

mi sinmia cosrnja - mj cos min sin 1n,a 
cosmix cosmix dsc = j 

nt; - mg 

sera nul si j est différent de i; c'est ce qui résiilte de l'une oit l'aiitre 
des équations (4) qui donnent 

Si nous snpposons j = i, il ne restera dans l'équation ( 6 ) ,  miiltipliée 
par cosm,x et intégrée entre x = O et x = a ,  que le terme en Ai, dont 
le coefficient sera 

sin 7 npia 
cos2mixdx=  

O 
2 

et l'on obtiendra de cette manière 

Le problème est ainsi complètement rlsolii. 
Avant d'aller plus loin, rioiis ferons reinarqiicr que In foriuiilc ( G )  
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conduit, d'après notre analyse, la relation suivante 

qui a lieu pour toutes valeurs de x comprises entre O et a ,  et par suite 
entre O et - a. 

4 8 .  Nous alloris maintenant étudier deux cas particuliers. 
I O  L'épaisseur du prisme est .très petite. - En posant u = pa ou qa, 

les équations ( 4 )  se réduisent à la suivante 

a 
u tangu = -. 

IL 

Si la fraction 2 est très petite, cette équation aura une racine r c ,  
I l  

également très petite, dont la valeur approximative est 

Les autres ncines s'obtiendront par approximation en supposant 
a = O dans l'équation (8), et seront 

de sorte que nous aurons 

sorte que l'on peut 

série (6), c'est-à-clire 
Son coefficient 

Il résulte de la que ml .est beaiicoup plus grand qiie m2, m,, . . ., dc 
se borner a considérer le premier terme de ln 
celui qui dépend de e - d x .  

4 sin r i ,  A - ' - 2u ,+s in2u17  

en raison de la @titeise de u,, est sensiblemenl égal à I'iiniti, de sorte 

que l'on a sensiblement ' 
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CI 
2" L'épaisseur du prisme est très grande. - Si le rapport - est trks 

I I  

grand, l'équation (8)  donne, A très peu près, 

La valeur de V,  qui résulte de ces données, offre trop peu d'intbrkt 
pour que rioiis croyions devoir l'écrire. . 

§ VI.  - Mouuernerzt varié de la chaleur dans un cube. 

19. Considérons un cube dont la température intérieure est uni- 
forme et que l'on introduit ensuite dans un niilieu dont la température 
est zéro. Proposons-nous de déterminer la loi de la clécroissance de 
la température aux différents points <lu solide en fonction du temps 
écoulé. 

Soient 

za  le chié du cube ; 
O son centre; 
Ox, Oy, Oz les paralléles menées par ce point aux trois coiiples 

d'arêtes d u  cube. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons que la  teiiy)érdtiire iiii- 
tiale est égale à l'unité. 

La loi cherchée se déduira de l'écluatiori aux dérivées partielles 

en y joignaut les conditions 
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T F I I ~ O R ~ E  A N A L Y T I Q U E  DE LA CHALEUR.  89 
D'après le raisonnement fait au coi~iiiloncemmt dii paragraphe 

précédeut et d'autres considérations développkes auparavant, iioiis 
soinmes concliiit à supposer qu'une solution particulibre de In qries- 
tion est de la forme 

V = A e - l t  cospx cosqycosrz, 

1, p, q ,  r dkigiiaiit des nombres, et A ilne constniitr arbitraire. Cette 

valeur satisfait I'lqiintion ( I ) ,  à la condition que l'on ai t  

I =  K 2 ( p 2 +  q 2 + r 2 ) ,  
et alors elle devient _ 
( ' 3 )  

v - - A e - ~ * ( p = + 4 ? - t i . ~ ) t  cospx cosqy cosrz. 

Les con~litions ( 2 )  se réduisent aux équations suivantes : 

a pa tangpa = - , 
. n 

qui se ramkneiit à la suivante : 

eii désignant par u l'un quelconque des produitspn, pa et ra. 
Cette équation, a laquelle nous soinmes déjà arrivé au par;igral,be 

précédent, admet m e  infinité de racines positives que noiis sL1pp:je- 
rons rangées par ordre de grandeur à partir de la plus petite; soient 
m, ,  m,, nz, les quotients des racines par a ;  A i ,  Aj, A, trois constantes 
arbitraires. Dans l'état actuel de la qiiestion, nous aurons pour solu- 
tion 

A 4 ;4k , -~~(m~+n{+n1; ) t  U S  i .  j C O S ~ , X  COS mjy C O S ~ ~ Z  

- Aie-8%:l cosmix, A .e-Kl~>l:t  cosmjy. Ake-K3"l:t 
d J COS m6 z .  
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Nous ob~iendrons une solution pliis générale en faisant la somme 
des expressions semblables pour toutes les valeurs entières et positives 
de i, j, k, et nous obtiendrons ainsi 

v = [ '4, e-B:m:t C O S ~ , X +  i- ..]. 
+ [ A ; ~ - K % z : c  ÇOSM, Y f A2e-K"i1f' a C O S ~ ~ Y  + . . .], 
f [ A ,  eëK'nL:t cos i n ,  z + A -  eëliPn'qt COS m, z + . . . 1. 

Mais pour t = O on doit avoir V = 1, quels que soient x ,  y, z entre 
les limites - a et a. On satisfera à cette condition si, quel que soit x 
entre - a et a ,  ou simplement O et a, on a 

ce qui, cl'après.le paragraphe précédent, conduit à prendre 

l'équation (6)  donnera, par suite, la solution compléte du problème. 

20. D'après cette équation, on voit que V est le produit de trois 
fonctions semblables qui ne dépendent respectiverilent que de x ,  y, z 
et du  temps. II est d'ailleurs facile de vérifier qu'un pareil produit 
peut satisfaire a l'kquation (1). 

Soient, en effet, X,  Y, Z trois fonctions de t ,  mais qui ne renfer- 
nient respectivement que x, y, z ,  et posons 

V = XYZ. 

En portant cette expression dans l'équation ( I ) ,  on trouve la siii- 
vante : 

qui sera vérifiée en posant 
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0 i i  satisfera auxconditions relatives à la surface en posant 

et il est facile de reconnaître, en se reportant au r i o  2, que l'on re- 
tombe sur la solution (6). 

94. Si le temps écoulé est devenu suffisamment grand, V se r6duira 
sensiblement à son preqiier terme correspondant à i = j = k - 1 ,  et 
l'on aura par suite 

( 7  
= h3 sin3rn,a cosm, x cosm,y cosm,ze-"" " i t .  

( 2  am, + sin 2 ml a )3  

2%. La température moyenne, au bout du teiiips t, a pour 
pression . 

ex- 

expression qu'il est facile de calculer et dont il nous paraît iiiutile de 
donner la valeur. 

93. Lorsque a est très petit, la plus petite racine de l'équation (5)  

est à très peu près égale à 

L7expres$ion (7) '  devient, eu égard à la petite valeur de rn, a, 

-?!et x Y ' u' V = e  "" COS? COS 7 COS =. 
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4ii centre d'iiiie face or1 a 

et, el1 se reportant à la fornîiile ( 1 3 )  du no 13, oii recoiinaît que cette 
température est la même que la surface de la sphère inscrite. 

24. Si les dimensions du cube sont très grandes, on aiira, i très 
peu prés, 

et il sera facile de former l'expression de V. 

5 T U .  - Mouoemenl varié de la. chaleur dans un solide indefini 
dans tous les sens. 

9 3 .  Noils n'avons ici qu'i d&miîiner la forme de l'intégrale de l'é- 
quatioii 

(1) 
d V  d2V d2V - 1 dV + - - -  dy- cl;' k2 dt ' 

qui satisfait i la condition 

F ( x ,  y, r) étant une fonction donliée qui représente la teinpérature aii 
point (.x, y, Y ) .  

Soient a, p ,  y trois coilstantes arbitraires. Nous avons vil (no 10) que 
l'équation 
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es1 satisfaite par 

et (n" 20) que l'équation ( 1 )  est satisfaiie par le produit de trois fonc- 
tions semblables respectiveinent en x, y, z .  Nous sui-oiis donc la solii- 
tion particulière 

Si f désigne une fonction arbitraire, nous obtiendrons une autre so- 
lution particulière en multiplialitcette expression par f (u,P, y )  d~dpcly,  
et enfin une solutioii plus génhale en intégrant, par rapport A u, P ,  -i, 
entre les limites - x, et c r ~  . On trouve ainsi 

En posant 

IL, v ,  w étant des variables que l'on substitue respectiveiiient i u, P 7  7, 
i l  vient 

et nous devons avoir 
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En portant la valeur de la fonctionjçdéduite de cet,te équation dans 
la formule (3) ,  on obtient, pour la solution du problème, 
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DÉVEL OPPEDIENTS 
SUR QUELQUES QUESTIONS QUI SE RATTACHENT A LA T H ~ O R I E  ANALYTIQUE 

DE L.4 CHALEUR. 

26. Cette équation est une généralisation de l'équation différentielle 
à laquelle~nous sommes arrivé en nous occupant du mouvement de la 
chaleur dans un cylindre circulaire (no 14) où nous avions m = r . 

97. Intégration au moyen des séries. - Cherchons a satisfaire à 1'6- 
quation ( 1 )  au moyen d'une suite 

(4 y= B A;xJ 

de  termes proportionnels à des puissances de x. Si l'on substiiue cette 
expression dans l'équation ci-dessus et que l'on égale à zéro le coeffi- 
cient du terme en ~ j - ~ ,  on trouve 

( 3 )  A i j ( j  + n2 - 1) + n A;-? = o. 

11 résulte de là que le problème a généralement deux solutioi~s, 
l'une qui coiisiste à exprimer ilj au moyen de A j - l ,  A . . . , ce qui 
exige que les puissances de x soient entières, paires et positives pour 
que l'on puisse s'arrêter a la puissance zéro. T,a seconde solution 
s'obtiendra en opérant en seiis inverse. 

I O  Supposons:que j soit un nombre entier pair que nous désigne- 
rons par 2 i, et, pour plus de simplicité, que l'on prenne A. = 1 ; 
l'équation (3) donne, en y faisant successivement j = 2, j = 4 ,  . . ., 

" 
13 
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(- : ) A ~ & ~  

i ( r n t 2 i - 1 ) '  
d'où 

(- ;J 
A Î i  = 1 .2 .3  . . .  i ( m + 1 ) ( m + 3 ) ( m + 5 )  . . . (  m + z i - 1 ) '  

Nous aurons ainsi, comme solution paiticuliére de l'équation ( i ) ,  

la série paire 

2 O  Si nous posons . . J = - m + r  +zi, 
l'équation (3)  donne 

- 
- i(- + + r )  

.... et successivement, en supposant i = 1, i = 2, 
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d'où, en prenant A-,,,+,,, , 

A-rn+i+*i = 
(- :)= 

1.2.3 . . .  i ( - m + 3 ) ( - m + 5 )  ...(- m + ~ + z i ) '  

J,'équation ( r )  sera donc encore satisfaite par la série 

Si les deux séries (4 )  et (5)  étaient toujours admissibles, en faisant 
leur somme après les avoir respectivement multipliées par deux con- 
stantes arbitraires, on obtiendrait l'intégrale complète de l'équation ( 1 ) .  

Mais nous remarquerons : I O  que, pour m = 1, les deux séries sont 
identiques et ne conduisent ainsi qu'àune intégrale particulière ; a0 que 
la première est inadmissible quand m est un nombre négatif impair, 
puisque l'un des dénominateurs deviendrait nul; 3 O  qu'il en est de 
même de la seconde quand rn est un nombre positif pair. Mais, quoi 
qu'il en soit, l'une des séries subsistera toujours, et si on la désigne 
par Y, et que l'on représente par A et B deux constantes arbitraires, l'in- 
tégrale générale de l'équation ( 1 )  sera 

28. Expression de l'intégrale de I'équa~ion au moyen d'inlégrales 
depnies. -- Soient 8 une variable quelconque et a une constante. 

En développant en série, on obtient 

(') On arrive à ce résultat en posant y = UY, U étant une fonction inconnue 
de x ;  en substituant, on obtient une équation du second ordre en U que l'on 
peut intégrer. 
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on a d'ailleurs, lorsque m est plus grand que zéro ( '  ), 

Si donc on multiplie l'équation ( 7 )  par sinm-'O d6 et que l'on iu- 
tegre entre O et n, on troiive 

(l) En dksignant par  Azi cette intégrale définie e t  intégrant par  parties, on re- 
connaît facilement q u e  l'on a 

d'o il 

e t  de même 

avec 

En multipliant ces égalités membre à membre, on arrive à la formule (8) du  
texte. 
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En posant n = r'\in, il vient 

lZcos(& cos8) sin?'Od6 

(9) (- e)' 
I .  2.3.. .i(m-&i)(nz+3). . .(i?z+2i-1) 

l 1 

Or le second facteur du  second membre de cette formule n'est autre 
chose que la série (4)  que nous avons représentée par y, ; en conti- 
nuant à désigner par la même lettre cette fonction multipliée par uiie 
constante arbitraire, on voit que 

sera une intégrale particuljère de 19é&ation ( i ) ,  h la condition que l'on 
ait m > o. 

Si l'on remarque que la série (5) se déduit de la &rie ( 4 ) ,  en changeant 
dans cette dernière - m e n m  + 2, et; multipliant le résultat par x'-~, 
on voit que l'on peut poser, en introduisant une constante arbitraire, 

Y 2 -  - B X ~ - ~ ~ J ' C O S ( X \ ~ ~  COSO) 5 de, 

à la condition que - rn + a > o. 
Ainsi donc l'intégrale générale de l'équation ( 1) peut être représentée 

Par 

y = ~ i ' ~ ~ ~  4; cos6) sinfn-< 6 d!, 

I 4  
+ ~ x ' - " ~ ~ c o s ( ~ \ j ~  COS$) ?in-"" 5 d5, 

I 

lorsque l'on aura 
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Il  n'y a pas lieu de se préoccuper de ces deux limites; en effet, 
pour rn = O, l'équation (1) s'intègre immédiatement, et pour m = 2, en 

Z 
posant y = -, cette équation se réduit à 

x 

d'où 

Si l'on suppose m = I ,les deux intégrales de l'équation (1 21 devien- 
nent identiques, et cette équation ne fait plus connaitre qu'une inté- 
grale particulière de i'équation (1). Pour obtenir l'intégrale générale 
de cette dernière équation, désignons par àm une quantité infiniment 
petite et posons rn = I + Ôm; nous aurons 

sin7n-i 8 = sins"'6 = I t am. logo, 
sin&lfl 8 =sin-"" I - Im.log6, 

, & W l  = x-6m - - I - 8m.logx; 
par suite, 

Si nous posons 
A t B = A f ,  A$rn=B', 

il vient 

En supposant maintenant àrn = O et supprimant les accents de A 
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et B, on trouve 

pour l'intégrale générale de l'équation 

5 II. 

EXPRESSION D'UNE FONCTION, ENTRE DES LIMITES DONNEES 

DE LA VARIABLE, EN SERIE TRIGONOIETRIQUE. 

29. Si u désigne un arc que1conque;on a la relation ( '  ) 

I sin (nz + 4) u 
(4 - 2 + cosu+ coszu +. . .+ cosmu = 

U 
2 sin - 

2 

Soit F ( x )  une fonction quelconque assujettie seulement a la con- 
dition qu'elle reste continue et ne devienne pas infinie entre les 
limites a et b de x. Nous supposerons que la valeur absolue de la dif- 

( l )  En effet, si dans l'expression 

on remplace les cosinus par leurs équivalents en exponentielles imaginaires et  - 
qne l'on pose i= \/- r , on trouve 

En revenant maintenant des imaginaires aux fonctions trigonométriques, il 
vient 

 cosm mu-cos(~n+~)u s i n ( m + t ) u  y =  - - - 
2 1 - C O S U  u 

2 sin - 
a 
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férence de ces deux limites est inférieure à 2n. En désignant par cr 

une variable auxiliaire, nous poserons 

Nous multiplierons ensuite ce que devient l'équation (a) par 
F(u) da, et nous intégrerons entre les limites ci-dessus. Fous obtien- 
drons ainsi 

i = n t  

' tl b ~ ( i i )  du + 2 F(u) cos i ( s  - ir) dii 
. i = l  

- - - I 
" b ~ ( c c ) s i n ( m + + ) ( x  - r ) &  

' J  sin (y) 
F ( r ) s i n ( m + f ) ( a - x ) &  

sin iU+) - 

Le premier membre de cette équation représente une fonction de x 
qui est périodique et dont la période est 277, puisqu'il ne change pas 
de valeur quand on augmente la variable d'un multiple de t- 2 x .  

Pour une valeur donnée de x, comprise entre a et b, le dénominateur 
du second membre de l'équation ne s'annulera que pour la seule va-' 
leur x de a, en raison de la restriction apportée à la valeur de b - a. 
Mais si, k étant un nombre entier positif, on avait 5 < a + zkn, 
b > a + z(k - I)T, le dénominateur dont il s'agit s'annulerait pour 
une valeur x de a comprise entre a et a + n, et pour les valeurs sui- 
vantes, x + .TC, .  . . , x + 2 (k - I )T.  Quant à présent, nous n'avons pas à 
tenir compte de cette ohservation qui s'étend facilement d'ailleurs au 
cas où on aurait b - a > - (zk + t ) ~  et < - 2 k x .  

Supposons maintenant que le coefficient m soit extrêmement grand, 
sauf à le considérer plus tard comme infini. 

L'arc (m + f)(u - x) augmentera de 2 x  quand u  augmentera de la 
2 Ti 

quantité extrêmement petite -- Si x n'est pas compris entre a et 
m + ? ,  

2 7C 
a+- - , l a  fonction F(') ne variera que d'une quantité extrè- 

m + $  s in+(=-  x) 
mement petite, que nous négligerons. 
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En posant o = cc - x, la partie de l'intégrale du second membre de 
2 7F 

i'équation ( 1 )  qui correspond aux liniites a et a t se réduira à 

Si donc a ,  et b, sont compris entre a et O,  et si x n'est pas compris 
entre les deux premières de ces valeurs, on a 

La valeur de l'intégrale qu'il s'agit de déterminer se réduit donc à 
celle de 

en désignant par E une quantité infiniment petite. Coinnie la fonc- 
tion F ( x )  est supposée continue entre a et b, on peut prendre 

1 F (x t a) = F(x) et, en remplacant sin !par?, l'expression ( 2 )  devient 
2 2 

Mais, comme cette intégrale n'a de valeur sensible que pour des valeurs 
infiniment petitesde o, on peut l'étendre entre des linlites - CO et cc , 
et l'on obtient ainsi n pour résultat ('). 

(') Soit en effet, 12 étant positif, l'intégrale 

" sin n x  d~ 

on voit qu'elle se ramène à la suivante : 

En désignant par q :un nombre positif, considérons maintenant la nouvelle in- 
I G 
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Si nous reinp1a)oris pour rn l'expression de extrêmement grand par 
celle de injniment grand, le raisonnement qui précède ne laisse rien 
à désirer au point de vue de la rigueur, et l'équation ( r )  se réduit ainsi 
A la suivante : 

q u i  fait connaître le développement en série, dont le terme général est 

de la portion de la fonction F(x) limitée par x = a et x = b, la va- 
leur absolue de b - a étant au plus égale à 2 x .  

on est ramené à déterminer  une valeur de la forme 

En intégraiit par parties, oii trouve la relation 

d'o ii 

or ,  on a évideinmen t 
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30. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des valeurs de x com- 
prises entre a  et b,  sans supposer que la variable puisse devenir égale i 
l'une de ces limites. 

Admettons que l'on ait x = a ;  dans ce cas, l'intégrale de l'expres- 
sion (3) devra être prise entre O et E 011 O et ZG ; de sorte qu'elle se 

réduit à f . On a donc 

Soit maintenant x = b ;  l'intégrale de l'expression (3) devra être 
prise entre les limites - E et O ou - cro et O, ce qui donne 

par suite 

4 
L'équation ( b) devient ainsi 

1 
arc tang - . 

4 

par suite 

Supposons II.  négatif, nous aurons, en remplaqant n par - 12, 

On voit ainsi que la fonction ?(n) est essentiellement discontinue, qu'elle passe 
T t  7C 

brusquement de -- pour n > O, à zCro pour 12 = O, et à - - pour n < O ,  
a 2 
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ou, en remplapnt o par - a, 

Nous avons donc 

31. Considérons la courbe représentée par l'équation y = n P ( x ) .  
Soient l j g .  1) O l'origine des coordonnées O a  = a, Ob = b; AB l'arc de 

la courbe limité par les ordonnées des points a et b. Concevons que 
l'on transporte l'arc AB parallèlemei-it à 0.z de + aix ,  i étant un 
nombre entier positif, et distinguons par l'indice -t- i les positions 
que prennent les points a ,  b, A, B. 

Le second membre de l'équation ( 4 )  représentera les arcs AB, 
A ,  B,,  A,H,, . . . , A-, B-,, A-, 8-,, puisqu'elle ne change pas de valeur 
quand on y remplace x par x z k  2kx. 

Entre les points b et a , ,  entre x = b, x = a + zn, il n'y a pas de 
valeur de x qui annule le dénominateur de la fonction de l'intégrale 
du second memlxe de l'équation (1); cette intégrale est donc nulle; 
en d'autres termes, le premier membre de l'équation (4)  se réduit 
à zéro. On voit ainsi que le second membre de la même équation 
représentera les portions ha,,  b, a,, . . ., ab-, , a-, 6&,, . . . de l'axe 
des x. 
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38. Supposons que l'on ait 

h étant censé inférieur à 2n0 Entre n::+ ,, l'expression sint(a - x) 
s'annule pour a = x et a = 2n + x. L'intégrale du second membre 
de l'équation ( 1 )  se réduit donc à la valeur ( 3 )  ajoutée à ce qu'elle de- 
vient quand on y remplace x par x + 2n. On a ainsi 

Si h était plus grand qiie 277, mais plus petit que 4n ,  on aurait de 
même 

n[F(x) -t- F ( x  + 2n) + F(x + 4x11 
b m 

'= :l F ( x )  da + Z F ( ~ )  cosi(x - a )  da, 
i= l  

et, en général, le second membre de l'équation (4) représentera la 
fonction 

n [ F ( x ) + F ( x +  2n) +...+ F ( x + z i n ) ]  
pour 

b -a$27c ( i+ i )  et b - a > z z i .  

33. En supposant b - a < an, admettons qiie, pour une valeur c de x 
comprise entre a et b,  F ( x )  passe brusquement d'une valeur M a une , 

autre N. La série ( 4 )  donnera encore F ( x )  entre x = a, x = c, entre 
x = c et x = b. Il s'agit de savoir ce que donne cette Série pour x = c. 

En se reportant aux formules (5)  et ( 5 ' ) ,  on a 

c 
Tt - M  2 = ;lc~(cr) dg +EL F ( a )  cosi(c - a )  da, 

i = l  

6 
Tt - 
2 

N = 11 F ( ~ ) d a  + 
c 

21 ' ~ ( a )  :osi(c - a )  da: 
i = 1 
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d'oi1 

Donc la série donne la demi-somme des valeurs de la fonction cor- 
respondant à la valeur de x pour laquelle cette fonction devient 
discontinue. 

7i 34. Si dans l'équation (4) on suppose a = O, b = z r ,  puis a = - -, 
2 

71 O = -, on obtient les deux formules suivantes : 
2 

(8)  n F ( x ) =  - ' l i ~ ( a )  da + [ %F(ct) cosi(x - cr) da, 
x -- . - 

i = i  -: 
2 2 

qui permettent respectivement de représenter la portion de F ( z )  com- 
71 71 

prise entre $ = O ,  x= 2 n  et x = - -, x= - -  
2 2 

35. Supposons que l'intervalle dans lequel on veut représenter F ( x  
par une série trigonométrique, au lieu d'être :an, soit un nombre quel 
conque 2k. Posons, à cet effet, 

x rentre dans les conditions du numéro précédent. 
Les équations ( 7  ) et (8) deviennent 

Or P rK peut être considéré comme une fonction arbitraire de y: ( > 
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il rient donc, en remplarant F par F(y) ,  puisy par x et P par a, 

36. Supposons que la fonction F (x) soit telle que F ( - x) = F (z) ; 
l'équation (1 O)  peut se mettre sous la forme 

en remarquant que dans la seconde intégrale oii peut remplacer u par 
- o r ,  - k p a r k e t  F ( - u ) p a r F ( u ) .  

On a de plus 

L'équation (1  I ) ,  ou plutôt l'équation ( I O ) ,  devient ainsi 
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37.  Admettons maintenant que l'on ait F ( -  xj = - F (x). On 
reconnaît facilement que 

et l'équation ( I O )  se réduit à la suivante : 

Lorsque k = .n, on a 

Nous allons maintenant étudier quelques cas particuliers. 

38. La fonction F (x) est constante entre x = O et .2: = k et prend La 
même valeur changée de signe entre x = O et x = - k. 

11 suffit de supposer F (a) = s, car du  résultat obtenu dans cette hy- 
pothèse on en déduira tout autre par une simple multiplication. 
L'équation (s 3)  reqoit évidemment ici son application ; en y faisani 
F(x) = ' I ,  et remarquant que s - cosin- = O, lorsque i est pair et 
I - cosi;rs = 2 quand i est impair, on trouve 

série qui est périodique et dont la période est 2k. 
Si k = n, l'équation précédente devient 

1 - 1 

(a - = sinx -I- - srn3x + - sin5x +- . . . . 4 3 5 

En remylacant x par f - x, cette formule se transforme dans la 
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suivante : 

(4 
iYT 1 1 
- COSX - - cos32  4- 5 cossx - . . . 4 - 3 

7C 3 
qui s'applique entre les limites x = - ;, x = -n. 

2 

Si l'on fait successivement 3~ = O, x = 2 dans la fornziile (b) ,  on ob- 4 
tient les siiivantes 

En multipliant l'équation ( b )  par dx et intégrant entre les limites 
O et x, on trouve 

.z 1 1 

(4 - - sinx - sin3x t 5i sin5x + . . . , 
4 - 

X 
et, en faisant x = -, on a cette relation, qui est connue depiiis long- 

2 

temps, 

39. La fonction F (3) est égale A x enlrme x = - k, x = k. 
Comme on a - F (x) = F ( -  x), il faut encore se reporter l'éqiia- 

tion (13) qui donne, en y supposant F (x) = x, 

k i ~ x  cosin . i z x  
r = ; X s i n T l  a s i n ~ d i *  =- 7~ sin - /i 

i = 1 i = l  

En supposant k = x ,  on obtient la formule suivan te 

x 1 I - = sinx - - sin 2 x + - sin 3x - . . . , 
2 a 3 
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qui est due à Euler. En y faisant x = -, on retombe sur la formule ( c )  
2 

du numero précédent. 

40. La fonction F (x) est e'gale à x3 entre x = - T e t  x = n. 
Nous suivrons exactement la mème marche qu'au numéro précé- 

dent, et nous aurons 

z3 . . ( 3 ; 3 ) c o s z n  
- 2 = x s i n i x 1 ' r r 3 ~ i n i a  & = - sinix n - - i 

i = 1 i 

d l .  Lafonction F (x) est égale à x entre cc = O et x = k et à - x entre 
O et - k. - Comme on a ici F ( x )  = F (- x) ,  c'est à la formule ( r 2 )  

qu'il filut avoir recours, et elle donne, en y faisant F(x) = x ,  

d'ou, en intégrant par parties, 

En faisant k = n dans cette formule, ,on arrive à la suivante 

42. Développement entre x = O cil x = n de sinx en cosinus d'arcs 
multlplespairs de x. - Ici il faut avoir recours à la formule (g) ,  dans 
laquelle on fera F(x) = sinx et 2 k  -- rt. On reconnaît facilement 
qu'elle devient 
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Mais on à 

d'oii 

(4 7~ sinx I c o s z x  cos4ix cos6x + --- 4 a 1 . 3  3 . 5  

Tel est le cléveloppeme~it cherché. En y faisant z . T, on trouve 
2 

43. Expression trigonométrique de l'ordonnée du conlour d'un tra- 

pèze déterminée par une parallèle à la base d'un triangle iquila!éral en 
supposant cette base e'gale à n. - Soient 

AB = 7c la grande base du trapèze ; 
ab sa petite base; 
a'b' la projection de ab sur AB; 
p=Aa'=aaf=Bb'. 

Prenons la direction de AB pour axe des x et sa perpendiculaire 
en A pour axe des y. Supposons que l'on ait 
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entre - net  n. Nous devrons faire usage de la formule (12'), qui repré- 
sentera également l'ordonnée du  contour A a b B  et celle de  son 
symétrique par rapport aux axes. 

n e A  à B o u e n t r e x = o  e t x = p ,  o n a  

De b à B o u e ~ i t r e x = = n - p e t x = n , o n a  

F(x)=rrr - X. 

La formule précitée donne ainsi 

En effectuant les intégrations, on trouve 

d'où, pour l'équation cherchée, 

sin 3p sin 3 x sin 5p sin 5 x 
y = 4 (,inp sinx + + -- +... 

51 3P 52 

'Tt Si l'on suppose p = - , le trapèze devient le triangle équilatéral A CB, 
2 

dont l'ordonnée de l'ensemble des chtés AC, CB est représentée par 
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44. Une fonction arbitraire F(x) qui ne devient pas infinie pour 
toutes les valeurs positives et négatives sera représentée dans toute 
son étendue par la formule (10) du no 35, en y faisant k = x, . Si nous 

désignons par c le rapport infiniment petit T, nous aurons A 

Mais nous pouvons considérer i~ comme une variable p à laquelle on 
donne des accroissements infiniment petits E = dp, et que l'on peut 
faire croître indéfiniment à partir de zéro. On a ainsi 

On déduit de là 

cl) dor. 

- O.) du. 

et les formules (1) et ( 2 )  se réduisent à la suivante, 
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46. Dans le cas oii F(- x) = - P ( x ) ,  on trouve de la même ma- 
nière 

437. Soit F(x)=e-" de x = o  à x=co et F(x) = 8 de x =  O à 
x=-a, on a  

F(x) = F(- x), 

et l'on a recours alors a la formule (3 ) ,  qui donne 

( ')  En effet, on a, en integrant par parties, 

d'ou 
1 

e -" cospa. dr I= --- . 
1 +y" 

On trouve de la même inanihre 

On remarquera que, si l'on pose 

expression qui est évidemment nulle puisque p et  - p  donnent dans l'intégrale 
deux éléments égaux et de signes contraires ; y est ainsi indépendant de x, de 
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48. Soient F(x)  = ex de x = O à x = co , F ( z )  = - ex de x = O  

à x =- m ;-nous avons F ( x )  = - F(- x) ,  et nous n'avons qu'à ap- 
pliquer la formule (4)  qui donne, en y faisant F ( a )  = ëa, 

p s inpx 
C~P ( ' ) a  

49. Considérons le cas où la fonction F ( x )  est égale à l 'mité entre 
x == I et x = - 1, et nulle pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas 
comprises entre ces limites. Comme on a F(- x) = F ( x ) ,  .on devra 
avoir recours à la formule ( 3 ) ,  en y faisant F(x) = I .  Mais comme, 
d'après l'hypothèse, F(x) est nulle entre xi:= I et x = m , l'intégrale 

se réduit à la suivante 
sinp 

~ ' c o s p a d a =  -, P 

d'où l'on conclut 

Il est facile, d'ailleurs, de vérifier que cette formiile remplit les con- 
ditions voulues, car on a 

lm sin p ;,osp "sin(cr - 1 ) p  

P dp. 

Or, si x > I ( 2 ) ,  les deux intégrales du  second membre de cette 
formule sont égales à 7c et se détruisent. Tl en est de même si x < - I .  

Maintenant, si x est compris entre - r et -+ 1, les deux intégrales 

(') Nous ferons remarquer que 

car les éléments de l'intégrale prennent des signes contraires quand on y change 
y en -p .  

(') Voir la note de la page 103. 
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s'ajoutent et donnent pour résultat , d'où F (x) = r , ce qu'il fallait 

démontrer ( ' ). 

50. Soit F(x) = sinx entre x = - y et x = 7 et F (z )  = O en dehors 
de ces limites. Comme F (x) = - F (- x) ,  nous devons faire ici l'ap- 
plication de la formule (4)' dans laquelle nous ferons F ( a )  = sina, et 
l'intégrale par rapport i, oc devra être prise seidenient entre les limites 
O et y,  puisque F ( a )  = O entre x = y et x = m . 

Nous avons ainsi 

sin p z  
= :Lw i p  sinpy siny + cospy cos? - 1 )  ;Ti;, Jp. 

§ IV. 

PROPRIETES DES FONCTIONS SPHÉRIQUES. - FORMULES DE GREEN. 

.51. Des fonctions Y,. - Nous avons vu (nos 3 et 7) que l'équation 
en coordonnées rectangulaires, 

( l )  Considérons l'intégrale ( 7 )  en y remplacant la limite inférieure O par - w  , 
et posons 

dh 

nous avons 

expression qui est nulle, car, p o u r p  et -p, deux éléments de l'intégrale sont 
égaux et de signes contraires. II suit de là que y est -indépendant de x et que 
l'on a 

+=a.  
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avait pour équivalente en coordonnées sphériques la suivante 

dans laquelle rdésigne la distance d'un point quelconque m à l'origine 
12 

O des coordonnés, 8 la colatitude NOz, + In  longitude, c'est-A-dire 
l'angle formé par le plan m O z  avec le plan fixe ~ O X ,  ,LL le cosinus 
de l'angle 8. 

Cherchons voir si l'équalion ( 2 )  ne peut pas être satisfaite par une 
expression de la forme 

dans laquélle ireprésente un nombre positif quelconque et Yi une fonc- 
tion de y. et + indépendante de r. En siibstituant, on trouve pour résul- 
tat l'équation 

On satisfera plus généralement à l'équation ( 2 )  que par la valeur ( 3 )  
en prenant 

i = s  

Nous désignerons sous le nom de fonction sphirique toute fonction 
de ,u et S. oii de p. seulement qui satisfera a une équation semblable 
à l'équation (4).  Nous dirons aussi, pour simplifier le langage, que Y i  
est une fonction sphe'rique de L'ordre i. 

59. Integrale particulière de l'équation ( 4 ) .  Supposons que Y i  soit 
de la forme 

en désignant paru et w deux fonctions qui ne renferment respectivement 
1 S 
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que p. et 4. L'équation dont il s'agit devient 

et sera satisfaite en égalant son second terme à une constante, par suite 
son premier terme a cette constante changée de signe. 

Or, corrime dans les questions de Mécanique céleste et de Physique 
matliématique où interviennent lès fonctions sphériques, les expo- 
nentielles sont inadmissibles, nous poserons, en désignant par n un 
nombre quelconque, 

d'où, en désignant par A,,, fi, deux constantes arbitraires, 

L'équation ( b )  se réduit alors à la siiivan te 

Dans ce qui suit, nous supposerons que TL est 'un nombre entier po- 
sitif. 

En posant 

l'équation (c)  devient 

d2z dz  
(e)  ( 1 - p 2 ) 7 - z ( n - t ~ ) p . - + ( i - n ) ( i + n + ~ ) ~ = o .  4 4 

Essayons maintenant de satisfaire à cette équation par une suite de 
la forme 
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a, et p étant des constantes et v un nombre entier qui a pour valeurs 
siiccessives O, 1, 2, . . . . En égalant à zéro le coefficient de ,up-?" dans 
le résultat obtenu après avoir introduit la valeur (8 )  dans l'équation ( e ) ,  
on trouve 

UV-, [P - 2 ( V  -- 1 ) 1  (P - 2 Y  + 1 )  

- 2av.i.- 2 p  + v(2v + I )  - s(n T i ) ] v  

- - a , [ p 2 i - ( 2 .  +I)P-(i- n ) ( i T n + 1 ) ]  = o .  

On satisfera à cette éqiiation en égalant à zéro son troisiGme terme 
puis l'ensemble des deux premiers. La première des équations secon- 
daires ainsi définies est 

et a pour racines 

En portant la première de ces valeurs dans l'ensemble des deux 
premiers termes de l'équation (g) égalé à zéro, on trouve 

d'où, successivement, en prenant a,  = 1 ,  

Eri distinguant par les indices i, n la valeur de u qui se rapporte 
à ces nombres, on déduit des formules (d),  ( f )  et ( j )  la suivante : 
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Cette suite a un nombre fini de ternies, car elle s'arrêtera au terme pour 
lequel a, = O, soit à 

si i - n est pair, soit à 

si i - n est impair. 
En nous reportant aux formules ( a )  et (6\,  on voit que la valeur 

Yi = (A,, cosn4 +- B, sinn 4 )  uil, 

sera une solution de l'équation ( 4 ) ;  mais on aura une solution plus 
générale en faisant la somme de toutes les expressions semblables ob- 
tenues en supposant successivement n = o, I , 2, . . . , i, somme que nous 
représenterons par 

Si nous considérons maintenant la seconde valeur (h') de  p,  nous 
aurons, en accentuant uil, et les coefficients a, pour les distinguer des 
précédents, 

(4  , ( i + n + ~ v - 1 ) ( i + n + 2 v - 2 )  a - 
4 ( i  + Y )  

'LI- 

d'où, en supposant ai = r ,  

, ( i + n ) ( i + n + z ) ( i + n + 3 )  
a- = @ ( i + ~ ) ( i +  2 )  

9 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  > 

par suite 
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En faisant la somme des expressions ( 7 )  et (71),  multipliées chacune 
par une constante arbitraire, on aura l'intégrale générale de l'équation 
(c). Enfin il est visible que, si l'on substitue à la valeur (9) la sui- 
vante 

n = i  

Yi = (A, cosn+ t BI, sinn+)(ui, + Cl,u~),  C 
n= O 

dans laquelle C, représente une riouvelle constante arbitraire, on ob- 
tiendra une solution plus générale de l'équatioii (4). Toutefois cette so- 
lution n'est admissible que si la limite supérieure de 8 est moindre 

que -, car autremerit dans l'intervalle ui,, deviendrait infini ; maiscomme, 
2 

dans toutes les questions qui ont été posées jusqu'à ce jour, ce cas ne 
s'est pas présenté, il y a lieu de s'en tenir à l'intégrale particulière (9 ) .  

53. Propriélé desfonctions Yi. - Nous mettrons l'équation (4 )  sous 
la forme 

En désignant par Yj une fonction sphérique de l'ordre j ,  nous aurons 
de mème 

Retranchons ces dcux kqriations l'une de l'autre après avoir multi- 
plié la première par Yj  dB d+ et la seconde par Yi di3 dq, puis intégrons 
ensuite entre les limites 0 = O ,  O = x e t  $ = O , +  = 2n. 

Nous obtiendrons ainsi 
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Si l'on remarque que 

on voit que, entre 6 = O, 6 = n, la seconde et la troisième intégrale de 
I'bquation ci-dessus do~ineiit un résultat nul. 

La quatrième intégrale ou 

est également nulle, parce que, d'après la forme de Y i  et Yj,  la fonc- 
tion 

prend la même valeur pour + = O et $ = 2 n. D'ou il suit que 
l'on a 

Si donc j est différent de i, on aura 

résultat reinarquable qui recevra dans la suite bien des applications. 
Mais l'analyse précédente ne peut, pas faire connaître la valeur de 

valeur que iious n'avons aucun intérêt i déterminer. 
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54. Des fonctions Pi. - Supposons yiie x, y, c, r, 8 ,  + se rapportent à 
urr point m, et que l'on accentue les mêmes quantités pour désigner 
celles qui correspondent a iin antre point mt. Soit u. la distance mm'; 
nous aurons 

En considérant x', y', z' comme constants, il est facile de reconnaître 
qiie,170n a 

1 
et, en se reportant à l'équation ( i ) ,  on voit que la fonction - est une 

L .  

forme particulière de la fonction V, et que par suite elle doit satis- 
faire à l'équation ( 2 ) '  c'est-à-dire à la suivante 

Nous remarquerons que l'on a 

r 
par suite, en supposant ;, < 1 ,  

Soit 

le développement de cette fonction suivant les puissances ascendantes 
r' 

de --; en substituant le terme général de cette série dans l'équation ( iz ) ,  
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on, trouve 

d'où il suit que la fonction Pi est une valeur particulière de la fonc- 
tion Y i  et que l'on a notamment 

f - ' ~ ~ ~ , ~ ~ d ~ d ' +  1 = O, 

si J est différent de i. 
Il est évident, d'ailleurs, que Pi est également une fonction sphé- 

rique en p', +' et que sa valeur reste la même quaiid on y change p. 
en p' et + en $', et vice versa. 

5. Proprie'ie's particulières de IaJonction Pi. - Posons 

r - - ,., - v., p = cos0 cosbl+ sin 6 sin 6' cos (+ - +') , 

p représentant ainsi les cosinus de l'angle mOm'. 
Le coefficient Pi sera le coefficient de cli dans le développement de 

suivant les puissances ascendantes de cr. 
On déduit de là 

( 4  
d'où 

En substituant dans cette équation le développement 
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et identifiant les coefficients de ai, on trouve 

De l'équation (1) on déduit successivement 

d'où, en identifiant les coefficients de ai+', 

dP.  Si l'on élimine -2 entre les équations (a) et (e),  on trouve 
dp 

d'oh 

Si i est impair, ces équations s'arrêteront à celle qui correspond 
à i = I ;  on en déduit alors 

dPi+ 1 (D) - - - = ( z i + r j P i + ( 2 i - 3 ) P i - , - i - ( z i -  7 ) P  ,-,+...+ 3 P , .  
dp 

Dans le.cas où i est pair, la dernière des équations ( C )  correspondra 
d P ,  . - à i = a,  et comme, d'après la formule (g) ,  on a - - Po = 1, il vient 
d~ 

Plaçons-iioiis dans les conditions de 1'équat.ion (D); i - I est pair et 
' 9 
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en remplac;aiit i par i - I dans l'équation (D'), on trouve la suivante 

Di - = ( z i -  I)P,, + ( 2 i -  5)Pi-3 -I-. . .-F 5P,+  Po, 
dp 

qui, ajoutée à (D),  conduit à ce résultat remarquable 

11 est facile de s'assurer que l'on arrive au même résultat lorsque i 
est pair. 

56. Des diverses formes que peut prendre IaJonction Pi  
i 0  Forme de Legendre. - On a d'abord 

' 

En développant ensuite les termes de cette expression, on trouve 
pour le coefficient de ai 

2 O  Forme d'0linde Rodrigues. - Cette forme, qui est la suivante, 

a été déduite de celle de Legendre. Mais on y arrive plusrapidement 
en partant de la fornlule de Lagrange. Nom déduirons le développe- 
ment de G de celui de son intégrale par rapport à p, ou de. 

en prenant égale à l'unité la constante introduite par l'intégration. 
Cette équation donne la suivante 
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d'où, en appliquant la formule de 'lagrange ( ' ), 

a d ( p 2 - 1 )  a2 d 2 ( p 2 - 1 )  .i I ) i  
G = I + -  f- i-.... 

. 2  dp 2 . 2  dpz -P."+ 2i .  1 . 2 . 3 . .  . i dp . 

et enfin 
d i (p2 -  I ) ~  p.- . I '- 2 ~ 1 . 2 . 3  . . .  i d i  ' 

ce qu'il fallait établir. 
3" Représentation de In fonction Pi par une intégrale de3nie. - 

Considérons d'abord l'intégrale 

dans laquelle A et B sont deux constantes réelles. 
On voit que 

Nous avons donc 
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Si nous posons 

nous aurons 

En développant suivant les puissaiices de a le premier membre de 
cette équation et la fonction de l'intégrale, et identifiant les coeffi- 
cients de ai, on trouve 

qui est l'expression cherchée, et d'où t o n  déduit d'abord Pi= (+- 1)' 

pour cos g, = -F r . 
Lorsque cos2cp est inférieur a l'unité, Pi tend vers zéro quand i croît 

indéfiniment. En effet, de l'interprétation géométrique ordinaire des 
imaginaires on déduit facilement que le module d'une somme est 
moindre que la somme des modules de ses parties; d'où résulte que le 
module de Pi est inférieur à l'intégrale 

dont tous les éléments tendent vers zéro quand i croît indéfiniment. 
Lejeune-Dirichlet a.donné une autre expression de Pi au moyen 

d'une intégrale définie. Mais, comme elle ne peut être pour nous d'au- 
cune utilité, nous ne croyons pas dwoir nous y arrèter. 

57. Réduction d'une intégrale tr$e étendue a un volumejfni, ci une 
inlégrale relative h la sufuce de ce volume ( ' ). - Soit l'intégrale 

(l) A notre co'nnaissance, la première trace de cette transformation se trouve 
dans le premier Mémoire de Poisson sur  le magnétisme (Mémoire de PAcadémie 
des Sciences, I 82 2 ). 
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htendue à un volume déterminé, dans laquelle F représente une fonc- 
tion continue des trois coordonnées. 

Considérons ail point (x -- O, y, z )  un élément siiperficiel dydz qiie 
nous prendrons pour base ,d'un prisnie élémentaire parallèle à O z .  
Soient (fig. 2), à partir du plan y O z ,  et en se dirigeant dans le sens 
positif 

Fie. 2. 

de O&, a,, a,, . . ., les intersections successives d'une arète du prisme 
élémentaire avec la surface du volume: ori l'angle que forme avec O x  
la normale extérieure aiNi à cette surface au point ai;  dui l'élément 
superficiel correspondant ; Fi la valeur de F qui correspond a u  point ai ; 

on a, en intégrant par rapport à x, 

dydz = -dw,cosu,=dw,cosa,= - dw,cosa,. . . 

par suite 

U = ( F I  cosu, d w ,  + F 2 ~ o s ~ 2 d ~ î  + . . .), S 
ce qui revient a 

en désignant par du  un élément quelconque de la surface et par a 
l'angle que forme sa normale extérieure avec Oz.  Telle est la for- 
mule qu'il s'agissait d'établir. 
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58. Formules de George Green. - Soient 

( Q )  une surface fermée ; 
(S) l'espace qu'elle comprend ; 
do un élément de la surface au point a dont les coordonnées sont x, 

y,  a ;  
a, p, -,y les angles formés par la normale extérieure en a avec Ox, Oy, 

Oz;  
U, V deux fonctions quelconques de x, y, z assujetties seulement à la 

condition de rester finies, ainsi que leurs dérivées daris l'espace (S) ; 

uhe intégrale étendue à tout cet espace, et qiie nous nous proposons 
de mettre sous une autre forme. 

En intégant par parties par rapport à x, on voit que l'on a 

Or, d'après le numéro précédent, la première intégrale de cette ex- 
pression est équivalente à la suivante, 

Dès lors, il doit paraître évident que l'expression ( 2 2 )  prend la 
forme suivante, 
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Soit dn une longueur infiniment petite portée à partir de a .sur  la 
normale extérieure à ce point; nous avons 

d'où 

et, en désignant par du l'élément d i  volume dxdyd i ,  l'équation ci- 
dessus devient 

d'V 
d'V)  du -SU & du 

(2G ) d u  dV d u  dV 
--+---+--  du. 
'dx dx d y  dy dz dz 

2O Si l'on remai lue que le second membre de cette équation est 
symétrique en U ei V, le premier membre conservera la même valeur 
en y faisan't permu er entre elles ces deux fonctions, d'où cette nou- 
velle équation 

Dans le cas où U = 1 ,  on a simplement 

3 O  La condition que les fonctions U, V et leurs dérivées restent 
finies dans l'intérieur du volume considéré est indispensable pour que 
l'on puisse établir les équations (23) et (24), car autrement les inté- 
grations par parties dont on a fait usage ne seraient p l u ~ ~ l é ~ i t i m e s .  
Supposons maintenant que, la fonction V.et ses dérivées restant finies, 
la fonction U, dans le voisinage d'un point intérieur A, puisse être re- 
gardée comme étant égale à l'inverse d,e ladistance c à ce point. Con- 
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cevons une sphère d'un rayon infiniment petit 6 ayant son centre 
entre A .  L'équation (23) s'appliquera évidemment i la portion du 
volume extérieure h la sphère. 

Comme on a identiquemerit 

l'intégrale 

peut ètre'étendue au volume total. 
Il en est de même de l'intégrale 

car, en prenant du = 4 dc, la portion de cette intégrale q u i  se rap- 
porte à la sphère .est 

et, par suite, négligeable. 

qui se rapporte à la surface de la sphère, est aussi négligeable, car 
elle est égale 

et par suite du premier ordre. 
11 nous reste donc à déterminer la valeur de l'intégrale 

étendue à la surface de la sphère. Soit VA la valeur V au point A; 
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comme nous avons, en remarquant que dn est intérieur à la sphère, 

1 
cette expression est égale à a la surface, et l'intégrale ci-dessus se 

réduit a 

Nous avons donc. enfin 

1 
Supposons que dans tout l'intérieur du volume on fasse U = ;- 

D'après ce que l'on vient de voir, en ayant égard à l'équation ( 1 )  

du no 51, à laquelle satisfait l ,  on aura 

59. Proprie'te's desfonclions Yi et Y,. - Considérons une sphère dont 
O est le centre et R le rayon; un point déterminé A de son intérieur; 
r', O f ,  $' les coordonnées polaires de ce point; r, O ,  + celles d'un point 
quelconque rn de l'intérieur de la sphére; r, la distance Am. 

En supposant 

V=r"Y,,  U = f ,  
c. 

l'équation (28) recevra son application. 
Nous aurons d'abord 

VA = r'i 1; , 
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Y: étant la valeur que prend Yi lorsqu'on y remplace 6 par 6' et + par +'. 
Nous pouvons d'ailleurs prendre do = K2 sine de d+.  Nous avons 
dn = dR ,  et pour un point de la sphère 

L'équation (28) devient ainsi, en se rappelant que V vérifie .l'équa- 
tion (1) du no 51, 

D'après la formule (14), nous avons pour u n  point de la sphère 

et, en substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on trouve 

Cette équation devant avoir lieu quel que soit r', il faut que le coeffi- 
cient de chaque puissance de cette quantité soit nul. On trouve ainsi 

.Nous avons déjà écrit la dernière de ces formules; Quant à la première, 
on peut la mettre sous la forme suivante, 

qui lui a été donnée par Laplace. 
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60. Développement d'une fonction de deux variables au moyen de 

fonctions sphériques. - Toute fonction de deux variables peut être re- 
présentée par une expression de la forme F(0,  +), dans laquelle nous 
attribuerons à 8 et + les mêmes significations que ci-dessus. Laplace a 
été conduit plutôt par une induction que par une démonstration à 
poser en p?incipe que la fonction peut être représentée par une suite 
de fonctions sphériques ( ' ). Soit donc 

Il  suffit de démontrer que l'on peut déterminer les Y de manière que 
la série du second membre de cette équation représente bien la foiic- 
tion du premier membre. - 

Multiplions l'équation (A) par Pi sin 0 d6 d+, et intégrons entre les 
limites 6 = O ,  6 = x et S, = O, $ = 27r ; nous obtiendrons, en rious re- 
portant aux formules (29) et (30) du numéro précédent, 

ou ,  comme Pi est symétrique en û et 6' et + et +', 

4 'J"F (6', q' )  Pi sin tir d6' d+' = z, Y,. 

Nous aurons donc, comme expression de la série du second membre 
de l'équation ( A ) ,  

( l )  Poisson d'abord, puis MM. Lejeune-Dirichlet, Bonnet, etc., sont parvenus 
,à établir directement ce théorème avec toute la rigueur possible. La tliiorie du 
premier de ces auteurs a été quelque peu critiquée; il n'en est pas de même de 
celle des autres. Nous donnons ici la démonstration de  RI. Darhoux, qui est, sui- 
vant  nous, la plus claire e t  la plus simple. 
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Concevons (Jig.'3) une sphère cl'un rayon égal ii l'unité ayant pour 
centre l'origine 0 ; soient A et m les points de cette sphère correspondant 
respectivement aux coordonnées 8 ,  + et 6', $'. Nous savons que Pi pour 

-le point nz ne dépend.que du cosinus de l'angle mOA, et qu'il est ainsi 
indépendant de 1'ori.eiitation des axes coordonnés. Il nous est donc 

Fig. 3. 

permis de faire un changement de coordonnées et de prendre la direc- 
tion OA pour celle du nouvel axe O z ;  nous désignerons par 6" et qU 
les équivalents de 6' et S'pour les nouveaux axes; Pi ne dépendra plus 
que de cos6", et nous aurons d'abord 

puis, au lieu de la formule ( B ) ,  

En posant 

il vient 

F(b", 4") d+"= 2 n  f (cosb"), 
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intégrale qui peut se mettre sous la forme 

en posant p = cos@", en se rappelant que Pi  ne dépend que de p. 
La série (BI) peut alors s'écrire de la manière suivante : 

en s'arrètant au terme dont l'indice est i. 
Mais, si l'on se reporte à la formule (16) du  no 55, on voit que 

cette formule revient à la suivante 

d'où, en intégrant par parties, 

Or, nous avons . 
P.-- - 1. , 

+ = 1 pour p = 1, 

Pi = (- 1 ,  P i +  = (- 1 pour p = - I .  

De plus (M), Pi, Pi+, tendent vers zéro quand i croît indéfiniment; 
nous avons donc, comme limite, 

s = f ( l ) ,  

ou, en se reportant a la formule (D), 

S. = J=F(~'', +") d+" pour 6" = o .  

Mais pour & =  O, le point m vient se placer en A, et alors la fonction 
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O 

F(6", +") devient F(8, +) et est indépendante de +"; par suite, 

~ o n c ' l a  série S représente bien la fonction F(8, +), ce qu'il fallait 
établir. 

6 l .  Expression d'une fonczion d'une seule variable arc muyen de fonc- 
tionssphériques. - Soient 

8 la variable; 
F(cos8) = F ( p )  la fonction à développer; 
Xi ce que devient 1; fonction Yi quand on la suppose indépendante 

de +. 
En mettant en évi ;ence la constante arbitraire qui entre en facteur 

dans Xi, nous pourr ms poser, d'après le numéro précédent, 

Au lieu de l'équai Jn (4) du no 51, nous aurons la suivante, 

dont la solution sera donnée par la formule ( 7 )  du  no 59, en y faisant 
n = O, soit 

(') L'équation (B) est encore satisfaite par l'expression ( 7 ' )  du même numéro 52, 
en y supposant n =O,  savoir 

En ajoutant cette expression inultipliée par une constante arbitraire à I'expres- 
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Les formules (29) et (30') du no 59 donnent, en y supposant 6' = O, 

q'= O ,  pi= Yi= Xi, 

Si donc nous multiplions l'équation (A)  par Xi. dp, et si nous inté- 
grons entre les limites - I et r , nous aurons, pour déterminer Ai, 

(El 
2 i + 1  ' 

Ai = 1, X i  F(p) dp, 

et le p;oblème est complètement résolu. 

sion ( C )  multipliée également par une constante arbitraire, on aura l'intégrale 
générale de l'équation (B).  .. 

Cette intégrale peut se mettre sous une autre forme. Posons Xi= z X, x dési- 
gnant l'int6grale particulière (C).  En substituant dans l'équation (B) ,  on trouve 

d'où, en désignant par C et C' deux constantes arbitraires, 

et enfin pour l'intégrale cherchée 
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D U  MOUVEMENT V . ~ R I E  DE LA CHALEUR DANS U N E  SPHÈRE DANS LE 

CAS LE PLUS GENÉRAL.  - -4PPLICATION A LA CHALEUR CENTRALE 

DU GLOBE. 

62. Supposons qu'une sphère homogène soit placée dans un milieu; 
que, à un instant déterminé pris pour origine du  temps, la répartition 
de la température extérieure ait lieu suivant une loi donnée ; eiifin que 
la température du milieu, au contact de la surface, dkpende de la 
position de chacun des points de cette surface. Proposons-nous de dé- 
terminer la loi du mouvement de la clialeur dans la sphère dont nous 
désignerons le rayon par a. a 

Nous avons vu (20) que l'équation du mouvement de la chaleur en 
coordonnées rectilignes, ou 

est satisfaite par le produit de trois facteurs dépendant (lu tem& 
mais he  renfermant respectivement que les variables x, y et z .  En par- 
tant de là, .on peut se demander si l'équivalent de cette équation en 
coordonnées sphériques . 

ne peut pas être aussi satisfait par le produit de trois facteurs dépen- 
dant de t ,  mais dans lesquels il n'entre respectivement que l'une des 
variables r, p, 4. 

Posons d'abord 

l'équatiori précédente devient 
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Soit maintenant 

m étant une constante, p une fonction de r ,  et Y une fonction de p et +. 
En substituant cette expression dans l'équation (3 ) ,  on trouve 

En désignakt par i u n  nombre entier positif qiielconqiie, posoiis 

d'où 

(6) 

1,'équation ( 5 )  devient, eii affectant Y de l'indice i, 

équation connue dont nous n 'a~pns  pas i nous occiiper quant à pré- 
sent. 

63. JI iioiis reste à intbgrer l'équation (6 )  ou du moiris M y satisfaire 
en vue du problème proposé. 

Supposons que p soit développable eu une &rie o rdoy~ée  suivant les 
puissances ascendantes de r à partir de l'une de ces puissances dont nous 
déterminerons ultérieurement l'exposant. Désigiions par v uii nombre 
entier positif quelconque et par 5, iine constante. 

Poso11s 

En substituant cette expressiop dans l'équation (6)  et égalant à zéro 
2 1 
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le coefficient de F2, on, trouve 

Pour que <, ne devienne pas infini, nous ne ferons commencer la 
série qu'à partir de v =i, et, en prenant r i  = 1, noiis aurot13 siiccessi- 
vemen t 

Nous avons donc, comme intégrale particulière de 1'hquntioi.i ( G ) ,  

Nous obtiendrons une seconde' intégrale particulière de la iiiéme 
équation, en supposant que p soit développé suivant les puissances 
négatives de r. Ln changeant v en - v dans l'équation (g), on trouve 

La série lie devra commeixer cp'a partir de v = 1 ,  et, eu prenant 
c-, = I , on lrouve 

d'oh, pour la seconde solution cherchée, 
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Eti ajoutant le3 expressions ( JO)  et ( I O ' )  après les avoir n~ultiplibes 
par des constantes arbitraires, on obtiendra l'intégrale générale de 
l'équatioii ( G ) .  Mais nous n'avons pas a tenir compte de la solution 
( 1  o'), parce qu'elle devicnt infinie pour r = o. 

64. On peut mettre l'intégrale de l'kqiiation (6) sous une autre fortiie 
qui nous sera plus avantageuse en ce qui concerne la condition relative 
a la surface de la spliére. 

Si nous posons 

l'équation précitée devient 

équation dont iious avons donné i'iotégrale sous différentes formes aux 
nos 26 et suivants. 

Nous aurons notamment pour l'intégrale particdière, qiii ne devient 
pas infinie pour r = O, 

par suite 

En prenant la constante égale à &> Legendre est arrivé I reprb- 

senter p par la somme de deux termes proportionnels à cos(mr + E )  et 
H sin(mr + E ) ,  E étant une constante. Poisson, en s'inspirant de l'idéc 
de I q e n d r e ,  est parvenu à une autre expression qui se prète beaucoup 
mieux au calcul relativement à. la condition à la surface, et que nous 
allons faire connaître. 

Désignant par v un nomhre entier positif, cherclions à satisfaire à 
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156 T F I ~ O B I E  A N A L Y T ~ Q U E  D E  L A  C H A L E U R .  

I'éqi~ation ( I 2)  par une suite de la forme 

En substituant et égaIànt à zéro le coefficient de rV-', on trouve 

Nous avons donc l'intégrale particulière 

cette suite est limitée et comprend i+ r termes. 

En remplacant dans la formule pi-écédente par - 6, 3 ,  par 
A i ,  nous aurons celte seconde intégrale particulière 

'ifi-11ji- a ) .  . . ( i - v + i ) r V  
11? = A',, e 

1.2.3 ... u . a i ( a i - I )  ...( 2 i -V+ I )  
r = i  1 - 

scra l'iiitegrale générale de l'équation ( I  2) .  

Remplaqons maintenant les exponentielles imaginaires par leurs ex- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T H J ~ O B I E  ANALYTIQUE DE LA CIIALEUR.  

pessioiis trig01101ri6triyues et posons 

r2 r1 
29n*i(i- I ) =  2 $ m 4 i ( i -  1) ( i -  2 ) ( i -  3 )  - 

a2 ab Il=- i . 2 . 2 i ( 2 i - 1 )  1 . 2 . 3 . 4 . 2 i ( a i - 1 ) ( 2 i - - : ! ) ( ~ i - 3 i  -. . ., 

Désignons par C et Cl' deux constantes arbitraires si~lstituées à P o ,  A), 
dont elles déprndent, nous aurons 

Pour de très petites valeursde r, le second ternie de cette expressioii 
se réduit sensiblement à C'rhi qui, devient infini pour r = o. Il faut 
donc que Cr  soit nul, et alors nous aurons simplement 

a 

(16') l r p =rz Xsinm; - X ' e o s m ~ ) ,  
a, 

en supposant C = I ,  ce qui est permis, atteiidii que ce coefficient 
ne ferait que multiplier les deux constantes arbitraires que renfermeYi. 

L'éqiiatioii ( 1 )  sera donc satisfaite par 

en posant 
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1 $3 T I I E O R I E  ANALYTIQUE DE LA C I I A L E U R .  

16. Condilion relative à la surfclce. - Soit V' la température du mi- 
lieu au contact de la sphére qui peut varier avec p, + et t .  La condition 
dont il s'agit est la suivante 

Les for~nules (1) et ( r 9) étant linéaires, V se coinpose de deux parties, 
I'iuie dépendant de V' ou des causes échauffantes ou refroidissnnles 
de l'extérieur, l'autre qui en est indépendante et qui résulte uni- 
quement de la manière dont la chaleur a étC. primiiivement dans la 
s pliére. 

66. Pariie de la température dépendant de Z'état inithl. - Nous devons 
ici siibsiituer ii la conditioii (19) la siiivaiite 

qui correspond l'hypothèse d'une température extérieure constante, 
V représentant l'excès de la température sur cette cons tari te. 

Exi substituant l'expression ( 1  7)  dans cette condition, on trouve, 

pour r = a ,  

(III, en vertu de l'kquation(1 G'), 

Cette équation fera coimaître les valeurs ennombre infini que l'on peut 
;~ttribuer i m. 

Dorénavant nous désigtierons par pi,, R i ,  les valeurs de p ,  15 
qui correspondent au nombre i et h la racine m de l'équation ( 2 1 ) .  

A la solution 
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de I'éqiiation ( 1 )  nous substituerons la suivante, qui est beaiicoiip pliis 
géiiérnle, 

le signe 1 se rapportant aux racines de l'bquation ( 2 1 ) .  Noiis ver- 
rons pliiçloiii qiie celte solution satisfait toutes les conditions du  
I:robl.enle. 

67. Proprie'té des fonctions Ri,, - Soient m, m' deux racines de  
l'équation ( 2 1 )  ; ph, piml les deux valeurs corresporidmtes (le p. De 
l'kquation (6)  on dPduit 

Retranchons l'une de l'autre ces équations, après les avoir .mrilti- 
pliées respectivement par Ri,rrh, Ri,,&, puis intégrons entre les limites 
r = O, r 2 a, nous obtiendroiis 

d~it, ,  dpirnl D'après la formule (1 3), d;i, - sont  nuls tiour r= o. D'autre pnrt. dl' 
l'équation (20) donne 

d'où i l  suit cllie le second terme de l'équation ( 2 3 )  est iml, et que 
l'on u 

lorsque rn est diff6rent de m', 
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1 30 T I I G O R I E  ANALYTIQUE DE LA CHALEZ1R. 

68. Délermination des fonctions sphériques donl depend la tempéra- 
lur'e, dues à l'e'tat initinl. 

Soit F ( v ,  p., +) la fonction donnée qui représente la température 
initiale. Noiis avoiis . 

IJe cette équation on déduit d'abord (59) 

Soit 
<D 

le développeinent de F en série de fonctions sphériques, lesquelles 
dépendent de r. 

1,'éqmtion (26) se transforrrie dam la suivante 

et le problènle proposé se trouve ainsi résolu. 
011 remarquera que Y i  doit nécessairement être indépendant tlu 

choix de la racine m de l'équation ( 2  r ) .  

(i9. Ternpkraturejnale de la sphère. - L'équation( 2 r ) a iine racine 
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niille, comme oiî le reconnaît immédiatement d'ailleurs en portant la 
valeur (13)  dans la condition (20). Cette racine correspond a l'état 
d'équilibre de temperature. Dans ce cas, l'équation ( l a )  se réduit à 

1,'intégrale particulikre de cette équation, qui ne devient pas in- 
finie pour r =  O, est, en désignant par Ci une constante, 

d'où 

Or la valeur de pi ne peut satisfaire à 1ii condition (20 )  que si Ci = o .  
Donc l'état initial de la chaleur de la sphkre n'a aucune influence siir 
sa température finale, qui ne dépend dès lors que de la partie de 1ii  

température extérieure V', laquelle est indépendante du  temps. Soit 

le développement de cette partie en fonctions ~pli~riqiies.  Cominc 
nous avons ici pour l'expression de la température stationnaire 

i = O  

la condition (19) donne 

et il faut que chacun des termes de cette soinine soit nul, ce qui 
exige que l'on ait 
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152 TRÉORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR.  

On a donc pour l'expression de la température finale 

1,a valeur complète de la température, abstraction faite de l'iii- 
fluence des termes variables de V', s'oht,iendra en faisant la somme des 
expressions (29) et ( 2 2 ) ,  en ne considératit dans la seconde que les 
racines m différentes de  zéro. 

70. Avant-dernier état de la chaleur dans une sphère d'un grand 
rayon. - L'équation ( 2  1) peut se mettre sous la forme suivante 

1 "n" ax 
cosm m- - X, [t - d ( i . +  i)] - 

( 21') 1 

+ sinm m- +X,  - - - ( I  + i)  - [:, ,L ] ( % ) a / = 0 .  

Si l'on suppose que a soit très grand, cette équation se réduit approxi- 
mativement a la suivante 

(21") X,sinm - Xi cosm = o. 

En laissant de côté la solution rn = O, la plus petite racine de ce ttc 
3 équation est rn = ?s pour i = O, est comprise entre 7~ et - n pour i = I ,  
2 

5 
enlre -n et 2n pour i = 2, etc. 

2 

Au bout d'un temps siiffisaminent long, il ne restera dans l'expres- 
sion ( 2 2 )  que l'exponentielle qui a le plus petit exposant. Or, pour 
i = O, l'équation (21') devient 

?t 2 
d'où, en ne conservant que la première puissance de 

, = .(, - a) .  
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THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 

La formule (16') donne alors 

et l'équation ( 2 2 )  se réduit A 

en représentant par G la constante Y,. A u  centre la partie variable 
de la température sera 

et à la surface . 

Le rapport de ces deux quantités, ou 

est donc extrêmement grand. 
Désignons par 

la variation que subit la 
très petite a au-dessoizs 
mule (tg'), on a 

température de la sphère à une profondeur 
de la siirface; en se reportant à la for- 

et, en vertu de l'équation (31), 

71. Application à ln chaleur centrale de la Terre. - Ncus sulipose- 
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rom que la Terre est homogène en lui attribiiant, si l'on veut, sa 
moyenne densité. A la surface la température moyenne, ou la portion 
de V' indépendante du temps, est assez bien représentée à différentes 
latitudes par la formule suivante, due à M. Brewster, 

V'= - 1 7 ~ 7 8  -I- 4 5 O 2 8  41 - pl ,  

c'est-à-dire par, la somme de deux fonctions sphériques dont l'une est 
de l'ordre zéro et l'autre de l'ordre I . Si la Terre avait atteint son état 
d'équilibre de chaleur, on aurait, d'après la formule (29), 

et ceke tcnipérature finale, en raison de la grandeur du  rayon ter- 
restre, éprouverait des variations très lentes près de la surface et qui 
seraient insensibles dans les mines les plus profondes. L'augmentation 
de température observée à mesure que l'on pénètre dans l'intérieiir 
de l'écorce terrestre, et qui est de I O  pour 33" de profondeur, semble 
indiquer que notre globe n'est pas arrivé à son état final de ternpéra- 
ture, et nous sommes alors conduit à étudier ce qui peut résulter de 
l'hypothèse où sa chaleur propre serait parvenue à son dernier état de 
mouvement, défini dans le numéro précédent. 

Nous pourrons prendre l'époque actuelle pour origine du temps, en 
considérant t comme négatif ou positif, selon qu'il s'agira de temps 
passés ou à venir. 

La formule (32') se réduit à la suivante 

comme on a AV, = I pour E = 33m, on déduit de là 

Soient F une constante, I la longitude du Soleil, E = a - r une très 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TA$ORIE ANALYTIQUE DE LA CHhLEUR.  1.55  

petite profoiideiir au-dessous cle la surface de la Terre, ln= F siiill ln 
~or t ion  de la température extérieure V' due à l'action solaire. 

Pour des points très voisins de la surface, c'est-à-dire poiir de très 
grandes valeurs de r,  l'équation ( 1 )  se réduit seilsibleineut à la suivante 

( 3 6  ) 
ctv 1 
- = - ( V  - F sinlt) poiir E = o. 
CIE I l  

Posons 

(37 :  v = u sin It + v coslt, 

eii dksignant par u et v deux fonctions de E .  

L'équation (36) se décompose dans ces deux autres 

avec la double condition 

du r = -(u - F), 

Si A et v. représentent deux constantes, les éqii:itions (35') sont sa- 
tisfaites par 
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1 3; T H ~ O R I E  ANALYTIQUE DE LA' CHALEUR. 

En changeant de signe le radical et remplaqant A et a par d'autres 
constantes, on aurait deux autres intkgrales, et par suite les intégrales 
géi~érales des équations (35'). Mais nous ferons abstraction des deux 
dernières intégrales particulières, parce qdelles dépendent d'une ex- 
poiientielle dont l'exposant est positif. D'ailleurs, les deux pre- 
inikres (38) nous suffisent pour résoudre la question, puisque nous 
n'avons que deux conditions (36'). rou r  déterminer les constantes, 
ces conditions donnent 

Enfiri les équations (37) et (38) conduisent i 

Saussurc a reconnu par l'observation que, A y i e  profondeiir (le 

gl",Go, le coefficient de la variation annuelle de V est égal A de sa 
t 

valeur, ce qui donne la relation 

d'ou 

( 4 1 )  

En observant le maximum de la température annuelle A Paris, 
iuaxiinun~ qui correspond à 
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T H ~ O R I E  ANALYTIQUE DE LA C H A L E U R .  

on a été conduit à prendre 

En ayant égard aux valeurs ( 4 1 )  et ( 4 2 ) ,  la seconde des éqiin- 
tions (39) conduit à 

( 4 3 )  n = 5,79G. 
. . 

La formule (32 )  donne, par suite, en y faisant AV= 1,  E = 33n1, 
conforméinent à ce que l'on a vu plus haut, 

Si nous prenons maintenant le siècle pour unité de temps, nous dc- 
vans prendre 1 = 27r x 100, et  l'équation (4 1) donne 

En négligeant devant l'unité, In température à la surface a i  I~oiit 
a 

du temps t sera donnée par la forniide ( 3 1 ) ,  qui devient 

En établissant un parallèle entre les plantes dont on retrouve les 
traces dans ies schistes houillers et wrtaines plantes qui croissent dans 
la zone torride, on a été conduit à admettre que les premières avaient 
dîi croître dans un milieu dont la température était de 35". La tempé- 
rature de la Terre serait donc abaissée à la siirface de zoo. En supposant 
donc Va= 20 dans la formule ( i 5 ) ,  on trouve 

- t = 414 ooo ooo. 

Ainsi il se serait écoiilé plus de quatre cent millions de siècles d t p ~ i s  
la période hoiiillere jusqu'à nos jours. 
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1. Dans l'exposé suivant, nous n'avons aucune prétention àl'inveii- 
tion. NOLIS n'avons pour objet que de coordonner, i notre point (le 
vue, les résultats non sujets a contestation obtenus par Poisson et ses 

savants successeurs, Gauss, Green, Clausius, Bertrand, etc. 
Sans remonter plus haut, nous trouvons la fonction cles forces daiis 

les OEuvres de Laplace et de Lagrange. Plus tard Gauss désigne cette 
fonction soiis le nom de  potentiel, expression qui est devenue depuis 
d'un usage général dans l'enseignement. 

L'emploi du potentiel en C.lectrostatique est souvent entaché d'o11- 
scurité, à ce point qrie bien des géomètres physiciens ont prétendu 
que l'on y faisait une trop large part à l'arbitraire et n'ont pas, par 
suite, montré une grande sympathie pour crgenre de recherches. Nous 
nous sommes surtout attaché i faire disparaître les ambiguïtés. 

Les formules de Green se manient avec la plus grande sûreté lors- 
qu'on y regarde d'un peu près; elles n'ont d'ailleurs d'autre objet 
que de conduire immédiatement à certains résultats généraux et de 
supprimer des combinaisons pénibles d'intégrales définies, auxquelles 
on est conduit en suivant la voie ordinaire tracée par la Mkaniqut. 
intiorinelle. . * 

9 .  Pour expliquer les faits qui se rapportent à l'électricité à l'état 
23  
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d'équilibre, on a recours à une hypothèse que l'on peut résumer ainsi 
qu'il suit : 

Lorsqu'un corps n'est pas électrisé o u  qu'il se trouve h l'état na- 
turel,danschacune de ces molécules se trouvent concentrés deux fluides 
impondérables, en quantités égales censées indéfinies, qui sont à l'état 
(le combinaison. Quoique ces deux fluides se neutralisent ou qu'ils ne 
produisent aucun effet physique, on est cependant convenu d'appeler 

&ide neutre leur état de cornbitiaison. » 

Pour que le corps soit électrisb, il faut qu'il p ait décomposition par- 
t,ielle du  fluide neutre dans ses deux éléments et que, par un procédé 
quelconque, on ait fait disparaître un de ces éléments, ou encore 
que l'on ait réparti ces memes éléments sur deux parties distinctes di1 

corps. 
Les deux éléments du fluide neutre ont r e p  respectivemeni les noms 

de J'luide positq et de fluide nég-ut$ Qiioiqu'ils n'aient qu'un caractkre 
fictifs, on suppose qu'ils jouissent des propriétés de la matière; c'est 
ainsi que l'on considère iiiie molécule matérielle électrisée comme 
renfermari t une molécule électrique, clon t la masse mesure l'intensité de 
l'électricité. 

En partant de là et des lois de Coulomb, on a été conduit 2 poser 
ce principe élémentaire : 

Deux molécules s'a/iireni ou se repoussent, sui var^^ qu'elles appartienneut 
aux deux électricite's de signe contraire ou à la même e'lectricile'; leur ac- 
tiori mutuelle est prop~rtionneEle à leurs masses et varie en raison inïerse 
du carré de leur distance. 

Nous admettrons que chaque masse électrique élémentaire a une 
valeur algébrique et qu'elle porte avec elle le signe de l'électricité à 
laquelle elle appartient. Ainsi, si m est la masse d'une molécule élec- 
trique appartenant à l'électricité positive, elle devra étre prise en va- 
leur absolue; si m', est la masse d'une autre molécule électrique agis- 
sant siir la précédente, elle devra être considérée comme positive ou 
négative selon qu'elle appartiendra à la iiième électricité que m ou à 
l'autre électricité. 
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En désignant par r, la distance des m, m',, nous représenterons 

par 
m nz', - 

,.2 , 
leur action mutuelle, qui sera positive si c'est une répulsion et néga- 
tive dans le cas contraire. Nous supposons ainsi que l'on prend pour 
iinité de force électrique l'action mutuelle de deux masses électriques 
égales à l'unité, dont la distance est aussi égale à l'unité. 

Le travail total de l'action ci-dessus, pour une variation quelconque 
de r, , sera aussi 

mm', 
mm;[$=-- 1.1 + const. 

3. Fonction potentielle el potentiel. - Soient 

I t 

m,, m,, . . ., m:, . . . les masses de molécules électriques agissant si- 
inultanément sur la masse m. 

x, y, z les coordonnées du point m parallèles a trois axes rectangii- 
laires O x ,  Oy, Oz. 

xi, y:., si les coortlonnées semblables du point rn; ; 
-- 

ri = \I(x - ~ ; ) ~ - t - ( ~  -Y;)~+- ( z  - z:)~ la distance ~ ~ m i ;  
X, Y, Z les composantes parallèles aux axes ci-dessus de la résiil- 

tante F des actions exercées sur m par les mi. 

Nous désignerons sous le nom de fonction potenlielle la fonction de 
x, y ,  z définie par 

et depotentiel de la inasse 

(2) 

m l'expression 

mV. 

Le potentiel n'est autre chose, a une constante près, que le travail 
total de F ou des actions exercées par les rn; sur m lorsqu'oii fait varier 
les distances ri de quantités finies. 
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Supposons que les molécules mi forment une masse électriqiie telle 
qu'on piiisse la considérer comme continue; soient du lin dément de 
volunle en un point quelconque m' de cette masse, p la densité corres- 
pondante, positive ou négative selon la nature du  fliiide; comme 
on peut prendre m'= p du, nous aurons, au lieu de l'équation ( I ) ,  In 
suivan te 

l'intégrale s'étendant a toute la masse fluide. 
La fonction potentielle peut être étudiée indépendamment de toute 

idée de masse attribuée au point m ainsi réduit à l'état d'un point géo- 
inétriqiic., point que noiis désignerons sous le nom de cenlre polentiel. 
En faisant varier la position de ce centre, on n'obtiendra un potentiel 
que lorsque ce centre pénétrera dans l'intérieur de la masse fluide con- 
sidérée ou dans une aiitre tnassc sur laquelle agit cette dernière. 

4 .  Prop7iélés du potenlie1 et de la fonction potentielle. - Les formules 
relatives à l'attraction d'un corps grave sur un point matériel ( ' )  s'ap- 
pliquent évidemment ici, en y changeant le signe de V. 

Nous avons d'abord 

Concevons que l'on fasse subir A m un déplacement élimeritaire dz 
suivant uiie certaine direction mE et soit Fr, la composante de F suivant 
cette direction. Nousaurons, en égalant entre elles deux expressioi-is du 
travail élémentaire, 

m dV = Fc de, 
(1 'OU 

- . -  

( j )  OEurres de Laplace, t .  II, Iiv. III; DUHANEL, C O U ~  de -Ffécnnique de 
/'École PoZytechnigue (édit. de 1843)' t. II, p. 165 et sr&. ; II. RESIL, Traité 
rjlémentaire de Mécanique céles~e,  Ch. I I I .  
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En désignant par C une constante arbitraire, l'équation et] x ,  y, z ,  

représente une famille de surfaces dites de niveau. 
Si m est un point de l'une de ces surfaces, et si la direction de rnt est 

comprise dans le plan tangent à celte surface, nous aurons; en vertu ( l t b  

la formule ( 5 ) ,  
FE= 0, 

et l'action exercée sur m est par suite normaZe,à la surface de niveau 
correspondante 

Soit dn la portion de  la. normale ;i la surface de niveau ci-dessus, 
menée au point rn, limitée par une autre surface de niveau qui en est 
infiniment voisine; nous aurons 

(') II nous paraît intéressant de trouver l'expression de l'angle formé par les 
plans tangents en deux points correspondants de  deux surfaces de niveau cons& 
cutives. 

Soient ( j g .  I )  V = C ,  V = C + dC les équations de ces surfaces ( A )  el  ( A , )  : 
m i  les points ou la normale au point m de la première rencontre la seconde ou 

le point correspondant de m. Nous prendrons pour plan de la figure celui de l'iiiie 
des sections principales de  ( A )  en m, déterminant dans cette surface la courbe 
an' et  dans l'autre le profil a, a', . 

Portons sur aa' à partir de m la longueur infiniment petite mm' z ds et  dési- 
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Si le point m n'est pas compris dans l'intérieur de la masse fliiide, la 
fonction potentielle satisfait à l'équation aux dérivées partielles sui- 
vantes : 

Dans le cas coii traire, on a 

p ttant la densité du fluide au point intérieur m.  

gnons par m; le point correspondant de ml; menons en m, la parallèle à mm1 
jusqu'à sa rencontre q avec m1n<, nous avons, en supposant la masse m égale à 
l'unité, - 

dn mm,, 

,"\ 
~ t ,  en appelant i l'angle m', m, y, 

Si l'on distingue par un accent les vale.urs de i et ds qui se rapporlent à i'aulixt 
section principale, on a de même 

1 
d- F 

. i l=dC-a 
ds' 

lJrenons les directions de  mm,, mm1 pour axes des z et  des x, l'équation t l i i  

plan parallèle en m au plan tangent mené au point rn, sera 

Le cosinus de l'angle cherché y, que forme ce plan avec le plan xmy,  sera don116 
par 
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Enfin, si le point m se trouve à la surface,, on a 

.€J II. - DE L'ÉQUILIBRE ÉLECTRIQUE D'UN CONDUCTEUR. 

5,. ;,Viveau potentiel. - Si, à un instant quelconque, un corps con- 
ducteur possède une certaine quantité libre d'électricité, cette quantité 
ne subira aucune modification que si l'on se trouve clans les conditions 
suivantes : 

1 "  Le corps doit être placé dans un milieu non conducteur, et qui  
exerce sur sa surface une pression supérieure à zéro; 2' il ne doit st: 

trouver en contact qu'avec des corps non conducteurs; 3" il doit êtrtb 
suffisamment éloigné d'autres conducteurs, pour que ces derniers 
n'exercent sur lui aucune action appréciable. 

Si l'équilibre électrique est établi, les deux$uides restent a l'état de 
cornbinuison dans toutes les molécules matérielles du corps. 

En effet, supposons que, en un point de ce corps, le fluide neutre stb 

trouve décornpobé en ses deux éléments égaux rn et m'. L'un de ces 
éléments étant soumis à une attraction et l'autre à une répulsiori, ils se 
sépareraient de plus en plus, c'est-à-dire qu'il y aurait mouvement de 
l'électricité, ce qui est contraire à l'hypo'thése de l'équilibre. 

Ainsi donc il ne s'exerce aucune action électrique dans le corps à 
partir de sa surface, c'est-à-dire que l'on a 

ou, d'après les équations ( 4 ) ,  que la fonction potentielle a unevaleur 
constante dans tout l'intérieur du corps, Cette constante, qui joue ui i  

( l )  On ne  donne pas généralement cette formule, mais on l'établit de la meme 
manière que la formule (8) ,  par la considération d'une sphère d'un rayon infini- 
ment petit ayant son centre en m. Mais l'on voit ici que l'on ne doit considérer 
que la moitié du potentiel de cette sphère. 
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rôle important dans la théorie de l'Électrostatique, a reg1 le noin de 
niveau potentiel. 

L'équation ( 8 )  donne, pour l'intérieur du corps, ,c = O ,  ce qui de- 
vait paraître évident à priori. On déduit de là que le potentiel d'un 
point intérieur du conducteur est nul. 

D'après ce qui précède, on voit que la seule hypothèse que l'on 
puisse faire est de supposer que l'électricité forme ilne couche répandue 
sur la surface du corps, et  que cette surfice est une siirface de ni- 
veau ('). L'épaisseur de la couche, généraleinent variable d'un point à 
un autre de la surface du  corps, ne peut pas être apprbciée; toutefois, 
on admet qu'elle est tres petite. 

La couche électrique n'exerqaut aucune action sur le corps, récipro- 
quement le corps, dans ses éléments, n'exerce aucurie action sur la 
couche. D'ou il suit que chaque moléclile électrique de cette couche 
n'qst soumise qu'aux forces répulsives provenant des autres parties de 
In niéme couche. 

La fonction potentielle c1i:tngera brusqiieinent de valeur quand on 
passera d'un point de  la surface 2 un point de la couctie qui en sera 
aiissi voisin que l'on voudra; il en sera de même lorsque L'on passera 
t l ' u i i  point de la couche un point de sa surface extérieure; c'est ce qui 
résiil te des équations ( 8 )  et (9 j. 

ü. Densité dectrique super$cie/le. Charge électrique. - Soient dw 'un 
616rnent de la surface du corps; E et ,a l'épaisseur et la densité corres- 
de on dan tes de la couche électrique; on peut prendre du = €da, et 1.1 
fbrmiile ( 3 )  devient 

ICIais, comme il  est impossible d'apprécier p et E ,  il est plus simple 

(') La surface libre de la couche ne sera gknéralement pas une surface de ni- 
veau, quoiqu'elle ne soit soumise qu'à une pression normale. En effet, la condi- 
tion qui exprimerait qu'elle est de niveau sera presque toujours incoinpatihle 
avec celle qui exprime que la valeur de la fonction potentielle de l a  couche est 
constaiite pour tous les points du corps conducteur. La distribution des pressions 
dans la couche diffkrera donc quelque peu de  celle que donne l'Hydrostatique. 
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de poser 
pa = h, 

II  étant ce que l'on est convenu d'appeler la densite' superjcielle de I'é- 
lectricite'. On a ainsi, pour la fonction polentielle, 

et pour la masse de la couche électrique, c'est-à-dire la charge dec- 
trique du corps, 

Des colisidérations qui précèdent, il résulte que l'électricité peut 
être regardée comme formant, à la surface du  conducteur, une pelli- 
cule sans épaisseur appréciable, mais ayant une deilsité constante ou 
variable par unité de surface. 

7.  Relation entre deux charges que peut recevoir u n  conducteur el les 
deux fonctionspotentielles correspondantes relatives à un mbme centre. - 
Si l'on substitue à la couche électrique dont la densité superficielle 
est h une autre couche dont la densité soit proportionnelle à cette der- 
nière, la nouvelle satisfera encore à la condition de  l'équilibre élec- 
trique, car, puisque V est constail1 dans l'intérieur d u  corps dans le 
premier cas, il le sera également dans le second. 

Soient M' et V' ce que deviennent M et V, lorsqu'on passe du premier 
ktat d'lquilibre au second, en concevant le même centre potentiel. 
Nous aurons évidemment 

hl' V' - - 
M -  V '  

et, en distinguant par l'indice O les valeurs que prennent V' et  V 
lorsque le centre potentiel se trouve dans l'intérieur du co~ducteur ,  
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On voit ainsi que deux charges électriques successives d'un m6me 
corps sont proportionnelles aux niveaux polentiels correspondants. 

On comprend ainsi ce que l'on doit entendre en disant l'on charge 
w2 corps à un niveau potentiel déleminé. 

JAes formules ( 1  7 )  et (17' )  peuvent se mettre sous les formes sui- 
vantes, 

8. Rappel d'une formule de Green. - Soient 

U, V deux fonctions des trois coordonnées rectangulaires x, y, z, assii- 
jeities, ainsi que leurs dérivées partielles, à rester finies clans un vo- 
lume terminé par une surface fermée ; 

du, dm deux éléments respectifs du  voluirie de la surface ; 
dn une longueur infiniment petite portée à partir de la surface sur lx 

normale extérieure. 

On a la relation 

dans laquelle la première et la troisième intégrale se rapportent au vo- 
Iiime et les deux autres à la surface. 

Prenant U = I , on a simplement 

(A')  

9. Action exercée par une couche électrique en équilibre sur un poinl 
de sa masse' - Ce problème comporte trois questions que nous allons 
examiner successive mer^ t. 
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I O  Soient (fig. 2 )  

.4, BI, A, B, deux surfaces de niveau comprises dans la couche, qu'il est 
inutile jusqu'à nouvel ordre de coiisidérei comme extrèmenient 
voisines ; 

d o ,  = a, b, un élément de la premiére d'entre elles; 
n'o, = an b, l'élément de la seconde, déterminé par le lieu géométrique 

Fig. s. 

des courbes (I) partant des points d u  périmètre de'do,, et qui sont 
normales aux surfaces de niveau comprises entre A, B I ,  A,B,. 

Supposons que A ,  B, soit celle des deux surfaces qui se trouve la plus 
rapprochée de la surface du  conducteur. 

Nous allons appliquer la formule (A') au volume a, a ,  b ,  b , .  Si l'on 
a égard à Iléquation (8 j, qui s'applique à tous les points intérieurs de 
ce volume, on voit que le premier membre de la formule précitée se 
réduit à 

h n [ p d u = $ a d ~ ,  

clM étant la masse électrique contenue dans le volume considéré. 
La surface -latérale ( a ,  a l ,  b,b,)  ne donnera pas de terme dans le 

second membre de la formule (Af),puisque, en chacun deses points, la 
force lui est tangente. L'élément a,b,= d o ,  - donnera le terme - 
(2) du,, e t  l'élément dri , , le terme (2) dm, ; mais il faudra donner 

1 

a cette dernière expression le signe -, si l'on continue a désigner par 

( l )  Les courbes de cette nature ont r e p  de  Faraday le nom delignes de  force 
(Experimental  researches in electricity, t. 1, p. 383 et suiv.), parce que la taii- 
gente en chacun de leurs points donne la direction de  la force correspondante. 
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170 T H E O R I E  DE L'ELECTROSTATIQUE. 

dn la distance du point a,  de 1: surface A, B, à une surface de niveau 
qui en est infiniment voisine, et comprise entre elle et A,B2, tandis que, 
au point de vile de la formule ( 1  z), dn' a une signification contraire. 
Nous avons donc 

( g ) 2 d w 2  - (g) do,  = 5ndM ('), 

ce qui exprime que la dz$'rence des forces e'lectriques qui s'exercent sur 
deux élèments correspondants de deux surfaces de niveau est égale nu 

pro'duitpar 4 n  de la masse électrique contenue dans le vokime orthogonal 
dèterminépar ces deux éle'ments. 

20 Supposons maintenant que A , B ,  soit la surface du conducteur ; 

comme nous l'avons fait remarquer plus haut, le terme ('), do cor- 

respond à iin déplacement normal dans l'intérieur du corps où la foric- 
tion potentielle est constante; ce terme est donc.nul. 

En admettant maintena~it que la couche électrique soit extrêmement 
mince, que A2B, passe par 1111 point de la surface libre situé dans l'iii- 
terieur de la  surEtce latérale (a, a,, b, b , ) ,  noi~s pourrons prendre 

h étant la densité de la couche électrique en a ,  ; en supprimant l'iii- 
d ice i devenu inutile, l'équation ( a )  se réduit ainsi à la suivante, 

qui exprime que : 

La force, rapportée it l'unit6 de masse exercée en un point de la couche 
électrique, est égale au  produit par 4n  de la rhsile' superficielle correspon- 
dante. 

s0 L'action totale exercée sur la masse ( a ,  a,, b, b , )  sera 

h d w  .4zl1= 4nh2 do. 

( l )  En supposant dAI= O, on retombe sur un théoréme de Michel Chasles. 
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Soient P la pression extérieure normale censée constante (estimée 
en unités de force électrique) exercée sur la pellicule électrique; N A  
la réaction de la surface du corps conducteur sur l'élément du ; on a 

Pour que l'équilibre ait lieu, comme nous l'avons siipposk, il faut 
que N soit positif et que I'on ait, par suite, 

Dans le cas de l'égalité, 1'6quilibi.e serait instable et le fluide tendrait 
9 s'écouler ai1 point de la surface correspondant au maximum de h2. 

10. Distribulion de Z'e'lec&ilé sur un ell+soïde. - On sait qu'une 
coidie  homogène n'exerce aucune actioli sur un point et son intérieur 
Iorsqu'elle est limitée par deux surfaces ellipsoïdales concentriques dont 
les axes coïncident en direction. On déduit de là qu'une couche élec- 
trique sur un ellipsoïde peut être considérée comme ayant une densité 
de masse coilstante p ,  et comme étant limitée extérieurement par une 
siwface semblable dans les conditioiis ci-dessus définies. Il nous est 
inutile, jusqu'à nouvel ordre du moins, de supposer que la couche est - 
extrêmement mince. 

- Soient 

a ,  b, c les demi-axes de l'ellipsoïde, dont les directions sont Ox,  O y ,  
Oz; 

A le rapport de similitude de la surface libre de la couche ; 
p la distance di1 centre O au plan tangent mené au  point (x, y, z )  de la 

surface du  concliicteur ; 
e = ( A  - i)p l'épaisseur correspondante de la couche. 

Nous avons 
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ou, en reniplqantp par sa valeur en fonction des coordonnées, 

Pour déterminer le nivean potentiel, nous pourroiis prendre pour 
centre potentiel le centre O de l'ellipsoïde. 

Concevons un cane partant du sommet O, et dont l'ouverture sphé- 
rique, infiniment petite, soit du. Ce c h  déterminera dans la couche 
un  élément de voliime que nous pourrons diviser en d'autres éléments 
secondaires par les surfaces infiniment voisines semblables à celle de 
l'ellipsoïde. , 

Soient r, r'= ru les portions d'une génératrice du cône déterminées 
par l'ellipsoïde et l'une des surfaces ci-dessus ; la fonction potentielle 
d'un élément secondaire sera 

dr' - pr'2cZwI;r = prsdwudu,  

et, en intégrant entre les limites u = 1, u = A,  on obtieiidra, poiir celle 
de l'élément déterminé par le cône, 

Ainsi donc nous aurons, .pour le niveau potentiel cherché, 

l'intégrale s'étendant à la surface entière de l'ellipsoïde. 
Saient 8 et q, les angles formés par r avec Oz et ses projections sur 
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THÉORIE DE I,'ELECTROÇTATIQUE. 

ce plan xOy avec O z  ; nous avons 

l'équation de l'ellipsoïde on tire, par suite, 

],a formule (d) devient ainsi 

ou encore 

. clu 
I COS'? sin" 

f 
6" 

en posant u = coso. 
Supposons d'abord que les trois axes soient inégaux et que l'on a i t  

a > b > c ,  
et posons 

L'intégrale par rapport à u de l'expression (e)  prend la forint* 

A - 2 R 
U2 
- arc tang A; 
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par suite, on a 

(fi 

iiiiégrale qu'il est impossible de déterminer dans le cas général; toute- 
fois, le problème se trouve ramené à une quadrature. 

Mais l'intégration s'effectue facilement quand l'ellipsoïde ést de ré- 
volution; admettons, en effet, que l'ou ait a = b, la formule ( e )  de- 
vient 

selou que a > c ou a < c, ou que l'ellipsoïde est aplati ou allongé, oii 
trouve, en ayant égard à la formule ( a ) ,  

i - 

3 ( 1 + 1 ) M  
arc tang  \/: - -, 

- - - 
2 ( A 2 +  ~ + I ) c  

1 
\ 

(Xe- l )az  

a2 
- 1  - 

c2 
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T H É O R I E  DE L'ÉLECTROSTATIQUE. 175  

@pothise d'une couche très mince. - Comn~e X - r est trés petit, 
nous pouvons faire ii = r clans l'équation (c), qui devient 

Si l'on a a > b > c, le minimum de h correspondra à x = O, y = O,  

z = C, et sera 

En portant cette dernière valeur dans la formule ( i  8) du iiuinho 
précédent, on trouve que, pour que la couche puisse êtreeii équilibre, il 
faut que 

;CI < z o c p .  

On voit ainsi que si l'ellipsoïde est très allongé, OU si O et c soiit trbs 
petits, il arrivera que, même sous une très faible charge, l'électricité 
tendrai s'écouler ou s'écoulera aux sommets du grand axe, ce qui, i 
un certain point, peut expliquer le pouvoir des pointes. 

Eo iliminant z dans la formiile (c) au moyen de l'équation de l'ellip- 
soïde, on trouve 

Siipposoiis que l'ellipsoïde soit assez aplati daris la direction de O z  
pour qu'il devienne en quelque sorte un plateau elliptique. A uiie dis- 

tancé suffisante du bord, le terme c2 ($ + $) sera tr6s petit par rap- 
x'= port à 1 - - et l'on aura sensiblement 
a- b2' 
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1 76 THÉORIE DE L~~LECTROSTATIQUE.  

x= Dans le voisiiiage du  bord, r - - - 2 devient, au contraire, très 
aZ b2 

x2 y2 p i r  par rapport à c' (n, + $), et l'on a alors, à très peu près, 

Dans le cas d'une sphère dont le rayon est a, la formule ( c ' )  donne ce 
résultat évident à priori 

M h = .  
47ca2 

En faisant 1, = I dans le troisième membre des formules (g) et jh), 
on trouve 

M arc tang 4; - 1 

(8.') Y , = -  ir; - 
7 

,z 

nr I + \ / I - ?  
(A' ) 1 --- 

O -  log . 

c2 

Si a = c, on déduit facilement de ces formules la suivante 

qui est relative à la sphère et qui est évidente. 

5 III. - DES SYSTÈMES DE CONDUCTEURS.  

11.  Condilion d'e'qitilibre electrigue de deux corps conducteurs terminés 
par des suf icas  paral/è/es (théorie de Green). - Considérons deux 
corps conducteiirs ( A , ) ,  ( A , )  chargés d'électricité dont les surfi~ceç 
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sont parallèles, très peu éloignées l'une de l'autre et séparées par iine 
substance non conductrice ( A ) .  

21 

Soient ($g. 3 )  

O ,  un  point quelcorique de la surface du premier corps; 
0- le point où la normale O, z en O ,  rencontre la surfacc~ du second 

corps ; 
0, x,  O ,  y deux axes rectangulaires compris dans le plan tangent en O ; 
e l'épaisseur constante de ( A )  supposée assez petite pour qu'on puisse 

négliger celles de ses puissances qui sont supérieures à la seconde; 
h l ,  h ,  les densités électriques superficielles et V I ,  V', les niveaux po- 

tentiels de ( A , )  et ( A , ) ;  
V la fonciion potentielle, variable d'un point A un autre de ( A ) .  

Nous admettrons, pour fixer les idées, que la surface de ( A ,  ) oppose 
sa convexité au plan tangent xO,y et nous désignerons par l'indice I 

les dérivées partielles qui se rapportent à l'origine 0,.  
Nous avons 

Pour un point infiniment voisin de 0, situé sur l'intersection de la sur- 
face (A,  ) et d u  plan 20, x, on a, en remarquant que dV = O et cpe 
& est du second ordre par rapport i dx, 

Si R, désigne le rayon de courbure au point O, de la section c,onsidé- 
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et l'équation précédente se transforme dans la suivante 

Cornine cette dernière doit être vérifiée quel que soit dx, il faiit que 

d'où 

En désignant par R, le rayon de courbure en O, de la section faite 
dans la  siirface de ( A ,  ) par le  ~ l a n  20, y, on aurait de même 

inais, coinnle ( A )  est extérieur à (A,),  V doit satisfaire A l'équation ( 7 )  
du no -4 ; en substituant dans cette équation les valeurs (a  j , ( p  j et dési- 

1 1 1 
gnant par - la courbure - + - de Ia surface en O,, on trouve 

1' Rz R, 

L'équation ( 2 1 )  devient alors 

Mais on a ,  eii wr tu  de la forrnule ( 1  9) du no 9,  
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THEOH I E BE L'~LECTROSTATIQU E. 

par suite 

Supposons maintenant que l'on place l'origine -des coordouiiées eii 

O? en dirigeant l'axe des a suivant 0,0, ; la courbure de la sur- 
face de (A,) en 0, sera de signe contraire à celle de la surface 
de ( A , )  en O,,  inais pourra être considérée coninle étant 6gale Q 
1 
- et1 valeur absolue. De l'équation ( 2 2 )  OLI déduira ainsi la sui- 
1' 

et de ces deux foriniiles 

Soieiit dm, un éléliient de la surface de (A,) eu O, ; du, l'élémeiit 
déterminé sur la surface de (A,) par les normales mp5es  aux dif- 
férents points du  périmètre de du , ,  on a, aux termes du secoiid ordre 
près, 

( 2 4  dw,=do, (1 - :) (,), 

( l )  Soient 
mn = ds, mn' = ds' 

les éléments respectifs des deux' lignes de courbure passant par le point m d'une 
surface, m' l'intersection de la ligne de courbure de même espèce que nzn' passant 
par n, avec la ligne de courbure de la seconde espèce passant par n'; R, R' les 
rayons de courbure de nzn et mn'. L'aire mnm'n' a pour expression 

d w ,  = ds ds'. 

Menons les normales aux points m, n,  m', n' jusqu'à leur reiicontre avec une 
surface intérieure parallèle à l a  proposée et qui en est distante de e. Nous 
déterminerons ainsi sur la seconde surface un élkment superficiel qui aura pour 
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d'où, au méine degré d'approximation, 

ce qui exprime que-les quanlités d'èleciricitéqui se trouvent sur deu,x 
élèments correspondlints des surfaces des deuix: conducleurs doivent & ~ r e  
egales el de signps contraires. Ce théorème s'étend évidemirient à deux 
portions correspondantes des deux surfaces, et, par suite, aux surfaces 
entières. 

Si l'on néglige devant l'unité, on a simplement 

ce qui exprime que la densité électrique superficielle de chaqu.~ conduc- 
teur est proportionnelle à Pexcès du niveau potentiel de l'autre sur le sien 
propre et varie en raison inverse de la distance des deux condrrcteura. 

Les considérations qui  précèdent sont notaininent applicables au 
condensateur, au  carreau de Prnnklin et a la bouteille de Leyde. 

Si M, et nI, sont les charges des armatures ( A , ) ,  ( A , )  de la bouteille 
de Leyde, Q la surface de  cette armature, on a 

valeur 

d'où 

du,=dw, [ l e  (i + 6) + "1. KK' 

, Si e est assez petit  pour  qu'on puisse en négliger la seconde puissance, 
on a 

ce qui n'est au t re  chose que la formule (2$) d u  texte. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Xous admettrons en principe que lorsqu'un corps électrisépar influence 
se trouve en corninunication avec la terre, son niveaupotentiel est nul. Et, 
en effet, la fonction potentielle a la mêtne valeur en un point 
conque de l'iritérieiir du système fortiié par la terre et le corps ; comme 
il y a dans la terre autant d'électricité positive que d'électricité néga- 
tive, cette valeur est nécessairement nulle. La grandeur dii rayon de 
la Terre suffirait d7aillrurs pour justifier le pr~ncipe dont il s'agit. 

Si donc l'armature extérieure ( A , )  de la bouteille de Leyde est en 
communication avec le sol, nous aurons Y, = O; sa charge sera 

M ,  étant la charge (le l'autre armature. 

12. Système forme' de conducteurs dont l'un enveloppe les autres. - 
Soient ( A ,  ) le conducteur enveloppan t ; (A,) ,  ( A , ) ,  . . . les autres con- 
ducteurs ; Mi la charge de (Ai) .  

Considérons l'espace limité par les surfaces de tous les conducteurs 
oii plutiit par des surfaces de niveau extérieures qui en sont infiniment 
voisines. Pour chacun des points de cet espace l'équation ( 7 )  s'appliqiie 
et l'équation (A') se réduit à 

Mais, en remarquant que l'élément dn doit être changé de signe, puis- 
qu'il est dirigé en sens inverse de celui qui se rapporte à l n  surface dc 
( A i )  et à la surface de niveau extérieure qui en est infiniment voisine, 
et désignant par h la densité en un poiiit quelconque des couches élec- 
triques, la formule (19)  donne 

d'où 

011 encore 
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Ainsi la somme algèbrique des charges de tous les conductertrs est nulle. 
Supposons, en particulier, que le conducteur ( A , )  n'ait pas requ de 

charge initiale, et qu'il ne soit ainsi électrisé que par l'influence 
de ( A ,  ), (A,), . . . ; en désignant par Mi la quantité d'électricité qui se 
trouve sur sa surface extérieure, nous aurons Mi + M, = O, d'ou, en 
vertu de la formule ci-dessus, 

ce qui n'est autre chose que l'expression de cette loi de Faraday : La 
quantité d'électricité induite sur un corps enveloppant est égale a la quan- 
titi inducnice. 

13. Conducteur presen~ant des vides intèrieurs qui ne ren fermen f pas de 

masses électriques. - Nous allons d'abord établir le lemme suivarit :. 
Quand une surface fei mée ne renjerme aucune masse électrique et que 
sur cette surface la fonczion polentielle a une valeur constnnte, cetle 
fonctiorz est également constante- dans I'espace déterminé par la sur- 
face. En effet, en ub point de cet espace, l'équation (7)  est satis- 

dv 
faite. O n aura d'ailleurs dn = - 4x1'2 = O ,  puisque la surface n'est 

pas recouverte d'électricité et que partout h = o. Une formule de 
Green ( '  ) conduit ail résiiltat suivant 

( ' )  En conservant les notations d u  no 8, on a 

Si l'on fait U = V, cette formule se  rédui t  à la suivante 

~ u i  est celle dont  on  fait  usage dans le  texte. 
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qui exige queV soit constant dansl'espace considéré, ce qu'il fallait éta- 
-Mir. 

Revenons maintenant à notresujet et considéroiis un conducteur dont 
IR surface extérieure est électrisée, présentant des vides intérieurs qui 
ne rknferment pas de masses électriques. 

Soient V, la valeur constante de la fonction potentielle à la surface 
d'une cavité ; K la valeur de la fonction potentielle en lin point O du 
vide; Om un.rayon quelconque partaiit du poirit O et reiicontrant ln 
surface en un point m. En suivaiit ce rayon, la fonction potentielle va- 
rieramtre K et Tr,, et il y aura l'un n de ses points pour lequel la fonc- 
tion potentielle aura une valeur déterminée Kt coinprise entre R et V: 
le lieu des points n sera une surface rentrant clans les coiiditions d a  
Iemrrie précédent et dans l'intérieur de laquelle la fonction potentielk 
serait kgale à Kt, tandis que, en O, elle est &gale A K, ce qui est absurde. 
Ainsi, coinme on ne peut pas supposer que K soit différent de V, ,  il 
faut que la fonction potentielle dans l'intérieur de l'espace vide ait 1:i 
même valeur constante qu'à sa surface. 

Il résulte de là que des cavités dans u n  conducreur n'ont aucune in- 
fluence sur le mode de repartition de I'éfect~icite' sur sa surface exte'rieure 
et qu'il se comporte comme s'il étaitpfein. 

44, Théorème de Clausius('). - Considérons un système composé 
de m corps conducteurs (A,), (.4 ,), . . . , (Ai), . . . , ( A , n )  et supposoris que 
ces corps aient r e p  successivement deux charges électriques. 

Soient 

RIi, Ml Les quantités d'électricité qui recouvrent ( A i )  lors du  premier 
et du secorid chargement ; 

Vi, Vi les niveaux potentiels correspondants. 

Concevons l'espace limité par les surfaces des conducteurs et par celle 
d'une sphere d'un rayon R aussi grand que l'on voudra qui enveloppe 
tous les corps et dont le centre se trouve dans le voisinage de ces 
corps. 

(') Annales de Physique et de Chimie de G. Wiedemann, p. 493 et suir. ; 
1877. 
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Soient 

du un élément de volume de cet espace ail point (x, y, a )  ; 
V, V' les valeurs des fonctions potentielles relatives à ce point lors de 

le premiéreet de la seconde charge; 
tfo un élément de l'une ou de l'autre des surfaces qui limitent l'espace. 

La formule ( A )  du no 8 donne 

Coiî-itne il n'y a pas d'électricité dans l'espace ci-dessus défini et que le 
point (x, y, z )  est extérieur aux ( A i ) ,  V et V' satisfont a l'équation ( 7 )  
?t la formule précéde~ite se réduit à 

Considérons d'abord la portion de l'intégrale du  pretnier inetnbre de 
cette équation qui se rapporte à la sphère et prenons pour centre O de 
cette sphère le centre de gravité des massesMi; si la distailce r d'iiii 

point quelconque (x, y, z )  à ce centre est suffisarriment grande, on a 

d'ou 
dV1 - dV' - z hl ;  - -- -- 
dn - dl. - ,a .' 

et, pour la surface de la sphère, 

d v r  - znr; - --  
dn - K' ' 

quantité égale à zéro si nous prenons R = CO , ainsi qu'il nous est 
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permis de le supposer. Comme lé même raisonnement s'applique A 

-, on voit que la sphère ne joue aucun rôle dans l'équation (a). 
dn 

Désignons par hi 1111 élément de la surface du conducteur (Ai) ; Vi 
et V: étant constantesala surface de ce corps comme dans son intérieur, 
l'équation (a) devieiit 

Soient hi, hi les densités électriques à la surface de (Ai) qui se rap- 
portent respectivement a la pemière et à la seconde charge; on a, eii 
vertu de la formule (19)  et en changeant le signe de dn, comme 
au no 452. 

et l'équation ( p )  devient 

OU encore ( ' ) 

telle est la formule qui constitue le théorème de M. Clausiiis, et doiit 
on déduit, comme conséquences, plusieurs autres théorèmes particu- 
liers, auxquels divers auteurs étaient arrivés auparavant, et que nous 
rappellerons dans ce qui suit' 

15. Supposons qne le conducteur ( r i i )  se trouve en communication 
.ave'c la terre; on a ( r  I )  Vi = o. 

Admettons maintenant que le corps (Ai) étant isolé n'ait point repi 
de charge initiale; il ne sera électrisé que par influence, c'est-à-dire 
qu'il sera recouvert de deux quantités égales d'électricité de signe 

(l) D'après M. Bertrand (Journal de Physique de d'Almeida, t.. III, p. 7 3 ) ,  
cetle formule aurait été antérieurement établie par Gauss. 
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contraire, de sorte que l'on a Ni = O, Mi = o. De ces considérations 
iSsrilte le théorème suivant : 

Les corps qui, lors 'des deux charges, sont en commzmication mec 
la Terre ou qui sont isolés sans charge initiale ne donnent aucun terme 
dans l'équation ( 2 9 ) .  

1.G. Admettons maintenant, coinme tout ce qui va suivre, que 
les (Ai) autres que (A,) et ( A , )  soient en conimunicatioi-i avec la terre, 
ou que, étant isolt.s, ils ne reçoivent pas de charge initiale. L'équa- 
tion (29) se réduira à la suivante 

47.  Supposons que, ( A , )  et ( A , )  étant isolés et non électrisés., ( A , )  
seul reqoive une charge que nous désignerons par E, en développant 
dans (A, )  le niveau potentiel V,; puis que (A, )  reqoive la même charge 
en soustrayant (A,  ) à toute action extérieure. Nous avons 

M , = o ,  M', = O ,  M , = M ' , = E ,  
d'où 

Doiic, le niveau potenlie1 qui naît dans (A , ) ,  quand ( A ,  ) a été seul 
chargé, est égal a celui qui naît dans ( A ,  ) quand on efectue I'opehtion 
inverse et que les deux charges sont égales. 

18. Théorème de Riemann. - Supposons que, à la première charge, 
le corpi ( A , )  se trouve au niveau potentiel K, que ( A , ) ,  mis en com- 
munication avec la terre, reçoive de ce corps par influence la quantité 
d'électricité M,; puis que, h la seconde décharge, (A,) se trouve au 
même niveau potentiel K, tandis que (A,), mis en commiii-iication avec 
le sol, se trouve recouvert de la quantité d'électricité M', . Noils avons 
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THBORI E DE L'ÉLECTROSTATIQUE. 

et la formule (30) donne 

Donc la quanlité d'électricité qui, sous I'inyuence de ( A , ) ,  s'est accu- 
mulée sur (A,) mis en conzmunication avec Zn Terre, et celle qui s'est 
accumu& sur ( A ,  ) mis en relation avec la Terre, par l'influence de (il,), 
sont e'gales lorsqn'il y a égalite' entre les niveaux potentiels pont. ces deux 
charges. 

5 IV.  - Du T R A V A I L  DES FORCES ~ L E C T R I Q U E Ç .  -- DECHARGES. 

19. ExpressiondutravaildesforceseZectriques. - Soient(A,), (A, ..., 
(Ai) ,  . . . des conducteurs chargés d'électricité e t  réagissant lesuns sur 
les aut.res. 

Une modification introduite par une cause qiielconque dans les in- 
tervalles intermoléculaires du fluide électrique donnera.lieu à une 
production de travail mécanique dont la considération mérite un 
sérieux examen. 

Désignons par r la distance de deux particules électriques, clm 
et dm' appartenant au système des conducteurs ci-dessus désignés. 
l e  travail élémentaire des forces électriques a pour expression 

dm dm' d r = - d  - S ""rdrn' 

le signe de l'intégration s'étendant à toutes les combinaisons deux 1 
deux des molécules électriques. 

Nous désignerons sous le nom de potentiel total du système élec- 
trique l'expression 

dm dm' 

de sorte que nous aurons 
d~ = dW. 

En passant d'un certain état initial, que nous caractériserons par 
l'indice zéro, P un état quelconque, nous aurons pour le travail déve- , 
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loppé entre les deux états 

Avant d'aller pliis loin, nous ferons remarquer que, si le fluide revient 
A l'ktat neutre, on aura W = O, puisque toutes lcs masses électriques 
s'aiinuleront, et par suite 

Si nous désignoiis par V la fonction potentielle de dm relative à tous 
les autres éléments du système électrique, et si nous considérons l'in- 
tégrale 

JVdw 

étendue à tous les éléments dm du système total, les termes tels 
clm dm' 

que 7 seront reproduits deux fois, et nous devrons prendre 

Si nous remarquons que, a la surface de (Ai) comme dans son in- 
térieur, V est constant ou égal au niveau potentiel VI, pour chacun 
des conducteurs V sortira de l'intégrale, et l'on voit que, en dési- 
gnant par M i  la charge du conducteur ci-dessus, on aura 

Si (Ai) est isolé et n'a pas requ de charge initiale, le conducteur ne 
sera électrisé que par influence et renfermera, par suite/ autant d'élec- 
tricité positive que d'électricité négative, et l'on aura Mi = O ;  si maiii- 
tenant (Ai) est en communication avec la Terre, on a Vi = o. De sorte 
que, dans les deux cas, (Ai) ne laissera aucune trace dans la for- 
mule (4).  

20. De'charge d'une bouteille de Leyde. - Soient ( A ,  ) et ( A , )  l'ar- 
mature intérieure et l'armature extérieure, les deux seuls conducteurs 
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que nous avons a considérer; comme la seconde de ces armatures est 
censée mise en commilnication avec le sol, nous devrons supposer 
V, = O;  les formules ( 4 )  et ( 2 )  nous donneut pour le travail effectué 
après la décharge 

ou, en ayant égard à la formule ( 2 7 )  d u  no 11, 

Ce travail,' qui, pour une même bouteille, est proportionnel au carré 
de la charge, est employé en partie à vaincre la résistance de l'air ou 
celle.que présente un corps non conducteur traversé par l'électricité, 
ce qui donne lieu à l'étincelle; l'autre partie est transformée en chn- 
leur et correspond A la perte d'une demi-force vive, qui devra être 
d'autant plus grande que la vitesse d u  fluide sera elle-meme plus 
grande ou que la section et la longueur du  fil de communicatioii 
seront plus faibles. 

On explique ainsi pourquoi, toutes choses égales d'ailleurs, lorsque 
le fil est gros et court, l'étincelle est énergique et l'échauffement du 
conducteur très faible, tandis que l'inverse a lieu quand le fil est long 
et d'un petit diamètre. 

Si l'on augmente la résistance à vaincre en interposant entre les 
extrémités du fil une carte ou une feuille de mica, l'étincelle est plils 
forte et l'échauffement plus faible, comme M. Riess l'a reconnu par 
l'expérience ( ' ) . . 

24. Dicharge d 'me batterie. - Considérons une batterie coinposée 
de n bouteilles identiques; il est évident que le travail effectué pen- 
dant la décharge s'obtiendra en multipliant les équations ( 5 )  et (6)  
par n, et nous aurons notamment 

( ' ) Annales de Poggendorg", t .  XLV. 
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Si M désigne la charge totale Ml n, cette expression prend la forme 
sui\.ante 

axe M' 
6 = - -, 

61 n 

d'où cette loi, découverte expérimentalement par M. Riess ( ' )  : L'é- 
nergie totale d'une batterie est proportionnelle nu carré de ka charge 
et en raison inverse du nombre de bouteilles. 

29. Dicharges incomplètes. - Supposons qu'après avoir chargé la 
batterie ci-dessus de n bouteilles identiques on réunisse les armatures 
intérieures à celles d'une batterie à l'état neutre, composée de n' bou- 
teilles semblables aux précédente's. 

Ide travail accurniilé 6' dans la batterie de n + IL' bouteilles s'ob- 
tiendra en remplaqant n par n + n' dans la formule ( 7 ) ,  puisque la 
charge totale est restée la même. Nous avons donc 

Riais le travail emmagasiné primitivement dans la batterie de n bou- 
teilles est fourni par la même formule (7). D'ou il suit que le travail 
accompli dans la réunion des deux batteries a pour expression 

OU encore 

relation à laquelle M. Riess est arrivé par l'expérience. 

23. Batteries chargées en cascudes. - Soient ( A ,  ), (A2), . . . , (A, , )  
m batteries composées respectivement de n i ,  n,, . . . , n, bouteilles 
identiques; l'armature extérieure de la nihe  batterie comnîunique 
- 
(l) Plusieurs géomètres ont donné à l'expression de f5 le nom d'énergiepo- 

tentielk. 
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avec le sol, tandis que l'armature intérieure de la première est en rela- 
tion avec une source dont le niveau potentiel est V,. L'armature inté- 
rieure de  la première batterie r e ~ o i t  une charge M, ; sur l'armature 
extérieure: il se développe une charge - M,, tandis que la charge de 
I'armatureintérieure de la seconde batterie est M,, leaiveau potentiel V, 
étant le mènie pour ces deux conducteurs, et ainsi de suite, en remar- 
quant toutefois que V,), = o. Le travail accumulé dans le système total 
est donc 

ou simplement 
1 e =  - - M , V , ,  
2 

comme on devait le prévoir d'aprés une remarque] faite à la fin du 
no 19. 

Si nous prenons 1 = *, la formule (27) du no I I  donne n 

M .  en remarquant que la charge de chaque bouteille de (Ai) est 
I l i  

On déduit de là 

et enfin 

Si les bouteilles sont parfaitement fermées, les charges des deux arina- 

27 
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tures de chaciiiie d'elles sont égales, ou 

M, = hl,= M,= ...; 
par suite, 

Daiis le cas de deux batteries seulement, on a 

résultat auqriel M.  Riess est arrivé par l'expérience. 
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THÉORIE DES COURANTS ÉLECTRIQUES . 

§ 1. - COUHAKTS CONSTANTS. 

1. Lorsque la fonction potentielle n'est pas constante dans l'inlé- 
rieur d'un conducteur, l'électricité entre en mouvement et il se pro- 
duit un courant declrique. Si cette fonction est indépendante du temps, 
ce mouvement devient permanent au bout d'un temps très court, A 
partir de  l'instant initial, et le courant devient constant. Dans ce qiii  
suit nous ne nous occuperons que des courants de cette nature. 

2. Loi de Ohm. - Soient 

A lin point intérieur du condiicteur ; 
V sa fonction poteiitielle; 
dw, lin élément superficiel en ce point normal une droite 0 x  par- 

tant d'iine origine O déterminée ; 
q, la quantité d'électricité, rapportée à l'unité de surface, qui tra- 

verse da, dans l'unité de temps, et qui ne dépend que de la positioii 
de A et de l'orientation de 0%; 

dx une longueur infiniment petite portée i partir de A sur la normale 
do,. 

Ohm suppose que leflux électrique q, est proportionnel à la coinpo- 
d t  

snnte de la force qui agit sur A, c'est-à-dire à la cause de ce fliix. 

28 
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On a ainsi, en designant par a une constante, 

dV y,= a- .  
dx 

Cette expression n'est autre chose que celle d'un flux de chaleur 
traversant dm,, en admettant que la température en A soit r ep ré~en t~e  
par V. 

Si donc Oy, Oz sont deux axes rectangulaires dont le plan est per- 
pendiculaire à O x ,  et x, y, z lescoordonnées du  point A,  nous avons 
l'équation connue 

Mais on sait que, gour le point intérieur A ,  le sccond nienibre de 
cette équation, au lieu d'être nul, devrait être égal a 477ap, en dési- 
gnant par p la densité du  fluide concentrée en ce point; d'ou il suit 
que p = O, et comme conséquence : 

IO LeFuide se trouve à l'état neutre dans le conducteur; 
2" L'e'lectricité qui donne lieu à laJonction potentielle, c'est-ci-dire au 

NIVEAU POTENTIEL, doit se trouver sur la surface du conducteur ou cE 
l'extérieur de ce conducteur. 

Le flux principal, ou la plus grande valeur q de q,. . . , correspond 
au cas où O x  est parallèle à la normale en A à la surface de niveau 
passant par ce point; et, en continuant a désigner par d x  un élé- 
nient infiniment petit de la partie extérieure de cette normale, iioos 
aurons 

clv q = a .  
dx 

Nous rappellerons que q, n'est autre chose que la projection de q 
sur Oz. 

On est convenu de  désigner sous le nom de  force électromoirice en A 
dV la dérivée - -  
drr: 

3. Des conducteurs allongds dont la section esc très petile. - 1):iils 
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ces condiicteurs, qui sont ceux que l'on emploie le plus généralement, 
on peut considérer la section normale w en un  poiiit A de l'axe comme 
lin élément de surface de niveau; et l'on a,  pour Ir quantité de fluide 
qui traverse, dans l'unité de temps, cette section, c'est-à-dire pour l'in- 
tensité du courant, 

Soient V,, V, les valeurs de V qui se rapportent h deux points d l -  
terminés A,, A,  de l'axe du conducteur; 1 la longueur de l'arc A o A , .  

Nolis aurons 

On est convenii de donner à la valeur V, -V, le nom de force e'lectro- 
dx motrice de la longueur A,A,  du coiirant, et de représenter par aw la 

résistance à la conductibililé de l'élément linéaire dx. Nous représen- 
terons par 

la résistance totale de la longueur Z du courant. 
Nous avons ainsi 

Si la section du courant est constante, on a 

Cette formule a été vérifiée expérimentalement a u  moyen di1 rlibo- 
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métre, lorsque, ne changeant rien à la pile, c'est-à-dire à ( V ,  -V,) ,  on 
fait varier la section et la longueur du  circuit. 

4. Loi de Joule. - Considérons un conducteiir de la même catégorie 
que les précédents. 

Soient ( j g .  1) 

a ,b , ,  a ,  b, les sections normales à l'axe du circuit 

Fie. 1. 

ai%, a', b', les sections que viennent occuper, au bout d'un temps 
infiniment petit dl, les particules électriques qui se trouvaient pri- 
mitivement dans a, b,, a,  O,. 

Le travail des forces électriques développé dans le transport de la 
masse a, b, a, b, en a: bi a', b', ne peut résulter que du transport fictif de 
la massea,b, au bU égale à idt en a, b, ai b', ('), puisque rien n'est changé 
dans la partie commune ai Oia, b, . Le travail électrique effectué dans 
le temps dt est donc (VI - V,)dt et, dans l'unité de temps, 

(9) e = i ( V ,  - V,), 

ou, en ayant égard a la relation ( 7 ) ,  

(') On admet ainsi l'hypothèse des tranches dans le mouvement permanent des 
fluides. 
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Ce travail est équivalent à la demi-force vive de la masse électrique i, 
censée condensée en A,, en passant de. là en A , ,  augmentée d'un terme 
proportionnel à la quantité de chaleur dégagée par le circuit. Si l'on 
considère la première de ces quantités Bornme négligkible, G se troii- 
vera ainsi transformée en une quantité de chaleur sensible t ,  et l'on 
aura, en désignant par A l'équivalent mécanique de  la chaleur, sous 
toute réserve du  choix des unités, 

Ainsi donc la quantité de chaleur développée dans le czrcuit est propor- 
tionnelle a u  carre' de ïinlensité du courant et a la rCsistance du conduc- 
teur. 

Cette loi, découverte expérimentalement par M. Joule, n'est qu'une 
conséquence de celle de Ohm et vice versa. Qu'il nous suffise de dire 
que nous avons déjà jixsqu'ici une double justification des résultats de 
la théorie. 

5. Considérons un circuit formé de n + I parties ou élkments ap- 
partenant respectivement à différents métaux, et soudées les unes 2 la 
suite des autres. 

Si les soudures successives A,, A, ,  . . . , A, (fg. 2)  sont portées à di- 

verses températures, il se développera généralement un courant élec- 
trique d'intensité i. 

Supposons,'poiir fixer les idées, souk toutes réserves, que A,, A,,  . . . , A, 
indiquent le sens d u  courant. 
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Pour expliquer le fait dont il s'agit, on a été conduit, par des consi- 
dérations qui appartiennent au domaine de la philosophie naturelle, 
et auxquelles nous ne croyons pas devoir nous arrêter, a admettre que 
le niveau potentiel change brusquement cle valeur lorsque l'on traverse 
la soudure A,. Néanmoins, la formule (g), d'après la manière dont elle 
a été établie, est encore applicable à deux sections infiniment voisines 
situées de part et d'autre de A;. 

Cela étant posé, soient 

V,, TT~;lesvaleurs dti niveau potentiel aux extrémités A,, A,,, de I'iine 
des parties du  circuit; 

H, la résistance la conductibilité correspondante. 

N o i ~  avons 
Rvi=  Y:+, - Y v .  

En faisant la somme de toutes les expressions semblables et clési- 
gnant par 

n = BR, 

la résistance totale du  circuit, il vient 

ou encore, comme il est facile de le reconnaître, 

ai = Z(V: - V,). 

11 faut que le second membre de cette expression soit positif pour 
que le courant ait lieu dans le sens supposé; s'il est négatif, le sens 
du courant sera changé; enfin, s'il est nul, il n'y aura pas de  courant. 

6. Cas d'un courant binzétallique. - C'est le seul cas qui ait été 
étudié par les physiciens et qui offre, par suite, de I'intérét. Nous avons 
ici simplement 

. v; -v,- (V,  - V;) 
z = 

al 
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Coinme l'intensité d'un courant thermo-blectriqiie est toiijoiirs 
faible, on peut nigliger la quantité de clinlcur 

développée dans le courant, indépendante de celle qui se rapporte aiix 
soudures A ,, A , .  

Soient 

i , ,  t ,  les températures de ces soudures ; 
i ( V i  - Vo) 

C)O= A la quantité de chaleur dégagée par la surface A ,  dans 

l'unité de temps ; 
i ( V l  - V',) 

QI= A la quantité de chaleur absorbée par la source froide A , .  

Coinine le fluide électrique qiii sert de véhicule à la chaleur revient 

au méine éiat quand il a parcouru le circuit, on peut appliquer ici le 
principe de Carnot et écrire 

en se rappelant que cc représente le coefficient de clila~atioii des gaz. 
On déduit de là 

y,- v, - v,-v', - -. - 
i t r t ,  r + a t ,  

IiR 
Nous représenterons ce rapport par et nous supposerons que K 

ne dépend que de la nature et des dimensions du circuit, et est p n r  
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conséquent indépendant des températures des soudures La formule (16) 
devient alors 

i= K( t , -  t , ) ,  

et s'accorde avec les résultats des expériences de César Becquerel, lors- 
que l'excès de  température ( t ,  - t ,  ) ne dépasse pas 50". 

Au delà de cette limite, i croît moins rapidement que l'excès de tem- 
pérature, et son accroissement devient sensiblernen t nul et même né- 
gatif quand t ,  - t ,  atteint et dépasse 300'. On attribue cette irrégula- 
rité à ce que deux métaux en contact, dont les températures sont trés 
différentes, éprouvent des modifications dans leur constitution, et 
qu'ils se comportent vis-à-vis l'un de l'autre comme des métaux d'uiie 
autre nature. 

§ I I I .  - Théorie de la pile. 

7. De I'éleclrolyse. - On donne le nom d'élec~rolyte A toute sub- 
stance qui est cornpleiement décomposée dans ses éléments chimiques 
lorsqii'elle est traversée par un courant. Si la décomposition n'a lieu 
que partiellement, en d'autres termes, si au moins un des produits de 
cet te décomposition est encore ilne combinaison chimiqiie, la substance 
est uiic e'lectrolycale. 

Les expressions dectrolyse et électrolysation sont des dérivés de celle 
de é!ectrolyte. 

Uric éleclrode est l'un ou l'autre des points de la substarice par ou 
arrive et d'ou sort le courant. 

1,'électrolyse est soumise aux lois sriivan tes : 

I O  L'action décomposanle d 'un  courdnt, ou sa puissarrce chimique, est 
la mdme dans toutes ses parties. 

2" La quantite' de substance décomposée est proportionnelle à la quan- 
tité d'électricité qui passe dans un temps donné, ou encore à ï'inrensité 
clu couranl. 

3" ( 1,oi de Faraday). Quand un méme courant traverse successivement 
plusieurs e'lectrolytes, les poids des éléments séparis sont entre eux comme 
leurs équivalents chimiques. 
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On doone le nom d'équivalents électrocizimiques au poids d'un corps 
qui est modifié daos l'unité de temps par on courant dont l'intensité 
est &gale à l'unité. 

8. De la pile. - En continuant à désigner par A l'équivalent méca- 
nique de la chaleur, soient q' la quantité de chaleur produite par la 
dissolution de ~~g de zinc dans un liquide acide; E' l'équivalent élec- 
trochimique du zinc. 

Lorsque l'intensité dii courant est i, le poids du  zinc dissous dans 
l'unité de temps est s ' i ,  et donne lieu à un dégagement de chaleur 
~'iql correspondant à la prociuction de travail hdiq'. Si la pile est formée 
de n éléments, le travail électrochimique ou l'action chimique, sui- 
vant une expression admise, sera nA~'iq. 

Soient R la résistance du fil conducteur que forme le circuit en de- 
hors de la pile; R' la résistance de chacun des éléments de la pile; la 
résistance totale sera R + n R' et la loi de Joule conduit. A l'identité 

Si le nombre des éléments de la pile est suffisamlient petit, on a à très 
peu près 

et l'intensité d u  courant est proportionnelle au  nombre des éldments. 
Si, au contraire, le nombre des é1Pments est très grand, on a ap- 

proxima tivemen t 

et Z'intensitti du courant est sensiblement constante. On voit ainsi qu'il 
n'y a aucun avantage à multiplier outre mesure le nombre des blé-. 
inents de la pile. 

Ces deux résultats sont conformes à ceux de l'expérience. 

29 
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2 O2 T H É O ~ I E  DES COURANTS ÉLECTRIQUES. 

9. Supposons que l'on place dans le circuit un certain nombre 
d'électrolytes (E,), (E,), $ .  .; soient E,, R,, qv l'équivalei-it électro- 
chimique de (E,), sa résistance et la quantité de chaleur nécessaire 
pour décomposer son unité de poids; on reconnaît sans peine que 
l'on a 

nAe'iql= i2 (R + nRf+ 2 ,  R,) -t 2,  A&,iq,, 
d'où 

Pour que le courant se produise, il faut que An~lq'  > 2, A &,qV ou 
que l'action chimique de la pile soit supérieure a la somme ded : actions 
chimiques des électrolytes. 

\ 

10. Différentes jormes sous lesquelles on peut mettre la formule 
d'Ampère ( ' ) . - Soient (fg. 1). 

AB, A'B' deux courants électriques ; 

A, A' deux points déterminés de ces courants, qui sont censés se pro- 
duire de A vers B et de A' vers B'; 

a, a' deux points quelconques de AB, A'B' ; 
S ,  S' les longueurs d'arc Aa ,  A'a'; 

( l )  Voir nos Recherches sur l'Électrodynamique. 
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ab = ds, a'&= ds' les deux é l h e n t s  de courant correspondant à a 
et a'; 

r la distance au'; 
u ,  a'. les angles formés par ab, a'b' avec au' et a 'a;  
0 l'angle compris sous les deux plans a'ab, aa'b'; 
i, i' les intensités des courants AB, ,4'B1; 
E l'angle formé par ab avec a'b'. 

Nous pouvons considérer r, a ,  a', 8 et a comme étant des fonctions 
de s et s'. 

Nous avons trouvé, pour l'expression de l'action mutuelle de deux , 
courants, 

( 
casa cosz' 

(1) $=iïdsds' + sinrx sin a'cos O . ) 
Une parallèle en a à a'bf, le prolongement de a'a et la directioii 

de ab déterminent un angle trièdre qui conduit à la relation 

COSE = -  COS^ COS'X' + sin a sincc'cos0, 

et l'expression (1) peut se mettre soins la forme 

Nous avons vu que l'on avait aussi l'expression plus simple 

ou, en développant, 

d c y z d r  dcosz  + = i ~ -  - -z+r-) ;  ds 

mais on a 
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204 THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES. 

par suite, 

Si l'on pose r = 2,  dr = u,  on reconnaît facilement que le facteur ds 
en r de cette expression devient 

Nous avons donc enfin 

( 5 )  +=- a ii'ds ds' d2 \/J: 
4; m. 

l i . Formules de Weber. - Dès I 822, Ampère ( ' ) avait émis l'idée 
que l'on pourrait se rendre compte de la loi relative à l'action mii- 
tuelle de deux éléments cle courant, en supposant qde deux particules 
électriques m, m' s'attirent ou se repoussent proportionnellement à 
leurs masses et en raison inverse du  carré de leur distance, à la con- 
dition de faire intervenir un coefficierit égal à l'unité augmentée d'un 
terme U qui ne dépend que du  mouvement relatif de m et m'; ce qui 
revient à représenter l'action mutuelle de  m, m' par 

mm' 
f U)9 

en continuant à considérer une attraction comme positive. 
Ainphre est resté à cette conception philosophique sansla développer. 

Gauss l'a reprise plus tard et  a. admis que U est composé de deux 
termes, l'un proportionnel au carré de la vitesse relative de m et in', 

(') Mémoires de l'Académie des Sciences, 1823 .  
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dr l'autre au  carré de la composante - suivant mm' de cette vitesse, les 
dt 

coefficients des deux termes pouvant d'ailleurs dépendre de r. L'hypo- 
thèse de Gauss doit être rejetée, parce qu'elle conduit à des résultats 
inadmissibles au point de vue de l'expérience. 

En considérant le cas de deux éléments de courant situés dans le 
prolongement l'un de l'autre, Weber n été conduit à admettre que U 
renferme un terme qui dépend de la vitesse relative estimée suivant r, 

drP et il a supposé que ce terme, à un coefficient près, est de la forme z.  
Examinant ensuite le cas de deux éléments perpendiculaires à une 
droite, il est arrivé a concliire que TT doit renfermer aussi un terme . 

d2 r proportionnel à l'accélération relative -, estimée suivant r. C'est 
dt2 

ainsi qu'il a été amené à poser généralement 

a et p désignant des fonctions de r qui doivent être déterminées de 
maniére que les résultats auxquels conduit cette formule soient d'ac- 
cord avec la formule d'Ampère. 

Soient v,  v' les vitesses de m ,  m' qui sont censées des fonctions des 
trois variables s, s', t ;  ds, ds' les chemins parcourus par ces points dans 
l'élément de temps dt .  Nous avons, en employant la caractéristique a,  
pour les dérivées partielles, à la place de celle d qui est rkservée aux 
dérivées totales, 

ds ' ds' 
O = % >  v = - 9  dt 

dr - - dr ds dr ds' d r  dr dl- dr 
+ , - + ~ = V - + V ' ~ + - ~  dt - ds ds dt ds ds dt 

du d r  ,drl dr d 2 r  
S V - - + v  -, ds ds ds' du dt 
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206 T H I ~ O R I E  DES COURANTS ~ L E C T R I Q U E S .  

En substitnant ces valeurs dans la formule (6), et posant 

on trouve 

dr2  d 2 r  

Supposons maintenant que les éléments de courant ds, ds' soient 
formés chacun d'un couple de particules électriques, savoir m ;  m, 
pour le premier élément et m', m', pour le second. Soient v , ,  v', les 
vitesses de mi,  mi qui peuvent être différentes de v ,  v'; a,, L, et a',, d, 
les valeurs de a, E. et a', (;'quand on y remplace respectivement v par v ,  
et 6. par v',. 

L'action mutuelle + de ds et ds' s'obtiendra en. ajoutant l'expres- 
sion (8 )  à celles qui en résultent qiiancl on y remplace successiveinentm 
par m,, m' par m', et enfin m, rn' par m,, m', . On trouve ainsi 

' 

+ =- :a(m+ m,)(mt+ rn;) +&(m.+ m:i(mv2 + m,v:) 

+ @d'(rn + m, ) ( m ' ~ ' ~  + ml, v',)' + â(mv t- m,v,) (m'v' -t m',vi) 

+CD m  (ml+ mi)u +- @,m,(rn'+ m',)v, -t- L (ml+ mi)m + ~,(m'+m',)rn, 

+ @'ml(m + m , ) v f +  @',mi (m + m,) vi+ e'(m +rn,)rnft ~ i ( m  +m,)mi. 
4 

& = 1 f  a7+p- t  
d l  dt' 

d r 2  d r s  d r 2  d2r  ' 

'~IL=GL-+ f i z l  I L ' = x - +  P L - ,  ds2 ds' " ds" 

En comparant ce résiiltat à la formule (4), on voit que, à l'excep- 
tion du terme en C, tous les autres doivent disparaître, condition A 

d r  dr 
( 7 )  

d r  dl .  dit d r  d r  d r  du' dl.  a= 2%- -+ p-  -, a'= 2 a -  - + f i -  - -> 
ds d t  d t  d s  ds' d t  dt ds' 

d o  d r  
Q = - do' ds' 

d t  d s >  
'Y= p- -, 

d t  d r  
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THEOKIE DES C O U R A ~ T S  ELECTRIQUES. 

laquelle on satisfait en posant . 

et l'expression précédente se réduit à 

Si, en désignant par a une longueur constante, nous posons 

la formule ( I I )  rentre dans la formule ( 4 ) ,  et Ja formiile (6) prend la 
forme 

et par suite la suivante 

Il résulte des relations ( I O )  qu'un élément de courant ds peut être 
considéré comme étant composé de deiixparticules électriques de même 
masse en valeur absolue, mais appartenant respectivement à l'un et à 
l'autre fluide. Rien ne s'oppose à ce que 1'011 puisse admettre que ces 
deux particules sont animées de deux vitesses égales et de sens con- 
traires, et alors on a simplement 

(15) 
mv - m'v' i= 2fi-, i'= 2 4 2 -  
a a 

11 suit de là que l'on peut regarder un courant comme formé de 
deux courants inverses l'un de l'autre et appartenant, I'im au fluide po- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 T H ~ O R I E  DES COURANTS ÉLECTBIQUES. 

sitif, l'autre au fluide négatif, et qui ont chacun pour intensité la moitié 
de celle du  courant complet. 

0 1 1  s'assurera facilement que la force x dérive d'un potentiel et que 
ce potentiel a pour expression 

42. Polentiel de l'action mutuelle de deux e'Zéments de courant. - 
Eii se reportant à la troisiéme formule ( a ) ,  on a 

Ken~pla~ons dans cette expression m par m' puis m par m,, enfin 
m, m' par m,, m',. Faisons la somme des expressions ainsi obtenues, 
puis supposons dans cette somme m ,  = - m, mi = - m'; on reconnaît 
facilement qu'elle se réduit à 

d?. dl. 8mm'vv1- -. d s  ds" 

1,e potentiel, cherclii: @ ou la somme des expressions (16) pour les 
cl~latt-e couples de molécules a ainsi pour expression 

m mlv O' dr  d r  
@=-2--- 

a L r  d s  ds" 

ou, en vertu des relations (15), 

I ii'dsds' dl- dl .  a=- - - -. 
r ds  ds' 

13. Potentiel total relatif à deux courants ferme's d'inlensitks coon- 

srantes agissant l'un sur l'autre. - Ce potentiel, que l'on appelle aussi 
l'énergie potentielle des deux circuits, a pour expression 
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Mais on a ,  en intégrant par parties, 

De ce qiie le courant AB est fermé, le premier terme de cette ex- 
pression est nul; oli a donc sitnplement 

Soient (J ig .  1) ai, b', les projections de a', b' sur la direction de ab;  
il vient, en conservant les notations du  no 4 ,  

d r  cos a . . d r c o s z g , ,  
au', = rcosx, ab', = rcosa t - ds' ds', a i b , = - - -  ds' 

dl .  a', tr', = ds'cos~, cosa = - -; 
d s  

d'où 

d r  c o s x  d ( r  g) 
COSE= - = --> 

d s  ' d s  
et enfin 

formiile qui est due A F.-E. Neuinann. 

14. Force éhxtromotn'ie d'un courant induit produit dans un circuit 
par un courant extérieur. - Soient ,4'B1 le courant et AB le circuit dans 
lequel se développe le courant induit. 

L'accélération tangentielle, oii suivant ab, de la particule rn liroduite 
par les actions de m, m', s'obtiendra en faisant dans la formule (9) 

d r  
/ i l  = I , lntl = - m', vi  = - V' et multipliant le résultat par coso! = - - 

o s  ' 
ce qui donne 
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210 THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES. 

L'accélération semblable. de m, se déduira de cette expression en y 
remplapnt u par v, = - v, et, comme elle est de sens contraire à la yré- 
cédente, elle devra lui Ctre ajoutée pour avoir l'accélération relative ~1 

de m par rapport à m' ; on trouve ainsi. 

Mais, en se reportant aux formules ( 7 )  et remarquant que v', = - of ,  
on a 

d r  d r  dl-' d r  af+@',=4a7 -, c'-cf =2f,-- ds d t  d t  ds" 
d'où 

et, en reniplaqant cc, (3, m'of par leurs valeurs déduites des équations 

(4 et (151, 
i' 

- ds' . 

Nous avons donc, pour la force électromotrice totale &veloppée 
dans le courant AB, en remarquant que i' seul est fonction du temps, 

ou, d'après le numéro précédent, 

= fi dir ~ ~ C O S O  

a dt - ds ds'. r 

Tel est le résultat cherché. 
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MAGNÉTISME STATIQUE. 

1 .  Pour expliquer les propriétés magnétiques de certains corps ( ' ), 
Coulomb considére les éléments matériels du corps comme renfermant 
en quantités égales et  indéfinies deuxfluides, l'un di t  horéol oupositiJ, 
l'autre austral ou nkgatg 

En admettant que le corps soit soustrait a toute action capable de 
développer ses propriétés magnétiques, ces deux fluides se trouvent A 
l'état de combinaison ou se neutralisent dans la molécule matérielle 
correspondante. Mais, des que le corps devient un aimant, les deux 
fluides se trouvent séparés, en quantités égales, et restent isolés pendant 
toute la durée de l'aimantation. 

Par une extension donnée aiix lois déduites de l'expérience par 
Coulonib, on est conduit a admettre que deux particules magnétiques 
se repoussent ou s'attirent proportionnellemerit a leurs masses, se1011 
qu'elles sont ou non de même nature, et que leur action rnutuelle varie 
en raison inverse du  carré de  leur distance. 

Nous conviendrons de considérer une répulsion comlne une force 

( ' )  Les oxjcles de fer et principalement I'oxydule, le fer, le nickel à la tempk- 
rature de zoo. 
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positive et, par suite, d'attribuer une valeur négative la inasse d'une 
particule du  fluide austral. 

Un barreau d'acier tremph, roriverial>lenient orienté, devient au bout 
d'un certain temps, sous l'influence de la Terre, un aiiiiantperiiiailent, 
ce qui revient dire que, lorsqu'il est soustrait à l'action niagnétique, 
les deux fluides n'arrivent à se neutraliserque partiellement. C;ouloml) 
attribue cette opposition à la reconstitution du fluide neutre i une 
rbsistaiice passive à laquelle il a donné le nom de force coercitive, force 
sur la nature de laquelle on rie peut faire que des conjcc~ures. Le 
barreau, dans certaines conditions, peut devenir un aimarit permanent 
sous l'action d'un aimant permanent. 

J,'oxydule de fer est doué de la f'orce coercitive et l'rin attribue ses 

propriC'tés magnétiques i ce qiic les filons qui le relifcrnlent sont 
cornpi-is sensiblenient dans les plaiis qui passent par les pdcs  magné- 
tiques de 13 Terre. 

1,e fer doux et l'acier non treilipé ne possédent pas la propri. té due 
A la force coercitive ; l'ainiantntion cesse en inéme tenips que l'i~ifluence 
(le l'aimant qiii l'a produite. On coiisidei.e i in  ainiaiit coimie étant 
formé de petites parties niatkrielles qui ont r y u  le noi;i tl'eZémenrs 
mngne'ti7ues et dans lesqiiellcs la séparation des fluides s'est opérée. En 
faisant le mèriie raisonnement que pour l'électricité statique, on arrive 
A conclure que l'action inagnétique sur uu point iiit;rieur de l'dé- 
nient est nulle, et que,  par suite, les deux fluides sépnrbs se soiit portks 
sur sa surface, La forme des élémeri ts niagnétiques peut d'ailleurs 
dépendre de la maniére dont l'aimantation n été produite. 

Coiilomb admet que les deux fluides, aprbs leur séparation, se sont 
respectivenient concentrés en deux points oupôlesde la surface de 1'6- 
Iénient. L'hypotliése d'Ampère, clans laquelle les éléments magnétiques 
sont reiiiplacés par cles solénoïdes infiiiitésimaux, reriei-it, aii point de 
vue de In mise en équation, celle de Coulomb. 

Poisson ( ' )  n'a recours i aiiciine supposition sur le niode de  r6par- 
tition des deux fluides sur la surfixe de l'él6inent. Noiis reconnaîtrons 
pliis loinque, en se plaqan t respectivement aux pointsde vue de Coulonih 

( ' ) i l I e n ~ ~ i r e ~  clc l', lcadé~rzie des Sciences, I 822. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



AI,\GNETISME STATIQUE. 215 

et de Poissoi-i, on arrive àux mèmes résultats en ce qiii concerne l'action 
exercée par iin aiinant sur un point extérieur. 

Dans son Essaisur l'application .de I'rlnnlyse rnaihérnaliqrre aux théo- 
ries de l'e'Zect&i&d et du magrdtisme ( ' ), G. Green ne mentionne pas les 
recherches de Poisson sur le maguétisine. Qu'il les ait ou non ignorées, 
il est arrivé à la mème équation que Poisson relativement à l'éqiiilibre 
magnétique intbrieur d'un aimant. L'analyse de Green est assez ob~ci irr  
et parait avoir pour objet plutôt de déguiser que de faire disparaitrc 
une difficulté éludée par Poisson, à l'aide de considérations particii- 
lières qiii ne sont pas des plus satisfaisantes. 

1,'exposition de la théorie di1 magnétisme (le iil. IV. Thoins011 SV 

trouvant implicitement comprise clans le premier 1CIhoire de Poisson, 
iioi~s n'avons pas à nous y arrèier. 

Nous ne nous occuperons pas tl'ailleiirs de l'étude tlesfe~iillets inagiié- 
tiques, qui  n'offre aucun intérêt aii point de vile des phénoniènes p h -  
siqnes; nous ne considéreroils que des aimants doués de force coerci- 
tive ( 2 ) .  

2. De I'actiorr. exercée par nn aimant sur u n  point qui n'est pns conz- 
pris clans la  masse. - Soient O z ,  O y ,  O z  trois axes rertangiilairrs; 
x, y, z les coordoiinées d e  la pnrticiile niagnbiicpe RI siir 1;tqiielle l 'ni-  
niant exerce son action. 

( ' )  Nottingham, ~ 8 2 8 .  
( 2 )  Green pal-ait éti'e le seul géoinètre q u i  ait  chercliti i cxpliquei  les cKets de  

la force coercitive en se p l a p i i t  dans le cas d'un fil c l 'aci~r  tiempi., Cliidit! expGri- 
nientalement par  Coulomb. 

II est arrivé à une formule q u i  cadre, presqiie aussi bien q u e  la fo rmul t~  d'iiiici-- 
polation de  Biot, avec les r t h l t a t s  des obserratioiis d e  Coulomb. 

Si nous n e  reproduisoils pasla  théorie de  Green, c'est par  la raison qii'zllr p k l i e  
p i *  plusieurs points que nous allons faire ressortir. II suppose que la force covrci- 
tive est constante et  qu'elle se d6veloppe parallèlen~ent à l'aiguille c~liiicliic~iic 
dans un sens clhterminé, ce qu i  nous parai t  inaclmissil~le ; car  cette force,. de \  aiil 

rlianger de  signe en passant d 'une moitié à l 'autre de l'aiguille, doi t  i.1i.e iiiillt~ a11 

milieu. 
P a r  u n  artifice de  calcul, justifit! iiltérieureiiient par une application ingt;nit.ii~e 
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Pour simplifier, nous supposerons que la masse de cette particule est 
égale a l'unité, sauf à multiplier ultérieurement, s'il y a lieu, les résul- 
tats auxquels nous parviendrons par la valeur positive ou négative de 
la masse M. D'après cette convention, une particule magnétique nz sera 
censée exercer sur Ri une répulsion ou une attraction, selon qu'elle 
appartiendra au fluide boréal ou au fluide austral. 

Nous allons maintenant chercher i déduire successivemeiit des con- 
séquences des hypothèses de Coulomb e t  de Poisson sur la constitution 
d'iin aimant . 

( a )  D'après les idées de Coulomb: - Soieni; ($g. I ) 
F'ig. 1 .  

a, L !es pôles austral et boréal d'un élément magnétique de 1'7' , iinarit 

( A )  ; 
c h  sa lorigueiir ; 

de  la mktliode des moindres carrés, i l  fait sor t i r  d'une intsgrale &finie, fort eni- 
I~ai~rassante ,  le facteur inconnu qu i  se rapporte  à l'action exercée sur  un  point dé- 
~ermi i ié  de  l'aimant. 

I'ar UII raisonnement insaisissable, i l  supprime deux  termes importants de  son 
6qi1ation fondamentale e t  s'impose deux conditions relatives a u x  extrémités de 
l'aiguille, qui  consistent chacune e n  une Cquation dont  l e  premier  membre est la 
somme de deux fonctions homogènes qn i  ne  sont pas du  méme degré, c e  qu i  n'est 
j)as non plus aclmissible. - 

Il paraîtrait. assez naturel de  suljposer q u e  la force coercitive en un  point est 
proportionnelle i l'iiitensité magnétique en ce point ;  e t  alors l'équation de Green, 
d61,arrassée des deux  termes dont  on vient de  parler e t  sans avoir égard ai ls  con- 
ditions aux extrémités qu'il s'est imposées, conduit à la formule d e  Kiot. 
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Y la valeur absolue de chacune des nlasses inagnétiqiies condensées en 
a e t  b ;  

x', y', z' les coordonnées du  point a ;  

u' = \/(sr - x ) ~  + (yf - y)' + ( B I  - a)'  la distance M n ;  
du' 

IL' + ;i; ds la distance a. 
Les fonctioris potentielles de JI dues h a et b étant'respectivenwii t 

celle ii laquelle donne lieu l'élément a pour valeur 

On donne le noni d'intensile' rnl.rgnétigue linéaire de l'élérnenz A 
l'expression 

ds I f =  .J -, 
du' 

dans laquelle clor représente le volume de l'élément. 
Cette intensité pouvant être considérée comme une force dirigée dit 

pôle austral a vers le pôle boréal b ,  nous désignerons par a', P t ,  7' ses 
composantes parallèles à Ox, Oy, O z .  

1,'ex~ression ( a )  prend la forme ( ' )  

et nous avons, pour la fonction potentielle de RI due a l'action totale 

( ' )  En prenant la dérivée par rapport à x, on trouve pour la composante, paral- 
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lPle à O x ,  de l'action exercée par ab sur M ,  

dv' = Ir - [ 3  cos (zd, ds)cos(zil, a) - cos (ds, x)]. 
\ ~1'"  

On a des expressions semblables pour les composantes r,, T, suivant Oj , ,  O;, 
et l'on trouve facilement pour la résultante 

IJour se rendre' compte du pouvoir magnCticlue de la Terre, Biot suppose 
clu'elle l~ossède deux pôles magnétiques situés sur un même diamètre, à kgale 
distance du centre, possédant les mêmes pouvoirs attractifs et répulsifs et dont la 
distance est très petite par rapport au rayon terrestre. 

Supposons que a ,  b (Jig.. 2 )  soient les pôles magnétiques austral et  boréal de 

la Terre dont C est le centre, et  que M soit l'un des pôles d'une aiguille aimantCe 
placée à la surface duglobe. 

P r e n o ~ s  pour plan de la figure le méridien magnétique de M ,  c'est-à-dire le 
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~ I A G N É T I S M E  STATIQUE. 

expression dans laqiielle nom pouvons considérer maintenant x', y', z' 

comme étant les coordonnées du milieu C de ab. 
Concevons autour de ce point un volume dw extrêmement petit par 

rapport au volume de ( A ) ,  mais cependant assez étendu pour conte- 
nir u n  grand nombre d'éléments magnétiques, et désignons par k' le 
rapport de la somme des volunies de ces éléments à dw. Ce rapport, 
qui atteindra au plus l'imité, sera spécifique pour un corps aimante 

plan déterminé par ce point e t  ab ;  pour partie positive de l'axe des y, le prolon- 
gement de CM, et pour axe des x la portion de la méridienne de I1I dirigée vers 
l'équateur. Soit A la latitude magnétique de M ou le  complément de l'angle formé 
par CRI avec ab. 

Noiis avons, en considérant IL' comme se rapportant au point C, 

c= O, COS(U', ds) = sinX, cos(ul ,>) = O ,  cos(ds, x) =- cos)., 

COS (zil, y)  = I ,  COS (ds, y )  =sin h. 

L'équation ( a )  et  celle qui en dérive pour Vase des y donnent, en ayant égard 
a la formule ( b ) ,  pour les composantes de l'action exercée par la Terre sur AI 
suivant MX, My, 

d'ou 

Pour le second pôle de l'aiguille, 1 et  x seront changés de signe. L'aiguille 
Btant censée en équilibre, la ligne des pôles sera dirigée suivant la résultante 
de q et x : si donc i désigne l'inclinaison magnétique au lieu considéré, nous 
aurons 

t ang i=  2 tangh. 

3 a 
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porté h une températiire uniforme déterminée, mais variera d'un point 
à un autre de  ce corps si la température est elle-même variable, 
comme nous le supposerons pour plus de généralité, k' devenant ainsi 
une fonction donnée de x', y', 2 ' .  Quoique le volume dw soit censé 
extrêmement petit, les quantités. a', p', y', kt n'auront pas les mêmes 
valeurs dans toute son étendue, si les éléments magnétiques qu'il ren- 
ferme n'ont pas tous la même forme, ou si, quoique identiques, ils ne 
sont pas régulièrement disposés. Nous les supposerons néanmoins 
constantes daris le voliirne considéré en leur attribuant des valeurs 
inoyeniles qui seront censées soumises à la loi de continuité et par suite 
exprimables en fonction de x', y', a'. 

Nous pouvons dès lors supposer que, dans la formiile ( c ) ,  dv' repré- 
sente la somme des volumes des éléments magnétiques contenus dans 
dw, et alors nous obtenons 

et, comme l'intégrale doit être étendue au volume de (A) ,  on est ramené 
à poser 

1 1 - 
cl- u' , ") 

Q = - I I j ' L ' ( a ' ~ + p ' 7 + 7 a  d~ dxtdy'dz'. 

( b ) .  D'après Poisson. - Soientlfig. 3 ) 

x', y', a' les coordonnées d'un point C situé dans l'intérieur d'un élément 
inagnétique de ( A )  ; 

c  le côté du cube équivalent au volume de cet élément ; 
.z' + c ~ ,  y'+ c q ,  a'+ c c  les coordonnées d'un point m de la surface 

du même élément; 
e, p l'épaisseur normale et la densité relative correspondante du  fluide 

magnétique ; 
c2 ds un élément superficiel en m ; 

U' = fix' - x ) ~  + ( y  --y)' + (z' - z ) ~  la distance MC. 
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Comme l'action de m sur M est une répulsion ou une attraction selon 

Fig. 3. 

que p est positif ou négatif, la fonction potentielle de M due a l'élbment 
n~agnétique a pour expression 

l'intégrale s'étendant à la s~irface entière de l'élément. 
Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, comme il y a 

autant de fluide positif que de fluide négatif sur l'élément, on a 

'En admet tant que M soit suffisamment éloigné de C pour que 1'011 

C X  cri cc puisse négliger les puissances de -, -, - d'un ordre supérieur au 
U U U  

premier, nous avons 

I - -- L + c  
Mm ur 

Si noiis posons 

et'si nous avons égard à la relation (z), l'expression (d )  devient 
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Les valeurs ( 3 )  sont indépendantes de la positlon ciu point C dans 
l'intérieur de l'élément considéré ; car, en passant d'une position à une 
autre, les coordonnées relatives X ,  q ,  ne varient que de qiiantités 
constantes qui, d'après la formule ( 2 ), donnent des résultats nuls. 

Si nous représentons par do' le volume c3 de l'élément magnétique, . 

on voit que la formule ( c )  nous conduira identiquement à l'expression 
( e )  de la fonction potentielle de M due à ( A )  et enfin, à la suite d'un 
raisonnement qu'il est inutile de reproduire, à l'équation ( 1 ) .  

En considéraiit lès quantités a', p', y' comme définies par les forinules 
( 3 )  et se reportant à l'article précédent, on voit qii'iin élément 
magnétique de  ( A )  agira sur M de la mème manière qu'une aiguille 
infinitésiniale qu'on lui substituerait et qui ferait avec O z ,  oy, 01 des 
angles dont les cosiniis seraierr t 

D'après ce qui précède, il n'y a plus aucun motif pour préférer la 
manière de voir de Coulonib h celle de Poisson, qui sera seule en 
question dans ce qui suit, tout en conservant à la résultante de a', p', 
y' le nom d'intensité magndique lineuire. . 

Les composantes parallèles à OX, ~ y ,  O Z  de l'action exercée par 
( A )  sur M ont polir expressions, comme on le sait, 

3. Autre forme sous laquelle on peut metlre la fonction Q. - En 
intégrant par parties, l'équation ( 1 )  donne 

ou, en vertu d'ii~i théorème connu, 
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MAGNÉTISME STATIQUE. 223 

en désignant par du' un élément de la surface de ( A )  au point 31' dont 
les coordonnées sont x', y', a' et par P, m', n' les angles formés par la 
normale extérieure à cet élément avec O x ,  O y ,  Oz. 

dw ' 
On remarquera que le facteur de k', dans la première intégrale 

IL 

n'est autre chose que la composante Ii, suivant la normale en AI' de 
l'intensité magnétique en ce point (no 2). 

De la formiile précédente et de l'identité 

on déduit l'équ a t' ion connue 

A I'iiispection de l'équation ( 5 ) ,  on reconnaît que l'aimant ( A )  agit sur 
RI coinine si la surface était recouverte d'un fluide dont la densité 
superficielle serait 1; k', et que les molécules renfermeraient un autre 
fluide dont la densité de masse aiirait pour valeur 

4 .  Action d'un corps aimanté sur un point intérieur de i'nn de ses 
éléments magnéliques. - Concevons une sphère (B) ayant son centre en 
M, dont le rayon est extrêmement petit parrapport aux dimensions de 
l'aim$nt, mais qui est censée assez étendue cependant pour renfermer 
lin grand nombre d'éléments magnétiques. 

Les composantes de l'action exercée sur M par la portion de ( A )  
extbrieure à (B) pourront se déterminer au moyen des formules (1) et 
( 4 ) ,  parce que le développement sur lequel elles reposent est ici 
parfaitement admissible. Mais il n'en est pas de niéme pour celles de 
(B)  qui exigent lin calcul spécial, puisque u' est de l'ordre de ds, c ~ ,  

C V '  cg. 
Occupons-nous d'abord de l'action exercée sur M par la portion 
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2 S$ MAGNETISME STATIQUE. 

de (A)  extérieure a (B);  on peut supposer que Q s'étende au volume 

entier en retranchant ensuite de -, g7 les composantes XI, 
dx dy cEc 

Y', Z' diles à (B), estimées au moyen des formules ( 1 )  et ( 4).  
Nous avons 

E n  raison des dimensions extrêmement petites dii volume (B) ,  on 
peut c o n ~ i d ~ e r  cc', S', y', k' comme ayant les mêmes valeurs dans toute 
l'btendue de ce volume. Si donc nous désignons par a ,  P, y, k  celles 
de  ces valeurs qiii correspqnderit au point M,  c'est-à-dire aux coor- 
donnée; x , y ,  z ,  nous aurons 

X ' = - a k  - dx' dy' dz' 
dx dx' 

- dx' dy dz' 
dx dz  

ou, en effectuant les différentiations par rapport à x, 

XI=- cck dxf dy' dz' 

- Pk dx' d i  dz' - y k .dx' dy' dz ' . 

En étendant à la surface de (B) les notations adtriises pour celle de 
( A ) ,  cette expression peut se mettre sous la forme suivante : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et conime 

XI=-uk  do' 

Concevons, momentanément, que les axes coordonnés soient trans- 
portés parallèlement à eux-mênies au point M pris pour origine; 
soient 0 et + les angles formés par u' avec Mz et sa projection sur le 
plan x M y  avec M x ;  nous avons - 

XI-x=ufs in8cos$ ,  y - y = u 1 s i n 6 s i n + ,  z r - z = u ' c o s 6 ,  

dof = uf2 sin 8 de d+ 
et 

les intégrales étant prises entre les limites 8 = O ,  + = O et 6 = TC, 
$ = 2 n. On tire de là 

4 XI=- - m k ,  3 
et l'on trouverait de même 

Nous avons donc, pour les composantes de l'action sur M par la 
portion de l'aimant extérieur à (B), 
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11 nous reste maintenant à déterminer les composantes de l'action 
exercée par la sphère (B) sur le point M. 

Concevoiis un cône ayant son sommet en ce point, d'une ouverture 
sphérique infiniment petite da et terminé à la surface de (B). Une 
masse fluide élémentaire p t2dcdr,  comprise dans ce cône et située à la 
distance z, du sommet, donnera lieu à l'action pdcdu, et l'on aura 

d~ pd~ pour I'action d u  cône entier. L'action produite par le cône J 
opposé sera de sens contraire - à cette derniére et ces deux actions se 
détruiront au moins en partie. Comme les deux cônes ont la même 
longueur, ils traverseront à peu près le même nombre d'éléments 
magnétiques extérieurs à celui auquel M appartient, et  la surface de 
cliacun de ces kléments sera traversée deux fois. Quoique ces éléments 
ne soient pas nécessairement identiques, comme leur nombre est trés 
grand et pour ainsi dire iotini, il n'y a pas de raison de supposer 
qu'il y a plus de fluide libre d'un côté que de l'autre. Alors il ne 
restera de l'action des cônes que celle qiii est due aux portions qu'ils 
déterminent dans la couche fluide de l'élément dans l'intérieur duquel 
M est situé. 11 suit de ce raisonnement que, si ce point était extérieur 
à tout élément magnétique, il ne serait soumis i aucune action magné- 
tique de la part de  (B),  c'est-à-dire qu'une particule magnétique 
de l'iiii ou l'autre fluide que l'on placerait au même point y resterait 
e1-i ;quilibre si elle n'était influencée que par ( B ) .  

Supposons, pour un instant, que l'on ait transporté les axes O z ,  Oy, 
Oz parallèlement à eux-mêmes au point M. 

Soient 6 et + les angles formés par t avec M z  et sa projection sur le 
plan xMy avec M x ;  E l'épaisseur de In couche magnétique détehinée 
par la direction de L; on peut prendre d~ = sin8 d6 d+ et l'on reconnaît 
facilement que les composantes de l'action due à (B) ,  parallèles à Os, 
O y ,  Oz, ont pour expressions 
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les in tégrales étant prises entre les limites 8 = O, J( = O et 0 = rr, + = 2 n. 
Nous rappellerons que nous avons désigné par u, p, y les valeurs de 
a', p', y' qui se rapportent aux point M. 

En remontant au no 2, nous remarquerons que 

d'oh l'on déduit 

Poisson a supposé que a, p,  7 sont des fonctions linéaires de cc,, P l ,  
y,  dont les coefficients ne dépendent qiie de la fornie de l'élément 
magnétique et de sa position par rapport aux trois plans coordonnés. 
Par des transforn~ations de coordonnées et en exprimant que u, F, y 
ne changent pas de valeur, si l'aimant ( A ) ,  étant une sphère homogène, 
tourne sur lui-même, il arrive à conclure que six des coefficients de 
a , ,  /3,, y, sont nuls, que les trois autres sont égaux et que l'on peut 
ainsi poser 

t (= -pKi ,  p =-ppi, y =- 

p étant une fonction inconnue; il cherche à déterminer cette fonction 
par une savante analyse où il fait intervenir les fonctions sphériques; 
il arrive à un résultat approximatif tel, qu'il a d û  supposer en chemin 
que l'élément magnétique était sensiblement sphérique. En effet, en 
substituant à cet élément une sphère moyenne derayon c ,  , ayant le même 
volume, nous aurons 

4 3 c3 = - 7 r Y . , ,  3 

et, en faisant c = Y,, dans les formules ( 9 )  et en ayant égard aux va- 
leurs (8 ), on voit sans peine que l'on a 
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Telles sont les relations auxquelles Poisson est arrivé, quoique les 
raisonnements qui l'y ont conduit ne soient pas de la dernière 
rigueur ( ' ). 

Il résulte de ce qui précède que les composantes de l'action totale 
exercée par l'aimant ( A )  sur un point intérieur de l'un de ses éléments 
magnétique sont porir expressions 

X = - -  dQ L+ - k), 
dx 3 

dQ 4 Y=---n i - k ) ,  y 3 P (  

5. Équations d'équilibre des deux fluides contenus duns un corps 
aimanté. - Supposons que les particules magnétiques de ( 8 )  soient 
soumisesnon seulement aleurs actions mutuelles, mais encore à celles 
d'aimants extérieurs. Désignons par V la fonction potentielle de M due 
à l'actiou de ces aimants. 

Il faut que les forces magriétiques qui sollicitent le point M se fassent 
équilibre, car autrement il y aurait, en ce point, décomposition du 
fluide neutre, et l'équilibre magnétique dans ( A )  n'existerait pas, 
comme on l'a supposé ; c'est pourquoi d'ailleurs on a admis, commepour 
les fluides électriques, que le fluide rnagiiétique était répandu siir la 
surface de chaque élément d'aimant. 

On doit donc avoir, pour tous les points de I'intérieur de (A)  ou 
quels que soientx, y, z ,  

( l )  II le reconnaît lui-même dans son Mémoirede 1828 intitulé: S u r  la théorie 
du magnétisme e n  mouvement (Mémoires de  l'Institut, p. 454) ,  Mémoire que 
nous n'analyserions qu'en sortant du cadre que nous nous sommes tracé. Il nous 
paraît cependant que l'on pourrait éluder les difficultés en multipliant les ex- 
p.essions (10) par un coefficient, probablement peu différent d e  l'unité, mais qui 
ne pourrait être qu'une donnée expérimentale. 
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d'ou, pour les équations cherchées, 

On sait que, par sa nature, la fonction V satisfait A l'équation 

on a de plus 

lorsque les différences z' - x, y'-  y, z f -  z ne 'sont pas infiniment 
petites, et dans le cas contraire 

Si l'on forme au moyen de l'équation (5)  dii no 3 l'expression 

la somme des trois intégrales q u i  se rapportent à la surface de ( A )  est 
nulle; la somme des trois autres se réduit à celle qui est relative à une 
sphère d'un rayon infiniment petit enveloppant le point M et dans 
laquelle on peut supposer 

dutk' - d u k  dp'k '  d g k  d y 1 k ' - d y k .  - - - > -- - , --- d x t  - d x  dy' dy  dx' d x  ' 

.on obtient ainsi, eu 6gard a la relation (f), 
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Si donc on ajoute entreelles les équations (1 a),  après les avoir diffé- 
rentiées respectivement par rapport à x, y,  z, on trouve 

( 1 4 )  
d a k  dpk  

6 .  Cas où la température de l'aimant est unqorme. - Nous ne con- 
sidéreroris dorénavant que le cas dans lequel k est une constante 
(no 9 ) .  

L'équation précédente se réduit alors à la suivante : 

A l'inspection des équations (1 z), on reconnaît que u:, p,  y sont les déri- 
vées partielles, par rapport à x, y, z ,  d'une même fonction que nous 
désignerons parf. Nous aurons ainsi 

et, au lieu de l'équation ( 1 5 ) ,  

Les équations (1 2 )  se réduisent alors à la suivante : 

d'où 'on les déduira par la différentiation relative aux trois coordon- 
nées. 

Et-i vertu de l'équation (15) et en supposant k' oii k constant, la 
seconde intégrale de l'expression ( 5 ) ,  (no 3) est nulle et l'on a sim- 

(') Cette équation n'est autre chose que celle qui a été reproduite par Green 
et  à laquelle nous avons fait allusion au no 1. 
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en désignant par f ce que devient f quand on y remplace a;, y, z par 

xt,  y', z t .  La couche fictive superficielle dont nous avons parlé a la fin 
du no 3 est donc tout ce qu'il reste de l'action exercée par ( A )  sur RI. 

Portons sur la normale extérieure au point M' de la surface de ( A )  
unelongueur infiniment petite MW', = dwr, et soient xr+ dx', y' + dy', 
P t  dz' les coordonnées de M', ; comme on a . 

dx' dy' ' dd 
COS p= -, , COS M' = z,, COS n = - 

dw dw' ' 

l'expression (19) se met alors sous la forme simple 

Comme les équations d'après lesquelles Q s'est réduit à l'expression 
(19) n'ont pas lieu pour les éléments magnétiques situés sur la surface 

dQ de ( A ) ,  ou qui en sont à une distance insensible, les valeurs de - 
dx' 

dQ dQ -, ne comprendront pas l'action de ces éléments; mais on peut, 
d y  
sans erreur appréciable, négliger cette action ou la regarder comme 
inselisible par rapport à celle de tous les éléments dont ( A )  est com- 
posé. 

7. Le volume rmferme 1112 vide ci. l'intérieur. - On calculera d'abord 
Q comme si levolume était plein, et de l'expression obtenue on retran- 
chera celle qui est relative au volume d u  vide intérieur considéré 
comme plein. 

Supposons que les déments qui entrent dans les formule's (19) et 
(rgt ) se rapportent à la surface extérieure; augmentons d'un accent 
les klénients correspondants qui sont relatifs A un point M" de la sur- 
face intérielire. Nous aurons 

df' dw' dp dw" 
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la première de ces intégrales s'étendant à la surface extérieure et la 
seconde à la surface intérieure. r. 

Supposons que la fonction V se rapporte aux aimants extérieurs à 
( A )  et que U soit son équivalent pour les aimants qui pourraient se 
trouver dans le vide; à l'équation ( I  8 )  on  devra substituer la suivante : 

dans laquelle Q sera remplacé par sa valeur (20). 

Placons l'origine O des coordonnées dansl'intérieur du vide, et soient 
/2 

r ,  le rayon vecteur OM ; 8 l'angle MOz ; 4 l'angle formé avec O x  par 
la projection de r sur le plan y O x  ; affectons d'un accent et de deux 
accents les quantités analogues qui se rapportent aux points M' et BI" 
de la surface extérieure et de la surface intérieure. Soient, de plus 
a', a "  des angles qui forment avec r', r" les norinales en M', RI";  E', E" 
les épaisseurs suivant les directions de r', r" des couches fluides fictives 
répandues sur les surfaces extérieure et intérieure. Nous avons 

u2= r2- zrr' [cos6cos6'+ sinûsinûlcos(+ - ql)] + r'', 

u'* = r2 - ~ r r "  [cos0  COS^"+ sin0 sinG"cos(+ - +")] + f2 ,  

dm' cosal= rI2 sine1 dg' d+', 

dm" cos a'/= rV2 sin 6" dû" cl+", 

Les formules ( 20) et ( 21)  deviennent alors 
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les intégrales étant prises entre 6'= O, 6" = O, $' = O, 9" = O et O' = n, 
611= 7c, +'= 2t7, +"= S X .  

On sait d'ailleurs que, en substituant les coordonnés polaires aux 
coordonnés rectilignes, l'équation (1  7)  setransforme dans la suivante : 

8. Indications générales sur la marche à suivre pour arriver à l'inté- 
gration. - Posons 

Ri étant une fonction rationnelle entière du degré i, de cos8, sinOsin+, 
sin8 cos 4, dépendante de r, qui satisfait à l'équation 

En remplacant f par Ri dans l'équation ( 2 7 )  et ayant égard à la pré- 
cédente, on trouve 

8 r R i  r -  - i ( i + r ) R i = o .  
dr " 

L'intégrale générale de cette équation est 

Hi, Ci étant des fonctions sphériques du degré i en 8 et +, indépen- 
dantes de r, qui satisfont a l'équation (29) quand on les substitue à Ri. 
L'équation ( 2 7 )  sera donc satisfaite par 

Cela posé, on substituera à f cette valeur dansl'équation (26), ainsi que 
les expressions de u, u', V, U exprimées en séries convergentes ordon- 
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2 3$ M AGNETISME STATIQUE. 

liées, selon les cas, suivant les puissances ascendantes ou descendantes 
de r, et l'on Cgalera à zéro la somme des coefficients des mêmes puis- 
sances de r .  On déterminera ainsi les Hi, Gi, par siiitef, puis a, p, 7, 
et wfin les composantes de  1'act;on magnétique du corps au moyen 
de  la quantité C) dont la valeur se déduira de celle de f par des inté- 
gra tions immédiates. 

8 III. - APPLICATION AUX CORPS SPHÉRIQUES. 

'3. Efyuilibre magnétique intérieur d'une enveloppe sphérique. - Con- 
sidéronsune sphère creuse dont les rayons extérieur et intérieur soient 
a, b, et placons l'origine des coordonnées au centre O de cette sphkre. 

On a 
dw' = dr' , dru" = dr" ; 

par suite, 

expressions dans lesquelles on devra faire r'= a, rJ'= b, après avoir 
effectué les dif'féren tia tions. 

Si nous distinguons par un accent et deiix accents les valeurs que 
prennent Hi et Gi lorsque l'on y remplace 8 ,  +par O' ,  +'et par 6", +", nous 
aurons, en vertu de l'équation (30) du no 8, 

L'équation (26) du no 7 prend alors la forme suivante : 
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1 Cornine on a r < a ,  r > b, - ne pourra être développé en série conver- 
U 

1 
gente que suivant lès puissances ascendantes der ,  et , que suivant les 

u 

puissances descendantesde la même variable, Nous poserons en consé- 
quence ( '  ) 

les coefficients YU, Y': étant égaux à l'unité. La fonction Y: est synlé- 
trique en 8, O' et $, +'et satisfera, substituée à Ri, à l'équation (29), en 
remplagant toutefois 8 par 6' et par +'. 011 sait d'ailleurs que l'on a ,  
en intégrant entre les limites 8' = O, dl' = O et 8' = n ,  +' = 277, 

équations dans lesquelles Hi peut être remplacé par Gi. 
Tout ce que nous venons de dire s'applique à Y", H", G" en rempla- 

cant 6', ?'par 6" ,  ?". 
11 résulte de l i  que, en substituant les séries (3)  dans l'équation ( 2  ), 

cette dernière devient 

Si l'on remarque que les fonctions V et U correspondent a des centres 
de forces dont les distances au point O sont plus p a n d e ~ ' ~ u e  r pour la 
première et  plus petites pour la seconde, ces fonctions seront respec- 

311 
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236 BIAGN~TISIE STATIQUE. 

tivernent développables suivant les puissances ascendantes et descen- 
clantes de r et nous pourrons écrire 

Yi et Ui étant des fonctions sphériques dii même ordre que Hi, Gi. 
A mesure que r augmentera, U tendra a se réduire à son premier 

terme, mais, à la limite, cette fonction sera égale à la somme des quan- 
tités de fluide libre appartenant aux aimants intérieurs divisée par r et, 
comme cette somme est nécessairement nulle, on a U, = o .  

Portant les valeurs (5)  dans l'équatiori (4) et égalant a zéro les coef- 
1 

-ficie~its de ri, -+, on trouve 

d'oùl'on déduira les valeurs de Hi, Gi qu'il s'agissait dedéterminer. De 
ce que U, = O, la seconde des équations précédentes donne G, = O et 
on tire de la première 

En remarquant que l'unité est une fonction sphérique de l'ordre 0, 
les formules (1 )  donnent pour les quantités totales de fluide libre fic- 
tives répandues sur les surfaces extérieure et intérieure de l'enveloppe 

et sont ainsi nulles puisque Go = o. 
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10. Action de l'enveloppe sur un point donné extèrieur ou intérieur. 
- Soient F la fonction dont les dérivées changées de signe par rap- 
port à x, y, z donnent les composantes suivant O x ,  Oy, Oz de l'ac- 
tion exercée sur le point M. 

Cette fonction ne sera autre chose que le premier membre de l'équa- 
tion (2) dans lequel on supprimera le terme en ( 1  - k )  qui caractérise 
un point d'un élément magnétique de l'enveloppe et par conséquent 
on aura 

r 0  Lepoint M est extérieur. Comme f > a > 6, nous pourrons écrire, 
comme plus haut, 

On reconnait facilement que le coefficient du terme en -& de F 

fournit par U et u" n'est autre chose que le premier membre de la se- 
conde des équations (6 )  dont on aurait supprimé le second terme; 

4 . ce coefficient est donc égal à - ( r  - k )  C i ;  nous avons donc déjà 
3 

Mais nous devons poser aussi 

Y ayant la même valeur qu'au niiméro précédent. 11 vient donc 
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Au moyen de la première des équations (6), cette expression se ricluit 
facilement A la suivante : 

2" Le point M est inlérieur à l'enveloppe ou r < b < a .  - On devra 
prendre 

comme au no 8. Le terme en ri fourni par le premier et le troisième 
terme de F ne sera alors autre chose que le premier membre de In 
première des équations (6) dans lequel on aurait supprimé le ternie 
en ( r  - k ) ;  nous avons donc déjà 

Comme ici nous devons prendre 

il vient 

on, en ayant kgard à la seconde des équations (6), 

1.1. Examen de quelqùes casparhuliers. - r 0  k = I . Cette hypothèse 
se réalise à très peu près pour le fer dous. Les équations (9 )  et (10) 
se réduisent aux suivantes : 
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D'où cette double proposition : L'action exerce'e sur le point M est 
independante des masses magnétiques intérieures s'il est intérieur et des 
masses magnétiques extérieures s'il est intérieur. 

2 O  La sphère est pleine. Nous avons U = O, b = O, par suite Gi = O 

d'après la seconde des équations (6);  la première de ces équations 
donne 

3" L'enveloppe sphérique n'est soumise qu'à une action exlérieure con- 
stante en grandeur et en direction. Supposoiis, pour fixer les idées, que 
cette action est celle qui est produite par la terre. Eous dirigerons In 
partie positive de l 'axe O z  vers le pôle boréal terrestre, et nous ferons 
passer par M le plan z 0 x  qui, étant un plan de symétrie, renfermera 
l'intensité magnétique. Nous poserons 

m étant une constante qui sera positive pour notre hémisphère. 
Nous aurons ainsi 

et, en vertu des équations (6), 

en nous rappelant yueaG0 -: o. 
De ces mêmes équations on déduit 
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240 
en posan t 

MAGNETISM E STATIQUE. 

De la formule (30) du  no 8 on déduit alors 

Désignons par fi, XL les composantes suivant le rayon et la niéri- 
dienne de l'intensité magnétique au point M (no 2), dont les projections 
sur Oz ,  Oy, O z  sont respectivement 

Nous avons 

et l'on voit ainsi que l'intensité magnétique en chacun des points de 
( A )  est parallèle a la direction du magnétisme terrestre. Des formules 
( r  r j, on déduit 

En se rapportant à la formule (9) et ayant égard aux valeurs ci- 
dessus de V,, H , ,  G, ,  A, on trouve, pour la fonction potentielle d'un 
point M extérieur à l'enveloppe, 

en posant 

ri3j 
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On déduit de là pour les composantes de l'action exercée sur M, 
estimées suivant le rayon et la méridienne, 

Ainsi donc l'action dont il s'agit est parallèle à la direction du  
magnétisme terrestre. 

Des formules précédentes on déduit aussi 

a3 
"F- ji, sit,B +m,cosO=-  mB-sinûcos0, 
dx - r3 

OU encore 

(15 )  

dl? -- a3 
-& - M B - X " ,  

r5 

dF 
cl,- = - m [ ~  -B$( I  - ?)la 

Si la sphère est pleine ou si b = O, on a simplement 

11 est évident que, si les axes O x  et Oy sont orientés d'une inanikre 
quelconque, on doit substituer à ces formules les suivantes : 
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242 B~AGNETISEIE STATIQUE. 

§ IV. - APPLICATION DES FORMULES G E N ~ R A L E S  A L'ELLIPSOIDE. 

19. Expression de la fortction potentielle Q.  - Rappelons-noos les 
forniules siiivantes du no 6 : 

. . 
Soient 

l'équation de l'ellipsoïde donné (A)  ; 
a' l'angle formé par la normale au point (xl,y', zf  ) avec le ra-jon vecteur 

OM' = I' mené en ce point ; 
do l'ouverture spliériqiie du cône ayant son sommet et ,  pour base 

l'élément dm' de la surface de ( A ) .  

nous avons 

1 x' 
1 -  I Y '  , 1 u"' COS 1' = - - 

A az' cosm - - - cosn = - -, 
A b2' A c2 

- x' Y ' ,f 

COS a' = , cos 1' + cos m' -t ut cos n' = 2- r r r rt A ' 
d5 dm' = rf2 - - Arr3 ds 

cosd - 
Par suite, 

Noi.1~ supposerons que l'ellipsoïde n'est soumis qu'à ilne actioii 
extérieure constante en grandeur et en direction, ce qui revient à poser 
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PLI désignant par A ,  II?,, Q trois constantes donnkes. Nous allons 
chercher à satisfaire aux conditions d'équilibre mgnétique intérieur de 
l'ellipsoïde en posant 

a, p,  y étant des coefficients inconnus. 
cl. cy Nous rappellerons (nos 5 et 6 )  que a = d;;, P = - - - $1' doiveiit 

dy ' - cl2 

étre considérés comme des infiniment petits. 
L n  formule ( a') devient 

Chnsidérons un second ellipsoïde (A ' )  obtenu en transportant ( A )  
parallèlement à lui-même, de manikre que son centre vienne coïncider 
avec le point clont les coordonnées parallèles à Ox, Oy, O z  sont 
respectivement ar,  p,  y. En désignant par x", y", z" les, coordonnées 
(l'un point quelconque Mo de la surface de ( A')  et par r" le rayon OM" 
cle ce point, nous avons 

ou, en ne conservant que les premières puissances de cc, /3, -1, - 

Si l'on fait coïncider la direction de OM" avec celle de OM', oii ;I 

et par suite, en ayant égard à l'équation ( 3 ) ,  
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Nous avons donc 

Cette expression n'est autre chose, au facteur k près, que la fonction 
potentielle de nf qui serait due à l'attraction du  volume de la couche 
limitée par ( A )  et (A') ou la différence des potentiels qiii se rapportent 
A ces deux volumes. On sait que les composantes suivant O x ,  Oy, O z 

de l'attraction exercée par ( A )  sur un point(x,y,  a ) ,  qii'it soitextérieur 
ou intérieur, sont de la forme 

N,  N', N" étant d ~ s  coefficients positifs qui ne dépendeiit que de a,  1, 
c. Les composantes semblables relatives à (A')  seront 

- ( - ) - N'(y - j3), N"(z - y ) ;  

d'où, pour les difFérences, 

- KG(, - N'P, - N"y, 
nous aiirons donc 

dQ - - Nok7, GQ L- pjk*, - = - ~ ' k p ,  - 
cix dy 

par suite 

( 7 )  Q -= - k ( N a x  + N'Py + N"y e ) .  

J 3. Rappel des formzdes relatives a l'ntlraction exercée pur le volume 
d'un ellipsoïde sur un point (x ,  y, 2). - Supposons que 2c soit le plus 
petit des trois axes et posons 

Considérons d'abord le cas où le point attiré est intérieur et dé- 
signons par c, le demi-axe parallèle à O z  de l'ellipsoïde homofocal du 
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proposé passant par ce point. Nous avons, pour déteriniiier c , ,  l'équa- 
t ion 

qui n'admet qu'une racine positive pour cf ; les deux autres racines se 
rapportent aux hyperboloïdes hoinofocaux. 

Nous avons maintet-iaiit ( '  ), u étant une variable auxiliaire, 

c. Rempla~ons maintenant dans l'équation (9)  u par -u et posons 
C 1 

Nous aurons 

( l )  Voir notamment les formules des p. 15 1-152 de notre Traité élénzentnire de 

4 Mécaniq~te céleste, en y remplacant ln par l'unité, M par Sxabc,  L par - x abc L, c' 
3 

par cl et enfin À par A', et vice versa. 
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2 i ( j  

Par suite 

i znbc dl L1 N.= 4 -, 
c i  dl ,  

J,es formules ( 1  r )  et ( 1 2 )  s'appliqueront au cas où le point attiré se 
trouve sur la surface de l'ellipsoïde, en y supposant c ,  = c ou A, = A, 
X i  = A', et alors nous avons 

Si le point est intérieur, l'attraction se réduira a celle de l'ellipsoïde 
déterniitîé par la surface semblable à celle du précédent passant par ce 

ab point; mais, comme pour les deux ellipsoïdes les rapports - 3  X, A'oilt 
ç2 

les mémes valeurs, les forn~ules ( I  1') et (12' )  s'appliquerorit encore au 
cas considéré. 

On voit ainsi que l'on peut se borner ci considérer les formules (1  I )  

et ( 1 2 )  en convenant d'y faire c, = c, A, = A, A', = A' si le point attiré 
est situé sur la surface de l'ellipsoïde ou dans son intérieur. 

Cas particulier. - On a 

Si l'ellipsoïde est de révolution autour de Oz, ou si a = b ou A,  = A', , il 
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vient 

,4u moyen de ces deux expressions il est facile de former celle de 
czx, I q  -- 
dl 1 

et l'on a par suite 

14. ~ ~ u i l i b r e  mngne'tique intérieur de I'elh$soïde. - Des équations 
(12) du no 5,  en ayant égard aux valeurs ( 4 )  et16), on déduit 

OU, en vertu des formules (1 a'), 

on déduira de là.&, P ,  y et l'onvoit par suite que la forme ( 5 )  attribuk 
A la fonction f satisfait bien aux conditions du problème. 

15. Action de I'el/ipsoïde sur un point extérieur, - Soient X ,  Y, Z les 
composantes de cette force suivant Ox ,  Oy, O z. Nous avons, en ayant 
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égard à la valeur (4), 

En se reportant au no 46, l'action de l'ellipsoïde ( A )  sui. le point 
M a pour composantes, suivant O x ,  Oy, O z ,  

abc d , L ,  abc dl', Li abc 
-4rix-3 C ,  - 4 7 ~ ~ y ~  , - 4 7 c F z L I ,  

1 

en ne perdant pas de vue que c , ,  h,,  hi sont des foi~ctions de x ,  y, z. 

Les composantes semblables de l'attraction exercée par l'ellipsoïde 
(A') s'obtiendront en remplagant dans les expressions précédentes 
x ,  y, z respectivement par x - a, y - p, z - -y; mais, comme u, p, y 
sont traités comme des infiniment petits, on voit que le résultat sera 
le même que si l'on ajoutait aux expressions ci-dessus leurs différen- 
tielles totales, en y remplagant. d x ,  dy, dz par - a, - P ,  - y. 

En prenant la différence entre les actions exercées par,(A) et (A'), 
nous aurons 

x dAILl  z d l ,  L ,  CZ - d-- 
- ci d l ,  d Q - - h r k a h c  d~  A + P  + Y 

dy d; 

Si l'on ajoute entre elles ces valeurs multipliées respectivement par d z ,  
(1y, dz, on trouve, pour le coefficient de - 4nk  abclx, 
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Cette expression n'étant antre chose que celle d'un potentiel, la 
quaiititC: eiitre crochets est nkessairement une différentielle exacte de 
x, y, a et l'on doit avoir par suite 

11 suit de là que l'on 'a 

Au moyen des valeurs (16) les formules ( 1 4 )  feront connaître les 
composantes cherchées. 

116. Vérgcation dans le cas de la sphère. - On a a = b = c, A ,  rr- c,, 
A', = O ,  L, = :. Les formules (12) donnent 

et l'équation (1 7 )  devient 

Si I'on fait coïncider l'axe des z avec la direction de la force exté- 
rieure qui sera, si l'on veut, l'action - m du globe terrestre, et si l'on 
fait passer le plan z 0 x  par le point M,  on a 
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d'où l'on déduit 
4 2  - a3 
& -  - 3mk rg xz, 

En ajoutant la force extérieure - m à la seconde de ces forindes, on 
retombe sur les formules (15') du no I I .  

17. Cas d 'ur~  ellipsoide de révolution aplati. - Nous avons a = 6, 
a-c 

A', = A ,  ; les équations (13)  et (14) donnent, en faisant h ,  -1 = -, 

a2 I 
-c" I - - arc tan& , 3 = 4 n y  [1+*+>1.-( 1 11 

d'où&, p, y .  
En ce qui concerne l'action de l'ellipsoïde sur un point extérieur, 

ou a, en portant les valeurs (13  ) dans la formule ( I  7) ,  

a2 c  
(20)  Q = -  421k c l ( a z -  c 2 )  [.:(am + py) (t are taug A ,  - - I + h;  

En faisant a = b et désignant par r ladistance du  point M au centre 
O, la formule ( 8 )  donne 

en y joignant la relation 
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dQ dQ dQ On pourra ainsi former les valeurs de -, -3 -, et par suite trou- 
dx dy d u  

ver les composantes X, Y, Z de l'action cherchée. 

48. L'ell+soïde de révolution est très aplali. - Supposons que le rap- 

port soit assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré; nous 
a 

obtiendrons une sorte de plaque circulaire dont l'épaisseur décroîtra 
en allant du centre à la circonférence ; on a 

et 1es;équations (1  9) deviennent 

c2 
On a conservé le terme en a, en dénominateur des deux premières 

de ces expressions, en raison de ce que, en général, r - k est une très 
petite fraction. 

La formule (20) donne ensuite 

3 k c ( ~ x  + & y )  

3  k c e z  I - arc tang - 
i t 2 k -  -- Cl 

2 a 

Admettons maintenant gue le point M soit assez peu éloigné du centre 
z2 rf 

de la plaque pour que l'on puisse négliger les carrés de ai- L'équa- 

36 
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tion (21) donne 

en prenant le signe + ou le signe .- selon que z est positif ou négatif. 
On a d 'd l  eurs 

a n . c,  c3 arc tang- = - - - + -, 
c,  2 a 3aa 

et l'expression (201) se réduit à 

De ces formules on déduit ce qui suit : 
Supposons que la différence I - k soit assez petite pour être négli- 

gée. Les équations (1 5) et ( 2 2 )  donneront, pour les composantes del'ac- 
tion exercée sur M; 

4 e A  - 4 a a ,  X=- 
x a -t- -Gi 

On voit ainsi que l'action de la plaque détruit en presque totalité la 
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composante de la force extérieure parallèle au plan moyen de cette 
plaque, tandis que la composante normale à ce plan n'a pas été sensible- 
ment modifiée, à la condition toutefois que la composante dont il s'agit 
ne soit pas très petite ou que la force extérieure ne soit pas trop incli- 
née sur la plaque; de sorte qu'une aiguille aimantée suspendue librement 
par son centre prendrait une direction sensiblement normale à la plaque. 

En supposant que la force extérieure soit due ail magnétisirie ter- 
restre, Poisson a consideré, comme application de sa formule, les cas 
oii la plaque est horizontale et où elle est parallèle à l'axe des poles ma- 
gnétiques. Les conséquences auxquelles il arrive ne sont pas de na- 
ture à trouver place dans cette analyse. 

19. Cas d'un elZli,soïde allongé. - Soit b = c ;  on a 

et, pour déterminer c,, 

d'où 

On n'a plus maintenant qu'a faire des substitutions dans les équa- 
tions'(r4) et ( r  7 )  pour obtenir la solution du problème. 

C 20. L'ell+soïde est très allonge'. Supposons que - soit 'assez petit 
a 

pour que l'on puisse en négliger le carré ; l'ellipsoïde deviendra une 
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sorte d'aiguille ( A )  ayant pour longue& 2 a et dont c serait le rayon 
en son milieu. On a 

h,  cl  = a ,  

2 a 
3kc2&x( logz - I )  . y =- 3 k c a ( & y +  B r )  - 

(1 - k )  a2 + 3 

Admettons maintenant que la distance du point M au milieu de I'ai- 
I' 

guille soit assez petite pour que l'on puisse négliger le carré de 2, 

et, par suite, celui de *; alors on a a  

et, en posant 

( 2 5 )  k'= 3 kc2 

( r -  k ) a 2 + 3 k c 2  log--1 ( 2: )' 
on trouve 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On déduit de ces formules les conséquences suivantes, en suppo- 
sant que l a  force extérieure soit due à l'action magnétique terrestre. 

i 0  L'aiguille ( A )  est perpendiculaire au plan du méridien magnétique. 
- On a ~ d ,  = O et, de plus, ~rr, = O en prenant la partie positive d r  
l'axe des a dirigée vers le pôle boréal; la quantité e sera négative ou 
positive selon que la particule magnétique placée en B9 sera boriialc ou 
aiistrale. 

Désignaut par u la distance du point R I  à l'axe de l'aiguille et par v 

l'angle qu'elle fait avec l'axe 0 z, on a 

y = u sinv, 2; = u cosy, 
et, en posant 

on trouve 

puis on a 

2gcW sin 2 v  y=- 
uP 

7 

2gc" cos 2 v Z E - Q - -  
us 

Si le point M appartient à ilne aiguille aimantée (C) ,  suspendue li- 
brement par sori centre de gravité, tres courte relativement à la dis- 
tance u de son niilieu au point O ,  cette aigiiille restera dans le plaii (hi 
méridien magnétique, mais l'influence de l'aiguille ellipsoïdale ( A )  mo- 
difiera son inclinaison. En appelant E l'angle que la partie de l'ai- 
guille (C)  qui aboutit au pôle boréal fera avec sa direction riaturellt*, 
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Y 2 ,oc9 sin 2 v tangE = - = z u 2 + 2 g c ~ ~ o s 2 ~ -  

Il y aura un cas ou l'aiguille (C) ne prendra plus de direction déter- 
minée, c'est lorsque l'on aura en même temps Y = O, Z = O, oii 

2" L'aiguille .(A) est parallèle a l'action magnétique terrestre. - 
0 1 1  a 115 = O, e = O et, si la partie positive de O s  est dirigée vers le 
pôle magnétique boréal, la quantité A sera positive ou nég~tive selon 
que la particule située en M sera boréale ou australe. 

En continuant à désigner par u la distance du  point M à O x ,  et par v 
l'angle qu'elle fait avec O z ,  on a 

kt  Ar x sin v y = -  > 
u 

Z =- kt& x cosv 
U 

La résultante des forces Y et Z est dirigée suivant la distance de M 
i l'axe de l'aiguille et varie en raison inverse du carré de cette 
distance. 

Si donc le point M appartient à une aiguille aimantée (C) librement 
suspendue par son centre de gravit& la projection de cette aiguille sur 
uii plan perpendiculaire à l'axe de (A) sera normale à cette droite, et 
l'on voit, d'après les signes de n et de x, que ce sera la projection de 
son pôle boréal ou celle de son pôle austral qui tombera du côté 
de ( A ) ,  selon que le plan perpendiculaire en O à O x  passera au-dessous 
ou au-dessus d u  milieu de (C), ou selon que x sera positif ou nkgatif. 
Si 1'011 désigne par E' l'inclinaison sur O x  de l'aiguille (C) dont la lon- 
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gueur est censée très petite par rapport à u, oii a 

4- - 'k' x 
tang~'  = - 

r + k l - k ' l o g -  
U 

Supposons maintenant que l'aiguille (C)  soit assujettie i rester hori- 
zontale; soient O X  la projection horizontale de 0s; i l'inclinaison 

A 
niagnétique XOX; nous prendrons pour axe des y la perpendiculaire 
en O au plan des XOX; soit, de plus, 8 l'angle formé par (C) avec 
sa direction naturelle O X .  Les forces X et Z donnent suivant O x la  
composante 

X cosi + Z sin i; 
on a, par suite, 

Y - k'x sinv 
tang 8 = y 

. cos i + L sin i - 
k l x c o s v s i n i + u  

u  

 elle est la formule qu'il s'agissait d'établir. 

'21. Soient C,, C,, . . . , C ,  les centres des n sphères. 
Nous rappellerons (no 19) que pour chaque sphère les coordonnées 

du point extérieur M sont rapportées à trois axes rectangulaires menés 
par le centre de cette sphère. Nous supposerons tous les systèmes 
d'axes parallèles entre eux, de-manière que les composantes n, IC,, e 
du magnétisme terrestre suivant leurs trois directions soient les mêmes 
quand on passera d'une sphère à une autre. 

Nous distinguerons par l'indice i les quantités k, a, .r, x, y,  z ,  Q q u i  
se rapportent à la sphère dont le centre est Ci. 

Les composantes de I'actkn totale exercee par les sphères sur le 
point M sont 
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oii,'eii vertu de la forn~iile (19)  du no 29, 

25. Cherchons à voir si le système de sphères ne peut pas être coin- 
biné de manière qu'il n'exerce aucune action sur le point M, quand 
niéme le magnétisme ferresire viendrait éprouver un changement en 
grandeur et en direction. Nous avons, en égalant à zéro les coefficients 
de A,, II&, G des expressions précédentes, 

La somme ( ' )  des éqiiations ( 2 )  étant identiquement nulles, on voit 
que l'on n'a a satisfaire qu'à cinq conditions. 

( ' )  Par une singulière inadvertance, Poisson a écrit ainsi cette somme 

et, comfne elle ne peut pas être nulle, il avait conclu de là que les actions des 
sphères ne pouvaient pas s'entre-déduire pour toutes les directions du magnétisme 
terrestre. 
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952. Déterminons maintenarit les conditio~is que doit remplir le 
système de sphères pour qu'il n'ait aucune influence sur la direction de 
l'aiguille de déclinaison, quelle que soit celle du  magnétisme terrestre. 
Nous placerons l'origine des coordonnées au milieu O de I'aignille en 
prenant le plan horizontal pour celui des xy. 

Nous poserons en conséquence 

d'où, en vertu des deux premières des équatioiis ( I ) ,  

On deduit de là,  en égalant à zéro les coefficients de ,L~B, ,L~ ,  II&', 

'te, fie, 

23. Considérons d'abord le cas de deux sphères ; nous avoiis 
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360 M A G N ~ T I S R I E  STATIQTJE. 

En inultip\iànt terme à terme les deux dernières de ces kquations et 
supprimant le facteur commun qni résidte de la considération de la 
seconde, on trouve 

a 3  - 2  a i z ;  - k, -y + k,- 
1 ri 

- O, 

ce qui exige que l'on ait z ,  = O, a ,  = O, ou que les centres des sphères 
soient situés dans le plan horizonîal. 

Soient y , ,  97, les angles que forment r i ,  r, avec Ox.  Nous avons 

et les deux premières des équations (5) deviennent 

d'ou successiveinent 

Ainsi les rayons vecteurs des deux sphères doivent &tre perpendiculaires 
entre eux et ,  si les sphères sont de même nature, proportionnels aux 
rayons des sphères. 

. 97. Revenons au cas général ou le système est composé d'uii 
riombre quelconque de sphères. Faisons sortir des sommes des équa- 
tions (4) les éléments qui se rapportent à la sphère (C,) ,  et considé- 
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NAGNÉTISME STATIQUE. 

roiis comme données les quantités 

sauf a établir ultérieurement les .conditions que doivent reniplir les 
constantes pour que le problème soit susceptible d'une solution. En 
posant, comme plus haut, 

les Gquations précitées deviennent 

De ces équations on déduit d'abord 
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Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut que l'on ait 

En admettant que cette condition soit remplie, et que k, , a,  soient 
donnes, les formules ci-dessiis feront connaître r , ,  z, et r ~ ,  . 
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MOUVEMENTS 
DES AIMANTS ET DES COURANTS D~TERMINES PAR LEURS ACTIONS MUTUELLES. 

1. Loi de Biot et Savart. - Considérons un courant angulaire (&. r ) 
constant B.4Bf, dont les deux branches AB, AB' sont assez longues pour 
qu'on puisse les considérer comme infinies ; concevons que, sur le pro- 
longement èxtérieur de la bissectrice A x  de l'angle, on dispose le 
centre O d'une petite aiguille aimantée PP' qui ne puisse se mouvoir 
qu'autour d'un axe passant par ce point compris dans le plan du cou- 
rant et perpendiculaire a A x .  . 

Biot et Savart ont reconnu expérimentalement que l'aiguille se 
place perpendiculairement au plan du courant, que l'action exerce'e sur 
chacun de ses pôles varie en raison inversede la disfance de cespoints au 
sommet du courant angulaire et qu'elle esl proportionnelle a la tangente 
du quart de l'angle. 

2. Principe élémentaire de Laplace. - Soient 

i l'intensité du  courant ; 
v la masse de la particule magnétique censée concentrée au pôle P qui, 

changée de signe, est la masse semblable concentrée en P' ; 
a la distance OA ; 

A A 
cc l ' a~gle  B Ax = W A X  ; 
B un point quelconque de l'une des branches du  courants = .4B ; 
ds un élément B b du  courant ; 
E son inclinaison sur le prolongement du rayon vecteur OB = r .  

35 
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264 MOUVEMENTS DES AIMANTS ET DES COURANTS. 

En négligeant le carré du rapport de la demi-longueur de l'aigiiille 
Fig. I .  

r, l'action exercée par ds sur P, en désignant par p une constante, sera 
de la forme 

(1) piv f ( r ,  E )  ds, 

et sera perpendiculaire au plan BOB'. 
L'action totale exercée par le courant sur P aura ainsi pour valeur 

s in(% - î) 
s = a  = a(sin or c o t ~  - COSR), 

sin E 

s in r  
ds=-a -dé, 

sin2 E 

sin a r=a-9  
sin 6 

et l'expression ( 2  ) devient 

Coiiînie cette force doit varier en raison inverse de a, il faut liécessai- 
reinent que l'on ait une relation de la forme 
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MOUVEMENTS DES AIMANTS ET DES COURANTS. 26 5 

ce qui revient à poser 

( 4 )  

alors on a 

D'après la loi de Biot et de Savart, on doit avoir 

d'oii 
fi(.) =sincc 

et . . 
J ( E )  = Sm€, 

sin E 
f ( r , ~ )  = -. 1'4 

Enfin, pour l'action élémentaire (1) exercée par ds sur P, 

( 5 )  
sin B 

piv ds. r 

En généralisant ce résultat, on conclut avec Laplace que l'action 
exercée par un élément de courant sur une particule magnétique es! 
proportionnelle à l'intensité de courant, à la masse de la particule, à la 
longueur de Z'élémept, au sinus de l'inclinaison de Z'éle'rnent sur le rayon 
vecteur partant de la particule, à l'inverse du carre' de ce rayon ; et de plus 
qu'elle est perpendiculaire au plan détermine' par la par~icule et l'élément. 

Si l'on désigne par dw l'aire du  triangle déterminé par ds et Y, cil 
reconnaît facilement que l'expression ( 5 )  prend la forme 

En vertu du principe de l'égalité-entre l'action et ia réaction, l'actioii 
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266 MOUVEMENTS DES AIAIANTS ET DES COURANTS. 

exercée par v sur dssera aussi représentée par les expressions (5) et (6), 
inais devra être changée de sens. 

Mouvement imprime' à un courant constant par un aimant. - Soient 

F, XL la résultante des actions exercées par l'aimant sur le courant et leur 
moment par rapport au centre de l'aimant pris pour origine ; 

F,, >Lx leurs projections siir O x ;  
dw, la projection de do siir le plan y0 z; 
r', da' les valeurs de r, do qui se rapportent à ds et à P. 

On a, en employantles mêmes notations en ce qui concerne les axes 

O Y ,  0 2 ,  

Supposons que l'on prenne la direction de OP par la partie positive 
de l'axe des z ,  et soit 21 la distance des pôles de l'aimant, on a 

y d z  - (z - l )  dy  , y d z - ( z + l ) d y  dm, = do, = > 
2 2 

, x d y - y d z  
doz = do, = 

2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MOUVEMENTS DES COURANTS ET DES AIMAXTS. 267 
Au moyen des formules (8 )  et (9)  et des équations du  circuit, on 

dét.erminera F et ,TL en grandeur et en direction; le moment du  centre 
de gravité géométrique G du circuit sera détermin6 par F, et le mou- 
vement de  rotation autour de ce centre se déduira des formules d'Euler 
en faisant intervenir les moments principaux d'inertie de ce circuit par 
rapport à G. 

,?Iouvement d'un courant autour de l'axe d'un aimant. - Soit (Jig. 2)  

u = dxZ + y a  la distance d'un point h l  du courant à l'axe Oz. 

Des formules ( 7 )  et (8)  on déduit 

Si 0 est l'angle formé par le rayon vecteur r, avec Oz, 0n.a 

et la première intégrale de l'expression précédente se réduit à 

en désignant par 0, et 8 ,  les valeurs de O correspondantaux extrémités 
A, et A ,  de l'arc voltaïque. En distinguant par un accent les lettres 
semblables qui se rapportent au pôle Pt, on reconnaît que, en défini- 
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268 nIOUVEnlENTS DES AIMAHTS ET DES COURANTS. 

tive, on a simplement 

On voit ainsi que ce moment a lamême valeur, quelle que soit la forme 
de l'arc, pourvu que ses extrémités soient deux points déterminés. II 
sera nul et il n'y aura pas de mouvement si le courant est fernié, ou 
s'il se termine en deux points situés sur l'axe de l'aimant et compris 
entre les deux pôles, puisque dans ce cas on a 

- 6 , = 8 ,  = n ,  6:=6' ,  = o .  

Dans tous les autres cas le mouvement de rotation du  courant serait 
uniformément accéléré -sans l'intervention des rksistances passives. 

Action d'un courant rectiligne indeyni sur un  aimant dont la ligne 
des pdles es,? perpendiculaire a la direction du courant. - Nous pren- 
drons pour plan de la figure celui qui est mené par la ligne des 
pôles PP' perpendiculairement au courant dont la trace sera repré- 
sentée par A .  

Soient 

21 = PP' la distance des pôles; 
Ox la perpendiculaire menée en son milieu O, la partie positive de 

l'axe des y étant dirigée suivant OP; 
x, y les coordonnées de A ; 

r = -, r' = dx2 + ( I  + y ) 2  les distances AP, AP'; 
u ,  a' les angles qu'elles forment avec PP'. 

Les actions exercées par le courant sur P, P', respectivement perpen- 
diculaires à AP, AP', ont pour composantes, suivant O x  et O y ,  
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MOUVEMENTS DES A l a l A N T S  ET DES COURANTS. 

et leur inonlent par rapport au point O est 

Nous allons niaintenant examiner quelques cas particuliers. 
I O  L'aimant est suspendu ci un fil. 
Il tendra à sortir de la verticale en vertu de la force X,  et si l'on 

admet que pi soit positif, le courant agira par attraction ou rPpulsion 
selon que A se trouvera entre les deux branches de l'hyperbole équi- 
latère représentée par l'équation 

ou qu'il se trouvera dans l'intérieur de l'une ou l'autre branche. 
L'hyperbole est ainsi le lieu géométrique des positions de A pour 

lesquelles l'aimant ne reçoit aucune influence du courant. Ces divers 
résultats ont été vérifiés expérimentalement par Roisgiraud. 

a" Une aiguille floue sur la surface d'une couche d'eau et est dirigée 
suivant la méridienne magnétique. 

Cette aiguille ne peut se déplacer que suivant la ligne des pôles, et 
par conséquent sous l'action de la composante Y. 

3" L'c~iguille est mobile autoru' d'un axe mene' par son centre parallè- 
lement au courant. 

Le mouvement de rotation sera produit par le monlent 3~ : on voit 
alors que le courant n'exercera aucune action si sa trace A se trouve sur 
l'axe O x  ou sur la circonférence ayant son centre en O et dont le 
rayon est l. En traversant l'une ou l'autre de ces ligues, une attraction 
se changera en r4pulsion ou vice versa. 

Il nous paraît inutile d'aller plus loin dans la discimion de 1;i 

formule (3 ) .  
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.l. Lorsqu'un corps solide est soumis à l'action de forces exté- 
rieures, ses molécules entrent en mouvement ; il sé déforme successi- 
vement jusqu'au moment où l'équilibre se rétablit entre les forces 
moléculaires, modifiées par la variation des distances des molécules, 
et les forces extérieures. Si les intensités de ces dernières forces ne 

dépassent pas une certaine limite, dès que leur action vient à cesser, le 
corps reprend sa forme primitive à la suite #une série de vibrations 
exécutées par ses niolécules. 

Tous les corps solides sont élastiques dans certaines limites variables 
avec leur nature; mais cette propriété ne subsiste que pour des défor- 
mations très petites par rapport aux dimensions des corps 011 pour 
des écartements des molécules très faibles par rapport à leurs distances 
primitives. 

De ce que la constitution des corps se modifie pour des déplace- 
ments très petits de leurs molécules, il faut conclure que la fonction 
f (r)  de la distance r de deux moléciiles, dont d6pend leur action mu- 
tuelle, décroît très rapidement lorsque r augmente et devient iiisen- 
sible dès que cette distance atteint une certaine limite r , ,  très petite 
d'ailleurs. Il  résulte de l i  que les actions exercées sur une molécule nz 
du corps par toutes les autres se réduisent à celles qui proviennent cle 
celles des molécules situées dans la sphère d'aclivilé de cette moléciile 
dont le rayon r, est très petit. 

Nous ne nous occuperons dans ce qui suit que des corps qui, A l'état 
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naturel, c'est-à-dire soustraits i l'action de toute force extérieure, sont 
homogènes dans toutes leurs parties. 

L'étude de l'élasticité exige d'abord la connaissance du sujet qiie 
nous allons traiter dans le paragraphe suivant. 

§ II. - DE L'ÉQUILIBRE INTERIEUR D'UN CORPS, QUEL QU'EN SOIT 

L'ÉTAT PHYSIQUE OU LA NATURE. 

S. De la pression dans l'ink'rieur d'un système malhiel. - Concevons 
un plan indéfini PP, qui divise en deux parties ( A )  et (A') un système 
de points matériels, et dans ce plan un élément superficiel du ;  soient 
m, m' deux points matériels appartenant respectivement à ( A ) ,  (A'), 
Choisis de manière que la droite mm' traverse do. La masse m sera 
soumise de la part de la masse m' h l'action d'une force attractive ou 
répulsive dirigée suivant la droite mm'; toutes les forces nioléculaires 
pareilles provenant de (A'),  traversant du, transportées parallèlement 
à elles-mêmes au centre de gravité G de cet élément, auront une résul- 
tante de l'ordre de dw, que l'on peut représenter par p dw et qui 
est ce que I'on appelle la pression éle'mentaire exercée par (A') sur du. 
Le coefficient p, ou la pression sur do rapportée à Z'unitci' de surfnce, est 
désigné simplement sous le nom de pression, au point G du plan PP,; 
cette pression peut se décomposer en deux forces : l'une p, est dirigée 
suivant la normale ON au plan PP,, l'autre p,, dite tangentielle, est 
comprise dans ce plan. 

La dénomination' de pression suppose que la direction de p, tra- 
verse ( A ) ;  dans le cas contraire ou celte direction est comprise 
dans (A'), la pression devient une traction. Mais, pour plus de simpli- 
cité dans le langage, nous n'emploierons pour p, que la dénoiiiination 
de pression normale, sauf à la considérer comme négative quand elle 
devient une traction. 

La pression élémentaire pdo n'est autre chose que l'effort que 1'011 

devrait exercer sur do, sans changer les conditions dans lesquelles se 
trouve cet élément, si I'on venait à supprimer la portion de (A') qui 
agit moléculairement à travers cet élément. II est clair d'ailleurs 
que la pression exercée par (A)  sur (A') est égale à p changé de sens. 

Noiis représenterons en général parp, la pression exercée sur un élé- 
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ment perpendiculaire à un axe Ou et par pu,, la composante de cette 
pression estimée parallélement à un axe O v .  

3. Du parallé1épl;oède élémentaire: - Nous rapporterons le systènie 
matériel à trois axes rectangulaires Ox ,  O y ,  Oz. 

Concevons maintenant que le s y s t h e  soit décomposé en parallélé- 
pipèdes élémentaires par trois séries de plans parallèles aux plans 
coordonnés. Soient : 

x, y, z les coordonnées du sommet M le plus voisin de l'origine de l'un 
de ces parallélépipèdes ; 

dx, dy, dz les dimensions du parallélépipède parallèle A ces axes ; 
da = dydz, db = dz a%, dc = dx dy ses faces perpendiculaires 1 

o z ,  Oy, o z ;  
D la densité du corps en M; 
X, Y, Z les composantes de l'accélération de la résultante des forces 

extérieures qui sollicitent le  parallélhpipède, en y comprenant l'inertie 
s'il y a lieu 

Les deux faces da sont soumises respectivement aux forces paral- 

lèles da .pz,, - da(p,, + dx) qui se réduisent à 

Les couples de faces db, dc donnent de même suivant Os les coni- 

qui, jointes à la précédente, font équilibre à ll dz dy dz X, ce qui donne 
l'équation 

i ~ P Z *  - + bo- + - - DX, 
dx dy dz 

) et de même 
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Concevons que, par le centre du parallélépipède, où passent les direc- 
tions de p,,;p,,, pz,, X, Y, Z, on niene une parallèle à Oz. Les moments, 
par rapport à cette droite, des forces qui sollicitent le parallélépipède, 
se réduisent à ceux des coinposantes des pressions respectivement 
parallèles à db et da, ce qui donne, en exprimant que leur somme 
est nulle, 

dx dy dz  
d'ou, en remplacant daet  dbpar leurs valeurs, divisant par et ne 

conservant que les quantités finies, 

Ainsi donc on peut intervertir l'ordre des deux lettres des indices 
des composantes des pressions. 

En se donnant la fonction de z, y, z oii de p,, p,,pz qui représente 
la densité, les six équations (1) et-(2) sont insuffisantes pour déterminer 
les neuf composantes des pressions : il faudra leur en ajouter trois 
autres qui définiront la nature du corps. 

4 .  Du tétraèdre dèmeinaire. - Considérons Le tétraèdre déterminé 
par les ar6tes dx, dy, dz partant du sommet M.  

soient : 

dm' la base ; 
a ,  p, y les angles que forme la normale à du' avec O x ,  Oy,  Oz;  
da = cos a do', dO = cos p duf, dc = cos y dw' les faces des tétrakdres 

parallèles aux plans y O z ,  zOx,  xOy  ; 
p' la pression exercée sur dof.  

Les pressions cla.p,, db.~,,  dc.pz et lapressiondo'.p', prise en sens con- 
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traire, qui sont du second ordre, font équilibre à la résultante des forces 
extérieures; mais cette résultante est de l'ordre du volnine, c'est- 
h-dire du troisième, et par conséquent peut être considérée comme 
nulle; on a donc en projection sur l'axe O z  

da. p,, + db .pyx + dc .pz, - du' .p i  = O ,  

d'où 

j pL= pz, cos cc + pyz C O ~ P  +pzZ COS Y 

( p: = pz, cosa +py. cosp +pz, cos y. 

Telles sont les relations qui lient les composantes de la pression pl 

aux six fonctions pz,, p,,, p,,,pxy, p,,,p,, qui vérifient les équations 
aux différentielles partielles ( 1  ) . 

Remarques. - I" La première des formules (3) exprime que la coin- 
posante suivant O x  de la pression sur do' est égale à la pression sur 
da estimée suivant la normale a du'; d'où ce théorème : 

Si p' et pu sont des pressions relatibes à deux éléments do' et do" pas- 
santpar un m&mepoint ayant pour normales Nt el N",  la projection de p' 
sur N" est égale a la projection de p" sur N', OU autrement 

p' COS (p', Nu) = pn cos(pV, NI), 

ce qui constitue le théorème de l'égalité des composantes normales réci- 
proques. 

20 La composante de la pression p', normale à l'élément correspoii- 
dant, est 

P;=P:, cosa +p;cosp -t-pzcos~, 
d'où 

P: = pxz cos2 a + prr COS' P +pz, cos2 y 

+ 2p,). cosa COSP + 2px, COSM COSY + 2 p y ,   COS^ cosy. 

5 .  Ellipsozde des pressions. - Rapportons aux trois axes Mx',  M i ,  
M d  respectivement parallèles à pz, p,, pz le lieu géométrique de l'ex- 
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trémité n de la droite qui représente la pression p' pour toutes les 
orientations de l'élément do'. 

Soient x',y',zf les coordonnées d u  point n. En supposant les axes 
O s ,  Oy, Oz transportés parallèlement à eux-mêmes en M, on a 

(a) cos(s', LE) = Pi, cos(f,  x) =&. COS(.;, X)  = &, 
Px PY P z  

d'où 
Prx PZX I = p ~ d + - y ' + - ~ . ,  

Px Pr Pz 

Il résulte de la comparaison des formules (3) et ( 4 )  que 

d'ou 

pour l'équation du lieu cherché, qui est ainsi un ell@soïde pour lequel 
les pressions correspondant à trois dléments rectangulaires forment lm 
système de diamètres conjugués. 

6. Nous allons maintenant démontrer que la, pression sur un élément 
plan au point M coïncidant avec l'un ou i'aulre des trois plans pnnci- 
paux de l'elliplsoïde luiest normale. A cet effet, supposons que l'on oriente 
les axes Ox, Oy, Oz de manière que Mx', My', Mz' coïncident avec les 
axes principaux et soient P,  P', P" ce que deviennent p,, p,, pz. Nous 
avons d'abord 
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Eri se reportant aux formules ( a )  et. expriinant que la somme des 
carrés des cosinus des angles que forme M x  avec Plf x', My', Rl'z est 
égale à l'unité, on a 

et de même 

En éliminant p,,, pyy, pz, entre les équations ( 7 )  et (8), il vient 

Supposons F2 > P2 > P P Z  i la première de ces équations exige que 
px3. = O, pxZ = O et les deux autres que pz, = O ; de sorte que Mx', 
h1,y1, Mz' doivent coïncider avec Ox,  Oy,  O z ,  ce qui  démontre la pro- 
position énoncée. Les pressions P, P', P", dirigées suivant les axes prin- 
cipaux de l'ellipsoïde, ont r e p  le nom de pressionsprinczjales. 

7. Délermination des pressions principales. - En supposant p' = Y, 
on a 

et les équations ( 3 )  deviennent, en éliminant les cosinus, 
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PI PJ d'où, par l'élimination des rapports -" PZ' PZ' 

écpation du troisième degré dont les racines seront les valeurs des 
pressions principales, P, Pt, P". Si cette équation a des racines néga- 
tives, chacune 'd'elles correspondra à une traction. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, d'aprés l'e- 
quation précédente, on a 

Les équations (b )  et ( I O )  donnent 

P ~oso!(p*.~- P)  +pxyP  COS^ +pxzP COSY = 0, 

Pcosp (pyy - P) t p W P  cosa -t-p,, P cosy = 0, 

Pcosy(p,,-P) tpx,Pcosu.+pyzPcosp=o,  

et les clerniéres feront connaître les angles que forment, avec Ox, 
O y ,  0 z, les axes principaux correspondant aux valeurs P, Y, P" de P. 

Nous pouvons donc supposer maintenant que l'ellipsoïde est rap- 
porté à ses axes principaux ou qu'il est représenté par 

Remarque. - Comme nous avons maintenant p,, = P, p,, = Pr, 
pzz = P", pxy = O, pxz = O, prs = O, l'équation (3') du no 3 donne, pour 
la composante normale de la pression p', 

Portons sur la normale, à partir du point G, une longueur 
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en prenant le signe + ou le signe - selon que pi, est positif ou né- 
gatif ; si nous désignons par a, y, z les coordonnées du point n ,  l'é- 
quation précédente devient 

et représente une surface du second degré à laquelle nous ne croyoiis 
p a s  devoir nous arrêter. 

8. Orientation d'un élémenlplan soumis à une pression dont la direc- 
tion est donnée. -- Soitp' la pression dont il s'agit. L'équation di1 plan 
auquel appartient l'élément est 

(13) xcosx t y c o s p  + z  cosy = o. 

Par suite de l'égalité des composantes réciproques, oii a 

de sorte que l'équation du plan devient 

Donc le plan de l'élément est parallèle au plan tangent à la suface du 
second degré 

mené-au point où la direction de la pression vient la renconlrer, k étant 
une constante qiielconque. 

Des formbles (3") et (14) on déduit 

en désignant inaintena'nt par x, y, z les coordoiinées d u  point dr 
l'ellipsoïde des pressions déterminé par la direction de p'. 
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Lorsque les pressions principales sont de même signe ou sont trois 
pressions proprement dites ou trois tractions, la surface-(16) est un 
ellipsoïde etp'  est de même nature que les pressions principales. Dans 
le cas où ces dernières sont égales, les ellipsoïdes (12)  et (16) devien- 
nent des sphères; toutes les pressions sont égales et normales aux élé- 
ments correspondants. 

Lorsque l'une des pressions principales est de signe contraire aux 
deux autres, la surface (16) représente deux hyperboloïdes, l'un à une 
ilappe et l'autre à deux nappes. Si la direction de p' rencontre le 
premier, cette pression est de même nature que les deux pressions 
principales de même signe ; le contraire a lieu si la direction de p'reii- 
contre le second hyperboloïde. Le passage de l'une à l'autre nature 
des pressions a lieu sur le cône asymptotique 

ce qui, d'après la formule (c) ,  exprime que la composante normale de 
la pressioii p' est nulle; cette pression est donc dirigée suivant la gé- 
nératrice du  cône qui passe par l'élément qui lui correspond, d'ou le 
nom de cône de gLisssernent donné au cône asymptotique. 
. Supposons que l'une des pressi~ns principales P" soit nulle; I'élé- 
nient plan en M perpendiculaire à M z  n'est soumis à auciine pression 
et, de l'égalité des composantes normales réciproques, on déduit que le 
plan de l'élément ci-dessus contiendra les pressions exercées sur tous 

z 
les é l h e n t s  superficiels passant par M. L'expression = 6, dans 

O l'équation (1 2), se présente sous la forme -; pour en avoir In valeur, il 
O 

suffit de remonter aux équations (14), et on reconnaît qu'elle repré- 
sente le cosinus de l'angle y que forme la normale à 17ëléineiit du' 
avec l'axe Mz.  L'équation dont il s'agit devient 

et l'on voit que les pressions sur tous les éléments plans appartc- 
nant à 1111 cône de révolution autour de M B ,  dont la demi-ouverture 
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est y,  sont les demi-diamètres d'une ellipse dont les demi-axes sont 
p P' - , -. L'équation ( 1 5 )  du plan dm' devient 

sin y sin y 

dont la trace sur le plan xMy est tangente a la courbe dont l'équation 
est 

au point où cette courbe est rencontrée par la direction de p'. IA7équa- 
tion ( I 6') est celle d'une ellipse si P et Pr sont de même signe, et, dans 
le cas contraire, de deux hyperboles équilatères conjuguées dont les 
asymptotes remplacent le cône de glissenient. 

Supposons maintenant que deux pressions principales Pr et P" soient 
nulles. Toutes les pressions auront la direction P, et, pour déterminer 
la pression p' sur la normale N', le théorème de l'égalité des coinpo- 
salites normales réciproques nous donnera 

pl= P cos(P, Nt) .  

9 .  Équations de l'équilibre inlérieur en coordonnées cyliizdriques. - 
Concevons que le corps soit divisé en éléments par trois séries de sur- 
faces orthogonales : la première composée de cylindres circulaires 
ayant le même axe OZ; la seconde de plans perpendiculaires à cet . 

axe, et la troisième de plans passant par le même axe. 
Soient (fg. 1) 

z la distance du point C, où un plan CAB, de la deuxième série c o u p  
l'axe OZ, à un point fixe O de cet axe; 

6 l'angle que forme un plan quelconque oCA de la troisième série avec 
un plan fixe de cette série ; 

r = CA le rayon d'un cylindre de révolution autour de  OZ. 

Les grandeurs z ,  0 ,  r déterminent les trois surfaces orthogonales, 
par suite leur intersection A dont elles sont les coordonnées. 
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Soient de plus 

n 
(E8 = ACA, 1:accroissement infiniment petit de 8 ,  AA, étant I'éléineri t de 

cercle de rayon r; 
IIB, l'arc de cercle du même centre, de rayon r  + dr, ce qui suppose 

AB = A , B ,  = clr. 

Concevons maintenant un plan C'A'A, parallèle à CAA,, et qui en 
. 

Fig. 1. 

soit distant de CC' = dz ; nous déterminerons ainsi un élément de vo- 
lume dont la masse est D dr dz r dB. - 

Soient 

Ar le prolongement de CA; 
A t  la portion de la perpendiculaire à cette droite située clans le plan 

CAA, , qui rencontreCA, ; 
A,r,, A, t, les positions que prennent Ar, A t ,  en supposant que C h  

tourne de dB ; . . 

A z  15 parallèle en A ii OZ; 
ï, R ,  % les composantes suivant A t ,  Ar, A B  de I'accél&ation de force 

extérieure qui sollicite la masse D . dr dz . r dû, 

les composantes siiivant ' ,4A1BB' = drdz, 

A t ,  Ar, A Z  1 AA,A'i1,=rd5di, 

de la pression exercée sur les faces A A ,  BB, = r dS dr, 
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en donnant ainsi de l'extension au système de notations du no 2, ce 
qui permet d'intervertir l'ordre des lettres des indices. 

II est bon de remarquer, avant d'aller plus loin, que si une force F 
est dirigée suivant A ,  t , ,  ses projections sur A t  et Ar sont respective- 
ment F et - F dû, et que si F est dirigé suivant A,r, ,  ses projections 
sur les mêmes directions sont F dB et F. 

Cela posé, sur les faces opposées AA'RB', A,  A',B, B', s'exercent res- 
pectivement les pressions élémentaires 

dzptr - dr dz dg - dptt suivant Al de 
'P" do) a A, t ,  . dr dz dûp,, )B Ar 

dr dzptr n quise ) - & & d û %  ) ) '  ~r 
réduisent j 

d*ll* dû) )) A ,  r, - Jr dz d0pt, 
)) Al 

Pour les deux autres couples de faces, les pressions semblables 
.ont la même direction et chaqi.ie coiiple ne donne qu'une seule 
résultante. 

On a, pour la face AA, A'A', et son opposée, 

r dû dzp,, 
drp,.,. = - p,, +r-  suivantAr, 

dr " v l x  1 
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Enfili on trouve facilement, pour le troisième couple de faces, 

- rd6 dz dr !@z suivant A Z, 
du 

Si maintenant, pour chacune des trois directions considérées, on 
fait la somme des composantes des pressions élémentaires et de la pro- 
jection correspondan te de la force extérieure, on trouve, pour les équa- 
tions cherchées, 

10. dquations de l'équilibre inte'rieur en coordonne'es sphériques. - 
Concevoris que le corps soit divisé en élbments de volume par trois 
séries de surfaces orthogonales : la première formée de  sphères ayant 
P O I I ~  centre commun l'origine 0 ;  la seconde, de cônes de révolution 
arant pour axe une droite fixe Oz ; la troisième, de plans menés par 
cette droite. 

Soient il (&. 2 )  l'intersection de trois de ces surfaces; r = OA le 
rayon de la sphère; 6 la demi-ouverture AOZ du cône, ou la colati- 
tude; + la longitude ou l'angle formé par le plan ZOA, avec un plan 
fixe ZOX. 

En faisant varier : I O  r de dr, nous obtiendrons le point B ; 2" 8 de de, 
Ics points A et B viendront en  A', B'; 3 O  Q de d$, les points A, B, A', B' 
riendront en A,, B,, A', , B', . 

La masse de l'élément de volume AA, AA', , BB'B, B', a pour expres- 
sion 
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comme AA,  = rsin6 d i ,  on a, pour l'angle AOA, 

( 6 )  d~ = sine d+.  

Soient A r  le prolongement de OA; A t  la portion de la tangente au 
parallèle dirigée dans le sens de l'accroissemeni de + ; Am la partie de 

Fig. 2. 

la méridienne dirigée vers l'équateur XOY; R, M, T les komposantes 
de l'accélération de la force extérieure qui agit en A ,  estimées respecti- 
vement suivant les axes auxiliaires Ar, Am, A 1 ; A ,  m, , A ,  Li les équi- 
valents de Am, A t  poiir le point A, ; A'm', A't' les droites semblables 
relatives au point A'; 1 l'intersection sur OZ des directions de Am, A ,  m, . 

On reconnaît facilement que 

AA r AIA - 2 = cos6 d$, ' -  AI 

Cela posé, nous avons, pour les résultantes des pressions élémentaires 

4 1 
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exercées sur  la face A A' A ,  A', et son opposée 

r2 sin O de d+p,.,. 
- sinBdt?d+rdr 

- sin û de d+ (r2 + -r 
et de même 

- sin6d6d+rdr 

-sinOdbdt+rdr z p , , + r * )  )) A t ,  
. dr 

En considérant maintenant la face A BAl B, et son opposée, nous 
RVOIlS 

r sin 0 d+ drp,, siiiv. Ar d sin op,,. siiiv. -4 r 
d s i n O ~ m ,  de) )) A'rt = rd+ drd6 

do 

r  sin 8 d+ rp,, 
A m  1 z r d q d r d b  

)) Am 
P ) , ) A'"' j sin Op,,,,, + d, + sin Qp,,, )) Ar 

r sin 6 d+ drp,,, n A t 
ci sin 0pt1,t 

sillOpllll 
) A 

- - rd$ clrd6 d, )) A L  
sinSp,, + do 

Enfin, pour la face :\ A'BB' et son opposée, no:is avons 

r dû drp,, h r I r,  

-pt,d:=-ptrsinOd+ A t ,  

r dû dr . p,, A 1 ,  

- rd5drjp, + .i r ,  
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En égalant respectivement à zéro la somme des composantes des 
pressions klémeotaires estimées suivant Ar, Am, At ajoutée a la compo. 
sante de la force extérieure, il vient 

' 

Telles sont les équations qu'il s'agissait d'établir et que l'on peut 
mettre encore sous la forme suivante : 

kj III. - ÉQUATIONS GÉNÉRALES D E  L'EQUILIBRE I N T E R I E U R  

D'UN CORPS ELASTIQUE ISOTROPE. 

11. Sommations qui représentent les composantes des pressions. - 
Soient Ox ,  Oy, O z  trois axes coordonnés rectangulaires, G le  entre 
de gravité d'un élément supe+ficiel a b  = dw compris dans un corps 
homogène et dont le plan est perpendiculaire à l'un des trois axes ci- 
dessus, à Oz si l'on veut, pour fixer les idées. 

Pour nous, une molécule m sera située au-dessous du plan de d ~ ,  
quand sa coordonnée parallèle à Oz sera inférieure à celle de G. 

~ é s i p c k  par m' une molécule située au-dessus de ab, telle que 1;i 
droite mm' = r traverse dm, et par m m l f ( r )  l'action moléculaire exer- 
cée par m sur m'. 

Considérons d'abord des couples de molécules m, m' comprises dans 
un cylindre ayant pour base du et dont les génératrices aient une di- 
rection déterrninée. 
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Si nous admettons d'abord que r reste constant, nous aurons la 
résiil tante 

m f ( r )  D dwrcos(r, z ) ,  

et il faudra faire la somme de toutes les expressions semblables, cil 
faisant varier r depuis O iiisqu'aii rayon de la sphère d'activité. 

Nous avons danc parallèlement à l'axe des x la composante de la 
pressiori 

pg2 = D Somrn f (r)rcos(r ,  z )  cos(r, X I .  

La somme est relative à toutes les orientations d'un rayon partarit 
de G,  mais situé au-dessus de do; inais cette soinme est la moitié de 
celle que l'on obtiendrait en faisant tourner le rayon r.dans tous les 
sens autour de G .  En nous plaqant à ce nouveau point a e  vue, nous 
aurons 

i pz,= ~ ~ o r n m j ~ i ) i c o s ( i ,  2 z)eos(r, x), 

et de mème 

D'aprés le mode de raisonnement que nous avons adopté, on voit 
que les choses se passent comme si, toutes les molécules m se trouvant 
placées en G, les molécules m' rayonnaient &tour de ce point. 

Soient x ,  y, z les coordonnées du point G,  x + h, y + k, z + 1 celles 
d'une molécule quelconque située dans ta sphére d'activité de ce point. 
Noiis a ons 

h k 1  COS(^, x) = - cos(r, y )  = -, COS ( r ,  Z )  = - ) 
r r .  r 

et, en  posant ~ ( r )  = -) les formules (1) deviennent r 
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Ces expressioiis sont nulles lorsque le corps considéré est à l'état 
naturel, ce que nous siipposerons dans ce qui suit. 

49. Èxpression des pressions en fonction des deklncemenls. - Admet- 
tons qiie, sous l'action de forces extérieures, le point G éprouve 
un déplacement dont nous représenterons par u, v, w les projections 
sur O x ,  Oy, Oz. Nous ne conserverons que les premiéres puissances 
de ces déplacements et de leurs dérivées partielles. L'élément de volume 
dx dy dz est devenu 

La dilatation cubique est ainsi 

La densité dans la sphère d'activité de G est devenue 

Soient ah, $k, al, clr les variations éprouvées par h, k, 1, r. Nous iiii- 

rons, par exemple, 

Or le premier terme de cette expression est nul avec les termes en 8 ; 
il vient donc 

D 
pzz = , Somm[rpi(r) Zh 8r + g, ( r )  (l6h + h 61)1, 

et de même 

i 
D 

pzu = ,Somm[rpl(r)lk&r + p( r ) ( l ak  i- kal)], 

D p,, = TSonim[p'(r)12 Br + 2rp(r)ZOZ]. 
\ 
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Aiais ah notamment n'est autre chose que l'accroissement que prend u 
qiiand on y remplace x, y, z par x t h, y + k, r -t Z; nous avons donc 

i 
du du du' a h = - h + - k t - &  dx 

dy dz 

et de mème 

(6) 

et enfin 

Concevons que l'on siibstitue la valeur ( 7 )  dans les formulas ( 5 ) ,  
du du du du 

puis les valeurs (6) ; on fera ensuite sortir - , - -, - - - .  des signes 
dx d y  dr dx 

Som. Mais le calcul se simplifie notablement si l'on remarque que : 
I O  en raison de la symétrie, les sommes renfermant h ,  k, Z A des puis- 
sances impaires sont nulles, puisqii'elles doivent avoir la mème valeur 
en changeant les signes de ces variables; 2" d'après la troisième des 
équations ( 2 ) ,  on a 

Sommp(r)Za= O ;  

par suite, 
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les quaiititks A et ,u étant deux constantes spécifiques, oii trouve 

11 existe entre les constantes X et ,a une relation qui rkul te  J e  cc 
que leurs valeurs sont indépendantes du choix des coordonliées. Soient 
en effet a ,  P, 7 les angles que forment avec Oz trais axes rectaiigii- 
laires Ox', Oyl, Oz', h', k', F les projections sur ces trois axes de l a  

somme géométrique + t i; nous avons 

a p. = -- Som $(r) 1' 

(8') = ~ ( C O S ~ U  + C O S ~ P  + COS* y)  

. i +6A(cos2acos2P + cos2~cos2y;  cos2Pcos2y). 
Or de 

cos2 01 +- c0sZ/3 f COS" = l 
on tire 

En substituant cette valeur dans la valeur (a'), on trouve 

nous avons donc finalement 

dtv 

( ') Cette relation, établie par Cauchy, puis par Poissoii. a été coiite.IFv I I  II' 
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Par une permutation de lettres, on obtiendra les saleurs dep,,, 
p,,., p.,,, et l'on re'connaîtra que les é g & %  pz, = pz,, . . . sont véri- 
fiées. 

1 3 .  Interprètation géométrique des.formules qui représentent les pres- 
sions intérieures. - Supposons que l'on transporte les coordonnées 
parallèlement à elles-mêmes au point G (Jig . 3). 

Si ixn point m primitivement situé sur G a  est.venu en m , ,  on a 
h = O ,  k = O, et la troisième des formules ( G )  donne 

dw 61 Gm,-Grn  - - 
d . z = l =  Grn ' 

dw On voit ainsi pourquoi la dérivée - exprime une dilatation : nous re- 
dz 

présenterons cette dérivée partielle par a,. 

Les coordonnées de m,, parallkles h Ox,  Oy, Oz, ont pour expres- 

Lamé, qui, aux notations près, admet que A et p soiit indépendants.. Mais les ex- 
périences récentes de  M. Kirchhoff dur l'acier fondu et de M. Cornu sur le cristal 
ont démontré très nettement que la restriction de Lamé devait être mise de côté 
quand il s7agit de corps isotropes. 

Nous devons ajouter que des expériences faites indépendamment les unes des 
autres au Conservatoire des Arts et Métiers sur la traction et  à la Société indus- 
trielle de Mulhouse sur la torsion confirment le résultat ci-dessus. 
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Il résulte de la que, aux termes du second ordre prés, on a, pour les 
équations de  la normale matérielle primitive, après la déformation, 

Les coordonnées d'un point primitivement situé daris le plaii de  
l'élément dw ont pour valeurs, après la déformation, 

d'où 

pour l'équation di1 plan dans lequel se trouvaient primitivemerit les 
points matériels contenus dans d w .  

I,es équations de  la normale GN à ce plan sont 

Portons, à partir de G, sur les directions de Gm, et de GN des Ton- 
gueurs CN', GN égales A l'imité; l'élément NN' mesurera le glissement, 
c'est-à-dire l'angle compris sous la normale matkrielle cléformée et la 
norrriale l'élément matériel déformé dw. Désignons par 7, ce glisse- 

4 2 
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nient et  par y,, sa projection sur l'axe des x; nous avons 

d'où 

D'après les considérations ci-dessus, on peut donc écrire 

pZz =-A($,+ a,+ 3 6 , ) ,  

pyy  =- h ( a X +  a,+ 3$,) ,  

pz%=-  h(By + az+ 38 , ) ;  

PYY = - ).yyz, 
Pxe = - Xyxz 9 

Pxy ' - hyxy 9 

A = 3, + 8, t 6,. 

De ces relations on déduit 

De la première de ces formules, il résulte que la somme de p,,, p,,, 
pz, est indépendante de l'orientation des axes coordonnés et qu'elle 
est, par suite, Bgale à la somme des pressions principales. - 

14. Expression d e l a  dilatation suivant une direction donnée. - 
Soient 

GX, GY, GZ les directions des trois pressions principales P, P',P1'; 
a, p, y les angles que forme une droite Gz avec ces trois axes; 
G x ,  Gy deux droites rectangiilaires perpendiculaires à G 2.. 
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D'après la première des équations ( 1 2 )  et l'équation (3") du no 7, 
on a 

pz ,=-A($,+ 3 y ~ 3 3 z )  =Pcos2a+P'cosZp +Pcos2y.  

D'ailleurs, la première des équations ( 1  3) donne 

Cette valeur peut se mettre sous la forme suivante : 

P + P' ( P  - P") cos" + (Pl- Pl') coçe p a---  
Z -  z h  2 1  

Soient P > O, P > Pt> P; ou voit .que 8, est minimum pour a = O, 
J = go0, c'est-à-dire pour la direction de la plus petite pression priii- 
cipale. On reconnaîtra de la même manièra que le maximum de 8, 
correspond à la direction de la plus grande pression principale. 

I 
Si nous portons sur la direction de Cz une longueur Gn  = =, d f  ô, 

en prenant le signe t ou le signe - selon que la dilatation est posi- 
tive ou négative, et si x, y, z sont les coordonnées du point n, on a 

et l'équation (14) devient 

d'où pour l'éqiiation di1 lieu des points n 

&.par exemple, on a P > O ,  P > P'> P", il faudra prendre le signe + 
dans le second membre. 

15. Du travail développé par les forces élastiques. - En négligeant les 
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29s T H E O H I E  M A T H E M A ~ Q U E  DE L'ÉLASTICITÉ. 

piiissaiices.des déplacements, supérieures A la seconde, Le travail total 
des actions mritiielles des inoléciiles m' et m" est 

Le travail de tolites les actions miltuelles relatives m' sera, par sui te, 

le siglîe Son1 s'étendant à toutes les molt.cules' de la sphère d'activitk 
de m'. Si l'on fait la somm3 des quantités analogues pour toutes les 
molécules d u  corps, le travail de chaque couple d'actions mutuelles 
s'y trouvera répété deux fois, de'sorte qu'il suffira, pour obtenir le 
résultat chercl-ié, de faire la somme des expressiotis 

3r + f ( r )  T] 
2 

pour tous les éléments matériels clii corps. 
~ e & p l a ~ o n s  maintenant dr par sa valeur ( 7 )  en y introduisant, pour 

simplifier, les notaiioiis du numéro pr&édent; puis siipprimons, 
après la substitution, tous les termes renfermant h, k, Z A des piiis- 
sances impaires, qui sont.ni11s eii raison de la symétrie, et en nous 
rappelant qne 

j" '(I .)  Il est bvideiit que l'on doit avoir entre soin f$hi et Som - h'k' 
r2 

la même relation qu'entre p. et i., c'est-à-dire que la première de ces 
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THI?ORIE M A T U É M A T I Q U E  DE L'ÉLASTICITÉ; 290 

soinines est tripl-e de l'autre, de sorte qu'il vient 

n ~ '  
(a) - ( 3 ~ ' - ( i ~ 3 ~ . - 4 ~ ~ - 4 6 , 6 , + ~ ~ , + ~ ~ + ~ ~ , ) ~ o r n m ~ ~ ~ ~ ' h ~ k ~ .  4 

Si, comme nu no, 11, on pose fm = y ( , ) ,  il vient . 
r 

Y ( r )  2 1 ' ( r )  Somm",?~ r k' =~omm"-h'k2 .I + s o m 9 h 2 k 2 ;  

or, on a 

SommHy 
puis 

( 1 % )  h2 = Som m"cp ( r )k2  = SornmUy ( r )  i2 = o, 

Or, comme le premier membre de cette triple égalité est égal i six 
fois la valeur absolue du dernier, il s'ensuit que 

h2 k2 
Som m"y ( r )  -;- = o. r- 

L'expression (a) devient, par suite, 

et, eu y faisant m' = D. dr dy da, il vient, pour le travail cherché, 

On peut mettre cette équation sous une autre forme en remphlant 
d'abord A, a,, 4, cl',, y,, y,,, y,, par leurs valeurs déduites des for- 
mules (1  2)  et ( I 3) ; puis, en remarquant que, d'après le no 7, on a ,  en 
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300 TAF):ORIE MATHÉMATIQUE D E  L'I?LASTICIT~. 

continuant à désigner par P, P', P" les pressions principales, 

p m  + g,, +pz, = P + P' + P", 

ymp, + p,.p,z + pzzprx - p:, - py, - p:, = PE"+ P'P" + PP" 

0 1 1  trouve ainsi 

4 6. Équations de l'équilibre intérieur de l'élasticité en coordonnées 
reclilignes. - En substituant dans les équations ( 1 )  du no 3 les ex- 
pressions (9) et celles qui en dérivent pour les deux autres axes, on 
a, en continuant à représenter par A la dilatation cubique, 

polir les équations aux dif'férentielles partielles qui donneront u ,  u,  tv 
en fonction des coordonnées. Si X, Y, Z sont des fonctions de ces 
coordonnées, on les estimera, vu la peiitesse des déplacemerits, comme 
si le corps n'avait pas éprouvé de déformation. 

Soient S = O l'équation de la surf:ice ; p' la pression extci.rieurc: 
exercée au point (x, y, z )  de cette surface et qui est une fonction cles 
coordonnées de ce point; a, (1, y les angles formés par la noririale 
en ce point avec O z ,  Oy;  Oz. En posant 

ct k s  équations (3) du no 4 donnent pour les conditions relatives à la 
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surface 

équations dans lesquelles on devra remplacer p,,, p,,, . . . par leurs 
valeurs en fonction des dbplacements. ' 

Les équations (16) donnent celles di1 mouvement vibratoire eii ÿ 
d2 u d2 v ditv 

reinplaqan t respectivement X, Y, L par X - - 7 Y - - dt2 
dt2 > z - -- ) clt' 

et l'on a , 

(18) 

dA d2w d2w d2w 
2 - + - + - + - + -  Z - -  = o .  "( ") dz dx2 dy2 dz2 

En ajoutant ces équations après les avoir différentiées respectiveineiit 
par rapport à x, y, a ,  on trouve 

Si le corps n'est sollicité par aucune force extérieure, s'il est soiiniis 
- à  des forces constantes en grandeur et en directioii, ou s'il est en né- 
tiéral sollicité par des forces satisfaisant la condition 

comme cela a lieu pour les attractions ou répiilsions émanant de centres 
fixes, l'équation (19)  se réduit à la suivante : 

équation de la même forme que celle de l'Hydrodynamique. 
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Supposons que le corps soit sollicité par plusieurs groupes de forces 
(A), ( S I ) ,  (SI') et que les pressions sur sa surface forment également 
différents groupes (G), ( o f ) ,  (G"), . . . , en nombre égal aux précédents, 
en complétant, s'il y a lieu, par des zéros le système de groupes le 
moins nombreux. Les équations de l'équilibre intérieur ou dii moiive- 
ment e t  celles qui sont relatives à la surface étant linéaires en I r ,  v ,  w ,  
illest clair que, si l'on satisfait à ces équations en combinant deux A 
deux les groupes ( s )  et (G) ,  la solution du  problème s'obtiendra en 
faisant la somme des u ,  v ,  w obtenus de cette manière. 

Il 'résulte de là que, si des forces prodiliseut simultanémrnt une 
traction ou une compression, uiie torsion et une flexion, il suffira 
d'étudier en particulier chaciine des déformations, comme si elle se 
produisait indépeiidarnment des autres. 

Les équations des petits inouvements, déduiles des équations (181, 
peuvent aussi se mettre sousla forme suivante, qui nous sera utile plus 
loin : 

dA d (du :;) d (dw du) I d2u 3 - + -  --- - -  --- 
dx dy  dy  cEu dx P dt2 ' 

D 1 en posant -- =- - -  
A kZ 

17. Commrinication du mouvement vibra foire dans un milieu ind~Fni 
en tous sens. - Considérons, dans le milieu censé en éqriilil~re, une 
sphère d'un très petit rayon, mais reiifermant néanmoins uii assez graiid 
nombre de molécules. Si l'on déplace ces molécules de la meme 
manière aiitour du  centre C de la sphère et qu'on les abandonne en- 
suite a elles-mimes, elles entreront en vibrations; ces vibrations se 
communiqueront successivement à toute la masse et les molécules 
situées sur une sphère d'un rayon quelconque, ayant C pour centre, 

. seront, au bout d'un certain temps, animées d'un même mouvemeiit 
vibratoire. Ces surfaces sphériques successivrs sont des ondes et leur 
centre commun est le centre d'ébranlement. 
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Chaque déplacement vibratoire sur la surface de l'onde peut ètre 
considéré comme résultant d'un déplacement radial et d'un clkplace- 
nient tangentiel. 

Nous admettrons que la vitesse de propagation du mouvement 
d'une onde à une autre est constante, sans que pour cela elle ait la 
même valeur pour les vibrations radiales et les vibrations tangentielles. 

A ime grande distance du centre d'ébranlement, et sur une étendue 
restreinte, on peut substituer à chaqirie sphère, en suivant le mêiue 
rayon, son plan tangent, ou ce que nous appellerons une onde plane. 
On est ainsi conduit à considérer une succession d'ondes plnries paral- 
lèles. 

Soient 

xOy le phri de l'une de ces ondes; 
T la durée d'une vibration complète normale qui est censée la mêti i~ 

pour toutes les ondes; 
V la vitesse de propagation du mouvenient d'une oride i une autre, qui 

est également censée constante; 
tr7,  le déplacement des molécules de xOy; 
t le temps mesuré à partir du moinent oii tv, atteint son inaxinmm ou 

son mininiuin ; 
A une constante. 

Nous pouvons poser 
a n t  

w,= A COS-, T 

Eu désignant par w le déplacement des molécules de l'onde plane 
définie par l'ordoiiiiée z ,  correspondant au temps t ,  et remarquant qnv 

le mouvement de ces molécules est en retard de { sur le mouvement 

précédent, nous aurons 

II s'agit maintenant de savoir si cette valeur et les conditions u = O ,  

o = O satisfont aux équations (1 8'). Les deux premières qui se résuiment 
4 3 
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d4 cv d5v 
en - = O, - sont satisfaites. La troisième donne 

dx du dy du 

d'où, en vertu de la valeur (2 r ), 

Coiisidérons inaintenant le mouvement vibratoire parallèle à Oc 
dans le plan de l'onde; nous aurons, comme dans le cas précédent, en 
accentuant les lettres, 

Nous remarquerons que, dans ce mode de vibrations, la dilatation 
cubique A est nulle, et que, par suite, la densité du milieu n'éprouve 
aucune variation. 

La seconde et la troisième des équations (18') sont satisfaites par la 
valeur ( 2 3 )  et par v = O, w = o. La première se réduit à 

d'où 

On voit ainsi que la constante k représente la vitesse de la propagation 
du niouvement vibratoire dans le plan de l'onde. 

48. Équatiom de I'équilibre d'élasticité en coordonnées cylindriques. 
-- Soient 

OX, OY, OZ trois axes rectangulaires ; 
r la distance d'un point A du corps a l'état naturel à l'axe OZ; 
9 l ' a q l e  fornié par le plan ZOA avec le plan fixe ZOX ; 
z l'ordonnée de h parallèle à Oz ; 
A r  le prolongen~ent de 09 ; 
At la partie de la perpendiculaire à OA dirigée dans le sens de l'ac- 

croissement de O ;  
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U, V, W les composantes suivant Ar, At ,  Aa du déplacement du point -4, 
rksultant de la déformation du corps sous l'action de forces exté- 
rieures. 

C:oi-isidérons le point A en projection sur le plan XOY, et soient 

Ox  et 0y deux axes auxiliaires, le premier étant dirigé suivant OA et 
le second é t a ~ ~ t ' ~ a r a l l è l e  à O t  ; 

U + d u ,  V  + dV les déplacements d'un point A', infiniment voisin de A ,  
suivant la direction OA'x' de OA' et sa perpendiculaire O /  en O ; 

r + dr = OA', 8 + dû les coordonnées de A' dans le plail XOY. 

Les déplacements U t d u ,  V + dV donnent les composantes 

U t d U - V d O  . . .  O s ,  

V t d V + U d û  . . . O y .  

Le déplacement relatif de A' par A a ainsi pour composantes 

& = d u - V d û  .. . O x ,  

do = d V + U d û  . .. O y .  

Si un point m situé en A se déplace de dr suivant OA, on a 

si le même point subit le déplacement dy = r dû aii tour de 0 z, 011 a 

et, par suite, 

(4 
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I,a dilatation cubique a pour valeur 

du dv div I d r u  dV c ~ W  A = - + - + - =  ---- 
d z  dy dz r c ~ r  +s'-z' 

oii a doiic, pour les coniposantes des pressioiis, 

Les équatioiis (1  7 )  du no 9 donnent, par suite, 
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Dans le cas d'un mouvement vibratoire, il faudra remplacer dans les 
formules R ,  T, Z par 

, 

L'équivalent de l'équation ( I O )  du ri0 16, clans le cas ou elle est 
applicable, est ici, en se reportant i l'équatiou du mouvement de la 
chaleur en coordonnées cylindriques, 

19. E'quations de l'équilibre d'Élasticité en  coordonnées splzériques. - 
Tout en nous reportant au no 10, nous cléfinirons de noilveau, pour 

plus de clarté, les notations que nous avons adoptées, et clnc iwiis 
avons d'ailleiirs à compléter. 

Soient ( j g .  4) 

O Z  ce que l'on peut appeler la ligne d u  pôle %; 
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308 THÉORIE MATH EICIATIQUE DE L'I?LASTICITE. 

r et 6 le rayon vecteur et la colatitude d'un point A d u  corps i l'état 
naturel ; 

+ la longitude de ce point, mesurée a partir d'un plan azimutal ZOX 
et dont l'accroissement est censé avoir lieu de la gauche vers la 
droite ; 

O X  la projection de OA, sur le plan de I'éqirateur XOY ; 
A s  le prolongement de OA ; 
A m la portion de la méridienne dirigée vers l'équateur ; 
At la portion de la tangente au paralléle dirigée dans le sens de l'ac- 

croissement dil, ; 
Ox, ~ y ,  O s  trois axes auxiliaires rectangulaires dont l'origine est 0, 

le premier étant dirigé suivant 0 9 ,  les deux autres étant respective- 
nient parallèles à Am et At ; 

U, V, W les composantes, suivant Ox, Oy, Oz OU Ar, A nz, At,  du dé- 
placement qu'éprouve le point A lorsque le corps est soumis à l'ac- 
tion de forces extérieures. 

Ce déplacement a ainsi pour composari tes 

I U siil 0 + V cos8 suivant O X ,  

(4 Ucos9-Vsin6 ,I OZ, 
)) Oz. 

Considérons lin point A' infiniment voisin de A ,  pour lequel rioiis 
adopterons les notations précédentes, en nous bornant à en accentuer 
les lettres, Le déplacement de A' a pour composantes 

U sin6 + Vcosû + d(U sin 6 + V cos6) suivant OX',  

Ucosû-Vsir i6+d(Ucos6-Vs inû)  )) OZ, 

W t d W  )) ozr, 

011 encore 

U sin6 + Vcos8 + d ( U  sin8 + Vcoç6) - WdJ1 suivant O X ,  

Ucos6 - V sin6 t d(Ucos6 - V sine) n OZ, 

W +dW + (Usin6 + Vcos6) dil, )I Oz. 
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En vertu des formules ( a )  et (a ' ) ,  on a,  pour le déplacement relatif 
de A' par rapport à A ,  

d(U sine t V cose) - Yvd# suivant OX, 

d(Ucos0 - V sine) » OZ, ' dW + (U  sine + Vcosb) cl+ 1) 0 3 .  

Soient du, du, dw les composantes du déplacement relatif -ci-dessus 
de A' par rapport à A ,  suivant O x ,  Oy, Oz. 

Au moyen des formules ( b ) ,  il est facile de former les expressions siii- 
vantes : 

d u  = d U  - Vdb-WsinOdt,  

( 3 1 )  du = d V  t U d 6 - W c o s b d + ,  

dw = dW + ( U  sin6 + VcosO)d+. 

Soient maintenant F(rl, 0', +') une fonction des coordonnées sptié- 
.riques r', O', $' correspond:int aux coordonnées rectangulaires x ,  y, z ,  
et proposons-nous de déterminer les valeurs que prennent les dérivées 
partielles de cette fonction par rapport à x ,  y, z ,  lorsqu'on y suppose 
r'= r ,  O' = O, +' = +. A cet effet, considérons u n  point m situé en A ,  
et concevons qu'on lui fasse subir un déplacement infiniment petit, 
successivement dans les trois directions Ox ,  Oy, O z  : 

1" Suivant O x. Il est clair que l'on a 

a" Parallèlement à Oy. En prenant pour le déplacement dy le d i -  
placement rotatoire rd8  autour de Oz, on a 

5 ParnZZèIemeni à O z .  Le déplaceme;it dz peut être considtré 
comme égal au déplacement rotatoire rsinû d$ autour de OZ, et il 

- 

vient, par suite, 
4 - 1 dv - - _  d0 

O: z = 0. 
dz . rsinû' dz 
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II résulte de là que l'on a ,  pour les valeurs cherchées, 

En partant de la, les formules (26) noiis donneront, pour les dilata- 
tions et glissements qui ont lieu en A ,  

ct\V 1 2 r sin0 d+ + + ( u  + Vcotb); 

I du drv -+-= d u  W dW -- 
ds df: rsinOd+ r + Z' 

0 1 1  a, par suite, pour la dilatation cubique, 

De cette deriiikre forlilule, on déduit 

I dV ldrPU Vcot0 I dW - - = A - - p d r -  ---- 
r d0 I' r  sin 0 d+ ' 
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oii a ensuite, en se reportant aux formules (9) du .no le, 

En substituant ces valeurs tlans les équations ( r g )  du no 10, 011 

trouve, toutes réductions faites, 

dh d d u  3ra sine - + - sin0 - dr  d0 d0 
I d2U d2Vrsin0 d Z r W  DRr"in0 - + - - .-- -- 

s in0  d+' dr dû d r c e *  h - O ,  

dh cPU d V r  
3sin6- -sinem -i-sinb- 

( 3  6) 
d0 dr" 

I d2V i d l W  ~ c o o t d W  DMrsin0 -- 
.+ r s i n ~  d+% r de d+ r d+ + A 

= O ,  

3 d A  2 d'U 
- -A- - -  

sin 0 d+ sin 0 dr d+ 
dW d z ~  W c o t 0 d ~  id"W DTr.-  \ + z d r . + r - - -  - + .- - o .  

dr2 ,. s inz f i  + - - r do + ;  d2 A 

4 'i 
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Ces équations peuvent encore se mettre sous cette forme 

+-  Y i  du DR r' sin 0 
dl# sin0 d+ = 0, 

I d (dY dW sin 0 )  + DM 0 +-;-- ----- 
r sin0 d+ d+ db 

= O, 

3 d A  2 d?U 
s in  0 d+ sin 0 dr d+ ilr r sin 0 dl) Vcot6 - - 

dPWr ICZW I d W s i n 0  DTr 
+-.+-L--- 

drP r do s in0  d0  + - = o .  
A 

L'équivalente de l'équation (20) du no 1.6 dans le cas où elle est 
applicable est, en se repoPtant à la théorie de la clialeiir, 

eii se rappelant qiie p représente coso. 

III. -. DE L% TRACTION ET DE L A  COMPRESSIOZV 

D'UN PxlsnrE OU C Y L I N D R E .  

20. Nous rappelleroiis que, si l'on représente par p' la pressioii sur 
un élément s~iperficiel dorit la  normale fait les angles cc, P ,  y avec les 
axes coordonnés Ox, Oy, Oz, on a 

Lorsque les niolécules d'un corps isotrope ne sont sollicitées par 
nuciine force extérieure, nous avons pour les équations de l'équilibre 
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91. Traction. - Considérons un prisme ou cylindre, maintenu par 
iine extrémité AB et dont l'autre extréiniti: CD est soumise à une trac- 
tion Q uniforniément répartie sur sa surface !2. Soient Oz l'axe de la 
pièce ou le lieu des centres de gravité de ses sections droites; Oz, Oy 
deux axes rectangulaires compris dans le plan AB. 

On a, pour la surface latérale, 

Nous allons chercher à satisfaire à toutes les conditions du problème 
en siipposant, sauf justification ultérieure, que dans toute la masse 
on a 

valeurs vérifient les équations (B), (A'), (A;) dont nous n'avons 
plus maintenant à nous occuper. En nous reportant aux nos 4 1 et 29 ,  
nous voyons que les deux premières équations (C) correspondent aux 
suivantes : 
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d'ou 

(D)  

II résulte déji, de la, que le prisme éprouve une contraction latérale 
kgale au de la dilatation longitudiiiale, résultat que Cagniard-Latour 
a confirmé par l'expérience. 

La sixième des formules (C)  donne 

d'où, en vertu des relations (D),  

ainsi donc la dilatation longitudinale est constante ; si L est la longueur 
des prismes à l'état naturel, Z.l'allongement qu'il a éprouvé sous l'ac- 
tion de la traction Q, nous aurons 

Donc l'effort de traction est proportionnel à la section du prisme 
et à son allongement proportionnel. lAe coefficient spécifique de pro- 
portionnalité, que nous représenterons par E et que  l'on déduit de 
l'expérience, a reçu le nom de coefjcient d'élasticite'. Nous avons 
ainsi 

avec la relation 

Nous avons enfin W satisfaire aux troisième, quatrième et cinquième 
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des équations (C) ; on a 

du do drv d u  div dv 
- + - = O ,  - + - = O ,  - + - = o .  
dy dx dx dz dy dz 

Si nous supposons que w est indépendant de x et y ,  u de z et y, O de 
a et x, ces conditions seront satisfaites et, en nous reportant aux for- 
mules (D) et (E) ,  nous aurons 

Remarque. - Quoique ce qui précède suppose que la traction est 
uniformément répartie sur la base, il n'y a pas lieu de s'arrêter à cette 
restriction ; car, d'après l'expérience, les effets de la traction deviennent 
indépendants du  mode de distribution des forces extérieures à une 
très petite distance de leurs points d'application; de sorte que l'équa- 
tion ( G )  s'applique au cas d'un prisme vertical dont on néglige Ic 
poids, dont une extrémitk est reiidue fixe, et qui est soumis à l'ac- 
tion d'une charge Q accrochhe à son autre extrémité. 

99. Compression. - Si l'effort extérieur change de sens ou devient 
une compression, tout ce que nous venons d'exposer requit encore son 
application ; la seule diffbence est que l'on a ici une contraction lon- 
gitudinale et urie dilatation latérale égale ail quart de cette contraction. 

5 y. - DE L I  TORSION DES PRISïIfES. 

93. Considérons un corps prismatique ou cylindrique, censé ver- 
tical pour fixer les idées, maintenu par son extrémité supérieure et 
dans le plan de la base duquel on fait intervenir des forces continues 
assujetties à la seule condition de se réduire à un couple pour qu'elles 
ne produisent pas de flexion. 
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Soient O le point fixe de l'axe Oz de la pièce; Ox, Oy deux droites 
rectangulaires comprises dans le plan horizontal du point O. 

Suivant M. de Saint-Venant, dont nous suivrons a trés peu pres 
l'analyse, la torsion est définie par uri déplacement rotatoire de 
chaque section droite dans son plan (en négligeant d'abord la défor- 
mation de cette section), prsportionnel à la distance z de la section 
au plan x Oy.  

Nous pouvons donc poser pour le point (x, y ,  z),  et en désignant 
par 0 une coiistante, 

u = 8yz, v = - 8xz. 

24. Co~~ditions relatives Ù ln su f i c e  t?alehle. - Nous avons y = go0, 
/3 = go0 - a, et, en exprimant que la pression sur la surface latérale 
est niille, 

pz, cos a + p,, sin a = O, 

Les deux premières de ces conditions seront satisfaites si nous ad- 
mettons, sous la réserve de justifications ultérieures, que l'on a dans 
toute la masse 

Soit 

l'équation du périmètre de la section droite; comme nous avons pour 
ce périmètre 
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la troisième des conditions ci-dessus se réduit A 

df df pzz - + PZY = 0- 
cix 

25. Condition relative à la base. - Cette condition sera remplie si, 
pour toutes les sections, on a 

( 7 )  pzz = 0 7  

ce que nous supposerons encore sous toutes réserves. 

26. ~ ~ u a t i o n s  de l'e'quilibre intérieur. - Si nous admettons qu'en 
un point quelconque de la pièce on ait 

les équations de l'équilibre intérieur, eu éigard aux foririules (z ) ,  ( 3  
et ( 4 ) ,  se réduisent a la suivante : 

97. Déductions de l'hypothèse de la nullité de la pression sur un éle'- 
ment quelconque perpendiculaire d chacun des trois axes coordonnes. - 
Des équations (2), (3 )  et ( 7 )  on déduit 

d'où 

( 7 0  
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Les deux premières de ces conditions étant satisfaites par les va- 
leurs ( I ) ,  il n'y a plus liéu de  nous en occuper, et il en est de mèrne 
des formules ( 2 )  et (3). 

98. Dernières conditions. - L'équation ( 4 ) ,  qui revient à la sui- 
vante, 

étant également vérifiée par 
côté. 

Nous avons maintenant 

les valeurs ( r ) ,  doit être mise aussi de 

En substituant ces valeurs dans l'équation ( I O ) ,  on troiive 

29. Aisurné des Jormules. - On voit, par ce qui précède, que le 
problème de la torsion d'un prisme se ramène à la considération des 

I 

les deux dernières étant relatives au périmitre. 
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Soit do  un élément de la base du prisme ayant pour coordonnées 
x, y; pour que les forces de torsion se réduisent à un couple, comme 
nous l'avons admis dès le début, il faut que l'on ait 

conditions arixquelles 011 devra encore satisfaire. 
Supposons que le problème soit résolu ou que l'on ait obtenu w 

en fonction de x et y, et désignons par rrt le moment de torsion 
[pZyx  du - Jpziçy du, qui est censé donné; nous aurons, eu égard aux 
formules (1  1), pour déterminer 0 ,  la relation 

La remarque que nous avons faite à la fin du no 24 recoit encore 
ici son application, c'est-à-dire que les formules que nous venons cl'é- 
tablir sont encore exactes lors même que la torsion, au lieu d'étre 
produite par des forces p,,doj, pZydo, uniformément réparties sur In 
base, l'est par un couple situé dans le plan de cette base, car les effets 
de la torsion deviennent indépendants du mode de distribution des 
forces extérieures à une très petite distance de leurs points d'appli- 
cation et ne dépendent en définitive que du moment d e  torsion. 

30. Torsion du cylindre elliptique. -- Soient Ox ,  O y  les directions 
des axes principaux 2 a, 2 b du profil elliptique ; 

l'équation de ce profil. 
La formide (6) devieri t 
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et sera évidemment vérifiée d'une manière générale par une valeur 
de w proporiionnrlle à xy. On trouve ainsi 

et, comme cette valeur satisfait aux formules (7') et ( 12 ) ,  on voit 
qu'elle donne la solution du prolileme. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, d'après la for- 
mule ( c ) ,  Les sections droites d'un cylindre circulaire restent planes 
aprés la défortnation, mais que, dans le cas de l'ellipse, chacune de  ces 
sections devient un segment d'un paraboloïde hyperbolique. On voit 
également que, dans deux angles droits adjacents déterminés par les 
axes, il se produit une saillie et un creux. 

Les formules ( r  I )  devierinent 

valeurs qui satisfont bien aux conditions (13) ,  car il est visible que 
les p,,dw , pZy dw forment deux à deux des couples. 

Enfin on dédiiit facilement des formiiles (d), eu égard aux valeurs 
connues des moments principaux d'inertie de l'ellipse, 

Les maxima des valeurs absoliies de p,,,p,, correspondant respec- 
tivement à y = b et a x = a, on voit que la plus grande valeur de la 
composante de glissement est développée aux sommets du petit axe de 
chaque section, qui sont ainsi les points dangereux, résultat complète- 
ment opposé à celui que l'on dédiiit de la résistance des matériaux. 

38. Torsion duprisme rectangle. - Nous désignerons par a n  et 2 b 
les côtés de la section dii prisme parallèles à Os et Oy.  
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En nous reportant à la condition (6),  et remarquant que 

.f(x,y) = x T a 
. 

pour les faces perpendiculaires à O x  et 

f ( x , ~ )  = Y  T b 

pour les deux autresfaces, et enfin ayant égard aux valeurs ( 1  I ), nous 
avons 

+ ey = O, pour x = 'a, quel que soit y entre b et - b,  
( A )  I " 

5x2; O, poury==k b, quel que soit xentre a e t  - a. 

Si nous posons 

( B )  - w=-eyxf w', 

ces conditions deviennent 

pour x = & a ,  

(A') 
- = 2 0 x  pour y = &  b ,  

et l'équation ( I  2 )  

En désignant par q un nombre quelconque et par A une constante 
arbitraire, cette dernière équation est satisfaite par 

(4 w'= 8A(eqy- ex) sinqx. 

Pour que cette valeur satisfasse à la première des conditions (A'), il 
faut que l'on ait cosqa = O , .  ce qui exige que q soit un multiple im- 

pair de -. Si donc i désigne un nombre .entier quelconque compris 
2 

entre zéro et l'infini, l'équation (12') et la première des conditions (A') 
seront satisfaites par 
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Portant cette valeur dans la seconde des conditions (6), on troure 

Si nous multiplions cette équation par sin z t - n - dx, et si nous (. ) a 
intégrons ensuite entre les limites x = O ct x = a ,  tous les termes 
autres que celui qui renferme A,i+, s'annuleront et  nous aurons pour 
déterminer ce coefficient 

Nous avons donc 

puis 

et enfin, d'après les forniules ( I  i ), 

1.a pression pz, change seulement de signe quand on y remplace y 
par -y; il en est de même de pz, quand on y remplace x par - x. 
On voit ainsi que les pressions élémentaires p,,dw, p,,do forment 
respectivement des couples, condition qu'il était utile de vérifier. 

Pour obtenir le moment de torsion, nous ferons dw = dxdy dans la 
dw dw 

formule (1 4 ) ,  après y avoir remplacé - , - par leurs valeurs (G),  puis 
dx d y  
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OU, en remplaqant A,i+, par sa valeur (D), 

31L r6a3b ( H )  3 

Nous allons examiner maintenant deux cas parhicdiers. 
i 0  Cas d'un prisme d'une épaisseur très petite. - Si a est suffisam- 

ment petit par rapport à b, les exponentielles négatives peuvent ètre 
négligées, et  l'on a 

2 O  Cas d'un prisme à base carrée. - Nous avons dans ce cas b = a ,  
et en remplaçant dans la formule (E)  A,i+, par sa valeur (D),  on 
trouve 

x Y En formant un tableau des valeurs de pour des valeurs de -. 
a a 

croissant de à A, M. de Saint-Venant a reconnu que w est nul 
pour x =y; et, comme on a aussi w = O pour x = O et y = O, on re- 
connaît que la surface de la section droite dbforinée présente une suc- 
cession de creux et de saillies, qu'un creux est séparé des deux saillies 
adjacentes par un axe et une diagonale. 

M. de Saint-Venant a obtenu polir le moment de torsion 
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Or, :a* est le moment d'inertie de la section par rapport à son centre; 
on voit ainsi que, pour faire cadrer la théorie mathématique de l'élas- 
ticité avec celle de la résistance des matériaux, il faut multiplier le 
moment de torsion par 0'84. 

M. de Saint-Venant a trouvé aussi que le maximum de pz, et p,, ne 
correspond pas aux sommets du carré, comme on l'admet ordinaire- 
ment, mais bien aux milieux de ses côtés. 

33. L'axe d'un prisme ou cylindre sera, pour nous, le lieu géomk- 
trique des centres de gravité de ses sections droites. 

Considéroris (fg. 6) un prisme qui, à l'état naturel, est encastré 
horizontalement à l'une de ses extrémités 0 ; désignons par 

O x son axe; 
Oy la verticale du point O ; 
O z  la perpendiculaire au plan xOy qui est censé être un plan de sy- 

métrie ; 
Fig. 6. 

a et fi la longueur et la section de la pièce ; 
1 le moment d'inertie de la section Q par rapport à une parallèle Gz' à 

Oz menée par son centre de gravité G. 

Sous l'action de forces verticales uniformément réparties sur sa base 
libre, le prisme fléchira, son axe restera dans le plan xOy et prendra 
la fornie d'une courbe OA tangente en O à Ox.  Soit P la résultante des 
forces extérieures. 
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THÉORIE MATHÉYATIQUE DE L'ELASTICJTÉ. 325 

33. condilions relatives a la suface late'rale. - Nous avons ici 

Les conditions ( a )  seront satisfaites si dans la masse 011 a 

comme nous le supposerons dans ce qui suit, sauf à établir ultérieure- 
ment les conditions qu'il faut remplir polir qu'il en soit ainsi. 

Les équations de l'éqnilihre intérikur se réduisent alors aux sui- 
vantes : 

Les Pquations ( 1 )  se réduisent aux suivantes 

_Nous n'avons plus ainsi a nous occuper des équations ( 1 ) .  
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34. Hypothèses. - Pour chercher à faire cadrer la théorie mathé- 
niatique de l'élasticité avec la théorie de la résistance des matériaux. 
Nous poserons 

$,=A, +&y, 

en désignant par A, une constante et par A,  une fonction de x. 
Consiclérons maintenant la portion d u  prisme comprise entre son 

extrémité A et Lin point G'de OA ou G de Ox,  et soit G'z' la parallèle 
en G' à Oz. 

Nous avons d'abord 

d'où A,  = O ;  il suit de là que l'axe du  pisme n'a pas éprouvé de dila- 
tation ou que sa longueur n'a pas varié; c'est pourquoi on le désigne 
souvent sous le nom d'axe neutre. 

En prenant les moments par rapport à G'z', on a 

2 P ( a - x )  A - - -  
- 5 A I '  

En désigiîant par f (y, a )  une fonction arbitraire de y et z ,  cette der- 
nière équation donne 

On en dédilit également 

d2 LL - 2 P --- - - ( a  - x); dx dy 
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or l'équation .( 2') revient A la suivau te : 

Le second terme de cette Bqiiationrepréseiite la courbure 1 d'une 
P 

file qiielconque de molécules primitivement parallèles à O x ,  au point 
correspondant à l'abscisse a, et par cotrséquent la courbure de OA en 
G'. En se rappelant que A = iE, l'équatio~i ( 5 ' )  revient à la formule 
contlue 

de la théorie de la résistance des matériaux. 
La double équation (3) ,  en ayant égard à la valeur ( 5 ) ,  donne 

en désignant par g(x, z ) ,  +(x, y) deux fonctions arbitraires. Mais, en 
raiS.on de la symétrie, w doit seulement changer de signe avec z ,  de 
sorte que la formule (df) se réduit à la suivante : 

La relation (1') donne 
do dw - + - = o  
d.z dy 
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328 THEORIE MATHEMATIQUE DE L'ÉLASTICITÉ. 

et, en substituant dans cette équation les valeurs (ci) et (7 ) ,  

d'où \ 

en introduisant une nouvelle fonction arbitraire ~(x). 
La formule (d) devient ainsi 

P (a-x)(y2-a2) v=  -[ A 1 
20  + xi.)] 

La relation (a),  qui est l'équivalente de  l'équation ( z ' ) ,  donne, en 
y substituant les valeurs (6) et ( P ) ,  

d'ou, en représentant par h et k deux constantes, 

L'équation (P) devient ainsi 

mais, pour m = O, y = O, z = 0, on doit avoir v = O, = O, d'après 
d x  

le mode d'encastrement, ce qui exige que ir et k soient nuls. 
Il nous reste donc 

P 
O = -  2oAI[(a-m)(ya-z2)+- ic  ( a -  ;)x2] 

L'équation ( 2 " )  OU 
dzw $ U  - 
dx4 + = O 

est satisfaite par les valeurs (6) et (7 )  
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T H ~ O R I E  M A T A É M ~ T I Q U E  D E  L'BLASTICITG. 329 
Ainsi donc, jusqii'h présent, les éqiiations ( r ) ,  ( i'), ( 2 0 ,  ( 2") sont sa- 

tisfaites, et, en récapitulant, nous avons 

Nous remarquerons que f (y, a )  doit être une fonction paire de a 
pour que pz, change d e  signe avec z, et que la condition Jp,,dw = O 

est satisfaite. En portant les valeiirs ( I O ) ,  ( I  1), (12)  dans l'équation (z), 
on trouve 

équation dont l'intégrale générale est 

i représentant le svmbole \ l y e t  F, F, deux fonctions arbitraires. 
Les équations ( 1  r ) et (1 2) deviennent, par suite, 

Or pz, doit seulement changer de signe quand y remplace a  par - z ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



330 THEORIE MATHÉMATIQUE DE L ~ ~ L A S T I C I T ~ .  

ce qui exige que l'on ait Ff(y) = F',(,y); alors on a simplement, en po- 
Y.( .Y) ,  sant F1(y) = - 

2 

On voit que p,, conserve la même valeur quand on y remplace z par 
- z, ce qui devrait être. 

11 nous reste maintenant à considérer la condition ( A )  relative à la 
surface dont nous ne nous sommes pas occupé jusqu'ici. En remar- 

dz quant que - cotp = d ,  cette condition devient 
Y 

I 

Supposons que l'on développe la fonction x suivant les puissances 
ascendantes de z ,  nous aurons 

n étant ufi noinbre entier positif dont la limite inférieure est l'unité. 
L'équation ( r  3 )  devient 

En renqdaqarit z par sa valeur en fonction de y d4duite de l'équa- 
tion di1 périmètre de la section, on aura une équation entre ~ ( y )  et y, 
à laquelle on devra chercher à satisfaire, si cela est possible, en se 
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laissant guider par la nature du problème sui  le choix de la lirnitc. 
supérieure, s'il y a lieu. 

Enfin nous avons mcore à satisfaire à cette dernière condition, 

. 
l'intégrale se rapportant à toute l'étendue de la section.. 

En ayant égard à la valeur (1 1') et en désignant par 1' le moment 
d'inertie de la section par rapport .à la parallele à O y  menée par son 
centre de gravité, l a  condition précédente revient a 

Si l'on se donne la forme du  périmètre, la dtitermination de la fonc- 
tion % ( y )  qui doit satisfaire aux équations (16) et ( 1 7 )  ne sera pas sans 
présenter, en général, de grandes difficultés; c'est pourquoi nous 
allons d'abord chercher à résoudre le problème inverse en nous don- 
nant une forme particulière de cette fonction, pour déterminer ensuite 
la forme de la section qui y correspond. 

Soit donc, en désignant par K une constante, 

L'équation ( 1  6 )  devient 

équation homogène dont l'intégrale est 

La section, censée pris9 i l'encastrement, est donc symétrique p:ir 
rapport à O z .  Pour qu'elle le soit par rapport A Oy, cominr noris 
l'avons admis dans tout ce qui pr6cède, il faut que l'exposant de s sous 
le radical soit un nombre pair, et que ce nonlbre ne soit pas inférieur 
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A - 2 pour que y ne devienne pas infini pour z = o. Si 2m dbsigne ce 
nombre pair, nous aurons 

en siibstitiiant à K sa valeur 

En ayant égard à cette v;ileur, ainsi qu'a la relation ( r a ) ,  il est facile 
de voir que la condition ( 1  7 )  peut se mettre sous la forme 

(2.) 51(4 + 3m) = I'(m - r ) ,  

et, comme m ne peut pas être inférieur à - 1,  il faut qu'il soit supé- 
rieur à l'unité et meme à deux imités, pour que ( 1  9) ne représente pas 
deux droites. Comme y s'annule avec z ,  on voit que le point O sera un 
point multiple pair pour le profil, ce qui n'est pas physiquement réa- 
lisable. Il est clair que y s'annulera en outre pour 

On reconnaitra sans peine que l'on a 

et la condition ( 2 0 )  se réduit à 
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équation qui, si l'on pouvait la résoudre, ferait connaître C lorsque 
l'on se done m > 2. 

Supposons maintenant que x soit une constante que nous représen- 
9 h  terons par -, l'équation ( i 6)  devient 
20 

d z 2 ( g y 2 - z 2 + g h ) -  2 z a d y 2 = o .  
Posant 

yZ + h = u, a2 = v, 
il vient 

dv(gu - v) - 2 v  du = O, 

équation homogène que L'on intégrera en posant u = GV. 
On trouve ainsi, en désignant par C une constante arbitraire, 

Pour que le profil soit symétrique, il faut que C et h soient nuls; 
mais alors il se réduit à deux droites, ce qui est inadmissible. 

VII. -  ES VIBRATIONS DES PRISMES ET CYLIIVDRES. 

35. Considérons un prisme ou cylindre, censé vertical pour fixer les 
idées, et qui ne soit soumis a l'action d'aucune force extérieure; soient 

Oz son axe de figure ou le lieu géométrique des centres de gravité de  
ses sections droites; 

AB la section en O où un encastrement est censé avoir lieu; 
CD la section terminale du prisme, 
Z sa longueur ; 
O z ,  Oy deux axes rectangulaires situés dans la section d'encastre- 

ment AB. 
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36. Vibrations longitudinales. - Supposons que le prisme, a la 
suite d'une friction longituctinale répartie d'une manière quelconque 
sur sa paroi latérale, soit abandonné a lui-même; il exécutera une série 
d'oscillations longitudinales, et, en s'appuyant sur l'expérience, on est 
conduit à supposer u = O, o = O, mais sous toutes réserves. 

Noiis avons ainsi 

En posant 

il est facile de reconnaître que les équations de l'équilibre intérieur 
en ne tenant compte que de l'inertie se réduisent aux deux suivantes : 

Il est visible, d'après les deux premières des équations (3),  que w se 
composera de deux termes, l'un fonction de t et de z seulement,, l'au- 
tre de t ,  x, y sans z. Nous laisserons de côté ce second terme, parce 
qu'il n'a rapport qu'à un cas particulier d'un problènle plus général 
que nous chercherons à résoudre dans l'article suivant. 

Ainsi donc nous supposerons que w est indépendant de x et de y. 
La seconde des équations ( 3 )  devient alors 

et est satisfaite par 

Q w =  Acos-(a + y )  cosq(t + r), 
k @  

en désignant par A ,  q ,  y, .r quatre constantes. 
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ill:iis, poiir la base, on duit avoir 

ou, en vertu des f6rmules ( i), 

ce qui exige que, en désignant par i un  nombre entier, 

Nous avons donc, au lieu de l'équation ( 5 ) ,  la suivante : 

Si p' est la pression qiie l'on doit exercer sur la surface pour que les 
choses se passent comme nous l'avons supposé, i l  faut que l'on 
ait 

p,=p,,COSCZ, py=1î3yS117Ci 

ou, d'après les deux premières formules ( i ), 

pression qui est normale, mais qui ne peut être ni nulle ni constante, 
quelle que soit la forme d u  périmètre du pr ime.  

Ida solution que 11011s venons de donner, quoique due A nos plus 
grands géomètres de ce siècle, nous paraît donc insuffisante. 

37. Vibrations ~ransversales. - Cot-iservons les notations qui précé- 
dent, en admettant que lti mode de vibrations soit le résultat d'un choc 
latéral, mais supposons maintenant w = O, pz, = O ,  d'oii 

dit du A = - + - =  o.  
dx dy . 
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Les équations (18') du no 16 se réduisent, cu egard h la précé- 
dente, 

( 4  

Si, en désignant par G une fonction de x, y, z, nous posons 

l'équation ( 1 )  sera vérifiée et les équations ( 2 )  se réduiront a la  siii- 
vante : 

1.es composantes tangentielles 

doivent ètre nulles sur la surface latérale; on satisfera à cette condi- 
tion Si l'on admet que dans l'intérieur de la masse : i 0  la fonction c es1 
indépendante de z ; 2" que 

L'équation (4) se réduit alors la suivante : 
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qui est satisfaite par 

en désignant par A ,  s, YI, r quatre constantes. 
Il vient 

A9 4 4 u = -  - C O S ~ ( X - I - E )  sin--(y+q)cosq(t +T), 
k\lS k \ / z  

( 7 )  
k \ /z  

v = 4 9 s i n - ( x + ~ ) ~ o s ~ ( y + ~ ) c o ~ q ( t + ~ ) ;  k\/S k \ la  k \ / z  

puis 
Aq2 q 4 

p,= h F ~ i n - ( ~ +  E )  sin - (YI -w)cosq ( t+~) ,  
k f i  k f i  

( 8 )  p,, =-ATsin-- Ag5 4 (x+~)s in-(y+ul)cosq( t+r]) ,  9 
k k f i  k f i  

PZ& = 0. 

Les conditions relatives à-la surface latérale se réduisent à 

d'où 

Cette pression sera normale, mais ne sera généralement pas nulle, 
comme on devrait l'exiger. Elle le sera 'cependant dans le cas d'uil 
prisme à base carrée dont le côté serait za ,  à la condition que l'on ait 

en désignant par'i un nombre entier. On peut déduire de là des coiisé- 
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quences plus ou moins intéressantes auxquelles nous ne croyons pas 
cependant devoir nous arrêter. 

38. Gér~éraldés. - Considérons un solide homogtne, limité, d'une 
part, par deux portions de surfaces parallèles, auxquelles nous donne- 
rons le noin de  faces, et de l'autre par une silrface conoïde ou confour 
suivant laquelle le solide pourra être maintenu s'il y a lieu. En admet- 
tant que la distance E des denx faces soit aussi petite que l'on voudra, 
le solide dont il s'agit sera pour nous une membrme élastique. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que les deux faces ne sont son- 
mises A aucune pression, mais que les molécules de la membrane sont 
soumises à l'action de forces extérieures proportioiinelles à leurs 
masses, en y comprenant l'inertie quand il y aura lieu de la faire 
intervenir. 

Comme les deux faces sont très voisines l'une de l'autre, nous pour-' 
rons admettre sans erreur sensible qu'elles restent parallèles après la 
déformation et que leur distance n'a pas varib. 

Soient Z, m, n les cosinus des angles cc, P, y,  que forme, avec les trois 
axes, la normale au point (x, y, Z )  de l'une des faces déformée ou non 
selon la nature du problème que l'on a en vue de résoudre: 

Les conditions relatives aux deux faces, sur lesquelles, comme i~ous  
l'avons dit, il ne s'exerce aucune pression, seront satisfaites si nous 
admettons, sauf justification iiltérieiire, que nous ayons dans toute la 
masse 

( lpxx + mp, + npx, = 0, 

Considdroi-is maintenant un élément de volrime de la membrane dé- 
terminé par un prisme parallele à O z  ayant polir hase cfr dy. Si l'on 
reinarque que l'épaisseur de la membrane estimée parallèlement à Oz 

est -, et si l'on applique à l'élément consiclkré, pour exprimer les con- 
n 

ditions d'équilibre, la mèine méthode que pour le paiallélépipède élé- 
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mentaire, on trouve, sans difficulté, les équations suivantes : 

Si l'on porte dans la dernière de ces équations les valeurs de p,,, 
p,, déduites 'des deux 
sultat 

d P x x  
n 

- 1- dx 

premières des éq&tions ( r ) ,  on obtient le-ré- 

mais, en ayant égard aux deux premières des équations (z), on recon- 
naît sans peine que le résultat ci-dessus se réduit au suivant : 

équation que l'on peut substituer à l'une des derlx premières équa- 
tions ( Ï )  ou à la dernière des équations (2). 

Si entre les équations ( 1 )  on élimine p,,, p,,, on arrive à la sui- 
vante : 

Dans la plupart des cas, on pourra substituer à 1, m, n leurs valeurs 
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déduites de  l'équation 

de l'une des faces, lorsque la membrane est à l'état naturel, savoir : 

df - df  g 
(6 )  - ,  d;C m = Y  d du n = - ,  

O a O 

en posant 

Dans tout ce qui suit, rioiis ne nous occuperons que cles membranes 
primitivement planes. 

39. De I'équilibre d'élasticité d'une membrane plane. - Si nous 
prenons l'une des faces, a l'état naturel, pour plan des xy, et si 
nous négligeons les effets de la déformation, nous aurons 1 = O, m = O ,  

n = r ,  et les équations ( I ) ,  (3 )  et (4)  nous donneront 

0 1 1  voit ainsi que la membrane rie peut se trouver en équilibre que si 
les forces qui sollicitent ses molécules sont paralléles aux deux faces. 

La troisième des équations ( 2 )  étant satisfaite, il nous suffit de  con- 
\ 

sidérer les deux autres qui deviennent 

Les trois premières des équations ( 7 )  nous donnent, en faisant inter- 

(') La condition pz,= o exige que l'ellipso~de des pressions se réduise à une 
ellipse,; de sorte que, dans la membrane, une pression principale est nulle. 
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venir les déplacements élastiques, 

En ayant égard à la troisième de ces relations, on voit que 

et les équations (8) deviennent 

d2u (s!!?+5- + 3 - = 3 - Y .  d2 v D 
dys dxdy dxP h 

40. De la répartition des eforts e'lastiques dans une membrane plane 
e'galement tendue dans tous les sens. - Supposons que la membrane ne 
soit sollicitée par aucune force exterieme, ou que X = O, Y  = O, mais 
que, par suite d'une disposition spéciale, on lui fasse subir une tension. 
normale uniforme r sur tout son contour. soit ip l'angle qiie forme la 
normale au point (x ,  y) du contour avec 0 2 ;  en remarquant que T 
doit être considéré comme une pression négative, nous avons, en invo- 
quant le théorème des composantes normales réciproques, 

- r sin? = pD cosy + p,cosrp; 
d'où 
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Ainsi, nous aurons à satisfaire aux équatioiis 

et à la condition ( r  2). 

Si la membrane est circulaire et si l'on place l'origine des coordon- 
nées à son centre, on a évidemment p, = O ;  la condition (12) est sa- 
tisfaite par les valeurs 

P.rx = Prr = - T 9 

qui satisfont égalernerit aux deux premières des équations ( A ) .  
Les deux suivantes le sont aussi par 

et le déplacement en chaque point est aussi dirigé suivant le rayon, 
comme cela était visible apn'ori. 

Ides cinquième et sixième des équations ( A )  exigent que w soit iiidé- 
pendant de x et y; enfin la dernière donne 

Ce dernier résultat parait paradoxal au premier abord, car il semble 
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que w doit être nul sur le contour. Mais il faut remarquer que le 
mode d'encastrement latéral n'est pas absolument fixe sur toute 
l'épaisseur de la membrane. Considérons, par exemple, le cas simple 
du  tambour de basque; w doit être considéré comme nu1 sur la face 
adjacente à la monture; mais on a le seiitiment que la tension doit 
avoir pour effet de faire éprouver une diminution à l'épaisseur de la 
peau. D'après la formule ( 1  3) ,  la réduction relative de cette épaisseur 
est 

en nous rappelant que E représente le coefficient d'élasticité. 

41. Vibmtions transversales d'une membrane plane. - II y a lieu 
dans cette question de tenir compte de la déformation de la mem- 
brane, censée réduite à l'etat d'une surface élastique; ce qui veut dire 
que i, m doivent être considérés comme des quantités du premier ordre 
et que l'on a n = 1, en négligeant les termes du second ordre. 

Nous supposerons que u = o, o = O et que w est indépendant tle z ;  
d"w 

de plus, que X = O, Y = O, Z = - - . 
dt" 

- On voit sans difficulté que p,, = O, pyy - 0, pz, = 0, p, = 0 9  et 
ensuite crue 

Les deux premières des équations ( 2 )  sont satisfaites, et les équa- 
tions ( 3 )  le sont aussi. Il ne nous reste donc que la troisième des 
équations ( 2 )  qui devient 

cette équation est satisfaite par 

en désignant par m, n,  A,n,,, X ,  o des constantes arbitraires. On ob- 
tiendra une solution plus générale de l'équation ( 1  3 )  en prenant pour 

4 8 
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w la somme des valeurs que l'on obtient, en donnant dans l'expres- 
sion ( r  4 )  toutes les valeurs possibles aux constantes arbitraires, soit 

( r  5 )  w - BA,n,,sirim(x + X )  s inn(y  + v )  sink \lm2 t n2( t  + t). 

Si la membrane est encastrée suivant son contour dont l'équation en 
x, y est censée donnée, on devra avoir 

dw pour ce contour. Soient f ( x ,  y ) ,  f , (x ,  y) lesvaleursinitiales de w et clt, 

qui sont aussi cles données de la question; nous devons avoir 

( f (x ,  y) L ZA,,. sinm(x + X )  sinn(y + n )  sink dm2 + n2r, 
'7 )  \ f ,(x,  y) = ~k\ / rn"  trr2sinm(û.i- ~ ) s i n n ( y  + r l )  cosk\imz+ n2r .  

1,es valeurs des constantes se détermineront au moyen des conditions 

(16) et ( '7)-  
. . 

49. Cas d'une membrane rectangulaire. - Nous prendrons le centre 
de la membrane pour origine des coordonnées et les axes Ox ,  Oy res- 
pectivement parallèles aux deux couples de côtés 2 a et 2 b. 

L'équation (13)  et la condition (16) relative au contour seront 
satisfaites par 

. i n x  . i 1 G y  \ w = C  sin - s1n - a b 
(4 

en désignant par i, i' deux nombres entiers quelconques, par Mi, j , ,  Ni,,l 

deux constantes arbitraires. 
Les conditions relatives à l'état initial seront exprimées par 

- i x x  . iln.y ( f (x, y) = M , ~ ,  sin - n sin -. b 

(19) 1 h(r, Y )  = nsxMi, , \ /< + esin esin-. 
a b2 n b 
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inx i l n y  
Si l'on multiplie ces deux équations par sin - siii % dx dy, et que 

a 
l'on effectue ensuite l'intégration entre les limites x = O, x = a ,  y  = O, 
y - b, on reconnaît, sans difficulté, quel'on a . 

i x x  i l n y  Mi,,/= $ l a d z ~ b f ( x ,  y)sin-  a sin- b d x d y ,  

(24 4 6 i x  i lnay  
Nisir = f, (x, y) sin -- sin - dx dy, 

n b 

et le problème se trouve ainsi complètement résolu. 

Cas de la membrane carrée, en supposant nulle la vitesse initiale. - 
Nous avons' ici 

a = b, f,(x, y )  = O ,  O 

et, par suite, 

iax i ' n v  7 ~ k  - w = C M , ~  sin - sin -cos - di2 + P t .  
a b a 

Supposons que, en désignant par v un nombre entier quelconque, 
on puisse trouver des valeurs entières de i, i' satisfaisant à l'équatibri 
indéterminée 

Jl'ensenible des termes de la série (21 )  se rapportant à la valeur v 
correspondra à un inêine son, et 17éqiiation générale des lignes no- 
dales, donnée par w'= O, quel que soit t ,  sera 

. i n x  . i ' n y  
sin - sin - = O ,  a b 

le signe se rapportant ici uniquement à la somme des termes pour 
lesquels l'équation ( 2  a )  est satisfaite. 
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IX. - DES CYLINDRES CIRCULAIRES. 

43. Equilibre ci'elasticite' d'une enveloppe cylindrique soumise à l'ac- 
tion d'une pression normale constante sur sa surface 'intérieure et d'une 
pression semblable sur sa surface extérieure. - Soient r,, ri le rayon in- 
térieur et le rayon ex térieur de l'enveloppe ; Po, Pl la pression inté- 
rieure et la pression extérieure, la première étant censée supérieure 
la seconde, et de telle manière que 

Nous supposerons que l'enveloppe est terminée par des fonds plats 
, ou courbes, ajustés de manière qiie toute section aiinulaii-e éprouve 
une traction uniforme F paralléle à l'axe, ce qui établit la relation 

d'ou 

( 1 )  

Dans les circonstances actuelles, on a évidemment V = O, et U et W 
sont indépendants de 8.  Nous admettrons, sauf justification ultérieure, 
que U ne dépend que de r et W et z. Comme on a ici R = O, T = O ,  

Z = O, les formules (26) et (30) du  no 18 se réduisent aux sui- 
vantes : 

La seconde des équations (17) du no 9 est satisfaite d'elle-mème. 
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La troisième se réduit a 

ou 

et enfin A 

( 4 )  W = Cz,  

en désignant par C une constante et pla~ant l'origine au milieu de 
l'axe. La première des équations ( I  7 )  du numéro précité devient 

équation homogène dont l'intégrale est 

en désignant par A et B deux nouvelles constantes. 
En portant les valeurs ( 4 )  et ( 5 )  dam les équations (;) et ( 3 ) ,  on 

trouve 

Mais on doit avoir p,, = Po pour r = r,, p,, = p ,  pour r = r, , et 
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pz, = - F; on a ainsi les relations 

d'où l'on déduit 

( 4 )  

et L'on voit que l'enveloppe est uniformément dilatée dans toute son 
étendue. 

La seconde des formules (3') donne enfin 

( 6 )  
P r -  R ~ ~ : ( P ~ - P , )  

- Ptt= r 2  - + r J ( r : - r t )  ' 
1 O 

d'où résulte que la section méridienne éprouve une traction variable 
dont le maximum a lieu vers la paroi intérieure ou pour r = R,. 

Si nous égalons ce maximum à l'effort llastique r que l'on ne doit 
pas faire dépasser à la nature, soit pour ne pas atteindre l'élasticité, . 
soit pour obtenir une sécurité convenable, on trouve la relation 

Po-Pl comme, dans les applications, le rapport - est généralement tres - ,* +Po 
petit, on peut prendre simplement 
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d'où, en désignant par e l'épaisseur r, - ro, 

ce qui est précisément la formule à laquelle conduit la théorie de la 
résistance des matériaux. 

44. Virole serrée à chaud sur une autre virole ou sur un cylindre. - 
r 0  Considérons d'abord le cas de deux viroles; soient, A l'état na-  
turel, r,, r', les rayons intérieurs et r,, r', les rayons extérieurs de la 
grande et de la petite virole; N l'action mutuelle par imité de surface 
des deiix viroles après le serrage. 

A cela près, conservons les notations qui précèdent. 
Les formules (4), (5) et (3') sont applicables à l'une e t  à l'autre 

virole, en y supposant pz, = o. 
En ce qui concerne la virole extérieure, on a p,, = O poiir r = r, , 

p,, = N pour r = ro; d'ou 

et poiir la valeur U, de U à la surface intérieure, 

Pour obtenir la valeur U', de U à la surface extérieure de la petite 
virole, il suffira évidemment de changer dans la formule précédente r, 
en r', et ro en r', , ce qui dorme 
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La condition pour que les viroles soient adaptées l'une siir l'autre 
est exprimée par 

r, + U, = r', + U', , 

et l'on a tous les éléments voiilus pour déterminer N ,  par suite, les 
composantes p,, dans les deux viroles. 

Si l'on se donne la valeur maximum de ces composantes, on aura 
une  équation qui permettra de déterminer r, - r', en fonction de 
r, , r',, et de r, ou r', , et, par suite, la température minimum à laquelle 
on doit porter la virole extérieure pour qu'elle puisse s'ajuster sur 
l'autre. 

a0  Dans -le cas d'lin cylindre intérieur, i l  faut que B = O pour 
que p,, e t  .p,,ne deviennent pas infinis pour r = O; ces deux pressions 
sont alors constantes et égales a N, et l'on trouve 

3 N ,  U', = - 

En siibstituant les expressions (7)  et (7") dans la formule (8), le pro- 
blème se trouvera'complètement résolu.- 

43. Vibrations tournantes d'un cylindre circulaire: - Reportons-nous 
aux équations du no 18 bt supposons que, après avoir fait subir au 
cylindre une torsion, on l'abandonne ensuite a.lui-même : il exécutera 
une série d'oscillations tournantes. 

Cherchons d'abord à satisfaire aux équations (28 ), en posant U = O, 
V = rG, W = O et représentant par G une fonction de Z et de t .  

La formule (26)  donne . 

A =  0 ;  
nous avons d'ailleurs 

dV ds 
X = O ,  w = o ,  < = - 2 ~ ,  R = o F  T = - - = - r -  W = o .  dt dt' 

La première et la troisième des équations (28) sont satisfaites. 
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La seconde se réduit à 

Les formules ( 27) donnent 

do Xr- 
dz 

On voit déjà que la pression sur la surface latérale est nulle. 
Si la base est libre, on satisfera à l'équation ( a )  et à la condition que 

pz, soit nul sur cette base en prenant 

inz  i x k  c=Aicos-cos-t, 
1 1 

I étant la longueur du prisme, i un nombre entier quelconque et Ai une 
constante. 

On a ainsi 
in; isck V = Air cos -cos - t 

1 I 

et, plus généralement, 

46. Bquilibre d'élasticité d'une enveloppe sphérique soumise 6 ïaclion 
d'une pression normale constante sur sa surface intérieure el d'une pres- 
sion semblable sur la surface extérieure. - Soient 

r, ,  r ,  le rayon intérieur et le rayon extérieur de l'enveloppe; 
Po, P, la pression intérieure et la pression extérieure, la première 

étant censée supérieure à la seconde. 

49 
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Nous nous reporterons au no 19 et en supposant R = O, nI= O, 
T= o. Il est évident que les déplacements moléculaires produits 
par les pressions sont dirigés suivant les rayons et qu'ils ont la mème 
valeur pour tous les points d'une sphère concentrique comprise 
entre celles qui limitent la couche; ce qui revient à supposer V = O, 
W = O et à considérer U comme étant uniquement fonction de r. 

Les équations ( 3 4 )  et (35) du no 19 nous donnent alors 

La seconde et la troisième des équations (19) du no 10 sont satis- 
faites, et il ne reste que la première, qui se réduit à la suivante : 

d'ou, en vertu des valeurs (1), 

et enfin 

Ainsi donc la dilatation cubique est constante; en la désignant 
3 A  

par T, nous aurons 

I 
et, en représentant par B une autre constante, 
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La seconde et la troisième des équations ( r )  donnent, par suite, 

Nous avons maintenant, pour déterminer les constantes A et .B,  les 
relations 

4 B P I = 5 A - , >  
' 1 .  

d'où 

Si nous supposons que l'on ait 

les coefficients A et B seront négatifs et la plus graiide valeiir de Iti 

traction - p,,,, développée dans la masse correspondra à r = r,. Si 
nolis désignons par I' la valeur de ce maximum, censée cloii née, égale 
au plus à celle de  l'effort au delà de laquelle la matière tendrait à sr 
désagréger, nous aurons 

2 (Pori -Plr i )+  (Po- P1)r:. r =  2(r; - r i )  9 

on déduit de là 
1 

Po - P Comme généralement, dans les applications, est une petite frac- 
O 
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tioii, on peut réduire cette formule i la suivante : 

d'où, en désignant par e l'épaisseur r, - r,, 

soit la moitié de l'épaisseur obtenue au  no 43 pour une enveloppe 
cylindrique. 

47. ~ ~ u i l i b r e  d'une croûte planéiaire. - Nous supposerons que la 
croûte est sphérique, que son épaisseur est uniforme, qu'elle est sou- 
mise à l'action de la gravité et de deux pressions constantes respecti- 
vement extérieure et intérieure. 

Soient 

r,, r, les rayons extérieur et intérieur de la croûte ; 
P, , Po les pressions extérieure et intérieure auxquelles elle est soumise ; 
g l'accélération de la gravité a sa surface. 

Comme dans la question précédente, nous aurons V = O, W = O ;  

U ne dépendra que de  r. Des équations ( 3 4 )  et (35) du no 19, on dé- 
duit, comme ci-dessus : 

La skonde et la troisikme des équations (rg) du no 10 sont satis- 
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faites; la première, la seule que nous ayons à considérer, se réduit à 

d'où 

et en désignant par A une constante arbitraire et par Ii le poids spéci- 
fique Dg de la matière, 

En vertu de la première des équations ( 1  ), la formule ( 2 )  donne 
successivement, en désignant par B une nouvelle constante arbitraire, 

La seconde des équations (1) donne, par suite, 

I I  nr2 p,, = - - - a B + 4 A  - -. 
30 r ,  r A 

Les constantes A et B se détermineront par les conditions suivantes : 

47 .  7zbrations radiales d'une enveloppe sphérique. - Considérons 
une enveloppe sphérique soustraite à l'action de toute forceextérieure, 
e t  supposons qu'à un instant quelconque, que nous prendrons pour 
origine du temps, ses molécules vibrent suivant les rayons, et que ces 
vibrations ne dépendent que de la distance au centre. Cherchons L 
voir si ce mode de vibrations pourra se perpétuer indéfiniment. 
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Dans les formules du no 19, nous devrons supposer V = O, TV = O, 
M = o , T = o e t  

& U  R = - .  
dt" 

Nous devrons admettre que U et A sont indépendants de 6 et +. 
La deuxième et la troisième des équations (37) du numéro précitk 

son1 satisfaites. T,a première, eu égard à la formule ( 3 4 ) ,  donne 

en posant, pour a ldger ,  

Soient 

y un nombre quelconque, 
E une constante arbitraire; 
X une fonction de r. 

En substituant dans l'équation ( r )  l'expression 

on trouve 

- 2 dX a - X + ; d ; + ( %  dr2 - ; )X=O. 

Les constantes introduites par l'intégration de cette équation de- 
vrou t satisfaire aux conditions p,, = O, pl., = O, p,, = O, pour les 
rayons intérieur r, et extérieur r, de l'enveloppe. Mais, d'après les 
bquations (35) du no 19, la seconde et la troisi.ème de ces conditions 
se trouvent vérifiées d'elles-mêmes et la première revient à la suivante : 
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Si l'épaisseur e = r, - r, est suffisamment petite, l'équatioii ( 4 )  se ré- 
duit approximativement à la suivailte : 

que l'on sait intégrer. 

FIN. 
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NOTE 

On désigne généralement sous le nom de semi-JEuides LUI système 
matériel formé de la juxtaposition de corps solides, dont les di- 
mensions moyennes sont petites et ne varient des unes aux autres 
qu'entre des limites relativement restreintes ; le sable de rivière est 
le type des semi-fluides. 

Lorsqu'un pareil système sera en équilibre, il ne tendra à se dé- 
placer que si, en un certain nombre de points de contact de ses $lé- 
ments, les actions mutuelles tangentielles atteignent la valeur du frot- 
tement de glissement. 011 peut admettre que le coefficient de ce 
frottement a sensiblement la même valeur d'un point à l'autre de la 
iiiasse. 

~ ' i l s ' a ~ i t  d'un v,olume serni-fluide considérable, on peut le supposer 
divisé en parties telles que, tout en renfermant un nombre notable de 
corpuscules, leurs dimensions soient relativement assez petites pour 
que l'on puisse en négliger les secondes puissances; de sorte que l'on 
est ramenb, en ce qui concerne la recherche des conditions d'6qiii- 
libre, i substituer au serni-fluide ilne masse continue ayant pour den- 
sité sa densité apparente moyenne; on supposera ensuite que la com- 
posante tangentielle de la pression sur un dément plan atteint soli 
inaximuni lorsqu'elle est égale au frottement de glissement. 

Nous ne considérerons que le cas d'un semi-fluide soumis à l'ac- 
tion de la pesanteur. 

Si la niasse est cornplèteinent lihre, c'est-à-dire si elle ne s'appuie 
5 O 
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en aucun point contre un obstacle, il faut, pour qu'elle soit en équi- 
libre, que le plan tangent en un point quelconque de la surface fasse 
avec l'horizon un angle moindre que l'angle de frotlement : cette in- 
clinaison limite définit ce que l'on appelle le talus nalureld'un semi- 
fluide, c'est-à-dire la pente qu'il prend à la suite d'un éboulement. 

Une terre quelconque peut être considérée comme un semi-fluide 
dont les vides, entre les corpuscules, sont remplis par une matière très 
divisée qui donne à la masse une certaine cohésion, lorsque cette 
masse 'ne vient pas d'ètre fraîchement remuée. 

Quand il s'agit de calculer l'épaisseur que doit avoir un mur de sou- 
ténement, pour résister à la poussée d'une terre, il y a avantage, au 
point de vue de la sécurité, à faire abstraction de cette cohésion, parce 
qu'on trouve alors des épaisseurs supérieures à celles qui correspon- 
dent au degré de stabilité que l'on a en vue d'obtenir. 

Nous sommes ainsi conduit à considérer un sable ou une terre 
comme une masse continue qui, lorsque son équilibre n'est pas na- 
turel ou qu'il n'existe que par la présence de corps extérieurs tels 
qu'un mur, est en équilibre instable; de sorte que, si l'on considère 
tous les éléments superficiels passant par iin point quelconque de la 
inasse, le maximum de l'angle formé par la pression sur un él4ment 
avec sa norinale doit être égal à l'angle de frottement. 

Nous désignerons respectivement par a et  x' les angles de frottement 
d'un semi-fluide sur lui-même et contre le mur. 

Considérons maintenant une masse de terre de forme prismatique A 
nrètes horizontales, d'une longueur assez grande pour qu'on puisse la 
considérér comrne indéfinie, soutenue par un mur. L'équilibre devant, 
cl'après ce que l'on a dit plus haut, étre regardé comme instable, la 
masse tend à se déplacer suivant des siirfaces cylindriques à généra- 
trices horizon tales, pour chacun des éléments desquelles le rapport 
de la composante tangentielle à la composarite normale de la pression 
est égal i la tangente d e  l'angle de fi-ottemenl; au contact du  mur, le 
rapport seinblable aura également une valeur spéciale qui sera, en 
général, peu différente de la précedente. 

Nous ferons abstraction des pressions dans les plans perpendicu- 
laires aux arètes des prismes, ce qui nous ramène considérer sim- 
pleinent une section faite par l'un de ces plans. 
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Soient 

Ox,  O,y deux axes rectangulaires tracés dans le plan d'une sectioo, 
en prenant pour origine la trace de l'intersection d u  parement inté- 
rieur du mur et du talus ; 

i l'inclinaisori de O z  sur l'horizontale OH égaleà celle de laverticale OV 
sur Oy ; 

n le poids de l'unité de  volume. 

En exprimant qu'un rectangle élémentaire, dont les côtés sont pa- 
rallkles a Ox, O y ,  est en équilibre, on obtient les équations 

Considérons maintenant un triangle rectangle élémentaire, dont les 
côtés de l'angle droit sont parallèles à Ox,  Oy, et dont l'hypoténuse 
fait l'angle 8 avec ce dernier côté; soient N, T les composantes nor- 
inale et tangentielle de la pression sur l'hypoténuse. En exprimant que 
les forces qui sollicitent le triangle se font équilibre, en projection sur 
les directions de N et T, on trouve 
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011 

) N =  PXX+I'YY + Pxx-I '~y  cos :! 6 + p,, sin 2 6, 
2 2 

T =- l ' x ~ - P , - y s i n z ~  +p,c0~26. 
2 

Pour ti.oiiver les directions des pressions principales, il faut supposer 
T = O, ce qui donne 

0 1 1  appelle ligne isostatique une ligne telle, que la pression sui. 
cliacun de ses élkments est norinale à cet élément. Une pareillc ligne 
est  définie par 

et l'on voit que, en chaque point de In masse, il passe deux courbes 
isoslatigues normales entre elles et langenles a u x  direclions des pressions 
princil)ales au même point. 

Si nous posons 

T -- (pz,- pyY) sin 2 8 + 2pXy C O S ~ O  
tangx = - - 

N - /'xx+PYY+ ( p x x - p y y )   COS^^+ aPxY sinzb'  

Pour exprimer que x est inaximuin ou minimum, il faut différentier 
dx 

cette équation en y supposant = O, ce qui donne 

Or nous avons admis que le maxiinun1 de la valeur absoliie dii rap- 
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T 
port doit être égal à tangct; on devra donc supposer 

selon le sens de T, et nous aurons 

L'équation (4)  devient, en y hisant x =-t- a, puis éliminant 6 au 
moyen de la formiile ( 5 ) ,  

On appel!e lignes de glissement celles pour chaque élément desquelles 
la composante tangentielle de la pression est égale au frottement de 
glissement. 0 1 1  obtiendra leur éqriation différentielle en supposant 

dans la forlnule (5). Comme à chacun des signes de cc correspondent 
deux valeurs de 8 qui diffkrent enire elles de go0, on voit que, eii 
chaque point de la masse; il passe deux systèmes orthogonaux de 
lignes de glissement. Si l'on désigne par 6, la valeur de 8 correspon- 
dant à l'une des lignes de glissenient, les équations ( 3 )  et (5 )  douneut 

d'où 

6,- 8, = h S 0 f  - ou 135"f -, 
2 2 

pour les angles sous lesquels se coupent les lignes de glissement de 
l'un et  de l'autre système avec les lignes isostatiques. On voit ainsi que 
les lignes de glissement forment deux groupes cornposés chacun dr 
dcux lignes appartenant respectivement a l'un et l'autre système. Iles 
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lignes d'un groupe forment, avec l'une des bissectrices des angles des 
diamètres principaux de l'ellipse des pressions, et de part et d'autre de 
cette bissectrice, des angles égaux a la moitié de l'angle de frottement; 
par suite, dans toute la masse, les courbes isostatiques et les courbes de 
glissement se coupent sous un angle constant. 

Comme I'équalion (6) a été établie sans faire aucune hypothèse sur 
le choix des axes coordonnés, elle subsiste encore lorsque l'on sup- 
pose qu'ils sont parallèles aux directions des pressions principales; 
inais alors on a p, = O et par suite 

le rapport " des pressions principales est donc constant, ou encore 
PYU 

toutes les ell+ses des pressions sont semblables.. 

lrttdgration des équations d'équilibre. - Les équations (1) et (6) de- 
vront permettre de déterminer les pressions inconnuesp,,, p,,, pz,. Les 
équations (1)  seront satisfaites en posant 

F étant une fonction de x, y, qui serait l'intégrale de l'équation aux 
différentielles partielles obtenue en substituant ces valeurs dans la 
formiile (6) ; niais cette équation, qui est du second ordre et du second 
degré, est trop compliquée pour qu'on puisse songer à l'intégrer. 

Quant aux conditions relatives aux limites, elles s'obtiendront en 
exprimant : I O  que N = O, T = O pour tous les points des talus, en 
faisant ainsi abstraction de la pression atmosphérique, ce qui revient à 
considérer N comme l'excès, sur cette pression, d'une pression inté- 

rieure normale; z0 que, pour tous les points du mur, est égal à la 
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tangente de l'angle de frottement a' de la terre sur la maconnerie. En 
appelant 6' l'angle formé par un élément du  parement intérieur du 
mur avec Oy, on a, pour tous les points de ce parement, en vertu des 
relations ( 2  ), 

(8 )  
- ( p x z - p y y )  sin aOr+ 2pxy COS 20' tanga' = 

PYU+YXX+ (pxx-pyu)~os2 0'+ apzy sin2 8' ' 

Examen d'un cas particulier. - Supposons maintenant que le profil 
du talus soit rectiligne, que l'on prenne sa direction pour axe des x et 
que le profil d u  parement intérieur du mur soit également rectiligne, 
ou que 6' soit constant ; supposons de plus que cet angle nit une valeur 
telle, sauf A la déterminer ultérieurement, que les pressions soient des 
fonctions de y seulement. 1,es équations ( 1 )  donnent 

p ,  = - ï i  y sin i, 

pT.= Iiycosi, 

et, en siibslituant ces valeurs dans l'équation (6),  on trouve 

en posant 

et rejetant le signe -i- dii radical, pour lequel n, par suite pz,, serait 
infini pour a = go0, tandis que la limite de  n,  eii prenant l'autre signe, 

1 
est - - on a, par suite, 

2 cos i' 

N = IIy[n- (cosi- n)cos28 - sinisin281, 

T =  Ily[(cosi- n )  sina8 - sinicosz8], 

et pour le parement d u  mur 

(cost- n )  sin20'- sinicosa0' 
tangu' = IL- (cos i -  n)cosz0'-sinisinz0" 
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équation qui fera coiinaitre l'angle 6'. On a aussi 

sin i 
tangzû, = - 

cosi- n'  

et les lignes isostatiques de chaque système sont droites et paral- 
lèles. 

Les lignes de glissement sont également droiteset leurs inclinaisoiis 6 
sur Oy sont données par 

COS i - IL- 
tang(a6 4 a)  =- sin i 

I):ins tous les autres cas, les lignes de glissement ne seront pas droites, 
coinme on le suppose a piori, dans la théorie ordinaire de la poussée 
des terres. 

Ces différentes considérations sont dues à M. Maurice Levy. 
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4. 
6. 

6 et g.  
4 en remontant. 

1. 
6.  
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2 et 3. 

5 en remontant. 
Faire précéder (' ) de +-. .. 

6. 
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1. 

8. 
8 et g en remontant. 

182. 7. 
210.  5. - 
215. I 6. 
223. 3 en remontant. 
236. 7 
258. 5 
a5g. I 

259. 5 en remontant. 
260. 3 en remontant. 
a66. 3. 
267. 7. 
268. I I .  

3ar .  5. 
339. 4. 
355. 6 en remontant. 

Au lieu de : Lire : 

&. 6 A-. 2 
e C 

-Ccosip C - cosy 
RZ R' 

diûëre dilfére peu 
Une virgule avant O et O u .  
Mettre : ou 
Mettre un point avant da. 

+ a  - a  

extérieure intérieure 
V' r2 

16 (numéro) 6 5  
Primitivement dans Primitivement distribue dans 
Mettre d u  à la suite de la première intégrale. 

= M, = Mz 
e' - e; cf- c; 

doués dénués 
d s  ds 
et, 9 et 

25 (numéro) 22 
22 n 23 
23 u 24 
27 » 25 

en t&e, 3 (numéro) 
)> 4 )) 

)) 5 W .  

enfin ayant en ayant 
X x 
47 48 (numéro) 
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