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PRÉFACE 

Le t i t r e de ce v o l u m e en i n d i q u e le b u t et les d iv i s ions 

p r i n c i p a l e s . Il a p o u r ob je t de d o n n e r les p r i n c i p e s au 

m o y e n d e s q u e l s le c o n s t r u c t e u r p o u r r a d é t e r m i n e r les 

d i m e n s i o n s d ' u n o u v r a g e , de m a n i è r e à lu i a s s u r e r tou tes 

les g a r a n t i e s de d u r é e . · 

Deux c o n d i t i o n s s o n t à r e m p l i r p o u r cela : la s t ab i l i t é 

de l ' o u v r a g e , sa r é s i s t a n c e . E l les r é p o n d e n t à deux o r d r e s 

d ' idées d i s t i n c t s et p e u v e n t ê t r e sa t i s fa i tes i n d é p e n d a m 

m e n t l ' u n e de l ' a u t r e . Un r n u r ve r t i c a l , à sec t ion r e c t a n 

gu la i r e , n ' a y a n t à s u p p o r t e r a u c u n effort e x t é r i e u r , s e ra 

s tab le , et il c o n s e r v e r a u n e éga le s t a b i l i t é , que l l e q u e soit 

sa h a u t e u r , si s o n é p a i s s e u r y r e s t e p r o p o r t i o n n e l l e . Il 

sera r é s i s t a n t si l a p r e s s i o n p a r u n i t é de sur face , s u r 

c h a c u n e de ses a s s i s e s , n e d é p a s s e p a s la l im i t e que 

p e u v e n t s u p p o r t e r les m a t é r i a u x d o n t il es t f o r m é , et ce t te 

condi t ion i m p o s e à sa h a u t e u r u n e l im i t e qu ' i l es t i m p o s 

sible de d é p a s s e r s a n s vo i r l ' a ss i se i n f é r i e u r e s ' é c r a s e r 

sous le po ids de ce l les qu i la s u r m o n t e n t . 

Au c o n t r a i r e , si ce m u r est s o u m i s à u n e p r e s s i o n l a t é 

ra le , c o m m e cel le de l ' eau ou du v e n t , il d e v r a , p o u r ê t re 

s t ab le , avo i r u n e é p a i s s e u r te l le q u e la r é s u l t a n t e de cetLe 

p ress ion e t de s o n p o i d s p a s s e d a n s l ' i n t é r i e u r de sa b a s e , 

s ans quo i il s e r a i n f a i l l i b l e m e n t r e n v e r s é , que l l e q u e soi t la 

r é s i s t ance des m a t é r i a u x qu i le c o m p o s e n t . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Les d i m e n s i o n s d ' u n o u v r a g e d o i v e n t d o n c sa t i s f a i r e , 

n i a fois, aux d e u x c o n d i t i o n s de s t ab i l i t é e t de r é s i s t a n c e 

e t s'il es t p o s s i b l e , en t h é o r i e , de les c o n s i d é r e r i s o l é m e n t , 

o n n e p e u t p l u s le fa i re d a n s la p r a t i q u e . Les ca l cu l s qu i 

p r é c è d e n t l ' é t a b l i s s e m e n t d ' u n e c o n s t r u c t i o n d o i v e n t , 

p o u r ê t r e c o m p l e t s , t e n i r c o m p t e de l ' u n e et de l ' a u t r e . 

Tou te fo i s , p o u r c e r t a i n e s c o n s t r u c t i o n s , cel les e n m a ç o n 

n e r i e , p a r e x e m p l e , c 'es t la c o n d i t i o n de s t ab i l i t é q u ' i l 

i m p o r t e de c o n s i d é r e r d ' a b o r d ; cel le qui es t r e l a t i v e à l a 

r é s i s t a n c e se t r o u v e g é n é r a l e m e n t sa t i s fa i te l o r s q u e la 

p r e m i è r e l ' es t e l l e - m ê m e , ou du m o i n s il suffit o r d i n a i 

r e m e n t , p o u r y sa t i s fa i re , d ' a c c r o î t r e u n p e u la s t ab i l i t é 

•du massi f . L ' é t u d e de ces c o n s t r u c t i o n s se t r o u v e a ins i 

p l a c é e d a n s la p r e m i è r e p a r t i e , c o n s a c r é e à l a S t a b i l i t é , 

q u o i q u e ce l l e c lass i f ica t ion n e veu i l l e p a s d i r e q u e l 'on 

y a i t fait a b s t r a c t i o n de la r é s i s t a n c e des m a t é r i a u x . 

D a n s la m ê m e p a r t i e s o n t é t u d i é s les s y s t è m e s a r t i c u l é s , 

d a n s l e s q u e l s la q u e s t i o n de s t ab i l i t é a u n e i m p o r t a n c e 

p r é p o n d é r a n t e . T o u t e s ces c o n s t r u c t i o n s p r é s e n t e n t 

a l o r s ce c a r a c t è r e c o m m u n , q u ' o n les c o n s i d è r e c o m m e 

-étant de f o r m e i n v a r i a b l e , p u i s q u e les c o n d i t i o n s de 

l e u r s t ab i l i t é et de l e u r r é s i s t a n c e se d é t e r m i n e n t s a n s 

t e n i r c o m p t e des d é f o r m a t i o n s q u ' e l l e s s u b i s s e n t . 

D a n s la s e c o n d e p a r t i e , c o n s a c r é e p ins s p é c i a l e m e n t à, 

l a R é s i s t a n c e d e s m a t é r i a u x , au c o n t r a i r e , l e s d i m e n s i o n s 

d e s différents é l é m e n t s des c o n s t r u c t i o n s s o n t d é t e r m i n é e s 

e n c o n s i d é r a n t les c h a n g e m e n t s de f o r m e , t o u j o u r s s u p 

p o s é s t r ès p e t i t s , qu ' i l s é p r o u v e n t s o u s l ' a c t i on des forces 

e x t é r i e u r e s . C 'est a lo r s la c o n d i t i o n r e l a t i v e à la r é s i s t a n c e 

q u i a le p l u s d ' i m p o r t a n c e , e t e l le n e p e u t ê t r e sa t i s fa i te 

q u e si l a p r e m i è r e l ' e s t e l l e - m ê m e . 

L a t h é o r i e de la r é s i s t a n c e d e s m a t é r i a u x se r a t t a c h e 

d o n c i n t i m e m e n t à cel le de l ' é l a s t i c i t é des c o r p s so l ides , 

e t u n t r a i t é de r é s i s t a n c e d e v r a i t a v o i r p o u r b a s e u n e 
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théor ie d e l ' é l a s t i c i t é . Ce n ' e s t p a s a ins i c e p e n d a n t q u e 

Ton p r o c è d e g é n é r a l e m e n t , et ce t te a n o m a l i e es t la c o n 

s é q u e n c e de l ' h i s t o r i q u e de ces d e u x s c i e n c e s . L a t h é o r i e 

de la r é s i s t a n c e des m a t é r i a u x a d e v a n c é , s u r b e a u c o u p 

{le p o i n t s , ce l le de l ' é l a s t i c i t é ; e t , p o u v a n t se c o n t e n t e r 

d ' u n e m o i n s g r a n d e e x a c t i t u d e , elle a c h e r c h é , p o u r 

chaque p r o b l è m e , u n e so lu t ion spéc ia le , en a d m e t t a n t 

des h y p o t h è s e s p a r t i c u l i è r e s , s u f f i s a m m e n t a p p r o x i m a t i v e s 

pour le b u t qu ' e l l e p o u r s u i t et i n d é p e n d a n t e s des p r i n c i p e s 

d é d u i t s de la t h é o r i e de l ' é l a s t i c i t é . 

Cette d e r n i è r e t h é o r i e es t r e s t é e , j u s q u ' à p r é s e n t , d a n s 

le d o m a i n e de la sc ience p u r e , q u o i q u e des t r a v a u x r é c e n t s 

l ' a ient r e n d u e a b o r d a b l e aux i n g é n i e u r s . 

11 n ' e s t p lus p e r m i s , a u j o u r d ' h u i , a p r è s les e x p o s é s si 

lucides et si é l é m e n t a i r e s qu i en o n t é té p r é s e n t é s p a r les 

s a v a n t s , et en p a r t i c u l i e r p a r M. S a r r a u , d a n s les Nouvelle* 

Annales de Mathématiques ( n o v e m b r e et d é c e m b r e 1 8 8 8 ) , 

d ' en i g n o r e r les é l é m e n t s . J ' a i d o n c c ru n é c e s s a i r e de d o n 

ne r , d ' u n e façon t r è s s o m m a i r e , l es n o t i o n s les p l u s é l é 

m e n t a i r e s de ce t t e s c i ence et la d é m o n s t r a t i o n d e s é q u a 

t ions g é n é r a l e s de l ' é q u i l i b r e é l a s t i q u e . Si ces é q u a t i o n s 

ne sont p a s , d a n s la p l u p a r t des cas , d ' u n e u t i l i té i m m é 

d ia te , e l les p o u r r o n t f o u r n i r à l ' i n g é n i e u r , p o u r l ' é t u d e d e 

n o u v e a u x p r o b l è m e s , u n e b a s e so l ide s u r l a q u e l l e il p o u r r a 

a p p u y e r ses r e c h e r c h e s . 

La p a r t i e de cet o u v r a g e c o n s a c r é e à la r é s i s t a n c e d e s 

m a t é r i a u x se subd iv i se e n t ro i s s ec t i on s d ' i m p o r t a n c e t r è s 

inéga le : l ' e x t e n s i o n e t la c o m p r e s s i o n s i m p l e s , le g l i s s e 

m e n t et la flexion. Cet te d e r n i è r e é t u d e c o m p r e n d à e l le 

seule p lus des t ro i s q u a r t s de l ' e n s e m b l e . A p p l i q u é e a u x 

t r avaux de l ' i n g é n i e u r , la t h é o r i e de la r é s i s t a n c e d e s 

m a t é r i a u x n ' e s t g u è r e q u ' u n e t h é o r i e de la flexion d e s 

p o u t r e s d r o i t e s , d e s a r c s , des p o u t r e s c o m p o s é e s et d e s 

su r faces . 
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L ' o u v r a g e se t e r m i n e p a r u n e é t u d e s u r l es effets des 

c h o c s e t des c h a r g e s r o u l a n t e s . 

P o u r q u e l q u e s - u n e s d e s q u e s t i o n s , la so lu t i on es t s i m 

p l e m e n t i n d i q u é e , s a n s d é v e l o p p e m e n t s , AFIN de n e p a s 

fa i re d o u b l e e m p l o i avec les é l u d e s q u i fon t p a r t i e des 

a u t r e s v o l u m e s de Y Encyclopédie, p r i n c i p a l e m e n t de c e u x 

qu i s o n t c o n s a c r é s a u x p o n t s m é t a l l i q u e s e t a u x p o n t s en 

m a ç o n n e r i e . 

T o u s les p r o b l è m e s t r a i t é s d a n s ce t o u v r a g e l ' o n t dé jà 

é té u n g r a n d n o m b r e de fois d a n s des o u v r a g e s a n a l o g u e s 

et j e m e suis a b s t e n u d ' i n n o v e r s a n s n é c e s s i t é , ,1e m e 

suis b o r n é à r a s s e m b l e r les s o l u t i o n s , à l es e x p o s e r d a n s 

u n o r d r e m é t h o d i q u e cl de la m a n i è r e qu i m ' a p a r u la 

p l u s c l a i r e . J ' a i d ' a i l l e u r s c h e r c h é b i e n m o i n s à r é u n i r 

t o u t e s les f o r m u l e s qu i p e u v e n t ê t r e e m p l o y é e s d a n s les 

a p p l i c a t i o n s q u ' à i n d i q u e r l ' e s p r i t de la m é t h o d e qu i s e r t 

à les é t a b l i r , afin de p e r m e t t r e à l ' i n g é n i e u r de les m o d i 

fier s u i v a n t les c i r c o n s t a n c e s et d ' e n t r o u v e r de n o u v e l l e s . 

L ' i n g é n i e u r , v é r i t a b l e m e n t d i g n e de ce n o m , ne doi t 

p a s en effet se c o n t e n t e r , c o m m e le p r a t i c i e n , d ' a p p l i q u e r 

d e s f o r m u l e s t o u t e s fai tes d é d u i t e s d ' h y p o t h è s e s p l u s ou 

m o i n s dif férentes de l a r é a l i t é , ou des c i r c o n s t a n c e s p a r 

t i cu l i è r e s d a n s l e s q u e l l e s il se t r o u v e . Il do i t p é n é t r e r 

p l u s a v a n t d a n s l ' é t u d e de l a n a t u r e d e s o p é r a t i o n s qu ' i l 

e x é c u t e , et c h e r c h e r à se r e n d r e c o m p t e de la m a n i è r e 

d o n t se c o m p o r t e n t , d a n s les c o n s t r u c t i o n s , les m a t é r i a u x 

qu ' i l y m e t en œ u v r e . J ' e s p è r e q u e le p r é s e n t o u v r a g e 

p o u r r a lu i s e r v i r de gu ide d a n s ces r e c h e r c h e s s o u v e n t 

fort difficiles. 

D a n s ce t te d e u x i è m e é d i t i o n , j ' a i s u p p r i m é tou t ce qu i 

ava i t r a p p o r t à la s t a t i q u e g r a p h i q u e , n o n q u e j e m é c o n 

na i s se l ' i m p o r t a n c e et la c o m m o d i t é d e s s o l u t i o n s qu ' e l l e 

p e r m e t d ' o b t e n i r , m a i s b i e n au c o n t r a i r e p a r c e q u e , eu 

é g a r d au n o m b r e d e s q u e s t i o n s t r a i t ée s , j e n e p o u v a i s 
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en d o n n e r que des n o t i o n s t r o p i n c o m p l è t e s . Des v o l u m e s 

spéc iaux de Y Encyclopédie s o n t c o n s a c r é s à ce t te u t i le 

et i n t é r e s s a n t e a p p l i c a t i o n d e la g é o m é t r i e , et j e m e b o r n e 

à y r e n v o y e r . 

L ' é tude de la s t ab i l i t é des c o n s t r u c t i o n s , qu i f o r m e la 

p r e m i è r e p a r t i e , es t p r é c é d é e de t ro i s c h a p i t r e s c o n t e n a n t 

des n o t i o n s é l é m e n t a i r e s g é n é r a l e s , s u r l a r e c h e r c h e d e s 

cen t res de g r a v i t é et d e s m o m e n t s d ' i n e r t i e des a i r e s 

p l a n e s , s u r les p r i n c i p e s de la t h é o r i e d e l ' é l a s t i c i t é , et 

su r le p r o b l è m e de la r é p a r t i t i o n des efforts s u r u n e 

surface p l a n e . 

J 'a i c h e r c h é a u t a n t que poss ib le à c i t e r les s o u r c e s 

o r ig ina les où j ' a i p u i s é la so lu t ion des d ive r s p r o b l è m e s 

pa r t i cu l i e r s QUE j ' a i t r a i t é s . P o u r ce qu i es t des p r i n 

cipes g é n é r a u x , de la m a n i è r e d o n t ils s o n t e x p o s é s , j ' a i 

eu r e c o u r s à des o u v r a g e s a n a l o g u e s déjà p u b l i é s s u r 

le m ê m e s u j e t ; c eux q u e j ' a i s u r t o u t c o n s u l t é s s o n t l es 

su ivan t s : 

Cours [lithographie] de résistance des matériaux, p a r 

Bé langer ; 

Cours de Mécanique appliquée, p a r M. B r e s s e ; 

Cours de Mécanique appliquée, p a r M. Co l l i gnon ; 

Cours de résistance appliquée, p a r M. C o n t a m i n ; 

Cours (lithographie) de Construction, p a r M. le c o m 

m a n d a n t Pe t i t , p r o f e s s e u r à l 'Eco le d ' a p p l i c a t i o n d e F o n 

t a ineb leau ; 

Traité de Mécanique générale, p a r M. Résa l ; 

Traité de mécanique appliquée de Navier, a n n o t é p a r 

M. de S a i n t - V e n a n t ; 

Théorie de F Elasticité des corps solides de Clebsch, 

avec les n o t e s de M. de S a i n t - V e n a n t ; 

Applied Méchantes, p a r R a n k i n e ; 

Civil Engineering, p a r le m ê m e . 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

C H A P I T R E P R E M I E R 

DÉTERMINATION DES CENTRES DE GRAVITÉ 
ET DES MOMENTS D'INERTIE DES AIRES PLANES 

SOJIMAIRE . — $ ï 0 1 ' . Centres de gravité : 1. Dé f in i t i on et f o r m u l e s 

g é n é r a l e s . — 2. Cas p a r t i c u l i e r s . — 3. E x e m p l e s . 

§ 2. Moments d'inertie : 4. Dé f in i t i on et f o r m u l e s g é n é r a l e s . — 

o. M o m e n t s d ' i n e r t i e p r i n c i p a u x . — G. E l l i p se c e n t r a l e d ' i n e r t i e . — 

7. E x e m p l e s . 

S 1 e r 

CENTRES DE GRAVITÉ 

1. D é f i n i t i o n e t f o r m u l e s g é n é r a l e s . — Si, dans le 
plan d 'une surface p lane que lconque , nous p renons a rb i t ra i 
r emen t deux axes rec tangula i res , et si nous supposons la 
surface divisée en é l émen t s r ec tangu la i res inf in iment pet i ts 
dxdij, le cent re de gravi té est le point dont les coordonnées 
/'o, y a ont pour express ions : 

Le d é n o m i n a t e u r jj dxdy n 'es t au t re chose que l ' é tendue 

Q de la surface p lane . 
Lorsque celle-ci a un cen t re de figure, ce point est en 

môme t emps son cen t re de g rav i t é ; lo rsqu 'e l le a u n axe de 
symétr ie , son cen t re de gravi té se t rouve , sur. cet axe, et, 
lorsqu 'e l le en a deux, il se t rouve h l eu r point d ' i n t e r s ec 
t ion. 
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Q U A N D LA SURFACE D O N N É E PEUT ÊTRE DIVISÉE EN PLUSIEURS 

AUTRES DE D I M E N S I O N S FINIES DONT ON CONNAÎT LES CENTRES DE 

GRAVITÉ, ON OBTIENT I M M É D I A T E M E N T LE CENTRE DE GRAVITÉ DE 

LA SURFACE TOTALE AU M O Y E N DE FORMULES ANALOGUES À CELLES 

QUI PRÉCÈDENT. S I Q , , £ 3 . , , . . . Q „ SONT, LES ÉTENDUES DES SURFACES 

PARTIELLES DONT LA S O M M E FORME LA SURFACE Q , ET SI x u Y , ; 

x . , , x „ , ?/„ SONT LES COORDONNÉES DE LEURS CENTRES DE GRA

VITÉ RESPECTIFS, ON AURA 

Q / / ; , -F- Q,,?;, + . . . -F- fl„.G„ _ 

-F- £2 2 + . . . -F- £2„ Q 

+ QG-VA + • • · + Q«.VA _ ]/* 

Û , + £2 A 4 - . . . - f i \ ~ ' Q ~ 

Q U E L Q U E S - U N E S DES SURFACES DE DIVISION P E U V E N T ÊTRE N É G A 

TIVES, LA SURFACE Q DONT ON CHERCHE LE CENTRE DE GRAVITÉ ÉTANT 

ALORS U N E DIFFÉRENCE DE SURFACES DONT LES CENTRES DE GRAVITÉ 

SONT C O N N U S . L E S M Ê M E S FORMULES S'APPLIQUENT EN AYANT SOIN 

D'ATTRIBUER LE SIGNE — AUX SURFACES À RETRANCHER, AUSSI B I E N 

AU NUMÉRATEUR QU'AU D É N O M I N A T E U R . 

A U LIEU DE DIVISER LA SURFACE 

EN ÉLÉMENTS INFINIMENT PETITS 

DANS LES D E U X S E N S , ON PEUT 

S I M P L E M E N T LA DIVISER EN 

B A N D E S INFINIMENT ÉTROITES DE 

LARGEUR d x . S I ?/,, Y , SONT LES 

ORDONNÉES M P , N P ( f î g . i ) DES 

D E U X POINTS M , ^ T D A CONTOUR 

AYANT LA M Ê M E ABSCISSE O P — x , 

LA SURFACE D ' U N E DE CES B A N D E S 

SERA ( y i — Y.-,) d x , SON CENTRE 

DE GRAVITÉ AURA POUR ABSCISSE x , ET POUR ORDONNÉE 

E N APPLIQUANT LES FORMULES GÉNÉRALES, N O U S AURONS ALORS 

V i e . 1. 

{y, — «/A) 

fax — Y 2 ) ( -

dx 

y» 
fiy'i — y\) dx 

2f{y< — Vï) dx 
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Cette de rn iè re valeur de i/o peut s 'écrire p lus s i m p l e m e n t 

en spécifiant que l ' i n t ég ra l eJ y"dx doit être effectuée tout le 

long du pé r imè t r e de la surface, en pa r cou ran t ce con tour 
dans un sons dé t e rminé et en a t t r i buan t à dx\& s igne -+- ou 
le s igne — su ivan t que , dans ce pa rcours , les abscisses x 

des points von t en a u g m e n t a n t ou en d i m i n u a n t . 
Enfin, si l 'on a r appor t é la surface à des coordonnées 

polaires r et G, les coordonnées x0 et ?/0 du cen t re de gravi té , 
par r appor t à des axes r ec tangu la i r e s m e n é s par le pôle , 
l 'axe des x coïncidant avec la l igne à pa r t i r de laquel le se 
comptent les ang les 0, seront 

JJr2 COS 6 d%dr 

JJrdldr 

— . C A S P A R T I C U L I E R S . — La dé t e rmina t ion des centres 
de gravi té peu t , dans cer ta ins cas, se simplifier pa r l 'appl i
cat ion des propr ié tés project ives des figures. Si la surface 
dont on cherche le cent re de gravi té 
peut être regardée c o m m e la pro jec
tion d 'une au t re surface dont on con
naît le cen t re de gravi té , la project ion 
de ce point sera celui que l 'on cher
che. Soit, par exemple , à t r ouve r le 
centre de grav i té d 'un sec teur ell ip
tique AOB (fig. 2), compr i s ent re u n 0 
arc d'ellipse AB et deux rayons vec- FIG. 2. 

t eurs OA, OB. Ce secteur est la p ro
ject ion d 'un secteur c i rcula i re A'OB' faisant par t ie du cercle 
décrit sur le g rand axe de l 'el l ipse c o m m e d i amè t r e et dont 
les ext rémi tés A', B' sont dé t e rminées pa r les para l lè les AA', 
BB' au peti t axe . Le cen t re de grav i té de ce secteur c i rculaire 
se t rouve sur le rayon O C , b issec teur de l 'angle A'OB', à 

JJf'2 SIN bdbdr 

I/o 

JP 
d<)dr 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



une d is tance OG', facile à ca lculer et d o n t la va leur , si 2 x 
dés igne l ' angle A'OB' et r le rayon OA', est égale à 

2 r s i n tx 

3 ' a 

Ce po in t G' é t a n t a ins i d é t e r m i n é , il suffira de le pro je ter 
en G sur la l igne OC, pro jec t ion de O C , pour avoir , au 
po in t G, le cen t re de g rav i té du sec teur e l l ip t ique . 

Enfin, la surface don t on c h e r c h e le cen t re de g rav i t é peut 
quelquefois ê t re r a m e n é e à u n e a u t r e , dont le cen t re de g r a 
vité est c o n n u , pa r le dép l acemen t d 'une de ses par t ies . On 
obt ient a lors le cen t re de grav i té par la règle su ivan te . Soit 
pa r exemple u n e surface AHCD (fig. 3) dont on connaî t le 

cen t re de g-ravité, G. Supposons que 
^ l 'on ait t r anspor t é , en A E F , u n e 

par t ie BKII de cet te surface et que 
A p . ' ^ |B l'on cherche le cen t re de grav i té de 

la surface AEFIIKCD. Si g et g x 

sont les pos i t ions du cen t re de g r a -
D1 'C vi te de la surface qui a été dép la 

cée, avant et après son dép lace 
m e n t , et si M est l ' é tendue de cette 
surface, celle de la surface totale 

ABCD — AEFJJKCD étant r ep ré sen t ée pa r Q, il est facile 
de r econna î t r e , en p r e n a n t les m o m e n t s des diverses p a r 
t ies pa r r a p p o r t à u n axe pe rpend icu la i re à g g , , que le 
cen t r e de g rav i té G, do la surface nouvel le se ra su r une 
para l lè le à g g t , m e n é e pa r le cen t re de grav i té G de la s u r 
face p r imi t ive et à u n e dis tance 

n n <•> 

Après ces p r inc ipes g é n é r a u x , nous a l lons r a p p e l e r 
que lques exemples de d é t e r m i n a t i o n de cent res de grav i té de 
surfaces p l anes . 

, ' ï . E x e m p l e s . — I. T r i a n g l e . — Le cont re de g rav i té 
est au po in t de concours des t rois méd ianes , soit au t i e r s 
de la l o n g u e u r de chacune d 'el les à pa r t i r de la base . 

h 

F 

7 

KIG. 3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I I . P o l y g o n e q u e l c o n q u e . — On t rouvera son centre de 
gravité en le décomposan t en t r i ang les , et en opé ran t su r 
tous ces t r iangles c o m m e il est dit au n° 1 (page 8). 

I I I . T r a p è z e (fig. i ) . — Si B et b sont les l ongueu r s des 
deux bases paral lè les , B > 6, le 

centre de gravi té se t rouve sur la l igne 0 , 
EF qui jo int l eurs mi l i eux ; sa dis tance 
EG à la p lus g rande de ces bases est / / ; 

3 ;B 4 - b) 

Ou bien, sa d is tance au point Iï, m i 
lieu de la l igne EF , du côté de la plus 
g rande base est 

EF 1 B — b FI] B - b 
' 3 ' B + b ~ 3 ' B 4 - b 

O U ^ 

Si les côtés l a t é raux du trapèze sont prolongés j u s q u ' à leur 
intersection en 0 , on a 

T Ï Ï - ' 
GH 

I V S e c t e u r c i r c u l a i r e 

C 

D 

3 . O U 

( f i g . 5 ) . — Le centre de g rav i té 
se t rouve sur le rayon OC b i s 
secteur de l 'angle AOB et la 
d is tance OG au centre 0 du 
cercle , si r est le rayon du 
cercle OA et si 2 a est l ' angle 
AOB, de sorte que AOC --_ COB 
= a, est expr imée par 

0 
F I G . A. O G 

2 R S I N A 

3 A 

V. S e g m e n t d e c e r c l e ACB. — Le centre de gravi té G' est 
encore sur le rayon bissecteur OC et sa d is tance au centre 0 
est expr imée par 

4 R S I N 3 x 
O G ' 

3 1 2 O • S I N 2 A ) 

S'il s 'agit du d e m i - s e g m e n t ACD, le centre de gravi té G" 
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se projet te su r le r ayon e x t r ê m e CD au point G' défini ci-
dessus , et sa d is tance G"G' à sa projection a pour valeur 

G " G ' =-. 2 r . 
3 c o s a -f- c o s 3 a 

3 ( 2 a s i n 2 a ) 

VI. Segmentparabohqiie ACD (fig. 6). — Le centre de gra
vité G se t rouve 

0 . =—? sur le d i amè t re 
CD de la parabole 
qui divise en deux 
par t ies égales les 
cordes para l lè les 
à AB et à une dis

tance du poin t C, s o m m e t de ce d i amè t re , égale aux trois 
c inqu ièmes de sa l o n g u e u r 

C G = f. C D . 
n 

Pour le d e m i - s e g m e n t ACD, le cent re de gravi té G' se 
t rouve sur u n e para l lè le à AB menée par le point G et à une 
dis tance 

G G ' = l A D . 

S'il s 'agit du segmen t ex tér ieur ACD,, son cent re de g ra 
vité G ' ! se t rouve sur u n e paral lè le G ' j G i à CDL d is tante de 
cet te l igne de la moi t ié de la d is tance de la l igne G G ' , soit 

C G , 
l u 

C D 

et à une dis tance du poin t G 4 égale au double de G G ' , soit 

G 4 G ' < = f AD. 

VIL Aire comprise entre un arc de la sinusoïde y = sin x 
et l'axe des x. — Les coordonnées sont , pour l 'arc l imi té à 
l 'or ig ine et à l 'abscisse - , 

2/t) 
7T 

8 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



VIII. Aire comprise entre la droite?/ — mx el la parabole 

y~ = 2px. — Les coordonnées sont, 

4p 
o m 

IL. 
m 

IX. Double T non symétrique [fiy. 7). — Soit h0 la hau 
teur de l ' âme en t r e les deux semelles , hy la h a u t e u r de la 
semelle supér i eu re , h2 celle de la semel le infér ieure et h la 
hau teu r t o t a l e : h = h0 -+- ht -f- h,. 

De m ê m e , soient û 0 , Q,, Q 2 les su r -
faces des rec tang les par t i e l s , et 
Q = Q0 + fl, + Q 2 l a surface to ta le . ^. 
La dis tance y du centre de gravi té ; | q 

à la base ou à la surface ex té r ieure ^ • 
de la p lus g rande semelle sera •< 

h _ (hn -f- h,) n a 

2 _ 

Fio. 1. 

(hn + h,) Q, — (A, — A,) Q„ 

0' 

2 Q 

Si hx et hi sont assez pet i ts pa r r appor t à h pour qu 'on 
puisse, les négl iger , et si l 'on pose, pour abréger , 

on a 
li Q 

Enfin, si Q0 est nég l igeable , il reste s i m p l e m e n t 

-.h' 
Q 

X. T simple (Jig. 8) . — Soient encore /; 0, A, les h a u t e u r s 
des deux rec tangles , Q 0 , Q, leurs surfaces, h = h0 + h,, 

A' = h0 -f- ^ " + ah ' a d is tance y du centre de gra

vité à l ' ex t rémi té A du rec tangle ver t ical est 

y = l ± h & 

2 Q 
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el si ^ est pet i t par r appor t à ha 

*' I 

Ces formules s ' appl iquent à une surface en forme d'il 
symé t r i que [fig - 9), à i a condi t ion de dés igner par û 0 la somme 
des surfaces des deux rec tangles ve r t i caux . 

• Nous n o u s bo rne rons à ces exem
ples . La recherche du cen t re de gra
vité est, en r é s u m é , celle du poin t 
d 'appl icat ion de la r é 
su l tan te d 'un cer ta in 
n o m b r e de forces pa
ral lè les , et elle peut i.-IG. 9 . 
se faire pa r tous les 

procédés de composi t ion des forces, y compr is ceux de la 
s ta t ique g r a p h i q u e qui sont exposés dans des t ra i tés spéciaux 
faisant par t ie de Y Encyclopédie. 

FIO. 8 . 

M O M E N T S D ' I N E R T I E 

\ . D é f i n i t i o n e t f o r m u l e s ( j c i i é r t i l e s . — Le momen t 

d ' iner t ie d 'une surface 
a u t o u r d 'un axe quel
conque est la somme des 
p rodu i t s de c h a c u n de 
ses é l éments par le ca r ré 
de la d is tance de cet é lé
m e n t à l 'axe cons idéré . 
Si d;i:, dy est un é l émen t 
r ec t angu la i r e quelcon
que , y sa d is tance à un 

axe OX (fig- 10), le m o m e n t d ' iner t ie de la surface par r a p 
port à cet axe est 

I =ff 'fd.r.Jy. 

Y 

X 
• 

1 X 

a 

X 0 

FIO. 
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Nous dés ignerons le m o m e n t d ' iner t ie par la lettre I affec
tée d 'un indice m a r q u a n t la direct ion de l 'axe par r appor t 
auquel il est p r i s . 

On appel le rayon de g i ra t ion u n e longueur égale à la 
racine carrée du quot ien t du m o m e n t d ' iner t ie pa r la super 
ficie Q de la surface cons idérée . On a ainsi , en dés ignant 
par p le rayon de g i ra t ion , 

n 
a . d 'où: l = u p . . 

Nous affecterons la le t t re p des mêmes indices que les m o 
ments d ' iner t ie co r r e spondan t s . 

Le m o m e n t d ' iner t ie d 'une surface par r appo r t à u n axe 
quelconque XX est égal au m o m e n t d ' inert ie de cette surface 
par rappor t à l 'axe X'X' para l lè le au p r e m i e r , et m e n é par son 
centre de gravi té , a u g m e n t é du produi t de l ' é tendue de la 
surface par le car ré de la d is tance a de ces deux axes. En 
effet, le m o m e n t d ' iner t ie au tou r de l ' a x e X 'X 'pa s san t par le 

centre de gravi té é t a n t j j i f - d x d y , et la d is tance y é tant , 

pour u n é lément quel conque , égale à y 4 - a, on aura 

U- -- V"1 + 2 « y + a'J, 

ou bien 

Jj' y-d.rdy z = jj'y"2daidy -\~ iajj y'drdy 4 - a- jj' d.rdy ; 

l ' in tégrale jj y'dxdy est nu l l e , pu i sque l 'axe X X p : i s s e p a r 

le centre de g rav i té , et l ' in tégra le jj dxdy n 'est au t re chose 

que l 'aire O de la surface. Alors , si nous dés ignons par 

I 0 le m o m e n t d ' iner t ie j jy '*dxdy au tou r de l 'axe X'X' passant 

par le centre de gravi té , nous a u r o n s 
1 - I u 4 - fia2. 

Cela donne , en t re les rayons de g i ra t ion , la relat ion s imple 

Nous pour rons donc nous b o r n e r à chercher les m o m e n t s 
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d' inert ie au tou r des axes passan t par le cent re de gravi té des 

surfaces . 

5 . M O M E N T S D ' I N E R T I E P R I N C I P A U X . — Cherchons 
c o m m e n t var ie le m o m e n t d ' iner
tie lorsque l 'on fait var ier , au tou r 
du cent re de g rav i t é , la d i rec t ion 
de l 'axe par r appor t auque l on 
p rend ce m o m e n t . P o u r cela, r a p 
por tons la surface à deux axes 
rec tangula i res d 'abord que lconques 
O./;, O y (fig. i l ) , m e n é s par ce 
centre de grav i té Ü et dés ignons 

par I I , ly, .1 les in tégra les suivantes prises pour toute l ' é ten
due de la surface et supposées calculées 

lx = JJy2dxdy, \ y = JJx2dxdy, J ^JJocydœdy. 

Cherchons le m o m e n t d ' iner t ie de la surface par r appo r t 
à un axe que lconque Ou faisant, avec l 'axe des j ; , un angle 
donné a. Ce m o m e n t sera, par définition, 

F I G . 1 1 . 

Or, 

I„ = JJ Ml'2, dxdy. 

MP- —- OM'2 — O P 2 — (xn- + y2) — (xcosz + y S I N * ) * 

= x2 s in 2 n. - j - y2 cos 2 A — 2xy sin A cos A. 

Pa r su i te , le m o m e n t d ' iner t ie che rché sera 

(1) \ u = lx cos 2 oc -f- ly s in 2 A — 2J sin A cos a. 

Pour nous r e n d r e compte de la façon dont var ie cette 
quan t i t é avec l 'angle a, por tons , sur la direct ion 0 « , u n e 

l o n g u e u r OS = - 7 = 1 en posant là = i i Alors , en appe lan t 

S I N 2 : 

V ' I „ 

onn X, Y les coordonnées du point S, cos a = p-^ = Xv'X, 

OS 
-r— et, en subs t i tuant dans l ' équat ion précé-
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den te , plie devient 

k * = l x X * + L . Y J - 2 . 1 X Y . 

C'est l ' équa t ion du lieu des points S. Elle représen te nue 
conique rappor tée à son cent re , et c'est une ellipse pu i sque 
le rayon vecteur OS ne peut deven i r infini. 

Cf. Ellipse c-entrale d'inertie. — La direct ion des axes 
de cette ellipse est donnée par l 'équat ion 

I - T 

tan g2 0 -j- -i-j—•- lang 9 — 1=0, 
en dés ignant par 6 l 'angle form > par l 'un des axes de 

l'ellipse avec l 'axe des x . Cette équat ion donne facilement 

lanf 20 — 
i-i/ 1 x 

[.'angle S é t an t ainsi calculé , la. g r a n d e u r des axes de 
l 'ellipse sera la va leur de I„ pour T. = 0 et, c o m m e on aura 

t rouvé, pour l ' angle 6, deux va leurs différant de £ et cor

respondant chacune à l 'un dos axes , on t rouvera deux valeurs, 

de I„ qui seront 

i» = I 4 L i t f ± v / l k f j £ ) a + J3-
Si, au l ieu de p r e n d r e des axes que lconques , nous r a p 

portons la figure à des axes de coordonnées coïncidant avec 
les axes p r inc ipaux de l 'e l l ipse, l ' équat ion de cette courbe 
ne cont iendra plus le te rn ie en XY, ce qui exigera que J = <>. 
Elle sera alors s i m p l e m e n t 

' * ' - U ! + LA"-, 

ou bien, en me t t an t pour A'2 sa va l eu r 

ou bien encore , en r emplaçan t X, Y par ./:, IJ et e x p r i m a n t 
2 
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les m o m e n t s d ' iner t ie au moyen des r ayons de girat imi, 

y 
R 2 
P.* 

On voit a lors que chacun des axes de l 'ell ipse, dite el l ipse 
centra le d ' iner t ie , est le r ayon de g i ra t ion par r appo r t à la 
direct ion de l ' au t re . 

Un rayon vec t eu r que lconque de cette el l ipse, faisant avec 
l'axe des x u n angle a, au ra pour les coordonnées de son 
ex t rémi té : x = r cos a, y = r sin a, et, cette ex t rémi té é tant 
sur l 'e l l ipse, ces va leurs de x et de y dev ron t satisfaire à 
l ' équat ion de la courbe 

R 2 

ce qui p e u t s 'écrire 

1 , 

PI cos 2 a -f • o 2 sin 2 a - ^~f" 

Or, si l 'on calcule le rayon de g i ra t ion P" par rappor t à la 
d i rec t ion Ow de ce rayon vec teur , on au ra , d ' ap rès l 'équa
tion (1) du n" 5 , pu i sque J = 0 

a l — P 2 COS 2 A + PF S I N 3 A. 

R a p p r o c h a n t cette équat ion de la p récédente , on en dé-
dui l 

„ 2 _ PI-F* 
P» - , .2 

o u b i e n : ••P.. 

Or, P..P Y est la surface du pa ra l l é log ramme cons t ru i t sur les 
demi-axes OA, OB [fig. 1 2 ) . Le 
produi t rpu qui lui est égal est 
la surface du pa ra l l é log ramme 
cons t ru i t sur les deux demi -
d iamè t re s conjugués OM, ON. 
L 'un des côtés OM é tan t /\ la 
h a u t e u r OP de ce paral lé lo
g r a m m e sera P U . Ains i , le 
rayon de g i ra t ion , p a r r appor t 
À u n e direct ion que l conque , 

est la d is lance , au centre de l 'e l l ipse, de la tangente pa ra l 
lèle à cet te direct ion. 

F I G . 12. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



La direct ion des axes p r inc ipaux d ' iner t ie qui est celle des 
axes de l 'el l ipse d ' iner t ie peu t se t rouver en app l iquan t la 
méthode généra le exposée p lus hau t . Cette direct ion est 

celle pour laquel le l ' in tégra le J = JJ xgdxdij est n u l l e ; 

si donc l 'on reconnaî t que la surface considérée a u n axe 
de symétr ie , cet axe sera nécessa i rement u n des axes p r i n 
c ipaux. Car, si on le p rend pour axe des x, à chaque é l é m e n t 
dxdg, de coordonnées x et y, en cor respondra u n a u t r e 
égal, de coordonnées x et — y, et la s o m m e des deux p r o 
duits xydxdy et — xydxdij é tant i d e n t i q u e m e n t n u l l e , il 
en sera de môme de la s o m m e de tous les p rodu i t s s e m 
blables. Si une surface a deux axes de symét r i e qui n e 
soient pas perpendicu la i res l 'un su r l ' au t re , chacun d ' eux 
devant ê tre un axe de l 'ellipse cen t ra le d ' iner t ie , cette courbe 
devient un cercle. Les m o m e n t s d ' iner t ie au tou r de tous les 
axes passant par le cen t re de gravi té sont alors égaux en t r e 
eux. Tel est le cas pour un t r iangle équ i la té ra l et, en g é n é 
ral, pour un polygone régul ie r que lconque . 

7 . E X E M P L E S . — Ces pr inc ipes rappe lés , nous a l lons 
donner que lques va leurs de m o m e n t s d ' iner t ie et de r ayons 
de girat ion, p o u r les surfaces les p lus usuel les . 

I. Rectangle [fig. l'S). — Lon
gueur 2a su ivan t les x, l a rgeur 
2b suivant les y , 

4 

ó 

V'3 

1„ 
3 

a 

Y 

b 

a a 
à 

X 

Si la longueur est a au lieu de 
2a, et la l a rgeur b au lieu de 2b, on a 

F I G . 1 3 . 

ab3 

w 
i „ = 

12 

b 

2 v a ' 

a 

2 v'3 

IL Carré dont le côlé est «, 
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I I I . Ell ipse dont les demi -axes sont a suivant les ,r, et b 

su ivant les y, 

• n a b ' * T - * d l b 

IV. Cercle dont le r ayon est a, 

I , = 1« 
•KO." 

b a 
px — 9 ' p.v ~ Z>' 

a 
?u 9 " 

V. Losange don t les diagonales sont 2«, su ivan t les et 

21) su ivan t les y [fig. l i ) . 

a6-j 

IT' 
b_ 

' vfi' 

J ' ' "3"' 

-

F I G . 1 4 . Si les deux d iagonales 

sont égales , le losange de

vient u n carré dont le côté c = a\2 = b\j2, et l'on a 

L I, ' Çx — ?,j 
2 y 3 

comme ci-dessus. 
VI. Lorsqu 'une surface, est formée de la différence de 

deux aut res dont les cent res de grav i té et les axes de s y m é 
t r ie coïncident , son m o m e n t d ' inert ie est égal à la différence 
des m o m e n t s d ' iner t ie des 
deux surfaces dont elle est 
la différence. 

Ainsi , par exemple , une 
c o u r o n n e comprise ent re 
deux ellipses concen t r iques 
c o m m e celle qui est cou
verte de h a c h u r e s , dans la 
l igure 15, au ra pour m o 
m e n t s d ' iner t ie , si a et a 

sont les demi-axes des deux ellipses dir igés suivant l'axe de: 

FLG. 1. 
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. / · , b et b' les demi-axes dir igés su ivan t les y , 

[ a b 3 — a ' b ' 3 ) , 

1 , / a b 3 a b 3 — a b ' 

a b — a b ' 

I v — ^ ( a * b — a ' W ) 

_ 1 h 

'* ~~ 2 V 
/ a 3 b a ' * b \ 

a b — a ' b ' 

Vil . Si une surface est composée d 'un certain n o m b r e 
de rectangles p lacés de m a n i è r e à avoir leurs côtés b p a r a l 
lèles aux x et l eu r s au t r e s côtés h para l lè les aux y , les m o 
ments d ' inert ie seront , en appelant x 0 et y 0 les coordonnées 
du centre de gravi té de l 'un quelconque de ces rec tangles , 

'Soit, par exemple , la surface ci-contre [fiy. 10) don t le 
centre de gravi té serai t en 0 , soit AB = h , BC · = b , 
CD = c, EF 
sont c cl à et la d is tance de leur 

h c 
centre de gravi té à OX est — 

d . Les d imens ions des rec tangles CDFB 

I 

Alors, le m o m e n t d ' iner t ie L sera 

d ( h 

12 

On au ra i t pu, dans ce cas, con-
•sidérer la surface donnée c o m m e la 
différence des deux rec tangles 
ABCL et DEI1K, ayan t tous deux 
leur centre de grav i té su r OX, et 
alors le m o m e n t d ' iner t ie au ra i t été 

6 

Via. 16. 

> x ~ 12 
(b — d) [h — 2c) 3 

12 

On peu t vérifier que ces deux express ions sont ident iques . 
Le m o m e n t d ' iner t ie au tou r de OY s ' expr imera i t de m ê m e 

par l 'applicat ion de la formule générale c i -dessus . 

YIIT. D o u b l a T s y m é t r i q u e . — Cette; surface est formée, 
comme celle dont nous venons de donner la formule gêné-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ra ie , de rec tangles ayan t leurs côtés para l lè les , et on peut 
lui app l i que r cette formule g é n é r a l e ; ma i s on ar r ive à un 
r é su l t a t d 'une forme plus s imp le en la cons idéran t c o m m e la 
différence d 'une série, de rec tang les . 

Si on désigne par h la h a u t e u r totale A A ' (fig. 1 7 ) et par 
h', h"', H" les h a u t e u r s des au t r e s par t ies B B ' , DD', F F ' ; de 
m ê m e p a r b la l a rgeur totale A A i , par à', b", b'" les l a r g e u r s 
( B C - f - B i G j ) , ( D E - f - D , E i ) , ( F G - f - F , G , ) des par t ies res tan t en 

dehors de chacun des r ec t ang le s 
successifs, la superficie de la sec-
lion sera la différence des rec
tangles bh— b'h' — b"li — b"'h"\ 
et c o m m e ils ont tons leur cent re 
de grav i té sur le m ê m e axe hor i 
zontal passant pa r le cen t re de 
gravi té , le, m o m e n t d ' iner t ie de 
la section par r appo r t à cet axe 
sera 

A , 

A A' À" 

0 

D 

h"-

D' 

C 

A , 

F I G . n . 
I 

b h 3 b'h'- V ' h " 3 — b " ' h " ' 3 

1 2 

Dans le cas pa r t i cu l i e r où les l a rgeurs F G , F t G , sont 
pet i tes , ainsi que les h a u t e u r s CD, C,D,... on peut les négl i 
ger et cons idérer la section c o m m e formée s i m p l e m e n t de 
trois r ec tang les dont deux sont A B A ^ , , A ' B ' A ' i B ' i , égaux 
chacun à b (h — h') et le t ro i s i ème celui qui aura i t l 'épais
seur G G i — b — b' et la h a u t e u r B B ' = h'. La va leur du 
m o m e n t d ' iner t i e se rédu i t a lors à 

. b h 3 — b'h'" 
1 = 1 2 

et si l 'on nég l ige encore , dans cette express ion, le rec tangle 
ver t ica l , dont l ' épaisseur (b — b') est o r d i n a i r e m e n t fort 
pet i te , le m o m e n t d ' iner t ie sera s i m p l e m e n t celui des deux 
rec tangles dont la superficie totale est b (h — h'). 

Il a u r a donc p o u r valeur 

I = 
b h 3 — bh'" 

1 2 

h 1 - h ' 3 _ b (h — 

1 2 ~ ~ 1 2 

h') 
( h 2

 -f- h h ' + h ' 2 ) , 
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2 3 

A ' ou bien, a p p r o x i m a t i v e m e n t , en r emplaçan t h: -f- hh' 

pur 3A2 et en dés ignant par iiy la superficie b ^— 9

 1 ^ de 

chacun des rec tangles , 

1 = ^ = 0 ^ . 

Cette formule app rox ima t ive est d 'un usage t rès f réquent . 
On voit qu'el le rev ien t à supposer que toute l 'a ire de 
chacun des rec tangles supér ieur et infér ieur est concentrée 

à une distance ^ de l 'axe a u t o u r duque l on prend les m o m e n t s 

d ' inert ie. Car a lors , le m o m e n t d ' iner t ie total est b ien 

h3 

2 f > , x ^ 2 

Q i 9 

4i : 

o . o 

En faisant cette hypo thèse , on a u g m e n t e u n peu le m o 
ment d ' iner t ie , pu isque l 'on a u g m e n t e la d is tance m o y e n n e 
à l'axe, des é léments superficiels. Cette a u g m e n t a t i o n com
pense, dans u n e cer ta ine m e s u r e , 
l ' e r reur que l 'on a faite en sens con
traire, en nég l igean t le m o m e n t 
d ' inertie de la par t ie ver t ica le de la 
surface. 

IX. Double T non symétrique 

(fig. 18). — Prenons les no ta t ions 
du n" 3, page 13 ; le m o m e n t d ' iner 
tie I de cette surface par r appor t à l 'axe 0 0 ' passant par le 
centre de gravi té O sera 

F I G . 1 8 . 

1 2 

Lorsque les h a u t e u r s h, et hl sont pet i tes par r appo r t à A0, 
on peut écrire a p p r o x i m a t i v e m e n t 
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N O T I O N P R É L I M I N A I R E S 

el si enfin Q 0 esl négl igeable , pa r r a p p o r t à Lit et ;i Q.,, on a 

X. T simple {/if/. 19). — P r e n o n s encore les no ta t ions du 
n° 3 , page 13 ; le m o m e n t d ' iner t ie 

À, pa r rappor t à un axe hor izonta l pas 
sant pa r le cen t re de gravi té sera 

A. 
nth-j 4- a„ hl [h, + ht) 

12 4Q 
V w . 19. 

Lorsque A, est pet i t par r a p p o r t a h0 on peut se se rv i r de 
la formule app rox ima t ive su ivante 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E I I 

N O T I O N S É L É M E N T A I R E S 

S U R L A T H É O R I E D E L ' É L A S T I C I T É 

S O M M A I R E . — 8. D é f o r m a t i o n s é l é m e n t a i r e s . D i l a t a t i o n s et g l i s s e m e n t s . 

—. 9. F o r c e s i n t é r i e u r e s . — 10. R e l a t i o n s e n t r e les f o r c e s i n t é r i e u r e s 

et les d é f o r m a t i o n s . — H . l i q u a t i o n s g é n é r a l e s d e l ' é q u i l i b r e é l a s 

t i que . P a r a l l é l é p i p è d e et t é t r a è d r e é l é m e n t a i r e s . — 12. S o l i d e s i n d ë -

linis d a n s le s e n s l o n g i t u d i n a l . 

8 . D é f o r m a t i o n s é l é m e n t a i r e s . D i l a t â t i o n s e t ( j l i s -

s e m e n t s . — La théor ie de l 'élastici té des corps solides 
repose sur l ' é tude de l eurs déformat ions très pe t i tes et tend 
à expr imer les re la t ions en t re ces déformat ions et les forces 
extér ieures qui p e u v e n t ê t re app l iquées à ces corps . 

L 'étude des déformat ions et de l eu r s r e la t ions en t re elles 
e s t p u r e m e n t géomét r ique ou c inémat ique ; elle p e u t ê l r e pour 
suivie sans é tabl i r a u c u n e corré la t ion en t r e ces déforma
tions et les causes qui les ont p rodu i t e s . Envisagée a ins i , 
elle ne p résen te q u ' u n in térê t p u r e m e n t t héo r ique ; auss i , éta
bl i rons-nous , dès le c o m m e n c e m e n t de ce qui va su iv re , les 
relat ions, basées su r l ' expér ience , en t re les forces et les 
déformat ions é l émen ta i r e s . 

La mat iè re des corps solides est cons idérée , en généra l , 
c o m m e formée de points ma té r i e l s isolés , sans d imens ion 
appréciable pa r r a p p o r t aux d is tances qui l es séparen t les 
uns des au t r e s . Les déformat ions de corps ainsi cons t i tués 
s 'étudient, non pas en es t imant les dép lacements de ces 
points matér ie l s i nnombrab l e s , mais en cons idéran t , dans le 
solide, des é l émen t s superficiels, d 'abord p lans , supposés 
liés i nva r i ab l emen t aux points ma té r i e l s les plus vois ins , 
en t r a înés par le dép lacement de ceux-ci et dont on recherche 
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les posi t ions et les formes nouve l l e s après ce dép lacement . 

P r e n o n s donc, dans un sol ide, six é léments r ec t angu la i r e s 
p lans , para l lè les deux à deux et l imi tan t , dans l 'espace 
occupé par ce solide, un para l lé lép ipède rec tangle ABCD«ôc«/ 
(/if/. 20) dont nous suppose rons les d imens ions d 'abord très 

faible pour que , après celle déformat ion , nous puiss ions 
encore r e g a r d e r ses faces c o m m e p lanes et para l lè les deux 
à deux, le para l lé lép ipède rec tang le é tant ainsi t r ans formé 
en u n para l lé lép ipède ob l iquang le . 

R a m e n o n s ce n o u v e a u para l lé lép ipède vers sa position pri
mi t ive en faisant coïncider le p lan de l ' une de ses faces, 
u n des côtés de cette face et un des s o m m e t s , il affectera une 
posit ion telle que A B ' C D ' A ' b ' C ' d ' . Il nous S U F F I R A , pour n o u s 
r end re compte de la déformat ion , de compare r la posit ion de 
la nouve l l e face A'B'C'D' à sa posi t ion p r imi t ive ABCD, car ce 
que nous d i rons de celle face s ' app l iquera i t à tou te a u t r e , en 
t r anspo r t an t de m ê m e le para l lé lép ipède déformé de m a n i è r e 
à faire coïncider les p lans de la face para l lè le . La nouve l l e 
face A'B'C'D' é tant , par hypothèse , res tée para l lè le à AB'C'D' 
est para l lè le à ABCD, et le dép lacement qu 'el le a subi peu t se 
décomposer en deux : un dép lacement du p lan ABCD, para l 
lè lement à l u i - m ê m e et u n dép lacement de la figure dans ce 
p lan déplacé. La p r e m i è r e de ces déformat ions qui se t radui t 
par u n c h a n g e m e n t de d is tance de p lans para l lè les por te le 
nom de DILATATION ; elle est posi t ive lorsque la d is tance des 
p lans a a u g m e n t é , néga t ive dans le cas con t r a i r e . Elle se m e 
sure par le r appo r t , à la d is tance p r imi t ive des deux p l a n s , de 
l ' augmen ta t ion (posit ive ou négat ive) de cette d is tance . Ainsi , 

F I O . 2 0 . 

V 

pet i tes , pu is inf in iment 
pe t i t e s . Après la dé
format ion du solide, ce 
para l lé lépipède aura 
pr is une forme et u n e 
posi t ion différentes. 
Supposons que ses di
m e n s i o n s soient assez 
pet i tes et que la défor
ma t ion qu ' i l au ra su
bie soit éga l emen t assez 
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si la distance p r imi t ive de deux p lans paral lè les était «, 

el si elle est devenue a -+- a , la d i la ta t ion es t— 
a 

Nous la dés ignerons p a r l a le t t re ?, géné ra l emen t affectée 
d 'un indice faisant conna î t re la direct ion de la n o r m a l e aux 
plans para l lè les à laquel le elle se rappor te . Ains i , si, c o m m e 
dans la figure, on suppose que les p lans AltCD, a ô c d a i e n i été 
p r imi t ivement pe rpend icu la i r e s à l 'axe des z , la d i la ta t ion 
correspondant au c h a n g e m e n t de dis tance de ces deux p lans 
sera désignée par et ainsi des au t r e s . 

Les d i la ta t ions néga t ives s 'appel lent des c o n t r a c t i o n s . 
La face a b c d , amenée dans son n o u v e a u p lan , a dû se 

déplacer dans ce plan pour ven i r occuper la posi t ion défini
tive a ' b ' c ' d ' . Cette déformat ion por te le n o m de g l i s s e m e n t . 
Elle se m e s u r e par l 'angle que font, avec leur direct ion p r i 
mit ive , les l ignes p r i m i t i v e m e n t n o r m a l e s aux faces pa ra l 
lèles que l'on considère et dont l ' une a glissé devan t l ' au t re . 
Ainsi, dans la figure, la l igne Àa' , p r i m i t i v e m e n t n o r m a l e 
aux faces du para l lé lépipède , fait, avec les no rma le s à ces 
faces, après la déformat ion , u n angle a X a qui m e s u r e le gl is
sement de l 'une de ces faces pa r rappor t à l ' au t re . Nous la 
désignerons par la le t t re i g é n é r a l e m e n t affectée d 'un ou de 
deux indices , faisant conna î t r e la direct ion de la n o r m a l e à 
la face qui a glissé el celle su ivan t laquel le le g l i s sement 
s'est opéré . Dans la figure, cette de rn iè re di rect ion serai t celle 
du plan a X a ! définie pa r celle de sa t race sur le p lan des x g . 

Nous supposerons toujours les déformat ions re la t ives très 
peti tes, c 'est-à-dire tel les que l 'on puisse négl iger , dans les 
calculs, les car rés et les p rodu i t s des quan t i t é s représentées 
par 3 et par i . Cette hypothèse ne s 'oppose pas d 'a i l leurs à ce 
que le solide, dans son e n s e m b l e , subisse des modifications 
de forme très sensibles ; a ins i , une ve rge droi te p o u r r a être 
courbée en cercle sans que les déformat ions é lémenta i res 
cessent d 'être très pe t i tes . 

Il estfaci le de r econna î t r e et de d é m o n t r e r que les déforma-
lions é l émenta i re s ainsi définies (di la tat ions et g l i ssements) 
peuvent se composer et se décomposer su ivan t la règle du 
pa ra l l é log ramme . Ainsi , pa r exemple , une di latat ion à dans 
une di rect ion obl ique par r appor t à trois axes r e c t a n g u l a i r e 
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peut ê tre r ega rdée c o m m e la r é su l t an t e de (rois d i la ta t ions 
<\, \ dans des d i rec t ions para l lè les a u x axes auxque l les 
elle est l iée par la re la t ion ? = \ï/ - f - V + ? r

2 . Dans la 
l igure 20 le g l i s semen t i de la face supé r i eu re du para l lé lépi 
pède dans u n plan para l lè le aux :/:// serai t la r é su l t an te de 
deux g l i s sements ix, iy r e spec t ivemen t para l lè les à ces deux 
axes et aura i t p o u r va l eu r i = y''*2 + il-

Dans une déformation quelconque d'un solide, le glissement 
de deux plans rectangulaires dans un plan perpendiculaire ci 
leur intersection est le même. P r e n o n s en effet, pour p lan de 
la f igure, le plan dans lequel le g l i s semen t s'effectue (ce sera, 
dans la figure p récéden te , le p lan aAd), et, dans le solide, 
deux p lans pe rpend icu la i r e s en t re eux ayant pour traces 

AB, AC (fig. 21), et concevons u n pa-

D f £ p' ra l lé lép ipède é l émen ta i r e ayant pour 
hase u n rec tang le ABCD cons t ru i t 
su r ces t races . A p r è s la déformat ion , 
le p r i s m e r ec t angu la i r e sera devenu 
un p r i s m e à hase de p a r a l l é l o g r a m m e 
A'B'C'D'. Le g l i s s emen t de la face CD 

par r appor t à AB sera m e s u r é par l 'angle aigu C'A'-/ formé 
par la l igne C'A' avec sa di rect ion p r imi t ive A'v n o r m a l e à 
A'B'. De m ê m e , le g l i s semen t de la face BD par r appor t à AC 
sera m e s u r é par l ' angle B'A'j2 formé par la l igne B'A' avec la di
rect ion p r imi t ive A',3 n o r m a l e à A ' C . Or, ces deux angles sont 
égaux , ce qui d é m o n t r e le t h é o r è m e . 

Un glissement est équivalent à 
une dilatation et à une contraction 
moitié moindres suivant des direc
tions inclinées à 45° sur celle du 
glissement. — P r e n o n s , dans le 
solide, un p r i sme à base car rée , 
AOBC (fig. 22) don t la base devient 
le losange A'OBC, par sui te d 'un 

g l i s semen t i = AOA' = ^~ = T T T ' 
c AO LA 
La diagonale OC est devenue OC s ' a l lougeant de D C ou su-

Pic, 3 1 . 

F I G . 2 2 . 

hissant u n e di latat ion posit ive 3 , 
D C 
OC 

de m ê m e , la d iago-
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nalo BÀ est devenue BA', s 'accourcissant de AE ou subissant 
AE 

une di latat ion négat ive ou cont rac t ive — ^ = Or, dans 

l 'hypothèse où les déformat ions dev iennen t infiniment pet i tes , 
les t r iangles CCD, AA'E sont semblab les au t r iangle rec -

puisque CP est la moi t ié de AB ou de CD, i = 2?i -— — 2 ^ , 
ce qui démon t r e le t héo rème . 

Î ) . F O R C E S I N T É R I E U R E S . — Supposons m e n é , à t r a v e r s 
un corps solide, regardé c o m m e u n e n s e m b l e de po in t s 
matér ie ls isolés, u n pLan que lconque P . Tous les poin ts 
matér ie ls s i tués d 'un coté de ce plan exercen t , sur ceux qui 
sont de l ' aut re côté, des act ions d 'a t t rac t ion ou de répuls ion , 
fonctions des dis tances mu tue l l e s , et dont les d i rec t ions le 
t raversent . Soit, dans ce p lan , au point M, u n é l émen t 
superficiel d ' é tendue w ; p r enons tou tes les act ions mu tue l l e s 
dont les d i rec t ions t r ave r sen t cet é l é m e n t et , pa r la règle 
ordinaire de la compos i t ion des forces appl iquées aux 
solides inva r i ab les , composons- les en u n e force r é su l t an te F 
et en un couple . Il est facile de voir que le bras de lev ier 
de ce couple sera d 'un ordre de pet i tesse supé r i eu r à celui 
des d imensions de l ' é lément , et pa r sui te négl igeable . La 
force résu l tan te F sera géné ra l emen t obl ique au plan P . Le 

F 
rapport — p o u r r a ê t re regardé c o m m e l'effort m o y e n exercé 

par unité de surface su r l ' é l ément u , et la l imite de ce r a p 
port , lorsque m tendra vers zéro, s 'appelle la force in t é r i eu re , 
par uni té de surface su r la d i rec t ion du plan P , au point M. 

F 
Cette force in té r ieure — = p var ie géné ra l emen t en g r a n -

dour et en di rect ion avec la d i rec t ion du plan P que l 'on 
mène par un point donné M du solide et aussi avec la pos i 
tion du point M dans le p lan . Ains i , la force in t é r i eu re p est 
une fonction des coordonnées ,r, y, z du po in t M et des cosi
nus d i rec teurs a, ¡3, Y de la no rma le à la d i rec t ion du plan P 
qui définissent cet te d i rec t ion. Elle est aussi fonction du 
temps / lorsque le corps est en m o u v e m e n t . Pa r cet te déti-

tangle isocèle CPA; on a donc 
CC'__DC 

CA — C P 

D C ' _ A E 
CP ~~ CP 

et, pa r su i t e , 
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nitioii , on subs t i tue , aux forces d iscont inues qui s 'exercent 
r ée l l emen t en t re les différents points ma té r i e l s const i tuant 
les solides, des forces qui sont des fonctions cont inues de 
ces var iab les x, y , z, a, 3, et t. 

Nous n ' é tud i e rons que des corps en repos , et par sui te la 
va r iab le t ne f igurera pas dans nos équa t ions . 

La force p, g éné ra l emen t oblique au p lan P , peut se décom
poser en deux su ivan t la n o r m a l e au p lan et su ivan t sa p ro 
ject ion sur le p lan . Nous dés igne rons r e spec t i vemen t par 
les le t t res N et T ces deux composan tes qui sont di tes les 
composan tes normale et tanq enticlle de la force in té r i eu re . 
Ces le t t res seront en général affectées d ' indices rappe lan t 
l eu r direct ion. Dans le plan P , la force tangent ie l le T elle-
m ê m e sera o r d i n a i r e m e n t décomposée en deux, su ivant deux 
di rec t ions r e c t a n g u l a i r e s . Chacune des composantes , c o m m e 
la force p e l l e -même , sera rappor tée à l 'un i té de surface. La 
force n o r m a l e N s 'appel le pression lo rsqu 'e l le est dir igée du 
dehor s vers l ' é lément p lan sur lequel elle agit . C'est une 
traction dans le cas con t ra i re . 

Î O . R e l a t i o n s e n t r e l e s f o r é e s i n t é r i e u r e s e t l e s 
d é f o r m a t i o n s . — On admet , et c'est un fait que l 'expé
r ience vérifie, que les déformat ions p rodu i tes dans u n corps 
solide sont, p ropor t ionne l les aux forces p ou à leurs compo
san tes , tant que ces déformat ions res ten t très pet i tes . On 
fait m ê m e de cette exacte p ropor t ionna l i t é la définition des 
corps parfaitement élastiques. Ce sont les seuls qu 'é tudie la 
théor ie de l 'é last ici té . On d i s t ingue , dans les corps é las 
t iques , les corps isotropes dans lesquels l 'élastici té est la 
m ô m e dans tous les sens, c 'est-à-dire telle qu 'une force in té
r i eure dé t e rminée y p rodu i t tou jours les m ê m e s déforma-
lions re la t ives , q u e l l e que soit la direct ion suivant laquel le 
elle s 'exerce en un point dé t e rminé du solide. Nous ne con
s idére rons que des corps isotropes (*). 

O) beaucoup de corps solides n a t u r e l s son t t rès voisins de Pisotropie pa r 
faite. Presque tous les corps ob tenus par fusion : le ve r r e , l 'acier, la p lupa r t 
des m é t a u x , etc. , sont dans ce cas . Au conl ra i rc , les corps fibreux, comme 
les bois, le fer l aminé , p r é sen t en t une hë téro t ropie t rès m a r q u é e . Une m ê m e 
forée n 'y produi t pas les m ê m e s déformat ions dans tontes les d i rec t ions . 
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Dans de pareils corps , la re la t ion en t r e les forces in té 
r ieures et les déformat ions cor respondan tes est des p lus 
s imples. 

Une force n o r m a l e N, app l iquée à u n é l é m e n t plan, produi t , 
dans sa direct ion pe rpend icu la i r e à cet é l ément , une dila
tai ion ¡1 propor t ionne l le à N. On a ainsi , en t re ces quant i tés , 

N , , . • 

une relat ion de la forme ? — ^ ou N = E?, la l e t t re E dési

gnant u n n o m b r e fixe pour c h a q u e corps solide, expr imé 

co T i m e la force N e l l e -même en uni tés de force rappor tée 

à l 'unité de surface (en k i l og rammes par m è t r e car ré par 

exemple) et qu 'on appel le coefficient ou modu le d 'élast ici té . 

La dilatat ion 3 est posi t ive ou néga t ive en m ê m e t e m p s que 

N ; elle sera posi t ive , par exemple , lo rsque X e s f u n e t r a c 

tion, et néga t ive lorsque N est une press ion. 
En m ê m e temps que cette di la ta t ion ?, la force n o r m a l e 

j \ produi t , sur toutes les l ignes perpendicu la i res à sa d i rec
tion, ou paral lè les au plan sur lequel elle agit , u n e di latat ion 
de signe cont ra i re — dont la va leur est u n e fraction, que 
nous dés ignerons par r „ de la di latat ion ò ; nous au rons ainsi : 
y = — T;S. Le r appo r t r, var ie , dans les solides na tu re l s , de 
1 1 . 1 
7 à -• On d é m o n t r e qu ' i l a la va leur - dans les corps iso- . 
* c 4 
tropes. Ce coefficient r, est dit coefficient de contract ion 
t ransversa le . 11 cor respond à une di la ta t ion positive ou à 
un a l longement , lo r sque la di latat ion longi tud ina le ? est 
négat ive, c 'est-à-dire r ep résen te un accourc i ssement . 

Une force t angen t ie l l e T appl iquée à un é lément plan pro
duit, dans sa direct ion, un g l i s sement i p ropor t ionnel à T, 

T 
et lié à cette force par une relat ion de la forme i = — 

t l 

ou T = G Î , la le t t re G dés ignan t , comme la le t t re E, un 
nombre fixe pour chaque corps solide, expr imé en uni tés de 
forée rappor tée à l 'un i té de surface, et, qu 'on appel le coef
ficient ou module d 'élast ici té t r ansve r sa le ou de g l i s sement . 

Il existe, dans les corps isotropes , une relat ion en t re ces 
trois nombres E, G , Y ; . Soit en effet, dans un parei l corps, un 
cube é lémenta i re don t nous supposerons les côtés pris pour 
uni té de l ongueur et les faces pour uni té superficielle, sou-
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mis sur deux faces opposées à un effort no rma l de t ract ion N 
(fiy. 23). Menons le plan d iagonal , et so i tT l'effort tangent ie l 

su r ce plan dont la superficie sera 
v 2 . P o u r que chacun des p r i s m e s 
t r i angu la i res dans lesquels n o u s avons 
divisé le cube soit en équi l ibre , il 
faut qu'on proje tant N sur le plan 

N 
obl ique sa project ion — soit égale et 

y 2 

d i r ec t emen t opposée à l'effort t angent ie l T y/g, ce qui donne 

N" = 2T. Or, la t ract ion N a al longé les côtés hor izontaux 
N 

du cube dont la l ongueu r est devenue 1 -+- — ; au con t r a i r e , 

elle a accourci les côlés pe rpend icu la i res dont la l o n g u e u r 
IV 

est devenue 1 — r, P R D'autre par t , l'effort tangent ie l T a 

F I E 2 3 . 

i rodui t u n g l i ssement i q 1 de sorte que l 'angle des deux 

diagonales , d 'abord égal à ^ est devenu ~ — /. Si nous expr i 

m o n s cet angle enfonction des nouvel les va leu r s des cô tés . 

N O U S É C R I R O N S 

N 

t - 1 K 
TARU 

f + 
( I - L ) -

E 
f 

pu isque 

T N 
/ est t rès pet i t . D'où, en me t t an t pour i sa va leur-^ ou 

E 
on dédui t fac i lement la re la t ion cherchée G = -—: :· 

Si, dans u n solide, on p rend u n paral léfépipède é l é m e n 
taire, don t les côtés d 'abord égaux à n , b , c sont devenus , à 
la sui te de déformat ion , r e spec t ivement a ( l -\- ?,), 6(1 -f- à.,), 
c (l -\- I \ ) , les d i la ta t ions i\, ? 3 pouvan t ê tre posit ives ou 
néga t ives , le vo lume pr imi t i f a b c est devenu , après la défor
m a t i o n , a b c (1 -+- 3 , ) (1 + 3 . , ) (1 + ^ 3 ) 1 soit, en négl igeant les 
produi ts de ces d i la ta t ions a b c [1 -+- ( 3 , - 1 - - + - 3 , ) •. Le rappor t 
au vo lume pr imit f est ainsi 1 -f- (? ( + 3., - + - 3 A ) , et l ' a u g m e n 
tat ion de l 'uni té de vo lume est expr imée par 3 , - f - 3 . 2 - f - 3 3 . 
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C'est ce qu 'on appelle la di latat ion cub ique . Nous la r ep ré 
senterons par la le t t re 8 en posant 9 = 3 ( + 3., -j- 3 3 . 

La di latat ion cubique peut , bien en tendu , ê t re posi t ive ou 
négative. 

Soit u n para l lé lép ipède é l émen ta i r e en équ i l ib re , ou tel 
que les forces in té r i eu res exercées su r ses six faces soient 
égales deux à deux et de sens con t ra i re . Décomposons , para l lè
lement aux trois côtés de ce para l lé lép ipède , les forces qui 
agissent sur ces faces. Nous au rons d 'abord t rois compo
santes n o r m a l e s que nous dés ignerons par N 1 ; N\,, N ; 1, puis 
six composantes tangent ie l les , à ra i son de deux sur chaque 
face. Il est facile de rec mna î t r e que ces six composan tes 
sont égales deux à deux, et se r édu i sen t à trois d is t inc tes . 
Soient a , b , c ( f i r / . 24), les t rois côtés du para l l é lép ipède . 
Prenons , sur les faces 1, de superficie b c , les composan tes T 
parallèles à c , et su r les faces 3, de superficie a b , les compo
santes T' paral lè les à a ; ces qua t r e forces fo rment , deux à 
deux, deux couples qui t endent à faire t ou rne r le paral lélé
pipède au tour d 'un axe paral lè le à b . et toutes les au t r e s com
posantes, n o r m a l e s ou tangent ie l les , ont un m o m e n t nu l pa r 
rapport à cet axe ; il faut donc, pour l ' équi l ibre , que ces deux 
couples a ient m ê m e m o m e n t en va leur 
absolue. Or, les composan tes T appl i 
quées aux surfaces bc ont pour va l eu r 
T . b c ; l eur couple, a pour b ras de levier 
a et pour m o m e n t T . b c . a ; les compo
santes T" fo rment de m ê m e u n couple 

si, ! 3 
S 1 2 

' t r 

2 

K L 
2 

3 / 

dont le m o m e n t est T . a b . c . L'égali té de F , 4 

ces deux m o m e n t s donne bien T = T' ; 
de même des au t r e s . Il n 'y a donc , en réa l i té , que trois com
posantes tangent ie l les dis t inctes , que nous dés ignerons par T,, 
T.,, ï 3 , l ' indice m a r q u a n t la d i rec t ion de la face para l lè le 
ment à laquel le agit le couple formé par les forces t angen
tielles considé \ i n s i , dans la figure, les deux forces 
égales T et T' se ra ien t désignées par T,,. 

Alors, d 'après ce qui a été dit plus h a u t , la force N,, agis
sant n o r m a l e m e n t aux faces 1, p rodu i t , pa ra l l è l emen t aux 

côtés a , une di la ta t ion la force N.,, agissant n o r m a l e m e n t 
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aux faces 2 ou p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la direct ion a , produi t 
su r ces côtés u n e di la ta t ion néga t ive ou cont rac t ion la téra le 

— rt et, de m ê m e , la force N ; i p rodui t une di la ta t ion 

néga t ive — 7 1 "pf' sorte q u ' e n s o m m e la di latat ion to ta le 

subie par les côtés «, par un i t é de l o n g u e u r , si n o u s la dési
gnons par ? t , au r a pour express ion 

Nous a u r o n s de m ê m e , par u n r a i s o n n e m e n t ana logue , 

et 

3 , = | ( N , - i-iN, - T , N 

La c o m p o s a n t e t angen t ic l l e Tt p rodu i t , su ivan t sa direc

tion, u n g l i s sement z\ = Y V ' et de m ô m e les deux au t res 

T. , . ï 
donne ron t i0 = - 7 ^ 1 z, = 7 7 -

G i G 

Ce sont les r e la t ions les p lus généra les e n t r e les déforma
tions é l émen ta i r e s et les forces in té r i eures . 

On peut les r é soudre par r appo r t aux composan tes N, ï 
pour exp r imer les forces in t é r i eu res en fonction des défor
ma t ions . Et. cette réso lu t ion , si l 'on écrit , pour simplifier : 

r E E 
77 T V , r - r — >., et G = - .. r = u., donne les 
( 1 + T | ) ( 1 — 2 - 0 2 ( 1 + Ï ; ) 

équat ions suivantes , où 0 = 3j 4 - 3., 4 - 3 3 , 

( N , - (X -f- 2 u ) 3 , + X ( 3 a + 3 , ) = X6 4 - 2 ^ , , T , = {*«„ 

( 1 ) N , = (> + 2u.) 3 2 + X ( 3 3 4 3<) = M + 2 , x 3 „ T 2 = a / 2 , 

( N , = (À + 2s*) 3 3 4 - X ( 3 , 4 - 3 3 ) = XO + 2 * 3 3 ) T 3 = u . t , ; 

les coefficients A , y. sont souven t appelés coefficients de 
Lamé . 

Dans les corps i so t ropes , pour lesquels rt a exactement la 

va leur 7> on a X -— a . Ces deux coefficients sont , au cont ra i re . 
4 
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d u /, , d u \ 

et, si on la compare à sa g randeur p r imi t ive a, on aura , en ap

pelant ^ la di latat ion cor respondan te , a (1 4 - i\) = a ^1 ' 

• (111 

La project ion de MA sur l 'axe des y sera a ce qui 

montre que cet te l igne MA fait avec la d i rect ion des x un 
d,v 

angle m e s u r é par Si l 'on ra i sonne de la m ê m e maniè re 

sur un point B pr is su r l 'axe des y , on reconnaî t ra que la 
liciie M B I après la déformat ion , fait avec l 'axe des y u n 

d v d u 
1 d u n 0 n c l 'angle droi t BMA a d iminué de -y- 4 - -1-1 et 

angle - r l J U 0 d x d u 
b d i j J 

assez différents l 'un de l ' au t re pour les corps hé té ro t ropes . 
On déduit fac i lement de ces équa t ions 

N < - F N A - F N 3 = = 9 ( 3 X + 2 U ) . 

Il est i n t é ressan t et ut i le d ' exp r imer les déformat ions en 
fonction des dép l acemen t s des poin ts d 'un solide supposé 
rapporté à t rois axes r ec t angu la i r e s . Soient ./;, y , z les coor
données d 'un point M quelconque ; u , v , w les project ions sur 
les trois axes du dép l acemen t de ce point supposé très pet i t , 
ainsi que la déformat ion. Par ce po in t 
M, menons t rois axes para l lè les aux 
axes coordonnés , p r e n o n s su r Mx un 
point A don t les coordonnées se ron t 

+ y, z . Après le dép lacement , les 
coordonnées du point M seron t deve
nues x 4 - M , y 4 - w, z + w , et celles du ' F I G . 2;; 
point A seront de m ê m e 

X + a + U + * d x Y y + V + * d x Z + W + * d x 

Alors la projection de MA sur l 'axe des x sera 
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cotte d iminu t ion de l 'angle m e s u r e le g l i ssement représen té 
, . dv du 

par ?.„; nous au rons donc z „ = — — Y - —— 
r J dx dy 

P a r des r a i sonnemen t s ana logues sur les au t r e s axes, 
nous ob t iendrons les va leurs su ivantes : 

^ d u - d v . d u -
L < - d ~ x * = d y ' 3 » = T z 5 

. d w d v . d u . d w _ . d v d u 
h ~ T d y ~ + d z ' h ~^ d z ^ ~ d x ' ' ' 3 ^ d x + d l / 

Ce sont les re la t ions che rchées . En les m e t t a n t dans les 
équa t ions c i -dessus , ou l eu r donne la forme classique : 

K = i > + * > s + » g - r » £ - ^ = > ( t + î } 

11. Équations çjénérales de l'équilihre élastique. 
— Parallélépipède et tétraèdre élémentaires. — 
Après avoir établi les re la t ions précédentes en t re les forces 
in té r ieures et les déformat ions d 'un corps solide, nous 
a l lons en r e c h e r c h e r d ' au t res en t re les m ê m e s forces in té 
r i eu res et les forces ex té r ieures qui peuven t agir sur ce 
sol ide, et pour cela nous écr i rons les équa t ions d 'équi l ibre 
d 'un para l lé lépipède et d 'un t é t r aèd re é l é m e n t a i r e . 

P renons d 'abord un para l lé lépipède rec tangle , dont les 
côtés inf in iment pet i ts dx, dy, dz sont paral lè les aux axes 
coordonnés . Décomposons , c o m m e plus hau t , en l eurs t rois 
composan tes para l lè les aux axes, les forces in té r ieures qui 
agissent sur les faces de ce para l lé lépipède . Admet tons qu'il 
s 'exerce, en ou t re , sur la masse in té r ieure de cet é lément , 
u n e force ex té r ieure propor t ionnel le à sa masse ou au p r o 
dui t de sa densi té p pa r son vo lume dxdydz et décomposons 
cette force en trois composantes paral lè les aux axes . Dési
gnons par X 0 , Y u , Z 0 ces composan tes , par un i t é de masse , 
de telle sor te que la composan te para l lè le aux x se ra , par 
e x e m p l e , çX0dxdydz, et a insi des au t r e s . Reprenons les 
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notations N, T , définies plus hau t , pour r ep résen te r les com
posantes des forces in té r ieures sur les faces du para l lé lépi 
pède. L 'équi l ibre de ro ta t ion é tant é tabl i pa r l 'égal i té que 
nous avons expr imée , des composan tes tangent ie l les deux à 
deux, il ne res te à exp r imer que les condi t ions de l 'équi l ibre 
de t ransla t ion ou à écr i re que la s o m m e des project ions des 
forces sur chacun des t rois axes est nu l l e . Les composan tes 
perpendiculaires à l 'axe des x donne ron t sur cet axe des 
projections nu l l e s , il n ' y a donc à m e t t r e en compte que les 
composantes paral lè les à cet axe. Ce sont d 'abord la force 
extér ieure pX0dxdydz dont il v ien t d 'ê t re pa r l é , puis sur les 
faces perpendicu la i res a u x x les composantes n o r m a l e s N,, 
sur les faces perpendicu la i res aux y les composantes t angen
tielles T 3 , et sur les faces perpendicu la i res aux z les compo
santes tangent ie l les T„. Su r la face pe rpend icu la i r e aux x et 
la plus voisine de l 'or igine, la force no rma le a p o u r va leur 
— Ntdydz, et sur la face paral lèle à celle-là, d i s tan te de 

dx, cette force devient : -+- dx^j dydz. L a force T : I 

agissant sur la face pe rpend icu la i r e aux y la plus r a p p r o 
chée de l 'or ig ine a p o u r express ion — lzdxdz, et su r 

la face paral lè le ^ T 3 4 - ~j dy^j dxdz; la force T 2 ag issant 

sur la face perpend icu la i re aux z, la p lus r approchée de 
l 'origine, a pour express ion — T2dxdy et sur la face p a r a i -

T 2 4 - dz J dxdy. Toutes ces forces se pro je t ten t en 

vraie g r a ndeu r sur l 'axe des a;, et la s o m m e de l eurs projec
tions est la s o m m e de l eurs va leurs absolues . En faisant 
cette s o m m e , en r édu i san t et en d iv isant tous les t e r m e s pa r 
dxdydz, on obt ien t la p r emiè re des équa t ions su ivantes dont 
les deux au t res se t rouvent de m ê m e en pro je tan t les forces 
sur l 'axe des y et su r l 'axe des z : 
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Mettons p o u r les N, T, leurs va leu r s c i -dessus , et r e p r é 
sentons , pour abréger , par A 2 la s o m m e des lrois dér ivées 
secondes par t ie l les par r appor t aux t rois coordonnées , 

^2 dPu ( P u d 2 u 

d x ' 1 d y * d z 2 

et nous pou r rons écrire s i m p l e m e n t 

1 + £ - M « M + P x 0 = o, 

{ i ) \ (X -f (.) g + tfv + P Y 0 = 0, 

(X + !*)£ + + P z 0 = 0. 

Sous cette forme, ces équa t ions conduisent à un r é su l t a t 
impor tan t . Soit un solide qui n 'est soumis à aucune force 
ex tér ieure , ou soit X 0 = Y 0 = Z 0 = 0 ; si nous supposons , 
en ou t re , que les dép lacemen t s u , v , w des points soient les 
dér ivées par t ie l les d 'une m ê m e fonction ç des coordonnées , 

, , . ,. . d o d s d o 
c est-a-cure si nous pouvons poser u = -r- v — -r--- w - -.•> 

r r d x d y d z 

nous en déduisons 9 = A s s et S r i i — A ~ ^ - = - ^ j - A 3 s = ~ i 
d x d x ' d x 

si nous subs t i tuons dans la p r e m i è r e équa t ion , elle devient 

(/. -f- v) ~^ - \ r y~ = 'J, et ne peu t ê t re satisfaite que p a r 
d ( i n n * i i « • r r / 0 n f / 0 ,. —r- = 0. De m ê m e les deux au t res exigeront — = U, — = U . 
d x a d y d z 

c'est-à-dire que la d i la ta t ion cubique 9 est a lors cons tan te , 
ou la m ê m e en tous les points du sol ide. 

P renons m a i i i t e n a n t u n té t raèdre é lémenta i re formé de trois 
faces rec tangu la i res paral lèles aux plans coordonnés et d 'une 
face obl ique ABC définie par les cosinus d i rec teurs a , ¡3, v de 
la n o r m a l e à son p l an . P o u r simplifier, p renons pour uni té 
de surface la superficie du t r i ang le A B C ; celles des trois 
t r i ang les OBC, OCÀ, OAB seront respec t ivement a, 3 , y . 
Cherchons à é tabl i r des relat ions ent re les composantes X, Y, Z 
para l lè les aux axes, de la force in t é r i eu re qui agit su r la face 
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oblique ABC et les composantes N, T, de celles qui agissent 
sur les trois au t res faces du té t raèdre . 
En r e m a r q u a n t que les forces appl i
quées aux qua t re faces sont du second 
ordre de pet i tesse, si les d imens ions 
du côté sont du p remie r o rdre , t and i s 
qu 'une force ex tér ieure appl iquée à la 
masse du t é t r aèd re serai t du t ro i 
sième ordre , nous n ' a u r o n s pas à j 
tenir compte de cet te dern iè re force, F I G . 2 0 . 

et nous exp r imerons les condi t ions de 
l 'équil ibre en écr ivant que la s o m m e des project ions des 
forces sur chacun des trois axes est nu l l e . Cela nous condui ra 
aux trois équa t ions : 

(3) X = r V + T 3 p + T 2 T , Y _ i > + N 2 p + T , r , Z = T ï « + T l p + X a Y . 

Avec ces composan tes , paral lè les aux axes, de la force 
in tér ieure qui agi t su r l ' é l ément ABC, nous pouvons obteni r 
la projection de cette force i n t é r i eu re sur u n e direct ion que l 
conque, définie par les cos inus a , ¡3', y' des angles qu 'e l le l'ail 
avec les trois axes . Si nous appelons t celte project ion, nous 
aurons / —- Xa ' - ( - Y,3' + Z Y ' , ou b ien , en subs t i t uan t aux 
X, Y, Z l eu r s va l eu r s c i -dessus 

(6 ) t = N,**' + N2S,3' -f- N . l T Y ' 4- T ( (p Y ' + rP') 

+ T 2 ( v a ' 4- a Y ' ) + T 3 ( 3 a ' 4- a 3 ' ) , 

expression dont la va leur ne change pas quand on change 
1 , ¡3, y en a', ¡3', Y ' r e spec t ivemen t . Cela donne ce théo
rème de réciproci té : 

La composan te , su ivan t u n e direct ion que lconque , de la 
force in té r ieure su r u n é l émen t p lan est égale à la compo
sante, su ivan t la n o r m a l e à cet é lément , de la force in t é r i eu re 
sur un au t re é lément no rma l à la p r emiè re d i rec t ion . Ou 
bien, a u t r e m e n t : si l'on prend en u n point d 'un solide deux 
é léments p lans que lconques , l eu r s no rma le s et les forces infé
r ieures qui agissent sur eux, et si l 'on projcffe chacune de 
ces forces in té r ieures su r la no rma le à l ' au t re é lément , les 
doux project ions sont égales . 

L'égalité démon t r ée p lus h a u t (p.33) des deux composan tes 
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t angen t ie l l es T, T ' n ' e s t q u ' u n cas pa r t i cu l i e r de ce t héo rème . 
En par t icu l ie r , on ob t i endra la composante n o r m a l e à l'élé

m e n t ABC en fa isant , dans l 'équat ion précédente à = a, 
3' = 3, Y ' = Y- Cela donne 

t = N > 2 + N ^ 2 + N 3 P + 2T,pX + 2 T 2 Ï * + 2 T > p . 

Supposons qu 'à par t i r du point M pris pour or igine des 
coordonnées , on po r t e , su r la n o r m a l e à l ' é l ément p lan 

\ 
considéré , u n e l o n g u e u r MS - dont le ca r ré r e p r é -

\'± l 

sente la va l eu r absolue de jl si x, y, z dés ignent les coor-

x i/ z 1 
données du point S, on aura MS = - = f = - = • en 

A ¿ T v , _ H
 t 

prenan t le s igne -+- ou le s igne —, su ivan t que t est positif 
ou négatif. En po r t an t dans l ' équat ion ci-dessus les va leurs 
de a, 3, Y dédui tes de celle-ci, elle dev ien t 

N , ^ + N V + N 3 ^
2 + 2 T , y - + 2 T 2 ^ ; - f 2 T > y = ± 1 , 

et elle r ep ré sen t e alors le lieu des points S qui , c o m m e on 
voit , est une surface du second degré dont le centre est au 
point M. Cette surface s 'appel le surface d i rec t r ice . Lorsque 
la va leur de t conserve le m ê m e s igne pour toutes les direc
t ions, ce t te surface est un el l ipsoïde. Dans le cas con t ra i re 
l ' équat ion r ep ré sen l e un sys tème de deux hyperboloïdes 
conjugués , ayan t m ê m e cône a sympto te . Si on rappor te cette 
surface à ses axes p r inc ipaux , pr is pour axes de coordon
nées , les t e rmes con tenan t les produi ts des coordonnées 
doivent d i spa ra î t r e de l ' équat ion , ce qui exige que l 'on ait 
T[ = T., = T 3 = 0. Il n 'y a donc pas de composantes t a n g e n -
tielles su r les t rois nouveaux p lans coordonnés , cl les 
forces in t é r i eu res s'y r édu i sen t à l eurs composantes no r 
ma les . Donc, en tou t point d'un corps solide, il y a trois 
p lans r ec t angu la i r e s sur lesquels les forces in té r i eu res sont 
n o r m a l e s . Ces p lans s 'appel lent les plans principaux, et les 
forces i n t é r i eu re s co r re spondan tes sont les tensions ou pres
sions principales. 

Si, au l ieu d 'opérer c o m m e on vient de le dire , on por te à 
par t i r du point M, su r la direct ion m ê m e de la force inlé-
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r ieure t, une l o n g u e u r M T = t, les coordonnées x , y, z du 
point T ne sont au t re chose que les composantes X , Y , Z de 
cette force in té r i eu re . Supposons que nous ayons pr is pour 
axes de coordonnées les d i rec t ions des tens ions pr inc ipa les , 
les composantes tangent ie l les T t , T 2 , T 3 sont nu l l e s et les 
équat ions (5) se r édu i sen t à X = l S t x , Y = N . 2 l 3 , Z = N 3 y -

Si nous en t i rons les va leu r s de a, g , v et si nous les subst i 
tuons dans la re la t ion a 2 H- H 2 + y 2 — 1 qui existe en t re ces 
trois cosinus des 'angles formés par u n e droite avec les trois 
axes r ec t angu la i r e s , n o u s au rons en m e t t a n t aussi x , y, z au 
lieu de X , Y , Z , l ' équa t ion du l ieu des points T qui sera 

x 2 y / 2 z 2 

ainsi : ^ ~\- ^ -\- — — 1, c 'est-à-dire u n ell ipsoïde r appor t é 

à ses axes. 
C'est l 'el l ipsoïde des t ens ions . 

1 2 . S o l i d e s i n d é f i n i s d a n s l e s e n s l o n g i t u d i n a l . 

— En vue de simplifier l ' é tude des déformat ions et de l 'é las
ticité des corps sol ides, on cons idère souvent , au l ieu de 
corps à t rois d imens ions , des corps supposés indéfinis dans 
un sens l ong i tud ina l , de sorte que l'on n ' a à s 'occuper que de 
ce qui se passe dans un plan pe rpend icu la i r e à cette d imen
sion, en supposan t , ce qui est d 'une exact i tude suffisante, 
que tout se passe de m ê m e dans les d ivers p lans para l lè les , 
sans in te rven t ion d ' aucun effort ni d ' aucune déformat ion 
dans le sens long i tud ina l . Toutes les forces in té r i eu res et 
extér ieures sont alors supposées con tenues dans le plan 
unique cons idéré , ce qui revient à r ega rde r le corps solide 
comme n ' ayan t que deux d imens ions , et à n 'avoi r que deux 
coordonnées au lieu do t ro is . Les composantes des forces 
in té r ieures , ag issan t en t re les faces d 'un para l lé lépipède , 
qui devient a lors u n rec tangle é l émen ta i r e , se r édu i sen t à 
trois d is t inc tes , les deux composantes no rma le s N 4 , N . 2 et u n e 
composante t angen t ie l l e T qui est la m ê m e pour les deux 
faces. Et les équa t ions de l ' équi l ibre d 'élast ici té (3) dev ien
nent s imp lemen t 

,_. rfN, . dl dT rfN, 
W - ^ + ^ + f X ° = ° ' ^ + ^ + ^ ° = ° ' 

Les équat ions e x p r i m a n t l ' équi l ibre d 'un t é t raèdre é l émen-
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t a i re , qui devient u n p r i sme t r i angu la i r e ou u n t r iangle élé
m e n t a i r e se r édu i sen t de m ê m e à 

X = N,a + Tfs, Y = Toc -f N 2S. 

Au lieu des cos inus dés ignés pa r a et ¡3, il esl 
p lus usue l , a lors , de faire figurer les s inus et co
s inus d 'un angle u n i q u e , que nous dés ignerons 
aussi par a et qui est l ' angle NMx' (fig. 27) 

formé par la n o r m a l e MX au côté obl ique AB du t r i ang le avec 
la d i rect ion de l 'axe des x . Cela rev ien t à r e m p l a c e r a pa r 
cos a et 3 par sin a. Les équa t ions p récéden tes dev iennen t 
a insi 

( 8 ) X = N, cosa -\- T sin a, Y = T cosa -(- N 2 sin a. 

La surface directr ice devient une ellipse ou u n sys tème de 
deux hyperbo les conjuguées et l 'el l ipsoïde des tensions se 
rédui t à u n e el l ipse. Si l 'on p rend pour axes de coordonnées 
les direct ions des axes p r inc ipaux de ces surfaces, T de 
vient n u l , et l 'on a s i m p l e m e n t X — X , cos a, Y = N 2 s i n -x, 
N, et N 2 dés ignent a lors les t ens ions ou press ions pr inc ipa les . 

Pa r sui te , la force in t é r i eu re p sur l ' é lément plan dont la 
n o r m a l e fait l ' angle a avec la direct ion de la tens ion pr inci 
pale ATi a pour va leur p = y'N, 2 cos- a -f- Njj s i n 2 a. L 'angle 
a' que la direct ion de cette force p fait avec celle de Ni, qui 

Y 
est celle de l 'axe des x , est défini pa r t ang a' = Y O U bien 

A. 
, , No , 
t ang T. = rr* t ang a. 

° N, " 

Si nous p r e n o n s un second é l émen t p lan , para l lè le à la 
direct ion a', sa n o r m a l e fera, avec l 'axe des x , u n angle 

a, = ^ -f- a', et si nous appelons a', l ' ang le , avec Taxe des ,/•, 

de la direct ion de la force in t é r i eu re qui lui sera app l iquée , 
nous au rons , pour d é t e r m i n e r «',, l 'équat ion 

N N. 
tang' oc'., — r̂j-2- tang a•^ ~ — rr^ cot <x' = — cot a ; 

donc a' ( = c 'est-à-dire que la direction a\ de la force 
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intér ieure appl iquée au second é l é m e n t sera pe rpend icu la i re 
à la direction a ou para l lè le au p r e m i e r é l émen t auque l la di
rection a est n o r m a l e . Ces deux é léments dont chacun est 
parallèle à la direct ion de la force in té r ieure qui agit sur 
l 'autre sont dits conjugues, ainsi que les forces in t é r i eu res 
cor respondantes . 

Désignons par 0 l ' angle formé par chacune de ces forces 
intér ieures avec la n o r m a l e à l ' é lément sur lequel elle 
agit, angle qui est é v i d e m m e n t le m ê m e pour les deux élé
ments conjugués , ou posons G = a — a,. Nous ob tenons faci
lement 

tang 6 = ^ — - ^ - K - , s i n e = — ^ — * san 2x, 

C l

c o s 6 = N, c ^ . + N . a i n » . = ^ N ^ - N , ^ 
p °2p ^p 

Ces valeurs de sin 0 et de cos 0 nous d o n n e n t imméd ia t e 
ment les g r a n d e u r s des composantes n o r m a l e et t angent ie l le 
de la force in t é r i eu re p, pu i sque 8 est l ' angle de sa direct ion 
avec celle de la n o r m a l e à l ' é l ément sur lequel elle agi t . Ces 
composantes n o r m a l e et tangent ie l le que nous dés ignerons 
s implement par N et T sont ainsi 

(9) N = N, cos 3 a + N 4 s in 2 a = N < + ^ -f- N <
 C O S 2 Ï , 

T = N < 7 N ? sin 2a. 
2 

Si nous che rchons de m ê m e les composantes n o r m a l e et 
tangent ie l le N', T' de la force in té r i eure sur un é lément p lan 
perpendicula i re au p remie r , pour lequel , par conséquent , la 

normale fera avec l 'axe des x un angle — ; | — a, ¡1 suffira, 

dans les formules p récéden te s , pour avoir ces composan tes 

N', T', de r emplace r a par a 'ou p a r ^ — a, c 'est-à-dire sin a 

par cos a, et r é c ip roquemen t . Nous ob t iendrons ainsi 

(10) IV' = N 4 s in 2 a -f N 2 cos 3 a = N < ~ N a — ^ J - J = L — 2 cos 2s, 

„ . N. — N. , . „ 
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Nous vérifions ainsi l 'égal i té des composan tes tangent ie l les 
sur deux faces r ec tangu la i r e s et, pour les composan tes nor 
ma les , nous é tabl issons la redation impor t an t e 

(11) N -f- N' — N, + N 2 — Constante. 

Ces m ê m e s formules nous pe rme t t en t , conna issan t les com
posantes n o r m a l e et t angen t ie l l e X,,, N r ; , T, de la force in té 
r i eu re su r deux é léments r ec tangu la i r e s que l conques en u n 
poin t d 'un solide, d'en dédui re les tens ions pr inc ipa les 
Ni, N 2 . Nous me t tons ici N , et N¡, a l a place de N et N' pour 
r ep ré sen te r les composan tes no rma les des forces in té r i eu res 
su r deux é léments plans r ec tangu la i re s , auxque l s on peut 
supposer les axes pe rpend icu la i r e s . On t r o u v e faci lement 

(12) N, + N 2 

ou bien 

(13) 

yx + N y et N\ - N 2 = \1{HX - N y )
2 + 4T» 

N J _ N , NW 

N, 
T 2 . 

Tous ces résu l ta t s peuven t se r é s u m e r en u n e const ruct ion 
géomét r ique très s imple , indiquée p a r R a n k i n e . Sur une droite 
ON (fig. 28), on p r end , à par t i r d 'un point 0 , u n e longueur 

OM = 1 ~t~—- ! puis , du point M c o m m e cen t re , avec un 

rayon MX = 
N, — X, . 
~ 2 ~ ' 

on décri t une demi-c i rconférence . 

Les l ongueu r s des deux tens ions pr inc ipales sont r ep ré 
sentées par ON = Ni, ON' = N 2 , en appe lan t N, la p lus g rande 
des deux . 

Si ces deux forces sont de 
m ê m e signe, le point 0 est à 
l ' ex té r ieur de la demi-ci rcon
férence ; il serai t à l ' i n té r ieur 
si l ' une des forces était une 
tension, et l ' au t re une pres
sion. Au point N', ex t rémi té de 
0 X ' = N ? , on cons t ru i t l 'angle 
RN'N - a égal à. l ' angle formé 
avec la d i rect ion Ni de la plus 

r r ande des deux tens ions pr incipales pa r la n o r m a l e au plan 

F I G . 2 8 . 
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sur lequel on veu t avoir la force in té r i eure ; on jo in t OR. 
La longueur de cette droi te OR est p r éc i s émen t égale à la force 
p cherchée , et l ' angle G formé par sa d i rec t ion avec celle de la 
normale à l ' é l ément plan sur lequel elle s 'exerce est l ' angle 
R O N = 0. En effet, l ' angle RMN étant égal à 2a, on a 

O P = O R cos RON^OM-|-]VIP= + c o s ~ x = p c o s °' 

et 

OR sin RON = RP = - 1 ~ N - sin 2* = p sin û. 

D'où : 

p = OR et e = RON. 

La l igne OR r e n c o n t r e la demi-ci rconférence en un au t re 
point R'. La l igne OR' r e p r é s e n t e , pour la m ê m e ra ison, la 
force in té r i eure qui agit sur le p lan don t la n o r m a l e fait avec 
N, l 'angle R'N'N = a'. Cette force in t é r i eu re fait, avec la 
normale au plan sur lequel elle agit , l 'angle R'ON' -— G; c'est 
donc la conjuguée de la p r e m i è r e . La m ê m e droi te OR'R 
donne ainsi les deux tensions conjuguées dont les g r a n d e u r s 
sont représentées pa r OR et OR'. Cette r e m a r q u e va nous 
donner d 'une façon t rès s imple la va leur des deux tensions 
conjuguées p = OR, p ' = OR'. En effet, si nous abaissons 
MI perpendicula i re sur RR', nous au rons OR = 01 + IR 
et O R ' = 0 1 — I R , ou bien 

! U ) o u i | = ^ r c „ 0 ^ ( ^ y _ s m ! l ] . 
Si, ayant m e n é la t angen te OT, nous dés ignons pa r ç 

l 'angle TON qui r ep résen te la l imi te s u p é r i e u r e de l ' angle G, 
ou la l imi te de l ' incl inaison que peu t p rend re , su r un élé
ment plan que lconque , la force i n t é r i eu re qui agi t su r lui 
(limite qui n 'exis te que si le point 0 est en dehors de la 
circonférence, ou si N) et N 2 sont de m ê m e s igne) , nous au rons 

sin s = sin TOM = , ^ T T : r̂— et l 'expression n récé -
OM N, + N., 1 F 

dente des deux forces in té r i eu res s 'écrira : 
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46 NOTIONS P R É L I M I N A I R E S 

Le r appo r t J— de la plus pet i te à la p lus g r ande de ces forces 

in té r ieures conjuguées sera 

,„ ., y' cos h — V cos a F) — cos 2 TA 
( 5 1 ) — = = ^ = I -

P oos 6 - f y cos 2 S — cos2:p 

Noos au r ions pu , au lieu de dédu i re ces résu l ta i s de la 
cons t ruc t ion g r a p h i q u e , les dédu i re des formules précédentes 
d o n n a n t la va leur de p en fonction de x et des re la t ions éta
blies en t r e p, f) et x. Il suffirait d ' é l imine r l ' angle x; ma i s le 
calcul est assez compl iqué ( f ) . 

Nous bo rne rons ici ces no t ions s o m m a i r e s . Le lec teur qui 
dés i re ra i t les complé te r devra l i re les Leçons classiques de 
Lamé et le Traité de l'Elasticité des corps solides de Clchxch 
t r adu i t par Sa in t -Venant et F l a m a n t . 

('•) M. JACOCIER [Annules des Vonts el Chaussées, avri l 1882 a r e m a r q u é que 
si l 'on proje t te le point T en S sur la droite OM et si l 'on jo in t R'S et RS, les 
deux angles R'ST, RST formés avec la ligne ST par les deux droi tes jo ignant 
le point S aux points R et R' sont égaux. Car TST' est la polaire du point 0, 

le point K où elle coupe la droi te OR'R est tel que JT^T = Q^p"' e * ' e s deux 

lignes SK, SO étant perpendicula i res , chacune d'elles est la bissectr ice des 
angles formés par les direetitins SR et SR'. Il en résul te que , si Ton re tourne 
la figure a u t o u r du diamètre OM, la ligne SR' viendra, en SR" dans le prolon
gemen t de RS, ce qui donne , pou r résoudre le p rob lème , une solut ion qui 
n'est pas plus s imple que celle de Rank ine , mais qui est, peu t -ê t re plus 
sugges t ive . 

Ayant déterni iné , c o m m e ci-dessus, les points OM, N, N", t racé la circon
férence et m e n é la t angen te OT qui donne ra le point S, on cons t ru i ra l 'angle 
RN'M = a qui donnera le point H; nn jo indra RS qu 'on p ro longera en SK": 
les lignes OR et OR" seront les p ress ions conjuguées cherchées . 
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p o u r u n e s u r f a c e r e c t a n g u l a i r e . — 2 3 . P r i n c i p e d e la s u p e r p o s i t i o n 
des effets d e s f o r c e s . 

1 C O N S I D É R A T I O N S Y É N É R A L E S S U R L E S E F F O R T S Q U I 

S ' E X E R C E N T D A N S L E S C O R P S S O L I D E S . — D'après les p r in 
cipes géné raux de la mécan ique , pour qu ' une cons t ruc t ion 
soit en équi l ibre , il faut et il suffit que la r ésu l t an te de t ou t e s 
les forces qui y sont appl iquées soit nu l l e . P a r m i ces forces 
que lques-unes sont connues ou peuven t être cons idérées 
comme des données de la ques t ion : pa r exemple , le poids 
propre de la cons t ruc t ion , les charges qu 'e l le doit suppor t e r , 
les efforts auxque l s elle peut ê t re soumise de la par t des 
mil ieux où elle est établ ie . Il en est d ' au t res , au con t ra i r e , 
qui non seu lemeu t sont inconnues , mais qui sont var iables , 
dans cer ta ines l imi tes , avec les p r e m i è r e s ; ce sont les r é a c 
t i o n s des corps solides sur lesquels s 'appuie la cons t ruc t ion 
que l 'on considère. Il faudra donc , tout d 'abord, d é t e r m i n e r 
ces réact ions qui sont égales et con t ra i res aux efforts 
qu 'exerce, sur ces corps ex té r i eu r s , la cons t ruc t ion qu ' i l s 
suppor ten t . Ils sont , en généra l , supposés abso lumen t fixes 
et invar iables , c 'est-à-dire inf in iment rés is tan ts . S'il en étai t 
au t r emen t et si l 'on devai t s ' assurer que , sons l 'action des 
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efforts dont il s 'agi t , ils restent eux -mêmes en équ i l ib re , on 
devra i t les considérer c o m m e u n e cons t ruc t ion à laquel le 
on app l iquera i t les règles qui vont ê t re é tabl ies . 

Une cons t ruc t ion est géné ra l emen t composée de plus ieurs 
par t ies dont chacune , pour que l ' ensemble soit en équil ibre, 
doit e l l e -même, lo rsqu 'on la considère i so lément , être en 
équi l ibre sous l 'ac t ion de toutes les forces qui y sont appl i 
quées , c 'est-à-dire des forces ex té r ieures qui ag issen t direc
t e m e n t su r el le , et des réactions qu ' e l l e éprouve de la part 
des par t ies avec lesquel les elle est en contac t . Cette condi
t ion est d 'a i l leurs suffisante et, en écr ivant qu 'e l le est satis
faite, on d é t e r m i n e r a les réact ions inconnues qui s 'exercent 
ent re les diverses par t ies vois ines . 

P o u r que la condi t ion de rés is tance soit sat isfai te, il fau
dra , de p lus , qu ' en aucun point des surfaces de contact l'ef
fort ne dépasse la l imi te de la charge que peut suppor t e r la 
mat iè re en ce poin t . 

Les diverses par t ies dont on peut considérer une cons t ruc
t ion comme formée peuven t être r ée l l emen t ou fictivement 
dis t inctes les unes des au t res . Dans ce dern ie r cas, les sur
faces de sépara t ion sont des surfaces fictives menées arbi 
t r a i r emen t dans l ' in té r ieur des corps solides, et sur lesquel les 
on dé t e rmine les réac t ions , comme il v ient d 'être dit , par la 
cons idéra t ion des condit ions généra les de l ' équi l ib re . 

H convient de faire observer ici que les forces naturelles, 

dont on s 'occupe dans l 'étude de la rés is tance des m a t é r i a u x , 
sont des forces répar t ies sur des surfaces ou sur des vo lumes . 
La force finie, appl iquée à un point u n i q u e , est une pure 
abs t rac t ion dest inée à faciliter les r a i sonnemen t s . En réal i té , 
toute force que lconque , d 'une g r andeu r finie, est répar t ie 
sur un cer ta in v o l u m e ou sur une cer ta ine surface, d 'une 
é teudue éga lement finie. Si petite que para isse la surface de 
contact de deux corps solides, elle a cependant des d imen
sions appréc iab les , et si la force qu 'el le t r a n s m e t de l 'un à 
l ' au t re dépasse une cer ta ine propor t ion de cette surface, la 
ma t i è r e se désagrégera ou au moins sub i ra des déformat ions 
qui a u ron t pour effet d ' agrand i r l ' é tendue sur laquel le cette 
force peut se répar t i r . 

Les forces isolées que nous cons idérerons devron t donc 
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toujours avoir le carac tère de résultantes de forces infini
ment peti tes , appl iquées à des é léments de surface ou de 
volume. 

D'après cela, lo r sque nous pa r l e rons de l'effort en u n point 
dP 

d'une surface, nous en tendrons toujours le r appor t — de la 

résul tante dP des efforts inf iniment pet i ts qui s 'exercent su r 
re fendue dut d 'une port ion inf iniment petite de cette surface, 
au point dont il s 'agit. Lorsque ce rappor t est le m ê m e en tous 
les points de la surface, l'effort est uniformément réparti, et 

P 

il est en chaque point égal au r appor t —• de la r é s u l t a n t e 

totale des efforts, à la superficie totale de la surface. 

\ \ . K U P L U R E . D I U R N E D E R U P T U R E . — L o r s q u e l'effort 
qui s'exerce en t re deux corps en contact dépasse une cer ta ine 
l imite, la rupture se p rodui t . La r u p t u r e , qui est une sépa
ration définitive de diverses par t ies d 'un corps, peut su rven i r 
de diverses m a n i è r e s , su ivan t le mode d 'appl icat ion des 
forces ex tér ieures . Elle peu t avoir l ieu par compress ion ou 
écrasement, par extens ion ou t rac t ion , pa r g l i s sement ou 
cisai l lement, pa r flexion, etc. Elle se produi t , dans tous les 
cas, lorsque l'effort, appl iqué à la surface à r o m p r e , dépasse 
une cer ta ine l imite par uni té superficielle. Cette l imi t e , qui 
s'appelle charge de rupture ou quelquefois force portante 
instantanée, var ie avec la n a t u r e des m a t é r i a u x et avec le 
sens des efforts qui leur sont app l iqués . Nous en d o n n e r o n s 
plus loin que lques exemples . Dans les cons t ruc t ions , les 
efforts qui se déve loppent entre le's d iverses par t ies do iven t 
toujours néces sa i r emen t res ter au-dessous de la cha rge de 
rup ture , et géné ra l emen t on s 'as t re in t à les l imi te r à u n e 

1 1 - 1 1 
cor lai ne fraction - > -> — > — de cet te c h a r g e , fraction va r i ab l e 

u 8 10 20 ° 
('•gaiement avec la n a t u r e des ma té r i aux , le sens et la durée, 
des elforts. 

I."». D I S I R U E D E S É C U R I T É . — Cette nouvel le l imi te , 
fraction de la p r e m i è r e , et es t imée c o m m e elle par un i té 
superficielle, por te le n o m de charge de sécurité. La condi -

4 
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bon de rés i s tance d 'une cons t ruc t ion peu t donc s 'expr imer 
en d i san t qu ' en aucun po in t des surfaces, réel les ou fictives, 
par lesquel les ses d iverses part ies sont en contac t entre elles 
et avec les corps vois ins , l'effort, par un i té de surface, ne 
doit dépasser la cha rge de sécur i té de la ma t i è r e . 

16. lîéparlitîon des eiïoi'ts. — Les forces qui 
s 'exercent ainsi à t ravers ces surfaces, qui séparen t les 
diverses par t ies de la cons t ruc t ion , ne sont, en généra l , con
nues que par l eurs résu l tan tes dont on peut calculer la gran
deur et la d i rec t ion . Ainsi, pa r exemple , si l 'on considère 
u n e par t i e su r laquel le ne s 'exercent que des forces exté
r i eures données et qui s 'appuie , par une surface dé te rminée , 
sur une par t i e vois ine , elle doit être en équi l ibre sous l'ac

tion de toutes les forces qui agis
sent sur elle, et pour cela il faut 
que la r ésu l t an te de toutes les 
act ions é lémenta i res , qui sont 
exercées par cette par t ie voisine 
sur la surface de sépara t ion , soit 
égale et. d i r ec temen t opposée à 
celle de toutes les forces exté-

; Heures . Cette condit ion nécessaire 
)B est en m ê m e temps suffisante, 

J de sorte qu 'e l le laisse indéter-
m i n é le mode de répar t i t ion des 
forces é lémenta i res sur la surface 
de sépara t ion. 

P o u r fixer les idées, cons idérons le cas s imple d 'un corps 
solide A'DB' (fig. 29), posé sur un p lan hor izon ta l A'B', sur 
lequel il s 'appuie dans tou te l ' é tendue d 'une face plane A'B', 
projetée ho r i zon ta l emen t en AB. Supposons que ce corps ne 
soit soumis à aucune force au t re que la pesan teur , et soient 
G', G les project ions de son centre de g rav i té , c 'est-à-dire du 
point d 'appl ica t ion de la r é su l t an t e des forces ex tér ieures , 
("ette r é su l t an t e , é tant ver t ica le , r encon t re en G la surface AB, 
et la condi t ion, nécessai re et suffisante, pour qu ' i l y ait équi
l ibre , est que la r é su l t an te de tous les efforts qui s 'exercent 
sur les différents é léments superficiels de AB soit vert icale, 
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égale au poids du corps et passe par le point G ; et l ' équi l ibre 
subsistera si cette condi t ion est r empl i e , quel le que soit 
d'ailleurs la répar t i t ion de ces efforts dont la g r a n d e u r , la 
direction et le sens peuven t var ier d 'un point à l ' au t re de la 
surface. 

Cette, i ndé t e rmina t ion est p u r e m e n t ana ly t ique . D a n s la 
réalité, la r épar t i t ion des efforts s'effectue su ivant u n e cer
taine loi que nous ignorons , et que l 'observat ion directe , aussi 
bien que les t r a v a u x des géomèt res , ont été jusqu ' ic i i m p u i s 
sants à découvr i r . On est a lors obligé d 'avoir r ecou r s à des 
hypothèses . 

1 7 . H Y P O T H È S E S N É E E S S A I R E S P O U R L E V E R L ' I N D É T E R 

M I N A T I O N A N A L Y T I Q U E . — 

Soit, pour plus de généra
lité, une surface p lane A'D', 
AB (fiy. ¡50), au L'avers de 
laquelle s 'exercent , en t re 
deux corps en contact ou 
entre deux par t ies d ' u n 
m ê m e corps , des efforts 
dont la résu l tan te doi t faire 
équil ibre à une force P , 
donnée en g randeur et en 
direction, et soit C , C le 
point d ' in tersect ion de la 
direction de cette force avec 
la surface. 

Nous supposerons d 'abord que tous les efforts é l é m e n 
taires qui s 'exercent aux différents points de la surface AB 
ont des d i rec t ions para l lè les à celle de la force P . Cette 
hypothèse semble assez p laus ib le , sans qu ' i l soit nécessa i re 
de la just if ier ; elle a pour conséquence d ' assure r à la r é s u l 
tante la direct ion qu 'e l le doit avoir . 

Pour ce qui est de l ' in tensi té des efforts, imag inons qu ' en 
chacun des points de la surface AB nous men ions une l igne 
parallèle à P et d 'une longueur p ropor t ionne l le à l'effort par 
unité de surface au point cons idéré . Les ex t rémi tés de toutes 
ces l ignes formeront une surface te l le que MX, dont nous 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ignorons la forme réel le , ma i s don t la conna i s sance équi 
vaudra i t à celle de la loi de la répar t i t ion des efforts. 

On suppose ordinairement que cette surface est un plan ; 

et cette suppos i t ion est d ' au tan t moins éloignée de la véri té 
que les d imens ions de la surface AB sont p lus pet i tes , une 
surface que lconque , telle que MX, pouvan t toujours , à une 
p remiè re approx imat ion , être considérée comme se confon
dant avec son plan t angen t dans une pe t i te é tendue a u t o u r 
du point de contact . 

Dans cette hypothèse du plan, on V o i t que , si l ' o n prolonge,, 
j u s q u ' à son in te rsec t ion ST avec le plan AB, le p lan que l ' o n 
subs t i tue à la surface inconnue MX, l'effort, e n u n point 
que lconque d e AB, sera propor t ionnel à la dis tance d e ce 
point à la droi te ST, intersect ion d e ces deux p lans , e t l ' hypo
thèse rev ien t à supposer que les efforts, aux différents points 
de AB, va r i en t p ropor t ionne l l ement aux distances de ces 
points à une droi te fixe, comme le feraient , par exemple , les 
pressions exercées par u n l iquide dans lequel serai t p longée 
la surface. AB, e t dont le n iveau coïnc idera i t avec cette 
droi te fixe ST. 

La direct ion e t la position d e la ligne ST n e sont pas a rb i 
t ra i res . Elles sont dé te rminées , c o m m e nous a l lons le voir, 
par la condi t ion que la r é su l t an te des efforts, calculée d ' après 
cette hypothèse , passe bien par le point donné C. 

Lorsque la l igne ST s e t r o u v e , c o m m e sur la figure, e n 
dehors d e la surface AB, l e s efforts ainsi calculés sont de 
m ê m e sens que leur résu l tan te P en tous les points d e ce t te 
surface, e t il n 'y a pas d e difficulté. Mais s i l a l igne ST, 
placée par exemple e n S'T', r encon t re le contour d e AB, d e 
man iè r e q u ' u n e par t ie d e cette surface se t rouve d ' u n côté 
d e S'T' et u n e au t r e par t ie d e l 'autre côté, i l y aura lieu 
d ' examiner , eu égard à la n a t u r e des corps séparés par la 
surface AB, ce que peuvent ê tre les efforts exercés au-delà 
d e S 'T par r appor t a u point G. 

l î $ . E x e m p l e d ' u n e s u r f a c e r e e l a n ç j u l a i r e . — 

Nous al lons d 'abord, pour bien c o m p r e n d r e ce qui précède , 

examine r u n exemple s imple . 
Soit une surface rec tangula i re AABB (fff- 31) séparant 
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•deux corps ou deux por t ions d 'un m ê m e corps , et à travel 's 
laquelle s 'exercent , d 'un côté à l ' au t re , des efforts dont la 
résultante doit avoir une g r a n d e u r donnée P et passer par 
un point C situé sur l 'une 
des médianes du rectangle 
ÀÀBli. Tou tes t év idemment 
symétrique par rappor t à la 
médiane OC, et, à cause de 
celte symétr ie , la l igue ST, 
dont les distances aux diffé
rents points de AABB sont , 
par hypothèse , p ropor t ion 
nelles aux efforts qui s 'exer
cent en ces points , sera per
pendiculaire à OC. Dans ce 
cas, nous avons donc i m m é 
diatement la direct ion de cette l igne ST, il nous reste à 
•connaître sa posi t ion qui sera définie par sa dis tance RO au 
centre 0 du rec tangle . L'effort en un poin t que lconque d 'une 
ligne MM, pe rpend icu la i re à OC sera mesurée par la h a u 
teur M'X de l 'ordonnée compr ise en t re la surface A'B' et le 
plan TEL, mené par la l igne ST. La s o m m e des efforts élé
mentaires sera m e s u r é e par la surface du t r apèze A 'EFB' 
multipliée p a r l a l a rgeur AA ou BB du rec tang le , c 'est-à-dire 
par Q ' D x AB X AA. Or, cette s o m m e doit ê t re égale à la 
force donnée P . 11 en r é su l t e que l ' o rdonnée O'D qui m e s u r e 
'effort au centre 0 du rec tangle , et sur tous les points de la 
igne menée par le point 0 pa ra l l è l emen t à ST, est égale à 

P 
V B x \ V' c e s ^ " à " ^ ^ r e à l'effort qui serait exercé en chacun des 

points de la surface si la force P était u n i f o r m é m e n t répar t ie 
sur toute cette surface. Si m a i n t e n a n t nous posons 

BA — 2a, A A = 26, OC = p, et. OR = g, 

nous avons, d 'après cela, O'D 
P 

- T -p et si R est l'effort exercé 
kab 

en un point quelconque d 'une droi te MM dont l ' abscisse , 
comptée à par t i r du point 0 , est représen tée par./ ' , cet effort, 
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mesuré par l ' o rdonnée M'X, au ra pour expression 

R = M T * = O T D x I £ ; 
l U Kab q 

L'effort sur u n e bande MM de l a rgeu r dx et de l ongueur 2b 
est l\.2b.dx, et se t rouve r ep résen té par la surface du tra
pèze é lémenta i re M'X. La s o m m e de tous ces efforts est ainsi 
figurée par l 'a ire du t rapèze A'EFB' , laquel le est bien égale à I*. 

Les efforts, en chaque point de AD, é tant p ropor t ionne ls 
aux ordonnées du t rapèze A'EEB' , l eur r ésu l t an te passera 
par le cent re de g rav i té de ce t rapèze , lequel doit se projeter 
p a r conséquen t au point G. Or, la formule t rouvée ci -dessus , 

n° 3 , page M donne OC = ^ ^ „ 5 ou bien q = <l—-
° ,3.OR ôp 

La va leu r de q se t rouve ainsi dé t e rminée et, pa r sui te , la 
pos i t ion de la l igne EE qui définit la g r a n d e u r de l'effort en 
chaque point de la surface AB. 

C'est en raison de cette appl icat ion aux surfaces rec tangu
la i res que Y hypothèse du plan, que nous avons admise , porte 
quelquefois le n o m de loi du trapèze. 

L o r s q u e p devient très peti t , le point C se r a p p r o c h a n t du 
point 0 , q = OR grand i t indéfiniment , et la l igne EE qui 

P 
passe toujours pa r le point D, à une h a u t e u r O'D — 

tend à deveni r paral lèle à A'B', direction qu 'e l le acqu ie r t à 
la l imi te lorsque p = 0, ce qui donne q = ce. Les efforts 
sont alors r épar t i s un i fo rmémen t sur tou te la surface ÀABB. 

Cette conséquence de l 'hypothèse p r imord ia le est généra le , 
et elle se produi t , c o m m e nous le ve r rons , quelle que soit la 
forme d e l à sect ion, lorsque le point d 'appl icat ion de la 
r é su l t an te coïncide avec son centre de grav i té . 

Tant que p est p lus pet i t que ^ q est p lus g rand que a et 

la l igne ST est, c o m m e dans la figure, en dehors du r ec 

t a n g l e ; lorsque p devient égal à ~> q devient égal à a, la 

l igne ST coïncide avec le côlé AA du rec tangle , e l l e trapèze 
se r édu i t à un t r i ang le . L'effort en chacun des points de AA 

est n u l , t and i s que sur chacun des points de BB il est 
double de l'effort moyen . 
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l î ) . Cas d ' e i ï or l s d e sens c o n t r a i r e s . Lorsque p 

dépasse -> q est p ins petit que a et la l igne ST coupe le 

rectangle (fuj. 32). En exami
nant les formules p récéden tes , 
nous reconnaissons qu 'e l les 
admettent imp l i c i t emen t que 
l'effort R en chaque point , va
riant p ropor t ionne l l ement aux 
ordonnées de la l igne EE , 
change de signe en m ê m e 
temps que ces o rdonnées el les-
mêmes, c 'est-à-dire que , dans 
la partie AASS, cet effort agi t F l G 3 2 

en sens contraire de celui qui 
s'exerce dans la par t ie SSRB ; si, par exemple , dans cette 
dernière par t ie , l'effort est une pression ou compression ayant 
pour tendance de r a p p r o c h e r les deux corps séparés par la 
surface AB, dans l ' au t re partit; AS, il t e n d r a à écar ter les 
deux corps et deviendra une traction ou tension. L ' in tensi té 
de cet effort sera p ropor t ionne l l e aux ordonnées de la l igne 
ET, et la r é su l t an te , égale à la force donnée P , sera la diffé
rence des efforts exercés su r la par t ie SB et do ceux, de sens 
contraire, exercés su r SA. Elle sera m e s u r é e par la diffé
rence des surfaces des t r iangles B T E — A'TE. 

Telle est l 'hypothèse imp l i c i t emen t in t rodui te dans la 
formule qui nous a donné la d i s tance q en fonction de p. 
Pour qu'elle co r responde à la réal i té , il faut que les deux 
corps, séparés pa r la surface AB, soient capables d 'exercer 
l'un sur l ' au t re des act ions de sens con t ra i res , ou que cette 
surface résiste à l ' extension c o m m e à la compress ion . 11 en 
est généra lement ainsi lo r sque cet te surface est une sépa
ration fictive de deux par t ies d 'un m ê m e corps ; ma i s , si elle 
est une s imple surface de contact de deux corps différents 
posés l 'un sur l ' au t re , on ne p e u t p lus a d m e t t r e que l'effort 
change de sens , et a lors il peu t bien deveni r n u l , mais il 
ne peut plus deven i r négatif. 

Dans ce cas, s'il est tou jours , en chaque point , m e s u r é 
par l 'ordonnée d 'une droi te te l le que TE, la r é su l t an t e es; 
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(i) On conçoit que la loi de variat ion des efforts é tant , en généra l , r ep ré 
sentée par une courbe , celle-ci peu t être serrée de beaucoup plus près pa r 
deux droites formant une ligne br isée que par une droite un ique . 

m e s u r é e par la surface du t r iangle TFB' , el son point d 'appl i 
cat ion, qui est la project ion du cent re de gravi té de ce 
t r iangle , est si tué au t iers de la dis tance Bit à par t i r de BB, 
c l , c o m m e il doit coïncider avec le point C, on doit avoir 

RII 
——- = CII ou q -f- a — 3 (a — p), soit q = 2« — 3/j ; 

o 

ce qui donne , pour la ligne ST, une posi t ion différente de 

celle qui résul te de l 'appl icat ion de la formule q = ^~' 

laquel le suppose que les efforts peuven t c h a n g e r de sens. 
Il peu t a r r ive r enfin, et cela semble m ê m e u n cas f réquent 

dans la p ra t ique ('), que les efforts de compress ion et 
d ' ex tens ion , tout en pouvan t ê tre r ega rdés , chacun de leur 
côté, c o m m e à peu près p ropor t ionne l s à l a d i s l a n c e de leurs 
points d 'application à la ligne ST, p résen ten t un coefficient 
de p ropor t ionna l i t é différent, ce qui rev ien t à dire que , les 
efforts de compress ion é tant représentés pa r les ordonnées 
d 'une l igne droi te TF, ceux d 'extension le sont par celles 
d 'une au t re droi te TE (fiy. 33) qui n 'es t pas dans le pro lon
g e m e n t de la p r e m i è r e . 

Alors , si l 'on dés igne par k le r appor t des coefficients 
angu la i res de deux droi tes , ou si 

I o n pose j^p, = k, la l igne 1 h 

é tant tracée dans le pro longe
m e n t de ET, il est facile de voir 
que les efforts en chaque point 

F I G . 33. é tant représen tés par les ordon

nées de la l igne brisée ETE, la 
r é su l t an te des efforts dans un sens sera la surface du t r iangle 
Bl F et sera appl iquée au cent re de gravi té de ce t r i a n g l e ; 
celle des efforts en sens cont ra i re sera la surface du t r i ang le 
AET, éga lement appl iquée en son cent re de grav i té . Si l'on 
veut que la r é su l t an te généra le passe au point C, à u n e dis
lance OC =p du mil ieu O de la section, il faut que la somme 
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des moments des deux ré su l t an tes par t ie l les par rapport à 
ce point soit nu l le , ou bien, en appe lan t q la dis tance in
connue OT, que l 'on ait 

[>-*>) — !'*—if | (*-?)+(?+!/)] =l>. 

ou bien 

k (q -f- a) a (3ja + ç — 2a) — (a — q)"- (3ja + g- + 2a) = o. 

La déterminat ion dcq dépend ainsi de la résolu t ion d 'une équa
tion du 3 e degré qui p rend , d 'a i l leurs , u n e forme plus s imple 

lorsque l 'on prend pour i n c o n n u e le rappor t ^ - — j — ^ — - · 

Cette équation é t an t résolue pour une valeur de k, donnée 
par la n a t u r e des m a t é r i a u x auxque l s s 'appl ique la ques t ion , 
on déduira faci lement de la va l eu r calculée de q celle du 
plus grand effort r ep résen té pa r BF et celle du plus g rand 
effort de sens con t ra i re r ep résen té par AL. 11 suffira, pour 
cola, d 'expr imer que la différence des aires des deux t r i ang les 
BFT, AET est égale à la r é su l t an t e P , app l iquée au poin t C. 

On comprend que , p o u r des va leu r s de k très différentes 
de l 'unité, l 'on puisse ob ten i r , pour ces efforts m a x i m u m , 
des chiffres très différents de ceux q u ' a u r a i t donnés l 'hypo
thèse ordinai re k=—l. M. Soulevre , i ngén i eu r des Pon t s et 
Chaussées, a t rouvé que , pour des va leurs de k va r i an t de 

1 
d à —i l'effort m a x i m u m AE var ia i t dans la proport ion de 

1 à 4 1/2, pour u n e position dé t e rminée du point C. C'est-
à-dire que les efforts d 'extension développés dans des m a 
çonneries pouva ien t ê t re qua t r e fois et demie p lus g rands 
que ceux que donne l 'hypothèse du plan, en a d m e t t a n t 
toutefois que le r appor t de propor t ionna l i t é h descende à 
0 ,1 . ce qui , eu égard à la n a t u r e de cer ta ines m a ç o n n e r i e s , 
ne serait pas improbable . 

-ÎO. S o l u t i o n u ë i i é r a l e . — Nous al lons aborder le 
problème généra l en che rchan t à déterminer-, pour u n e 
surface plane que lconque , la position que doit avoir la l igne 
droite dont les d is tances aux différents points sont p ropor -
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t ionne l l e s aux efforts en ces po in t s , p o u r que leur résu l tan te 
passe par u n poin t donné que l'on appel le centre de pres

sion, en adme t t an t que les efforts sont positifs ou négatifs , 
su ivan t qu ' i l s sont appl iqués en des points s i tués d 'un côté 
ou de l ' au t re de cette l igne , à laquel le on donne le n o m de 
ligne neutre, pour expr imer que les efforts sont n u l s en tous 
ses points et qu 'el le sépare les points du plan su r lesquels 
s 'exerce u n e press ion de ceux sur lesquels s 'exerce u n e ten
s ion. A chaque cent re de press ion cor respond u n e ligne 
n e u t r e et r é c ip roquemen t . 

Soit donc , en généra l , u n e surface plan"- de forme quel
conque ÀB (fig. 34), et u n point G dans son plan , donné 
c o m m e cen t re de press ion. Nous voulons d é t e r m i n e r la 
l igne neu t r e co r re spondan te . 

Nous n ' en lèverons r ien à la généra l i té de la solut ion en 
chois issant pour axes coordonnés les 
axes p r inc ipaux d ' iner t ie de la surface 
ÀB, que nous avons appr is à dé te rmi 
ner fii' 5) . 

Soit : 

fl' ax -f by 4- 1 = 0, 
I - ' I G . 3 4 . • 1 J 1 ' 

l 'équat ion de la droite che rchée . La dis tance d 'un point quel

conque de coordonnées x, y à cette droite est ^—t=Éï=£ï---» 

V a- -+- b-

et l'effort R en ce point devra être propor t ionnel à cel te dis
t ance , c 'es t-à-dire , en appe lan t c un coefficient constant , 

R =

 a x + jV_+ * e . 

Posons , pour simplifier, 

ac . bc „ c „ 

-, ^ = A, -- -= = B, = C, 

V V 4- è- V« 2 + b2 \!a2 4- 6 2 

l'effort R sera expr imé par 

(à) R = kx 4- By 4 - C. 

Soit P la force r é su l t an t e app l iquée au poin t C ; écrivons 
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ou bien 

On voit i m m é d i a t e m e n t q u e , quel le que soit la forme de 
la section et la posi t ion du poin t G, l'effort qui s 'exerce au 

les équations d 'équi l ib re e x p r i m a n t , d ' une pa r t , que la 
somme des efforts Rdxdy exercés sur tous tes é l émen t s rec
tangulaires de l à surface est égale à la force P et, d ' au t re par t , 
que les sommes de l eu r s m o m e n t s par r appor t aux axes 
OX, OY sont égales a u x m o m e n t s de cette force, nous au rons 
en appelant ja, g les deux coordonnées OM, CM du point G, 
les équat ions : 

Í IJ Rdxdy = P, 

(3) ) JJRxdxdy = Pp, 

| Jj Rydxdy — Pq. 

Mettons pour R sa va l eu r (2) et r e m a r q u o n s q u e , pa r suite 

du choix des axes, les t ro is intégralesji j*xdxdij , JJ"ydxdy, 

JJxydxdy sont i d e n t i q u e m e n t nu l l e s , les équat ions précé

dentes deviennent 

C jj"dxdy — P, 

A IJ'x'dxdy—Pp,-

B ff ytdxdy-Pq; 

t C i l - - P . 
(5) ' AI„ = . Pp = AQp», 

( B l x = Pgr = BQpJ. 

en appelant U l ' a i re de la surface AB et \ x , ly ses m o m e n t s 
pr incipaux d ' ine r t i e , et p^, py les rayons de g i ra t ion corres
pondants . 

Mettant dans l ' équa t ion (2) les va l eu r s A, B, G t irées de 
ces dernières , nous ob tenons 
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P 
cen t re de gravi té [x -= 0, y — 0) a pour va l eu r — J c 'est-à-dire 

la va leur aïoycriiie de l'effort supposé un i fo rmémen t réparti 
su r toute la surface. L 'équa t ion de la l igne n e u t r e sera l 'une 
ou l ' au t re des s u i v a n t e s : 

,_. px , qy . 1 , . px qy 

(•') 1 + 1 + 0 = ° ' ou bien - , + t l ! + 1 = 0 -

Le p rob lème se t rouve ainsi résolu. 
L ' in te rpré ta t ion géomét r ique du résu l t a t est d 'ai l leurs 

facile. 
P r e n o n s su r l 'axe des x, à par t i r de l 'o r ig ine , comme 

nous l ' avons déjà fait au n° 6, page 18, une l o n g u e u r égale 
au rayon de girat ion py au tou r de l'axe des y et, de même , 
su r ce dern ie r axe, u n e l o n g u e u r égale à p T , ces l ongueu r s 
é tant pr ises comme les demi-axes de l 'ell ipse centrale 
d ' iner t ie qui au ra pour équation 

L 'équat ion de sa tangente en un point que lconque (p, q) 

sera 

si le point (p, q) est su r la courbe. Si le point (]>,q) n 'est 
pas s u r l a courbe , l 'équat ion (9) r eprésen te alors la polaire 
de ce point pa r rappor t à l 'e l l ipse (8). Cette équat ion (9) est 
la même que celle (7) de la ligue neu t r e , lorsqu 'on y change 
p en — p et q en — q . Ainsi la l igne n e u t r e est la polaire , 
par rappor t à l 'el l ipse (8), du point symé t r ique , par rappor t 
au cent re de g rav i té , du cent re de pression d o n n é ; ou, 
comme on l 'appelle quelquefois , Y antipolaire du cent re de 
press ion . 

Ainsi , en r é s u m é , le p roblème que nous nous ét ions posé, 
cons is tant à t rouver la l igne n e u t r e cor respondan t à un 
cen t re de pression donné dans le plan d 'une surface plane 
également donnée , se résout par les opéra t ions su ivantes : 

1° Trouver le centre do gravi té de la surface d o n n é e ; 
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2° Trouver la direct ion de ses axes pr inc ipaux d'inerLie ; 
3° Construire l 'el l ipse cent ra le d ' i n e r t i e ; 

4° P rendre , par rappor t au cen t re de gravi té , le point 
symétrique du centre de press ion donné , et t racer la pola i re 
de ce point par rappor t à l 'ellipse cen t ra le d ' iner t ie . Celte 
droite est la l igne n e u t r e che rchée . 

iï 1. A i i n l o u i c d u c e n t r e d e pres s ion avec. l e c e n t r e 
de percuss ion . — Nous avons dit que le cent re de p r e s 
sion d'une surface p lane , co r r e spondan t à une l igne n e u t r e 
donnée, coïncide avec le point d 'appl ica t ion de la r é su l t an t e 
des pressions qui sera ient exercées su r cette surface par un 
liquide dans lequel elle serai t p longée , et dont le niveau 
coïnciderait avec la l igne n e u t r e ; nous pouvons r e m a r q u e r 
que le centre de press ion 
coïncide aussi avec le 
centre de percuss ion de 
la même surface supposée 
tournant au tou r de la 
ligne neu t r e . 

En effet, si nous consi
dérons l 'ellipse cen t ra le 
d'inertie, le centre de 
pression C (fig. 35) , cor
respondant à la l igne Yw. 33. 
neutre AB sera le point 

symétrique par r appo r t au cen t re 0 , du pôle C de AB. Or, 
on a. en t re les d is tances O C , OM et OP, la re la t ion connue 

ÔM 2 = O C X OP = OC X OP. 

Menons ON parallèle, à AB, les direct ions OM et ON sont 
celles de deux d iamèt res conjugués de l 'el l ipse, et nous avons 
démontré p lus h a u t que le rayon de g i ra t ion a u t o u r de 
ON est égal à la d is tance , à cette l igne , de l ' ex t rémi té 
M du diamètre qui lui est c o n j u g u é , c ' e s t - à - d i r e que 
p„ = OMsinMON. Elevons au car ré cette expression de p n et 
mettons-y pour OM 2 sa va leur c i -dessus; nous pour rons écr i re 

P,i = OC x OP x sin- MON ~ OC.sin >TÔN x OP sin MON. 
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Si m u s menons p a r l e p u n i 0 une l igne OR pe rpend icu 
laire à AB et si nous y projetons en 0 le cen t re de press ion 
C, n o u s a u r o n s 

cl = OD x OR. 

Supposon ; la section, de masse Lì, f rappée au point C par 
u n e percussion P perpendicu la i re à son p lan , elle subi ra , sous 
l 'act ion de cet te force : 1° une t r ans la t ion dans la direct ion de 

P 
la force P et d une vitesse égale à 2" une rota t ion autour 

du d iamèt re de l 'ellipse cen t ra le d ' iner t ie conjugué à OC, 
c'est-à-dire au tou r de ON et d 'une vi tesse angu la i r e M telle 
que la quant i té de m o u v e m e n t , qui est égal au produi t de o> 
par le m o m e n t d ' inert ie par r appor t à ON ou à o i U p ^ s o i t égale 
au m o m e n t de la force P pa r rappor t au m ê m e axe ou à 

P x O D 
P X 01). Nous aurons donc w - El la dis tance au 

point 0 , de la ligne qui , sous l 'action de ces deux mouvements 

res te immobi le , sera tel le que , mul t ip l iée par (», elle donne 

P 
un produi t égal à la vitesse de t r ans l a t ion —• 

Nous aurons donc, pour t e rmine r cette d is tance x, 

P }- P OD P . _f j 
uix —- —1 ou b i e n — • —— x = — , x —. T H - —. ( J R , 

Li Lì p;, il O D 

ce qu ' i l fallait démon t r e r . 

Le cent re de press ion , ou le cen t re de percuss ion , est le 
centre de forces paral lè les appl iquées en tous les points d 'une 
surface et va r i an t p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la dis tance de ces 
points à une m ê m e ligne droi te qui est la l igne neu t r e , la 
l igne de n iveau ou l 'axe de ro ta t ion . 

—2. \ o y a u c e n t r a l . — Lorsque le cen t re de pression 
se déplace dans le plan de la surface, la l igne n e u t r e se dé
place éga lement , et la courbe enveloppe de ses positions 
successives est la polaire r é c i p r o q u e , par r a p p o r t à l 'ellipse 
cen t ra le d ' iner t ie , de la courbe pa r cou rue pa r le centre de 
press ion, re tournée de 180° au tour du cen t re de g rav i t é . 

Si la l igne neu t re se déplace en res tan t c o n s t a m m e n t tan-
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gente au con tour de la sur face , le cen t re do press ion décrit 
autour du cen t re de grav i té u n e courbe qui sépare les poin ts 
du plan en deux régions co r r e spondan t aux posi t ions du centre 
de pression qui d o n n e n t une l igne n e u t r e ex té r i eu re au con
tour de la surface, ou bien u n e l igne n e u t r e qui r encon t r e 
ce contour en y péné t r an t . La posi t ion du cen t r e de p res 
sion dans l ' une ou l ' au t re de ces deux r ég ions cor respond 
donc aux deux cas dont n o u s avons par lé p lus h a u t . 

La part ie du plan s i tuée à l ' in fé r ieur de cet te courbe , 
pour chacun des po in t s de laque l le la l igne n e u t r e se t rouve 
ent ièrement en dehor s du c o n t o u r de la surface, por te le 
nom de noyau central de la surface . D 'après ce qui vient 
d'être dit, le noyau cent ra l est l imi té pa r u n e courbe qui est 
la polaire réc ip roque , pa r r appor t à l 'e l l ipse cen t ra le d ' iner
tie, du con tour de la section r e t o u r n é de 180°. 

Lorsque le cen t re de p ress ion est à l ' i n t é r i eu r du noyau 
central , l'effort en tous les po in t s de la surface est de m ê m e 
sens que sa r é su l t an t e . S'il est , au con t ra i r e , à l ' ex té r ieur , 
la ligne n e u t r e coupe le con tou r et, pa r conséquen t , il y a 
une port ion de la surface s u r l aque l le l'effort est de sens 
différent. 

Le noyau centra l peu t se d é t e r m i n e r , sans avoir recours 
à l 'ellipse cen t ra le d'inerLie, au m o y e n de la seule équa
tion (7) de la l igne n e u t r e . 

En expr iman t que cette l igne n e u t r e est t angen te au con
tour de la sect ion, on a u n e re la t ion en t re p et q qui est 
l 'équation de la courbe l im i t an t le noyau cen t ra l . 

Soit, par exemple , la surface r ec t angu la i r e ABCD dont les 
côtés sont 2a et 2b (f¡g. 36). Les rayons de girat ion de cette 

surface sont px - -^-i py = - = • L 'équat ion de la l igne n e u t r e 
y/3 y/3 

est donc 

Pour que cette l igne coïncide avec le colé AB dont l 'équa

tion est x = a, il faut que l 'on ait q — 0 et p —- — ^ ï le 

centre de pression doit se t r ouve r en G au t iers de OM, ce que 
nous savions déjà. 
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Lorsque la l igne n e u t r e a une direct ion que lconque pas
sant par le point A, sou équa t ion est satisfaite par les coor

données a, b de ce point, 
c 'es t -à-dire que l'on a 

D L A 
F 

M 

C 

H 
N 

K X 

B 
F I G . 3 6 . 

a 

ou bien 

3p 

\\pa -àqb 
' b-

0: 

+ T + 1 

a b 

Celle équat ion en t re p et q est celle de la droi te G1I, qui coupe 

les axes des x et des y aux points G et H tels que OG - — ^ 

et OU = — | - On t rouvera i t , de m ê m e , pour les trois au t res 

sommets , les t ro is au t res eôlés du petit losange EFG11 qui 
l imite le noyau centra l de cette surface. 

La connaissance du m o m e n t d ' iner t ie et du cen t re de gra
vité d 'une aire p lane suffit donc pour r é soudre , dans sa 
forme la plus généra le , le p roblème de la répar t i t ion des 
efforts sur u n e surface donnée , lo rsque l 'on conna î t le point 
d 'applicat ion de l eu r r é su l t an te et que l 'on a d m e t l 'hypo
thèse p r imord ia le de la répar t i t ion de ces efforts, proport ion
ne l l ement aux dis tances de l eurs points d 'appl icat ion à une 
m ê m e droi te . Il ne faut pas oublier que cel te hypothèse 
n 'es t pas abso lumen t exacte, et que la vé r i t ab le loi de la 
répar t i t ion des efforts est sans doute beaucoup plus compl i 
quée . 

Xous pouvons app l iquer la conna issance acquise p lus 
haut , page 19, du m o m e n t d ' iner t ie de ce r ta ines surfaces, 
à la dé te rmina t ion du noyau central ou de la répar t i t ion des 
efforts qu 'e l les p e u v e n t avoir à suppor te r . 

Nous venons de t rouve r la forme du noyau cen t ra l d 'une 
surface r ec t angu la i r e . 

Cercle. — Considérons une surface circulaire de rayon a. 

TzCl'* 
Son m o m e n t d ' inert ie I est égal à - ^ - J et son rayon deg i ra t ion 

Si donc la r ésu l t an te de l'effort passe par un point que 
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est une au t re el l ipse dont les demi -axes sont 7 et 
4 4 

et dont le rayon de g i ra t ion est p = - y'ra- -f- a'2, l ' équa t ion 

de la ligue n e u t r e , pour u n effort appl iqué au point x = p, 

y — 0, sera 
Apx 

a1
 - P a" 

1 4 — 0 • 

et si nous exp r imons que cet te l igne est t a n g e n t e au cercle 
extérieur, c 'es t -à-dire que x = — a, il v i endra 

a2 -\- a'2 

pour l 'expression du rayon de la c i rconférence qui l imi te le 
noyau cent ra l . 

Losange. — P o u r u n losange dont les d iagonales sont 2a 

et 2b et dont les r ayons de g i ra t ion c o r r e s p o n d a n t s sont 

~q °* ~1q ' a % u e n e u t r e cor respondan t à u n point quel

conque (p, q) aura p o u r équa t ion 

nous pouvons supposer sur l 'axe des x et à une d i s t a n c e d u 

centre, l 'équat ion de la l igne n e u t r e sera (page 60) 

ipx a1 . 
—r- + 1 = 0 , ou x = — 7 - , 

et si nous voulons que cetLe l igne soit t angen te au cercle et se 

confonde avec la t angen te x = — a, il faut que n o u s ayons 

p = -· Ainsi, pour u n cercle , le noyau cent ra l est l imi té par 

une circonférence don t le r ayon est le qua r t de celui du 
cercle donné. 

Ellipse. — De m ê m e , pour u n e ellipse don t les d e m i -
axes seraient a et b, n o u s t rouve r ions que le noyau cen t ra l 

a , b 
7 O T 7 " 

4 4 

Couronne circulaire. — S'il s 'agit d 'une cou ronne c i rcula i re 
comprise ent re deux circonférences de r ayons a (extér ieur) 

a \ a"' 
et a ( in tér ieur) , dont le m o m e n t d ' iner t ie est T.. —— 
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Si nous exp r imons que cette l igne passe par l ' un ries som

m e t s du losange, par exemple par le s o m m e t x=—a, 

y = 0, nous a u r o n s , en t re p et a, la re la t ion ^ ^ = 1 ; ou 

p —~~¡¿' De m ê m e pour les q u a t r e au t r e s s o m m e t s . Le noyau 

cen t r a l est donc l imi té pa r u n rec tang le dont les côtés ont 

p o u r équat ions p = ± ^ > q = ± ^-

Lorsqu ' i l s 'agira d 'une surface q u e l c o n q u e , on dev ra em
ployer la m é t h o d e généra le , c 'es t -à-dire cons t ru i r e l 'ellipse 
cen t ra l e d ' iner t ie de la surface, d é t e r m i n e r la pola i re réci
p r o q u e , par r appo r t à cette e l l ipse , du con tour de la sur
face donnée , et faire t o u r n e r cet te polaire réc iproque de 
180° au tou r du centre de g rav i t é . On a u r a ainsi le noyau 
"•central. 

Nous avons dit que , lo rsque la r é s u l t a n t e de l'effort se 
t rouve à l ' i n t é r i eu r de ce noyau cen t ra l , la l igne n e u t r e est 
*n dehors du concours de la sect ion, et, pa r conséquent , 
tous les efforts é lémenta i res sont de m ê m e sens . Lorsqu 'au 
c o n t r a i r e le point d 'applicat ion de la r é su l t an t e de l'effort est 
en dehors du noyau cen t ra l , la l igne n e u t r e t r ave r se le con
tour , et il y a u n e por t ion de la surface su r laque l le l'effort 
est de sens différent. 

2,'î. Cas où la s u r f a c e n e p e u t d é v e l o p p e r d'efforts 
d e t e n s i o n . — Les m ê m e s règ les , pour la dé te rmina t ion 
des efforts, res ten t appl icables si la surface considérée est 
en effet de n a t u r e à pouvoir déve lopper des efforts de trac
t ion aussi bien que de compress ion . Tous les points situés 
au-delà de la l igne n e u t r e , dont l ' équat ion est tou jours don
née pa r la formule (7), page GO, subissent des efforts néga
tifs, c 'est-à-dire de s igne con t ra i r e à celui de la résu l tan te 
supposée posi t ive. Mais il n ' en est p lus de m ê m e si la sur
face n 'es t pas capable de développer des efforts de tension. 
Nous avons vu p lus h a u t c o m m e n t , dans le cas d ' une sec
t ion r ec t angu l a i r e , on d é t e r m i n e alors la r épar t i t ion des 
efforts lo rsque la r e s id ían te passe par un point de l ' une des 
m é d i a n e s . Lorsque la surface a u n e forme différente de la 
forme rec tangu la i r e , la dé t e rmina t ion de cel te répar t i t ion 
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n'est p lus , en généra l , possible a l g é b r i q u e m e n t . Une i n c o n 
nue nouvel le s ' in t rodui t en effet dans les équa t ions , c 'est 
l 'étendue de la surface su r laquel le se r épa r t i t r é e l l emen t la 
pression tota le , é t endue qui d é t e r m i n e la press ion m o y e n n e . 
Le problème ne devient pas , pour cela, i n d é t e r m i n é , m a i s 
les équat ions se compl iquen t en ce sens que les i n t ég ra l e s , 
a u lieu d 'être é t endues à toute la superficie de la sect ion 
donnée , ne doivent l 'ê t re qu 'à cette superficie i n c o n n u e su r 
laquelle la pression s 'exerce . On a r r ive a lors , pour les 
questions les p lus s imples , à des équa t ions t r a n s c e n d a n t e s 
dont la résolu t ion exige des calculs l abor ieux et ho r s de 
proportion avec le r é su l t a t que l 'on c h e r c h e . Il n e faut pas 
•oublier, d 'a i l leurs , que l 'hypothèse du p lan , en ver tu de 
laquelle sont établies ces équa t ions , n 'es t q u ' u n e approx i 
mation et que , par conséquen t , l eu r résolut ion exacte n ' a 
guère q u ' u n in té rê t t héo r ique . En généra l , dans la p r a t i que , 
on fait en sor te , lo r sque la pression m o y e n n e app l iquée à 
une surface dev ien t comparab le à la l imi te de l'effort qu 'e l le 
peut suppor te r , de faire passer la r é su l t an t e à l ' i n t é r i eu r 
du noyau cent ra l ; on ne se donne la l a t i tude de la la isser 
passer en dehors que lorsqu ' i l ne s'agit que d'efforts assez-
faibles, qui , alors m ê m e qu ' i l s ne sera ient r épar t i s que su r 
une petite pa r t i e de la surface que l 'on cons idère , ne m e t 
traient pas sa solidité en pér i l . 

—4. S o l u t i o n r j é i i é m l e p o u r u n e s u r f a c e r e c t a n 
gu la i re . — Il n 'es t pas inu t i le de rappe le r , pour le cas 
d 'une section r e c t a n g u l a i r e , les résu l ta t s que d o n n e n t les 
formules p récédentes et qui sont d ' une appl ica t ion fré
quente . 

Soit un rec tangle AABB q |Y /\ 
(/¿y.37),de l o n g u e u r A B = 2 « , 
et de l a rgeur B B = 2 6 , sou
mis à un effort P don t le 
point d 'applicat ion C se 
trouve sur la m é d i a n e OX à 
une dis tance OC = p du F 1 0 . 3 7 . 

centre 0 . La charge R, pa r 

unité de surface, est la m ê m e en tous les points d 'une o rdon-
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née que lconque perpendiculaire à cette m é d i a n e , et elle 
a t te in t son m a x i m u m aux divers points du côté AA. 

Cette charge m a x i m u m R m a la va l eu r su ivan te , lorsque 
le point C est à l ' intér ieur du noyau cen t r a l , c'est-à-dire 

lorsque OC est au plus égal au sixième de AB ; p-^= 

»-=£(*+«H Cï+O-
Quand le point C est en dehors du noyau cen t ra l , ou que 

p > T ^ ' l'effort max imum s 'expr ime encore par cet te même 

formule , lo r sque le côté opposé de la sect ion BB peut résister 
à u n effort de traction ; mais , s'il n ' en est pas a insi , l'effort P 
se répar t i t su r un rectangle d 'une l ongueu r égale à 3 [a — p ) , 

et l'effort max imum, sur AA, est le double de l'effort moyen ; 
on a alors 

P P ia 
'" 3S (a — p) Q " 3 (a — p)' 

On peut se demander de dé t e rmine r c o m m e n t doit var ier 
la press ion totale P, su ivant le point où elle est appl iquée , 
pour que l'effort m a x i m u m , au point le p lus chargé soit 
constant . On posera R r a - C", et si l 'on r ep ré sen t e P par 
les o rdonnées d'une courbe dont p serai t l 'abscisse, on voit 

que , pour p > ~* c 'est-à-dire pour toutes les posit ions du 

point d'application comprises dans le de rn ie r t ie rs EA de 
la l o n g u e u r AB [fit/. 38j , on 

K aura i t P = 3 R m ô (a — p ) , ce 

qui est l ' équat ion d 'une l igne 
dro i te , passan t au point A 
(p = a), et dont l 'ordonnée 
ED cor respondan t à l 'abscisse 

OE ; - ^ aura i t pour valeur 

F u ; - 3 8 - c 'est-à-dire que l'effort, lors
qu ' i l est exercé en ce point, 

peu t être égal à la moit ié de ce que suppor te ra i t le rec-
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tangle, s'il était soumis , en tous ses poin ts , à la c h a r g e m a x i 
m u m R,„. 

P o u r / 3 - < g- on a P . (3p -+- «) = 4a 2ôR,„, équa t ion d ' une 

hyperbole équi la tère dont les a sympto tes sont l 'axe h o r i 
zontal des abscisses et la l igne ver t ica le FH qui a pour équa 
t i o n ^ — — c e t t e hyperbo le passe au point D où elle est 

o 
tangente à la droi te AD, et elle coupe l 'axe des o rdonnées 
en un point K situé à une h a u t e u r OK = P — iaù\\m = R U 1Q. 

L'effort exercé au point 0 peu t ê t re égal à ce que suppor t e 
rait le rectangle soumis en tous ses points à la charge R,„, ce 
que nous pouvions prévoi r , pu i squ 'a lo r s la cha rge P , appl i 
quée au cent re de gravi té , se r épa r t i t u n i f o r m é m e n t . 

Pour l e s va leu r s néga t ives de p, c 'es t -à-dire pour les points 
d 'application compr i s en t re 0 et B, la press ion P doit néces
sairement , par ra ison de symét r i e , r epasser par les m ê m e s 
valeurs. La courbe rep résen ta t ive des press ions qu i d o n n e n t 
un même effort m a x i m u m se compose donc de deux droi tes 
et de deux b ranches d 'hyperbole fo rmant u n t r i ang le c u r v i 
ligne BIIKDA. 

12."». P r i n c i p e de la s u p e r p o s i t i o n des e i ïe ts des 
(forces. — On doit d 'a i l leurs r e m a r q u e r q u ' e n ra ison de 
la forme linéaire de l ' express ion de l'effort R en u n point 
d 'une surface, en fonction des coordonnées (x, y) de ce; poin t , 
effort produi t par u n e force P appl iquée en u n point 
(p, q), les efforts IL, R 2 , R 3.-- p rodui t s pa r des forces que l 
conques P„ P 2 , P3--- appl iquées en des poin ts que lconques 
[pu <ji), [p.i, g.,), (p5, q:i).-- s 'a jouteront de telle m a n i è r e 
que l'effort total en un point d é t e r m i n é , qui sera la r é s u l 
tante de tous les efforts par t ie ls Rj, R 2 . . . sera le m ê m e que 
celui qui serai t p rodu i t , au m ê m e point , par la r é su l t an t e 
des forces P,, P 2 . . . 

Ce pr inc ipe , dit de la superposition des effets des forces est 
général . Il est le r é su l t a t nécessa i re de la p ropor t ionna l i t é 
admise enLre les pet i ts effets des forces et les g r a n d e u r s de 
ces forces e l l e s -mêmes . Il se confond, en m é c a n i q u e , avec 
celui de la coexis tence ou de la superpos i t ion des pet i tes 
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osci l la t ions , et il n ' t s l que l ' express ion d 'une loi analytique-
g é n é r a l e . 

L ' acc ro i s semen t inf iniment pet i t d 'une fonction de plu
s ieurs var iab les i ndépendan te s est la s o m m e des accroisse
m e n t s par t ie ls co r respondan t à la var ia t ion de chaque variable-
considérée i so lément . 
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PREMIÈRE PARTIE 

STABILITE DES CONSTRUCTIONS 

C H A P I T R E IV 

CONSTRUCTIONS EN MAÇONNERIE 

S O M M A I R E . — § 1. Conditions générales de la stabilité des maçonneries : 
26. Définition d e l a s t a b i l i t é . — _27. R é s i s t a n c e à l ' é c r a s e m e n t . — 
28. C h a r g e d e s é c u r i t é , i n f l u e n c e d u m o r t i e r . — 29. R é s i s t a n c e à la 
t r a c t i o n . — 30. R é s i s t a n c e a u g l i s s e m e n t . — 3 1 . R é s i s t a n c e a. u n efforl 
o b l i q u e . — 32. D i l a t a t i o n d e s m a ç o n n e r i e s . 

S. 2. Massif de maçonnerie isolé : 33 . C o n d i t i o n s g é n é r a l e s pour q u e l e s 
p r e s s i o n s s o i e n t partout l es m Ames. — 34 . Indétermination d u pro
blème. — 33 . H y p o t h è s e s s u r la c o n t i n u i t é de l a f o r m e d e s s e c t i o n s . 

§ 3. Massifs de maçonnerie soumis à des actions latérales : 36. M é t h o d e 
g é n é r a l e p o u r l a d é t e r m i n a t i o n d e s d i m e n s i o n s . — 37. C o u r b e d e s 
p r e s s i o n s . — 38. E x e m p l e d ' u n m u r r e c t a n g u l a i r e . — 39. M é t h o d e 
g r a p h i q u e . — 40. Cas où l 'on t i e n t c o m p t e d e la r é s i s t a n c e à. l a t r a c 
t ion. — 4 1 . É c a r t p o s s i b l e d e l a r é s u l t a n t e , e n d e h o r s d u n o y a u 
c e n t r a l . 

§ 1" 

CONDITIONS GÉNÉRALES DE LA STABILITÉ 
DES MAÇONNERIES 

•26. Déil i i i l îoii de l a s t a b i l i t é . — En m é c a n i q u e 
ra t ionnel le , on dit q u ' u n corps solide est en équi l ibre stable 
lorsqu' i l t end à r even i r à sa posi t ion p r imi t ive après en 
avoir été écarté u n peu . La stabilité des cons t ruc t ions a u n e 
signification différente. Ces cons t ruc t ions , en effet, ne doivent 
pas s 'écarter de l eu r posi t ion n o r m a l e ; elles do ivent s'y 
main ten i r m a l g r é les efforts ex té r ieurs qui t enden t à les 
en éloigner, c 'es t -à-dire qu 'e l les doivent res ter en équ i l ib re , 
quelle que soit la var ia t ion de ces efforts, dans tes l i m i t e s 
de la p ra t ique . Sous l ' influence de cet te var ia t ion des efforts, 
les réact ions des corps sur lesquels s 'appuie la cons t ruc t ion 
doivent s i m p l e m e n t va r i e r e l l e s -mêmes , et la vérification 
des condit ions de stabil i té d ' une cons t ruc t ion consis tera à 
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s ' assurer que , pour toutes les va leu r s des efforts extér ieurs 
auxque l s elle a à rés is ter , l ' équi l ibre peu t ê t re conservé, 
aussi bien p o u r la cons t ruc t ion tout ent ière que pour ses 
différentes par t i es . 

Les cons t ruc t ions en m a ç o n n e r i e , que n o u s examinerons 
d 'abord, se composen t de p ie r res na tu re l l e s ou artificielles, 
séparées les u n e s des au t res par des jo in t s rempl i s de m o r 
t ier . La présence du mor t i e r a pour effet de répar t i r , sur une 
p lus g r ande é t endue , l'effort qui se t r a n s m e t d ' une pier re à 
la su ivan te . Dans les maçonne r i e s à p ie r res sèches , sans 
mor t i e r , les press ions ne peuven t se t r a n s m e t t r e que p a r l e s 
surfaces de contact des p ie r res , qui a lors , en ra i son des i r ré 
gu la r i t és de la ta i l le , ne r ep ré sen ten t q u ' u n e pet i te fraction 
de l ' é t endue totale du jo in t . Le mor t i e r a un a u t r e effet; il 
adhère aux p ie r res qu'il r éun i t et pe rme t ainsi a u x maçon
ner ies de suppor t e r des efforts de t ract ion, auxque l s elles 
sera ient abso lumen t impropres à résister si les p ie r res étaient 
s i m p l e m e n t posées les unes su r les au t res . 

Toutefois, c o m m e l ' adhérence du mor t i e r aux p ie r res et 
la rés is tance à l 'extension du mor t i e r sont toujours t r ès infé
r i eu res à la rés i s tance de cette m ô m e mat iè re aux efforts de 
compress ion , on les négl ige souvent dans les calculs de sta
bi l i té , et l 'on considère alors les maçonner i e s comme ne pou
van t rés is ter efficacement qu 'à des efforts de compress ion . 

2 7 . R é s i s t a n c e à l ' é c r a s e m e n t . — La l imi te de ces 
efforts, qui est u n e fraction de la charge de r u p t u r e , est t rès 
différente su ivan t la n a t u r e des ma té r i aux . La dé te rmina t ion 
de la c h a r g e de r u p t u r e pour les pierres les p lus o rd ina i re 
m e n t employées a été l 'objet d 'un grand n o m b r e d 'expé
r iences d iverses , et on ne peut songer à en donne r ici tous 
les résu l t a t s . D 'a i l leurs , l o r s q u ' u n e pier re ne figure pas nomi 
n a t i v e m e n t dans les t ab leaux d 'expér ience, on ne peu t r ien 
conc lure , pour la va l eu r de sa rés i s tance , de son analogie 
avec d ' au t res , car souven t on r encon t r e des différences assez 
notables en t re des p ier res ayant la m ê m e appa rence , et 
quelquefois m ô m e ent re des p ier res p rovenan t de la m ê m e 
ca r r i è re . Lorsque l'on a affaire à une pierre dont on ne con
naî t pas la rés i s tance , il es t préférable de l ' expé r imen te r 
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directement . Le tab leau su ivan t doit donc être considéré 
comme u n e s imple indicat ion des t inée à donne r u n e idée de 
la g r a nde u r des efforts dont il s 'agit, et des l imi tes en t re les 
quelles ils p e u v e n t var ie r . 

CHARGE 

pa r 

DÉSIGNATION DES MATÉRIAUX C E N T I M È T R E C A R R K 

produ i san t 

L ' É C R A S E M E N T 

KILOGR. 

1.000 à 1.500 
700 à 1 .000 

440 
Roche de C h â t e a u - L a n d o n 350 

230 
170 

P i e r r e t e n d r e e m p l o y é e à P a r i s , b o n n e q u a l i t é 60 
895 

Grès t e n d r e 4 
150 

Br iques de Montcreu. i i , c u i s s o n o r d i n a i r e H 0 
60 à 70 

19 
74 

Mort ier d e c h a u x é m i n e m m e n t h y d r a u l i q i f e et s a b l e . 144 
155 

50 

40(0 

(') En comparan t les r é su l t a t s d 'un g r a n d n o m b r e d 'expér iences , M. de P e r r o -
dil a remarqué une ce r ta ine re la t ion entre la densi té des pierres calcaires du 
bassin de Paris et leur rés is tance à la rup tu re . Il a de même indiqué une r e l a 
tion correspondante en t re la rés i s tance à la rup tu re et la difficulté de la taille 
des mêmes pierres . Voici les p r inc ipaux chiffres qu'il a donnés : 

POIDS SPÉCIFIQUE 

PAR 

METRE* CL'HE 

CHARGES 
D ' É C R A S E M E N T 

PAR 

CENTIMÈTRE CARRÉ 

TEMPS QU'EXIGE 
EN MOYENNE 

LA TAILLE D'L"N MÈTRE GARHÉ 

DE PAREMENT T U 

KILOGRAMMES KILOGRAMMES HEURES MINUTES 

2 . 1 0 0 à 2 . 6 0 0 1 .800 à 1 .000 22 30 
2.6O0 À 2 . 4 5 0 1 .000 à 600 19 30 
2 . 4 5 0 à 2.31)0 600 à 400 14 00 
2 . 3 3 0 à 2 , 2 5 0 400 à 300 11 20 
2 . 2 5 0 à 2 . 1 0 0 300 À 200 oc

 

20 
2 . 1 0 0 à 1 .900 200 à 150 0 30 
1 .900 à 1 .700 150 à 100 3 50 
1 . 7 0 0 à 1 .S00 100 à 50 2 50 
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2 i î . C h a r g e de s é c u r i t é . — I i i i luenec des m o r 
t i e r s . — La charge de sécur i té ne peu t ê t re , c o m m e nous 
l 'avons dit, q u ' u n e fraction de la cha rgé de r u p t u r e . On 
adopte g é n é r a l e m e n t le d ix ième et quelquefois m ê m e le 
v ing t i ème lorsqu ' i l s 'agit de pet i ts m a t é r i a u x . Il faut tenir 
compte aussi de ce que la ma t i è re dont les j o in t s sont formes 
est sujet te , c o m m e les p ie r res e l l e s -mêmes , à la r u p t u r e pa r 
éc ra semen t . 

M. Tour tay , i ngén i eu r des P o n t s et Chaussées , a fait 
conna î t re dans les Annales des Ponts et Chaussées (1885, 
2 e semest re) , les résu l ta t s d 'expér iences qu ' i l a faites pour 
d é t e r m i n e r l ' influence du m o r t i e r su r la rés i s tance des maçon
ne r i e s . Voici les conclusions de son t rava i l : 

1° L ' éc ra semen t du mor t i e r , dans les m a ç o n n e r i e s avec 
j o i n t s , a l ieu sous des p ress ions t rès supé r i eu re s à la résis
tance i n t r i n sèque du mor t i e r , ma i s t rès in fér ieures à la résis--
t ance de la p ie r re ; 

2" La press ion qui p rodu i t la désagréga t ion du mor t i e r est 
en raison inverse de l 'épaisseur du jo in t , t ou te s choses 
égales , de sorte qu ' i l y a in té rê t à r édu i r e l ' épaisseur des 
jo in t s en mor t i e r au m i n i m u m compat ib le avec l eu r bonne 
fabricat ion ; 

3° Les p ier res superposées sans jo in t s d o n n e n t des rés is 
tances n o t a b l e m e n t infér ieures à celles de la p ie r re , mais 
supé r i eu res à celles de la m a ç o n n e r i e avec jo in t s de mort ier , 
dans les condi t ions des e x p é r i e n c e s ; 

4° Les blocs r éun i s par u n s imple coulis de c iment pa
ra i ssen t t rava i l l e r c o m m e des m o n o l i t h e s , et d o n n e n t des ré 
s is tances très supé r i eu res à celles des maçonne r i e s avec joints . 

Ces chiffres ne s 'appl iquent qu ' aux calcaires du bas s in de Par is et des dépar
t e m e n t s de l'Est. Il faut en excepter les m a r b r e s s ta tua i res saccharoïdes qui, 
avec u n poids spécifique de 2.100 k i l o g r a m m e s , s 'écrasent sous une charge de 
600 k i log rammes . 

Pour les grès , la rés i s tance à l ' éc rasement est en généra l p lus grande que 
pou r les calcaires d 'un m ê m e poids spécifique; ma i s la différence, au mo ins 
pour les exemples cités par M. de Perrodi l , n 'es t pas très cons idérable . 

Pour les porphyres , dont le poids spécifique est géné ra l emen t compris entre 
2.600 k i l og rammes et 2.830 k i l o g r a m m e s , la charge d ' éc rasement varie de 
1.000 à f.300 k i l o g r a m m e s . 

Enfin, cer ta ines roches , c o m m e le basa l te d'Esteil (Puy-de-Dôme), le jaspe-
brèche du m o n t Blanc (Haute-Savoie) ne s 'écrasent que sous des charges supé
rieures à 1.8.30 k i l og rammes par cen t imèt re ca r ré . 
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Dans une des expér iences rappor tées par M. Tour tay , la 
charge de r u p t u r e , p o u r des blocs formés avec mor t i e r de 
chaux, a dépassé 400 k i l o g r a m m e s par cen t imè t r e car ré , 
alors que la rés i s tance in t r insèque du mor t i e r n 'é ta i t que de 
20 k i logrammes . Les expér iences ont mi s , en ou t r e , en év i 
dence le fait su ivan t : 

Sous la p r e s s i o n , l ' épa i sseur des jo in t s d i m i n u e d 'une 
quanti té var iable , ma i s qui ne para i t pas p ropor t ionne l l e à 
leur épaisseur . Lorsque les p ress ions ont a t te in t 130 à 
140 k i l og rammes , le mor t i e r s'est désagrégé sur les bords 
des joints et est tombé en poudre su r u n e cer ta ine profon
deur. La pression qui a p rodu i t les désagrégat ions a tou jours 
été en raison inver se de l ' épa isseur du jo in t . 

Les l imi tes usuel les de la cha rge que l 'on fait suppo r t e r 

aux maçonner ies sont les su ivan t e s ; elles ont été quelquefois 

notablement dépassées . 

NATURE DES MAÇONNERIES 

L1MITE 
pra t ique de la 

charge par 

CENTIMÈTRE CARRÉ 

Béton avec m o r t i e r d e c h a u x h y d r a u l i q u e 
M a ç o n n e r i e d e b r i q u e s avec m o r t i e r o r d i n a i r e 

— d e c i m e n t . . . . 
M a ç o n n e r i e d e m o e l l o n s ou p i e r r e s t e n d r e s 
M a ç o n n e r i e d e p i e r r e s d u r e s avec m o r t i e r h y d r a u -

kilogrammes 

4 à b 
6 

8 à 10 
6 à 1D 

20 à 30 

kilogrammes 

4 à b 
6 

8 à 10 
6 à 1D 

20 à 30 

La connaissance de la l imite p ra t ique de la charge que 
l'on peut faire suppor t e r a u x maçonner i e s suffit, avec celle 
de leur poids spécifique, p o u r aborder les calculs de l e u r 
stabilité. Le poids spécifique doit c i re dé t e rminé , b ien 
entendu, en t enan t compte des j o in t s . La différence est géné
ralement négl igeable lorsqu ' i l s sont r empl i s de mor t i e r dont 
la densité diffère peu de celle des p ie r res q u ' i l r é u n i t , m a i s e l l e 
ne l'est plus lo rsqu ' i l s 'agit de maçonne r i e s à p ier res sèches. 

2 B . Rés i s tance à la t r a c t i o n . — D'expér iences faites 
par M. Souleyre , i ngén ieu r des Pon t s et Chaussées , et dont il a 
é tô rendu compte dans le Génie civil (9 et 16 n o v e m b r e 1895), 
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il r é su l t e que la rés is tance à la t rac t ion des maçonne
ries et des bé tons est m o i n d r e que celle des mor t iers . 
M. Souleyre a t r o u v é q u e , pour des bé tons et des maçonner ies 
avec m o r t i e r de c imen t du Teil, la rés i s tance à la traction 
n 'é ta i t que le sept ième ou le hu i t i ème de la rés is tance à la 
compress ion . P o u r des bétons et des maçonne r i e s avec 
mor t i e r de chaux h y d r a u l i q u e , le r appor t est beaucoup 
mo ind re , il ne dépasse guère le qu inz ième ou le v ing t ième. 
Ces résu l ta t s just if ient les usages de la p ra t ique où l'on ne 
t ient pas compte , hab i tue l l emen t , de la rés i s tance que les 
maçonner ies peuven t présenter aux efforts d 'extension. Il y 
a cependant cer ta ines c i rconstances où il peut ê t re u t i le de la 
p rendre en cons idéra t ion . 

3 0 . R é s i s t a n c e a u g l i s sement . — La r u p t u r e d 'un 
massif de maçonne r i e peut ê t re le résu l t a t non seulement 
d 'un éc rasement ou d 'une disjonction p rodu i t e pa r u n e trac
t ion n o r m a l e , ma i s encore d 'une action dite tangentielle ou 
de cisaillement agissant pa ra l l è lement au p lan su r lequel 
elle s 'opère. La rés is tance à ce genre d'effort résu l te un ique 
m e n t de l ' adhérence du mor t i e r aux p ie r res et du frot tement 
des p ie r res sur e l l e s -mêmes . Si l 'on adme t que l 'adhérence 
soit dé t ru i t e , il ne res te , pour rés is ter à ces efforts la té raux, 
que le f ro t tement . E t alors il faut, p o u r la s tabi l i té , que le 
rappor t de l'effort t angen t ie l à l'effort n o r m a l soit inférieur 
au coefficient de f ro t tement . 

Le coefficient de f ro t tement des p ie r res su r e l les-mêmes 
var ie de 0,50 à 0,75, c 'est-à-dire que pour faire mouvoi r , en 
les faisant g l isser l 'une sur l ' au t re , deux p ie r res séparées 

pa r la surface p lane AB, il faut 

n F exercer , pa ra l l è l emen t à ce plan, 
~7\ un effort CE [fig. 39) va r i an t de 0,50 

« / ; à 0,75 de la p ress ion n o r m a l e CD 
/ j - qui s 'exerce en t re e l les . Pa r consé-

^ C £ B ( I u o n ^ > l a condi t ion de stabil i té s'ex-

F i G 3 g p r i m e r a en d i san t que l'effort tan

gent ie l CE est tou jours infér ieur à 
u n e fraction de l'effort n o r m a l m e s u r é e par le coefficient de 
f ro t tement . Si l 'on considère la résu l t an te CF des deux efforts 
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et l 'angle a qu 'e l le fait avec la n o r m a l e à AB, la t angen t e t r i -
gonométr ique de cet angle sera égale au r appor t de DF à 
CD, c 'est-à-dire au r appor t de l'effort t angent ie l à l'effort 
normal . Et, si nous appe lons / le coefficient de f ro t tement , 
la condition de s tabi l i té s 'écrira s i m p l e m e n t 

tan g a < f, 

ou bien, en dés ignan t par <p l 'angle de f ro t tement , ou en 
p o s a n t / ' = t ang o, 

a < f. 

Lorsqu'on n 'a pas de données précises sur le coefficient de 
frottement des p ier res qui en t r en t dans la composi t ion du 
massif dont on calcule la s tabi l i té , il est préférable d ' a t t r i bue r 
à / ' une valeur infér ieure à celle qu ' i l peu t avoir r ée l l emen t ; 
on fera donc dans ce cas f—: 0,50 ou m ô m e /" = 0,40, ce 
qui procurera u n surcroî t de s tabi l i té . 

On devra donc s 'assurer que cette condi t ion est satisfaite 
sur tous les jo in t s , c 'es t -à-dire que , su r a u c u n d'eux, la 
direction de la r é su l t an t e des efforts ne fait, avec la n o r m a l e 
au joint, un angle p lus g rand que l ' angle de f ro t tement , qu i , 
pour / = 0,40, est égal à 22° env i ron . 

.'il. R é s i s t a n c e ù un e f for t o b l i q u e . — Les chiffres 
donnés plus h a u t c o m m e charges de r u p t u r e de divers m a t é 
riaux de cons t ruc t ion ont été dé t e rminés pa r des expér iences 
dans lesquel les l ' éc rasement étai t p rodu i t par une pression 
normale exercée sur la total i té de la surface des blocs. Que 
se passerait- i l si l'effort p rodu i san t l ' é c ra semen t , au l ieu 
d'être no rma l , était obl ique, tout en faisant , avec la n o r m a l e , 
un angle infér ieur à l 'angle de f r o t t e m e n t ? Aucune expé
rience précise ne p e r m e t de r épondre d 'une m a n i è r e ce r ta ine 
à cette ques t ion. On admet souven t que , dans le cas d ' une 
force obl ique F ag issan t sur u n e surface p lane dans u n e 
direction faisant avec la n o r m a l e à celle surface un angle a 
inférieur à l 'angle de f ro t tement a, cette force F se décompose 
en deux : une force t angen t ie l l e F sin a dé t ru i te par la rés i s 
tance due au f ro t tement , u n e force n o r m a l e F cos a, qui se 
répart i t sur toute l ' é tendue de la surface d 'après la loi du tra-
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jtèzc (n° 19). Si l'ctTort n o r m a l au point le p lus chargé, 
calculé dans cette hypothèse , est in fér ieur à la charge de 
sécur i té , on considère que la s tabi l i té de la const ruct ion est 
a s su rée . 

Cela rev ien t , au point de vue de la r u p t u r e , à négliger 
c o m p l è t e m e n t la composante tangent ie l le de l'effort. Or, rien 
ne p rouve que l 'on soit autor isé à agir a ins i . Au contraire. 
a priori et à défaut d 'expér iences , il semblera i t q u ' u n même 
effort, app l iqué à la surface d 'un bloc, aura i t d ' au t an t plus de 

laisse pas que de m e t t r e en j e u la cohésion du bloc. Si. 
c o m m e on le fait souvent , on considère le f ro t tement comme 
dû à un e n c h e v ê t r e m e n t des deux surfaces en contact , la 
surface p lane AB (/if/. 40) ne sera, en réa l i té , qu 'une 
série de facettes d ive r semen t incl inées ; on peu t les conce
voir a l t e r n a t i v e m e n t paral lè les et pe rpend icu la i res à la di
rect ion de la force F , les p remiè res ne suppor t an t rien et 
les au t r e s ayant à rés i s te r à cet effort tout en t ie r . Or, la sur
face de ces dernières serait , à la surface AB, dans le rapport 
de cos a à l 'un i té , c 'est-à-dire que l'effort qu 'e l les aura ient à 
s u p p o r t e r serai t le m ê m e que celui qui serai t exercé sur AB 

par une force no rma le égale à — 

On devra i t donc, dans cette hypo thèse , calculer l'effort 
m a x i m u m au point le p lus chargé en répar t i s san t , suivant la 
loi du t rapèze , non pas la composante n o r m a l e F cos a de la 

F 
force F , ma i s bien la force fictive 

Ce serai t à l ' expér ience seule qu' i l conviendra i t de deman
der le choix à faire en t re ces deux hypothèses . La seconde 
semble p lus ra t ionnel le ; elle .conduit à des d imens ions plus 
g randes que la p r emiè re , et il ne peut y avoir , par consé
quen t , aucun inconvénient à l 'adopter . 

chance, d 'en a m e n e r la rup
ture , qu ' i l s 'écar terai t davan
tage de la n o r m a l e à cette sur
face. La composan te tangen-

F I G . 10. 

9 tielle est b ien dé t ru i t e par le 
f ro t tement , au po in t de vue 
de l ' équi l ibre , ma i s elle ne 

cos a 

cos a 
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M. Galliot (Ann. des P. et Ch., 1893, 2° sem. , p . 111) a 
montré que , si l 'on dés igne par N et, T les composantes no r 
male et tangent ie l le d 'une force obl ique appl iquée à la su r 
face d'un corps solide, l'effet de cette force est sens ib lement 
le même, au point de vue des efforts m a x i m u m produ i t s 
aux divers points du solide que celui d 'une force n o r m a l e 
égale à 

N + 5T. 

Les déformat ions p rodu i tes aux divers points sont à peu 
près les mêmes que celles qui seraient produi tes par u n e 
force égale à 

N -f- 4T. 

Ces résul ta ts , dédui ts d 'une ana lyse serrée de ce qui se 
passe à l ' in té r ieur d 'un corps solide, sont exempts d 'un cer
tain nombre d'objections capitales que l 'on peut faire aux 
deux hypothèses précédentes , et ils mér i t e r a i en t cer ta ine
ment de recevoir des appl ica t ions p ra t iques . 

.'12. D i l a t a t i o n des m a ç o n n e r i e s . — Comme tous les 
corps, les maçonne r i e s se d i l a ten t par la cha leur , ma i s il 
n'est pas d 'usage de faire en t r e r cet é l émen t dans les calculs 
de leur s tabi l i té . Cependant , d 'après les expér iences de 
M. Bouniceau (Annales des Ponts et Chaussées, 1863, 1 e r se
mestre, page 178), le coefficient de di la tat ion, c 'est-à-dire 
l 'a l longement p ropor t ionne l pour une élévat ion de t empé ra 
ture de 1° C. serait : 

Pour le mortier de sable et ciment de Portland. 0,000 0118, 
Pour le béton de galets et de ce mortier . . . 0,000 01-43, 
Pour la maçonnerie de briques de eliump . . . 0,000 0089, ' 
Pour la maçonnerie de briques en long. . . . 0,000 0040, 
Pour des pierres de taille de diverses provenances, de 0,000 005 

à 0,000 009. 

Le coefficient de di la ta t ion du fer est environ 0,000 012, 
c 'est-à-dire à t rès peu p rès le m ê m e que celui du mort ier de 
ciment expér imenté pa r M. Bouniceau, et seu lement d 'un 
tiers plus élevé que celui de cer ta ines p ie r res de ta i l le . 

Il ne serait peu t - ê t r e pas inu t i le , pa r conséquent , de t en i r 
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compte de la var ia t ion possible des d imens ions de certains 
massifs de maçonne r i e , tels que des voûtes t rès surbaissées, 
dans lesquel les cette var ia t ion peu t a m e n e r des disjonctions. 

§ 2 

MASSIF DE MAÇONNERIE ISOLE 

C o n d i t i o n s g é n é r a l e s p o u r q u e l e s press ions 
so i en t p a r t o u t l e s m ê m e s . — Soit u n massif isolé que 
nous supposerons sous t ra i t à toute action extér ieure autre 
que celle de la pesan teu r . P roposons-nous de chercher les 
condit ions qu ' i l doi t r e m p l i r . p o u r que les m a t é r i a u x dont il 
est formé soient éga lement chargés pa r tou t . P o u r que, sur 
une section que lconque CD (fîg. 41), l'effort soit uni formé
m e n t r épar t i , il faut que le poids de la par t ie CDFE qu'el le a 
à suppor te r passe par son centre de grav i té ; cela revient 
é v i d e m m e n t à dire qu ' i l faut que les cen t res de gravi té de 
toutes les sections soient su r une m ô m e ver t ica le que nous 

p rend rons pour axe des z, en comptant 
les h a u t e u r s z à par t i r de la base AB du 
massif. Soit û la superficie de la section 
hor izonta le que lconque CD si tuée à la 
h a u t e u r z, et Q-\- da celle de la section 
inf in iment voisine C D ' , à la hau teur 
z + dz. Si p est le poids spécifique des 
maçonner ies , la t r a n c h e CDC'D', dont le 
vo lume est Qdz, a u r a pour poids pÇidz. 
Désignons par R la press ion supposée 
cons tan te en chacun des points des sec
t ions CD et CD ' ; la press ion tota le sur 

CD' , p rovenan t de la par t ie du massif s i tué au-dessus , sera 
R ( Q - + - do), et la pression sur CD sera de m ê m e R q ; 
mais cet te de rn iè re press ion est égale à la p r emiè re a u g m e n 
tée du poids de la t r anche CDC'D', nous a u r o n s donc : 

d'où 

(1) 

R ( Q -h- dQ) + P(-ïdz — Rû , 

RdQ + pQdz = 0, 
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ou bien 

(2) 7 7 = - R d -

équation que nous in tégre rons faci lement . L a cons tan te 
d ' intégration sera dé t e rminée en supposant que , pour u n e 
hauteur z= h, la sect ion O ait u n e va leu r connue Q( ; n o u s 
aurons alors , en i n t ég ran t depuis cet te va leur de z, 

log. nep. £ - = ^ {h — z), 

ou encore 
£ II, - =) 

(3) Q = a , e ; 

ce qui dé te rmine la superficie a de la section si tuée à u n e 
hauteur que lconque z. 

De l 'équat ion différentielle (1) ci-dessus, mise sous la 
forme 

pQdz — — l\dQ, 

on déduit , en i n t é g r a n t depuis les m é m o s l imi tes û , ou h, 
et fi ou z, 

(4) pfâdz = — R fia = R (fi, — Q). 

Le p remier m e m b r e / ) J Qdz est la s o m m e des é léments de 

volume tels que CDG'D' mul t ip l i ée par le poids spécifique p ; 
cette équat ion exp r ime donc que le poids de la par t ie du 
massif comprise en t re deux sect ions que lconques est égal 
au produit de 11 par la différence de superficie de ces deux 
sections. 

L 'équat ion (3) ne d é t e r m i n e que la g r a n d e u r de la sec
tion fi, elle en laisse la forme i n d é t e r m i n é e . Il suffit, en effet, 
pour que les condi t ions du p rob lème soient satisfaites, que 
cette section ait son cen t re de grav i té su r la ver t ica le OZ, et 
que sa superficie soit p ropor t ionne l l e à l'effort qu 'e l l e a à 
supporter . 

H-i. I n d é t e r m i n a t i o n du p r o b l è m e . — Cela n o u s 
montre que les données ou hypo thèses du p rob lème sont 

6 
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insuffisantes. Nous pouvons , en effet, i m a g i n e r deux surfaces 
E F et llKlfig. 42), de forme différente, ma i s de m ê m e super
ficie et ayant m ê m e centre de grav i té G. Si deux massifs 
ayant pour sections t ransversa les ces deux surfaces sont 
superposés , il est évident que c h a c u n d 'eux ne peut t r ans 
m e t t r e ou recevoir d'effort de la pa r t de l ' au t re qu 'à t ravers 

la surface c o m m u n e ABCD. 
C'est donc sur cet te sect ion seule, 

et non sur toute l ' é t endue de la 
surface du massif, que se répar t i ra 
la press ion tota le exercée par un 
massi f sur l ' au t re . 

Nous devons a ins i , c o m m e consé
quence de l ' hypo thèse de la répar
t i t ion des p res s ions , su r toute 
l ' é tendue des sect ions du massif, 

a d m e t t r e u n e loi de cont inui té dans la forme de ces sections. 
Il a r r ive t rès souvent que , dans les massifs rée ls de ma

çonner ie , il se p résen te des d iscont inui tés , par exemple 
lo rsque l 'on a u g m e n t e l ' épaisseur d 'un m u r par u n redan 
m é n a g é sur une de ses faces, c o m m e ACB (fig. 43), ou sur 
ses deux faces, c o m m e DEFG. Dans ce cas, la pression 
t ransmise par la par t ie supér ieu re à la pa r t i e infér ieure se 
répar t i t sur la seule é tendue AC ou 
E F c o m m u n e aux deux sect ions, 
les par t ies CB, DE, FG ne suppor 
tan t r ien ; mais l 'on adme t q u ' u n 
peu plus bas , en A'B', D'G', pa r 
exemple , à u n e dis tance ver t icale 
un peu p lus g rande que les diffé
rences de l a r g e u r CB, ou DE, la ré 
par t i t ion des press ions se fait de n o u v e a u sur tou te la sur
face et su ivan t Vhypothèse du plan (pour p lus de détai ls sur 
ce sujet, voir la Théorie des voûtes de M. J . Résal dans le 
t ra i té des Ponts en maçonnerie de VEncyclopédie). 

B D 

G' 

F I G . 4 3 . 

3î5. H y p o t h è s e s u r l a c o n t i n u i t é d e l a f o r m e des 
s ec t ions . — P o u r con t inue r l ' é lude de no t re massif isolé, 
n o u s devons donc faire u n e hypothèse sur la loi de conti-
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Tiuité de ses diverses sect ions . Nous pouvons adme t t r e , par 
exemple, que ces sect ions sont des figures semblables et 
semblablement placées . Dans ce cas, l eu r superficie var ie ra 
comme le carré d 'une de l eurs d imens ions homologues , et 
si l'on appelle a cet te d imens ion , p o u r une section q u e l 
conque dont la superficie est Q, l a m ê m e d imens ion pour 
la section Ciu et k u n e cons tan te , on p o u r r a écrire 

Q — ko2, Q, = AaJ, 

et alors l 'équat ion (3) se m e t sous la forme 

La courbe r ep résen tée par cet te équat ion est une logar i th 
mique ayant pour a sympto te l 'axe des z, c 'est-à-dire que a 
tend vers zéro à m e s u r e que la h a u t e u r a croît indéf in iment . 

La courbe est infinie dans les deux sens , c 'es t -à-dire que 
les condit ions du p rob lème n ' imposen t a u c u n e l imi te à la 
hau teur de la cons t ruc t ion , quel le que soit 
la valeur de R. 

Les condit ions de rés i s tance de la par t ie 
située au-dessous d 'une sect ion que l conque 
RC (fig. 44) se ron t é v i d e m m e n t les m ê m e s si, 
au lieu de la par t ie s u p é r i e u r e , de h a u t e u r 
infinie, nous supposons app l iqué sur cette 
section un poids égal à celui de cet te par t ie , 
lequel est égal, d ' après ce qui précède , à 

R Q ( , 

ce poids pouvan t d 'a i l leurs être cons t i tué soiL 
par un au t re massi f d 'une forme différente, 
comme, par exemple , des voûtes r eposan t 
sur la section BC, soit pa r une a u t r e cons
truction s ' appuyant su r cet te sect ion et t r a n s m e t t a n t u n e 
charge ver t icale RQ t app l iquée en son cen t re de g rav i t é . 

Si cette cha rge ver t icale est d o n n é e , et si on la désigne 
par P, on en dédui t i m m é d i a t e m e n t la va l eu r de la sec
tion û[ qui doit la suppor t e r , d 'après l ' équa t ion P RQj. On 

F I G . 4 4 . 
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6, -}- m (h — z) 

On opérerai t de m ê m e pour les au t res hypothèses que l'on 

conna î t donc a,, ce qui p e r m e t de d é t e r m i n e r la va l eu r de a 

cor re spondan t à une h a u t e u r que l conque . 
L 'équa t ion (5) s 'appl ique à tous les cas où les sections 

va r i en t en r e s t an t semblables à e l les -mêmes et semblable-
m e n t placées , a é tant u n e d imens ion h o m o l o g u e dans ces 
d iverses sect ions. Nous pouvons faire d ' au t r e s hypo thèses 
su r la loi de con t inu i t é . 

Supposons , par exemple , u n e colonne de forme circulaire , 
p r é s e n t a n t à son in té r i eu r u n vide cy l indr ique de rayon 
cons tan t que n o u s dés ignerons par b. La superficie Q d 'une 
section que lconque de rayon extér ieur r sera 

û = T : (r 2 — b-), 

et celle de la section de rayon rt sera de m ê m e 

£2, = 7r (rT — i 2 ) . 

Subs t i tuan t dans l ' équat ion (3), n o u s avons la su ivan te : 

(6) r 2 — b2 — (r2 _ " Z ) 

qui dé te rmine r 2 , et, par sui te , r, pour u n e h a u t e u r z q u e l 
conque . 

Supposons encore un massif r ec t angu la i r e , de d imen
sions «, b, va r ian t de tel le m a n i è r e que la d imens ion b, par 
exemple , d iminue p ropor t ionne l l emen t à l ' augmen ta t ion d e 
la h a u t e u r , ce que l 'on expr ime en d i san t que le massif p ré 
sente u n fruit un i forme. Cette d imens ion é tan t ô t à la h a u 
t e u r h, elle sera , en dés ignant par m le fruit cons tan t pa r 
un i té de h a u t e u r 

(7) b = bt + m (h — s) 

à une h a u t e u r z que lconque . Nous avons alors 

Q, = a,S,, O = ab — a [6H -\- m (h — s)] ; 

d 'où, en subs t i tuan t dans l ' équa t ion (3), 

(8) c 
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pourra i t faire, soil su r la forme des scel lons, soit su r la loi 
suivant laquel le elles va r i en t . 

Il est b ien r a re que l 'on ait à cons idérer a ins i des massifs 
abso lument isolés et sous t ra i t s à toute action ex té r i eure . Le 
plus souvent , les massifs de m a ç o n n e r i e sont cons t ru i t s pour 
résister à des ac t ions d iverses , et m ê m e ceux qui sont tou t 
à fait isolés, c o m m e les pha re s , les cheminées , e tc . , doivent 
pouvoir rés is ter à l 'action du ven t . 

Nous allons donc c h e r c h e r les condi t ions de stabil i té d 'un 
massif isolé, exposé à des act ions la téra les que l conques . 

§ 3 

MASSIF DE MAÇONNERIE SOUMIS A DES ACTIONS 
LATÉRALES 

3 0 . M é t h o d e g é n é r a l e p o u r l a d é t e r m i n a t i o n des 
d imens ions . — Considérons d 'abord u n massi f indéfini 
dans le sens hor izon ta l , c o m m e le serai t un m u r de c lô ture 
ou de r evê t emen t . Nous n ' a u r o n s à examine r que l 'un i té de 
longueur de ce m u r , pu isque nous le supposons le m ê m e en 
tous les points de cet te l ongueu r . Une section hor izonta le 
quelconque, faite par un p lan MN m e n é à u n e h a u t e u r z au-
dessus de la base AB, a u r a la forme d 'un rec tang le d 'une 
longueur égale à l 'uni té et d 'une l a r g e u r MN = b que nous 
aurons à d é t e rmine r . 

Le joint que l conque MN (fig. 45) doit suppor t e r la r é su l 
tante des forces qui s 'exercent su r la par t ie MNCD si tuée 
au-dessus de lu i . Ces forces se composen t : 1° du poids 
Q — HQ de cette par t ie ; 2° et des efforts ex té r ieurs su r les 
parois CM, DN, don t nous r ep ré sen te rons la r é su l t an t e par 
F = H F . 

La résu l t an te de ces deux forces sera une force obl ique P 
dont la direction r e n c o n t r e r a le j o in t MN en u n poin t E. 
Pour que la par t ie MNDC soit s table , il faut que n o n seu l e 
ment le point E se t rouve à l ' i n t é r i eu r du jo in t MN, mais 
encore qu'il soit dans u n e posi t ion tel le que la press ion exer-
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cée en chacun des points de ce jo in t soit in fér ieure à la charge 
de sécur i té de la m a t i è r e . La force P é t an t obl ique , nous 

au rons d 'abord à nous a s su re r que 
l 'angle qu 'e l le fait avec la n o r m a l e à 
MN, c 'es t -à-dire avec la ver t ica le , est 
p lus peti t que l 'angle de f ro t tement . 

Supposons d 'abord , p o u r simplifier, 
que les efforts ex té r i eurs , dont la ré 
su l t an te est F , soient d i r igés hor izon
t a l emen t et r épa r t i s un i fo rmément 
su r la h a u t e u r ; la r é su l t an t e F est 
appl iquée au mi l i eu de la h a u t e u r DN. 
Supposons , de m ê m e , que le m u r soit 
symé t r ique , de te l le sor te que le 
cen t re de gravi té d e l à por t ion CDMN 
se projet te au mi l i eu I de MN. 

Appelons h la h a u t e u r ver t rcale OK, b^ la l a rgeu r CD 
au sommet , q le poids de l 'un i té de v o l u m e du m u r , et p 
l ' in tens i té cons tan te des act ions ex té r ieures pa r uni té de 
h a u t e u r ver t ica le ; si n o u s p r enons la pa r t i e supér ieu re du 
m u r su r une h a u t e u r s assez pet i te pour que nous puiss ions 
l ' ass imi ler à u n rec tang le , la p ress ion ex té r i eu re su r celte 
t r anche sera pi, son poids sera qb^ et le r appor t de ces deux 
forces, qui fait conna î t re l ' inc l ina ison de l eu r r é su l t an t e sur 
la ver t ica le , doit être p lus pet i t que le coefficient de frot te
m e n t / ' ; nous a u r o n s donc 

< f ou b{ > 

i f 

Cela donnera i t une l imi te infér ieure de la l a rgeu r CD du 
m u r à son s o m m e t ; ma i s des cons idéra t ions r é su l t an t du 
mode de cons t ruc t ion conduisen t toujours à dépasser celte 
l imi t e qui est g é n é r a l e m e n t fort pe t i te . 

Nous devrons ensu i t e vérifier que la press ion ne donne 
l ieu , en a u c u n point du j o in t que l conque MN, à u n effort 
dépassan t la cha rge de sécur i té de la m a t i è r e employée . 

La press ion n o r m a l e a pour va l eu r le poids Q de la part ie 

CDMN, soit qJ bdz. La press ion F, sur la m ê m e par t ie , 
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é tan tp (h — z), il en résul te que la dis tance El = x, du point 
d'application E de cette r é su l t an te au mi l i eu I du jo in t MN, 

sera dé terminée par l ' équat ion ~ = ou bien 

x P (h — z) 

(S^) <<Jl:dz 

2gJbd. 
,h 

'z 

3 7 . C o u r b e tles p r e s s i o n s . — Cette équa t ion est celle 
de la courbe , l ieu des poin ts E, où la r é su l t an t e de l'effort 
sur chaque jo in t MN rencon t r e la surface de ce jo in t . Cette 
courbe s 'appelle courbe des pressions. Elle se r e t rouve et elle 
se dé termine d ' une m a n i è r e ana logue dans tous les massifs 
de maçonner ie , quel les que soient l eu r forme et la répar t i t ion 
des efforLs qu' i ls ont à suppor t e r . Son équa t ion peu t seu le 
ment devenir beaucoup p lus compl iquée . 

Connaissant le point d 'appl icat ion de la r é su l t an t e , il sera 
facile, d 'après ce qui a été dit p lus hau t , de t r ouve r c o m m e n t 
l'effort se répar t i t en tous les points de la surface r e c t a n g u 
laire MN, en t e n a n t compte , s'il y a l ieu , de son obl iqui té 
(n" 31). 

Nous devrons considérer deux cas, su ivant que le point E 
se t rouve à une d is tance x = El du centre I, infér ieure au 
sixième de la l ongueu r MN, ou b ieu qu ' i l se t rouve p lus éloi
gné de ce cen t re . Hi-x est plus pet i t que le s ixième de b, la 
pression, au point le plus chargé , est infér ieure au double 

de la pression m o y e n n e , c 'est-à-dire infér ieure à 2 ^ ou à 

y- / bdz, en nég l igean t l 'obl iqui té de la r é su l t an t e . Comme 

l 'épaisseur du m u r va en décroissant à m e s u r e que la h a u t e u r 

augmente , l ' in tégra le / bdz est plus pet i te que b (h — z) et, 

par suite, la press ion au point le plus chargé est au-dessous 
de 2<] (h — z) ou de celle qui serai t p rodui te pa r u n massif 
rectangulai re d 'une h a u t e u r double de IK. Si on désigne 
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par R 0 la charge de sécur i té , la condit ion de stabilité 
se ra 2g (h •— z) < R 0 ou pour la h a u t e u r totale du mur 

supér ieure à la h a u t e u r de la p lupa r t des massifs usue ls . 
Les condit ions sont b ien différentes lo rsque x est plus 

g rand que le s ixième de b. Dans ce cas, la pression sur le 
point le plus chargé de la surface MIN" peu t dépasser toute 

1 
l imi te , j u squ ' à deveni r infinie lorsque x = - b. La compo-

santé no rma le , abst ract ion faite, tou jours , des conséquences 

de l 'obliquité de la r é su l t an te , se répar t i t su r une surface 

doub le de la press ion moyenne g T j j j ' Cette pression maxi

m u m R,„ a donc pour expression 

Elle doit ê t re infér ieure , ou au ptus égale à la va leur R 0 de 
la charge de sécur i té . En écr ivant cet te inégal i té et y r e m 
p l a ç a n t e pa r son express ion ci -dessus , on a u r a la relation 
cherchée ent re b et z. 

Si l 'on veut t en i r compte de l 'obl iqui té de la résu l tan te , 
en adoptan t par exemple les résu l ta t s donnés par M. Galliot, 
on devra , à la composante n o r m a l e de l'effort, a jouter cinq fois 
la composante tangenl ie l lc qui a pour va l eu r F = p (h — s). 

La pression m a x i m u m sera alors le double de ̂ .̂ JTp ^ ' et la 
.)A1E 

condi t ion de stabil i té s 'écrira 

Hïi. ICxemple d'un m u r r e c t a n g u l a i r e . — Cette rela

tion ne peut être d ' aucune ut i l i té sous cette forme géné ra l e ; 

(z — o), h < ; Cette l imi te est g é n é r a l e m e n t élevée et 

10) 
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A \ * A W 3R 0 

Tant que la hauteur/ / , est assez pet i te pour que la fraction 

4 q h 
¿2— soit négl igeable devan t l ' un i té , on a s i m p l e m e n t 
3K 0 

q 

formule que l 'on ob t iendra i t d i r ec t emen t en écr ivant que la 
résultante du poids et de l'effort l a té ra l passe par l 'extrémité, A 
de la base d 'appui ; cet te formule peut s ' app l iquer , par 
exemple, aux m u r s de c lô tu re . 

Il est d 'usage, d 'après Rondele t , de donner à ces m u r s u n e 
1 1 1 

épaisseur égale au -> au — > ou au — de leur h a u t e u r ; cela 
r n 8 10 12 

, • , • h h h , 
équivaut , s i on r emplace b t p a r - > ou —̂ ou — ' a supposer 

que l'effort p du ven t , pa r m è t r e ca r ré , ne peut dépasser 

q h q h q h 
— i — ou —' 
6 - 4 1 0 0 1 4 4 

c 'est-à-dire, par exemple , p o u r un m u r de 3 mè t r e s de h a u 
teur pesant 1.800 k i l o g r a m m e s par m è t r e cube , 84 k i lo 
g rammes , 54 k i l og rammes ou 37 k i l o g r a m m e s 

nous allons p rendre la ques t ion à u n point de vue p lus par
ticulier en cons idéran t u n m u r à sect ion r ec t angu l a i r e , c'est-
à-dire à épaisseur c o n s t a n t e . 

Dans ce cas, b est cons tan t et égal à bi su r toute la h a u -

teur ; l ' in tégrale / b d z est égale à b t (li — z ) ou à b j i si on 
z 

considère le jo in t AB de la base, la va leur de x devient 

x — ^ ^ j Z' pour u n jo in t que lconque et, pour le jo in t de 

la base, x —--^r~r-
2qbt 

L'expression ci-dessus de l'effort m a x i m u m donne , égalée 

à la l imite R 0 , l ' équa t ion 

ï q b f i _ 1 3 _ 7 i 3 _ p h 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Lorsque l'effort du ven t dopasse cette l imi te , le m u r est 
r e n v e r s é . 

3 ï l . M é t h o d e g r a p h i q u e . — La forme rec tangula i re , 
que nous avons supposée au m u r , ne s 'emploie que pour des 
cons t ruc t ions d 'une faible h a u t e u r pour lesquel les la diffé
rence que donnera i t l ' appj ica t ion r igoureuse de la théorie 
sera i t ins ignif iante . Cette différence, qui se t r adu i t par une 
d iminu t ion possible de l ' épa isseur vers le s o m m e t du mur, 
ne donne alors qu ' une économie compensée par la sujétion 
qu ' en t r a îne la var ia t ion de l ' épa i s seur . Il n ' e n est plus de 
m ê m e lorsque la h a u t e u r dev ien t g r ande ; on doit alors faire 
var ier l ' épaisseur du m u r , et on devra i t , en conséquence, 
app l iquer les formules généra les ci-dessus ; m a i s , comme 
elles dev iennent e x t r ê m e m e n t compl iquées , su r t ou t lorsque 
les efforts l a t é raux , au l ieu d 'être r épa r t i s un i fo rmémen t sur 
tou te la h a u t e u r , sont e u x - m ê m e s var iab les , on y subst i tue 
o r d i n a i r e m e n t u n e m é t h o d e graphique; beaucoup plus simple 
et suff isamment exacte . 

Le pr inc ipe de cette m é t h o d e g r a p h i q u e cons is te , après 
avoir adopté pour le m u r u n profil a rb i t r a i r e , à le diviser par 
u n cer ta in n o m b r e de jo in t s rée ls ou fictifs tels que MX, à 
cons t ru i r e le cent re de grav i té de chacune des portions 
tel les que CDMX [fig. 45, page 86) compr i ses en t re le som
m e t et l 'un que lconque des j o in t s , et à m e s u r e r la surface et, 
pa r su i te , le poids de cette por t ion ; puis à d é t e r m i n e r l'effort 
to ta l qui s 'exerce sur la surface ex té r i eure de ce massif, ainsi 
que son poin t d 'appl icat ion, et à composer ces deux forces 
par la règle du p a r a l l é l o g r a m m e . On t rouve ainsi les résul
t an te s successives des efforts qui s 'exercent sur chacun des 
jo in ts , et l eur intersect ion avec les surfaces de jo in t s respec
t ives sont des points de la courbe des p ress ions , que l 'on peut 
ainsi t racer lo r squ 'on en a dé t e rminé u n n o m b r e suffisant. On 
s 'assure alors que su r chaque jo in t la p ress ion m a x i m u m ne 
dépasse pas la l imi te R 0 de la charge de sécur i t é . Si cette 
condi t ion n 'es t pas satisfaite, ou b ien si l ' incl inaison de la 
pression sur la surface du jo in t dépasse l 'angle de f rot tement , 
on modifie le profil que l 'on avai t adopté et l 'on recommence 
jusqu ' à ce que l'on t r o u v e u n profil pour lequel ces condi-
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lions soient sat isfai tes. On doit , au point de vue de l ' écono
mie, faire en sorte que la cha rge m a x i m u m sur chaque jo in t 
s 'approche a u t a n t que possible de la l imi te de rés i s tance 
sans la dépasser . Lorsqu ' i l n ' en est pas a insi , les m a t é r i a u x 
sont mal employés et le m u r pou r r a i t ê t re d i m i n u é sans que 
sa stabili té fût mi se en pér i l . 

Cette mé thode de fausse posit ion est généra le et s ' appl ique 
à tous les massifs de m a ç o n n e r i e , quel les que soient leur 
forme et la r épar t i t ion des efforts qu ' i l s suppor t en t . Les 
tâ tonnements a u x q u e l s elle donne l ieu p e u v e n t d 'a i l leurs se 
faire mé thod iquemen t , de m a n i è r e à en r édu i r e le n o m b r e 
et en m ê m e t e m p s à év i te r des calculs t rop l abor ieux . 

Supposons que l 'on ait dé t e rminé , su r u n jo in t que l 
conque KL (fig. 46), la r é su l t an t e P des efforts exercés par la 
partie comprise en t re ce jo in t et l ' ex t rémi té CD, ainsi que le 
point E d 'appl icat ion de cette r é s u l t a n t e , et que l 'on ai t vér i 
fié que le jo in t KL satisfait , le m i e u x possible , aux condi t ions 
de stabili té. P roposons-nous de 
déterminer le jo in t su ivan t MX 
d'après les m ê m e s condi t ions . 

At t r ibuons d 'abord à ce jo in t 
une l ongueu r a rb i t r a i re MXT ; 
nous pour rons , quel que soit le 
profil du massif, cons idérer les 
lignes KM et LX c o m m e des 
lignes droi tes , et par consé
quent, la figure MKLX c o m m e 

un quadr i la tère dont nous dé 
terminerons le cen t re de g r a 
vité G et la surface, c 'es t -à-dire 
le poids Q de la t r anche cor res 
pondante du massif, par les 
règles o rd ina i res . Xous con
naîtrons de m ê m e la g r a n d e u r 
F et le point d 'appl icat ion H 
des forces ex tér ieures qui agis
sent sur celte t r a n c h e ; en 

composant donc les t ro i s forces connues P , Q et F , nous 
aurons, sur le jo in t MX, la r é su l t an te P ' et son point d 'ap-

FiG. 47. 
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plicat ion E' co r re spondan t à la l ongueur MX. Supposons que, 
d 'après la posi t ion de ce point et la r épar t i t ion qui en résul
tera pour les efforts su r le jo int MX, le point le p lus chargé 
suppor t e un effort dépassan t la charge R 0 de sécur i té d'une 
ce r t a ine quant i té que nous r ep ré sen te rons par X,R, (/iff. 47). 
Nous en conc lurons que la l ongueur MX, a t t r ibuée au joint 
MX est t rop faible, et nous devrons l ' a u g m e n t e r . Répétons 
le m ô m e essai avec deux longueur s nouvel les MX 2 , MX, ; 
supposons que la p r emiè re , encore t rop faible, donne au 
point le p lus cha rgé un effort dépassant de X^R, la charge 
de sécur i té ; et qu 'au cont ra i re la seconde, t rop grande, 
donne u n effort p lus faible que la l imi te de la quanti té 
N,R 3 . Construisons la courbe qui passe par les points Ri, 
IL, R> et qui coupe la l igne MX en un point X. La longueur 
MX devra é v i d e m m e n t satisfaire d 'une man iè r e aussi ap
proximat ive que possible à la condit ion économique de sta
bil i té. L a l o n g u e u r du joint MX étant dé t e rminée , on pas
sera à celle du jo in t su ivant que l 'on t rouvera de la même 
man iè re , et ainsi de su i te . Le contour du massi f sera ensuite 
formé, soit par la l igne polygonale r éu n i s s an t les extrémités 
des jo in t s ainsi calculés , soit par u n e courbe con t inue qui 
s 'é loignera d ' au t an t mo ins de ce polygone que le nombre de 
j o in t s dont la l o n g u e u r a u r a été dé te rminée sera plus consi
dérab le . 

En p a r t a n t d 'une ext rémi té Cl) du massif où la dimension 
peu t être d é t e r m i n é e d i rec tement , soit par l 'appl icat ion des 
m ê m e s règles , soit, pa r des considéra t ions é t r angères à la 
s tabi l i té , on a r r ive ra , de proche en proche , à donne r à toutes 
les par t ies du massif les d imens ions s t r i c t emen t nécessaires 
pour rés is te r aux efforts ex té r ieurs qui y sont app l iqués . 

11 est bien en tendu que , dans la dé te rmina t ion de la lon
g u e u r de chaque joint , on doit faire e n t r e r en l igne de 
compte , non s eu l emen t la rés is tance à l ' éc rasement , mais 
la condi t ion relat ive à l ' incl inaison de la r é s u l t a n t e , et, s'il 
y a l ieu , la rés i s tance à l 'extension. Les l o n g u e u r s minima 
qui satisferont à ces condi t ions seront , en généra l , différentes, 
et on devra adopter , pour la d imens ion du jo in t , la plus 
pet i te de celles qui satisfont à la fois à toutes les conditions 
de s tabi l i té . 
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4 0 . Cas où l'on t i e n t c o m p t e d e la r é s i s t a n c e à 
la t r a c t i o n . — Il est d 'usage , en généra l , c o m m e n o u s 
l'avons dit, de négl iger la rés i s lance à l ' ex tens ion , dans l es 
maçonneries , c 'es t -à-dire de ne pas la faire en t r e r en l igne 
de compte dans les calculs de s tabi l i té . Cela rev ien t à s u p 
poser que, si la r é su l t an t e P (fig. 48) des press ions suppor t ées 
par un jo in t que l conque MN, se t rouve app l iquée en dehors 
du noyau centra l de la superficie de ce jo in t , la press ion se 
répartit seu lement sur u n e par t ie de cet te superficie, l im i t ée 
par la ligne n e u t r e co r re spondan t au poin t d 'appl ica t ion . 
Si, par exemple , te jo in t MN est r ec t angu la i r e , d 'une l a r g e u r 
MN — 2b et d 'une l o n g u e u r , pe rpend icu l a i r e au plan de la 
figure, égale à l ' u n i t é ; si la r é su l t an t e P , app l iquée an mi l ieu 
de cette l ongueur , se t r o u v e à 
une distance El ^= ^ du cen t re 

I du rectangle , p lus g r ande que 

le tiers de MI, la pression P se , 
répartira seu lemen t su r u n e M F L i K N 
largeur MK = 3ME, et l'effort F I O . 4 8 . 
maximum, s 'exerçant au point 

P 

M, se ra l edoub le do la press ion m o y e n n e , so i t 2 . ^ - 7 ^ — — = R , . 

Si l'on supposait que le jo in t MN pût rés is ter à l 'extension, 
les efforts, en chaque point , se ra ien t donnés par la fo rmule 

générale R = ^ 1 -\- ~ ^ r ^ ' x é tan t la dis tance du point 

considéré au cent re I de la sect ion. La press ion m a x i m u m , au 

point M, serait donc R', — ^ -f- 1^ et la tens 

II mm, au point N, aura i t p o u r va leur T\ — — 1 ^ ' 

Nous en déduisons T \ — ^ 7 - RV 
o> b 

Cet effort de tension e s t n u l , c o m m e nous le savons , l o r sque 
1 

p = - b = 0 ,333. .b. Pour des va leu r s de p p lus g r a n d e s 

que cette l imi te , l'effort T", acqu ie r t les va leu r s su ivan tes : 

Pour : p = 0,406, T | - ~ R,'; 

Î S I O N M A X I -
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Pour : 

Lorsque les m a ç o n n e r i e s sont b ien faites, el les peuvent 
r ée l l emen t suppor t e r de peti ts efforts d 'extension variant 

1 1 . 
du g au ^ des press ions que l 'on a d m e t avec sécur i té . On 

pour ra i t a ins i con t inuer à calculer la press ion au point le 
p lus chargé d 'une section rec tangu la i r e pa r la formule géné
ra le , t an t que le point d 'appl icat ion de la résu l t an te ne 
s 'é loignerai t pas du cenl re de p lus de 0,40 à 0,50 de la 
demi - l a rgeur de la sect ion, au l ieu de l im i t e r l 'application 
de cet te formule à 0 ,333 de cette d i m e n s i o n . 

4 1 . l î e a r t poss ib le de la r é s u l t a n t e , e n d e h o r s du 
n o y a u c e n t r a l . — Cet écart du point d 'appl icat ion de la 
r é su l t an te est à fortiori justifié lo r sque , pa r su i te de consi
déra t ions é t rangères à la s tabi l i té , on est a m e n é à donner à 
u n jo in t u n e l a r g e u r telle que l'effort m o y e n ne soit qu 'une 
pet i te fraction de la charge de sécur i té . Il n ' y a p lus alors 
a u c u n inconvénien t à r approche r , du con tour de la section, 
le point d 'appl icat ion de la r é s u l t a n t e des forces qui y sont 
app l iquées . 

Si, d 'a i l leurs , après avoir calculé les efforts m a x i m a en 
a d m e t t a n t l 'exis tence de tens ions vers l ' ex t rémi té N du joint , 
il a r r iva i t que , par su i te d 'un vice de cons t ruc t ion , les 
maçonner ies n e rés i s tassent effectivement à a u c u n effort 
d 'ex tens ion , la sécur i té de la cons t ruc t ion n e serai t pas, 
pour cela, compromise . S e u l e m e n t , l'effort au point le plus 

c h a r g é , au lieu d 'être deviendrai t 

2 P 
4 m 
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Il deviendrai t donc , 
Pour: ρ = 0,40&, R4 = 1,01R,'; 

ρ = 0,50ό, R, = 1,06R; ; 
p ^ 0 , 6 0 i , R, = 1.19Ri; 
ρ = 0,8056, R 4 = 2R^; 

Il devient , à la vér i té , infini pour / ? — 6; m a i s on voit q u e , 
si la résul tante ne s 'écar te pas du cen t re du rec tang le de 
plus de la moi t ié de sa demi - l a rgeu r , la p ress ion au point 
le plus chargé , en supposan t que les maçonne r i e s ne rés i s ten t 
pas à un effort d 'extension, ne dépassera i t que de 6 0 / 0 celui 
que l 'on aura i t ca lculé , au m ô m e poin t , en a d m e t t a n t l 'exis
tence de ces efforts. 

Il n'y au ra donc, en généra l , a u c u n inconvén ien t à a d m e t t r e 
que le point d 'appl icat ion de la r é s u l t a n t e des efforts, su r 
une section rec tangu la i r e AIN (fig. 49), s 'écar te , du cen t re I 
de celte section, d 'une l o n g u e u r égale à la moi t i é CI de la 
demi- largeur AU de la sect ion. Cette r é su l t an t e pour ra ainsi , 
sans que la sécur i té soit compromise , ê t re appl iquée en u n 
point que lconque de la moit ié CD in t e rméd ia i r e de la l a r g e u r 
du joint AIN. Lorsqu 'e l le sera app l iquée en dehors du t iers 
in termédia i re E F , qui cor respond au noyau cen t ra l , c 'est-à-
dire en u n point des l o n g u e u r s 
CE ou FD, le jo in t a u r a à rés is - Ε F 
ter à l 'une de ses ex t rémi tés à ^ ^ j ^ ^ 
un effort d 'extension qui p o u r r a p I Q 4 9 

atteindre le c inqu i ème de l'effort 
décompress ion qu i s 'exercera à l ' au t re ex t rémi té , ce qu'i l 
pourra toujours faire si la m a ç o n n e r i e est bien exécutée . 
.Mais si, par sui te d 'une malfaçon, cet te rés i s tance venai t à 
disparaître, il se p rodu i ra i t , au point le p lus cha rgé , u n e 
augmentat ion de l'effort de compress ion qui ne dépassera i t 
pas 6 0/0 de sa va l eu r p r imi t ive . 

Dans le cas d 'une sect ion c i r cu la i r e p le ine , le noyau cen
tral est u n cercle dont le r a y o n est le q u a r t du rayon de 

la sect ion, de sor te que 
Ε F le cen t re de press ion de -

M [• j j Hj vra i t , pour évi ter tou t effort 
ρ s 0 d 'ex tens ion, r e s t e r dans le 

q u a r t i n t e rméd ia i r e EF 
(fig. 50) de la l o n g u e u r d ' un d i amè t re AIN. Si donc 
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MI = a, on devrai t avoir El — p au p lus égal à - • Si le 
, 4 

centre de press ion est app l iqué en dehors de EF , à une 
dis tance du centre p > 0,25a, il se produi t , vers l 'extrémité 
opposée, un effort d 'ex tens ion dont le rappor t , à l'effort de 
compress ion m a x i m u m cor respondan t qui s 'exerce à l 'autre 

ex t rémi té , est égal à *P ^ ^- Ce r appo r t , n u l pour p--'^ 

devient, égal à \ pour p = % et à ~ pour p = ^ a. 

l ions r ec tangu la i re s , on pou r r a i t donc a d m e t t r e , dans ce cas, 

que le cent re de p ress ion pû t s 'écar ter du centre de la sec-

3 
tion d 'une l o n g u e u r égale a u x - du rayon . 

Lorsqu ' i l s 'agit d 'une couronne c i rcula i re compr i se entre 
deux circonférences de rayons a et nous t rouver ions de 

devient égal à = de l'effort de compress ion correspondant 

pourra i t adme t t r e pour l 'écar t m a x i m u m du cent re de 
press ion. 

Il y a cependan t des c i rcons tances où l 'on doit éviter, 
d 'une man iè re absolue , de faire suppor t e r aux maçonner ies 
des efforts d 'extension, si m i n i m e s qu ' i l s soient , pa r exemple 
lorsqu 'e l les doivent rés is ter à la poussée de l 'eau. Dans ce 
cas, on devra s ' as t re indre à faire passer la r é su l t an te des 
efforts dans l ' i n t é r i eu r du noyau cen t ra l de chaque jo in t . 

Lorsque les efforts auxque ls doivent rés is ter les maçon
ner ies sont i n t e rmi t t en t s ou var iables , les condit ions de sta
bili té doivent ê t re vérifiées pour tou tes les va l eu r s de ces 
efforts. 

Il ne faut pas oubl ie r que les conc lus ions qui précèdent 
sont dédui tes de Y hypothèse du plan, l aquel le n 'es t qu 'une 
p remiè re approx imat ion de ce qui se passe rée l l ement au 
point de vue de la répar t i t ion des efforts. Les résul ta ts en 

m ê m e que l'effort de tension, nu l lorsque p = a. 

lorsque p = a. 
3 (a"- + a'2) 

8«~ 
Et ce serai t cet te l imi te que l'on 
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CONSTRUCTIONS EN MAÇONNERIE 97 

sont no tab lemen t modifiés l o r squ ' au lieu d 'adopter cet te 
hypothèse on par t de celle, p robab l emen t p lus approchée , 
mais moins s imple , qui consis te à supposer des coefficients 
de propor t ionnal i té différents pour les efforts d 'extens ion et 
de compression, c o m m e nous l 'avons dit au n° 19, page 56. 

Au point de vue de l ' économie , c o m m e au poin t de vue 
de la s tabi l i té , il y a toujours in té rê t à faire en sorte que les 
points d 'appl icat ion des r é su l t an tes soient le p lus r ap p ro 
chés possible du cen t re de grav i té des divers j o i n t s . C'est 
à cette condit ion que les m a t é r i a u x sont le m i e u x ut i l i sés , 
c 'est-à-dire qu ' i l s p e u v e n t suppor t e r un effort dé t e rminé 
avec une d imens ion m o i n d r e . 

Ces pr inc ipes g é n é r a u x é tan t posés , la vérification de la 
stabilité des massifs de m a ç o n n e r i e s'effectuera faci lement , 
à la condit ion que l 'on connaisses les efforts l a t é r aux qu ' i l s 
ont à s u p p o r t e r . 

Ces efforts sont d i r ec t emen t dé te rminés lorsqu ' i l s sont p ro
duits par des cons t ruc t ions suppor tées par les maçonner i e s 
dont il s 'agit, c o m m e des p l anche r s , des c o u v e r t u r e s , etc . 
Les condit ions de stabil i té de ces cons t ruc t ions font con
naître les act ions qu 'e l les doivent exercer su r les massifs sur 
lesquels elles s ' appuien t . 

11 en est de m ê m e lo rsque ces efforts p rov iennen t de la 
pression du ven t ou de celle d 'un l iqu ide . 

Nous al lons en dire que lques mot s , et nous é tud ie rons 
plus loin, en déta i l , la poussée des t e r res su r les m u r s de 
soutènement . 
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C H A P I T R E V 

E X E M P L E S D E M A S S I F S S O U M I S A D E S E F F O R T S 

L A T É R A U X 

S O M M A I R E . — § 1 . Action du vent : 4 2 . I n t e n s i t é de l a p r e s s i o n d u v e n t 
— 4 3 . V a r i a t i o n avec la h a u t e u r . — 4 4 . R è g l e u s u e l l e . — 4 3 . M o m e n t 
de s t ab i l i t é . M o m e n t d e r e n v e r s e m e n t , — 46. C o m p a r a i s o n d e s t o u r s 
r o n d e s a u x t o u r s c a r r é e s . 

§ 2 . — P r e s s i o n de l'eau; murs de réservoirs: 4 7 . C o n s i d é r a t i o n s g é n é 
r a l e s . — 4 8 . S e c t i o n s o b l i q u e s . — 4 9 . A c t i o n de l ' e a u eu m o u v e m e n t . 
Choc d e s l a m e s . 

§ 3. Culée de pont suspendu: 5 0 . Effor t a u q u e l la c u l é e do i t î e s i s t e r . — 
5 1 . Câble r e c t i l i g n e . — 5 2 . P r e m i è r e c o n d i t i o n d e s t a b i l i t é . — 
5 3 . D e u x i è m e c o n d i t i o n d e s t a b i l i t é . — 5 4 . C o m p a r a i s o n d e s d e u x 
c o n d i t i o n s . — 5 5 . P o s i t i o n l i m i t e d u p o i n t d ' a t l a e h e d e s c â b l e s . — 
56. Calile n o n r e c t i l i g n e . — 5 7 . R é s u m é . 

§ 1" 

ACTION DU VENT 

\ —. In tens i t é d e l a p r e s s i o n du v e n t . — On admet 
généra lement que la press ion exercée pa r le ven t su r u n e 
surface p lane , n o r m a l e à sa di rect ion, est p ropor t ionne l le à 
l 'étendue de celte surface. Ce n ' es t là qu ' une approximat ion 
dont on se con ten te en l 'absence de résu l ta t s précis d 'expé
riences. 

Borda a t rouvé q u e , pour u n e m ê m e vitesse du vent , l ' in
tensité de la press ion, pa r un i té de surface, a u g m e n t a i t avec 
l 'étendue de la surface exposée au v e n t ; et d 'Aubuisson , en 
discutant ses expér iences , a r econnu qu 'e l les se vérifiaient 
en admet tan t que la press ion , pa r un i té de surface, était p r o -

11 

portionnelle à la pu issance 1,1 = — de l 'éLendue de la s u r 

face. 

Cette conclusion a été contes tée par M. Baker, l ' ingénieur 

bien connu qui a cons t ru i t le pont su r le Firth of Forth. Il a 
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en t rep r i s , aux envi rons du point où cet ouvrage devait être 
établ i , des expér iences nouve l les dont le compte rendu détaillé 
n ' a pas encore été publ ié , au moins à ma connaissance. 
D'après les p r emie r s r é su l t a t s , il semblera i t démont ré que 
l ' intensi té du ven t , pa r uni té de surface, d iminue au contraire, 
toutes choses égales d 'a i l leurs , avec l ' é t endue de la surface 
exposée au v e n t ; c 'es t-à-dire q u ' u n e surface d 'un métro, 
ca r ré , par exemple , subit u n effort n o t a b l e m e n t inférieur à 
cent fois celui que subit , par l 'action d 'un m ê m e vent , une 
surface d 'un déc imèt re ca r ré . Cette ques t ion ne parait pas 
encore suff isamment é lucidée. 

Ou admet , en généra l , que la press ion p exercée par le 
ven t est p ropor t ionnel le au carré de la vitesse V, et exprimée 
app rox ima t ivemen t pa r la formule p - - 0 ,113V 2 , soit, à peu 

/ V \ -
p rès , p - = I — 1 ' qui donne les chiffres su ivan t s : 

DÉSIGNATION DES VENTS 
VITESSE 

P A K S F . C O N D E 

PRESSION 
P A R W K I B K C A R R K 

mètres kilogrammes 

0 . 3 0 0 . 0 3 
2 . 0 0 0 . 4 3 

1 0 . 0 0 H . 30 
G r a n d f ra i s 2 0 . 0 0 4 o . 00 

2 7 . 0 0 83 00 
4 5 . 0 0 2 3 0 . 0 0 

11 n 'es t pas nécessa i re , p o u r calculer la s tabi l i té des cons
t ruc t ions , de conna î t re la re la t ion exacte en t re la pression 
exercée par le vent et la vitesse. Il suffit de connaî t re la plus 
g rande pression qui peut se produi re dans u n e localité donnée. 

Les press ions a t t e ignan t et dépassan t 300 k i log rammes 
ne se p rodu i sen t que dans des c i rcons tances tout à fait excep
t i onne l l e s . 

On a consta té à Liverpool , le 7 février 1868, u n e pression 
de 29S k i l o g r a m m e s et, le 27 sep tembre 1875, u n e pression 
de 3 i 6 k i l o g r a m m e s . En A m é r i q u e , des cyclones ont produit 
u n e pression qui a a t te int 455 k i l o g r a m m e s par mè t r e carré (']. 

(') Minutes of Proceetiing.i de. la Société des Ingénieurs civils de Londres, 
vol . LXIV, page 352, et vol . LXVI, page ¡188. 
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A la sui te du r e n v e r s e m e n t pa r le v e n t d 'un t ra in de che
min de fer sur la l igne de Pe rp ignan à Narbonne , M. Nordl ing 
(Ann. P. Ch., 1 " sera. 1868, p . 219) a calculé que la press ion 
du vent avait dépassé le chiffre de 154 k i l o g r a m m e s par 
mètre car ré sans a t t e indre 254 k i l o g r a m m e s L 'endro i t où 
l 'accident a eu lieu est près de l ' é tang de Leuca te , au pied 
des contreforts des Corbières qui fo rment un goule t de 
200 mètres de profondeur , dont la direct ion est pe rpend icu 
laire à la voie. L è v e n t y acqu ie r t une g r a n d e vio lence . 

L'effort qui doit servi r de base aux calculs de la rés i s tance 
à l'action du ven t n ' e s t donc pas d é t e r m i n é ; il est var iable 
avec les c i rconstances et les local i tés . Il est cer ta in q u e , si 
l'on adoptait , pour cet effort, le p lus g rand des chiffres obser 
vés, soit 455 k i l o g r a m m e s par m è t r e ca r ré , on serai t absolu
ment assuré d 'être à l 'abri de tou t accident , ma i s on donnera i t 
ainsi aux cons t ruc t ions u n surcro î t exagéré de s tabi l i té . On 
doit, pour res ter dans les l imi tes d 'une économie ra t ionne l l e , 
évaluer les conséquences de la des t ruc t ion du massif à cons
truire, et les probabi l i tés de l ' appar i t ion d 'un ven t assez 
violent pour le dé t ru i r e . A la sui te de l 'accident du pon t de 
la Tay, une Commiss ion angla i se a été chargée par le lioard 
of Tradc d 'é tudier les condi t ions de rés i s tance à l 'act ion du 
vent des ouvrages d 'ar t de c h e m i n s de fer. Le r é s u m é de son 
travail dont les conclus ions sont g é n é r a l e m e n t adoptées en 
Europe par tous les ingén ieur s ont condui t à a d m e t t r e , dans 
le calcul des ponts et v iaducs de c h e m i n s de fer, u n e pression 
max imum de ven t de 270 k i l o g r a m m e s par m è t r e ca r r é . 
C'est ce chiffre que l'on doit adopter pour u n e cons t ruc t ion 
dont le r e n v e r s e m e n t au ra i t des conséquences désas t reuses . 

Au contra i re , s'il s 'agit d ' une cons t ruc t ion de peu d ' impor
tance, comme le serai t un m u r de c lô ture isolé dont le r en
versement cons t i tue s i m p l e m e n t u n accident r épa rab le , 
moyennant une faible dépense , on doit en ca lcu le r les 
dimensions non pas en se p laçant au point de vue d 'une 
sécurité absolue , ma i s en t e n a n t compte des c i rcons tances 
locales qui peuven t influer su r la g r a n d e u r de l'effort du vent , 
suivant, par exemple , que la cons t ruc t ion est exposée ou 
non aux vents r é g n a n t s , qu 'e l le est p l u s o u m o i n s abr i t ée , e tc . , 
et en faisant une compara i son ent re la dépense qu 'ex igera i t 
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la recons t ruc t ion après u n r e n v e r s e m e n t eu égard à la pro
babil i té de cet accident , et l ' économie que l 'on obtient en 
rédu i san t les d imens ions . 

Si l 'on considère que le r e n v e r s e m e n t de wagon de 
c h e m i n s de fer est un fait excess ivement r a r e , on conclura 
que les vents qui d o n n e n t des efforts supé r i eu r s à 150 ou 
160 k i l og rammes par m è t r e car ré , capables de produire cet 
effet, sont eux -mêmes t rès r a res , et l 'on p o u r r a adopter ce 
chiffre avec une sécur i té r e l a t i vemen t suffisante pour beau
coup de cons t ruc t ions . 

Lorsque la surface p lane r encon t rée par le ven t n 'est pas 
pe rpend icu la i re à sa d i rec t ion, mais fait avec elle un 
angle a, la press ion exercée par le vent var ie avec l 'angle a 
su ivan t une loi qui para î t fort compl iquée . I lu l lon , en 1S12, 
était a r r ivé à la r ep résen te r par la formule 

à laquel le Bresse a proposé de subs t i t ue r la su ivante 

• 2 i » = . s h l 2 a • 2 2 , 8 — 1 , 8 s i n 2 * 
s u i 2 a -f- 0 , 2 — — = s i n 2 a r — — — i 

1 1 -\- cos- a 2 — sui -* a . 

qui donne les m ê m e s ré su l t a t s . 
D'après cela, la press ion sur une surface obl ique serait 

p lus g rande que Je p rodu i t par s in 2 a de la pression sur la 
m ê m e surface exposée n o r m a l e m e n t à l 'acl ion du vent . 

Or, si l'on admet la p ropor t ionna l i t é de la press ion sur une 
surface obl ique au car ré du s inus de l ' inc l inaison, et si, par 
u n e in tégrat ion facile( 1 ) , on évalue la press ion sur une surface 

( l) Soit MX (fig. 51) u n é lément d 'une surface cyl indr ique de rayon OA = r 
et d 'une longueur égale à l 'unité, et soit a l 'angle formé par ' cet élément 
avec la direction du ven t . L'angle AOM sera auss i égal à a. Nous aurons 

J1N = n i a , et, la p ress ion , si elle est k par 
uni té de surface sur une paroi normale au 
vent . sera, sur MN, égale à k r . sin'2 a t t a . La 
composan te , dans la direction normale à AH, 
sera k r sm:* a d a , et la r é su l t an t e de toutes les 
composantes semblables sur la demi-circon
férence AMU sera 

F I G . 5 1 . 

/ k r s i r i ' a.doL = k r j s i i la ¡1 — cos 5 a) tlx 

- H c o s — — ) 0 = ( 2 - - 3 ) * , - = 3 * * ' * 
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Il n 'a vérifié cet te fo rmule que p o u r des h a u t e u r s compr i ses 
entre 5 e t 15 m è t r e s . A des h a u t e u r s p lus peti tes que 
5 mètres , la vi tesse est g é n é r a l e m e n t beaucoup plus faible 
que celle que donne ra i t cette fo rmule , qui semble , au con
t ra i re , s 'appl iquer assez bien à des observa t ions faites de 
10 à 30 mè t r e s de h a u t e u r , pa r le D r F ines , à P e r p i g n a n . 

Si cette formule étai t exacte , la p ress ion du vent , qui est 
p ropor t ionne l le au ca r ré de la vi tesse, va r ie ra i t , p o u r les 
hau t eu r s s u p é r i e u r e s à 5 m è t r e s , p r o p o r t i o n n e l l e m e n t aux 

[') Minutes of l'roceedingp de la Société des Ingén ieu r s civils de Londres , 
vol. LXIX. 

cyl indr ique, on t r o u v e que cette press ion serai t les deux 
tiers de celle qui se serai t exercée sur la section d i amé t ra l e 
du cyl indre. 

La pression sur chacun des é l émen t s étant p lus g rande que 
celle que l'on adme t a ins i , on devrai t t rouve r que la press ion 
rée l lement exercée su r u n e surface cy l indr ique est supé 
r ieure aux deux tiers de celle que suppor ta i t son plan dia
métral . Or, les expér iences de Borda ont donné , au con t r a i r e , 
p o u r ce r appor t , le n o m b r e 0,57 p lus peti t que deux t i e r s . 

Toutefois, et en raison m ê m e de l ' incer t i tude qui semble 
régner encore su r les r é su l t a t s de ces expér iences , on adme t 
généra lement , pour la press ion du ven t sur une surface 
oblique, la p ropor t ionna l i t é au car ré du s inus de son inc l i 
naison, et pour la pression sur une surface cy l indr ique , les 
deux Liers de celle qui se p rodu i r a i t su r la section d i amé t ra l e 
du cy l indre . 

Ce ne sont que des app rox ima t ions , à défaut d 'une con
naissance plus exacte de la réal i té des p h é n o m è n e s . 

4 3 . V a r i a t i o n a v e c la h a u t e u r . — Enfin, la pression 
du vent varie avec la h a u t e u r au -des sus du sol de l 'objet qui 
y est exposé. Les lois de cette var ia t ion sont encore peu 
connues . M. S tevenson (') a proposé , pour r ep résen te r la 
vitesse v à u n e h a u t e u r h, l o r sque l 'on connaît déjà la vi tesse 
V observée à u n e h a u t e u r II, la formule : 
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h a u t e u r s mesu rées au-dessus d 'un point placé à 22 mètres on 
contre-bas du sol. Il faudrai t en conc lure que le point d'ap
plicat ion de la r é su l t an t e de la press ion su r u n e surface rec
tangula i re ne serai t pas au mi l ieu de la h a u t e u r , mais plus 
haut , ce qui lu i donnera i t , par r a p p o r t a la base , un moment 
de r e n v e r s e m e n t d ' une va leur p lus g r a n d e . 

Dans les ca lculs de stabil i té des massifs exposés à l 'action 
du vent , on ne t ient pas compte o r d i n a i r e m e n t de cette diffé
rence , qui cependan t ne serait pas nég l igeab le . 

4 4 . R e n i e u s u e l l e . — En r é s u m é , on calcule la pression 
du vent eu éga rd a u x condi t ions locales , et a u x indications 
qu'el les p e u v e n t fournir su r les p lus g r andes vi tesses du 
vent que l 'on peu t avoir à r edou te r . 

A défaut de ces indicat ions , on a d m e t g é n é r a l e m e n t que 
la press ion du ven t ne dépassera pas 270 k i l o g r a m m e s par 
mè t r e ca r ré de surface p lane d i r ec t emen t exposé à son action: 
on compte les surfaces cy l indr iques pour les deux tiers de 
leur surface d i amé t r a l e . 

Pour les massifs peu élevés, c o m m e les m u r s de clôture, 
qui ne dépassent pas le n iveau du sol de plus de 4 à 5 mètres, 
on rédu i t o r d i n a i r e m e n t l ' intensi té m a x i m u m du ven t par 
mèt re car ré a u x envi rons de 100 k i l o g r a m m e s , un peu au-
dessus de ce chiffre ou un peu au-dessous , su ivan t que les 
const ruct ions sont plus ou moins exposées au ven t ou abri
tées par les cons t ruc t ions voisines. 

L'action du vent su r u n e surface inc l inée , c o m m e une 
couver tu re , doit ê t re d iminuée p ropo r t i onne l l emen t au carré 
du s inus de l ' inc l ina ison m u t u e l l e de la surface et de la 
direct ion du ven t . On a d m e t g é n é r a l e m e n t que cette direc
tion fait u n angle de 10D avec l 'hor izonta le , de sorte 
que, si a est l ' incl inaison su r l 'hor izonta le de la surface de la 
couver tu re , l ' angle qu 'e l le fait avec la di rect ion du vent 
sera (a -+-10°), et la press ion exercée par le ven t sur cette 
surface sera égale à celle p qui serai t exercée su r une sur
face n o r m a l e mul t ip l i ée pa r s i n 2 ( a + 10"). Et la composante 
ver t icale de cette press ion à a jouter au poids de la couver
tu re a u r a pour express ion 

p sin 2 ( i -f- 10°)^ 
COS CL 
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s i n 
Pour tang a = 1 , 0 0 , o n a : 

0 , G 7 , 

0 , 3 0 , 

0 , 4 0 , 

0 , 3 3 , 

0 , 2 3 , 

0 , 2 0 , 

Voici les va leu r s de ce coefficient pour des v a l e u r s de, 
l 'angle a dont les t a n g e n t e s t r i gonomé t r iques sont expr i 
mées par les n o m b r e s de la p r e m i è r e colonne : 

0,93, 

0 , 3 7 , 

0 , 4 0 , 

0 , 3 0 , 

0 , 2 4 , 

0 , 1 7 , 

0 , 1 3 . 

Lorsque les cons t ruc t ions exposées au ven t p r é sen t en t 
des ouver tu res p e r m a n e n t e s , la superficie de celles-ci doit , 
na ture l lement , ê t re dédui te de la surface totale , à la. con
dition toutefois qu ' i l ne se t r o u v e pas , en a r r i è re de l ' ouver 
ture, une au t re surface faisant pa r t i e de la m ê m e cons t ruc
tion et sur laquel le le vent pou r r a i t exercer son act ion après 
avoir t raversé cette o u v e r t u r e . Ains i , par exemple , dans u n 
pont suppor té par deux pout res para l lè les , en t re i l l i s , la 
surface exposée au vent , se rvan t de base aux calculs de sta
bilité, devra être u n peu infér ieure au double de la surface 
réelle de l 'une des deux pou t res , la seconde pou t re é tan t 
comptée pour u n e fraction seu lemen t , o r d i n a i r e m e n t la m o i 
tié ou les t rois qua r t s de sa surface rée l le , pour t en i r 
compte de ce qu 'e l le est en par t ie abri tée pa r la p r e m i è r e . 

4 5 . M o m e n t d e s t a b i l i t e . M o m e n t d e r e n v e r s e 
ment. — Les calculs faits avec les mêmes données pe r 
met tent de compare r ent re eux divers massifs au point de 
vue de la rés is tance qu ' i l s opposent à l 'act ion du ven t . 

Si, en cons idéran t la base d 'appui d ' une cons t ruc t ion , ou 
calcule, d 'une par t , le m o m e n t , par rappor t à l ' a rê te de cette 
base, de l'effort qui tend à la r enve r se r , en pa r t an t d 'un 
chiffre dé te rminé pour la press ion du vent et , d'autre, par t , 
le moment , par r appor t à la m ê m e arê te , de son poids , c'est-
à-dire de l'effort qui tend à le m a i n t e n i r en place, le r appor t 
de ces deux m o m e n t s sera , en que lque sor te , une mesure, 
de la stabil i té . 
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Ce rappor t du m o m e n t du poids, ou moment de stabilité, 
au m o m e n t de l'effort l a té ra l , ou moment de renversement, 
a été appelé coefficient de stabilité ; mais il n ' a de significa
t ion absolue q u ' a u t a n t que l'on fait conna î t r e en même 
t emps le chiffre que l'on a admis pour l ' in tens i té de l'action 
du ven t . 

Lorsque ce coefficient est supé r i eu r à l ' un i té , c'est-à-dire 
lorsque le m o m e n t de s tabi l i té est supé r i eu r au moment 
de r e n v e r s e m e n t , le massif peu t rés i s te r à l'effort du vent 
que l 'on a admis dans le calcul ; il sera , au con t ra i re , ren
versé pa r u n ven t de m ê m e in tens i t é , si le coefficient de 
stabil i té est infér ieur à l ' un i t é . Mais ce coefficient n ' indique 
r i e n su r ce que peu t ê t re la s tabi l i té sous un effort différent 
de celui pour lequel il a été calculé . 

Il para î t p lus ra t ionne l de m e s u r e r la s tabi l i té par la 
v a l e u r de la pression m a x i m u m à laque l le peu t résister le 
massif, c 'es t-à-dire la va l eu r de la pression p o u r laquelle 
le coefficient de s tabi l i té est égal à l 'un i té . 

La m e s u r e de la s tabi l i té peu t se ca lculer , en prenant , 
c o m m e n o u s venons de le d i re , les m o m e n t s des efforts 
a u t o u r de l 'arê te de la sect ion de la base ; ma i s il est pré
férable d'effectuer cette m e s u r e en p r e n a n t les moment s , 
non plus au tou r de l ' a rê te m ê m e de la base , ma i s au tour 
d 'une l igne passan t par la posi t ion l imi t e que peut occuper 
le cen t re de press ion , dans la sect ion de la base , sans que la 
s tabi l i té soit en pér i l . Ce sera a ins i , pour u n e sect ion rectan
gu la i re (page 95), une l igne d i s tan te du cen t re de la moitié 
de la l a rgeu r de la demi-base ; p o u r u n e section circulaire 

3 
p le ine , u n e l igne d i s tan te des - du r ayon , etc . 

4 6 . C o m p a r a i s o n d e s t o u r s r o n d e s a u x tours 
c a r r é e s . — II est inu t i le do faire observer q u e , la pression 
du ven t é tant i n t e r m i t t e n t e et p o u v a n t s 'exercer indifférem
m e n t dans tou tes les d i rec t ions , les massifs de maçonner ie 
qu i y sont exposés, et don t la forme n 'es t pas déterminée 
p a r d ' au t r e s cons idéra t ions , doivent de préférence avoir une 
sect ion ho r i zon ta l e en forme de cercle plein ou creux. 
L 'adopt ion de cette forme rédui t , en effet, a u x deux tiers 
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l'effort qui serai t exercé par le vent sur une surface p l ane 

égale à la section d i a m é t r a l e , c o m m e celle que p résen te ra i t 

un massif à section ca r rée don t le côté serai t égal au d ia

mètre du massif à section c i rcu la i re . Si donc nous considé

rons deux massifs de m ê m e sect ion horizontal*!, l 'un c i rcu

laire, de rayon r, l ' au t re ca r ré , de côté a, tel que a2 = r.r11. 

la pression du ven t s u r le massif c i rcu la i re sera p r o p o r t i o n 

nelle à. ^ - 2r — 7: r, et su r le massif carré à « =r\[r.. E l le sera 
0 O 

plus grande que la press ion sur le massif c i r c u l a i r e , dans le 
1 - f\. 1 7 7 o 

rapport de \jr. à - ou de — = 1,33. A égal i té de surface 

horizontale , c 'est-à-dire de poids des maçonner i e s , le massif 
carré devra donc rés is ter à une pression égale à peu près 

4 
aux - de celle qui serai t exercée su r le massif c i rcula i re . E l 

le bras de levier du poids, c 'es t -à-dire de la r é s i s t ance , serai t 

1 v'~ 
pour le massif car ré et pour le massif c i rcu la i re 

- r; il ne serai t a u g m e n t é que dans la p ropor t ion de - à ^ y - ' 

tandis que l'effort de r e n v e r s e m e n t est a u g m e n t é dans le 

rappor t de \'r. à ~ Toutes choses égales d 'a i l leurs , la s tab i -

lité du massif c i rcula i re sera donc, à celui du massif ca r r é , 

- 3 4 
dans le r appo r t de v'~ X TT à - X —~ ou de 9 à 8. 

Appl iquons par exemple ce m o d e de calcul à la dé te rmi 
nation des condi t ions de s tabi l i té de la colonne de Bou-
Iogne-sur-Mer, citée p a r Léonor Fresne l dans son m é m o i r e 
sur la stabilité du phare, de Delle-hle. P o u r cette colonne , le 
d iamètre ex té r i eu r à la base est 2a = 4 m , 2 3 , et le d i amè l r e 
in té r ieur 2a' - 2m,76. Il en résu l te que le centre de p r e s 
sion peu t s 'écarter sans dange r j u s q u ' à une dis tance du 

3 flî+fl'a 
centre p = - a. — - l m , 1 3 . 

1 8 a J 

Le poids des maçonne r i e s é tant de 851.040 k i l o g r a m m e s , le 
produit des deux t iers de la surface d i amé t r a l e par la moi t ié 
de la h a u t e u r é tant de 1.529 m ,6 , on voit que l'effort du vent 
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qui serai t nécessa i re pour a m e n e r le cen t re de pression à la 
l imi te de ses posi t ions non dangereuses devra i t a t te indre 
8 5 1 . 0 4 0 X 1 , 1 3 . 

YTvïfQ = "29 k i l o g r a m m e s p a r m è t r e car re , c esl-

à-dire p lus du double de ce qui a été consta té dans les coups 
de vent les p lus violents . Et l 'on donne ra , de la stabilité 
de ce m o n u m e n t , une idée bien plus précise lo rsque l'on dira 
qu ' i l pou r r a i t rés is ter sans danger à u n ven t p rodu i san t un 
effort de 629 k i log rammes par mè t r e ca r ré , qu ' en disant que 
son coefficient de stabil i té est de 3 ,5 . 

La surface de la couronne a n n u l a i r e de la base d 'appui étant 
de 80.701 cen t imèt res car rés , la press ion u n i f o r m é m e n t répar
tie représente ^ r ^ T " — 10' t e ,55 par cen t imè t r e ca r ré , et c'est 

80 . /Ol 
celle qui se p r o d u i t l o r s q u e l 'action du v e n t n e se fait pas sentir . 
S'il a r r iva i t u n vent assez v io lent pour déplacer le centre de 
pression j u s q u ' à la l imi te de s tabi l i té que nous avons admise, 
c 'est-à-dire donnan t une press ion de 629 k i l og rammes par 
mè t r e car ré , la pression sur la base d ' appui se répar t i ra i t à 
ra ison de 

1 0 \ 33 x ( ^ q ^ 2 - f 1 ) = i0 k , 55 x(j^ + 1 ) ~ 1 0 \ 53 X 2,5 = 26\28 

par cen t imè t re carré au point le p lus cha rgé , et il se pro
duira i t du côté opposé une tension dont la va leur m a x i m u m 
serait 

i o k ' 5 3 > < ta+y - 1 = 1 0 t ' 3 5 > < ( ï - 0 = 5 l ' - 8 ' 

ce qui , eu égard à l 'excel lente qual i té des p ier res et ciments 
employés dans la cons t ruc t ion de la colonne , n ' au ra i t sans 
doute aucun inconvén ien t . 

Si l ' adhérence du mor t ie r a u x pierres étail dé t ru i te , la 
pression m a x i m u m , an point le p lus cha rgé , serai t aug
m e n t é e d 'environ 6 0/OatLeindrait 28 k i l og rammes par cent i 
m è t r e car ré et ne comprome t t r a i t pas encore la stabilité 
de l'édifice. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



§ 2 

MUIIS DE RÉSERVOIRS 

1 7 . C o n s i d é r a t i o n s g é n é r a l e s . — L o r s q u ' u n m u r 
doit rés is ter à la press ion de l 'eau, il est facile de dé t e rmi 
ner, en chaque point , la va l eu r de l'effort la téra l qu ' i l a à 
supporter . On peu t alors cons t ru i re la courbe des press ions 
comme on l'a dit plus h a u t et dé t e rmine r success ivement les 
dimensions de chaque assise de man iè r e à satisfaire le p lus 
économiquement possible aux condit ions de la s tabi l i té . 

11 est fort impor tan t , dans les m u r s de celte espèce, que 
les maçonner ies ne t r ava i l l en t j ama i s à u n effort de t r ac 
tion ; il pour ra i t a r r ive r que cel effort p rovoquâ t des t issures 
dans lesquel les péné t r e r a i t l 'eau qu ' i l s 'agit de re ten i r , et 
dont la pression, s ' exerçant alors de bas en hau t dans l ' in té 
rieur de ces fissures, pour ra i t en t ra îne r la chu te de la part ie 
de m u r si tuée au dessus . 

On devra donc, au tant que cela sera possible sans exa
gérer beaucoup les d imens ions du m u r , faire en sorte que , 
sur chaque jo in t hor izon ta l , la résu l t an te des efforts passe 
dans le tiers i n t e rméd ia i r e de la l a rgeu r ; et si, dans 
quelques par t ies , on s'est d i spensé , par des ra i sons d 'éco
nomie, de satisfaire à cet te condit ion, il faudra su rve i l l e r 
avec le p lus g rand soin la confection dos maçonner ies du 
côté de l ' in té r ieur , r enonce r aux assises hor izonta les , p lus 
favorables à la dis jonct ion, cons t ru i r e cette par t ie du m u r ' 
avec des moel lons placés ve r t i ca lement on en hé r i s son , de 
manière à mul t ip l i e r les faces de contact dans le sens ver t i 
cal, et s 'assurer que tous les jo in t s sont bien garn i s de m o r 
tier adhé ren t aux p ie r res . 

La poussée de l 'eau su r les m u r s de réservoi rs est g é n é 
ra lement i n t e r m i t t e n t e : le m u r doit ê t re stable auss i bien 
lorsque le réservoir est, vide que lorsqu'i l est r empl i d 'eau 
à une h a u t e u r q u e l c o n q u e . Cette considéra t ion condui t à 
rejeter, pour les m u r s de réservoi rs , les profils en su rp lomb 
qui sont, au con t ra i re , fort usi tés p o u r les m u r s de soutène-
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m e n t . Le p a r e m e n t i n t é r i eu r est g é n é r a l e m e n t vert ical , et 
dans ces condi t ions , la press ion de l 'eau va r i an t proportion
ne l l emen t à la h a u t e u r , on peut adop te r u n profil dont l 'épais
seu r var ie su ivan t la m ô m e loi, c 'es t -à-dire un profil trian
gu la i r e , c o m m e l 'a fail observer M. Pe l l e t r eau . 

Soit, en effet (FIG. 52), u n m u r de réservoi r ayan t u n profil 
t r i angu la i r e ABC, le p a r e m e n t d ' a m o n t ver t ical , de hau
t e u r A, le p a r e m e n t d 'aval incl iné d 'un ang le a tel que 

t ang a = ~JL' en a p p e l a n t B la l a r g e u r BC de la base . 

Supposons que le n iveau de l 'eau affleure le sommet A. 
Une por t ion AM d u m u r , depuis le s o m m e t j u s q u ' à un 
jo in t hor izonta l que l conque MN si tué à u n e profon
d e u r AM = x, s uppo r t e r a une press ion l a té ra le horizontale 

égale à II si II r ep résen te le poids 

spécifique du l iqu ide . Cette pression ho
r izonta le sera app l iquée en u n point P à 

2 
u n e h a u t e u r A P = - x. 

D'aut re pa r t , le poids du pr isme de 
maçonner i e AMN sera , en appelant II' 
le poids spécifique des maçonner ies , 

F I G RI 2 x -

IT t ang a. Il sera app l iqué verticale
m e n t au point G, cent re de gravi té du t r i ang le AMN. Lorsque 
le réservoir est v ide , le jo in t MN suppor t e s e u l e m e n t ce poids 
de maçonner i e dont la direction le r encon t r e en H, au tiers 
de sa l o n g u e u r à par t i r du point M. 

Lorsque le réservoi r est plein j u s q u ' e n A, si l'on veut que 
la r é su l t an t e des deux forces passe par le point I, au t iers de 
la l o n g u e u r du jo in t à par t i r du point N, il faut et il suffit 
que les m o m e n t s de ces deux forces pa r r appo r t à ce point I 
soient égaux pu i squ ' i l s sont de s ignes con t ra i re s . Cela exige 
que l 'on ait 

II'— • - = II' '— tang CL. - x t ang a, 

ou s imp lemen t 
2 1 1 
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Si celte condi t ion est satisfaite, tous les jo in t s se t rouve ron t 
dans les mômes condi t ions de s tabi l i té . Le cen t re de press ion 
sur chaque jo in t sera au t iers d ' a m o n t l o r sque le réservoi r 
sera vide, et au t iers d 'aval lo rsqu ' i l sera p le in . 

La direction de la r ésu l t an te des efforts sur le jo in t MN 

est préc isément celle de la ligne Gl qui est pa ra l l è le à AG et 

qui fait, avec la n o r m a l e au joint , l ' angle a. Lor sque le r a p 

port n 'es t pas g r and , cet angle peu t deven i r comparab l e 

à l 'angle de f r o t t e m e n t ; a insi , pour des maçonne r i e s ne 

pesant que 2.200 k i l o g r a m m e s par m è t r e cube , = 2 ,2 , on 

a : t ang a. = 0,67, ce qui est bien près de la l imi te admise 
ordinai rement . Il convien t donc de compter , pour la s tabi l i té , 
sur l ' adhérence des maçonne r i e s qu i s 'ajoute au f ro t tement . 

L'angle a est d ' au t an t moindre que le poids spécifique des 
maçonneries est plus élevé. L'effort obl ique r é su l t an t , dirigé 

, „ . , I \ x 2 TL'x2 t ang a . , . T 

suivant GI a pour vaLeur —. = — - °—! et au point 
2 sm a 2cos a 

il donne lieu à un effort l\,„ double de l'effort moyen supposé 
réparti un i fo rmémen t su r le jo in t M N . Cet effort m a x i 
mum R m au point N a donc pour express ion 

n V M n n g x _ 2 _ U'x 

2 c o s a a; t a n s ' a c o s a 

Lorsque- r j = 2 ,8 , pa r exemple , ou pour des maçonner i e s 

pesant 2.800 k i l og rammes par m è t r e cube , cos a = 0,86, et 
l'on a 

K . = ^ = — • 

Pour une h a u t e u r de ba r rage de 50 m è t r e s pa r exemple , 
l'effort m a x i m u m a t t e indra i t ÎG1*, 25 par c en t imè t r e ca r ré . 

Il est i n t é r e s san t de r e m a r q u e r que si, au l ieu d 'un m u r 
t r iangulaire , on a u n m u r rec tangula i re compr is en t re deux 
parements ver t icaux , la condi t ion de stabil i té pour le jo in t 
inférieur, écrite c o m m e plus h a u t , exigera que l 'on ai t , en t r e 

x 
ta base x du m u r et sa h a u t e u r h, la re la t ion y V f 
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c 'es t -à-dire que le m u r r ec t angu la i r e devra avoi r , sur toute 
sa h a u t e u r , la m ê m e épa isseur que le m u r t r i angu la i r e à 
sa base . 

On peut r e m a r q u e r aussi que , pour u n m u r d 'une hau teu r A 

h* 
donnée , le vo lume des maçonner ies , égal à — t a n g a - V - ' 

2 V ir 
varie en raison inverse de la rac ine car rée de l eu r poids 
spécii ique ; t and i s que le poids total a u g m e n t e , au contraire, 
en raison directe de cette m ê m e rac ine ca r rée . 

La cons t ruc t ion de l 'angle a du m u r t r i angu la i r e , étant 
donnés les poids spécifiques II et II ' , est des plus 
s imples . Sur u n e ver t ica le , on por te ra , à la 
sui te l ' une de l ' au t re , deux longueu r s AB = II' 
et B D ^ I Î [fig. 53). Su r AD c o m m e diamètre , 
on cons t ru i ra u n e demi-c i rconférence , on mè
nera par le poinL B l 'hor izonta le BC, et l'on 
jo indra AC ; l 'angle a cherché est l 'angle BAC. 

Ce profil t r i angula i re peu t ê t re considéré comme le profd 
théo r ique des m u r s de réservoi r s . Dans la p ra t ique , il faut, 
d 'une par t , que l ' épaisseur au sommet, n e soit pas nulle et, 
d ' au t re par t , que le n iveau des maçonne r i e s dépasse celui de 
l ' eau . Ces cons idéra t ions modifient un peu le résu l ta t . 

\ha. 53 . 

EL G . 54 

On peut ê t re a m e n é auss i , en vue de d iminue r l'effort 
m a x i m u m sur les jo in ts , à faire en sorle que la résultante 
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des efforts, tant lo rsque le réservoi r est plein que lorsqu ' i l 
est vide, passe à une dis tance du mil ieu du jo in t infér ieure 
au sixième de la l o n g u e u r de ce j o in t l'effort m a x i m u m est 
alors inférieur au double de l'effort moyen, Gela condui t à 
adopter, pour le p a r e m e n t in té r i eur , une l igne inc l inée , au 
lieu de la vert icale, au moins dans la par t ie infér ieure , et, 
pour le parement ex tér ieur , u n e l igne qui s 'écarte davan t age 
de la verticale que l 'obl ique du profil théor ique . 

Nous donnons c o m m e exemple de m u r de réservoi rs celui 
du Furens, près de Sa in t -E t i enne (fig • 54). Les chiffres en t r e 
parenthèses sont les efforts en k i l o g r a m m e s par cen t imè t r e 
carré aux points les p lus cha rgés . 

Nous donnons encore (/zy-55) le profil du m u r du n o u v e a u 
barrage du Croton cons t ru i t pour l ' a l imenta t ion en eau potable 
de la ville de New-York et qui ne m e s u r e pas moins de 
72 m ,55 de h a u t e u r to ta le . Ce profil se r approche du profil 
triangulaire, beaucoup p lus que le p récéden t . 

4ÎÎ. S e c t i o n s ob l iques . — M. Gui l lemain , i n spec teu r 
général des Ponts et Chaussées , a fait r e m a r q u e r que la vér i 
fication des condit ions de la stabil i té devait se faire, non 
seulement sur les d iverses sections hor izonta les du m u r , 
mais aussi sur les sections incl inées menées fictivement, 
suivant des direct ions quelconques à 
travers son épaisseur . Si, après avoir 
déterminé, par le procédé ind iqué p lus 
haut, les l a rgeurs U 2 M 2 , OjM,, O M 
(fig. 56), de diverses sect ions h o r i 
zontales, on cherche à vérifier la con
dition de stabil i té su r des sections 
inclinées OMj, 0 M 2 , on t rouve ra , en 
général, qu'elle n 'es t pas satisfaite et 
que les épaisseurs du m u r doivent 
être augmentées . Au lieu d 'un profil 
concave, tel que CEMD, a u q u e l on 
serait amené par la seule cons idéra
tion des sections hor izonta les , on t rouvera u n profil con
vexe CENT. 

Il en résulte que le profil à adopter pour u n m u r d 'une 

F I A . .'¡6. 
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4 9 . A c t i o n de l ' e a u en m o u v e m e n t . C h o c d»»s 
l a m e s . — L o r s q u ' u n massif de m a ç o n n e r i e doit résister à 
l'effort de l 'eau en m o u v e m e n t , on doit calculer la pression 
exercée pa r le l iquide par la fo rmule généra le donnée dans 
les t ra i t és d 'hydrau l ique : 

P = KAV 2 , 

dans laque l le P est l'effort che rché , A la section pressée, V la 
vi tesse de l 'eau supposée no rma le à la sect ion A, et K un 
coefficient n u m é r i q u e qui a des va leurs var iab les suivant la 
forme de la sect ion, ma i s que , pour u n e surface p lane , nor
ma le au couran t , on peut p rendre égal a 60 envi ron , ce qui 
rev ien t à dire qu 'une surface p lane soumise à la pression 

h a u t e u r BO, par e x e m p l e , n 'es t pas tou t à fait le même (pie 
celui qui convient à cette m ê m e h a u t e u r BO, lorsqu'elle 
forme la par t i e supér ieu re d 'un m u r plus élevé ; ce résultat 
semble paradoxal . 

M. Bouvier (Ann. des P. et Ch., 1875, 2° sem. , p. 173) a 
fait la r e m a r q u e suivante : 

Soient un jo in t hor izonta l mn (fig. 57), et la résu l tan te GO 
des press ions qui agissent su r ce jo in t ; si l 'on m è n e par le 
po in t m la l igne rnn' pe rpend icu la i r e à GO, rencont ran t en 
0 ' cette l igne pro longée , et si l 'on cons idère l 'act ion de la 
r é su l t an t e GO non pas sur le jo in t mn, ma i s su r le joint fictif 
mn', la press ion au point m sera p lus g r ande sur mn' que 

sur mn, car la d is tance O'rn est p lus petite 
que Om. Il convient donc de supposer la 
pression GO app l iquée su r le jo in t mn' et 
n o n pas m ê m e sur la to ta l i té de ce joint, 
mais s i m p l e m e n t su r la por t ion mn" limitée 
à la project ion n" du point n. Cela revient 

FlG- ôi. à r emplace r la force GO = P qui agit sur 

P 
le joint mn par la force > c o m m e il a été dit au n° 31 . 

J 1 C 0 S 2 

C'est en app l iquan t celte m é t h o d e que M. Bouvier a déter
m i n é le profil du m u r du rése rvo i r de Char t r a in , qui se l'ap
p roche beaucoup de la forme t r i angu la i r e . 
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A 

F I G . 5 8 . 

Nous supposons connus : la composan te hor izonta le Q de 
la traction exercée par le câble, la h a u t e u r BA = 1 1 (fig. 58) 
de la pile ou du suppor t su" lequel il passe , la dis tance h o r i 
zontale BC = / en t re la vert icale BA et le point C où le câble 

d'un courant d 'eau ayant u n e vi tesse d 'un m è t r e par seconde 
•subirait un effort de 60 k i l o g r a m m e s pa r mè t r e superficiel . 

L'effort exercé par les vagues de la m e r su r les massifs 
contre lesquels elles se b r i s en t peu t quelquefois a t t e indre des 
valeurs considérables . M. Leferme a établi (Ann. des P. et 
Ch., 1869, L°r s em. , p . 387) que , dans les t empê tes les p lus 
violentes, cet effort ne dépasse pas d 'ord ina i re 4 à 5.000 ki lo
grammes par m è t r e ca r ré , ce qui correspond à une vi tesse 
de 9 mèt res pa r seconde e n v i r o n ; mais que , par sui te de 
•circonstances e x t r ê m e m e n t ra res , dont il est bien difficile de 
se rendre compte , l'effort de l 'une des l ames peut a t t e ind re 
et dépasser 30.000 k i l o g r a m m e s , ce qui co r respondra i t à une 
vitesse de près de 25 m è t r e s pa r seconde. 

§ 3 

CULÉE D'UN PONT SUSPENDU 

oO. Effort a u q u e l l a e u l é e doit r é s i s t e r . — Une 
-culée de pont suspendu est soumise à un gen re d'effort qui 
se rencontre assez r a r e m e n t dans les cons t ruc t ions : c'est u n 
effort latéral dont la composante ver t ica le , dir igée de bas 
en haut , t end à la soulever . Les règles précédentes sont 
applicables à la dé t e rmina t ion des d imens ions de ce massif 
•de maçonner ie , et voici c o m m e n t on peut en faire le calcul . 
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de r e t enue pénèt re dans la culée , et, par sui te , l 'angle 2, 

ou tan'g a — - j i formé par ce câble avec l 'hor izonta le ; l'effort 

F , exercé par ce m ô m e câble dans le sens de sa direc
t ion , se d é t e r m i n e r a en écr ivant l ' équi l ibre du point A, ce 
qui donne 

Q F = 
Q V H 3 + P. 

I 

5 1 . C â b l e r e e t i l i j j n e . — Supposons d 'abord que le 
câble conserve sa direct ion p r imi t ive dans t ou t e l 'épaisseur 

de la culée , dans laquelle il 
pénè t re pa r u n e ouver ture 
rec t i l igne CD (fig. 59), dont 
il ne touche pas les parois. 
En D, il est fixé à des pla
ques de r e t e n u e , ou bien il 
se pro longe au-dessous de 
la culée p o u r rejoindre 
l ' au t re câble placé symétri
q u e m e n t de l ' au t re côté. En 
Loul cas , nous pouvons re
ga rder l'effort F qu' i l exerce 

dans le sens DC c o m m e app l iqué au po in t D. L'effort du 
second câble agit de la m ê m e man iè r e de l ' au t r e côté, et c'est 
la moi t ié de la culée qui résis te à l ' un des efforts F . 

Soient G' le centre de gravi té et P = GP le poids de ce m a s 
sif. Appelons a = DK la dis lance du point d 'a t tache D du 
câble à l 'arê te an t é r i eu re K de la cu lée , b — E K l a distance 
à cette m ê m e arête de la ver t ica le GEP du cen t re de gravité G, 
et c la l ongueu r totale KL du jo in t hor izonta l du massif. 
L'effort H, exercé par la culée su r la base KL, est la résul
t an t e de l'effort de t rac l ion F et du poids P , et on l 'obtien
dra , en g r a n d e u r et en d i rec t ion, en c o n s t r u i s a n t le parallé
l o g r a m m e G P R F . Soit I le point où cette r é su l t an te rencontre 
la base K L ; appelons x l a d is tance IK de ce point à l 'arête 
an té r i eu re K, et 0 l 'angle GRF = RGP qu 'e l le fait avec la 
ver t ica le . 

La stabili té sera assurée si l 'angle 0 est plus petit que 
l ' ang le du f ro t tement des maçonner i e s sur le soi, ou si, f dési-
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gnant le coefficient du f ro t tement , l 'on a 

(1) tang 6 < f. 

Il faut, en ou t r e , que l'eifort m a x i m u m exercé pa r le m a s 
sif sur sa fondat ion, qui se p rodu i ra au poin t K, ne dépasse 
pas la l imite de ce que peu t suppor te r le . so l ; enfin, il est 
désirable que le jo in t KL ne tende pas à s 'ouvr i r au point L. 
La condition nécessaire pour cela es t , c o m m e on le sait , que 

c 
IK soit plus g rand que le t ie rs de KL, soit x^> -• 

Les valeurs des quan t i t é s R, G, x, se dé t e rmine ron t soit 
g raphiquement , c o m m e nous venons de le d i re , soit analyt i -
quement eu écr ivant les trois équa t ions d 'équi l ibre des forces 
F, P, R, appl iquées au massif. Ces équa t ions sont 

R cos 6 -J- F sin a — P = 0 , R sin 6 — F cos x = 0, 
Rx cos 0 —• Pô -f- Fa sin a — 0 . 

Les deux p remiè res d o n n e n t i m m é d i a t e m e n t 

F cos x 
tans 6 = R—:—> 

n P — h sin a 
et, en met tan t dans la t ro is ième la va leur de R cos 9 fournie 
par la p remière , on a 

Pô — Fa sin a 
(2) a i = - p -

enfin, le t r i ang le GRP donne 

R = y P 2 + F 2 — c 2 p f sin tt. 

5 2 . P r e m i è r e condit ion, d e s t a b i l i t é . — La condi
tion de stabili té est, pa r conséquent , 

F c o s . 

W P - F s i n * ^ -

Remplaçons F par sa va leur en fonction de Q, elle devient 

P 1 
(4) Q > - + tanga . 
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On a ainsi une l imi te inférieure du poids P à donner au 
massif. Ce poids peut être d ' au tan t plus pet i t que l 'angle a est 
l u i -même p lus pet i t ; il y a donc in té rê t , toutes choses égales 
d 'a i l leurs , à d iminue r l 'angle a, c 'est-à-dire à a u g m e n t e r la 
dis tance hor izonta le BC, par r a p p o r t à la h a u t e u r AB, ou à 
repor te r les culées le p lus loin possible des suppor t s des 
câbles . On a u g m e n t e ainsi , à la véri té , la l ongueu r de ces 
câbles, tout en d i m i n u a n t un peu l'effort qu ' i ls t r ansmet ten t , 

lequel est égal à ^—7—> et il y a, pour l ' angle a, une va leur 

qui dépend des prix relatifs de la maçonner i e et des câbles, et 
qui est la p lus avan tageuse . On pour ra i t d é t e r m i n e r ana ly t i -
q u e m e n t cette va leur en égalant les dér ivées pa r rapport à 
l 'angle a. du poids P de la m a ç o n n e r i e et du produi t de la 

longueur AC — - 7 ^ — p a r l'effort F, mu l t ip l i é s respect ive-
D S l l l y. L 

m e n t par les pr ix de l 'uni té de poids de la maçonner i e et do 
l 'uni té de l ongueu r de câble qui rés is tera i t à un effort égal à 
l 'uni té ; on ob t iendra i t ainsi u n e équat ion d'où l 'on déduirait, 
a en fonction de ces deux p r ix ; ma i s cet te r eche rche n'a 
guère q u ' u n in térê t théor ique , et le p lus o rd ina i r emen t ce 
sont les c i rconstances locales qui imposent le choix à faire 
pour la posi t ion de la eufée. 

5 3 . D e u x i è m e c o n d i t i o n de s t a b i l i t é . — L a condi
t ion (4), qui vient d 'être t rouvée , bien qu ' é t an t la plus 
impor t an t e p o u r la s tabi l i té , n 'es t cependan t pas la seu le : il 
faut encore que l'effort m a x i m u m , au point K, ne dépasse 
pas la l imi te de ce que peu t suppor t e r avec sécur i té le soi 
de fondat ion, et enfin il est p r u d e n t de faire en sorte que le 
jo in t KL n 'a i t pas à rés is ter , du côté de L, à des efforts de 
tension. 

P o u r que cette de rn iè re condition soit r empl i e , il faut r 

c 
avons -nous dit , avoir x > -> ou bien 

Pb — F a sin 2. c_. 
P — F sin a > 3~' 
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OU en subst i tuant encore à F sin a sa va leur Q t a n g a, 

P 3fl_ 
Q > 3b tang- ».. 

Cela donne une nouve l l e l imi t e infér ieure pour P . 
Cette l imite sera d ' au t an t p lus basse q u e , d 'une pa r t , 

3« — c sera plus pe t i t , et que 3b — c sera p lus g r a n d . Il 
faut donc, au tan t que possible, a u g m e n t e r b, dis tance de la 
verticale du centre de grav i té G à l ' a rê te K, et d i m i n u e r a, 
distance du point d 'a t tache D à la m ê m e a rê te . 

La distance b doit a insi être r endue la p lus g r ande pos
sible. 

FIG. 60 . Fio. 60 bis. 

Le massif des culées ayant en généra l la forme d 'un t r a 

pèze, b est néces sa i r emen t compr is en t re 'r et Ce t ted is -

c 
tance serait égale à ~ pour u n massif t r i angu la i r e , ayan t son 

sommet au point L (fig. 60) et, avec cet te disposit ion, on 
voit que la l imite de P devient infinie. Avec u n massif de 
cette forme, aucune d imens ion , si g rande qu 'e l le pût ê t re , 
ne saurait empêcher le j o in t KL de s 'ouvr i r en L. 

2c 
Au contraire , la va l eu r de b sera égale à pour un m a s -

sif t r iangulai re ayan t son s o m m e t en K (fig. 60 bis). Cette 
disposition est celle qu i , tou tes choses égales , donne pour 
le poids P de la culée la l imite la p lus basse . Il y a donc 
intérêt à s'en r app roche r le p lus possible dans le profil que 
l'on adoptera pour la culée . Quan t à la dis tance a, nous 
venons de dire qu 'on doit la d i m i n u e r le p lus poss ib le . 

5 4 . C o m p a r a i s o n des d e u x cond i t i ons . — Il est 

intéressant de compare r les deux l imi tes de P , car il suffira 
de déterminer P par la condit ion d 'être supé r i eu r à la p lus 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



g r a n d e des deux . Si on égale ces deux l imi tes , on a 

ou h i c n 

"1 . , 3a — c 
- + t a n g =c = - & _ e l a n g a, 

a = o 
3f t a n g a ' 

C 
b é tan t tou jours p lus g rand que -> le de rn ie r t e r m e est tou-

j o u r s posit if et l 'égali té des deux l imi tes en t ra îne le résul
ta t a Gela mon t r e qu ' i l n 'y a aucun in té rê t à d iminuer 
la va leur de a au-dessous de celle de 6, ni m ê m e au-dessous 

de ^ " " r ' g ^ ^ Q g ' c a r ' e n adoptan t pour a une valeur infé

r i eu re , on a r r ive ra i t s imp lemen t à r édu i r e la seconde limite 

au-dessous de la p r e m i è r e qu i , dans tous les cas, doit être 

satisfaite. 
Celle va l eu r de a 

3b — c 
[G) a=b + 

'of Lang a 

est , toutes choses égales , la p lus convenable à adopter pour 
la d is tance du point d 'a t tache D à l 'arête an t é r i eu re K, puis
qu ' e l l e r end égales les deux l imi tes de P . 

r > ô . Pos i t ion l i m i t e du po in t d' î i t tael ie d e s e â b l e s . 
— II conv ien t de faire r e m a r q u e r que la d i s tance a ne peut, 
p r a t i q u e m e n t , descendre au-dessous d 'une ce r ta ine limite 
d é p e n d a n t de l ' adhérence des mor t i e r s . Si le point D d'at
tache des câbles est t rop éloigné de l ' ex t r émi té L du mas
sif, celui-ci p o u r r a n e plus se compor t e r c o m m e un mono
l i the , ainsi que nous" l 'avons supposé , et il pour ra s'y 
produi re des d i s jonc t ions ; on n ' a t t r i b u e r a donc à la dis
tance a la va l eu r donnée par la formule qui précède qu'au
tant que la posi t ion qui en résu l t e ra p o u r le po in t d 'at tache 
des câbles sera tel le qu 'e l le ne d o n n e r a lieu de craindre 
a u c u n e r u p t u r e dans le massif. 

On pour ra s'en a s su re r en cons idéran t success ivement les 
d iverses surfaces de jo in t et en vérif iant q u e , sur aucune 
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d'elles, l'effort qui t end à séparer les deux par t ies qu 'e l le 
limite est inférieur à l ' adhé rence des mor t i e r s . 

Imaginons, par exemple (fig. 59) un jo in t ver t ica l DM (') 
passant par le point D, le massif t e n d a n t à être en t ra îné 
de D vers K, il s 'exerce, su r ce jo in t , un effort qui t end à 
l 'ouvrir. Soit h la h a u t e u r DM et a' la l a r g e u r DL = c — a — a'. 

Si II est le poids de l 'un i té de vo lume des maçonne r i e s , le 
poids de la por t ion de la culée s i tuée à gauche de DM, en 
prenant pour u n i t é de l o n g u e u r la d imens ion de la culée 
perpendiculaire au plan de la figure, sera Wa'h et le frotte
ment qui la re t ien t sur sa base LD sera fWa'h. Si, d ' au t r e 
part, y est l ' adhérence des mor t i e r s pa r un i té de la h a u t e u r 
verticale h, on devra avoir 

flla'h < fh 
o u 

(") «' < 

On peut cons idérer auss i que le point D tend a se soulever 
cl que, par sui te , les deux par t ies du massif l imitées pa r le 
joint DM tenden t à se sépare r en p ivo tan t au tou r du point D. 
Dans ce cas, l'effort de dis jonct ion sera m a x i m u m en M, et 
il décroîtra u n i f o r m é m e n t de M en D où il sera n u l . Si v 
représente sa va leur par un i t é de h a u t e u r en M, il v aud ra en 

tout y ^ et son poin t d 'appl icat ion sera aux deux t iers de 

la hau teur DM, de sorte que son bras de levier , par r appor t 

a D, sera y - · -—- ==-—• Le m o m e n t , par r appor t au m ê m e 
ô à ô 

:M 
(') Il n'y a pas , o rd ina i rement , dans les m a ç o n 

neries, de jo ints ve r t i caux c o n t i n u s . Il peu t cepen- j ~ 
dant se produire, dans un massif, une dis jonct ion I ~ 
suivant une ligne formée d 'é léments ver t i caux s i tués | 
sensiblement dans le p ro longemen t les uns des I 
autres , comme l ' indique la figure 61. L ' adhérence qui | 1 — 
s'oppose à cet te dis jonct ion est la somme de celle I 
qui correspond aux surfaces ver t ica les d i scon t inues | ! 
augmentée de celle qui cor respond aux por t ions de 
joints horizontaux qui doivent s 'ouvr i r pou r que le 'JJ 
mouvement s'effectue. L 'adhérence y par uni té de 
hauteur se dé te rmine en conséquence . FIG. 61. 
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a point , du poids lia A est lia'A — ! nous devrons donc avoir 

La d imens ion a sera l imitée pa r celle des deux express ions 
(7) ou (8) qui d o n n e r a la va l eu r la p lus basse . 

On dé t e rmine ra i t de m ô m e les condit ions pour que la 

disjonction ne se p rodu i se sur aucun au t r e jo in t . 

5 6 . C â b l e n o n r c e t i l ï g n e . —- Supposons , en second 
lieu, que le câble de r e t e n u e , après avoi r péné t r é dans 
l 'épaisseur de la culée su ivan t l ' inc l ina ison a, passe sur un 
galet G fixé à cet te culée et se r e t o u r n e ve r t i ca l emen t jus 
qu 'à son point d 'a t tache D. Soit, c o m m e p r é c é d e m m e n t , 
G le centre de gravi té de la culée , P son poids, les distances 
EK = b, DK • = a, LK — c, 1K — x, I é tant encore le point 
d ' intersect ion avec la base KL de la d i r ec t ion de la résul 
tan te R des efforts exercés par la culée su r le sol de fondation. 

Représen tons par d = CD (fig. 62) la d is tance ver t icale , à 
la base KL, du point d ' intersect ion G des deux a l ignemen t s 
AC, DC pro longés , ou du cen t re du galet supposé avoir un 
rayon égal à zé ro ; faisons abst ract ion du f ro t tement du câble 
sur le galet et de celui du galet su r ses suppor t s , c 'est-à-dire 
supposons que la tension du câble, dans la par t ie CD, soit 
égale à celle, F , qui existe dans la par t ie AC. Les deux forces 

égales et con t ra i res , ap
pl iquées au point C, se 
composen t en u n e seule, 
dir igée su ivan t l eu r bis
sectrice CS, dont la com
posante ver t ica le 

L 
TJ 

F I G . 6 2 . 

P 

S N = S F — F N = F ( 1 — s i n » ) 

et dont la composan te ho
r izonta le G N = F c o s a — Q . 
Cela posé , nous avons à 
composer cette force S 
avec le poids, P pour avoir 

la résu l tan te RI des forces qui agissent su r la base LK. La 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tan"-8 - ~ P — F s i n a ' 

d'où, comme plus h a u t 

P 1 

(9, q > - + tanga . 

De môme 
Pô — Fa sin a — Fd cos a 

P — F sin a 
pt par conséquent 

.. P 3a — c , . 3c? 

Q > 3 T ^ t a n - a + 3 ^ " c -

Ainsi, la p r e m i è r e l imi te de P , la p lus impor t an t e au point 

de vue de la stabil i té , est la infime que dans le. p r e m i e r cas , 

et la seconde est plus g r a n d e . Cette seconde disposi t ion serait 

donc moins avan tageuse que la p r e m i è r e , tou t au moins 

pour le cas où la seconde l imi te 'de P devra i t ê t re pr ise en 

considération, c 'es t -à-dire où elle donnera i t une va l eu r p lus 

forte que la p r e m i è r e . Cela exige 

3 a — c . 3b — c 1 . 
3 — tangx + > - + t a n g a , 

c'est-à-dire 

3 6 — c d 
(11) a > b 4 -

3 / tang a. t anga 

Lorsque, au con t ra i re , a s e ra p lus peti t que cette v a l e u r , 
on n 'aura à s ' inquiéter que de la p r emiè re l imite de P , qui 
est la môme avec les deux disposi t ions. 

On reconnaît d 'a i l leurs que la présence d 'un galet pe rme t 
tant de r a m e n e r dans la d i rect ion ver t ica le l ' ex t rémi té du 

solution g raph ique ne p ré sen te a u c u n e difficulté. La so lu 

tion analyt ique s 'obt iendra , c o m m e plus h a u t , en éc r ivan t 

les trois équa t ions d 'équi l ibre 

R cos 6 -L- F sin x — P = 0 , R sin6 — F cos a = 0 , 
Rcc cos 0 — Pô -j- Fa sin a - j - Fd cos a = 0 . 

On en déduit i m m é d i a t e m e n t 

F cos a 
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câble donne la possibil i té , sans avoir à c r a ind re de disjonc
t ion des maçonne r i e s , de r a m e n e r le point d ' a t t ache D vers 
le mi l ieu du massif aussi près qu 'on le veut de la vert icale GE 
du cent re de grav i té . On peut donc tou jours , avec cette dis
posit ion, faire en sorte d'avoir 

(12) a < b -\-
3/' tang % 

et, p a r sui te , de n 'avoi r à teni r compte que de la première 
des deux l imi tes de P . 

Au l ieu d 'un galet un ique C, on peu t en avoir une série, 
faisant décrire au câble une courbe ou u n e l igne polygonale 
que l conque . Le m ê m e calcul s 'appl ique à cet te disposition, 
à la condit ion que l 'on négl ige le f ro t tement du câble sur 
les ga le t s , el p o u r v u que l 'on désigne tou jours pa r d la dis
tance ver t icale , à la base KL, du point d ' in tersect ion C des 
p ro longemen t s des é l éments ex t r êmes CA et CD du câble. 

5 7 . R é s u m é . — La stabili té d 'une culée de pont suspendu 
dépend su r tou t de la considérat ion du f ro t tement de cette 
culée sur sa base , et de la va l eu r que l 'on adopte pour ce 
coefficient de f ro t tement , que nous avons désigné par f. La 
va leur 0 ,75, o rd ina i r emen t indiquée , semble beaucoup trop 
é levée et ne laisserait q u ' u n e m a r g e insuffisante à la sécurité. 

Il est p r u d e n t , dans une ma t i è re aussi dél ica te , de ne pas 
1 1 

dépasser , pour f, la valeur - et peu t -ê t re m ê m e - · Au pont 
o 4 

de Brooklyn, pa r exemple , où le câble de re t enue est ramené 
hor i zon ta l emen t et où l 'on a a insi a = 0, la condit ion (12) 

es t n a t u r e l l e m e n t satisfaite, et il ne res te que la condition (9) 
P l . 

qui se r édu i t a lors à q z = / ' " La tens ion Q de chacun des quatre 

câbles est env i ron de 4.500 tonnes . La culée a un volume 
de 2.125 mèt res cubes de maçonner i e pesan t 5.500 tonnes. 

j . P . . . 4 X 4.500 36 , . 
L e r appor t pr est ainsi — — = — > ce qui correspond a 

Q O .500 11 

1 
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C H A P I T R E VI 

P O U S S É E D E S T E R R E S . — M U R S D E S O U T È N E M E N T 

S O M M A I I I E . — § 1 e r . Tliéories anciennes de la poussée des terres : 58. P r o 
b lème de la p o u s s é e d e s t e r r e s . — b9. C o h é s i o n . - 60 . H y p o t h è s e 
de C o u l o m b . P r i s m e d é p l u s g r a n d e p o u s s é e . — 6 1 . T r a v a u x de P r o n y 
lit de F r a n ç a i s . — 62. S o l u t i o n g r a p h i q u e d e P o n c e l e t . — 6 3 . D é t e r 
m i n a t i o n d e la p o u s s é e r é s u l t a n t e . 

§ 2. Théorie analytique rationnelle : 64 . Massif s a n s c o h é s i o n , é q u a t i o n 
de H a n k i n e . — 65 . S u r f a c e s d e r u p t u r e . — 66. A p p l i c a t i o n à u n 
massif l im i t é p a r u n p l a n . — 6 7 . P o u s s é e s u r u n m u r de s o u l è n e n e n t . 

— 68. C o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u e c e t t e s o l u t i o n so i t a p p l i c a b l e . 
— 69. S o l u t i o n g é n é r a l e . — 70. F o r m u l e s r é s u m a n t c e t t e s o l u t i o n . - — 
7t . C o n s t r u c t i o n g r a p h i q u e a p p r o x i m a t i v e . 

§ 3. Murs de soutènement : 72. D é t e r m i n a t i o n s d e s d i m e n s i o n s d e s m u r s 
de s o u t è n e m e n t . — 7 3 . Effets d u t a s s e m e n t d e s t e r r e s . — 74. P r é 
cau t ions à p r e n d r e d a n s l ' e x é c u t i o n . — 7b. B i i l ée d e s t e r r e s . — 
76. F o r m u l e s e m p i r i q u e s p o u r les m u r s d e s o u t è n e m e n t . — 77. M u r s 
de q u a i s . — 78 . M u r s à f l a n c s d e c o t e a u . 

§ 1 e r 

THÉORIES ANCIENNES DE LA POUSSÉE DES T E R R E S 

55Î. P r o b l è m e de lu p o u s s é e des t e r r e s . — Le p r o 
blème qui consiste à d é t e r m i n e r la press ion exercée su r la 
paroi d 'un m u r par u n massif de t e r r e est un de ceux qu i ont 
le plus occupé les i ngén i eu r s . La solut ion n ' en peut ê t re don
née que m o y e n n a n t cer ta ines hypothèses su r la cons t i tu t ion 
de ce massif; et, grâce aux t r a v a u x les p lus r écen t s , ces 
hypothèses sont assez peu res t r ic t ives pour pouvoir com
prendre tous les cas de la p ra t ique . Nous pour r ions nous 
borner à donner cette solut ion définitive, mais il est uti le, 
pour en bien c o m p r e n d r e le sens , de faire une sorte d 'h i s to 
rique ou d 'étude ré t rospec t ive des t r a v a u x an t é r i eu r s . 

Si l'on considère u n massif de te r res f ra îchement r e m u é e s 
et à peu près rédui tes en pouss ière , c o m m e du sable sec, on 
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reconnaî t qu ' i l se l imi te n a t u r e l l e m e n t par des surfaces incli
nées su r l 'horizon et qu' i l peu t res te r en équi l ibre sous celle 
forme. Si les par t icu les de terre s i tuées à la surface de ce 
t a lus , qui sont sollicitées à descendre par la composante 
tangent ie l le de l eu r poids, n 'obéissent pas à cette force, c'est 
qu 'e l les sont r e t e n u e s en place par u n e rés is tance de la part 
•des par t icu les vois ines, et cet te rés i s tance , puisque nous 
avons supposé la ter re désagrégée , ne peu t ê t re que le, frotte
m e n t m u t u e l de ces par t i cu les . Si donc / est le coefficient, 
ou bien si ç est l ' angle de ce f ro t tement , tel que t ang ? - / , 
t an t que la surface supé r i eu re du massif fera avec l'horizon 
u n angle infér ieur ou au plus égal à ç, les par l icules qui s'y 
t r ouve ron t placées y r e s t e ron t en équi l ibre , et, par consé
quen t , cet angle <p m e s u r e la p lus g r ande inclinaison, sur 
l 'hor izon, que puisse p rendre le massif dont il s'agit. On 
donne , pour ce motif, à l ' angle 9 le n o m d 'angle du talus 
naturel des t e r r e s cons idérées . 

5 9 . Cohés ion . — Les massifs n a t u r e l s qui ne sont pas 
désagrégés peuven t se souten i r su ivan t une incl inaison plus 
g rande que celle du talus n a t u r e l , et l 'on voit certaines 
te r res m a i n t e n u e s à pic, su ivan t des surfaces vert icales plus 
ou moins é levées . Il y a donc dans ces massifs u n e résistance 
au m o u v e m e n t dis t incte de celle du f ro t tement , et Coulomb, 
qui a le p remie r , en 1773( 1 ) , é tudié sc ient i f iquement la ques
t ion d e l à poussée des t e r res , a admis , en m ê m e t e m p s que le 
f ro t tement m u t u e l des par t icules de te r re , u n e force de cohé
sion qui n 'exis te que dans les massifs n a t u r e l s non désa
g régés . 

Tandis que la rés is tance due au f ro t tement est, en chaque 
point , p ropor t ionne l l e à la pression n o r m a l e , c o m m e dans le 
g l i s semen t m u t u e l de deux corps solides, la cohésion, d'après 
l 'hypothèse de Coulomb assez bien vérifiée pa r l 'expérience, 
est i ndépendan te de cette pression et propor t ionnel le seule
m e n t à l ' é t endue des surfaces de contact . 

P roposons -nous de dé t e rmine r sous quel le inclinaison 

(>) Son mémoire a pour t i tre : Essai sur une application des règles « de mrc-ri-
mis et minimis » à quelques problèmes de statistique relatifs à l'architecture. 
Il se t rouve au t o m e VU des ouvrages présen tés à l 'Académie des Sciences par 
les savan ts é t rangers . 
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maximum un massif cohéren t pour ra i t se ma in t en i r , en ne 
tenant compte que de la cohésion, c 'est-à-dire sans qu'il s'y 
manifeste aucune tendance au g l i ssement . 

Considérons, c o m m e nous le ferons tou jours dans ce qui va 
suivre, un massif de section t r ansve r sa l e un i forme et assez 
long pour que les condit ions re la t ives à ses ex t rémi tés n ' a i en t 
pas d'influence sensible su r le res te de la masse , c 'est-à-dire 
pour que nous puiss ions le cons idérer c o m m e indéfini. P r e 
nons, dans ce massif, une por t ion l imi tée à deux p lans per
pendiculaires aux a rê tes long i tud ina les et d is tants l 'un de 
l 'autre de l 'uni té de l o n g u e u r ; nous pour rons ne nous occu
per que de la section t r ansve r sa le co r respondan te à l 'un de 
ces plans . 

Soif donc, dans cette section [fig. 63), AC la par t ie s u p é 
rieure d 'un massif cohéren t , faisant avec l 'hor izonta le 
l'angle CAF = O J ; che rchons la 
valeur m i n i m u m de l ' incl inaison 
BAH = £ su r la ver t ica le , que 
l'on peut donner à u n ta lus AB 
pour qu'il reste en équi l ibre par 
sa seule cohésion. 

Menons par le point B u n e 
ligne que lconque BC, faisant avec 
l 'horizontale BD u n angle CBD—0 
et désignons par //, la h a u t e u r ver
ticale AH. Abaissons du point A u n e perpendicu la i re AI su r 
la ligne BC; nous a u r o n s é v i d e m m e n t 

Fio. 6J. 

Al = AB sin ABI = cos(9 + i ) , 

et, par suite, la surface du t r iangle BAC sera égale à 

RC x ^ = BC X — — cos (0 + E ) . 

2 2 eos e \ i / 

Si II est le poids de l 'un i té de vo lume du massif, et si n o u s 
désignons par v la cohésion par un i t é de surface, nous 
devrons, pour exp r imer l 'équi l ibre du p r i sme t r i a n g u 
laire ABC, écr i re que la composan te de son poids para l lè le
ment à BC est infér ieure à la cohésion développée sur cette 
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surface, c 'est-à-dire 

II x BC x ——— cos (6 4 - E) sin 6 < Y X BC, 
Z O O S E ' 

d'où, en rédu i san t , 

tange > cot 0 — (1 -)- cot 2 6). 

Si nous donnons à la l igne BC toutes les posi t ions possibles 
en faisant var ie r 8, l 'angle s devra ê t re tel que sa tangente 
soit toujours supé r i eu re ou au moins égale à la valeur du 
second m e m b r e ; la p lus pet i te va l eu r admiss ib le pour cet 
angle E est donc celle qui cor respond au m a x i m u m de ce 
second m e m b r e , ou 

tang E = max. J^cot 0 — j j j (1 - j - cot 2 0) J. 

En cons idérant cot 8 c o m m e la va r i ab le et c h e r c h a n t le 
m a x i m u m de cette expression, nous t r o u v e r o n s 

T U 2 r 

L'incl inaison m i n i m u m du talus su r la ver t ica le ne dépend 
donc pas de l 'angle que u fait à la par t ie supér ieure du 
massif avec l 'hor izonta le . P o u r une h a u t e u r 

nous avons t ang a = 0. Le ta lus peu t donc se tenir verticale
men t j u s q u ' à cet te l imi te . P o u r une h a u t e u r h plus petite 
que Aj, l 'angle s devient négat i f ; le ta lus peu t alors être en 
su rp lomb . 

Si nous avions t enu compte du f ro t tement , nous aurions 
dû ajouter à la force de cohésion -y X BC, le p rodui t de la 
composante n o r m a l e du poids du p r i sme ABC, par le coeffi
cient de f ro t tement f = t a n g <?, l ' équat ion d 'équi l ibre aurait 
été 

n .BC. , , k cosiQ4-£jsin9<v.BC-f-n.BC. c,
 h cos(8-f-e).x/'cose, 

t a l l S £ = 87 IIA 
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et nous aur ions t rouvé do m ê m e , pour la va l eu r l imite de 

f 2v 1 + col 2 6 1 

tang s 

t a n g s — m a x . 

ou bien, en d é t e r m i n a n t le m a x i m u m par les règles ordi

naires, 

Ici encore, l ' angle s ne dépend pas de l ' incl inaison u> de la 
partie supér ieure du massif. 

En égalant à zéro la va leur de t ang z, nous t rouvons la 
hauteur A, sous laquel le le massif peu t se souteni r ve r t i c a 
lement 

Celte h a u t e u r est, c o m m e on pouva i t le supposer , t ou jou r s 
plus grande que celle A,, t rouvée en ne t e n a n t compte que de 
la cohésion. 

Lorsque h a u g m e n t e , tang = et , par sui te , l 'angle E a u g 

mentent aussi en se r a p p r o c h a n t de j — ç , qui est la direct ion 

du talus na tu re l . Il n ' a t t e in t cette va leur , quand on t ient 
compte du frot tement , que pour h = oo; mais , si l 'on ne t ien t 

compte que de la cohésion, il p rend l ' i n c l i n a i s o n ^ — ç p o u r 

la hauteur 

h _ 4v (l -[— c o s ^ 
3 II sin 9 

(îO. Hypothèse d e Coulo inh . P r i s m e d e p l u s 
grande pousstîe. — Ces solut ions approximat ives s u p 
posent impl ic i tement que la disjonction du massif s'effectue 
suivant les surfaces p lanes tel les que BC. 

C'est l 'hypothèse qu 'avai t faite Coulomb, dans son m é m o i r e 
(le 1773, pour dé t e rmine r la poussée exercée pa r un massif 
contre un m u r de s o u t è n e m e n t . En p renan t , der r iè re la paroi ' 

9 
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AB du m u r (fig- 64) , u n p r i sme que lconque ABC et en expri
mant que ce p r i sme , regardé comme u n solide, est en équi
l ibre sous l 'action de son poids, de la cohésion sur la surface 

BC, et des réact ions exercées su r lui par le 
res te du massif à t r ave r s le plan BG et par 
le m u r su r le p lan AB, on a deux équations 
dans lesquel les figurent ces deux réactions 
inconnues et l ' angle ABC. La réaction de 
la face BC est, eu égard au f ro t tement , in
clinée d 'un angle y s u r la n o r m a l e à cette 

F I G . 6 4 . face, et Coulomb, qui ne tena i t pas compte 

du f ro t tement su r la paroi AB du mur , 
supposai t que la réact ion de cet te paroi étai t n o r m a l e à sa 
d i rec t ion. Si, en l re ces deux équa t ions , on é l imine la réac
tion sur BC, il res te u n e équat ion en t re l ' angle ABC et la 
réaction du m u r , égale et cont ra i re à la poussée du massif. 
On peu t a lors , au moyen de cette re la t ion , chercher la 
va l eu r de l 'angle ABC qui rend la poussée m a x i m u m . On 
obt ient ainsi le prisme de plus grande poussée de Coulomb. 
La cohésion figure dans les équat ions de Coulomb, mais , en 
généra l , on la négl ige avec ra ison, en observan t que le calcul 
est fait dans l 'hypothèse où le massif t end à gl isser et qu'alors 
la cohésion n 'exis te p lus . 

D'ai l leurs , la cohésion est u n e force var iable susceptible 
de d iminue r beaucoup et m ê m e de d i spara î t re sous l'in
fluence de l ' humid i t é et, au point de vue p ra t ique , il est plus 
p r u d e n t de n ' en pas tenir compte et de ca lcu ler la poussée 
des t e r r e s comme si elle n 'ex is ta i t pas . C'est ce que l 'on fait 
tou jours . 

6 1 . T r a v a u x de P r o n y e t d e F r a n ç a i s . — La 

m é t h o d e ana ly t ique de Coulomb, m ê m e bornée au cas le 
p lus s imple , d 'un massif hor izonta l sou tenu par u n m u r ver
tical, donne lieu à des calculs compl iqués , su r t ou t quand, 
c o m m e lui , on p rend pour var iab le , non pas l ' angle ABC, 
mais la dis tance AC. P rony , en 1802, les a r endus plus 
s imples en in t rodu i san t c o m m e var iable l 'angle ABC. Cela 
lui a pe rmis de r e m a r q u e r que , dans ce cas s imple , le plan 
de r u p t u r e qui correspond au p r i sme de p lus g rande poussée 
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est bissecteur de celui que fait, avec la paroi du m u r , le 
talus na ture l des t e r r e s ; et F rança i s , en 1820, a fait la 
môme r emarque pour le cas où la paroi pos t é r i eu re du m u r 
est inclinée, la surface supé r i eu re du massif é tant tou jours 
supposée hor izontale , et le f ro t tement des te r res su r le m u r , 
négligé. 

(¡2. S o l u t i o n i j r a p h i q u c du P o n c e l e t . —- Ponce le t , 
en 1840, a subst i tué à la mé thode ana ly t ique u n e m é t h o d e 
graphique beaucoup plus s imple , qui lui a pe rmis de géné 
raliser la solution et de r e t e n d r e au cas où la surface supé
rieure du massif est de forme que lconque , tout en faisant 
entrer en ligne de compte le f ro t tement des te r res con t re la 
paroi du m u r . Voici en quoi se r é s u m e celte cons t ruc t ion , 
lorsque le massif est l imi té à sa par t ie supé r i eu re pa r u n 
plan ÀC [fig. 65) q u e l c o n q u e , et que la paroi du m u r AB 
a aussi une direct ion rec t i l igne . 

P a r l e point B, pied de la paroi AB du m u r , on m è n e BC 
faisant avec l 'hor izonta le BX l ' angle CBX = ? , angle de f ro t te 
ment des te r res sur e l l e s -mêmes , de sor te que BG rep ré sen t e 
le talus na ture l des t e r r e s . P a r le m ê m e point B, on m è n e , 
de l 'autre côté de la paroi AB, c 'es t -à-dire en dehors du 
massif, la l igne BD faisant avec AB l 'angle ABD = y -+-?', 
si if' désigne l 'angle de f ro t tement des terres su r le m u r . Cet 
angle ABD sera, pa r conséquen t , égal à 2^ si, c o m m e on le 
suppose souvent , le f ro t t ement des t e r res s u r le m u r est 
considéré comme égal au f ro t t emen t des t e r r e s su r e l les-
mêmes. Par le point A on m è n e AK para l lè le à BC; p a r l e s 
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poin ts B et K on fait passer u n arc de cercle auquel on 
m è n e , du point D, une t angen t e DT. On p rend DV = fl'f. 
P a r le point V on m è n e VM paral lè le à BC, et on prend 
BV' = BV. 

Le p r i sme de p lus g rande poussée est l imi té par le plan BAI, 
et la p lus g r ande poussée e l l e - m ê m e est expr imée par la 
surface du t r i ang le V B V , c 'est-à-dire pa r le poids d'un 
p r i sme de te r re ayant pour base ce t r i ang le 

(') Voici une démons t ra t ion de ce résul ta t qui diffère peu de celle que 
Poncelet a donnée lu i -même. 

Soit BAGEC [fig. 66) le profd quelconque d 'un massif de ter re soutenu par la 
paroi AB d'un m u r inclinée sur la ver t icale d 'un angle ABY = s. Menons par 
le point B une l igne BC inclinée suivant le ta lus n a t u r e l des te r res , c'est-à-dire 
faisant a r e c l 'horizontale BX l 'angle CBX — ?, et une l igne quelconque ti.M 
qui sera la t race d 'un plan de rup tu re , et dont nous devons déterminer la 
direct ion de manière à ce que la poussée p rodu i t e sur AB soit m a x i m u m . Ce 
plan BM rencont re , entre E et C, une des l ignes l imi tan t le massif AGEC ; 
p ro longeons cette ligne vers EFD, et m e n o n s u n e l igne BF telle que la surface 
du t r iangle BMF soit égale à celle du massif BAGEM; cette égali té subsistera, 
quel que soit le po in t M où le p l an BM rencon t re ra la ligne EC ; abaissons, du 
po in t B, une perpendiculaire BH sur cette ligne EG pro longée . Le poids P du, 
p r i sme BAGEM sera, si II est le poids de l 'unité de v o l u m e : 

P — 2 11.FM.B1I. 

Il doit être équilibré par les deux réac t ions i n c o n n u e s : celle R de la partie 
inférieure du massif à t r avers le p lan BM, celle Q du m u r . Les directions de 
ces réact ions sont connues ; en effet, chacune d'elles fait, avec la normale au 
p lan à t ravers lequel elle s 'exerce, un angle égal à l 'angle de frottement des. 

Fie-. 66. 

deux corps que sépare ce plan : la réaction R fait a insi , avec la normale à BM, 
un angle égal à angle de f rot tement des ter res sur e l les -mêmes , et la réac
t ion Q fait, avec la normale à AB, un angle tp', si noua désignons pa r t ang <f' 
le coefficient de frot tement des te r res sur le mur . Les t rois forces P, Q, B. 
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Si la part ie supé r i eu re du massif est hor izonta le , si l 'on 
néglige le f ro t tement con t re le m u r , ce qui rev ien t à suppo
rtant en équil ibre, sont propor t ionnel les aux côtés d 'un t r iangle para l lè le à 

leurs directions. Construisons ce t r iangle et dés ignons p a r a. l 'angle MBX, 

nous verrons facilement que les t rois angles de ce t r iangle sont : 

î \ R = a - ? , PTQ = | - ? ' - E , O R = | - a + y' + e + ?• 

Et si nous menons MP paral lè le à BC, le t r iangle MPB aura ses t rois 
Angles égaux à ceux du t r iangle des forces ; nous en déduirons : 

0 _ PB 
P — PM' 

D'où, en me t t an t pour P sa valeur ci-dessus 

Q = i „ . F M . I i H . Z J 

I.c produit BH.F.M est le double de la surface du tr iangle FBM, et si nous 
menons, par le point F , la droite FI paral lèle à MB, ce t r iangle FBM sera équi
valent au tr iangle 1MB (non t racé sur la figure) don t la surface est 1B.BM sin IBM. 
En substi tuant , il v iendra : 

Q — ^n. j ^ I B . B M . sin IBM. 

Le triangle PI3M donne : 

BM _ sin BP M _ s inBPM _ sin DBC 
PM — sin MBP ~~ sir, IBM — sin IBM' 

car les angles BPM et DBC sont supp lémenta i res . Par suite 

Q = | II.IB.BP sinDBC. 

11 faut chercher la posi t ion du point M qui rend m a x i m u m cette va leur dans 
laquelle il n 'y a plus de var iable que le produi t Bl .BP. Il peut s'écrire : 

Bl.BP = (1)B — DI). (1)B — DP) — D B 2 -f- DI .UP — DB. 0)1 -f DP), 

Or, les parallèles nous donnen t encore : 

Le produit Bl.BP, qu'i l faut r endre m a x i m u m , se compose doue de t rois 
parties, dont les d e u x p remières sont cons tan tes r.t dont la dernière , néga 
tive, es t le produit par la cons t an te DB, de la s o m m e de deux quant i t és 1)1.DP, 
dont le produit e s t cons t an t . Le produi t Bl.BP sera donc m a x i m u m lorsque 

cette somme sera m i n i m u m , c'est-à-dire lorsque l'on aura DI . = DP = \ / l )B.DK. 
Cette valeur se cons t ru i t faci lement en décr ivan t sur BK c o m m e d iamèt re 
une demi-circonférence à laquelle on mène , par le point D, une t angen te DT 
dont la longueur est p réc i sément égale à y /DB.DR. P r e n a n t donc DV — DT 
et menant VN paral lèle à BC, on au ra le poin t N qui correspondra à la p lus 
grande poussée, laquelle a u r a pour express ion : 

Qn> = | I I .BV 2 . sin DBC. 

et sera représentée par la surface du t r iangle B W , construi t en p renan t 
.sur 11C une longueur B \ " = BV et en jo ignant V\" . 
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s e r ç' = 0, et si l 'on fait la m ê m e cons t ruc t ion (fig. 67), 
les angles BCA et ABD seront tous deux égaux à l 'angle 
CBX = ç. Alors les deux t r iangles ABD, BCD ayant leurs 
ang les égaux sont semblables et d o n n e n t 

D B 

D A 

D C 

D B 
D B 2 = DA.DC. 

Mais nous avons pa r cons t ruc t ion 

DV 1 = DB.DK ou bien DÂP DC. DA 

d'où 
D M = D B . 

Le tr iangle DMB est isocèle, l 'angle DBM est égal à l 'angle 

DMB qui est égal à MBX. La l igne BM, qui l imi te le pr isme 

E I G . 67. 

de plus g rande poussée , est donc alors bissectr ice de l 'angle 
DI3X et, par conséquent , de l 'angle ABC formé avec la paroi 
d u m u r pa r la direct ion du talus na tu re l . C'est le théorème 
de F rança i s . 

G'.i. D é t e r m i n a t i o n d e l a p o u s s é e r é s u l t a n t e . — 
En d o n n a n t au point B diverses posi t ions B 4 , B 2 , B 3 . . . , sur 
la paroi du m u r , on dé t e rmine ra ainsi par cette construct ion 
les poussées s 'exerçanl sur les par t ies AB,, AB. 2, A B a . . . et, par 
différence, celles qui s 'exercent su r les par t ies B ^ , B 2 B 3 . . . 
Si ces dern ières sont assez pet i tes , on pour ra supposer que 
les poussées qu 'e l l es suppor t en t sont app l iquées au milieu 
de, l eurs l ongueur s respect ives , et, en composan t toutes ces 
forces par la règle de la composi t ion des forces parallèles, 
on au ra le point d 'appl icat ion de la r é su l t an te tota le , égale 
à leur s o m m e . 
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Lorsque le massif se t e rmine à la par t ie supé r i eu re par une 
surface p lane , hor izonta le ou inc l inée , la l igne BF (de la 
ligure 66) coïncide avec BÀ et tou tes les cons t ruc t ions que 
l'on ferait en donnan t au point B diverses posi t ions su r cette 
ligne seraient des figures semblab les , et a lors la poussée , 
qui est égale à BV 2 mul t ip l i ée pa r un facteur cons t an t , se 
trouverait être p ropor t ionne l le au car ré des d imens ions h o 
mologues de toutes ces figures et, pa r sui te , au car ré de la 
hauteur h, m e s u r é e ver t i ca lement du s o m m e t du m u r au-
dessus du point B. Elle var ie ra i t donc de la m ê m e m a n i è r e 
que celle qui serai t exercée su r la paroi AB par un l iqu ide 
dont le niveau affleurerait le s o m m e t du m u r . C'est ce que 
l'on exprime en d i san t que la poussée varie a lors su ivan t la 
loi hydros ta t ique . La résu l t an te s'en t r o u v e , pa r su i te , appl i 
quée au tiers de la h a u t e u r à pa r t i r de la base . 

§ 2 

THÉORIE ANALYTIQUE RATIONNELLE 

Massit' sans c o h é s i o n . E q u a t i o n «le Hankine . 
— Rankine, le p remie r , en 1856, a é tud ié , d 'une man iè r e 
analytique généra le , le p rob lème de la stabi l i té de la ferre 
sans cohésion ( 4). Considérant toujours u n massif indéfini et 
semblable à l u i - m ê m e dans toutes les par t ies de sa lon
gueur, il r e m a r q u e que si, dans ce massif en équi l ibre , on 
imagine u n plan fictif que lconque , les te r res qui sont d ' un 
côté de ce plan peuven t être r emplacées pa r les efforts 
qu'elles exercenL sur l ' au t re par t ie , et ces efforts ne devron t , 
en aucun point , faire avec la n o r m a l e au plan u n angle 
supérieur à l ' angle de f ro t tement cp ou du ta lus na tu re l des 
terres. 

Il y a év idemment , p o u r un massif dé t e rminé , une infinité 
d'états d 'équi l ibre possibles , co r re spondan t à toutes les d i rec
tions des forces qui satisfont à cette condit ion ; mais , l o r s -

(') Son mémoire On S l a b i l i t y o f l o o s e , E a r t h , inséré aux P h i l o x n p h i c a l T r a n 
s a c t i o n s , 18O6-18J7, a été t r adu i t en français et inséré dans les A n n a l e s d e s 
Ponts et Chaussées (1874). 
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qu'i l s 'agit de calculer la poussée exercée par le massif sur 
un m u r dest iné à le souteni r , il suffit d 'é tudier Y état-limite 
d 'équi l ibre , qui se produi t lo r sque les te r res sont sur le 
point de se me t t r e en m o u v e m e n t . Car, quel que soit l'état 
réel d 'équi l ibre , le m o u v e m e n t n e peut se p rodu i re que si les 
te r res passent par cet é ta t - l imite qui précède le mouve
men t . Si donc un m u r est calculé d 'après les condit ions de 
•cet équi l ibre , il rés is tera dans tous les au t r e s ; il ne pourrait , 
•en effet, céder à la pression que si les terres se met ta ient en 
m o u v e m e n t en passant par l ' é ta t - l imi te pour lequel il résisfe. 

Dans cet é ta t - l imite , si l 'on considère u n point quelconque 
dans la par t ie où l 'équi l ibre est sur le po in t de se rompre , 
il y a en ce point u n é l émen t p lan , d 'une direct ion inconnue, 
.sur lequel le r appor t de la composan te tangent ie l le à la 

composan te n o r m a l e de la 
p ress ion est préc isément égal 
à t a n g !f ; c 'est ce qui caracté
rise l 'état de deux corps solides 
en contact su r le point de glis
ser l 'un sur l ' au t r e . 

Or, d 'après la construction 
g raph ique donnée au n°12, on 
voit, pa r la figure ici reproduite 
(fig. 68j que l 'angle RON = 0 

qui m e s u r e l ' incl inaison de la pression su r u n élément 
plan que lconque a t te int sa va leur m a x i m u m lorsque OR se 
-confond avec la tangente OT, et que l 'on a, par conséquent , 

. MT N, - N, 
m a x i m u m de s i n 0 — « · 

F i n . 68 . 

OM N, + N 2 

C'est la va leur m a x i m u m de l 'angle G qui , dans l'état 
d ' équ i l ib re l imite est égale à l 'angle ç ; on écr i ra donc 

C'est l 'équat ion de Rank ine . 

<>5. S u r f a c e s de r u p t u r e . — La direct ion des surfaces 
s u r lesquel les la pression a t te in t ainsi son incl inaison maxi-
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mu m est donnée par la m ô m e l igure : la n o r m a l e à cette 

direction fait, avec la p lus g r ande press ion pr inc ipale , u n 

angle égal à : ^ TMN — | ( | ~ ~Ì ^ 2 ^ ' a s u r i a ( ' e 

elle-même fait, avec la m ê m e press ion pr inc ipale , l 'angle com

plémentaire : ^ — ^ - | - z^j — £ — 2* I' y a a m s ^ - e n c h a q u e 

point, deux direct ions éga l emen t incl inées sur celles des 
pressions pr incipales et su r lesquel les le rappor t de la com
posante tangent ie l le à la c o m p o s a n t e n o r m a l e de la pression 
atteint sa va leur m a x i m u m tang 9. 

Ces surfaces sur lesquel les le g l i s sement tend à se pro
duire sont les surfaces de r u p t u r e du massif. En chaque 

point, il en passe deux qu i font en t re elles un angle £ — ç 

dont la bissectr ice est la direct ion de la p lus g r ande des 
pressions pr incipales en ce point . Ces surfaces sont courbes 
lorsque, c o m m e cela a r r ive en géné ra l , la direct ion des pres
sions pr incipales var ie d 'un point à l ' au t r e . Elles ne sont 
planes que lorsque celte direct ion res te cons tan te dans toute 
l 'étendue du massif. 

Dans un massif sans cuhésion, à son état d 'équi l ibre 
limite, la va leur des press ions pr inc ipales sat isfaisant en 

chaque point à l ' é q u a t i o n ^ ^ = sin 9, le r appo r t de 
IN J —|— IV-, 

deux pressions conjuguées , incl inées chacune de 0 sur la 
normale au plan sur lequel elles agissent , sera, d 'après 
l 'équation (15) de la page 46 (n° 12), 

p' cos S — Vcos- Q — cos 2 -f 

P cos 6 -)- y'cos 2 6 — cos 2 s 

6 6 . A p p l i c a t i o n à un mass i f l i m i t é p a r un p lan . 
— Considérons m a i n t e n a n t u n massif indéfini, l imilé à sa 
partie supér ieure par u n plan E F [fig. 69) faisant avec 
l 'horizon u n angle co. Menons , dans ce massif, u n plan 
quelconque MN paral lè le à la surface s u p é r i e u r e et à une 
distance ver t icale AU = x. La par t ie du massif compr ise 
entre les deux p lans E F et MN est en équi l ibre sous l 'action 
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do son poids et do la réact ion qui s 'exerce à t r avers le plan MN ; 
celle-ci est donc ver t ica le et, sur chacun des é léments AB, 
égale au poids du p r i sme qui se t rouve ver t ica lement au 
d e s s u s ; la press ion exercée par le massif supér ieur sur le 
p lan MN, qui lui est égale et opposée, a donc pour valeur, 
par un i té de ce p lan , T\x cos M . Si n o u s p renons u n élément 

ABCD compris entre 
p deux p lans parallèles à 

E F et deux plans verti
caux , la pression sur 
AB étant paral lè le à AC, 
r éc ip roquemen t la pres
sion sur AC sera paral
lèle à AB, et le rapport 
de ces deux pressions, 
qui sont , par suite, con
j u g u é e s et dont cha

cune est inc l inée d 'un angle œ sur la n o r m a l e au plan sur 
lequel elle agit , sera celui q u e nous venons d 'écrire en met
tan t pour 0 la va leur w, et si nous dés ignons par p' la pression 
par un i té de surface du plan ver t ical AC, n o u s au rons : 

Fie. 69. 

ou bien 

(4) 

P 
„ COS m — v / c o S 2 en — COS2q> 

= lus c o s (o — 1 1 

c o s to -f- y c o s 2 û> — c o s 2 a 

YISC COS ut. 
V'cos2 (D — 

c o s iii — v ' c o s 2 <D — c o s 2 -jf 

Ces deux va leurs de p co r respondent à deux états d 'équi
libre l imite : l ' un , qui se p rodui t lo r sque les t e r res du massif 
t endent à gl isser en descendant de F vers M, est celui de la 
plus pet i te va leur de p \ l ' au t re , qui se p rodui t lorsque les 
te r res sont refoulées pa r u n e pression plus forte de M vers F, 
est celui de la va leur la p lus g rande , qui est la seconde. 

P o u r l ' é tude de la poussée exercée par les t e r res sur un 
m u r de sou tènemen t , c'est év idemmen t le p remie r état 
d 'équi l ibre l imi te qui est à cons idérer , et nous ne nous occu
perons que de la p remiè re va l eu r de p . 

Dans ce cas, la pression sur le p lan vert ical AC est la plus 
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petite des deux press ions conjuguées , et elle est r eprésen tée 

sur la figure 68 par la l igne OH'. L 'angle a, que la d i rect ion 

de la plus grande des deux press ions pr incipales l'ait avec la 

normale au plan sur lequel agit cette press ion p , c 'est-à-dire 

avec l 'horizontale, est la moit ié de l 'angle R'MN. Or, n o u s 

avons 

(â) R 'MN=2a=7:— OMR '=7u—(MR'l— MOR')=*—arcsin : 

s i n if 

La plus g rande pres

sion principale fait, avec 

la verticale, u n angle égal 

:& - 5 — a ifl9- 70), et les 

surfaces de r u p t u r e , qu i 

font, avec la direct ion de 

celte pression, les ang les 

j — font, avec la ver-

ticale, de par t et d 'aut re 

de celte l igne, des angles 

= et =' ayant p o u r va leur 

i O U ' = U 2 
a I > 

.2 / Fio. 70. 

ou bien, en m e t t a n t pour a sa va l eu r (ô), 

2 6 ou 2Ï' — arc s i n · 
s i n oí 

sin o 

D'où, pour celui s.' qui s 'appl ique à la surface de r u p t u r e 

la plus rapprochée de la ver t icale , 

(6) COS (2e -f- -s¡ — m) — 
s i n a 

el pour l ' aut re s' qui s ' appl ique à la seconde surface de r u p 

ture 

(7) eus ( 2 E ' -+- a -\- ui) — -

Les angles E et z é tan t i ndépendan t s de ,z, les surfaces de 

s i n tu 

sin <p 
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r u p t u r e ont les m ê m e s direct ions en tous les points du mas

sif indéfini et sont , par conséquen t , p lanes . 

Si, par exemple , la surface du massif est hor izontale t o = 0, 

on a 
, 7T tfi 

e = e = 4 2 ' 

les p lans de r u p t u r e sont éga lement incl inés sur la verticale 

qu i , dans ce cas, c o m m e on le reconna î t faci lement , est la 

d i rec t ion de la p lus g r ande press ion pr inc ipa le . 

Si, au cont ra i re , la surface supé r i eu re du massif est incli

née su ivan t le ta lus na tu r e l des t e r r e s , <•> = ç, et alors 

£ = U, E = - If. 

L'un des p lans de rup tu re est vert ical , l ' au t re est incliné de 

~ — <p, et la direct ion de la p lus g rande press ion princi

pale, qui est la bissectrice de l 'angle qu ' i ls forment , fait avec 

la vert icale un angle égal à - — ^ , 

4r 2 

Au moyen des formules précédentes , on pour ra toujours, 

•dans ce massif indéfini, dé te rmine r sur u n plan d 'une direc

tion que lconque , l ' in tensi té de la press ion . 

On connaî t , en effet, en u n point que l conque , situé à une 

h a u t e u r vert icale x, au-dessous de la surface supérieure, 

deux press ions con juguées^ ; e t p s ' exerçant sur u n plan pa

ral lè le à cette surface et sur u n plan ver t ica l , et ayant res

pec t ivement pour va leu r s 
„ , cos CO — v'cos 2

 o> — C O S 2 a 

p r — n . x c o s c j , p - - H a ; c o s CO : — — · 

C O S O ) Y ' C O S 2 W — cos 2 (f 

On en déduit faci lement les va leu r s des pressions prin

cipales N| et N 2 

n.r cos t i ) (1 -)- sin a) Uœ cos c o fi — sin ?) 
i \ = = ^ = , N, = : • 

cos c o 4" v ' e o s 2 "> — cos 2 <p c o s <° + V c o s 2 < ° — c o s ' f 

et , par sui te , au moyen de la cons t ruc t ion g r a p h i q u e dun° 12, 

la press ion sur un pian d 'une direct ion que lconque , par 
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exemple, la va leur de la press ion pr s u r la direct ion des 
plans de r u p t u r e , qui est r ep ré sen t ée pa r OT et qui est 
movcnne propor t ionnel le en t re les v a l e u r s des deux p r e s 
sions principales représen tées pa r ON et ON' 

/ r r r r - \\x COS (i) e o s œ 
pr = V N ( N 2 = p - * 

eos w -f- ycos 2 w — cos 3 <p 

(»7. Poussée s u r u n m u r d e s o u t è n e m e n t . — Cette 
connaissance complè te de l 'état d 'équi l ibre i n t é r i eu r d 'un 
massif indéfini ne peut donner que d 'une man iè re approxi 
mative la press ion exercée su r u n m u r par u n massif l imi té 
par ce m u r . On peut bien, en effet, 

considérer, dans le massif indéfini ^ 
(fig. 71), u n plan fictif qui aura i t 
la direction AB que l 'on veut don
ner à la paroi du m u r , supposer 
que toute la par t ie du massif si-
tuée à gauche , par exemple , de 
cette l igne soit enlevée et r empla - F I G . ~I . 
cée par le m u r , puis ca lcu ler les 

pressions su r cette l igne AB, c o m m e si le massif était indéfini. 
C'est ce que faisait B a n k i n e . Mais il faut r e m a r q u e r que le 
mur ne t ient pas lieu des terres en levées . Dans le massif 
indéfini, les press ions su r la l igne AB sont b ien celles qu ' in 
dique la théor ie p récéden te , et, à mo ins que AB ne coïncide 
précisément avec une surface de r u p t u r e , elles sont tel les 
que le rappor t de l eu r composan te t angen t ie l l e à l eu r com
posante no rma le est infér ieur à t a n g ç. Au con t ra i re , dans le 
massif l imité par le m u r , celui-ci n e p o u v a n t gl isser que 
tout d 'une pièce, dans l 'é tal d 'équi l ibre l imi te que nous con
sidérons, les t e r r e s devron t exercer sur lui u n e press ion 
telle que le rappor t de sa composan te tangent ie l le à sa com
posante no rma le soit égale au coefficient / ' de f ro t tement 
des ferres su r le m u r , c 'est-à-dire, si nous é c r i v o n s / = = t a n g o ' , 
une pression faisant, avec la n o r m a l e à la paroi un angle c', 
en admet tan t que ¡p' soit in fér ieur à o. Car, si ç' étai t p lus 
grand que ç, u n e pet i te couche de terre r es te ra i t adhé ren te 
au m u r , le massif gl isserai t su r celte couche et, par consé
quent, le coefficient de f ro t tement des te r res su r la surface de 
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r u p t u r e coïncidant avec la paroi du m u r serai t égal à tang y. 

(iii. Cond i t i on n é c e s s a i r e p o u r q u e c e t t e soin (ion 
so i t a p p l i c a b l e . — C'est ce que l 'on suppose ordinaire
men t . On prend , par conséquent , le coefficient de frottement 
des te r res sur le m u r égal à celui des t e r res sur el les-mêmes, 
soit tang = tang ç. Les formules p récéden tes ne seront 
donc appl icables , en toute r igueur , que si la direction du 
m u r coïncide avec celle d 'un plan de r u p t u r e , c'est-à-dire 
que si la paroi du m u r fait avec la ver t icale l 'angle = défini 
pa r l ' équat ion (6), 

la i . sin u 
COS (2E + cp ù>) = —: 

T ' s m tp 

P o u r les au t res di rect ions de la paroi , on n 'a qu 'une 
approx ima t ion . 

Rank ine s'est contenté de cette approx imat ion . Il évaluait 
les press ions par les formules précédentes pour toutes les 
direct ions du m u r ; a ins i , pa r exemple , la press ion exercée 
pa r u n t e r re -p le in hor izonta l sur u n m u r vert ical se trou
vait ê t re , d 'après cela, dir igée ho r i zon ta l emen t et égale à 

ILc | ^ c n u n point que lconque s i tué à une profon

d e u r a?au-dessous de la surface l ibre , de sorte que la pression 

totale Q, exercée su r une h a u t e u r h, avait pour expression 

(8) Q = n 
h2 1 — sin tp 
2 " 1 -f- sin tp' 

et elle était app l iquée au t iers de la h a u t e u r à par t i r de la 
base . Cela revena i t à supposer n u l le f ro t tement sur le mur, 
c 'est-à-dire à négl iger la composante tangent ie l le de la 
poussée . 

M. de Sa in t -Venant , en 1870, a m o n t r é que les valeurs 
a insi ob tenues , qui ne sont qu ' approchées , le sont dans un 
sens favorable à la sécur i té , car leur adopt ion revient à 
supposer le f ro t tement de la t e r r e cont re la face du m u r 
m o i n s in tense qu ' i l ne l 'est . 11 sembla i t donc que l 'on pût 
s'en con ten te r , c o m m e l 'avai t fait Rank ine . 

Toutefois, des expér iences et observat ions récentes , faites 
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en Angleterre par M. Darwin et M. Baker , et pa r M. Gobin en 
France, ont appelé l ' a t tent ion su r le degré d ' approx imat ion 
donné par les formules de Rank ine et ont m o n t r é que cette 
approximation étai t insuffisante. Les va leurs expér imenta les 
trouvées étaient no t ab l emen t infér ieures à celles que donna i t 
la théorie et n ' en é ta ien t quelquefois que la moi t i é . 

6 9 . S o l u t i o n g é n é r a l e . — M. Boussinesq avai t , dès 
1873 ('), donné la so lu t ion généra le , en in tégran t , d 'une façon 
approximative, il est v ra i , mais suffi
samment approchée , les équat ions gé
nérales du p rob lème . P r e n o n s u n m a s 
sif quelconque l imi té pa r u n m u r AB 
(fîg. 72) et dont nous r appor t e rons les 
coordonnées à deux axes r e c t a n g u 
laires A x , A„, m e n é s ve r t i ca l emen t et 
horizontalement pa r le s o m m e t du 
mur . Les équat ions d 'équi l ibre d 'un 
élément paral lé lépipède que lconque 
du massif seront (n° 12), en r e m a r 
quant que la seule force extér ieure est ici le poids FI pa r un i té 
de volume, ag issan t ve r t i ca lement , 

Fin. 12. 

dN 
dy ' dx 

auxquelles il faut j o ind re l ' équat ion de Rankine 

M m ( X , — N V P + 4 T a 

( 1 0 ) + = s m 

ce qui donne trois équa t ions indéfinies, devan t ê tre satisfaites 
en tous les points du massif, en t re les t ro is quan t i t é s N x , N„ 
et T. 

On aura à expr imer , en ou t r e , les condi t ions définies à 
satisfaire aux ex t rémi tés du massif, soit à la surface l ibre , 
soit contre le m u r . 

Ces équat ions , appl iquées à u n massif indéfini, t e r m i n é à 

( ' ) E s s a i t h é o r i q u e s u r l ' é q u i l i b r e des m a s s i f s p u l v é r u l e n t s . Par is , Gauthier -
Villars. 
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la pai'tie supér ieure par un plan, ne d o n n e n t r i en au t re chose 
que ce que nous avons t rouvé plus h a u t . 

Lo r sque le massif est l imi té pa r u n m u r AB [fig. 73), toute 
la pa r t i e CAM, si tuée au-de là du plan de r u p t u r e A M mené 

par l 'arê te supé r i eu re du m u r , c'est-
C à-dire au delà du p lan faisant avec la 

ver t icale un ang le MAX - E (n° 66), 
^ ^ ^ ^ ^ 8 0 compor t e encore , au poin t de vue 

y de l ' équi l ib re , de la m ê m e manière 
que si le massif était indéfini ; mais la 
par t ie MAB, compr ise en t re ce plan et 
la paro i du m u r , se compor te diffé
r e m m e n t , et les condi t ions de sou 

F I G . 73. équi l ibre , définies par les équations 

différentielles c i -dessus , n ' on t pu être 
dé t e rminées que d 'une façon app rox ima t ive . 

Le lecteur t rouvera , soit dans le m é m o i r e cité de M. Bous-
sinesq, soit dans une note sur ce sujet insérée aux Annales 
des Ponts et Chaussées, 1882, 1 " s emes t r e , page 625, des 
indica t ions suffisantes su r la man iè re dont la quest ion a été 
abordée , et qui ne peuven t t rouve r place ici. 

Nous nous bo rne rons à donner le r é su l t a t des intégrat ions 
approx imat ives de M. Boussinesq, pour la dé te rmina t ion de 
la poussée su r le m u r . 

7 0 . F o r m u l e r é s u m a n t c e t t e s o l u t i o n . — Dans le 
cas généra l d 'un massif l imi té à sa par t ie supé r i eu re p a r m i 
plan incl iné d 'un angle w sur l ' hor izon ta le et sou tenu par 
un m u r dont la paroi fait u n angle i avec la vert icale, la 
poussée Q, qui est, en chaque point , p ropor t ionne l l e à la pro
fondeur ver t ica le x de ce point au -des sous du sommet du 
m u r , a p o u r expression tota le , su r u n m u r d 'une hauteur 
ver t icale //., et dont la paroi a, par conséquen t , la longueur 

h 
.) 

C O S l 

( i l ) Q = | n . ' 
2 cos s i 

k é tan t u n coefficient n u m é r i q u e qu 'on ne peu t ca lculer exac
t e m e n t , mais dont on obt ient u n e l imite infér ieure k' par la 
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formule 

/TC CO\ ENS'L/ COS FS -F- 5~i COS 
2) A' — TANG T — I — 7 — ? ~ ( 1 2 ) 

4 2 / cos (œ — 5 ) cos (W -f- d-) 

Jans laquel le les angles auxi l ia i res 6 et 2 se ca lcu len t pa r les 
équations 

( 1 3 ) SIN (<O -F- 2 I ) = 
SIN ; 

et une l imite supér i eu re , k", en ine t l an t dans les m ê m e s 
formules, au l ieu de l 'angle ç l 'angle 9' , u n p lus pet i t donné 
par l 'équation 

( 1 4 ) SIN o' — SIN A COS 8. 

Ces deux l imi tes k' et k" sont assez r approchées , et la 
vraie valeur de k pou r ra i t être prise égale à l eu r m o y e n n e 
a r i thmét ique ; toutefois. M. Bouss inesq a m o n t r é qu ' i l était 
plus exact de p r e n d r e 

( 1 3 ) *' + £ (*" - à) 

La poussée, ainsi ca lculée , est appl iquée au t iers de la 
hauteur du m u r à par t i r de la base , et elle fail, avec la nor 
male à la direct ion de la paroi , un angle égal à 9 . 

Ces formules ne sont applicables q u ' a u t a n t que l 'angle 0 
est positif, ce qui comprend à peu près tous les cas de la p ra 
tique ('). 

(') M. Mayer, ingénieur des Ponts et Chaussées , nous a indiqué, pour le cas 
le plus simple, celui d'un massif horizontal soutenu 
par un mur vertical , une démons t r a t ion s imple de A 1) 
la formule qui donne la l imi te inférieure du coef- j \ ; J/ 
iicienl k. Si, par le s o m m e t A du m u r (/?;/. 74), nous 
menons la surface de rup tu re AC, faisant a lors sur la 

verticale l 'angle CAB : la par t ie s i tuée au-

delà de cette ligne satisfera aux lois de t î a n k i n e et 
par conséquent la p ress ion sur un p lan vertical CD, 

8 

mené par C, sera n 
fts 1 • s 1 RI Y et, elle sera dirigée 

F i e . 74. 2 1 - f SIN s 
horizontalement. 

Désignons, comme ci dessus , par k le coefficient de la poussée sur le m u r ; 
h'1 

SA composante horizontale to ta le sera (I — le COS y, et SA composan te ver t icale 

au point B sera Uhk sin y. Si donc , au poin t B, nous cons idérons u n élément 
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Lorsqu ' i l est négatif, ce qui cor respond au cas où l 'angle i, 
formé par la paroi du m u r avec la vert icale, est p lus grand 

rec tangula i re du massif, l 'action tangenl ie l le sur sa face verticale étant 
Uhk sin y, elle sera la même sur sa face hor izontale . 

Cela posé, écrivons l 'équat ion d 'équil ibre, dans le sens horizontal, du 
p r i sme ABCD, en dés ignant par T l 'action tangent ie l le en un point quelconque 
•de BC: nous aurons : 

h7- 1 — sin a . , h1 

2 1 -|- sin o 
H 'ir ,' , ! : " r — n'--k cos ? — y T r f . v =• 0-

s 

L'intégrale / Trfj/, qui r ep résen te la s o m m e des efforts tangent iels exercés 
J B 

s u r BC, peut être considérée comme l'aire d 'une courbe dont les ordonnées 
seraient les va leurs de T. Ces valeurs sont 
inconnues , à l 'exception de celles des extré
mi tés . Nous savons qu 'au point B, T a pour 
valeur Whk sin y, el qu 'au point C il est nul. 

" j ! £ l i a i s nous savons , de p lus , qu'il continue à 
être nul au-delà du poin t C vers CE. Si donc 

Eio. 7T). nous cons t ru isons , sur BC [fig. 75), la courbe 
r e p r é s e n t a n t les valeurs de T en fonction de y, 

nous aurons à p rendre BF = Uhk sin 9 et à t racer une courbe partant du 
point F , pa s san t par le point C et, au-delà de ce point , se confondant avec la 
ligne droi te CE. 11 est donc ex t r êmemen t probable , en raison de la continuité, 
q u e la courbe inconnue a u r a la forme indiquée sur la figure, c'est-à-dire 
qu'elle sera convexe vers BC, et, t angente en C à cet te l igne. Et, par consé
quent , l 'aire à évaluer , qui est comprise entre cet te courbe et la ligne 1ÎC, sera 
p lus peti te que celle du t r iangle rectil igne BEC, c'est-à-dire plus petite que 
BF X HC ' , . 

• Nous pour rons donc écrire : 

fjti'J < ilhk sin y. X ™ = Uhk sin ? . | tg ( j - | ) · 

Remplaçan t , dans l 'équation ci-dessus, 1 intégrale par une valeur plus grande, 
nous aurons 

h'' 1 — sin y 11 ^ 7. „ „ _ y 11 
2 1 - f sin ? 

D'où, en réduisant , 

11
 k- k cos v < 11 j k sin f tg — 0 -

[ c o s ? + s i n ? t g > ^ = t g > 

* > ' « ( 4 - 1 ) 
cos ( f - ^ ) 

Le second membre de cette inégalité est p réc i sément la valeur de la limiLc 

inférieure k' ci-dessus, lorsqu 'on fait w - 0, i —: 0, ce qui donne ^ —0 et 8 — ̂  — y 
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F I G . 7 6 . 

que l 'angle ε, qui donne la direct ion de la surface de r u p t u r e , 
la ligne A M (fig. 73) tombe dans l ' i n t é r i eu r de l ' angle ΒΑΧ, 
«'est-à-dire en dehors du massif de t e r r e ; la surface de r u p 
ture, à par t i r de laquel le les lois de Rankine ne sont p lus 
applicables, et qui fait avec la ve r 
ticale l 'angle ε, doit a lors ê t re m e n é e 
par la base Β du m u r , su ivan t MB 
(fig. 76). Toute la pa r t i e CMB du 
massif obéit aux lois de Rank ine , 
«'est-à-dire que la press ion, en u n 
point que lconque de MB, est r e p r é 
sentée par pr (p. 141), et le p r i sme 
AMB, dont l ' angle ABM = — S, fait 
•corps avec le m u r au c o m m e n c e 
ment de l ' éboulement . Dans ce cas, 

c'est sur la face MB que l 'on calcule la poussée , et on la 
•compose avec le poids de ce p r i s m e p o u r avoir l'effort to ta l 
exercé sur le m u r . 

7 1 . C o n s t r u c t i o n g r a p h i q u e a p p r o x i m a t i v e . — Le 

calcul de la poussée , d 'après les for
m u l e s de M. Boussinesq, sans être 
p r éc i s émen t labor ieux , est cependan t 
assez long . On t rouve ra aux Annales 
des Ponts et Chaussées (1885) des tables 
qui en donnen t les r ésu l t a t s pour les 
cas les p lus ord ina i res de la p r a t i q u e . 
On peu t d 'a i l leurs , avec u n e approx i 
ma t ion géné ra l emen t suffisante, se 
passer de ces tables , en se se rvan t de 
la cons t ruc t ion géomét r ique su ivan te 
qu i donne sens ib lement le m ê m e r é 
sul ta t , lo rsque ω et i sont positifs ou 
au moins égaux à zéro, et dont la j u s 
tification approx imat ive a été donnée 
aux Annales, en m ê m e temps que les 
tables dont il s 'agit. 

Au point I, pr is au t ie rs , à par t i r de la base, de la l o n g u e u r 

cow' ^ 6 ^ P a r 0 ' ^ u m u r ι 0 1 1 m e n é u n e droi te 

F I G . 7 7 . 

AB 
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IP faisant avec la n o r m a l e IN à cette paroi un angle <p et 
u n e l igne IK, faisant, avec la di rect ion AB el le-même, un 

angle BIK = g -f- %- {j^n — t ^ ' 0 1 1 p r end sur cette ligne une 

h1 

l o n g u e u r IK — 0.16.II - rr- et on y é lève au point K la 
D 2 cos-2 

p e r p e n d i c u l a i r e KP qui v ien t r e n c o n t r e r en P la première 
l igne I P . La longueur IP est , en g r a n d e u r et en direction, la 
poussée exercée sur le m u r . 

Lor sque le m u r est ver t ica l , i— 0, et l ' angle BIK — ^ . 

Si, en m ê m e t e m p s , le massif est a rasé hor izonta lement , 
(o — O, cl alors BIK = 0, la l igne IK se confond avec la 
ver t ica le 111 

§ 3 

MURS DE SOUTÈNEMENT 

7 2 . D é t e r m i n a i î o n des di
m e n s i o n s des m u r s de soutè
n e m e n t . — La poussée des terres 
ainsi ca lculée , les dimensions du 
m u r de sou t ènemen t se détermine
ron t p a r l a m é t h o d e générale donnée 
plus h a u t . 

Si l 'on considère une partie du 
m u r compr ise en t re le sommet CD 
et u n jo in t que lconque MN (fig. 78), 
la r é su l t an t e R des efforts qui agis
sent su r ce jo in t sera la résultante 
du poids P de la par t ie CDMN et de 
la poussée Q exercée su r la paroi 

DN; on voit que cette r é su l t an t e t r ave r se nécessairement 

(') Dans tous les cas , l 'angle BIK est facile à ca lculer ; f est ordinairemenl 

expr imé par un n o m b r e ent ier de degrés , de sor te que le facteur — 

s'écrit i m m é d i a t e m e n t : il est , par exemple , égal à 2,3 pou r y = 33°. Il reste à 

mult ipl ier ce n o m b r e par - t que l 'on peu t e x p r i m e r en m i n u t e s , et à ajouter 

le p rodui t à -
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le plan de jo in t MN en un poin t qui est s i tué tou jours du 
même côté de la ver t icale du cen t re de gravi té , et, c o m m e on 
doit chercher à r approche r ce point d ' in tersect ion a u t a n t que 
possible du mil ieu du jo in t , il y a in t é rê t à faire en sorte que 
Le milieu d 'un jo in t que lconque se t rouve repor té en dehors 
de la verticale du cent re de gravi té de la par t i e supé r i eu re et 
du côté opposé à celui su r lequel s 'exerce la poussée des 
terres. C'est ce que l 'on fera en d o n n a n l au jo in t MN, pa r 
rapport à la vert icale d u cent re de gravi té G, u n e posit ion 
telle que M'N'. D'après cela, il est avan tageux de donner aux 
murs de sou t ènemen t u n fruit ex té r ieur . Quan t à la direct ion 
du parement in té r ieur du m u r , il faut r e m a r q u e r que , si le 
fruit in tér ieur a pour effet d ' a u g m e n t e r u n peu la valeur de 
la poussée, il a aussi p o u r r é su l t a t d'en d i m i n u e r l ' inc l inai 
son sur la vert icale et, par sui te , de r app roche r , de la ver t i 
cale du centre de grav i té , le point où sa di rect ion t raverse le 
joint. Il y a donc , dans chaque cas par t icu l ie r , u n e é tude à 
faire pour t r o u v e r le profil le pins économique , en t e n a n t 
compte des condi t ions dans lesquel les doit être é tabl ie la 
construction. 

On r e m a r q u e r a aussi que la di rect ion de la r é su l t an t e des 
efforts sur chaque joint é tan t incl inée su r la ver t ica le , il peu t 
être uti le, pour que l ' inc l inaison sur la surface du jo in t ne 
s'approche pas t rop de la l imi te admise pour la sécur i té , 
d'incliner la surface du jo in t sur l 'hor izonta le en lui d o n n a n t 
une direction telle que M'N". 

En opérant a ins i , on sera sans doute condui t , dans la p lu
part des cas, à donne r au m u r une épa i sseur m o i n d r e que 
celle qui est o r d i n a i r e m e n t en usage et qui résu l t e de l ' appl i 
cation de règles empi r iques peu just if iées. On a été a m e n é , 
peu à peu, à a u g m e n t e r l ' épa isseur des m u r s de sou t ène 
ment, à la sui te d 'accidents que l 'on a a t t r ibués à u n e insuffi
sance de cette d imens ion . 

7 3 . Effets du t a s s e m e n t des t e r r e s . — Si l 'on consi
dère un m u r suppor t an t u n rembla i dont les diverses pa r t i 
cules n 'ont pas pr is l eu r posi t ion définitive d 'équi l ibre , e t d a n s 
lequel, à un cer ta in m o m e n t , sous l ' influence de c i rcons
tances a tmosphér iques ou a u t r e s , il se produi t u n t a s semen t , 
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le m o u v e m e n t des diverses par t icu les qui tassent représente 
une cer ta ine force vive, c 'est-à-dire u n cer ta in t ravai l dyna
m i q u e dont l 'action s 'ajoute à la poussée ord ina i re pour 
a u g m e n t e r , p e n d a n t le m o u v e m e n t , l'effort exercé sur le mur . 
Lorsque les t a s s emen t s s 'opèrent en g rande masse , aucun 
m u r , si épais qu ' i l soit, ne peut y rés i s te r ; il ne peut le faire 
que si les t a s s emen t s sont par t ie ls et successi fs ; et de ce 
q u ' u n m u r au ra cédé à cette act ion d y n a m i q u e , on ne peut 
en conc lu re qu ' i l n ' e s t pas d ' une épa i s seur suffisante pour 
rés is ter à la poussée s ta t ique . On voit, au con t ra i r e , souvent 
des m u r s qui , après avoir fait u n p r e m i e r m o u v e m e n t sous 
l'effet de cette action, rés i s ten t ensui te par fa i tement . On 
pou r r a i t m ê m e di re que , l o r squ 'un m u r a subi ce premier 
m o u v e m e n t sans être r enver sé , il a une stabil i té supérieure 
à celle qui serai t s t r i c t ement nécessai re pour résister à un 
massif abso lumen t immobi l e . 

Il impor t e donc de tasser avec le p lus g rand soin les terres 
der r iè re les m u r s , afin d 'éviter tout m o u v e m e n t ultérieur 
dans la masse des r embla i s . L 'addit ion au m u r de contre
forts in té r i eu r s qui d iv isent cette masse et s 'opposent aux 
mouvemen t s , d ' ensemble , peut avoir son u t i l i té . II y aura 
aussi avan tage à cons t i tue r les r embla i s , a u t a n t qu'on le 
p o u r r a , de m a t é r i a u x qui p r e n n e n t i m m é d i a t e m e n t leur posi
t ion définitive d 'équi l ibre , comme le sable a r rosé d'eau, L 
gravier , les p ie r res cassées , etc . 

7 4 . P r é c a u t i o n s à p r e n d r e d a n s l ' exécut ion . — 
Sans en t re r ici dans le détail des précaut ions à prendre dans 
l ' exécut ion de ces ouvrages , nous r appe l l e rons la nécessité 
de m é n a g e r des issues à l 'eau qui peut s ' in t rodui re derrière le 
m u r dans les r emb la i s , qu i , si elle s'y t r o u v e enfermée, peut 
exercer une poussée p lus forte que celle des t e r r e s , et qui. 
dans p re sque tous les cas, a pour effet de d i m i n u e r le coeffi
cient de f ro t tement des t e r res su r e l les -mêmes et sur le mur , 
c 'est-à-dire d ' a u g m e n t e r la g r a n d e u r de la poussée et son 
incl inaison sur la ver t ica le . 

Nous avons supposé que la poussée exercée par les terres 
faisait, avec la n o r m a l e à la paroi du m u r , u n angle égal à 
l 'angle de f ro t tement des te r res su r e l l e s -mêmes , ce qui. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



revient à admet t re q u ' u n e m ' a c e couche de ter re reste adhé

rente au m u r . On p o u r r a i t c r a ind re que , par sui te de l 'act ion 

de l 'humidité ou d 'au t res causes , ce l'ait ne se produis î t pas 

et que le f rot tement des te r res sur le m u r fût d i m i n u é . On 

évite cet effet en la i ssant su r la face pos t é r i eu re du m u r u n 

certain n o m b r e d ' aspér i t és , soit i r r égu l i è re s et r é su l t an t de 

la forme m ô m e des m a t é r i a u x employés , soit r égu l i è res 

comme les r edans , qui d i m i n u e n t p rog re s s ivemen t l ' épa i s 

seur, ou même des sail l ies ménagées de d is tance en d is tance 

pour s 'opposer à u n g l i ssement d ' ensemble et dont n o u s 

donnerons plus loin u n exemple e m p r u n t é aux ingén ieu r s 

7 5 . ISutée des t e r r e s . — Nous avons r e m a r q u é 
(page 138) qu ' i l y avai t , p o u r u n massif de t e r re l imi té à sa 
partie supér ieure pa r u n p lan , deux états l imi tes d ' équ i l i b re : 
le premier, que nous avons cons idéré , est celui qui précède 
le mouvemen t des terres poussan t devan t elles un m u r qu i 
cède à leur press ion ; le second, au con t ra i re , précédera i t le 
mouvement des te r res qui sera ient refoulées pa r une paroi 
mobile les poussan t devan t elle. La rés i s tance des te r res au 
mouvement de cette paroi porto alors le nom de buter des 
terres. La va leur de la press ion qui y cor respond, pa r uni té 
do surface du plan ver t ica l IIG (fig. 69), est la p lus g r a n d e (4) 
des deux va leurs de p', que nous avons laissée de côté, et 
nous devons p r end re dans ce cas 

Cette pression est représen tée sur la l igure 68 par OR, et 

nous pourr ions , de la m ê m e m a n i è r e que nous l 'avons fait 

ci-dessus, é tudier ce nouvel état d ' équ i l ib re . Nous t rouve 

rions encore en chaque point deux surfaces de r u p t u r e , 

qui ne serait p lus la m ê m e que dans le p r e m i e r é ta t . Nous 

pourrions encore en dédui re exac temen t la va leur de la bu t ée 

lorsque la paroi mobi le coïncide avec l 'une de ces surfaces 

de rup tu re . 

a n g l a i s . 

p = iiX CO S £i) 
COS lu -\- V'CQŜ  ti) COS2 If 

inclinées de ~ — ^ sur la d i rect ion des press ions p r inc ipa les 
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Pour les au l r e s di rect ions de la paroi mobi le , on n 'aurai t 
encore q u ' u n e approx ima t ion dont on p o u r r a i t , à la r igueur , 
se con ten te r . Il est évident d 'a i l leurs que , que l que soit le 
coefficient qu i doit mu l t ip l i e r LT.Ï , pour e x p r i m e r la butée en 
un point que lconque , ce coefficient sera, c o m m e pour la 
poussée , i n d é p e n d a n t de x, et par conséquen t la va leur de 
la bu t ée su r une surface que l conque va r i e ra su ivan t la loi 
h y d r o s t a t i q u e ; sa r é su l t an t e a u r a p o u r va leur le produi t de 

h" 
I I — par u n cer ta in coefficient n u m é r i q u e , sera appl iquée 

au t iers de la h a u t e u r à par t i r de la base , et fera, avec la 
n o r m a l e à la paroi du m u r , u n angle égal à l 'angle de frot
t e m e n t . 

Si, c o m m e le faisait R a n k i n e , on négl ige le f rot tement sur 
la paroi du m u r , on p o u r r a p r end re pour la va leur de la 
bu t ée , en un point que lconque d 'une paroi vert icale , l 'expres
s ion c i -dessus de p q u i , appl iquée au cas d 'un massif 
a r a s é ho r i zon ta l emen t , donnera i t , p o u r la va l eu r de la butée 
totale Q i , en faisant o) = 0, 

O — U - - 1 + B i " - * . 
^ — 1 1 2 1 — sin <p 

L 'hypothèse du coin de Coulomb et la m é t h o d e géométr ique 
<lc Poncele t peuven t encore être appl iquées au calcul de la 
b u t é e . 1] suffit de che rche r la direct ion du plan de rupture 
q u i donne le p r i sme de mo ind re rés i s tance au m o u v e m e n t du 
m u r . 

La bu tée est u n e rés i s tance passive qu i s 'oppose au mou
v e m e n t . Elle agit dans u n sens favorable à la stabil i té et il 
i m p o r t e de ne pas la m e t t r e e n t i è r e m e n t en j e u dans les 
condi t ions d 'équi l ib re d 'une cons t ruc t i on . 11 faut, comme 
on le l'ait pour la rés i s tance des m a t é r i a u x à l ' écrasement , ne 
faire suppo r t e r aux t e r r e s con t re lesquel les on fait bu t e r des 
massifs q u ' u n e fraction p l u s ou moins g r a n d e de l'effort qui 
pour ra i t c o m m e n c e r à les m e t t r e en m o u v e m e n t . Il est donc 
beaucoup moins i n t é r e s san t de connaî t re la bu tée des terres 
avec exact i tude que l e u r poussée ; il suffit d'en connaî t re une 
l imi te infér ieure au -dessous de l aque l le on se t i endra . 

C'est p o u r q u o i l 'on p e u t se conten ter de calculer la butée 
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par la formule c i -dessus , de Rank ine , et de la r é d u i r e 
ensuite à une cer ta ine p ropor t ion , au t iers ou au q u a r t par 
exemple, ou b ien , ce que l 'on fait encore p lus o r d i n a i r e m e n t 
lorsque l 'on veu t teni r compte de la bu tée des t e r r e s , d'ad
mettre que la bu tée su r laque l le on peu t compte r pour la 
s tabi l i téd 'un massif de m a ç o n n e r i e a s i m p l e m e n t pour va leur 
la poussée qui serai t exercée sur ce massif considéré c o m m e 
un mur de s o u t è n e m e n t . 

7 6 . F o r m u l e s e m p i r i q u e s p o u r l e s m u r s d e s o u 
tènement . — Les épa i s seurs des m u r s de sou tènemen t se 
déterminaient autrefois pa r de s imples formules emp i r i ques 
qu'il est bon de conna î t re , 
parce qu'elles peuven t ser
vir de point de dépar t pour 
la déterminat ion plus exacte 
des dimensions qui sont né 
cessaires. 

La plus connue en France 
est celle de Vauban qui 
donne, au s o m m e t du m u r , 
une épaisseur cons tan te de 
5 pieds ( l m ,G5) , avec un fruit 

1 1 
extérieur de - à -z et le pa-

5 6 
renient in té r ieur (du côté 
des terres) ver t ica l . Cette 
règle donne, pour épa i s seur 
à la base, environ le t iers 
de la hau teu r pour des m u r s 
de 8 à 10 mètres de h a u t e u r . 

Vauban renforçai t ses 
murs, du côté des t e r res , 
par des contreforts espacés 
de 5 mètres env i ron d'axe 
en axe, et auxquels il don
nait une saillie un peu in
férieure à l 'épaisseur du m u r à la base et u n e la rgeur 
moyenne un peu plus g r ande que la moit ié de cette sail l ie. 

* ï, 50 - -4- 2 90 - «! 

Fia. 79. 
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Voici, par exemple , les d imens ions des m u r s de la place 
d 'Ypres , const rui ts en 1699 (fig. 79) . On r e m a r q u e r a que la 
fondation est descendue à une g rande profondeur au-dessous 

du fond du fosse ; c'est afin de 
met t r e à profit la butée des 
terres su r u n e assez grande 
h a u t e u r pour empêche r le 
g l i s sement du m u r sur sa base. 

B rune i , qui a construi t en 
Ang le t e r r e u n t rès g rand nom
bre de m u r s de soutènement 
pour l ' é t ab l i s sement de di
verses l ignes de chemins de 
fer, adopta i t u n e règle qui, eu 
m o y e n n e , é tai t la suivante : 
le p a r e m e n t du m u r (fig. 80) 

1 1 
avait un fruit de - à T de la 

o 6 
h a u t e u r ; il étai t réglé su ivan t u n p lan ou su ivan t une sur
face cy l indr ique ayan t pour base un arc de cercle d 'un rayon 
égal à cinq fois la h a u t e u r . L 'épa is 
seur du m u r , un i fo rme sur toute la 
h a u t e u r , n ' é ta i t que le s ixième de cette 
d imens ion , et le m u r était quelquefois 
renforcé par des contreforts d is tants 
de 3 mè t r e s d 'axe en axe et de 0 m , 7 5 
env i ron de l a r g e u r , dont la sail l ie, 
nul le en hau t du m u r , é tai t l imitée 
pa r un p lan ver t ica l passant par le 
s o m m e t de la paroi pos tér ieure du 
m u r . 

La figure 81 r ep ré sen t e le profil 
d ' un m u r de sou t ènemen t , cons t ru i t 
par Brune i , aux abords du t u n n e l de 
Mickleton. Le ter ra in auque l ce m u r 
sert d 'appui est u n e argi le b leue du 
lias de la p lus mauva i s e n a t u r e , ne se 
t enan t , lorsqu 'e l le est h u m i d e , que sous u n ta lus de 3 de 
base pour 1 de h a u t e u r ( ? — 18° 1/2). Ce m u r , dont l 'épais-

-f-.io -
F I G . 8 1 . 
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seur est inférieure au - de la h a u t e u r , a pa r f a i t emen t r é -

{ 
sisté, avec un fruit de - i et sans contrefor ts . 

8 
Si l'on calculait la poussée de la t e r r e en adop tan t pour 

talus na ture l l 'angle rie 18° 1/2, on a r r ivera i t à une poussée 
do plus de 43.000 k i l o g r a m m e s à laquel le le m u r ne serai t pas 
capablede résis ter , m ê m e en faisant en t r e r en ligne de compte , 
au profit de la s tabi l i té , le p r i sme de te r re immobi l i sé à la par
tie supérieure p a r l a saillie de 1™,20 ménagée en a r r i è re de 
son parement in té r i eu r . Il faut donc en conclure que le r e m 
blai derr ière le m u r a été condui t avec toutes les p récau t ions 
nécessaires, et que l'on a en m ê m e temps assu ré l ' écoule
ment des eaux et l ' a s sèchement de la masse a rg i leuse , d 'une 
manière suffisamment parfai te pour que le f ro t tement des 
terres sur e l l e s -mêmes ne d i m i n u e j a m a i s j u s q u ' à la va l eu r 
correspondant à l 'angle de 18° 1/2. 

On peut cons ta te r q u ' u n e va l eu r de 9 = 30°, ce qui cor
respond encore à u n ta lus de u n et t rois quar t s de base pour 
un de hau t eu r , rédui t la pous 
sée de 43.000 k i l o g r a m m e s à 
26.000 k i log rammes envi ron 
et qu'alors la r é su l t an t e de 
cette poussée, incl inée de 30" 
sur la no rmale à la pa ro i , et 
du poids du m u r , a u g m e n t é de 
celui du p r i sme de t e r r e i m 
mobilisé à sa pa r t i e s u p é 
rieure, passe à l ' i n t é r i eu r de 
la base du m u r , à 0 m , i 5 envi
ron de l 'arê te , soit à une dis
tance du mil ieu égale à peu 
près au c inqu ième de l ' épa is 
seur. Le m u r se t rouve a insi dans des condit ions de s tabi l i té 
très suffisantes, et on peut en conclure , puisqu ' i l a rés is té , 
que l'angle de f ro t tement des t e r r e s n 'es t j amai s descendu 
beaucoup au-dessous de 30°. 

Nous donnons encore c o m m e exemple de m u r celui qui a 
été construi t à Toul , en 1857, par le colonel Miction (fîg- 82). 

Coupe. F I G . 8 2 . Plan. 
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Avec u n e h a u t e u r de 8 m è t r e s et un fruit de —> l 'épaisseur 

du m u r n ' e s t que de 60 cen t imè t re s ; il est v ra i que de nom
b r e u x contreforts le consol ident en a r r i è r e . Le massif 
sou tenu est en t e r r e o rd ina i re ayan t u n t a lus na tu r e l incliné 
de ï 1/2 de base pour 1 de h a u t e u r ( < p = 3 i ° env i ron) . 

7 7 . .Murs d e qua i s . — Des d imens ions aussi faibles 
peuven t ê tre suffisantes pour souten i r des massifs de terre 
bien asséchée , mais elles ne le sont p lus lorsqu ' i l s'agit de 
m u r s , te ls que les m u r s de quai , der r iè re lesquels se t rouvent 
des te r res h u m i d e s ou m ê m e baignées par l 'eau. Lé coeffi
c ient de f ro t tement des t e r res h u m i d e s est toujours , en effet, 
beaucoup plus faible que celui des t e r res sèches . La poussée 
qu 'e l les exercent, est plus grande et sa direct ion se rapproche 
p lus de la n o r m a l e à la paroi du m u r , c 'est-à-dire qu'elle a, 
pa r rappor t à l 'arê te de ro ta t ion , u n bras de levier plus 

g rand . 
P Lorsque les m u r s de revêtement 

- p - - . ^ s o n t baignés par de l 'eau, à un ni-
— Í -* veau à peu près cons tant , on doit, 

"C pour calculer leur stabil i té , tenir 
compte de la per te de poids que 
subissent les maçonne r i e s plongées 

R 0 dans l 'eau, ce qui d iminue leur 
F I G . 8 3 . m o m e n t de s tabi l i té . La contre-

press ion exercée par l 'eau sur la 
face a n t é r i e u r e n ' e s t à cons idérer que dans le cas où elle ne 
s 'exerce pas en m ê m e t emps sur la face pos té r ieure . 

Lorsque le m u r est ba igné pa r l 'eau su r tou tes ses faces, la 
pression qu ' i l exerce sur le t e r r a i n de fondation, et récipro
q u e m e n t la réac t ion du t e r r a i n su r la base , se r épa r t i t d'une 
m a n i è r e u n peu différente de ce qu i se passe lo rsque la sous-
press ion de l 'eau n ' i n t e rv i en t pas . Cette sous-pression Q, 
due à l 'eau, est é v i d e m m e n t un i forme sur toute l 'étendue 
AD = b de la base (fig. 83) ; elle a son point d 'application au 
mil ieu C, et elle a pour va l eu r le p rodu i t de la base p a r l a 
profondeur au -dessous du n iveau de l 'eau. El le est donc dé
t e r m i n é e . Il en résu l t e que la réac t ion R du t e r ra in , qui , avec 
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cette sous-press ion de l 'eau, doit faire équ i l ib re à la p r e s 
sion P, se t r o u v e d é t e r m i n é e en g r a n d e u r par la condi t ion 
R = P — Q, et en posi t ion, si on dés igne par x sa dis tance au 
point A, celle de la force P au m ô m e point é tan t p, par 

l 'équation des m o m e n t s : Rx = PYJ — Q j - d'où,/; = f^p—nY 
2 <- (,i y ) 

Cette réaction se répar t i t , su ivan t l ' hypo thèse o rd ina i re , sur 
une étendue égale à 3.r, et la p ress ion qu 'e l l e donne au po in t 

2R 
A, le plus chargé , a pour va l eu r — • 

Il peut a r r ive r aussi quelquefois , su r tou t lo r squ ' i l s 'agit 
de m u r s de quais , au -devan t desquels le n iveau de l 'eau 
varie beaucoup, c o m m e dans les por ts à m a r é e s , que l 'eau 
se maint ienne der r iè re le m u r à u n n iveau à peu près cons
tant, généralement, i n t e rméd ia i r e en t re les n iveaux ex t rêmes . 
On doit alors faire en t re r en l igne de compte la pression 
exercée par cette eau s i tuée en a r r i è r e , laquel le s 'ajoute à la 
poussée des te r res . 

Les murs de quai ont donc toujours des épaisseurs très 
supérieures à celles des m u r s de m ê m e h a u t e u r qui n 'ont à 
supporter que des r emb la i s secs. L 'épaisseur doit su r t ou t 
être augmentée lorsqu ' i l s 'agit de m u r s qu i , c o m m e les 
bajoyers d 'écluses, de bass ins de r adoub , etc. , ont à suppor 
ter des efforts t rès var iables su ivan t le n iveau p lus ou moins 
élevé de l 'eau sur leur face a n t é r i e u r e . E n généra l , ces m u r s 
doivent ê t re établis , en ou t r e , de man iè r e à ce que les maçon
neries n 'a ient à suppor t e r , en aucun point , u n effort de t en 
sion, ce qui oblige à faire passer la r é su l t an t e des press ions 
sur chaque jo in t dans le t iers in t e rmédia i re de sa l ongueur , 
tandis qu 'on peut , sans inconvénient , c o m m e nous l 'avons 
vu, se donner une la t i tude p lus g r ande lo rsqu ' i l s 'agit de 
murs ord ina i res . 

Nous donnons c o m m e exemples le m u r de quai du bassin 
de W h i l e h a v e n (fig. 8 i ) et celui du bassin du por t de Mar
seille (fig. 85). 

Dans ces deux exemples , le sol de la fondation étai t bon , 
et à Marseille la maçonner i e a pu être établie d i rec tement 
sur lui sans in terposi t ion de bé ton . 

On est quelquefois a m e n é , par sui te de la mauva i se n a t u r e 
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d u sol de fondation, à donner à la base du m u r de soutène
m e n t une la rgeur t rès g rande , afin do répar t i r la pression 
su r u n e g rande é tendue . C'est dans ce but que l'on a adopté 
le profil c i -contre (fig. 86) pour le m u r de la rivière de 
Shee rness . Ni le sol de fondation formé de vase sur une 
épaisseur a t t e ignan t 9 mè t re s , ni le sous-sol sans consis
tance , ne pouva ien t suppor te r aucune press ion. Ce mur 
fut é tabl i sur des pieux de 0 m , 3 0 d ' équar r i s sage , espacés 

« - s . o o - ^ « s , 1 0 7 * iî,ao 

F I G . 8-4. F I G . 83. F I G . 86. 

de 1 m è t r e à l m , 2 0 d'axe en axe et ba t tus j u s q u ' à ce qu'un 
m o u t o n de 700 k i l o g r a m m e s , tomban t de 7 m , 5 0 de hauteur, 
ne les fît plus enfoncer de plus de 1 cen t imèt re . La partie 
moyenne du m u r fut r empl i e de craie ou au t res matériaux 
l ége r s ; mais , ma lg ré cela, ce m u r p résen te sans doute un 
m o m e n t de stabil i té p lus grand que celui de tous les murs 
c o n n u s . 

Lorsque l 'on est a insi obligé de s 'é tabl i r su r pi lot is , il faut 
che rche r à d i m i n u e r le poids du m u r , tou t en augmentant 
l 'é tendue de sa base d ' appu i ; mais il faut auss i chercher à 
d iminue r , a u t a n t que possible , la poussée exercée sur le 
m u r . Cette r e c o m m a n d a t i o n s 'appl ique d ' a i l l eu rs , évidem
men t , à la cons t ruc t ion de tous les m u r s de soutènement . 

Nous donnons ci-contre Je profil adopté p o u r les quais de 
Rouen {fig. 87) le long de la Seine, o ù , par la construction 
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Terrain lialwet 

de r r i è r e le m u r d 'une p la te- forme en cha rpen t e recouverte 
de p ie r res , on a pu rég le r les t e r r e s su ivan t l eu r ta lus natu
r e l , de sorte que le m u r , dont la fondat ion a pu être établie 
beaucoup p lus h a u t que le fond de la r iv iè re , n ' a à supporter 
que la poussée t rès faible p r o v e n a n t du r e m b l a i en pierres. 
On a pu a ins i , p o u r mo ins de 2 .000 francs pa r mè t r e cou
r a n t , border la r iv ière de m u r s de qua i s , lesquels , sans cet 
artifice et si on avai t dû les é tab l i r dans les condit ions ordi

n a i r e s , eussen t coûté deux 
'"•"^ ou t ro is fois au t an t . 

Ce m u r est re l ié , de dis
t ance en d is tance , au moyen 
de t i rants en 1er, à des dés 
en m a ç o n n e r i e noyés dans 
le t e r r a i n en arr ière , et 
m a i n t e n u s par la butée des 
t e r r e s , l aque l le donne, par 
su i te , u n e l imi te de l'aug
m e n t a t i o n de la stabilité 
p rocurée par cette disposi
t ion, à la condit ion, bien 
e n t e n d u , que les t i rants eux-
m ê m e s p ré sen t en t une ré
sis tance suffisante. 

La f igure 88 représente 
le profil d 'un m u r de sou
t è n e m e n t exécuté à Londres, 
p o u r u n gazomètre de la 
Compagn ie de South Metro
pol i tan Gas, à son usine de 
la viei l le rou te de Kent. Le 

F I G . 88. p a r e m e n t ver t ical de ce 

m u r forme u n e surface cy
l indr ique de 6 6 m , 5 0 de d i amè t r e . L 'épa isseur de ce mur. 
qui n 'es t que de l m , 3 0 à la base , pour une hau teu r de 
1 7 m , 2 5 , ne serai t pas suffisante pour sou ten i r les te r res , dont 
le t a l u s n a t u r e l est d ' envi ron 45°, si le m u r était recti-
l igne . Mais la forme courbe a u g m e n t e n o t a b l e m e n t la résis
tance et s 'oppose au r e n v e r s e m e n t . Le m u r t ravai l le alors 
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75!. M u r s à flanc- d e e o l e a u . — Lorsque l'on cons
truit un m u r de sou t ènemen t à flanc de coteau sur une roche 
consistante, le r embla i à la poussée d u q u e l le m u r doit 
résister ne peut p lus être con
sidéré comme indéfini ; il se 
réduit au p r i sme t r i angu la i r e 
ABC (fig. 89) compr is en t re la 
paroi postér ieure AB du m u r , 
la surface inclinée du te r ra in 
BC et la l imite supér ieure AC. 

On peut, dans ce cas, déter
miner l 'épaisseur à donner au 
mur en considérant ce p r i sme 
ABC comme u n solide r epo
sant sur le p lan incliné BC et 
au gl issement duque l il faut 
s'opposer. Les règles ordi
naires de la s ta t ique donne ron t 

immédiatement la g r a n d e u r de la poussée exercée su r AB 
si l'on suppose connues sa direct ion et celle de la réact ion 
du massif inférieur BC, direct ions qui sont données par la 

i l 

IMG. 89. 

comme une enveloppe cy l indr ique pressée e x t é r i e u r e m e n t . 
On peut, en effet, décomposer la poussée qui s 'exerce en 
chaque point du m u r en deux composantes : une , ver t ica le , 
qui s'ajoute au poids du m u r ; l ' au t re , hor izonta le , qui se 
trouve équi l ibrée par les réac t ions produi tes sur les sections 
faites dans le m u r par le p lan d iamét ra l qui lui est pe rpen
diculaire. Ces réact ions , n o r m a l e s aux sections sur lesquel les 
elles s 'exercent, agissent t angen l i c l l ement à la surface cyl in
drique, et n 'on t , par su i te , aucune tendance à renverser le 
mur. Les augmen ta t i ons d 'épa isseur que l'on observe au-
dessus de la base ne sont pas in ten t ionne l les , ou du moins 
n'étaient pas projetées . On les a exécutées s i m p l e m e n t parce 
que, dans la par t ie in fé r ieure , co r respondan t au sable r é s i s 
tant, on a r empl i en t i è r emen t avec du béton toute la fouille 
qu'il avait été nécessa i re d 'ouvr i r pour établ i r le m u r . Au 
dessus, la paroi pos té r ieure p résen te un fruit régul ier , i ndé 
pendant de la forme de la fouille. 
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connaissance du coefficient de f ro t tement des te r res sur le 
m u r et sur la roche de fondation. A défaut de cette connais
sance , on ne devra pas p r end re ce coefficient supér ieur à 
0,30 ou 0,40, ce qui cor respond à un angle de frottement 
de 17 à 22°, sur tout si les surfaces sur lesquel les le glisse
m e n t doit avoir l ieu sont exposées à ê tre moui l lées . Le 
p r i sme ABC, dont le poids P est connu , est en effet en équi
l ibre sous l 'action de ce poids , de la réact ion R du massif 
infér ieur et de la réact ion Q du m u r , égale et cont ra i re à 
la poussée cherchée , ces deux dern ières forces faisant, avec 
les no rma les aux plans à t r ave r s lesquels elles s 'exercent, 
des angles dont la tangente t r i gonomé t r ique est égale à ce 
coefficient de f ro t tement . La cons t ruc t ion d 'un t r i angle PQR, 
don t les côtés seront respec t ivement paral lè les aux trois 
direct ions connues des forces P , Q, R, et dont le côté P sera 
p ropor t ionne l au poids P du p r i sme , donnera immédia te 
m e n t la g r a n d e u r de la force Q. Quant à son poin t d'appli
cat ion, on peut , par analogie avec ce qui se passe dans le cas 
d 'un massif indéfini, le supposer placé au t iers de la hau teu r 
AB à pa r t i r du point B, mais il semble plus ra t ionne l de, 
d é t e r m i n e r sa posi t ion d 'après celle du cent re de gravité C 
du p r i sme , point d 'applicat ion de la force P , en menant 

quen t dans la const ruct ion des rou tes et chemins en pays de 
mon tagne , la règle emp i r i que suivante : 

L 'épaisseur AD du m u r à son s o m m e t é tan t toujours com
prise dans la l a rgeur de la p la te- forme de la rou te , c'est la 

par ce point la l igne GO 
su ivan t la d i rect ion de la 
force Q. Cette force se trou
vant ainsi complè t emen t dé
t e rminée en g r andeu r , di
rect ion et posi t ion, on cal
culera , d 'après la méthode, 
généra le c i -dessus , l 'épais
seur à donner au m u r . 

A 
F I G . 90 . 

Dans le dépa r t emen t des 
Alpes-Mari t imes , M. l ' ingé
n i eu r en chef Vigan avait 
adopté pour ce cas, très fré-
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position du point D, s o m m e t du p a r e m e n t ex té r ieur qui est 
donnée d'après le profil en long , et n o n pas celle du point A 
[fit/. 90). M. Vigan règle un i fo rmémen t le p a r e m e n t ex té r i eu r 

1 
DF avec un fruit de — lorsque le m u r est m a ç o n n é au m o r -

10 ^ 

1 
tier, el avec un fruit de ^ lo r squ ' i l est à p ie r res sèches . Ayan t 

o 

mené, à par t i r du point D, la l igne DF, su ivan t la d i rec t ion 
adoptée pour le p a r e m e n t , j u s q u ' à sa rencont re en F avec 
le sol na tu re l , il m e s u r e la h a u t e u r ver t ica le FII du point F 
au-dessous du n iveau de la p l a t e - f o r m e ; il p r end , à pa r t i r 
du point D, vers C, u n e l a rgeu r DK égale au d ix ième de F i l ; 
il mène, par le point K ainsi d é t e r m i n é , la ver t icale KL, et 
il prend pour épa i sseur DA, a u s o m m e t du m u r , le q u a r t 
de cette longueur KL. Enfin, il règle ve r t i ca l emen t la paroi 
postérieure AB du m u r . 

Cette construct ion d o n n e , pour l ' épa i sseur e ~ DA du m u r 
au sommet l 'expression su ivan t e , en fonction de la h a u t e u r 
verticale H ^ D E du point D au-dessus du sol, de l ' angle 
ACB = x que fait la surface du sol avec l 'hor izon et du fruit 

- — adopté pour le p a r e m e n t ex té r i eu r 

\ m 

II (V {m + t o ) 1 m m — ter i \ 

Cette règle ne s 'appl ique que lorsque l 'angle a est au moins 
égal à 30°. 
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7 9 . Cond i t ions g é n é r a l e s d e la s t a b i l i t é . — L a s ta
bilité des voûtes se vérifie pa r l 'appl icat ion des règles géné
rales données ci-dessus ; s eu l emen t , dans ce cas, la quest ion 
présente une cer ta ine i n d é t e r m i n a t i o n . Si l 'on connaissai t la 
réaction Q exercée par la culée A sur une voûte AB (fig. 91), 
en composant , c o m m e nous l 'avons fait plus h a u t pour u n 
massif que lconque , cette force Q avec la r é su l t an te P t des 
efforts ex té r ieurs (y compr is la 
pesanteur) qui s 'exercent sur 
la portion de voûLe compr i se <C^Q 
entre la culée et le j o i n t quel-
conque C, on au ra i t l'effort 
exercé à t ravers ce jo in t G, par 
les deux por t ions de voûte 
qu'il sépare et, en con t inuan t 

ainsi de proche en p roche , on a r r ive ra i t à t rouver l'effort 
sur chaque jo in t j u s q u ' à la culée B. On a u r a i t ainsi la courhe 
dés pressions qui devrai t , à son in tersec t ion avec chaque 
joint, satisfaire aux condit ions de s tabi l i té , ce qui ferait con
naître les d imensions à adopter pour ce jo in t . A défaut de la 
connaissance de la réact ion Q, on est forcé de recour i r à des 
tâ tonnements ou à des hypo thèses qui ne pe rme t t en t plus 
d'obtenir une solution r igoureuse du p rob lème . 

' e D -

T t T 

Pi p* a 

Fio. 91. 
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Voici su r quel les r e m a r q u e s se basent ces t â tonnement s : 
On peu t observer que , si l 'on connaissa i t s eu l emen t trois 

points de la courbe des press ions , cette courbe se t rouvera i t 
en t i è r emen t dé t e rminée . Soient en effet A, D, C(/fy. 92) trois 
po in t s , ' supposés connus , de la courbe des press ions dans une 
voûte que lconque . Soient P et B les r é su l t an tes de toutes les 
forces extér ieures qui agissent r e spec t ivemen t sur les por
tions de voûte comprises entre les jo ints A, D et B, C, y com
pris le poids de ces por t ions de voûte , et soit Q la résul tante 
des deux forces extér ieures qui agissent sur la por t ion de 
voû te comprise ent re les jo in ts A et C. Les réac t ions incon-

loppe sur le jo in t B en t re les deux por t ions de voûte doit, 
avec la réact ion A, équi l ibrer la force P , et, avec la réaction 
C, équ i l ib re r la force IL Sa direction doit donc être telle 
qu 'e l le r encon t r e à la fois la d i rect ion AF en un point D de 
la d i rect ion de la force P et la direct ion CF en un point E 
de celle de la force Q. Le t r iangle DEF, dont les t rois som
me t s doivent passer pa r les t ro is points A, B, G, et dont 
les trois s o m m e t s doivent se t r ouve r sur les t ro is droites P , 
Q, R, est donc dé t e rminé . P o u r le cons t ru i re , on sait qu'il 
faut m e n e r , pa r le point A, une sécante que lconque AD'F' , 
jo indre D'B que l 'on pro longe j u s q u ' e n E', j o indre E T " qui 
r encon t r e au po in t K la droi te AB pro longée , et enfin mener 
GK qui est la direct ion de l 'un des côtés E F du t r iangle cher
ché , lequel s 'achève faci lement . 

On dé te rmine ra i t ainsi les direct ions AD, DDE, EC, des 

FIE. 92. 

F 

nues , aux points 
A et C, doivent 
faire équi l ibre à 
la force Q ; par 
conséquent , leurs 
di rect ions , prolon
gées, devron t se 
r encon t re r en un 
point F de la di
rec t ion de cette 
force. De m ê m e , 
la réac t ion incon
nue qui se déve-
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réactions sur los jo in t s A, B, C, et, en décomposan t au po in t 
D la force P su ivant les d i rec t ions UA, DB, et au po in t E la 
force R suivant les di rect ions EB, EC, on au ra i t les g r a n d e u r s 
de ces réact ions, c 'est-à-dire tout ce qui est nécessa i re pour 
déterminer la courbe des press ions dans toutes ses par t i es . 

Lorsque la voûte est symét r ique , et que le jo in t B est le 
plan vertical mené par le s o m m e t de l ' in t rados, les points A 
et C étant à la m ê m e h a u t e u r et les forces P el R é tan t 
égales, la direction DE est hor izonta le c o m m e on pour ra i t le 
prévoir en raison de la symét r i e ; on peut alors cons idérer seu
lement la port ion de voûte l imitée p a r c e plan vert ical , et la 
connaissance du point d 'appl icat ion de la réaction su r ce 
joint avec celle d 'un au t re point que lconque de la courbe 
des pressions suffit pour faire cesser l ' i ndé te rmina t ion . 

ÎJO. Méthode d e M é r y . — Soit, pa r exemple , u n e voûte 
symétrique (fig. 93) comprise en t re le p lan ver t ica l A m e n é 
à la clef, c 'est-à-dire au po in t le p lus élevé de l ' in t rados et 
u n joint quelconque B. Si nous supposons connus les points 
d'application A et B des réact ions sur les jo in ts A et B, 
sachant d 'ai l leurs que la 
réaction en A est hor i 
zontale, il nous s u f f i r a de 
mener par le point A la 
ligne AC, hor izonta le , j u s 
qu'à sa rencont re , en C, 
avec la direct ion de la 
force P , qui représente la 
résultante des efforts F I G . 9:1. 

exercés par les forces 
extérieures, y compr is la pesanteur , sur La por t ion de voû te 
Ail, et de jo indre BC, pour avoir la direct ion de la réact ion 
un B, puisque cette réact ion forme, avec celle qui s 'exerce 
en A et la force P , u n sys tème en équi l ibre , et qu 'e l le doit , 
par conséquent, passer par le point de concours de ces deux 
forces. 

En décomposant ensu i te la force P , pa r la règle o rd ina i re 
du para l lé logramme, su ivant les deux direct ions CA et CB, 
nous obt iendrons les g r a n d e u r s CQ et CR de ces réac t ions , et 
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nous pou r rons en déduire la conna issance de l'effort exercé 
sur u n jo in t quelconque et, par conséquent , celle de la courbe 
des press ions dans toute son é t e n d u e . 

Si, en effet, n o u s p renons u n jo in t que l conque , M l 5 l imi
tant u n e por t ion de voûte A M l 5 et si nous dé te rminons la 
r é su l t an t e P t des efforts ex té r ieurs qui agissent sur celle 
por t ion de voûte , la direct ion de cet te r é su l t an te rencontrant 
en D, l 'hor izonta le AC; en composan t , au point D t , la réac
tion hor izonta le sur le jo in t A que nous venons de représenter 
par CQ, et cette force P j , nous au rons , c o m m e résul tante de 
ces deux forces, l'effort exercé su r le jo in t M 1 5 en grandeur 
et en direct ion, et le point d ' in tersect ion M 4 de cette résul
tan te avec le jo in t sera u n point de la courbe des pres
sions. 

Cette mé thode , due à Méry, p e r m e t de vérifier la stabilité 
d 'une voû te . Ayan t const ru i t la courbe des pressions et déter
m i n é l'effort exercé sur chaque jo in t , on peu t s 'assurer que 
ces efforts .satisfont aux condi t ions de stabil i té, c 'est-à-dire : 

1° Que leur point d 'applicat ion ne s 'écarte pas , du milieu 
d u jo in t , de plus d 'un q u a r t ou d 'un s ixième de la longueur 
totale du jo in t , su ivan t que l 'on admet que la maçonnerie 
peut , ou non , suppor te r de peti ts efforts de t r ac t ion ; 

2° Qu'il n ' en résu l t e pas, au point le p lus chargé , un effort 
par un i té de surface supé r i eu r à la charge de sécur i té des 
m a t é r i a u x employés ; 

3" Que la direction de l'effort ne fait pas, avec la normale 
au jo in t , u n angle plus g rand que l 'angle de frot tement . 

On peut faire cette vérification en p a r t a n t de deux points A 
et B a rb i t r a i r emen t choisis su r le jo in t ver t ica l et sur un 
j o in t que lconque B. Si les condi t ions se t r o u v e n t réalisées 
par tou t , on sera a s su ré que la voûte est s table ; sinon on pourra 
r e c o m m e n c e r la vérification en modifiant la position des 
points A el B. 

Il convient de r e m a r q u e r que la posit ion de ces points ne 
peu t pas être a b s o l u m e n t a rb i t r a i re : tout d 'abord, pour que 
la condi t ion de stabil i té soit satisfaite su r les jo in t s auxquels 
ils appa r t i ennen t , il est év ident qu ' i ls doivent se t rouver dans 
l ' in té r ieur de la l imi te qui vient d 'ê t re rappelée , c'est à-dire 
dans la moi t ié ou dans le t ie rs i n t e rméd ia i r e de la longueur 
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Fio. 9-i. 

du joint, suivant que l'on admet , ou non ,des pressions néga
tives. 

Le mode de cons t ruc t ion des voûtes donne d 'a i l leurs une 
indication plus précise . Lorsqu 'on décilitre une voûte, il se 
produit presque toujours un aba i s semen t de la clef. Ce mou
vement, si l 'on considère la demi-voûte ABCD (/>•(/• 9 i ) 
comme un solide invar iab le , doit être regardé comme une 
rotation au tour d 'un axe ins tan tané , projeté par exemple 
en 0 . Tous les points subi ront de petits déplacements p ro 
portionnels à leurs dis
tances au point 0 et 
dont les directions se
ront normales a u x 
rayons tels que 0 A , 
0B. . . Ces déplacements 
peuvent, pour chaque 
point, être décomposés 
en deux, une compo
sante normale au jo in t , et une au t r e tangenl ie l le qu 'on peut 
laisser de côté. La composan te n o r m a l e au jo in t est, pour 
chaque point, p ropor t ionnel le à la dis tance du point à la pro
jection, sur le jo in t , du point 0 . Ainsi , les déplacements 
normaux des points A et B sont p ropor t ionne l s à AF et à 
BF, ceux des points C et D, aux distances CE et DE, e tc . 

Donc, la pression sur AB var ie comme les ordonnées d 'un 
trapèze dont le côté obl ique about i ra i t au point F , et la pres
sion sur CD varie de m ê m e p ropor t i onne l l emen t à la d is tance 
au point E. Les cent res de press ion, sur chaque joint , seront 
donc déterminés pour toute posi t ion arb i t ra i re du point 0 . 
Eu égard à ce qui se passe o r d i n a i r e m e n t , il para î t ra t ionnel 
d'admettre que le po in t 0 se t rouve sur CD ou coïncide avec 
le point E, de sorte que OE = 0. 

Soient I et J les mi l ieux des deux jo in ts , nous au rons , 
d'après la formule qui donne le cent re de gravi té d 'un t ra
pèze, et si II et K sont les cen t res de pression inconnus 

DJ-
3FI 

D'autre par t , les dép l acemen t s n o r m a u x étant propor t ion-
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nels aux efforts, l'effort sur le jo in t de la clef sera proportion
nel à A B X FI et celui sur le jo int de na issance à G U X FJ. 
Soient Q et R ces efforts. La l igne LP r ep ré sen tan t le poids de 
la voûte et de sa s u r c h a r g e , si l 'on m è n e l 'hor izontale HL el 
l 'obl ique LK, le r appor t de (J à l l est celui de KP à KL. En 

, . . . KP A R X F I . 
écr ivant AINSI 7 7 7 - • 7777 — • on au ra dans 1 hypothèse ou 

KL C D X E J V J R 

le point 0 se confond avec le point E) une condition suffi
sante pour d é t e r m i n e r ce rappor t ('). 

On doit r e m a r q u e r que , si LP se r app roche de la clef, le 
rappor t T! = § 7 se r app roche de l ' un i té . Il doit en être de 

m ê m e du r appor t j ? | ' n f a i |t-! pour cela, que la ligne FF 

descende, ce qui fait descendre les points K et H. Donc, si la 
su rcharge est voisine du s o m m e t , la pression à la clef se 
r approche du mi l ieu du joint , et la press ion à la naissance se 
r app roche de l ' in t rados . Au cont ra i re , si LP s 'éloigne vers la 

na issance , le r appor t — s'écarte de l 'un i té , il faut relever la 

l igne E F , la pression à la clef s 'écarte du mil ieu du joint 
vers l ' ex t rados , et la press ion à la na issance se rapproche du 
point J . 

Ce r a i s o n n e m e n t suppose que le point 0 ou E est en dehors 
du jo in t de na issance sur le p ro longemen t de ce jo in t au-delà 
de l ' ex t rados . Si le point 0 ou E est à l ' in t rados du joint de 
na issance en C, on peut encore en dédui re la position 
cor respondante du point II à la clef, mais on ne peut plus 

exp r imer c o m m e plus h a u t le r appor t Q> pu i sque l 'un des 

t rapèzes se r édu i t alors à u n point . Cela m o n t r e avec quelle 
réserve il faut accepter les résu l ta t s qui p récèdent , et qui , en 
tou t cas, ne sera ient applicables qu ' à une voûte assez surbais
sée pour q u e , dans son m o u v e m e n t do déc in t r emen t , chacune 
des deux demi -voû tes se déplace d 'une seule p ièce . 

Lorsqu ' i l s 'agit d 'une voûte dont la mon tée est assez 

[') Cela a été r e m a r q u é , sous une forme un peu différente, par M . MAUKEL, 

dans les Annales de la Construction. 
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grande par rappor t à l ' ouve r tu re , c o m m e une voûte en plein 
cintre ou en anse de panier , la déformat ion due au déc in -
trement brise o r d i n a i r e m e n t chacune des deux demi -voû tes 
en deux parties séparées pa r u n jo in t incl iné qui , pour cette 
raison, s 'appelle jo in t de r u p t u r e . Aux env i rons de ce jo in t , 
la voûte s 'ouvrant vers l ' ex t rados , la press ion r é s u l t a n t e 
passe tout près de l ' i n t r ados . Si l 'on avai t affaire à des 
matériaux d 'une rés i s t ance infinie et i ncompress ib le on 
pourrait môme la supposer app l iquée à l ' ex t rémi té m ê m e de 
ce joint ou admet t re que la press ion est suppor tée en t i è r emen t 
par l'arête sans se r épa r t i r su r une é tendue appréc iab le . 
Comme il n 'en peu t ê t re ainsi , on doit supposer que la r é su l 
tante passe à une dis tance de l ' in t rados infér ieure au t iers et 
probablement au q u a r t de la l o n g u e u r du jo in t . On peut , 
comme M. Kleitz l'a p roposé , a d m e t t r e qu 'e l le passe au c in 
quième de cette l ongueur à pa r t i r de l ' i n t rados . 

Quant à la position du jo in t de r u p t u r e l u i -même , c'est le 
joint des naissances dans u n e voûte en arc de cercle s u r 
baissé. Lorsqu'i l s 'agit d 'une voûte en ple in c in t re , en el l ipse, 
en anse de panier , l 'observat ion m o n t r e que le jo in t de r u p 
ture est, en généra l , incl iné d 'envi ron 30° sur l 'hor izonta le . 
On peut, avec une app rox ima t ion suffisante, adopter cette 
donnée pour tous les cas . 

Il ne res te p l u s Jï 1 . R e p a r t i t i o n d e la s n r e l i a r u e 
alors, pour vérifier 
la stabilité d 'une 
voûte, qu 'à dé te rmi 
ner les efforts ex té 
rieurs qui s 'exercent 
sur chacune des por
tions comprises ent re B 
le joint vert ical AB 
de la clef et u n 
joint quelconque MN 
(fig. 95). Ces efforts 
se composent : 1° du 
poids P de la por
tion de voûte ABNM, app l iqué en son cent re de gravi té G; 
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2" de l'effort exercé par la s u r c h a r g e p e r m a n e n t e que la 
voûte doit suppor te r . Cette s u r c h a r g e est const i tuée ordi
n a i r e m e n t par un r embla i por tan t une chaussée , une voie 
de c h e m i n de fer. On a d m e t que la por t ion de voûte 
A B M \ suppor te s i m p l e m e n t le poids de la port ion AHKM 
de ce rembla i s i tuée ve r t i ca lement au-dessus d 'elle, c'est-à-
dire compr ise ent re les ver t ica les menées par les points 
A et M. On fait abs t rac t ion des réact ions que cette por
t ion de rembla i suppor t e de la p a r t des por t ions voisines à 
t r ave r s les surfaces AH, MK, et on négl ige , pa r conséquent, 
la composan te hor izonta le de l'effort qu 'e l le exerce sur la 
voûte qui la suppor te . Dans cette hypo thèse , qui simplifie 
no t ab l emen t le p rob lème, tou t en conservant une approxima
tion suffisante, l'effort de la s u r c h a r g e se rédui t à son poids P', 
app l iqué en son cen t re de g rav i t é G' ; 3° des efforts exercés 
pa r les su rcha rges acc idente l les , te l les q u ' u n poids P" appli
qué en u n point F . On adme t que ces efforts sont appliqués 
d i r ec temen t à la voûte , en faisant abs t rac t ion du rembla i qui 
les en sépare , c 'es t -à-dire que l 'on suppose la force P" t rans
por tée in t ég ra l emen t au point F ' où sa di rect ion rencontre 
l ' ex t rados AM, sans t en i r compte de la p résence du remblai 
qui répar t i t , en réal i té , l'effort P" su r une cer ta ine portion de 
voûte telle que IJ . On adme t donc, en généra l , que toutes 
les charges et su rcha rges p e r m a n e n t e s et accidentel les se 
t r a n s m e t t e n t in t ég ra lemen t à la voû te su ivan t les verticales 
de l eurs points d 'appl ica t ion . On va m ê m e plus loin. Ces 
d ivers t ronçons de la voûte dont on vérifie séparément la 
s tabi l i té , au lieu d 'être dé l imi tés pa r des jo in ts réels, nor
m a u x à l ' in t rados c o m m e MN, le sont par des verticales, et 
l 'on adme t que la port ion de voûte compr ise en t re deux plans 
ver t icaux que lconques suppor te tou tes les charges et sur
cha rges l imi tées pa r ces deux p lans y compr is le poids de 
cet te por t ion de voûte e l le -même. Les me i l l eu r s au t eu r s sont 
d 'accord pour reconna î t re que cette h y p o t h è s e , lorsqu ' i l s'agit 
d 'une voû te surbaissée , est tou t aussi approchée de, la vérité 
que celle qui consis te à diviser la voûte pa r des jo ints nor
m a u x à l ' in t rados et qu 'e l le présente l ' avantage d 'une grande 
simplif icat ion. 
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8 2 . Usage de c e t t e m é t h o d e . — P o u r vérifier la sta
bilité d'une voûte par la m é t h o d e de Méry, on p rendra donc 
la portion de cette voûte compr ise ent re le jo in t vertical de 
la clef et le joint de r u p t u r e , c 'est-à-dire le jo in t des na is 
sances s'il s'agit d 'un arc de cercle , ou un jo in t incliné à 
30" sur l 'horizontale s'il s'agit d 'une voûte en plein c in t re 
ou en anse de panier . On divisera cette por t ion de voûte 
en un certain n o m b r e de voussoirs par des jo in ts réels ou 
fictifs, et on dé te rminera , pour chacune des por t ions com
prises entre le jo in l vert ical et ces divers jo in t s successifs, 
la résultante de tous les efforts ex tér ieurs qu 'el le a à suppor 
ter. Cela fait, on se donnera deux points de la courbe des 
pressions, savoir : sur le jo in t vert ical de la clef le point 
situé au t iers d e l à l ongueu r du jo in t à par t i r de l 'ext rados , 
et, sur le joint de r u p t u r e , le point s i tué au quar t ou au cin
quième de la longueur du jo in t à pa r t i r de l ' in t rados . La con
naissance de ces deux points définira, c o m m e nous l 'avons 
dit plus haut , les g r a n d e u r s des press ions su r chaque joint 
et permettra de cons t ru i re la courbe des press ions . On vér i 
fiera alors faci lement si, su r chaque jo int , les condit ions rela
tives à la stabilité sont sat isfai tes . 

On arr iverai t év idemmen t au m ê m e résu l ta t si, au lieu de 
considérer success ivement les diverses por t ions de voûte 
comprises entre le joint de la clef et u n jo in t que lconque , on 
marchait, de proche en proche , après avoir calculé sépa ré 
ment les actions extér ieures qui s 'exercent su r chacun des 
voussoirs compris entre deux p lans de jo in t consécutifs, et si 
l'on déterminai t l'effort su r le voussoi r qui précède ce joint 
avec l'effort, supposé déjà calculé , sur le jo in t précédent . Ce 
procédé, peut -ê t re u n peu plus rap ide , a l ' inconvénient de 
donner lieu à des accumula t ions d ' e r r e u r s que l 'on évite, en 
grande part ie , en opéran t c o m m e nous l 'avons dit d'abord.-

En construisant la courbe des press ions au moyen des 
efforts exercés i so lément su r chacun des voussoirs successifs, 
on reconnaît i m m é d i a t e m e n t l 'analogie de cette courbe avec 
un polygone funicula i re . Si donc les efforts ex té r ieurs sont 
répartis un i fo rmément su ivant l 'hor izonta le , la courbe des 
pressions sera u n e parabole ; elle sera une chaîne t te si ces 
efforts sont p ropor t ionne ls aux longueur s des arcs de l:i 
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courbe , etc . ('). La dé te rmina t ion ana l y t i q u e de la forme de 
la courbe des pressions ou plutôt de la forme de l ' intrados 
q u i r é p o n d le m i e u x à une s u r c h a r g e dé t e rminée a été tenlée 
par d ivers i n g é n i e u r s . L 'un des t r a v a u x les p lus récents à 
ce sujet est celui de i f . T o u r t a y (Annales des Pouls cl Chaus
sées, 1888), qui a donné des formules p r a t i q u e s pour l'établis
semen t d 'une voûte en forme de chaîne t te , e t q u i les a appli
quées avec succès à la const ruct ion d 'un pont. Mais c e s procé
dés ana ly t iques n e paraissent pas avoir encore passé dans la 
p ra t ique , et l 'on s'en tient encore à l ' anc ienne mé thode gra
ph ique dont on vient de donner le p r inc ipe . C'est au moyen de 
la cons t ruc t ion imaginée par Méry que l 'on cont inue , un peu 
e m p i r i q u e m e n t , ¡1 faut le reconna î t re , à vérifier la stabilité 
des voû tes . 

Lorsque cette vérification s'effectue sur tous les joints, 
la voûte doit ê t re considérée c o m m e s table . Si cela n 'a pas 
lieu, il faut, c o m m e nous l 'avons dit, faire une nouvelle 

(') Lorsque l 'on suppose que la voûte est soumise à une press ion qui agit 
n o r m a l e m e n t sur son extrados, c o m m e le ferait un l iquide, on trouve que la 

poussée sur un jo in t que lconque est égale au produit 
de la pression, au point que l'on considère , par le rayon 
de courbure de la voûte au m ê m e point . C'est la formule 
de Navier, et voici comment, elle se démont re . Soit 
Ifig. 96) AB = ds une por t ion inf iniment petite de l'extra
dos, sur laquelle agit une press ion normale P, par 
uni té de longueur , c'est-à-dire une press ion Prfs, dirigée 
vers le centre de courbure 0 , et qui doit être équilibrée 
par les deux poussées T. qui agissent sur les joints in
finiment voisins AC, BD. Ces deux poussées devant ren
cont rer la direction de P, bissectr ice de AC et de 11D, 
en un m ê m e poin t I, et devan t d 'a i l leurs , en raison de 
la cont inui té cl. en négl igeant des infiniment petits 
d'ordre supér ieur , passe r p a r des po in t s homologues de 
ces deux joints et être é g a l e m e n t inclinées sur leurs 
direct ions, ne peuven t leur être que n o r m a l e s . Si le 
rayon de courbure de la voûte est désigné pa r p, l'angle 

AOB est égal à — et chacune des poussées T fait, avec 
P 

1 Us 

0 

I-'IG. 96. 

la no rmale à PO, un angle Leur projection su r la d i rec t ion de PO est 

donc, pour chacune d'elles, T sin ou, en p r e n a n t l 'arc pour son sinus, 

1 ds 
T — • Ces deux forces équi l ibrant la force P, il en résul te l 'équation 

- P 
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h y p o t h è s e s u r l a p o s i t i o n d e s p o i n t s e x t r ê m e s d e l a c o u r b e 

d e s p r e s s i o n s . C e n ' e s t q u ' a p r è s a v o i r é p u i s é t o u t e s l e s h y p o 

t h è s e s p o s s i b l e s q u e l ' o n s e r a r é e l l e m e n t fixé s u r l a q u e s t i o n 

de l a s t a b i l i t é d e l a v o û t e d o n t i l s ' a g i t . 

C e t t e q u e s t i o n d e l a s t a b i l i t é d e s v o û t e s e s t d ' a i l l e u r s t r a i 

t ée a v e c d e g r a n d s d é t a i l s d a n s l e Traité des Ponts en maçon
nerie d e M M . D e g r a n d e t R ô s a l , q u i f a i t p a r t i e d e YEncyclo-
pédie. 

8 3 . F o r m u l e s e m p i r i q u e s . — C o m m e p o i n t d e d é p a r t 

on p r e n d o r d i n a i r e m e n t p o u r é p a i s s e u r d e l a v o û t e à l a c l e f 

le c h i t f r e d o n n é p a r l ' u n e d e s f o r m u l e s e m p i r i q u e s s u i v a n t e s , 

d a n s l e s q u e l l e s e d é s i g n e c e t t e é p a i s s e u r , D l ' o u v e r t u r e d e 

l a v o û t e e n t r e l e s c u l é e s , e t R l e r a y o n d e l ' i n t r a d o s , t o u t e s 

ces d i m e n s i o n s é t a n t e x p r i m é e s e n m è t r e s : 

F o r m u l e de P e r r o n n e t : e = 0 m , 3 0 -f- ~ 

P e r r o n n e t n e s e m b l e p a s a v o i r o b s e r v é c e t t e r è g l e , c a r 

b e a u c o u p d e p o n t s c o n s t r u i t s p a r l u i s o n t b e a u c o u p p l u s 

l é g e r s q u e n e l ' i n d i q u e r a i t s a f o r m u l e . 

F o r m u l e d e s i n g é n i e u r s r u s s e s : e = 0 , 4 3 - \ - 0 , 1 R , 

F o r m u l e de M . C r o i z e t t e - D e s n o y e r s : e = 0 , 1 3 + 0 , 1 5 v ^ R . 

D a n s c e t t e d e r n i è r e f o r m u l e , l e c o e f f i c i e n t d u s e c o n d t e r m e 

d o i t v a r i e r a v e c l e s u r b a i s s e m e n t ; i l s ' a b a i s s e j u s q u ' à 0 , 1 1 

p o u r l e s v o û t e s t r è s s u r b a i s s é e s . 

F o r m u l e de T r a u t w i n e : e — 0 m , 0 6 + 0 , 1 3 8 y / R -f- - D . 

L e n o m b r e d o n n é p a r c e t t e f o r m u l e s ' a p p l i q u e a u x v o û t e s 

e u p i e r r e s t r è s b i e n t a i l l é e s . Il d o i t ê t r e a u g m e n t é d ' u n 

s i x i è m e p o u r l e s v o û t e s e n m o e l l o n s e t d ' u n t i e r s p o u r l e s 

v o û t e s e n b r i q u e s . 

Ces f o r m u l e s n e t i e n n e n t p a s c o m p t e d e l a r é s i s t a n c e d e s 

m a t é r i a u x e m p l o y é s d a n s l a c o n s t r u c t i o n d e l a v o û t e , e t c e t t e 

o m i s s i o n p e u t , d a n s u n e c e r t a i n e m e s u r e , s e j u s t i f i e r p a r l a 

c o n s i d é r a t i o n s u i v a n t e : 
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Fit;. 9"!. 

Soit une voûte dont l ' in t rados est AB (fig. 97) que nous 
supposerons n ' ayan t à suppor te r que son p r o p r e poids, sans 
s u r c h a r g e ; ce poids P sera p ropor t ionne l à l 'épaisseur 
m o y e n n e , c 'est-à-dire à l ' épaisseur de la clef, si nous suppo
sons que les épa isseurs aux divers poin ts soient fixées, par 
r appo r t à celle à la clef, d 'après une loi dé t e rminée . Si nous 
cons idérons p lus ieurs voûtes ayan t ce m ô m e in t rados , nous 
pouvons a d m e t t r e app rox ima t ivemen t , que les l igures CDE, 

CITE' , d 'où nous dé
du i rons la va l eu r de la 
poussée hor izonta le à 
la clef, seront à peu 
près semblab les , c'est-
à-dire que toutes les 
l ignes telles que DE, 
D'E', seront sensible
m e n t paral lè les . Alors 
les poussées à la clef 
se ron t e l les -mêmes pro

por t ionnel les aux poids P , P ' , c 'est-à-dire proport ionnel les 
aux épa isseurs à la clef. L'effort moyen sur le jo in t vertical 
et l'effort m a x i m u m sur ce jo in t , qui doit ê t re égal à la 
charge de sécuri té et qui , si les poussées sont appliquées en 
des points homologues , sera dans un r appor t constant avec 
l'elfort moyen , seront donc indépendan t s de l 'épaisseur . 

Donc, r éc ip roquemen t , l ' épa isseur à la clef pour ra être 
indépendante, de la charge de sécur i té des matér iaux 
employés . 

Un r a i sonnemen t ana logue m o n t r e que , si l 'on compare des 
voûtes dans lesquel les le r appor t de la flèche à l 'ouver ture 
soit à peu près le m ê m e , de sorte que les figures telles que 
CDE, que l 'on doit cons t ru i re pour dé te rmine r , en fonction 
du poids , la poussée hor izonta le et l'effort sur la culée, soient 
semblables en t r e el les, le poids de la voûte é tant propor t ion
nel à l ' épaisseur , il en sera de m ê m e de la poussée horizon
tale et, par su i te , l'effort m a x i m u m au point le p lus chargé 
sera encore i ndépendan t de cette d imens ion , qui pour ra être 
dé t e rminée sans avoir égard à la rés i s tance des maté r iaux 
qui doivent en t re r dans la composi t ion de la voû te . Mais le 
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poids étant alors à peu près p ropor t ionne l à l ' ouve r tu re , il 
en sera de m ô m e de l'effort m a x i m u m au point le p lus 
chargé, quelle que soit, d 'a i l leurs , l ' épaisseur que l 'on a u r a 
adoptée; on devra donc , dans la cons t ruc t ion des voûtes , choi 
sir des ma té r i aux d ' au t an t plus dur s et rés is tants que la por 
tée de la voûte devra ê t re p lus g r ande . 

Ces ra i sonnements sommai r e s ne s 'appl iquent qu 'aux voû te s 
sans surcharge . La présence d 'une su rcha rge modifierait un 
peu les conclusions t rop absolues que nous en avons t i r ée s . 

On peut d i re , avec M. Tour tay , que la 
courbe qui lie la press ion m a x i m u m à la clef 
est asymptote aux deux axes . La région ut i le 
de la courbe dans laquel le on doit che rche r 
les épaisseurs convenables est celle qui est 1 ^ 
voisine du sommet , soit nui (fc<j• 08), car, Fio. 9S. 
d'un côté, si l'on che rche à a u g m e n t e r l ' épa is 
seur à la clef, on n 'ob t i en t que des d iminu t ions de pression 
insignifiantes; de l ' au t re , si on d i m i n u e l 'épaisseur , on a r r i v e 
immédiatement à des press ions é n o r m e s . 

D'une maniè re géné ra le , la poussée hor izonta le à la clef 
est la somme de deux forces, dont l ' une , p r o v e n a n t du poids 
de la voûte est p ropor t ionne l l e à l ' épa i sseur e, à l ' o u v e r t u r e 

D et en raison inver se du s u r b a i s s e m e n l ^> par conséquen t 

cD-
proporttonnelle à -y--i et 1 a u t r e , p r o v e n a n t de la s u r c h a r g e , 

est indépendante de l ' épa i sseur et peut être cons idérée , 
toutes choses égales d ' a i l l eurs , c o m m e propor t ionne l le à 
l 'ouverture et en ra i son inve r se du su rba i s semen t , c 'est-à-dire 

proportionnelle à y ~ D 'un au t r e côté, cette poussée ho r i zon 

tale, si R 0 est la charge de sécur i té admise pour les m a t é r i a u x 

de la voûte, est p ropor t ionne l l e à R 0 e ; on peu t donc écr i re , 

en appelant P et Q des coefficients n u m é r i q u e s p r o p o r t i o n 

nels, le p remier au poids spécifique des m a t é r i a u x , le second 

à la surcharge par un i té de l o n g u e u r 

p ^ + o - = IV-
f f 0 

S'il n 'y a pas de s u r c h a r g e , Q est égal à zéro, e d i spara i t 

12 
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de l ' équa t ion qu i laisse ainsi l ' épa isseur i ndé t e rmi né e . Dans 
D- , 

ce cas, R 0 doit ê t re propor t ionnel à — i c 'est-à-dire propor

t ionne l à l ' ouver tu re et i n v e r s e m e n t p ropor t ionne l au sur-

ba i s sement de la voûte . 

8 4 . T r a c é d e l ' e x t r a d o s . — L 'épa isseur à la clef 
é tant donnée au moyen de l 'une des fo rmules précédentes, 
on d é t e r m i n e a rb i t r a i r emen t le t racé de l ' ex t rados de la voûte. 
P a r m i les règles empi r iques que l 'on peut su ivre , nous rap
pe l le rons la su ivan te , qui s 'appl ique a u x voûtes en plein 
c in t re . 

Ayant l 'épaisseur AB à la clef (fg. 99), on t race le joint 

de r u p t u r e OD faisant avec 
l 'hor izonta le u n angle de 30", 
et su r ce jo in t on prend 
une longueur CD — 2AB, 
puis on décr i t u n arc de 
cercle ayan t son centre sur 
la ver t ica le BO et passant 

par le point D. Cet arc de cercle l imite l 'extrados jusqu 'au 
joint de r u p t u r e . Au delà, on le l imi te pa r la t angen te DE à 
l 'arc de cercle BD. 

P o u r les voûtes surbaissées on peu t encore déterminer 
l ' épa isseur du jo in t de r u p t u r e ou de na i ssance par la for-

1 

m u l e e m p i r i q u e su ivan te d 'après le s u r b a i s s e m e n t — de la m 
voûte , en fonction de l ' épa isseur e à la clef 

0 , 8 + 
3 , 6 0 

Mais la dé t e rmina t ion de l ' épa isseur à la clef et le tracé 
de l 'extrados n e peuven t ê t re définitifs qu 'après que l'on a 
vérifié la s tabi l i té de la voûte pa r le t racé de la courbe des 
press ions . Les formules empi r iques ne doivent être considé
rées que c o m m e u n e p r e m i è r e app rox ima t ion qui, souvent, 
doit être modifiée pour donner à la voûte les dimensions les 
p lus convenables . 
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i>r>. Dimensions des c u l é e s . — Ces d imens ions é tan t 
arrêtées, on peu t en conclure celles de la culée. On peut 
même success ivement dé t e rmine r la l ongueur de chacun 
des joints de cette culée de m a n i è r e à satisfaire le m i e u x 
possible aux conditions de s tabi l i té en appl iquant la m é t h o d e 
générale donnée au chap i t r e iv. 

On peut observer que , si l 'on considère une voûte appuyée 
sur une culée telle que ABCDË (fty. 100), sur laquelle elle 
exerce une press ion R, cet te press ion 
peut se décomposer en une force h o r i 
zontale F et une force ver t ica le V, et la 
culée doit être en équi l ibre sous l 'act ion 
de ces deux forces et de son poids Q. Si 
h est la h a u t e u r AC, x la l a rgeu r ÀB, 
et pic poids spécifique des maçonne r i e s , 
le poids Q est à peu près égal à phx, son 

F I G . 100. moment par rappor t au point A, ph 

Le moment de la force F , par r appo r t au m ê m e point , est 
aussi, à peu près , Fh, et celui de la force V, Vx. Nous au rons 
approximativement , pour exp r imer que la culée ne sera pas 
sollicitée à tourner au tou r de l 'arête A : 

ph %- + Vx > Fh. 

Si h devient t r ès grand , on peut négl iger le t e r m e Vx, et 

cette condition se rédu i t à 

r/,'2 F , . 4 / 2 F 
— > - ou bien x > \/ — ; 
2 ji y p 

ce qui montre que la l imi te infér ieure de l 'épaisseur n ' a u g 
mente pas indéfiniment avec la h a u t e u r . 

D'autre par t , lo rsque h est petit , on ne peut plus dé t e rmi 
ner x s implement pa r la condi t ion précédente , il faut faire 
entrer en l igne de compte la condit ion que la culée ne glisse 
pas sur sa fondat ion, ce qui , en appe lan t / l e coefficient de 
frottement donne : 

F < r (V + phx) 
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OU 

ph 

On peu t , c o m m e p remiè re a p p r o x i m a t i o n , adopter pour 
épaisseur de la culée la p lus g r a n d e de ces deux limites 
in fér ieures , sauf à en vérifier la stabil i té par la méthode 
g é n é r a l e . Il faut, dans cette vérification, t en i r compte des 
efforts qui peuven t s 'exercer su r la face AG de la culée, c'est-
à -d i re , pa r exemple , de la poussée des terres qui peuvent 
s ' appuyer sur e l le ; ou bien, lo r sque le massif AI3C1JE reçoit 
à sa par t ie supér ieu re les r e tombées de deux voûtes oppo
sées et qu ' i l const i tue u n e pi le , il faut faire in tervenir les 
poussées de ces deux voûtes . Comme il y a toujours un peu 
d ' incer t i tude sur la position réel le de la courbe des pressions 
dans chacune d'el les, il est a lors p r u d e n t de faire s imultané
m e n t l ' hypo thèse qui donne la p lus g rande poussée horizon
tale dans l ' une des voûtes , en m ê m e t e m p s que la p lus petite 
dans l ' au t re et vice versa. 

Lorsqu ' i l s 'agit , au con t ra i re , d ' u n e culée proprement 
di te , la vérification de la s tabi l i té doit se faire, na ture l le
men t , avec l 'hypothèse qui donne la p lus forte poussée hori
zontale . 

Voici, pour dé t e rmine r l 'épaisseur des cu lées , une for
mule emp i r i que qui p o u r r a servir au m o i n s de première 
indicat ion. Si D est la por tée de la voû te , b sa montée, c 

l 'épaisseur du rembla i qu 'el le suppor te su r la clef, e son 
^épaisseur à la clef, x et h, c o m m e plus h a u t , l 'épaisseur et 

a h a u t e u r de la culée , on peu t p r e n d r e 

x . _ o™ 3 0 + P - / 3 D - — b \ + h + ^ . 
x - o , 3 0 + 8 \ V D + 6 ; + 6 + 1 2 

En voici enfin une p lus s imple qui donne l 'épaisseur de la 
culée à sa par t ie supé r i eu re ou au n iveau de la naissance de 
la v o û t e ; l t y dés igne, c o m m e plus hau t , le rayon de cour
bu re de l ' in t rados 

x =-- Û,2R + 0 , 1 6 + 0 m , 6 0 . 

Cette épaisseur au s o m m e t é t an t a ins i ca lculée , on la por-
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tera en AB (fig- 101). Au point B, on m è n e r a la ver t ica le BU 
égale à la moi t ié de la flèche ou mon tée OC et on por te ra , 

D OA 
sur La 

F I G . 101. 

horizontale du point D la l o n g u e u r DE — — ^ 

ligne EB prolongée sera le p a r e m e n t in t é r i eu r de 
culée, et ce prolil p o u r r a 
être adopté j u s q u ' à ce que 
la hauteur AF dev ienne 
égale à une fois et demie 
l 'épaisseur FII à la hase . 

Pour t racer l ' ex t rados 
de la voûte, l ' épaisseur à 
la clef CK ayant été ca l 
culée, on pour ra soit t r a 
cer un arc de cercle ayan t 
son centre sur la ver t ica le 
du point O et passant pal
les points E et K-, soit ex t radosser pa ra l l è lement su r une 
certaine é tendue à par t i r de la clef et m e n e r du point E 
une tangente à cette courbe d ' ex t r ados . 

iïG. V o û t e s d e r é v o l u t i o n . — Dans u n e voûte de 
révolution, la dern iè re assise posée, qui correspond par 
exemple au cours de voussoirs ABCD (fig- 102), sub i t , de la 
part des assises infér ieures , des réact ions dont les c o m p o 
santes vert icales équi l ibrent son poids , et dont les compo

santes hor izon ta les , concou
r a n t au cen t re , exercent sur 
elle une compress ion un i 
forme. La connaissance de 
ces réac t ions nous donnera 
celle des condi t ions de s tabi 
l i té . Voici c o m m e n t on y 
arr ive : 

Si w est la section ABCD 
de l 'assise, p la d is tance du 
centre de grav i té G de cette 
section à J'axe de r évo lu 

tion OZ de la voûte , et p le poids spécifique des ma té r i aux , 
le poids de cette assise sera Zr.pup. t 

F I G . 102. 
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La réact ion exercée par les assises infér ieures sur levous-
soir A13CI), égale et d i rec tement opposée à l 'act ion exercée par 
ce voussoir sur les assises infér ieures , est la m ô m e en tous 
les points de la c i rconférence décri te p a r son poin t d'appli
ca t ion I, que nous supposons au mil ieu du jo in t CI). Dési
gnons par F l ' in tensi té de l 'une ou l ' aut re de ces deux forces, 
pa r un i t é de l ongueu r de la circonférence I, et pa r a l 'angle 
que sa direct ion forme avec l 'hor izonta le ; sa composante 
vert icale pa r un i té de l ongueu r sera F sin a et, si p' est le 
r ayon de la circonférence I, c 'es t-à-dire la dis tance du point 
I à l 'axe, la s o m m e de toutes les réact ions verticales sera 
2 i v p ' . F sin a, et elle doit faire équi l ibre au poids , 2r.çwp, 

de l ' anneau ; nous avons donc 

27rpwp = ; 2 T T P ' . F sin a, ou bien F sin a — top. —,· 

La por t ion de voûte comprise ent re les deux joints CD, 
MN et deux p lans mér id i ens faisant en t re eux un angle infi
n i m e n t pet i t d%, est en équi l ibre sous l 'act ion des forces qui 
y sont app l iquées , qui sont toutes con tenues dans le plan 
mér id ien b issec teur de l 'angle d û , et qui sont : 1° son poids 
P'c/6 appl iqué à son cent re de gravi té G' ; 2° la composante 
vert icale F sin a.p'dO de la force Yp'db, que nous venons de 
calculer et qui est appl iquée en I ; 3° la composan te horizon
tale de la m ê m e force, appl iquée éga lement en I, su ivant I L , 
et qui est i n c o n n u e ; 4° la réact ion sur le j o in t MN qui est 
t ou t à fait i nconnue , ma i s don t nous pouvons approximat i 
vemen t supposer le po in t d 'appl icat ion en K, au milieu du 
jo in t MN. De ces qua t re forces, les deux p remiè res sont 
en t i è remen t connues , ce sont le poids PV/O, et la composante 
F sin x.o'do, tou tes deux ver t icales et que nous pouvons com
poser en une seule IIQ — (P ' + F s ina .p ' ) f/0, r encon t ran t en 
H la d i rect ion IL de la t ro is ième ; et pour que la quatr ième, 
appl iquée en K, l eu r fasse équi l ib re , il faut qu 'e l le passe par 
l eu r point d ' in te r sec t ion , c 'est-à-dire qu 'e l le soit dirigée sui
vant KH. En cons t ru i san t le p a r a l l é l o g r a m m e IIQRL, dont le 
côté ver t ica l IIQ sera pris p ropor t ionne l à (P' -f- F sin a.p') r/Q, 
le côté hor izonta l QR, l imité à la l igne HK, sera proport ionnel 
à la composan te hor izontale inconnue F cos a.pV/6 de la force 
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Fp'(/0. Cette composan te hor izon ta le , qui e s t a l o r s F cos a pa r 
unité de longueur , é t an t ainsi dé te rminée , si nous appe lons 
R la pression développée dans l 'assise supér ieure ABCD par 
unité de sa superficie w, et n o r m a l e m e n t au plan m é r i d i e n , 
et si nous cons idérons la moi t ié de cette assise c i rcula i re , 
elle doit être en équi l ibre sous l 'action des efforts 2Rw, qui 
s'exercent n o r m a l e m e n t aux deux ex t rémi tés , et des efforts 
F cos z qui s 'exercent pa r uni té de l ongueur de la demi-c i r 
conférence. Ceux-ci ont la m ô m e résu l t an te q u ' u n effort 
F cos a appl iqué su r le d iamèt re 2p'. On peu t donc écr i re 

1 Ï RI / R>TL J . . T > F COS T X . p ' 

r- cosx.2p = 2Rw, d ou R = 

ce qui dé te rmine R, lorsque l 'on suppose connue la super
ficie AI de l ' anneau qui résis te à la poussée de la pa r t i e infé
rieure de la voûte , ou qui dé t e rmine W lo rsque R est supposé 
connu. 

On peut r e m a r q u e r que ce calcul ne peu t servi r à t r ouve r 
l'épaisseur de la voûte . Toutes choses égales d 'a i l l eurs , la 
composante F cos a est s ens ib l emen t p ropor t ionne l l e au 
poids de la voûte et, pa r conséquent , à son épaisseur ; de 
même, la section w du voussoir ABCD est p ropor t ionne l l e à 
l 'épaisseur; cette d imens ion d ispara î t donc de la fo rmule , 
qui la laisse i n d é t e r m i n é e . 

Mais la formule p récéden te peut donner les d imens ions 
d'une frette m é t a l l i q u e dont on en toure ra i t la base de la 
voûte de r évo lu t ion , en vue d ' annu le r sa poussée hor izon
tale sur ses s u p p o r t s . Si nous cons idérons , en effet, la por 
tion de voûte CDMN l imi tée à un plan d iamét ra l passant pa r 
l'axe OZ, les efforts hor izontaux exercés su r le jo in t CD pa r 
la partie supé r i eu re et q u i , es t imés n o r m a l e m e n t à C E plan 
diamétral , ont p o u r va l eu r 2F cos a.p', doivent ê t re équi l i 
brés par la rés is tance de la fret te, laquel le , si u' est sa sec
tion t r ansversa le et R' 0 l'effort qu 'e l le peut suppo r t e r avec 
sécurité pa r un i t é de surface, p o u r r a rés is ter à u n e force 
2R'0u>'. Nous a u r o n s donc 

™ , . F cos s . p ' 
2F C O S I . p = 2 R ^ A I , O U bien u = r · 
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On devra donc, pour ca lcu ler la section u>', che rcher , pour 
les diverses posi t ions du jo in t CD, le m a x i m u m du produit 
F c o s a . p ' , et c'est ce m a x i m u m que l 'on devra p rendre pour 
d é t e r m i n e r la section, w' de la f re t te . 

Il est in téressant de r e m a r q u e r que le cen t re de gravité 
G' de la por t ion de voûte CDMX, compr i se en t re les joints 
CD, MN, et deux plans mér id iens inf in iment voisins supposés 
s i tués de pa r t et d ' au t re de la figure, est le cen t re de forces 
para l l è les app l iquées aux divers points de la section CDMN 
e t p ropor t ionne l les aux distances de ces points à l 'axe OZ. 
En effet, les d ivers é léments p r i s m a t i q u e s sur lesquels on 
décomposera i t cette por t ion de voûte au ra i en t l eurs hau teu r s , 
pe rpend icu la i r e s au p lan de la figure et compr ises ent re les 
deux plans inf iniment vois ins , p ropor t ionne l l e s à l eurs dis
tances à l 'axe OZ. Ce cent re de grav i té G' coïncide donc avec 
le cen t re de press ion de la surface CDMN pa r rappor t à la 
l igne de n iveau OZ; ou bien avec le cent re de percuss ion de 
cet te surface, pa r r appo r t à l 'axe de ro ta t ion OZ (n° 2 1 , der
n i e r a l inéa, page 62). 
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CHAPITRE Vi l i 

S Y S T È M E S A R T I C U L É S 

SOMMAIRE . — 87. D é f i n i t i o n s . — 88 . S e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s d e s p i è c e s . — 
89. I n d i c a t i o n g é n é r a l e de l a m é t h o d e . — 90. E x p o s é de la m é t h o d e 
g r a p h i q u e . — 9 1 . A p p l i c a t i o n s . — 92. C o n d i t i o n p o u r q u ' u n s y s t è m e 
soil i n d é f o r m a b l e . — 9 3 . D é c o m p o s i t i o n d ' u n e force s u i v a n t t r o i s 
d i r e c t i o n s d o n n é e s d a n s u n p l a n . — 94 . P o u t r e s t r i a n g u l é e s ou a m é 
r i ca ine s . — 9o. Ut i l i té d e s c o n t r e - b a r r e s . — 90. P o u t r e à t r e i l l i s . — 
97. Efforts d a n s les p i è c e s i n c l i n é e s . — 98. Efforts d a n s l e s t a b l e s 
pa ra l l è l e s . — 99. Ca lcu l d e s s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s . — 100. Effort 
t r a n c h a n t . M o m e n t l lé : ; l i i s sant . — 1 0 1 . I n c l i n a i s o n à d o n n e r a u x 
b a r r e s d u t r e i l l i s . — 102. Ca lcu l d e s p i è c e s a c c e s s o i r e s . 

ÎÎ7. Définit ions. — On désigne sous le n o m de systèmes 
articulés des construct ions formées de pièces de bois ou de 
métal réunies pa r leurs ex t rémi tés au moyen d 'assemblages 
qui leur pe rme t t en t de tourner au tour de leurs points 
d'attaches que l 'on appel le alors articulations. La forme 
générale de la cons t ruc t ion p o u r r a ê t re r endue invar iable par 
la disposition m ê m e des pièces, et la faculté de tourner 
autour de l ' a r t icu la t ion pour ra b ien ne pas être mise en 
jeu ; mais nous a d m e t t r o n s qu 'el le existe tou jours . Nous 
excluons, par conséquent , de ce chap i t r e les sys tèmes dans 
lesquels les pièces se ra ien t assemblées , de telle sorte qu ' i l 
pût se p rodu i re , à leurs points de réunion , des efforts ayant 
pour effet d ' empêche r l eu r c h a n g e m e n t de di rec t ion. 

Nous supposerons , a ins i qu 'on le fait géné ra l emen t , que les 
axes de l igure de toutes ces pièces sont si tués dans u n m ê m e 
plan qui sera le p lus souvent ver t ica l , et que les efforts 
extérieurs auxque l s elles sont soumises sont éga lement 
dirigés dans ce m ê m e p lan et sont, de p lus , appl iqués exclu
sivement aux ar t icu la t ions . 
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Dans cel te hypo thèse , une pièce que lconque devan t être 
en équi l ibre sous l 'act ion des efforts qui agissent sur elle, 
ceux-ci , ne s 'exerçant qu 'à ses ex t rémi tés , doivent se réduire 
à deux forces égales et d i r ec t emen t opposées , dir igées sui
van t la ligne qui j o in t l eurs poin ts d 'appl ica t ion , c'est-à-dire 
suivant l 'axe de la pièce. Chaque pièce n 'exerce donc sur 
l ' a r t icula t ion qu 'un effort di r igé su ivan t sa longueur , et nous 
p o u r r o n s , en conséquence , la r ega rde r c o m m e rédui te à son 
axe. 

Les pièces sur lesque l les s 'exercent des efforts qui tendent 
à les a l longer , ou à écar ter l 'une de l ' au t re leurs deux 
ex t rémi té s , s 'appel lent des tirants ; celles qu i , au contraire , 
résis tent à des efforts de compress ion t e n d a n t à rapprocher 
l eurs ex t rémi tés po r t en t o rd ina i r emen t le n o m de bras ou 
contre-fiches. 

Hii. S e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s des p i è c e s . — La déter
minat ion de ces efforts s'effectue g é n é r a l e m e n t d 'une ma
niè re assez s imple , et, u n e fois les efforts dé te rminés , on 
en conclut faci lement la d imens ion à donne r aux pièces, en 
a d m e t t a n t qu ' i ls sont r épar t i s u n i f o r m é m e n t sur toute la 
section t r ansve r sa l e . 11 suffit a lors de diviser la va leur de 
l'effort t rouvé pour une ba r r e par le n o m b r e qui représente 
la cha rge de sécur i té de la mat iè re don l elle est formée, pour 
obteni r la superficie que l 'on doit donne r à sa section t rans
versa le . Cette r èg le souffre toutefois une except ion lorsqu'i l 
s 'agit des bras ou pièces rés is tant à la compress ion . On a pu 
observer q u ' u n e pièce longue et mince , pressée aux deux 
bouts pa r u n effort assez g rand , ne res te pas rect i l igne et 
qu 'e l le fléchit. Il se p rodu i t a lors des p h é n o m è n e s différents 
de ceux de la compress ion p r o p r e m e n t d i te , et dont nous 
pa r le rons p lus lo in . Après avoir dé t e rminé , pa r la règle qui 
vient d 'ê t re rappe lée , les d imens ions t r ansve r sa le s d'une 
pièce c o m p r i m é e , on devra s 'assurer qu 'e l les sont suflisantes 
pour s 'opposer à la flexion, ce que l 'on fera au moyen des 
formules spéciales données au chap i t re xiv. 

8 9 . I n d i c a t i o n g é n é r a l e d e l a m é t h o d e . — La 
dé te rmina t ion des efforts qui s 'exercent su r une ba r r e quel-
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conque d 'un sys tème ar t icu lé est donc le seul p r o b l è m e dont 
nous ayons à nous occuper ici. 11 se résout faci lement , de 
proche en proche , en cons idéran t success ivement chaque 
articulation et en e x p r i m a n t qu ' i l y a équ i l ib re , a u t o u r de ce 
point, entre tou tes les forces qu i y sont app l iquées , soit 
qu'elles p rov iennen t des ba r re s qui y about i s sen t , soit qu 'e l les 
proviennent d'efforts ex t é r i eu r s . P a r m i ces efforts ex té r ieurs 
sont comprises , n a t u r e l l e m e n t , les réac t ions des poin ts 
d'appui du sys tème, que l 'on a p réa l ab lemen t dé te rminées 
par les règles de la s ta t ique . 

Si l'on t ra i te la ques t ion par l ' ana lyse , on aura , pour déter
miner ces réac t ions , t rois équa t ions exp r iman t qu 'e l les font 
équilibre aux forces ex té r ieures données ; et qu i , par consé 
quent, pe rme t t ron t de dé t e rmine r trois réac t ions en trois 
points d 'appui , si les di rect ions de ces réact ions sont connues , 
ou bien deux réact ions en deux po in t s , si la di rect ion de 
l'une d'elles seu lemen t est connue . Puis , écr ivant , p o u r 
chaque ar t icula t ion, les équat ions d 'équi l ibre des forces qui 
y sont appl iquées , équa t ions qui , pour chacune , se rédu i sen t 
à deux, expr iman t la nul l i té des s o m m e s des project ions de 
ces forces sur deux axes r ec tangu la i re s , on au ra , s'il y a 
a ar t iculat ions, 2n équa t ions d 'équi l ibre qui c o m p r e n d r o n t 
implici tement les trois précédentes et qu i p e r m e t t r o n t de 
déterminer 2n — 3 inconnues nouve l l e s , c 'es t-à-dire les 
efforts exercés su r 2n — 3 bar res du sys t ème . 

Nous ver rons plus loin que ce n o m b r e de 2n — 3 b a r r e s , 
pour n a r t icu la t ions , est nécessai re et suffisant p o u r a s su re r 
l ' invariabilité de la forme. Lorsque le sys tème satisfait à 
celte condition, le p rob lème peu t donc être résolu sans 
aucune a m b i g u ï t é . Il r e s t e , au c o n t r a i r e , i n d é t e r m i n é 
lorsque le n o m b r e des ba r re s dépasse 2a — 3, et il n e peu t 
plus être abordé q u ' e n faisant en t re r en l igne de compte les 
déformations de chacune des ba r re s . Il en est de m ê m e 
lorsque le n o m b r e des poin ts d 'appui su r lesquels les réac
tions doivent ê tre dé t e rminées dépasse 3 . 

9 0 . Exposé d e l a m é t h o d e g r a p h i q u e . — Considé
rons d'abord le cas très s imple de deux bar res AB, AC 
ififf- 103 : cette figure représen te t ro is posi t ions différentes 
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Fie. 103. 

des ba r res , auxquel les s ' appl iquent les m ê m e s le t t res ) , a r t i 
culées en A, fixées à l eurs au t r e s ex t rémi tés B, C, et soumises 
à u n e force P s 'exerçant au po in t A. Ce point devant être en 
équi l ib re sous l 'action de cette force et des réac t ions des 
deux bar res , qui sont d i r igées su ivan t les l ignes AB, AC, 

il suffira, pour 
conna î t re ces ré
act ions, de me
ner par l 'extré-

S mi té P de la 
ligne A P , repré
sen tan t la force 
P , les deuxl ignes 
PQ, PS , respec

t i v e m e n t para l lè les à AB et à AC pour avoir , en AS et en 
AQ, les l ignes r ep ré sen t an t , en g r a n d e u r et en sens , les com
posantes de la force P su ivan t ces deux d i rec t ions , lesquelles 
se ron t égales et d i r ec t emen t opposées aux réact ions exer
cées sur le m ê m e poin t par les b a r r e s qui y sont ar t iculées. 

On v e r r a ainsi que la ba r re AB suppor t e r a u n effort repré
sen té par la l o n g u e u r AS, et la ba r r e AC u n effort mesuré 
par AQ. Et il sera facile de r econna î t r e , d ' après la disposition 
de la figure, si les efforts dont il s 'agit sont des extensions 
ou des compress ions . 

Au l ieu de cons t ru i re le p a r a l l é l o g r a m m e des forces sur la 
figure m ê m e où sont r ep résen tées les ba r r e s , il est plus 
c o m m o d e , lo r squ ' i l s 'agit de cons t ruc t ions compl iquées , de 
le cons t ru i re s épa rémen t . On se borne 
a lo r s à n ' e n t r ace r que la moi t i é , ce qu i 
le r édu i t à u n t r i a n g l e , et ce qui suffit pour 
d o n n e r la so lu t ion complè te du p rob l ème . 
Car si, q u e l q u e pa r t , l 'on t race u n e l igne p 
(fig. 104) para l lè le à la force AP et propor
t ionne l le à sa g r a n d e u r , et si, par les deux 
ex t r émi t é s de cet te l igne on m è n e deux 
droi tes b, c r e s p e c t i v e m e n t para l lè les à AB et à AC, le 
t r i ang le a ins i formé sera semblable au t r i ang le APQ, et 
chacun de ses côtés, h et n, m e s u r e r a la g r a n d e u r de l'effort 
a p p l i q u é aux bar res AB et AC, r e spec t ivemen t . 

F I G . 104. 
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Il reste à d é t e r m i n e r le sens de ces efforts. 

Lorsque l 'on compose e n t r e elles deux ou p lus ieurs forces, 
appliquées à u n m ê m e po in t , la r é su l t an te est la l igne qui 
ferme le polygone formé en por tan t success ivement ces 
forces, avec leur g r a n d e u r , leur direct ion et leur sens , à la, 
suite les unes des a u t r e s . Lorsque les forces app l iquées à 
un même point se font équ i l ib re , la résu l tan te est n u l l e , et 
le pohjgone des forces se t r o u v e na tu re l l e nient f e rmé . 

Ainsi, dans le cas qu i précède , le point A est en é q u i 
libre sous l 'action de t ro is forces qui , portées l 'une à la 
suite de l ' au t re , avec l e u r g r a n d e u r , l eur direct ion et leur 
sens, cons t i tuent le t r i ang le ci-dessus, qui est un polygone 
fermé. 

Comme nous connaissons le sens de l 'une de ces forces, la 
forcep, nous en déduisons , en c o n t i n u a n t à parcour i r le po ly
gone fermé dans le m ê m e sens , celui des au t res forces b et c, 
qui sera, par exemple , celui qui est indiqué par les flèches ; 
si la force AP est dir igée de h a u t en bas , la ba r r e AB exer 
cera, sur le point A, considéré c o m m e un point ma té r i e l , u n 
effort dirigé de droi te à gauche , c 'est-à-dire u n effort de 
traction dans la l v o et la 3 e figure et une compress ion d a n s 
la 2 e . De m ê m e , la barre, AC exercera sur le m ê m e point u n 
effort do gauche à dro i te , c 'es t-à-dire une t ract ion dans la 
1™ ligure et une compress ion dans la 2° et ta 3 e . Et, n a t u r e l 
lement , le point À ne peu t ê t re t i ré ou pressé par la b a r r e 
qui y about i t q u ' a u t a n t que l u i - m ê m e exerce une t rac t ion ou 
une pression égale su r cette b a r r e . La barre AB, dans la 1 " 
cl la 3 B figure, et la ba r re AC, dans la 1™, seront donc sou
mises à u n effort de t rac t ion , et au contra i re la ba r re AB, 
dans la 2 e figure, et la ba r r e AC, dans la 2° et la 3 e , se ront 
soumises à u n effort de compress ion . 

La m ê m e épure d é t e r m i n e , comme on le voit, les r éac 
tions des appuis aux points B et C. 

Tels sont, r édu i t s à leur express ion la plus s imple , les 
principes de la m é t h o d e g r a p h i q u e que l 'on app l ique aux 
systèmes a r t i cu lés . 

L'épure des forces, que l 'on n o m m e figure réciproque de 
celle de la cons t ruc t ion , se compose d ' au tan t de polygones 
fermés qu ' i l y a de poin ts au tou r desquels doivent s ' équ i l ib re r 
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u n cer ta in n o m b r e de forces. Ces po in t s , qu i sont ceux de 

jonct ion des bar res et d 'appl icat ion des forces ex tér ieures , 

po r t en t le n o m de nœuds. L 'exemple p r écéden t ne comprend 

q u ' u n seul n œ u d , en A. Les divers po lygones fermés qui 

cons t i t uen t l ' épure des forces ont u n cer ta in n o m b r e de côtés 

c o m m u n s , car une m ê m e ba r re exerce sur ses deux extré

mi t é s des act ions égales , de m ê m e di rec t ion et de sens 

opposés , qu i p e u v e n t se r ep résen te r pa r une m ê m e ligne 

pa rcourue dans deux sens différents. Cette l igne fait alors 

par t ie des deux polygones cor respondan t à chacun des deux 

noeuds s i tués aux ex t rémi tés de la bar re dont il s'agit. 

On cons t ru i t cette épure de p roche en p roche en traçant 

d 'abord le polygone des forces ex té r ieures , qu i doit être 

fermé, pu i sque le sys tème est en équi l ib re , pu is successive

m e n t les polygones fermés co r respondan t aux noeuds pour 

l e sque l s on est a r r ivé à, conna î t re tou tes les forces, moins 

deux, q u i y sont app l iquées . En m e n a n t , pa r les extrémités 

de la l igne qui r ep ré sen t e r a i t la r é su l t an t e de ces forces, 

deux droi tes respect ivement 

para l lè les aux direct ions des 

bar res su ivan t lesquel les les 

act ions sont inconnues , on 

ferme le polygone et on ob

t i en t ces forces inconnues en 

g r a n d e u r et en sens . La déter

mina t ion ainsi faite des ac

t ions exercées pa r deux nou

vel les ba r r e s p e r m e t d 'aborder 

u n n o u v e a u n œ u d , au tour du

quel on conna î t encore toutes 

les forces m o i n s deux , et ainsi 

de sui te j u s q u ' à la fin. 

ï ) l . Appl i ca t ions .—Quel 

ques exemples donneron t une 

idée de cette m é t h o d e . 

Fio. 1 0 5 . Considérons une pout re ar

mée AB (fig. 105) reposant sur 

deux appu i s A et B et consol idée en son mi l ieu par une 
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cintre-fiche CD, dont l ' ex t r émi t é C est re l iée à celles de la 
poutre par des t iges AC, BC. Supposons cette pou t r e chargée 
d'un poids 2P en son mi l i eu , au po in t I). Si, c o m m e nous 
l 'admet t rons , les appu i s n ' exe rcen t que des réac t ions ve r t i 
cales, ces réact ions se ron t égales en t re elles et à la moi t ié P 
du poids 2P suppor té pa r la p o u t r e . Nous faisons abs t rac
tion de la r ig idi té de la pou t r e AB, et nous la cons idérons 
comme formée de deux par t ies distancies AD, BD, s imp le 
ment réunies au point D. Nous avons ainsi cinq tiges ou 
barres 1, 2, 3, 4, 5. 

Le polygone des forces ex té r i eures se r édu i r a i t ici à u n e 
ligne droi te . P o u r cons t ru i re la figure r éc ip roque , considérons 
d'abord le nœud ou sommet A sur lequel agissent t rois forces 
dont nous connaissons l ' une P, et s eu l emen t les direct ions 
AC, AD des deux a u t r e s . Menons que lque pa r t la droi te LM 
parallèle à P et égale, en g r a n d e u r , à cette force. 

Puis , pa r les deux points L, M, menons les droi tes MO, LO', 
respect ivement para l lè les à AD et h AC ; nous au rons cons
truit le polygone fermé LOM e x p r i m a n t l ' équi l ibre des 
forces qui agissent au tou r du point A, et les l ongueu r s des 
lignes LO, MO nous donne ron t les g r a n d e u r s des forces qui 
agissent sur les ba r re s AC, AD. Ayant ainsi l'effort exercé 
par la bar re AC sur le po in t C, et les d i rec t ions des au t r e s 
forces CD, CB, qui lui font équi l ibre , nous pouvons pro^ 
céder de la m ê m e m a n i è r e . Aux ex t rémi tés O, L, de la 
ligne OL qui représen te cet effort, nous m è n e r o n s les deux 
droites OK, LK respec t ivemen t para l lè les à CB et à CD et 
nous aurons le polygone fermé OKL exp r iman t l ' équi l ibre 
autour du point C. 

Les efforts su ivant les ba r re s CB et CD seront ainsi r ep ré 
sentés p a r l e s ba r r e s KO et KL. 

Il ne reste p lus à dé t e rmine r que l'effort su ivant la 
barre BD, qui doi t faire équi l ibre au point B à deux forces 
connues : l 'act ion de la ba r re CB et la force P ; et au point D 
à trois forces connues : l 'act ion des deux ba r re s CD et AD 
et la force 2 P . Il y a donc des vérifications nécessa i res . Ainsi , 
en considérant l 'équi l ibre au tou r du point B, on devra t rou
ver un polygone fermé en m e n a n t , pa r l ' ex t rémi té K de la 
ligne OK, qui r ep résen te l'effort sur CB, une l igne KN égale 
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et para l lè le à la force P ; l ' ex t rémi té N de cette l igne devra 
se t rouve r sur la l igne OM, paral lè le à AB, et la longueur de 
la l igne ON rep résen te ra l'effort exercé su r la ba r r e BD. (On 
démon t r e r a i t faci lement, pa r la géomét r ie et les propriétés 
des t r iangles , que la l ongueu r KN de la ver t ica le comprise 
en t re le point K et la l igne OM est égale à LM.) Quant au 
po lygone fe rmé r ep ré sen tan t l ' équ i l ib re des qua t re forces 
qui agissent au tou r du point D, la figure le p résen te d'une 
façon u n peu s ingul ière à cause de la division en deux de la 
force 2 P app l iquée e n D , laquel le est représen tée par les deux 
l ignes KN, ML, paral lè les et égales chacune à P . Ce poly
gone est formé des l ignes KN, NO, OM, ML, LK. Cette sin
gu la r i t é d i spara î t ra i t si l 'on por ta i t , par exemple en LK', 
sur le p r o l o n g e m e n t de ML, u n e l o n g u e u r égale à P, de 
man iè r e à avoir MK' = 2P . Le polygone dont il s'agit devien
drai t a lors MK'NOxM. 

La n a t u r e de l'effort suppor té par chacune des barres se 
t r o u v e r a , c o m m e on l'a dit , en cons idéran t le sens dans 
leque l doit ê t re pa rcouru chacun des côtés des polygones 
fe rmés , co r respondan t aux divers n œ u d s . Ainsi , par exemple, 
le p r e m i e r polygone MLO cor respondan t au point A doit 
ê t r e , pu i sque la force P agi t sur le point A de bas en haut , 
p a r c o u r u dans le sens LMOL. 11 en résu l t e que l'effort exercé 
su r le po in t A, dans la d i rect ion de MO, c 'est-à-dire par la 
ba r r e AD, est dir igé de M vers 0 . Il const i tue donc une 
p ress ion et la ha r re AD est c o m p r i m é e . L'effort exercé sur 
le m ê m e point pa r la ba r r e AC est d i r igé de 0 vers L et 
cons t i tue , par sui te , une t rac t ion . Cette ba r r e AC, exerçant 
une t rac t ion su r le point A, exerce u n e t rac t ion égale sur 
le point C, et la n a t u r e de cet effort ind ique le sens LOKL 
dans lequel doit ê t re pa rcouru le polygone fermé KLO qui 
r ep résen te l ' équi l ibre a u t o u r du point C. On voit que la 
b a r r e CB exerce su r le point C un effort d i r igé de 0 vers K, 
c 'est-à-dire une t rac t ion , et que la ba r re CD exerce sur ce 
m ê m e point, un effort di r igé de K vers L, soit une compres
sion. 

A côté de chacune des b a r r e s , on a placé u n chiffre qui 
se t rouve répété p rès de la l igne de la l igure r éc ip roque qui 
lui est para l lè le et qui ind ique , en g r a n d e u r , l'effort auquel 
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elle est soumise . La cor respondance des deux figures se voit 
ainsi t rès faci lement . 

Comme second exemple , considérons u n e ferme composée 
de deux arba lé t r ie rs a r m é s c o m m e la poutre précédente et 
réunis par u n t i r an t hor izon ta l (fig. 106). Supposons appli
quées au s o m m e t A et aux mi l ieux des deux arbalé
triers AB, AC, t rois forces ver t icales égales que nous dési
gnerons chacune pa r 2 P . La c h a r g e totale 6P sera suppor tée 
par les deux appu i s B et D, et si nous admet tons qu' i ls 
n'exercent que des réac t ions ver t ica les , chacune sera égale 
à 3P. 

F I G . 106. 

Prenons, sur u n e ver t ica le , HI = IK = KL = P ou bien 
HT = 3P . Le polygone r ep ré sen tan t l 'équi l ibre du point B 
s'obtiendra en m e n a n t , p a r l e s points II et b , des paral lèles 
1LM, LM, à BF et BD, et 1LM représen te ra l'effort exercé par 
la barre BF. Des qua t re forces qui agissent au point F, nous 
en connaissons alors deux, l'effort suivant. BF, qui est r ep ré 
senté par 1I.M, et, la force 2P , représen tée par IIK. En m e n a n t 
par les p u n i s K et M, ex t rémi tés de la ligne qui represen

ts 
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tera i t la r é su l t an te de ces deux forces, les l ignes KN et MN 
respec t ivement para l lè les à AF et à FD, nous fermerons 
e u N le polygone co r respondan t au point F , et nous aurons, 
par les l ignes MIS, KN, les efforts suppor tés par les bar res FD, 
FA. Si ma in t enan t nous considérons, le po in t D, nous con
naissons deux des q u a t r e forces qu i s'y exercent , savoir : 
les efforts dir igés su ivan t BD et su ivant FD, représentés 
r e spec t ivement par ML et MN. Des ex t rémi tés de la 
l igne.LN, qui r ep résen te ra i t la r é s u l t a n t e de ces deux efforts, 
nous n ' a u r o n s qu 'à m e n e r les l ignes LO, NO respect ivement 
para l l è les à DA et à DE, pour fermer en 0 le polygone et 
avoir , par la l o n g u e u r de ces deux l ignes , les efforts sup
por tés pa r les ba r re s DA, DE. 

On pour ra i t con t inuer de la m ê m e man iè r e ; mais la 
ferme é tan t symé t r ique , le p rob lème se t rouve ent ièrement 
réso lu , pu i sque les ba r res de la demi- fe rme de droi te sup
por ten t év idemmen t les m ê m e s efforts que celles qui leur 
co r re sponden t dans la demi-ferme de g a u c h e . 

Le sens des efforts se d é t e r m i n e r a faci lement si l'on 
r e m a r q u e qu ' au point B, la force 3 P ag i ssan t de bas en haut, 
le polygone IIML, qui cor respond à ce po in t doit être par
couru dans le sens L1IML, ce qui m o n t r e , par exemple, 
que la t ige BD exerce sur le point B u n effort .dirigé de M 
vers L, c 'est-à-dire u n e t r ac t ion . Elle exerce donc aussi 
u n e t rac t ion sur le po in t D, et le polygone LMNO, corres
pondan t à ce point , doit être pa rcouru dans le sens LMXOL, 
ce qui donne le sens des efforts exercés pa r les autres 
ba r r e s . 

Considérons encore la ferme ré t iculée r ep ré sen t ée par la 
figure 107 donnée dans la Mécanique appliquée de M. Col-
l ignon, et composée de 2ï b a r r e s . Nous supposons qu'elle 
repose sur ses deux appuis A, B, l e sque l s n ' exercen t que 
des réact ions ver t icales , et qu 'e l l e est d 'a i l leurs chargée , en 
ses divers sommet s , de poids que lconques P , Q, B, S, T. 
Les réact ions X et Y des appu i s se d é t e r m i n e r o n t pa r la règle 
o rd ina i re de la composi t ion des forces para l lè les . Portons 
sur une vert icale ag les l ongueur s ab - P , be - Q, ce — R, 
cf - S, f'g = T, (d d é t e r m i n o n s le point d de manière 
que ad = X, dq = Y. Pa r lons du point A, où nous cou-
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naissons la force X, et dont nous r ep ré sen t e rons l ' équi l ibre 
par le polygone fermé adh, ce qui nous donnera les act ions 
supportées par les ba r re s 1 et 2. Nous pou r rons aborder le 
point G, car nous conna î t rons une des trois forces qu i s'y 
font équil ibre, et le polygone fermé hmd nous donne ra les 
deux autres qui sont les efforts supp i r tés par les ba r re s 3 et 6. 

EIG. 1 0 7 . 

Le point D est en équ i l ib re sous l 'ac t ion de cinq forces, la 
force P et les act ions exercées pa r les ba r re s DA, DC, qui 
sont connues ; nous pouvons donc d é t e r m i n e r les deux au t r e s 
enfermant le polygone mhab au m o y e n des deux l ignes nui, 
un, et cont inuer ainsi de p roche en proche j u s q u ' à la tin, en 
prenant toujours success ivement des points où l 'on connaî 
tra toutes les forces, mo ins deux, qui s'y font équ i l ib re . 

Ull. Condi t ion [unir qu'un s y s t è m e soil i n d é f o r 
mable. — 11 peu t a r r ive r , et il a r r ive effectivement parfois, 
que cette marche est imposs ib le et que l'on se t rouve en p r é -
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sence de nœuds a u t o u r desque l s le n o m b r e des forces incon
n u e s res te supé r i eu r à deux, quel que soit le sens par lequel on 
les aborde . 

Il faut d 'abord s 'assurer qu ' i l n 'y a pas indé termina t ion , 
c 'est-à-dire que le n o m b r e de b a r r e s n ' e s t pas plus grand 
q u e celui qui serai t r i g o u r e u s e m e n t suffisant pour assurer 
l ' indéformabi l i té du sys tème . Si, pa r exemple , nous prenons 
u n quad r i l a t è r e ABCD [fig- 108), formé de q u a t r e barres 
réun ies par leurs ex t r émi té s , u n e c i n q u i è m e ba r r e AC, sui
vant une d iagonale , en fait u n sys tème indéformable , et il 

les efforts dev iennen t i ndé t e rminés , ou du m o i n s ne peuvent 
p lus être dé t e rminés par les cons idéra t ions é lémenta i res qui 
précèdent , et il faut, p o u r les calculer , faire in terveni r les 
a l l ongemen t s ou accourc i s sements subis par chacune des 
bar res sous l 'act ion des efforts de t r ac t ion ou de compres
sion qu 'e l l es suppor ten t . Le calcul ne peu t p lus se faire 
alors q u ' e n t e n a n t compte des déformat ions des ba r r e s ; 
nous en donne rons un exemple au chap i t r e su ivan t . 

On p e u t vérifier fac i lement que le n o m b r e de bar res stric
t e m e n t nécessa i re et suffisant pour r endre invar iab le un sys
t ème , où se t rouve u n n o m b r e de n œ u d s rep résen té par n, 
est égal à 2n •— 3 . En effet, cette règle est vraie pour le 
t r i ang le , où le n o m b r e de s o m m e t s é tant de 3 , le nombre de 
ba r re s est 2 X 3 — 3 — 3. Un n o u v e a u sommet , s'il est en 
dehors de, l 'une des ba r res , ne p o u r r a être re l ié invariable
m e n t au sys tème que par deux nouvel les ba r r e s . Une seule 
bar re nouve l le suffira si le n o u v e a u n œ u d est s i tué sur une 
des ba r res , ma i s a lors celle-ci se t rouvera , en fait, divisée en 
deux . En réal i té , chaque n o u v e a u n œ u d a u g m e n t e de deux 
le n o m b r e des barres nécessa i res , ce qui mon t r e la généralité 
de la f o r m u l e . 

A. 

¥w. 108. 

B 

est possible a lors , au moyen 
des procédés ind iqués , de calcu
le r les efforts suppor tés par cha
cune des c inq ba r re s sous l'ac
t ion de forces ex té r ieures appli
quées aux s o m m e t s . Mais, si l'on 
place une s ix ième bar re , sui
van t la seconde diagonale BD, 
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Par exemple , la t r a v é e ré t iculée qui forme le de rn ie r 
exemple ci-dessus a 12 n œ u d s et 2 X 12 — 3 = 21 ba r res . 

Si le n o m b r e des ba r re s n e dépasse pas celui qui est néces 
saire pour r e n d r e le sys tème indéformable , il ne res te p lus 
d ' indéterminat ion, mais il peut a r r ive r que la m a r c h e encore 
indiquée p r é c é d e m m e n t soit en défaut, pa r l ' imposs ib i l i té 
où l'on se t rouve d 'a r r iver à u n n œ u d où il ne res te que deux 
forces inconnues . 

i)'.î. Décompos i t ion «l'une f o r c e s u i v a n t t r o i s 
d i rec t ions d o n n é e s d a n s un p l a n . — On peut généra
lement, couper le sys tème par u n plan di r igé de m a n i è r e à n e 
rencontrer que t ro is bar res ne passant pas par u n m ê m e 
point. 

Si alors on forme la r é su l t an t e de toutes les forces exté
rieures qui agissent su r le sys tème de l 'un des côtés de ce1 

plan, cette r é su l t an t e devra , pu i sque la cons t ruc t ion est en 
équilibre, ê t re équi l ibrée pa r les act ions inconnues exercées 
par les trois ba r res coupées . Car on peut supposer suppr i 
mée toute la par t ie de la cons t ruc t ion qui se t rouve de l ' au t re 
côté du plan en la r e m 
plaçant par les efforts 
qu'elle exerce. 

Le p rob lème rev ien t 
donc à décomposer une 
force R donnée (fig. 109) 
en trois au t r e s di r igées 
suivant des l ignes égale
ment données AA, BR, 
CC, et s i tuées , bien en
tendu, dans u n m ê m e 
plan avec la force R. Le 
problème est d é t e r m i n é , 
car si on projet te les t rois 
forces inconnues et la 
résultante R su r deux 

axes rec tangula i res que lconques , et si l 'on prend l eu r s m o 
ments par r appo r t à u n point que lconque du p lan , en éga
lant à zéro les deux sommes de project ions et la somme, des 
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m o m e n t s , on au ra trois équa t ions pour d e t e r m i n e r les trois 
forces inconnues . 

Si les deux forces qui agissent su ivan t BB et suivant CC 
sont composées en u n e seule ; l eu r r é su l t an t e passera néces
sa i rement par l eu r point d ' in tersect ion N, et elles pourront 
être remplacées pa r cette r é s u l t a n t e . La force donnée R n'a 
donc plus alors à équ i l ib re r que deux forces inconnues , une 
qui est dirigée su ivan t ÀA, et l ' au t re qui passe pa r le point N. 
Ces trois forces, se faisant équi l ibre , passen t nécessairement 
par u n m ê m e point qui est le point M, in tersect ion des deux 
p remiè res ; la direct ion de la t ro i s ième se t rouve par suite 
devoir coïncider avec la l igne MN. Nous devons donc déter
m i n e r les deux forces qui , d i r igées su ivan t AB et MN, font 
équi l ib re à la force donnée R. P o u r cela, aux deux extré
mi tés d 'une l igne para l lè le à R, et m e s u r a n t sa grandeur , 
nous menons deux droi tes r e spec t ivement paral lè les à AA et 
à MN et nous f e rmons le polygone qui expr ime cet équi
l ibre ; la l igne A, para l lè le à AA, donne la g r a n d e u r de la 
force qui Tagit su ivan cette direct ion, et la l igne ponctuée, 
para l lè le à MN, donne la g r a n d e u r de la force qui agit sui
vant MN, et qu i est la résu l t an te des deux forces inconnues 
dir igées su ivan t BB et su ivan t CC. IL suffira donc, par les 
ex t rémi tés de cet te l igne ponc tuée , de m e n e r les deux 
l ignes B el C respec t ivement paral lè les à BB el à CC pour 
fermer le polygone qui expr ime l 'équi l ibre au tou r du point 
N et avoir , pa r les l ongueu r s de ces l ignes , les grandeurs 
des forces i n c o n n u e s . 

La compara i son des l igures réc iproques aux l igures prin
cipales donne lieu à beaucoup de théorèmes intéressants , 
ma i s qu i sont p lu tô t du ressor t de la géomét r i e . On les 
t r ouve ra dans les ouvrages spéciaux su r la s ta t ique gra
ph ique . 

Í J í . l ' o u t r e s t r i a n g u l é e s o u a m é r i c a i n e s . — Ce 
m ê m e procédé g r a p h i q u e s 'appl ique à la dé te rmina t ion des 
efforts qui se p roduisen t dans les différentes bar res d'une 
pout re t r i angu lée , ou p o u t r e a m é r i c a i n e . On sait qu ' i l existe 
u n g rand n o m b r e de pou t res ar t iculées de modèles diffé
r en t s . Les p r inc ipaux types sont les su ivants : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Système Warrcn (fig. 110). Pou t re formée de t r i ang les iso
cèles égaux 
et alternatifs. 
Les pièces in
clinées sont, 
comme nous 

le verrons tou t à l ' heure , a l t e rna t ivemen t é tendues et c o m 
p r i m é e s . 

Sys tème Ifowr 

^ (fig. 111). Pou t r e 
formée de t r i ang l e s 
rec tang les et d a n s 

laquelle les pièces é t endues ou t i r an t s sont placées ve r t i c a 
lement, les pièces c o m p r i m é e s é tant incl inées . 

Système Pratt 

l-'iu. n i . 

/ 
F I G . 112. 

(fig. 112). Pou t r e 
formée éga lement 
de tr iangles rec tan
gles, mais dans la
quelle ce sont les pièces c o m p r i m é e s ou bras qui sont v e r 
ticales, et les t i r an t s qui son t i nc l i né s . 

Sys tème F ink 

(fig. 113). Pou t r e 
dérivée de la p r é -

FIU. u 3 . c é d e n l e , m a i s d a n s 
laquel le les t i 

rants sont disposés d 'une man iè re différente, ind iquée pa r 
la figure. 

Système Boll-

nman (fig. 114). 
Poutre dans la
quelle il n 'exis te 
que des t i ran ts F I G . 114. 
qui se réun issen t 
aux ext rémi tés d 'un bras u n i q u e hor izonta l . 

Déterminons, pa r exemple , les efforts dans une p o u t r e 
Warren (fig. 115), cha rgée de poids que lconques P t , P 2 , 
P 3 , P 4 , appl iqués aux a r t i cu la t ions supér ieures . 

Nous au rons d 'abord à d é t e r m i n e r les réac t ions des appu i s 
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A et B P o u r cela, nous po r t e rons , su r une vert icale, des 
l ongueu r s CP, = Pt, P , P 2 = P 2 , P 2 P 3 = P 3 et P 3 P 4 = P 4 , 
nous j o ind rons les points de division à u n pôle 0 arbitraire, 
et n o u s cons t ru i rons le polygone funiculai re amb des forces 
données . Nous savons que la r é s u l t a n t e de ces forces, 

donnée en gran
deu r par leur 
s o m m e CP 4 , pas
sera i t par le 
point i de con
cours des deux 
côtés extrêmes 
de ce polygone ; 
si donc nous vou
lons décomposer 
cet te résultante 
en deux forces 
vert icales pas
san t par les 
poin ts A, B, nous 
devrons : mener 
p a r ce point i 
d e u x d r o i t e s 
que lconques ia, 
ib , j u squ ' à la 
r encon t re des 
ver t icales A, B; 
m e n e r , par les 

ex t rémi tés de la l igne CP 4 , qui r ep résen te l a fo rce à décompo
ser, deux l ignes CO, P 4 0 para l lè les à ces deux l ignes ; joindre 
les points a .et b et m e n e r pa r le point O une parallèle OR 
à ab. CR et R P 4 r ep résen te ron t les g r a n d e u r s de deux forces 
ver t icales app l iquées en A et B dont la r é su l t an t e passera 
en ¿, et pu i sque la s o m m e de ces deux forces est précisé
m e n t égale à CP 4 ou à la s o m m e des forces données , elles 
sont les réac t ions che rchées des appu i s A, B. On voit que 
la cons t ruc t ion du point i est inu t i l e . Il suffit, p o u r avoir la 
réac t ion cherchée , de cons t ru i re le polygone funiculaire amb 
des forces données , en p r enan t u n pôle 0 que l conque ; puis 
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de joindre les ex t rémi tés a, b de ce polygone, c 'est-à-dire 
les points où ses côtés ex t r êmes r encon t r en t les ver t ica les 
des ext rémités de la pou t re , de m e n e r , pa r le pôle 0 , une 
parallèle OR à ab\ et l 'on obt ient les l ongueur s CR, R P 4 

représentant les réact ions des appu i s . 
Cette cons t ruc t ion , dont on t r o u v e r a la démons t ra t ion 

dans tous les t ra i tés de s ta t ique g r a p h i q u e , s 'appl ique, b ien 
entendu, à une pout re de forme que lconque chargée de 
poids P , , P 2 , . . . placés d 'une façon éga lement que lconque . 

La réaction des appuis é tan t dé te rminée , nous pouvons 
exprimer l ' équi l ibre des forces qui ag issen t au p remie r som
met A. Ces forces sont au n o m b r e de t ro i s , dont une seule , 
la réaction CR, est connue ; les d i rec t ions des au t r e s , qu i 
sont celles des ba r re s 1, 2, sont seules connues . En m e n a n t 
p a r l e s ex t rémi tés de CR, des para l lè les à 1, 2, nous au rons 
un tr iangle dont les t ro is côtés seront p ropor t ionne l s aux 
trois forces en équi l ibre au tou r du poin t A, ce qui d é t e r m i 
nera les efforts dans les ba r re s 1 et 2 . 

Au point D, nous avons qua t r e forces , deux connues , Pi 

et l'effort de la ba r r e 1, et deux i n c o n n u e s , les efforts des 
barres 3 et 4. Nous dé t e rmine rons ces efforts en fe rmant Je 
polygone dont les côtés sont para l lè les a u x direct ions de ces 
forces, et a ins i de su i te . 

9 5 . Ut i l i t é des c o n t r e - b a r r e s . — En pa rcouran t ces 
divers polygones dans le sens des forces, nous r econna î t rons 
que les bar res hor izonta les supér ieures sont tou tes c o m p r i 
mées, les ba r res infér ieures agissent , au con t ra i re , c o m m e 
tirants, et les ba r res incl inées sont a l t e rna t ivemen t t i rées 
et compr imées . Nous voyons aussi que les efforts auxque l s 
ces bar res sont soumises von t en a u g m e n t a n t depuis les 
extrémités j u s q u ' a u mi l ieu de la pou t re pour les ba r res ho r i 
zontales, et en d i m i n u a n t pour les ba r res inc l inées . Celles 
qui sont au mi l i eu n ' au ra i en t m ê m e , si les charges étaient 
répart ies s y m é t r i q u e m e n t , à suppor te r a u c u n effort. Aussi 
arrive-t- i l q u ' u n e pet i te modification dans la r épar t i t ion des 
charges change , dans ces bar res du mi l ieu de la pou t re , le 
sens des efforts. Les ba r r e s compr imées par u n e charge 
réparl ie d 'une cer ta ine façon deviennent é tendues par une 
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au t re charge répar t ie d i f féremment , et cette a l t e rnance du 
sens des efforts est nu is ib le à la r ig idi té de la const ruct ion. 
On comprend , en effet, que , si les assemblages ne sonL point 
abso lument parfaits, les points de contact d 'une pièce, avec 
les vois ines , ne sont pas les m ê m e s si elle doit ag i r comme 
t i ran t ou c o m m e b r a s ; l'effet est le m ê m e que si la longueur 
de la pièce se t rouva i t changée , et il en résul te des mouve
men t s et des chocs nuis ib les à la solidité. Souvent aussi , les 
pièces des t inées à être é tendues ne saura ien t rés is ter effica
cement à des compress ions , à cause des tlexions qu'elles 
subissent , lorsque l eu r section t r ansversa le n 'a pas été cal
culée en vue de rés is ter à ce genre d'efforts. P o u r éviter cet 
inconvénient , on place souvent , vers le mi l ieu des poutres 
amér ica ines , des contre-barres, qui sont réglées de manière 
à p rodui re dans les pièces pr incipales des efforts assez grands 

pour que l 'on n'ait 
B pas à c ra indre de 

les voir changer de 

/ sens pa r une modi-
^ ficatiou des charges . 

F l G _ 1 1 6 Si, par exemple , AB 

{fig. 1 Iß) est une 
barre dest inée à ê tre compr imée , ma i s qui , par u n e modi
fication des charges , est exposée à être é tendue , on met t ra 
u n con t re - t i r an t BD, 
et l 'on c o m p r e n d ^ 

que , si l 'on peut ré 
gler à volonté la t en 
sion de ce t i rant , on 
pour ra faire en sorte 
que le bras AB su
bisse, sous la cha rge o rd ina i re , u n e compress ion beaucoup 
plus grande que celle qu 'e l le suppor te ra i t sans cela, et telle 
que la modification de la cha rge ne pa rv ienne pas à l ' annu
ler en t iè rement . On pour ra , dans le m ê m e but , placer un 
contre-bras BG (fig. 117) ayan t pour effet d ' a u g m e n t e r la 
tension normale d 'un t i rant AB exposé à se t r ouve r com
pr imé . Il est inut i le de faire observer que l 'une des contre-
ba r re s est suffisante : u n cont re- t i ran t BD ne peu t augmen-

F I U . 117. 
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ter lu compress ion dans u n b ras AB sans a u g m e n t e r en 
même temps la tens ion dans le t i r an t voisin BG. 

Les d imensions des bar res d 'une p o u t r e amér ica ine doivent 
être dé terminées en faisant success ivement , pour la r épa r t i 
tion des charges , les hypo thèses les p lus var iées . On p rend , 
pour chaque b a r r e , les d imens ions qui co r responden t à 
l'effort le p lus é levé qu 'e l le est exposée à subi r . Ou r e c o n n a î t 
en même t e m p s celles pour lesque l les l'effort peu t c h a n g e r 
de sens et qui , par sui te , doivent ê t re mun ie s de con t r e -
barres, dont les d imens ions se d é t e r m i n e n t en faisant abs 
traction des ba r r e s qu 'el les c ro isent et en se p laçan t dans 
l 'hypothèse de la r épa r t i t i on des cha rges qui correspond à 
leur plus g rande u t i l i t é . 

Nous nous bo rne rons à ces s imples ind ica t ions ; elles sont 
suffisantes pour r é soudre le p rob lème généra l de la dé te r 
mination des efforts dans les d iverses pièces d ' une p o u t r e 
articulée, et par suite des d imens ions de ces pièces . Nous 
renverrons aux ouvrages spéciaux, p r i n c i p a l e m e n t à la 
Statique graphique de M. Maurice Kœckl in , pour les e x e m p l e s 
de la réso lu t ion de ce p rob lème dans les différents cas, et 
au trai té des Ponts ?uétaltiqnes de M. Bésal p o u r les solu
tions ana ly t iques du m ê m e p r o b l è m e et la d iscuss ion de la 
valeur relat ive des différents types . 

ÎJG. P o u t r e s ù t r e i l l i s . — La pou t r e à t re i l l i s se c o m 
pose de deux ba r re s 
horizontales , r éun ies 
par deux sys tèmes de 
barres incl inées const i 
tuant [etreillis(figA{8). 
Elle peut être considé
rée comme formée d 'un Ei G . 118 . 
grand n o m b r e de pou
tres du sys tème W a r r e n , qui au ra i en t été superposées l ' une 
h l ' au t re , en ayan t les m ê m e s tables hor izon ta les . 

Une pou t re à t rei l l is ne p e u t ê t re r i g o u r e u s e m e n t cons i 
dérée comme u n sys tème a r t i cu lé . Les ba r r e s , ou tables ho r i 
zontales, sont d ' une seule pièce su r toute la l o n g u e u r et , 
par conséquent , deux de l eu r s é l é m e n t s successifs ne sont 
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pas l ibres de change r de di rect ion l 'un par r appo r t à l 'autre . 
Les bar res incl inées qui cons t i tuen t le t rei l l is sont généra le
m e n t fixées a u x tables par des assemblages r ig ides qui ne 
p e r m e t t e n t aucun c h a n g e m e n t de d i rec t ion, et elles sont 
r éun ie s les unes aux a u t r e s à tous l eu r s poin ts de rencontre . 
Ces pout res cons t i t uen t donc u n sys tème r ig ide , et les règles 
conce rnan t les sys tèmes a r t icu lés ne l e u r sont pas r igou
r e u s e m e n t appl icables . L 'hypothèse cons is tan t à admet t re 
que les d iverses ba r re s du trei l l is sub i s sen t s imp lemen t les 
efforts d i r igés su ivan t le sens de l eu r l o n g u e u r n 'est plus 
q u ' u n e a p p r o x i m a t i o n ; m a i s cette a p p r o x i m a t i o n est suffi
san te p o u r d o n n e r au moins u n e idée de la n a t u r e et de 
l ' impor tance de ces efforts, et l 'on s 'en con ten te générale
m e n t . Nous supposerons que les b a r r e s du t re i l l i s sont symé
t r i q u e m e n t inc l inées de par t et d ' au t r e de la vert icale, et 
que la pou t r e placée ho r i zon ta l emen t est cha rgée d 'un poids 
u n i f o r m é m e n t répar t i à ra ison de p par u n i t é de longueur . 

Dans ces condi t ions , coupons la pou t re pa r u n plan ver
tical AR (fig. 119) que lconque . Chacune des par t ies de la 
pout re compr ise en t re l 'une des ex t rémi tés et ce p lan sécant 
doit ê t re en équi l ibre sous l 'act ion des forces qui lui sont 
app l iquées , et ces forces c o m p r e n n e n t , ou t re les forces exté
r i eu res , les réact ions qui sont développées dans les diverses 
ba r re s rencont rées par le p lan . Or, les forces extér ieures , y 

compr is les réact ions des appuis , sont 
¡A par hypo thèse ver t icales ; l eu r projec

tion sur u n p lan hor izonta l est nul le , et 
il doit en être de m ê m e , pa r conséquent , 
de la s o m m e des project ions des réac
tions des diverses ba r r e s . Désignons par 
F et F ' les efforts développés aux points 
A et B dans les tables hor izonta les de la 

F I O . H 9 . pout re , par ? et ?' les efforts moyens 
développés d a n s les ba r re s du treillis 

r encon t rées p a r l e p lan , de m a n i è r e que, si n est le nombre de 
ba r re s de chaque sens, no soit l'effort total développé dans 
tou tes les ba r res incl inées de gaucho à droi te et ny' l'effort 
total développé dans celles qui sont inc l inées de droite à 
gauche . Si d 'a i l leurs a est l ' angle que font ces barres de 
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part et d 'aut re de la ver t icale , nous a u r o n s , en t re ces diverses 
forces, l 'équat ion 

(F -|- F') - j - (rasp sin a -\- ny' sin a) = 0 . 

Nous admet t rons , ce qui d ' a i l l eurs est vérifié par l ' expé
rience et résul te de la forme symé t r ique de la pou t re par 
rapport à u n plan hor izonta l , que cette équat ion est satisfaite 
par l 'égalité à zéro de chacun de ses deux t e rmes , c 'es t -à-
dire que l 'on a 

F' - - — F et <p' — — q> ; 

c'est-à-dire que les efforts, dans les deux tables hor izonta les , 
sont égaux et de sens cont ra i res sur une m ê m e vert icale, et 
qu'il en est de m ê m e des efforts développés dans les bar res 
inclinées dans u n sens ou dans l ' au t re . La table hor izonta le 
supérieure, par analogie avec ce qui se passe dans la pout re 
W a r r c n . se t rouve c o m p r i m é e , et la tab le infér ieure subi t u n 
effort d 'extension égal à celui qui c o m p r i m e la p r e m i è r e . 

De m ê m e , les ba r re s incl inées dans u n sens sont compr i 
mées par un effort égal à celui qui étend les bar res incl inées 
en sens cont ra i re . 

Nous pouvons ma in tenan t , à l 'aide de cette hypo thèse , 
déterminer tous ces efforts. 

9 7 . E i ïor t s dans l e s p i è c e s i n c l i n é e s . — Considé
rons encore la por t ion de pout re compr i se en t re l ' un des 
appuis et le plan AB. Pro je tons su r un plan vert ical tou tes 
les forces qui agissent sur cette por t ion de pou t re et expr i 
mons que la s o m m e de toutes ces project ions est nu l l e , 
comme nous venons de le faire pour la projection hor i zon
tale. Désignons par l la l o n g u e u r to ta le de la pou t re , et par 
x la distance de ce plan à l 'extrémité considérée . Le poids 
total supporté par la pout re es lpl , la réact ion de chacun des 

appuis est i et elle est dir igée en sens inverse du poids , 

c'est-à-dire de bas en h a u t . Le poids suppor té par la pou t re , 

dans la par t ie dont il s 'agit, est px, la somme des projec

tions sera donc-^f — px. Les forces F é tant hor izonta les ont 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



u n e projection ver t ica le n u l l e , et les forces 9 ont pour pro
jec t ion 2>if cos a. Nous avons donc l ' équa t ion 

~ — px = 2n:p cos oc, 

d'où 

, = — i P - ~ ( l - - x \ 
r 2 n cos a \ 2 J 

D'après cela ? est nu l au mi l ieu de la pou t re , où x -= ^ et 

il a u g m e n t e en va l eu r absolue j u s q u ' a u x ex t rémi tés où il 

a t te in t sa va l eu r m a x i m u m ? = ± -— L • -~ Comme dans 

2/i cos a 2 
la pout re W a r r e n , les bar res incl inées dans le m ê m e sens, 
qui sont compr imées dans la p r emiè re moi t ié , sont étendues 
dans la seconde et i nve r semen t . On voit i m m é d i a t e m e n t qoe 
la va leur t rouvée pour ç> (qui n 'es t , d 'a i l leurs , que la valeur 
moyenne de l'effort exercé sur tou tes les bar res inclinées 
r encon t rées par le p lan ver t ical AB) n 'est dé te rminée que 
d 'une man iè r e a p p r o x i m a t i v e . Si, au lieu du p lan AB, nous 
en avions pris u n au t re assez voisin de lui pour ne rencon
t rer que les m ê m e s ba r re s inclinées, au ra i t eu une autre 
va leur , et nous aur ions , par suite, t rouvé pour cp une valeur 
différente; cependant il est b ien évident que l'effort longitudi
nal est, d 'après no t re hypo thèse , le m ê m e tout le long d'une 
m ê m e ba r re incl inée. La vraie valeur à p r end re pour <p est 
donc e l l e -même u n e sor te de m o y e n n e en t re toutes celles qui 
cor responden t aux diverses va leurs dex r encon t r an t les barres 
dans lesquel les on veut dé t e rmine r les efforts. 

La va leur de ç ne donne que la moyenne des efforts dans 
toutes les ba r re s incl inées : on peut approx ima t ivemen t attri
buer cette va leur à colles qui seraient r encon t rées pa r le plan 
vers le mi l i eu de la h a u t e u r de la p o u t r e , celles qui se trouvent 
au dessus ou au dessous ayant , su ivant le cas, à subir des 
efforts p lus g r a n d s ou plus pet i ls , s 'écartant éga lement de la 
va leur m o y e n n e . 

Efforts d a n s l e s t a b l e s p a r a l l è l e s . — Il nous 
reste à écrire une t rois ième équat ion d 'équi l ibre des forces 
qui agissent sur la por t ion de pou t r e que nous avons consi-
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dérée, celle qui exp r ime la nul l i té de la s o m m e des m o m e n t s 
de ces forces par r appor t à u n point que lconque du p l an . 

Plaçons le p lan AB dans u n e posit ion telle qu' i l r encon t re 
les barres du trei l l is à leurs points d ' in tersect ion respectifs . 
Si nous p renons les m o m e n t s des forces par r appor t à un 
point que lconque de ce p lan , il y au ra en chaque point d ' in
tersection deux forces inc l inées égales , ayant m ê m e bras de 
levier et tendant à p rodu i re des rota t ions de sens con t r a i r e . 
La somme des m o m e n t s de toutes les forces inclinées pa r r a p 
port à ce point sera donc nu l l e , et, d 'après ce que nous venons 
de dire, il en sera a p p r o x i m a t i v e m e n t de m ê m e si le plan 
AB se trouve l égè rement déplacé de man iè r e à r encon t re r les 
mêmes bar res . 

Le m o m e n t des forces ex tér ieures p . s l ^ X ¿ pour la réac

tion de l 'appui et — px. - pour le poids suppor té pa r la por

tion de pout re cons idérée . Les deux forces hor izonta les F et 

— F développées dans les tables hor izonta les fo rment u n 

couple dont le liras de levier est la h a u t e u r 11 de la pou t re , 

et dont le m o m e n t , par r appo r t à un point que l conque , est 

par conséquent F'H. Nous avons donc l ' équat ion 

pl px"1 p 

ï J ' ~ " î = ' 0 , 1 '"" 2 H X ( } ' 

A l ' inverse de ç, F a u g m e n t e depuis les ex t rémi tés de la 
poutre où il est nu l j u s q u ' a u mi l ieu où il a t te in t sa va l eu r 

m a x i m u m ^ - On voi t que , tou tes choses égales , l'effort F 

est inversement p ropor t ionne l à la h a u t e u r II de la pou t r e . 

9 9 . Ca lcu l des s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s . — Les efforts F 
et 9 é tant dé t e rminés , on en dédui t , en les d ivisant pa r la 
charge de sécur i té B 0 des matér iaux, employés pour les di
verses Barres, les sections que celles-ci doivent avoir ( '). Ains i , 
la section u d 'une ba r r e du trei l l is dont l 'abscisse moyenne est 

{ l) Nous donnerons plus loin, dans lu. deuxième par t ie , les va leurs numér iques ' 
de la charge de sécur i té pour les mé taux usuels et les bois . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



x au r a pour va l eu r 

co R, 
V (i 

2R 0w cosx V 2 

et la section Q des ba r re s hor izonta les sera dé te rminée de 
m ê m e par 

Cette sect ion Q, devra i t donc, si l 'on voula i t n ' employer en 
chaque poin t que la quant i té de ma t i è r e s t r i c t ement néces
saire à la r é s i s t ance , var ie r p ropor t i onne l l emen t au produit 
x (l — x), c 'est-à-dire c o m m e les o rdonnées d 'une parabole. 
Si, pa r e x e m p l e , la forme en est rec tangula i re et si, de plus, 
l ' une des deux d imens ions du rec tang le , la l a rgeur horizon
tale, est cons tante , l ' au t re d imens ion , la h a u t e u r verticale 
devra , en chaque poin l , ê t re propor t ionnel le aux ordonnées 
de cet te parabole . Il est r a r e que cette propor t ionna l i té soit 
s t r ic tement observée. Si les tables de la pou t r e sont en bois, 
on leur donne géné ra l emen t , d 'un bout à l ' au t re , la section qui 

cor respond à l'effort m a x i m u m , soit Q = ^ Ï T Ï T - ; si elles sont 

en tôle, l eu r épaisseur ne var ie pas d 'une man iè r e cont inue; 

elles se composent alors d 'un cer ta in n o m b r e de feuilles de 
tôle superposées (fig. 120), et l 'on fait en sor te qu 'en chaque 
point l ' épa isseur totale soit au moins égale à celle qui cor
r e spondra i t à l ' o rdonnée de la parabole . La l igne brisée qui 
forme le contour l imi te de l ' épaisseur réel le se t rouve ainsi 
ex tér ieure à celle qui r ep résen te ra i t l ' épaisseur théor ique . 

ÎOO. E ï ï n r l t r a n c h a n t . M o m e n t llécJiissiiii l . — 
D'après ce que nous venons de voir , dans une poutre en 
trei l l is , le t rei l l is p r o p r e m e n t dit et les tables horizontales 
équi l ibrent s épa rémen t deux genres d'efforts d is t incts . 

px (l —• x) 
2HR„ 

F I G . 120. 
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Les efforts développés dans une section vert icale que l 
conque des bar res inclinées du trei l l is font équi l ibre à la 
somme des project ions, su r un p lan vert ical , de tou tes les 
forces extér ieures qui agissent depuis une ex t rémi té de la 
poutre jusqu ' à la section considérée . Cette somme est ce que 
l'on appelle l'effort tranchant ; on voit qu ' i l tend à faire glis
ser, l 'une par rappor t à l ' au t re , les deux par t ies de la p o u t r e 
séparées par la section ver t ica le . 

Les efforts développés dans les tables hor izonta les , dans 
une section vert icale que lconque , font équi l ibre à la s o m m e 
des m o m e n t s , pa r r appo r t à u n point de cette section, de 
toutes les forces ex té r ieures qui agissent sur la pout re depu i s 
une de ses ex t rémi tés j u s q u ' à la sect ion considérée . Cette 
somme est ce qu 'on appelle le moment fléchissant. 11 tend à 
courber la pou t re en faisant t ou rne r , l ' un par r appor t à l ' au t re , 
les deux par t ies en lesquel les on la suppose divisée . 

Nous avons considéré jusqu ' ic i une pou t r e cha rgée d ' en 
poids un i fo rmémen t répar t i su r l 'hor izonta le , mais la défini
tion que nous avons donnée de l'effort t r a n c h a n t et du m o m e n t 
fléchissant est généra le et s 'appl ique à des charges placées 
d'une manière que lconque sur la pou t r e . Dans tous les cas , 
et quelle que soit la répar t i l ion des charges , le t re i l l i s résis te 
à l'effort t r anchan t et les tables hor izonta les au m o m e n t flé
chissant. 

Ι Ο Ι . I n c l i n a i s o n a. d o n n e r a u x b a r r e s du t r e i l l i s . 
— Nous avons laissé l ' angle α i n d é t e r m i n é . On peut se pro
poser de che rche r la va l eu r la p lus convenable à lui donne r , 
au point de vue de l 'économie de la ma t i è r e . Nous t r a i t e rons 
ce problème pour le cas où la cha rge est u n i f o r m é m e n t répar 
tie sur la longueur de la pou t re . 

Nous avons t rouvé que la section t r ansversa le d 'une ba r re 
dont l 'abscisse m o y e n n e est χ est expr imée par 

Elle est m i n i m u m lorsque l 'on a : a = 0, mais a lors , les 
barres étant placées ve r t i ca lement , il n 'y a plus à p rop re 
ment par ler de t re i l l i s . En généra l , a é tant l ' angle qu 'e l les 

Ρ (i 
2R0rccosct \ 2 
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2 n R 0 s in a cos <x \ 2 
_ J L ( l _ 
R 0 sin 2 * 1 , 2 

et ce v o l u m e est m i n i m u m pour 2s = ^ ou i = 45°. 

D'après cela, la sect ion t ransversa le de c h a q u e barre est 

alors w = - ' _ (L — x \ , e t l e vo lume m i n i m u m , par unité 
r t R o V 2 \ 2 / 

de l ongueu r , est ^ ^ - — x^- Si l 'on adme t que les barres 

soient pa r tou t s t r i c t ement calculées d 'après la formule ci-

dessus , le vo lume total sera le double de la s o m m e , de 0 à ^ 

de tous les vo lumes (J> — ^x des é léments dx, c'est-

pp 
à-dire ma is la formule dont il s 'agit donnera i t , pour les 

21>o 
bar res s i tuées vers le mi l ieu de la pou t re , des sections 
nul les ou t rès faibles, inadmiss ib les en p ra t ique . Le volume 
des bar res du trei l l is sera donc tou jours nécessairement 

supé r i eu r a 

ÎO—. C a l c u l tics p i è c e s a c c e s s o i r e s . — La déter
mina t ion des efforts exercés sur les ba r r e s du treil l is sert 
non seu lement à calculer les d imens ions t ransversa les de 
ces ba r r e s , ma i s aussi celles qu i doivent ê tre données aux 
pièces de l ' a ssemblage au moyen desquel les elles sont réunies 

font avec la ver t ica le , si l 'on p rend deux sections verticales 
d is tan tes de l 'un i té de l o n g u e u r , la l o n g u e u r d 'une barre 

compr i se en t r e ces deux sections sera — et pour les n 
1 s m a 1 

barres para l lè les la l ongueu r to ta le , pa r un i t é de longueur 
/ / 

hor izonta le de la pout re sera . Les bar res inclinées en 
r sin a 

sens inverse ont une l o n g u e u r égale , et le v o l u m e par unité 

de l o n g u e u r hor izonta le est ainsi . ' ' » ou b ien , en mettant 
sm a 

pour (o sa va leur c i -dessus , 
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aux fables hor izonta les . Ces pièces consis tent g é n é r a l e m e n t 
en rivets, bou lons ou goujons qui t r aversen t hor izon ta le 
ment des t rous percés à la fois dans les ex t rémi tés des ba r re s 
d a treillis et dans les tables hor izonta les , ou b ien dans les 
cornières qui y sont fixées. Si R' 0 dés igne toujours la cha rge 
de sécuri té par un i té de surface de la ma t i è re qui const i tue 
ces pièces, eu égard à la man iè r e dont elles sont soll ici tées 
(et que nous définirons plus complè t emen t dans la seconde 
partie), et w' l eur sect ion, on devra avoir w'R'0 — - ç. 

Lorsque ces pièces sont c i rcula i res , d 'un d i amè t re d et 
en nombre ri pour chaque ba r re , cette équat ion devient 
jiT.d1 

—-— R' 0 = <f. Si Ton veuf conserver d 'un bout à l ' au t re de 

la poutre les m ê m e s d imens ions pour ces pièces d 'assem
blage, il faut les ca lculer en m e t t a n t dans cette formule la 

valeur m a x i m u m de ©, soit ( lorsque a =— 45°) - ^—=-
2n v'2 

On peut ca lculer , de m ê m e , lorsqu ' i l s 'agit de pou t res m é 
tall iques dont les tables sont 
munies de cornières auxquel les 
s 'attachent les bar res incli
nées, le nombre de r ivets néces-
s a i r e s p o u r r é u n i r ces cornières F I G . 1 2 1 . 
aux semelles hor izonta les . 
Chacune des deux bar res incl inées qui vient s ' assembler en 
un point A (fig. 121) exerce, dans la direct ion de A vers B, 

? v'2 
un effort qui a pour va l eu r —— : soit pour les deux <¡¡ \¡2. P o u r 

que, sous l 'action de cet effort, les cornières res tent fixées 
aux semelles , il faut que les rivets qui les y r éun i s sen t pré
sentent, en t re les deux points A et B, u n e section totale 
suffisante pour rés is ter à cet effort, c 'est-à-dire que , si n" est 
leur n o m b r e et d l eu r d iamèt re , on d é t e r m i n e r a ces deux 

inconnues par l ' équat ion —'j— R' 0 = <p \¡2-, dans laque l le on 

mettra, c o m m e ci-dessus, pour ç sa va leur m a x i m u m , si l 'on 
veut conserver les m ê m e s d imens ions d 'un bou t à l ' au t re 
de la pou t re . 
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212 STABILITÉ D E S CONSTRUCTIONS 

Comme nous l 'avons dit , les cons idéra t ions précédentes 
concernan t les pou t res en t re i l l i s ne s ' appl iquera ien t qu'à 
des pou t res dans lesquel les les ba r res du trei l l is seraient 
l ibres de t o u r n e r au tou r de l eu r s a r t icu la t ions avec les 
semel les hor izonta les . O r d i n a i r e m e n t il n ' e n est pas ainsi, et 
non seu lemen t ces bar res incl inées sont fixées a u x semelles 
d 'une m a n i è r e invar iab le , ma i s encore elles sont réunies 
entre elles à leurs points d ' in te rsec t ion par des assemblages 
r ig ides , ne l eu r p e r m e t t a n t pas de c h a n g e r l eurs incl inaisons 
m u t u e l l e s . 

Dans ce cas , les calculs qui p récèden t ne donnen t qu 'une 
idée gross ière des condi t ions de rés i s tance de ces barres , 
qui sont soumises , en t re deux points de jonc t ion successifs, 
à des efforts de flexion l eu r donnan t , au lieu de la forme 
rec t i l igne qu 'e l les conservera ien t d 'après la théor ie précé
den te , des formes courbes en S ap la t i e . Il s'y développe 
alors des act ions in té r ieures b ien supé r i eu res à celles qu'in
d iquen t les formules qui v i ennen t d 'ê t re é tabl ies et qu'il ne 
paraî t pas facile d 'évaluer , m ê m e d 'une façon approchée . 

Aussi semble- t - i l p r u d e n t de n ' adop te r les poutres en 
trei l l is r igide que pour de faibles o u v e r t u r e s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DEUXIÈME PARTIE 

R É S I S T A N C E D E S M A T É R I A U X 

CHAPITRE IX 

E X T E N S I O N O U C O M P R E S S I O N S I M P L E 

S O M M A I R E . — § 1 . Considérations générales: 103. A l l o n g e m e n t d e s t i g e s 
p r i s m a t i q u e s . Loi f o n d a m e n t a l e . — 104". Coeff ic ient d ' é l a s t i c i t é . — 
10». L imi t e d e l ' é l a s t i c i t é . — 106. C h a r g e d e s é c u r i t é . — 107. C o n 
t r a c t i o n s t r a n s v e r s a l e s . — 108 . S t r i c t i o n . — 109. P h a s e s s u c c e s s i v e s 
d ' u n e é p r e u v e d e r u p t u r e p a r t r a c t i o n . — 110. F o r m e d e s c a s s u r e s . 
— 111. A l l o n g e m e n t t o t a l de r u p t u r e . — 112. Effor ts s u c c e s s i f s d é p a s 
s a n t u n p e u la l i m i t e d e l ' é l a s t i c i t é . — 113 . R é s i s t a n c e v i v e . — 
114. — Efforts d e c o m p r e s s i o n . — 115. R u p t u r e p a r c o m p r e s s i o n . — 
11C. Corps d i v e r s . — 117. E x p é r i e n c e s de r u p t u r e . P r é p a r a t i o n d e s 
b a r r e a u x d ' é p r e u v e . — 1 1 8 . F o n t e . — 119. Efforts r é p é t é s ou a l t e r n a 
tifs. - Lois d e Vvœhler . — 120. C o e f l i c i e n t d e s é c u r i t é p o u r l e s m é 
taux . — 121 . R é s i s t a n c e e t coe f f i c i en t d ' é l a s t i c i t é d e s b o i s . — 
122. D o n n é e s n u m é r i q u e s . — 123. T ige d ' é g a l e r é s i s t a n c e à l ' e x t e n 
s ion. — 124. Effets d e s c h a n g e m e n t s d e t e m p é r a t u r e . 

§ 2. Déformation des systèmes articulés: 125. I n d i c a t i o n g é n é r a l e d e l a 
m é t h o d e . — 12G. A p p l i c a t i o n à u n e p o u t r e a m é r i c a i n e . — 127. Cal
cul de la flèche. — 128. Ca lcu l d e s effor ts d a n s les b a r r e s d ' u n s y s 
t è m e a r t i c u l é a l i g n e s s u r a b o n d a n t e s . — 129. F o r m u l e s g é n é r a l e s . — 
130. A p p l i c a t i o n . 

§ 3. Enveloppes et supports cylindriques ou sphériques : 1 3 1 . E n v e l o p p e s 
c y l i n d r i q u e s m i n c e s . — 132. E n v e l o p p e s c y l i n d r i q u e s é p a i s s e s . — 
133. E n v e l o p p e s s p h é r i q u e s m i n c e s . — 134. K n v e l o p p c s s p h é r i q u e s 
épa i sses . — 135. S u p p o r t s c y l i n d r i q u e s ou r o u l e a u x . — 136. S u p p o r t s 
s p h é r i q u e s o u g a l e t s . 

§ i" 

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES 

1 0 3 . A l l o n g e m e n t des t i g e s p r i s m a t i q u e s . Eoï 
f o n d a m e n t a l e . — Dans cette seconde par t ie nous exami 
nerons les pet i tes déformat ions que subissent les corps 
solides soumis à des forces ex tér ieures . La connaissance de 
ces déformat ions , que nous avons négl igées jusqu ' i c i en 
considérant les corps c o m m e des solides de forme invar iab le , 
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est nécessaire p o u r é tudier les vér i tab les condit ions de la 
rés is tance dans toutes leurs pa r t i e s , sous l 'act ion de forces 
qu i leur sont app l iquées . 

Nous é tud ie rons sur tou t les liges prismatiques, en dési
gnan t sous ce n o m des corps solides don t les dimensions 
t ransversa les sont peti tes par r appor t à la dimension longi
tudinale , dont la section t ransversa le est cons tan te , ou peu 
et g r a d u e l l e m e n t var iab le , et dont la forme générale est 
rect i l igne ou l égè remen t courbe . 

Le mode de déformation le p lus s imple est celui 
A _̂  qui consis te à a l longer une t ige p r i s m a t i q u e AB, 

rec t i l igne et de section cons tante (fig- 122), fixée à 
l ' une de ses ex t rémi tés A, au moyen d 'une force P 
appl iquée à l ' au t re et dans le sens de la longueur . 
On consta te que , sous l 'act ion de cette force, la 
t ige subi t u n a l l ongemen t d ' au t an t p lus grand 
que la force est e l l e -même p lus g rande . Si l'on 
rappor te cet a l l ongemen t à l 'un i té de longueur de 

*P la t ige , la force P étant, r appor t ée e l le -même à 
Fin. 122. l 'un i té de la section t r ansversa le £3, on r emarque 

que , t an t que les déformat ions res ten t t rès pe
t i tes , il existe u n r appor t cons tan t , pour une même ma
tière, en t re ces deux quan t i t é s . En d 'au t res t e rmes , si la 
longueur p r imi t ive de la tige est L et son a l longement /, 

l ' a l longement par uni té de longueur , j = sera à la force 

p 

t i r an te pa r un i t é de surface, — =p, dans un rappor t cons-

i 

tant j£ pour tous les corps de m ê m e n a t u r e , et l'on aura par 

conséquen t 
/ A N l i P . n EQl „ , 

l O ï . Coef f i c ient d ' é las t i c i t é . — Le n o m b r e E, qui 
dépend s imp lemen t de la n a t u r e de la ma t i è r e composant la 
tige considérée, por te le n o m de coefficient d'élasticité. 
Comme il se r appor t e aux déformat ions pa r extension lon
g i tudina le , on l 'appel le quelquefois coefficient d'élasticité 
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longitudinale, lo r squ 'on doit le d i s t inguer d 'aut res coeffi
cients d 'élast ici té . 

Ce nombre E doit ê t re expr imé en uni tés de force rappor tée 
à l 'unité de surface. Si la formule (A) pouva i t encore être 
considérée c o m m e appl icable j u s q u ' à u n a l longemen t / = L 
qui doublera i t la l ongueu r p r imi t ive de la t ige , on aura i t 

P 
E = — · Ce coefficient d 'élast ici té est donc la force, r appor tée 

à l 'uni té de surface, qui doublera i t la l o n g u e u r d 'une tige si 
les a l longements res ta ien t toujours p ropor t ionne l s aux forces 
qui les p roduisen t . Mais cette définition est u n e pu re fiction, 
car, aussitôt que / cesse d 'ê t re u n e très pet i te fraction de L, 
la propor t ionnal i té n 'exis te p lus , et il se p rodu i t des phéno 
mènes n o u v e a u x qui se t e r m i n e n t par la r u p t u r e . 

Pour le fer, le coefficient d 'élasticité E a pour va leur 
approximative 2X ICI10 = 20.000.000.000 k i l og rammes par 
mètre car ré , ou 20.000 k i l o g r a m m e s par mi l l imè t re c a r r é . 
Toutefois, en généra l , il ne dépasse g u è r e 18.000 ki lo
grammes , et l 'on a m ê m e des exemples où il a été voisin de 
16.000 k i l o g r a m m e s . 

Les expér iences ayant p o u r bu t de d é t e r m i n e r le coeffi
cient d 'élasticité sont d 'a i l leurs très dél icates . Les résul ta ts 
sont var iables avec les d ivers échant i l lons . On a d m e t géné
ralement que ce coefficient pour l 'acier var ie de 20 à 
22.000 k i l o g r a m m e s par mi l l imè t r e car ré . Or, dans une 
expérience fai te, le 17 octobre 1884, à l 'us ine Cail, su r des 
cylindres en acier dest inés à l ' ascenseur des Font ine t t es , on 
n'a constaté , pour des efforts a t te ignant 33 k i l o g r a m m e s par 
mi l l imètre car ré , q u ' u n a l longement moit ié m o i n d r e , envi
ron, que celui qui r ésu l t e ra i t de ce chiffre. Il en résu l te ra i t , 
pour l 'acier soumis aux expér iences , un coefficient d 'é las
ticité a t t e ignant près de 40.000 k i log rammes par mi l l imèt re 
carré. 

1 Oo. L i m i t e de l ' é l a s t i c i t é . — Tant que l 'a l longe

ment ' n 'a pas dépassé la l imi te au-dessus de laquel le les 

la 

déformations ne sont p lus propor t ionnel les aux efforts, 

limite dé te rminée pour chaque n a t u r e de ma t i è re , la tige 
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pr i sma t ique r ev i en t à sa l ongueur p r imi t ive dès que la force 
qui l 'avait a l longée cesse d 'agir . Mais cet effet ne se produit 
p lus lorsque l ' a l l ongemen t a été t rop cons idérable . On dit 
a lors que la limita de l'élasticité a été dépassée. D'après cela, 
on peut définir l 'é last ici té : la propr ié té qu 'on t les corps 
solides, déformés par l ' act ion de forces extér ieures , de 
r ep rend re l eu r forme pr imi t ive dès que ces forces cessent 
d 'exercer l eu r ac t ion . Cette l imi te de l ' é last ici té existe pour 
tous les corps , ma i s elle est p lus ou moins élevée. Elle se 
m e s u r e par la valeur de l'effort m a x i m u m ( rappor té à l 'unilé 
de surface) que peut, suppor te r une t ige sans cesser de reve
ni r exac tement à sa longueur init iale lo r sque cet effort cesse 
d 'agir . Nul le ou t rès faible pour les corps peu élastiques, 
c o m m e les p ie r res , elle est beaucoup plus élevée pour les 
m é t a u x , et elle peu t a t te indre u n e fraction impor tan te de la 
cha rge de r u p t u r e . 

Cette l imite de l 'élasticité s 'appelle quelquefois la l imite 
théorique de l 'é last ici té . Elle est, on le comprend , t rès diffi
cile à d é t e r m i n e r dans la p ra t ique . On en dis t ingue deux 
au t r e s , d 'abord : la limite d'élasticité proportionnelle ou limite 
des déformations proportionnelles qui est l 'effort m a x i m u m 
au-dessous duquel les a l longements sont sens ib lement pro
por t ionnels aux efforts. Cette l imi te , beaucoup plus facile à 
d é t e r m i n e r que la précédente , en diffère géné ra l emen t très 
peu et t héo r iquemen t , m ê m e , elles devra ien t coïncider 
exac tement , car , si l ' a l l ongemen t reste propor t ionnel à 
l'effort, lo rsque celui-ci se rédu i t à zéro, l ' a l longement doit 
d i spara î t re . Toutefois, on observe , para i t - i l , des allonge
m e n t s qui ne d i spara i ssen t pas en t i è r emen t , a lors môme 
que l 'on n ' a pas dépassé la l imi te des déformat ions pro
por t ionne l les . Mais, ou t re que ce r é su l t a t semble souvent 
ê t re de l ' o rdre de g r a n d e u r des e r r e u r s possibles d'observa
tion, il a r r ive auss i que les pet i ts a l l ongemen t s pe rmanents , 
observés dans ces condi t ions , d i spara i ssen t en t rès grande 
par t ie avec le t emps . La pet i te fraction d 'a l longement qui 
subsis te ainsi p lus ou moins l o n g t e m p s après que l'effort a 
cessé d 'agir s 'appel le quelquefois élasticité subséquente ou 
rémanente. 

Enfin, dans la p r a t i q u e des a te l ie rs , la l imi te d'élasticité, 
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qui devrait s 'appeler limite apparente de l ' é las t ic i té , est la 
charge à pa r t i r de laque l le les a l l ongemen t s c o m m e n c e n t à 
croître beaucoup plus r a p i d e m e n t que les efforts, ou m ê m e 
sans augmenta t ion sensible de l'effort (comme il sera dit 
plus loin). Cette l imi te est caractér isée p a r l ' a r rê t des co
lonnes m a n o m é t r i q u e s ou la chu te du lev ier dans les m a 
chines à essayer . Les déformat ions sont a lors permanentes, 

c'est-à-dire ne d ispara issent pas avec l'effort qui les a p ro 
duites. 

Au-delà de la l imi t e de l ' é las t ic i té , la déformat ion aug

mente de plus en p lus r a p i d e m e n t j u squ ' à la r u p t u r e . 

1 0 0 . C h a r g e d e s é c u r i t é . — La charge de sécur i té , 
ou l'effort long i tud ina l que la t ige p e u t suppor te r sans d a n 
ger est toujours l imi tée à une va leur infér ieure à celle de la 
limite de l ' é las t ic i té . On la définit pa r un poids r appor té à 

l 'unité de surface, lequel est u n e fraction ( 'pour les m é t a u x 

généralement - ou - l de celui qui produi ra i t la r u p t u r e . 

Nous la r ep résen te rons par R 0 . Nous en d o n n o n s p lus loin 
les valeurs pour divers m a t é r i a u x de cons t ruc t ion . 

1 0 7 . C o n t r a c t i o n s t r a n s v e r s a l e s . — Les a l longe
ments longi tud inaux sont accompagnés de contract ions dans 
le sens t ransversa l , c o m m e n o u s l 'avons déjà dit au u° 1 0 , 
page 3 1 . Si nous considérons u n pet i t para l lé lép ipède cu
bique dont les côtés aura ien t pour l o n g u e u r l 'un i té , si nous 
désignons par ? l ' a l longement de celui de ses côtés qui est 
parallèle à la d imens ion longi tud ina le de la t ige, de sor te 
que la longueur de ce côté, après la déformat ion , soit 1 + ? ; 
et si nous r ep résen tons par rt la propor t ion de la cont rac t ion 
transversale à la d i la ta t ion long i tud ina le , de m a n i è r e que 
chacun de ses deux au t res côtés s ' é tant contracté de rfi, sa 
longueur, après la déformat ion , soit 1 — rfi, le v o l u m e de 
ce paral lélépipède sera alors (1 -f-S) (1 — r^)'1, ou bien, en 
négligeant les puissances de 3, supér ieures à la p r e m i è r e , 
1 - f - 3 (1 — 2 r t ) . Son vo lume primiLlf était 1, de sorte que 
l 'augmentat ion de son vo lume est m e s u r é e par S (1 — 2 i i ) . 

1 
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Tous les théor ic iens sont d 'accord pour a t t r i bue r à r, la 
1 1 

va l eu r - pour les l iqu ides , et la va leur ^ pour les solides iso

t ropes , à la condi t ion que les déformat ions res tent très 

pet i tes et infér ieures à la l imi te de l 'é last ici té . 

M. A m a g a t (Journal de. Physique, 1889) a t rouvé pour ce 
coefficient les va leurs su ivantes (') : 

V e r r e 0 , 2 4 5 1 Cuivre 0 , 3 2 7 0 
Cristal . . . . 0 , 2 4 9 9 Laiton 0 , 3 2 7 3 
Acier 0 , 2 6 8 6 Plomb 0 , 4 2 8 2 

Le ver re , le cr is ta l et m ê m e l 'acier expér imentés ont 
donné sens ib lement la va leur co r re spondan t à l ' isotropie 
parfa i te . 

Lorsque 3 n ' es t p lus très pet i t , rt parai t var ier avec 3 de 
man iè re à r e n d r e à peu près égale à zéro l ' augmenta t ion de 
vo lume , au moins en ce qui concerne l 'acier . M. Barba n'a 
t rouvé , sur des ba r r eaux d 'acier déformés p resque jusqu 'à 
la r u p t u r e q u ' u n e a u g m e n t a t i o n définitive de volume de 
0,0007 env i ron . L ' a l l ongemen t 3 é tan t a lors , en moyenne de 
0,275, on en dédui t pour r, la va leur 0 ,49. Si le vo lume était 
resté r i g o u r e u s e m e n t cons tan t pendan t toute la période 
d ' a l longement , la va leur de rt au ra i t du être toujours très 
peu différente de 0,50 qu 'e l le au ra i t dû a t te indre pour les 
va leurs t rès pet i tes de 3, ce qui sera i t en contradict ion avec, 
les r é su l t a t s t rouvés par M. A m a g a t . 

Il est donc probable que la loi de var ia t ion de rt avec 3 
n ' annu le pas r i g o u r e u s e m e n t la va r ia t ion du volume et 
que celle-ci existe tou jours , su r tou t pour les déformations 
t rès pet i tes . 

ÎOÎÏ. S t r i c t i o n . — La cont rac t ion t ransversa le reste 

(') Cagniard do Latour , en 1827, a t rouvé que, pour le la i ton, le coefficient v) 
avait exac tement la valeur 0,2ri que la théorie lui assigne pour les corps iso-
1 ropes . 

1 
Wer the im a t rouvé des valeurs vois ines de - pour le verre, les métaux et 

même le caou tchouc . M. Gros a mon t r é {Comptes rendus des séances de l'Aca

démie des Sciences, 22 février 1886, p . 418) que ce coefficient devait néces

sa i rement ê t re inférieur A 
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régulière tant que la l imi te de l 'élastici té n ' a pas été a t t e in te , 
et même un peu au delà, c 'est-à-dire que toutes les secLions 
transversales de la ba r r e soumise à l ' a l longement se con
tractent éga l emen t et que la ba r r e res te sens ib lement cyl in
drique. Si l 'on cont inue à accroî t re la cha rge qui p rodu i t la 
déformation, il a r r ive un m o m e n t où il se dess ine, en un 
point de la b a r r e , u n é t r a n g l e m e n t qui s 'accentue j u s q u ' à 
ce que la r u p t u r e se produise dans la section la p lus rédu i te . 
C'est ce p h é n o m è n e auque l on a donné le nom de .striction. 

Si Q est la sect ion p r i m i t i v e de la ba r r e , Q' celle de la 
section la plus rédu i te au m o m e n t de la r u p t u r e , la s t r ic t ion 

a pour m e s u r e le r a p p o r t — — ^ — ' c'est la d i m i n u t i o n pro

portionnelle de la section t r ansve r sa l e . 
P 

Si P est l'effort qui a p rodu i t la r u p t u r e , — est l'effort par 

imité de surface de la sect ion p r imi t ive qu i m e s u r e la charge 

rie rupture; c 'est o r d i n a i r e m e n t a insi qu 'on la définit. E n 
réalité, au m o m e n t de la sépara t ion , p u i s q u e la section n 'es t 

P 

plus que Q', la cha rge par un i té de surface est —,•> bien supé 

rieure à la charge de r u p t u r e m e s u r é e par r a p p o r t à la sec 

tion p r imi t ive . 

L 'a l longement de la ba r r e , qui étai t resté r égu l i e r et un i 
forme t an t que la cont rac t ion latérale e l l e -même avait con
servé sa régula r i t é , a u g m e n t e beaucoup dans la par t ie dans 
laquelle la s tr ict ion se p rodu i t . Dans la pér iode de s t r ic t ion 
qui précède la r u p t u r e , l ' a l longement se compose de deux 
parties. Les por t ions de la ba r re qui sont res tées cy l indr iques 
ont subi u n a l longement r é g u l i e r , p ropor t ionne l à leur 
longueur, tandis que la par t ie contractée s'est a l longée 
beaucoup p lus . 

Si l 'on p rend , au po in t où se t rouve la section la p lus con
tractée devenue Q' au m o m e n t de la r u p t u r e , u n e l ongueu r 
très pet i te \ devenue /. (1 - j - im) après la déformat ion , le 
volume pr imit i f de cette peti te par t ie , QX est devenu 
À (1 im) Q'. E t si l 'on adme t qu ' i l n ' y a pas eu de c h a n g e 
ment sensible de dens i té , ce qui para î t démon t ré par les expé
riences de M. Barba, le vo lume est resté le m ê m e et l 'on a 
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X (1 - h Q' = QX, nu 3 m = —,— • La m e s u r e de la sec

t ion de la s t r ic t ion p e r m e t donc de calculer l ' a l longement 

m a x i m u m J m . 

L ' a l longement total , m e s u r é en t re deux repères compre
nan t la s t r ic t ion, est donc la s o m m e de deux é léments dispa
rates qui i n t e rv i ennen t dans des propor t ions var iab les , sui
vant que les port ions res tées cy l indr iques ont plus ou moins 
d ' impor tance pa r r appo r t à la par t ie cont rac tée . 

A par t i r du m o m e n t où la striction a commencé à se 
manifes ter , l'effort to ta l nécessa i re pour p rodu i re un nouvel 
a l l o n g e m e n t de la ba r re va en d iminuan t , t andis que l'effort 
r appor t é à l 'uni té de surface de la section la plus contractée 
va toujours en a u g m e n t a n t . 

ÎOO. P h a s e s s u c c e s s i v e s d 'une é p r e u v e de r u p 
t u r e p a r t r a c t i o n . — P o u r donner une idée plus précise 
de ces divers p h é n o m è n e s , nous e m p r u n t e r o n s à MM. Barba 
et Duplaix, l 'exposé des phases successives d 'une épreuve de 
r u p t u r e pa r t rac t ion ('). 

Ils d i s t inguen t , dans cette ép reuve , cinq phases successives, 
lesquel les sont p lus ou m o i n s dis t inctes et plus ou moins 
complè tes , su ivan t la n a t u r e du mé ta l essayé. 

Première phase. — L'effort de t rac t ion , supposé appliqué 
p rog re s s ivemen t à la ba r r e , se t r a n s m e t de t r anche en 
t r a n c h e , et l 'on observe (aussi exac tement qu 'on peut le 
faire) que le mé ta l s 'al longe éga lement en tous ses points, 
et de quant i tés propor t ionne l les a u x efforts. C'est la période 
élastique. 

P 
Deuxième phase. — L'effort de t rac t ion l = — > continuant 

à c ro î t re , la ba r re s 'al longe encore à peu près un i formément 
en tous ses poin ts , ma i s cet a l l o n g e m e n t n 'es t p lus propor
t ionne l à l'effort, il croî t p lus r a p i d e m e n t que lui . Cette 
phase se pour su i t j u s q u ' à ce que l'effort t a t t e igne sa valeur 
m a x i m u m f.m. 

f1) Sur les Essais à la traction. Rappor t p résen té à la Commission des 
méthodes d'essai des maté r i aux de cons t ruc t ion par M.\l. Barba et Duplaix, 
1 " session, section A, tome III, 1893. 
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Troisième phase. — La ba r re con t inue à s 'a l longer pen
dant que l'effort de t rac t ion demeure sens ib lement cons tant 
et égal à t m . On commence à observer une tendance à la 
localisation des déformat ions : les a l longements se p ro
duisent p r inc ipa lement dans une cer ta ine zone que l 'on peut 
appeler zone d'étranglement et qui a u g m e n t e peu à peu. 

En dehors de cet te zone, la ba r r e s 'al longe encore , ma i s 
beaucoup m o i n s . Il est r a r e qu ' i l se produise p lus ieurs 
é t ranglements d 'égale impor tance , mais il est assez f réquent 
de voir u n é t r a n g l e m e n t pr inc ipa l et des é t r ang l emen t s 
secondaires. 

Quatrième phase. — Elle commence, quand l'effort cesse 
de demeure r à peu p rès égal à tmet lui devient infér ieur . La 
zone d ' é t r ang lement s 'étend de p lus en plus et sa forme 
s'accentue n e t t e m e n t . L 'a l longement devient considérable 
dans cette zone, t and i s que dans le res te de la ba r re il 
augmente peu . On serai t m ê m e por té à croire que , confor
mément à la t héo r i e , il d i m i n u e en m ê m e temps que l'effort, 
mais cette conséquence ne para î t pas confirmée par l 'expé
rience. 

Cinquième phase. — Lorsque l'effort a d i m i n u é ju squ ' à 
une certaine va leur tr, la b a r r e se r o m p t dans la section la 
plus rédui te qui est celle où l ' a l longement 3 a sa plus g r ande 
valeur, que nous venons de calculer au n u m é r o p récéden t . 

L'effort t o m b a n t b r u s q u e m e n t de tr à 0, les deux t ronçons 
se dé tendent , p r o b a b l e m e n t 
d'après la loi qu 'on t suivie les t 
al longements dans la p remiè re 
période. L 'a l longement en u n 
point que lconque d iminue ra i t 

donc de la quan t i t é ^> ma i s il 

faut un t e m p s souvent assez long 
pour que la cont rac t ion é las t ique ° 
produise tout son effet. 

Les deux dern ières phases (4 e 

et o°) sont souvent réunies en une seule dite : pér iode de 
striction. 

Le croquis c i -contre (fig. 123) donne une idée de ces 
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diverses phases . Sur u n axe hor izonta l pris c o m m e axe des 
abscisses, on a por té les a l longement s t> cor respondants aux 
efforts t por tés en ordonnées . Les cinq par t ies de la courbe 

figurent les cinq phases . Les 
l ignes OA et DE sont des 
droi tes paral lèles entre elles, 
la l igne BC est parallèle à 
l 'axe 0 ? , et les l ignes AB, CD 
sont des courbes qui abou
t i s sen t aux ext rémi tés des 
trois droi tes précédentes . 

Les courbes de traction 
des m é t a u x ont toutes des 
formes ana logues , mais les 
cinq é l émen t s qui les com
posent sont p lus ou moins 
dist incts suivant la nature 
du m é t a l . La figure 12Ï- re
présen te les courbes de trac
t ion d 'éprouvet tes de 0 m , 0 1 i 
de d i amè t re et de 0 m ,100 de 
l o n g u e u r ent re les repères. 

La dis t inct ion ent re les di
verses phases de l'essai n'est 

pas toujours aussi ne t t e , et en pa r t i cu l i e r la par t ie horizon
tale BC de la courbe d ispara î t souvent . En revanche on 
consta te quelquefois aux points A et D des angles au lieu de 
raccordements t angen t i e l s . 

1 1 O. F o r m e des c a s s u r e s . — Les cassures des éprou-

vet tes affectent des formes var iab les , mais on peut les 

Fia. 124. 

dériver tou tes du type représen té pa r la figure 125 où se 
t rouve reprodui te une cassure d 'acier doux et homogène 
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étiré en éprouvet te c y l i n d r i q u e ' d e 0 m , 0 I 5 de d i a m è t r e . Elle 
se compose de deux segmen t s de t roncs de cône à géné ra 
trices l égè remen t cou rbes ; sur chacun des t ronçons de 
l 'éprouvette, l ' un des cônes est en p le in , l ' aut re en c reux , 
formant la lèvre de la cassure . Les deux t roncs de cône ont 
leur petite base c o m m u n e si tuée dans le plan de gorge du 
fuseau ; les g randes bases sont dans le p lan qui cont ient les 
points d'inflexion de toutes les généra t r ices . Les lèvres sont 
limitées par deux pet i tes surfaces hél icoïdales lisses et b r i l 
lantes. La peti te base c o m m u n e aux deux t roncs est formée 
de grains gr is t e rne , d 'apparence spongieuse . 

Si les circonférences d'inflexion sont t rès éloignées et la 
gorge t rès accen tuée , la cassure est longue et les t roncs de 
cône ont leur pe t i te base t rès peu é tendue . Si, au con t ra i r e , 
ces circonférences sont r approchées , la cassure est cour te , 
les lèvres t rès peu développées d ispara issent souvent tou t à 
fait, et la cassure , n o r m a l e à l 'axe dans le p lan de gorge , est 
formée d 'un noyau d 'un aspect gr is t e rne spongieux, en touré 
de grains br i l lan ts . 

La forme de la cassure est donc très variable et, avec un 
même acier doux, on peu t obtenir p r e sque tous les genres . 
Elle dépend beaucoup de la condui te de l 'essai : l 'aspect 
fibreux para î t t en i r à ce que l 'on d é t e r m i n e des g l i s sements 
intérieurs et qu ' on l eu r laisse le t e m p s de se p rodu i re , t a n 
dis qu'en opéran t b r u s q u e m e n t on tend à obteni r des cassures 
à grain. 

On t rouve souvent des défauts dans les cassures : crasses , 
soufflures, t apu res , l ignes , pai l les , c r iques , etc . Mais ces 
défauts ne sont pas toujours causés pa r des so lu t ions de 
continuité p réex i s t an tes . 

Il convient d 'a jouter que la r u p t u r e ne se produi t pas 
ins tan tanément su r tou te la sect ion. Elle commence tou
jours pa r la fibre cen t ra le de l ' éprouvet te lo r sque le corps 
de celle-ci est r é g u l i e r ; elle se poursu i t du cent re à la pér i 
phérie, les fibres r es tan tes con t inuan t à p rendre de r a l l o n g e 
ment . Si l'on r app roche les deux t ronçons en ré tab l i s san t le 
conlact des parois ex t rêmes , il existe u n vide a l l an t en crois
sant j u s q u ' a u cen t re . L ' impor tance du vide dépend de la 
forme de la cassure et de la d imens ion de l ' ép rouve t t e . 
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MM. Barba et Duplaix ont cons ta té des vides ayant jus 
qu 'à 2 m i l l imè t r e s p o u r des sections rec tangula i res de 
3 0 x 5 m i l l imè t re s et j u s q u ' à l m m , 7 , pour des sections cir
cu la i res de 2 7 m i l l imè t r e s de d i a m è t r e . 

1 1 1 . A l l o n g e m e n t t o t a l d e r u p t u r e . — D'après ce 
qui vient d 'ê t re dit , l ' a l l ongemen t total d 'une éprouvet te au 
m o m e n t de la r u p t u r e se compose de p lus i eu r s part ies bien 
dis t inc tes . C'est d 'abord le vide don t il v ien t d 'être parlé, 
différence en t re l ' a l longement des bords et celui du centre 
de l ' ép rouve l t e . Ensu i t e , sur l ' ép rouve t tc e l l e -même , il y a 
l i eu de d is t inguer deux por t ions : la zone d 'é t ranglement , 
don t nous appe l l e rons la l o n g u e u r L" et la par t ie en dehors 
de cette zone, dont la l o n g u e u r sera L', la longueur de 
l ' éprouvel te é tan t L = L' -f- L". Dans les par t ies en dehors 
de la zone d ' é t r ang lemen t , de l o n g u e u r tota le L', l 'allonge
m e n t est sens ib lemen t le m ê m e en tous les po in t s , et sa pro
por t ion 3' dépasse d 'une cer ta ine quan t i t é et souvent d'une 
m a n i è r e t r ès notable l 'ail i ngén ien t é las t ique 3 . L 'a l longement 
to ta l de ces par t ies est a insi 3 L'. Dans la zone d 'é t ranglement , 
de l o n g u e u r L", l ' a l longement var ie su ivan t les points entre 3' 
et son m a x i m u m 3 m à la sect ion de r u p t u r e ; sa propor t ion 3" 
par uni té de l o n g u e u r est une fonction inconnue de l 'abscisse, 

et la s o m m e J3'rf.vde ces a l l ongemen t s p o u r tous. les éléments 

de la l o n g u e u r L" peu t ê t re r ep ré sen t ée par cel te longueur L" 
mul t ip l i ée par u n coefficient 3 S , i n t e rméd ia i r e entre 3' et 3 m et 
qui dépendra de l ' impor t ance de l ' é t r ang l emen t . 

L ' a l l ongemen t total l de la ba r re L sera ainsi 

l = 3 'L ' + 3 S L", 

et l ' a l longement ' p ropor t ionne l ou relat i f sera le rapport de 
cette s o m m e à la l o n g u e u r p r imi t ive L. 

Tant que la l o n g u e u r de la ba r r e est telle que l 'é trangle
m e n t puisse se p rodu i r e en tou te l ibe r té , il # e s t naturel 
d ' admet t re que , tou tes choses égales , la l ongueu r pr imi
tive L" de la zone d ' é t r a n g l e m e n t est cons tan te , quel que soit 
l 'excédent de L sur L". L ' équa t ion qui précède peut se 
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(i) L = y - f p , _ >•) 

et montre que l ' a l longement relat if var ie avec la l ongueu r 
primitive L c o m m e les o rdonnées d 'une hyperbole dont les 
abscisses sera ient les va leu r s de L. Les a l longements relatifs 
mesurés sur deux ba r re s iden t iques , de m ê m e mé ta l , ma i s 
de longueurs différentes Llr L 2 , se ra ient 

f - = 3' + (3, _ 3') ¥ et A = 3' + (3, - 3') £ 

L" ayant la m ê m e va leur dans les deux cas, d 'après ce qui 
vient d'être d i t ; a lors la différence 

B désignant un coefficient cons tan t . La va r ia t ion de l 'a l 

longement relatif j - est p ropor t ionne l l e à celle de l ' inverse 

de la longueur . 

D'autre par t , si l 'on fait i n t e rven i r les d imens ions t r a n s 
versales, on reconna î t que tou te modificat ion de ces d i m e n 
sions fait var ier la l o n g u e u r h" de la zone d ' é t r a n g l e m e n t . 
C'est un fait d ' expér ience que si la sect ion de la ba r r e , 
demeure c o n s t a m m e n t semblab le à sa forme p r i m i t i v e , 
l ' é t ranglement se modifie su ivan t la m ô m e loi, le r appor t 

~ res tant cons tan t . Posons alors h" = K" y'Q, l ' équat ion (1) 

pourra s 'écrire : 

¿ = 3 ' + ( 3 , - 3 0 K " V - ^ 

et sous celte forme elle donne la loi de var ia t ion de l ' a l lon
gement relatif en fonction des d imens ions de la section 

transversale. Ou voit q u e , si le r appor t — est constant , c'est-
I J 

à-dire si les éprouvel tes ont une l ongueu r L propor t ionne l le 
à la rac ine car rée de la section t r ansversa le , l ' a l longement 
relatif sera cons tan t . On devra donc, pour que cet a l longe-

15 

mettre sous la forme 
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m e n t m e s u r é soit i ndépendan t de la l o n g u e u r de l 'éprouvet le , 
poser , en dés ignan t par K u n coefficient cons tan t 

L 2 = Kil. 

Cette d é m o n s t r a t i o n n e s 'appl iquera i t , r i goureusemen t , qu'à 
des sect ions g é o m é t r i q u e m e n t semblab les , et c'est pour de 
parei l les sections que la loi de similitude a été formulée pour 
la p r emiè re fois par M. Lebas teur , en 1878. Depuis, les 
expériences de M. Barba ont m o n t r é qu 'e l le s 'appl iquai t , au 
moins a p p r o x i m a t i v e m e n t , aux sect ions de toute forme. 

Dans les m ê m e s c i rconstances , les efforts r e s t en t propor
t ionnels aux superficies des sect ions, c 'est-à-dire aux carrés 
des d imens ions l inéa i res des ép rouve t t e s . C'est à cette seule 
condi t ion que l 'on peu t compare r ent re eux les al longements 
relatifs m e s u r é s s u r d o s éprouve t tes différentes. La longueur 
p r imi t ive , su r laque l le l ' a l longement est m e s u r é , ne cons
t i tue pas u n r e n s e i g n e m e n t suffisant. On s'en contente 
cependan t le p lus souvent pa r cette cons idéra t ion que , dans 
des essais de bar res d ' une m ê m e fou rn i tu re , tes sections 
t ransversa les des bar res à essayer sont géné ra l emen t peu 
différentes les unes des au t r e s . 

1 112. Efforts success i f s d é p a s s a n t peu la l imi te de 
l ' é la s t i c i t é . — Lor squ 'une b a r r e p r i sma t ique est soumise 

à u n effort longi tudinal 
dépassan t la limite de 
l 'élasticité sans aller jus
q u ' à la s t r ic t ion, eL 
qu 'e l le est ensui te aban
donnée à e l le -même, elle 
ne reprend plus sa lon
gueur pr imi t ive , mais 
conserve un al longement 
permanent. La quantité 
dont elle se raccourcit, 

0 C B G B lorsqu 'on fait disparaître 

F I G . 126. l'effort qui l 'avait allon
gée, est à peu près égale, à 

['allongement élastique que cet effort au ra i t produi t , c'est-
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à-dire au quot ien t de l'effort r appor té à l 'uni té de surface 
par le coefficient d 'é las t ic i té . La différence ent re l ' a l longe
ment effectif et l ' a l longement é las t ique se conserve à l'éLat 
d 'a l longement p e r m a n e n t . Ce p h é n o m è n e peu t ê t re r e p r é 
senté par la l igure 126 : la droi te OE rep résen te la loi des 
a l longements é las t iques , et OLMR, t angen te à cette droi te à 
l 'origine, est la courbe de déformat ion d 'une b a r r e de fer à 
laquelle on fait subir un effort DM supér ieur à la l imi te 
d'élasticité, p rodu i san t u n a l longement représenté par OD. 
Lorsque l'on vient à s u p p r i m e r l'effort, la ba r re se raccourc i t 

de l ' a l longement é las t ique m e s u r é par ^j^> c 'est-à-dire que , 

si l'on mène par le point M une para l lè le à OE, l 'a l longe
ment p e r m a n e n t sera m e s u r é pa r OC. 

Lorsque l 'on charge de nouveau cette m ê m e b a r r e , elle se 
comporte t rès sens ib lement c o m m e u n mé ta l nouveau , dont 
la l imite d'élasticité serai t à peu près égale à DM et dont la 
courbe de déformat ion serait CNRR', voisine du polygone 
curvil igne CMR. On constate alors que la cha rge de r u p t u r e 
BR'de celte ba r re est u n peu plus g rande que celle de BR 
se rappor tan t à la m ê m e b a r r e avan t qu 'el le ait subi la 
déformation p e r m a n e n t e . Mais l ' a l longement qu 'e l le peu t 
prendre avant de se br i ser est à peu près d iminué de l 'al
longement p e r m a n e n t , c 'est-à-dire qu ' i l se t rouve rédui t de 
O B à CB. 

On peut r enouve le r p lus ieurs fois l 'expérience, en sou
mettant le métal à des charges croissantes dépassant chaque 
fois la nouvel le l imi te de son élas t ic i té . Il acqu ie r t à chaque 
épreuve u n léger s u p p l é m e n t de rés is tance, ma i s en pe r 
dant de plus en p lus la faculté de s 'al longer avan t de se 
rompre. 

D'une façon généra le on peu t r e m a r q u e r que , l o r s q u ' u n 
corps a été déformé d 'une m a n i è r e p e r m a n e n t e , par des efforts 
dépassant sa l imite d 'élasticité, de nouveaux efforts, infér ieurs 
à ceux-ci, ne lui font p lus subi r de déformat ion p e r m a n e n t e 
et, par conséquent , sa nouve l l e l imi te d 'élast ici té peu t ê t re 
considérée c o m m e égale aux p remie r s efforts. 

1 1 3 . R é s i s t a n c e v i v e . — La rés is tance d 'une t ige de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



méta l s 'évalue quelquefois par le travail qu 'el le exige pour 
p r end re u n a l l ongemen t dé t e rminé infér ieur à la limite de 
l 'élasticité : ce m o d e d'évaluaLion convient lorsque la pièce 
doit rés is ter à des chocs dont l ' in tens i té se mesure par la 
demi-force vive du corps qui la h e u r t e . Le t ravai l dont il 
s 'agit , qui porte alors le nom de résistance vive, est évidem
m e n t égal à la s o m m e des p rodui t s des a l longements élémen
taires par les tensions co r r e spondan te s , c 'est-à-dire par la 
por t ion de l 'aire de la courbe de déformat ion qui correspond 
à r a l l o n g e m e n t cons idéré . 

Tan t que l ' a l longement res te é las t ique , c 'est-à-dire pro
por t ionne l à la tens ion qui le 

Y| E/ ' p r o d u i t , cet te courbe se confond 
avec la l igne OE (fig. 127) et le 
t ravai l é las t ique , par uni té de 
l ongueu r de la t ige , a pour me
sure la surface du t r iangle MOI1, 

1 1 
ou bien - OP .PM. = g pl>, si 

7 

m 

n p P' x • 

p = PM est la tension par unité 
F l G - 1 2 7 - de surface, et D = OP l'allon

g e m e n t par un i t é de longueur . 

Si l 'on veut que la tens ion p pa r un i t é de surface atteigne 

p réc i sément , sans la dépasser , la cha rge de sécurité 

I î 0 que l 'on peu t faire suppor t e r à la ma t i è re , l 'al longe

m e n t 3 sera alors et le t ravai l qui m e s u r e la résistance 

vive sera exp r imé par pour l ' un i t é de surface de la sec

tion t r ansve r sa l e et pour l ' un i té de l o n g u e u r . Si on consi

dère une tige de section Q et de l o n g u e u r l'effort de tension 

P sera égal à R 0 Q, l ' a l longement sera il ou ^ r> et le travail 

1 R2 

m e s u r a n t la rés is tance vive est - ~ QL c 'est-à-dire qu'il 
2 E 1 

P>0 

est p ropor t ionnel au volume de la t ige et au coefficient 

que l 'on appel le coefficient de résis tance vive. 
Ce t rava i l , ou la résis tance vive, m e s u r e la demi-force 
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vive d'un choc longi tudina l auque l peu t rés is ter la tige sans 
que l'effort dépasse la cha rge de sécuri té ('). 

On peut r e m a r q u e r que le t ravail é las t ique , développé 
dans une t ige dont nous pouvons p r end re la l ongueu r pour 
unité et qui s'est a l longée de 3 = OP, a aussi pour expres-

1 

sion g P3, si P désigne l'effort EQ3 cor respondant à cet a l lon

gement 3 . Supposons que le poids P ait été placé sans vi tesse 

à l 'extrémité infér ieure de la tige supposée ver t ica le . Le 

travail de la pesan teur , pour le dép lacement vert ical 3, sera 
1 

mesuré par P3, de sorte que le t r ava i l é las t ique , - P J , n 'es t 
que la moi t ié du t ravai l de la pesan teu r . Le poids P , lorsqu ' i l 
sera descendu de 3 , au ra ainsi acquis une cer ta ine vitesse 
en ver tu de laque l le il con t inue ra son m o u v e m e n t de des
cente au-delà de ce point qui co r respondra i t à l ' équi l ib re . Il 
s 'arrêtera lo r squ ' i l au ra p a r c o u r u u n e dis tance vert icale x 
telle que le t ravai l de la pe san t eu r Px ait été dé t ru i t par le 
travail croissant des act ions é las t iques . Or, ce t ravai l , pour 

1 1 P 

un a l longement total x, a pour express ion - x\LQ.x = - — x 2 . 

2 2 3 

Egalant ces deux va leurs du t ravai l , nous en dédui rons 
x — 23, c 'est-à-dire que l ' a l longement to ta l , et par suite 
l'effort, sera double de celui qui cor respondra i t à la posi t ion 
d 'équil ibre de la cha rge P à l ' ex t rémi té de la tige. 

Lorsque l ' a l longement dépasse la l imite de l 'élasticité sans 
a t te indre le c o m m e n c e m e n t de la s t r ic t ion, le t ravai l des 
forces é last iques est encore représen té pa r l 'a ire de la courbe 
OMM'P' qui figure les déformat ions . 

Mais, aussi tôt que la s tr ict ion commence , le t ravail par 
unité de l ongueu r de la t ige, de m ê m e que l ' a l longement , 
n'a plus aucune signification précise , à moins que l 'on n ' in
dique à quelle par t ie de celte tige se rappor te la quant i té que 
l'on mesu re . 

Le travail de la section la plus cont rac tée est , comme l 'al-
!'; Cela suppose que les efforts se t r a n s m e t t e n t i n s t a n t a n é m e n t d 'une extré

mité à l 'autre de la tige de man iè re à être, à chaque ins tant , les m ê m e s en 
tous les po in t s . Ce n 'es t qu 'une approx imat ion . Voir plus loin, au chapitre x v m , 
la théorie du choc longi tudinal . _ 
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l ongemen t l u i -même , beaucoup p lus g rand que le travail 
moyen du mé ta l . 

1 1 4 · . Efforts d e c o m p r e s s i o n . — Ce que nous avons 
dit des a l l ongemen t s é last iques s 'appl ique à peu près exacte
m e n t aux accourc i ssements p rodu i t s p a r compress ion . Bien 
que les expér iences ne d o n n e n t pas , sur ce genre do défor
ma t ion , des résu l ta t s auss i p réc is , parce que la crainte de 
faire fléchir t r a n s v e r s a l e m e n t les t iges que l'on comprime 
force à opérer su r des pièces de faible longueur dont les 
accourc i ssements ne peuven t être faci lement mesurés , elles 
s e m b l e n t au tor i se r à adme t t r e q u e , pour de t rès peti tes défor
ma t ions , celles-ci sont p ropor t ionne l l e s aux efforts qui les 
produisen t et que le coefficient qui les y r a t t ache est à peu 
p rès le m ê m e que p o u r l e s extens ions . La formule ( A ) , J O = : Eù, 
s 'appl iquera i t donc, avec u n e m ê m e va l eu r de E , aux deux-
cas de compress ion et d 'extension ; il suffirait d'y affecter du 
signe — les efforts de compress ion pour obteni r les allonge
m e n t s négatifs ou accourc issements qu ' i ls produisent . 

La l imite de l 'élastici té pa r compress ion n 'a pas, jusqu'à 
présent , été dé te rminée d 'une man iè r e cer ta ine , non plus que 
la charge de r u p t u r e , en ce qui concerne le fer ou l'acier. 
Les expér iences faites par divers observa teurs donnent des 
résu l ta t s e x t r ê m e m e n t différents les u n s des aut res , bien 
qu ' i l s s 'accordent tous à t rouver que la rés is tance à la rup
tu r e pa r éc ra semen t est p lus g rande que celle à la rup ture 
par extens ion. 

l i t » . R u p t u r e p a r c o m p r e s s i o n . — On comprend, 
d 'a i l leurs , qu' i l doive en ê t re a ins i . La rupture d 'un corps 
solide que lconque ne peut se concevoir que par la séparation 
des par t icules qui le cons t i tuent , et il semble na tu r e l de sup
poser que cette sépara t ion définitive ne se p rodui t que lorsque 
les par t icu les don t il s 'agit se sont t rouvées écartées les 
unes des au t res au-delà d 'une cer ta ine l imi te . On s'explique 
difficilement que le rapprochement de ces par t icules puisse 
en p rodu i re la sépara t ion . 

Mais, si l 'on se rappe l le que les a l longement s longitudi
n a u x sont accompagnés de cont rac t ions t ransversa les , et que , 
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de même , les accourc i s sements long i tud inaux , p rodu i t s pa r 
des efforts de compress ion , sont accompagnés de di la ta t ions 
t ransversales , on conçoit que la compress ion p o u r r a être 
assez forte pour que ces di la tat ions t r ansversa les a ient pour 
effet d 'écarter les par t icules de la ma t i è re j u s q u ' à la l imi te à 
partir de laquel le elles se séparen t défini t ivement, et pa r sui te 
de rompre le corps (!). Ce n 'es t pas o rd ina i r emen t de cet te 
façon que se b r i sen t les corps soumis à des efforts de com
pression. Le plus souvent , il se p rodui t des cassures ob l iques 
à t ravers le corps solide, et sous l ' influence de l'effort les deux 
parties ainsi séparées gl issent l 'une sur l ' au t re c o m m e des 
coins. 

(') Les corps solides na tu re l s sont, en généra l , considérés connue formés 
de molécules e x t r ê m e m e n t pet i tes , séparées les unes des aut res par des in ter 
valles t rès g rands par r appor t à leurs d imensions , et qui exercent les unes sur 
les autres des act ions dirigées suivant les droi tes qui les jo ignen t et fonctions 
de leurs dis tances mu tue l l e s . Ces ac t ions ne se font sent i r que j u s q u ' à des 
distances très peti tes ; elles deviennent nul les auss i tôt que la d is tance des 
molécules devient appréc iable . 

Considérons u n e molécule M entourée d 'un grand n o m b r e d ' au t res qui 
exercent leur action sur elle et r éc ip roquement ; elles sont compr ises dans une 
sphère décrite de M comme cent re avec un r ayon égal à la l imite de l 'act ion 
moléculaire. Si cet te molécule , sous l 'action de forces ex té r ieures , est venue 
en M' ayant subi un léger dép lacement , assez pe t i t pou r que la sphère d 'ac
tion décrite de M' comme cent re cont ienne exac temen t les m ê m e s molécules 
que celle dont le cent re était en M, la molécule considérée, soumise aux 
actions des mêmes molécules , r ep rendra év idemment sa posit ion initiale 
d'équilibre lorsque la force per turba t r ice cessera d'agir. 

Si le déplacement est assez g rand pour que , dans la nouvel le posi t ion, la 
sphère d'action ne cont ienne plus toutes les molécules pr imi t ives , il p o u r r a 
encore se faire que , sous l 'act ion de celles auxquel les elle est alors soumise , 
elle revienne, lo rsque la force per turba t r ice au ra disparu, dans le r ayon d'ac
tion de ces premières molécules et qu'elle r ep renne ainsi success ivement 
son ancienne posi t ion d 'équi l ibre . 

Mais, si le dép lacement est assez grand pour que le n o m b r e de molécules 
primitives la issées en dehor s de la nouvel le sphère soit considérable , il p o u r r a 
arriver que la molécule M r e p r e n n e , sous l 'action de celles qui sont com
prises dans cet te nouvel le sphère , une posi t ion d 'équil ibre différente de la 
première, c 'est-à-dire qu'il se produise , dans le solide dont elle fait pa r t i e , 
une déformation p e r m a n e n t e . 11 p o u r r a m ê m e arriver que le dép lacement soit, 
assez grand pou r que la molécu le cons idérée se t rouve suff isamment écar tée 
de toutes celles qui ag issen t sur elle pou r qu'il n 'en res te p lus , dans l 'é tendue 
de sa sphère d 'act ion, un n o m b r e sufiisant pour la re tenir , et alors elle s'en 
séparera défini t ivement et il y au ra r u p t u r e . 

La rupture est. donc la conséquence d 'un éca r t emen t anormal des molécules 
d'un corps sol ide . 

Un solide éga lement compr imé dans tou tes les direct ions , dont les molé
cules ne pour ra ien t , par conséquen t , s 'écarter les unes des au t res dans aucun 
sens, pourrai t suppor ter , sans se rompre , des efforts é n o r m e s . La compres 
sion ne peut p rodu i re la r up tu r e qu ' au t an t qu'elle n 'a p a s l ieu dans tous les 
sens et qu'il existe une direct ion su ivant laquelle il p e u t se produi re une 
dilatation ou un éca r t ement des molécules . 
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Le r a i s o n n e m e n t su ivant , dû à M. Duguet , pe rme t de se 
r e n d r e compte a p p r o x i m a t i v e m e n t de ce qui se passe dans 
ces condi t ions , et il condui t m ô m e à é tabl i r une relat ion, un 
peu e m p i r i q u e peu t -ê t r e , en t re les charges de rup tu re par 
ex tens ion et pa r compress ion . Il donne auss i des indications 
su r la d i rec t ion des surfaces inc l inées su ivan t lesquelles se 
produi t la r u p t u r e et que l 'on appel le quelquefois plans de 
r u p t u r e , b ien qu 'el les soient r a r e m e n t exac tement planes. 

Considérons u n corps solide à l ' ins tan t où il se rompt . Un 
é l é m e n t d e la su r facede r u p t u r e étai t , i m m é d i a t e m e n t aupa
ravan t , sollicité par une forme généra lement ) oblique, ou 
pa r deux forces, l 'une N, n o r m a l e , l ' au t re T, tangentielle, 
ag i s san t s i m u l t a n é m e n t . Le p lus souvent , u n effort de com
press ion produi t la r u p t u r e par g l i s sement de deux éléments 
superficiels l 'un sur l ' au t re , en ra ison de la résistance spé
ciale dite impéné t rab i l i t é de la ma t i è r e . Dans cette hypothèse 
l'effort t angen t ie l T qui a p rodu i t le g l i ssement doit être égal 
non seu lemen t à la charge de r u p t u r e pa r cisai l lement que 
n o u s représen te rons par G 0 et qui suffirait à faire glisser l'un 
su r l ' au t r e deux é léments cont igus dans l eu r état naturel ; 
ma i s à cette force G 0 a u g m e n t é e de l'effort de frottement dû 
à la p résence de la composan te n o r m a l e N. On devra d me 
avoi r , au m o m e n t de la r u p t u r e , si / dés igne le coefficient 
de f ro t t ement du corps su r l u i - m ê m e : T = G 0 -f- fN. 

Sous u n effort de compress ion s imple , égal à p par unité 
de surface, l'effort sur u n plan inc l iné AB (fig • 128), dont la 
n o r m a l e OQ fait, avec la direct ion de la compress ion , un angle 
P'OQ — a sera r ep résen té par une l igne OP ^ J D X B , en 
dés ignan t par u> la surface de la section droi te CB du cylindre 

p dont les arê tes sont paral lè les à la pression 
p et qui con tourne l ' é lément plan AB. Cette 
force de compress ion OP =pw devra être équi
l ibrée par une act ion n o r m a l e OQ — OP cos a 
et une act ion tangen t ie l l e OR = OP siiia. 
Ces deux dern iè res forces sont, d'ailleurs, 

é " 9 r épar t i es sur la section ob l ique AB = "' - · 
., .„„ cos a 
F I G . 128. 

Il en résu l te que les composan tes normale et 
tangent ie l le pa r un i t é de surface ont respec t ivement pour 
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valeurs 

V
 0 Q 2 RP OR . p . a 

IN = - R I T = P C O S OT, 1 = -R-RR — p sin A C O S A — - Sin2a. 
AB ^ AB 2 

D'après ce qui vient d 'ê t re dit , on doit avoir , au m o m e n t 
de la r u p t u r e , T = G0 -+- /"N ou T — / N == G 0 ; la r u p t u r e 
aura lieu su ivan t les plans pour lesquels T — / N sera m a x i 
m u m . Or 

T — /"N = p cos a. sin a. — fp cos 2 a, 

soit, en posant / = t a n g ç, ou en dés ignant pa r <j> l 'angle de 

frottement : 

T * M P c o s o c · / > 1 — — sin ( A — o l . 
cos tp T > 

Cette expression a t te int sa p lus g rande va l eu r pour 2a-

ou pour a = - -+-
4 2 

Avec cette va l eu r de x, on a 

7C 

T = | c o s ? , N = f ( l - s i n ? ) , G, = | c o t ^ + | 

De sorte que , si l 'on désigne par R'„ la cha rge de r u p t u r e par 
compression, ou la valeur de p lorsque T — / N est égal à 
G0, on aura 

R i = 2G 0 tang ( ¡ + 1)· 

La surface de r u p t u r e ferait, avec la direct ion de la com

pression, un angle égal à - | - f£ 

Si l'on suppose, ce qui paraî t , d ' a i l l eurs , t rès contes table , 
que le m ê m e r a i s o n n e m e n t puisse s ' app l iquer à la rup tu re par 
extension di recte , en changean t le s igne de N, cette r u p t u r e se 
produira lorsque l 'on a u r a T — G 0 — / N , o u T + / N — G 0. 
Et l'eifort direct co r respondan t R 0 s 'obt iendra par u n calcul-
analogue dont le r ésu l t a t sera 

R„ = 2 G 0 i a n g f - - i 
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On en dédui t que le r appor t de la cha rge de rup tu re par 
extension à la cha rge de r u p t u r e pa r compress ion a pour 
expression 

R , _ ' " ' S (l - 1) _ 1 - sin , _ / ; _ t \ 

Cela donnera i t les va leurs suivantes 

"P = 1 0 - , / - ^ t a n g . p = 0 , 1 7 6 , ^ 0 , 7 0 , J + | = 5 0 -

30° 0 , 3 7 7 0 , 3 3 3 60" 

37° 0 , 7 3 0 , 2 3 63° 1 / 2 

43° 1 , 0 0 0 , 1 7 67» 1/2 

53° 1 , 3 3 0 , 1 1 2 71° 1 / 2 

60° 1 , 7 3 0 , 0 7 2 73° 

La va leu r ? == 10° ou / ' = 0,17 est à peu près celle qui 
convient au fer et à l 'acier, et le rappor t des résis tances n'est 
pas t rès infér ieur à l 'uni té . P o u r les p ie r res , la valeur de 
s varie de 30° à 45° ; la charge de r u p t u r e p a r compression 
devient alors de trois à six fois p lus g rande que la charge de 
r u p t u r e par extens ion. 

L'angle des surfaces de r u p t u r e par compress ion avec la 
direct ion de l'effort serai t de 50° env i ron pour les métaux, et 
u n peu plus g r and , soit de 60" à 65°, pour les p ie r res . 

Ces résul ta ts para i ssen t , en gros , conformes à l 'observation. 

1 1 6 . C o r p s d i v e r s . — Ainsi que nous l 'avons dit, les 
p h é n o m è n e s que n o u s avons décrits pour le fer se pro
duisent p r o b a b l e m e n t dans tous les au t r e s corps solides sou
mis à des efforts d 'extens ion ou de compress ion ; mais ils 
n 'on t pas, en géné ra l , été observés . 

Dans tous les cas, il existe pour tous les corps u n coefficient 
d 'élasticité long i tud ina le E r ep ré sen t an t le r appo r t entre les 
efforts d 'extension P et les a l longements 3 qu ' i ls produisent . 
Ce coefficient peu t ê t re t rès élevé pour cer ta ins corps, dans 
lesquels les déformat ions sont toujours à peu près nulles. 
Ces corps se r a p p r o c h e n t ainsi des solides invariables que 
l 'on cons idère dans la m é c a n i q u e ra t ionnel le . P lus ce coef-
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ficient est faible, p lus , pour un m ê m e effort, la déformat ion 
est cons idérable . 

Il existe é g a l e m e n t , pour tous les solides, u n e l imi t e de 
l 'élasticité. Lorsque cette l imi te est à peu près nu l l e , le corps , 
à peine déformé, ne rev ien t pas à sa forme pr imi t ive : il 
est e x t r ê m e m e n t mou. P lus elle est élevée, p lus le corps est 
élastique. Les solides sont considérés c o m m e par fa i t ement 
élastiques lo rsque la limiLe de leur élast ici té est assez élevée 
pour res ter supé r i eu re à toutes les déformat ions auxque l les 
on les suppose soumis . 

Les corps solides se différencient encore par la d is tance 
plus ou m o i n s g rande qui existe , pour chacun d 'eux, en t re 
la l imite de l 'é last ici té et la charge de rup tu re , qui n 'on t en t r e 
elles aucune re la t ion nécessa i re . Des corps t rès faci lement 
déformables p e u v e n t suppor t e r , sans se r o m p r e , une charge, 
considérable, tandis que d 'au t res se r o m p e n t sous une charge 
beaucoup m o i n d r e avant d 'avoir subi une déformat ion a p p r é 
ciable. 

Dans la l imi te de l 'é las t ic i té , la loi exp r imée par l 'équa
tion p= E3, s ' appl ique à tous les solides, ma i s elle suppose 
impl ic i tement , pu i sque l'effort de tens ion est rappor té à 
l 'unité de surface, qu ' i l est r é p a r t i u n i f o r m é m e n t su r toute 
l 'étendue de la sect ion t r ansve r sa l e ; elle suppose aussi que 
la matière de la b a r r e soumise à l ' ex tens ion est h o m o g è n e . 
A cette condi t ion seu lemen t , r a l l o n g e m e n t sera p ropor t ion 
nel à la l o n g u e u r , ou le m ê m e pour les différentes par t ies 
de la t ige, et les sec t ions t r ansversa les r e s t e ron t e x a c t e m e n t 
planes. On ne saura i t appor t e r t rop de soin à ce que cet te 
condition soit réa l i sée , sous peine de voir les expér iences 
donner des r é su l t a t s cont rad ic to i res . 

1 1 7 . E x p é r i e n c e s de r u p t u r e . P r é p a r a t i o n des 
b a r r e a u x d ' é p r e u v e . — Les ingén ieurs ont t rès souvent 
à exécuter des expér iences de cet te n a t u r e , en vue d ' appré 
cier la qual i té des m é t a u x qu ' i l s doivent employer dans les 
construct ions . Il ne sera sans doute pas inu t i l e de dire ici 
quelques mo t s des condi t ions dans l esque l les doivent être 
faites ces expér iences , lorsqu ' i l s'agit du fer ou de l 'acier. 

Une Commiss ion a été ins t i tuée , en 1891, pour é tud ie r les 
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méthodes d'essai des m a t é r i a u x de cons t ruc t ion , et le rapport 
généra l publ ié , en 1893, après la p r e m i è r e session de cette 
Commiss ion r en fe rme les indica t ions les p lus ut i les au sujet 
des p récau t ions de tou tes na tu re s à p r e n d r e dans les divers 
gen re s d ' épreuves que l 'on peut faire subi r aux métaux : je 
m e bornera i à r appe l e r les p r inc ipa les . 

Le l aminage et le m a r t e l a g e a u g m e n t e n t généra lement 
la r és i s t ance de r u p t u r e et d i m i n u e n t l ' a l longement dont le 
fer est suscept ib le . 

Si donc l 'on veut se r e n d r e compte de la rés is tance d'un 
mé ta l dans les pièces qu ' i l cons t i tue , il faut que les barreaux 
d ' ép reuve soient découpés à la m a c h i n e et non obtenus par 
forgeage, lou t fo rgeage ayan t pour effet de modifier la résis
tance. Le découpage l u i -même modifie la const i tut ion du 
méta l su r u n e pet i te é t endue ; l 'outi l (cisaille ou poinçon) 
ag i t à la m a n i è r e du m a r t e a u et écroui t le fer en augmen
t an t sa r é s i s t ance : et, pa r sui te , des b a r r e a u x de largeur 
différente, découpés dans une m ê m e tôle, sont d 'au tant plus 
rés i s t an t s , pa r u n i t é superficielle, qu ' i l s sont plus étroits. 
Il faut, dans la p répa ra t ion des ba r r eaux , év i te r cette cause 
d ' e r r eu r en découpant des ba r r eaux un peu plus larges que 
ne doit être l eu r d imens ion définitive et en levan t l'excé
den t de ma t i è re avec la m a c h i n e à r abo te r . Il sera bon, 
dans fous les cas, pour avoir des expér iences absolument 
comparab les , d 'avoir des ba r r eaux d ' épreuve de m ê m e sec
t ion t r ansve r sa l e . 

Lorsqu ' i l s 'agit de compare r les a l longement s totaux de 
r u p t u r e , il faut, c o m m e on l'a vu plus h a u t (n° 111), si les 
sect ions t ransversa les ne sont pas les m ê m e s , que les lon
g u e u r s su r lesquel les sont m e s u r é s les a l longements soient 
en t re elles c o m m e les rac ines car rées des superficies de ces 
sect ions . La Commission a r e c o m m a n d é de dé te rminer , de 
préférence, la l ongueur par la fo rmule L 2 = - 66,66D qui 
est déjà en usage dans un certain n o m b r e d 'adminis t ra t ions . 

Pour que l'effort se répar t i sse exac tement d 'une manière 
uni forme sur toute l ' é tendue de la sect ion, il faut que les 
ba r r eaux d ' épreuve p ré sen t en t u n e par t ie p r i sma t ique d'une 
cer ta ine l ongueu r dans l aque l le la sect ion soit régul ière et 
cons tan te . Les efforts ne peuven t leur ê tre appl iqués que 
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par l ' in termédia i re d ' au t res corps solides qui les pressent 
sur certaines par t ies de leurs ex t rémi tés . On t e r m i n e ordi
nai rement ces ba r r eaux par deux renf lements ou têtes r en 
forcées qui s ' engagent dans des sabots p résen tan t la m ê m e 
forme en creux et sur l esque ls on exerce les efforts qui se 
t ransmet ten t , en se r épa r t i s san t d 'une façon d 'abord que l 
conque et i n c o n n u e , j u s q u ' à la par t ie p r i sma t ique AB 
(fig. 129). On a d m e t , et l ' expér ience 

montre que dans cette par t ie p r i sma- .—._J — , 
tique, si les efforts sont, d 'a i l leurs , !— :—%—I 
dirigés bien exac tement su ivant son A B 
axe longi tudina l , la répar t i t ion se fait Via. 129 . 
uniformément sur toute l ' é tendue de 

chacune des section t r ansversa les , au moins à par t i r d 'une 
certaine dis tance au-de là des points où le ba r r eau commence 
à prendre une section r égu l i è re . 

Mais la p répa ra t ion de ba r r eaux de cette forme est assez 
coûteuse; il est p lus s imple de p r e n d r e u n ba r r eau p r i s m a 
tique dans toute sa l ongueur et d 'en engager les ex t rémi tés 
dans des griffes qui le s e r r en t et qui p e r m e t t e n t d 'exercer 
les efforts de t ract ion qu 'on veut lui faire subi r . 

Nous avons déjà dit que , lorsqu ' i l s 'agissait de c o m p a r e r 
les a l longements moyens to t aux (que l 'on p rend pour m e s u r e 
de la ducti l i té du méta l ) , il étai t nécessaire d 'opérer su r des 
barres de l o n g u e u r dé t e rminée . On t racera donc, sur la pa r 
tie pr ismat ique du ba r r eau , deux t ra i t s A, B, à u n e dis tance 
égale à cette l ongueur , et ce sera en réal i té le ba r r eau com
pris ent re ces trai ts que l 'on expé r imen te r a en cons idéran t 
les efforts c o m m e appl iqués et r épa r t i s un i fo rmément su r 

les sections t ransversa les A, B qui le te r 
m i n e n t . 

On obt iendra i t des r é su l t a t s tout diffé
rents , si, au l ieu d 'un b a r r e a u ayan t la 
forme ci-dessus , on opérai t sur u n e 
pièce découpée c o m m e dans la l igure 130, 
en r appo r t an t l'effort à la sect ion t r a n s 

versale la plus é t roi te ab. Des pièces de cette forme suppor 
tent, par uni té de surface de la section ab, une charge con
s idérablement p lus forte que s'ils é taient p r i sma t iques avec 
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une section un i forme égale à ab sur une cer ta ine longueur . 
Ce que nous avons dit de la s t r ic t ion qui précède la rup tu re 
suffit pour exp l ique r cette différence. 

On constate de m ê m e que, si l 'on p ra t ique sur le contour 
d 'un ba r r eau d ' ép reuve une r a i n u r e , su ivant le pé r imèt re 
d 'une de ses sections t r ansversa les , on a u g m e n t e la résis
tance de r u p t u r e pa r un i té de surface de la section rédui te . 

Dans toutes les épreuves de r u p t u r e pa r t rac t ion , l'effort 
doit ê t re développé d 'une façon régu l i è re , p rogress ive et 
sans à-coups . 11 faut éviter les efforts t rop b rusques , de 
n a t u r e à en t r a îne r un échauffement sensible du ba r r eau et 
auss i évi ter une l en t eu r exagérée . La durée d 'un essai doit 
être compr i se , en généra l , en t re une et six m i n u t e s . Il ne 
faut pas non plus o p é r e r a des t e m p é r a t u r e s t rop basses, par 
exemple au-dessous de 10° C. 

Il ne faut pas oublier que les résu l ta t s de, l 'épreuve sur 
u n e ba r re d'essai n ' on t j a m a i s qu ' une va l eu r d ' induct ion, 
ma i s toutefois que cette va l eu r sera d 'au tan t plus grande 
que la ba r r e a u r a été choisie et p réparée avec plus de soin 
e t que l ' épreuve se r app roche ra davantage des conditions 
dans lesquel les le méta l devra développer sa résis tance, 
dans les pièces finies. Et , enfin, b ien qu ' i l soit d 'usage, 
dans la rédac t ion des proje ts , de s'en r appor t e r presque 
exc lus ivemen t aux résul ta ts des essais de r u p t u r e par 
t r a c t i m , pour appréc ie r la va leur du méta l , lors m ê m e 
que les pièces ont à suppor te r des efforts s ta t iques d 'une tout 
au t re n a t u r e et à rés is ter à des act ions dynamiques , il faut 
reconnaî t re cependan t que l 'essai de t ract ion ne suffit aucu
n e m e n t à caractér iser la va leur d 'un mé ta l ; on peut citer 
n o t a m m e n t le cas des aciers p h o s p h o r e u x qui donnent de 
bons résu l ta t s à la t ract ion et qui sont t rès fragiles. M. Barba, 
d a n s le r appo r t déjà cité, donne de n o m b r e u x exemples de 
tôles et corn ières dont les essais de t rac t ion ont été t rès satis
faisants et qui n 'on t pas pu suppor t e r le t ravail de façon
nage . Il rappel le l 'accident su rvenu aux chaud iè res du Liva-

dia, de la Marine impér ia le russe , qui ont fait explosion 
dans le p remier voyage d 'Angle te r re en Russ ie . L'acier de 
ces chaudières avai t subi avec succès tous les essais méca
n iques demandés par le Lloyd, l 'Ami rau té et le Board of 
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Trade, et cependant il était aussi fragile que la fonte et m ê m e 
plus ; de grandes pièces se cassaient sous le choc o rd ina i re 
d'un mar teau après avoir subi faci lement tou tes les opé ra 
tions nécessaires à la cons t ruc t ion des chaud iè res . 

L'essai de t ract ion n 'es t donc pas , en généra l , suffisant 
pour faire apprécier la va leur d 'un mé ta l , et ii impor t e de le 
compléter ou m ê m e de le r emp lace r quelquefois pa r d ' au t res 
tels que poinçonnage , p l iage , choc, etc . ζ1). 

(') Les ingénieurs et les agen t s récept ionnaires qui doivent opérer dans les 
usines ont besoin de conna î t re au moins d 'une façon sommai re la méta l lur 
gie du fer et de l 'acier. Je ne puis avoir La p r é t e n t i o n de donner ici des r en 
seignements comple ts à CE sujet, ma i s je ne crois pas inutile de rappeler , à 
grands traits , l 'histoire des derniers per fec t ionnements in t rodui ts dans la 
fabrication de l 'acier et qui ont r endu ce métal t ou t à fait usue l en le subst i 
tuant au fer dans un t rès g rand n o m b r e d 'appl icat ions. 

ISessemer a mon t ré que , par l 'insufflation de l'air à t r avers la fonte en fusion, 
on pouvait oxyder le ca rbone en que lques minu tes et dé t e rmine r une éléva
tion de t empéra tu re assez grande pour que l 'acier res tâ t fondu. Mais, d 'abord, 
on dépassa ie b u t : une par t ie du fer se brû la i t , et on obtenai t un mé lange de 
métal et d 'oxyde. On r e m a r q u a que les fontes m a n g a n é s é e s donna ien t de bons 

"résultats : t i n t qu'il res te du m a n g a n è s e à brû ler , l 'oxygène NE se por te pas 
sur le fer. On eut l 'idée d 'a jouter ά la FIN de l 'opérat ion de la fonte manga-
nésée riche : spiegel-eisen ou sptegcl. Le spiegel détrui t l 'oxyde de fer qui s'est 
formé et recarbure le fer pour le changer en acier. On opère de m ê m e dans le 
four Martin, chauffé au gaz. 

Avec le spiegel ordinaire, qui cont ient de 12 à 20 0/0 de m a n g a n è s e et 5 à 
6 0/0 de ca rbone , on ne peu t obtenir que des aciers durs ou demi -du r s , car 
il faut réintroduire au mo ins de 8 à 10 0/0 de Spiegel pou r détruire t o u t 
l'oxyde de fer, et cela représen te 0,005 de ca rbone . Pour faire des aciers p lus 
doux, on s'est servi de fontes m a n g a n é s é e s plus r iches EN manganèse . On a 
obtenu des fer ro-manganèses c o n t e n a n t j u squ ' à 80 0/0 de m a n g a n è s e , la t e 
neur en carbone é tant toujours à peu prés la m ê m e . ON a pu réduire au tiers 
ou au quart lu. quant i té à ré in t rodui re , et n 'avoi r p lus que 0,002 de carbone. 
On a fabriqué ainsi des aciers ex t ra -doux d o n n a n t p lus de 23 0/0 d'allonge
ment, avec une charge de rup tu re inférieure à 40 k i l og rammes et ne p r e n a n t 
pas du tout la t r e m p e . 

Les parois des conver t i s seurs Bessemer ou des fours Martin sont de n a t u r e 
acide (argile réfractaire ou quar tz agg loméré) . Le silicium qu'el les cont iennent 
se combine en pa r t i e avec le fer, et sa p résence a pour effet de d iminuer les 
soufflures que l 'on cons ta te souvent dans les l ingots mou lés ; mais , d 'autre 
part, la présence de la silice empêche l ' é l iminat ion du phosphore qui peu t 
exister dans les fontes . On ne pouva i t donc , avec ce procédé, employer de 
fontes phusphoreuses . 

AU contraire, avec des parois bas iques , ou des fours garnis en dolomie ou 
en magnésie, et par des addi t ions de chaux , on absorbe ie phosphore à l 'état 
d'acide phosphor ique . Mais l 'é l iminat ion du p h o s p h o r e NE s 'achève guère 
qu'après celle du carbone qui , tant qu'i l exis te , réduit l 'acide phosphor ique . 
On obtient donc UN méta l p lus décarburé et plus chargé d 'oxyde que dans le 
procédé acide, ce qui oblige ά a jouter plus de f e r ro -manganèse . Les aciers 
basiques sont, à dure té égale, plus m a n g a n è s e s et moins c a r b u r e s que les 
aciers acides. On y t rouve quelquefois deux fois plus de m a n g a n è s e que de 
carbone. Or, comme le m a n g a n è s e donne m o i n s de dure té que le ca rbone , on 
obtient des aciers t rès doux, d o n n a n t 30 0/0 d ' a l longement et une charge de 
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1 1 8 . F o n t e . — P o u r la fonte, on fait p lus ra rement 
des essais de r u p t u r e par t r ac t ion . Le coefficient d'élasticité 
de cette ma t i è re ne serai t que de 10.000 à 12.000 kilo
g r a m m e s par mi l l imè t r e car ré , soit u n peu plus de la moitié 
de celui du fer. Sous une m ê m e cha rge , l ' a l longement de la 
fonte sera i t donc à peu près double . 

La fonte est d 'a i l leurs une ma t i è r e dont la rés is tance est 
complexe . Elle n 'es t pas h o m o g è n e . Les couches superfi
cielles refroidies les p r e m i è r e s sont p lus dures que celles de 
l ' in té r ieur , et on ne pou r r a i t aborder t h é o r i q u e m e n t avec 
que lque exac t i tude le p rob lème de la rés is tance de la fonte 
qu ' en a d m e t t a n t au moins deux v a l e u r s p o u r chacun des 

rup tu re à peine supér ieure à 30 k i l o g r a m m e s . Mais ce procédé produi t diffi
c i l ement des aciers du r s . 

L 'addit ion du spiegel p rovoque un bou i l l onnemen t et, pa r suite, des souf
flures que l 'on évi te en a joutan t du silicium à l 'é tat de ferro-silicium, qui 
est une fonte con t enan t de iO à la 0/0 de sil icium. On obt ient ainsi des aciers 
sans soufflures. 

Dans ces derniers t e m p s , les méta l lu rg i s tes se son t efforcés de trouver le 
m o y e n de pouvoir ajouter à volonté le ca rbone et le m a n g a n è s e . Ils ont cher
ché, en faisant le raffinage avec le fo r ro -manganèse , à obtenir du fer à peu 
p rès p u r et à ajouter ensui te une quan t i t é suffisante de carbone à l 'état de 
g raphi te , de cha rbon de bois , d 'an thrac i te et m ê m e de coke. Les trois cin
qu ièmes environ du carbone ajouté se r e t rouven t dans l 'acier, le reste est 
oxydé. Le m a n g a n è s e peut alors être rédui t à 0,003. 

On emploie , depuis que lque t e m p s , l ' a lumin ium qui est un désoxydant éner
gique et qu i , en a u g m e n t a n t la fluidité de l 'acier, p révient la formation des 
soui l lures . On en met envi ron 0,002. On a d 'abord employé un i'erro-aluini-
n ium qui avait l ' inconvénient d'être peu fusible, puis l ' a luminium pur. On 
emploie aussi un alliage de fer, de silicium et d ' a lumin ium, qui s 'obtient direc
t e m e n t par la réduct ion des argi les ordinai res ou de la bauxi te b ru te . 

Enfin, on essaie divers au t res m é t a u x et méta l lo ïdes , c o m m e le chrome, dont 
les effets ne para i s sen t pas encore bien c o n n u s . 

La rés i s tance de l 'acier, à la rup tu re par t rac t ion , var ie avec sa composition 
chimique et sur tou t avec sa t e n e u r en c a r b o n e . On a b ien souvent essayé 
d'établir une re la t ion empir ique ent re ces quan t i t é s . La formule suivante, 
due a M. Deshayes , est adoptée par b e a u c o u p de méta l lurg is tes . La charge de 
rup tu re R, en k i l o g r a m m e s par mi l l imètre ca r ré , y est expr imée en fonction 
des quant i tés de carbone C, de m a n g a n è s e Mn, de phosphore Ph, et de sili
c ium Si expr imées en cen t i èmes et qui se t r ouven t dans le mé ta l . 

R = 30 + 18C — 3 GO'2 + ISMn + 15Ph + lOSi. 

Ainsi , un acier c o n t e n a n t 0,01 de c a r b o n e , sans aucun au t re métalloïde, 
aura i t une rés i s tance de rup tu r e de 30 -f- 18 -)- 36 = 84 k i l o g r a m m e s par milli
mèt re ca r ré . 

L 'a l longement 0 / 0 mesu ré sur u n b a r r e a u de 100 mi l l imè t res de longueur 
serait expr imé par 

A = 42 — 36C — 5,5Mn — 6Si. 

Je n 'ai pas besoin de dire que les r é su l t a t s de ces formules ne peuvent être 
accueillis qu 'avec la plus g r a n d e réserve . 
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coefficients d 'élasticité et de r u p t u r e , l 'un pour les couches 
extérieures, l ' aut re p o u r les par t ies cen t ra les . Il sera i t m ê m e 
sans doute nécessaire d 'adopter des va leurs var iab les pour 
ces coefficients, en ra i son de l ' hé té rogéné i té . 

La mat iè re se t r o u v e d 'a i l leurs , dans la fonte, dans u n 
état d 'équi l ibre dont la s tabi l i té n 'est pas parfaite et qui 
rappelle celui des l a r m e s ba tav iques , à un degré bien m o i n d r e . 
Certaines, r u p t u r e s superficielles, qui seraient sans impor 
tance dans une ma t i è re h o m o g è n e , en t ra înen t , dans la 
fonte, une r u p t u r e complè te s ' é tendant sur toute une section 
t ransversa le . 

La qual i té de la fonte s 'es t ime géné ra l emen t pa r sa rés is
tance au choc. On p rend u n ba r r eau b r u t ou raboté que l 'on 
place h o r i z o n t a l e m e n t su r deux points d 'appui don t l 'écar-
tement est d é t e r m i n é ; on le frappe au m o y e n d 'un m o u t o n 
dont on a u g m e n t e la h a u t e u r de chute j u s q u ' à ce que la 
rup tu re se p roduise . P a r exemple , des ba r reaux b ru t s , 
de 0 m ,040 de côté, posés s u r des appuis dis tants de 0 m , 1 6 , se 
brisent sous le choc d 'un m o u t o n de 12 k i l og rammes t o m 
bant de h a u t e u r s var iables de 0 m ,3Q à 0 m , 6 8 su ivan t les qua
lités ; des b a r r e a u x rabotés d e O m , 1 0 0 de côté, posés su r des 
appuis distants de 1 mè t re , se b r i sen t sous le choc d 'un 
mouton de 100 k i l o g r a m m e s t o m b a n t de h a u t e u r s var iables 
de 0 m , 50 à l m , 2 0 . 

1 1 0 . Ef forts r é p é t é s o u a l t e r n a t i f s . Lo i s de 
YVœhler. — La c h a r g e de r u p t u r e des m é t a u x que l 'on 
emploie é tant dé t e rminée par les expériences qui v i ennen t 
d'être décri tes , il s 'agit d 'en dédui re la charge qu' i ls sont 
capables de suppor t e r avec sécur i té . 

Les expériences faites par M. W œ h l e r donnen t à ce sujet 
de nouvelles ind ica t ions . 

M. W œ h l e r a constaté que la r u p t u r e d 'un méta l (fer ou 
acier) peut ê t re p rodui te n o n s eu l emen t par une charge sta
tique, dite de r u p t u r e , ma i s auss i par la répét i t ion d 'un 
grand nombre d'efforts a l ternat i fs inférieurs à la charge de 
rupture . 

La g randeur absolue des efforts ex t rêmes , en t re lesquels 
varient ces efforts a l ternat i fs , peut se r approcher d ' au tan t 
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plus de la cha rge de r u p t u r e que la différence de ces efforts 
est p lus pet i te . 

Ains i , par exemple , un échant i l lon de fer dont la charge 
s t a t i que de r u p t u r e est par m i l l imè t r e car ré de 34 kilo
g r a m m e s , se r o m p r a sous des efforts de 32 ki logrammes 
lo r sque ces efforts, au l ieu d 'ê t re cons tan t s , d iminueront 
de 32 à 28 k i l o g r a m m e s et a u g m e n t e r o n t a l ternat ivement 
de 28 à 32 k i l o g r a m m e s , c 'est-à-dire lo rsque le rapport de 

la cha rge la p lus faible à la p lus forte sera ^ au lieu d'avoir 

la va l eu r 1 qu ' i l conserve lorsque la cha rge est constante. La 
c h a r g e de r u p t u r e descendra à 22 k i l o g r a m m e s si les limites 
de l 'osci l lat ion de la va leur de l'effort sont 0 et 22 kilo

g r a m m e s , c 'est-à-
dire si le rapport 
dont il s'agit descend 
j u s q u ' à zéro ; elle 
s 'abaissera même à 

K ! 2 k i logrammes si 
les l imites sont — 
12 k i logrammes et 
- | - 12 k i logrammes, 
c 'est-à-dire si le mé
tal est al ternative
m e n t soumis à des 

efforts de t rac t ion et de compress ion a t t e ignan t chacun 
12 k i l o g r a m m e s par mi l l imèt re car ré , ou, en d 'aut res termes, 
si le r appor t des deux efforts ex t rêmes prend la valeur — 1. 

La courbe AB (fig. 131) représen te cette loi. Les abscisses 
por tées pos i t ivement en ON, et néga t ivemen t en OM, repré
sen ten t le r appo r t de la cha rge la p l u s faible à la charge la 
p lus forte, c 'est-à-dire le r appor t des deux efforts extrêmes, 
positif l o r sque ces deux efforts sont de m ê m e sens, négatif 
lorsqu ' i ls sont de sens con t ra i re . Ce r a p p o r t ne peut varier 
ainsi que de — 1 à - ) - 1. Les o rdonnées représentent la 
charge de r u p t u r e en k i l o g r a m m e s par mi l l imèt re carré, 
c 'es t -à-dire l'effort m a x i m u m suppor té , dans chaque cas, par 
le mé ta l . 

Cette courbe ne s 'écarte pas beaucoup d 'une ligne droite 
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et l'on peut , approx ima t ivemen t dans les appl ica t ions , pour 
une valeur donnée que lconque positive OP ou néga t ive OP ' 
du rappor t des deux efforts ex t rêmes , d é t e r m i n e r avec u n e 
exactitude suffisante, pa r la l ongueur des o rdonnées P R 
ou P R ' , l'effort m a x i m u m auquel le méta l pou r r a i t rés is ter . 

M. Bauschingcr , ayan t repr i s les expér iences de W œ h l e r , 
fut conduit à fo rmule r les lois su ivantes qui me t t en t en évi
dence l ' influence de la l imi te é las t ique, laquel le ne se déga
geait pas n e t t e m e n t de ces expér iences : 

Lorsqu 'on soume t une pièce à la répét i t ion d'efforts al ter
nant entre u n e c h a r g e infér ieure nu l le et une charge supé
rieure dé te rminée , on ne produi t pas la r u p t u r e , m ê m e après 
un nombre d'efforts i l l imi té si la charge supé r i eu re n ' a t t e in t 
pas la l imite d 'élasticité p r i m i t i v e ; si la charge supér ieure 
dépasse un peu cette l imi te , la l imi te d 'élast ici té s 'élève au-
dessus de l'effort subi pa r la pièce, et cet accroissement con
t inue à m e s u r e 'de la répét i t ion des efforts, sans pouvoi r 
cependant dépasser une cer ta ine l imi te ; et si, par cet te répé
tition, la l imi te d'élasticité peu t être amenée à dépasser 
l'effort m a x i m u m , la r u p t u r e ne se p rodu i t pas . 

M. Contamin a, de son côte, vérifié ces lois de M. Baus-
?,hinger. Il a m o n t r é que , tan t que la l imi te d 'élast ici té n'est 
pas dépassée, la sécuri té de la pièce n 'es t pas compromise , 
quelle que soit la succession des efforts auxquels elle puisse 
être soumise . Il en a conclu que la cons idéra t ion de la l imi te 
élastique et celle du coefficient d 'é las t ic i té sont plus impor 
tantes, au point de vue de la sécur i té que celle de la charge 
de rup ture , su r tou t p o u r les pièces qui sont exposées à des 
efforts répétés ou al ternat i fs . 

1 2 0 . Coe ï i i c ie i i t d e sée .ur i lé p o u r l e s m é t a u x . — 
En France , dans les t r a v a u x publ ics , il é tai l d 'usage, j u s 
qu'en 1891, d 'adopter , p o u r la charge de sécuri té des tôles de 
fer, le chiffre un i forme de 6 k i l o g r a m m e s par m i l l i m è t r e 
carré, que les efforts fussent p e r m a n e n t s ou al ternat i fs , cons
tants ou var iab les . Cette règle n ' ava i t en sa faveur que l ' avan
tage de la s impl ic i té , ma i s elle étai t insuffisante. Alors que cet 
effort de 6 k i l o g r a m m e s par mi l l imè t r e car ré ne représen te 
guère que le sixième ou le c inquième de celui qui p rodui ra i t 
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la r u p t u r e pa r extension s imple sous une cha rge s ta t ique per
m a n e n t e , il r ep résen te la moi t i é de la cha rge de rupture, 
pour u n effort a l ternat i f d ' ex tens ion et de compress ion . 

Les i ngén ieu r s amér ica ins on t depuis l ong temps adopté 
u n e règle p re sque aussi s imp le , ma i s p l u s ra t ionnel le . Ils 
divisent les pièces qui en t r en t dans les cons t ruc t ions en trois 
catégories : 

1° Celles qui sont soumises à des efforts a l ternat i fs , c'est-
à-dire qui sont a l t e rna t ivement é t endues et compr imées ; 

2° Celles qui sont soumises à des efforts i n t e rmi t t en t s , mais 
tou jours de m ê m e n a t u r e ; 

3° Celles qu i sont soumises à des efforts con t inus , sous 
l 'action d ' une charge a b s o l u m e n t p e r m a n e n t e , sans variation. 

Ils a d m e t t e n t que les cha rges que l'on peu t faire suppor ter 
avec sécur i té à ces t ro i s ca tégor ies sont en t r e elles comme 
les n o m b r e s I , 2 et 3 . 

Ces n o m b r e s sont , en effet, à pou près propor t ionne ls aux 
charges de r u p t u r e consta tées pa r M. W œ h l e r dans les trois 
cas dont il s 'agit et qu i sont , d 'après l ' exemple rapporté ci-
dessus , r e spec t ivemen t 12, 22, 34 k i l o g r a m m e s . (La propor
t ion sera i t exac t emen t c o m m e 1, 2, 3 , si ces chiffres étaient 
1 1 , 2 2 , 33 k i l og rammes . ) 

M. Sé journé , ingén ieur des Pon t s et Chaussées , a proposé, 
pour le fer, la formule 

K 0 é t an t la cha rge de sécur i té à adopter pour une pièce, et ? 

le r appor t positif ou négatif de la p lus pet i te à la p lus grande 
des cha rges qu i ag issen t su r ce t te pièce. La va l eu r de 9 , 
l aque l le est a insi celle des abscisses de la l igure 131, est 
néces sa i r emen t compr i se en t r e — 1 et - ) - 1. 

La var ia t ion des efforts dans les pièces est généra lement 
p rodui te pa r u n e charge accidentel le ou su rcha rge P qui 
ajoute ses effets à ceux d 'une charge p e r m a n e n t e P 0 . Cela 

p 

é tant , le r appor t « a pour va leur - — S i p / o n veu t calculer 
" 0 1 l 

la superficie Q de la section t r ansversa le que doit avoir une 
pièce soumise à ces efforts, cet te superficie s 'obtiendra. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



comme on sait , par l ' équat ion 

R 0 

Mettant pour R„ son express ion ci-dessus après avoir 
substi tué à 9 sa va leur que nous venons d 'écr i re , il v ien t , 
après réduct ion , 

p 1 " p 

r , P + Q,6Pn 

u\00 l()k,00 

La formule de M.Séjourné rev ien t donc à ca lcu ler les pièces 
avec le coefficient un i fo rme de rés is tance de 6 k i l o g r a m m e s 
mais en ne comptan t les charges p e r m a n e n t e s que pour les 
six dixièmes ou les trois c inqu ièmes de l eu r valeur , ou, ce 
qui revient au m ê m e , à calculer les pièces avec un coefficient 
uniforme de résis tance de 10 k i log rammes par mi l l imè t r e 
carré , en c o m p t a n t la cha rge p e r m a n e n t e pour sa va leur 

5 
réelle, mais en mu l t i p l i an t les cha rges accidente l les par -• 

La Circulaire min i s té r ie l l e du 29 août 1891 a ind iqué , p o u r 
l imiter les efforts dans les ponts mé ta l l i ques , les règles sui 
vantes l i â t les ingén ieur s pou r ron t faire usage et don t les 
résultats sont suff isamment d 'accord avec les données de la 
prat ique : 

1° Lorsque les efforts correspondant pour la même pièce aux 
différentes positions des surcharges seront toujours de môme sens 
(extension ou compression) 

Pour le fer 6 \00 + 3k | » 

Pour l'acier S",00 -f- 4 k ~ 

(A représentant le plus petit e tB, le plus grand des efforts auxquels 
la pièce est exposée). 

2° Lorsque le sons des efforts totaux correspondant, pour la 
même pièce, aux différentes positions de la surcharge, variera 
selon ses positions (extension et compression alternatives) 

Pour le fer. . . . 0\00 — 3 k ^, 

Pour l'acier. . . 8^,00 — 4* g 
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(B REPRÉSENTANT LE PLUS GRAND EN VALEUR ABSOLUE DES EFFORTS SUP
PORTÉS PAR LA PIÈCE, ET C LE PLUS GRAND DES EFFORTS, EN SENS CONTRAIRE). 

CES FORMULES SONT DONNÉES À TITRE DE SIMPLE INDICATION ET NE 
LIMITENT EN RIEN L'INITIATIVE DES INGÉNIEURS QUI POURRONT EMPLOYER 
TELLE MÉTHODE QU'ILS JUGERONT CONVENABLE. 

AVEC NOTRE NOTATION, ? DÉSIGNANT LE RAPPORT POSILIF OU 

NÉGATIF DE LA PLUS PETITE À LA PLUS GRANDE DES CHARGES QUI 

AGISSENT SUR LA MENU; PIÈCE, CES FORMULES S'ÉCRIVENT 

SOUS UNE APPARENCE UN PEU PLUS SIMPLE QUE CELLE DE 

M. SÉJOURNÉ, ELLES NE SONT PEUT-ÊTRE PAS AUSSI COMMODES 

POUR LES CALCULS. 

LE R È G L E M E N T EN DATE DU 2 9 AOÛT 1 8 9 1 , AUQUEL LA CIRCULAIRE 

QUI VIENT D'ÊTRE CITÉE SERT DE COMMENTAIRE, IMPOSE, D'AUTRE 

PART, LES DISPOSITIONS SUIVANTES ('ART. 2) : 

LES DIMENSIONS DES DIFFÉRENTES PIÈCES DES PONTS SERONT CALCULÉES 
DE TELLE SORTE QUE, DANS LA POSITION LA PLUS DÉFAVORABLE DES TRAINS 
DÉSIGNÉS À L'ARTICLE 1 ET EN TENANT COMPTE DE LA CHARGE PERMA
NENTE AINSI QUE DES EFFORTS ACCESSOIRES TELS QUE CEUX QUI PEUVENT 
ÊTRE PRODUITS PAR LES VARIATIONS DE TEMPÉRATURE, LE TRAVAIL (') DU 
MÉTAL PAR MILLIMÈTRE CARRÉ DE SECTION NETTE, C'EST-À-DIRE DÉDUCTION 
FAITE DES TROUS DE RIVETS ET DE BOULONS, NE DÉPASSE PAS LES LIMITES 
INDIQUÉES CI-DESSOUS : 

I. POUR LA FONTE SUPPORTANT UN EFFORT D'EXTENSION DIRECTE. l K , 50 
POUR LA FONTE TRAVAILLANT à L'EXTENSION DANS DES PIÈCES 

SOUMISES À DES EFFORTS TENDANT à LES FAIRE FLÉCHIR.. . 2 K ,50 
POUR LA FONTE SUPPORTANT UN EFFORT DE COMPRESSION.. . 6\0() 

II. POUR LE FER ET L'ACIER TRAVAILLANT À L'EXTENSION, À LA COM
PRESSION OU à LA FLEXION, LES LIMITES EXPRIMÉES EN KILOGRAMMES PAR 
MILLIMÈTRE CARRÉ DE SECTION SERONT FIXÉES AUX VALEURS SUIVANTES: 

TOUTEFOIS CES LIMITES SERONT ABAISSÉES RESPECTIVEMENT : 

(M Le mot « travail » est en t endu ici, non dans son sens scientifique, mars 
dans le sens d'effort imposé au méta l pa r uni té de surface, qui lui est donné 
dans la pra t ique des cons t ruc t ions . 

POUR LE FER. 
POUR L'ACIER 

R 0 = 6 \ 0 0 (1 -F 0,O ?) 
R 0 = 8 K , 00 (1 -F- (),%). 

POUR LE FER. 
POUR L'ACIER 

6 \ Û 0 
8 K , 50 
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Ar)k,f¡0 pour le fer et à 7",50 pour l'acier dans les pièces de pont, 
longerons et entretoises sous rails ; 

A 4 kilogrammes pour le fer et à 6 kilogrammes pour l'acier 
pour les barres de treillis et autres pièces exposées à des efforts 
alternatifs d'extension et de compression ; ces dernières limites 
pourront néanmoins être rapprochées des précédentes pour les 
pièces qui seront soumises à de faibles variations de ces efforts. 

Dans l'établissement du projet des ouvrages métalliques d'une 
ouverture supérieure à 30 mètres, les ingénieurs pourront appli
quer, au calcul des fermes principales, des limites supérieures à 
celles qui ont été fixées plus haut, sans jamais dépasser 

Ils devront justifier, dans chaque cas particulier, les diverses 
limites dont ils auront cru devoir faire usage. 

Lorsque des fers laminés dans un seul sens seront soumis à des 
efforts de traction perpendiculaire au sens du laminage, les coeffi
cients seront réduits d'un tiers dans les calculs relatifs à ces 
efforts, Les coefficients concernant l'acier ne subiront pas cette 
réduction. 

11 importe , d 'a i l leurs , de r a p p r o c h e r de ces prescr ip t ions 
l'article 3 qui définit le métaL auque l elles co r re sponden t : 

Les coefficients de travail du métal fixés ci-dessus pour le fer et 
l'acier correspondent aux qualités définies par les conditions 
suivantes : 

Pour le fer. 
Pour l'acier 

8 k , S 0 

11*, 3 0 

DESIGNATION 

Résistance 
minimum 

à la traction 
par 

millimetre carré 
des éprouvettes 

de 200 mm. 
de loufrueur 

mesurée sur 
des éprouvettes 

de 200mm. 
de longueur 

F e r p rof i l é e t p l a t ( d a n s le s e n s 
) d u l a m i n a g e ) 8 0 / 0 

8 — 
32 k i l . 
32 — F e r l a m i n é j i i d a n s le s e n s d u l a m i n a g e . 

' T ô l e ! d a n s le s e n s p e r p e n d i c u -
I lai re 28 — 

42 — 
36 — 
38 — 

Acier l a m i n é . . 
Rivets en f e r . . 
Rivets en a c i e r 

22 
16 
28 
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Des coefficients de travail plus élevés pourront être autorisés par 
l'Administration pour les métaux de qualités différentes si des 
justifications suffisantes sont produites. 

Enfin, le m ê m e art icle por te la prescr ip t ion su ivan te : 

Les cahiers des charges fixeront, pour l'acier, le minimum et le 
maximum entre lesquels devra être compris le rapport de la limite 
pratique d'élasticité à la charge de rupture. Le minimum ne 
devra pas être inférieur à un demi, et le maximum ne devra pas 
dépasser deux t iers. 

Cette prescr ip t ion est impor t an t e ; toutefois, elle le devien
drai t b i en davan t age si , au l ieu de la l imite p ra t ique d 'élas
t ici té , il étai t possible de faire i n t e rven i r la l imi te théor ique , 
qui peu t différer n o t a b l e m e n t de la p r e m i è r e el qui est la 
seule v r a i m e n t in t é res san te au point de vue de la sécur i té . 

Il n ' y a r ien à a jouter aux indica t ions précédentes . La Cir
cula i re annexée au Règ lemen t donne , d ' a i l l eurs , toutes les 
explicat ions qui p o u r r o n t ê tre nécessa i res . 

J e dois c e p e n d a n t d i re que les l imi tes ind iquées pour les 
efforts à faire, s u p p o r t e r pa r le mé ta l sont fixées pour des 
ponts m é t a l l i q u e s , c 'es t-à-dire pour des ouvrages dans les
quels la sécur i té p résen te u n e impor t ance p répondé ran t e et 
qu i sont soumis à des efforts très var iab les p rovenan t de 
chocs, de v ib ra t ions , e tc . Ces l imi tes p e u v e n t donc être , et 
elles sont en réa l i té t r ès l a r g e m e n t dépassées dans la p lupar t 
des cons t ruc t ions civiles, su r t ou t dans les cha rpen tes mé ta l 
l iques pour t o i t u r e s , et a u t r e s ana logues . 

1 2 1 . R é s i s t a n c e e t coe f f i c i ent d ' é l a s t i c i t é des bois . 
•— La rés i s tance des bois à l ' ex tens ion a été expér imentée 
par MM. Chevand ie r et W e r t h e i m . Il résu l te de leurs expé
r iences que : 

1° II se p rodu i t t ou jou r s , dans les bois , u n a l longemen t 
p e r m a n e n t en m ê m e t e m p s q u ' u n a l l o n g e m e n t é las t ique , de 
sorte qu ' i l n 'y a pas , à p r o p r e m e n t par le r , pour les bois, de 
l imi te d 'élast ici té ; 

2° Les bois v e n u s aux exposi t ions no rd , no rd -oues t et 
nord-es t et dans les t e r r a i n s secs on t u n e élast ici té p lus 
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grande que ceux qui sont venus à l 'exposit ion sud ou dans 
des terrains marécageux ; 

3° L'élasticité des bois d i m i n u e avec l 'âge lorsqu ' i l s on t 
atteint toute leur croissance ; 

4° Les arbres coupés en p le ine sève et ceux que l'on a cou
pés avant la sève n'ont pas p résen té de différences sensibles 
sous le rappor t de l 'é las t ic i té ; 

5" Les bois t rès h u m i d e s p r ennen t , p lus faci lement que les 
bois secs, des a l l ongemen t s p e r m a n e n t s ; 

6° L'élasticité des bois secs dépend du mode de dessiccat ion. 
Ceux qui ont été desséchés à l 'air et au soleil para i ssen t être 
plus élast iques que ceux que l 'on a desséchés dans u n local clos. 

Le coefficient d 'élast ici té var ie , su ivan t les diverses 
essences, de 900 à 1.200 k i l og rammes p a r m i l l i m è t r e car ré . La 
limite de l 'élasticité est très peu élevée, elle ne dépasse pas 
de 1 à 2 k i l og rammes par m i l l imè t r e car ré ; la charge de 
rupture varie de 4 à 12 k i l o g r a m m e s . 

Ces chiffres se r a p p o r t e n t à l 'extension dans le sens des 
fibres du bois. Dans le sens pe rpend icu l a i r e aux fibres la 
charge de r u p t u r e est beaucoup p lus faible , elle n 'es t guère 
que de 1 à 2 k i l o g r a m m e s , par mi l l imè t re car ré . 

La charge de sécur i té n e doit pas dépasser 0 t fc', 6 à 0^ ,8 par 
millimètre carré pour le chêne et le sapin de bonne qua l i t é . 
Elle doit être r édu i t e à 0 k s , 4 et m ê m e au dessous pour le 
sapin ordinaire et les a u t r e s essences . 

La charge de r u p t u r e par compress ion est à peu près la 
même ou peut -ê t re un peu p lus faible que celle par exten
sion. La charge de sécur i té ne dépasse pas o rd ina i r emen t 0 l e , 4 
à 0 k g ,5 par mi l l imè t r e ca r r é . 

Enfin, des expériences faites en 1885 à Boston (Massa
chusetts) ont mon t r é que , pour les bois , la durée de l ' appl i 
cation de la charge avai t u n e g r a n d e impor t ance . Des 
charges diverses , ne d o n n a n t l ieu , su r les fibres les p lus 
fatiguées qu ' à des efforts d J env i ron 700 à 800 g r a m m e s par 
mil l imètre carré , c 'es t-à-dire s ens ib l emen t égales à celles 
que l'on peu t a d m e t t r e avec sécur i té , ont produi t , après 
six mois, des flèches qui sont devenues le double , en 
moyenne, de celles qui ava ient été constatées i m m é d i a t e m e n t 
après l 'application de la cha rge . 
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I ——. D o n n é e s n u m é r i q u e s . — Les pr incipales données 
n u m é r i q u e s re la t ives aux m a t é r i a u x en usage dans la pra
t ique sont r é u n i e s dans le t ab leau su ivan t , dont les chiffres 
ne doivent ê t re considérés que c o m m e des moyennes des
t inées à d o n n e r une idée, de la g r a n d e u r de ces quant i t és et 
ne peuvent , en aucune m a n i è r e , r emp lace r les épreuves 
directes à l'aire sur les m a t é r i a u x à employer . fLes charges 
sont expr imées en k i l o g r a m m e s par m i l l i m è t r e carré.) 

NATURE DES MATERIAUX 

ET DES E F F O R T S 

F e r (à l ' e x t e n s i o n ou à l a c o m - \ 
p r e s s i o n ) j 

A c i e r [à l ' e x t e n s i o n ou à la e o r n - ( 
p r e s s i o n (*)] 

F o n t e (à l ' e x t e n s i o n ) 

F o n t e (à l a c o m p r e s s i o n ) . 

C h ê n e (à L ' e x t e n s i o n o u à LA c o m - / 
p r e s s i o n p a r a l l è l e m e n t a u x ) 
ù l i res) ( 

S a p i n ( À L ' e x t e n s i o n ou à LA corn-, 
p r e s s i o n , p a r a l l è l e m e n t a u x ) 
l i b r e s ) | 

H ê t r e , F r ê n e , O r m e (à l ' e x t e n s i o n / 
o u à LA c o m p r e s s i o n , p a r a l l è l e - ) 
m e n t a u x fibres ) 

B é t o n o u m a ç o n n e r i e s avec m o r 
t i e r d e c i m e n t (à LA c o m p r e s 
s ion ) 

C o r d a g e s e n c h a n v r e 
C o r d a g e s e n c h a n v r e g o u d r o n n é . 
C o r d a g e s e n a l o è s 
C o r d a g e s e n a l o è s g o u d r o n n é . . . . 
C o r d a g e s e n c o c o o u e n s p a r t e . . . 
Vie i l les c o r d e s e n c h a n v r e 

E— 

CL, 
[ri 
O 
O 

KIL. 

16 000 

20 
IL 

00b 
20 000 

à 
24 000 
10 000 

11 
ÎL 

000 
8 000 

à 
10 000 

900 
ù 

1 000 
t 100 

1 
ci 
200 

1 000 

1 
il 
200 

1 000 

1 .50 0 

kil. 

12 à 20 

16 à 32 

4 à 8 

30 à 40 

2 à 3 

2 à 3 

1 à 2 

0,0 à 1 

CHARGE 

de 

rup tu r e 

kil. 

30 à 3ü 

35 à 60 

10 à 24 

60 à 90 

6 à 8 

8 à 10 

8 à 12 

0,3 à 1 

8 
6 
6 
ii 
ï 

3 à 4 

de 

sécurité 

kil. 

4 à 9 

8 à 12 

2 à 3 

4 à 10 

0 . 4 
à 

0 . 6 
0 . 6 

à 
0 . 8 
0 . 4 

à 
0 . 6 
0 . 0 3 

à 
0 .10 
4 
3 
3 
2 . 3 
1 

1 à 2 

(1) Certains aciers trempés pour ressurts supportent avec, sécurité dc-a charges de 100 kilo
grammes pur millimètre carré-
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Il doit être bien en tendu que les efforts de compress ion 
dont il s 'agit j u s q u ' à présent sont ceux auxque l s les pièces 
peuvent résis ter d i r ec t emen t . On suppose toujours que la 
longueur de ces pièces n ' e s t pas suffisante p o u r l eu r p e r 
mettre de fléchir. 

1 2 3 . Tige d 'éga le r é s i s t a n c e à l ' ex tens ion . — Dans 
l 'établissement de la fo rmule généra le (A) nous avons s u p 
posé que la tige p r i s m a t i q u e AB, soumise à l'effort du 
poids P , qui tend à l ' a l longer , avai t une section cons tante Q. 

P 
11 en résul te que la cha rge , qui est ^ su r chaque u n i t é de 

surface de la sect ion infér ieure B (//y. 132), est a u g m e n t é e , 
sur la section supé r i eu re A, du poids de la t ige r appor té à 
l'unité de surface. Cette différence, qui est inappréc iab le 
lorsque la tige est cour te , ne l 'est p lus lo r squ 'e l l e a t te int 
une grande l o n g u e u r , lo r squ ' i l s 'agit de câbles d 'ext rac t ion 
dans les mines , par exemple . Il faut a lors pour 
une section que lconque M, a jouter à la force P le 
poids de la por t ion MB de la t ige . 

On peut se proposer de d é t e r m i n e r quelle doit ^ 
être, en u n point q u e l c o n q u e M, la sect ion t r an s 
versale, pour que l'effort pa r un i t é de surface soit ^ 
constant et égal, par exemple , à la charge de sécu
rité R 0 de la ma t i è re dont la t ige est formée. Ce 
problème se t ra i te a b s o l u m e n t de la m ê m e m a 
nière que celui du massif de m a ç o n n e r i e isolé I l f i ' 1 3 2 " 
que nous avons considéré (page 80) ; il se résout pa r l e s 
mêmes équa t ions . 

Si la tige a été cons t ru i te de m a n i è r e à ce que cette con
dition soit satisfaite, chaque section t r ansve r sa l e sera s o u 
mise, eu chacun de ses poin ts , à u n m ê m e effort R 0 , la tige 
sera, d'égale résistance. E n chaque point , l ' a l longement p a r 

unité de l ongueu r sera et cet a l l ongemen t sera auss i celui 

de. toute la t ige, par un i t é de l o n g u e u r . 

1 2 4 . Effets des c h a n g e m e n t s d e t e m p é r a t u r e . — 
Les changemen t s ou accourc i s sements des tiges p r i s m a -
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t iques , produi ts pa r l ' extension ou la compress ion s imple , 
ont la p lus g rande analogie avec ceux qu 'y p rodu i sen t les 
changemen t s de température ; . Si nous cons idérons une tige 
p r i s m a t i q u e a y a n t une l o n g u e u r égale à l ' un i té , et si nous 
désignons par a le coefficient de di la ta t ion long i tud ina le , par 
degré cent igrade , une élévat ion de t e m p é r a t u r e de t degrés 
lu i donne ra la l o n g u e u r 1 - 1 - 3.L 

D'un au t re côté, u n effort P , par un i t é de sa section t r ans -

P P 
versa le , l ' a l longera de p> de sorte que , si l ' o n a p , = at ou 
P = Estf, ces deux effets se ron t i den t iques . 

Inve r semen t , si nous supposons que les deux ex t rémi tés 
de celle tige soient fixées d 'une m a n i è r e a b s o l u m e n t inva
r iable , de te l le sor te que sa l o n g u e u r ne puisse change r , une 
é l éva t ion 'de t e m p é r a t u r e de l degrés , qu i l ' a l longera i t de at 
si elle était l ib re , au ra [jour conséquence de p rovoque r d e l à 
partde-s appuis fixes, des réac t ions tel les que cet a l longement 
d i spa ra î t r a , ou que la tige se raccourc i ra de a / ; ces réac
tions s e ron t donc liées à la t e m p é r a t u r e par la relat ion 

P = F*/ . 

une é léva t ion de t e m p é r a t u r e co r r e spondan t à une compres 
sion et un aba i s sement à une extens ion. Les var ia t ions I, de la 
t e m p é r a t u r e doivent , d 'a i l leurs , ê t re comptées à pa r t i r du point 
où la t ige n 'exerce aucune press ion ou tens ion sur ses appuis 
supposés fixes. 

Les efforts p rodu i t s pa r ces va r i a t ions de t e m p é r a t u r e ne 
sont pas négl igeables . Pour le fer, pa r exemple , a vaut envi
ron 0,0000116, et si l 'on adopte pour E la va leur moyenne 
de 20.000 k i l o g r a m m e s par m i l l i m è t r e car ré , on voit que 
c h a q u e degré cent igrade cor respond à u n effort de 0 ! < E,232 
par mi l l imè t r e c a r r é . L u e var ia t ion de 3 0 " , qui n 'a 
r ien que -de t rès o r d i n a i r e , occas ionnera i t un effort de 
30 X 0,232 — 6,96, soit 7 k i l o g r a m m e s par mi l l imè t r e carré , 
égal et même supé r i eu r à la cha rge de sécur i té que l'on 
a d m e t g é n é r a l e m e n t . 

For t h e u r e u s e m e n t pour la s tabi l i té et la durée des cons
t ruc t ions mé ta l l i ques , b ien peu de pièces se t r o u v e n t ainsi 
placées en t re des poin ts d 'appui abso lumen t fixes, et p re sque 
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toujours les changemen t s de l ongueu r , sous l ' influence des 
variations de t e m p é r a t u r e , peuven t s'effectuer avec une cer
taine l iberté. 

Le danger serait p lus g rand encore si la pièce, fixée à ses 
deux extrémités d 'une man iè r e invar iab le , n 'avai t pas en tous 
ses points la môme sect ion t ransversa le . L 'a l longement pro
duit par une élévat ion de t e m p é r a t u r e de / degrés serait tou
jours il, pour l 'un i té de l ongueu r , mais l'effort capable de 
produire un accourc i ssement égal serai t d ' au tan t plus grand 
que la section t ransversa le e l le -même sera i t plus g rande , et 
cet effort, nécessa i rement cons tant d 'un bout à l ' au t re de la 
pièce, se t rouvan t répar t i sur la p lus petite section t r ansve r 
sale, y produi ra i t , par uni té de surface, une charge qui 
pourrait devenir cons idérable . 

Soit, par exemple , une t ige en forme de bielle ijig. 133), 
de longueur AB = /, et dont la section t ransversa le Q soit 
liée à l 'abscisse x par une 
fonction connue Lï=f(x). ; 

Sous l'action d 'un effort 
P exercé par les appu i s , 
l 'élément ilx, de section 
il, subit une modification 

Vdx 
de lonmicur ésale à T ^ T et la s o m m e de toutes ces niodifi-b ° LD 

cations, prise depuis A j u s q u ' à B, doit être égale à celle, Wt, 

produite par la var ia t ion t de la t e m p é r a t u r e . 

Nous aurons donc 

t x l , 
J r'" 

o 

b i e n 

_ VJxt 

rix 

TT / 
et cet effort P , ainsi calculé , supposé répar t i S U T 1 la pet i te sec-

P 
tien t ransversale il0, donnera la charge m a x i m u m — à la-

i l 0 
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var ia t ion de la section Q, la fonction Q = Q 0 

quel le la var ia t ion de t e m p é r a t u r e en ques t ion soumet t ra la 
pièce dont il s 'agit . 

P o u r fixer les idées , a d m e t t o n s , c o m m e loi s imple de 

appl icable à la moi t ié -> de la l ongueur de la t ige , l 'autre 

• moi t ié é tan t supposée s y m é t r i q u e . 
Nous aurons alors 

p =—r— rÂ dos 

L'intégrale 

2 dx . I , 

q est egale a 

l_ '. 

~ 2 " 0 : 

Par conséquent 

dx 

log. nép. 1 + 

2Q„ 

" 2 d 
2,/ 

4 + T 

- 2 â , 

E 2 ^ 

2 0 , 
loç •. nep. 

I O Ë nep. 5̂ 9 = M E ï ' -

L'effort pa r un i t é de surface, su r la sect ion la p lus étroite, 
est donc près d 'une fois et demie p lus g rand que si la tige 
avai t une sect ion cons tan te . Dans u n e parei l le t ige en fer, 
une variat ion de t e m p é r a t u r e de 30° C , c o m m e celle 
que nous avons supposée plus h a u t , d o n n e r a i t lieu, dans 
la sect ion la plus fa t iguée, à u n effort de 10 k i logrammes 
par mi l l imè t re car ré , pouvan t c o m p r o m e t t r e g ravement la 
sécur i t é . 

Il est donc de la plus g rande impor t ance de ten i r compte, 
d a n s le calcul des pièces d 'une cons t ruc t ion , des effets qui 
peuven t ê tre p rodu i t s par les var ia t ions de la t empéra tu re , 
et de p rendre des disposi t ions pour que les modifications de 
l ongueur qu 'el les occas ionnent pu issent s'effectuer l ibrement . 
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§ 2 

DÉFORMATION DES SYSTÈMES ARTICULÉS 

1213. I n d i c a t i o n g é n é r a l e d e l a m é t h o d e . — La 

loi de l 'extension et de la compress ion s imple , définie par 
la formulejo = E<), peu t servi r à calculer la déformat ion des 
systèmes ar t icu lés dont nous avons dé t e rminé les condi t ions 
de stabilité dans le chapi t re vm. Nous avons appr i s à t r o u 
ver les efforts qui s 'exercent su r chacune des bar res du sys 
tème et nous avons admis que ces efforts sont d i r igés su ivan t 
l'axe longi tudina l de chaque bar re et répar t i s u n i f o r m é m e n t 
sur l 'é tendue de sa sect ion t r ansversa le . II en résu l t e que 
chaque bar re est a l longée ou raccourcie d 'une quan t i t é 
donnée par cette fo rmule . Il sera possible, avec les lon
gueurs des bar res après la déformat ion , de cons t ru i re la 
nouvelle forme du sys tème ar t icu lé et de dé t e rmine r , par 
conséquent, sa déformat ion généra le . 

Si toutes les bar res de sys tème sont formées d 'une m ô m e 
matière, et si l 'on a calculé leurs sections t ransversa les de 
manière q u e , dans chacune d'el les, l'effort par uni té de 
surface soit pa r tou t égal à la l imi te p ra t ique de la charge 
de sécurité R 0 , l ' a l longement ou r accourc i s semen t , par uni té 

de longueur de chaque ba r r e s e r a - g - ) = 3 n , de sorte q u ' u n e 

barre que lconque é tendue , de l o n g u e u r p r imi t ive L au ra 
acquis , après la déformat ion , une l ongueu r L (1 + I>0), 
tandis qu 'une ba r re compr imée de m ê m e l o n g u e u r sera 
réduite à L (1 — J 0 ) . 

I A p p l i c a t i o n à u n e p o u t r e a m é r i c a i n e . — 
Appliquons ce calcul à la r eche rche de la déformat ion d 'une 
poutre ar t iculée du sys tème W a r r e n , par exemple (/''</• 134). 
Chacun des t r i ang les ABC, CDE, EFG, etc . , placés de la 
même maniè re , depuis une ex t rémi té de la pou t re j u s q u ' a u 
milieu, se sera déformé de façon que tous r e s t en t égaux . Un 
de leurs côtés, AI3, CD, E F . . . , est raccourc i , et l eu r s deux 
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au t re s côtés se sont a l longés , et les a u g m e n t a t i o n s et les 
d iminu t ions de l o n g u e u r s sont les m û m e s pour tous ces 

t r i ang les qui se t rouve -
B D F r on t a ins i , après la dé

format ion, avoir leurs 
trois côtés égaux cha-

C E G cun à c h a c u n . 

F I G . 1 3 4 . Il en sera de môme 
des au t r e s t r iangles , 

placés dans l ' au t r e sens , BCD, DEF . . . , qui ont deux côtés 
c o m p r i m é s et u n au t re é t endu . 

La pout re déformée sera donc formée de deux séries de 
t r i ang les égaux . Les trois angles qui ont l eu r sommet au 
point C seront égaux chacun à chacun aux trois angles qui 
ont l eu r s s o m m e t s aux poin ts E , ' G . . . * c o m m e d 'ai l leurs 
les l o n g u e u r s AC, CE, EG sont res tées égales , il en résul te 
que tous les sommets A, C, E, G.. . , sont su r u n e m ê m e cir
conférence. 11 en est de 
m ê m e des au t r e s s o m m e t s : 

B, D, F . . . t 'H : Q 
Il y a cependan t u n e 

except ion pour le t r i ang le 
qui se t rouve au mi l ieu de M ' P R 

la p o u t r e . Si le mi l ieu de la 
pout re est au point X ' '"" L i : i ' 

(/iff. 135), par exemple , le 
t r i ang le MNP ne se t r o u v e pas dans les m ê m e s condit ions 
que les au t r e s t r iangles PQR, placés de la m ê m e m a n i è r e ; 
il a deux côtés, MN, NP , c o m p r i m é s , tandis que les au t res 
n ' en ont qu ' un , QR. Si le mi l ieu de la pout re est au point P, 
le t r i ang le NPQ a deux côtés N P , PQ, é tendus , tandis que 
les t r i ang les s imi la i res , c o m m e LMN, n ' en ont q u ' u n , LM. 

1 2 7 . C a l e u l d e l a i l èe l i e . — Les deux arcs de cercle 
su r lesquels se t r o u v e n t les s o m m e t s ou les a r t icu la t ions de 
la pou t re déformée, de pa r t et d ' au t re de son mi l ieu , ne se 
raccorden t donc pas en t r e -eux ; ils fo rment , au mil ieu de la 
p o u t r e , u n angle qu ' i l est facile de calculer . On en dédui ra 
la /lèche, ou l ' abaissement du mil ieu de la pou t re , pa r rap-
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port à sa posil ion p r i m i t i v e . Cette flèche sera celle q u ' a u r a i t 
eue l'arc de cercle des s o m m e t s s'il avait été cont inu s u r 
toute la longueur , 
augmentée du pro- A A' 

duit, par la m o i - \ . , / 
tié de cette Ion- T / 
gueur, de l 'angle — 

formé par les t an -
gentes aux deux 
parties de cet arc 
au milieu de la F I G . 1 3 6 . 

poutre (fig. 13G). 
En d'autres t e rmes , si r est le rayon de ces arcs de cercle, l 
la longueur de la p o u t r e , et 2x l 'angle formé, au mi l ieu , 
par les tangentes dont il s 'agit, la flèche / sera 

Pour la pout re du sys tème W a r r e n , que nous considérons 
et dont nous appe l l e rons /* la h a u t e u r , u n e ba r re quelconque 
faisant part ie de la tab le supé r i eu re se sera accourcie de 

3 0 = y r p a r un i t é de l o n g u e u r , et une ba r re que lconque de 

la table inférieure se sera a l longée dans la m ê m e p ropor t ion . 
Désignons par ¡2 la p ropor t i on i n c o n n u e , posi t ive ou néga 
tive, dont a var ié la h a u t e u r h qui sera devenue h (1 -(- ¡2) ; 
le rayon r de l 'arc de cercle auque l appa r t i ennen t les s o m 
mets de la table s u p é r i e u r e et celui r + h (\ -f- ¡3) des som
mets de la table infér ieure sont en t re eux c o m m e les é lé
ments d'arc co r r e spondan t s , c 'es t -à-dire comme 1 — i0 et 
1 -)- 3„ ; on a d o n c 

et le rayon de la table infér ieure 

r 4- h (l + p) _ (1 + \) (1 + p). 

On peut, avec une approx imat ion suffisante, nég l iger les 
n 
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peti tes fractions 3 0 et ¡1 vis-à-vis de l ' un i t é et a d m e t t r e , pour le 

rayon m o y e n de la pou t re déformée, r — „ - ! et a lors , l'ex 
~3N 

-HA/. press ion de la flèche devient — 
2 o n 

Or, /3„ qu i r e p r é s e n t e l ' a l longement de la p o u t r e est toujours 
pet i t par r appor t à la h a u t e u r h ; on p e u t donc remplacer 

le t e r m e \J\ — ^ r p a r 1 — 

p l e m e n t 

f- Ah 

et a lors la flèche est sim-

0.1. 

F I G . 137 . 

Cherchons l 'angle que font au mi l i eu de la pout re les 
deux arcs de cercle auxque l s a p p a r t i e n n e n t les sommet s 

supér ieurs , et 
A B' s u p p o s o n s , 

pour fixer les 
idées, que le 
t r i angle du mi
lieu de la pou
t r e ait son som
met en hau t ; 

soit ACD (fig. 137) ce t r i ang le , et AF la ver t ica le qui passe 
aù mil ieu de la p o u t r e . Nous allons c h e r c h e r d ' abord l 'angle y 
que formera i t , avec l 'hor izonta le , le côté AB, si l ' a rc de 
cercle n ' é t a i t pas br isé au point A. 

Dans ce cas, la 
t angen t e à l ' a rc ^ 

de cercle au point 
A (fig. 138) r es 
t an t hor izon ta le , 
en dés ignant pa r 
r le r ayon de 
cet arc de cercle , et par a la l o n g u e u r du côté AB, on a 
2/ \AA' = a 2 , m a i s l 'angle y peu t être considéré comme égal 

Fir,. 

A 

138. 

AA' 
à -RRR) on a donc 7 

AB ' 
: —: ou bien, en r e m p l a ç a n t le r ayon / 1 

n 

par la va leur approx imat ive — > 

a 
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Voyons m a i n t e n a n t ce que sont d e v e n u s les angles B A C = 0 ' , 

e tCAF = 8 dont la s o m m e , a v a n t - l a déformat ion , est égale 

à ^ i la somme de l eurs acc ro i s sements AO + AO' r e p r é s e n 

tera l ' angle , avec l ' hor izon ta le , de la. l igne ÀB, a p r è s la 

déformation, et la différence de cet ang le avec celui , ~-, 

qu 'aurai t fait la m ê m e l igne avec l ' hor izon ta le , si l 'arc de 

cercle avait été cont inu , sera égale À l ' angle % de l 'arc de cercle 

déplacé avec l ' hor izon ta le ; nous a u r o n s donc a = A Q - | - A 0 ' — y . 

Pour t rouver l ' accro issement AO', éc r ivons , en t re les t ro is 

côtés primit ifs du t r iangle ABC que nous appe l l e rons 

b = BC, c — GA, a — AB, la re la t ion connue 

b2 — « 2 -J- C2 — lac COS 0' . 

Elle nous donnera , en la différentiant : 

blb — a&a -\~ CAC — (a\c -\- c\a) COS 9' -F- ac SINO'AO'. 

Or, d 'après no t re h y p o t h è s e , \b = £<>„,' \a =—a?0 et 

AC = —• C?0. Po r tons ces va leu r s et r édu i sons , il res te 

ac SIN 0' ah 

Be m ê m e , pour t rouve r l ' accro issement A6, nous p r e n 

drons le t r iangle rec tang le ACE dont nous appel le rons ~ le 

côté CF, moi t ié de Cl). Nous avons ^ = c sin G, ou bien 

la' = 2AC sin 0 -+- 2c cos 9A0. Nous avons encore AC = — F?0, 
mais la = a'\: pu i sque ce côté s'est a l longé . Subs t i t uan t 

et réduisant , il res te , vu que C cos 8 = h, 

M _ 
h 

Par suite, l 'angle a cherché , égal à A8 -F- A8' — 7 , a pour 

valeur 

h. ah h h \ a / 

Lorsque, c o m m e il a r r ive p resque tou jours , le t r i ang le d u 
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mil i eu est pare i l a u x au t re s avant la déformat ion , on a 
CD = AB. ou a = a. Alors l ' angle a vau t s i m p l e m e n t 

h \ a ) 

La flèche prise pa r la pou t re , en m e t t a n t pour a cette 
va l eu r , dev ien t 

4A A \ a 2 / A \ 4 ' a ) 

Le p r e m i e r t e rme , - ~ > est la flèche qui serai t pr i se pa r une 

pout re f léchissant su ivan t un arc de ce rc le ; le second, a/, est 
l ' a u g m e n t a t i o n de flèche d u e à la forme a r t i cu lée . 

C a l c u l des e i ï o r l s d a n s l e s b a r r e s d'un s y s 
t è m e a r t i c u l é à l i a n e s s u r a b o n d a n t e s . — La m ê m e 
lui p — Ei5 peu t servi r à r é soudre le p r o b l è m e de la déter
m i n a t i o n des efforts qui s 'exercent su r les d iverses barres 
d 'un sys t ème a r t i cu lé , l o r sque le n o m b r e de ba r r e s est plus 
cons idérab le que celui qui est s t r i c t e m e n t nécessa i re pour 
a s su re r l ' invar iab i l i t é de la forme et que n o u s avons vu être 
égal , si n est le n o m b r e des a r t i cu la t ions , à 2n — 3 . 

Imag inons un sys t ème ar t icu lé , dont , p o u r p lus de géné
ra l i t é , nous suppose rons les n a r t i cu la t ions placées d 'une 
m a n i è r e que lconque dans l ' espace . Désignons par J 7 { , j q , zt..., 
.r„, y„, z„, les coordonnées connues de ces ar t icu la t ions 
avan t la déformat ion . P r e n o n s p o u r i n c o n n u e s les déplace
m e n t s para l l è les a u x trois axes coordonnés , de chacun de 
ces po in t s , d é p l a c e m e n t s q u e nous dés ignerons parz« l 5 ?;t, wq..., 
un, vn, wn, de sor te q u e les coordonnées des ar t icula t ions , 
après la dé format ion , se ron t xi - f - yi - + - t q , zi -f- w;,... 
.?;„-(- uni ?/„ + t ' „ , zn -(- w„. Si n o u s pouvons d é t e r m i n e r ces 
"3n i n c o n n u e s , nous a u r o n s réso lu le p r o b l è m e , car la con
naissance des coo rdonnées , après le dép lacemen t , des deux 
ex t rémi tés d ' u n e b a r r e q u e l c o n q u e , nous d o n n e r a la lon
g u e u r nouve l l e de ce t te n a r r e , et pa r su i te , en c o m p a r a n t à 
sa l o n g u e u r p r i m i t i v e , son a l l o n g e m e n t (positif ou négatif) 
d 'où n o u s dédu i rons , eu égard à sa section t ransversa le , 
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l'effort auque l elle a été soumise pour subir la déformat ion 
dont il s 'agit. 

Or, si l 'on écri t , p o u r c h a q u e a r t icu la t ion , les équa t ions 
d'équilibre de toutes les forces qu i y sont app l iquées , c'est-
à-dire si l 'on e x p r i m e l a nu l l i t é d e l à somme des project ions 
de ces forces sur les t ro i s axes coordonnés , on a u r a 3/* équa
tions qui p o u r r o n t serv i r à d é t e r m i n e r les 3/i incon
nues dont il s 'agit . Il faut r e m a r q u e r que , pa rmi les n a r t i 
culations, il y en au ra u n cer ta in n o m b r e qui seront fixes et 
pour lesquel les les u, v, w s e ron t nécessa i rement n u l s ; 
mais, en r evanche , la fixité de ces points ne sera obtenue 
que par l 'appl icat ion de réac t ions p rovenan t de corps exté
rieurs, réact ions qui sont i nconnues et dont , en chaque point 
ainsi fixé, on devra faire en t re r , dans les équat ions d ' équ i 
libre, les composantes X, Y, Z su ivant les trois axes coor
donnés. On a u r a donc bien en tout 3n équa t ions et 3n in
connues, et cela que l que soit le n o m b r e de ba r re s qui 
réunissent deux à deux les n a r t i cu la t ions . 

1 2 Ï ) . F o r m u l e s g é n é r a l e s . — Dans l ' éva lua t ion de 
l 'a l longement de chacune des ba r r e s , qu i doit en t r e r dans 
les équat ions dont il s 'agit, il faut considérer que les dépla
cements w sont toujours t r ès peti ts et que l 'on peut 
négliger l eu r s puissances supé r i eu res à la p r emiè re . P o u r 
estimer les project ions , sur les axes , des efforts dir igés su i 
vant ces ba r res , on peu t auss i , p o u r la m ô m e ra ison, sup
poser que la direct ion de c h a c u n e d'elles après la déforma
tion est s ens ib lemen t la m ê m e q u ' a u p a r a v a n t , et p r e n d r e , 
pour les angles qu 'e l le fait avec les axes, ceux qu 'e l le fai
sait avant la déformat ion . Grâce à ces simplifications, les 
équations à r é soudre se r édu i sen t au p remie r degré , c o m m e 
on va le voir . 

Si i, j sont les indices appl icables à deux ar t icula t ions 
quelconques réunies par une ba r r e , la dis tance p r imi t ive de 
ces deux points , »•,-,•, a pour express ion 

ru = \1 [xt — v/? -t- (t/i — y if + (*,• — zj)*. 

C'est la l o n g u e u r p r imi t ive de la ba r r e dont il s 'agit , q u a n 
tité donnée. Si nous dés ignons par pi;- l ' a l longement de la 
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lo r sque l 'on considère la d i rec t ion qu i va de i vers j , c'est-
à-dire celle de la force appl iquée au p o i n t cor respondant à 
l ' indice i. Les équat ions de l ' équ i l ib re des forces ag issan t en 
ce poin t , si X ; , Y,, Z, sont les composan te s su ivan t les trois 
axes des forces ex té r ieures qui sont app l iquées à celte a r t i 
cula t ion , sont ainsi 

x . _^ ^ E , 7 q 7 P , 7 {xj — x,) _ Q^ 

/ y,. + v ^ - yd = o, 

Î — ^ J 1 ij 

z, -f- V E ^ Q ^ { '>/ ~ *·) = o. 
On voit que , si l 'on met , dans ces équa t i ons , p o u r p , 7 sa va

l e u r (2), les six inconnues M , V, W, qui y en t re ron t , s'y t rou-

m ô m e ba r re , sa l o n g u e u r après la déformat ion sera rn- + p ^ , et 
nous au rons de m ê m e 

Ret ranchons de cet te équa t ion la p récéden te élevée au 
car ré , et négl igeons , c o m m e nous l 'avons dit, les car rés et 
les produi ts des peti tes quant i t és p , u, v, w, nous au rons , en 
divisant par 2ri}, l 'expression su ivan te de l ' a l longement de 
la ba r re 

_(a? , - — Xj)(uj — « y l - f - ( y , — yj) {vi — Vj)+ (ZJ — ZJ) (wt — Wj) 
[J.) p , 7 _ - • 

Si Qjj est la section t ransversa le de cet te m ô m e bar re , E, ; 

son coefficient d 'é last ic i té , cet a l l ongemen t est le résultat 
d 'un effort égal à 

(3) E , 7 Q„-^ , 

lequel , en lui supposan t la d i rect ion pr imi t ive de la ba r re , 
fait, avec les t rois axes coordonnés , des angles dont les 
cosinus ont pour express ion 
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veront à la p r emiè re puissance . On n ' a u r a donc à résoudre 
que 3/i équat ions du p r e m i e r degré . 

Les dép lacements u, v, iv é tan t ainsi t rouvés , on en 

déduira les a l l ongemen t s p et les efforts RQ ^ exercés su r 

chaque b a r r e . 

Ces déplacements et les efforts qui les ont p rodu i t s dépen

dent, comme on le voit , des sect ions Ui3 de chaque ba r re . On 

peut se proposer de d é t e r m i n e r ces sect ions, de m a n i è r e à ce 

que l'effort soit pa r t ou t égal à la charge de sécur i té de la m a 

tière employée. Les Q y sont a lors de nouvel les i nconnues , 

en nombre égal h celui des ba r res , et on a un n o m b r e égal 

de nouvelles équa t ions en expr iman t que l ' a l l ongemen t p r o 

portionnel ^ de chaque ba r re est égal au r appor t de 

la charge de sécur i té au coefficient d 'é last ici té . 

1 SO. A p p l i c a t i o n . — Comme exemple de l 'appl icat ion 
de ces formules , nous che rche rons à d é t e r m i n e r les efforts 
qui s 'exercent su r les ba r re s d 'un suppor t double consolidé 
par des croix de Sa in t -André , ana logue aux échafaudages 
qui servent à la cons t ruc t ion des 
maisons et const i tué par deux m o n - Y 

tants AB, DG (fig. 139), placés ver
t icalement, r éun i s de d is tance en 
distance par des pièces hor izon
tales AD, BC et par des écharpes * 
inclinées BD, AC se r encon t r an t en 
0. Nous supposerons que ces pièces 
soient ar t iculées à l eurs ex t rémi tés . 
Il suffit, pour que cette condi t ion > 
soit rempl ie , que l eu r d i rect ion ne ^ 
soit pas m a i n t e n u e d 'une façon in
variable ou que les angles qu 'el les 
forment entre el les puissent subi r de F I G . i3o. 
légères modif icat ions. Appelons 2 P 
le poids total que doit suppor te r cette cons t ruc t ion au n iveau 
des ar t iculat ions A, D, et supposons que cette cha rge soit 
placée s y m é t r i q u e m e n t , par r a p p o r t à ces deux poin ts , de 
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m a n i è r e à se r épa r t i r éga lement en t r e les deux ; les seules 
forces ex té r ieures appl iquées au sys tème ARCD se réduiront 
à deux forces, ver t ica les égales chacune à P , appliquées 
a u x points A et D, et à deux réac t ions égales et contraires , 
si n o u s faisons abs t rac t ion du poids de ce sys tème, appli
quées ve r t i ca lement de bas en h a u t en B et C. 

P r e n o n s pour or igine des coordonnées le cent re 0 du sys
tème et pour axes l 'hor izonta le OX et la ver t icale OY menées 
pa r ce po in t . Toutes les pièces et les forces é tant dans un 
m ê m e p lan , nous n ' avons besoin que de deux axes coordon
nés . Désignons par a la l a r g e u r AD, pa r A la section t rans
ve rsa le , par E K le coefficient d 'é las t ic i té de chacune des deux 
pièces AD, CB ; de m ê m e , pa r h la l ongueu r , B la section 
t r ansve r sa l e , et Eb le coefficient d 'é last ici té des pièces AB et 
CD et, enfin, pa r c, C et E c les quan t i t é s cor respondan tes pour 
les pièces inclinées BD, AC. 

Appelons u et v les dép l acemen t s du poin t A para l lè lement 
a u x x et aux y ; ceux des a u t r e s poin ts B, C, D seront évi
d e m m e n t , en ra i son de la symé t r i e , les m ê m e s en valeur 
abso lue , et n o u s n ' a u r o n s , en s o m m e , à d é t e r m i n e r que ces 
d e u x i n c o n n u e s . Si nous dés ignons par a, ¡3 et -,' les allon
g e m e n t s respectifs des pièces a, 6, c nous au rons évidem
m e n t a. = 2 M , ¡3 = 2v et, d 'après la fo rmule générale (2) 

au -+- fit) 
d o n n a n t pi}, Y = 2 

Les équa t ions d ' équ i l ib re (4), dans lesquel les les compo
san tes X, Y des forces ex té r i eures se rédu i ron t , si on les 
app l ique au s o m m e t A, à la seule force P , para l lè le aux ij, 
d o n n e r o n t faci lement 

/ „ au 4 - bv 
E.A« , K L ~ F ~ a 

= 0 . 

2 E 
ç, au j - bv ^ 

= 0; 

et ces deux équat ions du p r e m i e r degré en u et v, résolues 
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à la manière ord ina i re , donneron t 

f f i i ! 2 p = = _ P * ( E . A c » + E , C a » ) 

' ' i m ê m e u e u u i n i n a t e u r 

2 » A P E a A A V 

même d é n o m i n a t e u r 

Les a l longements a, ¡3, v, é tant connus , donnen t respect i 
vement pour les trois pièces, a, b, c les efforts co r respondan t s , 
qui seront, par un i t é de surface de chacune de ces pièces, les 
produits, par les coefficients d 'élast ici té , des a l longement s 

y. 3 Y Œ 3 V 

par uni té de longueu r - ' 7 ' x-> c 'est-à-dire - E„, T E 6 ,
 1 E,. 

1 0 a b c a b c 

Et, en e x p r i m a n t que ces efforts pa r un i té de surface sont 

égaux à la l imi te de sécur i té de la charge que peu t suppor 

ter la ma t i è re , on a u r a trois équat ions qui p o u r r o n t serv i r 

à déterminer les sections t ransversa les A, B, C. La résolut ion 

de ces équat ions , sous l eu r forme généra le , donnera i t lieu à 

des calculs compl iqués ne p résen tan t q u ' u n médiocre in térê t . 

Nous nous bo rne rons à r e m a r q u e r que deux des al longe

ments , ¡3 et v, sont toujours négatifs ; par conséquent , les 

barres a et c, c 'es t -à-dire les m o n t a n t s ver t icaux et les ba r r e s 

inclinées du croisi l lon suppor t en t des efforts de compress ion ; 

seules, les ba r r e s hor izonta les sont soumises à l 'extension. 

L 'accourcissemcnt par uni té de longueur des m o n t a n t s ve r 

ticaux, qui a pour va leur | peu t s 'écrire 

( 7 ) i _ _ _ P E „ A c » - f - E e C a ' d 1 

b E A B ( E a A c 3 + E c C a 3 ) + E , C E a A ô 3 E C C E „ A 6 » 

b + E a A c 3 - | - Ê c C r t 3 

Si les mon tan t s ve r t i caux exis ta ient seuls sans les pièces 
qui les réun i s sen t , cet accourc issement serai t s i m p l e m e n t 

p 

— ?rv>' et il est, en fait, a insi que l'a r e m a r q u é M. Kœckl in 

le même que si la sect ion t r ansversa le B, de chacun des 
(') « Théorie des arcs à ro ta t ion libre surles appuis », par M. Maurice K O E C H I . I N , 

ingénieur (Annales des Travaux publics, 1882,. 
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J e u x mon tan t s , était augmen tée d 'une quau t i l é B' définie 
par 

, J_ E a A E c C 6 3 . 
1 ' Ei E a A c 3 + EcCa* ' 

3 

car alors r accourc i s semen t ci-dessus (7) ^ pour ra i t être écrit 

(9) ' 1 

* E¿ (B + B') 

Comme, dans ce genre d 'ouvrages , les mon tan t s sont les 
pièces dont il est le p lus in té ressan t de dé te rmine r avec 
précision la section t ronsversa le , on peut y a r r iver par des 
approx imat ions successives. On se donne a rb i t r a i r emen t les 
sections À des pièces horizontales et celles C des pièces incli
nées , on en déduit la va leur de B' d 'après la formule ( 8 ) ci-
dessus qui peut être écri te , en appe lan t a l 'angle CAB des 
croisil lons avec la vert icale : 

„ , l_ E aAE,.C cos 3 a 
( 1 Ü J E¿ E a A + E CC sin a a ' 

Pu i s , r accou rc i s semen t du m o n t a n t é tant expr imé en va-
P 

leur absolue par y + ^ l'effort par un i t é de surface est 

P 
et il doit être au plus égal à la l imi te d;e sécur i té que 

B -H B' 
nous dés ignerons par R ' 0 . On dé t e rmine alors la superficie B 

du m o n t a n t par la relat ion 

d i ) B T B ' - H Í O U B - I T ¿ " b ' -

Cela fait, on in t rodui t les va leurs choisies a rb i t ra i rement 
pour A et C et la va leur calculée de B dans les express ions (6) 
des a l longements a et y, et l 'on s 'assure que les efforts qui en 
résu l ten t ne dépassent pas la l imi te de la sécur i té pour cha
cune de ces deux bar res , c 'est-à-dire que l 'on vérifie les 

inégal i tés ^ E„ ^ RQ, ^ E t. ¿¿ R " 0 , si R 0 et R " 0 dés ignent cette 

charge l imite pour la mat iè re de chacune de ces bar res . Si 
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ces inégalités ne sont pas satisfaites, on peut , en obse rvan t 

que leur d é n o m i n a t e u r c o m m u n peu t s 'écrire 

E 4 B (E a Ac 3 + E„Ca 3) - f E„AK„Cé 3 ^ EaAEcCb< 

P B a 
les mettre sous la forme - E a = z 

a A6(B-f-B 
rR 0 , OU Ar^ 

+ B' 
B' 
PB'a 

Ip 
c C 6 ( B + B ' 

^ T t S , OU C^= 

è ; B + B ' ) R 0 

PR'f.-
ôCB+B') i i ; 

et en déduire pour A et G deux nouvel les va leurs p lus a p p r o 
chées que les p récéden tes , et qui se rv i ron t à ca lcu ler u n e 
nouvelle valeur de R' et, pa r su i te , une valeur de B qu i , v r a i 
semblablement , p o u r r a être considérée c o m m e suffisam
ment exacte à cet te seconde app rox ima t ion . 

§ 3 

ENVELOPPES ET S U P P O R T S CYLINDRIQUES 
ET SPHÉRIQUES 

1 3 1 . E n v e l o p p e s c y l i n d r i q u e s m i n c e s . — Consi
dérons un cyl indre indéfini (fig. 140), soumis à u n e press ion 
intérieure p0 p a r uni té de surface et s 'exerçant n o r m a l e 
ment, en tous les poin ts , c o m m e celle qui est p rodu i t e pa r 
un fluide é las t ique . Supposons d 'abord que l 'épaisseur e de 
l'enveloppe soit assez pet i te , pa r r appo r t à ses au t r e s d imen
sions, pour que nous pu iss ions r e 
garder c o m m e cons tan t l'effort R 
qui s'exerce pa r un i té de surface 
aux divers points d 'un p l an d i amé
tral AA' et B'B. Écr ivons l 'équi l i 
bre d'une t r anche demi -cy l indr ique 
d'une longueur égale à l 'uni té et 
limitée par ce plan d i amé t r a l . La 
pression in té r ieure p0l p a r un i té de 
surface, exerce su r le demi-cyl indre 

A'C'B de rayon r0 des efforts don t les composantes para l lè les 
à ÀB se font é v i d e m m e n t équil ibre en ra i son de la symét r i e , 

Fia. 140. 
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et dont les composantes pe rpend icu la i res à AR ont pour 
s o m m e le p rodu i t de p0 par le d i a m è t r e A B , c'est-à-dire 
2p0r0. Les efl'orts sur A A' et BB' dev ron t donc être perpen
dicula i res à AB et leur s o m m e 2i\e, à ra ison de R par unité" 
de surface pour une superficie 2e, doit donner , avec cette 
s o m m e de composan tes , un total égal à z é r o ; nous aurons 
a in s i 

(1) R e + ^ 0 r 0 = O. 

Cette équa t ion d é t e r m i n e r a R si e est donné ou bien déter
m i n e r a e pa r la condi t ion que l'effort R soit en valeur abso
lue infér ieur à la limite, R 0 des efforts auxque l s peut résister 
avec sécur i té la m a t i è r e de l ' enve loppe . 

On voit que R et p0 sont nécessa i r emen t de signes con
t r a i r e s , c 'est-à-dire q u e , si p0 est une press ion, R sera une 
tens ion , ou r é c i p r o q u e m e n t . Si l 'on ne considère que les 
va l eu r s absolues , on a u r a 

Si, au l ieu d 'une press ion in t é r i eu re , on avai t une pres
sion ex té r ieure , l'effort s u r AA' et BB' sera i t de m ê m e signe, 
c 'est-à-dire u n e compres s ion ; et si pl dés igna i t l ' in tensi té de 
ce t te press ion pa r un i t é de surface, et 1 \ le rayon extér ieur 
de l ' enve loppe , on a u r a i t a lors 

(3) e - R ? ' ' 

R'o dés ignan t la l imi te de sécur i té des efforts de compression. 
Ent in , si l 'on avai t à la fois une press ion p0 à l ' intér ieur 

e t une p r e s s i o n p l à l ' ex tér ieur , l ' équat ion d 'équi l ibre serait 

(4) R e = V \ v \ — P a r ù , 

et l'effort R serai t u n e tens ion ou une compress ion suivant 
que le second m e m b r e serai t négatif ou positif. 

Lor sque , c o m m e n o u s l 'avons supposé , l ' épaisseur e est 
t r ès pet i te , les rayons ? -

0, /', sont assez peu différents pour 
que l 'on puisse , dans le second m e m b r e de cette dernière 
équa t ion , les r emp lace r l ' un par l ' au t re et subs t i tuer , par 
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exemple, r0 à i\. Elle donne alors a p p r o x i m a t i v e m e n t 

(o) Rs = (p,~ p0)r0. 

L'effort R sera une tens ion ou u n e compress ion su ivan t 
que la pression in té r i eure p0 sera p lus grande ou p lus pet i te 
que la pression ex t é r i eu re p{. 

1 3 1 ! . E n v e l o p p e s c y l i n d r i q u e s épa isses . — Mais ce 
mode de calcul n 'es t p lus suffisant lo r sque l 'épaisseur c est 
assez grande pour q u e l'effort R ne puisse plus être considéré 
comme constant en tous les poin ts de AA'. 

Considérons a lors , dans l ' épa isseur de l ' enveloppe, u n élé
ment quadrangula i re ABCD (/ïff. 141) compr i s en t r e deux 
circonférences con
centriques AD, CB, ^ 
infiniment voisines n \ 
et ayant pour rayons 
r et r -f- dr, et deux 
plans mér idiens OC, 
OB infiniment voi- ^ 
sins. Désignons par 
p et p -+- dp les F l G . 1 4 1 . 

pressions, par un i t é 

de surface, produi tes p a r l e s actions molécula i res des couches 
voisines sur les faces AD, CB ; l ' équa t ion d 'équi l ibre (4) ap 
pliquée à la couche d 'épaisseur dr se ra , en appe lan t R l'effort 
de pression par uni té de surface sur la face inf iniment pet i te 

AB ~- dr : 

(6) Rdr — (p -f- dp) [r 4 - dr) — pr, 

ou, en réduisan t , s u p p r i m a n t le p rodu i t dpdr, in f in iment 
petit du second ordre , et d ivisant pa r dr, 

(?) rl = p + r g -

L'élément r ec t angu la i r e ABCD, soumis su r ses faces AB, 
CD à un effort de compress ion R, subi ra i t , s'il étai t l ib re su r 

ses autres faces, u n a l l o n g e m e n t r; p pa r u n i t é de l o n g u e u r 
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dans le sens paral lèle aux généra t r ices du cy l ind re ; de même 
l'effort de pression p exercé sur les faces AD, CB, produirai t , 
dans le môme sens paral lèle aux généra t r ices , u n nouvel 

a l longemen t rt ^ soit, pour les deux efforts ag i ssan t simul

t a n é m e n t , un a l longement total ~ [ p - h R) ('). 

Ci 

Or, si l'on suppose le cyl indre indéfini, les sections trans
versa les doivent res te r , après la déformat ion , des plans de 
symét r ie comme ils l 'étaient aupa ravan t ; il faut pour cela que 
ces sect ions p r imi t ivement p lanes et n o r m a l e s à l 'axe, restent 
de m ê m e après la déformat ion, ou que l ' a l longement des 
divers é léments , pa ra l l è l ement aux généra t r ices soit le même 
p o u r tous , c 'est-à-dire que (p -+- R) soit u n e quant i té cons
t an t e que nous pouvons désigner pa r 2c'. Nous écrirons 
donc 

(8) p + R = -2e'. 

E l iminan t R avec l 'équat ion précédente , il v ient 

d 'où l 'on déduit 

d p _ _ c , d r w 

p — c r 

c 

En in tégrant et appelant ^ une nouvel le cons tan te , on a 

log [p — c') = — 2 log r - j - log -
(') Ces coefficients E et yj ne sont pas r i gou reusemen t les m ê m e s , le dernier 

sur tou t , que ceux que nous avons définis plus haut . 
Le coefficient d'élasticité E, tel que nous l 'avons défini, est le r appor t de l'ef

fort appl iqué à l 'unité de surface d 'une tige p r i sma t ique , supposée libre sur 
ses faces latérales, à l 'a l longement éprouvé pa r unité de longueur . 

L 'é lément rectangulai re considéré ne p e u t pas être considéré comme libre 
sur ses faces latérales, puisque l 'on suppose la mat ière indéfinie dans le sens 
de la longueur du cyl indre. 

11 faudrait , pour définir le coefficient d'élasticité spécial a. cet é lément , solli
cité c o m m e nous le supposons , considérer non plus une tige pr i smat ique libre 
su r ses faces latérales, mais une lame mince , d 'une largeur indéfinie, libre seu
l ement sur ses deux faces, dans laquelle on considérerai t une t r anche ayant 
l 'unité de longueur. 

Il en est de même du coefficient r). 
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OU 

or, d'après (8), 

, P — R 

cela nous donne 

P - R = ¿ - p + R - 2c', 

et, par sui te , les va leurs de p et de R en fonction de r, 
lorsque les constantes c et c" seront dé t e rminées . Or, les con
ditions du p rob lème r e n d e n t facile cette dé t e rmina t i on . Il 
faut que, pour r — r0, on ai t p — p0, et p — pi pour r = i\ ; 
cela donne les deux équat ions 

d'où l'on déduit faci lement 

c — : 

2 (Pt — Poyiro ,.. _ prf — W Q 

1 r 0 

D'ailleurs, l ' équat ion (7) donne , en y m e t t a n t p o u r p et • 

leurs valeurs ci-dessus, 

2r"a r'2 — r 2 é r j — rjjj 

Si r 0 est le rayon in té r ieur , et ri le rayon extér ieur , les 
dénominateurs de cette express ion sont positifs, et si, c o m m e 
cela arrive dans les chaud iè re s , p0 est plus grand quepi, le 
facteur (jq — pQ) du t e r m e var iable est négatif, et il en est 
de même généra lement aussi du n u m é r a t e u r du t e rme cons
tant pff — W o 2 ; la valeur de R est donc a lors tou jours 
négative, c 'es t -à-dire que pa r tou t il s 'exerce, dans le sens 
perpendiculaire au rayon, u n effort de tens ion . La plus 
grande valeur de R, en va leur absolue , en ver tu de la relat ion 
R -+- p = la cons tan te négat ive 2c', cor respond à la plus 
glande valeur de p, c 'est-à-dire à p0, et cette p lus g rande 
valeur est 2c — p Q ou, en va leur absolue , — 2c -j-p0 ; et si 
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l 'on veut e x p r i m e r que ce p lus g rand effort est inférieur à la 
c h a r g e de sécur i té R^, on a u r a l ' inégal i té 

R f l ^ - 8 c ' + P o =

 P B ( r ? + r ? 1

r T
8 £ ^ ; 

d'où l 'on déduit fac i lement 

vî ^ Ru + Po , 
» i ~ ~ R o + t P t ~ Po 

re la t ion qui fera connaî t re i\ en fonction de r Q et des données 
de la ques t ion . 

On voit que , lorsque p0 devient égal à R 0 - f -2 / j j , le r ap 

por t— devient infini : aucune va leur de r{, si grande qu'elle 

soit, ne peut donner à l 'enveloppe u n e rés i s tance suffisante. 
Cette l imi te est d 'a i l leurs au-dessus des press ions usue l l e s ; 
a insi , p o u r le fer, R 0 peu t être p r i s égal à 8 k i logrammes 
pa r m i l l i m è t r e carré ou à 800 k i l o g r a m m e s par cent imètre 
c a r r é , t and i s qu ' i l n ' y a guère d 'exemples de pressions 
i n t é r i e u r e s s 'é levant au-dessus de 2 à 300 k i log rammes ('). 
Toutefois, l o r sque pQ est g rand , il y a in té rê t , pour n 'avoi r 
pas à donner à L'enveloppe une épa i sseur t rop forte, à aug
m e n t e r la press ion ex tér ieure / q , ce que l 'on fait au moyen 
de fret tes . 

1 îïîî. E n v e l o p p e s s p h ë r i q u e s m i n é e s . — Le problème 
des enveloppes sphér iques se t ra i te de la m ê m e maniè re . 
Lorsqu 'e l les sont assez peu épaisses pour que l'effort R en 
chaque poin t de leur épa i sseur puisse être considéré comme 
cons tan t , on a, en écr ivant l ' équi l ibre d 'une demi-sphère , 
sous l 'act ion des forces qui y sont appl iquées , en appelant , 
c o m m e ci-dessus, pQ et r0 la press ion in t é r i eu re et le rayon 
de la sphè re i n t é r i eu re , pi et r t les m ê m e s quant i t és pour la 

('] 11 existe cependan t , dans les atel iers de la Compagnie du chemin de fer 
P . -L. -M. , une presse dans laquel le la p ress ion p e u t a t t e indre 1.200 ki lo
g r a m m e s par cen t imè t re c a r r é . 

Le cyl indre de cel te p resse est en acier p o u v a n t rés is ter avec sécurité a 
l 'extension j u s q u ' à 20 k i l o g r a m m e s par mi l l imèt re carré et même sans doute 
au delà. 
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sphère extér ieure , et e l ' épaisseur = ri ' 0 ' 

(izr2
 — Tir2). R 4- ^ 2 p 0 — -rrrfp, = 0 . 

Si r0 et rl sont assez peu différents l 'un de l ' au t re pour que 
l'on puisse, sans e r r e u r sensible , remplacer i\ par r0, cette 
expression devient , en subs t i tuan t à la différence r.rf — r.r^ 
qui représente la surface de la section d iamét ra le de l 'enve
loppe la va leur équiva len te T; (r, -f- r 0) (i\ — r0), soit 2 - r 0 e , 

(9) R 2e 

L'effort, qui est c o m m e ci-dessus une tension ou une com
pression su ivan t quejUo est p lus g rand ou plus pet i t que pu 

est, comme on le voit , moi t ié , toutes choses égales d 'a i l leurs , 
de celui que nous avions t rouvé (équat ion 5) pour l ' enveloppe 
cylindrique. Il en est de m ê m e de l 'épaisseur e, suffisante 
pour que l 'enveloppe résis te à une press ion dé te rminée sans 
que la charge dépasse la l imi te de sécuri té . 

1 3 4 . E n v e l o p p e s s p h é r i q u e s épa i s ses . — Lorsque 
l 'enveloppe est assez épaisse pour que cette hypo thèse s im-
plificative ne puisse plus être admise , le p rob lème peu t se 

Fin. 142. 

traiter, comme le précédent , en cons idé ran t u n é lément p a r a l 
lélépipède infiniment pet i t , compr is en t re deux sphères con
centriques de rayons r et r -)- dr et qua t r e plans r ec t angu 
laires deux à deux et passant pa r le centre de la s p h è r e 

18 
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(fig. 142). En raison do la symétr ie , l'effort R est nécessaire
m e n t le m ê m e sur les quat re faces la téra les de cet é lément , 
e t si p et p -+- dp r eprésen ten t les efforts de pression sur 
c h a c u n e des deux sphères concent r iques inf iniment voisines, 
nous au rons les changemen t s suivants des longueurs des côtés 
de cet é lément : 

Sous l'action 1 accourcissement suivant le rayon : — pri 
de la près- { 

1 . 7) 

s ionp , | allongement suivant la circonférence AB : TJ Ĵ ; 
Sous l'action / ^ 

des deux \ accourcissement suivant la circonférence AB : — J T ; 
forces Rp a- { 
rallèlcs au J allongement suivant le rayon : •/] - ; 
côté AB, \ 

Sous l'action / 

des deux l a ] l o n g e m e n t suivant le rayon : ^ - I 
f o r c e s R " 

culaires à ) a H ° n S ' e r n e n l suivant la circonférence AB : rt j - ; -

•Par conséquen t , en somme, sous l 'action de toutes ces 

forces, le côté AB sera devenu AB ^1 H - ' ^ — Ë ^ ^ Ë ) ' 

et le côté d i r igé su ivant le rayon , ou (//·, sera devenu 

Le v o l u m e pr imi t i f de cet é l émen t qui était AB" dr sera 
devenu 

ou bien, en effectuant le calcul et nég l igean t les puissances 

et les p rodui t s de ^ et de p i 

L ' augmenta t ion de volume, rappor tée à l 'uni té de volunu 
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comme nous avons 

x d x -)- y d y -f- z d z — r d r , 

nous en déduisons , d ' après les va leurs (10) de u, v, w, 

u d x - A - v d y - j - w d z = t d r = d y . 

Or, nous avons démon t r é (n° 11 , page 38) qu 'a lors la dila
tation cubique étai t cons tan te . Nous pouvons donc écr i re , en 
appelant 3c' une cons tan te , 

(11) 2 R + p = 3c ' . 

D'autre par t , si nous écr ivons, c o m m e au n u m é r o précé
dent, l 'équilibre de la demi - sphère d 'une épaisseur dr, sou
mise in té r ieurement à une p r e s s i o n ^ et ex té r i eu remen t à une 

primitif, sera ainsi : 

- 1 (1 - 2 , ) - f (1 - 2 , ) = - ( 1 ^ 3 ) (p + 2 R ) . 

C'est ce que nous avons appelé la d i la ta t ion cub ique . Or, 
dans la déformation de cette enveloppe sphé r ique , u n point 
quelconque, tel que A ne peu t se déplacer que su ivan t le 
rayon. Il en résul te que , si l 'on rappor te sa posi t ion à trois 
axes de coordonnées rec tangu la i res menés par le cen t re de 
la sphère, ses coordonnées pr imi t ives :c, y, z, satisfaisant à 
l 'équation 

x' + y* 4 - z* = r \ 

les composantes u, v, v>, paral lèles a u x axes, du dép lacement 
de ce point, seront p ropor t ionne l les à x, y, z, si z dé s igne un 
coefficient qui ne dépend que de ?·, expr imées par 

. . x y % 
(1U) U — s —1 V = £ — > W = E — · 

On voit i m m é d i a t e m e n t que ces trois composantes sont les 
dérivées par t ie l les d 'une m ê m e fonction 9 de x, y, z, car , si 
nous posons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



pression p -(- dp, nous au rons 

l-Tvdr.R + T.r2p — -K (r -f- drf [p - f dp) = 0 ; 

r édu i san t et d iv i san t pa r 2r.rdr, il v ient 

i l » ) R = * + £ - f -

é l iminan t R en t r e les deux équa t ions (11) et (12), nous trou

vons 

„ ., , rdp dp Mr 
3 p — 3 c = —, ou , 

ar p — c r 

Et en i n t ég ran t et dés ignant pa r c une nouve l le constante : 

p — c — 3 r 3 ' 

d'où, en ve r tu de l ' équa t ion (11), 

Les cons tan tes se d é t e r m i n e n t pa r les condit ions li

mi tes p = po p o u r r = rQ ; p —pl pour r . = ?·,. Cela donne 

c = 3 ( P < ~ Poi r a r * , e ' _ — Î V ' o . 
Î - J — ' r-\ — : 

d'où 

P < r \ f i _ 
^ ' o » 

r î \ P o r o f t _ _ r A 
r ? — r o r 

et 

R = J i r L ( 1 + ^ _ + 

r i — »'o V 2 r 3 / — r l \ ' 2 r 3 

Lorsque la press ion ex tér ieure px est pe t i te pa r rappor t à 

la pression i n t é r i eu re p0, le p r emie r t e r m e est petit par rap

por t au second qui donne son signe à R. L'effort développé 

pa ra l l è l ement à la circonférence de la s p h è r e par une forte 

press ion in té r i eure est donc une tens ion don t le m a x i m u m a 

l ieu pour la p lus peti te va l eu r de r, c 'est-à-dire pour r = r0. 

E n écr ivant que , pour r — r0 la va leur de l'effort R est plus 

pet i te que la l imite R 0 cor respondant à la charge de sécurité, 
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on trouve faci lement 

r ? ^ 2 ( R N + p n) 
r g - 2 R 0 + 3 J 3 H - p D 

relation qui donnera la l imi te possible de 7\ en fonction de r 0 

et de quant i tés connues . 

On voit ici encore que , pour de grandes va leurs de la pres
sion in té r ieure , co r respondan t à p0 = ou >> 2 R Q -+- 3pu le 

rapport 4 devient infini ; ce qu i correspond à une imposs ib i -

lité analogue à celle que n o u s avons constatée dans le cas 

des enveloppes cy l ind r iques . 

Il est superflu de r e m a r q u e r que les deux formules précé

dentes, qui donnen t l ' une la l imi te du rappor t pour les 

enveloppes cy l indr iques , l ' au t re celle du rappor t pour les 

enveloppes sphé r iques , d e v i e n n e n t iden t iques aux formules 
approximatives données a u p a r a v a n t pour le cas d 'une épais
seur très pet i te . 

1 .'£."». S u p p o r t s c y l i n d r i q u e s ou r o u l e a u x . — La 
question de la résis tance des suppor t s cy l indr iques ou sphé
riques a été, j u squ ' à ces dern iers t emps , t ra i tée d 'une façon 
tout à fait empi r ique . M. Galliof, le p remie r [Annales des 
Ponts et Chaussées, s ep tembre 1892), en a donné une théor ie 
rationnelle dont nous al lons r é s u m e r les résu l ta t s . La solu
tion donnée par M. Galliot est en t i è r emen t dédui te de 
formules établies pa r M. Roussinesq 
dans son ouvrage : Application des 
potentiels à Vétude de l'équilibre 
rt du mouvement des solides élas
tiques. 

Nous ne pouvons ni les d é m o n 
trer ici, ni m ê m e d o n n e r les ca l 
culs par lesquels M. Galliot en a 
tiré par t i ; ce serai t ho r s de propor
tion avec l ' impor tance du sujet . 

Nous nous bornerons à renvoyer le lec teur à cet ouvrage et 
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2 C „ / R ( 
a) C 

(l + 2 ; A ) r 

Cela suppose que le cyl indre s 'appuie sur u n corps du i \ 
ou que la rés is tance du plan est t rès g rande par rappor t à 
celle du cyl indre . 

En p ra t ique , on peut a p p r o x i m a t i v e m e n t au moins consi
dérer les corps solides c o m m e isotropes et faire, par consé-

2 
quent , = y . = - E, en appelant E le coefficient d'élasticité 

o 
longi tudinale . Les formules c i -dessus deviennent alors 

r 
f c , p „ = 2 l / - i - E . Ç = 0 , 5 8 l / K . £ -

4VR V I O T T r V r 

Si, au lieu de s 'appuyer sur un plan dur , le cylindre 
s 'appuie sur u n au t re cyl indre dur , de rayon p, if faut, d 'après 

1 1 1 

M. Boussinesq, remplacer , dans ces fo rmules , - p a r - — 

ce qui d o n n e r a 
'1 1\ „ 15 . fi ï 

au mémoi re cité des Annales, en p r é sen t an t s implement les 
résu l ta t s . 

Si l 'on considère u n rou leau cy l indr ique (fuj. 143), d 'une 
longueur supposée indéfinie, posé sur un plan horizontal AA 
et suppor tan t , pa r l ' in te rmédia i re d 'un au t r e plan hori 
zontal BB, une pression C par u n i t é de longueur , M. Galliot 
démon t re d 'abord que , sous l ' influence des déformations qui 
se produisen t au point de contact , ce n 'es t pas s implement 
le long d 'une seule généra t r ice que le cyl indre est en contact 
avec chacun des plans , mais bien su r une zone dont la 
demi - l a rgeu r a est dé te rminée par l 'équat ion suivante dans 
laquel le r est le rayon du cyl indre et, /. et ¡1 les coefficients 
de L a m é , 

A = — O Z \ C R -
7TU. ( À - J - U . J 

La press ion n 'es t pas un i forme dans toute l 'é tendue de 
cette zone. Elle est nul le sur les bords et a t te int son maxi
m u m au mi l i eu . Cette pression m a x i m u m a p o u r va leur 
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Nous pouvons suppose r q u ' u n au t r e cyl indre é las t ique , de 
rayon i \ de mat iè re différente définie par u n nouveau coefficient 
d'élasticité E, soit appl iqué de l ' au t re côté de ce cyl indre 
dur, considéré c o m m e une surface sans épaisseur et qui 
pourra être la surface de contact des deux cyl indres é las 
t iques; nous au rons a lors , en observan t que a , C e t ^ m au ron t 
les mêmes va leu r s , ma i s que la courbure du cyl indre du r 
étant en sens con t ra i r e du p r e m i e r cas doit ê t re p r i se avec 
un autre s igne, 

El iminant p en t re ces équa t ions , nous ob tenons les su i 
vantes qui seront appl icables au cas de deux cyl indres de 
matières différentes pressés l 'un sur l ' au t re 

Et pour le cas de deux cyl indres de m ê m e ma t i è r e 

P. = 0.58 y / f (-) + i) =o,«\/c: () + ±), 

1 1 
avec — — au lieu de —. si le p remie r cyl indre était c reux et 

r \ r \ 

recevait la press ion à son in té r ieur . Ces dern ières formules 
seront applicables à u n cy l indre pressé sur u n p lan é las t ique 
à la condit ion d'y faire rx =- œ. 

En r emplaçan t , dans les formules précédentes , le coef
ficient E par ses va leurs usuel les m o y e n n e s , savoir : 
20.000 k i l og rammes par m i l l i m è t r e carré p o u r le fer et l 'acier , 
10.000 envi ron pour la fonte ( n o m b r e s a r r o n d i s ) , et en 
expr imant que la press ion m a x i m u m pm est infér ieure à la 
charge de sécur i té R 0 , on écr i ra les condi t ions de rés is tance 
des cylindres dont il s 'agit . 

Par exemple , pour u n cyl indre d 'acier pressé su r une 
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plaque de fonde, nous au rons 

N M B . / C X 2 0 . 0 0 0 X 1 0 . 0 0 0 / l , 1 \ / G . 

= °'°8 V 2 0 . 0 0 0 + 1 0 . 0 0 0 • ( r + 7J = ' 8 V ' 

Et si, c o m m e on le fait souvent , on rappor te la charge 
suppor tée par le cyl indre à la surface de la section diamé
t ra le , 2r, on t rouve 

P « = 67 \J -£· 
Des expér iences faites par M. Deslandres e t ' don t il a rendu 

compte dans les Annales des Ponts et Chaussées (juin 1893), 
il résul te qu ' ayan t pressé en t re deux p laques de fonte un 
cylindre d'acier de 120 mi l l imè t r e s de d i amè t r e avec une 
force r ep résen tan t 0 t B ,55 par m i l l i m è t r e ca r ré de section dia
mét ra le , la fonte seule a subi une déformat ion pe rmanen te . 

G 
Mettant , dans cette dernière fo rmule , pour — la va leur 0,55, 

elle donne pm — 49 k i l og rammes . 
11 n 'es t pas imposs ib le que , pour du t rès bon acier, la 

l imi te de l 'élasticité ait pu être voisine de ce chiffre et que, 
par conséquent , ce mé t a l n 'a i t pas subi de déformat ion per
manen te appréciable . Mais ce m ê m e chiifre dépasse de beau
coup la l imite d'élasticité de la fonte à la compress ion , et il 
n 'es t pas su rp renan t que le p lan ait ép rouvé u n e déforma
tion p e r m a n e n t e . 

P o u r u n cyl indre de fonte c o m p r i m é en t re deux plaques 
de m ê m e mé ta l , on dédui ra i t de la m ô m e fo rmule 

. „ Q . / G x 1 0 . 0 0 0 /(T 

D'après M. Deslandres, u n e press ion de ()"". 1 i 3 pa r mill i

mè t r e carré de la section d i amé t ra l e serai t , dans ce cas, la 

G 
pression c r i t ique . Ce chiffre m i s p o u r — d o n n e 

pm = 3 8 X 0 , 6 6 6 = 3 9 k i l o g r a m m e s . 

La l imi te d'élasticité de la fonte, à la compress ion , varie 
de 30 à 40 k i l og rammes . P a r conséquent , cet te press ion maxi
m u m ne la dépasse p r o b a b l e m e n t pas b e a u c o u p . C'est donc 
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bien, en effet, la l imi te cr i t ique à par t i r de laque l le les défor
mations p e r m a n e n t e s dev iennen t de p lus en p lus g r andes . 

Les formules dédui tes de la théor ie para i ssen t donc s 'ac
corder assez bien avec les r é su l t a t s des expér iences . On peu t 
en déduire les l imites p ra t iques de la charge par un i té de 
surface de la section d iamét ra le . 

Si l'on ne veu t pas que la press ion "maximum, pour la 
fonte, dépasse 10 k i l og rammes par mi l l imè t re car ré au point 
le plus chargé, ce qu i semble admiss ib le dans les c i rcons
tances dont il s 'agit , on r emp lace ra pm par ce chiffre et on 

G / \ 0 \ 2 

déduira 5 ^ , = \ 6 7 / = ^ k i ! ' ^ ^ ' s ° i t 2 k i î ,2 par cen t imè t re car ré 

lorsque le rouleau sera en acier, et — • = ( — - ) = 0 l g . 030 , soit 
2r \ o 8 / 

3 kilog. par cen t imè t re carré lorsque le rouleau sera en fonte. 
Ces l imi tes , e x t r ê m e m e n t basses, sont suscept ib les d 'être 

dépassées dans la p ra t i que , car il ne faut pas pe rd re de vue 
que l'effort m a x i m u m ne se p rodu i t qu ' en u n seul point . 
On arr iverai t à des résu l ta t s moins r i g o u r e u s e m e n t exacts, 
mais plus en rappor t avec les usages si, au l ieu de calculer 
l'effort m a x i m u m pm au point le p lus chargé , on prena i t la 
charge moyenne sur tou te la surface de contact , laquel le 

C 2C . , 
aurait pour va leur — au l ieu de — • Si l 'on appel le p m cet te 

pression m o y e n n e , elle s ' expr imera par 

c'est-à-dire avec le coefficient 0,46 au lieu du coefficient 0,58. 
Les chiffres c i -dessus se t r ouven t a insi porLés de 0 k E ,022 à 
0 t s ,035 et de 0 l s , 0 3 0 à 0 k e , 050 ou à 3 k E ,5 et à 5 k i l og rammes par 
centimètre car ré de section dia- _ 
métrale . On les dépasse encore 
dans la p ra t ique , ce qui rev ien t 
à dire que l 'on fait suppor t e r à 

la fonte p lus de 10 k i l o g r a m m e s p r o \i ti i_ 
par mil l imètre ca r r é . Dans les 
conditions par t icu l iè res dans lesquel les ces efforts s 'exercent , 
cela ne semble pas avoir d ' inconvénien t . 
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Les formules p r é c é d e n t e s , s e m i - e m p i r i q u e s , peuvent 
encore s ' appl iquer , avec une approx ima t ion suffisante en 
p ra t ique , aux suppor t s ayan t la forme de f ragments de 
cvl indres, p le ins ou ôvidés (fig. 144). Le rayon r à y intro
duire est, dans tous les cas, celui qu i m e s u r e la courbure de 
la surface en contact avec le p lan . 

1 3 6 . S u p p o r t s s p l i é r i q u e s ou bou le t s . — La même 
note de M. Galliot donne les formules su ivantes pour déter
miner le rayon a de la surface réel le de contact d u n e sphère 
élastique et d 'un p lan du r , la press ion m a x i m u m p m au centre 
de cette surface et la press ion m o y e n n e p'm en fonction du 
rayon r de la sphère et de la press ion to ta le P qui la pousse 
contre le p lan 

3 _ 3 (X + 2u.) _ _3P_ , _ _P_ 
a — 16u. (X + P.)

 r ' P m — 2 ™ 2 ' P m — r.a* 

En me t t an t p o u r A et J. l eu r va l eu r re la t ive aux corps iso
tropes, on a 

, 45 P r , . E a 3 43 r , 
a ' ^ 6 4 ' ¥ ' ° u b l e n T = 6 4 P ' 

0 , 6 « K Ï y / i \ K = 0,40E 3 

Par un r a i sonnemen t ana logue à celui du n u m é r o précé
dent, on dédu i ra i t de cet te formule les su ivantes relatives à 
deux sphères d 'élasticité et de rayons différents 

E ' I L - / ' 1 i 1 \ » * 3 u 

Et \r 1 rj 64 

ce qui, pour deux sphères de m ê m e m a t i è r e , se rédui t à 

2 

P m = 0 , 3 8 F J ( l - f - ^ ) ' V P . 

Les va leurs de p'„, sont expr imées pa r les m ê m e s formules 
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avec les coefficients 0,40 et 0,26 au lieu de 0,60 et de 0,38 
respect ivement . 

Ou se servira de ces formules c o m m e de celles du n u m é r o 
précédent. 

Si l'on considère u n e sphère en fonte pressée en t re deux 
plans de m ê m e méta l , il faut faire E = 10.000 et i \ = oo ; 
on obtient pour ce cas 

3 / F 3 / F 
P m 1 7 6 y -t, p/n = 117 Y / - 2 -

Et si, conformément à l 'usage p ra t i que , on évalue le poids 
P 

rapporté à la section d iamét ra le de la sphè re , ou ces 

valeurs dev iennen t 
3 / ~ F 3 / " F " 

Une pression m a x i m u m de 10 k i l o g r a m m e s pa r mi l l i 
mètre carré , ou une press ion m o y e n n e de m ô m e g ran d eu r 
sur la face de contac t , co r r e spondra i en t aux cha rges sui
vantes sur la sect ion d i amé t r a l e 

P / 1 0 \ 3 P / 1 0 \ 3 

~ ~ — ( ~ ) = 0 * 8 , 0 0 0 0 6 ou —., = ; ~ — 0 k * , 0 0 0 2 , 
i - . r 2 \ 2 o t ) u H \ l i l ' 

soit seu lement 6 et 20 g r a m m e s par cen t imè t r e c a r r é . Dans 
la prat ique ces cha rges sont de beaucoup dépassées , ce qui 
revient à dire que la fonte des boulets por te beaucoup plus 
de 10 k i l og rammes par mi l l imè t re car ré . Si l 'on admet que 
dans de parei l les pièces la fonte puisse por te r j u s q u ' à 
35 k i log rammes , les chiffres ci-dessus sera ient mul t ip l iés 
par 50 et dev iendra ien t r e spec t ivement 300 g r a m m e s et 

I k i logramme par c e n t i m è t r e car ré de section d i amé t ra l e . 

II semblerai t p ruden t de ne pas dépasser ce de rn ie r chiffre. 
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CHAPITRE X 

G L I S S E M E N T E T T O R S I O N 

S O M M A I R E . — § I . Glissement transversal : 137. Déf in i t ion e t f o r m u l e f o n 
d a m e n t a l e . — 138. R u p t u r e p a r c i s a i l l e m e n t . — 139. D o n n é e s n u m é 
r i q u e s . — 140. R é s i s t a n c e e t c a l c u l d e s r i v e t s . — 1 4 1 . É c o u l e m e n t d e s 
sol ides . É q u a t i o n g é n é r a l e d e l ' é q u i l i b r e d e s c o r p s p l a s t i q u e s . — 
142. A p p l i c a t i o n a u x c o r p s c y l i n d r i q u e s . — 143 . A n n e a u s o u m i s à 
u n e p r e s s i o n c e n t r a l e . — 144. E x p é r i e n c e s d e M. T r e s c a . 

§ 2 . Torsion : 14a. D é f i n i t i o n . — 146. É v a l u a t i o n d e s g l i s s e m e n t s é l é 
m e n t a i r e s . — 147. F o r m e af fec tée p a r l e s s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s a p r è s 
la t o r s i o n . — 148. M o m e n t d e t o r s i o n . É q u a t i o n d e r é s i s t a n c e . — 

149. Cas où la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e r e s t e p l a n e . S e c t i o n c i r c u l a i r e . •— 
150. Sec t ion t r a n s v e r s a l e e l l i p t i q u e . — 151 . S e c t i o n s d e f o r m e s q u e l 
c o n q u e s . 

§ l e P 

GLISSEMENT TRANSVERSAL 

1 3 7 . Définit ion e t f o r m u l e f o n d a m e n t a l e . — 
Lorsque l'effort qu i agit su r u n e t ige p r i sma t ique s 'exerce 
perpendicula i rement à sa l o n g u e u r , dans le p lan d 'une de 
ses sections t ransversa les , cet effort p rend le nom A'effort 
tranchant; l'effet qu ' i l p rodu i t , celui de cisaillement ou de 
glissement transversal. 

La déformation, qui se m e s u r e a lors pa r le petit angle que 
forme, avec sa direction pr imi t ive , une n o r m a l e à la section 
transversale menée dans le solide, ne peut p lus , en généra l , 
être appréciée en raison de la pet i tesse de ses effets. On adme t 
cependant, par analogie , qu 'e l le est p ropor t ionne l l e à l'effort 
rapporté à l 'uni té de surface de la section sur l aque l le s 'opère 
le gl issement. Le rappor t , supposé ainsi cons tant , en t re cet 

P 
effort — = p sur l 'uni té de surface et le peti t angle i qui 

mesure le g l i s sement , se représen te par u n nouveau coeffi
cient G, dit coefficient d 'élasticité t r ansve r sa le ou de glisse-
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ment, et on écrit a lors , c o m m e pour l 'extension simple, 

P r . 
i — 7 - , — 1 ou p = Li!. 

lliii. R u p t u r e p a r c i s a i l l e m e n t . — Les déformations 
p a r g l i s sement t r ansversa l semblen t su ivre des lois ana
logues à celles qui p rov i ennen t de l 'extension s imple. Lors
qu 'e l les sont suff isamment pet i tes , elles d ispara issent entiè
r e m e n t avec l'effort qui les a p rodui tes . Lorsqu 'e l les dépassent 
une cer ta ine l imi te , elles ne d ispara i ssen t plus que partiel
l emen t , et il res te une déformat ion p e r m a n e n t e ; entin, si 
l'effort est a u g m e n t é suff isamment, il p rodui t la rup tu re . 

La cha rge de r u p t u r e par c isa i l lement de l 'acier et du fer 
a été t rouvée égale environ aux 0,70 ou 0,80, soit en 
m o y e n n e aux trois q u a r t s de celle qu i p rodu i t la rup ture 
pa r extens ion. Ains i l'effort nécessaire pour percer un trou 
d 'un d i amè t re D dans une tète d 'épa isseur e s 'obt iendra en 
mul t ip l i an t la surface à cisail ler, T : D ^ , pa r un coefficient égal 
aux t ro is qua r t s envi ron d e l à charge de rup tu re par traction. 
La charge de sécur i té p o u r les efforts t r ansve r saux doit 
donc être r édu i t e à peu près dans la m ê m e propor t ion . Le 
Règ lement sur les Pon t s mé ta l l i ques , en date du 29 août 1891 
por te que « l 'on app l ique ra aux efforts de cisai l lement et de 
(c g l i s sement longi tudina l les m ê m e s l imi tes qu ' aux efforts 
« d 'extens ion et, de compress ion , m a i s en l eu r faisant subir 
« une réduc t ion d 'un c inqu ième, é tan t en t endu que les pièces 
« a u ron t les d imens ions nécessaires pour rés is ter au voilc-
« m e n t ; pour le fer l aminé dans un seul sens, on fera subir 
« à ces coefficients une réduc t ion d 'un t iers lorsque l'effort 
« t e n d r a à séparer les fibres méta l l iques . » 

l ' . L Ï ) . D o n n é e s n u m é r i q u e s . —Voic i quelques données 
n u m é r i q u e s re la t ives à la rés is tance pa r g l i ssement t rans
versa l ou c i sa i l lement . Elles sont peu n o m b r e u s e s et doivent 
être regardées c o m m e t rès incer ta ines : les expér iences qui 
peuven t serv i r à les d é t e r m i n e r p résen ten t de grandes dif
ficultés. 

Tous les chiffres sont des k i l o g r a m m e s par mi l l imèt re 
ca r r é . 
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NOMS DES MATÉRIAUX 

COEFFICIENT 
D ' É L A S T I C I T É 

de g l i s sement 
G 

D E R U P T U R E 

pa r 
c isa i l lement 

CHARGE 

D E S É C U R I T É 

CHARGE 

Acier ( ') 
F e r 
F o n t e . . . 

8 . 0 0 0 
6 . 5 0 0 
2 . 0 0 0 

40 à 50 
25 a 35 

6 à 20 

8 à 10 
5 à 7 
2 à 3 

30 0 X 8 , 1 2 À 0 K K , 1 8 

0 k s , l U à 0 K 6 , l 5 0 k e,03à0 ' -b ' ,04 

0 k s , 0 4 à 0 k s , 0 r i 

(l) Certains aciers trempés, pour ressorts, supportent aver, sécurité fies charges de cisaille
ment de bO kilogrammes par millimètre carré. 

l-'SO. R é s i s t a n c e et, c a l c u l des r i v e t s . — La considê-
ralion do ces efforts t r a n s v e r s a u x sert , en par t icu l ie r , à cal
culer les d imens ions à donne r aux r ive ts , boulons , e tc . , 
destinés à r éun i r des pièces de bois ou de fer en les empo
chant de glisser les unes su r les au t r e s . Ce calcul donne lieu 
aux observat ions su ivantes : si u n r ivet DD (fig. 145) sert à 
réunir une pièce AA à deux 

autres, BB, CC, qui l ' em- g D g 
brassent, la rés is tance au • A 

glissement de cet te pièce se ^ ~p 
compose de l ' adhérence ou D 
du frot tement exercé su r I l G - 1 4 3 • 
elle par les deux a u t r e s , 
plus de la rés is tance au c i sa i l lement du rivet , dans les 
deux sections qui devra ien t se r o m p r e pour pe rme t t r e le 
mouvement . Or, l 'expérience m o n t r e que l ' adhérence , qui 
cependant représen te u n effort de 13 k i l o g r a m m e s à 15 
ki logrammes par mi l l imè t re carré de section de r ivet , 
n ' augmente pas sens ib lemen t la résis tance à la r u p t u r e , 
c'est-à-dire qu 'el le est toujours dé t ru i te au m o m e n t où la 
rupture c o m m e n c e . Elle m o n t r e , en ou t re , que l'effort 
nécessaire pour p rodu i re le c isa i l lement double est nota
blement infér ieur au double de celui qui p rodu i ra i t le cisail
lement s imple . Cela t ien t à ce que l'effort ne se r épa r t i t pas 
également sur les deux sect ions, l 'une c o m m e n c e à se rom
pre avant l ' au t re . 
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Cela s ' appl ique à la charge de r u p t u r e , qui dé t ru i t en môme 
t e m p s l ' adhé rence p rodu i t e par le r ivet . 

Lorsqu ' i l s 'agit de d é t e r m i n e r , au con t r a i r e , la charge de 
sécur i t é , c'est l ' adhérence p r e sque seule qu ' i l convient de 
faire en t r e r en l igue de compte . 

M. Considère a consta té en effet (Ann. des P. et Ch., 1886, 
1 e r se ra . , p . 137) que tou t effort supé r i eu r à l ' adhérence dis
loque t rès r a p i d e m e n t les r ive ts , lo rsqu ' i l se répète al terna
t i v e m e n t dans les deux sens opposés ; que ces efforts pro
du i sen t toujours un pet i t dép l acemen t relatif des surfaces en 
contact , et a m è n e n t l eu r pol issage. Il en résul te que les 
pièces r éun ie s par p lus i eu r s r ivets et dans lesquel les l 'adhé
rence est dé t ru i t e , n ' exercen t p lus l eu r action m u t u e l l e que 
par l ' i n t e rmédia i re de ces r ive ts , l esque ls se t r ouven t t rès iné
ga l emen t cha rgés , pour peu qu ' i l y ai l la p lus min ime irré
gu la r i t é dans les a l i gnemen t s des t rous à t r avers lesquels ils 
sont p lacés . 

Cet effet ne se p rodu i t pas t an t que l ' adhérence n 'est pas 
dé t ru i t e , et r ien ne s 'oppose alors à ce que les efforts se répar
t issent éga lement en tous les poin ts . 

11 convient donc de faire en sorte que les efforts t ransmis 
aux pièces réun ies pa r des r ivets n ' a t t e ignen t jamais la 
l imi te de l ' adhé rence , et c 'es t cette l imi te qu ' i l convient de 
p r e n d r e , en la r édu i san t dans u n e p ropor t ion convenable , 
pour la cha rge de sécur i té . 

L ' adhérence d 'un r ivet de fer posé avec soin, à la tem
pé ra tu re la p lus convenable , laquel le para î t être celle de 500 
à 600° C. (rouge d i spara i s san t ) , peu t a t t e indre environ 
15 k i l o g r a m m e s pa r mi l l imè t r e carré de la section du r ive t ; 
il est p r u d e n t de ne pas faire suppor t e r aux pièces rivées 
d'efforts supér i eu r s à une fraction (au tiers ou au quarL) de 
cette l imi t e , c 'es t -à-dire 4 ou 5 k i l o g r a m m e s pa r mi l l i 
m è t r e car ré . 

Les d imens ions des r ive t s se ca lculent o rd ina i r emen t par 
le r a i s o n n e m e n t su ivant : 

Si / est la l a rgeur des tôles à r éun i r , e leur épaisseur , n le 
n o m b r e des r ive ts d ' un d i amè t r e d qu i do iven t opérer cette 
r éun ion ; ces r ivels é tant supposés sur une m ê m e l igne, la 
l a rgeu r effective de la tôle, après perçage des n t rous , se 
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trouve rédui te à / — nd, sa section à e (l— nd) et sa r é s i s 
tance, si R 0 est la charge de sécur i té , à R 0 e (/ — nd). Si, d 'un 
autre côté, R' 0 est la charge de sécur i té par un i té de section 

T.d-
transvcrsale des r ive ts , la section de chacun d 'eux é tant —-— ? 

4 

ceux-ci pou r ron t rés is ter à u n effort R ' 0 n 
4 

En égalant ces deux efforts, on a une équat ion 

7TC? 2 

R„e (l — nd) = R„w -^-i 

qui sert à dé t e rmine r l 'une des deux inconnues n ou d 

lorsque l ' au t re est donnée . On en dédui t , pour l ' espacement 

- des r ivets 

1 _ ^ . R » 
n ie R 0 

Le rappor t ne diffère pas beaucoup de l ' un i t é . 11 var ie 

ordinairement de 0,80 (r ivets en acier r éun i s san t des tôles 
d'acier) à 1,25 (r ivets en fer r éun i s san t des tôles de fer) sui 
vant la n a t u r e des mé taux et le soin appor té à la fabrication 
des t rous . 

(1 y a u n e au t re cons idéra t ion dont il f a u t t e n i r compte dans 
le calcul des r ivets , c'est celle de l'effort que ces pièces 
exercent sur les tôles p o u r les empoche r de gl isser , en sup
posant que l ' adhérence soit dé t ru i t e . Cet effort qui se t r a n s 
met sur la t r anche du trou ne doi t pas dépasser une cer ta ine 
limite, 5 ou 6 k i l o g r a m m e s pa r m i l l imè t r e car ré , par 
exemple, de la surface d iamét ra le . Si l 'on désigne par P 
l'ell'ort qui tend à faire glisser la tôle, r appor té à l a dis tance 
comprise en t re deux r ivets vo is ins , c 'es t -à-dire la por t ion 
de l'effort total qui doit ê t re équi l ib ré par la rés is tance d'un 
seul rivet dont la sect ion d i amé t r a l e est de, nous devrons 
avoir, d 'après cela, en appe lan t R"0 la l imi te dont nous venons 
de parler, 

P ^ R'^de. 

Mais, d 'autre par t , d 'après le r a i sonnemen t précédent , nous 
19 
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avons déjà 

R,i 

E t s i nous égalons les deux l imi tes supér ieures de l'effort P, 

nous ob t i endrons . 

_ l i n . 

* RJ 

Ou bien, en supposant , ee qui n 'est j amais b ien loin de la 

vér i té , que les deux charges de sécuri té R"0 et R' 0 sont égales : 

rf = I e - 1 , 2 7 B . 
T. 

11 n 'es t pas nécessai re de dire que le r é su l t a t de ce calcul 
ne doit ê t re regardé que comme une approximat ion , puisque 
nous avons r emplacé les signes d ' inégal i té pur ceux d'égalité. 

Si l 'on se repor te à la p remière des équat ions précédentes, 
et si l 'on fait abstract ion de tou te au t r e considérat ion, la 
va leur de n la p lus favorable serai t n = 1. 11 y aura i t donc 
avantage à n ' employe r qu 'un seul r ive t d 'un t rès gros dia
m è t r e , ou, si l 'on veut , à d iminue r le p lus possible le 
n o m b r e des r ive ts en a u g m e n t a n t l eu r g rosseur ; ma i s cette 
formule suppose que l'effort se répar t i t éga lement sur toute 
l 'é tendue / de la section t ransversa le des tôles, ce qui ne peut 
avoir l ieu , au cont ra i re , que lorsque le n o m b r e des rivets 
est assez g r a n d et ne serai t t h é o r i q u e m e n t réal isé que par 
u n n o m b r e infini de r ivets inf in iment pe t i t s . C'est donc à 
l 'expérience seule qu' i l faut s 'en rappor te r pour déterminer 
l ' e spacement le p lus convenable à adopter pour les rivets, 
eu égard aux d imens ions des pièces à r éun i r et aux efforts 
qu 'e l les doivent suppor te r . En généra l , dans les ponts métal
l iques de d imens ions ordinai res , cet e spacement s'écarte peu 
de 10 à 12 cen t imè t res d'axe en axe des r ive ts . On peut 
donc, en pa r t an t de cette donnée , choisir le n o m b r e a des 
r ivets d 'une m ê m e file et calculer , par la formule précédente, 
le d i amè t r e cor respondant . 

L ' e spacement des r ivets doit ê t re , au cont ra i re , beaucoup 
plus faible, lo r squ ' i l s 'agit, c o m m e dans la const ruct ion des 
chaudières , pa r exemple , d 'obteni r u n jo in t é tanche . 
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Lorsque les r ivets sont disposés su ivan t p lus i eu r s l ignes 
parallèles, une formule ana logue peu t s 'appl iquer ; m a i s on 
n'a plus qu'une, approx imat ion p r o b a b l e m e n t assez g ros 
sière. On ignore , en effet, c o m m e n t se répar t i t , en t re ces 
diverses l ignes , l'effort total à t r a n s m e t t r e pa r les tô les . 

On t rouve, sur ce sujet, dans les a ide -mémoi re , des règles 
empiriques consacrées par la p r a t i que et qu' i l convient 
d'adopter j u s q u ' à ce q u ' u n e analyse p lus détai l lée et p lus 
complète de cette ques t ion ait pu être faite et donner des 
indications t héo r iques p lus ce r t a ines . 

1 W . E c o u l e m e n t des so l ides . E q u a t i o n g é n é r a l e 
de l ' é q u i l i b r e des c o r p s p la s t iques . — La r u p t u r e par 
cisaillement ou g l i s semen t p résen te , avec la r u p t u r e par 
extension, u n e différence no tab le . Dans cel te de rn iè re , les 
particules du corps r o m p u , qui se dé tachent de l eu r s voi
sines, se t r o u v e n t en m ê m e t e m p s séparées de tou tes les 
autres et la r u p t u r e se t r adu i t pa r une dis jonct ion complè te 
des deux par t ies . Dans la r u p t u r e pa r c i sa i l l ement , au con
traire, les par t icu les de l ' une des por t ions du corps se 
séparent bien des par t icu les co r respondan tes de l ' au t re 
partie, mais elles res ten t , pa r r appo r t aux vois ines , à des 
distances comparab les , de sor te que le solide ne subi t pas , 
tout d'abord, une dis jonct ion définit ive. Le p h é n o m è n e offre 
quelque analogie avec ce qui se passera i t dans u n l iqu ide : 
l'une des par t ies du corps con t inuan t à se déplacer pa r r ap 
port à l ' aut re sans s 'en éloigner , à la m a n i è r e d 'une couche 
liquide qui s 'écoulerai t su r une couche infér ieure . E'effort 
n 'augmente p lus avec le dép lacement qui , une fois commencé 
sous un effort dé t e rminé , con t inue à se produi re sous le 
même effort. 

Les phénomènes d ' écou lement des solides, é tudiés d 'abord 
par M. Tresca, se r a t t a c h e n t donc d 'une façon tou t a fait 
intime à ceux de r u p t u r e par c i sa i l l ement . Lo r squ 'un corps 
solide, sous l 'action d 'une forte press ion ex té r i eu re , a cqu i e r t 
ainsi le caractère de plast ic i té , de tel le man iè r e que les 
ulirticules qui le cons t i tuen t g l i ssent les unes su r les au t r e s 
sans se séparer , l'effort t angen t i e l , en c h a c u n des poin ts où 
le glissement se fait ainsi sent i r , est égal à celui qu i p rodu i t 
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la r u p t u r e par c isa i l lement . Or, nous avons vu (n° 12, 
p . 45) que si ÌSX, N y , et T représen ten t , p o u r u n élément 
r ec t angu la i r e que lconque d 'un solide, les efîorts normaux 
sur les faces perpendicu la i res aux x et aux y et l'effort tan
gentiel sur les m ê m e s faces, l'effort tangent ie l , su r u n plan 
d 'une direct ion que lconque , dont la n o r m a l e fait u n angle a 
avec la p lus grande des pressions pr inc ipales en ce poiid, a 
pour va leur 

^ ~ \f^x - N,)* + 4T». 

Or, pour a - 45°, cet effort est m a x i m u m et il at teint la 

va l eu r 

\ Mç -N, ;» + 4 ' P . ' 

La condit ion de plasticité ou d ' écoulement du solide s 'expri
m e r a donc en écr ivant que cette p lus g r a n d e va leur de l'ef
fort t angen t i e l en chaque point est p réc i sémen t égale à la 
cha rge de r u p t u r e par cisai l lement . En dés ignan t par K cette 
cha rge par un i t é de surface, nous au rons donc 

V ' Í Ñ ^ N , ) 2 + 4 T 2 ^ 2K. 

Cette équa t ion , et les deux su ivan tes , que nous avons 
établies (page, 143) pour expr imer l 'équi l ibre de l 'é lément 
inf iniment petit dx dy, 

^ + ^ , I I = 0 ^ + ^ Ï = 0 

dx dy ' dy dx ' 

suffisent à dé t e rmine r N I 5 N,, et T et, pa r su i te , les condi
t ions d 'équi l ibre du corps plas t ique cons idéré . 

Comme le poids II de l 'uni té de vo lume est, dans ce cas 
par t icul ier , toujours petit pa r r appor t a u x pressions qui 
p rodu i sen t l ' écoulement du solide, on le nég l ige , et, en 
l'effaçant de la p remiè re équa t ion , celles-ci deviennent 
appl icables , quel le que soit la direct ion des axes rec tangu
laires de coordonnées . 

1 4 2 . A p p l i c a t i o n a u x c o r p s c y l i n d r i q u e s . — Pour 
en faire une applicat ion aux corps cy l indr iques étudiés 
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plus spécialement pa r M. Tresca, nous a l lons les t ransfor

mer eu employant les coordonnées pola i res f 1). 

Soit ABCD (FIG. 146) u n é l émen t rec tangu la i re compr is 

entre deux circonférences concent r iques de rayons R ETR-J-DR 
et deux rayons vec teurs définis par les angles S et 0 -f- DÎJ 
qu'ils font avec u n r ayon 

OX pris pour or ig ine . Dési

gnons par N, , NQ les efforts 

normaux exercés su r les 

faces AD, AB, respec t ive

ment perpendiculai res aux 

R et aux S, et pa r T l'effort 

tangentiol exercé sur l 'une 

ou l 'autre de ces faces rec

tangulaires ; écr ivons l 'équi

libre de l 'é lément rec tangu la i re RDRDQ sous l 'action de ces 

forces, c 'est-à-dire égalons à zéro les project ions de ces 

forces sur deux axes r ec tangu la i r e s don t l ' un sera le rayon 

OM, bissecteur de DA), et l ' au t re u n e pe rpend icu la i r e à cette 

direction. Nous au rons faci lement 

FiG. 1 4 6 . 

Nerfr -f- (No + ^ dQJ dr — Trdd + ( T - f ^ dr^ (r-\-dr) riO -(- ÏTdr 0 

en réduisant et d ivisant par RDRDQ, 

I dSr N,. — Ne 1 _ 0 . 

1 dr r ' r db ' dr r 
rfNe , dT , 2T 

\ RDF) dr 
= 0 . 

Ces deux équa t ions , jo intes à celle qu i expr ime la p las t i 

cité et qui , en m e t t a n t N,. et Ns au l ieu de N X et N y , peu t 

s'écrire 

(4) \ / (Nr — NO) 2 -f- 4 T 2 = 2 K , 

suffisent pour r é soudra le p r o b l è m e . 

( l) Cette application est emprun t ée au | X de 1' l'Essai théorique sur l'équi
libre des massifs pulvérulents de M . J . B O U S S I K K S Q . 
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Considérons u n corps cy l indr ique don t nous p rend rons le 
centre pour or igine des coordonnées , et que nous suppose
rons soumis à des efforts symét r iques par r appo r t à son axe 
de figure. En ra i son de cette symét r i e , les N et T deviennent 
i ndépendan t s de 0 ; T est nu l pa r tou t , et les act ions princi
pales sont é v i d e m m e n t , en chaque point , dir igées suivant le 
rayon et su ivant la c i rconférence. Les équa t ions précé
dentes , lo r squ 'on y annu l e T et les dér ivées par r appor t àO 
dev iennen t s i m p l e m e n t 

dSj. N,. - - N o _ N _ N ( ¡ = ± 2 K _ 
ar r 

Le s igne supé r i eu r correspond à N r p lus g rand que No. 
Il est facile de reconna î t re que cela a r r ive lo rsque le glisse
m e n t s 'opère de te l le m a n i è r e que la ma t i è r e se rapproche 
de l 'axe de symét r i e . Le s igne infér ieur cor respond au cas 
où le g l i s sement se p rodui t en sens inverse et où la mat iè re 
s 'é loigne de cet axe . 

Elles d o n n e n t alors 

rfN, 2 K dr, 
-—- = =c — ' ou oOL = zr: 2K — : 
dr r r 

d'où 

(G) N,. — 2 K l o g r 4- e, 

en dés ignan t par c une cons tante à dé t e rmine r par les con
di t ions du p rob lème . Supposons par exemple que nous ayons 
un cyl indre c reux don t le r ayon in t é r i eu r soit r0 et qui sup
por te u n e press ion P 0 pa r un i t é de surface ; nous devrons 
avoir , pour r •= rü, Nr = — P 0 . D'où 

- P„ = = F 2 K l o g r 0 4 - c ; c = - P 0 ± 2 K l o g r 0 , 

et pa r conséquen t 

(7) N ( . = _ P 0 = F 2 K l o g ^ , No = - P 0 + 2 K ( l + l o g ^ 

E n toute r i g u e u r , ces fo rmules ne conviennent que pour 
des déformat ions dans lesquel les les couches matér ie l les 
cy l indr iques conserven t l eu r h a u t e u r et s 'é loignent ou se 
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rapprochent, les unes des au t r e s sans cesser d 'être no rma le s 
aux bases du cyl indre . 

l i l î . A n n e a u s o u m i s a u n e p r e s s i o n c e n t r a l e . — 
On peut les considérer c o m m e appl icables à u n anneau , dont 
la surface in té r i eu re , de rayon r 0 , est soumise , par un i té 
d'aire, à une pression PD qui la dis tend, tandis que la sur 
face convexe, de rayon r,, et les bases sont l ibres . Alors NQ 
est la plus g rande des deux forces pr incipales et N, la p lus 
petite parce que les faces matér ie l les les plus tendues sont 
les circonférences, et les p lus contractées sont les r a y o n s . 
Il faut donc p rendre les s ignes inférieurs des formules , e t , 
en écrivant alors que , pour r = - >\, on a N R = 0, il vient 

(8) P 0 = 2 K l o g
 rf-

Si l 'anneau, au lieu d 'avoir sa surface ex té r ieure et ses 
bases libres, en ayant toujours sa surface in té r i eure , de 
rayon r0, soumise à u n e press ion P0 par un i té de surface, est 
maintenu dans une enveloppe r igide, de rayon invar iable rt, 
de manière qu'i l ne puisse se di la ter dans ce. sens, et s'il est , 
de plus, soumis sur ses bases ex t rêmes à une press ion p a r a l 
lèle à son axe de figure, dont nous dés ignerons l ' in tensi té , 
en chaque point , pa r N,., nous pouvons admet t r e approx ima
tivement, en cons idéran t u n é l émen t paral lé lépipède com
pris entre deux p lans para l lè les aux bases, en t re deux 
cylindres concent r iques , et en t re deux p lans mér id iens infi
niment voisins, que cet é lément , dont la mat iè re s 'éloigne 
ou se rapproche de l'axe du cy l indre , en su ivant à peu près 
le rayon, se t rouve, dans les deux sens perpendicu la i res à 
celte direct ion, dans des condit ions à peu près ident iques au 
point de vue des elforts qu ' i l a à subir des é l émen t s vois ins . 
Cela revient à supposer N a = Xa, ou bien 

(9) N ; = - I \ ± 2 K ( A + l o g f V 

L'effort total exercé su r la base de l ' anneau , dont la super

ficie est - \ r\ — rJL devra être égal à la somme f^gr.rdr des 
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efforts élémentaires supportés par chacune des circonférences 
concentriques. Et si nous désignons par — P. la pression 
moyenne par unité d'aire sur l'une des bases, de manière 
que cet effort total soit — P.t: (ri — rl), nous aurons 

- P,u (rf - r\) =j P n ± 2K ( i -f log W , 

ou bien 

P a l r ( r T - r 3 ) = (P 0 q=2K) , r (7 - î - r3 )+K n rg 

d'où 

(10) Ps= P 0 z p K ( l - f - ^ L l o g ^ 

1 + r 2 / _K„ 

Si la pression P., exercée sur les bases, est assez forte 
pour écraser l'anneau en faisant décroître son rayon inté
rieur j ' u , le rayon extérieur 1 \ étant toujours supposé inva
riablement maintenu, on devra prendre les signes inférieurs, 
et on aura 

P; = P o + K ( l + ^ l o g y . 

Le cas contraire où la pression intérieure serait assez forte 
pour refouler l'anneau en surmontant la pression P. don
nerait, avec les signes supérieurs 

(11) P o = p z + K ( l - f - ^ ^ l o g ^ 

Enfin, on peut encore appliquer cette formule au cas où 
P. deviendrait éga la zéro; on aurait alors s implement 

M PO = K ( I + ^ 1 O ^ ) 

pour l'expression de la pression qu'il serait nécessaire d'ap
pliquer à l'intérieur d'un anneau cylindrique, dont la sur
face latérale serait invariablement maintenue dans une 
enveloppe fixe, pour refouler sa matière sur ses hases. 

1-44. E x p é r i e n c e s d e M. T r e s c a . — Les formules 
précédentes ont été trouvées (et démontrées d'une manière 
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toute différente) pa r M. Tresca ('), qui n o t a m m e n t a fait 
des expériences de poinçonnage sur des blocs cy l indr iques 
de plomb ou d 'étain de rayon rx, posés sur u n plan r ig ide et 
soumis, au mil ieu de leur base supér i eu re , à l 'act ion d 'un 
poinçon éga lement cy l indr ique et d 'un rayon p lus pe t i t rQ, 

le reste de la base supér ieure res tant l ibre . La surface laté
rale est tantôt l ibre , t an tô t r endue inextens ib le , dans le sens 
horizontal, par un cy l indre ex té r i eu r r igide qui l ' en toure . 
M. Tresca suppose, ce qui do i t ê t re peu éloigné de la vér i té , 
que le cylindre de ma t i è re , de rayon r 0 , placé sous le poin
çon, éprouve u n éc r a semen t un i forme ju squ ' à u n e cer ta ine 
distance du po inçon ; cela é tan t , la press ion exercée par 
l'unité d'aire de celui-ci se t r ansme t t r a i t à tous les é l émen t s 
plans hor izontaux du cy l indre cent ra l ; les é l éments p lans 
verticaux de ce cyl indre suppor te ra ien t a lors , en ver tu de 
l'équation ou hypo thèse fondamenta le N .̂ — N,, = ± 2K, la 
même pression d iminuée de 2K. 

C'est cette p ress ion , exercée su r les é léments plans ve r t i 
caux, qui agi t à l ' i n t é r i eu r de 1' anneau r^ — r 0 et qui p rodu i t 
la dilatation la téra le su ivan t l 'une des formules (8) ou (9) 
selon que la surface la téra le rl est l i b re ou inextens ib le . Si 
donc P 0 désigne toujours la pression par un i té d 'aire à l ' in
térieur de l ' anneau , la pression exercée par le poinçon sera, 
par unité d 'a i re , P 0 -f- 2K, et la force to ta le , F, qui pousse 
le poinçon et qui est suscept ible d 'être m e s u r é e d i r ec temen t , 
a pour va leur (P 0 -f- 2K) r.r0

2, ou 

i si la surface latérale est libre F = 2K7ir? ( 1 4 - loff — ) ; 

(13', '
 v Vr 
si la surf, latér. est inextensible F = tv^r2, I 3 - j - " '—- log- A )· 

Toutefois, q u a n d u n orifice de m ê m e s d imens ions t r a n s 
versales que le poinçon est percé, vis-à-vis du poinçon 
même, dans le p lan fixe qu i suppor t e le bloc, il a r r ive u n 
moment où le cyl indre cent ra l , a lors r é d u i t à une h a u t e u r 
assez pet i te A, éprouve moins de rés is tance à sor t i r par cet 
orifice, en gl issant le long de la surface in t é r i eu re 2-i\h de; 

(!) Mémoire sur le poinçonnage des métaux et la déformation des corps 
solides (Recueil des savants étrangers de r Académie des Sciences, t. XX, 1872.) 
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l ' anneau qui l ' en toure , qu ' à con t inue r à é t endre la té ra lement 
celui-ci , et où, pa r su i te , la p ress ion du poinçon détermine 
l 'expuls ion du cyl indre cen t ra l . A ce m o m e n t , deux lignes 
ver t icales con t iguës , pr ises dans le m ê m e p lan mér id ien , 
l 'une dans le cyl indre cen t ra l , l ' au t re dans l ' anneau , glissent 
é v i d e m m e n t , l ' une devan t l ' au t r e , p lus que deux é léments 
paral lè les voisins ayan t toute a u t r e o r i en ta t ion ; c'est donc 
su ivant cette d i rec t ion ve r t i ca le que le g l i ssement , et par 
sui te l'effort t angen t i e l , est m a x i m u m , et cet effort maxi
m u m est a lo rs , par la définit ion m ê m e du corps plast ique, 
égal à K. La rés i s t ance q u ' é p r o u v e le cy l indre centra l à 
sor t i r par l 'orifice, en g l i s san t con t re l ' a n n e a u qui l 'entoure , 
est a lors le p rodu i t de K par la surface de contact '¿R.RJI ; et 
la press ion du poinçon s u r m o n t e cet te rés i s tance , ou déter
m i n e la sort ie de la débonchure dès que h est devenue assez 
pet i te pour que le p rodu i t 2-?'0/(K cesse de dépasser le second 
m e m b r e des express ions p récéden tes de F . Au m o m e n t où 
la débouchure se forme, la force F qui pousse le poinçon est 
donc e x p r i m é e tou t à la fois par ce second m e m b r e et 
par 2-r 0 AK. On en dédui t , pour la h a u t e u r h de la débou
chure 

s i l a s u r f a c e l a t é r . e s t i n e x t e n s i b l e h — ra ( -\- —— !—— l o g — 

M. Tresca étudie encore l ' écoulement d 'un bloc ductile de 
rayon 1 \ r e m p l i s s a n t u n vase cy l indr ique inex tens ib le , percé 
en son fond d 'un orifice c i rcula i re de rayon r 0 concentr ique 
au vase , sous la poussée F d 'un pis ton qu i recouvre toute 
sa base supé r i eu re . Le cy l indre cen t ra l de rayon »•„, dans sa 
par t ie voisine du fond du vase et qui est à l 'é ta t plast ique, 
ne suppor t e p re sque aucune press ion sur ses é l éments plans 
ho r i zon taux , en sor te que ses é l é m e n t s p lans vert icaux, 
n o r m a l e m e n t auxque l s la ma t i è re se cont rac te , éprouvent 
une pression égale à 2K. Celle-ci est donc la va leur do la 
pression P 0 s 'exerçant , pa r un i t é d 'a ire , sur la surface inté
r i eu re de l ' anneau de rayon rl — ?·„ qui en tou re le cylindre 
cen t ra l . P o u r p rodui re l ' écou lement du solide, sous l 'action 

(14) 

s i l a s u r f a c e l a t é r a l e e s t l i b r e 
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de celte pression in t é r i eu re P0, app l iquée à l ' in té r ieur de 

l'anneau, il faut, d ' après ce qui est dit plus hau t , exercer su r 

Ja surface supér ieure une poussée tota le F — P =T: (r , 2 — r 0

2 ) , 

la valeur de P 2 é tan t donnée pa r la formule (10). La force 

totale F, capable de p rodu i re l ' écoulement dont il s 'agit, 

sera donc, en m e t t a n t dans cette formule pour P0 sa va

leur 2K 

(13) V = *(r*-rl)K(3+-^-alog*\ 

Au moyen des trois formules (13) et (15), M. Tresca a 

déterminé, pour le p lomb, u n assez g rand n o m b r e de va leurs 

de K. Ces valeurs ont été r e m a r q u a b l e m e n t concordantes , et 

leur moyenne s 'écar te peu de 200 k i l o g r a m m e s par cent i 

mètre carré. Il a aussi r econnu l 'exact i tude des formules (14) 

qui donnent la h a u t e u r des débouchu re s , au moyen d 'expé

riences faites sur des cyl indres de p lomb , de cire à mode 

ler, de diverses pâ tes c é r amiques , d 'é ta in , de cuivre et 

même de fer. 

g 2 

TORSION 

l ' î o . Définit ion. — Nous avons , au chap i t r e v m , con

sidéré une tige p r i s m a t i q u e soumise à u n e force dir igée 

suivant son axe long i tud ina l . Supposons m a i n t e n a n t que 

nous ayons app l iqué , à u n e des ex t rémi tés de cette lige, un 

couple situé dans u n p lan n o r m a l à l 'axe et dont le m o m e n t 

par rapport à cet axe soit r ep résen té par M. S'il n 'y a aucune 

autre force appl iquée à la t ige , il faudra, pour l ' équi l ibre , 

que les forces é las t iques développées dans u n e section t r ans 

versale que lconque a ient pour r é su l t an t e un couple don t le 

moment soit M. 

La déformation qu i en résu l te por te le nom de torsion. El le 

consiste en une ro ta t ion d 'une section par r appo r t à la sec

tion voisine, l 'axe longi tud ina l é tant supposé fixe. Un poin t 

quelconque m (fig. 147), projeté en M, a p p a r t e n a n t à une 

section t ransversa le AB, décrit , dans cette ro ta t ion , un pet i t 
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uro de cercle projeté en MM', m m et ayant son centre en 0 
sur Taxe longi tudina l . Soient OX, OY les axes principaux 
d ' inert ie de la section t ransversa le , pr is pour axes coordon
nés , l 'axe longi tud ina l é tan t pr is pour axe des Z ; la fibre 
p r i m i t i v e m e n t ver t ica le m m l projetée en M se t ransformera 
en u n arc d 'hél ice, projeté ve r t i ca lement en t n ^ n ' , et hori- ' 
zon ta lement sur l 'arc de cercle MM'. Désignons par 0 l'angle 
don t une section a t o u r n é par r appor t à u n e au t re située à 

une dis tance L m e s u r é e sur l'axe longi tud ina l , et par 0 —= •£ 

la tors ion par uni té de longueur ; l ' angle MOM' sera mesuré 
pa r 8.AAj = Odz, si dz est la d is tance des deux sections 
voisines. 

14.-6. E v a l u a t i o n des g l i s s ements é l é m e n t a i r e s . 
— Supposons d'abord que la section A,B, ai t conservé , e n » q , 
sa direct ion p r imi t ive , le g l i s semen t , en ce poin t , de l 'une 

des sections par rappor t à l ' au t re sera m e s u r é pai 
MM' 
AA t ' 

et 

si r désigne la dis tance OM du point considéré à l 'axe longi
t ud ina l , l 'arc MM' sera égal au p rodu i t de r pa r l ' angle MOM' 

c 'est-à-dire par Odz, de sorte 
que le g l i s sement dont il s'agit 

. . rMz 
sera expr ime par — —- 8;-. 

Si donc, c o m m e n o u s le sup
posons , la sect ion A,Bj con
serve en tous ses points sa di
rect ion p r imi t ive , c'est-à-dire 
reste p lane , et si dm est la 
superficie de l ' é l ément de la 
section t r ansversa le si tué en 
m, le g l i s sement ftr correspond 
à u n effort GOrcta, en désignant 
c o m m e p r é c é d e m m e n t par G 

m o m e n t par 

rappor t à OZ de cette force, qui est dir igée su ivan t MM', est 
G Q A / < O , et la s o m m e qui doit équi l ibrer le m o m e n t M des 

le coefficient d 'élast ici té de g l i ssement . Le 
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M ~ G Ô J R V » , = G 9 . J ; 

en désignant pa r J le m o m e n t d ' iner t ie polaire de la seclion 

transversale, J ~Jr"-dut — J(r- -\-y'2) dut = I x -\- ly. lequel 

est égal à la somme des deux m o m e n t s d ' iner t ie p r inc ipaux . 
Nous pouvons considérer le g l i ssement Or comme la résul -

, . . ! , · , MQ QM' , 
tante de deux au t res expr imes par - - r - et -r-r-' c es t -a-dire 

que ses composantes ir, iy su ivan t les axes coordonnés x et y 

auront respec t ivement pour expression iT— — 0/ / , i,, = û.r ; 
en désignant par x et y les coordonnées du point M et en 
considérant la s imi l i tude des deux t r iangles M'QM, OPM. 

Les gl issements composants ix, iu sont les angles que 
forment, avec la ver t icale , les project ions de l 'arc d 'hél ice 
« y » ' sur les deux p lans coordonnés des zx et des zy, 

lorsque la section kiBi a conservé sa direct ion p r imi t ive 
en m. 

Mais, si la section ne res te pas p lane , et si z est l ' o rdonnée 
du point M déplacé, le p lan t angen t au point M à la section 
déformée coupera les p lans coordonnés su ivan t deux l ignes 
qui feront, avec les axes des x et des y, des angles dont les 

tangentes seront respec t ivement < ~ et Ces angles é tant 

1res petits, nous pouvons les considérer comme égaux à l e u r s 
tangentes. 11 en résul te que la project ion sur le plan ZOX, 
par exemple, de l 'arc d 'hélice qui r ep résen te la nouve l l e 
position de la fibre mmi après la tors ion, laquel le fait avec 
la verticale un angle — 6y, fait, avec sa project ion sur le 
plan tangent à la section, un angle dont le complémen t 

sera ~ — 6//; la composan te ix du g l i s sement réel m e s u r é 

paral lèlement à l 'axe des x sera donc 

forces extérieures est / GO-rfio. Nous avons donc 
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et nous a u r o n s , de m ê m e , 

(2) 
dz 

M: 

1 4 7 . F o r m e a f f e c t é e p a r l e s s e c t i o n s t r a n s v e r 
s a l e s a p r è s la t o r s i o n . — Considérons u n é lément paral
lé lépipède, s i tué au point M (fîg. 148), et ayan t pour d imen

sions dx, dy, dz. La face supé
r i eu re MjP, a gl issé, par rapport 
à la face infér ieure , de ix parallèle 
m e n t à dx, et de iy para l lè lement 
à dy; donc, r éc ip roquement , la 
face la té ra le R ,P = dxdz a glissé, 
devan t la face para l lè le MQ f de 
i,n et la face la té ra le Q P 1 — dydz 
a glissé, devan t la face paral lèle-
MRj, de ix. Si donc nous négli
geons le poids de cet é lément , 

et si nous écr ivons qu ' i l y a équilibre, en t re les forces qui 
ag issen t sur ses faces la té ra les p a r a l l è l e m e n t à l 'axe des z 
(puisque;, par hypo thèse , les faces s u p é r i e u r e et infér ieure, 
pe rpend icu la i res à cet axe, n ' exercen t q u e des efforts situés 
dans l eu r s p lans qui n ' on t pas de composan te longi tudina le) , 
n o u s a u r o n s , su r la p r e m i è r e face dydz, u n effort Gizdydz 

di. 

R I 

Y . Y . 

Ì (fjr Ì 
Via. 148 . 

et su r la seconde, u n effort Gdydx y ix dx d x ) ' 
dx I ; sur la 

p r e m i è r e face dxdz u n effort Gi,/lxdz et su r la seconde 

— Gdxdz -\- ^ J dy^j . La s o m m e de ces q u a t r e forces doit 

<f . . di di, 
êt re égale à zéro , ce qui donne , en r édu i san t , ^ -+- ^ = 0, 

ou bien, en m e t t a n t pour i.x et iy l eu r s va leu r s ci-dessus, la 
condi t ion 

(3) d& 

C'est l ' équa t ion différentielle de la surface affectée par la 
section t r ansve r sa l e déformée. On voit que les courbures des 
sections faites dans cette surface par des p lans paral lè les 
aux x et aux y sont égales et de sens con t r a i r e . 
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Cette équat ion différentielle doit ê t re définie pa r u n e 
condition re la t ive au con tour de la sect ion, que n o u s a l lons 
déterminer. Soit AB (fig. 149) u n e généra t r ice du cyl indre 
qui forme le contour de la t ige to rdue ; considérons le p lan 
tangent à ce cyl indre le long de cette généra t r ice , et la n o r 
male mp à ce p lan en u n ce r t a in point m. Cette l igne mp 

sera, avant la tors ion, compr i se dans le p lan de la section 
transversale. Le p lan t a n g e n t su ivan t AB, ou la pet i te por
tion du cyl indre c o n t o u r n a n t avec la
quelle il se confond, n ' e s t soumis à au - A 

cune force au t r e que la press ion a tmos
phérique qui lui est n o r m a l e ; la section 
transversale passan t pa r mp n ' e s t sou
mise qu 'à des forces s i tuées dans son m \ P 

plan, et par conséquen t pe rpend icu la i res 
à AB, il en résul te q u e , si nous considé
rons le dièdre formé pa r ces deux p lans , 
il n'existe aucune force t endan t à en Fie. 149 . 
modifier l 'angle droi t . La section t r a n s 
versale, après la déformat ion , r e s t e r a donc n o r m a l e en m 

au plan tangent su ivant AB ; el le pour ra bien, en t o u r n a n t 
autour de mp, s ' incl iner su r la l igne À B , m a i s elle ne cessera 
pas d'être t angen te à la l igne mp, n o r m a l e au plan t angen t . 

Si ma in tenan t nous cons idérons le p lan langent à cette 
section t ransversa le au po in t m, il con t iendra la l igne mp, et 
si nous projetons, su r ce p lan , l 'arc d 'hél ice const i tué par la 
ligne AB déformée, la project ion, su r un plan passant pa r 
mp, de cette l igne t angen te à un p lan n o r m a l à mp, sera 
elle-même n o r m a l e à mp, c 'est-à-dire t angen te au contour de la 
section t ransversa le , lequel n ' a pas cessé d 'être n o r m a l à mp. 

Si donc f (,r, y) = q est l 'équat ion du contour de la sec-

lion, et ~ le coefficient angu la i r e de sa t angen te , comme celui 

de la tangente à l 'hél ice projetée sur le plan de la section t rans-

versale est m e s u r é par le r appor t -r> nous au rons , pour l ' équa-
h 

lion expr imant la condi t ion cherchée , 

» l = t » ( S + - ) * - ( ! - « » ) * - » • 
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• Cette condi t ion doit ê t re satisfaite en tous les points du 
tour de la sect ion. 

M o m e n t de t o r s i o n . E q u a t i o n de r é s i s 
tance . — Les express ions (1) et (2) des composantes ?'.T, iv 

du gl issement en u n point que lconque d 'une sect ion per
met tent de ca lcu ler le m o m e n t des forces qui ont pu p ro 
duire ces déformat ions . 

Si, en effet, nous considérons dans le p lan d 'une section 
un é lément dxdij, le g l i s sement iT, p a r a l l è l e m e n t aux x, 
développe u n effort Gi.xdxdy, dont le m o m e n t , pa r rappor t 
à l'axe, est — Gixydxdy. 

De m ê m e , le g l i ssement iy, pa ra l l è l ement aux y, déve
loppe u n effort dont le m o m e n t est Giyxdxdy, et, par sui te , 
la somme des m o m e n t s de tous ces efforts é l émenta i res , 
pour toute la sect ion, devant faire équi l ibre au m o m e n l M 
des forces qui p rodu i sen t la torsion, on p o u r r a écr i re 

(ft) M =JjG J + 6« ) x - ( £ - 6y ) y] dxdy. 

En un poin t que lconque , le gl issement to ta l est e x p r i m é 

par iy, et si S 0 est la charge de sécur i té correspon

dant aux efforts t angen t ie l s ou de c isa i l lement , n o u s devrons 

avoir, comme condi t ion de rés is tance : 

(6) G y/îf+T» ^ S 0 . 

1 4 0 . C a s où la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e r e s t e p l a n e . 
Sec t ion c i r c u l a i r e . — La solution exacte du problème 
de la tors ion nécess i te l ' in tégra t ion de l ' équa t ion a u x dér i 
vées part iel les -\- = 0, qui donne la forme de la 

dx- dry 1 

section t r ansversa le déformée. Cette in tégra t ion n 'es t pas 
toujours facile n i m ê m e poss ib le ; elle peut s'effectuer exacte
ment pour un cer ta in n o m b r e de formes de sections t r an s 
versales, t andis que p o u r u n grand n o m b r e d 'au t res elle ne 
peut se faire que d 'une m a n i è r e approx imat ive . Nous al lons 
donner un exemple dans lequel elle peut ê t re ob tenue sim-
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M = j ' J C i [x2 + y1) dxdy ~ GûJ, 

en appelant J, c o m m e p r é c é d e m m e n t , le m o m e n t d ' iner t i e 
polaire de la sect ion. Nous r e t r o u v o n s ainsi l ' express ion que 
nous avions ob tenue lo r sque nous avions supposé que la sec
tion t ransversale conserva i t sa forme p lane . Le g l i s s e m e n t 

en un point que l conque , sjil -+- i'n est égal à 0 -+- y- = 6r. 
11 est donc m a x i m u m au contour où r = a et il y a t t e in t 6«. 
L'équation de rés is tance peu t s 'écrire alors GOa ^ S 0 , ou 

bien, en r emplaçan t G9 par m e t t a n t pour J sa va l eu r qu i , 

rdl a" 

pour le cercle est J — ~ — Q — > si Q dés igne la surface - « 2 

de la section t r a n s v e r s a l e 

Observons auss i que l ' express ion M = G.lô peut s 'écr i re 

identiquement 

1 Q 1 

M = 4 T Ô " G ' -

plement; mais , a u p a r a v a n t , n o u s a l lons nous p ropose r de 
chercher la condi t ion nécessa i re pour que les sect ions t r a n s 
versales res tent p lanes après la déformat ion . 

Cette condit ion, qui s ' expr ime par z = 0 pa r tou t , est év i 
demment une solut ion de l'é qual i m aux dér ivées par t ie l les (3). 
L'équation (4) du con tour est a lors , en raison de ce que 

et '-^r sont nu l l e s , 
dx a y 

(ixdx -4- hydy — 0 , 

laquelle est satisfaite par l ' équa t ion d 'un cerc le , 

x*- - \ - y ! — a2, 

et ne peut l 'ê tre a u t r e m e n t . Il n ' y a donc que les cy l ind res 
à base circulaire dont la sect ion t r ansve r sa l e res te p lane 
dans la torsion. 

Les gl issements composants?^, iv ont pour va l eu r ir = — 8y, 
/ = 8„c, et le m o m e n t de tors ion s 'expr ime par 
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Cette forme, p lus compl iquée , est peu t -ê t r e p lus générale , 
c o m m e nous le v e r r o n s . 

1 5 0 . S e c t i o n t r a n s v e r s a l e e l l i p t i q u e . — L'équat ion 
d-z d-z 

aux dér ivées par t ie l les - ¡ - ^ - 1 - -y^ = 0 est satisfaite aussi , 
1 dxl dy-

c o m m e on le sait , par celle qui r ep résen te le paraboloide 
hype rbo l ique , z = kxy. On en dédui t 

dà = ky< %=Ax> 
et, pa r su i te , 

i x ~ 7 x ~ ^ = ^ ~ ^-v' l y ~ % 9 x = -A ~^ °' °°' 

L'équa t ion du contour de la sect ion sera donc définie par 

dy A -|- 9 x b'2x 

dx ix A — 0 y a'2y 

si l 'on pose, pour abréger 

A + 0 b¿ 

A—O-"" à1' 
Cela c o r r e s p o n d a l ' équat ion de l 'e l l ipse 

a2 ^ b* 

Les cyl indres e l l ip t iques , t o rdus , se déforment donc de telle 
man iè r e que l eu r s sections t r ansve r sa l e s dev i ennen t des para
boloides hyperbo l iques . 

En appelant Ü la surface -ab de la sect ion t ransversa le 
et r e m a r q u a n t que les m o m e n t s d ' iner t ie p r inc ipaux \ x , I,, 

b2 a? 

valent r e spec t ivemen t Q — et Ü —> le m o m e n t de torsion 

M — JJG (iyX — iry) dxdy s ' expr ime par 

M = a^hif f(**°°2 + «V) <**dy = (b2h + «2U 
2G9 /..._ a2 .'b2\ G8 .. „.„ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Introduisons dans cette fo rmule le m o m e n t d ' iner t ie po
laire 

J = L , + I , = û ( ^ 

nous aurons , en r emp laçan t a2 -f- par — 

M - - · G · y 0 = 0 , 0 2 J 3 3 G y 0, 

expression bien différente de celle M - GJO que l 'on obt ient 
en supposant que les sect ions conse rven t l eu r forme p lane . 

Le gl issement , en u n point que l conque , expr imé par 

(_ 20 
v'i» -+- i*, est égal à -5—^—^5 V'«'*y? "+~ ( , ; 4 ' / ; 2 - On voi t que , pour 

MIE même va leu r de c 'es t -à-di re sur u n m ê m e rayon vec

teur, il sera d ' au t an t plus grand que x et y se ron t p lus g rands ; 

donc le g l i ssement m a x i m u m se produi t au contour de la 

section. 

Pour les points du contour , on a «-//- -+- b'x- = d'b1, et 
l 'expression du g l i s semen t , en é l iminan t //, peu t se me t t r e 

sous la forme ... V'«4 — x~ [a1 — b~). 

Supposons que» , soit plus g rand que b, c 'est-à-dire que b 
soit le petit axe ; cel te expression deviendra la p lus g rande 
possible lo rsque l 'on aura x—^Q, c 'est-à-dire aux ex t rémi tés 
du petit axe. C'est donc a u x ex t rémi tés du peti t axe de 
l'ellipse, dans le cyl indre e l l ip t ique tordu , que le danger de 
rupture est le p lus g rand . Le p lus grand g l i s sement a pour 

valeur, en ces poin ts , f̂̂ -̂  9, et l ' équa t ion de rés is tance 

s'écrira 
c2a2b n , „ 

On peut, au moyen de la va l eu r du momen t de tors ion M, 
éliminer GO, ce qui donne en t re M et S 0 la re la t ion s imple 

M ^ \ Q S 0 . 
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Le m o m e n t de to rs ion , p o u r être compat ib le avec la sécu
r i t é , ne doit donc pas dépasser le p rodu i t de la charge 
l im i t e , supposée appl iquée à tou te la sect ion t ransversale , 
par la moi t ié de la dis tance à l 'axe du point du contour qui 
en est le p lus r approché . 

1 5 1 . S e c t i o n s d e f o r m e s q u e l c o n q u e s . — N o u s ne 
donne rons pas d ' au t re exemple de l ' in tégra t ion de l 'équation 
aux dér ivées pa r t i e l l e s ; nous nous bo rne rons à rappeler que 
M. de Sa in t -Venan t , en effectuant celte in tégra t ion et les 
calculs qui en résu l t en t pour u n t rès g rand n o m b r e de sec
t ions t r ansve r sa l e s de formes var iées , a constaté que l'on 
pouva i t cons idére r o m m e à peu près constant , quel le que 
soit la forme de la section, le coefficient par lequel il faut 

mul t ip l i e r G - y G pour avoir la va l eu r du m o m e n t de torsion, 

et q u e , dans les deux exemples c i -dessus , n o u s avons t rouvé 

1 1 
égal à —ji soit a peu près — ou 0,025. Les chiffres t rouvés par 

M. de Sa in t -Venan t , pour les sections les p lus d iverses , ne 
va r i en t que de 0,023 à 0,026. 

On pour ra i t donc , d 'après les résu l ta t s de ces calculs, 
écr i re tou jours exac tement ou très approx imat ivement , 
quel le que soit la forme de la section t r ansve r sa le du prisme 
to rdu , 

M = f / f GO. 
M a l h e u r e u s e m e n t la m ê m e ana log ie ne se présente pas 

dans les express ions du plus g rand g l i s sement , de sorte que 
l ' équat ion de rés is tance ne semble pas pouvoir recevoir une 
forme s imp le , appl icable à tous les cas. 
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CHAPITRE XI 

É T U D E G É N É R A L E D E L A F L E X I O N 

SoMsr.uRE. — § i . — Considérations générale» : 152. D é f i n i t i o n . — 
133. F l e x i o n s i m p l e o u c i r c u l a i r e . — 154. M o m e n t f l é c h i s s a n t . — 135. A x e 
n e u t r e . F l a n d e flexion. — 136. F l e x i o n q u e l c o n q u e . F o r m u l e f o n d a 
m e n t a l e . — 137. E q u a t i o n de r é s i s t a n c e . •— 138. D é f o r m a t i o n d e l a 
secl iou t r a n s v e r s a l e . — 159. C o n d i t i o n p o u r q u e la f o r m u l e so i t a p p l i 
cable . — 160. Effort t r a n c h a n t . — 101 . R é p a r t i t i o n d e l 'effort t r a n c h a n t . 
— 162. G l i s s e m e n t l o n g i t u d i n a l d e s l i b r e s . — 163 . A p p l i c a t i o n a u x 
sect ions en f o r m e d e d o u b l e T s y m é t r i q u e . — 164. D é t e r m i n a t i o n d e 
l 'état m o l é c u l a i r e c o m p l e t d e la p i è c e f l é c h i e . — 163. D i r e c t i o n d u 
plus g r a n d g l i s s e m e n t . — 166. M a x i m u m d e l 'effort n o r m a l e t do l'ef
fort l a n g e n t i e l . — 167. R e l a t i o n e n t r e le m o m e n t f l é c h i s s a n t e t l 'effort 
t r a n c h a n t . — 168. F o r m e d e la f ibre n e u t r e a p r è s l a f l ex ion . — 
169. S o l u t i o n c o m p l è t e d u p r o b l è m e . — 170. T rava i l d e la f l ex ion . — 
171. Rés i s t ance vive. 

§ 2 . Comparaison des formes des sections transversales : 172. S e c t i o n s r e c 
t angu l a i r e s o u c a r r é e s . —• 173. Effet d e s t r o n c a t u r e s . — 174. I n c o n 
vénien ts d e s s e c t i o n s r e c t a n g u l a i r e s t r o p h a u t e s . — 173. S e c t i o n s 
évidées ou à d o u b l e T. 176. S e c t i o n s n o n s y m é t r i q u e s . 

§ 3. Cas particuliers : 177 . — E l a s t i c i t é s d i f f é r e n t e s à l ' e x t e n s i o n et à 
la c o m p r e s s i o n . — 178. Cas o ù la l i m i t e d e l ' é l a s t i c i t é e s t d é p a s s é e . — 
179. P o s i t i o n d e l ' axe n e u t r e e t m o m e n t d e f lex ion p o u r u n e p i è c e 
r e c t a n g u l a i r e . — 180. V a l e u r s • n u m é r i q u e s p o u r u n e p i è c e r e c t a n g u 
laire . — 18 t . C o m p a r a i s o n avec l ' e x p é r i e n c e . — 182. S e c t i o n en 
doub le T. — 183. C o m p a r a i s o n a v e c l ' e x p é r i e n c e . 

§ 1 " 

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES 

i r > 2 . D é f i n i t i o n . — C o n s i d é r o n s une Lige p r i s m a t i q u e 
droite, c 'est-à-dire engendrée par le m o u v e m e n t de sa sec
tion t ransversale se dép laçan t pa ra l l è l emen t à e l l e -même de 
manière que tous ses points décr ivent des l ignes dro i tes La 
ligne décrite par le cen t re de gravi té de la section sera Vax/' 
longitudinal de la t ige , et n o u s dés ignerons par fibre la l igne 
décrite par un a u t r e point que lconque . 
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Plaçons , pour fixer les idées, cet axe ho r i zon ta l emen t sui
van t l 'axe des x. Supposons que la t ige soi t fixée invar iab le 
m e n t à l ' une de ses ex t rémi tés que nous p r e n d r o n s pour 
or ig ine , et qu 'e l l e soit soumise , à l ' au t r e , à l 'act ion d'un 

dans ce corps , p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à son axe OX, devra 
développer des réac t ions faisant équi l ib re à tou tes les forces 
qui ag issen t depuis cet te section j u s q u ' à l ' ex t r émi té , forces 
qu i , par hypo thèse , se r édu i sen t à u n couple s i tué dans le 
p lan XY et don t nous dés ignerons le m o m e n t pa r M. 

L a r é su l t an t e de ces réact ions mo lécu la i r e s , développées 
dans la sect ion DCD', sera donc u n couple de m o m e n t M, 
s i tué dans le p lan XOY et que nous pouvons figurer par 
deux forces P , — P , égales, opposées et paral lè les à l 'axe 
des j ' , l 'une de ces forces exerçan t un effort d 'extension, et 
l ' au t re u n effort de compress ion , et tou tes deux appl iquées 
en des poin ts i n c o n n u s I, I ' de la t race DD' du plan des xg 
sur celui de la section t r ansve r sa l e . 

Si nous a d m e t t o n s , c o m m e n o u s l ' avons fait dans la pre
m i è r e par t ie , que les efforts mo lécu la i r e s positifs ou néga
tifs va r ien t p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la d is tance positive ou 
néga t ive à u n e droi te fixe des poin ts où ils s 'exercent , il 
faudra , pour que les efforts d 'ex tens ion a ien t leur résu l tan te 
P app l iquée en u n point I de la l igne Cl), que la ligne droite, 
aux d is tances de laquel le ces efforts sont p ropor t ionne l s , 
soit une para l lè le au d i amè t re E F conjugué de la direct ion 
CI) dans l 'e l l ipse cen t ra l e d ' i ne r t i e de la sect ion. Les efforts 
de compres s ion , p o u r d o n n e r u n e r é s u l t a n t e — P appl iquée 

Y 

Y i o . 130. 

E 

X 

couple situé dans 
u n p lan passant 
pa r son axe et 
que nous pren
d rons pour plan 
des xi/ (fig. 150). 
Fa isons d'abord 
abs t rac t ion du 
poids de la t ige. 
Une section t rans
versa le quelcon
que DCD faite 
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au point I' de la l igne CD', devron t de m ô m e ê t re p ropor 
tionnels à leurs d is tances à une l igne paral lè le à la m ô m e 
direction EF , conjuguée à CD'. E l pu i sque les deux résul 
tantes P et — P sont égales , il faudra encore que la l igne 
parallèle à EF qui séparera , su r la surface de la section 
transversale, la rég ion c o m p r i m é e de la région é tendue 
passe par le centre de gravi té C de cette section, c 'es t -à-di re 
coïncide avec la l igne E F e l l e - m ê m e . 

1 5 3 . F l e x i o n s i m p l e o u c i r c u l a i r e . — Ainsi l'effet 
du couple M que nous avons considéré sera de développer , 
dans toutes les sect ions t r ansversa les , des efforts de tens ion 
et de pression propor t ionne ls aux dis tances de leurs points 
d'application aux d iamè t re s EF conjugués , dans les ellipses 
centrales d ' inert ie de ces sect ions, de la t race CD, su r leur 
plan, de celui qui cont ient le couple M. Sous l 'action de ces 
efforts, u n é lément que lconque de la t ige, p r imi t i vemen t 
parallèle à OX et compr is ent re deux sections infiniment 
voisines, va s 'a l longer ou s 'accourcir , su ivant qu ' i l sera d 'un 
côté ou de l ' au t re de E F , et l ' augmenta t ion ou la d iminu t ion 
de sa longueur , é tant p ropor t ionne l le à l'effort qui la pro
duit, sera e l le -même propor t ionne l le à sa dis tance à E F . Si, 
de ces deux sections vois ines , n o u s supposons que l 'une soit 
restée immobi le , l ' au t r e se sera déplacée, c o m m e si elle avai t 
tourné, au tour de la l igne EF si tuée dans son plan , en con
servant d 'a i l leurs la forme p lane , d 'un petit angle mesuré 
par le rappor t de l ' a l longement d 'une fibre à sa distance 
à la ligne E F . Ces sections successives t ou rne ron t a ins i , les 
unes par rappor t aux au t r e s , au tou r de l ignes paral lè les à 
EF, de petits angles qui seront égaux si les dis tances p r im i 
tives des sect ions considérées sont égales et si le couple. M a 
la même va leur pour tou tes les sect ions . L'axe de la t ige , 
après le dép lacemen t , affectera donc la forme d 'un a rc de 
cercle situé dans u n p lan perpendicula i re à cette d i rec
tion E F . 

C'est à ce genre de déformat ion que l 'on donne le n o m 
de flexion s imple ou c i rcu la i re . 

I ô 4 . M o m e n t fléchissant. — Dans l ' hypothèse que 
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nous avons considérée, le m o m e n t M du couple qui fait flé
chi r , que l 'on désigne sous le n o m de moment fléchissant, a 
la m ê m e va leur pour toutes les sec t ions ; c 'est pourquoi la 
déformat ion é tan t la m ê m e p a r t o u t , l 'axe de la t ige prend 
la forme d 'un arc de cercle. Si le couple fléchissant était 
var iab le d 'une section à l ' au t re , tou t en r e s t an t dans le plan 
XOY, les ro ta t ions successives des d iverses sections s'effec
tue ra i en t toujours a u t o u r de l ignes para l l è les à E F , mais 
les angles de ces ro ta t ions va r ie ra ien t avec la g r a n d e u r du 
coup le . L'axe de la t ige affecterait e n c o r e la forme d 'une 
courbe plane si tuée dans u n plan perpendicu la i re à EF, 
ma i s cette courbe ne serai t p lus u n a rc de cercle . 

l o o . A x e n e u t r e . P l a n de flexion. — Dans chaque 
sect ion, la l igue E F , qui sépare la par t ie soumise à l 'exten
sion de celle qui est compr imée , et su r laquel le il ne s'exerce 
a u c u n effort, por te le n o m d ' a r e neutre. La surface cylin
d r ique , l ieu des l ignes EF pour toutes les sect ions, est la 
surface des fibres neu t re s . Les fibres qu 'e l le cont ient n 'ont 
subi, en effet, n i a l l ongemen t ni r accourc i s sement . Le plan 
de flexion est le plan dans lequel se t rouve l 'axe de la tige 
après la flexion, c'est la section droi te du cy l indre des fibres 
n e u t r e s . 

Il ne coïncide pas , en généra l , avec le p lan du couple 
fléchissant. Cette coïncidence n 'a l ieu que lo r sque le couple 
fléchissant s 'exerce dans u n plan con tenan t u n des axes prin
c ipaux d ' iner t ie de la section t r ansve r sa le ; l 'axe neu t re EF 
est a lors pe rpend icu la i r e à ce p lan . 

Nous supposerons que cette condi t ion est toujours réalisée. 
Nous n ' en lèverons r ien, pa r cette hypo thèse , à la général i té 
des solut ions que nous t rouve rons , car, si une pièce pr isma
t ique est soumise à l 'act ion d 'un couple si tué dans u n plan 
que lconque passan t pa r son axe, nous p o u r r o n s toujours 
décomposer ce couple en deux au t re s s i tués dans les plans 
rec tangula i res passan t pa r cet axe et pa r les axes pr incipaux 
d ' iner t ie de ses sections t r ansversa les , et d é t e r m i n e r l'effet 
qu ' i l produi t en supe rposan t g é o m é t r i q u e m e n t les effets de 
ses couples composants . 

Nous pour rons a insi ne nous occuper que du cas où le 
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couple fléchissant se t rouve dans l ' un de ces p lans c o m p r e 
nant l 'un des axes p r inc ipaux d ' iner t ie des sect ions, qui sera 
ainsi, en m ê m e t emps , le p lan de flexion. 

1 5 6 . F l e x i o n q u e l c o n q u e . F o r m u l e f o n d a m e n 
tale. — Considérons, dans u n e pièce p r i sma t ique a insi sol
licitée, une section t r ansve r sa l e AB (fig. 151) dont l 'axe 
neutre se projet te en C, et une au t re section infiniment voi
sine DE, dont l 'axe n e u t r e est projeté en I. Si nous supposons 
que la première AB res te fixe, le m o u v e m e n t relatif de la 
seconde par rappor t à celle-ci 
sera une rotat ion au tou r de l 'axe 
projeté en I, les fibres supé r i eu res 
s'étant al longées et les fibres i n 
férieures s 'étant raccourcies de 
quantités propor t ionne l les à leurs 
distances à l 'axe CI. Si mn est 
une de ces fibres, nn son a l lon
gement, l 'angle de la ro ta t ion 

nn CI 
sera mesuré par—— ou par 

1 ni CL) 
si le point 0 est le point de con
cours des deux l ignes AB, D'E', 
ou le centre de cou rbu re de l 'axe 
CI déformé. Désignons pa r p le 
rayon de courbure de la courbe 
affectée par cet axe après la dé- F I G . ISI . 
formation et pa r ds l ' é lément 
d'arc CI, dont la longueur n 'a pas v a r i é ; l 'angle de la ro ta -

lion —- que nous appel le rons rfa sera expr imé ainsi pa r 

ds , 
— = H Z . 

P 
Si u) est la sect ion é lémenta i re de la fibre mn, et E le coef

ficient d 'élast ici té de la ma t i è r e de la t ige, l'effort capable 
nn nn 

d'allonger de la fraction — la fibre dont il s 'agit sera Eu 
n»i mn 

Nous devons exp r imer que tous ces efforts é lémenta i res ont 
pour résul tante u n couple faisant équi l ibre au couple fléchis
sant dont le m o m e n t est M. 
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Remplaçons nn' par sa va l eu r — /i l , ou par —— en dési-
P P 

gnan t pa r v la dis tance n\ de la fibre que lconque nm à l'axe 
neu t re , et me t tons à la place de mn sa va leur d.s; l 'expres-

v 
sion de l'effort é lémenta i re dont il s 'agit dev iendra E<O — 

F 

Tous ces efforts devant se r édu i r e à u n couple , la somme 

de leurs project ions sur un axe hor i zon ta l doit être nulle, 

c 'est-à-dire que nous devons avoir 

Cette équat ion expr ime s i m p l e m e n t ce que nous avions 
déjà dit , que l 'axe neu t r e , p ro je té en C ou en I, passe par le 
centre de gravi té de la sect ion. 

P o u r expr imer que le couple r é su l t an t fait équilibre 
au couple M, p renons la s o m m e des m o m e n t s des efforts 
é lémenta i res par r appo r t au point C. Chaque effort étant 

ν 
Εω - et son bras de levier ?;, la s o m m e des m om e n t s sera 

P · Ε 
VEO>-?;:—— V<I)'A Or, Σωκ-' est le m o m e n t d ' inert ie de 

Ρ Ρ 
la sect ion pa r r appor t à l 'axe neu t r e ; désignons-le par I, 

nous a u r o n s à écr i re l 'équat ion d 'équi l ibre 

On voit que , c o m m e nous l 'avons dit , l o r sque le moment 
fléchissant M est le m ê m e pour toutes les sect ions, le rayon 
de courbure p est aussi constant , et la fibre n e u t r e affecte la 
forme d 'un a rc de cercle. Lorsque M est var iab le , le rayon p 
var ie en ra ison inverse . 

i r > 7 ' . É q u a t i o n d e r é s i s t a n c e . — Si nous désignons 

par R l'effort exercé par un i t é de surface su r une fibre quel

conque , il est égal au quot ien t , pa r la sect ion w, de l'effort 
v 

exercé sur cette fibre, qui est , d 'après ce qui précède, EW-• 
P 

V 
Nous avons donc R = E -ï ce qu i , combiné avec l 'expression 
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précédente, donne 

— = M , 
v 

nouvelle expression de la s o m m e des m o m e n t s des efforts 
qui font équi l ibre au m o m e n t fléchissant. Cette s o m m e de 

moments, qui s ' expr ime indif féremment par — ou par —? 

s'appelle le m o m e n t rés i s tan t ou m o m e n t d 'élasticité de la 
pièce fléchie. 

L'effort exercé su r chaque libre par un i t é de surface a 
M?; 

pour expression 1 1 = - j—• Il est p ropor t ionne l à l 'o rdonnée v 

du point considéré, il est donc m a x i m u m , dans u n e section 
donnée, aux points les p lus éloignés de l 'axe n e u t r e . Si l 'on 
désigne par i\ l ' o rdonnée de ces points , c 'est-à-dire le max i 
mum de ?:, et si l 'on veut que cet effort m a x i m u m ne dépasse 
pas une certaine l imi te Ry dépendan t de la n a t u r e de la 
matière de la pièce fléchie, on aura à satisfaire à l ' inégal i té 

Ro - — ' 

qui, suivant les cas, dé t e rmine ra soif le m a x i m u m du 
moment M que peu t suppor t e r une pièce donnée , soit, pour 
un moment fléchissant donné , les d imens ions de la section 

transversale qui en t r en t dans le r appor t 
I 

I Tiii. D é f o r m a t i o n de l a s e e t i o n t r a n s v e r s a l e . — 
La flexion, que nous venons ainsi de définir pa r des ro ta t ions 
successives des sect ions au tou r de leur axe neu t r e respectif, 
est accompagnée d 'un c h a n g e m e n t de forme de ces sections 
provenant des cont rac t ions la téra les , qui sont la conséquence 
des dilatations longi tudina les des fibres. Ces n o u v e a u x chan
gements de d imens ions é tant p ropor t ionne ls aux p remie r s 
sont, comme ceux-ci , p ropor t ionne l s aux dis tances des fibres 
à l'axe n e u t r e . l i e n résu l t e q u e , si l 'on suppose la section 
transversale p r imi t ive (fig. 152j divisée en é léments de 
forme carrée, chacun de ces é léments , dont les deux d i m e n 
sions sont accrues ou d iminuées de la m ê m e quan t i t é , p ro -
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por t ionnel le à r a c c o u r c i s s e m e n t ou à l ' a l longement longitu
dinal île la fibre à laquel le il cor respond , res tera de forme 
ca r rée . Tous ceux qui seront à la m ê m e dis tance de l'axe 
n e u t r e se ron t des carrés égaux, et les côtés de ces carrés 
a u g m e n t e r o n t ou d i m i n u e r o n t p ropo r t i onne l l emen t à leur 
d is tance à cet axe . P o u r que ces car rés puissent res ter con-
t igus , il faudra qu' i ls p r ennen t , les u n s par r appor t aux 

au t res , 
A B 

I 

--

D 

l ' a r range-
m e n t r e p r é s e n t é 
dans la figure 1 5 2 5 « , 
c'est-à-dire que l'axe 
n e u t r e se courbera , 
ainsi que les lignes 
qui lui sont paral
lèles sur le p lan de 
la section, suivant 
des arcs de cercle 
concen t r iques . Une 
fibre dont la distance 
à l 'axe neu t re est re
présen tée pa r v su
bissant un allonge
m e n t propor t ionnel 

à v, la l igne para l lè le à l 'axe n e u t r e , à la dis lance v, subira 
un accourc i ssement p ropor t ionne l à r,v, si Y; est le rapport 
e n t r e les cont rac t ions t ransversa les et les a l l ongemen t s lon
g i tud inaux . Le rayon de courbure de l 'axe neu t re sera, par 
conséquen t , à celui de l 'axe longi tud ina l , dans le rapport 

de 1 à I , ou bien aura pour va leur ^- La cou rbu re de l'axe 

n e u t r e sera é v i d e m m e n t en sens inverse de celle de l'axe 
longi tudina l , et si la concavi té de la p r e m i è r e est t ou rnée vers 
le h a u t , celle de la seconde sera t ou rnée vers le bas , et réci
p r o q u e m e n t ('}. 

Fio. Fio. l'j2 bis. 

(1) Cet effet des déformat ions t ransversa les a c c o m p a g n a n t toujours les 
ex tens ions et con t rac t ions longi tud ina les qui n 'ava i t été observé , dans le cas 
d e la flexion, que po'ur des corps t rès déformables , a été mis r emarquab le 
m e n t en évidence par une expér ience de flexion d 'un b a r r e a u d'acier, à sec
t i o n carrée de 39 mi l l imèt res de côté, dont M. Considère rend compte dans les 
Annales des Ponts et Chaussées, 1885, 1°' s emes t r e , p . 611. Sous l 'action des 
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1 5 9 . Condi t ion p o u r q u e In f o r m u l e so i t a p p l i 
cable . — Les formules qui précèdent et cflii expr imen t l 'éga
lité entre le m o m e n t fléchissant, dans u n e section que l 
conque, et le m o m e n t d 'élast ici té , c 'est-à-dire la s o m m e des
moments des efforts développés en tous les points de cette 
section, ont été é tabl is en supposant que ces efforts va r ien t 
proport ionnel lement à la dis tance de leurs points d 'appl ica
tion à une droi te fixe, l 'axe n e u t r e de la sect ion. Cette hypo 1-
thèse n 'est géné ra l emen t pas réal isée aux points d 'appl ica
tion des forces ex té r ieures t r ansmises à la pièce fléchie p a r 
l ' intermédiaire d 'au t res corps sol ides qui exercent sur cer
taines part ies de cette pièce des pression-s répar t ies d ' u n e 
façon généra lement que lconque et inconnue . Mais de m ê m e 
que, pour l ' extension s imple , nous avons admis qu ' à u n e 
certaine distance du point d 'appl ica t ion de la force ex té r i eu re , 
celle-ci se répar t i s sa i t éga l emen t sur tous les points de la 
section t ransversa le , quel que fût d 'a i l leurs son mode d ' ap 
plication; de m ê m e , dans la flexion, nous adme t tons , et 
l'expérience confirme qu 'à une cer ta ine dis tance des points-
d'application des forces ex tér ieures les efforts molécu la i re s 
qui leur font équi l ibre va r i en t su ivan t la loi que nous avons 
indiquée, c 'est-à-dire p ropo r t i onne l l emen t à la dis tance de 
leurs points d 'appl ica t ion à une droi te f i x e ( 1 J . 

Cette hypothèse n ' e s t au t r e que celle que nous avons faite 
dans la p remiè re par t i e , sous le n o m d 'hypo thèse du plan. 
Quelle que soit la loi réel le de va r ia t ion des efforts dans u n e 

efforts auxquels il a été soumis , ce ba r r eau a pr i s , dans le sens longi tud ina l , 
une courbure dont le rayon , dédui t dus données de M. Considère, était de-
8G millimètres envi ron. En m ê m e t e m p s , la section t r ansversa le s'est défor
mée comme il vient d'être dit, et l 'axe neut re a pris dans le p lan rie cet te sec
tion une courbure dont le rayon étai t de 174 mi l l imètres envi ron. On en déduit 
pour le rapport o des con t rac t ions t ransversa les aux di la ta t ions longi tudina les , 
la valeur 0,49 environ, très voisine de celle 0,5(1, qui cor respondra i t à u n e 
déformation produi te sans aucune modification du poids spécifique de l a 
matière déformée. [Voir c i -dessus , n" 107, page 218.) 

(') M. Boussinesq a m o n t r é {Journal de Liouville, 1871) qu'il y a là plus, 
qu'une simple hypo thèse . Cette répar t i t ion des efforts est une conséquence de-
la tonne allongée des t iges fléchies; elle est , pou r ainsi dire, la t r a d u c t i o n 
analytique, la mise en équat ion de la condit ion que les d imens ions t r a n s v e r 
sales de ces pièces sont pet i tes pa r rappor t à leur d imension longi tud ina le . 

On t rouvera , aux Annales des Ponts et Chaussées (1893, 2° s emes t r e , p . 228) 
des indications su r la g randeur de l 'erreur que l'on commet en supposan t 
appliquées, à l 'axe m ê m e de la pièce, les forces qui agissent en réalité sur sa 
surface. 
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section t r ansversa le , si l 'on r ep ré sen t e ces efforts par des 
o rdonnées qui leur soient p ropor t ionne l l e s , les extrémités 
de ces o rdonnées fo rmeron t u n e surface à laquel le nous 
avons subs t i tué u n p lan . Cette subs t i tu t ion sera d 'autant 
p lus légi t ime que l ' é tendue de la surface considérée sera plus 
pe t i t e , c 'est-à-dire que les sections t r ansve r sa l e s au ron t des 
d imens ions plus faibles c o m p a r a t i v e m e n t à la l o n g u e u r ou 
à l eu r s d is tances m u t u e l l e s . 

0 

M 

1GO. E f f o r t t r a n c h a n t . — Considérons ma in tenan t 
une t ige p r i s m a t i q u e , définie et placée c o m m e la précédente, 

fixée encore à l 'une de ses 
ex t rémi tés 0 (fig. 153) et 
soumise à l ' au t re , non plus 
à l 'act ion d 'un couple M, 

X- ma i s d 'une force P que nous 
supposerons placée dans le 

F i c 133. plan des xy qui contient 

l 'axe long i tud ina l OX de fa 
t ige et l 'un des axes p r inc ipaux des sect ions t ransversales , 
et dir igée pe rpend icu la i r emen t à l 'axe long i tud ina l , à une 
dis tance O A — a de l ' ex t rémi té fixe. 

Les efforts molécu la i res qui sont développés dans une sec
t ion t r ansversa le M que lconque , si tuée à u n e dis tance 0 M = . / ; 
de l ' ex t rémité fixe doivent faire équi l ibre à la force P, pour 
que la par t ie MA de la tige soit en équ i l ib re . 11 faut, pour 
cela, que la s o m m e des project ions de ces efforts sur f'hori-
zontale OX soit nu l le , que la s o m m e des projections sur la 
ver t ica le OY soit égale à — P , et que la s o m m e des moments 
pa r r appo r t à un poin t que l conque , an point M par exemple, 
soit égale au m o m e n t de la force P , ou à P la— x). 

Si nous cons idérons d 'abord les composan tes horizontales 
des efforts dont il s 'agit , n o u s voyons qu 'e l les seront déter
minées pa r la condi t ion d ' équ i l ib re r le couple P (a — x). 
Elles p rodu i ron t donc une flexion ana logue à celle que nous 
venons d 'é tudier , cou rban t l 'axe long i tud ina l de la pièce 
su ivan t une cou rbu re don t le r ayon p, var iab le , sera défini 

El 
par l ' équat ion — = P (a — x). 
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À cette déformat ion s 'ajoutera celle qui sera p rodui te pa r 
les composantes ver t icales des mêmes efforts et dont la 
somme doit ê t re égale à — P . Ces composan tes , ag issant dans 
le plan m ê m e de la sect ion, sont des efforts tranchants, qui 
produisent des déformat ions du genre de celles que nous 
avons étudiées p r é c é d e m m e n t sous le n o m de glissements. 
Pour nous rendre compte de ce nouvel effet, e x a m i n o n s 
d'abord le cas s imple où la sect ion de la tige serai t r ec t angu
laire et où la d i m e n s i o n t r ansve r sa l e (perpendicula i re au 
plan de la figure) serai t assez pet i te pour que nous puiss ions 
supposer que l'effort t angen l ie l dont il s 'agit conserve la 
même va leur tout le long d 'une para l lè le à l 'axe n e u t r e . 

1 6 1 . R é p a r t i t i o n d e l ' e f for t t r a n c h a n t . — Consi
dérons deux sections t ransversa les M, N (fg. 154) in l in iment 
voisines, la p remiè re à la dis
tance x de l 'or ig ine lixe, l ' au t re ' ^ ' 
à la dislance x -\- dx, et, en t re 
ces deux sect ions, un para l lé lé
pipède inf iniment pet i t mnqp 
compris entre deux p lans , l 'un 
mn à la distance v, l ' au t re pq à 
la distance v -+- dv de l 'axe Ion-

P 
•m 

7 
n 

P 
•m 

7 
n 

0 M N X 

gitudinal MN. Désignons par i F[0- 154• 
le gl issement su r mp, ce sera 
aussi, comme nous l 'avons vu, le g l i s sement su r la face mu 
perpendiculaire à mp ; et le g l i s sement sur la face pq sera 

di r . 
i -f- -j~ de. Ecr ivons l ' équa l ion d 'équi l ibre , dans le sens hor i 

zontal, du peti t para l lé lép ipède mnpq, c 'est-à-dire égalons 

à zéro la s o m m e des composan tes hor izonta les des forces 

qui s 'exercent sur lu i . Ces forces sont , sur les faces mp, nq, 

les composantes hor izon ta les des efforts r é su l t an t de la 

flexion due au couple P (a — x) pour la face mp, au couple 

P (a — x — dx) pour la face nq. Si nous désignons p a r / ; la 

largeur supposée un i fo rme de la tige fléchie, pe rpend icu 

lairement au plan de la figure, ces efforts, que nous avons 

plus haut r ep résen tés pa r 11, par un i t é de surface, ont pour 
Mf> 

valeur, d 'après l ' express ion de R — - j - i et pour la superficie 
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P Í Í Z — x \ v P l a — x — d . r ) v 
b d v - \ j v d v ) J G b d x = 0 ; 

l aque l le , en rédu isan t , devient 

di P P 

f l ) — U — = Y v , o u d i = — — v d v . 
dv l (A 

E n in t ég ran t et dés ignant , pour d é t e r m i n e r la constante, 
pa r i0 le g l i s sement su r l 'axe n e u t r e , pour v — 0, on 
obt ient 

. _ , 
* ~ l ° 2GI" 

La va leur de iQ peut se t rouver en r e m a r q u a n t qu'aux 

ex t r émi t é s de la section t r ansve r sa l e , lo r sque v a t te in t sa 

p lus grande va l eu r égale à ± ^> si h dés igne la hau t eu r de 

la section r ec t angu la i r e de la t ige , le g l i s sement doit être 

n u l , car a u c u n effort t angen t ici ne s 'exerce sur les faces 

la té ra les du corps fléchi. Fa isons donc i —- 0 pour y — z h ^ > 

il v iendra 

P h? , . P /h2 

l ° = 2 G Ï ' T ' ° U ' e " s u b s l l t n a n t ' 1 — ( 4 " ~ 

Mettons encore pour I, m o m e n t d ' iner t i e du rec tangle hh, 

bdv de chacune de ces faces : 

, . P ( a — x ) v , , 
sur la lace p m —• j b d v 

, . P (a — x — d r ) v , 
sur la lace n q — • • j b d v . 

Sur les faces mu, pq, s 'exercent les efforts de glissement 
di 

ayan t pour va l eu r les g l i ssements — i et i -f- -j- dv mul t ipl iés 

par la surface bdx de chacune d'elles et par le coefficient de 
g l i s sement (1. La s o m m e de ces forces, qui sont tou tes hori
zonta les , doit , pour l ' équ i l ib re , être nu l l e , ce qui donne 
l ' équa t ion 
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bh3 

sa v a l e u r — , ou b i e n , en dés ignan t pa r Q la sect ion t r a n s 

versale bh, Q cette express ion se m e t t r a a lors sous la 

12 
forme 

12P /h2 A 3P 

et le g l i ssement i sera complè t emen t dé t e rminé en chaque 
point en fonction de sa dis tance v à Taxe n e u t r e . 

On peut véri l ier que les efforts dus à cette déformat ion 
équilibrent bien la force P . L'effort su r un é l émen t mp, de 
surface bdv, au r a pour express ion Gibdv; et, en faisant la 

somme de toutes ces quan t i t é s ent re les l imi tes — ^ e t + ^ i 

on aura 
h 

h + 5 

> * = / 10-£)«•=• · · 
^ *y h 

D'après cela, on voit que , dans une t ige de section rec
tangulaire c o m m e celle que nous avons supposée , le g l isse
ment varie, aux divers points de la section t ransversa le , 
comme les o rdonnées d 'une parabole et qu ' au mil ieu, où il 
est. le plus g rand , il équ ivau t à u n effort égal à une fois et 
demie l'effort m o y e n qui cor respondra i t à une répar t i t ion 
uniforme de la force P su r toute l ' é tendue de la section 

3 P 
transversale. On a en effet, pour v = 0 , Gi = GiQ = - -· 

Si, au lieu d 'avoir supposé constant!! la l a rgeur b de la 
section t ransversa le , n o u s avions supposé que cette l a rgeu r 
était variable et fonction connue de la coordonnée v, en 
admettant toujours que le g l i ssement était le m ê m e sur toute 
l'étendue de cette l a rgeur b, nous aur ions pu opérer de la 
même man iè re ; s eu l emen t la superficie de la pet i te facepç, 

au lieu d'être c o m m e celle de mn, expr imée par udx, en 
désignant alors par u la la rgeur var iable , l ' aura i t été par 

dx. Celte modification, in t rodui te dans le c a l -
dv I 
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cul , a u r a i t t r ans fo rmé l ' équa t ion (1) en celle-ci 

& ï V = - G ( î v + Ïd£) °U §[^v = -d.{iu)t 

q u i , in tégrée depuis la va leur i\ co r r e spondan t à la ñbre la 
p lus éloignée pour l aque l l e le g l i s s emen t s ' annu le , jusqu ' à 
la va l eu r v de la fibre cons idérée , d o n n e 

P f" P rvi 
(5) iu = — çyîjuvdv çT^Juvdv, 

équa t ion faisant encore conna î t r e la v a l e u r de i, g l issement 
en u n poin t que lconque , en fonct ion de la dis tance v de ce 
po in t à l 'axe n e u t r e , lo r sque u est d o n n é en fonction, de v. 

1 6 2 . G l i s s e m e n t l o n g i t u d i n a l d e s f ibres . -— Ce glis
s e m e n t t r an sve r sa l des sect ions du p r i sme fléchi est accom
p a g n é d 'un g l i s sement long i tud ina l des fibres les unes sur les 
a u t r e s , c 'es t -à-dire , par exemple , de la fibre pq par rappor t 
à la fibre mn, et qui est le m ô m e , p o u r un m ê m e effort t ran
c h a n t P , su r tou te l ' é t endue d ' une m ê m e fibre longi tudinale . 
L ' existence des efforts dus à cet te déformat ion , qui ne se 
p r o d u i r a i e n t pas si le p r i s m e fléchi était formé de pièces 
superposées , sans adhé rence les unes avec les autres , 
exp l ique ce fait d 'expér ience b i en c o n n u q u ' u n e poutre rec
t a n g u l a i r e , pa r exemple , d ' u n e cer ta ine h a u t e u r , présente 
à la , flexion u n e rés is tance bien supé r i eu re à celle d'un 
ce r t a in n o m b r e de m a d r i e r s supe rposés de môme hau teu r 
t o t a l e . 

Sous l ' influence du g l i s s emen t t r an sve r sa l , qui est variable 
d ' u n point à l ' au t re des sect ions , celles-ci ne res tent pas 
r i g o u r e u s e m e n t p lanes : elles ne p o u r r a i e n t l ' ê t re que si les 
pet i tes l ignes menées p a r a l l è l e m e n t à l 'axe longi tudinal 
e n t r e deux sect ions in f in iment vois ines , et perpendicula i re
m e n t à l eu r p lan , s ' inc l ina ien t toutes d 'une m ê m e quant i té . 
Mais les inc l ina i sons ou g l i s semen t s r e s t en t toujours de 
pe t i t es quan t i t é s , les différences des d is tances au plan de 
l 'une des sections des ex t r émi t é s de ces pet i tes l ignes, qui 
sont de l 'o rdre de g r a n d e u r des cos inus de ces peti ts angles 
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ou de l 'ordre de g r a n d e u r des car rés de ces g l i s sements , sont 
toujours négl igeables et t rop pet i tes p o u r être observées 
expér imenta lement . C 'est pou rquo i , dans les expériences les 
plus précises, on a toujours constaté que les sections res 
taient planes. 

1 6 3 . A p p l i c a t i o n a u x s e c t i o n s en f o r m e d é d o u b l e 
T s y m é t r i q u e . — Dans u n e section à double T , dont la 
hauteur est assez g rande et dont l ' âme n 'a q u ' u n e faible 
épaisseur, celle-ci n ' e n t r e , dans la va leur du m o m e n t d ' iner 
tie, que pour une faible pa r t i e , qui peu t être nég l igeab le . 
Alors le m o m e n t d ' iner t ie I, si i.> est la section de chacune 
des semelles et h la h a u t e u r de la pou t re , peu t s ' expr imer 

approximat ivement par — i et le r appor t -> s i m p l e m e n t pa r 

uA ; l 'équat ion de rés i s tance de la page 315 s 'écrira a lors 
M 

R 0 o j A ^ M , d'où l 'on p o u r r a dédu i re b> ^ . y - 7 fo rmule 
i\0n 

qui fera connaî t re la superficie à donner aux semelles d 'une 
poutre pour rés is ter à u n m o m e n t fléchissant d é t e r m i n é , et 
qui est abso lument iden t ique à celle que nous avons t rouvée 

(') Cette formule n ' é t an t qu ' approx ima t ive , M. Périsse, ingénieur , s'est p ro
posé de la rendre exacte au m o y e n d 'un coefficient correctif Q dont il indique 
les valeurs pour les cas ordinaires de la p r a t i que . Il écri t donc cet te formule 

M 
u = ^ ,e t voici un cer ta in n o m b r e des va leurs qu'il donne pou r Q : 

NATURE 
des poutres 

en forme 
rie double T 

HAUTEUR VALEURS 
du 

coefficient 
P O U T R E S correctif 

des 

Ame pleine 
avec cornières 

et 
plates-bandes 

0», 35 à 0 - , 5 0 

0 35 à 0 70 
0 73 à Ü 93 
1 00 à 1 20 
1 20 à 2 00 

I 

Ame plerae etj 0 30 à 0 ¿0 
cornières sans] 0 45 à 0 55 
plates-bandes. I 0 60 à 0 70 

0,80 
0,90 
4 ,00 
1,05 
1,10 

0,80 
o , a o 

1,00 

NATURE 
des poutres 

en form e 
de double T 

HAUTEUR 
des 

P O U T R E S 

En treillis avec! à t - , 5 0 âme Innfriturii-, , ' ri\ 
-aie, cornière^ 1 6 0 e t a U 

et plates-baudes d e s s u s . 

En treillis avec 0 m 3 3 à Q m A Q 

quatre lïornierea 
seulement 0 45 à 1 00 

V A L E U R S 

du 
coefficient 
enrrfifitif 

1,00 

•1,03 

0,80 
0,90 

La section a, donnée par cet te formule, est la surface to ta le de la p la te -
bande, des deux cornières et de la por t ion de l 'âme serrée entre ces d e u x 
cornières pour un seul côté de la pou t re , ou la surface de celles de ces par t i es 
qui existent dans la forme de pou t re que l 'on a choisie. 
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(chapitre vin, page 208) pour les pou t res en treil l is , pour 
lesquelles nous avions r econnu que les semel les supér ieure 
et inférieure seules rés is ta ient au m o m e n t f léchissant, ce qui 
est d'accord avec l ' hypothèse que nous v e n o n s de faire, de 
considérer l ' âme c o m m e négl igeab le . 

Si celte hypo thèse est admiss ib le en ce qu i concerne le 
moment fléchissant, elle ne l 'est p lus pour l'effort t r anchan t . 
Nous avons vu que , dans une section t r ansve r sa le de forme 
quelconque, il se produisa i t , sous l 'act ion de cet effort que 
nous désignerons m a i n t e n a n t pa r T, u n g l i ssement i variable 
aux divers points de la section et exp r imé , en fonction de la 
largeur u de la section au point considéré et de la distance v 
de ce point à l'axe neu t r e par la formule (5), page 822, 

F rvi 
vJuv 

GI 
itvdv. 

L'effort cor respondant , mesu ré pa r le p rodu i t de ce glis
sement par le coefficient G, a pour expression 

GT = UlJ uvdv 

ù -

A' 

Si nous dés ignons par b la l a rgeu r des semel les {fig. 153), 
par h la h a u t e u r tota le de la poutre , 
pa r h' la h a u t e u r en t re les semelles, 
et par b' la s o m m e des saillies qu'el les 
forment sur l ' âme, de man iè re que 
l ' épaisseur de celle-ci soit b — b', la 
coordonnée u est cons tante et égale à 
b pour tou tes les va leu r s de v com-

h , A' 
2 

pour cette par t ie cor respondant aux 
F I G . I J S . 

semelles 

pr ises entre - ? et nous avons donc, 

"i , , / A 2 v 
uvdv = b — — Q 

8 2 
et GI OU S = 

21 

hl 
4 ' 

Pour la par t ie cor respondant à l ' âme , p o u r laquel le u a la 
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S=--
21 (6 / ] [ ï (b-b)v* • 

Cet effort est m a x i m u m pour v = 0, et il a t te in t a lors la 
valeur 

T bh- - b'h'2 T 3 bh2h' — b'h'3 

21 [b — b') Â h' (b — b') 2 bh3 — b'h'3 

T 3 
I 1 

bh-h' (b 
bh* [h - h')l 
Vr 1 — b'h'3 

Si la section à double T a u n e forme tel le que , dans le 
calcul du m o m e n t d ' iner t ie , on puisse négl iger l ' âme , la va leur 

exacte de ce m o m e n t d ' iner t ie qu i est — > pour ra , 

, , . bh?(h—h') 
e e g a l e a — -» approximat ivement , ê t re considérée c o m m e éga„ . „ 

b h i (h — h') , 
de sorte que le r appo r t t~rf^i P o u r r a e * r e r emplace 

4 1 

par — ou g- 11 en résu l t e que l ' express ion de l'effort maxi 

mum se rédui t a lors à 

h' [b— b') 

Cet effort m a x i m u m est donc le m ê m e que si l'effort t r a n 
chant était répar t i u n i f o r m é m e n t sur toute l ' é tendue de l ' âme, 
dont la superficie est h' (b — b'). 

Nous re t rouvons encore ici une analogie avec les pou t res 
en treillis dans lesquel les nous avons vu le t re i l l i s rés i s te r 
seul à l'effort t r a n c h a n t . 

Il ne faut pas oubl ie r qu ' à l'effort de g l i s sement , qu i se 
produit ainsi en chaque point de la section t r an sve r sa l e , 
correspond, dans le sens long i tud ina l , un effort égal en t re 
les libres para l lè les à l 'axe de la pièce fléchie. Cet effort 

valeur constante (b — b'), nous avons 

et en réduisan t 

T fbh* — b'h'* 
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expr imé , c o m m e le p récéden t , pa r G¿ = —: ue 

l'effort t r a n c h a n t P est le m ê m e dans tou tes les sections, 
la m ô m e va leu r en tous les points d ' u n e m ô m e libre longi
tud ina l e . P o u r le cas de la section en forme de double T, sa 
va l eu r m a x i m u m , au mi l i eu de la h a u t e u r de la section, est 
app rox ima t ivemen t c o m m e celle de l'effort de gl issement 

feuil les de tôle de h a u t e u r égale, fixées pa r des couvre-
j o i n t s et des r ive ts au mi l i eu de la h a u t e u r , cette expression 
peu t servi r à dé t e rmine r non s e u l e m e n t l ' épaisseur de 
l ' â m e , ma i s le d iamèt re ou [ l ' espacement des r ivets qui 
en r éun i s sen t chaque par t ie aux couvre- jo in ts . Cet espa
c e m e n t é tan t , par exemple , Ax, l'effort de g l i s sement qui 
s 'exercera sur cette l ongueu r et su r la l a rgeu r b — b' de 

T TAr 
l ' âme sera, à ra i son de - r r r , TTT pa r un i t é de surface, — r r ' • > 

h (o — b) r h 
et cet effort doit être infér ieur à celui qui p rodu i ra i t le cisail
l e m e n t du r ive t et qui , si d est le d i amè t r e de cette pièce, 

i z d ï 

est S„ en appe lan t S 0 la charge de sécuri té par c isai l lement . 

On a u r a donc à satisfaire à l ' inégal i té 

re la t ion cherchée en t re Aa; et d . 
L'observat ion que nous venons dé f a i r e , que l'effort longi

tud ina l de g l i s sement a t te in t sa va l eu r m a x i m u m tout le long 
de la m ê m e fibre long i tud ina le , donne l 'explicat ion de ce fait 
d 'expérience : l o r squ 'une t ige soumise à la flexion se rompt 
sous l 'action de l'effort t r anchan t , la disjonction ne se fait 
pas su ivan t le p lan d 'une des sections t r ansversa les , mais bien 
su ivan t la surface des axes neu t r e s des sections passant par 
l 'axe long i tud ina l . 

t r ansve r sa l 
T 

rt- Lorsque l ' âme est formée de deux 
h' (b — b') 

'o, 

1 6 4 . D é t e r m i n a t i o n d e l ' é t a t m o l é c u l a i r e c o m 
p l e t d e l a p i è c e fléchie. — Nous avons acquis la con
na i ssance des efforts molécu la i r e s développés , en chaque 
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point de la lige, sur deux faces rec tangu la i res menées pa r 

ce point, savoir : 1° su r le p lan de la section t r ansve r sa l e , 

un effort n o r m a l égal à = R; u n effort t angen t i e l égal à 

T rv' 
— \ uvdv = S; 2" su r le plan n o r m a l à cette sect ion et au 
alJ„ 1 

plan de flexion, u n effort t an
gentiel égal à S. Nous p o u v o n s 
en déduire la g r a n d e u r et la 
direction de l'effort su r une pe
tite face, d 'une d i rec t ion que l 
conque, m e n é e par le m ê m e 
point pe rpend i cu l a i r emen t au 
plan de flexion. Il nous suffit 
de nous repor te r à la cons t ruc t ion g raph ique donnée à la 
page 44. Si, su r u n e l igne hor izonta le (fig. 156), on por te 

OM = ^ 
-No , 

égale à la d e m i - s o m m e des deux press ions 

principales qui s 'exercent au tou r du point cons idé ré , 

N — N, 
MN = 1 — 1 2 égale à l eu r demi-différence, et si du point M 

comme cent re , avec MN pour r ayon , on décri t u n e demi -
circonférence, la l igne OR, j o ignan t le point O à un point 
quelconque R de cette demi-c i rconférence , r ep ré sen t e r a en 
grandeur la press ion qu i s 'exercera su r le p lan dont la nor 
male fait, avec la p lus g r ande des deux press ions pr inc ipa les , 

1 
un angle égal à ^ RMN. Cette press ion OR est d 'a i l leurs 

inclinée, sur la n o r m a l e à la face su r l aque l le elle agit , d ' un 
angle RON. 

Réciproquement , si l 'on connaî t les efforts OR, OR' qui 
s'exercent sur deux é léments p lans quelconques , passant pa r 
un point d 'un solide, a insi que les angles RON, R'ON que les 
directions de ces efforts font avec les normales à ces p l ans , 
ou, ce qui rev ien t au m ê m e , si l 'on connaî t les composantes 
normales OP, OP ' et les composan tes tangent ie l les PR, P 'R' 
de ces deux efforts, on n ' a u r a , à par t i r d 'un point O que l 
conque, qu ' à m e n e r une hor izon ta le ON, cons t ru i re les deux 
angles donnés RON, R'ON, p rendre les l ongueur s OR et OR' 
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égales aux efforts donnés , élever su r le mi l ieu de HR' une 
perpendicu la i re qu i , par sa r encon t re en M avec ON donnera le 
centre de la demi-circonférence, et pa r sui te les grandeurs 
ON, ON' des deux pressions pr incipales ; les d i rec t ions de ces 
press ions se ron t définies pa r les moi t iés des angles RMN, 
R'MN, ces moitiés é tant les angles formés, avec les normales 
aux deux p lans donnés , pa r la p lus g r a n d e des deux pres
sions p r inc ipa l e s . 

Appl iquons cette construct ion au p rob lème dont nous nous 
occupons, ayan t pour bu t de d é t e r m i n e r la g r a n d e u r et la 
direct ion de l'effort sur u n é lément p lan d 'une direct ion quel
conque, dans une pièce fléchie. 

A pa r t i r du po in t 0 , sur une hor izonta le ON, por tons 
OP = R, composante 
n o r m a l e de l'elfort sur 
le p l an de la section 
t r an sve r sa l e , et élevons 
l ' o rdonnée PR = S, 
composan te t angen
ti eli e du m ê m e effort; 
au m ê m e poin t 0 me
nons OR' — S, com

posante t angen t ie l l e de l'effort sur l ' au t r e é l émen t plan 
(la composante no rma le étant nu l l e , cette o rdonnée est 
menée pa r le point 0 ) . P renons le mi l i eu M de OP ; ce 
sera le cent re de la demi-circonférence passan t par R et R', 

et les press ions pr incipales seront ON = - (R 

et ON' = \ (R 

cipale est néga t ive , é tant portée en sens inve r se de ON par 
rappor t a u po in t 0 . Les deux efforts p r inc ipaux sont donc 
de signe cont ra i re : l 'un, le plus g rand , a le m ô m e signe 
que R, c 'est-à-dire est une tens ion d ' un côté de l 'axe neut re 
et u n e compress ion du côté opposé ; l ' au t re est u n e compres
sion dans le p remie r cas et une t ens ion dans l ' au t re . La 
direct ion de l'effort pr incipal m a x i m u m fait, avec la nor
male au p lan sur lequel s 'exerce l'effort OR, c'est-à-dire 
avec l 'hor izonta le , u n angle égal à la moi t i é de RMN, 

M 

FiG. 156 bis. 

V ' 'R
2 + 4S') 

y R 2 -+- 4S-). Cette de rn i è r e press ion pr in-
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1 2S 
égal par suite à ^ arc t a n g — · Aux points les p lus éloignés 

de l'axe neu t re , où S = 0, cet angle est nu l , c 'est-à-dire que 
la direction du p lus g rand effort pr inc ipa l est ho r i zon ta le . 

la direction des efforts p r inc ipaux [fait des ang les de 45° 
avec l 'horizontale . 

La direction et la g r a n d e u r des press ions pr inc ipa les é tant 
déterminées, il sera facile de t rouve r , soit par la cons t ruc 
tion graphique ci -dessus , soit par le calcul , la d i rec t ion et la 
grandeur de l'effort su r u n p lan d 'une di rect ion que l conque 
définie par l ' angle a que sa n o r m a l e fait avec l 'hor izonta le , 
par exemple. On calculera d 'abord l 'angle que cette d i rect ion 
fait avec celle de la p lus g rande des press ions pr inc ipa les 

et qui sera i ^ arc t ang ~ — a ) ; on cons t ru i ra l ' angle R'MN 

égal au double de cet ang le , ou bien, ce qu i r ev i end ra au 
même, on cons t ru i ra l ' angle RMR" = 2a. 

L'effort cherché sera r ep résen té en g r a n d e u r par OR", 
ses composantes n o r m a l e et t angen t i e l l e pa r OP" et P R " , et 
son inclinaison su r la n o r m a l e à sa face d 'appl icat ion R'ON. 

1 (iTi. D i r e c t i o n du p lus g r a n d g l i s s ement . — On 

peut se proposer , ce qu i peut avoir u n in té rê t p r a t i que , de 
déterminer, en c h a q u e poin t , la direct ion suivant laquel le 
l'effort de g l i ssement est le plus g rand , et la va leur de cet 
effort m a x i m u m . 

L'effort tangent ie l est m e s u r é , pour une direct ion q u e l 
conque, par la l o n g u e u r co r re spondan te R P de l 'o rdonnée du 
point R. Or, cette o rdonnée est m a x i m u m lorsque le point R 
est en R ( au mi l ieu de la demi-circonférence, su r la pe rpen 
diculaire élevée du cent re M à l 'hor izonta le ON. 

Ce point cor respond à la direct ion qui fait, avec l 'axe de 
la plus grande press ion pr inc ipa le , u n angle égal à la moi t ié 
de RjMN, c 'est-à-dire à 45°. 

Les faces su r lesquel les le g l i s semen t est le p lus g r a n d 
divisent donc en deux part ies égales les angles formés par les 
directions des press ions pr inc ipa les . 

Sur l'axe n e u t r e , au cont ra i re , R = 0, - arc t a n g = %-ï 
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1 6 6 . M a x i m u m d e l ' e f for t n o r m a l e t de l 'effort 
t a n g e n l i e l . — On connaî t a ins i , non seu lemen t les direc
t ions des plus g rands efforts en chaque poin t , mais leurs 
va leurs , lo rsque l 'on connaî t les composantes R et S, défi
nies comme nous l 'avons vu p a r 

M» T r v \ 
R = —r ' S = —f l u v d v . 

1 u l j 
V 

L'effort n o r m a l m a x i m u m a pour express ion 

R m = I (R + V / R 2 - M S » ) , 

et il est di r igé su ivan t u n e l igne qu i fait avec l 'horizontale 
2 S 

u n angle 9 tel que l 'on ai t t a n g 2cp = —-· L'effort tangenliel 

m a x i m u m , sur la figure p r é c é d e n t e , est r eprésen té par MR, 
i 

et a par sui te pour express ion S,„ = - v ' R ¿ - ( - 4 S 2 ; il fait, 

a ins i que la face su r l aque l le il s 'exerce, des angles de 
45° avec la direct ion de l'effort n o r m a l m a x i m u m . 

Il peu t a r r ive r , et il a r r ive f r é q u e m m e n t que , pour des 
sections t r ansve r sa le s qui p r é sen t en t des par t ies rent rantes , 
celles en double T, pa r exemple , le m a x i m u m R m ou S m > 

ains i d é t e r m i n é , dépasse n o t a b l e m e n t , en cer ta ins points, 
les va leu r s les p lus g randes de R et de S. 11 serai t alors pru
dent d 'en ten i r compte et de ne pas se con ten te r , c o m m e on le 
fait géné ra l emen t , d 'écr i re , pour l ' équa t ion de résistance 

dans u n e section dé t e rminée , R 0 ^ c o m m e nous l 'avons 

fait c i-dessus (page 315). Ce qui doit ê t re p l u s peti t que R0, 
c'est l'effort n o r m a l m a x i m u m suppor t é par la mat iè re , c'est 
donc le m a x i m u m de la quan t i t é R,„ dont nous venons d'écrire 
la va leur . On devra donc, pour avoir tou te sécur i té , écrire 
R 0 ^= m a x i m u m de RO T. Cet effort \ { m est expr imé en fonction 
de R et de S, et par sui te en fonction de v; et il sera pos
sible, dans tous les cas, d 'en ob ten i r le m a x i m u m soit analy-
t i q u e m e n t , soit g r a p h i q u e m e n t . 

Lorsque la fonction qu i expr ime S est d i scon t inue , comme 
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nous venons d 'en donne r u n exemple dans le cas d ' une 
poutre à double T, la p lus g r ande va leur de l\m ne c o r r e s 
pond pas géné ra l emen t à u n maximum dans le sens ana ly 
tique du m o t ; elle se p rodui t o rd ina i r emen t aux points de 
discontinuité de la fonction, c 'es t -à-dire aux points où la 
section change b r u s q u e m e n t de l a rgeur . 

Si, par exemple , nous cons idérons la section en forme de 
double T dont n o u s n o u s s o m m e s occupé (page 324), la va
leur de S, pour un point que l conque de l ' âme , est 

S = 2T(T—V) V 4 - ( * - 6 ) " ' J 

et. au point de jonct ion de l ' âme et des semel les , c 'est-à-dire 
h' 

pour v — — > on a 

T 
S = ; 

bh2 — b'h'2 [b — b') A/' 1 __ Tb (A2 — h"-
4 4 J ~~ 81 (b — b') 21 (ô — 6') 

m ê m e poi: 

la valeur du plus g rand effort de t ens ion , 

ATA' 
et au m ê m e point la va l eu r de R = Il en résu l te , p o u r 

n **» i / / R 2 • f ( i , \ 1 f m ' , . / M W » , Tb*{h»—h'*)*\ 

=2R + ( v R + 4 b _ ) =2 KlT + V i^+isP^r=rjji) 

~ 41 V ~^ V 4M'A A (b — S' ) 2 / 

et l'on conçoit qu ' i l pu isse y avoir te l les va leu r s de T, M, 
b, 6', h et h' qu i r e n d e n t celte express ion plus g rande q u e 

^ ~ qui serait l'effort m a x i m u m calculé par la mé thode o rd i 

naire, c 'est-à-dire l'effort de t ens ion suppor té par la libre la 

plus éloignée de l 'axe n e u t r e . 

On peut voir dans le Traité des Ponts métalliques de 

M. J. Résal, u n exemple dans lequel l'effort au point de 

jonction de l ' âme et des semel les dans une pout re à double T, 

dépasse d 'un qua r t la va l eu r de l'effort sur les fibres ex t r êmes 

de la pou t r e ; de sorte que si, dans cet exemple , on s 'était 

borné à calculer les d i m e n s i o n s de la pou t re d 'après la c o n 

dition R 0 = — ^ = ^ r ' en l imi tan t à 6 k i l o g r a m m e s pa r 
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mil l imè t re carré l'effort de la fibre ex t rême , c 'est-à-dire en 
faisant R 0 = 6,10 f i, la ma t i è re de la pou t re au ra i t supporté 
r ée l l ement , au po in t de jonc t ion des semel les avec l 'âme, 

un effort d 'extension qui au ra i t a t t e in t C x | l + 1) = 

par m i l l i m è t r e car ré , et cela dans u n e d i rec t ion obl ique par 
rappor t au sens du l a m i n a g e , c 'es t -à-dire dans une direction 
où la rés is tance est g é n é r a l e m e n t m o i n s g r a n d e que dans le 
sens long i tud ina l su ivan t lequel se font les expériences de 
r u p t u r e par t rac t ion . 

1 6 7 . R e l a t i o n e n t r e l e m o m e n t f l échissant et 
l ' e f fort t r a n c h a n t . — L'effort t r a n c h a n t dans une section 
t ransversa le que lconque , qui est équ i l ib ré par les efforts de 
g l i ssement dont nous venons de par le r , est lié an moment 
fléchissant p a r une relat ion s imple que nous al lons faire con
na î t r e . Soit, dans une tige p r i sma t ique (fig. 157) deux sec

t ions M, N inf iniment voisines, 
ayant pour abscisses x et x -\- dx. 
Supposons que cette t ige soit sou
mise à des charges dir igées verti
ca lement , ou pe rpend icu la i rement 
à son axe, et répar t ies d 'une ma
n iè re que lconque sur sa longueur . 
Soit pdx la por t ion de ces charges 
agissant su r la l o n g u e u r dx entre 

les deux sections considérées dis tantes de dx. (Si, au lieu 
des charges vert icales , il s 'agissait de forces d i r igées d'une 
façon que lconque , n o u s p r e n d r i o n s leur composan te normale 
à l 'axe, çt c'est elle que nous appel ler ions pdx.) Cela étant, à 
t ravers la sect ion M, la p lus voisine de l 'or igine des coordon
nées s 'exerce un effort t r a n c h a n t T, u n m o m e n t fléchissant 
M; su r la seconde section, N, ces forces dev iennen t : 

M N 

Fio. 157. 

T 4 - —- dx, 
1 dx 

M 4 - — dx. 
dx 

Et si nous écr ivons que l ' é l ément de l o n g u e u r dx est en 
équi l ibre , nous ob t iendrons , en observant , d 'une par t , quê tes 
efforts à ses deux ex t rémi tés agissent en sens cont ra i re et ne 
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doivent figurer dans les équat ions d 'équi l ibre que par leur 
différence et, d ' au t re par t , que , quel que soit le point d 'appl i 
cation de la fo rcepdx , elle a, par r appo r t à l 'une des sect ions, 
un bras de levier au plus égal à dx et que , pa r sui te , son 
moment, de l 'ordre de dx2 est négl igeable , tandis qu ' au con
traire l'effort t r a n c h a n t T a, par r appor t à la sect ion N u n 
moment Tdx, qui est de l 'o rdre des différences conservées : 

dx P ' dx 

En ne p renan t , bien en t endu , que les va leurs absolues , et. 

abstraction faite des signes, pour lesquels il est nécessaire 

d'adopter une convent ion spécia le . 

On déduit de ces deux re la t ions 

dm 
dx* ~ P ' 

Ainsi, l'effort t r anchan t est, dans chaque section, la dér i 
vée du m o m e n t fléchissant pa r r appor t à l 'abscisse, et la 
charge par un i té de l ongueu r est la dér ivée de l'effort t ran
chant ou la dérivée seconde du m o m e n t fléchissant. 

Si, au point considéré , il s 'exerce une force extér ieure finie 
P, cela veut d i re que pdx — P ou que p ~ oo . Alors , il y a 
eu ce point, deux va leurs de l'effort t r a n c h a n t qui différent 
entre elles de P , car d'X = pdx — P . 

l(i${. l ' o r i i M ! d e la f ibre n e u t r e a p r è s la f lex ion. 
El 

— L'équation — — M qui donne le rayon de courbure de la 

courbe affectée par l 'axe longi tudinal de la tige après sa 

flexion, lorsque l 'on connaî t le m o m e n t fléchissant M, per 

met de const rui re cette courbe et de calculer ou de m e s u r e r 

les déplacements de chacun de ses poin ts . Lorsque AI est 

constant, la courbe est u n a rc de cercle dont le rayon p est 

immédia tement donné ; lo rsqu ' i l est var iable , on peu t encore 

tracer la courbe avec une approx ima t ion suffisante pa r arcs 

de cercle successifs co r respondan t à de pet i tes l ongueu r s dans 

lesquelles il est supposé cons tant . Mais on peut avoir a lors 

une équation de la courbe qui pe rme t de la cons t ru i re et 
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s u r t o u t de calculer p lus fac i lement les dép lacements des 
d ivers points . 

On sait que si u n e courbe p lane est r appor t ée à deux axes 
de coordonnées r ec tangu la i r e s le r ayon de courbure p de cette 
courbe en u n point que l conque a p o u r expression : 

Or, si Taxe long i tud ina l de la t ige a été pr i s pour axe des 
x et si les déformat ions sont res tées pe t i tes , Taxe longitu
d ina l déformé s 'é loignera peu de Taxe des x, le coefficient 

tou jours t rès pe t i t ; on p o u r r a nég l ige r son carré devant l 'unité 
et écrire s i m p l e m e n t 

et, par sui te , m e t t r e l ' équa t ion qui précède sous la forme 

laquel le , pa r deux in tégra t ions successives, donnera y en 
fonction de x. Les deux cons tan tes d ' in tégra t ion seront déter
minées pa r les condi t ions du p r o b l è m e : la fixité de deux 
points de la t ige , pa r exemple , qui donne ra deux équations 
devant ê t re satisfaites pour des va l eu r s dé te rminées de x et 
de ?/, équat ions d'où l 'on dédui ra la va l eu r des deux cons
tantes . 

Il en sera de m ê m e si, au l ieu de deux poin ts fixes, l ' inva
r iabi l i té de posi t ion de la tige dans l 'espace est obtenue au 
m o y e n d 'un seul po in t fixe et de la d i rect ion de l 'axe en ce 
poin t . Les équa t ions se rvan t à d é t e r m i n e r les constantes 
seront alors ob tenues en e x p r i m a n t q u e , pour une valeur 

donnée de x, y e^~~p~ p r e n n e n t des va leu r s dé t e rminées . 

Lorsque le n o m b r e de ces cond i t ions dépassera deux, il 

d-y 
dx* 

(B) 
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s'introduira de nouvel les inconnues que l ' équa t ion serv i ra à 
déterminer. Si, par exemple , au l ieu de deux points fixes, il 
y en a trois, qua t r e , ou u n n o m b r e que lconque , si la d i rec 
tion de l 'axe de la t ige est fixée en un cer ta in n o m b r e de 
ces points, les réac t ions su r les poin ts d 'appui , qui ne pour 
raient être calculées p a r les règles ord ina i res de la s ta t ique 
et qui sont, pa r sui te , inconnues , se dé t e rmine ra i en t au 
moyen de l 'équat ion p récéden te . 

1 6 9 . S o l u t i o n c o m p l è t e du p r o b l è m e . — Le problème 
de la flexion des tiges se rédui t , en conséquence , à la dé ter 
mination du m o m e n t fléchissant M dans une section quel
conque. Ce m o m e n t é tan t t rouvé , on en dédu i t l'effort t r a n 
chant qui en est la dér ivée , la forme de la courbe affectée pa r 
la pièce fléchie au moyen de l ' équat ion (B), page 334, et 
l'effort qu i s 'exerce en c h a q u e poin t de ta section t r ansve r 
sale, au moyen des équat ions données dans les n u m é r o s 
précédents. 

1 7 0 . T r a v a i l d e l a flexion 
étude de la flexion, il nous res te 
à calculer le t ravai l nécessai re 
pour produi re , dans une pièce, 
une flexion dé te rminée , c 'est-à-
dire à m e s u r e r le t ravai l m o l é 
culaire développé par cette 
flexion. Le t ravai l nécessa i re 
pour al longer de D une t ige de 
section u et d 'une l o n g u e u r égale 
à l 'imité est (n D 113, p . 128) 
1 1 
- — - E w23, en me t t an t pour P 

sa valeur E U J . Or, pour une l ibre 
nui (fin. 158) dont la dis tance 
Cm à l'axe n e u t r e est r ep résen tée 
par v, le rayon de courbure OC 
de la pièce fléchie é tant p , l 'ai- F I G . 138. 

longement p ropor t ionne l J est 

le rapport — =— - i le t ravai l , pour cette fibre, est ainsi 
mn p 

-— P o u r t e r m i n e r cette 

B E E' 
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1 v-
- Ew - 5 par un i té de longueur , et, pour u n e l o n g u e u r infi-

i P 

n i m e n t pet i te CI - : dx, il est - Eœ —„ dx. La s o m m e de ces 

t r a v a u x é lémenta i res , pour cette m ô m e l o n g u e u r dx et pour 
1 Elffe 

tou te la section de, la t ige , sera, par conséquen t , - — — · 
On sait que le t rava i l d 'un couple se m e s u r e par le pro

dui t du m o m e n t de ce couple par l ' angle de la rota t ion. Les 
forces molécula i res développées par la flexion forment un 
couple , d 'abord nu l et qui dev ien t égal à M lo r sque la sec-

dx 
tion DE a tou rné de l 'angle dx = — • Le t rava i l de ces forces 

P 

sera donc - M R I A , expression iden t ique à la précédente , puisque 

Kl 
M — — · 

P 

E n faisant la s o m m e de tou tes les quant i tés semblables 
depuis l 'origine de la t ige j u squ ' à u n e section quelconque 
d'abscisse xx nous au rons le t ravai l T développé dans cette 
por t ion de la tige, lequel sera ainsi 

1 , 1 cl. dx 1 fk2 

^ N 

1 1 R I 
G = - / dx = ^ I Mrfa = S / M — = ^ I T ^ T dx. 

Sous l ' une quelconque de ces formes, l 'expression du tra
vai l de la flexion est généra le . 

Lorsqu ' i l s'agit d 'une pou t re droi te s i m p l e m e n t appuyée 
ou encast rée à ses deux ext rémi tés , cette expression peut 
recevoir u n e forme un peu différente. Remplaçons , dans 

1 

l ' avant -dern ière de ces formules , - pa r sa va leur approxi-
P 

mat ive -^M, nous au rons , en in tég ran t par pa r t i e s , 

* = / } • G * = [ M % - f% = [ M G J 

dM 
car l'effort t r anchan t T est é°'al à - 3 — • Si nous é tendons Tinté-

° dx 
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grale à toute la l o n g u e u r a de la pièce fléchie, la p r e m i è r e 
parenthèse du de rn i e r m e m b r e donnera une s o m m e n u l l e , 
car si la pout re est s i m p l e m e n t posée aux deux bou t s , M y 
est nul pour x = 0 et p o u r x;= a, et si elle est encas t rée à 

ses extrémités , c'est ^j- qui s ' annule aux deux l imi t e s de 

l ' intégration. Il res te a lo rs , pour le t ravai l total , 

Soit, par exemple , u n e pout re chargée en son m i l i e u d ' un 
P 

poids un ique P . L'effort t r anchan t T est égal à — depuis x=0 

a P . a . ,, 
jiisqu a x = —i et a depuis x = - j u s q u a x = a. L î n -

tégralo — ~ fTdt/, qu i expr ime le t rava i l , é tant pa r t agée en 

deux, appl icables chacune à la moi t ié de la pou t r e , a p o u r 
valeur : 

a_ 

{ [ / 2 p f 5 * 

Or, si / ' est la va l eu r absolue de la floche, la p r e m i è r e 

a 

intégrale / dy est égale à — f, et la seconde est égale à f. 

P / 
Nous avons donc , pour l 'express ion du t ravai l , C'est la 
moitié du t ravai l du poids P s 'abaissant de la quan t i t é f. 

Il en résul te que , si on a placé, sans vitesse, un poids P 
au milieu d 'une pou t re , le t ravai l molécu la i re de l 'é last ici té 
n 'aura pas fait équ i l ib re au travail de ce poids lo r sque la 
flèche aura a t te int la va leur pour laquel le les forces molé 
culaires feraient équi l ibre à la force P . La déformat ion se 
continuera donc au delà, en ver tu des vitesses qui se ron t 
acquises et il se p rodu i ra des vibrat ions que nous é tud ie rons 
au chapitre xvni . 
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1 7 1 . R é s i s t a n c e v i v e . — Le t rava i l mo lécu l a i r e qui a 
1 

pour express ion - P / peu t s ' expr imer a u t r e m e n t . La flèche / , 
Va3 

c o m m e nous le ve r rons , a p o u r va l eu r , si 1 est le mo-
r 48LI 

m e n t d ' iner t ie de la section t r ansve r sa l e de la tige, et E le 
coefficient d 'élast ici té de la m a t i è r e . Le m o m e n t fléchissant 

P a 
m a x i m u m a pour e x p r e s s i o n — > et la fibre la p lus fatiguée 

suppor te , au point où cette fat igue est la p lus g rande , un 
. . M?;, Pau , c eflort q u L a pour expression —p = · s u p p o s o n s que cet 

effort soit p réc i sémen t égal à la cha rge de sécur i t é R 0 , nous 
Pav, , 4R n I 

a u r o n s R n = -pr-1: d ou P = 
u 41 avi 

Le t rava i l de l 'é last ici té qui co r respondra à cette charge R 0, 
c 'es t-à-dire la résistance vive de la pièce, ou le t ravai l qu 'el le 

peu t absorber sans que l'effort au po in t le p lus fatigué 
dépasse la cha rge de sécur i té R„, sera donc 

1 1 Pa» 1 R g I 

2 ' "~ 2 4 8 E I ~ 6 E v\ 

Or \j pour des sect ions t r ansve r sa l e s semblab les , sera pro

por t ionne l à l ' é tendue Q de ces sect ions t r a n s v e r s a l e s ; nous 

pouvons donc r emp lace r \ par aQ, a é tant u n coefficient qui 

dépendra u n i q u e m e n t de la forme de la sect ion et qui sera 
le m ê m e pour les sect ions semblab les . Nous au rons alors 
pour l ' express ion du t rava i l de l 'é las t ic i té ou de la rés is
tance vive de la pièce, en r e m a r q u a n t encore que Çla en est 
le v o l u m e V, 

* R j v 
6 E ' 

c 'es t -à-dire que , c o m m e nous l 'avons déjà consta té dans le 
cas de l 'extension s imple , la rés i s tance vive est p ropor t ion-

nel le au vo lume et au coefficient -p que nous avons appelé 

coefficient de rés is tance v ive . 
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§ 2 

COMPARAISON DES FORMES DES SECTIONS 
TRANSVERSALES 

17—. S c e l l o n s r e c t a n g u l a i r e s ou c a r r é e s . — La 

formule qui dé t e rmine l'effort R sur une fibre que l conque 

et l 'équation de rés is tance que nous en avons dédui te 

R ^ 

s'appliquent aux va leu r s posi t ives ou négat ives de v ou de 
i'j, à la condit ion de c h a n g e r en m ê m e temps les s ignes 
des efforts R et R 0 . D 'un côté de l 'axe neu t r e , ces efforts sont 
des extensions, de l ' au t re ce sont des compress ions . 

Lorsque la section de la pièce est symét r ique , ou s imple
ment lorsque le m a x i m u m vL de la coordonnée v est le m ê m e 
des deux côtés de l 'axe n e u t r e , l 'effort m a x i m u m de com
pression est égal à l'effort m a x i m u m d 'extension, et cette 
forme de la section doit donc être adoptée lo rsque la mat iè re 
de la pièce fléchie peu t suppor t e r avec sécur i té la m ê m e 
charge, soit à l ' extension, soit à la compress ion . 

On voit a lors q u e , pour u n e ma t i è r e dé te rminée dont la 

charge de sécur i té R 0 est donnée , le m o m e n t fléchissant 

auquel une t ige pour ra rés is ter sera p ropor t ionne l au r a p 

port — ; la r é s i s t ance de la pièce à la flexion sera d ' au t an t 

plus grande que ce r appor t sera p lus élevé. 
Considérons, pa r exemple , une section rec tangu la i re , de 

largeur b et de h a u t e u r h ; nous avons 

j bh3 h ,, I bh'1 

i—-rT et », = - > d o u : — = -—· 
12 1 2 . v . 6 

La résistance à la flexion d 'une pièce rec tangula i re est p r o -
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port iormelle au carré de sa h a u t e u r , t and i s qu 'e l le est pro
por t ionnel le à la p remière puissance de sa l a rgeu r ; il y a 
donc intérêt , au point de vue de la rés is tance , à placer ver
t ica lement (c'est-à-dire dans le p lan dans lequel s 'exerce 
l'elTort de flexion) la d imens ion la p lus g rande de la section 
r ec tangu la i r e . 

On peut , au moyen de ce r appo r t — qui m e s u r e la résis-

tance à la flexion, compare r en t re el les d iverses sections 

t ransversa les et choisir celle qu i , pour u n e m ê m e quanti té 

de mat iè re , donne la p lus g r ande rés i s tance . Cette compa

raison sera r endue facile si l 'on expr ime , pour chaque sec

t ion t ransversa le , le r appor t —- par u n e quan t i t é l'onction de la 

superficie de la section, mul t ip l i ée par u n coefficient numé

r i q u e que l 'on pour ra p r e n d r e c o m m e coefficient de résis

tance de la section dont il s 'agit . Comme le r appor t — est du 

t ro i s ième degré, c 'est-à-dire est u n produi t de t rois d imen
s ions l inéai res , il faudra, pour l ' homogéné i t é , q u e la super
ficie Q de la section transversale, figure, dans son expression, 

à la puissance ^ afin qu 'e l le ne soit mu l t ip l i ée que par un 

n o m b r e ou par une fonction des r appor t s des d imens ions des 
d iverses part ies de la sect ion. 

Proposons-nous , par exemple , de compare r deux tiges de 
m ô m e mat i è re , l 'une à sect ion car rée , l ' au t re à section circu
la i re . Pour la p remiè re , si b est le côté du car ré et si l 'un 
des côlés est paral lèle au plan de flexion, on a 

b* b I b3 1 - -
I - d ' o ù — = — = - Lì2 = 0 , 1 6 6 6 Q 2 . 

1 2 * 2 V, 6 G ' 

Pour la seconde, si r est le rayon du cercle , on a 

Le cercle est donc, à superficie égale , mo ins rés is tant que 

le carré . 
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Mais, si le carré est placé de m a n i è r e que l ' une de ses dia

gonales soit para l lè le au p lan de flexion, on a vY = 
\'2 

d ou — 
1 

= Q 2 = 0,118 C!2. Le carré , a insi p lacé , 
^'i 6 y2 - 6 \'2 

est alors mo ins rés i s t an t que le cercle de m ô m e supcr t ic ie . 

1 7 3 . Effets des t r o n c a t u r e s . — La tige à section 
carrée ABCD [fig. 159), sollicitée 
ainsi à la flexion dans le p lan AC 
de l 'une de ses diagonales , p résente 
une par t icular i té qu ' i l est in té res 
sant de s ignaler . Si Ton suppose que 
l'on ait aba t tu les a rê tes A et C pa r ^ 
de petits pans coupés aa', ce', l i 
mités par des p lans pe rpend icu
laires au p lan AG, on au ra aug
menté la résis tance de la t ige à la 
flexion, bien que l 'on ai t d iminué 
sa section t r ansve r sa l e . 

En effet, si b est le côté AR du car ré , nous venons de voir 
I . ô 3 

que le r appor t — · pour la section ent ière , a pour va leur — - • 
v \ 1 1 6 y / 2 

Si nous dés ignons par y la p ropor t ion de la t ronca tu re des 
côtés des carrés , c 'est-à-dire si Aa — yô et al) = (1 — y) b, 
nous aurons , p o u r la section t ronquée , 

v = (i j e 1 * . ' + a I Y ( i _ T ) » , „ i = ( i _ Y ) 

I b3 

( l + 3 r ) i l - Y ) 3 , 
v ' G y / 2 

y / 2 

expression qu i dev ien t m a x i m u m pour y = g et qui p rend 

alors la va leur 

v[ 2 4 3 g y / 2
 v i 

Ainsi, l o r s q u ' u n e pièce est sollicitée à la flexion c o m m e 
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nous venons de le supposer , il y a avan tage , au point de vue 

de la rés is tance , à en aba t t re les a rê tes supé r i eu re et infé-
1 

r i e u r e , de m a n i è r e que la t r o n c a t u r e a t t e igne le - de la lon

g u e u r du côté du ca r ré . La rés is tance de la pièce t ronquée 

est supé r i eu re de p lus de 5 0/0 à celle de la pièce entière. 
Cette augmen ta t i on de -— par des t ronca tu res a l ieu même 

lo rsque la sect ion, au lieu de se t e r m i n e r par des angles, 
p résente des part ies a r rond ies . P a r exemple , p o u r une section 
c i rcula i re , on reconnaî t que ce rappor t a t t e in t son max imum 
lo r sque la t ronca tu re , faite par u n plan perpendicula i re au 
p lan de flexion, a t t e in t 0,0222 du r ayon . La rés is tance de la 
pièce à la section ainsi t r onquée dépasse de 0,0069 celle de 
la pièce, à section c i rcu la i re . 

Il en est donc encore do m ê m e , p a r exemple , dans le cas 

d 'une sect ion composée de plu
s ieurs rec tangles , c o m m e celle 
qui est r eprésen tée sur la fi
gure 160, et qui peut être consi
dérée comme formée d 'une sec
t ion rec tangula i re ABCD, munie 
de deux n e r v u r e s abcd, a'b'c'd 

éga lement rec tangu la i res . On 
reconna î t a lors que , si on désigne 
la l a rgeur br des ne rvures par b, 

celle AB du rec tang le principal 
pa r b-r-b', la h a u t e u r AD de ce rec tangle pa r c et la h a u 
t e u r to ta le , y compr i s les n e r v u r e s , pa r c, toutes les fois 
que l 'on au ra 

«· - 6 - > 

A a 
£ e — - - - -6*6 * 

* _ 

D 

6' 
F I G . 160. 

b'c'2
 > ô e a 

on a u g m e n t e r a le r appor t — en s u p p r i m a n t les deux nervures 

ou saill ies abcd, a'b'c'd' (*). 

(') Voir, sur celle quest ion des t ronca tu re s , la t ro i s ième édition de Navier, 
anno tée pa r M. de Sa in t -Venant , pages 94 et su ivan tes , où l 'on t rouvera le 
calcul détail lé d'où l'on dédui t le r é su l t a t qui vient d'être énoncé . 
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1 7 4 . I n c o n v é n i e n t s des s e c t i o n s r e c t a n g u l a i r e s 
trop hautes . — P o u r la tige à section rec tangu la i re dont nous 

I A Q , M 1 b , i l 1 r . ' I / ^ " AVONS parle page 3 4 0 , nous AURIONS — = — - = - il- \/ -• 
r 1 ° vl b b V b 

A égalité de sect ion, la rés i s tance est d ' au tan t p lus g rande 

que le rappor t ^ de la h a u t e u r à la base du rec tangle est lu i -

même plus g rand : la rés is tance croît c o m m e la racine carrée 

de ce rappor t . 11 y aura i t donc avantage , dans la cons t ruc

tion des p r i s m e s des t inés à rés is ter à la flexion, à a u g m e n t e r 

indéfiniment la h a u t e u r en d i m i n u a n t la l a r g e u r ; ma i s il 

faudrait, p o u r que cet avantage fût réel , que l 'on fût assuré 

que le momen t de flexion s 'exercera tou jours pa r fa i t ement 

suivant le p lan m é d i a n qu i divise en deux la pet i te l a rgeu r b 

du pr isme. Lorsqu ' i l se p rodui t , dans l 'appl icat ion de la 

charge de pet i tes dévia t ions inévi tables en p ra t i que , l'effet 

est le m ê m e que si le m o m e n t de flexion agissait dans u n 

plan différent, et a lors la rés i s tance de la pièce h a u t e et 

mince se t rouve t rès n o t a b l e m e n t d iminuée . On reconna î t r a 

par exemple , que si ce m o m e n t est app l iqué dans le plan 

contenant u n e des d iagonales d u rec tang le , l eque l s 'écarte 

peu du plan méd ian lo r sque la l a rgeu r de la section est t rès 

petite par r a p p o r t à sa h a u t e u r , la rés is tance du p r i sme est 

réduite de moi t ié ( '). C'est pour cet te ra i son que l 'on évite 

d'employer des pièces de champ t rop minces ou de r end re 

trop grand le r appo r t de la h a u t e u r à la l a rgeur des pièces 

rectangulaires . On évite en m ê m e t e m p s u n e flexion qu i 

pourrait se p rodui re dans la pièce dans le sens de la h a u 

teur de la sect ion, su r t ou t si la charge est appl iquée à la pa r 

tie supér ieure . 

1 7 5 . S e c t i o n s é v i d é e s o u à d o u b l e T. — P o u r 
s'opposer à ce déversement des pièces rés is tant à la flexion, 
il faut leur donne r des d imens ions t r ansversa les ou u n e 
forme telles que leur rés is tance à la flexion ne d iminue pas 
outre mesu re l o r sque le p lan , dans leque l est app l iqué le 
moment de flexion, s 'écarte u n peu de la direct ion de l 'un des 

(') Voir, pour le dé ta i l du calcul , l 'édition de Navier anno tée par M. da 
Saint-Venant, page 130. 
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deux axes p r inc ipaux d ' iner t ie que n o u s lui avons supposés. Il 
faut , pour cela, que le m o m e n t d ' ine r t i e au lou r de l 'autre 
axe pr inc ipa l ne soit pas t rès pet i t par r appor t à celui qui 
e n t r e dans la va leur du m o m e n t d 'é las t ic i té eu égard au 
sens dans lequel la pièce est soll icitée à la flexion. C'est cette 
cons idéra t ion qui a fait adopte r , au l ieu de pièces rectangu

laires hau t e s et min-

l » à - - * - 6 - ces, des sections en 
forme de rectangles 
c reux , ou bien en 
forme de double T. 

Une section de 
cette forme, où b et 
A sont les dimensions 
d u rec tangle exté
r i e u r ; b' et h' celles 
du rec tang le inté

r i eu r (fig. 161) [dans le cas du double T la l a rgeu r b' est la 
s o m m e des év idements l a té raux , de m a n i è r e que l 'épaisseur de 
l ' âme ver t icale est (ô — b')] a pour section Q = bh — b'A', et 
pour m o m e n t d ' i n e r t i e au tou r d 'un axe hor izon ta l passant par 

* 1 

« -* - 3 — •* 
'M' 

F i b . 1 6 1 . 

son cent re de gravi té I — 

donne 

J bh3 — b'h'3 

v, lift 

bh* b'à'3 

12 

Û 2 

v l -

• Avec V\ 

b'h'3 

h 

2 
cela 

' b ' h ' y 
\bh Ì 

Le de rn ie r facteur est le coefficient de rés is tance de cette 

sect ion, comparée à la section r ec t angu la i r e de m ê m e super

ficie Q et dans laquel le le r appor t ^ serai t le m ê m e . P o u r celle-

1 3 IT 
ci, en effet, la rés is tance serai t ^ \ ^ 

Ih 
Si, par exemple , nous 

supposons K = 0 , 9 / ? . , b' 

I 

0 , 9 / ; , n o u s a u r o n s , pour la résis

t a n c e — de la section a insi formée — = - Q- \ / - x 4 2, 
v, 6 V b ' 1 <Jl 

c 'est-à-dire que cette sect ion au ra i t u n e rés is tance supé-
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rieure à qua t re fois celle de la section rec tangu la i r e de m ê m e 

superficie et pour l aque l le le r appor t ^ serait le m ê m e . 

Si l 'on veut t rouve r u n e section rec tangu la i r e p le ine , 

dont les côtés se ra ien t bi et h^, qui aura i t m ê m e superficie 

Q = bihl — bh —: b'h', et m ê m e rés is tance , il suffit, pu i sque 

A " . 1 - h 
la résistance de la section rec tangu la i r e est - iï1 1 / -—•> d'é 

° b V oi 

l 'égalité 

ÉCRIRE 

i — 
M 3 

b'fi'V 

ou, en é levant au ca r ré et s u p p r i m a n t les facteurs com

muns . 

h Y ' bh3 

b. 
\ bh3 ) 

\ bh 

Si nous supposons par exemple 

h' = 0,9A, b' = 0,9ô, nous a u r o n s 

b, 
= 1 7 , 2 

si 7 — 2 , on devra i t a v o i r ^ t -
6 

Ainsi, les deux sect ions t r ansver 

sales dessinées c i -contre , qui ont 

même superficie, ont aussi m ê m e 

résistance à la r u p t u r e par flexion, 

lorsque le m o m e n t de flexion agit 

exactement dans le sens ver t ical , 

c'est-à-dire pa ra l l è l emen t à l eu r p lus 

grande d imens ion . Mais la s imple 

inspection de ces deux figures 

mont re combien la section en forme 

de double T donne u n e stabil i té 

plus grande lo rsque les efforts ne 

sont, plus dirigés exac tement suivant ce p lan , et combien 

I 

Fin. 162 . 
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elle doit rés is ter p lus efficacement que la section rectangu
laire à tou te cause de flexion l a t é ra l e ou de déversement . 

1 7 6 . S e c t i o n s n o n s y m é t r i q u e s . — Nous avons con
sidéré j u squ ' i c i des sections symé t r iques , en ra ison de l ' h y 
pothèse que les cha rges qui peuven t ê t re suppor tées avec 
sécur i té pa r la mat iè re de la tige fléchie sont les mêmes à 
l ' extension ou à la compres s ion . Il y a des cas où il n 'en 
est pas a ins i ; pour la fonte, pa r exemple , et p robab lement 
aussi pour d ' au t res subs tances , la cha rge de sécur i té n'est 
pas la m ê m e lo rsque la ma t i è r e rés is te à l ' ex tens ion ou à la 
compress ion . On est alors a m e n é , p o u r employe r le mieux 
possible la ma t i è r e , à d o n n e r à la fige une sect ion non symé
t r i q u e . 

Si R„ est la charge de sécur i té applicable aux efforts d 'exten
sion par exemple , et R 0 ' , celle qui s 'appl ique a u x efforts 
de compress ion , et si nous écr ivons que , de chaque côté de 
l 'axe n e u t r e , la fibre la p lus c o m p r i m é e et la fibre la plus 
é t endue , dont nous dés ignerons les dis lances à cet axe par 
v\ et W j , sont l ' une et l ' au t re soumises à cet effort l imite, 
n o u s a u r o n s les deux équa t ions 

p - M u , , Mv> 
i \ 0 — j i n 0 — j 

D'où 

Cette équa t ion d é t e r m i n e r a pa r exemple l ' emplacement 
que devra avoir l 'axe n e u t r e , dans la h a u t e u r i\ -+- v\ — h 
supposée d o n n é e , pour que la condit ion p récéden te soit 
r e m p l i e . 

App l iquons cette fo rmule aux sections en forme de 
double T n o n s y m é t r i q u e , qui ont, été fort us i tées à l 'époque 
où l 'on employa i t la fonte p o u r rés is ter à des efforts de 
flexion. Désignons par b (fig. 163) la l a r g e u r de la semelle 
supé r i eu re , par b' la s o m m e des sail l ies de cette semel le sur 
l ' âme , don t l 'épaisseur est ainsi b — b', p a r b" la s o m m e des 
saillies, su r l ' âme , de la semelle infér ieure dont la l a rgeur 
sera b—- b' -\- b", par h la h a u t e u r tota le de la sect ion, par h' 
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la hau teur j u squ ' au -des sous de la semelle supér ieure dont 
l 'épaisseur est a lors h — h', et par h" l ' épaisseur de la 
semelle infér ieure ; nous a u r o n s la superficie de la section : 

Le momen t s ta t ique de cette sect ion, pa r rappor t à l ' a rê te 

. -, . , , , btë—b'h"i + b'h'* , 
intérieure de Ja base , sera et, par conse-
quent, la d is tance iq du cent re de gravi té à cette arê te sera 

_ 1 _ bh2 — b'h'2
 4 - b"h"2 

V > ~ 2 ' bh — b'h' 4 - b"h" 

La distance v\ de ce cen t re à l 'arête supér ieu re sera h — 1 \ 
et si nous dés ignons par les m ê m e s le t t res affectées de l ' in
dice 1 les d imens ions pr ises en pa r t an t de la base infér ieure , 
comme nous les avons prises en pa r t an t de la base s u p é 
rieure, ce qui rev ien t à faire 

bt--b—b'+ b"; V — b'i; b" — b[; h — h' — h'{; h — h" = h[; 

nous aurons de m ê m e 

, _ 1 bj\* — b\h{2 4 - b\h'{2 . 
V* ~ 2 ' bji— b{h[ + b\h\ ' 

et, par conséquent , en obse rvan t que les d é n o m i n a t e u r s de iq 
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et de v\ ont la m ê m e va leur Q, 

v, R„ bKl — b'h'2 4- b"h"2 

On peut , en y r e m p l a ç a n t h' pa r h — h\, et h\ par h — h" 

et négl igeant les différences de t e r m e s affectés des carrés 
A"2, h(~ des épaisseurs des n e r v u r e s , m e t t r e ce rappor t sous 
la forme 

o\ _no 
U ° W + \ [b - b') 

Le n u m é r a t e u r de cette express ion est la superficie de la 
par t ie de la section compr ise en t re l 'arête supér ieure et la 
l igne hor izonta le qui diviserai t en deux par t ies égales la 
h a u t e u r to ta le h, et le d é n o m i n a t e u r est la superficie de la 
par t ie de la sect ion compr i se ent re cette m ê m e ligne et 
l 'arê te infér ieure . Il en résul te que , pour satisfaire à la con
dit ion que les fibres les plus compr imées c o m m e les plus 
é tendues suppor ten t les unes et les au t res u n effort égal à la 
•charge de sécur i té , il faut que , si l 'on divise la section par 
u n e hor izonta le menée au mil ieu de la h a u t e u r , les super
ficies des deux par t ies en lesquel les on la divise soient entre 
•elles en r appo r t inverse des charges de sécur i t é . 

Cette règle n 'es t qu ' approx ima t ive : elle suppose que l'on 
puisse négl iger les t e rmes en K'~, A/' 2, carrés des épaisseurs 
des n e r v u r e s . Elle peu t donne r des résul ta ts assez diiférents 
•de la formule exacte (1). On la simplifie encore quelquefois 
davantage en n é g l i g e a n t la superficie de l ' âme verticale, 
•et a lors ce sont s i m p l e m e n t les superficies des nervures 
s u p é r i e u r e et infér ieure qui doivent ê t re en r appor t inverse 
des charges de sécur i té , c o m m e si l ' âme n 'exis ta i t pas . Mais 
ce l te dern iè re a p p r o x i m a t i o n s 'éloigne souven t beaucoup 
d e s résul ta ts du calcul exact . 

On pour ra i t app l ique r é v i d e m m e n t des procédés analogues 
•de calcul à des sections d 'une aut re forme que celle à double T 
n o n symé t r ique , p o u r le cas où les charges de sécurité 
•seraient différentes à l 'extension et à la compress ion ; nous 
n o u s bornerons à cette s imple ind ica t ion . 
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§ 3 

CAS PARTICULIERS 

1 7 7 . É las t i c i t é s d i f f é r e n t e s a l ' e x t e n s i o n e t à 1» 
compress ion . — Nous avons s u p p o s é , dans ce qui précède,, 
non seulement que les efforts é ta ient toujours p ropor t ion 
nels aux déformat ions qu ' i l s p roduisa ien t , ma i s aussi q u e 
des efforts de m ê m e g randeur , ma i s de sens cont ra i res , p r o 
duisaient des déformat ions de m ê m e é tendue . Il n 'en est pas 
toujours ainsi . En d 'au t res t e rmes , les coefficients d 'é las t i 
cité longi tudinale à l 'extension et à la compress ion ne sont 
pas toujours r i g o u r e u s e m e n t les m ô m e s . Il est probable que 
ce module varie d 'une façon cont inue , et le suppose r cons
tant, c'est a d m e t t r e que la courbe des déformat ions affecte 
la forme d 'une l igne dro i te , lo r sque l 'on p rend p o u r abscisses 
les efforts. En réa l i té , il est probable que cette courbe diffère 
quelquefois d 'une l igne droi te , et a lors on peu t s 'en r a p 
procher davantage On y subs t i tuan t deux droi tes formant une 
ligne brisée, ainsi que nous l 'avons déjà dit au n° 19 en p a r 
lant de la répar t i t ion des efforts su r une surface p lane ; ces 
deux questions sont , d 'a i l leurs , é t ro i tement connexes . Au 
lieu donc de supposer cons tan t le coefficient d 'é last ici té , 
nous allons a d m e t t r e qu ' i l a une va leu r différente à l ' ex ten
sion et à la compress ion . 

Nous p rendrons u n cas très s imple , celui d 'une pou t r e 
droite, à section rec tangu la i r e de l a rgeu r b et de h a u t e u r A. 

Lorsque les coefficients d 'élasticité sont les m ê m e s à l 'exten
sion et à la compress ion , l 'axe n e u t r e est au mi i ieu de la 
hauteur de la section ; ma i s , s'ils sont différents, cet axe a 
une position inconnue que nous a l lons dé te rminer . 

Appelons toujours v la d i s tance , à cet axe n e u t r e i nconnu , 
d'une fibre que lconque s i tuée du côté où se p rodu i sen t les 
efforts d 'extension, vq la p lus g rande va leur de v ou la d i s 
tance à l 'axe n e u t r e de la fibre é tendue qui en est la plus 
éloignée, R et R, les efforts d 'extension suppor tés pa r ces 
deux fibres et, enfin, ?/, v\, R', l\\ les m ê m e s quan t i t é s p o u r 
le côlé des fibres soumises à des efforts de compress ion . 
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Nous supposons que , de chaque côté , les efforts sont pro
por t ionne l s aux déformat ions , l esque l les sont e l les-mêmes 
propor t ionnel les aux d is tances des po in t s cor respondan ts à 
F a x e n e u t r e . Dans cette hypo thèse , la sect ion après la défor
m a t i o n res te p lane , c o m m e nous l 'avons toujours supposé. 
Alors , n o u s pouvons écr i re , pour e x p r i m e r ces propor t ion
na l i t és 

[ ) R, " « > , • R { ~ » ; ' 

Mais, si nous p renons deux fibres, Tune é t endue , l 'autre 
c o m p r i m é e , à égale dis tance de l ' axe n e u t r e , condition 
exp r imée pa r v = v\ les efforts qui s ' e x e r c e r o n t su r ces 
deux fibres ne seront pas égaux , mais seront e n t r e eux dans 
un cer ta in r appor t n qui sera celui des coefficients d'élas
t ic i té . Nous aurons donc , pour ces deux fibres, R - - wR', le 
r appor t n é tan t supposé connu . 

Des condi t ions précédentes nous déduisons immédia te 

m e n t 

Ecr ivons , c o m m e nous l 'avons fait au n° 1 5 6 , les équations 
d 'équi l ib re des forces qui agissent à t r ave r s une section 
dé te rminée et qui doivent ê t re équi l ib rées pa r le moment 
fléchissant M. L'effort su r chaque t r anche de l a rgeur b et de 
h a u t e u r dv se ra b\\dv et son m o m e n t pa r r a p p o r t à l'axe 
n e u t r e bRvdv ; nous devrons a insi avoir , 

JbRdv —JbW'dv' = 0 ; jbRvdv —JbR'v'dv' : M. 

Mettan t p o u r R et R' l eu r s va leurs dédui tes de (1) et inté

gran t , il v ien t , après réduct ions , 

(3) I V , - R , X = 0 , | ( R , « ï -I- R X 2 ) = M. 

La p r e m i è r e de ces équa t ions (3), r app rochée de (2), 

donne 
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et comme, d 'au t re pa r t , la h a u t e u r de la pout re é t an t A, on 
a Ky -f- = A, on en dédui t i m m é d i a t e m e n t : 

1 -f- \Jn 

ce qui dé te rmine la posi t ion de l 'axe n e u t r e ; on t rouve auss i , 
entre les efforts m a x i m u m R,, R , ' l a re la t ion 

R ) = ^ -

D'autre par t , si, de la deux i ème équat ion (3), et au m o y e n 
des relat ions qui v i ennen t d 'ê t re établ ies , on é l imine d 'abord 
R,' et v[, puis R, et t',, on t r o u v e 

b 1 1 4 - y w 6 1 + \n 

Si la pout re r ec tangu la i r e était dans les condi t ions ordi 
naires, on aura i t s i m p l e m e n t 

D'hypothèse que nous avons faite modifie donc le m o m e n t 
fléchissant auque l elle peu t rés is ter dans la p ropor t ion de 

2 
•[ ;\ —~—— pour u n effort m a x i m u m d 'extension R 4 donné 

' 1 + \'n 
2 v/fi

el dans la propor t ion de 1 à j= pour un effort m a x i m u m 
1 - f - y n 

de compression R' t donné . Ou, ce qui r ev ien t au m ê m e , 
pour un m ê m e m o m e n t fléchissant, les efforts m a x i m u m 
d'extension et de compress ion sont modifiés dans des rappor t s 
inverses de ceux- là . 

En général , le r appo r t n des coefficients d 'élast ici té à 
l 'extension et à la compress ion sera p lus grand que l 'un i té 
lorsqu'il en différera. P o u r les mé taux , sa différence avec 
l 'unité est, en généra l , inappréciable et n é g l i g e a b l e : les deux 
rapports c i -dessus se r édu i sen t a lors eux-mêmes à l ' un i t é . 
Pour les mor t i e r s ou les bé tons de chaux et de c i m e n t et, 
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par sui te , p r o b a b l e m e n t pour les maçonne r i e s , les expériences 
de M. Souleyre m o n t r e n t que ce r appor t est compr i s entre 
1 et 10 et qu ' i l peu t m ê m e s 'élever j u s q u ' à 20. En prenan t , 
pa r exemple , n = 9 ou \Jn = 3 , on en dédu i ra i t qu 'une 
pout re en mor t i e r , sous un m o m e n t fléchissant donné, 
suppor t e ra i t u n effort m a x i m u m d 'ex tens ion R t qui serait 

celui qui s 'exercerai t dans une pou t r e en m é t a l de même 
d i m e n s i o n . 

Cela m o n t r e , en par t icul ier , avec quel le réserve il faut 
accepter les r a i s o n n e m e n t s qui t enden t à dédu i re , des expé
r iences de flexion, les va leurs des charges de r u p t u r e par 
extension ou par compress ion . 

1 7 8 . Cas où l a l i m i t e d ' é la s t i c i t é est d é p a s s é e . — 
Nous avons tou jours , j u s q u ' à p résen t , supposé les déforma
t ions assez pet i tes pour qu 'e l les res ten t p ropor t ionne l les aux 
efforts qui les ont p rodui tes . Il en est g é n é r a l e m e n t ainsi 
dans les cons t ruc t ions p e r m a n e n t e s dans lesquel les , sous 
peine de voir ces déformat ions s 'accroî tre indéfiniment jus 
qu 'à la r u p t u r e , on est amené à adopter , pour la charge 
m a x i m u m suppor tée par la m a t i è r e , u n e l imi te inférieure à 
celle de l 'é las t ic i té . 

Il est cependan t des c i rconstances où l 'on peu t exception
ne l l emen t faire subi r aux pièces des efforts un peu supér ieurs 
à cette l imi te ; lorsqu ' i l s 'agit, par exemple , de cons t ruc
t ions t empora i r e s tel les que c in t res , échafaudages , ponts de 
service, pour lesquel les il impor t e peu de conserver une 
forme abso lumen t invar iable , qui peuvent , pa r conséquent , 
suppor t e r des efforts dépassan t u n peu la l imi te à par t i r de 
laque l le les déformat ions dev iennent p e r m a n e n t e s et cessent 
de leur être p ropor t ionne l l e s . 

Nous ignorons complè t emen t la loi qui lie les efforts à 
ces déformat ions : le n o m b r e d 'expér iences faites ne permet 
pas de l 'é tablir d 'une m a n i è r e cer ta ine ; nous ne pouvons 
que faire u n e hypo thèse . 

sion R\ qui n e serai t 
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Lorsque les déformat ions res ten t propor t ionnel les aux 
efforts, si l 'on dés igne pa r v la distance d 'une fibre que l 
conque d 'une pièce fléchie à l 'axe n e u t r e , et pa r v, la d is 
tance de la fibre la p lus é loignée, on a, en t re les efforts R 
et R„ qui s 'exercent respec t ivement sur ces deux fibres, la 
relation 

R v ¡7 = —• ou R, v, R = RH (1). 

Supposons q u e , l o r sque les déformat ions dépassent la 
limite de l 'é last ici té , l'effort R, au l ieu d 'ê t re s i m p l e m e n t 

exprimé par la p r e m i è r e pu issance de — > le soit pa r u n e 

expression de la forme 

, = B 1 [ ^ + B (3" + C ( i ) ' + D ( # + ] , 

À, B, G, D é tan t des coefficients n u m é r i q u e s var iab les pour 
chaque mat iè re et g é n é r a l e m e n t i nconnus . 

C'est sur tout aux extensions qu ' une parei l le loi serai t 
applicable. Pour les compress ions , la p ropor t ionna l i t é des 
efforts aux déformat ions semble se vérifier beaucoup plus 
loin que pour l ' ex tens ion , et l 'on peut , en généra l , pour ce 
genre d'efforts, se b o r n e r au p remie r t e rme . 

La propor t ionnal i té ne semble cesser, dans ce cas , qu ' au 
moment où c o m m e n c e n t les effets à'écoulement l a t é ra l du 
solide qui sont la conséquence d 'une t rès forte compress ion 
et que nous avons analysés au chap i t re x. A p a r t i r de ce 
moment, comme nous l 'avons dit a lors , les déformat ions , 
une fois commencées , cont inuent indéfiniment , t an t que 
l'effort constant qui les a produi tes con t inue l u i -même 
d'agir. 

Pour les extensions , nous nous bornerons a u x deux p r e 

miers te rmes , ce qui rev ien t à supposer nég l igeab les les 

troisièmes puissances des déformat ions , et c o m m e , ap rès 

avoir dépassé fa l imite de la propor t ionnal i té , les déforma

tions croissent p lus r a p i d e m e n t que les efforts, n o u s affec

terons du signe — le t e r m e en (j^^j ' 
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1 7 9 . P o s i t i o n de l ' a x e n e u t r e e t m o m e n t de 
flexion p o u r u n e p i è c e r e c t a n g u l a i r e . — Considé
r o n s encore u n e t ige à section rec tangu la i r e don t la largeur 
e s t b et la h a u t e u r h, et adoptons les m ê m e s notat ions v, 
v,, v', v'„ R, R,, R', R ' j , qu ' au n° 177'. 

P u i s q u e les efforts de compress ion sont propor t ionnels 
a u x déformat ions , ils le sont auss i aux dis tances v' des 
fibres où ils s 'exercent à l 'axe n e u t r e i n c o n n u , et nous pou
v o n s écr i re 

(i) R' = R ; 

P o u r les efforts d 'extension, pour lesquels cette propor
t i o n n a l i t é n 'exis te p lu s , nous a d m e t t r o n s , d 'après ce que 
n o u s venons de dire, la re la t ion e m p i r i q u e su ivante où m 
e t n sont des coefficients n u m é r i q u e s 

» = «.[-• 
e t pu i sque pour v — vt on doit avoir R — R , , on a, entre les 
coefficients n et m, la re la t ion nécessa i re m—n = i, d'où 
n = m — 1. P a r conséquen t , cet te express ion se me t sous 
la forme 

Mais la loi des t rès pet i tes dé format ions , c o m m e nous 
l ' a v o n s admise jusqu ' i c i , subs is te tou jours et s 'appl ique aux 
t r è s pet i tes déformat ions que sub issen t les fibres t rès voi
s i n e s de la fibre n e u t r e pour l e sque l l e s le car ré du rap-

v 
p o r t — est nég l igeab le . P o u r ces fibres, r a l l o n g e m e n t pro-

v \ 

p o r t i o n n e l dû à u n t rès pet i t effort d 'ex tens ion est le même 
q u e le r accourc i s semen t qui serai t p rodu i t par u n égal effort 
d e compress ion . Ega lons donc les va leu r s de R et IV obtenues 
en m e t t a n t dans les équa t ions c i -dessus , p o u r v et ?/, deux 

ra
v a l e u r s égales et assez pet i tes pour que le car ré puisse 

v \ 

ê t r e n é g l i g é ; n o u s a u r o n s 
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Ecrivons ma in t enan t , c o m m e nous l 'avons fait dans l 'é tude 
précédente de la flexion, les équa t ions d 'équi l ibre de la por
tion de tige compr ise depuis la section considérée j u s q u ' à 
l 'extrémité, c 'est-à-dire égalons à zéro la s o m m e des p r o 
jections des efforts su r u n axe pe rpend icu la i r e au plan de 
la section, et à M, va l eu r du m o m e n t fléchissant, la s o m m e 
des moments de ces efforts par r a p p o r t à l 'axe n e u t r e ; nous 
aurons les deux équa t ions 

(4) Jtlbdv —JKbdv' = 0 , Jbkvdv - f fb&'v'dv' = M, 
0 0 0 0 

ou bien, en m e t t a n t pour R et R' l eu r s va leurs et effectuant 

les intégrat ions, 

(5) (m + 2) R , t>t - 3 R ; « ; = 0 , ^ - bRrf - f i bRW» = M . 

L'équation (3), les deux équa t ions (5) et l ' équat ion 

(6) - ) - v [ — h 

qui est une donnée du p rob lème , suffisent à dé t e rmine r les 
quatre inconnues vu « / , R,, R,'. Nous pouvons , au m o y e n 
de (3), é l iminer i m m é d i a t e m e n t R / des deux équat ions (5) ; 
elles deviennent ainsi 

(7) [m 4- 2) »? = 3mv'l — • 6 R ( B } - j - ^ bRt — = M ; 

et la seconde peut , en y m e t t a n t la va l eu r de i>,', t i rée de
là première, s 'écrire 

3 

Ym - f 3 . wi/m+'2VT r r > , 

L'équation (6), combinée avec la p r e m i è r e (7), d o n n e 
d'ailleurs 

d'où, en subs t i tuan t dans la p récéden te , 

, „ M - R g . " + a m ( i i r ) : , 
' + V / " i ? ) 
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1 8 0 . V a l e u r s n u m é r i q u e s p o u r u n e p i è c e r e c 
t a n g u l a i r e . — Nous avons laissé i n d é t e r m i n é le coeffi
cient m. Voici les va leurs des express ions (8) et (9) pour 
diverses va leurs de ce coefficient 

m — 2 , v t = 0 , 5 3 0 3 / j , M = 1 , 4 1 7 3 . 
M 2 

T' 
m 3 , v \ — 0 ,573 fc , M = 1 , 8 0 . K< 

bh2 

IT 
rît — 4 , v < 

= 0 , 5 8 6 A , M = 2 , 1 7 . R, 
è A 2 

6 ' 

m v i = 0 , 3 9 4 / 1 , M = 2,8-4. 
bh2 

« : 

f/i — 6 , v i — 0,600/J , M — 2 , 9 0 . R, 
è/i2 

6 : 

m — 7 , 0 , 6 0 4 f t , M 3 , 2 3 . ft. "6"' 

1 8 1 . C o m p a r a i s o n a v e e l ' e x p é r i e n c e . — L a valeur 
qu i doit lu i ê t re a t t r ibuée dépend de la ma t i è r e dont se 
compose la pièce soumise à la flexion. P o u r le fer et l 'acier, 
il s emble qu ' i l y ai t l ieu d 'adopter un chiffre voisin de 
m = 4 . E n effet, dans l ' expér ience r appor t ée par M. Consi
dère (Annales des Ponts et Chaussées, 1 e r s emes t r e , p . 611) 
et dont il a déjà été ques t ion p lus hau t , il a été constaté 
q u ' u n ba r r eau d 'acier à section car rée de 0 m , 0 3 9 de côté, 
dont la rés i s tance à la r u p t u r e pa r ex tens ion é ta i t de 4 2 \ 7 
par mi l l imè t r e ca r ré , rés is ta i t à l'effort d ' un m o m e n t fléchis-' 
sant M — 729 k m , 70 . Pour ce ba r r eau , on a sens ib lement 

^ ~ = 0,00001 ; par conséquent , avec m = 4, on aurait 

R t = 7^,97^0000 _ <yjî Q p a r m i l H m è t r e car ré , chiffre infé

r i eu r à celui qui au ra i t p rodu i t la r u p t u r e par extension 

s imple . 

Cette m ê m e expér ience a donné t.̂  = 0 ,63, h, alors que la 
fo rmule ci-dessus n e d o n n e , pour m = 4, que vl = 0,59A. 
La différence est appréc iab le , ma i s il faut obse rver que nous 
avons supposé , du côté dos fibres c o m p r i m é e s , la propor
t ionna l i t é des efforts aux déformat ions . Nous avons aussi , du 

v 
côté des fibres é t endues , négl igé les puissances de — supé-
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rieures à la seconde, et cela peu t suffire pour expl iquer la 
différence dont il s 'agit . 

Dans une au t r e expér ience faite sur u n ba r r eau carré de 
bit* 

0,0165 de côté, pour l eque l , par conséquent , - g - = 0,00000075, 

dont la résis tance à la r u p t u r e par t ract ion était de 57 k ,8 pa r 

mill imètre car ré , le m o m e n t fléchissant a a t te in t 83 k m ,84 . 

Avec l 'hypothèse m = 4, on au ra i t eu 

R ^ 8 4 
0 , 0 0 0 0 0 0 7 5 x 2 , 1 7 ' ' 

résultat admiss ib le , pu i squ ' i l est infér ieur de p lus do 10 0 / 0 
à la valeur de l'effort qu i au ra i t p rodui t la r u p t u r e pa r exten
sion s imple. 

Dans cette expér ience on a constaté vt = 0,60/«, t andis 
que, pour m — 4, la fo rmule ci-dessus donne v{ = 0,59A ; 
l'accord est donc satisfaisant . 

On peut donc a d m e t t r e que , pour l 'acier, le coefficient m 

est voisin de 4 . 

L'effort suppor té par la l ibre compr imée , R{, a pour 
valeur 

R I = m\\, — — m\ —zr— • R i , 

soil, pour m = 4,Rj = 2,83R 4 , ce qu i , eu égard à ce que 
nous avons dit de la rés is tance à la r u p t u r e par compress ion , 
n'a rien d ' invra i semblable . 

Ajoutons que M. Léon Durand-Claye , en faisant r o m p r e 
par flexion des ba r r eaux de p lâ t r e , de c iment , de b r iques ou 
de calcaire t endre , a t rouvé que l 'on devai t p r en d re , pour 

moment de rés is tance à la flexion, M — k — R, k é tant u n 

coefficient dont les va l eu r s sont, en moyenne , les su ivan tes : 
2,95 pour le p l â t r e , 2 ,85 pour le calcaire t end re , 2,38 à 3,85 
pour diverses espèces de c iments , 1,71 à 2,14 pour d ' au t r e s 
échantillons de c imen t s , 3,70 à 4,18 pour les b r i q u e s , 3 ,45 
pour la craie, 2 ,73 pour les dalles d 'ardoises . 

La valeur de ce coefficient k est donc, en géné ra l , assez 
voisine de 3 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On voit, p a r l e t ab l eau qu i précode, q u e , p o u r m = 6, on 

au ra i t M — 2,90R 1 —••> et pour m 7, M = 3,25R. 
6 ' 

Il s emble ra i t donc que , p o u r ces ba r r eaux , le coefficient m 
devra i t ê t re compr i s en t re 6 et 7. On a u r a i t a lors , pour ces 
expér iences , Ti\ — 4Rj pour m = 6, et Rq = 4,59R ( pour 
m = 7. 

P o u r avoir /c — 4 , 1 8 , il faudra i t faire env i ron m — 1 0 , ce 
qu i donnera i t R' 4 = 6,3R!. Ces résu l ta t s n ' o n t r ien d ' inadmis
sible : nous avons vu , en effet, que p o u r les mor t i e r s et 
c iments la cha rge de r u p t u r e p a r compress ion était géné
r a l e m e n t supér ieu re à cinq fois celle de r u p t u r e pa r exten
s ion ; les fibres compr imées p e u v e n t donc avoir supporté 
sans se r o m p r e un effort de q u a t r e à c inq et m ô m e six fois 
celui qui a fait r o m p r e les libres é t endues . 

En r é s u m é , l 'on voit que , pour les pièces soumises à des 
efforts de flexion, et pour l e sque l l es ces efforts dépasseraient 
la l imi te de l 'é last ici té , on pour ra , en adop tan t p o u r la fibre 
la p lus é t endue u n e cha rge s u p é r i e u r e à la charge de 
sécur i té R^, qu i est appl icable l o r sque l 'on v e u t res te r au-
dessous de cette l imi te , a u g m e n t e r encore la g randeur du 
m o m e n t fléchissant par l ' adopt ion d ' un coefficient, qui , pour 
u n e section r ec tangu la i r e , est d ' env i ron 2 ou 2,5 ou m ê m e 3, 
de sorte que le m o m e n t rés i s t an t m a x i m u m , qu i dans le 

. Roi . , , „ 1 1 , 1 R J . 0 R , 1 
p r e m i e r cas est —> a t t e indra i t 2 —— ; 2,o —— ; ou m ê m e à —-· 

Cette considérat ion p e r m e t t r a de r édu i r e dans une pro
por t ion no tab le les d imen-

•6 sions des pièces des 
v rages proviso i res . 

ou-

Fio. 164. 

exemple , u n e pout re à section en forme de double T symé-

1 8 2 . C a s d ' u n e s e c 
t i o n e n d o u b l e T . — Un 
calcul ana logue peut être 
fait p o u r des pout res de sec
t ion t r ansve r sa le quelcon
que et n'offre aucune dif
ficulté. Considérons, par 
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v' W R 11 = R, - \m-(m—i)^ 

et en appelant u la l a r g e u r de la section t ransversa le 

\\\udv — IWudv' = 0 ; IRuvdv - j - IR'uvdv = M. 
0 0 0 0 

En effectuant les in tégra t ions et r e m a r q u a n t que , dans 
l'exemple choisi, u vau t (b — b') depuis v ou v'= 0 j u s q u ' à 
v = v, — c ou v' = v\ -— c et est égal à b depuis u = « , — c 
jusqu'à v = v\ et depuis v' — — c j u s q u ' à v' =v\f n o u s 
aurons 

<«> ^ H - ^ ) - ^ ( ^ - ^ ) 
+ ^ ( ^ f - - ^ ' ) = M. 

Si on désigne, pour ab rége r , par Q l 'aire de la section t r a n s 
versale Q = bh — b' (h — 2c) et pa r I' le m o m e n t d ' iner t ie 
de cette section au tou r de l 'axe n e u t r e inconnu et qu i , si 1 est 
le moment d ' iner t ie a u t o u r de l 'axe passant par le, centre, de 
gravité, c 'es t -à-dire au m i l i e u de la hauLeur A, a pour va l eu r 

F = 1 -\- Q Ivy ~ 2) ' c e s c ' e u x équa t ions , lo r squ 'on en a 

éliminé R e t v\ au m o y e n de '(3) et (6), p r e n n e n t la forme 

trique (fig. 164) de h a u t e u r tota le A; soit c l ' épa isseur 
1 

de chacune des semel les , b l eu r l a rgeur et - b' la sail l ie 

qu'elles font su r l ' âme dont l ' épaisseur est ainsi b — b' ; 
appelons vt et v\, les dis tances inconnues aux ex t rémi tés de, 
la section, de la fibre n e u t r e don t la posi t ion est à d é t e r m i 
ner. Nous avons tou jours , c o m m e plus hau t , les équa t ions 
(1), (2), (3) et (6) : 
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p lus s imple 

- * ' (» , - c ) 3 : ; 

La p remiè re peut servir à calculer v, qui y est seule 
inconnue . El le est du t ro is ième degré , et sa résolut ion serait 
l abor ieuse . Lorsque l 'épaisseur de l ' âme et des semelles est 
pet i te par r appo r t aux au t r e s d imens ions de la pout re , on 
peu t , app rox ima t ivemen t , p r e n d r e 

1 

(m — l ì cb' 
mil 

La va l eu r de vt é tan t t rouvée , exac tement ou approx ima
t ivemen t , en la po r t an t dans la seconde équat ion , et remar
quan t qu ' a lo r s I' peu t être calculé , on au ra "la relat ion 
cherchée en t re M et R,. 

1 8 . 3 . C o m p a r a i s o n a v e c l ' e x p é r i e n c e . — Une expé
r ience a été faite, en 1885, à l ' a rsena l de Malines sur une 
pou t r e en tôle de fer de 6 m è t r e s de l o n g u e u r en t re les 
appu is , pour l aque l l e on avai t à — 0 m , 7 0 , b = 0 m , 24 , 
b' — 0 m , 2 3 et c = 0 m , 0 2 envi ron . Le m o m e n t d ' iner t ie I de 
la sect ion t ransversa le de cet te p o u t r e , au tou r d 'un axe 
hor izon ta l passan t par le cen t re de g rav i t é , a pour va leur 
I = 0,00135. Lorsque la pou t r e est cha rgée assez peu pour 
que les secondes pu i ssances des déformat ions r e s t en t négl i 
geables , le m o m e n t fléchissant est l ié à l'effort m a x i m u m R 

par la re la t ion M = soit, pu i sque h — 0,70 environ 

2 
M = 0 ,004R. L'effort m a x i m u m étant , par exemple , l imité 
à 6 k i logrammes par m i l l imè t r e ca r ré , le m o m e n t fléchis
sant pour ra i t a t t e indre 0 , 0 0 4 x 6 . 0 0 0 . 0 0 0 = 24.000 k i lo-
g r a m m è l r e s , et il pour ra i t ê t re p rodu i t pa r u n poids de 
16 tonnes app l iqué au mi l i eu de la pou t re de 6 mè t r e s de 
longueur . Si, au con t ra i r e , on t ient compte , c o m m e nous 

( 12 ) 

( 1 3 ) 

V 3m 

M — —L 
j f m — 1 

ml ' — — ; [bo\ — 

( 14 ) 
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venons de le faire, des secondes puissances des dé fo rma
tions, et si Ton donne à m la va l eu r 4 qui semble indiquée 
par les expériences , on t rouve d 'abord pour vt la va l eu r 
Vi — 0,45. L'axe n e u t r e est donc r approché de 0,10 de la 
semelle compr imée . E n s u i t e , en po r t an t cette va leur dans 
l 'expression de M et en supposan t toujours m = 4, on 
trouve M = 0,0061R,. Si donc le mé ta l de la p o u t r e est 
du fer dont la rés is tance à la r u p t u r e est de 30 k i l o g r a m m e s 
par mi l l imèt re ca r ré , en n ' adop tan t m ô m e pour R ( q u ' u n 
chiffre de 25 k i l o g r a m m e s par mi l l imè t re ca r ré , pour 
tenir compte de l 'affaiblissement produi t pa r la r i vu re , 
on pour ra i t avoir pour M u n e va leur a l lant j u squ ' à 
M = 0 , 0 0 6 1 X 2 5 . 0 0 0 . 0 0 0 = 1 5 2 . 5 0 0 k i log rammôt res , l eque l , 
pour la longueur de 6 mè t re s , se ra i t p rodu i t pa r u n e cha rge 
de 101 tonnes app l iquée au mi l ieu de sa l ongueu r . La pou t re 
dont il s ' ag i t a en effet suppor té , sans se r o m p r e , u n e charge 
de 100 tonnes . On a r r ive ra i t à u n chiffre u n peu p lus élevé 
en donnan t . à» î la v a l e u r 5 

(!) On peu t consu l te r , sur ce sujet, l 'édit ion de Navier anno tée par Saint-
Venant, page 175, où la ques t ion qui fait l 'objet des articles 178 et suivants 
est traitée d 'une m a n i è r e u n peu différente. 
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C H A P I T R E XII 

F L E X I O N D E S P O U T R E S D R O I T E S 

S O M M A I R E . — § 1. Vautres posées sur deux appuis simples: 184. SigiiRS d e s 
m o m e n t s l l é c h i s s a n t s e t d e s efforts t r a n c h a n t s . — 1 8 5 . P o u t r e c h a r g é e 
u n i f o r m é m e n t s u r t o u t e la l o n g u e u r . —• 180. Effet de l 'effort 
t r a n c h a n t . — 187. C o n s i d é r a t i o n d u p o i d s p r o p r e d e l a p i è c e . — 
188. P o u t r e c h a r g é e d ' u n p o i d s u n i q u e . — 189. P o u t r e c h a r g é e d e p l u 
s ieurs p o i d s i s o l e s . — 190. Cas o ù les c h a r g e s i so l ées se d é p l a c e n t . — 
101. P o u t r e c h a r g é e u n i f o r m é m e n t s u r u n e p a r l i e d e s a l o n g u e u r . — 
192. S u b s t i t u t i o n d e c h a r g e s u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e s à d e s c h a r g e s 
i so lées . — 193. C h a r g e i n é g a l e m e n t r é p a r t i e . Aigu i l l e s u p p o r t a n t u n e 
c h a r g e d ' e a u . 

§ 2. Poutres encastrées: 194. P o u t r e e n c a s t r é e à u n e e x t r é m i t é e t l i b r e 
à l ' a u t r e . — 19a. P o u t r e e n c a s t r é e à ses d e u x e x t r é m i t é s . — 196. Effet 
d ' u n e n c a s t r e m e n t i m p a r f a i t . — 197. P o u t r e e n c a s t r é e c h a r g é e d ' u n 
poids u n i q u e . — 198. P o u t r e e n c a s t r é e à u n e e x t r é m i t é e t s i m p l e m e n t 
posée à l ' a u t r e . — 199. C o m p a r a i s o n d e s m o m e n t s f l é c h i s s a n t s d a n s 
la p o u t r e e n c a s t r é e e t d a n s l a p o u t r e p o s é e a u x d e u x b o u t s . 

§ 3. Poutres reposant sur plusieurs appuis : 200. T h é o r è m e d e s t r o i s 
m o m e n t s . — 2 0 1 . A p p l i c a t i o n a u c a l c u l d e s m o m e n t s f l é c h i s s a n t s a u -
de s sus d e s a p p u i s . — 202. D é t e r m i n a t i o n d e s coe f f i c i en t s n u m é r i q u e s . 
— 203. M o m e n t f l é c h i s s a n t e t effort t r a n c h a n t e n u n p o i n t q u e l c o n q u e 
de la p o u t r e e t d e s r é a c t i o n s d e s a p p u i s . — 204. R e l a t i o n e n t r e l e s 
m o m e n t s l l é c h i s s a n t s e n d e u x p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s d e d e u x , t r a v é e s 
c o n s é c u t i v e s . — 20K. C o n s t r u c t i o n g r a p h i q u e d e s p o i n t s c o r r e s p o n 
dan t s . F o y e r s d e s t r a v é e s . — 2 0 6 . Cas d ' u n e s e u l e t r a v é e c h a r g é e . — 
207. M o m e n t fléchissant m a x i m u m e n c h a q u e p o i n t . 

§ i " 

POUTRES P O S É E S SUR DEUX APPUIS SIMPLES 

1 8 4 . S i g n e s des m o m e n t s fléchissants e t d e s 
efforts t r a n c h a n t s . — L a dé t e rmina t ion de la g r a n d e u r 
du momen t fléchissant aux différents points d 'une t ige 
fléchie, dont nous a l lons m a i n t e n a n t nous occuper , est une 
pure quest ion d 'a lgèbre é l é m e n t a i r e ; elle se r é s u m e , dans 
chaque cas, à faire la s o m m e des p rodui t s des forces qu i 
sont appl iquées à la por t ion de t ige comprise entre la sec-
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t ion que l 'on considère et l 'une des ex t r émi té s , par la lon
gueur de leurs bras de levier , c 'est-à-dire pa r les distances 
du centre de grav i té de cette sect ion à la l igne qui repré 
sente leur di rect ion. Avant de donner que lques exemples de 
la réso lu t ion de ce p rob lème , il est nécessa i re de faire une 
convention au sujet du signe à adopter p o u r les mo men t s 
fléchissants. 

Si, dans u n e t ige AB (fig. 165), on p rend une section 
que lconque , G, il s 'exerce, à t ravers cette section, des efforts 
molécula i res qui font équi l ib re , d 'un côté , à tou tes les forces 
appl iquées à la pa r t i e AC, de l ' au t re , à toutes les forces 
appl iquées à la par t ie CB de la t ige. Il y a donc, dans cette 

section, su ivan t qu 'on la regarde 
¡ c o m m e t e rmin an t l 'une ou l ' au t re 

le des deux par t ies , deux groupes 
Al I J B d'efforts égaux et de sens con-

• t r a i re , qui ne sont , eu définitive, 
F I G . 1 6 5 . que l 'action et la réact ion de 

l ' une des par t ies sur l ' au t re . Ces 
deux groupes d'efforts, a ins i que la s o m m e de leurs mo
m e n t s qui fait équi l ibre au m o m e n t fléchissant, ou la somme 
de l eurs composantes ver t ica les , qui équi l ibre l'effort t ran-
chanL, seront donc de signes différents su ivan t que la sec
t ion C appa r t i end ra à l 'une ou à l ' au t re des deux par t ies de 
la t ige. 

Le m o m e n t fléchissant et l'effort t r an ch an t , dans u n e sec
tion d o n n é e , s ' expr iment o rd ina i r emen t d 'une manière 
absolue et sans indicat ion de la por t ion de la t ige à laquelle 
ils s ' appl iquent ; il faut donc leur a t t r ibuer u n signe spécial , 
indépendan t de cel te considérat ion. 

Pour le m o m e n t fléchissant, afin d 'avoir une définition qui 
s 'appl ique éga l emen t aux pièces courbes , n o u s conviendrons 
d 'a t t r ibuer le s igne + a u x m o m e n t s qui t enden t à a u g m e n t e r 
algébriquement la courbure de la t ige dans la section consi
dérée , et le s igne — à ceux qui t enden t à la d i m i n u e r , en 
r appe lan t ici que la courbure d 'une courbe , r appor tée à deux 

d2y 

axes OX, OY (fig- 166), est posi t ive lo r sque -̂ H- est positif, 

c 'es t -à-dire que la concavi té de la courbe est t ou rnée vers 
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F I G . 1 6 6 . 

les y positifs, ou que la courbe est placée c o m m e l 'une des 
branches m a r q u é e s -(-, et qu 'e l le 
est, au contra i re , néga t ive lorsque ^ 
la concavité est t ou rnée ve r s les y 
négatifs ou qu'elle est p lacée c o m m e 
la branche m a r q u é e — . Un m o m e n t 
fléchissant, qui t endra à d iminue r , q 
en valeur absolue , la cou rbu re né 
gative d 'une courbe , a u r a u n s igne 
positif, puisqu ' i l a u g m e n t e algébriquement la courbure . 

Pour les t iges rec t i l ignes , placées sur l 'axe des x, et dont 
la courbure est p r imi t i vemen t nu l l e , les m o m e n t s fléchis
sants positifs sont ceux qui t enden t à courber la tige vers 
la région des y positifs, et les négatifs , ceux qui t enden t à 
la courber vers la région des y négatifs . 

Quant à l'effort t r a n c h a n t , il au ra le signe de la dérivée 
du moment fléchissant. On reconnaî t faci lement que , pour 
une tige hor izonta le placée sur l 'axe des x, il est positif 
lorsqu'il tend à en t r a îne r , vers les y positifs, la por t ion de 
tige la plus rapprochée de l 'or igine, et négatif dans le cas 
contraire. 

Cela posé, nous a l lons donner que lques exemples de la 
détermination des m o m e n t s fléchissants, et en conclure la 
déformation des t iges fléchies. 

1 «!.">. P o u t r e c h a r g é e u n i f o r m é m e n t s u r t o u t e sa 
l o n g u e u r . — Con
sidérons d 'abord une 
l ige ou pout re h o r i 
zontale , suppor t an t 
une charge unifor
m é m e n t répar t i e sur 
toute sa l ongueu r , à 
ra i son de p par u n i 
té de l ongueu r , et 
r eposan t à ses deux 

F l c - i 6 7 - ex t rémi tés su r deux 
appu i s . Soit OA = a 

(fig. 167) la l o n g u e u r ; la charge totale est égale hpa, chacun 
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net 
des appuis en suppor t e la moi t ié , soit g- et exerce sur les 

ex t rémi tés de la p o u t r e u n e réact ion égale à » mais dirigée 

de bas en hau t . P r e n o n s une section q u e l c o n q u e M à une 
dis tance OM = i du point 0 . Les forces qui agissent sur la 
por t ion de pou t r e OM sont la réact ion de l ' appui 0 , égale 

&2: e ^ k 1 c n a r g c app l iquée su r OM, égale à px. Le bras de 

levier de la p r e m i è r e est x, celui de la seconde, qui peut 
x 

êt re r ega rdée c o m m e app l iquée au m i l i e u de OM, est -> et 

e l les agissent en sens con t ra i re . Le m o m e n t fléchissant M a 

a ins i p o u r va leur absolue ^ • x — px. ^ = ^ x (a — x); 

d 'a i l leurs , ce m o m e n t t end à courbe r la pou t r e vers les y 

posi t i fs , il doit , d 'après nos conven t ions , ê t re affecté du 
s igne - ( - ; nous a u r o n s donc 

M=f(„-«). 

Nous pouvons r e m a r q u e r que nous a u r i o n s obtenu la 
m ê m e va leu r du m o m e n t f léchissant en p r e n a n t les forces 
app l iquées à l ' au t re por t ion MA de la p o u t r e . Ces forces 

s o n t a v e c u n bras de levier a — x, et p (a — x) avec un 

c, — x 
bras de levier — - — ; la s o m m e a lgéb r ique de l eurs momen t s 

z— [a — X)—p (a — x) — - — est b ien égale a ^ (a — x). 

Cela étai t évident , d ' après ce que nous venons de d i re , et 
cette vérification pou r r a i t se faire de la m ê m e manière 
pour tous les au t r e s exemples que nous examine rons . Elle 
m o n t r e s i m p l e m e n t qu ' i l est indifférent, pour le calcul de 
la va leur du m o m e n t f léchissant , de p r e n d r e les forces 
app l iquées à l ' une ou à l ' au t r e des deux por t ions de la 
t ige , depuis la section que l 'on considère j u s q u ' à l ' ext rémité . 

Dans la pou t re un i fo rmémen t cha rgée , le m o m e n t fléchis
san t var ie donc c o m m e les o rdonnées d 'une parabole passant 
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par les ext rémi tés 0 , A, ayan t son axe ver t ica l , et dont 
l 'ordonnée m a x i m u m CD, qui se t rouve au mi l i eu de la 

7)0/ 
poutre, a pour va leur — C'est la va l eu r du m a x i m u m du 

8 
moment fléchissant M. 

L'effort t r anchan t , s o m m e des project ions, sur u n plan 
vertical, de toutes les forces qui agissent sur le t ronçon OM, 

a pour va leur absolue ^ — p x ; nous lui a t t r ibuons le s igne 

de la dérivée du m o m e n t fléchissant, l aque l l e est p réc isé-

ment -^ px, et nous écr ivons , par conséquent , p o u r l'effort 

t ranchant T : 

T = P ( J - * ) ; • 
on voit qu ' i l var ie , aux divers points , c o m m e les o rdonnées 
d'une droite E F . Il est n u l au mi l i eu de la pièce et m a x i m u m 

fia 
aux extrémités où il a t te in t la va leur 

Connaissant la va l eu r du m o m e n t fléchissant, nous p o u -

d-y 
vons, au moyen de l ' équa t ion El ^ 4 , = M, t r ouve r la fo rme 

de la courbe affectée, après la flexion, pa r l 'axe long i tud ina l 
de la pout re . Écr ivons donc 

„ , ¿Py pas p 
E dx* = 2 ( f l — X ) = 2 ~~ X ^ 5 

intégrons deux fois cette équa t ion , nous au rons , en dési
gnant par C, C les deux cons tan tes a rb i t ra i res d ' in tégra
tion : 

„ , dy pax2 px3 „ 
E I ^ = T"-1T + C ' 

E l ^ ^ - ^ + Ĉ  + C. 
Les constantes C et C doivent se dé t e rmine r , d 'après ce 

que nous avons dit , pa r la condi t ion que les points 0 et A 
restent fixes, c 'est-à-dire que l 'on ait y ~ 0 pour £ = 0 et 
pour x=a. Le groupe de va leurs x = 0, y = 0, annu le 
la constante C , et la cons tante C se dé te rmine par l 'équat ion 
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suivante , ob tenue en faisant x = «, y = 0, 

« = + *•<* C = - f ; 

et, pa r conséquen t , l ' équa t ion de la courbe cherchée est 

EIy = g [ ^ - | ( a » 4 - a ; s ) ] -

On aura i t pu , dans ce cas par t i cu l ie r , d é t e r m i n e r la cons
tan te C après la p r e m i è r e in tégra t ion , en r e m a r q u a n t que , 

pour x = % c 'est-à-dire au mi l i eu de la pièce, on doit avoir 

^ = 0, car la courbe doit ê t re s y m é t r i q u e et, pa r suite, 

avoir sa t a n g e n t e hor izonta le au m i l i e u de sa l ongueu r . 
L 'équa t ion de la courbe affectée par l 'axe de la pièce après 

la flexion p e r m e t de t r ouve r la flèche de flexion, c'est-à-dire 
la quan t i t é don t s'est abaissé le po in t s i tué a u mi l ieu . Il 

suffit, p o u r cela, de calculer la va l eu r de y p o u r x = ? · On 

t rouve 

et en dés ignan t par / la va l eu r absolue de la flèche (y est 
négatif parce que la courbe se t rouve au-dessous de l'axe 
des Ï ) , on a : 

S_ p£^_ 

' ~~ 3 8 4 El ' 

1 8 6 . E f f e t d e l ' e f f o r t t r : i i i e h : i n t . — L'équat ion pré
cédente de la courbe , et la va leur que l 'on en a dédui t pour 
la flèche, ne t i e n n e n t compte que de l'effet du m o m e n t flé
chissant , sans faire e n t r e r en l igne de compte celui de 
l'effort t r a n c h a n t . Nous avons t rouvé que , sous l 'act ion d'un 
effort t r a n c h a n t T, il se produisa i t , su r les sect ions t rans
versa les , u n g l i s semen t défini par 

T 1 r»\ 
uvdv ; 
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que nous avons déjà cons idérée ; vl = ^> u = b,J'uvdv = ~ ^ ' 

1 — — » et 7 T T - / uvdv • -z?m : nous avons alors , ' pour la 
12 ( J I M ^ O 2 G M ' 

poutre qui suppor te une charge un i fo rmémen t répar t i e , 

r = IGTA fiTdx = éûflp ($~x)dx 

Pour la m ê m e pou t re , la flèche f, due au m o m e n t fléchis-
24 

il en résulLe, pour la fibre s i tuée à la d is tance v de l 'axe 

neutre, une incl inaison i su r celle qui r é su l t e ra i t de la seule 

1 

action du m o m e n t fléchissant, de sorte que la cou rbu re - se 
P 

trouve augmen tée de -jj- Nous pour r ions donc écrire l ' équa -

M 
tion de la fibre déformée en a joutant à la va leur ^ > que nous 

avons prise p o u r j -^> cette quan t i t é Mais, s'il ne s 'agit 

que do t rouver la flèche tota le de flexion, nous pouvons nous 

borner à observer que la section t ransversa le , d is tan te de dx 

de celle que nous cons idérons , s 'abaisse par r appor t à cel le-

ci, sous l'effet de ce g l i s sement , de idx, et, pa r conséquent , 

rx-
\ idx sera l ' aba i ssement , dù à ce g l i s sement , du point situé-

à la distance x de l 'or ig ine de la l ibre dont il s 'agit . P o u r l 'axe 

T fVl 

longitudinal, pour leque l v = 0 , on a ¿ = 7 7 7 - / uvdv et 

l 'abaissement dont il s 'agit, p o u r le po in t s i tué au mi l i eu de 

la longueur de la p o u t r e , pour lequel x = <̂ sera, en le dési

gnant par / ' , 

/

'i Tdv pv\ 
GhcJuvdv-

0 
0 

/ uvdv, G, I et u sont des quan t i t é s cons tan tes pour u n e sec-
^o 

lion donnée. Soit, par exemple , la section r ec t angu la i r e ô X A 

nous avons déjà cons idérée ; 

M 3 , 1 r 1 ' ' , 3 
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san t , a pour va leur 

5n«' i _ Spa* 
' ~~ 3 8 4 R I ~ 

La flèche ainsi calculée s ' appl ique à l 'axe longi tud ina l ou 
à la fibre n e u t r e de la pièce. Si l 'on avait pr i s les fihres 
ex t rêmes , sur lesquel les i est n u l pa r tou t , on aura i t trouvé 
zéro pour la ilèche due à l'effort t r a n c h a n t . Il en résul te que, 
dans la pout re r ec t angu la i r e dont nous é tud ions la flexion, 
la fibre n e u t r e , ou l 'axe long i tud ina l , s 'abaisse, en réalité, 
de la s o m m e / + / ' des deux flèches : 

f \ f / - ^ l i § _ \ 

' " T ' - 326A \Eh* ' Gj' 

L'aba i s sement de cet axe long i tud ina l est a insi un peu 
plus grand que celui des fibres supé r i eu re et inférieure dû 
au m o m e n t fléchissant seul . 

La fibre n e u t r e n 'es t donc pas , après la flexion, exacte
m e n t au mi l ieu de la h a u t e u r de la p o u t r e . C'est ce que l'on 
peu t voir, d 'a i l leurs , sur la figure 152 bis, page 316, où le 
poin t 1' est un peu p lus bas que le mi l i eu de la pou l rc . 

Ces différences sont tou t à fait nég l igeab les en prat ique 
et, après les avoir s i m p l e m e n t s ignalées ici, nous ne nous en 
occuperons p lus . 

1 ïJT. C o n s i d é r a t i o n du po ids p r o p r e d e la pièce . 
— La charge p u n i f o r m é m e n t r épa r t i e est supposée com
p r e n d r e le poids p ropre de la p o u t r e ; elle se rédu i t même 
à ce poids lo rsque la pou t re ne suppor t e a u c u n e charge. 
Sous l 'act ion do son propre poids, u n e pou t r e que lconque , 
supposée cons t ru i te b ien rec t i l igne su r u n sol hor izonta l ou 
sur u n échafaudage, p r end ra donc , l o r s q u ' o n la posera sur 
deux points d 'appui à ses ex t r émi té s , u n e flèche / que nous 

5 fio!1 

venons de t rouve r égale à 7 7 5 7 ^grp et qu i , dans la p lupa r t des 

cas, n ' e s t pas nég l igeab le . Si donc on veu t q u ' u n e fois mise 
en place la pou t r e affecte u n e forme rec t i l igne , on ne peut y 
a r r iver q u ' e n lui d o n n a n t , à la cons t ruc t ion , u n e contre-
flèche, c 'est-à-dire u n s u r h a u s s e m e n t en son mi l ieu , précisé-
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ment égal à la flèche qu 'el le p r end ra sous l 'action de son 
poids dont l'effort ré tab l i ra ainsi le mi l ieu et les ex t rémi tés 
sur une môme l igne hor izonta le . 

Lorsqu' i l s 'agit de pou t res de pon t s , qui sont soumises , 
non seulement à l 'act ion de l eu r poids p ropre , mais encore 
à celle du poids du tabl ier du pont et des charges acciden
telles qu' i l suppor te , on cons t ru i t la pou t re , dans l 'a tel ier , 
avec une contre-t lèche égale à l ' abaissement qu 'e l le au ra à 
subir sous l'effort de tou tes ces charges r éun ie s , de sorte 
que, même au m o m e n t où elle est le plus chargée , la pou t re , 
en son mi l ieu , ne descende pas au-dessous de l 'hor izonta le 
qui passe par ses ex t rémi tés . 

l î î î J . P o u t r e c h a r g é e d ' u n p o i d s u n i q u e . — Soit 
maintenant u n e pou t re ÀB (fig. 168) de l ongueur a, po
sée l i b remen t su r 
deux appuis A, B 
et chargée, en u n 
point C de sa lon
gueur, d 'un poids 
isolé P. Soient 
AC — £ , C B = c l e s 
distances du point 
C aux deux ext ré 
mités; b -\- c =a. 

Nous dé te rmine
rons d 'abord les 
réactions des appuis A et B pa r les règles ord ina i res de 
la stat ique. Si X et Xl sont r e spec t ivemen t ces réact ions , 
nous aurons , en t re elles et la force donnée P, les re la t ions 

E 
D 

M C MI B 

E F' • E 
F I G . 1 6 8 . 

F' • 

X + X , = : P ; Xa = Pc, Xta^Pb; d'où 
a a 

Cela posé, le m o m e n t fléchissant M, su r u n e section quel
conque M comprise en t re les points A et C, à u n e distance x 
du point A, ou bien p o u r x<^_b, sera 

Pc 
M = Xœ = — x, 

a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et le m o m e n t fléchissant M, su r une section que lconque Mj 
compr ise entre les points B et C à une d is tance x{ = BM, du 
point B, sera 

a 

Les m o m e n t s fléchissants sont a insi p ropor t ionne l s aux 

ordonnées de deux droi tes AD, DB, pas san t par les ex t rémi

tés , A, B, où les m o m e n t s s ' annu len t , et par le po in t D, s i tué 

su r la ver t ica le du poin t C, où ils a t t e ignen t l eu r valeur 

P i c 
m a x i m u m — · 

a 
Les eiforts t r a n c h a n t s T et Ti dans les deux t ronçons AGT 

CB de la tige sont r e spec t ivemen t 

Pc b 
T = X = — , T, = X — P = — P - · 

a a 

Ils sont p ropor t ionne l s aux ordonnées de deux droites EF , 
E 'F ' , para l lè les à. l 'axe des x, c 'est-à-dire qu ' i l s sont constants 
sur toute l ' é tendue des deux t ronçons . 

Nous voyons qu ' au po in t C, où est app l iquée la force P , 
l'effort t r anchan t est d iscont inu ; il a, dans cette section, 
deux va l eu r s différentes, su ivan t qu ' on la cons idère c o m m e 
a p p a r t e n a n t à l 'une ou à l ' au t re des deux par t ies de la tige. 
De m ê m e , dans cette section, le m o m e n t fléchissant a p o u r 
sa dérivée deux va leu r s d is t inc tes , ind iquées pa r tes coef
ficients angu la i res des deux droi tes qui about i ssent au 
point D. 

La forme de la fibre n e u t r e après la flexion, dans l 'un et 
l ' au t re t ronçon de la t ige, s 'obt iendra, c o m m e p r é c é d e m m e n t , 
pa r l ' in tégra t ion des deux équa t ions 

(l) El ?-H=^x E I ^ = — 
dx2 a ' dx2 x, 

qu i in t rodu i ra qua t re cons tan tes a rb i t r a i r e s . Ces constantes, 
se ron t dé t e rminées pa r la cons idéra t ion des deux points fixes 
A et B, et par la condi t ion qu ' au po in t C, ou pour x = b, 
x{ = c, les deux por t ions de tige se r accorden t ou que l 'on 
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La condition x = 0, y = 0 annu le la cons tante C" ; la 
condition ,z-, = 0 , y{ = 0 annu l e la constante G". 

Celles qui exp r imen t que pour x = é, — c on a y — y 4 

e t ^ = — d o n n e n t les deux équa t ions 

Pcb* Pbc3 . Pbc2 (Pc.b2 \ 
——-\-Lb-—— -4-Ce, — — 4 - C = — — — + C )· 

desquelles on tire i m m é d i a t e m e n t les va leurs 

Pbc Pbc 

Le prob lème est donc résolu , et les é q u a t n n s qui défi
nissent la forme de la fibre n e u t r e sont : 

T - . I Pcx3 Pbcx Pbx3, Pbcx, , , 
< 3 J

 ¥ A y
 = " t e " - - 6 T ( A + C ) ' L = L I ^ - ^ ^ A + * ) " 

En par t icul ier , si le poids P est appl iqué au mi l ieu de la 

poutre , b = c = ^) et l'on a : 

et la flèche/", va leur de — y ou de — y{ pour x — aq — ry est 

P a 3 

P« 
Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , dans ce cas, e s t — - Si 

le poids P , au l i eu d 'ê t re app l iqué au mi l ieu , étai t un i for 

mément répar t i su r la l ongueu r a de la pou t re , à ra i son 

P 
de — = j o par un i t é de longueur , le m o m e n t fléchissant maxi-

Les in tégrat ions donnen t success ivement : 

dy Pc ce2 dy, Pb x2 

^ ' PC X3 , „ , ^r Pb 
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m u i n au ra i t pour vale u r ^ - = La m ê m e charge appl i 

quée au mi l i eu de la pou t r e p rodu i t donc un m o m e n t fléchis

sant m a x i m u m double de celui qui r é su l t e de la charge 

u n i f o r m é m e n t r épa r t i e ; en d ' au t res t e rmes , une pout re sup

por te , avec la m ê m e fat igue, une charge r épa r t i e sur toute 

la l o n g u e u r double de celle qu ' e l l e suppor te ra i t si cette 

charge étai t concent rée a u mi l i eu . 

Dans les m ê m e s condi t ions , la flèche de la pou t re , qui , 
, 5 pal 5 P a 3 . . . . 
lo r sque la charge est r epa r t i e , est 7 7 7 ^ -JTJ- = RRRĈ  " jTp a l l e i n L 

1 P a 3 8 Pa : î 

pour la m ê m e charge concent rée , 77^ - p j = .7777 -777 • Elle est 

donc plus g rande que dans l ' au t re cas dans le r appo r t de 8 à 5. 
On peu t , au moyen de la f o r m u l e (3), ca lculer l 'abaisse

m e n t du point d 'appl ica t ion de la charge P . Il suffit d'y 
faire x = b , et cet aba i s semen t , que nous appel le rons f P 

sera la va leur de — y . On ob t iendra a insi : 

P 6 a 

Et si l 'on compare cet aba i s semen t à la flèche / pr ise par 
la pou t r e sous l 'ac t ion d ' un poids Q placé en son mi l ieu , 

l aque l le est f = —-·. 0 n a u r a 

" ^ • G O - ï ) ] " ' -
Cette express ion prend u n e forme encore p lus s imple 

lo r sque l 'on appel le 2a, au l ieu de a, la l o n g u e u r de la pout re , 
et qu ' au l ieu de définir la posi t ion du poids P par sa dis
tance b à l 'une des ex t r émi té s , on la définit par sa dis tance x 
au mi l i eu de la p o u t r e . En faisant ces subs t i tu t ions , 0 1 1 
t r ouve fac i l ement : 

P / a 3 \ -
(5) ^ - Q ( 1 - ^ J - / ' -

Il faut r e m a r q u e r qu avec cette no ta t ion f = 
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1 îîï). P o u t r e c h a r g é e de p l u s i e u r s po ids i so lés . — 
Lorsqu 'au l ieu d 'une seule charge P il y en a p lus ieurs , 
appliquées en divers points de la pou t re , on dé t e rmine ra de 
même, dans les divers t ronçons , le m o m e n t fléchissant, 
l 'équation de la libre n e u t r e déformée dont les cons tan tes 
se calculeront, c o m m e dans l ' exemple précédent , par les con
ditions de r accordemen t des divers t ronçons . La solut ion se 
simplifie beaucoup lo r squ ' au lieu de che rche r à résoudre le 
problème dans sa généra l i t é on applique le pr incipe de la 
superposition des effets des diverses forces. L 'ordonnée y, 
en un point que lconque , est a lors la s o m m e de toutes les 
ordonnées cor respondan t à chacune des forces considérées 
isolément. 

Quant au m o m e n t 
fléchissant dans une 
section que lconque , 
il peut aussi se 
déterminer pa r le 
même pr incipe. Con
sidérons une pou t r e 
AH (fig. 169) chargée 
de poids P 1 ; P 2 , P 3 

appliqués en des points dé te rminés . Si l 'on a t rouvé 
chacune de ces cha rges , considérée i so lément , la 
brisée AQ t B, AQ 2 B, AQ 3 B dont les ordonnées représen te 
raient le m o m e n t fléchissant en chaque poin t de la pou t re 
si cette charge agissait seule , il est évident que l 'on a u r a le 
moment fléchissant dû à l ' ensemble des charges en addi t ion
nant en chaque point les m o m e n t s par t ie ls , c ' es t -à -d i re .que 
ce moment total sera représen té par les ordonnées d 'une 
ligne brisée A R j R ^ B , ob tenue en ajoutant les ordonnées 
partielles, ou te l le que son ordonnée MN au point M soit la 
somme Mmi -\- Mm* - j - Mwi3 des ordonnées cor respondan t 
aux momen t s des forces isolées. 

On dé t e rmine ra ainsi faci lement, en par t icul ier , ce qui 
suffit quelquefois dans les appl icat ions, le m o m e n t fléchis
sant m a x i m u m . On voit que le m a x i m u m ne peut se pro
duire que su r l ' un des s o m m e t s de la l igne brisée A R ^ J l ^ B 
(ou sur deux d 'en t re eux, dans le cas où l 'un des côtés de 

F I G . 1 6 9 . 

pour 
l igne 
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p, F 

c 

3 

a 

I M 

P 4 

6 

D 
5 

P F i e . 170. 

cet te l igne brisée serai t paral lè le à AB). 11 suffira, lorsqu 'on 
voudra se bo rne r à connaî t re le m a x i m u m , de calculer ou 
de cons t ru i re le m o m e n t f léchissant total p o u r chacun des 
points d 'appl icat ions P , , P 2 , P . , des forces, et de voir lequel 
de ces m o m e n t s a la p lus g r ande va leu r . 

l f ) 0 . Cas où l e s c h a r g e s i so l ée s se d é p l a c e n t . — 
Cette r e m a r q u e p e r m e t de résoudre i m m é d i a t e m e n t u n pro
b lème qui a une cer ta ine impor t ance p r a t i que . Une pout re 
por te une charge qui repose su r elle pa r u n cer ta in nombre 
de points dont la dis tance re la t ive est cons tan te , ainsi que la 
man iè r e dont elle est r épar t i e ent re eux ; c o m m e serai t , par 
exemple , une locomotive r eposan t su r u n cer ta in nombre 
d 'ess ieux qui t r a n s m e t t e n t chacun , à u n e pou t re su r laquelle 

ils s 'appuient , 
une fraction dé
t e r m i n é e de son 
poids total en 
conservant tou
j o u r s la môme 

posit ion re la t ive . Cette charge se déplace, su r la pout re , et 
l 'on d e m a n d e la posi t ion qu 'e l le doit occuper pour que le 
m o m e n t fléchissant a t te igne sa va l eu r m a x i m u m . 

Soit a = AB {fig. 170) la l ongueu r de la pou t re , I son 
mi l ieu , et C le point d 'appl icat ion var iab le de la charge P 
formée d 'un cer ta in n o m b r e do charges par t ie l les 

P ( + P 2 + P 3 - f P 4 + · • • - - P 

d o n t les g r a n d e u r s et les posi t ions re la t ives sont cons tantes . 
La posit ion de la charge su r la pou t re peut être définie par la 
d is tance CA = x de son point d 'appl icat ion à l 'or igine A. Le 
m o m e n t fléchissant m a x i m u m , quel le que soit la position de 
la cha rge , sera , d ' après ce que nous venons de dire , sur la 
vert icale de l ' un des points d 'appl ica t ion des forces part ie l les 
P j , P.,, P 3 . . . Soit M le point d 'applicat ion de l ' une d'elles, 
e t b = CM la d is tance , cons tan te , de ce poin t au point C. 

Le m o m e n t f léchissant au poin t M sera égal au m o m e n t 

P 
de la réact ion de l ' appui A, laquel le a pour va l eu r - (a — x ) 
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et pour bras de levier (x -+- b), d iminué de la s o m m e des 
moments des forces par t ie l les P 4 , P 5 , P 3 qui p récèdent le 
point M. Cette de rn i è re s o m m e est constante quel le que soit 
la position de la c h a r g e ; dés ignons- la par nous a u r o n s , 
pour le m o m e n t fléchissant M, 

p 

M = — (a — [x -f- b) — u.. 

u. étant constant , cette quan t i t é sera m a x i m u m lorsque le 
produit (a — x) (x -+- 6) le sera l u i - m ê m e , c 'est-à-dire pour 

a — b a „ . , , , ¿ 1 
x = — - ? — i ou lo r sque - — x = Cl sera égal a - = - CM. 

Le moment fléchissant au point M sera donc le p lus g rand 
possible, lo rsque ce point sera placé de telle m a n i è r e que le 
milieu I de la pout re divise en deux par t ies égales sa dis tance 
MC au point C d 'appl icat ion de la charge to ta le . 

On résoudra donc le p rob l ème en p laçan t success ivement 
la charge dans des posit ions te l les que le mil ieu I de la 
poutre divise en deux la dis tance de son point d 'appl icat ion 
à chacune des cha rges pa r t i e l l e s ; on ca lculera , dans chacune 
de ces posi t ions, le m o m e n t fléchissant au point d 'appl ica
tion de cette cha rge par t ie l le , et l 'on p r e n d r a la p lus g rande 
valeur obtenue dans ces diverses hypothèses . 

D'après ce qui précède , et au moyen du pr inc ipe do la 
superposition des effets des forces, on dé te rmine ra faci lement 
le moment fléchissant et l'effort t r a n c h a n t d 'une pout re sou
mise à des charges que lconques isolées ou répar t i es , lo r sque 
celles-ci seront é tendues à tou te la l ongueu r de la pou t r e . 
Le cas par t icu l ie r où la charge un i fo rmément répar t ie ne 
serait appl iquée qu ' à u n e fraction de la l ongueur mér i t e une 
mention spéciale. 

1 9 1 . l ' o u t r e c h a r g é e u n i f o r m é m e n t s u r u n e 
part ie d e sa l o n g u e u r . ^ 

- Considérons une pou t re i _ J i m m m m s ^ , 
AB de longueur a (fig. 171) /\ B 
chargée sur une par t i e , F I G . n i . 
CD = l, de sa longueur , d 'un poids un i fo rmémen t répar t i à 
raison de p p a r un i t é de l ongueu r . 
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Désignons par z l 'abscisse du point C, où commence l 'ap
plicat ion de la c h a r g e , celle du point D sera l - ) - z. Le 
m o m e n t fléchissant, en u n point M que lconque dont l'abscisse 
est x, se dé te rmine ra , c o m m e p récédemmen t , en cherchan t 
d 'abord les réac t ions ver t ica les su r les appuis A et B. 

Si nous dés ignons par X et Y ces réact ions inconnues , nous 
au rons ent re ces quan t i t é s les re la t ions su ivan tes , expr i 
m a n t l ' équi l ibre s ta t ique : 

(1) X + Y=pl, aY=pl aX=pl(a-Z-Ç); 

d'où 

m *=£(-—i> *=?(* + i ) -
Alors , le m o m e n t fléchissant sera : 
Dans la pa r t i e AG, ou pour Î < Z , 

(3) M = Xa; = ^ ( a - * - 0 ; 

dans la par t ie cha rgée CD, ou pour x^>z, ma i s <^z-{-l, 

,,. , , ^ p (oo — s-)2 plx ( l\ [x—zY 
(4) M = Xar— L = t ^ {a~ z — 2 ) ~ P ^ — 2 ' 

enfin, dans la pa r t i e DB, ou pour î > z + i, 

(5) M = Xx-pl. ( x - = 4 - | ) (a-a). 

Il est donc représen té , dans la pa r t i e cor respondant à la 
par t ie cha rgée CD, par u n e pa rabo le à axe ver t i ca l , et dans 
chacune des pa r t i e s vides pa r u n e l igne droi te qui est t an
gente aux ex t rémi tés de l 'arc pa r abo l ique . L'effort t r anchan t , 
qui est en chaque po in t la dér ivée du m o m e n t fléchissant et, 
par su i te , le coefficient angu la i r e de la courbe qu i le repré
sente , a p o u r va leur , dans les trois par t ies respect ives , AC, 
CD, DB : 

On reconnaî t , en effet, que p o u r x = z, c 'es t-à-dire au point 
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C, les deux p r e m i è r e s va leurs sont égales, et qu ' i l en est de 
même des deux de rn i è r e s pour x = z -\- l. L'effort t r an 
chant est r ep résen té par une l igne brisée formée de t ro is 
droites dont les deux ex t rêmes sont paral lè les à l 'axe des 
abscisses, tandis que celle qui correspond à la par t ie chargée 
est inclinée, et coupe cet axe au point dont l 'abscisse est 

Ce point, qui est celui où le m o m e n t fléchissant est maxi 
mum, et qui cor respond au s o m m e t de la parabole , par tage 
la longueur / de la par t ie cha rgée en deux part ies propor
tionnelles aux réact ions des appu i s . 

Le moment fléchissant m a x i m u m , obtenu en me t t an t cette 
valeur de x dans l ' express ion (4), a pour va l eu r 

Pour une va leur donnée de /, et pour des va leurs var iables 
de z, c 'est-à-dire pour les d iverses posi t ions que peu t occu
per la m ê m e charge sur la l ongueur de la pou t re , il a son 
maximum lorsque les deux de rn i e r s facteurs du produi t 
précédent, dont la s o m m e est cons tan te , dev iennen t égaux, 

ou pour z — n ^• C'est lo r sque la charge se t rouve symé

tr iquement placée par r appor t aux ext rémi tés , comme on 

pouvait le prévoir , que le m o m e n t fléchissant a t te int sa p lus 

grande valeur au mi l ieu de la p o u t r e ; il est a l o r s ^ i^a—^» 

n 

ce qui donne bien lo rsque la l ongueur l de la charge 

devient égale à celle, a, de la pou t r e . 
En un point que lconque de la par t ie chargée , défini par 

son abscisse x, le m o m e n t fléchissant est expr imé par (4) 

M ^-f (a — z — ~J — ^ (,r — z)-. P o u r une l o n g u e u r 

déterminée de la cha rge /, ce m o m e n t , au point dont il s 'agit, 

considéré comme f i x e , sera m a x i m u m pour z = x ( 1 
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o u pour x — z = - x\ c 'es t -à-dire que , si l 'on por te sur une 

para l lè le que lconque à la pou t r e AB (fig. 172) une lon
g u e u r CD, égale à celle 

A C M p B̂ de la cha rge mobile, si 
l 'on m è n e les droites 

/ / AC, BD que l'on pro-

/ longe j u s q u ' à leur 
^ \ / ^ point d ' in tersect ion I, 

Y la posi t ion de la charge 

F I G . 1 7 2 . mob i l e de la longueur 
CD qui donnera le mo

m e n t fléchissant m a x i m u m en u n point M que lconque s'ob
t i end ra en m e n a n t par les ex t rémi tés de CD des parallèles 
C C , DD' à la l igne IM, jo ignan t le point I au point quel
c o n q u e M. 

Le m o m e n t fléchissant au po in t M, p rodu i t par la charge 
a ins i placée en C D ' , s 'obt iendra en m e t t a n t dans la valeur 

c i -dessus de M la va leur de s = x ^1 — i ce m o m e n t sera 

a ins i 

(S) M = P < ( a - i ) ï ( l _ f ) . 

Il est le p lus g rand possible au mi l i eu de la pout re , ou 

pour x — ^> et a t te in t en ce point la v a l e u r ^ — 

Quant à l'effort t r a n c h a n t , son m a x i m u m est la plus 
g r a n d e , en va l eu r absolue , des deux réac t ions 

* = * ( - — 0 - - = ! ( * + ! ) · 

Pour une va l eu r donnée de /, X est m a x i m u m pour z = 0 
e t c o m m e l est p lus pet i t que «, Y est a lors p lus peti t que X, 
c 'es t -à-dire que l'effort t r a n c h a n t m a x i m u m se produi t quand 
la par t ie cha rgée c o m m e n c e à l ' une des ex t rémi tés , et alors 
c 'est sur l ' appui co r re spondan t qu ' i l a t t e in t sa p lus grande 

va leur , l aque l l e e s t ^ (a — 
a \ 2 / 

En un poin t que lconque M, dé t e rminé par son abscisse x. 
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l'effort t r anchan t a t te in t sa p lus g rande valeur l o r sque 
la charge se t e r m i n e en ce point , c 'est-à-dire l o r sque 
l'on a z = x — En effet, l'effort t r a n c h a n t vau t a lors 

— -t— ^x — - Si nous donnons à la charge une au t r e posi

tion plus éloignée de l ' ex t rémi té A, de m a n i è r e que z soit 

égal à x — a, a é tan t u n e l ongueu r posi t ive, le point M 

se trouvera dans la pa r t i e cha rgée et l'effort t r an ch an t , dont 

l 'expression est a l o r s — z — ~J — p (x: — z), a u r a 

pour valeur — ^ ^x — j^j -+- pat — ^ > quan t i t é p lus 

petite, en va leur absolue , ° i u e ^ ~ (^x
 — 9 ^ " Si la cha rge est, 

au contraire, p lus r app rochée d u point A, de sor te que 

z = x —• / — a, le po in t M se t rouve dans la pa r t i e non 

chargée, l 'expression de. l'effort t r a n c h a n t e s t — ^ ^z - 4 - ^ > 

c'est-à-dire — ^ (^x— - f - ^ < z , quan t i t é p lus pet i te en 

valeur absolue que ^ ^x — ^ i ce qui d é m o n t r e la p r o p o 

sition énoncée pour l ' ex t rémi té de la charge la p lus é loignée 

du point A. On la d é m o n t r e r a i t de la m ê m e m a n i è r e p o u r 

l'auLrc ex t rémi té , où l'effort t r a n c h a n t a sa p lus g rande 

valeur pour z — x. 

On reconnaî t , d ' a i l l eurs , faci lement que , lo r sque la cha rge 

se trouve plus r approchée de l ' ex t rémi té A que de l ' ex t ré 

mité B, c 'est-à-dire lo r sque 2 < a — z — / ou que z <[ 

on a X ·< Y, et c'est à l ' ex t rémi té G de la cha rge , la p lus 

voisine de A, que se p rodu i t la p lus g rande valeur de l'effort 

t ranchant . Le con t ra i re a lieu lo rsque la cha rge se t rouve 

plus rapprochée de l ' ex t rémi té B ; c'est donc à celle des 

deux extrémités de la charge qui est la p lus vois ine d ' une 

extrémité de la pou t r e qu ' i l faut che rche r cette va leur max i 

mum, laquel le est tou jours expr imée par — 2 ~ Çx •— ¡0 en 

a p p e l a n t e la d is lance , p lus pet i te que ent re l ' ex t r émi té 
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de la charge et celle de la pou t r e qui en est la p lus rappro

chée. 

102. S u b s t i t u t i o n d e e h a r u e s u n i f o r m é m e n t 
r é p a r t i e s à des e l i a r y c s i so l ée s . — Le problème qui 
précède , de la dé t e rmina t ion des m o m e n t s fléchissants et 
des efforts t r a n c h a n t s dus à une charge voyageuse unifor
m é m e n t r épa r t i e su r une por t ion de la longueur d'une 
pou t re posée su r deux appu is , ne se p résen te pas souvent, 
dans la p ra t ique ; géné ra l emen t , les charges roulantes portent 
su r les pout res par l ' i n t e rméd ia i r e de roues et d'essieux qui 
les a s s imi len t à des charges isolées. On pour ra i t tout aussi 
faci lement , avec u n peu plus de complicat ion dans les cal
culs , t rouve r les m o m e n t s fléchissants et les efforts tran
chan t s dus à une charge voyageuse ainsi const i tuée ; nous 
r enve r rons , pour cette solut ion, aux trai tés spéciaux sur la 
m a t i è r e . 

Nous a jou te rons s e u l e m e n t qu ' en généra l l 'assimilation 
d 'une charge voyageuse répar t i e sur p lus i eu r s essieux à une 
cha rge u n i f o r m é m e n t r épa r t i e su r la l o n g u e u r qu 'e l le occupe 
effect ivement const i tue u n e approx ima t ion par défaut en ce 
qu i concerne les m o m e n t s fléchissants m a x i m u m . Si l'on se 
r e p o r t e , en effet, au n u m é r o p récéden t , on voit que le 
m o m e n t fléchissant dans la par t ie AC de la pout re est 

^ (z + | ) et dans la par t i e D B , ^ a ~ ^ ( Z + £ ) · Si 

l 'on suppose une charge P = pl app l iquée au milieu de la 

l ongueu r /, soit au point 2 + | ' l f i s m o m e n t s fléchissants 

dans ces deux par t ies de la p o u t r e seront représen tées par 
les m ê m e s express ions . L a subs t i tu t ion d 'une charge répart ie 
à la charge isolée ne change donc r ien , en ce qui concerne 
ces deux par t ies AC et DB. Mais il n ' en est pas de même 
de la par t ie CD. Si la charge est isolée et placée au milieu 
de CD, les m o m e n t s fléchissants sont représentés par les 
m ê m e s express ions que plus h a u t ou l igures pa r les deux 
m ê m e s droi tes pro longées j u s q u ' à leur point d ' intersection 
sur la ver t ica le de la cha rge P ; si, au cont ra i re , la charge 
est r épar t i e su r la l ongueu r CD, le m o m e n t fléchissant est 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



représenté par l 'expression (4) ou figuré par u n a r c de para
bole, r emplaçan t les deux droi tes . Le m o m e n t fléchissant 
max imum sera donc mo ind re dans l ' hypothèse de la cha rge 
répartie. Mais la différence est d ' au t an t moins g r ande que 
la réparti t ion de chaque charge isolée est faite sur une lon
gueur moindre de la pou t re , ou que les charges isolées sont 
plus rapprochées les unes des au t res . Lorsqu ' i l s 'agit des 
roues d 'une locomotive ou d 'un t r a in de chemin de fer, 
cette différence peu t ê t re regardée c o m m e négl igeable . 

Mais, s'il s 'agit à la fois d 'une locomot ive et d 'un t ra in , 
comme c'est le cas en p ra t ique , il ne serait pas ra t ionne l 
de répar t i r le poids total su r toute la l ongueur , car les 
charges moyennes sont t rès différentes dans la par t ie occu
pée par la locomotive et dans ceLle où se t r o u v e n t s eu lemen t 
les wagons. Dans ce cas, M. Gollignon a proposé (Ann. des 

P. et Ch., i 895, 2 e sem. , p . 5) de subst i tuer , à la charge réel le, 
deux charges u n i f o r m é m e n t répar t ies , l 'une à ra ison de p 

par uni té de l ongueu r dans la par t ie co r respondan t au 
train, l ' au t re , de q pa r un i té de l ongueur dans la par t ie 
occupée par la locomot ive . En ra ison de l ' impor t ance p ra 
tique de la quest ion, j e crois devoir donner ici l ' indicat ion 
sommaire du r é s u m é de ce t r ava i l . 

Soit une pout re AB (fig. 173) s implement posée à ses deux 
extrémités, d 'une portée AB = /, chargée sur la par t ie AC = a, 
d'un poids p par uni té 
de longueur , e t su r la 
partie CB — b, d 'un 
autre poids q par un i t é 
de longueur , de sorle 
que la charge totale *< 
est pa -\- qb. Appelons „ 
X, Y les réact ions des 
appuis A, B ; nous au
rons, pour les dé te rmine r , les deux équat ions suivantes 
obtenues en p r e n a n t les m o m e n t s par r appor t aux ex t ré 
mités B et A de la p o u t r e 

• v la \ b , fb , \ , a 
XI z=pa (z2 + b) + qb. -, \l = qb(^ + a)+pa-; 
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d'Où 
+ (? — p) à, ; 

Le m o m e n t fléchissant en u n point que l conque d'abscisse x, 

compris en t re A et G, sera 

et en u n au t re point , compr is en t re C et B, l 'abscisse x étant 

p lus g rande que a : 

Le m o m e n t fléchissant est, par sui te , r eprésen té par les 
o rdonnées de deux paraboles AD, BD, tangentes au point D, 
su r la vert icale du point C. 11 est, en effet, facile de véri
fier que , pour x = a, les deux va leurs du m o m e n t fléchis
sant sont les mêmes , ce qui m o n t r e que les paraboles ont 
m ê m e ordonnée GD, et que l'effort t r a n c h a n t a en ce point 
u n e va leur unique X — p a = qb — Y suivant qu 'on l 'évalue 
d 'un côté ou de l ' au t re . Les deux paraboles sont donc tan
gentes à u n e m ê m e droi te A'DB' dont cet effort t ranchant 
m e s u r e le coefficient angu la i r e . Comme, d 'a i l leurs , cet effet 
t r a n c h a n t dont la va leur est 

T = X — px p o u r i c < ; « , et T = q(l — a?) — Y p o u r # > # 

var ie l inéa i rement avec x, la droite qui le r ep résen te coupe 
l 'axe hor izonta l en u n seul point F qui est l 'abscisse du 
poin t E où la t angen te à la courbe des m o m e n t s fléchissants 
est hor izonta le , c 'es t -à-dire l 'abscisse du m o m e n t m a x i m u m . 

Ce point peut , c o m m e dans la figure, se t rouve r dans la 
par t ie AC ; iL peut auss i se t r ouve r dans la par t ie CB, 
que lque par t en F ' . 

S'il est dans la par t ie AC, son abscisse s 'obt iendra en fai
sant X — px = 0, ou 

M = Xx 
2 

pour x < a 

M = Y (l — x) — q 
2 

p o u r x > a. 

pour x < a 
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s'il est dans la par t ie GB, son abscisse s 'obt iendra en faisant 

q (l — x) — Y = 0, ou 

, Y l , /. p\ a* 

Si nous supposons q ~> p, nous voyons que dans les deux 

cas le m o m e n t m a x i m u m se t rouve au-de là du mi l i eu I de 

la poutre du côté de la p lus g rande cha rge . La l o n g u e u r 

qui s'ajoute à dans l ' une ou l ' au t re de ces express ions , est 

Xexcentricité du moment maximum. 

L'ordonnée x1 ou x., de ce m o m e n t é tant calculée, la g ran

deur du momen t m a x i m u m sera, su ivant le cas, 

1 1 
-px* ou ^ q { i — X i Y -

Si l'on suppose que la cha rge la plus g rande , q, puisse 

se t rouver a l t e rna t ivemen t d 'un côté ou de l ' au t re de la 

poutre, la courbe des m o m e n t s fléchissants qui présente 

une forme telle que AEB (fig. 174) lo rsque la charge la p lus 

forte est du côté de B, p résen te ra une f o i - m e symé

trique A E i B si cette c h a r g e est du côté de A. Et c o m m e il 

suffit, en c h a q u e poin t , de n e s 'occuper que du plus 

grand m o m e n t fléchissant, la courbe qui le dé t e rmine ra sera 

formée des por t ions AEi l l et LIED des deux courbes . On 

peut, au lieu de p r end re la por t ion E J I E de ces courbes , y 

substituer la droi te hor izonta le E j E dont l 'o rdonnée est celle 

du momen t fléchissant 

maximum ent re les o r - t i E 
données des points F et F f 

délinies pa r son excentr i 

cité. Cela suffira, en gé

néral, avec u n ou deux 

points de la courbe en t re 

E et B, pour la dessi

ner complè tement . Cette 

courbe est, d 'a i l leurs , soit un a rc de parabole , soif deux arcs 

de parabole t angen t s , su ivant que le point F est au-de là ou 
25 
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en deçà du point C, et l 'on p o u r r a a p p l i q u e r les règles con

nues pour le t racé des paraboles . 

M. Colligiion a r e m a r q u é que , pour le t ra in- type défini par 

le r èg l emen t du 29 août 1891 , il fallait p r e n d r e pour q et p 

les va leurs 

q = 5 l ° " , 3 2 , p — 2 " " \ 6 6 , 

pa r m è t r e couran t de s imple voie (on voit qu ' a lo rs q = 2p, 

ce qui simplifie n o t a b l e m e n t les formules) , et supposer la 

cha rge q appl iquée sur une l ongueu r de 30 m è t r e s , la cha rge / , 

é tan t appl iquée au reste de la- l o n g u e u r . Voici, d 'après son 

t rava i l , les résu l ta t s du calcul (dans cet te hypothèse 

b - - 3 0 mèt res ) , pour des l ongueu r s de pou t r e va r i an t de 30 à 

150 m è t r e s . 

PORTÉE ESPACE MOMENT EXCENTRICITE EFFORT 
do la occupò par F L É C H I S S A N T DU MOMENT T B AN C H A N T OBSERVATIONS 

POOTHE I .A CHANGE p 
DU MOMENT 

au point C l a m a x i m u m m a x i m u m au point C 

moires mètres tonnes-mètres mètres mètres 

30 0 598,50 0 0 
35 5 803,68 0,178 67,46 
40 10 998,54 0 ,625 56,54 
4b 
SO 

15 1 .201,16 1,250 46,55 
moment maximum d a n s 

' le t r o n ç o n CB 

4b 
SO 20 1 .407 ,14 2,000 37,24 

moment maximum d a n s 
' le t r o n ç o n CB 

35 25 1 .617,59 2,840 28,42 

moment maximum d a n s 
' le t r o n ç o n CB 

60 30 1 .832 ,90 3,730 19,95 
65 35 2 . 0 5 4 , 6 0 4,711 11,76 
70 40 2 . 2 8 1 , 4 0 5,714 3 ,80 
7 2 , 4 2 42, 42 2 . 3 9 4 , 0 0 6,210 0,00 m o m e n t maximum e n C 

7:; 45 2 . 5 1 6 , 6 9 6,000 — 3,99 
80 50 2 . 7 6 8 , 5 8 5,625 — 11,64 

80 55 3 .038 ,07 5,294 — 19,17 
90 60 3 . 3 2 5 , 0 0 5,000 — 26,60 
95 65 3 . 6 2 8 , 3 4 4,737 - 33,95 

100 70 3 . 9 5 0 , 4 3 4,500 - 41,23 mome-nt maximum dans 

105 75 4 . 2 7 3 , 8 4 4,183 — 48,43 le t r o n ç o n AG 

110 80 4 . 6 5 4 , 6 7 4,091 — 33,62 
120 90 5 . 405 ,20 3,730 — 61,49 
130 100 6 . 2 3 3 , 5 8 3,461 - 83,89 
140 110 7 . 1 2 9 , 2 1 3,214 — 97 ,83 
150 120 

8.091,72 
3,000 — 111,73 

On peut r e m a r q u e r q u e , si les cha rges étaient, différentes, 

l eur r appor t r es tan t le m ê m e , c 'est-à-dire avec g = 2p, l 'excen

tricité du m o m e n t m a x i m u m res te ra i t la m ê m e , et le moment 
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m a x i m u m serai t s imp lemen t mul t ip l ié par le r appor t des 
charges, et il en sera i t de m ô m e de l'effort t r a n c h a n t . 

En ce qui concerne les pout res suppo r t an t des voies de 
terre, sur lesquel les , en ra i son de la présence de l 'a t te lage, 
la répar t i t ion de la cha rge , dans l ' é tendue qu 'e l le occupe sur 
la poutre , s'écarte- beaucoup de l 'uni formité , on n 'es t au to
risé à subs t i tue r à la cha rge effective formée de poids isolés 
la même charge répar t i e , q u ' a u t a n t que la l o n g u e u r de la 
poutre n 'est pas infér ieure à deux ou trois fois au moins celle 
qui est r ée l l ement occupée. 

Dans une note insérée aux Ann. des P. et Ch. (1877, 
2 e sem.), M . Kleitz a calculé les charges u n i f o r m é m e n t répar 
ties qui p roduisen t , sur u n e pou t re , le m ê m e m o m e n t flé
chissant m a x i m u m que des charges d i scont inues const i tuées , 
d'abord par des vo i lu res à deux roues pesan t 11 t onnes , 
ensuite par des vo i lu res à qua t r e roues pesan t 16 tonnes , 
c'est-à-dire conformes aux hypo thèses admises par le r èg le 
ment du 9 ju i l l e t 1877, et a t te lées les p r emiè re s de cinq 
chevaux placés su r u n e m ê m e lile, les secondes de h u i t 
chevaux sur deux files, c h a q u e cheva l é tant supposé d 'un 
poids de 500 k i l o g r a m m e s . La dis tance d 'un a t te lage au 
suivant é tant (d'axe en axe) , d 'après les hypo thèses admises 
par .M. Kleitz, de 21™,50 dans le p r e m i e r cas, et- de 
lu"",50 dans le second, les charges réel les r ep ré sen t en t 
par mèt re couran t de l ongueu r occupée par chacune d 'el les 

Mais on comprend que pour des pou t res d 'une portée infé
rieure à la longueur totale de la charge , sur lesquel les celle-ci 
ne peut se placer tout ent ière , on ne peu t avoir aucune exac
titude en subs t i tuan t à la charge, réel le , qui por te p r e sque 
ent ièrement su r u n seul point ou sur deux points t rès r a p 
prochés, la charge uniformément , répar t ie co r respondan te . 
Les charges répar t ies qu' i l faut alors subs t i tuer aux charges 
réelles, pour avoir le m ê m e m o m e n t fléchissant m a x i m u m 
sont beaucoup plus considérables , et voici les chiffres donnés 
par M. Kleitz. P o u r les por tées supér ieures à la l o n g u e u r 

11.000 - f - 5 X 500 
21,50 

,16.000 - h 8 X 500 

628 k i l og rammes pour les p r e m i è r e s 

1.069 k i l o g r a m m e s pour les second es. 
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to ta le de la cha rge , les chiffres sont ceux qui produisen t le 
m ê m e m o m e n t fléchissant m a x i m u m q u ' u n e suite continue 
de charges semblab les se succédan t sans i n t e r rup t ion . 

PORTEE V O I T U R E S A D E U X R O U E S V O I T U R E S A Q U A T R E R O U E S 

d e l a M O M E N T C h a r g e u n i f o r m é m e n t S I O M E N T C h a r g e u n i f o r m é d e l a 

f i é e h i s s a n t 
r é p a r t i e q u i p r o d u i 
r a i t e TnT' tTi i ' TT in - fléchissant 

m e n t r é p a r t i e q u i 

p r o d u i r a i t l e m ê m e 

m o m e n t . F O U T R E m a x i m u m l ï l f i n t m a x i m u m 

m e n t r é p a r t i e q u i 

p r o d u i r a i t l e m ê m e 

m o m e n t . 

m è t r e s k i l o g r a m m è t r e s k i l o g r a m m e s k i l o g r a m m è t r e s k i l o g r a m m e s 

3 8 . 2 5 0 7 . 3 3 3 7 448 6 656 
4 i l . o o o 5 . 5 0 0 10 432 5 210 
5 1 3 . 7 5 0 4 . 4 0 0 13 600 4 352 
6 1 6 . 5 0 0 3 .667 16 992 3 760 
8 2 2 . 0 0 0 2 . 7 5 0 24 448 3 056 

10 2 7 . 7 2 0 2 . 2 1 8 32 800 2 624 
12 3 3 . 4 2 9 1.837 41 280 293 
14 3 9 . 4 5 7 1 .610 50 240 2 051 
16 4 5 . 7 1 6 1 .429 59 664 1 864 
20 5H.850 1 .777 80 000 1 600 
2a 7 6 . 5 3 8 980 108 096 1 384 
30 9 5 . 7 0 0 851 139 200 1 237 
3b 1 2 3 . 8 8 2 809 182 208 1 190 
40 1 5 4 . 0 0 0 770 232 000 1 160 
50 2 2 0 . 0 0 0 704 352 000 1 12S 
60 Ti >1 480 000 1 067 
70 >> 640 000 1 043 
80 » )î 832 000 1 040 

Il faut donc que la l o n g u e u r de la pou t r e a t te igne et 
dépasse deux ou trois fois la l ongueu r de la charge , pour qu 'en 
subs t i tuan t à la charge réel le la m ê m e charge un i formément 
répar t ie on ne commet t e q u ' u n e e r r e u r de moins d 'un dixième. 

P o u r des c h a r g e s d is t r ibuées d 'une m a n i è r e moins inégale 
que celles des vo i tu res et de leur a t te lage , p o u r des wagons 
de chemins de fer, par exemple , on reconnaî t ra i t que la 
subs t i tu t ion d e l à cha rge u n i f o r m é m e n t répar t ie peut se 
faire dans p resque tous les cas avec u n e exact i tude suffisante. 

L 'appl icat ion des cha rges fixées pa r le r è g l e m e n t du 
29 août 1891 condui ra i t à des chiffres u n peu différents de 
ceux qui précèdent , ma i s ne modifierai t pas la conclusion. 

l îh'î . C h a r g e i n é g a l e m e n t r é p a r t i e . A i g u i l l e sup
p o r t a n t u n e c h a r g e d 'eau . — Les m ê m e s principes 
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s 'appl iquent é v i d e m m e n t au cas où la charge , au l ieu d 'ê t re 
uniformément répar t i e su r u n e por t ion plus ou moins 
grande de la l o n g u e u r , serai t d i s t r ibuée su ivant une loi 
quelconque. Comme exemple d 'une charge répar t ie d 'une 
manière non un i fo rme , nous trai
terons celui d 'une a igui l le ve r t i 
cale suppor tan t une c h a r g e d 'eau. 

Soit AB (fig. 175) u n e a igui l le 
verticale de l o n g u e u r AB — a, 

appuyée à ses deux ex t rémi tés A 
et B et faisant par t ie d 'un ba r 
rage qui sout ient l 'eau à u n n i 
veau C, à u n e h a u t e u r BC = b 

au-dessus du seuil , le niveau de 
l'eau, de l ' aut re côté de l 'a iguil le , 
étant au point D, à une h a u t e u r 
BD = c. P r enons pour origine 
des coordonnées le point B, pour 
axe des x l 'axe de l 'a igui l le , et 
pour axe des y une hor izonta le d i r igée vers l ' amon t . 

Désignons par II le poids de l 'uni té de vo lume de l ' eau , 
par n la l a rgeur de l 'aiguil le dans le sens perpendicu la i re au 
plan de la figure, et posons , p o u r abréger , ïln = p. 

Cherchons d 'abord les réact ions des appu i s A et B que 
nous dés ignerons r e spec t ivemen t par X, Y. L 'eau, dont le 
niveau est au po in t C, exerce sur l 'a igui l le u n e poussée 

pb-

t o t a l e 7 — dont le point d appl icat ion est au t iers de la h a u 

teur /; à par t i r du po in t B ; de m ê m e , l 'eau d 'aval exerce, en 

sens cont ra i re , u n e poussée 1 ~ don t le point d 'appl ica t ion 

est au t iers de la h a u t e u r c. Nous aurons alors , en écr ivant 

que la s o m m e des m o m e n t s par r appor t au point B est 

nulle : 

F I G . 1 7 5 . 

Xa — 
pb2 h pc2 

3 ~2~ 
0 ; d'où X = 

p [b3 

6a 

Nous avons, d 'a i l leurs , 
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Les deux réact ions X et Y sont donc dé te rminées . 
Si nous cons idérons u n po in t q u e l c o n q u e M, s i tué à une 

h a u t e u r 13M — x en t re C et D, le m o m e n t de la réact ion X 
p a r r appo r t à ce po in t est X ((i — x). La charge d 'eau sur 

r u , p (b — x)1 , , , , . b — x 
LM a pour va l eu r *—— — et p o u r bras de levier — - — ; 

p 
son m o m e n t , par r appo r t au m ê m e point , est ainsi ^ (b — xf. 

Si le po in t M étai t compr i s en t re A et C, la seule force agis
san t su r la par t ie de pou t r e compr i se en t re ce point et l ' ext ré
m i t é A sera i t la réact ion X ayan t u n m o m e n t X (a — x), 

et si , au cont ra i re , il é tai t s i tué en t r e 13 et D, aux deux 
forces p récédentes il faudrai t a jouter la p ress ion provenant 
de l 'eau d 'aval et dont le m o m e n t , pa r r appo r t à ce point, 

serai t "g ( c — x)3- En r é s u m é , le m o m e n t fléchissant M a les 

va l eu r s su ivan tes , p o u r les d iverses par t ies de l 'a igui l le : 

Entre A et C, M — X [a — œ); 

Entre C et D, M = X (a — x) — P (b — x)* ; 

Entre D et B, M = X [a — x) — £ (5 — x)3 4- ?. (c _ 3̂. 
b ' 6 

Les efforts t r anchan t s T seront de m ê m e 

Entre A et C, T = X ; 

Entre C et D, T = X — | (b — xf ; 

Entre D et B, T = X — f {b — xf -f | (c — x)*. 

Le m o m e n t fléchissant serait figuré p a r l e s o rdonnées d 'une 
l igne telle que AIKB, composée d 'une l igne droi te AI et de 
deux arcs de paraboles du t ro i s ième degré IK et KB, se rac
cordant t angen t i e l l emen t . 

L'effort t r a n c h a n t serait r ep résen té pa r les o rdonnées d 'une 
l igne tel le que E F L H , composée aussi d 'une l igne droite EF , 
para l lè le à AG, et de deux arcs de parabole du second degré 
FG, GH, se r accordan t de la m ê m e m a n i è r e . 

P o u r avoir le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , il faut cher -
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cher la position du point L où l'elTort t r a n c h a n t s ' annule . On 
égalera à zéro l ' express ion de l'effort t r anchan t dans la par t ie 
CD, et on en dédu i ra u n e va leur pour l 'abscisse x de ce point . 
Si cette va leur est plus g r a n d e que c et plus pet i te que b, cela 
indiquera que l'effort t r anchan t s ' annule bien dans la par t ie 
CB au point dont on au ra dé t e rminé l 'abscisse; ma i s si la 
valeur de x est p lus pet i te que c, on sera avert i que le point 
cherché ne se t rouve pas dans la par t ie CB, et ce sera a lors 
au moyen de l ' au t re équat ion, obtenue en égalant à zéro 
l 'expression de l'effort t r a n c h a n t dans la par t ie DB, que l 'on 
devra che rche r l 'abscisse du point L. 

Cette abscisse é tant t rouvée , on la por tera , su ivan t le cas T 

dans l 'une ou dans l ' au t re des va leurs du m o m e n t fléchissant 
et l'on a u r a ainsi le m a x i m u m cherché . 

La solut ion p résen te u n cer ta in in térê t dans le cas re la t i 
vement s imple , et cependan t usuel , où la poussée d 'ava l 
n'existe pa s : c = 0, et où le n iveau d ' a m o n t s 'élève j u s q u ' a u 
point d 'appui A de l 'aiguille : b = a. En po r t an t ces va l eu r s 
dans les express ions de la réac t ion de cet appui , du m o m e n t 
fléchissant et de l'effort t r a n c h a n t , ces expressions dev iennent : 

Alors le m o m e n t fléchissant m a x i m u m se produi t au po in t 

dont l 'abscisse x = ~j- (V3 — l) = 0,422a; soit u n peu a u -

dessous du mi l i eu de l ' a igui l le , et il a pour va leur ^ - = - Si 
fe * 9 v / 3 

n d 1 

la charge tota le suppor tée par l ' a igui l le , au l ien d 'ê l re 

répart ie su ivan t la loi hyd ros t a t i que , l 'était u n i f o r m é m e n t 

sur toute la h a u t e u r a. à ra i son de p' =='- par un i t é 

2a 2 
de longueur , le m o m e n t f léchissant m a x i m u m aura i t p o u r 

p'a~ va?* 

expression, d 'après ce qui a été vu p lus hau t , •'-g- ~ i r j ; ' Si 

l'on r e m a r q u e que 9 y .3 = 15,59, on voit que le m a x i m u m 
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est sens ib lemen t le m ê m e dans les deux h y p o t h è s e s : 

^r- — 0 , 0 6 4 2 / i a 3 

9 V3 

dans le cas de la cha rge répar t i e su ivan t la loi hyd ros t a t i que , 

dans le cas de la cha rge u n i f o r m é m e n t r épa r t i e . 
La différence est d 'un q u a r a n t i è m e env i ron , quan t i t é sou

ven t nég l igeab le . 

§ 2 

POUTRES ENCASTRÉES 

1 9 4 . P o u t r e e n c a s t r é e à u n e e x t r é m i t é e t l i b r e à 
l ' a u t r e . — On dit qu 'une pièce est encastrée, à l 'une de ses 
ex t rémi tés lo r sque sa l i a i s o n avec l ' appui su r lequel elle 
repose est tel le que son axe ne puisse subir en ce point aucune 
déviat ion. L ' encas t rement est parfait l o r sque toute déviation 
est abso lumen t impossible ; il est imparfait lo rsque la l iaison 
pe rme t seu lement des déviat ions t rès pe t i tes . Nous suppose
rons d 'abord l ' encas t r emen t parfai t . 

La réac t ion de l ' appui n 'es t p lus alors une simple force 
égale et opposée à la charge vert icale t r a n s m i s e p a r l a pièce. 
L e ma in t i en d 'une direct ion fixe p o u r l 'axe exige que cette 
réact ion agisse à la m a n i è r e d 'un m o m e n t fléchissant, en 
a u g m e n t a n t ou d i m i n u a n t la courbure de la pièce fléchie de 
façon à r e n d r e son axe t a n g e n t à la di rect ion dé te rminée . 
Cette réaction de l ' a p p u i porte le n o m de moment d'encastre
ment, et elle agit i n d é p e n d a m m e n t de celle qui , c o m m e dans 
les pièces s i m p l e m e n t posées , f a i t équi l ibre aux charges . 

Une pièce encas t rée à l 'une de ses ex t r émi t é s peut être 
chargée de poids sans avoir besoin d 'un second po in t d 'appui . 
I l suffit, pour que l ' équi l ibre soit m a i n t e n u , que le m o m e n t 
d ' encas t r emen t puisse égaler le m o m e n t des cha rges pa r 
r a p p o r t à l ' appui . 
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Fio . 176 . 

Considérons, en effeL, une pièce AB (fig. 176) encast rée 
horizontalement en A et chargée , en 
B, d 'un poids P . Si a est la longueur Dp 
decotte pièce, les condi t ions de l 'équi
libre s tat ique seront rempl ies si l ' ap 
pui À exerce : I o u n e réac t ion 'verticale 
égale et opposée à P ; 2° une réact ion 
ou momen t d ' encas t r emen t faisant 
équilibre au m o m e n t Pa de la force P 
par rappor t au point A. 

Le m o m e n t fléchissant M, dans une sect ion M d 'une pa
reille pièce, est, si x est l 'abscisse AM de cette section, 
M = — P (a. — x), c 'est le m o m e n t pa r r appor t au point M de 
toutes les forces qui agissent depuis ce point j u s q u ' à l ' ex t ré
mité B, et nous l'affectons du signe — parce qu ' i l t end à donner 
à la pièce une cou rbu re néga t ive . Il est r ep ré sen té , en 
chaque point , pa r les o rdonnées d 'une droi te BC. L'effort 
t ranchant T est cons tan t et égal à P dans tou tes les sec
tions ; il est r ep résen té pa r les ordonnées d 'une l igne DE 
parallèle à AB. 

Les équat ions de la fibre n e u t r e , dans les pièces encas

trées, se t r o u v e r o n t tou jours par deux in tégra t ions succes

sives de l ' équa t ion El = M, et les cons tantes se dé ter 

mineront par cette condi t ion que , pour u n e cer ta ine va leur 

de x qui correspond à l ' appui , y et ^ ont des va leu r s fixées 

à l 'avance. Ainsi , dans le cas dont il s 'agit, nous au rons 

(1) 

(2) 

E i S " p < * - * ) ' 
El f = 

ax 
Pax + - Pa,», 

sans constante, pu isque pour x = 0, 
dy 

dx 
0 , et 

(3) PAy =-\¿Pax*-\-\Px\ 

également sans cons tante , pu i sque pour x = 0 on doit avoir 
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y = 0. La flèche / , ou l ' aba i s sement de l ' ex t rémi té B, égale 
à la va l eu r absolue de y pour x = «, sera 

P a 3 

W r
 3KI-

Si l 'on prend un poin t que lconque M en t re A et B, à une 
dis tance b de l 'o r ig ine , x = b, l ' aba issement de la poutre en 
ce point , sous l 'act ion de la cha rge 1' appl iquée en B sera, 
en va leur abso lue , d 'après l ' équa t ion (3), 

P i 2 / b 
2ÊÎ r - 3 

Supposons m a i n t e n a n t la cha rge P app l iquée à ce point M. 

P é 3 

L 'aba i s semen t d e c e point sera, d 'après (4), égal à ^jTj" °t ^ a 

pou t re , en t re ce point et l ' ex t rémi té B, n ' é t an t p lus soumise 
à aucune force, r es te ra rec t i l igne et au ra , sur l 'hor izontale , 
u n e inc l ina ison donnée par l ' équa t ion (2) dans laquel le on 

Pb" 
fait a = b =c x. Cette inc l ina ison est a ins i — ggï" ^ e P o m t 

P à 2 

B sera donc p lus bas que le po in t M du p rodu i t de gTfj p a r l a 

Pb2 

l o n g u e u r a — b soit de J J J T J (a — b). De sorte qu 'en totalité 

l ' aba i s semen t du poin t B sous la cha rge P app l iquée en M 
P 6 3 P62 Plfi ( b\ , A , ,. . , 

sera : -+- ^ (a — 6) = 77777 I a — - y c est-a-dire égal a 

l ' aba i s semen t du poin t M sous la cha rge app l iquée en B. 
Cela donne , pour cet exemple s imple , u n e p remiè re idée 

et une vérification d 'un t h é o r è m e généra l de réciproci té que 
nous é tabl i rons p lus lo in . 

Si la cha rge P , au l ieu d 'ê t re app l iquée en t i è r emen t à 
l ' ex t rémi té B, étai t u n i f o r m é m e n t répar t i e sur toute la 

P 

pièce à ra i son de p = - par un i t é de l o n g u e u r , nous aurions 

eu , pour le m o m e n t f léchissant M dans une section quel-
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conque, M = — p (a — x) 
2 

• x)2. Le m o 

ment d ' encas t rement u., qu i doil faire 

équilibre au m o m e n t fléchissant su r 

1 
l 'appui, aura i t été | j .=—M ( j . _ a) = -pa2. 

L'effort t r a n c h a n t T sera i t jo (a — x). 
Le moment fléchissant serai t donc r e 
présenté pa r les o rdonnées d 'un arc 
de parabole CB (fig. 177) et l'effort 
t ranchant par celles d 'une droi te in
clinée DB. L 'équa t ion de la fibre n e u t r e déformée serai t 

F I G . 1 7 7 . 

El <Êl-
• dx¿ -

(a 

dx 2 \ 3 / 

Ely = _ P 

11** 2 

ax* xh 

~ 3 ~ + 12 

les deux constantes d ' in tégra t ion é tant encore nu l les p o u r 
les mêmes ra isons . La flèche f, va l eu r absolue de y p o u r 
x = a, serai t 

r HRÌ 
pa.a J 

La concentra t ion de la charge à l ' ex t rémi té de la p ièce 
Va3 

donnait une flèche égale à g g j ' c 'es t-à-dire p lus g rande q u e 

celle-ci dans le r appo r t de 8 à 3 . 

1 9 5 . P o u t r e e n c a s t r é e à ses d e u x e x t r é m i t é s . — 
Lorsque la pièce encas t rée à u n e ex t rémi té est, en o u t r e , 
assujettie à une au t r e condi t ion, si, par exemple , elle est 
appuyée ou encas t rée en un au t re point de sa direct ion, l e s 
conditions de la s ta t ique ne suffisent p lus à dé t e rmine r l e 
moment d ' encas t rement . C'est a lors par l ' i n tégra t ion de 
la fibre neu t re déformée que l 'on opère cette dé t e rmina t ion . 
Cette intégrat ion n ' in t rodu i t que deux cons tan tes a rb i t r a i r e s , 
et le nombre des équa t ions de condit ion, qui a u g m e n t e avec-
celui des condi t ions auxquel les la pièce est assujet t ie , p e r -
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met de calculer soit les m o m e n t s d ' encas t rement , soit les 
réact ions des appuis qu i y f igurent c o m m e inconnues . 

Soit, par exemple , u n e pou t re AB (fig. 178) encastrée 
ho r i zon ta l emen t à ses deux ex t rémi tés et cha rgée d 'un poids 

u n i f o r m é m e n t répar t i à raison 
de p pa r un i t é de sa longueur 
a. Les réac t ions vert icales des 

^ 7)0, 
appu i s sont égales à — e t 

C si y. est le m o m e n t d 'encastre
m e n t au point A, lequel est 
é v i d e m m e n t négatif, le mo

m e n t fléchissant M, dans une sect ion M que lconque , à une 
dis tance x du point A, sera 

pa x 
M = %• · x — Px- 2 — P- ; 

et, par conséquent , l ' équat ion de la fibre n e u t r e déformée 
sera 

E I ^ T l — ï (ax —x-) — u.. 
dx2 2 ' 

In t ég ran t u n e p remiè re fois, on a 

/ X2
 x 3 \ 

+ c . 

La cons tante G est nu l l e , pu i sque pour x = 0 on doit 

avoir ^ = 0 ; ma i s on doit avoir la m ê m e v a l e u r ^ — 0 
dx dx 

pour x = a, ce qui donne 

2 \ 2 " 1 

[ A M , d'où u. 
12 

Subs t i tuan t dans l ' équa t ion précédente et in t ég ran t , il vient 

p T P ( x 3 !/:''\ pa2x2 P i f \ a 
El» = g (« 6- - i â ) - ~W = - 2 l œ ^ - ^ • 

La flèche / , va l eu r abso lue de y pour x = -? a pour 
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expression 

- ' Pa*. 

' ~ 3 8 4 "ET ' 
Elle est cinq fois m o i n d r e que lorsque la pièce n 'es t pas 

encastrée (n° 185). 

La courbe des m o m e n t s fléchissants M = ^ (^ax —- x- — 

est une parabole à axe ver t ica l . Lorsque la pièce étai t s im
plement posée su r ses appu is , n o u s avons t rouvé , p o u r la 

courbe des m o m e n t s f léchissants , M (ax — a;2). La pa ra 

bole précédente ne diffère de celle-ci qu ' en ce que tou tes les 

ordonnées sont d i m i n u é e s d e ^ ~ - C'est donc la m ê m e para-
12 

Loin descendue p a r a l l è l e m e n t aux y. d e 7 — - L 'ordonnée IK 

du sommet , va leur de M pour x — - est égale à^-— Cette 

ordonnée est donc moi t ié de celles AD, BC des ex t rémi tés 
de la courbe. 

La parabole coupe l 'axe des x en deux points H, L, déter

minés par l ' équat ion ax — x2 — ^ - - - O o u 

x - l ± = a ( s ± 0 , 2 9 
2 2 V 3 ^ 

soit AU = 0,21«, AL = 0,79«. En ces deux points la cou r 
bure de l 'axe n e u t r e déformé, qui est p ropor t ionne l l e au 
moment fléchissant, s ' annule c o m m e lui ; la courbe p résen te 
donc des points d' inflexion. 

On peut r e m a r q u e r que , si l 'on calcule l 'aire compr ise en t re 
la parabole des m o m e n t s et l 'axe des x, soit pour la to ta l i té 
de la courbe, soit pour l ' une des moi t iés DK ou KC, cette 

a 

dernière expr imée par I ~ S \ d x = Ë ( a

 x l — ÇL^X 
Jo 2 \ 2 3 6 / „ 

ident iquement nu l l e . Cela veut dire que l 'a i re néga t ive DAH 
est égale à l 'a ire posi t ive HKI. Ce résul ta t n 'a r i en qu i doive 
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Mdx 
s u r p r e n d r e . Nous avons vu que —^y r ep résen te le petit 

ang le dx dont une sect ion que lconque a t ou rné par rapport 
à la sect ion inf in iment vois ine . Si donc on fait la somme de 
ces angles e n t r e deux sect ions qu i sont res tées parallèles, 
c o m m e les deux sect ions ex t r êmes , ou bien une section 
ex t rême et celle du mi l i eu de la pou t re , on devra t rouve r une 

s o m m e nu l l e . D 'une façon géné ra l e , / est l 'angle dont 
J* El 

a t o u r n é , pa r r appor t à la sect ion d 'o r ig ine , la section d'abs
cisse x. 

Les efforts t r a n c h a n t s T, dans cet te pou t r e , sont les mêmes 
q u e dans la pou t re s i m p l e m e n t posée su r ses appu is . Ils sont 
e x p r i m é s p a r 

T = , , ( § - « : ) 

et r ep résen té s par les o rdonnées de la droi te inclinée EF, 
passan t par le mi l ieu I de AB. 

Dans la pout re encas t rée aux deux bou t s , le p lus grand 
rr/-

m o m e n t f léchissant a pour va leur absolue j ^- > - ; cette plus 

g r ande va l eu r se p rodu i t aux points d ' encas t r emen t , et c'est 
là que la pou t r e est le p lus fa t iguée. Dans la pout re sim
p l e m e n t posée aux deux bou t s , le p lus g rand m o m e n t fléchis-

sant , au mi l i eu de la por tée , es t^rr- ' La compara i son de ces 
o 

deux quan t i t é s m o n t r e que , t ou tes choses égales , d 'a i l leurs , 
u n e pou t r e encas t rée aux deux bouts peu t suppor te r , avec 
la m ê m e fat igue, u n e charge p lus forte que lo rsqu 'e l l e est 
s i m p l e m e n t posée dans le r appo r t de 3 à 2. 

Si l 'on a d m e t que la surface de la sect ion t ransversa le de 
la pout re soit p ropor t ionne l l e à la p lus g rande valeur du 
m o m e n t fléchissant (ce qui , comme nous l 'avons vu, est à 
peu près exact dans les pou t r e s en double T, à la condition 
que l ' âme soit négl igeable par r appor t aux semelles) , la 
pout re encast rée réa l i sera i t , sur la p o u t r e s i m p l e m e n t posée, 
u n e économie de ma t i è r e dans la p ropo r t i on de 2 à 3 . 

Si enfin la section des semel les e l l e - m ê m e est par tout 
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proport ionnelle à la va leur absolue du m o m e n t fléchissant, 
la surface de l ' âme é tan t tou jours négl igée , le vo lume de la 
matière sera p ropor t ionne l à la surface de la courbe des 
moments f léchissants, c 'est-à-dire pour la pou t re s i m p l e m e n t 

posée à ^~ · \ «, et, pour la pou t re encas t rée , à la s o m m e des 
o o 

surfaces ADH, HIK, KIL, LDG. Or, IK é tant la moi t ié de 
AD, ou le t iers de KD', la surface ADH est égale à HIK. La 

surface totale est donc égale à qua t re fois celle de HIK ou bien 
2 . y . , pi?- 2 a prfi 2 2 

à 4 X IIv X - IH = 4. y — X A —;= = V • .7 X — r -

Cette surface est à la p récédente dans le r appor t de 

~ - — 0 , 3 8 à 1. 
3 \ / 3 

Dans cette hypothèse , la quant i té de mat iè re à employer 
pour les semelles dans la pou t re encastrée serai t donc infé
rieure aux deux c inqu ièmes de celle qui serai t nécessa i re 
dans la pout re s i m p l e m e n t posée. 

Eiïet d'un e n c a s t r e m e n t i m p a r f a i t . — Dans 
le cas de la pou t re s i m p l e m e n t posée, la d i rec t ion de la t a n 
gente à l 'axe n e u t r e déformé fait avec l 'hor izonta le , su r les 
appuis, u n angle dont la t angen te t r i gonomé t r ique est égale 

du 

à la va leur de -j^ pour x = 0. Nous avions pour cette pou t re 

(page 367): 

„ , dy_ pax1 px'1
 p a 3 , , , / ' d y \ pa3 

dx = ~A~ ~ " 6 ~ ~ ~ 2 4 " U » L - o = _
 2 4 Ë I 

Il est i n t é ressan t de se r end re compte de l'effet que p r o 
duirait, sur la pou t r e , u n encas t r emen t imparfai t , c 'est-à-
dire qui , sans la laisser s'infléchir a u t a n t que si elle étai t s im
plement posée, ne la m a i n t i e n d r a i t cependan t pas dans u n e 
direction abso lumen t hor izonta le . Supposons , par exemple , 
que, par sui te d 'un peti t j eu des assemblages , l ' encas t r emen t 
permette à l'axe de la pièce de faire avec l 'hor izontale , aux 

points A et B, de peti ts angles égaux, à une fraction ^ de 
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M=$(«*-*)-£(l- iy 
La courbe dont les ordonnées le r ep ré sen te ron t sera lou-

ceux qu ' i l au ra i t faits si la pièce avai t été s i m p l e m e n t posée 

su r ses appu i s . Après la flexion, ^ aux poin ts A et B, vau-

dra r e spec t ivemen t — - , , , T et - y — — · In t rodu isons ces con-

di t ions dans les équa t ions p récéden tes . Nous avions , pour 

l ' équa t ion de la fibre n e u t r e déformée, u. é tant toujours le 

m o m e n t d ' encas t r emen t , 

E l p( = S {ax - x2) — u . 
dx2 2 ' 

La p remiè re in tégra t ion donne 

du p / x2 x3\ 

P o u r x — 0, ^ doit, d 'après ce que nous venons de dire, 

être égal à — ô^qTr ' c c <I u i donne G = ^ ; subst i tuant , 

et exp r iman t q u e , pour x = a, '-^ est égal à g | ~ p ] ' n o u s 

avons 

24rcEl ~ 2 \ Y ~ ~ 3 ) ~ ^ a ~ 2 4 ^ ' 

d'où 
pa2 / 1 \ 

•̂=T2 \ l - n ) -

Lorsque n = 1, c 'est-à-dire lo r sque l ' encas t rement laisse 
la pièce p r e n d r e l ' incl inaison qu 'e l l e au ra i t pr ise si elle 
avai t clé s i m p l e m e n t posée, on a IJ, = 0, le m o m e n t d 'en
cas t rement n 'exis te pas, et le m a x i m u m du m o m e n t fléchis
sant , dans cet te pièce qui se compor te a b s o l u m e n t comme 

une pièce s i m p l e m e n t posée, est a lors •—-· 

Le m o m e n t fléchissant, en généra l , s ' expr imera par 
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jours la parabole qui r ep ré sen t e celui de la pièce posée,, 

descendue pa r a l l è l emen t aux y d 'une quan t i t é ^ 1 — 

variable avec n depu i s 0 p o u r n = 1, j u s q u ' à p o u r n 

infini, cas de l ' encas t r emen t parfai t . 

Le m o m e n t d ' encas t r emen t vau t p r é c i s é m e n t ^ - ^ 1 — 

et le m o m e n t fléchissant au mi l i eu de la pièce, ob t enu en 

faisant dans l ' express ion précédente x — ™, est égal à 

12 \2^nJ 
La pièce sera dans les m e i l l e u r e s condi t ions poss ibles de 

résistance lo r sque ces deux va l eu r s seront égales ; la p a r a 
bole serait a lors placée de m a n i è r e à s 'é loigner le m o i n s 
possible de l 'axe des x. Cette condi t ion est réal isée pour 

1 1 , 1 1 1 
1 = - 4 - - , d ou - = — 

n A n n i 

Ainsi, l o r sque l ' encas t r emen t , sans être parfait , laisse a u 
contraire l 'axe de la pièce, au droi t des appuis , s ' incl iner su r 
l 'horizontale d 'un angle égal au quart de celui dont il se serai t 
incliné si la pièce avai t été s i m p l e m e n t posée, la pièce sera 
dans des condit ions de rés is tance me i l l eu res que si l ' encas
trement était parfai t . Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , qu i 
aura la m ô m e va leur aux encas t r emen t s et au mi l i eu de la 

pièce, n 'y vaudra que t and is qu ' i l a t te in t - ^ j - au point 

d 'encast rement , lo r sque l ' encas t r emen t est parfait . 
Lorsque l ' encas t r emen t , encore moins parfait , laisse la 

fibre neu t re s 'infléchir, au droi t des appuis , d 'un angle a t te i 
gnant la moitié de celui qu 'e l le au ra i t fait avec l 'hor izonta le 
si la pièce avai t été s i m p l e m e n t posée, les condi t ions de 
résistance sont encore équ iva len tes à celles d e - l ' e n c a s t r e 
ment parfait, c 'es t-à-dire que le m o m e n t fléchissant m a x i -

muni y a t te in t la m ê m e va leur - j ^ - - Seu lemen t , cette p l u s 
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grande va leur se produi t au mi l ieu de la pièce : pour 

1 1 pa* / l . 

n ~ 2' 12 U ; T2 

p lus que de ^j-

tandis qu ' aux e n c a s t r e m e n t s le m o m e n t fléchissant n 'est 

va l eu r de ^ 1 — pour n = \^ c'est-

à-dire qu ' i l y p rend la va leur du m o m e n t fléchissant au 

m i l i e u de la pièce dont l ' e n c a s t r e m e n t est parfai t . 

E n r é s u m é , à m o i n s d 'être a b s o l u m e n t impar fa i t , c'est-à-
di re de laisser l 'axe de la pièce p r e n d r e tou te l ' incl inaison 
qu 'el le au ra i t pr ise si elle avai t été l ibre su r ses appuis, 
l ' encas t r emen t a toujours pour effet de d i m i n u e r le momen t 
fléchissant m a x i m u m dans les pièces fléchies. Et s'il fixe la 
pièce de m a n i è r e que cet te incl inaison soit r édu i te de plus 
de moi t ié , le m o m e n t fléchissant m a x i m u m sera d iminué 
dans u n e propor t ion plus g rande que si l ' enca s t r emen t était 
parfait. La d iminu t ion serai t la p lus g r a n d e possible si 
l ' encas t r emen t laissait t 'axe de la pièce s ' inc l iner su r l 'hori
zontale d 'un angle égal au q u a r t de l ' inc l ina i son qu'elle 
au ra i t p r i se si elle avait été l ibre . 

H 

E 

\ M, 

M 

1) 
I 

l î ) T . P o u t r e e n c a s 
t r é e c h a r g é e d'un 
po ids u n i q u e . — Si, au 

l ieu d 'ê t re chargée uni 
f o r m é m e n t su r la lon
g u e u r , la pout re AB 
(fig. 1 7 9 ) , encas t rée hor i 
zon ta l emen t aux deux 
bou t s , était chargée d 'un 
poids u n i q u e P , placé en 

un poin t que lconque G, la dé t e rmina t ion des m o m e n t s flé
ch issants s 'opérera i t d 'une façon ana logue . Soit A B —-- a la 
longueur to ta le , A C = 6, BC = c la l ongueu r des t ronçons ; 
b -|- c — a. Désignons pa r X, X t , les réac t ions inconnues des 
appuis A , B ; pa r ^, JJ., les m o m e n t s d ' encas t r emen t égale
m e n t i n c o n n u s ; les règles o rd ina i res de la s ta t ique nous 
donnen t , en écr ivant la s o m m e des project ions des forces sur 

F I G . 1 7 9 . 
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une verticale, 
X + X, = P ; 

en prenant les m o m e n t s de toutes les forces pa r r appor t au 
point A et observant que ¡1. et ag issent en sens con t ra i r e , 

Pb — Xta — u. - f = 0 . 

cette équat ion, combinée avec la p récédente , donne celle qui 
suit que l 'on ob t iendra i t d i r ec t emen t en p r e n a n t les m o m e n t s 
par rappor t a u point B : 

Pc — Xa — u.̂  - j - ¡a — 0 . 

Cela posé, le m o m e n t fléchissant, M, en u n point que l 

conque M situé à une dis tance x du point A, p lus pet i te que 

AC — ô, sera 
M — Xx — i a ; 

celui M 1 ; en u n point que lconque M t , s i tué à u n e dis tance x^ 

du point B, p lus pet i te que c, en c o m p t a n t les x^ positifs 
de B vers C, sera 

M, = X<xt — \Î, ; 

et nous au rons a lors , p o u r les deux t ronçons de la fibre 

neutre, les deux équat ions 

„ . dry v d2y, v 

E I dx2 = X * ~ ^ h l d x Í = X<*< ~ K • 

L'intégrat ion de ces deux équa t ions in t rodu i r a q u a t r e 
constantes a rb i t ra i res , lesquel les , ajoutées aux qua t re q u a n 
tités X, X ( , ¡x, ¡ J . J , d o n n e r o n t hu i t inconnues à dé t e rmine r . 
On aura pour cela, ou t re les deux équa t ions c i -dessus don
nées par la s t a t ique , six équa t ions de condi t ions , savoir : 

I o y = 0 pour x = 0 ; 2" y = 0 pour xK = 0 ; 3° ^ = 0 pour 

x = 0 ; 4° = 0 pour xi ~ 0 ; 5° y (pour x = b) = 

(pour xY = c) ; 6° ^ | (pour x = b) = — ^ (pour =- c). 

La résolut ion de ces équat ions ne présente aucune diffi
culté; en voici que lques r é su l t a t s . 
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PÔC2 

Les m o m e n t s d ' encas t r emen t ont pour va leu r s u = ——» 
a1 

Vb2c . . P c 2 

[j.t = j les réac t ions des appu i s , X = — (« - ) - 2b), 

Pô-

X, = —- (a -+- 2c). Les m o m e n t s fléchissants sont repré 

sentés par les deux droi tes incl inées DE, E F , et l 'ordonnée 

2 P ô ' c 2 

CE a pour va l eu r — Les efforts t r a n c h a n t s sont cons-
tan t s sur chacun des t r o n ç o n s ; ils sont r ep résen té s par les 
droi tes GH, IK, para l lè les à AB et d i s tan tes de X, X,. 

Si le poids P est placé au mi l i eu de la pou t r e , la flèche / , 
ou l ' aba i s sement du point mi l ieu a pour express ion 

' " 1 9 2 E I 

Elle est double de celle que p rodu i r a i t sur la même 
pou t re une cha rge u n i f o r m é m e n t r épa r t i e pa — P ; et elle 
n 'es t que le q u a r t de celle que p rodu i ra i t le m ê m e poids P 
placé au mi l ieu de la m ê m e pout re s i m p l e m e n t posée à ses 
ex t rémi tés . 

Lorsque le poids P est placé en u n point que lconque de 
la pout re encas t rée , défini pa r ses d is tances b et c aux deux 
ex t rémi tés , l ' aba i s sement d u point d 'appl ica t ion de cette 
charge , que nous appe l l e rons , c o m m e plus h a u t , / P , aura 
pour express ion : 

P&V 
/ ' p 

3a 3 EI 

Et si nous appelons 2a la l ongueur de la pou t r e , au lieu 
de «, et si nous définissons la posi t ion de la charge P par 
sa d is tance a au mi l ieu de la pou t r e , nous au rons , entre cet 
aba i ssement / P du point d 'appl ica t ion de la charge et la 
flèche / , p rodui te par une c h a r g e Q placée au mil ieu de la 

pou t re , laquel le est a lors / = r 5 7 - ^ » la r e la t ion s imple : 

tou t à fait ana logue à celle que nous avons établ ie au n° 188 
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pour la pout re s i m p l e m e n t posée aux deux bou t s , et qui 
n'en diffère que pa r l ' exposant de la pa ren thèse , dans le 
second m e m b r e . 

Si, au lieu d 'un seul poids isolé, la pou t re encas t rée en 
supportait p lus ieurs , la solut ion s 'obt iendrai t év idemmen t 
delà m ê m e man iè r e sans difficulté, soit, d i rec tement , en écr i 
vant les équa t ions de la fibre n e u t r e dans chaque t ronçon , 
soit, plus s implemen t , en app l iquan t le pr incipe de la super
position des effets des forces, c o m m e nous l 'avons indiqué 
plus hau t . 

1 9ÎÎ. P o u t r e eiieastrc^e à u n e e x t r é m i t é e t s i m 
p lement p o s é e à l ' a u t r e . — Le prob lème de la pou t re 
encastrée à, u n e e x t r é 
mité, posée l i b r e m e n t à 
l 'autre et chargée d 'un 
poids un i fo rmément ré
parti sur sa longueur , se 
résout aussi fac i lement 
par l 'appl icat ion des 
mêmes pr inc ipes . Soit 
toujours AB = a (fig. 180) 
la longueur de la pou t re , e t p le poids dont, elle est cha rgée 
par unité de longueur . 

Si X et X' sont les réac t ions des appuis A et B, et y. le 
moment d ' encas t r emen t en A, nous avons , en t re ces quan 
tités et le poids pa, r épar t i su r cette pou t r e , les relat ions 
suivantes données pa r la s ta t ique : 

F I G . 1 8 0 . 

X -F- X' = pa, [A — pa. ^ -F- X'a = 0, 

d'où 

-pa. - + Xa = 0 ; 

l , ^ X a - P ^ = ^ - X ' a . 
2 2 

Le m o m e n t fléchissant M en u n point M que lconque , à la 

x 
distance x du po in t A, sera M = Xx —px. ^ —y-, et, par 
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sui te , l ' équa t ion de la fibre n e u t r e déformée s 'écr i ra : 

El %\ = X.v — p — UL. 

dar ~2 ' 

L' in tégra t ion donnera , en t e n a n t compte de ce que — 0 

pour x = 0, 

W T dy x2 x* 

Eldx = x i - p j - v » -

In t ég ran t u n e seconde fois et observant que y = 0 pour 
x = 0, on a 

^x^^ Cf^ 
Ely = X ' - - p 

On doit avoir aussi y = 0 p o u r x = a, ce qui donne 

« 3 a 4 a 2 . a / Y pa 
0 = X p - - u . - , d o u ¡ 4 = g ^ X - T 

Cette équa t ion , combinée avec celle c i -dessus \i. = X a — 

5 1 3 
donne i m m é d i a t e m e n t X = -pa, d'où ; j . — -pa2 et X' = ^-»«. 

o o o 

Ainsi l ' encas t r emen t a pour effet de modifier les réact ions 

des appu i s qu i , au l ieu d 'être , c o m m e dans la pout re s imple

m e n t posée, égales chacune à sont , pour l 'appui où a lieu 

5 3 
l ' encas t r emen t - pa et, pour l ' au t re appu i , - pa. 

o o 

Le m o m e n t fléchissant est figuré pa r les ordonnées d 'une 

parabole FEI IB , dont l ' équa t ion est M = - ^ (^j ax — x2—~]^)' 

1 

dont l ' o rdonnée A F = xpn^ a p réc i sémen t la m ê m e valeur 

que le m o m e n t fléchissant m a x i m u m dans la pièce simple

m e n t posée sur ses a p p u i s . Les abscisses des points E et B 

où le m o m e n t fléchissant s ' annu le sont données par l 'équa

t i o n j ax — x2 — ^- — 0 ou (a — x) ^x •— -^j — 0, sat is-
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faite pour x —; a (point B), et x = | (point E) . Ce de rn ie r 

point se t rouve donc au q u a r t de la l ongueur de la pièce à 
partir de l ' encas t rement . 

L'effort t r a n c h a n t est figuré pa r une droi te incl inée CD 
dont les o rdonnées AC et BD sont respec t ivement égales 

5 3 
à -^pa et 'g/ia. Par conséquent , le point I où elle coupe l 'axe 

5 
des x est à une dis tance AI du point A égale à r û . L 'ordon-

8 
née III du s o m m e t , ou la va leur du m o m e n t fléchissant pour 

5 9 
x—.-^a, est égale à — pa2, c 'es t -à-dire un peu p lus de la 

1 16 

moitié de celle -pa~ = — j j 0 2 q u i cor respond à l ' encas t re 

ment. 

En supposan t , c o m m e tout à l ' heu re , l ' encas t r emen t i m 
parfait, c 'est-à-dire te l que la fibre n e u t r e p r e n n e sur l 'hor i -
zonlale une inc l ina ison m e s u r é e par la fraction de celle 

1 n 
qu'elle p r e n d r a i t si la pièce étai t s i m p l e m e n t posée, on 

trouve, p o u r la réact ion de l ' appui A, X — -V et 

8 \ nj 

pour le m o m e n t d ' encas t r emen t \ i . = ^ ~ ^ 1 — 

Dans ce cas, d 'une pièce encas t rée à une ext rémi té et l ibre 

à l ' aut re , le m o m e n t fléchissant m a x i m u m est égal à 
8 

aussi bien dans le cas où l ' encas t rement est parfait que dans 
celui où il est a b s o l u m e n t imparfa i t et où la pièce se compor te 

comme s'il n 'exis te p a s ; s e u l e m e n t le m a x i m u m ^ — - s e p r o 

duit dans le p r e m i e r cas à la section d ' encas t r emen t et, dans 

le second, au mi l i eu de la pou t r e . Si l ' encas t rement est im

parfait, pourvu , toutefois , qu ' i l p roduise u n cer ta in effet en 

empêchant l 'axe de la pièce de s'infléchir au t an t que si elle 

était l ibre , il a u r a pour conséquence une d iminu t ion de ce 

moment fléchissant m a x i m u m . La recherche de l ' incl inaison 

p m r laque l le cette d i m i n u t i o n est la p lus g rande n 'a , d'ail

leurs , aucun in té rê t p r a t i q u e . 
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C o m p a r a i s o n des m o m e n t s fléchissants 
d a n s la p o u t r e e n c a s t r é e e t d a n s la p o u t r e posée 
a u x deux bouts . — Dans tous les exemples qui précèdent , 
nous avons t rouvé que la courbe des m o m e n t s fléchissants, 
dans une pout re encas t rée soit a u x deux ex t rémi tés , soit à 
l 'une seu lemen t , avec encas t r emen t parfait ou imparfai t , 
é ta i t toujours la m ô m e que celle qui r ésu l t e ra i t de la même 
répa r t i t i on de la charge sur une pou t re s i m p l e m e n t posée, 
ma i s déplacée d 'une certaine quan t i t é . Cette r e m a r q u e est 
géné ra l e et s 'appl ique à tous les cas possibles. Elle peut se 
fo rmu le r ainsi : quelles que soient les condi t ions d 'appui ou 
d ' e n c a s t r e m e n t des ex t rémi tés d 'une pou t re chargée d'une 
man iè r e que lconque , le m o m e n t fléchissant, en chaque point, 
se compose de deux p a r t i e s : l 'une est le m o m e n t fléchissant 
que p rodu i ra i en t , en ce m ê m e point , les charges données 
appl iquées à la m ê m e pout re s i m p l e m e n t posée à ses extré
mi t é s , et l ' aut re est une l'onction l inéa i re de la coordonnée 
•du point . 

On peut se r end re compte i m m é d i a t e m e n t qu' i l doit en 
ê t re ainsi . Si, en effet, nous p renons u n e pou t r e s implement 
posée su r ses appu i s et chargée d 'une m a n i è r e quelconque, 
le m o m e n t fléchissant, en un point que lconque M, se com
pose de la s o m m e des m o m e n t s , pa r r appo r t à ce point de 
toutes les charges appl iquées depuis ce point j u squ ' à une 
des ex t rémi tés A, a u g m e n t é ( a lgébr iquement ) du moment 
pa r r a p p o r t au m ê m e point M de la réac t ion de l 'appui A. Or 
s i , à l ' au t re ex t rémi té B, au l ieu du m o m e n t fléchissant nul 
q u i se t rouve au-dessus de l ' appui , nous app l iquons un 
m o m e n t d ' encas t r emen t que lconque , cette addi t ion aura 
pour conséquence de modifier la réact ion du p r e m i e r appui A, 
et le m o m e n t fléchissant nouveau , au point M, se composera , 
c o m m e le p r e m i e r , de la s o m m e des m o m e n t s de toutes les 
cha rges appl iquées ju squ ' à l ' ex t rémi té , laquel le est restée la 
m ê m e , a u g m e n t é e (a lgébr iquement ) du m o m e n t de la nou
velle réact ion de l ' appui . La différence en t re les deux m o 
m e n t s sera donc égale à la différence des réact ions mult ipl iée 
pa r l 'abscisse du point , c 'est-à-dire u n e fonction l inéaire 
d e la coordonnée du point . On p e u t faire le m ê m e raison
n e m e n t pour l ' au t re ex t rémi té , ce qui d é m o n t r e le t héo rème . 
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En voici u n e démons t ra t ion ana ly t ique qui nous fourni ra 
des formules que nous aurons à appl iquer plus t a r d . 

AB é tant la p o u t r e , l sa longueur , dés ignons par u.A la 
somme des m o m e n t s pa r r appor t à l 'appui A de toutes les 
charges qui agissent sur la pou t re , que ces cha rges soient 
isolées, cont inues ou d i scon t inues ; et par y.B la s o m m e des 
moments des m ô m e s charges pa r rappor t à l 'appui B. Les 
moments et ; J . b ne dépendent que de la g r an d eu r et de la 
position des cha rges appl iquées à la pou t re . 

Appelons X' et Y' les réact ions des deux, appuis A et B 
dans l 'hypothèse où la pou t re serai t s imp lemen t posée à ses 
deux ex t rémi tés , nous aurons , pour les dé te rmine r , les équa

tions 

Et, pour u n point M, d 'abscisse x, le m o m e n t fléchissant 
M' sera, en appe lan t u.M le m o m e n t , pa r r appor t à ce point , 
de toutes les charges appl iquées à la pout re depuis l ' ex t ré
mité À j u s q u ' a u po in t M : 

Si, au l ieu d 'appuis s imples , nous supposons qu ' i l y ait 
aux deux ex t rémi tés , des m o m e n t s d 'encas t remen 1 M A et M B , 
positifs ou négatifs , et si nous appelons X, Y et M les r éac 
tions des appuis et le m o m e n t fléchissant au point M dans la 
poutre a insi encas t rée , nous au rons , pour dé t e rmine r ces 
quant i tés , les nouvel les équat ions : 

Y ' . Z = l A A 

M' = X'x — u . M = y • X — U - M . 

X' + M A 
M B 

Yl - f - M B — M A = u . A , 

M = Xx -f- M A — (xM ; 

ce qui donne : 

X X' + 
MD - M A Y = Y' + 

M A — M 

(2) 

On voit que les réact ions des appuis sont l 'une augmen tée , 
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l ' au t re d iminuée d 'une m ê m e quan t i t é , et que le m o m e n t 
i léchissant se t r o u v e a u g m e n t é du m o m e n t d ' encas t rement 
sur le p r e m i e r a p p u i , p lus du p rodu i t pa r l 'abscisse du point 
considéré de l ' augmen ta t i on de la réact ion su r ce p remie r 
appu i . 

On peu t c o m p a r e r , de m ê m e , l'effort t r a n c h a n t T dans la 
pou t r e encas t rée à l'effort t r a n c h a n t T" au m ê m e po in t de la 
pou t r e s i m p l e m e n t posée, on t r o u v e r a fac i lement 

(3) T ^ T' + M b ~ M a -

§ 3 

P O U T R E S REPOSANT SUR PLUSIEURS APPUIS 

1ÏOO. T h é o r è m e des t r o i s m o m e n t s . — La d é t e r m i 
nat ion des m o m e n t s t léchissanls qui se p rodu i sen t dans les 
pou t res reposant sur p lus ieurs appu i s s 'opère par les mêmes 
pr incipes : on écri t les équat ions de la libre neu t r e déformée 
dans chacun des t ronçons séparés par les a p p u i s . 

L ' in tégra t ion de ces équa t ions in t rodu i t , pour chaque 
t ronçon ou t ravée , deux cons tantes a rb i t r a i r e s , soit 2n cons 
tan tes si n est le n o m b r e des t r avées . Les réac t ions ver t i 
cales des appuis sont i n c o n n u e s , et il y en a n-\- 1, cela fait 
en tou t 3n -+-1 inconnues à dé t e rmine r . La s ta t ique fournit 
deux équa t ions en t re les forces données et les réac t ions , et 
on au ra des équat ions de condi t ion en e x p r i m a n t que , dans 
chaque t r avée , l 'axe n e u t r e passe , après la déformat ion , pa r 
les deux points d ' appui qui la l imi ten t , ce qui fera 2n con
dit ions ; et "que cet axe , à l ' ex t rémi té de chaque t ravée , se 
raccorde t angen t i e l l ement avecce lu i de la t ravée su ivan te , ou 
encore une condi t ion pour chacun des n — 1 appuis in te r 
méd ia i r e s , soit en tou t 3«. — 1 condi t ions qu i , ajoutées aux 
deux équa t ions de la s ta t ique , donne ron t b ien '¿n + 1 équa
t ions p o u r d é t e r m i n e r les 3?i —(— 1 i n c o n n u e s . 

Toutefois, le p rob l ème se simplifie au moyen d 'une re la-
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••' \dx e r V - " M - i 2if 

In tégrons une seconde fois et r e m a r q u o n s que , pour x = 0 

on doit avoir y = 0, ce qui annule la cons tante d ' in tégra t ion; 

nous obtenons : 

(3) El (y - x taug f() = M, X~ - f (M, - M,) + fdx f v.,dx. 

Appl iquons cel te équat ion à la t ravée ent ière ou faisons-y 

x~~lu Si le point B est au m ê m e n iveau que le point A, son 

ordonnée y sera nu l l e et d ispara î t ra de l 'équat ion. P o u r plus 

de général i té , appe lons y,, y2 les ordonnées , au-dessus d 'une 

même hor izonta le de compara i son , des deux points A et B, 

nous aurons : 

tion qui existe ent re les m o m e n t s fléchissants au-dessus de 

trois points d 'appui consécutifs , que l 'on appel le le théorème 

des trois m o m e n t s , ou t h é o r è m e de Glapeyron, et que nous 

allons établir . 

Soit, pour une t ravée que lconque AB (fig. 181), de 

longueur /„ M, le m o m e n t fléchissant sur l 'appui A, M2 le 

moment fléchissant sur l 'appui B 

et [A, le m o m e n t fléchissant au point g [M g — . 

M, d'abscisse x dans u n e pout re de A B 

longueur /J qui por te ra i t les m ê m e s Fio. I S I . 
charges que cette t ravée et qui se

rait s implement a p p u y é e aux deux ex t rémi tés . Le m o m e n t 

fléchissant M au point M de la t ravée sera, d 'après l ' équa

tion (2), du n u m é r o p récéden t : 

(1) M = M l - f - ( M a - M , ) f + ( i l | . 

Remplaçons M par El in tégrons une p remiè re fois, 

appelons ^ l ' angle que fait en A, après la flexion, la fibre 

neutre déformée avec l 'hor izonta le , la va leur de pour 
dx 

x = 0 sera t a n g o ^ et nous a u r o n s 

El ( g - t a n g ? l ) = M , * + (M a - M,) f- + fltdx. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Appl iquons le m ê m e calcul à la t ravée AC [fig. 182) pré
cédan t celle dont nous venons de nous occuper ; appelons 

. ^ _ /o sa l ongueu r , gQ l 'ordonnée 
ç ^ g du point C, M„ le m o m e n t flé

ch issan t en u n point d'abs-
Fm. 182. . 4. x. A \ ^ 

cisse x, comptée de A vers E, 
d a n s cette t r avée . Nous devrons r e m a r q u e r que l 'angle ?, 
devra change r de signe puisque n o u s comptons lésa; en sens 
contra i re , mais non de g r a n d e u r pu i sque la courbure de la 
l ibre neu t r e est con t inue . Nous écr i rons alors 

( B ) E I ( y 0 - ^ - r - ? o t a n g T , ) = M < J + ( M 0 - M , ) f + fdx f^dx. 

Il n 'y a p lus qu ' à é l imine r t ang ç t en t re ces deux équations 
pour avoir la re la t ion c h e r c h é e en t re les t ro i s m o m e n t s M„, 
Mi, Ma sur les t ro i s appuis consécutifs C, A, B. Cette élimi
na t ion se fait b ien s i m p l e m e n t en add i t i onnan t les deux 
•équations p r é a l a b l e m e n t divisées la p r e m i è r e par /,, la 
seconde pa r l„. Elle donne , après réduc t ion , 

i M 0 J 0 + 2 M 4 (la + + M s * < - + -
 G

f fdx fladx 
( 6 ) , " n " 

\ + T d x p.{dx — 6 E I 

Appl iquons cet te équat ion au cas s imple où les trois 
appu i s sont de n iveau et où les cha rges app l iquées à chaque 
t ravée cons is ten t s i m p l e m e n t en des poids un i fo rmément 
répar t i s à ra ison de p0 pa r un i t é de l o n g u e u r dans la travée 
CA e t d e / > i pa r un i t é de longueur dans la t ravée AB. Nous 
aurons 

1 cx
 1 (l x\ fl° Cx

 1 
V-o = %Pox [lo—x)\ J Poda! = 2 p x i

 \ 2 _ Ï)' J„ J]tndX
 = 2 4 ^ 

et u n e va leur ana logue p o u r l ' au t re t r avée . E n subst i tuant 

ces va l eu r s , il v i endra 

(7) M 0 Z f l + 2 M < [l0 + lt) + M2l, - f + Vf = 0 . 

S'il s 'agit d 'une pou t r e à deux t r avées , posée su r trois 
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appuis de n iveau , les m o m e n t s M0, M2 sont nu ls , et le m o m e n t 

Mi sur l 'appui i n t e rméd ia i r e est 

M < - B ( * „ + ' , ) 

et si, en out re , ces deux t ravées ont m ê m e longueu r / et 

même c h a r g e ^ pa r un i t é de longueur , on a s imp lemen t 

Pour ce de rn ie r cas, on peu t r e m a r q u e r que , dans chacune 
des deux t ravées séparées par l ' appui in te rmédia i re , la p o u t r e 
peut être considérée c o m m e encas t rée sur cet appu i et s im
plement posée sur l ' au t r e , l ' encas t r emen t é tant , d ' a i l l eu rs , 
horizontal à cause de la symé t r i e . Le m o m e n t fléchissant su r 

pl2 

l'appui est h ien égal au m o m e n t d ' encas t r emen t — q u e 
O 

nous avons t rouvé p lus h a u t . 

Si, au l ieu d 'avoir u n e charge u n i f o r m é m e n t répar t ie su r 

chaque t ravée, on avai t , sur la t ravée / f , par exemple , un 

poids un ique P app l iqué en u n poin t d i s tan t de l 'o r ig ine A 

de cette t ravée d ' une l o n g u e u r X/,, en appe lan t X u n coeffi

cient n u m é r i q u e infér ieur à l 'un i té , on t r o u v e r a i t faci lement , 

en effectuant le calcul , que l ' in tégra le / dx j y^dx a a lors 

P / 3 

pour valeur X (1 — X) (2 — X), de sorte que le t e r m e 

correspondant de l ' équa t ion généra le , égal au produi t de 

6 
cette intégrale pa r r> vaudra i t PZfX (1 — X) (2 — X). S'il y a 

M 

plusieurs poids P' , P" . . . dont les abscisses sont définies pa r 
des coefficients X', X", ce t e rme vaudra , par conséquen t , 
la somme de tous les t e r m e s semblables , soit 

Z?EPX(1 — \) (2 — X). 

Pour un poids isolé P , placé de la m ê m e man iè r e su r la 
travée /„ à une d is tance X/0 de l 'or igine G de cette t ravée , 
nous devrons r e m a r q u e r que nous avons compté les x en 
sens contraire et que , pa r su i te , le poids se t rouve placé à une 
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dis tance /„ (1 — X) de l 'o r ig ine des x, en A. Le calcul nous 
donne ra donc le m ô m e résu l t a t que le p récéden t , en y chan
g e a n t X en 1 •— X. Et a lors le t e r m e p rovenan t du poids P 
sera P/0-X (1 — X5) * et s'il y a p lus ieurs poids /„i:PX(l —X 2 ) . 

Nous devrons donc éc r i re de la m a n i è r e su ivan te l ' équa
tion qui r é s u m e le t h é o r è m e des trois m o m e n t s lo r sque les 
appu i s sont de n iveau , et que les cha rges sont d iscont inues : 

(8) M 0 / 0 - r - 2 M / / a + ^ ) 4 - M ^ , + ? g £ P X ( l — X 2 ) + / ? 2 P > . ( 1 — X ] ( 2 — > ) = 0 . 

Si, en m ê m e t emps que ces cha rges isolées , il se t rouve 
u n e charge u n i f o r m é m e n t r épa r t i e , on dev ra a jouter respec
t i v e m e n t a u x deux de rn i e r s t e r m e s ceux que nous avons 

t rouvés p lus hau t , soit^f- et^y^'-
r ' 4 4 

L ' équa t ion s 'appl iquera ainsi à tous les cas possibles . 
Nous dés ignerons d 'une m a n i è r e généra le par la le t t re B 

affectée de l ' indice m a r q u a n t le n u m é r o de l ' appui qui sépare 
les d e u x t ravées auxquel les s ' appl ique le t h é o r è m e des trois 
m o m e n t s , l ' ensemble de tous ces t e r m e s qui dépenden t des 
cha rges et de leurs posi t ions su r les t r avées . Avec cette 
no ta t ion , l ' équat ion simplifiée, appl icab le s eu lemen t au cas 
où les a p p u i s sont de n iveau , s ' écr i ra : 

(9) M 0 / 0 + 2M< (l0 + lt) -+- Mtlt f B 1 = 0 . 

2 0 1 . A p p l i c a t i o n a u c a l c u l des m o m e n t s fléchis
sants a u - d e s s u s des a p p u i s . — La re la t ion que. nous 
venons d 'é tabl i r , en t re les m o m e n t s f léchissants su r trois 
appuis consécutifs , p e r m e t de d é t e r m i n e r ces m o m e n t s d 'une 
man iè r e p lus s imple que par l 'appl icat ion de la méthode 
généra le . Celle-ci nous condui ra i t , en effet, p o u r une pout re 
de n t r avées , à 3 n - ) - l équa t ions en t re a u t a n t d ' inconnues , 
t and i s que si nous p renons , p o u r inconnues , les m o m e n t s 
fléchissants au-dessus des appu i s i n t e r m é d i a i r e s , au n o m b r e 
de n, — 1, nous n ' a u r o n s que n — 1 équa t ions à résoudre . 

L a réso lu t ion de ces équa t ions , l o r squ ' i l s 'agit de l'effec
tuer r ée l l emen t dans u n cas pa r t i cu l i e r donné , où les let t res 
sont remplacées par des n o m b r e s c o n n u s , n e p résen te aucune 
difficulté. La so lu t ion géné ra le , en conse rvan t aux let tres 
l eu r i n d é t e r m i n a t i o n , et su r t ou t en la i ssan t i ndé t e rminé le 
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nombre n des t r avées est p lus compl iquée ; mais on peu t 
cependant y a r r i v e r d 'une façon assez rapide en app l iquan t 
la méthode des coefficients i ndé te rminés . 

Soit n le n o m b r e des t r a v é e s ; l,, /2, la, . . . . /„ leurs lon
gueurs, et M,, M i v . . , M„ + 1 les m o m e n t s fléchissants sur les 
n - f - l appuis . Les m o m e n t s IVL et M, 1 + 1 sont n u l s , s'il n 'y a 
pas d 'encast rement aux ext rémi tés , et il en res te (n — 1) à 
déterminer. Nous pour rons écrire , en app l iquan t successi
vement l 'équat ion précédente (9) à la p remiè re et à la 
seconde t ravée , puis à la seconde et à la t ro is ième, e tc . , et 
en supposant, ce qui est la condit ion essentielle de l 'appl i
cation de l 'équat ion (9), que tous les appu i s sont sur une 
ligne horizontale : 

(10) 

2 (l, + l g ) M 2 - f l t M 3 = - B 2 

l , M , + 2 & + « M, + ' 3 M 4 = - B 3 

J 3M, + 2 { l t + h ) M 4 + = ~ B, 

Z„_ 2M„_ 2 -f 2 ( 4 _ 2 + k-.,)M„_< + l „ - , M n = — B„_ 
Z„_<M„_< 4 - 2 ( * „ _ , + l n ) M . = — B» 

Multiplions tou tes ces équat ions par des coefficients indé
terminés, savoir : la dern iè re par l ' un i t é , l ' avant -dern ière 
par a,, la précédente par a £ , ainsi de suite j u s q u ' à la p r e 
mière qui sera mul t ip l iée pa r x n _ 2 . 

Additionnons toutes ces équat ions et égalons à zéro les 
coefficients de tous les m o m e n t s M, excepté celui de M 2 ; nous 
aurons, entre les n — 2 coefficients a, les n—2 équa t i ons : 

( H ) 

a « - 2 h + 2 i * - 3 [ l 2 + + « n - 4 ? 3 — 0 » 

* « - a l a + 2 a « - 4 ( ¿ 3 - f - h ) + a « - 5 ^ 4 = - 0 i 

a 3 ^ - 3 + 2 a 2 ( 4 _ 3 4 r l n - a ! + V „ _ 2 = 0 , 

+ 2 . 1 . [ l n _ , - f = 0 . 

Quant au coefficient de M 2 , il sera 2a„__a + 4) + o . n ^J 2 l et 
si nous in t roduisons u n n o u v e a u coefficient a , ^ d é t e r m i n é 
par une équat ion semblab le , 

( 1 2 ) - f - 2 a „ _ 2 U, + l t ) + *H-3lt = 0 -
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nous pouiTons écr i re de la m a n i è r e su ivante le résu l ta t de 
l 'addi t ion de toutes les équa t ions : 

(13) — a „ _ 4 ^ M 2 = — B 2 a „ _ 2 — B 3 3 . „ _ 3 — . . . — B „ ^ — B „ ; 

et nous a u r o n s , pa r conséquen t , 

( 14 ) M a = ^ ^ p -

12OU. D é t e r m i n a t i o n des coef f ic ients n u m é r i q u e s . 
— Les coefficients a se d é t e r m i n e n t au moyen des équat ions 
précédentes (11) qui donnen t success ivement , en c o m m e n 
çant par la dern iè re : 

On reconna î t faci lement que ces coefficients sont a l t e rna
t i v e m e n t positifs et négat i fs et que leurs va leurs absolues 
vont en croissant à pa r t i r de au qui est toujours négatif et 
plus g rand que 2 en va leur abso lue . 

Au lieu d 'é l iminer tous les M à l ' except ion de M 2 , on aurai t 
pu ne conserver que M „ , et adopter , p o u r cela, u n e autre 
série de coefficients i ndé t e rminés y par lesquels on aurai t 
mul t ip l ié les équa t ions , en c o m m e n ç a n t par y0 — i pour la 
p remiè re j u s q u ' à - [ n _ 2 pour la de rn iè re . En opé ran t comme 
p o u r les x, on au ra i t t rouvé , pour d é t e r m i n e r ces coeffi
cients y, les équa t ions 
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(16) 

+ V ) 

et le moment fléchissatit M„ aura i t eu pour va l eu r 

Les ·' sont, comme les a, a l t e rna t ivemen t positifs et néga 
tifs et de va leu r s absolues c ro issantes . 

Lorsque les l o n g u e u r s / , , 4, / , t des t ravées sont toutes égales 
entre elles, on a a, = — 4, a2 = 15, a 3 = — 56, a t = -t- 209, 
as~-— 7 8 0 , aG = + 2 9 1 1 . . . et les m ê m e s va leurs pour y,, 
y 2.. e t c . . 

Quel que soit le procédé de résolut ion employé , lo r sque 
l'on aura t rouvé la va l eu r de M 2 , ou de M„, celles des aut res 
moments f léchissants, M 3 , M 4 . . . se calculeront imméd ia t e 
ment par les équa t ions successives , dans chacune desquel les , 
en commençant par la p r e m i è r e , et en in t rodu i san t les 
valeurs déjà t rouvées , il ne res te ra qu ' une seule i nconnue . 

2 0 3 . M o m e n t fléchissant e t e f for t t r a n c h a n t en 
un point q u e l c o n q u e d e la p o u t r e . R é a c t i o n s des 
appuis. — Lorsque l 'on a u r a calculé tous ces m o m e n t s 
fléchissants sur les appu i s , le momen t fléchissant M en uu 
point quelconque de la p o u t r e se dé te rmine ra par l 'équat ion 
(2) du n" 199. 

l'indice k dés ignant une t ravée quelconque et y.k le m o m e n t 
fléchissant qui sera i t p rodui t , au point considéré dans une 
poutre de m ê m e longueu r lk s imp lemen t posée sur deux 
appuis à ses ex t rémi tés et soumise aux mornes cha rges que 
la travée. Lorsqu ' i l s 'agit d 'une charge u n i f o r m é m e n t r é p a i -

(18) 
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t ie sur toute la l ongueur lk à r a i son de pk par un i té de lon
g u e u r , 

1 

FiG. 183. 

Si, pa r exemple , ACB [fig. 183) est la courbe dont les 
o rdonnées sont en c h a q u e point p ropor t ionne l l e s à ^ ( p a r a 

bole à axe vert ical dans le 
cas d ' une charge uni
forme) , les mo men t s flé
ch issan ts en chaque point 
dans la t ravée considérée 
seront représentés par les 
o rdonnées comprises entre 
cette courbe et une ligne 
D E ' passan t pa r les points 
D' (x = 0, M = — M,/) et 

E' o = 4 : m=—m,;+1). 
Généra l emen t les m o m e n t s f léchissants sur les appuis sont 
négat i fs , c'est dans cette hypo thèse que les points D' et E' 
sont au-dessus de l 'axe des x. 

Au lieu de t r ace r la courbe de cette façon, il est plus ra t ion
nel de p r end re en AD et BE des l o n g u e u r s propor t ionnel les 
a u x m o m e n t s fléchissants, c 'est-à-dire au-dessous de AB, si 
ces m o m e n t s sont négatifs eL de t r a n s p o r t e r la courbe ABC 
en DG(E. Les m o m e n t s fléchissants en chaque point sont alors 
r eprésen tés par les o rdonnées de cette courbe , mesurées à 
pa r t i r de la l igne AB : positifs l o r sque la courbe est au-des
sus de AB, négatifs lo rsqu 'e l le est au-dessous . 

Le point le p lus élevé de cette courbe vient se placer 
su r l ' o rdonnée du point C où la t angen t e à la cou rbe pr imi
t ive est para l lè le à D'E'. 

L'effort t r a n c h a n t T en u n poin t q u e l c o n q u e s 'obt iendra 
par l ' équa t ion (3) du n° 199 qui s 'écr ira , en appe lan t - l'ef
fort t r a n c h a n t au m ê m e point , dans la p o u t r e s implemen t 
posée et soumise aux m ê m e s cha rges : 
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Sous la charge un i fo rme pkl on a t=pk — x^j · 

Sur chaque appui , l'effort t r a n c h a n t a deux valeurs , sui 

vant qu'on le prend dans l 'une ou dans l 'autre des deux t ra 

vées que sépare cet appu i , et la différence de ces deux va

leurs de l'effort t r a n c h a n t est la réact ion XA de l ' appui Ak. 

Appelons T' t _, l'effort t r a n c h a n t , dans la t ravée k — 1 à 

l 'extrémité de cette t ravée la p lus éloignée de l 'or igine et 

l k l'effort t r a n c h a n t dans la t ravée k, à son ex t rémi té la p lus 

voisine de l 'or ig ine , nous a u r o n s ainsi 

X* = T/c — T ' k - i -

Les valeurs de T\_ , et de Tk s 'ob t iendront , c o m m e tou tes 

les valeurs de l'effort t r a n c h a n t T en me t t an t pour les 

variables dans la formule généra le d o n n a n t T, les va l eu r s 

correspondantes aux points que l 'on considère . Si et 

Zk représentent les réact ions de l ' appui kk dans les pou t res 

de longueur 4_i et 4 qui se ra ien t s i m p l e m e n t posées à leurs 

extrémités, on a u r a en r e m a r q u a n t que Ek est l'effort t r a n 

chant au c o m m e n c e m e n t de la t r avée lk et que l'effort t r an 

chant à l ' ex t rémité de la t ravée 4-i est — 2 A _ , . 

X* s* + £ - k - i -f-
M M, M* M 

(Zi-f-̂ i-i) est ce que por te ra i t l ' appui Ak, si la pou t re étai t 
coupée au droi t des appu is . Le reste est dû à la con t inu i té . 

Lorsque la charge est u n i f o r m e dans les t ravées , l'effort 
t ranchant y est r eprésen té 
par les o rdonnées d 'une 
droite inclinée CD (fig. 184) 
qui coupe l 'axe des ,r, AD, 
entre les d e u x points d 'ap
pui. La réac t ion de l ' appui 
B égale à Tk — T\..-i est, en 

réalité, égale à la s o m m e des va leurs absolues de ces deux 
efforts t r anchan t s , dont le second est négatif. Elle est r e p r é 
sentée par la l igne DE '( ' ) . 

Fia. 184. 

(') Voici 1RS voleurs des réac t ions des appuis et ries m o m e n t s fléchissants 
au-dessus des appuis pour une p o u t r e cont inue formée de plusieurs t ravées 
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2 0 4 . Re la t ion e n t r e l e s m o m e n t s fléchissants 
e n d e u x po in t s c o r r e s p o n d a n t s d e d e u x t r a v é e s 
c o n s é c u t i v e s . — Si l 'on prend le m o m e n t fléchissant Oil A 

égales, de longueur l et chargée un i fo rmémen t d 'un poids p par uni té de Ion 
g u e u r . 

Réact ions des appuis . — Coefficients de la charge pl d 'une t ravée : 

une t ravée ^ ^ 

. . . 3 10 3 
deux t ravées - — -

8 O O 

, . , 4 I I 11 4 
trois t ravées - - - -

. , . A 11 32 20 32 11 
qua t re t ravées - ^ - ^ -

13 43 37 37 43 13 
cinq t ravées _ - - - - -

. L , 41 118 100 106 100 118 41 
S I X IT71VPP S • • • 

104 104 104 104 104 104 101 
, . , 36 101 137 143 143 137 101 30 

sept t ravées î?2 Wl iT2 Î3 142 û i û i U 2 
Moments f léchissants sur les appuis . — Coefficients de —pl" : 

1 
deux t ravées 0 - 0 

trois t ravées 

qua t re t r avées 

8 

I I 
10 10 

1 1 A 
28 28 28 

4 3 3 4 cinq t ravées 0 ^ - - - 0 

. . . 11 8 9 8 11 
six t ravées 0 - — —• — — 0 

104 104 104 104 104 
. „ 13 11 12 12 il 15 

sept t ravées 0 — — — — — — 0 

La loi de format ion de ces coefficients est facile à saisir : pour les nombres 
impai rs d e t r a v é e s chaque coefficient.se forme en add i t ionnan t , t e rme a t e r i n e , 
les deux fractions qui se t rouven t au-dessus de lui sur chaque l igne ob l ique ; 
pour les n o m b r e s pai rs de t ravées en add i t ionnan t de m ê m e ces deux frac
t ions après avoir doublé les deux t e r m e s de celle qui précède immédia t emen t . 

Lorsque le n o m b r e des appuis est grand, on aura , en généra l , une approxi
ma t ion suffisante en p renan t , pou r les réac t ions des appuis les chiffres sui
van t s : 

0,40; 1,14; 0,96: 1,00; 1,00; 0,96; 1,14; 0,40 

et pour les m o m e n t s : 

0; 0,10; 0,08; 0,083; 0,0833 ; 0,0833 ; 0,083; 0,08; 0,10; 0 

On voit que le m o m e n t sur le second appui est tou jours le p lus g rand . On 
arrive à une répar t i t ion plus égale en d iminuan t les l ongueur s des t ravées 
ex t rêmes , qui se t r o u v e n t alors plus cour tes que toutes les au t res que l'on 
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en un point que lconque F 4 de la t ravée de l o n g u e u r 4, il 
existe toujours, dans la t ravée su ivan te , de l o n g u e u r 4 + i 
un point Fft_|_i où le m o m e n t de flexion 3 K A - | - I est lié à sxik 

par une re la t ion s imple , du p remie r degré , i ndépendan te 
des moments fléchissants en tous les aut res po in t s . 

Désignons, comme n o u s l 'avons fait p lus hau t , par J A A , p-yt-pi 
les moments fléchissants qui se p rodu i ra ien t aux points 
F*, F A + i dans des pou t res de l ongueu r 4 , 4 + 1 , s i m p l e m e n t 
posées à leurs ex t rémi tés et por tan t les m ê m e s charges que 

conserve égales. La propor t ion la plus r ecommandée , pour cet te d iminut ion 
est celle de 7 à 8. 

La poutre à deux t ravées égales et éga lement chargées donne lieu à une 
remarque in té res san te : 

Les réact ions des appuis é t an t celles qui sont données plus hau t , le m o m e n t 
fléchissant dans chaque t ravée s 'obt ient pa r l 'équat ion (18) en y faisant 

MA- = 0, MA-+ i = — ̂  et |«- = £ (lx — ^ ) 

on a ainsi 

3 1 1 

Le maximum a lieu pour x = ' - 1 = - J : et il a pour va leu r : 

Si l'appui du mi l ieu était p lus bas que les au t res d 'une hau t eu r h, on 
aurait, en appl iquant l 'équat ion générale du n° 221, 

3 n « , 3E1A Y 5pi GEIft 
X i = X 3 ^ 8 + ^ ' X » = - f — 7 T -

L'appui du milieu est soulagé et ceux des ext rémités suppor t en t davantage . 
Le moment fléchissant sur l 'appui du milieu devient 

EU , 3 E 1 A 

et, si l'on veut que ce m o m e n t soit p réc i sément égal au m a x i m u m qui vient 
d'être calculé, il faut que 

pn , SFAk 9 „ . 8 v'2 — UpZ4

 nn,„P± 
- 8 + ~P = 1 2 8 P l ' ° U El ^ ° ' ° U E l ' 

Cette valeur de h est t rès sens ib lement la flèche que prendra i t une pout re de 
même section de longueur moi t ié moindre (ou égale à chacune des deux moi 
tiés de la première) s implemen t posée sur deux appuis et chargée d e l à même 
manière. Cette flèche est en effet 

384 El " U ' U " E l ' 
1 

valeur égale à celle qui a été t rouvée pour h à 2 0 0 0 0 P r e B -
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les t ravées cons idérées . Appelons encore B*_i la somme des' 

in tégra les y / dx j ^dx + -, / dx / ¡ ¿ ¿ 4 \dx,qui dépendent 

de la posit ion et de la r épa r t i t i on des charges et qui figurent 
dans l ' équa t ion e x p r i m a n t le t h é o r è m e des trois mo men t s . 
Nous écr ivons cette équa t ion 

MA-4 + 2 M * + I (fc + 4 + j - f Mk + i l t + ( + B A + H = 0 . 

D'ai l leurs , nous avons , dans chacune des t ravées , d 'après 

l ' équa t ion (18) du n° 203, 

0\VK = M* + ( M * . h — M*) + [ a * , 

s * 

3 r o * + l = M * + 1 + ( M t + a — M * , , ) ^ + 

Dans ces équa t ions , M / ; , M 4 4 1 , M a 4 - 2 r ep ré sen t en t , comme 
p lus hau t , les m o m e n t s fléchissants au -des sus des appuis , 
et Xk, Xk+i, les d is tances , à l 'o r ig ine de chaque t ravée, des 
poin ts F/ ; , F^-f-i où sont pr i s les m o m e n t s Jll/,, 3 1 1 4 4 . 1 , 

y-k+i- Enfin, pour p lus de symét r i e dans l ' écr i ture , appelons 
«*, «ft+i les d is tances des m û m e s poin ts F*, F * 4 1 à l ' ext ré
mi t é de l eu r s t r avées , de te l le sorte que Uk — h — xic et 
iik+\ -—- 4 + i — Xk+\- E l iminons , en t re les t rois équat ions 
précédentes , les deux quan t i t é s M * e t M ^ o . nous obt iendrons , 
en t enan t compte de ces nouvelles" no ta t ions , 

( O i t * — u-k) -f + ( 3 T L * + < — u-kn) 'Z7±A 

+ M A + ) [ 3 (h 4 - * * + , ) - ~ - ^ 1 - r B * + l = 0 . 

Cette équa t ion s ' appl ique que ls que soient les points F i et 
Fk + i choisis a r b i t r a i r e m e n t dans les deux t ravées succes
s ives . Si nous les p renons de m a n i è r e à a n n u l e r le coef
ficient de M a 4 1 , c 'est-à-dire tels que 

(19) - * 4 - ^ = 3 ( f e 4 - Z * + l ) , 

ce qui laisse encore a rb i t r a i r e la posi t ion de l 'un d 'eux, 

l ' équa t ion se rédu i t à 

(20) (Dïlk - \t,) J 4 - ( 0 1 1 * + A - [x, + , ) ^ + B , + 1 = 0 . 
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relation cherchée en t r e les m o m e n t s fléchissants ou.* et 

aux points FA, F* j i fie deux travées consécut ives , 

dont les posi t ions sont liées en t re elles par l ' équat ion (19). • 

C o n s t r u c t i o n g r a p h i q u e «les po int s c o r r e s 
pondants . F o y e r s d e t r a v é e s . — Le calcul de la posi

tion du point Ft+i é tan t donnée celle du point ¥ k est des p lus 

faciles. 

L'équation (19) donne immédiatement-Z'A + I , l o r s q u e u k e l l e s 

longueurs lk, lk + , sont connues . Mais il est commode de 

pouvoir dé t e rmine r g r a p h i q u e m e n t cette posit ion, ce qui est 

très s imple, comme on va voir . 

Soient Aj, A 2 , A 3 . . . (fig. 185) les appuis de la pou i re . Divi

sons chacune des t ravées en t rois par t ies égales aux points 

èj, C J ; b.,, c 2 ; ô 3, e 3 ; . . . Dans chacun des in te rva l les c{b.,, c.,ô3, . . . , 

comprenant le de rn i e r t ie rs d 'une travée et le p r e m i e r t i e rs 

FIG. 1 8 3 . 1 

de la suivante , p r enons des poin ts I 2 , 1 3, • • · , à des d is tances 

ctl, = A2b2 = ^ ; e 2 ï , = A3bA — t, ; . . · , ou bien, ce qui est la 

même chose, I 0¿., = c. A> - ^ ; \JJ., = c0.\„ 
- - 1 - 3 " 0 - 1 3 

Par les points c.J, L2, b,, c2, I», b3, menons des ver t icales 
indéfinies. Soit F 2 u n point (d 'abord quelconque) de la t r a 
vée A 2 A 3 . Pa r ce poin t F , m e n o n s une obl ique q u e l 
conque F 2 D 3 , qui coupe en E 2 et en D 3 les verticales des 
points G., et I 3 ; m e n o n s la l igne E 2 A 3 que nous p ro longerons 
jusqu'à sa rencon t re en H 3 avec la vert icale de b3; j o ignons 
1ED 3: cette droite coupe en F 3 l 'hor izonta le A t A 2 A 3 . . . et le 
point F 3 a ins i d é t e r m i n é est le point co r respondan t d u 
point F,2. En effet, si dans l ' équa t ion (19) du n u m é r o précé-
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dent , nous remplaçons les indices A, e t A - f - l par 2 et 3, et si 
nous appelons F 2 A 3 = u.2, et A 3 F 3 • = x3, nous avons à vérifier 
l 'équat ion 

72 72 

qui , en la divisant par 9, peu t se m e t t r e sous la forme 

Iz h \ = h (-h. 1 
3 \ 3w 2/ 3 \3x3 

ou bien 

c,A 3 X _F a c 3 __ bsA3 X i a F a j 

F 2 A 3 A jF , 

ou, en r e m p l a ç a n t c 2 A 3 et ô 3 A 3 r e s p e c t i v e m e n t pa r è 3 I 3 et c,I 3 

qui sont des quant i tés égales , 

Mi X F.2ei, X A 3 F 3 _ 
c d 3 X i 3 F 3 X F s A 3

-

Or, en ve r tu de la imi l i iude de t r i ang les , on a les éga
lités 

6 J i __ H , D a t J ^ c j _ F^E 

d'où en subs t i tuan t . 

H S D 3 X F,,E 2 X A , F , 
H 3 F 3 X E 2 D 2 X F 2 A 3 

Or, cette de rn iè re égal i té résul te de ce que le t r iangle F 2 D 3 F 3 

est coupé pa r la t r ansve r sa l e E 2 H 3 . El le se t rouve donc véri
fiée ainsi que les précédentes . 

E tan t donné u n point F 2 que lconque d 'une t ravée , on 
t rouvera donc , pa r cette cons t ruc t ion , le point F 3 correspon
dan t de la t r avée su ivan te . 

Si, au lieu de pa r t i r d 'un point que lconque de la première 
t ravée , on pa r t de l 'o r ig ine m ê m e de la pou t re , ou du pre
m i e r appui A t , le point co r re spondan t F 2 de la seconde t ravée 
sera le foyer de cette t ravée , et le point F a de la t rois ième 
t ravée cor respondant au foyer F 2 de la seconde sera le foyer 
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de la t ro is ième, et ainsi de su i te . Les foyers ainsi dé t e rminés 
sont les foyers de gauche des t ravées . Les foyers de droi te se 
trouvent de la m ê m e m a n i è r e en par tan t de l ' ex t rémi té de 
droite ou du de rn ie r appu i À„ + I de la pout re . On voit que , 
par construct ion, les foyers de gauche sont nécessa i r emen t 
compris dans le p r e m i e r t i e rs de gauche de chaque t ravée , 
de même les foyers de droi te sont dans le p r e m i e r t ie rs de 
droite. 

2 0 6 . C a s d ' u n e s e u l e t r a v é e c h a r g é e . — Si l 'on a 
une poutre dont les p r emiè re s t ravées , j u squ ' à la t ravée k, 

ne portent aucune c h a r g e , on aura B 2 = B 3 = . . . = B, ; _, = 0 
et u. = p., = . . . = \Lk_i = 0 ; et comme, d 'a i l leurs , à l 'origine, 
le moment fléchissant est nu l , l ' équat ion (20) donne ra zéro 
successivement pour les m o m e n t s fléchissants aux foyers de 
gauche de tou tes les t ravées non chargées . D'un au t r e côté, 
le moment fléchissant, dans une t ravée non cha rgée , var ie li
néairement avec l 'abscisse, c 'est-à-dire est r ep résen té p a r l e s 
ordonnées d 'une l igne droi te qui doit passer par le foyer d e l à 
travée, puisque le m o m e n t s ' annule en ce poin t . Il en résul te 
que, si l 'on s 'écarte d 'une t ravée chargée en m a r c h a n t vers 
l 'extrémité de la pou t re et en pa r cou ran t les t ravées non char 
gées, si le m o m e n t fléchissant M 4 , su r l 'appui A 4 , pa r exemple , 
est représenté par la 

gnant B 4 au foyer F 3 et \ 
prolongeant j u s q u ' e n 1 8 6 -

B3.Ce moment sera ainsi 
de signe cont ra i re au p remie r et d 'une valeur absolue infé
rieure au t iers du précédent . l i e n sera de m ê m e du m o m e n t M 2 

par rapport au p récéden t M 3 , et ainsi de sui te j u squ ' à l ' ext ré
mité de la pou t r e . On voit combien d iminue r ap idemen t , sur 
les travées non chargées successives, l ' influence d 'une charge 
placée sur u n e t r avée de la poutre cont inue . 

Le calcul des m o m e n t s fléchissants dans une pou t re con
tinue dont une seule t ravée est chargée se fait aussi t rès s im-

ligne A 4 B 4 (fig. 186), le 
moment fléchissant M 3 

sur l 'appui précédent 
A, s 'obtiendra en joi-
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p l e m e n t pa r les équa t ions généra les (10), dans lesquelles 
tous les seconds m e m b r e s sont alors nu l s , à l 'exception 
de Bk et de RA + ,. Si l 'on écri t ces équat ions avec zéro pour 
second m e m b r e , et si l 'on se repor te aux significations données , 
au n° 202, des coefficients a et y, on reconna î t immédia
t emen t les re la t ions su ivantes 

M 3 = T L M 2 , M, = Ï 2 M 2 , M , = T 3 M a , . . . M* = T I . _ 2 M 3 

M „ _ , = A I M N , M „ _ 2 = : A 2 M N , M „ _ 3 = «. 3M„,... Mk + i = I „ - T . ( M „ 

qui d é t e r m i n e n t i m m é d i a t e m e n t tous ces m o m e n t s fléchis-
sants en fonction des coefficients a, 7 et des deux momen t s 
M., et M„ dont les va leurs sont a lors 

— 0 7 . M o m e n t f l éch i s sant m a x i m u m en c h a q u e 
po int . — Quelle que soit la répar t i t ion admise pour les t ra
vées chargées , on peu t tou jours , par l 'appl icat ion du pr in
cipe de la superpos i t ion des elfets des forces, t rouver les 
m o m e n t s fléchissants qui se p rodu i sen t en chaque point en 
cons idéran t success ivement chacune des t ravées comme iso
l émen t cha rgée . Une seule t ravée un i fo rmément chargée 
donne , pour la courbe r ep ré sen tan t les m o m e n t s fléchissants, 
une parabole dans cette t ravée et, dans les a u t r e s , des droites 
incl inées success ivement dans u n sens et dans l ' au t re et 
passant , dans chaque t ravée , pa r le foyer de cette travée, le 
plus éloigné de la t r avée cha rgée . Cette courbe é tant cons
t ru i te depuis une ex t rémi té de la pou t re j u s q u ' à l ' au t re , en 
supposan t success ivement chacune des t ravées chargée , à 
l 'exclusion des au t r e s , il sera facile de cons t ru i r e , en chaque 
point , l 'o rdonnée co r respondan t à l 'hypothèse qui donne le 
p lus g rand m o m e n t f léchissant ; celte o rdonnée sera, en 
effet, la p lus g r ande des deux s o m m e s des ordonnées posi
t ives et des ordonnées négat ives de la parabole et de toutes 
les droites qui y figurent les m o m e n t s f léchissants. 

Dans une t ravée que lconque , ces courbes présenteront 
donc une disposi t ion ana logue à celle qui est représentée 
dans la figure 187 : u n e parabole EFI1 r e p r é s e n t a n t les 
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moments fléchissants, dans l ' hypo thèse où cette t ravée seu le 
serait chargée , et des droi tes MN, en nombre égal à celui 
des autres t ravées, passan t pa r les deux foyers P et Q, r ep ré 
sentant les m o m e n t s fléchissants, quand chacune des au t r e s 
est seule chargée f 1). Le m o m e n t fléchissant en u n point 
quelconque, co r re spondan t à u n e hypo thèse que lconque sur 
la répart i t ion de la s u r c h a r g e , s 'obtiendra en add i t ionnan t 
les ordonnées des droi tes ou de la courbe cor respondant à 
cette hypo thèse , et si l 'on fait, pour chaque point , la s o m m e 
de toutes les o rdonnées posi t ives et la s o m m e de toutes les 
ordonnées néga t ives , la p lus g rande des deux sommes don
nera le plus g rand m o m e n t fléchissant possible au point 
considéré, et l ' hypo thèse cor respondante sera définie pa r 
les droites ou la courbe dont elle comprendra les o rdon
nées. 

En réun i s san t pa r une nouvel le courbe toutes les ex t ré 
mités de ces o rdonnées représen tan t en chaque poin t le 

Fie. 187 . 

(') On peut démon t r e r que , si I est le milieu de Afi et E le point de la pa ra 
bole qui se trouve sur la ver t icale de ce point , tes lignes droi tes EF , EH 
passent par les foyers P et Q (Voir COLI.ICSNON, Mécanique appliquée : Résis
tance des matériaux, 4" édi t ion, pages 418 et suivantes) . 
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m o m e n t fléchissant m a x i m u m , en va leur absolue , portées , 
sans dis t inct ion de 
s igne , d 'un môme 

M côté de l 'axe dos abs
cisses, on obtiendra 
une courbe telle que 
CDEFGH [fig. 188), 
don t on se sert, 
c o m m e nous le ver
rons p lus loin, pour 

B d é t e r m i n e r les di-
FIG. 1 8 8 . m e n s i o n s de la sec

tion t r ansve r sa le de la pou t re . 
Nous n ' ins i s te rons pas davan tage sur cette é tude qui 

r en t re p lus spéc ia lement dans celle des ponts méta l l iques ; 
il est ra re , en effet, que le p rob lème se pose pour des 
cons t ruc t ions au t r e s que des ponts à p lus ieurs t ravées soli
dai res . 

L 'emploi des pout res à t r avées sol idai res , bien que théor i 
quemen t m o i n s coûteux que celui des pou t res à travées 
indépendan tes , semble cependan t mo ins fréquent , sur tout à 
l ' é t ranger . Le t a s semen t d 'un des appuis in te rmédia i res , qui 
est sans conséquence pour ces dern ières , peu t devenir , pour 
une pout re cont inue , une cause de des t ruc t ion , et , en tout 
cas, il a p o u r conséquence une modification t rès notabie , et 
souvent i nqu ié t an te , des efforts qui s 'exercent dans ses diffé
rentes par t ies . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E XIII 

C A L C U L D E S D I M E N S I O N S T R A N S V E R S A L E S D E S P I È C E S 

F L É C H I E S 

S O M M A I R E . — 208. I n d é t e r m i n a t i o n d u p r o b l è m e . — 209 . P o u t r e d ' é g a l e 
r é s i s t a n c e . — 2 1 0 . E x e m p l e s d e p o u t r e s à s e c t i o n c i r c u l a i r e o u r e c t a n 
gu la i r e . — 211 . C o n s i d é r a t i o n d e l 'effort t r a n c h a n t . — 212. P o u t r e s e n 
forme de d o u b l e T . — 2 1 3 . S o l u t i o n p r a t i q u e . — 214. Ca lcu l de 
l ' épa i s seu r d e s s e m e l l e s . — 213 . Ca l cu l d e l ' é p a i s s e u r d e l ' â m e . — 
216. D é t e r m i n a t i o n d e la h a u t e u r . — 217. D é t e r m i n a t i o n d u p o i d s 
p ropre dos p o u t r e s . — 218 . P o r t é e l i m i t e . Coeff ic ien t é c o n o m i q u e . — 
210. C o n t r e v c n t e m e n t . — 220. l ' o u t r e s e n t r e i l l i s . 

^ O i î . I n d é t e r m i n a t i o n du p r o b l è m e . — La connais
sance des m o m e n t s fléchissants et des efforts t r a n c h a n t s en 
tous les points d 'une pout re , sous les diverses charges qui 
lui sont app l iquées , ser t à calculer les d imens ions de la 
poutre. 

Le problème est le plus souvent indé te rminé puisque l 'on 
n'a, en tout , que deux re la t ions e x p r i m a n t que , d 'une pa r t , 
sous l'action du m o m e n t fléchissant, les fibres les plus com
primées ou les plus é tendues n ' on t pas à suppor te r d'effort 
supérieur à la charge de sécur i té , et qu ' i l en est de m ê m e des 
points les plus fat igués sous l 'act ion de l'effort t r a n c h a n t . 
Ces conditions ne sera ient , à la r igueur , suffisantes que , si la 
formede la section t r ansve r sa l e é tan t fixée à l 'avance, il n 'y 
avait à dé t e rmine r que deux de ses d imens ions . Mais, dès 
que la forme de la section est e l l e -même indé te rminée , le 
problème n 'es t plus suscept ible d 'une solution précise . Nous 
nous bornerons donc à donne r des exemples de la man iè r e 
dont on le t r a i t e dans un cer ta in n o m b r e de cas. 

Dans la dé t e rmina t ion des va leurs des m o m e n t s fléchis-
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san t s , nous avons , à p lus ieurs repr i ses , et p r inc ipa lement 
dans le cas de pou t res r e p o s a n t sur p lus ieurs appu is , supposé 
expl ic i t ement que la sect ion t r ansve r sa le de la pout re était 
cons t an te . Les formules et les cons t ruc t ions que nous avons 
données ne sont donc, en toute r i g u e u r , appl icables qu'à des 
pou t res à section cons tante ; c ependan t on les appl ique tou
j o u r s , avec u n e app rox ima t ion considérée c o m m e suffisante, 
à des p o u t r e s dont la sect ion est peu ou gradue l lement 
va r i ab le . 

Ce qu' i l faut alors che rche r , par conséquent , c'est, une fois 
la forme de la section t r ansve r sa l e dé t e rminée , d'en propor
t ionne r les d imens ions aux efforts qui se p rodu i ron t en cha
c u n des points de la pou t re . 

LiO!>. P o u t r e d ' é g a l e r é s i s t a n c e . — On appel le poutre 
d'égale résistance u n e pou t r e don t les d imens ions variables 
sont te l les que , dans chacune des sections t ransversa les , les 
points les p lus fatigués subissent u n m ô m e effort sous une 
c h a r g e dé te rminée . On ne peu t é v i d e m m e n t , comme nous 
l ' avons indiqué (page 251) p o u r les t iges soumises à l 'exten
sion s imple , songer à cons t i tuer une pout re dont tous les 
po in t s suppor t e ra i en t le m ê m e ell'ort en cas de flexion ; on 
doit se b o r n e r , c o m m e l ' exp r ime la définition, à réal iser cette 
égal i té pour les points les p lus fat igués. 

La forme de la pou t r e d 'égale rés is tance var ie nécessaire
m e n t su ivan t la répar t i t ion de la cha rge qu 'el le doit sup
p o r t e r . Une pou t re , d 'égale rés i s tance sous une charge 
d o n n é e , ne l 'est plus lo r sque la cha rge est placée au t re 
m e n t . 

C o m m e , en généra l , les efforts dus au m o m e n t fléchissant 
sont p lus considérables que ceux que p rodu i t l'effort t ran
chant , c 'est en cons idérant ces p remie r s seu lement que l'on 
dé t e rmine la forme des pou t res d 'égale rés i s tance . On se 
borne à cons ta te r ensui te que l'effort t r a n c h a n t ne produit 
nu l l e pa r t u n effort supé r i eu r à la charge de sécuri té et, 
s'il y a lieu, on a u g m e n t e u n peu les sect ions t ransversa les 
dans lesquel les cette inéga l i t é ne serai t pas sat isfai te . 

L'effort R, dans la fibre la p lus fa t iguée, p rodui t par un 
m o m e n t fléchissant M, est, c o m m e nous l 'avons vu, si v{ 
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Si donc M est expr imé en fonction de x, distance de la 
section considérée à l 'une des ex t rémi tés de la pout re , nous 
aurons, pour d é t e r m i n e r la forme de la pout re d 'égale rés i s 
tance, en a t t r ibuan t à R une va leur cons tante , la seule équa
tion 

_I M 
vA — R' 

On aperçoit tout de sui te u n e exception nécessa i re . Si la 
répart i t ion de la charge est tel le que le m o m e n t fléchissant 
s 'annule en un cer ta in point , celte équat ion donne pour ce 

point, pu isque R est supposé constant , 1 = 0, ou une section 
t ransversale nu l l e , ce qui est imposs ib le . Alors la section 
doit être calculée pour rés is ter , au moins , à l'effort t r anchan t . 

El E R 
D'autre par t , l ' équa t ion M =— donne — = —• Si donc, 

p p t\ 
comme il a r r ive dans les pou t r e s encastrées ou cont inues , 
la fibre neu t r e p résen te des points d'inflexion où p dev ien t 
infini, il faudrai t que t\ l u i - m ê m e , ou la h a u t e u r de la section, 
devînt infinie en ces m ê m e s points où la section doit ê t re 
nulle. La solut ion ne peu t donc êt re , en généra l , absolu
ment r igoureuse , et l 'on doit se conten ter d 'une approx ima
tion. 

12 I O . E x e m p l e s d e p o u t r e s à s ec t i on c i r c u l a i r e 
ou r e c t a i i n u l a i r e . — Considérons, par exemple , u n e 
poutre de longueur a posée su r deux appuis et un i fo rmé
ment chargée d 'un poids p par un i té de longueur , le 

moment fléchissant est J\l — ^ (ax — x-) ét, par conséquent , 

nous devrons avoir , dans chaque section, 

désigne la distance à l 'axe neu t r e de la section de la fibre qui 

en est le plus éloignée, et I le m o m e n t d ' inert ie de la section 

transversale, 
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Cette u n i q u e re la t ion n e nous p e r m e t que de dé te rminer 
une seule des d imens ions de la sect ion t ransversa le , et il 
faut que nous fassions des hypothèses telles qu ' i l n 'y ait 
q u ' u n e seule i ndé t e rminée . Il en sera a insi , par exemple, 
si nous supposons la section c i rcula i re de rayon / · ; nous 

aurons a lors I = — i B , = r, et l ' équa t ion deviendra 
4 1 

et le rayon sera dé t e rminé en chaque point de la pout re . Il 
en serai t de m ê m e si l 'on posait c o m m e condit ion que la 
section t r ansve r sa l e doit r e s t e r semblab le à e l le -même, géo
m é t r i q u e m e n t , dans toute l ' é t endue de la pout re ; il n 'y 
aura i t , en effet, q u ' u n e seule d imens ion à dé t e rmine r pour 
fixer la g r a n d e u r de chaque section. Par exemple , si l'on 
veut que la section t ransversa le ait toujours la forme d'un 

rectangle , de côtés b et c avec la condi t ion - — m, m étant 

une quan t i t é cons tan te , nous a u r o n s I = ^ et vi —7? p n 

appelant c la d imens ion ver t icale du rec tang le . L'équation 
précédente dev iendra alors en r emp laçan t b par me, 

qui d é t e r m i n e r a c et, pa r sui te , b en tous les points de la 
pou t re . 

On peut aussi se donner une section t r ansve r sa le dont 
toutes les d imens ions soient cons tan tes à l 'except ion d'une 
seule, va r iab le . La condi t ion expr imée par l 'équat ion suffit 
à la dé t e rmine r . 

Par exemple , si l 'on a u n e pou t r e encas t rée à une extré
mi té , chargée d 'un poids un ique P à l ' au t re , et à section 
rec tangu la i re , de côtés b (hor izontal ) , c (vert ical) , en met tant 
pour I et l eurs va leurs , et r e m a r q u a n t qu ' a lo r s M = P.z, 

ôc- Vx 
il v iendra -— - —> re la t ion nui d é t e r m i n e r a b, en chaque 

o li 1 

point, si c est cons tant , ou i nve r semen t . Si c'est la l a rgeur 
QVx; 

qui est cons tan te , on aura , pour d é t e r m i n e r c, c 2 — "^Tjj' l a 
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hauteur sera p ropor t ionne l le aux ordonnées d 'une parabole 
(fig. 189); si c'est, au con t ra i re , la h a u t e u r c qui est cons tan te , 

on aura ^ on p o u r r a donc, si Ton 

veut avoir une pou t re symé t r ique par r a p 
port à un plan ver t ica l , la l imi te r par deux 
plans verticaux c o m p r e n a n t ent re eux les lar
geurs b données par cet te express ion (fig. 190). 

Si Ton a, c o m m e p récédemmen t , une 
pou t re posée à ses deux ex t rémi tés , 
cha rgée u n i f o r m é m e n t d 'un poids p 
pa r un i t é de longueur , et ayant encore 

F [ 0 - 1 9 0 - la section rec tangula i re 6c, l ' équa t ion 
fondamentale devient 

6p 
ba2 = ~^(ax— x2), 

relation qui d é t e r m i n e r a b en chaque point si c est c o n s t a n t , 
et inversement . 

Dans le p r e m i e r cas , la h a u t e u r c du rectangle é tant cons
tante, il v ient 

2. _ $P [ax — xJ), 

la largeur b varie c o m m e les o rdonnées d 'une parabole ; on peu t 
donc, si l 'on veut , en ou t re , 
avoir, une pou t re symé t r i 
que par r appor t à u n p lan 
vertical, la l imi te r l a t é r a l e - I 
ment par deux cyl indres pa- FIG. i9i. 
raboliques (fig. 191) dont 
les ordonnées sera ient , pour chacun , moit ié des va leurs de b 
ci-dessus. 

Dans le second cas, la l a rgeu r b é tant cons tan te , la h a u 
teur c du rec tangle se ra donnée par l ' équat ion 

6p 

2 6 R 
ax — x2) 

elle sera donc p ropor t ionne l l e aux ordonnées d 'une d e m i -
ellipse; et, si l 'on v e u t donner à la pout re une forme symé-

28 
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t r ique par r appor t à un plan hor i zon ta l , on la l imi te ra par 
deux cyl indres e l l ip t iques (fig. 192) don t les o r d o n n é e s seront 
pour chacun la moit ié des va leu r s de c a ins i t rouvées . Les 
deux demi-e l l ipses cons t i t uen t ensemble u n e el l ipse entière 

dont les demi-axes sont ^ et ^ V^^ôR-' 

Ces exemples suffisent pour mon-
—; -—.^ t r e r c o m m e n t on d é t e r m i n e r a la 

• / - · : A - - forme d 'une pou t r e d 'égale résistance 
dans les d iverses hypo thèses que l'on 
p o u r r a faire, t an t su r la forme de la 

FIG. 1 9 2 . 1 . ' 

section t r ansversa le que su r le mode 

de répar t i t ion de la cha rge . 

2 1 1 . C o n s i d é r a i ion d<̂  l ' e f for t t r a n c h a n t . — L e s 
formes que nous venons de d é t e r m i n e r , p o u r les d ivers cas 
d 'une pou t r e posée su r deux appu i s , d o n n e n t , aux deux extré
mi tés , des sect ions t r ansversa les n u l l e s , c o m m e le moment 
fléchissant l u i -même . Dans ces sect ions , l'effort t ranchant 
n 'es t pas n u l ; il a, pour le cas d ' une charge, un i fo rmément 

répar t i e , la va l eu r ^ > et il est nécessa i re a lors de le faire 

en t r e r en l igne de compte dans la dé t e rmina t ion de la gran
deur de la sect ion. La superficie de cet te sect ion rectan
gula i re é tant bc, nous avons vu que l'effort m a x i m u m au 

point le p lus chargé est égal aux de celui qui se pro

du i ra i t si l'effort t r a n c h a n t étai t u n i f o r m é m e n t répar t i sur 

toute la section : i l a donc p o u r express ion ^ ^1L^ et il faut 

que cet effort soit au p lus égal à la cha rge de sécuri té par 
c i sa i l lement que nous avons dés ignée p lus h a u t par S 0 . Nous 
devons donc avoir 

•1 P « x s 

2 2 6 e " °' 

ce qui impose à chacune des quant i t és b et c une l imi te infé
r ieure au-dessous de laquel le elle ne doit pas descendre . 

Lorsque les formules précédentes , qui donnen t les dimen
sions de la section t ransversa le de la pou t r e d'égale réxi.s-
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tance, sous l 'act ion du m o m e n t fléchissant, donneront pour b 
ou c une va leur p lus pet i te que celle qui correspond à cette 
limite, on devra cesser de les appl iquer , c 'est-à-dire que , 
vers l 'extrémité de la pou t re , la section t ransversa le ne devra 
pas continuer à décroî t re j u s q u ' à devenir nu l le , mais devra 
rester constante sur une cer ta ine longueur ju squ ' à l ' ex t ré
mité. 

On pourra i t m ê m e , dans cette par t ie voisine des ex t r émi 
tés, faire var ier la section de m a n i è r e que la pout re y fût 
d'égale rés is tance par r appor t à l'effort t r anchan t . Celui-ci, 
dans le cas d 'une charge u n i f o r m é m e n t répar t ie , ayant pour 

expression p ^ — , il suffirait, si S 0 est l'effort par un i t é 

de surface que l 'on veu t faire suppor te r , dans chaque sect ion, 

au point le p lus fat igué, d 'écrire 

» . P \ i - X J bc 
bc 3p fa 

ce qui dé te rminera i t b en fonction de c, ou inversement . 

2 1 2 . P o u t r e eu f o r m e de d o u b l e T (fig. 193). — 
Désignons par b la l a rgeu r des semel les et par c l eur épais
seur, supposée pet i te par r appor t à la h a u t e u r h de la pou t re . 
Nous avons vu (u° 7) que 

prendre, pour va leur d ' inert ie 

l 'on peut app rox ima t ivemen t 

betf 
1 — —— ! on a, d 'a i l leurs , 

l ' i = \ ! de sorte que ~ ^= bch. 

Cela posé, cons idérons encore une 
poutre de longueur a, posée sur deux 
appuis et chargée un i fo rmémen t d 'un 
poids p pa r un i té de longueur , nous 
aurons à écrire l ' équat ion 

beh 

A 

3 . 1 . 
F m. 1 9 3 . 

qui nous donnera l 'une des trois d imens ions b, c ou h, 

lorsque les au t res seront données . 
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V = 26 Jcdx — 25 | rrJ^i (air, 2i — J L 'il 
2 M R ' ~ h\\ ' 0 

Les vo lumes V et V se ron t égaux si la h a u t e u r constante 
h, de la seconde pou t re est égale aux deux t iers de la hauteur 
m a x i m u m II de la p r e m i è r e . Si ces deux h a u t e u r s h et II 
sont égales , le vo lume V de la seconde ne sera , au contraire, 

2 . 
que les - du vo lume V de la p r e m i è r e . Ainsi , à égalité de 

h a u t e u r m a x i m u m , la pou t r e de h a u t e u r cons tan te n'exigera 

9 
pour ses semel les q u ' u n poids égal aux ^ de celui qui en

t rera i t dans celles de la pou t re dont la h a u t e u r serai t d imi-

Si /; et c sont cons tants , h sera var iab le et proport ionnel 

aux ordonnées de la parabole h — ^ ^ J Î { A X — ^ \ 

Si b et h sont constants , c sera var iable et propor t ionnel aux 

ordonnées de la parabole c = —^~ iax — xr). 

£bn\\ " 
Les deux pout res ainsi cons t ru i tes seront l ' une et l 'autre 

d'égale résistance. Nous a l lons les c o m p a r e r au point de vue 
de la quan t i t é de mat iè re qu 'ex igera la cons t ruc t ion de cha
cune d 'el les, en supposant négl igeable le poids de l 'âme, ou 
p lu tô t la différence des poids des â m e s des deux pout res . 

P o u r la p remiè re , dans laquel le b et c sont constants , le 
vo lume V des semelles sera, p o u r la l ongueu r a , V — 2abc, 
en ne comptan t la longueur de chaque semelle que comme 
égale à la l ongueu r a de la pou t re , c 'es t -à-dire en négligeant 
l ' augmen ta t i on de longueur qui résul te p o u r elle d e l à varia
tion de la h a u t e u r h. 

Si nous dés ignons par H la h a u t e u r au mil ieu de la poutre, 
a 

nous avons , d 'a i l leurs , pour · · £ = - » 

1 1 = & Û U J C = 8RTI'
 o u b i e n Y = -Sïïï' 

P o u r la seconde, le vo lume V des semel les sera, puisque c 

est variable 
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nuée suivant la loi pa rabo l ique . Elle p résen te ra donc sur 
celle-ci une no tab le économie . 

La poutre de h a u t e u r cons tan te p résen te encore u n au t re 
avantage, c'est d 'être m o i n s deformatile que l ' au t re , c'est-
à-dire de p r end re une m o i n d r e fiòche sous u n e charge don
née. On pour ra i t s 'en a s su re r en ca lculant ces deux flèches, 
mais il suffit de r e m a r q u e r que le rayon de cou rbu re p de la 
fibre neu t re déformée est l ié au m o m e n t fléchissant par la 

relation M = — et qu 'on a aussi M = —> d'où e = !; v,. Ce 

rayon de courbure est donc, pu i sque R est supposé cons tan t , 
proport ionnel à i t ou à la h a u t e u r h de la pou t re . La cour
bure prise pa r la pou t re est d ' au tan t p lus g rande que celte 
hauteur est p lus pet i te , c 'est-à-dire que la pout re dont la 
hauteur est décroissante se déformera plus que celle dont la 
hauteur reste cons tan te . 

Ce ra i sonnement suppose, bien en tendu , que la pout re de 
hauteur var iable rés is te à la m a n i è r e d 'une p o u t r e droi te et 
ne peut être ass imi lée à u n arc . 

2 1 3 . S o l u t i o n p r a t i q u e . — Dans les pou t res en fer, 
l 'épaisseur des semel les ne peu t pas var ie r d 'une man iè r e 
graduelle, en suivant exac tement la loi donnée par la var ia
tion du m o m e n t f léchissant . Les semel les sont formées de 
feuilles de tôle, g é n é r a l e m e n t de m ô m e épaisseur , super
posées, de tel le sorte que l 'épaisseur totale ne peut en être 
qu'un m u l t i p l e ; il faut év idemment , pour n 'avoir nul le pa r t 
un effort supér ieur à la charge de sécur i té , que cette épais
seur soit pa r tou t au moins égale à celle qui serait donnée par 
le calcul. 

Si, par exemple , les épaisseurs des semel les calculées 
sont représentées en chaque point pa r les ordonnées d 'une 
courbetelle que 
AB (fig. 194) et A + B t g 
si AA. est l 'é- A

 A> 3 1 • J 5 

paisseur d 'une 1 T _ ' 
des feuilles qui ^ 

, , , FIG. 1 9 4 . 

servent a les 
former, en m e n a n t à AB des paral lè les equid is tan tes , p o u r 
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r ep résen te r chacune de ses feuilles et en l imi tan t chacune 
d'elles au poin t où son plan infér ieur r encon t re la courbe, 
on aura , en chaque point , u n e épaisseur au moins égale à 
celle qui est s t r i c t ement nécessa i re , et le contour de la 
semel le , au lieu d 'être la l igne courbe AB, sera la ligne 
brisée AA[ . . .A 4 R 4 . . .B qui lui est c o n s t a m m e n t extér ieure . 

2 W . C a l c u l de l ' é p a i s s e u r des s e m e l l e s . — La 

courbe des m o m e n t s fléchissants, supposée const rui te par 
des procédés ana ly t iques ou g r a p h i q u e s , peu t servir , comme 
nous a l lons le voir , à dé t e rmine r ces épa isseurs , sans qu'i l 
soit nécessaire de cons t ru i re une courbe spéc ia le . 

Cons idérons , en effet, u n e pout re à double T, en fer, com
posée d 'une âme et de deux semel les qui y 
sont r éun ie s par q u a t r e corn iè res (fg. 195). 
Supposons que nous ayons calculé le momen t 
d ' iner t ie de la pou t r e qui sera i t formée sim
p l e m e n t de l ' âme et des qua t r e cornières , 
abst ract ion faite des semel les , et soit I 0 ce 

Fie 195 m o m e n t d ' iner t ie . Celui de la pout re dont les 
semel les au ra i en t chacune u n e seule épaisseur 

de tôle pour ra , en dés ignan t par b la l a rgeu r des semelles, 
e cette épaisseur , et h la h a u t e u r de la pou t re , ê t re considéré 
c o m m e a p p r o x i m a t i v e m e n t égal à I„ a u g m e n t é du produit 

de la surface 2be des deux feuil les de tôle par le carré 7 - de 
4 

leur d is lance - à l 'axe n e u t r e , c 'es t -à-dire égal , à peu près, 

. T bh? 
a I 0 + —- e. 

P o u r u n e pou t r e dont les semel les a u r a i e n t chacune deux 
feuil les, en cons idéran t la h a u t e u r // c o m m e cons tante , c'est-
à-dire en nég l igean t l ' épa i sseur e par r appo r t à la hau t eu r /<, 

le m o m e n t d ' iner t ie sera i t , de m ê m e , I 0 -+- -2?, et ainsi 

de sui te , c 'est-à-dire que le m o m e n t d ' iner t ie a u g m e n t e pro
po r t ionne l l emen t à l ' épa i s seu r des semel les . 

D'un au t r e côté, pu i sque l 'on considère comme constante 
la h a u t e u r de la pou t re , le m o m e n t d ' iner t ie nécessa i re pour 
rés is te r à u n m o m e n t fléchissant d o n n é est p ropor t ionne l à 
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2Rnl 10, ce sera M 0 ^ r - ^ u ' u . p , a pou t re dont les semel les au ra i en t 

chacune une épaisseur de tôle pour ra rés is ter à mi m o m e n t 

2RnI 
fléchissant dont la l imi te supé r i eu re s e r a — ^ - h bh\\e ; 

celle dont les semel les au ra i en t chacune deux feuilles résis-

tera à un m o m e n t fléchissant au p lus égal à 3 - f - 6 / i R 0 . 2 e 

cl ainsi de sui te . 

F I B . 1 9 6 . 

La courbe r e p r é s e n t a n t les m o m e n t s fléchissants, que nous 
supposerons l igurée par la l igne que lconque ARCOEFB 
(ftg. 196), a y a n t donc été c m s t r u i t e à u n e échelle dé te rminée , 

2R 1 

ou calculera le m o m e n t • ° °; et l 'on m è n e r a u n e para l lè le 

à a i à une dis tance rep résen tan t , à la m ê m e échel le , la va leur 
de ce m o m e n t ; soit A 0 B 0 cet te para l lè le . Toutes les par t ies 
de la poutre , dans lesquel les la courbe des mo men t s fléchis
sants se t rouvera au-dessous de cette l igne, pour ra ien t , à la 
rigueur, n ' ê t re formées que d 'une àme et de qua t re cornières , 

ce moment fléchissant à cause de la condit ion de sécur i té 

^Y^1 ^ R 0 dans laque l le iq est cons tan t et égal à ^ On peut 
1 bi

done calculer le m o m e n t fléchissant M 0, auque l pour ra i t rés is
ter la pout re s i m p l e m e n t formée d 'une âme et de qua t re 
cornières et dont nous avons dés igné le m o m e n t d ' iner t ie pa r 
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mais il n 'es t pas d 'usage d ' i n t e r r o m p r e complè tement les 
semel les , et on leur conserve au moins u n e épaisseur de tôle 
pour la régu la r i t é et la facilité du t rava i l , et pour ne pas 
d i m i n u e r la r igidi té de la p o u t r e dans le sens t ransversal . 
On calculera ensui te la v a l e u r bkl\0e du m o m e n t correspon
dan t à u n e épaisseur de t ô l e ; on la por te ra de À 0 en A l f 

de Aj en A 2 , e t c . , en m e n a n t pa r les d ivers points A^ A 5 , . . . , 
des para l lè les à ab. Toutes les par t ies de la pou t re dans les
quel les la courbe des m o m e n t s fléchissants se t rouve ra au-
dessous de la l igne AjBj n ' a u r o n t besoin, pour résis ter , que 
d 'avoir des semel les ayan t u n e seule épa isseur de tôle ; 
tou tes celles où elle se t rouve ra au-dessous de A 2 B , n 'auront 
besoin que de deux épa i s seu r s , et ainsi de sui te , de sorte 
que la l igure fera connaî t re i m m é d i a t e m e n t le n o m b r e de 
feuil les de tôle nécessa i re en chaque point et la longueur des 
feui l les , le contour de la semel le é tant représen té par la 

l igne brisée A 3C' 3C., D } B 4 ex té r i eure à la courbe des 

m o m e n t s . 
Il est in té ressan t , à ce propos , d 'adopter , pour les moments 

fléchissants, u n e échel le qu i donne i m m é d i a t e m e n t , sur 
l ' épu re les épa isseurs rée l les , en vra ie g r andeu r , que l'on 
doit d o n n e r aux semel les . Il suffit, pour cela, que A 0Aj soit 
égal à l ' épaisseur e des feuilles de t ô l e ; or, A 0 A, est égal à 

1 
ôARg.e, il faut donc que l 'échelle de la l igure soit , „ > c'est-

à-dire que l 'un i té du m o m e n t fléchissant (le k i logrammôtrc) 
1 

soit r ep résen tée par une fraction , , . . de l ' un i t é de longueur * 1 o/7H0 ° 
(du mè t r e ) . 

Si, pa r exemple , pour une pou t r e dé t e rminée , on a 
b = 0 m , 10, h = 3" ,50 et B„ = 6.000.000 k i l o g r a m m e s par 

\ 
m è t r e car ré , l ' échel le devra, être - » c ' es t -à -d i re que 

8.400.000 M 

1 m i l l imè t r e devra r ep ré sen te r 8.400 k i l o g r a m m è t r c s . 

tll r>. C a l c u l d e l ' é p a i s s e u r d e l ' â m e . — On pourra i t , 
p a r des cons t ruc t ions et des calculs du m ê m e genre , déter
m i n e r en chaque poin t l ' épa isseur de l ' âme qu i doit être 
p ropor t ionne l l e à l'effort t r a n c h a n t ; m a i s , en généra l , on la 
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laisse constante , en s ' a ssuran t qu 'e l le p résen te une s u p e r 
ficie suffisante p o u r rés is ter à cet effort dans la section où 
il est le p lus g r a n d : si e et h sont les d imens ions de l a m e , 
M sa superficie, il faut, si T m est l'effort t r a n c h a n t m a x i m u m , 

T T 
i on ait 7^ = b 0 , o u e = g-^ • 

En général , lo rsque la h a u t e u r h est assez g rande , cet te 
formule donne p o u r l ' épaisseur e, de l ' âme une va leur t r ès 
petite, que l 'on est obligé d ' augmen te r pour c o n s e r v e r a cette 
pièce une rigidité suffisante et s 'opposer au g a u c h i s s e m e n t 
de la pout re . 

Les charges qui sont appl iquées aux pou t res n 'ag issent 
pas toujours r i g o u r e u s e m e n t , c o m m e nous l 'avons supposé , 
dans le p lan ver t ica l de symét r i e , elles ont donc une tendance 
à faire fléchir la pou t re dans le sens do la h a u t e u r . 

Pour t en i r compte de ces inégal i tés , qu ' i l est difficile de 
soumettre au calcul , on donne géné ra l emen t à l ' âme des 
poutres à double T une épaisseur u n peu plus g rande que 
celle qui serai t s t r i c t emen t nécessa i re pour rés is ter à l'effort 
t ranchant . Il est ra re que , p o u r des pout res de 0 m , 3 0 de 
hauteur, on donne à l ' âme une épa isseur infér ieure à 8 mi l 
limètres. 

Lorsque le calcul mon t r e que cette épaisseur n 'es t pas 
nécessaire pour rés is ter à l'effort t r an ch an t , on peut , tout 
en la conservant , profiler dans une cer ta ine mesu re de la 
diminution possible du méta l , en p ra t i quan t dans l ' âme, à 
des intervalles régul ie rs , des év idements de forme c i rcula i re , 
rectangulaire ou au t re , qui r enden t 

la poutre plus légère , en môme A; | B 

temps qu'i ls peuven t ê t re u n motif • \ 
de décoration a rch i t ec ton ique . L'ef-
fort t r anchan t se t r a n s m e t alors par 
les parties conservées don t la di
mension hor izonta le , su r l 'axe, doit EIG. 1 9 1 . 
être suffisante pour rés is te r au gl is
sement longi tudinal , calculé p o u r toute l ' é tendue d 'un in
tervalle tel que ÀB [fig. 197) et supposé, répar t i sur la sec
tion restante CD de l ' âme . 

Lorsque la h a u t e u r de la pout re est un peu g r a n d e , l ' âme 
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est, d 'a i l leurs , toujours insuffisante pour donner à la poutre 
assez de r ig idi té pour rés is ter efficacement aux causes de 
gauch i s semen t et de déformat ion la té ra le qui v iennent d'être 
rappelées . On doit cons idérer , eu ou t r e , que les charges sup
por tées par la pou t re , et que les formules des chapi t res pré
cédents supposent appl iquées sur son axe longi tudinal , le 
sont , en réal i té , sur la semelle supé r i eu re ou sur la semelle 
i n f é r i eu re ; de m ê m e , les réac t ions des appu i s ne s 'exercent 
effectivement que sur la surface de la semel le inférieure. 
Tous ces efforts ne peuven t se t r a n s m e t t r e soit à l 'autre 
semel le , soit m ê m e à l 'axe n e u t r e , que pa r l ' in termédia i re de 
l ' âme , l aque l le doit avoir ainsi une sect ion t ransversa le suf
fisante pour y rés is ter . On a d m e t g é n é r a l e m e n t que la t rans
miss ion de ces efforts s'effectue ve r t i ca l emen t sur une zone 
d 'une é tendue égale à la l o n g u e u r de l ' a ssemblage ou du sup
port par lequel ils s 'exercent su r la semel le . En d'autres 
t e r m e s , si l 'on considère deux p lans ver t i caux , perpendicu
laires à l 'axe de la p o u t r e et l imi t an t soit la l a rgeur d'une 
ent re to ise , soit celle d 'un suppor t , la por t ion de l ' âme com
prise en t re ces deux p lans ve r t i caux devra avoir une sec
tion hor izonta le d 'une é tendue suffisante pour que la charge 
due à l 'entre toise , ou la réac t ion de l ' appui , supposée uni
f o r m é m e n t répar t ie sur cet te sect ion, ne dépasse pas la charge 
de sécur i té du m é t a l . On est condu i t ainsi à renforcer l 'âme, 
au droi t des entretoises et des suppor t s , en y app l iquan t des 
fers à T, des cornières ou d ' au t res pièces analogues disposées 
ve r t i ca l emen t , qui ont en m ê m e t e m p s pour effet de s 'oppo
ser à la flexion la téra le et au gauch i s semen t , aussi bien sous 
l 'act ion des causes que n o u s avons ind iquées plus hau t que 
sous celle des forces qui pou r r a i en t agir l a té ra lement sur la 
pou t re , c o m m e le vent . Ces pièces font par t ie du contreven-
t e m e n t dont nous al lons dire que lques mots au n° 219. 

2 1 6 . D é t e r m i n a t i o n d e l a h a u t e u r . — Nous venons de 
voir q u e , dans une pout re à double T, soit de h a u t e u r constante, 
soit de h a u t e u r var iab le et d iminuée du mi l ieu aux extrémi
tés su ivant la loi pa rabo l ique , le vo lume des semelles était 
i nve r semen t p ropor t ionne l à la h a u t e u r m a x i m u m de la 
pou t re . Il y au ra i t donc in té rê t à a u g m e n t e r cette dimension 
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le plus possible. Mais le poids de l ' âme, que nous avons nég l igé , 
augmente avec la h a u t e u r , pu i sque nous admet tons que l 'épais
seur ne peut descendre au-dessous d 'une cer ta ine l imi te . Il 
augmente m ê m e dans u n e propor t ion plus rapide que la hau
teur parce que les pièces accessoires la téra les , qui servent à 
renforcer l ' âme et que l 'on est obligé d 'ajouter , doivent avoir 
d'autant p lus d ' impor t ance que la h a u t e u r est p lus g rande . 
Il s'établit donc, à par t i r d 'une cer ta ine hau teu r , une compen
sation en t re la d iminu t ion possible du poids des semelles , que 
l'on obt iendra i t en a u g m e n t a n t cette h a u t e u r , et l ' augmen
tation qui en résu l te ra i t dans le poids de l ' âme et du con-
treventement ; et c'est cette h a u t e u r , à laquelle la compensa
tion commence , qui donne à la pout re son poids m i n i m u m . 
Il n'est pas possible, géné ra l emen t , de la dé te rminer par le 
calcul. Très souvent , d 'abord, la h a u t e u r de la poutre est 
commandée par des ci rconstances locales ; et, d 'a i l leurs , fût-
elle absolument i ndé t e rminée , que la variété des pièces de 
eontreventement r end ra i t difficile la solut ion analyt ique du 
problème. Ce ne serai t que par t â tonnement s que l 'on a r r ive 
rait à peu près à t r o u v e r la h a u t e u r qui cor respondra i t au 
poids m i n i m u m . 

En généra l , du moins en Europe , la h a u t e u r des poutres 
est comprise ent re le hu i t i ème et le douzième de la portée ; 
il y a cependant que lques exemples de pout res dont les h a u 
teurs sont en dehors de ces l imi tes . En Amér ique , la h a u t e u r 
des poutres est géné ra l emen t u n peu plus grande qu 'en 
France. Les pou t res de g r ande hau teu r , en dehors de l 'éco
nomie de poids qu 'el les peuven t réal iser , ont l ' avantage 
d'être moins déformables sous l 'act ion des charges passa
gères; et cet avan tage est t rès appréciable lorsqu ' i l s 'agit de 
charges dont la vitesse est assez grande pour que leur iner t ie 
doive ent rer en l igne de compte dans le calcul de la rés i s 
tance, ainsi qu ' i l a r r ive pour des poutres suppor t an t des voies 
ferrées. 

2 1 7 . D é t e r m i n a t i o n du poids p r o p r e des p o u t r e s . 
— Une poutre des t inée à suppor te r une charge dé te rminée 
doit, en m ê m e t e m p s , suppor te r son propre poids, qui est 
inconnu, lorsque les d imens ions ne sont pas encore calculées. 
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En m e t t a n t , dans cette équat ion, poury; sa va l eu r p{ -\~ p2, 

On peut , d 'après la forme que l 'on veu t donne r à la poutre , 
•se rendre , p réa lab lement , u n compte suff isamment approché 
de ce que sera son poids propre pour le faire figurer, ensui te , 
en addi t ion des charges auxquel les elle sera soumise . Nous 
allons donner l 'exemple le p lus s imple , celui d 'une poutre à 
double T, de h a u t e u r h cons tan te , de l ongueu r /, s implement 
posée à ses deux ex t rémi tés et dest inée à por te r , ou t re son 
poids p rop re p{ une charge p2 u n i f o r m é m e n t répar t ie par 
uni té de sa l ongueu r . La charge tota le pa r u n i t é de longueur 
se ra ainsi pi -\- p.2 = p. Il s 'agit de ca lculer p{. 

Nous venons de voir que le v o l u m e des semel les d 'une 
nP 

parei l le pou t re (n°212 , page 436) avai t pour expression ' · 

Pour ce qui est de l ' àmc , l'effort t r a n c h a n t m a x i m u m étant 

•^p si nous supposons que l ' épa isseur e de l ' âme est cons

tante et qu 'e l le a i t été dé t e rminée pour que sa section ht; 

résiste à l'effort t r a n c h a n t m a x i m u m , nous a u r o n s e = ^ , > 
ni-

•et le vo lume de r a m e sera Vu; = ATT" 
2S t 1 

Le vo lume total, a insi calculé, de la pout re serai t donc 
pi3 ni'1 

, -4- f^-' ma i s ce calcul ne t ien t pas compte de ce que les 
semel les ne p e u v e n t pas var ie r r i g o u r e u s e m e n t comme le 
momen t l léchissant . El les doivent avoir , pa r tou t , une sur
face u n peu p lus g rande que celle qui serai t s t r i c tement 
nécessaire ; en ou t re , il y a les pièces d ' assemblages , couvre-
joints, lôLes de r ive t s , gousse ts , etc. , dont le vo lume ne 
figure pas dans celui qui précède. Il faut donc mul t ip l i e r ce 
volume par u n cer ta in coefficient y, p lus grand que l 'uni té 
pour se r app roche r des condi t ions rée l les . Le vo lume, ainsi 
majoré, divisé par la l o n g u e u r / de la pou t r e et mul t ip l i é 
par le poids spécifique d du mé ta l donne ra le po id s /q cher
ché . On t rouvera a insi 
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on en t i re ra la va l eu r d e j s , 

Pj__ 
Pi 

11· 1 

3/IRQ S 0 

Et si, pour simplifier, l 'on pose : 

a d / _ / _ _ J _ V _ i_ 

V \ 3 M 1 0

 + S J — L ' 

on aura 
P i L . L — l 

2 1 8 . P o r t é e l i m i t e . Coef f i c ient é c o n o m i q u e . — 
Lorsque la l o n g u e u r l s ' approche de L, le poids propre pi 

acquiert de t rès g randes va l eu r s ; la pout re dev ien t p r a t i 
quement i r réa l i sable . Cette l ongueu r L s 'appel le la por t ée 
limite de la p o u t r e . El le dépend, c o m m e on voit, des coeffi
cients de sécur i té R 0 et S 0 à l ' extension et au c i sa i l l ement , 

du rapport ^ de la l o n g u e u r à la h a u t e u r de la pou t re , et du 

coefficient de correct ion p. que nous avons défini p lus hau t , 
et dont la va leur peu t var ie r , su ivant les c i rconstances , de 

1,5 à 1,9. Le r appor t j varie o rd ina i remen t de 8 à 12, les 

coefficients R 0 et S 0 de 6 à 10 k i l og rammes et de 4 à 6 k i lo 
grammes r e spec t ivemen t par mi l l imè t r e carré , et, enfin, le 
poids spécifique s 'écarte peu de 7.800 k i l o g r a m m e s p a r 
mètre cube. En p r e n a n t , pa r exemple , ¡ ¿ = 1 , 6 , R 0 = 6 \ 0 0 , 

/ 1 
S 0 = 4 k , 0 0 , e t 7 i = 9 o n t r o u v e j - = 0,00468, ou L = 2 1 3 m è t r e s , 

portée l imi te co r re spondan t à cette hypo thèse . 

La dernière équat ion du n u m é r o précédent peut être écri te 

- (Pi + P 3 ) l — P t 
P < ~ L ~ L 

Elle m o n t r e , a lors , que le poids propre d 'une pou t r e pa r 
unité de l o n g u e u r est, tou tes choses égales, p ropor t ionnel à 

la charge totale pl qu 'e l le doit suppor te r . Le r a p p o r t ^ = £ 
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du poids propre à la charge to la le est ce que M. Résal a 
appelé le coefficient économique de la pou t r e . On voit qu'il 
est égal à l ' inverse de la portée l im i t e . Si l 'on représen te 
par k ce coefficient é c o n o m i q u e , on peu t écr i re , pour la 
pout re à double T, de h a u t e u r cons tan te , que nous avons 
considérée , 

Le coefficient économique var ie , en réal i té , avec le soin 
appor té à la cons t ruc t ion de la pou t re . Il est d ' au tan t moindre 
que le méta l est mieux employé , que les pièces accessoires 
inut i les ou peu ut i les on t été p lus évitées dans son établisse
m e n t , en un mot , que le coefficient que nous avons appelé p 
est l u i -même p lus faible. Dans la p lupa r t des ponts eu fer, 
b ien cons t ru i t s , le coefficient économique est compr is entre 
0 m ,0Û4 et CT,005. Lorsqu ' i l descend à 0 m , 0 0 4 , c'est que l'ou
vrage est t rès bien é tudié , le méta l bien employé sans être 
su rabondan t , ou bien que l 'on a fait suppo r t e r au fer des efforts 
dépassant le chiffre de 6 k i l o g r a m m e s par mi l l imètre carré . 
La va leur 0 r a , 005 correspond aux condit ions o r d i n a i r e s ; et si 
le coefficient a t te in t ()™,0Û6, on peut dire que le méta l est mal 
employé soit que l'on ait placé des pièces inut i les , soit que 
l'on n 'a i t pas demandé au fer tou t l'effort don t il est capable. 

M. Ilôsal a vérifié ces résul ta ts su r un g rand nombre de 
pout res de pont de p lus de 25 m è t r e s de por tée . Pour les 
portées moindres , les m ê m e s va l eu r s du coefficient écono
m i q u e s 'appl iquent à la condi t ion que la h a u t e u r de la poutre 
soit compr ise en t re le h u i t i è m e et le douz ième de la portée. 
J 'en ai vérifié la concordance avec la p r a t i q u e pour plus ieurs 
pou t res de 6 à 10 mèt res de portée et pour un grand nombre 
de fers à double T du commerce , de h au tours diverses comprises 
entre 0 m , 0 8 et 0 m , 3 5 , co r respondan t à des por tées de 0 m , 7 5 à 
4 mèt res envi ron . Ces vérifications ont été faites dans l'hy
pothèse où l'effort m a x i m u m de t rac t ion R„ est de fi ki lo
g r a m m e s par mi l l imè t re ca r ré . Avec un n o m b r e différent, la 
va leur du coefficient économique serai t modifiée en consé
quence . 

2 1 0 . C o n l r e v e n t c i i i e n t . — Les pou t re s , avons-nous dit, 
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ne sont pas toujours s i m p l e m e n t soumises , c o m m e le sup
posent, les formules de la flexion, à des forces ver t ica les , 
c'est-à-dire di r igées dans le plan de flexion, passant par leur 
axe longi tudinal . I n d é p e n d a m m e n t des i r régular i tés résu l t an t 
du mode d 'appl icat ion des forces pr incipales , qui agissent 
souvent en dehors de ce p lan , elles peuvent ê tre soumises à 
dos efforts la té raux accidente ls , c o m m e le sont , sur les poutres 
de pont, les effets du vent . 

La pression exercée par le vent sur une surface ver t icale 
peut a t te indre (voir page 101) 270 k i log rammes par m è t r e 
carré, et c'est ce chiffre qu' i l convient d 'adopter pour des 
poutres établies à u n e assez g rande h a u t e u r au-dessus du 
sol, dans des endroi t s découver ts , bien exposés au vent ou 
dans les gorges où il peut acquér i r une g rande vi tesse . 
Lorsque les pou t res suppor t en t une voie ferrée, il faut ajou
ter à ce chiffre celui qui représen te l 'action du vent su r u n 
train de chemin de fer supposé placé sur le p o n t ; la surface 
du t rain à compter n ' e s t é v i d e m m e n t que celle qui dépasse 
la poutre et qui n ' e s t pas garan t ie par elle, et, de plus , on 
peut admet t re que. le I ra in exposé au vent suppor te au p lus 
170 k i logrammes par m è t r e car ré , pu i squ 'une pression plus 
grande aura i t pour effet de le r enverse r . 

L'action la térale du vent é tant ainsi dé te rminée , voici les 
moyens que l 'on peut adop te r pour y résis ter . Une pout re 
n'est jamais isolée : un pont est const i tué au moins par deux 
poutres paral lèles , et l 'on se sert de chacune d'elles pour con-
trevenler l ' au t re . En t re les semelles inférieures des deux 
poutres vois ines, on établi t des 

pièces AH, A'H' (fig. 198), d i -
rigées pe rpend icu la i rement , et ^ 7 / " 
d'autres, telles que AH', HA', 
inclinées, formant avec les p r e -
mièi'es une sorte de pout re à 3 "jç 
treillis, à âme hor izonta le , ca- FIG. 1 9 8 . 
pable de résister à l 'act ion du 
vent. On fait la m ê m e chose, lo rsque cela est possible, 
entre les deux semel les supér ieures . On calcule les pièces 
en supposant qu 'el les rés is tent exclus ivement à l 'extension, 
leur grande longueur ne leur pe rme t t an t pas de résister 
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efficacement à la compress ion ; et, c o m m e le vent peut 
agir a l t e rna t ivemen t dans u n sens et dans le sens opposé, 
on est obligé, p o u r cela, d 'avoir des pièces incl inées dans les 
deux direct ions sur l 'axe du pont. Les pièces t ransversa les 
AB se confondent n a t u r e l l e m e n t avec les ent re toises desti
nées à r epor t e r su r les pou t res la cha rge du pon t . 

Les deux pou t res AA,, BB t (fig. 199), 
ainsi r éun ies par ces sor tes de poutres 
à â m e hor izonta le AB, A ^ , résis te
ron t à l 'action hor izonta le du vent ; 
m a i s cette act ion au ra pour effet, si 
les ex t rémi tés des semel les supé
r ieures sont l ibres , de t endre à 
dé fo rmer , c o m m e l ' ind iquent les 
l ignes ponc tuées , l ' ensemble des deux 

pout res ver t ica les et des pout res hor izonta les . 

P o u r rés is te r à, cet effet, on peu t é tabl i r , au-dessus de 
chaque pièce t r ansve r sa le ou ent re to ise AB (fig. 200), deux 
au t r e s pièces inc l inées , en forme de croix de Sa in t -André . 
Si P dés igne l 'action du ven t , c'est-
à-dire le p rodui t de la superficie de 
la por t ion de pout re cor respondan t 
à chaque en t re to ise par le chiffre 
qu i r ep ré sen t e cet effort pa r un i té 
de surface, on d é t e r m i n e r a , d 'après 
la forme de la pou t r e , et d 'après 
les règ les de la s t a t ique , la façon 
dont cette action se répar t i t en t re 

les deux poin ts A et Al. Supposons , par exemple , que I o n 
puisse adme t t r e qu 'e l l e se répar t i t é g a l e m e n t , ce qui a 
l ieu lo r sque la pou t r e est s y m é t r i q u e , on p o u r r a considé
rer la croix de S a i n t - A n d r é A B l 7 A,B, c o m m e soumise , 

[> 

en ses deux s o m m e t s A, Aj à une force — • Mais l ' une des 

deux ex t rémi tés , par exemple l ' ex t rémi té AB é tan t suppo-
P 

sée fixe pu i sque la pou t re repose su r des cu lées , la force ~ 

app l iquée en A t doit être considérée (en supposan t que la 
pièce incl inée AjB ne puisse pas rés is te r à la compress ion) , 
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comme t ransmise en Bj par la pièce AjBj qui doi t rés i s te r 
à ce genre d'efforts; pu i s , décomposée au point Bj su ivan t les 
deux direct ions BjB et B^V, elle donnera , en appe lan t a 
l'angle BjAJl des pièces incl inées avec l 'hor izonta le , sur B}B 

P 
un effort de compress ion — t a n g a qui s 'ajoutera à l'effort 

tranchant et au m o m e n t fléchissant d e l à pout re B B 1 ; et sur 
P 

BIA un effort de t ract ion qui servira à dé t e rmine r la 
1 2cos 2 ^ 

section t r ansversa le de cette pièce. La pièce AjB servi ra de 
même à rés is ter à l'effort du ven t f rappant la pou t re BB 1 en 
sens contraire de celui dont nous venons de pa r l e r . 

Cette disposi t ion est possible lorsque l 'espace situé entre 
les deux pout res peu t ê t r e , sans inconvénient , occupé par 
les pièces du c o n t r e v e n t e m e n t . 

Lorsqu'il n ' en est pas a insi , et que les pou t res ne peuven t 
pas non plus ê t re r éun ies à l eu r par t ie supé r i eu re , l'effort P, 
supposé toujours app l iqué à la moi t ié de la h a u t e u r h de la 
poutre AAj (fig. 201), produi t , au point A, u n m o m e n t ilé-
chissant P ^, auque l doit rés is ter l ' âme vert icale A A t . Ce 

moment serv i ra à d é t e r m i n e r les di- A 8, 
mensions des pièces accessoires que 
l'on appl iquera ve r t i ca l emen t , au 
droit de l ' ent re toise AB, sur l 'une ou 
l'autre des deux faces de l a m e AA k i 

pour lui donner u n e rés is tance sufii- A B 
santc. On doit considérer ces pièces ver- FIG. 201. 
ticales, y compr is l ' âme qu 'e l les r en
forcent, comme une pout re encast rée au point A, l ibre à son 
autre ext rémité Al et soumise à u n e charge un i fo rmémen t 

P 
répartie à ra i son de j - pa r uni té de longueur . La pout re BB, 

devra être consolidée de la m ô m e m a n i è r e pour le cas où le 
vent, soufflerait du côté opposé. Cette consol idat ion qu i , en 
somme, a pour r é su l t a t de r endre invar iable c h a c u n des 
angles A t ÀB, BjBA, s'effectue souvent en par t ie avec les 
pièces mêmes qui se rven t à r é u n i r les entre toises aux pou t re s . 
Les dispositions à adopter dans ce but sont t rès var iées et 

2 9 
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d é p e n d e n t su r tou t des d i m e n s i o n s re la t ives des diverses 
pa r t i e s . Il suffit, ici, d 'avoir i nd iqué d 'après quels principes 
on peu t se r end re compte de l eu r s d imens ions . 

On ne doit pas nég l iger d 'observer que le ven t qui frappe 
t r a n s v e r s a l e m e n t u n pon t formé de deux pout res parallèles 
peu t avoir pour effet demodi f ie r assez no tab lemen t la répar
t i t ion de la cha rge en t re ces deux p o u t r e s . Imag inons , en 
effet, que cette charge soit u n poids Q app l iqué au mil ieu 
d e l ' in te rva l le qui les sépare , et q u e , par su i te de contre-
v e n t e m e n t s bien cons t ru i t s , le r ec tang le formé p a r l e s deux 
p o u t r e s soit r e n d u a b s o l u m e n t inva r i ab le dans sa forme ; si 
P est la p ress ion du vent , et si b dés igne la l a rgeur AB 
{fiy. 202), et h la h a u t e u r de la p o u t r e , les réac t ions faisant 

équ i l i b r e à ces forces seront , en A, ~ 
Vh 

2V 
n Q M C n D '2+2T 

Vh 
Lorsque h est g rand par r appo r t à 6, le t e r m e peut n 'ê t re 

pas nég l igeab le pa r r appor t à Q et, 
dans tous les cas , il est p r u d e n t d'en 
t en i r compte dans le calcul de la 
cha rge app l iquée à des poutres de 
pont . Pa r exemple , pour u n pont for
mé de deux pou t r e s à âme pleine, 
d i s t an tes de 5 m è t r e s , et ayan t 5 m , 00 
de h a u t e u r , on au ra i t , en supposant 
que le vent p roduis î t une pression 
de 300 k i l o g r a m m e s par m è t r e carré , 

P = 1.500 k i l og rammes par m è t r e couran t , et -
lb 

50 kilo

g r a m m e s par mèt re couran t qu ' i l faudra i t a jouter à la 
c h a r g e de chacune des pou t r e s . 

P o u t r e s e n t r e i l l i s . — Nous avons dit que, 
lo r sque l ' âme a t t e in t une ce r ta ine h a u t e u r , on peut l 'al léger 
en y p ra t iquan t , de dis tance en d is tance , des év idements 
d 'une forme que lconque : si l 'on suppose que ces évidements 
a i e n t la forme de losanges superposés (fif/- 203), on aura 
une pout re dont l 'aspect ex tér ieur sera abso lument celui 
d ' une pou t re en t re i l l i s . La n a t u r e et la d i rec t ion des efforts 
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qui s 'exerceront aux différents points ne seront sans doute 
plus abso lument les m ê m e s que dans la pout re à âme 
pleine ; ma is , cependant , on peut , par analogie, t i rer cer
taines conclusions in té ressan tes . Ainsi , dans la pout re à 
âme pleine, les points de l ' âme si
tués au mi l ieu de la h a u t e u r sont = 

soumis à des efforts de c isa i l lement w y ^ ^ ^ y ^ r w ^ 

dans te sens vert ical ou dans le o ' w O O V O ) ' < ) 
sens horizontal , ou, ce qui revient ^ ^ ^ ^ ^ 
au même , à des efforts de tens ion = = = = = 
et de compress ion su ivant des direc- FIG. 203. 
tions inclinées à 45° su r la ver t icale . 
Ces efforts se p rodu i ron t encore dans la pout re évidée, et ils 
sont abso lument ass imi lables aux efforts de tension et de 
compression qui agissent sur les b a r r e s de la pou t re en 
treillis. Si l 'on cons idère u n point de l ' âme en dehors de 
l'axe, en se r app rochan t des semel les , la direct ion des 
efforts pr inc ipaux de tension et de compression y fait avec 
la verticale des angles différents de 45°, et d ' au tan t p lus 
différents que le point considéré est plus r app roché des 
semelles. Dans la pout re évidée, les points ainsi considérés 
seront soumis à des efforts dont la direct ion sera différente 
de celle des par t ies res tées ple ines , en t re les év idements . Il 
doit en être de m ê m e , par analogie, dans la pout re en 
treillis, do sorte que ce n 'es t qu ' au mi l ieu de la hau t eu r que 
les barres du t re i l l i s sont r é e l l emen t soumises à des efforts 
de tension et de compress ion dirigés dans le sens de l eu r 
longueur ; pa r tou t a i l leurs , ces efforts sont obliques sur leur 
direction et t endent à les infléchir. Nous devons rappeler , 
en effet, que les calculs que nous avons faits pour la pou t re 
en treillis, dans la p remiè re par t ie , n ' é ta ien t qu 'une approxi
mation obtenue en supposan t que cette pout re pouvai t ê t re 
assimilée à u n sys tème ar t iculé , c 'est-à-dire que les diffé
rentes barres pouvaient t ou rne r l ib rement au tou r de l eurs 
points d 'a t tache. La r éun ion de tou tes les barres à leurs 
points d ' intersection, qui est incompat ib le avec cette h y p o 
thèse, in t rodui t des efforts n o u v e a u x qui se composent avec 
les efforts de tension et de compress ion , lesquels exis tera ient 
seuls dans le sys tème ar t iculé , et produisent p réc i sément 
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ces actions obl iques tou t à fait ana logues à celles que nous 
avons t rouvées dans les pout res à âme ple ine . 

L'analogie en t re les deux sys t èmes de pou t re es t , d 'a i l leurs , 
complète : le t re i l l i s , c o m m e l ' âme , rés is te à l'effort t ran
chant ; les semel l e s , dans les deux cas, au m o m e n t fléchis
sant . 

Tout ce que n o u s avons dit , au n° 219, de la nécessi té du 
con t r even temen t , tant p o u r rés is te r aux efforts la téraux que 
pour donner à l ' âme de la pout re une r igidi té suffisante 
dans le sens t r ansve r sa l , s ' appl ique sans modification aux 
p o u t r e s en trei l l is , pour lesquel les le con t r even temen t est 
peut-être encore p lus nécessa i re que p o u r celles à âme 
p l e ine . 
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C H A P I T R E X I V 

P R O B L È M E S D I V E R S C O N C E R N A N T L A F L E X I O N 
D E S P I È C E S D R O I T E S 

SOMMAIRE. — S 1· Pièces charyécs debout : 2 2 1 . E q u a l i o n g é n é r a l e d u p r o 
b l è m e . — 222. V a l e u r m i n i m u m J e la fo rce c a p a b l e d e p r o d u i r e l a 
flexion. — 223. R e l a t i o n e n t r e la fo r ce pfc la f l èche de f l ex ion . — 
22 i . M o m e n t f l é c h i s s a n t e t effort d e c o m p r e s s i o n m a x i m u m . 
225. P i è c e e n c a s t r é e à se s e x t r é m i t é s . — 220. Cas o ù la p i è c e s u p 
porte e n m ê m e t e m p s d e s efforts t r a n s v e r s a u x . — 227. F o r m u l e 
e m p i r i q u e a p p r o x i m a t i v e . — 228 . P i è c e s o u m i s e à p l u s i e u r s f o r c e s 
l o n g i t u d i n a l e s . — 229. ( las d ' u n e fo rce e x c e n l r i q u e . — 2 3 0 . Me i l l eu re 
forme d e la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e . 

§ 2. Pièces soumises à des forces obliques : 2 3 1 . C o n s i d é r a t i o n s g é n é r a l e s . 
— 232. E x e m p l e d ' u n a r b a l é t r i e r i n c l i n é . — 233 . A r b a l é t r i e r posé s u r 
p lus i eu r s a p p u i s . — 2 3 4 . P i è c e s o u m i s e à d e s fo rces q u e l c o n q u e s . — 
233. P o i n t de. c h a q u e s e c t i o n où l 'effort es t m a x i m u m . 

§ 1 " 

PIÈCES CHARGÉES DEBOUT 

2 2 1 . F / q u a l i o n g é n é r a l e d u p r o b l è m e . — Considé
rons une t ige p r i s m a l i q u e AB( / /y . 204), de l ongueur «, sou
mise à l 'action de deux forces F et — F, égales et d i rec te
ment opposées, ag issan t à ses deux ext rémi tés dans la 
direction de son axe longi tudina l et l 'une vers l ' au t re , c 'est-
à-dire soumet t an t la pièce à u n effort de compress ion . Si 
cette pièce est r i g o u r e u s e m e n t rect i l igne, et si les efforts 
appliqués à c h a q u e ext rémi té sont bien exac temen t r é p a r 
tis d'une m a n i è r e un i forme su r les sections t ransversa les 
extrêmes, elle res te ra rec t i l igne , et si Ü est l ' é t endue de sa 
section t ransversa le supposée cons tan te , elle sera soumise , 
dans toute sa l o n g u e u r , à un effort de compress ion m e s u r é 

F 
par — par un i t é superficielle. Mais si, par suite d 'une cause 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



accidentel le que lconque , elle a pris u n e légère courbure , il 
pou r ra a r r ive r que , sous l 'act ion des forces appl iquées aux 

ex t rémi tés , cette 
c o u r b u r e a u g 
m e n t e , ou bien, 
au contra i re , que 
celles-ci ne soient -F 

j , pas assez energi-

F l 0 2 0 4 ques pour la faire 
subsis ter , auquel 

cas la pièce t end ra à r e p r e n d r e sa forme rect i l igne. Il y a 
donc une relat ion en t re la flèche prise par la t ige et la force 
app l iquée à ses ex t rémi tés , et c'est cette relat ion que nous 
a l lons chercher à d é t e r m i n e r . 

P renons pour axe des x la d i rect ion p r imi t ive de l'axe de 
la tige et pour axe des y une perpendicu la i re menée , par 
l ' ex t rémi té A, dans le p lan dans lequel s'est p rodui te la 
flexion, et que nous d é t e r m i n e r o n s plus t a rd . Soit MM' = y 

le dép lacement , paral lè le à l 'axe des y , d 'un point quel
conque M de l 'axe longi tud ina l ; le m o m e n t fléchissant, dans 
la sect ion M', a pour v a l e u r absolue F X MM' = Fy, mais 
il doit ê t re affecté du signe — d 'après nos convent ions , puis
qu ' i l tend à donner à l 'axe une c o u r b u r e négat ive ; nous 
a u r o n s donc, pour l ' équat ion de l 'axe n e u t r e déformé, 

(i) 

équat ion différentielle l inéai re du second o rd re dont l ' inté
grale généra le avec deux cons tantes a rb i t ra i res A, B est, 
c o m m e on le sai t , 

y = A cos — -f- B sin — ? a m 1 m 

en faisant, pour a b r é g e r , 

E l 
(2) m» - ^ , ou V f 

Les constantes A et B doivent être dé te rminées par les 
condi t ions du p r o b l è m e , savoir : que les ex t rémi tés de la tige 
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restent sur l 'axe des x, ou bien que , pour Ï = 0 , ou x = «, 
l'on ait 1/ = 0 . 

La première condi t ion , x. — 0 , y = 0 , nous donne A = 0 ; 
l'e'quation se rédui t donc à 

(3) * = 

La seconde condi t ion x = a, y = 0, donne ou bien B = 0 , 
ce qui donnera i t en tous points y — 0, auque l cas la pièce 

resterait toujours rec t i l igne , ou bien sin — = 0 , c 'est-à-dire 

— = h-K, 
m 

k étant un n o m b r e en t i e r que lconque . En met tan t pour M sa 
valeur, cette condi t ion devient 

. / "F TJ- T h*T? a y Ëï = o u F = E I —r-

Y r a leur m i n i m u m d e la. f o r r e c a p a b l e d e 
p r o d u i r e la flexion. — On peut y satisfaire d 'une infinité 
de manières r é p o n d a n t à tou tes les va leurs de F, données 
par cette formule , et dont la plus pet i te , qu i correspond 
à k = \, est 

(*) P O = ^ 

Si F a cette va l eu r F 0 , la flexion pour ra avoir l ieu ; ma i s 
l 'équation précéden te ne donne plus r ien , pu i sque la cons 
tante arb i t ra i re B n ' es t pas d é t e r m i n é e ; tout ce qu 'on peu t 
conclure de cette ana lyse , c'est que , si F a une va leur infé-

- ? E I 
rieure à 1—f > la flexion est imposs ible , sous l 'action de cette 

force seule, pu i sque l ' équa t ion ne peut être satisfaite q u e 
par B = 0 . 

La valeur I du m o m e n t d ' iner t ie à in t rodu i re dans cet te 
formule est celle qui donne la p lus pet i te va leur de F 0 , 
c'est-à-dire le p lus pet i t m o m e n t pr inc ipa l d ' iner t ie de la 
section t ransversa le . C'est donc dans le plan du plus pet i t des 
deux axes pr inc ipaux d ' iner t ie que la flexion se produi t . 
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Soit r le r ayon de g i ra t ion co r re spondan t à ce plus petit 
. . . . F 

m o m e n t d ï n e r t i e , Q la section t r ansve r sa l e , et p = - la 

charge par un i t é superficielle de cet te sect ion. P o u r que la 
flexion puisse se p rodu i re , il faut que F soit p lus g rand que 

F 0 O U que — ~ j — ' ce que Ton peu t écrire"— = p > — — o u 

bien ( ? ) 
a1

 1 Li ' fl-
7T 2E 

Par exemple , pour l 'acier, E vau t env i ron 20.000 kilo
g r a m m e s par m i l l imè t r e car ré , et p ne peu t pas dépasser la 
charge de r u p t u r e par compress ion , l aque l le est inférieure 
à 200 k i l o g r a m m e s . 

Il en résu l te que la flexion ne peu t se p rodu i re que si -

dépasse 32 env i ron . Si ? avai t u n e va leur infér ieure , il ne 

pour ra i t y avoir flexion que pour u n e va l eu r de p supér ieure 

à 200 k i l o g r a m m e s par m i l l imè t r e car ré , ce qu i est impos

sible, par hypo thèse . On d é t e r m i n e r a , de la m ê m e maniè re , 

d 'après les va leu r s l imi tes de la cha rge p, les l imi tes du rap

por t - à pa r t i r desque l les la flexion est possible pour des 

pou t res formées de m a t é r i a u x différents. 
On peu t r e m a r q u e r , en généra l , que la pièce chargée 

debout se c o m p r i m e r a sans fléchir, t an t que son raccour
c i ssement direct p rodui ra u n r a p p r o c h e m e n t de ses deux 
ext rémi tés p l u s g rand que celui qui sera i t ob tenu par la 
flexion. Au cont ra i re , elle fléchira si la flexion produi t un 
r a p p r o c h e m e n t des ext rémités p lus g rand que le raccour
c issement dû à la seule compress ion . 

Si, au l ieu d 'ê t re s i m p l e m e n t assujet t ie à res te r su r l'axe 
des x à ses deux ex t rémi tés , la t ige étai t a s t re in te à la même 
obl igat ion en cer ta ins poin ts de sa l ongueu r , on exprime
ra i t les condi t ions de la m ê m e m a n i è r e . Pa r exemple , si le 
mi l ieu de la t ige devai t r e s t e r sur l 'axe des x, on t rouverai t , 

en écr ivant que y = 0 , pour x=^> 

F = = E I ^ - . 
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DE dx ° n n ^ S ^ ë e a T 1 ^ 77^ d evan t l 'uni té , a lors que nous fai

sions en t re r dans le calcul l 'o rdonnée y dont la g r a n d e u r 

est sens ib lement du m ê m e ordre . Il faut donc reven i r à 

l 'équation exacte qu i doit être écrite 

(5) ^ = - F y . 
P 

Désignons par 8 l ' angle formé, avec l 'axe des x, par la 

tangente à la courbe au poin t M'. Nous avons ^ - = si ds 
p as 

est l ' é lément de l 'arc de la courbe , et par suite 

(6) E I | = - F » ; 

d'où, en différentiant pa r r appor t à d: 

El — = — F - f = — F sm0. 
as£ as 

Multiplions les deux m e m b r e s de cette équat ion par dO, et 
intégrons depuis le point A j u s q u ' a u point que lconque M ' ; 
nous au rons , en dés ignan t pa r 0 0 l 'angle inconnu que fait au 
point A l 'axe n e u t r e déformé avec l 'axe des x, 

E l / r f 8 \ 2 

W T ( | ) = F ( C O S 9 - C O S 6 0 ) ; 

4TT 2EI 
et la plus pet i te va l eu r F serai t alors ~^r~' q u a d r u p l e de la 
précédente, r é su l t a t facile à p révoi r en cons idéran t que l 'on 
aurait pu t r a i t e r chaque moi t ié de la t ige c o m m e u n e t ige 

de longueur ^> et à généra l i se r si les points assujet t is à 

rester fixes pa r t agen t la l ige en un n o m b r e que lconque de 

parties égales . 

2 2 3 . I tc lat ion e n t r e la ïoro.e e t l a i l è c h e d e 
flexion. — Si l ' analyse que nous venons de faire ne nous 
donne pas la relat ion che rchée en t re la flèche et la force qui 
agit aux ex t rémi tés , la cause en est que nous avons subst i 
tué, au rayon de cou rbu re pde Taxe neu t re déformé, l ' inverse 
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d'où, en m e t t a n t p o u r — sa va l eu r (6), 

El 
y2 =• 2 ( c o s 8 — c o s 6 0 ) . 

La flèche / ' est é v i d e m m e n t , en raison de la symétr ie , la 

va leur de y pour 6 = 0, c 'est-à-dire au mi l i eu de la p ièce; 

nous avons a ins i 

f = 2 j (l - cos 8 0 ) , 

ou bien, d 'après la va leur (2) de m, 

(8) / • = 2 m s i n ^ -

Nous a u r o n s donc la re la t ion che rchée si nous pa rvenons 

à exp r imer 9 0 en fonction des données du p rob lème . Pour 

cela, nous al lons écr i re que la l o n g u e u r de la t ige , après sa 

déformat ion, est égale à sa l o n g u e u r p r imi t ive a ('). 

De l ' équat ion (7} nous t i rons 

as = — cw). — — = = ^ = ; 
y 2 y c o s 0 — c o s i 0 

nous me t tons le s igne — au second m e m b r e , parce qu' i l est 
facile de voir que 9 d iminue quand s a u g m e n t e , ou que dft 

et ds sont de signe con t ra i re . 

In tég rons depu i s G — S0 j u s q u ' à 0 = 0, c 'est-à-dire pour 
la moi t ié de la l o n g u e u r de la t i g e ; le p r emie r m e m b r e 

nous d o n n e r a et nous a u r o n s 

a r m_ dJS_ 

~ J v ' 2 V ' c o s 8 — 

m I r ? 6 

2 " J y '2 V'cos 8 — c o s Q 0 sjlj JcosQ—cos50 

B 0

 0 

Lorsque S et 8 0 sont de pe t i t s ang les , tels que l 'on puisse , 

( l ) Nous devrions écrire que la l ongueur de la t ige est égale à la longueur 
F 

pr imit ive d iminuée du raccourc i ssement dû à la compress ion longi tudinale — r 
/ F \ F 

c'est-à-dire à a I 1 — jFq) 5 m a ' s cette fraction est g é n é r a l e m e n t négl i
geable devant l 'unité. Nous la négl igerons , e t cet te simplification laisse au 
calcul u n e exact i tude suffisante. 
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avec une approx imat ion suffisante, r emplacer cos 90 pa r 

1 — - ^ - i 1'irti.égrale ci-dessus est égale à ^ 1 + ^ g j 0 ) ! u 

V 2 

en résulte 

2 yAi y /2 

' où : 

^ = 2 l / - - l . 
2 V m-r: 

Comme l 'angle S0 est toujours petit , nous pouvons p r e n d r e 

(') Voici commen t on peu t ar r iver à cette v a l e u r : Posons 1 — cos 9 = u. 

1 — cos 9p = ¿ ¿ 0 , nous en t i rons sinO = y / l — cos 2 8 = \/2u — ifl et 

du du . I d9 ! du 

¿ 6 = . - — — - . et par suite / — = 1 — : 

sine \ / ( 2 — u)u I V c o s e —cosô„ / \?(2 — u) [ua —u) u 

La quantité u é tan t très pet i te , nous pouvons remplacer y 2 — u = y 2 [ l 

P a r j J _ et écrire f ^ _ = - L 

* + " ^ V / c o s B — c o s 6 0 V^J ^ \/uiu0~u) 

Posons encore — — d'où tf« = 2u0zdz\ nous avons, en subs t i tuan t e t 

réduisant, 

rf9 1_ 2;<„;rfc 1 2 » ^ ; 3 r f s 

y / c o s 9 — cos fl0 y / 2 / l / ^ ' : > (1 — s 2 ) 4 y / i / y / " ^ 3 (1 — : ! ) 
u t / û e / 0 

V 2 / y / Ï ^ T : » 2 \ / 2 I y / T ^ : 2 ' 

Ou bien, en in t ég ran t , 

2 / . Y , " n A 1 / 
= —p I arc sin ; i a rc sin : z VI — ; 

V2\ Jo 2 y / 2 \2 2 
= —2 - . 2î _ i_ "o 1 J E = J L M - f - 2£d 

y / I 2 2 v / ^ 2 2 y / 5 V 8 

Et, en me t t an t pou r u0 sa -valeur 1 — ens 9 0 = 
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0 0 
pour s in-^ la va l eu r de ~ et écr i re la va l eu r (8) de la flèche f 

(9) f — tm sin ^ = 4 w y/^- — 1 = 4 y/: m \ — — » j 

71 

re la t ion cherchée en t re la flèche / et la force F appliquée 
aux deux bouts de la lige et qu i , en m e t t a n t pour m sa 

va leur y/~pr' s 'écrit 

' ^ v V I ' G - v f ) -

Cette valeur , qui dev ien t imag ina i r e pour y/^jjr > - o u 

T.2E\ 

pour F < ~ 1 ^ 2 ~ :
 c o n f i r m e ce que nous avons dit p lus haut , 

que les forces in fér ieures à cette l imi te ne produisent 

a u c u n e flexion. 

1 

L 'équa t ion (9), élevée au carré et résolue pa r rappor t à — > 

donne fac i lement : 

i - * L f 1 - . M / 1 _ ï £ Y 

En ne p r e n a n t que le signe infér ieur qui seul répond à la. 
quest ion, et é levant au ca r ré , on a 

± = M ? _ 7 1 _ l / 1 _ î ï ! y . 
m 2 V, V ha2 ) 

Effectuant le car ré de la p a r e n t h è s e et déve loppant ensuite 

y/ 1 — pa r la formule du b inôme en observan t que 

rf 

les pu i ssances de ~ s u p é r i e u r e s à la q u a t r i è m e peuvent 

ê tre négl igées en ra ison de ce que ̂  est tou jours t rès petit, 

on t rouve * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 , F 
ou bien, en m e t t a n t pour sa va leur ^-T> la re la t ion 

1 m'1 ni 
cherchée entre F et / , 

* = "rf" (* + 8 ? " ) = F » ( 1 + 8 ? j ' 

d'où l'on dédui t 

e t 

2 y'3. / F - F 0 

' - V El 

p p 

Appelant \p0 la différence ——-•> avec la l imi te infé

rieure pouvan t p rodu i re la tlexion, de la force rappor tée à 

l 'unité superficielle de la section t r ansversa le qui est appl i

quée à la pou t r e , et m e t t a n t à la place de I son expression 

Or-, cette de rn iè re express ion s 'écrit 

r = 

C'est géné ra l emen t sous cette forme que l 'on expr ime la 
relation entre l'effort et la flèche. Mais de l 'équat ion (10) on 

El 

(') L'intégration de l ' équa t ion — = Fy ne peut se faire exac tement que 

P 
par l'emploi des fonctions el l ipt iques, mais on peut , par un développement 
en série, t rouver u n e solut ion approx imat ive . Brune , dans son Cours de Cons
truction déjà cité, donne la su ivan te 
Jl.l= 1 + f i Y . m + A y V / W + .. , / l . 3 . 5 - ( 2 n - l ) y / F g Y 
V E I T C \ 2 / + \4Elyl + h ^ 2.4.6. ..2n ) + 

et il donne une formule ana logue pour calculer la dis tance a' des deux ext ré
mités de la ba r re après la flexion. Voici quelques-uns des résul ta ts numér iques 
déduits de ces formules 

F = F 0 1,00123 f = a 0,0318 
F = F„ 1,032 f — a 0,1366 
F = F 0 1,394 . f = a 0,3814 a' = a 0,436 
F = F 0 2,00 f = a 0,3989 a' = a 0,082 
F = F 0 2,183 f =. a 0,3916 a' 0 (boucle). 

On voit que la flèche croî t t r è s r a p i d e m e n t : il suffit de doubler la charge 
initiale pour produire la bouc le . 
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peut dédui re aussi 

Sous celte forme on voit qu ' auss i tô t que la flexion com
mence elle p rend i m m é d i a t e m e n t u n e g r ande impor tance . 
Pa r exemple , sons l 'act ion d 'une force dépassan t de 1 0 /0 
s e u l e m e n t la l imi te infér ieure à pa r t i r de laquel le la 

AF i 
flexion ne se produi t pas , ou pour -=r^ — —— ! on a / = 0,09ra, 

ce qui est cons idérable . 
En ra i son des hypo thèses simplif ical ivos au moyen des

que l les elles ont été ob tenues , les express ions précédentes 
ne sont appl icables que pour de t rès pet i tes va leurs du rap-

f 
por t - ou pour des v a l e u r s de F dépassan t t rès peu la l imite 

F„ à par t i r de l aque l le la flexion c o m m e n c e . 
Il convient , d ' a i l l eurs , de r e m a r q u e r que la l imi te inférieure 

d e la force F 0 , à pa r t i r de laque l le la pièce chargée debout 
c o m m e n c e à fléchir, dépasse de beaucoup les forces qui 
p e u v e n t ê tre app l iquées sans dange r à la m ê m e pièce dans 
u n e direct ion t r a n s v e r s a l e . Une force F„ appl iquée normale
m e n t à une pièce de l o n g u e u r a, posée su r deux appuis, 

F à-* T ~ 1 
p rodu i ra i t une flèche égale à 0 — ~ a = env i ron - «, de 

beaucoup p lus g r ande que celle qu i peu t ê t re tolérée sans 
dange r , et qui m ê m e , b ien souven t , ne pour ra i t être at teinte 
sans r u p t u r e . 

l i l i ' ï . M o m e n t l i ée h i s sant et e f f o r t d e c o m p r e s 
s ion m a x i m u m . — P o u r une va leu r que lconque de F, 
dépassant très peu la l imi t e infér ieure F 0 , le m o m e n t fléchis
sant m a x i m u m M m qui se p rodu i t au mi l ieu de la poutre a 
pour va leur Vf, et pour express ion, su ivan t que l 'on prend 
pour / l 'une que lconque des p récéden tes , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Mmv, 2 V2 avt / à F 0 

ou bien par une a u t r e des express ions précédentes qui sont 
identiques. 

Cet elfort est celui qui est dû au m o m e n t fléchissant; il 
convient d'y ajouter celui qui r ésu l t e de la compress ion 
longitudinale, qu i se p rodu i ra i t alors m ê m e que la flexion 

F 
n'existerait pas et qui a pour va leur —- Du côté des fibres 

étendues, l'effort m a x i m u m est égal à la différence ^ ' j ' " 1 — ^ 

ou à l'excès de l ' ex tens ion sur la compress ion longi tudina le . 
Cet effort est une t rac t ion si la différence est posi t ive, et 
une compression si elle est néga t ive . 

Du côté des fibres compr imées l'effort m a x i m u m , en va leur 

absolue, est la s o m m e - -+- ^ et c'est de ce côté qu ' i l est 

le plus grand . Si nous le dés ignons par R' r a , nous au rons 

F , 2 y/2 F.flc, 
12 1 7T I 

On peut se r end re compte de l'effort de la flexion. Nous 
avons vu que , pour l 'acier, la flexion ne peut commence r 

que si dépasse 32. P r e n o n s = 40. Quant à vA il est géné-

Dans celte express ion , comme plus hau t , A F 0 = F — F 0 

et lpQ = ^=^°-

Lorsque, c o m m e n o u s le supposons , il n 'y a pas d 'au t res 
causes qui t enden t à p rodu i re la flexion, celle-ci s'effectue 
dans le plan de l 'axe du p lus pet i t m o m e n t d ' inert ie de la sec
tion t ransversale , et c'est ce m o m e n t d ' inert ie I qui figure 
dans la formule , soit expl ic i tement , soit impl ic i t ement dans 
la valeur de F 0 . Si l 'on dés igne par ?q la dis tance de la fibre 
la plus éloignée à l 'axe du plus g rand m o m e n t d ' iner t ie , 
l'effort le plus g rand que fera subir le m o m e n t fléchissant ci-
dessus sera exp r imé par 
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r a lomcn t p lus g rand que r et le r appo r t dépend de la 

forme de la section t ransversa le ; p renons- le égal à 2, valeur 
qu ' i l a u r a i t pour une section c i rcu la i re ou e l l ip t ique , celte 
formule dev iendra 

R , ; = l[i+ 0 , 9 0 X 4 0 X 2 = l ( l + 7 2 y / 0 

et si l'on suppose , c o m m e tout à l ' h e u r e , u n e force F dépas
sant seu lemen t de 1 0/0 la l imi te infér ieure qui produit la 

AF 1 
flexion, ou r~- = ——, on a u r a 

F 0 100 

R™ = (1 - f - 7 ,2 ) = 8 , 2 t y 

L'effort m a x i m u m est p lus de h u i t fois celui qui serait dû 
à la compress ion seule . C'est ce qui expl ique que les pièces 
qui fléchissent par compress ion se r o m p e n t p resque tou
jours . 

Si, pour abréger , l 'on pose 

v> * IAPo 2 \ / 2 / A F 0 

k dés ignan t ainsi u n coefficient qui dépend de la forme de 
la section t r ansve r sa l e et de l 'excès de la force qui produit 
la flexion sur la force l imi te F"0, l ' express ion de l'effort maxi
m u m R'„, devient 

Sous cette forme, elle est t rès us i tée , c o m m e nous ver

r o n s . 

2 2 5 . P i è c e e n c a s t r é e si ses e x t r é m i t é s . — Les cal
culs qui p récèden t sont faits dans l ' hypo thèse où les sections 
ex t rêmes de la pièce fléchie sont l ibres de pivoter au tour de 
leur centre . Si elles é ta ient encastrées, on pour ra i t ar r iver 
faci lement à des résu l t a t s ana logues . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Considérons, par exemple , une pièce encast rée à Tune d e 
ses extrémités A (fig. 205) et en t i è r emen t l ibre à l ' au t r e , 
c'est-à-dire adme t tons qu ' à cette seconde ex t rémi té B l a pièce-
puisse, non s eu l emen t s'inflé
chir su ivant une di rect ion 
quelconque, ma i s encore s'é

carter de la l igne kx qui était 
sa position p r imi t i ve . Cette 
pièce AB peu t ê t re e n t i è r e m e n t 
assimilée à la moi t ié d 'une FIQ. 203. 

pièce semblable à celle que 
nous avons étudiée d 'abord . Nous aurons donc les conditions-
de son équi l ibre en m e t t a n t , dans les formules précédentes , 
le double de la l o n g u e u r a de la pièce. L'effort m i n i m u m 

- ' • E l 

capable de p rodui re la flexion est alors F 0 = —,—-> el la i'or-

mule ( H ) , qui donne l'effort de compress ion min imum, , 
devient 

AkDa-

+ I 

c 
FIG. 2 0 6 . 

Cela suppose, bien en tendu , que l ' encas t rement soit p a r 
fait. 

Si les deux ex t rémi tés sont encas t rées et toutes deux 
astreintes à res te r sur la l igne p r imi t i vemen t occupée p a r 

l 'axe long i tud ina l , on 
peu t r e m a r q u e r que la 
forme AB (fig. 206) 
prise par la pou t re flé
chie compor te , en r a i 

son de la symét r i e , u n point C, où la t angen te est para l lè le à 
cette l igne, et, en t r e ce point C et chacune des ex t rémi tés , 
un point E ou D où il se t rouve une inflexion, c 'est-à-dire où 
le moment fléchissant s ' annule . Pour la m ê m e ra ison de sy
métrie, chacun de ces poin ts d'inflexion doit être t rès voisin 
du milieu de la moit ié cor respondante de la pou t r e . Alors , si 

l'on prend la por t ion ED, de l ongueur ^ 1 aux ex t rémi tés de 

laquelle le m o m e n t fléchissant est nu l , elle se compor te ra 
3 0 
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t rès s e n s i b l e m e n t c o m m e la p o u t r e de l o n g u e u r a que nous 
avons é tudiée au n° 222, c 'est-à-dire que les formules que 
nous avons é tabl ies p o u r r o n t être app l iquées à la condit ion 

d'y r e m p l a c e r a p a r ^ ; cela n o u s d o n n e r a , pour le cas de la 

p o u t r e encas t rée à ses deux ex t r émi t é s , 

Enfin, si l ' une des ex t rémi tés est encas t rée et l ' au t r e l ibre 
de s ' infléchir, bien qu ' a s t r e in t e à res te r su r la l igne A a:, la 
p o u t r e fléchie p o u r r a ê t re a p p r o x i m a t i v e m e n t ass imi lée à la 
por t ion ACU de la pou t r e p récéden te , c 'es t -à-dire que les 
fo rmu le s p r imi t i ve s se ron t encore app l icab les en y rempla -

2 
çant a pa r j a. On au ra a ins i , p o u r ce de rn i e r cas, 

Ces dernières formules sont a p p r o x i m a t i v e s , et il n 'y a 
guè re lieu de c h e r c h e r à en é tabl i r de p lus exactes , ce qui 
condui t à des calculs compl iqués , car il est b ien ra re que 
l 'on pu isse cons idérer c o m m e a b s o l u m e n t parfai ts les encas
t r e m e n t s des ex t rémi té s . Les formules exactes n 'on t alors 
q u ' u n in té rê t t héo r ique . 

2 2 ( i . Cas o ù la p i è c e s u p p o r t e e n m ê m e t e m p s 
des e f for t s t r a n s v e r s a u x . — Nous avons , dans ce qui 
précède, nég l igé le poids p r o p r e de la pièce chargée debout , 
que nous avons supposée soumise exc lus ivement à deux 
forces de compres s ion long i tud ina le , app l iquées à ses deux 
ex t r émi t é s . 

Lor sque le poids de la pièce n ' e s t pas nég l igeab le , par 
rappor t à ces forces, ou b ien lo r squ 'e l l e doit en suppor te r 
d ' au t res , appl iquées en divers po in t s de sa longueur , les 
efforts, en chacun de ces po in t s , se d é t e r m i n e n t p a r le pr in
cipe de la superpos i t ion des effets des forces. 

Si , p a r exemple , la pièce AB (fiff. 207), c o m p r i m é e par les 

forces F, est placée ho r i zon t a l emen t , et si elle doi t suppor te r 
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en même temps u n e charge un i fo rmémen t répar t ie à ra ison 

de p par uni té de lon

gueur, celte cha rge f p 

pouvant c o m p r e n d r e *• · — 

son poids propre , ou 

une surcharge exté- i i 0 ' 2 0 7 ' 

rieure qui lui serai t 

effectivement appl iquée , le m o m e n t fléchissant, m a x i m u m 

dû à cette charge serai t , comme nous l 'avons vu, en suppo-

Cf 
saut les ext rémités l ibres ou non encas t rées , D'un au t re 

côté, le m o m e n t qui p rov ien t de la force F a pour expres

sion ~ ^ ~ °^ K/ et se produi t , comme le précédent , au 

milieu de la pièce. Si les deux p lans de flexion coïncident, 
c'est-à-dire si la charge p agi t dans le p lan du plus peti t 
moment d ' inert ie de la section t ransversa le , ces deux m o 
ments s 'ajoutent, et le m o m e n t fléchissant m a x i m u m total 

± , A . (pcC~ 2 \ I 2 a¥ t /AF~ 0 \ x , , 
est alors M = M-g- -+- y Y et c est ce m o m e n t M 

qui, mul t ip l ié par le r appor t donne ra l'effort suppor té par 
h 

la fibre la p lus fat iguée dans la section qui se t rouve au 

milieu de la pièce. L'effort total sera, c o m m e p lus haut , la 

F 

somme ou la différence de cet effort et de celui — de com

pression exercée par la force F , de sorte que la condit ion de 

sécurité pour ra i t a lors s 'écrire 

Mais il se p rodu i t , a lors , des condit ions nouvel les p o u r 
ce qui concerne les effets de la force F . 

Tandis que, dans les pièces chargées debout , soumises 
uniquement à cette force di r igée su ivan t leur axe, la flexion 
ne pouvait c o m m e n c e r que lorsqu 'e l le était supér ieure à la 
limite F 0 , elle se p rodu i t ici, sous l 'action de la charge p, 

quelle que soit la force F, laquel le produi t ainsi toujours une 
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augmenta t ion du m o m e n t fléchissant. L 'équa t ion du pro
blème serai t a lors 

9 2 

L' in tégra t ion exacte de celte équa t ion serai t t r ès difficile. 

Elle devient r e l a t i v e m e n t s imple lo rsque l'on y r emplace -

par ce qui const i tue u n e approx imat ion suffisante lorsque 

la flexion res te faible. Le ré su l t a t de ce calcul n ' a guère 
q u ' u n in té rê t t h é o r i q u e . Il est r a r e que les deux forces F eip 
soient comparab les , l ' une des deux est p r e sque toujours 
négl igeable par r a p p o r t à l ' au t r e . On calcule alors la pièce 
en ne p r e n a n t que l 'une de ces deux forces, et on en aug
m e n t e u n peu, e m p i r i q u e m e n t , les d imens ions , pour t en i r 
compte de celle que l 'on a nég l igée . 

——T. F o r m u l e e m p i r i q u e a p p r o x i m a t i v e . — La 
fo rmule la p lus usi tée pour le calcul des pièces chargées 
debout est la fo rmule (11) dans laquel le on donne au coeffi
cient k des va leurs dédui tes de l ' expér ience . En dés ignant 
par R' 0 la cha rge de sécur i té à la compress ion de la mat iè re 
dont la pièce est cons t i tuée , on écri t l ' équa t ion de rés i s 
tance 

F 
et réso lue pa r r appor t à — = j», cette équat ion se met sous 

la forme, alors c lass ique , appelée souven t « formule de 
Rank inc », 

P = 
F ^ R Q 

Le coefficient k devrai t , à la r i g u e u r , var ier su ivan t la 
forme de la section t r ansve r sa l e ; m a i s , dans les circons
tances ord ina i res do la p r a t i q u e , on peu t le considérer 
c o m m e cons tan t pour c h a q u e n a t u r e de m a t é r i a u x . Lès 
divers au teurs sont peu d 'accord su r les va leu r s à lui a t t r i -
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buer; tandis que les expér iences de Hodgkinson t e n d r a i e n t à 
faire adopter les su ivantes 

P o u r l e fer h ~ 0 , 0 0 0 0 3 

— la fonte 0 , 0 0 0 4 3 

— le b o i s 0 , 0 0 0 3 3 , 

les p remières expér i ences de Bauschinger l 'ont condui t à 
celles-ci 

P o u r l e fer h = 0 , 0 0 0 0 9 

— l a f o n t e 0 , 0 0 0 6 . 

De nouvel les expér iences lui ont donné : 

P o u r le fer k = 0 , 0 0 0 1 

— la f o n t e 0 , 0 0 0 2 5 . 

Gordon a proposé , pour le fer, le coefficient 

3 ^ = 0 , 0 0 0 0 2 7 7 , 

qui se rapproche de celui qui a été dédui t des expér iences 
de Hodgkinson. 

Enlin. les i n g é n i e u r s amér ica ins para issen t , en généra l , 
se servir d 'une formule qui r e s semble à la p récéden te , e t 
qu'ils écr ivent de la m a n i è r e su ivan te 

F R ' 

Le nouveau coefficient k' qu 'e l le con t i en tva r i e de 3 3 , pour 
les poutres l ibres à l e u r s ex t rémi tés , j u s q u ' à 80, pour celles 
qui peuvent être considérées c o m m e encas t rées , par exemple 
les colonnes t e r m i n é e s par de larges bases d o n n a n t u n e 
grande surface d ' appu i . Le coefficient k va r ie , dans les 

1 , 1 
mêmes condi t ions , de à > soit de 0,0001GB à 

o.OOO 18.000 
0,0000555. 

Pour le bois, c o m m e les pièces que l'on emploie sont 
généra lement de sect ion r ec t angu la i r e , on me t , dans la for
mule, au l ieu du p lus pet i t r ayon de gira t ion r, le p lus pet i t 
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V1 

côté du rec tang le . Si on le dés igne pa r b, ou a ?-2 — — . et a lors 

la fo rmule s 'écrit o rd ina i r emen t 
F „ R n 

û 1 4 - 0 , 0 0 4 J-

2 — S . l ' i è e e s o u m i s e à p l u s i e u r s f o r é e s l o n g i t u 
d i n a l e s . — Si, au lieu d 'ê t re placée ho r i zon ta l emen t , la 
pièce chargée debout étai t ver t icale , et si son poids p p a r 
un i t é de l o n g u e u r n 'é ta i t pas négl igeable pa r r appor t à la 
force F qu i la c o m p r i m e l o n g i l u d i n a l e m e n t , il faudrai t 
r e m a r q u e r d ' abord que , pour l ' équ i l ib re , la force ver t icale 
app l iquée à l ' ex t rémi té infér ieure A (fig. 208) devra i t dépas
ser celle F , a p p l i q u é e en B, de tou t le poids pa de la pièce, 
qui se t rouvera i t a insi c o m p r i m é e en B par la force F, en A 
par la force F -+- pa. L'effort de compress ion dû à cette force 
supposée u n i f o r m é m e n t r épa r t i e , et, i n d é p e n d a m m e n t de 

F . F | FTA, 
tou te flexion, serai t d o n c a u point B, — Q ~ a u P 0 ' 1 1 ^ ' 

et ~ ~ ~ ^ ~ Q ~ à u n point M que lconque si tué à une hau

t e u r x au -dessus du poin t A. En par t icul ier , au milieu de la 

h a u t e u r de la pièce, l'effort de compress ion serai t — 

La force F, app l iquée au point B, et la por t ion , égale à F , de 
la réac t ion du point A p rodu i sen t , c o m m e p récédemmen t , 
u n e flexion qu i donne l ieu , au mi l i eu de la pièce, à u n effort 

de compress ion m a x i m u m · k et la s o m m e de ces deux 

compress ions cons t i tue l'effort m a x i m u m suppor té par le 
po in t le p lus c o m p r i m é de la sect ion du mi l i eu de la pièce. 
Cet effort m a x i m u m sera a insi 

2 û Q\ 1 J 

C'est, en généra l , dans cette sect ion que la fat igue est la 
p lus g rande , car , a lors m ê m e que le poids pa n ' e s t pas 
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négligeable pa r r a p p o r t à F , il en est p resque toujours une 
petite fraction, de sorte que la d iminu t ion de l'effort dû à la 
flexion produi te pa r la force F, lo r sque l 'on s 'écarte du m i 
lieu de la pièce, dépasse toujours de beaucoup la pet i te 

augmentat ion q — de i a compress ion due au poids p, 

lorsque l 'on cons idère des sect ions si tuées un peu au-dessous 
de ce mi l ieu . 

On opérerai t de la m ê m e m a n i è r e si, au l ieu d'un poids p 
uniformément r épa r t i su r la h a u t e u r AB {Jig. 208), 
la pièce c o m p r i m é e aux deux bouts avait à suppor- j 
ter des charges d iverses P t , P 2 , . . . . appl iquées en des v 

points d é t e r m i n é s M ( , M,, de sa l ongueur . r ^ 

Pour l ' équ i l ib re , l 'effort en A devrai t alors être n 
égal à F - f - Pj -4- P 2 - f - . . . , et l'effort de compress ion 

F ' 

dû à la charge u n i f o r m é m e n t répar t ie serai t — pour 

F —|— P 
la partie BM, ; •—^—- 1 dans la par t ie MjM 2, et ainsi f 

de suite. En ce qu i concerne la flexion, on ne peut 
plus faire ici que des app rox ima t ions . Si les points 
M j , M , , s o n t f i x e s , on cons idére ra chacune des por
tions de la pou t r e c o m m e isolée, et on y app l iquera 
les formules p récéden tes . Si, au cont ra i re , ces 
points d 'appl icat ion des forces P sont tels que la FIG. 2 0 8 . 
pièce AB puisse fléchir l i b r emen t , on pour ra s u p 
poser t r anspor tées à l ' ex t rémi té la p lus voisine les forces 
P f , P 2 , e t t ra i te r la ques t ion d 'une manière, app rox ima t ive . 
En modifiant ainsi le point d 'appl icat ion des forces, on se 
placera, en généra l , dans des condi t ions de sécuri té p lus 

défavorables. 

2 2 9 . C a s d ' u n e f o r é e 
e x c e n t r i q u e . — Enfin, il 
peu t a r r ive r que la force appl i -

" i ' quée à l ' ext rémité B (fig. 209) 
p ] n 2 0 9 . n 'agisse pas sur l 'axe l ong i tu 

dinal , mais à u n e dis tance 
BG = b de cet axe. Le m o m e n t fléchissant en u n point quel-
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c o n q u e M est a lors Y (b -\- f — y) , si // est l ' o rdonnée de ce 
po in t après ce dép lacement , et en a p p e l a n t / ' la l lèche, c'est-
à-dire le dép lacemen t du poin t B, pa r a l l è l emen t à l 'axe 
des y. Le m o m e n t fléchissant est m a x i m u m pour y — 0 , 
•c'est-à-dire pour le point A où la pièce doi t a lors ê tre encas
t r é e . Le m o m e n t d ' encas t r emen t est égal à F (b -+- f). L ' inté
gra t ion de l ' équat ion différentielle de la courbe affectée par 
la fibre neu t re déformée donne a lors , avec une approx ima
t ion suffisante lo r sque /"res te peti t , la forme de cette courbe 
e t la flèche / . On a, en effet, 

Dés ignons encore par m la l o n g u e u r nous pour rons 

•écrire celte équat ion 

Et alors nous savons qu 'e l le a pour in tégra le généra le 

y — b — f — A sin — 4- B cos —-
m m 

Les cons tan tes A et B doivent ê t re dé te rminées par les 

condi t ions que , p o u r x — 0, C~ = 0 , ce qu i d o n n e A = 0, 

e t que pour x = 0 on ai t y = 0, d'où B = — ( 6 + / ) • 
L'équa t ion dev ien t ainsi 

y=(b + f) ( l - cos £ 

La flèche / , va leur de y pour x — a, est 

l A 
a 

cos — 
, m 

et si nous m e t t o n s pour cos — la va l eu r approx imat ive 
m 
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2 E r 2 — p a 2 

Si l'on regarde pa~ c o m m e négl igeable par r appor t à 2E/- 2, 

il vient s imp lemen t 

La flèche / é tant a insi calculée, on en déduira le m o m e n t 

fléchissant m a x i m u m : F [b-j-f). 

Supposons qu ' en m ê m e temps que la force F, para l lè le hkx, 

il s'exerce en B une force P dir igée pe rpend icu la i rement , ou 
suivant BG; la floche due à cette force P agissant seule serai t , 

Prt 3 

d'après le n° 194, T J ^ ' et la flèche totale due aux deux forces 

P et F agissant ensemble sera la somme , ou b ien 
£ /ftF P a \ 

' Ei V 2 ^ 3 ; 

Pour que la flèche f s ' annule avec une va leur donnée de â, 
il faut que 

Au lieu d'effectuer le calcul c o m m e nous venons de le 
faire, on pour ra i t r emp lace r la force F appl iquée en C par 
une autre force égale app l iquée en B et par un couple de 
moments Fé . 

La force app l iquée en B produi t , dans la section d 'encas

trement, un effort de compress ion m a x i m u m qui peu t être 

exprimée par ^ ^ 1 -\- bk'—^- Le couple Fb seul i m p r i m e à 

la pièce une flexion s imple ou c i rcula i re et dans chaque 
section à u n m o m e n t fléchissant Fb auque l correspond u n 

effort de compress ion m a x i m u m Fb ou — b -,\ qui s 'ajoute 

au précédent, et si l 'on écri t que l'effort total est infér ieur 

ou bien, en d iv isan t les deux ternies par Q et appe lan t tou-

i . F 

jours p le r appor t — i 

r - i 
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à la cha rge de sécur i té R' 0 , on a u r a l ' équa t ion 

Sous cet te forme, la formule peut s 'appl iquer , approxi
m a t i v e m e n t , aussi bien que la fo rmule f i l ) , à toutes les 
va leurs de la force F . 

Si, au l ieu de supposer , c o m m e nous l 'avons fait, la 
pièce, encas t rée à I ex t rémi té A, nous la supposons l ibre à 
ses deux ex t rémi tés , m a i s pressée l ong i tud ina l emen t pa r 
deux forces égales F, — F, app l iquées tou tes deux dans un 
m ê m e p lan con tenan t u n des axes p r inc ipaux de ses sections 
t r ansve r sa l e s et à des d is tances égales , b, des cent res de 
grav i té de ses sect ions ex t r êmes , n o u s p o u r r o n s ass imiler 
ce cas au p récéden t en cons idé ran t chacune des deux moit iés 
de cette pièce c o m m e encas t rée en son mi l i eu , et alors la 
formule à app l i que r se ra la p récédente dans laquel le on 

devra r e m p l a c e r a pa r ^> si a désigne toujours la longueur 

to ta le de la pièce c o m p r i m é e . La fo rmule de résis tance 
dev iendra alors 

On voit que , lo rsque la pièce est cha rgée debout et solli
citée par des forces qui n ' ag i s sen t pas exac tement su ivant 
son axe long i tud ina l , ma i s s'en éca r t en t l égè remen t , ce que 
l 'on doit toujours a d m e t t r e dans la p ra t ique , il suffit, pour 
t e n i r compte des i r r égu la r i t é s de la cons t ruc t ion qui ont 
p o u r effet d 'écar ter , du cen t re de gravi té des sect ions, le point 
d 'appl icat ion des efforts l ong i tud inaux , d ' a u g m e n t e r dans 
u n e cer ta ine m e s u r e la va l eu r du coefficient k. En effet, la 

p a r e n t h è s e (^1c -\- , dans l aque l le l 'écart b est alors in

connu peut se r emp lace r pa r u n n o u v e a u coefficient k! u n 

peu supé r i eu r à k, et dont la va leur dépend de l 'écar t pos

sible du point d 'appl ica t ion de la c h a r g e , pa r r appo r t au 

cen t re de g rav i té de la section e x t r ê m e . 
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-Î:$(>. M e i l l e u r e f o r m e d e la s ee l i on t r a n s v e r s a l e . 

— Le moment d ' iner t ie l v qui figure dans les formules p ré 

cédentes, est le p lus petit m o m e n t d ' inert ie de la section 

transversale de la pièce. Il y a in térê t à ce qu ' i l soit le plus 

grand possible. Les sections t ransversa les les plus conve

nables, pour des pièces ayan t à résis ter à des compress ions 

longitudinales, seront donc, d 'abord, celles dans lesquel les 

tous les m o m e n t s d ' iner t ie seront égaux et su r tou t celles 

pour lesquelles, à égalité de surface, le m o m e n t d ' inert ie 

aura la p lus g rande va leur , c 'es t -à-dire celles où la mat iè re 

sera le plus éloignée possible du cen t re . 

Toutes les sect ions t r ansve r sa le s ayant plus de deux axes 

de symétrie satisfont à la p r emiè re condition (n° 8). Ainsi 

les sections c i rcula i res , en forme de polygones régul iers , en 

forme de croix à b r a n c h e s égales , etc. , qui ont tous leurs 

moments d ' inert ie égaux, devront ê t re choisies de préférence. 

À égalité de mat iè re , les sections creuses , évidées ou annu 

laires seront préférables aux sections pleines . · 

La comparaison des va leurs des momen t s d ' inert ie ne peut 

laisser aucun doute sur la préférence à accorder à l 'une ou 

à l'autre de ces fo rmes . Nous ne nous y a r rê t e rons pas . 

Parmi les sect ions t r ansversa les p o u r lesquelles tous les 

mnments d ' inert ie ne sont pas égaux, on devra choisir 

celles dans lesquel les le p lus pet i t m o m e n t d ' inert ie s 'écarte 

le moins possible du plus g rand . C'est par des considérat ions 

du même ordre que nous avons mot ivé (chap. XT , n° 175) la 

préférence à d o n n e r aux sections à double T sur les sections 

rectangulaires de m ê m e superficie. 

§ 2 

PIÈCES SOUMISES A DES FORCES OBLIQUES 

— ' • i l . C o n s i d é r a t i o n s g é n é r a l e s . — Nous pouvons , 

en appliquant le pr incipe de la superposi t ion des effets des 

forces, é tudier la flexion des pièces soumises à des forces 

dirigées ob l iquemen t su r leur axe longi tud ina l . Supposons 

toujours, comme nous l 'avons fait jusqu ' ic i , les forces situées 
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•dans u n plan con tenan t cet axe longi tud ina l et u n des axes 
p r inc ipaux d ' iner t ie de la sect ion t r ansve r sa l e . Décomposons 
chacune d'elles en deux , su ivan t l 'axe longi tud ina l , et sui
vant une di rect ion pe rpend icu la i r e . Toutes les composantes 
pe rpend icu la i r e s à l 'axe p rodu i sen t la flexion ord ina i re que 
nous avons étudiée d 'abord ; toutes celles qui sont dirigées 
su ivan t l 'axe s 'a joutent pour p rodui re une compress ion ou 

Mw 
une tens ion longi tud ina le ; et à l'effort -y- ' p rodu i t dans une 

F 
fibre que lconque par la flexion, il faut a jouter celui ^ que 

p rodu i t la r é su l t an t e des composan te s long i tud ina les . Ce 
dern ier effort, extension ou compress ion , s 'a joutera à celui 
de m ê m e sens dû au m o m e n t f léchissant, et se r e t r anchera 
de celui de sens con t r a i r e , ce q u ' e x p r i m e la fo rmule 

R _ M ? + F 
~ i ~ a 

Dans le cas où cet effort — est u n e compress ion , si F dé

passe la l imi te F 0 des forces qui font fléchir, il y a lieu 

d 'a jouter encore au m o m e n t f léchissant M celui qui provient 

de cette flexion spéciale et qui a p o u r va l eu r m a x i m u m F/', / 

étant la flèche dont la va leur , dans les d ivers cas, a été 

donnée p r é c é d e m m e n t . Pa r exemple , pour le cas d 'une pièce 

d o n t les deux ex t r émi t é s sont l ibres , on au ra i t 

Dans tous les cas , il y au ra i t l ieu d 'a jouter au m o m e n t 
f léchissant M le p rodu i t Vy, r ep ré sen t an t le m o m e n t de la 
force F p a r r a p p o r t au cent re de grav i té de la section t r an s 
versale que lconque cons idé rée , lequel s 'est déplacé de y sous 
l 'action des forces qui ont p rodu i t la flexion. Mais, c o m m e y 
est g é n é r a l e m e n t pet i t , ce produi t , à m o i n s que F n ' a i t une 
t rès g rande va l eu r pa r r appo r t à celles qui en t r en t dans le 
m o m e n t M, est souvent négl igeable , et on le négl ige ordi
n a i r e m e n t dans les appl ica t ions . 
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2 3 2 . E x e m p l e d ' u n a r b a l é t r i e r inc l iné . — Si nous 
considérons, par exemple , le cas d 'un arba lé t r ie r incl iné AB 
(fig. 210) posé en À sur le sommet d 'un m u r et appuyé 
en B sur un m u r ver t ical ou sur l 'extrémité symét r ique d 'un 
autre arbalé t r ier s emblab l e , de telle manière que la r é a c 
tion X de l 'appui B soit hor izontale ; si nous désignons pa r 
a la longueur AB, pa r x l ' angle 
BAX formé par l 'axe de la 
pièce avec l 'hor izonta le et si 
nous supposons que cet te pièce 
supporte, par un i t é de sa l on 
gueur, une. charge p , l aque l l e 
peut comprendre son poids 
propre, il faudra, pour l ' équ i 
libre, que la réact ion Y de l 'appui A passe au point de concours. 
C des deux au t re s forces auxquel les est soumis l ' a rba lé t r ie r , 
et qui sont la réact ion hor izon ta le , X appl iquée en B, et le 
poids joa appl iqué au mi l ieu I. Il en résu l te , en dés ignant 
par 8 l 'angle CAx, qu i est une donnée du problème et qui 
est lié à a par la relat ion évidente tangO = 2 tang a, les équa
tions d 'équil ibre 

FIG. 210. 

Y cos 8 = X ; Y sin 8 = pa ; Xa sin a — pa. - cos a ; 

d'où 

X = 
pa pa 

2 t a n s * t a n s 6 

Y = pa 

sin 8 

Il est évident que la c o m p o s a n t e hor izonta le Y cos 0 = X 
de la réaction de l 'appui A peut être produi te , soit par le 
mur lu i -même, soit pa r u n t i ran t horizontal dont la tens ion 
serait X. 

Les réactions X et Y é tant ainsi dé terminées , décomposons -
les ainsi que la charge p e l l e -même , su ivant deux direct ions , 
l'une parallèle, l ' au t re pe rpend icu la i re à l'axe AB. Nous 
aurons, 

Pourladirectionperpendiculaire : 
1 

en A , Y sin (8 — a ) = ^pa cos a , 

r i \r 
1 

Pour la direction parallèle 
paf 1 

Y cos (6—y.) 

V _ _ _ 

2 \ s n i a 

pa cos2?. 

- f - s i n : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 

file:///snia


le long de la pièce par un i té de l o n g u e u r 

p COS a, | p sin s. 

La pièce se t rouve donc soumise à deux sys tèmes de 
forces qui s o n t : 1° pe rpend i cu l a i r emen t à sa direct ion, une 
charge p cos a par uni té de longueur , d o n n a n t à ses extré-

mi tés des réac t ions égales chacune h - pa cos a ; 2° dans le 

sens de sa l o n g u e u r u n e charge ^ appl iquée en B, 

une charge p sin a par uni té de l o n g u e u r dir igée de B vers 
A, ce qui donne pour réact ion en A la s o m m e 

pa c o s s a. , . pa f 1 , . \ 

- x — : f- pa s i n a. — ~ —— - f - s i n oc ) • 

2 s i n a 2 \ s i n a 1 / 

Le p remie r sys tème donne , en u n po in t M quelconque 
si tué à une dis tance x du po in t A, u n m o m e n t fléchissant M 

égal, comme nous l 'avons vu , — x ^ . ] e S C C O n d 

donne au m ô m e point une compress ion 

- f - p s i n a (a — x) — ^ ( T j ^ — ( - s i n a 1 — px s i n a 

pa c o s 2 a 

2 s i n a 

que l 'on peut , à une p r e m i è r e approx ima t ion , supposer 
répar t ie u n i f o r m é m e n t su r toute l ' é tendue Û de la section 
t r ansve r sa l e . 

Le m o m e n t fléchissant M donne l ieu, dans la section con 

s idérée , à u n effort de compress ion ^y- qui s 'ajoute au pré 

cèdent , et à u n effort de tens ion ayan t m ô m e va leur absolue 
et qui s'en r e t r anche . La compress ion tota le est donc 

' 2 v ' t 1 2 Q \ s i n a ' / IL 

Le m o m e n t fléchissant Al peu t se r ep ré sen te r par les 

o rdonnées d 'une parabole AGI! (fiff- 211) don t l 'o rdonnée 

m . . , , pa2cas a . . . 
m a x i m u m Ll est égale a* > et la compress ion qui en 

8 
résu l te peu t se r ep résen te r pa r les o rdonnées de la môme 
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parabole dans laquel le CI serai t égale k^a | . La com

pression due aux forces long i tud ina les est r eprésen tée pa r 

pa cos a ^ 

2Ü sin a 
les ordonnées d 'une droi te DE, telle que B E : 

AD = ^ (—r-— + sin a V La compress ion totale en u n point 
211 \ s m a / 

M quelconque est r e p r é 
sentée par la s o m m e des 
deux ordonnées Mm et 
Mm' de la parabole et de 
la droite, c 'est-à-dire pa r 
mm'. Le point F où elle 
est le plus g rande s'ob
tiendra en m e n a n t à la 
parabole une t angen te pa
rallèle à DE. L'abscisse H 

de ce point s 'obt iendra en éga lan t les coefficients angula i res 
des deux l ignes, ce qui donne ra 

Fie. 211. 

p c o s a , , v p . 
- y - ( a - 2 « ) i = £ s i n c c , d ' o ù a 

2 ' Clvt 

La valeur de la compress ion totale en ce point s 'obt ien
dra en me t t an t dans l 'express ion précédente de ï\\ cette 
valeur de x. 

2;$,3. A r b a l é t r i e r posé s u r p l u s i e u r s appuis . — Le 

problème se résoudra i t de la m ô m e manière si, au lieu d 'être 
simplement appuyé à ses deux ex t rémi tés , comme nous 
l'avons supposé, l ' a rba lé t r ie r incl iné étai t suppor té en un ou 
plusieurs points i n t e rméd ia i r e s . On dé te rminera i t , comme 
précédemment, les composan tes des efforts qui s 'exercent sur 
la pièce dans le sens de l 'axe longi tudina l et dans le sens 
perpendiculaire. On ca lcu le ra i t séparément , d 'après les 
méthodes qui leur sont app l icab les , les efforts dus à ces 
deux systèmes, on les a joutera i t dans chacune des sections 
transversales et on d é t e r m i n e r a i t celle où la s o m m e est la 
plus grande. 

Ainsi, par exemple , u n a rba l é t r i e r ABC (fig. 212) de Ion-
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gueur A G = 2a, suppor t é en son mi l i eu B, et cha rgé d'un 
p o i d s p pa r un i t é de l ongueu r , soumis , d 'a i l leurs , aux points A 
et C, à des réac t ions dirigées c o m m e dans celui que nous 

v e n o n s d ' é t u d i e r , 
p o u r r a être consi
déré c o m m e une 
pou t r e reposant sur 
t r o i s a p p u i s . La 

J charge n o r m a l e , à 
ra ison de p cos a par 

F i r , . 2 1 2 . uni té de longueur , 
se répar t i ra , entre 

les trois points d 'appui A , B, C, c o m m e il a été t rouvé plus 
hau t , c 'est-à-dire , en appe lan t X j la réact ion no rma le aux 
points A ou G , X 2 celle de l ' appui du mi l i eu , et M 2 le mo
m e n t fléchissant sur cet appui 

3 5 *D£l2 

X , = - pa c o s a , X , = - pa c o s i , et M 2 = — — c o s a . 

La réact ion long i tud ina le au point G , qui , composée avec la 

réaction no rma le X t , doit avoir , pa r hypo thèse , une résul

tan te hor izontale , sera, pa r sui te , égale à r^"1 = ^ pa c ° s - a . 
1 ° tg a 8 ' S i n a 

La réact ion longi tud ina le au point A sera égale à celle-ci, 
a u g m e n t é e de la cha rge longi tud ina le 2pa s in a; elle aura 

donc pour v a l e u r ^ 7 7 - i — ~ - -\-13 sin a V 
8 \ S l I l a _ / 

La compress ion due au m o m e n t fléchissant est représen
tée pa r les o rdonnées des deux parano ics A I I E , E K C , passant 
respec t ivement pa r les poin ts A et C et par le point E dont 
l 'o rdonnée BE est égale à - ^ - cosa y - Celle qui est due aux 

8 1 
forces longi tudina les est r ep résen tée par les ordonnées de 
la droi te E D , te l le que 

CD 
3 p a cos 2 a 
8f l sin % 

et AF = f £ 
pa / 3 

- f - 1 3 s i n : 
8Q \ s i n a 

La compress ion totale est donc égale à la s o m m e des deux 
ordonnées . Cette s o m m e se t rouve figurée par la distance 
des deux l ignes dans les part ies A H I , JKC, où les ordonnées 
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des paraboles sont posi t ives ; pour la par t ie i n t e rméd ia i r e 

IEJ, il faut, pour r ep résen te r la s o m m e des o r d o n n é e s , 

retourner la courbe dans une posit ion symét r ique IE ' J . Les 

fibres les plus c o m p r i m é e s sont , d 'a i l leurs , à la pa r t i e supé 

rieure de la pièce dans les par t ies AI, JC, tandis qu 'e l les se 

trouvent à la par t ie infér ieure dans la part ie i n t e rméd ia i r e 

IJ, Si, comme cela a l ieu su r la figure, l 'ordonnée 

B E ' =- B E = ^ C O S A ^ 
ti 1 

est assez g r ande p o u r que la paral lèle à FD, menée par 

le point E' , passe au-dessus de la courbe À H I , c'est au 

point B que la compress ion est la plus forte, et elle a pour 

valeur BB + ~ 0 , cosA -H ( - — -+- 5 sinA • 
& ol 81.2 \ s i n a / 

Si, au contra i re , la paral lèle à FD menée par le point E ' 

coupe la b r anche AHI de la parabole , la' plus grande 

compression se t rouve ra au point de contact de la t angen te 

menée à cette courbe , pa ra l l è lement à FD. Les ordonnées 
de celte b ranche ayan t p o u r va leur-^ c^Sci (^ax — x1^ 

l'abscisse du point dont il s 'agit se t rouve ra pa r l ' équat ion 
p cos A / 3 \ v. p . ,, 
1 — - — I - a — lx.\ Y = ^ SIN A, elle aura donc pour valeur 

3 I 
x = - G, — - — tang A. On en déduira facilement la g r a n d e u r 
de. la compression en ce poin t . 

Nous avons supposé que le point in te rmédia i re B de l 'arba

létrier était abso lumen t fixe. C'est à cette condi t ion seule 

que la répar t i t ion de la charge 

totale 2pa cos A se fait, en t re 

les trois points d ' appu i , c o m m e 

nous l 'avons t rouvé , c 'est-

5 
à-dire - de cette charge totale 8 

3 
sur l 'appui du mi l i eu , et — 
sur chacun des appuis ex t r êmes . Un arba lé t r ie r d 'une ferme 

à la Polouceau [ftff- 213), c 'es t -à-dire dont le mi l ieu B est 
31 
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suppor té par u n e contrefiche BU m a i n t e n u e pa r des t i r an t s 
AD, DG, ne peu t être que par app rox ima t ion ass imilé a u n e 
pièce sou tenue dans ces condi t ions , ou du moins il faut, 
p o u r cela, que la t ens ion des t i r an t s soit rég lée de man iè re 
q u e , sous l 'act ion de la cha rge , les t ro i s points A, B, C, 
res ten t par fa i t ement en l igne dro i te . Lorsqu ' i l n ' en est pas 
a ins i , on se rend compte de la déformat ion c o m m e nous le 
d i rons p lus loin en pa r l an t des pou t res a r m é e s . 

'J . ' .W. P i è c e s o u m i s e ù des f o r é e s q u e l c o n q u e s . — 
Nous avons é tudié la flexion p rodu i t e par des forces si tuées 
d a n s le p lan d 'un des axes p r inc ipaux d ' iner t ie des sections 
t r ansve r sa l e s , et nous avons dit que , lo rsque les forces qui 
s o n t appl iquées à une tige p r i s m a t i q u e se t rouvent dans des 
p lans que lconques , passan t pa r son axe longi tud ina l , il suffi
sait , pour r a m e n e r la ques t ion à cel le que nous avons t ra i tée , 
de décomposer ces forces su ivan t deux d i rec t ions situées 
d a n s les p lans des axes p r i n c i p a u x d ' iner t ie . Si les forces 
son t d 'a i l leurs dir igées d 'une m a n i è r e que lconque , on devra, 
e n ou t re , les décomposer dans une direct ion n o r m a l e à l 'axe 
long i tud ina l de la pièce et dans une di rec t ion paral lè le à cet 
axe : les composantes n o r m a l e s p rodu i san t la flexion et la 
s o m m e des composantes longi tud ina les exerçant , su ivant le 
cas , une tens ion ou u n e compress ion long i tud ina le . 

Soit pris pour axe des x l 'axe long i tud ina l de la pièce, et 
p o u r axes des y et des z les axes p r inc ipaux d ' inert ie de la 
section t ransversa le s i tuée à l ' une de ses ex t r émi t é s . Si nous 

avons décomposé 
a insi tou tes les for
ces qui agissent sur 
la pièce en leurs 
t rois composan tesd i -
r igées su ivant les 
axes coordonnés , et 
si nous considérons , 
dans u n e section 
t r ansve r sa l e que l 

conque dont l 'abscisse OP = x (fig. 214), u n point quel
conque M dont les coordonnées sont MQ = v, PQ = u, 

FIG. 214 . 
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nous t rouverons fac i lement l'effort qui s'exerce en ce point . 
En effet, toutes les composantes paral lè les à l 'axe des x 
de toutes les forces appl iquées à la pièce, depuis l ' ex t ré 
mité 0 j u squ ' à la sec t ion t r ansversa le considérée, donnen t 
une somme que n o u s dés igne rons par F et qui produi t su r 
cette section, don t la superficie sera représentée par Q, une 

F 
tension (ou compress ion) — ; tou tes les composantes des 

mômes forces, para l lè les à l 'axe des y, au ron t , pa r r appor t 
au point P , un m o m e n t total que nous désignerons par M et 
qui produira, au point M, dis tant de v de l 'axe n e u t r e PQ, 

Mu 
une compression (ou une tension) -y- en dés ignant pa r I le 

moment d ' inert ie de la section pa r r appor t à l 'axe des z. De 
môme, si nous dés ignons pa r M f la s o m m e des m o m e n t s , 
par rapport au point P , de toutes les composantes des m ê m e s 
forces paral lèles à l 'axe des z, ce m o m e n t total , si L est le 
moment d ' inert ie de la sect ion pa r rappor t à OY, p rodu i ra au 
point M, dont la d i s t ance au p lan XOY est représen tée pa r u, 

une compression (ou tension) Ml^ . \ ) e sorte que l'effort total 
i 

Rau point M sera expr imé par la s o m m e 

a Uv M, M F 

2 3 5 . l 'o int d e c h a q u e sec t ion où l'eiïoi'l est m a x i 
mum. — Dans l ' é t endue d 'une m ê m e section t ransversa le , 
M, M,, I, I t , F et i l o n t des valeurs cons tan tes ; l'effort II a 
donc la m ê m e va leur tout le long de la droite représentée 
par l 'équation 

Uv M. M 

[- -y— = une constante, m. 

Cette droi te coupe les axes des u et des v à des dis tances 

~AT e ^ ^ e l ' o r ' £ ' n c - ^ e s P o m l s o u R at te int sa va leur max i 

mum sont ceux où m a t t e in t sa plus grande va leur , c'est-

à-dire les points où une l igne menée pa ra l l è l emen t à cette 

droite devient t a n g e n t e au contour de la section. 
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Si donc on p rend , à par t i r du cen t re de grav i té de la sec
t ion, sur les axes p r inc ipaux d ' iner t ie de cette section, des 

I I, 
l ongueu r s p ropor t ionne l l es aux r appor t s ^ ~ des momen t s 

d ' iner t ie aux m o m e n t s fléchissants co r re spondan t s , si l'on 
joint les ex t rémi tés de ces l o n g u e u r s , et si l 'on m è n e , à la 
l igne ainsi t r acée , des para l lè les t angen tes au contour de la 
sect ion, les points de contac t de ces t angen tes seront ceux où 
s 'exercera le p lus g r a n d effort, dans la sect ion t ransversa le 
cons idérée . 

Les po in t s ainsi dé t e rminés dess ineron t u n e courbe sur la 
surface e x t é r i e u r e de la t ige , et le m a x i m u m absolu de 
l'effort se t r o u v e r a en u n cer ta in po in t de cette courbe que 
l 'on d é t e r m i n e r a conformément aux règles du calcul diffé
ren t ie l . Il faut r e m a r q u e r qu ' i l ne se p résen te pas toujours 
u n maximum p r o p r e m e n t dit , dans le sens ana ly t ique du 
m o t ; le p lus souvent , au cont ra i re , l 'on n ' a à considérer que 
la va leur la plus grande de l'effort qui se p rodu i t aux extré
mi tés de la l ige. Il faudra donc toujours p rendre les va leurs 
du m a x i m u m de l'effort dans les sections ex t rêmes , chercher 
ensui te s'il existe , dans l ' é tendue de la t ige , u n au t r e maxi
m u m , et chois i r , en t re toutes ces va l eu r s , la plus grande en 
va leur abso lue . 

Dans ce calcul , la s o m m e F des composan tes longi tudi
na les ne l igure pas dans la va leur du m o m e n t fléchissant. 
L'effet de cette s o m m e est, en réa l i t é , p resque toujours négl i 
geable , au point de vue de la flexion, lorsqu 'e l le n 'a qu 'une 
g r a n d e u r comparab le à celle des au t res composantes : le 
m o m e n t de flexion qu 'e l le p rodu i t est égal , en effet, au p ro 
dui t F par l 'o rdonnée y ou z de la libre m o y e n n e déformée, 
et cette o rdonnée est toujours négl igeable pa r rappor t à 
l 'abscisse qui figure dans la va leur du m o m e n t fléchissant des 
composantes t ransversa les . 

Il n ' e n serai t a u t r e m e n t que si la composan te longi tudi 
nale F avai t une g r a n d e u r t rès supé r i eu re aux au t res , ou 

b ien si elle dépassai t la l imi te F 0 = des forces longi tu

dinales capables de p rodu i re la flexion. On devra i t alors 

a u g m e n t e r le m o m e n t de flexion du m o m e n t de cette force 
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par rappor t au cen t re de grav i te de chacune des sect ions . 
On peut d 'a i l leurs e m p i r i q u e m e n t , comme nous l ' avons 

dit, n° 227, t en i r compte dans une cer ta ine m e s u r e de la 
llexion produi te par cette force longi tudinale F , en subs l i -

F 
tuant, dans l ' équa t ion de la page 483, a u t e r m e ^> l ' cxpres-

F / /,Oa\ 
sion (11) du n° 2 2 1 , savoir - - + - - y - j -
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CHAPITRE XV 

F L E X I O N D ' U N S Y S T È M E D E P I È C E S D R O I T E S 

S O M M A I R E . —•§ 1. Problème général pour un système quelconque : 236. Exposé 
du problème général. — 237. Théorème de réciprocité. — 238. Autre 
forme de ce théorème. 

§ 2. Poutres composées : 239. Poutre armée à une seule coutrefiche. — 
240. Poutre composée quelconque.—241. Poutre solidaire de ses sup
ports. 

§ 3. Poutres arc-boutées : 242. Cas d'une charge isolée. — 243. Cas de 
plusieurs charges. — 244 Détermination directe du moment fléchis
sant. Ligne d'équilibre. — 245. Cas d'une charge répartie. •— 246. Cas 
où les deux poutres sont chargées simultanément. — 247. Cas où les 
deux appuis sont de niveau. — 248. Arcs à triple articulation. — 
249. Arcs sans flexion.— 2o0. Détermination du moment fléchissant 
maximum. — 251. Effort tranchant et compression longitudinale. — 
252. Détermination des efforts aux divers points d'une même section 
transversale. 

§ 1 e r 

PROBLÈME GÉNÉRAL POUR UN SYSTÈME QUELCONQUE 

- 2 3 6 . E x p o s é d u p r o b l è m e g é n é r a l . — Nous a v o n s , 
au chapitre ix, n o s 128 à 130, indiqué la solution du p ro 
blème de la déformat ion d 'un sys tème de pièces droi tes 
articulées à l eurs ex t r émi t é s . Lorsque les points de l ia ison 
de ces pièces se t r o u v e n t en des points quelconques de l e u r 
longueur, le p rob lème , sans ê t re beaucoup plus difficile en 
principe, devient a lors p lus compl iqué . 

Pour le m e t t r e en équa t ion , on p rendra c o m m e inconnues 
les dép lacements des n œ u d s ou points de liaison des d iverses 
pièces du sys tème, c o m m e nous l 'avons fait au chapi t re ix ; 
puis, on expr imera , en fonction de ces dép lacements , les 
efforts p rodu i t s dans les pièces. Lorsque ces efforts son t 
s implement exercés dans le sens de la l o n g u e u r , c 'est-à-
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dire lo rsque les pièces ne sont soumises qu ' à des forces 
appl iquées à l eurs ex t rémi tés , i ls sont p ropor t ionne ls aux 
a l longement s ou accourc issements des pièces, et c'est alors le 
p rob lème du chap i t re i x ; m a i s , lo rsque les efforts sont 
appl iqués en divers poin ts de la l o n g u e u r des ba r r e s ou 
pou t re s , des flexions se produisent , et le p rob l ème devient 
alors celui-ci : 

Déterminer les forces gui doivent être appliquées en des 
points donnés d'une barre pour qu'elle soit fléchie de manière 
que ses points subissent des déplacements donnés. 

Cette quest ion est en quelque sor te l ' inverse de celle que 
nous avons réso lue dans le chapi t re x i , relatif à la flexion 
des pièces droi tes et dans lequel nous avons dé te rminé les 
dép lacements subis pa r les divers points d 'une pièce fléchie 
sous l 'act ion de forces données . Elle se résout au moyen des 
mômes équat ions en p r enan t pour inconnues les forces appl i 
quées à la pièce fléchie, en les e x p r i m a n t en fonction des 
dép lacements de l eurs points d 'applicat ion qui res ten t ainsi 
les seules inconnues du p rob lème . 

La solut ion de ce p rob lème géné ra l est souvent facilitée 
pa r l 'appl icat ion d 'un t h é o r è m e dit de réciproci té , dont 
nous avons déjà donné u n exemple et que nous allons dé
m o n t r e r . 

Ce t h é o r è m e a été énoncé pour la p r emiè re fois, sous sa 
forme la p lus généra le à m a connaissance , pa r M. Bous-
sinesq, dans la h u i t i è m e leçon de son Cours d'analyse infini
tésimale (Calcul différentiel), à qui nous al lons en e m p r u n t e r 
la d é m o n s t r a t i o n . 

2 3 7 . T h é o r è m e d e r é c i p r o c i t é . — Cette démons t r a 
tion repose su r u n e p ropr ié té spéciale aux fonct ions h o m o 
gènes et ent ières du second degré , qui consiste en ce que , si 
l 'on p rend leurs dér ivées par t ie l les p r e m i è r e s pa r r appor t à 
leurs var iab les x, y, z, puis qu 'on les mu l t i p l i e respec t i 
v e m e n t pa r de nouvel les var iables aq, y t , z^, • • · , la somme 
des p rodui t s est symé t r i que en a; et aq, y et yu z et zu 

c'est-à-dire ident ique à celle qu 'on au ra i t en y p e r m u t a n t à la 
fois x et aq, y et yl, ... E n d 'au t res t e r m e s , ?! dés ignan t ce 

ue devient une tel le fonction a de x, y, z-, lo rsqu 'on 
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remplace les var iables p a r ^ , yu Z\, • • · , on a 

do , du , df , df± , * h | | 

Ce théorème , dont il est facile de vérifier l 'exact i tude, 
étant admis , cons idérons u n sys tème élast ique que lconque , 
d'abord à l 'é tat na tu re l , c 'est-à-dire l ibre de toute action 
extérieure. Appelons M, M', M", ses divers points en 
nombre aussi g rand qu 'on voudra et x, y, z ; x',y', z'; x", 

les coordonnées par r appor t à t rois axes rec tangula i res de 
chacun de ces po in t s . Supposons que par l 'appl icat ion, à 
quelques-uns de ces po in t s , d 'un cer ta in n o m b r e de forces 
extérieures, se faisant équi l ibre sur l ' ensemble du sys tème, 
on déforme ce sys tème, et appelons X, Y, Z les composantes , 
suivant les t ro is axes, de la force appl iquée en M, X', Y', Z', 
celles de la force app l iquée en M', etc. ; u, v, w les project ions, 
sur les trois axes, du dép lacement du point M; u', v', w' 

celles du dép lacement du point M', etc. La force extér ieure 
appliquée au point M, par exemple , est équi l ibrée , après la 
déformation, pa r une force in té r i eure égale et d i r ec temen t 
opposée dont les composan tes se ron t — X, — Y, — Z, et ainsi 
des aut res . Or, en ve r tu d 'une loi phys ique fondamenta le , 
ces composantes des act ions in té r ieures sont des fonctions 
homogènes et du p remie r degré de tous les peti ts déplace
ments u, v, w, u', qu i leur ont donné naissance , et, si le 
théorème des forces vives est applicable, c 'est-à-dire si la 
température du sys tème est res tée cons tante , il existe une 
fonction des forces, c 'es t -à-dire une fonction homogène et 
entière du second degré , de tous ces déplacements dont les 
dérivées par t ie l les , par r appor t à ces déplacements , sont les 
valeurs mêmes des composantes des forces in té r ieures . Nous 
aurons donc, d ' ap rès cela, en appelant ç cette fonction des 
forces, 

[2] f = ^X, £ = - Y , j * - = - Z , % = -X>... 
au dv dio du 

Si nous supposons app l iqué au système élas t ique u n n o u 

veau groupe de forces Xu Y t , Z t , X\, auxquel les cor res 

pondront de nouveaux dép lacements ux, vu u\, u\, nous 
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pour rons répé te r le m ê m e r a i s o n n e m e n t et, en appe lan t çj ce 
que devient a lors la fonction des forces, n o u s écr i rons de 
m ê m e 

d l î — _ x ^ < _ _ v d J h . — _ _ 7 d ± j — _ x > 
v 1 d u ~ " d v ~ T * ' d v i ~ " ^ d u ' , ~ 1 1 "" 

Cela posé, la formule (1) app l iquée a u x fonctions h o m o 
gènes et ent ières du second degré ? et ç t où les var iables 
sont u, v, w, au lieu de x, y, z, donne 

d v > , d v , ( f o i , d a . 
U < d t + V < d v + W ' d w + U < d t ' + " 

au, cu^ a î C | d u i 

ou b ien , en m e t t a n t pour les dér ivées par t ie l les de ç et ç t 

l eu r s va leurs (2) et (3) et changean t les s ignes , 

(4) Xut +YvA -\-7,wi +X'u{ + ...=X<u-\-Ytv^-Z,w-\-X[u'-!r... 

Or, la s o m m e des p rodu i t s (Xut -\- Yvt -\- Zwq) des compo
santes X, Y, Z par les dép lacemen t s de m ê m e sens , w t, i\, wv, 
de l e u r s points d 'appl icat ion, const i tue le t ravai l de ces forces 
pour ces dép lacements . L 'équat ion (4) exp r ime donc que : 

Si à un corps élastique quelconque on applique successive
ment deux systèmes de forces se faisant séparément équilibre 
sur le corps, le travail total de l'un des systèmes, correspon
dant aux déplacements que produit Vautre, est le même pour 
les deux. 

Si l 'on suppose , par exemple , que dans chaque sys tème 
les forces ex té r ieures don t le t rava i l n ' e s t pas n u l se réduisent 
à une seule , les au t r e s , qui lui font équ i l ib re , é tan t les réac
t ions des appuis supposés fixes, il y a u r a égal i té des p r o 
dui ts respectifs de chacune de ces deux forces pa r la projec
t ion, su r sa direct ion, d u dép lacemen t de son point 
d 'appl icat ion sous l 'act ion de l ' au t re . 

— '•Mi. A u t r e f o r m e d e e e t h é o r è m e . — Ce théorème 
peut se t r adu i r e pa r u n e équa t ion d 'une forme différente, 
donnée p o u r la p remiè re fois, j e crois , pa r M. de Fon tv io lan t , 
et qui a, su r la p récéden te , l ' avan tage de m e t t r e en évidence , 
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non pas les composan tes des forces ex té r ieures , su ivant les 

trois axes, mais les m o m e n t s fléchissants et les efforts t r a n 

chants, ce qui la r end souvent plus commode pour les appl i 

cations. 

Voici c o m m e n t on peut a lors l 'é tabl ir . 

Soit une pièce que lconque d 'une cons t ruc t ion soumise à 

des forces ex té r ieures que lconques équi l ibrées par les r éac 

tions des appu i s . Appelons , p o u r une section t ransversa le 

faite en u n poin t que lconque M de cette pièce, M le m o m e n t 

fléchissant, T l'effort t r a n c h a n t et N l'effort de compress ion 

longitudinale d u s à ces forces que lconques et aux réact ions 

des appuis . 

Appliquons à la m ô m e pièce, en u n au t re point que l 

conque R, u n e force * (que nous ferons égale à l 'uni té) , et si 

la pièce repose su r u n n o m b r e d 'appuis supé r i eu r à celui 

pour lequel la s ta t ique p e r m e t de dé t e rmine r les réac t ions , 

supprimons a r b i t r a i r e m e n t u n n o m b r e d 'appuis ou de con

ditions extér ieures tel les que les réac t ions des appuis néces

saires pour équi l ib re r la force «3? puissent ê t re dé t e rminées 

par la s ta t ique . 

Appelons y. le m o m e n t de cette force <t pa r r appor t au 

point M, T sa project ion sur la n o r m a l e , e tv sa projection sur 

la tangente à l 'axe de la pièce au point M, ces t rois q u a n 

tités p., T , v se ron t aussi les r é su l t an tes des efforts mo lécu 

laires qui s ' exerceront dans la section M pour équi l ibrer u n e 

force —<I> égale et d i rec tement opposée à <I). Le sys tème des 

forces y., T , v, — <î> é tant en équi l ib re , la s o m m e des t r a v a u x 

virtuels de ces forces p o u r tou t déplacement est n u l . Il est 

donc n u l , en par t icu l ie r , pour les déplacements causés pa r 

les forces r ée l l emen t appl iquées à la pièce. Soit ç la projec

tion, sur la d i rec t ion de la force <I>, du dép lacement du 

point R où elle est appl iquée , le t r ava i l de la force — * sera 

— iî>9 et l 'on au ra , en appe lan t E s la s o m m e des t ravaux vi r 

tuels des forces molécula i res , 

S E — * ? = 0 . 

Evaluons cet te s o m m e de t r avaux . Le m o m e n t fléchissant 

AI r*/s* 

M produi t , dans la section M, un dép lacement angu la i re ~ F r r - > 
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le t ravai l des forces molécula i res dont le m o m e n t est ;j. sera 

JVT fis 

pour ce dép lacemen t ^ " '- • L'effort n o r m a l N produi t une 

ls<\cLs 
compress ion et, pa r sui te , le t ravai l des efforts n o r m a u x 
dont la s o m m e est v sera De m ê m e le t ravail de 

T ds 
l'effort t r a n c h a n t T se ra ^ ' · Le t ravai l é l émen ta i r e to ta l , 

pour u n e longueur ds, sera la s o m m e de ces trois quant i tés , 
et la s o m m e de tous les t r avaux é l émen ta i r e s , p o u r tou te la 
longueur AB de la pièce devra , d 'après l ' équa t ion précé
dente , ê t re égal au t ravai l de la force <J>, ce qui nous donnera 

/"/Ma Tt Nv\ 
J \ El ' Gq ^ Eq/ 
A 

Si l 'on fait la force * égale à l ' un i té , cette équat ion don
nera la g r a n d e u r du dép lacement au point R que lconque , ou 
plutôt la g r a n d e u r de la project ion ? de ce dép lacemen t sur 
une direct ion que lconque , qui sera celle que l 'on au ra choisie 
a r b i t r a i r e m e n t p o u r la force. 

Au l ieu d 'appl iquer au point R u n e force égale à l 'un i té , 
on peu t y app l iquer u n couple de m o m e n t V (que l 'on fera 
égal à l 'unité) et, en appe lan t y l ' angle dont la section R a 
tourné dans la déformat ion due a u x forces rée l lement appl i 
quées , on t rouvera i t de m ê m e 

A 
ce qui dé t e rmine ra l ' angle 7. 

Ce t h é o r è m e de réciproci té , sous l 'une ou l ' au t re des deux 
formes qui p récèdent , p e r m e t de d é t e r m i n e r faci lement les 
efforts ou réact ions inconnues des appuis lo rsque l eu r n o m b r e 
est supér ieur à celui que la s ta t ique seule suffit à ca lculer . 
On peut , par exemple , en dédui re les réac t ions des appu i s 
d 'une pout re à p lus i eu r s t ravées chargée d 'une m a n i è r e quel-
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conque ; on peu t en dédui re le t h é o r è m e des t rois m o m e n t s , 
les m o m e n t s d ' e n c a s t r e m e n t d 'une pou t r e encas t rée , e tc . Je 
me bornera i à r envoye r , pour ces appl ica t ions , aux publ ica
tions de M. de Fontv io lan t . Mais, pour u n cas pa r t i cu l i e r , j e 
donnerai , u n peu p lus loin, u n exemple de l 'applicat ion p ra 
tique de ce t h é o r è m e . 

§ 2 

P O U T R E S COMPOSÉES 

2 3 9 . P o u t r e a r m é e à u n e s e u l e c o n t r e f i c h e . — 
Considérons (fig. 215) une pou t re a r m é e ÀR placée hor izon
ta lement , de l o n g u e u r AB = 2a, sou tenue en son mi l ieu C 
par une contrefiche de longueur CD = c dont l ' ex t rémi té D 
est réunie aux 
extrémités de la ^ ' 
pièce AB par deux 
t i rants AD, DB 
dont nous dési
gnerons la lon
gueur par 6. P r e 
nons AB pour axe 
des x et une pe r 
pendiculaire élevée au point A. pour axe des y. La charge 
totale, à ra i son de p par un i té de longueur , é tant 2pa, 
chacun des appuis A et B suppor te la moi t ié de cette 
charge, et exerce, p a r conséquen t , une réact ion ver t ica le 
égale à pa. Mais, aux m ê m e s po in t s A et B s 'exercent les 
efforts des t i r an t s que nous dés ignerons par T et don t les 

composantes ver t ica les T - se r e t r anchen t de la réac t ion de 

FIG. 215 . 

l 'appui, et c 'est la différence pa T que nous dés igne

rons, pour abréger , pa r X, qui doit en t re r dans l 'expression 

du m o m e n t de flexion de la pout re AB. L 'équat ion de la fibre 
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m o y e n n e de cette pout re déformée sera, pa r conséquent , 

d^y oo2 

El -r-^ - Xx « — • 
dxi 2 

In tégrons et r e m a r q u o n s , pour d é t e r m i n e r la cons tan te , que , 

en ra ison de la symét r i e , la t angen te à la courbe au point G 

doit res te r hor izontale , c 'est-à-dire que = 0 pour x = «, 

nous a u r o n s 

•m-, -r dtl OG^ - Cfî^ (X)^ 
E I 7 =P C — X 5 

dcc 6 2 

In tégrons encore une fois sans a jouter de constante , 
pu i sque pour x = 0 nous avons y = 0 ; il v ient 

E I y = p — - p ^ - X - y + X - g -

Désignons par u l ' aba i s sement du point G, mi l i eu de la 
pièce, sous l 'ac t ion de la charge^? , au-dessous de la ligue 
p r imi t ive AB ; u est la va leur de — y pour x = a; nous 
avons donc 

, , pah a3 'Spa . 3EIw 
(1) _ E l « = - g - _ X - , d o u X = ^ - + _ . 

Cette expression con l i rme ce que nous savions : lorsque 
u —= 0, c 'est-à-dire l o r sque le po in t C ne s 'abaisse pas, l'effort 

aux ex t rémi tés est ou les ^ de la cha rge tota le 2pa, et 

si u a t t e in t la va l eu r qui cor respondra i t à la flèche de 

la pou t r e AB de l o n g u e u r 2a, non sou tenue en son mi l ieu , 
l'effort X devient égal kpa: 

L'aba i ssement u du mi l ieu de la pou t re est d 'a i l leurs 
fonction des d imens ions des pièces AD, DB et CD ; voici 
c o m m e n t on peut le d é t e r m i n e r . Désignons par Ui l 'abaisse
m e n t du point D. La longueur c, de la pièce CD, sera deve
n u e c - f - — u ; elle se sera a l longée de ^¿1 — u, et, par 

un i té de longueur , de ——— M - Cet a l longemen t sera négatif 

si , c o m m e il a r r ive g é n é r a l e m e n t , ut est < u. Si Q' est la 
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2Tj = R ¿ ü , et T = R 0Q", 

qui, rapprochées des deux dern iè res équat ions précédentes , 
donnent 

Rñ M — li, Rn M,C 

section t ransversa le , et E' le coefficient d 'élasticité de cet te 

pièce CI), l 'et îort co r respondan t à sa déformation sera 

E'Q' — - • Cet effort, au point D, fait équi l ibre aux com

posantes su ivant DC des efforts exercés par les t i ran t s I)A, 

DB, efforts que nous avons désignés par T et dont les compo-
c 

santés vert icales sont T ^ pour chacun des t i r an t s . Nous 

avons donc l ' équat ion 
E 'ü ' ^ ^ i * + 2 T j = 0 . 

c b 

D'un au t re côté, nous avons la relat ion b- — c 2 =?= a 2 , et si 
nous négl igeons le pet i t accourc i ssemenl de la pout re h o r i 
zontale AB, nous avons, en appelant A ¿ l ' a l longement de 

Clr, 
l'un des t i ran t s : b\b = eu.,, d 'où A6 = 

Si E' et Q" sont le coefficient d 'élasticité et l 'é tendue de 

leur section t ransversa le , on au ra , pour l'effort T capable de 

produire cet a l longement : T = E"ü" 7̂- Nous avons donc, 

entre les qua t r e inconnues X, T, ul et u, les qua t re équa
tions 

1 i , m c , , 3»œ , 3EIw 

{ T i S X = p a - J p x = - t + ^ > 1 p'Q' ÜLZZií 4. 2T \ = 0 ; T = E"ü" W £ -
\ c 0 b2 

T et X s ' é l iminent i m m é d i a t e m e n t et il res te , en t re u c t U y , 
deux équat ions du p remie r degré dont la résolu t ion ne p ré 
sente aucune difficulté. 

Si l'on désigne par R 0 et R' 0 les charges de sécuri té à 
l 'extension et à la compress ion des t i ran t s et de la con t re -
fiche respec t ivement , on au ra , en ou t re , les re la t ions 
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d'où l 'on dédui l 

fi L h 1 c W 

D'autre par t , les deux premières des équa t ions (2) fournissent , 
en é l iminan t X, 

T c ftpa 3 E I M 

b~ \T ~ a* ' 

et, en me t t an t dans cette expression la va l eu r de u qui 
T 

v ient d 'être écr i te , on au ra T et, pa r su i te , Q" = 77- et 

Q' = 2 7 • Les sections Q' et Q" se t r o u v e n t ainsi dôter-
?> D o 

minées si l 'on suppose donnés R„ et F5'0. 

Pour que u devienne égal à la ilèche de ilexion | ^ 7 ' 

qui donne X =— pa, il faut que l 'on ai t T = 0, c 'est-à-dire 
que les t i r an t s AD, BD n ' exe rcen t aucune act ion, et que la 
pou t re se compor te c o m m e s'ils n 'ex is ta ien t pas . 

P o u r que u = 0, ou que le point C ne s 'abaisse pas , c'est-

à-dire pour que l 'on ait X = '-^—^ ce qui donnera i t , d 'après 

la p remiè re équat ion, T — et, d 'après la t ro is ième, 

UJ = — 7 7 7 7 7 7 7 : c 'est-à-dire u n r e l èvement du point D, au 
1 4L il 

l ieu d 'un aba i s sement , il faudrai t que les t i r an t s AD, BD, 
soumis à un effort de t ract ion, d i m i n u a s s e n t de l o n g u e u r au 
l ieu de s'allonger-; cet effet est donc imposs ib le t an t que les 
pièces res ten t dans l eu r état n a t u r e l . On le p rodu i t en rac
courcissant ces t i ran ts , après la mise en place, au moyen de 
c lavet tes , d 'écrous ou au t res procédés ana logues . 

Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , dans la pou t re AB, se 
X X-

p rodu i t pour x ~ — et il a pour va l eu r — · Au point C, le 

m o m e n t fléchissant est Xa — L— · La pou t r e sera dans les 

mei l l eures condi t ions de rés i s tance , lo rsque ces deux m o 
m e n t s seront égaux et de signe con t ra i r e , ce qui exige que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



X 2 + 2paX — jfa- = 0 ou que X = pu (\J2 — 1). Alors , 

en met tan t pour X cet te va leur dans l 'expression de u, on 

trouve u = (8y2 — 1 1 ) ^ ^ 0,312 La flèche 

d'une pout re de longueur a, c 'est-à-dire d 'une l ongueu r égale 
à la moitié de AB, chargée de la m ê m e m a n i è r e à ra ison de 
p par un i t é de longueur et posée à ses ex t rémi tés , serait 

3 8 * E I ~ ~ 2 4 K I u ' d 1 ^ - - -

La pout re a r m é e se t rouve donc dans les mei l l eures c o n 
ditions de rés is tance lorsqu 'on ne tend les t i r an t s que de 
manière à p e r m e t t r e à son mi l i eu de s 'abaisser u n peu , soit 
d'une quant i té égale à la flèche que prendra i t , sous la m ô m e 
charge, une pout re ord ina i re d 'une longueur moit ié m o i n d r e . 

— P o u t r e c o m p o s é e q u e l c o n q u e . — C'est en 
supposant ce résul ta t ob tenu , après la mise en place , par u n e 
modification convenab le des l ongueu r s de diverses p ièces , 
que l'on peu t a r r ive r à aborder , d 'une m a n i è r e s imple , le 
problème de la dé t e rmina t ion des efforts dans u n e pou t re 
composée que l conque . Si l'on considère u n e pout re a r m é e 
d'une forme moins s imple que celle que nous venons d 'exa
miner : un a rba lé t r i e r d 'une ferme Polonceau à p lus i eu r s 
contrefiches; une pièce long i tud ina le supposée con t inue d ' u n e 
poutre Fink ou Bo l lmann (fig. 113 et 114, p . 199], et si 
l'on admet qu ' ap rès la mise en place et sous l 'act ion de la 
charge les d ivers points d 'a t tache des contrefiches avec la 
poutre fléchie r e s t en t sur une m ê m e ligne droi te , la r é p a r 
tition des efforts en t re ces diverses contrefiches sera la m ô m e 
qu'entre les d ivers appu i s , supposés de n iveau , d 'une pou t r e 
à plusieurs t r avées , et les réac t ions de ces appu i s , c 'est-à-
dire la répar t i t ion de la charge tota le , se dé t e rmine ra c o m m e 
il a été dit au n° 203 , page 419. On aura a lors tout ce qu ' i l 
faut pour d é t e r m i n e r les efforts dans toutes les ba r re s de 
l 'a rmature , et la pièce pr incipale e l le-même se calculera 
comme une pou t re à p lus ieurs t ravées . 

Cela ne cons t i tue , le p lus souvent , qu 'une app rox ima t ion . 
Les résul ta ts ne sont exacts que lorsqu ' i l s 'agit de pou t r e s 

ZI 
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a rmées s u p p o r t a n t des charges cons tan tes sans aucune va
r ia t ion. Si l 'on a réglé les pièces de l ' a r m a t u r e de man iè re 
que , sous l 'act ion de ces c h a r g e s , les points d 'ar t icula t ion 
soient en l igne droi te , ils y res te ron t indéf in iment . Mais il 
n ' en est p lus de môme si les charges sont var iables . L 'arma
tu r e é tan t réglée de m a n i è r e que les poin ts d 'ar t iculat ion 
soient en l igne droite sous l 'act ion de cer ta ines charges ides 
charges p e r m a n e n t e s , par exemple ) , ils n 'y se ron t plus lors
qu'i l su rv i end ra u n e su rcha rge accidente l le , — u n e couche 
de neige , un coup de vent , e tc . — et l 'on devra , pour savoir 
exac t emen t quels efforts suppor t en t a lors les d iverses pièces, 
r e c o u r i r à la solution géné ra l e . 

I I W . P o u t r e s o l i d a i r e d e ses s u p p o r t s . — Comme 
second exemple , nous a l lons établ i r les équa t ions se rvan t à 
é tud ie r les condit ions d ' é tab l i s sement d 'une pout re solidaire 
de ses suppor t s , comme le sont celles d 'un certain nombre, 
de ponts établis par la Compagnie du chemin de fer de l 'Est , 
et en par t icul ier celles du pon t S tan i s las , à Nancy . C'est au 
m é m o i r e présenté à l ' appui du projet de ce pont par M. Valal , 
i n g é n i e u r de. cette Compagnie , que j ' e m p r u n t e r a i ce qu i -va 
su iv re , et où l 'on t rouve ra u n e appl ica t ion du théo rème de 
réc iproci té . 

Soit A'aA'jA'iAo (fîg. 216) une pou t r e hor izonta le , repo
sant en A 0 sur un 

A; , A 1 , î * ^ a P P u i fixe et en 
trois points A',, 
A' 2 , A ' ,de laquel le 
sont fixés des sup
por ts A'jAi, A' 2A 2 , 

» A' 3 A 3 de h a u t e u r 
FIG. 2 1 6 . A, assemblés à la 

pout re de maniè re 
que les angles soient as t re in t s à res te r invar iables et qui 
reposent , par leurs ex t rémi tés infér ieures A,, A 2 , A 3 sur 
des points fixes ass imilés à des ro tu le s a u t o u r desquel les ils 
peuvent p ivoter . Appelons /„, /,, l2 les l o n g u e u r s des trois 
par t ies de la pou t re ind iquées sur la figure. 

P r e n o n s pour or ig ine des coordonnées le point A' 2 , l 'axe 

. ^ ,j 
. ¿ \ - — , 

. ^ ,j 

M T S 

A, A., 
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des x hor izonta l , dir igé pos i t ivement vers A„, l 'axe des y 

vertical et positif vers le bas . Remplaçons les points d 'appui 

par les composantes hor izontales et vert icales de l eurs réac

tions et supposons alors la pout re l ibre , mais s imp lemen t 

encastrée en A' 3 à l 'or igine des coordonnées . Une charge Q 

placée sur la pout re en u n point que lconque x = q sera 

équilibrée par des réact ions aux points A 0 , A,, A 2 ) A ;1. Appelons 

R, S,T, U, les réact ions ver t icales de ces appuis , X, Y, Z, les 

réactions hor izonta les de A^A^Aj que nous compterons posi

tivement lorsqu 'e l les au ron t les direct ions ind iquées su r la 

ligure par les flèches. La s ta t ique n e nous donnera , en t r e 

ces forces, que t ro i s re la t ions , savoir : 

i X - Y - Z = 0 , R + S + T - r - U - Q = 0 , 1 ' \ R ih + h) + sii-qq- vi, = o. 
Et, comme nous avons sept i nconnues , il nous faudra 

quatre au t res re la t ions que nous t rouve rons en écr ivant que 

les distances A,A 2 et A 2A : i res tent égales respec t ivement à 

l¡ et à l.¿, et ensui te que les poin ts A 0 ; A ' 3 ) A' 3 r e s ten t en l igne 

droite et qu ' i l en est de m ê m e des trois points A',, A' 2 , A' 3 . 

Pour cela il nous faudra exp r imer les déplacements de ces 

divers points , cl les ca lculer . 

Appelons r, s, q, x, y, z, u les dép lacements produi t s par 

une force égale à l ' un i té app l iquée en R, S, Q, X, Y, Z, U, ces 

lettres étant accentuées p o u r expr imer un dép lacement ve r 

tical et sans accent pour un dép lacement hor izonta l , en leur 

donnant, e n o u t r e , c o m m e indice, celui du point dont e l l e s m e -

surcnt le dép lacement . Avec cette nota t ion , r ' 0 , par exemple , 

sera le dép lacement vert ical du point A 0 pa r une force égale 

à une tonne appl iquée su ivan t la direction R ; y.2 sera le dépla

cement hor izonta l du point A 2 par une force égale à u n e 

tonne appl iquée su ivan t Y, et ainsi de su i te . Alors , sous l 'act ion 

des forces R, S, T, . . . , les dép lacement s to taux des points sont : 

- r í R - S ¿ S - M ¿ X + ?¿Q, 
- j - r 4 R .v( S — xK X — q H Q, 
- r ¡ R - S ¡ S + cc¡X + g¡(l, 

+ yJ, 

pour A 4 

pour A 0 , verticalement 
horizontalement 
verticalement 

pour A 2 horizontalement 
, \ horizontalement 

pour A 3 3 v e r t i c a l e m e n t 
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dcG doc 
Qô = ? R J Vo + h — ~ ) g ] — RJ x (la + lt — x) £[ 

et 

q{ = qSJ\lK — x ) ' ^ i ~ Sfx Ci — x) fj' (dalls O 

Et si l 'on pose , d 'a i l leurs , pour abréger , 

, _ , + h „ _ , h . , _ , lg + h . 
z z 3 i '

 z
 —

 3 3 i 1 u
 M 3 i ) 

£ 2 * 9 f 2 

'o ' 2 f 2 

on obt ient , pour exp r imer les condi t ions qui v i e n n e n t d 'être 

énoncées, les équat ions su ivan tes 

/ r 4 R -f s, S — a;,X — g^Q = y 2 Y ; <r:iZ — m 3U — y a Y, 

( 2 ) - »'(JR - ^ s + * a x + î o Q - x ' z + u ' u , 
( — r, 'R — ,s('S -f œ\X + <7H'Q = — z"Z + w"U. 

Ces équa t ions jo in tes aux t rois p récéden tes dé t e rmine ron t 

les réact ions inconnues R, S, X, lo r sque l'on au ra calculé 

les dép lacement s r,s, ... 

Si la cha rge Q était placée en t re A' a et A' : i, on obt iendra i t 

des équa t ions ana logues . Et auss i si, au l ieu de supposer u n e 

charge Q placée su r la pou t re , on suppose que celle-ci a 

éprouvé des var ia t ions de t e m p é r a t u r e qu i ont modifié toutes 

les l ongueur s dans u n m ê m e r appor t . Dans tous les cas, la 

connaissance des réact ions dépend du calcul des dép lacements 

que nous avons appelés r, s, ... C'est pour l e s ca lculer qu 'on 

s 'appuie su r le t h é o r è m e de réciproci té , a p p l i q u é aux deux 

cas su ivan t s : 

1° Dans u n e p o u t r e hor izonta le encas t rée en 0 (fit/. 217), 

le dép lacement ver t ica l p rodu i t en u n point 

^ j j — • — M par une cha rge app l iquée en A est égal 

au dép lacemen t vertical p rodu i t en A par 
F l B - 2 i l - la m ê m e charge appl iquée en M. Ce lamont re 

que la l igne é las t ique de la pou t r e déformée 

par la force R donnera q'0, et que celle de la pou t r e déformée 

par la force S donnera q\ et que celle de la force U don

nera q'.à. 

Nous a u r o n s ainsi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ou bien 

q\ = qS — x) g ? — s j x (lt — œ) ~ , ( d a n s l0) 

0 0 

et e n f i n 

? 3 = quf — x) | f —uJx (h — x 
dx , T c'1 ,, x dx 

E l ' 

2° Dans une potence tel le que OA'A encast rée en 0 
(fig. 218), le dép lacement vertical p r o 
duit en u n point que lconque M par une 0 R_ . A-

force hor izonta le appl iquée en A est égal M 

au déplacement hor izonta l produi t en A a I — * 

par la môme force appl iquée ver t icale- F io . 218. 
ment en M. Cela m o n t r e que la l igne 
élastique de la p o u t r e déformée par la force X ou par la 

force Z donnera ql et q3. 

Nous au rons a insi 

/
* dx 

(l — x) À] ' ( d a n s h) 
ou bien 

et 

q{ — hXj (q — x) g j . ( d a n s la) 

o 

0 

D'autre pa r t , la flexion propre des pil iers sous l 'action des 

forces X, Y, Z é tan t respec t ivement 

0 0 0 

les déplacements des pieds de ces pi l iers sont, en s o m m e , 

• * « = / < * - ^ 2 i f +

 h*x fwv * =f{h - *"2 — 
0 t / o 

0 

y ) El 
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On peut ainsi ca lculer tous les coefficients des dépla
cemen t s , pour R, S, = 1 tonne , en p laçan t une charge 
Q — 1 tonne success ivement en divers points de la pou t re . En 
réa l i té , le calcul a été fait en plaçant, cette cha rge en des 
poin ts équid is tan ts de l m , 0 3 , toutes les l o n g u e u r s / 0, /,, 1.2 é tant 
des mul t ip les de 1,03. Les coefficients une. fois calculés , les 
équa t ions précédentes (1) et (2) d o n n e n t les réac t ions dues à 
la cha rge Q a ins i placée. On a alors tout ce qu ' i l faut pour 
d é t e r m i n e r le m o m e n t fléchissant en chaque point et, par 
sui te , calculer les d imens ions t r ansve r sa l e s de la pou t re . 

Je me bo rne ra i à r e n v o y e r au m é m o i r e de M. Valat pour 
le détail du calcul, qui est peu t -ê t re l abor ieux , ma i s qui ne 
présen te , aucune difficulté. 

§ 3 

P O U T R E S ARC-BOUTÉES 

2 4 : 2 . C a s d ' u n e d i m - ç j e i s o l é e . — Considérons un 
sys tème de deux tiges p r i s m a t i q u e s AC, CB (fig. 219) placées 
dans u n m ê m e plan ver t ica l , appuyées l ' une sur l ' au t re à 
l eu r ex t rémi té c o m m u n e C, et r eposan t , à l eurs au t res extré
mi tés A, B, sur des points d ' appu i ex té r ieurs abso lument 
fixes. Négl igeons le poids de ces t iges et supposons que 
l ' une d'elles AC soit chargée , en un poin t que lconque D de 
sa l o n g u e u r , d 'un poids isolé P . La t ige ou pou t r e AC doit 
ê t re en équi l ibre sous l 'act ion des forces ex tér ieures qui 
agissent sur elle et qui sont , ou t re le poids P , les réac t ions 
i n c o n n u e s aux ex t rémi tés A et C. La réac t ion au point C, 
qu i p rov ien t de la t ige CB, ne peu t avoir u n e direct ion dif
férente de celle de cet te lige ; elle est, par conséquen t , dir igée 
su ivan t son p r o l o n g e m e n t CE et, pa r su i te , celle de l ' appui A 
doit néces sa i r emen t passer p a r le point d ' in te rsec t ion E de 
cet te direct ion et de celle de la force P ; elle est donc dirigée 
su ivan t AE. Si nous p r e n o n s , su r la ver t ica le ED, u n e lon
g u e u r E F égale à la force P , et si nous cons t ru i sons , sur 
EC, EA, le p a r a l l é l o g r a m m e EHFK, n o u s a u r o n s , en EH, EK, 
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les g randeurs des réac t ions qui sont exercées aux ex t rémi tés 
de la pout re AC. Cela nous donne les réact ions des appuis 
A et R et nous pe rme t de d é t e r m i n e r les condi t ions de ré 
sistance des deux t iges . Les réact ions des appuis A et B sont 
évidemment égales , pour l ' équi l ibre du sys tème, aux com
posantes EH, EK de la force P su ivant les deux di rec t ions 
AE, BC. Ces deux réact ions ont l eurs composantes hor izon-
talcs égales et opposées , et l 'on donne à cette composante 
horizontale le n o m de poussée horizontale ou s implemen t de 
poussée. La t ige CD, 
qui exerce au po in t 
C, suivant la d i rec 
tion de son axe lon
gitudinal, u n e réac
tion représen tée par 
EK, suppor te à son 
extrémité B, de la 
part de l ' appui fixe, 
une réaction égale ; 
elle se t rouve dans 
les condit ions d ' u n e 
pièce chargée de 
bout. Quan t à la pou
tre AC, elle est char
gée, au point D, de la force P, obl ique sur sa direct ion, laquel le 
est équi l ibrée par les réact ions qui sont exercées à ses ex t ré 
mités su ivan t CE et AE, et qui sont représentées par 
EK et EH. Le m o m e n t fléchissant, en u n point M que lconque 
de cette pou t re , es t la s o m m e des m o m e n t s , par r appor t à ce 
point, de toutes les forces qu i agissent sur la poutre depuis 
ce point j u s q u ' à u n e ex t rémi té . Si ce point M est, par 
exemple, en t re A et D, cette s o m m e se r édu i t au m o m e n t de 
la réaclion de l ' appui A, qui est représentée par AL = E H . 
Le momen t f léchissant au point M sera donc le p rodu i t de 
cette réaction AL par la perpendicula i re MN abaissée du point 
M sur la d i rect ion AE. Menons au point M la ver t ica le MR 
jusqu'à la r e n c o n t r e de AE, et au point L la ver t icale LQ qui 
nous donne la poussée AQ de l ' appui A ; les deux t r iangles 
rectangles MNR, AQL, qui ont l eurs angles a igus égaux, 
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sont semblab les , e l n o u s e n déduisons AL X M N = A Q X M R . 
Le m o m e n t fléchissant au point M, qui a pour expression 
A L X MN, est donc égal au p rodu i t de la poussée hor izontale 
AQ, que nous dés ignerons par 0 , pa r la d is tance ver t ica le Mil 
compr ise ent re Taxe de la pou t re AC et la l igne AE. 

Si le point M étai t en t re D et C, nous t rouver ions de m ê m e 
que le m o m e n t fléchissant en ce point est égal au produi t 
de la poussée Q pa r la dis tance ver t i ca le des deux lignes 
AC et EC. 

La va leur de la poussée Q a d 'a i l leurs une express ion 
s imp le . Elle est r ep résen tée su r la figure, pa r l 'horizontale 
KU - AQ. Si n o u s m e n o n s la ver t ica le AG j u s q u ' à la ren
cont re de BC prolongé et l ' hor izon ta le ES, nous aurons 
E S _ K U _ Q , 
AG E F P ' 1 

^ AG 

La longueur AG ne dépend que de la posi t ion relat ive des 
appu i s e lde l a fo rme du sys tème des pou t res , ES seul varie avec 
la posi t ion de la cha rge P. On voit que la poussée est, pour 
u n sys tème dé t e rminé , p ropor t ionne l le au p rodu i t du poids 
P par sa dis tance à l ' appui A, c 'est-à-dire a u m o m e n t de la 
charge par r appor t à l ' appui qui suppor te l ' ex t rémi té de la 
pout re su r l aque l le elle repose . 

L'effort t r a n c h a n t , en t re A et D, est égal à la composante 
AT, pe rpend icu la i r e à AG, de la réact ion AL de l 'appui À. 
En t re D et C, il est égal à. la composante CV, su ivan t la m ê m e 
direct ion, de la réac t ion C J = EK du point C. Enfin, à cause 
de l 'obl iqui té de ces réac t ions , la pout re AC est soumise , en 
ou t re , à u n e compress ion longi tud ina le qui est, en t re A et D, 
égale à la composan te LT, su ivan t son axe, de la. réact ion AL, 
et en t re D et C égale à la composante VJ ' , su ivan t son axe, 
de la réac t ion CJ' du point C. 

Avec toutes ces données , il se ra facile de dé t e rmine r les 
d imens ions à donner à la t ige pour rés is te r efficacement au 
poids P dont nous l 'avons supposée cha rgée . 

tl'l'.i. C a s d e p l u s i e u r s c h a r g e s . — Si, au l ieu d 'un 

poids isolé u n i q u e , la pout re AC devai t en suppor te r p lus ieurs 
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Pj, Ph P„ (fig. 220) placés en des points dé te rminés de sa 
longueur, le p rob lème se résoudra i t de la m ê m e m a n i è r e . 
Chacun des poids tel que P , décomposé, en E,, su ivan t les 
deux direct ions AET et E ( C B , donnera i t deux composantes 
EJH, et EIKI, qui se ra ien t les réact ions des appuis équ i l ib ran t 
ce poids PI. Toutes les composantes tel les que E,K, r ep ré 
sentant les réac t ions de l ' appui B ou du point C, é tant d i r i 
gées suivant la m ê m e droi te ECB, s 'a jouteraient a lgébr i -

E 

Fin. 220. 

quement et donne ra i en t , pour la réact ion tota le de cet appui , 
une composante égale à leur s o m m e . Toutes celles, telles 
que EIIII, qui r ep résen ten t les réact ions de l 'appui A, ayan t 
des directions différentes, s 'addi t ionneraient géomét r ique
ment et leur composante serai t représen tée , en g r a n d e u r et en 

direction, par la l igne A L qui fermera i t le polygone A L ^ 

formé en les po r t an t success ivement , avec leurs d i rec t ions , 
à la suite les unes des au t res : ALj égal et paral lè le à EJH, ; 
L,Lj égal et para l lè le à E J L , etc. La réact ion A L de l ' appui 
A étant ainsi dé t e rminée , en m e n a n t la ver t icale L Q , on a u r a 
en ÀQ la poussée hor izonta le Q de l ' appui A, à l aque l le est 
égale et cont ra i re celle do l 'appui B. 

Pour avoir le m o m e n t fléchissant en un point que lconque 
M, nous pou r r i ons , en app l iquan t le pr incipe de la supe rpo
sition des effets des forces, addi t ionner les m o m e n t s fléchis-
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sants dus à chacune des forces isolées P , , P 2 , P„. Il faudrai t 
dé t e rmine r , pour cela, les fract ions Q,, (J,, Q„ de la poussée 
Q qui cor responden t à c h a c u n e de ces forces et mul t ip l i e r 
chacune d'elles par l ' o rdonnée ver t ica le co r respondan te , 
c 'est-à-dire par MR pour tou tes les forces te l les que P,, P 2 , 
comprises ent re A et M, et par MR„, pour tou tes celles telles 
que P„ qui se t rouve ra i en t en t re M et G. Mais n o u s pouvons 
obteni r le m o m e n t f léchissant d ' une m a n i è r e p lus s imple . 

D é t e r m i n a t i o n d i r e c t e du m o m e n t fléchis
sant . L i g n e d ' é q u i l i b r e . — Conna i s san t la réac t ion AL de 
l ' appui A, dont la d i rec t ion r e n c o n t r e en D t celle de la pre
miè re force P i app l iquée à la pou t r e , composons eu ce point 
ces deux forces en u n e seule dont la direct ion sera , par 
exemple , D,D 2, et qui a u r a é v i d e m m e n t m ê m e projection 
hor izonta le Q que AL. La d i rec t ion D,D 2 é tan t prolongée 
j u s q u ' à la r encon t r e en D 2 de la di rect ion de la seconde force 
P 2 , et la force r é su l t an t e app l iquée su ivan t D,D 3 é t an t com
posée e n e e po in t avec la force P 2 donne ra u n n o u v e a u côté 
D 2 D 3 , et a insi de sui te . En c o n t i n u a n t a ins i , le dern ie r côté 
d u polygone funicula i re ainsi cons t ru i t devra venir passer au 
poin t E,„ in te rsec t ion de la d i rec t ion de la de rn i è r e force P„ 
avec la l igne BC p ro longée . 

Chacun des côtés de ce po lygone fun icu la i re , lequel est 
tou t à fait a n a l o g u e à celui que n o u s avons cons t ru i t p lus 
h a u t , au chap i t r e vu , p o u r vérifier la s tabi l i té des voû tes , 
r ep ré sen t e en d i rec t ion la r é s u l t a n t e de tou tes les forces qui 
agissent sur la pou t re AC, depu i s l ' ex t rémi té A j u s q u ' a u 
po in t qui co r respond v e r t i c a l e m e n t à ce côté. Il en résu l te 
que le m o m e n t f léchissant en u n po in t que lconque M de la 
pou t r e AC est e x p r i m é pa r le p rodu i t de la poussée hor izon
tale Q par l ' o rdonnée ver t ica le MM' compr i se en t r e la pou t re 
ÀC et le po lygone fun icu la i re . E n effet, la r é s u l t a n t e de 
tou tes les forces qui ag issen t su r la pou t r e depuis l ' ex t rémi té 
A j u s q u ' a u point M é tan t d i r igée su ivan t le côté D 2 D 3 de ce 
po lygone , le m o m e n t i léchissant en ce poin t se ra le m o m e n t 
de cette r é s u l t a n t e par r appo r t au poin t M. Décomposons 
au point M' cel le r é s u l t a n t e su ivan t la ver t ica le et su ivan t 
u n e hor izonta le : la composan te ver t ica le , passan t par M, 
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donnera un m o m e n t n u l ; la composante hor izonta le , toujours 
égale à Q, a u r a pour m o m e n t Q X MM', et ce produi t sera , 
par conséquent , l ' express ion du m o m e n t fléchissant au 
point M. 

Ce polygone funicu la i re , dont les ordonnées par rappor t à 
AC sont p ropor t ionne l les aux m o m e n t s fléchissants aux divers 
points de AC, por te le n o m de polygone des pressions ou 
d'équilibre. 

Fin. 221. 

2 4 5 . C a s d 'une e h a r y e r é p a r t i e . — Lorsqu 'au l ieu 
de poids isolés la pou t re AC doit suppor te r une charge 
répartie su ivan t u n e loi que lconque , le polygone devient 
une courbe qu ' i l est facile de t racer , en décomposant , par 
des l ignes ver t i ca les , la charge répar t ie en un cer ta in 
nombre de f ragments s u p 
posés concent rés à l eurs i 
centres de grav i té . .'• " · - . 

Si, en par t icu l ie r , la r é 
partition de la c h a r g e est 
uniforme su ivan t l 'hor izon
tale, la courbe des press ions 
ou d 'équi l ibre est u n e pa
rabole du second degré à 
axe vert ical . Lorsque cet te cha rge est répar t ie sur toute la 
longueur de la pout re AC {fig. 2 2 1 ) , la parabole passe par

les points A et C ; elle est t an -
G gen te en C à la l igne CE, p r o 

l o n g e m e n t de BC, et en A à la 
l igne AE, ob tenue en jo ignan t le 
po in t A au point E qui se t rouve , 
sur BC prolongé , ve r t i ca lement 
au-dessus du mi l ieu D de AC. 

Lorsque la charge est r épar t i e 
su r u n e par t ie seu lemen t MX de 
la l ongueur de AC [fig. 222) , le 
polygone des pressions se com
pose de deux droites Al i , KC, 
cor respondant aux par t ies n o n 

chargées AM, CN, et d 'un a rc de parabole KH, à axe ver-

Fio. 222. 
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t ieal, t angen t en II et K à ces deux droi tes , dont la seconde 
KG n 'es t au t r e chose que le p r o l o n g e m e n t de BG, et dont 
l ' au t re AH s 'obtient en j o i g n a n t le po in t A au poin t E, qu . 
se t r o u v e , su r BD pro longé , ve r t i ca l emen t au-dessus du 
point 1, au m i l i e u de la par t ie cha rgée MN. La poussée Q, 
dans le cas d ' une charge u n i f o r m é m e n t répar t i e su r MN, est 
égale à celle qu i sera i t p rodui te si la cha rge était concentrée 
en son mi l ieu I. El le est donc égale à la charge mul t ip l i ée , 

ES 
c o m m e ci-dessus, pa r le r appor t Il est inu t i l e d ' insis ter 

A L T 

sur la démons t r a t i on de ces proposi t ions qui sont la consé

quence de ce qui précède . 

2 4 : 6 . C a s où l e s d e u x p o u t r e s s o n t c h a r g é e s 
s i m u l t a n é m e n t . — Nous avons supposé ju squ ' i c i qu ' une 
seule des deux pou t res AC, CB étai t cha rgée . Ce que nous 
avons dit s ' app l ique , b ien en t endu , sans modification, au 
cas où la, cha rge serai t appl iquée à la fois aux deux pout res . 
Alors , la réact ion de c h a q u e appu i , a insi que la poussée, 
doit se d é t e r m i n e r en t enan t compte des charges appl iquées 

aux deux poutres 
A que l 'on peu t consi-

G ; : d é r e r d 'abord isolé

m e n t , pour compo
ser ensu i te les ré
su l ta t s . 

On peu t auss i , en 
pa r t an t de l 'une ou 
de l ' au t re de ces ré
act ions , cons t ru i re , 
c o m m e p lus haut , 
de proche en proche , 
le polygone ou la 
courbe des pres

s ions , qui passe n é c e s s a i r e m e n t par le po in t C (fig. 223} de 
jonc t ion des deux pou t r e s , pu i squ 'on ce point le m o m e n t 
fléchissant est t ou jour s n u l su r l ' une et l ' au t re pou t r e . 

Dans le cas par t i cu l ie r d 'une charge u n i f o r m é m e n t ré 
par t ie su ivan t l ' hor izonta le , depuis le point M j u s q u ' a u 

FIG. 2 2 3 . 
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point N, par exemple , la courbe des pressions est, c o m m e 
ci-dessus, u n e parabole IICK à axe verLical passan t par le 
point G, se t e r m i n a n t aux vert icales Mil, NK des points M 
et N, et pro longée par deux droites AH, BK, qui lui sont 
tangentes à ses ex t rémi tés , qui-passent par les points d ' appui 
A et B et qui concouren t en u n point E de la ver t icale 
menée à égale d is tance des points M et N. Le m o m e n t flé
chissant, en un point que lconque de l 'une ou de l ' au t re 
poutre, est m e s u r é par le produi t de la poussée hor izonta le 
Q par l 'o rdonnée ver t icale comprise entre cette courbe et 
les axes long i tud inaux AC, BC de chacune des pou t res . 

La poussée Q est alors la somme des poussées p rovenan t 
des charges appl iquées aux deux poutres , c 'est-à-dire que , si 
l'on prend les mi l i eux I et J des par t ies chargées CM et CN, et 
si p est la charge par un i té de longueur hor izonta le , la cha rge 
sur CM étant p X ML et la charge sur CN étant p X V N , la 

IS .IT 
poussée totale Q sera la s o m m e p X ML. P X VN. yjp ' 

— \7. Cas où l e s d e u x appu i s sont de n i v e a u . — 
Dans le cas par t icu l ie r , qui présente un cer tain in térê t p r a 

tique, où les deux ap

puis A et B (fig. 224) 

sont au m ê m e n iveau 

et où les deux pout res 

sont de m ê m e lon

gueur, le point C é tan t 

ainsi placé su r la ver 

ticale qui passe par le 

milieu de AB, si nous 

désignons par 2a la 

distance AB et par b la h a u t e u r CD, nous avons a lors AG = 2b 

et la poussée Q, p rodui te par u n poids isolé P , agissant à 

une distance x - PD de la vert icale CD, sera 

FIG . 224. 

Q = P 
2ô 

Une charge un i fo rmémen t répar t ie sur toute la l o n g u e u r 

d'une seule des deux pout res , AC, par exemple , à ra i son 
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de p par un i t é de l o n g u e u r hor izonta le , donne ra u n e poussée 

Q = pa 
2£ 

pa* 
1~b 

La courbe des press ions sera a lors u n e parabole CKA à 
axe vert ical , t angen t e en C à la l igne BGE et en A à la l igne 
AL qui jo in t le point A au mi l ieu E de CG. L 'ordonnée 
m a x i m u m IK, qui mesu re le m o m e n t f léchissant m a x i m u m , 

1 b 
se t rouve sur la ver t ica le du point E, et l 'on a IK — ^ El — - '•> 

le m o m e n t fléchissant m a x i m u m a donc p o u r expression 
b _pal_ 

y 2 8 
Si la charge est u n i f o r m é m e n t r épa r t i e su r tou te l 'éten-

due. des deux pou t res , la poussée sera double , ou Q 

La courbe des press ions sera a lors u n e pa rabo le à axe ver
t ical passant pa r les trois points A, C, B. L ' o rd o n n ée maxi 
m u m se t rouve ra i t encore aux points I et J , mi l ieux de AG 

et de CB ; elle au ra i t pour g r andeu r JS = - J L = -, i et le 
1 c 2 4 

m o m e n t fléchissant m a x i m u m e x p r i m é par Q X JS aura i t 

encore pour v a l e u r ^ - ) c o m m e dans le cas précédent . 

:» t r i p l e i i r t i c u l u l i o i i . — Tout ce qui 
v ien t d 'ê t re dit des pou t res 
a rc -boutées s 'applique 

. ••' sans modificat ion au cas 

où les deux pou t res , au 
lieu d 'être droi tes , se
ra ien t courbes et const i 
t ue ra i en t ensemble u n arc 
à t r ip le a r t i cu la t ion . Si, 
par exemple , AG et BC 
(fig. 225) sont ces deux 
pout res courbes , u n poids 

isolé P , app l iqué au point D d e la pout re AG, donnera lieu, sur 
les appuis , à une poussée Q mesurée par le p rodu i t du poids P 

FIG . 225. 
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par Iti r appor t La courbe des press ions ou d 'équi l ibre , 

correspondant à ce poids un ique P , se rédui t à la l igne 
brisée AED, et le m o m e n t fléchissant en u n point que l 
conque M a pour expression le produi t de la poussée Q par 
l 'ordonnée vert icale MH comprise enlre l 'axe longi tud ina l de 
la poutre et cette courbe des press ions . Lorsque la pout re 
CB était rect i l igne, elle coïncidait avec la courbe d 'équi l ibre 
due au poids P qui n 'y produisai t aucun m o m e n t fléchissant, 
mais m a i n t e n a n t que nous la supposons courbe , c 'est-à-dire 
différente de la l igne droite CB, le m o m e n t fléchissant, en 
un point M' que lconque , est encore mesuré par le p ro
duit de la poussée Q par l 'ordonnée vert icale M'R'. 

Il convient de r e m a r q u e r que le signe de l 'o rdonnée 
change en m ê m e t emps que Celui du m o m e n t fléchissant. Au 
point M, la cou rbe d 'équil ibre est au-dessus do la poutre , 
le moment fléchissant tend à la courber vers le hau t ; il est 
donc positif, si nous conservons nos convent ions a n t é r i e u r e s ; 
au point M', la courbe d 'équi l ibre est au-dessous d e l à poutre , 
le moment fléchissant tend à la courber vers le bas , et il 
devrait fifre affecté du signe — . Il pour ra i t en être de m ê m e 
vers le point A, si la droi te AE coupai t la courbe AC en u n 
point N en deçà duque l elle se t rouvera i t au dessous ; dans 
cette part ie , la cou rbu re de la poutre vers le bas tendrai t à 
être augmen tée par l 'act ion du m o m e n t fléchissant et au 
point d ' intersect ion N, où le m o m e n t fléchissant serai t nu l , 
la courbure ne serai t pas modifiée. 

Si, au l ieu d 'un poids un ique P , l 'arc en supportai t plu
sieurs, ou bien s'il suppor t a i t une charge répar t ie d 'une 
manière uniforme ou non , la courbe ou polygone d 'équi l ibre 
se construirai t abso lumen t c o m m e nous venons de le dire 
dans le cas de pou t res droi tes arc-boutées et, en c h a q u e 
point, le m o m e n t fléchissant serait égal au produit de la 
poussée Q par la d is tance ver t ica le entre cette courbe et 
l'axe longi tudinal de la pièce. 

- M ï ) . A r c s s a n s f l e x i o n . — La construct ion de la 
courbe d 'équil ibre é tant abso lumen t indépendante de la 
forme des pout res a rc -bou tées et ne dépendant que des 
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charges et de leur répar t i t ion , supposons que , pour des 
charges données , nous ayons cons t ru i t cette courbe et que 
nous la p ren ions pour axe long i tud ina l des pou t res arc-
boutées ; le m o m e n t fléchissant sera nu l en tous les points , 
et les pou t res seront s i m p l e m e n t soumises à des efforts de 
compress ion di r igés su ivan t leur axe, et qu i , agissant au 
cent re de gravi té de chaque section t ransversa le , se répar t i 
ront un i fo rmémen t su r toute l ' é tendue de cet te section. Les 
poutres seront donc alors dans les me i l l eu re s condi t ions de 
rés i s tance , et la ma t i è re sera ut i l i sée le mieux possible . 

Mais ces condi t ions ne seront réal isées que pour la répar t i 
tion des cha rges qui a servi de po in t de dépa r t à la cons
t ruc t ion de la courbe d 'équi l ibre ou pour toute au t re répar
t i t ion p ropor t ionne l le , car on doit r e m a r q u e r que la forme 
de cette courbe est indépendan te de la g r an d eu r absolue des 
charges , elle ne dépend que de l eurs g r a n d e u r s re la t ives , et 
reste la m ê m e si tou tes les charges sont a u g m e n t é e s ou d imi 
nuées dans u n m ê m e rappor t . P o u r tou te au t re répar t i t ion 
des charges , la courbe d 'équi l ibre ne coïncidant p lus avec 
l 'axe long i tud ina l des pou t re s , le m o m e n t fléchissant ne 
serait p lus nu l pa r tou t . 

Pa r exemple , si l 'on donne aux deux pou t res arc-boutées 
la forme de deux demi-parabo les a y a n t l eu r s o m m e t com
m u n au point de jonct ion G (fig. 226), tou te charge répar t ie 
un i fo rmémen t su ivan t l 'hor izonta le su r tou te l 'é tendue AB 

donnera lieu à u n e courbe 
d 'équi l ib re qui coïncidera par 
tout avec l 'axe de ces pièces, 
et cela que l le que soit, d'ail— 

A "° leurs , l ' intensi té cons tan te ou 
F l ° - 2 2 6 - var iable de la charge par uni té 

de l ongueu r , p o u r v u qu 'el le 
soit toujours la m ô m e sur chaque uni té de l ongueu r hor i 
zontale . Il n ' y au ra donc , a lo rs , a u c u n m o m e n t de flexion 
en aucun poin t de ces pièces qui n ' a u r o n t à rés is ter qu 'à des 
efforts de press ion long i tud ina le . 

Mais il n ' e n sera p lus de m ê m e si la cha rge n 'es t pas 
répar t ie u n i f o r m é m e n t sur toute la longueur , si , par exemple , 
elle n 'es t r épar t i e que sur la moit ié de la l ongueu r , ou sur 
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l 'étendue cor respondan t à l 'un des demi-arcs . La courbe 
d'équilibre, r ep résen tée alors (/iff. 227) par la parabole AKC 
et la droite CI3, ne coïn
ciderait p lus avec l 'axe 
longitudinal des pou t r e s 
supposé être la parabole 
ÀRCSB. Le m o m e n t flé
chissant en chaque point 
serait représenté a lors pa r 
le produit de la poussée 

Q — par l 'o rdonnée F u , . 2 2 7 . 

verticale m e s u r a n t la distance des deux l ignes. On voit qu' i l 
est max imum en R, où il est positif, et en S, où il est négatif. 
En chacun de ces deux points , sa valeur absolue est 

q * _ Bit. 

·_·. c . L 

D 

Q X KR = Q X JS 
16 

Si la charge , au lieu 

d'être appl iquée au demi -a r c AG, était appl iquée au demi -
arc CD, les m o m e n t s fléchissants m a x i m u m se produi ra ien t 
aux mêmes points , c 'es t -à-dire au mi l ieu de la longueur 
horizontale des arcs, et a u r a i e n t les m ê m e s valeurs absolues 

1~ ; mais le m a x i m u m négatif remplacera i t le m a x i m u m 

positif, et i nve r semen t . 

On peut év idemment , en app l iquan t le pr inc ipe de la 
superposition des effets des forces, dé te rmine r le m o m e n t 
fléchissant en chaque poin t de poutres arc-boutées d 'une 
forme quelconque soumises à des charges isolées ou répar t ies , 
distribuées d 'une man iè re que lconque , et nous n 'a jouterons 
rien à ce que nous venons de dire à ce sujet. 

2 5 0 . D é t e r m i n a t i o n «lu m o m e n t f l é ch i s san t 
maximum. — Dans tous les cas, quelles que soient la 
forme de l 'axe long i tud ina l des poutres et la disposit ion des 
charges, le m o m e n t fléchissant m a x i m u m se produi ra au 
point M où la t angente à cet axe sera paral lèle à la t angen te à 
la courbe d 'équil ibre au point N, qui correspond ver t i ca lement 
au premier (fìg. 228). La posit ion de ce point se dé t e rmine ra 
analytiquement, si l 'on connaî t les équat ions des courbes , ou 

33 
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pa r t â t onnemen t , dans le cas le plus o rd ina i r e . La détermi
na t ion du m o m e n t fléchissant m a x i m u m doit se faire dans 

tou tes les hypo thèses possibles de la ré
pa r t i t i on de la cha rge . On peut , lorsque 
celle-ci est r épa r t i e u n i f o r m é m e n t sur 
u n e é tendue plus ou moins grande de 
l ' ouve r tu re ho r i zon ta l e , t rouver facile-

2 2 g m e n t la posit ion qu 'e l le doit occuper 

p o u r p rodu i re le m o m e n t fléchissant 
m a x i m u m en u n point donné de la l ongueu r des arcs . 

Soient, en effet, les deux pou t res a rc -boutées AC, CB 
[fig. 229), et u n point M que lconque sur AC. Jo ignons AM, 
que nous p ro longerons j u squ ' à la r encon t r e en E de la droite 
BC prolongée , "et m e n o n s la ver t icale ED. Le m o m e n t fléchis
sant au point M se 
compose de deux ter
mes , le m o m e n t de la 
réact ion de l ' appui A et 
la s o m m e des m o m e n t s 
des cha rges compr i ses 
ent re A et M. Ce der
n i e r t e r m e , soustractif, 
est cons tan t à la condi
t ion que la charge u n i 
forme soif app l iquée 
à tou te l ' é tendue AM et quel que soit, d ' a i l l eurs , le point 
où elle se t e rmine au delà. Le m a x i m u m du m o m e n t flé
ch issan t co r respondra donc au m a x i m u m du momen t , par 
r appo r t au point M, de la réact ion de l ' appui A. Or, toute 
charge appl iquée en u n poin t tel que D,, si tué ent re A et D, 
a u g m e n t e r a ce m o m e n t . Elle donne , en effet, de la par t de 
l ' appui , une réact ion dir igée su ivan t A E t , l aquel le a, par 
r appor t au point M, u n m o m e n t de m ê m e signe que celles 
qui p rov iennen t des charges appl iquées en t re A et M. Il en 
sera de m ê m e j u s q u ' a u po in t D. Mais si la cha rge dépasse le 
po in t I), le momen t de la réac t ion de l ' appui d i m i n u e r a ; en 
effet, u n e charge placée en u n point que lconque D 2 , s i tué au-
delà du point D, donnera , su r l ' appu i , u n e réac t ion AE 2 qui 
au ra , par rappor t au point M, u n m o m e n t de signe contraire 
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aux précédents . Le m o m e n t de la réact ion de l 'appui par 
rapport au point M est donc m a x i m u m lorsque la charge 
uniformément répar t ie s 'arrête à la vert icale DE, ob tenue 
comme nous venons de le d i re : il en est de môme, par con
séquent, du m o m e n t fléchissant au point M. 

Ainsi, pa r exemple , dans l 'arc de forme parabol ique que 
nous venons d 'examiner , nous avons t rouvé que , lorsque la 
charge un i fo rmément répar t i e à ra ison de p par uni té de 
longueur hor izonta le couvra i t la moi t ié de l ' ouver tu re en t re 
les appuis , soit la to ta l i té d 'un demi-arc , le m o m e n t fléchis
sant m a x i m u m se produisa i t au mil ieu de la longueur de ce 

demi-arc et avait p o u r va leur ; mais cette disposition de 

la charge n 'es t pas celle qui donne le p lus grand m o m e n t 

fléchissant au mi l ieu de l 'a rc . Le m a x i m u m se produi t , au 
contraire, en app l iquan t la règle précédente , lorsque la 

4 
charge ne couvre , à par t i r de l 'appui , que les z de la Ion-

gueur hor izontale de l 'arc. La poussée est a lors , d 'après la 
2a 

construction donnée plus hau t , • ̂ 7 — > et la dis tance 
r D 2b Zob 

verticale de la courbe des pressions au point mil ieu de l 'arc 
parabolique est, c o m m e ou peut s'en a s su re r faci lement , 

15 
égale à — b. Le m o m e n t fléchissant au milieu de l 'arc, dû à 

4 
cette charge qui couvre les - de sa longueur , est donc 

o 
i)ja~ 15 , 3pa2 6 pd1 , . , 6 , . . nd1 

-±RR- tt̂  0 = - 7 - . , - = - • , , 7 ' ou bien les — de celui-'/— qui est 
2,]b 32 40 5 16 5 16 4 

produit, au m ô m e point , par la charge couvran t la total i té 

de la l ongueur de l 'a rc . 

Lorsqu'i l s 'agit de charges dont la position est var iable , 
on doit donc toujours chercher le m o m e n t fléchissant max i 
mum en chaque point , en d o n n a n t à la charge la posi t ion 
qui produi t cette p lus g r ande va leur . 

— 5 1 . l \ i ï o r t t r a n c h a n t et c o m p r e s s i o n l o n g i t u d i 
n a l e . — Le m o m e n t fléchissant n 'es t pas te seul effort 
auquel les pièces a ien t à r és i s t e r ; il faut dé t e rmine r encore 
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l'effort t r anchan t et l'effort de compress ion longi tud ina le qui, 
lorsque l 'axe long i tud ina l des pou t res coïncide avec la courbe 
d 'équil ibre, est m ê m e le seul effort auque l elles soient sou
mises . Nous avons bien dit, p lus hau t , c o m m e n t la cons t ruc 
tion m ê m e de la courbe d 'équi l ibre donnai t , en chaque point, 
la r ésu l t an te de toutes les forces app l iquées à la pou t re , et 
comment on pouvai t en dédui re ces efforts de c isa i l lement et 
de compress ion ; ma i s , lo r sque la cons t ruc t ion de cette courbe 
se déduit de considéra t ions géomét r iques , c o m m e lorsqu ' i l 
s'agit de paraboles dé te rminées par p lu s i eu r s poin ts ou tan
gentes , on peut encore facilement, conna issan t la poussée Q 
dont le calcul s'effectue toujours s i m p l e m e n t par l 'applica
t ion de la règle du n" 242, d é t e r m i n e r en chaque point les 
efforts dont il s 'agit . Il suffit, pour cela, de r e m a r q u e r que, si 
l 'on considère un poin t que lconque de l 'axe longi tudina l des 
poutres , la r é su l t an te des forces qu i agissent sur la poutre 
en ce point est r eprésen tée en di rect ion par la t angen te à la 

courbe d 'équi l ibre au point qui est situé 
sur la m ê m e ver t ica le que le p remie r , 

y s et que cet te r é su l t an te a p o u r projection 

y ,p hor izonta le la poussée (J. Si donc AIN 
?/• [fig. 230) est l 'axe long i tud ina l de la 

^ ^-^N pout re , P l tS la courbe d ' équ i l ib re , et si 
X<\ , nous p renons u n point que lconque Al 

de U l pou t re auque l cor respond ver t ica
l emen t , sur la courbe d 'équi l ibre , le point 

2 3 0 ' R, en m e n a n t au point R la t angen te RT 
à cette courbe et l 'hor izonta le RQ sur laquel le nous p rendrons 
une longueur RQ = Q, et é levant la ver t icale Q ï , la l igne 
RT r ep résen te ra , en g r a n d e u r et en direct ion, l'effort total 
exercé sur la section t r ansversa le de la pou t re au point Al, 
et il suffira, pour avoir tous les efforts par t ie l s , de t r anspo r 
ter cette force RT pa ra l l è l emen t à e l le -même en MV, au 
centre de gravité AI de la section, ce qui peu t l ég i t imemen t se 
faire en a joutant le couple ou m o m e n t fléchissant Q x A I R , 
puis de décomposer MV n o r m a l e m e n t et t angen t i e l l emen t à 
cette section t ransversa le . La composan te n o r m a l e MU sera 
l'effort de compress ion longi tud ina le t augen t ie l l e , MX = VU 
sera l'effort t r a n c h a n t . 
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2 5 2 . Dëlei- ini i ial ion «les e f forts a u x d i v e r s po ints 
d'une m ê m e sec t ion t r a n s v e r s a l e . — Dans la p lupar t 
des cas, l'effort t r a n c h a n t est négl igeable , et il est r a re qu 'on 
ait à en tenir compte . S'il en était au t r emen t , on le suppo
serait répar t i sur la section t r ansve r sa le comme nous l 'avons 
dit p r écédemmen t en pa r l an t de la flexion ord ina i re des 
poutres. 

L'effort de compress ion long i tud ina le se répar t i t unifor
mément sur tou te l ' é tendue de la section t ransversa le , et si 
F représente l ' in tensi té de cet effort, c 'est-à-dire la compo
sante MU, et • l 'aire de la section t ransversa le , l'effort par 

unité de surface sera, en chaque point , ~ 

Quant au m o m e n t fléchissant, son effet se répar t i t sur fa 
section t ransversa le comme nous l 'avons dit en par lan t de la 
flexion, c 'est-à-dire q u ' u n point si tué à une dis tance o de 
l'axe neu t re suppor te , si M est la valeur du m o m e n t flé
chissant, et I le m o m e n t d ' iner t ie de la section t ransversa le , 

Mv 
un effort de t rac t ion ou de compress ion expr imé par -y- et 

L'elîort total su r la fibre la p lus fatiguée est donc —) n z —J-̂ J 

le signe -\- s ' app l iquan t aux fibres compr imées , et le signe — 
aux fibres é tendues . Les fibres compr imées sont év idem
ment celles qui sont s i tuées à la par t ie inférieure de la sec
tion t ransversa le , lo rsque le m o m e n t fléchissant tend à 
courber la pièce vers le bas , c 'est-à-dire lorsqu ' i l est négatif, 
ou qui sont s i tuées vers le h a u t lorsque le m o m e n t fléchis
sant est positif. 

On peut chercher , c o m m e lorsqu ' i l s 'agit d 'ouvrages en 
maçonnerie, à év i te r qu ' i l se produise dans l 'arc des efforts 
d'extension. Ils sont à évi ter a u t a n t que possible, par exemple , 
dans les arcs en fonte . Quoi qu ' i l en soit, voici c o m m e n t 
on peut opérer . E n généra l , dans la pra t ique , les d i rec t ions 
RT et MU de la t angen te à la courbe d 'équi l ibre et à l 'arc 
sont très peu différentes l 'une de l ' au t re , c'est pourquo i 
l'effort t r anchan t VU est souvent négl igeable . S'il en est 

I 
est la plus g rande va leur de v. 
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ainsi , el si nous pouvons r ega rde r l 'arc et la courbe d 'équi
l ibre c o m m e para l lè les , la force Fj composan te longi tudinale 
ou MU sera sens ib lement égale à la force tota le MV — RT 
qui agit au point M, et le m o m e n t fléchissant sera le produit 
de cette force par la d i s tance , que n o u s appel le rons d du 
point M à sa di rect ion RT ou à la t angen te à la courbe 
d 'équi l ibre . Alors , m e t t a n t p o u r M cette va l eu r Vd, et r em
plaçant I pa r Q.rl, l'effort su r les fibres é t endues au ra pour 

expression (^1 — ~^r^ " P o u r qu ' i l n ' y ait pas , en réal i té , 

d'effort d 'extens ion, il faut que cette express ion reste posi-
r-

t ive ou que d soit p lus peti t que — Si donc on t race , de part 
v \ 

r2 

et d ' au t re de l 'axe de l 'arc , des l ignes à la dis tance —> il n 'y 
V 1 

au ra pas d'effort d 'extension t an t q u e la courbe d 'équil ibre 

res tera à l ' i n té r ieur de ces l ignes . 
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C H A P I T R E X V I 

F L E X I O N D E S A R C S 

S O M M A I R E . — 253 . É q u a t i o n g é n é r a l e do la f lexion des p i è c e s c o u r b e s . — 

254. P r o b l è m e de la d é t e r m i n a t i o n d e s r é a c t i o n s d e s a p p u i s . 
255. E q u a t i o n s g é n é r a l e s d e la d é f o r m a t i o n des a r c s . — 256. I n d i c a t i o n 
de la s o l u t i o n g é n é r a l e . — 257. Cas d ' u n a r c à s ec t i on c o n s t a n t e , 
a r t i cu lé s u r s e s a p p u i s . — 258. E x p r e s s i o n de la p o u s s é e . — 
259. Pai ' l ie p r i n c i p a l e d e la p o u s s é e . — 260. Coefficient co r rec t i f . — 

261. Cas d ' u n e c h a r g e u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e s u r l ' h o r i z o n t a l e . — 

262. Cas g é n é r a l . — 2 6 3 . P o u s s é e p r o d u i t e p a r la d i l a t a t i o n . — 264. F o r 
m u l e a p p r o x i m a t i v e p o u r les a r c s s u r b a i s s é s . — 265. C o m p a r a i s o n d ' u n 
a rc s u r b a i s s é e t d ' u n e p o u t r e d r o i t e — 206. Cas d ' u n e c h a r g e i s o l é e . 
— 267. C o u r b e e n v e l o p p e d e s c o u r b e s de p r e s s i o n . — 268. D é t e r 
m i n a t i o n p r a t i q u e îles effor ts e n c h a q u e p o i n t . — 269. A p p r o x i 
m a t i o n s s u c c e s s i v e s . — 270. C i r c o n s t a n c e s p r i n c i p a l e s de la d é f o r 
m a t i o n . — 2 7 1 . A r c s e n c a s t r é s a u x n a i s s a n c e s . — 272. C o m p a r a i s o n 
des a i e s e n c a s t r é s e t d e s a r c s a r t i c u l é s . 

25,'}. Équat ion g é n é r a l e tic la flexion des p i è c e s 
courbes . — Nous venons déjà, à propos des poutres a r c -
boutées, de d i re un mot de la flexion de pièces courbes , 
mais nous a l lons en faire une étude plus complète pour le 
cas où les deux ex t rémi tés de la pièce sont assujetties d 'une 
manière que lconque . 

Nous cons idérerons , c o m m e nous l 'avons fait dans l ' é tude 
de la flexion des pièces droi tes , des pièces dont l 'axe longi 
tudinal ou la fibre m o y e n n e , lieu des centres de gravi té des 
sections t r ansver sa les , est contenu dans u n plan vert ical qui 
renferme à la fois u n axe principal d ' inert ie de chacune des 
sections et toutes les forces extér ieures qui agissent su r la 
pièce. La flexion s 'opère nécessa i rement dans ce p lan . Soient 
AB (/ig. 231) cette fibre moyenne , CD, EF les traces, sur le 
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plan vert ical , de deux sections inf iniment vois ines distantes 
de GII = /f.v et concourant au contre de cou rbu re 0 de la 
fibre moyenne , de man iè re que GO est le rayon de cour
bure p de cette fibre au point G. Supposons la pièce soumise 
à l 'action d 'un m o m e n t ou couple f léchissant qui agit dans 

le p lan ver t ica l et dont l'effet sera, 
q E £· comme nous l 'avons dit à propos de 

la ilexion des pièces dro i tes , de 
modifier la posi t ion re la t ive des 

' j deux sect ions cons idérées , de telle 
sorte que l ' une d 'e l les , CD, étant 

^ . [ f supposée fixe, la seconde , E F , au ra 

t ou rné au tou r de son axe pr inc ipa l 
^ : d ' iner t ie , pe rpend icu l a i r e au plan 

:' de la figure en p r e n a n t une posit ion 
j : te l le que E F ' . E n m ê m e t e m p s , la 
: fibre GH, don t la l ongueu r n 'a pas 
' j changé , s 'est courbée u n peu plus , 

. i : ef le point II est venu en II' (non 
1 ' m a r q u é sur la figure). Soit I le nou-
',: veau point de concours de ces deux 
'0 , sections vois ines, GI sera le n o u -

FIG. 2 3 1 . veau r ayon de cou rbu re p ' au point 
G de la fibre n e u t r e déformée. 

Appelons a l 'angle COE, et i ' l ' ang le CIE' ; nous au rons , 
pu i sque la fibre m o y e n n e n 'a pas changé de longueur , 

Une au t re fibre quelconque ma, à la dis tance Gm = v de 
la fibre m o y e n n e , avait une l ongueu r ( p -f- v) «, et cette lon
gueur est devenue ( p ' + v) a'. L ' a l l ongemen t propor t ionnel 

est ainsi - ^ V-} * ( p + ^ ) __ (jj p _ J _ « g . ^ p a j r e 

* (? + v) p ( p ~ h v) 
de sa section t ransversa le , et E le coefficient d 'é last ici té de 

la m a t i è r e , l'effort cor respondant sera 
. . P (P - + - » ) _ 

P o u r l ' équ i l ib re , il faut, pu i sque tous ces efforts doivent 
équi l ib re r u n couple, que leur s o m m e a l g é b r i q u e soit nu l l e , 
et que la s o m m e de leurs m o m e n t s pa r r a p p o r t au point G 
soit égale au m o m e n t M du couple fléchissant, ce qui 
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donne les deux équa t ions 

P IP -r- «) P ( ? + u ) 

ce que l'on peut écr i re , après réduct ions, 

(il V = u, E P - = ^ V - Î ^ L = E p - ^ - p - = M. 

La dernière équa t ion mon t re que XIÙV ne peut pas être 
nul sans quoMle soit auss i , ce la veut dire que , s'il y a flexion, 
la fibre n e u t r e ne passe j amais par le centre de gravi té des 
sections. La posi t ion de cette fibre est dé te rminée par la p r e 
mière équat ion . 

Si l'on désigne par Z la quan t i t é ^ J ^ l - r m i n e ( ] É [ m n i ± 

que de la forme de la section t ransversa le et qui est ana logue 
au moment d ' iner t ie , la de rn iè re équat ion d e v i e n d r a : 

Et elle donne ra le n o u v e a u rayon de cou rbu re p ' en fonc
tion du m o m e n t f léchissant. On t rouvera dans l 'ouvrage de 
Brune (Cours de Construction) les valeurs de Z pour les 
diverses sections rec tangu la i res et pour les sections c i rcu
laires. On devra les employer toutes les fois qu ' i l s 'agira 
d'étudier la déformat ion de pièces courbes dont le rayon p 
n'est pas t rès g r and . 

Mais, lorsqu ' i l s 'agit d 'arcs de ponts ou de fermes m é t a l 
liques, les d imens ions t ransversa les v sont généra lement 
négligeables pa r r appo r t a u x rayons de courbure p ou p ' , et 
alors, si l 'on peu t négl iger v devan t p , la p remiè re des équa
tions (1) donne E w w — 0 , c 'es t-à-dire que la fibre neu t r e passe 
par le centre de g rav i té de chacune des sections t r ansve r 
sales. Et la seconde devient de m ê m e , en appelant 1 le 
moment d ' iner t ie Lut;- de la section t ransversa le : 

M = E ^ = r M = E l ( ^ - * - Y 

P P \ P P / 

Elle n'est , il faut se le rappe ler , qu ' approx imat ive et suppose 
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t rès g rand le rayon de cou rbu re p. Mais alors elle est tout 
El 

à l'ait ana logue à celle M — que nous avons t rouvé pour 

la flexion des pièces dro i tes , et on peu t en dédui re des consé
quences ana logues . 

Connaissant , en chaque poin t , le n o u v e a u rayon de cour
b u r e p' de la pièce fléchie,, il serai t possible d 'en t racer la 
forme par u n e série d 'arcs de cercles successifs et, pa r suite, 
de d é t e r m i n e r les dép l acemen t s subis pa r chacun de ses 
points ; ma i s cela suppose connu le m o m e n t fléchissant M 
en c h a q u e point . 

2 5 4 . P r o b l è m e d e l à d é t e r m i n a t i o n des r é a c t i o n s 
d e s a p p u i s . — Dans les pièces courbes arc-houtées que 
n o u s avons étudiées dans le chap i t re précédent , nous avons 
pu , en effet, au m o y e n des seules cons idéra t ions de la sta
t ique , dé te rminer ce m o m e n t fléchissant, parce que la s tat ique 
nous faisait conna î t re les réac t ions des a p p u i s . Il n ' en est 
plus de m ê m e lorsqu ' i l s 'agit d 'un arc isolé, appuyé ou 
encas t ré d 'une m a n i è r e que l conque à ses ex t rémi té s . Quelles 
que soient , en effet, les condi t ions d 'appui d 'un arc AB 
(fig. 232) aux deux points À et B, les équa t ions ordinai res 
de la s ta t ique , t r a d u i s a n t les condi t ions de l ' équi l ibre entre 

les cha rges qu ' i l suppor te et les réac
t ions do ces appu i s , seront au 
nombre ' de trois au plus : deux 
pour e x p r i m e r que les sommes des 
project ions de tou tes ces charges 
et des réac t ions su r deux direct ions 
rec tangu la i res sont nu l l e s , et une 

pour exp r imer que la s o m m e des m o m e n t s de ces m ê m e s 
forces par rappor t à u n point du p lan est éga l emen t nul le . 
Or, nous n ' avons p lu s , dans ce cas, a u c u n e indicat ion sur 
la direct ion des réac t ions des appuis ; chacune d'elles 
doit être t rouvée en g r a n d e u r et en d i rec t ion , ce qui com
porte deux inconnues , ou, en d 'au t res t e r m e s , les deux 
composantes hor izon ta le et ver t ica le de chacune d'elles sont 
à t rouve r i so lément , ce qui donne qua t r e inconnues que les 
trois équa t ions sont insuffisantes à dé t e rmine r . 

FIG . 232. 
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Une nouve l le équat ion nous sera donnée par celle que 

nous venons de t r o u v e r en t re le m o m e n t fléchissant et les 

rayons de courbure : El ^ — " ) = ^ ' ^ 6 m o m n n ^ fléchissant 

M comprend , dans son express ion , les composantes inconnues 
des réactions qu i e n t r e n t ainsi dans cette équat ion ; et en 
expr imant soit que les points d 'appui sont fixes, soit qu ' i l s 
se sont déplacés de quan t i t é s données ; d 'après les condit ions 
où se trouve placée la pièce courbe considérée, on aura une 
relation nouve l l e en t re ces composantes et des quan t i t é s 
données, et, avec les t ro is qui sont fournies par la s ta t ique, 
elle p e r m e t t r a de ca lcu ler les qua t r e composantes i ncon 
nues . 

— 5 5 . É q u a t i o n s g é n é r a l e s de la d é f o r m a t i o n des 
a r e s . — Il faut , p o u r cela, t ransformer cette équat ion et y 
faire figurer, d 'une m a n i è r e explicite, les déplacements des 
divers poin ts d e l à fibre moyenne de l ' a rc . 

Rappor tons ces points à deux axes de coordonnées r ec 
tangulaires , l 'un hor i zon ta l , OX, l ' au t re vert ical , OY[fig. 233). 
Soient A (x0, ya) et 

B (xj, y ( ) les d e u x yi /.-N' 

extrémités de l 'a rc 
et M ( r , y) u n point 
quelconque de sa 
fibre m o y e n n e . Abs
traction faite de toute 

autre déformat ion, 
si la sect ion t r ans - ^ p C'C 
versale MN change FIF. 233. 
de direction en tour 
nant au tou r de l ' hor izon ta le qui passe par son centre de 
gravité, de m a n i è r e à ven i r en MN', la port ion d 'arc MB 
tournera tou t en t iè re de la m ê m e quant i té au tou r du point 
M en su ivan t la sect ion MN, et l ' ex t rémi té B v iendra en R', 
l'angle BMB' é tan t égal à NMN'. Le déplacement BB' de 
l 'extrémité B, co r re spondan t à une rota t ion infiniment pet i te 
de la section MN, m e s u r é e par l 'angle NMN'-—rfO. modif iera 
les coordonnées a^, yi du point B, des quant i tés BK = dxi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



r S l M ' x x\ 
—1 FA d s ' 

S i l e p o i n t A s ' e s t l u i - m ô m e d é p l a c é d e t e l l e s o r t e q u e s e s 

c o o r d o n n é e s x„, y a , s o i e n t d e v e n u e s x ' a , y ' 0 , l e p o i n t B a u r a 

s u b i u n d é p l a c e m e n t i d e n t i q u e , e t s e s c o o r d o n n é e s n o u v e l l e s 

d e v r o n t ê t r e a u g m e n t é e s d e s d i f f é r e n c e s x ' 0 — x 0 e t y'0 — y»-

S i e n f i n l a s e c t i o n t r a n s v e r s a l e a u p o i n t A a t o u r n é d ' u n 

a n g l e 9 ' 0 — 0 O ) e n a p p e l a n t 8 U e t 0 ' „ l e s a n g l e s q u ' e l l e f a i t a v e c 

l a v e r t i c a l e a v a n t e t a p r è s s o n d é p l a c e m e n t , c e t t e r o t a t i o n 

a p o u r c o n s é q u e n c e u n n o u v e a u d é p l a c e m e n t d u p o i n t B 

d o n t l e s c o o r d o n n é e s s u i v a n t l e s x e t l e s y s e t r o u v e n t r e s 

p e c t i v e m e n t a u g m e n t é e s , d ' a p r è s l e s e x p r e s s i o n s ( 2 ) d e dxt 

eidiji, d e s q u a n t i t é s 

— iyt - y0) i 5 o - 5c), — *„)(9Ô — «»)· 

D e s o r t e q u ' e n f a i s a n L l a s o m m e d e c e s d i v e r s d é p l a c e -

e t K B ' = dip. O r , l e s d e u x t r i a n g l e s s e m b l a b l e s B ' B K , B M 1 I 

t B K B ' K B B ' 

d o n n e n t T-—- — - , , F \ — TTTT — « 0 : e t l ' o n a A l t i = y — y . 

M H I I B B M ' J 1 

e t B H = aq — x ; i l e u r é s u l t e 

(2) dxt = — ( y , — y) ¿ 9 e t dyk = (.-/;< — œ ) d<). 

S i c e t t e r o t a t i o n « / B e s t c e l l e q u i c o r r e s p o n d à u n e l o n g u e u r 

d ' a r c ds e t à u n m o m e n t fléchissant M , n o u s v e n o n s d e v o i r 

q u ' e l l e a v a i t p o u r v a l e u r ds — — ^ = ; r e m p l a ç a n t r / 8 

p a r c e t t e v a l e u r , n o u s a u r o n s 

, Mds , , , M c f e 

— — C ' / i — W E T " ' — W ~ ~ " p f ' 

A d d i t i o n n o n s t o u s l e s d é p l a c e m e n t s a n a l o g u e s s u b i s p a r 

l e p o i n t B , p o u r t o u s l e s é l é m e n t s d ' a r c ds f o r m a n t l a l o n 

g u e u r t o t a l e A B , n o u s a u r o n s , e n . a p p e l a n t e t y', l e s 

n o u v e l l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t B e t e n s u p p o s a n t d ' a b o r d 

q u e l e p o i n t A s o i t r e s t é fixe, a i n s i q u e l a d i r e c t i o n d e l a 

s e c t i o n t r a n s v e r s a l e e n c e p o i n t , 
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ments, nous au rons 

x{ — xt = » I — Œ 0 — ( Y , — Y 0 ) ( 8 I — E „ ) — j ! V ^ = ^ 1 ds. 

(3) 
1 ' s\ 

\y[ — y . ]/ô — 2/0 + —
 xa) K — 5 N ) + / — ] V ] " 

Nous n 'avons considéré jusqu ' ic i que l 'action du momen t 

fléchissant, qui ne rnodiiie pas la l ongueu r de la fibre 

moyenne AD de l ' a rc . Si l 'arc est soumis , en chacun de ses 

points, à un effort de compress ion longi tud ina le F , chaque 

élément ds subi ra un accourc issemenl en dés ignan t par 

Q l'aire de la section t r ansversa le . Cette déformation d imi 

nuera la longueur des é l éments dx, dij co r respondan t s des 

coordonnées x, y de quan t i t é s p ropor t ionne l les , c 'est-à-dire 

respectivement de "TTTT"\f/{• Ces coordonnées du point B, 

par suite de cette compress ion , au r on t donc été d iminuées 

respectivement, par r appor t à celles du point A, de 

s, s, 
Ydx fYdi/ 

, WïJ F ÎT -

Enfin, si la t e m p é r a t u r e a changé et s'est élevée, pa r 

exemple, de / degrés cent igrades , et si a est le coefficient de 

dilatation de la ma t i è re de l ' a rc , chaque é lément ds a subi 

un al longement a^/.v, qui a a u g m e n t é les é l éments dx et dy 

de itdx et %ldy. Les coordonnées du point B, par SULIC 
de cette déformat ion, au ron t été augmen tées respec t ivement , 

par rapport à celles du point A, de i.t (.r, — ,/.„), ztt (y, — ya). 

Ajoutant ces nouveaux dép lacements du point B à ceux 

que nous avons évalués plus h a u t , nous avons les expres

sions définitives su ivan tes de ses nouvel les coordonnées 

-!U=yâ—2/0+^1— »u)(Qô—\)+ I - - ^ — l d s — I Î77S^-i-^(.y 
, , / M(a?<— T) / F , 
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A ces deux formules généra les n o u s j o i n d r o n s les deux 
suivantes qui expr iment la var ia t ion totale de la l ongueur 
de l 'arc et le c h a n g e m e n t d ' inc l ina ison des sect ions t r an s 
versales ex t rêmes , et qui résu l ten t i m m é d i a t e m e n t de ce qui 
précède, 

i — s i —
 só —so — f \si — so)-

(5) ' J s " 

' K - », = K - o» + P'ÏÏ-
Les indices 0 des diverses le t t res s ' app l iquen t à l 'extré

mi té A, les indices i à l ' ex t rémi té B. Les let t res sans 
accents cor responden t à la posi t ion p r imi t ive de ces deux 
points , et les le t t res accentuées à, leur position après la défor
ma t ion . 

ü r > ( > . I n d i c a t i o n d e la s o l u t i o n i j é n é r n l e . — L 'une 
ou l ' au t re de ces qua t r e formules généra les , su ivan t les con
dit ions imposées aux ex t rémi tés de l 'arc , fourni ra une re la t ion 
dans laquel le en t re ron t , dans M et F, les réac t ions des appuis , 
et qui s 'ajoutera à celles que donne la s t a t ique pour les 
dé t e rmine r . 

On peut d 'a i l leurs les app l iquer à une por t ion définie 
que lconque d 'un arc , car les points A et B ne sont pas néces 
s a i r emen t les ex t rémi tés de l 'arc en t ie r , ils peuven t être 
s i m p l e m e n t les ex t rémi tés d 'une por t ion cons idérée . Dans 
tous les cas, tou tes les in tégra les doivent ê t re pr i ses en t re 
les l imi tes co r re spondan t à ces p o i n t s . 

Les réac t ions des appuis é tant connues , on a u r a tou t ce 
qu ' i l faut p o u r dé t e rmine r , en c h a q u e point , les efforts qui 
agissent su r l ' a r c : le m o m e n t fléchissant, l'effort t r a n c h a n t 
et celui de compress ion long i tud ina le . On p o u r r a , par 
exemple , c o m m e nous l 'avons fait au chap i t r e précédent 
pour les pout res a r c -bou tées , cons t ru i re de p roche en 
proche , en p a r t a n t de l ' un des a p p u i s , la courbe des p res 
s ions, d o n n a n t en chaque poin t la r é s u l t a n t e de toutes les 
forces qui agissent sur la por t ion d 'a rc c o m p r i s e en t re ce 
point et l 'une des ex t r émi té s , et ce que nous avons dit à ce 
propos sera encore appl icable . Si l 'arc n 'es t soumis qu 'à des 
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forces ver t ica les , la composante hor izonta le de cel te r é su l 
tante, constante en tous les poin ts , sera égale à la composan te 
horizontale des act ions des appuis ou à la poussée, e l l e m o 
ment fléchissant en c h a q u e point sera exp r imé par le p ro 
duit de cette poussée par la d is tance ver t ica le en t re la courbe 
des pressions et l 'axe long i tud ina l de l 'arc. La courbe des 
pressions é tant cons t ru i t e , la direct ion de sa t a n g e n t e per
mettra de calculer la g r a n d e u r de l'effort de compress ion 
longitudinale et de l'effort t r a n c h a n t en chaque po in t . 

Le p rob lème se r édu i t donc à d é t e r m i n e r la réact ion des 
appuis, et n o u s a l lons donne r u n exemple de sa so lu t ion 
pour un cas pa r t i cu l i e r . 

2 5 7 . Cas d'un a r e à s e c t i o n c o n s t a n t e , a r t i c u l é 
sur ses appuis . — Considérons u n a rc , à section t ransver 
sale cons tante , a r t icu lé s u r des appu i s fixes, c 'est-à-dire 
supporté par deux points d ' appui , don t la posi t ion est inva
riable, de telle m a n i è r e que son axe l ong i tud ina l puisse s ' in
fléchir su ivan t une direct ion que l conque au tou r de ces points 
d'appui. Supposons que cet a rc , de forme d 'a i l leurs que l 
conque, soit s y m é t r i q u e par r appor t à la ver t ica le qui passe 
au mi l ieu de ces deux po in t s , et supposons , en ou t r e , qu ' i l 
soit soumis s e u l e m e n t à des charges ver t ica les placées s y m é 
t r iquement pa r 
rapport à l a m ê m e 

v e r t i c a l e . L e s — !^ _̂ u 

l 'autre et sou
mises aux m ê m e s cha rges , se dé fo rmeron t de la m ê m e 
manière et r e s l e r o n t symé t r i ques après la dé fo rma t ion ; la 
tangente à la fibre m o y e n n e au po in t C T e s t e r a hor izon ta le , 
et le point C se dép lacera su ivan t la ver t ica le CO. P r e 
nons pour axes coordonnées la ver t ica le GO et l 'hor izon
tale OA passant p a r les poin ts d ' appu i ; appelons 2a l 'ou
verture totale Ali de l 'arc, et b la h a u t e u r OG qui por te 
le nom de montée, ou flèche, et app l iquons au demi -a rc GA 

cet arc é tant iden
tiques l 'une à 

deux moit iés AC, 
BC (fie,. 234) de 

Fia. 234. 
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les formules généra les c i -dessus . Pa r suite des hypo thèses 
que nous avons fa i tes , la coordonnée x de chacune des deux 
ex t rémi tés C, A de ce demi-a rc n ' a y a n t pas changé , non 
plus que l ' incl inaison 6 su r la ver t ica le de la sect ion t r an s 
versale au po in t C, nous avons x\ — x, = 0 ; x\ — x0 — 0 
et 0 ' „ — 0 0 = 0 . Nous connaissons a ins i , dans la p r emiè re 
des formules (4), le p r e m i e r m e m b r e et les trois p remie r s 
t e rmes du second m e m b r e qui sont n u l s ; nous n ' i n t r o d u i 
rons donc pas, en l ' emplovant , de nouve l l e i n c o n n u e , et elle 
nous donnera la re la t ion cherchée en t re les réac t ions incon
n u e s et des quan t i t é s données . 11 n 'en serai t pas de m ê m e 
de l 'une des trois au t r e s formules : elle cont iendra i t , ou t re 
ces réac t ions , des quan t i t é s telles que y'0, ,v'j, 6' (, relat ives à 
la posi t ion pr ise par l 'arc après sa déformat ion et qui s Mit 
encore i n c o n n u e s , ma i s que ces formules se rv i ron t , au con
t r a i r e , à ca lculer lo r sque l'on aura t rouvé les va leu r s des réac-
t i m s des a p p u i s . Ce sera donc cet te p r emiè re équat ion seule 
que nous emplo ie rons , lille devient , si nous comptons les 
l o n g u e u r s à pa r t i r du point C, si nous appelons / la l o n g u e u r 
du demi -a rc AC, de sorte que s0 = 0 et st = l, et si nous 
r e m a r q u o n s que y, = 0 et x± — x0 = «, 

/ * M Y Í" H 
0 = I ds — / dx -+- a-la. 

/ E l / L a ' 

Nous a l lons y in t rodu i r e expl ic i tement les va leu r s des 
réac t ions c h e r c h é e s . 

Í25Í Í . e x p r e s s i o n d e l a p o u s s é e . — D'après no t re 
hypo thèse , l 'arc n ' é t an t soumis qu ' à des charges ver t ica les , 
disposées s y m é t r i q u e m e n t par r appo r t à OC, les composantes 
ver t ica les des réac t ions seront égales , en va leur absolue , à 
la s o m m e des charges qu i sont app l iquées à chaque demi-
a rc . Il ne res te d ' inconnue que la composan te hor izonta le , 
ou poussée, que nous dés ignerons par Q. 

Le m o m e n t fléchissant M, en un point que l conque M, défini 
par les o rdonnées x et y, se compose : I o du m o m e n t de la 
p nissée hor izonta le Q, qui a pour v a l e u r — Qy\ 2" du m o 
m e n t des forces vert icales ag issan t su r l 'arc depuis ce point 
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jusqu 'à u n e ex t r émi t é , y compr is celui de la composante 
verticale de la réact ion de l ' appui . Ce m o m e n t a i den t ique 
ment la m ô m e va leu r que celui qui se produira i t au point , 
défini par la m ô m e abscisse ./;, d 'une pout re droite de lon
gueur 2a — AB, qui serait appuyée à ses extrémités A et B 
et qui serai t soumise aux mômes charges que l 'arc . Il 
se calculera, d ' après la disposi t ion de ces charges , comme 
nous l 'avons dit à propos des pou t res droi tes , et nous le dé 
signerons par M\; nous au rons ainsi M M — Q g . R e m 
plaçant, dans l 'équat ion précédente , M par celte va leur , on a 

équation dans laquel le tout est connu à l 'exception de la 

poussée Q et de l'effort F de compress ion longi tudinale en 

chaque point . 

Cet effort peu t , d 'une m a n i è r e approximat ive , s ' expr imer 
en fonction de la poussée . En un point quelconque M (fig.235), 

la somme des composan tes hor izonta les des efforts qui 
s'exercent su r u n e section t r ansversa le 
est nécessa i rement égale à la poussée Q, 
et ces efforts son l , à par t le couple lié- ''-ff 

chissant, qui donne u n e project ion nu l l e , 
l'effort t r a n c h a n t que nous dés ignerons 

par A, dont la project ion hor izonta le est - - - ^ X 
— A sin 9 et l'effort de compress ion Ion- *" ^ 

gitudinale F , dont la projection est F cosO ; I ' 1 0 - a 3 j -

nous avons donc 0_ = F cos 8 — A sin 0. 
L'effort t r a n c h a n t A est toujours t rès peti t : il est p r o 
port ionnel , en elfet, au s inus de l 'angle que forment 
entre elles les t angen tes à la courbe des pressions et à la 
libre moyenne de l 'arc aux deux points qui se corres
pondent sur une m ô m e ver t icale , et ces deux courbes 
sont géné ra l emen t vois ines l 'une de l 'autre ; de p lus , 
lorsque l 'arc est surba issé , l ' angle 9 lu i -môme n 'acquier t 
jamais une g r ande va leur , et le produi t A sin 0 peu t , 
avec une approx ima t ion suffisante, ê t re négl igé devant Q. 

d x 
On a alors s i m p l e m e n t Q = F cos 6 — F Nous p o u -
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vons donc, dans la dernière in tégra le , remplacer app rox i 

m a t i v e m e n t Ydx p a r Qd.s, et écrire 

1.6) ~ $ - + A*t= \ r + j ^ , 

on en dédui t la va leur de la poussée : 

(7) Q 

i — j T T j — + a i ( 

o 

_y2rfs . Ç ds 
T Ê T + / Ë o 

C'est cette équat ion généra le qui devra ê t r e appl iquée 
dans les calculs des arcs. Il est difficile de la d i scu te r sous 
cette f o r m e généra le , é t o n n e peu t en t i re r de conséquences 
in té ressantes qu ' en l a simplifiant pa r l ' hypo thèse d 'une sec
t ion t ransversa le cons tan te . Alors E, Q et I sor tent des 
s ignes d ' in tégra t ion , et si l 'on m e t à la place du m o m e n t 
d ' iner t ie I sa va leur L1r~ en fonction d u rayon de girat ion r, 
on t r o u v e 

f Mtyds -f- Eilr'artt 

(8) Q = ° 

f y2ds + lrl 

Le second t e r m e du n u m é r a t e u r , KQr'-axt, r e p r é s e n t e évi
d e m m e n t , dans cette expression, l ' influence, su r l a va l eu r de 
la poussée , des c h a n g e m e n t s de t e m p é r a t u r e . Toutes choses 
égales d 'a i l leurs , la poussée hor izonta le augmen te , pour u n e 
augmen ta t i on de t e m p é r a t u r e de t degrés cen t ig rades , d 'une 

quan t i t é Q = • ^ — > qui est i ndépendan te des cha rges , 

f fds -+- h* 

qui dépend seu lement de la forme de l 'arc et de sa sec
t ion t r ansve r sa l e , et qu ' i l sera tou jour s facile de calculer . 
Nous la la isserons de côté, p rov i so i rement , en supposan t que 
la t e m p é r a t u r e res te cons tan te , et nous nous bo rne rons à 
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f y2ds -f- (>-2 

25f>. Marl ie p r i n c i p a l e d e la poussée . — Dési-

j 1 M o i 
gnons par Qj le r a p p o r t qui serai t la va leur de la 

( 
J o 

poussée si nous n ' av ions pas t e n u compte de la compress ion 
longi tudinale F , nous pour rons écrire 

(10) Q ^ Q , . ! 

ds 
J 0 

La poussée Q est ainsi égale au p rodu i t de Q,, que l 'on 
appelle partie principale de. la poussée, par u n coefficient 
correctif p lus pet i t que l 'un i té , et qui est i ndépendan t des 
charges . 

2(iO. Coef f i c ient c o r r e c t i f . — La forme de ce coeffi

cient que nous dés ignerons par K c t dont la va leur est ainsi 

1 
f i l ) K — 

Ir'1 

P1 ds 
il 

peut être l égè remen t modifiée pour en r end re le calcul p lus 

facile. Le t e r m e —; est égal à —; ; lo r sque l 'arc est 

f f . f f 
J o J0 

surbaissé on peut , sans g rande e r r e u r et par une sorte de 

moyenne , r emplace r ^ par —> et alors l ' in tégra le du déno

mina teu r se t rouve t rès faci lement lorsque l 'équat ion de la 

courbe affectée par la fibre moyenne de l 'axe est donnée . 

étudier l ' au t re par t ie de la poussée , qui dépend des charges 

/ M, i/ds 
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Si, par exemple , cette courbe est u n e parabole ayan t son 
axe vertical et son s o m m e t au point C, et don t l ' équa t ion 

serai t y — b ^ 1 — j on au ra 

0 o 0 

et a lors le coefficient de cor rec t ion K est a p p r o x i m a t i v e m e n t 

1 

(41 ) bis K = 13 f 8 iJ 

Lorsque l 'arc est surbaissé , on peu t tou jours le consi
dérer c o m m e s 'écar tant peu de cette parabole , et ce coef
ficient correctif peu t ê t re app l iqué , avec u n e exact i tude 
suffisante, à u n arc de forme que lconque . Pa r exemple , 
lorsque l 'arc est c i rcula i re , M. Bresse a t rouvé , pour la va-

7 à2 

l eur du coefficient, ——:; le second t e r m e du n u m é r a -
l o r f ' 

- r 8 b1 

1 6 - L 1 b 1 t 1 6 1 .. A t e u r - — ne vau t que — pour - — - > e t — , p o u r - = - ; il est 
l Cl~ Do $ 4 I / O D 

donc , en généra l , négl igeable devant l ' u n i t é . Quelle que soit 
la forme de l 'arc surbaissé , on peu t p r e n d r e pour va leurs de 
ce coefficient celles qui conv iennen t soit à l 'arc pa rabo l ique , 
soit à l 'arc c i rcula i re de m ê m e o u v e r t u r e et de m ê m e m o n 
tée, et qu i , pour ce de rn ie r , sont données par des tables 
dressées par M. Bresse, dont voici un ext ra i t des t iné à m o n 
trer c o m m e n t il va r ie dans les l imi tes o rd ina i res de la pra-

r~ 

i ique . L 'un des a r g u m e n t s de ces tables est le ca r ré — du r a p 

por t du rayon de gyra t ion r de la sect ion t r a n s v e r s a l e à la 

d e m i - o u v e r t u r e a. L ' au t r e est, pour les arcs c i r cu la i r e s , le 

r appor t de la l o n g u e u r de l ' a rc à ce lu i de la demi-c i rconfé-
2s 

rence à laquel le il appa r t i en t , r a p p o r t e x p r i m é par —, si <p 

dés igne l 'angle formé avec la ver t ica le pa r le r ayon qui jo in t 
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le centre du cercle à l ' un des appu i s . On peut y subs t i tuer , 

soit l ' angle au cent re total 2?, soit, en vue de l 'applicat ion 

à des arcs surbaissés non ci rcula i res , le su rba i s semen t — •> 

c'est-à-dire le r appo r t de la montée b à l ' ouver tu re 2a. 

ANGLES RAPPORT SCHBAISSE- VALEURS DU RAPPORT 
r'1 

au 

MENT 
a'' 

CENTRE 
2y 

CENTRE b 

TE 2a 0 , 0 0 0 5 0 , 0 0 1 0 0 ,0015 0 ,0020 0 , 0 0 2 5 

22°,50' 0 ,13 0,05 0,91 0,84 0,78 0,72 0,68 
27°, 20 ' 0,15 O.OG 0,94 0 ,88 0,84 0,79 0,75 
:j i°,50' 0 ,18 0.07 0,95 0,91 0,87 0,84 0,80 
36°,20' 0.20 0,08 0,96 0,93 0,90 0,87 0,84 
40°,50' 0 ,23 0,09 0,97 0,94 0,92 0,89 0,87 
45°,15' 0,23 0,10 0,98 0,95 0,93 

0,95 
0,91 0,89 

54«,0' 0 ,30 0 ,12 0,98 0,97 
0,93 
0,95 0.94 0,92 

02°, 35' 0.35 0 ,14 0,99 0,98 0,96 0,95 0,94 
71°,0' 0,39 

0 ,44 
0,10 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95 

79°,10' 
0,39 
0 ,44 0,18 

0,20 
0,99 0,99 0,98 0,97 0,96 

8 7 V » 0,48 
0,18 
0,20 0,99 0,99 0,98 0,98 0,97 

La va leu r de ce coefficient correct if é tant ainsi connue , la 

poussée sera dé t e rminée si l 'on en conna î t ce que nous avons 

appelé la par t ie pr inc ipa le qui a pour expression 

fïl^yds 

/ y^ds 

et qui dépend du mode de répar t i t ion des charges , ainsi que 
de la forme de la courbe affectée par la fibre moyenne de 
l 'arc. 

—ii 1 . C a s d 'une c h a r g e u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e 
sur r i i o i ' i x o n l a l c . — Lorsqu ' i l s 'agit d 'un arc surbaissé , 
qui peut ê t re ass imilé à u n e parabole , on peut , dans le cas 
d'une charge u n i f o r m é m e n t répar t ie sur l 'hor izonta le , déter
miner fac i lement la va leur de Q,; on a, dans ce cas, 

, la — x \ va2 / x 2 \ pa2 

M< = <pa (a — x)—p [a—x) {—^— ) = ̂  y ~ = <±b y > 
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et par suite 

~ 2 Î 
o 0 

d'où 

Q i 

pa2 

2Ï~ 

Ce résu l ta t pouvai t être p r é v u . La par t i e p r inc ipa le de la 
poussée représen te ce que serai t la poussée si l 'on n e 
tenai t pas compte de la compress ion long i tud ina le F , ou si 
l'on supposait nul l ' acourc i ssement de la fibre moyenne , 
produit par cette compress ion . D'un au t re côté, la fibre 
moyenne , sous l 'action seule du m o m e n t fléchissant, ne 
change pas de l ongueur ; elle ne pour ra i t conserver sa lon
gueur pr imi t ive que si, par la flexion, elle affectait une forme 
nouvelle , par t ie in té r ieure , par t ie ex té r ieure à sa courbe 
pr imi t ive , et cela ne pour ra i t avoir l ieu que si sa cou rbu re 
devenait en cer ta ins points p lus g r a n d e , en d 'au t res p lus 
petite que sa courbure a v a n t l a flexion. 11 faudrai t , pour cela, 
que le momen t fléchissant fût tan tô t positif, t an tô t négatif. 
Or, la courbe des pressions ou d 'équi l ibre , p o u r u n e charge 
également répar t ie su r l 'hor izonta le , est un arc de parabole 
à axe vertical qui passe par les deux points d 'appui ef qui 
ne peut être que tout en t ie r ex tér ieur , ou tou t ent ier in té 
r ieur à l 'arc parabol ique affecté par la fibre m o y e n n e . Le 
momen t fléchissant a donc le m ê m e s igne on tous les points 
de l 'arc, ef celui-ci ne peu t conserver sa l ongueu r p r imi t ive 
que si ce m o m e n t est n u l pa r tou t , c 'est-à-dire que si la 
courbe d 'équi l ibre coïncide avec la fibre m o y e n n e de l ' a rc ; 
et alors , comme nous l 'avons vu au chap i t re p récéden t , la 

poussée a pour e x p r e s s i o n ^ - - Ce sera donc aussi l ' expres

sion de la part ie pr inc ipa le Ql de la poussée p o u r u n arc 

parabolique ou, app rox ima t ivemen t , pour u n a rc surbaissé 

quelconque, chargé d 'un poids p un i fo rmémen t r épa r t i su i 

vant l 'hor izonta le . 

Nous avons désigné par K le coefficient de correct ion dont 
les va leurs sont données au tab leau de la page 533 , et n o u s 
avons ainsi , pour expr imer la poussée d 'un a rc dans ces 
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conditions, la formule 

(14) n — K P A 2 -

2 6 2 . C a s g é n é r a l . — Lorsqu ' i l s'agit d 'un arc de forme 

que lconque , cha rgé d ' u n e man iè r e un i forme ou non , le 

calcul exact des in tégra les fM^/ds et fy2ds qui e n t r e n t dans 

l 'expression de Q t ne p e u t p lus , en généra l , se faire exac
tement . Dans la p r a t i que , on le fait par la mé thode des qua 
dratures , en divisant la l ongueur / de l 'arc en u n cer ta in 
nombre de par t ies As pour le point mi l ieu de chacune des
quelles on m e s u r e ou on calcule M 4 et y, et l 'on fait les 
sommes des p rodu i t s MjT/As, y - A S pour toute l ' é tendue de 
l 'arc. Lo r squ ' i l s 'agit d 'a rcs c i rcu la i res , ds ainsi que les 
coordonnées x et y peuven t s ' expr imer en fonction de 
l 'angle au cent re du rayon , et l 'on peut effectuer exac tement 
les in tégra t ions , ma i s le calcul est e x t r ê m e m e n t l abor ieux . 
Il a été fait pa r M. Bresse, à l 'ouvrage duque l nous nous 
bornerons à r envoye r , pour le cas d 'une cha rge u n i f o r m é 
ment répar t ie su ivan t l 'hor izonta le ou su ivan t la l ongueu r 
de la fibre m o y e n n e et pour celui d 'un poids isolé, placé en 
un point que lconque de l ' a rc . M. Bresse a d o n n é des tables 
numér iques qui d i spensen t de refaire les calculs et qui 
permet tent , en app l i quan t le pr inc ipe de la superpos i t ion 
des effets des forces, de calculer la par t ie pr inc ipa le de la 
poussée pour le cas d 'une charge placée d 'une m a n i è r e 
quelconque. On peu t toujours , en effet, quel le que soit la 
charge, la supposer divisée en u n cer ta in n o m b r e de par t ies 
que l 'on considère c o m m e des poids isolés appl iqués chacun 
au centre de gravi té de la par t ie co r respondan te et qui 
donnent lieu à des poussées dont la table donne la va l eu r . 
Nous donnons , à t i t re de r ense ignemen t , u n ext ra i t de cette 
table. La par t ie pr inc ipa le Qj de la poussée due à un poids 
isolé P ag i ssan t su r un arc c i rcula i re , à u n e dis tance c du 
sommet de cet a rc , est expr imée par Q, = P .B , le coeffi
cient B é tan t pr i s dans la table dont les a r g u m e n t s sont , 
d 'abord, c o m m e dans la table précédente , soit l ' ang le 2o, 

ou —i ou le s u r b a i s s e m e n t — et ensui te le r appor t - à la 
a 
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demi-o i iver turo «, de la d is tance c, au s o m m e t de l ' a rc , du 

po in t où est app l iqué le poids P . 

A N G L E S 

R A P P O R T 
M 1 R R A I S S E - VALEURS DU RAPPORT % 

a u MEIYT a 
2? 

C E N T R E 2a ' " ' ' 

2? b 0 , 0 0 0 , 2 3 0 , 5 0 0 , 6 3 0 , 8 0 0 , 9 0 

22° ,50 ' 0 ,13 0 ,05 3,91 3.62 2,79 2 ,07 1,23 0 ,63 
27° ,20 ' 0,15 0,06 3,25 3,00 2,31 1,72 1,02 0,52 
31° ,50' 0,18 0,07 2 ,78 2,58 1,97 1,48 0,88 0,44 
36" ,30 ' 0,20 0,08 2 ,43 2 .25 1,73 1,29 0,75 0,39 
40" .20' 0,23 0,09 2,16 2,00 1,54 1,15 0,69 0 ,35 
4 5 ° , 15 ' 0 ,25 0,10 1,04 1,80 1 ,39 1.03 0,61 0,31 
54° ,0 ' 0 ,30 0,12 1,61 1.49 1,15 0.86 0,51 0,26 
62" .35' 0,35 0,14 1,37 1,27 0,98 0 ,73 0 ,44 0,22 
71° ,0 ' 0,3!) 0,16 1,19 1.11 0,86 0 ,64 0,38 0,19 
7 9 ° , 10' 0 ,44 0,18 4,06 0,98 0,76 0,57 0,33 0,17 
8 7 ° , 15' 0,48 0,20 0,94 0,87 0,68 0 ,51 0,29 0,15 

26.'$. P o u s s é e p r o d u i t e p a r la d i l a t a t i o n . — Nous 
avons laissé de côté la poussée p r o v e n a n t d ' une var ia t ion 
de la t e m p é r a t u r e et que nous avons t rouvée avoir pour 
va l eu r 

( 1 5 ) Q, = 
f y2ds lr2 

Nous pouvons , à l 'aide des hypo thèses que n o u s avons 
fai tes, r e n d r e cette express ion plus s imple . Nous supposons 
q u e l 'arc surbaissé peut être ass imi lé a p p r o x i m a t i v e m e n t à 

la parabole y = b ^ 1 — et q u ' e n ra i son du surba i sse -

m e n t nous pouvons subs t i tue r dx à d.s et « à / ; l ' in tégra le 

rl. 8 y'-ds peu t a lors (page 532) être r emplacée par — ab"1, et 
0 

n o u s avons 

(16) Q, = 

express ion d 'une exact i tude t res suffisante pour les arcs 
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surbaissés, qui sont ceux pour lesquels la poussée don t il 
s'agit doit, en généra l , ê t re pr ise en considéraLion. Dans les 
arcs peu surbaissés , elle est o r d i n a i r e m e n t négl igeable , À 
l 'exception peu t -ê t re de ceux de t rès g r ande d imens ion . On 
t rouvera, dans les tables de M. Dresse, les va leurs calculées 

EQr-

du coeliicient par lequel il faut mul t ip l i e r ~~ir~ pour obte

nir la g r a n d e u r de celte poussée . 

Il est bien évident que la poussée Q,, don t nous venons 

do donner l ' express ion , serai t la m ê m e si la di latat ion aat, 

que nous avons a t t r ibuée À la t e m p é r a t u r e , était due à u n e 

autre cause que lconque ; et i nve r sement , un r a p p r o c h e m e n t 

ait des deux poin ts d ' appui A et B de l 'arc p rodu i t pa r 

le calage de l 'arc, le ser rage des coins, p rodui ra le m ê m e 

effet que si l 'arc s 'était a l longé de la quan t i t é cor respondante , 

et la poussée Q produi te pa r cette d iminu t ion \a de la dis

tance des poin ts d 'appui sera, en r emp laçan t at pa r ^-^> 

( 1 7 Q = 8_ b'2 

1 5 P 

La poussée tota le due aux diverses causes , ayant été ainsi 
déterminée, nous donne ra , c o m m e nous l 'avons dit , la valeur , 
en tous les points , du m o m e n t fléchissant, de l'effort de c o m 
pression longi tud ina le et de l'effort t r a n c h a n t , par consé
quent tout ce qui est nécessai re p o u r calculer les d imens ions 
de la section t r ansve r sa le . 

—G'i. F o r m u l e a p p r o x i m a t i v e p o u r l e s a r e s sur' 
baissés. — Lorsque 
l'arc est surbaissé , on p' ' : ^ 
peut t rouver approx i 
mat ivement la va l eu r 
de la par t ie p r inc ipa le 
de la poussée cor res 
pondant À u n poids 
isolé P de la m a n i è r e 
suivante : soit ACB (fig. 236) l 'arc symét r ique et P le poids 
isolé qu'i l a à suppor t e r au point E si tué à u n e distance ho r i -
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zontale OD = c de son s o m m e t G. P o u r ré tab l i r la symét r ie 
des charges et r end re appl icables les formules qui précèdent , 
faisons suppor te r à l ' au l re demi -a rc CB u n poids P , égal à 
P et à môme dis tance du s o m m e t . La poussée tota le due à 
ces deux poids sera é v i d e m m e n t double de celle qui serai t due 
à l ' un des deux pr is i s o l é m e n t ; et si n o u s dés ignons par Q 5 

la par t ie pr inc ipa le de cette d e r n i è r e , nous a u r o n s 

•J 0 

Le m o m e n t fléchissant M, dû aux forces ver t ica les est ici 
facile à exp r imer : l 'arc é t an t s y m é t r i q u e m e n t cha rgé , ces 
forces se réduisen t , en effet, p o u r le demi -a rc CA à la réac
tion vert icale P de l 'appui A et au poids isolé P . Le m o m e n t 
fléchissant M, en u n point que lconque M don t l 'abscisse est 
x, somme des m o m e n t s de ces forces par r appor t à ce point , 
a pour expression : Mi = P (a—c) lo rsque l 'abscisse du point 
M est infér ieure à c, et M, = P (a — x) lo rsqu 'e l le est com-

prise en t re c et a. La s o m m e / doit donc se composer de 

P (a — c) yds et / P (a — x) yds. Sup -
0 

posons m a i n t e n a n t que l 'arc surbaissé puisse être assimilé 

à la parabole y = b ^ 1 — et que le su rba i s semen t soit 

te l que l 'on puisse , sans g rande e r r e u r , subs t i tue r dx à ds 
t an t au n u m é r a t e u r qu ' au d é n o m i n a t e u r de l 'expression 
précédente , elle dev iendra 

JP [a — c) b ^ 1 — dx + J h (a — ao)b ^ 1 — — ) dx 

En effectuant les in t ég ra t ions , on t rouve , tou tes réduc t ions 
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faites, 

d'où 

F L E X I O N D E S ARCS 

la 

Cette express ion, donnée pa r M. Darcel (Ann. des P. et Ch., 

1862), fournit , à t rès peu près , les m ê m e s résul ta ts que les 
tables de M. Bre s se ; elle peu t en t e n i r l ieu dans la p lupar t 
des cas, et elle est d ' au tan t plus exacte que les arcs sont 
plus surbaissés . 

La part ie p r inc ipa le Q, de la poussée é tant ainsi t rouvée 
soit par cette fo rmule , soit pa r les tables, soit par le calcul 

direct des intégrales^"M^i/ds nij"y-ds, on en dédui ra la va -
0 0 

leur de la poussée Q en la mu l t i p l i an t par le coefficient de 

correction K dont nous avons ind iqué plus h a u t la va l eu r et 

qu'on t rouvera éga l emen t dans les tab les . 

Désignons par ?/n l ' o rdonnée DE du point où se t rouve 

appliquée la force P , nous avons y, = b ^ 1 — ~ ^ ) ' ^ a u ^ r e 

part, la va leur (18) de la poussée (L peut se me t t r e sous la 
forme 

«•=*«•-:(«-?) 0 -3 ) 
ou bien en fonction de yl : 

Le p remie r t e r m e de la pa ren thèse est l 'o rdonnée DE, 
(fig. 237). Si l 'on cons t ru i t , au-dessous de l 'axe des x, une 
courbe dont l 'o rdonnée EH en chaque point aura i t p o u r 

i/i DE 2 

valeur j ~ = T̂jjy on voit que la poussée produi te pa r u n 

poids P app l iqué en un point D que lconque aura pour 

expression — P . — • DIL La courbe BFA peu t être faci lement 
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cons t ru i t e , le po in t F est à u n e d is tance OF = - OC, et elle 

p résen te la forme de la fibre n e u t r e d 'une p o u t r e encas t rée 

à ses deux ex t rémi 
tés. On peu t la r e m 
placer , app rox ima
t i v e m e n t , pa r t rois 
arcs de cercles tan
gen ts en t re eux et 
aux hor izon ta les des 
poin ts A, F , B. Cette 
courbe é t an t tracée. 

exac t emen t ou a p p r o x i m a t i v e m e n t , la poussée produi te par 
u n n o m b r e que lconque de charges placées en des points 

q u e l c o n q u e s de l 'arc se ra ~ ~} 2 P x DU. Et celle qui serai t 

due à u n e charge u n i f o r m é m e n t répar t i e sur l 'hor izonta le 
en t re deux ordonnées que lconques DU,D'H' à raison de p par 
un i t é de l ongueu r , a u r a pour m e s u r e 

5 

EIG. 2 3 7 . 

ap 

16 ~¥ X surface DHH'D'. 

Il ne s 'agit que de la par t ie pr inc ipa le de la poussée, que nous 
avons dés ignée par Q,. 

D 'une m a n i è r e géné ra le , le m o m e n t fléchissant en u n 
point que lconque M, d 'abscisse x, a pour expression 
M = M t — Qi/ = Mi — KQ,y. S'il s 'agit d ' une c h a r g e u n i q u e 
P , la p r e m i è r e par t ie Mi de ce m o m e n t f léchissant a pour 
express ion soit P (a — c), soit P (a — x), s u i v a n t la posi t ion 
re la t ive du poin t M et du po in t D d 'appl ica t ion de la cha rge . 
En tou t cas, cette par t ie M ; ne dépend que de la d is tance c 
et n u l l e m e n t de la forme de l ' a rc . Le p rodu i t Q,y p e u t s 'écr ire , 
en m e t t a n t pour Q, la va l eu r que n o u s venons de t rouver , 

Si l 'on p rend u n au t re arc pa rabo l ique de m ê m e por tée a, 
mais de m o n t é e différente, toutes ses o rdonnées se ron t a u g 
men tées ou d iminuées dans le m ô m e r appo r t que la mon tée 
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et comme le produi t Q , y ne dépend que des rappor t s ou ^> 

il restera le m ê m e pour la m ê m e charge P placée de la 
même man iè re . Si donc on fait abs t rac t ion de la va r ia t ion 
du coefficient correct if K, on voit que , pour une m ê m e r é p a r 
tition des cha rges , su r u n arc parabol ique surba issé , le 
moment fléchissant, en u n point que lconque , est à peu près 
indépendant de la mon tée de l ' a rc . 

2(î.">. C o m p a r a i s o n d'un a r c s u r b a i s s é et d 'une 
poutre d r o i t e . — Si cet arc parabo l ique surba issé , de 
montée d 'ai l leurs que lconque , est un i fo rmément cha rgé sur 
l 'horizontale, la par t ie M, du m o m e n t fléchissant a pour 
valeur, pour u n point d 'abscisse x : 

, , , , a — x p « s / , x 2 \ pa3 

M, = pa (a — x) — p [a — x) — — = — f 1 — — \ = — ' V-

Nous avons, d ' au t re par t , t rouvé pour Q i la va leur 1—· Le 

moment fléchissant total M est ainsi 

M = M I - K Q , y = (L - K ) ^ y . 

y 
Il ne dépend (sauf le coefficient K) que du r appor t £ qui 

reste constant quel le que soit la m o n t é e ; et pour u n arc 
donné, il est m a x i m u m au s o m m e t de l 'arc où y = b. Il a t te in t 
alors la va leur 

M = (l — K ) ^ -

Dans une pou t re droi te posée su r les m ê m e s appu i s , le m o -

mentflccliissant m a x i m u m , au mi l ieu de la pout re , s e r a i t ^ — 

11 sera donc, dans l 'arc , toujours p lus peti t que dans la 

poutre droite pu i sque la fraction (1 — K) est p lus pet i te que I . 
Or, si l'on consul te le tableau des va leurs de K, page 533 , 

on verra qu 'en géné ra l , sauf p o u r des arcs t rès surbaissés et 

r -

dans lesquels le r appor t — sera i t g rand , c 'est-à-dire dans 

lesquels la section t r ansve r sa l e serai t t rès hau te par r appor t 
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à l ' ouver tu re , K est en généra l supé r i eu r à 0 ,75 . On peut 

m ê m e di re que , dans la p lupar t des cas, il est supé r i eu r à 
1 

0,90, de sorte que 1 — K est infér ieur à — et que le m o m e n t 

fléchissant, au s o m m e t d 'un a rc , e s t t ou jou r s très no t ab l emen t 
infér ieur à celui qui se p rodui ra i t dans u n e pou t r e droi te de 
m ô m e por tée . 

1 1 
P o u r des arcs d 'un su rba i s semen t m o y e n , d ' envi ron - ou -i 

, . 2 

et dans lesque ls le r a p p o r t —, a sa va l eu r la p lus o rd ina i re , 

de 0,0005 à 0 ,0010, K ne diffère de l 'un i té que de deux ou trois 
cen t ièmes et le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , dans l 'arc, 

s 'expr ime a lors par 0 , 0 2 ^ - ou 0 , 0 3 - ^ - · Il n 'es t p lus que le 

q u a r a n t i è m e , env i ron , de ce qu ' i l serai t dans la pou t r e droi te . 
La section t r ansve r sa l e ne peut cependan t pas ê t re rédui te 

dans la m ê m e propor t ion , car la ma t i è re de l 'arc doit rés is ter , 
en ou t r e , à l'effort de compress ion long i tud ina le qui n 'existe 
pas dans la pou t r e . Cet effort, à l ' inverse du m o m e n t fléchis
sant , est m i n i m u m au s o m m e t de l 'arc où il a la va l eu r de la 

poussée et m a x i m u m aux na i s sances . P o u r en obteni r 

la va l eu r en u n point que lconque , on doit cons t ru i r e la courbe 
des press ions dont la t angen te d o n n e r a , en d i rec t ion , la ré 
su l tan te des efforts qu i s 'exercent en chaque poin t de la fibre 
m o y e n n e . Or, la courbe des press ions est facile à dé t e rmine r . 
La dis tance ver t icale de chacun de ses poin ts à ceux de la 

l ibre m o y e n n e mul t ip l i ée pa r la poussée doi t donne r le 

m o m e n t f léchissant (1 — V'•> c e t t e d i s tance ver t icale 

1 — K 
est donc égale à R y. Elle est p ropor t ionne l l e aux 

ordonnées y de la parabole et au r appor t — p — que nous 

venons de t r ouye r très pet i t . La cou rbe des p ress ions diffère 
donc, en généra l , très peu de la fibre moyenne, et on peut , 
avec u n e approx ima t ion suffisante, p o u r ce qui est de la 
dé t e rmina t ion de la compress ion long i tud ina le , considérer ces 
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deux courbes c o m m e se confondant . Alors la compress ion lon 
gitudinale, en u n point que lconque de la libre m o y e n n e , 
s 'obtiendra en m e n a n t à celte courbe sa t angen te su r l aque l le 
on prendra u n e l o n g u e u r qui ait pour projection hor izon ta le 

lia 
la poussée K connue . Si 6 est l ' angle de cette t angen te 
avec l 'hor izonta le , ou de la section transversale, avec la ver

ticale, la compress ion long i tud ina le F aura a insi pour 

expression approx imat ive 

F K 
cos e 26 cos 8 

Aux naissances l 'angle 8 est m a x i m u m , a insi que F ; 

2b 

dans l 'arc pa rabo l ique on a, en ce point , tgQ = — ou 

a 
cos 0 = : = I et, par sui te , la va leur m a x i m u m de la 

V/A- + 4ô 2 r 

compression long i tud ina le est 
F r= K si a* + Ab*. 

2S 

Il est à peine ut i le de faire r e m a r q u e r que le m o m e n t flé
chissant est positif dans toute l ' é tendue de l 'arc , c 'es t-à-dire 
qu'il agit dans le m ê m e sens que dans une pou t re droi te 
placée sur les m ê m e s a p p u i s . Il est r eprésen té , dans les deux 
cas, par les ordonnées d 'une parabole passant pa r les points 
d'appui et ayant son s o m m e t au mi l ieu de la por tée . 

I.a courbe des p ress ions , qui est aussi une parabole , est 

située tout en t iè re au-dessus de la fibre m o y e n n e . 

-M»(>. C a s d ' u n e c h a r g e i s o l é e . — Si l 'arc avai t à 
supporter u n poids isolé P , la courbe d 'équi l ibre se compo
serait de deux droi tes inc l inées , faciles à t racer dès que l 'on 
connaît la poussée Q que nous venons d ' apprendre à calculer . 

Soient, en effet, ACB l ' a rc , et P le poids app l iqué en E. Ce 
poids est équi l ibré par les réac t ions des appuis dont les direc
tions doivent, par conséquen t , concour i r en un m ê m e poin t 
G de la vert icale qui le r ep résen te . Voici c o m m e n t on peut , 
simplement, t rouver ce point . Les composantes ver t ica les 
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Fifi. 238. 

po r tons su r l 'hor izonta le une l ongueu r D ' F = A B , puis élevons 
la ver t icale FH que nous p rend rons égale à la force donnée P . 
Jo ignons I1D', que nous p ro longerons j u s q u ' à sa r encon t re 
en K avec la ver t ica le du poin t B ; la l ongueu r ÀR, in te r 
ceptée su r la ver t ica le du point A, r ep ré sen t e r a la compo
san te ver t ica le de la réac t ion de cet appu i , et celle de l 'ap
pui D sera de m ô m e rep résen tée par la l o n g u e u r BK que 
n o u s a u r o n s à po r t e r en sens inverse , en BS. Ces compo
santes ver t ica les é tant connues , ainsi que la composan te 
ho r i zon ta l e qui est la poussée Q et que nous por t e rons en BQ' 
et en AQ, nous donne ron t les réac t ions r é su l t an tes BI et AL 
qui concour ron t au point G de la d i rec t ion de la force P . 

La courbe des press ions ou d 'équi l ib re est a lors formée par 
l ' ensemble des deux droi tes BG et GA, et le m o m e n t fléchis
sant , en u n poin t que lconque M, a p o u r va leur le p rodui t 
de la poussée Q par l ' o rdonnée ver t ica le MM' compr i se entre 
ces dro i tes et la fibre m o y e n n e . Dans ce cas, on voit qu ' en 
généra l le m o m e n t fléchissant ne conserve pas le môme signe 
dans t ou t e l ' é t endue de l 'arc ; il change de s igne en s ' a n n u -
lan t au point V où la fibre m o y e n n e est r encon t rée par 
l ' une des deux droi tes ; il pour ra i t y avoir deux c h a n g e -

All , BS (fig. 238)des réact ions des appuis doivent , s t a t ique-
m e n t , équ i l ib re r la force P , c 'es t -à-di re que l 'on doit avoir 

AR. -+- BS = P et = - j ^ - P r e n o n s le point D' symé t r i que 

du point D par r appo r t au mi l i eu , et, à pa r t i r de ce point D', 
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menLs de s igne , si la seconde droi te GA coupai t aussi la fibre 

moyenne . E n t r e les poin ts 13 et V, où le m o m e n t est négatif, 

la cha rge a pour effet d ' a u g m e n t e r la courbure de l 'arc v e r s 

le bas. 

Le m a x i m u m du m o m e n t fléchissant se produi t , en généra l , 

au point E où la charge est appl iquée . Il a pour va leur , en 

ce point, Q X GE. Si c r eprésen te l 'abscisse OD du point 

d 'application de la force P, nous avons , par suite du pa

ral lél isme de GD et de LQ, = jy^ — ' ° r ' ^ 0 U 

RA est la composan te ver t icale de la réact ion de l 'appui 

LQ D'A . LQ a - J - c 
D'où A, et nous avons T ~ = —— ou bien - , = —^— 

r II D r P 2a 
p a1 e- . „ P a- c-

GD = - ^ , — - — et, par su i te , GE = G D — DE = p - — — y . 
Q 2a 1 Q 2a J 

Le m o m e n t fléchissant AI au point E a ainsi pour v a l e u r 
Q X GE, ou 

«2 pi 

que nous au r ions pu dédui re i m m é d i a t e m e n t de l 'application 

de la formule généra le M — Mj — Q//, le m o m e n t M{ des 

farces ver t icales se rédu i san t a lors au m o m e n t de la compo

sante vert icale de la réact ion du point A, laquel le a pour 

valeur P ——— et pour b ras de levier a — c, de sorte que 

a"- c1 

l'on a bien AL = P — : 
1 2a 

—67. C o u r b e e n v e l o p p e des c o u r b e s de p r e s s i o n . 
— Le lieu des poin ts G, pour tou tes les posi t ions d 'un m ê m e 
poids isolé, placé success ivemen t en un point que lconque de 
l'arc, est une courbe telle que LU' , appelée courbe e n v e 
loppe des courbes de press ion . Considérons un point V 
quelconque de la fibre moyenne de l 'arc , menons les droi tes 
AV, BV, qui jo ignen t ce poin t aux deux appuis , et prolon
geons-les j u squ ' à leur r encon t re en G, G' avec cette courbe 
enveloppe (la droi te AV, qui ne rencon t re ra i t pas cet te 
courbe, n 'a pas été t r a cée , et le point G' n 'exis te pas sur la 
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figure) ; il est évident que tout poids placé dans la par t ie U'G 
donnera , au po in t V, u n m o m e n t fléchissant positif, et qu ' au 
contra i re tout poids placé dans la par t ie GU donne ra , en ce 
m ê m e point , u n m o m e n t négatif. Si donc nous cons idérons 
u n e charge répar t ie un i fo rmément su ivant l 'hor izontale sur 
une é tendue plus ou m o i n s g rande de l 'arc, cette cha rge don
nera , au point V, le m o m e n t fléchissant positif m a x i m u m 
lorsqu 'e l le s 'é tendra depuis l ' ex t rémi té 13 j u s q u ' a u point E 
cor respondant au point G. Elle donnera , au m ê m e point , le 
m o m e n t fléchissant négat i f m a x i m u m lorsqu 'e l l e cou
vr i ra , au cont ra i re , la par t ie AE. La courbe enveloppe des 
courbes de press ion sert donc à d é t e r m i n e r , d 'une m a n i è r e 
t rès s i m p l e , les posi t ions que l 'on doit a t t r ibuer à la cha rge 
supposée mobi le pour p rodui re success ivement , en chacun 
des po in t s de l ' a rc , la p lus grande va l eu r possible du m o m e n t 
fléchissant. 

Lit»!!. D é t e r m i n a t i o n p r a t i q u e des e f for t s en 
c h a q u e po in t . — Quelle que soit d ' a i l l eurs la r épa r t i t i on 
des cha rges , d i scon t inue ou non , qui sont appl iquées à u n 
a rc , l ' appl ica t ion de la formule généra le M = M, — Qy, qui 
donne le m o m e n t fléchissant en chaque point , pe rme t de, 
t r ouve r fac i lement la va leur de ce m o m e n t . Il faut d 'abord, 
et avant tou t , ca lculer la va leur de la poussée Q. On décom

posera , pour cela, la charge 
r épa r t i e en u n cer ta in n o m b r e 
de por t ions que l 'on considé
re ra c o m m e concentrées en l eu r 
cent re de g rav i té , app l iquées 
suivant les ver t icales de ces 
po in t s , et que l 'on t ra i te ra 
c o m m e des charges isolées, P ( , 
p 2 > p 3 , • · · [fi9- 239). On calcu
lera , soit au moyen des tables 

de Bresse, soit par la formule approx imat ive (18), la poussée 
co r respondan t à chacune d 'el les, et la poussée tota le Q sera la 
s o m m e de tou tes ces poussées par t ie l les . Pu i s , par l 'un des 
procédés ind iqués pour les pou t r e s droi tes , on ca lcu lera , 
en chaque point , le m o m e n t fléchissant M, qui se p rodui ra i t 

Fie. 239. 
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dans une pou t r e soumise aux mômes charges et appuyée à 
ses deux ex t r émi t é s . Ce m o m e n t fléchissant p o u r r a être 
représenté , c o m m e nous l 'avons dit a lors , p a r l e s o rdonnées 
d'une l igne br i sée polygonale, t e l le que BD^DoD-j... A, dont 
les sommets se t rouve ron t sur les vert icales des charges 
par t ie l les . Si l 'on a choisi , pour cons t ru i re ce polygone , u n e 
échelle tel le que le m o m e n t fléchissant M, soit r ep résen té en 
chaque point pa r le produi t de la poussée Q par l ' o rdonnée 
correspondante MN, le polygone ainsi é tabl i ne sera au t r e 
chose que ce que nous avons appe lé la courbe d 'équi l ib re et 
le momen t fléchissant, en u n point que lconque de l 'arc , égal 
à M, — Qf/ sera r ep résen té par Q x MN — Q X MN ( , c'est-
à-dire par le p rodu i t Q X NN,. On p o u r r a se servi r du poly
gone pour d é t e r m i n e r en chaque point , ou t re le. m o m e n t 
fléchissant, l'effort t r a n c h a n t et celui de compress ion long i 
tudinale , c o m m e nous l 'avons m o n t r é au chap i t re p récédent . 

2(>î>. A p p r o x i m a t i o n s succes s ive s . — On opère , 
généra lement , pour les arcs , c o m m e nous l 'avons fait pour 
les poutres droi tes : on calcule la poussée en supposan t l 'arc 
à section cons tan te , puis on se ser t de la va leur t rouvée 
pour calculer les d imens ions var iab les de la sect ion ; de 
môme que , dans les pou t res à p lus ieurs t ravées sol idai res , 
nous avons calculé les m o m e n t s fléchissants su r les appuis 
en supposant cons tan te la sect ion t ransversa le de la pout re 
et que nous avons , ensu i te , appl iqué les valeurs t rouvées 
au calcul des sect ions t r ansversa les supposées var iab les . Ce 
mode de calcul donne une exact i tude suffisante pour les 
arcs de pet i tes d imens ions . 

Pour les g r a n d s arcs , il faut che rche r u n e approx ima t ion 
plus g rande . On l 'obt ient faci lement , lo rsque l 'on a, par u n 
premier ca lcul , dé t e rminé p rov iso i rement l ' é t endue et les 
dimensions des sect ions t ransversa les , en r e c o m m e n ç a n t le 
calcul de la poussée pa r la formule généra le , et en ca lcu lan t 
les intégrales définies pa r la m é t h o d e des q u a d r a t u r e s . Au 
lieu de faire sor t i r , c o m m e plus h a u t , du signe d ' in tégra t ion 
les quant i tés Ü et I que nous avons considérées c o m m e cons
tantes, on les y laisse, et ayan t divisé la l ongueu r de l 'arc 
en un cer tain n o m b r e de par t ies As, on calcule , p o u r le point 
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mil ieu de chacune d 'el les, la va l eu r de la fonction de M n y, 
Q, I, qui doit ê t re in tégrée , et on fait la s o m m e des produi t s 
d ' une façon p re sque auss i s imple que dans le cas d ' u n e 
section cons tan te . On t rouve ainsi une nouve l le va leur , p lus 
exacte , de la poussée ; on en dédui t les va leu r s cor respon
dantes des efforts dans les d iverses sect ions , et l 'on s 'assure 
que les d imens ions qui l eu r ont été a t t r ibuées sont conve 
nab le s , ou bien on les modi l ie en conséquence . Il est r a r e , 
si le p r e m i e r calcul a été bien condui t , que l 'on ait à faire, 
aux d imens ions qu'i l a données , des modifications impor 
tan tes ; s'il en étai t a u t r e m e n t , il serai t p r u d e n t de recom
m e n c e r encore u n e fois le calcul et de d é t e r m i n e r une 
t ro is ième va leur de la poussée su r l aque l le on opére ra i t 
c o m m e sur les p récéden tes . 

¿27(1. C i r c o n s t a n c e s p r i n c i p a l e s d e la d é f o r m a 
t i o n . — La va leur de la poussée , u n e fois c o n n u e , pe rme t , 
au m o y e n des formules généra les , de d é t e r m i n e r les c i rcons
tances pr inc ipa les de la déformat ion de l ' a rc . Pa r exemple , 
dans le cas que n o u s avons cons idé ré , d 'un arc s y m é t r i q u e 
et s y m é t r i q u e m e n t cha rgé , la seconde de ces formules géné 
ra les (4), page 525, nous donnera i t , en fonction de quan t i t é s 
c o n n u e s , la va leur de y'a — ya qu i r ep résen te le déplace
m e n t ver t ical du point G, co r respondan t à la flèche de flexion 
des pou t res droi tes et que nous r e p r é s e n t e r o n s par /', en 
m e s u r a n t / de. h a u t en bas , c 'es t -à-dire en sens cont ra i re 
de y , ce qui r ev ien t à faire y\ — y0 = — / ' ; nous a u r o n s , en 
r e m a r q u a n t que y \ — y t — 0, 0'0 — da = 0, xx = a, ?/„ = b et 

(i9) r = / ^ f ^ * - / " ^ - ^ -

Laissons de côté l ' influence de la var ia t ion de la t empé ra 
ture en faisant / = 0. Négl igeons aussi d 'abord la va r ia t ion 
de flèche p rodu i t e par l'effet de la compress ion l ong i t ud i -

nale F , l 'expression de la flèche se rédu i ra à / ' = f^^t?! ^ ^'9> 
El 

l aque l le sera, en géné ra l , suff i samment exacte . Nous cal -
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point d o n t l 'abscisse est x, a pour va leur M, = £~r ?/' n o u s 

avons donc 
M ». -<* = ( £ - < 0 H £ - i ) » ( ' - 3 
In t roduisons cette va leur de M dans l 'expression de / et 

in tégrons , en r emp laçan t ds par dx nous obtenons 

r - ( f - Q) è / ( ' fê-Q) h -h*-
O 

Or, dans le cas don t il s 'agit, d 'un arc surbaissé , cha rgé 

un i formément su ivan t l 'hor izonta le , nous avons t rouvé , pour 

la va leur (14) de la poussée Q, 

n — K ^ — V ~ / 1 \ 

^i- a 7, 
2S 24 , , 15 >-2 

V + F 
en p renan t , pour le coefficient correctif K, la va leur (11 bis) 

approximat ive que nous avons donnée (page 532). Met tant 
pour Q cette va l eu r dans l 'expression de f, nous ob tenons 
enfin, en r emp laçan t aussi I par Qr2, 

1 5 r 2 

iSa?b pa? "8 b2 _ 2 5 pa* 1 
T- 1 2 E I ' 2 4 15 r 2 ~ 6 4 E i ï i 2 , 15 r 2 

+ 8 ¿T2 +
 8 ¿ a 

Comme la flèche f est g é n é r a l e m e n t pet i te , on peu t , avec 
une approx imat ion suffisante, négl iger le dern ie r t e r m e et 
écrire s i m p l e m e n t 

.. 2 5 pa* , 

culerons la flèche en nie l lant pour M sa va l eu r — Qy, 

où est, comme nous l 'avons vu , le m o m e n t fléchissant 
des forces ver t ica les , y compr is la réaction ver t ica le des 
appuis , et Q la va leur t rouvée de la poussée. 

Appl iquons cette formule au cas d 'un arc surbaissé , que 

nous as s imi le rons à la parabole y = b ^ 1 — ~¡^)' cha rgé 

un i fo rmément su ivan t l 'horizontale à raison d e p pa r u n i t é 

de l ongueu r . Le m o m e n t fléchissant Mi, par r appor t à u n 
on2 
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Cotte formule n 'es t p lus , au con t ra i r e , assez exacte l o r sque 
l 'arc n 'es t pas su rba i s sé . On doit a lors effectuer les i n t é 
gra t ions ind iquées , soif exac tement l o r s q u e cela est poss ible , 
soit par la m é t h o d e des q u a d r a t u r e s . P o u r les arcs c i rcu
la i res , on t rouvera les r é su l t a t s de ces in tégra t ions dans 
l 'ouvrage de M. Bresse . 

A la môme approx ima t ion que n o u s avons admise 
jusqu ' i c i , un a rc surba issé , ass imi lé à u n e parabole , qui ne 
serai t soumis à a u c u n e charge , ma i s aux ex t rémi tés A et B 
d u q u e l on exercera i t u n e poussée hor izonta le Q, sub i ra i t 
u n e flexion par sui te de l aque l le son s o m m e t C se dép la 
cerai t d 'une quan t i t é / donnée par la formule c i -dessus 

/ = f — ~ ^-?> o a n s laquel le on me t t r a i t pour M le 

m o m e n t fléchissant en chaque point , l eque l , dans cet te 

hypo thèse , se rédu i t à — Qy, On aura i t donc a lors 

O r' 
/• — — -j f j j (a — a?) y d s , 

0 

ou b ien , en n ie l l an t pour y sa va leur b ^ 1 — e t dx 

pour ds, 

0 

Le signe — ind ique ici un r e l èvemen t , p u i s q u e n o u s c o m p 
tons la f lèche/ ' de h a u t en bas . Le s o m m e t se re lève lorsque 
la poussée Q est posi t ive, c 'est-à-dire tend à r a p p r o c h e r 
les deux ex t rémi tés de l ' a r c ; il s 'abaisse dans le cas con
t r a i r e . 

Nous avons laissé de côté la flèche produi te par une va r ia 
t ion de t e m p é r a t u r e . Si l 'arc était a b s o l u m e n t l ibre en tous 
ses po in t s , sans être soumis à aucune action ex té r i eu re , u n e 
augmen ta t i on de t e m p é r a t u r e de t degrés cen t ig rades a u g 
men te ra i t toutes ses d imens ions de par un i t é de; l ongueur , 
et la m o n t é e OC — b se t r o u v e r a i t a u g m e n t é e de bxt. 

Mais, si les ex t rémi tés A et B sont fixes, celte var ia t ion de 
t e m p é r a t u r e développe, de la pa r t des appu i s , une poussée 
Q don t l'effet s 'ajoute à celui de la t e m p é r a t u r e p o u r é lever 
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2 5 

T ' 
qui est suf f i samment exacte pour la p ra t ique lorsqu 'on ne 
considère que des a rcs surba i ssés . On voit q u ' u n e élévat ion 
de t empéra tu re p rodu i t u n re lèvement du sommet de l 'arc, 
et inversement . 

La seconde des formules généra les (5) donnera i t de m ê m e 

le sommet de la quan t i t é qui v ient d 'être calculée ~y!^y ' e t 

le sommet se t rouve ainsi déplacé, en total i té , de 

bit -+- = — f. Or, la poussée Q, p rodui te pa r la var ia

tion t de la t e m p é r a t u r e , est égale, d 'après (16), à 

+ 1 3 

Subs t i tuons dans l 'express ion de — / , il v ient 

L f . . S E f i a 2 \ L / 2 5 a 2 1 \ 

On peut encore ici négl iger le dern ier t e r m e correctif et 
écrire s i m p l e m e n t 

Cette express ion est suscept ib le de recevoir u n e forme 
plus s imple . Désignons par p le rayon du cercle qui passerai t 
par les t ro is points A, C, B, c 'est-à-dire de l 'arc de cercle 
qui aura i t m ê m e flèche, 2a, m ê m e mon tée b que l 'arc 

considéré ; n o u s a u r o n s p = a "> et, par sui te , 

/25a» + 2 5 è * + 7 i » \ / 2 5 , 7 \ 
~ F = * ' ( 3 2 6 ) = ** l î 6 P + 3 ^

 by 
En généra l , et s u r t o u t lorsqu ' i l s'agit d 'arcs surbaissés , ? 

est g rand par r appo r t à b, le second t e r m e de la pa ren thèse 
n'est donc q u ' u n e pet i te fraction du p remier et en le négl i 
geant encore on a r r ive à la formule 
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l ' angle 0' ( — 0! dont la fibre; m o y e n n e de l 'arc s'est incl inée 
aux na issances , et la p r é c é d e n t e , la modification de lon
g u e u r .s'! — qu 'e l le a s u b i e ; ma i s ces résu l ta t s n 'on t q u ' u n 
in té rê t méd ioc re . 

127 I . A r e s e n c a s t r é s a u x n a i s s a n c e s . — Au l ieu de 
suppose r l 'arc s i m p l e m e n t posé su r ses points d ' appui , et 
p o u v a n t p ivoter l i b r e m e n t su r e u x , nous au r ions pu le 
suppose r encas t ré aux na i s sances . Les appu i s , par analogie 
avec ce que nous avons dit de l ' e n c a s t r e m e n t des pou t res , 
d o n n e n t lieu a lors , non s e u l e m e n t à des réac t ions qui 
passen t par ces points , ma i s encore à des couples ag issan t 
su r la fibre m o y e n n e à la m a n i è r e du m o m e n t fléchissant et 
qu i ont pour effet de m a i n t e n i r sa direct ion a b s o l u m e n t 
invar iab le . 

La solution du p r o b l è m e , dans ce cas, ne sera i t pas p lus 
difficile que dans celui où l 'arc est s i m p l e m e n t posé su r ses 
appu i s , et elle serai t encore donnée par les m ê m e s formules 
géné ra l e s . Nous al lons en i n d i q u e r les résu l t a t s p r inc ipaux , 
pour le cas d 'un arc s y m é t r i q u e et s y m é t r i q u e m e n t cha rgé , 
d e section cons tan te , dont nous a s s imi l e rons (pour facili ter 
les in tégra t ions) la fibre m o y e n n e à u n a rc de parabole , et 
assez surbaissé p o u r que n o u s soyons autor i sé à r emplace r 
ds par dx c o m m e nous l 'avons fait dans ce qui précède . Nous 
s u i v r o n s la m ê m e m a r c h e et les m ê m e s r a i s o n n e m e n t s , 
don t n o u s ne r épé te rons que ce qui sera s t r i c t emen t n é c e s 
sa i re . 

La p r e m i è r e des formules généra les (4) et la seconde des 
formules (5) app l iquées aux cas don t il s 'agit, c 'est-à-dire en 
y f a i s a n t e — xt= 0, x'0 — x0 = 0, 9'0 — 90 = 0, 9', — 6 t = 0 , 
?/, — 0, = a, x0 = 0, s0 = 0, .s, — /, dev i ennen t 

0 0 0 

La réact ion de chaque appui é t an t u n e force et u n couple , 
si nous décomposons la force, passan t pa r le point d ' appui , 
s u i v a n t les deux direct ions hor i zon ta le et ver t ica le , la com
posante vert icale A devra , c o m m e dans le cas de l 'arc appuyé , 
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être égale, en va leur abso lue , à la s o m m e des charges qui 
agissent su r chacun des demi-arcs ; nous devons donc la 
considérer c o m m e connue . La composante hor izonta le , Q, 
composée avec le 
couple, donnera u n e lY 

résul tante hor izon
tale de m ô m e g r a n 
deur Q, ma i s s i tuée 
à une dis tance ver
t i c a l e z = A D 
(fig. 240) du point 
d 'appui , telle que le 
produit Qz soit égal 
au m o m e n t du cou
ple. Ces deux quan t i t é s Q etz sont les deux inconnues du p ro 
blème ; et nous avons , pour les dé t e rmine r , les deux équa 
tions que nous venons d'écrire et où nous al lons les in t ro 
duire expl ic i tement . Nous compte rons les z positifs de h a u t 
en bas, en sens inverse des g. 

Subs t i tuons , dans ces équat ions (23), M ( — Q (s-\- y) à 
M et Qds à Fd-z: ; elles dev iennen t 

Fia. 240. 

(24) 
M,ds _ n ds 

R I -+-Q 
yds 

E T 

Q et I é tant regardés c o m m e constants , y r emplacé par 

b (̂ 1 — e t ds par d.r, on a : f y ds = ? «ô, J"y~ds=^ab-, 

et fds: ft, et pa r su i te , 
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(95\ 

Él iminan t z, il res te , pour d é t e r m i n e r Q, l ' équa t ion 

\j\ydx - + EÛT*.* = Q (J, 6« +- r " ) -
' 0 l) 

Le dern ie r t e r m e du p r e m i e r m e m b r e nous donne i m m é 
d ia t emen t la valeur de la poussée due à une var ia t ion de la 
t e m p é r a t u r e , et que nous avons désignée p lus h a u t par Q,; 
n o u s avons ici 

E Q a « 
( 2 6 ) Q , = 

4 & 2 

1 4 - — — 
^ 4 5 r 2 

Laissons de côté cette pa r t i e de la poussée , en supposan t 
la t e m p é r a t u r e cons tan te , nous avons a lors 

3 [\\Aydx — 2 6 Ç"u{dx 

4 a ó a / 4 o r a 

T Ê T l + T P 

( 2 7 ) Q = 

La poussée se p r é s e n t e donc encore c o m m e formée d 'une 
par t ie pr incipale Q, qui aura i t pour express ion 

3 f'lyitydx — 2 à f\\{dx 

m 0 , = ^ ^ * — , 

1 5 

et qui devrai t être mul t ip l i ée , pour donne r la poussée to ta le , 
pa r un coefficient correctif K' plus peti t que l ' un i té , et ayan t 
pour va leur 

Posan t encore I = Qr2, r é tan t le rayon de gira t ion de la 
section t r ansve r sa le , il v ien t 

i J\l,ydœ - f Etirât = | Qzb 4 - ^ Q è 2 4 - Q r 2 , 

^ J " M ( ^ = Q * + | Q Ô . 
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— 3 oO X * 3 " T 
2 5 4 3 r 2 

è 2 ' 

et, par conséquen t , le m o m e n t d ' encas t r emen t Qs a pour 

valeur 

. „ pa'2 1b 4 5 r- 1 I3pa2r- l iopa2r-

(dU) l±z — 2 6 • 3 • 4 ft 4 3 r2 — 4è2
 -

 4 3 R2 — K 4Ô2 

Le poin t où le m o m e n t fléchissant s ' annu le ra sera donné 

par l ' équat ion 

MA=Q.(* + y). Or M ^ ^ ' y , et Q = K ' ^ ; 

on en dédui t 

„ , , . , K' 1 2 6 
y - K ^ + y), ou y = * 7— ,̂ = ^ = • 

4 6 ï 

L'ordonnée du point où le m o m e n t fléchissant s ' annu le 
2 

est donc les - de l 'o rdonnée b du sommet de l ' a rc , et, 

ET 4 
par suite, r abscisse X est égale à — ou à peu près - A . 

y 3 ' 

Nous a l lons , c o m m e nous l 'avons fait pour le cas d ' un arc 

appuyé, ca lculer la par t ie pr inc ipa le de la poussée pour le 

cas d 'une charge éga l emen t répar t ie su ivant l ' hor izon ta le . 

On a alors 

0 0 
Il en ré su l t e , toutes r éduc t ions faites, 

n pa2 

^ - 26 ' 

comme dans le cas d 'un arc appuyé . Seu lement le coefficient 

correctif K' est p lus pet i t que celui K qui correspond à l 'arc 

reposant s i m p l e m e n t sur ses appu is . 

Le bras de levier z de la poussée est donné par la seconde 

équation (25), d'où l 'on l i r e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



La par t ie p r inc ipa le Qt de la poussée due à u n poids isolé P 
app l iqué à u n e dis tance hor izon ta le c du s o m m e t sera , 
c o m m e c i -dessus , la moi t ié de la par t ie pr inc ipa le 2Q f de la 
poussée due à ce poids et à u n a u t r e placé s y m é t r i q u e m e n t , 
et l 'on aura , en a p p l i q u a n t la formule généra le , 

Et en m e t t a n t p o u r W\l sa v a l e u r qui est P (a — c) p o u r x 
compr i s en t re 0 et c, et P (a — x) p o u r x compr i s en t re c eia, 
on au ra 

3 f P(a--c)ydx+3 f P{a— x)ydx-2b Ç P ( a — x ) d x — 2 6 fp(a—x)dw 

— 4a6 2 

15 

En faisant les in t ég ra t ions et r édu i san t , il v iendra 

« <i. = p l ( ' - S ) ' = ' , l ^ 
en appe lan t , c o m m e p lus h a u t , y, l ' o rdonnée du point d 'ap
pl icat ion de la c h a r g e . On voit que la poussée va r i e , dans 
les arcs encas t rés , p r o p o r t i o n n e l l e m e n t au car ré de cet te 
o rdonnée ; son m o m e n t Q ( y est, d 'a i l leurs , c o m m e d a n s les 
arcs a r t i cu lés , i n d é p e n d a n t de la m o n t é e de l 'arc , puisqu ' i l 

ne dépend que du r appo r t ^-

Nous avons t rouvé pour la poussée due à u n e élévat ion de 
t e m p é r a t u r e de t degrés cen t igrades 

(32) Q { = -

~ 43 r* 

L 'o rdonnée z du po in t d 'appl ica t ion de cette poussée se 
t r o u v e d 'après la seconde équa t ion (25), dans laquel le on 
fait M, = 0, pu isque l 'on suppose l 'arc sous t ra i t à toute 
au t r e influence que celle de la t e m p é r a t u r e . On en dédui t 
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, m M = £ ( , _ f . ) — ' 

Le m o m e n t fléchissant, en chaque point , est p ropor t ionne l 

A 
45 r3 

z = — g c 'es t -à-dire que l ' o rdonnée de lu poussée est 

2 
égale aux ^ de celle du s o m m e t d e l à parabole , et s i tuée du 

même côté que ce s o m m e t (puisque nous comptons les z en 

sens inverse des y \ Dans ce cas, la courbe des press ions se 

2 
réduit à la droi te hor i zon ta le y = 7, b, et le m o m e n t fléchis-

sanl est n u l aux points de l 'arc s i tués sur cotte droi te , c 'est-
à-dire p réc i sément aux m ê m e s points où il s ' annule sous 
l'action d 'une cha rge u n i f o r m é m e n t répar t ie suivant l ' hor i 
zontale. 

Tous ces résu l t a t s , que nous t rouvons app rox ima t ivemen t 
pour des arcs surba issés ass imilables à une parabole , s ' ap 
pl iquent avec u n e exact i tude très suffisante dans la p ra t ique 
aux arcs c i rcu la i res e n c a s t r é s , ainsi que M. Résal l'a établi 
dans son t ra i té des Ponts métalliques par des calculs l abo
rieux, ana logues à ceux qu ' ava i t faits M. Bresse pour les a rcs 
s implement appuyés . 

Nous pouvons en dédu i r e la va leur du m o m e n t fléchissant 
M en un point que l conque . 

Nous avons , dans ce cas, M = M, — Q (z-+- y)- Or, p o u r 
une charge u n i f o r m é m e n t répar t ie su ivant l 'hor izontale , 

Par conséquen t 

M =
 Vfh y - K' ^ (* -f- y) = P £ [y (1 - K') - K'z], 

ou bien, en r e m p l a ç a n t K' et z par leurs va leurs , 

1 4 2 6 45 r 2 

K = e t z = ~o ' T TV 
< _ l _ — — 

+ 4 
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à (y — ~b), c 'est-à-dire aux o rdonnées MN [fiff. 241) de la 
3 

fibre m o y e n n e , mesurées à par t i r de la droi te DE m e n é e 
2 

pa r a l l è l emen t à l'axe des x, à u n e d is tance AE = - OC. Le 

m o m e n t 11 é-
ch i s san t sera 
donc représen té 
par u n e courbe 
te l le que 13'C'A' 
don t les ordon
nées par r a p 
p o r t à c e t t e 
l igne DE seron t 
ce l l e sde la f ib re 

m o y e n n e amplifiée dans une cer ta ine p ropor t ion . Le 
m o m e n t fléchissant aux na issances sera, par conséquen t , 
double de ce qu ' i l sera au sommet , pu i sque AE = 2CE. Sa 
va leur au s o m m e t sera, en faisant y — b, 

F IG . ni. 

(M) 

A i 2 ' 
45 r2 

et aux na issances , ou pour y 

(35) M = 

<0, 

pa* 

T 
1 

4 b2 

1 4 - — -
4 3 r2 

valeur double de la p récédente , et égale (bien qu ' expr imée 
sous u n e a n t r e forme) à celle (30) que nous avons donnée 
plus h a u t du m o m e n t d ' encas t r emen t . 

Lorsque , dans l 'une ou l ' au t re de ces express ions , on fait 
è = 0, ce qui t ransforme l 'arc en u n e pou t r e dro i te encas t rée , 
on t rouve , pour le m o m e n t fléchissant au mi l ieu de la pou t re 

M = ^ - > et aux ex t rémi tés M = ^ - i ce qui concorde bien 
b à 

avec ce que nous avons t rouvé pour la pou t re dro i te . 4 
Si l 'on fait abs t ract ion du coefficient correctif — 

4 i _ 2 

^ 4 5 r>~ 
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qui, à la vér i té , n 'es t pas toujours négl igeable , on r e m a r q u e 

que le m o m e n t fléchissant a p o u r va leur approchée 

2 \b 3/ 

c'est-à-dire qu ' i l est, a p p r o x i m a t i v e m e n t , i ndépendan t de la 
montée de l 'arc . 

— 7 l i . C o m p a r a i s o n des a r e s e n c a s t r é s e t des 
arcs a r t i c u l é s . — Dans l 'arc a p p u y é à ses deux ex t rémi 
tés, nous avons t rouvé que le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , 
au sommet , avai t pour va l eu r 

M = ( i _ K ) f = ^ ^ ; 

1 + l o r 3 

nous t rouvons , pour l 'arc encas t r é , 

6 i + 

* - i n 16 è 2 . 24 J 2 

ces deux quan t i t é s sont égales pour 2 H - T T J - ^ — O + — —, 
o r 15 45 r^ 

ou pour ^ , = 7 ,5 , soit - = 2,74. Cette va leur except ionnel le-

b*~ 
ment faible du r appo r t rus pour ra i t être réal isée que dans 

un arc e x t r ê m e m e n t surbaissé . En généra l , ce r appor t est 
beaucoup p lus g rand , et le m o m e n t fléchissant, dans l 'arc 
s implement appuyé , est p lus faible que dans l 'arc encas t ré . 

b b^ 
Par exemple , si l'on a s eu lemen t - = 6, ou —— 36, ce qui 

se rapproche davan tage de la p ra t i que , on au ra pour l 'arc 

5 
s implement appuyé M = pa~, et pour l 'arc encas t ré 

M = — pa2, soit une va leur près de qua t r e fois et demie 

plus grande que dans l ' au t re cas. Aux na issances , où le 
moment fléchissant est double de ce qu' i l est au s o m m e t , 
il a t te indrai t , dans l 'arc encas t ré , une va leur près de neuf 
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fois p lus g r ande que son m a x i m u m au s o m m e t de l 'arc 
s i m p l e m e n t appuyé . 

L ' e n c a s t r e m e n t des arcs est donc u n e disposi t ion qu ' i l faut 
s o i g n e u s e m e n t év i te r . Rien n ' es t p lus facile d ' a i l l eurs , et 
l ' expér ience des g rands arcs du Douro , de Garabi t , de Szege-
din le d é m o n t r e , que d 'é tab l i r aux ex t rémi tés des arcs des 
a r t i cu la t ions qu i p e r m e t t e n t à la l ibre m o y e n n e de s'infléchir 
sans obstacle dans toutes les d i rec t ions . L o r s q u ' u n arc doit 
suppor t e r u n longeron hor izon ta l et que ces deux pièces sont 
r é u n i e s pa r u n t y m p a n r ig ide , la d i rect ion de la l ibre 
moyenne; de chacune d'elles se t rouve m a i n t e n u e d 'une 
m a n i è r e à peu près invar iab le . Cette d isposi t ion, r ep résen tée 

par la l igure 242, ne cons t i tue 
pas cependan t u n encas t rement , 
parfait , pu i sque cette d i rec t ion 
n ' es t pas a b s o l u m e n t fixe, ma i s 

F l G - 2'*2- elle s 'en r a p p r o c h e b e a u c o u p . 

El le p résen te donc , un peu a t t é 
n u é s peu t -ê t re , les i nconvén ien t s de l ' encas t r emen t , et les 
obstacles appor tés par la r ig id i té des t y m p a n s à l ' inflexion 
de la libre m o y e n n e doivent avoi r p o u r conséquence d ' ac 
cro î t re , dans u n e propor t ion m o i n d r e que si l ' encas t r emen t 
étai t parfait , mais encore fort appréc iable , les m o m e n t s 
fléchissants au s o m m e t de l 'arc et a u x na i s sances . 

Ce mode de cons t ruc t ion n 'es t donc pas à r e c o m m a n d e r . 
Lorsque l ' a rc doit suppor te r u n longeron hor i zon ta l , les 
pièces qui se rven t à r epor t e r su r lui le poids de ce longeron 
do ivent ê t re auss i peu n o m 
b r e u s e s que possible , e t é t ab l i e s 
de m a n i è r e à ne pas s 'opposer 
aux c h a n g e m e n t s de d i rec t ion 
de la fibre m o y e n n e de l 'arc 
[firj. 243). Dans les g rands arcs 
d u Douro et de Garabi t il n 'y 

a, en t re les naissances et le s o m m e t , qu 'un seul point 
d ' appui formé par u n e sor te de pile ver t ica le , i n t e r m é d i a i r e , 
et ce suppor t n 'es t pas lixé d ' u n e m a n i è r e invar iab le au l o n 
ge ron su r lequel il peu t s ' infléchir. 

Beaucoup d'arcs m é t a l l i q u e s , au lieu d 'ê t re t e r m i n é s 
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aux naissances pa r de vér i tab les a r t i cu la t ions , r eposen t su r 
leurs appuis par l ' i n t e rméd ia i r e de surfaces p lanes , plus ou 
moins étendvies, et de coins ou cales que l'on peut se r re r à 
volonté (fîg. 244). Cette disposition n 'es t pas, à p r o p r e m e n t 
parler, u n e n c a s t r e m e n t : elle ne peut y 
être ass imilée que p o u r les efforts qui 
donnera ient aux na i s sances u n m o m e n t 
fléchissant tel q u e le point d 'applicat ion 
de la poussée r e s t â t dans l ' é tendue de 
la surface d ' appui . Si l 'o rdonnée z de ce 
point d 'appl ica t ion , calculée d 'après les 
formules (25), é tai t t rouvée p lus g rande Fie. 244. 

que la d e m i - h a u t e u r ver t ica le CD de 
cette surface, l 'arc ne pour ra i t p lus être considéré comme 
encastré, car , é v i d e m m e n t , le bras de levier de la poussée 
ne peut dépasser cette d imens ion . Les l imi tes infér ieure et 
supér ieure des points d 'appl icat ion de la poussée sont donnés 
par les poin ts ex t r êmes À et B de la base d ' appu i ; ou, en 
d'autres t e rmes , le m o m e n t d ' encas t rement ne peut avoir une 
valeur supé r i eu re à ± Q x CD. Tant qu ' i l reste au-dessous 
de cette l imi te , l 'arc n e cesse pas de s 'appuyer su r toutes 
les cales, et la répar t i t ion des efforts qu' i l exerce sur cha
cune d'elles se d é t e r m i n e d 'après la loi du plan (n° 17). Au 
contraire, si le m o m e n t fléchissant aux naissances , calculé par 
les formules (25) é ta i t t rouvé avoir une va leur s u p é r i e u r e , 
cela voudra i t d i re que l 'arc n 'es t plus encast ré , mais qu ' i l 
repose sur sa culée par un seul point A ou B, au tou r duque l 
il doit être considéré c o m m e ar t iculé . Un arc ainsi appuyé n 'a 
donc pas les g raves inconvénien ts de l 'arc encas t ré , pu isque 
son m o m e n t d ' encas t r emen t , aux naissances , ne peut dépas
ser une l imi te g é n é r a l e m e n t assez faible, et toujours fort 
inférieure à la va leur qu ' i l a t te indra i t si l ' encas t rement était 
parfait. M. Résal donne à ces arcs le n o m de demi-encastrës. 
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C H A P I T R E X V I I 

F L E X I O N D E S S U R F A C E S 

SOMMAIRE.— § 1. Plaques minces: 273 . É q u a t i o n g é n é r a l e de la flexion d e s 
p l a q u e s m i n c e s . — 274. A p p l i c a t i o n a u x p l a q u e s c i r c u l a i r e s . — 
275. P l a q u e s r e c t a n g u l a i r e s . — 270. R é s u l t a t s e x p é r i m e n t a u x . 

§ 2. Portes d'écluses : 277. I n d i c a t i o n de la m é t h o d e a p p r o x i m a t i v e 
o r d i n a i r e , — 278 . E q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s g é n é r a l e s d e l a f lex ion 
d a n s l ' h y p o t h è s e d e l . a v o i n n e . — 279. I n t é g r a t i o n d e ce s é q u a t i o n s . 
— 280. C a l c u l d u m o m e n t f l é c h i s s a n t d a n s le b o r d a g e . — 28d. Ca lcu l 
du m o m e n t f l é c h i s s a n t d a n s les e n t r e t o i s e s . — 282. R é a c t i o n r é c i 
p r o q u e d e s v a n t a u x . — 283 . E q u a t i o n d e r é s i s t a n c e . — 284. E x t e n 
sion d e s f o r m u l e s a u ca s d ' e n t r e t o i s e s n o n j o i n t i v e s e t de b o r d a g e 
r e n f o r c é . — 2 8 5 . C o n c l u s i o n s p r a t i q u e s . 

§ i « 

PLAQUES MINCES 

— 7 3 . É q u a t i o n g é n é r a l e de l a f lex ion des p laques 
minces . ·— La théor ie de la flexion des surfaces p lanes 
ne peut être abordée r igoureusemen t qu 'au moyen des 
équations généra les de l 'é last ici té . 

Elle dépend d 'une équa t ion différentielle du qua t r i ème 
ordre, ana logue à celle du deuxième ordre qui fourni t les 
résultats de la flexion des t iges. C'est cette équat ion que nous 
allons essayer d 'é tabl i r en partant, de celles que nous avons 
démontrées au chap i t re n i . P renons donc les équat ions 
d'équilibre d 'un é lément d 'un corps é las t ique sous la forme : 

rfNj rfT3 dT2 x 

dx ^ dy ^ dz ^ P 0 
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Supposons qu ' i l s 'agisse d ' u n e p l aque ho r i zon ta l e , sou
mise à l 'act ion de forces ve r t i c a l e s ; p renons le p lan moyen , 
que nous appe l le rons feuil let m o y e n , de la p l aque , pour 
p lan des xy, l 'axe des z ver t ica l et dir igé de h a u t en bas . 
Alors X 0 — 0 et Y 0 — 0 , et pour abréger nous poserons ?Z 0 — Z. 
Ce sera la force ver t ica le app l iquée à l ' un i té de v o l u m e de 
chaque é lément , et c o m p r e n a n t au besoin le poids p ropre 
de cet é l émen t . Différentions les deux p remiè re s équa t ions 
par r appo r t à x et y r e spec t ivemen t , mu l t ip l ions - l e s par z et 
add i t ionnons- les ensemble et avec la t ro i s i ème , n o u s obte
nons la s o m m e 

/ d 2 N L rf2T:I d2'[\ (PISJ TFJ^ ûTTA ^ 
\ dx2 dydx dxdy dy2 _dzdx dzdy) 

+ dx + "¿¡7 + dz + Z - °-
Or 

et 

cTTj d2_T, _ ri2 (zTt) _ _d_ _ d(zTt) 
dy dzdy dzdy dy dz 

ote dzdx dzdx dx dz 

L'express ion précédente p rend ainsi la forme 

\ ote2 dxdy dy2 ) dx dz dy dz dz 

Appelons 2e l ' épa isseur de la p l aque ; mu l t i p l i ons tous 
les t e r m e s de celle express ion par dz et i n t ég rons les de 
s -— — z h z = -+- E . Les t e r m e s qui c o n t i e n n e n t T, et T 2 

d o n n e r o n t , par l ' i n tégra t ion , les différences des efforts t an -
gent ie l s su r les faces supé r i eu re et in fé r i eure . Nous consi
d é r e r o n s ces différences c o m m e nég l igeab les , et n o u s effa
ce rons , en conséquence , les t e r m e s don t il s 'agit. Les deux 

rix Ç E 

d e r n i e r s t e r m e s / dz et I 7,dz d o n n e r o n t , le p r e m i e r , la 

différence des efforts ve r t i caux exercés su r les deux faces 
de la p l aque , ou la c h a r g e suppor tée par la face s u p é r i e u r e , 
le second la s o m m e des forces ver t icales app l iquées aux 
divers é léments , ou le poids p ropre de la p laque . La s o m m e 
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de ces deux t e r m e s sera le poids tota l , y compr i s les su r 
charges , qu i agi ra su r les divers points de la p laque . Ce 
seront ou bien des charges I \ , 1 \ , . . . app l iquées en divers 
points définis par l eurs coordonnées xu t/i ; x^ y» . . . ou 
bien une c h a r g e ^ répar t ie su ivan t une loi que lconque fonc
tion de x et de y. 

En tout cas, ce sera une des données du prob lème, et nous 
r ep résen te rons , c o m m e on le fait d ' hab i tude , le r é su l t a t de 
l ' in tégrat ion de ces deux dern iers t e rmes par / (x, y), èn 
dés ignant a ins i une fonction supposée connue des coordon
nées x et y. Nous au rons ainsi 

Nous a l lons exp r imer les trois p r emie r s t e rmes en fonc
tion du dép lacemen t vert ical w des points du feuil let 
moyen de la p l aque . P o u r cela, nous ferons une hypo thèse 
analogue à celle de la conserva t ion de la forme plane des 
sections dans la flexion des pou t res , nous supposerons que 
les l ignes d ro i tes , p r i m i t i v e m e n t pe rpend icu la i r e s au feuillet 
moyen d e l à p l aque , avant la flexion, res ten t droi tes et pe r 
pendicula i res à ce feuillet moyen déformé. Cette hypo thèse 
sera suff isamment exacte si les déformat ions res ten t t rès 
petites. Cela é tan t , les d i la ta t ions î, et ^ des l ignes droi tes 
parallèles aux a; et aux y sont p ropor t ionne l les aux dis tances 

z de ces l ignes au feuil let m o y e n et à la cou rbu re -.—,, ou 
& J dx-

^4 qu'affecte ce feuil let ap rès la déformat ion. Ces di lata

tions sont d 'a i l leurs e x p r i m é e s respec t ivement par ^ et 

-7— Nous écr i rons donc 
dy 
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D'aulro par t , n o u s avons établi les équa t ions 

N , = Â ( 3 , + 3 , + 3 , ) - ^ 2 ^ , 

= X (7>t + 3 2 + 3 S ) + 2 1 x 3 , , 

N 3 = X ( 3 H + D 2 + 3 3 i + 2 | . 3 3 , 

„ fdv dio\ „ (dvo . du\ „ (du , dv\ 
T< ^^{dz + djr ^Uv^d-*)' T 3 = ^ t e + dJt)' 

Supposons , enfin, et c'est une hypothèse qui a été faite pa r 
tous les a u t e u r s qu i se sont occupés de cette ques t ion , que 
l 'on ai l , en tous les points de la p laque 

N 3 = 0 , T , = Ü , T 2 = 0 . 

Les deux dern iè res de ces équat ions sont la conséquence 
de l 'hypothèse que nous avons faite de la conservat ion des 
angles droi t s é n t r e l e s l ignes p r imi t ivemen t ver t icales et les 
feuillets auxque l s elfes n e cessent pas d 'ê t re pe rpendicu
la i res , la p r emiè re exp r ime s implement que la r épar t i t ion 
des efforts, su r les d ivers é léments de la p laque , se fait 
exac tement c o m m e s'il ne s 'exerçait, en t re les différents 
feuil lets , aucune act ion no rma le ver t icale . Dans cette h y p o 
thèse , dont on t rouvera la justification détai l lée aux pages 696 
et su ivantes de la t r aduc t ion française de la Théorie de l'Elas
ticité de Clebsch, on a, si N 3 = 0, 

Subs t i t uan t dans les express ions de N, et de N 2 , elles 
dev iennen t 

N , = ^ ^ ^ ( * + V) \ + W » ] . = ) ^ ^ . [ 2 ( X - f - ; , ) 3 2 + X 3 1 ] . 

Et, en les différentiant , a insi que la va leur de T 3 et en y 
me t t an t pour 3 , , 3 2 l eurs va leurs en fonction de w, on obt ient 
faci lement , 

d2N, __ _ 2*z 
dx2 ~ X - f - 2 u 

d2X„ _ 2 a - 3 - ' 
dy* 

dxdy 

2 ( X + 

2 ( X + 

= — 2 u 

diw . . 
dx* + 

dhv , 
~dx'' + 

d*w 
dx2dy2 

d^w 
dx^dy2 

d''w 
' dx2dy2 
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Alors ces t ro is différentielles sont expr imées en fonction 
de iu, dép l acemen t ver t ical des points du feuillet m o y e n , 
lequel est i n d é p e n d a n t de z. Elles vont donc sor t i r du s igne 
d ' in tégra t ion , et l ' équat ion (l) dev iendra a in s i , ap rès 
réduct ion, 

— 4 U . F X 4 - u.) fd'"w , „ dho , d*w\ R E „ , , 

Or, I z'dz = — • Si l 'on pose d 'a i l leurs , pour abréger , 

V (x + _ A 
X + 2 , 1 ~ 1 • 

A I é tant u n coefficient d 'élasticité propre aux p laques , on 
obtient l ' équat ion 

' d*w . dho diw _ 3 r 

^' dx~*^- dx^dy* + dif ~ 2 A , E 3 ? ^ ' Y ) -

C'est l ' équat ion différentielle cherchée . Lorsque X — ( A , 

c 'est-à-dire pour les corps don t l ' isotropie est parfai te , 

A, = 7 7 ? E. Nous la i s se rons A( dans la fo rmule , c o m m e 
1 0 

nous avons laissé p lus h a u t le coefficient G après avo i r 
mont ré son r a p p o r t avec celui E de l 'extension long i tud ina l e . 

A cette équa t ion différentielle généra le , il faudra a jou te r 
des équa t ions définies des t inées à exp r imer les condi t ions 
qui doivent ê t re satisfaites en des points dé t e rminés de la 
plaque. Si, par exemple , la p laque est encas t rée hor i zon ta 
lement en u n cer ta in poin t , on devra avoir , pour ce po in t , 

^ = 0 , et = 0. Si elle est posée su r u n cadre h o r i 

zontal, on devra en tous les points de ce cadre , avoir vu = 0 

et, en ou t r e , le m o m e n t fléchissant devra y être nu l . Or, ce 

momen t fléchissant, ou couple de flexion, peut , en c h a q u e 

point, se décomposer en deux couples para l lè les , l ' un aux x, 

l 'autre aux y, et ces deux couples ont pour express ions 

respec t ivement 

M* = J l Ntzdz, M„ ~p 7i2zdz 
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ou bien, en m e t t a n t p o u r Ni et N2 l e u r s express ions précé
dentes et effectuant l ' in tégra t ion 

M 
2 E 3 r d'hc d'-w~\ 2 S 3 T~ d 2 i c d?w~\ 

! = - T L A 4 ^ " + B |
 d?]' M * = ~ ^ L A , ^ + B < d^\ 

2u.X 

en appe lan t B, un n o u v e a u coefficient B. = '•—— • Pour 

les corps i so t ropes , ce coefficient Bx = E = ^ Ai. 

2 . 7 ^ . A p p l i c a t i o n a u x p l a q u e s c i r c u l a i r e s . — 
L'équa t ion différentielle généra le (2) peu t se me t t r e sous 
la forme 

dx 

2 fd2w . d 2 i o \ d2 f d?w d2w\ 3 . . 

^ \~dx* '^"d^2)+dyi \dâ? + ~dy~2) — 2Â,7 3 ' ' ' V>' 
Si nous supposons la p laque s o u m i s e à une cha rge unifor

m é m e n t r épa r t i e sur sa face s u p é r i e u r e hor izonta le , f (x, y) 
sera u n e cons tan te égale à la cha rge p pa r un i t é superfi
cielle. Si la p l aque est c i rcula i re de r a y o n a, l ' in tégra t ion 
devient facile, parce que tous les points s i tués à u n e m ô m e 
dis tance r du cent re se t r o u v e n t dans les m ê m e s condi t ions , 
c 'est-à-dire que toutes les quan t i t é s var iab les sont indépen
dan tes de l 'angle A qui peu t définir, avec r, la posi t ion d 'un 
point que lconque de la p laque . On peu t a lors , en adoptan t , 
dans le p lan hor izonta l , les coordonnées polai res r, x , n ' avoi r 
p lus , en réal i té , q u ' u n e seule va r i ab le à cons idérer . 

Les équat ions de t r ans fo rma t ion de coordonnées 

x = r cos A , y = r sin A , 

donnen t , en t e n a n t compte de ce que les dér ivées par r a p 
por t à a sont nu l l e s , 

dw dw dr dw dm dw dr dw . 

dx dr dx dr ' dy dr dy dr ' 

ET 
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et par sui te 

d2w . dho d2io 1 dw 1 d /rdw\ 
dx2 dy"1 dr2 r dr r dr\ dr ) 

L'équat ion différentielle généra le prend alors la forme 

1 £ . \ A \ z . É . l r d l c - W 1 3 p 
r dr \ dr [ r dr \ dr ) J ] 2A, e 3 

et son in tégra t ion devient des plus faciles. Les deux m e m b r e s , 

mult ipl iés par rdr et in tégrés , donnent , en appelant C une 

constante à d é t e r m i n e r 

d Ti d /rdw\A 
dr [_ r dr \ dr } J 4A,e 3 

De m ê m e , en divisant pa r r les doux t e rmes et in tégran t 
de nouveau 

1 d_ /rdw\ _ :\pr2 cr~J-C 
r dr\dr ) ~ 8 A ( £

3 ^ S a + ' 

en appelant G u n e nouve l le cons tan te . Il est facile de 
voir que , le p r e m i e r m e m b r e é tan t la somme des courbures 

dlw d2w . i i i i 
-j-f -\- -j^ p r i ses par la p laque dans deux sens rec tan
gulaires, ce t te s o m m e ne peut nu l l e par t deveni r infinie, ce 
qui cor respondra i t à un rayon de cou rbu re nu l , et qu 'auss i 
la constante C doit être nu l l e , car , si elle subsis tai t , le second 
membre dev iendra i t infini pour r = 0. En l'effaçant, m u l t i 
pliant les deux m e m b r e s par rdr et i n t ég ran t de nouveau , 
on obt ient 

dw 3 pr* Cr1 

r~dr~ 3 2 A ^ + ~1T' 
sans qu ' i l y ai t besoin d 'ajouter de nouvel le cons tante qui 

donnerai t ~ infini pour r = 0. Divisant pa r r, i n t ég ran t 

de nouveau et d é t e r m i n a n t la constante de m a n i è r e que 
pour r = «, ou su r le con tour de la p l aque , on ait w = 0 , 
on t rouve enfin 
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C'est l ' équa t ion de la surface de révolu t ion affectée, après 
la déformat ion, par le feuillet moyen. Il reste à dé te rmine r 
la constante C. Nous le ferons par l ' appl ica t ion d 'une des 
condit ions rappelées p lus haut , savoir que pour r ±= a, c'est-
à-dire au contour , on ait , 

Si la plaque est simplement posée, M ,̂ = 0 et My = 0 , 

Si elle est encastrée ~ — 0 . 
dr 

Dans la p laque circulaire les rayons de toutes les d i rec
t ions se t rouven t dans les m ê m e s condi t ions , nous pouvons 
donc p rendre c o m m e axe des x u n rayon que lconque et , si 
nous appelons Mr le m o m e n t de flexion para l lè le à cet axe 
en u n point que lconque , nous au rons son express ion en 
m e t t a n t dans celle de M* les va leurs des dér ivées de w en 
fonction de r au lieu des dérivées en x et y ; nous a u r o n s 
a insi 

,,. 2E 3 r d2w _ 1 dio~\ 

w m - = - - - t L A | ^ + B i ; * J 
pour la va leur de ce m o m e n t en un point que lconque . P o u r 
expr imer qu ' i l es t nu l au hord de la p laque , il suffira 
d 'écrire 

. d2w 1 dio _ 
A , —ri; -4- t s . — = U, p o u r r = a 

1 dr- 1 r dr r 

Or, nous venons de t rouver 

nous en déduisons 

dw 3pr3 Cr _ 
dr ~ 321,7* ' T ' 

d2ic 9pr2 C 

dr2 ~ 3 2 A , E 3 + T 

Par sui te , l ' équa t ion qui nous donne ra la cons tan te C 
pour la p laque s implement posée sera 

A. ( J & + ï ) W i & + ï ) = ° : 

d'où nous t i r e rons 
_ _ 3 A < + B < 3 p a » 

^ ~ ~ A , -f- B , i 6 A 4 £ 3 
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C = — 
1 6 A ( e 3 

Subs t i tuan t dans l ' équat ion (3) nous obtenons : pour l a 
plaque s i m p l e m e n t posée : 

3p fr* — a* 3 A , + B , . . , T 

et pour la p laque encas t rée : 

Si nous supposons la m a t i è r e isotrope, c 'est-à-dire X = UL, 

16 

ou b ien , c o m m e il a été dit p lus hau t , A, = -rz E et 

Ai 4 

Bj — = — E, ces express ions dev i ennen t pour la p laque 

s implement posée : 

( 7 ) ^ - 2 0 4 8 E e » \ ~ 2 1 «= + ~ 2 1 a*) ' 

et pour la p laque encas t rée : 

On doit r e m a r q u e r que s représen te seu lement la moi t ié 
de l 'épaisseur de la p laque . Si on désigne par e cette épais
seur en posant e = 2 e , le d é n o m i n a t e u r de chacune de ces 
expressions devient 256Ec : ! , au lieu de 2048Ee 3 . 

Il est su r tou t in té ressan t de connaî t re la flèche pr i se par 
la p laque, ou la va leur de w pour r — 0. Si l 'on représen te 
par f et / , la va leur de la flèche dans la p laque posée et 
dans la p laque encas t rée respec t ivement , on obt ient : 

1 8 9 p a j _ Jlôpa*_ 
[ 1 ' ' 2 5 6 E e 3 ' 1 2 o 6 E e 3 

Si la p laque est encas t rée , la condi t ion = 0 pour 
dr 

r = a nous donne 

3pa2 
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(IL) - s 
d2w 3 p P . \ , + B , , , _ , , " ] 
dr2 ~ 3~2A,Ê 2 L A , + B < a A 

express ion qui a son m a x i m u m n u m é r i q u e p o u r r = 0, 
c 'es t-à-dire au cen t re de la p l aque . Si nous faisons pour AI, BI 
les hypo thèses re la t ives aux corps i so t ropes , nous avons 
alors pour l ' équa t ion de sécur i té 

R n 1 1 7 pa2
 1 1 7 pa2 

P o u r la p laque encas t rée , n o u s avons de m ô m e 

fit ^ = ~r = 7%· L ' e n c a s t r e m e n t de la plat ine d i m i n u e 
/ 189 21 1 1 

la l lèche dans la p ropor t ion de 21 à 5 . 
Mais ce qu ' i l est p lus in t é re s san t de ca lculer , ce sont les 

condi t ions de rés is tance de la p laque . Si n o u s p r e n o n s la 
coupe m é r i d i e n n e de son feui l le t moyen après la dé forma
t ion et deux pet i tes l ignes pe rpend icu l a i r e s à ce feuil let , à 
l ' un i t é de d i s tance , l eu r s ex t rémi tés , aux faces s u p é r i e u r e 
ou infér ieure de la p l aque se se ron t r app rochées ou écar tées 
d 'une quan t i t é m e s u r é e par le p rodu i t de la demi -épa i s 
seur ^ par la cou rbu re pr i se par la p laque en ce poin t , 

c 'est-à-dire RH e f̂ s i fvi r ep ré sen t e la plus pet i te des 

deux charges de sécuriLé à l ' ex tens ion ou à la compress ion 

de la ma t i è re qu i forme la p l aque , c o m m e ^ r ep ré sen t e 

RJ 

alors l ' ex tens ion ou la compress ion p rodu i t e p a r l 'appl ica
t ion de cette c h a r g e , on e x p r i m e r a la condi t ion de sécur i té 
en posan t l ' inégal i té 

(10 ) Maximum de ± E '4"T < ^r' 
' dr2 Ji, 

Le m a x i m u m dont il s 'agit est le m a x i m u m n u m é r i q u e . 
d-w 

Si n o u s m e t t o n s dans cette fo rmule les va leu r s de —r-r 
ar

que nous avons t rouvées , nous a u r o n s , p o u r la p l aq u e s im
p l e m e n t posée 
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Le m a x i m u m n u m é r i q u e du second m e m b r e se p rodu i t 

p o u r r = a, c 'est-à-dire au pour tou r de la p laque . L 'équat ion 

de sécurité est a lors 

On voit que l ' encas t rement des p laques pe rme t d 'aug

menter , dans la proport ion de 117 à 90 ou de 13 à 10, la 

charge u n i f o r m é m e n t répar t ie que peut suppor te r une p laque 

circulaire . 

Les formules p récédentes pe rme t t en t de calculer l 'épais

seur e de la p laque c i rcula i re qui doit por ter u n e charge p 

par uni té superficielle. On a ainsi 

i Pour la plaque posée : e > V /T IT^ a \/TT" = 0 , 9 5 6 a l / ~ , 
/JGS J V l i o V H,, V rln 

/ 9Ô~ /~P • I~V 
\ P o u r l a p l a q u e e n c a s t r é e : e > y / 1 7 y R~ 0 , 7 0 3 a y / j ^ - -

Dans les deux cas, l ' épaisseur e ne dépend que du p rodu i t 

a \'p ou \/pa2, c 'est-à-dire de la charge totale p.r.a1. Gela 

montre que la cha rge totale un i fo rmémen t répar t ie que peut 

supporter une p laque c i rcula i re est indépendante de son 

rayon. 

Nous ne t ra i t e rons pas le cas de p laques por tan t une 

charge concent rée en u n point u n i q u e . Ce problème, qui a 

été résolu pour des p laques d 'épaisseur que lconque par 

Saint-Venant (voir t r aduc t ion de l'Élasticité des corps solides 

de Clebscb, note du § 45), exige u n e analyse délicate qui a 

peu d 'ut i l i té p r a t i que . Je me bornera i à en donner les 

résul ta ts . 

Si l 'on dés igne par P la charge u n i q u e placée au cent re 

de la p laque c i rcu la i re , on t rouve les formules suivantes 

pour le cas d 'une p laque isotrope, c 'est-à-dire en faisant 

A, = ^ E et L\ = E. 
l o 15 

Plaque s i m p l e m e n t posée : 

H 7 P a 2 / , r2 , 1 0 r . r\ 1 1 7 1 V 
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P l a q u e encas t rée : 

rEe 3 

4 5 P a 2 (• r2 , a r 2 . r \ , 45Pfi 

La compara ison de ces va l eu r s avec celles qui on t été t r o u 

vées p lus h a u t pour une c h a r g e répar t i e m o n t r e que , pour 

u n e m ê m e cha rge tota le P = p.r.d1, la concent ra t ion de la 

charge au cent re de la p l aque a u g m e n t e la flèche dans la 

proposi t ion de 21 à 52 , lo r sque la p laque est s imp lemen t 

posée, et dans la propor t ion de 1 à 4 lo rsqu 'e l l e est encas 

t r ée . 

2 7 5 . 1 * l a q u e s r e c t a n g u l a i r e s . — Pour les plaques 

r ec tangu la i re s , Navier a donné l ' in tégra le sous la forme 

d 'une série double . Si l 'on prend pour or ig ine des coordonnées 

l ' un des angles de la p laque , pour axe des x le côté de 

longueur a, et pour axe des y l ' au t r e côté de l o n g u e u r à, et si 

l 'on suppose la p laque chargée u n i f o r m é m e n t sur toute son 

é tendue d 'un p o i d s p par un i t é de surface, on a 

24p \n \n 1 a b _ 24p y y J _ 

m=i »=1 
met n é tant la série des n o m b r e s impa i r s 1, ¿5, 5 , j u s q u ' à 

l ' infini. 

La flèche cen t ra le / , ou la va l eu r de s pour x = ^et y = -» 

a pour expression 

2 4 p 

„ = 4 „_ 4 mn ^ - t - ^ 2\ 2 
La p lus g rande cou rbu re se p rodu i t au cen t re de la p laque 

et dans u n e d i rec t ion para l lè le au plus pe t i t côté , à l 'axe 

des x, pa r exemple , si nous supposons a <C b. Elle a pour 

va leur 
m — oo n — c 

[ > dayi~Kik,i3 Z j a2n /m2 n 2 ^ 2 

W 2 + 

_ 1 B — 4 6 V 
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Ces séries sont h e u r e u s e m e n t t rès convergen tes : pa r 
exemple, dans celle qui donne la flèche / , le second t e r m e , 
cor respondant à m = 3 , n = 1, et le t ro is ième, cor respon-

1 
dant à m = 1 , n = 3 , ne sont que le — du p remie r l o r sque 

a = b ; et le q u a t r i è m e , cor respondant à m = 3 , n = 3 n ' e n 

1 
est que le • On peu t donc, pour les appl ica t ions p ra -

t iques, se bo rne r au p r e m i e r t e rme de chacune d 'e l les . 

La surface affectée par le feuillet moyen fléchi au ra donc 

approx imat ivement pour équa t ion 

2 4 p a^b* . T.X . 7T7/ 
21 z = —T-.— ; 9 r „ s i n — s i n - f · 

v ; 7 r 6 A , t 3 (a2-\-b2)2
 a i 

La flèche cen t ra le , ou la va leur de z pour x = y = ^ 

sera 

La p lus grande cou rbu re , au centre de la p laque et pa ra l 
lèlement à son p l u s pet i t côté a, au ra pour express ion 

cPz 2 4 ab* 

Cette p lus g rande courbure , é tant mul t ip l iée par la demi -

épaisseur Í de la p l aque , donne la di la ta t ion m a x i m u m au 

point le p lus fat igué, et c'est cette di latat ion m a x i m u m qui 

doit, pour la sécur i té , res ter infér ieure au r appor t -~ de la 

charge l imi te R„ au coefficient d'élasticité E de la ma t i è r e . 

Nous a u r o n s donc , pour l 'équat ion de résis tance de la 

plaque rec tangu la i r e de côtés a, b, a é tant <d b, 

[ ' T H A . E 2 (a2 4- b3)2 p a — E 

1 6 

Lorsque A , — j z E, ou que le corps est i sot rope, cette 

équation dev ien t 

90 ab3 . , „ 
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d'où, pour l ' épa isseur e = 2e de la p l a q u e , 

/ w , 3 y / l Ô ab / p ab fp~ 
( 26 ) e ^ 5 — 6 . - \ / ï 5 - = 0 , 9 b b. -—— 1 / 
X ' -K* a 2 - j - 6 J

 V l i 0 a2 q- à 2
 V K 0 

L'équat ion de rés is tance (24) p e u t se m e t t r e sous la forme 

2 4 a3 , . R 0 

On voit a lors que la cha rge tota le pab, que peu t suppor t e r 
avec sécur i té u n e p l aque r ec t angu l a i r e , n e dépend que du 

r appo r t ^ de ses côtés et n u l l e m e n t de l eu r g r a n d e u r abso lue . 

Cette r e m a r q u e , ana logue à celle que nous avons faite p lus 
h a u t pour les p laques c i rcu la i res , ava i t été énoncée par 
Mariot te dès 1686 ('), p o u r les p l aques ca r rées . 

Si, au l ieu d 'une charge u n i f o r m é m e n t répar t i e sur toute 
l ' é tendue de la p l aque r ec t angu l a i r e , celle-ci n ' a à suppor
t e r q u ' u n poids u n i q u e P , placé en son cen t re , les condi t ions 
de la flexion se d é t e r m i n e n t de m ê m e par des sér ies doubles 
très convergentes dont on peu t se bo rne r géné ra l emen t à 
conserver les p r e m i e r s t e r m e s . 

Voici les p r i n c i p a u x résu l t a t s approximat i f s que l 'on 
ob t i en t a insi : 

(') Le m ê m e poids , dit Mariot te (Œuvres complètes, édition de la Haye, 1743, 
p . 467), d is t r ibué sur toute l ' é tendue d 'un ca r ré plat de bois sec ou de verre , 
posé su r un cadre, et qui le r o m p r a , r o m p r a t o u t au t r e car ré de m ê m e épais 
seur , de que lque l a rgeu r qu'i l soi t . 

I l le d é m o n t r e pa r ce t h é o r è m e que les poids un i fo rmément d is t r ibués ca
pables de rompre d e u x t r i n g l e s ou règles de m ê m e s ma t i è r e , largeur et épaisseur , 
posées à leurs ex t rémi tés , son t en ra ison inverse de leurs longueurs . D'où il suit 
que , si l 'on a deux p l aques carrées dont l 'une ait son côté double de celui de 
l ' a u t r e , et si l 'on y tai l le , vers le mil ieu, des b a n d e s d'égale largeur , la bande 
du plus g r a n d r o m p r a sous u n poids moi t ié moindre que ne fera celle du p lus 
p e t i t ; ma i s si, par compensa t ion , la b a n d e du p lus g rand a une l a rgeur double, 
elles r o m p r o n t tou tes deux sous la m ê m e charge to t a l e . Il en sera de m ê m e , 
ajoute-t-i l , s i , au lieu d 'une seule b a n d e dans chaque p laque , il y en a deux 
qui se c ro i s en t à ang les droi ts e t si dans les deux sens , on en ajoute d 'au t res 
de par t et d 'aut re de celles-là, e t c . D'où le t h é o r è m e énoncé , ou ce qu'i l fallait 
démon t r e r 

L 'ass imi la t ion d 'une p laque à d e u x s y s t è m e s croisés de règles jointives 
m a n q u e sans doute d 'exact i tude , mais on c o m p r e n d que n é a n m o i n s la con
clusion pu isse ê t re j u s t e . 
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La surface affectée par le feuillet moyen a pour équat ion 

6P aibi . TXX . ity 
• s m — s i n -f · 

iz*A{ab^ (a2 -f- 2 è ) a a b 

La flèche cent ra le / ' a pour va leur 

(m 6 ( 1 — - n 2 ) a3b3 

1 8 J ' ~ " TC^A,e3 ( a 2 + 6 2 ) 2 1 ' 

Pour une m ê m e charge P =pab, on voit que la flèche est 

augmentée , pa r la concent ra t ion de la charge , dans la p r o 

portion de 4 à TZ- ou sens ib lement de 2 à 5. 

Enfin, l ' équa t ion de rés is tance est, en supposant toujours 

a < b, 

(99) E*! p^Kfl . 

[ ' 7t2A(=
2 (a2 + b2)2 E 

Comme dans le cas de la charge répa r t i e , le poids total 

que peut suppor t e r , en son cent re , u n e p laque rec tangula i re , 

ne dépend que du r appor t de ses côtés et non pas de la g r a n 

deur absolue de l eu r s d imens ions . Cette équat ion , lo r squ 'on 

suppose le corps isotrope, donne , pour l ' épaisseur e = 2E à 

adopter pour u n e p laque rec tangula i re chargée en son cent re 

d'un poids P 

^ 3 v'iO b s]ah 
(30) e ^ 

b2 

Toutes ces formules s 'appl iquent , bien en tendu , aux 

plaques car rées : il suffit d'y faire a — b. 

2 7 6 . R é s u l t a t s e x p é r i m e n t a u x . — Des expér iences 

sur la flexion des p laques minces ont été poursu iv ies , 

depuis 1889, par M. Bach, professeur à l 'Ecole supér ieure 

technique de S tu t tga r t . Il a opéré sur des p laques à contour 

circulaire, e l l ip t ique et rec tangula i re en fonte ou en acier 

fondu. Il a t rouvé pour les flèches cor respondant à des 

charges var iab les , des g r andeu r s comprises ent re celles que 

donneraient les formules relat ives à la s imple pose et celles 

relatives à l ' encas t r emen t ; ces rés id ta t s , dit M. W a l k e n a e r , 

à qui j ' e m p r u n t e ce compte rendu , n 'on t r ien que de très 
37 
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n a t u r e l , car on conçoit que le se r rage de la p laque sur ses 
bords , eu égard au dispositif adopté , n ' a i t p o u r effet n i de 
m a i n t e n i r i nva r i ab l emen t hor i zon ta le s les t angen t e s aux 
mér id iennes des feuillets de la p l aque , ni d e l e s la isser abso
l u m e n t l ibres de s ' incl iner . 

La courbe r ep ré sen t an t les flèches p résen te , dans le voi
s inage de l 'or igine, une concavi té no tab le , c 'es t-à-dire que 
les flèches ont , p resque i m m é d i a t e m e n t , u n accro issement 
beaucoup p lus rapide que les charges auxque l l e s elles r ede 
v i ennen t , u n peu p lus t a rd , à peu près propor t ionne l les . 
Cela t i endra i t sans doute , d ' après M. W a l k e n a e r , à ce que 
la rés is tance par t ie l le opposée par l ' a ssemblage de la p laque 
au m o u v e m e n t angu la i r e de son feuil let m o y e n sur les bords 
a d ' au tan t mo ins d ' influence su r la flèche cen t ra le que la 
pression est p lus forte. 

Quoi qu ' i l en soit, on peu t r ega rde r ces expér iences c o m m e 
d o n n a n t des résu l ta t s qui ne p résen ten t pas de désaccord 
no tab le avec les formules théor iques , avec lesquel les , au con
t r a i r e , elles para issent s 'accorder assez bien tout à fait a u 
c o m m e n c e m e n t de la flexion, c 'est-à-dire q u a n d l e s défor
m a t i o n s sont encore t rès pe t i tes . 

Il n e faut pas pe rd re de vue , en effet, que les induc t ions 
fondées sur la théor ie , quel les qu 'e l les soient , ne s 'ap
p l i quen t que dans le r é g i m e des t rès pet i tes déformat ions 
pour lesquel les les tens ions m á x i m a res ten t f r anchemen t 
en deçà de la l imi te de l 'é last ici té . El les sont , à p lus forte 
ra i son , inappl icables au cas de la r u p t u r e , et il n ' y a r ien à 
conc lu re cont re elles des va l eu r s inadmiss ib les qu 'on t r o u 
vera i t en les résolvant pour ce cas (*). 

(') Par des considéra t ions ingénieuses qu'il a développées dans les Annales 
des l'onts et Chaussées, 1887, 2" s e m e s t r e , page 704, M. Galliot a t rouvé la 
re la t ion approximat ive suivante en t re la charge p par uni té superficielle d 'une 
p laque d 'épaisseur e, de d imens ions a et b, [a < 6), e t l a flèche f prise par 
ce t te p laque : 

et la su ivante qui donne l'effort molécula i re m a x i m u m R m au poin t le p lus 
chargé 

L 'analyse de M. Galliot peut p rê t e r à la cr i t ique et les coefficients qui 
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§ 2 

P O R T E S D'ÉCLUSES 

1277 . I n d i c a t i o n d e la m é t h o d e a p p r o x i m a t i v e 
o r d i n a i r e . — Les por tes d 'écluses sont géné ra l emen t cons
ti tuées par des entre toises hor izon ta les , appuyées à leurs 
deux ex t rémi tés soit sur le cha rdonne t et l 'enclave, lorsqu ' i l 
n'y a q u ' u n seul vanta i l , soit sur le cha rdonne t et le poteau 
busqué, lorsqu ' i l y a deux van taux busqués . Ces entre toises , 
plus, ou moins espacées, sont recouver tes , du côté d 'amont , 
par u n bordage que nous supposerons const i tué pa r des 
aiguilles ou pièces ver t icales jo in t ives . 

Lorsque l 'on fait abs t rac t ion de la rés is tance du bordage 
à la ilexion, ce qui est suff isamment approximat i f dans les 
portes de pet i te d imens ion , ou dans celles où le bordage est 
formé par u n e tôle m i n c e , on peut r ega rde r chaque en t re 
toise c o m m e suppor t an t la press ion de l 'eau cor respondant 
à la hau teu r compr ise en t re les deux l ignes hor izonta les qui 
divisent, en deux par t ies égales, les dis tances aux entretoises 
voisines. Cette pièce est a lors ass imi lable à une pout re 
appuyée ou encas t rée à ses deux ext rémi tés , su ivant le mode 
d 'assemblage adopté , et soumise à une charge un i fo rmément 
répart ie su ivan t sa l o n g u e u r . Le calcul de ses d imens ions 

figurent dans ses formules sont très discutables . Sans modifier beaucoup ses 
g 

ra isonnements , on arr ive à t rouver que l'on peut subst i tuer au t e rme - p de 

P 2 

lapremière formule, celui, plus s imple, de — et au te rme - f de la seconde, le 

terme ^-f. Les formules peuven t alors s'écrire 

et sous cette forme plus simple, elles para i ssen t s'accorder mieux que les p r é 
cédentes avec les résul ta ts des expér iences de M. Galliot. Peut-ê t re même y 

1 1 

aurait-il avan tage , à ce poin t de vue, k adopter - au lieu de - pou r le coeffi

cient de p de la première formule. · 
On peut, avec ces formules, calculer l 'épaisseur e que doit avoir une plaque 

de dimensions 2 , b, données pour supporter une charge p, avec un effort 
maximum R au poin t le plus chargé . Le calcul est laborieux, le lecteur en 
trouvera un exemple dans le mémoire cité de i l . Galliot. 
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ne p ré sen te a lors r ien de pa r t i cu l i e r , non p lus que celui du 
Lordagc , dont l ' épa i s seur se règ le a lors p lu tô t pa r des con
s idéra t ions re la t ives à l ' u s u r e des m a t é r i a u x employés qu ' à 
la rés i s tance p r o p r e m e n t dite à la press ion exercée par 
l ' eau . 

Mais ce procédé s imple de calcul n 'est p lus suffisant lorsque 
la rés i s tance du bordage à la flexion n ' es t pas nég l igeab le . 
La ques t ion dev ien t a lors beaucoup plus c o m p l i q u é e . Nous 
a l lons ind iquer , d 'après M. Lavoinne (Ann. des P. et Ch., 1867, 
1 e r s e m . ) , c o m m e n t on peu t la t r a i t e r . Nous r é s u m e r o n s son 
r e m a r q u a b l e t rava i l en n ' e n conse rvan t que les par t ies indis
pensab les et en y r e n v o y a n t pour tou t ce qui n ' a u r a pas 
t r o u v é place ici . 

— ~H. É q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s g é n é r a l e s d e la 
flexion, d a n s l ' h y p o t h è s e d e L a v o i n n e . — Supposons 
que les en t re to i ses soient , c o m m e le bordage , formées de 
pièces jo in t ives . A d m e t t o n s que ces pièces , ver t icales dans 
le bordage , hor izon ta les dans les ent re to ises , soient en n o m b r e 
infini et in f in iment é t roi tes dans le sens pe rpend icu la i r e à 
leur l o n g u e u r , de m a n i è r e que l eu r flexion puisse s 'opérer 
i so lément et i n d é p e n d a m m e n t les unes des a u t r e s . 

P r e n o n s pour or ig ine des coordonnées l 'un des angles supé
r i eu r s de la por te , pour axe des x son côté supé r i eu r OA 

et p o u r axe des z l ' un do ses 
côtés l a t é r a u x OB (/ îy .245) . Soit 
2a = OA la l o n g u e u r c o m m u n e 
de tou tes les ent re to ises e t ô ^ O B 
la h a u t e u r de la por te . Nous né 
g l igeons le poids de toutes les 
pièces et nous supposons que la 
por te est exc lus ivement soumise 
à u n e charge produi te pa r la 
press ion de l 'eau ag issan t sur 
tou te la h a u t e u r et d 'un seul 
côté . 

Appelons : 
x et z les coordonnées DM, FM d 'un point que lconque M; 
y la flèche c o m m u n e du bordage et de l ' en t re to ise en ce 

M, 

m; M 
E 

H 

FlG. 245. 
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point, c 'est-à-dire la quan t i t é dont il s'est déplacé hor izon

ta lement sous l 'action de la charge ; 

T : la réact ion qui s 'exerce en ce point en t re l 'entretoise et 

le bordage r appor t ée à l 'uni té de surface ; 

ia le m o m e n t d ' iner t ie des ent re toises , pour l 'uni té de h a u 

teur ; 

ib celui du bordage , pour l 'un i té de l a rgeu r ; 

E„, E 6 les coefficients d 'élast ici té de la mat iè re cons t i tuant 

respect ivement les ent re toises et le bordage ; 

p le poids spécifique de l 'eau qui produi t la pression sur 

la porte, de sorte que la press ion au point M, par un i t é de 

surface, s o i t p z . 

Considérons l ' é lément d 'entretoise DE de h a u t e u r dz ; 

nous pouvons l ' ass imi ler à une poutre de l ongueur 2a, 

appuyée à ses deux ext rémi tés et suppor tan t , aux divers 

points de sa l ongueu r , une charge r.dz par un i té de longueur , 

T. étant u n e fonction encore inconnue de x. Cette pout re 

étant d 'a i l leurs s y m é t r i q u e m e n t chargée , chacun des appuis 

1) et E exerce u n e réaction égale à la moi t ié de la charge 

totale, soit à dzJr.dx. 

Sur u n é l émen t M', que lconque de celle ent rc to isc , don t 

l'abscisse DM, - = *c, et dont la l ongueur est dxu la charge 

sera T.dzdxx, et le m o m e n t de cette charge par r appor t au point 

M dont l 'abscisse est x sera T : (X — xt) dzdxt ; la somme de tous 

les m o m e n t s ana logues pour tous les é léments compr is en t re 

D et M sera fr. (x — xt) dzdxt, et le m o m e n t fléchissant au 
" 0 

point M, qui est la différence en t re cette somme et le m o m e n t 

de la réact ion de l 'appui D, dont le bras de levier est x, 

aura pour express ion 

dz J 7U [x — x{) dx{ — xdz J r.dx. 
0 0 

D'un au t r e côté, le m o m e n t d ' iner t ie de cet é lément d'en

tretoise est i„dz; on a donc, pour l 'équat ion différentielle de 

la courbe affectée par sa fibre n e u t r e déformée 

( 1 ) EJadz = dz j1 TT (x — xt ) dxt — xdz J -xdx. 

0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dz, facteur c o m m u n à tous les t e r m e s , p e u t ê t re s u p p r i m é , 
ma i s nous pouvons faire subi r , à cette équa t ion , u n e au t re 
t r ans fo rmat ion . Nous avons i d e n t i q u e m e n t 

it [x— x,)dxi r— j iixdx^ — / Tixtdxt = x j Tidx — / nxdx, 
0 0 0 0 

j nxdx = x J r.dx — j^dx J Tidx ; 
0 0 0 0 

donc 

7T (x — œK ) dxK = / dœ I ndx. 

0 0 0 

L'équat ion différentielle ci-dessus peu t ainsi s 'écrire : 

(3) E a 2 ' „ ~^ — J dx J Ttdx — x J ndx = 1 dxj izdx. 
O U 0 ( l a 

En l ' i n t ég ran t deux fois et r e m a r q u a n t que , pour x = a, 

on doit avoir ^ - = 0 et que pour x = 0, y = 0, on a 

(i) y = jT^r J dxj dx J dx J izdx. 

™0 a 0 i l 

Considérons m a i n t e n a n t l ' é l ément de bordage F H de lar
geu r dx. C'est u n e pout re dont le m o m e n t d ' iner t ie est ibdx 
et qui suppor te , par un i t é de surface, d 'un côté la press ion 
de l 'eau pz, de l ' au t re la réact ion des en t re to ises T.. Su r u n 
é l émen t que lconque M, compr is en t re F et M, ayan t une 
o rdonnée FM, — Zi et une superficie dxdz¡, la cha rge sup
portée par le bordage sera la différence (pz— 7 7 ) dxdzt. Le 
m o m e n t de cette press ion par r appor t au poinL M s 'obt iendra 
en la m u l t i p l i a n t pa r son b r a s de l ev ie r (z — z¡) = MM,, et la 
s o m m e de tous les m o m e n t s des forces ana logues , s 'exerçant 
sur les é léments compr is en t re F et M, sera 

J"(pz — ~) ( s — zi) dxdzi. 

Cette s o m m e sera le m o m e n t fléchissant au po in t M, car 
les ex t rémi tés F et II de cette sorte de pout re ne s u p 
por ten t pas d ' au t re réact ion que celle 77 des ent re to ises ; 
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bordage 

(8) f z ? d x = - \ f d \ f ë d z 

nous a u r o n s d o n c , pour l ' équat ion différentielle déf inissant 
la flexion de ce bordage , 

E/,i/,dx dj^,i = dxJ (pz — 7c) (z — zK) dzA. 

o 

S u p p r i m a n t le facteur c o m m u n dx, et faisant subi r à l ' i n 
tégrale du second m e m b r e la môme t ransformat ion que celle 
que nous v e n o n s d 'opérer pour l ' en t re to ise , et qui est r ésu
mée par l ' équa t ion (2), nous obtenons 

(3) E*1'* fyfi = f dz f [PZ — ̂  DZ• 
o o 

In tégran t d e u x fois, ayant égard à ce que , pour z = b, 

y doit être égal à zéro, et dés ignan t par 3 (x) une fonction de xr 

indépendante de z, nous avons 

y = vhk\_f dzf d*f dsJ {'pz~~*)dz+ ^—b)? 
A 0 0 0 

En éga lan t ce dép lacement hor izonta l du point que l 
conque M du bordage à celui que nous avons t rouvé p l u s 
haut pour le m ê m e point de l 'ent re toise , nous aurons l ' équa
tion généra le d u p rob lème 

(7) p r - y J dx j dx J dx J ndx 

" o 0 0 0 

= h, [fdsfdsfd'f'{pz - r-] dz +[z - b ) ?{x) 

4 0 0 0 

Diflerentions deux fois pa r rappor t à x et deux fois p a r 
rapport à z c h a c u n des deux m e m b r e s de cette équat ion , 
puis trois fois, pu is qua t re fois; nous au rons , en posant p o u r 

E ia 

abréger jr~r = T , T é tan t un n o m b r e abs t ra i t m e s u r a n t le 

rapport de la r é s i s t ance à la flexion, ou de la r a ideu r du 
système hor i zon ta l des entre toises au système vertical du 
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/ " V i e , f'rPv _, 
J d ^ d x = - z J dx~*dz' 
a 0 

n m d ^ _ _ d^ 
[ 1 U ; dz* ~ T dcoi' 

A ces équa t ions il faut j o i n d r e celle qui expr ime que la 
s o m m e des m o m e n t s de toutes les forces qu i agissent su r u n 
é l émen t de bordage , pris pa r r a p p o r t au seui l , est nu l l e , 
c 'es t -à-dire 

rb 

dx j (pz — i t ) (6 — z) dz = 0 , 

0 
ou b ien 

(11 ) J \ (b — z)dz — j"pz (b — z) dz = ç,pb3. 
0 0 

2 7 H . I n t é g r a t i o n de ee s é q u a t i o n s . — P o u r satis
faire à l ' équa t ion aux dér ivées par t ie l les (10), M. Lavoinne 
pose 

* = 7. (*) + E F ( a * ) / " (¡3*), 

y (z) é t an t u n e fonction de z à d é t e r m i n e r , F ( o u e ) et f ($z) 
étant les fonctions su ivantes 

. x—a , x — a . .. . x—a ., x—a 
C O S a C o h i C O S a c o h a — s m a s i h a s m a s i h o t •ci \ a a a a a 

Y ( o z k ) = 2 • > 

cos 2 a -f- coh 2 a 

( 1 3 ) f($z) = A cosp | - f B sinp | -f- G coh (3 | - f - D s i h ^ ; (1) 

et la s o m m e S é t an t celle de tous les p rodu i t s , en n o m b r e 
infini, des va leu r s que p r e n n e n t les fonctions F et f pour 
les va leu r s des a r g u m e n t s a et ¡2 que nous définirons p lus 
lo in . 

(*) Nous avons subs t i tué , aux exponent ie l les employées p a r M. Lavoinne, 
les s inus , cosinus et t a n g e n t e hyperbo l iques , définis, c o m m e on le sait, par les 

gU e— u eu_^_e — ii eu g — V 
équat ions sih u = > coh u -- , t ah u = : • 

2 2 e« + « - « 
Cette modif icat ion donne p lus de symét r ie a u x f o r m u l e s . Nous avons 

subs t i tué auss i , aux a r g u m e n t s a e t a de M. Lavoinne , les quan t i t é s - et y» ce 
a b 

qui rend, c o m m e on ver ra , s i ndépendan t de b. 
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A, B, C, D sont des cons tantes , c 'est-à-dire des n o m b r e s 
indépendants de x et de z et qui ne dépendent que de l ' a rgu 
ment ¡3. 

On vérifie faci lement que , pour satisfaire aux équat ions (S), 
(9), 10) et (11), il faut poser 

(14) , » = P 4 - Q * , (\5)l + f = i-pb, ( 1 6 ) a ^ = W f t ' , 

(17) — A cosp — B sinp 4- C cohp1 4- D sihp — 0, 
(18) _ B + D = 0 , (19) — A 4 - 0 = 0. 

Enfin, on vérifie aussi que l 'équat ion fondamenta le (7) est 

satisfaite si l 'on pose, out re ces condit ions, les su ivantes 

(20) P 4 - Qb = 0, 

{M> b^l 1.2.3.4. 1.2.1.2. ] 
(22) A cos p 4 - B sin p 4- C coh |3 4- D sih ¡3 :=- 0, 

(23) ^ f d 2 f d 2 f a 2 f f (M = {P - Q) - P 
» 0 0 o 

Les équa t ions (15) et (20) donnen t i m m é d i a t e m e n t 

1 1 

P — ^Pb, Q = _ - _ p ; 

ce qui définit la fonction -/ (z), laquelle est ainsi 

(24) Z {» = | p [b - z). 

Il s'agit de dé t e rmine r m a i n t e n a n t les a rgumen t s a. et ¡3 ou 

plutôt l 'un des deux, pu isque l ' aut re s'en dédui ra par l 'équa

tion (16). Les équa t ions (17) et (22) conduisent à 

(25) tangp = tahp, 

équation t r a n s c e n d a n t e qui nous donnera tou tes les va leurs 
de ¡3, en n o m b r e infini. Nous allons les dé te rminer . 

Comme la t angen te hyperbol ique tah ¡3 est toujours positive 
et comprise en t re 0 et 1, cet tejéquation ne peut être satisfaite 
que par des va l eu r s de ¡3 don t la tangente t r i gonomét r ique 
tang ¡3 est posi t ive et au p lus égal à 1, c 'est-à-dire par ¡3 com-
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p r i s e n t r e 0 et7: e n t r e r. et^-'î e n t r e 2r. e t V"' · • · e n t r e nr. 
4 4 4 

e t - — ^ - D a n s l e p r e m i e r i n t e r v a l l e o n n ' a t a n g ¡3 = t a h ¡3 

q u e p o u r g = 0 , c a r , p o u r t o u t e a u t r e v a l e u r d e l a t a n 

g e n t e c i r c u l a i r e e s t s u p é r i e u r e à l a t a n g e n t e h y p e r b o l i q u e . 

D a n s l e d e u x i è m e i n t e r v a l l e o n a t a n g ' ^ = 1 , t a h ~ = 0 , 9 9 9 2 2 , 

° 4 4 
9TT 9 T I 

D a n s l e t r o i s i è m e t a n g '-j = 1 , t a h — — 0 , 9 9 9 9 9 8 , 

e t c . ; d ' o ù i l s u i t q u e l ' o n p e u t p r e n d r e p o u r r a c i n e s , a v e c 

u n d e g r é s u f f i s a n t d ' a p p r o x i m a t i o n , 

'· = T = : i'9 2 7 ; h = T =
 "'fim

 ; ^ = "X = 1 0 , 2 1 0 ; 

^ < = 1 3 3 , 5 3 , «rte. 

e t , p a r s u i t e , t a n g 8 H = t a n g [ 5 2 = t a n g [ 5 3 = . . . = 1 . 

C e s v a l e u r s d e ¡3 d o n n e n t l e s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e a, 

a 
a u m o y e n d e l ' é q u a t i o n ( 1 6 ) œ = - ¡3 w—• O n c a l c u l e r a 

0 V 4T 

a i n s i a , , a a , a 3 , . . . 

Il n e r e s t e p l u s , p o u r a v o i r c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é l a 

v a l e u r d e t., q u ' à t r o u v e r l e s v a l e u r s d e s q u a t r e c o e f f i c i e n t s 

A , B , C , D . L e s é q u a t i o n s ( 1 8 e t ( 1 9 ) q u i d o n n e n t C = A e t 

D — B r é d u i s e n t à d e u x l e n o m b r e d e s i n c o n n u e s . L e s é q u a 

t i o n s ( 1 7 e t ( 2 2 ) d o n n e n t 

B 1 

A " t a n g p 

s o i t , e n t e n a n t c o m p t e d e s v a l e u r s , (26) 

B = — A , C = A , D = B = — A . 

L a f o n c t i o n / ' (|3z) n ' a d o n c p l u s q u ' u n s e u l c o e f f i c i e n t 

i n d é t e r m i n é e t p e u t s ' é c r i r e 

f(M = A [ C 0 S P|- sinp| + cohpf-sihp|J-
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Pour d é t e r m i n e r les valeurs do ce coefficient A , différen-

tions qua t re fois de suite pa r r appor t à z les deux m e m b r e s 

de l 'équat ion (23) : nous a u r o n s 

équat ion qu i , en dés ignan t par A i , A 2 , A 3 , les va leurs suc

cessives de A , é q u i v a u t à 

Les va leurs inconnues A 4 , A 2 , ·••, doivent être telles que 

cette équat ion soit satisfaite pour toutes les va leurs de z. 

Si nous supposons que le p r e m i e r m e m b r e de cette équa

tion soit développé su ivan t les puissances croissantes de z, 

d'après la formule connue de Mac-Laur in , les coefficients de 

ces puissances successives, à u n facteur n u m é r i q u e près , ne 

seront au t r e s que les dérivées successives du p remie r 

m e m b r e où l 'on au ra fait z = 0 . Si donc les coefficients A,, 

A j , s o n t tels que , pour z — 0, ces dérivées successives du 

premier m e m b r e soient égales à celles du second m e m b r e , 

on sera assuré que l ' équat ion sera i den t iquemen t satisfaite 

pour les va leurs de z. 

Or, pour 3 = 0, chaque pa ren thèse de l ' équat ion ci-dessus 
{ 

devient égal à 2, et le second m e m b r e à — ^ P ^ -

En ladif férent iant une p remiè re fois par r appor t à 2 , chaque 

pa ren thèse du p r e m i e r m e m b r e , affectant a lors les coefficients 

A , ~' Ai —2, . . . es t , pour z = 0 , égale à — 2, et le second 

m e m b r e à 

Toutes les dérivées suivantes du second m e m b r e sont 

i den t iquemen t nu l l e s ; les pa ren thèses du p remie r m e m b r e 

deviennent aussi zéro, pour la deuxième et la t ro is ième 

dérivée. La q u a t r i è m e et la c inquième d o n n e n t respect ive-

(P-) = r > - Q) * - P = | p O - £ ) , 

+ A 2 [cos ß 2 - — s i n 8.2 - - f co l i ß a ^ 

f Z z z 
-f- A 3 c o s ß 3 - — s i n ß 3 - + c o h ¡3, - - - s 

; - s i h ß21) + 
sihPsf)+ ... = 1*1(3* — b). 
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m e n t -+- 2 et — 2, et a ins i de su i t e , et l 'on a a ins i , en d iv isant 

pa r 2 et m u l t i p l i a n t pa r è, é 4 , è s , 

A , + A 2 + A 3 + A 4 + = — | ^ 6 , 

Ai Pi + A2p2 + A 3 p , 4- A , 3 , + = — \pb, 
A ) p ) ' 4 . % + A l 8 s ' + A l p 1 ' + = « , 

A H 3 H

5 + A 2 ^ + A 3 3 3 S - } -A ,S , s - f - = 0 , 

A ( B / - r -A 2 B / - f -A 3 ^- r -A^ 4 «4- - 0, 

A1B,9+A2B29+-A3339 + A ^ + = 0 , 
sys tème d ' équa t ions du p r e m i e r degré , en n o m b r e infini, 

s e rvan t à d é t e r m i n e r les coefficients A 4 , A 2 , A,, e tc . 

La réso lu t ion de ces équa t ions ne peu t é v i d e m m e n t se 

faire que par app rox ima t ions successives ; on peut , par 

exemple , p r e n d r e d'abord les deux p remiè res équa t ions en 

n 'y conse rvan t que les i n c o n n u e s À 1 ; A 2 , pu i s les q u a t r e 

p r e m i è r e s équa t ions avec des i n c o n n u e s Ai, A 2 , A 3 , et ainsi 

de su i te . 

On r econna î t r a que l ' approx ima t ion est suffisante lo rsque , 

en p r e n a n t deux équa t ions de p lus , les va l eu r s t rouvées 

p o u r les i nconnues ne diffèrent pas sens ib lemen t de celles 

que l 'on avai t calculées d ' abord . Nous n 'effectuerons pas ce 

calcul , et n o u s n o u s bo rne rons à donne r , sans les vérifier, 

les va l eu r s t rouvées pa r M. Lavo inne p o u r les qua t r e p re 

miers coefficients : 
A H — — 0 , 3 5 3 j s i , A 2 — 0 , 1 3 5 p i , A 3 = — 0 , 0 4 4 ^ 0 , A,, = - - 0 , 0 0 9 j 3 6 . 

Les va l eu r s de Ai, A 2 , A 3 , . . . sont a l t e r n a t i v e m e n t posi t ives 

et néga t ives et indéf iniment décro issan tes ; el les fo rmen t 

donc u n e sér ie convergen te . 

Tout est connu m a i n t e n a n t , dans l ' express ion de r>, et si 

n o u s r ep ré sen tons , pour abréger , par fL (j3z) la fonction 

fi {M ~
 c o s P jj — sin 3 | + coh p -b — sih p \-

la fonction F (ax) ayan t la signification définie pa r l ' équa t ion 

(12), nous a u r o n s : 

[ ' z ] P 'L - r -0 ,044F(^)A (p 3 ^)-0 ,009F(« i x)A (P ,^)J 
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Pu fti> 3a, 3*, ayant les va leurs (26), et les * é t an t 

Remarquons , d ' a i l l eurs , que a, b et T é tant constants pour 
une por te donnée , les x sont p ropor t ionne ls aux ¡3 et que 
chacun d 'eux s ' expr ime en fonction du premier de sa sér ie , 
de la man iè r e su ivan te 

Les n o m b r e s ¡3 sont les mômes pour toutes les portes 
d 'écluses; les n o m b r e s a dépendent , au contra i re , des d i m e n 
sions de la por te . 

Le coefficient a, duque l dépenden t tous les aut res a, et 
dont la va leur définit en que lque sorte une porte donnée, a 
pour expression 

Les va leurs de /((3z), pour les va leurs croissantes de [3, 
restent toujours finies, t andis que celles de F (a.r), pour les 
valeurs croissantes de a, décroissent indéf iniment ; comme 
il en est de m ô m e des coefficients n u m é r i q u e s Ai, Aa, la 
série qui exp r ime - est r ap idement convergente et donnera 
la valeur de - avec une approximat ion aussi g rande qu 'on 
le voudra . 

— i i i i . C a l c u l du m o m e n t f l éch i s sant dans l e b o r 
dane. — Cette express ion généra le de ~. pe rme t de calculer 

le m o m e n t fléchissant m a x i m u m soit dans le bordage , soit 

dans les en t re to i ses . 

Nous avons vu plus h a u t que le m o m e n t fléchissant, en 

un point que lconque du bordage , avait pour expression 

= *2 -g 

P. = 5 Pl. ?3 
o 9 a2 — » *< . *3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Remplaçons -x par sa va leur (27) et dés ignons ce m o m e n t 
par m, nous a u r o n s 

m =fdzfdz (f* ^ïpb + pb [0'333F ( a , a ! ) ^ 
0 0 

— 0 , 1 3 3 F fax) KM + -•])· 

Effectuons l ' in tégra t ion et dés ignons par f2 ( ß z ) la fonction 

M ß , ) = I ( c o S f - s i n l - c o h ^ + sibÇ} 

nous ob tenons 

w = ^ a ( * - S ) - i ö » [ 0 1 3 S 3 F ( a 1 a ! ) / ' J ( p ^ ) - 0 , 1 3 S F ( a 1 a ) / - 1 ( p J * ) h...] 

La r eche rche ana ly t ique du m a x i m u m de » 2 serai t sans 
doute impra t i cab le ; on peu t y suppléer en ca lcu lan t les 
valeurs de ce m o m e n l pour u n cer ta in nombre de va leurs de 
z , co r respondan t aux points de divis ion de la h a u t e u r b de 
la por te en u n cer ta in n o m b r e de par t ies égales . On a a ins i , 
en fonction de x, la va leur du m o m e n t fléchissant m dans 
le bordage, sur chacune des l ignes hor izonta les de d iv i 
s ion ; on peut , su r chacune d'el les, t r ouve r le point où ce 
m o m e n t a t te in t sa p lus g r ande va leur et voir que l le est 
la plus g rande de tou tes ces va leurs m a x i m u m . 

M . Lavoinne a calculé les va l eu r s de la fonction f¡¡ ( ß z ) i i i n h 2b 9b 
pour les va leurs de 3 = 0 , tt.' tt;'""> t~v voici, par exemple , la 

1 0 1 0 1 0 
valeur qu ' i l a t rouvée pour le m o m e n t ?n, tou t le long de la 

l igne hor izonta le s i tuée à une dis tance x = 77; du s o m m e t 
10 

de la por te , 

mK =pb3
 — [ 0 , 0 0 2 2 3 + 0 , 0 0 3 0 7 F ( « < » ) — 0 , 0 0 1 0 3 F (*2x)...]. 

Il donne neuf équa t ions a n a l o g u e s pour les au t res l ignes 
hor izonta les de divis ion. On les t rouve ra dans son m é m o i r e . 

F (xx) est tou jours c o m p r i s ent re F ( 0 ) = 1 et F (*a) qui est 
plus peti t que l 'uni té ; il en résu l te , dit M . Lavo inne , que , les 
t e rmes du déve loppement de chaque va l eu r de m é tant d 'a i l -
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leurs de plus en p lus pet i t s , c'est pour x = a que chacune 
des va leurs de m données c i -dessus , où l'on peu t g é n é r a l e 
m e n t nég l ige r tous les t e r m e s à pa r t i r du second, sera 
max ima en v a l e u r absolue . 

Pour avoir , en conséquence , la p lus g rande va l eu r de 
chacun des m o m e n t s m, il suffira, dans les express ions qu i 
précèdent , de faire x = a, c 'est-à-dire de subs t i tue r à F (<«) 

2 cos a coh a 

les va leurs de F faa) Cette subs t i tu t ion 
COS 2a -+- COh 2a 

faite, on v e r r a quel est le p lus g rand des neuf coefficients 
de pb:i et l 'on a u r a ainsi le p lus g rand m o m e n t fléchissant. 
M. Lavoinne a fait ce calcul et voici, pour d iverses va l eu r s 
de , le p lus g rand des coefficients de pb3 dans l 'expression 
du m o m e n t fléchissant du bordage , rappor té à l 'un i té de 
l a rgeu r : 

'-ri c 

C ~° O è g 
A) ^ e « S* ^ 6 _, 3 , 

IL S C 

-c z 
- 3 ~~' ï "S =s 

' S B -o £ - •1 S ^ 

Ti a S M * C " O « 

V
al

f 

è * 
s 

£ e S 
¡11 

"5 Ö rt 

a 
l'S-S 

° A 

S S H 

0,6 0,0104 8 1,1 0,0202 7 1,6 0,0373 7 
0,7 0 ,0135 8 1,2 0,0286 7 1,7 0,0386 7 
0,8 0 ,0150 8 1,3 0,0316 7 1,8 0,0394 7 
0,9 0,IH80 8 1,4 0,0341 7 1,0 0,0401 7 
1,0 0,0214 7 1,3 0,0339 7 2,0 0 ,0403 

Ce coefficient m a x i m u m , désigné pa r qh, é tan t ainsi 
connu pour toute va leur de a , c ' e s t - à - d i r e pour une porte 
que lconque , il suffira de le mul t ip l i e r par joé 3 pour avoir le 
momen t fléchissant m a x i m u m du bordage , pa r uni té de 
largeur . 

li!! 1 . C a l c u l du m o m e n t f l éch i s sant dans l e s e n t r e -
to ises .— On dé te rmine ra , de la m ô m e man iè re , le m o m e n t 

fléchissant m a x i m u m par mè t r e de hau t eu r en chaque poin t 

du sys tème hor izonta l cons t i tuan t les entre toises . 
Le m o m e n t fléchissant en un point que lconque de ce 

/
y (*y 
dx j r.dx. Subs t i tuons à TT sa 
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va l eu r (27), effectuons les i n t ég ra t ions et dés ignons par 
Fi [mx) la fonction 

. . x— a ., x—a . x—a , x-
. cosa con a s i n a— s i l l a s i n a si h a cosa con a — 

/ . 1 a a a 

[nx)z= 

a 2 cos2x 4- coh2<x 

nous a u r o n s , pour la v a l e u r de ce m o m e n t fléchissant, 

1 
— - p (b — z) (x2 — ax) 4- pba'2 ( 0 , 3 5 3 F , (aix) ft ( p , * ) 

- 0 , 1 3 5 F , ft (¡V) 4 - 0 , 0 4 4 F , , (*3x) f, ($,z) . . . j . 

Si Ton in t rodu i t , dans cette fo rmule , les va l eu r s calculées 
de f, (3z) pour les v a l e u r s z = 0. - ^ ' r r ' - - - on au ra , pour 

\ / i - · 1 0 10 10 
d é t e r m i n e r le m o m e n t fléchissant su r chacune des l ignes 
hor izonta les , des équa t ions , ana logues à celles que n o u s 
avons écri tes p lus h a u t pour le bordage , où le m o m e n t 

f léchissant sera exp r imé par 2 ^ - ^ mul t ip l i é pa r une sui te de 
4 

t e r m e s en F t ( « i . r ) , F, (*2x),..., affectés de coefficients n u m é 
r i q u e s qu i sont , c o m m e / ) (|3z), les m ê m e s pour toutes les 
por tes d 'éc luses , et que l 'on t r o u v e r a dans le m é m o i r e de 
M. Lavo inné . 

Le m a x i m u m a toujours l ieu pour x = a ; il suffira donc, 
pour avoir le m o m e n t f léchissant m a x i m u m , de faire, dans 
ces équa t ions , x = a, c 'est-à-dire de r emp lace r les F, (xx) 
pa r F, (a.a), l aquel le a p o u r va leur 

„ , . J_ sin T. sih a 
1 { x a ) ~ ~~ x * c o s 2 a 4 - c o l i 2 * " 

Le tab leau su ivan t d o n n e , pour d iverses va l eu r s de a„ les 
va l eu r s des coefficients qa ainsi ob t enus , et par lesquels il 

faut m u l t i p l i e r p o u r avoi r le m a x i m u m du m o m e n t 

fléchissant su r chacune des l ignes hor izonta les de divis ion, 
le m a x i m u m a y a n t tou jours l ieu au mi l ieu de la l o n g u e u r 
des en t re to i ses . 
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V A L E U R S D U C O E F F I C I E N T q„ P O U R 
\ U E K S 

d e 

0 
h U 3 4 4 4 :,b &/> 7 6 8 4 IV) 

0 
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 t u 1 0 1 0 1 0 

0 , 5 0 — 0 , 0 . 7 1 0 , 1 7 7 0 , 4 1 2 0 , 0 5 0 0 , 0 1 7 1 , 1 5 2 1 , 3 4 3 1 3 4 7 1 , 1 0 4 0 , 0 7 3 

1 1 . 6 0 — 0 , 0 5 1 0 , 1 0 1 0 , 4 3 0 0 , 0 9 2 0 . 0 5 1 1 , 1 0 2 1 , 3 ( 1 1 1 2 0 4 1 , 1 1 5 0 0 , 5 0 3 

0 , 7 0 — 0 . 0 : 4 5 0 , 2 1 7 0 , 4 7 4 0 , 7 2 7 0 . 0 0 7 1 , 1 4 0 1 , 2 3 0 1 1 0 0 0 . 0 4 2 0 . 5 2 5 

0 , 8 0 U . 0 I 8 0 . 2 H 5 0 , 5 1 5 0 . 7 5 2 0 , 0 1 1 2 1 , 1 0 4 1 , 1 5 2 1 0 0 3 0 . 8 3 4 0 , 4 5 9 

0 , 9 0 O . I O N 0 , 3 3 1 0 . 5 5 0 0 . 7 0 3 0 , 9 3 7 1 , 0 4 2 1 , 0 5 8 0 0 5 . ) 0 . 7 3 0 0 . 4 0 0 

1 , 0 0 0 . 2 1 9 0 , 4 0 0 0 . 5 0 4 0 . 7 1 1 5 0 . 0 0 0 0 . 0 7 2 0 , ! ) l i 2 0 8 5 3 0 . 0 4 0 0 . 0 4 8 

1 , 0 5 0 . 2 7 7 0 , 4 4 5 0 , ( 1 1 3 0 . 7 0 4 0 . 8 8 0 0 . 9 3 4 0 , 0 1 4 0 8 U 3 0 , 1 1 0 5 0 . 3 2 4 

1 , 1 0 0 , 3 3 5 Ü . 4 S 2 0 . 0 3 1 0 . 7 0 2 0 . 8 5 0 0 , 8 0 1 1 0 , 8 7 0 0 7 5 0 0 . 5 0 0 0 , 3 0 2 

1 , 1 5 0 ,3' . i :> 0 . 5 2 1 0 . 0 4 7 0 , 7 5 8 0 . H 3 0 0 , 8 0 2 0 , 8 2 5 0 7 I 2 0 . 5 2 8 0 , 2 8 1 

1 , 2 0 0 . 4 4!) 0 , 5 5 0 1 .1 . lui 0 . 7 5 4 0 . 8 1 5 0 , 8 2 1 ) 0 , 7 8 4 0 0 7 1 U / i O . i 0 . 2 5 0 

1 , 2 5 O / i O O 0 . 5 8 0 0 , 0 7 0 0 Ì 7 5 1 0 . 7 9 K 0 , 8 0 ü 0 , 7 4 9 0 0 3 0 0 , 4 0 0 0 , 2 4 0 

1 , 3 0 0 , 5 . 5 1 0 , 0 2 1 o . o o o 0 . 7 4 0 0 . 7 7 7 0 , 7 0 ( 1 0 , 7 0 8 0 5 0 7 0 . 4 : 1 4 1 1 , 2 2 8 

1 , 3 5 0 , 5 0 4 0 , 0 4 8 0 , 7 0 2 0 , 7 ' i 2 0 . 7 0 0 0 , 7 4 0 0 , 0 7 7 0 5 0 0 0 . 4 1 0 0 , 2 1 5 

1 , 4 0 0 , 0 3 8 0 . 0 7 0 0 , 7 1 4 0 . 7 3 0 0 . 7 4 3 0 . 7 1 4 0 , 0 ' . l i 0 5 3 0 0 . 3 8 B 0 , 2 0 1 

1 , 5 0 0 . 7 1 0 0 , 7 2 2 0 , 7 3 2 0 . 7 3 2 0 . 7 1 5 0 . 0 7 1 0 . 3 9 5 0 ' , 8 0 0 , 3 4 7 0 , 1 8 0 

1 , 0 0 0 , 7 0 0 0 , 7 5 0 0 , 7 ' i l i 0 . 7 2 7 0 . 0 0 2 0 . 0 3 5 0 , 5 5 4 0 4 4 0 0 . 3 15 0 , 1 0 3 

1 . 8 0 0 , 8 5 7 0 , 8 1 2 0 , 7 0 7 0 . 7 1 7 0 . 0 5 7 0 , 5 8 4 0 , 4 1 1 5 0 3 8 9 0 . 2 7 0 0 , 1 3 8 

2 , 0 0 0 , 0 1 7 0 , 8 4 0 0 , 7 8 1 0 . 7 1 0 0 , 6 3 3 0 , 5 4 8 0 , 4 5 0 0 3 5 2 0 . 2 4 0 0 , 1 2 3 

A l ' inspect ion de ce tableau ou voit : 

1° Que, quel le que soit la va l eu r de c 'est-à-dire le 
rapport de la r a ideu r du sys tème vertical à celle du sys tème 
hor izontal , les ent re to ises qui sont placées aux env i rons 

des ^ de la h a u t e u r de la por te à par t i r du s o m m e t s u p 

portent toujours à peu près le môme m o m e n t fléchissant 

m a x i m u m , lequel a, en ce point , une va leur qui s 'écarte 

peu de 0,lo'—^— • 

2° Que, pour do très faibles va leurs de a,, c 'es t-à-dire 
lorsque le bordage a peu de ra ideur , le m a x i m u m max i -
n i o r u m du m o m e n t fléchissant se produi t sur les ent re toises 

2 
inférieures aux - env i ron de la h a u t e u r de la por te à p a r t i r 

du sommet . Les m a x i m a correspondant , aux entre toises du 
haut de la por te sont t rès faibles, et m ê m e , au s o m m e t de la 
porte, le m o m e n t fléchissant au mi l ieu de l 'enlre toise s u p é 
rieure devient négatif, ce qui indique une courbure , t rès 
faible il est v ra i , de celte entretoise vers l ' amont . La v a l e u r 
de T. est e l l e -même alors néga t ive , c 'est-à-dire que le bor 
dage exerce sur l ' en l re to ise supér ieure une traction au l ieu 
d'une press ion . 

3° Qu'au con t ra i re , lo rsque ^ a u g m e n t e , c 'es t -à-dire 
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lo rsque le bordage a u n e g rande r a ideu r pa r r appo r t à celle 
du sys tème hor izon ta l , ce sont les en t re toises du h a u t de la 
porte qui suppor t en t le m o m e n t fléchissant m a x i m u m . 

4° Enfin, que la va l eu r la p lus pet i te que puisse avoir le 
coefficient du m o m e n t f léchissant m a x i m u m est d ' envi ron 
0,732 et qu 'e l le cor respond à la va leur at ~ 1,50 env i ron ; 
de sorte que , au point de vue de la flexion des entrefoises , 
c'est cette va leur de c c i qu i est la p lus avan tageuse . 

Nous v e r r o n s p lus lo in c o m m e n t on peu t se serv i r des 
va leurs de qa données par le tableau p récéden t . 

lit»—. R é a c t i o n r é c i p r o q u e d e s v a n t a u x . — Lorsque 
la por te d 'écluse se compose de deux v a n t a u x busqués , il 

faut a jouter à l'effort p rovenan t 
de la flexion et que nous venons 
de calculer , celui qu i est p rodu i t 
par la réact ion r éc ip roque des 
v a n t a u x . Soit AB (fig. 246) u n e 
en t re to ise , BB' l 'axe de l 'écluse 
et A le po teau- tour i l lon . L ' e n 

semble des forces r. app l iquées aux d ivers points de cet te 

/
ta 

TJLX 

v 
app l iquée au mi l ieu C de AB, pu i sque les deux moi t iés 
AC et CB sont soumises à des act ions égales et symé t r i ques 
par r appor t au point C. Celte force r é su l t an te P est équ i 
l ibrée par la réact ion de ] 'entretoise co r respondan te du 
second vanta i l , l aque l l e , par ra ison de symét r i e , ne peu t ê t re 
dir igée a u t r e m e n t que su ivan t la perpendicu la i re BR à l 'axe 
de l 'éc luse , et par la réact ion du tour i l lon qu i , devan t avec 
ces deux au t r e s forces const i tuer un sys tème en équi l ib re , 
doit passer par leur point de concours 11 et, par sui te , être 
dir igée su ivan t AR. 

Si nous dés ignons par 9 l ' angle ABR du buse avec la no r 
ma le à l 'axe de l 'éc luse , et par R la réact ion d i r igée su ivan t 
BR, nous a u r o n s , en p r enan t les m o m e n t s pa r r appor t au 
po in t A, 

. . . . P 
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Cette réac t ion R, a insi que celle qui provient du tou r i l l on , 
qui est dir igée su ivan t AR et qui est aussi égale à R, se 
décompose en deux, une composante n o r m a l e à AB égale à 

P 
R sin 8 ou à - qui équi l ib re 1 ensemble des efforts T ; et d o n t 

nous avons t enu compte dans le calcul des m o m e n t s fléchis

sants de l ' en t re to ise , et u n e composante di r igée su ivan t AR 

P cos 6 

qui a pour va l eu r R cos 0 ou ^ . qui exerce u n e press ion 

normale su r l 'entre toise en agissant su ivan t son axe l o n g i -

P cos 9 ca 

tud ina l . Cet effort n o r m a l — cot 0 I r.dx ne se r é -
2 sin 9 J 

partit pas s i m p l e m e n t sur la section t r ansversa le de l ' en t re 

toise, il a u g m e n t e , en ou t re , le m o m e n t fléchissant de la 

r.dx. Or, y a pour va leur 

^ / i l nX si? p.r. 

y = " j v ^ J dx J dx j dx J r.dx, 
1 a. a a 

ou b ien , en m e t t a n t pour T : sa va l eu r (27) et i n t é g r a n t 

quat re fois, 

b—z). Ö ^ - L - R a 2 ^ — 1 0 a 3 x ) + ^ j F ( « ^ y ( ( p , 
t r i , 

- ^ F ( a , * ) f l ( p , * ) + ~~pr F A ( M - - ¡ 1 ' 

a 2 a : j ( j 

La flèche m a x i m u m f, ou la va leur de y pour x — a, est 1 a*p 
2 ( a l * 2 

les F(a«) ayan t pour va leur l 'expression donnée (page 587) 

2 cos a coli * 
F ( a a l = 

C O S 2a -\- coli 2a 

Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m se t rouve a u g m e n t é , pa r 

le fait de la réact ion des van taux , de la quan t i t é 

f cot 0 y* T z d x . 
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Si, pour abréger , on dés igne , c o m m e nous l 'avons .déjà 

fait en c o m m e n ç a n t , par £ F (a,r) f ($z), la s o m m e que n o u s 

avons p lus ieurs fois écrite, de t e rmes tels que F (a.z) / (jEz) 

affectés des ' coefficients n u m é r i q u e s calculés p lus h a u t : 

0 ,353, — 0,135, - j - 0,044, — 0 ,009 . . . et par F 2 (M) l ' ex

press ion 

F , (CLI 
1 s i n 2x - ) - s i l l 2a. 

a c o s ~Àx -\- coh2a 

on au ra , pour l 'expression de cette quant i té dont le m o m e n t 

î m e; 

c o t 6 

fléchissant m a x i m u m est a u g m e n t é 

„ C , cot » 

f COt 0 1 7lCfcC — ——— 

J Eaia 

pa" ' 3 , , 

p 2 a 3 5 2 cot8 
•4E„ 

P (̂  

1—-

a - | - y 5 a i ; F 2 ( z a ) /'H (p^i 

2F(a«y<(P- 2\ A -2F»^«)/'i(Pa 

Le calcul de ce produi t de deux séries serai t assez labo

r ieux et il n 'a , d 'a i l leurs , q u ' u n médiocre i n t é r ê t : la flèche 

/ est toujours fort pet i te , de sorte que le p rodu i t f cot 6 J r,dx 
0 

est toujours une petite, fraction du m o m e n t fléchissant 

p r é c é d e m m e n t calculé . On peut , dans la p lupa r t des cas, 

le nég l iger . La composan te long i tud ina le de la réact ion des 

v a n t a u x exerce, su r chaque uni té de h a u t e u r d 'en t re lo ise , 

u n e compress ion mesu rée par sa v a l e u r 

c o t 6 :dx c o t <3 
pab 

(*«) U (M • 

M. Lavoinne admet , pour simplifier les calculs , que le 

coefficient qu i , dans cette express ion, mul t ip l i e cot 0 est 

s ens ib l emen t le m ê m e , pour les m ê m e s va leu r s de atH et 
de z, que le coefficient ç„, dont nous avons d o n n é plus h a u t 
le t ab leau . La différence est négl igeable surfout si l 'on t i en t 
compte de ce que l'effort de compress ion qu'i l s 'agit d 'éva
lue r est géné ra l emen t faible par r appo r t aux effets du 
m o m e n t fléchissant. 
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/pa2bva pah , 

V 4 i 

ou bien 
pab I ava c o t x \ . , , 

—ii'i. Ex tens ion des f o r m u l e s a u cas d ' e n l r e -
toises n o n j o i n t i v e s e t de b o r d a g e r e n f o r c é . — 
•Toute l ' analyse qui précède s 'appl ique à l 'hypothèse que nous 

2îl . ' î . F.quations d e r é s i s t a n c e . — Tons les efforts et 
momen t s é tant ainsi dé t e rminés , on peu t écr i re les équat ions 
de rés is tance , t an t du bordage que des ent re to ises , afin de 
s 'assurer que leurs d imens ions sont suffisantes pour q u ' e n 
aucun point l'effort molécula i re ne dépasse la l imi te de sécu
rité admise p o u r la mat iè re qui les const i tue. 

Soit, par exemple : 
1 1 ^ la charge de sécuri té , par uni té de surface, pour la 

mat iè re qui const i tue les entre toises ; 
R 6 la m ô m e cha rge pour le b o r d a g e ; 

v„ la d is tance à l 'axe n e u t r e d u point de la section t r an s 
versale des entre toises qu i en est le p lus é lo igné ; 

i\ la dis tance ana logue pour le bordage ; 
wrl la section t r ansversa le des entre toises , par un i t é de 

hau teu r . 

Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m étant, pour le bordage , 
m = pP.qb, le point le p lus fatigué suppor te ra u n effort 

r ^ 1 ' et, par conséquent , l ' équat ion de résis tance s 'écrira 

—.— 1b ^ R A -

Le momen t fléchissant m a x i m u m , pour le sys tème hor i 

zontal cons t i tuan t les ent re toises , est M =1—^· qa. L c point 

le p lus fatigué de ce système suppor te u n effort - ~ i au que) 

il faut ajouter , du côté des fibres compr imées , l'effort 

ça^K~ col a p rovenan t de la réact ion des van taux . L 'équat ion 

de rés is tance sera donc 
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avons admise où les en l re to i ses , c o m m e le bordage , sera ient 
formées d 'un n o m b r e infini de pièces inf in iment minces 
dont la flexion s 'opérerai t i n d é p e n d a m m e n t les u n e s des 
au t r e s . On comprend q u e , si l 'on par tage la h a u t e u r de la 
porte en u n n o m b r e assez g rand de par t ies égales , on pu isse , 
avec une app rox ima t ion suffisante, r e m p l a c e r tou tes les 
entreloises inf in iment minces , compr ises dans chacun de ces 
in te rva l les et d is t inc tes les unes des au t r e s , par u n e e n t r e 
toise u n i q u e don t la h a u t e u r serai t celle de l ' in terval le . 
Cette subst i tu t ion aura s i m p l e m e n t pour effet de r e n d r e soli
daires , dans chaque in te rva l le , les ent re toises inf in iment 
étroi tes qui le composa ien t , et, si le n o m b r e des in te rva l les 
est assez g r and , l'effet sera a b s o l u m e n t négl igeable . Al lan t 
p lus loin, on p o u r r a supposer encore , sans e r r e u r sensible , 
que tou tes ces enl re toises jo in t ives , en n o m b r e égal à celui 
des in te rva l les , sont re levées d ' une quant i té égale à la demi -
h a u t e u r d 'un de ces in te rva l les , de man iè r e que leur axe 
coïncide avec les l ignes hor izonta les de division, au lieu de 
passer à mi-disfance de chacune d 'el les . Si le n o m b r e des 
in te rva l les est assez g rand , de dix par exemple , le dépla
cemen t de chacune de ces ent re to ises ne sera que d 'un 
v ing t i ème de la h a u t e u r de la por te , ce qui ne modifiera pas 
d 'une m a n i è r e appréc iab le les efforts auxque l s elle sera sou
mise , su r tou t s'il s 'agit des ent re toises i n t e rméd ia i r e s : il ne 
pour ra i t y avoir que lque différence que p o u r les enl re to ises 
ex t r êmes . 

Enfin, au lieu d 'ent re to ises toujours jo int ives et égales 
chacune en h a u t e u r a u x in te rva l les de division de la por te , 
on peut adme t t r e que l 'on ait des ent re lo ises ayant m ê m e 
axe, m ê m e m o m e n t d ' iner t ie , m ê m e section t ransversa le 
que ces ent re toises jo in t ives , et l 'on se t rouve alors avoir 
des ent re to ises égales et éga l emen t espacées . 

Dans ces condi t ions , si I„ est le m o m e n t d ' iner t ie de cha
cune des en l re to ises égales et éga l emen t espacées , n leur 
n o m b r e , le m o m e n t d ' iner t ie total du sys tème hor izonta l pour 
la h a u t e u r b sera nla, et nous au rons , pa r conséquen t , 
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Si, de môme, Qa est la section transversale de chacune des 
entretoises isolées que nous considérons maintenant, nous 
aurons 

< • > * = ~ T ' 

et, en substituant ces valeurs dans les expressions précé
dentes, les formules seront applicables au système de ces 
entretoises isolées. 

Il en sera de même pour le bordage. 
Si le bordage, au lieu d'être formé uniquement de pièces 

verticales de même épaisseur, présente, à des intervalles 
réguliers, des renforts qui augmentent sa rigidité, on consi
dérera l'un de ces renforts et les deux portions de bordage 
qui le joignent, jusqu'aux verticales qui divisent en deux 
parties égales les distances mutuel les des renforts vois ins . 
Si Ib est le moment d'inertie de l'un de ces systèmes et ri 

leur nombre, on aura 
. _ » ' h 

l b ~ J a ~ ' 

et en mettant, au lieu de ib, cette valeur dans les formules 
qui précèdent, elles seront applicables au cas du bordage 
ainsi renforcé. 

Ces substitutions transforment de la manière suivante les 
deux équations de résistance que nous venons d'écrire : 

van va b( 2 I„ c o t o A 

(29) q».pb*.Vf-2-?^Kb. 

ib n 
L'argument a i , par lequel nous avons défini la porte que 

nous considérions, a alors pour expression 

Q QOT a

 t V _ _ * l * n •}·)- a / A ' ^ E Î - L 

- · = 3 ' 9 2 7 b v § ^ Ë Â = 2 ' 3 3 ° ~ h V n « Ë j - ; 
ou bien 

(301 a - < - 2 9 7 5 - · ^ · — f c -

Voici, alors, comment on devra, d'après M. Lavoinne, faire 
usage de ces formules. 
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S'il n 'y a pas de raison d é t e r m i n a n t e de donne r à l 'un des 
deux sys tèmes , vert ical et hor izon ta l , u n e rés is tance pré 
pondé ran t e , on p r e n d r a d 'abord a 4 = 1,50, va l eu r qui 
cor respond à la m o i n d r e charge des en l re to ises et, au 
m o y e n de cette express ion (30), on d é t e r m i n e r a le r appor t 
n'\ 
- ~ du m o m e n t d ' iner t ie du bordage à celui des en t re to i ses , 
n i „ 
Pu i s on calculera , au moyen de l ' équa t ion (28), les d i m e n 
s ions à d o n n e r aux en t re to i ses , c o m m e on le ferait pour 
u n e pou t re q u e l c o n q u e . On p rend ra pour cela, dans le 
tableau de la page 593 , la v a l e u r gu = 0 ,732, m a x i m u m 
co r r e spondan t à a< = 1 , 5 0 . 

Ces d imens ions d é t e r m i n e r o n t le m o m e n t d ' iner t ie I„ des 
en t re to i ses , et, par su i te , celui I 6 du bordage , en a d m e t t a n t 
tou jours Ï , = 1,50. 

On cherchera ensui te si, avec u n bordage ayan t ce m o m e n t 
d ' iner t ie , on peu t satisfaire à l ' équa t ion (29), qb ayant la 
va l eu r donnée par le t ab leau de la page 5 9 1 , c 'est-à-dire 
0,036 pour ^ — 1,50. Si cela n 'es t pas possible , on devra 
modifier les d imens ions et, par sui te , le m o m e n t d ' iner t ie î„ 
des ent re to ises ; cela e n t r a î n e r a u n e modification cor respon
dan te dans le m o m e n t d ' iner t ie du bordage , de telle sorte 
q u e celte équat ion (29) puisse être aussi satisfaite. 

Si cela n 'es t pas possible, on sera a m e n é à p r e n d r e pour a, 
u n e va leur différente de 1,50, et l 'on opérera a lors de la 
m ê m e m a n i è r e , j u s q u ' à ce que l 'on a r r ive à satisfaire à la 
fois aux deux condi t ions de rés is tance (28) et (29). 

— HTi. C o n c l u s i o n s p r a t i q u e s . — L 'équal ion (28) de la 
rés i s tance des enl re to ises donne l ieu à la r e m a r q u e su ivan te : 

Si l 'on fait abs t ract ion de la rés is tance du bordage , et si 
l 'on calcule les ent re to ises pa r le procédé approximat i f que 
n o u s avons ind iqué au c o m m e n c e m e n t , u n e ent re to ise au ra 
à suppor t e r u n e cha rge d 'eau co r r e spondan t à u n e h a u t e u r 

- de la por te , et si z est la profondeur de son axe au-dessous 

du sommet , la press ion qu 'e l le au ra à suppor t e r , par un i t é 

de sa l ongueu r , serajt> — • Cette press ion , u n i f o r m é m e n t 
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répar t ie , donne ra lion à un m o m e n t fléchissant m a x i m u m 

pbz a'2 

n ' 2 ' 
En t e n a n t compte de la résis tance du bordage , ce m o m e n t 

fléchissant m a x i m u m est qj^r~ • ~ ', dans les condi t ions les 
4 n 

plus favorables pour l ' ent re toisc , c 'est-à-dire dans le cas où 

a, — 1 , 5 0 , ce m a x i m u m esl 0 , 7 3 2 ^^ ; et il se p rodui t su r 

l 'entretoisc s i tuée en t re les 0,2 et les 0,3 de la h a u t e u r de la 

porte. Ces deux quan t i t é s sont égales pour z - - 0,36Gô = envi-

ron - o. 
o 

Ainsi , la rés is tance du bordage a pour effet de r édu i r e le 
m o m e n t fléchissant m a x i m u m des entre toises à ce qu' i l serai t 

^> 

pour une en t re to ise placée aux - de la h a u t e u r de la por te , 
8 

et l ' entre toisc qui suppor te cet effort m a x i m u m est celle qui 
se t rouve un peu au-dessus dos 0,3 de la, h a u t e u r à pa r t i r 
du sommet . 

Si l 'on observe qu 'en nég l igean t le bordage on aura i t , 
pour l ' en l re to ise infér ieure , un m o m e n t fléchissant 

pb (n — l) b a1 

n n 2 

on ve r ra que le bordage rédu i t la cha rge de l 'entre toise la 

plus fatiguée à la fraction ^ ' ^ ~ d e ce qu 'e l le serai t si l 'on 

ne tenai t pas compte du bordage . 

Le t ab leau des va leurs de qa (page 593) nous m o n t r e 
encore que , lo r sque la rés is tance du bordage , sans être nég l i 
geable, est cependan t p lus faible que celle qui donnera i t la 
charge m i n i m u m aux entre toises (c 'est-à-dire pour des 
va leurs de a, compr ises en t re 1 et 1,25), c'est l ' ent re toise du 
mi l ieu de la h a u t e u r de la porte qui suppor te la cha rge 
m a x i m u m , et que m ê m e , lorsque la rés is tance du bordage 
d i m i n u e beaucoup ( jusqu 'à la valeur de. a l = 0 , 6 0 environ) , 
l 'entre toise la p lus chargée se t rouve aux 0,6 de la h a u t e u r 
de la por te à par t i r du sommet . Cela justifie la r e c o m m a n -
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dation formulée par M. Gui l lemain , inspec teur généra l des 
Ponts et Chaussées , dans son Traité de Navigation intérieure, 
pour les por tes des écluses des canaux où la rés is tance du 
hordage est géné ra l emen t faible, de renforcer le milieu de la 
porte. 

Lorsqu 'au cont ra i re la rés is tance du hordage a u g m e n t e et 
dépasse, m ê m e l é g è r e m e n t , celle qui cor respond à la 
mo ind re fatigue des ent re toises (c 'est-à-dire pour des va l eu r s 
de a, supér ieures à 1,50), c'est l ' ent rc toise supé r i eu re qui 
suppor te la plus g rande cha rge . 

Ajoutons qu ' i l nous semble que les formules et t ab leaux 
précédents , bien qu 'é tabl i s dans l 'hypothèse d 'ent re to ises 
jo in l ives inf in iment minces et d 'égale rés is tance sur tou te 
la hau t eu r de la por te , et que nous avons app l iquées , pa r 
extension, au cas d 'ent re toises égales et éga lement espacées , 
nous para issent , par u n e nouve l le ex tens ion , pouvoir ê t re 
appl iquées avec u n e approx imat ion suffisante au calcul d 'en
tretoises éga l emen t espacées , ma i s de section différente, à la 
condit ion que les différences no soient pas t rop cons idé
rables . 

P o u r le m o m e n t d ' iner t ie I„ qui ser t à dé t e rmine r on 
p rendra i t a lors , ou b ien la m o y e n n e des m o m e n t s d ' iner t ie 
de toutes les entre toises , ou bien, ce qu i serai t p lus exact, 
on prendra i t , pour chaque entre toise ayan t u n m o m e n t 
d ' iner t ie différent, la va leur co r respondan te de a t qu i , a ins i , 
ne serait pas la m ê m e pour les diverses entretoises et qui 
donnera i t pour chacune , eu égard à sa d is tance au sommet , 
la va leur de qa dest inée à calculer le m o m e n t fléchissant 
m a x i m u m . 

La va leur de qb, se rvant à calculer le m o m e n t fléchissant 
m a x i m u m du hordage , serai t ou bien celle qui co r respondra i t 
à la va leur moyenne de 04, ou m i e u x celle qui cor respon
drai t à la p lus g rande des va leu r s de ce coefficient pour les 
diverses en t re to ises . 
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§ 1 " 

FLEXION DES R E S S O R T S 

—iH>. Déf ini t ions e t f o r m u l e g é n é r a l e . — L a théor ie 
de la flexion des ressor t s de suspens ion des voi tures a été 
faite par M. Phi l l ips , i ngén ieu r des Mines, dans u n 
mémoi r e inséré aux Annales des Mines, 5 a série, t ome I° r, 
1852, page 195, auque l nous e m p r u n t e r o n s tou t ce q u i ' v a 
su ivre . 

Un ressor t p ré sen te toujours deux qual i tés qui dominen t 
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toutes les au t r e s et qui lu i sont demandées à des degrés t r è s 
divers su ivant les différents cas . 

La p r e m i è r e est la flexibilité, c 'es t -à-dire la flexion ou 
d iminu t ion de flèche que le ressor t ép rouve sous u n effort 
d é t e r m i n é . La raideur est la propr ié té inverse . 

La seconde est la résistance propre du ressor t , c 'est-à-dire 
la p lus g rande cha rge ou le plus g rand choc que celui -c i 
puisse suppor t e r sans que son élas t ic i té soit a l térée . 

Soit LL^oLo . . . (fiff. 247) u n ressor t composé d 'un 
n o m b r e que lconque de feuilles étagées en t re elles d 'une 
m a n i è r e que l conque . Soient L, L,, L,, L 3 , les demi - lon

g u e u r s de ces feuilles ; r, rx, r2, 
r3, l eurs r ayons de courbure 
de fabricat ion, rayons qui p e u 
vent ê t re var iables d 'un po in t à 

^6 l ' au t re de la m ê m e feuille ; E le 
coefficient d 'élast ici té de la ma-

Fio. 247. 

t i è re qu i les compose , et I, 1 , , 
I.,, I 3, les m o m e n t s d ' inert ie des sections t ransversa les de 
chacune de ces feuil les a u t o u r d 'un axe hor izonta l passan t 
pa r l eu r cent re de gravi té , m o m e n t s qui peuven t aussi va
r i e r dans l ' é t endue d 'une m ê m e feuil le. 

E n a d m e t t a n t que chaque feuille se compor t e dans sa 
flexion c o m m e une l ame p r i s m a t i q u e , si le rayon de cour 
b u r e en u n point que lconque au lieu de r est devenu p, l 'al
l o n g e m e n t ou le raccourc i s sement p ropor t ionne l * d 'un élé
m e n t s i tué à une d is tance v du cyl indre de ses libres neu t r e s 
sera, c o m m e nous l 'avons vu dans la théor ie des pièces 
courbes , 

/ l 1 \ ( \ \> 

v ou a = 
\p rj 

(1 . 
\r p 

su ivan t qu' i l y a raccourc i ssement ou a l longemen t . 

—it~. V a r i a t i o n du r a y o n d e c o u r b u r e . — Cherchons 
m a i n t e n a n t la m a n i è r e dont var ie le rayon de cou rbu re sous 
l 'act ion d 'un poids donné Q appl iqué à chacune des ex t ré 
mi tés du ressor t . Considérons d 'abord la par t ie LLj de la 
maî t resse feuille au-de là de la seconde . Si X dés igne la lon
g u e u r de cette feuille compr ise en t re le mi l i eu AA' et une 
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section que lconque , le m o m e n t de la force Q sera, pa r r a p 
port à cette sect ion, Q (L — A), et l 'on au ra 

Q ( L - X ) = E l ( i - i ) l , 

d'où 

P - ; ~ ~ EI + r i 

Posons, pour abréger , 

A = -^y et 8 = ^ : 
r ht E l 

nous au rons s i m p l e m e n t 

(2) - = A -f BX. 
P 

Cette formule n 'es t appl icable qu 'à la par t ie L L , de la 

maî t resse feuille. P o u r les au t res points de cette m ê m e 

feuille, il faut t en i r compte des press ions qui lui sont t r ans 

mises par les feuilles qui sont au-dessous d 'el le. Nous s u p 

posons que ces feuilles ne bâi l lent pas , c 'est-à-dire qu'el les 

soient, en tous leurs points , exac tement appl iquées les unes 

sur les au t r e s . 

Cela posé, considérons la par t ie de la p r emiè re feuille 

comprise en t re et L 2 , c 'est-à-dire au-dessous de laquel le 

se t rouve une seule au t re feuille, et une section que lconque 

située à u n e dis tance X du mil ieu AA' du ressor t . Le m o m e n t 

fléchissant su r cette sect ion se composera du m o m e n t de la 

force Q , qu i a pour va leur Q (L — X), d i m i n u é de la s o m m e 

des m o m e n t s des press ions p rovenan t de la feuille infér ieure 

pour la par t ie compr i se en t re X et L ( . Si nous désignons 

par p l ' in tens i té de cette, press ion en u n point dont la dis

tance au mi l i eu est r eprésen tée pa r /, la press ion sur u n 

élément dl sera pdl, et le m o m e n t de cette press ion é lémen

taire pa r r appor t à la section X sera p (l — X) dl, de sorte que 

la s o m m e des m o m e n t s de toutes ces press ions é lémenta i res , 

depuis Lj j u s q u ' à la section À, sera I p (l — X) dl. Nous 
). 

aurons ainsi l ' équat ion : 

El Q- — ^ = Q (L — X) —Jp U — X) dl. 
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Si, ensui te , nous cons idérons la par t ie de la seconde feuille 
compr ise en t re L T et L 2 , le m o m e n t fléchissant dans u n e 
section s i tuée à u n e dis tance X du mi l i eu de la feuil le sera 

/ p (/ —• ).) dl. Le rayon de cou rbu re de cette feuille, ap rès 

la flexion, sera celui p de la p r emiè re a u g m e n t é de la d i s 
tance des axes n e u t r e s des deux feuil les, que nous pouvons , 
avec une approx imat ion suffisante, négl iger pa r r appo r t à p . 
Nous a u r o n s a ins i , pour cette par t ie de la seconde f eu i l l e , 
l 'équat ion 

Ajoutant m e m b r e à m e m b r e ces deux équa t ions , il v i en t 

e t 0 - 0+ e i < C~ - S)=Q (L ~l) ; 

et, en posant , pour abréger , 

S Li * ,,t R 

EI + EI, — " E I - f - E L " 

on a s implemen t 

( 3 ) -= A , + 

En con t inuan t de fa m ê m e m a n i è r e , de p roche en p roche , 
on t rouve ra que le r ayon de courbure p de la ma î t r e s se 
feuille, en u n point s i tué à une dis tance J. du mi l ieu , et 
compris en t re L.-> et L 3 , c 'es t -à-dire dans la par t ie où cette 
feuille en recouvre deux au t res , est e x p r i m é par 

- = A, + B2X, 
P 

et, en généra l , si la d is tance À du point considéré au mi l i eu 
de la feuille cor respond à u n e par t i e où la ma î t r e s se feuille 
en recouvre k au t r e s s i tuées au -dessous d 'el les, on au ra 

(4) - = A A + BAÀ; 
P 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



avec 

Ki + E L + ... + E i . _ Q L i 

A — r r < M p . — Q 
A * — L ' T i i . r — i r " 7 5 1 e t ^ El + E l , + ... + EU * El + E l l + . . . + EI* 

Pa r conséquent , lo rsque , dans un ressor t , l ' épaisseur d 'une 

feuille et son rayon de cou rbu re de fabrication ne va r i en t 

pas d 'un point à l ' au t re , le rayon de courbure , après la 

flexion, var ie en sens inverse de >, c 'est-à-dire va en a u g 

men tan t à m e s u r e qu 'on se rapproche du mil ieu d u ressor t , 

dans chacun des interval les cor respondant à l ' é tagement des 

feuilles. De p lus , si dans les formules (f ) et (2) on fait X = L ( , 

de man iè r e à compare r les rayons de courbure dans les 

deux par t ies de la feuille qu i se réun issen t en L,, on a, en 

appelant p0 le r ayon de courbure en deçà du point L, et p, 

celui de la m ô m e feuille au-delà du m ô m e point , et en re t ran

chant l 'une de l ' au t re les équa t ions a insi ob tenues , 

1 1 El 
^ O 1 C H ) + < ^ l - i -F , P o K l ( E t + 1 

En généra l , n 'es t pas infér ieur à r, donc p, < p 0. 

Ainsi la c o u r b u r e a u g m e n t e b r u s q u e m e n t à l ' ins tan t où 
l'on passe du premier in te rva l le au second. L 'expression 
précédente m o n t r e qu 'on a t t énue cet effet en faisant, en ce 
point , E l , t rès pet i t par r appor t à El , c 'est-à-dire en a igui 
sant la seconde feuille et en rédu i san t son épaisseur . Le 
m ê m e r a i s o n n e m e n t se cont inue pour toute l 'é tendue de la 
maî t resse feuille, et l 'on vérifie ainsi l 'u t i l i té de ce fait pra
t ique que tous les bons ressorts ont les ex t rémi tés de leurs 
feuilles a iguisées et amincies . 

La connaissance des rayons de cou rbu re après la flexion 
donne les a l l ongemen t s ou accourc issements qui ont lieu 
en des points quelconques et qui sont expr imés par la for
m u l e (1). 

Le m a x i m u m de a cor respond au m a x i m u m de v, c'esl-à-
dire à la surface de chaque feuille. On voit aussi que l 'a l
longement ou r accou rc i s semen t va en croissant , dans chaque 
étage, à mesu re qu 'on se r approche du mil ieu de la feuille, 
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. o r sque , bien en tendu , l ' épa isseur et le rayon primit i f de 
fabrication sont cons tants dans une m ê m e feuille. 

^ Î J Î Î . C a l c u l d e l a flèche. — On pour ra i t dédui re la 
floche sous cha rge de la connaissance des rayons de cour
bure en chaque point , en t r a ç a n t par arcs de cercle succes
sifs la forme pr i se , après la flexion, pa r la maî t resse feui l le ; 
mais on peu t en t r o u v e r l ' express ion ana ly t ique qui est assez 
compl iquée et p o u r la démons t r a t i on de laquel le je me bor
ne ra i à renvoyer au m é m o i r e de M. Phi l l ips . On t rouve que 
r a b a i s s e m e n t i p rodu i t par u n poids Q placé sur u n ressor t 
composé de n l ames d 'égale épaisseur dont la plus g r ande a 
u n e l o n g u e u r 2L, et dont l ' é t agement est a pour va l eu r : 

, Oi P 3
 , j (n - - S) , 1 , 1 , 1 • , i 

Cette formule ne t i en t pas compte des aminc i s semen t s des 
ex t r émi t é s des feuilles qui ont , en généra l , peu d' influence. 

En t e n a n t compte de ces aminc i s semen t s , M. Phi l l ips a 
t rouvé que le coefficient qu i , dans la formule p récédente , 

n 2 

affecte le facteur / J , peu t ê t re pr is égal à — et qu 'a lors 

Si le ressor t est complet, ou si le n o m b r e des l ames est 
tel que la dern iè re n 'a i t q u ' u n e l ongueu r 2l égale au double 
de l ' é t agemen t , on a alors ni — L et cette formule devient 

t - L t. 

E x p r e s s i o n de l ' a l l o n g e m e n t m a x i m u m . — 
P a n s ce cas, où toutes les feuilles sont de m ê m e épaisseur , 
et où la cou rbu re de fabricat ion de la maî t resse feuille est 
la m ê m e pour tous les po in t s , la va l eu r du rayon de cour
bu re o au mi l ieu de la ma î t r e s se feui l le , soit pour k = n et 
pour À = 0 , devient 

E I n i 1 _ W 7 - Q L _ 1 Q L . 

P nVA r nV.V 
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et l ' a l longement p ropor t ionne l au mi l ieu du ressor t , su r la 

face supér ieu re de la maî t resse feuille, s 'obtiendra en faisant 

dans la formule (1) v ^ si r désigne l ' épaisseur de cette 

feuille, et en m e t t a n t pour - la va leur qui précède. On a 
P 

alors s i m p l e m e n t 

Pour q u ' u n ressor t soit bien cons t ru i t , il faut qu ' i l pu isse 
être aplat i c o m p l è t e m e n t , c 'est-à-dire que , sous l 'act ion d 'une 
charge P appl iquée à chacune de ses ex t rémi tés , les rayons 
de courbure de la maî t resse feuille deviennent infinis. Si 
cette condi t ion est réal isée, l ' a l longement propor t ionnel sera 
le m ô m e en tous les poin ts de la maî t resse feuille, dont 
toutes les sect ions seront ainsi soumises à un m ê m e effort. En 
effet on a 

et si p est infini en tous les points on a par tou t « = ,— = G1". 

On voit, pour la môme raison, que , si les au t res lames n ' on t 
1 1 

pas de bande ini t ia le , sera sens ib lement le m ê m e p o u r 

elles que pour la maî t resse feui l le ; et si l 'on veuf que ra l 
l ongemen t p ropor t ionne l y soit le m ô m e , il faut que l 'épais
seur c soit la m ê m e pour tou tes . Si, au cont ra i re , que lques -

1 1 
unes ont une bande init iale, y é tant plus g rand que 

dans la maî t resse feuille, il faudra, pour que r a l l o n g e m e n t 
propor t ionnel a y soit le m ê m e que dans la maî t resse feuille 
lorsque le ressor t est complè tement aplat i , c 'est-à-dire 
lorsque p devient infini, que l 'on a i t e = £n, c 'est-à-dire que 
son épaisseur soit p ropor t ionne l le à son rayon de fabrica
tion. 

C'est cet a l l o n g e m e n t p ropor t ionne l x qui , pour la sécu

ri té, doit res ter infér ieur au rappor t f̂1 de la charge de sécu-
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r i t e R 0 au coefficient d 'é last ici té E de la ma t i è r e dont le ressor t 
est formé. Il n ' e s t pas ra re de t rouver des aciers t r empés 
pour lesquels on élève R 0 j u s q u ' à 100 k i l o g r a m m e s par 
mi l l imè t re ca r ré , ce qui avec E = 20.000 k i l o g r a m m e s 

1 
rev ien t à écrire a < 

En tou t cas, si l 'on r ep résen te pa r R la tens ion de la fibre 
la plus fatiguée de la ma î t r e s se feuille du ressor t , on a tou 
j o u r s , entre « et R, la re la t ion R —= Ex. 

2 0 0 . C o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u e l e r e s s o r t 
puisse s ' a p l a t i r c o m p l è t e m e n t . — Cherchons la con
dition pour que le r a y o n de cou rbu re de la maî t resse feuille 
puisse devenir infini en tous ses points sous l 'act ion d 'une 
charge P app l iquée à chacune de ses ex t rémi tés . Si nous 
prenons d 'abord les express ions du r ayon de c o u r b u r e = aux 
points L, ,L, , L 3 , co r respondan t aux divers é t agemen t s , et 
si nous égalons à zéro les inverses de ces r a y o n s , n o u s 
au rons success ivement 

^ - P ( L - L H ) = 0 , 

— -f- — — P (L — L,) = 0 , 

F T l i ' I F I 

— + — + — - P (L - L 8) = 0 , etc. ; 

D'où n o u s t i r o n s : 

T T El T . EL T y EL, 
L — L , = j ^ . E , — L 2 = j j - S L 2 — L 3 = p - ^ . e t c . . 

si toutes les feuilles ont la m ê m e épaisseur et si el les n 'on t 
pas de bande in i t ia le , on a I = I, = L . . . , r = ) \ = r2... ; il 

E l 
en résul te L — L x - — L, — L» = L 2 — L 3 = etc. = 

P r 
El 

Tous les é t agemen t s sont égaux à —• 

P o u r que le rayon de cou rbu re devienne infini aux points 
i n t e rméd ia i r e s en t re deux é tagements , il faut que l 'on ai t , 
de m ê m e , pour u n e sect ion que lconque dont la dis tance au 
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mil ieu est r ep ré sen t ée par À, dans chacun des in te rva l les 
successifs, 

El 

r r 
El El El 
• — - { - — -I- — — P (L — A ) = Oi etc., 
r r , r a 

Nous en déduisons 

Fl FI Ff 
L - X _ P r ' L, — /. ~ L 2 — ), 2' 

ce qui donne la loi su ivant laquel le il faut faire var ie r les 
m o m e n t s d ' iner t ie I de la section t r ansversa le de chaque 
lame, en fonction de la dis tance X au mil ieu de la feui l le . Si 
les l ames sont r ec tangu la i res et si l 'on conserve cette forme 
aux sect ions t r ansve r sa l e s dans les part ies aminc ies , on a 

ftf>?> 

I
 ="77j' e n a p p e l a n t a la l a rgeu r de cette sect ion. Et si l 'on 

désigne par x la d i s tance L — X d 'une section q u e l c o n q u e 

à l ' ex t rémi té de la feuil le, on a, pour chacune d 'el les, 

= Yr ou b i e n — = G". Telle est la loi qui devra être 
i2x x ^ 

suivie dans les aminc i s semen t s des ex t rémi tés des feui l les . 

2 9 1 . R e l a t i o n e n t r e la flexibilité d'un r e s s o r t et 
son poids . — Considérons un ressor t à feuilles d 'égale 
épaisseur , et soit, avec les nota t ions précédentes , H sa h a u 
teur t o t a l e ; nous avons H = ne. Mais, d ' au t re par t , L — ni, 

E l 
et nous avons vu que l ' é t agement / devait ê t re égal à = · 

II en résu l te — =k" ; ou, en r emp laçan t I pa r '777' 
n I V r r 12 

T T 12PLr Il - ' —r. • 
E a e 2 

D'un au t re côté, l ' a l l ongemen t p ropor t ionne l %, subi pa r 

le ressor t lo r squ ' i l est complè t emen t apla t i , est a = ^ ! 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L 2 

et si / est la ilèehe de fabr icat ion, on a / = — • I n l r o d u i -
' ' 2r 

sons ces nouve l l e s no ta t ions en é l i m i n a n t r et e, nous 

a u r o n s 

H — 8 . P / L . 
E« 2aL 

Le re s so r t ayan t u n e flèche / ' sous u n e cha rge n u l l e et 

u n e flèche rédu i t e à zéro sous la c h a r g e 2 P , la d i m i n u t i o n 

de flèche qu ' i l ép rouve sous c h a q u e un i t é de poids, sous 

c h a q u e k i l o g r a m m e par exemple composan t la charge 2 P , 

est le r appo r t - p - Désignons- le par k ; ce r appo r t est la 

m e s u r e de la flexibilité du ressor t . R e m p l a ç o n s , dans l ' expres

sion p r é c é d e n t e , / ' par 2kV ; elle dev ien t 

1 2 P 3 A 
H 

Ei a f lL 

On voit qu ' i l y a avan tage , pour d i m i n u e r l 'épaisseur d 'un 

ressor t , à r endre la l o n g u e u r et la l a rgeu r de la maî t resse 

feuille les p lus g randes possibles . 

Le v o l u m e V d 'un ressort est H La, par conséquent 

__ 1 2 P V t 

~ Ea a 

On voit que cet te express ion ne dépend n u l l e m e n t des 

d imens ions du ressor t : Tous les ressorts ayant même flexibi

lité k et même résistance 2P ont sensiblement le même volume 

et, par suite, le même poids. 

Si l 'on dés igne par G le t ravai l de la charge 2 P , apla t is 

san t le ressor t et s u p p r i m a n t la flèche / , on a E = 2 P / , 

cette express ion du v o l u m e du ressor t donnera , en r e m p l a 

çant , d 'a i l leurs , o. par sa va leur en fonction de R, charge 

suppor t ée pa r la fibre la plus fat iguée 

1 R 2 

E = 3 V - r 

ou, en m e t t a n t la charge de sécur i té R 0 , 
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Il n 'es t pas inut i le de faire r e m a r q u e r que le t ravai l de la 
force P , que nous appelons ç, n ' es t n u l l e m e n t le travail des 
actions molécu la i res rés i s tan tes . Ce dern ier , comme il est 
facile de s'en assure r , n 'es t que la moit ié de ê . 

2 9 2 . Effets des c h o c s s u r les r e s s o r t s . — Considé
rons un ressor t ayan t u n coefficient de flexibilité k et se 
déformant sous l 'action d 'un choc ; soil, à u n ins t an t quel
conque <f sa flexion et q la charge qui , appl iquée à c h a c u n e 
de ses ex t rémi tés , p rodu i ra i t la flexion 9 . Nous aurons 

Le t rava i l rés i s tan t é lémenta i re de chacune des deux moi 
tiés du ressor t , pour un accroissement dy de la flexion, sera 
donc 

qd^ = %kqdq. 

Supposons que , sous l 'action du choc, le ressor t p renne 
u n e flexion tota le i, et soit 2Q la charge totale s ta t ique ca
pable de p rodu i re cette flexion ou 

i — 2AQ. 

Le t rava i l rés i s tan t développé pendan t la compress ion est, 
pour chacune des moi t iés du ressort , la somme des t r avaux 
é lémenta i res qdo p o u r tou tes les va leurs de 9 comprises 
ent re 0 et i, c 'est-à-dire 

f qdy Uqdq = 2A £ = | Q, 

o o 

ou iQ pour les deux moi t iés ensemble . 

Si le p rodu i t Fh r eprésen te le t ravai l m o t e u r se rvan t de 

mesu re au choc qui a compr imé le ressor t , on aura ainsi 

F A — I ' Q = 2 / i Q 2 ; d'où 2Q = 

D'un au t r e côté, si 2P est la charge l imite du ressor t , qui 
en p rodu i t l ' ap la t i ssement complet , nous avons , en t re cette 
charge et la tlèche f de fabricat ion, la relat ion 

f — 2AP. 
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En é l iminan t k au m o y e n de cette expression, il v ient 

L 'une ou l ' au t re de ces re la t ions donnera la va l eu r de la 
charge s ta t ique 2Q qui , placée en équi l ibre sur le ressor t , 
p rodu i r a i t la m ê m e flexion q u ' u n choc m e s u r é par FA ; et 
cette flexion au ra pour express ion 

Ces re la t ions p e r m e t t r o n t de t r ans fo rmer les effets des 
chocs en effets s t a t iques , ou i nve r semen t . 

LÏÎK5. F o r m u l e s p r a t i q u e s p o u r l e c a l c u l d'un 
r e s s o r t . — Lorsqu ' i l s 'agit de ca lculer u n ressor t , on se 
donne o rd ina i r emen t . 

1° La l a r g e u r des feuilles = a ; 
2° La flexibilité ou flexion par un i t é de poids == k ; 
3° La charge n o r m a l e , ou hab i tue l le = 2Q ; 
4° L ' a l l ongemen t cor respondant à la cha rge n o r m a l e = oc ; 
5° La l ongueu r de la p r emiè re feuille en t re les points 

d 'appui = 2L. 
On fait en sor te que , lo rsque le ressor t est e n t i è r e m e n t 

apla t i , l ' a l longement propor t ionnel m a x i m u m ne dépasse pas 
une cer ta ine p ropor t ion , o rd ina i remen t , pour l 'acier, 0 ,005. 
Les charges é tant p ropor t ionne l les aux a l longemen t s , il en 
résu l te que la cha rge 2P capable de p rodu i re l ' ap la t i sse
m e n t comple t est 

L ' a l longement a co r r e spondan t à la cha rge n o r m a l e est 
o rd ina i rement choisi en t re 0,002 et 0 ,003 et presque tou 
jours aux envi rons de 0 ,0022. 

La charge m a x i m u m 2 P p rodu i san t l ' ap la t i s sement é tan t 
dé te rminée , on en dédui t la flèche de fabrication 

2P = 2Q. 
0 . 0 0 5 

f = 2/tP, 
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d'où le rayon moyen des feuilles 

_ LL _ J _ • 
r ~~ 2/ 1 ~ 4AP ' 

et. enfin, leur épaisseur au moyen de r a l l o n g e m e n t m a x i m u m 
supposé égal à 0,005 

8 = 2rx 0 , 0 0 5 = 0 , 0 0 8 X ^ = 1 ^ . 
L 'é t agemen t / se dé te rmine ensui te par la formule 

El Eae* 
P r ~ 12 lV 

où tout est connu . On adopte o rd ina i r emen t pour E la va leur 
2 X 10 1 0 . Enfin, le n o m b r e de feuilles sera 

L 

„ = r 

On ne peut , dans la p ra t ique , p r end re pour n q u ' u n 

n o m b r e ent ier . Si la va leur c i -dessus est f ract ionnaire , on 

prend le n o m b r e ent ier i m m é d i a t e m e n t infér ieur , et quel

quefois m ê m e il n 'y a aucun inconvénien t à le d i m i n u e r 

encore d 'une un i t é , les dernières feuilles n ' ayan t sur la flexi

bil i té et la rés is tance du ressort q u ' u n e influence tou t à fait 

nég l igeab le . Il est beaucoup plus impor t an t d 'avoir pour e 

une va leur exprimée, par u n n o m b r e ent ie r de mi l l imè t r e s , 

sans a u c u n e fraction, afin de faciliter la fabr icat ion. On peu t 

toujours y a r r ive r en faisant var ie r l égè remen t la flexibilité k 

qui , bien que donnée , peu t géné ra l emen t ê tre modifiée un 

peu, sans inconvénient , à moins qu' i l ne s 'agisse de ressor t s 

de précis ion. 

On opère de la m ê m e m a n i è r e lorsqu ' i l s 'agit d ' employer 

les feuilles d 'une épaisseur donnée e, pour faire u n ressor t 

ayan t alors u n e rés i s tance et une flexibilité données , et 

que l 'on p r e n d alors pour inconnue la l ongueu r 2L de la 

maî t resse feuille. 

"2.M\. R e s s o r t à b o u d i n . — P r e n o n s une tige é las t ique 

rect i l igne AB (fig- 248), de l o n g u e u r l, i nva r i ab lemen t fixée à 
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l 'une de ses ex t rémi tés A et à section c i rcu la i re de rayon a. 
Appl iquons , à son ex t rémi té l ibre B et au bout d 'un levier BG 
perpend icu la i re à sa d i rec t ion, et de l ongueu r 6, u n e force P , 

t endan t à p rodu i re u n e tors ion de 
cette t ige . Le m o m e n t de tors ion 
étant ainsi Pô, si nous appe lons , 
c o m m e au chap i t re x, G le coefficient 
d 'élast ici té de g l i s sement , S l'effort 

Fio. 2 4 8 . de c i sa i l lement su r la fibre la p lus 

fat iguée, et S 0 sa l imi te ou la charge 
de sécur i té pa r c i sa i l l ement , nous a u r o n s , en t re ces d iverses 
quan t i t é s et l 'angle de torsion 0 par un i t é de l ongueu r , les 
re la t ions su ivantes 

Pô = S . ^ - ' et P ô = G f i . ^ -

Le c h e m i n pa rcou ru par le point C, où se t rouve app l iquée 
la force P sera 0/6, et le t rava i l de cette force supposée 
tou jours app l iquée p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au bras de levier 
BC sera PO/6 = £. En é levant au ca r ré la p r e m i è r e des 
équa t ions précédentes et la d iv isan t par la seconde, on 

obt ien t Pô = ~ 2 ^ et, par su i te , Pe / i ou G = ^ ^ - - Or, TMH 

n ' e s t au t re chose que le vo lume V de la tige ; nous avons 
ainsi 

1 S ! 

G = t V ' ! ' 

Et si, au lieu de S, on met la cha rge de sécur i té S„, on 
pour ra exp r imer a insi u n e l imite du t rava i l qui pour ra ê t re 
d e m a n d é e à la t ige pour rés is ter à la torsion 

1 S 3 

2 G 

Si n o u s supposons que la t ige , au l ieu d 'ê t re rec t i l ignc , 
soit courbée su ivan t u n e hélice et que des forces app l iquées 
à ses ext rémi tés t endent à les r a p p r o c h e r ou à les é lo igner , 
il est facile de voir que la déformat ion qui en r é su l t e ra , 
p o u r chaque é l émen t de la t ige , ne sera pas au t r e chose 
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q u ' u n e to rs ion . Il y a bien aussi une flexion, niais elle est 
tou t à fait nég l igeable pa r r appo r t à la torsion. Et a lors la 
formule ci-dessus p o u r r a servi r à ca lculer le v o l u m e et, pa r 
suite, le poids d 'un ressor t pouvan t rés i s te r à un t ravai l 
donné <?, c 'est-à-dire suppor t e r un poids donné P en s u b i s 
sant une déformat ion telle que ses ex t r émi t é s se r a p p r o c h e n t 

ou s 'é lo ignent d 'une quan t i t é donnée d = ÎJ5* 

Par exemple , u n ressor t d 'acier don t la qual i té sera 
définie pa r G = 6.000 k i l o g r a m m e s , S 0 = 30 k i l o g r a m m e s 
par m i l l i m è t r e car ré , qui sera dest iné à por ter u n poids 
m a x i m u m de 5.000 k i l o g r a m m e s en fléchissant de 0™,06, 
devra avoir u n vo lume de 4 déc imèt res cubes et peser 
31 k i l o g r a m m e s . 

2î>!>. R e s s o r t s p i r a l . — Le ressor t spiral est formé 
d 'une l a m e é las t ique , dont nous supposerons la section 
cons tan te , enroulée a u t o u r d 'un axe, soit dans u n p lan sous 
forme de courbe spirale p r o p r e m e n t d i t e , soit sur u n 
cyl indre en forme d 'hél ice, c o m m e u n ressor t à boud in . Mais, 
t and i s que ce dernier a pour bu t de s 'opposer au r a p p r o c h e 
m e n t des deux bases du cyl indre , le ressor t spiral hél içoïde 
résis te au dép lacemen t angu la i r e de l 'axe du cyl indre auque l 
il est fixé par une de ses ex t rémi tés . 

La théor ie est la m ô m e pour ces deux sortes de r e s so r t 
spi ra l , qui se t r ouven t man i f e s t emen t dans les m ê m e s 
condi t ions de rés is tance . L'effort qui tend à en t r a îne r l 'axe 
du cyl indre dans u n m o u v e m e n t de ro ta t ion est dû à u n 
couple ag i ssan t su r cet axe et don t le m o m e n t M peu t ê t re 
figuré par u n poids P ag issan t t a n g e n t i e l l e m e n t à la 
circonférence de rayon b décr i te par son poin t d ' app l i 
ca t ion; M = Vb. Ce m o m e n t p rodui t u n e flexion du ressor t , 
et cette flexion est la m ê m e en tous les points pu i sque le 
m o m e n t fléchissant a lu i -même une va leur cons tan te . Alors , 
si I est le m o m e n t d ' iner t ie de la sect ion t ransversa le du 
ressor t , Vi la d is tance à l 'axe n e u t r e de la fibre qui en est la 
p lus é loignée, E le coefficient d 'é last ici té , R l'effort su r 
cette fibre et RQ la charge de sécur i té , le m o m e n t fléchissant M, 
sur une l o n g u e u r ds du ressor t , p rodu i t une flexion qui a 
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2 V ' E v 
Si la section du ressor t est r ec t angu la i r e , de h a u t e u r A, on a 

h~ h- r2 4 
r2 = — J v\ = ; — > — = - · Si la section est c i rcu la i re , de rayon 

a, r2 = - 7 - ' Vi = a, —. — -,· El a insi de sui te . 
4 v{ 4 

En appe lan t , comme plus h a u t , d le dép lacement total du 

poids P , c 'est-à-dire le quo t ien t p = d, il est facile de re 

connaî t re que , pour u n ressor t d o n n é , E é tan t p ropor t ionne l 

à R 2 et, par conséquent , à M 2 ou à P 2 , le quo t i en t p ou d est 

p ropor t ionne l à P . On peut donc r ega rde r l ' ex t rémi té l ibre 
du ressor t comme soumis à u n e force P p ropor t ionne l l e à 
sa dis tance d à u n po in t fixe. On sait qu ' a lo rs ce po in t 
mobi le exécute des osci l lat ions pendu la i r e s ( m o u v e m e n t 
h a r m o n i q u e ) dont la demi -pé r iode ou oscil lat ion s imple a 

u n e durée t = y / - - Ce sera la du rée des osci l lat ions du 

ressor t sp i ra l . 

pour effet de faire t o u r n e r de l ' angle Tune des sect ions 

t r ansversa les par r appor t à l ' au t r e , et si / est la l o n g u e u r du 
ressort , la section ex t rême aura t o u r n é , pa r r appo r t à la 

Ml 
section d 'or ig ine supposée fixe, d 'un angle ^ ; et le t ravai l 

AI/ M 2 / 
effectué par la force P pour cet angle sera E — = g> Pô — - ^ j · 

Nous avons , d ' au t re par t , la re la t ion connue = R. 

E l i m i n a n t M, r e m p l a ç a n t I par Qr 2 et dés ignan t encore par V 
le vo lume Ql du ressor t , nous obtenons 

r2
 R 2 

vf K 

et si , au l ieu de R, on me t la cba rge de sécur i té R„, on au ra 

c o m m e l imite du t ravai l qui peut ê t re d e m a n d é au ressor t 
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§ 2 

CHOC LONGITUDINAL 

2 9 6 . I m p o r t a n c e d e l à ques t ion . — Les ba r res , t iges , 
pout res et pièces p r i sma t iques en généra l , qui en t r en t dans 
les cons t ruc t ions , y ép rouven t non seu lement des act ions cons
tan tes , produi tes par exemple par le poids de corps solides 
au repos , mais encore des actions ou impulsions var iables 
qui t enden t , comme les p remiè res , à les déformer , à a l té rer 
leur contex ture et à les r o m p r e , et que nous a l lons é tudier . 

Nous examine rons d 'abord l'effet d 'un choc longi tud ina l 
produi t su r u n e ba r re p r i smat ique par un corps solide qui 
vient h e u r t e r l ' une de ses ex t rémi tés avec une cer ta ine 
vitesse dir igée su ivant son axe . Ce problème a u n e g r ande 
impor tance p ra t ique , les const ruct ions nombreuses que l 'on 
peut cons idérer comme des sys tèmes ar t iculés é tant disposées 
de man iè r e que leurs pièces ne suppor ten t des actions que 
dans le sens de leur longueur . 

2 9 7 . S o l u t i o n a p p r o x i m a t i v e en n é g l i g e a n t 
r i n e r l i e t l e la b a r r e h e u r t é e . — Considérons une tige 
p r i smat ique AB (fig. 219), de section t r ansversa le cons tan te , 

.. fixée d 'une m a n i è r e invar iable à l ' une de ses ex t rémi tés B, 
heur tée à son au t r e ex t rémi té l ibre A par u n corps Q, a n i m é 
d 'une vi tesse V paral lè le à son axe longi tud ina l . 
Nous compte rons cette vi tesse posi t ivement lo r s - ^ r 
qu'elle sera dir igée de B vers A, c 'est-à-dire lo rsque 
le choc long i tud ina l a u r a pour p remie r effet d 'a l lon
ger la b a r r e . Le choc peu t avoir lieu de cette façon j v 

si, par exemple , le corps h e u r t a n t Q a l a forme d 'un 
collier ou d 'un m a n c h o n e m b r a s s a n t la b a r r e , et 
exerce son impuls ion sur un bourre le t ou a r rê t p 1 B 949 
saillant à son ex t rémi té l ib re . La vitesse serai t 
considérée c o m m e négat ive si le corps Q venai t heu r t e r 
l ' ext rémité l ibre en sens contra i re , ou si elle étai t d i r igée de 
A vers B. 

Soient a la l ongueu r AB de la ba r re , Q l 'aire de sa section 
t ransversa le , p sa densi té , et P son poids égal à pgaQ. 
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Désignons par u l ' a l longement (ou accourc i ssement si V 
est négatif) i nconnu produi t par le choc. Si n o u s ne t enons 
pas compte de l ' iner t ie de la ba r r e , c 'est-à-dire si nous sup
posons qu 'à u n ins t an t que l conque l ' a l l ongemen t u, p rodu i t 
à son ex t rémi té l ib re , s'est propagé p ropo r t i onne l l emen t su r 
toute son é t endue , comme s'il avai t été p rodu i t par u n e 
charge s t a t ique , la réact ion é las t ique de la ba r r e , p r o v e n a n t 

de cet a l l o n g e m e n t - par un i t é de longueur , a u r a pour 

11 
express ion EU — Elle était n u l l e au c o m m e n c e m e n t du 

a 
choc, elle a crû p ropo r t i onne l l emen t à l ' a l longement , de sor te 
que son t ravai l total , co r respondan t à l ' a l longement total M , 

1 ii1 

est égal à - EQ —• Pu i sque nous négl igeons l ' iner t ie de la 

ba r r e , c 'es t -à-di re que n o u s ne t enons pas compte de la 
force vive co r r e spondan t aux vi tesses de ses différents poin ts , 
il doit y avoir égal i té en t re ce t rava i l et la demi-force vive 
Q V-

— — que possédai t le corps h e u r t a n t et qui a été en t i è r e 

m e n t dépensée lo r sque , à la fin de la pér iode cor respon

dan t à r a l l o n g e m e n t u, sa vi tesse s'est annu l ée . A celte demi -

force v ive , il faut cependant a jouter , lo r sque la ba r r e est 

disposée ve r t i ca l emen t comme dans la figure, le t ravai l Qu, 

produ i t par le corps Q_ descendan t de la h a u t e u r u, t rava i l 

qu i , au con t ra i re , ne doit pas e n t r e r en l igne de compte 

lo rsque la ba r r e est hor izonta le . 
Désignons par us r a l l o n g e m e n t statique co r respondan t 

au poids Q, c 'est-à-dire l ' a l longement qui donne lieu, dans la 
ba r r e , à une réact ion é las t ique faisant équi l ibre au poids Q 
supposé i m m o b i l e ; nous avons 

u, Q Qa 
a Ei2 EQ 

Nous écr i rons a lors , pour dé t e rmine r l ' a l longement u, les 
équa t ions : 

Dans le cas de la ba r re hor izontale : 
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| E U ^ = ^ y + Q M ; d ' o ù :

 u
 = + \ J u * + v a ^ -

Si, dans ce de rn ie r cas (barre ver t ica le) , V = 0, c 'es t -à-dire 

si le corps Q est posé, sans vi tesse à l ' ex t rémi té A, on a 

u — 2us 

c'est-à-dire que l ' a l longement est double de l ' a l longement 
s ta t ique ; c'est ce que nous avons déjà constaté plus hau t 
(page 229). 

Nous avons en m ê m e t e m p s expr imé la résistance vive ou 
la force vive à laquel le peut rés i s te r une bar re p r i sma
t ique en écr ivant que l ' a l longement pa r un i t é de l o n g u e u r 
u 
- doit ê t re infér ieur ou au p lus égal à celui qui correspond 

à la charge de sécur i té R 0 et qui a pour express ion — · Nous 

ìi R 

avons ainsi — ^ -~> et, par conséquent , dans le cas de la 

ba r re hor izon ta le , pa r exemple , il v ien t 

2
 r E 2 g 2 g 2 - 2 E 

La rés i s tance vive est égale à la moit ié du vo lume Lia de la 

R 2 

bar re , mul t ip l i ée par le coefficient qui dépend de la 

ma t i è re don t elle est formée et que nous avons appelé coef

ficient de résistance vive. 

Cela suppose que l 'on négl ige l ' iner t ie de la ba r re . On 
peut, dans la m ê m e hypo thèse , é tud ie r les v ibra t ions de 
l ' ex t rémi té A. Les efforts é las t iques étant , à chaque ins tant , 
supposés p ropor t ionne ls aux a l longements , positifs ou néga 
tifs, d e l à ba r re , cette ex t rémi té se t rouve sollicitée par u n e 
force dont la va l eu r , à chaque ins tan t , est p ropor t ionne l le à 
la distance où elle se t rouve de sa position ini t ia le . Son m o u 
vemen t est alors celui d 'un point maté r ie l as t re in t à se m o u 
voir sur une droi te et soumis à une force propor t ionnel le à 

Dans le cas de la bar re vert icale : 
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sa dis tance à u n point iixe. On sait (ce p rob lème est t r a i t é 
dans la p lupa r t des cours de Mécanique) que le point m a t é 
r iel exécute , au tou r du point lixe, des osci l lat ions d 'égale 
amp l i t ude de pa r t et d ' au t re , et qu ' i l se m e u t sur la droi te 
c o m m e le ferait la project ion d 'un po in t assujett i à par
cour i r d 'un m o u v e m e n t uniforme u n e circonférence a y a n t 
son centre au point fixe. Nous no nous a r rê t e rons pas p lus 
l ong t emps à cette hypo thèse , qui s'écarLe beaucoup de la 
réa l i té , lo rsque le poids de la bar re n 'es t pas négl igeable pa r 
r appor t à celui du corps qui v ien t la h e u r t e r . 

— D U . I J O Î d e la propagat ion , des é b r a n l e m e n t s . 
V i t e s s e du son. — Quand cette condi t ion n 'es t pas r e m 
plie, l ' iner t ie de la bar re ne peu t plus être négl igée . Le mou
v e m e n t i m p r i m é à son ex t rémi té l ibre ne se t r a n s m e t pas 
i n s t a n t a n é m e n t à tou te son é tendue , sa propagat ion d 'une 
sect ion t r ansversa le à u n e section voisine exige u n cer ta in 
temps , nécessa i re pour vaincre, l ' inert ie de la masse qui les 
sépare . 

Désignons par c o la célérité de cette p ropaga t ion (i). Une 

force, que nous rep résen tons par FAI -> é tan t app l iquée à 

l ' ex t rémi té l ibre de la ba r r e , a l longera d 'abord le p remie r 
u 

é l émen t d 'une p ropor t ion — de sa l o n g u e u r ; cet a l l ongemen t 
se t r ansme t t r a au su ivan t , et ainsi de sui te , de m a n i è r e 
qu 'au bout d 'un t emps / la l ongueu r su r laquel le Fact ion se 
fera sent i r sera u>t, et l ' a l longement de cette par t i e , à ra i son 

u 
de — par un i t é de, l ongueu r de chacun de ses é l émen t s , sera 

e ° 
u 

en total i té u>t — L 'ext rémi té de la ba r r e s 'é tant déplacée 
a ' 

ii 

de cette quan t i t é p e n d a n t le t emps t a u n e vi tesse <o —• La 

masse mise en m o u v e m e n t au bout du t emps t est p Q u t ; 
(') Nous employons , avec M. de Saint -Venant , aux t ravaux duquel est em

prun tée toute ce t te é tude, le mot célérité pou r désigner la vitesse apparen te 
de propaga t ion des act ions molécula i res , r é se rvan t le m o t vitesse pour les 
m o u v e m e n t s vrais des molécules ou par t icules sol ides. 
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11 
La quan t i t é de m o u v e m e n t , co r respondan t à la vi tesse u — J 

u 

sera piîwt. 10—> et cette quan t i t é doit ê t re égale à l ' i m p u l 

sion, p e n d a n t le t e m p s t, de la force qui l'a p rodui te et qui 

il 
est EQ - · On a donc a ( 1 ) pQwt.bi - = EQ - • l ; d'où: M = \/~ • s ' r a a \ a 

Telle est la va leur de la célérité de la p ropaga t ion des 
act ions molécu la i res . C'est la formule bien connue , dite 
newlonifniip, de la vi tesse du son ; le son n 'es t au t re chose, 
en effet, q u ' u n e succession de pet i ts éb ran lemen t s , se com
posant a l t e r n a t i v e m e n t de compress ions et de d i la ta t ions , 
qui se propagent de proche en proche , c o m m e la déformat ion 
que n o u s venons d ' examine r . 

Si la vi tesse de l ' ex t rémi té de la bar re est, au p r e m i e r 
ins tant , supposée égale à celle V du corps h e u r t a n t Q, 

11 
on a a lors V = o—j et si l 'on veu t que r a l l o n g e m e n t p r o 

por t ionnel , à l ' ex t rémi té , res te au-dessous de la l imi te de 

sécuri té , il faut que l 'on ait U ou bien — ̂  due 

l'on peu t écr i re 
(2) V ^ o u b i e n : V 2 = - • ~ ° -

r j p j t . 

Si la vi tesse du corps h e u r t a n t est supé r i eu re ; i cet te 
l imi te , que l le que soit la masse de ce corps pa r r appor t à 
celle d e l à b a r r e , la l imi te des déformat ions non dange reuse s 
sera dépassée . On doit r e m a r q u e r toutefois q u e , pour que 
cette formule soit appl icable , il faut que le choc se produise 
de te l le sor te que la total i té de la section t r ansve r sa l e 
ext rême de la ba r re acquière la m ê m e vitesse que le corps 
qui v ien t la h e u r t e r . Il n ' en serait pas ainsi si ce corps était 
assez pet i t p o u r n e m e t t r e en m o u v e m e n t q u ' u n e par t ie des 
molécules de cette section e x t r ê m e . 

¿299 . Alise e n c o m p t e d e l ' i n e r t i e d e l a b a r r e 
h e u r t é e . — Mais la vitesse V du corps h e u r t a n t ne se t r an s 

met pas i n t é g r a l e m e n t à l ' ex t rémi té de la b a r r e ; cela n ' a u r a i t 
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l ieu que si celle ex t rémi té seu le , de masse supposée nég l i 
geable , se me t t a i t en m o u v e m e n t ; et c o m m e elle en t r a îne 
avec el le , dans l ine ce r t a ine m e s u r e , toule la masse de la 
b a r r e don t il faut va incre l ' iner t ie , ce n 'es t qu ' à la fin d 'un 
t e m p s t rès cour t , impercep t ib le , p e n d a n t l eque l du re Y acte 
du choc, que l ' ex t rémi té de la ba r re a pr is la m ê m e vitesse 
que celle, d i m i n u é e p e n d a n t ce m ê m e t e m p s , du corps qui 
est v e n u la h e u r t e r . 

Soit V, cette vitesse à la lin de Vacíe du choc . Nous pou
vons la d é t e r m i n e r en app l iquan t , à l ' ensemble du sys tème 
formé par le corps Q et la ba r r e , le t h é o r è m e des vi tesses 
ou des t r avaux v i r tue l s . Nous expr imerons Y équilibre en t r e 

la quan t i t é de m o u v e m e n t ^ V du c o m m e n c e m e n t de cet acte, 

e t celle de sa fin, pr ise en s igne con t ra i re , en chois i ssant , 
p o u r dép lacements v i r tue l s , ceux de la fin de cet acte , c o m m e 
il faut toujours le faire pour que ce pr inc ipe soit appl icable 

La quan t i t é de m o u v e m e n t du corps Q, à ce m o m e n t , 

Q v 
sera — Y,. 

<J 

Désignons par v¡ la vi tesse, à ce m ô m e ins tant , d 'un élé
m e n t que l conque dY de la ba r r e , sa quan t i t é de m o u v e m e n t 

dP 
sera — i\, et si nous exp r imons la nu l l i t é de la s o m m e des 
p rodu i t s , pa r les dép l acemen t s v i r tue l s de la fin de l 'acte d u 
choc , des quan t i t é s de m o u v e m e n t au c o m m e n c e m e n t et à 
la fin de ce môme acte, celles de la fin é tan t pr ises en s igne 

con t r a i r e , nous a u r o n s , en dés ignan t par J"une in tégra le é teu-

due à toute la ba r re de poids P, 

Q , , . . , Q „ . , , / dP 
Y.Y.dt ^ Y.Y.dt — — v,.v,dt = 0 . 

g g J y 
p 

Divisant pa r ^ - ^ i il v ien t 
9 

(3) Q v = v ' [ Q + P f ( v ; ) 2 f ] ; 
P 

ou, en dés ignan t par k l ' i n tégra le du second m e m b r e , c'est-
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», \ 2 c/P 

à-diro en posan t 

(•i) k = 

P 

( 5 ) QV = V, (Q + AP) ('), d'où : V, = V. 

4 + * Q 

Le coefficient k est inconnu et, pour en t rouver la va l eu r , 
il faudrai t conna î t re les vi tesses à la fin de l 'acte du choc , 

des d ivers é l émen t s c/P de la ba r r e , ou les rappor t s ^ de 

ces vitesses à celle du point qui a été h e u r t é . Ces r a p p o r t s 
sont les mômes que ceux des dép lacement s s imu l t anés d e s 
divers points de la ba r re au d é p l a c e m e n t de son ex t rémi té . 
En l 'absence de toute indicat ion sur ce que peuven t ê tre ces 
dép lacemen t s , nous ne pouvons que faire une h y p o t h è s e . 
Supposons que ces dép l acemen t s soient ceux qui se p r o d u i 
ra ien t dans l 'é tat s t a t ique , c 'es t -à-dire que , si x dés igne 
l 'abscisse d 'un point que l conque , m e s u r é e à par t i r de l ' ex t ré -

(') Cette équat ion peu t être ob tenue , u n peu moins s implement , si l 'on n e 
veut pas faire usage du pr incipe des t r avaux vir tuels , par l 'applicat ion du 
théorème dit de Carnot e x p r i m a n t qu ' i l y a égal i té ent re la per te de force vive, 
pendant le choc, et la force vive due aux v i tesses p e r d u e s . 

0 V 2 

La demi-force vive avan t le choc est r-

9 2 

Après le choc elle est - ^——|- ( ^ • ~ > ou bien, eu égard à la significa-
9 2

 J g i 
p 

t ion ci-dessus du coefficient k, - -̂f- 4- — ^ ~ • 
9

 2
 ff 2 

La demi-force vive pe rdue pendan t le choc a donc pour expression 

Q Y_ 2 _ Q Y L 2 _ * E Yll 
g 2 y 2 y 2 

Les vi tesses pe rdue son t V — V t pour le corps Q, et — vx pour l ' é l émen t 
dP ; la demi-force vive c o r r e s p o n d a n t aux vi tesses perdues est donc 

Q I V - V , ) 2 , ÇdV [~v:fl = Q ( V - V , ) ' H> yv 
9 2 J 9 2 9 2 " T " h i ' p 

Égalons ce t te express ion à la p récédente , nous aurons 

S Y.2
 _ Q I V _ K ? V = Q IV — V i ) 8

 + *P V V . 
g ï g 2 g 2 g 2 ff2' 

et après r é d u c t i o n 

QV = \ l (Q -\- AP), c o m m e plus hau t . 
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Nous a u r o n s donc a lors 

1 
VH = v 

1 p 

^ 3 O 

La quan t i t é de m o u v e m e n t p r imi t i ve - et la force 

Q V2 

Yive pr imi t ive —•> qui sont r e spec t ivemen t après le choc 

/ Q 1 P \ V? / 1 \ 
( - -f- t , - 1 V, et —1 ( Q-f- ô P ) ' s e p a r t a i e n t a lors , en t r e le 
\g 3 g/ 2g \ 3 / 
corps h e u r t a n t et la ba r r e heu r t ée , c o m m e si la masse de 
la bar re était rédui te au tiers de sa va leur . 

Quelle que soit d 'a i l leurs la va leur , que n o u s la i sserons i n 
dé te rminée , du coefficient k, nous pouvons , conna i s san t la 

V? 
force vive après le choc ^y- (Q + AP), r even i r su r les rôsu l -

/&(/ 

tats que nous avions t rouvés au c o m m e n c e m e n t , en n é g l i 
geant l ' iner t ie de la ba r re . 

La force vive après le choc, a u g m e n t é e , s'il y a l ieu , de Qu, 

lorsque la bar re est ver t icale , doit ê t re égalée à - EQ —"̂  t ra 

vail des actions molécula i res ou des forces é las t iques pour 

un a l longement d y n a m i q u e rep résen té pa r ud. On a a ins i , 

pour le cas d 'une bar re hor izonta le : 

1 v 2 V 2 I 

„- E a — = ^ ( 0 4- kP) = ^- —p-—· • (Q + AP) ; 

2 a c 2 f f ^ ^ > ^ (i + k P _ y 
d'où 

J 1 4- A - v y
 1 4- A -

Q ^ Q 

mité fixe B, le dép lacement de ce po in t soit p ropo r t i onne l 
i) x" doc 

à x. Nous a u r o n s alors ~- = '- et, c o m m e - 7 7 - est égal à — ' 
V, a P ° a 

nous t rouve rons , pour le coefficient k, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ou Lion, en i n t rodu i san t la va leur de la célér i té w de la p ro 

pagat ion des actions molécu la i res , u = y / ~ > et r e m a r q u a n t 

que P = pgaQ, 

1 

1 

p 

u 
C'est cet te va l eu r de r a l l o n g e m e n t p r o p o r t i o n n e l qui 

doit, pour la sécur i té , res te r infér ieure à la l im i t e -g - On en 

dédui t la condi t ion 

Q X ! ^ / P \ o a . R | . 
2 ?

 — V +
 O j 2 K 

3 0 0 . V i b r a t i o n s de l ' e x t r é m i t é l i b r e . — Nous p o u 
vons auss i calculer app rox ima t ivemen t l ' ampl i tude et la 
du rée des v ib ra t ions de l ' ex t rémité l ibre de la ba r re . Dési
gnons pa r u son a l l ongemen t à u n in s t an t que lconque du 
temps qui sui t l 'acte du choc, c 'est-à-dire de la pér iode pen
dan t l aque l le l ' ex t rémi té de la ba r re , a y a n t acquis la vi tesse 
Vu la perd peu à peu et acquier t l ' a l l o n g e m e n t d y n a m i q u e 
ud. Si nous supposons que , p e n d a n t cette pér iode , les r éac 
t ions é las t iques exercées par l ' ex t rémi té de la ba r re soient 
les mûmes , pour des a l l ongemen t s d é t e r m i n é s , que pour les 

u 

m ê m e s a l l o n g e m e n t s s ta t iques , à l ' a l l o n g e m e n t M , O U - par 

un i t é de l o n g u e u r , cor respondra u n effort molécu la i re EU ^ 

La vi tesse de l 'ext rémité est, d 'a i l leurs , et son déplace-

dit 

m e n t p e n d a n t le t e m p s dt est ^ dt. La ba r re , é tan t suppo

sée hor izon ta le , pour n 'avoir pas à tenir compte du t rava i l 

dû au dép lacemen t du poids Q, nous p o u r r o n s égaler à zéro 

la s o m m e des t r avaux de toutes les forces, y compr i s les 

iner t ies qui agissent sur les différents é l émen t s de la ba r re . 

A l ' ex t rémi té l ibre les forces sont d 'abord l'effort m o l é -
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cula i re EQ - cl l ' iner t ie du corps Q, l a q u e l l e a p o u r express ion 

^ <-~n>- Ces deux forces ag i s sen t d a n s le m ô m e sens , et l eu r 
y dt1 

• i i i . i , du , , w Q dht\ du , 
t r ava i l , p o u r le d é p l a c e m e n t ^ de, es t ^EL2 - - f - - -^j- , ^ — dt. 

A ce t r a v a i l il faut a jou te r celui des ine r t i e s des d ive r s 
é l émen t s dP de la b a r r e qu i sont a n i m é e s de v i tesses v, et 

don t les d é p l a c e m e n t s , p r o p o r t i o n n e l s a u x r a p p o r t s ^ de 

ces vi tesses à celle de l ' e x t r é m i t é , son t , pa r c o n s é q u e n t , ^ - u. 

Leur accéléra t ion est (~ u\ = ~ ^y—^ et l eu r dép l ace -
dt1 \ \ \ ) V 4 dt2- 1 

m e n t p e n d a n t le t emps dt es t ^ , . L dt = -^r ^ Le 

t rava i l de l eu r ine r t i e se ra d o n c , e n to ta l i t é , 

dP v{ d2u v, du kP d2u du ^ 

g Y< dt* V, ' dt ~~ g dt2 dt 

Ajoutons ce t rava i l a u p r écéden t et éga lons la s o m m e à 

zéro, n o u s a u r o n s , en s u p p r i m a n t le fac teur c o m m u n ^ dt, 
1 1 dt 

a \ff y / dt2 ' 

ou, en r e m p l a ç a n t j ^ - p a r l ' a l l o n g e m e n t s t a t i que us, 

d'u f . . P \ , u 

L' in tégra le de cet te é q u a t i o n es t , c o m m e on sai t , de la 
forme u = A s in B£, p u i s q u e p o u r t = 0 on doi t avoi r 
M = 0. 

La cons tan te B a p o u r v a l e u r B — \/ — = » et la 
V u. , , P 

cons tan te A se d é t e r m i n e pa r la condi t ion que p o u r t = 0 
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la vi tesse ' -^ — AB cos B^ soit égale à Vj, ce qui donne 

press ion de v« est ainsi 

La va l eu r m a x i m u m de u est bien égale à celle qui a été 
t rouvée p lus h a u t pour l ' a l longement d y n a m i q u e appelé ud. 

11 en résu l t e , pour la durée T de la pér iode du m o u v e m e n t 
v ib ra to i re , 

•'ÎOI. I n d i c a t i o n des r é s u l t a t s d e l ' a n a l y s e e x a c t e 
du p h é n o m è n e . — Ces résul ta ts ne sont qu ' approx ima
t i f s ; nous avons dû , en etfet, pour les obten i r , supposer que 
les réac t ions é las t iques de la ba r re é ta ient les m ê m e s dans 
l 'é tat de m o u v e m e n t que dans l 'é tat s ta t ique , ce qui n 'es t 
c e r t a i n e m e n t pas exact. Ils sont cependan t p lus r approchés 
de la réal i té que ceux que n o u s avions ob tenus d 'abord en 
nég l igean t tou t à fait l ' iner t ie de la ba r r e h e u r t é e . 

P o u r al ler p lus loin et t r a i t e r la ques t ion dans toute sa 
r igueur , il faut, abstract ion faite de toute hypothèse , écrire 
l ' équa t ion d 'équi l ibre d 'un é lément que lconque de la b a r r e . 
On ar r ive alors à u n e équation aux dérivées par t ie l les de 
second ordre , que M. Boussinesq a in tégrée en t e rmes finis ; 
mais les calculs auxque ls donne l ieu cette in tégra t ion sont 
c o m p l i q u é s ; n o u s nous bo rne rons à en faire connaî t re les 
p r inc ipaux résu l t a t s . 

On t rouve que , dans le cas de la bar re fixée à u n bout , 
c'est toujours à l ' ex t rémité fixe que se produi t r a l l o n g e m e n t 
m a x i m u m ^ m qui , pour la sécur i té , doil res te r infér ieur à 

T = i , . 1 n a 

1 4 - h -p: — 2 7 1 -
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Son expression var ie su ivan t la g r a n d e u r du r appor t p 

des poids des corps h e u r t a n t et h e u r t é . P a r exemple , l o r s q u P 

ce r a p p o r t est p lus pet i t que 5,686, on t rouve 

V / " _ ? p \ 
= 2 - h -f- e <J ) • 

V . Q 
ce qui donne app rox ima t ivemen t ? m = 2 — i si g est t rès 

Cl) t 

pet i t . 
L 'expression de ? m devient beaucoup plus compl iquée pour 

les va leu r s supér ieures du r appor t m a i s , fort h e u r e u s e m e n t , 

lo r sque ce rapport dépasse 4 ou 5, on peut subs t i tue r à la 
va l eu r exacte de la su ivan te , qui en diffère très peu cl qui 
est d ' un calcul facile, 

Le lec teur t rouve ra , aux Comptes Rendus des séances de 
l'Académie des Sciences, des 16, 23 , 30 ju i l le t et 6 août 1883, 
la démons t ra t ion complè te de ces formules et l 'é tude 
détai l lée des p h é n o m è n e s qui se p rodu i sen t dans la b a r r e 
h e u r t é e . 

C H O C T R A N S V E R S A L 

3 0 2 . S o l u t i o n a p p r o x i m a t i v e , e n n é g l i g e a n t 
l ' i n e r t i e de la b a r r e h e u r t é e . — Considérons u n e 

pou t r e horizontale AB [fiy. 250), 
C de l o n g u e u r 2a, r eposan t à ses 

^ '·• g deux ext rémi tés sur deux appuis 
Çj fixes a u t o u r desquels elle puisse 

s ' infléchir sans pouvoir s'en 
FIG. 2 5 0 . écar ter , heu r t ée en son mi l ieu C 

par u n corps Q, a n i m é d 'une vi
tesse V, pe rpend icu la i re à sa di rect ion et que nous suppose 
rons aussi hor izonta le , afin de n 'avoi r pas à ten i r compte 
du t rava i l du poids Q p e n d a n t la flexion de la b a r r e . 
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Nous savons que , si nous p r enons u n e d e s ex t rémi tés A 
pour o r ig ine des abscisses et si nous c o m p t o n s les y dans 
le sens dans lequel ag i ra i t u n e force s t a t i q u e égale à Q, 
appl iquée en son mi l ieu , la déformat ion s t a t i q u e s 'obt ient en 

i n t ég ran t deux fois l ' équat ion différentielle E l — ^zx' 

ce qu i d o n n e , eu égard à ce que , en raison de la symét r i e , 

j -x · dy n r\dy Q « 2 — ' xl , 
on doit avoir , pour x = a, = 0 : El = g • •—^ et 

Q /arx x^\ . 
Kly = — \ ~2~—g") sans addi t ion de cons t an te , pu i sque 

pour x = 0, on a y = 0. Cette express ion peut se m e t t r e 

sous la forme 
Q a 3 f3 x 1 x3 

y ''^ 6ËÏ V2 â ~~ 2 â~s 

ou b ien , en dés ignan t par fs la flèche s t a t ique p rodu i t e pa r 

la force 0 , c 'es t -à-di re en p o s a n t / , = - ^ 

[*) y = A 
3 se i x 

R e m a r q u o n s q u e le r appo r t de la force Q à la flèche 
qu 'e l le a p rodui te est cons tan t pour une p o u t r e donnée et a 
pour va l eu r 

Q 6EI 
f ~ a 3 ' 

Négl igeons d 'abord, c o m m e nous l 'avons fait dans le cas 
du choc l ong i tud ina l , l ' iner t ie de la p o u t r e . P o u r une 

flèche q u e l c o n q u e / , l'effort sera / et , p o u r u n e a u g 

m e n t a t i o n df de cette flèche, le t ravai l de cet effort sera 

6EI 
—^-fdf. La s o m m e de tous ces t r avaux é l é m e n t a i r e s , depuis 

l 'o r ig ine de la déformat ion (f = 0) j u s q u ' a u m o m e n t où la 

flèche a acqu i s la va leur fD que nous appe l l e rons flèche 

d y n a m i q u e , q u i correspond au m o m e n t où la v i tesse V est 

Q V 2 

e n t i è r e m e n t dé t ru i t e , c 'est-à-dire où toute l a force vive — - — 
g 2 
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La résistance vive de la pou t re est égale au produi t du 

R ~ 
coefficient de rés is tance v ive , - j ^ - i pa r le vo lume de la pou t r e , 

2r-
2 a Q , et pa r un coelficient qui dépend de la forme de la 

Éga lan t ce travail à la demi-force vive du corps h e u r t a n t , 
n o u s savons 

Le m o m e n t f léchissant m a x i m u m M, au mi l ieu de la 

p o u t r e , est m e s u r é par le p rodui t , par ^ de l'effort qui cor

respond à une flèche dé te rminée ; il sera donc, pour la 

flèche fa, 

a 6 K I „ 
M = 2 ' f D -

Or, ce m o m e n t M donne l ieu, sur la fibre la p l u s fa t iguée, 

à u n effort R = si à est la h a u t e u r de la pou t re suppo

sée, symé t r i que ; et cet effort doit , pour la sécur i té , res te r 

infér ieur à la l imi te R 0 dépendan t de la ma t i è re de la pou t re . 

N o u s avons donc, pour la condi t ion de sécur i té , 

a 6 E I h 
2 ' ^ A d - 2 I ™ 

R e m p l a ç o n s / par sa va leur c i -dessus , r édu i sons et é le
vons les deux m e m b r e s au car ré , il v i endra 

ou b ien , en r e m p l a ç a n t I p a r Or"1, Q dés ignant l 'a i re de la 
sect ion t r ansve r sa l e , et r son rayon de g i ra t ion , 

Q V 2 ^ 2 r 2 „ m 
— — · ' - — · 2 a Q — · 
<ig 3 A 2 E 
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section t r ansve r sa l e . Comme dans le choc longi tudina l , la 
rés is tance vive du corps heur té est p ropor t ionne l le à son 
volume. 

Itoti. l * i ' 0 | t : < < j i i t . i o i i d e s é b i ' i i i i l c i i i e i i t s . — Supposons 

ma in t enan t que , sous l 'action du choc, le point C, mi l ieu de 

la ba r re , se soit t rouvé an imé d 'une vitesse V dans le sens 

de l ' impuls ion qui lui esl donnée par le corps Q ; il au ra 

pa rcouru , pendan t un t emps / t rès court , un espace V7. 

P e n d a n t ce t e m p s , que nous supposerons assez faible pour 
que l ' éb ran l emen t molécula i re ne soit pas encore pa rvenu 
j u s q u ' a u x ex t rémi tés de la ba r r e , cet é b r a n l e m e n t se sera 
é tendu, de c h a q u e côté du point heu r t é , sur une longueur^) / . 
Abstract ion faite des deux par t ies de la bar re qui n ' eu ont 
pas encore ressent i l'effet, la par t ie infléchie peut donc être 
ass imilée à u n e pout re de l o n g u e u r 2MI, qui au ra i t pr is , 
sous l 'action d ' une force app l iquée en son mi l ieu , u n e flèche 
Y't ; ma i s cette por t ion de pou t re , faisant sui te à ces deux 
au t res , en t re lesquel les elle est compr ise et qui n ' o n t encore 
pr is aucun m o u v e m e n t , doit être considérée c o m m e encas- • 
t réc à ses deux ex t rémi tés , et a lors , pour une pare i l le pou t re , 
de l o n g u e u r <W, l'effort capable de p rodu i re une flèche Y't 

a p o u r express ion (1) 

2 4 E I _ 24VEI 
uH3 — c o 3 * 2 

En app l iquan t le pr incipe des quan t i t é s de m o u v e m e n t , 
nous a u r o n s , pour l ' impuls ion de cet effort pendan t le 

2 1 V E I 24VE1 
t emps t : -—7-7- · / - — : et cette impuls ion doit ê t re 

(') Soit 2a la l o n g u e u r d'une pou t r e encast rée à ses deux ext rémités , P la 
charge un ique qu'elle s u p p o r t e en son mi l ieu ; on a, en appelant ¡1 le m o m e n t 

a encas t r emen t , — El - 7 - ^ = — — jj.; — El — = — — \ix, a n u , pu i sque 

1 on a ^ — 1) pou r x = a, (j. = — ou — El ^ = {x-— ax) et, enfin, 

— El;/ = - f — • a — ) • La flèche f a donc pour expression /' = - j - j ^ j et y 

( ^/r 8 :ix 2 \ , '3x s 2 r 3 \ 

~âi lu I ' 0 1 1 ^ = ^ \ 1F — " a 3 / 
Va 

Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m est — • 
4 
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El 
ou b ien 

— 24 —. ou = v'24 t / I L 1 . 
? Q V p!2 

Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , dans la pou t re encas-

1 24VK 
4 ' M

3fi 
. , . n t 2 4 V E I t t ree que nous cons idé rons , a pour va leur - • —TT~' —-M-

Si ~ est la d i s tance de la libre la p lus éloignée de l 'axe 

n e u t r e , ce m o m e n t fléchissant y p rodu i t u n effort y • ^ qui 

égale à la s o m m e des p rodu i t s , par l eu r s vi tesses , des 
masses des é l éments déplacés . Les vi tesses v pr ises par 
chacun de ces é l éments sont i n c o n n u e s et nous ne pouvons 
que supposer qu 'e l les sont p ropor t ionne l l e s aux déplace
m e n t s vt qu ' i l s ont acquis au bout du t emps t, c 'es t-à-dire 
que les r appor t s de ces vi tesses v a celle V du point h e u r t é 
sont égaux aux r appor t s des dép lacement s y à la flèche Yt. 

Or, si nous comptons les x à pa r t i r de l 'or igine de cette 
sorte de pou t re encas t rée , nous a u r o n s 

JL — J ^ ! ^ Yt ~ w2*2 — M3*3' 
La masse d 'un é l é m e n t dx est pQdx et sa quan t i t é de 

v 
m o u v e m e n t est pQvdx — pQV. ^ dx ; si nous m e t t o n s pour 

~r, la va l eu r ci-dessus de que nous lu i supposons égale, 

nous au rons , pour la s o m m e des quant i t és de m o u v e m e n t 
des deux moi t iés de la por t ion de pou t r e ass imilée à u n e 
pou t re encas t rée , 

r u t v / 1 u'/3.t 2 2,t3\ 
2 . pQV / v , dx = 2 P û V J - dx = P Q V . «<. 

0 0 
Egalons cet te quan t i t é de m o u v e m e n t à l ' impuls ion de 

l'effort qui l'a p rodu i t e , n o u s au rons 

2 4 V E I 

: pQV'lûf, 
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se t radu i t pa r u n a l longement ? - ^ · ^> soit 

1 2 4 V E I 1 h 3\"h 
c — 4 ' o> 3 ^ ' b i t ' E l ' 2 ~ <o2f ' 

ou b ien , en m e t t a n t pour c,r( sa va leur c i -dessus , r e m p l a 

çant P a r <° et y/^j P a r le rayon de g i ra t ion r, 

3 — 3V'h t_ _ V' h_ 
~~ y / 2 4 , u r ~~ l i 6 3 <o r 

La vitesse V , pr ise par le point C, est nécessa i rement 
inférieure à celle V du corps h e u r t a n t Q, su r tou t dans le 
premier ins tan t du choc . M. Boussinesq, par une analyse 
exacte, a t rouvé p o u r l ' a l longement m a x i m u m produi t pa r 
le choc 

1 V h 
ô = - — • - i 

2 c o r 

V V 

de sorte qu 'on au ra i t app rox ima t ivemen t — - = — ou 

V = 0,81V. 

Quelle que soit la masse du corps h e u r t a n t Q (à la con
dition que toute la section t ransversa le du mi l i eu de la 
barre acqu iè re , sous son impu l s ion , u n e m ê m e vi tesse) , si 

1 V h 
la vitesse V de ce corps est tel le que - — — soit p lus g rand 

que la l imi te des a l longements compat ib les avec la sécu

rité de la m a t i è r e , celte l imi te sera dépassée au point 

heur té et la ba r re y subira des déformat ions pe rmanen te s 

avant que les pa r t i e s voisines se soient mises en m o u v e 

ment . On comprend , pour la m ê m e raison, qu ' une vi tesse 

suffisante du corps h e u r t a n t produise la r u p t u r e de la ba r r e , 

au point h e u r t é , sans que les au t res par t ies subissent a u c u n 

ébranlement par l'effet du choc. 

3CML Mise e n c o m p t e d e l ' i n e r t i e d e lu b a r r e 
h e u r t é e . — Nous pouvons, d 'ai l leurs , en opéran t exacte
ment de la m ê m e man iè r e que dans le cas du choc long i tu -
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clinal, par les m ê m e s r a i sonnemen t s , et les mêmes équations, 

d é t e r m i n e r la vitesse Vj prise pa r le po in t h e u r t é et le 
corps h e u r t a n t , à la f i n de l 'acte du choc. Appl iquons 
encore le pr incipe des t r avaux v i r tue l s , en égalant à zéro la 
s o m m e des p rodu i t s , pa r les dép lacemen t s à la f i n de l 'acte 
du choc , des quant i t és de m o u v e m e n t au c o m m e n c e m e n t et 
à la fin de cet acte , ces de rn iè res é t an t pr ises en signe con
t r a i r e , nous aurons 

S v . y . c f c — - V , . V ,dt — I —v..v.dt = 0 ; ff 9 J e / ' 1 

P 

ou, en dés ignant par k la s o m m e · 

f ) dP, 

nous ob t i endrons , tou tes réduc t ions faites, 

1 
(2) V, = V. 

Mais la va l eu r du coefficient k n ' es t pas la m ê m e que 
d a n s le cas du choc long i tud ina l . Supposons que les 
vi tesses t\ des d ivers poin ts soient p ropor t ionne l l e s à l eu r s 

dép l acemen t s y, c 'est-à-dire que l 'on ai t ~ = ^ = — - ~ 

Y i f /O ci ft a 
l o r sque la pou t re est s i m p l e m e n t appuyée à ses deux ext ré -

mi tés ; nous a u r o n s , en r e m a r q u a n t que -p - = — et que 
l ' in tégra le / doit ê t re é t endue à tou te la b a r r e , de l o n g u e u r 

J p 

- M t = \ " 
H - I I „ i I .,—21 ^ a ta») 2 a " 3 a 

P o u r une ba r r e encas t rée à ses deux ex t rémi tés , on aura i t 
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Pour une; ba r r e de l ongueu r (b -(- c), s i m p l e m e n t posée à 

ses deux ext rémi tés et heu r t ée a i l leurs qu ' au mi l ieu , en u n 

point C dis tant de b de l 'une d 'el les et de c. de l ' au t r e , nous 

aur ions de m ô m e , en a p p l i q u a n t les équa t ions des deux 

courbes affectées, sous u n e charge s t a t ique , par les deux 

port ions de la ba r r e , et que nous avons données (page 374), 

en y m e t t a n t en évidence la flèche au po in t chargé qui est 
P 6 2 c 2 . . . 

Tr-r. r-nr et opéran t les in tégra t ions de la môme m a n i è r e 
S (o-p-c) El 
que c i -dessus , 

1 

1 0 3 

Quelle que soit la va l eu r de k, la force vive après le 
choc, comme la quan t i t é de m o u v e m e n t , se r épa r t i t en t re 
les deux corps , c o m m e si la ba r re heu r t ée étai t rédui te à 

•P 
la fraction k — de sa m a s s e . La demi-force vive ap rès le 

9 
choc est égale, en effet, à 

g 2
 + J g 2 ~ g '2 g Q L2g 

En m e t t a n t pour Vi sa va l eu r en fonction de la vi tesse V 
du corps heu r t an t , elle a pour expression : 

QV a 1 

nous devons l ' égaler au t rava i l des act ions molécu la i res 

qui , pour p rodu i re la flèche d y n a m i q u e fD, a pour va l eu r 

—r-^ 1 - Nous en déduisons 
a 2 

V e^Ei / . , P " V 9 /•— 

(') On voit que, dans ce cas , le coefficient k n 'est pas toujours plus pet i t 
6 1 

que l 'unité. Pour r = — on t rouverai t k — 2,803. La bar re heur tée en t re 
o + c, 10 

alors, dans le par tage de la force vive e t la quant i té de m o u v e m e n t , pou r une 
masse plus grande que sa m a s s e réel le . Cela s 'explique pa r le vois inage du 
point d 'appui qui amor t i t une g rande par t ie de l'effet du choc. 
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OU 

fu _ 1 ^ V a /Q 1 • 

2a y/24, w r V P / p 

V 1 + A Q 

Si, au lieu de supposer hor izonta le la vitesse V du corps 
h e u r t a n t Q, nous l 'avions supposée vert icale , dir igée de 
h a u t en bas, et si, après le choc, le corps pesan t Q cont i 
nua i t à s ' appuyer sur la ba r r e , la ilèche serai t plus g rande 
que celle que nous venons de calculer . Désignons-la , a lors , 
sous le n o m de i lèche totale et représentons- la pa r fT, nous 
devrons , pour la t rouver , a jouter à la force vive après le 
choc le t ravai l du poids Q, descendant de / T . Nous au rons 
l ' équat ion 

Mais la demi-force vive après le choc, que r ep ré sen t e le 
p remie r te rme de cette équa t ion , peu t être expr imée en 
fonction de la flèche d y n a m i q u e / Q que nous venons de 

6El / 2 

dé t e rmine r , elle est égale à — ^ • Subs t i tuons cette exprès-

et & 
sion, et r emp laçons — par ~ ; nous a u r o n s , en m u l t i p l i a n t 

a / s 

tous les t e r m e s p a r ^ i 

fi ~ W T — / 3 = o, 
d'où 

h ~~ h 4 - vVl 4 - fi ; 
expression où l 'on doit faire 

/ s = _ et /-D = \ y / _ . " y — p -

On voit que, dans le cas par t i cu l ie r où V — 0, le coiqjs Q 
étant posé sans vitesse sur le mi l ieu de la ba r re , / D = 0, et 
/ T = 2 / s . La flèche totale pr ise par la pou t re est double de 
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la fiòche s ta t ique . Ce résul ta t est i den t ique à celui que n o u s 
avons t rouvé dans le cas du choc long i tud ina l , et il s 'explique 
de la m ê m e m a n i è r e . 

3 0 o . M o m e n t fléchissant e t e f for t m a x i m u m . — 
Ayant calculé la llèche / ' pr ise pa r la pou t re , qui , su ivan t 
les cas, sera fs, fD, fT, nous pouvons d é t e r m i n e r l'effort 
m a x i m u m qui en résu l te dans la pou t re , su r la fibre la p l u s 
fal iguée. Cette flèche correspond en effet à un effort s ta t ique 

p ropor t ionne l qui sera, pa r exemple , ^ ~ / , si la pou t r e est 

24EI 
appuyée aux deux bouts ; ^ 3 / si elle est encas t rée à ses 

deux ex t rémi tés , etc. L'effort s ta t ique co r re spondan t à la 
f l o c h e considéré c o m m e u n e charge app l iquée au point 
heu r t é , d o n n e le m o m e n t fléchissant en c h a q u e point de la 
pou t re , par conséquen t , le m o m e n t fléchissant m a x i m u m M 

et l'effort de la fibre la p lus fat iguée, ^j-> si v est la d is tance 

de cette fibre à l 'axe n e u t r e . Il sera donc toujours possible 
de ca lculer les conséquences , pour une pout re dé te rminée , 
du choc t r ansve r sa l d 'un corps solide que lconque . 

Le m o m e n t fléchissant m a x i m u m M ainsi calculé a, pour 
une flèche/', les va leurs su ivan tes : 

1° P o u r u n e pou t re de l o n g u e u r 2a, posée aux deux bouts , 
heur tée au mi l ieu , 

3E[ 
M = — • f -

2° P o u r une pout re de longueur 2a, encas t rée aux deux 

bouts , heu r t ée au mi l i eu , 

A J CEI 
~ a2 ' ^' 

3° P o u r une pou t re de l ongueu r a, encas t rée à un bout , 

heur tée à l ' au t re , 

A , 3 E I 

a2 

4" P o u r u n e pou t re de longueur ( 6 + c), posée aux deux 
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bouts , heu r t ée en u n point d i s t an t de b et de c de ses ex t r é 

m i t é s , 

— bc 1 ' 

etc . 
Il n ' e s t pas inu t i l e de faire r e m a r q u e r que , si la pou t r e 

heu r t ée doi t en t r a îne r dans son m o u v e m e n t des pièces avec 
lesquel les elle est rel iée, c o m m e u n p l anche r , u n t ab l i e r de 
pont , e tc . , c 'est la masse mise en m o u v e m e n t qui doit figu
re r , mu l t i p l i ée pa r le coefficient k, dans le par tage de la 
force vive et de la quan t i t é de m o u v e m e n t après le choc . 
P doi t r ep résen te r a lors le poids de la pout re et le poids de 
toutes les par t ies accessoires qui y sont rel iées et se 
d é p l a c e n t avec el le . 

Les r é su l t a t s de l ' analyse qu i p récède , bien qu ' é t an t s im
p lemen t approx imat i f s , ont été confirmés par l ' expér ience . 

Un t rès g rand n o m b r e d 'expér iences de flexion par i m p u l 
sion b r u s q u e , ou choc t r a n s v e r s a l , ont été faites sous la 
d i rec t ion de M. Eaton I lodgkinson ('). Les p récau t ions les 
plus m i n u t i e u s e s ont été pr ises pour placer les ba r re s dans 
les condi t ions que suppose la théor ie ; les flèches ont été 
m e s u r é e s , ainsi qui; les vi tesses du corps heu r t an t , avec le 
p lus g r a n d s o i n ; les r é su l t a t s de tous les mesu rages ont été 
r e m a r q u a b l e m e n t concordan ts en t re eux, et l eu r m o y e n n e , 
p o u r les ba r r e s s i m p l e m e n t appuyées aux deux b o u t s , 
s 'accorde avec ceux que donne ra i en t les formules c i -dessus 
en a t t r i b u a n t au coefficient k la va l eu r 0,47. La théor ie nous 

a i n d i q u é la va leur k = ~ = 0 ,4857. Il est difficile d 'ob ten i r 

DO 
u n e vérification p lus parfa i te . 

, 'ÎOG. V i b r a t i o n s t r a n s v e r s a l e s . — La ba r r e h e u r t é e 
t r a n s v e r s a l e m e n t exécute des v ibra t ions comme celle qu i 
reçoi t u n choc long i tud ina l . La mise en équa t ion de ces m o u 
v e m e n t s se fait exac tement de la m ê m e m a n i è r e et par les 
mêmes équations que dans cet au t r e cas, en r e m p l a ç a n t , bien 

(') Report of fhe Co>mnissio?iers appohited ¿0 inqv.ire into the application of 
I r o n to Hailway Structures. London, 1849. Voir surtout l'appendice 4. 
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en tendu , its, l ' a l longement s ta t ique , pa r / ) , flèche s t a t i que . 
L 'équa t ion différentielle du m o u v e m e n t serai t , en a p p e l a n t / " 
la flèche à u n ins tan t t q u e l c o n q u e , 

l ' équat ion finie est 

et la du rée de l 'oscil lat ion complè te est 

3 ( 1 7 . I n d i c a t i o n des r é s u l t a t s de l ' a n a l y s e 
e x a c t e . — La solut ion exacte du p rob lème du choc t r a n s 
versal d 'une bar re ne peu t ê tre ob tenue : l ' in tégra t ion de 
l ' équa t ion aux dér ivées par t ie l les à laquel le il condui t ne 
p e u t être effectuée en t e r m e s finis, elle ne peu t se faire que 
par des séries, sommes de t e rmes en n o m b r e infini don t 
chacun est une fonction, g é n é r a l e m e n t compl iquée , d 'un 
p a r a m è t r e qui doit recevoir success ivement toutes les valeurs, , 
rac ines d 'une équa t ion t r a n s c e n d a n t e . 

Chacun des t e rmes de ces sér ies représen te une des v i b r a 
t ions qui se superposen t et dont l ' ensemble const i tue le m o u 
v e m e n t des divers points de la b a r r e . On ne peu t r ien conc lure , 
a n a l y t i q u e m e n t , de cette forme t rès compl iquée de la fonc
t ion qui r ep résen te le m o u v e m e n t , et si M. de Sa in t -Venan t 
a pu , dans u n cas s imple , a r r ive r à que lques résu l t a t s , ce 
n 'es t qu ' au prix d 'un t ravai l cons idérable et de calculs labo
r ieux dont il a t r adu i t les r ésu l t a t s g r a p h i q u e m e n t . 

Nous nous bo rne rons à renvoyer à son travail et su r tou t à 
la Note t rès é tendue qu' i l a insérée su r ce sujet dans la 
t r aduc t ion annotée de Clebsch (Note du § 6 1 , pages 490 
à 627). 

L ' approx imat ion au m o y e n de laquel le nous avons dédui t 
de la flèche prise par la ba r re sous l 'action d 'un choc l'effort 

41 
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m a x i m u m suppor te par la libre la p lus fa t iguée, suppose que 
la ba r re se courbe sous l 'act ion du choc, exac tement comme 
elle le ferait sous u n e charge s ta t ique ; or, il n ' e n est pas a ins i . 
A cette déformat ion pr inc ipale se supe rposen t des v ibra t ions 
secondaires qui ont pour eifet, sans modifier d ' une m a n i è r e 
appréciable la flèche totale, de donne r à la l ibre m o y e n n e 
des courbures bien différentes de celles qu 'e l le p r e n d r a i t sous 
le seul effet d 'une cha rge immob i l e . Ces cou rbu re s , dues à 
des v ibra t ions secondaires e x t r ê m e m e n t rap ides et d ' une du rée 
presque inappréc iab le , ont-elles, au point de vue de la rés i s 
tance de la ma t i è re , les m ê m e s dangers que si elles é ta ien t 
dues à la v ibra t ion pr inc ipa le , beaucoup p lus l en te? c 'est ce 
que l 'expér ience seule pour ra i t app rend re . 

P o u r une flèche; donnée / la cou rbu re m a x i m u m est a insi 
no t ab l emen t supé r i eu re à celle qui r é su l t e du calcul du 
m o m e n t fléchissant que nous avons indiqué plus h a u t , et il 
en est de m ê m e de l'effort suppor té par la fibre la p lus 
fa t iguée ; mais , par une h e u r e u s e compensa t ion e m p i r i q u e , 
qui a été consta tée par M. de Sa in t -Venant dans le cas de la 
pout re posée aux deux bou t s et heu r t ée au mi l i eu , pour les 

P I 
va leurs de —= -•> 1, 2, et qui se vérifierait sans dou te avec 

une cer ta ine approx imat ion dans les au t r e s cas, on peu t 
avoir une express ion à peu près exacte de l'effort suppor té 
p a r l a fibre la p lus fatiguée en me t t an t , dans les express ions 
précédentes du m o m e n t fléchissant m a x i m u m (page 639), 
pour la flèche d y n a m i q u e fD au l ieu de sa va leur 

/ • . - v v / û . - l 

celle qu 'on lui a t t r ibuera i t en nég l igean t l ' iner t ie de la ba r re 

heur t ée , c 'est-à-dire / D —- y On in t rodui t a ins i , dans la 

formule , one va leur de fD t rop forte, qui compense à peu 
près ce qui lu i m a n q u e pour donne r la vér i t ab le g r a n d e u r 
de l'effort dans la fibre la p lus fat iguée. 
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§ * 

CHARGE ROULANTE 

«SOIS. C a s d ' u n e c h a r g e r o u l a n t e i s o l é e . — Consi
dérons u n e pou t re hor izonta le AA t (fig. 251) r eposan t à sos 
deux ex t rémi tés sur deux appuis fixes, sur l aque l le u n e 
charge Q se déplace de A vers A, avec u n e vitesse hor izon
tale V. Désignons par P le poids de la pou t re , y compr is la 
charge p e r m a n e n t e qui se me t en m o u v e m e n t avec el le , 
par 2a sa l o n g u e u r AA, et par x = \rt l 'abscisse du point où 
se t rouve app l iquée la charge Q à l 'époque t ; appe lons z 

l 'abscisse A M d 'un point que lconque M de la par t ie AQ, u le 
dép lacement vert ical du 

point M sous l 'action de . . . - . . j - j? 
la charge en m o u v e m e n t , h ~ z 1 I ~ ' T, \ 

< i A - i , , A M M, A, u ie dep i acemen t sta-

t ique de ce m ê m e p o i n t M , p i n 2 HI. 
c'est-à-dire la va leur du 

dép lacement u si la charge Q étai t immo b i l e , y le déplace
m e n t vert ical du point Q, c 'esl-à-dirc la va leur de u pour 
z=x; enfin, app l iquons les m ô m e s le t t res all'ectées de l ' in
dice 1 aux dép lacements d 'un point que lconque M ( de la 
parfie A,Q, les abscisses zi des points M, é tan t comptées à 
par t i r de l ' ex t rémité A, comme les abscisses z des poin ts 51 le 
sont à par t i r de l ' ex t rémité A. 

Nous al lons d 'abord dé t e rmine r les dép lacement s u', u\, 

des points M, M ( en supposant la cha rge Q immobi l e . Nous 
su ivrons , pour cela, la m a r c h e ind iquée au chapi t re de la 
flexion. Les réac t ions ver t icales des appuis sont , dans cette 
hypothèse , 

Alors , les m o m e n t s fléchissants au po in t M et au point M ( 

a u ron t pour va leurs les seconds m e m b r e s des équa t ions 
su ivantes , qui se rv i ron t à d é t e r m i n e r les dép lacemen t s 
s ta t iques u', u\, comptés pos i t ivement de h a u t en bas , 

Pour l'appui A, — + Q ; pour l'appui A 4 , -
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In tégrons une p remiè re fois et dés ignons par C, C ( deux 
cons tantes , nous avons 

du' _ (P ïa-x\ P_.z± 

~~ L 1 dz, ^ 1,2 + Va) 2~ " 4 « " 3 + 1 • 

En exp r iman t qu 'au po in t Q les deux por t ions de la 

poutre se raccorden t t angen t i e l l emen t , c 'est-à-dire que , pour 
du' , , du't 

z = x, —r- a la m ê m e valeur que —r- pour s, = '¿a — x, 

mais avec u n signe con t ra i re , nous a u r o n s l ' équa t ion 

? , (^2a—x\x'¿ P x3 (P ,qx\ {1a—xy P ( 2 a — x ) 3 

2 + Q 2 « ) % ~ ~ l a ' á + L 1 l,2 + GW 2 ' _ 4 a 3 + ^ - u ' 

In tégrons u n e seconde fois, en observan t qu ' i l n 'y a pas 

l ieu d 'ajouter de cons tan te , pu isque a' s ' annule pour 

z — 0, et u\ pour z, — 0, il v i en t 

— E lu ' = 
(P , ^ 2 a — x\ z:l

 4 « zi , „ 

Expr imons que , p o u r z = x , u a la m ê m e va leur que u\ 
pour z, = 2a — x, 

+ Q ^ J T - 4 a l ^ + C ^ l 2 + ^ J ^ ^ - ^ ' - i T - + C ^ 2 r t -

Nous avons ainsi deux équa t ions du p remie r degré qui 
nous p e r m e t t r o n t de dé t e rmine r les va leurs des cons tan tes 
C et Cj. En les résolvant et s u b s t i t u a n t les va leu r s t rouvées 
à C et C t dans les équat ions précédentes , nous au rons , toutes 
réduc t ions faites, les va leurs su ivan tes de u et u\ 
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La seconde de ces équa t ions devient , é v i d e m m e n t , iden
t ique à la p r emiè re lorsqu 'on y r emplace x par 2a — x. 

La flèche s ta t ique /',, lo r sque le poids Q se t rouve au mil ieu 
de la pou t re , s 'obt ient en faisant d 'abord x — a, puis 
z ou Z [ = n dans ces équa t ions , 

^ ' 4 8 E 1 6 E I V 8 6 E 1 

Si, dans la p remiè re de ces équa t ions , on fait z — x, ou si, 
dans la seconde, on fait zi - 2a — ,r, on a ii ou u\ = y, 
dép lacement du point Q. Le l ieu des posi t ions occupées par 
ce point , en supposan t la charge placée success ivement 
aux divers points de la pou t re , sans tenir compte d 'aucune 
vi tesse, est a insi la courbe représen tée par l ' équat ion 

w y = Q isôËT[{iax ~ x ) x ~ x ] + P 48«EI 

î.îOÎ). P r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , d ' a p r è s M. P h i l 
l ips . — Comme approx imat ion , et pour faire en t re r en l igne 
de compte l ' influence du m o u v e m e n t de la cha rge , nous sup
poserons , avec M. Ph i l l ips , que , dans son m o u v e m e n t , elle 
pa rcour t p réc isément cette courbe , c 'es t -à-dire qu 'à chaque, 
in s t an t le point où elle est app l iquée s 'abaisse, au m o m e n t 
où elle y passe , de la m ê m e quan t i t é qu ' i l ferait si elle y était 
placée s t a t iquemen t et immob i l e . 

Cela posé, pour avoir le dép lacemen t d y n a m i q u e it, nous 
rl'hc 

devrons égaler El -— à la s o m m e des m o m e n t s fléchissants 

qui se p roduisen t pendan t le m o u v e m e n t et qui sont : 

1° Le m o m e n t fléchissant M dû aux charges s ta t iques , et 
que nous avons évalué p lus h a u t ; 

2" Le m o m e n t fléchissant M' dû à l ' iner t ie de la charge 
r o u l a n t e ; 

3° Le m o m e n t fléchissant M" dû à l ' iner t ie d e l à pou t re . 
Ces deux dern ie rs m o m e n t s , que nous a l lons calculer , 

é tant t rouvés , nous au rons ainsi , pour dé t e rmine r M , l 'équa
t ion 

(S) Kl g = M + M' -f- M". 
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La charge r o u l a n t e Q pa rcour t , par hypo thèse , avec u n e 
vitesse V, la courbe dont n o u s venons de donne r l ' équa t ion . 
En chacun des poin ts de sa t ra jectoire , son ine r t i e , qui 
n 'est au t re que la force centr i fuge due à ce m o u v e m e n t , a 
pour expression, si p est le rayon de cou rbu re de la courbe , 

Q V 2 

— — · • — N o u s pouvons adme t t r e , avec une approximat ion 
9 P 

suffisante, que cet te force, n o r m a l e à la courbe , est ver t ica le . 
El le se répar t i t a lors , en t re les appuis , c o m m e le ferait u n e 
force vert icale isolée app l iquée au point Q, à ra ison de 

Q V 2 2a — x . . . Q V 2 x „ 

• pour 1 appui A et — — • •— • — pour I appui 

g p 2a g p 2a 1 

Kx. La réact ion de l ' appui A donne , au point M que lconque , 
dont l 'abscisse est z, u n m o m e n t fléchissant qui a pour 
expression 

Q V 3 la — x 
1 \1 — • - • z. 

a F 2 A 

1 d'y 
Ou bien, en m e t t a n t pour - la va l eu r de -r^- dédui te de 

p dx-

l ' équa t ion ci-dessus de la t ra jectoire et qui est 

d~y p. ^a2
 — 12«x 4 - 6a; 2

 p 

dx2 ^ 3«EI ^ 4aEI 
QV2 (la — x \ f lc2ax — iu2 — Sx2 2ax uv'/i'a — x \ \izax — AO"—t>x° ^ , 

= ff[-£-)*l 3SÊÏ Q + g \ ia } L 3«EI ^ ' 4«EI J 
Pour avoir le m o m e n t fléchissant M* dû à l ' iner t ie de la 

pou t re , appelons idz l ' iner t ie d 'un é l émen t dz s i tué au point 
M et itdzt l ' iner t ie d 'un é l émen t dz., au point M,; u é tant le 
dép lacement vert ical de l ' é l ément dz, son accélérat ion est 
(Pu ±Pdz 
T T ' sa masse est -—> nous avons donc 
dt- 2ag 

. , Pdz d2u , „ . , Pdz d'*u, 
- - — — n r i e t d e m ê m e i, dz, 

2ag dt2 1 1 2ay dl2 

Les dérivées secondes de u ou de Ui, qui figurent dans 
ces express ions , sont pr ises pa r r appor t au t emps / qui est 
la seule var iab le i n d é p e n d a n t e ; nous cons idérons , en effet, 
ce qu i se passe aux points M et M, pour des va leu r s don
nées , fixes, de z et de zt qui doivent être regardées c o m m e 
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des cons tan tes . Ces dér ivées secondes ne sont donc pas des 
dér ivées par t ie l les , mais bien des dér ivées tota les de u et w,. 
Dans ces condi t ions , la différentielle dt de la var iable peut 

dx 

être r e mp lacée , en fonction de x, pa r dt — "y"! nous avons 

donc 
Pdz V 2 d-u . Pdz { , 7 2 d-ut 

d-u diu¡ . 
Au lieu de et nous pouvons , app rox ima t ivemen t , 

m e t t r e et '-^r^' ce oui r ev i en t à r emplace r les déplace-
dxl dx1 ^ ' r 

m e n t s d y n a m i q u e s inconnus u, u¡ par les dép l acemen t s 
s ta t iques u, u\ que nous avons dé t e rminés . La différence, 
ou Te r r eu r commise , ne peu t être bien cons idérable . 

Différentions donc deux fois, pa r r appor t à x, en cons idé
r an t z ou z¡ c o m m e cons tan tes , les va leurs de u et u\ don
nées plus h a u t , nous au rons 

rfV Q_ ¿ V ( Q_ 

ri^2 - 2 « K I 1 ¿ a + x> z ' dx2 - 2 f l E l > ^ ^ H ' 

par conséquent 

PV» Q . , . P V 2 Q 

K l * — 77 _ ^ , 2 « — x) zdz ; i.dz, — --, a?.y, c t e , . 

2a¿r 2 « E 1 v ' 1 1 2 a ? 2 « E I 1 1 

Ces iner t ies doivent être considérées c o m m e des charges 
appl iquées à la pou t r e et var iant p ropor t i onne l l emen t aux 
dis tances z, z 4 de chacun des poin ts aux ex t rémi tés A_, A ( de 
la pou t re . Pour d é t e r m i n e r le m o m e n t fléchissant auque l 
elles d o n n e n t l ieu , il faut d'abord t rouver les réac t ions des 
appu i s , r é s u l t a n t de ces cha rges . Soit R la réact ion de l ' ap 
pu i A ; en éga lan t à zéro la s o m m e des m o m e n t s de cette 
réact ion et de tou tes les charges é lémenta i res pa r r appor t à 
l ' au t r e appu i A, n o u s au rons l ' équat ion 

R . 2 a — / idz. ( 2a — z)— / i{dz1.zi=0; 

ou bien, en d iv isan t pa r 2a et m e t t a n t pour idz, ¿,¿2, l e u r s 
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va leu r s , 

PQV W 2 r „ X pia-x 

ou encore , en effectuant les in t ég ra t ions et r édu i san t , 

POV* 
R = - — > , — p r ? oo (la — œ) (4a — os). 

"l'ta-rjvA 

Cette réact ion de l 'appui A, due à l ' iner t ie de la pou t r e , 

é tan t connue , nous a u r o n s , pour le m o m e n t f léchissant M" 

dû à cette iner t ie , le m o m e n t \\z de cette réact ion pa r r a p 

por t au point M, d i m i n u é de la s o m m e des m o m e n t s , pa r 

r a p p o r t à ce m ê m e poin t , des charges ou iner t ies de tous 

les é l émen t s compr is ent re l ' ex t rémi té A et le po in t Al. Si 

nous dés ignons pa r z' l 'abscisse d 'un que lconque de ces élé

m e n t s dz\ le m o m e n t fléchissant Al" sera 

M" — R . s — i d z ' ( z — z') — R^—J l^QV^ ' ' 2 a — x)z'(z — z')dz'. 

Effectuant l ' in tégra t ion , m e t t a n t pour R sa va leur et r édu i 

s an t il v ien t e n f i n 

M" ~ Jrr^T, • 2 i-a ~ «0 ( 4 f l œ — 
24a2gbA v ' 

Et, par conséquent , l ' équa t ion différentielle du déplace

m e n t u d 'un point que l conque , sous l 'act ion de la charge en 

m o u v e m e n t , sera, en por tan t dans l ' équa t ion (5) les va leu r s 

de Ai, AI' et AI", 

d2u IP 2a—x\ Pz'2
 Q V ' ( 2 a — x ) fl"2ax—W—fia;2 

W — f c * , d z * = _ \ 2 + k i 2 a ) = 4a + g 2 a 2 [_ 3aFA ' U 

<iax — x'n P Q V » 

+ 4 a E t ]~i~UaigYA'Z(a 

Cette équa t ion , et u n e semblab le que l 'on t rouve ra i t pour 

~f~ii d é t e r m i n e n t la fo rme pr ise pa r la fibre n e u t r e pour 

c h a c u n e des va l eu r s x co r r e spondan t à toutes les pos i t ions 

de la charge Q dans son m o u v e m e n t . 
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On in t ég re ra ces deux équat ions différentielles c o m m e 
nous l 'avons fait plus hau t pour celles qui dé t e rminen t les 
dép lacements s ta t iques , et on ca lculera les cons tan tes d ' in té
grat ion de la m ô m e maniè re . Le calcul est u n peu long, ma i s 
il n ' a r ien de difficile; en voici les résu l ta t s : 

M = î â r f l 2 a - ^ [ * ( 4 f l - Œ ) - ^ ] j l + | ^ [ 3 a ! ( 2 i - f l ; ) _ 2 a ï ] j 

x [ ( 2 4 a — ïix) ( 1 2 a — Sx) — 1 6 a 2 ] — 2 C L r 2 ( 3 a — <2x^ j < 

3 s c ( 2 a — i c i — 2 a 2 ] • 

- f - {2a —x) [ ( 2 a - f - l i s e ) ( 6 a + 3 . * ) — 1 6 a 2 ] — 2 0 ^ ? ( a + 2 . ï ) j Q -

: î l O . E x p r e s s i o n d o l a ï l è e h e m a x i m u m . — La 

flèche d y n a m i q u e fv qui se produ i t au mi l i eu de la pout re , 
ou pour z = z, = a, l o r sque la charge Q y passe , c 'est-à-
dire lo r squ 'on a aussi x = a, a pour expression 

_ Q a 3 / , 2 Q V 2 a \ 5 P a 3 / 1 1 8 2 Q V 2 a \ . 

6 E I V ^ SgKl ) 4 - 8 E T \ + 1 0 0 ' 3 9 E 1 ) ' 

ou b ien , si nous posons , pour abréger , 

2 Q V 2 a _ 4 _ ( V Y _ 2 _ l f l , 

3 ^ E I ~ a 2 ' 6 E I ' 2 ? ~ ~ p ^ } ' 

la flèche d y n a m i q u e s 'expr ime par 

( 7 ) / i > - 6 E , + p ) + 4 8 E Î [ l + 1 0 0 <J. 

(') Le n o m b r e que nous désignons par - est le double du r a p p o r t au carré 
t 5 

a 2 a 
du quar t - de la longueur de la pou t re , du produi t de la flèche s tat ique 

Oo 3 

• — q u i serai t occasionnée par la seule cha rge Q appl iquée au mil ieu, par la 
bhl \ï 
hau teu r •— due à la vitesse V avec laquelle elle se m e u t . 

2 .7 
1 

Il en résul te que , dans la pra t ique , - est toujours plus pet i t et souvent 
1 

beaucoup plus pet i t que l 'uni té . 11 dépasse r a r e m e n t — . 
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Les formules p récédentes d o n n e n t u et u{, en fonction de x, 
c 'est-à-dire, p u i s q u e x = Yt, en fonction du t e m p s . Elles 
expr iment donc la loi du m o u v e m e n t ver t ical de chacun des 
points de la p o u t r e . Toutefois, il convient de se r appe le r 
qu 'e l les ne sont qu ' approx imat ives : elles ont été ob tenues , 
en effet, en supposan t que la t ra jec to i re de la charge était la 
courbe exp r imée par l ' équat ion (4), l ieu des posi t ions sta
t iques qu 'e l le occuperai t si elle étai t placée success ivement 
aux divers points de la pou t re , sans t en i r compte d ' aucune 
vi tesse. On pour ra i t , si on le voulai t , ob teni r une seconde 
approximat ion en adoptan t , c o m m e trajectoire, celle qui 
serai t définie pa r les équa t ions de la page 649 dans lesquelles 
on ferait u ou ut = y et z = x, ou bien £, — 2a — x. Cette 
nouvel le hypothèse donnera i t lieu à des calculs fort labo
r ieux et n ' au ra i t pas pour effet de modifier sens ib lemen t les 
résu l ta t s ob tenus par la p remiè re , qui donne u n e approx i 
mat ion suffisante. 

Ï J 1 1 . M o m e n t f l é c h i s s a n t m a x i m u m . — Ce qu' i l est 
in té ressan t de connaî t re , c'est, out re la flèche; d y n a m i q u e , 
dont nous venons de donner la va leur , le m a x i m u m du 
m o m e n t fléchissant. Nous l ' ob t iendrons facilement en che r 
chan t success ivement le m a x i m u m des trois part ies dont il 
se compose , car, pour chacune d 'e l les , la p lus g rande va l eu r 
a lieu pour x = a, c 'est-à-dire lo rsque la charge passe au 
mi l ieu de la pou t r e , et aussi pour z ou zt = a, c 'est-à-dire au 
mi l ieu m ê m e de la p o u t r e . 

E n effet, le m o u v e m e n t fléchissant s ta t ique 

a son m a x i m u m pour z = x et pour x = a, et sa p lus g rande 

va leur est a lors , 

i v i 1 P f ? . 

2 ^ 4 

Le m o m e n t f léchissanl dû à l ' iner t ie de la charge Q qui a 
pour express ion 
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a auss i son m a x i m u m pour z = x et pour x = a. Sa p lus 

g rande va leur est 

/Qa . 3 Pa\ 2QV-a 1 (Qa , 3 P a \ 
(8) max M' = 4- j • T ) • - -p ( t + - T ) -

Le m o m e n t fléchissant M" dû à l ' iner t ie de la pout re est 

M"= Ji^Z, z (2« - a:) (4aa; — — ^ 2). 
L\alyvA 

P o u r u n e va leu r donnée de a;, sa p lus grande va leur s 'obt ien
dra en différentiant pa r rappor t à z le produi t z(iax — x2 — z 2 ) 
et en éga lant la dér ivée à zéro. On a a insi 

A a x — a?2 — z - — 2c a — 0 , ou bien z -—. 

P a r conséquen t , p o u r une va leur donnée de le m o m e n t 
fléchissant m a x i m u m M" a pour express ion 

PQVa , /iax - x2

 l a , / , Aaa — x2\ 
24o~VËÎ V 3 ^ ~ X] VaX ~~ ~ 3 ) 5 

et pour avoir la va l eu r de a; qui la r e n d r a m a x i m u m , il faut 
différentier pa r r appor t à a; et égaler la dérivée à zéro, ce qui 
donne 

4 \jiax — a; 2 (3a — x) (a — x) — 0 , 

équa t ion satisfaite pa r x = 0, x = a, x = 3a, x = ia. La 
seule va l eu r admiss ible est x = «, et a lors le m a x i m u m du 
m o m e n t fléchissant M" est 

M » P Q V 2 a 4 ^QV2a P« 1 P« max M — " V y , · 2a 4 = ~ ^ „ r - - -r- —; - · — • 24a2gfEI 3^EI 8 fi 8 

La p lus g rande va leur du m o m e n t fléchissant to ta l s 'ob t ien
dra en a joutant les m a x i m u m des trois par t ies don t il se 
compose , pu i sque ces m a x i m u m se produisen t au m ê m e 
poin t z = a et au m ê m e ins tant x = a. Elle sera a ins i 

fa\ 9 . a / , , i \ , P a / , . 3 1 1 1\ Qa / 1\ Pa / S 1\ 
(9) y ( 1 + pj + T ( 1 + ^ p -f g pj - T (1+pj +T l 1 +

 4 pj' 
3 1 2 . S o l u t i o n p lus c o m p l è t e d ' a p r è s MM. S t o k e s 

e t I ioussinesq. — Bien que la so lu t ion précéden te due à 
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MM. Phi l l ips et de Sa in t -Venan t , m e t t e en compte , dans une 
cer ta ine m e s u r e , l ' inert ie de la pou t r e , il convient de r e m a r 
que r qu 'e l le suppose n é a n m o i n s que les divers é l émen t s de 
cet te pout re acqu iè ren t , au m o m e n t où la charge mobi le les 
a t te in t , des vi tesses sens ib lement égales à celles qu 'e l les 
p rodu i sen t , en effet, si l e u r iner t ie étai t négl igeable . Cette 
so lu t ion n 'es t donc , c o m m e n o u s l 'avons di t , q u ' u n e sorte 
de p remiè re approx ima t ion . On peu t voir, d 'a i l leurs , qu 'e l le 
est incomplè te en ce sens que l ' équat ion e x p r i m a n t la forme 
de la pou t r e ne renferme a u c u n t e r m e pé r iod ique qui puisse 
r e p r é s e n t e r les v ibra t ions ou oscil lat ions d 'ordres divers , que 
l 'observat ion la p lus é l émen ta i r e p e r m e t de cons ta ter dans 
u n e pou t re su r laquel le se déplace u n poids mobi le avec u n e 
ce r ta ine vi tesse . 

M. Stokes avai t résolu le p rob lème en 1849 ('), ma i s la 
so lu t ion qu ' i l en a donnée est très compl iquée ; M. Boussi-
nesq a pu , dans son ouv rage sur V application des potentiels, 
simplifier cons idé rab l emen t l ' in tégra t ion de l ' équa t ion diffé
ren t ie l le , ce qui lui a pe rmis d 'en p r é s e n t e r le résu l ta t sous 
u n e forme in tu i t ive . C'est cette solut ion que nous a l lons 
r é s u m e r ( 2 ) . 

P r e n a n t pour or ig ine des abscisses hor izonta les x le mi l i eu 
de la l o n g u e u r 2a de la ba r r e , il appel le y le dép lacement 
ver t ica l , au-dessous de ce n iveau , du point où se t r o u v e la 
c h a r g e rou lan te Q à l ' époque / où son abscisse e s t x = Y t. La 
p ress ion n o r m a l e qu 'el le exerce a lors , t an t par son poids q u e 
par son iner t ie , su r la ba r r e est, en l ' appe lan t F : 

Et , d ' après la de rn iè re équat ion du n° 188, l ' o rdonnée y d u 
po in t d 'appl ica t ion de cette force V sera, en appe lan t d ' a i l 
l eu r s / ' la flèche s ta t ique produi te par la cha rge Q placée 

s ans vi tesse au mi l i eu de la ba r r e , ou en posan t f = Ir̂ q' 

(') Philosophical Transactions of Cambridge, t . VIII, 1849. 

{") Elle se t rouve aux pages 360-577 de l 'ouvrage cité. 
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œ , 1 . a A- x 
- = tali T , ou T — ~ log — 

x 
et 

V = 
2V 2 

2V 2 coh r 1

 g a Ja> _ 

Enfin, en vue de simplifier l ' éc r i tu re , il désigne p a r ± A 2 

(avec A positif) la différence ? ^ — 1, la solut ion é tant 
/ v 

différente su ivan t le s igne de cette quan t i t é . Avec ces n o t a 
t ions l ' équat ion (1) dev ien t 

dJi] 
(2) ~ i ± k \ = 

dz2 — ' I — C ( ) h 3 . T 

Or celle-ci , l inéaire à coefficients cons tan t s , s ' in tègre p a r 

la m é t h o d e c lass ique, et, en t e n a n t compte des cond i t ions 

in i t ia les , savoir y = 0 et ^ = 0 pour x =· — a ou p o u r 

T = — oo , elle d o n n e : 

en dés ignan t , pour abréger , par ç (A) la fonction sin (AT — A A ) 
f'V2 

quand on p rend le s igne supé r i eu r ou que ' — 2 est p lus 

peti t que 1, et la fonction sih (AT — A A ) quand , au c o n t r a i r e , 

A 7 2 

on p r e n d le s igne infér ieur ou que '—- est plus g rand q u e l . 11 
ya

wn reste donc qu 'à éva luer l ' in tégra le définie qui figure 
dans (3). P o u r cela, M. Boussinesq établi t d 'abord la r e l a t i o n , 

ce qu i , en m e t t a n t pour F sa valeur et r e m a r q u a n t que 

dx = \dt donne l 'équat ion différentielle de la t rajectoire du 

poids Q 

P o u r l ' in tégrer , M. Boussinesq pose, en appe lan t T une nou
velle var iable , dest inée à remplacer x, et rt une nouvel le fonc
tion à subs t i tuer à ?/, 
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qui peu t se vérifier i m m é d i a t e m e n t , p o u r les deux v a l e u r s 
de ? ( x ) , 

(P (x) rfx 1 ZH k2 f T CP (a) rfx 1 

COH3ct A J COLLA COHV 

et il t rouve , pour la nouve l le in tégra le définie, qui l igure 
dans le second m e m b r e , l 'expression 

y (x) du. „ . A 1 . 2 A 

COH x ~ (1 ± A 2 ) COH - + (1 ZH k2) ' (9 ZH k2) COH3r 

1 .2 3 . 4 A 

(1 ZT k2) ' (9 ZH A2) ' (25 ZH A 2) COH5 T "" 

dans laque l le la quan t i t é R EST nu l l e pour T < ; 0 et vau t , pour 
T > 0 > 

^ 7t (SIN AT OU SIH AT) 
/ .An k-n 

COH — OU COS — 
\ 2 2 

Au moyen de cette va leur de l ' in tégra le définie, en ré ta 
blissant les var iab les primiLives x et y liées à T et à rt par 
les re la t ions précédentes , on obt ien t de sui te l ' équat ion sui
vante de la t ra jectoire de la cha rge rou l an t e 

, , , 2 V 2 1 .2 / x 2 y 1 .2 3 . 4 / x 2 \ \ 
[ l > ga2'V~ "+"9 ZH k2 { a2) + 9ZHA A '2OZHA 2

V « V + " " 
1.2 3 . 4 (2M — 1) (2M) / x^_\m + 1 

+ 9 ZH A 2 ' 23 ± A2 " ' (2M - j - l ) a ZHA 2 \ ~ a2) + " ' 

où, pour x < ; 0 , T — 0 et, pour x > 0, 

T 1 ZH A 2 ( S h l ° U S i h > ( t l 0 ^ g—Î) . / ~ ^ ' 
^ 7 1 A — : ^ — V 1 - ^ -

(COH OU COS) — 

/ V ' 
C'est q u a n d on p rend les s ignes supé r i eu r s , ou q u a n d ^—, 

est p lus pet i t que 1, que l ' express ion de T con t ien t au 
n u m é r a t e u r u n s inus o rd ina i re et au d é n o m i n a t e u r u n 
cos inus hype rbo l ique , t and i s que , l o r sque l 'on p rend les 

/ V 2 

signes infér ieurs ou que — - est p lus g rand que 1, elle 

cont ien t au n u m é r a t e u r un s inus hype rbo l ique et au d é n o 
m i n a t e u r un cosinus o rd ina i r e . 
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On peu t r e m a r q u e r d 'abord que , sans le t e r m e T, les 
deux par t ies de la trajectoire en t re x = 0 et x = rh a 

se ra ien t symét r iques et que , y déc ro i s san t dans c h a c u n e 
d 'el les depuis le mi l i eu j u s q u ' à l ' ex t rémi té , le point le p lus 
bas de la t rajectoire se t rouvera i t au mi l i eu . Mais le t e rme T 
v ien t a u g m e n t e r les o rdonnées de la seconde par t i e com
prise en t r e x = 0 et x = -f- a ; c 'est donc tou jour s dans 
cette seconde par t ie que se t rouvera l ' o rdonnée m a x i m a ou 
le point le p lus bas de la courbe . E n effet, la pen te de la 
trajectoire au po in t x = 0, ou au mi l ieu , a pour va leur 

' — " ^ ^ ' 7 — Elle est tou jours posit ive, c 'est-à-dire 
(con ou cos) — 

que la t ra jectoire con t inue à s 'abaisser , ou son o r d o n n é e à 

croî tre au-delà du point m i l i e u . 
Dans le cas par t i cu l ie r où / V - = ga"~, qui l'ail k — 0 , le 

T: / ( l - j - x \ / X-
t e r m e complémen ta i r e T se rédu i t i log ) \J 1 — -r2

-

¿1 \ CL OC J V Ct 

Il est toujours positif et, nu l a u x deux l imites ./; = 0, x = a, 

il n 'a , dans l ' in te rva l le , q u ' u n seul m a x i m u m ; et c o m m e 
ses var ia t ions sont plus rap ides que celle des au t r e s t e r m e s 
de (4), l ' o rdonnée y ne présente aussi q u ' u n seul m a x i m u m , 
au point dont l 'abscisse est x = 0 ,818. . .« , c 'es t -à-dire vers 
les 91 cen t i èmes de la, l o n g u e u r totale 2a de la b a r r e . Ea 
va l eu r de l 'o rdonnée m a x i m u m est environ 1,0544/', soit u n 
peu plus g r ande que la flèche s ta t ique / . 

Ainsi , la t ra jectoire du poids Q, hor izonta le au dépar t , 
x - — a, s 'abaisse j u s q u e tou t près de la seconde ex t rémi té 
x = a, pour se re lever ensui te r ap idemen t . 

Ces caractères pers is tent , en s 'exagéraul , l o r sque /A 7 2 é tant 
plus g rand que y à1, le second m e m b r e de (4) doit être pris 
avec les signes infér ieurs . L 'o rdonnée m a x i m u m s 'approche 
au tan t qu 'on veut de la seconde ex t rémi té x = a, lo r sque k 

tend vers l 'uni té ou que f \ 3 a u g m e n t e inf iniment (M. 
f V -

('] Le rappor t —- est le quar t du nombre que , d 'après M. Phill ips, uous 
i j a 

avons appelé -• C'est dire que , dans la p r a t i que , fW1 est tou jours plus pe l i l 
p 

que g d 1 . Les cons idéra t ions qui précédent n 'en sont pas moins in té ressan tes 
au point de vue théor ique . 
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Au con t ra i r e , l o r sque fY2 est p lus petit que ga\ ce qui 
c o m p r e n d les cas les p lus u sue l s , et où il faut p r e n d r e , 
dans (4) et (5) les s ignes s u p é r i e u r s , le point le p lus bas , 
a u q u e l cor respond l ' o rdonnée m a x i m u m , se r app roche du 
mi l i eu de la bar re . De p lus , la p résence , au n u m é r a t e u r de T, 

du s inus de ^ log a • i nd ique une infinité d 'osci l la t ions 

de p lus en p lus r approchées à m e s u r e que x g r and i t , m a i s 
r e n d u e s de p lus en p lus faibles par le facteur déc ro i s san t 

/ m?-

/'V-
Dans le cas le p lus o rd ina i r e où -—- est t rès petit et où, 

iiofi 
par sui te , /fi -\- 1 = j^Th c s * ^ s g r a n d , le t e rn ie T, sauf 

/ v 

pour les va leu r s de x t rès vois ines de a, s'efface devan t les 
a u t r e s , et ceux-ci p e u v e n t se b o r n e r aux deux p r e m i e r s , en 
nég l i gean t les pu i s sances , supé r i eu re s à la seconde, de l ' in
verse de /fi -+- 1. Alors , avec cette app rox ima t ion , le coeffi-

c i e n t
 9 ~ r ^

 p t H l t s ' 6 c r i r e f t t ( 1 ~ / ^ + t ) e t l ( ! S u i -

v a i l t ' ( 9 + /fi) \ 2 5 H - /fi) S C R É D U I T À WTïy- A v p c c e & 

simplifications et en m e t t a n t pour /fi + 1 sa va l eu r 22_, 
/ V -

l 'express ion de g devient 

Le p remie r facteur, / M — ii est ce que sera i t l 'or

donnée y à l 'é ta t s ta t ique , ou si i 'abscisse du poids Q ne 
/ V 2 

changea i t pas . Le coefficient 4 —- est ce que nous avons 

1 
appelé p lus h a u t - · L ' express ion ainsi t rouvée pour y con-
corde donc , lo r squ 'on y fait x = 0, avec celle qui résu l le 
du calcul de M. Ph i l l ip s , dans l aque l le on négl ige le poids P 
ou l ' iner t ie de la pou t r e . 
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M 
FIG. 2 3 2 . 

3 l i t . C a s d 'une c h a r g e c o n t i n u e , indéf in ie . — 
Lorsqu ' au l i eu d ' une charge isolée c'est u n e charge uni for 
m é m e n t répar t i e su r tou te la l ongueu r de la pout re qui se 
m e u t avec une vitesse V, le p rob lème se simplifie beaucoup . 
Il n 'y a p lus a lors , en effet, 
à ten i r compte de l 'abscisse .r j , | 
de la cha rge , pu i sque celle-
ci recouvre c o n s t a m m e n t la 
total i té de la l ongueu r de la 
pou t re . 

Considérons (fig. 252) une 
pou t re hor izonta le AB, de 
l ongueu r 2a, d 'un poids p 

par un i t é de l o n g u e u r , su r laquel le se m e u t , avec u n e vi
tesse V, une charge un i fo rmémen t répar t ie à ra ison de q 
par un i té de l ongueu r . 

P r e n o n s XB pour axe des x, A pour or ig ine des coor
données et la ver t icale dir igée de bas en h a u t pour axe des y. 
En u n point M dont l 'abscisse est x, l'effort t r a n c h a n t é tant 
r e p r é s e n t é par T, il sera , au poin t M' inf iniment vois in , à 

l ' au t re ex t rémi té de l ' é l ément MM' = dx. T -f- -y- dx. Si 
dx 

nous écr ivons l ' équi l ibre de cet é lément sous l 'act ion des 
forces ver t icales qui agissent su r lu i , nous devrons égaler 
à zéro la somme de toutes ces forces qui sont, ou t re ces 
efforts t r a n c h a n t s a u x deux ex t rémi tés , le poids de la pout re 
pdx, et celui de la charge mobi le qdx, et enfin l ' iner t ie de 

odx 
cette de rn iè re don t la masse est —> la vitesse V, et qui 

9 
pa rcou r t une courbe dont le r ayon de courbure peut être 

adx V 2 

désigné par p. Cette iner t ie est a lors ^ On peu t la con-
V P 

s idérer , app rox ima t ivemen t , c o m m e é tan t dir igée su ivan t la 

ver t ica le . Nous a u r o n s ainsi, en a t t r i buan t à ces diverses 

forces les s ignes convenables , l ' équa t ion 

M T - ( T + 2 ^ ) - ^ - ^ - 7 7 = 0 ' 
Si nous dés ignons pa r M le m o m e n t fléchissant au point 

4 2 
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638 RÉSISTANCE DES M A T É R I A U X 

M, n o u s savons que l'effort t r a n c h a n t T est égal à la dér ivée , 

pa r r appor t à *r, de ce m o m e n t i léchissant , T =^ et par 

dT dm T ,. , .,. 
su i t e — = —r-,-· D 'un au t r e cote, SL 1 est le m o m e n t d m e r -

dx dxl 

t ic de la section t r ansve r sa l e de la pou t r e et E son coef

ficient d 'élast ici té, on a, en t r e le m o m e n t fléchissant M et 

le r ayon de courbure p, la re la t ion connue — = M. Subs t i 

t u a n t ces va leu r s dans l ' équa t ion précédente , r édu i san t , et 

d iv i san t par dxt elle devient 

d2M o V 2 

ou bien, si nous posons, pour simplifier , 

(3] T Ê T = 

a 2 é tan t un n o m b r e géné ra l emen t beaucoup plus pet i t que 
l ' u n i t é , nous pou r rons l 'écr i re , 

d*M , , *2 

Cette équat ion s ' in tègre faci lement . Si nous posons 

A i * ' M 

u = 1 -f- - 7 7 ; T ' e t z — — x, 
1 a - ( p + q) a 

el le devient 

dz* — ~ M' 

dont l ' in tégra le généra le est, B et C é tan t des cons tan tes à 
d é t e r m i n e r , 

u = B cos z -\- C sin ^ ; 

ou bien, en r e m p l a ç a n t u et z par l eu r va leur , 

(41 1 -+- —T. ; ; — r> c o s - x - t - L, s i n — x. 
x / a'[p -\- q) a a 

Les cons tan tes B et C se d é t e r m i n e n t par la condi t ion que 
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(3) ^ = £±41*]—+ «-1-IÌ 
w a- ( COS x ] 
La plus g rande va leur absolue de ce m o m e n t fléchissant 

se p rodu i t pour x= a, et elle est 

max. (M) = 0 + y ) £ - l ) ; 

1 
ou bien, en déve loppant ~~^r~ su ivan t les puissances de « et 

s ' a r rô tant aux p remie r s t e rmes , ce qui est suff isamment 
approché pu i sque a est toujours peti t , 

max. (M| = + ( l + £ + A „ ' + . . . _ 1 

= ( t È J ) - ( ' + 5 - + -

Si la charge étai t immobi l e , le m o m e n t fléchissant 

m a x i m u m , pour x — a, serai t ^ L ± _ l ) 2 : . l ' influence du m o u -

v e m e n t s e t r a d u i t d o n c p a r l e t e r m e s u i v a n t : — z1 ——-" 
12 12 gVA 

3 1 4 . C o u r b e a f f ec tée p a r la p o u t r e d é f o r m é e . — 
La connaissance du moment, f léchissant m a x i m u m suffit 
g é n é r a l e m e n t dans les appl ica t ions , cependan t on peu t 
encore se proposer de t rouver la forme de la courbe affectée 
par la fibre n e u t r e de la pou t re . Le m o m e n t fléchissant M 
é tan t connu en fonction de x, il suffit d 'en égaler la va leur 

à EI ^ pour avoir l ' équat ion différentielle de cet te courbe 

le m o m e n t fléchissant M s 'annule aux ext rémi tés de la 
pou t re , c 'est-à-dire pour x = 0 et pour x == 2a, ce qui 
donne 

B — 1 , et 1 = B cos 2a -f- C sin2x; 
., . _ sin a 

a ou C, = » 
COSoc 

et, par sui te , après subst i tu t ion et réduc t ion , 

x — oC\ 

COS ( a 
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qui est ainsi 

dx2 a2 \ ces oc. - M 
et, en l ' i n t ég ran t deux fois, ee qui est t rès facile, et en 
d é t e r m i n a n t les cons tantes , de m a n i è r e que pour x =. 0, et 
pour x ' - 2a, y soit égal à zéro, on t rouvera i t , en t e r m e s 
finis, l ' équa t ion de cette courbe . Elle ne p ré sen te a u c u n 
in té rê t , et la présence , au d é n o m i n a t e u r , de la q u a n t i t é o r , 
tou jours t rès peti te et qui ne se rédu i t pas avec les au t r e s 
t e r m e s , en rend la discussion diflicile. 

On peut , au con t ra i r e , donne r à l ' équat ion différentielle u n e 
au t r e forme in t é r e s san t e . 

Reprenons l ' équat ion (1) (page 657), rédui te et divisée 
par dx, 

zr + P H- 1 + = 0 

dx 1 1 1 1 ' p g 
, dT dm , 1 dhj „ , • , 

r emplaçons —r- pa r -r-r et - pa r -j-'-j elle devient 

In tégrons deux fois, nous avons success ivement , en dési

g n a n t pa r G et C deux cons tantes . 

dM gV* dy 

M + [v + q) ^ 4 - ^ - y = Cx + C . 

Or, pour = 0 , on a y = 0, et M = 0, on a donc G' = 0, 

P o u r x — 2a, on a aussi y = 0 et M = 0 ; donc 

et , par su i te , cette dern iè re équa t ion dev ien t 

M = ^ J l - 2 (2«a; — a 2 ) - ^ · y. 
2 9 

Le m o m e n t fléchissant se compose ainsi de deux par t ies : 
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la p r e m i è r e ( 2 a x — x'2) due au poids de la pou t re et à 

q V 2 

la cha rge supposée immobi l e , et la seconde — g~^ ^UG a u 

m o u v e m e n t fléchissant qui séra i l p rodu i t par deux forces 

di r igées su ivan t l 'axe de la pou t re , ag issan t à ses deux 

ex t rémi tés , égales chacune à et t endan t à la compr i 

m e r , à la m a n i è r e d 'une pou t re chargée debout . Nous avons 

vu que , pour u n e pout re de l ongueu r 2a, ainsi cha rgée , la 
E l - 2 

plus pet i te force p rodu i san t la flexion a pour va l eu r y ^ r " 

Nous au r ions donc alors 
gV» _ ELr' v v 

g ~ Aa? ° U

 i 9 EI 
soit 

ma i s cette va leur de », por tée dans l 'expression (5) du m o m e n t 

fléchissant, la r end infinie, eu a n n u l a n t cos a qui est au déno

m i n a t e u r . La vitesse V de la charge en m o u v e m e n t doit 

donc res te r infér ieure à la va l eu r co r re spondan t à celle de 

la force longi tudina le capable de p rodu i r e la flexion, c 'est-à-

dire que l 'on doit toujours avoir 

v<f \ / -
2a V q Cette l imi te n 'es t j ama i s a t te in te dans la p r a t i q u e ; en effet, 

la flèche des pou t res , sous l 'act ion de la charge immobi le , 
1 

est p r e sque tou jours au-dessous du ^TJT de leur l o n g u e u r 2a, 

e t celte flèche, pour une charge q est ^ ^q - ; on a donc 
toujours g ^ - < —, soit -a > 15,8 et, par sui te , 

~ K / ' - ^ ^ > 7 6 , 1 . Or, les vi tesses des t r a ins de c h e m i n de 
2a V q 
fer les p lus rap ides , assez longs p o u r couvr i r toute l ' é tendue 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d 'une pout re , ne dépassen t pas 25 à 30 mè t r e s pa r s econde . 
En généra l , c o m m e nous l 'avons dit , le n o m b r e a est 

no t ab l emen t p lus pet i t que l 'uni té et l 'on peut , pour calculer 
le m o m e n t fléchissant m a x i m u m , se serv i r du déve loppe
m e n t que nous avons d o n n é , l imi té à la seconde pu issance 
de a, 

m a x . M = ( £ ^ ) « . ( i + ^ . » ) . 

et cela pe rme t de ca lcu ler l'effort m a x i m u m au point le plus 
chargé , et pa r su i te , de l imi te r efficacement la v i tesse V en 
l'onction des d imens ions de la pou t r e pour que cet effort ne 
dépasse pas la l imi te de sécur i té . 

Tout ce qui vient d 'être dit sur les charges mobi les , soit 
isolées, soit répar t ies , suppose que la pou t re est p r imi t ive 
m e n t droi te et hor izon ta le . Si, c o m m e on le fait géné ra l e 
m e n t , on lui avait donné une contre-f lèche, et si la charge 
mobi le étai t a s t re in te à suivre exac tement la d i rect ion de 
l'axe long i tud ina l , il a r r ivera i t que la cou rbu re de la t ra jec
to i re , au lieu d 'ê t re dirigée vers le h a u t , c o m m e nous l 'avons 
supposé, serai t dir igée vers le bas , et l ' iner t ie de la cha rge 
agira i t en sens inverse , c 'est-à-dire qu ' au lieu de s 'ajouter 
au poids pour a u g m e n t e r le m o m e n t fléchissant elle s'en 
r e t r anche ra i t : l'effet de la cha rge mobile sera i t m o i n d r e 
que celui de la cha rge au repos . 

Mais o r d i n a i r e m e n t , su r tou t pour les ponts de chemins 
de fer, lors m ê m e que l 'on au ra i t donné à la pou t re u n e 
contre-f lèche, on dispose la voie h o r i z o n t a l e m e n t ou su ivan t 
la pente un i forme qui résu l t e du profil en long, et a lors , sous 
l ' influence de la cha rge , mobi le ou n o n , quand m ê m e la 
flexion de la pou t re ne suffirait pas à faire d i spara î t re la 
contre-flèche, la voie , p r imi t i vemen t rec t i l igne , se courbe 
vers le hau t , et l ' iner t ie de la charge qui la pa rcour t est b ien 
dirigée vers le bas , c o m m e nous l ' avons admis pour é tabl i r 
les formules qui p r é c è d e n t . 

On peut r e m a r q u e r que les équa t ions qui exp r imen t la 
va leur du m o m e n t fléchissant ou la forme de la courbe 
affectée par la fibre neu t r e sous l 'act ion d 'une charge rou
lante con t inue ne r en fe rmen t pas de t e rmes fonctions pér io -
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cliques du temps t. Elles ne peuven t donc r ien app rend re s u r 
les v ibra t ions t r ansve r sa l e s qui se p roduisen t au passage 
d 'une pare i l le c h a r g e . 

i S l o . A c t i o n d e s c h o c s r y t h m é s . — Dans une n o t e 
publ iée aux Annales des Ponts et Chaussées, 1892, 2° s e m e s t r e , 
page 765, M. Des landres , i ngén ieu r des ponts et chaussées , 
a é tudié l'effet, sur les poutres méta l l iques , des chocs r y t h m é s . 
11 a constaté que de parei ls chocs, m ê m e légers , mais bien 
r y t h m é s , peuven t avoir u n e action t rès énerg ique sur ce r 
ta ines t ravées à pout re droi te . En ra ison de l ' impor tance de 
cette ques t ion , j e crois devoir donne r ici un r é s u m é de son 
t rès in té ressan t t rava i l . 

M. Des landres rappel le que , l o r squ ' une bar re mé ta l l i que , 
r eposan t su r deux appu i s , est écar tée de sa posit ion d ' é q u i 
l ibre , elle exécute u n e série de v ibra t ions dont la durée est 
à peu près indépendan te de l ' ampl i tude . Si une charge mo
bile, passan t su r cette ba r re , donne l ieu à des impu l s ions 
ayant la m ê m e pér iode que le mouvemen t osci l la toire , elle 
au ra u n e action tou t au t re qu ' une cha rge égale don t les 
impuls ions au ra i en t une période différente. 

Il a cons ta té expé r imen ta l emen t que sur u n pon t à pou
t res d 'acier , de 3 7 m , 3 0 de por tée , le passage d 'une vo i tu re 
vide , pesant 800 k i l o g r a m m e s , a t te lée d 'un seul cheval 
pesan t 700 k i l o g r a m m e s , le cheval m a r c h a n t au t ro t , à u n e 
a l lu re tel le que la durée de chacun de ses pas, soit env i ron 
u n t iers de seconde, étai t sens ib lement égale à celle des 
oscil lat ions de la travée après une impuls ion q u e l c o n q u e , 
p roduisa i t u n e flèche m a x i m a de 2 m m , 5 , a lors qu 'une cha rge 
de 39,000 k i l o g r a m m e s , placée en repos sur le pont, n 'avai t 
p rodu i t q u ' u n e flèche de 4 m m , 8 . Dans cette observation^ 
l 'act ion des chocs r y t h m é s a donc eu pour résu l ta t de m u l t i 
p l ie r par 13 l'effet de la s u r c h a r g e . 

D 'autres observat ions du m ê m e genre é tabl issent d ' u n e 
façon indiscutable l ' impor tance de la périodici té des chocs 
r e l a t i vemen t légers auxque l s une t ravée peut ê t re soumise et 
m o n t r e n t bien que cette périodici té n ' a d'effet que si le m o u 
v e m e n t v ibra to i re p ropre de la t ravée p résen te une pér iode 
égale à l ' in te rva l le de temps séparan t deux chocs successifs . 
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Alors , M. Deslandres calcule de la m a n i è r e su ivan te la 
du rée de la pér iode d 'oscil lat ion d ' une t ravée d o n n é e : 

P r e n a n t p o u r or ig ine des coordonnées le mi l ieu de la 
t r avée , pour axe des x u n e hor izonta le r e p r é s e n t a n t la fibre 
n e u t r e dans sa posi t ion d 'équi l ibre , a p p e l a n t 2a la por t ée de 
la t r a v é e , / ) la fonction connue de x r e p r é s e n t a n t la charge 
en chaque point et conservan t aux le t t res E, I, y, p, y, l eurs 
significations o rd ina i res , la force vive de la t ravée , dont 
chaque é l émen t de poids pdx est supposé exécuter des 

v ibra t ions vert icales dont la vitesse est ^ > sera 

dt. 
J

 %3 S ) , - = / î ( g ) ' - -

D'autre par t , l 'énergie potent ie l le acquise par la pout re 

dans sa flexion est, d 'après la fo rmule établie plus hau t , à la 

page 336, 

1 . . dhi 
en m e t t a n t au l ieu de - sa va leur app rox ima t ive 

p r r ax2 

A d m e t t a n t que deux v ibra t ions successives ont sensible
m e n t m ê m e a m p l i t u d e , et qu ' i l y a peu d 'énergie dissipée, 
l ' énergie tota le de la t ravée , s o m m e de la force vive et de 
l ' énergie potent ie l le , devra être cons tan te . On p o u r r a donc 
écr i re 

(1) 
J o *s 0 

Si l 'on connaissai t la courbe de la fibre n e u t r e à u n ins tan t 
que lconque , en me t t an t , dans cet te équat ion , les va leurs 

qui en r é su l t e ra i en t pour ^ et p o u r < ^ , ' on ré soudra i t le 

p r o b l è m e . 
M. Des landres admet , dans u n bu t de simplification, que 

toute la t ravée exécute un m o u v e m e n t v ibra to i re pendula i re 
tel que , si y = f (x) est l ' équat ion de la courbe de la fibre 
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n e u t r e au m o m e n t où la flèche est m a x i m a , l ' équat ion de 
cette m ê m e courbe , à une époque t que lconque , sera 

. . . 2 * 
y = f (x) s i n — t. 

en appe lan t T la pér iode inconnue de l 'oscil lat ion. 

Cette hypothèse lui donne 

dy _ 2TT . N 2TT 

^ / \XI C O S r p f , 

et 

^ = f M s i n Y f . 

Subs t i tuan t dans l ' équat ion (1) et r e m a r q u a n t a lors que , 
pour qu'el le soit sat isfai te, il est nécessai re que les coeffi
cients des t e r m e s pér iodiques soient égaux, il en dédui t 

(2) / p\f (x)}2 dx = E I [f" (x)]2 dx 

ce qui lu i p e r m e t de calculer la va l eu r de T, lorsqu ' i l con
na î t la courbe y = f (x). 11 p rend , pour la forme de cette 
courbe , celle qui est dé te rminée par l ' équat ion 

l aque l le satisfait aux condi t ions su ivantes : elle est symé
t r ique par r appor t à l 'or igine, et la cou rbu re , c o m m e le m o 
m e n t fléchissant, s'y annu le au-dessus de chacun des appu is . 
Adme t t an t d 'a i l leurs que le m o m e n t d ' iner t ie d 'une pout re 
fo rmant t ravée indépendan te est o rd ina i remen t m a x i m u m 
au mi l ieu de la por tée et va en d i m i n u a n t à m e s u r e qu 'on 
se r approche des ex t rémi tés , il expr ime le m o m e n t d ' iner t ie 
pa r u n e fonction de x à deux te rmes équivalente à 

1 = 1 . ( i - . g > 

I 0 é tan t le m o m e n t d ' iner t ie m a x i m u m , èt a u n coefficient 
qui s ' annule dans les pou t res à sect ion cons tan te , ma i s qui 
peut t h é o r i q u e m e n t a t te indre la va leur 1 dans les pout res 
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d'égale rés i s tance . Supposan t aussi que la cha rge est unifor
m é m e n t répar t i e su r tou te la l ongueur , ou que p est c o n s 
tan t , on t rouve faci lement , en m e t t a n t dans l ' équat ion (2) 
pour f (x) la va l eu r c i -dessus de y, 

(4) T 2 _= 6 , 3 -

Dans une pou t re à section cons tan te , où a = 0, cette 
expression dev ien t 

(3 ) T 2 = 6 , 3 o u T = 2 . 3 3 « 2 

.(/Rio ~ V yV\' 

et dans une pou t r e d 'égale r é s i s t ance , où l 'on au ra i t a = l , 

p a 4 

(fi) T 2 = 7 , 6 iÇy, o u T = 2 , 7 6 « 2 J 

Ces deux formules ne donnen t pas de résu l t a t s t rès 
différents les u n s des au t res et la durée de l 'oscil lat ion 
d 'une t r avée sera tou jours comprise en t re ces deux l imi tes 
e x t r ê m e s . 

Il est i n t é ressan t de r app roche r la formule (5), appl icable 
à u n e pou t re à section cons tan te , de celle que nous avons 
établie p lus h a u t , au n° 306, pour les v ibra t ions t r ansve r 
sales d 'une ba r re de poids P 2pa, h eu r t ée t r ansve r sa le 
m e n t pa r un corps de poids Q, que , p o u r nous placer dans 
la m ê m e hypo thèse que M. Deslandres , nous devrons s u p 
poser t rès pet i t pa r r appor t à P- Cette formule , la dern iè re 
du n° 306, page 6 4 1 , peu t s 'écrire 

y 

^ vf — Q * ' " 11 
Nous devons y faire P = 2/3«, k = 3 5 o t / s ~ 6EI ' 

devient alors 
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Si Q est pet i t et que l'on puisse nég l ige r le de rn ie r t e r m e , 
elle se r édu i t h 

f — ' o ^ ITT — ">"' ~~ùV O U 1 — 2,o8 a2 \/ -757" 
3 X 3o .tyEI c/Kl V //El 

Les déduc t ions de M. Deslandres concordent donc t rès 
exac tement avec celle de la théor ie qui a été développée 
plus h a u t . Je renvoie à son t rava i l pour toutes les vérifi
cat ions qu ' i l en a faites pa r l 'observat ion et qui les ont 
r e m a r q u a b l e m e n t confirmées. 

FIN 
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TABLE ALPHABÉTIQUE 

Acier, 215 , — ( m é t a l l u r g i e d e 1'), 

2 3 9 . 

Action l a t é r a l e , 85, — t a n g e n t i e l l e , 

30 . 

Adhérence d e s r i v e t s , 2 8 8 . 

Aiguille s u p p o r t a n t u n e c h a r g e 

d ' e a u , 386. 

Allongement, 213 , — é l a s t i q u e / 2 1 6 , 

— p e r m a n e n t , 216, 228 , — t o t a l 

d e r u p t u r e , 224 . 

Alternatifs (efforts) , 243 . 

Aluminium, 240 . 

AMAGAT , 218. 

Ame ( é p a i s s e u r de 1'), 440. 

Américaine ( p o u t r e ) , 198. 

Américains ( i n g é n i e u r s ) , 244, 469 . 

Angle d e f r o t t e m e n t , 77. 

Anneau s o u m i s à u n e p r e s s i o n c e n 

t r a l e , 295 . 

Antipolaire, 60 . 

Appuis ( r é a c t i o n s d e s ) , 7 1 . 

Arbalétrier i n c l i n é , 477 , — p o s é s u r 

p l u s i e u r s a p p u i s , 479 , — d ' u n e 

f e r m e P o l o n c e a u , 188, 4 8 1 . 

Arc-boutces ( p o u t r e s ) , S02. 

Arcs à t r i p l e a r t i c u l a t i o n , 510, — 

s a n s flexion, 5 1 1 , — ( f lex ion d e s ) , 

519 , — s u r b a i s s é s , 537, — (dé fo r 

m a t i o n d e s ) , 523 , — e n c a s t r é s a u x 

n a i s s a n c e s , 552, — à s e c t i o n c o n s 

t a n t e , 527, — a r t i c u l é s , 527, — 

d e m i - e n c a s t r é s , 5 6 1 . 

Armées ( p o u t r e s ) , 493 . 

Articulés ( s y s t è m e s ) , 185, — ( a r c s ) , 

510, 527. 

AUEUISSON (D ' ) , 99. 

Axe, 309, — n e u t r e , 312. 

Axes principaux d ' i n e r t i e , 1 9 . 

BACH, 5 7 7 . 

BAKER, 9 9 , 1 4 3 . 

BARBA, 2 1 8 , 2 3 8 . 

Barreaux d ' é p r e u v e , 2 3 5 . 

BAUSCHINGER, 2 4 3 , 4 6 9 . 

BÉLANGER, 5 . 

BESSEJIER, 2 3 9 . 

Béton ( r é s i s t a n c e d u ) , 7 3 , 7 5 . 

Bois, 2 4 8 . 

BûLLMAJVN", 199. 
BORDA, 9 9 , 1 0 3 . 

Bordagc, 5 8 0 , 5 8 9 , — r e n f o r c é , 5 9 7 . 

Boulets, 2 8 2 . 

B o u l o g n e - s u r - M e r ( c o l o n n e d e ) , 1 0 7 . 

BOUNICEAU, 7 9 . 

BOUSSINESO, 1 4 3 , 2 7 7 , 2 9 3 , 3 1 7 , 4 8 8 , 

6 2 9 , 6 5 1 . 

BOUVIER, 1 1 4 . 

B r o s , 1 8 6 . 

BRESSE, 5 , 1 0 2 , 5 3 2 , 5 3 7 , 5 5 0 , 5 5 7 . 

Briques, 7 3 . 

BRUME, 4 6 1 , 5 2 1 . 

BRUNEL, 1 5 4 . 

B r o o k l y n ( p o n t d e ) , 1 2 4 . 

Butée d e s t e r r e s , 1 5 1 . 

CAGNTARD DE LATOUR, 2 1 8 . 

CAIL, 2 1 5 . 

Cales, 5 6 1 . 

CARXOT ( t h é o r è m e d e ) , 6 2 5 . 

Cassures ( f o r m e s d e s ) , 2 2 2 . 

Célérité, 6 2 2 . 

Centre de gravité, 7 , — d e s u r f a c e s 

p l a n e s , 1 0 . 
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Centrale p e r c u s s i o n , 6 1 , — d e p r e s 

s i o n , 58 . 

Changements de t e m p e r a t u r e , 7 9 , 2 5 1 . 

Charge de s é c u r i t é , 49, 74, 217, — 

m o b i l e , 376, — r o u l a n t e , 643 , — 

d e r u p t u r e , 49 , 219. , 

C h a r t r a i n ( r é s e r v o i r d u ) , 114. 

Chêne, 230. 

CHEVANDIER, 248 . 

Choc d e s l a m e s , l i a , — l o n g i t u d i 

n a l , 619, — t r a n s v e r s a l , 630 , — 

s u r l e s r e s s o r t s , 613 , — r y t h m é s , 

663 . 

Cisaillement, 285 . 

CLAVKYHON ( t h é o r è m e d e ) , 4 1 1 . 

CLEBSCII, 5 ,573 . 

Coefficient d ' é l a s t i c i t é , 31 ,214 , — de 

f r o t t e m e n t , 77, — d e g l i s s e m e n t , 

31 , — d e r é s i s t a n c e v ive , 228, — 

de s t a b i l i t é , 106, — é c o n o m i q u e , 

445 , — c o r r e c t i f d e l a p o u s s é e d e s 

a r c s , J31. 

Cohésion d e s t e r r e s , 126, — l a t é r a l e 

d e s m a ç o n n e r i e s , 1 2 1 . 

COLLIGNOX, 5, 1 9 4 , 3 8 3 , 427 . 

Comparaison d e s t o u r s r o n d e s a u x 

t o u r s c a r r é e s , 106, — d e s s e c 

t i o n s t r a n s v e r s a l e s d a n s l a fluxion; 

339, — d e s m o m e n t s f l é c h i s s a n t s 

d a n s les p o u t r e s d r o i t e s , 408 , 

— d<\s a r c s e n c a s t r é s e t d e s a r c s 

a r t i c u l é s , 559, — d ' u n a r c s u r b a i s s é 

e t d ' u n e n e u t r e d r o i t e , 5 4 1 . 

Compression, 5 5 , 2 3 0 , — l o n g i t u d i n a l e 

d a n s les a r c s , 515 , 529. 

CONSIDÈRE, 288, 316, 356. 

CON'TAMIN, 5, 243 . 

Continuité d e la f o r m e d e s s e c t i o n s , 

82. 

Continus (efforts) , 244. 

Contractions t r a n s v e r s a l e s , 3 1 , 217. 

Contre-barres, 2 0 1 . 

— f iches , 186. 

— flèche, 370, 6G2. 

— t i r a n t s , 202. 

Contreventement, 446. 

Cordages, 250. 

Corps i s o t r o p e s , 30 . 

COL'LOMB, 126. 

Courbe d ' é q u i l i b r e , 503 , — d e s p r e s 

s i o n s , 87 , 166, — e n v e l o p p e d e s 

c o u r b e s d e p r e s s i o n , 5 4 5 . 

CROIZETTE-DES.XOYERS, 175. 

Crotor i ( r é s e r v o i r d u ) , 113. 

Culées, 179, — d ' u n p o n t s u s p e n d u , 

115 . 

DARCEL, 539 . 

DARWIN , 143. 

Débouchurc, 298 . 

Debout ( p i è c e s c h a r g é e s ) , 4 5 3 . 

Déformation d e s a r c s , 519, — d e s 

s y s t è m e s a r t i c u l é s , 255 , — é lé 

m e n t a i r e s , 2 5 , — p e r m a n e n t e s , 2 1 7 . 

DESHAYES , 240 . 

DESI.A.NMIES, 280, 663 , '667. 

Déversement, 3 4 3 . 

Dilatation d e s a r c s , 536 , 550, — d e s 

m a ç o n n e r i e s , 79. 

Dilatations, 26 . 

Double "]" ( c e n t r e d e g r a v i t é ) , 13 , -

m o m e n t d ' i n e r t i e , 2 1 , 2 3 , — P o u t r e 

à — 323 . 

D o u r o , 560. 

Données numériques, 73 , 75 , 1 0 0 , 2 5 0 , 

287 . 

Ductilité, 237. 

DUGCET, 232 . 

Dni'LAix, 220. 
[)I:HA.M)-CI.AYE, 357. 

Ecart p o s s i b l e d e l 'effort , e n d e h o r s 

d u n o y a u c e n t r a l , 94 . 

Echafaudages, 2 6 3 . 

Ecoulement d e s s o l i d e s , 2 9 1 . 

Ecrasement ( r é s i s t a n c e d e s m a ç o n 

n e r i e s à 1'), 72. 

Effets d e s f o r c e s ( s u p e r p o s i t i o n d e s ) , 

69 . 

Efforts a l t e r n a t i f s , 2 4 1 , — i n t e r m i t 

t e n t s , 244 , — c o n t i n u s , 244 , — d u 

v e n t , 9 9 , — m a x i m u m s u r u n e s u r 

face r e c t a n g u l a i r e , 68, — o b l i q u e 

d a n s l e s m a ç o n n e r i e s , 77 , — ( r é 

p a r t i t i o n d e s ) , 50. 

Effort tranchant, 209, 285 , 318. — 

( r e l a t i o n a v e c le m o m e n t f l éch i s 

s a n t ) , 332 . — (s igne de 1'), 363 , — 

(effet d e 1'), 368. 

Egale résistance, 80, 2 5 1 , 430 . 
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Forces i n t é r i e u r e s , 29 , — n a t u r e l l e s , 
48, — r é p a r t i e s , 49, — o b l i q u e s , 
79, — p o r t a n t e i n s t a n t a n é e , 49. 

Forme d e s c a s s u r e s , 222. 
Foyers,. 4 2 3 . 

F R A N Ç A I S , 1 3 1 . 

Frêne, 250. 
F H K S Î V K L ( I . é o n o r ) , 107. 

Frottes, 183. 
Frottement, 76. 
Fruit, 84, 153. 
F u r e n s ( r é s e r v o i r d u ) , 113. 

G A L L I O T , 79, 277, 578. 

Garabit, 560. 

Glissement, 27, 285, — des m a ç o n n e 
r i e s , 76, — l o n g i t u d i n a l , 322, — 
t r a n s v e r s a l , 285, — m a x i m u m 
d a n s la t o r s i o n , 308 , — d a n s l a 
f l ex ion , 329 . 

GOHIIN ' , 143. 

GORDOA , 469 . 

Graphique ( m é t h o d e ) , p o u r la d é t e r 
m i n a t i o n d e s é p a i s s e u r s d e s m a s 
sifs d e m a ç o n n e r i e , 90, - p o u r l e 
c a l c u l de la poussée , d e s t e r r e s , 
1 3 1 , 147, — p o u r la d é t e r m i n a t i o n 

• d e s p r e s s i o n s à l ' i n t é r i e u r d e s 
s o l i d e s , 44, — p o u r le c a l c u l d e s 
effor ts d a n s l e s b a r r e s d ' u n s y s 
t è m e a r t i c u l é , 1 8 7 , — p o u r vé r i f i e r 
l a s t a b i l i t é d e s v o û t e s , 167. 

Gnos, 218. 
G U I L L K M A I N , 113 , 602. 

Hauteur d ' u n e p o u t r e à d o u b l e T, 442. 
Hêtre, 250. 

HODOKINSON , 469. 

H O W E , 199. 

HUTTON , 102. 

Hypothèse du p l a n , 52. 

Indéformable ( s y s t è m e ) , 195 . 
Influence d e s m o r t i e r s , 72, 74. 
Ingénieurs a m é r i c a i n s , 244, 469. 
Intermittents (efforts) , 244. 
Isotropes ( c o r p s ) , 30 . 

J A C Q U I K R , 40. 

Elasticité, 2 5 , — (coef f ic ien t d"}, 3 1 , 
214, — ( l imi te dft 1'), 215 , — long i 
t u d i n a l e , 214 , — t r a n s v e r s a l e , 3 1 , 

— p a r f a i t e , 30, — s u b s é q u e n t e o u 
r é m a n e n t e , 216, — d i f f é r en t e à 
l ' e x t e n s i o n e t à la c o m p r e s s i o n , 
249. 

Ellipse ( m o m e n t d ' i n e r t i e d e 1'), 20. 
Ellipse c e n t r a l e d ' i n e r t i e , 17. 
Encastrement, 392, ·— i m p a r f a i t , 393 , 

399. 

Encastres ( a rc s ) a u x n a i s s a n c e s , 552 . 

Entretoises, 580, 5 9 1 , 5 9 7 . 
Enveloppes cy\~mt\r\qurs, 2 6 7 , — s p h é -

r i q u e s , 2 7 2 . 
Epaisseur d e l 'â 'nip, 440, — d e s s e 

m e l l e s , 438, — d e s v o û t e s , 175. 

Epreuve ( b a r r e a u x d ' ) , 235 . 
Equations d e L a m é , 34. 
Equilibre ( l igne d ') , 502 . 
Etat moléculaire d ' u n e p i è c e f l éch ie , 

326. 
Excentricité d u m o m e n t m a x i m u m , 

383 . 
Extension, 213 . 
Extrados, 178 , 1 8 1 . 
Expériences d e r u p t u r e p a r t r a c t i o n , 

220 , 235 . 

Fer, 213 . 
Eerro-manganèse, 239. 
Feuillet moyen, 564. 
Fibre, 309, — n e u t r e , 312. 
Figures i n d é f o r m a b l e s , 195, — r é c i 

p r o q u e s , 189. 
FI.NKS, 103 . 

FINK , 199. 

Flexibilité, G04. 

Flexion, é t u d e g é n é r a l e , 309, — 
s i m p l e o u c i r c u l a i r e , 3 1 1 , — q u e l 
c o n q u e , 313 , — a u - d e l à d e l a l i 
m i t e d ' é l a s t i c i t é , 352, — d e s p o u 
t r e s d r o i t e s , 3G3, — d e s a r c s , 519, 

— d ' u n s y s t é m e d e p i è c e s d r o i t e s , 
487 , — d e s p i è c e s c o u r b e s , 519, — 
d e s s u r f a c e s , 5C3, — d e s p l a q u e s 
m i n c e s , 563 , — d e s r e s s o r t s , 603. 

Fonte, 240 . 
F o n t i n e t t e s , 215 . 
F O N T V I O L A M (de) , 490 . 
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Joints e n m o r t i e r , 7 4 , — d e r u p t u r e , 

17 t . 

KLEITZ , 1 7 1 , 387 . 

KŒCHLIN , 203 , 26b . 

LAMÉ , 34, 46 . 

Lames ( choc d e s ) , 115. 
Laminage, 236 . 
LAVOINNE , 380, 599 . 

LEBASTEUR , 226 . 

LF.FER.IIK, 11 3. 

Ligne n e u t r e , 38, — d ' é q u i l i b r e , 502 . 
Limite d e s l o n g u e u r s dos p o u t r e s , 4 4 3 , 

— d e l ' é l a s t i c i t é , 215, 228 , 3152. 
L ivad ia ( c h a u d i è r e s d u ] , 238 . 

Loi d u t r a p è z e , 54, — d e s i m i l i t u d e , 
226. 

longueurs d e s p o u t r e s ( l i m i t e s d e s ) , 
44:',. 

Losange ( m o m e n t d ' i n e r t i e d u ) , 20 . 

Maçonneries ( r é s i s t a n c e des) à l ' é c r a 
s e m e n t , 72 , — [id.) a u g l i s s e m e n t , 
76, — (id.) à la t r a c t i o n , 7 3 , — 
[iti.) k u n e l for t o b l i q u e , 7 7 , — 
( d i l a t a t i o n d e s ) , 79, — ( p o i d s s p é 
c i f ique d e s ) , 7 5 . 

Ma l incs ( e x p é r i e n c e d e ) , 360. 

MARI OTTE, 376. 

Marse i l l e ( m u r d e ) , 157. 

Martelage, 236 . 
MARTIN ( four ) , 239. 

Massif de maçonnerie, i s o l é , 80, — 
s o u m i s à d e s a c t i o n s l a t é r a l e s , 85 . 

Massif d e t e r r e s a n s c o h é s i o n , 135 . 
MAUEEL , 170. 

MAYER , 143 . 

MÉRY , 167. 

Méthode d e f a u s s e p o s i t i o n , 9 1 . 
MICRON , 153 . 

M i c k l e t o n ( m u r d e ) , 134. 
Moment de s t a b i l i t é , lOn, — de r e n 

v e r s e m e n t , 103, - d e t o r s i o n , 304, 

— d ' e n c a s t r e m e n t , 392. 
Moments d'inertie, 14, — p r i n c i p a u x , 

16 , — de d i v e r s e s s u r f a c e s p l a n e s , 
19 , — p o l a i r e , 3 0 1 . 

Moment fléchissant, 209 , — r e l a t i o n 
avec l 'ef for t t r a n c h a n t , 332, — 

(s igne d u ) , 363 , — d a n s l e s p o u t r e s 

c o n t i n u e s , 417 , 420 . 

Mortier, 72 , 74. 

Murs r e c t a n g u l a i r e s , 88 , — de c l ô 

t u r e , 8 9 , — d e r é s e r v o i r s , 109, — 

d e s o u t è n e m e n t , 1 4 1 , 148, — d e 

q u a i , 136, — à flanc d e c o t e a u , 

161 . 

N A V I F R , 174, 342, 3 6 1 , 374. 

Nœuds, 188 . 

NORDLING, 1 0 1 . 

Noyau central, 62 . 

Obliques ( s e c t i o n s ) , 113. 

Orme, 230. 

Parement v u , 7 3 . 
PELLETHEAU , 110. 

Percussion ( c e n t r e d e ) , 6 1 . 
P É R I S S E , 323 . 

P E R H O D I L ( D E ) , 7 3 . 

PEHRONNET , 175 . 

PETIT , 5. 

PHILLIPS , 603 , 645, 632 , 636 . 

Phosphore, 239 . 
Pièces s o u m i s e s à d e s f o r c e s ' o b l i q u e s , 

4 7 3 , — s o u m i s e s à d e s f o r ce s 
q u e l c o n q u e s , 482, — c h a r g é e s d e 
b o u t , 433 , — c h a r g é e s d e b o u t e t 
e n c a s t r é e s , 464 , — c o u r b e s , 319. 

Plan ( h y p o t h è s e d u ) , 52, — d e r u p 
t u r e , 140, 232, — de f l ex ion , 312. 

Plans principaux, 40 . 
Plaques m i n c e s , 563 , — c i r c u l a i r e s , 

568 , — r e c t a n g u l a i r e s , 574. 

Plasticité, 2 9 1 . 

Poinçonnage, 297 . 
Poids spécifique d e s m a ç o n n e r i e s , 7 5 , 

— d e s p i e r r e s c a l c a i r e s , 7 3 . 
Poids p r o p r e d ' u n e p o u t r e fléchie, 

370, 443 , — d ' u n r e s s o r t , 6 1 1 . 
POJ.OXCEAU, 184, 4 8 1 . 

Polygone d ' é q u i l i b r e , 303 , — d e s 

p r e s s i o n s , 5 0 3 , — d e s f o r c e s , 189, 
— f u n i c u l a i r e , 173 , 200 . 

PONCELKT, 131 . 

Pont suspendu ( c u l é e d ' u n ) , 115. 
Ponts métalliques ( c i r c u l a i r e c o n c e r 

n a n t l e s ) , 2 4 3 . 
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Portes d'écluses, 579 . 

Portée-limite d e s p o u t r e s , 445 . 
Poussée d e s t e r r e s , 125 , — d e s 

p o u t r e s a r c - b o u t é e s , 504, — d e s 
a r c s , 5 2 8 , — p r o d u i t e p a r la d i l a 
t a t i o n , 530. 

Poutre a r m é e , 493 , — a r c - b o u t é e , 
502 , — c o m p o s é e , 493, 497, — 
t r i a n g u l é e , 198, — a m é r i c a i n e , 
198, — à t r e i l l i s , 203 , 450 , — 
d ' é g a l e r é s i s t a n c e , 430, — e n c a s 
t r é e , 392, — r e p o s a n t s u r p l u s i e u r s 
a p p u i s , 410, — s o l i d a i r e d e ses 
s u p p o r t s , 498 . 

P R A T T , 199. 

Préparation d e s b a r r e a u x d ' é p r e u v e , 
235 . 

Pression, 3 0 , 5 5 , — ( c e n t r e d e ) , 58, 
~ - ( c o u r b e d e s ) , 87 , 5 0 3 , — c o n j u 
g u é e s , 43 , — p r i n c i p a l e s , 40 . 

Prisme de p l u s g r a n d e p o u s s é e , 129. 

Profil d e s m u r s ( d é t e r m i n a t i o n d u ) , 
90. 

I'RO.NY, 130. 

Propagation d e s é b r a n l e m e n t s , 622 . 

Ouais ( m u r s d e ) , 156. 

Itaidcur, 605·. 
RANKINE , 5 , 44, 135, 4 6 8 . 

Rayon d e g i r a t i o n , 15 . 
Réactions, 4 7 , — d e s a p p u i s , 7 1 . 
Rectangle ( m o m e n t d ' i n e r t i e d u ) , 19. 
Réciprocité ( t h é o r è m e d e ) , 39, 394, 

488. 

Réciproques ( f igures ) , 189 . 
Renversement ( m o m e n t d e ) , 105 . 

Répartition d e s e f for t s , 50 , — de 
l 'ef for t t r a n c h a n t , 319, — d e l a 
s u r c h a r g e d e s v o û t e s , 1 7 1 . 

R E S A L , 5 , 8 2 , 2 0 3 , 3 3 1 , 446, 557, 5 6 1 . 

Réservoirs, ( m u r s d e ) , 109 . 

Résis tance d e s m a ç o n n e r i e s à l ' é c r a 
s e m e n t , 72, —• (id.) à la t r a c t i o n , 
75, — (id.) a u g l i s s e m e n t , 76, — 
vive , 228 , 338 , 6 2 1 , — (éga le ) , 80, 
2 5 1 , — à la c o m p r e s s i o n , 230, — 
a u c i s a i l l e m e n t , 287, — à la t o r 
s i o n , 304, — à la f l ex ion , 314, — 
d e s r i v e t s , 287. 

Résultats d ' u n e e x p é r i e n c e de r u p 
t u r e p a r t r a c t i o n , 220. 

Ressorts, 603 , — ( f o r m u l e s p r a t i q u e s 
p o u r le c a l c u l d e s ) , 6 1 4 , — à b o u 
d i n , 613 , — s p i r a l , 617. 

Rivets, 287 . 

IÌONDELET, 89 . 

R o u e n ( m u r d e ) , 158. 
Rouleaux, 277 . 

Rupture, 49, — p a r t r a c t i o n , 220 , 
— p a r c o m p r e s s i o n , 230 , — p a r 
c i s a i l l e m e n t , 286, — ( s u r f a c e s d e ) , 
136, — ( p l a n s d e ) , 140, 232, — 
( e x p é r i e n c e s d e ) , 220 , 235, — 
( c h a r g e d e ) , 49 , 219, 234. 

Rythmés ( c h o c s , 663 . 

SAINT-VENANT , 5, 46 , 142, 308 , 342, 

3 0 1 , 573 , 622, 042 , 652 . 
Sapin, 250. 
SARRAU , 3 . 

Sections o b l i q u e s , 113, — t r a n s v e r 
s a l e s , 217 , 315 , r e c t a n g u l a i r e s , — 
3 3 9 , 3 4 2 , — é v i d é e s ou à d o u b l e T , 
343 , — n o n s y m é t r i q u e s , 346. 

Secteur c i r c u l a i r e ( c e n t r e de g r a v i t é 
d u ) , 1 1 , — e l l i p t i q u e (id.), 9. 

Sécurité ( c h a r g e d e ) , 49, 74, 217 . 
Segment d e c e r c l e ( c e n t r e d e g r a v i t é 

d u ) , 1 1 , — p a r a b o l i q u e (id.), 12 . 
SÉJOURNÉ , 244. 

Semelles d ' u n e p o u t r e à d o u b l e T, 
438. 

S h e e r n e s s ( m u r d e la r i v i è r e d e ) , 
158 . 

Signes d e s m o m e n t s f l é c h i s s a n t s e t 
d e s efforts t r a n c h a n t s , 363 . 

Silicium, 240. 

Similitude (loi d e ) , 226. 
Simple T ( c e n t r e de g r a v i t é ) , 13 , — 

( m o m e n t d ' i n e r t i e ) , 24 . 

SOULEYRE , 57, 75 , 352 . 

Soutènement ( m u r s d e ) , 1 4 1 , 148. 

Spiegel, 239 . 

Spiral ( r e s s o r t ) , 617 . 
Stabilité, 7 1 , — ( m o m e n t d e ) , 1 0 5 . — 

— (coeff ic ient de ) , 106, — d e s 
v o û t e s , 165. 

S t a n i s l a s ( p o n t ) , à N a n c y , 498 . 
STEVENSON , 103. 
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Tours . — Impr imer ie D E S L I S F R È R E S . 

SioKES, 051 . 

Striction, 219 . 

Substitution d e c h a r g e s - r é p a r t i e s à 

d e s c h a r g e s i s o l é e s , 382. 

Superposition d e s effets d e s f o r c e s , 

69 . 

Supports c y l i n d r i q u e s , 277 , — s p h é -

r i q u e s , 282 . 

Surabondantes ( l ignes) , 196. 

Surbaissement d e s v o û t e s , 177, — d e s 

a r c s , 532 . 

Surfaces de r u p t u r e , 136, — 

. ( f lexion d e s ) , 563 . 

Système a r t i c u l é , 185, 235 , — i n d é 

f o r m a b l e , 1 9 5 , — à l i g n e s s u r a b o n 

d a n t e s , 260, — (f lexion d ' u n ) , 487. 

S z e g e d i n , 560. 

Taille de p a r e m e n t v u , 7 3 . 

Talus n a t u r e l , 126. 

Tassement d e s t e r r e s , 149. 

T a y ( p o n t d e ln), 101 . 

Température, 79, 2 5 1 , 5 5 0 . 

Tension, 55, — p r i n c i p a l e s , 40 . 

Théorème d e r é c i p r o c i t é , 39, 394, 488 , 

— d e s t r o i s m o m e n t s , 410 . 

Tiges p r i s m a t i q u e s , 214. 

Tirants, 186. 

Torsion, 299, — ( m o m e n t d e ) , 304. 

T o u l ( m u r d e ) , 135. 

Tours r o n d e s e t c a r r é e s , 106. 

TOUHTAY , 74 , 174, 177. 

Traction, 30, 5 5 , 2 2 0 . 

Trapèze (loi d u ) , 54 , — ( c e n t r e d e 

g r a v i t é d u ) , 1 1 . 

TRAUTWLNE, 175 . 

Travail d e r u p t u r e , 229, — é l a s t i q u e , 

229 , — do l a f l e x i o n , 335 , — d e s 

r e s s o r t s , 612 , 616, 618 . 

Treillis, 203 , 450 . 

TRF.SCA, 2 9 1 , 296. 

Triangle ( c e n t r e d e g rav i t é d u ) , 10 . 

Trois moments ( t h é o r è m e d e s ) , 410. 

Troncatures, 3 4 1 . 

VALAT , 498 , 502 . 

Vantaux d e p o r t e d ' é c l u s e ( r é a c t i o n 

r é c i p r o q u e d e s ) , 594. 

VALBAN , 153 . 

Vent (effort d u ) , 9 9 . 

Vibrations l o n g i t u d i n a l e s , 627, — 

t r a n s v e r s a l e s , 640, — s e c o n d a i r e s , 

642 . 

VIGAN , 162. 

Vitesse d u s o n , 622 . 

Voitures à d e u x e t à q u a t r e r o u e s , 

387 . 

Voûtes, 165, — d e r é v o l u t i o n , 1 8 1 . 

WALKENAKK , 577 . 
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