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Sulle superficie rigate che hanno per asintoti-
che infinite cubiche gobbe.

(D¢ Mawia ManciNgLLi, a.Urbino.)

IJe superficie rigate che hanno per asintotiche del secondo sistema delle
cubiche gobbe sono evidentemente razionali, e di ordine = 6. Una di esse,
nota da gran tempo, & la rigata cubica (di CHasLEs-CAYLEY) a direttrici ret-
tilinee coincidenti. Quella di sesto grado fu incontrata nel 1877 da A. Voss (')
col seguente teorema: Se quattro rette sono tangenti ad una cubica gebba,
esse sono tangenti a oo' tali curve; e queste sono asintotiche per una rigata

-di sesto ordine dotata di due direttrici triple e di quattro generatrici di
regresso. '

Piti recentemente CH. BlocHE finiva una sua Nota (*) con un rapido
cenno intorno ai diversi casi che le rigate suddette possono presentare ri-
guardo all’ordine, alle direttrici ed alle generatrici singolari.

Qui mi propongo di studiare un po’ pit minutamente largomento. In
particolare, basandomi su una nota Memoria del CrEmMoNa (°), assegnerd le
particolarita che si presentano nella rappresentazione piana di quelle varie
superficie, e ne trarrd quali sono le singolarita che bastano a caratterizzarle.

Alcuni dei risultati che su ¢id si ottengono varranno a conferma di qual-
che osservazione pil generale di H. MoHRMANN (*).

(}) Ueber vier Tangenten einer Raumcurve dritter Ordnung. Mathematische Annalen, t. 13,
pag. 168.

(?) Recherches sur les surfaces algébriques qui admettent pour ligne asymptotique une
cubigue gauche. Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 26, 1898, pag. 217.

(%) Rappresentazione di una classe di superficie gobbe sopra un piano, e delerminazione
delle loro curve assintotiche. Annali di Matematica (2), 1, 1868, pag. 248 (Opere matematiche,
t. II, pag. 409).

(*) Ueber die Haupttangentenkurven auf den Netzflichen. Mathematische Annalen, t. 73,

1913, pag. 57i. — Rimando a questo lavoro ed a quello del BiocHE per qualche altra ci-
tazione.
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 1
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9 Mancinelli: Sulle superficie rigate

1. Una superficie rigata che ha per asintotiche del secondo sistema
infinite cubiche gobbe, appartiene ad una congruenza lineare di rette. In-
fatti una cubica gobba origina nello spazio una polaritd nulla, nella quale
si corrispondono i suoi punti ed i suoi piani osculatori, e quindi un com-
plesso lineare al quale appartengono 1 suoi fasci di refte osculatrici, in par-
ticolare le sue tangenti. La rigata che ha la cubica per asintotica, avendo
per piani tangenti nei punti della curva i suoi piani osculatori, ha le gene-
ratrici giacenti in questi piani, e quindi appartenenti al complesso. Dunque,
se ha per asintotiche infinite cubiche gobbe, appartiene agli oo’ complessi
lineari che esse determinano (°).

Questi complessi formano un faseio: infatti la loro intersezione non puo
"essere una schiera rigata (se no la superficie sarebbe una quadrica), né puo
comporsi di un numero finito di rette: quindi & una congruenza lineare, che
contiene la rigata. '

2. Sopra una rigata appartenente ad una congruenza lineare di rette,
ogni asintotica del secondo sistema si pud ottenere (seguendo S. Li) come
luogo di un punto pel quale il piano tangente alla rigata & il piano che ad
esso corrisponde in uno degli co' complessi lineari che passano per la con-
gruenza.

Fissiamo uno di questi complessi lineari, €, e consideriamo una gene-
ratrice g della rigata. Se un piano tangente alla rigata ruota intorno a g,
il suo punto di contatto ed il suo polo rispetto a € descrivono su g due
punteggiate proiettive (al fascio descritto dal piano, e quindi) fra loro. I
punti uniti sono (per la ricordata proposizione di Lig) le intersezioni di g
con l'asintotica appartenente a C.

Se la congruenza lineare contenente la rigata & a diretirici distinte, a, b,
consideriamo i punti d’incontro 4, B di queste rette con la generatrice g.
Le rette a, b sono polari rispetto a tutti I complessi lineari del fascio, quindi
il punto 4 ha per polare il piano 4, il punto B ha per polare il piano
Ba. Daltra parte il piano 4b & tangente alla rigata-in B, il piano Ba &
tangente in 4, sicché 1 punti 4, B si corrispondono in doppio modo in tutte
le proiettivitd considerate sulla retta g. Tali proiettivitd sono involuzioni,

(®) Non possono tutte le asintotiche appartenere ad uno stesso complesso lineare: se no,
starebbero in questo tutte le tangenti alla superficie, il che & assurdo.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 3

quindi i loro punti uniti, che sono le intersezioni della generatrice con le
asintotiche, sono coniugati armonicamente con i punti 4, B.

In una rigale appartenente ad una congruenza lineare generale, ogni
asintotica del secondo sistema incontra ciascuna generatrice in due punti, se-
parati armonicamente dalle diretirici della congruenza.

3. Introduciamo ora il fatto che le asintotiche del secondo sistema sono
del terzo ordine. -

Se R,, R, sono i due punti d’incontro di una generatrice g con l'asin-
totiea appartenente ad un complesso del fascio, il piano osculatore alla curva
in R,, essendo ivi tangente alla rigata, conterrd tutta la g, e quindi passera
per R,. Ora il piano osculatore ad una C® in un punto R, non puo incon-
trarla in un ulteriore punto R,. Bisognerd dunque che lasintotica apparte-
nente ad un complesso del fascio si spezzi in due cubiche: sia cioé una se-
stica cosl coinposta. Le due cubiche sono rispettivamente i luoghi dei due
punti doppt delle involuzioni che abbiamo considerato sulle diverse genera-
trici, in relazione con uno stesso complesso (n. 2). ‘

Se la congruenza lineare & speciale, 'unica direttrice d appartiene a
tutti i complessi lineari del fascio. Il punto D in cui una generatrice g in-
contra la d, ha sempre per polare il piano d g, e questo & tangente alla ri-
gata in D. Il punto D & unito per tutte le proiettivita sulla retta g: Uulte-
riore punto unito di ciascuna proiettivita di lintersezione della g con una
cubica asintotica.

4. Le rette di una congruenza lineare sono unite per oo' omografie
biassiali che hanno le direttrici,  distinte o coincidenti, per rette di punti
uniti. Queste omografie trasformano in sé una rigata appartenente alla con-
gruenza, conservando le generatrici: su ogni generatrice viene subordinata
una proiettivitd, che ha per punti uniti le intersezioni con le direttrici. Le oo*
omografie corrispondono alla possibilitd di assegnare in infiniti modi 'omo-
logo di un ulteriore punto. -

Un’omografia che muti la rigata in se, muta le asintotiche in asintotiche,
percheé il concetto di asintotica & proiettivo. Un’asintotica che incontri in un
punto P una generatrice g, pud essere trasformata in quell’altra asintotica
che vogliamo: basta fissare, tra le oo' omografie accennate, quella che fa
corrispondere a P il punto P’ in cui quest’altra asintotica incontra la g.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Mancinelli: Sulle superficie rigate

Se la congruenza lineare & generale, tra le oo' omografie biassiali ¢’8
Pomografia biassiale involutoria: questa trasformera I'una nell’altra due cu-
biche asintotiche appartenenti ad uno stesso complesso lineare.

5. GENERAZIONE DEL BIOCHE DELLE NOSTRE RIGATE. — Fissiamoci sopra
una C° asintotica (che indicheremo con I') e in ogni suo puuto P conside-
riamo il plano osculatore: esso contiene la generatrice della rigata che passa
per P. La superficie ha almeno una direttrice rettilinea d. La generatrice g,
che esce da P, si appoggia alla d nel punto in cui questa & incontrata dal
piano osculatore a I' in P. Dunque: Una rigata le cui asintotiche del secondo
sistema sono cubiche gobbe, puo essere definita come il luogo delle rette che
congiungono ogni punto di una cubica ' al punto d’incontro del relativo piano
osculatore con una retla fissa d. '

Inversamente, ogni rigata generata con la legge su esposta ha per asin-
totiche infinite cubiche gobbe. Infatti le sue generatrici appartengono ad una
congruenza lineare perche, in quanto stanno nei piani osculatori alla T', ap-
partengono al complesso lineare generale C, che contiene le tangenti alla r;
in quanto si appoggiano alla d, appartengono al complesso lineare speciale
che ha per asse la d. Appartengono dunque alla congruenza lineare inter-
sezione di questi due complessi. A seconda che d non appartiene al com-
plesso € o gli appartiene, la congruenza lineare sard generale oppure speciale.

La r sard un’asintotica della rigata, ossia il piano osculatore a I' in ogni
suo punto P sard tangente alla superficie, poiché contiene la generatrice pas-
sante per P e la tangente in P alla I' (°). E cosi pure saranno asintotiche
della rigata le trasformate di T' nelle o' omografie biassiali che hanno per
rette unite le rette della congruenza lineare, e che quindi mutano la rigata
in sé. Sono percid cubiche gobbe tutte le .asintotiche del secondo sistema.

Dunque: Le rigate che consideriamo sono lutte e sole quelle generate con
questa legge.

6. CrassiricazioNe. — Alla classificazione di queste superficie si giunge
pensando che la cubica I' e la retta d possono -avere posizioni reciproche
diverse.

(®) In generale queste due rette non coincideranno: se coincidessero sempre, la super-
ficie si ridurrebbe alla sviluppabile delle tangenti a T, e non potrebbe avere una direttrice
rettilinea.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 5

La d pud incontrare I' in m punti (ove 0 =m =2) e stare in p. piani
osculatori (0 =p. =92). Per un punto P della d si possono allora condurre
.3 — p. piani osculatori variabili alla I', quindi passano 3 — . generaftrici, ossia
la d & direttrice multipla ‘di ordine 3 — p. Un piano per la d incontra la T
in 3 —m punti variabili,. ossia contiene 3 —m generatrici, che sono le sue
intersezioni con i piani osculatori nei 3 —m punti. Dunque la sua interse-
zione completa con la rigata & formata dalle 3 —m generatrici e dalla d, la
quale & multipla secondo il numero 3 —p, se non & generatrice oltre che
direttrice. ‘

L’ordine della rigata & dunque (con quella riserva) 6 — (v. + m), ove p
ed m possono assumere i valori 0, 1, 2. Combinando questi tra loro in tutti
1 modi possibili, si hanno tutti i tipi di superficie.

"Vedremo perd che alcune combinazioni vanno escluse. Inoltre, se una
retta d presenta il caso: m = «, p.= B, la sua polare d’ rispetto al complesso
lineare inerente a I' si comportera, rispetto a questa, nel modo duale, cioé
presenterd il caso: m =§, p. = «. Se «, § non sono uguali sard dunque d'
distinta da d, ed essendo anch’essa direttrice della rigata, vediamo che questa
rispondera tanfo ad m =«, p =0 quanto ad m =@, p. = «. Ossia: due com-
binazioni ottenute I'una dall’altra scambiando tra loro i valori di m e p,
danno una stessa superficie.

I casi da considerare sono i seguenti:

Sia anzi tutto p =0, m =0. La superficie & di sesto ordine. La diret-
trice d non inconfra la I' e non sta in nessun piano osculatore.

1’ caso. Se la d non appartiene al complesso lineare definito dalla r,
la superficie ha un’altra direttrice rettilinea d’, polare di d rispetto al com-
plesso, la quale, come la d, non incontra I' e non sta in alcun piano oscu-
latore. Tanto la d quanto la d' sono direttrici triple.

2. caso. Se invece d appartiene al complesso lineare, essa e l'unica
direttrice rettilinea (tripla) della superficie: le tre generatrici che escono da
un suo punto stanno in un piano con essa. —

3% caso. Sia p. =0, m =1, oppure p. =1, m =0. Si ha una rigata del
quinto ordine.

La d (supposto y,='0, m = 1) incontra I' in un punto P e non sta in .
nessun piano osculatore (non potrebbe stare che nel piano osculatore in P);
e direttrice tripla della rigata. Siccome non sta nel piano osculatore in P,
non & retta del complesso lineare che contiene le tangenti alla I'; quindi c’e
un’altra direttrice d’, polare di d rispetto al complesso, che sta nel piano

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Mancinelli: Sulle superficie rigate

osculatore in P senza passare per P. Questa & dunque direltrice doppia, e
corrisponde ai valori w=1, m=0.
4° caso. Sia =1, m=1. La rigata e del quarto ordine.

La d inconira I' in P e sta nel piano osculatore: & direttrice doppia
della rigata; appartiene al complesso lineare, ed &, quindi, Punica direttrice
rettilinea.

5° caso. p.=0, m =2, oppure . =2, m=0. La rigata & ancora di

quarto ordine.

La d (» =0, m=2) incontra I’ in due punti, P, Q, e non sta in nessun
piano osculatore: & direttrice tripla, e non appartiene al complesso lineare
delle tangenti alla r. La rigata ha un’altra diretirice @', che & la polare di
d rispetto al complesso, ossia 'intersezione dei piani osculatori in P, @: essa
non incontra la 1, & direttrice semplice e corrisponde al caso p. =2, m =90.

6.° caso. Quando m =2, se i due punti P, @ d’appoggio su ' della
corda d sono distinti, d non puo stare su alcun piano osculatore, sicche
. —=0. Perchd con m =2 sia p >0 hisogna dunque che P e § coincidano,
cioé¢ che la d sia tangente a I' in P. Ma allora d si puo riguardare anche
come intersezione di due piani osculatori, sicche sarebbe da porre p.=2. E
dunque da escludere il caso m =2, p. =1, e dualmente il caso m =1, p =2
Resta, come sesto, quello che d sia tangente a I': esso puo riguardarsi come
corrispondente ai valori m =2, p. =2,

In questo caso d appartiene al complesso lineare definito da r, & unica
direttrice rettilinea, ed & in pari tempo generatrice: come direttrice & doppia.
Si ha una rigata del terzo ordine a direttrice unica doppia (di CHASLES-
CAYLEY).

Questo caso & il limite dell’altro: v =0, m =2 e p.=2, m =0, quando
i due punti P, Q, e quindi 1 relativi piani osculatori, si avvicinano indefini-
tamenle.

7. RIGATE A DIRETTRICL DISTINTE. — Ci occuperemo principalmente di
quelle rigate che hanno due direttrici distinte: tali sono la prima, la terza
e la quinta del numero precedente, dotate di direttrici rispettivamente triple,
tripla e doppia, tripla e semplice, e che possiamo indicare con 1 simboli:
F° (3, 3), F*(3,2), F*(3, 1).

Diciamo, come si usa, parabolica una generatrice la quale provenga da
due generatrici, uscenti da uno stesso punto di una direttrice, che si sono
avvicinate indefinitamente; punfo cuspidale e piano parabolico il punto e il
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che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 7

piano delle due generatrici infinitamente vicine. 11 piano & tangente alla ri-
gata lungo tutta la generatrice parabolica. Chiamiamo poi (con H. MoOHRMANN)
paraboliche di secondo ordine quelle generatrici che risultano dall’avvicinarsi
indefinitamente di ére, uscenti dallo stesso punto.

Per una rigata con due rette direttrici, ogni generalrice parabolica & tan-

gente ‘di flesso a tutte le asintotiche nel relativo punio cuspidale.
" Questa proposizione, dovuta al Cremowna ("), si pud dimostrare geome-
tricamente cosi: Sia d una direttrice della rigata, P un suo punto cuspidale,
p la generatrice parabolica corrispondente. L’unico piano tangente alla ri-
gata in tutti i punti di p & il piano parabolico pd’, se d’ & l'altra direttrice.
Tutte le dsintotiche, nelle loro intersezioni con la p, debbono avere p d’ per
piano osculatore. D’altra parte il piano osculatore in un punto deve essere
'omologo del punto stesso rispetto al complesso lineare che contiene le tan-
genti all’asintotica: ma in ciascuno di questi complessi il piano pd’ corri-
sponde al punto P, quindi ogni asintotica non pud incontrare che in P la
retta p. La p & dunque tangente in P a tutte le asintotiche, perché in questo
punto sono venute a coincidere le sue due intersezioni (n. 2) con clascuna
di esse.

D’altra parte, se consideriamo una generatrice g che s’accosti indefini-
tamente a p, con i suoi due punti dell’asintotica 1 quali tenderanno a P,
vediamo che il piano p d, come limite del piano P g, ha tre intersezioni riu-
nite in P con l'asintotica. Invece il piano p d’, come limite del piano di due
generatrici uscenti da uno slesso punto, vicinissimo a P, della d, ha quattro
intersezioni con l'asintotica riunite in P. Ne segue che P & punto di flesso
per lasintotica, con p per tangente e il piano p d’ per piano osculatore.

8. In-particolare si tratti delle nostre rigate, in cul ogni asintotica &
una C° spezzata in due C®. In un punto cuspidale P la generatrice para-
bolica p incontra tutte duele C* incuila C° sispezza; anzi dovendo avere
in comune tre punti con la C°, sard tangente alle due C° (°).

Con lo stesso ragionamento di poc’anzi si vede che il piano parabolico
P d sara osculatore (a contatlo tripunto) in P per ambe le cubiche: il che
risulta anche dal fatto che quel piano corrisponde a P rispelto al complesso
lineare delle tangenti alle cubiche.

(") Vedi pag. 41% della 9* citazione di (%). Cfr. anche Mourmany, (%), pag. 981
(®) Non pud avvenire che una sola delle due cubiche tocchi in P la p, a causa dell’o-
mografia biassiale involutoria che le muta I'una nell’altra (n. 4).
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8 Mancinelli: Sulle superficie rigate

Se riscontriamo al n. 6 cid che & detto sugl’incontri di una cubica
asintotica T con-le due direttrici della rigata, vediamo che: La F*(3,3) non
ha punti cuspidali sulle diretlrici (e quindi non ha generatrici paraboliche);
la F*(3,2) ha un solo punto cuspidale sulla direttrice tripla; e cosi la
F*(3,1) ne ha due, ancora sulla direltrice tripla. Le tre generatrici uscenti
da uno, P, di questi punti (della F* o della F*) debbono coincidere nella
generatrice parabolica p; poiché il loro piano & osculatore in P alla cubica l‘,’
e in caso contrario conterrebbe, su una generatrice diversa da p, un punto
di T diverso da P.

Risulta cosl (d’accordo con una osservazione piu generale del MOHRMANN)
che: Tutte le rigate a direttrici distinte, che hanno per asintoticlie infinite
cubiche gobbe, hanno solianto generatrici paraboliche del secondo ordine.

9. SULLA RAPPRESENTAZIONE PIANA DELLE NOSTRE SUPERFICIE. — [l CRE-
MoNa, nella Memoria citata (*), dd una rappresentazione piana delle rigate
razionali con due direttrici rettilinee, che qui c¢i converra ricordare per po-
terla applicare nei singoli casi.

Siano M, N le due direttrici, m ed »_i loro ordini di multiplicitd (m = n).
La rigata sard di grado m -+ n, ed essendo razionale avra (m—1) (n — 1)
generatrici doppie. ’

La rappresentazione -piana & espressa dalle formole seguenti:

Ly, Wy, =290:290:bu:du, (1

ove le «, sono le coordinate omogenee dei punti della superficie; @, y, 2
quelle dei punti del piano rappresentativo; #, v sono forme di «, y del
grado m; o, 6 di grado n; ¢ di grado p.—n—1, ¢ di grado p.—m; es-
sendo p. un intero che si puod assumere = m se m>>n; e invete =m -+ 1
se m==n. ’

Questa rappresentazione da, evidentemente, come immagini delle gene-
ratrici le rette passanti per il punto O (x =y =0), e come immagini delle.
sezioni piane della superficie delle curve di ordine p, col punto O (n. — 1)-plo,
aventi in esso le . —n — 1 tangenti fisse ¢ =0, e le rimanenti » variabili
nell’ involuzione ' '

ao—+b6=0. (2)

Inoltre quelle curve incontrano la retta G (¢ =0) nei ¢ — m punti fissi
¢==0, ed in un gruppo di m punti, che varia nell’ involuzione

cu—+ev=0, (3)
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che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 9

I gruppi di m punti di questa involuzione sulla G sono le immagini dei
singolt punti della direttrice m-pla M; i gruppi di » punti infinitamente vi-
cini ad O, sui gruppi di » rette della prima involuzione, rappresentano i
singoli punti della direttrice n-pla NV.

I gruppi (Jacobiani) di 2(m—1) e di 2(n — 1) elementi doppi delle due
involuzioni rappresentano i punti cuspidali di M, V.

Se poi si considera nel fascio O, olire alla prima involuzione (2), quella che
si oftiene prolettando da O l'involuzione (3) della retta @, le (m —1)(n—1)
coppie di rette comuni rappresentano le (m— 1) (n — 1) geuveratrici doppie
della rigata.

Come immagini delle asintotiche della superficie si trovano le curve del
fascio

Z‘-’ (P2 (0‘)1 62—0)2 6‘)—k¢2 (”,UQ—,’Lz 'Ul):(), (4:)

ove gl’indici inferiori 1, 2 significano derivazione rispetto ad =, y.

10. RIGATA DEL SESTO ORDINE A DIRETTRICI TRIPLE, F'* (3, 3). — Quando
una rigata algebrica sta in una congruenza lineare, si sa che I'ordine delle
asintotiche, determinate al modo di Lie (n. 2), ¢ uguale al rango della rigata.
Qui le asintotiche (considerate in quel modo) sono di sesto ordine, quindi
il rango della rigata & 6, ossia le sue sezioni piane sono di sesta classe.

Queste sezioni piane sono razionali, e poiché hanno gia due punti tripli
sulle due direttrici, dovranno ancora avere quattro punti doppi. Non po-
tendo esservi, fuori delle due direttrici, una linea doppia che non si com-
ponga di generatrici, concludiamo che la rigata ha quattro generatrici
doppie.

Per riconoscere se queste quattro generatrici doppie sono nodali o cu-
spidali, diciamo d il numero di quelle nodali ed » quello delle cuspidali,
sicche:

d-+r=4

Ogni sezione piana, di sesta classe, ha due punti tripli che valgono per
sei doppi, e poi d nodi ed » cuspidi. Quindi, per la formola di Pricker che
da la classe mediante 'ordine e il numero dei punti doppi:

6=6-5—-2(6+d)—3r, ossia 2d+ 3r=12

Annali di Matematica, Serie 11T, Tomo XXIX. 2
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10 Mancinelli: Sulle superficie rigate

Da queste due relazioni fra d ed » segue: d =0, r=4. Dunque: La ri-
gata ha quatiro generatrici cuspidali o di regresso. »

Una generatrice cuspidale ¢ & tangente, in punti variabili, a tutte le cu-
biche asintotiche della superficie. Infatti, se un piano che ruota- intorno
alluna o all’altra direttrice viene a passare per ¢ (e cosi due delle genera-
trici giacenti in esso vengono in ¢), due intersezioni del piano con una cu-
bica vengono a coincidere nel punto d’incontro di questa curva con c.

Il fatto che le generatrici cuspidali, tangenti a tutte le cubiche, sono
quattro, si accorda con l'altro che la sviluppabile delle tangenti ad una cu-
bica gobba & di quarto grado, e mostra che le generatrici cuspidali della
F* (3, 3) sono tutle e sole le tangenti alla cubica I', con la quale si genera la
superficie, che si appoggiano alla relta d, e quindi anche alla d'. (Si confronti
il teorema di Voss citato in principio.)

Abbiamo gia rilevato al n. 8 che la rigata F° (3, 3) non ha generatrici
paraboliche, ossia punti cuspidali sulle due direttrici. In realtad la corrispon-
denza (3, 3) segnata fra i punti di queste dalle generatrici della rigata avrebbe,
in generale, su ciascuna direttrice dodici punti di diramazione, ossia punti
cuspidali. Ma & facile vedere che ogni punto d’incontro della direttrice con
una generatrice di regresso assorbe tre di questi punti: basta segare la ri-
gata F con un piano. [ piani parabolici di ¥, passanti per una direttrice,
hanno per tracce le tangenti condotte alla curva sezione di F dal punto
traccia della direttrice. Se F' acquisia una generatrice di regresso, e quindi
la curva sezione una cuspide, il numero di quelle tangenti subisce una ri-
duzione di tre unita.

Cosl mentre una rigata di sesto ordine con due direttrici triple, gene-
rale, ha dodici generatrici paraboliche uscenti da dodici punti cuspidali di
una direttrice, e cosi per l'altra, la nostra rigata F°(3, 3), avendo quattro
generatrici cuspidali, non ha piu affatto generatrici paraboliche: si puo dire
che queste sono state assorbite da quelle.

11. Ogni rigata del sesto ordine con due direllrici rettilinee triple e
quattro generatrici di regresso, ha per asintotiche infinite cubiche gobbe.
Per dimostrare questo teorema, che stabilisce essere caralleristico per
le nostre F°(3, 3) il possedere quattro generatrici di regresso, ricorriamo
alla rappresentazione piana della superficie, del n. 9.
~In questo caso m =n=3; u, v, o, b sono di terzo grado in =, y Po-
niamo y =4; ¢ risulta lineare in «, y; ¢ & una costante.
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che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 1

Le immagini delle sezioni piane
zo(aw+b0)+y(cutev)=0 ()

sono linee del quarto ordine: hanno in O (x =y =0) un punto triplo, con.
le tre tangenti ¢ w56 =0 formanti un gruppo di una delle due involu-
zioni, che sono di terzo grado. Tagliano la retta G (2=0) nei tre punti
cu—+ev=0, che formano un gruppo dell’altra involuzione, e nel punto
fisso (P)y=0.

I punti base della rappresentazione sono: il punto O, triplo, a tangenti’
distinte e variabili, ed il punto P.

‘ Dobbiamo introdarre la condizione che la superficie abbia quattro ge-
neratrici cuspidali. .

It Gremoxa considera soltanto il caso di generatrici doppie nodali.
Ognuna di queste (come dicemmo al n. 9) & rappresentata da una coppia
di rette comuni alle due involuzioni del fascio 0. Ora quando la generatrice
diventa cuspidale, bisogna ammettere che le due rette immagini, comuni
alle due involuzioni, si avvicinino indefinitamente, fino a venire a coinci-
dere, ossia che la coppia comune sia formata da una retta doppia per I'una
e per l'altra involuzione.

Qui le due involuzioni, essendo di terzo grado, hanno quattro coppie
di rette comuni: inoltre ciascuna ha quattro rette doppie. Per poter avere
quattro generatrici cuspidali sard necessario che tutte le rette doppie per
I'una, siano doppie anche per laltra.

Se consideriamo le involuzioni che si ottengono segando le precedenti
con la retta @, vediamo che i punti doppi delluna sono quelli le eui coor-
dinate @, y annullano il Jacobiano della (3), ossia sono radict dell’equazione

Uy Vg — Uy ¥, =0, (6)
e cosi i punti doppi dell'altra sono dati dall’equazione
©, 0, —0, 0, =0, ()

Per quello che abbiamo detto, le due involuzioni debbono avere gli
stessi punti uniti, ossia la (6) e la (7) debbono avere le stesse radici. Se
indichiamo con « una costante, deve essere:

Uy Vg — Uy Uy — & (“)1 B, — w, ex)
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12 Mancinelli: Sulle superficie rigate

L’equazione (%) delle immagini delle asintotiche si pudé dunque scrivere:
20" (0, 0, —0,0) —ka’ (0,0, —0,0)=0.

Essa si spezza nella (7), che viene ora a rappresentare le quattro ge-
neratrici cuspidali, e nella coppia di rette

o' —Rkal’=0

le quali passano pel punto fondamentale P(#=0, { =0), e perd rappre-
sentano delle curve di terzo ordine.

12. RIGATA DEL QUINTO ORDINE A DIRETTRICI TRIPLA E DOPPIA, F° (3, 2).
— Sia d la direttrice doppia, d’ la direttrice tripla: d' incontra tutte le asin-
totiche in un punto fisso P (cuspidale per la rigata): d sta nel piano oscu-
latore comune in P.

Le sezioni piane della rigata sono di quinto ordine e di sesta classe (°),
con un nodo nell’intersezione del loro piano con la d, un punto triplo a
tangenti distinte nell’ intersezione con la d’. Sono razionali, quindi debbono
avere ancora due punti doppl. Affinche la classe risulti 6, dovranno essere
due cuspidi. Dunque: La superficie ha due generatrici cuspidali, che (n. 10)
sono tangenti in punti variabili a tutte le asinlotiche.

Quanto a generatrici paraboliche, abbiamo gia visto al n. 8 che ve n’¢
una sola, parabolica di secondo ordine, uscente da P. La corrispondenza
(2, 3) fra i punti delle due rette direttrici condurrebbe, in generale, all’esi-
stenza di sei punti cuspidali su d e otto su d’, ma gl’incontri con le due
generatrici cuspidali ne assorbono set su ogni direttrice (n. 10), e sulla d’
il punto P, essendo di secondo ordine, equivale ai due che rimarrebbero.

Una rigata del quinto ordine a direttrici distinie tripla e doppia, che
ha per asinlotiche infinite cubiche gobbe, ha una generatrice parabolica di
secondo ordine, e due generalrici cuspidali.

13. Ora, ricorrendo alla rappresentazione piana, dimostriamo che, in-
versamente: Una rigata del quinto ordine a direttrici distinte tripla e doppia,
dotata di due generatrici cuspidali e di wna generatrice parabolica di secondo
ordine, ha per asintotiche infinite cubiche gobbe.

In questo caso porremo, nel n. 9, m=3, n=2, e poi p.=3. Le u, v

(®). Vedi il principio del n. 10.
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che hanno per asinlotiche infinite cubiche gobbe. 13

sono dunque di terzo grado in x, ¥, le o, § di secondo grado: ¢ e ¢ sono
costanti.

Ragionando come al n. 11 si vede che l'esistenza di due generatrici di
regresso esige che fra 1 Jacobiani delle due involuziont si abbia

Wy Vg — Uy Uy == ("’1 0, — o, e,) Ls

ove y indica una forma quadratica di @, g Questa, uguagliata a zero, da
quei due punti doppi dell’involuzione (3) della G, che sarebbero immagini
dei punti cuspidali di d’ non assorbiti dalle intersezioni con le due genera-
trici di regresso. Ora noi vogliamo avere una generatrice parabolica di se-
condo ordine: bisogna dunque che quei due punti cuspidali coincidano, ossia
che y sia il quadrato di una forma lineare f(x, ¥).

Posto cid nella relazione precedente, e sostituendo nell’equazione (4) delle
immagini delle asintotiche; vediamo che essa viene a spezzarsi nelle due:

&)192—0)261=O
22?2_kf2¢2=0.

La prima rappresenta le immagini delle due generatrici cuspidali della
superficie, la seconda una coppia di rette passanti per il punto z =0, f=0.
Vediamo cosl che nel caso attuale le asintotiche si spezzano in cubiche rap-
presentate dal fascio delle rette uscenti da quel punto.

14. RiGATA DEL QUARTO ORDINE A DIRETTRICI TRIPLA E SEMPLICE, F'* (3, 1).
— Sia d la direttrice semplice, d' la direttrice tripla: d' incontra tutte le asin-
totiche in due punti, P, P’ (cuspidali per la F); d sta nei rekalivi piani
osculatori. .

Le sezioni piane, del quarto ordine, avendo un punto triplo nell’inter-
sezione con d’, non possono avere altri punti multipli. La superficie non ha,
dunque, generatrici doppie. Ha invece (n. 8) due generatrici paraboliche di
secondo ordine, uscenti da P, P’.

Dimostriamo ora che, inversamente, ogni rigata del quarto ordine a di-
retlrici tripla e semplice, dotata di due generatrici paraboliche di secondo or-
dine, ha per asintotiche infinite cubiche gobbe.

Ricorrendo, al solito, alla rappresentazione piana del n. 9, abbiamo m =3,
n=1; poniamo p. = 3:u, v sono di terzo grado inx, y; , 0, ¢ sono lineari,
} costante.
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14 Mancinelli: Sulle superficie rigate

L’ involuzione (3) del n. é, del terzo grado, ha quattro punti doppi che
coincidono a due a due, per lipotesi che la superficie abbia due generatrici
paraboliche di secondo ordine. Quindi il suo Jacobiano sara il quadrato di
una forma quadratica f(x, ¥), cioe:

Uy Uy — Uy, 0, = [~
L’equazione (4) delle immagini delle asintotiche diventa:
2" 9% (w, 0, —w, 0,) — k" fP=0.

Queste immagini (tenuto presente che ora o, 6, —w, 4, € una costante)
si spezzano in due coniche, variabili nel fascio:

rzotuyf=0.

Tali coniche passano per O, che & punto fondamentale, doppio, della
rappresentazione piana, e toccano in esso la retta ¢ =0, che & pur tangente
fissa in O alle immagini delle sezioni piane della rigata. Dunque le coniche
sono immagini di cubiche della F; queste cubiche comporranno le asinto-
tiche del secondo sistema.

15. Il Brocne, nei §§ 14-15 della Memoria citata, rileva come notevole
una superficie rigata del quarto ordine avente per asintotiche infinite cubiche
gobbe, e tale che, su ogni corda di ciascuna di queste, i due punti d’ap-
poggio separano armonicamente gli ulteriori due punti d’incontro con la
superficie. ,

Come equazione di questa superficie egli ottiene, in coordinate omogenee:

V mzs,—yst=0,' (8)

e dimostra che questa ¢ la sola rigata del quarto ordine, con una diret-
trice tripla ed una semplice, che goda della proprietd di ammettere trasfor-
mazioni omogratiche in s&, diverse dalle collineazioni biassiali aventi le due
direttrici per assi. _

Ora merita di esser notato che questa superficie & proprio la piu ge-
nerale rigata del quarto ordine avente per asinlotiche infinite cubiche gobbe.

Infatti, assunte le direttrici, tripla e semplice, rispettivamente come
rette fondamentali y=2z=0 e v =t=0, I’equazione della superficie si
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che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 15

potra scrivere:
wf(y, 2)+tg(y, 2) =0 (9)

dove f, g sono forme cubiche di y, 2.

Supponiamo poi che 1 piani & =0, ¢t =0 siano precisamente i due piani
parabolici passanti per la direttrice semplice: piani che, come sappiamo,
debbono incontrare la superficie ognuno in una generatrice parabolica di
secondo ordine, ossia da contarsi tre volte. E precisamente siano x =y =0
e 2 =1t==0 le rispettive due generatrici paraboliche. Allora f e g si ridur-
ranno, a meno di fattori costanti, a 2° ed a y°, e I'equazione (9), eventual-
mente con un cambiamento nel punto unitd, si ridurra alla (8) del BrocHe.

16. CENNI SU QUELLE, FRA LE NOSTRE SUPERFICIE, CHE STANNO IN UNA
CONGRUENZA LINEARE SPECIALE. — Queste superficie sono la F'° la F*, la F°,
che costituivano i casi 2%, 4°, 6° del n. 6.

Cio che si & detto allora, in relazione con un’asintotica T, e quello che
s’@ visto poi per le superficie di una congruenza lineare non speciale, delle
‘quali le superficie attuali possono riguardarsi come limite, conducono alle
- proposizioni seguenti, :

La rigata F° con direttrice unica avrd ancora quattro generatrici cu-
spidali (tangenti a tutte le cubiche asintotiche) e nessuna generatrice pa-
rabolica. —

La F* con una direttrice doppia, unica, ha una generatrice cuspidale
(tangente alle asintotiche) ed una generatrice parabolica ordinaria. —

La F°® con direttrice doppia unica, di CEASLES-CAYLEY, presenta, com’e
noto, sulla retta direttrice d un punto singolare P, tale che la generatrice g
variabile, passante per un punto mobile su d, viene a cadere in d quando
questo punto passa per P. Il piano gd ha per limite un piano d che incontra
la F*® in d contata tre volte. Le cubiche asintotiche passano per il punto P
ed hanno, in esso, d per tangente e & per piano osculatore.

Possiamo dimostrare, per queste cubiche asintotiche della F'°, una no-
tevole proprieta: cioé che le o' corde tirate ad esse da un punto della rigata
formano un fascio (astrazion fatta, s’intende, delle corde di quella cubica
che passa pel punto considerato).

Infatti ricordiamo anzitutto che, chiamando coniugati rispetto ad una
C? due punti situati su una corda di questa e eoniugati armonici rispetto
al punti d’appoggio, i coniugati rispetto ad una C*® dei punti di un piano
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16 Mancinelli: Sulle superficie rigate che hanno per asintotiche, ecc.

osculatore a questa, formano una rigata cubica, avente per unica direttrice
rettilinea la tangente alla C® relativa a quel piano osculatore, e per la quale
la C® & un’asintotica.

Applichiamo dunque il coniugio rispetto alle o' asintotiche di terzo
ordine della F*® data, a trasformare i punti del piano singolare § dianzi
nominato (osculatore a quelle C?). I coniugati di quei punti dovranno sempre
costituire la F* data, visto che ¢ ben determinata una F*® rigata dall’avere
una data C°® come asintotica e una tangente di questa come direttrice. Su
ogni corda di una delle oo' C* asintotiche, I'ulteriore punto d’incontro con
la F* e la traccia su § saranno coniugati armounici rispetto ai due punti
d’appoggio della corda. '

Fissato un punto B su F°*, e tirate da esso le corde alle ' asintotiche
(non passanti per R), i coniugati armonici di R rispetto alle coppie dei
punti d’appoggio staranno su 8. D’altra parte essi debbono stare anche
sulla quadrica polare di R rispetto ad F®: quadrica che contiene la retta
doppia d, e percio sega ulteriormente § in una retta. Su questa dunque
stanno quei coniugati armonici, sicché quelle corde tirate da R formano

un fascio.

Urbino, 30 maggio 1919,
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Sulla teoria generale delle trasformazioni di
Ribaucour, e sue applicazioni alla genera-
lizzazione delle trasformazioni di Darboux.

(Di PasQuaLe CArapso, a Messina.)

La presente memoria si compone essenzialmente di due parti; la prima
si riferisce alle proprietd delle trasformazioni di RiBaucour in generale, P'altra
ha per iscopo di ottenere un tipo speciale di trasformazioni di RiBAUCOUR,
che comprenda come caso particolare varie trasformazioni finora studiate,
come le trasformazioni di DArBoux e quelle di EiSENHART.

Le considerazioni con cui si ottengono tali speciali trasformazioni sono
basate principalmente sul teorema generale di permutabilita (*), per il che ho
trovato opportuno dare alla prima parte una forma piuttosto estesa, richia-
mando i teoremi gid noti per le ricerche di Biancnr e DemouLiN (**) ed ag-
giungendone dei nuovi; in guisa che la teoria rimane preparata per le ri-
cerche ulteriori, ed altresi per uao studio sulle trasformazioni delle superficie
di GurcHArRD che pubblicherd prossimamente.

Il punto da cui si parte & la considerazione di una superficie S e di due
superficie S, e S; contigue a S per trasformazioni di RiBaucour; le su-

(*) 11 primo enunciato del teorema di permutabilitd per le trasformazioni di RiBaucour
si trova in una Nota pubblicata dal Biancur nei Rendiconti dei Lincei (Aprile 1904). Recen-
temente é stato esteso dall’autore ai sistemi n#% ortogonali nella Nota: Sul feorema generale
di permutabilita per le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi no¥ ortogonali |Reale Acca-
demia dei Lincei, vol. XXVI1, serie 5%, 2° sem., fasc. 6° anno 1917], e nella Memoria: Le
trasformazioni di Ribaucour dei sistemi nvl ortogonali e il teorema generale di permutabiliia
[Annali di Matematica, T. XXVII della serie III; pag. 183 e seguenti].

(**) DEmMouLIN, Sur lu transformation de Ribau-onr [Comptes Rendus, anno 1910, vol. 150,
pag. 25 e seguenti. — Suir les systémes ef les congruences I [l. c., pag. 156 e seguenti; pa-
gina 310 e seguenti].

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIX. 3
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18 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour,

perficie § ed S, sono le due falde di un inviluppo di sfere ed in esse si ri-
guardano come corrispondenti i punti P e P, di contatto di ogni sfera con
S ed §,; similmente per S ed S,.

In questo modo ad ogni punto P di § corrispondono rispettivamente
due punti P, e P, sulle superficie S, ed S,, e rimane cosi individuato un
circolo che indichiamo econ PP, P,.

Il sistema di circoli che nasce nella maniera indicata ¢ detto con Ds-
MOULIN un sistema K, ed & chiamata congruenza K la congruenza formata
dagli assi dei circoli. :

Si possono presentare effettivamente due casi; le immagini sferiche delle
rigate della congruenza (corrispondenti alle linee di curvatura di S) formano
due sistemi distinti di linee. Questo caso, studiato dal Demouriy, ha condotto
lautore ai seguenti teoremi: '

] I. Le sviluppabili della congruenza K corrispondono alle linee di cur-
vatura di S.

II. Sopra ogni raggio della congruenza i fuochi sono le intersezioni del
raggio coi piani delle sezioni principali della superficie S nel punio corri-
spondente.

Dal modo poi di comportarsi delle equazioni di trasformazione per
quanto riguarda Pimmagine sferica, sono stato indotto a studiare la trasfor-
mazione di CoMBESCURE dei sistemi K, e sono pervenuto al seguente teorema:

III. Per ogni sistema K di circoli, esiste una trasformazione di Combe-
scure tale che i circoli del sistema trasformato sono tutli ortogonali ad wna
sfera fissa. * :

Puo accadere invece che, pur essendo ben distinte le superficie S, ed
S, , le immagini sferiche delle rigate della congruenza (corrispondenti alle
linee di curvatura di S) non formino due sistemi distinti di linee; nel quale
caso il relativo sistema K & stato da me detto singolare.

Io ho dimostrato I'esistenza dei sistemi K singolari ed ho osservato che
anche in questo caso sussiste il teorema I[I, cioe che il sistema oo’ di ecir-
coli PP, P, si pud portare per trasformazione di COMBESCURE in un sistema
di circoli P P, P, tutti ortogonali ad una sfera fissa; ma qui ha luogo la
circostanza particolare che i circoli P P, P, sono anche ortogonali ad un
piano fisso e formano quindi un sistema ciclico.

Stabilite queste proposizioni, viene dimostrato il teorema di permutabilita
che si enuncia nel seguente modo:

‘Se ad una superficie S sono contigue, per trasformazwm di Ribaucour,
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e sue applicazioni alla generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 19

due altre superficie S, ed S,, esistono o' superficie S' (deducibili per qua-
drature) tali che ogni superficie S" & contigua, per trasformazioni di Ribau-
cour, alle medesime superficie S, ed S,.

La dimostrazione di questo teorema & fatta sulla traccia di quella data
dall’autore medesimo; e sempre sulla traccia dell’autore & osservato che le
funzioni trasformatrici per le quali si passa da S, ad S’ si compongono li-
nearmente ed omogeneamente con due loro sistemi particolari di valori, per
il che & detto che le superficie S’ formano un fascio. Se allora si considera
altresi il fascio a cui appartengono §, ed S, il teorema di permutabilitd resta
cosi completato : '

" 8Si hanno due fasci di superficie tali che due superficie, prese ad arbitrio
Puna nel primo fascio, Uallra nel seeondo fascio, sono fra loro legate da una
trasformazione di Ribaucour (*).

Dopo questa proposizione, che & la pilt importante della teoria sia in
sé stessa che per le applicazioni, vengono dimostrati alcuni elegantissimi
teoremi pure dovuti al BrancHI che si riassumono nelle proposizioni seguenti :

Il punto P’ della superficie S’, che corrisponde al punto P di S, appar-
tiene al circolo P P, P,; se si considerano tutle le superficie S’, ciascuna delle
quali presa con S, S,, S; forma la quarte superficie del leorema di permu-
tabilite, le normali alle superficie S' nei punti ove incontrano uno stesso cir-
colo PP, P, si distribuiscono sulle generatrici di un iperboloide roforndo (in
particolare giacciono nel piano del circolo mantenendosi equidistanti dal-
Passe). ’

Se oltre alle superficie S” si considerano anche le superficie ¥ del fascio
a cui appartengono S, ed S,, si trova che il punto P” di ¥ appartiene pure
al circolo P P, P, e le normali alle superficie ¥ nei punti d’'incontro con lo
stesso circolo P P, P, si distribuiscono sulle generatrici dello stesso iperbo-
loide (o in particolare giacciono nel piano del circolo se ¢id avveniva alle
normali di §); se non che le normali ad §" appartengono ad uno stesso
sistema di generatrici, mentre le normali alle superficie ¥ appartengono al-
I'altro sistema di generatrici.

Io ho chiamato con DEmouLIN sistema K di prima specie un sistema K
di circoli per i quali le normali alle superficie S’, nei punti ove incontrano
uno stesso circolo, giacciono nel piano del circolo medesimo; per un tale
sistema K il DEmouLiy ha dimostrato che la relativa congruenza K & ciclica

(*) Bianchi, Le trasformazioni di Ribaucour, ecc.; 1. c., pag. 215.
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20 Calapso: Sulla teoria generale delle lrasformazioni di Ribaucour,

ed il sistema normale di circoli associato alla congruenza si ottiene assumendo,
per ogni raggio, il circolo inviluppato dalle normali ad S’ lungo il circolo
PP P,;

In particolare se le normali ad S’ sono tangenti al circolo PP, P,, il
sistema K & per seé stesso ciclico.

Io ho voluto studiare a fondo questo caso, che si presenta come la ge-
neralizzazione del sistema ciclico di GuicBARD, e sono pervenuto ai risultati
seguenti:

Se S ed S, sono le due falde di un inviluppo di Ribaucour, le langenti
isotrope nei punti corrispondenti P e P, si tagliano in due punti P, e P’,;
la retta P, P’, descrive una congruenza ciclica e i punti P, e P’, descrivono
due superficie formanti alla loro volta le due falde focali di un nuovo invi-
luppo di sfere. '

Considerando poi le quattro superficie S, S,, S,, S del teorema di per-
mutabilita nel caso che diano luogo ad un sistema K di seconda specie,
siano

P, e P’, i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S,,
Q, e @, i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S,,
M, e M’, i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed §’,
N, e N', i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed S,

e si indichino rispettivamente con
Xy Xay sy X
le sfere che danno origine agl'inviluppi
(8:87); (8:87); (S§8.); (S8

Considerando allora le coppie di punti
Pye P'y; Qe Qo M,eM'y; Nye N

si ha:

I. Le rette P, P’,, Q, @, M, My, N, N', concorrono in un punto 0
dell’asse del circolo PP, P,.

IL. Il prodotto delle distanze che il punto O ha dai punti delle varie
coppie ¢ uguale al quadrato della distanza che il punto O' ha dai vari punti
del cerchio.
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e sue applicazioni alla generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 21

ILL. T sei punti oltenuti, sopprimendo la r™* coppia, apparlengono alla
sfera Y, . )

V. Quattro punti ottenuti, prendendo ad arbitrio due punti di una
coppia e due punti di un’altra coppia, appartengono sempre ad un circolo.

Si chiude la parte generale con alcune osservazioni sul casi particolari
del teorema di permutabilita, e i principali risultati si riassumono nei se-
guenti teoremi:

Se una delle superficie S,, S, contigue ad S per trasformazioni di Ri-
baucour & deducibile da S mediante Vinversione, le superficie S’ (ciascuna delle
quali con S, S,, S, forma la quarta superficie del teorema di permutabilila)
si ottengono tulte in termini finiti.

Una trasformazione di Ribaucour é sempre decomponibile (a meno di una
inversione) nel prodotio di due trasformazioni di Ribaucour, e ¢io in infiniti
mods.

E da osservare che supponendo ad esempio S, deducibile da § mediante
I'inversione, fra le superficie 8" ne esiste una deducibile da S, pure mediante
Pinversione.

Segue che si passa da S ad S operando prima un’inversione che porta
S in 8, e poscia una trasformazione di RiBaucour che porta S, in S’; op-
pure si pud operare dapprima una trasformazione di RiBaucour che porta
S in 8, e poscia un’inversione che porta S, in S’. In questo senso le tra-
sformazioni di Ribaucour sono permutabili con le inversioni.

Infine viene considerato il teorema di permutabilitd nel caso in cui il
sistema di superficie S, S,, S, dd luogo ad un sistema K singolare; si e
detto che i circoli P P, P, sono ortogonali ad un piano fisso =; I'importanza
di questo piano per quanto riguarda il teorema di permutabilitd risulta.dal
seguente teorema: ‘

Se il sistema di superficie S, S,, S, da luogo ad un sistema K singolare,
st ottiene nel modo pin generale una superficie S’ assumendo una superficie ¥
e trasformandola mediante una simmetria rispetto al piano =.

Stabilite queste proposizioni fondamentali sulle trasformazioni di RiBau-
cour in generale, viene indi intrapreso lo studio di speciali trasformazioni,
che si presentano come una generalizzazione delle trasformazioni di DArRBOUX.

Siffatte trasformazioni operano sopra superficie appartenenti ad una
classe che ora definiremo, e sono condotte in modo che la superficie trasfor-
mata appartiene sempre alla classe. Considerando poi tre superficie S, S,, S,
appartenenti alla classe, e tali che S, ed S, siano contigue ad S per trasfor-
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22 Calapso: Sulla teoria‘generale delle trasformazioni di Ribaucour,

mazioni di RiBAUCOUR, si sa che esistono infinite superficie S’ a ciascuna
delle quali S, ed S, sono pure contigue per trasformazioni di RiBaucour;
di queste superficie S' sempre una ed una sola appartiene alla classe.

Si perviene a questi risultati con la considerazione seguente.

I coefficienti E, G dell’elemento lineare di una superficie, riferita alle
linee di curvatura, si possono sempre mettere sotto la forma

VE=¢fsenh©; \/G=e coshe. : (1)

Assumendo in particolare £ = cost. si ha la classe ben nota caratteriz-
zata dalla relazione

E— G =cost. (2)

Fra le trasformate di ComBEscure delle superficie di questa classe esiste

una superficie isoterma, i cui coefficienti dell’elemento lineare hanno le
espressioni

. \/Ezeg, J@:e@,
e si ha la relazione

cosh® - \/E, —senh ® - /G, = 1. (3)

Otteniamo una generalizzazione della classe di superficie (2) prendendo
£ funzione dei parametri # e v che individuano il punto della superticie (1),
con la sola condizione che la (1) ammetta una trasformata di CoMBESCURE
nella relazione (3).

Una tale superficie ¢ detta Superficie G, e la sua trasformata di Cowm-
BESCURE nella relazione (3) & detta Superficie I coniugata alla G.

_S1 hanno i teoremi:

Una superficie G ammelle infinite superficie I ad essa coniugale, dipen-
denti da una costante arbitraria; se P e @ descrivono due superficie coniu-
gate G ed I, tutte le superficie coniugate alla G si ottengono a meno di
omotetia come luogo di un punto che divide il segmento P@ in un rap-
porto costante arbitrariamente assegnato.

Una superficie G ammette infinite trasformate di Ribaucour che sono an-
cora superficie G. ' :

Il passaggio dalla @ ad una sua trasformata G, richiede l'integrazione
di un sistema idllimitatammente integrabile in sette funzioni incognite, omo-

geneo, risoluto rispetto alle derivate delle funzioni incognite e contenente
altresi due relazioni finite.
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e sue applicazioni alla generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 23

Il sistema contiene inoltre esplicitamente una costante arbitraria m, onde
ho chiamato D,, la trasformazione che porta @ in G,, per indicare che si
presenta come una trasformazione di Darboux generalizzata (¥).

La trasformazione di DarBoux si presenta generalizzata sotto duplice
aspetto; prima perche le superficie G comprendono le (2) come caso parti-
colare, poi perche la trasformazione introduce ogni volta cinque costanti
arbitrarie.

Sussiste infine per le superficie G il teorema di permutabilitd sotto la
forma seguente:

Se di wna superficie G si ottengono due nuove superficie G, e G, mediante
le trasformazioni D, e D, esiste una quarta superficie G’ pienamente deler-
minata e costruibile in termini finiti, che ¢ legata alla sua volia alle medesime
superficie G, e G, do due trasformazioni D, e D, colle costanti n, m invertite.

Rimane cosi esteso alle D, generalizzate il teorema di permutabilitd per
le trasformazioni delle superficie isoterme dovuto al Bianchr, e fatto cono-
scere dall’autore nella Memoria: Ricerche sulle superficie isoterme, ecc. [An-
nali di Matematica, {. XI della serie III, pag. 93 e seguenti].

Si chiude il presente lavoro osservando che dalle trasformazioni D, ge-
neralizzate si possono in particolare dedurre le trasformazioni di EiSENHART
(trasformazioni E,) per le superficie di GuicHARD, considerando una super-
ficie di GuicHARD come una superficie G che sia coniugata alla sua rappre-
sentazione sferica. ‘

In alcune ricerche che pubblicherd prossimamente sard esposto uno
studio sulle trasformazioni E, e sulla loro espressione in trasformazioni di
GuiceARD e di DARBOUX; e di tali importanti trasformazioni, dovute ad Eisen-
HART, sard anche fatta l'estensione agli spazi di curvatura costante.

(*) Vedasi DArBOUX, Sur les surfaces tsothermiques. Annales scientifiques de 1’école nor-
male supérieure, tomo XVI, troisiéme série, pag. 491 e seguenti.
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§ 1. — GENERALITA SULLA COMPOSIZIONE DELLE TRASFORMAZIONI

1. Sia una superfic

DI RIBAUCOUR.

ie S riferita alle linee di curvatura, per la quale

adoperiamo le consuete notazioni; & noto (¥) che per ottenere nel modo pit
generale una sua trasformata S, di RiBaucour, basta assumere una solu-

zione del sistema
& )\

u

\/1G 8657.,, \/]iw—{-mgo \

”

1—{——D~w 4+ m Q
VG

(1)

(*) Vedasi la mia Memoria: Inforno agl'inviluppi di sfere, sulle cui superficie focali si
corrispondono le linee di curvatwro [Annali di Matematica, tomo XXVI della serie III, pa-

gina 151 e seguenti].
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con la relazione
V4 nwt=2mo, (2)

in cui m & una costante arbitraria diversa da zero. Le coordinate del punto
che descrive la trasformata S, sono date dalle formole

1
wl=w—m—6(7\X1+MXz+WXa), (3)

e per gli elementi relativi alla superficie S, si ha

X‘}’=s’[( A —1)X+ A X, - " A w X;}
mya

Yo myo
0 " )p‘ ' P'? IJ")
Xy = [m\};aX‘_l_(mnpc 1)X +m4¢cX’] (4)
. Aw X
Xy = [o X G ) X

@ (2 @) )
e Er ) o

D", ,(D” Qw)
=8 |— — .
N

in cul ¢ ed ¢ indicano 'unitd, positiva o negativa, in guisa che le espres-
sioni (5) di VE, e @, risultano positive.
Da queste si ha altresi

-
=

€

JG 90 ¢<§)" )
1 aJG,;E,e,,(1 oG m)_ \
L /

;/—E o Ya

1 oVE, ,s,,(l IVE

(7)

E utile osservare fin da ora che le funzioni trasformatrici relative al

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIX. 4
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passaggio inverso da S, ad S sono

. A v P () | | , , Q
— & ’ g _V_ —_ 3 ’ . € <P ) . N
$a Yo R ) ¢ ba }e
e le (3) st possono anche scrivere
@, = Ve XO 4w XO). (8)

ma

2. Assumiamo due trasformate di RiBaucour S, ed S, della superficie
data S, e indichiamo con

Ay My, Wy, ‘pn Gy Yy Qy, ’ (9)

le funzioni trasformatrici relative al passaggio da S ad S,, e con
Aay oy Moy, Yoy Gy 9o, O, (10)

le funzioni trasformatrici relative al passaggio da S ad §,.

Noi supponiamo che, le (9) soddisfino al sistema (1), (2); e le (10) sod-
disfino al sistema analogo ove alla costante sia attribuito un valore » di-
verso da m; inoltre le differenze

Py Wy — Uy W, W Ay — 0, A, o, — by, (11)

le supporremo espressamente diverse da zero.

Per ogni punto P della superficie S si hanno in corrispondenza due
punti P, e P, appartenenti rispettivamente alle superficie S, ed S,; i punti
P, P,, P, non sono in linea retta e individuano percido un cerchio. Si ge-
nera cosi un sistema oo’ di cerchi che chiameremo con DemouLIN un si-
stema K; chiameremo altresi congruenza K la congruenza formata dagli assi
dei circoli.

Per richiamare le proprieta generali dei sistemi K, conviene introdurre
1 punti in cui il raggio incontra i piani principali di §; indicando con
Pintersezione col piano normale passante per la tangente alla linea v e con
Q" l'intersezione col piano normale passante per la tangente alla linea u,
avremo per le coordinate di ¢

o 4’1 W, — Yz ”Jl 4‘1 Yoo — 4’2 Yy
¢ =u— X, X 12
oy Wy — g Wy +f’-1w2‘ P 0, . ( )
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e per le coordinate di Q"

" — - 4’1“2 ¢, 10, X Bih =7, X.: (13)

p— Pa
WA — Wy A, W Ay —w,

e
»
h

inoltre le coordinate (omogenece) della direzione del raggio della congruenza
S0N0

XZ(lez—{"szXl+(W17\2_w27\1) +()‘1\2_)‘2!"1)Xs;
Y= (p, wy—y, “’1) Y, + (w2, — w0, WY, 4+ e — ) Y, (14)
V4 = (P-l Wy — Pg 401) Z, 4 (ml Ty — W, )‘1) Z, + ()‘1 P — g }’-1) Zs,

Pet lo sviluppo della presente Memoria & utile preparare le derivate
delle espressioni p,w, —p, w,, W, A, — w,%,...; esse si ottengono facil-
mente osservando le equazioni (1), (2) per %,, ¢, ®,..., e le analoghe per

)\’2, Pg, 7’02,...
Si ha:

1 oJE

= — AU 'y A
(g Wy — g W) \/_(7\1‘ 2 Uy) — \/G T (10, 2y — 1, X))

9
ou
é 1 8/G

%(g,wg—hwl)—\/ﬁ ‘9\/ (0,7, —w, N )+ m Q, w, — n Q0w
é

8

J

—

1 4VE
EPY) (wl Ay — W, )‘l):ﬁ ‘_‘;/5’({’1 Wy — g 10,) — M 9, Wy + 1 Py W,

[ a\/G

\ D"
P (W, Xy — W, %)) = \—/@: O T JE v (py Wy — py W)

é D
ou Appg — Ay py) = -— \Tﬁ ({1 Wy — Py W,) M @y ey — N Oy 11y (15)

e T ——— " Sttt et e . _

%(X‘*"?_l? f"')=—\%(wlh—wzm—mOfM»JrnOm
pu =) =— = B — e +

- (o — ) ﬁ: b, —mbyo,
5. (2p ) = \/111 aa\/:(‘l{L2—&.})2P.l)—(7\l!.1.2—).2‘1}.,)\/@
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o) = S G =)+ G gV

%('&15"2“‘#2{"1)‘”’: \/;;; al;/u— 4’1 2 4)2)\)+

+ (b wy — iy W \/A-'f—% ‘1'1 —m Yy Q, (15)

('9% (4’1 U, ""q/'z %)1} = \/E(Wx l2 _ U, )‘1) - ;/PE_ (4’1 7‘2 —'% 7‘1)

= D’
o (‘Px “’2 b w) =G (g Wy — py0,) — 5 (1 oo — 4o p20).
VG

Tenendo presente queste formole facilmente si deducono le derivate
delle funzioni &, ', {, X, Y, Z sotto la forma

08 .1 — D
:9——“— (fJ‘ Wy — Py ’IU,)E [\/E(M; Wy — Py W1) — \/—_@/1 {q *‘4‘2 H‘) —
1 oVE
\/G a\/,v ("Pl Wy, — ('pa W;)]X
) (16)
8y  byw,— o, [1 8VG
G e g e X 02w X,
—(m Q py —nQyp.,) X3J
83X :
W:—‘(m @, Wy — N P, W,) X2+(4ia Py ey — 1 75 Poy) Xy
EDS ' (17)
av =(MmQw,—nQ,w)X, —(mQ  —ni)X,

3. Premesse queste formole fondamentali passiamo anzitutto alla ri-
cerca delle sviluppabili della congruenza K ; la loro equazione differenziale &

88 90X 8t 84X

Tu du 7w v

on 8Y .. |8 8Y : \
¢ 8z or 8z

S du 2 7u 30 Z
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908 34X 0% 4X \
G0 ou X Go ov

an 8Y ' an Y . (
or oz oy 67 \
70 ou Z 70 a0 2 J

Tenendo conto delle espressioni (14), (16), 17) si riconosce subito che

& 84X

a0 ou X )

47 Y ' .

dv du Y |=mn{ w,—w) (9, Q% —9,Q); (19)
ol 907 \

ov du 4 /

in quanto agli altri determinanti della (18) sono nulli; quindi se I'espressione
9,2, — 9,0, & diversa da zero si ha il teorema:

Le sviluppabili della congruenza K corrispondono alle linee di curvatura
della superficie S.

Possiamo formare facilmente 'equazione di LapLack a cui soddisfano le
funzioni X, Y, Z.

A tale scopo osserviamo I’identitd

0 — (m Py Wy — NPy w,) M Py — NPy Py
mQ, W, —n Q, w, 0 —(ma, X —n)) |= (20)
Y1 Wy — g W, W, Xy — Wy Xy A — A py

=mn (P, R — 9 Q) (f Wy — py w,) (W, 2y — Wy N,) 5

rimanendo nell’ipotesi che ¢, @, — ¢, @, & diverso da zero, vediamo che

dalle (17) e (14) possiamo esprimere X,, X,, X, mediante X, 0 X aX- Ot-

du’ dv
teniamo cosi
X, — mQ A, —nQ, 6—X__ \
l—m‘n(?lﬂﬁ—q)ﬁnl) ((’-xwx—f’vg’l’vl) ou
_ mq’l)‘_ﬂ_n‘?z)‘x 8_X ‘ 921
mn (9, Q — 92 Q) (W, X — W, },) ¢9’U+ (21)
4+ (mqhwg——nq)gml)(m(),lz——ngz)\,) X

MR (P Qp — P2 Q) (0 We — Pg W) (W, X, — W X)) 7
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mQ, g —nQ, g_
1 (P Q — 92 Q) (1, W2 — P, 0,) S
_ M Dy Yoo — W Py [y ag
M (g, B — 9,Q,) (W, 7, — 1w, ) v

X, =

+

(M, w, —nQw,) (Mo, vy, — 0o, p,)
M (§ Q — Q5 Q) (P Wy — v, W) (W17, — W, )
mQ, w, —nQ, w, X
T mn (91 Qg — 9, Q,) (v, Wy — py W) du

?

+

. MY, W, — NP, W, g
mn (cPl Q; — 9, Q) (0, %, — W, )\1) ov

—+

(mQ, wy, —nQ,w,) (Mo, w, —no,w,)
mn ((Pn Qy — @2 Q,) (.Ul Wy — 1y M)]) (W1 Xy — WZ)\I)

-+ X.

Osserviamo ancora le relazioni

881) (mo, w, —no,w)= \/1G aﬁ\/f“ (m 0, w, —n 0, W) =
— \/? (M 9y prg — M@y 11),
% (3, 0y — 19y u0) = 7% %E(m Qi py — 0Dy p) —
\/iE NG (m g% —n 9, 2,) +

\/-— (m PLW, — N @y w1)+’mn(({)1 Q, — 9, Q)),

8 1 8JG

—(mQ,w,—nQ,w)=

(m 9, w, — 9, w,) —

ou VE i
D
——J}E_—(mﬁllz—nﬂgll),
d - 1 G
ﬁ<m01)\2—n027\’)=ﬁ \/ m‘?l)‘z'—n%?\l)—

1 9JE |
——\/—a_ (;/U (mQpy —nQ,p)+

D N
+\7§(/m’ Qyw, —nQ wl)__m’n(?l 02—_?291-);
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in forza di queste si calcola dalle (17) la derivata seconda mista della fun-
zione X sotto la forma

X 1 a\/_
m—(m%wz %(Pzw)\/— (9” 1
1 oVE

— (mQ, W, —nQ, w, \/E 5w X, +
(23)

1 aJE
+[(m91.ve—n9 ¢G 20

_(m?l)‘a—”%)"l)\/iE a_\/_+m’"((?19 — P l)]X3

Se ora sostituiamo in questa per X,, X,, X, i valori dati dalle (21), ot-
teniamo con facile calcolo 'equazione

’X J X
&u&'v—%lo (s 102 — pa01) - &u+
. (24)
+—alog(1v Ay — W 7\)-%4—(1)4\'
au 1 2 2 ™M (9/0 ’
in cui abbiamo posto
‘1)—'1' oG mo, w, — “no.w, 1 OVE mQ, w,—nQ, L
VE du pw—paw, G 00w —m, ) (@)

n (mo, wy, —no,w) (mQ w, —nQ,n,)
(o Wy — pg W) (W, Xy — W, \))

4. Passiamo ora alla ricerca dei fuochi. Dalla prima delle (16) segue
subito che un fuoco & il punto Q'; per avere l'altro fuoco osserviamo che
“un punto qualunque del raggio della congruenza ha le coordinate della forma

E=F X, w=n"+pY, "=U4pZ; (26)

se esso € il fuoco richiesto facendo variare v solamente descrive una curva
tangente alla retta; percio si dovrd avere

ot o 0X Y
You Yoo T (Yafv Xav) o 7
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ed essendo
8z on' b, wy, —
Y Xy L e O MR 2 )

(28)
+ (M Q, gy —nQyp,) Zy+ (m Q, w, — 0 Q, w,) ZB] , ’

YW—XW=(1vl)‘2—w2)‘l)[(/’nnl)\2—_n02)‘l)zl+ )
(29)
—i—(mQ,y.2—nnzy.l)Z,—}—(lewg—nﬂgw,)ZS], 5

risulta per p il valore

"1’"1 Wy, — 4’2 W,

= - —; 30
P (2, Wy — 1y W) (W, 75 — Wy 7,) ( )
ed in conseguenza si hanno le coordinate del fuoco sotto la forma
Em_m_*_Ma—\PawnX _ ‘I’l )\2 "_4’2 )\1 X (31)
- 1 3

Wy hg — W,y 7, W, Ay, — W,y N,

come per altro era chiaro geometricamente.
Confrontando questo risultato con la (13) risulta subito il teorema:
Sopra ogni raggio (u, v) della congruenza K ¢ fuochi sono le intersezioni
del raggio coi piani delle sezioni principali della superficie S, nel punto (u, v).

5. Per completare queste generalitd operiamo una trasformazione di
ComBESCURE, trasformando la superficie § in una superficie S, data dalle
formole

E:(ll_")\z) X1+(P': +:J-2) Xz + (wl"i_wz) X3~ (3Q)

Si ha:
o dx
g = Mo ne) X5 =m0, +n0,) X,; (33)

e per dedurre una trasformata S, di S possiamo mantenere le stesse
funzioni

LY By W, @4, 917‘
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ed assumere due nuove funzioni ¢, , o, dalle formole
oY, oY,
%:(mcplﬂ—n%)ll; i%z(mm—}—n(l?)y.l;

34
e e S H ) (34)

2m g,

G =

Poiché nelle (&) intervengono soltanto le funzioni A, g, w si conclude

;Y

che la superficie S, & una trasformata di ComBEscure di §,.
Similmente per dedurre da S una seconda trasformata di RiBaucour S,
possiamo mantenere le funzioni

A, Pas Wy @55 Ly,
ed assumere

% 1, 0
8:;2:(”2?1‘[‘”?2))2; &:2:(4”91_*‘”02)\"2;

(35)
o= Nt mtm,

G, 9n @ ’

e questa superficie S, & una trasformata di Compescure di S,.

Possiamo allora considerare per ogni punto P della superficie S, 1 punti
P, e P, rispettivamente corrispondenti di S, ed S,; ed in conseguenza il
circolo P P, P, che giace in un piano parallelo al piano del circolo PP, P,.

Il sistema oo di circoli P P, P, si dird derivato dal -sistema di circoli
P P, P, per trasformazione di COMBESCURE.

Se consideriamo |’espressione

(O +2)" + (o + o)’ - (W, )" —2 El — 2y,

facilmente vediamo, che per le equazioni del sistema fondamentale e per le
(34) e (3D), le derivate sono nulle e percid essa & una costante; anzi pos-
siamo ritenere tale costante positiva e diversa da zero, disponendo nelle

(34) e (35) di una costante additiva; dunque scriveremo
O =2 4 (g )+ (0, 1, =2+ +¢) (c=cost). (36)

Cid premesso consideriamo uno dei punti in cui il circolo PP, P, & in-
contrato colla sfera
@i+ ys+2a=2c;

[1]
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34" Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour,

detto P, questo punto, scriviamo le sue coordinate sotto la forma

w0, =% — MX, —NX,— HX,; (37)

si dovrd avere

M p N H M (A 2) — 2 N (i ) — 2 H (w0, - ,) -

+Q¢1+9¢2:O7
- v, — O, o . 38
M- N* 4 H* — @Nw_“u+@ ¢=0, (38)
PrWy — P 1, [ Wy — phy W,

M ({"1 Wy — Ly 7’01) -+ N(wl Ay — w0, 7‘1) -+ H()\x P — Xy {"1) = 0,

donde seguono facilmente le relazioni

()\‘ + 2 _J‘I) M+ (f"t U, — ]\') (N _1172 q’a 0, ) 4

oy Wy — Uy W

N e ) _

+ (w4, — 1) (H+u., Wy — g W, 0, (39)

(X — M) (o —py w,) -+ (g +pg — N) (0, Xy — 90, X)) +
1 (0, 0, — H) (0 g — Dy ) = O.

La loro interpretazione ¢ facile; esse esprimono che il circolo P P, P,

taglia ortogonalmente la sfera nel punto P,; dunque:
Per ogni sistema K di circoli esiste una trasformazione di COMBESCURE
tale che i circoli del sistema trasformato sono tutli ortogonali ad une sfera

fissa.

§ 2. — I sisTEMI K SINGOLARI.

6. Ora vogliamo esaminare il caso finora escluso In cul si annulla
Iespressione ¢, 0, — ¢, @,, per decidere anzitutto tra i risultati precedenti
quali continuano a sussistere, e per rilevare inoltre le proprietd speciali a
cul la nuova ipotesi da luogo.
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Avepdosi in generale

X 90X

du v X

Q (9_Y Y =mn('\?1 Qz—(?zal) (20w, —pywy) (0,0 — 10, X))
du dv :

807Z 07

su dv 7

nell’ipotesi attuale il determinante & nullo, e quindi I’immagine sferica della
congruenza non da luogo a due sistemj distinti di linee u, v.

In tali condizioni il sistema K si dird singolare.

Occorre anzitutto dimostrare l’esistenza di sistemi K singolari. A tale
scopo supponiamo di partire da una soluzione

Ay By Wi $n, 0, 9r,
del sistema fondamentale; indi poniamo
P2 =F Py 92=an-

Si determina p dalle condizioni

~

09, 1 oVE, 89, 1 6VG
dv /g dv PV’ du |JE Ou Pe

e si trova p = cost; sicché avendo messo in vista nel sistema differenziale
fondamentale una costante arbitraria », possiamo ritenere

Qe = Py, Q,=Q,. (4‘0)
Posto allora nel sistema differenziale per le incognite
Yoy tay Wy Yoy Gy py O

al posto di ¢, ed Q, rispettivamente ¢, ed ©,, rimane un sistema nelle sole
incognite
)‘27 froy Mo, "]’2: G

che & illimitatamente integrabile; basta allora assumere i valori iniziali in
guisa che (per assegnati valori delle variabili) le differenze

Vg Wo ~— U 10, W, kg — M0y A, 4’1 1w, — ‘.L2 w,, (4‘1)

siano diverse da zero.
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Abbiamo visto che per un sistema K singolare 1’immagine sferica della
congruenza degli assi non da luogo a sistemi distinti di linee; ma sussistono
integralmente le formole generali del n. 2, e permane la proprieta che i cir-

coli PP, P, si possono portare per trasformazione di CoMBESCURE ad essere
ortogonali ad una sfera fissa.

7. Ma qui ha luogo una circostanza particolare; invero se a, b, ¢, h
sono costanti arbitrarie possiamo ritenere
ni, —mdr, =X, +bY, +cZ,
Ry — M, =dX,—}—b Y, +cZ,,
nw,—mw,=aX,+bY,+c¢7,,
ny, —my, =aax +by +cz+h,
e si deduce

a=mr —mr\) X, +(ny,—my,) X, + (nw, —mw,)X,,
b=mr—m1)Y, +(ny,—m y.-g) Y, + (nw, —mw,) Y,,
c=mA\ —mN)Z, + (np, —my,) Z, + (nw, — mw,) Z,*

Ed allora se teniamo presenti le (12) e (14) troviamo le relazioni
ai +bn 4+l +h=0,
aX+bY+eZ=0,

le quali esprimono che l'asse del circolo si muove nel piano tisso
ax+by+cz+h=0;

dunque: i circoli di un sistema K singolare sono tulli ortogonali ad un piano
fisso.

§ 3. — IL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

Le formole precedenti permettono di dimostrare speditamente un teo-
rema molto importante del Biancui, il teorema generale di permulabilita,
che si enuncia nel modo seguente : : .

Se ad una superficie S sono contigue, per trasformazioni di RiBAUCOUR,
due altre superficie S, ed S,, esistono oo' superficie S’ (deducibili per qua-
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drature) tali che ogni superficie S’ & conligua, per trasformazioni di RIiBAU-
GOUR, alle medesime superficie S, ed \S,.

La dimostrazione che noi qui riportiamo & sulla traccia di quella data
dall’autore medesimo.

Manteniamo tutte le notazioni dei precedenti paragrafi relativi al pas-
saggio dalla superficie S alle superficie S, ed S,, e cominciamo con dimo-
strare che si possono determinare con quadrature infinite superficie S’, de-
rivate per trasformazione di RiBaucour da S, con funzioni trasformatrici

della forma

Esprimendo che

: 4
— W, =%+ (n—m)d,, \
A ( )
C 4
— "y, =$—a—pl+(1t—wz)y.2,
1 1 (4%)
—¢'e 1vl=ﬁwl+(n——m)w2,
, A
q;,——%alq;l—l—(n—m)%. }
sono soddisfatte le relazioni
Ny _ (_1ﬁ WG e\,
dv \/_'— ou '3 G:/”L“
aeu:a,e”(i_a_@_w,).A,H
ou VG dv ¢, a,
¢9m1__L~s,,(l_)_+qo,w,)A,“
du VE . G, (43)
o', A DT w)
ECE E(\/T:_*_"Pl"x)y”
(94‘,' o 1 & ’
Ta e B-vE)
‘94/1 A S)l ~ ’ )
o _s(cl—\/G)y_l,
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si ottengono per la funzione incognita A le sole equazioni

A

8—u=—(n_mnch”

d4 ()
‘—9—v=—(n—m)y.2(2,,

nelle quali le condizioni d’integrabilitd sono soddisfatte.

Si deduce per quadrature una funzione 4, e poiché le (43) sono suffi-
cienti possiamo affermare che le formole

2,

m/:xl_ 79 1 72 1 .72
Vi

(V' X0 4’y X9 40", X)), (45)
danno una superficie S’, derivata da S, per trasformazione di RiBavcour.
Similmente ponendo

’ ’ 'B
—5112=¢ - A+ (e —mn) A,
2 72

" ’ B
— £ p.,_‘r%y2+(m—n)y.l,

B (46)
— " w, = .o W, + (m— n) w,,
2 V2
, B
g[;?.:% 62'{42 + (m—n)d,,

in cul la funzione B & dedotta dalle equazioni

B

é)—u=——(m—n)“hlq>2

2B (47

50 =—(m—n)p, Q,,

si deduce una trasformata di RiBaucour della superficie S, mediante le
formole

29,
” — o 7\! (t_)) _JI Sg) ’(2) . 8
Y= e O X L X ) )
[ tutto si riduce a dimostrare che per una conveniente scelta della

costante d’integrazione nelle (47) le due superficie (45) e (48) coincidono.
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Per la dimostrazione osserviamo anzitutto che l'espressione
mA—nB—(m—n) A+ p, v, +w, w,)

ha nulle le derivate rispetto ad u e v; essa & percid una costante, e si pud
disporre nelle (47) della costante d’integrazione in guisa da aversi

mA——nB=(m——n)( 1)\2+IJ-1!12+1771702)- (4'9)

Cid premesso trasformiamo le (4b) sostituendo per a,, X1, X{, X le
loro espressioni (3) e (4); si ottengono equazioni della forma

o =w—MX,—NX,— HX,, (50)

ove si & posto:

_ 2¢, RN
l‘[_m 71 +)\’¥ + ¢ 4w [(m ‘-Px Gy 1) S
~’15’-1 "
mqﬁ)l l+m4‘1 ssw]

4 2 ¢ )‘11 rar”
N = y[‘l—, Z:Pi [ Y Ell—l—

_'_

mo, A4 pSHwmy, e, }
: (1)
.U ” y‘l /n;l r ‘.
-+ LU 1)5 !y e’ w
my, g, { +m b, o, ik
’ -~
. /.
=" + =5 Qi‘ - ORI PR
mo, NP4 w4l {my, 5,

+m"!’1 N “ +(m%61_1):€ w‘], )

inoltre se sostituiamo in queste per ¥,, p',, #',, ¢/, i valori dati dalle (42),
.® . .
ed osserviamo le relazioni

N4ui+n?=2mi, 0, _
. (52)
Ntprt+wi=2ny,0,,
insieme alla (49) ed all’altra che se ne deduce
- r w 2n4B o 2y .
W w4 = T +2n(n—m)d;0,, (53)
1%
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otteniamo infine per M, N, I le espressioni seguenti

="_"mf‘mhq’r[A‘i‘(”’—"h)“pzcl]—nk4’2 [B_(n— 7")"}‘1 dz]

M mn A B+ (m—m)d, 6 ¢,o0,
N r—m mp, ¢, [4+ (n—m) §y6,] — nzp., 4 [B—(n — ), a,] (5%)
mn AB~+(n—m)" ¢,0, ¢,0,
H— n—m mw,y, 4+ (n —m)dy0,) —nw, b, [B—(n-—m){,o,]
S omn A B+ (n—m)* §, 0, 9,0,

Se ora si opera in modo analogo sulle (48), si perviene a relazioni della
forma
' =0x—MX —NX,—HX,
in cui M, N, H hanno i medesimi valori (54), il che per altro & evidente a
priori essendo le (54) simmetriche nei due sistemi di quantita

Ay e, Wy, 9y, Sy, m), O\z, Yoy sy, "pia g,, “)a

onde risulta che le superficie (45) e (48) coincidono.

Dall’analisi precedente si vede dunque che esistono infinite superficie S’
date dalle (50), dipendenti da una costante arbitraria [la costante d’integra-
zione delle (44)], tali che le due superficie S, ed S, sono deducibili da una
qualunque di esse con trasformazioni di Risaucour. E cosi dimostrato il
teorema.

9. Prima di procedere ad altre ricerche vogliamo formare gli elementi
relativi alla superficie S’.

A tale scopo conviene completare il sistema (42) delle funzioni trasfor-
matriei. :
Esprimendo che sono soddisfatte le relazioni

oN (1 9JE cpm). AD [ ew) .,
du “(\/E ao gt (ﬁﬂ,c‘)’”‘*”f“
du’ , ( 1 oyG @ 11) D0 w
e f 1 = . A e | U TN el : ‘)w' n Q'
dv VE du b5 (\/G—}—qﬁa, a ’
si ottengono per ¢’, e @, le espressioni
. B )
E‘Plzﬁ%_(”_m)%a
(55)
” 4 B
e, = I, Q, — (n—m) Q;
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ed infine dalla relazione

ry ” re [
) |+\’"1+701_an1 1

sl ottiene
f—ﬁlj —+ (n —m)* {, g,
Y| 4y -
9  — A . (Ob)
k'{—a "lll + (n - /’n) ".!’2
1 1

Ci0 premesso sappiamo dalle formole generali delle trasformazioni di
RiBaucour che i coefficienti E', G’ dell’elemento lineare della superficie tras-
formata S’ si esprimono mediante quelli della superficie primitiva S, colle
formole '

B =¢ B VB v G = e VG

1 1

ove al solito »" ed +” rappresentano 'unitd positiva o negativa; sostituendo
in queste per ¢',, ©',, o, i valori dati dalle precedenti e per VK, e JG, i
valori dati dalle (5), atteniamo

o VE = VE+
— 9§, | A+ (n—m),0,] +¢, 4, [B—(n—m){, 5]
_.‘— v _'m) AB—+ (n—m)* Y, 5.9, ’
T Ja+ (7)
2" J@=\G+
+(n—m) =0, [A+-(r—m) 6, 4+-2,¢,[B—(n—m)¢,5,]

AB+(n—m) Y, 0, ,a, !

Similmente pei coefficienti della seconda forma di S’, si ha:

. A ” D; TR A
W =8 —+ & g e —
VE  JE, 50 Y
, D" ,Q L
M /”:bi_wl-_}_a '_IISIE' ",I’
VG \/(Tl ‘1 Y1
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e per conseguenza

, A D
0 \/F—\/b_‘_]l—
o _?z[Awl_F(n’_m)wzq‘lGl]—q)l[sz—(n—m)wl‘;baaz]
+ (e—m) AB+ (n—m) ¢, 0, ’
. (58)
N
N \/_@—\/E—I—
Q,[Aw, 4 (n—m)w,d,5,] —Q,[Bw,—(n—m)w, },0,]

4 (n—m) - 4B +(n—m) b0, $ao,

Possiamo anche ottenere i coseni direttori del triedro principale di §’

nel seguente modo.
Sappiamo che i coseni del triedro principale di 8’ si deducono da quelli

del triedro principale di S, mediante le formole

g W2 N N
X, =1 — w 1,V1 X0 —L X \
A [(n"l’ﬁh 1)Xl+nq’l°'l * +nd"1’1 ]
' )‘ }/1 W P"i ) m V é
o= Sl xe - (e 59)
, g w, .. o'y w"? ) \
X' — Lo Txo 1 X("
3 7]/1 [ q/lclkl +(’n4/161 2 _i_(n\!l‘ /

e sostituendo in queste per X, X{, X® le loro espressioni mediante X,,
X,, X, ed osservando le (42) si ottengono relazioni del tipo
.“'X’1=ax X1 +b1 X2+cl -X37
2 X, =a,X,+b, X,+c¢ X,, (60)
A Xy =a, X, +b,X;, +¢, X

in cui
a, =1+
n—m —mh[A)+m—m)l{ o ]4n) [Brh—(n—m)} {0 ]
mn AB—+(n—m) ¢, 6, ¢,0, (61)
b, = .
:11,_—42.—1;@[/.2[47\,—}—‘(1@.—-”@) Yool +np, [Bh,—(m—m) %, 521,

mn A B+ (n—m)’ Y, 0, {,0,
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c, =

_n—m —mw, (4} + (n—m)7 ¢, 5] +nw [Br,—(n—m)x \b,,c,] (61)

mn A B+ (n—m)' 0, ¢, q

a2'=
_n—fm'—m7\2[Ap,,+(n——m)y2¢,a,]+n7\,[By.,,—~(n——4n)y,,%cz,
T mn AB+ (n—m) §, 0,0,

b,=1-+4

_ _ _ i (62)
_|_n m —mp, [Ap, +(m—m)p, o] +nu, [Bp,—(m—m)y, 0 2]

mn AB-+(n—m)’ ¢, 0, ¢,0

Cq =

r—-—m "'mwg[A‘”'x_*‘(n—’n) e by 04| -0, [B}Lz_(n“m)Vl % Oq
mn AB—+ (n—m)' ¢, 6, 4¢,0, ’

a; =

n—m —m, [Aw,%;( —m)w, ¥, 0, }+n), [ Bw, —(n—m)w, t{ozcg]

mn AB+(n—1n Yy 0, ¢y 5,

b, =
_n—m —mp, [Aw, 4+ (n—m)w, §, 6] +np, [Bw,—(n—m)w,{,a,] (63)
T ommn AB+ (n—m), 6,0, '

¢, =1+

g, —mw,[4dw,+ (n—m)w,, 0] +-nw [Bw, —(n—m)w, , 5,
mn AB-+ (n—m) ¢, 06, 4,0,

Osserviamo infine le relazioni

_ﬂ,n,,1 OWE 1 8JE

JG&@ av \/G dv

+(n—m — ¢ [Adp 4 (n—m)ps 4, 1]+5°1[BP°_(n_m)P14’2 2]
AB(n—m)* ¢, 0,¢,0,

+
(64)
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1 V& 1 8Je
B dw i ow 2

64)-
+(n__m)—Qg[A)~1~|—(n—m)7\24116.]—}—ﬂ,[B‘Ae-—(n—m)l,%cg]. ( )

AB—+(n—m) {5, ¢, q,

§ 4 — ULTERIORI RICERCHE SUL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

10. In questo nuovo paragrafo, seguendo le ricerche del Biancar nella’
nota citata, dimostreremo alcune proprietd complementari sul teorema di
permutabilita che presentano molto interesse.
La prima circostanza che vogliamo osservare & la seguente:
Considerando la superficie S e le due superficie S; ed S, contigue ad S
per trasformazione di RiBAUCOUR, osserviamo che il sistema

ow__ D 2 ow Do
su- JE dv Ja"”
oy _ oY _ v

gu—VE™ g0 Vi

¢ soddisfatto daile funzioni .
A=K\ +K,2,, f"=1{1 vy + K, 1y

(65)
w=K w,+Kw, =K ¢+ K;{,,
essendo K, e K, costanti arbitrarie. Ponendo
2
E1=w—)\2—ﬂ2+—*_—w2- ()\Xl—’— X2+70X3) (66)

al variare del rapporto % otteniamo infinite superficie ¥, ciascuna delle
2

quali ¢ una trasformata di Risaucour di S. Per la forma lineare con cui i
parametri K, e K, entrano nelle (65) diremo con Biancrr che le superficie
formano un fascio. _ .

Dimostriamo che la superficie )} e la S” sono legate da una trasforma-
zione di RiBAUCOUR. :

Infatti troviamo la quarta superficie del teorema di permutabilita, rela-
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45

tiva alle tre superficie S, S,, ¥; bisog

oA
du

o4

dv
e possiamo porre
A'

=K 4—

na integrare il sistema

—(n—m) (K 2+ K, 7).,

(”’—m) (Klf‘?_‘_I(z r"l) Q5

—m) K, {,0,.

Calcolando ora le funzioni trasformatrici che portano da S, alla quarta
superficie del teorema di permutabilitd, troviamo

A —mn =1 [ 2
DERE

A

4‘1 Ty
4
4‘101
A’

4}—74:, +nm—m)y=K,
171

v+ (—m)p =K,

w,+(n—m)w=K,

5.,
[ 4
9, 0,
‘#AG w,—+ (n—m) w,

A - (n nz>>2],

&, —i—(n—m)J\g],

. )
e b — m)%],

[9, 0,

e si ritrovano. a meno di un fattore costante le stesse Vo, u, w, V.

Si conclude che la quarta supertic

ie del teorema di permutabilitd coin-

cide con S’, e quindi si passa da ¥ ad S’ con una trasformazione di-Ri-

BAUCOUR.

Un’altra osservazione .da fare é
funzione 4 e quindi una determinata
perficie S, si considerino le funzioni
dalla superficie S, si deduce la S’ sop

la seguente. Fissiamo dalle (44) una
superficie S’; indi partendo dalla su-
trasformatrici (42) mediante le quali
ra determinata.

Se si vuole dedurre da S, un’altra S’ si dovrd porre

— 211”_A¢+K7\ + (o —m) %,
e "1—11‘#u +(n—m),
vw w A+K
—ce"w = (:;1 w, + (n— m) w,,
$," = 4 + K% (n— m) d,,
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_____ S

con K costante arbitraria; e tenendo conto delle (42) si ottiene

V, =V, —¢K

4‘1“1
” - ’ ” (Jl
y..t_p.l slf%cl
"o ’ N wl
w|—wl—asK%Gl,
Vi =Y, 4+ K

4)1 1

ed osservando che

!
’ 11 v v ")1 Vl

5 — " —e L, L
4‘1 Gy ’ ‘\Ll.Gl ’ \bl 61’ 4/1 %y

sono le funzioni trasformatrici per il passaggio da S, ad S si vede che le
superficie S’ sono rispetto ad S, come le superficie ¥ rispetto alla S, e con-
servando la superiore denominazione costituiscono un secondo fascio.

Abbiamo cosi il teorema di BrancHi: Si hanno due fasci di superficie
tali che due superficie prese ad arbitrio U'una nel primo fascio laltra mnel
secondo fascio sono fra loro legate da una trasformazione di RIBAUCOUR.

11. Ora vogliamo ricercare il modo di comportarsi delle superficie 3

ed S’ rispetto al circolo P P, P, introdotto nel primo paragrafo.

Indichiamo con P’ il punto della superficie S’ corrispondente di P.
Dalle (12) e dalle 50 si ha:

§—a' = ﬂ[X —}—(N -u—)X +(H+ $opo — %H])Xs;

Py Wy — pg W Ly Wy — g W)

inoltre dalle espressioni (54) di M, N, H si ricava facilmente

M+ N+ H =
_n—m 2m (n—m) {2, 1—}—Qn(n—m)up2¢g62—]—%b %(mA—nB)
T o ommn AB+ (n—m){, 6,0,

H(% P“z-q’z }’-1)_1\'(‘%1@2—% wl):

Py Wq — g W, Por Wy — [y 10
o n—mmm—m) Yy, 5 n(n—m)§d 5+, x{zg(mA—nB)
- mmn AB—}—(%—’”@) 4)1 14’262
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donde risulta la relazione.

Y N2 ,A waz—q& LI).P-Q—%}M :
(E 90) +(“ y) +(t (waz—yzw)_‘_(fjlwz_y'zwl ’
inoltre vediamo subito che il determinante

)‘1 Py w,

A, Po Wy

M N H

¢ nullo; quindi il punto P’ appartiene al circolo P P, P,.
Con facili considerazioni si trova per il rapporto anarmonico dei
quattro punti del cerchio 'espressione

. n B— (n—ﬂn)Q)[c,
(P P'PP)—WA—i—(m—u) ¢, 0, (67)

donde osservando che le (44) danno la funzione 4, a meno di una costante
additiva, ed osservando la (49) si deduce il teorema:

Quattro superficie S’ tagliano il cerchio P P, P, in qualtro punti, il cui
rapporto anarmonico é costante.

12. Calcoliamo l'angolo d’inclinazione della normale alla superficie S
nel punto P, sull’asse del circolo; ponendo

92 = (f"l Wy — %’-2 "’Ul)2 -+ (wl A — ), 7‘1)2 —+ (7‘1 g — A, P-1)Q,

e tenendo presenti le espressioni (60) dei coseni direttori della normale alla
superficie S’, si ha:

p COS O =2 py — Ay py.

Similmente ponendo

ot Mi)zr“l XA}

Vg Wy — 4y 1P U W,

si calcola T'angolo della normale ad S’ con la congiungente P’ @’ mediante
la formola

cos O = $iba2 — b $a b
4 W 10, — ey W,
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Noi distingueremo due casi secondo che la qpantita A e — Ay € nulla
o diversa da zero; se & nulla tutte le normali alla superficie S” sono situate
nel piano del cerchio PP, P, ed il sistema K dicesi di prima specie; se in-
vece la quantitd A, p, —%, v, & diversa da zero il sistema K dicesi di se-
conda specie. )

Dalle relazioni precedenti risulta pertanto che in un sistema K di se-
conda specie le normali alle varie superficie S’ nei punti P’ ove incontrano
uno stesso circolo P P, P, formano angolo costante coll’asse del circolo e con
la congiungente P’ @', e si dislribuiscono percio sulle generalrici di un iper-
boloide rotondo. v

Gli angoli @ e @ sono rispettivamente uguali a quelli che la normale
alla superficie S nel punto P fa con lasse del circolo e con la congiun-
gente PQ’'; ed essendo il determinante

M Nl_(n——fm)2 g, — A Uy
a, b| mn AB-+m—m){, 0 §,a,

diverso da zero, le normali alle superficie 8 non incontrano la normale
ad § ed appartengono percid ad uno stesso sistema di generatrici.

Veniamo ora alla superficie ¥} e indichiamo con P” il punto di ¥ che
corrisponde al punto P di §; si vede al solito modo che il punto P” appar-
tiene al circolo P P, P, ed inoltre

K. ¢,

(PP, PP =— 2210

donde si deduce come prima che quattro superficie X, tagliano il cerchio P P, P,
in quattro punti, il cui rapporto anarmonico e costante.
Pei coseni direttori della normale alla superficie ¥ si hanno le formole

X? + ()\2 gw

2Aw 2uw .
+y‘2+w2

ed analoghe in Y e Z; se ne deduce che essa & inclinata dello stesso an-
golo 6 sull’asse del circolo, e dell’'angolo 6" sulla retta P” @

Quindi considerando al solito tutte le superficie ¥ che si ottengono fa-

. . K, . . .
cendo variare il rapporto — > le loro normali nei punti ove incontrano uno

K,
stesso circolo P P, P, descrivono lo stesso iperboloide rotondo precedente-
mente considerato.
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Se non che le normali alle superficie ¥ incontrano le normali ad S (nel
centro della sfera che desecrive l'inviluppo [S, ¥]) e quindi appartengono al-
laltro sistema di generatrici.

Riassumendo, le normali alle superficie 8" e ¥, nei punti ove inconlrano
uno stesso circolo P P, P, si distribuiscono sulle generatrici di uno stesso iper-
boloide rotondo ; le normali alle superficie S' appartengono ad uno stesso si-
stema di generatrici, le normali alle superficie ¥ appartengono all’ altro sistema
di generatrici.

13. Terminiamo questo paragrafo osservando le proprietd particolari
dei sistemi K di prima specie. Per un tale sistema possiamo ritenere

Te=Xi, Pa=1,, W=w,+1, {,=1¢ +c,

essendo ¢ una costante arbitraria.
Dall’equazione di LapLace (24) a cui soddisfano X, Y, Z e dalle espres-
sioni (14) delle medesime vediamo subito che, annullandosi la quantita

Ay — o Py,
la congruenza K & ciclica.
Consideriamo sulla normale alla superficie S il punto M avente le coor-
dinate ) v
Gh=w—cX,, n,=y—cY,, l,=2—0cZ;
si ha: -

08 D 0¢ [ D"
au—(\/E—FO\/—E)Xu &”“—(\/G“}‘G\/TG—)Xe

e quindi il punto M descrive un sistema di linee di curvatura. Inoltre si vede
facilmente che le tangenti alle linee di curvatura uscenti da A tagliano il
raggio della congruenza rispettivamente nei fuochi ¢’ e Q@"; dunque <l punto M
descrive un sistema di linee di curvatura armonico alla congruenza K.

Poiché la cgngruenza K si pud generare partendo da una qualunque
superficie 8" e dalle sue trasformate di RiBaucour S, ed S, possiamo enun-
ciare il risultato seguente: .

Per un sistema K di prima specie, la congruenza K formata dagli assi
dei circoli ¢ ciclica; la normale ad una qualunque superficie S' giace nel piano
del circolo, ed il punto medio B della corda che il circolo determina sulla detta
normale descrive un sistema di linee di curvatura armonico alla congruenza.
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50 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour,

La superficie descritta dal punlo M taglia ortogonalmente ¢ circoli del sistema
normale associato alla congruenza.

Per ¢ =0 la normale ad una superficie S" & tangente al circolo, ed il
punto M coincide con P’; in tal caso il sistema ciclico associato alla con-
gruenza K coincide con lo stesso sistema K, e le superficie ortogonali ai
circoli sono le stesse S’

Noi vogliamo studiare a fondo questo caso che si plesenta come la ge-
neralizzazione del sistema ciclico di GuicHARD.

A tale scopo consideriamo i punti P, e P’, in cui si tagliano le tangenti
isotrope alle superficie S ed S, ; le rispettive coordinate hanno le espressioni

€L, = — ——L X, +1X,),

i p
m/0=m—)\jiu(Xl—-’iX2),
oppure l
S TP
w'0=m,+)\jzu‘( XO— ie"XY);
donde ‘
dx, .= D
()—l—”,) &€ [/HJ.\/E%—)\_'%?;#(\/EW-{—m )]X +
= db (D D
f[—t,\\/E+l+@P(\/_w—}—mqu)]X— \/_A,,,
L om, iy (D
(A+iy) av—[——y.\/G—i— i ‘(\/—_w—t—mQ)]Xl-l-

_ D/ DU
_ gl
—|—[)\\/G Py (\/_w—( mQ)JY ’l,f\/an.
Quando il punto P descrive la superficie S il punto P, deserive una su-
perficie, di cui i coseni direttori della normale sono

= )l
= ) )
+L;z~(vgi—fﬁi)—nz(s)\/ﬁ—@@)]Xa

VE VG

dove 7 indica un fattore di proporzionalita.
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Inoltre si ha

2N+ idp )288 9;"”

x 0 L 0L,
+a (A5 =

=[2i\/E(7\ —i—zu (\/_w—l-m(z) (by\/%j)—a]Xl

[%\/G()\%—W)(z/gwﬁ—m @)—%—@y)\ D/_\fﬂ]Y

+[—°sz (i iv-)\/a\—/%—g“ ()‘+“")\/E—75] a

Formole analoghe si hanno per la superficie che descrive P’,, le quali
si deducono dalle precedenti cambiando 7 in — 4.

Cid premesso consideriamo sulla normale alla superficie, desecritta dal
punto P,, un punto arbitrario; si avra

E=w — x+ (X +iX,) 4 pr XO;

se si prende

1
P=—— ]) Dl
m (Q\/—IT] — 9 \/ﬁ)
la precedente diventa
F— o (\/(T\7:—\/E\/_)(7\X G u X, wX,) —mp(@VE— o JT)X..

Indichiamo eon C questo punto particolare; & chiaro che esso appar-
tiene anche alla normale alla superficie P',; si ha inoltre

CP,=pr
CP,=pr

e quindi risulta che i punti P, e P’, descrivono le superficie focali di un
nuovo sviluppo di sfere.

E da osservare perd che il sistema ortogonale comune alle superficie
(P,) e (P,) non corrisponde in generale alle linee di curvatura di S.
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Occorre anche notare che le gquantity v X, —2 X, soddisfano all’equa-
zione di LAPLACE '

Y __dlogyp. 4
gugo XX =g o (e X = X)
‘9;)_[“ i( N, =3 X) +¢ (e Xo =2 Xo),

in cui ¢ & una conveniente funzione; dunque:

Se S ed S, sono le due falde di un inviluppo di Ribaucour, le tangenti
isotrope nei punti corrispondenti P e P, si tagliano in due punti P, e I'y;
la retta P, P, descrive una congruenza ciclica e i punti P, e P’, descrivono
due superficie, formanti alla loro volta le due falde focali di un nuovo in-
viluppo di sfere.

Ritorniamo alle quattro superficie S, S, S,, S" del teorema di permu-
tabilitd; abbiamo in corrispondenza quattro congruenze cicliche; siano

P, e P, i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S,
Q, ¢ Q, 1 punti comuni-alle tangenti isotrope di S ed S.,
M, e M, i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed §,
N, e N’, i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed S°.

Le coordinate dei punti Py, P, @u, @, Mo, My, Ny, N’y sono rispet-
tivamente .

x— _ (X SD.AN

Al+&

x — r__—~M(X—1X),

x— l—i@ (X, +iX,),

x— l—j——M(X —iX,),

@, — )—f——(xﬂwzx‘u
2 — s (XY — i XD),
0y —- i~j_——'“2(X<>+Mw),
T ing(X” —1iX{).
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Facciamo espressamente I'ipotesi che le superficie S, S,, S,, S’ diano
luogo ad un sistema K di seconda specie e consideriamo il punto

Eo_ Yove— s, i 2 e X
A Ay —hy PIX +)‘ l’-z'—7\2f’-1X

avendosi per le (42) e (46)
_5,(4’1}' 2 %P"l)_% Po — Yo Py

G T = B )
}‘1“12‘_‘)\2'1 )\11‘/2—'2}"1

" ’ ’ (AR - N

€ (“pl)“z*—q"z)‘i)_q’l /‘2_'\;"1/\|
- 7 =7 7 — = D
Moy — W0, Aug— Ay

possiamo anche scrivere

‘le“'lz_q’zle() $ N — ‘I’?"]X(},

E=w - ~7 N

° ! )\1‘1. ——Ag{li ,l 2—)\2L:1

¢ vips 'I‘ﬂ"‘X(z) __q’ii" 1)
Go =Xy — M Ny oy + P " v )&z .

Detto O’ il punto che ha le coordinate &,, n,, {,, & facile vedere che
le quattro rette P P,, 0,Q,, MyM,, N,N', concorrono nel punto O’;

inoltre
,L‘/ — b (g — o) NS

or Ay -ty 7\1 g ~— by Uy ’
OP ¢ )\ _LPZ)\ _7'("1') 2_4'21-’-]) \/)\?+p.l
) )
M N =
OIQ :tl"l )\2 - 4/2 )\i T’/(V!‘Ug_“'lJ2 ll.l). \/)\2+y§ ,
0 Ay 42y A e — Ve
o, =t i — ) VR
0o = : . - ,
Ay b Ay g — Ry iy
o ar e C X N T =) VNl
' KAt V"x Wy P-'Q — Wyu',
O' M, = d] )\’ —_ ‘I) )" (‘Vx IS l2 - "1"/2 g 1) \/)ka""}_—f"/? 9
0 % i N =W,
o N, = Xe =¥ i — ) \//\” + ¢
’ N1 [J"z N, )\' »
O'N’ __;4/1 )\,2 — qjﬂ ro—i (\bll "’,2 — ‘V? U',l) . \/’\'§+ .“'? ’
' Ny —1i «U‘,Z Nopls — N p,

.
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e quindi _
OP,. OP,=0Q,. 0Q,=0M,. OM;=0ON,. O N,=

(4‘ Ay — Yo n)" - () P “Y2l"‘1)
('11J2_‘)‘2E’)

’

in cul il secondo membro esprime il quadrato della dlstanza che il punto
0’ ha da un punto qualunque del circolo PP, P,.

Questo risultato & suscettibile di un notevole complemento. La con-
figurazione delle quattro superficie del teorema di permutabilita proviene
da quattro inviluppi di sfere

(S:, 85 (81, 8)5 (S, 8:);5 (S, 81

in cul le relative sfere, che danno origine ai detti inviluppi, indichiamo ri-
spettivamente

213 2?7 237 24'

- Se consideriamo ad esempio il centro della sfera ¥,, esso ha le coor-
dinate

4’1 Sbl (\[Jl
x— =X — = 7 — =
w, 39 3/ 3) n]l 3a
che si possono anche scrivere
. 4/1 X(,) "Ll " Y(l) 4’1 r Z(l)_
x + e e” X{", Yo+ —ee X, 24— 4P
wl wl

le quali mostrano che questo punto ha la distanza % dai punti P, P,
1

Q, Q0 M,, M',; dunque questi sei punti appartengono alla sfera ¥,.
Potendo ottenere le quattro superficie S, §,, S,, S’ partendo da una
qualunque di esse, si riconosce facilmente che se si considerano le coppie

P,eP,; Qe @,; M,e My; N,e N,

sussiste il seguente teorema: ,
I sei punli ottenuti sopprimendo la r™* coppia appartengono alla sfera ¥,.
Come conseguenza, sopprimendo due coppie qualunque, i quattro punti
~che si ottengono appartengono sempre ad un circolo.,
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§ 5. — CASI PARTICOLARI DEL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

14. In questo paragrafo vogliamo esaminare alcuni casi di particolare
interesse, ed anzitutto il caso in cui una delle superficie contigue ad S, per
esempio S;, sia deducibile da § mediante l'inversione.

Per realizzare questo caso, basta porre

1 1
%zn’——m\/E’ Qz:n_—_;t\/a’
" .
= (@X,+y Y +22),
n
xu'>2 = n __,’n(m X, + Yy Y, +z2 Z2)7 (68)
Wy = —— (X, +y Y, +2Z,)
2_1’&—7}1, 3 y 3 8/
2, = = (N - p2 4w — 0),

e la seconda superficie focale ‘sarad data dalle formole

== ) "
n—m
Nell’attuale ipotesi il sistema (47) diventa
j—§=\/51_1; g—B;=\/—(¥.ul; (70)
e s’'integra immediatamente con la formola
B=},+K; (K = cost.) (71)
donde poi dalla (49) si ottiene 4 in termini finiti sotto la forma

mA—n{+K)y=m—n)(, 0+ p, g+ w w,). (72)

Abbiamo dunque il teorema:

Se una delle.superficie S,, S,, contigue ad S per trasformazioni di Ii-
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baucour, & deducibile da S mediante Vinversione, le superficie S’ (ciascuna
delle quali con S, S,, Sg forma la quarta superficie del teorema di permu-
tabilita) si ottengono tulle in termini finiti.

Inoltre dalle (55) si ha

(o =(0 =V ) kg
(73)
e Q= (& — \/@—) 5 _I(_ Q,,
9y Y. 5,
le quali mostrano una circostanza che sembra assai notevole; cioé se fra le
superficie S’ si considera quella che si ottiene per K =0, essa & deducibile
da S, mediante I'inversione. Segue che per passare da § ad S’ possiamo
operare dapprima un’inversione che porta S in S, e poscia una trasforma-
zione di RiBaucour che porta S, in §’; oppure possiamo dapprima operare
una trasformazione di RiBaucotr che porta Sin S, e poscia un’inversione
che porta S; in §". In questo senso possiamo dire che le trasformazioni di
Ribaucour sono permutabili con le inversions.

Per K==0 la trasformazione che porta S, in 8" non & un’inversione; ed
al teorema di permutabilitd possiamo dare una forma che presenta molto
interesse; la trasformazione di RiBaucour che porta S in S, ¢ qualunque, e
puod sostituirsi con un’inversione che porta 8 in S, seguita da due trasfor-
mazioni di RiBaucour; dunque:

Una trasformazione di Ribaucour é sempre decomponibile {a meno di una
inversione) nel prodotlo di due trasformazioni di Ribaucour, e cio in infiniti
modi.

15. Un altro caso particolare & quello in cui il sistema di superficie
S, S,, S, dia luogo ad un sistema K singolare; abbiamo osservato allora
(n.® 7) che si hanno le relazioni

ni —mr, =aX,+bY +cZ,,
nuy, —my, =aX,+b¥,4+c¢7,

(74)
nw, —mw,=aX,+bY,+c¢Z,,
ny, —my, =ax+by+cz+h,
con a, b, ¢, h costanti arbitrarie, e quindi
: P b ¢ e
nd, 6+ mib, 6, — (2, 2y = Uy P 90, 0) :g—:gﬁ— (75)
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Nel caso attuale le (44) e (47) s’integrano immediatamente e danno

AZ_(n —HL) ('-Pz 0’2_}‘1(2)’

(76)
B=mn—m) {0, +K),
essendo K, e K, costanti legate dalla relazione
‘ U e e
nK,+mK, -+ —Smn =0. (77)
Ne segue
A+ (n—m)b, 0, = (n—m) [}, (6, — 7)) — K],
B—(n—m){ 0, =(n—m)[} (s, — 6) + K], (78)
AB+(n—m) ¢,6,¢,6,=—(n—m)’ [K,$,6,+ K, $,0, + K, K,] ,
e risultano in conseguenza i valori (b4) di M, N, H sotto la forma
U _1_\{;1 $y (6, — 0y (RN, — mA)+n K, A g, +m K, A, ¢,
T mn . K {0, +K,$,9, 4+ K, K,
. _1_ $ido (3, —0) (o —mp) +n K p b +=m K, p, 4, (79
T mn K b0, + K, ¢, 0, + K K, )
—_ 1 ¢4, ¢, (6, —ay) (mw,—mw,) +n K, w, ¢, +mK, w, §,
T mn K $,0, +K,}, 0, +K, K,

Vediamo cosi che in modo analogo al numero precedente si ha il teo-
rema:

Se il sistema di superficie S, S,, S; da luogo ad un sistema K singo-
lare, le superficie S’ (ciascuna delle quali con S, S,, S, forma la quarta
superficie del teorema di permutabilita) si otlengono tuile in termini finiti.

Nell'ipotesi presente dalle (55) e (76) si ricavano le relazioni

? /__chpl. //Q' _KIQI
€9y s € 1= .
Lplsl 4’1"1

16. Consideriamo la superficie S, che & data dalle formole
¥=r—MX, —NX,— HX, (80)

ove M, N, H hanno ora i valori (79), ed operiamo una simmetria rispelto
al piano
ac+by+cz+h=0;
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otteniamo una superficie S”, le cui equazioni indichiamo con

' =x—M X, —NX,—HX,. (81)

Si ha cosi
M=M—p(aX,+bY, +cz),
N =N-—p(aX,+bY,+c¢2),
H=H—¢(X,+bY,+cZ),

ed inoltre
o(at4+b0+c¢)=2M(@X,+bY, +¢Z)+2N{aX, +bY,+¢Z)+
+2H@X;+bY,+c¢Z)—2(ax+by—+cz —+h)

Portando questo valore di p nelle precedenti, tenendo conto delle espres-
sioni (79) di M, N, H ed osservando le (74), si ha con facile calcolo

1 (K + Ko \) (K 4, + K, by) \

nK,+mK, K, §,0,+K,U 0 +K,K, /
_ 1 (K vy 4 Ko ) (Ko 4o Ko ) (89)

nK, +mK, K, {0 +K, 06, K, K, j

b

M =

’

7 1 (K w, +K, w,) (K, §, + K, §,)
T nK, +mK, K {,0,+K,{, 0, + K, K,

e poiché nella (77) le costanti @, b, ¢ possono essere qualunque, potremo
ritenere K, e K, costanti del tutto arbitrarie.

Le formole ora ottenute mostrano che la superficie " coincide con la
superficie ¥ e si ha percio il teorema: se il sistema di superficie S, S,, S,
da luogo ad un sistemma K singolare, si ottiene nel modo pin generale uno
superficie S’ assumendo wna superficie ¥, e trasformandola mediante una sim-
melria rispetio ad un convenienle piano.

Il piano rispetto al quale occorre operare la simmetria & quello a cui
si mantengono ortogonali i circoli P P, P, considerati nel paragrafo primo.
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§ VI. — Lg TRASFORMAZIONI DI DARBOUX GENERALIZZATE.

17. Vogliamo applicare i risultati precedenti ad una notevole classe
di superficie che definiamo nel modo seguente :
Esprimiamo, come & lecito in generale, i coefficienti dell’elemento lineare
di una superficie data § riferita alle linee di curvatura sotto la forma

VE = et senh ®, /G = ¢fcosho, (83)

ed imponiamo che esista una trasformata di COMBESCURE di S soddisfacente
alla relazione
cosh © - \/E, — senh © - /G, = 1. (8%)

Le coordinate «,, y,, 2, del punto di tale trasformata S, debbono sod-
disfare a relazioni della forma

dw, 0w dw, 0w -
ou—"au a0 ‘lew (85)

per la cui integrabilitd sono necessarie e sufficienti le condizioni

dh. ¢ coshe® g
%—(l—h)(ﬂ+se11h® W)’
(86)
ﬂ—(h—l) Li_l_senh@ &_9)
du du  cosh® du/’
Dovendo essere soddisfatta la (84) si dovra avere
Wl 87
" senh @ coshe (87)
donde segue facilmente
on__ et g0
du  senh’® o u
(88)
oh e ¥ & et 9o
dv  senh® cosh® dv  senh®® 9 v
Fra queste eliminando % si trova l’equazione
& 95 9% coshe 90 97 senho©go ¢ (89)

dudv Ou dv  senhe dv du " coshedu dv’
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Inversamente se questa ¢ soddisfatta si deduce per quadrature dalle (88)
la funzione R, indi si ottiene ! in termini finiti; le condizioni di integra-
bilita per le (85) sono soddisfatte e si ha una superficie S, nella relazione
richiesta, per la quale i coefficienti dell’elemento lineare sono espressi dalle
formole

VE,=h et senh ®, /G, =1let cosh . (90)

Chiamiamo per brevitd superficie G ogni superficie le cui linee di cur
vatura soddisfano alla condizione (89); chiamiamo inoltre superficie I co-
niugata alle G la trasformata di ComBEscurg della G soddisfacente la (84).

Noi vogliamo applicare alle superficie G le trasformazioni dit RiBaucour

non proprio nella forma generale, ma in guisa che la trasformata di una
superficie G sia ancora una superticie G.

A tale scopo osserviamo che in forza delle equazioni (89), insieme alle

equazioni di trasformazione (1) e (2), coesistono le altre

99 _ 6 2y _,0¢

du <9u+ ou senh@e o"_u‘g'\
o0 9% L) 2¢ —5‘95
ﬂ—gafu_{_?%_cosho + 2

ne risulta cosi il sistema illimilatamente integrabile

3 senh® ¢ 9@ D
( +a—v)*"+\/—ﬁ’”+m("

du  \cosh® dwv

Ix cosh ® 19_§+¢9£

dv \senh® du  du V' )

9 . senh® 82 00

DU Rottinating Py

ou (cosho av+ ) . )

Em cosh © §& ao) D" S

— = e Q

dv (benhﬁ) 8u+ —0—\/Gw—1—m .
(91)

ow__ D,

ou  JE

6'w__£

dv \/EP'

—8—¢=eisenh®.x

du

ﬂ:eicosh(-).y.

Jdv
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e sue applicazioni alla generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 61

%:%(qfaeESenhe) J \
Z{:%(Q—cefcoshef \
LT e E 1)
3= (ioae e 3o |
%=(§%—iﬁ)%+m)? i

g—(; gi—*—q)%%_cozgo + 4

a cul si deve sempre aggiungere la relazione
Vpitwt=2moa.

E questa la trasformazione di cui c¢i occuperemo in tutto il seguito di
questo lavoro; essa porta da una superficie data G ad una superficie S,,
per la quale i coefficienti dell’elemento lineare hanno le espressioni

VE, =¢ (—i— — ef senh G)) ,

: 99)
VG, =¢" (?— ¢! cosh G)) .

Qui importa anche studiare come si trasforma la superficie I coniugata
.. . . . .
alla G mediante la relazione (8%). Sappiamo dalla teoria generale che occorre
determinare per quadrature una funzione ¢’ dalle formole
oY
—f=hefsenh®.)\,
ou
14

(93)

p—— E 4
7 lefcosho.p,

i

ed 1 coefficienti dell’elemento lineare della superficie S¢, trasformata della I,
sono dati dalle formole

e ',
VES = —¢" (%—:—— hef senh@) ,

— Q¢
VG = — s’(‘i"—: —1lée¥ cosh G)) .

~
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62 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour,

Ora si riconosce con facile calcolo che l'integrale delle (93) & in termini
finiti

2¢=0Qsenh ® —¢cosh® + 2¢lcosh®® — 2¢ hsenh’ ® 4 cost.;

noi assumeremo la costante al secondo membro in guisa che quando la
trasformazione si riduce all’identitd la superficie S{ coincida con la I, per
il che basta porre

2y —=0senh® —ocosh® +-2ylcosh’® 2§ hsenh® e, (95)

18. La questione essenziale che dobbiamo risolvere & di stabilire sotto
quale condizione la trasformata della G & ancora una superficie G.
Dalle (92) e (94) osservando la precedente si ha

o — 3
VG VE — E, V@Y = — % ,—e— (2 senh ® — 5 cosh ©)* — )
ve L (96)
—%senh 0 gcosh 0 —eéf; \
indi
o - 2g
NG VBT — JE NG 1 B, — G, — i H,JZ - M (2senh @ —gpcosh @), (97)

ove sl & posto

M= q*senh® © + ¢* cosh® ® — 20 ¢ senh © cosh © +- 4{? ¢~% |-
+4odefsenh®—4ade¥coshe 4o,

Ora in forza delle equazioni (91) sono nulle le derivate di ¥ rispetto
ad u e v; essa & percid una costante e possiamo disporre delle condizioni
iniziali in guisa che sia nulla. Per una tale scelta dei valori iniziali la tra-
sformata della superficie G € ancora una G.

Abbiamo cosi il teorema:

Partendo da una superficie G e inltegrando il sistema completo (91) in
guisa da aversi ‘

N4 u 4wt =2%mao,
0f senh® ® 4 ¢* cosh’ ® — 2 Q ¢ senh © cosh ® + 4 {* e™*F - (98)
+4doletsenh® —4Qdefcoshe +4¢g=0,

si deducono infinite superficie G, dipendenti da cinque costanti arbitrarie.
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e sue applicazioni alla generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 63

Il passaggio dalla superficie' G ad una superficie G,, nel modo ora
detto, lo diciamo una trasformazione di Darboux generalizzata, o breve-
mente una trasformazione D, , mettendo cosl in vista la costante m che
esplicitamente comparisce nelle formole.

19. Dalle formole generali abbiamo subito le espressioni di ¢, e @,
softo la forma:

Q
esl:eE—TCOS}]®+ senh@—)—ﬁme £

L

Fisenh ®, —¢ [~ — e senh © (99)
o ?

i

” Q
eftcosh ®, =c¢ (? — ¢éf cosh @),

donde seguono facilmente le relazioni

o 5 ¥ 6'5)

— ¢ cosh @, |[¢fsenh @ — 9
G o senh g

Y v cosh®
— ¢”senh ®, |~ —e¢fcoshoe )=
¢ senh ©
;s o Q _, cosh o
=—c'¢ —senh@——q)—cosll®—9ief——-
G G ¢ senh ©)’

—¢' cosh 0, [Q—: _%_‘P & senh © +7:_ i)_*_

L)

.e

" Q)‘
—+ ¢”senh 0, -— ( i — ¢f senh @):

Jo

rALQ )
= ¢ " ef — \P (T senh’® e —%senh ® coshoe — 2 i e § cosh (-)).

¢ cosh @ @ senh © ef senh o)+
N *\s cosh®
24 et
¢”senh @, |efcosh® —
=+ : ( + s cosh G))
[N Q y Senll @
= —¢¢ ~senh®—icosh®—°2ie5 ,
o a ¢ cosh @
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64  Calapso: Sulla teoria generale delle trdasformazioni di Ribaucour,

1(#0

-+ ¢" senh O, (— 2 %

. L Q
- —¢ cosh® %(T—eicoshe))—}«
Qp
Yo

—=c'¢"ef :}b (— senh 0 cosh & — i cosh’ e — 2 -‘f— e & senh @)7
G G .
” A ” Q 2 q) ’
% (cosh ©, -+ ¢” cosh ©®) = — ¢" {— senh® ® — r senh © cosh ® —
- aq

—2 % e ¥ cosh @) ,
efi (senh ®, 4-¢' senh @) = — ¢’ (% senh ® cosh® — % cosh*® —
Lp e ¢ senh 9)

Cid premesso deriviamo la seconda e terza dalle (99); otteniamo

0 C) oo
efi senh ©, a—ii + eficoshh @, éﬂl

) §
— e [t sonno— 2 _2¥ €
ou G ¢ senh®)

2% 1o ¢
AR 4P 4 R
(G To e Senh®+!c )

G

y

¢9

*¢'¢" efisenh ®, é——}—

95 (9 coshe
e 6u(c senh @

%l (g — e¢¥senh (9)

— efcosh @) —

/

=1

Eliminando 9
Ju

e tenendo conto delle relazioni precedenti troviamo

— — —¢

a®l —5’5" 86 ’ E )\ 1
ou du

T —sens ju) (cosh @, 4-<"cosh @),  (100)
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e sue applicazioni allz generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 65

e similmente

de, 96 o 1 d¢
— E,’ L4 z all E ) O
T S (e 4 coshe v \](Senh@l -+ ¢’ senh ©); (101)
e per le derivate della funzione £, si hanno le espressioni
a5, 0% A
= —¢'s ® —_—— b B — 8
ou ¢ senh o, [seuh(—) ou T 4« (5 —¢ )] ’
a€ 1 o8
il —_ " RN 4
dwv ¢" cosh © [Losh © v gb (ef —e )]
§ VII. — [L TEOREMA DI PERMUTABILITA PER LE SUPERFICIE G.

20. Per le trasformazioni D, delle superficie G, come per le trasfor-
mazioni di RiBaucour in generale, sussiste il teorema di permutabilild 1 el
senso che se da una superlicie @ si deducono due superficie G, e G, rispet-
tivamente per trasformazioni D, e D, esistonno oo' superticie S’ tali che ogni
superficie S’ & contigua alle medesime superficie G, ed G, per trasforma-
zioni di RIBAUCOUR.

Ma qui ha luogo una interessante questione; cioé: Pud accadere che
qualcuna delle dette superficie S’ sin ancora rena superficie G ?

Per rispondere a tale domanda & utile premettere che la seconda delle
relazioni (98) si pud anche scrivere

. Q 9 (p ' ~
senh? (~)‘—}—( ) cosh’ @, OB +—e T

v g pooent

—1—4.‘&716 figenh @, — 45 Qie Ercosh(a +i=0;
U" g

si deduce che le funzioni .
I T SR S JR
Vo ¥a s L

soddisfano al sistema analogo a (91) i1 cui le superficie G e G, si scambino
tra loro; ed allora possiamo affermare a préori che sono soddisfatte le re-
lazioni seguenti:

(9(0 (951 r " (9(.)14 ’ c—)"‘p ;t a ‘
9% _ o2z a2 i
du ?&u+a (9u+ senh(—),e +(2)\+ll/ ) (104
o0 a‘l 00 29 0%, Qty s
g _l_._ " T e B2 0)
ov +E L Ecosh@,‘9 dv +y;
Annali dié Matematica, Serie II[, Tomo XXIX. 9
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66 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour,

Cid premesso, partendo da una superficie @, assumiamo due trasfor-
mate G, e @G, mediante due trasformazioni D, e D,, ed indichiamo come
al n° 2 con

)‘lf P‘l’ ?)l) qﬁ? 617 917 Ql’

le funzioni trasformatrici relative al passaggio da G a G,, e con
Npy Hay Wy Ya, Gy Pay O,

quelle relative al passaggio da G a G,; indi introduciamo per comodita di
calcolo la funzione '
H=q, 9, senh’ ® + ¢, 9, cosh’ ® —
—(Q, 9.+ Q,0,)senh®coshe + 4¢, §, 678+ (105)
+2(9: %+ 9. ¢.) e ¥senh © — 2(Q, ¢, + Q, ¢,) e7¢ cosh © (¥).

Tenendo presenti le equazioni fondamentali a cui si soddisfano le fun-
zioni trasformatrici, deduciamo con facile calcolo

gf_z——%()\l ?2+)\9?1)3

‘ (106)
J
,9—1)::—9(5,1 Q, +f"2 Ql)'

Ed allora mantenendo le notazioni del n.e 8, vediamo subito che il si-
stema (44) (47) e (49) s’integra colle funzioni

A=% 2~ prg + 0, W + %(H_I—CL
. ¢ = cost'® (107)
B:')‘n)?_i'lf-1H2+701702+%(H+0)- . /

Inoltre dalle (42) e (55) si ha

.-r - 1)\1 —
_5'((?|A1+‘Pl'1)=$ . 'n'_Q’E(H+C)+n_qn(<Px)‘n+’??)‘l)!

0y An—m
4’1 Gl %

(108)

(H+6)+(n_7”) (9112+Q2)1)7

—COV, — Q)

(*) Si pud scrivere identicamente
2
H=—9%4%,5,—2¢y,0, - [senh@ Q¥ — 2, ¥,) — cosh @ (¢, Yy — @y '1"1)] .

St
29 ¥,
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e sue applicazioni alla generalizzazione delle trasformazioni di Darboux. 67

— =g i ’;' ©) + (n—m). (91 s + 92 1),

— Q0 Q) = i;‘ z: BT (HA-0) + (e —m) (@, v, 49, v,),
B~ Fh = f, )+ (n—m) @b +ad), (1
0 — o 0 = PR () () (6 0 )

€00, —" Q9 =(n— m) (9 @2 — 9, Q).

Esprimiamo che le funzioni trasformatrici ,, p',,---, soddisfino al si-
stema fondamentale relativo alla superficie &,. Se teniamo presenti le equa-
zioni a cui soddisfano A, p,,--- € Ay, py, -+, osservando anche le (104),
si avra

0 ’ ’ PN, (e ’ NG ‘951
a—%(s qu/l_s Ql?ll)_(s ()lq’l—E Ql?l)au_‘_

2¢ - 3¢t ] @, A
_EI LAY re Yy v et (e} ' 1 1 __
Senh @le (QI‘LI € qu’l) au +(5 "l?l € Ql r‘Pl) lpl P

?1

+

—2 (5' Q, ?\/1 -+ e’ er )‘1), -
e dovendo l'espressione al secondo membro coincidere con la derivata ri-
spetto ad u della funzione (n —m) (9, Q, — 9, Q,), si trova a calcoli fatti
¢ (P Q2 — 9, Q) —senh 0. (9, Q, — ¢, Q,) (?, cosh® — ¢, senh ©— 2¢, ¢7¥) +
~+Q,(H+6)4+2(Q,$,—Q,¢,) e7¥. (Q, cosh®—7p, senh©—2¢, e7¥)+4Q,¢,6,=0.

Sostituendo in questa per H la sua espressione effettiva (105) si vede.
che affinché essa sia verificata si dovra avere

¢ =0. (109)

Alla stessa conclusione si perviene considerando la derivata rispetto a v

della espressione ¢’ Q, ¢, —e" Q' ¢;; sicché le (107) si dovranno scrivere

A=7<17\2+P-1(L2—{—1’U11’U2—}—%H,
. (110)
B=117\2+}L1}L2+1’U,1’02—-}—%H
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68 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour,

Inversamente se la condizione ¢ =0 & soddisfatta, le funzioni 1’;, p’,,..
(ove per' 4 e B si intendano le espressioni (110)) soddisfano al sistema fon-
damentale analogo a (91) relativo alla superficie G,. Ne viene che Pespres-

sione
Q% senh® ©, 4¢3 cosh®* ©, — 20, ¢’ senh ©, cosh e, + 4% e % +
+4¢, ¢, e fisenh 0, — 40 ', eficosho, +- 41, 4,
¢ una cd}stahte, e si verifica col calcolo diretto che essa costante & nulla.
Quindi la quarta superficie del teorema di permutabilitd, che si ottiene in

corrispondenza ai valori (110) di 4 e B, & ancora una superficie G-
Per completare la dimostrazione consideriamo le funzioni

ot A
Sy = g Gy, — (m—mn)7v,,
Y2
A
e’ Q/"’:-b — 0y, — (m—n) Q,,
Ve '

che insieme alle (46) danno il sistema di funzioni trasformatrici nel passaggio

da @G, alla nuova superficie S"; avendosi

92 (1. Q, — 7, Q,) — senh © (9, Q, — ¢, Q) (Q, cosh® — ¢, senh ® — 24, 67¥) +
+Q, H4+2(9,¢, — Q,4,) e ¥ (Q, cosh
+ 40, % 6, =0,

0, senh © — 2, e7¢) +

saranno soddisfatte le equazioni

0%, o, 00, = 2, 3%

=g, 2t 24 "1 &7 94
on Tt ou + 26>u_‘—senh(~)2 du .
a0, , 0%, , 00, 24, 92,
— =0, — ¥, 7 — —1 2 gh Qs .
v saw ¥ 3 cosh 0, go Lol

Si conclude che la trasformazione che porta da G, alla nuova super-
ficie & ancora una D, sicche detta G' la quarta superficie cosi determinata
sl passa da G a G’ in due differenti maniere; operando cioe:

unn trasformazione D, che porta G in G,,
ed una trasformazione D, che porta G, in G';
oppure
una trasformazione D, che porta G in G,,
ed una trasformazione D, che porta G, in G .
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Frattanto nel caso attuale il teorema di permutability prende la forma
seguente:

Se di una superficie G si' oltengono due nuove superficie G, e G, me-
diante le trasformazioni D, e D,,, esiste una quarta superficie G', pienamente
determinata e costruibile in termini finiti, che ¢ legata alla sua wvolia alle
medesime G, e G, da due trasformazioni D,, e D, colle costanti n, m invertite (*).

21. Terminiamo questo lavoro nsservando che dalle formole precedenti
si deduce un metodo di trasformazioni per le superfici di GuicHARD (super-
ficie N), pensando una superficie di GuicHARD come una superficie G co-
niugata alla sua rappresentazione sferica. ;

Per una superficie V sussiste la trasformazione esposta ai numeri (17)
e (18); se inoltre assumiamo ’ '

DI/
V&

V/Eo = == \/Go =

la (95) prende la forma

D_ — senh © £
v U \/E
e la trasformata della superficie N & ancora una N.

Si ritrova cosi la trasformazione di EiseNHART per le superficie N, fatta
conoscere dall’autore nella memoria Transformations of Surfaces of Gui-
chard and Surfaces applicable to quadrics [Annali di Matematica, T. XXII
della serie III, pag. 191 e seguenti].

Qw+Qsen11®—@cosh(-)—}—%]ne‘f(cosh(-) ):0,

Messina, 15 Dicembre 1918.

(*) Si confronti per analogia il teorema dato dal Biancui nella Memoria: Ricerche sulle
superficie isoterme, ecc., sopra citata.
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Sulle trasformazioni delle superficie
di Guichard.

(Di Pasquane Cavapso, a Messina.)

In una Memoria: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribau-
cour, ho stabilito una notevole configurazione a cui danno luogo le quattro
superficie del teorema di permutabilita, che si riassume nei seguenti risultati:

I. Se S ed S, sono le due falde di un inviluppo di Ribaucour, le tan-
genti isotrope wmei punti corrispondenti P e P, si tagliano in due punti P,
e P'y; la retta P, P’', descrive una congruenza ciclica e i puuti P, e P’, de-

scrivono due superficie formanti alla loro volla le due falde focali di un
nuovo inviluppo di sfere (*).

Se S, S,, S;, S’ sono quattro superficie del teorema di permutabilita e
tali che diano luogo ad un sistema K di seconda specie, siano:

P, e P’, i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S,
Q, e @, i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S.,
M, e M', i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed S’

N, e N', i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed S’,

e si indichino rispettivamente con

21’ 2?7 237 24

le sfere che danno origine agli inviluppi

(S:, 85 (Si, 85 (S, S5 (S, S));

(*) 1L sistema ortogonale comune alle superficie descritte dai punti P, e P’, non corri-
sponde alle linee di curvatura di S se non in casi particolari. :
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72 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

considerando le coppie di punti

P,ePy; Qe Qy; Mye My; Nye Ny;
si ha: ,

L. Le rette P, Py, Q,Q,, M, DM’,, N, N', concorrono in un punto 0
situato sul raggio della congruenza K.

L. Il prodotto delle distanze che’ il punto O’ ha dai punti di ciascuna
coppia ¢ uguale al quadrato della distanza del punto 0" da un punto qua-
lunque del cerchio K. ’ ,

IV. I sei punti ottenuli sopprimendo la r™* coppia appartengono alla
sfera Y, .

V. I quattro punti, che si otlengono prendendo ad arbitrio due punti
di una coppia e due punti di un'alira coppia, appartengono sempre ad un
circolo. ' '

In questo lavoro & fatta un’applicazione al caso particolare delle super-
ficie di GuicHARD (superficie N); per queste superficie si ha una trasforma-
zione fatta conoscere da EiSENHART In una importante Memoria (¥), la quale
¢ una particolare trasformazione di RiBavcour. Essa trasforma una super-
ficie di GuicHARD in infinite nuove superficie di GuicHARD, e si effettua me-
diante l'integrazione di un sistema completo contenente esplicitamente nelle
formole una costante arbitraria m, per il ché la trasformazione & qui indicata
con E,.

L’autore ha fatto conoscere per queste trasformazioni il leorema di per-
mutabilitd sotto la forma seguente:

Se di una superficie N si ottengono due nuove superficie N, e N, mediante
le trasformazioni E, ed E,, esiste una quarta superficie N’ pienamente de-
terminata e costruibile in termini finilti che é legata alla sua volta alle me-

desime superficie N, e N, da due lrasformazioni E, ed E,, colle costanti n, m
invertile.

Le quattro superficie N, N,, N;, N’ formano evidentemente una qua-
terna di superfigie per la quale sussistono i teoremi sopra enunciati.

. | -
Prendiamo »n = —- o ed attribuiamo alla eostante s un valore qualunque

(dlverso da — g |3 sisa che i punti @, e @, descrivono due superficie iso-

(*) Ewsennarr, Transformations of surfaces of Guichard and surfaces applicable to qua-
drics [Anuali di Matematica, Tomo XXII della serie IlI, pag. 191 e seguenti].
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terme corrispondentisi per trasformazione di DArRBoUX (Di) (*) e similmente
2
i punti M, ed M’,.

Ma si ha ancora una circostanza notevole; le normali alle superficie (Q,)
ed (M,) si tagliano in un punto equidistante da @, ed 3, e quindi le su-
perficie descritte dai punti @, ed M, si corrispondono in un nuovo inviluppo
di sfere. Similmente per ', ed M.

Questo teorema fu da me osservato nel 1917; e si presentd cosi spon-
tanea la questione di caratterizzare la trasformazione che porta da (Q,)
in (M,).

In tale occasione la detta questione fu da me proposta al mio Assi-
stente E. Raaazzr nella sua tesi di laurea, in cui con procedimento analitico
diretto ha ritrovato il teorema sotto la forma seguente:

. Due superficie N ed N,, corrispondentisi per trasformazione E,, si por-
tano per convenienti trasformazioni G (di Guichard) in due superficie iso-
terme I ed I, corrispondentisi per trasformazione di Darboux D_, .

Ritornando dunque alla configurazione delle quattro superficie N, N,
N,, N’ vediamo ora che essa da luogo a quattro superficie isoterme (Q,),
(M), (@), (M) tali che:

si passa da (Q,) ad (M) con una trasformazione D_, ,

si passa da (Q,) a (@,) con una trasformazione D ,
2

~ si passa da (M',) ad (M,) con una trasformazione D ,
. 2

" si passa da (M) a (Q,) con una trasformazione D_,;

in altri termini le quattro superficie N, N,, N., N’ danno luogo colla costru-
zione suddelta ad una quaterna di superficie isoterme del teorema di permu-
tabilita Wi Bianchi (**), ed il circolo dei quattro puniti Q,, @, M,, M, de-
scrive un nuovo sistema K di seconda specie.

Si osserva infine che il passaggio da N a N, si ottiene pure Sperando
dapprima una @ che porta la superficie IV in una superficie isoterma (9Q,),
indi una D_,, che porta (§,) in (}M,) e poi una G™' che porta (3,) in N,.

(*) Vedasi GUICHARD, Sur les surfaces isothermiques |Comptes Rendus, vol. 130, pag. 159].
(**) Bianca1, Ricerche sulle superficie isoterme e sulla deformazione delle quadriche [ Annali
di Matematica, Tomo XI della serie III, pag. 93 e seguenti].
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74 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

Se in particolare m = — - possiamo ritenere che le superficie N, ed N,

2
coincidano, e cosi pure N ed N’; in tal caso i punti @, ed M, coincidono

rispettivamente in P, e P’, e la trasformazione E (—— 9| St identifica con

quella da me osseryata nel 1905 e indicata con GG (¥
Nella presente Memoria sono altresi esposte alcune ricerche complemen-
tari sulle trasformazioni delle superficie V; in particolare & stabilita una
nuova classe di trasformazioni che si collegano colle trasformazioni E,,.
L’andamento di tali ricerche & inspirato sulle ricerche analoghe del
BiancHi nella Memoria: Complementi alle ricerche sulle superficie isoterme (**).
11 teorema fondamentale & che una coppia di superficie N, N,, legate
da una trasformazione E, , determina inirinsecamente un'altra coppia Y, _\;
corrispondentisi per trasformazione parallela di Guichard.
1l passaggio dalle superficie N, N, della“prima coppia alle corrispon-
denti ¥, ¥ della seconda si dird la trasformazione C, , associata alla E, .
Il teorema & invertibile, cioe: Da due superficie ¥, ¥ corrispondentisi per
trasformazione parallela di Guichard sono sempre deducibili, per trasforma-
zione C,', due superficie N ed N, corrispondentisi in una E,,
La trasformazione C, & suscettibile di una importante generalizzazione
che si fonda sull’osservazione seguente.
Il passaggio dalla superficie N alla trasformata N, & definito da cinque

funzioni trasformatrici
)\7 lJ" w’ LP’ g

assoggettate a soddisfare ad un sistema illimitatamente integrabile [il si-
stema (1) della presente Memoria] ed inoltre all’equazione in termini finiti

NV 4pt 4wt =2mo. (D)

Ora ge si considera un sistema di funzioni che soddisfi al sistema (1)
senza verificare la (I), ne risulta determinata intrinsecamente una superficie
di GuicHarp, la quale perd, invece che nello spazio euclideo, ha eblstenza
in uno spazio di curvatura costante.

~(* Vedasi la mia Memoria: Alcune superficie di Guichard e le relative trasformazioni
[Apnali di Matematica, Tomo XI della serie IIT, pag. 201 e seguénti; formole (76), (77), (78)].
(**) Vedasi Annali di Matematica, Tomo XII della serie III, pag. 19 e seguenti.
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Ho creduto allora opportuno di estendere agli spazi di curvatura co-
stante la teoria delle trasformazioni delle superficie di GuicHARD, preceden-
temente stabilita nel caso euclideo. Ho dimostrato cosi che esiste per le su-
perficie ¥ (di GuicHARrD) dello spazio di curvatura costante una trasformazione
analoga alla E,, che ho espresso in coordinate di WEIERSTRASS ; tale trasfor-
mazione fa passare da una superficie )} ad una superficie ¥’ formante con
la ¥ la superficie focale completa di un inviluppo di sfere.

Procedendo nello studio di tali trasformazioni nello spazio di curvatura
costante (che ho ancora chiamato trasformazioni E,), ho anche formato I'im-
magine di una E, dello spazio di curvatura costante nello spazio euclideo
e sono pervenuto al seguente teorema:

Se due superficie ¥, ¥, dello spazio di curvatura costante sono-legate da
una lrasformazione E, , le loro immagini nello spazio euclideo N ed N, sono
pure legate da una trasformazione E, (con la stessa costante m).

Anche nello spazio di curvatura costante sussiste la trasformazione C,
associata alla E,; essa conduce ad una superficie N dello spazio euclideo (¥),
ma con una opportuna generalizzazione si ottiene una superficie di GuicHARD
esistente in uno spazio di curvatura costante K, arbitrariamente assegnata.

Ho infine stabilito una trasformazione che porta una superficie ¥ di
GuicHARD dello spazio di curvatura costante in superficie isoterma dello
stesso spazio. Tale trasformazione analoga alla G (di GuicHARD) & ancora
chiamata trasformazione G (*¥).

Ho dimostrato che Uiminagine nello spazio euclideo di una trasforma-
zione G dello spazio di curvalura costante é ancora una trasformazione G, e
viceversa.

Come conseguenza rimangono estesi agli spazi di curvatura costante i
teoremi relativi alla decomposizione di una trasformazione E,, in trasforma-
zioni di GuicHARD e di DArBoUX. ‘

Infatti siano ¥, ¥ due superficie di Guicnarp dello spazio di curvatura
costante legate tra loro da una trasformazione E, , e formiamo le immagini
dello spazio euclideo che indichiamo con N, N'. Sappiamo che queste su-
perficie V ed N’ si portano per convenienti trasformazioni G in due super-
ficie isoterme I ed I, corrispondenti per trasformazione di DArRBOUX.

(*) Vedasi il teorema analogo del Biancu1 della Memoria: Complementi, ecc., sopra ci-
tata; pag. 49.

(**) La trasformazione G nello spazio euclideo fu da me studiata ampiamente nella citata
Memoria [Alcune superficie di Guichard, ecc.].
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76 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

Se ora si formano le immagini delle superficie
N, I, I') N’
nello spazio di curvatura costante otteniamo le quattro superficie
Y L, Iy, ¥,

in cui I, ed I, sono ancora isoterme e si corrispondono per inviluppo con-
forme di sfere; inoltre si & detto che I, ed I’, si deducono rispettivamente
da ¥ e ¥ per trasformazioni G. Dunque anche nello spazio di curvatura
costante due superficie ¥ e Y, corrispondentisi per trasformazione E,,, si por-
tano per convenienti trasformazioni G (di Guichard) in due superficie iso-
terme corrispondentisi per inviluppo conforme di sfere.

§ 1. — LE TRASFORMAZIONI DI KEISENHART.

1. Abbiasi una superficie N di GuicHARD, per la quale denotiamo con
x, y, 2 le coordinate del punto che descrive la superficie e con X;, Y., Z,
1 coseni direttori degli spigoli del triedro principale; inoltre manteniamo
secondo l'uso le notazioni
Vi =¢fsenh ®, G = ef cosh o,

A_ —cosh ® + Hsenh ® D—_ = senh © + H cosh o.

VE ’ Va

Per ottenere una trasformata N, di ErseNHART basta assumere una so-
luzione del sistema

b z
g—u (tgheg’+&()u+(cosh®—}—Hsenh®)w+m<p
4z 4o
ﬁ ((IOthOa +au,)
o v 0¢  O¢ 1)
T [t 11@(904—&0))\
Q—~(coth0&—£ A )/—{—(sen11®+Hcosh®)w+1;zQ
dv +¢9u .
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ow |
u= (cosh © —1— H senh 0) .
ow
— (senh ® + H cosh ©) p
ov
AN ef senh © 1
ou 1)
{
0% _ et cosh o v \
dv
ds A
Tu Y (¢ — o €¥ senh ©)
ds u '
— L () — 0 ¢ ®
20 (¢ ¢t cosh ©)
in cui ¢ ed @ hanno le espressioni
cp=senh®[aei—|—upe"5+ape5( } ' \
+ 2Je¥cosh® (H+e5 7:) )
\ (2)
g):cosh@[cef+¢e-€+q,e ¥(H o )
424 e¥senh <-)( ’;’)
e tale che si abbia _
Vgt w=2mioe. (3)
La superficie trasformata N, & data dalle equazioni
X, =X — 1 — A X, +p X, +wX,), (%)

ma

e gli elementi NV, della nuova superficie di GuicHARD N, si hanno subito
dalle formole generali (b) e (6) della citata Memoria, adottando i segni
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e st ha:
e‘nsenh(-)lzwsenho[—%—e'i.}_ e % H—|— s__)]_
——Qcosh(—)ie'E( w),
s\ ¢ _
y Y &
eElCOSh(-),:cosh&)[;ef+—eE(H+eE_)]+
+2senh®ie’f( w),
¢ ¢
| 2
eEl:ie_f_ie’E(H_}_egz/;i),
G G ‘T) . .
(6)

H,=H+%[Gei-—¢e—5+¢e—€(1{+e€%ﬂ-

Nelle formole di trasformazione comparisce una costante arbitraria m
(diversa da zero) onde la trasformazione viene indicata con E,, .

2. Notiamo fin da ora che alle equazioni di trasformazione si pud
dare altra forma, introducendo le funzioni ausiliarie

P N 98
¢ senhe du’ 7
[ 1 A W

¢ coshe do’

si ottiene allora per le funzioni ©,, I, k il sistema illimitatamente integrabile

e 00
———lz———— l@) S 5 \
o Tu + I (cosh ®, + cosh @)
80, 80
_— O, — he
3o P’ Rk (senh senh ©)
al 1 &0 90

1 ) .
— S O —h” Y _ Q
ou_ cosh® au —hy g senh (-L I +2W) (8)

. (2m 1) senh 6,
cosh(®, 4+ 0)+1

ol 00
=h-——cosho.lh
70— "o cosh

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard. 79

oh o) Vo
m—l%—senh@.lh
oh A 00 1 \ s o l
LA 0O 499 st oWy g
To —senho 25 Lan T o coShO(F® — 07 4-21W) 4 (8)
_{_(Qm—}—l) cosh @, (%) \
cosh (0, +0) -1 J

Inversamente da una soluzione di questo sistema si deduce un sistema
di funzioni trasformatrici nel seguente modo: esiste e si determina per qua-
drature una funzione ¢ dalle equazioni

dlogd 8¢

2w ou +Isenh e,

dlogy 8¢

+ hecoshe;

‘ év dv
indi si porra
1 9¢
—JeE .t ,
ve (l+senh® au)'
1 9¢
_ -§ —_— >
& Lpe_ (h cosh @ 6’@)
. _ senh (0, + ©)
w=—te E[H+ cosh (0, + o) 1J ’
S e il i
2m

3. Le trasformazioni E, si possono anche dedurre dalle trasformazioni
delle superficie G da me studiate nella precedente Memoria, osservando che
una superficie N si pud considerare come una G, che ammetta come super-
ficie coniugata la sua rappresentazione sferica. Sussiste inoltre, come per le
superficie @, il teorema di permutabilita, e cioe:

Se di una superficie N si ottengono due nuove superficie N, e N, mediante
le trasformazioni E,, ed E,, esiste una quarta superficie N’ pienamente deter-
minata e costruibile in termini finiti che & legata alla sua volia alle medesime
superficie N, ed N, da due trasformazioni E, ed E, colle costanti n, m
invertite.

(*) Con W intendesi la funzione che io ho introdotto nella Memoria: Alcune superficie
di¢ Guichard, ecc., a pag. 219.
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80 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

Il teorema sotto questa forma & dovuto ad Eisgnaarr, ed & stato dimo-
strato sulla traccia del teorema analogo del Brancer per le trasformazioni
delle superficie isoterme.

Qui interessa il caso

BT U |
N=—gy M

Indichiamo al solito con
Aiy @iy, W, ¢, o
il sistema di funzioni trasformatrici nel passaggio da N ad N,, e con
hy, Yoy Wy, t{@, Ty

quello relativo al passaggio da N ad N,; il sistema di funzioni trasforma-
trici nel passaggio da N, ad N’ & dato da espressioni della forma

, A ) . \
)\‘»:Wllﬁ—(n——m) s !

, A
\L,,lz_—Fy,l—(n*m).u,Q, /
‘ t b (9)
A
w’l:F w, + (n— m) w,, &
17

, A
'é"l:ﬁﬁbl“%_("—‘Wn)%'

Per il valore particolare che abbiamo attribuito alla costante % possiamo
ritenere per A4 il valore

. 1 1 U, 1 4,
A=, '2+V‘lf"2+'@(4"102+q‘251)+q w; ‘L—+§ 717;(;,}—; (]O)

ne risulta facilmente la relazione

. $o 4 T Yo Y, Ei_
()‘z +7/{J2) 0"1 _'_7/6/1) ':Ll ()‘2 —+1 .U‘z) ()\11 -+ if"rl) "H (11)
. ‘L'x 7\1—7:}"1‘ % 7\1‘}*7:}’-1__0
)*,1+ifl"1 4’1 7‘:’“’_7:11'2 Hbl -
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4. Da questa discendono conseguenze importanti; se si pone cioé

1l phdip My g ey
P 2 ¢ Y, 2 12)
1 7‘2_}_7'!’2 Z'x "_i;u'[ & £
+ @ (1’)2 4’] (e —e )7
e si tiene conto della relazione
_ iy W
¢ E'<l—,Hf>—e5\1—H2)=—<e¥n——e5)(¢ w)
e della (11), si ottiene per p I'espressione equivalente:
iz_oi g e iuy Ny ‘*7'”’1+oi)e*51(1—H?).—
2 "1’2 1”1 - (13)
L
2 ¢ ¢, ’
ed anche
i:—iesl)\ial—,‘l:y-’l )x|+@l1~1_. (éel—et)—}—
¢ 2 Y, 4’1 4/1 (14)

W, 1 hoFduy X —dp,
4+ H— ¢ : .
4’1 2 % “PI /

Cid premesso indichiamo come al solito con @, e ¢, i punti comuni
alle tangenti isotrope di N ed N,, e con M, ed M’, i punti comuni alle
tangenti isotrope di IV, e N’; le coordinate di @, ed M, sono rispettivamente

¢ ;
— iy (K i),

4)1 1 1 *
©; — rj_——(X”‘*"‘X”) ).

Si sa che i punti @, ed M, descrivono due superficie isoterme; i coseni

(*) Con X{, Y®, z{" indichiamo al solito i coseni direttori degli spigoli del triedro prin-
cipale di N, .
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82 Calapso: Sullé trasformazioni delle superficie di Guichard.

direttori della normale alla superficie (§,) sono dati dalle formole

0 1 — 4)2 9 T
X=— gty (- ) (Xt i Xo) —
——; 6512 L@M(Xl—-iX?)—kHXs,

e quelli della normale alla superficie (M,) sono dati dalle formole .

1 v -
o — ek ' (| _ H? M ')
X 3 (2 e —("I _i_ /l;[J-'l (1 Hl) (Xl —+—l}£2‘)
;%95‘:5#(30)—6}(“))4 H, X,

Prendiamo sulla normale alla superficie (Q,) il punto situato alla distanza p
dal punto @,; tenendo conto dell’espressmne (12) di p si vede che il punto
uch1esto ha le coordinate

| | —% fl{,—:“}'xg—ﬂxs.

Similmente prendiamo sulla normale alla superficie (1,) il punto situato
alla medesima distanza ¢; per la espressione (13) di ¢ abbiamo

x, x, L +ip 1 7\ +du
o 1t ety
e e 12T ety ot

.—}—%e i Ltﬂi]xgo+

Tt i 1
ottt g M s

1 Wi,

-— ) eEl

= 1

]z‘xg“—n,kg{.
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Se ora esprimiumo in queste ultime x,. X¢, X©, X mediante le quan-
titd analoghe relative alla superficie IV, ed osserviamo le (6) e la terza espres-
sione di g, riconosciamo subito

X'y == 1, .

Dunque: Le normali alle superficie (Q,) ed (M,) si tagliano in un punto
equidistante dai punti 9, ed M,, e percio le superficie isolerme descrilte dai
punti Q, ed M, si corrispondono in un nuovo inviluppo di sfere. - =

Si dimostra col calcolo diretto che il passaggio da (@,) ad (}M,)-& pro-
prio una trasformazione di DarBoux D_,; segue allora facilmente che

si passa da (Q,) a (M) con una D_,,
si passa da (@) @ (§,) con una D1,
st pqssd da (M',) a (M,) con una D, ,

si passa da (M) o (§,) con una D_,;

in altri termini le quattro superficie isoterme (Q,), (§), (M,), (M’,) formano
una quaterna di superficie del teorema di permutabilita di Bianchi, ed il
circolo déi- quattro punti Q,, @'y, My, M’y descrive un nuovo sistema K di
seconda specie.

I teoremi precedenti mostrano altresi che il passagglo da N ad N, si
ottiene pure operando dapprima una trasformazione G che’ porta la super-
ficie N in una superficie isoterma (@,), indi una D_,, che porta (Q,) in" (BZy),
ed infine una G™' che porta (M,) in N,.

Se in pdrtlcolare m——% possiamo ritenere che le superﬁ01e N, ed

N, commdano e cosl pure IV ed’ N’; in tal CdSO i puntl Qo ed Mo commdono
coi punti comuni alle tangenti isotrope di N ed N,e la trasformamone si
riduce alla G G.

Gio risulta pure dalle (8), che per m:—-% si riducono appunto alle

(76),(77) e (78) della mia citata Memoria [dlcune superficie di Guichard, ecc.].
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§ 2. — LA TRASFORMAZIONE C, ASSOCIATA ALLA E,,.

5. In questo paragrafo faremo conoscere una nuova trasformazione
per le superficie di GuicHARD, che si comporta in modo analogo alla trasfor-
mazione delle superficie isoterme associata alla D, di DarBoux.

Consideriamo una superficie NV ed una sua trasformata N, mediante

1 .
una E, (m ==— |- 'Siano

A,op, W, q‘? ¢

le corrispondenti funzioni trasformatrici che soddisfano al sistema differen-
ziale (1) ed all’equazione (3). Dimostreremo che:

Esiste una nuova superficie di Guichard Y, il cui elemento lineare riferito
alle linee di curvatura é

28§ .
ds® = i—z (senh’ ® d u® +- cosh® © d v*), (15)

ed i coefficienti della seconda forma fondamentale hanno le espressioni

A =e¥ senh ®.\/2m + 1 (cosh ® + H'senh @),

I (16)
A" —e¥ cosh ©.\/2m + 1 (senh © 4 H' cosh @),
in cui
¢
& =5 H'=H+¢E%. (17)

Per la dimostrazione occorre provare che sono soddisfatte le equazioni
di Copazzi e 'equazione di Gauss relative all’elemento lineare (15).
Dalle (16) per derivazione si ha '
1 0 ( A

, (s ' %®
\/—Qﬁ% >~(senh®+H cosh@)&v—|

e¥ senh ©
—+ senh © [(tgh e+ H') % — et % (senh ® + H'cosh (~>)]

che si riduce subito alla forma

é A 5 | 90)
dv (éE’ senh (-)) "~ ¢ cosh @ (tgh ® 5y T 67) .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard. 85

Analogamente si prova che & soddisfatta I'altra equazione di Copazzi.
In quanto all’equazione di Gauss, partendo dalle (17) e tenendo conto
delle equazioni differenziali (1) e delle espressioni (2) di 9 ed Q@ (e nulla
affatto appoggiandoci sulla (3)), otteniamo
8o &0 8" 8°¢ 1 d08%

ou’ +¢902 +coth e 3n2+tgh® vt senhg—eﬁm+
1 404§%

cosh® ® dv dw

+ —+(2m -}~ 1) (cosh® + H'senh®) (senh© - H'coshe) = /) (18)

2§

o

senh ® cosh ® (A* ++ % +w’ — 2m § o). }

E cosl se ora teniamo conto della (3), I'equazione di Gauss & pure sod-
disfatta e il teorema & stabilito.

Il passaggio dalla coppia (N, IV,) di superficie trasformate di EISENHART

alla nuova superficie di GuicHARD ¥ si dird la trasformazione C, associala
alla E, .

§ 3. — EFFETTO DELLA TRASFORMAZIONE C, SULLA copPiA (N, N,).

6. Le considerazioni svolte nel precedente paragrafo si possono ripe-
tere assumendo come superficie di partenza la V,; si sa che le funzioni tras-
formatrici relative al passaggio inverso da N, ad N sono

x v w
Yo yo' Yo

e si ha allora una seconda superficie di GurcHARD ¥, il cui elemento lineare
ha la forma

1
— ’
G

1
,1!}

d s* = ¢ e*: (senh® ©, d u® - cosh® 0, d v?),
ed i coefficienti della seconda forma fondamentale hanno le espressioni

A = 5 ¢fi senh ©, (cosh ©, + H'senh @),

A"=oge coshe,(senh®, + H coshe)).
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Avendosi .
cosh @, | H’'senh ¢, =cosh @ 4 II’'senh 6,

senh &, — 1" cosh ©, = senh ©® + i/ cosh ©,

risulta subito che le superficie ¥ ¢ ¥ hanno la stessa rappresentazione sfe-
rica delle linee di curvatura.
Inoltre denotando con r, ed #, 1 raggi principali di curvatura di ¥ e con
7'y ed »', 1 raggl di Y, si ha
%3
— , senh e
Y

= ’

V2m + 1 (cosh © + I’ senh ©)

e
— cosh &

== ’

V2m + I (senh © + H'cosh o)

~C- v

— s ¢frgenh 0,

»

¥y, = = ’
V2 ~+- | (cosh & 4- H' senh 0)

s eficosh 0,

’

Fi= ;
' \/Q m + 1 (senh © 4+ H’ cosh o)

donde segue facilmente
2

Qm + | (19)

ror,+r.r, = —

Siamo cosi condotti al teorema seguente:
La trasformazione C, cangia la coppia di superficie N ed N,, corrispon-

.y , 1 . . S .
dentisi per trasformazione E,, (m—lz— o |7 W due superficie ¥ e ¥ corri-

spondentisi per trasformazione parallela di Guichard.

§ 4 — INVERSIONE DEL RISULTATO PRECEDENTE.

7. Siano ¥ e ¥ due superficie di GuicHarD corrispondentisi per tras-
formazione parallela con la relazione (19); possiamo ritenere la ¥ definita
dalle tre funzioni fondamentali ©, ¢, H' soddisfacenti al sistema fonda-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard. 87

mentale
&y 1oy 1 CH 0% 09
W*—(%J—Z )+0th0 ‘9 'tah.()a‘,aa,v_

Qm;\_lsenh O(1+H")— Qm—f—I)H senl © cosh & —
.'~tgh<~)z—£+wsenh?@

o E_"‘ 9¢& a¢' af’ 803 ,
dudv du (91) 73 tho"—ﬁév (20)
& 1 78¢ 1 ot 00 «95’ © 9t
802"2(81;)- — coth® @( )4—th()(9 5o —colh 0;97“9“

o ) ' ,

11&(2+1008112®(,1+H'2)—(°2 m 1) H' senh © cosh © —

2h
-—coth e g% — Weosh? e
&H,—(H’—}—cothe)ai’,
du ou ®
o1’ e 1)
® a5,

go = I tgh o) Qs

e possiamo ritenere la Y definita dalle funzioni ©,, £", H” date dalle formole

&"=e¥ (1 —H"?)

senhélzl—:%[senh®( +H"*)+2H cosho!
' . (22)
cosh ®, = 11— [cosh@(l—l—H’ﬂ—[—QII’senh nl
Hr/ H'.
Se si pone .
1 9¢ o 1 8% .
‘=~ Senhe dw "7 T cosh® de” (33)

si verifica con facile calcolo che sono verificate le equazioni del sistema (8)
da queste funzioni I, # e dalla funzione @, data dalle (22).
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8. Cid premesso deduciamo dalla superficie ¥ una superficie N, inte-
grando il sistema completo

& _ 105 1, aa aoa aeai
% enh*(—)(l+H2)—Hsenh®cosh®~tgh@§ .+ Wsenh® ©
&L 9EaE 00 % 9098 ]
Fuds —au e T COMOG, 5, tighe L o (324
L 1 (aFy 1 o€ 00 d¢ 060 9%
(9/02_@(%) 9 coth® O( )+t] &—‘T coth 0(9 "
% Osh”o(l+H)~~—Hsenh®cos11®—c0th® @ — Weosh*e
0 H
3——(11—}— coth 0)(9
o H a 22)
s (H+tgh@) 5,

in cui per © e W si pongano le stesse funzioni che compariscono nelle (20)
e (21).

La superficie N si potrd ritenere definita dalla funzione ® e dalle fun-
zioni &, H dedotte dall’integrazione; inoltre per il risultato conseguito al
n.° 2 si deduce subito per la N un sistema di funzioni trasformatrici deter-
minando per quadrature una funzione ¢ dalle equazioni

dlogy 8& 9%

du du du
d logd Q_E é’é’
dv  dv v
e si ha
=ef¥; (26)
e pol si assume :
N (?j_ﬁ_é
~ ef' senh © \du 81:)’

Zanen Tl Sra el

(27)

w=—e 2=”(H—H),
_ —g-’\?_‘_y‘?_*_qvﬂ.
T 9my /
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard. 89

E facile vedere che il passaggio dalla superficie ¥ alla NV & da indicare
con C;'; giacché se si parte dalla superficie Ve si applica la trasformazione
C,. relativa alle funzioni trasformatrici (26), (27) si ricade appunto nella .

Si osserva in fine che se si considera la superficie IV, , trasformata di N
mediante il sistema di funzioni trasformatrici (26), (27) e si applica la tras-
formazione C, alla coppia (I, N,) si ottiene la superficie ¥ e la sua tras-
formata per trasformazione parallela, la quale (essendo individuata) coin-
cide con la 3.

Dunque: Da due superficie Y e ¥, corrispondentisi per trasformazione
parallela di Guichard, sono sempre deducibili per trasformazione C3' due
superficie N ed N, corrispondentisi in una I, .

§ 5. — LA TRASFORMAZIONE C, GENERALIZZATA.

9. La trasformazione C, delle superficie di GuicHARD richiede la co-
noscenza di cinque funzioni’

X, fl'y 10? Hby 3’

soddisfacenti alle equazioni differenziali (1) ed all’equazione in termini
finiti (3).

Supponiamo ora di conoscere cinque funzioni soddisfacenti alle equa-
zioni differenziali (1), ma non all’equazione (3). Dimostreremo che le (15) e
(16) definiscono una superficie in uno spazio di curvatura costante.

Infatti le equazioni di Copazzi, anche nelle attuali ipotesi, sono soddis-
fatte; inoltre chiamando K la curvatura dell’elemento lineare (15), la (18)
si pud scrivere

=K+ N4+p'+w —2moa.

7y T
Ma il sistema differenziale (1) possiede lintegrale quadratico
N v+ w' —2m e =cost.

onde indicando con — K, il valore della costante del secondo membro, la
precedente diventa:

=N—K,

v,y
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90 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

dunque: Se le funzioni ), p., w, ¢, ¢ soddisfano le equazioni differenziali (1)
e danno all’espressione »* —+ u* + w* — 2m-¢ o il valore costante — K,, le (15)
e '(16) definiscono una superficie ¥ riferita alle linee di curvatura che ha esi-
stenza nello spazio di curvatura costante K, .

Per gli elementi fonda,mentali della ¥ si ha la relazione

—\/E -
¢ JE Ve

e quindi la ¥ & per analogia chiamata una superficie di Guichard nello spazio
di curvatura costante K, . :

—.\/Qm%—l VG —E,

§ 6. — IMMAGINE DI UNA SUPERFICIE DI (GUICHARD
DELLO SPAZIO DI GURVATURA COSTANTE NELLO SPAZIO EUCLIDEO.

10. Partiamo ora da una superficie di GuicHARD dello spazio di cur-
vatura costante K, e trasformiamola in una superficie di Gurcwarp dello

spazio euclideo.
La superficie proposta ¥ & definita dall’elemento lineare

d s* = e (senh® ® d u® 4 cosh® © d v*), (28)
e dal ’coefﬁ((zienti della seconda forma fondamentale

_D _D ”

=cosh ® + Hsenho; =senh © 4- H cosh 6. (29)

efsenh © ef cosh ©
Per fissare le idee poniamo K,= —1, per il che le funzioni & ©, H
sono legate dalle relazioni
0H 5
T = (H +- coth 0)
oH
' = (H + tgh O)
+52 1 cothof E—}—tgh . (30)
¢9 u’
1 608¢ 1 608¢

T senh’® du du ' cosh’e® Jvov

—+ (cosh ® + H senh @) (senh ® + H cosh ©) = ¢% senh © cosh ©.
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Introduciamo le funzioni ausiliarie
’ ’ ’ '
WVyow, w4

2 [ Y

soddisfacenti al sistema illimitatamente integrabile

A
gu (tO“hU—E "5 )pt +(cosh © + Hsenh ©) '+ ¢f senh . ¢/
oy I3 a6y ,
50 (coth()ﬁ——}—ﬁ)
Iy 9 98
ou ( +8 0))\
o 4t 9o ¢
T = coth@ + A—|—(se11h0—}—Hcosh®)w+e cosh . ¢’
ow’ G
o= — (cosh ® + H senh 0) )’
on’ .
ﬂ—z—(senhe—}—ﬂcosh@)y
ji = efsenh O W'
‘;i’ =efcosh o p’
e poniamo
E !
& — ; . H' = H-+e % (32)
si avra
o H' , 24
5o = (H'+coth®) 5=
oH' , «9 :
’o  &'e L P 1 2097
o' T v 2+00th0¢9 2+t0h®w_senh23ﬂ8—u+
- 1 8897
+ + (cosh © - H’senh ®) (senh © 4+ H'cosh ) =

cosh®® dv dv

— W

(V" -+ " + 20" — ") senh © cosh &,
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92 . Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

Intanto il sistema (31) ammette I'integrale quadratico
N4 p " — % = cost.;

quindi se si prendono le condizioni iniziali in guisa che la costante al se-
condo membro sia nulla, rimane individuata nello spazio euclideo una su-
perficie di GuicHARD il cui elemento lineare &

e’t
— (senh® ® d u® - cosh® © d v*),

¥

ed i coefticienti della seconda forma fondamentale hanno le espressioni

ds’ =

A ’ A,’ ,
& senh @ © = S 2.
¢f senh © cosh © + 11" senh o, cosh © senh ® 4- H' cosh

E chiaro che se =, ¥, z indicano le coordinate del punto dell'immagine
di ¥, e X, Y,, Z, i coseni del triedro principale si pud porre
w
Z=—g

Z

< =
[
|
\
N
I
-e|‘=

§ 7. LE TRASFORMAZIONI E, NELLO SPAZIO DI CURVATURA COSTANTE.

11. Prendiamo nello spazio di curvatura costante una superficie di
GuicHARD ¥, per la quale adottiamo le notazioni del precedente paragrafo,
e consideriamo il sistema di equazioni differenziali

DY dc 90
=— (tghf""——i'—*).u + (cosh © + Hsenh ©) 1w +-mp ¢S senh © ¢

ou v

dn 00

53“( T ou +&u)

0 _(1hed5 90

f—(tghoa'v_*_ﬁ )X

- ) (32)
g—=—~(cothU(9 + )A+(senho+llcosh0)w4mQ—i—efcoshex]a
Jw

T (cosh ® + H senh o)

ow

ﬁz—(senh@+ﬂcosh®)
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®
<

ik QU
Tu ¢ senh @ \
a—qI:efcosh@)u.
ov ' )
do A
— = —(p—oaéf
70 &,’/("D ¢ ef senh 0)
do P .
T V(Q——ae cosh ©) )
in cui ¢ ed © hanno le espressioni
<p=senh®[ce5+¢e‘5+¢e‘5(ﬂ+ez%)J+ \
\
—+2¢e¥fcoshe (H+ et %)
o (33)
Q=cosh®[a,eE-Jr—\be—E—nge’E(H_{_eE%)J+
+2¢e-ssen11®(ﬂ+65%). ]

Tali espressioni (33) in base alle equazmm del sistema (32) ed alle (33)
stesse, soddisfano le relazioni

o9 _ (t h@ —4—‘90)9,
v

v
Q_Q_
ou

90
+ 0 u) ¥

per il che, tenendo presenti le (30) risulta subito che il sistema {32) & illi-

mitatamente integrabile.

Inoltre il sistema (32) ammette I'integrale quadrdtlco

M4+ ' — §F —2m o = cost,

e possiamo scegliere 1 valori iniziali in guisa che si annulli la costante del
secondo membro, e si abbia ciog

V4 pi 4wt — P =2m o (3%)
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94 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

Assumiamo ora una soluzione del sistema (32) soddisfacente la (34), e
chiamando con «,, x,, x,, , le coordinate di WEererstTrass del punto P
di ), deduciamo una seconda superficie ¥ colle formole

' 1 v . o
= (1 —+ %‘—_) By — (A, pl+wE). (39)

Se introduciamo i coseni di direzione delle tangentl alle linee v = cost.
e u = cost., abbiamo -

A A LTI 2w
/.= ) . —1 N —— 5 )
e E[ maw'+(m¢a )”‘+m¢cc'+mw ‘]
v o e B\, pw o] (
e E l mcm‘_}_mt}/cﬂ‘—’_(mk{m 1)“—*—m¢a" (39
" w A U (11;2
z :3’ n|__ - ) 7 - z
e : [ m o +m4¢c”'+m4/f my o 1)“]’

e per 'elemento lineare della superficie ¥’ si ha
. I ’ [ ? 7 ” Q b
F' =0, VE =s(7—e€’senh® , JG =c¢ ——decoshe). - (37)

Inoltre derivando le &', si ha

W 0E, pw\
— —(cosh®+Hsenh®+?G»)-n,.,

, 08, Qwy .,
—¢ (senho—f-Hcosno—p—q, ) .,

e quindi per la seconda forma fondamentale si ha:

r__ A o LW
D=0, \/1—13'_8 (cosho—.—Hsenh()—}— "pa), N
A —s'( he -+ Heosho 4 2% .

Si vede intanto che le linee # e v sono ancora linee di curvatura per
la superficie trasformata, ed inoltre si riconosce facilmente la relazione

VG = B =

—\/G~E

E V&

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard. 95

Frattanto la trasformazione delle superficie di GuicHARD dello spazio di
curvatura costante, ora stabilita, & ancora da indicarsi con E,,.

Per completare la ricerca consideriamo le normali alle due superficie
¥ e Y in punti corrispondenti P e P’; se prendiamo sulla normale a ¥ nel
punto P il punto alla distanza & data da

chy— ¥
tghd=—

vediamo subito che esso appartiene anche alla normale a Y e dista della
medesima lunghezza ¢ dal punto P’; si conclude che ¥ e Y sono le due
falde di un inviluppo di sfere.

§ 8. — Nuova FORMA DEI RISULTATI PRECEDENTI.
12. Deduciamo, come al n. 10, dalla superficie-¥ una superficie N dello

spazio euclideo; se introduciamo come al n. 2 la funzione W relativa alla
superficie N, si avrd

#E 1 o5 1., 20 6% 20 of
¢9u2_"_2(¢9u)A_§tgh‘( )+c thO—&— —1ighe dvdv
1 2 2 0’6
—Wsenh ®.(1—9—H).—Hsenh@cosh(—)—tghwW—{—
-+ Wsenh®o - % e*¢ senh’ ©
% 9% o8 80 8¢ 8093 (39)
Mﬁ—&—b——}—cothu l-——}—tgh(@—a&—
”z 1 (8% . ) 8% 86 45
W—ﬁ(a—) g oote ( )+tgh@ v a0 OO T au
oo
—§c0s11 ©.(l+H*)— Hsenh@cosh(a—cothoav_

— Weosh® e % e*¢ cosh® © |

8 H 03
Fr (H—i—cotho) - “
OH 43 (49)

s (H—}—tgh o) 7o
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96 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

Le condizioni d’integrabilita di questo sistema sono

oW_ 1 _veoe, 1 056
du  coslP@duodu®  senh’@® J u do°
1 80 00
—_ — 9{eh & —
_ senh ® cosh® dudv’ gh dn W,
oW_ 1 0606 1 4076
dv  cosh’® dv du’ senhf@ v 9¢°
1 3’0

20
J— —_— 7
+senh@cosh@ du’dv Qcoth@&l) w,

e coincidono perfettamente con quelle delle superficie N dello spazio euclideo
Introducendo poi le funzioni ausiliarie

¢ ¢ w \?
En:-'— -5 __ ¥ ,& E_,
e e pak” (H+e H")
v T w \°
¢fisenh @, = —senh @ ?65—5—76 (H+6§T{4) —
— 2cosh © % e d (H+ ¢t %) ) (41)
[ w\*®
e cosh ©, = cosh © lj e—’s‘ (H+ P2 ?) ],+
*
—{—‘Zsenh@—(p_—e‘f(H—}—eEg)(),
B g
L — [
¢ senh® du
1 4%
—et °s,
h en]a cosh@ dv

si perviene con facile calcolo alle equazioni

6, __99
e 5 u+l(cosh 0, + cosh ),
00 20
3 = v -—h (senh ©, — senh @),
(*) Adottiamo al solito i segni ¢ =—1; ¢'=1.
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ol 1 80 i 1 . . ., (2m —+ 1) senh 0,
7ucosh® sw Moy s —hA42W)—re @, +0)+1’
ol o0

%_h&% cosh®.lh,

oh 40

o l& ‘ senh ©.1h,

oh i 46 40 |

(2m 1) cosh 0,
cosh (0, +@)+1°

_ 06 L o
v —senhi® gv  lgw T g CoShOW =R 2W) 4+

e si vede che esse coincidono perfettamente con le (8) stabilite al n. 2 nel
caso euclideo.

§ 9. — IMMAGINE DELLA TRASFORMAZIONE E, DELLO SPAZIO
DI GURVATURA COSTANTE NELLO SPAZIO EUGLIDEO.

13. L’identitd delle formole precedenti con le (8) del n. 2 mostra
gia che la immagine di una trasformazione E,, dello spazio di curvatura co-
stante nello spazio euclideo & ancora una E
gruppo conforme.

Ora mostreremo che I'immagine di una E, & precisamente una E,, .

Infatti deduciamo, come al n. 10, da una superficie ¥ di GuicHARD dello
spazio di curvatura costantée una superficie N dello spazio euclideo, e de-
duciamo per questa superficie un sistema di funzioni trasformatrici utiliz-
zando il procedimento osservato al n. 2. Si dovra porre

., & meno di operazioni del

ology, 9E alo ¢
B0 du du —+1lsenh @,

dlogd, 9% dlogy

30 —ow " au —|—hc05h®
ma si ha pure
dlogd 95 . s
—W——au—hlsenh@,
8]004»_
v
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dunque.

v
\”1—?’
)\1=)\——%7\',
, 49
Hn=!’—%£’w ( )
W, =w— Y w',

¥ .
me,=m¢ 6 — AN +up +wnw' — ).

Da queste espressioni delle funzioni trasformatrici si ottengono subito
gli elementi della superficie IV, trasformata di N; in particolare

65’1: ie"&[l_ _I—I\ GEﬁ,f eE&)gJ
%y ( o q‘—l— ¢ :

Ma dalle precedenti sappiamo che

w, , W W
=1
vy Y
quindi ‘
eE'lz%e_E[i _(H_l_eé%_)J . (43)

Se ora vogliamo formare I'immagine di N, nello spazio di curvatura co-
stante, la quantitd analoga di ¢*: si ottiene dividendo quest’ultima per 1'or-
dinata della superficie N,. Per questa si ha:

w7,

B =2 —

()‘1 Z, —+ v Zy + w, Z3)’

e per le espressioni osserwate alla fine del n, 10 si puo scrivere
1 1 » v’ w'
z1=?+m(7\1'¢_’+f‘1v+wl 4‘_,)
donde per le (42) si ha semplicemente

G
&, = —
1 61
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Si trova cosi, osservando la (43) e la prima delle (41), la relazione

£y
ofh — ¢
Zl

e sl pud enunciare il seguente teorema:

Se due superficie ¥, ¥, dello spazio di curvatura costante sono legate da
una trasformazione E, , le loro immagini nello spazio euclideo N ed N, sono
pure legate da una trasformazione E, (con la stessa costante m).

§ 10, — LA TRASFORMAZIONE C,, ASSOCIATA ALLA E,,
NELLO SPAZIO DI CURVATURA COSTANTE.

14. — In questo paragrafo vogliamo ripigliare la considerazione di
due superficie ¥, ¥ dello spazio di curvatura costante, legate da una tras-
formazione E,, per studiare I’ effetto della trasformazione C, associata
alla E,.

Dimostreremo che: esiste nello spazio euclideo una superficie N di Gui-

chard coll’elemento lineare )
-ezE ‘

ds’ = E__,—(senh“’ 0 d u® +- cosh’ © dv?),

ed ¢ cut coefficienti della seconda forma fondamentale hanno le espressiont

a=¢ senh ©.2m + 1 (cosh ® + H' senh ©),

. - : (44)
A" =¢f cosh © .y 2m - I (senh © 4 H’ cosh ©),
in cuil
£
=", H=Hiel . (45)
Y Y

[nfatti dalle (4%) per derivazione si ha:

! d A . 20 .
JZm -1 8 (Ma)z(senh®+ﬂ cosh©) = +
-+ senh © l(tgh O+ H %: — et i (senh © 4+ H' cosh (_))J
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100 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie di Guichard.

ossia
0

dv

A" 80
(e§ senh @) ¢ cosh e ( gh O +¢9v)
Analogamente si prova che & soddisfatta l'altra equazione di Copazzl
In quanto all’equazione di Gauss partendo dalle (45) e tenendo conto
delle equazioni differenziali (32) e dalle espressioni (33) di ¢ ed Q (senza
appoggiarsi all'integrale quadratico) otteniamo :

S0 &6 e ot 1 460 8¢

1 80 9% ' r ' eoch @)
m (W 5;"‘{" (Qm—f— 1) (COShQ—f—H Senh@) (Senh@+ﬂ CObh @) =

+

et
4’2 senh @ cosh ©® (A\* 4 p* + w* — ' —2m o)
" Se ora teniamo conto della (34) vediamo che l’equazmne di Gauss & pure

soddisfatta, e il teorema & stabilito.
E da osservare che se le funzioni, i, w, 4, s soddisfacessero al sistema

differenziale (32), ma non alla (34), e rendessero
Nt — ¢ =2ms—- K

la superficie IV esisterebbe nello spazio di curvatura costante K.

§ 11. — LE TRASFORMAZIONI G (D1 GUICHARD) DELLO SPAZIO DI CURVATURA
COSTANTE, E LORO IMMAGINI NELLO SPAZIO EUGLIDEO.

15. Assumiamo nello spazio di curvatura costante una superficie Y,
per la quale conserviamo le notazioni del n. 10; e consideriamo il sistema
di equazioni differenziali nella funzione incognita o

-

do .90 . - . ¢
a—ufzﬂ_—senh@cosh(w—w)——ztgh@a—?—)—i—

+ % ¢ senh@.® — % e”~¢ (H* senh © + 2 H cosh 0),

~
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aw-}———cosh(ﬂsenh(m—*)—coth@&—c— )

(46)
— % ef cosh 0. e® - % e*~t (H’? cosh @ 4 2 H senh ©). s

Questo sistema e illimitatamente integrabile; e dimostreremo che per
una qualunque soluzione di esso esiste nello spazio di curvatura costante
una superficie isoterma I coll’elemento lineare

ds'=e* (du’+do). (47)

Infatti introduciamo le funzioni ausiliarie

A I 8¢ ek

o — . = pw—§ 2 7 ca

po i 7u — cosh (o — &) —}— e S H o ¢ )
- (&

A" .1 & 1 et

e S . o pm—§ 2 _ Y e

p @coshe o senh (o — &)+ 5 e H 5 ¢

e teniamo anzitutto conto che derivando le (46), ed osservando le (46) stesse
e le (39), si oftiene a riduzioni fatte la relazione

82 AA" °
2+ 2"_ =™

Inoltre si verifica con facile calcolo che sono verificate le relazioni

d(a) & 8o 8 (A" b 90,
&v(e“ T e dv du\e) e du’

dunque rimane stabilita la proposizione.

Frattanto le formole (46) sono l'espressione analitica di una trasforma-
zione che porta le superficie di GuicHARD dello spazio di curvatura costante
in superticie isoterme del medesimo spazio, ed & percid da chiamarsi an-
cora una trasformazione G.

16. Vogliamo ora studiare 'immagine di una siffatta trasformazione

nello spazio euclideo.
A tale scopo formiamo come al n. 10 I'immagine di ¥, e scriviamo il
sistema differenziale che porta la superficie trasformata IV in superficie iso-
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terma: si ha:

do .00 ‘ N L - e;ﬁ_e_g— \
&7*”&0 =,— senh® [Q e - 9 &L,J —
P S 195 . y-' £y e
—ztah()‘9~0+z~¢—,e senh® —
?
— % Ve ‘5[\9(1{1@([1 et ! ) +2 C()bh()(H+ £ )J
0 ; v (49)
Iy e fe _
+———coh0[ 5 — —~7,]—
veoey
9z N
—coth & 5 + e cosh ©
du ¢
—}— \Ia et [cosh (] (H+e T) - 2senh @(H+ es 75 )J /
Ora questo sistema & soddisfatto dalla funzione
et={e —m—f—(7\—+—tu), (50)

quindi esiste nello spazio euclideo una superficie isoterma coll’elemento lineare
du’ +ddv°

dSZ: 3 -
['Ve”“’ + (Vi) ]

Se ora vogliamo formare l'immagine di questa nello spazio di curvatura
costante, dobbiamo dividere e? per lordinata della superficie.
Ma per questa si ha

d =2+ (Z, +iZ,),

ossia pel valori osservati al n. 10

sl ha cosi

Duanque: Uinumagine nello spazio euclideo di una trasformazione G dello
spazio di curvatura costante é ancora una trasformazione Q.
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17. Tnversamente partiamo da una superficie N dello spazio euclideo,
i cui elementi indichiamo con &, ©, H' e deduciamo una superficie isoterma
per trasformazione @. Occorre dete1 minare una soluzione del sistema

a<p a@ + 5'"7’) ; 0%
P i —senhO( + igh® o0 —
— % e? ¥ (H"” senh © -2 H' cosh 9),
ia_(p_{_a_@_cosh ﬁ_ﬂ)_coth()(;g
dv ' du 2 2 9

- 01) e?~¢ (H" cosh © + 2 H' senh 0).

=

Formiamo l'immagine ¥ di NV nello spazio di curvatura costante; se «,
y, # indicano le coordinate del punto che descrive la superficie NV e X,, Y,,
Z, 1 coseni del triedro principale, possiamo esprimere gli elementi di ¥ con
le formole '
& =ez; H'=H—¢e Z,

e le equazioni precedenti si potranno scrivere

960 . e? et e?
_ e et g\
af”av Senh@(g : 3¢ ) .
. o€ .
,ﬁ@tgh@&_v—ze senh 0.7, —
— G s ot — et 2 - 2c0sh 0 (¢ 2|
5 51
8(9 a@ e? 675' e ? & ( )
i Ty —Cosho |5 — — g e z) —

£
—F%-e— [coshO(H—esz) —{—leenh@(H—e&Za)}.

Cid premesso deduciamo dalla superficie ¥ una superficie isoterma dello
spazio di curvatura costante mediante una trasformazione G; dobbiamo in-
tegrare il sistema.(46). Ora tenendo conto delle precedenti si verifica facil-
mente che le (46) sono soddisfatte dalla funzione

e*=e?e+(Z,+17,),

e ne risulta cosi una superficie I dello spazio di curvatura cosiante.
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Intanto se prendiamo la superficie isoterma dello spazio euclideo che
abbiamo dedotta dalla N e vogliamo formarne l'immagine nello spazio di
curvatura costante, dobbiamo dividere e? per 'ordinata della superficie, che &

d=z+et (Z,+1iZ);
si ha cosi nuovamente

e quindi Uimmagine nello spazio di curvatura costante di una trasformazione
@G dello spazio euclideo ¢ ancora una lrasformazione G.

OsservazioNs, B qui il caso di estendere agli spazi di curvatura costante
il teorema relativo alla decomposizione di una frasformazione E, in trasfor-
mazioni di GuicHARD e di DARBOUX.

Siano ¥ e ¥ due superficie di GuicaARD dello spazio di curvatura co-
stante legate tra loro da una trasformazione E,, e formiamo le immagini
dello spazio euclideo che indichiamo con N ed N'. Sappiamo che queste.
superficie N ed N’ si portano per convenienti trasformazioni G in due su-
perficie isoterme I ed I’, corrispondentisi per trasformazione di Darsoux.

Se ora si formano le immagini delle superficie

Z\T, L I’, ]V”
nello spazio di curvatura- costante otteniamo le quattro superficie
2’ Il) I’l? 2,’

in cul I, ed I', sono ancora isoterme e si corrispondono per inviluppo con-
forme di sfere; inoltre abbiamo visto che 1, ed I', si deducono rispettiva-
mente da ¥ e ¥ per trasformazioni G. Si conclude che anche nello spazio
di curvatura costante sussiste il teorema:

Due superficie ¥ e Y, corrispondentisi per trasformazione E,,, si portano
per convenienti trasformazioni G (di Guichard) in due superficie isoterme
corrispondentist per inviluppo conforme di sfere.

Messina, 13 Gennaio 1919.
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Sulle corrispondenze quadrilineari tra forme
di 1* specie e su alcune loro rappresenta-
zioni spaziali.

(Di CorraDO SEGRE, a Torino.)

Le corrispondenze quadrilineari tra forme di 1* specie furon gia con-
siderate ripetutamente. Mi limiterd a ricordare, perche solo ad esse dovremo
riferirci, una Nota di C. Le Page (') e la Memoria di R. De Paouis sulle
corrispondenze plurilineari in generale (*). Nessuno perd, ch’io sappia, ha
rilevato le particolarita che pud presentare una corrispondenza quadrilineare,
pel fatto che le omografie tra due dei quattro campi binari, da essa asso-
ciate alle varie coppie di elementi degli altri due campi, possono esser legate
linearmente fra loro, cioé stare in una rete fissa, od in un fascio, ece. Si ha
in ¢id un primo criterio razionale di classificazione per le quadrilinearita.
D’altra parte uno strumento nuovo, se non shaglio, del presente lavoro, con-
siste nel riferire 1 campi fra cui si han le corrispondenze quadrilineari ai
sistemi di generatrici di due quadriche, distinte o sovrapposte (*). Ne deri-
vano dei notevoli legami fra quelle corrispondenze e le quadriche. Basti,
come esempio, citare il fatto che, con solo una riserva di generaliti, lo
studio delle quadrilinearitd viene ad equivalere a quello del sistema di due
quadriche. Cid fornisce un metodo elegante, si per studiare le corrispon-
denze quadrilineari, che per classificarle. Ma non intendo qui dare esplici-

(*) Sur la forme quadrilinéaire. Atti Acc. Torino, t. 17, 1881-82, p. 299.

(%) Le corrispondenze projettive nelle forme geometriche fondamentali di 1% specie. Mem.
Acc. Torino (2) 42, 1892, p. 495.

(® Si tratta di un coucetto generale, che pud servire sempre nello studio delle corri-
spondenze, plurilineari, od anche di ordini qualunque, fra piu campi razionali. Veggasi una
mia Nota di prossima pubblicazione nei Rend.i della R. Accad.® dei Lincei. )

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 14
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tamente una classificazione completa, che sarebbe cosa troppo lunga e mi-

nuziosa. Certo & che essa si puo dire contenuta implicitamente in quel che
verra esposto.

PRIME NOZIONI SULLE QUADRILINEARITA,

1. Una corrispondenza quadrilineare, o, pit brevemente, una quadri-
linearita, tra 4 campi razionali oo’ (per esempio, forme fondamentali di 12
specie) — ossia fra 4 campi binari C, C, C; C,, — & definita da un’equa-
zione algebrica

fle; y; 25 u)=0 1)

lineare in ciascuna delle coordinate non omogenee © y 2z u degli elementi
appartenenti rispettivamente ai 4 campi; o lineare ed omogenea rispetio ad
ognuna delle coppie @, ®,, ¥, 9., # 2,, u,u, di coordinate omogenee degli
elementi stessi.

Essa raggruppa gli elementi dei 4 campi in oo® quaterne.

Dati tre elementi generici, rispettivamente in tre campi, & individuato
dalla (1) Uelemento residuo della quaterna che contiene i primi tre. — Cosi,
fissati due elementi generici rispettivamente in due campi, la (1) determina
una corrispondenza bilineare, ossia una projettivitA fra i due campi rima-
nenti: la quale accoppia due elementi di questi che, coi due elementi che
s’eran fissati, forman quaterna della quadrilinearitad. Indicheremo con g, le
projettivitd che cosi nascono fra i campi C;, C,: projettivita residue delle
coppie di elementi degli altri due campi(*). — Infine, se si dd un elemento
generico in uno dei 4 campi, si hanno come suoi resti, per la (1), le terne
di una corrispondenza trilineare, o trilinearita, fra i tre campi rimanenti.

2. La locuzione generici che abbiamo scritto in corsivo negli ultimi
enunciati, allude al caso eccezionale che la terna di elementi, o la coppia,
o l'elemento singolo, dei dati campi, che ivi si supponeva di fissare nella
quadrilinearitd, rendano la (1) soddisfatta identicamente: qualunque sia Ve-
lemento, o la coppia, o la terna, che si assumono come resti.

(%) Non faremo distinzione tra &, e 9,;: considereremo cioé una sola corrispondenza fra
gli elementi dell’insieme C;+ C.
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In tal caso eccezionale si suol dire che la terna fissata, o la coppia, o
il singolo elemento, sono neutri per la quadrilinearitd. I1 De Paovis li diceva
apolari: perché svanisce quella corrispondenza tra i residui elementi, che
egli chiamava polare dei dati.

Terne neutre esiston sempre, per tre qualunque dei 4 campi (v. il n. 3).
Esse si presentano anche in quest’altro modo. Se gli elementi @ y 2z di C,
C, O, formano terna neutra, la projettivitd &, dei resti di « y ha z come
elemento singolare in C,; ossia z & tale che il suo omologo in C,, per quella
projettivitd, & indeterminato. Di passaggio, ne deriva che la coppia x y di
C, O, forma terna neutra anche con un elemento u di C, (I'altro elemento
singolare della @,: la quale sard degenere, o singolare; cioe rappresentata
da una forma bilineare prodotto di due forme lineari).

3. Sia, mettendo in evidenza gli elementi 2, u:
f=A4zu,+Bz,u, +Cz u,+ Dz, u,, (Q)

ove 4. B C D saran forme bilineari di x,2,, y,y,. Una terna xy=z sard
neutra se

Az +Bz =0, Cz,+Dz,=0, 3)
donde:

AD—BC=0. %)

Quest’equazione rappresenta una corrispondenza (2, 2) fra gli elementi «, y
dei campi C,, C,: la quale accoppia due di essi nel caso della fine del n. 2,
ossia quando la loro &@,, residua & degenere.

Le oo' terne neutre di C, C, Cs, ad esempio, contengono le coppie di
elementi di due qualunque di questi due campi, associati in una corrispon-
denza (2, 2).

~ Fra i 4 campi dati, combinandoli a due a due, abbiamo cosi 6 corri-
spondenze (2, 2). Quelle relative a C,, C,, e a C,, C, sono riferite tra loro
biunivocamente, associando coppie « y e « 2z che stiano in una stessa terna
neutra © y 2z di C, C, C,. Applicando quest’osservazione ripetutamente, si
vede che le 6 corrispondenze (2, 2) saranno in generale enti ellittici collo
stesso invariante assoluto ().

4. Dire che una coppia « y di elementi di C, C, & neutra (n. 2) equi-
varra a dire che ogni coppia zu di C, ¢, forma quaterna di f colla x y,

(®) Cfr. Le PaiGE cit.° in (1), § L.
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ossia che tutle le projettivita 9, han comune la coppia x y. Posta la (2), la
coppia « y dovra annullare 4, B, C, D. Non esiste dunque in generale una
tal coppia. (Se vi son due coppie neutre, le &, formano fascio).

Similmente non esiste in generale un elemento neutro. La sua esistenza,
per esempio in C,, significherebbe che f si pud scrivere come prodotto di
una forma lineare di «, x, per una forma trilineare nelle altre coppie di va-
riabili. Escluderemo nel seguito questo caso, come anche quello che f sia il
prodotto di due forme bilineari: supporremo cioé che la quadrilinearita sia
irriducibile.

QUADRILINEAR[TA,_PER LE QUALI LE OMOGRAFIE RESIDUE STANNO IN RETI,
OD 1IN FASCI,

. Poniamo ora
f = 2 at‘klm xi ? k zl um b (5)

ove ognuno deglindici prenda i valori 1, 2; siccheé i termini della somma
sono 16, ‘

Le omografie &,, provenienti dal fissare z, u, sono combinazioni li-
neari delle quattro :

iaiklxm;yln:O, Ea/.'klzwi'lkzo, Ea;kﬂwi?]kzo, Ea’;kmwi'lk:o- (6)

In conseguenza esse stanno in una rete quando queste quattro sono in
una rete; vale a dire quando € nullo il determinante.(invariante della f)

@y 27T Wayyy (LZPPR)
W12 @212 (L 2%PD LTI

L = .
Q191 Wys24 (1 29P% Mg221
(g9 (L 3PP (L 2%PP [LZPTT

Similmente le &, saranno in un fascio, se son nulli tutti i minori del
3° ordine di L; e coincideranno se son nulli tutti quelli di 2° ordine.

Ora, quando le @, presentano i detti fatti, le &,, presenteranno la stessa
particolaritd: perché, scambiando i campi C, C, con C, C,, il determinante
L non muta, altrimenti che per lo scambiarsi delle linee orizzontali colle
colonne. Ossia: ¢ la stessa cosa dire che sono in una rete le G,,, 0 le Gy,
che sono in un fascio le: G,,, o le 9,;; che coincidono le G,,, 0 le &,.
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6. Lo stesso fatto risulta anche subito cosi.

L’ipotesi che le @, siano in una rete equivale a dire che le forme primi
membri delle (6) son combinazioni lineari (a coefficienti costanti) di tre forme
o, ¢, 1 bilineari nelle = y. Poiche la f(5) si ha da quelle (6) moltiplicandole
pei 4 prodotti 2, u, e sommando, ne viene che in questo caso &:

[=e@y)ezu)+¢(@y)Bu)+y(y)y(zu). (7
E similmente, se le &, sono in un fascio, si potra porre:
[=e@y)azu)+b(@y) pzu); (8)

e se le @, coincidono:

[=o(@y)x(zu) ©)

Ora le (7), (8), (9) mostrano appunto che le @,, presentano sempre la
stessa particolaritd che le @,. A ,

Nel 3° caso, corrispondente alla (9), si vede che la quadrilinearitd si
spezza nelle due projettivitd ¢ =0, « =0, che saranno la 9, e la g,,; ma,
come s’¢ gid detto alla fine del n. 4, questo caso verrd escluso.

Nel 2° caso, in cui le @,,, e cosi le @,,, forman due fasci, la (8) mo-
stra che questi fasci si posson rappresentare cosi:

ro(wy)+rd(ey)=0

AB(eu) —pva(gu) =0 (10)

e che il porre f=0 viene a dire che la &, contenente la coppia zy di ele-
menti omologhi, e la @, rispetto a cui sono omologhi z e u, si corrispon-.
dono in un riferimento projettivo dei due fasci. Ossia: la quadrilinearita si
olltiene da due fasci di omografie fra C, C, e fra C, O,, riferili fra loro pro-
jettivamente, raggruppando insieme le coppie di elementi omologhi di omografie
che si corrispondono in quel riferimento projettivo.

7. Analoghi al determinante (invariante) L sono questi altri, i quali
si riferiscono invece rispettivamente alle @, 0 &, e alle &, 0 9,

@y11 Payry @91 27PN
M L2PT [L7YEP 4 2%PT (42907
@911 P21t Qg0 @g29,

Q1312 Wagi2 227 PP (L 2PPeS
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alll! 6t1112 a2lll a’2112

N Wy121 Wyyo2 A1y L23PD
Aya1y W21 (L2 Pagye
Aya21 [V 2TYY i394 [ PP

Ora si ha la relazione, identica:
L+M+N=0. (11)

Se dunque si annullano due dei tre determinanti, s’annullerd pure il
terzo. Ne segue questo teorema:

Se le G, sono in una rele, e cost purele G,,, saranno in una rete anche
le 9., e per conseguenza (n. 5) saranno in reti tutti i 6 sistemi di projetti-
vitd Ty

SEGUITO. RICORSO ALLE PROJETTIVITA ARMONICHE ALLE @,.

8.  Ricorrendo al concetto delle projettivitd binarie armoniche (o con-
Jugate, od apolari) (°), potremo ritrovare i risultati precedenti, e completar]i.'
Il fatto che le &, stiano in una rete equivale, com’é noto, all’essere
quelle projettivitd armoniche ad una projetlivitd fissa @ tra C, e C,. Se
questa & degenere, le @, hanno comune una coppia di ‘elementi, composta
degli elementi singolari di @ (coppia neutra per f).

Siano a, b, due elementi distinti di C,, e @, b, rispettivamente i loro
omologhi in C,, per @ Ogni projettivitd fra C, C, che sia armonica ad @ e
contenga la coppia a,b,, conterrd pure di conseguenza la coppia b, a,. Ap-
plichiamo ¢id all’ipotesi che le &, sian tutte armoniche ad @. Avremo che
tutte quelle fra esse che contengono una data coppia generica a,b, di ele-
menti ne contengon di conseguenza unr’alira b, a,. Quelle @, son le residue
delle coppie di elementi di C, C, omologhi nella &, residua di a@,b,. Ab-
biamo dunque che questa &, € pure residua di b, @, -

() Si veda su c¢id (anche per quel che occorrera in seguito), ad esempio: C. SEGRE, Note
sur les homographies binaires et lewrs faisceaux, Journal f. Mathem. 100 (1887), p. 317; op-
pure TH. Reve, Die Geometrie der Lage, 4e Auflage, 3¢ Abtheilung, Leipzig, 1910, p. 189
e seg.i
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D’altronde, quando due coppie di elementi di ¢, C,, non coincidenti
completamente, hanno la stessa @, residua; le &, stanno necessariamente in
una rete, e per conseguenza anche le &,. Si assumano infatti quelle due
coppie di elementi come elementi fondamentali delle coordinate su C, C,;
0, se in uno di questi campi i due elementi dati coincidessero, si prenda
quest’elemento come uno dei due elementi fondamentali di quel eampo.
Come le &, erano al n. 5 combinazioni lineari delle (6), cosi le &, son
combinazioni lineari di 4 proiettivitd, residue delle coppie formate cogli ele-
menti fondamentali di 0, C,, combinati fra loro in tutti i 4 modi possibili.
Per l'ipotesi due di queste 4 projettivitd coincidono; onde le dette combina-
zioni lineari stanno in una rete.

Dunque: Condizione necessaria e sufficiente perché le &, stiano in una
rete (0, cio che & lo stesso, le @.,), & che esistano due coppie distinte (almeno
parzialmente) di elementi di C, C, che abbiano la stessa Gy, residua (*).

9. Se le 9, sono armoniche ad una projettivita R fra C, e C,, e le Py,
sono armoniche ad una S fra C, e C,, saranno le G, armoniche alla pro-
jettivita prodotto di R e S: sempre che questo prodotto sia determinato.

Supponiamo da prima, per semplicitd, che @ e § non siano degeneri.
Diciamo a, a,, b, b, due coppie qualunque di elementi omologhi per @; e
siano poi a; e b, gli omologhi di a, e b, per §: cosicché il prodotto @ S
mutera a, e b, in a; e b,. Si tratterd di dimostrare (n. 8) che: avendo a, b,
e b, a, la stessa &, residua, e cosi a,b, e b,a, la stessa &, residua, do-
vranno di conseguenza a, b, e b, a, avere la stessa &, residua.

PFissiamo su C, un elemento qualunque u, che poi si fard variare; e
consideriamo la trilinearitd g fra C, C, C; che raggruppa i resti di  rispetto
alla data quadrilinearitd. La considegazione dell’omologo di » su C,, C,, C,
nelle ,,, &,, @, testé nominate riduce cio che ivi s’¢ asserito alla seguente
proposizione da dimostrare, per la trilinearitd :

Se a,b, e b, a, forman terne di g con uno stesso elemento n, di C,, e
cosl @, b, e b, @, forman terne con uno stesso elemento m, di C,, anche
o, b; e b,a, avranno lo stesso resto su C, rispetto a I

Ora questo teorema per le trilinearitd si verifica facilmente. Una dimo-
strazione semplice consiste nel trasformare C, C, C, in tre punteggiate com-
planari, su cui la g & segata dalle rette del piano; il che sempre si pud

(") Non si esclude che questa Ty Possa esser degenere.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



112  Segre: Sulle corrispondenze quadrilineari tra forme di 1* specie

fare (°). Dopo cio il teorema equivale a quello di Pascan per l'esagono
a,n, b, a, m, b, avente i vertici alternativamente sulle rette C, e C,; la C, &
la retta di Pascar.

10. Consideriamo ora il caso che una almeno delle due projettivita
R, S sia degenere: per esempio la @. Diciamo e,, f, i suoil elementi singo-
lari, rispettivamente su C,, C,. Il prodotto @ S sard ancora determinato, a
meno che & abbia, essa pure, f, per elemento singolare su C,. Escluso
questo caso (nel quale ogni elemento di C, avrebbe nel prodotto @& § I'omo-
logo indeterminato), sard @ § la projettivitd degenere fra C, e C; che ha
per elementi singolari-e, e I'omologo f, di f, su C; rispetto a J.

L’ipotesi che le @, siano armoniche ad @ significa ora che e, f, &€ una
coppia neutra della quadrilinearitd; e cio che si vuol dimostrare & che anche
e, fs sard una coppia neutra. Ora, se # & un elemento qualunque di C,,
e, f. w formeranno quaterna della quadrilinearitd con ogni elemento di C,:
ossia la &, residua di e, u ha f, come elemento singolare, ed & percido de-
genere. Ma § & armonica a tutte le @,,; in particolare dunque conterra
come coppia di elementi omologhi i due elementi singolari di quella &,
degenere. E poiché abbiam chiamato f, 'omologo per & di f;, sard dunque
fs il 2° elemento singolare della detta &, residua di e, u. Ossia: e, f, u for-
man quaterna con ogni elemento di C,. E, poiché « & arbitrario su C,, e, f,
sard una coppia neutra della quadrilinearitd: come s’era detto.

Cosl il teorema del n. 9 & pienamente stabilito. Il solo caso da esclu-
dersi &, come avvertimmo, quello in cui @ e § hanno uno stesso elemento
singolare su C,. Allora le @, saranno ancora (pel n. 7) armoniche ad una-
projettivitd fissa; ma questa non si potrd pitt definire come il prodotto
di e d.

DETERMINAZIONE DI TUTTI I' CASI POSSIBILIL

11. Il risultato ottenuto ci permetterd di determinare quali sono tutti
i casi possibili, rispetto all’essere le &, in reti o in fasci.
Supponiamo che, ad esempio, le &, formino un fascio, mentre le &,
stiano in una rete.

(®) Cfr. ad es.® la dimostrazione (del fatto duale) a p. 381-385 della Mem.® di F. Lonpox,
Zur Theorie der trilinearen Verwandtschaft dreier einstufiger Grundgebilde. Math. Annalen 44
(1894%), p. 375. )
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Saranno le &, armoniche alle projettivitah @, fra C, e C,,-di un altro
fascio; e le &, armoniche ad una projettivita § tra C, e C,.

Le @ non saran tutte degeneri; se no, essendo in un fascio, avrebbero
comune l’elemento singolare su C,, o su C,; e le &,, avrebbero, esse pure,
quell’elemento come singolare; il che & escluso (fine del n. 4).

Se nemmeno la S non é degenere, i prodotti di ogni @ (non degenere)
per & saran projettivitd tutte distinte fra loro (e non degeneri). Pel teorema
del n. 9 le &,, saranno armoniche a tutte queste projettivita; e perd for-
meranno un fascio, e non saranno in generale degeneri. I prodotti @ § for-
meranno a loro volta un fascio.

Se quindi applichiamo di nuovo il teorema del n. 9, scambiando fra
loro gli indici 1 e 2; e considerando, invece della § del n. 9, ciascuna
delle infinite projettivita non degeneri a cui sono armoniche le &,; conclu-
deremo che le &,; sono armoniche ad infinite projettivitda (non solo alla $);
e di conseguenza stanno anch’esse in un fascio, non soltanto in una rete.
La & da cui siam partiti & variabile nel fascio armonico a quello.

12. Prima di proceder oltre converra, sempre restando nell’ipotesi del
n.° prec.®, precisare ulteriormente il risultato ottenuto.

Ciascuno dei due fasci di projettivitd @ ed § si compone di projettivita
con due coppie comuni, distinte o coincidenti, di elementi omologhi. Pel
fatto che i prodotti @ S devono anch’essi costituire un fascio, accadra che
i due elementi che le coppie comuni alle @ hanno su C, coincideranno coi
due elementi di C, appartenenti alle coppie comuni alle .

In fatti se un elemento a, di C,, omologo per tutte le @ di uno stesso
elemento a, di C,, avesse come omologo su C, rispetto ad una § un ele-
mento a; variabile colla S, i prodotti R S delle diverse @ per questa § avreb- -
bero in comune la coppia a, a, di elementi omologhi. E poiché le @ S for-
mano un fascio, la coppia a, @, sarebbe una coppia base del fascio: il che
¢ assurdo, poiché a, & variabile, e si tratta di un fascio non degenere.

Adunque, se indichiamo con a, a, e b, b, le coppie, distinte o coincidenti,
comuni alle @, si potranno rappresentare con a,a,, b,b; le coppie base
delle §; siccheé le coppie comuni alle @ S saranno «, a,, b, b;.

‘1 fasci delle @,, S, S, essendo armonici rispettivamente ai fasci
delle @, delle &, delle @, avranno per coppie basi:

a, b, b, a,; a’zba; baa’s; a’xbaa b, as.
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Le due coppie basi di ognuno saranno, o sempre distinte, o sempre
coincidenti.

Scambiando l'indice 3, o 2, coll’indice 4, si dedurrd che esistono in C,
due elementi a, b, tali che i fasci delle &,,, S%,, %, avran per coppie basi:

a,b,, ba,; ab,,ba,; ab,, ba,.

13. Ritornando al n. 11, supponiamo ora che la projettivitd & ivi con-
siderata sia degenere, cogli elementi singolari m, m, rispettivamente su C,, C,.
Il prodotto di una delle @ per § sard ancora, per una @ generica, ben de-
terminato; poiché, come s’¢ detto (n. 11), la @ generica non & degenere.
Questo prodotto sard la projettivitd degenere frd C, e C, che ha su C, per
elemento singolare m, e su C, per elemento singolare I'omologo.m, di m,
nell’inversa della @ considerata.

Se m, non fosse fisso, al variare della @, quel prodotto & S sarebbe
variabile, avendo fisso I’elemento singolare m,. Le &,,, essendo armoniche
a tutte le projettivita prodotti @ S, avrebbero anch’esse comune quest’ele-
mento singolare: contro 1’ipotesi che la corrispondenza quadrilineare sia
irriducibile (n. 4).

Dunque m, & fisso: ossia una delle due coppie (distinte o coincidenti)
comuni alle projettivita @ contiene I'elemento singolare m, di J.

Il fascio delle &, ha per coppie di elementi base le coppie basi del fascio
ad esso armonico delle @, invertite. Le &, poi contengon tutte la coppia
m, m,. Cosicché il caso attuale & quello in cui la coppia unica comune
alle &, ha su O, lo stesso elemento che ha ivi una delle due coppie (di-
stinte 0 no) comuni alle &,. E si vede che anche le &, conterranno una
stessa coppia, composta dell’elemento di C, che fa parte dell’altra coppia
base delle @,,, e dell’elemento di C, che & nella coppia comune alle P,,.

14. Ora possiamo concludere :
Per quadrilinearita irriducibili, i casi che si posson presentare riguardo
allo stare le projettivita G, in reti (°), o in fasci, sono i seguenti:
1.> Solo due dei 6 sistemi di projettivita sono in reti, per esempio solo
le 9, ele 9.

(®) Per brevitd qui, dicendo che stanno in reti, intendiamo: « in reti ben determinate,
e non in fasci ».
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2.° Sono in reti tutti i 6 sistemi di projettivita.

3.° Le .., ad esempio, formano un fascio; le G, ele @, sono in reli,
in quanto che le G, hanno una coppia comune, e cosi le G, ('°). Delle due
coppie, distinte o no, che son base per le &,, una ha [lelemento che sta
su C, in comune colla coppia base delle &,; l'altra ha comune I’elemento
di C, colla coppia base delle &,,. Le due coppie base rispettivamente delle &,
e delle §,, han lo stesso elemento su C,.

4.° Tutti © 6 sistemi di G, son fasci. Le coppie di elementi, base di
questi fasci, son cosi disposte. Se a, b,, b, @, son le due coppie (distinte o
coincidenti) base per le &,, si potranno indicare con a,b, e b, a, le coppie
base per le @,, per tutte le sei combinazioni ik degli indici 1, 2, 3, 4.

5.° Come caso particolare del precedente, coincidono @, e b, per ogni 4.
Nei' 4 campi C; stanno rispettivamente 4 elementi a, tali che a due a due
costituiscono coppie neutre per la quadrilinearit.

15. La rappresentazione analitica conferma questi risultati, e puo for-
nire equazioni canoniche per le quadrilinearitd dei vari casi.

Mi limiterd al 4°e 5° caso. Nel 4°, se si prendono in C; come elementi
fondamentali delle coordinate rispettivamente a, e b,, il fatto che ogni coppia
a; b, con i e k diversi & neutra di che nella (5) (n. 5) i coefficienti @ con
due indici disuguali son tutti nulli; sicché quell’equazione si riduce alla
forma semplicissima (**)

L Y 2 W Ty Y, 2 U, =0, (12)

Secondo 'osservazione finale del n. 6, questa corrispondenza quadrili-
neare si potrd ottenere con due fasci di projettivita fra C, C, e fra C, C,,
riferiti tra loro projettivamente, introducendo la particolariia che alle due
projettivitd degeneri dell'un fascio rispondan nell’altro fascio le projettivita
degeneri. ‘

Nel 5° caso siano @, =0, y, =0, 2,=0, v, =0 1 4 elementi che a due
"a due forman coppia neutra. Mancheranno nella (5) i termini con due indici
(almeno) = 2. Resta dunque un’equazione della forma

a, L, y121u1+%w1 y221u1+a3m1y1z2u1+a4w1 Y2 u2+aom11lzxu1=0

(*) Quindi anche le @, formeranno un fascio, e le &, ., staranno in reti, dotate di
coppia base, ecc.
(*Y) Cfr. L PareE cit.e in (), § III.
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0, se si vuole, in coordinate non omogenee
a, e,y +a,2+a,u+a,=0. (13)

Su essa si vede subito che le &, formano 6 fasci colle due coppie base coin-
cidenti (rispettivamente nelle 6 coppie neutre).

RAPPRESENTAZIONE DELLE QUADRIL]NEARITA SU DUE QUADRICHE FISSE,
- PER MEZZO DELLE RECIPROCITA SPAZIALL

16. Fissiamo due quadriche non degeneri @, Q'; e, riferendole a due
convenienti sistemi di coordinate omogenee, che indicheremo con

’ ’
Xll X12 Xﬂ X!Z) e X 11 X'IZ X’2l XZ?,
rappresentiamole parametricamente con

X:‘kzwiyk) Xw=zu, (i; k, I, m= 1> Q) (14')

(Ci accadra poi anche in seguito di scrivere X, X, X; X, invece di X,, X,,
X, X,,; ecc.). Saranno x, «, coordinate omogenee nel campo binario costi-
tuito dalle generatrici di un 1° regolo (o schiera rigata) di @; y, y, analoga-
mente pel 2° regolo: le X, saran le coordinate del punto X di @ per cui
passan le generatrici @ e y dei due regoli. Similmente z, 2z, e u, u, saran le
coordinate interne ai due regoli di '; e precisamente quelle delle genera-
trici passanti pel punto X’.
Assumendo quei 4 regoli, rispettivamente, come i 4 campi C, C, C, C,,
la quadrilinearita '
=3 tuim @ Y 22 4,, =0, (15)

grazie alle (14), equivarra alla relazione
® =3 G XikX'/lm=O; (16)

la quale dice che X, X' son punti reciproci in una determinata reciprocitd ¢
fra gli spazi di @, Q. I 16 coefficienti della quadrilinearitd sono gli stessi
che i 16 coefficienti della reciprocitd. Le quadrilinearite tra 4 campi binari
vengon cost riferite linearmente alle reciprocita fra 2 spazi ordinari.
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17. Cid che @ risultato immediatamente per via algebrica, trasformando
I'una nell’altra le (15) e (16) per mezzo delle (14), si pud anche riconoscere
per via geometrica. .

Data cioé una reciprocita ¢ tra gli spazi di @, @', raggruppiamo due ge--
neratrici @ e y dei due regoli C, €, di @ e due generatrici z e u dei regoli
¢, 0, di ¢, quando il punto zy e il punto Zu sono reciproci in . Si rico-
nosce subito che, date due qualunque di quelle 4 rette, le altre due si cor-
rispondono in una determinata projettivita. Cosi, date z e u, e quindi il loro
punto comune, il piano corrispondente a questo In ¢ sega @ secondo una
conica, su cui s’'incontrano le generatrici @, y dei due regoli C, C, di @,
omologhe in una projettivitd @, (**). Se invece diamo, ad esempio, y e u
rispettivamente nei regoli C, e C, di @ e di ¢, le coppie di punti di queste
rette che son reciproci nella ¢ formano due punteggiate projettive: e i re-
goli C, e C,, riferiti a queste punteggiate per sezione, risultano cosi legati
da una projettivitd &,,.

Ne deriva (DE Paouis (*) n. 1) che l'aggruppamento delle generatrici
dei 4 regoli in quaterne & una quadrilinearita. -

Viceversa, se si dd una corrispondenza quadrilineare fra i1 4 regoli di
Q, @'; e si associano due punti di @, @ quando le generatrici passanti per
essi forman quaterna in quella; saranno tali punti coppie di punti reciproci
in una reciprocitd. Dato cioé uno di essi, per esempio zu, l'altro dovra stare
su una conica di @, generata dai due regoli di questa, riferiti in una deter-
minata projettivitd &,,, residua di quella coppia zu; ecc., ecc.

18. Sebbene nel seguito non ne facciamo uso, possiamo qui accennare
come questa rappresentazione spaziale metta in evidenza il fatto che wuna
corrispondenza quadrilineare lra 4 forme di 1° specie equivale, in cerfo senso,
ad un legame bilineare fra le projettivita che si posson porre tra due di
quelle forme e le projettivita tra le altre due. Basta in fatti, per avere quel
legame bilineare, considerare i punti X del 1° spazio come imagini delle
projettivitd fra i regoli C,, C, di @ (associando cioé¢ due rette di questi
quando sono in un piano con X), e i punti X’ del 2° spazio come imagini
delle projettivitd fra i regoli C;, C, di @'; indi associare due tali projettivita.
quando 1 loro punti imagini X, X’ sono reciproci in ¢. Se X, X' sono su

(*?) Per la rappresentazione delle projettivitd binarie sulle sezioni piane di una quadrica,

v. G. STEPHANOS, Mém. sur la représentation des homographies binaires, etc., Math. Annalen
22, 1883, p. 299.
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Q, @, le corrispondenti projettivitd, essendo degeneri, si posson sostituire
colle loro coppie di elementi singolari # e y, # e u; e nascono le quaterne
di elementi della corrispondenza quadrilineare. Sivede subito che il legame
bilineare tra le projettivita H di C, e C,, ¥ di C, e C,, si pud enunciare
cosi: J & armonica a quella projettivith & fra C, e C, che associa due
elementi la cui @, residua nella quadrilinearitd & armonica a JH Oppure
nel modo analogo, scambiando C, e C, con C; e C,, la H con N Se, sim-
bolicamente, si rappresenta la quadrilinearitd con «,B,v.3, =0 (ove solo i
prodotti «,£,v,d, hanno senso), e la H con a,b,=0, la K con ¢, d,=0
(avendo senso solo i prodotti a,b,, ¢, d,); quel legame bilineare fra le ¥ e
le J¥ si esprime cosi:

(=) (3b) (y o) O ) =0.

Invece di esso si pud considerare l'una ¢ l'altra di due corrispondenze,
generalmente biunivoche, lineari, fra le projettivita di C, e C,, C; e C,: una
delle quali si ha facendo corrispondere a ciascuna H quella projettivita &’

q P p

di C, e C,, prima nominata, che & armonica a tutte le J¥ legate alla M nel
modo detto; e laltra in maniera analoga.

19. Ritornando al n. 17, osserviamo che la reciprocitd ® pud essere
degenere (0 singolare) semplicemente, o doppiamente, o triplamente: ossia
ridursi rispettivamente a una reciprocitd fra due stelle S, S’, o ad una pro-
jettivitd fra due fasci s, ¢’ di piani, o infine spezzarsi nella condizione che
o X, o X' stiano in due piani determinati ¢, ¢’. Cid corrisponde rispettiva-
mente: all’essere nullo il determinante L (n.5) della ®; o all’annullarsi dei
suoi minori di 3° ordine; o di quelli di 2° ordine.

Ora questi fatti algebrici rispondevano, per la quadrilinearita (n. 5), al-
I'essere le @, o le @, projettivita di una rete, o di un fascio, o tutte coin-
cidenti. E st vede bene la ragione geometrica di questa corrispondenza.
Perché, se la reciprocitd & semplicemente, o doppiamente degenere, a punti
generici X'=zu di @ rispondono per ® piani della stella S, o del fascio s
del 1° spazio; e si sa che le coniche segate su @ dai piani di una stella, o
di un fascio, determinano fra le generatrici «, y dei due regoli le projetti-
vitd &, di una rete, oppure di un fascio. Ecc.

E losservazione finale del n. 5 trova ora un’altra prova in cio, che se
una reciprocitd ® ha nel 1° spazio un punto singolare, od una retta, o piano,
di punti singolari, la stessa singolaritd essa deve avere nel 2° spazio.
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20. Una terna = yz di generatrici & neutra per la quadrilinearitd f, se

il punto xy di @ ha come piano omologo nella reciprocitd ¢ un piano pas-
~ sante per 2, e quindi tangente a Q. Se ® non & degenere, i piani tangenti
a @ son gli omologhi, per ¢, dei punti di una quadrica @, del 1° spazio. I
punti @y ora considerati saran quelli della quartica comune a @ e Q, (*%).
La corrispondenza (2, 2) del n. 3 fra elementi di C, C, ¢ rappresentata da
questa quartica. .

Una coppia ®y di generatrici dei due regoli di @ sarad neutra per, f,
quando il loro punto d’incontro abbia rispetto a & un piano omologo inde-
terminato: ossia solo quando @ & degenere e un suo punto singolare del
1° spazio & nel punto xy di Q. — Invece una coppia neutra « z di genera-
trici rispettivamente di @ e di @ sard tale che ogni punto di « e ogni punto
di z son reciproci nella ®: vale a dire sard una coppia di rette corrispon-
denti per la o.

21. Una reciprocita ¢ degenere & caratterizzata da cio: che si posson
trovare due punti distinti di uno spazio, aventi lo stesso piano per omologo
nell’altro spazio. Basta prendere infatti due punti allineati con un punto
singolare. Ne deriva di nuovo la proposizione finale del n. 8.

Inoltre, se S & punto singolare per ¢ nel 1° spazio, le &, saran rap-
presentate dalle sezioni fatte su @ con piani passanti per S. La projettivita
fra C, e C,, che al principio del n. 8 s’indicava con @, armonica a tutte
le 9., sard rappresentata dalla conica sezione di @ col piano polare di S
rispetto alla stessa Q. E si vede di nuovo che, se le rette a, b, del regolo C,
incontrano su quella conica le rette @, b, di C,, saranno i punti @, b, e b, a,
allineati con S; ossia le coppie di elementi @, e b,, b, e a,, di C, e C,
avranno la stessa &,, residua.

Anche la classificazione che s’¢ conclusa al n. 14 si rappresenta bene
col metodo ora introdotto. I casi 1° e 2° vengon da sé (il 2° si ritrovera al
n. 23). Il 3° caso si ha, ad esempio, se ¢ degenera in una projettivitd tra
due fasci di piani s, s, per la quale siano omologhi un piano del 1° fascio
tangente a @ e un piano del 2° fascio tangente a @'. Il 4° e il 5° caso si
hanno se entrambi i piani del 1° fascio tangenti a @ (distinti o coincidenti)
han per omologhi i due piani del 2° tangenti a @'

(*®) Se @, coincidesse con @, ossia se @ e @ fossero omologhe nella &, si avrebbero due
projettivita fisse, rispettivamente tra i regoli di queste quadriche; e la corrispondenza qua-
drilineare si spezzerebbe nell’insieme di queste due projettivita.
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RAPPRESENTAZIONE DELLE QUADRILINEARITA AVENTI LE &, LEGATE LINEARMENTE,
PER MEZZO DI DUE CONICHE E DI UNA RECIPROCITA FRA I LORO PIANIL

22. Quando si rappresenta una quadrilinearitd su @, ¢’ per mezzo di
una reciprocitd ¢ come nel Cap.® prec.®, se avviene che le &, (0 &,) stiano
in una rete, cioé¢ che @ sia degenere, la rappresentazione si puod semplificare,
sostituendo a @, @ i coni circoscritti ad esse dai punti singolari S, §" di o.

I 4 campi binari che rappresentavamo coi 4 regoli di @, @ vengono al-
lora dati da quei due coni quadrici, come inviluppi di piani: contando ogni
piano due volte, ossia come elemento di due dei 4 campi binari.

Se inoltre seghiamo le due stelle S, & con due piani, otteniamo la se-
guente rappresentazione della nostra particolare quadrilinearita:

Su due piani son fissate due coniche irriducibili y, ¥, da riguardarsi
come inviluppi. Si consideri y come la sovrapposizione di due coniche (in-
viluppi) C,, C,, e v come la sovrapposizione di due C,, C,. Le quadrili-
nearitd colle @, (o &) in una rete si posson rappresentare con quadrili-
nearitd fra le coniche C, G, C; C,, aventi questa particolaritd: che due tan-
genti di ¥y riguardate come elementi rispettivamente di C, e C,, oppure le
medesime riguardate come elementi rispettivamente di C, e C;, hanno sempre
la stessa projettivitd &, residua fra gli elementi di y: non vi & da far di-
stinzione di ordine fra C, e C,; e cosi fra C, e C,. La projettivitd a cui sono
armoniche le &, & l'identiti: vale a dire le &, sono involuzioni; e cosi
le &,,.

Le quadrilinearitd di tal natura tra le due coniche proverranno dalle
reciprocitd tra i loro piani: in quanto che, se le tangenti a, o, e a, a,, ri-
spettivamente di y e ¥/, formano una quaterna della quadrilinearitd, il punto
a,a, e il punto a, @, saran reciproci in una determinata reciprocitd piana o.
Viceversa, associando 4 tangenti @, a, a, ¢, quando i punti @, a, e a,a,
son reciproci in una data reciproeita ¢, si verra a porre una quadrilinearitd
tra C, C, G, C,.

Le corrispondenze quadrilineari che in questo modo si posson rappre-
sentare su due coniche sono anche caratterizzate cosl. Esse sono fra due
campi sovrapposti C, G,, e fra altri due campi sovrapposti €, C,; simme-
triche, o involutorie, rispetto ai primi due, come pure rispetto agli altri due.
La forma quadrilineare f (irriducibile) & una combinazione lineare dei 9 pro-
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dotti delle tre espressioni x, ¢,, ®; ¥s, «, ¥s + 2, 4y, per le tre z,u,, 2, u,,
2, U+ 2, U,

23. Se si esclude che le @, (o le &@,,) formino fascio, la reciprocita
piana ¢ non sard degenere. Essa muterd la conica inviluppo €, = C, in una
conica-luogo D, = D, del 2° piano. E la quadrilinearitd, che ne deriva, fra
D, D, C, C,, o, pit brevemente, fra D(=D,=D,) e I = C, = C,, si potra
definire cosi: Forman quaterna della quadrilinearita due punti di D e due
tangenti di T, se la retia dei due punli e il punto d’incontro delle due tan-
genti sono incidenti.

Domandiamo ora quando & che questa quadrilinearitd sara tale-che le
s (come gid le &, e le &,,) stiano in una rete (e cosi di conseguenza
tutte le &, stiano in reti, qualunque siano % k).

Occorre e basta (n. 8) che, presi ad arbitrio wni punto § su D e una
tangente s di T, esistano altri due elementi S* di D e & di I, tali che la
projettivita residua di Ss sia la stessa che quella di S’s. La projettivitd
residua di Ss & la corrispondenza fra i punti P di D e le tangenti p di T,
tali che la retta SP passi pel punto s p: ossia tali che il fascio di centro S
descritto da S P abbia per sezione la punteggiata che segna su s la tan-
gente mobile p di T. Dire che questa projettivitd non muta sostituendo S’ e
s a S e s viene a dire: i due fasci projettivi di centri S, S’ generatori
della conica D han per sezioni sulle retle s, s' due punteggiate projettive che
generano I' come inviluppo.

B questa la particolaritd che presentano le coniche D e T, quando la
quadrilinearitd che abbiam definito fra esse ha tutte le projettivita residue
giacenti in reti. E si vede che: basta che esistan due fasei projettivi genera-
tori di D e due punteggiate generatrici di I', che sian rispettivamente pro-
spettivi, perché di tali forme ne esistano oco®: potendosi prendere ad arbitrio
il centro S di un fascio sulla D, e una tangente di I' come sostegno s di
una punteggiata.

94. Le due coniche D e I' saranno in una relazione ben nota. In fatti,
colle notazioni gid usate, poniamo che P si prenda precisamente in uno M
dei due punti d’intersezione di 8" con D. La retta S P, che diventa S M, ta-
glierd s nel punto che & omologo di M, quando M si consideri come punto
della punteggiata s' projettiva ad s: sicché S M sard tangente a I'. Cosi, se
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N & laltra intersezione di s’ con D, sard S N tangente a I'. Esiste  dunque
un triangolo § M N iscritto in D e circoscritto a T.

Viceversa, si abbia un triangolo 4 B C iscritto in D e coi lati a b ¢ (ri-
spettivamente opposti a quei vertici) tangenti a I'. La quadrilinearitd fra
D e I, definita come s’¢ detto sul principio del n® 23, sard tale che per essa
A Bc; o Be saranno evidentemente due terne neutre; ossia la projettivita
residua di B¢ & quella degenere che ha per elementi singolari 4 a. E questa
stessa projettivitd degenere sara, analogamente, quella residua della coppia
Cb. Onde, pel teorema del n. 8, le &, staranno in una rete; e si avra il
caso attuale.

Questo caso é dunque caratterizzato dalla esistenza di uno e quindi infi-
niti triangoli iscritti in D e circoscrilti a T. (') - )

Se ora si vuole ritornare al modo pil generale del n® 22 di ottenere la
corrispondenza quadrilineare fra le due coniche C, = C,, C, = C,, mediante
una reciprocitd piana ¢; basterd applicare il risultato ora ottenuto per con-
cludere: Tutfe le G, di quella quadrilinearita staranno in una rete, quando.
le due coniche e la reciprocita tra i loro piani saranno cosi legale, che esi-
stano due triangoli circoscritti rispettivamente alle due coniche, i quali‘ si cor-
rispondano in quella reciprociti. (**) - Di tali coppie di triangoli ne esisteranno
oo' se ve n’é una.

QUADRILINEARITA RAPPRESENTATE SU DUE QUADRICHE SOVRAPPOSTE.

25. In un altro modo possiamo rappresentare opportunamente le qua-
drilinearitd fra 4 campi binari, che a coppie sian sovrapposti: e cid senza
introdarre (come invece s’era fatto nel Cap.® prec.®) condizioni speciali per
la corrispondenza.

(*) La corrispondenza projettiva, che avrd luogo (tra i punti S e le tangenti s, ossia)
tra i vertici e i lati opposti di quei friangoli & — come risulta dal n. 23 — la projettivitd
armonica a tutte le G,.

(*) Poiché nell’enunciare questa relazione, non vi & da distinguere fra le due coniche
sovrapposte C; e C;, avremo che: posta I’ipotesi di tutto questo Capit.® che le &, stiano
in una rete, se avviene che anche le &, siano in una rete, lo stesso accadrd delle G,,;
e cosi delle &,,, ecc. Si ritrova cioé il teorema del n. 7. — E anche quello del n.9 diventa
evidente, in base alla (1%).
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Basterd che nei n.! 16 e seg! si assumano le due quadriche @ e @’ so-
vrapposte. Cosi i campi C,, C,, ad esempio, saranno uno stesso regolo di
. @; e C,, C, saranno l’altro regolo.

Se x e # son due generatrici del 1° regolo, e y, u due generatrici del
2° regolo, si che @ y # u sia una quaterna della quadrilinearitd f; il punto
xy ed 1l punto zu di @ saran reciproci per la reciprocitd ¢.

Con questa rappresentazione si risolveranno facilmente alcuni problemi
sulle quadrilinearitd tra due campi.

Cosi dai due noti casi in cui la reciprocitd ¢ & involutoria: polarita or-
dinarie, e sistemi nulli, si trae:

Le quadrilinearita fra due campi doppi C, (= C,), C, (= C,), che hanno ca-
rattere parzialmente involutorio, nel senso che se gli elementi 2z di C, e yu
di G, forman quaterna, sempre anche formin quaterna le stesse due coppie
invertite, z@ e uy (*°), costituiscono due diversi sistemi: uno oo’ dato da
una forma quadrilineare che non muta per gli scambi simultanei di « e #,
di y e u; l'altro oo® dato da una forma quadrilineare che muta segno per
tali scambi.

E poiche le reciprocita nulle si presentano anche come quelle in cui
ogni punto & reciproco di sé stesso; cosi si & condotti a chiedere fra le qua-
drilinearitd dei campi C, (= C,), C,(=C,), quelle che contengon tutte le
quaterne composte di due elementi coincidenti di C, e di due elementi coin-
cidenti di C,. Si avranno allora tutte le oo® reciprocitd per le quali @ & Iuogo
di punti uniti (reciproci di s¢ stessi). Esse formano il sistema lineare che
congiunge la polaritd rispetto a @ al sistema lineare oo® delle reciprocitd
nulle. E similmente le quadrilinearitad richieste formano il sistema lineare
o’ che unisce 1l sistema oo® poc’anzi nominato colla quadrilinearitd riduci-
bile (x —2) (y —u) =0, che si spezza nelle due identitd entro a C, e a C,.

26. Fermiamoci un momento sulle quadrilinearita del detto sistema 00’;

e consideriamo una di esse come definita sulla quadrica @ da un sistema

nullo. Vorra dire che associamo le generatrici « z del regolo C, e y u del

regolo C,, quando la retta dei punti @y, 2w sta in un dato complesso li-
neare di rette.

E chiaro che una retta o di C,, che stia nel complesso lineare, quando

si consideri corhe la sovrapposizione di due rette « z, formerda quaterna con

(*%) Il carattere involutorio richiesto al n. 22 (v. la fine) era piu restrittivo.
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due rette qualunque y u del regolo C,: ossia due rette sovrapposte in a for-
meranno coppia neutra di C, e C;. Ora in generale il regolo C, conterra
due rette del complesso lineare; e cosi anche C,. Percid vi saranno in ge-
nerale due coppie neutre di C, e C,, composte di elementi coincidenti; e
cosi per C, e C,. In altri termini: le projettivita &, formano un fascio di
projettivitd cogli stessi due elementi uniti, e cosi pure le &,.

In generale, quando la quadrilinearitd presenta questo fatto, le due rette
unite di ciascuno dei due regoli essendo tali che, su ognuna, due punti qua-
lunque son sempre reciproci per ¢, questa reciprocita ha le 4 rette come
rette unite. Si prendan queste rette di @ come spigoli del tetraedro di rife-
rimento, rispetto al quale @ ¢ rappresentata (n. 16) dalle formole:

Xi=zxy, X,=2 X,=y, X,=1 (17)
La reciprocitd ¢ sarad allora: A
aX, X, +0X, X, +cX, X, +dX, X' =0. (18)

E la quadrilinearity che essa definisce fra i due regoli, ponendo oltre alle
(17) le analoghe
X, ,=zu, X,=2 X,=u, X, =1,

si avra sostituendo nella (18):
axy+brutcysz+dzu=0. (19
Posto 2 = «, u=ay,Aque;ta si puod scrivere
a+botcpt+dpa=0; (20)

ed esprime un riferimento projettivo-tra i due fasci di omografie ad elementi-
uniti fissi #=px, u=oy, entro ai due regoli C, C, (d’accordo colla fine
del n. 6).

La o, data da (18), si riduce ad un sistema nullo se @ +d =0, b4 ¢ =0.
Si osservi poi che i valori p= =1, s = == 1, danno rispettivamente nei due
fasci di omografie le identitd e le involuzioni; e che quelle relazioni tra i
coefficienti della (20) fanno corrispondere tra loro questi valori di p e .
Dunque : ' )

Una quadrilinearita definita su una quadrica da un sistema nullo si puod
generare cosi: Su due campi binari C, C, si hanno, rispettivamente, due fasci
di omografie con elementi uniti fissi. Si ponga tra quesli fasci una corrispon-
denza bilineare, o projettivita, tale che siano omologhe nei due fasci le iden-
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tita (come particolari omografie dei fasci); ed anche le involuzioni rispettive
dei due fasci. Dopo cid, aggruppando sempre due coppie di elementi corri-
spondenti di due omografie omologhe, si otterranno le quaterne della quadri-
linearita (7).

Con calcoli simili a quelli accennati si estende il risultato al caso che
coincidano, in un regolo, od in entrambi, le due rette unite considerate. Si
terrd presente che, in ognuno dei due fasci di omografie, se accade che i
due elementi uniti fissi eoincidano, I'involuzione del fascio sard parabolica,
cioé sard l'unica omografia degenere del fascio.

Infine osserviamo che, se nel campo binario C,, al posto del birapporto
caratteristico p dei due elementi uniti fissi con due elementi corrispondenti

nella omografia, introduciamo la funzione iig (che pud convenire di so-

stituire al birapporto p di una quaterna d’elementi, ogni volta che sono as-
sociati in qualche modo i primi due elementi e quindi gli altri due); e si-
milmente nel campo C, al posto del birapporto ¢; la corrispondenza bili-
neare (20), nel caso attuale di a-+d =>b-+c¢=0, si potrd scrivere:

1—+—p_k1—+—6
1—p "1—o

(21)

ove k & una costante ('°).

EQUIVALENZA PROJETTIVA DELLE QUADRILINEARITA BINARIE
AI SISTEMI DI DUE QUADRICHE.

21. Considereremo d’or innanzi solo quadrilinearita tali che Uinvariante
L del n. 5 non-si annulli, ossia chele @, (0 F,,) non stiano in una rete. Cid
é come dire che la reciprocita spaziale @ dei n! 16 e seg.! non & degenere.

(*") Se la corrispondenza bilineare posta tra i due fasci di omografie fosse tale che al-
I’ identitd e all’involuzione dell’un fascio fossero omologhe nell’altro rispettivamente 1’in-
voluzione e 1'identitd; verrebbe una quadrilinearitd definita su @ da una polaritd ordinaria,
invece che da un sistema nullo. [Nella (20) si avrebbe a=d, b—=c|.
(") Nel caso a=d, b=c della nota precedente verrebbe invece
14p L4 k.

1—p 1—0a
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Potremo allora rendere pitt immediata la rappresentazione delle corri-
spondenze quadrilineari per mezzo di due quadriche (distinte o sovrapposte)
Q, @ e della reciprocitd ¢, sostituendo @’ colla quadrica @,, di cui essa &
l'omologa per mezzo di ¢. In fatti il dire, come prima (n. 17), che un punto
xy di @ e uno zu di @ son reciproci per o, equivarra a dire che quel
punto xy di @ sta nel piano, tangente a @,, che congiunge le generatrici
di @, omologhe di z e u. Cosi (chiamando ancora z e u queste rette di @,)
avremo la seguente rappresentazione della quadrilinearita :

Quatiro campi binari son rappresentati rispettivamente sui due regoli
C, C, di una quadrica Q e sui due regoli C, C, di uw’altra quadrica Q,.
Forman quaterna della quadrilinearitay 4 rette x y z u di C, C, C; C,, quando
il punto xy sta nel piano zu.

Data una quadrilinearitd qualunque (colla sola riserva posta al principio
di questo n°), la si potrd sempre rappresentare in questo modo: basterd ri-
correre anzitutto al procedimento del n. 16, e poi sostituire alla quadrica
Q@ la @, come ora s'¢ detto. Ma anche direttamente, una volta fissata @, si
otterrd la @,. In fatti un piano zu tangente a @, sega @ secondo la conica
luogo dei punti di incontro delle rette @ y di C, C, che forman quaterna
colle z u: ossia secondo la conica che & imagine su @ della projettivita &,
residua di # w. Viene dunque @, come inviluppata dai piani delle coniche
che sono imagini su Q per le oo® G, della nostra quadrilineariti.

Viceversa, date due quadriche @, @,, si porrd una corrispondenza qua-
drilineare fra i loro regoli, associando due generatrici  y di @ e due z u
di Q,, quando il punto &y sta nel piano zu.

28. Su questa rappresentazione delle quadrilinearitd si ritrovan fa-
cilmente alcune proprietd di queste. Cosl le @, degeneri proverranno dai
piani tangenti comuni alle due quadriche @, Q,; e le @,, degeneri dai punti
della quartica intersezione di @, @,. Le rette dei due regoli di @, che s in-
contrano su questa quartica, si corrispondono nella corrispondenza (2, 2) di
cui s'¢ accennato al n. 3. Due tali rette insieme con una generatrice di @,
concorrente con esse danno una delle oo' terne neutre; ecc. ecc. —

Il tetraedro polare che (in generale) & comune a @, @, ci dard nuovi
fatti per la quadrilinearita.

Anzi tutto fissiamo la nostra attenzione su due spigoli opposti di quel
tetraedro. Essi sono le diagonali di due quadrilateri giacenti rispettivamente
in @ e in @,. Diciamo a, a,, b, b,, e ¢,¢,, d, d, le coppie di lati opposti di
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questi quadrilateri, appartenenti rispettivamente ai regoli C,, C, di 9, e C,, C,
di @,: sicché i quadrilateri stessi, ordinati, saranno @, b, a,b, e ¢, d, ¢, d,.
Due vertici opposti del 1° stanno (su una diagonale e quindi) su due facce
opposte del 2°; e poi gli altri due vertici del 1° sulle altre due facce del 2°
Possiamo, eventualmente con uno scambio di @, e a,, supporre che i vertici
opposti a, b,, a,b, stiano precisamente sulle facce ¢, d,, ¢, d,. Ricordando
allora che l'essere il punto comune a due rette di C, C, situato nel piano
di due rette di C; C, significa che le 4 rette forman quaterna della quadrili-
nearitd f, concludiamo che son quaterne di f quelle che si ottengon pren-
dendo @, b,, 0 a,b,, con ¢, d,, 0 con ¢, d,; ed anche (dall’altra diagonale
comune) a, b,, oppure a,b,, con ¢, d,, o con ¢, d;: insomma le quaterne
a;b,c,d,, ove siano in numero dispari gl’indici uguali (a 1 od a 2). -

Assumiamo allora nei quattro campi binari rispettivamente a, a,, b, b,,.
¢, ¢, d,d, come elementi fondamentali delle coordinate. Vorra dire che
I'equazione (5) di f (n. 5) & soddisfatta ponendo nulle una «, una y, una z,
una u«, con un numero dispari d’indici uguali; ossia che son nulli i coefficienti
@as CcOn un numero dispari d’indici uguali. Dunque: In generale si pud ri-
durre Uequazione (5) di una quadrilinearitd a contenere solo i termini con
tutti gl'indici uguali e quelli con due indici 1 e dueindici 2; in altre parole,
tn coordinate norn omogenee si pud ridurre Uequazione a contenere solo il ter-
mine in xy zu, quelli coi prodotti delle 4 coordinate a due a due, e un lermine
costante, (*°)

Se nella considerazione dei due quadrilateri avessimo supposto che i
vertici a, b,, a, b; stessero sulle facce ¢, d,, ¢; d,, saremmo giunti nello stesso
modo a questo risultato: che l'equazione (5) della quadrilinearitd si puod ri-
durre a contenere solo i termini con un numero dispari (cioé uno o tre)
d’indici uguali; o, in coordinate non omogenee, a contenere solo i termini
in «, 9, 2, u e nei prodotti di queste a tre a tre. Questa equazibne canonica,
equivale perfettamente alla precedente: si passa dall’'una all’altra scambiando,
ad esempio, fra loro le coordinate omogenee x, ®,; o mutando la non omo-

|
genea « in —.
@
Se nell’equazione canonica generale

axyt-dzutdbrzt+byutcrutcdyz-+deyzutd=0 (22

2

(1) Quest’ equazione canonica & ottenuta dal Le Paice {(a pag. 30%) col computo delle
costanti. Da questo non appare — come-invece risulta col metodo seguito nel testo, — che
essa puo cessar di valere in casi speciali.
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(i cui coefficienti sian ==0) si pongono le « y # u uguali a delle nuove va-
riabili moltiplicate rispettivamente pei fattori rya' b ¢, rva'be, rab'ec,
rJabc, ove r*.daa'bb ¢’ =d, equazione stessa prende la forma piil
semplice

a(wy—}—zu)+[ﬂ(mz+yu)+y(wu—|—yz)+8(myzu+1)=0. (23)

Qui i rapporti dei 4 coefficienti « § y J daranno i tre invarianti assoluti
essenziali della quadrilinearita: cfr. la (**).
Calcolando gl’invarianti L M N per la (22) e per la (23), si trova:

L=(dd—ad)b¥ —ce)= (5 —a’) @ —1
M=(dd —bb)(cc—aa)= (3 — ) (y* — a?) (24)
N=@d—cc)(@a—bb)=(3"—1?) («* — B

29. Pel seguito ci fard comodo avere 'equazione canonica della qua-
drilinearitd in relazione con quelle delle due quadriche @, @,. Ritroveremo .
cosi il risultato di dianzi.

Scriviamo le due quadriche in forma canonica cosi (X, ... indicando le
4 coordinate omogenee di punti):

Q=X X3, @=XbiX;. (25)

Si potra allora rappresentare parametricamente @, ponendo, ad esempio
(con i=\—T),

0hX1=90y—|—1, a’aXn=i(my—1)> (QG)

o, Xy =1i(x+y), a,X,=x—y.

I parametri @, y son coordinate projettive entro .i due regoli di . Si-
milmente, se @,, quale & data da (25), si rappresenta come inviluppo di
piani &, si potrd porre, analogamente alle (26), per questi piani di @, :

E,=b(ru+1), &=1ib, (zu—1), §

om it ), E= .~ ) @

ove z, u son parametri projettivi per le rette dei due regoli di @,.

La quadrilinearita, che noi consideriamo fra i regoli di @, @,, nasce se
obblighiamo il punto X =2y di @ a stare nel piano {==zwu di @,; ossia se
poniamo ¥ X, &, =0; o sostituendo le (26) e (27), e scrivendo p, invece
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che X :

oL — p2) (wyzu+1)+(pl+>pg)(wy+zu)+

) 28
+ (pa—ps) (B2 +yu) — (ps +p.) (u+y2z)=0. 9

Ritroviamo la forma canonica (23).

30. I’equazione (22), o (23), non si altera se mutiamo il segno simul-
taneamente a « y # #. Essa proveniva da una delle tre coppie di splgoll
opposti del tetraedro polare di @ e @,. Dunque:

Una quadrilinearita fra i campi C, C, C; C, determina, in generale, in
tre modi diversi, quattro involuzioni, rispettivamente entro quei 4 campi: le
quali involuzioni mutano in sé la quadrilinearita, ossia trasformano 4 ele-
menli qualunque associali in questa in 4 elementi pure associati.

Queste involuzioni sono generate, entro ai regoli di @, @,, dalle invo-
luzioni spaziali che hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti del te-
traedro. Ne deriva.che le tre involuzioni che si hanno in ciascuno dei 4
campi sono a due a due armoniche. —

Invece delle dette involuzioni biassiali si considerino nello spazio le
omologie armoniche definite dai vertici e facce opposte del tetraedro polare.
Una di esse trasforma I'un nell’altro (non pill in se stessi) i due regoli C, C,
di @, e.cosi pure quelli C, C, di @,; e ancora  muta quaterne di generatrici
x y 2w in cui il punto xy sta nel piano z# in simili quaterne. Ne de-
duciamo:

Data una quadrilinearitd fra i campi C,... C,, esisle in generale — e
¢io in 4 modi diversi — un’omografia tra due di questi, per esempio tra C,
¢ C,, e una fra gli altri due, C, e C,, le quali mutano ogni quaterna della
quadrilinearita in una quaterna. (*°)

Le 4 omografie che cosi si hanno, ad esempio, fra C, e C,, sono a due
a due armoniche:-avendo come prodotti rispettivamente le involuzioni dianzi
considerate su C, e su C,. —

Rappresentando di nuovo i 4 campi binari sui regoli di @, @,, sicche le

{*°) S’intende qui, analogamente a cid che s’era fatto nella nota (*), ¢he un’omografia
tra due campi distinti C, e C, si applica in pari tempo a trasformare gli elementi di C, in
quelli di C,, e gli elementi di C, in quelli di C,: ossia si abbracciano 1’omografia e la sua
inversa in un’unica corrispondenza (involutoria) per 1’insieme dei due campi.
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omografie considerate tra C, e C,, e tra C, e C, rispondano alle suddette
omologie armoniche; si ha che invece le analoghe omografie tra C, e C, e
tra C, e C,, che mutano in sé la quadrilinearitd, sono prodotte da 4 delle
8 polaritd ordinarie, rispetto a cui si corrispondono le due quad’riche Qe Q;
e cosi le 4 omografie tra C, e C,, e tra C, e C,, dalle altre 4 di quelle po-
larita. Il prodotto di due polaritd di una stessa quaterna & la collineazione
involutoria che ha per assi due spigoli opposti del tetraedro. In conseguenza
i prodotti di due omografie di una stessa quaterna son sempre le stesse tre
involuzioni, che gia si son considerate su ciascun campo binario. (*')

31. L’esistenza di omografie fra due dei 4 campi binari, e fra gli altri
due, tali da mutare in sé la quadrilinearitd, prova che ogni fatto projettivo
relativo alla corrispondenza quadrilineare riman vero se si scambiano due
dei 4 campi binari rispettivamente cogli allri due (**); sempre che le projetti-
vita residue fra i primi due campi, e quindi fra gli altri due, non stiano in
una rete. Cosi se il sistema delle projettivitd residue &,, senza essere in
una rete (L ==0), presenta qualche altra particolaritd, la stessa particolarita
si presenterd nel sistema delle ,,.

Si pud obbiettare che le considerazioni del n.® prec.® ammettevano e
sistenza di un tetraedro polare comune a @, @,: mentre in casi particolari
un tal tetraedro pud mancare. Ma anche in quei casi si sa(*’) che esiste’
sempre almeno una reciprocitd che scambia fra loro quelle due quadriche.
Ed essa produce fra i quattro regoli (ciot fra C, e C,, C, e C,; oppure fra
C e C, C, e C;) le omografie che dimostrano quanto ora abbiamo asserito.

(") Quelle tre involuzioni, e quindi anche le loro tre coppie di elementi doppi, a due a
due armoniche, avranno una speciale importanza per la quadrilinearita.

Ad esempio, suppongasi che le &, debbano stare in una rete, ciod essere armoniche
ad una projettivita fissa R. Due involuzioni associate, rispettivamente di €, e di Cy, mute-
ranno @ in sé stessa. Sicché, se P, & un punto doppio della 1* involuzione, R lo trasfor-
mera in un punto P, di C; che dovrd essere mutato in sé dalla 2* involuzione; ossia sard
punto doppio di questa. Si vede cosi che @ sard determinata (in un numero finito di modi)
dal fatto che deve far corrispondere alle 3 coppie di elementi doppi delle involuzioni di C,
le 3 coppie di elementi doppi delle involuzioni di .

(*3) In un ordine che pud non essere arbitrario: come risulterd tosto.

(*®) C. SEGRE, Teorema sulle relazioni tra uwna coppia di forme bilineari e la coppia delle
loro forme reciproche, Giornale di matem.®, 22 (1884), p. 29. Veggasi il principio della p. 32.
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32. In base alla rappresentazione del n. 27 e seg. delle quadrilinea-
ritd, si pud dire che la geometria projettiva .delle forme binarie quadrilinears,
o quadrilinearita (ad invariante L non nullo), equivale alla geometria projet-
tiva del sistema di due quadriche (non degeneri). Intendiamo in questo enun-
ciato che i 4 campi binari delle quadrilinearitd sian soggetti a sostituzioni
lineari indipendenti. ‘

Si abbiano 4 campi binari rappresentati rispettivamente dai regoli C, C,,
C, C, di due quadriche @, Q,; e 4 campi binari rappresentati rispettivamente
dai regoli D, D,, D, D, di due quadriche R, R,. Fra C, C, C, C, si consideri
la quadrilinearitd f determinata nel modo di cui ci stiamo occupando (n. 27);
e tra D, D, D, D, la quadrilinearitd g definita analogamente.

Se una collineazione muta @, @, in R, R,, essa subordina 4 omografie
tra i loro regoli, per esempio tra C, e D,, C, e D,, C; e D;, C, e D,, le quali
mutano evidentemente f in g.

Viceversa si abbiano 4 omografie binarie tra C, D,, C, D,, C, D;, C, D,,
le quali mutino fin g. Le prime due definiranno una collineazione spaziale che
muta @ (di cul €, C, sono 1 regoli) in R (di regoli D, D,). Per ipotesi, se
x y 2z w sono elementi di C, C, C; C, che formin quaterna di f, i loro
omologhi ' ¢ 2’ v’ in D, D, D, D, formeranno una quaterna di g. Teniamo
fissi 2 w, e quindi #° »’; e lasciamo variare gli altri elementi. Avremo che
nella collineazione considerata i punti xy di @ situati nel piano di due
generatrici fissate di @,, han per omologhi i punti «’y" di R siti nel piano
di due determinate generatrici di R,. Onde in quella collineazione ai piani
tangenti di @, rispondono i piani tangenti di B,. La coppia di quadriche
@ Q, risulta collineare alla coppia di quadriche R R,. -

Questo teorema (**) ci assicura che ogni particolaritd projettiva di po-
sizione delle due quadriche @, @, si rispecchierda in una particolaritd projet-
tiva della quadrilinearitd f; e viceversa. Accenneremo tosto alcune di queste
particolarita.

(*) Si accorda con esso il fatto che gl’invarianti. assoluti indipendenti di una quadrili-
nearitd (poiché le costanti di questa sono 15, e quelle delle 4 sostituzioni lineari sono 12)
sono3 (cfr. n. 28): quanti appunto son quelli del sistema di due quadriche.
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DEDUZ[ONE DI ALCUNI CASI SPECIALI DI QUADRILINEARITA,

33. Se le due quadriche @, @, son tali che esista un tetraedro iseritto
in @ e circoscritto a @,, dicendo x,y,, ®, y.,, ®;¥s, «,y, le coppie di gene-
ratrici dei due regoli di @ che passan pei vertici del tetraedro, e 2, u,, 2, u,,
2,4y, 2,u, le coppie di rette dei due regoli di Q, che stanno nelle facce ri-
spettivamente opposte a quei vertici; avremo che son quaterne della qua-
drilinearitd tutte le quaterne di elementi x; y,; 2, 4, con i=|=k. Quindi un
noto teorema relativo alle due quadriche ¢i da quest’altro per le quadrili-
nearita: :

Se una quadrilinearita é tale che esistan 4 coppie di elementi rispetliva-
mente di due campi, ,4,, T:Ys, TsYs, T, Y,, € & coppie di elementi degli
altri due campi 2, w,, 2, Wy, 2, %s, 2, U,, tali che sian quaterne della corri-
spondenza tutte le x; y, 2, w, con i=|=k, allora esisteranwo infinite tali confi-
gurazioni di elementi. Percheé cid accada deve annullarsi un invariante di f.

Analogamente dal teorema sull’esistenza di tetraedri polari rispetto a @
e circoscritti a @,, considerando che 1 piani tangenti a @, segnano su @ le
coniche imagini delle projettivith &,, si trae:

Data una corrispondenza quadrilineare, nel sistema delle projettivita re-
sidue delle coppie di elementi di due campi non esistono in generale 4 projet-
tivita che siano a due a due arimoniche. Ma se esiste una lal quaterna di
projettivita (per il che dovrd annullarsi un certo invariante della corrispon-
denza) ne esisteranno infinite. (E lo stesso fatto accadrd per le projettivita
residue degli altri due campi).

34. Le particolaritd nella intersezione di @, Q, c¢i conducono ad altri
casi speciali di corrispondenze quadrilineari.
Se @, @, si toccano in un punto, le 4 generatrici uscenti da questo sono,
per la quadrilinearitd, cosi fatte che a tre a tre danno terne neutre. — Vi-
ceversa se ® y 2z u son rette dei 4 regoli tali clie a tre a tre danno una
terna neutra, cid significhera che il punto a2y e ogni piano per 2z sono in-
cidenti; ossia il punto xy sta su #; e similmente stard su w. Dualmente le
4 rette stanno in uno stesso piano. Dunque @ e @, si toccano. —
Se @, @, hanno una retta comune, se per esempio coincidono la retta
@ di C, e la z di C,, ogni punto xy sta in ogni piano zu: la coppia @« z
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.& neutra. Viceversa se due rette a, z di C,, C, costituiscono una coppia
neutra, esse dovranno sovrapporsi (*°).

35. Se Q, @, si tagliano in due coniche, ad intersezioni distinte, sicche
le due quadriche saranno bitangenti; avremo nella quadrilinearitd due di-
verse quaterne, tali, come al n.° preced.®, che gli elementi di ognuna com-
binati a tre a tre danno terne neutre. Se gli elementi delle due quaterne si
prendon come fondamentali per le coordinate rispettivamente nei 4 campi,
dovrd f annullarsi identicamente quando si annullano tre coordinate « y z u
collo stesso indice; siccheé le a,,,, con tre o quattro indici uguali saran nulle.
Restano in f solo i termini con due indici 1 e due indici 2. O, se sifa uso
di coordinate non omogene, f si riduce a contenere solo i 6 prodotti di
queste 4 coordinate combinate a due a due.

Effettivamente I'equazione (28) quando si supponga p, =¢,, sicche @, @,
si segano in due coniche, si riduce a

20, (@y+-2zu)+ (o, —ps) (2 +yu) — (o +-p) (u+y2) =0. (29)

Questo caso si pud anehe caratterizzare cosi: che, senza che esistan
coppie neutre, la corrispondenza (2, 2) fra C, C,, di cui al n. 3, si spezza
in due projettivitd. In fatti quella corrispondenza & data (n. 28) dalla quar-
tica comune a @, @,: la quale dunque si spezzerd in due coniche; ecc. ecc.

Un caso piu speciale si ha quando @, @, si tagliano in un quadrilatero.
Se due lati opposti di questo si considerano come comuni ai regoli C,. C,
e gli altri due ai regoli- G, C,, si avrd una quadrilinearitd con due coppie
neutre su C, C,, e con due coppie neutre su C, C,. Se si tratta di coppie
distinte, e le si prendono come elementi di riferimento nei 4 campi, la f si
riduce a contenere solo i termini in @, y, 2, Uy, X, Y,2,%U,, XY, 2, Us,
@, Y2 2, W,; O, in coordinate non omogenee, a

axy+azutceutdyz=0. (30)

Sarebbe il caso che nell’equazione (29) di prima sia p,=p,.
Merita pure rilievo l'altro caso speciale che @ e @, si tocchino lungo

(*) 1l fatto che, se i regoli C; C; han comuni due rette, anche gli altri due regoli C, C,
avran comuni due rette, corrisponde all’altro: che se le &, forman fascio, anche le &,
forman fascio.
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una conica; si pud allora porre nella (28) p, =p, =p;, sicche diventa:
20, (wy+zu)+(94— o1) (@ +yu)—(p +0.) (wu+yz)=03 (31)
equazione che equivale alla:

oc(my+zu)+[3(wz—|—yu)—|—y(mu+yz)¥0, (32)
quando sia
a+4p—4y=0.

Alle proprietd speciali di questa corrispondenza quadrilineare, che deri-
vano subito dalle cose precedenti, si pud aggiungere quest’altra. Esistono oo®
quaterne di omografie, inferne rispettivamente ait 4 campi, tali che sempre 4
omografie di una quaterna mulano la quadrilinearila in sé sltessa. Si puo
prendere ad arbilrio un’omografia in un campo, e restan delerminate le ire
degli altri tre campi. Ci0 risulta fissando ad arbitrio un’omografia fra i punti
della conica di contatto di @, @;; riferendo i regoli di queste prospettiva-
mente a quella conica, ne vengon 4 omografie entro a quei regoli; e si ri-
conosce subito che la collineazione spaziale determinata dalle omografie dei
due regoli di @ muterd pure in sé ciascuno dei regoli di @,, subordinandovi
le date omografie. '

LE QUADRICHE NELLA RELAZIONE RILEVATA DA G. KoHN.

36. Cerchiamo qualche proprietd di due quadriche @, Q,, tali che [a
corrispondenza quadrilineare, ottenuta al modo dei n.! 27 e seg., abbia, fra
un regolo C, di @ e uno C, di @,, le projettivitd residue &, in una rete (*°).

Ragioneremo in modo analogo al n. 23, e otterremo un risultato simile.
Diciamo y e u due rette qualunque di C,, C,. La residua projettivitd @,
fra rette di C,, ¢, nasce considerando come omologhe due rette x, z di
questi regoli, sempre quando il punto xy & nel piano zu. Ossia: riferita
prospettivamente la punteggiata y al fascio di piani u, si riferisce poi il re-

(*%) Non vi & luogo a supporre che le &, o &, siano in una rete: perché cio si & do-
vuto escludere al n. 27. In conseguenza 1’ipotesi che le @, (e quindi anche le &,,) stiano
in una rete, toglie (n. 7) che lo stesso fatto accada per le &, o perle &,,.
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golo C, prospettivamente alla y, e il regolo C, al fascio di piani u. Ora l'es-
sere le @, in una rete equivale (n. 8) a dire che per ogni coppia arbitraria
yu di rette di 0,, C, ve n’eé sempre un’altra y ' che ha la stessa P,, re-
sidua. Dunque: se riferiamo prospettivamente anche la punteggiata ¢’ al fascio
di piani «’; e poi il regolo C,, non solo alla punteggiata y, ma anche alla y';
ne -risulta un riferimento prospettivo di O, simultaneamente ai due fasei di
piani «, »'. In altre parole, riguardando i due regoli C,, C, come generati:
C, da due punteggiate projettive y, ¢, e C, da due fasci projettivi di piani
u, w'; si ha che la punteggiata y & sezione del fascio u, e la y' & sezione
del fascio w'. Le quadriche Q, Q. son tali che esistono (in oo® modi) due fasci
projettivi di piani generatori di Q,, ¢ quali son prospettivi rispeltivamente a
due punteggiate projettive geweratrici di Q (*").

Risulta dal nostro ragionamento che basta che in un modo si possan
generare le due quadriche come s’ & detto, perché cido si possa fare in oo*
modi: potendosi prendere ad arbitrio in C, e C, le rette y e u, sostegni di
una punteggiata, e di un fascio di piani, prospettivi. Le rette ¢’ e ' sostegni
delle altre due forme saranno tali che y ha per corrispondente #' e g’ ha
per corrispondente # in una ben determinata pPOJetthIta quella a cui sa-
ranno armoniche tutte le &,.

Poiché & lo stesso dire che sono in una rete le &,,, ole @,, si potran
prendere 1 sostegni delle due punteggiate projettive in C,, anzi che in C,,
e nello stesso tempo 1 sostegni dei due fasei di pianiin C,, anzi che in C,.

37. G. Konn (**) aveva gid considerato espressamente il caso di due
quadriche, generabili rispettivamente con due fasci projettivi di piani, e con
due punteggiate projettive, sezioni di quei fasci; ed aveva dimostrato che se
cid & possibile, sard in oo® modi.

Egli aggiunge la seguente osservazione. Indichiamo ancora, come al
n.° prec.®, con y, 4 le due punteggiate, e con u, w’ i due fasci di piani; di-
ciamo poi 4', B’ i punti d’incontro di %' con @Q,, ed 4, B i loro omologhi

(*") Questo risultato e l’altro, simile, del n. 23, portano, per analogia, a domandare se,
date due quadriche @, @,, si possa sempre, 0 no, generare, simultaneamente, @ con due stelle
reciproche e @, (come inviluppo) con due piani reciproci sezioni di quelle stelle. Si trova
facilmente che la cosa & sempre possibile, in generale: ossia, a differenza del caso dei fasci
e punteggiate projettive, non si ha qui una particolaritd di posizione delle due quadriche.

(*) U. eine besondere Lagenbezichung von zwei Oberflichen zweiter Ordnung. Monatshefte
fiir Math. u. Phys., Bd. 11 {1900), p. 102.
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su y. I piani w 4’, ' A’ dei due fasci saranno pure omologhi, perché projet-
tano uno stesso punto 4’ di @Q,; e d'altra parte u’ A4’ deve avere per omologo
il piano u 4: sicché questo piano contiene anche 4'. Dunque la retta 4 4',
che & generatrice di @, incontra » in un punto E; e similmente B B’ incon-
trerd # in un punto F. Il quadrilatero semplice £ A" B’F avra isuoi 4 ver-
tici, evidentemente, sulla quartica comune a Q, Q,; e avra un lato (E F =wu)
in Q,, glialtri tre (E 4 4', 4’ B'=y', F B B’) giacenti in Q. Le quadriche Q, Q,
di Konn sono caratierizzate dall’esistenza di un quadrilalero semplice iscritto
nella quartica comune, con tre lati in Q e il 4° lato in Q,. Dall’esistenza di
un tal quadrilatero si deduce che ne esistono oo' (e che ha luogo anche il
fatto duale, scambiando le due quadriche). Anzi, per l'osservazione finale
del n.° prec®, vi saranno due specie di tali quadrilateri: gli uni con due
lati opposti nel regolo C,, uno in C, e uno in C,; gli altri con due lati op-
posti in C,, uno in C, e uno in C; (*°).

38. Cerchiamo la condizione algebrica che caratterizza due quadriche
Q, @, nella relazione considerata.
Supposto anzi tutto che le quadriche siano, in forma canonica,

Q=YanXi, .Q=ITb.X;, (33)

e posto b,, =g} a,, (cfr. n. 29), equazione della quadrilinearitd si potrd seri-
vere nella forma (28). Calcolando per questa gl'invarianti L, M, N, in base
alla 2* parte delle formole (24), si trova:

L=1691929394

M= — (o +pa - ps =+ p.) (P 2 — s — ) (pr — P2 -H0s — ) (s — P2 — P2 +p4)
N=—(— Pr P2+ ps +p4) (91_92+93+94) (91_}—92_93_‘_94) (91+Pz+93_94)~

Per conseguenza la condizione affinche le &, o le &, stiano in una

rete, ossia @ e @, sian quadriche di Konn, che ¢ data dall’annullare M oN,
si potrd scrivere cosi:

bu bss b44 — 0’ (344)

a’u 0’/22 aas a/“

ove i segni dei radicali non sono determinati.

(*°) Colla rappresentazione ellitlica dei punti della quartica si ritrovan subito questi fatti.
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Prendendo questi segni in tutti i modi possibili, si hanno 8 equazioni
distinte; che, moltiplicate insieme, danno:

[2 (bﬂ)”_ 23 % bﬂ]zz 64 Iﬁi lﬁ bﬂ b;‘* , (35)
iy Wpn X Ay Ay W3y Qyy
ove la 2* somma si riferisce alle 6 combinazioni binarie degl’indici.
Ora supponiamo che le equazioni di @ e @, come luoghi si abbiano
sotto forma generale; e indichiamo di nuovo con @ e @, queste forme ge-

nerali. Si sa che nella forma canonica (33) i rapporti Zﬁ risullan le radici
123

dell’equazione in & del discriminante di ¢ @ — @,. Diciamo A e A’ i discrimi-
nanti di Q e Q,, e poi J, J, J, i noti invarianti simultanei di @, @, rispet-
tivamente di 1°, 2° 3° grado rispetto ai coefficienti di @, e di 3° 2°, 1° grado
rispetto a quelli di @,; sicche la detta equazione discriminante di ¢ @ — @, sia

Act —J, 6"+ J,6° —J, 6+ A =0,
Sara dunque:
bhh Js b bklc Jz ‘(bhh\r Jg—QAJz
2 C e T

» R RN . N
2
W Wy, Ve B Wy A

bll b22 b33 b44 A’

all a22 a33 44 A

e la condizione (35) diverra:

(Js—%AJg) 6 A 0
A A .
ossia
(J2-—4AJ,) —6LA*A"=0. (36)

E questa, sotto forma invariantiva, la condizione cercata (*°).

39. Se le due quadriche si segano in un quadrilatero, si pud supporre
Pr =1ps, ps =p.; € risulta M =0: ossia le due quadriche sono sempre nella
relazione di Konx. (CGfr. n. 35).

(%) J. H. GrAcg, Tetrahedra in Relation to Spheres and Quadrics (Proceedings London
Math. Soc. (2) 17, 1919, p. 239), incontra (a p. 263) questa condizione (36), per esprimere
un’altra relazione fra le quadriche @, @,. Ma questa lo conduce pure all’esistenza di qua-
drilateri di generatrici, come quelli del n. 37: donde un legame colla relazione di Koun.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 18
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Se le due quadriche -si toccano lungo una conica, si pud porre
0, =p,=ps; € si ha che & nullo M od N solo se g} ==9p}: ossia se, entro
al fascio determinato da @, @,, il birapporto di queste, del piano doppio, e
del cono circosecritto comune, vale 9. .

In generale, se una quadrilinearitd ammette una quaterna o, a,a, a, tale
che 3 elementi qualunque fra i quattro formino sempre una terna neutra
(come le 4 generatrici di @, @, in un punto di contatto: v. n. 34), la @,
residua di a, a, ha @, e a, come elementi singolari. Quindi se M =0, ossia
se le ¢, sono armoniche ad una projettivita fissa, questa avra a, e a; come
elementi omologhi. Quest’osservazione si pud applicare alle quaterne di ge-
neratrici. di @, @, passanti per un punto di contatto. In particolare, se Q e @,
si toccano lungo una conica e presentano il caso or ora gceennato, la pro-
jettivitd armonica a tutte le &, sard quella fra i regoli C, O, in cui si cor-
rispondono rette che s’incontrano sulla detta conica.

LEe QUADRILINEARITA SEGATE SU QUATTRO RETTE DAl PIANI DELLO SPAZIO.

40. Fissate 4 rette C, C, C, C,, se si associano quattro loro punti,
sempre quando siano complanari, si ottiene una quadrilinearitd, il cui studio
¢ molto ovvio (*'). ‘

Essa presenta particolaritd che si riconoscono subito. Limitandoci al
caso che le & rette siano a due a due sghembe, & chiaro che una retta inci-
dente a tuite quattro segnera su essa quattro punti che a tre a tre formano
terna neutra per la corrlspondenza Percid nel caso generale che son due
le rette iucidenti alle €, la quadrilinearita offrirda la singolaritd di cui al
principio del n. 35, corrispondente al caso che le quadriche @, @, si taglino
in due ‘coniche. La corrispondenza (2, 2) del n. 3 fra C, e C, si ha qui ac-

(') Cfr. Le Paiag, § IIL Ivi si trova, fra altro, rilevato che, se le quattro rette sono i
lati di un guadrilatero sghembo, V'equazione della corrispondenza si pud mettere sotto la
forma (12). -

Sono anche molto facili da studiare (e non staremo a discorrerne) le particolari corri-
spondenze quadrlhnean che i piani dello spazio segnano su una cubica sghemba e una retta;
su due coniche non complanari; su una conica e due rette (esterne al piano della conica).
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coppiando punti di queste due rette, tali che la loro congiungente incontri C;,
oppure C,: siccheé si spezza in due projettivitd, come in quel caso. Ecc. ecc.
I1 caso che le 4 rette C ammettano una sola retta quadrisecante risp nde
al caso che le coniche comuni a @, @, si tocchino; e quello in cui le qua-
drisecanti sono infinite, ossia le 4 rette C stanno in un regolo, risponde al
caso, con cui finiva il n. 35, che @ e @, si tocchino lungo una conica.

Se vi sono almeno due quadrisecanti distinte, prendiamo i 4 punti fon-
damentali delle coordinate nelle loro intersezioni con C,, C,. Si potranno
rappresentare le coordinate dei punti di C, C, €, C, in funzione rispettiva-
mente di 4 parametri variabili @, y, 2, «, cosi:

('a00), 001y, (1zabz), (lulu).

Annullandone il determinante, porremo la condizione di complanarita di
quei punti; ossia otterremo I'equazione della corrispondenza quadrilineare.
Viene:

@—Daxy+b—-—Yeu—brxz—ayu-t+ovu+yz=0. (37)

Si riconosce subito che I'equazione contenente i soli 6 prodotti di z y 2z u
combinate a due a due si pud, in generale, ridurre a questa forma. Dunque:
la quadrilinearitd segata su 4 relte generiche dai piani dello spazio rappre-
senta il caso generale di corrispondenza quadrilineare con due qualerne spe-
ciali come al n. 35, ossia colle corrispondenze (2, 2) spezzate in coppie di
projettivita. :

I due invarianti assoluti di quella specie particolare di quadrilineariti
sono qui dati dai birapporti a, b delle due quaterne di punti in cui le &
rette C si appoggiano sulle due quadrisecanti.

41. Come devon essere le 4 rette C, C, C, C, affinché le projettivita re-
sidue, per es. le @,,, stiano in una rete? Cid & come dire che 'invariante L
s’annulla. Ora dalla 1* delle (2%4), velativa alla forma (22), applicandola alla
forma (37) si ha:

L=—(@@—1)(b—1)(ab—1).
Porre a =1, oppure b =1, significherebbe che le rette C,, C, sono in-
cidenti, il che escludiamo. Resta @b =1: ossia ¢ birapporti delle due qua-

terne di punti che le 4 retle C segnano sulle due trasversali comuni sono fra
loro reciproci.
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Cio si pud vedere anche geometricamente. Diciamo a, @, a; a, e b, b, b, b,
quelle due quaterne di punti. Se le &, sono in una rete, cioé sono armo-
niche ad una projettivitd fissa @; poiché fra le &, (che son segnate su C,
e C, dai fasei di piani aventi per assi le rette appoggiate a C; e C,) vi &
evidentemente la projettivita degenere che ha per punti singolari a, e a,, e
similmente quella che ha per punti singolari b, e b,; saranno omologhi nella
@ tanto a, e a,, quanto b, e b,. Quindi quelle &, in cui si corrispondono
a, e b, avranno pure per corrispondenti b, e a,. Ci0 & come dire che le
rette appoggiate a C;, C, e alla retta a, b, si appoggiano pure alla b, a,.
Ossia: C,, C,, a, b,, b, a, son 4 rette di uno stesso regolo. Considerando le
due trasversali comuni alle C (e a queste), si deduce che la quaterna di punti
@y a0, & projettiva alla b, b, by b,.

La proposizione resta vera anche quando quelle due tlasversah comuni
alle € coincidono: come prova un calcolo diretto. B il caso che la quaterna
dei punti d’incontro delle C coll'unica trasversale sia projettiva alla quaterna
dei piani congiungenti le rette stesse a questa trasversale. La proposizione
si riduce allora a questa: che le dette quaterne sono armoniche. Anche se
le 4 rette C sono in un regolo, esse dovranno entro questo formare un
gruppo armonico, se le &, han da stare in una rete.

42. Al n. 40 @ risultato che la corrispondenza segnata su 4 rette dai
piani dello spazio & della stessa natura di quella che avevamo considerato
fra i regoli delle due quadriche @, @,, quando queste si segano in due co-
niche. Riferendo questi regoli a quelle 4 rette punteggiate in modo che le
due quadrilinearitd si corrispondano, si viene a porre una notevole corri-
spondenza, ad esempio, fra le coppie composte di un punto di @ e un piano
tangente di Q,, incidenti, ed i piani dello spazio, con cui si segan le 4 rette,
oppure i punti dello spazio come intersezioni di una retta appoggiata a due
di quelle e di una retta appoggiata alle altre due. — Ai due punti di con-
tatto delle due quadriche (distinti o no) vengono a corrispondere, come
gid appariva, le due quadrisecanti delle 4 rette. Se le quadriche hanno una
conica di contatto, le 4 rette stanno in un regolo.
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Sulla teoria generale delle trasformazioni delle
superficie per inviluppo di sfere.

(Di Pasquare CarLarso, a Messina.)

Fin da quando intrapresi lo studio delle trasformazioni di RiBaucour
e della loro composizione, che ho esposto in una Memoria precedente (*), mi
si presentd l'idea di ritornare sul problema da un punto di vista piu gene-
rale, considerando cioe trasformazioni per inviluppo di sfere senza la neces-
saria corrispondenza delle linee di curvatura tra le due falde. ‘

Nel presente lavoro & fatto un primo studio su tale generalizzazione,
fermandomi principalmente alle congruenze (G') ed alle congruenze (K) per
quanto le loro proprietd si presentano generalizzabili.

Siano S ed S, le due superficie focali di un inviluppo di sfere, in cui si
considerano al solito come corrispondenti i punti P e P, in cui la sfera tocca
il suo inviluppo. : : '

Se nel punto P della superficie S si considera una tangente {, esiste una
ben determinata tangente ¢ nel punto P, di S, che incontra la f. Le dire-
zioni ¢ e ¢ non sono in generale corrispondenti, mentre esiste una ben de-
terminata tangente ¢ nel punto P di S che corrisponde alla t.

Diciamo la tangente ¢ associata alla tangente ¢.

Se la tangente ¢ & associata alla ¢, non & in generale ¢ associata a #';
una tangenie ¢ che coincide con la propria associata la chiamiamo direzione
principale rispetto alla trasformazione della superficie S in S,.

Presi sopra S due sistemi di linee «, § diciamo che il sistema di linee p
é associato al sistema di linee «, quando in ogni punto P la tangente alla
linea § che vi passa & associata alla tangente alla linea « che vi passa.

\

(*¥) Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribaucour, e sue applicazioni alla gene-
ralizzazione delle trasformazioni di Darboux. Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX,
pag. 17.

Annali di Matem;xtica, Serie 1II, Tomo XXIX. ' 19
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Una linea & detta principale se la tangente in ogni suo punto & una
direzione principale. Per ogni trasformazione di una data sugerficie S per
tnviluppo di sfere, esiste in generale sopra S un doppio sistema di linee
principali (*).

Alla teoria delle trasformazioni considerate si connettono due congruenze
rettilinee (@) e (@); la prima descritta dalla retta G =P P, che congiunge
le coppie dei punti corrispondenti, la seconda descritta dalla retta G’ polare
di G rispetto alla sfera dell’inviluppo.

Osserviamo pitt chiaramente le proprieta di queste congruenze introdu-
cendo la rappresentazione di Gauss delle superficie S ed S, sopra una sfera
fissa ¥, e riguardando in questa come corrispondenti i punti M ed M, im-
magini rispettive dei punti P e P,.

Si genera cosi una trasformazione sulla sfera ¥, che diciamo immagine
sferica della trasformazione che porta S in §,.

Definiamo con analogo criterio le linee principali di tale trasformazione
sferica, e le congruenze (g9) e (g) descritte rispettivamente dalla retia M M,
e dalla sua polare rispetto alla sfera ¥.

Se la retta g incontra una retta g, infinitamente vicina, lo stesso avviene
di ¢'; si conclude che le sviluppabili delle congruenze (g) e (¢) si corrispondono.

Di pitt se M’ ed M’, sono le intersezioni di g colla sfera 3, le rette
MM’ ed M, M’, stanno in un piano; dunque le sviluppabili della congruenza
(g') corrispondono alle linee principali della trasformazione sferica.

Risalendo poi alla trasformazione T della superficie S in S, si hanno i
teoremi:

Le sviluppabili della congruenza (@) corrispondono alle linee principali
della trasformazione T'; le sviluppabili della congruenza (G') corrispondono
alle linee principali della trasformmazione sferica.

Si puo domandare esistono trasformazioni T rispetto alle quali le linee
principali della trasformazione sferica risultano orfogonali?

La risposta & affermativa, se non che si cade in un caso ben noto; cioé
soltanto per le trasformazioni di Ribaucour le linee principali della trasfor-
mazione sferica risultano ortogonali.

Qui si presenta la questione fondamentale: Data comunque una trasfor-
mazione sulla sfera ¥, esiste wno trasformazione per inviluppo di sfere la cui
immagine sferica coincide con la data ?

(*) Questo teorema e tutti i successivi sono valevoli sotto ipotesi poco ristrettive, che
sono espressamente dichiarate nel testo della Memoria.
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Anche a questa questione si risponde affermativamente, e si soddisfa al
problema in infiniti modi mediante I'integrazione di un’equazione alle deri-
vate parziali di secondo ordine.

Abbiamo sopra osservato che le sviluppabili delle congruenze (G') e (g')
si corrispondono; di pilt & chiaro che le rette G' e g’ sono parallele, quindi
le congruenze (G') e (g') sono parallele nel senso di GUICHARD (¥).

Un’analisi accurata della questione mostra che il passaggio di (¢') in (G')
¢ una qualunque trasformazione parallela; ne risulta:

Per ottenere nel modo piiv generale un inviluppo di sfere avenle un’asse-
gnata tmmagine sferica, si trasformi la congruenza (g') in una congruenza
parallela (G') e per ogni retta G' si conducano i piani = e =, rispettivamente
paralleli ai piani tangenti alla sfera Y, passanti per g’. Variando la retta G'
nella congruenza, i piani = e =, inviluppano due superficie che sono le due
falde dell’inviluppo richiesto.

Un’altra questione che si presenta nell’attuale ricerca e la seguente:
Esistono trasformazioni T che ammetlono due sistemi di linee involutoriamente
associati ?

Si dimostra che se per una trasformazione T esiste una coppia di sistemi
di linee involutoriamente associati, esistono infinite tali coppie; e st pud
prendere ad arbitrio uno dei due sistemi, e dedurre l'altro mediante l'inte-
grazione di un’equazione differenziale di primo ordine.

Per caratterizzare questo caso si osserva che la congruenza, (G) nell’i-
potesi presente & ciclica, e percid due superficie S°, S} ortogonali ai circoli
sono le due falde di un inviluppo di RiBaucour; inoltre il punto P di § &
I'intersezione delle tangenti isotrope alle superficie S° S? e similmente per
il punto P,.

Sicehe se denotiamo con Ty una trasformazione di RIBAUCOUR e con Tg
una trasformazione che ammette due sistemi di linee involutoriamente asso-
ciati, si ha:

Una Tg ¢ sempre deducibile da una Tr mediante una trasformazione di
Guichard.

Vediamo inoltre che la congruenza (@) della Tw & congruenza (G’) per
la Tg, quindi le sviluppabili della congruenza (G) corrispondono alle linee
principali della trasformazione sferica di Ty (e percio alle linee principali
della stessa Tg, essendo questa di RiBAUCOUR); si conclude:

(*) Secondo GuicHARD due congruenze sono parallele quando le sviluppabili si corrispon-
dono e le refte corrispondenti sono parallele.
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Le linee principali di Ty corrispondono alle linee principali di Tr, cioé
alle linee di curvatura delle superficie S, ortogonali ai circoll.

Le ultime questioni qui trattate si riferiscono alla composizione di due
trasformazioni sulla sfera ¥, o di due trasformazioni T.

Assumiamo sulla sfera ¥ un sistema (M) ed un suo trasformato (1f,)
mediante una trasformazione qualsiasi che diciamo H,. Per ciaseun punto
M prendiamo il simmetrico M’, del punto M, rispetto al centro della sfera,

e nel circolo M M, M’, prendiamo il punto medio dell’arco (minore) l\fl\\l’,.

Detto M tale punto consideriamo il sistema (3) che si ottiene facendo
variare M nel sistema iniziale.

Intendiamo piti chiaramente il significato geometrico dei risultati che si
ottengono, introducendo nel piano tangente in M due rette ortogonali #, #,
scelte con legge arbitraria, e nel piano tangente in M le direzioni a,, b, Ti-
spettivamente ortogonali a £, .

Nel piano tangente in I formiamo ancora una terza direzione nel se-
guente modo: si consideri il cono, avente per asse a,, descritto dalla retta

inclinata dell’angolo a/,,?; su tale asse, e si consideri il cono analogo avente
per asse b,.

Proiettando ortogonalmente, nel piano tangente alla sfera in M, la ge-
neratrice comune ai due coui, si ha la retta cercata.

Per individuare le varie tangenti alla sfera nel punto M, adoperiamo
come sistema di riferimento i raggi a, b rispettivamente perpendicolari ad
a,, b, e la terza direzione d ora costruita.

Noi vogliamo considerare sulla sfera due trasformazioni distinte, la
prima H, che porta il sistema (3) in (2,) ed una seconda I, che porta il
sistema (M) in un nuovo sistema (I,).

Prendiamo come prima il simmetrico di M, rispetto al centro della sfera,

indi assumiamo il punto medio dell’arco llfl\\l’g che chiamiamo M,.

Nel piano tangente alla sfera nel punto I, ripetiamo la costruzione
“analoga a quella operata in M per dedurre il sistema di riferimento o', ¥, &'
analogo ad @, b, d. Penseremo allora le coppie di tangenti ¢ e ¢ rispettiva-
mente nei punti M ed M,, variabili nella proiettivita

[(a, a); (b, 6); (4, d')]-

Questo modo di riferire proiettivamente le tangenti nei punti M ed M,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle superficie per inviluppo di sfere. 145

sembra importante, percheé tale proiettivitd dipende unicamente dalle trasfor-
mazioni I/, ed H,, essendo invariante per un cambiamento della legge con
cul si scelgono le direzioni ortogonali #, 1.

Cio premesso le due trasformazioni II, ed H, sulla sfera Y, traggono
seco-una terza trasformazione, cioé quella che porta (M) in (3,). In questa
terza trasformazione le direzionl ¢ e ¢ non sono in generale corrispondenti;

-nel caso che lo siano diciamo ¢ una direzione K relativa alle due trasforma-
zioni H, ed H,. _

Diciamo che il punto M descrive una linea K, quando la tangente in
ogni punto della linea & una direzione K. Per ogni coppia di trasformazioni
sulla sfera esiste in generale un doppio sistema di linee K.

Un caso notevole si ha quando le due trasformazioni H, ed H, ammet-
tono lo stesso sistema principale; in tal caso le linee K descritte dal punto M
corrispondono al sistema principale comune alle due trdsformazioni H,ed H,.

Considerando poi le trasformazioni di una superficie S per inviluppo di
sfere, assumiamo due trasformate S, ed §,; allora per ogni punto P di S
si banno in corrispondenza due punti P, e P, appartenenti rispettivamente
alle superficie S, ed S, e si ha cosi il circolo P P, P,. Variando P sulla
superficie S si genera un sistema oo® di cerchi che chiamiamo sistemwa K
generalizzato; chiamiamo altresi congruenza K generalizzate, la congruenza
formata dagli assi dei circoli.

Tali denominazioni si introducono perché gli elementi considerati ge-
neralizzano i sistemi K e le congruenze K studiate nel caso delle trasfor-
mazioni di RiBAUCOUR; nondimeno per ragioni.di brevitd diciamo ancora
sistema K, congruenza K invece di sistema K generalizzato, congruenza K
generalizzata. ' .

Considerando insieme alle trasformazioni T, e T,, che portano la su-
perficie S in S, ed S,, le rispettive immagini sferiche che chiamiamo H,
ed H,, si ottiene il teorema:

Le sviluppabili della congruenza K corrispondono alle linee sferiche K
relative alle trasformaziont H, ed H,.

Si ottengono in particolare i teoremi di DEMOULIN; per esempio se T, e T,
sono trasformazioni di RiBaucour, le immagini sferiche #, ed H, ammettono
lo stesso sistema principale (che nell’ipotesi attuale corrisponde alle linee
di curvatura di S). Sappiamo allora che le linee K corrispondono al sistema
principale comune, e si deduce che nel caso di due trasformazioni di Ri-
brucour le sviluppabili della congruenza K corrispondono alle linee di cur-
vatura di S.
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§ 1. — FORMOLE FONDAMENTALL

1. Il problema della trasformazione delle superficie per inviluppo di
sfere, nella sua forma generale, si presenta nel seguente modo:

Data una superficie S dedurre una nuova superficie S,, che formi' con
la prima la superficie focale completa di un inviluppo di sfere.

Per ogni punto P di § conduciamo la normale e stacchiamo a partire
da P una lunghezza p (essendo p una funzione delle coordinate di P, presa
ad arbitrio); considerando la sfera di raggio p passante per P, si ottiene al
variare di P un sistema oo® di sfere di cui S & una superficie focale; la se-
conda superficie focale & appunto la trasformata di S che si vuole determinare.

Per stabilire le formole fondamentali di questa trasformazione, riferiamo
la superficie data S ad un sistema di coordinate curvilinee del tutto ge-
nerale, ed introduciamo secondo 1’uso (per ogni punto della superficie)
un triedro trirettangolo di cui uno spigolo coincida con la normale, e gli
altri due spigoli siano due direzioni ortogonali situate nel piano tangente e
scelte con legge arbitraria.

Denotiamo con «, y, # le coordinate del punto che desecrive la super-
ficie, con X,, Y,, Z, i coseni direttori della normale ¢ con X,, Y., Z
(4=1, 2) 1 coseni direttori delle rette ortogonali situate nel piano tan-
gente ed orientate in guisa che il determinante

X, Y, Z
X, Y, 7
X, Y, Z

risulti ortogonale destrorso. X noto che le funzioni
® ’ y b z} X" H YO' H Zi

soddisfano ad un sistema di equazioni differenziali della forma

0% e, X, o LXK,
%:rX,—qu, %:rle—q,Xs 0
aa}f¢2="X‘+an’ aa}f;=—nX,+p1Xs
(3_—1\;3=QX1—'1)X2, %§5=Q,Xl—png
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colle analoghe in y e #, in cui le funzioni ausiliarie

& n &y My, Dy @ Ty DPiy @y 7o (2)

sono legate dalle relazioni

P _ 9P _ .\ _ 0k 3

dv ou INTUT gy T ow T "T T T

9q 9¢, _ dn _ dm, _

%—au_rpl rlp) ﬂ_&u'—_grl_l_sxr (3)
ar Or,

20 ou POL—P9 pn,—pn=q& —q.&

Inversamente si possono dare ad arbitrio le funzioni (2), purché soddi-
sfacenti le (3) e dedurre la superficie dalle equazioni (1) per integrazione.

2. Assegniamo il raggio p(u, v) della sfera tangente alla superficie S
nel punto P, ed escludiamo che p sia uguale all'uno od all’altro dei raggi
di curvatura della superficie. Esistono allora due funzioni

A -
w’ w

che verificano il sistema

E+app+m—pp it

ou
A v de @)
(51 + 4 P);,;‘_l_("h — D 9)1:0—4_8_;)‘:0
Dedotte tali funzioni, introduciamo ancora due ausiliarie ponendo
$=—pw
LN pt ' ‘ ®)
T 2my

(essendo m una costante arbitraria diversa da zero); in questo modo le
coordinate del punto P, che descrive la seconda superficie focale hanno le
espressioni

1
m,:m-—m(le—l—y.X,—{—st). (6)
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§ 2. — LE FUNZIONI TRASFORMATRICL

3. La funzione fondamentale su cui si basa il passaggio dalla super-
ficie S alla nuova superficie S, & il raggio ¢ (u,.v) della sfera e pud essere
dato ad arbitrio; abbiamo poi introdotto le funzioni

N, w, ¢, 0

che sono perfettamente determinate quando & assegnato p. Per esprimere
poi comodamente gli elementi relativi alla superficie trasformata, introdur-
remo ancora le funzioni

® ¢ O Q, b, h, 0,06

ponendo
o o
W:ry.-—qw—}—mcp %—=71P~f‘€l1w+m?‘
‘si:—r)\—{—pw—}-ma a—“:——r A+pow+mQ M
&u ) 0,0 1 pl 1
ow dw
5 =4 —pp+mh, 7o =LA —Dpip+mh,
§—¢=E7x+*ny-+®w
w
a4 ®)
ngl)\—*—nl“—l—@lw
e si avra
e n’ e,
mh = » mh, =— N 9)
; g (
inoltre per le derivate della funzione ¢ si ottiene.
Ly ¥
=T+t @+ o )
5u 4 ! )
9 _ o Pog o
ﬂ—q)(@‘ c&)+ 3 (Q; Gn‘)+4a (h,— 6 ®,).
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4. Per completare queste generalitd occorre ancora fissare il triedro
fondamentale per la superficie trasformata S,.

A tale scopo “consideriamo rispettivamente sulle superficie S ed S, le
coppie di punti P e P, individuati dai medesimi valori (u, v) delle coordi-
nate curvilinee, e che sono percio tra loro corrispondenti; indi al triedro
fondamentale T' col vertice in P sopra stabilito ne facciamo corrispondere
uno nuovo T, col vertice in P, che si costruisce nel seguente modo.

Per il punto P, costruiamo la retta che incontra la normale ad S in un
punto C equidistante da P e da P, (che coincide evidentemente con la mnor-
male alla superficie S,); indi nel piano per P, perpendicolare a tale retta
costruiamo le rette che incontrano i rimanenti spigoli del triedro T. B chiaro
geometricamente che il nuovo triedro 7, & individuato ed & pure triret-
tangolo.

E facile vedere che i coseni direttori degli spigoli del triedro 7, hanno
le espressioni

o A 2w \
X‘—(m&,bo ) 1+'lnq;c 2+m.an3

vy ___7\{J o

T mde ‘+(m\b )‘X +1LLP (1)

o AW v. 1w w’ B
‘Xa_mq;a +m4aa 2+(myc 1)X3

Infatti si riconosce subito che le quantita

XY, 7
X, Y, Z,
X Y, Z,

formano i coefficienti di una gostituzione ortogonale destrorsa; inoltre un
punto della retta X';, Y",, Z’s; ha le coordinate della forma

. 1
@x =w—m()\X,+‘u.X2—}—an)—{—

hw pw w* 3
! — 1] X,].
+ [quG ‘+m4ac 2+(m4»c ) *‘]
Se si prende
¢
==
W
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIX. 20

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni

le precedenti diventano
o =x—1X,;

si vede cio¢ che le rette (X,, Y,, Z,) ed (X', Yy, Z',) si tagliano in un
punto equidistante da P e da P,, come si voleva.
Similmente per le rette (X’,, Y’,, Z")) ed (X', Y'., Z',).

§ 3. — ELEMENTI RELATIVI ALLA SUPERFICIE TRASFORMATA.

5. Siamo ora al caso di esprimere in-forma semplice gli elementi re-
lativi alla superficie §,.
A tale scopo deriviamo le (6) osservando le espressioni (1) delle derivate
di @, X,, X;, X,, tenendo conto altresi delle (7) e (10) e delle espressioni
dei coseni direttori degli spigoli di 7,; dopo riduzione otteniamo

6o (8 g PNy (@, he)y
m_(c ¢ G)X‘+(c " e) X

dx, 0, [N _ hp (12)
R PR
e con analogo procedimento si ha ancora
e T A (e TR
g e e L e H T
B e e
e
e (m‘ ezt |
SN

Queste relazioni confrontate con le formole fondamentali (1) danno su-
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bito gli elementi relativi alla superficie trasformata sotto la forma

p_ % _ g k2 L TR R
T s > wa’ Ve Y wae
(15)
) 9] h v 0, h p
= —— 2, = ——n —
G wa o] w G /
Qw  hp Qw by
r= 4/6——4/0’ =P W i
, h W , h A opw
Q=Q+ﬁ—?—a, q,= q;c Vo (16)
o (P l’l. Q .A . ? Ql l
T TR A AT
E interessante osservare le relazioni
E+E’=%(q_q’); E + =—(Q1_‘Q1)
(17)
ibi=—t o) mrmi=— Yty
w ’ 1 1 w 1 1
che saranno in seguito utilizzate.
§ 4. — EFFETTO DI UN CAMBIAMENTO DEL TRIEDRO MOBILE FONDAMENTALE.

6. Il metodo precedentemente usato nel dedurre da una superficie S
una sua trasformata S, per inviluppo di sfere presuppone che si sia pre-
fissato il triedro fondamentale per ogni punto di S, e quindi dedotto un
sistema di funzioni trasformatrici per formare la S,.

Intanto & chiaro a priori che se si cambia il triedro fondamentale rela-
tivo alla S, la superficie S, sopra determinata resta sempre deducibile da S
mediante un nuovo conveniente sistema di funzioni trasformatrici.

‘Noi qui ci proponiamo appunto di formare il nuove sistenia d1 funzioni,
supponendo noto il sistema primitivo 1, u,..., ©, 0,

Operiamo sulla superficie S un camblamento del triedro fondamentale,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



152 Calapso: Sulla teoria generale delle trasformazioni

che nella sua forma pitt generale possiamo scrivere
XlzallX?+athg g (18)
Xy =0y X+ @2 X3

essendo
al 1 a12

aZI a??

il modulo di una sostituzione ortogonale destrorsa.
Gli elementi della superficie § vengono cambiati e dobbiamo anzitutto

stabilirne la forma.
Si ha dalle (1)

ox . - -
&HZQ(an‘X?‘f’atz)ﬁg)—{"T‘(“21X?‘+‘a/22 XS)

oxr . . -
:gl (aIlX?+a12Xg)+wl (a"zl ‘X?+a22*Xg)

donde risultano subito le espressionr

4 Ly - z o
E":a“e;—f—aZI h, 50:a12§+az2n (19)
. »
£?=a’n€1+azl Ny, ‘f‘?:alz S Qg

Se operiamo in modo analogo per la formazione degli altri elementi
della superficie S, troviamo con facile calcolo

po=—a12q+a2zp
2)?:_ @y +“22P1
" =0, q—ay P

Q=09 — Oy P,

0 aall &azx
# —T—}—Clm Ju +a22;(9u

a,, da,,
ri=r +a “+a .
! ! " 9w # dwv

Ora si verifica subito che come sistema di funzioni trasformatrici, rela-
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tivo ai nuovi elementi della superficie S, si pud prendere:

Xo=0;; A+ Qy, ., Po = Qs A== oy 1
W, =mw, Yo =1, G, =206
=0, 9+ @, Q, q;?:a“(pl—lr—q.nol
Q0 =, 0 + 4y, Q, Q) =, ¢, + Ay Q,
ho=h, W=h, =06, 6 =86,

e per la superficie trasformata si ha

1

mao,

w_.

()\OXS_‘_%)'O X+, X5) =

1
:w’—-/"n—c()\X‘—{“'”lXZ—FWXs)

cioe la superticie trasformata coincide appunto con §,.

§ 5. — LINEE PRINCIPALI; CONGRUENZE (G) e (G');

IMMAGINE SFERICA DELLA TRASFORMAZIONE,

7. Nell'introduzione abbiamo dato il concetto di tangenfe I associata

ad una dala tangente t nel punto P della superficie S.

Per stabilire la relazione analitica partiamo dal punto P(u, v) della su-
perficie, e immaginiamo formati due elementi lineari ai punti infinitamente

vieini (u-+du, v+ dv) ed (w4 du, v dv). ’

Per esprimere che il secondo di questi elementi & associato al primo

basta porre la relazione

-, Y—Y, 2—2
de - dy dz = 0.
. S x, 3y, d 2z,
Avendosi
(S’ Xlx 44 X.’a) du ~+ (5’1 X’1 -+ 71’1 X’z) dv=—

—(6,1 X1 +"1’X2) Su — (E’1 X, +7111 Xz) S’U‘i_
\

(21)

-+ mis {(7\ &+ von')du-+ (W&, - pn'y)d ’Ul A X, +p X+ w X,)
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facilmente la (21) si riduce alla forma

Edu—+Z% do v duw—n dv
. —0 (22)

Su-+-8,5v 2 du+0" 3w

oppure distesamente

(E‘n’-—fﬂ)duSu -*‘ (E’n'l——g'] n)duSv-}— (El_nl_il l)deu—}-
+(€1 'll';_all'ﬂl)d’va’!):o, %

Mediante questa equazione, dato che sia un sistema di linee

« (u, v) = cost,

si forma subito 'equazione differenziale del sistema associato; in particolare
per una linea. principale si dovra avere

G —&aydu 4 G, —E n+ &0 —En)dudo-

_{_(E‘.nr‘__E/l 'I1|)d’l)2=0; (Q4.‘)

dunque: Per ogni trasformazione di una data superficie S, per inviluppo di
sfere, esiste sopra S un doppio sistema di linee principali.

8. Agli elementi ora osservati si connettono due congruenze rettilinee
(@) e (&); la prima descritta dalla retta G = P P, che congiunge le coppie
di punti corrispondenti, la seconda descritta dalla retta G polare di G ri-
spetto alla sfera dell’ inviluppo.
Osserviamo piu chiaramente le proprietd di queste congruenze introdu-
cendo la rappresentazione di Gauss delle superficie S ed S, sopra una sfera
fissa ¥, e riguardando in questa come corrispondenti i punti

(Xe.; Y3, Za) € ('_Xlsﬁ - Y"a‘, _Z'ﬁ) (0‘25)

che chiamiamo rispettivamente con M ed M,.

Si genera cosi una trasformazione sulla sfera ¥, che diciamo immagine
sferica della trasformazione che porta S in S,.

Definiamo con analogo criterio le linee principali di tale trasformazione
sferica e le congruenze (g) e (g') descritte rispettivamente dalla retta B I,
e dalla sua polare rispetto alla sfera 3.
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E chiaro che l'equazione differenziale delle linee principali della trasfor-
mazione sferica & '
(g = @duw'~+(pg —va+p.d—pg)dudv+ )
' +(p. 9 —p.q)dv=0.

9. Determiniamo le sviluppabili della congruenza (G); a tale scopo
basta esprimere l'esistenza di- due quantita ¢ e ¢’ tali che

de+t-dO0X, +pXo+wX) =10 X, 4 X, +mX,).

L’eliminazione di ¢ e ¢ fra questa e le analoghe in y e #, conduce senza
difficoltd all’equazione

Edu+é,dv  adu—+mn,do 0

@ 7 Q Q, h h, _q.

qu—}. adv 7du—}—cdv 6du+?dv =0;
@ W

se sottragghiamo dalla prima colonna I'ultima moltiplicata perq—);, e sottrag-

ghiamo parimenti dalla seconda colonna I'ultima moltiplicata per %, il de-

terminante si riduce al secondo ordine, ed in forza delle (15) & equivalente
alla (24); dunque:

Le sviluppabili della congruenza (G) corrispondono alle linee principali
della trasformazione.

In quanto alla congruenza (g), le sue sviluppabili corrispondono alle
linee principali della“trasformazione sferica, come & chiaro geometricamente.

10. Veniamo ora alla congruenza (G'), di cul vogliamo pure ottenere
le sviluppabili.
Prendiamo sulla retta G’ il punto P, dato dalle coordinate

mo-:w—%Xl. (27)
Si ha:

8, ' - | | :
&Z =[;%'2 (Ty-—qw—fm ;o)——{(ny+®1v)JXl+

(28)

(('n — L{)Xg —+ Q%Xs
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1
= =[ﬁ(nH—qlw+mq>1)—7(m'-+®ﬂ”)]Xl+

(28)

—+{= o X.+q ——¢X
1 )\ 2 1 )\ 8
Se P, ¢ un fuoco si dovrd avere
dw,=t(p. X, —2X,);

ed esprimendo in questa il differenziale d x, mediante le (28) e semplificando
si ottiene

| :
[%(ry.—q1v+mq>)—~%('n‘u.+®lv)]du—l— \
e, 1 -
—r[)\,(u‘u.—qlwﬁ—mcp.) T(mp.JrG),w)]dv—ty.—O, (29)
L v vy, _ |
(n—)\)_du+(n,— N Ao-+-tr=0,

gdu—+q, dv=0.

A questo sistema possiamo sostituire quello che si deduce eliminando ¢,
che osservando le (16) prende la forma

[(mq/c—w‘“’)q—m\}mq’] du-+ [(mupc—wg)ql—m(}zaq’l]dv=0
qdu—+q,dv=0
e quindi semplicemente
qgdu+-q,dv=0
gdu-+q,dv=0.

Se P, non ¢ un fuoco, (queste ultime saranno verificate per una conve-
niente rotazione del triedro mobile attorno alla normale di S; avremo allora
per le (20)

7% (pdu+pldv) ?au (qdu ‘I‘ n d’l))
Mgy (P'd“ +p/1 d’lj) = 0y (q'du + Q'l d”)
Eliminando fra queste a;, e a,, si ottiene

pdu—+p do

qgdu—+q.dv
pdu-t+p.do

, , 0, (30)
gdu-+q,dv
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che coincide con la (26); dunque le sviluppabili della congruenza (G') corri
spondono alle linee principali della trasformazione sferica.

11. Terminiamo questo paragrafo osservando la forma particolare che
prendono le (28) quando come variabili w, v si prendano én particolare i
parametri delle linee principali della trasformazione sferica.

Per procedere con rigore escludiamo che la (30) siriduca all'identitd, e
facciamo espressamente la ipotesi che le quantita
’
. 1’7‘+€lf’a ptl"{"q&" ’
siano diverse da zero.
Scriviamo le relazioni esprimenti che u e v sono i parametri delle linee
principali della trasformazione sferica, cio&

, pgd—pq¢=0; pqdi—p.i¢=0 (31)
0SS1d
h(pr+qp)=w(pe+qQ) (32)
. hl(pl)‘_}"qlf":w(pl %+ ¢, Q,) B
e ponliamo
Eqp—uwp, =H (33)
donde per l'ultima delle (3)
E;(l——'mp=H. (34')

Da queste due ultime e dalle (4) si ricavano i valori di &, =, €, n, solto
la forma

N ' 9o
- H. ) P(Qh—py)—}—wg&
PrAtq D DA+ q
dp
m _—HY plar—pp) -Fwos
patae T potaw (35)
dp A
; _  Hp plash—p,p) w5t
&t pl_‘_qp, D P g
(@r—p P-)+1va—9
= —HN e ' v
essendo o=_i,
' W
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. ol
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Sostituendo tali espressioni di £, =, §,, n, nelle equazioni

dv du ! !

5 s (36)
an_ 9% __ _ ¢ z

dv du ST

si ottengono due relazioni differenziali, che combinate linearmente tenendo
conto delle (32), danno

[(m+qy-)(p'lk+q’llu‘)—(p11+qm-)(p’1+q'u)] X
X [H+.o(pp,+qq,)J=0-
Essendo per le (31)

p"= tp, q,=t% p'lztl_pn q'l"—_ £ q
segue

(pPr+qu) (P 2+ i) — (P A+ p) (P A+ ) =
=H—0)(pr+qp) (P A +q.v)

e risulta che questa espressione non pud annullarsi senza che la (30) si ri-
duca all'identitd. Dunque

H+P(pp1+QQ1)=O
cioe
Eq—np,=—p(pp. +q9q) (37)
Sg—np=—p(pp. +09) (38)
Dalla (37) si ha:

Y P 7 A4
px—T(s qw)’ (_Zl—] ﬂ‘!_pqv
essendo T un fattore di proporzionalitd; segue
_aw e () :
DA +qp du (ﬂ+pw (39)

CGid posto introduciamo i parametri direttori X, Y, Z della retta G, che
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sono dati dalle formole

X=pX,—2X, (40)
ed analoghe. Si ha:
X . \
W:(pw—}—mQ)X,—{—(gw—~m<p)X2—(p7\+qy.)A3 (
g (41)
%‘z(pﬂU—f—md;)X{‘F(Ql"’_”m?:)Xz‘—(px)‘_}_qn v) Xs; j
ed allora se teniamo presente la (39) troviamo con facile ealcolo
4X
___a¥ 84X
A(pr+-qp) du
L _amw de., v wr_aw qw—“w) 9%
+[Rnl+%y5ﬂ+@7@+_% Ry | Ry
Perveniamo cosi alle formole
omy . __g¥ 0X
du  A(pr+dgqp) du .
| q, ™ dp ¢ f wWr  qw gw—me
+[7p——lx+q,y. Ju m(p+ e ey wnpang | Y
(42)
o wmy 84X,
v M(pA+qp) dv
1 qw 40 ' ¢ wr,  giw g, w—mo,
ﬁ{7p1+qy5?+wl@"Fl A n1+muJX

che sono le espressioni cercate.

12. Osserviamo infine che se le linee sferiche u, v sono ortogonali,

avendosi per le (37) e (38)
EQ1 - 'ﬂp} =0

& q—np=0

si deduce
651 + nh, — O

e le linee sferiche u, v sono le immagini delle linee di curvatura di S.
Possiamo allora porre, per una conveniente rotazione'del triedro mobile,

p»=0, ¢ =0, n =0, & =0
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dalle quali per le (31) segue

e per le (17)

dunque soltanto per le trasformazioni di RiBAUCOUR l¢ linee principali della
trasformazione sferica risullano ortogonali.

§ 6. — FORMAZIONE DEGL INVILUPPI
DI SFERE AVENTI UN’ASSEGNATA TRASFORMAZIONE SFIRICA.

13. Per definire nel modo pilt generale una trasformazione sulla sfera
fissa ¥, partiamo da un sistema di funzioni

Dy &5 15 Piy Qus T
soddisfacenti le equazioni

dp  dp 4

dv ou INTALT
dq dq,

70 au~rp, rop
67‘_«91’1__ -
(9,0 a’M/_le Zlq

e dal relativo determinante ortogonale
X, Y, Z,
X, Y, Z, |
X, Yy Z
indi consideriamo sulla sfera il sistema (3) descritto dal punto (X,, Y,, Z,).

Un nuovo sistema (M,) ¢ sempre deducibile dal sistema (3) con rela-
zioni della forma

, A B w* (*) 1e
Xa_a;&q/aX‘+lla¢c‘\2 Jﬁ(1nx}u:_~ 1)X3 (13)

T

(*) Qui per definire la corrispondenza sulla sfera come coordinate di M, si prendono le
funzioni (— X'3, — Y5, — Z’%).
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in cul

Imys=0»r4p’ 4w, (4%)

v

e se la trasformazione sulla sfera
darsi ad arbitrio.

Il nuovo determinante ortogonale relativo al sistema (3M,) ha le espres-
sioni (11), ed & definito dalla proprieta geometrica che la tangente (X',, Y',, Z"))
incontra (X,, Y,, Z)) esimilmente la tangente (X',, Y';, Z’,) incontra (X,, Y,, Z,).

Possiamo allora porre le (7) e le seguenti che si deducono

s

¢ qualunque le funzioni 2, p, w possono

o(¢o)
W_)\cp—}—y.ﬂ—l—wh,
(UG)=1'p1+y.Q,+1vlt,,

dalle quali per gli elementi del sistema trasformato risultano le (16).

14. Assumiamo sulla sfera ¥ la trasformazione T cosidefinita, e ci do-
mandiamo: esiste una trasformazione per inviluppo di sfere la cui immagine
sferica coincida con la T'?

Per rispondere a questa domanda quppomamo viferita la trasforma-
zione T alle sue linee principali; allora gli elementi della superficie S del-
I'inviluppo richiesto avranuo, per le (35), le espressioni (¥)

P d¢
At Qg du

q, W dp

pAtq e ou’

w 0
EI:_QIP_ u P

£ = T

n=7pp
(45)

PrAtqu v’
qw de
=P pA-qup v

Inversamente supponiamo che per una conveniente funzione p esista una
superficie S, avente per immagine sferica (X,, Y,, %), i cul elementi siano
le & =, §,, a, date dalle (45); ed operiamo una trasformazione di S per in-

(*) S’intende sempre ripetuta 1’ipotesi che le quantitd p + q g, p, A + ¢, 2 siano diverse
da zero, e che la (30) non si riduca all’identita.
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viluppo di sfere col metodo del n.° 2 del §. 1, assumendo come funzione
trasformatrice fondamentale la medesima ¢ che entra nelle (45). Allora la
risoluzione del sistema (4) condurra alle funzioni A, ¢, % da cui siamo partiti,
e la rappresentazione sferica della superficie trasformata S, coincidera con
(X', Y., Z%). .

Siamo cosl ridotti ad esprimere che le (45) soddisfano alle equazioni

6;__85,_ r 1

dv  dm T

én  dm, - (46)
191) m‘— Erl_{'—glr 5
Squ—ap, =& q—n,p;

la terza & verificata qualunque sia p, esprimendo che sono veuhcate le due
altre si perviene alle due equazioni

p(pgi—p. 9 &p =[i( p,w )_
(PA+qp) (P2 +qp) dudv |dv\p, A +q,p
_ pxl—{—qu‘—'hr,w]&p 47
T S 3 (47)
_[i(___pgv_)_ pAd-qu-t+rw oo
dulprtqu) L pritap Jav
A(pg —piq) & p 2[____19__( q,w _)_
(Pr+qu) (P A+qp) dudw v \p o+ q.p
' PiAtq, ¢+ w]dp
Copohtqp ]8u+ (48)
0 qw ) p%+qv‘+VW]c9._p
+L9u(pl+qy. + prAtqp |d0’

che si riducono ad una sola in base alle (32) per ipotesi soddisfatte.

Rimane cosi dimostrato che per oftenere nel modo piiv generale un invi-
luppo di sfere avente per immmagine sferica la trasformazione T, basta assu-
mere una soluzione p dell’equazione differenziale (47) e dedurre per quadrature
la superficie S cogli elementi &, =, &, , n, dati dalle (45). Trasformando la su-
perficie S in una nuova S,, medianie la funzione p, la coppia S, S, da le
due falde dell’inviluppo richiesto.
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§ 7. — NUOVO METODO DI TRATTARE IL PROBLEMA.

15. Assegnata come al' n.° 13 la trasformazione sferica rimane indivi-
duata la congruenza (g'); deducendo poi il corrispondente inviluppo di sfere
e considerando la congruenza (G'), abbiamo visto che le sviluppabili delle
congruenze (g) e (@) si corrispondono e che le rette corrispondenti ¢ e G
sono parallele. ‘

Il passaggio dalla congruenza (¢') alla (@) & percio una trasformazione
parallela nel senso di GUICHARD; ma qui si presenta la questione: ¢ essa la
trasformazione pitt generale del tipo ora detto?

Per rispondere a questa domanda ¢onsideriamo il punto

w
Xo:Xs— 'y le
si ha:

9 X, L 0
50 =[;—'§(ry-fQW+wz<p)+7(pu—mh)] Xy —

wr

w
—(p_l“T)Xz”l‘QTXsa

80X, [w 1
W:[Tg (r p—aq, W—l—m%)—l—T(pxP——mhl)] X —

_(pl_*_?‘z%%))g_'_%%)(a,
esistono inoltre in base alle (32) due funzioni { e # tali che
‘ 1
(22 +ap) [fr (re—gwmp) 5 (pp—mb)| +

w
—i—qT(pw—}—mQ)ﬁt‘u,

wr w
*(Pxﬂ—qy‘)(P—i—T)+QT(QW—""'P)=—“’

w

1
(A +qip) [7 (rp—aqimw+me) +——(pp—m 7%)]+
—}-q[%(plwﬁl—mﬂl):t"u,

wr, ,
— (P2 +q.p) (pt+T)+Q1 %(Qrw—"”?l):—t A,
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donde seguono le relazioni

-0 X, X
ou _“297+b' X
X X )
S — —_
G0~ Cap 14X
in cui
P LR S S
AMpr+qp) Prtgqu .
) (90)
b— o Wm g
Mo A+ qip) prtqp
Cid posto sia ’
&X X 84X
Cduen  Lau T, TEX (1)
, . . ‘ . . ... X, .
Pequazione di Larrace per X, Y, Z; uguagliando 1 due valori di andp S
ottengono le relazioni '
Jda
aP+(9—v~0P+d
dc
aQ—{—b—‘CQ—}—au
ab od
da cui si ricavano i valori di P, 9, R sotto la forma
I
P=— y Q= , R—9% ©°Y, (52)
@ —c a-—c a—c

16. Sappiamo dalle formole di GuicHARD che per ottenere una trasfor-
mazione parallela della congruenza (¢'), occorre prendere una soluzione A, B,

C, D del sistema

oy
AP—[—‘—Q—J\OP—i—D
AQ“I—B::OQ—F&—J

b
AR+ 5y =CR+5p
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e le coordinate di un punto del raggio della congruenza trasformata si hanno
per quadrature dalle formole

0%, 08X
¢9u_A
.

(54)

&Ly 00X
=0 —~+DX
v v
Ora & chiaro che senza alterare la congruenza trasformata, si puo cam-
biare il punto sul raggio in guisa da ridurre 4 e C proporzionali ad a e c.
Possiamo quindi senza ledere la generalita integrare le (53) ponendo

A=Ka, C=Kc; - (5D)

le due primme delle (53) danno allora
D=ua é?_l—{ +Kd
(56)

B=c¢c a—Ig—i—Kb

e sostituendo questi valori di 4, B, C, D nella terza si perviene all’equa-
zione differenziale

(a—og 0K _(ac_d)aA (aa_b)aK

dudv \dv du du v _(07)
Concludiamq percid che per ottenere nel modo pilt generale una con-

gruenza parallela alla (g), basta assumere una soluzione K dell’equazione (57)

e dedurre per quadrature le funzioni %,, ¥,, 2, dalle formole )

8wy _ . 0K

0 Ka ——i—(c——}—Kb)

ox X K (58)
Lo

%—K"a—ﬁ( “”)

conducendo pel punto (%,, y,, 7,) il raggio pérallelo a ¢, si ottiene la con-
gruenza cercata.

Ora si tratla di dimostrare che questa congruenza (G') & anche dedu-
cibile col metodo del precedente paragrafo.

Annayy di Matematica, Serie 111, Tomo XXIX. 22
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Infatti si trova subito che l'equazione (57) coincide colla (48) e quindi
possiamo soddisfare a quest'ultima ponendo

p=—K;

ma allora le (42) coincidono con le (58) e il teorema & dimostrato.

Ne risulta che per otienere nel modo pii generale un inviluppo di sfere
avenle un’assegnata immagine sferica, si trasformila congruenza (g') in una
congruenza parallela (@) e per ogni retta G’ si conducano i piani = e =, ri-
spettivamente paralleli ai piani tangenti olla sfera 3 passanti per g. Va-
riando la retta G nella congruenza, i piani = e = inviluppano due super-
ficie che sono le due falde dell’ inviluppo richiesto.

§ 8. — (ASO DI DUE SISTEMI DI LINEE INVOLUTORIAMENTE ASSOCIATI.

17. Terminiamo questo lavoro caratterizzando le trasformazioni che

ammettano due sistemi di linee involutoriamente associati.

A tale scopo partiamo, come al n. 7, dal punto P (u, v) della superficie
S e consideriamo due elementi lineari distinti ai punti infinitamente vicini
(u+du, v+do) ed (u-+3u, v+ 3v).

La relazione esprimente che il secondo di questi elementi & associato
al primo & la (23); se questi elementi sono associati involutoriamente si
dovrd avere altresi

Ew —&nydudu 4 En, —Ein)dodut G —Ea)dudo+

+(51ﬂ'1—6';ﬂ1)d1}3?}=0 (59)

e confrontando colla (23) risulta la relazione
57]’1—6,171‘_“'61 WI_E,"H- (60)

Inversamente se questa & soddirfatta la (59) diventa simmetrica rispetto
al differenziali d, 8 ed esistono in infiniti modi due sistemi di linee invo-
lutoriamente associati; potendo prerdere ad arbitro uno dei due sistemi e
dedurre l'altro sistema dalla (59) stessa per integrazione.
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[8. Per interpretarve la (60) geometricamente, osserviamo anzitutto che
essa pud considerarsi come la condizione d’integrabilitd del sistema

g—::=——coshoc~q+i senh a-p—+4ir—4

—i—E(i%—f—wsha-%)-in(%—senh«-’i)'
g—;:-—-cosh w-q,+1% senh a-p, +ir, + (61)

. . . Y )
+ & (@%—i—COS}la-%)——zm(y—senha-—:})

(i=y—1)

nella funzione incognita «; se ne deduce che la congruenza (G) & ciclica
e le superficie ortogonali ai circoli sono date dalle equazioni

. X, senh « 47 X, cosh a4 X, (¥)

r=w— -
" xsenh a+ipcoshe—+4w

(69)

essendo « una soluzione qualunque delle (61).

Se consideriamo due superficie S°, S} ortogonali ai cireoli, corrispon-
dentemente a due soluzioni distinte «', «” delle (61), per un teorema ben
noto S° 8¢ sono le due falde di un inviluppo di RiBaucour; inoltre le (62)
esprimono che il punto P di § & I'intersezione delle tangenti isotrope alle
superticie S°, 8. Similmente per il punto P,.

Denotando per facilitd di linguaggio con T una trasformazione di Rr-
BAUCOUR e con T una trasformazione che ammette due sistemi di linee
involutoriamente associati, possiamo enunciare il risultato conseguito sotto
la forma seguente:

Una trasformazione Ty & sempre deducibile da una Ty mediante una
trasformaczione di Guichard. '

(*) Direttamente se si considerano i parametri direttori della tangente al circolo
X—=— (x —wicosha) X, +(h —wsenha) X, + (2 senh a — ¢ A cosh o) X,
si verificano facilmente le relazioni

zx0®
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Né risultano importanti conseguenze. La congruenza (G) della Ty &
congruenza (G’) per la Ty, quindi le sviluppabili della congruenza (@) cor-
rispondono alle linee principali della trasformazione sferica di T (e percio
alle linee principali della stessa Tr, essendo questa di Ribaucour); si con-
clude: ‘

Le linee principali della trasformazione Ty corrispondono alle linee prin-
cipali della Ty, cioé alle linee di curvatura delle superficie S, ortogonali ai
circoli. '

§ 9, — COMPOSIZIONE DELLE TRASFORMAZIONI SULLA SFERA.

18. Definiamo come al n.° 13 una trasformazione sulla sfera fissa ¥
che porti da un sistema dato (3) in un nuovo sistema (3/,); indi prendiamo
il simmetrico M’, del punto M, rispetto al centro della sfera, e nel circolo

A
M, M,, M’', assumiamo il punto medio dell’arco (minore) M M’,.
Detto M tale punto, consideriamo il sistema (M) che si ottiene facendo
variare M nel sistema iniziale; le coordinate del punto A hanno le espres-
sioni

— J2mis

Xo= e (LX) (), (63)

da cui si ha

az_\/Qm,\ba
du 2w

(Q Xl —p Xe+Q'X'1 "Plez) -+

\/‘qu,«c)

- 9
+(A3—}—X3)ﬂ( 2w

ed osservando le (11) si ottiene ancora

0X, V2muaf p . y
e t(q__q)Xl—(p—p)Xe]JffXa - 68

essendo
74 l_w—}—ilo (\/Qangbc).

w ou 2w

(*) Il radicale s’intenda preso collo stesso segno di w.
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Analogamente

4 X, 2mdbo , , -
o =\/‘2w¢ [(q‘_q‘)X‘—(pl_pl)Xz]+T1Xs- (69)

Nel piano tangente alla sfera nel punto M costruiamo la direzione X,,

Y,, Z, ortogonale alla X,, Y,, Z, e costruiamo altresi la direzione X,, Y,, Z,
ortogonale alla X,, Y,, Z,. Si ha:

—)—(‘ =7U XQ-—{J Xs

\/:1.2—}—102

y:w X, 4—7\X3.
2 \/}\2 PV

(66)

formiamo ancora nel piano tangente in M una terza direzione (costruibile
in termini finiti) (*), tale che se ©, e ®, indicano gli angoli della medesima
con le direzioni X,, Y,, Z, ed X,, Y,, Z, si abbia

cos @l_\/lz -0’
cos O, \/uF -’

19. Per individuare le varie tangenti alla sfera nel punto M, adope-
riamo come sistema di riferimento i raggi a, b rispettivamente perpendico-
lari alle direzioni X,, Y,, Z, e X,, Y., Z, ed il raggio d ora costruito; presa
una tangente ¢ che va al punto (u 4 du, v+ dv), si avrd

ad X, \/Qmapc [ , du (l'v]
senaft=YyX, = — —— | (p — —
XX N (»—=2) g7+ —2) 73
‘ o dX V2m o du Ao
sen bt =¥ X, Q\/ﬁ?[ ¢) g5+ @ )J‘S]

senad T )
senbd /T

(*) Se «, indica 'angolo delle direzioni X;, Y,, Z;, e X;, Y,, Z, ed o, indica 1'angolo
delle direzioni X,, Y,, %,, ¢ X,, Y,, Z, si consideri il cono avente per asse X,, Y;, %
descritto dalla retta inclinata dell’angolo «, su tale asse; si consideri il cono analogo avente

per asse X,, Y,, Z,. Proiettando ortogonalmente nel piano tangente in M la generatrice co-
mune ai due coni, si ha la retta cercata.
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Ne risulta subito per il rapporto anarmonico delle rette a, b, ¢, d U'espres-
sione 4

(p—p)du+(p,—p)dv (67)

btd:_ 7 ’
(o ) g—q¢)du+ (g, —¢)dv

20. Cid premesso immaginiamo sulla sfera due trasformazioni H, ed H,,
la prima delle quali porti il sistema (M) in un sistema (M) e Paltra porti
il sistema (B) in un nuovo sistema (3,); distinguiamo con un solo accento
le funzioni trasformatrici del passaggio da (3) ad (M,) e con due accenti
quelle relative al passaggio da M ad M,; inoltre per ragioni di simmeltria
introduciamo - nelle formole analoghe a (7), relative alla trasformazione H,,
una costante n diversa da m.

Ripetiamo la costruzione del n.° [8 relativamente alla trasformazione H,;
cioé prendiamo 1l simmetrico di A, rispetto al centro della sfera, indi assu-

miamo il punto medio dell’arco l\ﬁf’z che chiamiamo 1/, .

Nel piano tangente alla sfera nel punto M, ripetiamo la costruzione ana-
loga a quella operata in M per dedurre il sistema di riferimento o', ¥, d’
analoge ad a, b, d; presa allora una tangente # che va al punto (u + du,
v+ dv) sard
(p—pI3u—+(p,—p")dv | (69)

CL' b’ tl Cl’ __ S ’”
( ) (g—q)du+(q.—q")adv

Noi penseremo la coppia di tangenti ¢ e ¢ variabile nella proiettivita

[(a, W), (0, b); (d, d’)]
per il che i differenziali d e & sono legati dalla relazione

(p—p)duv+(p—p)dv (@—¢)du+ (g —q,)dv

, A o ) ) —=0. (69
(p—p)Su+t(p,—p)dv (¢—¢q)du—+ (g, —q")dv \ )

Importa osservare che questa equazione & invariante per un cambia-
mento del triedro mobile fondamentale in M ; infatti sappiamo dal § 4 che
per un tale cambiamento si ha:

P=—0uq+Cnp, P=—0u0 A Ap, P =— ¢ + Ay

[ oo ’ ’ "o ” "
Q@ =0, @ — Ay P, Q" =a,,q —a,, p, q " =0,qQ — Ay P
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e le analoghe coll’indice 1, e 'equazione

(P°—p)du+ (! —pYdv (¢°—¢°)du+ (¢ —q)dv
(p°—p")du+ (p°—pNdv (¢°—-q°)du+ (¢ —q)dv

si trasforma subito nella (69).

21. Consideriamo ora sulla sfera una terza trasformazione, cioé quella
che porta il sistema (2) in (31,) e riguardiamo in essa come corrispondenti
i punti M ed M,. In tale trasformazione le direzioni f e ¢ sopra considerate
non sono in generale corrispondenti; nel caso che lo siano diciamo ¢ una
direzione K relativa alle due trasformazioni H, ed H,.

Diciamo che il punto A descrive una linea K, quando la tangente in
ogni punto della linea & una direzione K; l'equazione differenziale delle
linee K si ha subito dalla (69) ponendo du, v proporzionali a du, dv e ’
si ottiene

(p—p)du—(p,—p)dv  (@—q)du+ (¢, — ) dv —0 (70
(p—p)du+(p,—p")dv (g—q)du+(q —q",) dv :

dunque per ogni coppia di trasformazioni sulla sfera esiste in generale un
doppio sistema di linee K.

22. Un caso notevole si ha quando le due trasformazioni H, ed H,
ammettono lo stesso sistema principale; in tal caso prendendo come varia-
bili # e v i parametri di tale sistema si avra

pd—pq=0; p.¢i—piq.=0
p¢—p' q=0; pqg—p."q=0
donde .
(p—p)a—4q)—(p—p)a—q¢)=0
(. —7) (@ —a¢")—®:—p") (@ —¢q)=0
e ne risulta subito il teorema: se le trasformazioni H, ed H, ammeltono lo

stesso sistema principale, le linee K descritte dal punto M corrispondono al
sistema principale comune alle due trasformazioni H, ed H,.
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§ 10. — CGoMPOSIZIONE DI DUE TRASFORMAZIONI PER INVILUPPO DI SFERE.

23. Assumiamo due trasformate S, ed S, di una medesima superficie S,

e come abbiamo dichiarato al n.° 20 distinguiamo con un solo accento le

funzioni trasformatrici del passaggio da S a S, e.con due accenti quelle

relative al passaggio da S ad S,; inoltre supponiamo espressamente che le
quantitd

piw" — ', W' N — "X, Y — (71)

siano diverse da zero.

Per ogni punto P di S si hanno in corrispondenza due punti P, e P,
appartenenti rispettivamente alle superficie S, ed S,; i punti P, P,, P, tion
‘sono in linea retta e individuano percid un cerchio. Si genera cosi un si-
stema oo® di cerchi che chiameremo sistema K generalizzato; chiameremo
altresl congruenza K generalizzata la congruenza formata dagli assi dei cir-
coli (¥).

I parametri direttori del raggio della congruenza K sono

X=@w —u )X, + 01 —=wV)X, 4" —Vp) X, (72)

con le analoghe in Y, Z; e tale raggio resta individuato dalla direzione e
dal suo punto

. .‘pr w”'__‘pu ml 4)' P-” . ‘L” !L/ B -
X [ x y‘/ wll—y‘l/ wl X2 + y'r 10//7 &L” wl Xa (73)
Chiamiamo 7, e T, le trasformazioni che portano S in S, ed S,: indi-
chiamo inoltre con H, e H, le rispettive immagini sferiche di T, e T, (*¥).

24. Per studiare il comportamento.della congruenza K, conviene for-
mare le espressioni delle derivate di p'w" —p"w', w' X" — w"A',..., osser-

(*) Tali denominazioni vengono qui introdotte perché gli elementi considerati generaliz-
zano i sistemi K e le congruenze K studiate nel caso delle trasformazioni di RiBaucour.

Nondimeno per ragioni di brevitd diremo ancora sistema K, congruenza K invece di si-
stema K generalizzato, congruenza K generalizzata. '

(**) Secondo i risultati del § 6, una delle trasformazioni sferiche, per es. H,, pud darsi
ad arbitrio.
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vando le (7), (8), (9), (10). Si ha:
a ’ " ” ’ 4 // " 14 ’ 4 " 7 ’ ” " 4
7 YV =V X) = (" =) —q (P 0" — ") — o (V=) —
—m @"-V—{—nipﬂ 4‘1_}_(_)’101 )\ﬂ_ @” 10// )\r
(9 s~ n v ” "o ’ ” 2l ~n 7
PN RN AR —r.@ — ) = @ = ) — o (N — ) —
Y g 0, N — 0,
S =) = V) p 0 — ) - E O — ) —
‘ —m QY 4+ nQ Y 40w — e w
19 ton 4 ro7 YA yer ’ ” ” I ll v
S ) = (N )y (0 — ) B () —
—m QY QY 0, 0w — e w
a ’ ” " 4 ’ " v ’ . - ” r ’ " r-s
S ) = g N = N) = (= Y ) — (N — )+
dn(p w —p W) —m b b
S ) = (N — Y ) = (Ve — ) — B (0 )
A, (' —p W) —~mB Yk Y+ (0, — ") (74)

0 ’ ” ” ’ ’ ” ” ’ ” ’
B_u(l"w —p W) =—qp )y r @y —w'\)—
—m b p -k p - m QW —n Q"W
(9 ’ ) ’ ” " r ’ ” //\
o W —p" W) =—q, (V" =N p) - (A W) —
—mh gk ) HmQw —nQ" W
(9 ro~ v 14 ’ 14 ” " ’, !, ” ” ’
6—1;(10 W " N) = —r (¢ —p W)+ p (N p" — A" —

—mo W +ng W +mh' " —nh"¥

& ’ /IA " ’ s’ ” ” r - ” " ’
ﬂ("" A — ' N)=—r, (W — W)+ p, (W —Vp)—
—m¢ W 4ne’ W +ml, X —nh", X

o (" ) = p (3 07 ) (o0 — ) —

—m AN FnQ" VA me' p —no"p

(9 !’ ” * ” t 7 ”v " ’ ’ ” ” ’
ap Ve =W p)=—p, (WX — " X) g, (" —p" W) —

”

—m N Q" N me v —no’

Annali di Matematica, Serie IIT, Tomo XXIX,
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Mediante queste relazioni si trovano facilmente le espressioni delle deri-
vate di «'y, y',, #° sotto la forma

am’o_ 1 (.. 7/ " "o K K 'a \
R H,,w,)g[cw — W) ) g
Y =y

(u W — w'

o
N it AL t{a?’v — 4" {q
[

” " ‘
p)+an’ > (p—p”)\Xg

q’c,(p p)]

(v ;L ')
ox,

ov (u.w —p W)

=1
'!I ’
" w
G+ — ' —Y [ mw”

0 — 0 g, (=) (Y — w)]x’\
|

" " ’j” i .,
W — VW) pl 1)—}—‘n W Lw—,,(pl_—p l)] X
qaw —L[J”?’U' ,,;{i e
+(y. w" — p" W)’ Rl arrs (pi—p") —ny 0" (pi—p" )| Xs

25. Cid posto formiamo le sviluppabili della congruenza K.
Se il punto («', ¥’s #’5) & un fuoco si dovrad avere -

da', =tX

essendo X, Y, Z date dalle (72). Esprimendo in questa il differenziale d«’,
mediante le (75) e semplificando si ottiene

MW% [(p - p)du+(p— 1) dv]~

lqu?’ [(p _p!/)du_}_(pﬁ—pul)d,v]:o

mv—"% [(p~p') dut(p—p)d v]—

—ne o [ —p) dut (0 97 do] =0

— nw

e quindi dovrd essere separatamente
(p—phdu+(p,—p')dv=0"
(p—p")du+(p.—p")dv=0.

Se il punto («, ¥’ #,) non & un fuoco, yueste ultime saranno verificate
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per una conveniente rotazione del triedro mobile attorno alla normale di S;
avremo allora per le (20)

2 [(p —phdu+(p,—p') d@] — [(q —q)du+(g, —q") d@] =0

. [(p —pydut (p—p") d ] —a [(q —)du (@ —q')d v] —o.

Eliminando fra queste a,, ed a,, si ottiene

\ (p—p)du+(p.—p)dv . (@—g)dut+(¢.—¢)dv

” " ” " 1=07 (76)
(p—pdut+(p.—p)do (@—9¢)du+ (¢ —g")dv

che da le sviluppabili della congruenza K. Dunque le sviluppabili della con-
gruenza K corrispondono alle linee sferiche K relative alle trasformazioni
H, ed H,. '

Si ottengono in particolare 1 teoremi di DEmouLIN; per esempio se T,
e T, sono trasformazioni di RiBAUCOUR, le immagini sferiche H, ed H, am-
mettono lo stesso sistema principale (che nell’ipotesi attuale corrisponde
alle linee di curvatura di S). Allora, per quanto abbiamo visto al n.° 22, le
linee K corrispondono al sistema principale comune, e si deduce che el

caso di due trasformazioni di Ribaucour le sviluppabili della congruenza K
corrispondono alle linee di curvatura di S.

Messina, 28 Otiobre 1919,
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Proprietd delle equazioni Abeliane
di grado p’.

(Di GiuLio DArBI, @ Napoli.)

Facendo seguifo ad uno studio (¥), sulle equazioni Abeliane di grado .
primo p, mi propongo, con la presente Nota, di dare alcune proprietd delle
equazioni Abeliane di grado p®, essendo p un numero primo.

Il gruppo di tali equazioni, essendo composto di sostituzioni a periodo
divisore di p®, pud essere ciclico, oppure puo essere formato di sostituzioni
aventi lo stesso periodo p. Poiche, in altra Nota (**), mi sono occupato delle
equazioni Abeliane a gruppo ciclico, tratterd solo il caso di equazioni Abe-
liane di grado p* a gruppo non ciclico, determinando le condizioni neces-
sarie e sufficienti affinché un’equazione di grado p?, irriducibile nel campo
assoluto (C) di razionalita, a cui appaltencono 1 suoi coefficienti, sia Abe-
liana a gruppo non ciclico.

Tali equazioni godono della proprietd che, ogni funzione razionale in (C)
delle radici puo esprimersi in funzione omogenea intera di secondo grado .
nelle radici, con coefficienti appartenenti a (C). Vengono inoltre determinate
le condizioni necessarie e sufficienti affinché ogni funzione razionale in (C)
delle radici possa esprimersi come una combinazione lineare omogenea nelle
radici con coefficienti appartenenti a (C).

Riunendo i risultati ottenuti in questa Nota con altri di una Nota pre-
cedente, viene esaminato a parte il taso delle equazioni Abeliane di 9° grado.

1. Abbiasi 'equazione Abeliana di grado p*:
f(x) =0, (1)

(*) Cfr. Rendiconti della R. Accademia delle Scienze fisiche e matematiche di Napoli.
Marzo 1903. . -

(**) Cfr. Annali di Matematica pura ed applicata, 1917.
24*
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irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalita, a cui appartengono i suoi
coefficienti; siano:
Lyy Loy Xgyoney By

le radici di (1).

Essendo l'ordine del gruppo di Galois della (1) uguale a p? il periodo &
di una sostituzione di (@) & un divisore di p*. Se fosse &= p, il gruppo (G)
sarebbe formato di sostituzioni aventi lo stesso periodo p. Noi tratteremo
questo caso, escludendo l'altro in cui ¥ = p?, relativo al gruppo ciclico.

Denotando con (S) e (T) due sostituzioni del gruppo Abeliano (G) per-
mutabili fra loro, cioé:

S = (2 By...%,) (Xpis Xpys -+ Lap) oo (Bpptypt Lpp_ryie - - Lyt

T= ({161, Lpprser oy wp(p—lH—l) (062, Lptoye--y wp(p—lH?) e (wm Lapy oo ey wpg),

sappiamo (*) che il gruppo (G) si genera con le due sostituzioni elementari
S e T, le sue p* sostituzioni sono date dalla formola:

(e=0,1,2,...,p— |
w =SB T
(g=01,2,...,p—1.

Costruiamo una funzione razionale delle radici che sia inalterata nel
valore numerico dalle sostituzioni del gruppo ciclico §, §%..., S?=1 ed
alterata dalle altre sostituzioni di (). Analogamente si costruisca una fun-
zione che appartenga al gruppo T, T%,..., T? = 1.

Tali funzioni, che denoteremo con Y,, Z,, sono radici ciascuna di un’e-
quazione ciclica di grado p irriducibile nel campo (C). Se a questo campo
aggiungiamo le funzioni Y,, Z, sappiamo (**) che il gruppo (G) dell’ equa-
zione (1) si riduce a quelle sostituzioni che lasciano invariate numericamente
Y,, Z,, cio¢ si riduce alla sostituzione identica, che & l'unica sostituzione
comune ai gruppi ciclici, generati dalle sostituzioni § e I. Onde, le radici
della (1) sono funzioni razionali in (C) delle funzioni Y,, Z,.

Denotiamo con F(Y)=0, +(Z)=0 le equazioni cicliche di grado p,
irriducibili in (0). Siano:

Y, Y,,.., Y,
24, Z,,.. ., 2,

(*) Cfr. Nerro, Teoria delle sostituzioni, 1885, pag. 130.
(**) Cfr. Luiar Biancur, Teoria dei Gruppi di sostituzioni, 1889, pag. 152.
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le radici di tali equazioni. Aggiungendo al campo (C) le radici dell’equa-
zione :
e e Pl e 1 =0,

le equazioni F(Y)=0, ¢ (Z)=0, continuano, per il teorema di Jorpan (*),
ad essere irriducibili nel nuovo campo (C; ¢). L'espressione:

=Y +e¥, 4 Y, +---+eY,
assume per le sostituzioni del gruppo ciclico:
r=(Y, Y,,...,Y,), ', I'Y,..., "=,
appartenente all'equazione F(Y) =0, i seguenti valori:
Uy, €U, €U, .., 270U,

che sono distinti fra loro, essendo wu, diverso da zero.

\

Onde u, & radice dell’equazione binomia:
u?=a, (Q)

essendo a un numero del campo (C; e).

Ampliando il eampo (C; ¢} coll’aggiunzione di u,, il gruppo dell’equa-
zione F(Y) =0 si riduce alla sostituzione identica; ci0o significa che le ra-
dici della precedente equazione si possono esprimere in funzione razionale
di u, con coefficienti del campo (C; ¢). )

Analogamente, si ricava che le radici dell’equazione ¢ (Z) =0 possono
esprimersi in funzione razionale delle radici dell’equazione hinomia:

v? =", 3)

essendo b un nuwero del campo (C; ).

Da quanto precede risulta che le radict della (1) possono esprimersi in
funzione razionale delle radici delle equazioni binomie (2) (3) con coefticienti
appartenenti al campo (C; ¢); cid significa che I'aggiunzione al campo (C; )
delle radici di tali equazionl binomie riduce il gruppo (G) della (1) alla so-
. stituzione identica. Sappiamo che, invece di aggiungere due irrazionali al-
gebrici d’ordine p rispetto ad un determinato campo di razionalitd, possiamo

(*) Cfr. Luie1 Bianchl, citata opera, pag. 178.
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aggiungere un solo irrazionale d’ordine p® del tipo:
pr=mu-+ no, : %)

essendo m, » numeri del campo (C; ), scelti in modo tale che tutti i valori:

Pis Peyevey Po% (5)

che l'espressione (4) assume quando ad u e v si sostituiscono le radici delle
equazionl binomie (2), (3), siano differenti fra loro.

Fatte tali sostituzioni, le espressioni che figurano in (3) possono rap-
presentarsi col seguente quadro:

S ]
P2 592 .. sp—l 92

Pr EPpee &Ry
Esse sono radici di un’equazione del tipo:
9112 ~4 o, P17(11—1) _|_ a, Pp(p—2) + . _{__ @, Pp + o, = 0, (6)

di grado p?, irriducibile nel campo (C; ¢), a cul appartengono i coefficienti
Lyy Rgyuvoy &,

Per determinare i coefficienti della (6) basta eliminare dalle equazioni
@) (3) (&) le radici u, v; la risultante cosl otlenuta ¢ un’equazione Abeliana
di grado p® in p, irriducibile nel campo (C; €), con gruppo formato di sosti-
tuzioni a periodo p.

2. Riassumendo i risultati fin qui ottenuti, potremo enunciare il se-
guente teorema:

La condizione necessaria e sufficiente, affinché un’equazione di grado p*,
essendo p un numero primo, irriducibile nel campo assoluto (C) di raziona-
lita, a cui appartengono i suoi coefficienti, sia Abeliana a gruppo non ciclico,
¢ che le sue radici siano funzioni razionali, con coefficienti appartenenti al
campo (C; ¢), delle radici di un’equazione Abeliana del tipo (6).

Reciprocamente: se le radici di un’equazione f(x) =0 di grado p*, irri-
ducibile nel campo assoluto (C) di razionalitd, a cui appartengono i suoi
coefficienti sono funzioni razionali, con coefficienti appartenenti al campo
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(C; ¢), delle radici di un’equazione del tipo (6), 'equazione f(x) =0 & Abe-
liana, con gruppo formato di sostituzioni a periodo p.

3. Se indichiamo con S una sostituzione del gruppo (@), in questo
esistono le sostituzioni §°%, S%, ..., §*=1.
Sia T una sostituzione di (@) diversa dalle precedenti; esisteranno nel
gruppo (G) le sostituzioni T%, T°,.., T*=1.
E facile vedere che le precedenti sostituzioni sono differenti fra loro.
Se fosse:
S*= T8, @)
risolvendo la congruenza:
ax=1 (mod. p),

ed elevando ambo i membri della (7) all’esponente a, si otterrebbe:
S¥ =T =T,

il che & impossibile, avendo supposto che T non sia uguale ad una potenza
di S.

Da quanto si & detto, risulta chiaro che dal gruppo (@) possiamo estrarre
(p 4+ 1) sostituzioni distinte, tali che esse e le loro potenze ricostruiscono il
gruppo (G).

Di tali (p -+ 1) sostituzioni, consideriamo i cicli contenenti la stessa let-
tera a,. Se uno dei menzionati cicli & formato dalle lettere «,, «,,..., «,,
consideriamo la somma:

Yy =&, 4 X+, (8)

e le altre analoghe alla precedente, ottenute sommando le lettere di ciascun
ciclo che contiene 'elemento «,.
Le menzionate somme, che rappresentiamo con

Yy Yoseov s Yptrs (9)

non possono avere due lettere comuni, perché i cicli, dei cul elementi ci
siamo serviti per costruire le precedenti somme, hanno in comune la sola
lettera «,.

Si ha evidentemente :

pa, + 2 €, = 2 Y.
i=1 i=1
Annali di Motematica, Serie IIl, Tomo XXIX. 25
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Denotando con q il coefficiente del secondo termine dell’equazione data (1),
la precedente uguaglianza si puo scrivere cosi:

1 /i=pHt
®, = ( P y.-+q)- (10)
P\ i=t

Py

Avendo supposto che 'equazione data (1) & irriducibile nel campo as-
soluto (C) di razionalita, dalla (10) si ricava che almeno una delle espres-
sioni :

- Yis Yesooos Yptu

non appartiene al campo (C), per esempio y.
" Poiche l'espressione g, , uguale ad (x, + @, 4 - - - 4+ @,), rimane inalterata
dalle sostituzioni del gruppo ciclico:

S, S%,..., S*=1,

ed alterata nel valore numerico dalle sostituzioni di (@), ¢ radice di un’e-
quazione ciclica di grado p, irriducibile in (C). Aggiungendo al campo (C)
I'espressione y,, il gruppo (G) di Galois si riduce al gruppo ciclico genérato
dalla sostituzione §, mentre il primo membro dell’equazione data (1) si scinde
in p fattori, ciascuno di grado p in @, con coefficienti appartenenti al campo
(C; y,). Si'ha quindi:

[ (@)= (x) g () . .. 9, (). (11)

Ricordiamo il seguente teorema (*):

Affinché un’equazione ciclica di grado n, irriducibile in un certo campo
(K) di razionalita, a cui appartengono t suoi coefficienti, goda della proprieta
che, ogni funzione razionale in (K ) delle sue radici si puo esprimere in fup-
zione lineare delle potenze di grado ) delle radici con coefficienti apparienenti
a (K), é necessario e sufficiente che fra le radici x,, ®,,..., x, non esista
alcuna relazione del tipo:

ot +al 4+ +at=c,

essendo ¢ un numero di (K); d un divisore di n; d<mn; A un numero in-
tero positivo o negativo fissato ad arbitrio.

(*) Cfr. Annali di Matematica, 1917.
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Giova notare che il menzionato teorema sussiste se le equazioni che
danno le radici primitive £ dell’unitd, essendo ¢ un divisore del grado »
della data equazione ciclica, siano irriducibili nel dato campo (K) di ra-
zionalita. '

. B facile comprendere che qualunque funzione lineare nelle potenze di
grado % delle radici, si puo esprimere in funzione lineare omogenea di tali
potenze, se si ha:

o ah k=)= 0.

Per applicare il menzionato teorema alle equazioni cicliche di grado p,
ciog alle equazioni:

b (@) =0; (@) =0,..., g, (@)=0, (12)

che figurano in (11), & necessario provare che l'equazione che da le radici
primitive p™ dell’'unita, cioé:

EP“+3P—2+«--+$+1:.'0’ (13)

la quale & (*) irriducibile nel campo assoluto (€) di razionalita, & anche ir-
riducibile nel campo ampliato (C; y), in cui sono irriducibili le equazioni (12),
essendo y radice di un’equazione ciclica di grado p, irriducibile in (C). Tale
dimostrazione & semplice, tenuto conto del .teorema di Jorpax (**) e che i
gradi p, (p — 1) sono numeri primi fra loro.

Consideriamo I'equazione ciclica di grado p:

¢, (0) =0, (14)
irriducibile nel campo (C; ¥,), essendo :
U :w1+w2_}_"‘+wy’

ove ©,, ®&,,..., ®, sono radici della (14); inoltre y, & differente da zero.
Poiche il coefficiente del secondo termine della (14) & diverso da zero,
ogni funzione razionale delle radici della (14) si pud esprimere in funzione
lineare omogenea di tali radici con coefficienti appartenenti al campo (C; y,).
Essendo I'equazione data (1) Abeliana, qualunque funzione razionale delle

(*) Istituzioni di analisi algebrica di Alfredo Capelli, 1902, pag. 638.
(**) Cfr. BiancH1, opera citata, pag. 178.
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radiei @,, @,,..., ®, con coefficienti appartenenti a (C), si pud esprimere
in funzione razionale di una sola radice, per esempio x,.

Onde, denotando con ¢ (x,, @,,..., «,) il simbolo di una tale funzione,
per quanto si & detto, possiamo scrivere :
$(@, @yyoony ) =, X, + 2, ++ -+ 0a,2,, (1)

essendo a,, a,,..., @, numeri del campo (C; y,); «,, ®,,..., «, radici
della (14); y, e radice di un’equazione ciclica di grado p, irriducibile nel
campo (C), a cul appartengono i suoi coefficienti. Le radici di tale equa-
zione hanno forma analoga alla (8), da cui si ricavano scambiando le radici
@y, @ey..., T, cOn le sostituzioni del gruppo (G).

Applicando all’equazione in y il teorema testé enunciato, avremo che i
numeri a,, @,,..., a,, che figurano in (15), possono esprimersi in funzione
lineare omogenea di «,, x,,..., ®,2, con coefficienti appartenenti a (C).

Dalla (15) si ricava che la funzione ¢ (x,, ®,,..., ®,2) Sl pud esprimere
in funzione omogenea di secondo grado nelle radict «,, @,,..., ,. con coef-
ficienti appartenenti a (C'), avendo supposto-che il coefficiente del secondo
termine della data equazione sia diverso da zero.

4. Da quanto si & detto in questo articolo, possiamo enunciare il se-
guente teorema:

Un’equazione Abeliana di grado p*, a gruppo non ciclico, essendo p un
numerq primo, la QMale sia irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalita,
a cui appartengono ¢ suoi coefficienti, gode della seguente proprieta :

i numeri del corpo algebrico (C; @, ®,,..., ,) P0OssOno esprimerss
come forme quadratiche ennarie nelle radici x,, ®,,..., x, considerate come
variabili che soddisfane ad una data equazione, essendo n = p*.

5. Determiniamo le condizioni necessarie e sufficienti affinché i nu-
meri del corpo algebrico:
(C; @y, @y .-,y mp2)
possano esprimersi in funzione lineare omogenea delle radici con coefficients’

appartenenti a (C).
Sappiamo (*) che, perché ci0 avvenga & necessario e sufficiente che le

(*) Cfr. citata nota, Rendiconti R. Accademia, nonché Giornale di Matematiche di Bat-
tagliné, Anno 1903.
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radici della data equazione siano linearmente ed omogeneamente indipen-
denti nel campo (C). Supponiamo che si abbia:

a, e, a2, 4+ Fapa’=0, (16)

essendo a,, @,,..., @, numeri di (C).
Applicando alla (16) le sostituzioni del gruppo ciclico:

S =(2,, Xgy.-, ) Lyrrs Lpray-- s Bap) oo Bpoiyris Lpponper -« oy L) (17)

SEOS8Y,..., SP=1,

sommando le p relazioni ottenute, si ottiene:

b[yl_*—bgy?_{_“.-i_bp/lp:oa (18)
essendo
bi=a,+a,+ - -+a,
by =0y + Ui+ -+ ay,
b,= Fpip_1y41 T Opptype + = - o = B2
(19)
y1=w1+xz+" -—}—wp
Y= P+1+wp+2+' --+oc21,
Yo = Lpp—1) 1 —+ Lpip 132 + -+ X2,
Possono appartenere le espressioni y,, ¥s,..., ¥, al campo (C), oppure

non essere numeri del detto campo. Nel primo caso ha luogo una relazione
del tipo:

wl+w2+'..+w1’=d’ (191)

essendo d un numero di (C). Nel secondo caso le espressioni ¥,, y,,..., ¥,
sono radici di un’equazione ciclica di grado p, irriducibile in (), con coef-
ficienti appartenenti a questo campo. Per il teorema testé enunciato, la (18)
non puo sussisteze se non sono verificate le seguenti uguaglianze, tenuto
conto che il coefficiente del secondo termine della (1) & diverso da zero:

by =b,=...=b,=0,
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ciod:
W+t da,=0
ap+l+ap+2+"'+a2p=0

Qpipiyis T Wpepopype -+ o+ @ =0,

Al principio dell’ articolo 3 abbiamo detto che dal gruppo (G) possiamo .
estrarre p + 1 sostituzioni distinte, tali che esse e le loro potenze ricostrui-
scono il gruppo (G). Applicando alla (16) tali sostituzioni e ragionando come
si & fatto precedentemente per dedurre il sistema (20), avremo in tutto p -1
sistemi, ciascuno di p equazioni, analoghe alle precedenti. Di tali equazioni
consideriamo solo quelle che contengono l'elemento a,, le quali sono in nu-
mero di p+ 1. Sommando tali p + 1 equazioni, si ha che I'’elemento a, viene
ripetuto p + 1 volte, mentre tutti gli altri elementi a,, a,,..., a,. figurano
ciascuno una sola volta.
Si ha cosi una relazione del tipo seguente:

i=p?

.21 a/;_Jf'pa’]:O- (%1)

Applicando alla (16) le p* sostituzioni del gruppo (@) e sommando le rela-
zioni ottenute, avremo:

i=p? i=p?

.Emi X E (I'z:O-

i=1 =1

Avendo supposto diverso da zero il coefficiente del 2° termine dell’e-
guazione (1), dalla precedente relazione si ricava:

i:p a, = 0.
i=1
Onde la (21) diventa:
a, = 0.

In modo analogo si dimostrano le seguenti uguaglianze:

@, =a,=---=a,=0.

Da quanto si & detto in questo articolo risulta che, se non si ha una
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relazione del tipo:
wl—’__w?—i_'.-_l_wp:d’

essendo d un numero appartenente a (C), non pud sussistere alcuna altra
relazione lineare fra le radict. )

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema, analogo ad altro (*), gia
dimostrato, relativo alle equazioni Abeliane a gruppo ciclico:

La condizione necessaria e sufficiente affinché un’equazione Abeliana di
grado p*, irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalita, a cui apparten-

gono i suoi coefficienti, goda della propriela, che i numeri del corpo algebrico:
(C; By, Lgyenns )

possano esprimersi in funzione lineare omogenea delle radici ®,, ©,,..., @,
con coefficienti appartenenti a (C), é che fra queste non esista alcuna rela-
zione lineare del tipo:

ml+m2+..'+mp=d’

essendo d un numero di (C), e che il coefficiente del 2° lermine dell’ equazione

data sia diverso da zero.

6. Applichiamo i risultati ottenuti in questa ed 'altra (*) Nota, alle
equazioni Abeliane di 9° grado.
Ponendo m =n =1, la formola (4) diventa:

p=u-+wo, " (22)
ove u, v sono radici delle equazioni:
uw'=a; v*=0> (23)
B facile costruire l'equazione Abeliana di 9° grado, le cui radici sono:
e =uFv; p=utev; p=u-+ev; po=cp; p==¢"p;
Po=t0e;  Pr=¢"pe;  Ps=Eps; pe =" ps,
essendo ¢ radice dell’equazione:

e +e+1=0. (24)

(*) Cfr. citati Annali di Matematica, 1917.
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Se supponiamo a’, b* diverse da zero e non uguali fra loro, le prece-
denti espressioni sono distinte, com’® facile verificare. Elevando a cubo
la (22), si ottiene:

w40+ 3uwv(u—+4v)=¢.

Tenuto conto della (22) e della (23), la precedente equazione si pud
serivere Cosi:
Buv=p'—a—b,
ossia:
27a bp" = (* — a — b)?,

la quale si deduce dalla (6) dell’articolo 1, facendo p = 3.

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema:

Un’equazione dbeliana di 9° grado, a gruppo non ciclico, irriducibile nel
campo assoluto (C) di razionalita, a cui appartengono i suoi coefficienti, gode
delle sequenti proprieta :

1) le sue radici sono funzioni razionali delle radici dell’equazione Abe-

liana :
27 a bp® = (o°* — a — b)’,

con coefficienti appartenenti al campo (C; c), a cui appartengono i numeri
a, b, essendo ¢ radice dell'equazione

52—{;s+1=0,

a, b diversi da zero ed inollre a® differente di b*;

2) ogni funzione razionale delle radici, con coefficienti appartenenti
a (C), puo Aesprimersi in funzione omogenea di 2° grado nelle radici, con
coefficienti appartenenti a (C).

7. Esaminiamo ora il caso in cui il gruppo dell’equazione Abeliana
sia ciclico, cioé formato dalle sostituzioni:

S="(,, ®3,..., %), S, 8°%...,8=1.

Sappiamo (¥) che, se fra le radici della data equazione non esiste una

(*) Cfr. Annali di Matematica, gid citati, 1917.
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relazione lineare del tipo:
®, +x, + o, =a, (25)

essendo @ un numero di (C), i numeri del corpo algebrico:
(C; @y, @oy...y @)

possono esprimersi in funzione lineare omogenea delle radici. Se fra queste
non esiste una relazione del tipo:

@} + @} + o = b, (26)

essendo b un numero di (C), i numeri del menzionato corpo algebrico pos-
sono esprimersi in funzione lineare omogenea dei quadrati delle radici. Se
sussistono insieme (25) e (26), il 1° membro-della data equazione ciclica si
pud mettere sotto forma di funzione di funzione.

In questo caso non si pud avere una relazione del tipo:

o} + o oy =d, (27)

essendo d un numero di (C), perché I'equazione data & irriducibile in (C);
né, per la stessa ragione, si pud avere una relazione del tipo:

1 1 1
1_17_1+W_4+E;=m’ (28)

essendo m un numero di (C).
Da quanto si & detto in questo articolo, risulta il seguente teorema:
Un’equazione Abeliana a gruppo ciclico, la quale sia irriducibile nel
campo assoluto (C) di razionalitd, a cui appartengono i suoi coefficienti, gode
dié una delle seguenti proprieta :

1) Il primo membro dell’equazione si pud mettere sotto forma di fun-
zione di funzione; in questo caso, ogni funzione razionale in (C) delle radici
8t pud esprimere in funzione lineare dei cubi di quesle, come anche in fun-
zione lineare delle inverse delle radici con coefficienti appartenenti a (C).

2) Il primo membro dell’equazione non si pud wellere sotlo forma di
funzione di funzione; in questo caso ogni funzione razionale delle radici si
pud esprimere o in funzione lineare di queste, oppure in funzione lineare dei
quadrati delle radici con coefficienti appartenenti a (C).

22 Novembre 1919.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 26
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Spazi a tre dimensioni con una curvatura nulla
e le altre due eguali ed opposte .

(D¢ ArTiLio PALATINI, & Padovas.)

PREFAZIONE.

Ghiamo, col BiancHI, normale uno spazio curvo S, a tre dimensioni,
definito dal quadrato del suo elemento lineare

3
d82=2r0 arsdwrdwv’
1

quando con le linee delle sue tre congruenze principali si pud costruire
un sistema triplo di superficie ortogonali.

Mi propongo lo studio del seguente problema: Trovare tutti gli spazi
normali S, dotati di wna curvatura nulla ‘e le alire due eguali ed opposte.

L’esame delle formule che reggono il problema mi ha condotto a suddi-
videre gli spazi, che soddisfanno alle condizioni dichiarate, in due classi 4)
e B). La prima & caratterizzata dal fatto che le superficie coordinate wx, = cost.
" sono a curvatura gaussiana nulla. Per la seconda classe invece le medesime
superficie sono a curvatura gaussiana costante (variabile in generale da su-
perficie a superficie) essenzialmente positiva.

In ambedue le classi la congruenza [3] & isofropa e le linee delle con-
gruenze [1] e [2] formano, sopra le superficie a, = cost., un reticolato iso-
termo. :

La costruzione effettiva dei ds* ricercati dipende naturalmente dalla in-
tegrazione di determinati sistemi di equazioni differenziali.

Tanto nel caso 4), quanto nel caso B), il sistema integrale generale —
che ho completamente determinato, passando attraverso il campo complesso

(*) Della prima parte di questa Memoria fu pubblicato un riassunto nei Rendiconti della
R. Accademia dei Lineei [Vol. XXVIII, 1919, pp. 334-338}.
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— dipende dalla scelta arbitraria di una funzione di variabile complessa. E
da cid si inferisce, rientrando nel campo reale, che infiniti sono i ds* sod-
disfacenti alle condizioni volute, il grado di arbitrarietd essendo quello di
una funzione armonica di due variabili.

E noto che diconsi superficie d’area minima le superficie per le quali
in ogni punto i raggi principali di curvatura sono eguali e di segno con-
trario, o, cid che & lo stesso, quelle superficie che sono dotate di curvatura
media nulla.

Ricordando ora che dicesi curvatura media di un S; la somma delle tre
curvature riemanniane prineipali, risulta che gli spazi che io studio nella
presente Memoria sono a curvatura media nulla. Avendo, d’altra parte, tali
spazi, eguali ed opposte due curvature, si possono ritenere come una gene-
ralizzazione delle superficie d’area minima. E con la teoria di queste superficie
la risoluzione del mio problema presenta anche una analogia formale, in-
quantoché essa viene ottenuta, come ho pit sopra dichiarato, passando
attraverso il campo complesso.

I miei spazi non hanno perd il comportamento geometrico delle super-
ficie minime: queste sono immerse nell’ordinario spazio euclideo, quelli non
possono invece costituire in alecun caso delle ipersuperficie di un S, euclideo.
Cid risulta immediatamente dall’osservazione che se un S, con una curva-
tura nulla & immerso in un 8, euclideo, deve aver nulla necessariamente
anche una seconda curvatura (*) e cid & evidentemente incompatibile con
la proprietd che caratterizza gli spazi che io ricerco.

Il presente lavoro ebbe la seguente origine.
Il Levr-Civita, ponendosi dal punto di vista della relativitd generale, ha
classificato (**) tutti i ds* einsteiniani corrispondenti allipotesi di una di-

(*) Cfr. L. Bianch1, Lezioni di Geometria differenziale [Pisa, Spoerri, 1902]. Per avere la
semplice dimostrazione del mio asserto, basta, nelle prime formule del § 169, supporre K,=0
e K,=0. ’ .

(**) T. Levi-CiviTa, ds? einsteiniani in campi newfoniani [Rend. della R. Accad. dei
Lincei, Note I#, Vol. XXVI, 1917, pp. 307-317; 1I#, Vol. XXVII, 1918, pp. 3-12; III?, ibidem,
pp- 183-191; IV3, ibidem, pp. 220-229; V2, ibidem, pp. 240-248; VI?, ibidem, pp. 283-292;
VII2, ibidem, pp. 343-351; VIII2, Vol. XXVIII, 1919, pp. 3-13; IX®, ibidem, pp. 101-109.
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stribuzione statica di masse in un campo, che, nella meccanica classica,
diremmo senz’altro newtoniano. In tale classificazione, i ds* einsteiniani
vanno dapprima divisi in due categorie di cui una, certo la pil interessante,
comprende tutti gli spazi per i quali le congruenze principali sono normali.
Questa categoria si suddivide poi in tre sottoclassi, che dird, col Levi-CiviTa,
B,), B,), B,), caratterizzate rispettivamente dalle ipotesi che le curvature
riemanniane principali siano distinte, o due eguali, o tutte e tre eguali tra
loro. Il caso B,) si esaurisce immediatamente, perché i ds* corrispondenti
sono euclidei. La discussione del caso B,) ha portato il Levi-Civita alla
determinazione di tutti i ds* che vi appartengono. La integrazione del caso
B,) presenta invece delle difficoltd notevoli e non sembra agevole il poterla
conseguire. Il Levi-Civita ne di in compenso un esempio notevolissimo ri-
cercando le soluzioni per cui tutti gli elementi del problema sono indipen-
denti da una coordinata, cid che porta alla determinazione dell’analogo
einsteiniano degli ordinari potenziali simmetrici.

Ora data la difficoltd della integrazione completa del caso B,), sarebbe
stato interessante discutere qualche altro caso particolare. Il LEvi-CiviTa mi
ha proposto cosi di ricercare le soluzioni della classe B,) per le quali una
delle curvature principali & nulla e (quindi, per essere sempre eguale a zero
la curvatura media degli spazi einsteiniani statici) le altre due uguali ed
opposte.

La mia ricerca fu completamente negativa, perche lipotesi ora ricor-
data porta, come necessaria conseguenza, la linearitd del corrispondente d s’,
si cade ciog nel caso euclideo.

Essendo andata a vuoto tale ricerca, io mi sono proposto quella che
forma oggetto della presente Memoria.

L’ultimo paragrafo del lavoro & dedicato alla dimostrazione del risultato
negativo al quale ho or ora accennato.
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§ L

IMPOSTAZIONE DEL PROBLEMA.
. .
Sia §, uno spazio qualunque a tre dimensioni, i cui punti siano riferiti
ad un sistema di coordinate generali (x,, «,, #,) e sia S; definito dal gua-
drato del suo elemento lineare

3
ds’=§,_ a,, dx, dx,,

i coefficienti a@,, essendo funzioni finite e continue delle tre variabili «,,
Xy, X, . )

Si supponga ora che S, sia normale nel senso definito sopra: il suo
d s* si potra presentare sotto la forma normale

¥ =Hidwl+Hida}--H;d 1)
assumendo come linee coordinate le linee delle congruenze principali.
Denotiamo con «, i simboli di Riccr (*) relativi alla forma differen-

ziale (1) e con o,, o,, w, le tre curvature riemanniane principali. Per il fatto
che le congruenze principali sono normali si ha notoriamente

a,=0(r==8); o, =Hw,,
ossia le funzioni H,, H,, H, di x,, «,, x, devono soddisfare alle sei equa-
zioni
& H, 1 6H,0H, 1 dH, H,
dw,0n, H,dx, dw, H,dwx, dw,

#H, 1 6H,0H, 1 4H, oH,

Fwr 0w — I ow: 3w, "I dmy om | @
S#H, 1M, aH 1 oH,0H,
dw, 8w, H,dx, d dw,

(*) I simboli «s di Riccr sostituiscono con vantaggio, per gli spazi a tre dimensioni, i
simboli @z di RiEmManN. Essi non sono altro che gli elementi del sistema reciproco di quello
definito dalle posizioni

LALECY MPPIP TN PR Y |

dove si ritengono equivalenti gli indici che differiscono fra loro per multiplidi 3 ed a ¢ il
discriminante della forma quadratica d s?
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é (1 0H, 4 (19 1 6H,8 H,
8w,(——,5?2)+aw5(1?33 )+H'¢9wl awl _l_ HgHg—O .
8 (1 8H, d (1°90H, 1 6H,dH,
r%(iﬁ)—l—am, (H,awi)_{_ﬂsawi a_';+ w, H, H, =0, (3)
d (1 6H, 9 (1 éH, 1 6H, 0 H,
8“’1 (E(Tx—:)+aw2 (H 6w2)+Hzaws ama + H H —0

A queste equazioni aggiungiamo le conseguenze differenziali del Biancai (*),
che, nel caso presente, si possono scrivere sotto la forma seguente

om0 0 g7 G =
Lot (0 1 T oy — ) g Gt =
3(0,_1_(‘ )HL(JH_‘_(3 Il{jiin
Supposto ora che sia
0, =—0, =, o, =0,

0,

0, | @

= 0. |

si watta di vedere se il sistema differenziale (2), (3) ammette delle soluzioni
e, nel caso affermativo, di determinare le soluzioni pil generali.

Prima di procedere, si noti che w deve ritenersi essenzialmente diverso

-da zero, altrimenti si cadrebbe ovviamente nel caso euclideo. Si noti inoltre,

che le linee di curvatura per le quali il ds*® del nostro S; assume la forma

normale (1), sono uniche e determinate, perche le tre curvature sono essen-

zialmente distinte.

(*) L. BrancHr, L. c., § 161.
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§ IL

PRIME CONSEGUENZE.

Si faccia ora nelle (4) 0, =—o,=0 e o, =0. Si ottiene
Jn 1 6H, 1 0H,
5w, T2 H, 55, TOH, 7w,

» 1 8H, 1 dH,
é’_.fz?;;—JrQ Ea""‘ H, dw,
i&H 1 8H,

H ox, H, 6:1:,

=0, : (&)

L'ultima di queste equazioni ci dice che la congruenza [3), oltre ad esser
normale, & anche isofropa.
Formando poi le condizioni di integrabilitd delle prime due, si deduce

o log%’
— i
dx, o, ’
la quale, assieme all’'ultima delle (&), sta ad esprimere che le linee dellegon-
gruenze [1] e [2] formano, sopra ogni superficie a, = cost., un reticolato
isotermo.

Scegliendo dunque opportunamente i parametri delle linee [1] e [2],
senza cambiar le linee stesse, si pud porre il ds* sotto la forma

ds'=e*(dui+dal)+ W'dai.
Possiamo quindi ripigliare in esame le (2) e (3), ponendovi
 H=H=¢" ¢ H=W.
Tali equazioni divengono allora

’h oh alogW
dx, 0 x, aws “dw,

’h oh 8logW 5)
dx, dx, am, ow,

*w oh 8W  6h aW
dx, aw, dx, aw, dw, 890,
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W\ W R OW B oW

oai am,a—w;ﬂ“mawﬁ
1o oY 1 8h 6W _
+7’i¢9w2+(6w3)_W w, | TOW=0
W |OW_ 9h IW 0k OW| Y e

|0 dw, dux, ¢9w,¢9w2§

 \6'h  (8h\ 1 9k oW B
+W}am’+(awa) Wom, om, | V=0

(22T

Relativamente alle equazioni (4'), si noti che l'ultima risulta identica-
mente soddisfatta e le altre due dianno

N
| 8 &

¢9w,

dlogw dh | dlogW
dux, Qa—az_i— dx, =0,

810gw+9_+alogW

=0
ox, éx, dx, ’

dalle quali, eseguendo una evidente integrazione, si ottiene

0 e W = (x,) (7)

denotando con n una funzione della sola x,, essenzialmente diversa da zero,

perche c¢id implicherebbe o =0.
Per procedere ora nella discussione del nostro problema, divideremo i

d s*, che soddisfanno alle nostre condizioni, in due classi:

A) quelli per cui & ;zh =0 e quindi & funz10ne dei due soli argo-

menti x, e x,,

. ., 0h
B) quelli per cui & 3w, 0.
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§ IIL
DETERMINAZIONE DEI d 8 APPARTENENTI ALLA CLASSE 4).

1. Cominciamo dunque dall’esaminare il caso A4).
Le prime due delle (5) restano identicamente soddisfatte. La terza delle
(®) e le (6) danno invece

Fw Oh 6W  Oh oW

ow, dw, 9w, dw, Ow, dx, =0,
W _ 0hOW | oh W _0
duw dx, 0w,  dw,dw, ®)
OW_h oW, oh oW,
“da?  dw,d0w, ' dw, dx, 7
F*h  &h
,+aw2 0.

L’ultima di queste equazioni ci dice che h (la quale, per la classe 4), di-
pende da @, e x, solamente) & funzione armonica delle due variabili @, , a,.
La medesima equazione esprime poi che le superficie x, = cost., di elemento
lineare e** (d @+ d o), sono a curvatura gaussiana nulle. '

Formando ora le condizioni di integrabilita del sistema (8) si riesce a
delle identita. Il sistema stesso & quindi completamente integrabile.

I ds® della classe 4) sono dunque caratterizzati dal sistema (8).

2. Vogliamo ora occuparci della sua effettiva integrazione e quindi

della determinazione di tutti i ds* appartenenti alla detta classe 4).

Noi dimostreremo che ad ogni funzione della variabile complessa
z =, -+ ix, resta associata una soluzione del sistema (8) e che vi sono
dunque infiniti d s* della classe 4), il grado di arbitrarieta essendo appunto
quello di una funzione di varlablle complessa, ossia quello di una funzione
armonica di due variabili.

Passiamo allo sviluppo dei calcoli.

Sommando a membro a membro la seconda e la ‘terza delle (8) si
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deduce intanto
FwW W
o x? +¢9w§ o

cioé la funzione W delle tre variabili «,, @,, «, & armonica rispetto a =,, «,.
Posto ora :
oW 4
W‘_a—wl’ W”_aw,7
_oh g, _oh
T 8w, ' dw,’

h,

il sistema (8) si pud scrivere anche cosi

aW,

awg =h2W1+h1W27
%Z‘:thl—h, W, +n,

1

9)

oW,
amjzhﬂWl_*_thﬂ’
oW,
o, =h Wy —h, W, —n,

avendo scritto due volte, sotto forma differente e per comoditd, la prima e
tralasciando di scrivere la quarta, il che & inutile se ci ricordiamo che &
deve ritenersi armonica.

Ora si moltiplichi la prima delle (9) per dx, e la si aggiunga alla se-
conda moltiplicata per da,. Del pari si aggiunga alla terza moltiplicata per
dx,, la quarta moltiplicata per da,. Si ottengono le due equazioni seguenti

aw,=nw,W, —hr,W,+n)dax, + (h, W, 4+ h,W,) dx,,

10)
dW2=(h2W1 +h1W2)dm1_(hIWx_h2W2+ﬂ)dm2, ( )

le quali, per l'arbitrarietd di d, ¢ da,, costituiscono un sistema equiva-
lente alle (9).
Si ponga ‘ora
r=uw, +ix,,
W, —iW,=w, ¢ (11)
hy —ih,=1}.
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Per larmonicitd di W e h, w e § risultano notoriamente funzioni della
variabile complessa #, la funzione w dipendendo perd eventualmente anche
da «,.

Cid premesso, si moltiplichi la seconda delle (10) per —i e la si ag-
giunga alla prima. Si ottiene I'equazione

aw=nW,—hW,4+n)dz—ihW,+h,W,)dz2,
0, cid che & lo stesso, in virtd delle posizioni (11),
dw=n+wh)dz

equazione che compendia evidentemente ambedue le (10).
Indicando con #' la derivata di w rispetto a 2, lintegrazione del si-
stema (8) viene ricondotta a quella dell'unica equazione

W (23 @) = n (@) + w (25 ). B (), (12)

‘nella quale x, comparisce solamente come parametro.

3. La (12) si presenta come una equazione differenziale che lega tra
loro le due funzioni § e w, 'una della sola z e la seconda di # ed «,. Data
I'una o l'altra delle due funzioni, la (12) serve cosi a determinare la seconda.
Ora si noti che mentre § si puo dare completamente ad arbitrio, la scelta
di w & invece subordinata ad una opportuna dipendenza da «,, in modo
cioé che la § risulti indipendente dal medesimo argomento, Ma appunto una
maggiore convenienza si ha scegliendo a piacere w, cid che apparisce anche
dal fatto che la funzione § si ottiene allora senza quadrature. Conviene
quindi studiare la natura della dipendenza di w da a, e procedere come
segue.

Considerando la (12) come un’equazione differenziale lineare in w ed
imaginando di scrivere 'integrale generale, si vede che la funzione w si pud
presentare sotto la forma

w(z; @) =mn (@) | « (2) + & (@) B (2) | -

La funzione £ (%,) o & costante e allora si pud assumere eguale a zero
(conglobando la funzione g nella «) o & una vera funzione e allora la si pud
senz’altro assumere eguale ad «, (scegliendo opportunamente il parametro
delle linee [3]).
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La funzione w puo quindi esser scritta sotto la forma
w =1 (& +, 8), (13)

il caso precedente essendo incluso per §=0.
Esprimendo ora che w deve soddisfare alla (12), si deduce che « e  sono
determinate dalle equazioni ‘

@ =1-4ab, (14)
p'=p5. (15)

Scelta ad arbitrio una delle tre funzioni «, §, b, le altre due restano ov-
viamente determinate a meno di una costante, per mezzo di quadrature
evidenti. '

In generhle conviene scegliere ad arbitrio « (la quale evidentemente deve
assumersi diversa da zero); la (14) fornisce allora il valore di b e la (15) alla
sua volta gquello di §, qualora non si voglia assumere questa funzione eguale
a zero.

Dato « e determinato §, si ponga

[ ds=u+iv (16)
Risulta allora
p=cet",

denotando con ¢ una costante, in generale complessa, capace di assumere
anche il valore _zero'(includendo cosi il caso § =0).
Per la monogeneitd della funzione §, dalla (16) si ha poi

du , .0v _du 0u
b(Z)—a—ml—*—'&a—wl—éTv—l—'bé—w—ns

quindi, in virtd della seconda delle (11),

oh _Jdu dh _du
dw, dw, dw, 9w,

cio¢, a meno di una inessenziale costante additiva,

h=u. 7
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Conosciuti i valori di « e 8, la (13) determina w. Ponendo allora
fwdz=U—{—iV, (18)

si ha, per la monogeneita della funzione w,

_3U_ v
Y= ow, o,

e quindi, per la prima delle (11),
W = U+ cost. (19)

La costante di integrazione, che comparisce nel secondo membro, pud
dipendere, in generale, anche da «,. Noi la denoteremo in seguito con = a.

Determinati cosi b e W, restano completamente determindti tutti i ds*
della classe 4). Il nostro procedimento conferma l'affermazione fatta che si
ha un ds*, soddisfacente alle nostre condizioni ed appartenente alla classe 4),
in corrispondenza ad ogni funzione della variabile complessa z =, +ia,,
scelta ad arbitrio.

4. Riassumiamo i nostri calcoli.
Indicando con R la parte reale di una funzione di variabile complessa,
le (16), (17), (18) e (19) si compendiano nelle due formule seguenti

hzm[loga_‘f‘%ﬂ, 2

de *)
W='n(wa);Rf°‘(l+cwae— 7)dz+a$. ’

In queste formule « & una funzione arbitraria di z, diversa da zero.

Per compiere il minor numero possibile di integrazioni sard opportuno
scegliere ad arbitro invece che la funzione « un’altra funzione y (diversa da
una costante) definita dalla posizione

1 Y
«
Allora la prima delle (20) diventa

h=—3Rlogy
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’

Y
=171, )
Rf;,(y+cw,)dz+a:. 5

. e quindi, per essere R logy’ = log

, le (20) stesse in definitiva diventano

(@1)

W= (x,)

Per determinare quindi un ds® soddisfacente alle nostre condizioni ed
appartenente alla classe 4), si puod seguire il seguente algoritmo: Si prenda
ad arbitrio una funzione y della variabile complessa z = «, + i «,. Denotando
con @ una funzione reale di «, (in particolare una costante) e con ¢ una
costante (anche complessa), nulla o no a piacere, si costruiscano le due
funzioni h e W mediante le (21). L’espressione

et (da +dad)+ W da?

esprime allora il quadrato dell’elemento lineare dello spazio cercato.
Il valore della curvatura o viene determinato, a norma della (7) sotto
la forma
" e
5. Vogliamo ora illustrare le formule ottenute nel n. precedente con
due esempi, i quali conducono a tipi di ds*® particolarmente semplici.
a) Si ponga y==z. Poiché y'=1, risulta dalle (21)

W='n3®1f(z+cm3)dz—|—a£=n:R(%z’—}—cw,z)—}—az,
e di conseguenza, ponendo c=%(c1 —1i¢,), (con ¢, e ¢, reali),

=1e W= (wf~w§)+(c,w,—}—c,wg)w,—kaz.

ro| =

Ritenendo dunque W dato dall’'ultima formula, si ha un ds® della
classe 4) sotto la forma

ds*=dx}+dui+W'dx:.

11 reticolato isotermo formato dalle linee [1] e [2] risulta qui costituito
dalle linee, che, nello spazio euclideo, diremmo senz’altro cartesiane ortogonali.
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La curvatura  a norma della (22), ha il valore dato dalla formula

| 2
T Ry A

b) Si ponga y=-¢". Per essere y'=¢", le (21) offrono

W=n

R(z—cw,,e‘”)—l—a(,

— ¢,

da cui, posto c¢=c¢, ¢*+ (con ¢, e ¢, reali),

Z, —C %, e 2c08 (X +C)+a ;.

h —

et=e", W=n

Prendendo, in particolare, ¢, =a =0 e scegliendo opportunamente il
parametro delle linee [3], si ha il seguente semplicissimo d s’

ds’=e " (daxt+da}) +atdaxt.

11 valore della curvatura o, per quest’ultimo spazio, &
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§ IV.
DETERMINAZIONE DEI d s’ APPARTENENT]I ALLA CLASSE B).

1. Veniamo ora alla discussione del caso B) in cui deve ritenersi (;9—;2
diverso da zero.
Le equazioni da esaminare sono sempre le (5) e (6).
Dalle prime due delle (5) si deduce intanto, mediante una integrazione

evidente,
19 b _

denotando con & una costante di integrazione, in generale funzione di s,

essenzialmente diversa da zero per esserlo

ouw,’
In virtd della (23), la terza delle (5) pud esser scritta come segue:
®h__8h 8k 3k _&h
dw, dw, 0, Odw, 0,0,  dx, dx, 0%,
ossia anche.
O (_&h 9k onY_
0 x, (’Mcl&we aac, aw)
Denotando con — ¥ (x,, @,) una funzione dei soli argomenti «, e ,, a
priori qualunque, dall’'ultima equazione scritta, integrando, si deduce

h 0h oh

dw, dx, dw, dw, — (@, @), (24)

Sempre in virtd della (23), con laiuto anche della (7), le prime due delle
(6) diventano

‘h Oh &h 9k &

—-271 -z - oy v - (4 2 —
“it e ow o, Gw 0w ow, B amsl+u +0 ¢9ws 0 ) -
_n\ h_  dh &h _oh &k | vdh 5
C +am ax2+&w, dx, dx, Owx, O, 0w, | +eU+L 69{;,—0’ /
e la terza diviene invece
_a} & h ’h z y
lamtaa| =0 (26)
avendo denolato con {' la derivata di { rispetto ad w,.
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 28
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L’equazione (26) esprime che le superficie a, = cost., di eleménto lineare
e (d a? + d x%), sono a curvatura costante positiva ed eguale a C* (in generale
variabile da superficie a superficie).

Si ponga ora

0 (w,) =f2:*n d w, @7)

e si noti esplicitamente che questa funzione 6 (2,) non pud mai ridursi ad
una costante per essere le funzioni { ed = essenzialmente diverse da zero.
Si potrebbe allora assumere senz’altro § (x,) come parametro delle linee [3].
Lo sviluppo ulteriore dei calcoli ci consiglia perd di lasciare a 8 la sua com-
pleta arbitrarieta.

Le (25) si possono ora scrivere anche cosi

a z %j_ga h+(ah) (ah)+,g ,,.“20,

dx ox
(9 *h oh dh LI L
)—26+2 (M) ( )+C 3—0,

da cui integrando e denotando con 2 ¢, (x,, ®,), 2, (®,, ®,) le costanti di
integrazione (in generale funzioni di x, e x,)

o h dh ' (Jh 2 0
I St

h AR\ (O h
6902 dwx,] \du

(28)
— 204927

+( ) + e =20, (x,, x,).

Sommando a membro a membro queste due equazioni si ottiene

+<2 2h_¢ +¢

+

dax! ' du}

e da qui, in virtd della (26),
¢, + o, =0,

Le due funzioni ®, e ®, a priori arbitrarie sono dunque eguali‘ ed op-
poste. Denoteremo con @ il valore di ¢, e quindi con — ¢ quello di ®,.

Riassumendo ora i nostri calcoli, possiamo concludere che le equazioni
(5) e (6) vanno sostituite con le (23), (24) e (28), (la (26) risultando superflua
per essere una semplice conseguenza delle (28)).
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Riunendo in un unico specchio tali equazioni e ripetendo anche la (7),
abbiamo

w W=m(x,) e™™, (29)
2Ok g m),
Qggw;; ( ) (aw2)+cze_2h=‘°3%“’($n wz)+9(ws)z, 31)

h
2 5a (0w 5

Se dunque esistono d s* della classe B) essi devono esser determinati
dalle equazioni (30) e (31). Notiamo subito che se le (31) sono atte a deter-
minare h, la (30) fornisce la conoscenza di W, la (29) quella di (w).

)—H;ze—“:_& ¢(wl,w,)+e(m3)‘ )

2. Si formino ora le condizioni di integrabilitd delle .(31). Si trovano
facilmente le due equazioni

se_ ov
dw, O,
(9‘1)__'__(9‘1’
dw,  ox,

quindi le funzioni ® e W, a priori arbitrarie, devono essere armoniche asso-
ciate. Soddisfatta questa condizione il sistema (31) & completamente integra-
bile ed ammette, per teoremi generali ben noti, una sola soluzione dipen-
dente .da tre costanti arbitrarie (in generale funzioni di a).

11 sistema (31), unitamente alla (30), caratterizza quindi completamente
tutti i ds* della classe 4) e poiché vi compariscono le due funzioni armo-
niche associate ® e ¥, possiamo affermare, come nel caso 4), che vi sono
pure qui infiniti ds* soddisfacenti alle nostre condizioni, il grado di arbi-
trarietd essendo ancora quello di una funzione armonica di due variabili.
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§ V.
INTEGRAZIONE DEL SISTEMA (31).

1. La integrazione del sisfema (31) non si pud ricondurre a quella di
un’unica equazione differenziale, come & riuscito per il sistema (8), che ca-
ratterizzava tutti i ds* della classe 4). Tuttavia, come ora mostreremo, una
opportuna trasformazione complessa permette in certo modo di separare le
variabili e di ottenere in seguito l'integrale generale del sistema (31).

Cominciamo col cambiare la funzione incognita, ponendo

y=e™ ‘ (32)
Le ultime due equazioni del sistema (31) diventano
SO (O (LY _pr g,
2152 (aw) (MZ = — 2yl oo, o)
ai y (9 X 2 a X )2 z
Py L (A L) (2 = 2 .
2gara) ~(om) v = 2x|oret, a)

A queste poi possiamo sostituire, qualora c¢id convenga, la loro differenza
e la loro somma. Tutto il sistema (31) si muta cosi nel sistema equivalente

8w16w2=xw(wl’w2)’
Fy Sy j
Fas T dw 0+¢(m1, mg)‘ (33)
4 6‘_x’_ ﬂx) e
zaw"_'_é)wz (am‘) (8% =c
Poniamo ora
2 =, +ix,,
7z =0, —i®,,

e trasformiamo le (33) nelle nuove variabili, complesse coniugate, z e 7.

Poiché &
S %% 9.  OSx_,;)\ox_ 9x
dx, 9z ' 9z’ dx, |02z 082
azx__azx oy "y
da? 92 +25705 57
& &’ 0 &
L 2Lk oA
8 xt 02" 820z 0z
Fx _Nex__ &l
da, 0, |87 97|
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il sistema (33) assume l'aspetto seguente

F&r & ,
o7 aw LY
Fy
—_— 34
S p 9N e

X&zaz’ 8z 0z

le funzioni ¢ e ¥ intendendosi naturalmente espresse per le variabili z e 2
e la 0 (funzione di «,) rimanendo una costante rispetto alle variabili me-
desime.

Sommando e sottraendo le prime due delle (34) si ottiene

29X

’

=_x%o+¢+w

z?
2
23—5&:_)( 0+ —iv

Ricordando ora che ® e ¥ sono funzioni armoniche associate delle (sole)
variabili #, e @,, risulta che ® 44 ¥ & una funzione della sola variabile com-
plessa z e ¢ —¢ ¥ la sua coniugata.

Posto
¢+ i¥=F,

e quindi, denotando in generale con = la coniugata di una funzione «,
®—iv=F,

il sistema (34) si pud presentare sotto la forma
9’ 1
Gty O+ F) =0,

8
é

oy 3% 0% s
oot =

X4 LO+F) =0, (35)

Si noti ora che la funzione y dipende dalle due variabili complesse con-
ingate 2z e z, ma che, in ogni modo, deve essere una funzione reale, ossia,
cid che & lo stesso, coincidere con la sua coniugata. Scambiando allora nella
seconda delle (35) ¢4 in — 4, tale equazione si. muta nella precedente;
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quindi.ove si siano soddisfatte le equazioni prima e terza con una funzione
reale y, anche la seconda risulta automaticamente soddisfatta e si pud cosi
prescindere da essa.
Restano pertanto, per caratterizzare la funzione yx, le due sole equa-
zionl .
Tht g 6+ 1) =0, (36)

9% OX Yy
e taar S

con la condizione qualitativa della realitd di y.
Da queste equazioni, dipendendo F dalla sola 2, apparisce quella certa

separazione di variabili alla quale piu sopra abbiamo accennato.

2. Siano ora Z(z; »,) e Z, (2; x;) due integrali particolari della (36).
Denotando con ¥ e ¥, due costanti rispetto a # e quindi due funzioni di z
(e di a,), l'integrale generale della stessa equazione & notoriamente

L=TZ+ 7. Z.

Scambiando in questa ¢ in — 4, ricordando che y rimane invariato, si
ottiene

t=1Z+v.Z, (38)

avendo denotato con y e vy, le complesse coniugate di ¥ e ¥,, che risultano
per tal modo funzioni di 2. :
Questa espressione di y deve naturalmente soddisfare ancora alla (36) e
cid esige evidentemente che vi soddisfino separatamente y e v, .
Denotando quindi con ¢,,, ¢;,, €, €, quattro costanti arbitrarie, in
generale funzioni di «,, sard

T=011Z+ Cyq Zn

, (39)
Y1=021Z—|—C“ Zn
e la (38) di cosi per y l'espressione
X,=c11ZZ+cuZZl+cﬂZZ1+czzz1Zo (4‘0)

Scambiando ancora una volta ¢ in — 4, poiché i fattori ZZ e Z, Z, sono
reali e ZZ,, ZZ, sono complessi coniugati, risulta che per la realitd di y &
necessario che le costanli c,, e ¢, siano reali e ¢,5, C;; complesse coniugate.
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Per caratterizzare completamente la y non rimane ora da esprimere che
essa deve verificare anche la (37).
Assumendo per y 1'espressione (38), la (37) diventa

A(ryi—1'10) (_ZZ_'I_Z_,ZT)=C2:
o, cid che & lo stesso, .
ol

Z, 1
=, 4
T Y Zﬁ! i &)

NI NI

gli accenti avendo il manifesto significato di derivazioni rispetto a # per le
funzioni di z e rispetto a z per le funzioni di z. .

Ora nei due fattori che stanno a primo membro della (4) si riconoscono
i wronskiani formati'con le y e Z, che indicheremo con W, e W~ rispetti-
vamente.

Ma dalle (39) scende subito che

€ Cre

Wy == Wz,

621' 022
quindi la (41) diventa

& (Cy Cos— Ciz Cyy) . W, W= =12

Essendo ora Z e Z, due integrali dell’equazione lineare di secondo or-
dine (36), pel teorema di LiouviLLE sui wronskiani delle equazioni differen-
ziali lineari (¥), segue che

W, =W,, (42)
denotando con W, una costante, che perd si pud sempre far in modo da
esser eguale all’'unita. Risultando allora anche W—- =1, la (42) da in definitiva

4 (0“ Coq — Cy2 021) = ?;2- ) (43)

Questo risultato conferma, sotto un certo aspetto, I'esattezza dei nostri
calcoli. Infatti la (43) & una semplice relazione fra le 4 costanti ¢,,, ¢,

(*) Per le equazioni differenziali di ordine =
Poy® + 014"+ ..+ Pury +Pay=0,
il feorema di LiouviLLE sui wronskiani & espresso dall’equazione

—_ p—'dm
W=W,e % | (W, costante),
la quale, se p, =0, come avviene nel caso del testo, di in particolare W= W,.
Cfr., p. es., E. Goursar, Cours d’ Analyse Mathématique [Paris, Gauthier-Viilars, II Edit.],
Tom. II, p. 419.
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31, Cyy € CiO esprime che tre solamente sono indipendenti tra loro, ossia,
che P'integrale generale del sistema (36), (37) dipende da tre sole costanti
arbitrarie (funzioni di ,), in armonia con teoremi generali ben noti, come
del resto pilt sopra abbiamo richiamato.

La (40), unitamente alla (43), da l'integrale generale del sistema (36), (37)

Per mantenersi nel campo reale bisogna perd avere un’ulteriore avver-
tenza. Il primo membro della (43) risulta-senz’altro reale, dovendo assu-
mersi, come abbiamo detto, ¢,,, ¢,, reali e ¢,,, ¢,, complesse coniugate. Ma
tale primo membro deve pure risultare positivo, quindi bisogna scegliere le
costanti ¢,, in modo che sia

€11 Gy = Cy3 Gy

il caso dell’eguaglianza essendo escluso, perché porterebbe alla condizione
{ =0, cid che, come sappiamo, non pud avvenire. : A

In particolare si deduce che ¢,,, ¢;, devono assumersi diverse da zero,
mentre possono porsi eguali a zero o ¢,,, 0 ¢, 0 tutte e due.

Osservazione. La espressione di y fornita dalla (40) dipende dalla cono-
scenza di due integrali particolari della (36). B noto perd che basta cono-
scerne uno, per ottenerne, mediante una quadratura, anche un secondo.
D’altra parte si noti che nella (36) comparisce la funzione F, la quale &
completamente arbitraria, cosicché sembra che alla scelta di F si possa so-
stituire quella di un integrale particolare Z della equazione medesima. Se-
nonché vi & nel far cid una restrizione non lieve, Infatti la funzione F deve
dipendere dalla sola z e 6 deve dipendere da @, senza mai ridursi ad una
costante od, in particolare, a zero. Quindi la scelta di Z(z; «,) & subordi-
nata al fatto che il quoziente

1 827
Z o7

risulti eguale ad una effettiva funzione della sola x,, pilt una funzione della
sola z (quest’ultima potendosi perd ridurre ad una costante od anche a zero).
Come si possa soddisfare a questa condizione, nulla si pud dire a priori e
converrda quindi, nella risoluzione del nostro problema, attenersi alla via
diretta, cioé alla scelta preventiva della funzione F (¥).

(*) Il Picarp [Traité d’Analyse, Paris, Gauthier-Willars, 1908, II Edit., Tom. III, Cap. V
¢ VI] ha stabilito alcuni teoremi intorno agli integrali delle equazioni  differenziali lineari
contenenti un parametro arbitrario, ma, salvo uno studio approfondito, con tali teoremi non
viene risoluta la questione posta nel testo.
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3. Riassumendo tutte le nostre operazioni, possiamo anche qui sta-
bilire il seguente algoritmo per la costruzione di un ds® appartenente alla
classe B).

Si scelgano ad arbitrio due funzioni ¥ e 0, 'una del solo argomento
z=uwx, +1iwx, e la seconda della sola x, e si determinino due integrali par-
ticolari Z e Z, dell’equazione

& 1 '
S O+ F) =0, (Y

tali che il loro wronskiano risulti-eguale ad 1.
Denotando con ¢y, €5, €, G5, quattro funzioni qualunque di «,, legate
fra loro dalla relazione

& (Cyy Cog — Cyg Cgy) =, (45)
(con { funzione pure qualunque di‘ws), si costruisca la funzione
Y =0uZZ+ o Z L+ 0o Z 2+ 00 2 2. (46)
Si ponga in seguito [v. formule (30) e (32)]

" 1 3logy

Il quadrato dell’elemento lineare di uno spazio appartenente alla cate-
goria B) & allora della forma

Xiz(da:?—-}—dw;)—i—W*dwg,

la curvatura o risultando espressa dalla formula [v. le (29) e (32)],

o="% . (48)
7 denota una funzione della sola «,, legata é 8 e { dalla relazione
0=Jlndw3. (49)

4. Vogliamo ora illustrare le nostre formule con un esempio, come
abbiamo fatto nel caso A4).
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Si assuma F= C, essendo C una costante in .generale complessa e si

ponga per brevita _
a'=—2(0+0C). (50)

L’equazione (44) prende la forma

avendo ad ambedue premesso il fattore —1: affinché il loro wronskiano ri-
@

sulti eguale a 1.
Dalla (46) si ricava per y l'espressione

1 1 -~ 1 1 -
1 5 08 G as 508 —gaz
X l—a_l' Ciy € e +G1ze e +
1 == 1 1 1 —- (51)
—Qf'az —Taz ——-2—(15 »—Tag
+Cy e e + Gy @ e

Si ponga ora
a=a,+ia,

e, ricordando che ¢,, e c,, devono essere reali e ¢;2, ¢:; complesse coniugate,

1 1
c“=§|af|me”ﬂ; Ggg=§|a|me_b’

1 . 1 .
cla—qla’lne’b"a 021=72‘la|ne—'b2;

con a,, a,, bl’ bsy m, n reali.
La (51) diventa allora

x = m cosh (@, ®, — a, 2, + b,) + n cos (@ & + a,x, + b,), (52)
alla quale dobbiamo aggiungere la (45), che qui asSume l'aspetto

la | (m* —n") =" (53)
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Ottenuto cosi il valore di y, si potrebbero ottenere quelli di W ed
dalle (47) e (48) rispettivamente e di conseguenza il ds® dello spazio corri-
spondente.

Per particolarizzare ancora le nostre formule, si scelga n="5, =a,=0
(e quindl ¢ =a,) ed m = 1.

Si noti ora che dovendo essere 6 una effettiva funzione di «,, lo dovra
pur essere o in virtu della (50). Sard quindi possibile scegliere il parametro
delle linee [3], in modo che risulti.

4=, =x;.
Con tutto cid la (52) da

x, = cosh (x, @;)
e la (53) .

{=uw,.
Di conseguenza dalla (47) si ha

o, sinh (@, x,)

W= @, cosh (, x,)

Si ottiene percid un ds* della forma

doxd 4+ d a4 % sinh® (x, x,) d «?
3
cosh? (@, ;)

Per calcolare la curvatura o, si noti prima di tutto che per la (50) si ha

wt=—2(0+ 0),

da cui derivando rispetto ad «, e ricordando [form. (49)] che 6’ = {n =,
risulta
n=—1.
Per la (48) -si ha quindi

__ @, cosh’® (x, a,)
" «, sinh (x, x,)
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§ VI
INCOM'PATIBILIT}‘X DELLE NOSTRE CONDIZIONI CON LA TEORIA D1 RELATIVITA.

Abbiamo accennato nella Prefazione all’origine che ebbe questo nostro
lavoro ed abbiamo affermato che i nostri spazi S; non possono essere ein-
steiniani, ossia che non esiste alcuna distribuzione statica di masse che —
secondo la teoria di relativitd — faccia atteggiare lo spazio ambiente in modo
che una curvatura riemanniana risulti nulla e le altre due eguali ed opposte.

Ora passiamo alla dimostrazione del nostro asserto, nel modo piti breve
possibile. A

A tal uopo ci sard sufficiente richiamare le seguenti equazioni stabilite
dal Levi-Civita (¥)

dat, 4+ (0 = o) Yaa + ﬁ(“’k — ;) =0, (54)

che sono condizioni di integrabilitd delle equazioni gravitazionali di Ein-
STEIN. )

In queste equazioni %, j, & sono tre indici distinti; le y,,, sono i coeffi-
cienti di rotazione di Riccr; d1, I'elemento d’arco della linea ¢; e v risulta
definito dalla posizione V=V, e (V velocitd della luce, V, costante). Le
equazioni stesse si intendono riferite alla terna principale di curvatura.

Se le congruenze principali sono normali, le y a tre indici distinti sono
nulle e le altre si riducono allo schema y,,. Queste alla lor volta, se il d s’
é ridotto alla forma normale

Hidowi+ Hydo;+ H;das,
sl possono esprimere mediante le H sotto la forma

_tam
Yi‘kk - Hk d l.'

Aggiungiamo ora le ipotesi caratterizzanti i ds* normali, che abbiamo

(*) Cfr. T. Levi-Civita, loc. cit., Nota II%, p. 9.
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studiato nella presente Memoria e cioe

Oy = — W, =0, &)320,

¢id che conduce, come abbiamo visto, ad un ds* del tipo
ds=H*dx*+dx})+W*daj. (55)

Facciamo ora nelle (5%) successivamente

Se si introducono le condizioni precedenti, con referenza al ds* dato

dalla (55) e si sostituisce contemporaneamente a dl, il suo valore H,dx,,
si ottengono le equazioni

ov 1¢1/V_O
dw, W dm, .

do  2w0H dv .

PR & P Pk (=12
dw o 0 H dv

5oy VI dw, T2 5w, O

da cui con integrazioni evidenti
e =2, (w,) W,
we H* =%, (x,),
we'” H= % (x, x,),

denotando &, e &, due funzioni della sola x, ed &% una funzione di «,, ,

solamente.
Dividendo ora il prodotto delle due prime equazioni per la terza e di-
sponendo del parametro «, in modo che risulti §, ¢, =1, si ottiene
H

W= $ (wl w,,)
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e da ci0 segue che il ds® fornito dalla (55) si pu(:) mettere sotto la forma

i

con de* binario, dipendente cioé soltanto da @, e w,.

Ora il Levi-Civita ha dimostrato (*) che quando l'espressione del qua-
drato dell’elemento lineare di uno spazio einsteiniano si puo presentare sotto
la forma (56), le due curvature o, ed o, sono necessariamente eguali tra
loro. Cid & naturalmente incompatibile con la condizione che sia 0, = —o,,
amenoche il loro valore comune non sia lo zero. Questa ipotesi per noi
condurrebbe alla linearita degli spazi §;, quindi resta provato che non esi-

stono d st einsteiniani appartenenti ai tipi studiati in questo lavoro (**).

welae 4 aa|, (56)

Padova, Gennaio 1920.

(*) Gfr. T. Luvi-Crvira, loc. cit., Nota IV, p. 229.

(**) La dimostrazione, contenuta in quest’ultimo paragrafo, della incompatibilitd delle
condizioni ¢, = — w,, w; =0 con la teoria di relativitd si riferisce ai ds* einsteiniani nor-
mali, perché a tali ds? solamente era limitata la mia ricerca.

Dopo terminata la presente Memoria, mi sono preoccupato di vedere se eventualmente
esistessero d s? einsteiniani anormali soddisfacenti alla solita condizione. Ancor qui la ri-
sposta & negativa. Lo si potrd constatare partendo nuovamente dalle equazioni (54) del testo
e dalle

(@ipr — @) Pirroste= (@ipe — ®) Fip2iif

[form. (12), p. 8, Nota II di Levi-Civita, 1. ¢. a pag. 192].
Da tali condizioni in particolare si ricava

ady dv )
di, =V13s» ak Vass ( @

V811 = V3325 29198 = Va1 = Y132 5

Dalle equazioni gravitazionali [form. (II*), pag. 12, loco sopra citato] per i=Fk=1,
t=Fk=29, si ha di conseguenza -

d 9155 " Q =0
o+ W + 715 + Ya11 Vass + Vs11 3 Iy ’

dav

d - =0,
— w4 'dl;? 1 738 1 Vig2 Y1ss T Ysus dlg
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da cui sottraendo a membro a membro

d dys
Q2w =2 71’“ d71 2+ 75 — Vdss + Yau Yass — V102 V1ss = 0. (B)

l

D’altra parte, dalle ym a quattro indici [cfr. Ricar e Levi-CiviTA, Méthodes de calcul
différentiel absolu et leurs applications, Mathematische Annalen, B. 54, 1901, pag. 157] per
h=k=3ei=1=92; h=k=1 e i=1=23, si ha, con le semplificazioni portate dalle (),

d d
o - d"/sn + d?;ss + 3 Vi T V122 Yies — E 73 =0,

d d
7“1 7133 "F Tan + 7133 +Fan Tas — 471 =0.

— a8
Da qui, per differenza, si ha

d d
Qw4 —= 72” 7133 4 73ss — Viss T V123 V138 — Y21 Yass = 0.

11 confronto di quest’ultima equazione con la () porge senz’aliro w =0, ¢id che implica
I’euclidicita dello spazio Sj. :
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Sulla riduzione dei problemi
di geodesia ellissoidica alla sfera.

(Di A. BetTE, 0 Voghera).

§ 10

Espongo in questa Nota un metodo da me seguito nella risoluzione del
problema di Gauss sulla rappresentazione conforme dell’ellissoide di rotazione
sulla sfera.

Supposto di volere rappresentare sulla sfera una parte della superficie
ellissoidica, stabiliamo il complesso delle conformitd in modo che ad un si-
stema di meridiani e di paralleli dell’ellissoide corrisponda sulla sfera un
sistema di meridiani e di paralleli: il modulo di riduzione lineare sard in
tal caso, adoprando le consuete notazioni

e’ Rcos o
r

Consideriamo l'arco 4 B di una geodetica g dell’ellissoide, e siano ¢,,
w, la latitudine e la longitudine del punto 4; ad esso corrisponde sulla sfera
I'arco A4, B, di una linea g' che non coinciderd in generale con un arco di
cerchio massimo; imponiamo la condizione che la curvatura geodetica »’
della ¢g” sia una quantitd piccola del secondo ordine. Allora, indicando con:
ds, la lunghezza dell’elemento lineare di g, 3« lincremento che riceve
lazimut su questa linea, d « I'incremento che esso riceve sul cerchio mas-
simo tangente alla g’ nel punto 4,, avremo:

da da
4 —_———— e _ l
h ds, ds, (1
L’equazione di Gauss per le geodetiche ci d& nel nostro caso
da _ sinosina
ds, Rcoseo

ed indicando con ds la lunghezza dell’elemento lineare della geodetica g
potremo porre: '
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er cui l'espressione di # diventa:
p P

L, sina (.- __singy
h = 7 cos (smtb - ) 2
Per le condizioni imposte ad kA’ dovranno essere soddisfatte le due re-
lazioni:
an’
W =0  (35)_ =05
( )‘P P d(p =0,
dalla (2) deduciamo:
¢sin &, —sin ¢, =0 3)
ed ancora:
aw sin « do cosg . sing) d ( sin=
27 = Z_ g P -~ 20 — - ~ .
do  Ecosp €os do c )+(Sm® ¢ )d(p(RCOS¢)
Osserviamo che si ha:
@ — ﬂ (LV d_,v = _P cos &
p dVdv de
e quindi
dn sin «, fo . COS P,
or ® =
(5 hop = Teoss, (o7 cost 2= 257) =0
da cui
. ¢ cos’ @, rﬁ“— — ¢0s ¢, = 0. (4)
[}

. Se supponiamo che r, sia il raggio del parallelo normale (per cui &
n=1) avremo:
cRcoso,=r,

e sostituendo nella (4) il valore di ¢’ cos® ¢, ricavato da questa relazione,
q

2 'rO
= PO .
oS ¢,

Poniamo per r, e p, i noti valori in funzione di o,

@ oS @, a(l—e?)

Yoy— Tomm————— o — ] 3
* Y1 = e¢'sino, Po = [T — ¥ sin” g,

(5)
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(dove a & il semiasse maggiore dell’ellissoide, e 'eccentricitd), ricaviamo I'e-
spressione di R
a1 —e*

R=1—egsin*‘<po'

(6)

Per il calcolo della costante ¢, dalla (3) ricaviamo:

¢' —sin® g,

¢t ’

COS(I)_

sostituendo questo valore nella relazione ¢’ cos® @, R—‘; e ponendo per R

ed r, i valori dati dalle (5) e (6) ofteniamo:

¢ = vl e’ COS (pg (7)

§ 20

Stabilito in questo modo il complesso delle conformitd, riselviamo il
problema nel caso particolare di un arco

di geodetica dell’ellissoide. avente un * = \%.._
estremo sul parallelo normale. ' NN

Sia ¢ ==¢@, il parallelo normale e sia \ \
4, B, I'arco di linea ¢’ che corrisponde AN
sulla sfera all’arco 4 B di geodetica. CGon- - | \ N
sideriamo il cerchio massimo ¢ tangente \ AN

in 4, alla ¢’ e sia C il punto in cul esso
interseca il parallelo passante per B,.
Indichiamo con: «, Pazimut in 4,, «
lazimut in B,, § lazimut in C; caleo
liamo la differenza di azimut p—« e la
differenza delle longitudini in B, e.C.
Il teorema di CramrauT c¢i di ri-
spettivamente per lellissoide e per la

i
; \
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sfera :
‘ rsin « = r, sin «, )

5 (1)

R cos @ sin P = R cos ¢, sin «,.

Ricordando l'espressione del modulo di riduzione lineare, e tenuto conto
che per o =9, & n=1 si avrd dalle (1)

n Sin B = sin «. 2)

Possiamo subito vedere che, se il punto B & poco discosto dal parallelo
normale, la n differisce di poco dall’'unitad. Infatti posto ¢ = ¢, + 3 avremo:

dn 3 (d*n d*n
RS (= IR C NS
mE= et do —¢0+Q d 9’ w*%—l_ d ¢’ —%+ ©)

La relazione che lega le curvature geodetiche delle g e g ci da:

1 dnsine_ sine intb—Sin(P '
nde p  Rcosd
ovvero:

&

1dn__ o, . .
wde (sin g — c¢sin P). %)

Derivando rispetto a ¢ questa relazione si ottiene:

L (dny 1dn_ . . d (»
_n_ﬂ(ﬂ)_*_gd_qf_(sm? csmo)ﬂ(?)—k

(cos —ccoscp@ = (sin —csincb-d (i)
P dv ? )% i

(cos ¢— »Q)

g dn) i *n

dg —q»d

ﬁ|’o

_|_

_+_

‘?|—o

e derivando ancora:
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ma per ¢ =9, si ha:

" 1 (dn (
° a 9/p=g,

)‘P=‘Po
=0 (42
( )fﬁ—#’ d? S

e quindi si ottiene:

d3n) _ Po [ pa sin g, 7o (dp) ]
-3 = sin @y — " —3— + 57 |5 :
(d P Jp=g, . "o LA Rk + E* \d ¢ Jgmg,

Sostituiamo ad r,, p, ed R i valori gid dati in funzione di ¢,; I'espres-
sione fra parentesi diviene:

. po sm L 9, dop . (1 —e)sing,  3e’sin ‘Po cos’ g,
S §o — + g R2 (_tp)q,,%: S @0 — T e sin® g, 1—e’sin’ %CP
__4e’sin g, cos® g,
T 1 —e’sin® g,
e quindi:
d’n 4 e'(1 —e")sin g, cos 9,
(T?S)VB% T (1 — e sin® g,)°* .

Sostituendo questa espressione nella (3) avremo, a meno di termini in
(? _90)4
e’ (1—-6’) sm%po

=1 3(1 — & sin’ g,) (? — 0)*. ®)

La (2) potra allora porsi sotto la forma

sin

o 3
sin.ﬁ=1_k8

essendo
e’ (1—e*)sin29,

b= S(I—esin’q,)

Ponendo allora = &+, e sviluppando in serie
sinf=sina 4+ axcosa—4-.-
da cui, a meno di termini in &*

© = ktang « 3°
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ovvero:
e’ (1 —e")sin 2 ¢, tang « s
3 (l et sin? ?0)2 (9 - 90) .

Con la stessa approssimazione possiamo porre tang «, in luogo di tang «

8$€O0S «, N
» sara:

e notando che ¢ — o, =

0

s'e’ (1 —e') sin 2 ¢, tang «, cos®«,

v= 3 (1 —e*sin’ ¢,)* e

ed a meno di termini in e*

3 2 4 .
W=B_q=s e SIHQ%GS;?Q%COS%. ©)

Indichiamo con Q ed Q' le longitudini rispettivamente di B, e di C.
Avremo:
dQ  tang« aQ’  tangg

do coso do’  cose

d(@— ) tanga — tangp
ao cos &

dalla =« + « deduciamo

1
tangf = tange 4@ cos”

e quindi
sina 50

tang p—tanga =k o5 x

D’altra parte poi

d(@—90)_ d—0) de__pn tangz—tangp
de ~ de ¢ R cos ¢ -
__em sin « N L p®Sina Y
o chosd»cosaoc'b Beosocos®x P %o)
ed integrando:
Q—Q,:—_kﬂp pnsSIn« (?—Cpo)sd.)—l—-

J ¢, Beos @ cos® a
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ensin e

Possiamo considerare —
Rcosdcos’a

come una funzione F'(p) di ¢ ed
allora

Q——Q’=—kF(CPm) ——(?—4‘@

e colla stessa approssimazione

4
0—a'=—kF) TS
ovvero:
e (1—eY)sin2q, 0o SIN 2,
12(1 — e’ sin® g,)* R cos &, cos”’ «,

Q—Q' = (¥ — %)’ (7

sostituendo a p, ed R i valori dati dalle (5) e (6) del § 1.° e trascurando i
termini in e* si ha:

e’ sin g, sin «,

0O—0 = ; , o )t
6 cos’ «, (p— o)
S L 8 COS «,
e con la stessa appossimazione, ricerdando che: ¢ — ¢, = — potremo
Po
porre:
4 ,2 3 1
, s* e’ sin ¢, sin 2 &,
Q— 0 =— . 8
12a* : ®)

g 3.0

.Congiungiamo ora i punti 4, B, con un arco di cerchio massimo ¢;
cerchiamo la differenza di lunghezza degli archi di g' e ¢ compresi fra i
punti 4, B, e gli angoli che in questi due punti fanno fra loro le due linee.

Sia P il polo dell’equatore (v. figura a pag. 223) e consideriamo i trian-
goli sferici P4, C, P A4, B,. Del primo conosciamo due lati, P 4, = 90°— ¢,,
PC=90°—¢ e 'angolo compreso 4, P C=Q". Potremo quindi determinare
I'angolo PC 4, = 180° — B e l'arco 4, C=7+. Facciamo subire all’angolo in P
la variazione @ — Q e calcoliamo le variazioni che subiscono gli elementi del
triangolo P 4, C; cioé le differenze fra gli elementi di questo triangolo e
quelli del triangolo P 4, B,.
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Le formule differenziali di trigonometria sferica c¢i danno, essendo
PB,=PC:

d¢=  Rcoso, sin , (' — Q)
__ cosfBsina, .,

du= sma @9 (1)
___ sinfeosa, .,

0= sin Q' (@' —0)

ed introducendo per o' — Q Vespressione trovata nel paragrafo precedente:

e’ sin g, cos P, sin’ «

o, —e=R 6 cos® «, 40(?—‘?")4
2 . a2
e sing,cosfPsin’ «, X 9
= 6 sin Q' cos® «, (2 — %) (2)
e’ sin @, sin P sin «, €Os &, .
bo—F=— 6 cos® «, sin Q' (v — %)

dove «, e B, sono gli azimut della linea ¢’ nei punti 4,, B,, e ¢, & I'arco di
¢’ compreso fra gli stessi punti.
Con la stessa approssimazione possiamo sostituire sin «,, cos «, a sin g,

§CO8 . < e . .
cos B, ponendo ¢ — ¢, = JP\—" e trascurando i termini in e*, le (2) di-
Q
ventano
R §* e® sin 9, cos @, sin® «, cos «,
O —o= 6at
« . s* e® sin o, sin’ «, cos® «, 3)
! o 6 a*sin Q'
0 &* ¢* sin g, sin® «, cos® a,
= B= 6 a* sin Q'
1
o s . sin B cos® . s
Ma per il triangolo P 4, C abbiamo: ——= = ~—— e quindi:
sin Q' sin «,
8 sin «, B T
o =
Sin g cosd 4+ 1,
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per cui la 2* e la 32 delle (3) diventano:

3,2 o1 1 2
s® e” sin @, sin &, cos’ «,
(= LIELLEF PR
4
s* e* sin 9, sin «, cos® « &
0 0 0
pi—pf =-— e R cos .

Con la stessa approssimazione potremo porre €os ¢, in luogo di cos @

o

. r . e s s .
e ricordando che R cos ¢, = .~ avremo, trascurando i termini in e':

s* e’ sin 2 ¢, sin 2 «, €OS «,
BT R= 2%’
a
- , ()
., §* e’ sin 2 ¢, sin 2 «, €OS «, \
Bl.—p - (240/3 *

La prima delle () ci da l'angolo che le linee ¢, ¢’ fanno in 4,; I'angolo
che queste due linee fanno in B, & dato dalla somma

gl—“=(51—?‘)+(§_1)282923"an’°85;?9“0003% (©)

Per trovare la differenza s, — ¢, fra le lunghezze degli archi di g" e ¢
consideriamo le due relazioni

ds,=R%® 4, —p 9®

oS cosp,’
da esse si ricava:
. 1 1
d(s,—o)=Rdo (GOSa—cos(ﬂl\) : (7)

Poniamo £, —a=r¢, avremo:

1 1 sin «
— — £ 3
cosf, cosa cos’ «

e sostituendo nella (7)

sin «
d(s‘_c‘)stcosza—d(b;
Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIX. 31
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ma d’altra parte

sina _ sing, (6 — ) d [ sina n
‘cos® «, cos® «, “do \cos’a/,

e quindi, a meno di termini di ordine superiore al primo potremo scrivere:

_ sin «,
A8 —a)=Re s a,
ed integrando oL
o sina, (¢
s—0= R f%sdqx (8)

Ma dalla (6)
' 8% e? sin 2 9, sin 2 «, cos «,

=5 b

8a
e quindi, ricordando che
: scos «,
P %= o

sard

. e'sin2¢,sin2«, C s

£= 8 cos® «, (p— o)
e sostituendo nella (8)

Re*sin2¢,sin’ ¢, (¢ A0

§—a = Jcos a, f%(?—%) AR

de np . c . . . '
ma T@zf; a meno di termini di ordine superiore al primo potremo

06

porre in luogo di ﬂ; eseguendo la sostituzione ed integrando, avremo:

e’ sin 2 g, sin® «, p,
16 cos® «,

(9 — Po)".

31—‘01:

8 COS @ . . .
————= e trascurando i termini in ¢* si ha:

Sostituendo ancora a ¢ --g¢,,
0

8* ¢’ sin 2 9, sin 2 «, cos «,
8 —o0o, = —84° . (9)
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§ 40

Consideriamo ora il caso di una geodetica qualunque g dell’ellissoide e
la linea g’ che ad essa corrisponde sulla sfera in una rappresentazione con-
forme.

Indicando con &’ la curvatura geodetica della g° abbiamo:

1

&
N
&
3
z,
=
1

, 9 n 1 sin « 1
h'=__'=_2 —_— _ —
d n P n

|

(1)

-
ISH
S
&

dove-s’' & una direzione normale alla g’

Eseguiamo sulla sfera un cambiamento di coordinate, assumendo come
equatore il cerchio massimo che congiunge gli estremi 4, B, della g’. Po-
niamo l'origine delle coordinate in 4,, prendiamo la latitudine positiva dalla
parte in cuil si trova il polo Nord, ed indichiamo con ¢’ 0’ le nuove coordi-
nate. Siano, 4 l'angolo che la g’ forma con i nuovi meridiani ed S 'arco
di questa linea; avremo: '

d%  sind’'sin &
dS~ Rcos® + k. (2)

Sviluppiamo in serie, lungo ¢/, la latitudine, assumendo come variabile
la longitudine, avremo:

(d o a'e a’ e
0=a (d_s?)o+ £l (dm) +% (ds)’a)o“"'"" (3)

Calcoliamo i coefficienti di questo sviluppo:

d o : o .
— = cotg Jcos® 2 . Sing
aQ ' a8  Recosd "
o 1 ,dS Qe
dw = " ses T g T O sine o
ma
as _d9 d4s _ . ,
T =g T ’ cos ¢
go—ds aa_ Sn¥+hRIOSZ

sin 9
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e quindi

Z u(?” COS,Z ( @+ %&%ﬂl — cos’ 9 sin (D') . (5)

Prendiamo il valore di queste derivate nel punto A4,; in tal punto &
¢ =0, 3, =90°— ¢, dove ¢, & una quantitd del terzo ordine come appare
dal suo valore (formula (6) § 3.°).

Potremo porre quindi ¢, in luogo di tangy,.

Fuori del punto 4, la ¢’ & del quarto ordine; infatti

do ae’
P=Qq (do)—f—--- ma (d—n,)o=tangq»1

’

quindi, a meno di quantitd del primo ordine potremo porre (Z—z) =1{, ed

in conseguenza ¢ = Q'{, & del 4.° ordine.
La ' & del 2.° ordine; infatti, in prossimita del parallelo normale ab-
biamo
n=1+4+Q¢) H

e dalle (1) si vede che in tal caso & & dell’ordine di % cioé del 2.° An-

cora, cos ¢’ differisce dall'unitd di quantita dell’8.° ordine; e sin S = cos ¢ ne
differisce di quantita del 6.° ordine. ’
Avremo allora

a e’ , ‘
(W)o= —WR-+T,. (6)

3 5.7

Calcoliamo (%) . Dovendo prendere il valore di questa derivata nel

punto 4, in cui & =0 potremo tralasciare nel calcolo tutti i termini che
derivati danno sin ¢’. Allora

3 ’ ; 4
(d_«p) =( .Q cos S cos @' a3 h,RcosQ) —_

da?, sin® S ao’ sin S J,
do’ h’R Rcoso' dh
,smg&cos [COS(D Ia s sm&coso ,+ NS dd’Jz (7)
,d o dh
(cotg Scostbdn) R(dn)+T‘7
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Sostituendo nella (3) abbiamo:

0 Q° (AW
0=0'y,— 5 W, R— " R (d—n)+
cio¢ anche
R dh
b= 31+ (1) | ®)

Se supponiamo di sviluppare anche ' in serie di potenze di @', avremo,
indicando con h’, la curvatura geodetica della g’ nel punto B,:

R 1%
hz_hl+n(6l—d)o+'-

e quindi la (8) diventa

h=EZ aw, 1w, )

Il valore di § per il punto B, si calcola subito, invertendo le funzioni
dei punti 4 e B, ¢io che porta che i due angoli ¢, e ¢, sono eguali e di
segno contrario e del 3.° ordine.
Calcoliamo la lunghezza dell’arco S della g
Abbiamo :
dS R cose

aqo’ sin S

L ’
S=RJ st qa,
, Sing

da cui:

Abbiamo visto che lungo tutto I'arco di g’ la ¢’ € del 4.° ordine, per cui
cos @ differisce dall’unitd di quantitd dell’8.° ordine; d’altra parte sin & dif-
ferisce dall’'unita di quantita del 6.° ordine; potremo dire dunque, eseguendo
l'integrazione per serie

S=Ro+T,.

Possiamo paragonare ancora l'arco § della g’ con l'arco s della g. Ab-
biamo:

S=ms+ g;’)+ . (10)
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essendo », il valore del modulo di riduzione lineare nel punto 4,, ma
- d’altra parte, indicando con », il modulo di riduzione lineare nel punto B,
si ha '

S '
n,=n,—{—s(d—;z) +---

ed ancora
— / s {dn 8 (dn
[ (] o (32)
e quindi, sostituendo nella 10, avremo
S =s\n, n,
ovvero
S
§ = . 11
vV, n, (th

Voghera, Maggio 1919.
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Sulla dipendenza lineare
delle funzioni di una variabile reale.

(Di OvoraTo NicoLETTI, @ Pisa.)

1. Siano n funzioni «,, u,,..., u, (reali o complesse) di una variabile
reale x, le quali in un intervallo I (finito od infinito) abbiano le derivate
determinate e finite, fino all’ordine » — 1 almeno.

‘Come & noto, le funzioni u,, u,,..., u, si dicono linearmente dipendenti
o legate linearmente nell'intervallo I, quando & possibile determinare n co-
stanti (reali o complesse) ¢,, ¢,,..., ¢,, non tutte nulle, per le quali si ha,

per ogni valore finito della a nell’intervallo I, la relazione identica:
Co Uy U+ +c,u,=0; (1)

quando questo non sia possibile, le u,, u,,..., u, si dicono invece linear-
mente indipendenti nell'intervallo I.

Le u,, u,,..., u, siano legate linearmente nellintervallo I; e si abbiano
tra esse p relazioni lineari omogenee indipendenti :

Cigthy+ Cogthy+- -+ 0ou, =0, (x=1,2,..., p), ay
tali cioé che la matrice

C. | r=1,2,...,n;s=1,2,..., p) (2)

abbia la caratteristica p. Dalle (1) derivando si ha _
Cat®+Cqul 4+, u?=0 (x=1,2,...,p; t=1,2,.,.,n—1) (3)

e quindi ciascuna matrice

w2 Uy ... W,
mew=| " "l a=01,...,n—1) )

“i") ug&)' .. us;l)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



236 Nicoletti: Sulla dipendenza lineare

.

0, come scriveremo brevemente,
My (u) =|uf |, (t=1,2,...,n;t=0,1,..., %) (&)

avrd, in ogni punto di I, una caratteristica non maggiore di n — p.
In particolare, per p =1, A =#»n — 1, si ha, che se le w,, u,,..., %, sono
legate linearmente nell’intervallo I il loro Wronskiano

W(w, 4y...u,)=|uf|, (t=1,2,...,n;t=0,1,..., n—1)

¢ identicamente nullo in I.

2. a) Questo teorema, in vari buoni trattati di analisi infinitesimale, &
parzialmente invertito nel modo seguente:

Se il Wronskiano W (u, u, ... u,) é identicamente nullo nell’intervallo I,
ed in ogni punto di I la matrice M,_, (u) ha la caralleristica n—1, le u,,
Uy,..., U, SOno legate, nell’intervallo I, da una ed una sola relazione lineare
omogenea o coefﬂcienti costanti, non tutti nulli,

E la. dimostrazione di questo teorema &, sostanzialmente, dovuta al
Peano ed al Vivantr (*).

b) Si dimostra anche subito, ed in modo noto, che:

Se nell’intervallo I la matrice My é nulla, ma vi & un minore della ma-
trice M,_,, che si mantiene diverso da zero in tutto l'intervallo I, le u,,
Uyy..oy u, S0N0 legate in I da n— p (e non olire) relazioni indipendenti.

¢) Un corollario notevole di questo teorema & il seguente:

Siano le u,, u,,..., w, analitiche nell'intervallo I ed in questo la ma-
trice M,_, non sia identicamente nulla, ma lo sia la M, (conp=n—1); e
sia @, un punto di I nel quale un minore di M,_,, ad es. W (u,, u,,..., up),
sia diverso da zero; per la continuitd, si manterrd tale in un intorno K,
suf[icigntemente piccolo, di «,. Nell'intorno K le u,, u,,..., u, sono allora
legate da n — p. (e non oltre) relazioni lineari indipendenti

Ca(u)=cuu,+cuu,—{—---—|—da,,u,,=0, (x=1, 2,..., n—p).

Ma, colle u, anche le C.(u) sono analitiche nell’intervallo I, e poiché
sono nulle nell’intorno K del punto «,, sono nulle identicamente in tutto
Pintervallo I. Abbiamo dunque:

(*) Cfr. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (Serie V, Tomo VI (1o semestre 1897;
pagg. 413-415) e Tomo VII (1° semestre, 1898; pagg. 194-197).
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Condizione necessaria e sufficiente perché n funzioni u,, 4,,..., u, di
une variabile reale x, definite in un inlervallo I ed analitiche in questo in-
tervallo, siaro legate da n— p, e non olire, relazioni indipendenti, é che la
matrice M, (u) sia identicamente nulla in I, ma (per p.=1) non lo sia la
M,_, (u).

In particolare ne segue:

Condizione necessaria e sufficiente perché n funzioni u,, u,,...,u, dello
variabile reale x, analitiche in un intervallo I, siano in questo legate linear-
mente, é che il loro Wronskiano sia nullo.

Ed & anche chiaro che:

Le caratteristiche delle successive matrici M; (u), » =0, 1,...) vanno con-
tinuamente aumentando fino ad un massimo, minore od uguale ad n — 1.

Si ha cosi un teorema che il Brancar (¥) ha dimostrato (come corollario
di uno piu generale) nelle sue lezioni sulla teoria dei gruppi continui di

trasformazioni, traendolo dalla teoria dei sistemi di equazioni lineari colle
derivate parziali.

3. La questione dell'indipendenza lineare di piu funzioni u,, u,,...,
u,, di una variabile reale x, non analitiche, fu poi ripresa dal BocHER (**)
e dal Curriss (***); ma i loro ragionamenti ed i loro risultati non sono
~semplici; ritengo quindi opportuno riprendere ancora la questione da un
punto di vista elementare, e che conduce a risultati notevoli.

Premettiamo percio alcune osservazioni.

a) Sia una funzione f(x) di una variabile reale «, definita in un in-
torno di un punto «,, e la f(x) abbia in x, le prime » derivate determinate
e finite; sia inoltre f(x,) = f'(2,) - - - = """ (x,) =0, f* (x,) =|=0. Per k suf-
ficientemente piccolo in valore assoluto si ha allora: '

f ot 1) = 2 ; o @)+ |

dove ¢, & nullo o & infinitesimo con h. Ne segue, che si pud determinare
un intorno sufficientemente piccolo di «,, nel quale, tranne nel punto w«, ,
f(x) & sempre diversa da zero.

(*) Cfr. BiawcH1, Lezioni sui gruppi continui di trasformazioni. (Pisa, Spoerri 1918,
pagg. 30 e seg.).
(**) Transactions of the Math. Am. Society, Vol. 2°, 1901, pagg. 139-149.
(***) Mathematische Annalen, Bd. 65, pag. 282.
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Se quindi una funzione f(x), definita in un intervallo I, si annulla in
un gruppo énfinito G di punti, di cui sia «, un punto limite ed ha in x, le
derivate 12, 23,..., r™*, determinate e finite, queste derivate sono tutte nulle
nel punto «,.

b) Siano » funzioni u,, #,,..., u, della ® definite in un intervallo I
ed in questo finite e continue colle loro derivate fino ad un certo ordine
n—+1—1, con I>0(*). Il loro Wronskiano

Wuw, u,...u,)=|u|, (t=1,2,...,n;t=0, 1 n—1)

9 greey

ha allora in I le derivate fino all’ordine I; e per s qualunque, =1, si ha la
formula:

u  oul? .. u®
aw . u® w® ... u®
Lt ws = tZt At,tz.-.t,, —
ul ol oL w
. .
= ¥ Ay, |ui®],  (=1,2,...,n), .
titaitn

dove la somma & estesa a tutte le soluzioni in numeri interi, positivi e nulli,
dell’equazione

l.+ta+-'-—%—t,.=n—(nQ;1—) s (6),

.

per le quali ¢ anche
Oft1<t2<"‘<tn (6),

e le Aiy,.+, sono numeri interi positivi determinati.

Il teorema & vero per s =1; ammettiamo quindi il teorema per un va-
lore s <1 e dimostriamolo per s 1.

Derivando percio la (5) abbiamo:

W

dar L4

ti20iln 7% [ ,ug’g) [ 5

. 1 . . a X .
ed & chiaro che ogni derivata T2 |uf® | & uguale ad una somma di n de-

(* In un estremo di I (quando esista) le u e le loro derivate potranno esistere ed es-
sere continue solo a destra (o a sinistra).
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terminanti, di cui quelli che non sono nulli hanno ancora la forma supe-
riore cambiatovi s in s 1; poiche inoltre ogni soluzione della (6),,., puod
ottenersi, in uno o pitt modi, da una soluzione della (6),, aumentando una ¢
di una unitd, ne segue la nostra asserzione.

¢) Le u;(i=1, 2,..., n) abbiano ora in un punto «, di I le derivate
determinate e finite fino ad un certo ordine k; e poniamo:

Tu)
Ax Joeey,

diremo caratteristica del sistema delle funzioni Upy Uayoony Uy nel punto wx, la
caratteristica g della matrice '

|[v?], (=1,2,...,n; t=0,1,..., k);
¢ chiaramente

p=mn, p=k—+1

.~ 1l sistema (u) abbia in @, la caratteristica p. >0; e sia p, =0 il minimo
intero, per il quale una almeno delle v{® non & nulla; cioé la matrice

fol?], (=1,2,...,n, t=0,1,...,p,)
abbia la caratteristica 1, ma (se p,>0) la precedente
o1, G=1,2,...,m £=0,1,...,p —1)

abbia la caratteristica zero. Cambiando al pitt il nome delle u, potremo sup-
porre v =|=0. '

Sia poi p,=p,+ 1 il minimo intdro, per il quale la matrice
fo2], (G=1,2...,n; t=0 1,...,p)
ha la caratferistica 2 (la precedente
o], @G=1,2,...,n; ¢t=0,1,...,p0,—1)
avra quindi la caratteristica 1) e supponiamo che sia

| ruiéx) 1)(249.1'.

HP,& =

@flez) 1;;9 2

e cosi seguitiamo; per A=y, sia gy =y, , 4-1 il minimo intero, per il quale
la matrice

[of ], (=12,....,n; t=01,...,¢)
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ha la caratteristica 2 e sia il minore
Hppp, = |0® | ==0  (i=1,2,...,%).

Diremo che il sistema () ha nel punto @, il carattere (o,, ps,-..,0s) (€
sard pp =k); e quando siap,=¢—1, per t =1, 2,..., %, diremo che il punto
x, & regolare per il sistema (u) sino all’ordine ).

d) Nel punto x, il sistema (u) abbia il carattere (5, p,...¢s), cOnpu>0;
e, detto A un intero =y, consideriamo la matrice

Koy =01, =1, 2,.0im; r=1, 2,...,%)

dove le ¢, sono interi arbitrari crescenti, ¢, <t,<<,..., <<t =k. Se non &
ti=p, t,=p,,..., h =9, la matrice K,,.,, ha una caratteristica minore di .

Questo & evidente se #,<Tp,; se & poi #,=p,, ma ¢, <p,, la matrice
delle due prime righe di K,,., ha la caratteristica 1; analogamente, se
t,<p» la matrice K,,,. 4 ha caratteristica h — 1 (con h =12).

In particolare una t sard minore nella p, corrispondente, quando sia.
2 3
Ela ta < Ya pa; in questo caso dunque ogni minore di ordine X di K., &
1

nullo.

., Don sard nulla, allora ed al-

! 1
Sia invece ¥ o =Y p,; la matrice K,,,
1 1
lora soltanto che sia . = p.; in questo caso il primo minore Hp,.p, di ordine
A di Kp,.,, & diverso da zero. ~

e) Consideriamo ora, con » =y, il Wronskiano delle u,, u,,..., ws
W(ul-..u}.)=lu$0|’ (i=1, Q""a)‘7 t=031"",7‘_1);

pud determinarsi un intorno finito del punto «, (al quale , & interno, se
e interno ad I), nel quale il Wronskiano W (u, u,...u;) si mantiene sempre
diverso da zero (tranne al piu nel punto x,).

Questo & chiaro, per la continuitd delle «{* (i=1, 2,...,2, £<<}) nel
punto x,, quando questo sia regolare per il sistema (u) fino all’ordine 2;
¢ infatti allora [W(u,...u;)]s==0; nel caso che il punto «, non sia rego-
lare per il sistema (u) sino all’ordine A4, basterd dimostrare (per a)) che esiste
una derivata di W (u, #,...u;) che non e nulla nel punto «,. E questa la
derivata di ordine %, con ’

4 A(d—1)
h=3Ypg ————";
%P 9.
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infatti per la (5) (in cui sia fatto n =12) e per d) si ha che W(u,...u,) e
tutte le sue derivate di ordine minore di & sono nulle nel punto «x,; per la
derivata di ordine % un solo termine non & nullo, quello che ha il minore.
Hpp,..p,; € quindi

AW (u,...u,) | )
—d;vh—z' sx = AP:P:MP;, HP1P2-'-P;,)

donde, poiché le App,..p, sOnO tutte positive, segue la nostra asserzione. Ab-
biamo cosi il teorema:

Se il sistema (u) ha in un punto x, una caratteristica p. >0, puod determi-
narsi un intorno del punto x,, tale che in esso il sistema (u) ha sempre una
caratteristica = u; s8¢ ha inoltre il caso regolare fino all’ordine p. almeno (il
punto «, al piat escluso).

Notiamo esplicitamente che queste considerazioni valgono anche quando
ci si limiti a considerare le derivate delle v da una parte di «,, ad es. a
destra; naturalmente I'intorno di cui al teorema sard a destra di «,.

f) Per la legge dei contrari si ha:

Se x, & punto limite di un gruppo G di punti (di I) nel quale la carat-
teristica del sistema (u) & minore di un numero p, anche in w, il sistema (u)
avra una caratteristica < p; in particolare: se in un inforno di x, (questo
escluso) le w hanno caratleristica <p. e presentano it caso regolare, mnel
punto x, lo caratleristica delle (u), qualunque sia k, sard minore di p.

4. Sia ora I, un intervallo contenuto in I; ed in tutti ipunti di I, gli
estremi inclusi, quando I, li abbia, le #, abbiano derivate determinate e finite
fino all'ordine &, ed il sistema (u) abbia la caratteristica p; diremo che il
sistema (u) ha in I, la caratteristica p.

Per v =n le u sono indipendenti in I; supponiamo dunque p.<<n ed
insieme . <k -+ 1.

Abbiamo il teorema:

Nell’'intervallo I, le u,, u,,...,u, sono legate da n — v. (e non olire) rela-
zioni lineari omogenee indipendenti, a coefficienti costanti, non tutti nulli.

Quando l'intervallo I, sia infinito, queste relazioni varranno per tutti i
punti a distanza finita dell’intervallo I,.

a) Se v.=0, il teorema & evidente; sia dunque p >0, e consideriamo
un intervallo I, finito, qualunque, contenuto in I,; la matrice M,_, (u) pud
avere caratteristica minore di ¢ solo in un numero finito di punti di 1’ (gli
estremi inclusi); cio& solo in un numero tinito di punti di I', le (u) possono
non presentare il caso regolare.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



242 Nicoletti: Sulla dipendenza lineare

Se & possibile, la matrice M,_, (u) abbia caratteristica minore di g in
un gruppo infinito @ di I’, e sia «, un punto limite di G; «, apparterrd
ad I’ ed in esso, per il n.° 3, e) il sistema u avrebbe una caratteristica mi-
nore di g, contro I'ipotesi. ~

b) Consideriamo ora i punti di I’, nei quali la matrice M,_, (u) ha
una caratteristica minore di p: questi dividono l'intervallo I’ in un numero
finito d’intervalli L,, L,,..., L,; nell'interno di ciascuno di questi intervalli
il sistema (u) ha la caratteristica p. e presenta il caso regolare.

Siano @,_,, @, gli estremi dell'intervallo L,; per il n.° 3, e) potremo de-
terminare un intorno a destra di @,_, (w,_,, «,_, +9,_,) ed uno a sinistra
di @, (x, —9, «,) tale che in ciascuno di essi vi sia almeno un minore di
M,_, (u) di ordine p, il quale si mantenga diverso da zero in tutto I'intorno
(escluso il punto «,_, ed il punto «,); nell’intorno residuo K; = (x,_, + 8,_,,
x, — &), gli estremi inclusi, la matrice M,_, (») ha la caratteristica p. Di-
ciamo ora M* il quadrato per righe della matrice M,._, (u), quando le u,,
Ugy..., %, Siano reali; quando siano complesse, diciamo M* il prodotto per
righe della M,_, (u) per la coniugata M,_, (u); M* sarA una funzione con-
tinua e positiva in K,, avrd quindi un minimo positivo, che indichiamo con

(y’) ¢}, dove o, & un numero positivo determinato. In ogni punto di K, vi

sard un minore almeno di ordine w della M,_, (u) il quale sard numerica-
mente maggiore di s, (e quindi diverso da zero); e poiché i minori di B, _,
sono funzioni della @ uniformemente continue in K,, & possibile determinare
un numero positivo e, tale che in ogni intervallo di ampiezza non maggiore
di ¢ contenuto in K, vi sia un minore (almeno) di ordine p. di Mu_, (u), che

nell’intervallo sia ad es. numericamente maggiore di 5 % © quindi diverso

da zero.

Dividiamo allora ciascun intervallo K, in intervalli parziali di ampiezza
non superiore ad ¢; verremo in ultimo ad aver diviso l'intervallo I’ in un
numero finito di intervalli parziali J,, J,,..., J,, in ciascuno dei quali (gli
estremi al pid esclusi) vi & un minore almeno di ordine p della M, _, (u), che
¢ sempre diverso da zero nell’intervallo.

¢) Consideriamo uno, J., di questi intervalli; poiché é p <<n, pn <<k-+41,
saranno nulli in J, tutti i minori di ordine g+ 1 di M, (u) e quindi per il
ne 2, b) in qualunque intervallo intorno ad J, le u,, u,,..-., u, sono legate
da n—p (e non oltre) relazioni lineari indipendenti a coefficienti costanti,
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non tutti nulli
.Cg,“’(u)=c§,°{’ul-Jrcg,‘;’%2+--‘+0§f:2“~=0, . e=1,2,...,n—p) (Na
la cui matrice .
@], =1, 2., n—p, i=1,2,..., n) o (D

ha cioé la caratteristica » —v.; e poiché le # sono continue (a destra od a
sinistra) negli estremi di J,, le (7) varranno anche in questi estremi.

d) Consideriamo ora, ad es., U'intervallo J,,, contiguo a destra di J«
e sia w. estremo comune. Nell'intervallo J,,, le u, per le ipotesi fatte, sa-
rauno legate ancora da n — p relazioni lineari indipendenti:

CotD (u) = it u, +- gtV up + -+ - 4+ G u, =0, p=1,2,..., n—p) (Do

le quali varranno anche nell’estremo @.; in questo si avranno dunque in-
sieme le (7). € (7),4: € con- esse, per la continuitd delle derivate «’, con
t<<k-1, tutte quelle che si hanno derivandole fino all’'ordine k; avremo

cioé le relazioni:
n n '
}T‘,.cg)ust)(wa)=0, 21,.02,":4-’)%(,.’)(%)———0, e=12,...,n—p) ((=0,1,...,k),

ma poiché la matrice
| ul (q) |, (i=1,2,...,n; t=0,1,2,..., k)
ha la caratt.eristica p- e le due matrici
(@], et ], (i=1,2,...,n p=1,2, ., n—p)

hanno ambedue la caratteristica » — g, le due matrici precedenti sono equi-
valenti, e quindi le relazioni (7.) sono equivalenti alle (7),,,.

Facciamo « =1, 2,..., t —1; avremo che nell’intervallo I’ (e quindi
in 1) le u,, %,,..., #, sono legate da » — g (e non oltre) relazioni lineari
omogenee a coefficienti costanti, non tutti nulli, come avevamo affermato.

e) Ne segue anche che ogni matrice My, (u) (per p=0,1,..., 5 —px—1)
ha in I, la caratteristica p.; e, fatta eccezione di un numero finito di punti,
ogni matrice M;(u), con A =p. —1, ha in I, la caratteristica A 1.

f) Il ragionamento che precede cade in difetto, quando sia p =k 1;
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non sappiamo infatti allora se & possibile considerare la matrice M, (u).
Poiche si pud supporre p <<m, questo non &, quando sia &+ 1=mn, cioe
quando k=n—1.

5. Quando le u,, u,,..., u, sono reali, la dimostrazione che precede
puo semplificarsi notevolinente.

Diciamo infatti D,, D,,..., D, (con p= (Z)) i minori di ordine g della

M,._, (u), in un ordine determinato, E,, E,,..., E, i minori corrispondenti
della matrice che si ha dalla M, (#) sopprimendone la penultima riga; sara
D'a = E.; e poiche, in ogni intervallo L, (gli estremi esclusi) la M,_, () ha
la caratteristica ¢., la M. (u) & invece nulla, per un teorema noto (¥), la
matrice

‘ D, D, ... D,

D, D,... D,

ha, nell'interno di ogni intervallo L,, la caratteristica 1. Abbiamo posto ora
(n.° 4, b)):

p
M?= 21,, D;; (8)
ed & M diverso da zero nell’interno di L,; derivando abbiamo
’ ' p ?
MM =21,,1),, Dy;

’

c g . D, D,
quindi ciascun determinante ‘ oM

é nullo in L,; donde, poiché M ==0,
si trae, nell’interno di L,:

D, =c¢, M, e=1,2,...; p) )
dove le ¢, sono costanti opportune, non tutte nulle, in quanto dalla (8)
si ha \2,, co=1.

Sia ad es. ¢, == 0, sard D, =]=0 in tutto I'intervallo L,, gli estremi esclusi
(cioe gli intervalli J,, J,,.., J,, di cui al n.°4, coincidono cogli L, , L,,..., L,).

(*) Cfr. ad es. NicoLerTI, Sulle matrici associate ad una matrice data (Atti della R. Ac-
cademia di Torino, 16 Giugno 1902).
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Possiamo ora continuare, come al n.° 4, ¢), o pill semplicemente osser-
vare che, poiché la matrice M, () e identicamente nulla in L,, gli n —p.
determinanti di ordine v 4+ 1

U, , U

® ® (i=1’97-"’ P’t=09l"'-af’“—L°‘=f"+1yf"+9)"'9n)
u?,  ul ,

sono evidentemente nulli in L,; e Sviluppando ciascuno di questi determi-
nanti per gli elementi della prima riga, si hanno # —p relazioni della
forma:

D, e + Da, 4, + Daytty + - - - + Dapthy =0, {a=p+1,p0+2,..., n);

e, per le (9), queste relazioni, divise per M danno, nell’intorno di L,, n — p.
relazioni indipendenti

Cluu“{—Ca“ul—‘}—"'—‘l—Ca“up:O, (“ZAU‘"*—],...,”)

(con ¢, =|=0); e, per la continuitd, queste relazioni varcanno anche negli
estremi di L,. :

6. Siano ora I,, I, due intervalli consecutivi (in I), e sia x, 'estremo
comune, destro per I,, sinistro per I,; ed in I, (il punto «, al pil escluso) il
sistema (u) abbia la caratteristica p,, in I, la caratteristica v,. Se & p, <,
w, < k41, le (u) sono legate in I, da n —y, relazioni indipendenti

n ’ .
C(u) =3¢, =0, (a=1, 2,..., n—yu,), (10)
c 1

)

ed analogamente, se & p, <<n, n,<<k+1, avremo in I, n —p, relazioni in-

dipendenti '
"

lﬁ)(u)=21,.dp,~u‘=0, B=1, 2,..., n—p,). (11

Nel punto @, le # abbiano ora le derivate a sinistra (ed a destra) de-

terminate e finite fino ad un ordine k, (k,), potendo anche queste derivate

avere in x, delle discontinuita di prima specie. Considerando la matrice delle

derivate delle » in @, a sinistra fino all’ordine %k, avremo una caratteristica

a sinistra w_, una analoga a destra (colle derivate fino all’ordine &,) p,;

e per il n® 3, b) sard p_=p,, p, =yu,; diciamo (g, ps,..., pu_) =p,
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,

(515 035..., Guy) =0 1 loro caratteri; le relazioni (10) varranno anche nel
punto @, con quelle che si hanno derivandole, a sinistra, in «, fino all'or-
dine k,; le (11) varranno in @, colle loro derivate a destra fino all’ordine %,.

PN

Questo & chiaro, per la continuitd delle w e delle loro derivate fino al-
I'ordine k, —1 a sinistra di «,: per le (10) e per le loro derivate fino
all’ordine k, —1; per le C(u®) osserviamo che le C(u®—Y) sono nulle

in I, ed hanno in «, una derivata a sinistra, determinata e finita; questa
dunque & nulla; & cioé C(u®) =0, :
[*7

Si traggono di qui delle conclusioni notevoli.
a) Consideriamo la matrice somma delle due p, ¢ e ne sia

v=yp_tp—h

(con h=0) la caratteristica; le due matrici g, ¢ possono trasformarsi in due,
rispettivamente equivalenti, che abbiano % righe comuni. Detta

,3@[; (i=1,2,...,n, cA=1,9,---,h)

la matrice di queste k righe (che avra caratteristica k) si ‘avranno le rela-
zioni

i‘u’ .(‘ll' }\5‘”:0, §i dﬁt )‘ﬁm =0
1 1
(x=1,2,..., n—p,; B=1,2,...,n—y,; o=1,2,..., h)
e quindi la matrice di 2n — p., — p, righe

Ca;

e (=1,2,...,n; a=1,2,..., n—p: B=1,2,..., n—p)
Bi

avrd una, caratteristica non maggiore di » —k; e quindi: le (10) e (11) si
riducono a non pik di n — h indipendenti.
b) Sia in particolare p, = p, =h; le (10) e le (11) saranno allora equi-

valenti; e le une, o le altre, varranno in tutto lintervallo I=1,+I,.

Ora percheé sia =y (dove con p. abbiamo indicato il valore comune
di ., e u,) ¢ necessario e sufficiente si abbia anche p_=up, =v=yp; ciod
le due matrici delle derivate delle # nel punto x,, a sinistra (a destra) sino
all’ordine k, (k;) devono avere la caratteristica p. ed essere tra loro equiva-
lenti. Quando queste condizioni siano soddisfatte, diremo che il sistema (u)
ha ancora in @, la caratteristica x; e con questa estensione del concetto di
caratteristica vale ancora il teorema dimostrato al n.° 4.
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¢) Le relazioni (10) ed (11) non siano equivalenti, e supponiamo che

in «, le u abbiano derivate determinate e finite (uguali a destra ed a sini-

stra) fino all’ordine k,. Una almeno delle C(u), D (u) sard allora nulla in «,
a 8

colle sue derivate fino all’ordine k,, senza esserlo in tutto lintervallo
I=1I1+1,.

Per la legge del contrari ne segue: Ammettiamo che qualunque combi-
nazione lineare omogenea delle (u) '

G (u’) =29 u
1

a coefficienti costanti, la quale sia nulla nel punto «, colle sue derivate fino
allordine k,, sia nulla identicamente in I=1, + I,; il caso superiore non
puod allora presentarsi e quindi necessariamente le (10) ed (11) sono equiva-
lenti. E detta g la caratteristica della matrice delle (u) e delle loro derivate
fino all’ordine %, nel punto x,, si avranno » —p. (e non oltre) relazioni in-
dipendenti: :

Go(u) =3 gusut; =0

le quali saranno soddisfatte nel punto x, colle loro derivate fino all’ordine %,
e quindi per lipotesi fatta varranno anche in tutto lintervallo 1. In ogni
punto di I il sistema () avrd una caratteristica non maggiore di p.; e per
il n.° 3, e) si potrd determinare un intorno del punto «, nel quale la carat-
teristica del sistema & u e si ha il caso regolare.

E se la ipotesi fatta nel punto x, vale per ogni punto dell’ intervallo 7,
con un ragionamento noto, si avrd che un tale intorno avra un minimo po-
sitivo; ne segue dunque che in tutto I il sistema («) ha la caratteristica p
e presenta il caso regolare. Vale quindi ancora il teorema del n.° 4.

d) Le condizioni che precedono sono soddisfatte quando le u,, u,,..., ,
sono integrali di una equazione differenziale lineare omogenea di un ordine
t=mn:

YO =y P+ oy (12)

dove le p,, ps,..., p, sono finite e continue nell’ intervallo I; infatti un in-
tegrale della (12) che sia nullo in un punto di I colle sue prime ¢t — 1 derivate
¢ identicamente nullo in I. E chiaro inoltre che, in questa ipotesi, qualunque
matrice M, () ha una caratteristica non superiore a f{. Ne segue:

L’equazione (12) non puo aver nell’intervallo I piw di t integrali indi-
pendenti.
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E per n="{ si ha ancora:

Condizione necessaria e sufficiente perche t integrali (u,, ,,..., u,) della
equazione (12) siano linearmente indipendenti (dipendenti) nello intervallo I
é che in un punto di I il loro Wronskiano sia diverso da zero (sia nullo).

e) Escluso 1l caso delle funzioni analitiche in un intervallo (n.° 1) e
degli integrali di una equazione differenziale lineare omogenea, i teoremi
che precedono assegnano delle condizioni sufficienti per la dipendenza lineare
di » funzioni u,, u,,..., u, di una variabile reale .

Circa la ricerca di un sistema di condizioni necessarie e sufficienti, non
sembra facile che possano assegunarsi con sole derivazioni. Si osservi infatti,
che se n funzioni w,, u,,..., u, sono, ad es., legate in un intervallo I da
una relazione

&

-

C(u) =Y.c 0,

= s

questa relazione varra ancora, quando le u, si moltiplichino per una fun-
zione ¢ (x), alla quale si imponga la sola condizione di essere definita e li-
mitata nell’intervallo I; e prendendo opportunamente la funzione ¢ (x), le
nuove funzioni v,=¢.u, (i=1, 2,..., n) potranno presentare in I, in un
numero finito od anche infinito di punti, le particolarita piu svariate e per
esse e per le loro derivate, in guisa che non possano, ad es., applicarsi le
considerazioni che precedono.

7. Consideriamo alcuni esempi.

a) Sia, in un intervallo I che contiene lo zero, u, =u,= || Il
sistema ha la caratteristica 1; questo & chiaro per « =|=0; per @ =0, si hanno
a sinistra ed a destra le due matrici equivalenti:

{ 0 O ‘ \ 0,0 l
—t—1 1, 1

b) Sia, con PEavo, u, =", u, =" |w], con m intero positivo ar-
bitrario; e l'intervallo I contenga lo zero. In qualunque punto «,==0 il
sistema (u) & regolare ed ha la caratteristica 1; per « =0, conviene esami-
nare le derivate fino all’ordine m; e si ha ancora p._=yp, =1, p, =0, =m;
ma le- due matriei

|ml, —m!] |m!, m!|

non sono equivalenti; le u, , , devono quindi dirsi indipendenti in qualunque
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intervallo I che contenga lo zero come punto interno. Le due espresgioni
W, Uy, W, — Uy sono allora nulle in @ =0 colle loro derivate fino all’ordine
m — 1; ma non lo sono identicamente in I.
¢) Consideriamo l’esempio del BocHER:
Sia:
L -L

per «>0; u,—1-+e Touy=14e T u;=1

per x =0; u, =u,=u,=1
1

; u,:i—}—e_"; u, = 1.

8=

per w<(); u1=1—e—

Per k=2, e per x==0 & o =2 e si ha il caso regolare;

per € =0, & p.=1. Ed infatti si ha:

per £ >0; u, =u,

per «<<0; u, +u, =2 u,

per € =0; u, =u,=u,
e le due primé relazioni sono equivalenti alle altre due. Le due relazioni
w, — Uy, U, + u, — 2u, sono nulle in « =20, con tutte le loro derivate; non

lo sono identicamente in un intervallo I che contenga lo zero.
d) Sia I'esempio del CurTiss:

= — (@' +*+ac+1); u,=x+1
wy=o'+a+1; =o'+ — (" +a-+1), per x>0
=+ +a+1; u,=x"— (@*+x+ 1), per x=0;

e I'intervallo I contenga lo zero. Per k=3, & p. =3 in ogni punto di I ed
infatti si ha in I

“1"}_'“2—}"“3_*_“4:0'

e) Consideriamo ancora I'esempio seguente:

Sia 8, + 98, +... 49, +... una serie a termini positivi convergente, la
cui somma sia uguale ad 1; e poniamo @, = 0, x, =3, -+ 3, 4.... - 9,. Sia poi
,--+y &,,... UNa successione arbitraria, tale che «;=|=7,,,; m,, m,,...,
m,,..., una successione di numeri interi e positivi, tutti maggiori od uguali
ad un numero m determinato; e sia infine f, (), f,(x),..., f.(x),... una
successione di funzioni, tale che la f,(x) & definita nell'intervallo §,= (x,_,...x,)
ed & finita e continua colle sue derivate fino all’ordine m, almeno.

Xy, %o
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Definiamo due funzioni #, v della x al modo seguente: in §; sia

u(@) =@ =) @—)| 1@
(i=1,2..)

v (x) = }(w—~w‘_1) (v — x,) m‘a,.f,. (x).

Se u (@), v (x) sono, nell’intervallo (01), finite e continue colle loro de-
rivate fino all'ordine m; sono legate linearmente in qualunque intervallo
interno ad un intervallo 8, dalla relazione v = «,%; non lo sono in ogni in-

tervallo che abbia dei punti interni a pit intervalli §,.

Se la successione delle m, & divergente, ed & per i>14,, m,>k (con k
intero arbitrario), nello intervallo (a;, ...1) le u, v si annullano nei punti a;
colle loro derivate fino all’'ordine m, —1 = k. Il sistema (#v) ha in (x; ...1)
la caratteristica 1; ma nei punti x,, a causa di «,=|=«,,,, le matrici delle
derivate di ordine m, a destra e a sinistra non sono equivalenti.
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Sulla risoluzione delle equazioni algebriche
mediante sviluppi in serie.

(Di G. BELARDINELLY, a Jesi.)

I

1). Il prof. CapeLLI in tre Note, pubblicate nei Rend. della R. Acca
demia delle Scienze Fisiche e mat. di Napoli nel 1907, tratta della risoluzione
delle equazioni algebriche mediante sviluppi. in serie.

Considera I'equazione generale:

0(y) =, y" +au g+ g+ a, =0 (1)

e di delle variazioni p, p,...p, rispettivamente ai coefficienti a,a,...a, ed
ottiene 'equazione trasformata :

f@)y=(a.+p.)y" + @+ P )y 4+ (a, +p)y+ (@ +p)=0. (2)

Indicando con w, una radice semplice e finita dell’equazione 1) la 2)
determina quel ramo monodromo finito e continuo della y considerato come
funzione delle p,p, ...p., che per p,=p,=p,=---=p,=0 assume il va-
lore w,; questo ramo in un campo che indica con (P) definito da

mod p,<<R(# =0, 1, 2,..., n)
sard rappresentato da uno sviluppo convergente della forma

y= X Aaoa, an VSO DT . . pan 3)

®olye.e

dove le a assumono valori interi positivi o nulli qualsivogliano.
Cio premesso dalla teoria dei residui si ha:

JJf (y)dy

9

esteso ad un cerchietto ¢ circondante la radice w, percorso nel senso posi-
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tivo, purché in esso non cadano altre radici della 8 (y) e p,p, ... p, siano

abbastanza piccoli.
Passa poi a determinare la forma del coefficiente Auq,.., della (3) ed

ottiene che:

«—1! 1 e '
Aauul...anz 0(0! “1!‘-- “”! (QTFT; J‘c ?/P [‘0(?/)] d:l/) (4)
ove
f=oa,+2a,+-- -+ na,
e

=, -y A -,

inoltre determina per il coefficiente (4) una forma puramente algebrica per
modo che si ha riassumendo i risultati ottenuti dal CapPeLL1:
« Se y & la funzione delle variabili indipendenti p, p, ... p, definita dal-
l'equazione:
(a’n + Z,n) ?/" + (an—l +pn—l) y”_l + ce _+— (ao +p0) = 0

e precisamente quel ramo di tale funzione che per p,=p, =p,=-- =p,=0
assume il valore o, radice semplice e finita dell’equazione:

O (y) =y +Cur ™ 4+ 2y =0

si ha per lo sviluppo in serie di potenze delle p, p,...p, convergenti per
valori abbastanza piccoli dei moduli delle p, p, ... p.

' ! —-
Y=ot B T a1 Aemea Pt P

(1]

dove
@ =+ o+ &+ ---F«,
.e .
(=1 8 )Muqﬂp_wh+«_1rz@w“wy
e N 0 P S 5 NI
in cui
32“1+Q“2+"’+n“n a=o, + a4+ «,
k=hy42h4 -+ (a1, =Ryt Ry,
e
0P (o
P=—P(IL)>

~

ove H® (w,) sta ad indicare la derivata g-esima di 8 (y) calcolata nel punto w,
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2). Del coefficiente perd possiamo dare delle forme differenziali.
Essendo

P e

LTI Vrmia

| #e@=ay (1

ove le = e B e 9 (y) sono date dalle relazioni del -§ 1, si ha che:

— 1 o r —1
Aopayan = drmial ‘W—TJ . B0 (y)'dy 2)
e ponendo:
_ 5
?(y)= 7— o,

per la formula integrale di Caucny si ha che:

b=na, et ' +n—1a,_ o+ - +a,.

Aogon™= "7 7722
et = 2T Jas

essendo

Detta formula (3) potevasi anche dedurre in altra maniera dalla (2) fa-
cendo una trasformazione nell’ integrale, cioé ponendo y =2+ w, si avra:

1 (=) &' rf

_ p‘ ﬂ—' 2 n—-l
Aoyan = Ymial BarT yéo(y)m(’ /chr bz+b,2 +...+b,,z) dz

e sviluppando per convenienti valori di #, il secondo termine dell’integrale
secondo lo sviluppo binomiale si ha ponendo ¢ (2) =b,2z 4 b,2°+--- 4+ b, 2"

) 7 S S e e

 J. im0 b}

R o ot rf (ﬂ
w9 ial das ,Zoly

ove l'integrale sard nullo eccetto per & =0, y=0 onde si avra la formula (3)

— 1 8" [wb
Aaoai...a,, = a—! W (b_l) . (3)
Possiamo di essa ottenere una forma diversa. Consideriamo infatti
1 - 1) /' 1 1 d — +1 ) —
[yf” 0(y)~ 6 (y)dy=—7fyf’+ 54" ) “dy:BT’ yPo(y)=dy

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 34
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e si ha anche:

. —(&+41) . o ) o
‘ yP O (y) Y () dy = [yﬁ“ (———Z (K)m () dy J%U jaa wf™
essendo
_ Ay
¢(y) = g—

e quindi per la formula (3) si ha:

4+ 1\ (—1)"2=1 (9“1 of | —1)"‘21‘2 da vy
® al dad™! b, 1 da; °

ed il coefficiente assumerd la forma:

— 1 0%
e i — —_— ﬁ+1
Auo_al...a,, xl {j - 1 das wy (4f)

e ricordando che:

Zaaap..a,. = (_~ '-)aJﬂcyP (e (y))-. d Y

2nix
e
al -
A, = P I D Aoa,...an
si ha:
o wg+1
1 dat (5)

Aaoal...a,.=—ﬁ__+_ 1 -'qo'! a(l[... OC,.!

3). Diamo ora delle formule (3) e (4) delle applicazioni per la forma-
. zione dei coefficienti della serie nel caso che 6(y)=a,y"+ a, =0.
Essendo a, ed a, éntrambi diversi dallo zero possiamo ritenere per la o,

uno qualunque fissati ad arbitrio degli » valori

”
an

@

1

essendo in questo caso b, = nw}™" viene:

- I ¢
= pti-a
Aaua[...a. 2] da g—l w

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



mediante sviluppi in serie.

255

cioé\
— 1 P Lt a’o Br1—n
Aeven =501 aa‘:*f(— a”)
ed
b+1_ 4
_ Wbt n
Aao.. ' n—a_“;_a « — 1
da cui
p+1_
—_ K3 wlg“ n
y—-wo—i—go v lad i o, lnats\ o—1

Applichiamo invece la formula (4) del § 2; si ha:

1 o
_ . ald @, n
| Aoy.an = — «Tg+1 daz ('— Tz:)
e quindi:
At
P41 1 "
Zana,...un = (— 1) * - &
nad « a—1 a,
da cui

(B | )
— 1 n

Aa @ygeeol >

Tt nag e a—1

a, a, a
Py DY P

(1)

(2)

cioé la (1) prima determinata. Potevasi d’altronde fare una trasformazione

nell'integrale come opera il CapeLLI, cioé essendo:
g p )

- (= 1= " yfdy

Aogay..an = Qmia ), (@,y" +a,)*
e ponendo y in % si ha:
p B w’;;.;_l J‘ yp d Y
bt T g ad Yo (" — 1)

~ove ¢, & un cerchio che ha per centro il punto y =1, per modo che si ot-

tiene analogamente la formula determinata (1) e (2).
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4). Consideriamo di nuovo l'integrale nel caso in 0 (y) sia generale; in
esso possiamo fare una trasformazione che ci permettera nel seguito di de-
terminare una sua proprieta funzionale.

Sia dunque il coefficiente:
I (— 1)

Aaoal.. [ - Q . 'I; o

‘ v () dy;
se Indichiamo come al solito con

h
2 @)= I (y—w) (— ). (= 0,);
Y— 0
indicando con o, ®,...w,_, le altre n — 1 radici dell’equazione 6 (y) = 0 pos-
siamo scrivere il coefficiente nella forma seguente

Fanan = GG [P0 0w dy

Ay = T

da cui vediamo che potendo applicare la formula integrale di Cauvcry del
coefficiente possiamo ottenere una forma finita.
Infatti

— . (—)*aze [ 92 . Y
Auoa‘.-.an - @ ! aym—-l yp (y - wl) e (y - mn—l) -

applicando la formola di LmisNiTz per la derivazione di un prodotto bo-
nendo

B = =) Y —w) " (o)

si ha che:
_. _1 aa:m r=a -1 ‘& _1 p g 1—r .
i N P | R PR AT )
ed essendo

a«a—1 . o — 11
( r )—r!a—l——r!
ne viene indicando con
P(Y) =Y —0) .. (Y —0,._)"

_ —1 L r=a—1 B gt 1 . _
Aoy = (—17‘_‘ rEO (“ ] — 7.) wf~temtmn o D ((y — o) %0, (y))%
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e cosi seguitando otterremo la formola finale

ala 1 p=0 \T — P

N (1)
B h—'k)_( h )(wo— ©,_2) 2 (0 — @, )

k=0

formula che ci da un’espressione finita del coefficiente.
Pero la determinazione di esso pud ricondursi alla determinazione di
altri pit semplici; infatti se poniamo:

[ 9 dy=1(=p)
si ha immediatamente riferendoci all’equazione 9(y) =0 che

T af(a b+ =F(=—1,8) )
r=0
ed essendo

y)=a,+2a0,y+ - -+na,y"*
che

re=n

T raf@prr—O=[ #ouei@ay=_tra—1e-10. @

B 41

Ora se I’eguaglianza (2) la moltiplichiamo per pr—

e ne sottragghiamo
la (3) dopo aver cambiato § in § +1 si ha:

r=n

Y (B—ratr+1)af(z f+r)=0. ®

r=0

Detta formula ottenuta per 221 & valida anche per a =1, e ¢i di una
relazione fra i coefficienti che permette di ricondurre il calcolo di uno di essi -
f(=, B) alla determinazione degli integrali '

f(“7 0)’ f(“7 1)7'-" f(ar M’_1)
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IL.

1). Determiniamo in questa parte una proprietd funzionale dei coeffi-
cienti di cui nella prima abbiamo stabilito le diverse forme che possono as-

sumere. A
Consideriamo un’equazione differenziale lineare regolare nel senso di

FucHs:
4A0 ?(") -+ Ax ?(”-1) + Az (P("_Z) + -+ A.,, Y= 0 (1)

e poiche possiamo ridurre i coefficienti ad avere il loro grado uguale all'in-
dice di derivazione possiamo considerare anziché la (1) I'equazione diffe-

renziale: _
A(@)=B.¢" + B, ¢+ -+ Byp=0 (2)

ove ogni polinomio B, & dello stesso grado del suo indice ed allora tale
equazione si chiama equazione differenziale normale.

In questa equazione si definiscono due operazioni (*): la prima si rap-
presenta con D e consiste nel dedurre da A (p) la:

DA())=B,¢" ™+ B, ¢+ + By
pure normale ed iterando I'operazione D si ha:
D*A(p)=B" """ +---+ By p
D*'A(p)=B",9" "+ ---+ B"; ¢
la seconda operazione viene indicata con Ss\ e si ha la definizione:
S,A:A—}—aDA—}—(;)D"‘A—}—-.-—{—(;)D”A
e si vede che anche S, A & normale e si pud scrivere:
S'A=B,, ?(")+(B.._1 +5B‘”) (?("—l)_*_. . ’ %

. 5\ o, o ” 3)
ot (Bobo Bt (g ) Bk (1) BR)e=0.

(*) PiNcHERLE, Sulle funeioni ipergeometriche. Giornale Battaglini, 1894, Pellerano, Napoli.
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Nella Memoria citata il prof. PINCHERLE considera pure l'espressione:

de) =, L 0

9y — mQ)rH

dove ¢ & non intero positivo e dove la linea ¢ sia tale che il secondo membro
abbia senso e che sia possibile I'integrazione per parti e la derivazione sotto
il segno dell'integrale.’

' E dimostra che

A9 (y)

— wo)c+l

== dy=3Ss4((g).
Yol =|, o y=S:4()

Per ¢ intero otteniamo analogamente con ovvie modificazioni di quella
dimostrazione.

Consideriamo infatti:

" B (oe(y)dy
y (y h""o)ﬁpl
Essendo :
B, (y) "=V'B1 (wo) + B’y (Y — o)
e si avra:
EWW@Wyszu'ywdy+BJ
1 0 A ( 1

¢(ydy
i (Yt Y — @)

y (y— ) -

Ora si avrd

(@Mdyzﬂ‘dew
Ja (g — ) 3 (y — @)™
quindi

(meywmy
)

() — @,)° " = B, () ¢’ (w,) 4@ B’ § (wo) = Sa B, (@) P ()

analogamente :

B¢ () dy _ 0 U (o
J, T g =5 B @) ¥ ()

e per la proprietd distributiva di dette operazioni

[ el —s.a@

A (y — o)t

e cosi stabilisce il teorema:
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«Se ¢ & un integrale di una equazione differenziale lineare A=0 le-
spressione (%) ci dard un integrale dell’equazione trasformata S¢A =0. L’in-
tegrale ¢ contiene lo stesso numero di costanti arbitrarie di ¢ e sard quindi
- Pintegrale generale di A =0 ».

Se a(p)=B,9" + B,_, ¢" =0 integrando per parti la (4) » — 1 volte
ed essendo nulla la parte ai limiti ottiene:

.

_ 1 C g (y) dy
o) = = e =a D) h =g

la funzione 9"~" (y) sara l'integrale di una equazione differenziale del primo
ordine e

1 d (P(n—l) (y)dy _
g(6—1)(¢ —2)...(6—n-+1) f; (y_wo)u—”fr%—sﬂﬁ(‘l’) (5)

dove

g—1

S«A(¢)=Bn¢"+(B,_l+(;’)B’”)¢‘"—"+(GB’”_1+( 9 )B"n)y—‘q...

(e () e

e conclude chiamando S A (}) equazione differenziale regolare del PocEAMMER.

« Si pud ottenere in forma d’integrale definito I’integrale dell’equazione
differenziale lineare regolare del PocEHAMMER SsA =0 ».

Essendo dunque ¢”~® I’integrale di una equazione differenziale lineare
del primo ordine A =0 l'espressione b) sard un integrale dell’equazione tras-
formata Ss A =0 e chiamasi funzione ipergeometrica dell’ennesimo ordine o
funzione ipergeometrica generalizzata nel senso di PocHAMMER (*).

Ponendo B, =y (y —®,) (y —®,) ... (y — »,) ed indicando con f una fun-
zione tale che: :

. B,f"+ B, . f=0
e si abbia: -

(¥) PocuaMMER, Journal de Crelle, Tomo 71, pag. 324.
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ove
t=n—1
B, ,=—pP .'21 (y — ) +
t=n—1
+ay ‘E (y —o) (y —o,)-- Yy —w,_,) (y - ‘0:+1)"‘(Z/—(0.._1)
ne viene:
. f=vP (g — o) (y—a,._)*
cioé _ .
) = ! YPly—o) Y—o)* - (y—o,_)dy
Vo) = ey e W—o

avendo posto e =6—mn -+ 2 ed alla linea )\ sostituito il cerchietto circon-
dante la radice o, come nella prima parte, e quindi:

.Zaom & = (— 1)“ a, (Ot + n —Q) L 1)'\[' (‘%)A

2% i«
ed indicando con ¢ il coefficiente di ¢ (v,) si ha:

o —

zaoa,...a,, =C ‘-I/ ((00) ed Aaoal--.a,. = c 4; ((’)0)

zxolatl

Possiamo quindi enunciare il teorema :
I coefficienti dello sviluppo in serie di una radice di una equazioue alge-

brica di grado n, cioé Agg,.q,, soddisfano ad una equazione differenziale
ipergeometrica del Pochammer d’ordine n.

2). Se consideriamo una delle radici dell’equazione 6 (w)

00, 0y, . .0

n—1

il ragionamento fatto nella prima parte pud ripetersi partendo anziché da
w,, da @, @,,...,0,, ed i coefficienti sarebbero funzioni ipergeometriche ri-
spettivamente di o,, »,,...,, ,. E precisamente se fissiamo una di esse, per
esempio w,, avremo che 'equazione differenziale d’ordine » a cui soddisfano
i coefficienti sard formata da espressioni in cui

By=y(y— o) (g —0) (Y — ). (¥ —0,) ( — 0pp) ... (¥ — @,4)
e
B, i=—fy—a)y—0)...(g —0,..) (g +0,0)... (g —0.,) +
i=n—1
+ E (Y — o) e (y—oy) (y —0iyy) - — 0, ) (Y — @ppi) -
Ay —o,)
Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXIX. 35
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I punti singolari delle equazioni differenziali diverse a cui soddisfano
detti coefficienti di posto -identico delle diverse serie sono rispettivamente

0, @oyeeey®p gy Opryyueny®, OO

e le equazioni differenziali ipergeometriche a cui soddisfano detti coefficienti
per valori di « crescenti varieranno secondo le variazioni di B, e B,_, ed
avranno gli stessi punti singolari.

Inoltre per formare 1’integrale generale di una equazione differenziale
ipergeometrica potremo osservare che se pensiamo I’integrale esteso al cer-
chietto solito circondante w, ad esempio e ad esso aggiungiamo gli » —1
lacei circondanti le altre radici dopo aver percorso uno di essi, la funzione
sotto il segno d’integrale ritorna al valore primitivo, e quindi una combina-
zione lineare di essi sard lintegrale generale dell’equazione differenziale
ipergeometrica. ’ ’

Possiamo inoltre osservare che analogamente a quanto abbiamo esposto
nella prima parte, se invece di considerare I'integrale

1 (v,

axnil). fw."?
avessimo considerato

U (41

=1 ) S -1

esso ci avrebbe dato la potenza k-esima di. una delle radici, se ¢ & un
cerchio che la circonda e soddisfa a delle condizioni imposte come nella
prima parte ed avremo inoltre che i coefficienti del suo sviluppo in serie
soddisfano a delle equazioni differenziali di ordine ». Se invece di conside-
rare il cerchietto ¢ di raggio sufficientemente piccolo purché non abbia sul
suo interno e nel suo contorno nessun’altra radice consideriamo un cerchio C
grande perché possa includere tutte le radici e cido come si sa dall’algebra &
sempre possibile, avremo che indicando con:

Yi ’ 4 ’
Woy, ®W,;, Wy,..., @,

le radici dell’equazione trasformata f(y) ottenuta dalla 6(y) per una tras-
formazione data ai coefficienti sara:

’

r=n—1 1 k£ ’
" yr Y)
3 vt=ga ], rw) Y
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ed il coefficiente sara uguale alla somma di funzioni ipergeometriche di
Wy, @, 0y,..., w,_, poiché quelli di posto «-esitno delle serie che danno:

22 U3

1k 'k
0 Wy, Woy.ns

© nt

, ®

sono rispettivamente i residui delle funzioni:
Y (Y — 00 (g — o) (Y — 0, ) (Y — ) (g —0,)
E=0,1,2,...
rispetto alle singolarita:

Wy Oyyeney Oy (, ©py..u,

interne al cerchio C.

3). Essendo i coefficienti degli inviluppi in serie di una funzione iper-
geometrica d’ordine » funzioni ipergeometriche d’ordine » — 1, potremo de-
terminare il coefficiente della serie in discorso ricorrendo a funzioni iper-
geometriche d’ordine via via inferiore.

Facciamone un’applicazione per ’equazione di terzo grado.
Sia l'equazione:

O(y)=a3y3+asy2+a1y+ao=0
e siano:

w() ("‘)l wZ
le radici, si avrd dando una variazione ai coefficienti dell’equazione:
(@) = (@ +p) ¥ + (@ + ) ¥* + (@, + p) ¥y + (@ +po) =0

ed il valore delle radici di questa equazione sarad dato dalla serie:

al -
U et e TaTa, | Ao PR PR PEDE
ove:
— — 1)y 7 ¢
oo =570 | P O )" dy—

_ (=D a;“J Ply—o)"ly—e)*

27 da (y — 0,)*
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considerando la radice w, il cerchietto passa infinitamente vicino alla radice
pil prossima ‘ad o,, cioé per esempio w,, onde:

|y — o | <|o, — o, ].
Cid posto sviluppiamo in serie il binomio (y — »,)~® facendo la trasfor-
mazione

(Y — 0, — 0, +0,) = ((y — 0,) — (0, —0,))"* =

k=c0

= (0 — )" kEO (— )y (—koc) (y — o) f"’l — ;)™

e sostituendo nell'integrale si ottiene una serie di potenze i cui coefficienti
a meno di un fattore costante sono della forma:

1 ‘. yﬁ (y . wg)k—a d y

274 (¥ — w,)*

che sono funzioni ipergeometriche di Gauss.
Possiamo inoltre determinare una forma generale del coefficiente in re-
lazione allo sviluppo generale in serie delle funzioni ipergeometriche.
Prendiamone la forma generale

N 1)“a:“f YRy — o) (y—o) ... (y —0,_)"
Aaou,...a,. = 274« . (y _ wo)“ ’ d Y

Se pensiamo fissate nel piano (y) le radici possiamo prendere un cer-
chietto tale che:

ly —w,| <|wg—w,{ p=(1,..., n—1)

ed avremo:
—_ . (— D% a;%e(w,) | yP N A
S 11 el W & Lot IS
0, —Y \7*
o (1 _wo_""n_l) . dy
essendo
0 (005) = (g — 0,)7% (0 — 02,) ™. .. (g — ©,_;) ™% = (P, (@)™
Ora
f Gy ek D). (e ) (00— g
w,—w,] S n! 0, — o, (1)
(p=0,1,2,..., n—1)
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ed indicando con c(t) 0(9) c(”—‘) 1 coefficienti di dette serie avremo ese-
guendo il prodotto, che 11 coefﬁmente di esso sard

— 1 2 1
c,c—}:,cgn)l cgn’z N

Mnay

dove la sommatoria va estesa a tutti i sistemi di valori per cui

m, + My +Mmy—~+---+m, , =k

essendo
. ® b P
o= wo.—w1+w1—‘w2 +.“+‘”o~;;:
e
_a(a+41) a(x—+-1) :
62—‘2(030—&1)’ Q(o)o—w2)2+.'.
a(a -+ 1) a? a®
o ‘2(“’0'_")»_1)2—}_("’0_"’1) (wo_‘:’n)+.'.+("’o_"%_z) (wo—“’-’”_n) .

Cosi verra:

— ' . (_ [)a a;—'

k=a - )
P(mo) RE _ c"f ( w)a.—k * y

Aayon 27t a
cioé
Aaom Ay — (= 1) " p (wo)( i ) X
. o a«—1
f=a-1 (a—1)...(x —k) o

B—att 1)+
X @ kzo (—1) c"(ﬁ——a—{*i...(}i—a—fk)

Se anziché dare degli incrementi a tutti i coefficienti diamo un incre-
mento ad uno solo, per esempio ad @, un incremento p,, avremo:

?/=‘0+ 2 Aupg
>0

e per quanto abbiamo determinato

v=o TN E e )

a==( «
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IIIL.

1). Consideriamo l'equazione trinomia:
@) =y"+py +q=0.
Indichiamo con , una delle 7 radici dell’equazione binomia
" (y)=y"+q=0

e supponiamo che la f(y) si sia ottenuta dalla 6(y) per una variazione p
al coefficiente della potenza enesima, che in 6 (y) & uguale allo zero; per
quanto abbiamo veduto nella prima parte si ha:

ru—l—l _1‘
w;u«i—l n .
y=sty 2o\ L e 1)

che ci da la radice dell'equazione trinomia per una variazigne data p tale
da rendere convergente la serie. Kssa serie sard dunque convergente in un
cerchietto di centro zero e raggio p conveniente, ma ciascun ramo di fun-
zione algebrica & funzione analitica che prolungata da sempre un ramo della
funzione algebrica. Questa funzione algebrica ha su tutta la sfera complessa
le singolarita che risultino dai punti critici o di diramazione, e la serie che
la rappresenta in un intorno di uno di essi convergera in un cerchio di
convergenza che si estende sino al pilt prossimo punto ecritico.
Determiniamo 1 punti criticl, cio€ 1 punti che rendono:

[y, p)=0e a—f(g‘l;’ 2o

nel nostro caso i valori di p che soddisfano al sistema:
y"+ry +q=0 (1)
ny +rpyTt=0 2)

la soluzione y = 0 della (2) & da escludersi, onde facendo una trasformazione
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mediante sviluppi in serie. 267

p=—mnp,r~ dalla (2) si ha:
ny" ' —nrp;=0 (3)

e i punti critici sostituendo nella (1) il valore di y ricavato dalla (3) saranno

dati da
_1 \/ "
n— 7')
e da questi valori i valori di p.

Determinati i punti critici possiamo applicare il Teorema di MiTTAG-
LerrFLER per ottenere una serie di polinomi che rappresenti la funzione in
tutto il suo campo di validita.

Il Teorema di MiTTAG-LEFFLER: dice:

n=00

« La funzione f(x) definita dalla serie ¥ a,a" pud essere rappresentata
n=0

da una serie di polmoml “ p. (x) che converge nella stella relativa ai punti

singolari di f (x) ed umformemente in tutte le aree interne ».

I punti singolari nel nostro caso sono i punti critici determinati che
sono su una circonferenza, per modo che potremo formare la stella di
MrrTAG-LEFFLER € si avrd:

o

y= % (hoco—l-h, clp—}—l,z_,c,pg—l—...%—)\amc,a psa)

ove %o, 2., Aayy..., Ao, SON0 NnumMeri che vengono una volta tanto determinati.
Coy €y Cyy..., C,,Saranno nel nostro caso funzioni ipergeometriche della forma

ra-1 |
wgaﬂ n
Ca = -

aq n \ «a—1
e quindi ] )

) ro, 41

a==c0 5r=3q w's+H n
Y=E R Mragal -t )PT

Poiché mediante la trasformazione di TscHIRNAUS, e mediante una sola
equazione di terzo e quarto grado & possibile far sparire da un’equazione
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268 Belardinelli: Sulla risoluzione delle equazioni algebriche

di 5.° grado i tre termini tra il primo e I'ultimo, 'equazione di 5° grado as-
sume le 4 forme

y'+py" +q=0

(h=1, 2, 3, 4).

Per modo che potremo avere lo sviluppo in serie di una delle radici
come applicazione della (&).
Consideriamo il primo caso, cioé

Ffy)y=y"+py+q=0,
la trasformazione sard p=—5p, e quindi 'equaziene diviene
¥ —9p.y+q=0

ed i punti critici saranno dati da:

s, +1
8p=3 S —1
a=00 r=°g w;,-+l 9] .
y= X X 2 )p'

am0 gm0 raq b a—1

(k=07 17 Q) 37 4‘)

ed in generale

rappresenterd le 5 radici.
Nel caso che _
f=v" +py+1

8, + 1
a=00 8r=3y )\ w;:r"‘i 5 .
y= X X %, Fx pr

a=0 s3,=0 «a—1

(k=07 1,28 4
che si pud considerare come un caso particolare della

y —mp, y+1=0

s, +1 1
amx $r=3¢ w:,--l-l m
A p°

per la quale

y= Y X €1

)
a=0 s,—0 rma

(k=0,1,2 3, 4..., m—1).
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Naturalmente il metodo potrd servire a calcolare approssimativamente
le radici delle equazioni e facciamo il caso di voler calcolare con appros-
simazione le radici dell’equazione, limitandoci ai primi tre termini,

Yy +y+1=0.

«Calcolando le costanti si ha:

rg=1 2,=0 2,=0
Ay=1 2y,=0
1
A —
29 9
1
123=-8—
da cui:
_ 1 1
y—mk+cl+§cz+§cs
ove

3 b

: 21 2

_ob et ~_mz(7 \)

G=7 9T 1 “=or\ 2 |
k=0, 1, 2, 3, & 5, 6)

dove w, & una delle Y —1, cioe

cos ——Qk—;—nf—{—isen(———ﬁkﬁ;l)n

(k=0,1,92 3, 4& 5, 6).

Determinata quindi sul cerchio di raggio 1 la radice da cui partiamo

2

. . . [
la y si otterrd sul cerchio che ha per centro o,, cok—l——7—" , €cC....

che pud a volta a volta determinarsi.

2). Se indichiamo dunque con:

2 (P % (D)--s  9u(D)

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX.
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270 Belardinelli: Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, ecc.

le radici dell’'equazione trinomia

y+pry +9=0,
quelle dell’equazione
y+my' +py +q=0,

si otterranno mediante sviluppi in serie di polinomi i cui coefficienti sono
funzioni ipergeometriche di

¢ (p); 92 (P)s---5 9 (D)

serie di polinomi procedenti secondo le potenze di m.

I coefficienti si determineranno secondo quanto ¢ stato detto nella prima
e seconda parte.

Se indichiamo con

bi (ps m), o (PyM),. oy o (D0 M)
le » radici dell’equazione quadrinomia, quelle della seguente:
Y'+hy +my +py +q=0

si otterranno analogamente ed i coefficienti dello sviluppo saranno pure fun-
zioni ipergeometriche di ' '

b (pom), $, (04 m), coey Yu(pim)

cosi di seguito sino all’equazione di grado » della forma che vogliamo, per
modo che avremo cosi un metodo generale per la risoluzione delle equazioni
algebriche mediante sviluppi in serie.

Possiamo infine osservare che la relazione fra le radici di un’equazione
algebrica e le funzioni del PocHaAMMER sussiste anche nel classico sviluppo
di Lacrance ed in quello del BurmMAaNN guando la funzione della radice &
una funzione razionale intera di essa

Jest, Febbraio 1920.
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