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Sulle superficie rigate che hanno per asintoti- 
che infinite cubiche gobbe. 

(Di I\ l l i \ i t i~ MANCINELLI, CG. Urbjno.)  

L e  superficie rigale clie lianno per asintotiche del secoiido sistenia delle 
cubiche gobbe sono eridenteiiiente razionali, e di ordine ~ 6 .  Una di esse, 
nota da gran tempo, è la rigata cubica (di CHASLES-CAYLEY} a direttrici ret- 
tilinee coincidenti. Quella di sesto grado fu  incontrata ne1 1877 da A. Voss (') . 
col segiiente teorema: Se quattro rette sono tar-igenti ad una cubica goljba, 
esse sono tangeriti a ao' tali curve; e queste sono asiiitoticlie per una rigata 

. di sesto ordine dotata di due direttrici triple e di quattro generatrici di 
regresso. 

Più recenteinente CH. BIOCHE finiva unti sua Nota (') con un  rapido 
cenno intoriio ai diversi casi clie le rigate suddette possono presentare ri- 
guardo all'ordine, alle direttrici ed alle generatrici singolari. 

Qui mi propongo di studiare un po' più iiîinutamente l'argomento. In 
particolare, basandomi su  una nota Memoria del CHEMONA ('), assegnerb le 
particolarità &ie si presentano nella rappresentazione piana di quelle varie 
superficie, e ne trarrb yuali sono le singolarità che bastano a caratterizzarle. 

Alcuiii dei risultati che su  ci6 si ottengono varranno a conferina di yual- 
che osservazione più generale di H. MOHRMANN ('). 

(l) Ueber vier Tangenten e imr  Raumcurve dritter Ordnuizg. Mathematische Annaleti, t .  13, 
pag. 168. 

( 9 )  Recherches sur les surfaces algébriques qui admettent pour ligne asymptotique une 
cubique gauche. Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 96, 1898, pag. 917. 

(8) Rappresentazione d i  una  classe d i  superficie gobbe sopra un piano, e determinazione 
delle loro curve assintotiche. Annali di Matematica (B), 1, 1868, pag. 248 (Opere mateniatiche, 
t. II, pag. k09). 

(') Ueber die Haupttangentenkurven auf delz Netzfl~iclzen. Mathematische Annalen, t .  73, 
1913, pag. 571. - Rimando a questo lavoro ed a quel10 del BIOCHE per qualche altra ci- 
taziorie. 

Anttali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXIX. 1 
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B Manc ine l l i  : Szclle superficie rigate 

1.' Una superficie rigata clie 11a per asintotiche del secondo sisteina 
infirlite cubiclie gobbe, appartiene ad uiia corigruenza liiîeare di rette. In- 
fatti una cubica gobba origina nello spazio una polarità nulln, nella yiiale 
si corrispondono i suoi punti ed i suoi piani osculato~.i, e quindi un  con:- 
plesso lineare a l  quüle appartciigono i suoi fasci di rette osculatrici, in par- 
ticolüre le sue tnngenti. La rigata che ha  la cubica per asiutotica, avendo 
per piani tangenti nei punti della curva i suoi piani osculatori, ha le gerie- 
ratrici giaceriti in questi piani, e yuindi albpartenenti al complesso. Durique, 
se ha per asintotiche infiuite cubiclie gobbe, appartiene agli ml coniplessi 
lineari che esse .determinano (5). 

Questi coiriplessi fortnano un  fascio : infatti la. loro intersezione non puil 
essere unü scliiera rigata (se no la superficie sarebbe uiia quadrica), nè pu6 
coinporsi di un iiuiiiero finito di rette: quindi è una coiigrueriza lineare, che 
contiene la rigata. 

S. Sopra una rigata apparteriente ad una congruenza liiieare di rette, 
ogni asiiitotica del secondo sistema si pub ottenere (seguericlo S. LIE) come 
luogo di  un p~irito pel quale il piano tangente alla rigata è il piano d ie  ad 
esso corrisponde in utio degli cul coniplessi lineari clie passano per la con- 
gruenza. 

Fissiatno uno di questi cornplessi lineari, C, e coiisideriaino una gene- 
ratrice g della rigata. Se un piano tangente alla rigata ruota intoi-no a g, 
i l  suo punto di contatto ed il suo polo rispetto a C descrivoiio su g due 
punteggiate proiettive (al fascio descritto da1 piano, e quindi) fra loro. 1 
punti uniti sono (per la ricordata proposizione di LIE) le intersezioni di g 
con l'asintotica apparteiiente a C. 

Se la congruenza lineare contenente la rigata è a direttrici distinte, a ,  b, 
consideriamo i punti d'incontro A, B d i  p e s t e  rette con la generatrice g. 
Le rette a, b sono polari rispetto a tutti i coniplessi 1ineai.i del fascio, quitidi 
il punto A lia per polare il piano Ab ,  il piinto B lia per polare il piano 
B a .  D'altra parte il piano A b  è tangente alla rigata .in B, il piano B a  è 
tangente in A, siccllè i puiiti A, B si corrispondono in cloppio iiiodo in tutte 
le proiettività, considerate sulla retta g. Tali proiettività sono involuzioiii, 

(5) Non possoiio tutte le nsintoticlie apparteiiere ad uiio stesso complesso lineare: se no, 
starebbero i i i  questo tutte le taiigenti alla s~iperficie, il che è assurdo. 
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che hnnno per asintotiche infiwite cubiche gobbe. 3 

quindi i loro punti uiiiti, ctie sono le intersezioni della gerieratrice con le 
asintoticlie, sono coniugati arnio~iicaiiirnte con i piiiiti A, B. 

In u n n  r ignta  apynrtenente a d  UIZGG c o ? z g r t ~ e n ~ a  linenre generale, oyni 
nsintoticn del sec.ondo sistema incbntrn c i a s c m a  gelleratrice i n  due punti ,  se- 
yara t i  arwo~~ica tnewte  dalle direttrici della c o ~ r p - z w z z a .  

3. Iiitrociuciatiio bra il fatto clle le asiiitotiche del secoiiclo sisteiiia soiio 
del terzo ordine. 

Se R I ,  R, sono i due puiiti d7iiicoiitro di una geiieratrice g con l'asiii- 
totioa appartenente ad u n  coiiiplesso del fascio, il piano osculatore alla curva 
in R, , essetido ivi tangente alla rigata, coi1 ter14 tiittn la 9, e qiiincli passer2 
per R;. Ora il piano osculatoi~e ad una C S  in uii punto R, non pub iiicoti- 
trarla in un ulteriore putito R E .  Bisogtierà dunyue che l'asintotica apparte- 
iiente ad uii complesso del' fascio si spezxi in due cubiclie: sia cioè uiin se- 
stica cosi cotiipoata. Le due cubiche sono rispettivamente i luoghi dei due 
punti doppi delle irivoluzioni che abbiaiiio considerato sulle diverse çenern- 
trici, in relazione con uno stesso complesso (11. 2). 

Se la congruenza lineare è speciale, l'unica direttrice d appartiene a 
tutti i complessi lineari del fascio. Il punto D in cui una  generatrice g in- 
contra la  d, h a  sempre per polnre il piano d g ,  e questo è tangente alla ri- 
gata in D. Il punto D è unito per h t t e  le proiettività sulla retta g :  l'die- 
riore punto unito di ciascuiia proiettività d à  l'intersezione della g con uria 
cubica asintotica. 

4. Le rette d i  una congruenza lineare sono unite per ao' oinografie 
biassiali che hatino le direttrici,'distinte o coincidenti, per rette di pui-iti 
uniti. Queste omografie trasformano in sè una rigata appartenente alla con- 
gruenza, conse.rvando le generatrici: su  ogni getieratrice viene suhordiiiatn 
una proiettività, che ha  per punti uniti le intersezioni con le direttrici. Le CO' 

otnpgrafie corrispondono alla possibilità d'i assegnare in infiniti mocli 1701no- 
logo di un ulteriore p~into .  

Un'omografia. che rnuti la rigata in sè, muta le asintotiche in asintotiche, 
perchè il concetto di asintotica è proiettivo. Un7asintotica che incontri in u n  
punto P una geneintrice g ,  pub essere trasforinata in quell'altra asintotica 
che vogliamo : basta fissare, t ra  le oo' oi-iîogriifie accennate, quella. clie fa 
corrispondere a P il puiito P' in cui quest'altra asintotica iiicontra la g. 
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4 M a n c i n e l l i :  Su i le  superficie rigate 

Se la ëongruenza lineare è generale, tra le CO' oinografie biassiali c'è 
l'oiiiografia biassiale involutoiia : (pesta  trasforinerà l'una neli'altrn due cu- 
biche asintotiche appartenenti ad ilno stesso coniplesso lineare. 

6. GBNEHAZIONE DEL BIOCHE DELLE NOSTRE WJGATE.  - Fissianloci sopra 
una C 3  asintotica (clie indiclieremo con r') e in ogni suo purito P conside- 
riaiîio il piano osculütore: esso coiitiene la generatrice della rigata che passa 
per P. La superficie lia almeno una direttrice rettilinea d.  La generatrice g,  
cjie esce da P ,  si appoggia alla d ne1 purito in cui questa ii iricontratü da1 
piano osculatore a r in P. Duiiyue : Una rigata le cui  asintotiche del secondo 
sistema sono cubiclze gobbe, puo  essere definitn conze i l  luogo delle rette che 
congiungono ogmi punto d i  u n a  cubica r a l  pztnto d'inco.îstro del relativo piano 
osculntore con urm retta fissa d. 

Inversainente, ogni rigata generata con la legge su esposta ha per asin- 
to biche in firiite cubiche gohbe. Infatti le sue generatrici appa rtengono ad una 
congruenza lineare perchè, in quanto stanno nei piani osculatori alla r, ap- 
partengono al complesso liiieare generale C, che contiene le tangenti alla r ; 
in quarito si appoggiano alla d, appartengono a l  complesso lineare speciale 
clie lia per asse la. d. Appartengooo dunque alla congruenza lineare inter- 
sezione di questi due complessi. A seconda clle d non appartiene al conî- 
plesso C O gli appartiene, la congruenza lineare s a r i  generale oppure speciale. 

Lü r sarà un'asintotica della rigata, ossia il piano osculatore a r in ogni 
suo punto P sarà tangente alla superficie, poicliè contiene la generatrice pas- 
sante per P e la tangente in P alla r (7. E cosi pure saranno asintotiche 
della rigata le trasformate di r rielle ml omografie biassiali che hanno per 
rette utiite le rette della congrueriza lineare, e clîe yuindi niutano la rigata 
in sè. Sono percib cubiche gobbe tutte le .asititoticlie del secondo sistema. 

Dunyue : L e  rigate che consideriarno sono tutte e soie quelle generccte con 
qz~esta legge. 

6. CLASSIFICAZIONE. - Alla classificazione di queste superficie si giunge 
peiîsando che la cubica r e la retta d possono .avere posizioni reciproclie 
diverse. 

(6) In generale queste due rette 11011 coincideranno : se coiiicideseero seinpre, 
ficie si iidurrebbe alla sriluppabile delle tangeiiti a r, e non potrebbe aveie uiia 
rettilinea. 

la super- 
direttrice 
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che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 5 
--.----- -- --- - 

La d pub incontrare r in rn punti (ove O s m  r 2) e stare in p. piani 
osculatori ( O s  p. 6 9). Per un punto P della d si possono allora condurre 
3 - p. piani osculatori variabili alla r, quindi passano 3 - p. generatrici, ossia 
la d 13 direttrice multipla 'di ordine 3 - p. Un piano per la d incontra la r 
in 3 - m  punti variabili,,ossia contiene 3 -nt generatrici, che sono le sue 
intersezioni con i piani osculatori nei 3 - m punti. Dunque la sua interse- 
zione cornpleta con la riçata è formata dalle 3 - m  generatrici e dalla d, la 
quale è multipla secondo il nunîero 3 -p., se non è generatrice oltre che 
direttrice. 

L'ordine della rigata è dunque (con quella riserva) 6- (p. +na), ove IJ. 

ed rn possono assuinere i valori O, 1, 8. Coinbinando questi tra loro in tutti 
i modi possibili, si haniio tutti i tipi di superficie. 

Vedremo perb che alcune combinazioni vanno escluse. Inoltre, se una 
retta d presenta il caso: TU = a, p = p, la sua polare d' rispetto al conlplesso 
lineare inerente a r si comporterà, rispetto a questa, ne1 modo duale, cioè 
presenterà il caso : rïl= fi, p = a. Se a, p non sono ugunli sarà dunque 'd' 
distinta da d, ed essendo anch'essü direttrice della rigata, vediamo che questa 
risponderà tanto ad m = cr, p = quanto ad un = e, y. = cr. Ossia : due coin- 
binazioni ottenute l'una dall'altra scaiiibiando tra loro i valori di m e p, 
dànno una stessa superficie. 

1 casi da considerare sono i seguenti: 
Sia aimi k t t o  p = O, m = O .  La superficie è di sesto ordine. La diret- 

trice d non incotitra la r e non sta in nessrin piano osculatore. 
i." cnso. Se la d non appartiene al corilplesso 1ineai.e definito dalla r, 

la superficie ha un'altra direttrice rettilinea d', polare di d rispetto al coni- 
plesso, la yuale,. corne la d, non incontra r e [ion sta in alcun piano oscu- 
latore. Tanto la d quanto la d' sono direttrici triple. 

2." caso. Se invece d appartiene al complesso lineare, essa è l'utiica 
direttrice rettilinea (tripla) della superficie: le tre generatrici clie escono da 
un suo punto stanno in un piano con essa. - 

3." caso. Sia p = O, In = 1, oppure p = 1, W L  = O. Si lia una rigata del 
quinto ordine. 

La d (supposto p. = O, rn = 1) iiicontra r in un punto P e non sta in 
nessun piano osculatore (non potrebbe stare clie ne1 piano osculatore in P); 
è direttrice tripla della rigata. Siccome non sta ne1 piano osculatore in P, 
rion è retta del complesso lineare clle contiene le tangenti alla r ;  qiiincli c'è 
un'altra direttrice d', polare di d rispetto al complesso, clle sta ne1 piano 
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6 N a n c  i n e  1 1  i : Su l l e  superficie r igate  

osculatore in P senza passare per P. Questa. è duilque direttrke doppia, e 
corrisponde ai  valori p. = 1 ,  wz = 0. 

4." caso. Sia p = 1 ,  1 1 ~  = 1. La rigatn è del quar to  ordiue.  
La d iticontrtt r in P e sta ne1 piano osculatore : è (lire ttrice dopl)ia 

della rigata ; appaitietie al coiiiple~so lirieare, ed è, yuiiidi, l'uiiica direttrke 
rettiliixea. 

5." cnso. p. = 0, +ta = 9, oppiire p = 2, =O.  La rigata è aocoia t l i  
quar to  ordirze. 

La d (u = 0, m = 2) iricoiit.ra 1' in due puiiti, P, Q ,  e non sta iii nessiiii 
piano osculn lare : è tlirettrice tiipla, e iioii a ppart iei-ie al cotiiplesso 1ineai.e 
delle taiigenti' alla r. La rigata h a  iiri7altra. direttriçe d', c11e è lit poliire d i  
d iispetto al coinplesso, ossiil l'iritersezione dei piaiii osciilatoii ili Y, Q: essa 
iioii iiicoiitra la i', è direttrive seinplice e coriispoiide al caso p. = 0,  .î,& =.O. 

6." c m o .  Quaiido wt = 2, se  i due punti P, Q d'ap1)oggio s u  r dellu 
coida d soiio distinti, d non pub staxe su alcuii piano osculatore, siccliii 
y. = O. Pervhè con m = '2 sia p > 0 bisogila citxiique clle P e Q coiiicidntio, 
cioè elle la d sin tangente a 1- ir i  P. Ma. allora tl  si pub rigunrclare aiiclie 
coiiie intersezio~ie di diie piaiii osculatori, siccliè sarehhe da porre p. = 2. È 
(luiiqiie ( 1 ; ~  escludere il caso 912 = 9, p = 1, e dualliieiite il cqso 1 1 ~  = 1, p. = 9. 
Resta, coiiie sesto, quello ehe d sia tangente a 1': esso pu6 rigunrdaisi coine 
corrispolidente ai valori wz = 9 ,  p. = 2. 

Iti questo caso d apprtitiene a l  complesso lineare defiiiitoda r, è l'uriica 
direttrice rettiliiiea, ed è in pari tempo çeneratrice: cooie direttrice è doppia. 
Si lia iioa r i g n t a  del ter50 ordivte n direttrice Z I I I Z ' C ~  Joppict (di CHASLES- 
C A Y L ~ ) .  

Q~ies to  caso è il limite dell'altro: !J. = 0, nz = 2 e p. = 9, 912 = 0, qualido 
i due p u i ~ t i  l', Q, e qui i~di  i relativi piani osculatori, si avuiciiia~io iiidefini- 
tainenle. 

7. RIGATE A DTRETTKLCL DISTINTE. - Ci occupereino principalmente di 
quelle rigate che haniio due dilettrici distinte: tali soiio la. prima, la terza 
e la cpilitü del nutnero precedente, dotate di direttrici rispettivan~ente triple, 
tripla e doppia, tripla e setnplice, e che possiaiiio indicare cor1 i simboli: 
F e  (3, 3), F ' (3, 2)' F 4  (3, 1). 

Diciümo, coine si  usa, gnrabolica una çenrratrice la qual-e provenga da 
due getieratrici, usceriti da uno stesso puiito di uiia direttrice, clie si sono 
avvicinate inrlefinitainente; y u d o  cuspidnle  e y i m z o  parnbolico il punto e il 
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che h a ~ z n o  per asirztotiche in f in i te  cubiche gobbe. 7 

piano delle due generatrici itifinitainente vicirie. 11 piano è tangente alla ri- 
gata lungo tutts la generatrice parabolica. Chiamianio poi (con H. MOHKMAXN) 
paraboliche d i  secondo o r d i ~ z e  quelle generatrici clie risultano dall'avvicinarsi 
indefinitamente di tre,  usceliti da110 stesso punto. 

P e r  u m  r i g a t a  con d u e  rette direttrici, ogn i  generatrice parabol ica è t an -  
gente 'd i  flesso a tutte le asintotiche ne1 relativo pzcnto cuspidale .  

Questa proposizione, dovuta al CREMONA (7, si puO diinostrare geonie- 
tricameiite cosi: Sia d una direttrice della rigata, P un suo punto cuspidale, 
p la geiieratrice parabolicü corrispondente. L'uilico piano tangente alla ri- 
gata in tutti i punti di p è il piano parabolico p d', se d' è l'altra direttrice. 
Tutte le a'sintotiche, nelle loro intersezioni con la p, debbono avere p d' per 
piano osculatore. D'altra parte il piano osculatore in un punto deve essere 
l'omologo del punto stesso rispetto a l  coinplesso lineare d ie  contiene le tan- 
genti all'asintotica: ina in ciascuiio di yuesti complessi il piano y d' corri- 
sponde al punto P ,  quiiidi ogni asintotica non pub iiicontrare che in P la 
retta p. La p è dunyue tangeiite in P a tutte le asiiitoticlie, perchè in yuesto 
punto sono veiiute a coincidere le sue due intersezioni (n. 8) con ciascuna 
di esse. 

D'altra parte, se consideriarno una generatrice g che s'accosti indefini- 
tainente a p, con i suoi due p~iiiti dell'asintotica i quali tenderanno a P, 
vediamo clie il piano p d, corne limite del piano P g ,  ha tre intersezioni riu- 
nite in P con l'asintotica. Invece il piano p d', coine limite del piano di due 
generatrici uscenti da uno slesso punto, vicil~issinio a P, della d ,  ha yuattro 
intersezioni con l'asintotica riunite in P. NF segue clie P è punto di flesso 
per l'asintotica, con p per tangente e il piano p d' per piano osculatore. 

8. In'particolare si tratti delle nostre rignte, in cui ogni asintotica è 
una CQpezzatii in due C3. 111 un punto cuspidale P la generatrice para- 
bolica p incontra tutte due le C in  cui la C ' si slrezza; atizi dovenclo arere 
in coiiiune tre punti con la C" s a r i  tangente alle due C 3  (("). 

Con 10 stesso ragionnniento di poc'anzi si vetle clle il piano paraholico 
P d' sark osculatore (a conlatto tripiiuto) in P per anilje le cubiclie : il cl-ie 
risulta anche d a r  fatto che quel piano corrisponde a P rispelto al complesso 
1ineni.e delle tangeiiti alle cuhiclie. 

(") Vedi pag. 414 della Y citazioiie di Cfr. anche ~ i o ~ r i n i ~ ~ x ,  (0, png. 581. 
Non pu6 nvveiiire che una sola delle d u e  cubiche tocchi in P la y ,  a causa dell'o- 

inografia biassiale iiivolutoria che le muta 1'~ina nell'altra (II.  4.). 
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8 Xancine l l i :  Sulle superficie rigate 

Se riscontrianio al n. 6 cib che è detto sugl'incontri di una cubica 
asintotica r c o n  le d u e  direttrici della rigata, vediaino clie: Ln Rs (3,3) non 
ha punti cuspidali sulle direttrici (e quindi non ha generatrici paraboliche); 
la F 5  (3,2) ha u n  solo punto czcspidccle sulla diretfrice tripla; e cosi la 
P 4  (3, i )  ne ha due, ancora sulla direttrice tripla. Le tre generatrici uscenti 
da utio, P, di questi punti (della F5 O della F 4 )  debbono coincidere nella 
generatrice parabolica p;  poichè il lor6 piano è osculatore in P alla cubica r, 
e in caso contrario conterrebbe, su  una ger~.erati.ice cliversa da p, un punto 
di r cliverso da P. 

Risulta cosi (d'accord0 con una osservazione più generale del MOHHMANN) 
çhe: ~ k t t e  le riyate a direttrici distirzte, clze hanno per asiîttoticfie infinite 
cubiche gobbe, hanito soltanto generatrici paraboliche del secondo ordine. 

9. SULLA HAPPHESENTAZIONE PIANA DELLE NOSTHE SUPERFICIE. - Il CRE- 
MONA, nella Meiiioria citata ($1, dA una rappresentazione piaiia delle rigate 
razionali con due direttrici rettilinee, che qui ci converrà ricordare per po- 
terla applicare nei singoli casi. 

Siano AI, N le due direttrici, nz ed n i loro ordini d-i nîultiplicità ( m  2 n). 
La rigata sarà di grado m + n, ed essendo razionale avrà (.ln - 1) ( n  - 1) 
generatrici doppie. 

La rappresentazione .piana è espressa dalle formole seguenti: 

ove le xi sono le coorditîate omogenee dei punti della superficie; s, y, z 

quelle dei punti del piano rappresentativo; u, v sono forme di LE, ZJ del 
grado nt; a, 4 di grado n ;  p di grado p- n - 1, $ di grado p.-m; es- 
sendo t~. un intero che si pub assumere & 112 se w z  > n ;  e invece 2 nz + 1 
se m - n .  

Questa rappresentazione da, evidenteinente, coine immagini delle gene- 
ratrici le rette passanti per il punto O (x = y = O), e corne irnniagini delle. 
sezioni piane della superficie delle curve di ordine p, col punto O (p. - 1)-plo, 
aventi in esso le p - n - 1 tangenti fisse cq = O, e le rimanenti n variabili 
nell' involuzione 

a o + b 4 = 0 .  (9 )  

Inoltre quelle curve incontrano la retta G ( x  = 0) nei p. - m punti fissi 
+ = O ,  ed in un gruppo di N L  punti, che varia nell'involuzione 
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che hanno per asintotiche infinite cubiche gobbe. 9 

1 gruppi di nt punti di questa involuzione sulla G sono le immagini dei 
singoli puiiti della diretti-ice +IL-pla M ;  i giuppi di PL ],unLi infitiitamente ri- 
cini ad O, sui gruppi di n rette della. priiiia involuzione, rappresetitaiio i 
singoli punti della direttrice n-pla N. 

1 gruppi (Jacohiani) di 2 ( I ~ L -  1) e di 2 (rz - 1) eleinenti doppi delle due 
involuzioni rappresentano i punti cuspidali d i  JI, iV. 

Se poi si cotisidera ne1 fascio 0, oltre alla priiiia iiivoluzione (2), quella clie 
si ottiene proiettarido da O l'involuzione (3) della mtta G, le (111 - 1) (n - 1) 
coppie di rette coinuni rappresentano le (112- 1) (N - 1) gelieratrici doplbie 
della rigata. 

Come iminagini delle asintoticlie della superficie si t r o~a i io  le curve del 
fascio 

2' Cp2 (Cd, 4, - W, 0 , )  - k ( 1 1 ,  Ilp - I d ,  11,) = 0, (4) 

ove gl' indici ii~feriori 1, '2 sigiiificano clerivazione rispetto acl x, g. 

10. RIGATA DEL SESTO OKDINE A DlRETTRICI  TIUPLE, p6 (3, 3). Quando 
una rigata algebrica sta ili una congruenza lineare, si sa che l'0rdiiie delle 
asiritoticlie, deterininate al modo di LIE (n. 2), è uguale al rango della rigata. 
Qui le asintotiche (considerate in quel modo) sono di sesto ordine, cluindi 
il raiigo della rigata è 6, ossia le sue sezioni piane sono di sesta classe. 

Queste sezioni piane sotio raziondi, e poichè liantio già due punti tripli 
sulle due direttrici, dovrantio ancora avere quattro punti doppi. Non po- 
tendo esservi, fuori delle due direttrici, una linea doppia che non si coni- 
ponga di generatrici , concludiamo che la rigata ha  yuattro generatrici 
doppie. , 

Per ricoiioscere se queste quattro generatrici doppie sono nodali O cu- 
spidali, diciamo d il nuiiiei:~ di quelle nodali ed r c~uello delle cuspidali, 
siccliè : 

d + r = 4 .  

Ogni sezione piana, di sesta classe, lia due punti tripli d ie  valgono per 
sei doppi, e poi d nodi ed r cuspicli. Quindi, per la foruiolü di PLÜCRER clle 
dà la classe mediante l'orcline e il nuinero tlei piiuti dopl,i: 

6 = 6 . 5  - 2 ( 6 + d ) - - 3 r ,  ossia 2 d + 3 r = 1 0 L .  

AttnaEi di Matenzatica, Serie III, l'omo XXIX'. 9 
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10 X a  mcine l l i - :  Su l l e  superficie r igate  

Da queste due relazioni fra d ed r segue : d = O ,  r = 4. Dutique: La ri- 
g a t a  ha qua t t ro  generatrici  c u s p i d a l i  o d i  regresso. 

Una generatrice cuspidale c è tangente, in punti variabili, a tutte le CU- 
biche asintotiche della supei.ficie. Iufatti, se un piano che ruota. iiitorno 

. all'iina O all'altra direttrice viene a passare per c (e cosi due delle genern- 
trici giacenti in esso verigoqo in c), due intersezioni del piano con una cu- 
bica vençono a coiricidere ne1 putito d'incoiitro di questa curva con c. 

Il fatto che le generatrici cuspidali, tatiçenti a tutte le cubiche, sono 
quattro, si accorda con l'altro clle la sviluppabile delle tangenti ad una eu- 
bica gobba è di quarto grado, e inostra clie le generatrici  cusp ida l i  della 
F"3, 3) sono tzctt'e e sole le tangen t i  a l la  czlbica r, con l a  qua le  si gelzera la 
superficie, che s i  appogg iano  a l l a  re t ta  d ,  e quiridi aridie alla d'. (Si c,onfronti 
i! teorema di Voss citnto in principio.) 

Abbiaino già rilevato al n. 8 d i e  la rigata F 6  (3, 3) non ha geiieratrici 
paraboliclie, ossia punti cuspidali sulle due diretti-ici. III realtà la corrispoii- 
denza (3, 3) segnata fra i punti di queste dalle generatrici della rigata avrebbe, 
in geoei.de, su ciascuna direttric'e dodici punti di dirainazione, ossia puuti 
cuspidali. Ma è facile vedere clle ogrii punto d'incontro della direttrice coi] 
una generatrice di regresso assorbe tre di yuesti piinti: basta segare la ri- 
31tâ F con un piano. 1 piani parsbolici di F, passanti per una direttrice, 
lianno per tracce le tangenti condotte alla curva sezione di P da1 punto 
traccia della direttrice. Se P acquista utla generatrice di regresso, e quindi 
la curva sezione una cuspide, il nuniero di quelle tangenti subisce una ri- 
cluzione di tre unità. 

Cosi mentre una rigata di sesto ordiiie con due direttrici triple, gene- 
rale,  ha dodici generatrici paraboliclie usceriti da dodici punti cuspidali di 
una direttrice, e cos? per l'altra, la nostra rigata P6 (3, 3), avendo quattro 
generatrici cuspidali, non lia più affatto generatrici paraboliche: si pu6 dire 
clle queste sono state assorbite d a  quelle. 

11. O g n i  r i g a t a  del sesto ordine  con d u e  direttrici  retl i l inee tr ip le  e 
quat tro  generatrici  di regresso, ha per  asintotiche in f in i te  cubiche gobbe. 

Per dimostrare yuesto teorema, che stabilisce essere caralterist ico per 
le nostre F6 (3, 3) il possedere quattro generatrici di regresso, ricoi.rianio 
alla rappr'eseiitazione piana della superficie, del n. 9. 

ILI yuesto caso = t z  = 3 ;  u, v, w, 0 sono di terzo grado in a, y. Po- 
nianlo p = 4 ;  $ risulta lineare in %, y; cp è una costante. 
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che haluio  yer nsilltotic7ze irrfiwite cubiche goObe. I I  

Le ilumagini delle sezioni piaiie 

sono liiiee del quarto ordilie: liatino i i ~  O ( c = g  = O )  uii puiito triplo, con. 
le  tre tangenti n w +  b 0 = O  formariti uu gruppo di una clelle due involu- 
zioni, clle sono di terzo çrndo. Tagliano la retta G (s= O) nei tre pu-ti 
c u t e v = 0, clie format10 un gruppo clell' altra involuzione, e ne1 punto 
fisso (P) + = 0. 

1 punti base della rappresentazione sono: il punto 0, triplo, a tangenti' 
distiiite e variahili, ecl il puiito P. 

Dobbiaino introdurre la condizione ctie la  superficie abbia quattro ge- 
neratrici cuspidali. 

IL CHEMOXA considera soltanto il ciiso di generatrici doppie nodali. 
Ognuria di queste (corne diceniino a1 n. 9) è rappresentata da 'una coppia 
di rette coinuni alle due involuzioni del fascio O. Ora yuando la generatrice 
diventa .euspidale, bisogna ai-rimettere che le due rette iinmagiiii, comuni 
alle due involuzioni, si avvicinino indefinitamente, fino a venire a coinci- 
dere, ossia che la coppia cornune sia formata da  una retta doppia per l'una 
e per l'altra involuzione. 

Qui le due involuzioni, essendo di terzo grado, hanno quattro coppie 
d i  rette coinuni: inoltre ciasciiiia ha quattro rette doppie. Per poter avere 
qunttro generatrici cuspidali sarà necessario che tutte le rette doppie per 
l'uiia, siano doppie anche per l'altra. 

Se  consideriii.ino le involuzioni che si ottengono segando le precedenti 
con la 'retta G, vediaiiio che i punti doppi dell'una sono yuelli le eui coor- 
dinate cc, y annullano il Jacobiano della (3), ossia sono radici dell'equazione 

e cosi i punti doppi dell'altra sono dati dall'eyuazione 

Per quel10 clle abhinino detto, le due involiizioni d e b h n o  avere gli 
stessi punti uniti, ossia la  (6) e la (7) debhono avere le stesse rndici. Se 
indichiamn con a u n s  costante, deve essere: 
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12 M a n c i n e l l i :  Su l l e  superficie r igate  

L'eyuazione ( 5 )  delle immagini delle asintotiche si pu6 dunque scrivere: 

Essa si spezza nella (7), che viene ora a rappresentare le yuattro ge- 
neratrici cuspidali, e nella coppia di rette 

le quali passano pel punto fondamentale P ( s = O ,  $ = O ) ,  e perd rappre- 
sentano delle curve di terso ordine.  

1% RIGATA DEL QUINTO O R D I N E  A D I H E S T H I C I  TKLPLA E D O P P I A ,  F6 ( 3 ,  2). 
- Sia d la direttrice doppia, d' la direttrice tripla: d' incontra tutte le asin- 
totiche in un putito fisso P (cuspidale per la rigata) : d sta iiel piano oscu- 
latore coinune in P. 

Le sezioni piane della rigata sono di quinto ordine e di sesta classe ($1, 
con un nodo nell'intersezione del loro piano con la d, un putito trip10 a 
tangenti distinte iiell'intersezione con la d'. Sono razionali, q!iiridi debborio 
avere ancora due putiti doppi. Affitichè la classe risulti 6, dovraniio essere 
due cuspidi. Dunyue: La superficie ha d u e  geizerntrici cuspiclnli, che (n.  10) 
sono tnngen t i  in p u n t i  var iab i l i  a tzctte le asintotiche. 

Quanto a generatrici paraboliche, abhiaino già visto al il. 8 clle ve n'è 
utia sola, parabolica di secondo ordine, uscente da P. La coi~i.ispoiideiiza 
(2, 3) fra i punti delle due rette direttrici condurrebbe, in generale, all'esi- 
stenza di sei punti cuspidali su  d e otto su d', ina gl'incontri c,on le due 
generatrici cuspidali ne assorbono sei su ogiii direttrice (n. IO), e sulla d' 
il punto P, essendo di secondo ordine, equivale ai  due che riniarrehbero. 

Unn r i g n t n  del qu in to  ord ine  a direttrici  d is t in te  t r i p l a  e dopp ia ,  clte 
7 ~ a  per  asintotiche in f in i te  cubiche gobbe, ha m a  generatrice parabol ica di 
seco~zdo ordine ,  e d u e  generatrici  cusp ida l i .  

13. Ora, ricorrendo alla rappresentazione piana, diinostriaino che, in- 
versaiilente : U n a  r i g n t n  de2 qu in to  ord ine  a direttrici  d is t in te  t r ip la  e doppia ,  
do ta tn  d i  d u e  generatrici  czcspidnli e d i  a n a  generatr iceparabol icn d i  secondo 
ordine ,  ha per  nsintotiche in f in i t e  ctcbiche gobbe. 

111 questo caso porreino, rie1 ri. 9, tu = 3, n = 2, e poi p. = 3. Le u, v 

(g), Vedi il principio del 11. 10. 
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che h a n n o  per asintotiche in f in i te  cubiche gobbe. 13 

sono dunque di terzo grado in x, y, le o, 9 di secondo grado: lg e +.sono 
costa nti. 

Kagionanclo coiiie al n. 11 si vede che l'esistenza di due getieratrici di 
regresso esige che fra i Jacobiani delle due involuzioni si nbbia. 

ove K indica una fornia quadi.aticit di x, y: Questa, uguagliata a zero, d à  
quei due piinti doppi dell'iiivoluzione (3) della G, che sarebbero iniinagiiii 
dei punti cuspidali di d' ~ l o n  assorbiti dalle intersezioni con le due geriera- 
trici di regresso. Ora noi vogliaiiio a r e r e  unn generatrice parabolica d i  se- 
condo o r d i n e :  bisogna duiique clle quei due puiiti cuspidali coincidano, ossia 
cbe x sia il yuadrato di una forma litieare f (x, 9). 

Posto ci6 nella relazione precedente, e sostituendo nell'eyuazione (4) delle 
iriimagini delle asintotiche, vediaino che essa viene a spezzarsi nelle due : 

La prima rappresenta le immagiiii delle due generatrici cuspidali della 
superficie, la seconda uua coppia di rette passanti per il punto z =O,  f = O. 
Vediaino cosi clle ne1 caso attuale le asintoticlls si spezzano iii cubiche rap- 
preset-itate da1 fascio delle rette usceriti da quel punto. 

14.. RIGATA DEL Q U A R T O  OHDINE A DIItETTHICI TRIPLA E SEMPIAICIC, F4 (3, 1). 
- Sia d la direttrice seinplice, d' la. direttrice tripla: d' incontra tutte le asiri- 
totiche in due putiti, P, P' (cuspidali per la P); d sta nei idalivi piani 
osculatori. 

L e  sezioni piaile, del quarto ordine, avendo ilil puiito trip10 nell'iiiter- 
sezione con d', non possoiw avere altri punti inultipli. L a  s u p r f i c i e ' ï t o u  ha, 
dutique, generatvici  doypie .  l i a  i w e c e  (11. 8 )  d u e  g e u e r a t ~ i c i  pnrnboliche d i  
secoîzdo ordine ,  uscent i  (in P, Y'.  

Diinostria~no ora clle, inversaiiieiite, o g ~ z i  r i g a t a  del quar to  ord ine  cc d i -  
rettrici  triplm e setrtplice, dotntn. d i  d u e  gelteratrici puraboliche d i  s e c o d o  or.- 
d ine ,  ha per  asintotiche infiphite czcbiche' gobbe. 

Ricorreiido, al solito, alla rappreseiititzione piaiia del n. 9, abhinmo *la = 3, 
n = 1 ; ponianio p. = 3 : u, v sono di terzo grado in x, y ; o, 8, y sono lirieari, 
1 1  costante. 
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14 df a n c i n e k  1 i: Sulle szcperficie rigate 

L'involiizione (3) del ii. 9, del terzo grndo, 11a quattro punti doppi clle 
coincidono a due a due, per l'ipotesi che la superficie abbia due generatrici 
p:iraboliche di secondo ordine. Quindi il suo Jacobiano sarà il cjuadrato di 
una forma quaclratica f (x, y), cioS: 

L'equazione (4) delle iinniagini delle asintotiche diventa : 

Queste iminagini (tenuto presente che ora a, 8, -o, 6, è utia costaiite) 
si spezzano in due coniche, variabili ne1 fascio: 

Tali coiiiclie passano per 0, che è punto fondamentale, doppio, della 
rappresentazione piana, e toccano in esso la retta p = 0, che è pur tangente 
fissa in O alle iinmagini delle sezioni piane della rigata. Dunque le coniche 
sono imrnagini di cubiclie delln F ;  queste cubiche comporranno le asinto- 
ticlie del secoiido sistema. 

15. Il BIOCHE, nei f3S 14-15 della blenioria citata, rileva coine notevole 
uiia superficie rigata del quarto ordine avente per asititoticlie iutinite cubiche 
gobbe, e tale che, su ogni corda di ciascuiia di queste, i due punti d'ap- 
poggio separano artnonicamente gli ulteriori due punti d'incontro con la 
superficie. 

Coine equazione di questa superficie egli ottiene, in coordinate omogeriee: 

e diinostra che questa è la sola rigata del quarto ordine, con una diret- 
trice tripla ed uiia sernplice, che goda della proprietà di aminettere trasfor- 
inazioni ornogratiche in' sè, diverse dalle collineazioni biassiali aveiiti le due 
direltrici per assi. 

Ora merita di esser notato clie questa superficie è proprio la più. ge- 
nerale r i g a t a  del quarto ordine c~vente per asintotiche infinite czcbiche gobbe. 

Infatti, assunte le direttrici, tripla e semplice, rispettivainente corne 
re tte fondamentali y = x = O e x =. t = O, 1' equazione della superficie si 
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che h a m o  per asintotic7w i n f i d e  cubiche gobbe. 15 

potrà scrivere : 

x f (y, x )  + t g (y, 2 )  = 0 

dove f, g sono forme cubiche di y, z. 
Supponialno poi che i piani ix: = O, t = O siano precisaiiiente i due piani 

parabolici passanti per la direttrice semplice: piani che, coine sappiamo, 
debk~ono incontrare la superficie ognuno iti una generatrice parabolica di 
secondo ortline, ossia da con tarsi tre volte. E precisainente siano z = y = O 
e z = t = O le rispettiire due generatrici paraboliche. Allora f e g si ridur- 
ranno, a trieno di fattori costanti, a ed a y3, e l'equazione (9), eventual- 
mente coti un cainbiainerito ne1 punto unità, si ridurrà alla (8) del BIOCHE. 

16. CENNI SU QUELLE, FRA LE NOSTHE SUPERFICIE, CHE STANNO IN UNA 

CONGRUENZA LINEARE SPECIALE. - Queste superficie sono la F" la F4,  la P', 
che costituivano i casi 8O, 4O, 6 O  del 11. 6. 

Ci6 che si è detto allora, iri relazione con un'asiutotica r, e quel10 che 
s'è visto poi per le superficie di una congrueiiza lineare non speciale, delle 
yuali le superficie attuali possono riguardarsi corne limite, conducono alle 
proposizioiii seguenti. 

La rigata P6 con direttrice unica avrà ancora quattro generatrici cu- 
spidali (tangenti a tutte le cubiclie asintoticlie) e iiessuna generatrice pa- 
rabolica. - 

La P4 con una direttrice doppia, unica, ha una generatrice cuspidale 
(tarigente alle asintoticlie) ed una generatric'e parabolica ordinaria. - 

La P3 con direttrice doppia unica, di CHASLES-CAYLEY, presenta, co~ii'è 
noto, sulla retta direttrice d ur'i punto singolare P, tale che la generatrice g 
variabile, passante per uti putito mobile su d, vietie a cadere in d quando 
questo punto passa per P. Il piano g d ha per limite un piano 6 clle incontra 
la F 3  in d contata tre volte. Le cubiclie asintotiche passaiio per il punto P 
ed hanno, in esso, d per tangente e 8 per piano osculatore. 

Possiamo diinostrare, per yueste cubiclie asintotiche della P3, una no- 
tevole proprietà: cioè che le m' corde t irate  a d  esse d a  un punto deRa r i g n t a  
fornaano un fmcio  (astrazion fattn, s'interide, delle corde di quella cuhica 
che passa pel punto considet~ato). 

Infatti ricordiaino anzitutto che, chiainando coniugat i  rispetto ad una 
C V u e  punti situati su una corda di questa e coniugati arnionici rispetto 
ai punti d'appoggio, i coniugati rispetto ad una CS dei puiiti di un piano 
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16 N a n c i n e i l i :  Sulle superficie rigate che hanno per nsintotiche, ecc. 

osculatore a questa, formano una rigata cubica, avente per unica direttrice 
rettilinea la tangente alla CS relativa a quel piano osculatore, e per la q u d e  
la CS è un'asintotiea. 

Applicliiaino clutque il coniugio rispetto alle oo' asintoticlie di terzo 
ordine della P 3  data, a trasforn~are i punti del piano singolare 8 diarizi 
noininato (osculatore a quelle Gy). 1 coniugati di yuei punti dovraiino sempre 
costituire la P Y a t a ,  visto clle è ben determiiiata uiia P 3  rigata dall'avere 
una data Ca coine asititotica e una tangente di questa coine direttrice. S u  
ogni corda. di uria delle m' C3 asintotiche, 1'ulterioi.e punto d'incoutro con 
la P 3  e la traccia su 8 saranno coniugati arn1onic.i rispetto ai due punti 
d'appoggio della corda. 

Fissato un purito R su F3,  e tirate da esso le corde alle m' asititotielie 
(non passanti per R), i coniugati arinonici di R rispetto alle coppie dei 
punti d'appoggio staranno su 8. D'altra parte essi debbono stare anche 
sulla yuadrica polare di R rispetto ad F\ quadrica clle coiitiene la rettü 
doppia d, e percih sega ulteriormeote 8 in utla retta. Su yuesta duiiqiie 
stanno quei coiiiugati tlrnioiiici, siccliè quelle corde tirate da R forniaiio 
un fascio. 
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Sulla teoria generale delle trasformazioni di 
Ribaucour, e sue applicazioni alla genera- 
lizzazione delle trasformazioni di Darboux. 

(D i  PASQUALE CALAPSO, a Nessina.) 

L a  presente mernoria si compone essenzialrnente di due parti ; la prima 
si riferisce alle proprietà delle trasformazioni di RIBAUCOUK i n  generale, l'altra 
ha per iscopo di ottenere un tipo speciale di trasformazioni di RIBAUCOUR, 
che coinprenda come casa particolare varie trasformazioni finora studiate, 
come le trasformazioni di DARBOUX e quelle di EISENHART. 

Le considerazioni con cui si ottengono tali speciali trasformazioni sono 
basate principalmente su1 teorenza generale d i  pe~mutabilità (*), per il clie ho 
trovato opportuno dare alla prima parte una forma piuttosto estesa, richia- 
rnando i teoremi già noti per le ricerche di BIANCHI e DEMOULIN (**) ed ag- 
giungendone dei nuovi; in guisa che la teoria riniane preparata per le ri- 
cerche ulteriori, ed altresi per uao studio sulle trasformazioni delle superficie 
di GUICHARD che pubblicherb prossimamente. 

Il punto da cui si parte è la considerazione di una superficie S e di due 
superficie S, e & contigue a S per trasformazioni di RIBAUCOUH; le su- 

(") Il primo enunciato del teorema di permutabilità per le trasformazioni di rie au cou^ 
si trova in una Nota pubblicata da1 BIANCHI nei Rendiconti dei Lincei (Aprile 1904). Recen- 
temente è stato esteso dall'autore ai sistemi n ~ z i  ortogoiiali nella Nota: Sul teorema getbe~ale 
di permutabilità per le trasforlnazioni di Ribaucour dei sistemi ?zpZi ortoyolzali [Reale Acca- 
demia dei Lincei, vol. XXV1, serie 5', 2O Sem., fasc. 6O, anno 191'71, e nella Memoria: Le 
trasformazioni di Ribaucour dei sistelni ~ L P Z ~  ortoyolzali e il teorema generale di permutabilità 
[Annali di Matematica, T. XXVII della serie III; pag. 183 e seguenti]. 

(**) DEMOULIN, Sur lu tra~zsforiizatiou (le IZibai~:otrt. [Comptes Rendus, anno 1910, vol. 150, 
pag. 85 e seguenti. - Sur les systèrt~es e t  les coiigrueizccs k [I. c., pag. 156 e seguenti; pa- 
gina 310 e seguenti]. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Somo XXIX. 3 
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18 Calapso: Sulla teoria generale delle trasforma~io~i  d i  Ribaucour, 

perficie S ed 8, sono le due falde di u n  inviluppo di sfere ed in esse si ri- 
guardano corne corrispondenti i punti P e Pi di contatto di ogni sfera con 
S ed S I ;  similmente per S ed S,. 

In yuesto modo ad. ogni punto P di S corhpondono rispettivamente 
due punti P, e P, sulle superficie S, ed S , ,  e rimane cosi individuato un 
circolo che indichianio con P P, P, . 

Il sisteina di circoli che nasce nella maniera indicata è detto con DE- 
MOULIN un sistenza I<, ed è chiainata congruenxa IZ la congruenza formata 
dagli assi dei circoli. 

Si possono presentare effettivamente due casi ; le imnzagini sferiche delle 
rigate della congruansa (corrispondenti alle Zinee di cztrvatura d i  S )  formano 
due sistemi dist iut i  di Zinee. Questo caso, studiato da1 DEMOULIN, ha condotto 
l'autore ai seguenti teoremi: 

1. Le'sviluppcçbili della congruensa I< corrispoudono aile linee di cur- 
vatura d i  S. 

11. Sopra ogni raggio della coîzyruenaa i fuochi sono le intersexioni del 
raggio coi piani delle sesioni yrincipali della superficie S ne1 punto cor& 
spondente. 

Da1 modo poi di comportarsi delle equazioni di trasformazione per 
quanto riguarda l'iininagine sferica, sono stato indotto a studiare la trasfor- 
inazione di COMBESCURE dei sistemi K, e sono pervenuto al seguente teorerna : 

I I I .  Per ogni sistenza IC di circoli, esiste una trnsformazione di Combe- 
scure tale che i circoli del sistema trasformato sono tutti ortogonali ad una 
sfera fissa. 

Pub accadere invece che, pur essendo ben distinte le superficie Si ed 
S,,  le immagi~zi sfericlze delle rigate della congruenecc (corris~ondenti alZe 
linee d i  curvntacra d i  S )  mon formino due sistenzi distinti d i  linee; ne1 quale 
caso il relativo sistema K è stato da me detto singolare. 

Io ho dimostrato l'esistenza dei sistemi K singolari ed ho osservato che 
anche in questo caso sussiste il teorema 111, cioè clie il sistema ma di cir- 
Coli PP, P, si pub portare per trasformazione di COMBESCUHE in un sistema 

- -. - 
di circoli P P, Y, tutti ortogonali ad una sfera fissa; nia qui lia luogo la - - -  
circostanza particolare clie i circoli P P1 P, sono anche ortogonali ad u n  
piano fisso e formano quindi un sistenza ciclico. 

Stabilite queste proposizioiii, viene diinostrato il teorema d i  permutnbilità 
che si enuncia ne1 seguente modo: 

-Se ad una superficie S sono cordigue, per trasfor,mxioni d i  Iiibaucour, 
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e sue applicazioni alla generalizxaxione delle trasfoi-nza~ioni di Darbozcx. 19 

due altre superficie S ,  ed S,  , esistono oo' szcperficie S' (declzccibili per qua- 
drature) tali clze ogni superficie S' è co~itigucr, per trasforniazioni d i  Ribau- 
cow,  alle medesime stlperficie S, ed S, . 

La dimostrazione di questo teoretna è fatta sulla traccia di quella data 
dall'autore medesimo; e sempre sulla traccia deli'autore è osservato che le 
funzioni trasforniatrici per le quali si passa da S ,  ad S' si compongono li- 
nearmente ed omogeneainente con due loro sisteini particolari di valori, per 
il che è detto che le superficie S' forniano un fascio. Se allora si considera 
altresi il fascio a cui appartengono S, ed S, il teorema di permutabilità resta 
cosi completato : 

S i  hanno due  fasci di superficie tali clze due superficie, prese ad arbitrio 
l'una ne1 primo fascio, l'altra ne1 seoondo fascio, sono fra loro Eegate da una  
trasfornzazione d i  Ribaucour (*). 

Dopo questa proposizione, che è la più importante della teoria sia in 
sè stessa che per le applicazioni, vengono dimostrati alcuni elegantissiini 
teoremi pure dovuti al BIANCHI che si riassumono nelle proposizioni seguenti : 

Il patnto P' della superficie S', che corrisponde al punto P di S, appar- 
tieue al cjrcolo P P, Pz ; se si considerano tutte le superficie S', ciasczcna delle 
quali p e s a  con S, S i ,  Sa fortna la quarta superficie del leorema di  persnu- 
tabilità., le norvvtali nlle superficie 8' n e i  pu,nti ove itzcontrano uno stesso cir- 

colo P P ,  Pz si distribuiscono szillz generatrici di  u n  iperboloide rotondo (in 
particolare giacciono nel piano del circolo mantenendosi equidistanti dal- 
l'asse). 

Se oltre alle superficie S' si coiisiderano anche le superficie Z del fascio 
a cui appartengono S ,  ed S,, si trova che il punto P" di  2 appartiene pure 
al circolo P P, P, e le normali alle superficie 1 nei puriti d'incontro con 10 
stesso circolo P P ,  P, si distribuiscono sulle generatrici del10 stesso iperbo- 
loide (O in particolare giacciono ne1 piano del circolo se cib avveniva alle 
noi*mali d i  S') ;  se non che le normali ad S' appartengono ad uno stesso 
sisterna di generatri&, rrientre le norniali alle superficie appartengono al- 
l'altro sistetna di generatrici. 

Io ho chiainato con DEMOULIN sistenta I< di prima specie un sisteina Ii 
di circoli per i quali le normali alle superficie S', nei punti ove incontrano 
uno stesso circolo, giacciono nel'piano del circolo medesirno; per un tale 
sistetna IZ il DEMOULIN ha dimostrato che la relativa congruetiza E è ciclica 

(*) B L A N C H I ,  Le trasfornzaziotzi di Ribaucour, ecc. ; 1. c., pag. 815. 
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ed i l  sistemm normale  d i  circoli associato a l la  congruenza s i  ottiene assumendo ,  
per  ogn i  ragg io ,  i l  circolo i n v i l u p p a f o  da l l e  n o r m a l i  a d  S. l u n g o  i l  circolo 

P Pi p 2  ; 
l n  particolare se le norrnali ad S' sono tangenti al circolo PP,  P,, il 

sistema K è per sè stesso ciclico. 
Io ho voluto studiare a fondo questo caso, che si presenta colne la ge- 

neralizzazione del sistema ciclico di GUICHAKD, e sono pervenuto ai risultati 
seguenti : 

S e  S ed S, sono le d u e  falde d i  un i n v i l u p p o  d i  R ibaucour ,  le tangen t i  
isotrope n e i  pzci~t i  corrispondenti  P e Pi s i  tagl iano in d u e  p u n t i  Po e P',; 
l a  retta Po P', descrive una congruenza ciclica e i p u n t i  Po e P', descrivono 
d u e  superficie fornzanti alla loro volta le d u e  falde focali d i  un nuovo  invi- 
l u p p o  d i  sfere.  

Considerando poi le quattro superficie S,  S , ,  S , ,  S' del teorema di per- 
mutabilità ne1 caso che diano luogo ad un sistema Ii di seconda specie, 
siano 

Po e P', i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S i ,  
Q ,  e Q', i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S , ,  

Mo e A l ' ,  i punti cornuni alle tangenti isotrope di Si ed S' ,  
No e N t o  i punti comuni alle tangenti isotrope di S, ed S', 

e si indichino rispettivamente con 

le sfere che dànno origine agl'inviluppi 

Considerando allora le coppie di punti 

si ha :  
1. L e  rette Po Pro,  Q, Q', , A I o  JI', , No N', concorrono in un p u n t o  O' 

dell'asse del circolo P P, P, . 
I I .  Il prodotto delle d is tanze  che i l  punto  0' ha d a i  p u n t i  delle var ie  

coppie è u g u a l e  a l  p m d r a t o  della d i s t a n z a  che i l  punto  O' ha d a i  v a r i p u n t i  
del cerchio. 
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I I I .  I sei punt i  otteîzuti, sopprirnendo l a  rna coppia, appartengono a l la  
sfera z,. . 

IV. Qzcattro pzcnti ottenuti, prendendo ad arbitrio due punt i  d i  una 
coppia e due punt i  d i  u d a l t r a  coppia, appartengono senzpre ad  un circolo. 

Si chiude la parte generale con alcune osservazioni sui casi particolari 
del teorema di perrnutabilità, e i principali risultati si riassumono nei se- 
guenti teoremi : 

S e  ztna delle superficie S , ,  S, contigue ad  S per trasfornzazioni d i  Ri- 
bazccour è dedzccibile d a  S nzediante l'inversione, le superficie S' (ciascutza delle 
quali  con S,  S I ,  S, fornza la quarta superficie del teoremna d i  pertnutabilita) 
s i  ottengono tutte in termini  finiti. 

Una trksformnasione d i  Ribaucour è semnpre decomnponibile ( a  wzeno d i  ztna 
inversione) ne1 prodotto d i  d.ue trasfornzazioni d i  Ribaucour, e ci6 in inf ini t i  
nzodi. 

È da osservare che supponendo ad esempio S,  deducibile da S mediante 
l'inversione, fra le superficie 5' ne esiste una deducibile da S, pure mediante 
l'inversione. 

Segue che si passa da S ad S' operando prima un'inversione che porta 
S in S, e poscia una trasformazione di RIBAUCOUH che porta S, in S ' ;  op- 
pure si pdb operare dapprima una trasformazione di R~BAUCOUR clle porta 
S in S, e poscia un'inversione che porta S,  in S'. In questo senso le tra- 
sfor,ntazioni d i  Ribaucour sono pernzutabili con le inversioni. 

Infine viene considerato il teorema di permutabilità ne1 caso in cui il 
sistema di superficie S, S I ,  S, dà luogo ad un sistema I< singolare; si è 
detto che i circoli PP, P, sono ortogoiiali ad un piano fisso x ;  l'importanza 
di questo piano per quanto riguarda il teorema di permutabilità risulta,dal 
seguente teorema : 

S e  i l  sistema d i  superficie S ,  S I ,  S, d a  luobo ad  zcn sistema K singolare, 
s i  ottiene nez rnodo pi& generale u n a  superficie S' assumendo u n a  superficie 2 
e trasformandola mediante m a  s i~mnetr ia  rispetto al piano i~. 

Stabilite queste proposizioni fondamentali sulle trasformazioni di RIBAU- 
COUK in generale, viene indi intrapreso 10 studio di speciali trasformazioni, 
che si presentano come una generalizzazione delle trasformazioni di DARBOUX. 

Siffatte trasformazioni operano sopra superficie appartenenti ad una 
classe che ora definiremo, e sono 'condotte in modo che la superficie trasfor- 
mata appartiene sempre alla classe. Considerando poi tre superficie S, S I ,  S, 
appartenenti alla classe, e tali che S ,  ed S, siano contigue ad S per trasfor- 
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028 Calap s O : Sulla teoria generale delle tras fornzazioni di Ribaucour, 

mazioni di RIBAUCOUR, si sa che esistono infinite superficie S' a ciascuna 
delle quali S, ed 8, sono pure contigue per trasformazioni di K r ~ ~ u c o u n ;  
di qtce.de. superficie S' semnpre una ed ujza sola appartiene alla classe. 

Si perviene a questi risultati con la considerazione seguente. 
1 coefficienti E, G .dell'eleniento lineare di una superficie, riferita alle 

linee di curvatuïa, si possono sempre mettere sotto la forma 

Assumendo in particolare 5 = cost. si ha la classe ben nota caratteriz- 
zata dalla relazione 

E - G = cost. (2) 

Fra .le trasformate di COMBESCURE delle superficie di questa classe esiste 
una superficie isoterina, i cui coefficienti dell'eleniento lineare hanno le 
espressioni 

\ l E , = e @ ,  J G , = e @ ,  
e si ha la relazione 

cosh @ -4% - senh @ . ,;& = 1. (3) 

Otteniamo una generalizzazione della classe di superficie (8) prendendo 
5 funzione dei parametri u e v che individuano il punto della superficie (l), 
con la sola condizione che la (1) aminetta uiia trasforniata di COMBESCURE 
nella relazione (3). 

Una tale superficie è detta Superficie G, e la sua trasformata di COM- 
BESCURE nella relazioiîe (3) è detta Superficie I conizcgata alla G. 

Si hanno i teoreini: 
Una superficie G awtwzatte infinite superficie I ad esscc coniugate, dipen- 

dent i  da una costar~te arbitraria; se P e Q descrivono due superficie coniu- 
gate G ed I, tutte le superficie coniugate alla G si ottengono a meno di 
ornotetia conîe luogo di un punto clle divide il segiiiento PQ in un rap- 
porto costante arbitrariainente asseguato. 

Una superficie G amwzette infinite trasfornzccte di Ribaucour che sono an- 
cora superficie G. 

Il passaggio dalla G ad una sua trasformata G, richiede l'integrazione 
di un sistema illinzitatam~zte integrdile in sette funzioni incognite, Omo- 
geneo, risoluto rispetto alle derivate delle funzioni incognite e contenente 
altresi due relazioni finite. 
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Il sistema contiene inoltre esplicitamente unjx costante arbitraria m, onde 
ho chiainato Dm la trasforrnazione che porta G in '  G , ,  per indicare che si 
presenta come una trasformazione di Dccrboux; geizeralizzata (*). 

La trasformazione di DARBOUX si presenta generalizzata sotto duplice 
aspetto; prima perchè le superficie G coinprendoïio le (8) corne caso parti- 
colare, poi perciiè la trasformazione introduce' ogni volta Cinque costanti 
arbitrarie. 

Silssiste infine per le superficie G il teorenia di permutabilità sotto la 
forma seguente : 

Se di k a  superficie G si ottengono due nuove superficie G ,  e G, mediante 
le trasformazioni D ,  e D, , esiste una quarta superficie G' pienamente deter- 
minnta e ' costruibile iiz termini finiti, che è legnta alla sua volta alle medesime 
superficie G ,  e G, d a  due trccsfortizazioni D, e D, colle costanti n, nz invertite. 

Rimane cos1 esteso alle D, generalizzate il teoreina di perniutabilità per 
le trasformazioni delle superficie isoterme dovuto al BIANCHI, e fatto cono- 
scere dall'autore nella Memoi-ia: Ricerche sulle superficie isoterme, ecc. [An- 
nali di Mateniatica, t. XI della serie III, pag. 93 e seguenti]. 

Si chiude il presente lavoro osservando che dalle trasformazioni D, ge- 
neralizzate .si possono in particolare dedurre le trasformazioni di EISENHART 
(trasfornia&oni E,) per le superficie di G U ~ C H A R D ,  considerando una super- 
ficie di GUICHAHD come una superficie G che sia coniugata alla sua rappre- 
sen tazione sferica. 

l n  alcune ricerche che pubblicherb prossimamente sarà esposto uno 
studio sulle trasformazioni E, e sulla loro espressione in trasformazioni di 
GUICHARD e di DAKBOUX; e di tali iinportanti trasformazioni, dovute ad EISEN- 
HAHT, sarà anche fatta l'estensione agli spazi di curvatura costante. 

(*) Vedasi DARBOUX, Sur les surfaces isothermiques. Annales scientifiques de l'école nor- 
male supérieure, tom0 XVI, troisième série, pag. 491 e seguenti. 
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1. Sia una superficie S riferita alle linee di curvatura, per la quale 
adoperiamo le consuete notazioni ; è noto (*) clle per ottenere ne1 modo più 
generale una sua trasformata S, di KIBAUCOUR, basta assumere una solu- 
zioiie del sistema 

8 1 -- 1 a @  --- - n 
:J. + -- IV + 112 qJ 

d u  dG d u 1  JE i 
I 

(*) Vedasi la mia Mernoria: I ~ ~ O ~ I L O  agl'inviluppi di sfere, sulle cui superficie foeuli si 

eorrispondono le linee di eurvatwa [Annali di Matematica, tom0 XXVI della serie III, pa- 
gina 151 e seguentil. 
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con la relazione 
À2 + p2 + 1v2 = 2 '112 + 0 ,  

in cui, rn è una costante arbitraria diversa da zero. Le coordinate del piinto 
che descrive la trasformata S ,  sono date dalle forinole 

e per gli elementi relativi alla superficie SI si ha 

l2 hy. x,] x(:)=.~[(~--+ - 1) x1 + nlilo x, + - t n + .  

~ ( ~ ) = c f l [ m ~ x l  + ( 1 ) G G  " - ' ) X2+i+ x,] (*) 

X(1) - h w  11. 12' 
3 - [-+XI+-&+ -- 

W + G  (" . 1) x.1 

in cul d ed 5" indicano l'uoità, positiva O iiegütiva, in guisa che le espres- 
sioni (5) di @, e risultano positive. 

Da queste si ha altresi 

È utile osservare fin d a  ora che le funzioni trasforiiiatrici relative a l  

Annali d i  Matemuticu, Serie I I I ,  Toino XXIX. 4 
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passaggio itiverso da S, ad S  sono 

e le (3) si possono anche scrivere 

9. Assumian10 due trasforniate di RIBAUCOUH S I  ed S, della superficie 
data 5, e indichianio con 

le funzioni trasformatrici relative al passaggio da S ad 8, , e con 

le funzioni trasfoiinatrici relative al passaggio da S ad 8,. 
Noi suppotiiümo che- le (9) soddisfino al  sisteiria (l), (9); e le (10) sod- 

disfino al sistema analogo ove alla costante sia attribuito un  valore n di- 
verso da nz; inoltre le differenze 

le supporreino espressainente diverse da zero. 
Per ogni punto P della superficie S si hanno in corrispoiidenza due 

punti P, e Pz appartenenti rispettivanieiite alle superficie S I  ed 8 , ;  i punti 
P, Pl ,  P2 non sono in linen. retta e individuano percib un '  cerchio. Si ge- 
nera cosi un sisteina oo2 di cerchi che chiamereino con DEMOULIN un si- 
stema Ii; chiaineremo altresi congruenzn R la congruenza. fonnata dagli assi 
dei circoli. 

Per riclliamare le proprietà generali dei sisteiiii K, conviene iritrodurre 
i punti in cui il raggio incontra i piani principali di S ;  indicando con Q' 
l'intersezione col piano normale passante per la tangente alla linea 9 e con 
Q" l'intersezione col piano riorniale passante per la  tangente alla linea .uy 
avremo per le coordii~a te di Q' 
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e per le coortliiiate d i  Q" 

inoltre le coordinate (oinogenee) della direzione del raggio della congrueiiza 
sono 

Pet 10 sviluppo della presente Nemoria è utile preparare le derivate 
delle espressioni p,9v2 --p., r u , ,  w, 1, - w, A ,,...; esse si ottengono facil- 
mente osservando le equazioni (l), (2) per A , ,  p., , I V ,  ,. . ., e le ünaloghe per 
1 2 ,  P a ,  .lu,,... 

Si ha :  

d D 
- ( ~ l ~ ~ 2 - p 2 ~ ~ l ) = - ( ~ i ~ 2 - ~ 2 p . ~ ) -  

1 d J Ë  
du .  JZ 46 dv (WL ).2 - 1c2 11) 

d 1 a , E  
-(p.] W2-/L2?U ) - - 
d v - J E  d~ 

(1v, ;, - 10,ir,) + '112 n, w, - n n, tu ,  
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 ene en do presente queste formole facilniente si deducono le derivate 
delle funzioni Y, ri', r', X, Y, Z sotto la forma 

3. Premesse queste formole fondamentali passiatno anzitutto alla ri- 
cerca delle sviluppabili della congruenza K; la loro equazione differeiiziale è 

d n '  d Y  y 
8th aU 
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$1 

Tenend conto delle espressioni 4), (16), 17) si riconosce subito che 

in quanto agli altri deterininanti della (18) sono nulli; quindi se l'espressione 
cp, n, - cp2 il, è diversa da zero si ha il teorema: 

Le sviluppabili della congruenza K corrispondono alle linee d i  curvatura 
della superficie S. 

Possiamo formare facilmente l'equazione di LAPLACE a C U L  soddisfano le 
funzioni X, Y, Z. 

A tale scopo osserviaino l'identità 

rimanendo nell' ipotesi che y, il, - cps ni è diverso da zero, vediamo che 

a x  a x  0, dalle (17) e (14) possiaino esprimere XI, X,, X ,  mediante X ,  - -. 
d u  d u  

teniamo cosi 
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X ,  = 
na fi, p9 - n Q, pl -- dX 

,na n (pi oz - y, QI )  (p ,  ni, - ps @Il) d .u 

Osserviamo ancora le relazioni 

1 aJG -- - (m Y1 1 2  - n y2 hl)  + JE 8 %  
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in forza di queste si calcola dalle (17) la derivata seconda mista della fun- 
zione X sotto la forma 

d" 1 ?JG 
- ( m  y ,  IV, - n cq, lu,) - - 

d u d v  - J E ,  au  XI - 

Se ora sostituiamo in questa per X I ,  X , ,  X ,  i valori dati dalle (H), ot- 
teniamo con facile calcolo l'equazione 

in cui abbiaino posto 

4. Passiamo ora alla ricerca dei fuochi. Dalla piiina delle (16) segue 
subito che uu fuoco è il puiito Q'; per avere l'altro fuoco osserviamo clie 
un  punto qualunque del raggio della congruenza ha le coordinate della forma 

se esso è il fuoco richiesto facendo variare v solamente descrive una curva 
tangente alla retta; percib si dovrà avere 
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ed essendo 

risulta per p il valore 

ed in conseguenza si hanno le coordinate del fuoco sotto la forma 

corne per altro era chiaro geometricamente. 
Confrontando questo risultato con la (13) risulta subito il teorema: 
Sopra ogni ruggio (u, u)  della congruenza K i fuochi sono le intersesioni 

del raggio coi piani delle sexioni principali della superficie S, ne1 punto (a, a): 

5. Per completare queste generalità operiamo una trasformazione di 
COMBESCUHE, trasformando la superficie S in una superficie g, data dalle 
for niole 

Si ha: 

e per dedurre utia trasformata SI di S possiaino mantenere le stesse 
funzioili 

X I  7 FI  7 m l ,  T l ,  R I ,  
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ed assurnere due nuove funzioni. Tl , < dalle formole 

8 F I  a Tl 
-= (nt 9, t îz  lg,) 1, ; -- = (112 ni + n nz) pi ; d u  d v 

Poicliè nelle (4) iritervengono soltanto le funzioni X, p., ru si conclude 
che la superficie 3, è una trasformata di COMBESCURE di S,. 

Siinilinente per dedurre da S una seconda trasformata di RJBAUCOUH S2 
possiamo man tenere le funzioni 

1 2 ,  Pz, wz, %, Q z ,  
ed assuaiere 

e questa superficie S, è una trasforinata di COMBESCURE di S,. 
Possiamo allora considerare per ogni punto P della superficie S, i punti 

P, e & rispettivamente corrispondet~ti di S, ed 8,; ed in Conseguenza il 
- - -  

circolo PP, Pz die giace in u n  piano parallelo al piano del circolo PP, P,. - - - -  
Il sisteina ooa di circoli P Pl Pz si dirà derivato da1 .sisteii~a -di circoli 

PP, P, per trasformazione di COMBESCUHE. 
Se consideriamo I'espressione 

facilinente vediaino, clle per le equazioni del sistema fondamentale e per le 
(34) e (3û), le derivate sono nulle e percib essa è una costante; anzi pos- 
sianlo ritenere tale costante positiva e cliversa d a  zero, disponendo nelle 
(34) e (35) di una costante additiva; dunque scriverenîo 

- - -  
Cib premesso consideriamo uno dei punti in cui il circolo PP,  P, è in- 

contrat0 colla sfera 
x;+ y : + z : = 2 c ;  

Amaali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXIX. 
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detto P3 questo punto, scriviamo le sue coordinate sotto %la forma 

si dovrâ avere 

- - - - 

$JI  ?V, - d/, I V l  + B H $ 1 n J 2  - < I P v I  
J I 2  +- N a  + 1z2 - 2 N = O, 

P l  TV2 - pz fl)l IL, "v, - lJ.2 Wl 

donde seguono facilmente le relazioni 

-. - 
La loro interpretazione è facile; esse espriinono che il circolo P P, P, 

taglia ortogonalinente la sfera ne1 punto P, ;  dunque: 
Per ogni sistelna Ii; d i  circoli esiste ana trasformaxione d i  COMBESCUHE 

tale che i circoli del sistema trasfor.lîzato sono hrtti ortogonali ad una sfera 
fissa. 

6. Ora vogliarno esaiilinare il caso finorn escluso in cui si annulla 
l'espressione p>, n2 - ye ni ,  per decidere anzitutto tra i risultati precedenti 
quali continuano a sussistere, e per rilevare inoltre le proprietà speciali a 
cui la nuova ipotesi dà luogo. 
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nell'ipotesi attuale il determinante è nullo, e quindi l'inîmagine sferica della 
congruenza non d à  luogo a due sistemi distinti di linee u, W. 

In tali condizioni il sistema K si dira singolare. 
Occorre anzitutto dimostrare l'esistenza di sistemi K singolari. A tale 

scopo supponiamo di partire da una soluzione 

del sistema fondamentale; indi poniaino 

Si determina p dalle condizioni . 

e si trova p = cost; sicchè avendo messo in vista ne1 sistema differenziale 
fondamentale una costante arbitraria n, possianlo ritenere 

Posto allora rie1 sisteina differenziale per le incognite 

al posto di 9, ed n, rispettivaiiîente 9, ed n,, rimane un sisteina nelle sole 
incognite 

1\29  Pa 9 w2, $ 2 ,  5 2  

che 6 illimitatafitente integrabile; basta allora assuinere i valori iniziali in 
guisa che (per assegnati valori delle variahili) ie differenze 

siano diverse da zero. 
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Abbiamo visto che per un sistema K singolare l'iiniliagine sferica della 
congruenza degli assi non dà luogo a sistemi distinti di linee; ma. sussistono 
integralineute le formole geuerali del n. 9, e permane la proprietà che i cir- 
coli PP, Pz si possono portare per trasformazione di COMBESCUHE ad essere 
ortogonali ad una sfera fissa. 

7. Ma qui lia luogo una circostanza particolare; invero se a, b, c ,  h 
sono costanti arbitrarie possiaino ritenere 

a = ( n  1, - m h2) Y ,  + (n  ,u., - ~î I J - ? )  X, $- ( I L  w ,  -- I I L  'IV,) X, , 
b = (vz hl - 014 7 2 )  Y ,  + ( n  y., - flz p z )  Y, + (12 I V ,  -- 011 sv,) Y S ,  

c = ( n h ,  - m  1,) 2, + ( n p ,  -ar,v.,) 2, + (12 I V ,  - 1149u,)Z3- 

Ed allora se teniamo presenti le (12) e (14) troviaino le relaziotii 

a!' $ bri8+c' ! '+h =0, 

n X + b Y + c Z = O ,  

le quali esprimono clle l'asse del circolo si muove ne1 piano ftsso 

a x + b  y + c z + h = O ;  

dunque: i circoli di un sisterna I< s ingolare  sono tutti ortogona7i a d  un p i a n o  
fisso. 

§ 3. - Ir, TEOREMA DI PERMUTABILLTA. 

Le fortnole precedeiiti perinettoiio di dilnostrare speditanieilte un teo- 
reina niolto importante del BIANCHI, i l  teorema generale d i  permutabi l i tà ,  
che si enuncia ne1 iiiodo seguente: 

S e  ad tcna superficie S so92o contigue, per t r a s f o r ~ n a z i o n i  cli RIBAUGOUR, 
d u e  altre superficie S,  ed S,, esistono aol superficie S' (dedztcibili per qua- 
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drature) tali che ogni superficie S' è contigus, per trasfornzazioni d i  RIBAU- 
COUR, alle medesime superficie Si ed Sz. 

La dimostrazione che noi qui riportiaino è sulla traccia di quella data 
dall'autore medesiino. 

Manteniamo tutte le notazioni dei precedenti paragrafi relativi al pas- 
saggio dalla superficie S alle superficie 8, ed 8, , e cominciau~o con dimo- 
strare che si possono determinare con quadrature infinite superficie S', de- 
rivate per trasforinazione di RIEAUCOUR da Si con funzioni trasformatrici 
della forma 

Esprimendn che sono soddisfatte le relazioni 
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si otteiigono peï la funzione incognita A le sale equazioni 

nelle quali le condizioni d'integrabilità sono sodclisfatte. 
Si deduce per quadrature una funzione A, e poichè le (43) sono suffi- 

cienti possiamo affermare che le foïinole 

danno uria superficie S', derivata da S ,  per trasforrilazione di RIBAUCOUH. 
Siinilmen te poaendo 

in cui la funzione B è dedotta dalle eyua,zioni 

d B  - - - (nz - n)  p., O , ,  
d u  

si deduce una trasforinata di RIBAUCOUR della superficie 5, heciiante le 
formole 

Il tutto si riduce a dimostrare che per una converiiente scelta della 
costante d'integrazione tielle (47) le due superficie (45) e (48) coiriciclono. 
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Per  la  dimostrazione osserviamo anzitutto. che i'espressione 

112 A -  n B-(wz - n) (1, 1, + ; J . ~  y z  + vuI w2) 

ha nulle le derivate rispetto ad u e u ;  essa è percib una costante, e si  pub 
disporre nelle (47) della costante d' integrazione in guisa da  aversi 

m A - N B =  (m - n) ( 1 1 ,  + p l  J . ~  + w ~  qvn). (49.1 

Ci6 premesso trasformiamo le (45) sostituendo per ml, XI'), St), SB'' le 
loro espressioni (3) e (4); si ottengono equazioni della forma 

ove si  è posto: 

inoltre se sostituiamo in queste per x',, p',, w',, +', i valori dati dalle (42), 
ed osservi&lo le relazioni 

insierne alla (49) ed all'i~1ti.a che se ne deduce 
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otteniamo infine per M, N, H. le espressioni seguenti 

n - nz nz 1, +, [A + (n - lit) $, cl] - n ll #, [ B  - (n-  wz) $J, cf,] JI= -. 
m n  A B + (n  - az)V1 6,  4, o, 

n - nz nt p., 4, [ A  + ( 1 2  - nt) +, G , ]  - n pl  4, [ B  - ( n  - m) +1 as] IV=-. 
118 n A B + (n  - nt)", u, $, G, 

Se orn si opera in modo analogo siille (M), si perviene a relazioni della 
forma 

x W = x - n ! ! X 1 - N X , - H X ,  

in cui iil, N, 13 hanno i medesilni valori (64), il clie per altro 6 evidente a 
priori essendo le (54) siininetriche nei due Sistenîi di quantità 

onde risulta che le superficie (45) e (48) coincidono. 
Dall'arialisi precedente si vede dunque che esistono infinite superficie S' 

date dalle (50), dipendenti da una costante arbitraria [la costante d'iiitegra- 
zione delle (44)], tali clie le due superficie S I  ed S, sono deducibili da una 
qualunque di esse con trasfortnazioni di R r ~ ~ u c o u t t .  È cosi dinîostrato il 
teore ina. 

9. Prima di procedere ad  altre ricerclie vogliaino forniare gli elenlenti 
relativi alla ~ u ~ e r f i c i e ' ~ ' .  

A tale scopo coiîviene coinpletare il sistema (48) delle funzioni trasfor- 
matrici. 

Esprimendo clle sono soddisfatte le relazioni 

si ottengono per y', e Cf, le espressioni 
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ed infine dalla relazione 

si ottiene 

Ci6 premesso sappiamo dalle formole generali delle trasformazioni di 
RIBAUCOUH che i coefikienti E', G' deli'elernento lineare della superficie tras- 
formata S' si esprimono mediante quelli della superficie primitiva S ,  colle 
forniole 

ove al solito ri' ed -4" rappresentano l'unità positiva O negativa; sostituendo 
in queste -per v', , . !Y , ,  G', i valori dati dalle precedenti e per fil e fi, i 
valori dati dalle (51, utteniamo 

.if JE' dl+ 

+ (1.1 - 114 . - . y 2 + ,  I A + - ( ~ - I . ~ ) + ~ G , ]  + ~ l + ~ [ B - O ~ - ~ ~ ) ~ ~  5.J 

A B + ( n  - I I I ) '  *il ri, +, s2 

Similinente pei coefficienti della seconda forma di S', si ha: 

Awnali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 
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e per conseguenza 

Possiamo anche ottenere i coseni direttori del triedro principale di S' 
ne1 seguente modo. 

Sappiamo che i coseni del triedro principale di S' si deducono da quelli 
del triedro principale di Sl inediante le formole 

e sostituendo in queste per X',", X t ) ,  Xf) le loro espressioni mediante X,, 
X,, X ,  ed osservando le (42) si ottengono relazioni del tipo 

n' X ' ,  = a,  X ,  + b, X, + cl X ,  , 
'ril'X', =a,  XI +b2 X,+c ,  X , ,  

s'ril'X', = a , X ,  + b , X ,  + c , X , ,  
in cui 
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n - m - m  P Q  [ A  nt, + (n-m) nt, +, o , ]  + n pl [B  w, - (n-9th) 9% +, u,] (63) 
= --- . , m n  A B + ( f i  - 4% 51 $2 02 

Osserviamo infine le relazioni 
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8 4. - ULTERIOHI RICERCHE SUL TEOREMA DI PERMUTABILITÀ. 

10. In questo nuovo pa.ragrafo, seguendo le ricerche del BIANCHI nella 
nota citata, dimostreremo alcune proprietà completnentari su1 teorema di 
perrnutabilità che presentano molto interesse. 

La prima circostanza che vogliaino osservare è la seguente: 
Considerando la superficie S e le due superficie SI ed S, contigue ad S 

per trasforinazione di RIBAUCOUR, osserviamo che il sistema 

è soddisfatto dalle funzioni 

h = K l A a  tK211, ~ = I ~ ~ v ~ ~ + I ~ ~ / J - ~ ,  

I V = I < ~ T V ~ + I C ~ * V , ,  $=K1$a+IZ,$l,  
(65) 

essendo K, e Ka costanti arbitrarie. Ponendo 

ICI al variare del rapport0 - otteniamo infinite superficie z, ciascuna delle 
K2 

qiinli è una trasformata di RIBAUCOUR di S. Per la forma lineare con cui i 
parametri Ki e K2 entrano nelle (65) diremo con BIANCHI che le superficie Z 
forniano un fascio. 

Dimostriamo che la superficie e la S' sono legate da una trasforma- 
zione di RIBAU~OUR.  

Infatti troviamo la quarta superficie del teoreina di permutabilità, rela- 
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tiva alle tre superficie S ,  S, ,  Z ;  bisogna integrare i l  sistenia 

d A' fi =- 
(n  - m) (KI p., + IZ, pl) f i l  ; 

e possiamo porre 
A' = K I  A--  (n.- m) K,+, o, 

Calcolando ora le funzioni trasformatrici clle portano da S, alla quarta 
superficie del teorema di permutabilith, trovianio 

A' -lCll + (n -.a) 9 =Ki  +(n - na) 9, , 
$1 C l  1 

e si ritrovano. a meno di un fattore costante le stesse A',, ?',, w', , +',. 
Si conclude che la quarta superficie del teorema di permutabilità coin- 

citle con S', e quindi si passa da ad S' con una trasformazione di .Ri- 
BAUCO UR. 

Un'altra osservazione da fare è la seguente. Fissialno dalle (44.) una 
funzioiie A e quindi uiia deterniinata superficie S ' ;  indi partendo dalla su- 
perficie S,  si considerino le funzioni trasformatrici (48) inediante le quali 
dalla superficie S, si  deduce la S' sopra determiriata. 

Se si mo le  dedurre da  SI un'altra S' si dovrà porre 
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con K costante arbitraria; e tenendo conto delle (49) si ottiene 

ed osservando che 

, 1, " 1 , n wi i l  - E  -&"- . -  , - E  C -, -- 
$1 G i  ' + 1 . ~ 1  $1 1 $1 Q I  

sono le funzioni trasformatrici per il passaggio da SI ad S si vede che le 
superficie S' sono rispetto ad SI corne le superficie Z rispetto alla S,  e con- 
servando la supeiiore denominazione costituiscono un secondo fascio. 

Abbiamo cosi il teoreina di BIANCHI: S i  hanno due fasci d i  superficie 
tali che due superficie prese ad arbitrio l ' m a  ne1 primo fascio l'altra ne2 
secondo fascio sono fra Zoro lepte  da una trasformazione d i  RIBAU~OUR.  

11. Ora voglia~no ricercare il modo di cornportarsi delle superficie 
ed S'  rispetto al circolo P Pl Pz introdotto ne1 primo paragrafo. 

Indichiamo con P' il puiito della superficie S' corrispondeilte di P. 
Dalle (12) e dalle 50 si lia: 

irioltre dalle espressiorii (54) di nf, N, H si ricava facilmente 

- - n - m  9 n a ( n - m a ) $ ~ $ , a , + 9 n , ( n - . ) î 2 ) + ~ + , ~ ~ + S + ~ + , ( 9 1 2 A - n B )  -. 9 

m n  A B -+ ( r b  - mm)' $, o, +, oz 
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donde risulta la relazione , 

inoltre vediamo subito che il determinante 

è nullo; quindi i l  punto P' appartiene al circolo P Pl Pz. 
Con facili considerazioni si trova per il rapporto anarmonico dei 

quattro punti del cerchio l'espressione 

donde osservando che le (44) danno la funzione A, a meno di una costante 
additiva, ed osservando la (49) si deduce il teorema: 

Quattro superficie S' tagliano il cerchio P P, Pz i n  quattro punti, il czci 
rnpporto anarnzonico è costante. 

18. Calcoliarno l'angolo d'inclinazione della normale alla superficie S', 
ne1 panto P', sull'asse del circolo; ponendo 

e tenendo presenti le espressioni (60) dei 
superficie S', si ha: 

p cos O = 'A, p* 

Similmente ponendo 

coseni direttori della norniale alla 

si calcola l'angolo della normale ad 5" con la congiungente P' Q' rnediante 
la formola 
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Noi distingueremo due casi secondo che la q ~ a n t i t à  A ,  p., - A 2  pl è nulla 
O diversa da zero; se è nulla tutte le normali alla superficie S' sono situate 
ne1 piano del cerchio PP, Pz ed il sistema K dicesi d i  prima specie; se in- 
vece la quantità A., p, -1, ;),, è diversa da zero il sistenia K dicesi di se- 
conda specie. 

Dalle relazioni precedenti risulta pertanto che i n  u n  sistema K di se- 
conda specie le normali alle varie superficie S' nei punti P' ove incontruno 
uno stesso circolo PP, P, formano atlgolo costante coll'asse del circolo e con 
la congiungente P' Q', e si dislribuiscono percih sulle generairici di u n  iller.- 
boloide rotondo. 

Gli angoli o e o' sono rispettivainente uguali a quelli che la normale 
alla superficie S ne1 punto P fa con l'asse del circolo e con la congiuri- 
$en te P Q'; ed essendo il determinante 

M N (n - ai)2 11 pz - 12 PI 
I a ,  b , I=  m n  A B + ( n - m ) z + , ~ l + z . ,  

diverso da zero, le ~ior indi  alle superficie S' non incontrano la normale 
ad S ed appartengono percib ad uno stesso sistetiia di generatrici. 

Veriia~no ora alla superficie e indicliiaino con P" il punto di Y die 
corrispolide al punto P di 8;  si vede al solito modo che il punto P" a p p w  
tiene al circolo P P, Pz ed inoltre 

9 (Pl Pz PP") = - 
K, $2 

donde si deduce corne prima che quattro superficie X tagliano il cerchio P Pl P, 
i n  quattro punti, i l  cui rapporto anarmonico è costante. 

Pei coseni direttori della normale alla superficie T: si hanno le formole 

ed analoghe in Y e Z;  se ne deduce che essa è inclinata dello stesso an- 
go10 0 sull'asse del circolo, e dell'angolo- 4' sulla retta P" &'. 

Quindi considerando al solito Lutte le superficie che si ottengono fa- 
IC 

cendo variare il rapporto le loro normali nei punti ove incontrano uno 
Ir, 

stesso circolo P Pl P, descrivono 10 stesso iperboloide rotondo precedente- 
rnente considerato. 
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Se non che le norniali die superficie incontrano le noriiiali ad S (ne1 
centro della sfera che descrive 17nviluppo [S, y]) e yuindi appartengono al- 
l'altro sistenia. di generatrici. 

Riassumendo, le nortnali alle superficie S e nei punti oce incontrano 
uno stesso circolo P P, Pz si distribuiscono sulle generatrici di uno stesso iper- 
boloide rotondo; le normali alle superficie S' appartengono ad uno stesso si- 
stetna di generatrici, le normnli alle szcperficie r, appartengor.zo all'altro sistema 
di generatrici. 

13. Terininiaino yuesto paragrafo osservando le proprietà particolari 
dei sistemi K di prima specie. Per un tale sistema possiarno riteiiere 

essendo c una costante arbitraria. 
Dall'equazione di LAPLACE (24) a cui soddisfano X, Y, Z e dalle espres- 

sioni (14) delle inedesiine vediamo subito che, annullat~dosi la quantità 

la congruenza R è ciclica. 
Considerianio sulla normale alla superficie S il puiito M avente le coor- 

dinate 
i 2 = x - c X 3 ,  -n,=g-cY3,  c2 = z - c Z S ;  

si ha:  

e quindi il punto M descrive un sistetna di linee di curvatura. Inoltre si vede 
facilinente che le tangenti alle linee di curvatura uscenti da Af tagliano il 
raggio della congruenza rispettivamente nei fuoclii Q' e Q"; durique i l  punto JI 
descrive u n  sistema d i  linee di curuatzcra armonico alla congruenza K. 

Poichè la cgngruenza 1- si pub generare partendo da uria qualurique 
superficie S' e dalle sue t~*as€orinate di RIBAUCOUR S ,  ed S,  possian~o enun- 
ciare il risultato seguerite : 

Per u n  sistema R d i  prima specie, la congruenza I -  formata da& assi 
dei circoli 13 ciclica; la norinale ad una qualwque superficie S' giace nel pimzo 
del circolo, ed i l  punto ~lzedio III della corda che il circolo determina sulla detta 
tzorrtaale descrive u n  sistema di linee di curuatura annonico alla co~~grue~~xa .  

Atznali di Matemntica, Serie 111, Tomo XXIX. 7 
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r 

La superficie descritta da1 punto M taglia ortogonalrnente i circoli dei sisterna 
normale associato alla GongrMenza. 

Per c = O  la normale ad una superficie S' è tangente al circolo, ed il 
punto Af coincide con P'; in ta1 caso il sistenia ciclico associato alla con- 
gruenza K coincide con 10 stesso sisteina K, e le superficie ortogoiiali ai 
circoli sono le stesse S'. 

Noi voglianîo studiare a fondo questo caso clle si presenta corne la ge- 
neralizzazione del sistema ciclico di GUICHAHD. 

A tale scopo consideriarno i punti Po e P', in cui si tagliano le tangenti 
isotrope alle superficie S ed SI ; le rispettive coordinate hanno le espressioni 

4J xo = s - -- (XI + i X,),  
l+ip. 

Quando il puiito P descrive la superficie S il punto Po descrive una su- 
perficie, di cui i coseni direttori della normale sono 

dove r indien un &ore di proporzionalità. 
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d k x ,  d 2 (l + i p)' - 
d x  d  8  Xo +- [A + i :,.)y . -O + - [(l + i u)'] - = 

d u d v  d u  d v  d v  d u  

Formole analoghe si lianno per la superficie clle descrive P',, le quali 
si deducono dalle precedenti canibiando i in - i. 

Ci6 premesso consideriamo sulla normale alla superficie, descritta da1 
punto P,, un punto arbitrario ; si avrà 

se si prende 

la precedente diventa 

Indicliiatno con C questo punto particolare; è chiaro clie esso appar- 
tiene anche alla normale alla superficie P',; si ha inoltre 

e quindi risulta che i punti Po e P', descrivono le superficie focali di un 
nuovo sviluppo di sfere. 

È da osservare perb che il sistema ortogonde coinune alle superficie 
(Po) e (P',) non corrisponde in generale alle linee di curvatura di S. 
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Occorre anche notsre che le yuantità X, - h X ,  soddisfano all'equa- 
zione di LAPLACE 

in cui (C, è una conveiiiente funzione; dunque: . 
S e  S e& 8, sono l e  d u e  falde d i  un i n v i l u p p o  d i  Ribaucour ,  le t a n g e i ~ t i  

isotrope nei punti corr ispondent i  P e P, s i  tagl iano i î h  d u e  puni% Pa e Pto; 
la ret ta  P, P', descriue una' congrz~enxe  ciclica e i punti Po e P', descrivono 
dzce superficie,  formant i  a l la  2oro aolta le due falde focali d i  un n u o v o  in- 
uilzcppo d i  sfere. 

Ritorniamo'alle quattro superfjcie S, SI, S,, 8' del teorema di perinu- 
tabilità; abhiamo i n  corrispondenza quattro congruenze cicliclie; siano 

Po e P', i punti colnuni alle tangenti isotrope di S ed SI,  
&, e Q', i punti comuni.alle tançenti isotrope di S ed S, ,  

No e JI',, i putiti coinuni alle tangenti isotrope di SI ed S', 
Na e N', i punti cotnuni alle tangenti isotrope di S, ed 8'. 

Le coordinate dei punti Po, Pto, Q , ,  Q', , M o ,  Jf,, ho ,  Npo sono rispet- 
tivamente 

L E -  $12 

A s  + 2 p, 
(XI + i  X , ) ,  

L E -  $2 

i2 - :, (XI - i Xd 7 

XI - ' (2p +- i Xtl)  , A', +i v. , 
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e sue applicaziorui alla generalizxaxio?ze delle trasfornmzioni d i  Darboux. 53 

Facciaino espressamente l'ipotesi che le superficie S ,  S I  , S,  , S' diano 
luogo ad u n  sistema I< di seconda specie e consideriamo il punto 

avendosi per le (48) e (46) 

possiamo anche scrivere 

Detto O' il punto che h a  le coordinate 5,, ri , ,  C o ,  è facile vedere che 
le quattro rette Po P', , Q, Q', , Al, il!!', , No N', concorrono rie1 punto 0'; 
inoltre 

S I l  if2 - +'2 ;.'l + i (yl pl2 - qe 1 1 . ' ~ )  Ji': + p.': O'N, = 
h', + i - Ifl  p.'z - Y2 ; A l ,  

' ' A '  - + '  X I  - i ( 1, ' - ' 1 . ' )  41'2 + p'i O' NCo = lP2 - i IJ.'~ 
t 7 i.', p.'2 -- If2 p. 
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54 Ca 1 apso  : Sulla tehicc generale delle irai formaaioni d i  Riliaucour, 
--. 

e quindi 

in cui il secondo nleinbro esprime il quadrato della d-istanza che il punto 
O' ha (la un puiito qualunque del circolo P Pl P, . 

Questo risultato è suscettihile di un notevole compleniento. La con- 
figurazione clelle quattro superficie del teorema di permutabilità proviene 
da quattro inviluppi di sfere 

in cui le relative sfere, clie danno origine ai detti jnviluppi, indicl~iarno ri- 
spettivamente 

Se consideriamo ad esempio il centro della sfera x,, esso ha le coor- 
dinate 

che si possono anche scrivere 

+ le quali nlostrano clie questo punto ha la distanza 2 dai punti P, P',, 
WI 

Q , ,  Q',, M o ,  Ill',; dunque questi sei punti appartençono alla sfera 1,. 
Potendo ottenere le quattro superficie 5, S , ,  S,, S' partendo da una 

qualunque di esse, si riconosce facilmente che se si considerano le coppie 

Po e P',; &, e Q',; Mo e W0; No e Nf0 

sussiste il seguente teorema : 
I sei punti ottenuti sopprimendo la rm" coppicç appartengono alla sfera x,. 
Come conseguenza, soppriiiiendo due coppie qualunque, i quattro punti 

che si ottengono appartengono seinpre ad un circolo.. 
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14. In  questo paragrafo vogliamo esaniinare alcuiii casi di particolare 
interesse, ed anzitutto il caso in cui una delle superficie contigue ad S,  per 
esempio S,, sia deducibile da 8 mediante i'inversione. 

Per realizzare questo caso, basta porre , 

1 1 
02 = - \/, R2 = --- @, n - +n n - m  

e la seconda superficie focale 'sarà data dalle formole 

Nell'attuale ipotesi il sistema (47) diventa 

e s'integra immediatamente con la forinola 

B=+,+K;  ( K  = COS t.) (7 1 )  

donde poi dalla (49) si ottiene A in termini finiti sotto la forma 

Ahbiaino durique il teorema : 
Se una dellesuperficie S I ,  S,, contigue ad S per trasfowta~iolzi d i  Bi- 
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baucour, è deducibile da S mediante l'inversione, le superficie S' (ciascuna 
delle quali con S ,  S ,  , S, formtc la quarta superficie del teorema d i  perrnu- 
tabilità) si ottengono tutte in termini finiti. 

Inoltre dalle (55) si ha. 

le quali mostrnrio una circostanza che selnbra assai notevole; cioè se fra le 
superficie S' si considera quella che si ottiene per K = 0 ,  essa è deducibile 
da 8, mediante l'inversione. Segue che per passare da S ad 8' possiarno 
operare dapprima un'inversione che porta S in S, e poscia una trasforma- 
zione di RIBAUCOUR che porta S ,  in S r ;  oppure possiamo dapprima operare 
una trasformazione di RIBAUGO~H clle porta S in S , ,  e poscia un'inversione 
che porta Si in 8'. Tn questo senso possiamo dire che le trasforwzazioni d i  
Ribaucour sono permutabili con le inversioni. 

Per Iil= = 0 la trasformazione clie porta S, in S' non è un'inversione ; ed 
al teorema di permutabilità possiamo dare una forma che presenta molto 
interesse; la trasformazione di RIBAUCOUH che porta S in S, è qualunyue, e 
pub sostituirsi con un'inversione die  porta S in S, seguita da due trasfor- 
mazioni di RIBAUCOUK ; duilque : 

Una trasformwione di Ribaucour è setnpre decotnpodde (a ttzeno d i  una 
imersione) ne1 prodotto d i  due trasfornzaaioni d i  Ribaucour, e ci6 in  infiniti 
modi. 

15. Un altro caso particolare è quel10 in cui il sistema di superficie 
S ,  S , ,  S, dia luogo ad un sistema K sitigolare; abbiamo osservato allora 
(n.' 7) clle si hanno le relazioni 

con a, b, C ,  h costanti arbitrarie, e quindi 
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Nel caso attuale le (44~) e (47) s'integrano iinmediatanîente e danno 

essendo KI e IC2 costanti legüte dalla relazione 

n ICI + nz IC, -+ a2 + bz + c2 = o .  
" L n  

Ne segue 

A + (n - jnj 11, U, = ( n  - m) [l$, (5, - 5 , )  - K,] , 
B - (n - m) $, a ,  = (n - nt) [+, (G, -- 4 + ICI ] , 

AH+ (n -112)~ a, $, a, = - (n- m)2 [K, d l ,  a, + KI $, ci, +ICI K2] , , 

e risultano in conseguenza i valori (54) di If, N, H sotto la forma 

Vediamo cosi che in modo nnalogo a l  nuinero precedente si ha il teo- 
renia : 

Se i l  sistenza di superficie S, SI, S, da luogo ad .un sistenza I< singo- 
lare, le superficie 8' (ciascunn delle qzcali con 8, SI ,  S, forrna la quarta 
superJicie del teorema d i  perrnutabilitic) si ottengono tzctte in temzini fmiti. 

Nell'ipotesi presente dalle (55) e (76)'si ricavano le relazioni 

16. Consideriamo la superficie S', che è data dalle formole 

ove JI, N, H Iiaiino ora i valori (79), ed operiaino iina siininetria rispelto 
al piario 

a x + b y + c a + h = O ;  

Annazi d i  Matenzatica, Serie I I I ,  Tomo XXIX. 
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58 Calnpso: Szdla teorin generale delle trasforrnazioni d i  Ribaucour, 

otteniamo una superficie Sv, le cui equazioni indichiaino con. 

Si lia cosi 

ed inoltre 

+ 2  H ( a X , + b Y , + c Z , ) - 2 ( a x + b y + c x  t h ) .  

Portando questo valore di p nelle precedenti, tenendo conto delle espres- 
sioni (79) di BI, iV, 11 ed osservando le (74), si 11ü con facile calcolo 

e poiclîè nella (77) le costanti a,  b, c possono essere yualunyue, potreino 
ritenere K, e I< costanti del tutto arbitrarie. 

Le for~nole ora ottenute inostraiio che la superficie S" coincide con la 
superficie E e si lia percib il teorellia: se i l  siste~lba d i  szqerficie S ,  S I ,  8, 
da iuogo ad u n  sistewzcc IZ singobre, si ottiene ne1 modo pi& ge~zerccle uîza 
superficie S' assuwendo m a  superficie e tî.asfortnatzdola mediante una. sim- 
nzetria rispetto ad ula conveniente piano. 

Il piano rispetto al cluale occorre operare la siinmetria è quel10 a cui 
si mantengorio ortogonali i circoli P Pl Pz consideiati ne1 paragrafo primo. 
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fj VI. - LE THASFOI~MAZIOR'I  DI DARBOUX GENERALIZZATE.  

17. Vogliarno applicare i risultati precedenti ad una notevole 'classe 
di superficie che definiamo ne1 modo seguente: 

Esprimiamo, corne è lecito in generale, i coefficienti dell'elemento lineare 
di una superficie data S riferita alle linee di curvatura sotto la forma 

JE= eF senh o, JGr = cosh 0, (53) 

ed imponinmo che esista unn trnsforruata d i  COMBESCURE d i  S soddisfacente 
alla rebaaione 

cosh o . JE - senh o a Jf, = 1. (84) 

Le coordinate x,, y,, a, del punto di tale trasforimata S, debbono sod- 
ciisfare a relazioni della forma 

dx, d x  dx, d x  c h - ,  -- - 1 - 9  

d u  d u  d u  du 

per la cui iiitegrabilità sono necessarie e sufficieriti le condiziorii 

dh. 
dv 

d l d E sen11 o d o 
-= (h  - 1 ) ( -  + 
d u  du. cosli @ d zt 

Dovendo essere soddisfatta la (84) si dovrà avere 

e-l 
h - 1 = 

senh o cosh o 
donde segue facilmente 

Fra queste elirninando h si trova l'equazione 
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Inversamente se questa è soddisfatta si deduce per quadrature dalle (88) 
la funzione h ,  indi si ottiene 1 in termini finiti; le condizioni di iotegra- 
bilità per le (85) sono soddisfatte e si ha  una superficie S,  nella relazione 
richiesta, per la quale i coefficienti dell'elemento lineare sono espressi dalle 
formole 

Jz .= h eE senh o, J?& = 1 eE cosh o. (90) 

Cliiamiamo per brevità supevficie Cf ogni superficie le cui linee di c,ur 
vatura soddisfano alla condizione (89); chiamiamo inoltre superficie I co- 
niugata alla G la trasformata di COMBESCURE della G soddisfacente la (84). 

Noi vog1.iamo applicare alle superficie G le trasformazioni di' R IBAU~OUK 
non proprio nella forma generale, ma in  guisa che la trasformata di una 
superficie G sia anc0r.a una superficie G. 

A tale scopo osserviamo che in forza delle equazioni (89), insieme alle 
equazioni di trasformazione (1) e (2), coesistono le altre 

ne risulta cosi il sistema illimitatarnente integrabile 

d r u  
-- = - -- 
du 

= A 
\/Ë 

?A' = eE senh @ . À 
d u  
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d o  1 --- 
a u -  + (y - o eh senh o) 

d G -- -- 
a u  dl 

(n - et cosh o) 

a cui si deve sempre aggiungere lx  relazione 

1' +- p.' + IV' = 9 gn 4 o. 

È questa la trasformazione di cui ci occuperemo in tutto il seguito di 
questo lavoro; essa porta da una superficie data G ad una superficie S ,  , 
per In quale i coefficienti dell'elemento lineare hanno le espressioni 

Qui  importa anche studiare corne si trasforma la superficie I coniugata 
alla G inaiante  la relazione (84). Sappiarno dalla teoria generale che occorre 
determitiare per quadrature una funzioiie +' dalle formole 

a+' - = 1 et  cosh o . p, 
d u  

ed i coefficietiti dell'elemento lineare della superficie Sg), trasfornlata della 1, 
sono dati dalle forniole 
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Ora si riconosce con facile calcolo che l'integrale delle (93) è in termini 
finiti 

~ io i  assuinererno la costante al secondo rneinbro in guisa die  quando la 
trasforinazione si riduce all'identità la superficie 8;) coiiicida con la I, per 
il che I m t a  porre 

2 1' = 0 senli o - p coslr o + 2 $ I cosh2 @ 2 + h seerih' o. (95) 

18. Lü yuestiotie essenziale clle dobbi;tuio risolvere è di stabilire sotto 
yuale condizione la trasfortnata della G è ancora una superficie G. 

Dalle (99) e (94) osservando la precederite si ha 

- 
ove si è posto 

JI = n2 senh2 e + y2 cush2 O - 2 n q, senli O cos11 o + 4 +%-" + 
+ 4 q , $ e - F s e n h o - 4 n + e - ~ c o s h o + $ + ~ .  

Ora in forza delle equazioni (91) sono nulle le derivate di 3 rispetto 
ad u e v ;  essa è percib una costnnte e possiamo disporre delle condizioni 
iniziali in guisa che sia .nulla. Per una tale scelta dei valori iniziali la tra- 
sformata della superficie G è ancora una G. 

Abbianio cosi il teorema: 
Partendo da una superficie G e integrando i l  sistema completo (91) i n  

guisa dct aversi 

h2+p2+ru2=BmJyu,  

!r2 sen112 O + y2 cosh2 O - 2 n q, senh O cosh o + 4 +%-" + 
+4!cp#e-csenh@ -4nSe-Scosho + 4 + 0 = 0 ,  

si deducono i n f i d e  srhperficie G ,  dipendedi da cilque eostanti arbitrarie. 
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Il passaggio dalla superficie'G ad una superficie G,, ne1 modo ora 
detto, lo diciamo ilna trasformaniowe di Darboux gerzeralizzata, O breve- 
mente una trasformazione D,, mettendo cosi in vista la costante NZ che 
esplicitainente comparisce nelle forinole. 

19. Dalle formole generali abbiaino subito le espressioni di i ,  e @, 

sotto l a  forma : 

n P et1 = et - - cosh @ + - senh @ + 9 e-5  \ 
Q Q Q 

sen11 o, = E' ( - - cc senh U)  , 
0 

1 
i (99) 

et1 cosli O, = E* 
1 

doride seguono facilniente le relazioni 

'9 C E  senti @ - - 9 
<j u sen11 o 

5 cosh o 
c sen11 o 

'P - -- senho - - cos11 @ -  
d 

t t senho+- . -  

Q senli2 o - senh o eosh o - 2 ' eëE cosli o).  
G 

fi senh o 
- e t  senli o )  + 

a cosh O 
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-- 

'P et1 (cosb o, + E" cosh O) = - E" senh2 O - - senh o cosh CI - 
u 

'4 et1 (senh o, + c1 senh o) - - E' senh @ cosh @ - - cosh"'o - 
G 

4 - - 9 - e  u Esenho 

Cià prernesso deriviamo la seconda e terza dalle (99); otteniarno 

a E do, do 
et* sen11 o, -I + $1 cos11 0, - = E' E" eh cosh e, - - . 

d ,u d u  d u  

senh 6 ---- - 
G G senh o 

a t, 80 . do eh cosh a, - + et[ senh e ,  2 = E' E" et1 senh e ,  - + 
d u  d u  d zc 

a t ,  Eliminando -- e tenendo conto delle relazioni precedenti troviamo 
d u  

do, , ,do -- - E E - - 6' et - - - - 
d 14 8th ( s e n h o a u  a '1 (cosh @ ,  + c" cosh o), (100) 
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e per le derivate della funzione 5, si hanno le espressioni 

$ VII. - 11, TEOKEMA DI PERMUTABILITÀ PEI< LE SUPEI-IFICIE G. 

90. Per le trasformazioni Dm delle superficie G, conic per le trasfor- 
mazioni di h s a u c o u ~  in generale, eussiste i l  teorenia di peimulabililà I el 
senso clie se da una superficie G si deduco i~o  due siiperticie G, e G, rispet- 
tivanîetite per trasforiiiazio~~i D,, e D,, esistono col strperticie S' tali che ogiii 
superficie 8' è contigua alle medesinie superficie G ,  etl G, per trasfoma- 
zioni di R i ~ a u c o a ~ .  

Ma. qui ha luogo una interessinte c p e s  tiotie; cioè: Pd nccadere che 
qzcalcunn delle dette superficie S' s i r z  awcora .icna super f ic ie  G ?  

Per rispondere a tale doinanda è utile premettere che la. seconda delle 
rela.ziorii (98) si pub anche scrivere 

E" II B' y 4 
(;)O senh2 o, + Cosli' a, - 2 - - senh o, coslr u, + a2gl + +. + G  

&'O 1 s ' ' a  1 4 + 4--- e-g~ senh @, - 4. - - e - S ~  cash el + - = 0 .  
$ 0  v 1. 0 Y = 

si deduce che le funzioni , 

soddisfano al sistema analogo a (91) in cui le superficie G e G, si scainbino 
tra loro; ecl allora possialno tiffermare a priori che sono soddisfatte le re- 
lazioni segueriti: 

Aianali di  Mate~ttatica, Serie III, Tomo XXIX. 9 
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Cib premesso, partendo da una superficie G, assuiniamo due trasfor- 
mate G, e G, mediante due trasformazioni D, e D,, ed indichia.tno come 

no B con 
, P I ,  1 $ 1  ( P I ,  ni ,  

funzioni trasformatrïci relative al passaggio da G a G , ,  e con 

quelle relative al passaggio da C;- a G,; indi introduciatno per comodità di 
calcolo la funzione 

H = n, n, senhW + y ,  (P, cosh" - 

- (a, y ,  + n, y , )  seil% o cosh o + 4 4, $, e-5-k (1 05) 
+ '2 (pl $, +- va +,) e-c senh o - '2 (n, $, + n2 +,) e-f cosli @ (") . 

Tenendo presenti le equazioni foridainentali a cui si soddisfano le fun- 
zioni tmsforinatrici, deducianîo con facile calcolo 

Ed allora mantenendo le notazioni del n.O 8, vediamo subito che il si- 
stema (44) (47) e (49) s' integra colle funzioni 

Inoltre dalle (42) c (53) si ha 

(") Si pu6 scrivere identicamente 

H = -  9 +  A , r, - P h gi - seuh @ in, +, -a, f,) - cosh 0 (9, $, - 7, h)]. 
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Esprimiarno che le funzioni trasformatrici ;.',, p.',, . . . , soddisfino al si- 
stema fondamentale relativo alla superficie G,. Se teniatno presenti le equa- 
zioni a cui soddisfano XI, pi.,, r e X,, p,, - .  . , osservando anche le (104), 
si avrà 

d a il au (s' 0, y* ,  - É' a', 7 . )  = (E' n,  p', - É' R', Y,)  - + d zn 

9 C' S (PI 11 
+ s i  

e-tl (Q, f 1  - cf' fi', t 1 )  -' + (cl fi, <, - E" fie1 v,) - - 
d u  h 61 

- S (E' R, xil + E '  a', x,), 

e dovendo l'espressione al secondo membro coincidere con la derivata ri- 
spetto ad u della fuiizione ( n  - m) (pl n, - p, n,) ,  si trova a calcoli, fatti 

9, (y1 n, - y, a,) -- senh @ . (y, 0, - ( p z  0 , )  (il,  cosh @ - pl senh @ -  2 $, e-t) + 
+ 0,(H+c)+OL(Q1 $,-n,$,)e-c. (0, cosho-pl senho-2$, e-~)+40,# ,o1=O.  

Sostituerido in questa per EI la sua espressione effettiva (105) si vede 
che affinchè essa sia verificata si dovrà avere 

Alla stessa coriclusione si perviene considerando la derivata rispetto a u 

della espressione c'O, y', - E "  n', y , ;  sicchè le (107) si dovranno scrivere 
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Inversnmeiite se la. coildi~ioiie c = O è soddisfatta, le funzioiii A., , p', , . . . 
(ove per' A e B si inteiidàiio le espiessioni (110)) soddisfano al sistema fon- 
d~inentale  analogo a (YI) relxtivo alla superficie G,. S e  viene che l'espres- 
sione 

. . 
è una c~s tan te ,  e si rerifica col calcolo tliretto che essa costante è nulla. 
Quindi la qiiartn superficie del teoreina di perinutabilità, die  ,si ottiene in 
corrisponderiza. ai valori (110) di A e B, è aiicora una superficie G. 

Per coinpletare la diinostrazione consideriamo le funzioni 

che ilisieine alle (46) dànno il sisteina di funzioni trasforinatrici ne1 passaggio 
da  G, alla nuova superficie 8'; avendosi 

v2 ( 7 Q  R i  - ?, O,) - seul1 O ( y ,  n, - pi, O,) (O, cosh o - y, senh o - 9 4, e-5) + 
+ I l ,  H +  02 (R, r/l, - 0, S,) e--E (O2 cosh fi - y2 senli O - 2 $, s'-r) + 
+ 4 0, $2  6 2  = O, 

sarailno soddisfiitte le equazioiii 

8 ~ ' 2  -= y,- , 8 + n',-a+- de 2 #'s e  E ~ L - ~ A . ;  d : 
d I L  d .u d u  senli @, d u  ? 7  

Si conclude che la trüsformaziotie die  porta. da G, alla riuova super- 
ficie è ancora una D,,,, sicchè cletta G' la quaita. superficie cosi deteriiiinata 
si passa da G a G' in due differenti maniere; operando cioè: 

unm trasformaaiorze D,,, che porta G in G, ,  
ed zina trasforwzaaione D, che porta G ,  i u  G ' ;  

oppure 
una trasforatazione D,, che porta Cr i n  G,, 

ed u ~ z a  trasforwaaione D,,, che porta G, iut G'. 
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Frattaiito ne1 caso attuale il teorenia di permutabili t'à preiide la f o i ~ ; ~  
segueiite: 

Se di una  superficie G si' ottenyono due nziove superficie G ,  e G, me- 
dimzte le trasformccxio~ti D,, e D,,, esiste tpaa quwrtcc superficie G ' ,  pierzaazetzte 
deterrni~znta e costruibile i n  termini filtiti, che è legatn. alla sua volta alle 
medesinte G ,  e G,  d a  due trccsformazioni D,, e D,, colle costanti n., tn invertile (*). 

SI. Teriiiiniamo questo 1avoi.o osservaiido che dalle formole precedenti 
si deduce un metodo di trasfoi.mazioni per le superfici di  GUICHAHD (super- 
ficie N ) ,  pensalido uua superficie di GUICHAHD corne uria superficie G co- 
niugata alla sua rappreseiitazione sferica. 

Per una superficie N sussiste la trasforiuazione esposta ai  nunieri (17) 
e (18); se inoltre assuiriiamo 

la (95) prende la fornia 

e la traslurmata della s~ i~e r f i c i e  N è ancora una N. 
Si ritrova cosi la trasfoririazione di EISENHAI~T per le superficie N, fatta 

conoscere dall'autore nella niernoria Transformntio~~s of Surfar,es of Gui- 
chard and Surfaces applicable to yuwdrics [Annali di Mateniatica, T. XXII 
della serie III, pag. 191 e seguenti]. 

Messina, 15 Dicembre 1918. 

(*) Si confronti per analogia il teorema dato da1 BIANCHI nella Memoria: Ricevche sulle 
sitperficie isoterme, ecc., sopra citata. 
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Sulle trasforrnazioni delle superficie 
di Guichard. 

(Di PASQUALE CALAPSO, a LVessina.) 

I n  una Mernoria: Sulla teoria generale delle trasformazioni di Ribau- 
cour, ho stabilito una notevole configurazione a cui danno luogo le quattro 
superficie del teorema di permutabilità, che si riassume nei seguenti risultati: 

1. Se S ed S I  sono le due falde d i  zcn inviluppo di Ribaucour, le tan- 
gercti isotrope nei punti corrispondenti P e Pl si tagliano in  due p u d i  P, 
e P',; la retta Po P', descrive una congruenxa ciclica e i puuti Po e P', de- 
scrivono due superficie forrnanti alla loro volta le due falde focali di u n  
nuovo inviluppo di sfere (*). 

Se S ,  S I ,  S, , S' sono quatt,ro superficie del teorema di permutabilità e 
tali che diano luogo ad u n  sisterna K di seconda specie, sianu: 

Po e P ' ,  i punti comuni alle tangenti isotrope di S ed S I ,  

Q,  e Q', i pudti coinuni 'alle tangenti isotrope di S ed S g  , 
Mo e JIf ,  i punti comuni alle tangenti isotrope di S I  ed S ' ,  

No e N', i punti comuni alle tangenti isotrope di S ,  ed S' ,  

e si indichino rispettivamente con 

le sfere che danno origine agli inviluppi 

(*) Il sistema ortogonale comune alle superficie descritte dai punti Po e Pto non Corri- 
sponde alle linee di curvatura di S se non in casi particolari. 
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consideratido le coppie di punti 

Po e P',; Q e Q ;  1 e A , ;  No e N ' , ;  
si ha :  

I I .  L e  rette Po Y ' ,  , Q ,  Q', , No lil', , No N t ,  concorrono in u n  pzwto O' 
sitzcato su1 raggio della congruenza Ii: 

I I I .  Il prodotto .delle distanxe che ' i l  pun to  0' ha d a i  p n t i  d i  c iascuna 
coppia è u g u a l e  a l  quadrato della dis tanxa del p w t o  0' d a  un punto  qua- 
lunqzce del cerchio Ii. 

IV. I sei pun t i  ottenuti sopprimendo l a  r"'" coppia appartengono al la  
s fera x,. . 

V.  I qlcattro p u n t i ,  che s i  ottenyono prendendo a d  arbitrio d u e  p u n t i  
d i  una coppia e d u e  p u n t i  d i  un 'u l t ra  coppia, appnrtengono s e q w e  ad  u n  
circolo. 

In questo lavoro è fatta un'applicazione al caso particolare delle super- 
ficie di GUICHARD (superficie N ) ;  per queste superficie si lia iina trasforiiia- . 

zioiie fatta conoscere da  EISENHART in uria importante Memoria ("), ln qunle 
è iina particolare trasformazione di RIBAUCOU~L Essa trasforma una super- 
ficie di G u l c ~ n n D  in infihite nuove superficie di G U I ~ H A R D ,  e si effettua me- 
diante l'integrazione d i  iirl sistema coiiipleto conteilente esplicitaniente nelle 
forinole una costante arhitraiia rn, per il che la trasfoimazione è qui indicala . 
con E,. 

L'autore ha fatto conoscere per queste trasforii~azioili il leoreina. di per- 
inutabilità sotto la forma seguente : 

S e  d i  u n a  superficie LV s i  ottengono d u e  nuove superficie NI e Na wzediante 
le tr.asforrnaxioni E, ed E,,, esiste una q u a r t a  superficie N' pienamente de- 
terminata e costruibile in tevntini fi~ziti che è legata al la  s u a  volta d e  nte- 
desime superficie N,  e Na d a  d u e  trasformazioni  En ed E, colle costanti  12, 111. 

inuertite. 
Le quattro superficie N, N , ,  N , ,  11." formano evidentelnente una qua- 

terna di superfipie per la quale sussistono i teoreiiii sopra enunciati. 
1 

Prendiamo n = - -  ed attrihuiaino alla costaute In un d o r e  qualuiiyue 
9 

diverso da - ; si sa che i puiiti Qo e Q', descrivono due superficie iso- 

(*) EISENHART, Tt-u1~sfonncitio12~ of surfaces of Gzticlznrcl nnrl szsvfnccs applicable to y m -  
drics [Aniiali di Matematica, Tomo XXlI della serie 111, pag. 191 e seguenti]. 
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terme corrispondentisi per trasformazione di DARBOUX Di (") e similmente ( Pl 
i punti 1% ed JI', . 

Ma si ha ancora una circostanza notevole; le normali alle superficie (Q,) 
ed ( M o )  si tagliano in un punto equidistante da Q,  ed dl, e quindi le su- 
perficie descritte dai punti &, ed J I ,  si corrispondono in un nuovo inviluppo 
di sfere. Sirnilmente per Q', ed JI', . 

Questo teorema fu da me osservato ne1 1917; e si presento cosi spon- 
tanea la questione di caratteiizzare la trasformazione clle porta da ( Q , )  
in (Mo). 

In tale occasione la detta questione fu da me proposta al  mio Assi- 
stente E. RAGAZZZ nella sua tesi di laurea, in cui con procedimento analitico 
diretto ha ritrovato il teorema sotto la forma seguente: 

. Due superficie N ed NI ,  corrispotzdentisi per trasfornlazione E,,,, si por- 
tano per convenienti trasfornzaziowi G ( d i  Guichard) i n  due superficie iso- 
terme I ed Il corrispondentisi per trasfomaasione di Darboux D-,. 

Ritornando dunque alla configurazione delle quattro superficie N, NI , 
iV,, N' vediamo ora che essa dà luogo a quattro superficie isoterme (Q,), 
(Ar,), ( g r o ) ,  (JI ',) tali che : 

si passa da ( Q , )  ad ( J I , )  con unu trasforrnazione D-, , 
si passa da ( Q , )  . a (Q',) con una trasformazione D ,  , 

92 
9 

si passa da (M' , )  ad (III,) con una trasformaxione Di - , 
9 

si passa da ( X S 0 )  a (QI,) con una trasfornzazione D-,; 

in altri termini le quattro superficie N, N I ,  Np, N' danno luogo colla costru- 
zione suddetta ad una quaterna d i  superficie isoterme del teorema d i  permu- 
tabilità ai Bianchi (**), ed i l  circolo dei quattro punti Q , ,  Po, JI,, , AI', de- 
scrive u n  nuovo sistema K di seconda specie. 

Si osserva infine che il passaggio da N a NI si ottiene pure dperando 
dapprirna una G che porta la superficie N in una superficie isoterma (Q,), 
indi una D-, che porta (Q,) in ( M o )  e poi una G-' che porta (31,) in N, .  

(") Vedasi GUICHARD, Su r  les surfaces isothermiques [Comptes Reiidus, vol. 130, pag. 1591. 
("*) BIANCHI, Ricerche sulle superficie isoternze e sulla defortnaziotze delle quadriche [Annali 

di Matematica, Tomo XI della serie III, pag. 93 e seguenti]. 

Annali di  Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 10 
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1 
Se in particolare nz = - - possiaino ritenere che le superlicie N, ed N, 

2 
coincidano, e cosi pure N-ed N'; in ta1 easo i punti Q ,  ed IV, coincidono 

rispet.tivamente in Po e P', e la trasforrnazione E - l] si idenlifica con 

yuelln da nie osserxata ne1 1905 e iiidicata con G &' (*).' 
Nella presen te Memoria sono a ltresi esposte alcune ricerclie complemen- 

tari sulle trasformazioni delle superficie ,N; in particolare è stahilita. niia 
nuova classe di trasformazioni clie si collegano colle trasformazioni E,.  

L'andamento di tali ricerclie è inspirato sulle ricerche analoghe del 
BIANCHI nella hletnoria : Cowzplemeîzti alle ricerche szslle szq)erficie isoterme (**). 

. Il teorema fondamentale è clle alha coppia di suj~erficie LX, N I ,  legnte - 
da una trasfornzazio?ze E,,,, determitza iwtrinsecamente un'altra copgia r, 
corrispondentisi per trasfornzaeione parallela di G~uichnrd. 

II passaggio dalle superficie N, NI dellaJprirna coppia alle corrispon- 
denti C, della seconda si dirà la trasfor~nnzione C,, , associata alla E,. 

Il teorema è invertibile, cioè : Da due superficie z, corrispo?zde?ztisi per 
trasformazione parallela di Guichard sono sempre dedztcibili, per trasfornla- 
xione C i 1 ,  due superficie N ed NI  corrispondentisi i n  una E,. 

IA trasformazione Cm i: suscettibile di una importante generalizza.zione 
che si fonda sull'osservazione seguente. 

11 passaggio dalla superficie N alla trasformata NI è definito da cinque 
funzioni trasforinatrici 

1, r., w, rSi, 6 

assoggettate a soddisfare ad un sisteina illimitatamente integrabile [il si- 
steina (1) della presente Memoria] ed itioltre all'equazione in termini finiti 

O r a ~ e  si considera un sistema di funzioni che soddisfi al sistema (1) 
senza verificare la (1), ne risulta deterininata intrinsecanieiite una superficie 
di GUICHARD, la quale perb, invece che ne110 spazio euclideo, lia esistenza 
in uno spazio di curvatura costante. 

(*) Vedasi la mia Memoria: Alcuiae superficie di Guichard e te relative trasforinnzioni 
[Aniiali di Matematica, Toino XI della serie IIT, pag. 201 e seguènti; lorinole (7G), ('77), (78)l. 

(**) Veclasi Aiz~znli di Matei~zatica, Tonio XII della serie III, pag. 19 e seguenti. 
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Ho creduto allora opportun0 di estendere agli spazi di curvatura co- 
stante la teoria delle trasformazioni delle superficie di GUICHARD, preceden- 
temente stabilita ne1 cas0 euclideo. Ho dirnostrato cosi che esiste per le su- 
perficie r, (di GUICHARD) dello spazio di curvatura costante una trasformazione 
analoga alla E,, clie ho espresso in coordinate di WEIERSTRASS; tale trasfor- 
mazione fa passare da una superficie >: ad una superficie E' forinante con 
la E la superficie.focale completa di un inviluppo di sfere. 

. Procedendo nello studio di tali trasformazioni nello spazio di curvatura 
costante (Che ho ancora chiamato trasformazioni E+,,), ho anche forinato l'im- 
inagine di una E, dello spazio di curvatura costante nello spazio euclideo 
e sono pervenuto al seguente teorema: 

Se due superficie x, Z, dello spazio d i  curuatura costante sono.legate d a  
una trasfor~îûaxione E,, le loro i~nmagini nello spazio euclideo N ed NI sono 
pure legate da m a  trasformaziorze Em ( c h  la stessa costante m). 

Anche ne110 spazio di curvatura costante sussiste la trasforinazione Cm 
associata alla E,; essa conduce ad una superficie N dello spazio euclideo (*), 
ma con una opportuna generalizzazione si ottiene una superficie di GUIÇHAKD 
esistente in uno spazio di curvatura costante K, arbitrariamente assegnata. 

Ho infine stabilito una trasformazione che porta una superficie r, di 
GUICHARD dello spazio di curvatura costante in superficie isoterma dello 
stesso spazio. Tale trasformazione analoga alla G (di GUICHAHD) è ancora 
chiainata trasformazione G (**). 

Ho dimostrato che l'immagi~ze nello spasio euclideo d i  una trasforia- 
zione G dello spasio di curvatura costante è ancora. una trasformazione G, e 
viceversa. 

Come conseguenza riinangono estesi agli spazi di curvatura costante i 
teoreini relativi alla decoinposizione di una trasforinazione E, in trasforma- 
zioni di GUICHARD e di DAHBOUX. 

Infatti siano E, X' due superficie 'di GUICHAHD dello spazio di curvatura 
costaiite 1ega.te tra loro da una trasforinazione E,,  e formiaino le iinmagirii 
dello spazio euclideo che indichian10 con AT, N'. Sappiamo clle queste 'su- 
periicie N ed N' si portano per convenienti trasformazioni G in due super- 
ficie isoterme I ed 1', corrispondenti per trasformazione di DARBOUX. 

(*) Vedasi il teoreina analogo del BIANÇHI della Mernoria: Complemerzti, ecc., sopra ci- 
tata; pag. 49. 

("*) La trasfortnazioue G ne110 spazio euclideo fu da me studiata ainpiaineiite nella citata 
Mernoria [Alcum superficie di Guichard, ecc.]. 
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Se ora si formano le imnlagini delle superficie 

nello spazio di curvatura costante otteniamo le quattro superficie 

in cui Il ed I ' ,  sono ancora isoterme e si corrispondono per inviluppo con- 
forme di sfere; inoltre si é detto clle 1, ed l', si deducono rispettivatnente 
da 2' e x' per trasforinazioni G. Dunque anche nello spazio di curvatura 
costarite due superficie e z', corrispo~ztle~~tisi yer trasformazjo~ze E,, si por- 
tano per convenienti trusfor~nuzioni G (di  Guichurd) in  due  superficie iso- 
terme ~orrisponderztisi per inuilzcppo conforfite di sfere. 

1. Abbiasi una superficie N di GUIÇHAHD, per la quale denotiamo con 
x, y, z le coardina.te del punto clie descrire la superficie e con Xi, Yi ,  Zi 
i coseni direttori degli spigoli del triedro principale; inoltre nianteniamo 
secondo l'uso le notazioni 

D D" 
:E = cosli (-> + Hsenh O, - = senh @ + 15 cos11 o. 

\iG 

Per ottenere una trasformata iV, di EISENHART bastü assumere una so- 
luzione del sistema 
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d lzl --- - (cosh @ + H senh o) 
du 

d lu --- - 
d ff 

(senh o + H cosh (->) p 

8 u 

d a  A -- - (v - G cc senli @) 
d u  $J 

d a W. -- ' (!! - G 6 t   COS^ @ )  
a v -  + 

in cui ed 12 lianno le espressioni 

a e t + + e ' - c + S e - E  \ 
1 

e tale die  si abbia 
- 2 
h + p2 + ru2 = 2 1112 (11 Ci. 

La superficie trasforrnata NI è data. dalle eyuazioni 

e gli elementi NI della nuova superficie di GUICHARD NI si hanno subito 
clalle formole generali (5) e (6) della citata Mernoria, adottando i segni 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



78 C a l a p s o :  Sul le  trasformazioni  delle superficie d i  Guichard. 

G 
+ 2 senh @ eéc 

Nelle formole di trasformazione cornparisce una costante arbitraria m 

(diversa da zero) onde la trasforinazione viene indicata con E,. 

8. Notiamo fin d a  ora che alle equazioni di trasforinazione si pub 
dare altra fortna, introducendo le funzioni ausiliarie 

si ottiene al10i.a per le funzioni o, , 1, h il sistema illiinit&tainente iiitegrabile 

do, - do ---- + 1 (cos11 0 ,  + cosli o) 
d ZL du 

do, - do * 

- --- - h (senh c), -- senli @) 
d v d v 

d l  1 d 2 @  de z ' seiih M (1' - h2 + 2 W) - 
d u  cosh @ du '  d v  9 } (8) 

- ( 9  + 1) sen11 (3, 
cos11 ((9, + (9) + 1 
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ah d s  
-- - 1 - -  setih o .  1 7 2  ' \  
a 1 1  d a  

d 11 1 de@ do 1 -- -- -- z - - +  cosl1o(1?--113+21V)i- 
d v  s e i i h o d d  dtc 2 . 

(9  nz + 1) cos11 o, (*) 
+ cosii (@, + (-1) + I 1 

Inversainente da una soluzione di questo sistema si deduce un sistema 
di funzioni ttxsforinatrici ne1 seguente modo : esiste e si deterinina per qua- 
drature una funzioiie + dalle equazioni 

senh (@ , + o) 
cosli (o, + w) + 1 l 

3. Le trasformazioni E, si possono anche dedurre dalle trasformazioni 
delle superficie G da me studiate nella precedente Memoria, osservando cl-ie 
una superficie N si pub considerare come una G, clie arnmetta cotne super- 
ficie coniugata la sua rappresentazione sferica. Sussiste inoltre, come per le 
superficie G, il teorema di permutabilità, e cioè : 

S e  d i  una superficie N si ottengono d u e  nuove superficie N, e 1% median te  
le  t ras formaz ion i  E, ed E,, esiste utta y u a r t a  superficie N' pienatnetzte deter- 
l n i n a t a  e costruibile in t e r m i n i  finiti che è legatcç a l l a  sua volta aile ttzedesime 
superficie N, ed N2 dc6 d u e  t ~ n s f o r ~ n c c z i o n i  E,, ed E,, colle costcclzti n, m 
i~zver t i te .  

(*) Con W intendesi la funzione che io ho introdotto nella Mernoria: Alczwte supet.ficie 
cli Guichard, ecc., a pag. 21% 
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Il teorema sotto questa forma è dovuto ad EISENHAKT, ed & stato dimo- 
strato suila traccia del teoreoia analogo del &ANCH[ per le trasformazioni 
delle superficie isoterme. 

Qui interessa il caso 

Indichiaino al d i t o  con 

il sistema di funzioni trasformatrici ne1 passaggio da N ad N i ,  e con 

quel10 relativo al passagyio da N ad 1V,; il sisteina di funzioni trasforrna- 
trici ne1 passaggio da iV, ad iL" è dato da espressioni della forma 

Per il valore particolare che abbiamo a t t r ih i to  alla costante n possiaino 
ritenere per A il valore 

ne risulta facilmente la. relazione 
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4. Da p e s t a  discendono conseguenze importanti; se si pone cioè 

e si tiene conto della relazione 

e della (Il), si ottiene per p l'espressione equivale-nte: 

ed anche 

Cid premesso indichian10 coine al solito con Q, e Q', i punti comuni 
alle tangen'ti isotrope di N ed N , ,  e con Mo ed M', i punti coinuni alle 
tangenti isotrope di N, e N'; le coordinate di Q, ed Mo sono rispettivamente 

Si sa che i punti Q ,  ed Mo descrivono due superficie isoterme; i coseni 

(*) Con x:", Y:', 2:'' iiidichiamo al solito i coseni direttori degli spigoli del triedro prin- 
cipale di NI . 

A.nnali di Matenzatica, Serie 111, Tomo XXIX. 11 
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direttori della normale alla superficie (Q,) sono dati dalle formole 

e quelli della nornmle alla superficie (Mo)  sono dati dalle formole : 

Prendiamo sulla normale alla superficie (Q , )  il punto situato alla distanza p 
da1 punto Q , ;  tenendo conto dell'esy>ressione (18) di p si vede che il punto 
richiesto ha le coordin'ate 

Similinente prendiarno sulln normale alla superficie (ATo) il punto situato 
alla medesima distanza p ;  per la espressione (13) di p abbiatno 
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Se ora espi.iiiiiaiiio il1 qoeste ultime x,: S(,), S!), SV' niediante le quail- 
tità analoglie relative alla superficie N, eed osseiviaino le (6) e la. terza espres- 
siorie di p, ricot~osciamo subito 

Diinque: Le  n o r + m l i  alle slhperficie (Q,) ed (JiO) si t a g l i a ~ z o  i n  un p u ~ t t o  
equidistatzte dcci p u n t i  Q, ed .Mo, e gercih le superficie isoterma descritte d a i  

, . 
puiafi  Q,  e d  di,' s i  corrispontlo~eo in >un nuouo i ~ z v i l z c ~ g o  d i  ~ f e r e .  . 

Si dimostrü col calcolo diretto che il passaggio da ( Q , )  ad ((,j .è pro- 
. , 

prio una trasforiiiazione di DARBOUX Du,; segue allora facilinente che 

s i  p a s s a  da  (Q,)  a (III") con m a  3-,,, , 
s i  pccssa d a  ( Q , I  a (Q',) c o n  zcna D g  - , 

3 

s i  pcçss& d a  (JI',) a (JI,) con una D, , 
. , ,  - 

L 

s i  p a s s a  d a  (JI',) a (Q',) con una B-',,, ; 

in altri termini (e puattro superficie isoterlne (Q , ) ,  (Q',), (III,), (Illp,) formatzo 
una q u a t e m a  d i  superficie del teorema d i  pernzutabilità d i  B i a n c h i ,  ed i l  
circolo déi .  quat tro  p u d i  Q , ,  Q', , M o ,  N',  descrive un n u o v o  s i s t ema  IC di 
seconda specie. 

1 teore& precedenti niostrano altresi che il passaggio da N ad N, si 
ottiene pure'operando dappritna una trasformazione G ctle' porta la super- 
ficie N in una superficie isoterina (&,), indi una IL,, che porta (9,) in. (JId) ,  
ed intirie una G-' che porta (III,) in N , .  

-1 
Se in particolare nz = - - possiamo ritenere che le superficie N, ed 

2 . .  I , -  

N, coincidano e cos1 pure N e d  N p ;  in ta1 cas? i punti Qo ed Mo coincidono 
coi coinuni alle tangenti 'isofrope di ni ed ~ , " e  la trasforrna&one Si 
riduce alla G G-'. 

Ci6 risulta pure dalle (8), che per m = - - I Si riducono appunto alle 
B 

(76),'(77) e (78) della mia citata Mernoria [ d l c u n e  s.uperficie d i  Guichard ,  ecc.]. 
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5. In questo paragrafo fareiuo conoscere una nuova trasformazione 
per le superficie di GUICHARD, che si comporta in modo analogo alla trasfor- 
mazione delle superficie isoterine associata alla Dm di DARBOUX. 

Consideriamo una superficie N ed una sua trasforniata NI  rnediante 

una E,,, (m = l =  - +) . Siario 

le corrispondenti funzioni trasformatrici che soddisfano al sistema differen- 
ziale (1 )  ed all'equazione (3). Dimostreremo che: 

Esiste una  nzcova superficie di  Guichard r, il czci eletwento lineare riferito 
alle tinee di  curvatura è 

e2ç 
d s' = , (senha @ d zta + cosha EI d v2), G (15) 

ed i coefficietzté della seconda forma fondamentale hanno le espressioni 

i l = e r ' s e n h e . & r n + i  (cosh@+H'senho) ,  

A" = et' cosh o .  \/u2 n a  + 1 (senh @ + H' cosh @), 
in cui 

I V  ,$' = - . I j ' = H + c E - .  
1 IC1 (17) 

Per la diniostrazione occoke provare che sono soddisfatte le equazioni 
di C o ~ ~ z z r  e l'equazione di GAUSS relative ail'eiemento lineare (15). 

Dalle (16) per derivazione si ha 

8 ;  (tg11 @ f. H ' )  2 - et  - (senh e + H'cosh W) 
d v  $ 

che si riduce subito alla forina 
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Analogamente si prova che è soddisfatta l'altrn equazione di CODAZZI. 
In quanto all'equazione di GAUSS, partendo dalle (17) e tenendo conto 

delle equazioni differenziali (1) e delle espressioni (2) di .g ed n ( e  nulla 
affatto appoggiandoci sulla (3)), otteniamo 

E cosi se ora teniamo conto della (3), l'equazione di GAUSS è pure sod- 
disfatta e il teorema è stabilito. 

Il passaggio dalla coppia (N ,  N I )  di superficie trasformate di EISENHART 
alla nuova superficie di GUICHAHD Z si dirà la trasformaxione Cm associata 
alla E, . 

6. Le considerazioni svolte ne1 precedente paragrafo si possono ripe- 
tere assumendo coine superficie di partenza la NI ; si sa che le funzioni tras- 
formatrici relative al passaggio inverso da NI ad N sono 

e si ha allora una seconda superficie di GUICHARD 2, il cui elemento lineare 
ha la forma 

d s2 = O' eZE1 (senh", d u" tosh"), d v", 

ed i coefficienti della seconda forma fondamentale hanno le espressioni 
- 
A = 5 e51 senh o, jcosh (3, + Hf  senh a,)! 
- 
An = G tr cosh O,  (senh @, + H'cosh o,). 
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setil1 @, - Il' cos11 @, = sen11 (-) + il' cos11 o, 

risulta subito che le superficie e Z: hanno la stessa rappresentnziotze sfe- 
rica delle linee d i  curvatura. 

Inoltre denotando con r ,  ed r ,  .i raggi priricipali di curvatura di 1 e coi] 
.r', ed r', i rag& di y, si h a  

ec 
r: cosh (., 

ri = --- 
\ i h n  + 1 (serih a + Id' cosh O) y 

- G 651 set111 0, 
r 2  = 

42 ~ r t x  (cosh id + H ' senh e )  ' 

doride segue facilmente 

r i  rfz + ro rt1 = - 
2 

Q $ l a  + l 

Siamo cosi condotti al teorenia. seguelite : 
La trasfornzazione Cm cangia la coppia d i  sztperficie N ed NI, corrispon- 

dentisi per trasformazione E, , i n  due superficie I: e 2: corpi- 

spondentisi per trnsformazione parallela di Gzcichnrd. 

§ 4. - [NVEHSIONE DEL KISULTATO PIiECEDENTE. 

7. Siano Z: e due superficie di GUICHAHD corrisponclentisi per tras- 
formazione parallela con la relazione (19); possianio ritenere la Z: definita 
dalle tre funzioni fondamentdi @, Y, H' soddisfaceiiti al sistenia fonda- 
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mentale 

2 111. + 1 - 
2 

cosli" (1 + H e )  - (9 1 1 ~  +- 1 )  Hr sen11 é, cosli @ - 

d 2 @  
-- ~ 0 t h  @ -, - W  COS^' 

d u 

d H f  
------- = ( H '  + coth o)  
d u  

e possiamo ritenere la 2: definita dalle funzioni o, , i", H" date dalle formole 

sen11 @, = + H " ) + % ~ c o s l i n  

("2) 
cosh @, = 1 - H l 2  [c0sh@(l+~")+PX'senl i<- i  

Se  si pone 
1 7 

1 = --- -a 
1 8:' 12 - 2 

senh e d u ' C O S ~ O ~ U '  

si verificü con facile cnlcolo che sono verificate le equazioni del sisteina (8) 
da queste funzioni 1, 18 e dalla funzione @, data dalle (22)). 
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8. Ci6 premesso deduciamo dalla superficie una superficie ii, inte- 
grarido il sisteina complet0 

d o  d r '  d o  6'5 -- s+coth @- - l i t & @  - - 
d u d v  d u  dv  d u  du d z c  d v  

1 -- d'o 
2 cosh" (1 + H P )  Hsenh @ cosli CI - coth @ - lVcoshz O a v 

d B  
-- = (11 + coth o )  a u 
dH 
-- = ( H +  tgho)-, 
d v d v 

in cui per O e W si pongano le stesse funzioni che conîpariscono nelle (80) 
e (21). 

La superficie N si potrà ritenere definita dalla funzione o e dalle fun- 
zioni 5, H dedotte drtll'integrazione; inoltre per il risultato conseguito al 
n.O 2 si deduce subito per la N un sistema di funzioni trasformatrici deter- 
minando per quadrature una funzione + dalle equazioni 

a10gS a 5  85' 
-=---> 

d z c  d z t  d u  

e si ha 

e poi si assume 
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È facile vedere che il 'passaggio dalla superficie C alla N è da indicare 
con Cz'; giacchè se si parte dalla superficie N e si applica la trasformazione 
Cm, relativa alle furizioni trasformatrici (%), (27) si iicade appunto nella x. 

Si osserva in fine che se si considera la superficie NI, trasformata di N 
mediante il sistema di  funzioni trasformatrici (26), (97)  e si applica la tras- 
formazione Cm alla coppia (N,  NI) si ottiene la superficie e la sua tras- 
formata per trasformazione parallela, la quale (essendo individuata) coin- 
cide con la E. 

Dunque : Da due superficie Z e 5, corrispondentisi per trasforrnazione 
parallela di ~u ichard ,  sono sewzpre deducibili per trasforrnazione Cnl due 
superficie N ed N ,  corr&qmndentisi irz una E,,, . 

9. ~a-trasforinazione C, delle superficie di GUICHARD richiede la co- 
noscenza d i  ciilque futkioni' 

soddisfacenti alle equazioni differenziali (1) ed all'equazione in termini 
finiti (3). 

Supponiarno ora di conoscere Cinque funzioni soddisfacenti alle equa- 
zioni differenziali (l), mu non all'equazione (3). Dirnostreremo die  le (15) e 
(16) definiscono una mperficie i n  uno spazio d i  c.urvatzcra costante. 

Infatti le equaziotii di CODAZZI, anche nelle attuali ipotesi, sono soddis- 
fatte; inoltre chiainando K la curvatura dell'eleniento lineare (15), la (18) 
si pub scrivere 

Ma il sistema differenziale (1) possiede I'integrale quadratico 

onde indicando con - K,, il valore della costante del secondo membro, la 
precedente diventa : 

Annazi d i  Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 
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dunque: S e  le ficnsioni 1, p., IV, +, 6 soddisfano le equaxioni diferenziali ( 1 )  
e danno all'espressione 1' + p2 + w e  - 9 1% # a il ualore costante .- Ka, le (16) 
e'(16) definiscono una superficie 2 riferita alle linee di curvaturn che ha esi- 
stenxa ne110 spaxio di curvatura cosiante Ka. 

Per gli eleinenti fondamentali della si ha la relazione 

e quiiidi la Z è per analogia ctiiamata una superficie di Guichard nello spazio 
di curvatu,ra costante Ii', . 

DELLO SPAZIO D I  CURVATUHA COSTANTE NEIiLO SPAZIO EUCLIDEO. 

10. Partiaiiio ora da una superficie di GUICHARD dello spazio di cur- 
vatura costante K 0 ,  e trasformiatiiola in una superficie di GUICHARD dello 
spazio euclideo. 

La superficie proposta è definita dall'elemento litleare 

e dai'coefficienti della seconda forma fondamentale * 
D 

-- - - cosh @ + Hsenh @ ; 
D" 

e5. senh @ et  cosh @ 
= senh @ 4- H cosh o. (99) 

Per fissare le idee poniamo IC0 = - 1, per il che le funzioni 5, @, H 
sono legate dalle relazioni 

a% o z @  aa 6 a" -+--, +coth@ -,+tgh(g7- du" v du-  d  v 

1 d @ d i  - -- - 1 d o d t  -+--,--+ s e n h - d u d u  cosh o d v d v  
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Introducia~iio le funzioni ausilialie 

l', y!, l d ,  4' 
soddisfacenti al sistema illimitatamente integrabile 

-=-(tghu d X' - ~ - ) p ' + ( c o s h @ + ~ s e n l i @ ) w r + a ~ s e u l i n . G  d [  - d o  d u  d u  ' d u ,  

d  p.' d  E d o  
-=-(colho-+-)h'+(senh@+Hcoshojnl-+eicoshs.+'  
' d  v d u  d u ,  

d  lu' - 
d zc 
- - (cosh o + Hsenh o) 1' 

dw' . -- -- 
d u  (senh s + H cosh o) ?.' 

e poniaino 

si avrà 

d ri' -- di' 
- ( I l l+cotho)- ,  

d u  d u  

1 a o d : '  + --- - - + (cosh @ + N t  s p h  @) (senh e +.A' cosh o) 2 
cosli2 e d v d  v 

e2 
- - (1" + p.'' + ier2 - $") senh @ cosh (4. 
- v 
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Intanto il sisteina (34) ammette I'iritegrale quadratico 

I I e  + p.'a + ?at2 - $ ' 2  - cost. ; 

quindi se si prendono le condizioni iniziali in guisa che la costante al se- 
condo membro sia nulla, riniane individunta nello spazio euclideo una su- 
perficie di GUICHAHD il cui elemento lineare è 

ed i coefticienti della seconda forma fondamentale hanno le espressioni 

A iEzo = cosh @ +  H'senh o, , 
A" 

= senh o + H'cosh o. 
eE cosh o 

È chiaro che se x, y, s indicano le coordinate del punto deli'immagine 
di x, e Xi, Yi, Zi i coseni del triedro principale si pu6 porre 

11. Prendiamo nello spazio di curvatura costante una superficie di 
GUICHARD y, per ln quale 
e consideriamo il. sisteina 

adottiamo le notazioni del precedente paragrafo, 
di equazioni differenziali . 

+ (cosli O + Hsenh @) ~c + wz .g + et senh @ + l 

d ~ u  -- -- 
a (sen11 e + H cosli o)  y 
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Tali espressioni (33) in base alle equaziotii del sistema (32) ed alle (33) 
stesse, soddisfano le relazioni 

per il che, tenendo presenti le (30) risulta subito che il sistema (32) è illi- 
mitatatnente integrabile. 

Inoltre il sistema (39) ammette l'integrale quadratico 

h2 + Y.': + 1v2 - Ge - 2 ?n + a  = cost., 

e possiamo scegliere i valori iniziali in guisa che si annuili la costante del 
secondo membro, e si abbia cioè 
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Assuniiamo ora una soluzione del siste~iiü (32) soddisfacerile la (34), e 
chianiando con x,, x, , x,, x, le coordinate di WE~ERSTRASS del punto P 
di z, deducian10 una seconda superficie x' colle forniole 

Se introduciamo i coseni di direzione delle tangenti alle linee v = cost. 
e zc = cost., abbiamo - 

e per l'elemento lineare della superficie Z' si lia 

Inoltre derivando le ili si lia 

a a E'i -- - (eosh o + Hsenh o + 
a u  

e quindi per la seconda forma fondamentale si ha: 

A 
D'= O -- = E"  COS^ O +- Hsenh @) + - 

' JE 
(38) 

+ Hcosh 0 + 
JGS 

Si vede intanto che le linee u e v sono ancora linee di curvatura per 
la superficie trasforniata, ed inoltre si riconosce facilmente la relazione 
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Frattanto la trasformazione delle superficie di GUICHARD dello spazio di 
curvatura costante, ora stabilita, è ancora da indicarsi con E,. 

Per completare la ricerca consideriamo le norniali alle due superficie 
Ç e Z' in punti corrispondenti P e P'; se prendiamo sulla normale a Ç ne1 
punto P il punto alla distanza 6 data da 

+ tgh 8 = - - w 

vedianîo subito che esso appartiene anche alla normale a E' e dista della 
inedesiina lunçhezza 8 da1 punto P'; si conclude che Ç e 2' sono le due 
falde di un inviliippo di sfere. 

18. Deduciaino, cotne al i l .  10, dalla superficie-x una superficie LV dello 
spazio euclideo; se introduciamo corne al n. 2 la funzioiie W relativa alla 
superficie N, si avrà 

de d( d (6) d 5 
+coth@---tgho--- 

d u  d u  d v d v  

1 az o 
- - senh2 o .  (1 + I J2 )  - 11senh o cosh @ - tgh c, + e d u  

d 2 5  85 85 
--y-- - do 85 + p h @ -  - + coth (-) - - 
d u d v  dztdv d v  du  d u d v  
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Le condizioni d'integrabilità di questo sistema sono 

- 1 d3 O 52 Igli k) - 
senh O cosh @ d IL d a" 

a 1 ,  
d 11 

aw - 1 8 0  a2 6) 1 d ~ d ~ @  
d v -- t cosh' @ d u d u b e n l ~ '  Q d u du" 

1 -- - d  O 
2 c o t h 8  - MT, 

+ sent1 O cosh O 8 14' d v d u  

e coincidono perfettainente con quelle delle superficie N dello spazio euclideo. 
Introducendo poi le funzioni ausiliarie 

u. 1 a t  
]L=~~L--  - ,  

cosh @ d u  

si pe-iene con facile calcolo alle equazioni 

d 8,  -=-- a a -- h (senh O,  - senh O), 
d u d u  

(*) Adottiamo a l  solito i segiii E' = - 1 ; 6" = 1. 
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d l  -- d Q  1 ' "' - h  - -  senh@ ( 1 ' - h 2 + 2 W ) -  --- (2 nz + 1) senh O, 
d u  coshO du '  dz; 2 cosli (0,  + O) + 1 ' 

d l  d O 
- = h  --coshQ.Zh, 
d u  d u  

d h  d Q  -- -1--senhO.lh, 
d u  d v  

d h  -- -- -- d e  L "' 1 -+-cosh@(Z2- h2+BW)+ 
( 9  19% + 1 ) cosh O, 

dv s e n h 8  d v V u  2 cosh (O, + O )  + 1 ' 

e si vede che esse coincidono perfettamente con le (8) stabilite al il. 9 ne1 
caso euclideo. 

g 9. - IMMAGIXE DELLA TKASFOHMAZIONE E, DELLO SPAZIO 

D I  CURVATURA COSTANTE NELLO SPAZIO EUCLIDEO. 

, 13. L'identitii delle formole precedenti con le (8) del n. '2 mostra 
già che la irnmagine di una tmsformazione E, tlello spazio di curvatura co- 
stante ne110 spazio euclideo è ancora una E,,,, a ineno di operazioni del 
gruppo conforme. 

Ora mostrereino che l'immagine di una E,  è precisamente una E,. 
Infatti deducialno, coirie al n. 10, da una superficie di GUICHARD dello 

spazio di curvatura costantè una superficie N dello spazio euclideo, e de- 
duciamo per questa superficie un sistema di fuiizioni trasformatrici utiliz- 
zando il procedimento osservato al II. '2. Si dovrà porre 

dlog#,  dE dlog+' -=--- 
d u  d u  d u  + 1 senh 0, 

dlog$, -8: - dlog$' + ~ C O S ~ @ ;  
dv  d v dv 

ma si ha pure 
a -= log ( C + i senli Q, 

d u  d u  

al00+ 35 d- -- 
dv d u  + h cish O, 

Anlzali di Mateluzatica, Serie III, Toino XXIX. 
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Da queste espressioni delle funzioni trasforinatrici si ottengono subito 
gli elementi della superficie N, trasformata di N; in particolare 

Ma dalle precedeiiti sappiarno clle 

quindi 

Se ora vogliamo formare l'iminagine di N, ne110 spazio di curvatura co- 
stante, la quantità analoga di eE'i si ottiene dividendo quest'ultima per l'or- 
dinata della superficie NI. Per questa si ha :  

e per le espressioni osseruate alla fine del n. 10 si pub scrivere 

donde per le (49) si ha sempliceinente 

2, =- 
'il 
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Si trova. cosi, osservando la. (43)  e la priina delle (41), la relazione 

e si pub enunciare il seguente teoreina: 
Se due superficie x, Z, dello spaaio di curvatura costante sono legnte da 

tcna trasformazione E,, le  loro inrmagini ne110 spazio euclideo N ed N, sono 
pure legate da mna trasfornzaaione E ,  (con la stessa costante m). 

§ 10. - LA TRASFOHMAZIONE C,* ASSOCIATA ALLA Em 
NELLO SPAZIO DI CURVATUHA COSTANTE. 

14. - In questo paragrafo vogliamo ripigliare la considerazione di 
due superficie C, x' dello spazio d i  curvatura costante, legate da una tras- 
forinazione E,, per studiare l'effetto della trasformazione Cm associata 
alla E,, . 

Dirnosti.ererno clle: esiste ne110 spazio euclideo una superficie N di  Gui- 
chard col17elemento Eineare 

est 
d s2 = (senh2 O d u2 + coshP @ d v2), 

'f 

ed i czci coeflicienti della seconda forma fondamewtale hanno le espressioni 

A = er senh @ . J 9 +n +- 1 (cos11 @ + H' sen11 o) ,  

A" = et' cosh @ . 2 f i 2  + 1 (senh CI -+ H' cosh O),  
in cui 

et eE' =- n, , H ' = H + e r - .  
iJ G (45) 

Infatti dalle ( h i )  per derivazione si ha :  
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ossia 

Analogamente si prova che è soddisfatta l'altra equazione d i  CODAZZI. 
In quanto all'equazione di GAUSS partendo dalle (45) e tenendo conto 

delle equazioni differenziali (39) e dalle espressioni (33) di p, ed n (senza 
appoggiarsi all'integrale quadratico) otteniamo 

e2E -- 
- +2  

sen11 O cosh 6 (h2 + p.B + lu2 - +' - 2 192 + O). 
Se ora teniamo conto della (34) vediaino che l'equazione di GAUSS è pure 

soddisfatta, e il teorema è stabilito. 
È da osservare che se le funzioni A, p., nj; +, a soddisfacessero al sistema 

diffeiaenziale (38), ina non alla (34), e rendessero 

la superficie N esisterebbe nello spazio di curvatura costante K, .  

S 11. - LE TRASFORMAZIONI G ( ~ 1  GUICHARD) DELLO SPAZIO DI CURVATURA 

COSTANTE, E LOKO IMNAGII<I  NELLO SPAZIO EUCLJDEO. 

15. Assuiniamo nello spazio di curvatura costante una superficie x, 
per la quale conserviamo le notazioni dei n. 10; e consideriaino il sisteiua 
di equazioni differenziüli nella funzione incognita o 
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. -. -- -. - - 

d w  d O  8 %  i -+-=coshOsenh(w-6) -co the-  - 
d u  d u  d u  

1 1 / (401 
- - et cosh O .  ew + - eu-E ( H 2  cosh @ + il H senh (9). 

O_ il 

Questo sisteina è illimitatanieiite integrabile; e dimostreremo che per 
una yualunque soluzione di esso esiste nello spazio di curvalura costante 
una superficie isoterma I coll'eleniento lineare 

Infatti introducia~no le hnzioni ausiliarie 

A" -- l " -- senh(w-t) 
e" cosh O d v 

e teniamo anzitutto conto che derivando e (46), ed osservando le (46) stesse 
e le (39), si ottiene a riduzioni fatte la relazione 

Inoltre si verifica con facile calcolo che sono verificate le relazioni 

dunyue rimane stahilita la proposizione. 
Frattanto le formole (46) sono l'espressione analitica di una trasforma- 

zione c h  poi-ta le superficie di GUICHARD del10 spiizio di curvatura costante 
in superficie isoterme del niedesimo spazio, ed è percib da chiamarsi an- 
cora una trasformaaio~ze G. 

16. Vogliamo ora studiare l'inimagine di una siffatta trasformazione 
nello spazio euclideo. 

A tale scopo forrniamo coine al n. 10 l'iminagine di x, e scriviaiiio il 
sistenîa differenziale che porta la superficie trasformata N i n  superficie iso- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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terma: si ha: 

a5 Y - coth (9 -- + , e5 cosh + 
. d u  4 

Ora questo sisterna è soddisfatto dalla fumione 

quindi esiste nello spazio euclideo %na superficie isoterma coll'clesrzento iineccre 

Se ora vogliarno formare l'i~iimagirie di questa ilel10 spazio di curvaturü 
costante, dobbiarno dividere e? per l'ordiiiata della superficie. 

Ma per questa si ha 

e'=z+e? (2, +iZ,),  

ossia pei valori osservati al n. 10 

si ha cosi 

Dunyue: I'iwzunugine ~zelio spaxio euclideo d i  una t r a s f o r ~ a s i o n e  G dello 
spnzio d i  curunturu costa~te è ancora utta trnsfornzaxione G. 
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17. Inversaniente partiamo da una superficie N dello spazio eiiclideo, 
i cui elementi indichiarno con y, @, H' e deduciümo una superficie isoterina 
per trasformazione G. Occmre determinare una soluzioiie del sistenia 

-- 1 e9' E r  ( H l 2  senh H $ 9  H' cosh O), 
9 

. d y  dO 
L-+-= cos11 

(e9'-? d ' ' - Y )  a ?  
- coth O - +- 

d v  d u  9 9 ,  d zr 

Formiamo l'iiiiinagine di N ne110 spazio di curvatura costante; se x, 
y, x indicano le coordinate del punto che descrive la superficie 1V e Xi, Yi, 
Zi i coseni del triedro principale, possiarno esprirnere gli eleineiiti di Z con 
le forniole 

& L 8 t Z ;  Li'.= H - eE Z ,  , 

e le equazioni precedenti si potranno scrivere 

Ci6 premesso deduciaino dalla superficie Z una superficie isoterma dello 
spazio di curvatura costante mediante una trasformazione G; dobbiamo in- 
tegrare il sisterna. (46). Ora teiiendo conto delle precedenti si verifica facil- 
mente clle le (46) sono soddisfatte dalla funzione . 

e-O = e-9 z + ( Z ,  + i  Z,) ,  

a E - i t g h @ - - i e E s e n h O . ~ , -  
8 v 

serili O (H - et Z,)" '2 CO& @ (H - e5 2,) , 1 

e ne risulta cosi una sùperficie I dello spazio di curvatura cosiailte. 

a i  
- coth @ - -- et cosh 3 . Z, + 

d u  

c o ~ h 8 ( H - e ~ 2 , ) ~ + 9 s e n h @ ( H - e ~ Z , )  . 

(51 ) 

1 
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104 Calapso: Sulle trasformccxioni delle superficie di Guichard. 

lntanto se prendiamo la superficie isoterma dello spazio euclideo che 
abbiamo dedotta dalla N e vogliarno formarne l'iminagine nello spazio di 
curvatura costante, dobbiamo dividere e? per I'ordiria ta della superficie, che è 

2' = z+ eelP (2, + i Z,) ; 
si ha cosi nuoramente 

.e quindi Z'irnmagine lzello spazio di curuatura costnnte di una trasfornzazione 
G dello spazio euctideo è ancora urla trasformaxione G. 

OSSERVAZIONE. È qui il caso di estendere agli spazi d i  curvatura costante 
il teorema relativo alla clecoinposizione di una trasformazione E,, in trasfor- 
lnazioni di GU~CHARD e di DARBOUX. 

Siano e x' due superficie di GUICHARD del10 spazio di curvatura co- 
stante legate tra loro da una trüsformazione E,s, e formiamo le ililniagini 
dello spazio euclideo che indichiaino con N ed N'. Sappiaino che yueste. 
superficie N ed N' si poriano per eonvenienti trasforrnazio~ii G in due su- 
perficie isoterine I ed I', corrispondentisi per trasformazione di DAHBOUX. 

Se ora si forinano le imnîagini delle superficie 

nello spazio di curvatura- costante otteniamo le quattro superficie 

in cui 1, ed I', sono ancora isoterme e si corrispondono per inviluppo con- 
forme di sfere; inoltre abhiaino visto che 1, ed I',  si deducoiio rispettiva- 
mente da Z e E' per trasformazioni G. Si conclude che anche nello spazio 
di curvatura costante sussiste il teoretna: 

Bue superficie e x', corrispondentisi per trasfortnazione E,, si portano 
per convenienti trasforinazioni G (di Guichccrd) irz due superficie isotersne 
corrispondentisi per inviluppo cotzfornz.e di sfere. 

Messina, 13 Gennaio 1919. 
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Sulle corrispondenze quadrilineari tra forme 
di la specie e su alcune loro rappresenta- 
zioni spaziali. 

L e  corrispondenze quadrilineari tra forme di la specie furon già con- 
siderate ripetutamente. Mi litniterb a ricordare, perchè solo ad esse dovreino 
riferirci, una Nota di C. LE PAIGE (') e la Meinoria di R. De PAOLIS sulle 
corrispondenze plurilineari in generale (9). Nessuno perb, ch'io sappia, lia. 
rilevato le particolarità che pu6 presentare una corrispondenza quadrilineare, 
pel fatto che le omografie tra due dei quattro campi binari, da essa asso- 
ciate alle varie coppie di elementi degli altri due campi, possono esser legate 
linearmente fra loro, cioè stare in una rete fissa, od in un fascio, ecc. Si ha 
in cib un  primo criterio razionale di classificazione per le quadrilinearità. 
D'altra parte uno strumento nuovo, se non sbaglio, del presente lavoro, con- 
siste ne1 riferire i campi fra cui si han le corrispondenze quadrilineari ai 
sistemi di generatrici di due quadriche, distinte O sovrapposte (7. Ne deri- 
vano dei notevoli legami fra quelle corrispondenze e le quadriche. Basti, 
conle esernpio, citare il fatto die, con solo una riserva di gerieralità, 10 
studio delle quadrilinearità viene ad equivalere a quel10 del sistema di due 
quadriche. Cib fornisce un metodo elegante, si per studiare le corrispon- 
denze quadrilineari, che per classificarle. Ma non intendo qui dare esplici- 

(l) Sur la forme quadriiiae'aire. Atti Acc. Torino, t. 17, 1831-82, p. 499. 
(2) Le corrispondertze projettive nelle forme geometrmche fondamentali d i  l a  specie. Mem. 

Acc. Torino (2) 42, 1892, p. 496. 
(9 Si tratta di un coticetto generale, che pub servire sempre nello studio delle corri- 

spondenze, plurilineari, od anche di ordini qualunque, fra più campi razionali. Veggasi una 
mia Nota di prossima pubblicazione nei Rend.i della R. A ~ c a d . ~  dei Lincei. 

Annali d i  Matewzatica, Serie I I I ,  Touio XXIX. 14 
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106 Segre: SuZZe corrispondenze quadrilineari tra forme di i" specie 

tamente una classificazione completa, che sarebbe cosa troppo lunga e mi- 
nuziosa. Certo è che essa si pu6 dire contenuta irnplicitamente in quel che 
verrà esposto. 

1. Una corrispondenza quadriliteeare, O, più breven~ente, una quadri- 
Zinearitic, tra 4 campi razionali ao' (per esempio, forme fondamentali di la 
specie) - ossia fra 4 campi binari Cl C, C, C, ,  - è definita da un'equa- 
zione algebrica 

f(s; y ;  z ;  u)=O (1) 

lineare in ciascuna delle coordinate non omogenee x: y z u degli elementi 
appartenenti rispettivamente ai 4 campi; O lineare ed omogenea rispetto ad 
ognuna delle coppie x, x,, y, y,, x ,  2, , u, u, di coordinate oinogenee degli 
elementi stessi. ' 

Essa raggruppa gli eletnenti dei 4 campi in m3 quaterne. 
Dati tre elementi generici, rispettivamente in tre campi, è individuato 

dalla (1) I'elemento residuo della quaterna che contiene i primi tre. - Cosi, 
fissati due elementi generici rispettivamente in due campi, la (1) determina 
una corrispondenza bilineare, ossia una projettività fra i due campi rima- 
nenti: la quale accoppia due elementi di questi che, coi due elementi che 
s'eran fissati, forman quaterna della quadrilinearità. Indicheremo con q, le 
projettività che cos1 nascono fra i canipi Ci, C,: projettività residue delle 
coppie di elementi degli altri due campi (*). - Infine, se si dà un elemento 
generico in uno dei 4 catnpi, si Iianno come suoi resti, per la (l), le terne 
di una corrispondenza trilineare, O trilinearità, fra i tre campi ritnanenti. 

B. La locuzione generici che abbiamo scritto in corsivo negli ultimi 
enunciati, allude al caso eccezionale che la terna di elementi, O la coppia, 
O l'elemento singolo, dei dati campi, che ivi si supponeva di fissare nella 
quadrilinearità, rendano la (1) soddisfatta identicanzente: qualunque sia l'e- 
lemento, O la coppia, O la terna, che si assumono come resti. 

(4) Non faremo distinzione tra $, e Pkd: considerereino ci06 una sola corrispoiidenza fra 
gli elementi dell' insieme Ci + Ce. 
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In ta1 caso eccezionale si su01 dire che la terna fissata, O la coppia, O 

il singolo elemen to, sono neutri per la quadrilinearitji. 11 DE PAOLIS li diceva 
apolari: perchè svanisce quella corrispondenza tra i residui elementi, che 
egli chiamava polare dei dati. 

Terrne neutre esiston sempre, per tre qualunque dei 4 campi (v. il n. 3). 
Esse si presentano anche in quest'altro modo. Se gli eleinenti x y  z  di Cl 
C, C, formano terna neutra, la projettività g3, dei resti di x y  ha a conie 
elemento singolare in C, ; ossia x  è tale che il suo omologo in C, , per quella 
projettività, . è indeterminato. . Di passaggio, ne deriva clie la coppia x y di 
Cl C, forma terna neutra anche con un eleinento zc di C, (l'altro elemento 
singolare della gS4: la quale sarà degenere, O singolare; cioè rappresentata 
da una forma bilineare prodotto di due forme lineari). 

3. Sia, mettendo in evidenza gli elementi z, u :  

ff d z , u l ~ B ~ ~ ~ ,  + C Z ~ Z G ~ + D Z ~  w, ,  (2) 

ove A.  B C  D saran forme bilineari di x ,  x ,  , y ,  y , .  Unn terna x y s sarà 
neutra se 

A z , + B x , = O ,  C x , + D z , = O ,  
donde : 

(3) 

A D - B C = O .  (4) 

.Quest'equazione rappreserita una corrispondenza (8, 8) fra gli elementi x, y 
dei campi Cl,  O, : la quale accoppia due di essi ne1 cas0 della fine del II. 8, 
ossia quando la loro PB, residua è degenere. 

Le crol terne neutre di Cl C, Cs, ad esempio, contengoiio le coppie di 
elementi d i  due qualunque di questi due cümpi, associati in una corrispon- 
denza (2, 2). 

Fra i 4 campi dati, coinbinaiidoli a due a due, abbianlo cosi 6 corri- 
spondenze (8, 8). Quelle relative a C, ,  Cs, e a C l ,  C, sono riferite tra loro 
biunivoc,amente, associando coppie x y e x z  che stiano in una stessa terria 
iieutra s y z  di Cl C2 Cs .  Applicando quest'osservazione ripetutamente, si 
vede che le 6 corrispondenze (8, 8) saranno in geherale enti ellittici collo 
stesso invariante assoluto (7. 

4. Dire che una coppia x y fi elementi di C, C, è neutra (n. 8) equi- 
varrà a dire che ogni coppia au di C, C, forma quaterna di f colla x y, 

('1 Cfr. LE PAIQE cit.O in ('), 5 1. 
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ossia che tzctte le projettivitic gl, han cojnune la coppia x y. Posta la (2), la 
coppia. x y dovrà annullare A, B, C, D. Non esiste dunque in generale una 
ta1 coppia. (Se vi son due coppie neutre, le pl, formano fascio). 

Siinilmente non esiste iri generale uri elemeiito neutro. La sua esistenza, 
per eseinpio in Cl ,  significherebbe che f si pub scrivere come prodotto di 
una forma lineare di x ,  x, per una forma trilineare nelle altre coppie di va- 
riabili. Escludereino ne1 seguito questo caso, come anche quel10 che f sia il 
prodotto di due fornie bilineari: supporremo cioè che la quadrilinearijtà sia 
irridzccibile. 

QUADHII~INEARITÀ,. PER L E  QUALI LE OMOGHAFIE RESIDUE STANNO I N  RETI, 
OD 1N FASCI. 

5. Poniamo ora 
f - ): aik2rn y k  U m  7 

ove ognuno degl'inclici prenda i valori 1, 2 ;  sicchè i ternlini della sonîma 
sono '16. 

Le onîografie pl,, provenienti da1 fissare z, .u, sono conlbinazioni li- 
neari delle quattro 

In consegueiiza. esse stanno in iiiia rete quando yueste quattro sono in 
iiua rete ; vale a. dire quando è nul10 il deterniinante. (invariante della f )  

Similinente le pl, saranno in  un fascio, se son nulli tutti i minori del 
3O ordine di L ;  e coincideranno se son nulli tutti quelli di 2' ordine. 

Ora, quando le b12 presetitano i detti fatti,. le b3, presentera.nno la stessa 
particolarità: percliè, scaiiibiando i cainpi Cl C, con C, C,, il determinante 
L non muta, altrimenti clle per 10 scambiarsi delle linee orizzontali colle 
colonne. Ossia.: è ln stessn cosa dire che sono in una rete le pl,, O le Q3,; 

che sono in zcîz fascio l e .  Pl,, o le Pz',; ; che coimidono le g12, o le p3,. 
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6. Lo stesso fatto risulta anche subito cosi. 
L'ipotesi die  le 9,, siano in una rete equivale a dire che le forme priini 

meinbri delle (6) son cotnbinazioni lineari (a coefficienti costanti) di tre forme 
9, S7 x bilineari nelle x y. Poichè la f (5) si ha da quelle (6) inoltiplicandole 
pei 4 prodotti x,u, e sominando, ne viene che in questo caso è :  

E siinilniente, se le 9,, sono in u ~ i  fascio, si potrà porre: 

e se le pl, coincidono: 
f = 'P (x Y) (5 4. 

Ora le (7), (8), (9) mostrano appunto che le 9$, presentano sempre la 
stessa particolarità che le 9,,. 

Ne1 3 O  caso, corrispondente alla (9), si vede elle la qiiadrilineürità si 
spezza nelle due projettività cp =O, cc = O, che saranno la pl, e la g3,; nia, 
corne s'è già detto alla' fine del n. 4, questo caso verrà escluso. 

Ne1 2 O  caso, in cui le QI,, e cosi le gS',, , forinan due fasci, la (8) ino- 
stra che queSti fasci si posson rappresentare cosi : 

e che il porre' f = O  viene a dire che la QI, contenente la coppia s y di ele- 
menti omologhi, e la g3, rispetto a cui sono olnologhi x e u, si corrispon- 
dono in un riferiinento projettivo dei due fasci. Ossia: la qicadrilinearità si 
ottiene da due fasci di ontografie fra Cl C, e fra C ,  C , ,  riferiti fra loro pro- 
jettivamente, raggruppando insierne le coppie d i  elenaenti omologhi di ornogrnfie 
che si corrispondono in  quel riferimento projettivo. 

7. Analoghi al .determinante (invariante) L sono questi altri, i yuali 
si riferiscono invece ~ispettivamerite alle O P.>,,, e alle QI, O $P2,: 
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Ora si ha la relazione, identica : 

Se dunque si annullano due dei tre determinanti, s'annullerà pure il 
terzo. Ne segue questo teorema: 

Se le Q,, sono in  una rete, e cos3 pure le QI,, saranno in zcna rete anche 
le 9,,, e par conseguenaa. (n. 5 )  saranno in reti tutti i 6 sistemi di projetti- 
d i t à  @,. 

8. Ricorrendo al concetto delle projettività binarie arnzoniche (O con- 
jzcgcçte, od apolari) (=), potsemo ritrovare i risultati precedenti, e completarli. 

Il fatto che le a,, stiano in una rete equivale, coin'è noto, all'essere 
quelle projettività armoniche ad una projettività fissa 9 tra Cl e C,. Se 
questa è degenere, le al, lianno comune una coppia di 'elernenti, con~posta 
degli elementi singolari di 9 (coppia neutra per f ) .  

Siam a ,  b ,  due elementi distinti di C,, e a, b2 rispettivamente i loro 
oinologlii in  C,, per 9. Ogni projettività fra Cl C,  che sis armonica ad 9 e 
contenga la coppia a,  b, , conterrà pure di conseguenza la coppia b ,  a, . Ap- 
plichiaino cib all'ipotesi che le Pl, sirtri tutte armoniche ad 9. Avremo che 
tutte quelle fra esse che contengono una data coppia generica a ,  b, di ele- 
menti ne contengon di conseguenza u n ' a l t r a  6, a,. Quelle QI, son le residue 
delle coppie di elerrienti di C3 C, ornologhi riella residua di a ,  b , .  Ab- 
biamo dunque che questa 9$, è pure residua. di b, a,, 

(%) Si veda su cib (anche per quel che occorrerà i n  seguito), ad esempio: C .  SEURE, Note 
sur les homographies binaires et leurs faisceaux, Journal f. Mathem. 100 (1887), p. 317 ; op- 
pure T H .  REYE, Die Geometrie der L h g e ,  4e Auflage, 3e Abtheilung, Leipzig, 1910, p. 189 
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D'altronde, quarido due coppie di elementi di Cl G,, non coincidenti 
completamente, lianno la stessa Q,, residua; le Q,, stanno necessariamente in 
una rete, e per conseguenza anche le Q,,. Si assumano infatti quelle due 
coppie di elementi corne eleinenti fondamentali delle coordinate su Cl C , ;  
O, se in uno di questi campi i due elementi dati coincidessero, si prenda 
quest'elemento corne uno dei due elementi fondamentali di quel campo. 
Coine le QI, erano al n. 5 coinbinazioni lineari delle (6), cosi le a,, son 
combinazioni lineari di 4 proiettivi-tà, residue delle coppie formate cogli ele- 
menti fondamentali di Cl C2,  coinbinati fra loro in tutti i 4 modi possibili. 
Pei. l'ipotesi due di queste 4 projettività coincidono; onde le dette coinbina- 
zioni lineari stanno in una rete. 

Dunque : Condiaione necessaria e sufficiente perchè le pl, stiano in una 
rate (O,  ci6 che è 10 stesso, le a,,), è che esistano due coppie distinte (alrneno 
paraialmente) di elementi di Cl C, che abbiano la stessa Q3, residua (7. 

9. Se le al, sono armoniche ad una projettività 9 fra Cl e C, , e le Q2, 
sono armoniche ad m a  S fra C, e C,,  saranno le Pl, armoniche alla pro- 
jettività. prodotto di 9 e 5: se9npre che questo prodotto si@ determinato. 

Supponiamo da prinia, per semplicità, che 9 e S non siano degeneri. 
Diciamo a, a , ,  b, b, due coppie qualunque di elementi omologhi per 9 ;  e 
siano poi a;  e b, gli omologhi di a, e b, per S: cosicchè il prodotto 9 S 
inuterà a ,  e b, in a, e b, . Si tratterà di dimostrare (n. 8) Che: avendo a, b, 
e b ,  a, la stessa a,, residua, e cosi a, b, e b2 a ,  la stessa a,, residua, do- 
vranno di cyseguenza a,  b ,  e bl a ,  avere la stessa residua. 

Fissiamo su C, un elemento qualunque zc, che poi si farà variare; e 
consideriamo la trilinearità d fra C, C, C3 che raggruppa i resti di u rispetto 
alla data quadrilinearità. La consideçazione dell'omologo di zc su C , ,  C,, Cs 
nelle QI,, R,, P8, testè nominate riduce ci6 che ivi s'è asserito alla seguente 
proposizione da dimostrare, per la trilinearità .T: 

Se a ,  b, e b,  a ,  forman terne di b con uno stesso elemento n, di C, ,  e 
COSI ap b3 e b ,  a, forman terne con uno stesso eleinento ml di C ,  , anche . 

a,  b, e b ,  a,  avranno 10 stesso resto su C, rispetto a 
Ora questo teorema per le trilinearità si verifica facilmente. Una dirno- 

strazione semplice consiste ne1 trasformare Cl G, C,  in tre punteggiate com- 
planari, su  cui la 6 è segata dalle rette del piano; il che sempre si pub 

(7) Non si  esclude che questa $7',>,, Possa esser degenere. 
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fare (7. Dopo ci6 il teorema equivale a quello di PASCAL per l'esagono 
a, n, b ,  a,  nz, b ,  avente i vertici alternativamente sulle rette C, e C ,  ; la C, è 
la retta di PASCAL. 

10. Consideriamo ora il caso che una alizieno delle due projettività 
9, S sia degenere: per esempio la 9. Ijiciamo e l ,  f, i suoi elementi singo- 
lari, rispettivamente su Cl ,  C, . Il prodotto 9 S sarà ancora determinato, a 
meno che S abbia, essa pure, f, per elemento singolare s u  C,. Escluso 
questo caso (ne1 quale ogni elemento di C, avrebbe ne1 prodotto 9 S l'on~o- 
logo indeterminato), sarà 9 J la projettività degenere fra Cl e C, clie 11a 
per elementi siiigolari.e, e l'omologo f, di f, su  Cs rispetto a S. 

L'ipotesi che le 8, siano armoniche ad 9 significa ora che e, f, è una 
coppia neutra della quadrilinearità; e cib che si vu01 dimostrare è che anche 
e, f, sarà una coppia neutra. Ora, se u è un eleinento qualunque di C,, 
el f2 u formeranno quaterna della quadrilinearità con ogni elemento di C,: 
ossia la 9,, residua di el u ha f, come elemento siggolare, ed è percib de- 
genere. Ma S è armonica a tutte le %,; in particolare dunyue conterrà 
come coppia di elementi ornologhi i due elementi singolari di quella @,, 
degenere. E poichè abbiam chiamato f, l'omologo per S di f,, sarà dunque 
f, il 'il0 elemento singolare della detta Pt,, residua di e, u. Ossia: e, f, u for- 
man quaterna con ogni elemento di C, . E, poichè u è arbitrario su C, , e, f, 
sarà una coppia neutra della quadrilinearità: coine s'era detto. . 

Cosi il teorema del n. 9 è pienamente stabilito. Il solo cas0 da esclu- 
dersi è, come avvertinzmo, quello in cui 9 e S hanno uno stesso eleinento 
singolare su  C,. Allora le saranno ancora (pel n. 7) armoniche ad uria 
projettività fissa; ma questa non si potrà più definire come il prodotto 
di 9 e S. 

DETERMINAZIONE DI TUTTI 1' CAS1 POSSIBILI. 

II. Il risultato ottenuto ci permetterà di determinare quali sono tutti 
i casi possibili, rispetto all'essere le @:., in reti o in fasci. 

Supponiamo che, ad esempio, le Pl, formino un fascio, mentre le g2, 
stiano in una rete. 

Cfr. ad es.O la dimostrazioiie (del fatto duale) a p. 381-383 della Mem.' di F. LONDON, 
Zur Theorie der trilinearen Verniartdtschaft dreier eimtzcfiger Grundgebilrle. Math. Annalen 44 
(1894), p. 375. 
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Saranno le Pl, armoniche alle projettività 9, fra Cl e C, ,- di un altro 
fascio; e le b,, armoniche ad una. projettività S tra C, e C,. 

Le 9 non saran tutte degeneri; se rio, essendo in un fascio, avrebbero 
coinune l'elemento singolare su C , ,  O su C,; e le QI, avrebbero, esse pure, 
quell'elemento come singolare; il che è escluso (fine del n. 4). 

Se nemmeno la S non è degenere, i prodotti di ogni 9 (non degenere) 
per S saran projettività tutte distinte fra loro (e non degeneri). Pel teoreina 
del n. 9 le 9,, saranno armoniche a tutte queste projettività; e perd for- 
meranno, un fascio, e non saranno in generale degeneri. 1 prodotti 9 S for- 
ineranno a loro volta un fascio. 

Se quindi applichiaino.di nuovo il teorema del n. 9, scambiando fra 
loro gli indici 1 e 8;  e considerando, invece della di del n. 9, ciascuna 
delle infinite projettività non degeneri a cui sono armoniche le pl,; conclu- 
deremo che le sono armoniche a d  infinite projettività (non solo alla S) ; 
e di conseguenza stanno anch'esse in un fascio, non soltanto in una rete. 
La S da cui siam partiti è variabile ne1 fascio armonico a quello. 

18. Prima di proceder oltre converià, sempre restando nell'ipotesi del 
n.0 prec.5 precisare ulteriormente il risultato ottenuto. 

Ciascuno dei due fasci di projettività 9 ed S si compone di projettività 
con due coppie coinuni, distinte O coincidenti, di elernenti omologhi. Pel 
fatto che i prodotti 9 S devono anch'essi costituire un fascio, accadrà che 
i due elenienti che le coppie comuni alle 9 hanno su  C, coincideranno coi 
due elementi di C, appartenenti alle coppie comuni alle S. 

In fatti se un elemento a, di C,, ornologo per tutte le 9 di uno stesso 
elemento a, di Cl, avesse come omologo su  C, rispetto ad una S un ele- 
merito a, variabile colla S, i prodotti 9 S delle diverse R per questa S avreb- 
bero in cornune la coppia a ,  a, di elementi ornologhi. E poicllè le 9 S for- 
mano u n  fascio, la coppia a,  a, sarebbe una coppia base del fascio: il che 
è assurdo, poichè a, è variabile, e si tratta di un fascio non degenere. 

Adunque, se indichiairio con a, a, e b, b, le coppie, distinte O coincidenti, 
comuni alle 9, si patranno rappresentare con a, a,, b,  b, le coppie hase 
delle S; sicchè le coppie comuni alle 9 S saranno a, a,,  b, b,. 

1 fasci delle pl,, pz,, QI,, essendo armonici rispettivamente ai fasci 
delle 9, delle 5, delle 9 S, avranno per coppie basi : 

Annali di  ïlfatematica, Serie III, Tomo XXIX. 
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Le due zoppie basi di ognuno saranno, O sempre distinte, O sempre 
coincidenti. 

Scambiando l'indice 3, O 8, coll'indice 4, si dedurrà clie esistono in C, 
due elernenti a, b, tali che i fasci delle pl, , g2,, QS4 avran per coppie basi: 

* 

a , b , ,  h a , ;  a,b,, '&a,; asb,, h a , .  

13. Ritornando al n. 11, supponiamo ora che la projettività S ivi con- 
siderata sia degenere, cogli elementi singolari m, m, rispettivamente su  C,,  Cs .  
Il prodotto di una delle 9 per S sarà ancora, per una 9 generica, ben de- 
terminato; poichè, corrie s'è detto (n. i l ) ,  la 9 generica non è degenere. 
Questo prodotto sarà la projettività degenere fr& Cl e Cs che h a  su C, per 
elemento singolare wt, e su C, per elemento singolare l'omologo .m, di ln, 

nell' inversa della 9 considerata. 
Se ml non fosse fisso, al variare della 9, quel prodotto 9 S sarebbe 

variabile, avendo fisso l'elemento singolare m,. Le 9,, , essendo armoniche 
a tutte le projettività prodotti 9 S, avrebbero anch'esse comune quest'ele- 
mento singolare : contro 1' ipotesi che la corrispondenza quadrilineare sia 
irriducibile (n. 4). 

Dunque m, è fisso: ossia una delle due coppie (distinte O coincidenti) 
cotnuni alle projettività 9 coritiene l'elemento singolare wb, di S. 

Il fascio delle a,, ha per coppie di elernenti base le coppie basi del fascio 
ad  esso armonico delle 9, invertite. Le g2',, poi contengon tutte la coppia 
m, m,. Cosicchè il caso attuale è quel10 in cui la coppia unica comune 
alle PS, ha su C,  10 stesso elemento che ha ivi una delle due coppie (di- 
stinte O no) comuni alle 9,, . E si vede che anche le QI, conterranno una 
stessa coppia, composta. dell'elemento di C ,  che fa parte dell'altra coppia 
base delle 9,,, e dell'eleinento di C, che è nella coppia comune alle P,,. 

14. Ora possiamo concludere : 
Per quadrilinearità irriducibili, i casi che si possonpresentare riguardo 

ai10 stare le projettività @.k in reti ( 9 ) ,  O in fasci, sono i seguenti : 
1." Solo due dei 6 sistemi di projettività sono in reti, per eselnpio solo 

le $3, e le 934. 

(O) Per brevità qui, Flicendo che stanno in reti, intendiamo: « in reti ben determinate, 
e non in fasci ». 
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8.O Sono i n  reti tutti i 6 sistelni di  projettività. 
3.O Le pl,, ad esewzpio, forntano un fascio; le Q,, e le a,, sono i n  reti, 

in quanto che le Q2',, hanno una  coppia comune, e COS% le b,, ( ' O ) .  Delle due 
coppie, distinte O no, che son base per le 9,,, una ha I'elemento che sta 
su Cl in comune colla coppia. base delle QI,; I'altra ha cornune l'elemento 
di C, colla coppia base delle g2,. Le due coppie base rispettiramente delle b,, 
e delle pz',, han 10 stesso elemento su Cs.  

4.O Tutti i 6 sistemi d i  @, son fasci. Le coppie di elementi, base d i  
questi fasci, son cosi disposte. Se a ,  b , ,  b ,  o, son le due coppie (distinte O 

coincidenti) base per le b,,, si potranno indicare con a, b, e bi a, le coppie 
base per le q,, per tutte le sei coinbinazioni i k degli indici 1, 8, 3, 4. 

5.O Come caso particolare del precedente, coincidono ai e hi per ogni i .  
Nei' 4 cainpi Ci stanno rispettivamente 4 elementi ai tali che a due a due 
costituiscono coppie neutre per la guadrilinearit8. 

15. La rappresentazione analitica conferma questi risultati, e pu6 for- 
nire equazioni canoniche per le quadrilinearità dei vari casi. 

Mi limiterb al  ho e 5 O  caso. Ne1 &O, se si prendono in Ci corne elementi 
fondanientali delle coordinate rispettivamente ai e b ; ,  il fatto clie ogni coppia 
a; b, con i e k diversi è neutra dà che nella (5) (n. 5) i coefficienti a con 
due indici disuguali son tutti nulli; sicchè yuell'equazione si riduce alla 
forma semplicissima (") 

Secondo l'osservazione finale del n. 6, questa corrispondenza quadrili- 
neare si potrà ottenere con due fasci di projettivitA fra C, C, e fra C, C,, 
riferiti tra loro -projettivainente, introducendo la particolarita che alle due 
projettività degeneri deli'un fascio rispondan nell'altro fascio le projettività 
degeneri. 

Ne1 6" cas0 siano x, = 0, y, = 0, z, = O ,  u, = O i 4 elementi che a due 
a due forinan coppia neutra. Mancheranno nella (5) i termini con due indici 
(almeno) = S. Resta dunque un'equazione della forma 

il0) Quindi anche le g3>,, formeranno un fascio, e le @, 4, gll,, staranno in reti, dotate di 

coppia base, ecc. 
( I l )  Cfr. LE PAIQE cit.0 in ('), 5 III. 
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O, se si vuole, in coordinate non omogenee 

Su essa si vede subito che le 8, formano 6 fasci colle due coppie base coin- 
cidenti (rispettivainente nelle 6 coppie neutre). 

RAPPRESENTAZIONE DELLE QUADHILINEARITÀ SU DUE QUADRICHE FISSE, 

- PER MEZZO DELLE RECIPHOCITÀ SPAZIALI. 

16. Fissiaino due quadriche non degeneri Q, Q'; e, riferendole a due 
convenienti sistenii di coordinate oiriogenee, che inclichererno con 

X I ,  XI ,  X,, X, , ,  e X' , ,  X',, X',,  X',,, 

rappresentiamole parametricamente con 

X i k = ~ , y , ,  X1 , ,=z ,u ,  ( i , k , Z , m = 1 , 2 )  (14) 

(Ci accadrà poi anche in seguito di scrivere XI X, X ,  X, invece di X I ,  X,, 
X,, X , , ;  ecc.). Saranno x, x, coordinate omogenee ne1 campo binario costi- 
tuito dalle generatrici di un l0 regolo (O schiera rigata) di Q ;  y, y, analoga- 
mente pel Bo regolo: le Xi, saran le coordinate del punto X di Q ber cui 
passan le generatrici ~i: e y dei due regoli. Similmente z,  2, e u, a, saran le 
coordinate interne ai due regoli di Q'; e precisarnente quelle delle genera- 
trici passanti pel punto X'. 

Assumendo quei 4 regoli, rispettivainente, coine i 4 carnpi C, C, Cs C , ,  
la quadrilinearità 

f = ~aikimsiykdZ~+m = O ,  (15) 

grazie alle ( Ih) ,  equivarrà alla relazione 

la quale dice che X, X '  son punti reciproci in una determinata reciprocità 
fra gli spazi di Q, Q'. 1 16 coefficienti della quadrilinearità sono gli stessi 
che i 16 coefficienti della reciprocità. Le quadrilinearità tra 4 campi binari 
vengon cosi riferite linearmente alle reciprocitic fra 2 spazi ordinari. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e su alcune loro rappresentuzioni spaxiali. 117 

17. Cib che è risultato immediatamente per via algebrica, trasformando 
l'una nell'altra le (15) e (16) per mezzo delle (14), si pub anche riconoscere 
per via geometrica. 

Data cioh una reciprocità cD tra gli spazi di Q, Q', raggruppiamo due ge- 
neratrici x: e y dei due regoli C,  C, di Q e due generatrici z e u dei regoli 
C,  'c, di Q', quando il punto n; y e il punto X zc sono reciproci in @. Si rico- 
nosce subito che, date due qualunque di quelle 4 rette, le altre due si cor- 
rispondono in una determinata projettività. Cosi, date x e a, e quindi il loro 
punto comune, il piano corrispondente a questo in @ sega Q secondo una 
conica, su cui s'incontrano le generatrici x, y dei due regoli C,  C, di Q, 
otnologhe in una projettività. 8, ( l a ) .  Se invece diamo, ad esempio, y e u 
rispettivaniente nei regoli C, e C ,  di Q e di Q', le coppie di punti di queste 
rette che son reciproci nella @ formano due punteggiate projettive: e i re- 
goli Cl e C,, riferiti a queste punteggiate per sezione, risultano cos] legati 
da una projettività QI, .  

Ne deriva (DE PAOLIS (') n. 51) che l'aggruppamento delle generatrici 
dei 4 regoli in quaterne è una quadrilinearità. 

Viceversa, se si dà una corrispondenza quadrilineare fra i 4 regoli di 
Q, Q'; e si associano due punti di Q, Q' quando le generatrici passanti per 
essi forman quaterna in qiiella; saranno tali punti coppie di punti reciproci 
in una reciprocità. Dato cioè uno di essi, per esenîpio z u, l'altro dovrà stare 
su una conica di Q, generata'dai due regoli di questa, riferiti in una deter- 
minata projettività gl,, residua di quella coppia z u ;  ecc., ecc. 

18. Sebbene riel seguito non ne facciamo uso, possiamo qui accennare 
conie questa rappresentazione spaziale metta in evidenza il fatto che una 

corrisyondenza quadrilineure ira 4 forme di 1" specie equivale, in certo senso, 
ad un legame bilineare fra le projettivitb che si posson porre tra due d i  
quelle forme e le projettività tra le ultre due. Basta 'in fatti, per avere quel 
legarne 'bilineare, considerare i punti X del 1" spazio come imagini delle 
projettività fra i regoli C,, C, di Q (associiindo cioè due rette di questi 
quando sono in lin piano con X), e i punti X'  del 2' spazio coiiie imagini 
delle projettività fra i regoli C,, C, di Q'; iridi associare due tali projettività. 
quando i loro punti imagini X, X'  sono reciproci in a. Se S, X '  sono sii 

(la) Per la rappresetitazione delle projettività binarie sulle sezioni piane di una quadrica, 
v. C. STÉPHANOS, Mém. sur la représentation des ho~nographies binaires, etc., Math. Anualen 
82, 1883, p. 899. . 
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Q, Q', le corrispondenti projettività, essendo degeneri, si posson sostituire 
colle loro coppie di elementi singolari x e y, s e u ;  e nascono le quaterne 
di eleinenti della corrispondenza quadrilineare. Si vede subito che il leganie 
bilineare tra le projettività 3 di C, e C2, X d i  C, e C,, si pub enunciare 
cosi: fl è armonica a quella projettivi@ 3V' fra C, e C, che associa due 
elementi la cui 9,, residiia nella quadrilinearità è armonica a 3. Oppure 
ne1 modo analogo, scambiando C, e C, con C, e C , ,  la 3 con X Se, sim- 
bolicamente, si rappresenta la quadriiinearità con a,  P, y, 8, = O (ove solo i 
prodotti a, F, y, 8, hanno senso), e la 3 con a, b, =O, la X con 6, du = O  
(avendo senso solo i prodotti tai b , ,  c, dm); quel legarne bilineare fra le 3 e 
le fi si esprime cosi : 

Invece di esso si pub considerare l'una O l'altra di due corrispondenze, 
generalmente biunivoche, lineari, fra le projettività di C, e Ca,  C, e C,: una 
delle quali si ha facendo corrispondere a ciascuna 32 quella projettività N 
di C, e C,, prima nominata, che è armonica a tutte le Xlegate  alla 3 ne1 
mbdo detto; e l'altra in maniera analoga. 

19. Ritornando al n. 17, osserviamo che la reciprocità @ pub essere 
degenere (O singolare) sempliceinente, O doppiamente, O triplamente : ossia 
ridursi rispettivamente a una reeiprocità fra due stelle S, S', O ad una pro- 
jettività fra due fasci s, $ di piani, O infine spezzarsi nella condizione che 
O X, O X '  stiano in due piani determinati U, of. Cid corrisponde rispettiva- 
mente: all'essere nul10 .il determinante L (n. 5 )  della a ;  O all'annullarsi dei 
suoi minori di 3' ordine; O di quelli di 'il0 ordine. 

Ora questi fatti algehrici rispondevano, per la quadrilinearità (n. 5), al- 
l'essere le gl, O le 9,',, projettività di una rete, O di un fascio, O tutte coin- 
cidenti. E si vede bene la ragione geometrica di questa corrispondenza. 
Perchè, se la reciprocità è seinplicemente, O doppiamente degenere, a punti 
generici.X1- z u  di Q' rispondono per Q piani della stella S, O del, fascio s 
del l0 spazio; e si sa che le coniche segate su Q dai piani di una stella, O 

di un fascio, determinano fra le generatrici m, y dei due regoli le projetti- 
vità b,, di una rete, oppure di un fascio. Ecc. 

E l'osservazione finale del n. 5 trova ora. un'altra prova in cib, che se 
una reciprocità a ha ne1 l0 spazio un punto singolare, od una retta, O piano, 
di punti singolari, la stessa singolarità essa deve avere ne1 2 O  spazio. 
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20. Una terna x y z di generatrici è neutra per la quadrilinearità f, se 
il punto z y di Q ha corne piano omologo nella reciprocità 4 un piano pas- 
sante per 8, e quindi tangente a Q'. Se @ non è degenere, i piani tangenti 
a Q' son gli omologhi, per @, dei punti di una quadrica Q, del i0 spazio. 1 
punti z y ora considerati saran quelli della quartica conmne a Q e Q, ('y). 
La corrispondenza (2, 2) del n. 3 fra elementi di Cl C, è rappresentata da 
ques ta quartica. 

Una coppia x y di generatrici dei due regoli di Q sarà neutra pei: f, 
quando il loro punto d'incontro abbia rispetto a @ un piano oinologo inde- 
terminato: ossia solo quando CD è degenere e un suo punto singolare del 
Io spazio è ne1 punto z y  di Q. - Invece una coppia neutra xz di genera- 
trici rispettivamente di Q e di Q' sarà tale clle ogni piinto di x: e ogni punto 
di x son reciproci nella @ :  vale a ,dire sarà una coppia di rette corrispon- 
denti per la @. 

81. Una reciprocità degenere è caratterizzata da cib:  che si posson 
trovare due punti distinti di uno spazio, aventi 10 stesso piano per oinologo 
nell'altro spazio. Basta prendere infatti due punti allineati con un punto 
singolare. Ne deriva di nuovo la proposizione finale del n. 8. 

Inoltre, se S è punto singolare per @ ne1 Io spazio, le 9,, saran rap- 
presentate dalle sezioni fatte su  Q con piani passanti per S. La projettività 
fra 0, e C,, clie al principio del n. 8 s'indicava con 9, arinonica a tutte 
le Pl,, sarà rappiesentata dalla conica sezione di Q col piano polare di S 
rispetto alla stessa Q. E .  si vede di nuovo che, se le rette a, b, del reg010 Cl 
incontrano su quella ccinica le rette a, b,  di C, , saranno i punti a, b, e b ,  a, 
allineati con S ;  ossia le coppie di elementi a ,  e b , ,  b ,  e a, ,  di C, e C, 
avranno la stessa Q8, residua. 

Anche la classificazione che s'è conclusa al n. 14 si rappresenta bene 
col metodo ora introdotto. 1 casi 1" e 8" vengon da sè (il 91° si ritroverà al  . 
n. 23). Il 3 O  cas0 si ha, ad esempio, se @ degenera in una projettività tra 
due fasci di piani s, s', per la quale siano omologhi un piano del Io fascio 
tangente a Q e un piano del 8 O  fascio tangente a Q'. Il 4'' e il 5 O  caso si 
hanno se entrambi i piani del Io fascio tangenti a Q (distinti O coincidenti) 
han per omologhi i due piani del 2O tangenti a Q'. 

('3 Se Q, coincidesse con Q, ossia se Q e Q' fossero omologhe nella O, s i  avrebbero due 
projettività fisse, rispettivamente tra i regoli di queste quadriche; e la corrispondenza qua- 
driliiieare si spezzerebbe nell'insieme di queste due projettività. 
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~ P P R E S E N T A Z ~ O N E  DELLE QUADRILINEARITÀ AVENT1 LE PI,  LEGATE LINEAHMENTE, 

PEH MEZZO DI' DUE CONICBE E DI UNA RECIPROCITÀ FRA I LORO PIANI. 

98. Quando si rappresenta una quadrilinearità su Q, Q' per mezzo di 
una reciprocità conle ne1 Cap.O precae, se avviene che le G',, (O %,) stiano 
in una rete, cioè che sia degenere, la rappresentazione si pu6 semplificare, 
sostituendo a Q, Q' i coni circoscritti ad esse dai punti singolari S ,  S' di a. 

1 4 campi binari che rappresentavamo coi 4 regoli di Q, Q' vengono al- 
lora dati da quei due coni quadrici, come inviluppi di piani: contando ogni 
piano due volte, ossia coine eleinento di due dei 4 campi binari. 

Se inoltre seghiamo le due stelle S, X con due piani, otteniamo la se- 
guente rappresentazione della nostra parholare  quadrilinearità : 

SU due piani son fissate due coniche irriducibili y, y', da riguardarsi 
come inviluppi. Si consideri y come la sovrapposizione di due coniche (in- 
viluppi) O,, C,, e y' come la sovrapposizione di due C,, C,. Le quadrili- 
nearità colle Pl, (O P3',,) in una rete si possoii rappresentare con quadrili- 
nearità fra le coniche Cl C, C, C,, aventi questa particolarità: che due tan- 
genti di y' riguardate come elenieriti rispettivamente di Ca e Cd, oppure le 
inedesime riguardate come elementi rispettivaniente di C, e Cs, hanno sempre 
la stessa projettività 8, residua fra gli elementi di y: non vi è da far di- 
stinzione di ordine fra Cs e C,; e cosi fra Cl e Cé . La projettività a cui sono 
armoniche le g12 è l'identità: vale a dire le 9,, sono inuoluzioni; e cosi 
le 9,, . 

Le quadriliilearità di ta1 natura tra le due coniche proverranno dalle 
reciprocità tra i loro piani: in quanto che, se le tangenti a, a, e a, a , ,  ri- 
spettivamente di y e y', formano una quaterna della quadrilinearità, il punto 
a ,  a ,  e il punto a ,  a ,  saran reciproci i n  una determinata reciprocità piana y. 
Viceversa, associando 4 tangenti a ,  a ,  a,  a ,  quando i punti a, a, e a,  a, 
son reciproci in una data reciprocità y, si verrà a porre una quadrilinearità 
tra Cl Cs Cs C , .  
, Le corrispondenze quadrilineari clle in questo modo si posson rappre- 

sentare su due coniche sono anche caratterizzate cosi. Esse sono fra due 
campi sovrapposti C, C,, e fra altri due campi sovrapposti C, C,; simme- 
triche, o involutorie, rispetto ai prirni due, come pure rispetto agli altri due. 
La forma quadrilineare f (irriducibile) è una combinazione lineare dei 9 pro- 
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83. Se si esclude che le pl, (O le 9$,) formino fascio, la reciprocità 
piana cp non sarà degenere. Essa muter& la conicü inviluppo Cl r C, in una 
conica-luogo D, D, del 8 O  piano. E la quadrilinearità, che ne deriva, fra 
Dl D, C, C,, O, più breveinente, fra D (= D, D,) e r r Cs C4, si potrà 
definire cosi: Fo~rnccn quaterna della puadrilinearitù. due punti d i  D e due 
tangenti di r ,  se la retta dei due  punti e il punto d'incontro delle due tan- 
genti sono incidenti. 

Domandiarno ora quando è che questa quadrilinearità sarà tale.clie le 
Pl, (come già le Pl, e le P3',,) stiano in una rete (e cosi di coriseguenza 
tutte le $:., stiano in reti, qualunque siano i k). 

Occorre e basta (n. 8) clle, presi ad arbitrio UII punto S su D e una 
tangente s di r, esistano a1ti.i due elementi S' di D e s' di r, tali che la 
projettività residua di 8 s  sia la stessa che quella di 8 's ' .  La projettività 
residua di S s  è la corrispondenza fia i p m t i  P di D e le tangenti p di r, 
tali che la retta S P passi pel punto s p :  ossia tali clle il fascio di centro S 
descritto da S P abbia per sexione la punteggiata che segna su s la tan- 
gente mobile p di r. Dire che questa projettività non muta sostituendo S' e 
s' a S e s viene a dire: i due fasci projettivi di centri S ,  S' generatori 
della conica D han per sezioni sulle rette s, s' due punteggiate projettive che 
generano r come iszviluppo. 

È questa la particolarità che presentano le coniche D e r, quando la 
quadrilinearità che abbiam definito fra esse ha tutte le projettivitü residue 
giacenti in reti. E si vede che: basta che esistan due fasci projettivi genera- 
tori di D e due punteggiate generatrici di r, che sian rispettivamente pro- 
spettivi, perché di tali forme ne esistano 00" potendosi prendere ad arbitrio 
il centro ,S di un fascio sulla D, e uria tangente di r come sostegno s di 
una punteggiata. 

24. Le due coniche D e r saranno in una relazione ben'nota. In fatti, 
colle notazioni già usate, poniamo che P si prenda precisamente in uno M 
dei due punti d'intersezione di s' con D. La retta S P, che diventa SM, ta- 
glierà s ne1 puntds che è omologo di M, quando M si consideri come punto 
della punteggiata s' projettiva ad s: sicchè S M  sa r i  tangente a r. Cosi, se 

Ati i tnl i  di  Matenzatica, Serie III, Toino XXIX. 16 
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N è l'altra intersezione di s' con D, sarà S N tangente a r. Esiste. dunque 
un triangolo S M  N iscritto in D e circoscritto a r. 

Viceversa, si abbia un triangolo A B  C iscritto in D e coi lati a b  c (ri- 
spettivamente opposti a quei vertici) tangenti a r. La quadrilinearità fra 
D e r, definita come s'è detto su1 principio del no 23, sarà tale che per essa 
A B c; a B c saranno evidentemente due terne neutre; ossia la projettività 
residua di B c è quella degenere che ha per elementi singolari Aa.  E questa 
stessa projettività degenere sarà, analogamente, quella residua della coppia 
C b .  Onde, pel teorema del n. 8, le 9,, staranno in una rete; e ' s i  avrà il 
caso attuale. 

Questo caso è dunpue caratterizzato dalla esistenza d i  uno e *indi infi- 
niti triangoli iscritti in D e circoscritti a r. ('4) - 

Se ora si vuoie ritornare al modo p i ù  generale del no 22 di ottenere la 
corrispondenza quadïilineare fra le due coniche Cl r C,, C, =_ CL, mediante 
una reciprocità piana @; basterà applicare il risultato ora ottenuto per con- 
cludere: Tutte le a,, di quella quadrilinearità staranno in  una rete, quando 
le due coniche e la reciprocità. tra i loro piani saranno cosi iegate, che esi- 
stano due triangoli circoscritti rispettivamente alle due coniche, i pali' si cor- 
risiondano in  qaella reciprocità. ('') - Di tali coppie di triangoli ne esisteranno 
cm' se ve n'è una. 

85. In un altro modo possiamo rappresentare opportunamente le qua- 
drilinearità fra 4 campi binari, che a coppie sian sovrapposti: e cib senza 
introdurre (coine invece s'era fatto ne1 Cap.' precee) condizioni speciali per 
la corrispondenza. 

(14) La corrispondenza projetliva, che avrà luogo (tra i punti S e le tangenti s', ossia) 
tra i vertici e i lati opposti di quei triangoli è - come risulta da1 n. 23 - la projettività 
armonica a tutte le $, . 

(16) Poichè nell'enunciare questa relazione, non vi è da distinguere fra le due coniche 
sovrapposte C, e C,, avremo che: posta I'ipotesi di tutto questo Capit.O che le 8, stiano 
in una rete, se avviene che anche le 9,, siano in una rete, 10 stesso accadrà delle 8,; 
e cosi delle gl,, ecc. Si ritrova ci06 il teorema del n. 7. - E anche quel10 del n. 9 diventa 
evidente, in base alla (14). 
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Basterà che nei n.' 16 e seg? si assumano le due quadriche Q e Q' so- 
vrapposte. Cosi i campi C,, Cs, ad esempio, saranno uno stesso regolo di 

. Q ;  e C,, C, saranno l'altro regolo. 
Se x e son due generatrici del Io regolo, e y, u due generatrici del 

regolo, si che x y x u sia una quaterna della quadrilinearità f ;  il punto 
s y ed il punto z u di Q saran reciproci per la reciprocità G. 

Con questa rappresentazione si risolveranno facilmente alcuni problemi 
sulle quadrilinearità tra due'campi. 

Cosi dai due noti casi in cui la reciprocità @ è involutoria: polarità or- 
dinarie, e sistemi nulli, si trae: 

Le quadrilinearità fra due campi doppi C, (= C,), C, (= C,), che hanno ca- 
rattere parzialinente involutorio, ne1 senso che se g1.i elementi x z di 'Cl e y u 
di C, forman quaterna, seinpre anche formin quaterna le stesse due coppie 
invertite, z x e za y ('Y, costituiscono due diversi sistemi: uno oo' dato da 
una forma quadrilineare che non muta per gli scamhi simultanei di x e s, 

di y e u ;  l'altro CO' dato da una forma quadrilineare che muta segno per 
tali scambi. 

E poichè le reciprocità nulle si presentano anche come quelle in cui 
ogni punto è reciproco di sè stesso; cosi si è condotti a chiedere fra le qua- 
clrilinearità dei campi C, (= C,), C, (= C,), quelle che contengon tutte le 
quaterne composte di due elementi coincidenti di C, e di due elementi coin- 
cidenti di C,. Si avranno allora tutte le coYeciprocità per le quali Q è luogo 
di punti uniti (reciproci di sè stessi). Esse formano il sisteina lineare che 
congiunge la polarità rispetto a Q al sistema lineare oo-elle reciprocità 
nulle. E similmente le quadrilinearità richieste formano il sistema lineare 
oo-he unisce il sistema m5 poc'anzi nominato colla quadrilinearità riduci- 
bile (x - B )  (y - M )  = 0, che si spezza nelle due identità entro a Cl e a C,. 

'26. Fermiamoci un niomento sulle quadrilinearità del dletto sistema. cio5 ; 
e consideriamo una di esse come definita sulla quadrica Q da un sistema 
nullo. Vorrà dire che associamo le generatrici x z del regolo C, e y u del 
regolo C,, quando la retta dei punti z y, z zç sta in un dato complesso li- 
neare di rette. 

È chiaro che una retta a di Cl, che stia ne1 complesso lineare, quando 
si consideri corne la sovrapposizione di due rette x 8, formerà quaterna con 

(l3 Il carattere involutorio richiesto al n. 22 (v. la fine) era più restrittivo. 
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due rette qualunque y u del regolo C,:  ossia due rette sovrapposte in a for- 
meranno coppia neutra di Cl e C,. Ora in generale il regolo C, conterrà 
due rette del coinplesso lineare; e cosi anche C,. Percib vi saranno in ge- 
nerale due coppie neutre di C, e G,, composte di elementi coincidenti; e 
cos1 per C, e C , .  In altri termini: le projettività g1, forinano un fascio di 
projettività cogli stessi due elementi uniti, e cosi pure le g2,. 

In  generale, quando la quadrilinearità presenta questo fatto, le due rette 
unite di ciascuno dei due regoli essendo tali che, su ognuna, due punti qua- 
lunque son seinpre reciproci per @, questa reciprocità ha le 4 rette come 
rette unite. Si prendan queste rette di Q come spigoli del tetraedro di rife- 
rimento, rispetto al quale Q è rappresentata (n. 16) dalle formole: 

La reciprocità sarà allora: 

E la quadrilinearità, che essa definisce fra i due regoli, ponendo oltre alle 
(17) le analoghe 

X I I  = a U ,  XI* = a, xg3 = u> XI4 = 1 ,  

si avrà sostituendo nella (18) : 

a x y + b x u + c y z + d z u = O .  

Posto z = p x, u = a y, questa si pu6 scrivere 

ed espriine u n  riferirnento projettivoka i due fasci di oinografie ad elementi 
uniti fissi a = p x, u = GY, entro ai due regoli C, C, (d'accord0 colla fine 
del n. 6). 

La Q, data da (18), si riduce ad un sistema nullo se a + d = O, b + c = 0. 
Si osservi p i  che i valori p = -t 1, o = 2 1, danno rispettivamente nei due 
fasci di omografie le identità e le involuzioni; e che quelle relazioni tra i 
coefficienti della (20) fantio corrispondere tra loro questi valori di p e ci. 

Dunque : 
Una quadrilineccrità definita su una quccdrica da un sastema nullo si pu6 

generare cosi : Su dzce camnpi binari Cl Ci si hanno, rispettiva>nente, due fasci 
d i  ornografie con elegnenti uniti fissi. S i  ponga tra questi fasci una corrispon-, 
denaa bilineare, O projettività, tale che siano omologlze nei due fasci le iden- 
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tità (corne particolari omografie dei fusci) ; ed anche le &voluzioni rispettive 
dei due fasci. Dopo Cid, aggruppando sempre due coppie di  elenzenti corri- 
spondenti di due ornografie omologhe, si otterrunno le quaterne della quadri- 
linearitb (17). 

Con calcoli simili a quelli accennati si estende il risultato al cas0 che 
coincidano, in un regolo, od in entrambi, le due rette unite considerate. Si 
terrà ,presente che, in ognuno dei due fasci di omografie, se accade che i 
due elementi uniti fissi coincidano, l'involuzione del fascio sarà parabolica, 
cioè sarà l'unica omografia degenere del fascio. 

Infine osserviamo che, se  ne1 ca.mpo binario Cl,  al posto del birapporto 
caratteristico p dei due elementi uniti fissi con due elementi corrispondenti 

I + P  nella omografia, introduciamo la funzione - (che pub convenire di so- 
l - P  

stituire al birapporto p di una quaterna d'elementi, ogni volta che sono as- 
sociati in qualche modo i primi due elementi e quindi gli altri due); e si- 
milmente ne1 campo C, al posto del birapporto u ;  la corrispondenza bili- 
neare (SO), ne1 cas0 attuale di cc + d = b + c = O, si potrà scrivere : 

ove k è una costante ('y. 

EQUIVALWNZA PROJETTIVA DELLE QUADHILINEAHITÀ BINAHIE 

A I  SISTEMl D I  DUE QUADRICHE. 

27. Considererelno d'or innanai solo qzcudrilinearitb tali che l'invariante 
L del n. 5 non.si annulli, ossia che le 9,, ( O  P8,) non stiano in una rete. Ci6 
é coine dire che la reciprocità spaziale dei n.' 16 e seg.' non é degenere, 

('7 Se la corrispondenza bilineare posta tra i due fasci di  omografie fosse tale che al- 
l'identità e all'involuzione dell'un fascio fossero omologhe nell'altro rispettivamente l'in- 
voluzione e l'identità; verrebbe una quadrilinearità definita su  Q da una polarità ordinaria, 
invece che da un sistema nullo. [Nella (20) si avrebbe a = d, b =cl.  

(le) Ne1 cas0 a = d, b = c della nota precedente verrebbe invece 
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Potremo allora rendere più immediata la rappresentazione delle corri- 
spondenze quadrilineari per mezzo di due quadriche (distinte O sovrapposte) 
Q, Q' e della reciprocità ID, sostituendo Q' colla quadrica QI, di cui essa è 
l'omologa per mezzo di @. In fatti il dire, come prima (n. 17), che un punto 
LE y di Q  e uno s u  di Q' son reciproci per @, equivarrà a dire che quel 
punto x y di Q  sta ne1 piano, tangente a Q , ,  che congiunge le generatrici 
di Q ,  omologhe di i e u. Cosi (chiamando ancora 2: e u queste rette di Q I )  
avremo la seguente rappresentazione della quadrilinearità : 

Quattro campi binari son rappresentati rispettiuawtente sui due regoli 
Cl C, di una quadrica Q e sui due regoli Cs C, di un7altrs quadrica Q I .  
Forman quaterna della puadrilinearitd 4 rette z y s u di Cl C, C, C,, puando 
i l  punto x y sta ne1 piano x u. 

Data una quadrilinearità qualunque (colla sola riserva posta al principio 
di questo no), la si potrà sempre rappresentare in questo modo: basterà ri- 
correre anzitutto al  procedimento del n. 16, e poi sostituire alla quadrica 
Q' la QI come ora s'è detto. Ma anche direttamente, una volta fissata Q, si 
otterrà la Q I .  In fatti un piano s u  tangente a Q ,  sega Q secondo la conica 
luogo dei punti di incontro delle rette x y di Ci C, che forman quaterna 
colle z u: ossia secondo la conica che è imagine su Q della ptojettività a,, 
residua di z u. Viene dunque Q ,  coine inviluppata dai piani delle coniche 
che sono imayini su Q per le o o V l ,  della nostra quadrilinearità. 

Vkeversa, date due quadriche Q, Q I ,  si porrà uiia corrispondenza qua- 
drilineare fra i loro regoli, associando due generatrici x y di Q e due z u 
di Q I ,  quando il punto a y sta ne1 piano s u .  

88. Su questa rappresentazione delle quadrilinearità si ritrovan fa- 
cilmente alcune proprietà di queste. Cosi le 9,, degeneri proverranno dai 
piani tangenti coinuni alle due yuadriche Q,  Q I ;  e le p3, deçeneri dai punti 
della quartica intersezione di Q,  Q I .  Le rette dei due regoli di Q, che s'in- 
contrano su questa quartica, si corrispondono nella corrispondenza (8, 8) di 
cui s'è acceniiato al n. 3. Due tali rette insieme con una generatrice di Q ,  
concorrente con esse danno una delle oa' terne neutre; ecc. ecc. - 

Il tetraedro polare che (in generale) è comune a Q, Q,  ci darà nuovi 
fatti per la quadrilinearità. 

Anzi tutto fissiamo la nostra attenzione su  due spigoli opposti di quel 
tetraedro. Essi sono le diagonali di due quadrilateri giacenti rispettivamente 
in Q  e in Q,. Diciamo a, a,, b, b,, e c, c,, d,  d, le coppie di lati opposti di 
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questi quadrilateri, appartenenti rispettivamente ai regoli Cl, C, di Q, e C,, C, 
di QI: sicchè i quadrilateri stessi, ordinati, sararino a, b, a, b, e e l  d, c, d,. 
Due vertici opposti del 1" stanno (su una diagonale e quindi) su due facce 
opposte del 4'; e poi gli altri due vertici del i0 sulle altre due facce del 8O. 

Possiamo, eventualmente con urio scatnbio di a, e a,, supporre che i vertici 
opposti a, b,  , a, b, stiano precisamente sulle facce c, d,, c, d l .  Ricordando 
allora che' 17essere il punto comune a due rette di C, C, situato ne1 piano 
di due rette di C, C, significa che le 4 rette forman quaterna della quadrili- 
nearità f, concludiamo che son quaterne di f quelle che si ottengon pren- 
dendo a, b , ,  O a, b,, con cl d,, O con c, d,; ed anche (dall'altra diagonale 
comune) a, b,, oppure a, b,, con cl d,, O con c, d,: insomma le quaterne 
a, b, c, dm, ove siano in numero dispari gl' indici uguali (a 1 od a 3). 

Assumiamo allora nei quattro campi binari rispettivamente a, a,, b, b,, . 
c, c,, dl  d, corne elementi fondamentali delle coordinate. Vorrà dire che 
l'equazione (5) di f (n. 5) è soddisfatta ponendo nulle una x, una y, una x ,  
una u, con un numero dispari d'indici uguali; ossia che son nulli i coefficienti 
a,,,, con un nurnero dispari d'indici uguali. Dunque: I n  generale si pub ri- 
durre l'epuaziot~e (5) di una puadrilinenrith a contenere solo i ternzini con 
tutti gl'indici uguali e quelli CON due indici 1 e due indici 8; i n  altre parole, 
i n  coordinate non omogerlee si pub ridurre Z'eqzcasione a contenere solo il  ter- 
mine i n  x y z u, quelli coi prodotti delle 4 coordinate a due a due, e un  termine 
cos tante. ('7 

Se nella considerazione dei due quadrilateri avessimo supposto che i 
vertici a, b,,  a, b,  stessero sulle facce c, d,, c, d,, saremmo giunti nello stesso 
modo a questo risultato : che l'equazione (5) della quadrilinearità si pub ri- 
durre a contenere solo i termini con un numero dispari (cioè uno o tre) 
d'indici uguali; O, in coordinate non omogenee, a contenere solo i termini 
in s, y, z, u e nei prodotti di queste a tre a tre. Questa equaziÔne canonica 
equivale perfettamente alla precedente : si passa dali'una all'altra scambiando, 
ad esempio, fra loro le coordinate omogenee x, x , ;  O mutando la non otno- 

1 
genea x in -. 

CI; 

Se nell'equazione canonica generale 

(Io) Quest'equazione canonica è ottenuta da1 LE PAIGE (a pag. 301) col computo delle 
costanti. Da questo non appare - come,invece risulta col metodo segaito ne1 testo, - che 
essa pub cessar di valere in casi speciali. 
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(i cui coefficienti sian =[= Oj si pongono le x; y z zc uguali a delle nuove va- 
riabili rnoltiplicate rispettivamente pei fattori r Ja' b' c', r ilcc'bc, r Jcçb'c, - 
r Ja b c', ove r4 . d a a' b b' c of = d', l'equazione stessa prende la forma più 
semplice 

a ( z y + a u ) + B ( z a + y u ) + y  b u + y z ) + B ( x y ~ u + 1 ) = 0 .  ($3) 

Qui i rapporti dei 4 coefficienti a P y d daranno i tre invarianti assoluti 
essenziali della quadrilinearità: cfr. la ("). 

Calcolando gl' invarianti L M N per la (SB) e per la (23), si trova: 

L = (d d'- a a') ( b  b'-cc') = (aa -.a2) (Be - y') 

M =  (d d' - b b') ( c  c'- a a') = (Be - Pz) (y2 - a') (94) 
N = (d d' - c c') (a  a' - b b') = (Ba - y2) (aB - pz) 

29. Pel seguito ci farà comodo avere l'equazione canonica della qua- 
drilinearità in relazione con quelle delle due quadriche Q, &, . Ritroveremo . 

cosi il risultato di dianzi. 
Scriviamo le due quadriche in forma canonica cosi (XI . . . indicando le 

4 coordinate omogenee di punti) : 

Si pot& allora rappresentare parametricamente Q, ponendo, ad esempio 
(con i = 4-7, 

a , X , = c c y + l ,  a ,X2=i (3 ;y - l ) ,  

a , X , = i ( z + y ) ,  a , ~ , = z - y .  1 (96) 

I parametri cc, y son coordinate projettive entro .i due regoli di Q. Si- 
milmente, se QI ,  quale è data da (?!5), si rappresenta come inviluppo di 
piani E, si potrà porre, analogamente alle (S6), per questi piani di Q ,  : 

ove z, u son parametri projettivi per le rette dei due regoli di QI. 
La quadrilinearità, che noi consideriamo fra i regoli di Q,  &, , nasce se 

obblighiamo il punto X x: y di Q a stare ne1 piano E r z u di Q, ; ossia se 
poniamo Z Xh th = O ;  O sostituendo le (96) e (S7), e scrivendo ph invece 
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Ritroviamo la forina canonica (23). 

30. L'equazione (SB), O (83), non si altera se mutiamo il segno siiirul- 
taneainente a x y z u. Essa proveniva da uria delle tre coppie di spigoli 
opposti del tetraedro polare di Q e Q,.  Dunque: 

Una quadrilinearità fra i campi Cl C2 CC, C, determina, in gelterale, in 
tre modi diversi, quattro involuxioni, rispettivanzente entro guei 4 cantpi : le 
quali involuxioni mutano in  sè la quadrilinearita, ossia trasformano 4 ele- 
menti qualunque associati i n  questa i n  4 eleme~zti pure associati. 

Queste involuzioni sono generate, entro ai regoli di Q, Q, , dalle invo- 
luzioni spaziali che hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti del te- 
traedro. Ne deriva. clle le tre involuxioni che si hanno in ciascuno dei 4 
campi sono a due a due arnzoniche. - 

Invece delle dette involuzioni biassiali si considerino nello spazio le 
omologie armoniche definite dai vertici e facce opposte del tetraedro polare. 
Una di esse trasforma l'un nell'altro (non più in se stessi) i due regoli C, C, 
di Q,  e, cosi pure quelli C, C, di Q , ;  e ancora. muta quaterne di generatrici 
x y z u in cui il punto x y sta ne1 piano z u in simili quaterne. Ne de- 
duciamo : 

Data una quadrilinearità fra' i campi C, . . . C,, esiste i n  generale - e 
cio in 4 modi diversi - un'omografia tra due di questi, per esetnpio tra C, 
e. C,,  e una fra g l i  altri due, C, e C,, le quali mutano ogni quaterna della 
quadrilinearità i n  una quaterna. (20) 

Le 4 omografie che cosi si hanno, ad esempio, fra O, e C,, sono a due 
a due armoniche : - avendo coine prodotti rispettivamente le involuzioni dianzi 
considerate su CL e su Cs.. - 

Rappresentando di nuovo i 4 campi binari sui regoli di Q, QI, sicchè le 

(20)  S'intende qui, analogamente a ci6 che s'era fatto nella nota ('), Che un'omografia 
tra due campi distinti Cl e C, si applica in pari tempo a trasformare gli elementi di Cl in 
quelli di Cg, e gli elementi di CP in quelli di Cl : ossia si abbracciano l'oinografia e la sua 
inversa in un'unica corrispondenza (involutoria) per l'insieme dei due campi. 

Amnali di Matenzntica, Serie III, Toiuo XXIX. 17 
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omografie considerate tra Cl e C,, e tra Cs e C, rispondano alle suddette 
omologie armoniche; si ha  che invece le analoghe omografie tra Cl e C, e 
tra C, e C,, che mutano in sè la quadrilinearità, sono prodotte da 4 delle 
8 pularità ordinarie, rispetto a cui si corrispoiidono le due quaifriclie Q e Q,; 
e cos1 le 4 omografie tra Cl e C,, e tra C, e C,, dalle altre 4 di quelle po- 
larità. Il prodotto di due polarità di una stessa quaterna è la collineazione 
involutoria che ha per assi due spigoli opposti del tetraedro. In conseguenza 
i prodotti di due omografie di una stessa quaterna son sempre le stesse tre 
involuzioni, che già si son considerate su ciascun campo binario. (") 

31. L'esistenza di omografie fra due dei h campi, binari, e fra gli altri 
due, tali da rnutare in sè la quadrilinearità, prova che ogni fatto projettivo 
relativo alla corrispondenza qzcadrilineare rlman vero se si scambiano due 
dei 4 campi binapi rispettivamente cogli altri due ( B a ) ;  sewpre che le projetti- 
vità residue fra i pririzi due campi, e p i n d i  fra gli altri due, nota stiano i n  
una rete. Cosi se il sistema delle projettività residue Pl',,, sema essere in 
una rete (L =I== O), presenta qualche altra particolarità, la stessa particolarità 
si presenterà ne1 sistema delle p8',,. 

Si pub obbiettare che le considerazioni del n.O p r e ~ . ~  ammettevano l'e- 
sistenza di un tetraedro polare comune a Q, Q,: mentre in casi particolari 
un ta1 tetraedro pub mancare. Ma anche in quei casi si sa (") c h  esiste 
sempre almeno una reciprocità che scanibia fra loro quelle due quadriche. 
Ed essa produce fra i quattro regoli (cioè fra Cl e C,, C, e C,; oppure fra 
C, e C,,  C, e C,) le ornografie che dimostrano quanto ora abbiarno asserii6. 

(9 Quelle tre involuzioni, e quindi anche lé loro Ire coppie di elementi doppi, a due a 
due armoniche, avranno una speciale import&za per la quadrilinearità. 

Ad esempio, suppongasi che le 9,, debbano stare in ana rete, cioè essere arnloniche 
ad una projettività fissa 9. Due involuzioni associate, rispettivamente di Cl e di Ca, mute- 
ranno % in sè stessa. Sicchè, se Pl è un punto doppio della la involuzione, 9 10 trasfor- 
merà in un punto P, di C, che dovrà essere mutato in sè dalla 88 involuzione; ossia sarà 
punto doppio di questa. Si vede cosi che 9 sarà determinata (in un numero finito di modi) 
da1 fatto che deve far corrispondere alle 3 coppie di elementi doppi delle involuzioni di C, 
le 3 coppie di elernenti do;@ delle involuzioni di C2. 

(B2) In un ordine che pub non essere arbitrario: corne risulterà tosto. 
(23) C. SEGRE, Teorema sulte rela~ioni tra m a  coppia d i  forme bilineari e la coppca deWe 

loro forme recdproche, Giornale di matem.O, 92 (1884), p. 89. Veggasi il principio della p. 32. 
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38. In hase alla rappresentazione del n. 87 e segi delle quadrilinea- 
rità, si pub dire che la geometria projett%a delle forme binarie puccdrilineari, 
O quadrilinearità (ad invariante L non nullo), equivale alla geometria projet- 
tiva del sistema di due quadriche (non degeneri). Intendiaino in questo enun- 
ciato che i 4 cainpi binari delle quadrilinearità sian soggetti a sostituzioni 
lineari indipendenti. 

Si abbiano 4 campi binari rappresentati rispettivamente dai regoli C, C , ,  
C, C, di due quadriche Q, Q , ;  e 4 carnpi binari 'rappresentati rispettivamente ' 

dai regoli Dl D,, D, D, di due quadriclie R, R,.  Fra C, C, C3 C, si consideri 
la quadrilinearità f determinata ne1 modo di cui ci stiamo occupando (n. 87); 
e tra Dl D, D ,  D, la quadrilinearità g definita analogamente. 

Se una collineazione muta Q, Q, in R, R , ,  essa subordina 4 omografie 
tra i loro regoli, per esempio tra C L  e Dl,  C, e D,! C, e D,,  C,  e D , ,  le quali 
mutano evidentemente f in g. 

Viceversa si abbiano 4 omografie binai-ie tra C, D , ,  C,  D, ,  C, D,, C4 D , ,  
le quali mutino f i n  g. Le prime due definiranno una collineazione spaziale clle 
muta Q (di cui Cl C', sono i regoli) in R (di regoli D ,  D , ) .  Per ipotesi, se 
x; y z zc sono elementi di Cl C, C, C4 che formin quaterna di f, i loro 
ornologhi x' y' x' u' in Dl D, D,  D,  fornieranno una quaterna di g. Tenianio 
fissi x u, e quindi 2' u'; e lasciaino va.riare gli altri elementi. Avreiiio che 
nella collineazione considerata i punti x; y di Q situüti ne1 piano di due 
generatrici fissate d i  Q , ,  han per omologhi i punti x;'yl di R siti ne1 piano 
di due determinate generatrici di R i .  Onde i n  quella collineazione ai piani 
tangenti di Q ,  rispondono i piani tangenti di R , .  La ooppia di quadriclie 
Q Q, risulta collineare alla coppia di quadriche R R, . - 

Questo teorema (") ci assicura che ogni particolarità projettiva di po- 
sizione delle due quadriche Q, Q, si rispecchierà in una particolarità projet- 
tiva della quadrilinearità f ;  e viceversa. Acceiineremo tosto alcune di queste 
particolarità. 

(24 )  Si accorda con esso il fatto che gl'invarianti. assoluti indipendenti di una quadrili- 
nearità (poichè le costanti di questa sono 15, e quelle delle 4 sostituzioni lineari sono 18) 
sono'3 (cfr. n. 88): quanti appunto son quelli del sistema di due quadriche. 
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DEDUZIONE DI ALCUNI CAS1  SPECJALI D I  QUADH~LINEARITÀ.  

33. Se le due quadriche Q, Q, son tali che esivta un tetraedro iscritto 
in Q e circoscritto a Q , ,  dicendo x, y , ,  x, y, ,  x, y,, x, y ,  le coppie di gene- 
ratrici dei due regoli di Q che passan pei vertici del tetraedro, e z, u, , z, t g , ,  

z ,  u,, z, u, le coppie di r e t k  dei due regoli di Q, che stanno nelle facce ri- 
spettivamente opposte a quei vertici; avremo che son quaterne della qua- 
drilitiearità tutte le quaterne di elementi xi y< z, u, con i =l= k. Quindi un 
noto teorema relativo alle due quadriche ci dà quest'altro per le quadrili- 
nearità : 

Se una yuadri1,inearita è tale che esistan 4 coppie di elementi rispettiva- 
mente di due campi, x, y , ,  x, y, ,  x, y , ,  x, y,, e C coppie di elewtenti degli 
altri due camnpi z, u,  , x ,  u,  , x, u, , z, u , ,  tali che sian quaterne della corri- 
spondenza tutte le xi yi z, 11, con i =l= k ,  allora esisterann~ infinite tali confi- 
guraxioni di eleme~ti. Perchè ci6 accada deve annullarsi un invariante di f. 

Analogamente da1 teoreina sull'esistenza di tetraedri polari rispetto a Q 
e circoscritti a QI ,  considerando che i piani tangenti a Q, segnano su Q le 

. coniche imagini delle projettività QI, ,  si trae : 
Data una corrispondensa quadl-ilineare, nel sistema delle projettività r e  

sidue delle coppie di elernenti d i  due campi non esistono in generale 4projet- 
tività clze siccno a due a due arinoniche. N a  se esiste una ta1 quaterna di 
projettività (per il che dovrà annullarsi un certo invariante della corrispon- 
denza) ne esisteranmo infinite. (E Io stesso fatto accadrà per le projettività 
residue degli altri due campi). 

34. Le particolarità nella intersezione di Q, Q, ci conducono ad altri 
casi speciali di corrispondenze quadrilineari. 

Se Q, Q, si toccano in un punto, le 4 generatrici uscenti da questo sono, 
per la quadrilinearità, eosi fatte ehe a tre a tre danno terne neutre: - Vi- 
ceversa se a y z u son rette dei 4 regoli tali clre a tre a tre danno una 
terna neutra, ci6 significherà che il punto xy e ogni piano per z sono in- 
cidenti; ossia il punto x y  sta su  2 ;  e similmente starà su u. Dualmente le 
4 rette stanno in uno stesso piano. Dunque Q e Q, si toccano. - 

Se Q, Q; hanno una retta cornune, se per esempio coiiicidono la retta 
x di Cl e la z di C,, ogni punto x y  sta in ogni piano z u :  la coppia s z! 
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B neutra. Viceversa se due rette x, z di Cl,  C, costituiscono una coppia 
neutra, esse dovranrio sovrapporsi (z5). 

35. Se Q, Q, si tagliano in due coniche, ad intersezioni distinte, sicchê 
le due quadriche saranno bitangenti; avremo nella quadrilinearità due di- 
verse quaterne, tali, corne al n.O ~ r e c e d . ~ ,  clie gli elementi di ognuna coin- 
binati a tre a tre danno terne neutre. Se gli elementi delle due quaterne si 
prendon coine fondamentali per le coordinate rispettivamente nei 4 campi, 
dovrà f annullarsi identicaniente yuando si annullano tre coordinate x y z u 
col10 stesso indice ; sicchè le a.,,,, con tre O quattro indici ugiiali saran nulle. 
Restano in f solo i termini con due indici 1 e que indici 8. O, se si fa uso 
di coordinate non omogene, f si riduce a contenere solo i 6 prodotti di 
queste 4 coordinate combinate a due a due. 

Effettivamente i'equazione (28) quando si supponga pl = p,, siccliè Q, QI 
si següno in due coniche, si riduce a 

~ p l ( ~ y + ~ ~ ) + ( p 4 - ~ 3 ) ( ~ ~ + y ~ ) - ~ p s + p L ) ( ~ ~ t ~ ~ ) = 0 .  (29) . 
Questo caso si pub anehe caratterizzare cosi: Che, senza che esistan 

coppie neutre, la corrispondenza (8, 2) fra C ,  C,, di cui al n. 3, si spezza 
in due projettività. In fatti quella corrispondenza è data (n. 88) dalla quar- 
tica comune a Q, Q,: la quale dunque si spezzerà in due coniche; ecc. ecc. 

Un caso più specinle si ha qunndo Q, QI si tagliano in un quadrilatero. 
Se due lati opposti di yuesto si considerano come comuni ai regoli Cl 4 
e gli altri due ai regoli. C,  C , ,  si avrà una quadrilinearità con due coppie 
neutre su C, C,, e con due coppie neutre su C, C,. Se si tratta di coppie 
distinte, e le si preridono come elementi di riferirnento nei 4 campi, la f si 
riduce a contenere solo i terniini in z1 y, z, u,, x, y, z ,u , ,  x, y, z, u , ,  

x, y, z, u,; O, in coordinate non omogenee, a 

Sarebbe il caso clle nell'equazione (29) di prima sia p, = p,. 
Merita pure rilievo l'altro caso speciale che Q e Q I  si tocchino lungo 

(26) Il fatto che, se i regoli C, C, han comuni due rette, anche gli altri due regoli C, C, 
avran comuni due rette, corrisponde all'altro: che se le pl, forrnan fascio, anche le 9,>,, 
forman fascio. 
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una conica; si pub allora porre nella (88) p, = p, = p, , sicchè diventa: 

~ p i ( " y + ~ ~ ) + ( p 4 - p , ) ( ~ ~ + y ~ ) - ( p l  + p 4 ) ( ~ ~ + y z ) = 0 ,  (31) 

équazione che equivale alla : 

~ ( ~ y + ~ ~ ) + P ( ~ " + ~ u ) + y ( ~ u + y ~ ) = 0 ,  (394 
quando sia 

+ p + y = o .  

Alle proprietà speciali di questa corrispondenza quadrilineare, che deri- 
vano subito dalle cose precedenti, si pub aggiungere quest'altra. Esistono aoS 
puaterize di omografie, interne rispettivamente ai 4 can~pi, tali che sempre 4 
onzografie di una puaterna nzutano la quadrilinearità i n  sè stessa. Si puo 
prendere ad arbitrio un'onzografia in un campo, e restan determinate le tre 
degli altri tre campi. Ci6 risulta fissando ad arbitrio un'omografia fra. i punti 
della conica di contatto di Q, Qi; riferendo i regoli di queste prospettiva- 
mente a quella conica, ne vengon 4 omografie entro a quei regoli; e si ri- 
conosce subito che la collineazione spaziale deterininata dalle omografie dei 
due regoli di Q muterà pure in sè ciascuno dei regoli di QI,  subordinandovi 
le date omografie. 

LE QUADRICHE NELLA HELAZIONE RILEVATA D A  G. KOHN. 

36. Cerchiaino qualche proprietà di due quadriche Q, Q I ,  tali che la 
corrispondenza quadrilineare, ottenuta al modo dei n.' 87 e seg.: abbia, fra 
un regolo C, di Q e uno C,  di Q , ,  le projettività residue gI3 in una rete ("). 

Ragionereino in modo analogo al n. 83, e otterremo un risultato simile. 
Diciaino y  e zc due rette qualunque di G, , Cd. La residua projettività QI, 

fra rette di C,, C, nasce considerando coine omologhe due rette z, x di 
questi regoli, sempre quando il punto x y è ne1 piano z u .  Ossia: riferita 
prospettivainente la punteggiata y  al fascio di piani zc, si riferisce poi il re- 

Non vi è luogo a supporre che le gl, O g3, siano in una rete: perchè ci6 si è do- 
vuto escludere al n. 87. In conseguenza l'ipotesi che'le 9,, (e quindi anche le stiano 
in una rete, toglie (n. 7) che 10 stesso fatto accada per le P,, O per le Ps3. 
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go10 C, prospettivamente alla y, e il regolo C, a1 fascio di piani m. Ora l'es- 
sere le Pl, in una rete equivale (n. 8) a dire che per ogni coppia arbitraria 
y u  di rette di Ca, C, ve n'è sempre un'altra y 'u '  che ha la stessa P,, re- 
sidua. Dunque: se riferiamo prospettivamente anche la punteggiata y' al fascio 
di piani u' ; e poi il regolo Cl , non solo alla punteggiata y, ma anche alla y' ; 
ne -risulta un riferimento prospettivo di C, simultaneamente ai due fasci di 
piani w, u'. In altre parole, riguardando i due regoli C, , C, come generati : 
Cl da due punteggiate projettive y, y', e C, da due fasci projettivi di piani 
w, $; si ha che la punteggiata y è sezione del fascio u, e la  y' è sezione 
del fascio u'. Le quadriche Q ,  Q,  son tali cke esistono (in oo2 modi) due fasci 
projettivi d i  piani generatori di  Q,, i quali son prospettivi rispettivamente a 
due punteggiate projettive generatrici di Q 

Risulta da1 nostro ragionamento che basta che in un modo si possan 
generare le due quadriche coine s 'è detto, perchè ci6 s i  possa fare in ao" 
modi: potendosi prendere ad arbitrio in C, e C, le rette y e u, sostegni di 
una punteggiata, e di un fascio di piani, prospettivi. Le rette y' e u' sostegni 
delle altre due forme saranrio tali che y ha per corrispondente u' e y' ha 
per corrispondente zc in una ben determinata projettività: quella a cui sa- 
ranno armoniche tutte le !$,. 

Poichè è 10 stesso dire che sono in una rete le pl,, O le E'?, , si potran 
prendere i sostegni delle due punteggiate projettive in C,, a m i  che in Ca, 
e nello stesso tempo i sostegrii dei due fasci di piani in C,, anzi che in C,. 

37. G. KOHN ( 2 8 )  aveva già considerato espressamente il cas0 di due 
quadriche, generabili rispettivatnente con due fasci projettivi di piani, e con 
due punteggiate projettive, sezioni di yuei fasci; ed aveva dimostrato che se 
cib è possibile, sarà in ma modi. 

Egli aggiunge la seguente osservazione. Indichiamo ancora, come al 
n'.O p r e ~ . ~ ,  con y,  y' le due punteggiate, e con u, zc' i due fasci di piani; di- 
ciamo poi A', B' i punti d'incontro di y' con Q,,  ed A, B i 101-0 oriiologlii 

(23 Questo risultato e I'altro, simile, del n. 83, portano, per analogia, a domandare se, 
date due quadriche Q, QI,  si possa sempre, O no, geuerare, simultaneamente, Q con due stelle 
reciproche e Q, (come inviluppo) con due piani reciproci sezioni di  quelle stelle. Si trova 
facilmente che la cosa è sempre possibile, in generale: ossia, a differenza del caso dei fasci 
e punteggiate projettive, non si ha qui una particolarità di posizione delle due quadriche. 

U. e ine  besolzdere Lagewbeziehung v o n  zwei OberfE&hen anieitev Ordrtung. Monatshefte 
für Math. u. Phys., Bd. 11 (1900), p. 108. 
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su y. 1 piani u A', N'A' dei due fasci saranno pure ornologhi, perchè projet- 
tano uno stesso punto A' di Q, ; e d'altra parte u' A' deve avere per omologo 
il piano u A : sicchè questo piano contiene anche A'. Dunque la retta A A', 
che è generatrice di Q, incontra u in un punto E ;  e similmente B B' incon- 
trerà .u in un punto F. Il quadrilatero seinplice E A ' B ' F  avrà i suoi 4 ver- 
tici, evidentemente, sulla quartica comune a Q ,  Q ,  ; e avrà un lato (E P= u) 

in QI, gli altri tre ( E  A A', A' B' = y', F B B') giacenti in Q. Le quadriche Q, Q ,  
di KOHN sono caratte~ixaate dall'esistenxa di un quadrilatero semplice iscritlo 
nella quartica comune, con tre lati in Q e il 4" lato in Q,. Dall'esistenza di 
un ta1 quadrilatero si deduce che ne esistono ool (e che ha luogo anche il 
fatto duale, scainbiando le due quadriche). Anzi, per l'osservazione finale 
del n.' prec.", vi saranno due specie di tali yuadrilateri: gli uni con due 
lati opposti ne1 reg010 Cl, uno in C, e uno in C,; gli altri con due lati op- 
posti in C,, uno in Cl e uno in C ,  ('$). 

38. Cerchiamo la  condizione algebrica che caratterizza due quadriche 
Q, Q, nella relazione considerata. 

Supposto anzi tutto che le quadriche siano, in forma canonica, 

e posto b,, = p), a,, (cfr. n. 89), l'equazione della quadrilinearità si potrà scri- 
vere nella forma (88). Calcolando per questa. gl'invarianti L, M, N, in base 
alla Sa parte delle forinole (Bh), si trova.: 

Per conseguenza la condizione affinchè le gl, O le a,, stiano in una 
rete, ossia Q e Ql sian quadriche di KOHN, clie è data dall'annullare A l  O N, 
si potrà scrivere cosi: 

1- \i". -+ G -+ ,pi -+/-- " 4 4 ,  , 
a 1 1  a,, a33 a,, 

ove i segni dei radicali non sono determinati. 

(e9)  Colla rappresentazione ellittica dei punti della quartica & ritrovan subito questi fatti. 
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Prendendo questi segni in tutti i modi possibili, si hanno 8 equazioni 
distinte ; che, moltiplicate insieme, danno : 

ove la F somma si riferisce alle 6 coinbinazioni binarie degl'indici. . 
Ora supponiamo che le equaz-ioni di Q  e Q, come luoghi si abbiaiio 

sotto forma generale; e indichiamo di riuovo con Q e QI queste forme ge- 

nerali. Si sa  che nella forma canonica (33) i rapporti risullan le radici 
a h h  

dell'equazione in o del discriminante di cr Q  - Q ,  . Diciamo A e A' i discrimi- 
nanti di Q e Q I ,  e poi J,  J, J ,  i noti invarianti simultanei di Q, QI rispet- 
tivamente di Io, !2O, 3O grado rispetto ai coefficienti di Q, e di 3O, !2O, l0 grado 
rispetto a quelli di (S, ; sicchè la detta equazione discriminante di G Q - QI sia 

Sarà dunque: 

e lit condizione (35) diverrà: 

ossia 
(J i  4 A J,)' - 6% A3 A' = 0. 

È questa, sotto forma invariaritiva, la condizione cercata ('O). 

39. Se le due quadriche si segano in un quadrilatero, si pub supporre 
p l  = p z ,  f 3  = p, ; e risulta M = 0: ossia le due yuadriche sono sempre nella 
relazione di KOHN. (Cfr. n. 30). 

(SO) J .  H .  GRACE, Tetrahedra i n  Relation to Spheres and Quadrics (Proceedings London 
Math. Soc. (2) 17, 1919, p. 859), incontra (a p. 863) questa condizione (36), per esprimere 
un'altra relazione fra le quadriche Q,  Q, . Ma questa 10 conduce pure ali'esistenza di qua- 
drilateri di generatrici, come quelli del n. 37: donde un legame colla relazione di KOHN. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXIX 18 
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Se le due quadriche - s i  toccano lungo una conica, si pub porre 
p l  = p ,  = p, ; e si ha che è nul10 M od N solo se pi = 9 p i  : ossia se, entro 
al  fascio deterniinato da Q, QI ,  il. birapporto di queste, del piano doppio, e 
del cono circoscritto comune, vale 9. 

In generale, se una quadrilinearità amniette una quaterna a, a, a, a, tale 
che 3 elementi qualunque fra i yuattro formino sempre una terna 'neutra 
(corne le 4 generatrici di Q, Q, in un punto di contatto: v. n. 3P),  la Pi, 
residua di a, a, ha a ,  e a ,  coine ekmenti singolari. Quindi se M = O, ossia 
se le 9,, sono arrnoniche ad una projettività tissa, questa avrà al e a, corne 
elementi omologhi. Quest'osservazione si pud applicare alle quaterne di ge- 
neratrici di Q, Q l  passanti per un punto.di conttttto. In particolare, se Q e QI 
si toccano lungo una conica e presentano il caso or ora ~ccennato,  la pro- 
jettività arlnonica a tutte le PL, sarà quella fra i regoli Cl Cs in cui si cor- 
rispondoho rette d ie  s'incontrano sulla detta conica. 

40. Fissate 4 rette C, C, C,  C, ,  se si associano quattro loro punti, 
sempre quando siano cotuiplanari, si ottiene una quadrilinearità, il cui studio 
è molto ovvio (3'). 

Essa presenta particolarità che si riconoscono subito. Limitandoci al 
oaso che le 4 rette siano a due a due sghembe, è chiaro che uaa retta inci- 
dente a tutte quattro segnerà s u  essa. quattro punti che a tre & tre fonnano 

2 

terna neutra per la corrispondenza. Percio ne1 caso generale clie son due 
le rette ilicidenti alle 0, la yuadrilinearità offrirà la singolarità di cui al  
principio del n. 35, corrispondente al caso che le quadriche Q, Q, si taglino 
in due 'coniche. La corrispondenza (9, 2) del n. 3 fra Cl e C, si ha qui ac- 

- 

(31) Cfr. LE' PAIQE, $j III. Ivi si trova, fra altro, rilevato che, se'le quattto rette sono i 
lati di un quadrilatero sghembo, i'equazione della corrispondenza si pub'mettere sotto la 
forma (18). - 

Sono anche molto facili da studiare (e non staremo a discorrerne) le particolari corri- 
spoiidenze quadrilineari che i piani del10 spazio segnano su  una cubica sghemba e una retta; 
su due coniche non cornplanari; su una coiiica e due rette (esterne al piano della conica). 
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coppiando punti di queste due rette, tali che la loro congiungente incontri C,, 
oppure C,: sicchè si spezza in due projettività., come in quel caso. Ecc. ecc. 

Il caso clie le 4 rette C ammettano una sola retta quadrisecaiite risp.!iide 
a1 caso clle le coniche cotnuni a Q, Q, si tocchino; e quel10 in cui le qua- 
drisecanti sono infinite, ossia le 4 rette C stünno in un regolo, risponde al 
caso, con cui finiva il n. 35, che Q e Q, si tocchino lungo una Sonica. 

Se vi sono almeno due quadrisecanti distinte, prendiamo i 4 punti fou- 
damentali delle coordinate nelle loro intersezioni con C,, C,. Si potranno 
rappresentare le coordinate dei punti di C, C, C,  C, in funzione rispettiva- 
mente di 4 parametri variabili x, y, z, u, cosi: 

(1' ar; O O), (O O 1 y), (1 z a bz) ,  ( 1  u 1 u).  

Annullandone il deterininante, porremo la condizione di complanarità di 
quei punti; ossia otterremo l'equszione della corrispondenza quadrilineaie. 
Viene : 

( a - 1 ) x y + - ( b -  1 ) z z c - b z z - a y u + z u + y z = O .  (37) 

Si riconosce subito che l'equazione contenente i soli 6 prodotti di z y z u 
combinate a due u. due si pub, in generale, ridurre a questa forma. Dunque: 
la quadrilinearità segata su 4 rette generiche dai piani del10 spazio rappre- 
senta i l  caso generale di  corrispondenxa quadrilineare con due quaterne spe- 
ciali come al n. 35, ossia colle corrispondense (2, 8) spezzate i n  coppie di 
projettività. 

1 due invarianti assoluti di quella specie particolare di quadrilinearità 
sono qui dati dai birapporti a,  b delle due quaterne di punti in cui le 4 
rette C si appoggiano sulle due quadrisecanti. 

41. Corne devon essere le 4 rette C, C, C, C, afinchè le projettività ri- 
sidue, per es. le gl,, stinno i n  una 'rete? Ci6 è come dire che l'invariante L 
s'annulla. Ora dalla la delle (W), relativa alla forma (89), applicandola alla 
forma (37) si ha: 

L=-(a  - 1) ( b  - 1) ( a  b -1). 

Porre a= 1, oppure b= 1, significherebbe che le rette C, ,  C, sono in- 
cidenti, il che escludiamo. Resta a b  = 1: ossia i birapporti delle due qua- 
terne di punti che le 4 rette C segnano sulle due trasversali cowuni sono fra 
loro reciproci. 
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Cid si piid vedere anche geoinetricamente. Diciamo a ,  a ,  a, a, e b, b ,  b ,  b ,  
quelle due quaterne di punti. Se le QI, sono in una rete, cioè sono armo- 
niche ad una projettività fissa Si; poichè fra le QI, (che son segnate su  C, 
e C, dai fasci di piani aventi per assi le rette appoggiate a C ,  e C,j vi è 
evidentemente la projettività degenere che ha per punti singola.ri a ,  e a,, e 
similmente' quella che ha per punti singolari b ,  e b,; saranno ornologhi nella 
9 tanto a ,  e a , ,  qunnto b ,  e b,.  Quindi quelle QI, in cui si corrispondono 
a ,  e b, avranno pure per corrispondeoti b ,  e a , .  Ci6 è cotne dire che le 
rette appoggiate a C,, C, e alla retta a, b, si appoggiano pure alla b, a,. 
Ossia: C,, C,, a ,  b , ,  b ,  a, son 4 rette di ut10 stesso regolo. Considerando le 
due trasversali comuni alle C (e a queste), si deduce che la quaterna di punti 
cc,  a, a, n, è projettiva alla b,  b ,  b ,  b , .  

La proposizione resta vera anche quando quelle due trasversali conluni 
alle C coincidono: corne prova un calcolo diretto. È il caso che la quaterna 
dei punti d'itlcontro delle C coll'unica trasversale sia projettiva alla quaternâ 
dei piani congiungenti le rette stesse a questa trasversale. La proposizione 
si riduce allora a questa: clle le dette quaterne sono armoniche. Anche se 
le 4 rette C sono in un regolo, esse dovranno entro questo forniare un 
gruppo armonico, se le pl, hari da stare in uiia rete. 

42. Al n. 40 è risultato che la corrispondenza segnata su  4 rette dai 
piani dello spazio è della stessa natura di quella die  avevaino considerato 
fra i regoli delle due yuadriche Q, Q,, quaiido queste si segano in due co- 
niche. Kiferendo questi regoli a quelle 4 rette punteggiate in modo che le 
due quadrilinearità si corrisponclano, si viene a porre una notevole corri- 
spondenza, ad eseinpio, fra le coppie composte di un punto di Q e un piano 
tangente di Q,, iticidenti, ed i piani dello spazio, con cui si segan le 4 rette, 
oppure i punti dello spazio come intersezioni di una retta appoggiata a due 
di quelle e di una retta appoggiata alle altre due. - Ai due punti di con- 
tatto delle clue quadriche (distinti O no.) vengono a corrispondere, come 
già appariva, le due quadrisecanti delle 4 rette. Se le quadriclie hanno una 
conica di contatto, le 4 rette stanno in un regolo. 
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Sulla teoria generale delle trasformazioni delle 
superficie per inviluppo di sfere. 

( ~ i '  PASQUALE CALAPSO, a Messina.) 

F i n  da quando intrapresi Io studio delle trasformazioni di Riaaucoun 
e della loro composizione, che ho esposto in una Mernoria precedente (*), mi 
si presentb l'idea di ritornare su1 problema da u n  punto di vista più gerie- 
rale, considerando cioè trasforsnazioni per inailuppo di sfere senza la weces- 
saria corrispondensa delle linee d i  curvatura tra le due falde. 

Ne1 presente lavoro è fatto un  primo studio su tale generalizzazione, 
fer~naadonli principalmente alle congruenze (G') ed alle congruenze (K) per 
quanto le loro proprietà si presentario generalizzabili. 

Siano S ed S ,  le due superficie focali di un  inviluppo di sfere, in cui si 
considerano al solito corne corrispondenti i punti P e Pl in cui la sfera tocca 
il suo inviluppo. 

Se ne1 punto P .della superficie S si considera una tangente t, esiste una 
ben determinata tangente 7 ne1 puilto Pl di S ,  che incontra la t. Le dire- 
zioni t e 7 non sono in generale corrispondenti, mentre esiste una ben de- 
terininata tangente t' ne1 punto P di S che corrisponde alla 1 

Diciamo la tangente t' associata alla tangente t. 
Se la  tangente t' è associata alla t, non è in generale t associata a t'; 

una tangente t che coincide con la  propria associata la chialniamo diresione 
principale rispetto alla trasformazione della superficie S in S I .  

Presi sopra S  due sisteini di liriee a, F diciamo clle il sistestta di l i t ~ e e  Cj 
é associato al sislema d i  linee a, quando in ogni punto P la tangente alla 
linea f l  clle vi passa è associata alla tangente alla linea cr che vi passa. 

, 

(*) Sulla teolra yenerale delle trasfovmaaioni d i  Ribaucour, e sue applicaaiolzi alla gene- 
raliazaaione delle trasformazioni d i  Davboux. Aniiali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX, 
pag. 17. 

Annali di ~ a t e m k c a ,  Serie I I I ,  Tomo XXIX. 19 
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Una linea è detta principccie se la tangente in ogni suo punto è una 
direzione principale. Per ogni trasfornzazione d i  una data su~erficie S per 
inuiluppo di sfere, esiste in generale sopra S u n  doppio sistema di linee 
principali (*). 

Alla teoria delle trasformazioni considerate si connettono due congruenze 
rettilinee (G) e (G'); la prima descritta dalla retta G E  PP, che congiunge 
le coppie dei punti corrispondenti, la seconda descritta dalla retta G' polare 
di G rispetto alla sfera dell'inviluppo. 

Osservianîo più chiaramente le proprietà di queste congruenze introdu- 
cendo la rappresentazione di GAUSS delle superficie S ed S ,  sopra una sfera 
fissa x, e riguardando in questa corne corrispondenti i punti M ed JI, im- 
magini rispettive dei punti P e P,. 

Si genera cosi una trasforinazione sulla sfera x, che diciamo imnzagine 
sferica della trasforrnazione che porta S in 8,. 

Definiamo con analogo criterio le linee principali di tale trasfortnazione 
sferica, e le congruenze (g)  e (g') descritte rispettivamente dalla retta M M ,  
e dalla sua polare rispetto alla sfera x. 

Se la retta g incontra una retta g, infinitamente vicina, 10 stesso avviene 
di g ' ;  si conclude che le sviluppabili delle congruenze ( g )  e (g') si corrispondono. 

Di più se $1' ed DI', sono le intersezioni di g colla sfera Z, le rette 
Ji? Ji?' ed ïll, N', starino in un piano ; dunque le sviluppabili della congruenza 
(g') corrispondono alle linee principali della trasforwcazione sferica. 

Risalendo poi alla trasformazione T della superficie S in S ,  si hanno i 
teoremi : 

Le sviluppabili della congruenza (G)  corrispondono alle linee principali 
della trasformazione T ;  le sviluppabili della congruenza (G') corrispondono 
alle linee principali della trasformazione sferica. 

Si pu6 doinandare esistono trasformazioni T rispetto alle quali le linee 
principali della trasfornzazione sferica risultano ortogonali? 

La risposta è affermativa, se non che si cade in un caso ben noto; cioè 
soltanto per le trasformazioni di  Ribaucour le linee principali della trasfor- 
mazione sferica risultano ortogonali. 

Qui si presenta la questione fondamentale : Data conzunque una trasfor- 
nzazione sulla sfera x, esiste u'na trasformazione per inviluppo d i  sfere la cui 
immagine sferica coincide con la data? 

(*) Questo teorema e tutti i successivi sono valevoli sotto ipotesi poco ristrettive, che 
sono espressamente dichiarate ne1 testo della Mernoria. 
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Auclie a questa questione si risponde afferii!atiramenle, e si soddisfa al 
problenîa in infiniti modi iiiediaiite l'integrazione di un'equazione alle c1ei.i- 
vate parziali di secondo ordine. 

Abbiamo sopra osservato che le sviluppabili delle congruenze (G') e (g') 
si corrispondono; di più è cliiaro che le rette G' e g' sono parallele, quindi 
le congruenze (G') e (g') sono parallele ne1 senso di GUICHARD (*). 

Un'analisi accurata della questione mostra clle il passaggio di (g') in (G') 
è una qunlunqace trasformazione parallela; ne risulta: 

Per ottenere ne1   no do pih geîzerale un i~zviluppo di sfere avenle un'asse- 
gnata i~mnmgine sfericn, si tra,sfovnzi la congruenza (g') ilz utza congruenza 
pcwallela (G') e per ogni retta G' si conducatzo i yiawi .n e x ,  rispettivanze~lfe 
paralleli ai  p i m i  taitgenti alla sfera passanti per g'. Variando la retta G' 
nella congruenzn, i pialri 7i. e z, invilu~glano dzte superficie che sono le due 
falde dell'inviluppo richiesto. 

Un'altra questione clie si presenta riell'attuale ricerca è la seguente: 
Esisto~~o trasforazaxio~zi T che anmettono due sistemi di linee invoZutoriame?zte 
associati 2 

Si dimostra clie se' per una trasforinazione T esiste una coppia di sistemi 
di linee involutoriamente associati, esistono infinite tali coppie; e si pu6 
prendere ad arbitrio uno dei due sistenii, e dedurre l'altro inediante l'inte- 
grazione di un'equazione differenziale di primo ordine. 

Per caratterizzare questo cas0 si osserva clle la congrueriza. (G) nell'i- 
potesi presente è ciclica, e percib due superficie SO, SS: ortogoilali a i  circoli 
sono le due falde di un inviluppo di R i ~ ~ u c o u i r ;  inoltre il puiito P di S è 
l'intersezione delle tangenti isotrope alle superficie S" S: e siinilinente per 
il punto P,. 

Sicchè se denotiamo con TB una trasformazione di R~GAUCOUR e con TB, 
uiin. trasforinazione che aininette due sisteini di linee inrolutoriamente asso- 
ciati, si ha: 

Una TR, è selnpre deducibile da una TR mediante una trasformazione di 
Guichard. 

Vediaino inoltre che la congruenza (G) della TR, è congruenza (Gr )  per 
la TB, quindi le sviluppabili della congruenza ( G )  corrispondoiio alle linee 
principali della trasforinazione sferica d i  TE (e percid alle liiiee principali 
della stessa T B ,  essendo questa di RIBAUCOUH) ; si eonclude : 

(*) Secondo GUICHARD due congruenze sono parallele quando le sviluppabili si çorrispon- 
doiio e le rette corrispondenti sono parallele. 
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Le linee principali di  TB, corrispondono alle linee princi9ali di  TE, cioè 
alle linee di ciirvatura delle superficie S,  ortogonali ai circoli. 

Le ultime questioni qui trattate si riferiscono alla composizione di due 
trasforinazioni sulla sfera x, O di due trasforrnazioni T. 

Assumiarno sulla sfera un sistenîa (AI)  ed un suo trasformato (JI,)  
niediante una trasformazione qualsiasi che diciamo H,. Per ciascun punto 
A l  prendiamo il siminetrico M ' ,  del puilto JI, rispetto al centro della sfera, 

/'. 
e ne1 circolo J l J f ,  nf ', prendiamo il punto inedio deli'arco (minore) JIN' ,  , 

Detto tale punto consideriaino il sistema (a) che si ottiene facendo 
variare JI ne1 sisteilla iniziale. 

Intendiaino più chiaramente il significato geometrico dei risultati che si 
ottengono, introducendo ne1 piano tangente in Jf due rette ortogonali t : ,  t ; ,  
scelte con legge arbitraria, e n d  piano tangente in le direzioni a., ,  6 ,  ri- 
spe ttivamente ortogonali a i;, t ; .  

Ne1 piano tangente in 2 formianio aricora una terza direzione ne1 se- 
guente inodo: si consideri il cono, avente per asse a,, descritto dalla retta 

A 
inclinata deli'angolo a, t2 su tale asse, e si consideri il cono analogo avente 
per asse b,. 

Proiettando ortogonalinente, ne1 piano tangente alla sfera in @, la ge- 
neratrice comune ai dile coni, si ha la retta cercata. 

Per individuare le varie tangenti alla sfera ne1 punto I I ~  adoperianio 
coirie sistema di riferiinento i raggi a, 71 rispettivamente perpendicolari ad 
a,, b, e la terza direzione d ora costruita. 

Noi vogliamo considerare sulla sfera due trasformazioni distinte, la 
prima H, clie porta il sistema (JI) in (Ml) ed una seconda H, che porta il 
sisteina (If) in un nuovo sistema (Ji,). 

Prendiamo come prima il siinmetrico di $1, rispetto al centro della sfera, 
A 

indi assumiamo il punto inedio dell'arco Mill ' ,  clie chiamiaino @, . 
Ne1 piano tangente alla sfera ne1 punto ripetiamo la costruzioiie 

analoga a quella operata in a per dedurre il sistema di riferimento a', .b', cl' 
analogo ad a ,  'b, d. Pensereino allora le coppie di tangenti t e t' rispettiva- 
niente nei punti ed @, variabili nella proiettività 

Questo inodo di riferire proiettivamente le tangenti nei punti n i  ed AT, 
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setnbrü iiiîportan te, percliè tale proiettività dipende unicaniente dalle trasfor- 
iuazioui I I ,  ed H,, essenclo itzva~iante per un catnhiainento della legge con 
cui si scelgoiio le direzioni ortogoiiali t ; ,  II. 

Cib preinesso le due trasforniazioni II1 ed iI, sullü sfera x, traggono 
seco.una terza trasformazione, cioè quella clie porta. (a) in (cl). In questa 
terza trasfortnazione le direzioni t e t' non sono in-generale corrispondenti; 
ne1 caso clie lo siano diciamo t una direzione Ii; relativa alle due trasforma- 
ziotii H, ed H,. 

Dicianio c11e il punto a descrive una linea lC, quando la tangente in 
ogni punto della linea è una direzione K. Per ogni coppia di trasforwzazioni 
szclla sfera esiste i n  generale u n  doppio sistema di  linee IL 

Un caso notevole si lia quando le due trasformazioni Hl ed H, ainmet- 
tono lo stesso sistema principale; iti ta1 caso le lit~ee Ii; descritte da1 punto 
corrispondono al sistema principale colnune nlle due tr&formazio~~i Hl ed Hz. 

Considerando poi le trasformazioni di una superficie S per inviluppo di 
sfere, assumiamo due trasformate Sl ed S,; allora per ogni punto P di S 
si hanno in corrispondenaa due punti Pl e P2 apparteneuti rispettivamente 
alle superficie SI ed S2 e si ha cosi il circolo P P, P,. Variando P sulla 
superficie S si genera un sistema ma di cerchi che chiamiaino sistema IC 
eneralizzato; chiamianîo altresi congruenza I< ge~aeralizzata, la congruenza 
fortnata dagli assi dei circoli. 

Tali denorninazioni si introducono percliè gli elementi considerati ge- 
neralizzano i sisteini K e le congruenze K studiate ne1 caso delle trasfor- 
tnazioni di RIBAUCOUH; nondimeno per ragioni . di brevità diciamo ancora 
sistema IC, congruensa K invece di sistema K generalizzato, congruenza K 
generalizzata. 

Considerando insieme alle frasformazioni Tl e T, ,  che portano la su- 
perficie S in Si ed S, ,  le rispettive imniagini sferiche che chiamiaino HL 
ed H, , si ottiene il teoreina: 

Le sviluppabili della congruenza K corrispondono alle linee sferiche IC 
relative alle trasformazio~zi 9, ed H, . 

Si ottengono in particolare i teorenli di DEMOULIK; per esempio se Tl e T, 
sono trasforniazioni di  R~BAUCOUH, le immagini sferiche ed Hz ammettono 
10 stesso sistema principale (che nell'ipotesi attuale corrisponde alle linee 
di curvatura di 8). Sappiamo allora che le linee K corrispondono al sistema 
principale coinune, e si deduce che ne1 cas0 di  due trasforma~ioni d i  Ri- 
b-cucour le  sviluppabili della congruenza I< corrispondono alle linee d i  cur- 
vatura di S. 
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1. Il problenîa della trasformazione delle superficie per inviluppo di 
sfere, nella sua forma generale, si presenta ne1 seguente modo: 

Data a n a  superficie S dedrrre una nuova superficie S , ,  che formi con 
la  pr ima la  superficie focale cornpleta d i  u,n inviluppo d i  sfere. 

Per ogni punto P di S conduciamo la normale e stacchiamo a partire 
da P una lutlghezza p (essendo ,o unn funzione delle coordinate di P, presa 
ad arbitrio); considerando la sfera di raggio p passante per P, si ottiene al 
variare di P un sistema ooa di sfere di cui S è una superficie focale; la se- 
conda superficie focale è appunto la trasforlnata di S che si vuole determiriare. 

Per stabilire le formole fondainentali di questa trasforinazione, riferiaino 
la superficie data S ad un sistenia d i  coordinate curvilinee del tutto ge- 
nerale, ed introduciümo secondo l'uso (per ogni punto della superficie) 
un triedro trirettangolo di cui uno spigolo coincida con la norinale, e gli 
altri due spigoli siano due direzioni ortogonali situate ne1 piano tangente e 
scelte con legge arbitraria. 

Denotiamo con x, y, z le coordinate del punto che descrive la super- 
ficie, con X,, Y, ,  2, i coseni direttori della normale e con Xi,  Y,, 2, 
(i = 1,  8) i coseni direttori delle rette ortogoiiali situate ne1 piano tan- 
gente ed orientate in guisa che il determinante 

x, y1 21 

,x2 y2 2 2  

x3 y, 2 3  

risulti ortogonale destrorso. È noto che le funzioni 

X )  y )  8, X i )  Yi, z i  

soddisfano ad un sisteina di equazioni differenziali della forins 

8 X ,  -= ~XI-PXZ, d X ,  
d'u - d v  = Q I  XI - p l  X, 
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colle analoghe in g e z, in cui le funzioni ausiliarie 

L. 1, E l ,  ri1, P, Q, r, P I ,  a, ri 

sono legate dalle relazioni 

Inversamente si possono dare ad arbitrio le funzioni (8), purchè soddi- 
sfacenti le (3) e dedurre la superficie dalle equazioni (1) per integrazione. 

9. Assegninmo il raggio p (u, v) della sfera tangente alla superficie S 
ne1 punto P, ed escludiamo che p sia uguale all'uno od all'altro dei raggi 
di curvatura della superficie. Esistono allora due funzioni 

che verificano il sistema 

Dedotte tali funzioni, introduciamo ancora due ausiliarie ponendo 

(essendo m una costante arbitraria diversa da zero); in questo modo le 
coordinate del punto Pl Che descrive la seconda superficie focale hanno le 
espressioni 
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3. La funzione fondamentale su cui si basa il passaggio dalla super- 
ficie S alla nuova superficie Si è il raggio p ( u , . ~ )  della sfera e pub essere 
dato ad arbitrio; abbiamo poi introdotto le funzioni 

che sono perfettamente determinate quando è assegnato p. Per esprimere 
poi cornodamente gli elementi relativi alla superficie trasformata, introdur- 
remo ancora le funzioni 

Y7 Y 1  7 0, Q l  , h, h l ,  O7 0 1  

ponendo 

e si avrà 

inoltre per le derivate della funzione o si ottiene. 

a o  A P PU -- , -$(fi - 0 E l )  + (0, - 6 n,) +- 9 (hL - a el). 
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4. Per coinpletare queste generalità occorre ancora fissare il triedro 
fondamentale per la superficie trasfor~nata S,. 

A tale scopo .consideriaino rispettivamente sulle superficie S ed SI  le 
coppie di punti P e Pl individuati dai medesimi valori (u, v) delle coordi- 
nate curvilinee, e che sono percib tra loro corrispondenti; indi al triedro 
fondamentale T col vertice in P sopra stabilito ne  facciamo corrispondere 
uno nuovo Ti col vertice in Pl che si  costruisce ne1 seguente modo. 

Per il punto P, costruiamo la retta che incoiitra la normale a d  S in un 
punto C equidistante da  P e da  P, (che coincide euideîttemente cola la nor- 
male alla superficie 8,); indi ne1 piano per P, perpendicolare a tale retta 
costruiaino le rette che incontrano i rinlanenti spigoli del triedro T. È chiaro 
geoinetricamente clie il nuovo triedro Tl è individuato ed è pure triret- 
tangolo. 

È facile vedere che i coseni direttori degli spigoli del triedro T, hanno 
le espressioni 

Infatti si riconosce subito clie le quantità 

X ' ,  Y', Z', 

X', Y', Z', 

forrnano i coefficienti di una ~osti tuzione ortogonnle destrorsa; inoltre u n  
punto della retta X t 3 ,  Y f g ,  ZfS h a  le coordiiîate della forma 
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le precedenti diventano 
d=x-tx,; 

si vede cioè che le rette (X,, Y,, 2,) ed (X',, Y', , Z',)  si tagliano in un 
punto equidist.ante d a  P e da P l ,  corne si voleva. 

Similmente per le rette (X', , Y', , Z',) ed (X',, Y',, Z',). 

5. Siamo ora al caso di esprin~ere in.fornia semplice gli elementi re- 
lativi alla superficie S I .  

A tale scopo deriviamo le (6) osservando le espressioni (1) delle derivate 
di x, X I ,  X,, X , ,  tenendo conto altresi delle (7) e (10) e delle espressioni 
dei coserii direttori degli spigoli di T l ;  dopo riduzione otteniamo 

e con analogo procedimento si ha ancora 

d L=(,+--- X' a l )  x' - ( Q+---- ! A  9 ~ )  X' ,  
a u  + C f  # O ,  Y U  + g  

d -=-( X', ?P al) ( 
au r t G - -  4Jc xO,+ p i - - -  h p ) X ;  

d X', 

d X', 
J / Q  $ Q  

Queste relazioni confrontate con le formole fondari-ientali (1) danno su- 
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bito gli eleinenti relativi alla superficie trasformata sotto la fornia 

È interessaiite osservare le relazioni 

che saranlio in seguito utilizzate. 

6. 11 metodo precederiteinente usato ne1 dedurre da una superficie S 
una sua trasformata SI per inviluppo di sfere presuppone che si  sia pre- 
fissato il triedro fondamentale per ogni punto di S, e quindi dedotto un 
sistenîa di funzioni trasformatrici per fornîare la SI.  

Intanto è chiavo a priori che se si cainbia il triedro fondanientale rela- 
tivo alla S, la superficie S ,  sopra determinata resta sempi-e deducibile da S 
mediante un nztovo conveniente sistenta di finzioni tt,asfornzatrici. 

'Noi qui ci proponianio appunto di formare il nuovo sistenla di funzioni, 
supponendo noto il sistema priniitivo A, p, . . . , O, 0,. 

Operiamo sulla superficie S un cambiamento del triedro fondamentale, 
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c h  nella sua  fortna più generale possiamo scrivere 

essendo 

il modulo di una sostituzione ortogoiiale destrorsa. 
Gli elementi della superficie 8 vengono cambiati e dobbiamo anzitutto 

stabilirne la folma. 
Si ha  dalle (1) 

donde risultano subito le espressioni 

Se  operiaino in modo analogo per la  foriiiazione degli altri elementi 
della superficie S, troviaino con facile calcolo 

Ora si verifica subito che coine sistema di funzioni trasformatrici, rela- 
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tivo ai nuovi elementi della superficie S, si pu6 prendere: 

e per la superficie trasformata si lia 

cioè la superiicie trasformata coincide appunto con 8,. 

3 5. - LJNEE PKINCIPALI; CONGHUENZE ( G )  e ( G ' ) ;  
IMMAGINE SFERICA DELLA TRASFORMAZlONE. 

7. Neli'introduzioiie abbiamo dato il concetto di tangente t' associata 
ad u n a  data tangente t nez punto P della superficie S. 

Per stabilire la relazione analitica partiamo da1 punto P(u,  9) della su- 
perficie, e iinmaginiamo formati due eleinenti lineari ai punti infinitainente 
vicini (u + d u ,  v + d w) ed (.u + 8 zt, v +- 8 u).  I 

Per esprimere che il secondo di questi eJeiuenti è açsociato al  primo 
basta porre la relazione 

Avendosi 

(EJ X', + 4' X',) S u + (Cl X ' ,  + .of, Xi,) S v = - 
- ( E ' ,  + -rif X,)  8 u - ( I ; ' ,  XI + ri', X,) 6 v + 
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îacilmente la (BI) si riduce alla forma 

oppure distesamente 

Mediarite questa equazione, dato che sia un sistema di linee 

a (u, V) =  COS^, 

si forma subito l'equazione differenziale del sistema nssociato ; in particolare 
per una linea. principale si dovrà avere 

dunque: Per ogni trasformnaione di una  data superficie S ,  per invilttppo di  
sfere, esiste sopra S un doppio sistema di littee p~incipali. 

8. Agli eleinenti ora osservati si connettono due congruenze rettilinee 
(G) e (G'); la priina descritta dalla retta G e  FY, che congiunge le coppie 
di putlti corrispondenti, la seconda descritta dalla retta G' polare di G ri- 
spetto alla sfera dell'inviluppo. 

Osserviaino più chiaraniente le proprietà di queste congruenze introdu- 
cendo la rappresentazione di GAUSS delle superficie S ed S, sopra una sfera 
fissa X, e riguardanclo in questa coine corrispondenti i punti 

clle chiamiaino rispettivaiilente con 11 ed JI,. 
Si genera cos1 una trasformazione sulla sfera Y, clle diciamo imatagixe 

sferica della trasforinazione clie porta S i n  SI. 
Defitiiamo con analogo criterio le linee principali di tale trasformazione - - 

sferica e le congrueme (0) e (g')  descritte r i~~et t iva inente  dalla retta N M ,  
e dalla sua polare rispetto alla sfera r. 
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È cliiaro che l'equazione differenziale delle linee principali della trasfor- 
mazione sferica è 

( ~ ~ ' ~ p ' 4 ) d ~ ~ + ( p Q ' i - ~ ' i Q ~ 2 ) i r l ' ; - ~ ' ~ i ) d ~ d V ~  

+ (P, q', - p'1 q , )  cl v2 = 0. 

9. Determiniaino le sviluppabili della congruenza (G) ; a 
hasta espri~nere l'esisteiiza di. due quantità t e t' tali che 

d ~ + t . a ( h X , + ~ . X , + n , X , ) = t ' ( i \ X , + ~ X , + ~ v x , ) .  

tale scopo 

L'eliininazione di t e t' fra questa e le analoglie in y e B,  conduce senza 
diEcoltà all'equazione 

A 
se sottragghiaino dalla prima colonna l'ultima rnoltiplicata per-, e sottrag- w 

ghiaino parimenti dalla seconda colonna l'ultima moltiplicata per -, il de- 
1v 

terrninante si riduce al secondo ordine, ed in forza delle (15) è equivalente 
alla (24) ; dunque : 

Le sviluppabili della congrueuzxa ( G )  corrispondono alle linee principali 
della trasfornzaxione. 

In quanto alla congruenza (g), le sue sviluppitbili corrispondono alle 
litiee principqli della'trasformazione sferica, corne è chiaro geometricamente. 

10. Veniaino ora alla congruenza (G'), di cui vogliarno pure ottenere 
le sviluppabili. 

Prendiamo sulla retta G' il punto Po dato dalle coordinate 
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Se Po è u n  fuoco si dovrà avere 

ed espriniendo in questa il differenziale d x;, meciiante le (88) e semplificando 
si ottiene 

A questo sisteina possianio sostituire quel10 che si dednce eliniinando t ,  
clle osservando le (16) preiide la foriiia 

Se Po non è un Fuoco, yueste ultime saranno verificate per una conve- 
niente rotüzione del triedro mobile attorno alla normale di S; avreino allora 
per le ('20) 

a,, ( p d u t p d v )  =a11 ( q d u  + q , d v )  

a,, (p' d u t p', d v) = a,, (q' d u + q', d v). 

Eliminando fra queste a,, e a,, si ottiene 
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che coincide con la (86); dunque le ssiluppabilé della coNgruenxa (G') corri* 
spondono alle linee principali della trccsformazione sfericcc. 

11. Terminiamo questo paragrafo osservando la forma particolare che 
prendono le (98) quando corne variabili u ,  v si prendano i n  particolare i 
parainetri delle linee priiicipali della trasformazione sferica. 

Per procedere con rigore escludiümo che la (30) si riduca all'identità, e 
facciamo espressamente la ipotesi che le quantità 

I 

pA+!IIJ-, P ' X +  q , p  
siano diverse da zero. 

Scriviamo le relazioni esprinienti che u e u sono i parainetri delle linee 
principali della trasformazione sferica, cioé 

donde per l'ultima delle (3) 

~ , q - ~ i , p =  H. 

Da queste due ultime e dalle (4) si ricavano i valori di 4', ri, i l ,  ril  solto 
la forilla 
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Sostituendo tali espressioni di 5 ,  r,, E l ,  ri, nelle eyuazioni 

si ottengono due relazioni differenziali, che combinate linearmente tenendo 
conto delle (38), danno 

Essendo per le (31) 

p' .=tp,  q l = t q ,  p ' , = t , p , ,  q' , -=t ,q ,  
segue 

e risulta che qiiesta espressione non pub annullarsi senza che la (30) si ri- 
duca all'identità. Dunque 

cioè 

Dalla (37) si ha :  . , 

essendo T un fattore di proporzionalità; segue 

Ci6 posto introducianio i parametri direttori X, Y, Z della retta G', che 
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sotio dati dalle forinole 

X = p X ' l - ~ x ,  
ed analoglie. Si ha: 

d X  -- - ( ~ w + w R ) X ,  + ( q ~ - r n ~ ) X ~ - ( ~ ~ ~ + ~ l u . ) x ~  
d 26 

d X  -= 
d v ( P I  ? ~ + 4 ) X l  + ( p l  ~ - 9 q ~ ) &  - ( p l  A+ql p ) X 3 ;  

ed allora se teniüiiio presente la (39) troviamo con facile calcolo 

I V  r q IV q ru - 'wl. (P Pt----. dx 
h y I \ + ~ I J .  

Perveniaino cosi alle formole 

clle sono le espressioni cercate. 

12. Osserviamo infine che s e  le linee sferiche u, v sono ortogonali, 
avendosi per le (37) e (38) 

< P I  - npi = O  

€,a- ï i ,p=O 
si deduce 

i 5 , + n ï i , = O  

e le liiiee sferiche zt, v sono le immaçin i  delle linee di curvatura d i  S. 
Possiaino allora porre, per utia conveniente rotazione'del triedro niobile, 
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-- - ,--- 

dalle qunli per le (31) segue 

p' = O, q', = O  . 

e per le (17) 
n ' = O ,  E ' ,  = O ;  

dunque soltanto per le trasfonncczioni d i  RIBAUCOUH le linee principali della 
trasformaaione sferica risultano ortogonali. 

8 6. - E ' O R M A ~ I O N E  D E G L ' I N F ~ I I ~ U P P I  

DI Sl*I<E AVENT1 CN'ASSEGNATA TIIASFORMAZIONE SFEHICA. 

13. Per definire ilel modo più geiierale una trasforniuzione sulln sfera 
fissa E, partiarno da un sisteina di funzioni 

P, q, ""7 Pl, G'l, r1 
soddisfacenti le equnzioni 

d r  d r ,  --- 
du d u  --$ 'PI  -P1Q 

iricli cotisideriaino sulla sfem il sisteina (41) descritto da1 purito (X,, Y,, 2,). 
Un nuovo sisteiua (Ml) è sempre deducibile da1 sistema ( I l l )  con rela- 

zioiii della forma 

(*) Qui per definire 
fuiizioiii (- X', , - YI3 , 

la corrispondenza sulla sfera corne coordinate di Ml si prei-idoiio le 
- Zj9). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle superficie per inviluppo di sfere. 161 

in cui 

e se  la  trasformazioiie sulla sfera è yualunque le funzioni A, p, IV possono 
darsi a d  arbitrio. 

Il nuovo deterininante ortogonale relativo a l  sistema (JI,) ha le espres- 
sioni (Il),  ed è definito clalla proprietà geonietrica clie la tangente (X',, Y',, Z',) 
incontra (XI, Y,, 2,) e similmente la tangente (,Y',, Y', , Z',) incontra ( X , ,  Y,, 2,). 

Possianio allora porre le (7) e le seguenti clie si tleducono 

dalle yuali per gli eleiiienti del sistenia trüsfoi-inrito risultaiio le (16). 

14. Assuiiiiarno sulln sfera la trasforninzioiie T cosi'definitn, e ci do- 
iiiaiidiaino: vaiste zcna trnsforwzazione per iwvi1uppo di  sfere la czti iwmccgine 
~ferica coincida con la T ?  

Per  rispoiiùere a qu&ta doinanda sripponiariio riferita la trasfoiwin- 
zioue T alle sue liiiee principali; allora gli eletiieiili della superficie S del- 
l'inriluppo ricliiesto avranrio, per le (36), le espi*essioiii (*) 

Ttiversaineiite supponiamo clie per una conueniente fu.urtxio~ze p esistn una 
superficie S,  aveiite per imiriagine sferica (X,, Y,, a,), i cui elementi siano 
le 5, a, t , ,  a ,  date dalle (45); ed operiamo una trasforninzioile di S per in- 

(*) S'iutende sempre ripetuta 1' ipotesi che le qiiantità p A + q p, 11, A $ q, ,* siaiio diverse 
da zero, e che la (30) non si ridiica all'identità. 
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viliippo di sfere col rnetodo del n." 9 del 5.1, assumendo come funzione 
t'rasformatrice fondamentale la medesima p che entra nelle (45). Allora la 
risoluzione del sisteina (4) condurrà alle futizioili 1, p, IV da cui siaino partiti, 
e la rappresentazione sferica della superficie trasfornîata S i  coinciderà con 
w 3 ,  Y'a , 2 ' 3 ) .  

Siamo cosi ridotti ad  espritmie clie le (45) soidisfano alle equazioni 

la terza è verificata yualunque silt p, esprimerido clle sono verificate le due 
altre si perviene alle due equazioni ' 

che si riducono ad una sola in base alle (39) per ipotesi soddisfatte. 
Riinane cos1 dirnostrrito che per ottenere ne1 nzodo pi& generale u n  invi- 

luppo di sfere avente per inunagine sferica la trasformazione T, basta assu- 
mere una  soluzione p dell'equazione differenziale (47) e dedurre per quadratu7.e 
la superficie S cogli elelnenti t, ri ,  [, , -4, duti dalle (45). Trasforsnundo la su- 
perficie S i n  una nuova SI,  mediante la fwnxione p, la coppia S, SI da le 
due falde dall'inviluppo ricltiesto. 
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$ 7. - NUOVO METOUO D l  TRATTAHE IL PROBLEMA. 

15. Assegilnta coiiie al' 11." 13 la trasforinazione sferica riniane inclivi- 
duata la congrueriza. , (g l )  ; deducendo poi il corrispotideiite iiiviluppo di sfere 
e considerando la congruenza (G'), abbialno vista che le sviluypabili delle 
congruerize'(yl) e (G') si corrisporidoiio e che le rette corrispondenti g' e G' 
sono parallele. 

Il passnggio dalla congrueiiza (gr) alla (G') è-percib uiia trasfor~izaiio.r~e 
parallela ne1 senso d i  GUICHAHD; ma qui si  presenta la questione : è essn la 
trasfornzazione pi& yelzerctle del tipo ora detto? 

Per rispoiidere a yuesta doinanda 'çonsideriaiiio il punto 

" x, = X , -  , X , ;  

esistono inoltre in base alle (32) due funzioni t e t' tali che 
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donde seguono le relazioni 

in cui 

- 
Ci6 posto sia I 

l'equazione di LAPLACE per X, Y, 2;  uçuagliando i due valori d i  --- si d u d v  
ottengorio le relazioni 

da cui si ricavano i valori di P, Q, R sotto la forma 

da - d c  - d d '  d b  
- d d -- 

~ = d i -  , &=- %- y R =  du d v  
a-c n - c a - c  

16. Sappiaino dalle formole di GUICHAHD che per ottenere una trasfor- 
mazione parallela della congruenza (y'), occorre preridere ulia soluzione A, B, 
C, D del sistema 

d A  
A P - t d v = C P + D  \ I 
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e le coordinate di un punto del raggio della congruenza trasforinata si hanno 
per quadrature dalle forinole 

Ora è chiûro clle senza alterare la congruenza trasforniata, si pub cani- 
bitire il punto su1 raggio in guisa da ridurre A e C proporzioilali ad a e c. 

Possiamo quindi senza ledere la generalità integrare le (53) ponendo 

le due prime delle (53) d h n o  allora 

e sostituendo cpesti valori di A, B, C, D nella terza si perviene all'equa- 
zione differenziale . 

conclu di am^ percio che per ottenere ne1 modo più generale una con- 
gruenza parallela alla (g'), basta assumere uria soluzione Ii dell'equazione (57) 
e dedurre per quadrature le funzioni Z,, g o ,  Z, dalle formole 

conducendo pel punto (2,)  go, Zo) il raggio baralle10 a g', si ottiene la con- 
gruenza cercata. 

Ora si tratta di diinostrare che questa congruenza (G') è anche dedu- . - 
cibile col metodo del precedente paragrafo. 
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Infatti si trova subito che l'equazione (57) coincide colla (48) e yuindi 
possiaino soddisfare a quest'ultima ponendo 

rnn allora le (42) coincidono con le (58) e il tcoreina C diinostrato. 
Ne risulta che per ottenere ne1 modo pi& generale U I L  imduppo d i  sfere 

avente un'assegnata iminagine sferica, si trasforgni la congruenza (9') i l z  ztna 
congruenza parallela (G') e per ogni retta G' si conduca?zo i piani n a  e n, ri- 
spettiuamente paralleli ai piani t anpn t i  alla sfera z passccnti per 9'. Vu- 
riando la retta G' nella congruenza, i piani 7~ e r' invi l~ppano due super- 
ficie che sono le due falde dell' inuiluppo richiesto. 

§ 8. - CASO DI  DUE SISTEMI DI LINEE INVOLUTORIANENTE ASSOCIATI. 

17. Terniiiiiatno questo lavoro caratterizzando le trasformazioni clle 
anunettano due sistemi di linee irtvolutoria~ner~te associccti. 

A tale scopo partiamo, conie al n. 7, da1 punto P (u; v) della superficie 
S e consideriatno due elementi lineari distinti ai punti infinitamerite vicini 
( u t d u ,  u f  d u )  ed ( u - t a u ,  u t S u ) .  

La relazione esprimente che il secondo di questi eiementi è associato 
al p h n o  è la (93);  se questi eleiiienti sono associati involutoriainente si 
dovrà avere altresi 

e confrontando colla (23) risulta la relazione 

Inversamente se questa è soddi:,fatta la (SI)) divents siliiiiietrica rispetto 
ai differenziali d, 8 ed esistotio in infiniti iiiodi due sisteini di linee invo- 
lutoriainente associati; potendo p re~de re  ad arbitro uno dei due sisteini e 
dedurre l'altro sistema dalla (59) stèssa per integrazione. 
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18. Per interpretare la (60) geonletricamente, osserviamo anzitutto che 
essa pub coiisiderarsi colne la condizione d'iiitegrabilità del sistenia 

iiella futlzione iticognita cr; se ne dednce che la congruenza (G) è ciclica 
e le superficie ortogonali ai circoli sono date dalle equazioni 

- % E s -  X, senh or + i X, cosh u + X ,  (*) 
" h s e i i h a + i p c o s h a + n ,  (G2) 

esserido a una soluzione yualunque delle (61). 
Se considerialno due superficie So, S: ortogonali ai circoli, corrispon- 

dentemente a due soluzioni distinte a', a" delle (61), per un teorema ben 
noto SO, Sy sono le d ~ i e  falde d i  un inviluppo di RIBAUCOUR; inoltre le (62) 
espriniono che il punto P di S è l'intersezione delle tangenti isotrope alle 
superlicie So, 8:. Similniente per il punto Pl. 

Denotündo per facilità di linguaggio con TB utia trasforinazione di RI- 
BaucouR e con T,, una trasforniazione che airiinette due sistemi di liriee 
iilvo1utoi.iament.e associati, possiaino enuiiciare il risultato conseguito sotto 
la forma seguente : 

Una t r a s fov~~~a~ ione  TRv 8 sewqwe deducibile da  una !& medianfe un@ 
trasformazio~ze di Guicltard. 

(*) Direttamerite se si coiisiderano i parainetri direttori della tailgente al circolo 

X =  - (p  - IV i cosh a) XI + ( X  - IV seiih a) X2 71, (p sen h or - i A cosh o) X ,  

si verificario fi~cilrnente le relazio~ii 
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Nè risultano importanti conseçuenze. L'a congiuenza (G) della TRf è 
congruenza (G') per la T B ,  quindi le sviluppabili della conçruenza ( G )  cor- 
rispondono alle linee principali della trasformazione sferica di TR (e percid 
alle linee principali della stessa Ta, essendo questa di Ribaucour); si con- 
clude : 

Le linee principali della trasformazione TB, corrispondono alle linee prin- 
cipali della Ta, cioè alle linee di curvatura delle superficie 8, ortogonali ai 
circoli. 

18. Definiamo cotne al n." 13 uiia trasforinazione sulla sfera fissa Z 
che porti da un sistema dato (Al) in un nuovo sisteina ( A I , ) ;  indi prendiarno 
il simmetrico M', del punto Mi rispetto al centro della sfera, e ne1 circolo 

n 
AI, Ml, JI', assuniiamo il punto medio dell'arco (minore) MM',. 

Detto tale pimto, consideriaino il sistema (z) che si ottiene facendo 
variare J I  ilel sisteina iniziale; le coordinate del punto hanno le espres- 
sioni 

da cui si ha . 

ed osservando le (11) si ottieue ancora 

essendo 

(*) 11 radicale s'intenda preso col10 stesso segno di ni. 
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Ne1 piano tangente alla sfera ne1 punto a costruiaino la direzione z, 
- - -  

Y,, Z, ortogonale alla XI, Y,, Z, e costrkiaino altresi la direzione X,, Y,, 2, 
ortogonale alla X, , Y,, 2, . Si lia : 

formiaino ancorü ilel piano tangente in una terza direzione (costracibile 
i m  t e r m i n i  finiti) (*), tale clie se 0, e @, indicano gli angoli della niedesin-ia 
c'on le direzioni x, , , ed x, Y,, si abbia 

39. Per individuare'le varie tangenti alla sfera ne1 punto @, adope- 
riamo coiue sistenia di riferiliieilto i raggi a, b rispettivainente perpendico- 

- - -  - - -  
lari alle direzioni X, , Y, , 2, e X,, Y,, Z, ed il raggio d ora costruito ; presa 
uiia tangente t clie va al puiito (u + d u, v + d v), si avrà 

sen n d \/la + ru2 

(*) Se a ,  indica l'aiigolo delle direzioiii X,, Y,, Z,, e Xi,  Y,, Z, ed o, indica. l'angolo 
delle direzioni XI,  Y,, Z , ,  e X,, Y,, Z,, si coiisideri il  coiio aveiite per asse XI, Y,, 
descritto dalla retta iiicliiiata dell'aiigolo a ,  s u  tale asse; si coiisideri i l  con0 ailalogo avente 
per asse x, Y,, &. Proiettando ortogonalinente ilel piano tangente in la geiieratiice co- 
niune ai due coiii. s i  ha la retta cercata. 
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Ne risiilta sul~ito per il rapport0 anariiionico delle rette a, O, t, d I'espres- 
sione 

20. Cid preniesso iliiiiingitiiamo sulla sfera due trasforiuazioiii Hl ed II,, 
la priiiia delle quali porti il sisteina (41) iii un sistenia (31,) e I'altra porti 
il sistenia (JI) iii un  nuovo sisteiiia ( A l , ) ;  distinguiaino coi] un solo acceiito 
le funzioiii trüsforiiiatrici del passaggio da (111) ad (JI,) e coi1 due accenti 
quelle relative al passaggio da JI ad JI,; iiioltre per ragioni di si~iiiî~etria 
iiitroduciaiiîo.iieile forinole analoglie a (7), relative alla trasforiiiazioiie N,, 
iiiia costante n diversa da m. 

Ripetiamo la costruzioiie del 11." 18 relatiraiiieiite alla trasforiiiazioiîe H,; 
cioè prendianio il simiiietrico di JI2 rispetto al centro della sfera, i t id i  assu- 

,". 
miamo il punto nledio dell'arco J I U ' ,  che chiamiaino ,%. 

Ne1 piano tangente alla. sfera ne1 punto 111, ripetiamo la costruzio~ie ana'- 
loça ü quella operata in % per dedurre il sisteina di riferiinento cc', b', d' 
arialogo ad a, b, d ;  presa allora una tangente t' che va al punto (u + 8 u, 
v + 6 v) s a r i  

( p - p") S u + ( pi --pl',) S v (a' b' t' d') = -- 
(a - a") 8 u + (al - a",) a v 

Noi penseremo la coppia di tangenti t e t' variabile nella proiettività 

[(a, a') ; (b, b.1; (ri,  d )  1 
per il che i differenziali d e 6 sono legati dalla relazione 

 inp porta osservare clîe yuesta equazione è invariante per un cainbia- 
ineiito del triedro mobile fondamentale in X; itlfatti sappiamo da1 S 4 die  
per un tale cainbianîeiito si lia: 
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e le analoglie coll'indice 1, e l'equazione 

si trasfornia subito iiella (69). 

21. Consideriaiiio ora sulla sfera una terza trasfonnazioiie, cioè quella. 
clie porta il sisteiiia (31) i n  (211,) e riguurdiamo in essa c o q e  corrispondeiiti 
i punti @ ed M l .  In tale trasformazione le direzioni t e t' sopra consitlerate 
non sono in generale corrispondenti; ne1 caso che 10 siario diciaiiio t uiia 
direziolze K relativa alle due trasformazioni H ,  ed H,. 

Diciatno che il p ~ i n t o  descrive uiia linea Ii, quatldo la tangente i n  
ogni punto della liuea è ui-ia direzione K; l'equazione differenziale delle 
linee K si lia subito dalla (69) ponendo Su, h'v proporzioiiali n d u ,  d u  e ' 
si ottietie 

( p - ~ ' ) d . u + ( p ~ - y ' , ) d ~  ( q -  p ' )d '~1+(q ,  - q ' , ) d u  

( P  - 21") d .u + (pl - P",) d u ( q  - q") d 26 t (q1 - q"1) d u  

dunque per ogni coppia d i  trasfornzaaio~ti sulla sfera esiste in generale u n  
doppio sistema d i  linee K. 

99. U n  Laso notevole si  h a  quand0 le du; trasforiimzioni Hl ed H ,  
atntnettono 10 stesso sistelna principale; in ta1 caso prendendo colne varia- 
bili u e v i parametri di tale sistema si avrà 

P ~ ' - P ' P = ~ ;  p ,  q', -pJ1 q ,  = O  

p q " - p 1 ' q = 0 ;  p l q " l - p l " q l = O  

donde 

( p - ~ ' ) q - q " ) - ( p - p " ) ( q - ~ ' ) = ~  

(PI  - P'J (q1 - q,") - ( p ,  -pl")  (q ,  - q',) = O 

e ne risulta subito il teorenia: se le trnsformwioni H, ed H, ammetto120 10 
stesso sisterun pri~zcipale, le linee K descritte da1 punto corrispondo~to a l  
sistewaa principale comzine alle due  t~asforwzaziolli Hl ed I l , .  
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93. Assumiamo due trasforrnate S ,  ed S,  di u n s  medesinia superficie S, 
e corne abbiaino dichiarato a l  n? 20 distinguiamo con un solo accento le 
funzioni trasformatrici del passaggio da  S a S,  e.  con due accenti quelle 
relative a1 passaggio da  S a.d S,  ; inoltre supponiaino espressamente che le 
quailtiti  

pg ILI'' - p." jv', 9 ~ '  1" - +u" hg, . $' 10" - #" 91)' (71) 

siano diverse da  zero. 
Per ogni punto P di S si lianno i n  corrispondeliza due punti Pl e Pz 

apparteneiiti rispettivaniente alle superficie S,  ed 8,; i punti P, P,, P,  on 
I 

sono in h e a  retta e iiidividuano percib u n  cercliio. Si genern cosi u n  si- 
sterna m V i  cerclii che cliiaineremo sistema Ii ge~leralizzafo; rliiaiiiereriio 
altresi cowgruenxa IC generalixxatcc la congrueiiza formata clngli assi dei cii- 
eoli (*). 

1 parametri direttori del raggio della congrueiiza I< sono 

X = (:*' IV" - y-" IV') X, + (IV' 1" - .IV" 1') X ,  + (A' ,L" - 7" ?') X, (72) 

con le analoghe in Y, 2 ;  e tale raggio resta iridividuüto dalla direzione e 
da1 suo punto 

Chiamiamo Tl e T, le trasforimzioni che portano S in SI ed 8,: iridi- 
chiamo inoltre con Hl e 14 le rispettive iininagini sfericlie di Tl e T, (**). 

84. Per  studiare il coinportamento .della congruenza K, conviene for- 
mare le espressioni delle derivate di $d' - p." PU', TU' A" - PU" A ' , . . . , osser- 

(*) T d i  denominazioni vengono qui introdotte perché gli elementi considerati generaliz- 
zano i sistemi K e le coiigruenze K studiate ne1 caso delle trasfor~nazioni di Rinaucou~. 

Nondimeno per ragioni di brevità diremo ancora sistema K, congrciema K invece di si- 
stema K generalizzato, congruenza K generalizzata. 

(**) Secondo i risultati del $ 6, uua delle trasformazioni sferiche, per es. H l ,  pub darvi 
ad arbitrio. 
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+ -,, ( - 11." IV') - tn h', $" + 12 IL", +'+ IV' IV" ( O t ,  - @ " , )  
1 r- 

d 
- (p.' I ~ "  - p.'' 9 ~ ' )  = - p (A' p.'' - ?," p') + r (vu' A'' - vv'' 1') -- 
d u  

- '112 hi p." + ta hR p' + II> O' rv" - n n" IV' - 
d 

lv') - q ,  (A' p." - 1" p.') + r ,  (w' 1" - W" 1') - 
d v 

- 112 h', p.'' + n hl', p' + In RI, 10'' - n n", IV' 

d 
- (IV1 hlf.- m" 1') = - (?.' 'IV" - IV') + p  (A' p" - 1" p') - 
du 

- 112 p' IV" + n p" IV' + 112 h' i" - 3% h" 1' 

d - (1' L" - 1" p.') = - p  (IV' if' - 12.''' 1') + q (ii.'+v" - p" 92.)') - 
du 

- nz R' A" + n. 0" À' + 9 th  (9' p.'' - n '9'' p.' 

d 
- (Y ' 1'' ) = - p,  (IV' 1" - w'' Y) + p ( ' - *') - 
d v 1 r 

- m a', A" + 1.1. n", A' + 112 y', ,KI' - n 'f'', $. 
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Mediante queste relazioni si trovnno facilmente le espressioni delle deri- 
vate di x',, t ~ ' ~ ,  z' sotto la forma 

d x', -- - ( . ' v " - r . " 9 u ) + ( p " - + " ' ) + r v " - + " 1 v ' )  
d u (p.' ?v" - p" ni')" 

Sr ,on OR 
+ 

($ - ,,q2 .&/LU7 ( p  -pl)- 12p 7 (p-p") x, 

d x', - -- 

1 
~,(i~'~v"-p"~u')+q, (Jy'p."-()"p')+r, ($'ni"-+"ruf) 

d u  (p 'w" -  p.'' YU')' 

25. Ci6 posto formialno le sviluppabili della congruenza K. 
Se il punto (x', g', z',) è un fuoco si dovrà avere 

dx', = t X 

essendo X, Y, Z date dalle (-72). Esprimendo i n  questa il di-fferenziale d ~ ' ~  
mediante le (75) e semplificxndo si ottiene 

e quindi dovrà essere separatamente 

Se il punto (do y'o z',) non è un fuoco, queste ultime saranno verificate 
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per uns  converniente rotazione del triedro inobile attorno alla norinale di S ;  
avretiio allora per le (20) 

Elitniriando fra queste a,, ed a:, si ottiene 

clie d i  le sviluppabili della congruenza K. Dunque le sviluppabili della con- 
gruenaa IZ corrispoîzdono alle linee sferiche K relative alle trasfornlaaioni 
H, ed H , .  

Si ottengono in particolare i teoremi di DEMOULIN; per eseinpio se T, 
e T, sono trasformazioni di RIBAU~OUR,  le immagini sferiche H, ed H, am- 
mettono 10 stesso sistenia principale (the nell'ipotesi attuale carrisponde 
alle linee di curvatura di 8). Allora, per quanto abbiamo visto al n.O 88, le 
linee IZ corrispondono al sistetna principale comune, e si deduce che pzel 
cas0 di due trasformazioni d i  Ribaucour le sviluppnbili della congruenza IT 
corrispovzdono alle l inee d i  curvatura di S. 

Messina, 28 Ottobre 1919. 
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Proprietà delle equazioni Abeliane 
di grado p2. 

(Di GIULIO DAHBI, a Napoli.) 

Ficendo  seguito ad uiio studio (*), sulle equazioiii Abeliane di grado. 
prit110 p, mi propongo, con la presente Nota, d i  dare alcune proprietà delle 
equaziorii Abeliane di grado pB, essendo p un nuinero primo. 

Il gruppo di tali equazioni, essendo coinposto di sostituzioni a periodo 
divisore di p2, pu6 essere ciclico, oppure pub essere format0 di sostituzioni 
aventi 10 stesso periodo p. Poichè, in altra Nota (**), ini sono occupato delle 
equazioni Abeliane a gruppo ciclico, trattero solo il caso di equazioni Abe- 
liane di grado p2 a gruppo non ciclico, deterininando le condizioni neces- 
sarie e sufficienti affinchè un'equazione di grado p" irriducibile ne1 campo 
assoluto (C) di razionalità, a cui appartet-igono i suoi coefficienti, siit Abe- 
liana a gruppo non ciclico. 

Tali equazioni godono della proprietà che, ogni funzione razionale in (C) 
delle radici pu6 esprimersi in funzione omogenea intera di secondo grado 
nelle radici, con coefficienti appartenenti a (C).  Vengono inoltre deterininate 
le condizioni necessarie e sufficienti affinchè ogni funzione razioiiale in (C) 
delle radici possa esprimersi corne una combioazione lineare oniogenea nelle 
radici con coefficienti appartenenti a (C). 

Riunendo i risultati ottenuti in questa Nota con altri di una Not. pre- 
cedente, viene esaminato a parte il xaso delle equazioni Abeliane di go grado. 

1. Abbiasi l'equazione Abeliana di grado p2 : 

f (4 = O, 

(*) Cfr. Rendiconti della R .  Accadelnia delle Scienze fisiche e matetnatiche di Napoli. 
Marzo 1903. - 

(**) Cfr. Annali d i  Matematica pura ed applicata, 1917. 

24" 
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irriducibile ne1 catnpo assoluto (C) di razionalità, a cui appartengono i suoi 
coeficienti ; siano : 

X I ,  x9, % , . .  ., 
le radici di (1). 

Essendo l'ordine del gruppo di Galois della (1) uguale a p" il periodo 4 
di una sostituzione di (G) è un divisore di pz. Se fosse J" = p ,  il gruppo ( G )  
snrebbe forinato di sostituzioni aventi 10 stesso periodo p. Noi tratteremo 
questo caso, escludendo l'altro in cui 8 =p"  relativo al gruppo ciclico. 

Denotando con (8) e (T) due sostituzioni del gruppo Abeliano (G) per- 
inutabili fra loro, cioè: 

sappiaino (*) che il gruppo (G) si genera con le due sostituzioni elementai-i 
S e T ;  le sue p>ostituzioni sono date dalla formols: 

Costruiamo una funzione razionale delle radici che sia inalterata ne1 
valore nuiiierico dalle sostituzioni del gruppo ciclico S, 8". . . , Sp= 1 ed 
alterata dalle altre sostituzioni di ( G ) .  Analogainente si costruisca una fun- 
zione clie appartenga al gruppo T, T" . ... , TP = 1. 

Tali funzioni, clie denoteremo con Y,, Z,, sono radici ciascuna di un'e- 
quazione ciclica di grado p irriducibile ne1 campo (C). Se a questo campo 
aggiungiatiîo le funzioni Y,, 2, sappianio ("*) che il gruppo (G) dell'equa- 
zione ( 2 )  si riduce a quelle sostituzioni che lasciano invariate nuinericamente 
Y,, Z , ,  cioè si riduce alla sostituzione identica, che è l'unica sostituzione 
comune ai gruppi ciclici, generati dalle sostituzioni S e T. Onde, le radici 
della (1) sono funzioni razionali in (C) delle funzioni Y,, 2,. 

Denotiamo con F (Y) = O, (2) =O  le equazioni cicliclie di grado p, 
irriducihili in (C). Siano : 

YI, YZ' . ., Y, 

(*) Cfr. NETTO, Teoria del le  sostitatiowi, 1883, pag. 130. 
(**) Cfr. Lu~or BLANCHI,  Teoria dei Gruppi di  sostitutioni, 1889, pag. 153. 
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le radici di tüli equazioni. Aggiungendo al campo (C) le radici dell'eyua- 
zione : 

EP-l -+ E # - ~  + . . . + 6 + l = 0, 

le equazioni F ( Y )  = O, cp (2) =O, continuano, per il teorema di JORDAN (*), 
ad essere irriducibili ne1 nuovo campo ( C ;  c). L'espressione: 

assuine per le sostituzioni del gruppo ciclico : 

appartenente all'equazione P (Y)  = O, i seguenti valori : 

che sono distinti fra loro, essendo u, diverso da zero. 
Onde u, è radice dell'equazione binoiiiia : 

essendo a un nuinero del campo (C; c). 

Anipliando il (C; ~j coll'aggiunzione di u,,  il gruppo dell'equa- 
zione P ( Y )  = O  si riduce alla sostituzione identica; ci6 significa die  le ra- 
dici della precedente equazione si possono esprimere in funziorie razioiiale 
di u, con coefficienti del cainpo (C; E). 

Arialoganlente, si ricava che le radici dell'eyuazione y (2) = 0 possono 
espriinersi in funzione razionale delle radici dell'eyuazione hinonlia: 

esseiido b un numero del caiiipo (C; E). 
Da quantu precede risulta che le radici della (1) possono espriiiiersi in 

furizione razionale delle radici delle equazioni binoiiiie (9) (3) coi1 coeficieiiti 
appaiteneiiti al campo (C;  c ) ;  ci6 significa che l'aggiunzione al campo (C; i) 

delle radici di tali equazioni binomie riduce il gruppo (G) della (1) alla so- 
. stituzione identica. Sappiamo che, irivece di aggiungere due irrazionali al- 

gebrici d'ordine p rispetto ad un deterininato campo di razioi~alità, possiamo 

(*) Cfr. LUIQI BIANCHI, citata opera, pag. 178. 
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aggiungere un solo irrazionale d'ordine p 2  del tipo: 

essendo m, n nunieri del cainpo ( C ;  E ) ,  scelti in modo tale che tutti i valori : 

che l'espressione (4) assume quando ad u e v  si sostituiscono le rndici delle 
equazioiii binomie (2), (3), siano differenti fra loro. 

Fatte tali sostituziorii, le espressioni che figurano in (3) possono rap- 
presentarsi col seguente quadro : 

Esse sono radici di un'equaziorie del tipoi 

di grado p" irriducihile ne1 caliipo (C; E), a cui appartengono i coeacienti 
' 1 9  a 2 > . .  - 9  up. 

Per detertriinare i coeftficieilli della (6) basta elirniiiare dalle equazioiii 
(9) (3) (4) le radici u, v ;  la  risultalite cosi ottenuta e uli'ecjuazione Abeliana 
di grndo pVn p, irriducibile lie1 cainpo ( C ;  E ) ,  con gruppo foriiinto di sosti- 
tiizioni a periodo p. 

9. Kiassuinendo i risultati fin qiii otteriuti, potreino enuociare il se- 
guente teorema : 

La co~zdiz ione necessaria  e sztf/iciente, a f l n c h è  un'equaziolte di g m d o p 2 ,  
essendo p zcn nunzero pr imo,  i rr iducibi le  ne1 c a m p o  assoluto ( C )  d i  raaiona-  
lit&, a c u i  appccrtengono i sltoi coeflcienti ,  sia Abe l iana  a grupj lo  n o n  ciclico, 
è che le s u e  rad ic i  s i a n o  funz ion i  raz ional i ,  con coeflîcienti apparteîzenti  a l  
c a m p o  ( C ;  E), delle r a d i c i  d i  un 'equnaione Abel iana del f i p o  (6). 

Reciprocariîente : se le radici di un'ecjuazione f (x) = O di  grado pz ,  irri- 
ducibile ne1 carnpo assoluto (C) di razionalità, a cui appaitengono i suoi 
coeficienti sono funzioni razionali, con coefficienti apparteiienti a l  campo 
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(C;  E), ilelle radici di iin'equazione del tipo (6) ,  l'equazione f (x) = O è Abe- 
liana, coi] gruppo forniato di sostituzioni a periodo p. 

3. Se indichiamo con S una sostituzione del gruppo (G), in questo 
esistono le sostituzioni S2, S3, .  . . , SY = 1. 

Sia T una sostituzione di (G) diversa dalle precedentj; esisteraiino ne1 
gruppo (G) le sostituzioni T2, TT", . ., Tp = 1. 

È facile vedere che le precedenti sostituzioni sono diffeieiiti fra loro. 
Se fosse: 

S L  TP, 
risolvendo la congruenzn : 

( 7 )  

p x 1 (inocl. p), 

ecl elevando ainbo i membri 'della (7) all'esponente x, si otterrebbe : 

il che è irnpossibile, nvendo supposto che T non sia uguale ad una potenza 
cli S. 

Da yuanto si è detto, risulta chiaro clle da1 gruppo ( G )  possiamo estrarre 
(p + 1) sostituzioni distinte, tali che esse e le loro potenze ricostruiscono il 

gruppo W. 
Di tali (p + 3 )  sostituzioiii, coilsiderinmo i cicli contenenti la stessa let- 

tera x;, . Se uno dei menzionati cicli è format0 dalle lettere s,, x2,. . ., sp, 
considerianio la somma : 

e le altre analoghe alla precedente, ottenite somniando le lettere di ciascun 
ciclo che contiene l'elemento x,. 

Le menzionate soinine, clie rappresentiamo con 

non possono avere due lettere comuni, percliè i cicli, dei cui elementi ci 
siamo serviti per costruiie le precedenti somme, liaiino in comune la sola 
lettera cc,. 

A~ztzali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIX. 
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Denotando con q il coeficiente del secondo termine dell'equazioiie data ( l ) ,  
la precedente uguaglianza si pub scrivere cosi: 

Avendo supposto che l'equazione data (1) è irriducibile ne1 campo as- 
soluto (C) di razioiialità, dalla (10) si ricava clle aliiieno una. delle espres- 
sioni : 

Y I ,  ?/2 , . . . ,  yp+, 

non appartiene a l  campo (C) ,  per eseinpio y. 
- Poichè l'espressione y, , uguale ad (x, + x, + - . . + x,), riinane inalterata 

dalle sostituzioni del gruppo ciclico : 

ed alterata ne1 valore nurnerico dalle sostituzioni di (G), è radice di un'e- 
quazione ciclica di grado p ,  .in.iducibile in ( C ) .  Aggiungendo al campo (C) 
l'espressione g,, il gruppo (G) di Galois si riduce al gruppo ciclico genèrato 
dalla sostituzione S, nlentre il primo meinbro dell'equaiione data (1) si scinde 
in p fattori, ciascuiio di grado p in CE, con coefficienti appartenenti al campo 
(C; y,). Si' lia quindi: 

Ricordiamo il seguente teorenia (*) : 
Aff inchè un'eqzcazione ciclica d i  g r a d o  n, irrideccibile iw un certo campo  

( K )  d i  raz ional i ta ,  a c u i  appartengono i suo i  coefficienti, g o d a  della proprie tà  
che, o g n i  funzione raz ionale  in ( R )  delle sue  r a d i c i  s i  pu6 esprimere  i n  fun- 
xione 1.ineare delle potenze d i  g r a d o  A delle r a d i c i  c o n  coefficienti appar tenen t i  
a ( K ) ,  è tzecessario e suff iciente che f ra  le r a d i c i  x, , x, ,. . . , x,, non esis ta  
cclcuna relazione del t ipo : 

essendo c un n u m e r o  d i  ( I ! ) ;  d un div isore  d i  n ;  d <n;  A un nurnero in- 
tero positivo O negativo fissnto a d  nrbitrio. 

(") Cfr. A~trculi di Matemutica, 1917. 
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Giova notare che il me11zion;~to teorema sussiste se le equazioni che 
danno le radici primitive tme dell'unità, essendo t un divisore del grado N 
della data equazione ciclica, siano irriducibili ne1 dato campo ( K )  di '  ra- 
zionalità. 

, È facile coinprendere clie qualunque funzione lineare nelle potenze di 
grado 1 delle radici, si pub esprimere in funzione lineare onlogenes di tali 
potenze, se si ha : 

xf+x?;+. ..+x;=/=o. 

Per applicare il menzionato teoren-ia alle equaziot-ii cicliçhe di grado p, 
cioè alle equazioni : 

( ) = O ;  ?&)=O ,..., ap,(x)=O, ( 19) 

çhe figurario in (Il) ,  è necessario provare che l'equazione che dà le radici 
primitive pme dell'unità, cioè : 

la quale è (") irriducibile ne1 campo assoluto ( C )  di razionalità, è anche ir- 
riducibile ne1 campo ainpliato (C; y), in cui sono irriducibili le equazioni (18), 
essendo g radice di un'equazione ciclica di grado p, irriducibile in (C). Tale 
dimostrazione è semplice, tenuto conto del .teorema di JOHDAX ("*) e che i 
gradi p, ( p  - 1) sono numeri primi fra loro. 

Consideriamo l'equazione ciclica di  grado p : 

irriducibile ne1 catnpo (C; y,), essendo : 

ove x , ,  x,, . . . , x, sono radici della (14); inoltre y, è differetlte da zero. 
Poichè il coefficiente del secondo termine della (14) è diverso da zero, 

ogni funzione razionale delle radici della (14) si pub esprimere in funzione 
lineare omogenea di tali radici con coefficienti appartenenti al  campo ( C ;  9,) .  
Essendo l'equazione data (1) Abeliana, qualunque funzione razionale delle 

(*) Isti tuzioni d i  analisi  algebrica di Alfredo Capelli, 1903, pag. 638. 
(**) Cfr. BIANCHI, opera citata, pag. 178. 
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radici x, , x, , . . . , con coefficienti appartenenti a (C), si pu6 esprimere 
in funzione razionale di una sola radice, per esempio x , .  

Onde, denotando con + (x i ,  x, , . . . , X~Z) il sinlbolo di unü tale funzione, 
per quanto si è detto, possiamo scrivere : 

essendo a , ,  a ,,..., a* nuineri del campo (C; y , j ;  x , ,  x ,,.. . ,  x ,  radici 
della (14); y, è radice di un'equazione ciclica di grado p, irriducihile ne1 
campo (C), a cui appartengono i suoi coefficienti. Le radici di tale eyua- 
zione hanno forma analoga alla (8), da cui si ricavano scambiaiido le radici 
a, ,  x, ,. . ., xp con le sostituzioni del gruppo (G). 

Applicando ali'equazione in y il teorema testè enunciato, avrenio che i 
nuineri a , ,  a , ,  . . . , a p ,  clle figurano in (15), possono espiirnersi in funzione 
lineare oinogenea di x ,  , x,,  . . . , x92, con coefficienti appaitenenti a (C). 

Dalla (15) si ricava che la funzione + (x,, x, ,  . . . , xp2) si pu6 esprimere 
in funzione omogenea di secondo grado nelle radici x ,  , x, ,. . . , x,~ con coef- 
ficienti-appartenenti a (C) ,  avendo supposto'che il coefficiente del secondo 
termine della data equazione sia diverso da zero. 

4. Da quanto si è d.etto in questo articolo, possia~no enunciare il se- 
guente teorema : 

Un'equazione Abeliana di grccdo p2, a gruppo 12011 ciclico, essendo p u n  
nuwero primo, la. puale sia irriducibile ne1 campo assolzcto ( C )  d i  raxionnlità, 
a cui appartengono i suoi coefficienti, gode della seguente p~oprietà: 

i rzkmeri del corpo algebrico ( C ;  x,  , x, , . . . , x,:) possono esprimersi 
come forme quadratiche ennarie nelle radici x, , x, , . . . , x,? co~zsiderate corne 
variabili che soddisfano ad una data epuaxione, essedo n = p z .  

5. Determiniaino le condizioni necessarie e sufficienti afincbè i nu- 
meri del corpo alçebsico: 

(C; xi, 3 3 2 ,  .' . . , xp2) 
possano espriinersi in funzione lineare oniogenea delle radici con coefficienti' 
appartenenti a ( C ) .  

Sappiamo (*) clie, perchè ci6 avveriga è necessario e suficiente clie le 

(*) Cfr. citata nota, Rendicont i  R. Accademia ,  nonchè Giornale d i  Mutematiche d i  Rnt- 
taglirri, Anno 1903. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D a r  bi: Proprieta delle equaxioni Abeliane di  grado p z .  185 

radici della data equazione siano linearmente ed oniogeneaniente indipen- 
denti ne1 catnpo (C). Supponiaino che si abbia: 

essendo a,, a,, ..., ap2 nunieri di (C). 
Applicando alla (16) le sostituzioni del gruppo ciclico: 

soininando le p relazioni ottenute, si ottiene : 

Possono appartqiere le espressioni y , ,  y , ,  .,. ., I/, al campo (C), oppure 
non essere numeri del detto campo. Ne1 primo caso ha luogo una relazione 
del tipo : 

x ,  + x z + . . - + x P = d ,  (19') 

.... essendo d un numero di (C). Ne1 secorido caso le espressioni y , ,  y,, z/, 
sono radici di un'equazione ciclica di grado p, irariducibile in (C), con coef- 
ficienti appartenenti a questo campo. Per il teorema testè enunciato, la (18) 
non pu6 sussistece se non sono verificate le seguenti uguaglianze, tenuto 
conto che il coefficiente del secondo termine della (1) è diverso da zero: 
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cioé : 

a l t a , + -  - . + & , = O  

Al principio dell' articolo 3 abbiaino detto che da1 gruppo (G)  possianio 
estrarre p + 1 sostituzioni distinte, tali che esse e le loro potenze ricostrui- 
scono il gruppo (G). Applicando alla (16) tali sostituzioni e ragionarido coine 
si è fatto precedentemente per dedurre il sistelm @O), avremo in tutto p t 1 
sistemi, ciascuno di  p equazioni, analoghe alle precedenti. Di tali ecjuazioni 
corisideriamo solo quelle che contengono l'eleniento a,,  le cjuali sono i i i  nu- 
inero di p + l. Sominnndo tali p + l equazioni, si ha che l'elemento a,  viene 
ripetuto p + 1 volte, mentre tutti gli altri elementi a,, a,, .. . , ap2 figurano 
ciascuno una sola volta. 

Si ha cosi una relazione del tipo seguente : 

Applicando alla (16) le ~ ~ s t i t u z i o n i  del gruppo (G) e sommando le rela- 
zioni ottenute, avremo : 

Avendo supposto diverso da zero il coefficiente del 92' termine deli'e- 
quazione ( l ) ,  dalla precedente relazione si ricava: . 

Onde la (91) diventa: 
a, = 0. 

I n  modo analogo si dimostrano le seguenti uguaglianze: 

Da quanto si è detto in questo articolo risulta che, se non si ha una 
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relazione de l  tipo: 
x, + x, +. . + x2 = a, 

essendo d un nuniero appartenente a (C), non pud sussiste're alcuiia altra 
relazione lineare fra le radici. 

Possiamo quitidi enunciare il seguente teoreina, analogo ad altro (*), già 
dirnostrato, relativo alle equazioni Abeliane a gruppo ciclico: 

La condisione necessaria e sufficiente affinchè un'equa~ione Abeliana di 
grado pa, irriducibile ne1 campo assolzato ( C )  di razionalità, a cui apparten- 
gono i suoi coefficienti, goda della proprieta, che i numeri del corpo algebrico: 

possano esprimersi i n  funzione lineare omogenea delle radici a,, CG,, . . . ,  LE^? 
con coefficienti appartenenti a ( C ) ,  è che fra gueste non esista ulcuna rela- 
sione lineare del tipo: 

x,+x,-+...+x~=~, 

essendo d un nulnero di (C) ,  e che il coefficiente del 2" termine dell'eguaxiotze 
data sia diverso da zero. 

6. Applichiamo i risultati ottenuti in questa ed altra (*) Nota, alle 
equazioni Abeliane di 9 O  grado. 

Ponendo m = n = 1 ,  la formola (4) diventa: 

ove zc, v sono radici delle equazioni: 

È facile costruire l'equaziorie Abeliana di 9' grado, le cui radici sono: 

essendo E radice dell'eyuazione : 

E2 + & 

(*) Cfr. citati Annali di Matematica, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



188 D a r  b i  : Proprie tà  delle equazioni  Abel iane d i  g r a d o  pz.  
-- 

Se supponiamo a" bbP diverse da zero e non uguali fra' loro, le prece- 
denti espressioni sono distinte, com'è facile verificnre. Elevando a cubo 
la (88), si ottiene: 

2t3 + v 3  + 3 3 t v  (u + v )  = F ~ .  

Tenuto conto della (92) e della (23), la precederite equazione si pub 
scrivere cosi : 

3 u v = p 3 - a - b ,  
ossia : 

la quale si deduce dalla (6) dell'articolo 1, facendo p = 3. 
Possianlo quindi enunciare il segiierite teorema : 
Un'equazione Abei iana d i  9' grado,  a g r u p p o  n o n  ciclico, i rr iducibi le  nel  

c a m p o  assoluto ( O )  d i  raz iona l i tà ,  a cu i  appartengono i s u o i  coefficientil gode 
delle seguent i  proprie ta  : 

1 )  le sue  rad ic i  sono funzioni  raaioitali  delle r a d i c i  dell'eqztazione Abe- 
l i a n a  : 

27 a b p" ( ( p 3  - a - b)', 

con  coefficietzti appar tenen t i  01 c a w p o  ( C ;  c), a c u i  appartengono i n u m e r i  
a, b, essendo c radice  del17equazione 

a ,  b divers i  da zero ed inol tre  a2 differente d i  b 2 ;  
8) o g n i  fu+z~io1ze raz ionale  delle rndic i ,  con  coef f ic iedi  appar tenen t i  

a ( C ) ,  pu6 k p i m e r s i  in' ftbnzione owaoyenea d i  2" grcldo nelle m d i c i ,  colz 
coefficienti appar tenen t i  a ( C ) .  

7. Esaminialno ora il caso in cui il gruppo dell'eyuazione Abeliana 
sia ciclico, cioè formato dalle sostituzioni: 

S-'(2, , x , , . . . ,  x,), S2, s3",. . ,  SS=1.  

Sappiariio (*) clie, se fra le radici della data eyuaziorie non esiste una  

(*) Cfr. Annali d i  Matematica, già citati, 1917. 
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relazione lineare del tipo : 
x 1 + z 4 + x 7 = a 7  

essendo a un numero di (C), i numeri del corpo algebrico: 

possono esprimersi in funzione lineare omogenea delle radici. Se fra queste 
non esiste una relazione del tipo: 

essendo b un numero di ( C ) ,  i numeri del menzionato corpo algebrico pos- 
sono esprimersi in funzione lineare omogenea dei quadrati delle radici. Se 
sussistono insieme (25) e (96), il l0 membro.della data equazione ciclica s i  
pub mettere sotto forma di funzione di funzione. 

In  questo caso non si pub avere una relazione del tipo: 

x: + 93: + 93; = d ,  (97) 

essendo d un numero di ( C ) ,  perchè l'equazione data è irriducibile in (C);  
nè ,  per la stessa ragione, si pub avere una relazione del tipo: 

essendo m un  numero di (C). 
Da quanto si è detto in questo articolo, risulta il seguente teorema: 
Un'equaaione Abeliana a grzcppo ciclico, l a  quale s ia  irriducibile ne1 

campo assoluto (0) d i  razionalith, a cui appartengono i suoi eoeficienti, gode 
d i  u n a  delle seguenti proprieth : 

1 )  Il primo meritbro dell'equazione s i  pu6 mettere sotto forma d i  fun- 
zione d i  ficnzione; in questo caso, ogni funaione rasionale in ( C )  delle radici  
s i  pu6 esprimere iua funzione lineare dei  cubi d i  queste, corne anche in fun- 
zione lineare delle inverse delle radici con coeflcienti appartenenti a (C) .  

8) Il primo membro dell'equazione n o n  s i  pud snettere sotto forma d i  
ficnsione d i  funzione; irt questo caso ogni funzione razionale delle radici  si 
pub esprimere O i m  funzione liineare d i  queste, oppure in funzione lineare dei  
puadrati delle radici con coeflicienti appartenenti a (C). 

99 Novembre 1919. 

Alzlzali da Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 
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Spazi a tre dimensioni con una curvatura nulla 
e le altre due eguali ed opposte ('). 

(Di ATTILIO PALATINT, C) PCB~OVQ.) 

chiarno, col BIANCHI, normale uno spaaio eumo S. a tre dimensioni, 
definito da1 quadrato del suo elemento lineare 

quando con le linee delle sue tre congruenze principali si pu6 costruire 
un sistema trip10 di superficie ortogonali. 

Mi propongo 10 studio del seguente problema: Trovars tutti gli s ~ a z i  
normali S ,  dotati d i  a t m  cacrvat~rct raullca 'e le altre due eguali ed opposta 

L'esame delle formule che reggono il problema mi ha condotto a suddi- 
videre gli spazi, che'soddisfanno alle candizioni dichiarate, in due classi A) 
e B). La prima è caratterizzata da1 fatto che le superficie coordinate x, = cost. 
sono a curvatura gaussiana nulla. Per la seconda classe invece le medesime 
superficie sono a curvatura gaussiana costante (variabile in generale da su- 
perficie a superficie) essenzialrnente positiva. 

In ambedue le classi la congruenza [3] è isotropa e le linee delle con- 
gruenze [l] e [%l formano, sopra le superficie %, = cost., un reticolato iso- 

, termo. 
La costruzione effettiva dei d ~"icercati dipende naturalmente dalla in- 

tegrazione di determinati sistemi di equazioni differenziali. 
Tanta ne1 caso A), quanto ne1 caso B), il sistema integrale generale - 

che ho completamente determinato, passando attraverso il campo complesso 

(3 Della prima parte di queetri. Memoria fu pubblicato un riassunto nei Rendiconti della 
R. A d 6 m i a  clei  Laneci [Vol. XXVIII, 1919, pp. 334-3381. 
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- dipende dalla scelta arbitraria di una funzione di variabile complessa. E 
da ci6 si inferisce, rientrando ne1 campo reale, che infiniti sono i d s' sod- 
disfacenti alle condizioni volute, il grado di arbitrarietà essendo quel10 di 
una funzione armonica di due variabili. 

~ noto che diconsi superficie d'area minima le superficie per le quali 
in ogni punto i raggi principali di curvatura sono eguali e di segno con- 
trario, O, cib che è 10 stesso, quelle superficie che sono dotate di curvatura 
media nulla. 

Ricordando ora che dicesi curvatura media di un S, la somma'delle tre 
curvature riemanniane principali, risulta che gli spazi che io studio nella 
presente Memoria sono a curvatura media nulla. Avendo, d'altra parte, tali 
spazi, eguali ed opposte due curvature, si possono ritenere come una gene- 
ralizzazione delle superficie d'area minima. E con la teoria di queste superficie 
la risoluzione del mio problema presenta anche una analogia formale, in- 
quantochè essa viene ottenuta, come ho più sopra dichiarato, passando 
attraverso il campo complesso. 

1 miei spazi non hanno perb il comportamento geometrico delle super- 
ficie minime.: queste sono immerse nell'ordinario spazio euclideo, quelli non 
possono invece costituire in alcun cas0 delle ipersuperficie di un S, euclideo. 
Cid risulta immediatamente dali'osservazione che se un S, con una curva- 
tura nulla è immerso in un 8, euclideo, deve aver nulla necessariamente 
anche una seconda curvatura (*) e cib é evidentemente incompatibile con 
la proprietà che caratterizza gli spazi che io ricerco. 

' 

Il presente lavoro ebbe la seguente origine. 
11 LEVI-CIVITA, ponendosi da1 punto di vista della relatività generale, ha 

classificato (**) tutti i cl shinsteiniani corrispondenti all'ipotesi di una di- 

(*) Cfr. L. BIANCHI, Lezioni di Geometria differenziale [Pisa, Spoerri, 19091. Per avere la 
semplice dimostrazione del mio asserto, basta, nelle prime formule del § 169, supporre Ho= O 
e Es = O .  

(*) T. LEVI-CLVITA, ds2  einsteiniani in cawtpi nenitonia~i [Rend. della R. Accad. dei 
Lincei, Note Ia, Vol. XXVI, 1917, pp. 307-317; IIa, Vol. XXVII, 1918, pp. 3-18; IIIa, ibidem, 
pp. 183-191; IVa, ibidem, pp. 930-829; Va, ibidem, pp. 840-948; VIa, ibidem, pp. 883-298; 
VIIa, ibidem, pp. 343-351; VIIIa, Vol. XXVIII, 1919, pp. 3-13; IXa, ibidem, pp. 101-109. 
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stribuzione statica di masse in un campo, che, nella meccanica classica, 
diremmo senz'altro newtoniano. In tale classificazione, i d sa einsteiniani 
vanno dapprima divisi in due categorie di cui una, certo la pih interessante, 
comprende tutti gli spazi per i quali le congruenze principali sono normali. 
Questa categoria si suddivide poi in tre sottoclassi, che dirb, col LEVI-CIVITA, 
BI), B,), B,), caratterizzate rispettivamente dalle ipotesi che le curvature 
riemanniane principali siano distinte, O due eguali, O tutte e tre eguali tra 
loro. Il cas0 B,) si esaurisce imniediatamente, perchè i d sa corrispondenti 
sono euclidei. La discussione del caso B,) ha portato il LEVI-CIVITA alla 
determinazione di tutti i d s8 che vi appartengono. La integrazione del cas0 
BI)  presenta invece delle difficoltà notevoli e non sembra agevole il poterla 
conseguire. 11 LEVI-CIVITA ne dà in cornpenso un esempio notevolissimo ri- 
cercando le sohzioni per cui tutti gli eleinenti del problema sono indipen- 
denti da una coordinata, cib che porta alla determinazione dell'analogo 
einsteiniano degli ordinari potenziali simmetrici. 

Ora data la difficoltà della integrazione completa del cas0 BI), sarebbe 
stato interessante discutere qualche aitro caso particolare. 11 LEVI-CIV~TA mi 
ha proposto cos1 di ricercare le soluzioni della classe BI) per le quali una 
delle curvature principali è nulla e (quindi, per essere sempre eguale a zero 
la curvatura media degli spazi einsteiniani statici) le altre due uguali ed 
opposte. 

La mia ricerca fu completamente negativa, perchè l'ipotesi ora ricor- 
data porta, coine necessaria conseguenza, la linearità del corrispondente d gS, 

si cade cioè ne1 caso euclideo. 
Essendo andata a vuoto tale ricerca, io mi sono proposto quella che 

forma oggetto della presente Memoria. 
L'ultimo paragrafo del lavoro è dedicato alla dimostrazione del risultato 

negativo al quale ho or ora accennato. 
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a 

Sia 8, uno spazio qualunque a tre dimensioni, i cui punti siano nferiti 
ad un sistema di coordinate generali (x,, s,, s,) e sia S, definito da1 qua- 
drato del suo elemento lineare 

i coefficienti a,. essendo funzioni finite e continue delle tre variabili z,, 
%, 938 

Si supponga ora che S,  sia normale ne1 senso definito sopra: il suo 
d s2 si potrà presentare sotto la forma normale 

assumendo cqme linee coordinate le finee delle congruenze principali. 
Denotiamo con a,, i simboli di Rrcc~ (*) relativi alla forma differen- 

ziale (1) e con a,, w, , 61% le tre curvature riemanniane principali. Per il fatto 
che le congruenze principali sono norniali si ha  notoriamente 

ossia le funzioni H, , N2, H ,  di x, , x, , z8 devono soddisfare alle sei equa- 

awH, - . 1 d H  d B ,  1 dH,d-H,  --2-+ - - - - ,  
d x ,  d x, H, d xl d x3 Hl d cc, d ccl 

dB H3 - ---- 1 d H 1 a H ,  + - - - ,  1 dH,.dM, 
dx, dx,  H, dx, da ,  H, dx, d x ,  

(*) 1 simboli ci, di RICCI sostituiscono con vantaggio, per gli spazi a tre dimensioni, i 
simboli di RIEYANN. Essi non sono altro che gli elementi del sistema reciproco di quel10 
definito dalle posizioni 

a(rs) = a: r+i *+?,of 1 a f f  : a, 

dove si  ritengono equivalenti gli indici che differiscono fra loro per multipli di 3 ed a è il 
discriminante della forma quadratica d sa. 
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A queste equazioni aggiungiamo le coiweguenze differenziali del BIANCHI (*), 
che, ne1 cas0 presente, si possono scrivere sotto la forma seguente 

86% 1 8B2 
-- + (w, - 6 4  - - + (ol - us) - - = 
8 $1 H2 '9 % 

- 1 a H ,  + (o. - o,) - 1 d H  
H e  dx, +((*,-ol) -, 2 = O ,  

'9 $9 Hl 3 %  i 

Supposto ora che sia 

si katta di vedere se il sisterna differenziale (YI), (3) amniette delle soiuzioni 
e, ne1 caso affermativo, d i  deteminare le soiuzioni pih generali. 

Prima di procedere, si noti che w deve ritenersi essenzialmente diverso 
'da zero, altrimenti si cadrebbe ovviamente ne1 caso enciideo. Si noti inoltre, 
che le linee di cunatura per le quali fi d s v e l  nostro 8, assume la forma 
normale (i), sono uniche e deberminate, perchè le tre curvature sono essen. 
zialmente distinte. 
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PRIME CONSEQUENZE. 

Si faccia ora nelle (4) al = - a, = o e a, =O. Si ottiene 

L'ultinia di queste equazioni ci dice che la congruenza [3], oltre ad esser 
normale, è anche isotropa. 

Formando poi le condizioni di integrabilità delle prime due, si deduce 

H ,  aa log - 
Hl = O, 

ds, as, 

la quale, assieme all'ultima delle (P'), sta ad esprimere che le linee delle~on- 
gruenze [l] e [?2] formano, sopra ogni superficie x, = cost., un reticolato 
iso termo. 

Scegliendo dunque opportunamente i parametri delle linee [l] e [9], 
senza cambiar le linee stesse, si pub porre il d s h o t t o  la forma 

ds" = e a h ( d z : + d  cc;)+ W'dx;. 

Possiamo quindi ripigliare in esame le (2) e (3), ponendovi 

Tali equazioni divengono allora 
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\d2W dh dW dh dW . 
e-2h --- - +--I+ 

Idxi dx,  dx, dx ,  dx,  

d2W dh dW dh dWI 
e-2h 1 - - - - $--- + x dx, dx,  d s ,  dx, ( 

( d ' h  ;'hl 1 (dh)'  e-" -+- +- - = O. 
x 8%; W 2  dx,  

Relativamente alle equazioni (47, si noti che l'ultiina risulta identica- 
mente soddisfatta e le altre due dànno 

d log o dh dlogW 
X I  + ' L d 7 , + d . ,  = O ,  

d log w - dh dlogW + 2 - + - = O ,  
'9 ~2 dx ,  a$2  

dalle quali, eseguendo una evidente integrazione, si ottiene 

o e2"W = n (x,) (7) 

denotando con ri una funzione della sola x, , essenzialmente diversa da zero, 
perchè' ci6 implicherebbe w = 0. 

Per procedere ora nella discussione del nostro problema, divideremo i 
d se, che soddisfanno alle nostre condizioni, in due classi: 

dh A) quelli per cui è - = O  e quindi h funzione dei due soli argo- 
'5' $3 

menti x,  e x, , 
dh B) quelli per cui è - =I= 0. 
6' % 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 
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DETERMINAZIONE DEI d sB APPARTENENTI ALLA CLASSE A). 

1. Coniinciamo dunque dall'esaminare il caso A). 
Le prime due delle (5) restano identicarnente soddisfatte. La terza delle 

(5) e le (6) dànno invece 

dZW d h d W  d h d W  
d ~ , d x ,  d x , d x ,  d x , d x ,  - O, 

L'ultima di queste equazioni ci dice che h (la quale, per la classe A), di- 
pende da s, e x, solamente) è funzione arwtonica delle due variabili x,, x,. 
La medesima equazione esprime poi che le superficie x, =.CO&., di elemento 
lineare e2h (d 3~: + d E:), sono a cu~vatura gaussiana nulla. 

Formando ora le condizioni di integrabilità del sistema (8) si riesce a 
delle identità. Il sisteina stesso è quindi corripletamente integrabile. 

1 d s2 della classe A) sono dunque caratterizzati da1 sistema (8). 

2. Vogliamo ora occuparci della sua effettiva iiitegrazione e quindi 
della determinazione di tutti i d s2 appartenenti alla detta classe A). 

Noi dimostrereino che ad ogni funzione della variabile complessa 
z = s, + i x ,  resta associata una soluzione del sistema (8) e che vi sono 
dunque infiniti d s2 della classe A), il grado di arbitrarietà essendo appunto 
quello di una funzi0n.e di variabile complessa, ossia quello di una funzione 
arinonica di due variabili. 

Passiamo al10 sviluppo dei calcoli. 
Sominando a membro a membro la seconda e la 'terza delle (8) si 
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deduce intanto 
8" WdeW - + - , = O ,  
8%': a s ,  

cioè la funzione W delle tre variabili x, , x, , x, è arinonica rispetto a x, , x, . 
Posto ora 

il sistema (8) si pub scrivere anche cos1 

avendo scritto due volte, sotto forma differente e per comodità, la prima e 
tralasciando di scrivere la quarta, il che è inutile se ci ricordiamo che h 
deve ritenersi armonica. 

Ora si moltiplichi la prima delle (9) per d x, e la si aggiunga alla se- 
conda moltiplicata per d x, . Del pari si aggiunga alla terza moltiplicata per 
d x, , la quarta moltiplicata per,d x, . Si ottengono le due equazioni seguenti 

le quali, per I'arbitrarietà' di d z, e d x, , costituiscono un sistema equiva- 
lente alle (9). 

Si ponga -ors 
Z = X ,  +is,, 

W,-iW,=w, 

k, - i h, = 8. 
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Per l'armonicità di W e 12, nr e f j  risultano notoriamente funzioni della 
variabile complessa z, la funzione uv dipendendo perb eventualmente anche 
da x,. 

Cid prernesso, si inoltiplichi la seconda delle (10) per - i  e la si ag- 
giunga alla prima. Si ottiene l'equazione 

O, cib che è 10 stesso, in virth delle posizioni (li), 

equazione che compendia evidentemente ambedue le (10). 
Indicandb con w' la derivata di TU rispetto a z, l'integrazione del si- 

stema (8) viene ricondotta a quella dell'unica equazione 

nella quale cc, comparisce solamente come parametro. 

3. La (18) si presenta come una equazione differenziale che lega tra 
loro le due funzioni f j  e ru, l'una della sola z e la seconda di n! ed cc,. Data 
l'una O l'altra delle due funzioni, la (18) serve cosi a determinare la seconda. 
Ora si noti che mentre f j  si pu'o dare completamente ad arbitrio, la scelta 
di w è invece subordinata ad una opportuna dipendenza da ac,, in modo 
cioè che la Jj risulti indipendente da1 medesimo argomento. Ma appunto una 
maggiore convenienza si ha scegliendo a piacere w, cid che apparisce anche 
da1 fatto che la funzione $ si ottiene allora senza quadrature. Conviene 
quindi studiare la natura della dipendenza di uv da x, e procedere come 
segue. 

Considerando la (le) come un'equazione differenziale lineare in w ed 
imaginando di scrivere l'integrale generale, si vede che la funzione w si pub 
presentare sotto la forma 

La funzione E (x,) O è costante e allora si pub assumere eguale a zero 
(conglobando la funzione ,9 nella a) O è una vera funzione e allora la si pub 
senz'altro assumere eguale ad z, (scegliendo opportunamente il parametro 
delle linee [3]).. 
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La funzione PU pub quindi esser scritta sotto la forma 

il caso precedente essendo incluso per ,9= 0. 
Esprimendo ora che n, deve soddisfare alla (18), si deduce che a e P sono 

determinate dalle equazioni 

Scelta ad arbitrio una delle tre funzioni a , .  p, 6, le altre due restano ov- 
viamente determinate a meno di una costante, per mezzo di. quadrature 
evidenti. 

In generàle conviene scegliere ad arbitrio a (la quale evidentemente deve 
assumersi diversa da zero) ; la (14) fornisce allora il valore di lj e la (15) alla 
sua volta quel10 di b, qualora non si voglia assumere questa funzione eguale 
a zero. 

Dato a e determinato ij, si ponga 
w 

Risulta allora 
= G e q i * ,  

denotando con c una costante, in generale cornplessa, capace di assumere 
anche il valore zero' (includendo cos1 il cas0 (3 = 0). 

Per la rnon&eneità della funzione 6, dalla (16) si ha poi 

du d u  du .du Q ( z ) = - + i - = - 4 - ,  
dx, ds, dx, dx;, 

quindi, in virth della seconda delle (Il), 

dh du -=-, 871 du -- -- 
da, as, dx, 8 x g S  

cioè, a meno di una inessenziale costante additiva, 
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Conosciuti i valori di a e @, la (13) determina W .  Ponendo allora 

si ha, per la monogeneità della funzione ru, 

d U  dU 
'yu=--- -i- 

dx, dx, 

e quindi, per la prima delle (Il) ,  

W = U + cost. (19) 

La costante di integrazione, che comparisce ne1 secondo membro, pub 
dipendere, in generale, anche da x,. Noi la denoteremo in seguito con ïi a. 

Deterrninati cosi h e W, restano completamente determinati tutti i d sa 
della classe A). Il nostro procedimento conferma l'affermazione fatta che si 
ha un d s" soddisfacente alle nostre condiziorii ed appartenente alla classe A), 
in corrispondenza ad ogni funzione della variabile complessa s = z, + i a,, 
scelta ad arbitrio. 

4. Riassumiamo i nostri calcoli. 
Indicando con $1 la parte reale di una funzione di variabile complessa, 

le (16), (17), (18) e (19) si compendiano nelle due formule seguenti 

In  queste formule a è una funzione arbitraria di 2, diversa da zero. 
Per cornpiere il minor numero possibile di integrazioni sarà opportuno 

scegliere ad arbitro invece che la funzione a un'altra funzione y (diversa da 
una costante) definita dalla posizione 

Allora la prima delle (90) diventa 
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. e quindi, per essere $t log y'= log 1 y' 1, le (90) stesse in definitiva diventano 

Per determinare quindi un  d shoddisfacente alle nostre condizioni ed 
appartenente alla classe A), si pu6 seguire il seguente algoritmo: Si prenda 
ad arbitrio una funzione y della variabile coinplessa z = s, -t- i s, . Denotando 
con a una funzione reale di x, (in particolare una costante) e con c una 
costante (anche cornplessa), nulla O no a piacere, si costruiscano le due 
funzioni h e W mediante le ('21). L'espressione 

espriine allora il quadrato dell'eleinento lineare del10 spazio cercato. 
Il valore della curvatura O viene determinato, a norma della (7) sotto 

la forma 

6. Vogliamo ora illustrare le formule ottenute ne1 n. precedente con 
due esempi, i quali conducono a tipi di d s a  particolarmente semplici. 

a) Si ponga y =z. Poichè y'=  1, risulta dalle ('21) 

1 
e di conseguenza, ponendo c = - (cl - i c,), (con G, e c, reali), 

9 

Ritenendo dunque dato dall'ultima formula, si ha un  d sa della 
classe A) sotto la forma 

Il reticolato isotermo format0 dalle linee [Il e (81 risulta qui costituito 
dalle linee, che, nello spazio euclideo, diremmo senz'altro cartesiane ortogonali. 
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La curvatura w a norma della (88), ha il valore dato dalla formula 

b) Si ponga y = eu. Per essere y' = es, le (81) offrono 

0-* = 1 e" 1 = e"1, 

da cui, posto c =  c, e-''2 (con cl e c, reali), 

eh = e-"~, W = n x, - c, $, e-"o cos (x, + 6,) + a . t I 
Prendendo, in particolare, cl = a = O e scegliendo opportunamente il 

parametro delle linee 131, si ha il seguente semplicissimo d sB 

Il valore della curvatura o, per quest'ultimo spazio, è 
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DETEKMINAZIONE DEI d S' APPBRTENENTI ALLA CLASSE B). 

dh 
1. Veniamo ora alla discussione del caso B) in cui deve riteneisi - 

d x3 
diverso da zero. 

Le equazioni da esaminare sono sempre le (5) e (6) .  
Dalle prime due delle (5 )  si deduce' intanto, mediante una integrazione 

evidente, 
1 dh --- 
W dx,  - t (x3h 

denot'ando con una costante di integrazione, in generale funzione di x,., 
dh essenzialmente diversa da zero per esserlo - . 
6' x3 

In virtù della (23), la terza delle (5) pub esser scritta corne segue: 

d 3  h dh dh -- - dh d8h +- 
dx ,dx ,dx ,  axa dx ,  d x ,  d x ,  dx2dx, '  

ossia anche 

Denotando con - Y ( x ,  , 'x,) una funzione dei soli argomenti x, e w,, a 
priori qualunque, dall'ultima equazione scritta, integrando, si deduce 

Sempre in virtù della (93),  con i'aiuto anche della (7), le prime due delle 
(6) diventano 

( p h  d" d h  d2h -- dh 
d x  8 ,  x  dx, dx ,  3%. 

d3h dh  d2h d h  d2h ( e-2h + - +- 
1 . dx3 dxf dx; da, dx, d x ,  d x, d x ,  

e la te&a diviene invece 

avendo denotato con r' la derivata di [ rispetto ad s,. 

Anlzali di Matematka, Serie III, Tomo XXIX. 
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L'equazione (26) esprime che le superficie x, = cost., di eleménto lineare 
eZh (d z: + d x:), sono a curuatura costante positiva ed eguccle a c3 (in generale 
va.riabile da superficie a superficie). 

Si ponga ora 

e si noti esplicitamente che questa funzione 8 (x,) non pud mai ridursi ad 
una costante per essere le funzioni ?, ed YI essenzialmente diverse da zero. 
Si potrebbe allora assumere senz'altro 9 (z,) come parametro delle linee [3]. 
Lo sviluppo ulteriore dei calcoli ci consiglia perb di lasciare a 0 la sua com- 
pleta arbitrarietà. 

Le (85) si possono ora scrivere anche cosi 

da cui integrando e denotando con 8 4, (x,, x,), 4 @, (s,, x,) le costanti di 
integrazione (in generale funzioni di z, e x9) 

Somrnando a membro a membro queste due equazioni si ottiene 

e da qui, in virtù della (86), 

@,+a, =o. 

Le due funzioni @, e O, a priori arbitrarie sono dunque eguali ed op- 
poste. Denoteremo con @ il valore di @, e quindi con - 4 quel10 di @,. 

Riassumendo ora i nostri calcoli, possiarno concludere che le equazioni 
(5) e (6) vanno sostituite con le (93), (24) e (28), (la (26) risultando superflua 
per essere una semplice conseguenza delle (98)). 
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Riunendo in un unico specchio tali equazioni e ripetendo anche la (7), 
abbiaino 

w W= -II (x8) e-", (99) 

d3 h d h  a h  -- -- 
d z ,  dcc, as, B s ,  - - y ($1 sa)@ 

(31) 

dZ h 
~ - - ( ~ ) ' + ( ~ ~ ) ' + C ~ ~ - ~ ~ = - B ~ * ( ~ , , O , ) + O ( ~ , ) ~ .  a X; a xl. 

Se dunque esistono d s a  della classe B) essi devono esser determinati 
dalle equazioni (30) e (31). Notiamo subito che se le (31) sono atte a deter- 
minare la, la (30) foriîisce la conoscenza di W, la (89) quella di (w). 

2. Si formino ora le condizioni di integrabilità delle (31). Si trovano 
facilmente le due equazioni 

quindi le funzioni @ e Y, a priori arbitrarie, devono essere armoniche asso- 
ciate. Soddisfatta questa condizione il sisterna (31) è completamente integra- 
bile ed ammette, per teoremi generali ben noti, una sola soluzione dipen- 
dente -da tre costanti arbitrarie (in generale funzioni di a,). 

11 sistetna (31), unitamente alla (30), caratterizza quindi completamente 
tutti i d s V e l l a  classe A) e poichè vi compariscono le due funzioni armo- 
niche associate @ e Y, possiamo affermare, corne ne1 cas0 A), che vi sono 
pure gui infiniti ds2 soddisfacenti alle nostre condizioni, il giado di arbi- 
trarietà essendo ancora quel10 di una funzione armonica di due variabili. 
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1. La integrazione del sisiema (31) non si pub ricondurre a quella di 
un'unica equazione differenziale, come B riuscito per il sistema (8)' che ca- 
ratterizzava tutti i d $ d e l l a  classe A). Tuttavia, come ora mostrereino, una 
opportuna trasformazione cornplessa permette in certo modo di separare le 
variabili e di ottenere in seguito l'integrale generale del sistema (31). 

Corninciaino col cambiare la funzione incognita, ponendo 
x = e-h. (39) 

Le ultime due equazioni del sistema (31) diventano 

A queste poi possiauio sostituire, qualora ci6 convenga, la loro differenza 
e 'la loro somma. 

Poniamo ora 

Tutto il sistema (31) si muta cosi ne1 sistema equivalente 

e trasformiamo le (33) nelle nilove 
Poichè è 

variabili, coinplesse coaiugate, s e T. 
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il sistema (33) assume l'aspetto seguente 

le funzioni a e Y intendendosi naturalmente espresse per le variabili z e B 
e la 0 (funzione di x,) rimanendo una costante rispetto alle variabili me- 
desime. 

Sommando e sottraendo le prime due delle (34) si ottiene 

Ricordando ors, che @ e Y sono funzioni armoniche associate delle (sole) 
variabili x, e z,, risulta che + i Y è una funzione della sola variabile com- 
plessa B e @ - i Y la sua coniugata. 

Posto 
@ + i Y = F ,  

e quindi, denotando in generale con Z la coniugata di una funzione a, 

il sistema (34) si pu6 presentare sotto la forma 

Si noti ora che la funzione x dipende dalle due variabili complesse con- 
iugate a e Z, ma che, in ogni modo, deve essere una funzione reale, ossia, 
ci6 che è 10 stesso, coincidere con la sua coniugata. Scambiando allora nella 
seconda delle (35) i in - i, tale equazione s i .  muta nella precedente ; 
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quindi ove si siano soddisfatte le equazioni prima e terza con una funzione 
reale X, anche la seconda risulta automaticamente soddisfatta e si pub cosi 
prescindere da essa. 

Restano pertanto, per caratterizzare la funzione X ,  le due sole equa- 
zioni 

con la condizione qualitativa della realità di X. 
Da queste equazioni, dipendendo F dalla sola 2, apparisce quella certa 

separazione di variabili alla quale più sopra abbiamo accennato. 

2. Siano ora Z(z;  m,)  e Z,  ( x ;  m,)  due integrali particolari della (36). 
Denotando con y e y, due costanti rispetto a G e quindi due funzioni di Z 
(e di s,), l'integrale generale della stessa equazione è notoriamente 

Scambiando in questa i in - i ,  ricordando che x rimane invariato, si 
ottiene 

x = y Z + y 1 Z ,  (38) 

avendo denotato con y e y, le complesse çoniugate di 7 e y , ,  che risulkno 
per ta1 modo funzioni di z. 

Questa espressione di deve naturalmente soddisfare ancora alla (36) e 
ci6 esige evidentemente che vi soddisfino separatainente y e y , .  

Denotando quindi con c l , ,  c l , ,  c,, , c,, quattro costanti arbitrarie, in 
generale funzioni di x,, sarà 

e la (38) dà cosi per l'espressione 

Scambiando ancora una volta i in - i, poichè i fattori Z Z  e Z , g ,  sono 
reali e Z Z , ,  ZZ, sono cornplessi coniugati, risulta che per la realità di x è 
necessario che le costanti cl ,  e c,, siano reali e c,,, G , ,  complesse coniugate. 
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Per caratterizzare completamente la x non rimane ora da esprimere che 
essa deve verificare anche la (37). 

Assumendo per x l'espressione (38), la (37) diventa 

O, cib che è 10 stesso, 

gli accenti avendo il manifesto significato di derivazioni rispetto a z! per le 
fiinzioni di z e rispetto a Z per le funzioni di i. 

Ora nei due fattori che stanno a primo membro della (41 si riconoscono 
i wronskiani formatiqcon le y e 3, che indicheremo con W; e WT rispetti- 
vamente. 

Ma dalle (39) scende subito che 

4 (c,, c,, - Cl ,  c,,) . W* . w; = c2. 
Essendo ora Z e 2, due integrali de'll'eyuazione lineare di secondo or- 

dine (36), pel teorema di LIOUVILLE sui wronskiani delle equazioni differen- 
ziali lineari (*), segue che 

we =wo , (49) 

denotando con W, una costante, che pkrb si pub sempre far in modo da 
esser eguale all'unità. Risultando allora anche W; = 1, la (42) d à  in definitiva 

4 (c1 ,  c ~ ~ - c , ~  czl)  =P. (43) 

Questo risultato conferma, sotto un certo aspetto, l'esattezza dei nostri 
calcoli. Infatti la (43) è una semplice relazione fra le 4 costanti c l , ,  c,,, 

(*) Per le equazioni differenziali di ordine ~t 

PO~(")$P~$!(~- ' )+ - .  . $~n- iy '+p ,  y=0, 
il teorema di LIOUVILLE sui wronskiani è espresso dall'equazione 

- J E d .  
W- W,e , (W, costante), 

l a  quale, se pl = O ,  corne avviene ne1 caso del testo, dà in particolare W =  W,.  
Cfr., p. es., E. GOURSAT, Cours d'Analyse Mathematique [Paris, Gauthier-Villars, II Édit.], 

Tom. II, p. 419. 
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c,, , c,, e cib esprime che tre solamente sono indipendenti tra loro, ossia, 
che l'integrale generale del sistema (36), (37) dipende da tre sole costanti 
arbitrarie (funzioni di s,), in armonia con teorerni generali ben noti, corne 
del resto più sopra ahbiamo richiamato. 

La (M), unitamente alla (43), dB l'integrale generale del sistema (36),'(37). 
Per mantenersi ne1 campo reale bisogna per6 avere un'ulteriore avver- 

tenza. Il primo membro della (43) risulta-senz'altro reale, dovendo assu- 
mersi, corne abbiamo detto, cl , ,  c,, reali e cl,, c,, coinplesse coniugate. Ma 
tale primo memhro deve pure risultare positive, quindi bisogna scegliere le 
costanti c,, in modo che sia 

il caso dell'eguaglianza essendo escluso, perchè porterebbe alla condizione 
C =O,  cib che, corne sappiaino, non pub avvenire. 

In particolare si deduce che cl, ,  c,, devono assumersi diverse da zero, 
mentre possono porsi eguali a zero O c,,, O c,, , O tutte e due. 

Osservazione. La espressione di x fornita dalla (40) dipende dalla cono- 
sceuxa di due integrali particolari della (36). È noto perb che basta cono- 
scerne uno, per otterierne, mediante una yuadratura, anche un secondo. 
D?altra parte si noti che nella (36) comparisce la funzione F, la quale è 
completamente arbitraria, cosicchè sernbra che alla scelta di P si possa so- 
stituire quella di un integrale particolare Z della equazione medesima. Se- 
nonchè vi è ne1 far ci6 una restrizione non lieve. Infatti la funzione F deve 
dipendere dalla sola z e 9 deve dipendere da x, senza mai ridursi ad una 
costante od, in particolare, a zero. Quindi la scelta di Z(z; s,) è subordi- 
nata al fatto che il quoziente 

risulti eguale ad una effettiva funzione della sola E ,  , pih una funzione della 
sola z (quest'ultiina potendosi perb ridurre ad una costante od anche a zero). 
Come si possa soddisfare a questa condizione, nulla si pub dire a priori e 
converrà yuindi, nella risoluzione del nostro problema, attenersi alla via 
diretta, cioè alla scelta preventiva della funzione P (*). 

(*) Il PICARD [T'raite' d'Analyse, Paris, Gauthier-Willars, 1908, II Edit., 'Tom. III, Cap. V 
6 VI] ha stabilito alcuni teoreini intorno agli integrali delle equazioni-differenziali lineari 
contenenti un parametro arbitrario, ma, salvo uno studio approfondito, con tali teoremi non 
viene risoluta la questione posta ne1 testo. 
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3. Riassumendo tutte le nostre operazioni, possiamo anche qui sta- 
bilire il seguente algoritmo per la costruzione d i  un d s2 appartenente alla 
classe B). 

Si scelgano ad arbitrio due funzioni F e 8, i'una del solo argomento 
.z = xl + i s, e la seconda della sola s, e si determinino due integrali par- 
ticolari Z e Zl dell'equazione 

tali che il loro wronskiano risulti eguale ad 1. 
Denotando Con c l , ,  cl, , c,, , c,, quattro funzioni qualunque di s, , legate 

fra loro dalla relazione 

4 (cil C23 - C l 2  (32,) = cg, (45) 

(con '5 funzione pure qualunque di x,) ,  si costruisca la funzione 

~ = C l l ~ Z + c , 2 ~ Z l + c 2 1 Z ~ l + c , , Z l Z , .  (46) 
- 

Si ponga in seguito [v. formule (30) e (38)] 

Il quadrato dell'elemento lineare di uno spazio appartenente alla cate- 
goria B) è allora della forma 

la curvatura o risultando espressa dalla formula IV. le (99) e (32)], 

?1 denota una funzione della sola x,, legata a 8 e C dalla relazione 

4. Vogliamo ora illustrare le nostre formule con un esempio, corne 
abbiamo fatto ne1 cas0 A). 

Anlzal i  di Matemat ica ,  Serie III, Tomo X X I X .  89 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



814 Palatini: Spazi a tre dimensioni con una czcrvatura nzclla 

Si assuma P= C, essendo C una costante in .generale complessa e si 
ponga per brevità 

as = - 2 ( O +  C). (50) 

L'equazione (44) prende la forma 

la quale, poichè a non dipende da z, ammette i due integrali particolari 

1 avendo ad ambedue premesso il fattore - affinchè il loro wronskiano ri- 

sulti eguale a 1. 
J. 

Dalla (46) si ricava per x l'espressione 

Si ponga ora 
a=a ,+ia ,  

e, ricordando die  c l ,  e c,, devono essere reali e c, ,  , c,, cornplesse coniugate, 

con a , ,  a,, b , ,  b , ,  m, n reali. 
. La (51) diventa allora 

x = m cosh (a, x, - a, s, + b , )  + n cos (a2 X I  $ a, X ,  $- bz), (59) 

alla quale dobbiamo aggiungere la (15), che qui assume l'aspetto 
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Ottenuto cosi il valore di X, si potrebbero- ottenere quelli di 'IV ed w 

dalle (47j e (48) rispettivamente e di conseguenza il d s V e l l o  spazio corri- 
spondente. 

Per particolarizzare ancora le nostre formule, si scelga n = b,  = a, = O 
(e quindi a = a,) ed m = 1. 

Si noti ora che dovendo essere 8 una effettiva funzione di x, ,  10 dovrà 
pur essere a in virtù della (50). S a r i  quindi possibile scegliere il parametro 
delle linee [3], in modo che risulti 

a = a , = s s .  

Con tutto cib l i ~  (52) dà 

x = cosh (x, x,) 

< = X I .  

Di conseguenzà dalla (47) si ha 

cq sinh (8, x,) w =  --- 
xs C O S ~  (z, x,) 

Si ottietie percib un d s2 della forma 

Per calcolare 

da cui derivando 
risulta 

Cza 
d LE: + d si +' sinhp (si LE,) d x; 

x: 
cosha (x, x,) 

la curvatura o, si noti prima di tutto che per la (50) si ha 

8; = - 2 (6 + C) , 
I 

rispetto ad x, e ricordando [form. (49)] che W =  CYI = a;,n, 

Per la (48) -si ha quindi 

X, cosha (x, x,) 
O = -  

X, ainh (x, %,) 
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g VI. 

INCOMPATIBILITÀ DELLE NOSTRE CONDIZIONI CON LA TEORIA D l  HELATIVITA. 

Abbiamo accennato nella Prefazione all'origine che ebbe questo nostro 
lavoro ed abbiamo afferniato che i nostri spazi S,  non possono essere ejn- 
steiniani, ossia che non esiste alcuna distribuzione statica di masse che - 
secondo la teoria di relatività - faccia atteggiare 10 spazio ambiente in modo 
che una curvatura riemanniana risulti nulla e le altre due eguali ed opposte. 

Ora passiamo alla dimostrazione del nostro asserto, ne1 modo più breve 
possibile. 

A ta1 uopo ci sa r i  sufficiente richiamare le seguenti equazioni stabilite 
da1 LEVI-CIVITA (*) 

che sono condizioni di integrabilità delle equazioni gravitazionali di EIN- 
STEIN. 

In  queste equazioni i, j, k sono tre indici distinti; le y,,, sono i coeffi- 
cienti di rotazione di R i c c ~ ;  d li l'elemento d'arco della linea i ;  e v risulta 
definito dalla posizione V =  V, eV ( V  velocità della luce, V, costante). Le 
equazioni stesse si intendono riferite alla terna principale di curvatura. 

Se le congruenze principali sono normali, le y a tre indici distinti sono 
nulle e le altre si riducono al10 schema y,,,. Queste alla lor volta, se il d s2 
è ridotto alla forma norrnale 

si possono esprimere mediante le H sotto la forma 

Aggiungiamo ora le ipotesi caratterizzanti i d sa normali, che abbiamo 

(*) Cfr. T. LEVI-CIVITA, loc. cit., Nota IIa, p. 9. 
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studiato nella presente Memoria e cioè 

cid che conduce, come abbiamo visto, ad un ds-el tipo 

ds"HH"(dx :+dx i )+W2dx: .  

Facciamo ora nelle (54) successivamente 

Se si introducono le condizioni precedenti, con. referenza al d s V a t o  
dalla (55) e si sostituisce contemporaneamente n. d 1; il suo valore Bi d x i ,  
si ottengono le equazioni 

d v  1 dW ----- - O, dx, W d x ; ,  

d w  w d H  d v  --+- -+!lu- =O, 
d x ,  H d x ,  8  xs 

da cui con integrazioni evidenti 

denotando E ,  e E ,  due funzioni della sola x ,  ed $ una funzione di s,, s, 
solamente. 

Dividendo ora il prodotto delle due prime equazioni per la terza e di- 
sponendo del parametro %, in modo che risulti 5,  t, = 1, si ottiene 

H 
- = '6 (x, x,) W 
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e da ci6 segue che il d sVoriiito dalla (55) si pub mettere sotto la forma 

con d oVbinccrio, diPenchte cioè soltanto da x;, e x;,. 
Ora il LEVI-CIVITA ha dimostrato (") che quando l'espressione del qua- 

drato dell'elemento lineare d i  uno spazio einsteiniano si pub presentare sotto 
la forma (56), le due curvature w, ed w, sono necessariatriente eguali tra 
loro. Cib è naturalmente incotnpatibile con la condizione che sia o, = - w2 , 
amenochè il loro valore coinune non sia 10 zero. Questa ipotesi per noi 
condurrebbe alla linearità degli spazi S , ,  quindi resta provato che non esi- 
stono d se einsteiniani appartetienti a i  tipi studiati in questo lavoro ("*). 

Padova, Gennaio 1920. 

(*) Cfr. T. L*VI-CIVITA, loc. cit., Nota IV, p. 839. 
(**) La dimostrazione, contenuta in quest'ultimo paragrafo, della incompatibilità delle 

condizioni ml = - w,, us = O  con la teoria di relatività si riferisce ai a'&* eiusteiniani nor- 
mali, perché a tali d a 2  soIamente era limitata la mia ricerca. 

Dopo terminata la presente Memoria, mi sono preoccupato di vedere se eventualmente 
esistessero d s2 einsteiniani anormali soddisfacenti alla solita condizione. Ancor qui la ri- 
sposta è negativa. Lo si potrà constatare partendo nuovamente dalle equazioni (54) del testo 
e dalle 

(bJit i  -- ui)7itl < i + n  = ( w i t ?  - "0 7'1: iiti 

[form. (1% p. 8, Nota II di LEVI-CIVITA, 1. c. a pag. 1921. 
Da tali condizioni in particolare si ricava 

cl v CE v \ 

- -- d Ip: YSSS ' d l 1  71839 -= / 
\ (4 

Y811 =7saz ; B ~ i z s  =Ys21  = 7192  ' 

Dalle equazioni gravitazionali [form. (II*), pag. 12, 10c0 sopra citato] Per i=k=l, 
i = k = 2, si  ha di conseguenza 
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da cui sottraendo a membro a membro 

D'altra parte, dalle T M , ~  a quattro indici [cfr. RICCI e LEVI-CIVITA, Méthodes de  ca l cd  
différentiel absolzt et leurs applicatiotzs, Mathematische Annalen, B .  54, 1901, pag. 1571 per 
h = k = 3 e i = 1 = 9 ;  h = k = 1 e i = 1 = 3, si  ha, con le semplificazioni portate dalle (a), 

Da qui, per differenza, si ha 

II confronta di quest'ultima equazione con la (6) porge senz'altro o =O,  ci6 che implica 
l'euclidicità del10 spazio S, . 
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Sulla riduzione dei problemi 
di geodesia ellissoidica alla sfera. 

(Di A. BETTE, a Voghera). 

Espango in questa Nota un metodo da me seguito nella risoluzione dei 
problenia di GAUSS sulla rappresentazione conforme dell'ellissoide di rotazione 
sulla sfera. 

Supposto di volere rappresentare sulla sfera una parte della superficie 
ellissoidica, stabiliamo il complesso delle conformità in modo che ad un si- 
sterna di meridiani e di paralleli dell'ellissoide corrisponda sulla sfera un 
sistema di meridiani e di paralleli: il inodulo di riduzione lineare sarà in 
ta1 caso, adoprando le consuete notazioni 

Consideriamo l'arco A B di una geodetica g dell'ellissoide, e siano cp,, 
o, la latitudine e la longitudine del punto A ;  ad esso corrisponde sulla sfera 
l'arco A, B, di una linea g' che non coinciderà in generale con un arc0 di 
cerchio massimo; imponianio la condizione che la curvatura geodetica h' 
della g' sia una quantità piccola del secondo ordine. Allora, indicando con: 
d s ,  la lunghezza deli'elemento lineare di $, 6 ct l'incremento che riceve 
l'azimut su questa linea, d O: l'incremento che esso riceve su1 cerchio mas- 
siino tangente alla g' ne1 punto A, ,  avremo : 

L'equazione di GAUSS per le geodetiche ci dà ne1 nostro cas0 

d a sin @ sin a -- - 
d s ,  R c o s @  

ed indicando con d s  la lunghezza dell'elemento lineare della geodetica g 
potremo porre : 

8  S x  d u  
-- -- . - 
d s ,  d u  cts, 

Annali d i  Matematica, Serie 111, 'i'oiiio XXIX. 
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-- - 

per cui l'espresslione di 52.' diventa : 

sin a h1 = -- (sin,@ - %) . 
B cos @ c 

Per le condizioni imposte ad h' dovranno essere soddisfatte le due re- 
lazioni : 

dalla (9) deduciamo : 
c sin 'Po - sin po = O 

ed ancora : 

d h' sin a d @  sin y) d ( sin z ) 
-- = - -) + (sin a - - - -- 
d p -F1 cos c c d y  K c o s o  

Osserviamo che si ha: 

da cui 
P G" cos2 <Do 2 - COS cfo = 0. 
ro 

Se supponiamo che r ,  sia il raggio del parallelo normale (per cui è 
n = 1) avremo : 

c R cos = ro 

e sostituendo nella (4) il valore .di c%osQo ricavato da questa relazione, 

Poniamo per r, e po i noti valori in funzione di p, 

a COS y. o (1 - e t )  
r - 

O - Ji - eZ sin2 <po Po = (1 - e2 sin' p0)% 
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(dove a è il semiasse maggiore dell'ellissoide, e l'eçcentricità), ricaviarna 1'ée 

spressione di R 

Per il calcolo della costante G, dalla (3) ricaviarno: 

rz- 
sostituendo questo valore nella relazione c? cosss @, = - e ponendo per R Ra 
ed r, i valori dati dalle (5) e (6) obteniamo: 

Stabilito in quedo modo il compiesso delle confwmità, risolviamo il 
problema ne1 caso particolare di un arco 

P di geodetica deli' ellissoide. avente un y::.-: 
estremo su1 parallelo normale. 

Sia q> = pro il parallelo normale e sia 
A, BI l'arco di  linea g' che corrisponde 
sulla sfera ali'arco A B  di geodetica. Con- 
sideriamo il cerchio massimo c tangente 
in A, alla g' e sia C il punto in cui esso 
interseca il parallelo passante per B,. 
Indichiamo con: a, l'azimut in A, ,  a 

l'azimut in B, , p l'azimut in C; calao .* - 
liamo la differenza di azimut fi -a e la 
differenza delle Jongitudini in B, e. O. 

Il teorema di CLAIRAUT ci dà ri- 
spettivamente per l'ellissoide e per la - 

7 
,A1 
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sfera : 
r sin u = r ,  sin a ,  1 

R cos @ sin l3 = R cos @, sin a,. \ (1) 

Ricordando l'espressione del modulo di riduzione lineare, e tenuto conto 
che per p = cf, è n = 1 si avrà dalle (1) 

Possiamo subito vedere che, se il punto B è poco discosto da1 parallelo 
normale, la n differisce di poco dall'unità. Infatti posto cf = p, + 8 avremo : 

La relazione che lega le curvature geodetiche delle g e g' ci dà: 

---- ' * - (sin p - o sin 8). 
n d y  r 

Derivando rispetto a y questa relazione si ottiene: 

1 d n P  1 d 2 n  -- = (sin cf - c sin a) - 

e derivando ancora: 

- d" d 
- (sin 9 - 6 sin a) - ($1 + 2 (cos 9 - %$) (LI- d f ' f r  
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ma per p = cp, si ha: 

e quindi si ottiene: 

Sostituiaino ad r , ,  p, ed R i valori già dati in funzione di ~p,; I'espres- 
sione fra parentesi diviene : 

(1 - es) sin cpo 3 eP sin y, cos"o 
= sin - , sin 9, - -- t - - 

R" - e2 sin2 cf, 1 - eP sina tpo 

- - 4 e2 sin y,, cos\o 
1 - ea sine y, 

e quindi: 
d3 n -- - 

4 e2 (1 - e" sin PO COS (PO 

(1 - e2 sin2 y,)' 

Sostituendo questa espressione nella (3) avremo, a meno di termini in 

ee (1 - e" sin 9 cp, m = 1 - -  
3 (1 - e%in"o)2 . (p - ~ 0 ) ~ .  

La (8) potrà allora porsi sotto la forma 

sin a 

SÏTp = l - k g 3  

essendo 
e2 (1 -. e2) sin '2 po 

k =  3 (1 - e 9 i n e  

Ponendo allora = a + x, e sviluppando in serie 

da cui, a meno di termini in 8' 
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ovvero : 
eP (1 - e2) sin B p, tang a x = --- 

3 ( 1 - ea sin2 (Y - cpJ3. 

Con la stessa approssimazione possiamo porre tang a, in luogo di tang a 

s eos a, e notando che cp - cp, = 9 sarà: 

x:= s8 e8 (1 - ea) sin B cp, tang a, cos", 
3 ( 1  - e%ine y,)' P: 

ed a meao di  termini in e4 

$ = @ - a =  s3 ea sin B cp, sin 2 cc, cos a,  
O a3 

Indichiamo con n ed n' le longitudini rispettivamente di B, e di C. 
Avremo : 

e 
d ( n  - a') tanga - tatîg(1, -= 

d @  COS rl> 

dalla p = a + a deduciamo 

e quindi 
siil a 

tang p - tang cc = k--- 
 COS^ a 

D'altra parte poi 

ed in tegrando : 
p n sin a n-nl=-k pp 1: R cos m cos' a ( y  - 90)' d ? + 
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p n sin a 
Possiaino considerare -- come una funzione F ( ? )  di cp ed 

R COS 9 cosS 
allora 

('9 - %J4 n - n' = - k F (y,) -- 
4 

e colla stessa approssimazione 

ovvero : 
.eV1 - eV sin 9 y, p, sin sr, 0 .- a' = .- - . -- 
12 (1  - e % ~ n " ~ ) V  cos cos", ('u - 9 0 ) '  

sostituendo a po ed R i valori dati- dalle ( 5 )  e (6) del § 1.O e trascurando i 
termini in e4 si ha : 

e2 siil go sin sr, a-n'=-.- 
6 cosY a, ('9 - 

S COS K ,  e con la stessa appossimazione, ricordando che : y - = -- po trerno 
P o  

porre : 

(2 - a' = -- 
s' ea sin y ,  sin 2 a, 

(8) 

.Congiungiamo ora i punti A, 33, con un arc0 di cerchio massimo G'; 

cerchiamo la differenza di luoghezza degli archi di g' e c' coinpresi fra i 
punti A, B,  e gli angoli che in questi due punti fanno fra loro le due linee. 

Sia P il polo dell'equatore (v. figura a pag. 883) e consideriamo i trian- 
goli sferici P A ,  C, P A ,  BI.  Del primo conosciamo due lati, P A, = go0 - a,, 
P C = 90° - @ e l'angolo compreso A, P C = 0'. Potremo quindi determinare 
l'angolo P  CA,  = 180° - $ e l'arco A, C = 5. Facciamo subire all'angolo in P 
la variazione n' - 0 e calcoliamo le variazioni che subiscono gli elernenti del 
triangolo P A ,  C ;  cioè le differenze fra gli elementi di questo triangolo e 
quelli del triangolo P A ,  B , .  
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Le formule differenziali di trigonometria sferica ci dànno, essendo 
P B , = P C :  

8 c =  Rcos0 ,  sin a, (n'-fi) j 
cos ,8 sin GL, 

G a =  (nt - a) 
siil R' 

sin fi cos U, a + -  (nt - n) 
sin n' 

ed introducendo per si' - 0 l'espressione trovata ne1 paragrafo precedente : 

e9 sin p, cos @, siri", 
G,-G=R 

6 cosS a, (Y - y0I4 

ee sin y, cos F sin", 
a , - a =  - 

6 sin 12' cos3 a, 

eZ sin <pa sin j3 sin a, cos a, pi - p z - -  - 
6 cos3 a, sin n' (? - 

dove a, e /?, sono gli azimut d e l l a h e a  c' nei punti A, , B,  , e a, è l'arco di 
c' compreso fra gli stessi punti. 

Con la stessa approssimazione possianlo sostituire sin a,, cos a, a sin p, 
s COS a, 

cos @, ponendo qj - p, = --- e trascurando i termini in e 4 ,  le (8) di- 
P o  

ventano 

S' e' sin po COS 0,  sin' a, COS a, b , -~*p  - 6 a' 

S' e9 sin ?, sin", cos%, 
a, - d o  5 

I j  a4 sin si' i 
p p = - 8' eY sin cp, sina a, cos", ' 

6 a' sin n' 

sin R COS Q, Ma per il triangolo P Al C abbiamo : --- = - e quindi: 
sin 12' sin a, 

sin u ---_O - 
sin R' - R cos c~ + T, 
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per cui la 2" e la 3" delle (3) diventano: 

sS eB sin ya sin a ,  cos2 u, 
a ,  - a ,  = 

6 a4 
R c o s o  1 

sS e2 siil cp, sin a, cos2 a, 
(4) 

pl - p  = -- R cos m. 
6 a4 

Con la stessa approssimazione potremo porre cos a, in luogo di COS 

r e ricordando che R cos @, = 2 avremo, t rascurand~ i termini in e4 : 
C 

u, - a ,  = 
sS e2 sin 2 cp, sin B a, cos a, 

24 a3 

p ; L p  =- s3 e2 sin 2 9, sin B a, cos a, 
(5) 

24 a" 

La prima delle (5) ci dà l'angolo che le linee c', g' fanno in A , ;  l'angolo 
che queste due linee fanno in B, è dato dalla somma 

Per trovare la differenza s, -a, fra le lunghezze degli archi di g' e d 
consideriaino le due relazioni 

d a  
d s , = R -  d c , = R - - .  d<t> 

COS a  COS p, ' 
da esse si ricava: 

Poniamo p,  - a = E, avrenio : 

1 -- 1 sin a 
- --E-- 

COS lJ, COS a COS' a 

e sostituendo nella (7) 

sin a  
d ( s , - o , ) =   RE^ - d a ;  

COS a 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 
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ma d'altra parte 

sin a -- sin a, -- 
'COS' a,  C O S ~  a, 

e' quindi, a meno di termini di ordine superiore al primo potremo scrivere: 

sin cc, 
.d (si - a,) = R E --- cose a, 

d s  

ed integrando . . 

Ma dalla (6) 
s3 ea sin 2 y, sin 2 a, cos a, 

E =  
' 8a3 

> 

e quindi; ricordando che 
s COS a ,  

'P-$'O=- 
,O0 

sarà 
e2sin '2 9, sin '2 a, 

'6 = 
8 COS' a, ( 'P - 'Po)' 

e sostituendo nella (8) 

H eQ sin 2 p ,  sins a, d a  
S, - a, = 

4 cos3 a ,  (9  - vol3 - a y: 
(Po dg, 

d @  ma 
dcp B '  

a meno di termini di ordine superiore al primo potremo 

' P  H ?  porre 2 in luogo di  -; eseguendo la sostituzione ed integrando, avremo: R R 

e' sin 9 p ,  sine u, po 
SI - a, = 

Ifj cos8 Cr,  
(9 - d4. 

S COS Lxo Sostituendo ancora a p> --  cp, , --- e trascurando i terinini in e4 si ha : 
Po 

S' ea sin 52 c p ,  sin 8 uo COS a, 
SI - 0 ,  = 

8 a" (9) 
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Consideriamo ora il caso di una geodetica qualunque g dell'ellissoide e 
la liriea g' che ad essa corrisponde sulla sfera in una rappresentazione con- 
forme. 

Indicando con h' la curvatura geodetica della g' abbiamo : 

dove. s' è una direzione normale alla g'. 
Eseguiamo sulla sfera un cambiamento di coordinate, assuniendo come 

equatore il cerchio massiino che congiurige gli estreirii A, B, della g'. Po- 
niamo l'origine delle coordinate in A , ,  prendiamo la latitudine positiva dalla 
parte in cui si trova il polo Nord, ed indichiaino con d n '  le nuove coordi- 
nate. Siano, 9. l'angolo clie la g' forma con i nuovi meridiani ed S l'arco 
di questa linea; avrenlo: 

Sviluppiamo in serie, lungo c', la latitudine, assumendo come variabile 
la  longitudine, avremo : 

Calcoliamo i coefficienti di questo sviluppo: 

d o '  dT = CO tg 3 cos p.' d  a' sin 3 
d S Z & s .  

dz a' 1 d 4  
COS @' - - 

d 1-i2 sina 4 d n' 
dap \ cotg 3 si, &, -, , 
d a  

d 4  d a  d S  - - - .  d n , - ~ i n 9 ' + h & z '  -- 
Sin 3 
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- - - -. .- - -. - - .. -- 

e quindi 

da  9' - COS @' h R cos 9' m--- sin @' + --- sin2 4 sin 4 
cosa 4 siri Q*) . 

Prendiaino il valore di queste derivate ne1 punto A , ;  in ta1 punto è 
cD' = 0, 4, = 90' - +, dove +, è una quantità del terzo ordine come appare 
da1 suo valore (formula (6) $j 3.O). 

Potremo porre quindi +, in luogo di tang+, . 
Fuori del punto A, la 9' è del quarto ordine; infatti 

quindi, a meno di quantità del primo ordine potremo porre = 4, ed 

in conseguenza 9' = fi'$, è del 4.O ordine. 
La k' è del 8.O ordine; infatti, in prossimità del parallelo normale ab- 

biamo 
n = 1 + (1 H 

d n  e dalle (1) si vede che in ta1 cas0 h è dell'ordine di - cioè del 8.'. An- 
d ?  

cora, cos @' differisce dall'uniti di quantità de11'8.O ordine ; e sin 9 = cos $ ne 
differisce di quantità del 6 . O  ordine. 

Avreino allora 

Calcoliamo (d-) . Dovendo prendere il valore di questa derivata ne1 
d n'\ 

punto A, in cui è a'= O potreino tralasciare ne1 calcolo tutti i termini che 
derivati dànno sin a'. Allora 

dS 9' 9 d 4  
(m). = (m 

1 COS d a '  h'R . d 4  R c o s @ ' d h ] 1 -  
COS 9' -, - -_ * sin 4 cos 9' + -- - sin2> '[ d a  sin2& d n sin 5 d a' , 

d h' 
= - R 

O 
+ Tl, . ' 
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Sostituendo nella (3) abbiamo : 

cioè anche 

Se supponiamo di sviluppare anche h' in serie di potenze di il', avreino, 
indicando con h', la curvatura geodetica della g' ne1 punto B,: 

e quindi la (8) diventa 

Il valore di + per il punto BI si calcola subito, invertendo le funzioni 
dei punti A e B, cib clie porta che i due angoli +, e $, sono eguali e di 
segno contrario e del 3.' ordine. 

Calcoliaino la lungbezza deli'arco S della g'. 
Abbiamo : 

d~ . ~ e o s < t > '  - = -- 
d n' sin 4 

da  cui: 
JL' COS <Ir 

S = R ( ~  ~ZZ . d nf. 

Abbiamo visto che lungo tutto l'arco di g' la a' é del 4.' ordine, per cui 
cos a' differisce dall'unità di quantità deli'8.O ordine; d'altra parte sin 4 'dif- 
ferisce dall'unità di quantità del 6 . O  ordine; potremo dire dunque, eseguendo 
l'integrazione per serie 

S = R n f +  T,. 

Possiaino paragonare ancora i'arco S  della $ con l'arco s della: g. Ab- 
biamo : 
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essendo n, il valore del rnodulo di riduzione lineare ne1 punto A , ,  ma 
d'altra parte, indicando con n, il modulo di riduzione lineare ne1 punto B, 
si ha 

ed ancora 

e cptndi, sostituendo nella 10, avrenîo 

ovvero 

Voghera, Maggio 1919. 
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Sulla dipendenza lineare 
delle funzioni di una variabile reale, 

(Di ONORATO NICOLETTI, a Pisa.) 

1. s i a n o  n funzioni u, , u, ,  . . . , u. (reali O complesse) di m a  variabile 
reale x, le quali in un intervallo I (finito od infinito) übbiaiio le derivate 
deterininate e finite, fino ali'ordine n - 1 alineno. 

Corne è noto, le funziorii zc, , u, , . . . , u,, si dicono li~tea~iizente dipendenti 
O legate lineartnente nell'intervallo I, quando è possibile determinare n CO- 
stanti (reali O complesse) c , ,  c, ,. . . , c,,, non tutte nulle, per le quali si lia, 
per ogni valore finito della nell'intervallo 1, la relazione identica: 

quando questo non sia possibile, le a,,, u, ,  . . .,. u, si dicono invece linear- 
mente indipendenti nell'intervallo 1. 

Le u, , u, , . . . , zc,, siano legate linearniente nell'intervallo I; e si abbiano 
tra esse p relazioni lineari omogenee indipsndenti : 

c ,&u ,+c :~u ,+~ . .+c , .u ,=0 ,  (ct=l ,  9 ,..., p), 

tali cioè che la matrice 

, ( r =  1 ,  8 ,..., n ;  s=1 ,  8 ,..., p )  

abbia la caratteristica p. Dalle (1) derivando si ha 

e quindi ciascuna matrice 

Ml (u) = 
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O, come scrivereino brevemente, 

Ni (u) - 1 u y I ,  ( i = 3 ,  8 ,..., iz; t=0, 1 ,..., 1) (4)' 

avrà, in ogni punto di 1, una caratteristica non maggiore di n -p. 
In particolare, per p 2 1, À = n - 1, si ha, che se le u ,  , u, ,  . . . , zc, sono 

legate linearmente nell'intervallo I il loro Wronskiano 

è identicamente nullo in I .  

8. a) Questo teorema, in varî buoni trattati di analisi infinitesimale, è 
parziallnente invertit0 ne1 modo seguente : 

Se i l  Wronskiano W (u,  u ,  . . . un) è identicamente nullo nell'intervallo 1, 
ed i n  ogni punto d i  I la matrice M,,-, ( u )  ha la caratteristica n - 1, le zc, , 
u,  , . . . , u,  sono legate, nell'intervallo I, da @na ed una sola relazione lineare 
onzogenea a coefficienti costanti, non tutti nulli. 

E la .  diinostrazione di questo teorema è, sostanzialinente, dovuta al 
PEANO ed al VIVANTI (*). 

b )  Si dilnostra anche subito, ed in modo noto, che: 
Se nell'interuallo I la matrice .MF è nulla, ma vi è un  minore della ma- 

trice Jf+, , che si mantiene diverso da zero in tutto l'iritervallo 1, le u ,  , 
u, , . . . , u,, sono legate in  I da n - p (e non oltre) relazioni indipendenti. 

c )  Un corollario notevole di questo teorema è il seguente: ' 

Siano le u ,  , u, , . . . , u, analitiche nell'intervallo I ed in questo la ma- 
trice LN,.,-, non sia identicaniente nulla, ma Io sia la M,, (con p r n - l); e 
sia x, un punto di I ne1 quale un minore di M,-, , ad es. W (u,, u, ,. .. , u,), 
sia diverso da zero; per la continuità, si inanterrà tale in un intorno K, 
sufticipteinerite piccolo, di CG,. Nell'intorno K le u,  , zc, , . . . , u, sono allora 
legate da n - p (e non oltre) relazioni lineari indipendenti 

Ma, colle u, anche le Ca ( u )  sono analitiche nell'intervallo 1, e poichè 
sono nulle nell'intortio K del punto x,, sono nulle identicamente in tutto 
l'intervallo I. Abbiamo dunque : 

(*) Cfr. Rendico~tti della R. Accademia dei Lincei (Serie V, Tomo VI (Io semestre 1897; 
pagg. 413415) e Tomo V[I (1° semestre, 2898; pagg. 194-197). 
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Condizione necessaria e sufficiente perchè n funzioni u, , u, , . . . , on, di 
uncc variabile reale s, definite in un intervallo I ed analitiche in  questo in- 
teruah, siar,o legate da n - p., e non oltre, relazioni indipendenti, è che la 

matrice M ,  (u) sia identicamente nulla in 1, ma (per p 5 1 )  non 10 sia b ' 

M F - 2  (u). 
In particolare ne segue : 
Condizione necessaria e sufficiente perchè 18 funzioni zc, , u, , . . . , u, della 

variabile reale s, analitiche in un intervallo 1, siano in  puesto l egde  linear- 
mente, è che i l  loro Wronskiano sia nullo. 

Ed è anche chiaro d ie :  
Le caratteristiche delle successive matrici Mi (u), (1 = 0, 1 , . . .) vanno con- 

tinuamenle aumentando fino ad un massirno, minore od uguale ad n - i. 
Si ha cos1 un teorema che il BIANCHI (*) ha dilnostrato (come corollario 

di uno più generale) nelle sue lezioni sulla teoria dei gruppi continui di 
trasformazioni, traendolo dalla teoria dei sistemi di equazioni lineari colle 
derivate parziali. 

3. La questione deli'indipendenza lineare di più funzioni u ,  , u, , . . . , 
u,, di una variabile reale x, non analitiche, fu poi ripresa da1 BOCHEH (**) 
e da1 Cmrrss  (**); ma i loro ragionamenti ed i loro risultati non sono 
semplici; ritengo quindi opportuno riprendere ancora la questione da un 
punto di vista elementare, e che conduce a risultati notevoli. 

Premettiamo percib alcune osservazioni. 
a) Sia una funzione f (z) di una variabile reale z, definita in un in- 

torno di un punto a , ,  e la f (a) abbia in $, le prime n derivate determinate 
e finite ; sia inoltre f (s,) = f ' (s,) . . . = f ("-') (x,) = O, f ("' (x,) =I= O. Per la suf- 
ficientemente piccolo in valore assoluto si ha allora: 

dove c, b nullo O b infinitesirno con h. Ne segue, che si pub determinare 
un intorno sufficientemente piccolo di a,, ne1 quale, tranne ne1 punto a,, 
f (a) è sempre diversa da zero. 

\) Cfr. BIANCHI, Lezioni sui gvuppi contiflui di  trasformazioni. (Pisa, Spoerri 1918, 
pagg. 30 e seg.). 

(**) Trartsactiolzs of the Math. Am. Society, Vol. SO, 1901, pagg. 139-149. 
(***) Mathmatische Amalen, Bd. 65, 'pag. 982. 

Annali d i  Matematica. Serie I I I ,  Tomo XXIX. 
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Se quindi una funzione f (x), definita in un intervallo I, si annulla in 
un gruppo infinito G di punti, di cui sia x, un punto limite ed ha in i ~ ,  le 
derivate la, OLa, .. . , rmm, determinate e finite, queste derivate sono tutte nulle 
ne1 punto x,. 

b)  Siano n funzioni zc, , u, , . . . , zc, della x definite in un intervallo I 
ed in questo finite e continue colle loro derivate fino ad un certo ordine 
n + 1 - 1, con 1 > 0 ("). II loro Wronskiano 

ha allora in I le derivate fino ali'ordine 1; e per s qualunque, r 1, si ha la 
formula : 

= x At,t z... t,, 1 ?dl i@) 1 , ( i  = 1,  2 , . . . , ? L ) ,  - 
f,t2..t. 

dove la somma è estesa a tutte le soluzioni in nuineri interi, positivi e nulli, 
dell'equazione 

per le quali è anche 
O r t 1 < t , < . 7 . < t ,  

e le Atit,...t, sono numeri interi positivi deterininati. 
Il teorema è vero per s = 1; ammettiamo quindi il teorema per un va- 

lore s < Z e dimostriamolo per s + l. 
Derivando percib la (5) abbiatno: 

d 
ed è chiaro che ogni derivata - 1 uf@)I è uguale ad una somma ai  rc de- 

d x  

(*) In un estremo di I (quand0 esista) le u e le loro derivate potranno esistere ed es- 
sere continue solo a destra (O a sinistra). 
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terminanti, di cui quelli che non sono nulli tianno ancora la forma supe- 
riore cambiatovi s in s + 1 ; poichè inoltre ogni soluzione della (6),+, pu6 
ottenersi, in uno O più inodi, da una soluzione della (6),, aumentando una t 
di una unità, ne segue la nostra asserzione. 

c)  Le u,(i = 1, 2 , .  . . , ul) abbiano ora in un punto cc, di I le derivate 
determinate e finite fino ad un certo ordine k ;  e poniamo: 

diremo cwatteristica del sistema delle funzioni u, , u, , . . . , u, ne1 punto z, la 
caratteristica p della matrice 

IuY'I, ( i = l , , . . , n ;  t = 0 , 1 ,  ..., k) ;  
è chiaramente ' 

p ~ n ,  p ' . f k + l .  

. . Il sistema (u) ahbia in iv, la caratteristica p >O; e sia pl t O il minimo 
intero, per il quale- una almeno delle vpl) non è nulla; cioè la matrice 

, ( i l ,  9 ,  n, t = 0 ,  1 ,..., pl) . 

abbia la caratteristica 1, ma (se pl  )O) la precedente 

abbia la caratteristica zero. Cambiando al pih il nome delle u, potremo sup- 
porre vil) =I= 0. 

Sia poi p, 5 p ,  + 1 il minimo intéro, per il quale la matrice 

t ,  ( i l , ,  . t = 0 .  1 ,..., p,) 

ha la caratteristica 9 (la precedente 

avrà quindi la caratteristica 1) e supponiamo che sia 

e cos1 seguitiamo ; per I r p., sia pl k p i - ,  + 1 il minimo intero, per il quale 
la matrice 

Iv!'I, ( 1 ,  . n ;  t = 0 ,  1 ,... ,pl) 
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ha la caratteristica X e sia il minore 

Diremo che il sisteina (u) ha ne1 punto x, il carattere (pl, p z ,  .. . , peu) (e 
sarà p ,  6 k); e quando sia p, = t - 1, per t = 1, 8,.  . . , 1, diremo che il punto 
xo S regolare per il sistema (zc) sino all'ordine A .  

d )  Ne1 punto x, il sistema (u) abbia il carattere (?, p, . . . pr), con p > O ; 
e, detto 1 un intero r p, consideriamo la inatrice 

dove le t, sono interi arbitrari crescenti, t ,  < t ,  <, . . . , < il r k. Se non è 
t ,  2 pi, t, 2 p z , .  . . , t~ 2 p~ la inatrice Kt ,,.,,, ha una caratteristica minore di 1. 

Questo è evidente se t ,  <pl;  se è poi t ,  t pl, ma t, < p, , la matrice 
delle due prime righe di 1Z,,,...% ha la caratteristica 1 ; analogamente, se 
th < ph la matrice ha caratteristica h - 1 (con h 5 1). 

In particolare una th sarà minore nella ph corrispondente, quando sia 
1 A 

X a  t a  < Ea p,; in questo caso dunque ogni minore di ordine A di Kt,,,,,.,, è 
1 1 

nullo. 
1 A 

Sia invece Z ta = Z p,; la matrice I<e,t,.,,, non sarà nulla, allora ed al- 
1 1 

lora soltanto che sia ta = p,; in questo cas0 il primo minore HP,...PA di ordine 
1 di Kp,..,q è diverso da zero. 

e) Consideriamo ora, con h r p ,  il Wronskiano delle zc,, u, ,  . . . , un 

pub determinarsi un intorno finito del punto x, (al quale s, è interno, se 
è interno ad 1), ne1 quale il Wronskiano W (u, u, . . . uA) si rnantiene sempre 
diverso da  zero (tranne al più ne1 punto x,). 

Questo è chiaro, per la continuità delle url (i = 1, 2 , .  . . , 1, t < 1) ne1 
punto x,, quando questo sia regolare per il sistema (u) fino all'ordine 1; 
è infatti allora [W(u, .  . . zc , ) ] ,=l=O; ne1 cas0 che il punto x, non sia rego- 
lare per il sistema (u) sino all'ordine A, basterà diinostrare (per a ) )  che esiste 
una derivata di W (u, u, . . . uA) che non è nulla ne1 punto cc,. È questa la 
derivata di ordine h, con 
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infatti per la (5) (in cui sia fatto n = 'A) e per d )  si ha che W (u, . . . u,) e 
tutte le sue derivate di ordine minore di h. sono nulle ne1 punto x,; per l'a 
derivata di oidine h un solo tertnine non è nullo, quel10 d ie  ha il minore. 
HPiP2...pA ; è quindi 

dh W (u, . . . I C A )  ! 1 d e h  1x0 = A ~ ~ ~ 2 . 0 . ~ A  H ~ i ~ ~ . . . ~ ~  3 

donde, poichè le APiPÎ...PA sono tutte positive, segue la nostra asserzione. Ab- 
biatno cosi il teorema: 

Se i l  sistema (u )  ha i n  un punto x, una caratteristica p. > O,  pu6 deternzi- 
narsi zcn intorno del punto a,, tale che i n  esso il sistenza (u) ha sempre una 
caratteristica 2 p ;  si ha inoltre i l  cavo regolare fino all'ordine p. almeno (il 
punto x, al pih escluso). 

Notiamo esplicitamente che queste considerazioni valgono anche quando 
ci si liiniti a considerare le derivate delle u da uiia parte di x,, ad es. a 
destra; naturalmente l'intorno di cui al teorema sarà a destra di s,. 

f )  Per la legge dei contrarî si ha :  
Se x, è punto limite d i  Nn gruppo G di punti ( d i  1) ne1 quale la carat-. 

teristica del sistema (u) è minore d i  zcn nzcnzero Er, anche in  x, i l  sistema (u) 
awrà ana caratteristica (k; in particolare: se in un intorno di z, (questo 
escluso) le u hanno caratteristica < p. e presentano it caso regolare, ne1 
punto x;, la caratteristica delle (u), qualunque sia h, sarb minore di p. 

4. Sia ora Il un intervallo contenuto in I ;  ed intut t i  ipunti di Il, gli 
estremi inclusi, quando I ,  li abhia, le ui abbiano derivate deterininate e finite 
fino all'ordine k ,  ed il sistema (u) a.bbia la caratteristica p; diremo che il 
sistema (u) ha in Il la caratteristica p. 

.Per p. = n le zc sono indipendenti in I ;  supponiamo dunque p. < n ed 
insieme p < h + 1. 

Abbiamo il teorema : 
Nell'interuallo I, le u , ,  u ,  ,. . . , u,, sono legate da rc - p (e non oltre) rela- 

zioni lineari omogenee indipendenti, a coeflcienti costatlti, non. tutti nulli. 
Quando l'intervallo Il sia infinito, queste relazioni varranno per tutti i 

punti a distanza finita deli'intervallo I l .  
a)  Se 1 = O, il teorema è evidente; sia dunque p > O, e corisideriamo 

un intervallo 1', finito, qualunque, contenuto in Il ; la matrice MpPl (u) pub 
avere caratteristica minore di p. solo in un numero finito di punti di 1' (gli 
estreini inclusi); cioè solo in un numero finito di punti di Ir,  le (u )  possono 
non presentare il caso regolare. 
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Se è possibile,' la matrice MP-, (u) abbia caratteristica minore di p in 
un gruppo infinito G di I',  e sia x, un punto limite di G ;  'x, apparterrà 
ad 1' ed in esso, per il n.O 3, e )  il sistema a avrebbe una caratteristica mi- 
nore di y, contro l'ipotesi. 

b)  Consideriamo ora i punti di I', nei quali la matrice M,,-, (u) ha 
una caratteristica minore di y :  questi dividono l'intervallo I' in un nuniero 
finito d'intervalli L,  , L, , . . . , L, ; nell'interno di ciascuno di questi intervalli 
il sistema (u) ha la caratteristica p e presenta il cas0 regolare. 

Siano x,-,, x, gli estremi dell'intervallo L,; per il n." 3, e )  potremo de- 
tertninare un intorno a destra di %,-, (%,-, , x,-, + s,-,) ed uno a sinistra 
di s,@, -a',, a,) tale che in ciascuno di essi vi sia alineno un minore di 
MP-, (u) di ordine y, il quale si mantenga diverso da zero in tutto l'intorno 
(escluso il punto xh-, ed il punto x,) ; nell'intorno residuo K, - (x,-, + 8,-, , 
zh - Ph), gli estremi inclusi, la matrice Np-, (u) ha la caratteristica p. Di- 
cianfo ora M' il quadrato per righe della matrice JIp-, (w), quando le u , ,  
u, , . . . , w, siano reali; quando siano cornplesse, diciamo M a  il prodotto per 
righe della MF-, (u) per la coniugata MF-., (i) ; N ' sarà una funzione con- 
tinua e positiva in K,, avrà quindi un minimo positivo, che indichiamo con 

(:) CL, dove up è un numero positivo deterrninato. Ili ogni punto di K. vi 

sarà un minore alrneno di ordine p della M,,-, (u) il quale sarà nuinerica- 
mente maggiore di a, (e quindi diverso da zero); e poichè i minori di Jf,-, 
sono funzioni della z uniforme,menltz continue in Kh ,  è possibile determinare 
un numero positivo E, tale che in ogni intervallo di aiupiezza non maggiore 
di E contenuto in K, vi sia un minore (almeno) di ordine p. di M,-, (u), che 

1 
nell'intervallo sia ad es. numericamente maggiore di -a,, e quindi diverso 9 
da zero. 

Dividiamo allora ciascun intervallo K, in intervalli parziali di ampiezza 
non superiore ad E;  verremo in ultimo ad aver divis0 l'intervallo 1' in un 
numero finito di intervalli parziali J , ,  J, ,. . ., J,, in ciascuno dei quali (gli 

. estrelni al più esclusi) vi è un minore almeno di ordine p della M,,-, (u), che 
è sempre diverso da zero nell'intervallo. 

c) Consideriamo uno, Je , di questi intervalli ; poichè è p < n, p < k + 1, 
saranno nulli in J, tutti i minori di ordine p +. 1 di MF (u) e quindi per il 
n.O 8, b) in qualunque intervallo intorno ad Jh le u , ,  u, ,. . . , u, sono legate 
da n - p  (e non oltre) relazioni lineari indipendenti a coefficienti costanti, 
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non tutti nulli 

la cui matrice 

ha cioè la caratteristica n - p; e poichè le u sono continue (a destra od a 
sinistra) negli estremi di J e ,  le (7) varranno anche in  questi estremi. 

d) Consideriamo ora, ad es., l'intervallo J,,, contigu0 a destra di J, 
e sia- x, l'estremo comune. ï'iell'intervallo J,+, le u, per le ipotesi fatte, sa- 
rauno legate ancora da n - p relazioni lineari indipendenti: 

le quali varranno anche nell'estremo x,; in questo si avranno dunque. in- 
sieme le (7), e (7),+, e con. esse, per la continuità delle derivate uf), con 
t < k + 1, tutte quelle che si hanno derivandole fino all'ordiiie k ;  avremo 
cioè le relazioni: 

ma poichè la matrice 

. ( x ) ,  ( =  9 , .  n; t = 0 ,  1, 9 , : . . ,  k) 

ha la caratteristica p. e le due matrici 

hanno ambedue la caratteristica n - p, le due matrici precedenti sono equi- 
valenti, e quindi le relazioni (7,) sono equivalenti alle (7),+, . 

Facciamo a = 1 ,  8,. . . , t - 1 ; avremo che nell'intervallo If (e quindi 
in 1,) le u , ,  u , ,  . . . , .u, sono legate da n - p. (e non oltre) relazioni lineari 
oinogenee a coefiicienti costanti, non tutti nulli, corne avevamo afferinato. 

e) Ne segue anche che ogni matrice JI,,, (u) (per p = 0,1 , .  . . , k - p - 1) 
ha in Il la caratteristica p; e, fatta eccezione di  zcn nurrtero finito d i  punti, 
ogni matrice IlIl (u), con 1 5  p. - 1, ha in I ,  la caratteristica A + 1. 

f )  Il ragionainento che precede cade in  difetto, quando sia ,u = k + 1 ; 
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non sappiamo infatti allora se è possibile considerare la matrice M, (u). 
Poichè si pub supporre p < n, questo non è, quündo sia k + 1 n, cioè 
quando k s n - 1 .  

5. Quando le u , ,  u, ,.. ., zc,, sono reali, la dimostrazione che precede 
pub semplificarsi notevolinente. 

Dicialno infatti D l ,  D, ,. . ., D, ( con p = ( p)) i minori di ordine p della 

M,-, (u), in un ordine determinato, E,, E ,,..., E, i minori corrispondenti 
della matrice che'si ha dalla M, (u) sopprimendone la penultirna riga; sarà 
D', = E,; e poicliè, in ogni intervallo L, (gli estremi esclusi) la JIp-, (u) ha 
la caratteristica p., la Al, (u) è invece nulla, per un teorema noto (*), la 
matrice 

Dl D, . . . D, 

D l  D .  . . D', 
lia, nell'interno di ogni intervallo L,, la caratteristica 1. Abbiamo posto ora 
(n." 4, b j ) :  

P 
M 2 =  rp De; 

1 (8) 

ed è JI diverso da zero nell'interno d i  L,; derivando abbiamo 

P 
. M Df'= & D,, op; 

1 

quindi ciascun determinante 1 2 1 I nul10 in Lh; donde, poichè M =j= O, 

si trae, nell'itzterno d i  L, : 

DP=cpM,  ( p =  1, B , . . . j  p )  (9) 

dove le cp sono costanti opportune, non tutte nulle, in quanto dalla (8) 

Sia ad es. G, =j= O, sarà D, =j= O in tutto I'intervallo L, , gli estremi esclusi 
(cioè gli intervalli J, , J, , . . , Je, di cui al n.O 4, coincidono cogli LI , L, , . . . , L,). 

(") Cfr. ad es. NICOLETTI, Sulle matrici associate ad una matrice data (Atti della R. Ac- 
cademia di Torino, 15 Giugno i902). 
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Possiamo ora continuare, coirie al n.' 4, c ) ,  O più seinplicemente osser- 
vare Che, poichè la matrice I l l p  (u) è identicamente nulla in L,, gli n - p. 
determinanti di ordine y. + 1 

sono evidentemente nulli in L, ; e Sviluppando ciascuno di yuesti determi- 
nanti per gli elementi della prima riga, si hanno n-p. relazioni della 
forma : 

e, per le (9), queste relazioni, divise per M dànno, nell'intorno di L, , n - p 
relazioni indipendenti 

(con c, =I=O); e, per la continuità, queste relazioni varranno anche negli 
estremi di L,. 

6. Siano ora I l ,  I, due intervalli consecutivi (in I ) ,  e sia sic, l'estremo 
comune, destro per 1, , sinistro per I* ; ed in Il (il punto x, al pih escluso) il 
sistema (a) abbia la  caratteristica p l ,  in I, la caratteristica y , .  Se è p, < n, 
y, < k + 1, le (u) sono legate in Il da n - ,o., relazioni indipendenti 

ed analogamente, se è < n, pl < k + 1, avremo in IB n - p2 relazioni in- 
dipendenti 

- 
Ne1 punto s, le u abbiano ora le derivate a sinistra (ed a destra) de- 

terminate e finite fino ad un ordine k ,  (k,), potendo anche queste derivate 
avere in LX, delle discontinuità di prima specie. Considerando la matrice delle 
derivate delle u in z, a sinistra fino all'ordine k, avreino una caratteristica 
a sinistra y-, una analoga a destra (colle derivate fino all'ordine k , )  y+; 

e per il n.O 3, b) sarà p- 5 y , ,  p, 6 F,; diciamo (p,, p z , .  . . , p+) p, 
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(s, ? O,, . . . , op+) ri i loro caratteri ; le relazioni (10) varranno anche ne1 
punto x, con quelle che. si hanno derivandole, a sinistra, in x, fino all'or- 
dine k ,  ; le (1 1) varranrio in x, colle lor6 derivaté a destra fino all'ordine k ,  . 

Questo è chiaro, per la continuità delle zc e delle loro derivate fino al- 
l'ordine k, - 1 a sinistra di x,: per le (10) e per le loro derivate fino 
all'ordine k, - 1 ; per le C (dk1)) osserviamo che le C (uck~-l)) sono nulle 

a OT 

in 1, ed hanno in x, una derivata a sinistra, determinata e finita; questa 
dunque è nulla; è cioè C (dkJ) = O, 

a 

Si traggono di qui delle conclusioni notevoli. 
a )  Corisideriamo la matrice sommrn'delle due p, 6 e ne sia 

(con h r: O) la ,caratteris tica ; le due matrici p, a possono trasformarsi in due, 
rispettivainente equivalenti, che abbiano h righe coniuni. Detta 

la matrice di queste h righe (che avi4à caratteristica h) si 'avranno le rela- 
zioni 

e quindi la matrice di 2 n - p., - v a  righe 

avrà una. caratteristica non maggiore di n - h ;  e quindi: le (10) e (11)  si 
riducono a non pih di n - h indipendenti. 

b) Sia in particolare p, =p., = h ;  le (10) e le (11) sararino allora equi- 
valenti; e le une, O le altre, varranno in tutto l'intervallo I =  I, + 1,. 

Ora perché sia h = p  (dove con JJ. abbiamo indicata il valore comune 
di p, e p,) è necessario e sufficiente si abbia anche p.- = p+ = v = p ; cioè 
le due matrici delle derivate delle zc ne1 punto x,, a sinistra (a destra) sino 
all'ordine k ,  (k,) devono avere la caratteristica p. ed essere tra loro equiva- 

' 

lenti. Quando queste condizibni siano soddisfatte, diremo che il sistema (u) 
ha ancora in x, la caratteristica p ;  e con questa estensione del concetto di 
caratteristica vale ancora il teorema dimostrato al n . O  4. 
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c) Le relazioni (10) ed (11) non siano equivalenti, e supponiaiuo clie 
in x, le u abbiano derivate determinate e finite (uguali a destra ed a sini- 
stra) fino all'ordine k ,  . Una alnieno delle C(u), D (u) sarà d o r a  nulla in a, 

a B 
colle sue derivate fino ali'ordine k,,  senza esserlo in tutto l'intervallo 
I = I , + 1 2 .  

Per la legge dei contrari ne segiie: Am~nettiamo che yualunque combi- 
nazione lineare omogenea delle (u) 

a coefficienti costanti, la quale sia riulla ne1 punto xo colle sue derivate 
ali'ordine k , ,  sia nulla identicamente in I= 1, +12; il cas0 superiore 

fino 
non 

pub allora presentarsi e quindi necessariainente le (10) ed (11) sono equiva- 
lenti. E detta p. la caratteristica della matrice delle (u) e delle loro derivate 
fino ali'ordine k, ne1 punto x,, si avranno n - p. (e non oltre) relazioni in- 
dipendenti : 

Ga (24) = gai U i  = O 

le quali saranno soddisfatte ne1 punto m, colle loro deri'vate fino all'ordine k ,  
e quindi per l'ipotesi fatta varranno anche in tutto l'intervallo 1. In ogni 
punto di I il sistema (u) avrà una caratteristica non maggiore di p.; e per 
il n.O 3, e) si potrà determinare un intorno del punto x, ne1 quale la carat- 
teristica del sistema è y. e si ha il cas0 regolare. 

E se la ipotesi fatta ne1 punto z, vale per ogni punto dell'intervallo 1, 
con un ragionamento noto, si avrà che un tale intorno avrà un ininimo po- 
sitivo; ne segue dunque che in tutto I il sistema (u) ha la caratteristica p 
e presenta il cas0 regolare. Vale quindi ancora il teorema del n.O 4. 

d) Le condizioni che precedono sono soddisfatte quando le u,  , a,, . . ., zc, 
sono integrali di una equazione differenziale lineare omogenea di un ordine 
t f n :  

Y @ )  =Pl Y @-" + p 8  y-) +. . . +pr y (19) 

dove le p l ,  p, , . . . , p, sono finite e continue nell' intervallo 1; infatti un in- 
tegrale della (18) che sia nullo in un punto di 1 colle sue prime t - 1 derivate 
è identicamente nullo in 1. h chiaro inoltre che, in questa ipotesi, qualunque 
matrice Ml (u) ha una caratteristica non superiore a t. Ne segue: 

L'epuazione (18) non pu6 czver nell'intervallo I pi& d i  t integrali iîzdi- 
pendenti. 
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E per n = f si ha ancora : 
Condizione necessaria e sulpicie?tte perché t integrali (u,, u, , . . . , u,) della 

equazione (19) siano linearrnente indipendenti (dipendenti) nello intervallo I 
è che in  un punto di I il loro Wronskiano sia diverso d a  zero (sia nullo). 

e) Escluso il caso delle funzioni analitiche in un intervallo (n.O 1) e 
degli integrali di una equazione differenziale lineare omogenea, i teoremi 
che precedono assegnano delle condizioni sulpicienti per la dipendenza lineare 
di n funzioni u , ,  u, ,. . . , u, di una variabile reale x. 

Circa la ricerca di un sistema di condizioni necessarie e sulpicienti, non 
sembra facile che possano assegnarsi con sole derivazionj. Si osservi infatti, 
che se n funzioni zc,, zc, ,.. . , u, sono, ad es., legate in un intervallo 1 da 
una relazione 

questa relazione varrà ancora, quando le ui si moltiplichino per una fun- 
zione cp (x), alla quale si imponga la sola condizione di essere definita e li- 
mitata nell'intervallo I ;  e prendendo opportunamerite la funzione p, (XI, le 
nuove funzioni ui = cp . ui ( i  = 1, 8,. . . , n)  potranno presentare in 1, in un 
numero finito od anche infinito di  punti, le particolarità più svariate e per 
esse e per le loro derivate, in guisa che non possano, ad es., applicarsi le 
considerazioni che precedono. 

7. Consideriamo alcuni esempî. 
a) Sia, in un intervallo I che contiene 10 zero, u ,  = u, = / x 1. Il 

sisterna ha la caratteristica 1 ; questo è chia.ro per x -=I= O ;  per x = O, si hanno 
a sinistra ed a destra le due matrici equivalenti: 

b)  Sia, con PEANO, U ,  = x", U, = x"-' 1 x 1 ,  con m intero positivo ar- 
bitrario ; e 1' intervallo I contenga Io zero. In qualunque punto x, =I= 0 il 
sistema (u )  è regolare ed ha la caratteristica 1 ; per x = O ,  conviene esa.mi- 
nare le derivate fino ali'or-dine m ;  e si ha ancora: p.- = p., = 1, pl = o, = m; 
ma le- due inatrici 

n !  I m ! , m ! l  

non sono equivalenti; le u, , u, devono quiridi dirsi indipendenti in qualunque 
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intervallo I che contenga 10 zero coine punto interno. Le due espresÿioni 
u,  + U, , u, - U, sono allora nulle in x = O colle loro derivate fino ali'ordine 
nt -- 1 ; ma non 10 sono identicamente in 1. 

c )  Consideriamo l'esempio del BOCREH : 
Sia : 

per % = O ;  u, = u , = u , = l  

Per k 8, e per x =I=O è p = 2 e si ha il caso regolare; 

per x = 0, è p. = 1. Ed infatti si ha: 

per z ) 0 ;  u , = u ,  

per x<O;  u , + u , = ~ u ,  

per x = O ;  u , = u , = u ,  

e le due prime relazioni sono equivalenti alle altre due. Le due relazioni 
ZC, - u 2 ,  u1 + U ,  - 2 u, sono nulle in x = 0, con tutte le loro derivate ; non 
10 sono identicamente in un intervallo I clie contenga 10 zero. 

d) Sia l'esempio del CUHTISS: 

u 3 = d + x + 1 ;  u , = x 4 + x 8 - ( x 2 + x + 1 ) ,  per x > O  

tc ,=x4+&+x+l;  u , = x ~ ( x ~ x + l ) ,  per ~ 6 0 ;  

e l'intervallo I contenga 10 zero. Per k = 3, è p. = 3 in ogni punto di 1 ed 
infatti si ha in I 

e) Consideriamo ancora l'esempio seguente : 
Sia 8, + 8, +. . . + 8,, +. . . una serie a termini positivi convergente, la 

cui somma sia ugiiale ad 1 ; e poniamo x, = 0, xi  = 8, + 8, +-. . . . + ai. Sia poi 
a ,  , a,, . . . , e,, , . . . una successione arbi traria, tale che ai =I= Y;+, ; na, , ml,. . . , 
m,, , . . . , una successione di numeri interi e positivi, tutti ma.ggiori od uguali 
ad  un numero rn determiiîato; e sia infine f ,  (x), f, (x) , . . . , f, (-LE), . . . una 
successione di funzioni, tale che la fi (x) è definita nell'intervallo Si= (x i - i .  ..xi) 
ed è finita e continua colle sue derivate fino all'ordine mi almeno. 
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Definiamo due funzioni u, v della x al modo seguente: in 8, sia 

Se w (s), v (s) sono, nell'intervallo (O 1 ) ,  finite e continue colle loro de- 
rivate 'fino all'ordine m; sono legate linearmente in qualunque intervallo 
interno ad un intervallo 8,. dalla relazione v = a , u ;  non Io sono in ogni in- 
tervallo che abbia.dei punti interni a più intervalli Si. 

Se la successione delle m,. è divergente, ed è per i 2 i , ,  mi> k (con k 
intero arbitrario), nello intervallo (xio . . . 1) le u, v si annullano nei punti xi 
colle loro derivate fino all'ordine mi - 1 m k. Il sisteina (.u v) ha in (x, . . . 1) 
la caratteristica 1 ; ma nei punti xi ,  a causa di ai = j =  a,, , le matrici delle 
derivate di ordine rn, a destra e a sinistra non sono equivalenti. 
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Sulla risoluzione delle equazioni algebriche 
mediante sviluppi in serie. 

(Di G. BELARDINELLI, a Jesi.) 

1). 11  prof. CBPELIJ in tre Note, pubblicate nei Rend. della B. Acco 
demia delle Scienxe Risiche e mat. di Napoli ne1 1907, tratta della risoluzione 
delle equazioni algebriche mediante sviluppi, in serie. . 

Considera l'equazione generale : 

e dà delle variazioni po p ,  . . . p, rispettivamente ai coefficienti a, a,. . . a, ed 
ottiene l'equazione trasfortnata : 

Indicando con o, una radice semplice e finita dell'equazione 1) la 8) 
determina quel ramo monodromo finito e continu0 della y coiisiderato corne 

- p, = O assume il va- funzione delle pop ,  . . . p, che per p, = p,  = p ,  = . . . - 
lore a,; questo ramo in un campo che indica con (P) definito da 

inodp,<R(i=O, 1, 'i?,..'., n) 

sarà rappresentato da uno sviluppo convergente della fornia 

dove le a assumono valori interi positivi O nulli qualsivogliano. 
Cib premesso dalla 

esteso ad un cerchietto 

teoria dei residui si ha:  

c circondante la radice w, percorso ne1 senso posi- 
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tivo, purchè in esso non cadano altre radici della 9 (y) es p,  pl . . . p, siano 
abbastanza piccoli. 

Passa poi a determinare la forma del coefficiente A,,,,. ..,, della (3) ed 
ottiene che : 

- a - l !  
Asda, ... a,, - 

ove 

e 

inoltre determina per il coefficiente (4) una forma puramente algebrica per 
modo che si ha riassumendo i risultati ottenuti da1 C À P E L L I :  

4 Se y è la funzione delle variabili indipendenti p, p ,  . . . p,, definita dal- 
l'equazione : 

(a" + pnj yn + (a,,-, +p, - , j  yu-' + . . + (a,  + p,) = O 

e precisamente quel rarno di tale furizione che per p, = p l  = p z  = . = p , ,  = O 
assuine il valore w, radice semplice e finita dell'eyuazione: 

0 ( y )  = a,, y" + Y*-' + -.  - + a, = O 

si ha per 10 sviluppo in serie di potenze delle p o p l .  . . p,, convergeiiti per 
valori abbastanza piccoli dei rnoduli delle p o p l  . . . p .  

a !  - 
y=mo+E Aaual ... a,  - pan. ,, 

a,! ... a,! 
dove 

e 

(,,fCb-o-i 
( - l ) h h + a - l !  6$b$ . . .  t:* 

b: hll h , !  . . .  h,l 

ove 9(p) (a,) sta ad indicare la derivata p-esima di 0 ( y )  calcolata ne1 punto w, 
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8). Del ~~eff ic ien te  perh possiamo dare delle forme differenziaIi. 
Essendo 

4 

ove le x e p e 4 (y) sono date dalle relazioni del § 1, si ha che: 

e ponendo: 

per la formula integrale di CAUCHY si ha  che: 

essendo 
b,  = n a, 00-' + (n - 1) a ,,-, w0-' $ . + a,. 

Detta formula (3) potevasi anche dedurre in altra maniera dalla (8) fa- 
cendo una trasforrnazione nell' integrale, cioè ponendo y = z  + oo si avrà : 

e sviluppando per convenienti valori, di e, il secondo termine dell'integrale 
secondo lo sviluppo binomiale si ha ponendo p, ( z )  = b, x + b,  z' + . . . + b, zn-' 

ove l'integrale sarà nul10 eccetto per k = O, y = O onde si avrà la formula (3) 

Possiamo di essa ottenere una forma diversa. Consideriarno irifatti 

(Y)-"~Y 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 34 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



025% Belar  d i  ne l l i : Sulla risoluzione delle equazioni algebriche ' 

e si ha anche : 

essendo 

e quindi per la formula (3) si ha: 

ed il coeficiente assumera la forma: 

e ricordando che: 
- 

- (- 1 )" " A ,  ... a,, - , J Y' (0 (Y))-" Y 
5 F Z X  . 

Aaoal ... a. = " ! 2 a o a ,  ...a,, 
a,,! a l ! .  . . a, ,!  

si ha:  

- 1 P a: 
A a p ,  ... a,  -- -- '-- p +  l . x o ' !  a l !  ... O!"! 

3). Diaino Dra delle formule (3) e (4) delle applicazioni per la forma- 
zione dei coefficienti della serie ne1 cas0 che 4 (y) = a, yn +- a. = 0. 

Essendo a, ed a, entrambi diversi dallo zero possiamo ritenere per la oo 

uno qualunque fissati ad arbitrio degli n valori 

essendo in questo cas0 b, = n ut-' viene : 
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cioè 
- . 1 da-' a, Bk1- "  

Aaw..al  = n a !  - da:-' - (- a,) 

da cui 

Applichiamo invece la formula (4) del § -8;  si ha: 

e quindi: 

da cui 

cioè la (1) prima determinata. Potevasi d'altronde fare una trasformazione 
nell'integrale corne opera il CAPELLI, cioè essendo: 

9 e ponendo y in - si ha :  
O 

ove G, è un cerchio che ha per centro il punto y = 1, per modo che si ot- 
tiene analogamente la formula deterniinata (1) e (9). 
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4). Consideriaino di nuovo l'integrale ne1 cas0 in 0 ( y )  sia generale ; in 
esso possiaino fare una trasformazione che ci perinetterà ne1 seguito di de- 
terminare una sua proprietà funzionale. 

Sia dunque il coefficiente: 

se indichiamo corne al solito con 

'P ( y )  == -- ( Y )  - - a" ( y  - O.) (y  - 0 2 ) .  . . (y  - 0.1) ; 
y -  6'0 

indicando con O, o, . . . O,,..-, le altre n - 1 radici dell'equazione 9 ( y )  = O pos- 
siamo scrivere il coefficiente ilella forma seguente 

da cui vediamo che potendo applicare la formula integrale di CAUCHY del 
coefficiente possiamo ottenere una forma finita. 

Infatti 

applicando la formola di LEIBNITZ per la derivazione di un prodotto po- 
nendo 

'Pl (Y) = ( y  - ml)-" ( y  - 4-" . - . (y - -  

si ha che: 

ed essendo 

ne viene indicando con 

'Pz ( Y )  = (Y - - . . ( y  - %-,)-a 

- 
&,a, ... a,, = 

tC Wo 
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e cos1 seguitando otterremo la formola finale 

formula che ci dà un'espressione finita del coefficiente. 
Perb la deterininazione di esso pub ricondursi alla deterininazione di 

altri più semplici; infatti se poniariîo: 

si ha ilninediatamente riferendoci all'equazione 8 ( y )  = O che 

c n  

E % f ( %  P+r)=f (a : - I ,  P) 
d 

ed essendo 

# ( y )  =a ,  + 9 a ,  y + . . . + n a ,  yn-' 

che 

B t- 1 Ora se i'eguaglianza (2) la moltiplichiamo per -- e ne sottragghiamo 
a-1 

la (3) dopo aver cambiato P in + 1 si h a :  

Detta formula ottenuta per z 2 1 è valida anche per a = 1, e ci dà una 
relazione fra i coefficienti che permette di ricondurre il calcolo di uno di essi 
f ( x ,  P) alla determinazione degli integrali 
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II. 

1). Ijeterminiamo iri questa parte una proprietà funzionale deicoeffi- 
cienti di cui nella prima abbiaino stabilito le diverse forme che possono as- 
sumere. 

Consideriatno un'equazione differenziale lineare regolare ne1 senso di 
FUCHS : 

(o'n-l) + A, p - 2 )  + . . . + A" Y = 0 A, T ' ~ )  + A1 , (1) 

e poichè possiamo ridurre i coefficienti ad avere il loro grado uguale all'in- 
dice di derivazione possiarno considerare anzichè la (ij l'equaziorie diffe- 
renziale : 

-1 (9) = B., y'"' + B.,-, y' + ... . + R, p = O (2) 

ove ogni polinomio B, è del10 stesso grado del suo indice ed allora tale 
equazione si chiaina equazione differenziale normale. 

In questa equazione si definiscono due operazioni (*): la prima si rap- 
presenta con D e consiste ne1 dedurre da A (p) la:  

D A (cp) = B', y' + Bn-, p'"-2' + . + BJI cp 

pure normale ed iterando l'operazione D si ha :  

D" (?) = B", cp'"-a' + . . . + BU, 
DS A (?) = B"', + . . . + B"', p 

la seconda operazione viene indicata con S. 1 e si ha. la definizione: 

e si vede che anche S . A  è normale e si pu6 scrivere: 

(*) PINCHERLE, Sdle ficn~ioni ipergeometriche. Giornale Battaglini, 1894, Pellerano, Napoli. 
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~ediante  sviluppi in serie. 959 

Nella Mernoria citata il prof. PINCHEXLE considera pure I'espressione: 

dove a è non intero positivo e dove la linea c sia tale che il secondo membro 
abbia senso e che sia possibile l'integrazione per parti e la derivazione sotto 
il segno dell'integrale. 

E dimostra che 

' A ' (Y' d y = S. d ( y ) .  + (4 = J (y - oo).+l 

Per a intero otteniaino ailalogamen te con ovvie inod ificazioni di quella 
diniostrazione. 

Consideriamo iiifatti : 

" 1 (Y  - ~ o Y t '  

Essendo 
B, (y) ="BI (4 + B'l (y - (4,) 

e si avrà: 

Ora si avrà 

quindi 

e per la proprietà distributiva di dette operazioni 

e cos1 stabilisce il teorema: 
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860 Bel a r d i n e t 1 i: Sulla risoluzione delle equazioni algebriche 

4 Se cp è un integrale di una equazione differenziale lineare A = O l'e- 
spressione (4) ci darà un  integrale dell'equazione trasformata S. A = O. L'in- 
tegrale cp contiene 10 stesso numero di costanti arbitrarie di cp e sarà quindi 
l'integrale generale di 1 = 0  B. 

Se A (y) = B, y(") + B,-, $"-l' = O integrando per parti la (4) n - 1 volte 
ed essendo nulla la parte ai limiti ottiene: 

la funziorie rp'"-" (y) sarà l'integrale di una equazione differenziale del primo 
ordine e 

dove 

e couclude chiamando S. A ($) equazione differenziale regolaredel POCHAIMER. 
« Si pub ottenere in forma d'iritegrale definito l'iritegrale deli'equazione 

differenziale lineare regolare del POCHAMMER So A = O ». 

Essendo dunque <p("-') l'integrale di una equazione differenziale lineare 
del primo ordine A = O l'espressione 5) sarà un integrale dell'equazione tras- 
formata Se A = O  e chiamasi funzione ipergeometrica dell'ennesimo ordine O 

funzione ipergeometrica generalizzata ne1 senso di POCHAMMER (*). 
Ponendo B, = y ( y  - w,) (y -- a,) . . . (y - 6)") ed indicando con f una fun- 

zione tale che: 

Bu f't BM-1 f = O 
e si abbia: ' 

(*) POCHAMMER, Jouvnal de Crelle, Tomo 71, pag. 384. 
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mediante sviluppi in serie. 

ove 

ne viene : 
f =  ~e (Y --- w ~ ) - = .  . (Y - o,-,)-e 

cioè 

avendo posto a = 5 - rz + 2 ed alla linea X sostituito il cerchietto circon- 
dante la radice o, corne nella prima parte, e q;indi: 

ed indicando con c il coefficiente di 4 (II,,) si ha: 

~ o s s i a m o  quindi enunciare il- teorema : 
I coefficienti dello sviluppo in serie d i  una  radice d i  u n a  equazioue alge- 

brica di  grado n, cioè A,,,,..,,,, soddisfano ad zcna equasi&e differensiale 
ipergeornetrico de2 Pochammer d'ordine n. 

9). Se consideriaino una delle radici dell'equazione 0 (0) 

il ragionamento fatto nella prima parte pu6 ripetersi partendo anzichè da 
a,,, da (J,, w,, . . . , o,-, ed i coefficienti sarebbero funzioni ipergeoinetriche ri- 
spettivamente di a,, o,, . . . , w , - , .  E precisamente se fissiamo una di esse, per 
esempio o,, avremo che l'equazione differenziale d'ordine n a cui soddisfano 
i coefficienti sarà formata da espressioni in cui 

Anrtali di Matematica, Serie III, Tomo XXIX. 35 
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262 Be 1 a r  d i n  e l  1 i :  Sulla risoluzione delle equazioni algebriche 

1 punti singolari delle equazioni differenziali diverse a cui soddisfano 
detti coefficienti di posto .identic0 delle diverse serie sono rispettivaniente 

e le equazioni differenziali ipergeometriche a cui soddisfano detti coefficienti 
per valori di a crescenti varieranno secondo le variazioni di B, e B,-, ed 
avranno gli stessi punti singolari. 

Inoltre per formare l'integrale generale di una equazione differenziale 
ipergeometrica potremo osservare che se pensiaino l'integrale esteso al cer- 
chietto solito circondante (ù, ad esernpio e ad esso aggiungiamo gli n - 1 
lacci circondanti le altre radici dopo aver percorso uno di essi, la funzione 
sotto il segno d'integrale ritorna al valore primitivo, e quindi una combina- 
zione lineare di essi sarà l'integrale generale dell'equazione differenziale 
ipergeoinetrica. 

Possiamo inoltre osservare che analogamente a quanto abbiamo esposto 
nella prima parte, se invece di considerare - l'integrale 

avessirno corisiderato 

esso ci avrebbe dato la potenza k-esima di. una delle rwdici, se c è un  
cerchio che la circonda e soddisfa a delle condizioni imposte come nella 
prima parte ed avremo inoltre che i coefficienti del suo sviluppo in serie 
soddisfano a delle equazioni differenziali di ordine W. Se invece di conside- 
rare il cerchietto o di raggio sufficientemente piccolo purchè non abbia su1 
suo interno e riel suo contorno nessun7ültra radice consideriamo un cerchio G 
grande perchè possa includere tutte le radici e cib come si sa  dall'algebra é 
senipre possibile, avremo che indicando con : 

0 ' 0 ,  ~ ' 1 ,  O2,. . . , of,-, 

le radici dell'equazione trasformata f (y) ottenuta dalla 8 (y) per una tras- 
formazione data ai coefficienti sarà: 

I 
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ed il coefficiente sarà uguale alla somma di funzioni ipergeolnetriche di 
w,, wl, ,. . . , w ,,-1, poichè quelli di posto cc-esiino delle serie che dànno: 

sono rispettivamente i residui delle funzioni : 

rispetto alle singolarità : 

interne al cerchio 'c. 

3). Essendo i coefficienti degli inviluppi in serie di una funzione iper- 
geometrica d'ordine n funzioni ipergeometriche d'ordine n - 1, potremo de- 
terminare il coefficiente della serie in discorso ricorrendo a funzioni iper- 
geometriche d'ordine via via inferiore. 

Facciamone un'applicazione per l'equazione di terzo grado. 
Sia l'equazione : 

le radici, si avrà dando una variazione .ai coefficienti dell'equazione: 

ed il valore delle tadici di questa equazione sarà dato dalla serie: 

ove : 
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864 Belardinel l  i :  Sulla risolusione delle epazioni algebriche 

considerando la radice w, il cerchietto passa infinitamente vicino alla radice 
più prossima -ad o,, cioè per esempio w,, onde: 

I Y - % I < I ~ ~ - % I .  
Ci6 posto sviluppiamo in serie il binomio (y -. 0,)-" facendo la trasfor- 

e sostituendo nell'integrale si otliene una serie di potenze i cui coefficienti 
a meno di un fattore costante sono della forma: 

che sono funzioni ipergeometriche di GAUSS. 
Possiamo inoltre deterininare una forma generale del caefficiente in re- 

lazione al10 sviluppo generale in serie delle funzioni ipergeoinetriche. 
Prendiainone la forma generale . 

Se pensiamo fissate ne1 piano (y) le radici possiamo prendere un cer- 
chietto tale che: 

ed avremo: 

essendo 
,O (0,) = (0, - u,)-~ (0, - O,)-". . . ((0, - %I)-= = (y, (MO))-= 

Ora 
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mediante sviluppi in serie. 865 

ed indicando con cW)I CE!. . . cc--:) i coefficienti di dette sei'ie avremo ese- 
guendo il prodotto, che il coefficiente di esso sarà 

dove la sommatoria va estesa a tutti i sistemi di valori per cui 

essendo 

Cosi verrà: 

(- 1)" a;" k n a  - i 
Auoul ... a, = g x i a  r(ao) k=O E + ~ ~ c ~ j "  a (y -- Y' w ) ~ - ~  . d y  

cioè 

Se anzichè dare degli incrementi a tutti i coefficienti diamo un incre- 
mento ad uno solo, per esempio ad ap un increinento p p ,  avremo: 

e per quanto abbiamo determinato 

a-m (- 1 )e p a k=a-1 (a- 1) ...( a.-k) .;) ( P. (4-' )al 
y==o/ a ~ .  . (. - ,j ( k ~ o  ~(-1)'ck(8-a.+l)...(B-a+A~ a m ~ , ( ( o o )  
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866 Bel ardinel Ji: Sulla risoluzione delle eqwazioni algebriche 

III. 

1). Consideriamo l'equazione trinomia : 

f ( y ) = y n + ~ y c + ~ = = 0 .  

Indichiamo con w, una delle n radici dell'equazione binomia 

e supponiamo che la f (y) si sia ottenuta dalla 8 (y )  per una variazione p 
al coefficiente della potenza enesima, che in 8 (y) è uguale al10 zero; per 
quanto abbiamo veduto nella prima parte si ha :  

che ci dà la radice dell'equazione trinoinia per una variazigne data p tale 
da rendere convergente la serie. Essa serie sarà dunque convergente in uri 
cerchietto di centro zero e raggio p conveniente, ma ciascun m n o  di fun- 
zione algebrica è funzione analitica che prolungata dà, sempre un ramo della 
funzione algebrica. Questa funzione algebrica lin su tutta la sfera coniplessa 
le singolarità che risultino dai punti critici O di diramazione, e la serie che 
la rappresenta in un intorno di un0 di essi convergerà in un cerchio di 
convergenza che si estende sino al più prossimo punto critico. 

Determiniamo i punti critici, cioè i puiiti che rendono: 

ne1 nostro caso i valori d i  p che soddisfano al sistema: 

la soluzione y  = O della (2) è da escludersi, onde facendo una trasformazione 
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p = - n p; rr-' dalla (2) si ha: 

e i punti critici sostituendo nella (1) il valore di y ricavato dalla (3) saranno 
dati da 

1 7,-I i , = T a ( - ~ )  n - r  

e da questi valori i valori di p. 
Determinati i punti critici possiaiîio applicare il Teorema di MITTAG- 

LEFFLER per ottenere una serie di polirioiiii clle rappresenti la funzione in 
tutto il suo cainpo di validità. 

11 Teorema di MITTAG-LEFFLER* dice : 
n=m 

La funzione f (s) definita dalla serie a,, xn pub essere rappresentata 
n=O 

n=m 
da una serie di polinoini p , (x )  che converge nella stellü relativa ai  punti 

n=O . 
singolari di f (x) ed uniformémente in tutte le' aree interne B. 

1 punti singolari ne1 nostro caso sono i punti critici determioati che 
sono su una circonferenza, per modo che potreino formare la stella di 
MITTAG-LEFFLEK e si avrà: 

ove A,,, 'h,, , . . , Aus sono nirineri che vengono una volta tanto determinati. 
C, , C, , c ,  , . . . , cria saranno ne1 nostro caso funzioni ipergeometriche della forma 

e quindi 

. . r s,. + 1 
a-oo $?=sa 

Y = Z Z 1a9,. p". . 
a=O +=O 

Poichè mediante la trasformazione di ~ 'SCHIRNÂUS,  e mediante una sola 
equazione di terzo e quarto grado è possibile far sparire da un'equazione 
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968 B e l  ar d i  t z e l l  i : Sulla  risoluzione delle equazioni algebriche 

di 5." grado i tre termini tra il primo e l'ultimo, l'equazione di 5' grado as- 
sume le 4 forme 

y"pyh+q=O 
(h  = 1, 8, 3, 4). 

Per modo che potremo avere 10 sviluppo in serie di una delle radici 
come applicazione della (4). 

Consideriamo il primo caso, cioé 

la trasformazione sarà p  = - 5 p ,  e quindi l'equazione diviene 

ed i punti critici saranno dati da: 

ed in generale 

(k =O,  1, 8, 3, 4) 
mppresenterà le 5 radici. 

Ne1 cas0 che 
f ( Y ) = Y 5 + ~ Y +  1 

che si pu6 considerare come un caso particolare della 

y m - m p , y + l = O  
per la quale 
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Naturalmente il metodo potrà servire a calcolare approssimativamente 
le radici delle equazioni e facciamo il caso di voler calcolare con appros- 
sirnazione le radici dell'equazione, limitandoci ai pri~ni tre termini, 

.Calcolando le costanti si ha :  

da cui: 

ove 

k- dove m, è una delle d-1, cioè 

Determinata quindi su1 cerchio di raggio 1 la radice da cui partiamo 
4 la y si otterrà su1 cerchio che ha per centro o,, o,+ , eec.. . . e raggio 

che pud a volta a volta determinarsi. 

8). Se indichiamo dunque con : 
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870 B e  1 ar d i  ne 1 1  i :  Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, ecc. 

le radici deli'equazione trinomia 

Y" + P  y r + q = O ,  
quelle dell'equazione 

Y " + ~ ~ Y ~ + ~ ~ ' + P  = O ,  

si otterranno mediante sviluppi in serie di polinomi i cui coefficienti sono 
funzioni ipergeometriche di 

serie di polinomi procedenti secondo le potenze di m. 

1 coefficienti si determineranno seüondo quanto è stato detto nella prima 
e seconda parte. 

Se indichiamo con 

le n radici dell'equazione quadrinomia, quelle della seguente: 

si otterranno analogamente ed i coefficienti dello sviluppo saranno pure fun- 
zioni ipergeometriche di 

cos1 di seguito sino all'equazione di grado n della forma che voglianîo, per 
modo che avremo cosi un metodo generale per la risoluzione delle equaziorii 
algebriche mediante sviluppi in serie. 

Possiamo infine osservare che la relazione fra le radici di un'equazione 
algebrica e le funzioni del POCHAMMER sussiste anclle ne1 classico sviluppo 
di LAGRANGE ed in quel10 del BUHMANN p m d o  la funzione della radice è 
uria funzione razionale intera di essa 
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