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Sopra una classe di deformazioni continue 
delle superficie pseudosferiche. 

(Di LU~GI  BIAKCHI, CG Pisa.) 

L a  presente Meinorin porta un nuoro eontributo alla teoria delle super- 
ficie a curratura costante negativa (pseudosferiche) collo studio di m a  rio- 
tevole classe di deforrnazioni continue di cui tali superficie sono suscettibili. 
In queste deforrnazioni le trajettorie descritte dni singoli p n t i  solzo i~zclinnte 
s g r a  ciascu~za stqerficie del sistenza di .un angolo coslante G, clie pu6 del 
resto essere una eostante assoluta (non retto perb nè nullo (*)); ovvero, cib 
clie è il caso più generale, l'angolo G pu6 variare in modo continuo dall'unn 
all'altra superficie del sistenîa. 

Una tale serie ool di superficie pseudosfericlie si dirà anche un sistema 
d i  deformate isogorzali della pseudosfera, O più brevemente zc l z  sistemcc (x). 

Il problema di costruire yuesti sistenli (z;) conduce, trattato analitica- 
nierite, ad u n  sistema siiiîultsneo di eyuazioni alle derivate parziali (@ 6, 8 
della Memoria), sulle quali i teoremi çenerali noti perrnetterebhero di rico- 
noscere il grado di arbitrarietà dei detti sistemi (8 )  e di stabilire la propo- 
sizione seguente : 

Per definire zcn sisteuta (2')  d i  deformate isogonali della pseudosfera si 
p z ~ 6  dare ad arbitrio m a  configurccxioîze iniziale della superficie psetcdosferica, 
nsseg)tando pure arbitrariamente la trajettoria che deve descrivere u n  pzento 
della superficie; il sistema (x) me riszclta individuato. 

R 
(*) Il caso a = - deve essere escluso coiiie irnpossibile; l'altro caso o=O 10 s a r i  ne] 2 

seguito per inaggior chiarezza. Questo non è perb propriainente un cas0 d'eccezione, poichè 
esistoiio ancor qui le deforrnazioni corrisporideriti e sono date dalle flessioni continue della 
superficie in sè inedesima. 

Arzlzali di Matematica, Serie 171, Tomo XV11I. 1 
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Questi sistelpi (x) dipendono adunque da quattro funzioni arbitrarie di 
una variabile ciascuna, precisainente conie le falniglie di LAME costituite di 
superficie colla inedesiina curvatura costante (sistemi di WEINGARTEN). niln 
se la teoria generale dei sistemi di equazioni a derivate parziali consente di 
stabilire il teoreina fondanientale d'esistenza, essa non permetterebbe, nello 
stato attuale dell'analisi, di conseguire effettivi risultati pel probleiiia d'inte- 
grazione. Tanto più notevole senlbra quindi che, anche in yuesto caso dei 
sistemi ( 2 )  di clefonliate isogonali della pseudosfera, si possano applicare i me- 
todi geometrici della trasforinazione cornpleinentare e di BACKLUND e si a r r i ~ i  
cos1 a costruire di tali sisteiiii ( 2 )  dipendeiiti da un nuinero grande ad ar- 
hitrio di costanti arbitrarie, con sole quadrature, ed anzi, coll'uso ulteriore 
del teoreina di perniutabilità, con sole operazioni algebriche e di derivcczione. 

I~ i sonma  i sistemi ( 2 )  di deformate isogonali della pseudosfera si com- 
portano, rispetto alle trasformazioni, affatto arialogamente conie i sisteini di 
WEINGBKTEN. 

Riguardo anzi alla trasformazione con~pleme~ztnre, è notevole clle gli at- 
tuali sisteini (x) cliinostrano un con~portaiiiei~to ancor più senlplice: 10 stesso 
delle superficie pseudosfericlie isolate. È noto invero clle un sistenia di 1V~ix-  
GAHTEK amniette dzce soli sistenii contigiii per trasformazione coinplementare, 
inentre si vedrà clie ciascun sistema (2;) di deforinate isogonali della pseu- 
dosfera possiede' una se~nplice infinitic di sisteini coinpleinentari (SS 11, 12). 

Per la trasforinazione generale di BACKLUPU'D il co~nportarnento è il me- 
desinio nei due casi, cioè anche qui ad ogni sisterila ( 2 )  sono contigui per 
trasformazioni di BACKLUND uns doppia infinitic di sistemi trasfurmati. Sol- 
tanto ne1 caso clie l'angolo G sia assolutamente costaiite vi ha una speciüle 
trasforniazione di BACKLUND, che si comporta in inodo singolare, ed ha ca- 
rattere iiirolutorio. Essa si effettua in  terwzini fi~ziti appena dato il sistema (X), 
mentre per le geiierali occorre iiitegrare un'equazione di RICCATI. 

Ne1 confrollto fra le proprietà delle faniiglie di LAMÉ di superficie pseu- 
dosfericlie e quelle degli attuali sistenii (L) non è cla. tacersi una circostanza 
che produceva, per la ricerca ne1 caso attuale, una innggiore difficoltà. Nelle 
famiglie di LAMÉ la legge di corrisporidenza fia i punti delle superficie della 
fatniglia trasfor~nata resta senipliceniente fissata dalle tra-jettorie ortogonali 
del nuovo sistema, e si ottiene quindi senz'altro cla quella relatira alle su- 
perficie della faniglia iniziale applicaildo la trasforniazione stessa di BACKLCKD. 

Re1 caso invece dei sistenii ( 2 )  di deformate isogonali della pseudosfera 
la trasforn~azione di BACKLUND, conle pure la coinpleinentare, non possono 
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delle superficie pseudosferiche. 3 

cangiare direttainente le trajettorie isogonali del primo sisteiiia nelle trajet- 
torie isogonali del secondo, poicliè la legge di corrispondenza stabilita dalla 
trasformazione fra i punti delle due falde focali della congruenza ilon è una 
relazione di applicabilità fra queste due falde. Occorreva invece in questo 
caso combinare la trasforinazione cli BACKLUND colla speciale legge di appli- 
cabilità delle due falde che corrisponde all'affinità ~ ' I V O K Y  per due quadriche 
oinofocali. Per la trasforinazione complenientare poi I? un'os~e~vazione ana- 
litica che suggerisce l'opportuiia legge di corrispondeilzx 

In questa Memoria mi sono liinitato alla ricerca delle cleforinazioni iso- 
gonali delle superficie a curvatura costante ne110 spazio  ezcclicleo. Per altro i 
inedesiini metodi si applicano a risolvere le yuestioni analoghe negli spazî 
a curvatura costante. Di p e s t e  tratterb in utia seconda Xl'einoria, dove rerrà 
pnrticolarine~lte rilevato il caso delle deforriiazioni isogonali delle superficie 
a curvatura nulla in geoinetria ellittica, per le quali si presentano circostanze 
affatto speciali. 

Ma di un'altra makiore estensione delle presenti ricerche voglio qui da 
ultiino far cenno : essa riguarda la teoria della deforinazione delle quadriclie 
generali esposta ne1 Vol. III delle mie Lexioni d i  geoqnetria ciifferenziale (*). 
Anche in questo caso si hanno delle deformazioni coiitiriue delle superficie 
applicahili sulle yuadriclle, clle sono da riguardarsi corne la naturale esten- 
slone di quelle isogonali qui trattate per le superficie pseudosfericlie (**). Ed 
appunto la teoria generale delle trasforinüzioni per le deformate delle qua- 
driche c h  ine costruita pub applicarsi al10 studio di queste deforiiiazioiii con- 
tinue, ilel inedesimo modo coine ne1 presente laroro vengono utilizzate ln. 
trasforrnazione complenientare e yuella di BACKLCND per le deîorlnaziorii iso- 
gonali continue delle superficie pseudosfericlie. 

(*) Le citazioni relative al mio lihro saraaiio coiitrassegliate ilel seguito colla seinplice 
indicazione del Volume. 

(**) Un accenno alle deforiiiazioiii i+afi.rzitesinze di questa specie è già dato a pag. 113. 
Vol. III. 
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4 B i a  nclz i : S o p r a  m a  classe di deformaxioîzi cotztinue 

Formole preliminari. 

Alla ricerca delle deformazioni isogonali continue delle superficie pseudo- 
sferiche, di cui vogliamo occuparci ne1 presente lavoro, dobhiaino far prece- 
dere uno studio sulle deformazioni ilzfitzitesiwte di questa specie. Qui diven- 
tano di fondamentale importanza le osservüzioni già esposte ne1 mio libro 
(Vol. II, pag. 397), clle collegano (peste deformazioiii infinitesiine colle tra- 
sforinaziotli di BACKLUKD. 

Data una qualuiicjue superficie pseudosferica S, il cui raggio R porremo 
seinpre rie1 seguito per seinplicità = 1, consideriaino una sua trnsformata S' per 
la trasformazione B, di BACKLUND, sicchè S ed S'sono le due falde focali di 
una congruenza pseudosferica, costituita dai raggi F F' clie uiiiscono i punti 
corrispondenti F, F' di S, S' (fuochi). In questa congruenza è costante ogni 

seginento focale PP' = cos G, ed è costante altresi = - - G, l'angolo dei piani 2 
focali. Ricordiamo allora (Lezioni ,  1. c.) che la superficie S è suscettibile di 
una deforinazione infinitesima nella quale ciascun punto F di S si sposta 
parallelainente alla riorinale ne1 punto corrisponden te F' all'altra falda. Tale 
deformazione è quindi appunto isogonale, e o è l'angolo corrispondente. Sic- 
corne poi, fissata la S,  resta arbitraria pei. un suo punto iniziale F la graiidezza 
e l'orientazione del seginento focale PP', ne cisulta clie in queste deformazioni 
infinitesiine isogoiiali della S resta affatto ar1.1itraria per  ztn pzcnto i~ziziccle P la 
direzione rlello spostamento, fissata la yuale viene iriilividurtta la deforrnazione. 

Ma. quel10 clle più importa al nostro scopo è di provare clle per ta1 modo 
si ottengono ttttte le deforiiiazioni infinitesime isogoriali delle superficie pseudo- 
sfericl~e. Dobl~iatiio perci6 diinostrare il teorenia seguente, che al luogo ci- 
tato delle L e z i o ~ z i  trovasi soltaiito enunciato. 

A d  ogui  t le foram,~ione in f in i t e s ima  isogo~znle  d i  una szcperficie pseztdosfe- 
r ica  S corrisponde ztna congrztenzn pseuclosferica i c u i  r a g g i  si ottengono ti- 
rnndo ,  per  ogni  p m t o  d i  S e tzel p i a ~ z o  tangente,  l a  retta normale  a l la  dire- 
xione del10 spos tnn~en to  del p u n t o  stesso. 

Nella diinostrazione clie qui darenio di questa proprietà fondainentale 
verranno insienle nuovainente diinostrate le altre proprietà sopra ricordate. 
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delle s~hperficie pseudosferiche. 5 

Riferiaino la  riostra superficie pseudosferica S (il cui raggio R abbiamo 
posto = 1) al sistema ortogonale (u, v) forinato da un sistetna di oricicli pa- 
ralleli zc = cost. e dalle loro geodetiche normali v = cost. (parallele fra loro 
ne1 senso non-euclideo), e prendiamo i parainetri u, v per modo che il qua- 
drato dell'elemento lineare della S assuma la forma normale (parabolica) 

Per fissare la contigurazione attuale della S basterà dare ancora, in fun- 
zione di tc, a, i coefficienti 

D, D', D" 

della sua seconda forma quadratica fondamentale, i quali dovranno unica- 
mente soddisfare alle due equazioni di CODAZZI, d i e  qui assumono la forma 

ed insieine alla equazione di GAUSS: 

1 D fi" = - . 
?h4 

Supposta cosi fissata la S, indichiamo, colne al solito, con x, 9, x le 
coordinate di un punto variabile, sopra S, espresse per le variabili .u, u, ed in- 
troduciaino coine triedro principale quel10 format0 in ogni punto di S: 1.' dalla 
tangente alla geodetica (u), 2 . O  dalla tangente all'oriciclo (u), 3.' dalla normale 
alla superficie. 

Denotando allori con (XI, Y, , Z,), (X2, Y,, Z,), (X,, Y,, 2,) i coseni di 
(peste rispettive direzioni, varranno le formole fondainentali del seguente 
yuadro (cf. Leaioni, Vol. II, pag. 91). 
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6 B i a m c h i :  Sopra una classe d i  deforwmzioni continue 

colle analoghe in (y, Y), ( B ,  Z), clie otnettiamo, corne sempre in seguito, di 
scrivere. 

Supponiamo ora die  la superficie S arnmetta u n a  deformax&ne isogo- 
%ale infinitesima, nella quale ciascun punto P r  (x, y, z)  di S si  sposti in 
una direzione, di coseni X', Y', Z', inclinata dell'angolo costante 6 sulla su- 
perficie. Potremo assutiiere questi coseni coine dati dalle formole 

(e analoghe per Y', Z'), dove p = cp (zc, v) è l'angolo clie la direzione normale 
alle (X', Y', Z'), ne1 piano tangente di S, forma colla geodetica (a). 1 raggi 
condotti in quest'ultitna direzione fortnano una congriienza rettilinea di cui S 
è la prima falda focale, inentre la seconda S' ha in ogni punto P' Fer nor- 
male la direzione (X', Y', 2') del10 spostameiito e sulle due falde S, S' si 
corrispondono le asïntoticlie (Lexiotzi, Vol. II, pag. 52) .  Indicando con p la 
distanza focale PB", per le coordinate x', y: z' del secondo fuoco F' avrenio: 

e il teorema enunciato si riduce a provare clie p deve essere costante, pre- 
cisamente p = cos G. 

Diiiiostraxioiie del teorema foiidaineiitalc.. 

Cotninciamo cial derivafe le ($), (5) rapport0 ad u,. o, osser\wido il qua- 
dro (a).; otteniamo dapprima 

a x1 a 'P 
- = [cos o cos cp - - u D sen r X ,  + a zt a zt 1 
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delle su$erficie pseudosferiche. 7 

Ora, siccome la normale alla superficie S' ha la dkezione (X', Y, Z'), cleb- 
bon0 sussistere le due equazioni 

le yudi,  calcolate mediante le (41, (7), dànno 

sen p, 
=u tg . a (Deosy+D ' senp)+-  

au P U  

Indichiaino ora con s H, essendo H= H (u, V )  una funzione di zc, u ed s 
m a  costante infinitesima, l'ampiezza dello spostamento infinitesirno che su- 
bisce il punto (x, y, a) di S nella deformaxione isogonale supposta. Le eom- 
ponenti dello spostamento secondo gli assi saranno 

e dovranno per ci6 sussistere le tre equazioni caratteristiche delle cleforina- 
zioni infinitesime (Lesioni, Vol. II, pag. 4) 

(") II s e p 0  B indica, qui  ed i n  seguito, la somma di tre termini simili rispetto ai tre assi. 
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8 Bia nc hi : Soprn zcna classe di defortnasioni continue 

le quali, calcolate mediante le formole del quadro (a) e le (6), ci dànno le 
tre equazioni 

cos 6 sen cp 
a log H a 

a u  + C O ~ b e o s y ~ - z ~ ~ s e n r = O  au 

a log II a cp cos G sen? - COS G COS cp +cos csencp - - u D " s e n ~  = O  
au au t4 

a log H 
COS 5 sen y - cos G COS rg a log H 

au a t4 + c a s o e o s c p a ~ +  au 

Se in yueste iiitroducinino i valori (8) di a le due prime diniio 
au au 

ô log H = u t g u ( D s e n ?  a %& 
({)) a log H sen y 

= zc tg G (D' sen ? - D" cos ?) - -- a~ p T L  

e la terza, con questi valori di ---- --- H~ si risolve in un'ideiitith. 
au au 

Prendiamo ora le (8),  (9) e costruiamo le rispettive condizioni d'inte- 
grabilità : 

servendoci delle (8), (9) stesse, noncliè delle equazioni (2), (3) di CODAZZI e 
Gauss. Troviamo cosi dappriina le due eyiiazioni 

a P a P sen? -- coscp-=O, a M au 
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del le superficie pseudos fericlte. 9 

Se per yueste costruiünio nuovamente la condizione d'integrabilità, tro- 
viamo 

ed osservando le (S), abbiaiuo seinplicemente 

1 (D cos2 rq + "if sen p cos y + Il'' sen2 y) = 0. 1 
È facile vedere clle il secondo fattore D cosz y + 2 D'sen y cor rq + D" sene p, 

non pub essere iiullo. E invero, se cib avvenisse, lungo le linee inviluppate 
düi raggi della congruenza, che hanno l'equazione differenziale 

avremmo D d u2 + 2 D' d u d v + DI' d v2 = 0, e queste linee sarehbero dunque 

asintotiche, onde le due falde focali coinciderebhero e sarehbe p = O, o = 
OL 

contro l'ipatesi. 
Dunque nella (10) è nullo necessariamente il primo fattore, e si ha quindi 

p = f cos G, risultato che dimostra il nostro teorema. Si osservi di più che 
potreino supporre senz'altro p = cos a, bastando cangiare ne1 caso opposto 
c in - a e g, iil p + n. 

Forniole per le deformazioni infinitesime isogoiiali. 

Se nelle forrnole precedenti introduciamo ora il valore trovato per p, 
p = cos g, otteniaino le forrnole fondainentali per le deformazioiii infinitesime 
isogonali delle superficie pseudosferiche. Intanto le (5) e le (8) diventano ri- 
spettivamente 

. . . x'=c.x+cosa(cos~X,+sencpX,) (11) 

Annali di Matenzatica, Serie III, Tomo XVIII. 2 
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1 O B i n  nch i : Sopra u n a  classa d i  deforamxioni continue 

Da1 calcolo eseguito al paragrafo precedente risulta poi che, essendo 
soddisfatte le equazioni (8), (3) di CODAZZI e di GAUSS, le (19) formano un 
sisteina illimitatainente integrabile, e scelta una qualunque loro soluzione p, 
le (11) defitiiscono la seconda falda S' della congruenza pseudosferica. 

Le (12) ci dànno le formole per la trasforrnazione B, di B ~ C K L U N D ,  per 
la superficie S riferita al sistema geodetico u, v, precisainente sotto la forma 
osservata ne1 Vol. III delle Lezioni (pag. 143-144), ove furono trovate coine 
caso particolare delle trasforinazioni per le superficie applicahili sulle qua- 
driche. Qui invece le abbiaino dedotte direttamente coine espressione delle 
proprietà inerenti alle deforniazioni infinitesime isogonali delle superficie 
pseudosferiche, ovvero, ci6 che torna 10 stesso, quale espressione delle pro- 
prietà inetriche delle congruenze pseudosferiche. 

È da osservarsi poi che l'abpiezza c H del10 spostainento infinitesiiuo 
viene determinata, secondo le (9), dalle forriiole 

Dalle (12), (13) 6 facile ora dedurre la proprietà per noi importante che: 
le due funzioni H ,  cp d i  zn, v soddisfano due eqwazioni sinzultanee alle derivate 
pnrziali  del primo ordine, a f a t t o  indipendenti dalla speciale confiyurazione 
d i  S. Queste equazioni vengono cosi a caratterizzare tutte le congruenze 
pse~idosfericlie corrispondenti ad un dato angolo dei piani focali. 

Per ottenere le irldicate equazioni coiuinciaino da1 combinare la prima 
delle (32) colla prima delle (13), e inedesimamente la seconda colla seconda, 
e risolviamole rispetto alle coppie (D,  D'), (Dl, B"); otteniaino cosi le formole 

. cet / a l o g ~  , a 9  

aiogH+cosm a ? +  1 - cos G cos rp D1 = 'Ot --- ' (sen q -av 
u a w % cm3 G ) y 
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delle superficie pseztdosferiche. 11 

che giova anche scrivere sotto la fornia equivalente : 

c o t ~  a D = - -  (Hsenp) ,  D 1 =  - *["  cos?)+-- 
au I IU au zc COS 0 

, cet G a .=[- (Hsen .p) + H 1 - COS G COS y 
HU a v  U cos a 1 U4*) 

u 

Paragonando i due valori di D', si ha intanto uns  delle due equazioni 
di primo ordine fra H e y, e cioè 

a log H a log H a ?  a ?  ~ - C O S G C O S ?  
cos cp ---- + sen y - - sen?-+cosy-+ = O, (15) au a v 3 %  a v u COS t3 

ovvero anche 

a a 2 - COS u COS ip 
( I I c o s ? j t a , ( H s e 1 l p ) + H  21coso = O. au 

La seconda delle accennate equazioni si ottiene esprimendo clie i va- 
lori (14) O (14") di D, D', D" debboilo soddisfare le due equazioni (2) di 
CODAZZI; sostituendo, ne segue questü unica relazione fra H, cp 

e scriveridola insielne alle (15) si lia il sistema richiesto 

È inmediata l'osser~azione clle, se si risolre questo sistema rispetto a 

9 -  
a log a log e si scrive la corrispondente candiïioiie d'iiitegrahiliti, si a a v 
ottiene per la funzione uii'eyuazione del secondo ordine equivalente al 
sistema (16). 

Più importanti pel nostro scopo attuale sono le osservsxioni seguenti. 
Risulta dalla nostra analisi die:  ad o y n i  congruenxa psezdosfericcc corrisponde 
una coppia d i  funxioni H, cf d i  u, u soluzioni del s i s t e i m  (16).  
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12 Ria  nchi : Sopra una classe d i  deformzcczioni cotzt inue 

Ma diinostriamo subito clle inversamente: O p i  coppia (H, cp) di solu- 
zioni del sistema (26) iadividua ana corrispondente congruenza pseudosferica 

5C 
coll'angolo - G dei  piani. focali. B 

Abbiamo gii, visto invero che coi valori (14) di D, D', D" risultano allora 
soddisfatte le equazioni (8) di Cooazzr. Ma è facile dirnostrxre che anche la 
equazione (3) di Gauss riinane verificata, percliè se si costruisce dalle (14) 
il binomio 

8 log H 
- (sen .p -au a log H +cos?*) au . (-cos'Pp a v + sen p, - a v - ----- ul 

e si eseguiscono le riduzionj, ponendo mente alle (161, si trova appuiito 

Duiique i valori (14) di D, D', D", soddisfacendo insielne alle equaziorii 
di CODAZZI e di GAUSS, deterininano intrinsecamente una superficie pseudo- 
sferica S ed una corrispondente congruenza pseudosferica, O, se si vuole, uria 
deformazione infinitesima isogonale, sotto l'angolo G, della S. Questo è ap- 
puiito yuanto sopra abbiaino asserito. 

Applicabilità delle due falde della congruenza pseudosferica. 

Se consideria~no la seconda falda S' della congruenza pseuclosferica e 

a 'P nelle formule (7) ponianio per p il suo valore p = cos G, e per .. 3 le 
O U  a v  
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delle superficie psezcdosferiche. 13 

espressioni (12), otteniamo le altre 

clie possiaino compendiare in queste.pe1 differenziale totale d x' 

u sen o sen p (D cos y + D' sen y) XI + 

(cos p d u + sen d v) - 

l 

I'minaginiamo scritte le analoghe pei differenziali d y', da' e, quadrando 
e sommando, formiarno il d s 'Vel la  superficie S';  avreino 

u 1 
+ u sen G cos y (D cos p + D' sen v) X ,  + 

+ u c o s ~ ( D c o s y + D ' s e n p ) X ,  
1 

1 
) (17) 

- u seri a sen cp (D' cos p + D" sen (p) X, + 
26 

. +[Sv + u sen a cos p (B' cos p + B" sen p) X,. + 
u 1 

1 
d s ' ~ ~ ( c o s c p d u + s e n y d ~ ) ~ +  

u 

+ !b2 [(D COS p + D' sen p) d zb + (D'cos cp + D" sen v )  d uI2. 

Sappiamo già (e verifichiamo anche coi calcoli seguenti) che questa se- 
conda falda focale S' della congruenza lia la curvatura Ii= - l, coine la 
pi'iina S, ed è quindi applicabile sopra S in m3 modi. M a  fra queste m3 aap- 
plicabilità delle due falde 8, S' ve ne Ila uncc, di fondamentale importanzs 
per le ricerche attuali, formulata nella costruzione a pag. 4.10. Vol. II, delle 
Leaioni. Le forniole relative a questa applicabiiità, proprio sotto la forma 
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clie ora ci occorre, sono date a pag. 146, Vol. III (formole (48)), ove furono 
dedotte corne caso particolare delle formole per l'aflinith ~ ' I V O R Y  fra due 
cluadriclie oiiiofocali. Qui iioi fareino una verifica diretta di cjueste for~nole 
che scriviamo 

u sen G 
Zb = 

1 - COS 6 C O S  9 

$6 COS G sen rp v ' = u +  1 - cos 0 COS rp 

e dovie~no dunque di~nostrare che, con questa trasfolmazione di variabili, 
l'eleniento lineare (18) della S' si cangia appunto i y  

d stZ = duIZ + d vt2 -. 
ur2 (18") 

Se forniinino dalle (19) le derivate parziali ,di d,  u', sostitucndo per le 
derivate di rg le espressioni (Ig), troviaino 

- uZ sen a ( D  cos ? +D1seii qj) sen rs sen 
1 - C O S  c COS 'g 1 ---COS ~ C O S C ~  

a - sen I;- cos ? sen u sen . -  
a21  - 1 - COS COS p; 1 - COS .; COS y + 

+ 26' sen a (D cos y + B' seil 9 )  cos - cos o 

1 - COS G COS $2 1 cos G cos rp 

ô ZG' sen G sen 1 cos y - cos '3 - 
aü- 1- cos.cos, 1 - cos.cos 

- 2 2  sen G (D'cos cp + D''se11 y )  sen a sen $2 . -- 
1 - cos 5 COS (9 1 - cos a COS y 

u 5 e n  I; (D' cos cp + D" sen 'g) cos rg - cos a 
t- 1 -COS G COSY 1 - COS G COS Cf 
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delle superficie pse~tdosferiche. 15 

forinole elle possiaino scrivere nei differenziali 

s e n a ( c o s p d u + ~ e n p d v )  C O S ' ~ - C O S ~  
d u'= - 

1 - cos O cos 3 - cos a cos '9 

u2sen r; [(D cos p + D'sen cp) d u + (D'cos + D" sen y )  d v] sen G sen y -- 
1 -cosoc'os y 1 - cos r; cos 

, sena (cospdu+sen  ? d u )  senGsencp d v  = 
1 - COS # C O S  Cp 1 - COSGCOSp 4- 

+ u%eii o [(D cos y + D'sen p) d u + (D'cos p + D''sen 3) dv] cos y - cos a 

1 - cos5cosa, 1 - C O S G  C O S Y  

Quadrando e soinniando queste ultime, coll'osservare clle si ha identi- 
cainenle 

(cos cp - cos D)" sen" sen" = (1 - cos O cos y)', (81) 
ot teniaino 

sen2 i; 
d ,IP+ a v12 = 1 jeos p d u + sen y d alP + (1 - cos O cos p)? / 

+ u4 [(D cos p + D1 sen q )  d zt + (B' cos p f Bu sen T) du]' ( . 
I 

e questa, per la prima delle (19) prova appunto l'identita dei due eleinenti 
1ineai.i (18) e (IB*), che-era quant0 volevamo dimostrare. 

Importa altresi clie calcoliarrio per la seconda falda S' della congruenza 
pseudosferica i coeflicienti della seconda forma quadratica fondainentale, che 
iiidicliereiiio con 

a ' 7 -* i valuri (le), alibiamo dappiinia Per ci;, ponendo nelle (6) per -- a~ a~ 
ii X' ( seri rp cos rg 
au.=/ w 

I -usenbsenqj(Dseny-D'cosp) X I +  
I 

+lS* 1 3-usen~cosrg(Dseny-D'cosy)  X 2 +  
! 

+ u c o s a ( B  sen y-B'cosp)X,  
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16 B i a n c k i :  S o p r n  u n a  classe d i  deforinasioni continue 

a x 1  cos2 Y 
u sen G sen cp (D'sen p, - D" cos y) 

u 

( sen y cos cp 
+ -  1 m 

I +usen~cosrg(D'senp-D"coscp) X,+ 
I 

+ u  cos lj(D'sencp - D"cosp)X,;  

con yueste formole e colle (17) forinando i valori superiori di D, D', D", tro- 
viaino 

sen g, cos cp 
D = -  + 21' (D COS + D'sen y) (D' cos 1 - D sen y) 

t h 2  
\ 
1 

- 
D'= cosZ g, . + 11' (D cos + Df sen .) (Du cos cp - D' seii y) 1 (21*) 

ua 

DU= sen T cos cp + u' (D'sen? + Dusen p) (D' cos p -- D' sen y). 
u2 

i i 

1 
Se nei p h i i  termini di queste al posto di ponianio la qiiaritità equi- 

uB 
~a1eiit.e~ n causa. della (3), mh2 (D'? - D D") possiamo scrivere 

- -  - 
Coiiie si vede, D, Dr, Du, risultano proporzionali a D, D', D", cib clle 

conferina la ben nota proprietà: sulle d u e  falde focali S ,  S' della congrz tenm 
pseztdosferica si corripondono le Zinee nsintotiche. 
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delle superficie pseudosferiche. 17 

Preliminari sulle deformazioni isogonali continue. 

Premesse queste ricerche sulle deformazioni isogonali infinitesime delle 
superficie pseudosfericlie, passiamo ora al10 studio delle loro deformazioni 
isogonali continue, dove la superficie S percorrerà una semplice itifinità di 
configurazioni, deforinandosi in guisa che le trajettorie descritte &ai singoli 
punti incontrino ciascuna superficie S del sisteina sotto il medesiino angolo a, 
variabile in generale colla superficie. 

Facciamo prinia alcune considerazioni infinitesimali dirette a stabilire il 
teorema di esistenza dei sistenii (x), coine l'abhiamo enunciato nella intro- 
duzione. 

Sia data una superficie pseudosferica iniziale qualunque S, ed una curva C 
nffntto arbitraria uscente da .un punto P di S,  ma che non sia nè tangente 
iiè normale in P alla superficie. Se consideriamo l'elemento lineare P P, 
di C, uscente da1 punto P di S, sappiamo dai teoremi dei paragrafi prece- 
denti che esiste una ed una sola deformazione isogonale infinitesima della S, 
nella quale il punto P descrive l'elemento PP,, e la S si deforma quindi in 
una superficie Si infinitamente vicina ad S, uscente da P l .  Partendo ora da 
questa nuova superficie pseudosferica S , ,  esisterà similmente una sua de- 
forlnazione isogonale infinitesima, nella quale il punto Pi descriverà l'ele- 
inento lineare successivo P, P, di C. Cosi continuando, è nlanifesto che tro- 
veremo I n a  ed una sola deformazione isogonale continua della S nella quale 
il punto descriverà la trajettoria prescritta C, conformemente al teorema 
enunciato nell'introduzione. 

Ben inteso, le considerazioni infinitesimali precedenti hanno soltanto un 
valore indicativo ; .ma esse possono sostituirsi con dimostrazioni analiticlie 
rigorose tratte dalle proprietà dei sisteini di equazioni a derivate parziali, 
dai quali faremo ora dipendere la determinazione dei sisteini (E). 

Supponiaino adunque che la superficie pseudosferica iniziale S subisca 
una deformazione isogonale continua:.Nel passaggio di S da una configu- 
razione alla irifinitainente vicina, dovranno certo valere tutte ' le forinole sta- 
bilite nei paragrafi precedenti per le deforinazioni infinitesime. Dovremo 
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siano funzioni, oltre che di u, u, di una terza variabile IV, i cui singoli valori 
individuano le successive configurazioni clre la S assume deformandosi. È 
poi da notarsi che l'angolo 5 sard in generale uiia funzione di ru, che potrà 
ridursi in particolare ad una costante. 

Ne1 passaggio della superficie S dalla configurazione corrispondente al 
valore IV della variabile IV alla successiva, ove IV si accresca di d w, gli in- 
creinenti infinitesilni delle coordinate sono 

e, per le forniole del S 8, si ha quindi 

colle analoglie per -, -- . Pel ilifferen&de totale d z si Iia ndunque . a I V  a I V  

e analogamente per d y, d 1. Quÿdrando e somrkmdo, abhiaino per l'elemento 
lineare d s  dello spazio in coordinate u, w, YU 

Le due funzioni H, lg di u, v, IV, che figurano nei coeffkienti dovranno 
soddisfare alle condizioni necessarie e sufficienti perchè questo d s2 appar- 
tenga al10 spazio euclideo; e queste consistono corne si sa  (Lesioîzi, Vol. 1, 
pag. 75) nell'annullarsi dei sei siinboli Rieinanniani a quattro indici 

1 1 (013, 23), (31, SI ) ,  

1 ,  3 (3% 21), (33, 3% 

costruiti per la fornia differenziale ternaria del secoiido meinbro della (22). 
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delle sqtperficie pse~dosferidze. 19 

Ma importa osservare per il seguito che inversainente, se H, rg soddisfano 
a queste condizioni, dalla forma (38) dell'elemento lineare del10 spazio ri- 
sulterà indiuiduato un sistema (1) di deformate isogonali della pseudosfera 
sotto l'angolo G. E infatti si legge in primo luogo nella (28) clie tutte le su- 
perficie IV = cost. lianno l'eleniento lineare della pseudosfera. Ma diinostriamo 
ora di più colne dalla (28) risulti ancora che le linee ( lu) descritte da un 
punto (u, v) della superficie pseudosferica nella deforniazione sono inclinate 
de117angolo a sulle superficie stesse IV = cost. Questo deduciaino dalla for- 
inola generale seguente : 

Se 

d s2 = a,, d xS + a,, d x', + a,, d x3 + 9 a12 d xi d a, t 

+ 9 a , , d x ,  d x 3 + 9 a , ,  d m ,  d m ,  

è il cpadrato dell'elemeiito lineare di u11o spazio qualunque a tre dimen- 
sioni, l'angolo d'inclinazione z delle linee coordinate (x,) sulle superficie 
x, = cost. è dato dalla forrnola 

dove A,,  è il coinpleinento algebrico di a,, ne1 discriminante A = 

diviso pel discriwzinante A stesso (*). 

(*) La formola (23) del testo risiilta subito dalle prinie considerazioiii di iiirtrica angolare 
iiegli spazî curvi (Vol. 1, 5 18$). E invero le costanti di direzione E l ,  $,, 5, della l ima (x,) 
sono 

e quel10 r , ,  r , ,  V ,  della nor~ilale alla superficie x8 = cost. hailno i valori (1. c., pag. 3'39). 

Durique, indicaildo con a> l'angolo fra le due direzioni; si ha 
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20 B ianchi : Soprn ulza classe di deforrnaxio~zi conti)zue 

Ora nella forma (92) del d sa si ha 

onde dalla (23) T = o. 

La determinazione dei sisteini (2) di deforniate isogonali della pseudo- 
sfera dipende dunque univocamente dalle coppie di funzioni H, che sod- 
disfano al sistema di equazioni a derivate parziali ottenuto dall'eguagliare 
a zero i sei siniboli di RIEMANN, costruiti per la (82). Due di queste equa- 
zioni sono già state costruite al § 3, e sono le eyuazioni del primo ordine (16). 
Le altre potrebbero formarsi per la via ora indicata; ma sarà più utile per 
la nostra analisi. seguire un procedimento, in fondo equivalente, che ci for- 
nirà insieme le derivate rapporto ad u, v, I U  dei nove coseni di direzione 
del triedro principale in ogrii punto (a, v, IV)  del10 spazio. Le formole del 
quadro (a) $j 2 dànno già intanto le derivate rispetto alle due prime varia- 
bili; resta che calcoliamo similmente quelle rapporto alla terza TU. 

Equazioni a derivate parziali pei sistemi (L). 

Se prendiamo le tre formol'e 

a~ x, as x, ax -- - --, ---, - = H (cos 6sen cp X, - cos ~i cos y X, + sen a X,), 
au a a~ a~ 

ne deducianio per le condizioni d'integrabilità 

-- axl = a )  H ( c o s G ~ ~ ~ ~ ~ x , - c o s ~ c ~ s ~ x , + ~ ~ ~ I x , )  
a l u  au  

-- ' ax2 - ~ ~ ~ ( c o s o s e n y ~ , - c o s o c o s ~ ~ , + s e n o ~ , )  . 
zt c f u ~ a ~ l  ! 

Se si eseguiscono le derivazioni ne1 secondo mernbro, colle formole del 
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delle superficie psezcdos fer iche. 21 

quadro (a) § 1, e si osservano le (14") 5 3, si ottiene subito 

- = H ~ + ( ~ ~ + H ~ o ~ c c o s ~ ) x ,  sen u a u a m  

a x2 -- HX,+(- u a H  
a m  sen c - - + H c o t ~ s e n p >  a u  

Dopo di cib, osservando le condizioni di ortogonalità, si ha anche ini- 
a x, mediatamente il valore di -, e riunendo tutte le forniole relative a queste a~ 

derivate otteniamo il quadro seguente : 

Ma afinchè I'elemento lineare (22) appartenga al10 spazio euclideo è rie- 
cessario e sufficiente che il sistema siniultaneo ( b )  sia i1lir)~itatnrt~etzte i~zte- 
grnbile, colne risulta dall'osservare clie l'orientazione del triedro principale 
per un punto (u, v, w,,) del10 spazio deve restare affatto arbitraria. Di yueste 
condizioni d'iiitegrabilità basta scrivere soltarito le nuove, ove figurano de- 
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DL2 Bi anchi  : Sopra uncc classe d i  deforut~acioni continue 

rivazioni rapport0 a n, 

pp 

a ax, a ax, a ax, a<tf2)=3&& a;;(aV)=a.(b;;)...j 
ed avendo riguardo alle ( 6 )  stesse ed alle equazioni del § 3, si trova che 
alle equazioni già calcolate vengono ad aggiungersi soltanto le tre nuove 
seguenti 

a D  - a z H  1 i?H H sen---+- --- a .lu au2 au U~ 

Queste, insieiiie alle equazioiii (16) § 3 che tornianio a scrivere 

dànno il sistema di equazioni a derivate parziali per le due funzioni H, lg 

di .u, a, .IV, da cui dipende la ricerca dei sistemi ( 2 )  di deforinate isogonali 
della pseudosfera. 

Si noti che l e  ( A )  sono equazioni del primo ordine, iiientre le (B), o r e  
per D, D', D" si pongano i loro valori (14) o (Irt*) 3, sono nianifestaniente 
del secondo ~ r d i n e .  Per la koinpatibilità del sisteina ( A ) ,  (B) è ,essenzinle 
osservare elle se dalle (B) si foriiiano le due condiziolii d'integrabilità 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle superficie pseudosferiche. 83 

osservando che per le equazioni di CODAZZI soddisfatte da .D, D', D", il primo 
iiieinhro della prima. è identicamente nul10 e quel10 della seconda equivalea 

senu. il 
-- - (D + D"), a 

si vede bene che le due condizioni calcolate sono conseguenze del sisterna 
(A),  (B) stesso. 

Applicando alle equazioni simultanee (A), (B) i teoreini generali della 
teoria dei sistemi di equazioni a derivate parziüli, si potrebbe diniostrare in 
tutto rigore il teorema d'esistenza che ne1 paragrafo precedente abbiamo reso 
plausibile mediünte considerazioni infinitesirnali (*). Ma noi non ci trattereino 
qui su tale dimostrazione, avendo piuttosto di mira in questa Mernoria 10 
sviluppo dei metodi geoiuetrici clie ci perrnetteranno d'andare ben più oltre. 

A proposito ancora delle eyuazioni (B), clie porreino fra breve wtto una 
forma iiivariantiva notevole (Vedi 3 8), osserviarno ancora che le due prime 
di esse possono scriversi 

ecl associate alla priina equazione di CODAZZI 

dimostrano che 

(a + ff) d 6 un differenziale esatto, L'espressione Ddu+D1dv+ -- -- 
Sena a u  

Questo risultato, nell'applicazione della trasformazione coinplenlentare 
ai sistelni (2 ) ,  diventerà fra breve di fondamentale importanza (Vedi $j 11). 

(*) Cf. la dimostrazione del teorema' d'esistenza per le famiglie di LAME di superficie a 
curvatura costante (Lezio&, Vol. II, 5 430). 
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2.4 Bianchi:  Sopra una classe di deforlnazioni continue 

Le formole per la tra~fo~rna~zioiie di Backluiid in coordiriate qualunque. 

Nello stabilire, il sistenia ( A ) ,  (B) di equazioni a derivate parziali carat- 
teristico pei sisterni (Y)  noi ci siamo serviti di uno speciale sisteriia ortogo- 
nale scelto sulla S, che dü al d sYla forma normale (parabolica) 

ed è in effetto il più opportuno per iiiolte delle ricerclie seguenti. 
S a r i  perb utile che vediaiiio corne si scrivono in genei.de le equazioni 

stesse quando il sistema coordinato (u, v) scelto sullü S sia ancora ortogo- 
nale, ma yualzcnpue. 

Supponiaino che si ahbia pel c l ' s ~ e l l a  S 

ci6 che iinplica fra E, G la relazione 

a causa del valore A?=- 1 della curvatura di S. 
Riprendendo i calcoli eseguiti nei psimi paragrafi ne1 cas0 particolare 

hasterà qui rapidaniente indicare corne si perviene alle forniole genesali. 
Mantenendo per la superficie S le notazioni del § 954 delle Lexioni (Vo- 

lume II, pag. 90-91), le equazioni di CODAZZI e di GAUSS si scrivono 
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delle superficie pseudosferiche. 95 

Sia ora S' una trasformata di .BACKLUND della S per inezzo della B, e 
scriviamo, ne1 solito modo, per le coordinate x', y', Z' del punto di S'  corri- 
spondente al punto (x, y, z) di S. 

a' = x; 4- cos o (cos p S, + sen X,), 

mentre i coseni di direzione X', Y', 2' della normale alle S' saranno 

Di qui si deduce, procedendo corne al § B e servendosi delle forniole 
delle Lezioni (Vol. II, pag. go), che la funzione r+ (u, G) deve soddisfare il si- 
stema simultaneo 

queste sono adunque le formole per la trasforrnazione di B ~ C K L U N D  in coor- 
dinate ortogonali qualunque. L'ampiezza 5 H del10 spostamento infiaitesirno 
che i punti di S subiscono nella corrispondente deformazione infinitesima, 
parallelamente alla normale ad S', viene determinata per quadrature delle 
formole 

a log H = t g a  
au 

Risolvendo le (%), (85) rispetto alle coppie (D, Dr),  (0, D") si ottengouo 
le formole seguenti : 

Anrzali di Matematica, Serie 111, Tomo XVIII. 4 
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86 Bi a nchi : Sopra m a  classe di deformazioni continue 

Paragonando i due valori di D' si ha una prima equazione del 1.0 ordine 
fra R, cp, ed un'unica seconda equazione si ha sostituendo questi valori di 
D, D', D" nelle equazioni di CODAZZI; cosi si ottiene il sistema di 1.0 ordine 

Viceversa, quando H, soddisfano a queste (A*), i valori (S6), (86*) di 
D, D', D" soddisfano non solo alle equazioni ( a )  di CODAZZI, ma ben anche 
a quella ($) di GAUSS, talchè la coppia di funzioni EI, individua una cor- 
rispondente congruenza pseudosferica. 

Le formole pei sistemi (i) in coordinate (ortogonali) qualunque. 

Supponiamo che la superficie S suhisca una deformazione isogonale con- 
tinua e descriva un sistema (i). Le funzioni H, y ,  D, D', D" dipenderanno 
da u, v e da una terza variabile ru (cfr. § 5), e per le derivate di x, y, z 
avremo 

a 23 
a w  -- = H (COS a sen y X, - cos G COS (p X ,  +sen 6 x,)? 
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delle superficie pseudosferiche. 87 

e quindi per l'elemento lineare del10 spazio in coordinate u, u, rv 

d s * = d x " + d y ~ d ~ ~ = E d ~ ~ + G d v ~ + H ~ d n ) ~ +  

+ 2 ~ ~ Ë c o s ~ s e n ~ d z c d ~ u - ~ ~ \ j ~ c o ~ o c o s y & v d w ,  

dove è ben da notarsi che i coefficienti E, G non contengono ru. 
Introduciamo anche qui il triedro principale formato dalle direzioni 

( 1 ,  1 2 7  2 (X,, Y,,-%) 

della rispettiva tangente alla linea (v), alla linea (u) e della normale alla su- 
perficie S. 

Colle citate formole delle Lexioni (Vol. II, pag. 91), procedendo corne al 
§ 6 per calcolare le derivate rapport0 ad u, v, n, dei coseni di direzione del 

Costruendo ora le condizioni di (illimitata) integrabilità per questo sistema, 
troviamo che, oltre le (A*), debbono ancora essere soddisfatte le tre equazioni 
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28 B i a n c h i :  Sopra una classe d i  deforrnazioni continue 

Cosi abbiamo effettiva~nente formate le equazioni a derivate parziali (A*), 
(B*) caratteristiclie per i nostri sistemi (z), in coordinate ortogonali (u, u) 
qualuilque. 

Osserviatno infine che i secondi membri delle ultime equazioni (B*), pre- 
scindendo dai termini lineari in H, non sono altro che le derivate seconde 
covnriatzti (Vol. 1, pag. 67) 

Hlt, f i 2 2  

della funzione H rispetto al d sa = E d 26' + G d v2. Il sistema (B*) si scrive 
dunyue, sotto forma invariantiva, 

dove per siinmetria abbiamo scritto anche il termine inedio - P H  sebbene 
qui P= O. Ma, appunto in grazia della loro forma invariantiva, è chiaro che 
le (C) valgono in coordinate (u, v) oblique qualunque (*). 

Sistemi (1) di elicoidi congruenti. 

Prima di procedere all'oggetto principale di questa Mernoria, ai metodi 
di trasforn~azione, sarà utile che ci procuriamo la conoscenza di qualche par- 
ticolare sistema (s), e qui noi ne troveremo uno ben semplice in un  sistema 

(*) Anche su  queste equazioni generali (C), servendosi delle proprietà dei simboli a quattro 
indici di 2.. specie (Vol. 1, pag. 78), e ponendo mente che la forma E d u9 + B F d  u d v + G d  us 

è a curvatura = - 1, le condizioni d'integrabilità 

risultano identicamente soddisfatte a causa delle formole di CODAZZL (cf. 8 6). 
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di elicoidi pseudosferiche congruenti per moto elicoidale attorno ali'asse, 
esempio notevole, come si vedrà, sotto più rapporti. 

Cerchiamo aiizi dapprima di risolvere in generale il problema seguente : 
Trovare le superficie elicoidali ( O  d i  rotazione) clte, in un conueniente mo- 

virnento elicoidale attorno a l  loro asse, generano u n a  fawtiglia d i  superficie 
tagliata sotto angolo 6 costante dalle eliche trajettorie dei Zoro punt i .  

Intendiamo perb escluso il cas0 che il movinlento elicoidale faccia stri- 
sciare l'elicoide sopra sè stessa, chè allora qualunque elicoide soddisferebbe 
alla questione. 

Scriviamo le equazioni dell'elicoide sotto la consueta forma (Lezioni,  
Vol. L! pag. 836) 

x = p cos v ,  y = p sen v, z = p (p) + m v ,  

essendo m il parametro del moto generatore elicoidale, e pei coseni di di- 
rezione X, Y, Z della normale dell'elicoide avremo 

m sen v - p cos v y' (p) 
- y=- m cos u + p v sen v cp' (p) X =  -- 9 

h2 + m4 -t- p2 pla ( P )  \/pz + m2 + pe (p) 

In un movimento elicoidale attorno all'asse di parametro uz, che suppo- 
niamo, come si è detto, diverso da m, ogni punto dello spazio si sposta nella 
direzione che ha i coseni proporzionali a 

e quindi i coseni cc, B, y di direzione dello spostamento di un. punto (p, v) 
dell'elicoide sono 

Nella nostra ipotesi deve essere 

cib che determina il profil0 meridiano s = cp ( p )  dell'elicoide con una qua- 
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dratura dalla formola 

p (n  - '%) = sen a i/pz + ne. 
ip" m2 + p B  $JIB (2) 

Se poniamo 
n - 9 th  -- 
sen 5 

- R, 
la precedente si scrive 

Ma, essendo l'eleinento lineare dell'elicoide dato dalla formola (Lerioni,  
Vol. 1, pag. 236) 

p4 + #ne + p z  (i)) d s 2  = d pe + (pe + +th2)  d ua, 
f2 + ma 

per la curvatura K dell'elicoide si ha 

1 
e ne1 caso delle nostre elicoidi (87) risulta quindi K= - ,., onde si vede R 
che : le elicoidi cercate sono necessariamente pseudosferiche. 

* Viceversa se supponiamo 1' elicoide a curvatura costante negativa 
1 K = - -- , la (28) integrata dà 
R" 

p 2  - pl + (C costante arbitraria), 
p2 + nc2 +- p2 ( p l 2  ( p )  - R2 (97") 

formola che combina colla (87) se si prende C =  nZ. Concludiamo: 
Tutte e soie le elicoidi pseudosferiche, sottoposte ad un. conveniente movi- 

ment0 elicoidale attorno al loro asse, tagliano sotto angolo costante le eliche 
descritte da i  loro punt i  e gerberano quindi  un sistema (L), ne1 quale la  fiessione 
continuu della superficie pseudosferica si riduce ad  un puro mouinzento. 

Si osservi per altro che, per ottenere un tale sistema (1) reale, occorre 
che nella (27") la costante C sia positiva (O nulla), altrimenti il parametro 
n F del movimento elicoidale sarebbe immaginario. 
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In questo risultato generale si possono osservaret due casi particolari 
notevoli. 

1.O Se supponiaino nz = O, indi n = R sen CJ l'elicoide diventa una su- 
perficie pseudosferica di rotazione del tipo ellittico, coll'angolo G d'apertura 
al vertice. Essa è l'unica superficie di rotazione Che, sottoposta ad un moto 
elicoidale attorno al suo asse, taglia sotto angolo costante le eliche descritte 
dai suoi punti. Il parametro del moto elicoidale è qui n = R sen T. Si noti che, 
negli altri due tipi di superficie pseudosferiche di rotazione, il parametro n è 
nul10 per la pseudosfera ( C = O )  e la superficie striscia sopra sè stessa, per 
l'altra del tipo iperbolico C<07 il parametro n è (puramente) irnmaginario. 

8.O Si pub invece supporre n = 0; e allora il movimento da imprimersi 
all'elicoide è una pura rotazione attorno all'asse. Le elicoidi corrispondenti 
sono quelle del DINI, i cui profili meridiani trattrici sono linee di curvatura. 
Siccoine i piani meridiani di questi profili tagliano l'elicoide sotto angolo 
costante, e d'altra parte ne1 movimento di rotazione i punti si dirigono nor- 
malinente a questi piani, è bene evidente che i circoli trajettorie tagliano 
appunto le elicoidi sotto angolo costante. 

5 IO. 

Proprietà caratteristiche dei sistemi ( 2 )  elicoidali. 

Nei sistemi (2 )  ora trovati di elicoidi avviene che la flessione della. su- 
perficie pseudosferica dentro a l  sistema si riduce ad un pur0 movimento. 
Dimostreremo che non esistono altri. sistemi .(x) di deformate isogonali della 
pseudosfera nei quali avvenga questa circostanza, nemmeno supponendo che 
l'angolo o possa essere variabile. 

Basterà applicare per ci6 le formole generali pei sistemi (2) stabilite ai 
$fj 6, 8, ammettendo adunque soltanto che la flessione della superficie pseu- 
dosferica avvenga per puro movimento. Questo porta che anche i coefficienti 
D, D', D" della seconda forma fondamentale siano indipendenti da ru. Allora 
le equazioni (C) § 8 si riducono al noto sistema di WEINGAHTEN (Lezioni, 
Vol. 11, pag. 567) . 
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e dimostrano che sopra una superficie S del sistema le linee H = cost. sono 
circoli geodeticamente paralleli (Y). Se prendiamo queste H = cost. per linee 
u = cost. e le geodetiche ortogonali per linee u = cost., avremo da distinguere 
rispetto al ds2  della S i tre casi tipici (**) 

(forma parabolica), 

8.O) d s" d u' + senh2 16 d v2 (forma ellittica), 

3.O) d s' = d u" cosh" d va (forma iperbolica) ; 

in qualunque dei tre casi sarà sempre per ipotesi H funzione della sola zt, 

aH ed eventualmente di rv, indi - = 0. a v 
8 H  1." caso. Le tre equazioni di WEIKGARTEN, essendo - = 0, dànno a v 

(*) Se si assume p. e. l'elemento lineare di S sotto la forma normale parabolica 

il sistema di equazioni diventa 

e possiede le tre soluzioni linearmente indipendenti 

1 v us + v4 
u '  u '  u 

e quindi la soluzione generale 

H =  a ( u S + v ' ) $ b v + c  
u  9 

-con a, b, c, costanti. Interpretando u, v  corne coordinate cartesiane ortogonali in un piano, 
si ha la consueta rappresentazione conforme della pseudosfera su1 semipiano (Leziolzi, Vol. 1, 
3 174). 

Su questo piano le lince H = cost. dànno un fascio di circoli, il cui asse radicale è la 
retta limite u  = O ;  percii) sulla superficie pseudosferica le linee H= cost. sono circoli geo- 
detici paralleli. 

(**) Ne1 piano rappresentativo della nota precedente, i tre casi corrispondono ordinata- 
mente, pel fascio di circoli H =  cost. a queste tre circostanze: 1 . O  fascio di circoli tangenti, 
2 . O  fascio a punti-base immaginarii, 3.0 fascio a punti-base reali distinti. 
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subito 

coi1 W funzione della sola I V ;  ma cangiando il parametro w, si pub fare 
1 

seiiz'altro IV= 1, cioè H = -. Dopo cib le equazioni del 1.' ordine ( A )  § 6 
U 

dànno 
a I - COSG COS? Q = O, - (cos a cos pl + i? = O, a v  il^ u. 

da cui integrando 
1 - cos 5 cos = + (IV) . u2, 

coi1 4 (IV) funzione della sola ni. Ors se si ricorcla clle D, D', D" del~bono 
essere indipendenti da IV,  e dalle formole (14) 8 3 si calcolano i valori 
di D', Dr 

si vede subito che tüiito u yuanto 4 (IV) debbono essere costauti assolute. 
Dunque H e cp sono fiinzioni di zc soltanto e inedesi~narneiite D, D', D". Il d s z  
dello spazio, dato dalla forinola (22) S 5 aininette quindi i due gruppi ad un 
parametro di trasforrnazioni in sè (inoviinenti) , 

e yuesti due gruppi sono inoltre fra .loro permdabili. Pel inoviinento con- 
tinuo (elicoidale) del primo gruppo le superficie pseudosferiche S strisciano 
ciascuna in sè niedesima e sono percib elicoidi coassiüli. Il secondo inovi- 
nient0 le scambia fra loro ed è yuindi un inoviinento elicoidale attorno al 
medesimo asse. Siaiiio adunque ne1 caso dei sistemi ( 2 )  elicoidali del para- 
grafo precedente, e precisaniente in quel10 pel yuale le eliclie di un'elicoide 
del sisterna sono oricicli paralleli. 

In modo del tutto analogo si procederà iiegli. altri due casi, corne bü- 
sterà rapidainente indicare. 

2." cnso. Avendosi qui  E = 1, G = senli2 zc, le equazioni (C*) di IVEIF 
GARTEN, ricordando che H non deve contenere a, danno H = W .  coshu, e 
senza alterare la generalilà possiaino fare I V =  1, H =  cosh 14. Dopo d i  ci6 

A+z?tali d i  Matentatiea, Serie III, Tomo XVIII. 5 
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le equazioni (A*) S 7 dàniio 

a Q a  COS^ 9 ~r -=O,  sen? ? = 4 r o s p  
B 

t --- . a w a ?.G s e d i  2 7 7  COS G 

da. ciii integrando 
+(IV)  - cos11 2 th 

cos ? = cos o seiili 2 T  ' 

con ( ( l i s )  fuimione della sola Ir. Dalle (-6*) 5 7 segue ora 

D = ' I , D. = cot 5 sen - senii u cosli u, sen G 

e poiché D', D" non debboilo contenere w, si vetle che anche qui necessn- 
rianiente tanto a quanto + (127) sono costanti, e valgono per ci6 le medesime 

' 

conclusioni coii~e al caso precedente, coll'unica differenza clle le eliclie del- 
l'elicoicle sono ora circoli geodetici a centro reale. Si osservi ailrora clie, po- 
nentlo ilel caso attuale 4 ( I V )  = 1, risulta D' = 0 e la superficie S é di rota- 
zioiw del tipo ellittico (cf. paragrnfo precedente). 

3." cnso. E' = 2 ,  G = cosliQl,. Si puo preiiclere qui H =  serili u e Ic (A*) 
8 7 diiiiio ancora per p, le equazioni (%), onde si traggono le niedesiiiie ÇOII- 

clusioni. In questo tipo le eliclie sono circoli geodetici a centro idcale e le 
superficie non si riducono mai a superficie reali di rotazioiie., 

Cosi abbiaino diinostrato effettivamente : Gli  uîzici sistemi (X) îzei qua l i  
ln flessiolze co,diîuca della. superficie p s e u d o s f e r i c n ' ~  si 1-idzce ad ? c m  p w ~ o  v ~ o -  
v imento sono i sistemi elicoidali del ,)c 9. 

Da ultin~o osservererno un'altra proprietà, che è ancora caratteristica per 
questi sistemi (X) elicoidali: cinscu,n s is tema (X) elicoidale è ne110 stesso tempo 
z c n a  fniniglia d i  LAMÉ ( z m  s is tema d i  WEIKGARTEN). Questa proprietà segue 
dalle ricerche al $ 4L3 delle .Lez io~t i  (Vol. II). Direttamente risulta dalle foi- 
iiiole attuali, osservando clle la distaiiza normale intinitesiiiia di una super- 

X 
ficie S in un sistema (x) dalla successiva è data da E Hsen  G, poichè - - c 

2 
é l'angolo che la trajettoria forma colla normale; nei sisterni elicoidali essa 
soddisfa yuindi alle equazioni di WEINGARTEN e percib anche alla eqiiazione 
cnratteristica di CAYLEY per le fainiglie di LAMÉ (Lezioîzi, Vol. I I ,  pag. 486). 
Ma ora possiaii~o invertire il risultato e dimostrare: Gl i  u n i c i  s is temi  d i  
\ \ ' E ~ X G A ~ E X  c7te sirino nl tempo ~ f e s s o  sistemi ( 3 )  di  deforruate i~ogoncrl i  delln 
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pseudosfercc sono i sisterni elicoidnli. E infatti, se il sistema appartiene alle due 
specie insieme, la distanza normale infinitesima E Hsen 6 fra una superficie 
e la successiva deve soddisfare alle equazioni di WEINGAHTEN; percib anche 
N vi soddisfa e le formole (C) 3 8 dànno 

cioè D, D', D" indipeiideilti da PU; siamo dunque ne1 caso di elicoidi cou- 
gruenti. 

La trasforinazioiie co~upleiiieiitiire pei sistemi (x). 

Abbaudoniarno ora la ricerca diretta di sisteini (2) pai.ticolari e volgia- 
inoci alla parte essenziale delle nostre ricerche: ai metodi  di trccsforrmxioue 
de i  sistemi genera2.i (x), nei quali I'arigolo G potrà essere variabile con ru, o 
in particolare costante. 

Corninciando dalla trasforii~azione coinpleinentare, ci proponian~o di stü- 
hilire il seniplice teorema seguente: , 

S e  soprta zcnm szqerficie pseudosfer icn S, c7ae in tcncc deforrtmsioize isogo- 
na le  contin?cn rlescrim un sis tema (E), si traccicc zcn sisterun qtcrclumpe di l i m e  
geodetiche g p r n l l e l e  (rtel senso %ou-euclideo), n r ~ c 7 ~ e  l a  sty,erficie yseztdosfe- 
riccç S ,  complemeîztnre d i  S rispetto alle geodetiche g descrivera ztrz mzcclogo 
s i s t e~wa ( X , ) .  

Sopra la S,  in uns sua particolare configuraziorle, assuiiiia~no a liiiee 
coordinate ( u )  le geodetiche parallele g ed a linee ( u )  gli oricicli ortogonali, 
dando all'elemento lineare d i ' s  la consueta forma 

ds" du" d u Z  
u2 

Il sistema (c) desçritto dalla S sarà definito dalla' fornia (22)  $ 5 clell'e- 
lemento lineare dello spazio e varranno le altre formole foiidamentüli del S 6. 

Se al punto (x, y ,  a) di S corrisponde sulla S,  il punto (x, , g , ,  " 1 )  
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avreino seinplicemen te 

LGx;,=LG+X1, g l = y + Y 1 ,  a,=e+Z1.  (30) 

Derivando queste rapport0 ad u, v, IV  colle formule del yuadro (b) § 6, 
otteniamo a-- - "l + U D X , ,  a 3 * l = u n x . ,  

a u  

3 = Hcos. seri?X.+ H( l  - cosocos y) X2+  L X , ,  a tv 

colle analoghe per y, ,  s , ,  avendo posto per brevità 

Le formole (30)  ci definiscono una serie CQ' di superficie pseudosfe- 
riche S ,  (w = cost.), delle quali noi vogliarno dimostrare che costituiscono 
ancora un sistema (x,) di deformate isogonali della pseudosfera, corrispon- 
dente al rnedesimo angolo a. 

Intanto, corninciando da1 calcolare colle (31) l'elemento lineare d s ,  del10 
spazio 

ds",ddx;S-+dyr+dsl 

in coordinate u, u, tu, abbiamo 

a zc2 
d si = -t- + zc' ( D  d u + D" d a)' + u 

H cos .; sen q~ 
+ 9 ~ L ( L ) d ~ + D ) d ~ u ) d ~ u + B  (33) 

24 

+ J H? (1 + cosP c j  - 9 cos c cos: y) + L> 1 d w2. 
I i 

Per diniostrare il teorema dovrenio provare che cangiando conveniente- 
inente le variabili .u, u nelle nuove a,,  u,, inanteilendo la stessa iru, si potrà 
ridurre l'elemento lineare (33) alla forma tipica (32) $j 6 

& . ; = d u : + d 3 + H : d g u 2 +  OL H ,  cos a sen p l  d u, d IU - 
$ 44 1 

2 H I  cos a cos p ,  - 
(34) 

dv,d lv ,  
u 1 
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con II,, y ,  convenienti fuiiziotii di u,, u,, I V .  L'ilidicata. trasformazioiie di va- 
riabili, una. volta trovata, ci definirà geoi~etricamente 1ü legge della defor- 
mazione continua isogoiiale della SI ne1 suo sisteina (X,). 

Orü l'osservazione finale del 5 6, clle assicura essere l'espressione 

D d u + D f d u +  
1 arI H 

sen a ( a zc +&lu 

uri cliffere~iziale esatto, ci suggerisce l'opportuna trasfor~~iaziorie di va riabili, 
clle diciamo esser data dalle formole seguenti p) : 

Da queste abbiarno 

indi sostituetido nella (33) 

du.? 1 ( czs;=--+ c l i l -  
1 ÔH H 1' 

?A; ZC: 1 sen. (a t1  + L I ] d ~ ~ \  + 

(*) Alle verifiche che seguoiio iiel testo aggiuiigereiiio qui alcune osserviuioiii le quali, 
iiell'ipotesi che il teorenia sussista, rendorio ragio~ie a p r i o ~ i  delle foriiiole (35). Aiiiiilrsso 
rhe i due sistemi cornplenientari (X), (XI) si con~portino siriiinetricarnente rispetto alle coii- 
gruenze pseudosferiche le cui falde soiio due superficie çorrispoiidenti (coinplemeiitari) S, s', 
si osservi che le liiiee iiiviluppate sopra S dai raggi della corigrwnza soiio le geodetiche P;L- 
ritllele (u) e queste, variaido S, si  corrispoiidono nella defor~iiuiionc continua; 10 stesso nc- 
cade poi degli oricicli ortogonali (u) .  Ora, nella. trasformaoioiie cornpleineiitare. le liiiee geo- 
dctiche parallele iiiviliippate sopra Sl dai raggi drlla congrueiiza corrispoiidoiio alle lince 
sopra S a taiigenti coiiiugate delle (u) coll'eqiiazioue differeiiziale D tl u $. D' d v =O, O in 
termirii finiti ul =cost. Le loro traiettorie ortogoiiali (oricicli) corrispoiidono poi agli ori- 
cicli (u.). 
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e noi la scriviamo ora 

aveiido posto 

+ H' (1 cos" - 2 cos G COS y) +- L' 

Per qua~lto si è osservato a1 S 5, nella deduzione della formola (23), sar i  
dimostrato il teorema se provia~no che fra le quantità A, B, H : ,  date dalle (37), 
intercede la relazione 

u : (A' + B') 3 HZ 
cos2 G 1 .  

h3a si ha dalla (37,) 

n~entre da1 valoi-e (32) di L segue 

u a.H H 
- bG (al; + u) = H C O ~  9 (cas p -- ÿos G), 

onde abbiamo in fine 
H 2  (1 - COS G cos cp)' 

H :  = 
sen2 6 

Siccoiue poi dalle (37), (37") abhiaino 

26 1 U.1 H (cbs ? - COS G )  d = - H sen y,  - B =  Y 

COS a COS O sen G 

quadraiido e soniriiando queste ultime, ne segue appunto l'identità (38). 
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Applicazione della trasforrnazione cornpleineiitare ai sisteini (i). 

Diiiiostrato cos! il teorema fondamentale per la trasfortnazione coinple- 
nientare in relazione coi sistemi (2)' passiaiiio a. svilupparne le coiiseguenze. 

In primo luogo è da osservarsi clle i due sisteini (51, (xi) sono in rela- 
zione perfettamente reciproca, poichè ciascuiia superficie pseudosferica S del 
primo sistema (r) è alla sua volta coniplementare di SI rispetto alle geotle- 
ticlie pardlele di yuesta u, = cost. 

Possianio anche calcolare colle nostre foriiiole i valori delle funzioni H,, 
y , ,  clie sono pel sistema (x,) le analoglie delle H, y pel sistenia (1). 1 calcoli 
esegiiiti al paragrafo precedente ci clànno suhito le formole 

1 - cos c COS :J sen i3 sen 9 H, = H sen 9 ,  = - IL- , 
Sc12 G 1 - ( #OS U C O S  p 

cos c - C O S  
COS Ip, = 

1 - COS u ( 'OS 
' 

clle traggono seco le inverse 

1 - cos oc os^, sen I; sen y, 
H= H, y sen p = - 

sen G 2 - cos G (10s y ,  ' 

cosQI - cosy, 
COS 'D = 

' 1 - COSGCOS?, 

e la siininetria di yuesti due gruppi di foriuole con€ernia ln relazione reri- . 

proca dei due sistemi (X), (X,). 

Due sisteini corne (z), (X,) si diranno percib coiiip->leinentari l'uno del- 
l'altro. Siccome la scelta del sistema g di geodeticlie parallele so1,i.a qcnn su- 
perficie iniziale S di ( 2 )  riinane a.rbitraria, si ~ e d e  clie: 

Ogni sisterna (1) di  deformate isogonali delln pseurlosfern possierle DO' si- 
d e l n i  (X ,) complementari 

. k ii-isnifesto poi che, dato il sistema (r), per costruirne effettivamente i 
coiiiplementliri (x,) oecoisre e basta coiioscere sopra una superficie S di (X) 
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le linee geodetiche, con che, per la legge stessa di deforn~azione continus, 
saranno note altresi le linee geodetiche su tutte le altre siiperfirie del sistema, 
e i sisterni complementari (x,) si arraniio allora in termini finiti. D'altra parte, 
eseguita la quadratura clie dà 

conosceremo 'seiiz'altro le linee geodetiche dei sistenîi Irasformati (x,), ai qiiali 
potreino applicare nuovamente la trasformazioile coinpleinentare e dedurne 
in termini finiti ~ " i u o r i  sistenii (2 ) .  Cosi continuando, redianlo clie baste- 
raniio snccessive quadrature per l'applicazione ripetuta illiiuitataniente di 
queste trasforinazioili. 

Insonîina la trasforinazione coniplementare si applica ne1 inedesinlo inodo 
ai sisteini (x) di deforiiîate isogonali della pseudosfera corne alle superficie 
pseudosfericlle isolate, ed in questo, coiiie gih ahbiamo avvertito nell'intro- 
duzione, i sistemi (1) si coiilportano più senlplicemente di quelli di WEIX- 
GAHTER'. Per essi la trasforniaziotie conipleiiieritare, ripetutamente applicata, 
bnsta a detliirre, partenclo da un sisteina noto (L), un'infinità di tali sistemi 
dipendenti (la un imnero coiliuiiyue grande di costanti arhitrarie. 

Se partiaiîro ad eseinpio clai sisteini elicoidrili (x) clel Sc 9, potreino co- 
struirne seiiz'altro i s i s te i~~i  coinpleinentari in terinini finiti ; con una yua- 
dratura avrenio i sisteiiîi coinpleinentari di questi nuovi, e cosi via. In par- 
ticolare osserviamo che se il sistema (L) iiliziale è di superficie di rotazione 
del tipo ellittico, il cornpleinentare (3,)  (che qui evidenteniente é unico) con- 
sterà, per note proprietà (Le~ioni, Vol. II, § 358), di superficie ~ 'ENNEPER 
con un sistenia di litiee di curvatura in piani per l'asse, e yueste superficie 
(YENNEPER sarailno nuovsmente coiigruenti per lo stesso moviinento elicoi- 
dale attorno all'asse col quale la superficie pseudosferica di rotazione de- 
scrive il sistelria (x). È ben da avvertire per altro clie la deformazione con- 
tinua isogonale della superficie ~'ERNEPEH ne1 geiierare il sistelna comple- 
inentare (L) non coincide con yuesto moviinento, ma è accompagnata da 
un'effettiva flessione della superficie in sé ineclesinia. A questi sistemi (1) 

conîposti di superficie ~ ' E N X E P E R  coiigruenti, le loro linee geodetiche essendo 
note (Lezioni, Vol. II, pag. 503), potremo applicare nuovaniente, in termini 
finiti, la trasforiiîazione compleinentare e i nuovi sistemi trasforinati avraniio 
le superficie ps~uclosfei~iclie con un sistenia di liiiee di  curratura sferiche. 
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delle s y ~ e r f i c i e  psmclosferiche. 4 1 

La trasforinazioi~e singolare B, di Biickliiiid per c costante. 

Dalle triisformaziotii coinpleinentari passiaino ora alle trasforinazioiii ge- 
iîerali cli E ~ C K I , U N D  per esamiiiare se anche esse possoiio utilizzarsi cotiie 
trasforinazioni dei sisteini ( 2 ) .  Ma dappriina trrttteretlio, in questo e iiel se- 
guente paragrafo, di un caso particolarineiite noterole di trasfoi'iiiazioiie di 
B;imr,rjn.~ clie si presenta per quei sisteiiii ( 2 )  n e i  yua l i  l 'angolo p è nssoizc- 
tnmetzte costatzta. Esiste in  questo caso una seinplice trasformazione di B:ic~- 
LUND clie si dirà sinyolnre,  la  cui applicazione si  fa senz'altro iii teriiiini 
finiti colla costruzione del seguente teoreiiîa : 

S e  ira un s is tema (2) d i  deformate isogonnli  clella pseutlosfera, ad nngolo 6 
costntzte, si costruisce per  ogni superficie S del sistema Ea colzgruelzea ( p e w  
tkosfericn) dei  r a g g i  t a n g e ~ z t i  c r l l m  S e ~ t o r m a l i  alle direziotzi delle tmjel tor ie ,  
le seconde fa lde S ' d i  p e s t e  coltgruenze fornlaîlo + z z i o v n ~ ) ~ e ~ i e  ?tn sis te^ n (1') 
di d e f o r ~ w t t e  i s o g o m l i  della p s e d o s f e r a  sotto i l  wtedesiwo atzgolo G. 

Per diiiîostrare questo teorana coininciaino dsllo scrirere le forinole re- 
lative alle singole trasforniate S' delle S per inezzo della B. iiidicata ilella. 
costruzione; p e s t e  sono le formole (Il)  3 

x' = x + cos G (COS P) Xi + sen cp X,), 

colle analoglie per $', x'. Conviene dappriïna calcolare l'eleniento lirieare del10 
spazio 

d d x" + d 2/'2 + 
in coordiiiate u, v, 111, analogamente a qiiaiito st  è fatto al 5 11 per la h a -  
sforinaziorie coiiipletneritare. Al § 4 abbiamo già foriiiato le derivate'di x' 
rapporto ad zc, v (formole (17))' alle quali aggiurigiamo ora quella rapporto 
a I V ,  calcolata da1 quadro (b) § 6, ci6 che d i  

A~znali di  Mntenmtica, Serie III, Toino XTIII. G 
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49 Ria  n c h  i : Sopra m a  clcrsse c7i clefor~~tctxioni continue 

pei valori dei coeficienti abbiamo le foriiiole 

cosa 
a,, = 7 +u2(D COS? + 

U 

sen2 ? a.,, - ---- + U' (Dr  COS y -+ D" sen y)" ctn13 = n2 + COS' G 
1c2 

sen qa cos y  
a,, = - + u"D COS + 3' sen y )  (fi' cos y + D" sen y) 

14 

(D' cos ? + D" scii y). 

Conie g i i  ne1 caso della ti*nsforinazione coriipleiiieiitnre ($j I l ) ,  il te~i.eiiiii 
si diinostreri trovando uiia corirenieilte twsforii-inziooe delle rarialjili ?c, v 
nelle nuove zc', v' (iiiantenentlo ln stessa I V ) ,  per la yuale l'eleii-iento liireare ($0) 
si trasforini nell'altro 

dove fra i coefficicnti A', B', H' sussista ln relazioiie 

.ur2 
(A" tB') = HI2, cos2 G 

caratteristica pei sisteini (Y) di deformate isogonali della pseutlosfera sotto 
l'angolo G. 

Mentre ne1 caso della trasformazione coinpleinentare l'opportuns tra- 
sforinazione di variabili era data coiz una yuadratura dalle formole (35), 
diinostrereino che ne1 caso attuale essa ci viene fornita più seii~pliceinente, 
iii teriniiii finiti, dalla legge d'applicabilità delle due falde focali di una 
congruenzn pseudosfericn equivalente all'nfhità ~ ' I Y O K Y ,  ci06 dalle forniole 
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delle s~cperficie psei~losferiche. 53 

u cos u seil y 
,ut = a +  

1 - cos ci cos y 

Dobbiuiiio duiique verificare die, col1 yuesta sostituzioiie di mrirthili, 
l'eleiiiento lirieare (40) si trasforma ne1 (4!2), trovawdosi soddisfattn la reln- 
z i o m  ($3). 

Yerificlie relative alla trasforiiinzioiie singolare B,. 

Ahhialno già calcolato, al $ 4, nelle foi.iiiole (OLO), le derivate di zc', u' rap- 
porto ad zc, v, ed aggiuiigeridovi ora quelle rapport0 a I U  abbiaiiio: 

a ?A' 
n 

- u cos '3 sen a sen cp c; lq --- a ?O l - c o s G C o s ~  1-cosocos?  G 

llalle citate (90) $ 4 e dalle ultime scritte si deducono con seinplice cal- 
colo le segueiiti 

1 0 21' - a VI 2 COS? Y 
-;I- [(&,I + (8x1 J = ù.- +- 262 (D COS + I l se i l  p)' = a, ,  

1 a ZC) a ut a U' a V I ]  sen 9 COS p + -- -- = 
11*[s a u  au a. f i 2  + 

+ u' (D cos cp + U' sen y) (D' cos y Dn sen y) = 

sen' y $ [fF)2+ (c?)2] = - + ue (DI COS y + D" seil PI? = a,2 
ab" 

1 a t c 2  a 2 \ 

;;. [(=, 4- (z) ] = cot2 @Y 
,a fi', 1 

= ZG cot 6 (D COS ? + D' sen y) a r? 

ô I O  

I 
a 19 = Z C C O ~ U  (D'cosy+D"senrp) -. a 1U 

\ 
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4% B i a n c h i :  Sopra uncc classe d i  deforwa,rior&i coutir~ue 

Per il seguito ci occorrono niicora le tre formole seguenti clie dàl i~io  i 

valori dei tre deterlninanti furizionali a v') , a (4 $1 a (ut7 VI) . 
a (u, V )  a (u, W) ' a (u, N?) ' 

a (ut7 v') - zc sen G COS O 3 
- -. cos p 3 ( 1 )  (1 - cos u cos ii 1 ~ )  

a (u', v') - z~ sen O COS O - -. a se* p. a (u, 12') (1 - COS 6 COS Y)? a 

Se si osservano i due gruppi di forniole (46), (47), si  vede che, per iden- 
tificare i due elementi lineari ($0) e (4",), basta detemiinare le tre quantità 
A', B', H'' dalle relazioni 

le quali, sostituendo a d  cc,,, a?, ,  a,, i loro vnlori effettivi (41)) diventano 

a , a i a A' -+B - = U C ~ S G  c r -  
O $6 a 26 kj ( L )  cos ? BI sen I) j (dl) 

, a , a 
il --+B -=21cos'j a u a u  seuu  ail: ) (D' COS 7 D. se11 y) 

R i so l~endo  rapport0 ad A', 'B' le eqiiazioni lineari (U), osservnndo la 
priiiirt drlle (48) e le forniole (10) g 4, si trovauo per A', B' i vnlori 

COS? G a .i, 

G a ( 51) 
(cos 7 - COSU). 
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delle s~cjerficie yseo~losfericl~e. 45 

a 1; a W. 
Foriiiaiido di qui la quaiitità A - +BI- 9 clle figura iielln (X), ab- a IU a 

C O S ~ O  a(r H r 2 = ! 2 2 - . _ _ _  - cosoo a ? )  ,?y , ( - -- C O S ? ~  a ?  
- a -  

senZ u 2 IL' sen a sen G a IV a IV 

In fine dalle (31) stesse deduciaino 

 CO^ G A'i + B I z  = (1 - COS G COS y)' 
zC- sen G 3 IV 

oc1 anche 

L'ideiitità (43) è cosi diiilostratn, e con essa il teoreina eriullciato al 5 12. 
Ora osserviamo che la relazione fra i due sistenii (L), (2 ; ' )  è perfettaiiiente 

reciproca, poicliè la relazione d'applicabilità fra le due fi~lde di una coilgrueiizx 
pseuclosferica data clall'affiriità ~ ' I V O K Y  è di natura involutoiia. 

Possiairio del resto conferinare questo col. calcolo, provaildo clie la di- 
rezione della trajettoria isogonale del sistenict ( 2 ; ' )  ne1 punto P'r (x', y', a') 
è quella della norinale (S,, Y,, Z,) alla S ne1 punto corrispondente js, y, z) ,  

siccliè la costruzione del teoreiiiü al S 1'2, eseguitit su1 sistema (Y), ricouduce 
a l  priniitivo (2). Per ci6 osservial110 clle la direzioiie delle dette trajettorie è 
qiiella liiiigo 1a cluiile 

'16' = ('ust., u' = cust., 

ossia, in cooiditlitte ZC, U, I I ' ,  quella luilgo la quale gli increiiieiiti t l  16, d u, cl ru 
sono legati dalle relazioiii 

cioh dalle yroporzioni equivaleiiti 
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46 Bia)zchi: Sopra tom classe d i  deforrmzio~~i continue 

le quali, osservarldo le (kg), si scrivono 

 CO^ G C0t 6 
du:du:dru=--seiicp a ? .  8 cp 

a l u  . . cos p  . 
U. ZG 2 I U  . 

cos cp (D' cos y + D" sen T) -- seri (D cos p +D'sel1 p )  

Ne segue clie i corrispondenti increnienti d x', d y', da' sono proporzio- 
nali alla espressioiie 

C O ~ G  a ?  a X! 

T G  (sen p au - cos y Y-) d o  + 
cos p ( D r  COS (P + D" sen y) - seii y (D cos a + Il' seii (P) 

a XI a XI a XI e alle due ailaloghe. Ora queste, a causa dei valori di -, - Y - dati 
a u  a v  

.dalle (17) S h e (38") 12, risultano appunto proporzionali a X,, Y,, 2,. 
Si noti ancora clle i valori delle futizioni H', pr' appartenenti al sistenja 

trasforniato (Y) sono dati dalle formole seguenti 

c0s2u a (P H ' = n -  -- aH = ? ( c o t ~ c o s ?  sen G a IV 

, H cos2a aa, 
-7--- sen a sen o 3 IV 

sen c sen cp rns c ros y seil Y ' =  - -- y COS yr = (W) 
1 - COS 6 COS 1 - COS 6 COS 

le quali ultinie due soiio da porsi a riscontro delle ailaloglie al 5 12 per la 
trasforiiiazione coiiipleliientare. 

Cosi abbianîo stabilito per i sistemi ( 2 )  di deforinate isogonali della pseu- 
dosfera l'esistenza e la proprietà di questa trasforiiiazione singolare Ba, colla. 
quale, appena noto un sistenia (L), se ne lia i r z  termilti finiti un secondo, 
iiîa da questo perb si ritorna al primo. Ne1 coiifronto coi sistemi di WEIN- 
GAHTEN essa è assiniilahile, per questa sua proprietà inrolutoria, alla trasfor- 
rnazione coinplemeritare pei sistemi di WEIXGAHTEN a fiessione costante, e 
nella deduzione di nuovi sistenîi ( Y )  è yuindi ben luiigi dall'assuinere l'irn- 
portanza della trasformazione conipleinentare clie periiiette di moltiplicare 
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delle ruperficie pse~cdosfericke. 47 

all'infiiiito i riuovi sistenii ( 2 ) .  Ora aildreino a considerare le trasforlnazioni 
yenernli di BACKLUKD clle perinettotio di raggiungeïe, in gmdo ancor mag- 
giore, il iii~clcsiiiio effet to. 

Formole per le trasforniaaioizi generali di Biicklund. 

La trasforrnazio~le singolare B ,  sopra studiata era applicabile soltanto 
ne1 cûso di un angolo G assolutaiilente costante. Noi qui riprendianio 10 studio 
dei sisteini ( 2 ; )  generali, con angolo G clie pu6 variare colla superficie pseu- 
tlosferica del sisteiua, e ci proponiamo di stabilire clie ad essi sono pure ap- 
plicabili le trasformazioni generali di BACKLCND, rie110 stesso grado di arhi- 
trarietà conie per le superficie psendosfericlie isolate, O pei sistemi. di REIN- 
GA RTEN. 

Dato un sisterna (s) di tleforinate isogonali della pseudosfera, applicliiamo 
a ciascuiia superficie pseudosferica S del sisteiiia una trasfor~nazione di BAcs- 
LUND Bcl, a costante c, fissa per tzctte le superficie del sistema, e doinaiidinino : 
È possibile fra le ml trccsforwsate per la B,, della S sceglierne una S', per 
ciasczcna S, in yzcisa che le m1 superficie S' formino z4n wovo sistema (Y') 

d i  deformate isogonali della pseudosfera ? 

Noi dimostreremo clie ci6 è seinpre in effetto possibile, ed anzi si vedrà 
clie per una superficie iniziale S del sisteina si pub prendere ad arbitrio la 
trasforniata S', restando c,on cib individuato l'inter0 sistema (Y) trasformato, 
'precisametite conie accadeva per la trasformazione complementare (S 12). La 
ricerca di questi oo' sisteini trasforinati di ( 2 )  per una data B,, dipende ancora 
dalla integrazione di un'equazione ai differenziali totali del tipo di Rrcçiz~r. 
Per trattare il probleina noi procederenlo al solito, supponendolo risolubile, 
a trovare le forinole relative, sulle quali poi dovreino fare le opportune ve- 
ri fiche. 

Indicliianio con 

l'angolo che il raggio F F '  della congruenza pseudosferica congiungente due 
p~inti  corrispondenti F= (x, y, z), P ' E  (x', y', z') cli S, S '  forma colle geo- 
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48 Bianchi :  Sopra sina classe di defomzaziowi cowtinu@ 

deticlie (v) di S ;  avremo (S 3) : 

X I  = X  + COS cl (COS W, SI -+ sen w, X,). (53)  

La funzione incognitn w, di u, u, iv dovrà intanto soddisfare alle due 
eyurtzioni per ln trasforinazione Bc, di BACKLUND (formole (18) S 3): 

8% -- sen w, 
- u tg cl (D cos w, + D' sen o,) + 

a u  'il, COS cl 
(54) 

a m l  . -  cos C i  - cos O, 
= u tg ci (D' cos w, + D" sen mi) + , a 9 U COS Ci  

e resteri poi da esaminare a quali altre eondizioni dovrenio assoggettare 61, 

affincliè abbiü luogo la proprietà ricliiesta. 
Calcolaildo in prinio luogo le derivate d i  x', y', x' rapporto acl u, v, g r 7 ,  

troviaiiio (cf. SS 4, 1.3) 

1 a s f   COS^^^, 
-=[y.- useiic, sen w,  (Deosw, +D'sen w,) S, + a 

+ [sen w;ms w, + u sen cl cos w,  (D cos w, + D'sen (4,) X, + 1 
a~ u sen cl sen w, (D' cos o, + D" sen w,) XI + u 1 

+ u sen c, COS w, (D' COS w, + D" sen w,) X, + 1 
+ u COS cl (D' COS W, .f D" sen o,) X, , 

a XI a w, 
- = [- cos cl sen ci - + H (cos a sen - cos cl sen w,) S, + a 1.11 a 1 

dore abbiarno posto 
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Uopo ci6 lîossiaitlo calcolare dalle (53) i'eleinento lineare (cf. 5s 11, 13) 

e trovereino per i coeff1cieiit.i a,. i valori seguenti 

cosZ O, 
a l ,  - - + ZC' (D COS w, + D'sen q) ' ,  

2t2 

sen w, COS w, 
CG,, = + u? (D cos a, + D' sen w , )  (D' cos oj,  + D" sen a,), 

u 

e inoltre 

dove si è posto 

o =.u cos cl 41 + u sen cl  ' cos c. + H cos c l  - cos r cos (o,  - y) . (50) 1 a w [ 1 i 
Ora, percliè il sistelna (Y) sia nuovamente un sistenia di defoi-mate iso- 

goilali della pseudosfera. sotto il medesiirio angolo c, occorre e basta (cf. S 11) 
die, mediante un conveniente cangiaiiiento delle variabili u, .il nelle tiuoïe 
u', v1 (manteriendo la stessa w), l'elemento linenre (57) si trasforini in 

e fra i coefficicnti x ,  p,  Hl2 abbia luogo la relazione 

Annali di LMateî~tatica, Serie III, Tom0 XVIII. 
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Ricoidando i risultati dei §S 13, 14 per la trasforiiiazione singolare B, t: 
da pensare che anche qui la conveniente sostituzione sulle variabili sia quella 
stessa clle dii ln. relnzione d'applicnbilità fra le due falde focnli S, S' della 
congruenza pseudosferica e le relative formole si scrirnno cjuiiicli, coine le 
(44) 5 13 : 

u sen cl \ 

21 = 
1 - COS CI COS w, 1 

u COS cl  sen a, 
v ' = u +  . \ 

1 - COS C, COS o, , 

Cosi è infatti; ma inentre ne1 csso della trasforinazione singolare B, del 
S 13 si ayeraiio solo da eseguire (lei calcoli di verifica in ler~riiiii fiiiiti, qui 
invece il procecliinento indicato fortlisce appunto le eyunzioni cliffereilziali da 
cui clipendono le trasforniaziorii generali di BAcr<r,nm pei sisteiiii (x). 

a m  
Eqiiaxioiie quadratica per 2 - a 12' 

Per identificare i duc elenieilti linenri (57) e (Gy*) occorre in prinio luogo 
calcolare le derivate di u', 21' rapport0 ad zt? 21, W. Tali forniole sono giii stabi- 
lite ai SS 4, 14, ina sarà opportune richiainarle qui ilelle notazioni attuali: 

a ut - - sen c, cos w, COS 0, - COS c, -. au 1 -- cos c, cos w, 2 - cos c, cos w ,  

- 26' sen cl (D COS w, + D' sen (4,) seil c, sen w, 

1 - COS Cl COS tù, 1 - COS Cl COS o, 

a - sen c, cos o, sen cl sen w, 

a u 1 -.COS C, COS o, ' 1 - cos c, COS 
4 

+ ZL? sen c ,  (D cos w, + D'sen w,) cos w,  - cos c ,  . 
1 - cos c1 COS w, 

1 1 - c 0 s ~ , ~ o ~ o ,  1 
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delle superficie pseudo.sferiche. O 1  

a -- sen cl sen w, -. COS lù, - COS C, - - 
a.0 i - C O S C I C O S o l  I - ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ,  

- u2 sen cl (D' cos ol + D" sen a,) sen c, sen to, 

1 - COS Cl COS O ,  1 -- COS Cl COS o, 

+ ZC? sen cl (DI COS a, +D''sen ml) cos w, - cos cl 
1 - C O S  Cl COS O,  1 - COS C l  COS (A, 

Da queste forinole seguono poi le altre (cf. 5 14): 

1 a t i  a u r  a a r  a au - + - - = 21 cet C, -2 (1 )  COS a, + D" sen o,). 
uI2 3, ,w a u  a , ,  - F a m 

auf au' 5 (D C O S  W. -+ D' sen w,j 
a + j3 - = a,, - zc eot GI a ,, 

8 t h  . 

8 U' a V‘ % (DI coi a, + D. sen o,) 
c r .  - + - = chis - 1.4  CO^ C I  (3 1~ a~ a~ 
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52 B ia nclzi : Soprct uim classe d i  deformmioni continue 

Le (64), a causa delle (68*), si  scrivono anche 

- u cot C, (D COS w ,  + D'sen o,) - a u  a 
H cos d 

sen (a, - y) C O ~ ~  
ZG 

a 
o: - f fi - = Q - u cot c, -' (D' cos o, f D" sen w,) - a v a v ( a 1 

H cos o 
se t l  (a, - p) sen o, , 

U 

e risolute ra.pporto ad ac, v, coll'osservare clle si lia (S 14) 

- sen w, (D cos a, + DJ sen a,) , I 
dànno per a, fi i valori 

H cos a sen (w, - y) 
(COS w, - COS c,) 

21 seil C, 

2 fi,, 
Q - - U C O ~ C ,  -- a lu P =  (COS w, - cos c,) - u2 set1 cl 

- Ncos  csen  (o, - y )  - sen cl sen o, , 1 u sen cl 1 

doilde, qundrando e sominaucio, risulta 

D'altra parte dalle (66) e dalle (69))  deduciaino 

au9 82)'  C O ~ C ,  i a fi,, ao, - + B , = ~  a - 2 G ~ ~ t C 1  -- -- 
. a 1 a l u  
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delle superficie pseuclosfericke. 53 

a a vf e soslituendo nella (62) per a,, il  alo ore (58) e per a - + $ - quello ora a 10 a 10 

calcola'to, viene 

o cd, 4- 2 HCOS C, ;- COS C, - cos G cos (w, - y) 
d ILI 

X causa del vrilore (59) di @, ab1)iaino 

a 6) ,  
QI - 21 cot C, G u  - 

- JI cos cl + H sen cl cos cl - cos o cos (o, - ?)] - 
ZC I 

e sostitiiendo nelle (67), ((X), l'eyuazioize (60) clie resta ancora a soddisfare 
si trndiice nella seguente : 

1 9  ' ; ~ ~ c o s c , + ~ s e n c ,  c o s ~ ~ - c o ~ ~ ~ o s ( ~ ~  
F a  ) 

cos3 cl 
- 2 "" ' x cos c, + H sen cl cos cl - COS G cos (0, - y) + sen c l  COS? 1 

, cosG C,  

I I 
COS' G sen", 

1  COS^ a 1 
cos cl - cos G COS (0, - 0') - -- 

sen cl a ir \ + 

cos4 C 

+ + sen ci 8 9v 2  cos c ,  O '10 [cas ci - COS G cos (w, - - 

a fi1, Questa, sviluppata, è in generale un'equazioiie quadratica per -- clie a 
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34 B i a n c h i :  S o ~ r a  uncc classe d i  tleforrr~nziorti cor~tinue 

scriviamo 

e calcolaiidone effettivarneiite i coeffjcienti 11, q, r trovianio 

cos4 c l  (sen2 G - sen' c l )  p = 
cos2 G senZ cl 

9 

sen' .; - seil' cl  
ni2 -+ DL sen c,  cos c ,  

r =  COS cl - COS G COS (w, - y) 
cos" cos" 

- [cos' c, + cos2 o - B cos cl cos o cos (ml - ?)] . H' .  

Esclucliaiiio pel riioinento il caso particolare in cui si ül,l)ia, con G co- 
stante, s'en2 c l  = sen2 u, dove l'ecjuazioile quadratica (60) si  ricluce liiienre; 
occorre allora qunlclie ossei.vüzione co~iiplenientnre che si farà piil o1ti.e. 

Pei. l'equazione yuaclratica. (69) si presenta. la circostaiiia seiiîplificante 
che il suo discriminante q2 -2) r è u ~ i  quadrato perfetto; si trova invero cal- 
colando . 

H 2  cos4 sen' G I qL - P r =  cos 3 - cos c l  cos (a ,  - ?) 1'; 
sen2 c ,  cos' u 

a m ,  per ci6 le due radici in - si otteiigoiio razioiialiiierite e si lin a I C  

au1 sen cl 
- K + - cos cl - cos G cos (O), - ?)] ; 

6 10 21 COS G F 
z H cos2 c l  sen c 

-[COS = - cos C i  C O S  (wl - . 
+ y sen cl cos o Y)] 7 

dove c ilidira l'unità, positira o iiegativa (i = t 1). 
Sostituendo per JI il suo valore eîî'ettiro (34, possiaiilo scrivere la for- 
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delle szcperficie pseudosfericlie. 

a a, iiiola superiore per -- cosi : ' a 
ab,, QC tg C, a H  u t g c I  = = seii cos o, -- + 

871  sen^ 

aH  
sen tù, -- + cc H cos (o, - y) + Z, H,  (71) a v 

solo da 6 (da 127) ed lianno i valori segueiiti 

COS u sen' cl sen c, 
CI = - , b =  per E = + 1 (72) 

se11 G COS cl (sen G - sen cl) sen G - sen c, 

cos 5 seil c, (DL sen 6 + sen c,) 
C C =  

sen G cos c, (seii G + sen cl) 

9 sen o sen cl - sen c, 
b = per E = -  1. 

cosk ,  sen o + sen cl 

E qui, a riguardo del caso escluso sen2 cl = sen", coininciaiiio dall'os- 

8% servare clle l'eyuazione (69), allora ridotta lineare, dà aiicora per -- un va- a qt3 

lore della foriiiola (71) con valori convenienti di a ,  b.  
Resta ora da esaniiilnre la coinpatibilità della ecjuazione difl'erenziale (71) 

per o, colle nltre (54) § 15 della trasforiiiazione Re, di BACKIJ~D,  cui deve 
pur socldisfare w, . Vedi.eiiio clle scegliendo E = + 1, cioè per a ,  b i valori (791, 
il sisteina di eyuazioni diflerenziali per a, risulta i l l i~~~i ta tcc~~~e~zte  i~ztegrabile, 
iu~i i t re  cib più non nccnde per E = - 1 ; cos1 la scelta da farsi pei ~ a l o r i  di 
a, b resta deterininata in yuella dei priiiii (74, con esclusioiie degli nltri (72*). 

Esaine delle coiidizioiii d'integrabilità. 

Nello studio della coiiipatibilità. della (71) colle (64) 25 è utile lasciare 
da prilicipio indeteriniiiati i coefficieilti a, b, percliè appuiito dall'esniiie stesso 
clelle coiidizioiii di (illimitata) iiitegrabiliti vedreiiio risultarne per a ,  b ne- 
cessarianiente i ralori (78) con esclusioiie clegli altri. 
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56 Biam c h i  : Sopra u~zn classe di deforntazioni conthtue 

Coiiiiiîciamo ilal costruire l'espressione 

ossia 
a I sen w u = 7  d 1.9 1 z c t g ~ ~ ( D c o s ~ ~ + D ~ ~ e n ~ ~ ~ ) + - ~ ~  u COS cl \ - 

a 1 u t g ~ l  . a a + * t g c ,  
- - Co~sw, - --- 

a H  
sen 64  - t 

au J  sen^ 8% , sena  8 v 

+ a H(cos 64  sen y + seri o, cos y) -+ Z, H 1 
I 

a b ) ,  
Eseguendo e sostitueiiclo per , 9 - i loro d o r i  (3), (71) e per d u  a g l l  

- 7 -- 
a a Dl i valori dati dalle (B)  $ G, I. c1iiiii.o elle, urùiiiüiid6 e rispettu a a 11, a 
COS a l ,  sen o I ,  o arrà In. forma 

o = P  sen w, cos o, + Q coso, + R sen fi,, + 1 cos' a ,  + m sen' w, + ?s, 

e per la illimitata ilitegmbilità sarà neressario clle i coeficienti 

P, Q,  R, 1, I I L ,  t z  

soddisfino alle coiidixioiii seguenti : 

P = Q = R = u  

1 = az - - 1.2. 

Iiitaiito il cnlcolo di P, eseguito ne1 modo indicnto, d i  effettivailieiite 
P= O. Pel coefficieifie Q trorittiiio dappriina. 

b H  Q - --- +bHzctgc,  D ' t u t g c ,  
u COS cl 24 sen a a u u' seii G 

tgc, a H a H  a g, a c o s ~ p  -- + a  H s e n y  - 
 sen^ 2 u au au 

e ponendovi lier b- 7 i valori dati dalle (li?), (13) # 3, truviainu 
au au 

a b " (  +-- sen cl Q = H z c D ' ( b t g c , + n t g ~ ) + -  - cos G COS C, COSC, sen G 
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Ora percliè Q si annulli, occorre che si annullino separatamente il coef- 
ficiente di D' al secondo rnemh'ro ed il termine indipendente da D', onde se- 
guono fra a,  b le due relazioni 

a t g o + b t g c , = O  i 
b (sen c - sen cl) = sen c, , ! 

e yueste (supposto sen o -1 sen c,) dànno per a, b i primi valori (79). Ma, con 
questi valori di a, b, calcolando similinente il coeficiente R, si trova clle è 
pure identicamente nullo. 

Ed ora se si calcolano gli alt,ri coefficienti Z, m, n si trova 

- uVtgkl i3 --D-nHu.tgc,sencpD H 
sen G a~ 

Sostituendo, corne sopra, per e7 i valori dati dalle (14) 3, e ri- a~ a~ 
1 cordando clie per i'equazione di GAUSS Dl2 - D Dr' = - 9 si verifica facil- 
w4 

mente che, coi detti valori (78) di cc, b, anche l'altra condizione 

risulta identicanlente soddisfatta. Cosi adunque con questi valori di a, b, le 
condizioni d'integrahilità provenienti dalla 

si trovano verificate. In modo del tutto simile si prova che ariche I'altra coa- 
dizione d'integrahilità 

è soddisfatta, onde si conclude clie i valori (72) di a, b rendono il sisteinü 
di equazioni differenziali per la funzione inèognita o, illimitatamente inte- 
grabile. 

' AnnaEi di Maternatiea, Serie III, Tomo XVIII. 8 
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Ora è facile completare la discussione coll'esame del caso fin qui escluso 

Si osservi dapprima che se sen G = sen cl le coiidizioni d'integrahilità non 
sono certo soddisfatte, percliè la secoiida delle (73), clie ahbiairio ottenuta 
coine condizioiie necessaria, darebhe 

sen a = seii c, = O 

e .questo è escluso. Si vede yuindi che per seii 6 = sen c, nori possono esi- 
stere che singoli valori di ol socldisfacenti al probleina. Un tale valore i: ap- 
punto o, = cp, ovvèro w, = cp + n, secondo c,he cos cl = f COS 0, poichè iii ef- 
fetto i coefficienti p, q,  r dati dalle (70) sono tutti nulli e la. (69) è identica- 
inente soddisfatta; ina di più sono anche verificate le ,equazioni differen- 
ziali (.X), rhe si riducono alle (22) § 3. Cosi ritroviarno riuovainerite quella 
particolare trasfor~uazione di B ~ C K L U N D  Ba (per u costante) clie abbiaiiio stu- 
diata ai $9 13, 14 sotto il nome di trasfosiiiazione singolare, denorniriazioile 
elle riniaiie ora analiticainente giustificata. 

Resta ora, da considerare il caso di sen G = - sen c,; iim si vede siihito 
a ml  clie yuesto sientra ne1 caso generale, poichè il vnlose che ile segue per - a gv 

dalla (69) conibiiia precisamente con quel10 dato dalla (71), aveiirlo a, b le 
espressioiii (70,) corrispondenti ad E = + 1. 

Le trasforniazioni generali di Biickluiid pei sistemi (2). 

Riepiloghiamo i risultati otteiiuti nellü discussione sopra effettuata colle 
conclusio~li seguenti : 

Iiato un sisteina (2')  di deformate isogondi della pseudosfera sotto l'an- 
go10 a, defiiiito dalle formole del § 6, si fissi una costante cl arbitraria (col- 
l'unica esclusione che per o costante sia sen c - 1 -  sen cl) e si costruisca il 
sisteina di equazioni differenziali siinultaiiee 1)er la f~uizioiie iiicogtiita o, di 
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a w ,  sen a, 
au 

= 26 tg C, (Il cos m l  + D'sen w,) + -- 
24 COS c, 

a w, -- COS C, - COS o, 
- u tg cl (Br cos W, + D" seno),) + 

a u  2h COS c ,  

a w ,  u tgc i  -- - a z i  u tgc ,  a H  sen o, + a ..iu sen G cOswl au $--- sen i a v 
1 

+ H se11 c, 
- - Hcos  .i 

cos (w, - '9). sen r; - sen c, sen a cos cl (sen c - sen cl) 

Queste forinaiio, per qualuilque valore della costante c l ,  iiii sisteiiia il- 
limitatamente integrabile, e posseggono quindi una soluzione generale con- 
tenente, oltre c l ,  una costarite arhitraria. Se si seeglie una qualunc~ue solu- 
zione w, del sistenia (D), le forniole 

X' = x t COS C, (COS w, XI $- sen w, S,) 

0 analogl~e per y', z', definiscoi10 un nuovo sisten~a (Y) di deformate isogo- 
ali della pseudosfera sotto il medesirno angolo ci, e ciascuna superficie pseu- 
osferica S' del nuovo sistema è una trasforrnata di BACKLUND, per iiîezzo 

della Bc,, della corrispondente S' del primitivo. , 

Per trovare le trajettorie isogonnli deseritte dai punli della S' iiella de- 
formazione continua, partendo da quelle del sisteina prinîitivo, bisogria as- 
sociare alla legge di corrispoi~deiiza dei puiiti di S, S', coine falde focali di 
una congruenza pseudosferica, yuella della speciale loro applicahilità data 
dall'affinità ~ ' IVORY.  

niremo clie il nuovo sistema (2;') è cledotto da1 priiid,ivo (2) pei. iiiezzo 
della trasforinaziorie Bc, di BACKLUND. È ora evidente d ie :  

Ogni sistqca (Ç) otnmette una sewzplice infinita d i  sistemi trccsfor)uati (8') 

pcr wexxo della Bq, restando arbitraria per una s~perficie pseudosferica ini- 
z i d e  S d i  (2) la scebtcu, della trasforrnata S'. Se  si fa poi variare ancl~e In 
costante cl si ottievze cosi da ogni sistema (2) ?ma doppia i~zfiaita d i  sistemi 
trasformati. 

Importa anche osservare clle se il sisteiiia (Y) deriva da (X) peï inezzo 
della trasformazioiie B,,, inversamente ( 2 )  deriva da (Y) ancora con una B,,. 
Questo è ben noto per le singole superficie corrispoiidenti, e per i sisleini 
risiilta ~Iall'osservare clle la legge di coi-rispondenza dei punti fornita dall'af- 
finita ~ ' I V O K Y  lia carattere invertibile. 
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Ritornando alle equazioni differenziali (D) per le trasforinazioni Bc, dei 
sistemi (L), osserviaino che esse possono compendiarsi in un'ecjuazione ai 

o 
differenziali totali per o, , la quale, assumendo per funzione incogliita tg 2 2 
lia la  forma di RICCATI, onde segue che, nota una sua soluzione particolare, 
si ottiene la generale con quadrature. .Di qui si deduce ne1 solito modo : 

Se di u n  sistelna (2) si conoscono i sistemi derivuti (2') per nzexzo della 
trasforrîzazione di BACKLUND Bc,, si potrà a.pplicccre la medesima trasfornza- 
xione ai  rztcovi sistenzi (2') con sole quadrature. 

Cosi, eseguendo soltanto successive quadrature, si y0tr.s applicare indefi- 
~zita~nente il .processo di trasformuxione che farà coîtoscere u n  numero illimi- 
tato di sistemi (2) dipendenti da quante si vogliano costardi arbitrarie. 

' 

Un'ultiina osservazione possiamo fare sulle equazioni differenziali (D). 
Benchè esse siano state ottenute nei paragrafi precedenti supponendo la co- 
stante ci non nulla, cioè con esclusione delle trasforniaziorii complementari, 
si vede ora che valgono ancora per queste. E invero se facciamo nelle (D) 
c, = O ,  queste diventano seinplicemente 

o, diventa indipendente da w e le linee inviluppate sulla superficie S dalle 
ciirezioni fissate dall'a.ngo10 CO, fornîano un  sistema di geodetiche parallele, 
onde le formole 

x' = x + cos S, Xi + sen o, X ,  

dànno, secondo i risultati dei 5s 11, 12, i sistemi (Y) complementari di (2 ) .  

Sebbene le equazioni differenziali (D) comprendano tanto il caso delle 
trasforma zioni generali di BAÇKLUND Be, quanto quel1 O delle complementari Bo, 
coine ora si è visto, era per altro necessario una trattazione diversa dei due 
casi, perchè la legge d'applicabilità per le superficie del sistema derivato è 
affatto differente nei due casi. Per le trasformazioni B e ,  di BACKLUND essa 
è data in 
dono ogni 
sostituirsi 

Come 
con quelli 

terinini finiti delle formole (61) dell'affinità ~ ' ÏVORY, le quali per- 
significato ne1 cas0 della trasforniazione complementare e debbono 
colle (05) 5 11 che dipendono da una quadratura. 
si vede, l'analogia di tutti questi risultati ottenuti pei sistemi (2) 

relativi alle superficie pseudosferiche isolate, od ai sistemi di WEIN- 
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GAHTEN, è perfetta. Resta soltanto clie introduciaiiio anche qui il perfeziona- 
inento del inetodo di trasformazione dovuto al teorema dé. permutabilitic, cib 
che andiaino ora rapidamente ad inclicare. 

Formole relative al sistema trasformato. 

Ual sistema ( 2 )  di deforniate isogonali della pseudosfera supponiamo de. 
dotto, per mezzo della trasformazione di BACKLUKD Be,, il sistema trasfor- 
mato (Y) e proponiamoci di calcolare gli elementi relativi a (Y), cib che di- 
venta necessario per stabilire le fortnole del teorema finale di permutabilità. 

Calcoliarno prima di tutto i coseni di direzione del triedro principale re- 
lativo al punto F'E (xi, y', 2') di S' cogli spigoli diretti secondo le tangenti 
alle geodetiche (d), agli oricicli (u') e secondo la normale alla 8'. Indicando 
questi coseni con 

abbiamo subito intanto 

XI3 = COS c L  sen w, X, - cos c, cos w, X ,  + sen c, X,,  

colle analoghe per Y,, Z',. Per calcolare 

, a XI , a d Y', = u --; 3 X' ,  = zt > ecc. 
au a u 

a$' axl  conviene dedurre i valori di . , -- da quelli già calcolaLi al § 15 colle 
a u  au' 

a x '  axr formole (55)  per -- , -- - a u  a u  Percib bisogna osservare che, se @ (u, 'u, wj è 

una funzione di zc, u, w che si esprime per u', v', w, si lia 
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a 
") che ha il valore ((48) 5 14) dove A indica il deterniinante fiiiizioilale a (u, v) 

1 
COS 0, (D' COS O, + D" sen w,) - sen A, (D cos O, + D'sen w,) . 

! 

Servendosi di queste formole, delle citate (35) e dei d o r i  (62) § 16 per 
le derivate di u', a', trovianlo le forinole seguenti : 

COS o, (COS O, - COS cl) + sen2 C, sen2 O, 
XI, = 1 - COS Cl COS O, 

XI i- 

- sen cl cos cl sen w, 
Y, 1 - COS C, cos w, 

sen cl cos cl sen ol 
XI + sen cl (1 - cos c, cos o,) X J 2  = 

1 - COS C, COS w, 1 - COS Cl COS w, x2 -t 

+ cos c, (cos o, - cos c,) 
1 - cos Cl COS w, x 3 

X', = COS cl sen o, X, - cos cl cos a, X ,  + sen cl X, . 

Si è già osservato che il sistenia (L) si deduce alla sua volta da (Y) con 
una Bc,; se indichian10 con o', la funzione trasformatrice in questa trasfor- 
mazione inversa, analoga alla o, nella diretta da (2) a (Y), avremo 

x = cc' +- COS C, (COS O, XI1 + sen cd, X',), 

e confrontando coli'altra 

x' = x + COS C, (COS wl X1 + sen o, X,), 

ne dedurreino l'identità 

COS O, Xi + sen 63, -\Tz + COS dl X', + sen o', X', = O 

e le due analoghe. Sostituendo in questa pes X',, X', i valori (74), ottetiiaino 

COS G, - COS O, sen cl sen o, 
cosw', = se11 w', = -- 1 - cos Cl COS o, 1 - COS Cl  cos O, 

(75) 

Calcoliarno in fine pel nuovo sisteina (Y) le yuaritit& H', T' analoglie 
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alle H, 9 del sistenia (x), per le quali si ha 

d sf2 = 
d u'" d dvfZ H f  cos G sen cp' -+ Hl2 drue + 2  d u' d IV - 

uf" U' 

H' cos c cos cpf - 9  d vf d W. 
ZG' 

Chnfrontando colla (57") § 36 e osservando i valori (G), (68) per a, F, H', 

ore per aw' si porigr il suo valore, si arriva alle foriiiole seguenti a qt7 

.;en G sen c, - 1 + cos c cos cl cos (w, - y) 
H 1 =  I I '  

sen G - sen (3, 
(76) 

11' , COS O COS cl + (sen G sen cl - 1) cos (o, - (p) 

H y = sen o - sen c l  

cos o ,  - cos cl sen cl sen o ,  
1 .- cos Cl  COS 63, 

+ sen (ml - y) 1 - cos cl cos o ,  

H ' COS Q COS cl -+ (sen G sen cl  - 1) cos (w, - y) 
N sen = sen o - sen c, 

sen cl seil o, cos w, - cos cl 
- sen (a, - y )  . 

1 - cos Cl  cos w, 1 - cos C l  cos o ,  

Queste ultime, osservando le (751, possono anche scriversi sotto la forma 
segueiite 

(1 - sen cl sen 6) COS (w, - y) - COS C, COS a c0s(wf,- ' 
) = cos cl COS a COS (0, - cp) - (1 - sen c, sen O )  

(sen cl  - sen 0 )  sen (a, -- (p) sen (a', - cp') = 
COS CI COS G COS (w, - cp) - (1 - sen cl sen G) ' 

O ancora sotto la forma semplice equivalente: 

C, - d 
sen - w', - (p' - - 2 

t" . t g T  C l  + G  

cos - 92 

Non sarebbe difficile verificare con queste formole che la funzione a', 
sodciisfa alle equazioni differeriziali (D) relative al passaggio inverso da 
(Y) a (X). 
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Il teorema di permutabilità. 

Coine per le superficie pseudosferiche isolate, e per le faniiglie di LAMÉ 
costituite di superficie pseudosferiche, cosi anclie per i sistemi (x) di defor- 
mate isogonalf della pseudosfeia i metodi di trasforniazione sono suscettihili 
di un importante perfezionamento dovuto al sussistere ancora in questo caso 
del teoreina di permutabilità : 

Se di un sisterna ( 2 )  di defornaate isogo?zali della pseudosfera si conside- 
rano dace sistenzi contigzti (Y), (Y) derivati d a  (2) mediante due trasformazioni 
di BACKLUND &,, Bc, a costa~ti  c l ,  c, diflet-enti, esiste un quarto sisterna G) 
legato a (Y), (2") rispettivamente da trasformazioni Bc,, Bc, colle costanti in- 
vwtite. Questo quarto sistenza @) è costr.zcibile i~ termini finiti appezza ~ o t i  

( E l 7  PJh (2"). 
Consideriamo tre superficie pseudosferiche co~rispoildenti S, S', S" dei 

tre sistemi (x), (Y) ,  ( 2 " ) ;  esse determinario perfettamente una quarta super- 
ficie pseudosferica s che completa S, S', S" ad una quaderna (S, S', Sn, ,.?) 
del teorema di pennutabilità (Lezioni, Vol. JI, pag. 411). 11 teoreina enun- 
ciato consiste in questo, che la q u a t a  superficie descrive alla sua volta 
un sistema (i) di deformate isogonali della pseudosfera. 

Intanto per trovare le forinole relative a questo quarto sisteina (%) ser- 
voiio le considerazioni stesse srolte ai 383, 384 delle Lezioni (Vol. II, 
pag. 411 e segg.) a proposito delle superficie pseudosferiche isolate. Indi- 
caiido coi1 

P (x, y, a), 3" % (x', y', z'), F" (d, g", z") 

tre punti corrispondenti di (z'), (Y), (Y), e con o,, o, le rispettive funzioni 
trasbrinatrici ne1 rispettivo passaggio da (L) a (s') ,  e da ( 2 )  a (Y), avrerno 

X' = x + COS ci COS al XI + COS cl sen al X, 
xr' = x + COS C S  COS o, X ,  -+ COS C, sen o, X2 , 

e le rispettire normali a S', S"  avraniio i coseni di direzione 

XIB = COS cl  sen o1 Xi - cos c, cos al X ,  + sen cl X ,  

x' '~ = COS C8 sen 02 X,l -- cos c, cos w, X,  + sen c, X, . 
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delle superficie pse?~dosferiche. 65 

- - 
Il punto B E  (x, y, z) corrispondetite del quarto sistema (y) si trova 

sulla retta intersezione dei due piani tangenti iiî F', F" a S', Sv,  clie esce 
da F. I coseni di direzione di p e s t a  retta sono quindi proporzionali alle 
tre quaiitità a ,  fi, y date da 

a = (sen c, cos c, cos o, - sen c, cos cl cos w,) Xl + 
f (sen cl cos c, sen pl - sen c, cos c, sen oz) X2 - 

- COS C, COS C, sen (w, - w,) X, 

e dalle analoghe per !i, y. Per le coordinate x, 1/, s di Iil si haiino le forinole 

dove resta da deterininare A, cib clie si fa dalle due condizioni 

2 (x - = cos2 C,, 2; (X - x " ) ~  = cos2 CI, 

onde si ricava facilniente 

sen cl - sen c, 
A =  1 - sen c, sen c, - cos c, cos c, cos (w, - a,) ' (81) 

Introducendo nelle (80) per a, B, y i valori (79) e per A- il valore pre- 
cedente, si hanno le forniole cercate che definiscono, in terinini finiti, il 
quarto sistenîa. (s). 

Per verificare poi che questo quarto sistema (i) è alla. sua volta di de- 
formate isogonali della pseudosfera conviene procedere ne1 modo seguente. 
Indichi O, la funzione trasformatrice ne1 passaggio da (Y)  a (y) per nîezzo 
della R,?; avreino 

e confrontando colle precedenti ne risulta l'identità 

COS C, COS ol X ,  + COS C, sen w, X,  + cos c, cos 8, X' ,  + 
+ COS C, sen 8, X', = A cr 

colle analoghe. Se si osservano le formole (74), (79), (81), si trova con facile 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XVIII. 9 
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calcolo 

(1 - sen c, sen c,j cos (o, - W,) -cos cl cos c, cos w, - cos cl  
COS e l  = 

1 - sen cl sen c, - cos cl cos c, cos (ml - w,) 1 - cos ci cos a, +- 
+ (sen C, - sen c,) sen (a, - w,) sen cl sen o, 

1 - sen c, sen c, - cos cl cos c, cos (a1 - 0,) 1 - COS ci COS W~ 

(1 -- sen cl sen c,) cos (w, - w,) - cos c,  cos c, sen cl sen w, 
sen O, = - 

1 - sen cl sen c, - cos cl cos c, cos (o), - o,) 1 - cos cl cos o ,  
I - (sen cl  - sen c,) sen (a, - o,) . - cos O,  - COS Cl -. 

1 - sen cl seii c, - cos cl cos G ,  COS (w, - wz) 1 - COS cl COS o ,  I 

Queste, avendo riguardo alle formole (75) che definiseono la fuinione 
trasforrnatrice w', rie1 passaggio inverso da (Y) a (s), possorio scriversi: 

COS C, COS C, + (seii cl seii c, - 1) cos (w, - US) 
cos (O, O,',) = 

1 - sen cl sen c, - cos c, cos c, cos (o, - o,)  
i (53) 

% ,  

(sen cl - sen c2) sen (w;- m,) sen (8, - w',) = 
1 - sen cl sen c2 - cos cl cos c, cos (a,  - o,) . I  

od anche conipendiarsi ilella semplice formola 

Non sarebbe difficile rerificare su queste fo~iiiole che la funzione tra- 
sformatrice 8, soddisfa in effetto alle equazioni differenziali caratteristiche (D) 

18 per la trasformazione BcZ di BACKLUKD rispetto al sistema (Y) ed ülle 
nuove variabili u', d. Con ci6 sarebbe appunto provato che la quarta su- 
perficie s subisce entro il sistema (') una deforniazione isogonale. l i a  noi 
onietterenlo qui questo calcolo e ci liiniteremo a diniostrare la proprietà in 
discorso ne1 caso clie una delle due trasforniazioni Be,, B é ,  sia una trasfor- 
iiiazioiie conipleiiienta~e, ne1 yual caso, coine ora si vedrà, la verifica è quasi 
irniiiediata. Suppongasi per es. che (Y) sia un sistema co~nplementnre di (L). 
Sema alterare la generalità possianio supporre che le superficie S" di (Y') 
siano le cornpleinenlari delle S rispetto alle geodeticlie (v), con che dovrerno 
porre ilelle nostre foriliole c, -= O, o, = O. Ma d o r a  segue, per es., dalle (881, 
che si lia cos 8, = 1, sen 8, = 0, cioé 9, = 0; dunque le superficie s sono le 
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delle superficie pseudosferiche. 67 

coinplenîentari delle S'  rispetto alle geodetiche (v') e, per quanto abbiamo 
dimostrato al 8 11, esse descrivono appunto un sistema (%) di deformate 
isogonali della pseudosfera, coine si era asserito. 

In fine osserviamo che, sussistendo. per i sistemi (2) di deformate iso- 
gonali della pseudosfera il teorema di permutabilità, ne valgono anche tutte 
le conseguenze e per ci6 : 

Se la prima equazione di RICCATI, eqaivalente al sistema ( D )  8 18, si sa 
integrare per un valore yualunpue della costante c , ,  l'applicazione successiva 
ed illitnitata delle trasformazioni di BACKLUXD ai nuozli sistemi deriuati d i  

deformate isoyonali della pseudosfera .si effettua con soli calcoli algebrici e di 
derivazio~ze. 

Cnscio di Garfagiiana, Agosto 1910. 
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Sulle ipersuperficie del10 spazio a 4 dimensioni 
che possono essere frontiera del campo di 
esistenza di una funzione analitica di due 
variabili complesse. 

( D i  EUGENIO ELIA LEVI, a Ge)zova.) 

1. I n  una Mernoria pubhlicnta in yuesto stesso peiiodieo (*) lio dirno- 
strato la proposizione seguente : 

S i a n o  x = w, + i x, , y = y, + i y, d u e  variabili  co~)qAesse. Nello spasio a 
4 dimensioni  i n  clii sono coordinate x, x, y, y, s ia  d a t a  un'ipersatperficie S 

'P (XI Xe YI ~ e )  =O; (1) 
e si suppongn  che l a  (x, x, y, y,) possegga le derivate pr ime  e seconde finite 
e continue. 

Affinc7z.è esista una funxione anal i t icn delle d m  vnriabili  complesse x ed y 
monodrotncc in u n o  dei c a m p i  in c u i  S divide 10 spasio,  è ?tecessario che l'e- 
spressione 

Q'211Q 1 "  Y Pal? 1 , (;;jZ+'( ) lmt= + l -  aye \ / 8%: 

conservi sulla ( 1 )  un segno detersninato. 
E precisammte : se s u  (1) è cd cp r O, u n a  furzxione f (x 3) clze abbia S come 

frolztiera pzco solo esistere ne1 campo cp > 0 ; mentre se ($ (9 t O, u m  tale fun- 
sione pu6 esistere solo ne1 c a w p o  cp < O. 

(*) Stadii sui pu&i singolari essewz'ali delle fuwiotbi cli una O piit unviaOili complesse. 
Annali di Matematica, 1909. Ton10 XVII della Serie III, pag. 61 e ss. Cfr. § III. 
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70 E. E. Leci:  Sulla ipersuperficie frontiera del campo 

Cercandc, di invertire questo teoreina sono riuscito in quel lavoro a di- 
mostrare che: se S è tale che nei suoi punti sia soddisfatta ta (dcp = O, essa 
consta di una  setnplice infinità d i  superficie caratteristiche - e cioè di su- 
perficie a due diniensioni deterininate da un leganie analitico tra le variabili 
coinplesse x ed y  -; ed allora, preso u n  pezzo sulpicientewaente piccolo S di S, 
si puo selnpre costruire una furz~ione analitica nel cow~po p > O ed una ne1 
canbpo lg < O  regolari en t rade  nei puwti che appartengono ad u n  intorno suf- 
ficiententente piccolo d i  S che non appartengono ad S, e .clte rcmmettono en- 
trambe s corne frontiera. 

In quanto segue io voglio mostrare, seguendo un inetodo di poco dif- 
ferente, corne si possa analoga~iiente dimostrare la proposizione seguente : 

Supposto che nei punti di una ipersuperficie S data da ( 2 )  sia semnpre 

(0, (3) 

preso u n  pezzo s sufficientemente piccolo d i  essa, si pu6 trovare una funaione 
analitica di x ed y monodroma regolare nei punti dell'intorno di S i n  cui e 
p) O, la puale abbia S conze frontiera. Tale proposizione insieme coll'ultima 
ora richiamata serrirà cosi ad invertire in certa misura la proposizione fon- 
damen tale enunciata sopra: precisamente la proprietà, relativa all'espres- 
sione (8), ivi richiesta corne necessuria perchè una ipersuperficie sia frontiera 
di una fuiizione di due variabili complesse, s a r i  din~ostrata sufliciente i n  
quanto proprieta infinitesimale, nientre resterà dubbio se essa 10 sia pure in 
u n  campo cornunque esteso. Qualclie considerazione su questo problema più 
difficile aggiungeremo ne1 n. 6. 

2. Per fissare le idee supporro che ne1 campo che si considera, l'equa- 
zione (1) si possa risolvere rapport0 a x , .  Potrenio alloi'a scrivere l'equa- 
zione della ipersuperficie S nella forma. 

XI - rj, !x, y1 yz) =o. (4) 
Preso un punto qualunque x, y, y, indicher6 (*) con 

a = a , + i a , ,  b = b l  + i b ,  (5) 

(*) Cfr. per le notazioni che seguono le analoghe notazioui della pag. 77 e ss. della niia 
citata Memoria. Le quantità A, B, C sono le quantità A , ,  B,, Cl ,  delle formule (4) pag. 78 
di quel lavoro calcolate per il caso presente in cui cp assutne la forma xl - +, e carnbiate 
di segno. 

Per rendere più agevole la lettura di quanto segue, avverto che il concetto direttivo è 
quel10 di invertire la costruzione che ne1 n, 18 della mia Memoria serve a dedurre il teorema 
eiiuiiciato in principio. 
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tli esistenza d i  una fuzczione onalitica di 2 uctriabili. 71 

le quantità - funzioni di s,, y , ,  y, - che si ottengono risolvendo i due 
sistemi di equazioni 

dove si è posto 

A-C W b  - 6 ,  - -- 9 
a +  

ax, a- 
--b,+b,=-B a x2 

Supporrenio - e lo si potrà fare cambiando, ove occorra, il senso sul- 
l'asse delle x, - che il campo in cui si mole costruire la funzione analitica 
sia il campo 

> # ( ~ 2  y1 y217 tg) 

con che la condizione (3) si potrà scrivere, mediante le (8) e (6), 

A+C>O 
ossia 

Supporreino più precisainente che il primo iiienibro di (10) O (IObia) resti, 
ne1 campo che si considera, sempre superiore ad un nuriiero positivo d. 

Dall'ipotesi clle le derivate prime e seconde di $ siano finite e coiitiiiue 
ne1 campo che consideriamo, segue facilmente clie tali soiio pure a , ,  a,, b , ,  6,. 
Direnio 1 un iiumero inaggiore del inassiino valore assoluto delle derivate prime 
e seconde della +; diren-io ')IL un nun~ero i-iiaggiore di 1 e del ~iiassiino va- 
lore assoluto di a,,  a,, b,, b , .  Ci6 posto è cliiaro che noi potreliio restrin- 
gere il campo che si considera yer niodo die, detti x, z, y, y,, x', s', y', y', 
due punti qualuilque di esso : 
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78 E. E. Levi :  SzcElfi ipers~perficie frontiera del campo 

1 . O  si abbia 

l Y1 - y'1 i d, 1 y2 - y', 1 < 8 

d . 8 essendo un numero < 1 e <188 tph2 l ,  , 

2.' indicando con A', B', C' i valori di A, B, C, quando le derivate 
seconde di + siano calcolate in a', x', y', y',, e le a , ,  a, ,  siano calcolate in 
X I  Sa Y I  ya 

3.' il campo sia coiivesso, e cioè il seginento congiungente due punti 
del canipo sia tutto di punti interni al canipo. 

Diremo r questo campo, r, la parte di esso soddisfacente a (9), S il pezzo 
di S interno a r. 

Occorre dalle ipotesi fatte su r trarre una facile conseguenza. 
Se 8, 8, sono due variabili reali entrambe minori di S si ha scinpre 

Infatti se supponiamo per es. 1 82 1 r 1 1 r 8, ricordando clle 8 < 1 
avremo 

dalle quali, per essere 8 <-- ci , segue (19). 128 - tn2 . l2  
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3. Ci6 posto chiainerenîo punto razionale di S un punto le cui coor- 
clinate x, y, y, siano razionali : l'insieine dei punti razionali di s è un insieine 
numerabile, denso su S. Fissata in modo arbitrario una nuinerazione dei punti 
di questo insieme, indichianio l'ennesimo punto con (t,, ïi,,) r (S ' , , , , ,  Ez,,, , ~i ,,,,, T ' ~ , , , ) .  

Ad ognuno di questi puiiti connettiaiiio una superficie caratteristica X,,-data 
dall'equazione tra le variabili conîplesse 

dove a, b,, indicano i valori di a, b ne1 punto (5,, v,,). 

Tale superficie si ottiene sottoponendo ad una traslazione di ainpiezza 
1 

11 

ne1 verso delle x, positive, e cioè verso l'interno del campo (9), una delle su- 
perficie costruite a pag. 79 del mio citato lavoro le yuali paasano per il punto 
(E,,, a,), ed inoltre, grazie all'ipotesi (3) .O (IO), iiell'intorno d i  questo puiito 
giacciono totalinente fuori di (9) e cioé ne1 canîpo x, < + (x, g, y,) (*). 

Tale insieme di superficie anmette corne punti di condeiisazione tutti i 

punti di S; basta osservare che x,, passa per il punto z,, + -, x,, , e che 1 ( 1 ,  

l'insieme di questi punti ha coine punti di condensazione tutti i punti di 57 
Diinostreremo ora di più che queste superficie caratteristiche non hanno al- 
l'interno di r punti di condensazione appartenenti al campa r,. Costruiremo 
poi una funzione analitica la quale si annulli sopra tutte queste superficie 
caratteristiche : una tale funzione avrà certainente S coine frontieca. 

4. Per dimostrare quanto ora si è enunciato proverenîo anzitutto la 
proposizione seguente : Se E ,  v indica un punto di 3, x3 un punto di r, esiste 
un numero h indipendente da x, y, EJ, ri e tale Che, se la funzione 

;F (x y) = (z - 5 )  - n (y - n) - b (y - r i ) ,  (IQ 

- a, b essendo calcolati ne1 punto (6 u i )  - soddisfa alla disuguaglianza 

x (X 9) l < G, (1 3) 

(*) Quando accadesse che la forma A 8; + B 8, + C 3: fosse sene'altro già essa stessa 
uaa forma definita, in luogo delle (13) si potrebbero assumere più semplicemente delle su- 
perficie piane ponendo b = O:  cfr. il n. 6. 

AmrzaZi di Matematica, Serie III, Touio XTTIII. 10 
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7'4 &. &, Levi: Sdla ipersuperficie fro~ztiera del ca.mn@o 

Infatti posto n ( x  y)  = cl + i np avremo da (14) e (15)  

$1 = t 1  +nt t a,  ( y ,  - n,)  - a, (Y, - n,) + bl ( y l  - ni)' - 

- b1 ( y ,  -n2)' - S b 2  ( y ,  - x l )  ( y2  - n 2 )  

Sa = 5 2  + ~2 +a, ( Y ,  - r i , )  4- al  ( y ,  - r i z )  + b2 ( y ,  - - (17) 
- b2 ( y ,  - i- 2 h ( y l  - w l )  ( y 2  - n,) 

Sviluppando la funzione + (x, y ,  y,) ne1 punto E2 n,  n, mediante la for- 
mula di TAYLOR arrestata ai terinini di secondo ordine avrerno, ricordando 
che E,  = 9 ( E ,  ri1 ri,) : 

dove coll'apîce pensiamo indicare clie le derivate debbono essere prese in un 
conveniente punto intermedio tra (x y )  e ( S T  n),  e senza l'apiee intendiamo ehe 
siano calcolate ne1 punto ( C r i ) .  Sostituiarno a x, - El ,  x, - 5, i loro valori 
dati' da (17) e poniamo per brevità 8, = y ,  - nl , 8, = y, - ri,; avremo allora 
tenendo conto di (5) (6) (7) (8) : 

A - c  A'] + al 8, [ B - B ~ ] + ~ ~ : ( ~ - C . ]  c - A  - 
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cl.i esistensa di ana funsione analitica di 2 variabili. 76 

E potremo anche scrivere, indicando per brevità con D il coefficiente 
di 75, 3 

~ 1 ~ 1 ) ( ~ , 2 1 1  yz)=~,-~,D- \ 

Ora per le ipotesi fatte ne1 n. 8 si avrà per (11) che fincliè (x 9) è in r 

A+C A+C d d d  
8 + A ' - A ) T - / A ' - A l ) - - - = -  2 8 4 4  

Quindi dalla formula (18) si ha clle la somma degli ultimi quattro ter- 
'mini di (18) è negativa: onde segue 

X, - + ($2 Y, 212) < 75, - 752 D. (19) 

Ora D è una quantità clle, quando x, y, y, è in r, resta sempre in ino- 

du10 inferiore a l m  1 + 8 8 + - Quindi posto h = Z .m 1 + 8 8 + - + 1, 
B " 1 2 

avremo 
"1 

cotne avevamo enunciato. 

5. Risulta subito dalla proposizione precedente che fissato un ilumero 
positivo p piccolo a piacere esiste soltanto un nunlero finito di superficie E, 
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. 

le quali abhiano. dei punti appartenenti al campo r, in cui è 

XI -4J (%ylyz)>p; 'Cao) 
invero per (13) su s,, è 

e quindi perchè una tale superficie abbia punti interni a r, occorre sia 
h 

tz < - (*). E con ci6 risulta senz'altro provato che l'insieme di superficie 8, 
P 

non lia punti di condensazione in r interni al canipo r,.  
Per costruire ora una funzione analitica regolare ne1 campo r, la quale 

si annulli nei punti delle s,, consideriamo, seguendo il noto procedimento di 
WEIERSTRASS, il prodotto infinito 

dove si è posto 

Yn (X 3) = 

È facile vedere clle tale prodotto iiifinito è convergente uniformemente 
in un qualunque campo r,,; esso rappresenta quindi in r, una funzione ana- 
litica regolare la quale ha s per frontiera. 

Per dimostrare clle il prodotto (19) è uniforinemerite convergente ili ogni 
campo I', fissiamo un numero arbitrario positivo e < 1; e distinguiamo i nu- 

1% l, 
ineri n in due classi a seconda che 2 1 - E O < 1 - 3. 1 valori di  tt 

rz 12 p 
appartenenti alla priina classe sono in numero finitn, noi potreino trascurare 
i faltori corrispondenti nella dimostraziorie di convergenza. Pei. diniostrare 
che il prodotto dei fattori residui è convergente basterà dimostrare la con- 
vergenza della serie dei logaritmi. Ora per (93)  tale serie é 

(") Riferendoci alla (19) ed osservando che qui é .;, - O  potreinmo porre k = 1, 
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Ma se (x y) è in r,, per il n. precedente si ha 

quindi sarà 

E quindi la serie dei moduli di (84) converge più rapidamerrte della serie 

E questo diiriostra il nostro enunciato. 

6. Il ragionamento precedente non è sufficiente ad iiivertire la propo- 
sizione iniziale del n. 1 in un campo comunque esteso per questa ragione 
soltanto, che non possiamo asserire che le superficie 2, da noi costruite non 
abbiano come punti di condensazione punti appartenenti a regioni sufficien- 
temente lontane da1 punto (t, 3,)  cui esse corrispondono ed in cui sia 1 > 0. 
Ogni qua1 volta si possa escludere questo caso si potrà coiilpletare il ragio- 
namento, e ci6 avverrà hep sovente in casi particolari : cos1 avverrà se l'iper- 
superficie è tale che giace seiupre tutta da una parte di un qualunque suo 
iperpiaiio tangente ed abbia corriune con questo il solo punto d i  contatto : tali 
sono ad esempio le ipersfere, le ipersuperfieie ellisaoidiche, ecc. CliiQmiamo S 
l'ipersuperficie: chiamiamo interna all'ipersuperficie la regione che non con- 
tiene punti degli iperpiani tangenti (*). Osserviamo che p e s a  una tale iper- 

(*) È interesvante mostrare direttamente che una tale ipersuperficie $ soddisfa alle con- 
dizioni necessarie esposte al primipio del n. 1: Supponiamo invero che il campo interno ad S 
sia il campo cp > O :  il gruppo dei termini di secondo grado del10 sviluppo di cp in un silo 
punto qualunque deve allora costituire una forma definita negaliva. Essa è 

Qra l'espressione Qt 4, si ottieiie precisainente sommando le due quaiitit.5 ühe ~i banno 
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78 E. E. Levi: Sulla ipersuperficie frontiera del ccçmnpo 

superficie S, fissato un numero positivo E piccolo a piacere, si pub trovare 
un numero 6 (E) tale Che, se U è un iperpiano parallelo all'iperpiano tangente 
in un punto P di S condotto per un yualunque punto P' della normale ad S 
in P che disti da P di meno di 6(c ) ,  i punti di n interni ad S siano tutti 
interni ad un'ipersfera di centro P' e raggio E (*). 

Cii! posto si fissi di nuovo sopra S un insieme numerabile di punti denso 
sullYS: si chiami P,; & (E, ,  vi,,) l'niesimo punto di tale insieme, e come super- 
ficie caratteristica .?;, si assuma il piano caratteristico perpendicolare alla 
normale ad S condotto per il punto P', di questa ilormale che è interno ad S 

1 
e dista da ([,ri,) di - . È facile mostrare che non esistono punti limiti di 

n 
quest,o insieme di piani caratteristici interni ad S; in altri termini che preso 
un campo chiuso A tutto di punti interni ad S esiste solo un numero finito 
di piani 2, che abbiano punti comuni con A. Infatti dicasi y la minima di- 

stanza di punti di A da punti di S e si calcoli 6 - ; i piani caratteristici z (l;) . .. 
- 9 

per cui n, è maggiore del massimo dei due numeri - y e - (+) non hanno 

facendo successivamente in detta forma le posizioiii: 

quindi è certamente B 7 <O. 
(*) Invero se un ta1 numero 8 ( 6 )  non esistesse potremmo costruire uua successione di 

punti Pl P, . . . P,. . . tali che l'iperpiano ïi, parallelo all'iperpiano tangente in  P, condotto 

per un p u d o  P i  della normale ad S in P. volta verso l'interna per cui P. Pr .  < ' conliene 
IL 

punti interni ad S distanti da P', piii di c. Sia P un punto limite di questo insieme, l'iper- 
piano tangente in P è l'iperpiano limite degli iperpian'i ïi.; esso conterrebbe quindi punti 
interni all'ipersuperficie S od almeno di S stessa distanti da P almeno della lunghezza c ;  e 
quindi diversi da P; ci6 contraddice alla ipotesi fatta per I'ipersuperficie S, 
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di esistenza d i  unn funxione analitica d i  2 variabili. 79 

punti colnuni con A. Invero un tale 2, appartiene totalinente all'iperpiano 
parallelo all'iperpiano tangente ad S in P, condotto per il punto Pt, :  ed es- 

sendo P, P', = 7 i suoi punti interni ad S sono tutti interni all'i- 
n 

persfera di centro Pi r raggio 1 e quindi non possono distare da S pifi 
9 

1 Y di -+ - (y :  essi sono quindi tutti esterni a A, c. v. d. 
92 2 
Presi dunque questi piani caratteristici x,, come varietà di zero di una 

funzione analitica di LZ ed y che si pub costruire con rnetodi analoghi a quelli 
del n. 5, questa sarà una funzione ana.litica regolare all'interno di S, la quale 
ha S come frontiera. 
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Sulla postulazione di una varietà 
moduli  forme algebriche.  

(Di R U G G I E R ~  TORELLT, CC Pisa.) 

nlgebriche (") trovasi 
del SEVERI : lflondame)zti per la geotnetria sulle rurieta 
uiia formida clle assegna, in generale, un leganîe fra la 

postulazione di iina varietà spezzata in due parti e le postulazioni di yueste 
parti. 

%el presente laroro io estendo clilella foriiiola (**); e inostro poi (5 6) 
coiiie si possa utilniente applicarla iiello studio delle condizIoiii di rappre- 
sentabilità cli una fornia algehrica i i i  r +- 1 varinbiii per coiubinazioiie li- 
rieare di altre h ,  aveiiti piii che 00' " zeri conliini. 

3 1. Generalità. 

1. Cliiarnereii~o aarietà sea~2lice l'insieiiie di un numero finito di va- 
rietà irriducibili, di diiiîensioiii qunlsiansi, tali che nessuna di esse sia con- 
teiiuta in un'altra dell'insieme stesso. 

L'insierne di alcune (anche una sola) di t d i  \-avietà irriducibili si clirà 
una pnrte della vttrietà semplice considerata. Parlaiiclo di una vürietà V sen- 
z'altro, sottiutendereino sernpre clie sia seinplice. Alloryuando iiivece parle- 
reino di uiia vctrietà di dimensione i? O cli una Ti, intendereino che si tratti 
di uiia varietà seinplice, le ciii parti irridwibili han tutte la dimensione i. 

Pih varietà si dicono distiute fra loro, yuando ogni parte irriducibile di 
una yiialunqiie di esse non è contenuta iii una parte irriducihile di qualcuiia 
Celle altre. 

(*) Rend. Palerme, t. XXVIII (1909), n . O  3. 
(**) Cfr. la nota (*) a pag. 84. 

Awnali di Mutematica, Serie 111, Tomo X r l I I .  
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Date più varietà distinte, si dirà sonmm di esse, e si indiclierà cogli or- 
dinarî simboli di addiziorie, la varietà seinplice clie è l'insieine di tutte le 
loro parti irriducibili. 

Date due varietà clistinte V, V', gli eveiituali punti clle esse lianno in 
comune si distribuiraimo in un nurneiso finito di varieta irriducibili distinte. 
L'insierne di esse è uiza varietà seniplice clie indiclieremo cou V V'. Adun- 
que, se V, V' sono due varietà di dilnensiorii i, i', essendo i + i' non infe- - 

riore alla dimensione r dello spazio ambiente; e se, coine allora gerieralinente 
avviene, V V' è una varietà di diinensione i + i' - r, noil pub affertiiarsi sen- 
z'altro che 1.T V' è l'intersexione, nell'ordinario seriso algebrico, di V, V'. Cib 
avverrà solo cpando, nell'intersezione, ciascuna parte irriducilde d i  V li' vada 
coinputata z c n c c  voltü. 

2, Indiclierenio cou x, ( V )  la postulazio~-ie clie una vuietà V offre 
alle ipersuperficie di ordine 1 clie debbono conteiierln; e, cjuaiido aweirio d a .  
considerarla, supporreiiio seiiip~-e 1 cosi alto clle essa sia espressa clalla nota 
formula di HILBERT. 

Ricorchno clle ;c, (V) iion dipencle dalla cliniensioile dello spazio in cui 
si considera iniiiiersa la V. 

Il sistenia lineare delle ipersuperficie cli ordine 1 passanti per V si iiicli- 
cherà con [VI , ;  la sua diineusione vale : 

dove r inclica, coine ne1 seguito, la dimensione del10 spazio ambiente. 
3. Se V, V' sono due varietà clistinte, i due sisteiiii lineari [VI,, [VI] 

haniio manifestamente come sistenia d' intersezione il sisteina [ V  + V'], . 
Quale sarà il loro sistenia congiuiigente? A priori, coine ossena i l  SEVERI, 
pub dirsi soltanto clie esso è contenuto (*) rie1 sistema [V VI,; ossia che si 
ha la relazione : 

Quand'è clie si p0trà afferniare l'eguaglianza dei due ineinbri? 
O, in  altri termiiii, quand'è clie i due sistelni IV],, [V'],  appccrterrnnno 

al sisteina [ V V'] ,  ? 

(*) Parlando di un sisterna d'ipersuperficie dell'Sr (O di Vi-, s u  una lii irriducibile) con- 
tenuto in un altro, sottinteildiaino ora e ne1 seguito (salvo a dire espressainente il contrario) 
totalnaente. 
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Noi ricercheremo appunto cio. Nei S 2, 3 tiatterenio il caso in cui V' sia 
una ipersuperficie; ne1 S 4 quello in cui V sia una curva; ne1 3 5 quel10 in 
cui V sia una varietà irriducibile, di diniensione >1, priva di punti niul- 
tipli, e la varietà V V'  consti di parti della stessa dinîetisione (*); e niostre- 
remo appunto che nella (1) pu13 togliersi il s e p 0  > quando 1 sia ahbastanza 
alto, e V' seghi sen~plicemente V, ne1 senso che verrà in seguito precisato. 

Facciaino subito alcune osservazioni : 
1. Se V è un gruppo di punti, la varietà [V'  Ti] non esiste: convenendo 

di porre allora %,[V V'] = O  (**), si riconosce ilninediatainente, per Z abba- 
stanza alto, che è appunto 

II. Si è detto che la (8) s a r i  diinostrata per 1 abbastanza alto. È chiaro 
perb che, yualunque sia il limite inferiore clie avremo imposto a 1 ne1 corso 
della diinostrazione, la (2) varrà. per tutti quei valori di 1 pei puali le po- 
stulazioni delle varietà V ,  TV', V+ V', V V' son date dalla for.rnu1a d i  HILBERT.  
Cib dipencle da1 fatto che tali postulazioni sono espresse allora da poli- 
nomî in Z. 

III. Si pu6 dare alla (29, quando 'J è irriducibile, un'altra interpreta- 
zione che giova tener presente. Consideriaino i sistemi lineari Y, Y, segati 
su V risp. da [V'],, [V  V'],: le loro dimensioni valgono risp. : 

e il sisteiiia 2'' contiene certo 2'. Orbene la (8) afferma appunto che il si- 
stems Y segato s d  V da IV VI], coincide col sistema 2' segato d a  [V'],. Cib 
è già noto allorquando V sia uno spazio lineare situato genericainente rispetto 
a V': si rientra allora in un teorema ben conosciuto sui sistemi lineari di 
ipersuperficie definiti da un gruppo base ("**). 

(*) Allorquaiido si tolgaiio queste restrizioni, s i  presentaiio delle condizioni assai in- 
volute, cui noii ho ancora saputo dare una forma seinplice. 

(**) Una simile convenzi6ne si intende fatta ilel seguito; yuaiido qualcuna delle varietà 
considerate venga a mancare. 

(**a). Cfr. BERTINI, It~trocZuzio?be alla yeometviaproiettiva deyli iperspae3 [Pisa, Spoerri, 1907], 

pag. 256, 
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$ 52. Caso in cui V' sia uua ipersuperficie, e V sia irriducibile. 

4. In yuesto paragrafo tratterenio il caso in cui VIi' sia iina ipersuper- 
ficie di uii certo ordine 12 (yualunque), e V sia irriducibile. 

Dimostrerenio cioè il seguente teoreina : 
Se V è unn varietic irriducibile di dimensione i s 1 ,  ed 3' zcnc~ generica 

ipersuperficie d i  ordine n, il sistenm residuo della varieth P V rispetto al si- 
stems X, segnto szc V dn tzctte le ipersuperficie d i  ordine abbastcclesa alto 1, 
coincide col sisteaca 5,-,, segato da tutte le ipersuperficie di ordine 1 - n :  O in 
nltri termilai si ha la relaxione : 

xi (V) = L,, (V) + ~1 (F V )  (*). (3) 

Questo teorema afieriiia insoinma che se una varietà X ad i - 1 dinien- 
sioni (anche dotata di parti inultiple O avente parti a coinune con F V )  gia- 
cente su V, costituisce, insieiiie colla P V, la coiiipleta iiitersezioiie di V con 
una ipersuperficie di ordine 1 ,  la S sarà la coiiipleta intersezione di V con 
una ipersuperficie di ordine 1 - 1,. E poichè la cosa è vera per n = 1 (corne 
si è osservato al n . O  3) potreino, ne1 diiiiostrarla per l'orcline n di B', sup- 
posla vera per un ordiiie < M. 

Prendiaino a1loi.a una generica ipersuperficie F' di ordine gz - 1, e uii 
generico iperpiano Pu; è chinro che il residuo di P' V+ P" V rispetto al si- 

(*) Relazione identica all' altra 21 (V) + xz ( F )  = x~ (V + F )  + XI ( V  F) ; poichè si ha 

l +  1 - - p h +  J + r  
Z z < r > = (  ,. '1, U < V + Y ) = (  ,. ) - (  " -" + '1 + XL. ( V ) .  Si noli che, 

lier la genericità di F, l'interseziorie di F con 1' é priva di parti multiple: ossia è proprio 
la varietà F V (cfr. n.O 1). Ed è chiaro che p e s t a  coiidizioiie i! uecessaria per la validità'del 
teorema. 

Le formole ("1) (3) si  trovano di~nostrate, sinlultüneameiite per induzione, nella citata Me- 
moria del SEVERI, sotto le seguenti ipotesi : 

a) che le varietà V, V' siano irriducibili (è osservato p r o  che l'ipotcsi della irriduci- 
bilità di Ir' non é essenziale) ; 

b)  che la V sia priva di singolarità (ipotesi richiesta dall'applicazione dell'oss. III del 
n.O 9 di quella Nemoria); 

c)  che la varietà V V' sia una varieta ad i -  1 dimensioni, se i è Ia diniensione di V; 
e che l'intersezione delle V, V' avvenga geneticamente, in guisa che siano soddisfatte le CO* 
dizioni precisate ne1 presente laroro. 
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stema 2, è appunto il sisteina 2,-,,. Se infatti X è una varietà di yuesto re- 
siduo, se cioè F' Ir+ F" V ed ,Y costituiscono una varietà di i,, in virth del 
teorema, vero per l'ordine 1, avverrà che F' V ed S costituiraniio una va- 
rietà di ',-, ; e, aiicora pel teorenia, ainiiiesso per l'ordine tz  - l,  sarà S una 
varietà di x,,, . 

Orbene, poichè la varietà F' V +  F" V del sisterna segato su V dalle 
ipersuperficie di ordine 12 aminette come residilo rispetto a 2,  il sisteina & - 3 t ,  

la generica varietà F V del primo sistetna avrà un residuo di dimensione 5 - 
a quella di L ,-,, (*): nia duiique ta1 residuo è proprio 2 ,-,,: c. v. d. 

5. Facciaiiio adesso alcune considerazioni su1 precedente teoremn : 
1. Esso, se la V è priva di singolarith, si pub dedurre senz'altro da1 

fatto che il sistenia 2,-,, Z essendo sufficientemente alto, è cornpleto (**). Anzi 
questo mostra, più in generale, che il residuo dell'intersexione di V con una F 
qualunque, rispetto a 2, è x , ~ , , ,  e che percid, s e  tale intersezione è priva 
di parti inultiple, si pud senz'altro applicare la (3). 

II. Allorcllè V è co~npleta intersezione di r - i ipersuperfieie, di ecjua- 
zioni 

@ , = O ,  @ , = O  , . . . ,  <p ,.-, = O ,  

si pub dirnostrare la (3) iiupo~zendo a P la sola restrizione che essa seg7zi V 
in una varieth priva di parti ~nzcltiple, e inoltre togliendo la restrizione che V 
sin irriducibile. 

Ii~fatti se ni è l'ordine di ai, e se si indica con A, Ai iiila forilla arbi- 
traria di ordine 1 - n, Z - ni (nelle coordinate dell'S,. aiilbiente), il sistenia 
lineare : 

A, @ , + A , @ , + . . . + A  ,.-,a ,.-. ,+LlE'=O(***) (4) 

(*) Avendosi su una Vd irriducibile un sistema lineare oo*, E, di VW, contenuto par- 
zialmente in un altro 2'' la  dimensione del residuo di una Vi-1 varialsile genericamente in E, 
rispetto a E', è costante; e possono solo esistere in .2  sistemi di dimensione <x, le cui va- 
rietà hanno, rispetto a E1,'un residuo 13 diniensione nzagyiore. 

(**) Cfr. SEVERI, loc. cit., 1 i .O  9. 
(***) In questo lavoro le ipersuperficie saranno iiidicate colle lettere F, O affette da in- 

dici, O da apici; e, secondo un uso comune, le stesse lettere indicheranno le forme che, egua- 
gliate a zero, ne daiino l'equazione. Cosi nella (4), F indica il primo meinbro dell'equazione 
della ipersup. P. E parlerelno indifferentemente di forme O di ipersuperficie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



86 T o r e l l i  : Sul la  postulrczione d i  una varietà 

ha, in virtù di un teorema del SEVERI (*), la diinensione: 

D'altroride esso sistenia è il sistenîa che congiurige i due : 

aventi rispettivamente le dimensioni : 

e segantisi, corne risulta subito dallo stesso teorema del SEVERI or ora ap- 
plicato, in un sistema di diinensione : 

E allora, in virtù di una notissima formula di geometria iperspaziale, 
si ha 

X2 ( F  V )  = X l  ( V )  - X 7 - .  (V, 

che è appunto la (3). 
E si noti che ne1 caso attuale la (3) è valida per ogni aalore d i  1 wag- 

giore d i  n ;  sempre pel ricordato teorema del SEVERT. 
III. Secondo l'enuriciato del n.' 4, la formula (3) è stata diiriostrata 

per una generica P di ordine n :  è utile notare che entro al sisteliia, di 

dimensione (%TV) - 1, delle F possono effettivaiiiente esistere sistemi di 

diniensione (n - 9, per le cui ipersuperficie il teorema cade i i i  difetto. 

Oltre al caso ovvio che V sia uiia curva (talchè per le P che la toc- 
cano non è applicahile il teoreina: cfr. la nota (*) a pag. Sb), noterelno il se- . 
guen te esenlpio : 

Consideriamo in S,  una superficie V2 dotata di un punto P doppio bi- 
planare, tali che i due piani ivi tangenti abbiano a comune solo P (il quale 
sarà adunyue un punto doppio iwzproprio d i  I . 'hspe ie ,  secondo la, locuzione 
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del SEVERI (*)). Una ipersuperficie di S,  passante per P ha il punto P. CL 1 meno 
doppio: melitre un S ,  geiierico per P sega V2 in uiia curva C di cui P è 
doppio; epperb il sistenia delle superficie di ordiiie 1 del detto S,, passanti 
per la C, non ha in generale il punto P coine doppio. 

Dunque ta1 sistema è più ampio di quel10 segato sull'S, da [Ti2],; epper6 
non si pu6 applicare la (3) alla V, e al detto 8,. Ad un'analoga conclusione 
si perviene se si prende, inrece di un S,, uiia generica V,, di ordine qual- 
siasi, passante per P. 

3. Estensione del teorema precedente. 

6. Esteiidiamo adesso il piecedente teorenia al caso che la varietà seni- 
plice V consti di più parti; dirnostrerenîo il seguente teorema: 

Se V è zcna varieta se~~zplice, e F una generica iperswperficie d i  or- 
dine PZ, si l ~ c ,  per 1 abbastccnza alto : 

Sia dunque la Ir composta di più parti irridiicihili VL', V"),.. . , Vm). 
Ne1 diinostrare la (3), potremo supporla vera per la varietà 

perchè la (3) è già diiiiostrata pel caso 9 1 ~  = 1. Adunque, per ipotesi, le coppie 
di sistemi litieari [FI,, [FI,; [FI, [Ti'"'], amn~ettono come sistemi congiungenti, 
se 1 è ahbastanza alto, risp. i sistemi [F  VI,, [F V'"'],; e si tratta di  dimo- 
strare che i sisteirii [FI,, [ V +  Ti'"'], (il secondo dei quali è l'intersezione di 
[FI,, IVim)],) hanno come sistema congiungente il sisteina [F VI,, ossia il si- 
stema [ F  v+ F Ti'")],, intersezione dei due [P VI,, [P V'")],; le cui varietà 
base, per la genericità di F, sono distinte. Si tratta in altri terinini di dimo- 
straie che il sistema [FI, è in posizioiie regolare (ne1 senso di BERTJNI (**)) 
rispetto ai due [VI,, [Ir'""], . 

(*) Cfr. SEVERI,  Intonzo ai put~t i  doppi impvopri, eec. [Rend. Palermo, 19011, n.O 5. 
(**) BERTINI dice che un Sa è in posizione reyolare rispetto a due altri spazî Sa, Sc, quarido 

gli spazi intersezione di Sa con Sb, Sc appartengono al10 spazio in cui Sa sega il congiun- 
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Percib basterà far vedere che i due sisteini [ r + P ] , ,  [V'"') +Pl,, inter- 
sezioni di [FI, con IV],, [V@"')],, appartengono al sistenla X intersezione di 
[Pl, col sisteina Y congiuiigente i due [FI,, [V(")],. 

Ora la dimensione di quest'ultinio vale : 

ove E~ è un intiero non negativo; e la diinensione del sisterna congiungeiite 
i due [V+ FI,, [V'") + Pl, vale, corne è facile vedere, quella del sisteina con- 
giungente [pl, ., [V'""],-,: ci?& 

si ha certainente, quindi 

e si tratta di  frtr veclere clie in yuesta relazione rale il segno =. 
11 sistenia X si ottiene iinponendo alle ipersuperficie del sistenia Y di 

coiitenere la ipersuperficie P: yuesta d'altronde iiiipotie alle ip. di [~V""], 

condizioni; yuiiidi al sisteina lT, coilteiluto in [ V  V'""],, lie iinporrà 

oTTe .fi,,, é un iiltiero non negatiro; e cos1 la dinieilsione di S rarrà 

gente S b ,  Sc:  O, ci6 che torna 10 stesso, quaiido gli spazî coiigiuiigeiiti Sa con Sb, Sc si se- 
gano secondo lo spazio che da & proietta l'intersezione di Sb, Sc. In ta1 caso anche Sb (O Sc) 
è in posizione regolare rispetto agli altri due spazî. Cfr. il  citato lihro di  BERTINI, pag. 14. 

La nozione di spazio in posizione regolare rispetto a più altri, si  presenta spontaneatneiite 
in varie questioni; ed è servita a l  BERTINI per stabilire iiiia nota formula di geometria iper- 
spaziale (loc. cit., pag. 16). Si vecia anche la Nota del10 stesso Autore: Sopra la teorin dei 

jnoduli di  forme alyebriche (Rend. Lincei, 1909, Nota 'La), in fine della quale sono cnuncinte - 
in modo seinplice e preciso le condizioni suficienti per la ralidità della detta formula. . 
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Si osserri orn che se n = 1, il teoreiiia clie vogliaino dimostrare è vero; 
e quindi 

X I I  = Cl - €2-1 . 

Si pot& quiiicli procedere per induzione, ainiuettendo che per n' < n sia 

Ed allora, se prendiarrio una ipersuperficie di ordine n composta da uila 
generica ipers. di ordiiie n - 1 e un generico iperpiano, essa offre al si- 
steiiia Y precisaiiiente 

condizioni: ne segue che tarlte, O di più, ne offre la gezzerica ipersuperficie 
di ordine 1 2 :  e cioé : 

V I > ,  s &z - El-* 

che confrontata colla ( 6 )  dà 

corne volevasi dimostrare. 
0sser.vaxione. Se V è una curva yualunque, si pu6 applicare la (3) sotto 

Zrc sola vestrizione che la P seghi in punti distinti V (supposto seinpre, be- 
ninteso, Z abbastanza alto). Ci6 si dilnostra assai facilinente per induzione da 
TL - 1 a 12. Se infatti P', F" indicano una generica ipersup. di ordine n - 1 
e un generico iperpinno, da  

XI ( V )  - X Z - . + ~  (1') = xz (Fr V ) ,   KI-.^+^ ( V )  - XZ-,, (V) = xz (Fn V )  

A ~ n a l i  di Matematica, Serie III, Tomo XVIII. 
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$j 4. Caso in cui la V sia una curva. 

7. Trattereino adesso il caso in cui V sia una curva. Diremo che una 
varietà semplice V' segn sewzplicemente una curva Ir (riducibile o no) distinta 
da essa, allorquaudo esiste una ipersuperficie passante per V' e segante in 
punti distinti K. Si noterà subito che : 

a )  se q è l'ordine di una tale ipersuperficie, anche la generica ipersu- 
perficie di ordine q 2 - passante per V' sega V in punti distinti; 

b) se V' è anch'essa una curva, la condizione di cui si parla nella 
precedente definizione non involge siininetricaniente V, V', Ad es., se è r > 3 
e V, V' Iianno a coinune un punto, seniplice per V, doppio per V', V' in ge- 
nerale seglierà setiipliceiiiente V ;  ma non viceversa. 

8. Ci6 prernesso andiamo a dimostrare clie 
Se la varietic semplice V' segu se~~~pliceale.ide la curva V  distinta da essa, 

si 72a : 

X I  ( V )  + ~1 (V ' )  = %z ( V t  V')  t & (V Y). (9) 

Supponianîo dapprinia. clie V sia irriducibile, e indicliiaino con F ulia 
ipersuperficie di ordine q passante per V' e segante V in piinti distinti: tale 
intersezione sa r i  appunto il gruppo F V, e consterà del gruppo V' V e di 
uii altro gruppo 2. 

1 due sistemi [V'],,,, [V'  VI,,, segano su V due serie lineari m', m" di di- 
inensioni 

e si tratta di dimostrare (n.O 3, III) clie yueste due serie, delle yuali certo 
la prima, è contenuta nella seconda, coincidono. 

Consideriaino percib la serie 2, segata su V  da1 sisteina [Y+ Z],,,: la 
sua diniensione sarà : 

e, poichè tra le ipersuperficie di [VI+ Z],,, vi sono le ipersuperficie costi- 
tuite dalla F, e da una ipersuperficie cjualunque di ordine 1, la dimensione 
di x sarà superiore o uguale a yuella della serie segata su V da tutte le 
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ipersuperficie di o ~ d i n e  Z; ossia stirà : 

Avre~no poi (1i.O 3, 1) : 

e per la ( 5 )  : 
diiii 2 ' 2  - zlfrl  (2) + xI (V) - 1. 

Si ha d'altroiide: 

che, coinbinata con la precedente, dà.: 

diin X' - 2 xZ+, (2 + V V') - x7+¶ ( V V') + xI ( V) - 1. 

Ed essendo (n.O 6, Oss.) 

Dovendo, coine si sa, essere anche diui Ys diiii Y', risulta che queste due 
ditiiensioni sono eguali, il che dimostra ilel caso attuale la (2) (*). 

9. Per esteiidere ln (2) al caso in cui V.sia. una curva composta. di più 
parti irriducibili V") Vq . . . V'"), si potrebbe (vedi n.O 6) anilnetterla per le 
coppie di rarietii V', + . . . + V(m-') ; V', V""; e poi far vedere che dei 
sistemi lineari : 

uno si trova in posizione regolare rispetto agli altri due. 
Ma più seinpliceiilente si pub osservare che l a  dimostrazione del n." pre- 

cedente vale  anche se V è riduttibile. 

(*) Questa dimostrazione rientra nella dimostrazione del SEVERI. Si noti per es. che se V' 
è anch'essa una ciirva, e se nessuna delle due curve V', V sega semplicernente I'altra, il tee- 
rema cade in difetto; corne è facile vedere, 
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Chiamando infatti serie lineare su una curva riduttibile V, l'insieme dei 
gruppi segnati su essa dalle ipersuperficie di un sisteina lineare S del10 spazio 
ambiente (*), è sempre vero clie la diinensione di una ta1 serie vale 

dove m è la diinensione di S, e x;' ln diniensione del sisterna costituito dalle 
ipersuperficie di S contenenti V. 

IO. Passianio adesso al cas0 che V sia una varietà irriducibile di di- 
mensione i maggiore di 1 (e < r - 1);  aggiungereino, coine s'è detto al n.O 3, 
la restrizione che essa sia priva di siligolarità, e che la varietà V' V coilsti 
di parti tutte della stessa diinensiorie E (2 i - 1). E cominciamo da1 definire 
cosa significa clie V' sega semplicemente V. 

Sia dapprinia E = i - 1. Consideriamo le ipersuperficie di un certo or- 
dine y, abbastanza alto, passanti per V': una generica di esse sega V nelle 
componenti irriducihili della V' V, contata ciascuna un certo numero di volte, 
e in una varietà a i - 1 diinensioni Z, irriducibile, priva di pugti multipli 
variabili; se FV' è una cornponente irriducibile della V V', la varietà X'v) Z 
sarà a i - 8 diinensioni. Orbene noi direino che V' sega sewzplicewz,ente V 
quando per z w  conveniente valore q di y (e quindi pei vnlori superiori) la 
V V' sia parte fissa semplice pel sisterna lit~eare segato su V da [VI],, e 
inoltre i l  sistema residuo R sia privo d i  punti base. 

Vediamo subito che se ci6 avviene, V' segherà semplicemente anche Z. , 

Infatti su X"' il sisteina R sega un sistema lineare: ne segue che Z non pub 
toccare X"i' ne1 generico punto di X'*) Z. E ilunque su Z l'insieme delle va- 
rietà (tra loro distinte) X"*) Z i! parte fissa semplice pel sistenia segato da 
[V'],; e inoltre il sistema residuo non ha punti base, perchè essi sarebbero 
anche punti base di R. Cih prova l'asserto. 

(*) Tra tali gruppi ve ne sarailno di quelli (degeueri) costituiti da coiiiponeuti di V e da 
un effettivo gruppo della rimaneute curva. Per la geometria su una curva riducihile, vedi 
NOETHER, Acta Math., vol. VIII, 
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Sia ora E < i - 1. Il sistema [V'], , per y abhs tanza  alto, sega su  V un 
sisteina lineare R che, iiîsieiiie ai suoi sistemi caratteristici (*) 1.O, % O , .  . . , 
(i - E - !2)e'imo, è irriducibile: iioi clirenio clie V' sega semplicewazte V quanclo 
per zcn conveniente valore q d i  q (e guindi pei valori sfcperiovi) l'intersexioîte 
di i - E - 1 varietà generiche di R è ztna carietà (a  E + 1 dimensioni, irri- 
ducibile) priva di singolaritb, e V' la sega semplicemente, ne1 senso sopra de- 
finito. Si vede subito clie se pesta condizioize è soddisfatta, V' seDa sempli- 
cernelzte atzche ln yenerica varieth Z (priva d i  singol&rit&) del sistema R (**). 

Se V' è m a  varietà a j diineiisioni (O < j<  r - 1), perchè essa seglii 
senîpliceniente V è sufficiente (ma non necessario) clre ogni punto della va- 
rietb a E dime)~.sioni (O 2 E 2 i - l )  V V' sin semplice per V V', V', e i n  esso 
le dzce varietic V, V' presetztino i l  caso semplice (cioè i due spazi tan- 
genti s,, Sj abbiaiio a coiilune solo I'S, tangente a V V'). 

In particolare, se V', V si segmto i ~ z  2uzcc. vccrietà, a j + i - r dimensioni, 
priva di  siîzyolarità, ciascuiîa delle V', V sega sen~pliceiiiente l'altnt. 

I l .  Aclesso, iiiantenendo le iiotnzioiii del n.O prec., aildiaino a dimo- 
strare che: se V' sega seiuplicewente V, vnle 10 for~nula (8). 

Potrenio ilel corso della tliniostrazioiie supporre vero il teoreina per V' 
e per uria varietà di dimensione <i; esso iiifatti t stato diniostrato quando 
tale diniensione sia 1 .  

Estendendo la diuiostrazione del 1i .O 8, consicleriaino su V i due sistemi 
linestri Y, Y', segati da [V'],+,, [ V  V'],,,, dove q 2  - y e 1 è un iiitiero qualuii- 
que ; si ha : 

diin Y = x,+, ( V' + V) - x,+, ( V') - 1 ,  

dinî Y' = x I ,  ( V) - x2+* ( V V') - 1 ; 
(6) 

e si tratta di diniostrare che queste due dimensioni, delle quali la prima non 
supera certo la seconda, sono eguali. Prendiamo percib la generica ipersu- 
perficie F di [V'], e la relativa varietà Z del sisteina R :  pel sistema x, se- 
gato su  V da. [V' + Z],,, , si lia : 

(*) Cfr. ROSATI, Suyii spuzi uormali delle vavietic aigebviche [Atti  1st. Veil., LXVIII (1908)], 
u . O  4. 

(**) Se manca V V ,  si puo anche dire che V' sega seinpliceinente V. 
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e anclie, evidenteinente: 
diiii 2 > xi ( V )  - 1. 

Dalle (6) (7) segue : 

Ora alle varietà V', Z pub ben applicarsi la (99, perchè Z ha la dirnen- 
sione i - 1, e V' la sega sempliceiriente (n.O 10); segue percib : 

Indichianio ora coi1 S la rarietà, a E dimensioni, V V'; e distinguinmo 
clue casi, secondo che siü E = i - 1, O c < i  - 1. 

Se c = i - 1, applicarido la (3) alla V e alla. ipersup. F (n.O 5 ,  1), ah- 
bianlo : 

X l f q  ( 7)  = x 1  ( 7) + X l + p  ( X  + 2 1 7  

clie, conlbiiiata colla precedente, dà : 

Ora alle vàrietà X, Z possiaiilo applicare la (1) (*) ;. e poichè la X Z coin- 
cicie colla V ' Z ,  abbianio: 

che Sostituita nella precedente d à  : 

ossia 

Dovendo essere anche7 corne si sa, diiu X' < diiii x". segue - 

il che dimostra, ne1 nostro caso, il teorema. 

(*) Si potrebbe anche applicare addirittura la @), essendo evidente che X sega semplice- 
mente 2. 
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Se poi E < i - 1, la varietà V' Z coincide colla V' V,  e inoltre per la (3) 
si ha : 

A Z + ~  ( F) = X I  ( V )  + XE+* (2) ; 

talchè dalla (10) segue senz'altro : 

dini Y >  X Z + ~  ( V )  - zztn ( V  7') - 1, 

ossia, corne prima, dini X' > - dim Y, e yuindi diin Y= dim Y"' 
La nastra forinula resta cos1 dinlostrata (*). 

S G. Applicaaione alla rappresentabilità di una forma 
per conibinaaione lineare di piu altre. 

1% Le condizioni percliè una forma algebrica E' in r+ 1 variabili si 
possa rappresentare per combiilazione lineare di più altre Fr F, . . . F,, sono 
state thora,  quasi esclusivaoiente, studiate ne1 caso in cui sia h 2 r ,  e le IT. 
si seghino in una V,-, (**). Se in particolare yuesta è priva di parti multiple, 
si ha, coine è stato ricordato al n.O 5, la nota condizione, necessaria e suf- 
ficiente, che P passi per la detta'V,.-, . 

Mostreretno qui come la (8) possa utilinente applicarsi a ricercare le dette 
condizioni di rappresentabilità quando le Pd si seghino in una oarietà co- 
stituita da parti di dimensioni diverse. Darenîo tre esenîpî. 

13. Siano P, F2 . . . F,, (h > r )  iperszcperficie d i  8,. tali che r d i  esse si 
seghino i n  acn gruppo di punti distinti, e per una parte V di questi passino 
tutte le altre, senxa che vi sinno, oltre Ti, n1tr.i punti cornuni a tutte. La con- 
dieione necessaria e sufficiente perchè z c m  forma P di ordine 1 abba~tan~xa 
alto appartenga al modzdo (F ,  . . . F1,);è che essa p n s ~ i  per V. 

Le P, . . . F, si seghino in punti distinti, il cui insienîe denoteremo con 
V+ V', e supponianlo dapprima h = r + 1 ; allora la Fr+, non passerà per 
alcun punto di V'. Per far vedere che ogni forma F, di ordine 1 abhastanza 

(*) Questa dimostrazioiie è all'incirca quella del SEVERI. 
(**) Nella Nota del GIAYBELLI: Alcune estensioni del Fundame+~talsutz di NOETHER, etc. 

[Atti di Torilio, 19061 è studiato il caso iii cui le siaiio i iiiiiiori di iina generica matrice, 
a 2 liiiee, di forme. 
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alto, passante per V, appartiene al niodulo 

( F I  F2 . . . F,. Fr+,), 

basterk mostrare die, detto mi l'ordine di Fi, e Ai utia forma arbitraria di 
ordine 1 - n,, il sistenia liiieare 

li: infatti ta1 sistema è quel10 clle congiiinge i due: 

A ,F ,+ . -+ ;4 , .Fv=0 ,  A,.+,F,.+l-=O, 

aveiiti risp. le diiiiensioni : 

e segantisi in un sisteii~a di diiuensioile 

(vecli i1 ragionainento fatto al i 1 . O  5, II). La diiiiensione di (11) vale adunque : 

Con identico ragionaiiiento il teorenia si estende, per induzioiie da h -- 1- 
ad h, al caso .d i  h qualuncjue. 

OSSERVAZIOKE. La restrizioiie die  Z sia abhastailza alto è essenaiale: 
p. es. ne1 caso h = r + 1 se è 1 < n,.+, , il teorema cade evideiitemente in 
difetto, giacchè le forme, d'ordiiie l <  ~z,.,, , del riioilulo (FI  .. . F,.Fv+,) sono 
del inodulo (E', . .  . F,.), e. cpindi, oltre clie per V,  pnssano per V'. 

Valga la stessa osservazione pei due teoreiiii successivi. 

14. S i m o  F,  P2 . . . F,. ipersuperficie di S,., tali c7ze le pviwe r - 1 si se. 
yhino in zcna czcrva priva d i  parti t~zultiple V +  V' (Gr ,  V'  potendo a lor volta 
essere ridzcttibili), e F,. passi per P e sey7zi V' i ~ z  un gruppo di pzcnti clistinti 
V y'+ 2. La condizione necessaria e sufficiente perchè ztna forma F, d i  or- 
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dine 1 nbbasta~zza alto, cipparte~zga al moddo (P, . . .Fr) è c h  essa passi 
per V+ 2. 

Adoperando le stesse notazioni e 10 stesso inetodo del n.O preced., ba- 
sterà dimostrare che la diinensione x del sisteuia lineare 

la quale è certo non superiore a 

eguüglia precisaineiite questo iiumero. D'altroride considerando (18) conie il 
sisteina congiuilgeiite i due 

segue che x ha appunto il valore (13): c. d. cl. 

15. Siano F, R2 . . . F ,  ipersuperficie di S,. (h < r )  segantisi i n  una uak 
rietic priva di parti uzultiple, V +  7'; P' essendo irriducibile e priucç di 
singolarità; Zn varietic V VV' consti di  parti tutte della stessa dimensione 
( r - h - 1 ) .  

Sin poi F,,,, un'altra ipersuperficie passante per V, e segante V', oltre che 
nella V ?' contata 2tna volta, i n  una unrieth Z (a  r - h - 1 dimensioni) ir- 
riducibile e priva di singolarità; la unrieth V Z  cotzsti d i  parti tutte della stessa 
dimensione. 

Se V sega senzplicemente Z, la condizione necessaria e sufficietzte perchè 
m t c  forum B', d i  orditze 1 abbastanza alto, appnrtenga al I I L O ~ U I O  (FI. . . F ,  B',,+:,+,), 
è che essa pnssi per V +  2. 

(*) Si potrebbe mettere anche il segno =, essendo evidrnte clie V srga senipliceiiiente V'. 
Una analoga osservazioric si pu6 fare ne1 teorema segueiite. 

Awizuli di Mnteinutica,  Serie III, Toino XTIII. 13 
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Basterà diinostrare clie : 

X L  ( V+ Z) 1 X I  ( V+ FI) - 1 1  nh+i ( V'). 

E infatti, chiamando X la varietà V V', e osservando che V Z  coincide 
con XZ, si ha nelle ilostre ipotesi: 

~ ~ ( ~ + ~ ) = x ~ ( V ) + X I ( Z ) - X ~ ( V Z ) ~ X I ( V +  V I ) - & ( V I )  + 
+~~(X)+Y,~(Z)-X~(VZ)=X~(V+V')-XZ-~~+,(V')-Y.~(X-+~)+ 

f xz ( X i  + X i  (2) - X, ( V Z )  2 x i  ( Pt J") - Xz-mr+, ( V')  

c. d. d. 

OSSERVAZIONE. Ne1 cas0 72 = Y - 2, E inutile siipporre die  la cuwa Z sia 
irriducibile, e priva di singolarità. 

Pisa, Ottohre 1910. 
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Sulle serie di funzioni analitiche della forma 
2 a, (x) x". 

(Di LEONIDA TONELLI, a Bologna.) 

Qui studiaino le serie della forma 

dove a,, (x) è uila funzione analitica, in quanto sono atte a rappresentare, in 
un caiiipo contenente l'origine, rami di funzioni atialiticlie regolari. Queste 
serie si presentano conle generalizzazioni delle oïdinarie serie di potenze: 
qui i coefficieiiti costaiiti vengono sostituiti da f~inzioni analiiiche. 

Darenio, sotto diverse forme, condizioiii - seinpre relative alle au (x) - 
sotto le quali potrà affernlarsi l'esistenza di una stella di convergenza asso- 
luta ed uniforme per la (1); vale a dire, di una stella nell'interno della quale 
la serie considerata rappresenta un ramo nionodromo di funzione analitica, 
regolare. Questa stella è cib clie sostituisce il cercliio di convergenza delle 
già ricordate serie di potenze. 

Studieremo pcri la sviluppabilità di una qualsiasi funkione analitica, re- 
golare nel17intorno di un certo punto z,, in serie della forma 

x c, a, (x) (x - %)", (9) 

dove i c,, sono costaliti; e n~ostrereino clie tale sviluppabilità sussiste seiilpre 
sotto la sola condizione che il rapport0 tra il minilno ed il massimo modulo 
di a, (x) sia, in un intorno arbitrariamente piccolo deli'origine, in cui questa 
funzione è regolare, superiore ad un nuinero positivo, indipendente da n. Se 
questa condizione è soddisfatta, la funzione rappresentata dalla (l), nella 
sua stella di convergenza, è continuabile analiticaniente fuori di tale stella 
mediante serie della fortna (9); vale a dire, iiiediante serie di potenze di 
(x - x,)"; i cui coefficienti differiscono da quelli della (1) solo per delle co- 
stanti, 
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Farenio anche un confroilto tra la serie (1) e la 

i cui coefficieilti non sono altro clie le derivate di quelli della (1); e iiiostre- 
retno clie - sotto deteriniliate coarlizioni - ln iiuova serie converge ail- 
cl-i'essa assolutanieiite ed iiiiiforliieiiieiit.e iiella stella di coiivergenza relativa 
alla serie primitiva. 

Il presente lavoro si riattacca natwaliiieiite ad alcuiii studi dei l~rofes- 
sori PINCHERLE e DELL'AGNOIA. Il priino di essi, in due Weiiiorie : Sui s is temi  
d i  fzcnziolzi cctznlitiche e le serie forcumte coi medesinri  (*), dopo a ïe r  dato un 
nietodo generale per trorare i catiipi di convergenzn clella serie c,, p,, (x) - 
essendo p,, (x) (îz = 0, 1, 2 , .  . .) un sistema di fuiiziolii aiditiclie definite da110 
sviluppo di uua funxione di due varialili T(x, y) = ~ " p , ,  (x), clie diveilta 
singolare nei posti (x, y) soddisfacenti ad uii'equazione f (a, y) = 0 - studia 
la sviluppahilità di una fiinzioiie aiialitica, regolare ilell'intoriio clell'origiiie, 
in serie del tipo considerato. Poi, iii due Note successive, inserite nei Ren-  
diconti  della R. Accademicc dei  Litzcei (**), riprende la iuedesiina questione 
relativainente agli sviluppi c,, y,, (x), dove le funzioiii y,, (x) sono polinomi 
definiti dalla relazione ricorrente 

Ma la Meinoria cui più si avvicina il nostro lavoro è yuella (***), cro- 
nologicainente anteriore alle precedenti, nella quale il citato Autore, dopo 
uno studio sulle serie X y,, (x) f,, (x), dove y,, e f , ,  sono funzioni analitiche, si 
occupa degli sviluppi c, en f,, (x), nell'iyotesi clie le f,, (x) siano tutte in 1110- 

du10 inferiori ad un nuiiiero fisso, e dinlostra che qualunyue funzioile ana- 
litica, regolare nell'intorno del punto x,, è sviluppabile in serie 

quando sia soddisfatta la coridizione, da noi già data più sopra, relativa al 
rapport0 tra il ininiino ed il inassirno niodulo della f ,  (x). Di questa propo- 

1 

(*) A n m l i  d i  5Iatemutica, Serie II, Toiiio XII, aimi 1883 e 84. 
(**) PINCHERLE, 1 sistemi rieowenti d i  priliz'ordine e di secoudo yvudo. Nuoue osserua- 

z i o i ~ i  sui sistemi ricozrenti d i  prim'orcline e d i  secoltdo v a d o  (Rend. R. Acc. dei Lincei, 1889). 
(***) PINCHERLE, -Sop+a aleuni s v i h p p i  i w  serie per fusaiotti analitiche (Meni. della Acca- 

demia. delle Scieiize dell'Istituto di Bologna, lK31). 
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siiione e della stessa diinostrazione data da1 chiarissiino Autore rioi ci gio- 
veremo per stabilire la proposizione arialoga, già enuriciata, e nella quale 
non poniaii-io la finitezza delle funzioiii f, (x). 

Dobbianio, itifiiie, iiienzionare iiii altro lavoro : quel10 del DELL'AGNOLA: 
Sdle  serie di p o l i ~ t o ~ ~ ~ i  c7he rccpprese)ztano U ~ Z  ramo di  fuzzzione rcnalitica wto- 
,logeun (*). 

L'Autore studia la serie 
E a,, (x) x", (3) 

dooe le a,, (x) sono yolinonii, e definisce per essa una stella di coiivergenza 
assoluta, ed uii'altra, coi-iceiitrica, nella quale la (3) dovrebbe convergere 
uniforniemente e rappresentare, percib, uira fuiizione analitica. La dirnostra- 
zioi-ie che di ques ta coilvergenza uniforine d i  l'A. non sembra accettabile ; 
uè pare clle possa essere sostituita con altra scevra da pecclle. Il DELL'AGNOLA 
si fonda sopra una p~oposizione relativa alle successioni di funzioni razionali 
intere (vedi pag. 937 della Meni. citata) clie, sussistendo, porterebbe alla con- 
clusione clie la co~iver~ei-iza uniforme, iii ogni area interna a yuella di con- 
vergenza, è '  condixione necessaria (e sufficiente) affincliè una successione 
di fuilzioni analiticl-ie regolari tenda ad m a  funzione limite, pure an~litica, 
regolare ("*): conclusioi-ie questa clle, coiue è nolo (vedi per es. RUNGE: Zur 
Theorie der nnalytiscken Functionen. Acta Matheinatica, 6), b contraria al vero. 

(;) Annali di Matematica, Serie III, Soino VI, 1901. 
("*) Sia, infatti y, (x), y, (x) , . . . y,  (x) , . . . uila successione di funzioni analitiche, rego- 

lari, convergente, in uii'area A, verso una funzione G ( x ) ,  pure analitica, regolare. Detto M 
un nuinero maggiore del massimo riiodulo di G (x) in A, ad agni di -4 corrisponde un 
1~- tale che per ogni n > n- è 

Scelta una successioiie di numeri positivi, decresceiiti, teudenti a zero, E , ,  e 2 , .  . . E U ,  . . . , sia 
fn (a) un polinoinio soddisfaceiite, in tiitto A, alla disuguaglianza 

La serie f, (x), f, (xj , . . . , fn (x)  , . . . tende, allora, iii t~it to A, verso la G (x) ed 6, per ogni 
n>gl-, 

30 

i fn (4 I < M + . 
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- - -- 

una successione di funzioiii alialitiche, regolari in tutti i punti iilteriii ad un 
dato caiiipo A, fra i quali è l'origine del piano complesso in cui varia la x. 
Inoltre, le fuilzioni dette sodtlisfino tutte alle due segiieiiti coiidizioni: 

1. la successioiie 

sia, in ogni puiito iiiterno ad A, ugualiiîeiite continua; 
II. i valori che le funzioni (5) assun-ioiio nell'origiiie siano tutti iu- 

feriori ad un nuinero fisso. 
8. Ricordiaino, per coiiiotlità del lettore, clie una varietà 

di funzioni continue in un dato caiiipo A si clice ugualiiiente conthua in uii 
punto x di questo campo se, preso un nuinero posi t i~o E arbitrario, si pu6 
sempre, corrispondenteinente, tromrne un altro 8 tale che, per ogni x' in- 
terno ad A ed al cerchio (a, 2 )  di ceiitro x e raggio 8, e per ogni funzione 
F (x) delle varietà, sia 

~F(X) -F(xf) < S .  

La varietà (F(x) j si -dice poi ugualiiielite continua in tutto il campo A 
se, preso un E positivo, arbitrario, si pub sempre, corrispondenteiiiente, de- 
terminare uil 8 tale che, per qualsiasi coppia x, a' di puiiti di A (contorno 
compreso) soddisfacenti alla disuguaglianza 

JI+ 8%) si avrebhe, pcr ogni ~c inapgiore di uii certo t i f ,  e per ogiii punto x d i  iiii'area A' 

interna ad A, 1 fn (x) I < M + s r ,  e quindi 1 yn (a) I < M $ 2  En < M + 2 6. Le g (x), risoltando 
in nlodulo tutte inferiori ad un numero fisso, tenderebbrro, per un noto teorema, uiiiforine- 
niente verso la G ( x ) ,  in ogni area interna ad A. 

L'errore del DELL'AGNOLA sta nell'osservazione della pag. 23ti. 
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si abbia, qualunque sia la F ( x )  della varietà, 

1 B' (4 - F (@') / < 
Ricordiaino anche clie, se uiia varietà ( B' (x) ) è ugualinente continua in 

tutti i punti del campo A -- contorno conipreso - è anche ugualinente con- 
tinua su tutto A (*); e, inoltre, clle l'uguale coiitinuità su tutto A è condi- 
zione necessaria e sufficiente afEnchè, da ogni successione estratta da (P[a) 1, 
se ne p o s a  estrarre 
campo considerato. 

3. Mediante la 

la quale si presenta 
tenze. 

seiiipre un'altra uniforiuemente conrergente su tutto il 

successione (4) costruiaino la serie 

-- 

Z a,, (x) x", 
n e 0  

(6) 

coine una generalizzazione delle ordinarie serie di po- 

, Questa serie dovrà considerarsi ne1 canipo A iiel yuale sono definiti i 
coeficieiiti cc,, (a); nei punti di ta1 campo essa potrà essere conrergente o no, 
a seconda del comportamento asiritotico della successione (4). Ci proponiarno, 
in ci6 clle segue, di definire una stella, avente il centro nell'origine ed in- 
terna ad A, nella quale la (6) converga assolutamente ed uniformeinente. 

4. Condotto per l'origine un raggio arbitrario, esistono certainente su 
di esso dei punti X di A che sodclisfano alle due seguenti condizioni: 1) tutto 
il segment0 O è interno (**) ad A ;  8) per ogni a appartenente ad O &, 1 x 1 
risulta inferiore all'imerso del iiiassiino limite clella successione (û), calcolata 
ne110 stesso punto S. 

Ne1 caso peggiore, siaino certi clie per 10 nieno il punto O (origine) sod- 
disfa alle condizioni richieste, e ci6 in grazia dell'ipotesi II del n. 1. 

Si consideri, su un dato raggio, l'insieme di questi 2. Si ha, evidente- 
mente, che tutti i punti di un yualuiiqile segn~ento'Os appartengoiio al gruppo 
detto; il quale, poi, anmette per limite inferiore l'origine, e per liniite supe- 
riore un certo punto P, interno o siil coiîtorno di A. A l  rotare ciel raggio 
corisiderato tutto intorno ad 0, raria la lungliezza del vettore O P :  vogliaino 
niostrare clle tale lungliezza aininette un limite inferiore diverso da zero. Sia, 

(*) Beninteso i punti interui ad A insieme a quelli del contorno devono formare un 
gruppo chiuso. 

(**) Non su1 contorno. 
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infatti, JI un nuiiiero di cui riniangono iiiferiori le funzioni (5) nell'origine. 
Per l'uguale continuità di tali funzioni, esiste, allora, un intorno dell'origine 
stessa ne1 yuale le (5) rimailgono tutte 1ninoi.i di 2 JI, vale a dire, un iiitorno 

1 
ne1 quale l'inversa del inassiiiio lirriite della (5) è niaggiore di -- Da ci6 2 fi! 

1 
segue che, se p è inferiore a -- ecl alla minima clistanza di O da1 contorno 2 nr 
di A, tutti i punti di un cjualsiasi raggio uscente dall'origiiie e da questa 
distanti al più di p, appartengono all'insienie dei punti x detti. 11 limite in- 
feriorl delle lunghezze dei vettori iioii è, percio, niinore del ilurnero p. 

Al rotare del raggio su cui si è considerato il vettore O P, yuesto vettore 
descrive ci6 che noi, seconclo una derioniiiiaziorie introdotta da1 MITTAG-LEF- 
FLEH, chianierelno stelln S d i  centra 0. Per le proprietà che stabilirerno ai 
nutneri seguenti, la S la direiiio anche stclla di cowvergenzcc della serie (6). 

Chiaineremo coutoî.)zo della stella l'iiisienie dei puiiti P precedenteriiente 
definiti. 

Un punto x del cainpo A 10 direino interno alla stella qualora il raggio 
O x ne incontri il contorno in Uri punto esterno al segment0 O x. Dalla de- 
finizione di S si lia che condizione necessaria e sufficiente afinchè un punto x 
sia interno ad S è che ciascun punto di O x sia interno ad A e, in ~nodulo, 
inferiore all'inverso del niassin10 limite della corrispondente successione (5). 

5. Indicliianio con M(x) il massimo limite della successione (6) nei 
punti di A. Dall'uguale continuità della (5) e dalla condizione II del n. 1, ri- 
sulta, per note proposizioiii, che questa A I  (x) è funzione fitiita e continua 
in tutti i punti interni ad A. Percib, se x, appartiene ad A ecl è interno ad S, 
la funzione 1 x 1 M (x), considerats in tutti i punti del seglnento O x, , ainiiiette 
un massinio ri. Ed essendo, in tutto il segnlento, x 1 JI (x) < 1, è ui < 1. Ne 
segue che, indicando con x ,  un nuniero soddisfacente alle disuguaglianze 
ïi <a1 < 1, si ha su tutto O x i ,  

Indichiaino, poi, con S la niiniiiîa distanza dei punti del segnîento O x, 
da1 contorno di A. Questo S esiste ed è certanîente niaggiore di zero: in- 
fatti-la distanza detta, essendo m a  funzione continua, anilnette uii niinirno 
sicuramente positivo. Per la continuità di 1 x X(x) ,  potrenio quindi dete'r- 
minare un 8, < 8 tale che, in tutti i punti che distano da uno qualsiasi del 
seginento 0 x, per meno di a,, sia sempre 
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Da cib risulta che tutti yuesti punti sono interni alla stella S ,  e percib 
clle, se w t  ptcnto è interno c d  S, esiste sernpre qcn s ~ o  intorno a~zcl~'esso com- 
pletainente interno alln stella. 

Segue anche che la stellcc S costifuisce zLn cawzpo semplicemente connesso. 
È connesso, percliè, potendosi aiidare ila un punto yualunque x, 'interno 
ad S, al centro 0, rinianendo seilipre cleritro la S (basta percorrere il seg- 
inento O x), cliie piiiiti qualsiansi della stella possono selupre congiuiigersi con 
un cainlnino tutto interno ad essn. k p i  seinp1iceiiient.e connesso per la co- 
struzione medesiina della stella. 

6. 1)a quniito ~wecetle segue iiiîn~edint:ii~ie~ite la seguente proposizione : 
lcr serie 

Y a,, (x) X" (6) 

è nsso1utaaze)zte co~zvevyente iu tz'ttti Z p m f i  i ~ t e r n i  cdlcc stelln S. 
Si lia, iiifatti, in un puiito interno ad S ,  x ïiJ (x) niiiiore di un certo 

nuinpro posit,ivo ïi, a sua volta inferiore ad 1; e percib, da un certo n in poi, 

x " a, (x) <ii;<l. 

Segue clle, da un certo punto in poi i ternîini della serie Z a, (a) x" ( si 
mantengono inferiori a yuelli di una progressione geometrica di ragione po- 
sitiva ininore di 1: la convergenza assoluta della serie (6) è cosi diinostrata. 

7. Se x, è un punto interno ad S, si lia, corne si è visto, 

e yuindi, da un certo n in poi, 

Poichè le 1 va,, (x) 1 (n = 0, 1, 9 ,. . .) sono funzioni ugualinente continue, 
11- tali sono pure le 1 va, (x) 1 x 1, e si pub, percib, deternîinare un intorno 

del punto x, per ogni punto x del yuale sia 

e cib per ogni n > n. Da questa clisugunglianza segue 

Alznali d i  Matematica, Serie III, Tomo XVIII. 
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per ogni punto dell'intorno detto di x,. Resta, dunque, dimostiato clie nez- 
l'intorno di ciascun pudo interno alla stella S la serie (6) converge unifor- 
memente. - Segue che la serie (6) converge unifornmtente i n  qualsiasi campo 
chiuso ilderno alla stella S. 

Per un noto teorema di WEIEKSTHASS, possiaino, dopo cib, affernnre clie 
la serie 

y a ,  (CE) x" - 

rappresenta nell'interno della stella S wn ratno ~~~otzodrowzo d i  funzione ana- 
Mica regolare. 

8. Ci proponiaino, ora, di sostituire alle condizioni 1 e II, del n. 1, 
altre più restrittive, ma praticainente più conîode. 

Se la successione 1 Js, (z) 1 è convergente uniformemente in tutti i punti 
interni ad A, in tali punti essa successione 2? ugualrnente continua; di più, 
è verificata anche la condizione II. Onde possiamo dire clle le proposizioni 
dei nulneri precedenti sussisto~zo se ne1 campo A, i n  cui i coeîficienti a,, (x) sono 
funziotzi analiliche, regolari, Zn successione (5) converge i n  modo uniforme. 

9. Supponiamo che le funzioni (4) rion ammettano radici nell'interno 
del campo A e che, in questo campo, sia, per qualunque n, 

vale a dire, le :a, (x) siano in niodulo tutte ugualmente limitate. La condi- 
zione II è allora di per sè soddisfatta. Vediamo se 10 è anche la 1. Essendo 

n p  le a, (a) prive di radici in A, le funzioni da, (a) sono anch'esse analitiche, 
regolari in tutti i punti del nostro cainpo. La condizione 1 risulta, percib, 
corne conseguenza della (7), in forza del seguente noto teorema (*) : « Se si 
ha, in un campo A, una successione di funzioni analitiche regolari 

f i  , f i , . , . . ,  f,,,... 

tutte, in modulo, inferiori ad  un nutnero fisso, le funzioni dette sono ugual- 
mente continue in ogni punto interno ad A B. Questa proposizion.e si pub 
brevemente dimostrare cos]: Scelto un punto x', interno ad A, sia (x', R) un 

(*) Vedi M. FRÉCHET, SUI- quelques points d u  calcul fotzctionnel (Rend. del Circolo Matem. 
di Palermo), n. 73; ed anche P. MONTEL, S u r  les suites infinies de forzctions (Annales de l'École 
N o m .  Sup. 1907), n. U. 
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cerchio di centro a' e raggio R tutto contenuto in A. Detta C la circonfe- 
renza di questo cerchio, si ha in esso 

e quindi 

dove 31 indica il nuinero fisso di cui riniangono inferiori tutti i inoduli delle f,, 
R 

ne1 cerchio detto. Si ha, allora, in ogni cerchio di centro x' e raggio Ri< 
B 

Questa disuguaglianza ii~ostra che, prendendo R' abbastanza piccolo, si 
pub rendere f,, (x') - f, (x) , qualunque sia n, minore di un E positivo ar- 
bitrario. L'uguale continuità in d è cos1 stabilita. 

ni- Da questo teoreina si ha, per le (7)) che le va, (x) sono funzioiii ugual- 
mente continue in ogni punto interno ad A ;  tali, percib, sono pure le 

/ 1 , coine risulta dalla disuguaglianza 

10. Le condizioni del numero precedente si possono rendere più larghe, 
senza riuocere alla loro praticità. 

Prima di tutto, si pub sostituire la condizione (7) con l'altra più gene- 
n- rale che le va, (x) siano, in n~odulo, ugualmente liinitate non in tutto A, ma 

in ogni campo interno (*) ad A ;  cioè che, per ogni campo A' interno ad A, 
esista un numero M - che pub variare con A' - tale che sia, in tutto A', 

Si pub poi togliere la condizione che le a, (x) non si annullino mai in A :  

(*) Vale a dire, tale che la minima distanza del suo contorno da quel10 di A sia niag- 
@ore di zero, 
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basta porre che si abbia, almeno da un certo n in poi, 

dove y, e S,, sono funzioni aiditiclie, regolari in A, delle cj~iali la seconda 
è, ne1 medesirno campo, priva d i  zei'i; r, poi, è un inter0 positivo O iiegativo, 
fisso. Per vedere questo, basta osservai'e clle, esserido in ogrii campo A' in- 
terno ad A verificata la (81, è anche, ne1 medesilno campo, 

(dove è a,,-,. (x) = O per ogni rt < r), ed il massiino liniite d i  

I y i q z j  / @=O, 1, 2 ,  ...) 

ooincide con quel10 di 

1 (X) ()h=O, 1, 2,  ...) (*); 

e, inoltre, notare clie le due serie 

convergono assolutaniente ed uiiiforiiieniente negli stessi puiiti di A (**). Da 

(**) Nell'intorno dell'origine, se le a,, (x) îossero cornuique, potrebbero le due wrie noil 
essere cowergeriti insieme. Ma ne1 iiostro caso la convergenza assoluta ed unifornie delle 
due serie è assicurata, dalle (8) e (9), in ogni cerchio di ceiitro l'origine e raggio minore 

1 1  
dei due numeri - M '  Mi' 
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cib segue, infatti, in primo luogo, che la stella S di centïo 0, relativa alla 
serie r, a,, (x) x", coincide con quella relativa all'altra r, a,,-,. (x) x". Si lia, poi, 
ehe la successione (5)  corrispondente a cluest'ultiina serie è 

funzione aiialitica, regolare in A, e soddisfacente alla (9); la (10) risulta quindi, 
per il teoreiua già ricorclato, composta di fuiizioiii ugualliiente continue, in 
ogni punto interno ad A, e percih socldisfaceilte alle coildizioiii I e II del 11. 1. 
Si possoiio cosi applicare alla serie 2: a,,-,. (a) x" i ragioiianieiiti dei nuineri 
precedenti e coiicludere alla sua con\.ergellza assoluta ed uniforine in tutti 
i punti interni alla stella S :  iiei yuali puiiti risulta, in pari teinpo, diniostrata 
la convergenza assoluta ed uiiiforine della serie pririîitiva a,, (x) x". 

21. Fino ad ora, per stabilire la convergema delle nostre serie, ci siaino 
giovati del fatto die, nei punti interni alla stella S, la radice eimesiiiîa clel 
loro terinirie gelierale si nîaiitiene iii nîodulo inferiore ad un nuinero positiro 
ininore dell'unità: ci siaino cioè giovati del cosidetto criterio della radice. Si 
capisce, percib, la possibilità della costruzione, per la serie (6), di uiia riuova 
stella S' ,  di coiivergeiiza assoluta ed uniforme, in iiiodo da sfruttare il cri- 
terio di convergenza del rapporto. La ni;wa stella S' si definira in maniera 
perfettaiiiente analoga a quella usata pef S,  sostituendo solo alla radice 
n- a'+' . E ripetendo ragionanienti siiiiili ai preeedenti si \/a, (x) il rapport0 -- 

-a* (x) 

sotzo fun~iokhi arzalitiche, regolari in tutti i punti interai ad A, e in ogni 
campo A' interlto ad A è, al~i~eîzo da un certo indice in  poi, 

con ïif numero finito, iizdipendente da n,  ta ?ton necessariameltte 10 stesso per 
tutti gli A', ollora la serie . 

a,, (x) x" 

converge assolutawre~zte ed uniforrue+i~ente in tutti i yunti interni alla stella Si, 
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nella qzcole rappresenta, percid, t c î t  ratno ~ i~onodrwuo  di fitnzione analitica, 
regolare. 

18. Ci si pub donianclare quale relaziorie passa t ia  le stelle S ed S'. 
Supponiaino verificate tanto le ipotesi del ri. 10 yuaiito quelle del n. I l :  
allora esistono ambediie le stelle S ed S'. Potranno porzioiii dell'una essere 
esterne all'altra? È facile far vedere clie la. S' è contenuta nella S. Basta, a 

yuesto scopo, iiiostrare che il iiiassinio limite di 1 va,, (3 1 è inferiore od 
. .  

uguale a quel10 di . Sia 31 (r)  il innssiiiio liiiiite di 

il valore dell'iiidice 1~ a partire da1 quale è veriiicata la (11). Preso uii s 
positivo, arbitrarianiente piccolo, e fissato u11 a di A, si ha, da un certo 
- 

n >w, in avanti, 

F) < fi! (a) + s 1k-d 

< ylm(X) (JI (e) + 5)-  " (n t  ( x )  + E ). 

Poichè l'ultinia espressione teni le a il1 (x) + E a1 crescere indefinito di n, 

si vede che il massinio limite di 1 da, (x) 1 non pu6 superare N (x) + e, e 
quindi neppure JI (Z). 

13. Si pub osservare clle, affinchè sia soddisfatta la condizione (11) del 
II. 11, è necessario che, alnieno da un certo punto in poi, tutti gli zeri di 
a, (x) siano anche zeri di tutte le successive a (x), di ordini non inferiori. 
Questa conclizione non 6, invece, necessaria af3ncliè siaiio verificate le ipo- 
tesi del ri. 10; qui, per altro, vieiie ililposta una limitaziorle di natura diversa 
sugli ordini degli zeri delle a,, (x): è necessario clie cpest'ordine sia sempre 
un nlultiplo intero del numero 12 -'Y, dove r (intero positivo O negativo) è 
qualunque - perb sempre Io stesso per tutti gli 1%. 

Si possono presentare dei casi in cui non sono soddisfatte nè le condi- 
zioni del n. 11 nè quelle del n. 10: allora si ricorre - possibilnîente - al 

m 
n. 1. Cib si fa, p. es., se si deve considerare la serie (e- a j m ~ x n ,  dove è 

n=2 
n n - 3  

m,, = - se n è pari, wt,  = - 2 se n è dispari. Qui, per cjuanto grande 2 
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sia p, l'ordine dello zero a di (x- a)% lp sempre niaggiore di yuello di 
(x - t()nl?~*l; e non è possibile soddisfare alle condizioni del n. 10, perchè, 
yualunque sia r ,  non pub essere, per tutti i valori di p, nt , ,  = p  = Qp + r .  

Sono, al contrario, verificate le ipotesi del n. 1, perchè le funzioni 

convergono- uniforinemente, in ogni punto del piano coinplesso, verso la fun- 

zione 1 dx - -ar 1 : infütti è 

14. Supponianîo che la a,, (x) sia la potenza np9'"" di un polinoimio p,, (x), 
di grado r fisso, indipendente da n. Supponiaiiio, iiioltre, che si possano de- 
lerminare r + l puiiti, in ciascuno dei yuali la successio1-ie 

rinianga inferiore ad un iiurnero finito. Dico, allora, die  la successione scritta 
6, in ogni canipo fjnito, in rnodulo superiormente limitata. Infatti, detti 
2 , )  x ,,..., x,.+, gli r + 1 puriti di  cui sopra, si lia, ess,endo 

e quindi, per la regola di CRAMER, 
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e ponendo 

ed inclicando coi1 N il inassiiiio inodulo dei ininori di ordiiie r di questo 
deterniinante e con 41 un nuiiiero maggiore di tutti i ~iîocluli dei poliiioini 
p,, (x) nei punti x,, x ,,..., a,.,,, si ha 

e questa disuguaglianza vale per ogni s ed ogiii n. Da qui segue clie se R 
è un numero positivo iuagçiore di 1 e del iiiassinio iiiotlulo clegli x di un 
caiiipo finito A', è in tutto questo campo 

ci6 prova quanto abbiaiiio più sopra asserito. Abbianio clunque diniostrato 
la seguente proposizione : 

Se una successione d i  pol inomi  

d i  grado  fisso r,  è, in alrneno r + l pun t i ,  in ~ n o d u l o  superiorsnente l imi tata ,  
per  ogni  c a m p o  finit0 s i  puo assegnare  2612 nzwtero posit ico 171 tale che s i a  

per  ogn i  m e per  ogni  x del C C G I ~ ~ O  considercrto ; ne1 qzmle, perciti, i p, (x) sono 
f m w i o n i  zcgunlmente contin?le. 

Coinbinaildo questa p-oposizioiie con cpella ricordata al n. 2 si ha que- 
st'altra: S e  una successione d i  pol inomi  d i  grado  fisso r è convergente in al- 
rneno r + 1 pzcnti, è anclte tale in tut t i  i p u n t i  del p i a n o  c o ~ ~ t p l e s s o ;  e ln con- 
vergenea è u n i f o r m e  in qzcalsiasi cnwtpo finito. 

Si pub osservare che le proposizioni precedenti sussistono anche se ai 
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polinomi di grndo fisso si sostituiscono delle coinbinaziorii lineari 

di r -+ 1 funzioni fisse y, (x), cp, (x),.. . , y, (x;), soddisfaceati alla condizione di 
essere analitiche, intere, e tali da noii annullare inai il determinante 

cp lunque  siano i punti a,, x2 ,..., s ,.+. 
15. I)a yiiaiito si 6 t l~ t to  al I I .  pi~ccedente scentle clie le raclici 

\a,, (a) =p, ,  (x) sotltlisfano i i i  tiitto il piano coiiildesso alle ipotesi 1 e Il  del 
11. 1, e quindi che, se in ta1 l~iaiio si costruisce la stella di convergenzü S,  
In. serie n,, (x) x" converge ivi assolutanlente et1 uriiforineiiîeiite. Si pub (liiii- 
que enunciare la seguente pi-oposizione : 

S e  le ftcwioni a ,  (x) sono potenie n"i"" t7i polinoa,i d i  gmc7o fisse r, e se 
ln swcessio~ze 

è linzitcctrc i n  crlrnew r + 1 p m t i  del piano cowiplesso, ln serie 

cc,, (2) x- 

converge assolutamente ed wniformemente i l r  h f t i  i pun t i  interni  alla szca stella S ,  
rappvesentando ivi un ratizo nto),odlw)~o d i  funsione unal i t ica regolare. 

16. Vogliamo, ora, fare yualclle considerazione su1 contoriio della stella S. 
Conie si è detto, questo contorno è dato clnll'ii~sieine dei punti P segiiati, uiîo 
ad uiio, sui raggi uscenti da O. Se iiidicliiamo con 0 l'angolo che un ragçio 
uscente dnll'origine forma con la direziorie positiva dell'asse reale, e con ~ ( 0 )  
la distünza che il punto P del raggio coiisiderato ha da 0, otteniaino uiia 
funzione p (O), univoca per tutti i valori di 4 dell'intervallo O 6 0 < 8 i~, ne1 
quale aniinette, corne già abbiaiiio osservato, un limite inferiore inaggiore d i  
zero. È facile vedere die, Iissato un valore 4 dell'angolo 8 e preso un  G po- 
sitivo arbitrarianieilte piccolo, si pub poi seiiipre deterininare un 8 in  inodo 
che, in tutto l'intervallo , T - S . . . O  + 8, la p (O) si mantenga superiore a 
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p (8) - E, vale a dire, sodclisfi alla disuguaglianza 

Supponiamo, infatti, clle ci6 non si verifichi. Indicato con *a (p, O )  il li- 
mite inferiore della fuilzioile p ( O )  neli'intervallo O - u . . . O  + G, questo 111. è 
una funzione che non decresce al diminuire di 5 e che percib tende ad 
un limite 112, al tendere di G a zero. Allora, preso su1 raggio corrispondente 
a 8 il punto P' distante dall'origine di &, in agni intorno di P' cadono in- 
finiti punti del contorno di S. Ma, d'altra parte, ne1 caso nostro il limite & 
dovrebbe essere minore di p (O) ,  perchè ,altrimenti la condizione (12) sarebbe 
soddisfatta in un certo intorno di 6. Il punto P' risulterebbe, percib, interno 
alla stella di converçenza e (11. 5) in un suo intorno conveniente non potreb- 
ber0 cadere punti del contorrio. La proprietà è dunque diiiiostrata e la fun- 
zione p (9) è semicontinzcn inferiornzente. 

17. Ponianioci nelle ipotesi del ri. 10. Le funzioni 

essendo analiticlie, regolari ed ngualniente continue in tutti i punti interni 
ad A, aiiiinetteraiino una O più funzioni limiti, alle quali convergeranno uni- 
formeniente, in ogni campo interrio ad A, delle successioni estratte dalla. (13). 
Queste funzioni liiniti sarailno, di consegiienza, ancli'esse f~inzioni analitiche, 
regolari in A. Supponianio clle il loro nuinero sia finito, ed indichiainole con 

definiscono delle curve analiticlie 

ciascuna delle quali divide il piano coniplesso in due regioni, l'una di punti 
interni, l'altra di punti esterni, nella prima delle quali è 1 x Q (z) 1 < 1, e nella 
seconda 1 x @ (x) 1 > 1. La regione dei punti interni relativa ad una delle 
curve (15) sarà in generale non connessa. Prendiarho, per ogni curva, la 
parte della regione interna connessa con l'origine e consideriamo la porzione 
del pinnv coinplesso clle è comune a tutte queste parti: tale porzione con- 
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terrà ne1 suo interno l'origine. Indichianîo con C il suo contorno: C risul- 
terà coinposto di pezzi di curve (15). Dentro C saranno seinpre soddisfatte 
le disuguaglianze 

nei punti della cu r r a  C sarà invece verificata alnieno una delle uguagliailze (14) ; 
nell'intoriio di un qualunque punto di C si troveranno senipre punti soddi- 
sfacenti ad almeno una delle disuguaglianze 

I p u n t i  in tarn i  alla stella S sono tu t t i  p u n t i  i n t e r n i  a l la  c u r v a  C. Infatti 
nei punti interrli ad S è 1 xiif(x) 1 < 1 e percih 1 xc~, (x) 1 < 1 (s = 1, 9, ..., r ) ;  
inoltre, S contiene l'origine. 

I p u n t i  del contorno della stella S, i n t e r n i  a d  A, n o n  sono altro che 
pun t i  d i  C. Sia, infatti, X un punto interno ad A ed appartenente al con- 
torno di S. s non è esterno a C: se 10 fosse, si potrebbe determinare un 
cerchio (2, R) tutto esterno a C; e ci6 è assurdo perchè su ta1 cerchio esi- 
sterebbero sempre - per essere : su1 contorno di S -  punti interni ad S e 
quindi anche a C. & non pu6 essere neppure interno a C: qualora 10 fosse, 
si potrebbe deterininare un cerchio (x, R) tutto interno a C; in tutti i punti 
della parte del raggio 0 x interna a questo cerchio si avrehbe 1 x 0, (x) 1 < 1 
(s = 1, !2,..., r )  e quindi ( x N ( x )  / < 1, ed ii non potrebbe essere del con- 
torno di S. - Se i rami delle curve (Io) clie circondano l'origine sono con- 
vessi, anche C risulta convessa: allora, se C è interna ad A, C dà il con- 
torno della stella S e la funzione p (O), oltre essere seiiiicontinua inferiormente, 
è anChe contiriua. 

Se ciascun rani0 delle (15) che circonda l'origine è tale che la distanza 
di un suo punto qualunque dall'origine stessa sia funzione univoca dell'an- 
go10 8 che il raggio, su  cui esso punto si trova, forma con la direzione po- 
sitiva dell'asse reale, allora anche la C sarà tale e darà ancora -- se è in- 
terna ad A - il contorno della stella S. 

P 
In tutti i casi si pu6 stabilire la seguente notevole proprietà: 
i p u n t i  del contorno della stella S, in tern i  acl A, sole0 linziti t nn lo  d i  p u n t i  

d i  convergenza quan to  d i  quell i  d i  n o n  convergenza della serie Z a, (x) x". Vale 
a dire, se si descrive un cerchio avente il centro in un punto P del contorno 
di 8, interno ad '4, ed il raggio piccolo a piacere, su  questo cerchio cadono 
sempre punti di convergenza e punti di non convergeriza, 
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a)  P è limite di punti del segmento O P  che sono, P escluso, interni 
alla stella S,  e quindi punti di convergenza. 

b) P, essendo inteimo ad A, è un punto della curva C :  in ogni intorno 
di P cadono, dunque, sernpre punti nei quali è verificata almeno unü delle 
clisuguaglianze (16). 

Sia x uno di questi punti, e sia, p. es., 
t 

1 %  %(d l >  1 .  
Esserido, poi, 

n- ia successione estratta da Ja,, (x) (n = O, i , .  . .) e convergente in modo uni- 
forme a @, (x), avrenio, da un certo piinto in poi, 

Resta cosi cliinostrato clle il ter~iiiiie generale della serie I: a,, (a) x" non 
tende a zero, e quii-idi clle ta1 serie è divergente assolulamente e non cori- 
vergente neppure seiiipliceiriente. 

18. Per qualito precede possianio enunciare il seguente risultato : 
Se nei p u d i  interni ad z t u  cneqo A s i  ha zma successioue di fzcttzioni 

ccnalitiche, regolari 

T('o (x), a 1  (x) , . . . , c/,, (&) , . . . 

tutte sockdisfacenti cdle due co~~dizioui: 1.") è a,, ( x )  = ( T,, (x) In+''. $,, (x), dove 
T,, e +,, sono fuazioni ccnalitiçhe regolari, delle qml i  ln secouda è priva di  eeri 
i n  A, ed r è un intero, positivo O negativo, indipendente da  1 8 ;  

2." i n  o p i  campo interno a d  A le 

una stella S di cofivergenza assoluta ed uniforme, nella p a l e ,  percio, la serie 
scrittcc rappresenta zcn rar?co ,rtaonodrowzo di funzione analitica regolare. Se poi 
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le funzioni  l i w i t i  della successione (17) sono u n  nztruero finito,.oyni jîunto del 
colztorno d i  S, in terno ad A, è l imite cli pzcnti d i  convergema e d i  pzcnti d i  
n o n  convergenxa. 

II. 

19. Volendoci occupare ora della continuazione analitica. della funzione 
defiriita dalla serie (6), al di fuori della stella di convergerua 8, mediante, 
serie della fornia Z c, a, (x) (x - x,)", dobbiamo studiare la sriluppabilità di 
una qualsiasi funzione analitica, regolare neli'iiitorno dello zero, in serie 

dore i c,, sono coefficietiti indipendenti dalla x, e le a,, (x) sono funzioni ana- 
liticlle, regolaii in un certo campo contenente l'origine. 

È: facile vetlere clie, se le a,  (x) non si assoggettano ad alcuna condi- 
zione, non è sen-ipre possibile sviluppare una funzione analitica, regolare in 
\riciiianza dello zero, in serie della foriiia '18); e si pub vedere clie non 
basta neppure fare sulla a,, (x) le ipotesi del n. 1. Si consideri, p. es., il caso 
in cui si prendono per le a,, (x) le potenze x": allora la serie (18) diventa 

ed esistono infinite funzioni analitiche non sduppahili  in serie di questa 
forma. 

a,* (0) 80. Siano le a,, (x) tali che il rapport0 - ahbia per ogni .n un va- 
-4 

lore determiriato, soddisfacente alla disuguaglianzn. 

indica il massi~no niodulo di a,, (x) in un cerchio (O, r )  di raggio r pic- 
piacere, rna indipendente da n, e p è un nuiilero positivo, pure arbitra- 

riamente piccolo e indipendente da 1%. Questa condizione permette, corne ora 
vedremo, di asserire la sviluppabilità d i  una yualsiasi funzione analitica F (x), 

(*) Si uoti che p non pub essere maggiore di 1 .  
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regolare nell'interno dello zero, iil serie della forma (18), assolutamente ed 
uniformeinente convergente. 

Comincianlo con l'osservare clie, potendosi scrivere 

a- (a)  $P., 
G, cc, (z) x" = L c, a,, (O) . - 

a n  (0) 
ossia, ponendo 

basta occuparci della sviluppabilità di F ( x )  in serie della forma 

dove cc, (x) soddisfa alle due condizioni 

in tutto il cerchio (O, r ) ,  coine risulta dalle (19) e (20). Sianio cosi ricondotti 
al caso studiato da1 prof. PIPU'CHEKLE nella Memoria citata (*). 

Poniamo 
00 

F (x) = h, z'' 

e indichiamo con R il raggio di un cerchio di centro O, ne1 qiiale conver- 
gono tutte le serie (82) e (23); questo R 10 prendereino anche in modo che 
ne1 ce'rchio (0, R) siano verificate le disuguaglianze (19). 

Giovandoci del solito rnetodo dei coefficietiti indeterminati, troveremo, 
dapprima, la forma dello sriluppo 

della F (x); poi ne ditnostreremo la validità. 

ci() Mem. della R. Acc. delle Scéenze de1l'Istituto di Bolopta, 1881. La dimostrazione che 
segue è quella stessa del PINCHERLE. 
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91. a)  Supposta la convergema uniforme della (94) abbiamo, sostituendo 
alle a,  (s) le espressioni date dalle (23) ed ordinaiido secondo le potenze di x 
- in forza di un noto teoreina della teoria delle funzioni analitiche - 

Se yuesto sviluppo deve rappresentare la funzione F (x), devono i coef- 
ficienti della seconda serie essere rispettivamente uguali a quelli della (29) ;  
deve essere cioè 

Questo è un sistema di irifinite equazioni lineari da1 quale è facile rica- 
vare i valori delle infi nite incognite bo , b ,  ,... Si ha, infatti, considerando 
solo le prime cn+ 1 .equazioni, le quali non contengono clie le prime n +  1 
incognite, ed applicando la regola di CRAMER 

ossia, sviluppando secondo gli elementi dell'ultima colonna, 

dove d,,, indica il determinante che si ottiene soppriinendo in (87) la 
(n+ 1 - v)""l""linea e l'ultima colonna. Sopprimendo in yuesto determi- 
riante, clle è di ordine n, le prime n -  r linee e le prime n - r colonne, si 
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ottiene 

e sviluppando qui secondo gli elementi dell'ultiiua linea 

questa uguaglianzn. dà il deterininante d,,,,, in fui-izione di altri determinanti 
d di ordine iiiferiore e relativi a valori iiiferiori dell'iiidice 92. 

Abbiamo dunque trovato clie - n&'ipotesi della sriluppabilitR della F (x) 
in serie uniformeiiîeiite convergente della forma (24) - i coefiicienti b di 
questa serie sono dati dalle forinole (28). Non abl~icziiîo perb ancora climo- 
strato che F (x) è effettivamente sviluppahile. Per qiiesto basta far vedere 
die, quand0 si prendono per coefficieiiti del10 sviluppo (94) i valori tlati 
dalle (%), 10 sviluppo stesso coinTerge iii~iforiiieiiieiite in uii certo intorno 
dell'origine. Infatti, quctndo ci6 fosse, le uguaglianm (?la), (96) e (29) iiiostre- 
rehhero I'identità 

F (x) = b,  cc,, (x) x". 

b)  Per la nota forinola del valore nlaggiorante dei coefficienti di una 
serie di potenze, abhiaino, indicando con p un riumero positiro niinore cli R, 
e in forza delle (81) 

la quale clisuguaglianza vale per yualunque *z ed m. Da ci6 segue clie, se 
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é convergente per ogni 1 x 1 <p. Poicht è T (O) =O,  si potrà trovare un cer- 
chio (O, R'), con ii'< p, iiel quale sla 

e iil questo nuovo cercliio il cjuoziente 
Y' 

si potrà sviluppare in serie 
1 - T  

i1 m 
- k,. xF, 

1 Y' 91=l 

ilow i coet'ficienti k,. soiio tutti ps i t i r i ,  coine i ~iuiiicii 
lh l la  pre(wIeiite itlentita si deduce, poiientlo per 

et1 :tiiclie, uguagliando i coeficietiti di x", 

coi quali si folmino. 
T ( x )  il suo sriluppo 

Mostriamo, ora, che il determinante d,.,, si niaiitieiie, in iiiotlulo, qua- 
lunque siri il valore dell'inclice I I ,  inferiore a k,.: rale a dire clle è 

1 L 1 < kv . (32) 

Osservia~iio subito clie questa disugi~aglianza è verificata per i l  ralore 1 
clelYiildice r ,  percliè, essencio dl,, = a ,-,,, , è, per le (30) e (31) 

1 d,,,, l = 1 ~ * - I , I  l < Pl  = h 

Basterà, percib, in forza del priricipio dell'iiiduzione rompleta, diinostrarc 
ctie, se ln (3%) è verificata per i valori 

1, 9,..., r - -  1 

dell'indice r ,  è vera anche per il valore r .  Ricorriatno, a ta1 uopo, alla rela- 
zione (29) : essa ci da 

1 dVin 1 f 1 E , - ~ , I  1 I d,.-l,,,-l 1 + l x,,-?,2 1 1 &-2,f1-2 I + . - . 
. . - +- 1 a,,-,41,,.-1 1 l &,*-,.+1 1 + 1 a#-V,T l 
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e, per la (30) e la (38), supposte verificate fino ad r - 1, 

Ma la somma che qui figura non è altro, per le (31), clie k,: si conclude 
cosi con la disuguaglianza 

' 1  &,', l < k". 

che è appunto quella clie dovevamo dimostrare. 
c) Ci6 preinesso, la colivergenza della serie b,, cr, (x) xw, dove i b ,  sono 

dati dalle (28), si ottiene iiimediataniente. Si ha, infatti, . 
1 b, I < 1 IL 1 + 1 dl,,, 1 1 k-, I + 1 d,,,, I I hg,-, l + . . . + 1 a,,,, i l 78, 1 

e, per la (32), 

Ma il secondo menlbro di yuesta disuçuaglianza non è altro clle il coef- 
ficieute del termine geiierale del proclotto delle due serie 

proclotto clie è convergente ne1 cerchio (O, R'): in cjuesto cerchio è qiiiiidi 
coiivergente la serie b, xn ed anche l'altrü 2 b, r,, (x) x", perchè, per la (91) è 

Resta cos1 dimostrato clle, aliiieno ne1 cercliio (0, R'), la serie (%), per 
i valori dei coefficienti b ricavati dalle (!28), è convergente assolutaiiiente ed 
uniforineiiieiite. La sviluppabilità delle F ( x )  in serie della forma (24), e quiildi 
anche della forma (IS), è ora pienamente stabilita. 

Dalle formole (5%) si ricava poi che 10 sviluppo della forma (24) è unico: 
tale è, percib, anche quel10 (18). 

42. Dopo quaiito precede possiaiiio enunciare la seguente proposizioiie : 
Data  cm successiotze 

di funziotzi analitiche, regolari in ogni punto di un intorno clell'origine, ne1 
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p a l e  soddisfar~o tutte alle condixioni 

- essendo A,, il ~ ~ ~ a s s i m o  modzclo d i  cc, (x) nell'intorno detto -- ogîzi furuione 
analitica P (x), reyolare in un'area colztenelzte nel suo in ter t~o  l'origine, è, in 
un intorno di questa, svilzcppccbile, e i t ô  modo u~zico, i ~ z  serie assolzctnmente ed 
uni forr~~emente coiavergente, della forma 

I coefficienti c,, d i  questo sviiuppo s i  caicolnno mediante la forsuola 

dove d ,,,,, d ,,,,,..., d .,,, che sono sempre gli stessi per tutte le funzioni F ( z ) ,  
sono dat i  d a  

n?L (O) a$Lr4, (O) 
1 ! a,+,+(O) . . - O 

a(,r>, (O) aL!$, (O) (0)  
r - l !  r - 2 !  1 ! 

Queste costanti d,,, sono poi legate t ra  loro dalla relazione 

an), (O) d =- - a% (O) an-, (O) a!% (O) n,,-, (O)  an-^ (O) 
vtn d v - 1 7 4  '21 dr-29-2 t 3 ! dM,"-B - 1 ! 

(") Abbiamo qui leggerrnente modificate le notazioni in confronto del nuinero precedente: 
il d,.,, di ta1 riurnero sarebbe il d,,, attuale moltiplicato per il fattore a, (O) a, (O) . . . RH-,--, (O); 
ap) (0) indica, poi, la derivata sesima di at (z) calcolata ne1 punto 0, 
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23. Kell'enunciato precedeiite si pub sostituire l'origine con un punto x, 
cluülunque, purchè interno all'area comune di regolarità delle funzioni F (x), 
cc,, (x), a ,  (x), ... ; si ottietie cosi ln. sviluppabilitk di P (a) nell'iiltorno di un 
punto x, in serie della forma 

tutte le volte clle x,, interno all'areü di regolarità. detta, è tale che in esso 
sia soddisfatta la disuguaglianza 

per tutti i valori dell'indice n. Abbiani? dunque la seguente proposizione : 
Data in  wz'area A zcna successione 

cli fzmziotzi analitiche, regolari e sodclisfacenti alle condizioni 

- doue a,, e A,, i,bclicano, rispettiucrmetlte, il i~zinimo ed il mnssinco del mod~lo 
di a,, (x) in A - ogni fuizziotze P ( x )  n~anlifica, reyolnre in  tutti i punti del- 
l'ccrea detta, è, ed in modo unico, sviluppnbile, nell'intorno di quaisiasi punto x, 
di A, in serie 

ç,, a,, (z) (x: - 5,)'' 

rcssolutarnente ed uniformer~~e~cte convergerzte. 
84. Possiaino dare uli'espressione maggioratite yer il coefficicilte c,, . 

Kiprendiamo la disuguaglianza 

del n. dl.  Essendo lz,, il coefficieiite generale dello sviliipl)o di P ( x )  in serie 
di potenze di x, è, per una nota clisuguaglianza 

clove 111 iiidica il inassinio n~odulo di P ( x )  iii (O, p) e p è un numero positivo 
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suflicienteniente piccolo. ~ e r  la stessa ragione è 

T .  dove N rappresenta il inassirno. niodulo di -- in (O, p). Si conclude 
1-2' 

qui il coefficieiite --- ("+ ') t indipendente dalla funzione F (x). Quest'egua- 
l (0) l 

glianza, die  dà un'espressione maggiorante per i coeficienti dello sviluppo 
c, a, ,  (x) x" di P (x), vale evidentemente anche per quelli di c,, a,, (x) (x - x,)". 

Possiaino dunque dire clle 
Se x, è un pzcnto in terno a l  campo  A dell'enulhciato del n. precedente, e c, 

è il coemcieî~te dello svilwppo ): c, a, (x) (x - x,)" d i  F (x), è 

dove 111 è j1 ctmssimo motlzrlo d i  F (x) in (x,, ?); N quel10 d i  T (x) nello stesso 
cerchio, essendo T (s) i ~ d i ~ e n d e n t e  d a  F (x); e p è u m  n u w e r o  positivo tale che 
s in ,  i n  tzctto (z,, p), 

per  alrner~o tcn p, ~ r ~ a y y i o r e  d i  p e m i n o r e  della nzininccc distn~tatc d i  x, da1 coizr 
toruo d i  A. 

25. Ritornarido alle ipotesi clel 11. 1, alle quali aggiungiamo quelle 
del n. 23 

coiisideriamo di nuovo la serie a,, (x) x". Questa, per quaiito si è detto al 
1, converge assolutamente ed unifirmemente in tutta la stella S contenula 

rie1 canipo A, nella quale rappresenta, percib, un ramo iiionodromo di fun- 
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zione analitica regolare : F (x). Detta funzione avrà, generalmente, un canipo 
di regolarità maggiore di quel10 dato dalla stella S. Or bene, la proposizione 
del n. 23 permette di dare la continuazione analitica di P (x), nlediante serie 
della forma 

z c,, a,$ (4 (x - %Y, 

al di fuori della stella S (beninteso, seiiipre internainente ad A). 
Sia un punto interno ad A e tale che si possa congiunçere con un 

punto interno ad S inediante un cainiiiino C tutto costituito da punti di 
regolarità della F (x) e completamente coiltenuto in A. Se x' è un punto 
qualunyue di Cl in un suo intorno F ( x )  è (11. 23) sriluppabile in serie 

Indichiaino con R,, il raggio del inassiino cercliio di centro x', di con- 
vergenza uniforme della (33): R; è funzione continua di x' e percib aninlette, 
in tutto il camiiiin~ C, un minilno che indichererrio con R e che risulta es- 
senzialmente positivo. Ne segue che, se si fissa coinunque su C una succes- 
sione finita di punti 

in modo che il primo e l'ultinio coincidano rispettivamente con e x, e che 
due consecutivi distino tra loro per meno di R, si ottiene mediante le wz. - 1 
serie 

2 CF CC,, (x) (x - x,.)" (Y = 1, 2, .  . . , m - i), 

il valore di F ( x )  in ogni punto del cammino C. 

III. 

26. Possiamo doniandarci quale relazione passa, relativainente alla con- 
vergenza, tra le serie 

dove a', (x) indica la derivata di a,, (x). 
Poniamoci nelle ipotesi del n. 1, Allora la serie 2: a,, (x) x'; essendo, coii- 
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vergente uniformemente in ogiii campo chiuso A' contenuto nell'interno della 
stella S, è ivi, per un noto teoreina, derivabile termine a termine, e la serie 
delle deriva te 

ri [ a', (x) xn + n a, jx) xn-' ) 
converge essa pure uniformeinente. Prendendo a considerare la serie 
LX) 

2 n a, (x) x"-', possiamo scrivere 
I 

a. Z n a, (x) xn-' = r, n a, (x) x" 

Ora, indicando con M (x) il massirno limite della successione 

abbianio, in tutti i punti di A' 

ed essendo M(x) funzione continua in A, possianio trovare un ri positivo, 
minore di 1, tale che sia, in tutto A', 

n- n- Per essere poi le 1 Ja, (x) 1 , e quindi anche le 1 x Ja, (x) / , ugualinente 
continue in A, possiaino (*), scelto un n, conipreso tra -O e l'unità, determi- 
nare un 12 in modo clie sia, per ogni n > &  e per ogni x di A', 

1 zn a,, (x) l < ri: < 1 . 

In tutto A' ahbiamo cosi 

Per essere Z n ri; convergente, è n a,, (x) x" convergente assolutamente 
ecl uniformeinente in tutto il cainpo A'. Ne segue clle togliendo da A' un 
iiitorno piccolo a piacere dell'origine, in tutta la parte riinanente converge asso- 

lu tanien te ed uniformemente la serie . Ma, se 

(*) Vedi P .  MONTEL, Sur les suites iwfinies de fovtctiolzs (Aiinales de l'École Norm. Sup., 
1907), n. 80. 
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una serie di funzioni analiticlie, regolari in tutto un  campo X, contorno coiîi- 
peso ,  converge unifornîenîente su yuesto contorno, converge anclie unifor- 
meinente in ogni campo A, in terno  ad A' (*). Ne coiicludiaino che xrt a,, (x) cc"-' 
è convergente unifomeineiite in tutto A' e che tale è pure 

a', (x) x" = ( a', (x) x" + rz. a, (x) x9'-' 1 - n an (x) x;". 

Possiamo, percio, dire che, nelle ipotesi  del n. 1, lc6 serie 

a',, (x) xn, 

dove a',, (x) i n d i c a  l a  derivatcc d i  a,, (x), 1. zr~zi fonnemeî th  convergente i n  ogwi 
campo  chiuso contenuto nel la  stella S relativcc o a ,  (a) x" f e p i n d i  rappre- 
senta  in S un rcrmo ~nonodronzo d i  frawaione m a l i t i c a ,  reyolare.  

97. Supponianîo, ora, clle Ir a,, (x) socldisfino alle seguenti condizioni : 
1 . O )  sia 

( I " ,  (a) - i .p. Ln.) 1" " $,, (a) 

dove p, (x) e $,, (a) sono due funxioiii nnalitiche regolari i i i  A, delle yuali la 
seconda non lia zeri in A e la prii~ia lia solo radici semylici ; 8.') in ogni 
campo A' interno ad A sia 

Y a,, (x) 1 < Jf, 
dove Al  varia solo con A' e non con 12. Considerato un cercliio (.r, R) tiitto in- 
terno ad A, il teorenia di CAUCHY dà 

dove C indica la circonfereima di (g, RR) e x è un punto interno a C; ne segue, 

per ogni x di cc, - 3 

(*) Cfr. C. SEVERINI ,  SuZle serie di  funzioni analitiche (Rend. della R .  Accad. dei Lin- 
cei, 1903); ed anche: P. NONTEL, loc. cit., p. 77. 
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Tomelli: Sulle serie d i  funzioni arznlitiche della forw~n cc,, (x) x". 120 

con A l ,  finito, indipendente da n. Cib nlostra che la successione 

l y u &  ( , b = O , I 7 2 ,  ...) 

è ugualmente liinitata in ogni campo A' iiiterno ad A. 
Aggiungianio l'ipotesi clie la a', (x) si aniiulli in A solo nei yosti di zero 

della a, (x); üllora, essendo 

il secondo fattore di a',, (x) risulta seiiipre diverso da zero in A: infatti, se 
fosse 

9" (2) +'* ( 4  + ( n  + r)  Y'" (3 +, (4 = 0, 

dovendo essere a,, (G) = ( y,, (i) ]+". +,, (g) = O, sarebbe v,, (2) = O e yuindi 
?ln (&) +, (2) = O7 ?ln (G) = O, il che coiitraddice all'ipotesi fatta che y,  (x) ahhia 
solo radici seinplici in A. Si deduce da ci6 che la successione 

è composta di funzioni ugualmente continue (cfr. n. 9). Esiste duiique in A 
una stella 8' di convergenza assoluta ed uniforme per la serie a', (x)xn. E 

n -- se le funzioni liiniti della successione / Jal, (x) ( ( n  = O, 1, 8, . . .) sono in nu- 
nlero finito si ha  (n. 17) clie ogni punto del coiitorno di S' è limite di punti 
di convergenza ed anche di quelli di non convergenza per la serie 'i: a', (x) z". 
Ne risulta che i punti del contorno di S '  non possono essere interni alla 
stella S, perclîè, per quel10 che si è dimostrato al nuniero precedente, in  
puest'ultima stella la serie I: a', (x) x" converge senlpre uniformemente. 

Resta cosi stabilita la seguente proposizione : se alle condisioni (1) e (2) 
poste a1 principia d i  questo nuwwo ccggiungiamo le altre due: che la a', (x) 

n 7  si annulli solo nei' punti di zevo d i  a, (x) e che la successione ( \/a, (x) 
( n  = O, 1, 2 , .  . .) abbia i n  A un nzotzero finito di funsioni liwbiti; allorn. : 1) la 
successione 

al,, (x), al, ( 4  7 * - 
soddisfa alle condizioni del n. 10;  2)  la serie 

conuerge assolutaruente ed uniforf~zetnente i ~ z  tutta la stella S relativa n 
2 a,  (x) x"; 3) la stella S è tutta contenuta nella stelln S '  relativa alla (34). 

~nlzhlz' d i  Matematba, Serie III, Tomo XVIII. 17 
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130 To l.telli : Sulle serie di funxioni analitiche della forma a, (x) x". 

JV. 

98. Determinereriio, iii questo paragrafo, la stella di convergeam di 
alcune serie del tipo studiato, in alcuni casi molto semplici. 

Consideriairio la serie 
w 

Y (1 - a,, x)" xn, 
O 

dore è 

La funzione (1 - a,, x)" è aiialitica, regolare in tutto il piano coinplesso, 

ne1 quale la radice ennesiina "J(1 - a, x)" tende in 111odu10, per n = ao, al- 
l'unità; e la convergenza è uniforme il1 ogni campo firiito. Sono duilque ve- 
rificate le ipotesi del 11. 1 ed anclie quelle del n. 10 iti tutto il piano. La 
stella di coiivergenza. è (II. 17) data da1 cerchio di centro O e raggio 1. li'uori 
di questa stella la  serie consideratü nori è mai convergente. 

29. Si abbia la serie 
6, 

21 (b,,  - x)" X" 
O 

clore è 
lini b , ,  = 1 
nt= w 

sono anclie qui rerificate le ipotesi ciel II. 1 e clel II. 10 iii tutto il piano. 
Per il n. 17 la stella di coiivergwza risulta costituita dei puiiti coinuni ai 
due campi liiliitati dalle curve 

questi carilpi sono dile cnssinoidi aveiiti per fuochi, la prima, O ed 1, la se- 
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Tonetl i :  Sulle serie d i  funxioni analitiche della forma 2 a, (x) x". 131 

conda, O e - 1. Fuori della stella di convergenza la serie non converge mai, 
perchè il suo terinine generale non tende a zero. 

30. Si consideri la serie 

(1 + x + xa + . + x*-')* x". 
È qui 

1 - x" 

onde 

1 i in 
n =Ca 

lini 
n t =  

Ne segue, iiitanto, clie, per 1 x 1 > 1, il termine geiierale della. iiostra serie 
tende all'infinito e la serie non conrerge. Per 1 x 1 < 1 risultaiio verificate le 
ipotesi del 11. 1 e del II. 10. 11 campo A coiiicide duiiyue col cercliio (0, l ) ,  e 
la stella S di convergenza è data dnll'itisiei~ie dei punti di ta1 cerchio clle 
socldisfaiio alla condizione 

ossia 

Tale disuguaglianza convieiie a tutti i puiiti del seinipiniio coiitenente 
l'origine che è liinitato dall'asse ciel segment0 di 
estremi O e 1. La stella S risiilta percib costituita 
della regione tratteggiati dalla qui unita figura. 
Fuori di questa stella la serie scritta non è niai 
convergente perchè il suo termine generale tende, 
per 12 = n7, all'infinito (*). 

31. Sia la serie 

h qui 
l 

a+* = (1 + + %' + . . . + s"-')" 

(*) La stella di convergenza assoluta ed uniforme qui deterininata risulta cosi più ainpia 
d i  quella trovata da1 DELL'AGNOLA (p. 823, Mem. citata). 
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139 To ne1 li : Sulle serie di fmxioni analitiche della forma a,, (x) x". 

e questa funzione ha dei poli nei punti che dànno le radici ennesime dell'u- 
nità, eccetluato 1. Il cainpo A non potrk, per yuesto, uscire da1 cerchio di 
centro l'origine e raggio 'uno. 

In questo cerchio è poi 

onde sono in esso verificate le ipotesi dei ni]. 1 e 8. La stella S risulta cosi 
costituita dei punti interni al cerchio (0, 1) ed alla &va definita dall'equa- 

rurva che è una cassinoide, di fuoclii O ed 1. Nei punti interni al cerchio 
ed esterni alla cassinoide la nostnt serie 
non converge, perchè il suo termine gene- 
rale tende, per n = cio, all'infinito. Nei punti 
della circonferenza iiiterni alla cassinoide la 
serie non pub venire considerata, perchè 
essi sono poli di infiniti termini della serie 
stessa, oppure punti limiti di tali poli. Fuori 
del cerchio (O, 1) la serie considerata con- 

verge ancora, ed uniformemente in ogni cainpo completamente esterno al 
cerchio: cib perchè è, per 1 x 1 > 1, 

Ne segue che anche in tutla la porzione del piano esterna al cerchio 
(0, 1) la serie studiata rappresenta una fuimione analitica : yuesta, perb, non 
sarü quella rappresentata- dalla medesima serie nella stella S. 

22. Consideriaino infine la serie 

con 
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Tone t 1 i : Szclle serie d i  funzioni anatitiche della forma 2 a,, (x) x". 133 

Qui le a, (x) sono funzioni analitiche, regolari in tutto il piano com- 
plesso e si ha 

Quindi in tutto il piano complesso è 

la convergenza essendo uniforme in ogni parte finita del piano; nella quale, 
percio, è, per ogni w > i ,  

dove AI è un numero positivo opportunamente srelto. Sono, dunque, in tutto 
il piano complesso veriîicate le coiidizioni del n. 11, e la stella di conver- 
genza assoluta i d  uniforme per la nostra serie è data dalla parte cornurie 
alle due aree litnitate dalle curve 

Infatti nell'interno di questa parte coniune è 

1 x 1 . Mass. lim. 

Fuori di quest'area è, invece, 

quindi fuori della stella di convergenza la serie considerata non è mai con- 
vergente. 
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Studii sulle equazioni differenziali lineari in 
relazione ai loro integrali normali, pel cas0 
di alcune equazioni del 2." ordine. Polinomii 
integrali. 

(Del Prof. ULISSE DINI, a Pisa.) 

1. N ella I\Ieinoria pubblicata ne1 Tomo XVII di questi Arannli, clle è 
seguito di altre pubblicate iiei voluiiîi anteriori e relative tutte alle equazioni 
differeiiziali lineari, abbiaino fatte considerazioni speciali sugli integrali nor- 
inali di queste equazioni, con partic,olare riguardo al caso di quelle del se- 
cond'ordine; e noi le applichereiiio ora ad alcune classi speciali di yueste 
equazioni. 

Considerialno percib una equazione 

nella quale supporremo senz'altro clie per x reale i r a  cç e b (a  e b incl.) i 
coefficienti siano finiti e contiiiui amieme alle loro derivate di qztnlunque or- 
dine, e coine nella Meinoria precedeiite si abhia a, = gy ( 5 )  + 1 ;  e per Sem- 
plicizzare i nostri studii supporrenio anche seiiz'altro che, partendo da un . 

valore partirolare reale o complesso O: di x (pel quale poi prenderemo quel10 
reale che avrenio da considerare fra n e b (a e b iacl.)) e faceiido preiidere 
ad x i valori reali e coinplessi nell'intorno di LX, i coefficienti a,,  a, e a, siailo 
funzioni oloinorfe di x in un intorno Iinito O infinito di cjuesto punto cc. E 
sotto queste iiotesi darenio per prima cosa alcuiii casi nei quali sianio si- 
curi clle per infiniti valori di x la nostra equazione aininette per integrali 
polirioniii razionali interi in x quand'anclie cc, divenga infinitesirno in uno 
o più punti x fra a e b (a e b incl.). , 

+ 
Derivando m volte questa equazione colla regola di LEIBNITZ si ottiene 
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indiaando al solito con m, i coefficienti binoiniali; e facendovi x = a ,  es- 
sendo x quel valore qualsiasi al quale accennavamo sopra, avrenlo forinole 
che il più spesso varranno a determinare successivaniente i valori per x = a 

della funzione y e delle sue derivate tranne tutt'al più quelli di due fra esse; 
e con queste avremo un integrale della equazione (1) per mezzo della serie 

Y (%) di CAUCHY Z L(x - u)%, quando questa serie risulti convergente in tutto . (n) 
il piano dei valori reali e coinplessi di x O anche soltanto entro un certo cerchio 
di convergenza (*). 

2. Le formule (2) perd che dànno queste quantità successivamente ri- 
sultan0 molto coinplicate se col farvi x = u ci restano parecclii termini; ma 
qui, in vista delle applicazioni clie poi vogliaino fare alle equazioni del se- 
cond'ordine più interessanti, senza affatto richiedere che a, sia diverso da 
zero per x = a, ci liiniteremo a considerare quelle equazioni clie portano a1 
caso più s&nplice; il caso cioè in cui qualuaque sia na, da un certo valore 
rn, in poi (che potrà anche essere 10 zero), non restano al più nelle for- 
mole (2) altro che due terinini successivi O, anche più generalmente, due ter- 
mini sempre equidistanti fra loro, per es. i due corrispondenti a Y( '"+~-~)  e 

con h e p interi e h 4 0 e p 2 1. 
Allora, per yualunque valore intero di ?PL uguale O superiore a rn,, per 

(fl) 

(*) Che la serie --a (x - a)* venga ad essere un iutegrale della equazione (1) risulta 
(4 

subito' dall'osservare che, essendo per le nostre ipotesi le a,, % e as funzioni olomorfe 
(fi) 

di x: iiitoriio al punto a, la funzione a, y" + a, y'+ a, y nella quale sia y = 
rr (n) (" - a)" 

sarà essa pure olomorfa in un certo intorno di a, e quiiidi sarà sviluppabile aiich'essa in serie 
di CAUCHY; e poichè pel modo di determinazione delle $.la fuiizione stessa a, y" + al y' $ a, y 
risulterà zero ne1 punto 2 insieme alle sue derivate di tutti gli ordiiii, cosi essa sar& sempre 
zero e quindi la nostra funzione y sarà un integrale della equazione (1) in un certo iiitorno 
di a che s a r i  il cerchio di centro a nel quale si maiiteiigoiio siinultaneameiite olomorfe a,, 
a l ,  a$ e y. 
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x = a avreiiio la formola 

per avere la cpnle basterà supporre, coine appunto farerno, clie pef x = ol 

siano zero tutte le derivate di n o ,  a ,  e a, all'infuori tutt'cd più di quelle de@ 
ordini h e 7t+p per a,, 12- 1 e h + p -  1 per a, e h - 2  e 18+p-2 
per a- ,  per le qiiali perb ainiiiettereiiio clie lion siano coiiteinporaiieaiiieiite 
zero le tre a(!), a(:-') e z 7 nè le tre a$~") ,  a(!+*-') e e intendendo 
seinpre clie al posto dei coefficieiti binoiniali con iidici ilegativi, coiiie per 
le derivate d'ordine negativo clie si preseiitassero nelle nostre formole, debba 
essere iiiesso lo zero. 

3. Con qiieste ipotesi verreirio a h i i l a r e  le tiostre coiisiderazioni alle 
equnzioiii per le qudi  n o ,  a ,  e a,  sono della forma seguente 

(101-e le ~ a r i e  quaiitità A e B sono costaiiti qualsiarisi, alcune delle quali 
(nia noil le A, e Bo insienle 116 le A', e B', iiisienie) possono nnclie essere 
zero; e poicliè pub escludersi il caso in cui la equazione data fosse tutta 
cli\%ibile per x - x ,  cosi esidentenlente bnsterà litnitarsi a coiisiderare i tre 
casi di h = O, h = 1 e 1~ = 2, restando senipre p un iiuniero intero e positivo 
qualsiasi, e intendeildo, - onde a, ,  a, e cc, noii siano infiniti per M = a -, 
clie quando h = O debba essere A, = A, = A', = O con A, cliverso da zero 
e p z 2, e cpando h = 1 debba essere A, = A', = O e p % 1 senza clie siano 
zero iiisieme A, e A,,  e quaiido 7t = 2 non debbario essere zero irisieine A, 
e A',;  e tutto questo quando si faccia astrazione da1 caso in cui si consi- 
cleriiio valori speciali di z pei yudi  venga ad annullarsi il fattore A, + A', lg (2) 

in s che iiîoltiplica (x - U)~-?I~  a, . 
4. Supponeiido dunque clie queste condizioni siano soddisfatte, e caiii- 

biando per coinodo nelle (3) rtt in nz + na, e facendo 7c = nt, + 52 - (h  t p ) ,  
si vede che questo nun-iero intero k dovrà essere zero O positivo, e cjuando 
iiella (3) stessa il coefficieiite di O y';tk+p), clle ora a causa delle (4) 
diviene 
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non sarà zero, avpemo In forniola 

per tutti i valori zero O interi e positivi di n a ;  e cpindi ainmettendo d ie  pei 
nessuno di yuesti valori di 116 la espressione (6). sia zero, queuta forniola 
espriiiierà le derivate ne1 punto a di un ordine yunlsiasi ugunle o superiore 
a k + p  per quelle clie sono di un ordine inferiore per un nmltipo di 21 nia 
lion inferiore a k ;  e se uiia di cjueste derivate, ad es. yuells clell'ordine 
i (5 k) ,  sarà zero, lo stesso accadrà d i  tutte le derivate seguenti il cui ordine 
è superiore ad i  per un iiiultiplo di p. 

Ne1 supposto dunyue clle, per uiezzo delle m, ecluazioni clie si liailno 
clalla (3) per +IL = 0, 1, 2, .  . . , mo - 1 cpiando NL, 2 1 ,  i ~a1oi.i di y,, y', , y",,. . . , 
y(;tP-v p i  1-11 ) si siano potuti cleteriiiinare tutti, all'infuori tutt'al più di 
uno O di due che potrailno restare arbitrarii, e noil siano veiiuti tutti uguali 

y'"' 
a zero, preticletido la serie Z: -" (x: - u)" ctie dorrà rappresentare I7inte- 

7i (4 
grale e consideranclola a yartire da1 termine corrisponclente a tz = k ,  si rede 
clie se p = 1 questa serie si ridurrà a un polino~tiio di grado i - l al più 
qua r id~  si trovi una derivata y? con i t k che sia zero, e se p 11- 2 la serie 
stessa potreino considerarla spezzata nelle p serie 

uiia o più delle qunli potranrio anche ridursi a polinoinii. 
6. Per quelle yuindi fra yueste serie che non si ridurrailno a polinoinii, 

il rappoito di un teriiiiiie al precedeiite tanto ilel caso del17unica serie che 
si a\-& quando p = 1, .qiiaiito per una qualsiasi delle precedenti quando 

yz+E+p) z OIE. +- k)  
p 2 q7 rietitrefi seinpre nella forliia -%+, -- 

n ( I I ~  + k + p)  
(X - a?, ovvero 

per la. ( G )  
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in relnzione a i  loro integr*cili norr~rnli, ecc.  339 

quindi, tralasciando il caso di A, = O  yuando le selie non si ridiieono a 110- 

linoinii (percliè se fosse A, = O non potendo essere coiiteii~porniieniiiei~te 
B, = O ,  e neppure poteiido aversi h = O perchè allora i denoniinatoii sareb- 
hero tutti zero, questo rapporto crescerehhe all'inlinito con nz), si ~ e d e  clie 
negli altri casi esso O tende a zero Qualunque sia x O si ridiice alla forma 

(1 + :'") (7)" essen do p ,  un nuniero d ie  al cresrere indefinito di 11z 

non supera niai un nuniero finito, e essendo r un niiniero finit0 diverso (la 
zero clle potrà facilinente trovarsi cercando il limite per nh = cu, del rapporto 
precedente; quindi tutte le serie iiiedesime quando A, rion è zero sono con- 
vergenti indipendentemente dall'ordine dei termini in tutto il piaiin delle x, 
o almeno dentro un certo cerciiio di raggio r diverso da zero e col ceiitro i i i  2. 

Quando dunyue si abbia una eyuazione (i), nella quale a,, a ,  e cr? 
siano date dalle (4) e in queste le varie costanti A e B soddisfino d l e  coo- 
dizioni che furono poste sopra a seconda dei valori clie si avimno yer Iz 
e p, se le m, equazioni che si hanno dalla ('2) per u~ = O ,  1 ,  2 ,..., I I ~ ,  - 1 
quando m, I- 1 deter~nineranrio i valori delle y,, y;, yua,. . . , y: tP-l' (O &'nf '-*') 
all'infuori tutt'al più di una O due di esse clic potranno riinanere arbitrarie, 
e questi valori non risulteranno tutti eguali a zero, allora per la osserva- 
zione che ora abbiaino fatta intorno al rapporto (7) si pi16 affermare clie ln 

Y ( j 2 )  espressione corrispondente 3 (x - a)". rappresenteià senipre iiii integrale 
(n)  

(particolare O generale) della equazione stessa (1 )  in tutto il piano o alnierio 
entro un certo cerchio di raggio r diverso da zero e col centro in & cjuando 
non sia A, = O ;  mentre quando sia A, = O 10 rappresenterà soltnnto rie1 cmo 
che la espressione stessa si riduca ad un polinomio. 

E tutto questo, ben inteso, ne1 supposto clie la espressioiie (a) non ri- 
sulti mai zero pei valori zero o- interi e po&tivi di ab; che se la stessa espres- 
sione risultasse zero per un valore speciale ml di 1 n  O per due I ~ Z ,  e 111, con 
tn, > m, (*), bisognerebbe cambiare WL, in srb, + ln ,  + 1 ne1 priino caso e in 
In, + gn, + 1 ne1 secondo. 

6. E quando la espressione 1 3''' (x - K)" clle rappresenta l'in tegrale 
(n, 

sia effettivainente una serie e il suo cerchio di convergeiiza abbia un raggio 

(*) Naturalmente, sia perchè h _L 8, sia per la fornia che ha l'espressioiie (5). qiiesta noil 
pub aiiiiullarsi per piii di due valori ai m se, corne appiiiito si escliid~, d o ,  A , ,  . I ,  r noil 
sono tu t t i  zero. 
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finito r ,  allora, per un teorenia noto (V. S 4 della inia Rleinoria ciel Vol. XII di 
questi Annnli), i rnoduli dell'integi.ale stesso O alineiio cjuelli delle sue derivate 
(clle si otterranno senipre colla derirazione per serie), a partire da quelle di 
un certo ordine, coll'avvicinarsi indefinitaniente al cerciiio di convergenza 
finiranno per preridere anclie valori grandi quanto si vuole; mentre iiiver- 
sarnente i suoi integrali successivi fra due punti intémi del cerchio di con- 
vergenza, .per es. da x ad a, si otterranno essi pure colla integrazione per 
serie, e dopo un conreniente iiuiiiero d'integrazioni coridurranno seinpre ad 
una serie che sarà certarnente convergente indipendenteinente dall'ordine dei 
termini ccnc7ze al contorno del cerchio di convergenza; e conseguenteinente 
alla serie clle allora si troverà si potrà applicare la integrazione terinine a 
terniine da o! ad x cctzclie yumndo x s ia  nl contorno. 

7. Avendo poi riguardo ai valori particolari die  il nuinero da noi in- 
dicato con m,  potrà avere nei singoli casi, osserviamo clie dovendo essere 
seinpre k O nz, + 2 - h - p  un niirnero positivo O nullo, e dovendo essere 
soddisfatte le condizioni poste sopra, si vede subito che se rn, = O potremo 
supporre soltarito 18 = O con p = 8, O 7% = 1 con p = 1 ; e ne1 primo di questi 
due casi la equazione (1) da considerarsi verrà ad essere la seguente 

con A, e B', diverse da zero; e Bo, B, e B, costanti qualsiansi; e in yuesto 
caso restaildo indeterminate y, e y'. l'integrale trovato sopra verrà ad essere 
l'integrale generele. 

Ne1 secondo caso poi di 7~ = 1 con p = 1, la. equaziorie stessa (1) si ri- 
durrà al18 seguente 

nella quale B', dovrà alicora essere diversa da zero, e do non potrà essere 
zero altro che ne1 caso che l'integrale si riduca ad un poliiloiiiio, coine, vo- 
lendo inanteiiere l'ipotesi clie si coininci da luO = O ,  no11 potrà essere un 

A 1 nurnero intero e negativo il rapport0 onde non si ann~illi mai la espres- 
A0 

sione corrispondente ( 5 ) .  E neppure potrà essere A, = O  a meno clle z non 
abbia un valore particolare pel quale B, + Bi, rg (a) sia zero, percliè altrimenti 
non si potrebbe avere u n  integrale olo~iiorfo nell'intoriio di x = rx,  altro clie 
con g, = 0 e l'integrale risulterebbe seinpre zero. Per qiiesta equazione poi, 
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in relcrzione ni loro integrali normali, ecc. 141 

non restandovi d'indeterrninato altro che una delle due yuantità y, e y',, 
l'integrale trovato soprn sarà soltanto un integrale particolare. 

Siinilniente supponendo fiho = 1, si vede che i soli casi distinti dai pre- 
cedenti clle possono 'considerarsi sono quel10 di h = O  e p = 3, clie corri- 
sponde alla equa.zione 

con A, e B', diversi da zero, e quel10 di h = 1 e p = 9 che corrisponde al- 
l'altra 

non essendo da considerare il caso di h = 8 con p = 1 che non darebbe 
luogo a uri integrale olornorfo diverso da zero altro clie yuando fosse 
A, + A', p, (zj = O ;  e intendendo ne1 caso di questa equazione (Il), coine già 
ne1 caso della (9), che non sia A, = O altro che quando l'integrale si riduca 

ad un polinoniio, e il rapport0 se si vuole tenere ferma l'ipotesi di 
An 

,)no = 1, non sia un nuinero intero e negativo. 
E di queste equazioni (10) e (11) l'iiitegrale clle si trova per la prima è 

generale e in essa mancano tutti i termini con esponenti della forma 3 i - 1 
perchè g", = O, mentre per la seconda si lia soltanto un integrale particolare 
perchè non vi resta d'indeterininata altro clie uria delle due quantità y, e y',. 

Cosi si potrebbero considerare i casi di mo = 2, mo = 3, ecc. 
S. Osserviamo ora che negli integrali clle abhianio trovato per le eyua- 

zioni che consideriamo, i coefficienti che figurano in 9'2 a causa della (6) 
saranno tutti funzioni razionali di p (a); e se, coine d'ora innanzi anz~nette- 
rem0 che sempre debba essere, i denorninatori non coriterranno z, cib che av- 
verrà quando sia h = O O h = 1 O quando potendo essere h = 8 sarà A', = O 
senza che sia B', = O, allora gli stessi coeficienti saranno anche funzioni in- 
tere di p (a). 

E se per valori particolari di O di una O più delle quantità y,, g',,..:, 
uno dei detti coefficienti si annullerà, allora (coiiîe già notamino) 10 

stesso avverrà di tutti i coefficienti seguenti di p in p ne1 inedesiino integrale. 
In particolare durique liinitandoci seiiipre d'ora innanzi al caso delle 

equaxiowi per le puali O si ha p = 1, O se p 2 2 esse sono tali che per vcclori 
particolari dati a y, O a y'. vengono ad auere integrali particolari nei quali le 
potenze d i  x; - cr- procedono di p in  p, è certo die  per tutti quei valori par- 
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ticolari di a pei quali un termine verrà ad annullarsi si annulleranno pure 
tutti i terinini seguenti e l'integrale si ridurrà ad un polinoniio razionale in- 
t e r ~  in x - a. 

. Ora, avendo riguardo alla forinola (6) si vede clie questi valori speciali 
di O o di rp (a) saranno quelli pei quali si avrà 

e poichè le nostre ipotesi sulle (4) escludono il caso di h + p  - 8 negativo, 
cosi ammettendo che Bo e B ,  non siano entrcmbi zero e Br, s ia  diverso d a  
sero, è certo che per ogni vnlore d i  m vi saranno questi valori speciali di 
cp (a) O di B .  e saranno quelli che soddisfailo alla equazione 

ovvero, ricordando che ponernino nzo + 2 - h - p = k, 

(PU + k )  ('w + k - 1) B o  + ( 1 1 ~  + k )  B,  + B, + B', 9 ( a )  - 0 ; (1 3) 

e per questi valori speciali di y (a) O di s i coeficienti dell'integrale si an- 
nulleraimo tutti a incorninciare da. yuello del termine di grado M + k + p  
(O m + mo + 9 - h) e quindi l'integrale si ridurrà ad un polinomio clle sarà 
al più di grado +ut + k (O m + +no + 9 - h - p )  in x - cc. 

9. Questi integrali speciali la cui esistenza per le eyuazioni e nei casi 
ora indicati viene assicurata si diranno polinomii in tegrdi .  

Ed è da notare che yuando Bo e B,, contrariamente a quanto abbiaino 
supposto, fossero zero insierne senza che Io fosse B',, i polinoinii integrali 
si ridurrebhero a uno solo, cioè a quel10 corrispoiideilte ai valori di x pei 
quali fosse B, + B', (p (2) = 0, come ne1 caso in cui fosse B', = O si ridur- 
rehbero a quelli corrispondenti ai valori interi e positivi di nc (zero incluso) 
clie rendessero sodclisfatta la espressione 

che non sarebbero mai più di due e potrebbero anche non esserci; e noi, 
riservandoci di occuparci in seguito di cjuesti casi, li iutenderenio per ora 
sempre esclusi, volendo dapprima considerare soltanto equazioni clie pos- 
sono avere un nuinero infinito di polinoinii iiitegrali. 
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30. Anitnesso yuesto, osserviaino ariclie clle quaildo vi fossero cliie va- 
lori distiiiti ut e ml di I I E  che colla (13)  conducessero al10 stesso valore di 
cq (z), tlovreniiiio avere evideiitenieiite 

orvero, riducerido, (m+ml +%- 1) R,+Bl =O, e il coefficiente m + m ,  + 2 k -  1 
non potrel~he essere negativo; si dedurrà di qui clie i due suddetti valori 
distiiiti di 911, e ml non potranno aversi altro clie quando Bo sia diverso da 

1 zero e al teiiipo stesso il rapport0 sia un nuiiiero intero O negativo O 
Bo 

riullo - q, e piircliè in corrispondenza al valore inter0 positivo O nullo .ru 

si abbia un  ültro iiuiiiero diverso da lit iiia esso pure intero e positivo o 
iiullo 111 ,  che differisca da wz per un multiplo intero di p e pel quale si abbia 
$ 1 ~  + ml = q +- 1 -- 2 7 ;  e yuesto ricliiederà che il secondo imeinbro T di yuesta 
fortnola, cioè il numero q + 1 - 2 k sia diverso da zero e positivo e che to- 
gliendovi 2 nz divenga un inultiplo intero di p. E in yuesto caso il grado 
del polinomio iiitegrale sarà precisaniente m+ k se WL è il più piccolo dei 
due numeri 112, e 112, e il polinoniio integrale di grado m ,  +k verrà. a inan- 
care, per modo clle si pub anche affermare che per ogni valore di cp (2) clie 
dà luogo a poliiioinii in tegrali non si ha clle un polinoniio integrale di graclo 
uguale O superiore a k. 

Dovendo poi essere %+ml  = -i, e supponendosi T diverso da zero e 
positivo, non solo si vede subito clie per +PZ superiore a T non vi sarà più 
nessun valore 112, di 9th clie condurrà al10 stesso valore di rp (s), nia si. vede 
ariclie clie i soli casi possibili di coppie di valori di m e  u t ,  clle conducoiio 

7 
agli stessi valori di p, (2 )  saranno al più - O -- 2 

+ ' seeondochè r B pari O 9, 
T 

2 
+ ' coppie di valori dispari e corrispotideranno al più alle seguenti - O --- 2 

m = O con ml = r, ,ln = 1 con ml = r - 1, mt = S con $)t ,  = T - '2,. . .; e infine 
7 T T - 1  ~ + l  

nz = - - 1 con 912 - - + 1 per r pari e m = - 
2 l -  2  2 

con m, = - per r 2 
dispari, ina se p m 9 fra yueste coppie di valori di 9rz e In, hisognerà esclu- 
dere tutte quelle per le quali la dift'erenza ml -- W L  non è un multiplo intero 
di p, rnentre se p = 1 tutte queste coppie di valori di o z  e 11.2, saranno pos- 
si bili. 
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E cosi in particolare se p = 1, seiiipre ne1 supposto clie r sia diverso 
da zero e positivo, avremo poliiioiiiii iiitegrali di tutti i grndi nia soltanto 
a incoininciare da yuello corrispondente a ln = r + 1 cioè da quel10 di grado 
7 + 1 + k o q + h + p - ma, perchè fra quelli di grado iriferiore a T + 1 ver- 

'r - 
raiino a inancare quelli corrispondenti a nt = + 1, m = - + 9 , .  . . , nt = r 

2 2 
7 +- 1 . r + l  

quantIo : è pari e quelli corrisporicleilti a 91 t  = - 
2 

3 11t = 
2 + 1  , . S . ,  

111. = r quando r è dispari. 
11. Cio preiiiesso, prendiaino - ne1 cercliio di convergenza della serie 

g(") 
iiitegrnlc Y 2 (x - a)" che si considera. - un intervallo reale (a,  b) clie con 

(n> 
uno o tutti e due i suoi estreini rc e b potrà anche terniillare al cercliio di 
coiivergenza, e supy onentlo clle a yuesto iiitei.vallo appartenga il piinto a, 

intlicliianio con Pi gli infiniti poliiioiiiii integrnli della eyutizione data 

dei c p l i  nbhianio cliniostrata la. esistenza yuando, corne seinpre supponiaino, 
i coefiicienti a,, a,  e a ,  e i nuineri p e h soddisfano alle varie conclizioiii 
clle successivamente a1)bianio poste, intendendo clie i sia il grado dei poli- 
nomii medesimi, e polieildo senz'altro anche la liinitaziotie che l'integrale y 

g',"' 
z (n) 

(x - a)'"er qualsiasi valore di x non possa avere che i terinini cor- 

rispondenti a i  gradi dei varii polinoiuii integrali Pi.  
Indicando poi con X la solita nostra funzione delle Mernorie precedenti, 

continua o no ne110 stesso intervallo (a ,  b), m a  seinpre finita e atta alla in- 
tegrazione, supponiaino di avere verificato clle per ciascuno dei poli~?omii in- 

6 

tegrali Pi ,  coll'intervallo speciale (a,  b) c7ze è stato scelto, si abbia @,X P, dx = 0, .f 
1 J -d .  

essendo @, la solita yuantità - e " ~ e l a t i v a  alla equazione data, con c 
a 0  

iiumero scelto a piacere fra cc e b; e ne1 supposto clie yuesta quantità 0, 
anche se diventa infinita fra a e b (per es. per m = a quando a, si annulli 
per questo valore di x;) sia atta alla integrazione, e si niantenga tale anche 
nioltiplicandola per X Pi .  
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Allora evidenteiiieiite considerarido i successivi polinonîii integrali Pi cor- 
rispondenti ai valori clie successivamente potrà avere i, clle diffwiraniio l'uno 
dall'altro per iiiultipli di p, e aminettendo ora che di yuesti polinornii nofi 

b 

ne manclii nessuno (*), si vede suhito clie sarà @, ,Y (x - d x = O per tutti i 
i detti valori d i  i ;  e poichè per le iiostre ipotesi i varii terinini del10 svi- 
luppo in serie dell'integrale y clle si considera, per qualsiasi valore di z non 
possono avere per espoueiiti di x - oc altro clie i varii valori di i ora iiidi- 
cati, si potr i  coiicliiudere rigorosaniente che anche per l'integrale y sarà 

0 

('0. X y d r = O per yual~inque valore d i  z qiiûndo i punti eslreiui a e b di 
a 

b 

quell' interval10 pel quale si hanno le eondiaioiii precedeiiti ( @. X Pi d x = O 

siano i g t e m i  al cercliio di coilvergenza'relativo all'integrale y ;  e, per cpanto 
si disse al 3 6, quündo uno O tutti e due cpesti estreini a e b siano su1 
cercliio, yuesta conclusione potrà trarsi ancora, Inn. soltanto ne1 caso clie la 
serie che rappresenta l'integrale y sia convergente ilidipendeilteiziente dall'or- 
dine dei terrnini anche su1 cerchio. 

1% E cosi quando sareiiio ne1 caso, in cui, per essere riinaste indeteririi- 
iiate y, e y', ilel nostro integrale y, si avranno due integrali clistinti 3, e y, 
clle coiisiderati insieme conducano all'integrale generde y, basterà che la sud- 

b 

drtta condizione ( @ , X P ,  d x  = O  sia soddisfattü per tutti i polinoinii inte- 
a 

b 

p l i  per poter dire clie si avranno altresi le altre e)aXp, d x  = O, .Ï 
('N. Xy, d o  = O e n. I( y c l  x = O qualunque sia z quando i punti a e b sono 

. (. 

(") S'iiiteiide dire con questo chc se  Pj è i l  primo polinoniio iiitegrale (cioè quel10 di 
grado più bnsso), gli altri siano PjrP, PJ+~~, Pjtap,. .. , e di questi nessuno maiichi. E per 
la ipotesi fatta che l'integrnle y per qcialsiasi valore di z uoii possa avere che i termiiii cor- 
rispoiideiiti ai gradi dei varii polinornii iiitegrali, se  sarà j > O  iiessuiio di questi poliiioniii 
potr:t coiitmere poteiize di n: - a di grado inferiore a d  j .  coine iion pub conteiieriie alctiiia che 
iioii sia della forma (x - a y L k ~  coii Ic iiiiiiiero iiitero. 

Anrtccli d i  Mtctei~trrticcc,~ Serie III, Soiiio XI-III. 19 
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interni al cercliio di coiivergenza; e lo stesso avverrà ailclle se uno O tutti 
e due questi puiiti 'sono su1 cerchio quando le serie clie corrisponclono a 
questi integrali saranno convergenti indipendenteinente dall'ordine dei ter- 
iniiii aiiclie su1 cercliio. 

D'altra parte, rie1 caso di a ,  finito e diverso da, zero fra a e b (a  e b 
incl.), se si silppone clie peï gli iiitegrali y da coiisiderarsi pei varii ralori 
di z sia data, la coiitlizioiie h, g + IE.,  y' = O  a l  liiiiite b, essrndo diita O iio 
anche la. coiidizioiie aii:~loga pel limite n, pel fittto clie ora è soddisfritta la 

b 

equazione (3, X ~ J  d x  = O  per yualiiiique valore di z e per yualunque inte- l 
grale y della. equazione data e quiiicli aiiclie per cjuello clie sodclisfa alla 
condizione 72, y -+ 7&, y' - O al limite b, resta assiciirata la esister-iza di un in- 
tegrale norliiale della equazione coiiipleta cc, y" + a ,  3' + cc, y = X die  sia 
funzione iiiteïa di z (5  36 della Bleiu. del Vol. XII di questi A?zmZi); coine 
ne1 caso clie a ,  sia zero in urio o iii  tutti e due gli estreiiii a e 71, sotto le 
coiidizioni ii-idicate al principio del 11 della RIeiiioria precedente (*) resta 
pure assicurata la. esistenza di i i~i tale integrale; cluilidi, per gli studii ge- 
iierali della citnta 91eiii. del Vol. XI1 ($ 43) e per qiielli della Meii~oria pre- 
cedente, si pli<) ora seiiz'altro coiiclutlere clle in cluesti casi l'essere soddi- 

b 

sfatta la iiitlicnta. coiiclizioiie (pi, X Pi d x = O per tutli i poliiioiiiii Pi relativi 1 .  
alle equazioni ora considercite portcc di necessifh che sia S= 0, all'infuori di 
uiia funzioiie tl'iiitegrale riullo se S pot14 essere aiidie tliscontiiiua. 

13. Questo quaildo i poliiioiiiii iiitegidi Pi tlella iiostrci equazioiie ri 
siuiio dei uaibii gmdi iiia soltaiito di y iii p,  esseiido y uii cleteriiiiiiüto nu- 
mer0 dato iiitero e positiro, clle perh potrà essel-r cjiialsiasi e (luindi anche 
t l i ~ e i w  [ln uiio. 

(') Queste coiiclizioiii, ne1 cas0 ~ l i e  si itbbiaiio i due integiali y, e y, e qut's(i prese~tino 

le particolariti iiidicate sopra, si riducoiio ci quella che gli iiitegrali <+,. X y, dx (, @,Xz/,tTx 1 I 
oltre ad avere un significato (coiiie già si aiiiiiiette) qiinirdo siaiio rstesi agli intoriii dei pu~it i  
n e 1) tendaiio a zero aiiclie moltiplicati respettivainente pcr y, e yr2 e per zl, e y; all'inipic- 
colire indefitiito di q iiegli iirtoriii. 

Se poi degli iiitegrali y, r y, se lie lia uiio solo bisogiia trovare aiiclie l'altro (cib clle 
potrà farsi coi proressi iioti) e assicurarsi che siaiio soddisfatte le coiidizioiii A), B) e C )  del 
5 11 della M~moria precedeiite. 
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Quant10 perb prr uiin data equazione questi polilioiiiii integrali s i a a o  d i  
tutti i g r a d i  n irzco~rhirecicrre da pzcello di grado  zero, e per un dato inter- 
valIo (cc, b) siasi iii q i d r h e  iiiodo potuto assicurare clie si lia la formoln 

@, ,Y Pi d x = O per tutti i poliiioinii iiiedesinii e questo anche se fi, sar i  [ 
infiiiita fra n e b piirchè in ta1 caso resti atta alla integrazioiie anche ri- 
dotta ai suoi valori assoluti, alloia è fiicile vedere clie, indiljeilclerlteinente 
da quel10 clie sarà la equazioiie data, si a o r h  sempre  X = O (~ll'iiif~101'i di 
uria funziorie d ' i l i tegde niillo) per  t i d f i  i vnlori  di x ~zell ' ir~teranllo ( a ,  b )  pel 
quale si suppoile clie si abhia la forniola precedeiite. 

III questo caso infatti clilando i poliiioriiii integrali Pi saraiino ordiiiati 
per potetize iiitere e positive di x -- x ,  nulla ci inipedisce di ridudi iiivece 
ordiriati per quelle di x: - p esseiitto l)i un iiuiiiero yualsiasi, e questo porta 
evidenteineiite clie per c~ualuiique valore di p si abhia la foriiiola 

per tutti i valori iilteri e positivi di i ( i  = O iiicl.). 
Presa ora una equazioiie qunlsiasi 

con a, = g ,  ? (a)  + l , ,  iiella yuale i coefficienti cx,, a , ,  g, e Z,, per seliiplicità 
li supporrerno costaiiti con a ,  diverso da zero, il suo intrgrale geiierale si 
svilupperà in tutto il piano colla for~nola di CAUCHY 

partendo da1 puiito F; e moltiplicando i due nieaihi di questa forinola per 
BC X e integrando coine potrà senipre farsi da a a b, a causa. della forliiola 
precedente avrenio evideiiteiilente, c~ualuiiclue sin z e pualunque sicc E'inte- 

p a l e  r i ,  s G X - r i d x = O .  i 
Jndicando poi con la yuantità corrisponcleiite alla @, I)er la iiuova 
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b b 
0 - la-c) 

fornia [ W .  2 Sr d x = 2. 1.«. ci,. e "SI i: a d.c = 0 ; e cpesta, p i  teoreiiii ge- 
. 0, 
a rL 

iieiali della citata l\leiiioria del Vol. XII (Cj 43) applicati a l  caso della eqiia- 
- (.r Ç) 

zioiie (14), porter& clie sia o, e "O S = O, e quindi aiiclie coiiie volevaiiio 
S = 0, senipre 'all'inf~iori di una funzioiir tl'ilitegralc nullo, Pei- tutti i va1oi.i 
cli x fra n e b,  cloveiitlo natiiraliiierite intentlere clie (luestu sia aiiclie per 
quei 1)unti fra n e b ( a  e b iiicl.) nei cjiiali per essere cf, = O  potrel~he es- 
sere F), = 0. 

14. Osservianîo clie siccoiiie tutte le coiiclusioiii tlegli ultiiiii due pa- 
b 

ragrafi si hasano sulla forniola @, X (x - cc)' d x = O che viene a sussistere n(. 
per tutti i valori interi e positivi di i (i = 0 incl.), clie devoiio coiisitlerarsi, 
cosi ilel caso delle equazioni clie maiicano dei polinoriiii iiitegrali di alcuni 
gradi O anclie di tutti, basterà assicurarsi in qualche riïotlo della valiclità di 
quella forniola anclie per tutti quei salori di i pei cjuali occorre, mentre non 
si hanno i polinoiiiii iiitegrali dei gradi i corrispoiitlenti. 

E cosi ad es. quando si abbiano soltanto i polinoiiiii integrali di grado 
b 

pari P o ,  P,, P ,,..., e per essi si sappia che si lia @, X P,, d x = 0, basterà !' 
in qualche inodo assicurarsi clle si ha ariclie la formola @, X (x  - ~ ) ' ~ + ' d  x = O  J 

n 

per gli infiniti valori O, 1, '2, 3,  ... di k, per pote. dire clie continuano a sussistere 
tutti quelli fra i risultati precedenti la cui diiiiostrazioiie (conie pei risultati 

O 

del paragrafo precedente) fu fatta valeiitlosi della foriuola @, X (x - a)"% = O J' 
C1 

per tutti i valori interi e positivi di i e per .t = 0. 
Del resto, appunto perchè la diiiîostrazione del paragrxfo precedente si 

b 

basa tutta sulla forrnola 1 @. S (4 - (3)' d r = O alla qunle ci lia condottu la 
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considerazione dei polinoniii integrali, cosi per le concliisioiii alle qiiali al- 
lora si @bilse si pub fare del h t t o  astrazioiie anche da questi poliiioriiii, ri- 
cadendo allora in uii teorenia noto (del quale si lia rosi una riuova cliino- 
strazioiie); yuello cioS ctie si enuiicia col dire che quando per tutti i valori 

b 

interi e positivi di i ( i  = O incl.) si llii 1i1,  foniiola f (x) (x - F ) j  clx = O nella . l 
quale per f (a) si sa clle è finita e atta alla integrazioiie fra n e 6, rlovrà essere 
f (x) = O per tutti i valori di x fra a e 6, faceiido seinl;re astrazione da 
una f~iiizione d'integrale nul10 quando non è escluso clle f (x) possa essere 
discontinua fra a e b. 

15. Applic.heremo ora i risultati ottenuti ad alçuile delle ecjuazioili spe- 
ciali del second'ordine clie nei paragrafi precedeuti abbiaiiio detto potersi 
considerare, mutando, ove faccia coiiiodo, le notazioiii; e incoiiiiliçiereiiio 
dalla seguente 

dove a, b, p., v, g e 1 sono costanti reali qualunqiie, e a è diverso da b ed 
è ad es. a < b, e cp (z) è una funzione intei-a di z che volendo potrà mutarsi 
in x O in z'. 

Prendendo pel punto cc dei paragrafi precedenti uno dei punti a e b, si 
vede clie questa equazione non è altro che la (9) scritta con altre notazioni, 
e siaino quindi ne1 caso di h = 1, p = 1 .  

Conservando dunqiie le notazioni dei primi paragrafi che ora sono pih 
coinode, colle quali si ha a, = (x - cc) ( b  - x), a,  = p. + v s, a, = y ? (z) + 1, 

e ponendo per abbreviare a = q, la forrnola (3) ci darà la seguente 
b - a 

gr) nz (9 th - 1 - V) ) - , 
b - a  

per tutti i valori di +tz a incorninciare da wz = 0; e quindi, quando q n o n  
sia zero nè un n w z e r o  intero ,negativo, l'integrale corrispondente sarà 
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e quando è uiiü serie avrà il cercliio di convergenza di raggio b - a col 
ceiitro in a.. 

16. Esso pero si ridurrà a un polinomio P,, per quei valori di z pei 
quali si avrà a ,  - n ( n  -- 1 - v )  = 0, cioè per le equazioni della forma 

e per le yuali il rapport0 P t '  a non è zero nè uii nuiiiero intero nega- 6 - a  
tivo; e questo polinomio sa r i  precisaniente di grado n, salvo il caso clie ci 
sia un altro valore n, zero O intero e positivo e inferiore ad n, pel quale 
collo stesso valore di z ( O  di cc,) si ahhia n? - 11, (n,  - 1 - v )  = O, ne1 qua1 
caso invece di un polii~oniio integrale di grado 12  se ne awà uno di grado 
nferiore n, corrispoiidente allo stesso valore di z O di cp (2). 

E poichè onde cjuesto accada hisognerà che si a hhia n, ( n ,  - 1 - v )  = 

n (M. - 1 - v )  ovvero YL + n,  = v + 1,  cosi questo caso non potrà presentarsi 
altro che qvlando v sia zero O urt nzitnero intero e positiuo, e allora si pre- 
senterà effettivamente. E difatti nientre allora non inaiiclierà nessuno dei 
polinomii integrali di gi-ado superiore a v + 1, ne1 caso di v zero O pari dopo 
trovati i polinomii integrali P o ,  Pl, P,, .. . , P, verranno a mancare quelli dei 

- 
9 

v v V 
gradi - +- 1, - + 2, .  . . , + - + 1 = v + 1 che corrisponderitnno respet- 

9 2 2 9 
tivamente a quelli già trovati scritti in ordine inverso, e ne1 cas0 di v dispari 
dopo trovati Po, P,, P, ,.. . , P+, verranno a mancare quelli dei gradi 

- 
9 

+ ' + - v + 1, die  corrisponderanno essi +T- 
pure respettivamente a quelli già trovati che precedono P,+, scritti in ordine 

- 
9 

inverso. Perd per tutti gli nltri valori positivi O negativi di v (esclusi quindi 
soltanto il valore zero e i valori interi e positivi di v ) ,  e sotto la ipotesi che 
abbiamo fatta che q non sia zero nè un numero intero negativo, i polilzo.inii 
integrali ui saranno di tutti i yrndi a incominciare da quel10 costante O di 
grado zero senza che ne manchi rzesszcno ; e tutto questo concorda con quel10 

. che dicemmo in generale al 5 9. 
17. Quando poi il numero q sia zero O intero e negativo, indicando 

con - h questo valore di q, e supponendo dapprima che z non abbia valori 
che aiinullino i coeficienti di gq") nella (16) per n~ = 0, 1, 8, ..., h - 1, h, ba- 
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sterà fare m = lt neila (16) stessa per vedere subito clie dovrà essere zero, 
e yuesto per le formule corrispondenti ai valori precedeiiti di n~ portera clle 
conie y? anche y,, y'", yrJg. . . , y?-') siano zero; mentre la stessa forinola (16) 
pei valori seguenti h + 1, Iz + 8,. . . di et, deterniinerà i valori successivi di 
y?) all'infuori di y:+') clie rimarrà indetenninato. 

Giungerenîo cosi a un integrale coine il precedente, colla sola differenza 
che invece di inconiinciare da1 termine di grado zero inconiincierà da quel10 
di grado F, + 1, e nei nunieratori coine nei denoniinatori dei singoli coeffi- 
cienti saranno soppressi i priiili lz+ 1 fattori (cioè fino a yuello clie .ne1 de- 
nominatore sarebbe zeroj e sürà pure soppresso il divisore ( b  - a)"+' ; cioè per 
rappresentare l'integrale si avr i  la espressione 

clle si ridurrà a polinoniii integrali iiei soliti casi, cioè pei valori di x 
pei yuali si aiinulli un fattore nei numeratori dei coef-ficienti dei varii 
termini, 

18. Considerando poi anclie i valori di z clie sopra escludemmo, cioè 
yuelli clle per uno o due dei valori O, 1, 9,.  .. , h - 1, lz di  IL soddisfano alla 
condizione a,  - a& (112 - 1 -- v) = O, e avendo riguardo alle forniole clie si 
liaiiiio dalla (16) per gli stessi valori di n ~ ,  si rede clie per quei valori di z 
si avraniio anclie polinoniii integrali dei gradi n inferiori a 12 + 1, sema che 
cessi di arersi per gli stessi valori di a anche 17iritegrale (18); con yuesto 
per6 clle, ne1 caso di v  = O o v  intero e positive, quando i numeri n e n, 

pei qiiali ~z + 1 2 ,  = v + 1 siaiio a~iibedue inferiori o aii ibdue superiori a 
h $- 1. iiianclieraiino seii1pi.e i polii~o~iiii iiitegrali di alcuni gradi, iiientre se 
dei due ralori 12 e 12, ut10 sarà inferiore o uguale e l'altro ugiiale o supe- 
iiore a l z t l ,  allora vi saraiiiio eritrainl~i i poliiioiilii integrali P,, e P,,,. E 

v 
cos; iii particolare quaiido, essendo v  'pari O zero, 12 sia uguale a - O essendo 

2 
v - i  

v dispari 16 sia iiguale a --- o a --- 
2 + ' dei poliiioiiiii iiitegiali noil ne man 

"2 
clierà nessuiio. 
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È poi da. notare (senipre per gli ultiini casi qui considerati di v zero o 
nu1ner.o intero e positive, e g zero o numero intero e nega.tiro - la), clie per 
certi vaiori di a oltre all'integrale (18) avrelno anche polinoinii integrali di 
gra.do inferiore ad 73 + 1, e quand'anclie il niedesitno integrale (18) pen gli 
stessi valori di x si riduca esso pure ad .un  polinoinio integrale (di grado 
uguale o superiore ad h+ 1) l'integrale stesso (18) s a r i  senipre distinto da1 
primo; e cosi in questo caso il detto polinomio integrale di grado iiiferiore 
ad h + 1 e l'integrale (18) daranno due integrali distinti della equazione data 
e saranno ambedue senza singolarità ne1 punto a sebbene in questo puiito 
si abbia a, = O. Questi integrali condurranno dunque subito all'integrale ge- 
nerale. 

15. Aggiungiamo clie ailelie la serie (18), quarido lion si riduce a un 
polinomio integrale, aviïl per cercliio di convergenza quel10 di centro a e 
di raggio b - n precisamente coine la (17), e yuindi, qua.lunyue sia q, la eyua- 
zione data (15) aninietterà senipre ciii integrale clie sarà uria funzione olo- 
morfa di x entro questo cercliio e che per certi valori di z si ridiirrà ad un 
polinomio, e quando y sia zero o un nuiiiero intero negativo potrà anche 
animettere due di tali iiitegrali oloinorfi, uno dei qiiali in questo caso sarà 
selnpre un politioinio. 

E siccorne evidentemente nelle serie (17) e (18) i coeficienti sono tutti 
reali e, qnando noLi divengono zero, col rrescere di rb  finiscono per essere 
tutti del10 stesso segno, cosi, per quaiito diceiiiino al 5 6, gli integrali stessi 
(quando non si riducono a polinoinii) o le loro derivate al di là di quelle 
di un certo ordine coll'anclare di x per valori reali verso il punto b cresce- 
ranno indefinitainente, e ne1 piilito b saranno infinite. 

Partendo poi da1 punto b invece clie da1 punto a si avranno altre serie 
per potenze di z - b clie potranno otteiiersi dd le  precedenti col seniplice 
caiiibiamento di a in b, di b in n e di q in - (q +- v ) ;  e queste serie, che 
valendosi di queste indicazioni potrebbero seriversi imuiediataiuente, avranno 
aiicora gli stessi numeratori iiei coefficienti de'varii teriniiii, e condurranno 
quiiidi anche a polinomii integrali, clie naturalnieiite dorranno s s e r e  quegli 
stessi ai quali conducono le serie prececleiiti, salvo a fare ora pel caso di 
Q f v nul10 O intero. e positiro le osservazioni clle hceiiinio sopra pel caso 
di q i-iiillo o intero e iieg, <i t' 1 ~ 0 .  

Inoltre le nuove serie avranno un cercliio di corivergeiizli. clie sarà an- 
rora di raggio b - n nia avraniio il centiso in 6, e l'inlegrale corrispontlente 
(cpaiiclo non si rid~ic,e a iiii poliiioiiiio) o le sue derivate il p r t i r e  da quelle 
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di uri certo ordine diverranno infinite ne1 punto a (*), ci6 che mostra che 
questo nuovo integrale s a d  distinto da. quello corrispondente alle serie pre- 
cedenti; e questi due integrali iiisienie coiidurranno all'integrale generale in 
quella parte del piano delle x clle è coinune ai due cerclii di raggio b - a 
che hanno i centri in a e b. 

20. Cosi, fuori del caso in cui v sia zero O un numero intero e posi- 
tivo, yualunque siarlo q e y + v le equazioni (15) clle orü considerian10 am- 
nietteranno polinoinii integrali di tutti i gradi a incorninciare da quello di 
grado zero; mentre ilel caso di v zero O iiitero e positivo ne inanclieraiino 
talvolta alcuni. 

D'altra parte poicliè per la stessa eyuazione si ha  

e quindi 

con k quantità costante diversa da zero, si vede d ie  se q > O  O p + v  a>O, 
@, sarà integrabile anche nell'intorno del punto a ;  conie se q + v ( 0  O 

IJ. + v  b <O,  @, sarà integrabile nell'ititorno del puiito b, e s e  avreino ad un 
tempo q>0 e y + v ( O ,  oi6 clle porterà clie sia v ( O ,  oc sarà integrabile 
tarito nell'intorno di a quanto in quello del punto b ;  quindi per quanto si 
disse in generale ne1 5 13 si pub ora afferinare clie se per un certo inter- 
vallo (a , ,  b,) clie appartiene all'inter~allo (a, b) si sara in qualche iiiodo po- 

bi 

tut0 diiiiostrare die  si lia ('B. X Pd d x = O per tutti i polinoniii inte&i Pd 

(*) Il rapporfo di un termine al precedente nelle serie che si haiino quaido si parte da1 
punto a e in quelle aiialoghe che si haiiiio parteudo da1 punto b sui cerchi di coiivergenza, 

in valore assoliito pu0 porsi respettivaruente sotto le forme . 

esseiido c e cl quaiitità finite e quiiidi le corrispondeiiti serie integrali saraiino coiivergeiiti 
itidipeiidentemeiite dall'ordiiie dei termini anche su1 cerchio e s u  questo l'integrale sarà fiiiito 
quaiido sia respettivamente 1 + q + v > O  e q < 1, e sarailno divergenti e I'iiitegrale sarà 
infinito su1 cerchio quando sia 1 $ q -1- u s O e q 1. 

Awtali di Matematica, Serie 111, 'forno XVlIl. 20 
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della equazione data, allora basterà clie in cpesta equazione v noii sia zero 
iiè un numero iiitero e positivo per poter dire clle, seinpre all'infuori di una 
funzione d'integrale riullo, s i  h a  X = O  in tutto E'intervallo ( a , ,  b,) p a i z d o  
questo intervalle n o n  t e r m i n a  ai putzti estremi a e b;  e questo iiitervallo potrà 
terniinare anche a uiio degii estrenii n O b nia non all'altro quaildo sia sod- 
disfatta uiia sola delle due condizioni q > O  e q + v < 0, nientïe se qtteste 
d u e  condizioni q > O e q + v < 0 O p. +- v > O e p. + v b < O  s a r a n n o  soddi- 
s fa t te  ttctte 'e d u e ,  ne1 qua1 caso, conie già abbiaino detto, v sarà di necessità 
diverso da zero e negativo, allora l'interuczllo (a , ,  b,) potrà ter~lz innre  alaclze 
a tut t i  e d u e  g l i  estremi n e b, cioè potrü essere l'iiitero iiitervallo (a, b). 

Si. Le eyuazioni (15) die  stiaino studiaiido non sono altro che quelle 
delle ordinarie fuiîzioni ipergeonietriclle, e i polinoniii integrali clle abl~iamo 
trovati per esse, salvo le iiotazioni, .sono i polinoinii detti di JBCOBI perchè 
trovaiisi considerati insieiiîe ad altre f~mzioiii in una hIenioria postuina da 
lui pubblicata ne1 Vol. X0 del J o u r n a l  fiir d ie  r e i m  und  angewandte  llIat7~em. 
Gli stessi polinoinii furoiio poi considerati anche da TCH~~BICHEFP e da altri, 
e in particolare in ultiino da1 si& STEKLOFF in 1111;~ Mernoria publ~licata a 
pag. 207 e segg. del Vol. 183 clello stesso Jozirtzcrl für d ie  reitze, ecc., e ilel 
caso di a = - 1, Z, = 1, p = O, v = - 2, y = 1, 1 = 0, y (a)  = z ( z  +- 1 )  si riclu- 
coiio alle qote ftmzioiii di LEGENDRE X,, . 

Queste futizioni X,, si presentano cosi coiire ~ a s i  particolari degli inte 
graii della equazione 

per la quale sono evidenteniente socldisfatte anche le condizioni q > O, 
y +- v ( O  del paragrafo precedente; e per essi con semplici sostituzioni le 
forinole precedenti clànno subito le espressioni in serie seguenti 

le quali per z = 12 O per z = - (1% + 1) con n intero e positivo si riducoiio 
a due polinoiiiii iiiteïi di grado 9 2 ,  daiiclo allora. due espressioiii distinte delle 
funzioni di LEGENDRE: Xn all'infuori di un fattore costante, e si riducono pre- 
cisatnente alle X ,  prendendo y-i = (- 1)'" y2/, = 1 perchè coine è noto 
X, (- 1) = (- 1)" e X, (1) = 1. E fuori dei casi qui indicati, e yuindi per tutti 
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i valori non interi di x queste serie valgono entro due cerchii di raggio 2 coi 
centri nei punti - 1 e 1 respettivamente, e naturalrnente nella parte coinune 
a questi due cerchii le due serie valgono entrainbe. 

22. Merila poi di essere notato, sen~pre per le equazioni (15), clie se 
invece di partire dai punti a e b e avere cosi gli integrali delle stesse equa- 
zioni in serie di potenze di x; - a e di x- b O avere i poliiioinii integrali 
corrispondenti ordinati per queste potenze, si parte da un altro punto u fra 
a e b, si trovano altri sriluppi notevoli per potenze di x - a. 

Cosi in particolare partendo da1 punto a = - 1 eioè da1 punto di 
2 

mezzo dell'intervallo (a, b ) ,  e per semplicità lirnitandosi al caso in cui nelle 
nostre equazioni (15) il coefficiente a,  si annulla per x = a ,  cioè al caso in 

cui si ha a,  = v (x - a), allora essendo a, = - - (x - a)" a, = V  (X - a), ("a a)l 
a, = g (s) + 1 si vede che si rierrtra ne1 caso delle equazioni (8) clie corri- 
spondono a 72 = 0 e p = 8 ;  e difatti colla formola generale (2) del § 1 si vede 
subito che avremo in questo cas0 

per modo che l'integrale generale della attuale equazione 

dore r. = - a-tb viene dato dalla formola 
2 

che quaiido è una serie vale ne1 cercliio di centro a (cioè *) e di raggio 2 
b-a 

9 
e si riduce ad un polinomio quando si prende y', = O e a ha quei va- 

lori speciali pei quali a, = 2 n (8 9% - l - v), e anche quando si prende y, = O 
e s ha uno di quegli altri valori speciali pei qinali a, = (2 n + 1) (2 n - v), 
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essendo n zero O un nuniero intero e positivo e a, = Q (5) + 1 con g e Z 
costanti. E quando v sia zero O intero e positivo alcut~i di yuesti polinomii 
integrali mancheranno. 

23. E cos? ne1 caso particolare della. eyuazione (W), pel suo integrale 
generale entro il cercliio di raggio 1 col centro ne1 punto x = O avreino 10 
sviluppo seguente 

che si ridurrà a un polinoinio di grado pari B n e precisainente alla X,, al- 
l'infuori di un fattore costante quando z = 2 t z  O s = - (9 n + 1) e yto = 0, 
e si ridurrà a un polinoinio di grado dispari e precisainente a X,,,,, seinpre 
all'infuori di un füttore costante quando s = 2 n + 1 O z = - (2 n + 8) 
e y, = 0. 

Cosi per la equazione attuale (20) per qualuuque. valore reale O coin- 
plesso di z che non dia luogo a polinomii integrali avrenio uria espressione 
in serie deli'integrale generale per mezzo della precedente (84) che varrà, 
colne abbiamo detto, per tutti i valori reali e complessi di x ne1 cerchio di 
raggio uno col centro ne1 punto x = 0, corne si hanno i due integrali par- 
ticolari (21) che valgono entro altri cerchi più ainpii nei quali perb è con- 
tenuto tutto il cerchio attuale, per niodo che entro questo cerchio valgono 
tutti e tre questi sviluppi. 

84. Prendiamo ora a considerare anche la equazione 

dove al solito cc, = g cp ( z )  + 1,  e trovianlo un suo integrale in serie di po- 
tenze 31: - a. 

Siccome ora si ha a, = x - a, a,  = ,v. + v  x, a, = g cp (2 )  + 1, sarenio an- 
cora in un caso della equazione (9) che corrisponde a h = 1 e p = 1; e di- 
fatti la (8) del § 1 ci 'darà ora 

(m + y'"'+') + (9% v + a,) y'"' = O (96). 

essendo x = p -+ v a, e se x non sarà zero nè un.  nuinero intero negativo 
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avremo il seguente integrale 

clie sarü valido in tutto il piano delle x e che se v ~ o î z  sarb zero darà luogo 
a polinomii integrali di tutti i gradi n, a iixominciare da quel10 di grado 
zero, pei valori di z pei quali a, + n v = 0 ;  inentre se v = O avreino il solo 
polinoinio integrale di grado zero pei valori di z pei cluali a, = 0. 

Se poi x sarà zero O un numero intero negativo, posto ad es. x = - h 
avrerno ancora un integrale valido in tutto il piano clle sarà della stessa 
forma del precedeilte, solo incoinincierà dalla potenza (7% -5 1)" di x - a, e 
sarà precisanlente 

e per la (85) si vede clle si avranno ancora polinoinii integrdi di tutti i 
gradi quando non sia v =O. 

Avendosi poi per la. eyuazione attuale (85) 

con k costante, si vede clle (3, sarà atto alla. integrazione anche nell'intorno 
cli cc soltanto quando il numero x è diverso da zero e positivo; e quindi, 
supponendo ora sei~z 'a l t~o che v non sia zero, per le considerazioni generali 
che fwemrno al $j 13, si pu6 afferinare che se per un certo intervallo (a , ,  b) 
tutto a destra O tutto a sinistra del punto a si s a r i  potuto diiiiostrare in 

b 

qualche modo che deve essere (x-a)x ' eV("-") X Pi d x = O per tutti i poli- J 
a, 

nomii integrali P, della stessa equazione (%), allora la solita nostra fun- 
xione X sarà. zero, sempre all'infuori di una funzione d'integrale nullo, per 
tutti i valori di cc da a ,  a b  quando a ,  sicc diverso da a, e questo qualunque 
sia x e quindi anche ne1 caso in cui x è zero O negativo; e quando x sia 
diverso da zero e positivo allora potrà essere anche a, = a ,  cioè l'intervallo 
(a , ,  b) potrd avere un estremo net punto a ,  
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95. Un'altra equazione che conduce in modo semplicissimo a polinomii 
integrali di tutti i gradi è la seguente 

dove a,  è una costante clie potrebbe supporsi uguale ad uno, e a ,  è al so- 
lit0 g (z)  + l, essendo v, g e 1 pure costanti. 

Confrontando questa equazione colla (8) del 8 5 si vede cl-ie essa lie è 
un caso particolare e siamo quiudi ne1 caso di lz = 0 e p = 8, e difatti la 
formola (2) del 8 1 ci d i  ora la seguente 

per la quale si vede che l'integrale generale della nostra eqixazione (30) sarà 
il seguente 

che sarü valido in tutto il piano, e quando v non sia zero dard luogo a po- 
linoinii integrali di grado pari 2 n in x - a yuando y'. = O e ,H ha valori 
tali da fare si che si abbia a,  + $2 n v = O, mentre darà luogo a polinoniii in- 
tegrali di gradu dispari 2 n + 1 in x - a quando y, = 0 e z è preso in modo 
che si abbia a, + (2 n + 1) v = O ;  talcliè anche in questo caso della equa- 
ziorie (30) quando in essa v non è zero si lianno polinomii integrali di tutti 
i gradi. 

Essendo poi in questo caso 

b v  
" - (s-a)? 

con k quantità costante, si coiicluderà aneora die  se sarà ( egaO X P. d x = O 
a 

per tutti i polinomii integrali della nostra ecluazione (30) quando v non è 
zero, la solita nostra funzione X sarà zero, sempre all'irifuori di una funzione 
d'integrale nullo, per tutti i valori d i  x fra a e b, qucclzcnqzce siano oro guesti 
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n u m e r i  cc e b percliè la funzione @, è iiiteçrabile in yualunque intervallo 
finito. 

26. Coine abbiaino coiisiderato i casi speciali più notevoli che possono 
preseiitart! le equazioni (8) e (9) (*), cosi potremmo ora studiare quelli ai yuali 
dànno luogo le (10) e (11) e anche le altre eyuazioni di second'ordine clie 
rientrino fra quelle per le yiiali i coefficienti hanno la forma (4) yuando, 
colne abbiaino supposto ne1 8 8, Bo e B, non sono zero iilsieine e è di- 
verso da zero. 

Anche questi studii si farebbero con tutta facilità cogli stessi processi 
clle qui abbiaino tenuto; ina noi appunto per yuesto tralasciereino di farli, 
e solo ci feririerenio un inoiiiento sulla equazione (10) 

clle corrispoiide al caso di 1% = O e p = 3 e nella yuale A, è diverso da zero, 
e ricorderetno yuanto cliceinino in fine del 5 7, cioè clle per essa le iloutre 
formole coiiducono al suo integrale generale; e questo integrale quando non 
si riduce a un polinoniio è uiia serie ordinata per le potenze di x: - a nella 
quale inancaiio tutti i terinirii cogli esponenti della forina 3 i  - 1. 

La stessa eyuazione poi yuando Bo =O, e quando, essendo Bo diverso 
B 

da zero, il rapporrto 2 non è zero nè un nuiuero intero iiegativo ainiilette 
Bo 

poliiioinii integrali di tutti i gradi esclusi soltanto corne nell'integrale quelli 
dei gradi della forma 3 i - 1; e quindi se, essendo X la solita nostra fun- 
zione, e essendo a e b due nuineri reali compresi ne1 cercl-iio di coilvergenza, 

si avrà la solita X P, d cc = O per tutti i polinoiiiii integrali della 

(*) 1 poliiiomii integrali che abbiamo trovato nei paragrafi precedenti per le equazioni da 
noi considerate (15). (25) e (30) (dei quali i primi, corne già dicemmo, sono i polinomii di JACOBI 
e le funzioni di LEGENDRE X,,) corrispcndono precisamente a quelli che il sig. STEKLOFF nella 
citata Mein. della pag. 807 del Vol. 125 del Journal fü+ die reine und a+zgewa$idte Math. ha 
chiamato polinornii (O funzioni) di TCHEBICHEFF, e le tre funzioni 8, date dalle nostre for- 
mole (19), (29) e (32) e relative alle equazioni suddette corrispondono precisamente a quelle 
che il sig. STEKLOFP ha chiamato col sig. SONINE fumioni speciuli di TCHÉBICHEFF. 

Vedremo in altro lavoro che spero di  poter pubblicare fra breve che i risultati qui ot- 
tenuti conducoiio con tutta facilità a dimostrare la possibilità degli sviluppi di funzioni date 
arbitrariamente in serie di questi polinomii di TCHÉBICHEFF, nei casi generali delle funzioni 
per le quali sono possibili gli sviluppi di FOURIER, generalizzando cosi immensamente i ri- 
sultati ottenuti da1 sig. STEKLOFF nella Memoria testè ricordata. 
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nostra equazione (30), per le considerazioni generali dei $9 11 e 12 si potrà 
ancora affermare che la stessa funsione X,  all'infuori sen~pre di una fuiizione 
d'integrale nullo, è zero per tutti i valori d i  x fra a e b, yuando il coeffi- 
ciente a, o A, + B o  (x - x ) ~  non si annulla inai nell'intervallo (a,  b). 

Se poi yuesto coefficiente a,  si annullerà nell'intervallo (a ,  b) bisogiierà 
liinitarsi ai casi nei quali @, resta ancora atta alla integrazione, e bisognerà 
verificare se sono soddisfatte le altre condizioni alle cjuali accennamnio in 
fine del 5 18. E intanto poichè per la equazione attuale 

e se sarà Bo = O  avremo con k costante 

sarà 

(34) 

nientre se Bo sarà diverso da zero, sarà 

B, cos1 in quest'ultinio caso converrà supporre clie sia un numero diverso 
Bo 

da zero e positivo percliè @, possa essere integrabile fra a e b se A, + Bo ( x  - a ) 3  

si annullerà nell'intervallo (a, b) .  
27. Toriîando a considerare le equazioni della fornia (8) O (9)' O in 

modo generale le equazioni 

ilelle c p l i  a,  e a,  sono tutt'al più respettivamente del secondo e del primo 
grado in x, e a;  è una costante rispetto ad x nia pub conteiiere il parainetro z 
(clle ora potrebhe supporsi contenuto aticlie in a ,  e a,), presenteretiio alcune 
osservazioni molto natevoli su queste equazioni. 

Osserviamo percib, indipendentemente dagli studii clle già abbiaino fatti, 
che colla derivazione della equazione (36) si lia subito l'nltra per yualunque 
valore intero di gn 

a, $- (112 a',, + a , )  t~'"'+" + (nt, a", + nz a', + a,) tf"' = 0, (37) 
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cui ora, per le nostre ipotesi, si riduce la (9) del 5 1, e nella quale 
m (112 - 1) 

1 4  = 2 -; e quiiidi se si vuole che la equazione data (36) ammetta 

un polinomio integrale di grado n, dovendo essere per questo iiitegrale 
f + Z )  = - - O  e y(") diverso da zero, dovremo avere 

cioè z dovrà avere valori tali da soddisfare a. questa equazione; per iiiodo 
clie, quando a, e a ,  non contengono z ,  il nostro studio verrà ad essere re- 
lativo alle equazioni della forma 

nelle quali n è zero O intero e positive, e a, e a,  sono funzioni di s tutt'al 
più del secondo e primo grado respettivaniente. 

Viceversa quarido questo accade, se nessuiia delle equazioni. 

ma ano + 11% a', + a, = O (39) 
P 

corrispondenti ai valori 9% - 1, n - 2,.. . , 2, 1, O di lw inferiori ad n sarà sod- 
disfatta per quei valori di a che soddisfano alla (38), si pub afferniare che 
esisterà seinpre un polinomio integrale di grado n in corrispoiidenza a cpei 
valori di s, e non ne esisterà die  uno. 

Si osservi infatti che le n equazioni che si hanno dalla (36) con +z de- 
rivazioni successive costituiscono, insieme colla stessa (36), un sistema di 
n+ 1 eyuazioni che, scritte in ordine inverso, sono le seguenti 

e ognuiia di esse pub riguardarsi coine l'iiltegrale clella precedente all'infuori 
di una costailte. 

Ora la prima di queste a causa della (38) è soddisfatta da1 valore 
Awuali di Matematica, Serie 111, Toiiio XVIII. & 1 
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g = C, (x: - u)" + (x - &In-' + (X - u)n-2 + . a + C ,  (X - a )  + cO , (41) 

yualunque siano le costaiiti c , ,  c l :  c ,,..., c ,,-,, c , , ;  e yuesto stesso valore di y 
soddisferL anche a yuella che viene colla integrazione dalla stessa equazioile 
quando la costante clle l'integrazione introduce sia presa iii niodo conre- 
niente. Se si vuole invece che resti soddisfatta la seconda delle precedenti (4.0), 
ci6 che corrispoiide a prendere la costante d'integrazione uguale a zero, ba- 
sterà determinare coii~~euietiteiiieiite la costante c,-, nella (hl), e yuesto potrà 
sempre f u s i  perchè, nella seconclü delle (PO), c,,-, 2ll'ilifuoi.i di un fattoriale, 
avrà il coeficiente ( 1 1  - l), a", + ( n  - 1 )  a', + a, clie per le ipotesi fntte è 
diverso da zero. 

Al inotlo stesso colla iiitegrazioiie della secoiitla delle (40) si introduce 
uns  nuova costaite, e volendo clie yuesta sin zero. cioè volendo clie sia sod- 
disfat ta anche la terza delle s tesse (40), basterh deteriiiiiinre conrenientenien te 
ariclie c, ,- , ,  e questo pure potrà farsi perchè in questa eyuazione c,-, nli'infuori 
di un fattoriale avrà il coefficiente (n - 2), a", + (n - 2) a', + a, clle è pure 
diverso da zero; e cosi continuando si vecle clie giungerenio a deterininare 
tutti i coefiicieiiti c ,,-,, c ,-,,..., c , ,  c,, c , ,  clie risulteraiîno tutti pr~porzionali 
a c,, che riinarrà arbitixrio, e il polinoniio (41) clle riinarrà cosi deterniinüto, 
veiiendo s socldisfare all'ultinia delle eyuazioni (40) die  è l'ecpazioné data (36) ,  
sarà il poliiiomio integrale di çrado î z  cercato. 

Inrece se in una delle eyuazioni (40), per es. in quella clîe si lia dalla 
(37) facendovi ~ J L  = t z ,  (con n, < YL), clie sarà ln. (pz - n, + 1)" delle (&O), il 

coefficiente "' - " a", 
l i ,  a', +a, dell'ultiiuo termine saïà zero per quei 

2 
valori stessi di x che soddisfano alla (35), allora quella ec~uazione non sep 
virà piii a deterniinare, coine ne1 cas0 precedente, il coefficieiite c,, d i  (LE - a)"i 
ne1 polinoiuio (4i), e yuesto coefficieiite ~iii îarrà del tiitto iiîdeteriiiinato; 
nientre perchè la stessa equazione risulti soddisfatta hisognerà che la parte 
riiiiarieiite di essa si w~nulli per x = u ,  e cjuesto si otterrà seinpre prendeiido 
c,, = O ;  ma talvolta, in seguito a certe relazioni clie potiaiîno esservi fra i 
coefficieiiti della eqiiazione data, potrà darsi clle nella parte riniailente della 
detta eyuazioiie risulti zero il fattore clle nioltiplica c, , ,  e quiildi la parte 
stessa sin. zero anche indipendentemerlte da1 valore di c,, . 

Al tempo stesso poi le eqiiazioni fra le (44) elle seguono yuella ora con- 
siderata deterinineranno e in un sol iiiodo i coeficienti segueiiti c,,,-,, c,, -,,... , 
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c , ,  c,, c, del polinomio (41) tutti proporzionaliilente a c,,, se avremo dovuto 
prendere c, = O, nientre se nvreiilo potuto lasciare c, arbitraria, cpesti coef- 
ficienti risulteraiirio la soiiima di dile parti l'uila col coenicieilte c,, e 1'alti.a 
col coeficiente c,,, aiiibcdue arbitrarii; iiè fra le stesse eqiiazioni (40) dopo 
la (n - 12, + 1)" potrà darsi clle se ne trovi un'altra ~ i e l l i  yuale il coeffi- 
ciente dell'ultiliio terniine risulti zero, perchè, essendo la eyuazioiie (39) del 
seconcio gracio in 11.2, noil si potranno avere più di due valori di  IL (die qui 
sarebbero PL e n,) clie la soddisfiiio cogli stessi valori di 8, a nieno clie iion 
si abbia ad un teiiipo a", = O, a', =O,  a,  =O, il qua1 caso sarà da noi escluso 
perchè dà liiogo al solo polirioiiiio integrale y = cost. ; talchè avreiiio seinpre 
cosi un polinoniio iritegrale della (36) di grado n, ilivece di quel10 di grado qz 

quando siasi dovuto prendere c,, =O, e ne avrenio uno di grado l z  ma con 
due coeficicnti arbitrarii c,, e c,, , e quindi avrenio due polirioiiiii integrdi 
distinti, uiio di grado .n, e l'altro di grado n, yuando anche c, sia riinasto 
arbitrario. 

E si pu6 osservare che yuesto caso di due valori n e n, di qn pei quali 
è soddisfatta la eyuazione (39) per gli stessi valori di z iion pub presetitarsi 
altro che quando a", sia diverso da zero, cioè .quaildo a,  sia effetti- 
vaniente del secondo grado, e pei valori di n e n, pei yuali possa essere 

9 a', 
12 + n, = 1 - ' a" . ci6 elle ricliiederà. che il rapport0 - sia zero O un 

a", ano 
iiumero negativo e intero; e in yuesto caso alcuni polinomii iiltegrali 110- 

9 a', 
tranno inancare ma soltanto fra quelli di grado inferiore a 1 - ,, . 

a ,  
Questi risultati, come è facile a vedersi considerando i varii casi, con- 

cordano precisainente con quanto dicemmo in gerierale ai §$ 8, 9 e 18. . 

88. Osserviaino poi che quando è soddisfatta la condizione (38), e esiste 
in conseguenza un polinomio integrale, la (37) dà luogo all'altra 

a, y(nS2) + (n alo + a,) tJ" ') = O 

alla quale percib dovrà soddisfare ogni integrale della (36); se ne dedurrà 
subito colla integrazione 

essendo cr un valore di x qualsiasi ma pel yuale non si abbia a, ( a )  = O, e 
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essendo b e c due costanti; e di qui integrando successivamente e iriciicando 
con y,, y ,-,, y ,,-,,..., y,, y, successive costanti avreino 

l'integrale multiplo che figura in y essendo dell'ordine n + 1, per modo che 
si pub ora affermare clle quando il parametro s che figura nella (36) sod- 
disfa all'equazione (38), l'iutegrale generale di questa equazione viene a pre- 
sentarsi sotto la forma 

x 

d x + G,, (49) 

dove l'integrale inultiplo è dell'ordine n+ 1, c è una costante e G ,  è un 
polinomio di grado n i cui coefficienti si determineranno in dipendenza della 
costaate c per nlezzo della equazione data O successivarneiite per mezxo 
delle (Ml), e uno di essi rimarrà indeterininato insieme a c. E quando c sia 
preso uguale a zero, e il parametro s che per ipotesi soddisfa alla (38) non 
soddisfi a nessuna delle eyuazioni simili (39) corrispondenti a valori di m 

inferiori ad m, allora il polinoniio G, si ridurrà al polino~nio integrale di 
grado w clle certamente esisterà, cotne risulta aiiche dall'osservare che allora 
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le equazioiii (44) che deterrniiiano i coefficieiiti di G, si riducoiio appunto a 
quelle stesse clle servoiio alla deterininazione dei coefficienti del polinoiiiio 
integrale; iiientre se col10 stesso valore di z oltre alla (38) sar i  soddisfatta 
anche un'altra delle ecjuazioiii (39) corrispoiidenti a uii valore n, di I I &  infe- 
riore ad n, allora G,  sarà aiicora un polinoiiîio integrale nia potrà essere 
soltauto di grado n, . 

S'intende poi elle, iii questo ultinio caso in cui i valori di z pei yuali 
vieiie soddisfatta la .equazione (38) soddisfano anche ad un'altra ecjuazione 
della stessa forma ma corrispoiidente a un valore iiiferiore w, di 12, allora 
all'integrale di ordirie n + 1 che figura riella (49) si potrà anche sostituire 
l'altro 

x 

di ordine n, + 1, sostituendo al tempo stesso a G,, un altro polinornio G,, 
di grado n, . 

Ne1 caso particolare poi di a, = a', e senipre ilel supposto che a,  non 
sia zero per x = sr, l'iiitegrale inultiplo che figura nella (48) si ridurrà all'altro 

(d ,fi S .  . .{$ ; e cosi in particolare ne1 Caro delle funzioni X. (luedo 

Del resto poi, siccoine, se P, è il polinomio integrale di grado n della 
equazione (36) e a è un punto pel quale esso non è zero, i'integrale gene- 
rale della stessa equazione potrà sempre, come è noto, porsi anche sotto la 

essendo A e p. due costanti arbitrarie, si pub dire evidentelnente che consi- 
derando la differenza 

x 

z -J ara 4 dx d s - ~ ~ I j  d x  
pn 
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dove 'h è una costante die  potrà deterniinarsi fissando i valori iniziali ne1 
p'unto a di un integrale clie non sia il poliiioinio integrale e della sua de- 
rivata, si troverà clre questa differeriza sarà seiiipre un poliiioinio razionale 
intero di grado n che risulterii esso pure deterininato dai detti valori iniziali. 

99. Conie applicando derivazioni successive alla nostra equnzioiie di 
second'ordine (36), cioè 

a0 y" + a1 y' + a2 21 = 0, (43) 

giungemmo ai suoi polinomii integrali, applicandole invece integ;azioni suc- 
cessive si otterranno altri risultati notevoli. 

Indicando perci6 con y un suo integrale yualsiasi, ponianio per abbre- 
viare 

essendo u un valore di x che poi scegliereino iiel inodo che più ci tornerà 
comodo fra yuelli pei quali l'integrale y e la sua derivata sono finiti; e os- 
serviaino intanto per prima cosa che per x = K cjueste quailtità &, , &,, &,,. . ., 
Q,, ... saranno tutte zero, e insieme a Q, sari  zero anche Q', ; insierne a Q ,  
saranno zero anche Q', e Q",; ... e in generale itisieme a Q,. saranno zero 
anche Q',, Q" ,,..., e Q+') k .  

Integrando fra a e x la nostra equazione, e facendo alcune integrazioni 
per parti otterreiiîo l'altra 

essendo il valore di a, y'+ (a,  - a',) y per x = cr clie per le nostre ipotesi 
sarà finito; e questa col porre 

dà luogo all'altra in Q, 

che sarà precisaniente della fornia della eyuazione data yuando sia F = 0. 
Integrando di nuovo si giungerà al inodo stesso alla equazione 
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essendo y il valore per x = u di a, QI', + a,,, Q', che si riduce a quel10 di 
no y (*), e avendo posto 

al,, = ai,, - a', , a,,, = a", - a',,, + a,,, 

Integrando di nuovo si giunge all'altra eyuazione 

p (X - a)2 
a.  Q", + a, , .  8'. + a,,, Q .  = -- + Y (x - a) ,  

senza che vi sia più bisogno di aggiungere altre costanti clie sarebhero zero 
perchè per x = a le Q,, Q', e Q", sono zero; e cos1 continuando, dopo k in- 
tegi-azioni giungereiiio alla seguente eyuazione 

(X - a)*-' -/ (X - 
no O", t a, , ,  Q'k + a,., Q, = ( k  - 1) + ' . ( k - 4 )  (45) 

esselido ora a,,, = a,,,-, - a', , a,,, = a", - a',,k_, +.a ,,,-, , per modo cl-ie scri- 
vendo successivamente i valori di a ,,,, a ,,,,..., a,,, e a ,,,, a; ,,,..., a,,, si 
troverà 

= k a", - [k  a', - (i + S + - . . + k - 1) a",] + cc, , 
cioè 

- a,,, = a, - k a', , a,,, - (k-t "off, - k  a', + a ,  9 

Si consideri ora la nostra equazione (43) per quei vnlori di z o di a,  pei 
yunli per un certo valore di k si lia a,,, = 0. 

La eyuazione precedente (45) si ridiirrà all'altra 

nella yuale, corne nelle formole che seguono, ne1 caso di k = 1 deve trala- 

(*) Se ne1 punto a il coefficiente cc, non è zero, potendo aversi seinpre un integrale della 
nostra equazione (43) con valori y, e y', di y e y' in questo punto a dati ad  arbitrio, le due 
costanti p e y potranno allora considerarsi conie due costanti arbitrarie, perchè ad  ogni si- 
stenia di valori j3, e 7, che si  scelga ad arbitrio per queste costanti corrisponderanno due 
valori di y, e y', che potrailno sempre deterininarsi per mezzo delle due equazioiii 
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y (X - sciarsi l'ultimo termine 
n ( k - v  

; e yuesta pub subito integrarsi e ci dà 

giacchè per essere a,,, = a,  - k cc', si pub prendere 

e in questo valore di Qk-, , quando non sia k = 1 che allora per Q,  dovrebbe 
prendersi y, il secondo membro dovrà ridursi a zero per x = a, e questo, 
quando a, non si annulli per x = a, si otterrà sostituendo alla quantità fra 

S dx 
y (x - Q)'-' ( e le parentesi l'integrale 

QLfl 
dx. + ~ ( k - 2 )  \ 

a 

Da questa derivando k - 1 volte si troverà subito per l'integrale y della 
nostra equazione (43) yuando in essa (coine abbiaino supposto) z ha ralori 

k(k+l )a"o-ka ' ,+a ,=O,  la for- tali da soddisfare alla equazione a , ,  = --- 2 
inola seguente 

che varrà anche yuando k = 1, senza più stare ora a ricliieciere che la quan- 
tità. fra parentesi alla quale per k  2 2 dovrà applicarsi la derivazione divenga 
zero per x = cc, bastando che al tendere di x ad cc abhia un limite deternli- 
nato e finito, e serîîpre ne1 supposto che ne1 punto a si y clie y' siano finiti 
onde siano tali e y. 

30. 111 particolare quindi se sarà cc, = (x - a )  ( b  - x), O a, = x - a, 
cioè se sareino ne1 caso delle equazioni dei 15 e segg. O di quelle del 
$j 24, limitandoci a considerare l'integrale clie è regolare ilel punto a, die 
per yuanto vedeinnîo ai paragrafi indicati esisterà sernpre per qualunque 
valore di x ,  e prendendo allora a = a, avremo y = O e p sarà il valore di 
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(a,  - a',) y per x = a ;  e quindi pel detto integrale di quella fra le equazioni 
niedesinie che coi~ispo~iile ai valori di z pei quali si lia 

16 (k + 1) -- amO - k a', f- a, = 0, 
2 

oltre alla espressione in serie O per mezzo di un polinoinio integrale che 
trovainino nei paragrafi precedenti, avreiiio la formola 

e in questa la quantità fra le parentesi dovrà tendere a un limite deterrni- 
nato e fiiiito al tendere di x ad a. 

Se poi avrerno anche (a, - a',), = O, O se in yualche modo saprenio che 
ya = O, ciO che, avendo riguardo alla equaziorie data, si vede che sarà senipre 
e soltanto ne1 caso di a ,  (a) = O perchè insieme ad y, = O non pub essere 
y', = O, allora veiiendo ad essere f~ = 0,'avreriîo più sempliceinente in am- 
bedue i casi la formola seguente 

nella quale se saremo ne1 caso di y, = O la. quantità 

(49) 

fra parentesi si annullerà 
senipre (anche per k = 1) per a = a qualunque sia la costante c, perchè al- 
lora essendo a ,  (a) = O l'integrale dell'esponenziale sarà seinpre finito anche 
per x = a ;  inentre se sarà (a, - a',), = O ,  potendo scrivere 

e l'integrale dell'esponenziale attuale essendo finito per x ='a, la quantità 
fra parentesi per k )  1 si annullerà per E = a qualunque sia la costante c. 

Più particolarmente ancora se sarà a ,  =a', per qualunque valore di E, 

avremo dalla (49) 

31. Le formole che qui abbiamo trovato per rappresentare l'integrale 
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della equazione generale (43) nei varii casi da noi considerati servono per 
quell'integrale della stessa equazione clle è regolare ne1 punto a e quando s 
O a,  lianno quei valori pei quali è soddisfatta la equazione 

k ( k + 1 )  
9 

alro - k  a', + as = 0, 

se di tali integrali regolari ne1 punto a non ve ne sarà clie uno;  mentre se 
ve ne saranno due allora bisogiierà tenere conto dei valori delle costanti clie 
figurano in quelle formole per stabilire a quale integrale esse verigano pre- 
cisainente a corrispondere, O per farle corrispondere all'uno O all'altro di 
quegli integrali. 

Ilalle stesse formole dunque avreino andie il polinornio integrale di 
grado 12 della equazione medesiina quando per gli stessi valori d i  s si abbia 
anche 

n (12 .- j) 
-- 

9 
a", + n a', + a, = O 

essendo .n un nunieso zero O intero e positivo pel quale yuesta equazione 
cogli indicati valori di z risulti soddisfatta, e escludendo ora il caso in cui 
di valori di n clle soddisfino a questa equazione se ne abbiano due perchè, 
corne ora vedserno, questo caso non pub presentarsi quando deve essere 
soddisfatta anche la (59). 

Ora quando per gli stessi valori di a devono essere soddisfatte insieme 
per. valori interi e positivi di n e di k (n = O incl.) la (59) e la (S), si vede 
che dovremo avere [h (h  + 1 )  - -  n ( n  - l)] a", - 2 (k  + -î2) a', = O, ovvero 

quando, se non sarà al tempo stesso a', =O,  si escluda il caso di a", = 0; 
quindi quando yuesta coridizione (54) sia soddisfatta le formole trovate, col 
determinare convenieriteiuente, occorrendo, le costanti che vi figurano, da- 
ratino sernpre il polinoinio integrale di grado n della (43).  

9 a', E poicliè per potere soddisfare alla (54) si ricliiederù che -, sia in- 
0 

9 a' 
ter0 e si abbia 12 - 1 + +> O, questo escluderà, conle dicemino, che oltre 

a "  
ad n vi possa essere un altro valore iiitero e positivo n,  cEie soddisfi alla (53), 

2 a', 
perchè allora dovendo essere n +- n, = 1 - ,, ne verrebbe n, <O. 

a O 
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Ne1 caso poi, che abbiamo det1.o di escludere, ne1 yuale si ha a", = O 
sema clie sia al tempo stesso a', = O ,  la (58) e (53) non potrebbero essere 
soddisfatte insieine altro che yuaildo fosse n = k = O, e allora si avrebbe il 
solo polinomio integrale y = cost. di grado zero. 

Cosi pure il caso .ne1 quüle si abbia contemporanearnente a", = O e 
a', = O  non pub dare luogo clie al polinomio integrale corrispondente a 
a, = O  clle sarà ancora quel10 di grado zero O y = cost. 

38. Ne1 cas0 dunque delle equazioni del § 15, cioè di quelle della. 
forma 

(x - a)  (b - a) y" + (v. i- v x) y' + a, y = 0, (55)  

essendo allora a", = - 9, a', = v, le formole del 30 a causa delle (54) da- 
ranno un polinomio integrale solo qualido si possa avere k = n - ( 1  + v) 
con k intero e positivo (zero escl.), ci6 che richiederà che v sia un numero 
intero e sia n 2 2 ;t v ; mentre quando yuesto non possa essere daranno 
soltanto quell'integrale della stessa equazione che è regolare per x = a .  

Ora, rie1 caso della equazione (55), avendosi colle notaxioni del § 15 

e quindi potendo prendere, corne già facemino altra volta, 

- d x = qlog (x - a )  - (q  t v )  log (b - x), S au 
il valore (48) di y viene a presentarsi sotto la forma 

e rappresenta sempre un integrale regolare di quella equazione (55) che cor- 
risponde ai valori di 8 O di a,  pei quali si ha k (Tz -+ 1) - k v + a, = O ;  e cosi 
in particolare quando v sia zero O un numero intero qualsiasi (positivo O 

negativo), pei valori zero O interi e positivi di n pei quali sia n 2 8 + v ,  

facendo nella precedente k = n - (f  + v), si avrà la forinola seguente 

che allora rappresenterà il polinomio integrale di grado n della nostra equa- 
zione (55). Ci6 sempre, bene inteso, quando questa formola per a = a dia 
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valori fiiliti per y e per y' alrneno per un valore conveniente della costante c 
e risulti inoltre @ = (a, - a'& y, . 

In particolare quindi quando debba essere y, = O, ci6 che oltre a darci 
3 = 0 porterà, come diceniino sopra al § 30, che sia' a,  = v (x -a )  O 

p. + v a = O e quindi q = O, avremo 

pei polinomii integrali di grado n, per n > 8 + v ,  della equazione 

e, più particolarmente ancora, per la equazione 

che corrisponde a v = O avremo 

pei polinomii integrali di grado superiore al prinio. 
E se saremo nell'altro caso particolare che porta pure F =O, cioè in 

quello di (a ,  - a',), = O pel quale si ha p + i~ a = b - a e quindi p = 1, e 
la equazione (55) viene ad essere la seguente 

allora pei polinomii integrali di grado n di questa equazione a incominciare 
da quelli pei quali .n r 3 + v avreino 

E cosi quando v è un numero intero negativo qualsiasi inferiore a - 1 
avremo da questa forrnola i polinomii integrali di tutti i gradi, e 10 stesso 
potremo dire anche pel caso di v = - 1 perchè allora questa forniola trala- 
scierà di darci solo quello di grado zero su1 quale non è il caso di fermarsi 
essendo esso una costante. 

In particolare quando sia v = - 9, ci6 che corrisponde ad essere a', = ailo 
e ci porta quindi ne1 caso della equazione 
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si avranno i polinomii integrali di tutti i gradi per mezzo della formola 

E più particolarrnente ancora ne1 caso delle funzioni X,, per le quali 
a = - 1, b = 1 e a, = n ( n  + l ) ,  si ritrova la formola notissiina - 

33. Ne1 caso poi delle equazioni del 5 94, cioè di quelle della forma 

( " - " ) y l ' + ( p + ~ ~ ) y l + a z y = O  (66) 

a -- osservando che si ha = !Y!?! - '+va  + v ,  e quindi si pub prendere a, x - a  x - a  

\ ~ d s = ( + ~ a ) l o g ( x - a ) + v x = l o g ( X - & ) x + v ~  quand6 si ponga 

corne al 3 24 x = p. + v a, si vede per la (48) che la formola 

B (x.  - e-v' ---- 
d xk-' [ 7c (k- 1) ~ ( s - - a ) ~ - ' e " d x + c ] 1  (67) 

da& l'integrale regolare ne1 punto x = a della stessa equazione pei valori 
di e pei quali si ha ora 

a2 = k V ,  (68) 

ne1 supposto che per x = a i valori di y e di y', risultino finiti. 
E poichè questa eyuazione a, = iz v con k 2 1 non pub sussistere insieme 

all'altra a,  + n v = O alla quale si riduce quella relativa ai polinornii integrali 
altro che quando sia v = O e a, = O, ne1 qua1 caso si ha allora. il solo poli- 
nomio integrale di grado zero, cosi, tolto questo caso di v = O, la formola (67) 
relativa alla equazione (66) corrispondente ai valori di z pei quali a, = k v 

non darà, mai un polinomio integrale della stessa equazione, corne del resto 
risulta in generale anche da quanto dicemmo in fine del 31. 

Essa poi ne1 caso in cui si abbia (1 = O per essere y, = O, cib che porta 
che sia yr == ;.. + v a = 0 e corrisponde quindi alla equazione 

dà luogo all'integrale di questa equazione 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



174 Bi lai : Studii sulle ey unzioni differenzinli lineari 

che è regolare ne1 punto a  selnpre ne1 caso che a soddisfi alla condizione 
a, = k v ;  e quando si abbia = O per essere (a ,  - a',), = O O x = p + v a  = 1 ,  
cioè quando si abbia la equazione 

(x-a) y " + I l + v ( x - a ) t y J + a 2 g = 0  (71) 

dà luogo alla forniola 
dk-1 ( ($ - -VX e I 

L / = G  

che dà l'integrale che è regolare ne1 punto n per la stessa equazione (71) 
quando cc, soddisfa alla cotidizione precedente a,  = k v. 

34. Prendiamo iiifine a trattare anche il caso della equazione 

a,y"+v(x-  or) y ' t a ,  y = O  (73) 

nella quale cl., è una costante, e che noi già corisiderammo rie1 $j 85 trovando 
che essa ha polinoinii integrali di tutti i gradi cjuando v non è zero. 

v (x; - a)' 
Osservaiido clie per quesla equarione si pub prenderej z: dx = 

2 %  ' 
si vede per la (4.7) che avremo la formola 

Y (X - or)'-' 
nella quale il termine dovrà tralasciarsi quando sia k = 1, e 

T (k - 8)  
questa formola ci dar i  l'integrale della equazione (73) corrispondente ai va- 
lori di z pei quali avrerno a,  = k v con k diverso da zero e in  tero e positivo ; 
e questo integrale sarà l'integrale generale della medesima equazione perchè 
per essa avremo = a, y', e y = cc, y., e p e y potranno considerarsi come 
costanti arbitrarie. 

Per6, per quanto dicemmo in generale in fine del 8 31, questi integrali (74) 
non corrisponderanno mai a polinoinii integrali quando come al fj 85 si escluda 
il caso di v = 0. 

35. Dopo avere limitato i nostri studii alle equaoioni lineari del se- 
cond'ordine per le quali risultano soddisfatte le - varie condizioni poste ne1 
§ 2, il che port6 che i coefficienti a,, a, e a, dovessero rientrare nelle for- 
mole (4) del § 3 colle coridizioni che allora si posero per le costanti A e B 
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e per h, volendo poi ne1 5 8 considerare i casi di esistenza di un nuniero 
infinito di polinoinii integrali per queste equazioni dovemmo porre anche la 
condizione (Che dopo fu sempre ainmessa) che le costanti Bo e Bi che figu- 
rano in a, e a, non fossero zero insieme, e neppure fosse zero l'altra B', 
che figura in a,. 

Ora vogliamo consideran anche i principali fra questi casi di Bo = B, = O  
clle finora escludenimo pei quali non si hanno mai infiniti polinoniii integrali. 

36. Prendendo percid ora con Bo = Bi = O, A, = 1 e a = O, cosa che 
evidentemente pub farsi senza scemare la generalità, e cambiando per seiiî- 
plicità A, + A'e rg (z), B, + B', ÿi (z), e A, iii a, F e v, si vede clie i casi che 
ora possono presentarsi sono soltanto i tre seguetiti : 

1.' per h=O, a , = I ,  a ,=O, a , = p x * - h o n p > S ,  

B.' per h*=1, a,=x, a, = v ,  a, = Pxp-' con p k  1, 

3.' per h = 8 ,  a , = x "  acc ,=vx ,  a , - - r ~ + p ~ ~  con p t  1, 

dovendo ora perd il p, nei due pr in~i  casi, e uila alineno delle due quantità 
a e p, ne1 terzo, dipendere da z, senza escludere ora, quando si voglia, che 
anche il v nei due casi possa pure contenere s ;  e poichè ne1 primo caso i 
due integrali della equazione corrispondente sono evidentemente funzioni in- 
tere di x percliè a, = 1 e p 13 intero e positivo e tloti inferiore a B non ci 
fernieremo punto su esso. 

Quanto poi al terzo caso (Che cotnprendë quel10 delle note funzioni di 
BESSEL 1, (X Z) che corrisponde a v = 1, a = - m" , (3 = s2, p = 2) osserveremo 
clie col porre y = xgu, con g costante da determinarsi e u nuova funzione 
incognita, la equazione corrispondente si riduce subito alla stessa forma di 
quella che corrisponde al secondo caso, perchè si riduce all'altra 

quando la costante g si determini prendendo per essa una delle radici della 
equazione di secondo grado g ( g  - 1)  + g v + cc = O (clie ne1 caso delle fun- 
zioni di .BESSEL d i  g = + n) ;  quindi baster& che noi ci liinitiamo a consi- 
derare le equazioni della forma 

con y zero O intero e positivo, intendeiido ora che la quantità finora indicata 
con p pel secondo dei tre casi indicati sopra corrisponda in questa equa- 
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zione (75) a y + 1, e ne1 terzo caso corrisponùa precisaiiîente a y, ne1 qua1 
caso la. yuantità che trovasi ora indicata con v nella (75) corrisponde n yuella 
clle già avevanlo indicata pure con v nello stesso caso ina auinentata di 2 g ,  
essendo g quella delle due radici della equazione precedente clie sûr& stata 
scelta per fare il canlbiamento di y in xgy. 

Se poi, per seniplicizzare ancora, carnbiererno la variabile x: in tA, con 
che la equazione precedente, valendosi delle solite forinole del cainbian~eiito 
della variabile inclipendente, direrrà 

1 
allora prendendo h = - 

~ + l  
(cosa clie potrà sempre farsi perchè y è zero O 

un numero intero positivo) la equazione precedente (73) si trasformerà neli'altra 

e qualunque sia v potremo prenderla sotto la forma 

F y e = X ;  e potendo quindi p 

avere qualunque valore, e anche dipendere da a in relazione al valore pri- 
mitivo che avevaino per v. 

37. Ridotti cosi i varii casi da coilsiderarsi a quel10 di questa equa- 
zione semplicissiina nella quale p e CE non contengono la variabile t (ma iina 
alineno di esse conterrà a), basta osservare che colla derivazione d i  luogo 
imrnediatamente alle altre 

t y" + ( p  + 1) y" + X y' = 0, 

t yn + ( p  t 2) y"' + X y" = 0, 

per vedere subito che partendo da1 punto t = O essa rientra fra quelle del 
2, e se r: non è zero nè un numero intero negativo si ha subito per un 

suo integrale 
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in serie convergente in tutto il piano delle t ;  meritre se p. è un nuniero intero 
negativo O zero - m, allora la derivata y'"', conîe tutte le derivate prece- 
denti y', y", . . . , y("-') e la funzione y, saranno zero per t = O, e l'integrale 
avrà la forma 

e quindi riponendo x h  xyt' al posto di t per ritornare alla equazione (73) 

e continuando ad indicare con x il rapport0 '- e con p. l'altro Y* . 
(Y + 1)2 Y+l 

e osserrando clle quando y. = - = - 12, si Ira ( m  + 1) ( y  + 1) = 1 - v ,  si 
Y + I  

vede che quando p. non S zero nè un nuniero intero negativo la equazione 
(76) ha un integrale funzione intera di x dato dalla fornîola 

e quando ,K è zero O un nuinero iritero negativo - m, cib che porta che Y 

sia un iiuinero diverso da zero e intero e negativo della fornia - y - ln (y + 1) 
O 1 - (712 + 1 )  ( y  + l), la stessa equazione avïà pure un integrale funzione 
intera di x pel quale si avrà 

per modo che in tutti i casi esiste sempre un integrale della equazione (75) 
che è una funzione intera di x, O se si vuole anche funzione intera 

38. Trovato ora per ogni caso questo integrale della equazione (751, 
se ne potïà sempre avere un secondo coi processi noti pei quali indicando 
con P, l'integrale trovato, e con P, l'altro integrale corrispondente, avremo 
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e siccorne per proprietà note delle equazioni lineari del second'ordiiie (che 
si riscontrano anche subito), gli infinitesimi che il P, avesse fuori del punto 
x = O non possono essere che del prim'ordine, e sotto l'integrale 10 stesso 
P, figura ne1 denominatore al quadrato mentre fuori vi figura come fattore, 
è certo (come del resto risulta anche dalle teorie gerierali) che il secondo 
integrale P, non potrà avere singolarità altro che ne1 punto x = 0. 

Ora se il rapport0 y. = è un nuinero intero e negativo O zero - m, 
Y + I  

ci6 che corrisponde ad essere v = - y - ~ ( y + l )  O v=l-(.m+l)(y+l),  
allora essendo P, dato dalla (77) il denoniinatore sotto l'iritegrale della for- 
niola (75) rerrà ad essere della forma xif("+')(~+') G (xyti), essendo G (xyf ') 
una funzione intera di MY+' che per x = O  è diversa da zero e uguale a (*(r;%J ; quindi poichè per questo la funzione 1 entro un certo 

G (xYf') 
cerchio col ceritro ne1 punto x = O  si sviliipperà in serie della forma 

nella quale A, - 
- (JI& + 1) 

- (-y Y+') ) cos1 clzlcolanclo l'integrale d ie  figura nella (78) 

e avendo riguardo al valore (77) di P, ne1 yuale 1 - v = (w+ 1 )  (y + 1), si 
pub intanto evidentemente affern-iare che in yuesto caso in cui v è un. nu- 
niero cliverso da zero ma intero e iiegativo della fornia - y - nz (y + l)  O 

1 -  IL + 1 ) . ( ~  + 1) con m zero O intero e positive, l'integrale P, potrà parsi 
sotto la hrliia 

- P, = L, + A,+, P, log x, (79) 

essendo L, una funzioiie fratta di x clle procede secondo le potenze intere 
negative e positive di %y+' a incorninciare dalla potenza negativa x-'"+"'~~" 
O a"', cioè esseiido precisaniente 

dove i coeficienti A,, A ,,..., A ,,-,, A,,, A,,,, ,,... sono quelli del10 sviluppo 
1 

precedeiite di -- ne1 yuale A, lia il valore diverso da zero x (9th + 1) 
G (%Y+' ) ( . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



in  relnzione ai 1oî.o inteyrnli no~~nnli ,  ecc. 179 

Se poi p. non sarà zero nè un iiuinero intero e iiegativo - $ I L ,  nllora per P, 
avremo la for~nola (76) clle per x = O rioii si annulla, quiridi per la (78) yuanclo 
sia v = 1 + k (y + 1) coii k diverso da. zero e inter0 e positivo qualsiasi, Ey 
sarà della foiwa 

e per v = 1 sa r i  
1'" = A, P, log x + L i ,  

col coefficiente A, in ainbedue yuesti casi diverso da zero; mentre per tutti 
gli altri valori positivi o negativi di v (zero incluso) clle non rientrano nella 
prima fornia. colisiderata sopra di v = 1 - (m + 1) (y + 1) con 1n zero O in- 
t e r ~  e positivo, avreino invece 

essendo anche in queste ultime tre formole la L, e le L, funzioni intere d i  m 
ordinate ancora per le potenze intere e positive di &', e delle yuali quella 
clle figura nella (89) per x = O noii si annulla ; per modo che, avendo ri- 
guardo alla (@), si pub ora anche affermare che qzcando v sia zero o un nu- 
mero intero negativp che non rientri nella prima forma indicatcç sopra 
- y - 112. (y + 1) O 1 - (912 + 1) (y + 1) con .î,z zero O intero e positive, anche 
yuesto integrale P, sarà, corne P,, una funzione iritera di x, e si antiullerà 
per x = O, cioè: i due integrnli P, e P, della nostra equazione saranno am- 
bedue funzioni intere di $ nel17intorno di or: = O.  

39. Cib preinesso, riportiaiiioci agli studii generali della Mernoria pre- 
cedente sulle eyuazioni del second'ordine e, coine in quella Mernoria, pren- 

b ' .  

diamo a considerare il solito integrale B, i ~ d  x, essendo un integrale 
, I' 

normale della equazione (75) clie ora consideriamo, die  si iiiantiene regolare 
in tutto l'intervallo (a,  b) e pel quale le coildizioni ai liiiliti a e b sono le 
solite due 

supponendo che l'intervallo (a,  b) sis tutto dalla parte positiva O tutto dalla 
parte negativa onde non abbia ne1 suo i~tterno il punto z = O ne1 yuale il 
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coefficiente a, di y" è zero, ma possa terminare a questo punto, ne1 qua1 
caso nob si porrà la seconda condizione (quella relativa al punto a) la quale 
perb, dovendo 21 essere regolare anche per x = a insieme alle derivate priiria 
e seconda, potreliio dire ancora che vi sia e sia quella clie viene dalla equa- 
zione stessa (75), cioè la v y',, = O ,  quando non è v = O e anche y è diverso 
da zero. 

Intendiamo ora per seinplicità che nelle nostre forinole sia cainbiato fi 
zYf' 

in a O meglio in ~ r + l  e quindi x in 
(Y + 1)" 

cioè inteiidiamo che la equa- 

ziorie (75) da considerarsi sia la seguente 

e ne1 caso di v = 1 - (m + 1) (y + 1) cambiamo nella (77) la costante y y l '  
nell'altra 2/0'+')~". Allora in ogni caso la funzione che abbiamo indicata con Pu 
oltre ad essere senîpre una funzione intera di x sarà funzione intera anche 
di xz e di z; e cosi, nioltiplicandola ove occorra per una potenza adattata 
di z potremo ridurre funzione intera di z (se non di x; e di xz a causa dei 
termini logaritmici e delle poterne negative di x clle talvolta possono esserci) 
anche la P, . 

40. Seguendo ora i procedimenti generali della Memoria precedente, 
prendiamo per qiiegli integrali che allora indicainmo con lu ,  e tu, respetti- 
vaniente le funzioni P, e P, cosi inodificate, e osserviamo che per l'attuale 

x 

1 Sc : equazioiie (75) si avrà o, = - e , e quindi si potrà prendere @, = xU-' x 
supponendo c = 1. 

Allora se l'intervallo (a, b) che consideriamo non comprenderà il punto 
x = O  neppure agli estreini, le nostre funzioni @, , Pu e P, non presenteranno 
nessuna singolarità fra a e b e potremo applicare senz'altro i risultati della 

' 

Mernoria del Tomo XII di questi Annali, ma. se l'intervallo stésso coinpren- 
derà il punto x = O e sarà ad es. cc = O con b numero positivo qualsiasi, al- 
lora bisognerà liinitarsi ai casi nei yuali per l'intorno a destra di x = O sono 
soddisfatte le condizioni A), B) e C )  del 5 11 della Memoria yrecedente re- 
lative ai prodotti @, P, X e @, P, X e ai loro integrali moltiplicati respettiva- 

- 
mente per P, e P r , ,  e per .Pu e P', . 

Ora, osservando che quando v è positivo e cpalsiasi si ha sempre per 
Pu la formula (76), nlentre per si hanno le (801, (81) O (89) basta consi- 
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derare separatamente i varii casi riei quali per P, si hanno queste formole 
per riscontrare subito che le ricordate condizioni A), B) e C) del § 11 della 
Meinoria precedente sono sempre soddisfatte quando, come supponiaino, X è 
sempre finita e atta alla integrazione anche nell'intorno a destra del punto 
x = o. 

Invece se v è intero e negativo della forma considerata dapprima 
1 - ( I I &  + 1) (y + 1)' come anche se v è zero O ha un altro valore negativo 
qualsiasi, i prodotti stessi @, P, X e @, Fu X non sono entrambi integrabili 
nell'intorno a destra di x -O, a ineno clie non si ponga la condizione che 
X per x = O a destra divenga infinitesimo almeno di un certo ordine; e in 
particolare se v = O O ha un  valore negativo che non rientri nella solita forma 
1 - (m + 1) (7 + l), allora basterà che X divenga infinitesilno per x = O a 
destra di un ordine superiore a - v anche soltanto per una potenza supe- 

1 
riore alla prima di - . 

log x 
41. Tutto questo ammesso, basta ora ricordare quanto si disse al 3 43 

della Mernoria del Vol. XII di questi Annali, e ai IO e 11 della -Mernoria 
precedente per potere afferniare che ne1 caso di a )  O si avrà X = O in tutto 
l'interuallo (a, b )  se la espressione 

non sarà identicarnente nulla qualunque sia z e i suoi infinitesimi a distanza 
finita ai saranno tutti del priin'nrdine e al tempo stesso per ciascuno di 
questi infinitesimi cc, si avrà sempre 

essendo 2 / ,  l'ititegrale normale della equazione (84) corrispondente al valore 
cri di x quando le condizioni ai limiti a e b degli integrali nornlali sono le 
due (79). E s'intende nella (85) che le derivate P', (a  z )  e P', (b z )  sieno prese 
rispetto ad a x e a b x respettivaniente conie se a z  O b x corrispondessero 
ad una variabile t. 

E se il deterniinante (85) sarà identicamente nullo, allora avrerno ancora 
X=O per tutti i valori di x da CG a b quando si abbia la condizione 
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J xv-' X d  % = O per gli iritegrali normali della equazione (84) per qualuiique 
a 

valore di x.  
43. Ne1 caso poi di n = O, allorü poicliè per c~iianto si disse a i  3s 20 

e 11 della Menioria precedente è assicurata l'esistenza di un integrale nor- 
male funzione intera. di s per la equazione coinpleta x y" + v y' + GY+' xr y = X 
nells quale ora supporremo v > O si potrà afferinare clle anclie in  questo 
caso di a = O si aura sempre X = O per tutti i valori d i  x da cl a b  yuando 
per tutti gli infinitesimi ai della funziorie 

si abbia 

nè vi ha bisogno ora di richiedere clie gli infinitesimi di questa funzione (87) 
siano tutti del prim'ordiiie perchè, coliie dicenimo, l'esisteiiza dell'integrale 
normale della equazione cornpleta è assicurata per le coiisiderazioni fatte 
nella Meinoria precedente. E se nella equazione data (84) coiisiderereriio anclie 
il caso in cui v sa r i  zero o avrà un valore negativo compreso fra O e - y  
(-y escl.), quest'ultinio teorema sussisterà ancora qunndo iii qualche nlodo 
si sappia clie la funzione X nell'intorno a destra del punto x = O cleve di- 
venire infinitesirno di un ordine che è superiore a - v anche soltanto loga- 

1 
ritniicamente per uiia potenza di - superiore alla prima. log x; 

43. Aggiungiamo infine che gli infinitesimi diversi da zero della espres- 
sione (87) che evidentemente sono seinpre del prini'ordine quniido uiio dei 
coefficienti ho e hl è zero, hanno questa particolarità anche quando nè ho 
nè  h, sono zero quando se ne eccettuino tutt'al più y + 1. 

Animettendo infatti che la espressione avesse un infiiiitesimo 2 di ordine 
superiore al primo, per questo valore di z  dovrenimo avere conternporanea- 
mente le due equazioni 

ho Pv ( b  2) + h, s P: ( b  2) = 0, 

(12, b + hl) P', ( b  s) + h, b B P"Y ( b  z )  = 0, 

le derivate intendendosi prese rispetto a b  z ;  e siccome quando le derivate 
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siano cos1 intese la (84) ci dà l'altra 

~ z P " ~ ( ~ z )  +vP',(bz)+bvzYPu(bz)=O, 

sostituendo si vede che dovremmo avere insierne le due equazioni 

hl z P;(bz)+h, P,(bz) = 0, 

(ho b  +hl  -hl  v )  P', (bz)  -h l  by zy Pv ( b z )  = O ,  (88) 

e queste, non ~ o t e n d o  essere zero ir-isieme per a diverso da zero le Pu ( b  z )  
e P', (6 a), dànno luogo all'altra 

la yuale deterinina completamente il valore di (bz)Yf1 dandoci 

e conduce quindi a y + 1 valori diversi di z ,  dovendo escludere il caso di 
ho b + h, - h, v = O  che darebbe z = O ;  e cosi, poichè la prima delle prece- 
denti (88) inoltiplicata per b non ha altro che termini con potenze intere di 
(b  x ) y t l ,  basterà sostituirvi il valore precedente per trovare la relazione che 
deve sussistere fra h o ,  h l ,  b e y + 1 percliè la espressione (86) possa avere 
effettivamente i detti y + 1  infinitesimi di ordine superiore al primo; nieiitre 
cjuando non sussista questa relazione non potranno aversi mai infinitesimi 
di ordine superiore al primo per la detta espressione (87). 

Pisa, Agosto 1910. 
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Çopra le deformazioni isogonali delle superficie 
a curvatura costante in geometria ellittica 
ed iperbolica. 

(Di LUIGI BIANCHI, n Pisa.) 

PREFAZIONE. 

M i  sono occupato in una precedente Menioria (Vedi questi Annali, 
Tomo XVIII, pag. 1) (*) di quelle deformazioni continue delle superficie yseu- 
dosferiche, nelle cluali le trajettorie descritte dai singoli punti tagliano sotto 
angolo costante G ciascima- superficie del sistenia (**), ed ho iri  diiiîostrato 
che a questi sisteiiîi (x) di deformate isoyonali della pseudosfera sono appli- 
cabili i rnetodi della trasformazione compleiiientare e 'di  quella di BACICLUND, 
nella stessa arbitrarieta come alle superficie pseudosferiche isolate. 

In questa seconda Memoria estendo le ricerche, ne1 senso già indicato 
nella prima, ai sistemi di defortnate isogonali 'delle superficie a curvatura 
costante in uno spazio qualunque di curvatura costante K, positiva O nega- 
tiva. La trattazione analitica del problenîa differisce ben poco, come si vedrà, 
da quella che ci ha serrito ne1 caso di R= O (spazio euclideo), e basterà 
indicare le differenze, che provengono dalla curvatura del10 spazio. .Conle ri- 
sultato finale della ricerca, si trova che, eccettuato i l  caso dei sistewai (x) di 
superficie a curvatura nssoluta nulla i n  geonzetria ellittica, i sistenîi (x) di 
deformate isogonali delle superficie a ourvatura costante, in geometria ellit- 
tica ed iperbolica, derivano biunivocamente da quelli delle deforiiiate della 
pseudosfera in geometria euclidea. Le singole superficie corrispondenti dei 
due sistemi nei due spazii sono coniugate i n  defor~naxione, ne1 senso stabilito 

(*) Le citazioui che si  riferiscono a questa Mrmoria si indicheranno con (11). 
(**) Ricordo che I'angolo a pub essere una costaiite assoluta, ma anche, piil in gei-iei.?le, 

pub variare con continuiti dall'uiia all'altra superficie pseudosferica. 

Anttali d i  ,Watet~zatica, Serie III, Tomo XVIII. 84 
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al Vol. III delle mie Lezioni (Cap. V, cf. § 78), cioè si corrispondono per si- 
demi coniugati attuccli e virtuali, Le proprietà di quella trasforinaziorie, clie 
ivi ho chiamato la trasforqnasione H, vengono cosi estese, dalle superficie a 
curvatura costante isolate, ai loro sistemi (r) di deformate isogonali, e le 
costruzioni date dalla trasforinazione coinpleinentare, coine dalla generale di 
BACICLUND, si trasportano dai sistenii (1) del10 spazio euclideo ai coniugati 
in deformazione nello spazio a curvatura costarite, sernplicemente conducendo 
i raççi delle nuore congruenze nelle direziorii corrispondenti a quelle delle 
primitive. Ha poi luogo la proprietà fondamentale che i rispettivi sistemi tra- 
sforinati sono, alla loro volta, coniugati in deformazione, cib c2ie si pu6 espri- 
inere breveniente cos? : La trmformazioîte H, che dni sistemi di deformccte iso- 
gonali della psewclosferc~ ne110 spnrio eztclideo co~zduce ai sistewi corrispondenti 
degli spcczi a curvatzcra costaîate, è per~tautnbile cotla trrcsformcrzione cowzple- 
mentare e con quella di BXCKLUND. 

In tutto cib che finorn abbiamo detto debbono intendersi dapprima esclusi 
i sisteini (x) di superficie a curvatura. assoluta nulla in geoinetria ellittica, 
vale a dire i sistemi di deforinate isogonali della superficie di CLIFFORD, 
poichè di questa ultiiua superficie non esiste coniugata in cleforrnazione nello 
spazio euclideo. Per6 la effettira ricerca, che per questi sistenii (x) deve com- 
piersi direttamente, dimostra clle sussistoiio ancora, coine ne1 cas0 generale, 
i risultati relativi alle trasforinazioni, ed altre nuove proprieta vengono ad 
aggiungersi, che appartengono esclusivameiite a yuesto caso singolare. 

Negli ultimi paragrafi di questa Menioria si ritorna ancora al  soggetto 
della prima nello spazio euclideo per trattare un caso limite ivi trascurato, 
e cioè quel10 delle deforwwioni isogonali delle sviluppabili. 1 corrispondenti 
sistemi (Z) esistono seinpre nello stesso grado d'arbitrarietà coine per le su- 
perficie pseudosferiche ; ma spriscono in questo caso le trasforinazioni coin- 
pleinentari e di BACKLUND, venendo allontanate a distanza infinita le corri- 
spondenti seconde falde focali delle congruenze. Abbianio invece per yuesti 
sisteini la trasformazione parccllela, die  s'incontra anche pei sistemi (x) di 
superficie a curvatura nulla in geometria ellittica, ed un'altra trasfortnazione, 
di diversa specie, che fa cangiare arbitrariainente l'angolo u delle trajettorie 
colle sviluppabili. 
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Coininciamo anclie qui, in geoinetria ellittica od iperbolica, dallo studio 
delle deformazioni isogonali ir$~zitesime delle superficie a curvatuia costaii te. 
Basterà considerare il caso ellittico, da1 yuale, con leggeri cainbiainenti nelle 
formole, si passerà al  caso iperbolico. 

Nello spazio ellittico, la cui curvatura I< prenderemo per semplicità = 1, 
abbiasi una superficie S, a curvatura assolztta k costante, riferita ad un si- 
steina curvilineo (u, v) ortogonale clle dia all'eleinento lineare di S la forma 

d s 2 = e d u ' + g d v 2 .  (1) 

La curvatura assoluta k è quella che compete alla forma differenziale ne1 
secondo ineinbro della (l), e si lia quiridi 

Insieme alla assoluta k ,  convieire anclie considerare la curvatura relativa 1, 
(Leaioni, Vol. 1, pag. 4.92)) clle è data da 

k ,  = k -  1. 
Indicando poi con 

A d u 2 + 2 ~ ' d u d v + A " d v 2  

la seconda forina quadratica foiidailientale della S, i coefficienti A ,  A', A" do- 
vranno unicalilente soddisfare alle due equazioni d i  CODAZZI 

ed insieirie alla equazione di GAUSS 

b A" - 4Ia = k ,  . e g. 
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Riferendo i punti dello spazio ellittico ad un sistenia di coordiiiate di 
W ~ r e ~ s ~ ~ a s s ,  indiclliatiio con x,, x , ,  x,, s, le coordiiiate di un punto 
F G  ( t h ,  v) mobile sopra S, ed ititroduciaiiio coine triedro principale in F 
quello formato rispettivat~iente dalle tangeiiti iii F alle liriee v = cost., u = cost. 
e dalla norinüle alla superficie. Se deiiotiaiiio con 

r 
( 0  1 ,  3 %  ) 0 1 2 C s )  (;O7 C L >  S e >  F s )  

i loro rispettivi cvseni di direzione (cioè le coordinate di WE~ERSTHASS dei 
piani del triedro principale), abbiaiiio le forniole fondainentitli del 
seguente 

dove, per brevità, si sono soppressi gli indici alle lettere x, r i ,  C, 5, iiiten- 
dendo clie le fomole valgono attribuendo alle lettere un medesiik indice 
i (i = O, 1, '9, 3). 

Cid premesso, supponianio che la superficie S anmetta una deformazione 
isogonnie infinitesima, nella yuale ciascun punto (mi )  si sposti uella direzione 
di coseni (r i )  inclinata dell'angolo costante v. sulla superficie. Potremo assu- 
rnere questi coseni 5' coine dati dalle fom~ole 

F' - . . . . - cos cr sen cp . a - cos cc cos (p.  Y, + sen i. 5, (6) 

dove cp = .g (u, v) è l'angolo che la direzione normale alla (Eli) ne1 piano tan- 
gente di S, cioè quella di coseni (cos ft. ri ,  + sen y ,  <,), forma colla linea 
v = cost. I raggi condotti in questa direzione dànno una congruenza retti- 
linea, di cui S è la prima falda focale, mentre la seconda S '  ha  in ogni 
punto P' per piano tangente il piano normale ne1 punto corrispondente F 
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alla direzione dello spostainento (*). liidicitndo con r la clistanza focale PP', 
per le coordinate d, di F' auelno 

. . . x' = cos r . x + sen r (TI cos cp + '5 sen y )  ; (7)  

X 
noi dovrenio dilnostrare clle, insienie all'angolo - cc dei piani focali, è 2 
necessariainente costante atiche 1s distaiiza focale 7 .  

Le forinole pel caso dello spazio iperboliw, la cui cur\7atura K si assu. 
nieri = - 1, offrorio solo leggiere differerize dalle superiori, die  qui appresso 
indicliinmo. Iii priino luogo ln (3) si scrive ora 

k , = k : + I ;  (3)" 

la iiîodificaziorie iielle forniole del cjuadro (cc) porta- soltanto sulle espressioni 
a -0 di -, - a ', ove i terinini lineari in z nei secoiidi nienibri debboiio eangiarsi 
au a v  

di segno. In fine poi rielle forniole (7), clle dànno la seconda falda focale S', 
alle funzioni circolari di r dohbiaino sostituire le iperholiche : 

(*) Questo si pub desuniere da un teorema dimostrato in altra niia Memoria (Anna l i ,  
Tom. X (1904), pag. 137) O s i  pub dedurre dalle due proposizioni seguenti: 

1." In oglzi congruenza rettilinea i p i a n i  taugenti  della seconda falda sono i p i a h  oscu- 
latori delle cazlstiche della pr ima  falda (lir~ee inviluppate dai  raggi della congruenza). 

E infatti la sviluppabile delle tangenti ad una caustica della prima falda è circoscritta 
alla seconda falda (lungo una linea a tangenti coniugate delle caustiche di questa) ed il 
piano tangente alla sviluppabile è il piano osculatore del suo spigolo di regresso. 

8" In ogni cleformazione infinitesima d i  u n a  sb~pevficie flessibile ed inestendibile yli spo- 
stamenti dei punt i  avvengono secoado le bi t~ormal i  d i  quelle curve della superficie clze sono 
~zormal i  alle divezioni degli spostamei~ti .  

Tanto risulta dalle formole di FRENET per qualunque spazio a curvatura costante; segue 
invero da queste formole che se una curva subisce una deformazione infinitesima che .ne con- 
servi la  lùnghezza d'arco, e se gli spostamenti avvengono fiormalmeizte alla curva, essi hanno 
necessariamente la direzione della binorniale. 
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§ 9. 

Dimostrazione del teorema fondamentale. 

Derivando le (6), (7) rapport0 a d  u, v, ed osservando le forinole del qua- 
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Esp~iinendo che il piano tangente in (x') alla superficie S r  è il piano (T'),  
abbiamo le due equazioni 

le quali, calcolate colle (6), (9), ci clànno le forniole 

Si indichi ora con ~ h ,  dove h = h (u, v) è una funzione di u, v ed E una 
costante infinitesilna, l'aïnpiezza clello spostainento che, nella deforinazione infi- 
nitesinia, subisce il punto (x,) nella direzione (z',); saranno E h E', (i = 0, 1,2 ,3)  
le componenti del10 spostainento, e dovranno sussistere le tre eyuazioni : 

Calcolandole mediante il quadro (a), e le formole (8), otteniamo 

a log h (2 a!v') 
A 

COS a sen p, ---- + C O S ~ C O S ~ ~  ---? - s e n a = = O  
au d e  

- cos Cr cos cf, - a l o g h + c o s a s e n p  a  v - + _  1 a do)  - s e i i a = O  
A" (2 , ,  a ,  d g  
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ed iiltroduceilclo in yueste i valori (10) dei biiiomii 

le prime due diventano 

nientre la terza risulta una consegiieilztt di queste due. 
Ora si costruisca la coridizioiie d'integrabilità delle (10) derivaiido la 

p in ia  rapporto a u, la seconda rapporto ad u e sottraeildo, coll'aver riiuardo 
alle (9), (4), (.5) e alle (10) stesse; si ottieiie 

Siinilnieilte operaildo sulle (Il), abbiaino l'altra 

e combinando colla superiore si trae 

a : k ,  sen2 : 
- + \ l i s e n p  a u ( COS' a: + l  = O .  1 

E da queste, costruendo nuovainente la condizione d'integrabilità, de- 

È facile vedere clle il secondo fattore nella (12) ilon pub essere nullo. 
Calcolandolo dalle (IO), abbiarno infn tti 

a a - (dg sen cp) - - ((1 e cos T) = au a w 
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mentre tg cr 1 O, e se si annullasse 1"altro fattore, lungo le caustiche colla 
equazione 

\ / ë d z c : \ / g d v  = c o s ? :  sen 
risulterebbe 

~ d u ~ + ~ ~ ' d u d v + ~ " d v ~ = 0 .  

Le caustiche della congruenza sarebbero per cib sullü S le asintoticlie 
r 

di un sistetna, onde le due falde coiriciderebbero ed avreinmo 7 = O, or =- , 2 
cib che è escluso. 

Concludiaino clle nella (18) si annulla di necessità il prirno fattore, ed 
è yuindi r costante, ed inoltre 

Di qui si vede intanto che fra le superficie a curvatura costante dello 
spazio ellittico possono arnrnettere deformazioni isogonali infinitesinie solo 
quelle che hanno la curvatura relativa k,  negat iva,  dicianîo 

con a costante reale. Ma da1 calcolo eseguito risulta anche inversainente clle, 
se k, è negativa, la superficie ammette in effetto deformazioni isogoiiali in- 
finitesilne. 

E invero se legliiamo le costanti 7, GY, conformeiliente alla (13), colla re- 
lazione 

sen r = a cos a, (1 3)* 

il sisteina siinultaneo (10) per la funzione incognita cp è illimitatainente iil- 
tegrabile; e -se per rg scegliamo una sua qualnnqiie soluzione, le (11) defini- 
scono, con una yundratura, una corrispondente deforniazione isogonale in- 
finitesinia. Coine si vede, la deformazione è individuata fissn.ntlo, per lin 
punto iniziale della superficie S,  la direzione dello spostamento, clle pub 
essere arbitraria, purcliè inclinata dell'arigolo cc su1 piano titngeiite. 

Se da1 caso ciel10 spazio ellittico passiamo a quel10 dello spazio iperho- 
lico, per le osservazioni alla fine del paraçrafo precedente, si liailno ancora 
i niedesimi risultati; soltanto nelle formole finali (IO), (11) è da cangiarsi 
cot r in cotli r, inentre la distanza focale r è deterlninata dalla formoln 

senh z = a cos cr. (1 3)** 
Asi+~ali di ,Mateinatica, Serie III, Tomo XVIII. 05 
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Sulle formole (13)*, (13)** è da osservarsi che per 10 spazio ellittico, 

quaildo a> 1, l'angolo acuto cc non pub scendere al di sotto di arc cos 7 ci 
meiitre se a r 1 ne1 caso ellittico, o per yualunque a ne1 caso iperbolico, 

7i 
a pub prendersi arbi'trarianiente fra O e . 

9 

Deformazioni isogoiiali iilfiriitesime coniugate. 

Andianio ora a ricercare, pel caso attuale degli spazi a curratura co- 
starite, le formole che coi.rispondono a quelle sta1)ilite in (M) ai 3, 7 per 
le deformazioni isogoi-iali infinitesime delle superficie pseiidosfericlie ne110 
spazio euclideo. 

A" Risohendo le (IO). (II)  rispetto alle coppie (A . <) , ( -  - )  tro- 
\le 0 L e  di7 

vianio le formole seçuenti : 

Di qui seguoilo, coiiie in (11) § 7, due ecpazioiii di primo ordine fra h 
e y. La priiiia si ottiene paragonaiido i due valori superiori di  A', la  seconda 
esprimendo clie yuesti valori di A,  A', A" sodclisfailo le eyuazioni (4) di Co- 
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DAZZI; si trova cosi il sisterna : 

e cosy -+=- ';-1 ( 8 :  ,: ")+senP- a v / - 

Viceversa se h, cp veriticatio le (,4), i d o r i  (14), 24)" di A, A', -A" soddi- 
sfalio noil solo alle equazioni (4) di Con~zzr, ma anche alla (5) di GAUSS, 
onde ne risulta intriiisecaniente iiiclivicluata una superficie S a curvatura as- 
soluta k costante nello spazio ellittico, ed uiia sua corrispondente deforiiia- 
zione isogonale infinitesilna sotto l'angolo a. Per 10 spazio iperbolico si ha 
il iiiedesimo risultato, inodificaiido soltai~to le forinole superiori col porre al 
solito c o t l i ~  al posto di c0t.r. Conie si vede, queste forinole offrono la più 
stretta analogia con quelle relative alle deforinazioni isogoiiali delle super- 
ficie pseudosfericlie nello spazio euclideo. Ma tale aiialogia si pub spingere 
ben più oltre, sino ad identificare i due sistemi di formole, quando perd si 
escluda, in geoinetria ellittica, il caso delle superficie a curvatura assoluta k 
nulla. 

Si osserri clie la curvatura assoluta k della S è data, per le (3), (3)* e 
per la (14), da 

k = 1 -  
1 

ilel caso ellittico, 
a" 

e invece da 

ilel caso iperbolico. Percib Tc è sempre negativa in quest'ultiino caso, nell'el- 
littico soltanto quando a< 1. Se poiiiaino 

sa r i  duuque R sempre reale salvo ne1 caso ellittico con a> 1, ove risulterà 
R puraiilente iinmaginaria. Cornunque, noi possiamo ora identificare le ( A )  
e le (14) (14)" colle corrispondenti (A)* e (26), (%)* del § 7 (M), conseruamio 
Z'angolo <p i l  nredesimo .salore n e i  d u e  casi ,  
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E invero, se poniamo 

l'eleniento lineare 
d s 2 = E d u Z + G d v 2  

apparterrà ad uiia superficie pseudosferica di raggio = 1. Ponetido inoltre 

a a a D =  J, D'= A', Dl'= A", 
R" R" M2 

verreiiio cou questi vüloii di D, D', D" a soclclisft~re le equazioni di CODAZZI 
ed insienle quella d i  GAUSS 

D D " - D ' 2 = - - E G  

pei Io spazio euclideo. Ne risulta duiique intrinsecaiiiente defiiiiti una su- 
perficie pseudosferica del10 spazio euclideo, clie si indiclierà con S,, le cui 
fornie differenziali fonclüiiieiitali sono proporzio~iali alle corrispoiideiiti della S 
per fattori costatiti; le due superficie S, S, sono durique conizqate i l z  defor- 
rrnasione. Possianio ora identificare completaiiiente le foriiiole per le defor- 
rnazioiii isogoiiali iiifinitesiiiie della S sotto l'ançolo a con quelle della su- 
perficie pseudosferica coniugatü in deformnzione S,, sotto uii angolo conve- 
niente G. Basterà percib leçnre a e G colla relazioile 

ed assuniere II eguale, o proporzioiiale 
fatti, se siamo ne1 caso ellittico, si ha 

tg GC (17) 

per un fattor costante ad h. E in- 

1 -- . 1  - 
R2 a2 - 1, sen r = a COS X ,  

e colla (17) si pub scrivere la relazioi~e concordante 

ne1 caso iperbolico invece è 
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1 
-- = R coth 7. 
cos G 

Dopo ci6 le (A) uttuali vengono a coincidere colle (A)* in (M) $j 7? e me- 
desiiiiainente le ( lh ) ,  (lS)* colle (%), (96)" ibid. Possiaino adunque coiicludere: 

Ad ogtzi t le for~m:io/ze  i s o g o n d e  i ~ ~ f i r ~ i t e s i r u n  sotto l'ccngolo G della szcyer- 
fiçie yse~ctlosfwiccc 8, tdello sptczio e~cctideo corrispoude tom d e f o r ~ ~ ~ n z i o î z e  iso- 
gotzcde sotto l'cc~zgolo cr tlelkc superficie S a czctwctzcrcc c o s t m t e  dello spaz io  el- 
littico od i l ~ e ~ b o l i c o ,  co~zilcgntn in deforruazio~ze della S,, ecl itzuersnrl~ente; 
bastcc y o w e  f m  gli nngol i  c o s t a d i  a ,  D ira relacio~ze (17).  

Si vedrà poi h a  breve (§ 5) elle anche le rispettive superficie deforiilate, 
infinitainente vicine a S, S , ,  sono nuovatnente coniugate in deformazione, 
onde si pub dire clle le due defortmzioiii isogonidi itlfinitesime sono corzi,th- 
gccte. È ancora da notarsi clie in due tali deforinazioni isogonali infinitesinie 
coniugate le ainpiezze dei rispettivi spostamenti sono eguali (O proporzionali), 
melitre le loro projezioni ortogonali sui piani tange~iti seguono direzioni cor- 
risponderi ti. 

Congruenze pseudosferiche coniugate. 

Coiisideriaino ora iiello spazio a curvntura costante la congruenza for- 
mata dai raggi tangenti alla S e iiorniali alla direziorie dello spostainento 
del yunto di contatto. Essa è uila congruenaa (pseudosferica) nella quale è 

7C 
costante = - - CI l'angolo dei piani focali ed è pur costante = T la distanza 

2 
focale. La sua seconda falda focale S' è data dalle formole (7) O (7)*, e noi 
ne calcolerenio gli elementi foildanientali per verificare che essa è nuovainente 
a curvatura assoluta k,  ed è inoltre coniugata in deforinazione della corri- 
spondente seconda falda S', nella congruenza pseudosferica euclidea. Per 
miglior confronto colle formole in (M) 8 4, riferiaino qui la superficie S ad 
un sistema ( v )  di  geodetiche parallele ed ai loro oricicli ortogonali (u), anche 
l'elemento lineare di $ prenderà la forma 
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e le forinoie (10) della trasformazione di BACKLUND diventeranno 

a y  % t g c r  - R 
au R (A cos cq + A' sen p) + - cot r sen p, 

14 

d y  1 u t g a  
- 

R 
R (A' COS cf, + A" sen y) - - cot T COS y. 

a u  zc U 

Le formole (S), (9) § 9 si scrivono ora : 

a 5' - - - K cos a sen 1 
au zC 

-x+ 

u sen a ' cos a cot 1 sen p cos p - 
+ / a  R 

sen T ( A  sen rp - A' COS y) . -ri + 

I R u sen a 

I 
+ 1 cos a cot r sen2 y + - R 

1 cos -, (A sen y - A' cos q ~ )  . < + I 
zc COS a 

i - 7  (1 sen p - A' cos p) . E 

8 E' R cos a cos cq - - a v zC 
.a+ 

u sen cr +/ -  ReosacotTcos*T- -- H sen p (1' sen y - A" cos y) 1 . a + 1 \ 

\ R u sen a + - tL COS u cot T sen p cos y + - R 
cos rp (A' sen p -  cos y) 

+Ta (A' sen p, - An cos y) E ,  

u sen T 

+R 
(A cos cf, +A' sen y )  5 
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a curvnt ura costa nte in geometria ellittica ed iperboiicn. 199 

8%' --- - 
R sen r sen cp 

a v a!I 

- x +  

R cos r u t 1 -- sen p cos p - tg a sen r sen y (A' cos p +- LI" sen y) 
u R 

u sen 7 

+R (A' cos cp 4- A" sen cp) E .  

Se foriniaino di qui il .qundrato dell'elemento lineare ds' della S', ab- 
biaino 

e paragoriando yuesto col d s'; della superficie pseudosferica euclidea S',, dato 
s'ecoiido la forinola (18) § 4 (M) da 

1 
d s'i = , (cos y d ac + sen cp d v)" 

U 

vediamo che si ha seinplicemente 

'd sI2 = R2 d s':. 

Questo cliinostra intanto che la superficie 5' ha la curvatura assoluta 
1 

k = - F ,  quella di S ' ,  essendo = - 1. 
R- 

Se calcoliatno poi i coefficieiiti a, A', A "  della seconda. forma quadratica 
fondamentale di S ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 R i a n c h i :  S o p r a  le defortizazioni isogonnli  delle superficie 

- RZ sen cp cos cp au" A =-- 
a u2 

+ _tir ( A  Cos p + A' sen 9) (A' cos p -- 4 sen p) 

- R2 cos2 p 
A ' =  - 

a ua 
f RP (A COS y + A' sen p) (A" cos p - A' sen p) 

CG th2 

- R b e n  cp cos cp a u" 
A " =  - + R2 (A' cos p Ji 4" sen p) (A" cos p - A' sen cp). 

a th2 

Queste, confrontate colle analoglie ottenute in (M) $j 3 nelle (21)* per i 
coefficienti z, DI,  della S',, diinostrano che, ancora per le (16), si ha 

Tanto le priiiie yuanto le seconde forme difTerenziali 
ficie S', S',  dit'feriscono dunque solo per füttori costanti e 

delle due super- 
quindi: L e  d u e  

seconde falde S', S ' ,  delle congrztenze pseudosferiche corrispondenti  ne110 spazio 
a c u r v a t u r a  costante e in yuello euçlideo sono coniqcgcrte in deforwazione,  cowae 
le p r i m e  S, S,  . 

. Da ultiino osserviaino clle le proprieta dilnostrate in qiiesto paragrafo 
valgono anche ber a = O .  La trast'orinazione di BACKLGND diventa allora la 
coinplementare e la conçruenza pseudosferica (normale) è costituita dalle 
tangenti ad un sisteina d i  geodeticlie parallele. Ess~i ido in questo caso u = 0, 
dohbianio fare sen T = a, tg 7 = R, e si pub porre seinpliceinente nelle iiostre 
formole (g = O. Ne1 caso ellittico prrb la traslorniazione sarà reale soltanto 
per a<l .  

g 5.  

Deformaxioni isogonali continue coiiiiigate. 

Passialno ora a trattare delle deforiiiazioni isogonali co î ld iwe  delle su- 
perficie S a curratura costante in geonietria ellittica od iperl~olica avvertendo 
clie, sino a ciichiarazione contraria, non escludereino il caso clelle superficie 
a curvatura 1< nulla in geoinetriü ellittica. 
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Dovreiuo ora supporre (cf. (M) § 5) che le funzioni 

Y *  h, y;  A, A' A"; x, YI, +, < 

contengano, oltre zc, 9, una terza rariabile IV, ai cui singoli valori corrispon- 
dono le singole corifigurazioni di S. Ne1 passaggio dalla ~onfigu~azione (IV) 

di S alla infinitaniente prossima (18 + d 12)) gli iticrementi delle coordinate sono 
dati da 

si ha per ci6 

a cr: 
= h  5' = h (cos a sen p, . n - cos a cos p .  1 + sen cc. <). a 

Da cruesta e dalle 

troviarilo.per l'elenîetito lineare d s dello spazio in coordinate zc, v, ?zt 

Procedendo ora corne in (M) 5 G per calcolare anclle le derivate rapport0 
a w dei coseni di direzione del triedro principale, risultano le formole se- 
guen ti : 

1 cos2 a COS r 
- + sen a sen r 

a [  - - h c o s a  cosy . x - h c o s a c o t r . ~  + a 

a h  COS* a COS r 12 sen a x - + sen a sen : v e s e n a  du 

- 1 ah 
+ 

cos2 a COS T 

sen ct. a v seil a sen : 
AnnaJi d i  Mateiizatica, Serie 111, Tomo XVIII. 86 
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Aggiuiigeiido a queste forniole quelle del quarlro ( a )  S 1, e scrivendo le 
coiidizioni di illimitata integrabilità, del sistelna, si trova che alle eyuazioni (A) 
già otteiiute vengoiio utiicaniente ad aggiungersi le tre seguenti 

a A' az h 
sen u -- = 

1 a e  ah 1 -- . agv azlav-8eZazt - g  

A queste eyuazioni (B) possiaiiio anche ciare la solita forma invariaiîti~a 

esse, associate d l e  (A), ciànno il sistema di equazioni a derivate parziali da 
cui dipeiide la ricerca dei sisteiiii (z) di deforiiiate isogoriali della superficie S 
a curvatura costante iz ne110 spazio ellittico od iperbolico, non esclztso il caso 
k = O i n  geometria ellittica. 

A yuesto punto della ricerca escludianio nuovanieiite il caso k - O, e 
pnragoniaiiio le forinole superiori (8) colle analoglie (B)* in (M) S 8, avendo 
riguardo alle (5), (6) e (17). Vediaino allora clie i due sisteiiii di forinole si 
identificano conipletai~iei~te col disl~orre soltanto del fattor costüiite di pro- 
porzionalità poilendo 

Ogni sistelna (1,) di 

a sen G 
H =  . h. R' sen a 

deforinate isogonali della pseudosfera ilello spazio 
euclideo, sotto l'angolo G, determitla adunque univocainente un sistema (x) 
di deforiiiate isogoliali, sotto I'angolo K, della superficie S a curvatura rela- 

1 
tiva costaiite negatira il, = - a, ne110 spazio ellittico od iperbolico, e cia- 

scuna S, in (x,) è coniugata in deforinazione della corrispondente S in (x). 
Quarido la. Sa subisce entro (y,) la deformazione isogoiiale continua d'angolo 7 ,  

la coniugata in deforiiiazione S subisce la deformazione continua d'aiîgolo a 

entro (Y). 1 due sisteini (Io), (z) si dirüniio percib opportuimiiente coniugati .  
in defornznzione, ed in particolare risultano cosi dinîostrate le proprietà delle 
deforniazioni isogonali infiiiitesinie coniiigate, clie abl~iaiiio acceiinnto alla 
filie del S 3. 
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Paragonian10 ancora l'eleinento lineare (20) dello spazio a curvatura co- 
statite, riferito al sistema (x), coll'altro dello spaoio euclitleo (M) s 8 

riferito al sistelna (y,) coriiugato in deformazione. 1 due spazii sono posti 
in corrisporidenza di purito a punto in guisa che le superficie t u  = cost. cor- 
risponclenti sono superficie a curvatura. costante coniugate in deforiiia.zione, 
clie su'niscono deforniazioni isogonali coniugate, ed inoltre : yli nrchi descritti 
dcri punti  corrispolzdercti nella deformazione continucc sou0 pwol~or-;io~zali m i  
due synxii. 

Quando poi l'angolo o sia assolutamente costante, e quiridi aiiehe a, si 
ha un'altra notevole proprietà di questa corrispondenza: essa conserva il 
rccyporto dei volumi corrispondenti nello spaxio a curvatura costante e mell'eu- 
clideo. E infatti i due discriminanti delle forme ternarie quadratiche (2O), (90)' 
sono allora in rapport0 costante. 

Trasformazione complementare. 

Le ricerche precedenti ci hanno dimostrato clie, escluso il caso k = O 
in geometria ellittica, i due prohlenii di costruire i sistemi di deformate iso- 
goiiali delle superficie a curvatura costante nello spazio ellittico od iperbolico, 
ovvero i sistemi di deformate isogonali della pseudosfera nello spazio eu- 
clideo sono problenli arialiticamente equivalenti. È quiildi facile prevedere 
clie tutte le proprietà dei sistemi (x) in relazione colle trasformazioni com- 
pleinentare e di BACKLUND, diniostrate in (M) per 10 spazio euclideo, si tra- 
sporteranno invariate ai coniuçati in deforniazione negli spazii a curvatura 
costante. Questo dobbiamo ora confermare col calcolo, principalmente per 
riconoscere il modo geornetrico corne questo trasporto si effettua; cosi ver- 
rem0 a dimostrare che le proprietà della trasforniazione H si estendono dalle 
superficie a curvatura costante isolate ($ 4) ai loro sistemi di deformate iso- 
gonali, 
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-W..__ 

Corninciando dalla trasfornlazione eomplerric?ntare, avre~no anche qui il 
teorema : 

Se delle superficie psewdosferiche S di u n  sistelm (Z), nello spazio a car- 
vatura costante, si prendono le cowzple+uhentari s', rispetto a sistemi .~ualunpue 
di geodetiche parallele corrispondenli nella defontmaione continua, queste su- 
perficie co+nplenzentari S '  formano nuovammte u n  sistema di  deformate iso- 
gonali, sotto i l  meciesi~îzo a+zgolo a. 

Corne al § 4, prendianio l'eleinento normale d i  S sotto la forma. normale 

e scriviamo le corrispondenti equazioni di CODAZZI e di GAUSS 

Le forniole (A) $ 3 diventano qui 

(2 r) a ?  a log h cosy - -- -sen? -+ sen?  --- a t h  a w + 
?log h R 

+cosy---+9 a u  - z6 G O ~ T = O  

e le (1.4), (14)* dànno le altre 

R 
u 

U 
5 eot a eot 7, -- 
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Le eyuazioni (B)  8 5 d h n o  poi le seguenti 

Dalle due prime di queste e dalla '(83,) segue (cf. (M) § 6) clle : 
1 

17espresaione b d sc + A' d v + - r2 + 1 d ttj è u n  diffema&le esntto. 
sen% au u .  

Conviene ancoina clle scriviaiiio, nelle coordinate attuali, le forrnole cbe 
dànno le derivate di x, v ,  <, < rispetto alle variabili; abbiamo cosi: 

' u a 1 72 cos2 a COST 

+(= G +  r r n u s e n r  COS y )  . 5, 

u 8 12 h cos2u cosr  - -- 
(Rsencc G +  s e n a s e n r  sen )) t. 
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Preinesse queste forinole, prendiamo ora di ciüscuna superficie pseudo- 
sferica S del sisteina (x) la conipleinentare 8' rispetto alle geodeticlie paral- 
lele (v). Nella corrispondente congruenza pseudosferica (norri~ale) l'angolo 
dei piani focali è retto, cioè a = 0, e chiamando yuindi b la distanza dei fuo- 
chi, si ha per la (13) 8 B 

sen b = a, indi tg b = R. (96)  

Per le coordinate (x',) di un punto di S'  ahbiaino 

x'= cos b .x+ sen b :li, (97) 

e derivando coll'osservare le forinole del quadro (b) e le (96) deduciaino 

a XI --- - 7 ~ s e n b c o s a s e n ~ . ~ + h c o s b c o s a s e n y : ~ +  a w 
+ h ( s e n b c o s a c o t r - c o s b c o s a c o s ( g ) < + L ~ ,  

dove si è posto 

w sen b 2 h L =  -+hcosrcotacosrq+hcosbsencr .  
R Sena ô u 

Da queste forinole calcoliamo i'eleniento lineare dello spazio: d s'" d x'" 
in coordinate u, v, ru; troviamo: 

S h R  sen b 
+Y cos asenydudw+Y!L-  

R 
u d n , ( b d u + A ' d v ) +  

Per dirnostrare i l  teorema enunciato conviene (cf. (M) § I l )  cangiare le 
variabili u, v nelle nuove u , ,  v,, nîantenendo la stessa I V ,  in guisa da ri- 
durre il d s'' dato dalla (89) alla forma ca.ratteristica' dello spazio a curva- 
tura costante riferito ad un sistema (Et )  corrispondente all'angolo a. 
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La t ra~fo~mazione opportuna di variabili é data conîe in (M) § 11, te- 
netldo conto dell'osservazione fatta al  paragrafo precedente, dalle forniole 

a 
v l = p ~ I A d u + A ' d l i + -  sen l a r h  -+ au : ) d m \ .  

Con questa sostituzione la (29) diventa 

I + h2 cos" [sen2 y + (sen b cot -C - cos b cos + tL" d Iv2 ,  l ! 
e questa si pub scrivere sotto la forma 

ove si prendano h ; ,  A, B ne1 modo seguente: 

sen2 rq + (sen b cot 7 - COS b cos y)' 1 

Ora., a causa del valore (98) di L e delle. formole sen b = a, tgb = R, 
si lia 

a 
L -  (fi + :) = h C O ~  x (cos r cos y - cos 6 COS a), 

RU., sen 3.u 
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+ cos2 a sen2 y + cos2 a (sen b cot .c - cos b cos p)2 I 
hR h R  

A = - ------ cos a sen y ,  B= -- cot a (COS z COS (P - COS b COS a). 
a, 2.4 1 

Tenendo conto della relazione sen 7 = sen b cos a, risulta di qui l'identità 

e questa, osservando la (30) e ricordando quanto si disse in (nl) S 5 a pro- 
posito della forinola ivi segnata (%), diinostra che le trajettorie desciitte dai 
punti della coiiip1enientar.e S ,  riella sua deforiuazioiie continua tagliaiio le 
superficie S ,  sotto l'aiigolo a. 

Diinostrato cosi il teoreoia, confrontianio il sistema coiiipleiiientare (Y') 
di (y) nello spazio a curvatura. costante col coiupleiiieut,zre (Y',) di (x,) iiello 
sl~azio euclideo. Siccoiiie ciascuna superficie S è çoiiiugata in defor~iiazione 
clella corrispondente S,, e le loro coniplen~entui S', S', sono prese rispetto 
a sistemi di geodetiche parallele corrispondeiiti, anche S', S', sono coiiiu- 
gate in deforinazione (§ 4). Possiaiiio dunquc coilcliiciere: La t ras for lmz ione  H 
cang ia  d u e  s is temi  (x) cotnplementari dello spazio etcclideo i î t  d u e  sistemi conz- 
p lementari  dello s p z i o  a c u r v n t u r c ~  costnnte. 

Trasformazione singolare di Baclilund B, . 

Se corisiderinrno quei particolari sistemi (x) nei quali l'megolo a è asso- 
Iutari~e~ztc costanle, possiaiiio dimostra.re che vale per essi il teoreriia analogo 
a qiiello del S 13 (M): Se per ciasczcna superficie S d i  t m  tale s i s t e j m  (Y) s i  
costruisce l a  coizgmeîzza dei  rngg i  tangent i  a l l n  S e n o r m n l i  nlle direziojzi 
clelle trccjettsrie, le secorzde falde focali S '  d i  queste cougrzcejzxe formnîto wz 
~zzcovo s is temn (z') corr ispo~zde~zte  cc1 rneclesi)uo a~zgo lo  a. 
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Queste superficie S' sono date dalle formole (7) 3 1 

x ' = c o s r . x + s e n r ( r i  cos.g+lseny,), 

le quali dànno per derivazione, secondo il quadro (b), le seguenti: 

a XI -- R sen r 
a cos cp . x $- 

U 

U 
cos2 p - - tg a sen T sen p (a cos y + A' sen y) 1 . 4 + R 

zc sen r +- R (A coscp+~ 'seny) .  5, 

a X' R sen T 
av- sen p .-x + 

u 

U 
sen p cos y - tg cc sen z sen pi (A' cos y, $- A" se11 cp) 

R 

u sen 7 

+ R  (A' cos y + A" sen cp) .5, 

a XI a ?  a 
- - sen r sen y -- -0 + sen r cos -- . + CI . 5 ,  a a a 4t3 

dove si è posto 

u sen r 8 h ---- u sen r a h  COS r 
-cosy+- -seny+h-,  

, R s e n r r a u  Rsena  8 v  sen cc 

Calcolando da queste forinole il d s" = d x'" scrive~ldo 

d s" = a i l  d ae2 d ue + a,, d w2 + '2 (XII  d u d v + 
+ B a , , d u d ~ v + B a ~ , d v d ~ v ,  

si trova 

R2 a' uZ 
a,, = - cos2 cp + - ( A  COS y + A' sen f ~ ) ~ ,  

UZ R" 

R" a' u2  
a,, = sen2 p + (A' COS p + A" sen y)', 

. Annali di Matenzatica, Serie 111, Tomo XVIII. 
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R2 a2 u2 
a , ,  = sen 9 cos y) +- - (A COS 9 + A' sen y)) ( A '  COS y + A" sen p), 

u R 

u sen T 
a,, = (R + n sen o (A cos y + A' sen y) ,  

u sen T 
a23 = 7 ( A ' c o s ~ ) + A " s ~ I ~ ~ ) ,  a 

a,, = R2 + sen2 T - - (: 
Precisainente coiiie ne1 caso della trasformazione co~nplemeritare, il teo- 

rema si diiiiostra cangiüiido le variabili zc, v  in opportune nuove u', v', in 
guisa clie la (31) si trnsformi nell'ültra 

ove trü i coefficieiiti A', B', h' nhbia luogo la relazione 

AI2 + B'2 = 
R2 cos2 u 

hl2. 
u'" (39) 

Se si i-icordano i risultati del S 5, si é condotti a pensare clie le oppor- 
tune forniole di trasforriiazione siano quelle stesse del10 spazio euclideo, e 
cioè le (44) (M) 5 13 

u sen CJ u COS G sen cp 
ZL = v l = v +  -- 

1 - COS G COS 
' 

1 - COS 5 COS 9 

dove l'angolo G è legato ad cc dalla relazione (17) 

Basta invero utilizzare i cdcoli stessi già eseguiti in (M) $j 14 per vedere 
che l'eleinento liiieare (31) si trasfornia in (31)", e la relazione caratteri- 
stica (39) è socldisfatta. 
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Trasforniazioiie generale Bal di Backlund. 

Ritornaildo ai sistemi (2)  generali, dimostriüino clie essi aiiiinettoiio an- 
cora, corne ne1 caso euclideo, le trasforrnazioiii generali Ba, di B ~ C K L U N D  ad 
angolo cr, assolzctaacet~te costante. 

Di ciasculla superficie S del sisteiiia (x) prendiamo una trasforrnata S '  
di BACKLUND per mezzo della Ba,. Se indichiamo con 7, la distanza focale 
nella corrispondente congruenza pseudosferica, avreino 

sen 2, = a COS CI, (33) 

e per la superficie trasforrnata S'  le formole 

x:' = COS 7, . X: + sen r, (II cos w, + sen o,), (3%) 

dove la funzione trasformatrice o, è intanto assoggettata a soddisfare le due 
ecjuazioni della trasformazione di BACKLUND 

a o, - u tg &, - 
R 

au. - R 
( A  COS w, + A' sen a,) + - cot r, sen m, 

U 

Queste, introducendo il sisteina (x,) coniugato in deformazione di (x) 
ne110 spazio euclideo, possono scriversi sotto la forma stessa (M)  § 15 (for- 
mole (54)) 

a 6J, sen w,  - u tg cl (D cos w, + Dt sen o,) + --- a- u cos Cl 

~ 
a v = u t g e l  (Dtcosol +D"seno,) - - 

U COS Cl 

dove el si esprime per cc, colla formola 
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Dalle (24) derivando, secondo il quadro ( b ) ,  abbiamo le formole : 

u cos' o, - - tg a, sen r, sen o, (A cos o, + A' seIl w,) ! . n + 
R \ 

U sen wl cos w, + - tg a, sen r. cos w, (A cos o, + A' sen a,) / ! + 
R 

(A COS o1 + A' sen o,) . 5 ,  

a -=- R sen 7, 
a v sen w, .x + 

ZC 

R cos r, u + l  9.4 
sen % cos% - t g  R a, sen il sen o, (A' cos o, + A "  sen u,) / . a  + 

R COS r1 u + l  11 
sen2 fi), + tg a, sen r, cos o, (AI  cos o, + A n  sen a,) / . < + 

u sen 7, 

+R (AI COS 0, + A'/ sen a,) . t, 

a m' 
= 72 cos a sen T, sen (a, - y) + a tv 

a o. + ' sen r, sen o1 + h cos a (cos 7, sen p - sen r, cot r sen o,) 1 n + i - a tu \ 

1 a w, + sen 7, cos w, - - h cos a (cos T, cos cp - sen 7, cot r cos w,) . + M i ,  a Tu l 
dove si è posto , 

u sen r ,  a 11 u sen r, 
il1 = coso, - + - a h  

R sen a au R s e n a  sen o, - t a v 
+ h cot a cos a, cos 7 COS (W. - cp) + h cos r, sen a. 

Ed ora da queste, pei valori dei coeficienti a, ne1 d d 2  scritto sotto la 
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forma (33), si lianno le altre : 

R" a%' 
~ 1 . 1 1  = n COS' W, + l;- (A COS o, t A' sen wJa, B* 

R" a2 aa 
a21 = - sene w, + -- (A' cos o, $- A" sen a,)%, 

ug R" 

B" a2 a2 
a,, = - sen o, cos w, + Ra ( A  cos w ,  + &'sen o,) (Ar cos o, + A" sen w,), 

U" 

+ M 2  - 9 72. sen r ,  cos 2 -2 cos 7, cos (a, - v) - sen 7 ,  cot T + "9 a w 1 
L ) h' cosY a COS' T, + sen2 T, col2 T - 2 sen r,cos r ,  eot r cos (w, - Tj] , 

ed in fine, ponendo 

u sen t, 
<P= . d l +  

abbiamo per a,,, a,, i valori 

72 R 
a,, = @ ( A  COS al $- A' sen ct,,) - -- COS a sen (o, - y )  cos w, 

u. 

'' cas a sen (w, - ?) seen o, . ( z ~ ,  = (n'cos w ,  + A "  sen w,) - -- 
U 

L'iilteriore'condizione cui dsve soddisfare o, si ottiene, coine in (M) 16, 
esprirnendo che colla sostituxione di variabile 

u sen cl 14 COS C, - sen w, u' = 9 vl=v+ 
1 - COS Cl COS w, 1 - COS C, cos w, 

il d s'%cquista la forma (31)*, esserido soddisfatta la relazioiie (32). Eseguendo 
i calcoli per mezzo dei valori sopra riportati delle a,,, si trova un'equazione 

a quadratica in , la cui opportilna radice si trova precissmente data dalla z 
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terza delle forrnole (D) in (M) S 18. Cosi il sisteina delle equazioni di tra- 
sformazione è 10 stesso conîe ne1 caso euclideo, onde si conclude che anche 
per i sistemi (X) degli spazî n curvatura costante esistono le trasforniazioni 
di BACICLUND conie per l'euclideo e si ottengono da quelle relative a que- 
st'ultiino spazio semplicemente applicando la trnsforinazione Il.  

Trasformazione polare. 

Abbiaino osservato che i sistenii (Z) dello spazio ellittico si distinguono 
in due specie, secondo che la curvatura assoluta 7c delle superficie S che li 
compongono è negativa (a < l), ovvero positiva (a > 1). I sistemi (x) della 
prima specie derivano per trasforinazione reale H dai sistemi (X,) di defor- 
mate isogonali della pseudosfera nello spazio euclideo, mentre pei sistenii (E) 
di seconda specie la trasformazione H corrispondente è inmaginaria. Ma si 
pub evitare l'uso di trasforinazioni inlinaginarie riducendo la determinazione 
dei sistemi (Z) di seconda specie a quella dei sistenii di priina per inezzo 
del semplice teoreina seguente : 

Se di ciascuna superficie S di un sistema (E) dello spaxio ellittico, si prende 
la superficie polare s (parallela ad S alla distanza di un  qundrante) le nuove 
szcperficie formano u n  sistema (2) di specie opposta a quella del primo (L). 

1 due sistemi (x), (2) possono dirsi polari l'uno dell'altro e si dirà trcc- 
sformazione polare la trasformazione involutoria clie li scaiiibia fra loro. 

Per diiiiostrare il teorema enuiiciato, comincianio da1 ricordare clie le 
curvature relative di due superficie polari in punti corrispondenti sono re- 
ciproche, e perci6 le loro curvature assolute hanno appunto segno contrario. 

Abbiasi ora un sistema (x) dell'una O dell'altra specie, e sia S una sua 
superficie generica, S' la seconda falda focale della congruenza formata dai 
raggi tangenti ad S norriiali alle direzioni delle trajettorie. Siano S, S' le ri- - --. 
spettive superficie polari di S, S',  ed F, F', F, 3" quattro punti corrispon- 
denti di S, S',  & S' .  Le rette FF'  formano una congruenza colle falde fo- 
cali S, S' e l'angolo dei piani focali, corne pure la distanza focale, sono co- 
stanti. Le rette BB', polari delle PB", formano la congruenza polare della 

- - 
precedente colle due falde focali 5, S', e in ciascuna delle due congruenze 
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l'angolo dei piani focali eguaglia la distanza focale nell'altra. Queste proprietà, 
clle seguono subito da considerazioni geoinetriclie, si conferinano colle for- 
niole, osservando che si ha con notazioni evidenti 

e quindi le formole 

- - 
delle quali le due prime dicono che la retta PP' tocca in P la in P' la S', 
e le seconde esprinlono cbe ne1 passaggio dall'una all'altra congruenza l'an- 
go10 dei piani focali si scainbia colla distanza focale. 

Ci6 premesso, come la S ammette una deformazione (isogonale) infini- 
tesinia nella quale ciascun punto P s i  sposta normalmente al piano tangente 
in F' alla S',  cosi la S avrà una deforinazione infinitesima analoga e noi 
cominciamo da1 dimostrare il leinnia : 

Le amnpiezze h, h d i  peste due rispettiue deformaaioni infinitesime sono 
eguali, O proporzionali. 

Nelle (11) § 9 abbiamo le formole clie definiscono 72, e siinilmente do- 
vremo calcolare h dalle tre condizioni 

Ora si ha dalle (a) 8 1 

A A' 8 5 -  = - -.,, - -<, - 
A' 

--- 
A " .  

azc Jë Ji a u  

e dalle (9) § 8, a causa delle (10) ibid., abbiaino 

a GI 
-= - J ë s e n r c o s p . x +  
au 

A + ' ~ ë c o s  r eus' p - tg a sen i sen .p - cos + - sen p . a -+ 
1 (de \lii "' 11 
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A' 
cos p + - sen p) - 5 ,  

J i  

a b 7 2  a i o g h  
Sostituendo nelle due prime (3G), troviaino per 9 -  precisa. 

a u  a v 
a log 1'. a log h niente i valori stessi assegnati dalle ( I I )  § 2 per ----- 9 -  nientre la 

a u  a v 
terza delle (36) si  risolve in iina itlentità. Cosi resta in effetto dimostrato 
che la S animette ln indicata trasfornlazione infinitesinia, e inoltre clie h, h 

- 
clifferiscono solo per un fattor costante di  yroporziorialitB, scriviaiiio l z  = 'n 7c 
(A costante). 

Consideriamo dopo ci6 le due superficie SI, S ,  infinitainente viciiie ad 
S, nelle quafi queste due rispettivainente si carigiaiio per le dette tlefor- 
mazioni infinitesime, e dimostrianio questo secondo lemnia: Se si pende il% 

modo convaniente il fattore costnnte 'h d i  proporsionalità frn k, h, la due muove 
superficie S I ,  sono n m o m  polari Z'una dell'altra. 

Indichiaino con P, P i punti di S, ,  in cui vaiino rispettivaniente P, 3 
per le deformazioni infinitesime, e siano (9;) le coordinate di P e (X) quelle 
di P; avremo 

X = x: -t E 7c i' 

Spostiaino ora p. es. il punto P sopra S,  di infinitainente poco in 
P' r ( u + S zc, v + 8 v), ove 8 u,  S v sono infinitesimi dell'ordine di E, e di- 
mostriamo che, ove si determinino in modo conveniente a, a m ,  8 v, si potrà 
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far si che il punto P sia. situa.t,o sulla normale in P' alla S, e distante da P' 
di un qiiadrante, con che sarà provato appunto che S,, S, sono polari l ' m a  
dell'altra. Ora le coordinate di P', a nieno di infinitesimi d'ordine superiore, 
SOI10 

/ - t s v + ~ h t ,  xt=x:+ Jë-4 d u t L Q  

e le condizioiii clie dobbianio iiiiporre a A, 8 u, 8 v si scrivono evidenteinente 

Ma la prima di queste dà 

cioè il valor costnnte per A 
sen a 'h=- 
cos 7 

Quanto alle due altre (37) indi\-iduano i ralori di Sa, 8 v da un sisteina. 
lineare col deterniinante 

il secondo lemina è cosi 
Uopo ciii se ritornianio al sisteiiia (i) e di cinscuna superficie S preii- 

diamo la polare S, vediamo clie nientre S suhisce la deforinazioiie isogonale 
continua entro (x), l a .  siia polare 3 subisce una corrispondente deforinazione 
isogonale continua e descrive un sistenia (g ,  conie si è eiiuiîciato ne1 teorenla. 

Sisteina (x) d i  siiperficie a curvatura B nulla. 

Nelle ricerclie fatte fin qui sulle trasfoxîazioiii dei sistemi (Z) in geoiiie- 
tria ellittica od iperbolica abbiaino sempre ,escluso il caso delle saperficie a 
curvatura assoluta nulla nello spnzio ellittico, caso clie non si pub ricon- 

Al~nali di Matemntica, Serie III, Touio XTIII. 28 
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durre, mediante la trasformazione H, a quelle delle defortnate isogonali della 
pseudosfera nello spazio euclideo. Ma. s e  procedia~no qui direttamente, tro- 
viamo che sussistono ancora. in questo caso tutte le proprietà delle trasfor- 
rnazioni, ed altre se ne aggiungono appartenenti esclusivaiiiente a. questo 
caso singolare. 

Coininciamo dallo scrivere le fornîole relative ai sistenii (x) di deformate 
isogonali della superficie di CLIPFORD, deducendole da quelle generali stabi- 
lite nei 3, 5, dove dovrerno fare le = O, a = 1 ,  indi per la (13)" sen : = COS a 

e conseguentemente cos 7 = % sen a. Per fissare le idee sceglierenio uno dei 
segni prendendo cos7 =sen a, ma avvertiamo bene clie la scelta dell'altro 
segno dà  .un'ültra schiera di deformnzioni isogonali della superficie di CLIF- 
FORD affatto distinta dalla prima (cf. la fine del paragrafo). Per seinplicità 
prenderemo inoltre I'elemento lineare della superficie di CLIFFORD sotto la 
forma cartesiana ortogonale del piano euclicleo 

e dovreino yuiiitli porre e = g = 1. Le equazioiii di CODAZZI prendono la 

Osserviaino ancora die  le asititoticlle di un sisteiiia Iiitnno l'equrtzioiie 
differenziale 

A d u  +(A1- i )dv=0 ,  (40) 
O l'equivalerite 

(A'  + 1) c i  u -t A" d v = 0, (au]* 

ine'ntre quelle dell'altro sisteina haiino l'eyuazione differeriziale 

A d Zd + (A: + 1) (8 2) = 0, 

(A' - 1) d u + A" d c = 0. 

(41) 

(ai )* 

Il priino sistenin d'asintotiche (4.0) si distingue da1 secorido (hl) per ci6 
che lungo un'asintotica del priino le iiorinali alla superticie sono parallele 
desfrorse (nrl seiiso di CLIFFORD), ,e invece parallele sinistroi~se Iiingo nn'asin- 
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totica del secorido. Ranm~entiaino aiicora (Lez ion i ,  Vol. 1, 230) clle tutte le 
asintoticlle di un medesilno sistema sono congriienti fra 1oi.0, e la superficie 
si genera collo scorriinerito di un'asintotica di un siste~iia lungo un'asintotica 
del sistenla opposto. 

Secondo i risultati generali dei 5s 3, 5, ogni sistetiia (2)  di deforniate 
isogonali' sotto l'angolo r della superficie di CLIWOHD sarà definito dalla 
forma 

dell'elemento lineare delio spazio ellittico, dove le funzioni lz, 9 di 16, v, IU 

soddisfano alle due equazioni del 1 . O  ordine 

a a 
- (h cos y )  + - (12 sen rq) + 52 h tg u = O 
au a v i - 

ed alle tre del 8.O ordine 

i coefficieiiti A, A', A" essendo dati dalle formole 

cot a a A = -- - (h seri y ) ,  
h êu 

, co ta  a 
,i = - - (h sen y) + 1 

h Ô v  

Scriviaiiio ancora esplicitameiite le formole 

a log h - 
a u  - tg ' Asen?- (nt+ 1)cosY 

I 

a log h -= I 
a v tgal(dJ-1)senp- cos? 
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dalle quali risulta clle lurigo ciascuiia asiiitotica (40) o (40)* del primo sistema 
sono nulli i differenziali di p e di log lt, e percib h e p sono costanti lungo 
queste linee ed in particolare funzioni l'una dell'altra, cotiie è espresso anche 
dalla seconda delle (A'). 

Per le ricerche segueiiti occorre ancorü scrivere le forniole per le deri- 
vate di x, TI, '5, 5, clie raccogliatiio ne1 quadro segiiente : 

a 4 -- a - ~  ,, 
- - x + A ~ ,  - 

au a w = A  5 ,  

- 1 a h  - - l a c o s a s e n p . x + h s e n a . ~ + ( -  sen ci -+hcosacosp  au 
8 *v 

a r, - - - = h c o s a c o s y . x - h s e n a : . n +  a lu 
+ h c o s a s e n p  

-- a <  - - A . , , - - * / ?  a - A' 7, - A'' Z ,  a u  ' 2-ü-- 

i 1 a h  - -  -+lzcoso:sencp 
sen a 8 v 

Insieine ai coseni di direziorie ( T I ) ,  (<), ( 5 )  degli slbigoli dcll triedro prin- 
cipale introducinino anche i loro y c c r a ~ d r i  d i  sçorriscercto (Vol. 1, pag. G O ) ,  
e dapprinia consideriaino yuelli destrorsi, clle ititlicliereiiio rispettivatnente con 

colle altre analoghe che si deducono permutando circolarineate gli indici 1 ,  
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2, 3. Derivando le A, B,' C rapport0 ad u, v, IV, utilizzaiiclo le forniole del 
quadro (a') e le note proprietà del determinante ortogonale destrorso 

si ottengono le altre 

a c 1 a h  - - + 9 7 ~ , c o s a c o ~ p  a w sen u au 

- (le + 9 h cos il sen p . B. sen cr a v i 
Del tutto similmenle si procede per trovare le formole corrispotldenti pei 

- -.. - 
paranietri sinistrorsi che indicherelno con A, B, C e si trovano le altre 

- 
ad - a A  

= A c, aA al&- - = ( A ' + ~ ) C ,  -- -- aU a u a VU sen cc au C 
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Se infine indicliiamo con X,, X2, X ,  i paranietri d i  scorrimento destrorsi 
delle tangenti alle trajettorie (lu),  avremo 

X = cos i~ sen cp . A - cos a cos y . B + sen cc. C, 

e' quindi derivando colle (6') 

ax 
- = (a sen y - (AI  + 1) cos cp) . 
a u  

I - sen cc sen cp . A + sen a .  cos 9 .  B + cos r . C I 
I \ (46) 

ax a y  a h  d a  = ( c o s a c o s p - - - - s e n a s e n p ) . ~ +  8 IV a w  azc d I U  

a p  a h  d a  - ) B +  d IV,  

a h  + cot r sen cp - - cos cp - + cos cr - 1 ' ( au a a u d a ( . c  t i  1 0  ( 

Le formole della terza litiea ne1 quadro (b') cliniostimo che sopra ogni 
superficie a curvatura nulla ru = cost. i paranletri C, , C', , C, della norniale 
sono costanti luiigo ogni asiiitotica del sistema (ho),  cioè le iiornlali alla su- 
perficie luiigo una tale asintotica sono parallele ne1 seiiso destrorso, conie 
sopra si è asserito. Mü se guardiamo ille (46), vediüiiio clie 10 stesso accade 
delle tangenti alle tyajettorie, onde possiarno riassumere i i i ia.  parte dei risul- 
tati fin qui ottenuti cosi: 

In oywi deforqrmzione isogonale irafinitesima d i  u m  szcperficie n cwrvatzcra 
nu l la  nello spazio  ellittaco le d i r e ~ i o n i  degli  spostament i  Eungo c iascuna  as in -  
totica d i  un determiîsato sistelna sono parallele ne1 senso stesso delle bitzor- 
m a l i  a puesta as intot ica;  inoltre l ' a n q i e z z a  del10 spostamento infinitesi.î~zo è 

costante. 
Da cib risulta anche la distinzione geometrica fra le due schiere di de- 

formazioni isogonali di cui sopra è discorso; le une appartengono al sisterna 
destrorso, le altre al sistenia sinistrorso di asintotiche. 
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Caso in cui la deformazione si riduee ad un puro movimento. 

Prima di procedere oltre, facciamo per gli attuali sistemi (Z) di deformate 
isogonali della superficie di CLIPFORD la ricerca'analoga a quella compiuta 
in (M) 9, 10 per 10 spazio euclideo, e doinandiamo di trovare tutti i casi 
nei quali un tale sistema (1) è generato da un movimento continu0 della 
superficie S' ,  dove perb per semplificare si atnmetterà senz'altro clie l'an- 
golo cc sia una costante assoluta. Occorre e basta, perchè la tlessione di S 
si riducn. ad u n  movirnento, che A, A', A" siano indipendenti da uv, e cjuesto 
porta, per le forniole (B'), che h sia uria futizioiie lineare intera di u, v, c'on 
coeficienti fiinzioni di TC, O costanti. Distiiiguia~iio due casi, secondo che 18 

coriliene u, v, oppure ne è indipendente. 
1." caso. Se h contieile alnieno una. delle vaiiabili u, v, le liriee h = cost. 

sopra uiia superficie iniziale S sono geodetiche parallele ed assumendole 
per es. per le 16 = cost., potreino fare (cangiando ereritualinente il para- 
nietro ru) 

h = u + 8 (w), 

ii~clicaiido 8 (12.7) una funzione della sola W .  La seconda delle (A') dimostra 
a 11, a Q 

clle, iiisieiiie a , = O, si ha - = O, oncle l'ultiina delle (43) cl& A" = 0, cioè 
O 21 a u  

le geodeticlie 2.1 = cost. sono asintoticlie e per cib rettilinee: la superficie S 
ah è necessnriawente riyata. Le forniole (b"), essendo A" = 0, A' = 1, - - 
au - 0, 

diiiiostrano clie i parainetri di scorrirneiito siiiistrorsi B,,  B,, B, delle ge- 
neratrici di tutte le S sono costanti, onde tutte queste rette sono parallele 
sinistrorse e forniano una coiigruenza (siiiistrorsa) di CLIFF~RD,  e nello scor- 
ritiiento secondo queste rette ciascuna superficie S striscia in sè medesinia. 

Prendiamo ora la prima delle (A'), clle integrata d i  subito 

+ (w) -- (U + 0 (IV))'  tg a 
cos = 

26 + 9 ( n7) 
7 
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con y (TU) funzione di W. Calcolando di qui A secondo la (43,) viene 

e la condizione clle A sia indipendente da w richiede che tanto 4 (w) quanto 
cp (PU) siano costanti, onde h e y risultano fuiizioni di zc soltanto. Percib l'ele- 
inento lineare (48) dello spazio ainniette i due gruppi ad un paranietro per- 
mutabili di lnovimenti 

11 primo gruppo lascia tissa ciascuris retta della congruenza di CLIFFORD 
e non è yuindi altro clie lo scorrimento sopra ricordato, 17altro è il inovi- 
nieuto elicoidale coritinuo che fa gmerare alla superficie S il sistenia (x). E 
poicliè in yuesto inoviiiierito le generatrici di S restüno nella coiigriimza di 
C L I F P O I ~  anche i due assi del rnovirnento elicoidale (*) appartengono a yuesta 
congrueilza, çioè soiio paralleli alle generatrici di S. La. deteriiiiriazione degli 
attuali sistemi (Z) riene quitidi ricondotta al prohletiia segueiite : Assegnnto 
un +~aoviwzento elicoidale attorno ad u+z nsse  ne110 spazio  elliftico, frouare s c ~ m  

rigcctn colle generatrici  parallele nll'a~sse che tagl i  sotto nngolo costante le t rn-  
jettorie del wzovimento. Basta ricercare per es. la forma della sezione prodotta 
nella superficie da un piano rioririale all'asse per vedwe ctie il problema si 
risolve per quadrature. I sisterni (z) cosi deterininati corrispondono agli eli- 
coidali dello spazio euclideo ((M) s§ 9, 10). 

2.>aso. Sia ora h funzione solo di I V ;  cangiatitlo il parametro IV po- 
treino fnre seiiz'altro h = 1. La seconda delle (A') è identica e la piiina dà 
per cp 17equazione 

8 9 sen coscp-=9tçz. a .U a u  

Se si esprirne poi che i valori di A, A', A" 

(*) E ben noto che ogni inovirnento dello spazio ellittico, diverso da uno scorriiiieiito, P 
elicoidale e possiede due assi polari l'uno dell'altro. 
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sono indipendenti da w, si trova. subito clie deve essere insienie 

2'P indi - = 0, poichè la (47), essendo tg cc - = 0, esclude l'annullarsi simul- a~ 
arq tnneo di - ,  b. Viceversa se y è ma qualuiique funzione di u, u che 
8% a u  

soddisfi la (47), prendendo h = i, ne resta indiriduato un sistema (x) di su- 
perficie a curvatiira nulla generato da un puro niovimento. Ne1 caso attuale 
abbiamo dunque un'iiitei-a classe di tali sistemi (x), dipendenti non più da 
costanti, ma da una funzione arbitraria. 

Per caratterizzare geometricainente questi sistemi coiîiinciaino dall'os- 
servare clie, essenclo qui per le (4.8) 

A seil rq - (A' + 1) sen p, = O, (A' - 1) sen p, - A" cos y = 0, 

a 'P dol ed inoltre h = 1, -- = O, -- = O, le forniole (46) dimostrano clie X, , X, ,  X ,  a w dru 
sono costanti assolute, e per ci6 le trajettorie del iiioviinento sono rette di 
una congruenza destrorsa di CL~FFOKD: il moviliiento è un seniplice scorri- 
inento destrorso (*). Resta a vedcrsi quali sono le superficie S clie in questo 

(*) A questo punto si pub proseguire per quest'altra via diniostrando insieme la seguente 
proposizione per sè notevole: Ogni superficie che nello spukio ellittico tuyli sotto alzgolo co- 
stnnts a i raygi [Zi unu congruenza d i  CLIFFORD è u curvatzmz nulla. 

Sia S la superficie supposta, sulla quale prendiamo un sistema ortogonale (u, v) ne1 quale, 
p. e.,  le linee u=cost siano ortogoiiali ai raggi della congruenza di CLIFFORD, che suppor- 
reino destrorse. 

Adoperando le solite notazioni, siano corne al § 10 (A, ,  A,, A,), (BI, B,, B,), (Cl,  C2, C,) 
i parametri destrorsi delle tre direzioni priiicipali; avreino le forniole 
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296 Bianchi:  Sopra ie defonncczioni isogonaii delle superficie 

scorrimento generano un sisteina (x). Per cib calcoliamo, colla forinola di 
1 

BONNET, la curvatura geodetica delle asintoticlie sinistrorse (41) 
P 

1 -- a ~ O S  9 a sen 9 - - - .- - 
P au au 

1 
cioè per la (47) - = 2 tga. Ijunque le asintotiche sinistrorse di S, colla 

P 
1 1 torsione - = - 1 hanno costante anche la flessione - = 2 tgcr. La curva C 
T P 

deterininata da queste equazioni intrinsech.e non è altro che una delle trajet- 

1 raggi della congruenza di CLIFFORD, giacendo ne1 piano della tangente alla l ima v=cost. 
e della normale alla superficie, avranno parametri destrorsi X I ,  X,, X, di scorrimento dati 
dalle formole 

X = c o s u A f  s e n a C  

ch? dovranilo essere costanti. Ma dalle forniole precedenti si ricava 

-- = - A ax se,. - A., 
A' cos a A 

a26 
B + c o s o  - C 

6 6 

e debbono annullarsi nei secondi membri di 
onde seguono le formole 

queste due espressioni i coefficienti di A, B, C, 

La prima delle (1) dice che le linee v = cost. sono asintotiche, la (8) che la loro curva- 
tura geodetica, od assoluta, è costante = 9 tg a. Siccoine A' - \/G, per  la curvatura relativa 
Ic, della S si ha 

cioè ta superficie S é a curuatura assoluta @ lzzclla c. d. d. Le formole stesse dànno anche 
immediatamente le proprietà inverse e si ottengono cosi nuovamerite i risultati del testo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a curvatura costante in geolnetria ellittica ed iperbolica. 927 

torie ortogonali delle generatrici sinistrorse in una superficie di C L ~ F O H D .  
Arriviamo ora a caratterizzare perfettamente i sisteini (x) del caso attuale 
dimostrando che : 

Ogni superficie S a curvatura nulla d i  cui una delle asintoticlze yenera- 
trici C abbia costante anche la fiessione genera; i n  u n  conveniente scorrimento, 
zcn sistema (x). 

Sia r l'asiritotica generatrice dell'altro sistema, affatto arbitraria. Se os- 
serviamo che nella superficie di CLIFPORD, sulla quale C è trajettoria orto- 
gonale delle generatrici sinistrorse, le generatrici destrorse sono inclinate di 
un angolo costante sulle sinistrorse, che sono le binormali di C, vediaino 
che nello scorriinento continu0 sinistrorso di Clungo r, col quale la super- 
ficie S viene generata, le dette generatrici destrorse generano una con- 
gruenza di CLIFPOKD i cui raggi sono tutti inclinati di un  medesimo angolo 
sulle normali di S, O binormali di G. Dunque nello scorrimento destrorso 
lungo i raggi di questa congruenza la S genera un sistema (x) c. d, d. 

Trasformazione complementare e trasformazione parallela. 

Riprendendo la considerazione dei sistemi (Z) generali di superficie a cur- 
vatura nulla, occupia.moci ora delle loro trasformazioni, cominciando dalla 
complementare. Abbiamo ancora qui il rnedesimo teorema fondamentale come 
nello spazio euclideo ((M) § Il), ovvero come per gli altri sistemi (Z) di su- 
perficie a curvatura costante nello spazio ellittico od iperbolico (cf. sopra § 6). 

Per dimostrarlo, prendiamo ad esempio la complementare Sr di S rispetto 
alle geodetiche parallele v = cost. Le coordinate di del punto di S' corri- 
spondente a (x;.) sopra S sono date semplicemente da x'= -0. Dalle formole 
del quadro (a'), formando il quadrato dell'elemento lineare del10 spazio 

d s 2  = Z  dx" = xdriP, 
abbiamo 

d s ' L d  u 2 +  ( A  d u +  A ' d v ) ' +  

+ (ha cos2 a sen" + h2 sen2 a + L2) d ma t 
+ 9 h c o s a s e n r d u d n , + 9 ~ ( ~ d u + d t d v ) d l o ,  
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dove si è posto 
1 a h  Ti = --- - + 72 cos a COS y. 

sen O. au 

A'causa della (38,) e della prima delle (B'), l'espressione 

è un differenziale esatto, e se si pone 

l'eleinento lineare (hg), calcolato in coordinate zt, a, ,  w diventa 

sen u a tc 

d v 1  -' sen u @ d w ) d w ,  a u  

e sostituendovi per L il suo valore (..>O), e riducendo 

d s'" d uz+ d vS+h2d w + S  72 COS u sen p d u d ru + 2 h cos a cos p d v, d W .  (al) 

Questa è la forma cüratteristica per un sistenia (Et) di deformate isoçonali 
sotto l'angolo a della superficie di CLIFFOHD, ci6 che diiiiostra il teorema. 
Siccoine poi iiella (51) il coeficiente di d vu" ancora h" vecliamo che : Nella 
trasfor~nazio~ze con~plemewtare dei sistemi (Z) d i  superficie a curvatzwa nulla 
yli archi delle trujettorie ,isogomxli si conseruaîzo i n  lzmgkezea. 

Un'altra osservazione di cjualche interesse é la seguente clie conduce a 
riconoscere qui l'esistenzü di una trasfovwrzione parallela. Due sistemi (Z'), 
(Eu) complementari di uii meclesilno (x) Iiatiiio le loro superficie corrispon- 
denti 8's" parallele a distanza costante, onde risulta: S e  di cicrscum sz6per- 
ficie S di un sistewa (X) si yrentle la parallela 3, a distansa costante arbi- 
trccria 3, le s'uperficie s fornzano nuovnozente un sistewm (y). 

Conîe si vede, questa trasformazione parallela si coiilpone di due conî- - 
pleinentari successive; in particolare per 8 = - ahbialno la trasforinazione 

9 
polare clie esiste anche per gli altri sisterni ( x )  di superficie a curvatura ca- 
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stante ne110 spazio ellittico (8 9). Ma possiamo anche, sema passare per le 
trasformazioni comylementari, riconoscere direttamente I'esistenza della kas- 
formazione parallela. 

Possiamo scrivere per le çoordinate & di un punto di S 

2=xcos6-Fsen S, 

e differenziando coll'osservare le formole del quadro (a'), abbiamo 

d x = n d u + ? d v + h ( c o s r r . s e n c p . r i - c o s a c o s ~ . ~ + s e n a . ~ ) d ~ v  

D'altra parte le due espressioni 

d f d u + A " d v + 2  e d w  
sen a 8 u 

son8 due difïerenaiali 'esatti, che indichiamo con d U, d V, e ponendo 
- 

u = u c o s 8 +  Usena, v==ucos8+ Vsena', 

abbiamo quindi 

+ ( d Ü - h c o s a e o ~ ( ~ + 6 j d w ) . ~ + h s e i i a c o s ~ . ~ d ~ .  

Forrnando di qui Gr = x d  2, si ottiene 

d 2 = d ' U I + d ~ + h 2 d m ' +  

+ B b c o s a s e n ( p + 8 ) d ~ d n i - 2 h c o s 6 : ~ 0 ~ ( ' 1 ) + ~ ) d ~ d n t ,  

che ha la solita forina caratteristica, onde il teorema è diinostrato, 
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Trasformazione singolare B, per a costante. 

Pei punti di ciascuna superficie S tiriamo i raggi tangenti, nornlali alle 
trajettorie, e considerando le seconde falde S', a curvatura nulla, di queste 
congruenze dimostriamo: Se l'anyolo a è costante, queste superfic$e Sr formano 
u n  nuovo sistema (1') (cf. sopra $+ 7 ed (M) $j 13). 

Le formole che dànno queste S' sono le (7) $j 1, dove, essendo ora a = 1, 
dobbiamo fare 

s enT=cosa ,  cosT=sencc, 
e quindi 

x; '=sena.m+cosa(vicosp+<senp) .  

Derivando otteniamo 

ô xr - 
a v - - - cos a sen p . 30 + sen a sen p cos p - sen p (A' cos p + A" sen y) 1 . r + 

a XI - a 19 a Y 
alv- -- cos a sen cp -- . ri + cos cc cos y -- . ! + (2 5 ,  a w a 9% 

dove si è posto 
a F, ah  n = co tacosyP  +co ta senp  c+ h. 
O 2 6  O v 

Calcolando l'elemento lineare d $5 X d d"ello spazio in coordinate u, 
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v, w, e ponendo 

d s ' L a , ,  d u ~ a 2 , d u 2 + n , , d r v 2 + 2 a l 2 d u d u t  

+ B a , , d u d n , + 2 a 2 , d v d w ,  
troviamo quindi 

a, ,  = cos2 ~q + (A cos ?+ ~ ' s e n p ) ' ,  

a,, = sen p cos cp + (A cos p + A' sen y) (A'cos cp + A" sen y), 

a,, = sen2 p + (A' cos (p + A" sen T ) ~ ,  

(A cos ? + A' sen p), 

(A' cos p + A1'sen cp), 
I 

. Il teoreina sarà dimostrato se troviaino una trasforil-iazione di variabili 
U, v nelle iiuove zc', v' per modo che risulti 

d s ' 2 = d ~ ' 2 + d d Z + h ' 2 d ~ v 2 + 2 1 d ~ ' d w + 9 m d v ' d r u ,  (55) 

e fra 12'" 1, nz sussista la relazione 

l2 + ma = h"-cosa a. 

L'opportuna trasformazione di. variabili corrisponde anche qui alla re- 
lnzione d'applicabilità delle due falde coqtenuta nell'affinità ~ ' IVOHY; le for- 
inole si scrivoiio senlpliceinente 

ut = u + cot a cos p . 
v' = u + cot or sen (p. 

Per verificarle deduciamo per derivazione 

a - = cos" - sen p, (A cos ? + d'sen T), 
i: u 

a a ?  a u t  a cp l 

-- a%- co ta senp- ,  -- an ,  a~ - cot or cosp ,1, . 

a U' a;- = sen Q cos p - sen p ( A  cos p + A' sen p), 

a v 1  -- 
8 - sen 9 COS 9 +.COS p (A' COS ( + A" sen p), 

a -- 
a~ - sen2 cp + cos cp (A' cos cp + A" sen Q), 

(56)* 
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Eguagliando le due forme (53), (55) del d s'" si ottengono per determi- 
nare 1, rn le due equazioni seguenti 

indi risolvendo, coll'osservare le (56)" 

i cos2 cc a 
1=-cosaseny  O-- 

sen a %) ' 2 
,m = cos a cos cp n - - - 

. - ( c 0 s z u a r p ) 7  s e n a a w  
e per ci6 

a au' cos2a ô y cos2 a ô y l-+.in-=- - a w ô9v sen a 8 rv sencc a tv 
D'altra parte pel coefficiente h ' h i  ha 

e questa, per la (58), si trasforrna nell'altra 

Basta paragoriare quest'ultima colle (57) per vedere elle sussiste la re- 
lazione (55)"' ed il teoreina è dimostrrito. 

Trasformazione generale Bc, di Backlund. 

Ritornando ai sistemi (X) con angolo a in generale variabile con w, pren- 
diamo di ciascuna superficie S una trasformala S' ,  secondo la trasformazione 
Bq di BACKLUND a costante c ,  fissa, data dalle formolè 

X' = sen c ,  . x t cos c, (.ri cos w, + ! sen o,). (59) 
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La funzione trasforrnatrice wl  è assoçgettata in primo luogo a soddisfare 
le due eyuazioni della trasformazione Bci di BACKLUND 

ed ora ricerchianlo le ulteriori condizioni clle dobbiaino imporre ad a ,  af- 
finchè le superficie trasforinate S '  compongano un iluovo sistema (Er) cor- 
rispondente al medesirno angolo a. Basterà che indichiaino il procedirnento 
affatto simile a quel10 tenuto in (M) 8s 15; 17 pel caso euclideo. Se si cal- 
colano le derivate delle x' dalle (69) e si fornia il corrispondente d s'' = d $", 
ponendo 

COS cl COS o, a h cos cl sen m l '  8 h Jf = 
sen a au -t -+ senu a e ,  

+ h cos cl cos a cos (O>, - rg) + h sen c, sel1 x 

a a1 fi = cos c, Il+ sen cl cos c, - + a 

+ h sen cl sen a cos c,  - cos a sen c,  cos (a ,  - ?)] [ 
pei valori dei coefficienti ai, ne1 d s" scrilto sotto la forma (53) si trova 

a,, = cos2 w, t ( A  COS ul,+ A' sen 6),)', 

a,, = sen o,  cos O ) ,  + ( A  cos w ,  + A' sen w,) (A' cos a, + A" sen a , ) ,  

a2,  = sena o, + (A' COS w ,  + A" sen a,)" 

a,, = 0 ( A  cos o, + A' sen fi,,) -- h cos x sen (o, -y) cosw, , 

a,, = 0 (A' cos w ,  +- A" sen w,)  - h cos u sen (64 - rp) seri o, 

a,33 = ha COS' a sene (a, - y) + cosa cl ' 
. . (a":)'+ 

I 1 + h2 cos2 u sen2 cl + sen2 R COS' cl - 2 sen a cos a sen c ,  cos ci cos (o, - 9)  + 
\ 
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Se si espriine ora die, mediante la trasformazione di variabili 

la (63) si trasforma nella (55), sussistendo la relazione caratteristica (55)*, si 
a o, trova (cf. (RI) § 16) un'equazione quadratica in . La radice coiiveniente a tv 

a4 nostro problema è data dalla fornzola 

sen3 c, cos u + 2 72 
sene cl sen u 

COS (ol - y) - 2 k 
COS C, (cos2 a - cos2 c,) cos2 a - cose Ci ) "  

Questa, aggregata alle (60), dà un sistenia illiiriititamente integrabile, 
sicchè la soluzione generale a, del sisteiria contiene una costarite arbitraria. 
Ogni tale soluzione o,, introdotta nelle forniole (X9, dd un sistema (y') tra- 
sfortnato del piiinitivo (x) per mezzo della B,, . 

Deformazioni isogonali infinitesime delle sviluppabili. 

Ternliniamo la. presente Mernoria ritornanclo al caso euclideo per ricer- 
care le deformazioni isogonali delle siiperficie sviluppabili (*). Potren~mo in 
yuesta ricerca procedere direttamente coll'analisi usata nei primi paragrafi 
in (M); ina qui preferimno per brerità dedurre le forinole relative a questo 
caso considerandolo come caso limite delle superficie pseudosferiche di mg- 
gio R, per H crescerite all'infinito. Percib nelle forinole al $ 7 in (M)  se- 
gnate (84), ('%), negli ultinii terniini a destra, si scriverà ai denoniinatori 
Rcos o al posto di cos 5, poi facendo crescere R all'infinito i termini stessi 
si annulleranno. 

(*) Le sviluppabili del10 spazio ellittico od iperholico (superficie a curvatura relativa k ,  
nulla) non aiiimettono iiivece deformazioni isogonali, corne segue subito da1 § 8. 
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Applicando yuesto procedimento, si trovano i risultati clie ancliatiio ora 
ad esporre. 

Si prenda l'elemeiito lineare della sviluppabile 9 sotto la forma carte 
siana ortogonale del piano 

d sa = d aZ + d w2, 
e supposto cbe sia 

D d u ~ 9 D ' d u d v + D " d v 2  

la seconda forma fondamentale, si avranno le equazioni di CODAZZI e di GAUSS 

Si abbia ora una deforlnazione isogonale inhitesinia della S sotto l'an- 
go10 o, nella direzione (X', Y', 2') data dalle formole 

L'angolo p dovrà soddisfare al sistema simultaneo 

a O 
- =tgo(Dcoscp+ D'sen?), a a 

a-= t g o ( D ' e o s p + ~ " s e n p ) .  a v \ < . 

Viceversa, se cp è una soluzione delle (64), esiste la corrispondente de- 
forinazione isogonale irifinitesima della sviluppabile S e la sua ainpiezza E H  
è determinata dalle formole 

-- t g . (~senp ,  - D'cos,!), a u  
-- a logH - tg r (D' sen p - D. cos u). a~ 
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Di qui si vede intanto clie ogni sviluppabile S ainmette oo' deforniazioni 
isogonali infinitesime sotto l'angolo a e, per fissare la deformazione, hasta 
fissare per un punto della superficie la direzione del10 spostamento. 

Forrnando ora dalle (63) le derivate di X', ahbiamo 

a sr  
- = (D sen ? - D'cos y )  1 -senosen?X, +sen ocosyX, + c o s ~ X ,  1 a u  i 
a X I  -- 
a e -(Dtseny-D''cosv)' senrseii?X,+senocos~X,+eosnX, i - 

et1 osservando che le gerieratrici di S hanno l'equazione differenziale 

D d u + D ' d v = O ,  o D 'du+Df 'dv=O,  

segue dalle (66) clie X', Y', 2' sono costanti lunço oçni generatrice, e dalle 
(65) segue che anche 7% è costante. Dunque: In ogn i  deformazione isogonale 
ififinitesiwza d i  una sviluppabile,  lungo c iascuna  generntrice le direxioni degli 
spostamenti  sono parallele e l a  loro nsîzpieezcc è costante. 

Dalle forniole (64), (65) deduciaino 

cotG a cota a 
D=-- -(Hsencp), BI=- - -(xcoscp) H au H a u  

cotg a D'= - cota a 
- (H sen y), B" = - - 

1 1671 

H a v  H - au ( H  cos y), 

e le funziorii X, rp sono legate clalle due equazioni del 1.' ordine 

a ?  a? a log H cosy--sen?-+cos?- a log H 
a v au a u  a  v 

$- sen c, - 

a 9  a i o g ~  a y  a i o g ~  ----- = o. au a u  a~ a u  

Viceversa se H, cp soddisfano le due equazioni (a), i valori (67) di D, 
LI', D" verificano le equazioni (6L), (61)* di C o ~ s z z r  e' GAUSS, e ne resta indi- 
viduata una sviluppabile con una sua deformazione isogoiiale infinitesima. 

È notevole che ne1 caso attuale delle sduppabili  le due equazioni (a) 
sono affatto indipendenti dall'angolo G, siccliè ad ogni tale coppia (H, pr) cor- 
rispondorio 00' sviluppabili, ciascun;~ essendo individuata da1 valore arbitrario 
di G. Quale relazione esiste fra due di qiieste sviluppabili corrisporidenti a 
due valori di G, diciaino G, G,? Esse sono intanto applicabili con conserva- 
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zione delle generatrici e per ,ci6 i loro spigoli di regresso si corrispondono 
ad arco eguale con egunle flessione. Da1 confronto poi delle loro seconde 

1 1  
forme fondamentali risulta clie le torsioiii - di yuesti spigoli di re- 

2' 
gresso stanno fra loro ne1 rapport0 costante di cot G a cota,. 

§ 16. 

Sistemi (El di sviluppabili e loro trasforrnazioni. 

Partendo dai risultati sopra ottenut,i, ed applicando le medesiine consi- 
derazioni infinitesinlali coine in ( M )  S 5, si diinostra clle: data una cpalunque 
sviluppabile S ed una curva arbitraria C uscente da un suo punto, obliqua- 
mente sulla superficie, esiste una ed una sols deformazione isogoiiale con- 
tinua di S, nella quale il punto P descrive la trajettoria prescritta C. 

Per forniare il sisterna di equazioni a derivate parziali, da cui dipende 
la ricerca di yuesti sistemi (x) di sviiuppabili, basta procedere coine ai 5,  6 
in (M). Si suppoiiga che gli elementi della sviluppabile dipendano, oltre che 
da u, v, da una terza variabile ru; avrelno , 

a x  3 %  . - = X , ,  
a~ 

a u  = X i ,  a v  al; = 
(cos G sen XI - cos G cos ? XI+ sen c x,). 

Se si scrivono le condizioni di integrabilità relative a queste equazioni, 
si trovano le altre formole 

-=-- -A, - --- - X , ,  a w sen G a u senc  a v 1 
1 

the sono da aggiungersi alle (68) e da queste deduciamo aiicora le 

a xt a? a H\ 
- = (cos o cos 9 - - s' sen G sen y - - XI + a w a~ a 
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che aggreghiaino alle (66). Infine esprimendo che il sistenia (69), (68)* è il- 
limitatainente integrabile, si vede che, oltre le ( x ) ,  debbono verificarsi le tre 
equazioni seguenti : 

queste, insielne colle (cc), dànno appunto il sistema di equazioni a derivate 
parziali da cui dipende la ricerca dei sistemi (Z) di sviluppabili. 

La trasforrnazione complementare e di BACKLUND perdono ne1 caso at- 
tuale ogni significato, le corrispondenti seconde falde focali allontanandosi a 
distünza infinita. Perb vediatno subito che esiste qui la trasformaxione pa- 
rallela coine pei sistemi (x) di superficie a curvatura assoluta in geoinetria 
ellittica (§ 19). Per diinostrarlo scriviamo le formole per la sviluppabile S' 
parallela. alla S e distante da questa della lurlghezza arbitraria a 

x ' = x + a X J .  
Differenziando coll'osservare le (62), (68)*, e ititroducendo i due differen- 

ziali esatti 

1 a H  
cl V = D ' d u + D U d v + -  - d r v ,  

sen a 8 v 
infine ponendo 

u ' = u - a u ,  v l = v - a V ,  
si trova 

colle- analoghe per d y', da'. Quadrando e sommando, viene 

e questa formola pone appunto in evidenza che le sviluppabili S' formano 
un nuovo sistema (El) sotto l'angolo a. Si vede inoltre che: Nella trasforwa- 
xione parallela gli archi delle trajettorie isoyonali si conservano in Zunghexxa. 

Si ottiene poi uua trasforniazione di diversa natura pei sistemi (2) di 
sviluppabili ad angolo a costante dall'osservazione alla fine del paragrafo 
precedente, applicata alle deforinazioni continue. Vediamo facilmente che ogni 
sistema (2) di sviluppabili, con G costante, ne determina ii~trinsecamente un 
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aitro (El) con un  angolo o, diverso arbitrario, conservando alla funzione (p il 
medesimo valore e cangiando H in 

COS QI Hl = -- If. 
cos 0 

E infatti i nuovi salori (67) di D, D', D" 

vengono a soddisfare alle corrisponclenti eyuazioni (P) :  
a ~ ,  a2H,  -- sen 6, ---- - 

a DI, a", 
senv, -- - 

aDrf  ô2H1 
aw -m , sen G,; = - a su a a w i?v2 . 

Casi particolari. 

Terminiaino coll'addurre alcuni semplici esempî di sistemi (x) di svilup- 
pabili ad angolo a costank. 

Ricerchiamo in primo luogo i casi in cui la deforinazione della svilup- 
pabile si riduce ad un  pur0 movimento. Avremo anche qui (cf. 5 11) clie 
D, D', D" clovrarino essere indipendenti da w, onde segue per le (P) che H 
snrà una funzione lineare di u, u. Coine al § 11, dovreino distiiiguere due 
casi secondo cbe IT kontiene effettivamente u, u, oppure rie è indipendente. 

1." Caso. Si pub prendere (cf. § 11) 

H = u + @ ( I V ) ,  

a H  a 'P indi, essendo - =O, è anche per, la (a,) - =O,  e per le (67) a v a 9 

Le asintotiche (generatrici) della S sono dunque le u = cost., e la S è 
un cilindro. La prima delle ( a )  integrata dà 

cos cp = 
G (4 

u + 4 ( te)  ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94.0 B i a n c h i :  S o p r a  le de forw~az ion i  isogonali  delte superficie 

da cui 

e poichè D non deve contenere TU, saranno O (vu), # (ru) costanti. Senza alte- 
rare la generalità possiamo fare 

e (TU) = 0, $ (w) = c, 
indi avremo 

' Le formole (66,) diniostrano che le direziorii degli spostaiuienti lungo ogni 
generatrice sono parallele, onde segue che l'asse del inovimento elicoidale, 
clie fa descrivere al cilindro S il sistema (Z), è parallelo alle generatrici. Si 
trova subito per quadrature la sezione retta del cilindro dalla condizione 
che le sue norrnali debbono tagliare sotto angolo costante le eliclie descritte 
dai suoi punti. Per es. se il movirnento è una pura rotazione, la sezione 
retta è una spirale logaritmica col polo sull'asse. Del resto si osservi che 

1 
il valore superiore di D combina colla flessioiie della sezione retta, la cui 

P 
equazione intrinseca è adunque 

essendo u l'arco della sezione stessa. Per c = O yuesta definisce appurito una 
spirale logaritlnica, meritre per c = = O si liaiino quelle curve a cui si è dato 
il nome di psezcdocieloidi (cf. CESÀRO, Geometrio in tr inseca,  püg. 18); I'asse 
del iiioto elicoidale passa pel polo della curva (Vedi anche LORIA, Specieile 
h'betze ICurvetz (pag. 504). 

2." cccso. Se H è funzione solo di w si pub fare H = 1 .  La seconda 
delle (a )  è identica e la prima dà per <p l'equazione 

onde risultano per D ,  D', D" i valori 

Dovendo D, Dr, D" essere indipendenti da lu, sa r i  cp stesso indipendente 
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da w, ovvero funzione di nt soltanto. Sono quindi da distinguersi due sol- 
tocasi : 

a  'P Sottocaso a) -=O. Le (N), (66)* dimostrano che X', Y', 2' sono a  w 
costanti assolute ed il movimento è una traslazione in direzione fissa. La 
superficie S,  dovendo tagliare sotto angolo costante le parallele a questa di- 
rezione, è una sviluppabile il cui spigolo di regresso è elica di un cilindro 
colle generatrici in quella direzione. Inversamente è chiaro che ogni tale svi- 
luppabile, per moviinento traslatorio secondo le generatrici del cilindro, de- 
scrive un sisteina (z). 

a? acq Sottocaso b) - = - = O. Ne risulta D = D' = D" = O e la superficie S 
a u  as 

è un piano. Il sisteina (Z) si ottiene dando al piano una traslazione continua 
che faccia descrivere ad un suo punto un'elica tracciata sopra un cilindro 
normale al piano. 

Da ultiino ricerchiamo quei sistemi (Z) di sviluppabili, nei quali l'angolo p 
è funzione di rlv soltanto, ovvero una costante. Le equazioni ( a )  si riducono 
all'unica 

a  OS 11 a log H cos y + sen cp - = O, a u  . a v 

onde segue che se si poile 

r = u sen cp - v cos p, 

cleve essere H funzione di  7 e di PU, diciaino 

H= F (r, w). 
Ne seguono le formole 

a log F D" = cot u cos2 cp --- 7 a :  
Anltali d i  AIateinatica, Serie III, Tomo XVIII, 
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e le formole (fi) dànno yuindi 

a ( 
a= F alO'R,) .=sen y c o s y ,  COS o , sen o, cos cf --- 

d w a. a T~ 

Soininando la prima e la terza viene 

a a10gP a2F coso- --- 
agv a~ - a r 2  ' 

dopo di che restano le due 

a ?  a i o g P  sen 2 y -- . --- - a Y  ~ I O ~ F  
O, cosSp,.- . -- - o. a~ a7 aw a~ 

aP Ora se fosse - = 0, cioè H funzione solo di 10, si potrehbe fare H =  1, a +r 

ci6 che rientra in un caso precedente (sottocaso b);  escluso questo, resta 

9 = O, ci& y costnirts assoluta. Sema alterare la generalitk (ïangiando u, v a 
con una sostituziot~e ortogonale) possiatno rendere rf =O,  dopo di clie si ha 

aH -- h t  2 log H -0,. Il= LI -0, Dl'= - cot O--- > a zc av 

e per l'elemento lineare del10 spazio 

dove la funzione H di v, rv deve unicarnente soddisfare i'equazione 

a z i o g ~  a B ~  
COS G -- + 7 = 0) a v a ~ .  av 

poichè a questa sola si riducono le (B). Esistoiio duiique sistelni (r) clella 
classe ora considerata, dipendenti da due funzioni arbitrarie; cercliian~o di 
caratterizzarli geoinetricamente. Segue dalle (68)) (60,)" che X , ,  Y , ,  2, sono 
costanti assolute e per ci6 le linee v = cost., w =cost. sono rette tutte pa- 
rallele, siccliè le superficie S sono cilindri paralleli. Le superficie zc = cost, 
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normali a queste rette sono dunque piani paralleli e sopra uno qualunque 
di essi le sezioni rette vu = cost. dei cilindri e le trajettorie w = cost. descritte 
dai singoli punti nella deformazione continua,'tracciano un sistenia curvilineo 
clle d i  all'elemento lineare del piano la forma 

dove il pnrainetro v è l'arco delle sezioni rette. Dunyue: Ne1 sistema curvi- 
lineo piano (v, w) le czcrve de i  due sistemi si tagliano sotto angolo costante u e 
le tinee v = cost. intercettano archi eguali sulle +v = cost. 

Viceversa è chiaro geoinetricainente clle se si ha un tale cloppio sistenm 
(v, N I )  di curve piane, le superficie cilindriclle aventi le IV = cost. per sezioni 
rette costituiscono un sistema (x) di sviluppabili ne1 quale le trajettorie sono 
le curve dell'altro sistema. 

L'equazione (691, da cui dipende la ricerca di questi sistemi, d i  appunto 
la coridizione perchè l'eleniento lineare (70) appartença al piano, esprjiirendo 
l'anriullarsi della curvatura. 

Cascio di Garfagnana, Settembre 1910. 
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ERRATA-CORRIGE ALLA MEMORIA DI R. TORELLI 

Sulla postulazione di  uns varieth e sui rnoduli di forme qgebriche, 
pzd~blicutu ne1 fascicolo 2.0-3.0 di qquesto volume a puy. 91 e 92. 

Si sostit~iisca a1 n. 9 (*) yuanto seçue : 

9. Estenderelno adesso la (9) al caso in cui V sia una curva composta 
di più parti iriiducibili Ir(", V2',. . ., V(m) ; e ne1 far ci6 potremo (analoganlente 
a quanto si è fatto a.1 n. 6) supporre vera la (8) stessa per le varietà 

V' e 7 = V(') +v(2) + . . . + t(""-". 

Ora, iii cpesta ipotesi, afferinare che la (2) sussiste per le varietà V' F, 
equivale ad affermare che le due serie x, x,' segate su Ir'"' dai sistemi 
[V+Vf V'""], e [V+V'], (la prima. delle yuali contiene certo la seconda) coin- 
cidono. Eguagliando infatti le diniensiorii di Z, x' si ha : 

la yuale, poichè 

X z  (T+ V' Vm') = X z  (7) + X z  ( V' V("&'), 

e (per ipotesi) 

xz (v-t-v') = xz (V)  + X Z  (v') - X Z  ( y  VI), 
equivale alla 

xz (v+v(- )  +V') = ('if+ V'"") + (V')  - X r  (V' V +  V' V(#")), 

che è appunto la (8), applicata alle varietà V' e V=r+ V'"). 
Ora per dimostrare che E e E' coincidono, prendiamo una ipersuperficie F, 

passante per V' e segante semplicemente V, e sia P V("') = V' V('*) + 2; e con- 
sideriaino su V("' le tre serie g, g', g", segate rispettivaniente da 

La g contiene certo la y': ma vediamo subito clle queste due serie coin- 
cidono. Infatti la g" è evidenteinente contenuta nella g'; e d'altronde, essendo 
applicabile la (8) alle varietà F, v+ V'"", le serie g e g" coincidono, per quanto 
poco fa si è detto; dunque coincidono g e g'. 

Ne segue infine che coincidono Z e x'; poichè: 

dim 2 = dirn g + X, (Z), dim x' = dirn y' + X, (2).  

(*) L'affermazione fatta in fine di quel n . O  è errata. 
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Successioni ricorrenti in un campo di Galois. 

(Di U. SCARPIS, a Bologna.) 

s c o p o  del presente studio è di esporre alcune notevoli proprietà delle. 
successioni del tipo 

dove cr è uno qualunque dei pu elementi di un campo di GALOIS (pu) (*) ge- 
nerato da una funzione modulare dell'indeterininata x di grado n irriducibile 
ne1 canîpo (p): 

0, 1, . ,  ( P - 1 )  

essendo y un numero primo dispari. 
Nella prima parte (§ 1-8), diinostrato c,he Irt (or) è periodica, si constata 

subito che il periodo pub assumere solo tre forme distinte (A) ,  (B), (C). In ( A )  
nessuno dei suoi terniini, ad eccezione manifestamente di quel10 iniziale, pub 
esser nullo; in ( B )  il periodo vien diviso in due semi-periodi da un termine 
nul10 centrale; ed in (C) s'incoritrano tre zeri intermedi uniformeinente di- 
stribuiti. 

Segue l'esposizione delle più semplici relazioni tra i termini di un pe- 
riodo; e quindi vengono dati &uni criteri, desunti da1 carattere quadratico 
di certi elementi speciali, per decidere a priori nella inaggior parte dei casi 
della natura del periodo. 

Nella seconda parte ($ 9-17), posta la restrizione che (- 1) abbia in (p") 
carattere quadratico negativo, ne1 qua1 caso possono presentarsi pel periodo 
le sole forme (A),  (B), si dimostra che il numero dei termini del periodo ne1 
caso (A)  o la sua metà ilel caso (B), sono rispettivamente divisori di pu - 1 

(*) Conserviamo le stesse notazioni usate nella nota: Esposizione elemetztare della teoria 
del campo d i  Galois (Giornale di Mateinatiche, Volume XLV) in cui si è trovato conveniente 
sostituire il segno di eguaglianza a quel10 di congruenza. 

Alzlzali d i  Materna.tica, Serie I I I ,  Tomo XVIII. 38 
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e di p" + 1 ; e clie se G è divisore pari di pu - 1 od un divisore di p" + 1 a 
quoziente dispari, vi sono rp (G) elementi del campo a periodo O seiniperiodo c, 

cioè, corne diremo per rnaggior semplicità, appartenenti all'indice a. 
Segue clie gli elementi di (pn) si distribuiscono in due classi: l'una ne 

p" - 1 
contiene - 9 a periodo divisore di p" - 1 e pei cjuali (a) assume la 

P"+ 1 forma (A)  ed a-4 è un residuo cjuadratico (elementi ellittici); l'altra --- 2 
pei qud i  (a) è del tipo (B) con periodo rlivisore di p" + 1 e con a" 4 non 
residuo (eletnenti iperbolici). 

Veiigono poi date le eyuazioni cui sodclisfano gli elen-ieiiti ellittici od 
iperbolici appartetienti ad un indice 5 O ad un suo divisore, e quincli quelle 
le cui radici danno i soli elenienti d'indice 6. 

In fine (S 18-19) si diinostra l'esistenza di un sistenia di operazioni ra- 
zionali forniünti un gruppo aheliano tüli clie eseguite sopra un eleiiiento rx 

d'indice o generano il sistema di quelli appartenenti a o s ad un suo divisore. 
Nella. terza parte verià poi discusso il caso clie il campo sia di iiatura 

tale da coiitenere (- 1) tra i suoi resiclui quaclratici. 
1) Sia a un eleniento cpls iasi  del cninpo di GALOIS (p") generato da 

una funzione razionale intera di grado ~t irriducihile iiioci p, essendo p un 
iiurnero primo dispari (*). 

Si consideri quindi la successione ricorrente 

i cui terinini, od indiferentenierite i loro residui rnod (p ,  f (x)), intliclie- 
rem0 con 

X I ,  x2,..., x i , . . . ,  (4 
Si dirà che due termini consecutivi x;,., x,.+, costituiscorio iina coppia: 

due coppie si considereraiino eguali quando, e solo yuando, s ia :  

Essendo pu il nulnero degli elenienti del campo, quel10 di tutte le pos- 
sibili coppie tra loro diverse sarà inanifestainente pz", per cui percorrendo 
la ( x ) ,  esserido finito il nuniero .di quelle differenti, si dovrà seinpre trovare, 

(*) Il cas0 p = 8 va trattato a parte. 
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prima O dopo, una di quelle incontrate precedenteinente. Supponiaino clie 
le due prime coppie che risultano eguali sieno 

. dico clle sarà r = 1, vale a dire clie la priina a riprodursi sarà la coppia 
iniziale (0, 1) = ( x i ,  x,). 

Irivero, per il niodo di costriizione della (E) si ha clie in ( p " )  sussiste- 
railrio le : 

e poicllè x,. = x, , a,.,, = x,,, segue x,-, = x,-, . 
Se quindi sono eguali le coppie (x,, xqt,), (LE,, x,+,) lo sarünno pure le 

precedenti (a,-, , x,), (x,-, , x,), per cui se le due date sono le prime che risul- 
tino eguali deve necessariamente aversi 

x,.=xi=o x,.+l=xp=l. 

Le coppie : 

(~1x2)  , ($2 4 , . , (x.4 xJ 

sono allora manifestamente tutte tra loro diverse, e siccome se due sono 
eguali lo sono pure le successive, .ne viene di conseguenza clle la successione 
delle coppie 

( ~ 1 ~ 2 )  (9% ~ 3 )  . . (xm %,+l) . . . 
è periodica con un periodo di s termini e che nelle stesse condizioni si trora' 
la (a). 

9) Consideriamo ora il periodo di ( x )  : 

Dalla legge di costruzione si ricava : 
! 

- -a=-% ' xs = 1 = X 2  ; Es-, - 3 )  X s - 2 = ~ 2 + 1 = X 4 . . .  

per xui si conclude clie due termini x,-,., x,,, simmetrici rispetto ai due zeri 
clle aprono e cliiudono il periodo, sono tra loro eguali O cornplementari ri- 
spetto alla funzione rnodulare f (x), seco'ndochè r tt pari o dispari. 

Si deduce subito da questa osservazione : qualora sia s = 9 k + 1, i due 
termini x s-g = xkt,, xs, = x,,, saranno rispettivamente eguali o coni- 

9 3 +" 
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s - 3  plen~entari secondochè - - 2 - k - 1 è pari O dispari : se s = 8 k il termine 

s - 2  
%+I = ,-9 è simmetrico di se stesso, per cui se - - 2 - k - 1 è dispari 

8- - 
9 

Xk+1 = - $k+l 

e quindi, nell'ipotesi p > 8, 
X,+, = 0. 

Supponiamo ora che rie1 periodo s'incontrino uno O più elementi nulli 
o h e ,  ben inteso, quello iniziale e consideriamo 10 schema: 

O a b c  ... m r t p 0 q r s  ... t u v 0  ... 
Si ricava subito : 

e, come a sinistra si perviene ad  a, a destra s'incontra un termine eguale o 
coinplementare e quando si raggiunge da una parte l'elemento nullo, 10 stesso 
si verifica dall'altra,'per cui il numero dei termini 

a b c  ... rnnp 

tutti diversi da zero, è uguale a quello degli elenienti 

pure tutti diversi da zero. 
Concludiamo quindi che « se ne1 periodo esistono zeri intermedi, essi 

sono uniformemente distribuiti ed inoltre che i termini simmetrici rispetto 
ad un qualsiasi zero sono alternativamente eguali O complementari. y. 

3) Proviamo ora che il numero degli zeri intermedii non pu6 essere 
che uno O tre. Snpponiaino infatti che ve ne sieno due e si consideri lo 
schema della successione ( K )  : 

O a,  a2 .  . . a, O a', a', . . . a',. O a", . . . a", O a ,  aZ . . . 
Da quanto precede (3 2) si ha intanto: 

a,. = a', , al2 = - a,.-1 ,..., a ' , .=?a,=t l .  

Ma a',. = 1 non è ammissihile, poichè allora, contro l'ipotesi, vi sarebbe 
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un solo zero iutermedio, per cui sarà allora a',. = - a ,  = - 1, da1 clie segue 
intanto clie r dev'essere pari. Parimenti a',. = aR1 , a',-1 = - an,, . . . , e sic- 
coine r è pari : a", = - a', . Ma a",. = 1, e quindi a', = - 1 = a,. e le due 
coppie (a, O), (a',. O) sarebbero eguali perché entrambe coincidenti con (- 1, O,, 
il che non pub essere. È quindi inammissibile l'ipotesi di due soli zeri in- 
terinedi. 

Dimostrianio pure clie non ve ne possono essere più di tre: 

O a ,  az . . . a,. O a', a', . . . a',, O a", a", . . . a",. O a", a'", . . . a'",. O . . . 
t0 8'9 3 O  

Colne precedenteinente si ricava clle r dev'essere pari ed a',. = - 1. Con- 
siderando poi i termini siminetrici rispetto al '2' zero, si trova 

Ma a'", = - 1 non è accettabile, poichè allora risulterebbero, prima della 
chiusura del periodo, eguali le coppie: 

(a'.. O) = (a"', O) = (- 1, O), 

il che non pu6 essere, per cui a", = 1. 
~iassumendo;  la successione (x) non pub presentarsi, per quanto con- 

cerne gli eleinenti nulli interni al periodo, che sotto tre forme ( A ) ,  (B), (C) se- 
condochè il periodo manca di zeri intermedi, O ne lia uno,, O tre. 

Esempio : 

-x ,  - x + l ,  -x-1, O, -x-1, x -1 ,  -x ,  1, O, l . . .  (Cl 
a = x + l  O, 1, x + I 7  O, x + 1 ,  -1, O, -1, -x-1, O, 

-x -1 ,  1, O, l a . .  ( C  

a = - 1  O, 1, -1, - 1 > 0 ,  -1, 1, I 7 O 7 I  . . .  (BI 

4) Proviamo ora elle se (a) ha la forma (A), il nuinero degli elenienti 
compresi tra due zeri consecuti~i non pu6 esser pari. 
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Supponiamo che ci6 sia:  i due termini centrali coine siniinetrici rispetto 
ai due zeri saranno (S 9) eguali o complementari. 

Se eguali 

O l a  . . .  C ,  6, a, x, x, cc', b', c' . . .  3 , O l .  

per costruzione sarà : 
at=ux+x 

e poichè a, a' sono allora complenientari 

dovrebbe essere x = O, il clie è assurdo. 
Se complementari 

e poichè a = a', seguirebbe corne prima B x = 0. 
Tale nunlero dev'essere quindi dispari e poichè il terniine centrale di- 

verso da zero non pub essere complementare di se stesso, ne deriva clre esso 
dovrà. esser preceduto e seguito ne1 periodo da un nuinero pari di termini 
non nulli, per cui il numero degli eleinenti tra due zeri consecutivi sarà della 
forma 4 k + 1 e quindi 

5 )  Il periodo abbia la forma (R) 

Dalla siininetria rispetto al10 zero centrale si ricava: 

da m i  segue clle gli eleinenti tra due zeri consecutivi devono essere in nu- 
inero dispari. 

Mettendo ora a riscontro i due seniiperiodi: 

O l a ( a 2 + l )  . . .  c b a  

O cc' b' c' . . . 1 
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si trova, per la solita legge di costruzione, clle un termine del secondo è 
eguale al corrispondente del primo moltiplicato per ar, da1 che risulta: 

e yuindi a = rt_ 1 e poicliè è da eschdelxi a = 1, ne segue a = a' = - 1 e 
yuincli « i tertniiii della seconda nietà del periodo sono ordinatamente i corn- 
plenienti di quelli della prima. >> 

Düll'esanîe del seiniperiodo : 

0 1 a  ... ch(-1)0  
risidta subito 

b = a ,  c = - (  a" l), . . . 
e siccorne il termilie celitrale non nullo non pub essere coniplementare di se 
stesso, sepue clie il nuiiiero rlegli eleinenti tra due zeri consecutivi, oltre che 
dispari, dev'essere della forma 

2 ( ! 2 k + 1 ) + 1 = 4 k + 3  
ed s quindi del tipo: 

S =  2 ( 4 k + 3 ) + ! 2 = 8 ( k +  1) = 8 .  k'. 

6) Si presenti ora il periodo iiella forina. (C). 
Si è già notato ($ 3) clie se ne1 periodo vi è più d'un terniine nullo, i 

termini tra due zeri consecutivi sono in nuniero pari, per cui 

lnoltre gli elementi adiacenti al10 zero centrale sono eguali a (- l ) ,  e 
la seconda met& del periodo eguaglia la prima catnbiata di segno. Conside- 
rando il seniiperiodo 

Olu(u"1) . . .  cbccOa'b'cf . . . ( -  1)O 

e ponendo a riscontro i due quarti: 

O1 a (c tZ+ l ) , . .  CO. 

Oa'b'c' ... - 1  

si scorge che i terniini del $2.' sono eguali ai corrispondenti del 1.O inolti- 
plicati per a', per cui : . 

- l = a . a r .  
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Ma a'= a e quindi 
- I r a 2  

vale a dire « i termiiii adiacenti al primo ed al terzo degli zeri intermedii 
sono le radici di . 

tJ2 -+ 1 = O  ». 

Considerando ora l'intervallo 

O i + ? + I )  ... c b a 0  
si ricava : 

a = 3  . a ;  b=a ( -a ) ;  c = ( a 2 + I ) . a  ... 

ci06 clie gli elementi di destra a, b, G ,  . . sono rispettivainente eguali ai loro 
sirnmetrici di siiiistra moltiplicati alternativainente 
sono siininetrici da 

u = f . a v  
discende : 

zt" v2 = (a2 + 1) v" o. 
Si pub ancora aggiungere che se nella (cc) si 

per +_ a. Se quindi u, v 

cainbia a in - a la suc- 
cessione non muta per quanto concerne il tipo del periodo. 

Di più, se il cainpo è tale che in esso sia insolubile la 

non potrà presentarsi ne1 periodo la forma (C) e si avrà quindi secondo i 
casi la (A)  O la (B). 

Nell'ipotesi particolare che il campo di GALOIS sia quel10 costituito da ip  
elementi 

O, 1, 9 1 . . . l  (p-1) 

la precedente equazione (congruenza modp ne1 senso ordinario) sarà inso- 
lubile ogni qua1 volta sia 

cioè p sia della forma 4 k - 1. 
Esempio « p = 11 
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7) Se la: 
g 2 + l = 0  

è insolubile in (pu), vale a dire se (- 1) è un non residuo in (p") per indi- 
care la qualcosa adotteremo la notazione 

dove f (x) è la fuuzione modulare, si è già visto che la (a) deve assumere 
la forma (A)  O (B); ma se invece 

il caso è ambigu0 e dipendentemente da p, f (z) ed a possono presentarsi 
tutti e tre i tipi. 

Vediamo ora, in piiino luogo, quando nell'ipotesi (1) si ahbia la (A) e 
quando la (B). 

Si verificlii la (A) : esisterà allora un termine centrale non nul10 cli 

0, 1, a .  . .  c , b , a , w ,  a', b',c' ... -a,  1 , 0 1  . . .  

e confrontando tra loro: 

e cosi di seguito, cioè un termine della seconda linea è uguale al corrispon- 
dente della prima moltiplicato per w più quel10 clle gli precede rnoltiplicato 
per a, per cui sarà in fine: 

1 = u 2 + a 2 .  

Ma a' = u w + a, ed essendo a' =-- a 

Annali cZi Matematica, Serie I I I ,  Tonio XVIII. 
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per cui sostituendo: 

Se quindi si verifica la (A), dovrà essere: 

Se invece si presenta la (B) nello stesso modo coiisideraiido il seinipe- 
riodo risultü 

(h  + cc2) O = - 4 
e quindi 

Possiarno quindi CO ticludere : 
« Qualora sia 

la condizione necessaria e sufficiente perchè si verificlii la (A)  O la ( B )  è 
data da 

Osserviamo poi che nell'ipotesi (1) non è possibile la 

essendo (- 4) un non residuo. 
8) Qualora sia invece 

restano escluse (A) (B), non essendo in questo caso solubile la 

a cui deve soddisfare il termine centrale w ,  e si avrà quindi la forma ( C ) .  
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Rinzane per6 ancora incerto il caso in  cui si abbia contempofaneamente 

e dimostriaiiio clle in tale ipotesi « condizione necessaria perchè si verifichi 
la (C) è che : 

essendo p radice di 
y 2 + l  = O » .  

Ponianio infatti clie la (a) sia della forma (C) e si consideri il primo 
quarto di periodo : 

O l a  ... qzcvsy ... pO. 

Gli elenienti compresi tra i due zeri sono in nurnero pari, e sieno u, v 
i due centrali. Ponendo a riscontro le due siiccessioni : 

si trova, corne altra volta, che un termine della 8" eguaglia il corrispondente 
della 1" moltiplicato per u più il precedente per w, e quindi 

Ma (S 6) tra due termini simmetrici ha luogo la relazione : 

e sostituendo e yuadrando per eliminare p : 
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che si scinde nelle due 

Se quindi si presenta la (C)  dovrà verificarsi una alineno delle (6). 
Ma, d'altra parte, essendo : 

ed cr" ta residuo quadratico, i fattori del becondo membro dovranno avere 
egual carattere, per cui dovendo esser solubile una almeno delle (5), tale 
carattere sarà l'unità positiva, e 10 saranno quindi entrambe. Se quindi in- 
sieme a (4) si ha : 

non riuscendo solubile nè l'una nè l'altra delle (5) resta esclusa la possibilità 
della forma (19); mentre invece se 

pu6 aversi il tipo (C) senza escludere che possano presentarsi (A)  O (B). 
1 risultati fino a qui ottenuti si possono riassumere ne1 seguente schema. 

Insolubile la gB -4- 1 = O e quindi esclusa la (C). 

Se (s) = 1, è solubile : 

ed insolubile : 

per cui si presenterà la (A). 
4 + a" 

se (rn) = - 
1, avviene il contrario e si verificherà la (B). 

Non è possibile : 4 + a' = 0. 
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Sono insolubili le : 
(4+cc"y2= 2 4  

e restano esclusi ( A )  e (B). 
Alla stessa conclusione si giunge yualora si% 

e quindi possibili solo (A) ,  (B) 

Possono presentarsi tutte e tre le forme. 
Esempi 

(p) = (Il) =(O, 1, 2,. . ., IO), (+- 1. 

Residui yuadratici 1, 3, 4, 5, 9 
Eon residui 2, 6, 7, 8, 10 

(y) = I per a=O, 1, 4, 7, IO 

r*) = - 1  per a = 9, 3, 5, 6, 8, 9 

Per ci6 ( a r )  assuinerà la forma ( A )  per E =O, 1, 4, 7, 10 e la (B) per 
a = 9, 3, 5, 6, 8, 9 

x = l  0 , 1 7 1 , 9 7 3 7  5 ,8 ,2 ,  IO, l ,O, l . . .  ( A )  

G C = ~  O, 1, 9, 5, 1, 7, 4, 4, 1, 6) 2, -1, O, -1, -9, -5, -17 - 7 ,  

-4, -4, -1, -6, --8, 1 ,0 ,  l... ( B )  

(p")  = (3" f (x) = z2 - x - 1  (&)=+l .  
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Resti : + 1 2 (a + 1). 
Non resti : + x + (a  - 1) p = f (x + 1) 

Per a = * x, t (x - l),  t (a + 1) si presenteranno percib soltailto suc- 
cessioni del tipo (c) ( $  3) 

( * f G ) p ; ) = ~  per K = O  

(y,? a )  = - I per a = &  1. 

Per a = O si ha la 
O 1 0 1 0  ... 

del tipo ( A ) ;  e per a = f. 1 le due 

entrambe (§ 7) del tipo (B). 
9) Consideriamo, supposto or =I- 0, insieine alla (a), la frazione continua 

periodica 

le cui successive ridotte 

hanno per numeratore un termine di (a) e per deiiominatore il precedente. 
Manifestamente dalla periodicità di (Y) segue che anche le (2) costitui- 

scono nna successione periodica tra cui figureranno le ridotte: 
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indicando con yuest'ultimo simbolo un elemento che viene nggiunto a yuelli 
costituenti il campo e definito dalla eguaglianza (*) 

con gli altri elementi del cainpo stesso secondo le leçgi: cc + h = h + oo = oo; 
A.oo=m.A=oo 

ne1 inentre clie la frazione indetern-iinata 

Cr. 
si assume eguale ad - - 

Y 
Notiamo intanto che se la (cc) ha la forma (B) le ridotte provenienti dalla 

seconda met2 del .periodo sono eguali alle corrispondenti della prima ($j 5); 
e se lia la forma (C) basta considerare quelle formate con gli elenienti del 
prinio quarto di periodo (§ 6). 

Cib premesso, proviamo clle le ridotte di un periodo o di uria parte ali- 
quota, devono esser tutte tra loro diverse. 

b b' 
Posto infatti che - = e che la seconda segus la prima, si trova su- a a 

b' 
bit0 che non pu6 essere nulla poichè, ove cib fosse, sarebbe pure nulla 

a 
b 
- e b =O,  il che non pub essere poichè ne1 periodo pel caso ( A )  o nella a 
parte aliquota di periodo pei casi (B) (C) non vi sono altri terinini nulli oltre 

b' b 
quel10 iniziale. Parinienti -? non pu6 essere oo, non potendolo essere - a a 
Se le due ridotte che si suppongono eguali sono entrarnbe diverse da O e 
da ao, si avrà: 

b = a . k  b ' = a l . k  

(*) L. E. DICKSON, Linear groups with an exposition of the Galois field theorie. Leipzig, 
Teubner, 5 839, pag. 860. 
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e detti c, c' i termini di ( a )  seguenti b, b' ne risulterehhe: 

Se due ïidotte intermedie sono eguuli, risultano eguali le successive e 
b' 

cosi di'seguito. Bla tra quelle che seguono s' incontra in ogni caso una 
a 

ridotta nulla (+ , 2 O )  serondochè ( a )  lia la forma (A) (R) (C) per cui 

nuovamente ne serrebbe l'esistenza di una ridotta nulla intermedia, il che 
non pu6 essere. 

Esempio p = 11 cc = 9 

IO  Detto a il numero dei termini del periodo di (a) se ha la 
forma (A) ,  O la inetà o la yuarta parte se ha la fornia (B) O (C), poiigasi: 

e si consideri l'espressione : 

Se in essa al posto di x poniaiiio successivainente 
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vale a dire la sostituzione (1) del gruppo lineare totale sopra i p" + 1 indici (*) 

x1=0, X , = l ,  . . . ,  X i . . .  00 

contiene il ciclo : 
(al a 2 . .  . sc). 

Indicando quindi con D il discriminante a+ 4 dell'eyuazione 

si trova che se -- if;,) = 1, la (8) ne1 campo (pH) ha due radici distinte z , ,  z2 

per cui la (1) (**) lascia fissi i due elementi z, ,  z, ed il suo periodo è divi- 
sore di ( p "  - 1). 

Ma il predetto èiclo fa parte della sostituzione che è regolare, per cui 
ne viene clie G sarà un divisore di (p"  - 1). 

Se D = UV 4 = O, la (2) ha una radice .doppia ed (1) lascia fisso un 
solo elemento ed è a periodo p, per cui eguale a p sarà anche o. In  fine se 

i%) = 
- 1, la (2) è insolubile in (p"), la (1) sposta tutti gli indici ed il 

suo periodo è divisore insieme con o di pu+ 1. 
11) Cib premesso, dimostriamo il 

Teorema : « Se 1, esistono qr ( p u  - 1) termini a pei qua11 

Se a è uno qualunque di essi, i ci - 2 elementi 

sono radici dell'equazione : 

(*) L. BIANCHI, Lezioni sulla teoria dei gruppi d i  sdstitztzioni, ecc. Pisa, $ 39, pag. 87. 
(**) DICKSON, 1. C. 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XVIII. 34 
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i cui coeficienti, ad eccezione dell'ultimo, coincidono coi primi I; - 9 elementi 
della successione : 

1 GC GCs+l u S + 9 u  ... » 

Poicliè (- 1) è per ipotesi un non resto, l'insieme dei compleinenti dei 
non residui coincide con quel10 dei resti, e poicliè le radici primitive di ( p w )  
appartengono ai prirni, saranno solubili tutte le equazioni del tipo 

dove gi è una yualunque delle p (pu - 1) radici primitive. 
Sieno +-r i  le soluzioni di (2 )  e si determini s+ si in niodo che 

(&ri) ( e s , )  = - 1. 
Posto quindi : 

a = y i + s i  - a = - r . - ~ .  

(ri ,  si),  (-- ri,  - si) saranno rispettivamente le soluzioni di 

Se ora si considerano le sostituzioni : 

essendo, per costruzione, solubile (3), si ha che D = (t a)2 + 4 è un residuo, 
cioè sono entrainbe ellittiche (a periodo divisore di pu - 1) e che la prima 
lascia fissi gli indici ri, s i ,  e la seconda -ri,  - si. 

Se poi si trasformano le (4)  mediante le sostituzioni: 

le trasformate lasciano fermi gli elementi O, ao assumendo la forma: 

con periodo in forza di (1) e (2) eguale a pu - 1. 
Ma le (4) come simili alle (5) avranno pure per periodo (p"  - l), e sic- 

corne spostano effettivauiente p" - 1 indici, devono constare di un unico 
ciclo. 
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Se ora si considerano le successioni (manifestamente del tipo (A)) ,  poichè 
(& a)2 + 4 è un residuo (5 8 a))  

0, 1, k a ,  a2+1,  t _ a 3 + 9 a  ,... 

detto o il loro periodo, si ha (§ 10) che i cicli 

fanno parte rispettivumente delle (4), ed essendo quest'ultime regolari ed a 
periodo (p" - 1) segue che 

a = p U -  1. 

Dividendo ora zpU-l - 1 per z" -t z - 1 si ottiene manifestamente per 
resto zero e, coine è facile provare, i quozienti sono dati da 

per cui le due: 
Q (8)  = 0 Q' (2) = O 

avranno rispettivamente per radici 

Per ogni radice priinitiva g, esistono due elementi f u che soddisfano 
all'enunciato del Teoreina. 

Notando poi che le radici primitive sono due a due reciproche, si scorge 
che le radici d i :  

1 
8 2 = - -  

gi 

1 
sono + - = t si per cui si scambiano tra loro r con s ed 'alle due g,, 

ri 
1 
- corrisponde la stessa coppia -t- a. 
Si 

Pariinenti da due radici primitive y,, gj aiverse, e non reciproche, non 
pu6 derivare la stessa coppia. 

' Infatti, qualora cib fosse, dovrebbero sussistere le : 
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1  . . 3. 
e quiiidi O sarebbe r,==r, e gi=gj(*) ;  oppure r,=s,=- - e qu lnd~  = - y* 

rj 5 
1  

cioè, in fine, = - g,  in ogni cas0 c,ontro l'ipotesi. 
-- gj  . . 

Ma nel' campo esistono ' ( p u  -9 coppie di radici primitive reeiprocbe, 2 
per cui ne esisteranno altrettante di eletnenti 2 a tali che per essi la suc- 
cessione (cr) del tipo (A) ha per periodo G =p" - 1. 

Esempio. 

+ 1) O, 1, 1, 9, 3, 5, 8, 9, IO,  1, O - . . 
-1) O, 1, - 1 7 2 ,  -3,  5,-8, 9, -10, 1, o . . .  
+4) O 7 l , h , 6 , 6 , 8 , 5 , 7 , 1 , @  ... 
- 4 )  O, 1, -4, 6, -6, 8, -5, 6, -7, 1, O . . .  

che sono radici di; 

mentre 
4 1 i = - 1  q ' - - 2  q f 3 = - 7 . . .  qr8=-IO z - 

soddisfano a : 

Q ~ ( z ~ = z ~ - z ~ + ~ z ~ ~ z ~ + ~ z ~ - ~ z ~ + s z ~ - I o z + I = o .  

12) Per passare all'estensione del precedente risultato, facciamo notare 

che nell'ipotesi - 1 se un elernento a del campo è un non resto, 

l'esponente h cui appartiene dev'essere pari. 

(*) Essendo (- 1) un non-resto, rimane escluso per si è notato in principio che 
povsa essere gc = - g j .  . 
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- - 

Aiiiinesso irifatti il contrario, h corne divisore dispari di pu - 1, 10 sarebbe 

pure di Y'-; e quiildi K radice di 2 

sarebhe, contro l'ipotesi, un resta 
Inoltre se 

è unii sostituzione ellittica che lascia fermi gli inciici x , ,  z, la sua trasfor- 
iiiata mediailte 

si riduce alla forma: 
T - ' S T = - 2 . 5  

il cui periodo coincideiido con l'esponente cui appa.rtiene (- s" non residuo, 
dev7essere necessariamente divisore pari di p" - 1. 

Riferendoci ora al 5 11 si pu6 enunciare il Teorema: « Se 8 è un divi- 
sore pari di pn- 1, esistono y (8) elementi u pei quali 

Se or è uno qualunyue di essi, i G - 2 eleineiiti : 

sono radici di 
Eu-2 + q . - . + 1 = 0 

i cui coefficienti, ad eccezione clell'ultiino, coincidono coi priini G - 8 ter- 
mini di 

1, a, a 2 + l ,  a-t8a ,... » 

La diinostrazione è del tutto maloga alla precedente : hasta solo ricor- 
dare che una sostituzione frazionaria è reçolare. 

Premesso ora che, nell'ipotesi -- - - (a- l, oltre ad essere p della forma 

4 k - 1, il grado n della funzione modulare non pu6 esser pari poicliè, ore 
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cib fosse, 

sarebbe divisibile per 
z2+  1 

e (- 1) quindi un residuo, segue itnmediatnmente clie p" - 1 è il doppio d'un 
numero dispari e clle se si fa percorrere a 8 la serie dei divisori pari di p" - 1 
si ha : 

pn - 1 cla cui risulta che vi sono - 2 elementi a pei quali UV 4 è un quadrato 

e la -- il ' + ellittica. Ma qiialora sia a" 4 un reesto la ( a )  assume la forma ( A )  
9 

(§ 7) per cui esisteranno altrettante successioni dello stesso tipo tra le yuali 
sarà da coinprendersi la 

O 1 O l . . .  

per a = O corrispondente a 8 = 2. Stabilito cos1 che dei p" elementi del campo 
pu - 1 

ve ne sono - pei quali (cc) assume la forma (A), si doinanda qua1 fornia 9 
prenderà la (u )  pei rimanenti e di qual tipo sarà la corrispondente sostitu- 
zione. 

La questione 6 subito risolta ove si consideri clie se (- 1) è un non 
resto e si comprends Io zero tra i quadrati, vi sono 

P" + 1 eleinenti a pei cjuali a - 4  è un quadrato, e -- 2 pei quali non 10 è (*), 

a + ' ellittiche per cui esisteranno rispettivamente altrettante sostituzioni - 
Z 

e successioni (A), od iperboliche e successioni (B). 
13. Seinpre nell'ipotesi die  (- 1) sin un non resto, se LE,+, è il primo 

termilie di ( a )  che, dopo l'iniziale, sia ~iullo, si dirà clle a appartzene all'in- 

(*) DICKSON, Liriear 01-oups. Cap. IV, 9 67. 
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dice o. Corne è noto 
x , = t l  

1 
secondo che (a) ha la forma (A) O (B) e rispettirainente G = s O G = S .  2 

Si presenti il caso (A): si avrà allora x, = 1, G = s e (i divisore pari di 
pu - 1 (3 10) ed inoltre (S 4) della forma 8 k -+ 3. Reciprocariiente se o è un 
divisore pari di p" - 1 sappiaino (S 18) clie esistono cp (c) eleinenti a cui cor- 
rispoiide una successione di periodo c e del tipo (A), per cui sarà G = 8 k + 3. 

Notianlo inoltre clle il termine di posto (ac+2) in (a) lia la fornia: 

conle si ricava facilinente anche senzn ricorrere all'equazione caratteristica 
della successione (*), e per seinplicità si coiivenga di chiainare ellittico od 
iperbolico un termine a secondochè per esso la (a) assume la forma ( A )  O (B). 

Ci6 premesso diinostriaino il 
Teoreina : << Se c è divisore pari di ( p "  - 1) e se applicando alle due 

funzioni dell'indelerminata x : 
- 1  1 0 - 2  - 1 

(C)  7 (21) 

il procedimento delle successive divisiorii si ottengono v resti della forma: 

rispettivaniente di grado G - (i + 2) ed aventi l'unità corne coeficiente del 
termine più elevato, anche il resto successivo, qualora non sia identicaiilente 
nullo, avrà la stessa forma soddisfacendo alla stessa condizione. » 

Sia da prima v dispari: dalla relazione 

e dall'ipotesi per cui il grado di un resto supera di un'unità quel10 del se- 
guente ed è sempre eguale ad uno il coeficiente del terinine più alto, si 
ricava 

Rv+i = Rv-1 - R - 16-(~+1+" ) ] ( ~ + 1 )  * - (z) (2) 

i n  cui O sarà o-(v+l+9)=v+l e quindi Rv+, = O, oppure G-(v+l+S)>vf 1 

(*) PINCHERLE,  Leziorhi di Alyebra cowzplemeutare. Volume I I ,  3 4.61. 
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nei quali casi resta pro~rato quanto si voleva: inentre invece è da escluclersi 
che sia . 

G - ( v + 1 + ' 2 ) . < v + l  

poichè, dovendo aversi 
. - ( V + ~ > V  

senza di che II,, contro l'ipotesi, O noli sarebbe di graclo 6- (v +9) o non 
avrebbe egusle ad 1 il coeficiente del termine più elevato, rie verrebhe di 
coiiseguenza clle dovrebbero sussistere le disuguaglianze : 

G < ~ ( v + I ) + ~ ;  ~ > ' 2 ( ~ + 1 )  
e cpindi 

G = 2 ( ~ + 1 ) + 1  
inammissibile per G pari. 

Analogamente, se v è pari, ne1 qua1 caso si lia : 

e cos1 pure non pub verificarsi 

percliè porterebbe di conseguenza u = O  (inod 4) da escludersi poicliè (p" - 1) 
6, corne si è visto ($ 19)) il doppio d'un numero dispari. 

Resta cosi provato clie in ogni caso R,,, kddisfa alle ricliieste condizioni. 
Da quanto precede risulta che, non potendo prolungarsi iiidefinitamente 

la serie dei resti e non potendo cliiudersi'con un resto di posto dispari, cib 
accadrà per uno di posto pari e precisamente per 

per cui si conclude che : 

è il iiîassinio cornun divisore delle due funzioiii 
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Ci6 preinesso, se a è ellittico ed appartiene a o O ad un suo divisore 
dovrà essere una radice dei sistemi 

Cercando ora il inassirno coinun divisore tra le due funzioni 

si ricnva da1 Teorema testè diinostrato, facerido O =p" - 1 ed osservando 
che in ogiii cas0 

soddisfa alle prescritte condizioni, che esso vieil da.to dalla somma 

Di ronseguenza tutti gli elementi ellittici süranno radici di 

p n -  1 
e siccome (S 29) essi sono in nurnero di - 

B 
7 il loro irisieine dorrü coin- 

cidere con quel10 delle radici stesse. 
Parimenti se o è divisore di pn - 1 della forma 9 8 con 8 dispari, sap- 

piaino (§ la) che esistono p, (G) = 9 (9 8) = ( 8 )  elementi ellittici d'indice o, e 
siccome cib avrà luogo per ogni G' = 9 8' divisore di G, segue che facendo 
percorrere a G' la serie dei divisori di o del tipo.2 8' si ha:  

. 

e si conclude che se a soddisfa alla predetta condizione, gli elementi ellittici 
appartenenti a G O ad un suo divisore della stessa forma sono in numero 
di u. Se ora si osserva che ogni a 'ellittico appartenente a a O ad un suo 
divisore '2 8 deve soddisfare alle due 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XVIII. 
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cercando il m. c. d. tra le due 

si trova corne prima. che esso vien dato da:  

e si conclude quindi che gli eleinenti ellittici in questione coincidono con le 
radici di 

PA (3 È poi palese che il polinomio Z' ' sarà divisibile per Z - . 
14) Si ponga ora 

e sia a = 8 8 un suo divisore. 
Corne è noto (*") le due serie di numeri: 

p u -  1 dove si è fatto ---- 2 - Q, e di cui la prima si ottiene dividendo Q per tutti 

i prodotti dei fattori primi p presi due a due, quattro a quattro, ecc., e lit se- 
conda per tutti i prodotti degli stessi fattori presi uno ad uno, tre a tre, ecc., 

conteiigono un egual nurnero di termini divisibili per 6 =z - B 
Cid prernesso, si consideri l'espressione : 

(*) A questo risultato s i  perviene pure valendosi solo delle relazioni stabilite nei primi 
paragrafi tra gli elementi di un periodo O sottoperiodo. Analogamente pel casa iperbolico (fi 17). 

(**) DIRICHLET, ZahZentheorie. Supplement, 3 138. 
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in cui i prodotti del numeratore e del denominatore s'intendono estesi a tutti 
gli indici rispettivamente delle due serie precedenti. Si consideri ora uno 

- (3) 
qualunque dei fattori del numeratore (O denominatore), p. e. Z "'pj : egua- 

'" - l le cui radici coin- gliato a zero ci darà uii'equazione di grado -- = - 
Pi Pj 2 PiPj 

pu- 1 
cidono con l'insieme degli eleluenti ellittici appartenenti a G = --- O ad 

Pi Pj 
un suo divisore doppio d'un numero dispari. 

Sia cc uno qualunque di essi, ed appartenga a G' = 2 8'. Ciascuna delle 
predette serie conterrà un egual numero di termini multipli di A', ed in Z(Y(Q)) 
esisteranno sia al numeratore come al denominatore un egual numero di fat- 
tori Z divisibili per ( z  - a) e ci6 corrispondentemente a tutti quegli indici 
multipli di 8'. Risulta da cib che Z(q(Q)J è un'espressione intera di grado 

clle si annullerà per tutti e solo quegli eleinenti ellittici appartenenti all'in- 
dice u = p m  - 1 e che abbiamo precedentemente stabilito essere in numero 

Del pari, se 6 = 2 8 è divisore di pu - 1 si potrà costruire l'equazione: 

di grado cp (D) le cui radici coincideranno con l'insieme degli analoghi elementi 
d'indice a. 

Esempio. p = 31, a = 10 
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15) Sia ora r un elemento iperbolico appartenente quindi ad un in- 
dice a divisore di pn + 1 = 21". q. Il nuinero s dei termini del periodo coiii- 
pleto della ( x )  sarà in questo caso eguale a 2 I; e della fornia 8 k (S 5),  per 
cui d = 2 p' . 8 dove p' 2 2 e 8 dispari. 

Diniostriamo, in primo luogo, che p'= ,u, cioè che c è contenuto in p" + 1 
un nurnero dispari di volte. 

Poiiianio che cib non sia, e che si abbia invece p" + 1 = 9 q'. 6.  I termini 
di posto 2 G, 3 G,. .., 2 p' . cl saranno alternativainente eguali a t 1 ed i suc- 
cessivi nulli, per la qua1 cosa cc dovrebbe esser radice conlune delle eqiiazioni : 

- = 1 $)"' = O. 

Ma applicando alle due funzioni ; 

l'algoritmo delle successive divisioni, si trova corne altrove la catena di resti: 

1 resti di. posto dispari non possono annullarsi, e percliè ci6 avvenga di 
uno di posto pari è necessario che s ia:  

che non pu6 verificarsi essendo p" - 1 il doppio d'un nuinero dispari ($ 14). 
Le due predette funzioni sono quindi prime Ira di loro e cade l'ipotesi 

relativa ad a. 
16) Appartenga a a 6 = P. d e per brevità si rappresentino i termini di 

con 
O, 1,.  a('), a('), . . . , = - 1, a" - O . .  - . 

e si ponga 
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In virtù del 10 si ha che il ciclo 

C- (w, Q I ,  Q Z  , . . . , q6-2 , ~ l ~ - ~ j  ( C Z - ~  = 0) 
fa. parte clella 

Lx,"+-1 s=-. 
Z 

Lü S pure iperbolica e regolare ha per periodo c, e con 10 stesso pe- 

qualora sia v primo con c. 
La Su conterrh quindi il ciclo : 

dove gli indici sono presi inod o. 

Si trasfortni ora la S q n  modo che Cv si camhi in un altro clle, cornin- 
ciando ancora con m, si cliiuda con l'elemento nul10 y,-, . 

A ta1 uopo bisognerà trasformare Sv con una sostituzione T del gruppo 
lineare in modo che ad ao sostituisca ao e 10 O a q,,-,,, , corne è seinpre pos- 
sibile data la transitività multipla del gruppo. 

Per determinare q,,-,,, , basta osservare che in S v  esso viene rimpiazzato 
da ao, per cui coinciderà con quell'elemento che in S-' sostituisce I' W. 

Ma 
a (v -2 )  - a ( v - l )  s-v = - t t (v- l )  . Z + a(!'' 

e si ricava quindi: 
alv-2) 1 

qp-I)u = 7) = - - - q v -  1 

per cui la T che trasforma Cv ne1 modo richiesto sarà la T = k . z +- 1 dove 
k, A vengono cleterminati da :  

Ora : 
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ed eseguendo le operazioni : 

' ( 9 - 2 )  

e sostitueiido k a 1, dopo .facili riduzioni si ottiene :, 

Ma per la nota proprietà delle ridotte di una frazione continua, essendo 
v dispari : 

(&'))= - a(v-2) = 1 

e ponendo k = a('-') risulta infine : 

sostituzione del10 stesso periodo G della - ' " + l ed a cui corrisponde la suc- 
z 

cessione pure iperbolica : 

Dico in primo luogo che per v<o-  3 ,  cc(*)+ rc(*-" sarà sempre diverso 
da a. Se infatti ci6 non avesse luogo, sarebbe: 

S v  .T= T . S  

vale a dire 
(T-l)-' . S .  T-' = SV. 

Ma T-' non pub coincidere con una potenza di S poichè non sposta 
i'indice m, e quindi (*) dev'essere di sec.ond'ordine e cosi pure la T. 

Ora la 
T = C((~-')  + tI(9-2) 

(*) SERRET, Algèbre supérieure. Tom. II, § 483. Quivi la condizione che T sia di second'or- 
dine è data corne necessaria iiell'ipotesi che Ss ia  dell'ordiiie p f 1 e limitatamente al campo ( p ) .  
Esseiido m pari, la stessa dimostrazione si adatta al caso piii generale considerato. 
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al10 O sostituisce a'v-'', e poichè è di second'ordine, ad  deve sostituire 
l'eleinento nullo, cioè dev'essere : 

Ma a'vp2) = O non è aaininissibile per 1 < v < G - 1, e d'altra parte la : 
a ( v - l )  + 1 = 0 combinata con 

e quindi a'" = O clle è pure da eschdersi per v < a - 1. 

Per v = G - 1 si lia : 

T =  a( ' - l )  + CI(v-P)  = z + %(6-3) 

dove 
= = - 1 ; ~ ( ( a - ~ )  = x,,-~ = a 

per cui: T = - z +  cc, la quale trasforilia effettivaniente S in S"-' = S-' ri- 
sultando, poichè cd--') = = 0: 

Insierne ad a esiste quindi un altro elemento a'"+ dV-" del10 stesso in- 
dice e pure iperbolico. . 

Ora se p. < G - 1 è primo con u e diverso da (o - v ) ,  a'@ + a'p-') sarà 
pure un nuovo elemento iperbolico d'indice G e diverso da dV)+ a(v-'). Se 
infatti: 

a(v) + a(v-2) = + q(p-2) 

posto T,  = dl"-'). z + a 'P. ') dovrebbe aversi : 

da cui: 
SP = ( T .  TT')-' . S v .  (T T l1 ) .  
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Ma. essendo !#, v entrainbi prinii con G ordilie di S, SË* si pub coiiside- 
rare coine una potenza di Su, per cui, conie prima, la T TL' dev' essere di 
second'ordine, cioè (T TF')" 1. Posto ora in luogo di T e T,  le loro espres- 
sioni ed eseguiti i calcoli risulta: 

- 

Percliè yuest'ultiina si riduca all'identità è necessario e sufficiente clie 
si abbia: 

(c((v-2) - a(p-") (a(y-') + CC+-l ) )  = 0 

( & - 1 ) ) 2  = (CC(p-l))2* 

Coiniacinino da1 h r  vedere che non è ainmissibile 
&-O) - C((p-2) - -0  

poicliè, ove cib fosse, in base alla precedente ipotesi dovrebbe aversi: 

che, in virtù della relazione fondamentale tra i termini di (a ) ,  non è coin- 
patibile con 

a ( v - l )  = + a(p-l) 

tanto che si adotti il segno +, conle il segno -. 
Dovrà quiridi essere 

+ a ( ~ - l )  = 0 

senza clle sia nul10 l'altro fattore, ed allora da. questa e dalla 

e quindi anche: 

Dalle : 
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in forza dei risultati psecedenti si ricava: 

da. cui si ricava, supposto. p > v, clle gli eleiiieriti di ( a )  siminetrici ad dl*) ed 
, p - 2 )  alla destra del pritno ed alla sinistra del secondo sono ülternativamente 

co~nplementari ed eguali, per cui yuando da una parte si raggiunga lo zero, 
lo stesso avviene dall'altra parte, per cui si conclude che alla l m  volta a(*) ed 
dV a) sono siinmetrici rispetto ai due zeri clle aprono e cliiiidono il semipe- 
riodo di (a ) .  Ma a(*) ed a'"-" occupano rispettivanieute i posti d'indice p. + 2  
e v per cui (S 8) dovrà essere 

~ + B . + V = C + ~ .  

Resta. cosi provato clie per p. >, li - v,. a(*) + s'fi-') è diverso da dV) + (v-"'. 

Reciprocarnente, se ,v. = G - v , sono nella pretletta simiiietria i termini: 

Ma essendo la. (ol) del tipa (B) due termini-di un semiperiodo sinme- 
trici sispetto ai due zeri che lo comprendorio, quali x,-v ed XV,, sono coin- 
plenîentari od eguali secondochè v è pari O dispari e cosi pure dicasi di 
ed x,,, per cui essendo p., v eitrambi dispari, risulta: 

sono i priiiii -- (O) numeri infesiori a o e prinii con ,esse, le, T, 9 (') succes- 
2 

Annali d i  Matematica, Serie 111, Tonio XVIII. 36 
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sioni ( a )  

O? 1 ,  ( ~ ( ~ d )  + . . . 

saranno tutte tra loro diverse e del10 stesso semiperiodo a. 

Se o ra  ad a si sostituisce (- a), la S e la T si cambiano in 

e si ottiene: 

s con 10 stesso proeedimento si viene a constatare l'esihenza di suc- 2 
cessioni 

O, 1, (- ,#) - u(V-")), . . . (9) 

tutte tra loro diverse ed a semiperiodo c. 

Inoltre le (8) sono tutte distinte dalle (1) .  
Per provare cib, basta in primo luogo osservare che le sostituzioni del 

tipo Ti S: T ,  si possono anche ricavare trasformando le potenze di S con la 

per cui se una delle (2) coincidesse con una delle (1) dovrebbe aversi per 
la biunivoca corrispondenza tra le successioni (cc) e le sostituzioni del tipo 
x z t 1 .  

9 '  
T-' SI" T = T',' S* T', 

sr = (T', T - ~ ) - I  sV ( T ' ~  T-il 
e quindi : 

(Ttl  T- 'y  = 1 

e sostituendo a 2'" e T le loro espressioni 

e ripetendo 10 stesso ragionamento si prova, anche in questo caso, c,he ove 
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non sieno e v cornplementari mod a, non pub sussistere la: 

(T', T-')2 = 1. 

Le ('2) sono quindi tutte distinte dalle (1). 
Se quindi esiste un elemento iperbolico a d'indice u, ne esistono altri 

$J (4 - 1. 
Resta a provarsi che non ve ne sono altri. 
Supponiamo che tutti quelli esistenti sieno 

a cui corrisponderanno altrettante sostituzioni 

u ; . z + l  
8, = 2 

di periodo o, b si trasformino quest'ultime con tutte le sostituzioni 

dove a, P possono assuniere tutti i possibili valori (elementi del campo di 
GALOIS), esclus0 per a il valore O e che sono in nunlero di p" (p*- 1). 

Otterremo cos1 un sistema di p" . ('@ - l )  . 8 sostituzioni a periodo a del 
tipo : 

Poniaino ora che due delle (3), la precedente e la 

sieno eguali. Perchè ci6 sia è necessario e sufficiente che i loro coefficienti 
sieno eguali, cioè che: 

dall'ultirna delle quali risuIta: 

non pub sussistere poichè (- 1) è un non resto; per eui allora ira a, a,, qua- 
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lora non sieno. eguali,:e con' ci6 = p, , cc = U A ,  po tra aver liiogo la sola re- 
lazione 

idle trae .con sé fi = - FI ,  ai  = al. ' . 
Se due delle (3) sono eguitli, a, ,  P, sono rispe ttivainetite complementari 

1 
di a e F ed cri = T A  e reciprociimente, per cui le (3) .iii iiuinero di p'"pn - 1) 2 
sono tutte tra loro diverse. 

Ma le sostituzioni a per iodo .~  sono in questo caso (*) in numero di 
1 . . 

p" (p" - 1) (o), per eui si concl~~de  clie s = rp (o). 

Per ogni 6 =  9. 8 esistono. quindi:y(o-) eleinenti iperbolici d'indice a O 

non, esiste alcuno. 
i <- 

s* , M a  se G .percorre .la. serie dei divisori di pu + 1 = 9. q e del tipo 9.8 
I . . . . , . , . 

si ha 

che è brecisamente il totale deçli eleinenti iperbolici, per cui se per lin certo 
indice o venissero a inancare,,per qualche altro o' dovrebbero essere i~ nu- 

< .  

mer0 inaggiore di y (d) e quësto non essere. ' 

Concludiaino quindi col seguente 
Teorema: « Per ogni divisore u di pu + 1 = 2 P .  q e della forma 9 .  a', esi- 

stono p (a) elementi iperbolici d'indice 'G. 
Se z è uno qualutique di essi, il loro insierne vietie rappresentato da: 

numeri inferiori a o e prirni con dove vi è uno qualunque dei primi -- 2 
esso B. 

Possiamo ancora aggiungere le seguenti considerazioni. 
Si è dimostrato (3 18) che se c è divisore pari di pfl - 1, esistono y (G) 

eleinenti ellittiei d'indice a: con 10 stesso procedimento seguito pel caso iper- 
bolico si pu6 pure diinostrare clie se ai  è uno di yuesti, il loro insienie vieil 

. (*) SERRET, ~ l ~ è b r e  supérieure. T. II, 5 470-871. 
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dove vi  perc'orye la sericl dei lg (G) nurneri inferiori a a e primi con esso. 
JJa rngioiie della non completa coincidema. della (4) con la (5) risiecle in 

ci6 clle ne1 cüço elli ttico si lia : 
&) = - C( (v -2 )  

.(p-2> = - &) 

$,.(,A + &-2) = _ (a'V' + a ' ~ - 2 '  ) 

qualora siü y, + v = u poiclk due termini x W  = x,,, , a('-') - - x, simimetrici 
rispetto ai due zeri clle aprono e cliiudono il periodo (il semi-periodo ne1 
caso iperbolico) sono egunli o cornpleinentari seeondochè p. è pari o dispari. 

17. Posto a = p" + 1 applicando il procedinien ho del $j 13 si trova su- 
bito che il massinio coinun divisore tra le funzioni: 

A(=-') (2) À ( u - ~ )  (2) + 1 
è dato da: 

e si trova ohe i --- eleinenti iperboliei appartenenti a p" + 1 o ad un suo 2 
divisore soddisfano all'ecpa.zione 

P ' J  

z "O 
p n + l  che è appunto di grado --- 2 .  

Parinienti se 6=  9. O, tutti gli ele~centi che appartengono a 5 O ad un 
suo divisore O' = 2 P  . S' saranno radici comuni delle dile : 

i cui priini membri, con procedimento analogo a quel10 usato al 8 13, ain- 
niettono il in. c. d. 

0 u - 0-4 - 
A' (a )  +'h ' (2) = Z B 

di grado eguale al nuniero degli eleinenti in questione. 2 
Se poi O, pur essenclo divisore di p" + 1, non è clelln forina predetta, per 
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le due funzioni 

ha-' (z j  'ho-2 (2 )  + 1 

non valgono più le argomentazioni del § 13, ed in questo cas0 il loro m. c. d. 
eguagliato a. zero non pu6 esser çolubile ne1 campo (p") poichè (S 15) non 
esistono elementi iperbolici d'indice o. 

Pm+ 1 Egualmente, posto p" + 1 = 2~ . py pp  . . . e - - 2 - Q,  le due serie : 

3 
contengono lo stesso numero di termini divisibili per - (G = 9 .  a), e corne B 
al § 14 si prova che l'equazione: 

in cui i prodotti del numeratore e denominatore s'intendono estesi a tutti '  
gli indici delle due serie precedenti, s a r i  soddisfatta dagli elementi iperbolici 
d'indice G = p" +- 1 in numero di pr (2 Q) = y ( p" + 1). 

G 
Una equazione analoga, posto Q = -, si avrà per ogni divisore G soddi- 

92 
sfacente alle volute condizioni. 

Esernpio: p = 93. 

L'equazione le cui radiei sono i '3 = 12 elementi iperbolici è: 
92 

clie è soddisfatta da 

ai quali corrispondono altrettante successioni iperboliche. 
Esiste un solo divisore di p t 1 della forma G = P. S e questo è a = 8, 
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8 
e l'equazione che ha per radici i p (8) = - elementi d'indice 8 è data da 

9 

che è soddisfatta da 

, c = t 4 ,  c7 

ai quali corrispondono successioni d'indice 8. 

P + I  Posto Q = - = 12 l'equazione agli elementi d'indice 24 è : 
2 

e questi sono 
a = & ! ,  2 6 ,  2 8 ,  * i l  

a cui corrispondono successioni di seiniperiodo G = 24. 
All'incontro per u = 4 si trova : 

insolubile in (p) poichè essendo 93 della forma 8 K -  1, (- 2 )  è un non re- 
siduo. 

Cosi pure per c = 6 si ha che il m. c. d. delle 

è dato da: 2 s 2 +  2 che eguagliato a zero dà un'equazione insolubile percl-iè 

18. Sia S =  " a + iperbolica e di periodo o = 8. 6, contenente il 
Z 

ciclo 
C =  (00, Pl7 Pz,. . . d. 

Ponia~no ora che v non sia primo con G ma che abbia con esso per in. 
6 

c. d. un numero d dispari: S v  apparterrà all'esponente - = P. 8' e conterrà 
d 

tra i suoi fattori C* che risulta in questo caso decoinposto ne1 prodotto di d 
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G 
cicli ciascuno dei yuali d'ordine e tra i quali figureri 

d 

y =  00, Qu, 4 2 9 , .  ( ' ( d - i l d '  
Si trasforini ora Sv in modo clie y si cambi in o n  altro Che coniinci con 

cio e si chiuda coi1 0, per il clle basta ricorrere alla sostituzione T=Av-l). Z + C I ( ~ - ~ )  

(S 1.6) ottenendosi cosi 

G 
avente per periodo - al pari di Sv ed a cui corrispolide la successione iper- 

d 
bolica 

O, 1, (a(v) + , . . . 

avente y lîer seini-periodo. 
d 

Con l'identico procedimento seguito al 5 16 si dimostra die  se 

sono la prima nietà dei nuineri inferiori a o ed aventi con esso d per in. c. d., 

saranno tutte diverse e di semiperiodo ed altrettanto dicasi delle 
d 

5 
Tutti gli elementi iperholici d'indice in numero di cp 

d 

% a ( ~ O  & a(~r-'4 

essendo x d'indice o. Facendo yuindi variare d da 1 a 8 risulta: 
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Notnudo ora clie gli eleiiîenti appartenenti d ' i n d i c e  O a d  u n  suo di- 
r;. 

visore, i quali tutti sono in iiumero di soddisfano all'equazionc 
B 

2 Z = O  

le cui radici sono raziorialineiite espriinihili in firiizione di unn qualuilque 
di quelle appartenenti all'indice c,  si scorge coiiie n yuest'ultiiiie coiiveilga 
l'epiteto di « primitive ». 

Cosi, a d  eseilipio, per p = 23 snp1)iniiio gih clie t 1 appnrtengpno al- 
l'indice B$ e si liil i l  seiuiperiodo: 

e fatto v = 1, 5, 7, 11, I'espressio~ie A a ( v )  -t dv-9 forliisce gli elenieiiti t 1, 
-+ 11, +- 6, t 1,; che si3110 qiielli d'indice 24; iiieii1i.e per v = 3, 9 ci d i  gli 

G 24 
elenienti t 4, +- 7 d'indice = 3 = 8 .  

Alle stesse conclusiotii ottenute in questo paragrafo per gli elementi iper- 
bolici, si giunge pure con analogo l~rocedihento per quelli ellittici. 

19. Sia x d'indice 1;. =P. S e d = D (6, v) u n  nuinero dispnri: coine s'è 
visto (S 18) 

R(v)  x ( v - ~ )  

Q 
appartietie all'indice 

d 
Indichianlo ora con 9 0  l'operazione mediante la cjuale si passa  di^ .J. ad 

a ( v )  + = 412 e proviamo che tutte le U V )  corrisponcienti a valori di v priini 
con u od aventi con a per m. c. d. u n  iiutiîero dispari, costituiscono un gruppo 
abeliano. 

z a+ 1 
Per ipotesi S = è pure iperholica. e d'ordiae G e la Sv trasfor- 

z 

mata con la  T = d v 4 )  x + Z(V--~) conduce alla 

d o ~ e  f(;', = d V )  4- y-(''-" è l'eleinviito generatore clella corrispondente succes- 
sione. 

Anituli rZi LMate~natica, Serie I I I ,  Toino XVIII. 37 
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0 
La S, d'ordine - ed iperbvlica si elevi alla potenza p, esseildo p tale clie 

d 

dl = D(%. p) sia ancara dispari, e si trasforrni quiiidi mediante 

La. 

G 
parimenti iperholica sarà di ordine -- e ad essa corrisponderà la succes- d . d l  
sione niialoga il cui elemeiito generntore sarà 

Si tratta ora di yrorare clle: 

Na conle risulta dallo stesso procedimento seguito ne1 deterriiitiarla 
a z +  1 .  (S 16), la sostituzione atta a trasfornlare una potenza di --- III un' altra 

2 

sostituzione del10 stesso tipo - , è unies, e tale s a r i  quindi la trasfor- 
Z 

a ' 
per cui si dovrà giungere allo stesso risultato anclie mata di ( y ] ' P '  

qualora s'inverta l'ordine delle operazioni rispetto agli espoiîenti v, p. Poichè 
quindi: 

O P .  0 9  = CIW + CIW-?) = ~ Y P  (x) = P.  6~ (z) 

resta cosi provato clie le 4" ove v soddisfi alle volute condixioni, costitui 
scoiio un gruppo abelimo. 

Un'analoga ditnostruziorie per il caso ellittico. 

Bologna, novembre 1910. 
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Sopra un teorema di esistenza per le equazioni 
alle derivate parziali del secondo ordine. 

(Di EUGENIO ELIA LET~I, a Ge~zovc~.) 

INTRODUZIONE. 

1. S i a  data un9erlu&one alle derivate pnrziaii ili secondo ordine in 
due variabili iiiclipendenti 

Accanto al classico' teorema di esistenza delle soluzioni di una tale equa- 
zione rispondenti ai dati iniziali d i  CAUCHY sopra uria curva assegnata, negli 
ultimi decenni si rivolse i'attenzione ad un  gruppo di arialoghi teoremi di 
esistenza in cui i dati iniziali sono assegiiati su  due curve diverse uscenti 
da uh punto 0. Il primo forse di essi fu yuello che occorre ne1 nietodo di 
Rre~axrv per l'integrazione delle equazioni lineari iperbolirhe. Tale gruppo 
di  teoremi di esistenza ha molta iimportanza nella teoria generale dell'equa- 
ziorie (1). Cosi teoremi di questo tipo, e precisainente del tipo più senlplice 
iii cui alineno una delle due curve sis una caratteristica di (1) (*), sono quelli 
che servono da una parte, corne ho ranirnentato, ne1 irietodo di RIEMBKN per 
l'integrazione delle èquazioni lineari, d'altra parte servono - seguendo il 
Gorriisa~ - a dirnostrare in modo rigoroso che una caratteristica seinplice 
di (1) appartiene ad infinite superficie soluzioni (**). 

Ma tutti cpesti studii presentano ancora grandi lacune, sia. da1 punto di 
vista delle furizioni analitiche, sia da yuello delle funzioni di variabili reali. 

(*) Lo stiidio di questo caso è dovuto a RIEMANN, DARBOUX, PICARD e GOURSAT. Si [loti 
perb che anche in questo caso particolare il teorenia per le equazioiii non lineari è provato 
soltatito ne1 caso analitico. 

(**) Su questn. applicazioiie vedi aiicora più oltre al il. 9 e il § III. 
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I risultati più cornpleti ottenuti fin qui possono raccogliersi nei due enuii- 
cin ti seguenti : 

1) L'eqzmaione s ia  lineccre nelle devivnte seconde con coefficienti funzioni 
d i  x ed y soltn~zto (*) ed cc cccratteristiche dislinte; talcl~è con m a  cowve~tiente 
trasformnxione d i  vnriccbili possn r i d i c ~ s i  alla f o m a  

, 

Sinno  date s141 pinno x y due cttrue y ,  e a tnngeute varinbile con con- 
timiitci che s i  tngl i~zo i n  zut pirnto 0 :  esiste i n  un campo attorno ad O zrnn 
erl zom solcc soluzione d i  (2 )  clle 8th y, e yt s i  ridtica CC due  funzioni asseyznte 
(che  p r e d o n o  i n  O 10 stesso vnlore), purcliè i l  birnpporto delle tangenti  n y ,  
e i j z  O e tlegli nssi  (die sono l e  caratteriutidle di (2)) si& i u  atotlttlo - 1 (**). 

(*) E ci06 a caratteristiche fisse su1 piano x y. 
("*) II lavoro principale ë qiiello del GOURSAT: S u r  ttn pvoblèrae relatif in. la  tltéovie des 

épuat iom,  etc. (Annales de la FacultF. de Toulouse, L e  Mcin., vol. 5, serie 2.&, 1903, pag. 405- 
436, Be &lem., vol. 6, serie B.", 1902, pag. 117-14%). Sullo stesso argonieiito é tornato iI GOURSAT 
receiitemeiite nella Meinoria S u r  un  pvocéclé alteriz6 (Annales de la ~ac i i l t é  de Toulouse, vol. 11, 
serie S.&, 1909). Il inetodo segiiito in quest'ultimo lavoro è in sostanza assai simile a quel10 
usato da1 FUBINI nella Nota: Di  alcurai nuovi  problemi a l  contovno, ecc. (Atti della R. Acca- 
deniia di Toriiio, 1!%). Citer6 ancora, tra i lnolti altri, i lavori di HADAMARD (Résolutiofl d'un 

problème a u x  liwzites, etc. (R~~llet in de la SociGté Matheniatique de France, 1904, vol. 39); di 
MYLLER (Run.rZwei thnufynbeu bei paq-tiellei~ Bifeq-entialyleicI~w~~yei~, etc. Math. Annalen, vol. 68, 
1910, pag. 75-106); di MASON (Ou  the l inear diffevential epuation of hgperbolic type, Math. An- 
nalen, vol. 65, 1908, pag. 570-575)'; del PICONE (Sulle e q u a z i o f ~ i  alle derivate pal-ziuli del se- 
conrlo ordigae d i  tipo iperholico. Rendiconti del Circolo Mateniatico di Palermo, vol. 39, 2 . O  sein. 
1910, pag. 349-316, Sopra un  problema dei  vnlori al  contorno ~zelle equazioni iperbolicke alle 
derivate parzictli del seconcl'ordine e sopra unn classe d i  equazioni iqitegrali che a quel10 s i  ri- 
connettoizo. Ibid., vol. 31, 1.O seni. 1911). T r i  tutti questi lavori il teorema di GOURSAT viene 
esteso ed approfondito, sia in quanto si geiieralizza la iiatura dei dnti iniziali, sia in quanto 
si sostitniscono alle condizioni esposte per le curve 7, e y, ne1 nostro eniulciato altre con- 
dizioni che ne1 caso che y, e y, abbiano un punto O a conluiie incl~~dono quelle da noi poste, 
sia infine in quanto si  determina con iiiagçiore cura il campo in cui è possibile dimostrare 
l'esistenza. 

Rilnaudiamo a questi lavori per tali stiidii che qui non ci iirteressaiio. 
La sola cosa che ci importa giustificare S una lieve differeiiza che compare tra il nostro 

e l'eiiiiiiciato del GOURSAT: il GOURSAT enuncia il teoreilla come noi abbiamo fatto più sopra 
solo ne1 caso che si tratti di funzioni aiialitiche, uel caso che si tratti di funzioni di va 
riahili reali aggiunge l'ipotesi che le curve y, e y, non separino le caratteristiche. La ragione 
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È da notare che cluest'ultiina condizioue è pure necessnt-in affinchè il teoretna 
di esistenza. -si& vero. 

II) L'epunxiotze e le fuîzxioni d i  czti s i  t rn t tn  s i n ~ z o  regolccri nmlitic71e. 
S i  ir)imagini che c o t ~  U I L  coimeniente c n t ~ ~ b i n ~ ) t e î d o  delle m r i n b i l i  indipet tdent i  
e delln f w z i o ~ t e  iucogni tn  le co i zd i~ ion i  itzizinli sicl~io ridotte (cuiiie seinpre è 
possibile se y, e y, noii sono tangenti ilel pimto di incontro 0) cc chiedere 
c l ~ e  lcc fzwzziorle si nîltzulli sugli nss i ,  ed nbbin n ~ ~ h e  derivate pl-ime e seconcle 
tzulle nel170rigitze. Sin nl lorn 17equn~ione  ridotta nella forum (*) 

Confrontianio i due enunciati precedenti. 11 campo fuiizionale in .Cui si 
applica il priiiio è assai più ainpio del campo funzionale in cui si applics 
il secondo. Anche la concliziorie iinposta in yuesto ultiino eiiunciato è di gran 
luiiga pih restrittiva di quella imposta ne1 primo: poicliè con un cainhiamento 
di variabili si pub redere che il siipporre in modulo =,- 1 il birapporto delle 
tangenti a y,  e y? e delle direzioni caratteristiche nell'eleinento iniziale'equi- 

di ci6 devesi ricercare ne1 fatto che per il GOURSAT in questo caso 7, e 7, sono due curve che 
escono da1 puizto O ,  O pih precisamente sono clzce seymet~t i  d i  curua che hatcg~o un estreiito co- 
m u n e  ne1 pur~to O; mentre noi abbianio richiesto che 7, e y, s i  tayliîzo i n  0, cioè a dire siano 
due segmeizti di curua che hnnno il punto O conte interno cowzune. Conie si vede, cpesto 
secondo modo di intendere ristabilisce un perfetto parallelisino tra il cas0 reale cd il caso 
analitico. Per iutte queste osservazioni vedi la seconda delle citate Memorie del PKONE. 

IY)  Perché alla equazione si possa attribuire la  forma (3) occorrerà che le direzioni ca- 
ratteristiche nell' elenlcnto iniziale (0000000) non siano nè coincidenti fra loro e colla dire- 
zione di uno degli assi, nè formino colle direzioni degli assi un  birapporto uguale a - 1. 

(+*) E questo teorema un.caso particolare di un teorenia assai generale del RIQUIER: S u r  
l'ezisteizee daiis certcciîas systèmes différediels des intéyrnles répondant i*. des conclitioizs i l L i -  

tiales d o i ~ i ~ é e s  (Annales de l'École Norriiale Sup., 290&). Questo lavoro è riprodotto ne1 Cap. X 
del volume Les systèmes d'équations e u x  dévivées partielles (Gauthier Villars, I 'J IO),  cfr. spe- 
cialmente il 11. 169. Altra dimostrazione assai sirnile in sostanza a yuella del RIQI'IER, ma 
esposta sotto forma assai nitida ed elegante, diede il GOURSAT nella Nota Sici. u n  théorème 
cl'existence (Bulletin de la Soci6té Jlathéinntiqur de France, l906\. 
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vale al supporre, colle tiotazioni del secondo enunciato, clie non sin 

1 ("1 A ( O O O O O O 0 )  B ( O O O O O O 0 )  reale e s -  . 
4 (3 

Invece l'enunciato II) si riferisce ad una classe di equazioni assai più 
a l ~ p i a  die  non l'enuixiato 1). 

Resta quindi aperta anclie da1 punto di vista delle funzioni analitidle 
la questione di portare lo studio dell'equazinne generale (1) quale in sostanza 
è studiata nell'enunciüto II), al10 stesso punto di conipiutezza elle quello del- 
l'equazione (9 ) ;  e ci6 mi pare di tanto più importante in quant0 clie i nie- 
todi usati per l'eyuazione (2) noil valgorio afhtto per ln (1); e d'altra parte 
il trattare a fondo il caso dell'equazione (1) pub indurre qualclie speranza 
di poter portare anche qualche iiiaggiore precisione neli'enuliciato geii~rale 
del RIQUJEH di cui, come si disse, II) non è clle un easo particolare (**). 

Da1 punto di vista poi delle funzioni di variabili reali resta da esaminare 
se e quando il tcorema di esistenza è rero per equazioni di tipo direrso 
'dalle (8). 

1 due prinli paragrafi di yuesto lavoro sono dedicati per l'appunto a sta- 
bilire che la sola condizione riehiesta per la. risolubilità del problema, ne1 
caso clie (1 )  sia a caratteristiche distinte, è quella clie compare nell'enun- 
ciato 1). 

(*) L'intima raçione per cui il inetodo di RIQUIER-GOURSAT porta alla condlzion~ (4) in- 
vece che alla (5)' sta ne1 fatto che esso coiisisle esseiizialmeiitr, coiiie pone in luce il 
GOURSAT, nello sviluppare la soluzione cercata di (3) in serie di potenze del paratnetro 
A = A (0000000j B (0000000). Bmmesso quindi vero, come mostrerenio ne1 presente lavoro, che 
la condizione di r:solubilità sia la  (û), si comprende come il GOURSLT ed il RIQUIER non rie- 

1 
scano a provare il teorema ehe nell'ipotesi (4), poichè il cerchio 11 I < - è realineilte il cer- 

4 
chi0 di convergenza della loro serie di poteiize. 

(**) I l  teorema del RIQUIER enuncia che un sistema di equazioni, soddisfacente a certe con- 
dizioiii molto generali che non è qui il caso di descrivere, è sempre integrabile con certi tipi di 
condizioiii iniziali, purchè i dati iiiiziali soddisfacciano a certe disug~iagliaiize. Se poniamo mente 
al caso particolare di tale teorema da noi esposto ne1 testo vedianio che un carattere delle 
disuguaglianzt! del RIQUIER è di escludere un insieme di dati itiiziali dipendente da tanti pa- 
rametri quanti sono quelli da cui dipende l'insieme dei dati per cui il probleina è risolri- 
bile; talchè non si pu6 dire che itb geîze~ale esista la soluzione. II sostituire la disugua- 
gliaiiza (4) colla condizione (5) fa si rhe l'insieme escluso veuga a dipeiidere da uil nuniero 
di paratnetri niinore di quello da cui dipende l'insienie accettato. E fa sperare che qualcosa 
di aualogo possa dirsi del teorema geiierale del K:QUIER. 
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2. Ho già. accennato che il GOURSAT (*) fonda la diinostrazione del 
fatto che una curva di elenienti di 8 . O  ordine caratteristica semplice per l'e- 
yuaziorie (1) appartiene ad iiifiiiite superficie soluzioni di (1) appuiito sopra 
il teorenla precedente; egli costriiisce dapprinia ilna superficie soluzione di (1) 
la quale contenga la curva sostegno della curva di elementi caratteristica (**), 
ed un'altra curva arbitraria, e dirnostra poi che gli eletiienti di Bo ordine 
della superficie liingo la prima curva coiricidorio cogli elementi della carat- 
teristica. Tale diniostrazione il GOURSAT 11011 potera fare clie ne1 caso delle 
ecluazioni analiticlie, poicliè il teorenia çeiierale di esistenza niancava ne1 caso 
non analitico. Kel III io applico il teoreiiia dinîostrato nei parngrafi pre- 
cede1it.i appuiito a completare da1 punto di vista delle funzioni di rariabili 
reali la teoria delle caratteristiclie. Se associaino questo risiiltato colla pos- 
sihilit& di risolvere il problema di CACCHY yuando ln curva di eleilieiiti ini- 
ziale ilon sia uiia caratteristica, da tne dimostrata altrove (*"*), possiaiiio cosi 
coiicliiudere clie anche clnl pzi~zlo d i  v i s tn  delle f u ~ u i o n i  d i  vnrinbi l i  r en l i  tutte 
e sole le cztrzle d i  eleutelzti che possono essere czcrve d i  contntto di d u e  szcper- 
f i c ie  solusioni d i  ~~~z ' eqzcnz ione  (1) n cnmtter is t icke  s e q A i c i ,  sono le stle carat-  
tel-istic7~e (*""). 

3. In tutto quanto precede non ho mai parlato del caso delle eyuazioni 
paralmliclie percliè nessuii risultato io conosco appartenetite a questo oi-dine 
di idee e relativo ad esse. Dedico il § IV, clie costituirà la parte seconda di 
yuesto lavoro, a studiare questo caso. Vi nlostro corne, al10 stesso modo clie 
per il problema di C n u c ~ u ,  convenga distiiîguere una particolai:e classe tra 
queste equazioni; classe già studiata da GOURSAT e poi da E. von WEBER (*,), 

(*) GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations d u  second ordre. Vol. 1, pag. 184 
e ss. Vol. II, pag. 303 e ss. 

(**) Se uiia caratteristica è data dalle equaziorii x = x (r), y = y ( r ) ,  z = z (r ) ,  p = p (r) ,  
q = q (r) ,  v= r ( r ) ,  s = s (r) ,  t = t (T), dito curva sosteyno d i  essa la curva x = x ( r ) ,  y =y (r) ,  

2 = 2 ( 5 ) .  

(*.**) Su l  problenza cZi CAUCHY per le eqicaaioisi a caratteristiche reali e clisti~zte. Reiidiconti 
della R. Accademia dei Liilcei, serie 5.5, vol. XVI, 1 . O  sem. 1908, pag. 330-339. 

(****) La domanda cui cosi si rispoude era già stata posta più volte. Vedi a qiiesto pro- 
p&ito le osservazioni contenute nelia Nota 1 (pag. 348-53) del volume di HADAMARD : Leçoizs 
sur  la  propagation des ondes, etc. 

(*,) GOURSAT,  Suv  une  classe d'équations, etc, Acta Matheinatica, vol. 19, pag. 885-340: 
Leçons sur  les éq .  d u  second ordre, vol. 1, pag. 805 e ss., vol. II, pag. 161 e ss.; E. VON WEBER, 
S u r  les équat iom a u x  dérivées partielles du seconcl ovdre, etc. Comptes Rendus, vol. 124 (1897, 
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202 E. 2. Levi: Xopm un teore~~ta d i  esistetua per le equaziorli 

per cui le caratteristiclie dipendono da 7 costanti arbitrarie. Per le equazioni 
di questa classe il prol~lema è risolubile purcliè nessuna delle due curve sia 
tangente alla direzione delle caratteristiche ilel loro puiito di incontro. 

Lungo e difficile mi sarebbe stato invece l'esaininare cornpiutailiente il 
problema per il caso çerierale delle eyuazioni paraholiche. Sull'esenîpio del- 
l'equazione del calore lio stabilito clie il proldenia non alninette in geiierale 
soluzione da1 p'uuto di  vista delle funzioni di variabili reali: ma iion in'i: 
riuscito di vedere pienaniente se ne1 caso ariaiitico invece il problenia sia 
risolubile o no - fatta astraoione riatiiralmente ilal caso d i e  uria delle due 
curve tocchi la caratteristica nell'origine: allora il probleina è certarneiite in 
genei.de irresolubile. 

4. 1 raçionaliienti clie seguoiio valgono quando esistono le derivate 
degli ordini clle r ia  via si ricliiederà. È perb facile redere clle, se le funzioni 
d a  ciii si parte sono analiticlie e le condizioni ad esse relative sono verifkate 
in u n  canipo coiiiplesso, tutte le decluzioni successive valgono pure ne1 rarnpo 
coiiiplesso e le fuiizioni cui si giuuge iii fine sono ancora. aiditiclie. Pertaiito 
si pub condurre la; diinostraziolle setlza inai distinguere i due casi. Tale os- 
servazione sarà ne1 seguito costautemente sottintesa. 

P A R T E  P R I M A  

In yuesto paragrafo iîoi ci occuperelno di tre probleriii preliininari su  cui 
si fondano i ragionamenti del II. 

1. Problema I. Siano n (x), $.(x), cp (a) fuiiziorii fiiiite e continue per 
1 x 1 < r, è possihile deterniinare una funzione 7% (x) tale clie 

78 (x)  - a (x)  h ($ (x)) = cp (x) t (1) 

pag. 1215; GOURSAT, Rernavque sur  uue  Note récente de M .  WEBER,  ibid., pag. 1294. Vedi anche 
per il significato che nella teoria geiierale delle equazioili haiiiio le caratteristiche doppie del 
tipo di quelle apparteneiiti a questa classe di equazioni la ]nia Meinoria Cnvatteristiche nzul- 

tiple e problema d i  CAUCHY. Aiinali di Rlate~iiatica, vol. XVI, della serie 3.a, pag. 161-9204. 
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aile deràmte parziali del secondo' ordine. 993 

È facile vedere die, se si suppone che per 1 x 1 < a  sia 

1 9 ( x > 1 4 ~ 1 ~  
se inoftre si suppone 

Iy(x)J<lCIIxIt con £ 2 3 ,  9(0)=0 ,  

la soluzione di (1) esiste sempre. 
Infatti si costruiscano le funzicmi 

esse esistono tutte per ' x 1 < a ,  grazie a (9),; ed iiioltre soddisfanno per (2)c 
e (59, alle disuguaglianze 

m 

La serie hi (x) converge duiique unifornieinente ed assolutainente per 
O 

1 x 1 < x ;  essa rappresenta quindi una funzione h (cc) soluzione di (1) 

w 
h (x) = h, (x). 

O 

E per (4) soddisferà alla disuguaglianza 

9. Unicita della soltixione. Dalla disuguaglianza (6) segue in particolare 
che la h (x) cosi trovata soddisfa nell'origine alla condizioiie di LIPSCHITZ. È 
facile vedere Che, se si suppone cc ( O )  -1- 1, essa è l'unica soluzione di (1) clle 
soddisfaccia alla condizione di LIPSCHITZ nell'origine. Invero se due tali so- 
luzioni esistessero, la loro differenza sarebbe una funzione H (x), per cui esiste 
un nuinero ,u. tale che 1 H (x) - H (O) 1 < IJ. 1 x 1 ,  e clie inoltre è soluzione del- 
l'eyuazione 

H (x) - a (x) f l  (+ (x)) = O. (7) 

Ma per essere a (O) = I =  1 da (7) segue, facendovi x = O, H (O) = O: onde 
si avrà 

IH(~)I<PIxI. 
A+~nali d i  Matemntica, Serie III, Toino XVIII. 
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si ha, insienle con j7), 

Essendo 9, < 1 seçue H(x) 1 = O  c. v. d. 
11 cnso a (O) = I i? realiilente un caso eccezional'e poiclib non è difficile 

vedere clie in tale ipotesi esistono realiiiente soluzioni di (1) le quali assu- 
iiiono nell'origine un valore prefissato arbitrario, e sono yuindi diverse dalla 
soluzione (5) clie nell'origine è iliilla. 

3. Sua derivahilit&. È da notare clle la condizione fondamentale (2). 
relativa ad  n (x) e + (x), risulta senz'altro sodclisfatta se si suppone che esista 
la, derivata di + (x) e elle si abbia 

Se si suppone inoltre clie' anche a (x) e y (x) abbiano le derivate e che sin 

1 a' (x) 1 < m (Il), 

IT'(~)I<P(IXI) !il)o 

dove p ( 1  x 1 )  è una funzione positiva non decrescente di 1 x 1, è facile vedere 
che anche la funzione 7% (x) costruita sopra aininette la derivata prima. Si 
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alle derivate p a r z i a l i  del secondo ordine.  9% 

00 

oride segue chè la serie I: h', (x) converge .uniforme~nente per x 1 < cc; e la 
O 

sua soinma rappresenta quindi la derivata di (6). Si lia anzi precisainente 

4. Su l l e  s o l u z i o ~ ~ i  d i  ztn'epzcnzione Einenre alle derivate pccrziccli. Sulla 
risoluzione del prohlema precedente si fonda la risoluzione degli altri che 
tosto andreino a discutere. Ma prima di parlare di essi voglinino raminentare 
alcune proprietà delle soluzioni delle equazioni del tipo 

È noto corne tali soluzioni si ottengano. Si supponga 1 (x y) finita e con- 
tinua insieine colle sue derivate prime per 1 x 1 + 1 y 1 < cc, ; si indiclii con 

y=O(xs) 
la soluzione dell'eqiiazione 

(14) 

che per x = O  d i  y = r i ;  sin ri = + (x y) la funzione che si ottiene risol- 
vendo (14) rapport0 a s e cioh la soluzione di 

che per x = O si riduce a y. La soluzioile generale di (13) è nllora data, se 
f (xy) è finita e continua ed amnette le derivate prime, da 

c (X y) = P (x: Y) + 72, ( i j r  (x Y)) 

dove h (a) indica uiia qualunyue funzione derivabile. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



896 E. E. Levi: Sopra un teowma d i  esistenza per le epazioni 

Si supponga che h (x y), f (x y) soddisfacciano alle disuguaglianze: 

Si vede facilmente clle ne1 campo 1 x 1 + 1 y 1 < a,  le funzioni + (x yj, 
F ( x y j  lianno le derivate e soddisfanno alle disuguaglianze seguenti: 

(*) Colla notazione [a, b, . . .] < A  indichiamo qui e ne1 seguito 1' insieme delle disu- 
guaglianze a < A, b < A, . . . 

(**) Infatti da (17) segue inlatito che si pub calcolare P(z  y )  in tutto il campo in cui si 
pli6 determinare la soluzione (14) di (15) e risolvere poi (14) rapporto a W .  Ora per (18)e la 
soluzione (14) di (15) esiste finchè X ed sono tali che 1 x I + 1 y 1 <a,, ed inoltre è per le 
(14) e (15) stesse 

Con ci6'si avrà immediatamente che per 1 x 1 + l g 1 <?, (14) è risoliibile rapporto a 8 :  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



alle derivate prz ia l i  del secondo ordine. 297 

Per dedurre dalle (19) delle limitazioni per t (x y) converrà conoscere 
delle limitazioni per h (x); e cid dipeiiderà dalla riatura delle condizioni ini- 
ziali assegnate alla (x y). Cosi se si clliede che per x = O ,  '! (x y) si riduca 

e per (16) 

queste disuguaglianze (,8) e (y) sono le (19)d. inoltre si ha, posto 

che ~ ( x  y) è la  soluzione dell'equazione a Y + l (X y) a - 1 (x y) che si  annulla per x  = O: a< a7 - 
onde da (16) viene # ( x y ) = - ~ ( x y ) + y ;  ma per ( 1 8 ) ~ è  IX(zy) I<q , I s I<Ix l  onde 

l ~ ( ~ d l < l ' " : I + I ~ I  

che è (19)c. Per trovare (19)a e (19)b si faccia anzitutto I'osservazione seguente: per (a) si  

ha che 1 &I 1 a 1 + I 0 (X a )  I >1-p,, ed snzi che tale derivata è senipre positiva per x >  0, I I 
negativa per x <O ; se qilindi s i  vu01 calcolare x  1 + 1 9 (x a )  1 d x si pub prendere corne va- 1' 
riabile p = 1 x  1 + 1 9 (x a) 1, e, si avrà 1' integrale ; per la disugua- 

d x  
glianza precedente sarà quindi 

Applicando tali disuguaglianze s i  otterrà subito da (17), ( 1 8 ) ~  : 
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ad una funziorie assegriata (y) la quale soddisfaccia alle disuguaglianze 

sarà 

e per (19), (19), si avrà 

E se la cp (y) ha la derivata e questa soddisfû ad uria liinitazione del 
tipo 

si avrà per (19), (19), e (19), 

OSSERVAZIONE. È opportuno notare che se f (x  y) e h (x) non avessero le deri- 
vate prime, non si potreb be accer tare che le F ( m  3) e h ($ (x y)) abbiano pure le 
derivate prime : tuttavia si potrehbe intendere che la < (xg) data da (7) soddi- 
sfaccia ancora a (13) ne1 senso che, posto in essa y = 9 (x-~i) secondo (14) la fun- 

che è (19)a. Ed analogamente avendosi 

sarà, ricordando ( a )  e ( p )  e (18)a, 

Ed in virtù dell'equazione (13) medesima sarà 

fi chiaro che (6) ed ( 8 )  si possono raccogliere insieme nell'unica disiiguaglianza (19)b. 
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- 
zione r (x y) diviene una funzione T, (x a) tale che ha la derivata rapporto ad x 

a T  (e non eventualmente quella rapporto a -4) e soddisfa alla - = f (x0 (xïi)). 
a x  

Naturalniente in questo caso non valgono più le (18), e (80), e corrisponden- 
teniente non valgono più le (19j, e (N),, ma tutte le altre conclusioni riman- 
gono imlnutate (*). 

. . 

5. Problema II. Coiisideriamo le equazioni 

a r2 - + 1, (5 y) - = fi (x y). 
a z/ a x  \ 

E supponialno che ne1 canipo 1 x 1 + 1 y 1 < a, le 1, (x y), 1, (c gj, f, (x y), 
f2  (x y) siano finite e continue colle 16ro derivate prime : supponiaiiio 'preci- 
samente che sia : 

Ci proponiamo di trovare due funzioni soluzioni di (82) tali clie 

dove y, (x), y, (LE), a ,  (a), a, (x;) sono funzioni finite e continue insieme colle 
loro derivate per 1 x 1 < cr; ed anzi tali che ingraiidendo, ore occorra, il nu- 
mero,Jf,, che compare in (83),, si abbia 

i 

3 1 x [Ki (*O, [ I ? ~ ( x ) I ~  l ? 2 ( x ) l l < r + T  

(&) Cfr. la mia Nota: Sul problema d i  CAUCHY per le equaziolzi 

caratteristick reali. Rendiconti dell'lstituto Lombardo, serie II, vol. 
Cj 8, n. 8. 

(**) Sarebbe f a d e  sostituire questa diduguaglianza con altra 
(à5)a ; ma non ci occorre. 

lineuri iri. due variubili w 
XLI, 1908, pag. 408-498, 

pih generale del tipo di  
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dove c,oine ne1 n. 3 pl ( 1 x 1 ) indica una funzione finita positiva, non decre- 
scente di 1 x 1 ; ed inoltre w c ,  si suppone, come è legittimo, 2 1. E supporremo 
inoltre 

al  (O) a, (O) -I= 1 .  (86) 

Le (92) sono del tipo di (13) con ci0 solo che l'ufficio di x ed y è, nella 
seconda di esse, scainbiato: noi chiamereino, sempre tenendo conto di tale 
scainbio che occorre fare in quanto riguarda la seconda delle (98), 4 ,  (x y), 

(X y), FI (x y), Fz (x y) le funzioni che rispetto a queste eyuazioni hanno 
l'uficio di $ (x y) e P (x y) rispetto alla (13). 

Con ci6 le soluzioni cercate di (82) si otterranno cercando due funzioni 
hl (x), h, (x) derivabili e tali che 

Eliminando dalle (87) una volta k,  ed una volta h , ,  avremo per hl ed h, 
le equazioni 

hl (x) - a2 @) ($2 (O a)) ht (4, (4, (O x) O ) )  = <p , ( E )  

h2 (4 - a,  (4 a2 (h (s 0)) hz ($2 (0 + l  (x 9))) = 9 4  (s) 
dove 

Ed è facile vedere Che, se alle ("2) si possono applicare i risulhti dei 
n. 1-3, talchè esse ammettano uria soluzione formata da una coppia di fun- 
zioni finite e continue colle loro derivate prime, tale sduzione sarà per $36) 
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totalmente determinata; ed inoltre soddisferk a (27) (*); onde (28) darà real- 
mente la soluzione del prohleina proposto, ed anzi l'unica soluzione di esso. 

Non rimane dunque che da esaminare la possibilità di applicare alle (29) 
i risultati dei n. 1-3. Ora intanto da (19), e (23) segue 

Queste valgono per (99) quel10 clie (29, vale per (1). 
1 

Inoltre se chinmiaino con a, il minore dei nuineri Y, ,  -- -- 2 m, log (11~; q, )  ("7, 
otterrenio che ne1 campo 

I ~ I + I Y I < Q ~ ,  
è per (191, 

1 
poichè è k ,  = emla2 6 - . 

nt* \la, 

(*) Infatti se hl (x) e hh,(x) soddisfanno a (S9), posto 

Ora queste equazioni sono della stessa forma che le (29) e quindi applicando ad esse i 
risultati del n .  9 segue 6he Hl (x) = H, (x) = O c. d. d. 

(**) Si rammenti che per (?25)c è mi q, < 1 e quindi log (m: qJ < O ,  onde a, resta uii nu- 
mero positive, corne occorre perchè si possa scrivere la 433). 

Amal i  di Matematka, Serie III, Tomo XVIII. 39 
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Quindi per le (85), e (34) si avrà 

che tengono per le (29) l'ufficio di (Il), per (1). 
Dalle (85), e (34) segue anaIogainente : 

e queste tengono per (29) l'ufficio di (Il) ,  per (1). 
Infine quanto ai secondi inembri di (89) si osservi clie per (30), (83),, 

(95)a, (25)a, (31), (3')7 (l')a è 

1 
dove coine ne1 nuinero precedente si pone k ,  = - > 1 : queste sono per 

1-P, 
le ('29) le analoghe delle (2), per (1). Esisterà quindi la soluzione di (30) e sod- 
disferà alle disuguaglianze 

Supponiamo a, < 1;  cib è sempre legittimo. Allora si vede subito che 
dalle (85),, (19), con (34), (95), segue che p3 (a), cp, (k) hanno anche le deri- 

;te soddisfanno a1I.e disuguaglianze 

dove k3 e k ,  sono due costanti dipendetiti da q2, ln2, l , c ,  soltanto, e precisa- 
mente ricordando che wc3 > 1 si pub porre 
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Questa si pub ritenere coine l'analoga di ( I l ) ,  per le (29), quindi si de- 
duce che esistono 72', (x) ed hf, (x), e c b e  per (12) si ha 

Portiaiuio queste funzioni h nelle (88), avrenio per (SI), e (?Il), che le C, (x g), 
[, (cc y) soddisfanno a limitazioni della forma 

dove k, è un conveniente nzcmero che dipende soltanto, come k,, k,, k,, k,, d a  
q z ,  sn,, In,: precisamente, ricordando che si suppose m, z 1, e che per le espres- 
sioni date. sopra è [k, , k2 , k , ,  A,]) 1, si pub prendere per k, il rnaggiore dei 
nuined 

. OSSERVAZIOKE 1. Forme particolarmente seinplici assumono le disugua- 
glianze @y),, (38), quando si assegnino alla funzione p, ( l x  1) forme speciali. 
Ad es. se si suppone 

cniamarido ancora k5 un numero che, oltre ad essere inaggiore dei numeri (39), 
superi pure 

k ~ k , + m 3 k , k ~ k ~ + k , k 3 k l ,  (39)' 

(*) Conviene ne1 verificare le (38) osservare che k6 essendo maggiore dei numeri (39) è 
pure maggiore di k ,  ks kt. 
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avreino che alla (38), si pub sostituire la 

OSSEKVAZ~ONE II. Essendo corne si è notato [m,, k,, k,, k , ,  k,] > 1, il nu- 
mer0 k, che supera i numeri (39) e (39)' è pure maggiore di l ,  di k, + l ,  
G k , ,  %kl+k, .  

Ne segue le (19)- e (19), si possono sostituire colle 

i E siinilmente (21),, (N), si pu6 sostituire, ove si supponga M - - 2 - t i + l  M, 

., colle 
1 

I ! ( ~ ~ ) I < k 5 - M l [ ( x ~ + ( y I ] ~ i + ~ , .  t l t l  
(91)'- 

- 1, a (81), si pu6 sosti- 

OS~EHVAZIONE III. Se non si facessero le ipotesi (!23), e (%), i precedeyti 
ragionamenti varrebbero ancora, con questa sola niodificazione che potreb- 
bero venire a mancare le derivate di F , ,  F , ,  e di h , ,  h,;  e yuindi in par- 
ticolare non varrebbero pih 'le (37),, iiè le (38),. Resterebbe tuttavia vero 
che hl (s), h, ( x )  è l'uniea soluzione di (29) che soddisfaccia ad una Tirnita 
zione della forma (37),; e che parimenti le Cl  ( x  y), r, (xg) sono le sole so- 
luzioni del nostro probleina clie soddisfacciano ad una limitazione della 
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forma (38),; e solo si dovrebbe interpretare l'a.fferinazione che <, (x y),,[, (x y) 
soddisfanno alle equazioni (92) ne1 senso già spiegato neli'osservazione fatta 
alla fine del n. 4. 

6. Problema III. Ci occorre ne1 seguito una generalizzazione del pro- 
blema II. Si abbia un sisteina. di equazioni dei tipo 

dove supponiamo die ne1 campo 1 x 1 + 1 y 1 < or, le 1, (x y), f j  (x y), cjk (x y) 
siano finite e -continue colle loro derivate priine: ed anzi che siano soddi- 
sfatte le limitazioni seguenti 

Ci proponiaino di deterininare delle funzioni sollizioni delle precedenti 
equazioni e tali che 

?& 

(81 (x) Tl (X O) + L (X O) = Xi li (x) << (X O )  + 9 1 (x) 
- 3 

t1 (O x) + a2 (x) L (6 x) = T~ (x) 

T; (0 X) = v; (x); (à = 3 . .  . n). 
In queste condizioni supponiamo che le a,  (x), a, (x), Zi (x), cp, (x) siano 

funzioni firiite e continue, ed ingrandendo, ove occorra, M ,  ed az, supponianio 
precisamente che sia 
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1 a, ( x )  a, (9) 1 < nb, con qiz; q, < l (4.31, 

[ 1 ai ( x )  1, 1 1 ($1 1, 1 a2 (x) 1-, 1 a', (XI 1 1 < '% (43)- 

[ l 1; (4 I l  1 l'i (4 Il < 9 ~ $ 4  (i = 3 . .  . n). (43h 

Per non coinplicare alcune disuguaglianze che seguono supporreino clle 
sia JI4 r Bi ",  r M', : tale ipotesi è seiiipre legittima, po~iché hasterà, ove non 
fosse soddisfatta, ingrandire M", e M t 4 .  

Infine supporremo die  si abbia la disuguaglianza , 

a ,  ( O )  a, (O)  =I= 1 .  (44) 

Per risolvere questo probleiiia procederemo per approssimazioni succes- 
sive: determinerelno percib successivaniente le soluzioni dei sistemi 

che soddisfanno alle condizioni .iniziali 
L 

t 
, a, (a) La (x: 0 )  t L0 (3 0 )  = T I  (4 

[,O (O  x )  t a2 (2) L O  (O x)  = cp2 !x )  

Ti0 (0%) = Y i  (x) 
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La determinazione di questi varii sistemi di funzioni consta della riso- 
luzione del problema di CAUCHY per quanto riguardü le rd,,  della risoluzione 
di un problema del tipo del problema II per quanto riguarda la determina- 
zione delle C,, , r,,: e per le limitaziorii (hi), (43), (44) è chiaro che alineno 
per quanto si riferisce ai coeffiçienti dei primi menîbri delle (451, (46) a tutti . 

questi sistemi. si possono applica.re le considerazioni.dei numeri precedenti : 
onde occorrerà soltanto mostrare clle anclie i termini noti delle (46), (46) 

Ca 

soddisfanno alle condizioni imposte ne1 n. 5, e che le serie Et C, sono con- 
O 

vergenti e rappresentano veraiilente le cercate soluzioni di  (&O), (42). 
Ci liiniteremo a considerare il campo 

. - 1 
dove ci, è il minore dei nuilieri 1, cc,, - log (nt; q,) .  

9 112, 

In questo campo per le formole (38),, (38),, (81)',, (H)', (pag. 303-304), 
avrem6 subito, rammentando clie AI4 4 Nu4,  

< k ,  k5 '(3 M", + N';I x 1 ). l 
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Da queste disuguaglianze di nuovo per (38),, (38),, (HL, (81)',, avremo 

Ma accanto a queste, che valgono per tutti i valori di j, conforme all'os- 
servazione II del nuinero precedente, se ne possono dedurre altre più re- 
strittive per le 'Ci, con i a 3, poichè tali funzioni non sono che le Fi del n. 4 
relative alla i-esinia delle (43), e ad esse si possono yuindi applicare le for- 
mule (19)',, (19)', (pag. 304). Si avrà quindi, usufruendo della prima disugua- 
glianza nella prima delle (50),, della seconda disuguaglianza nella terza 
delle @O),, e rainmentando che 31, _r ni", GU',,  

Ricordiamo che p,, è composta solo mediante le Ci, con i 2 3 ;  dedur- 
remo dalle (48), e (48)', : 

Partendo da yueste formule @O), si deducono agevolinente per via ri- 
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corrente le segiienti disuguaglianze 

. 1 c j , er  1 <(Y +I)! I ki l  hi* DI, [ 1 ï- 1 + 1 ZJ 1 ]*.+' 

(48) 
kg' k;''+' JI', [ 1 x [ + 1 y 1 1'' 

( j =  1, 2 ,... m ;  i = 3 ,  4 ,... 12). 

Anttali di Mateutatica, Serie III, Toino XVIlI. 
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Invero le (48),,. seguono dalle (SO),,. mediante le (38), e (38)', e (fil)',, 
(fil)",; dalle (48),, seguono le (CIO),,.,,; e da queste (50),,.,,, considerando nella 
prima e terza formola la seconda disuguaglianza, seguono di nuovo per (38),, 
(.38)',, (fil)(,, (81)", le (48),,+,; mentre le (M)',,, seguono dalla prima disu- 
guaglianza della prima e terza formula di (60),,.,, mediante le forniule (19)',, 
(19)',. Ed infine, ricordando clie le T,,,,,+,, sono formate niediante le sole 
(,,,.+, con i ) B dalle (4Y),,.,, , (Q8)',,.+, seguono per le fj,z(t.+i) ?j,z(,.+l) fomule 
pienamente analoghe alle (50),,. in cui solo r sia mutato in r + 1. Siccoilie 
ora le (GO),, coincidono colle (XI), per r = 1, segue clie le formule (50) (48) 
sono vere yualunque sia r. 

Le formule (48) bastano evidentenieiite n dimostrare la convergenza uni- 
00 

forme ed nssoluta delle serie x, tj, ( x  y) e delle serie delle loro derivate in 
O 

tutto il campo (47) in cui esse sono state diniostrate valide: le loro soinnie 
C j  (x y) rappresen tano y uindi una soluzione del problema proposto. Si hanno 
inoltre per queute soluzioni le disuguaglianze 

dove k, ,  ka, k, sono numeri clie, colne k ,  e k 5 ,  dipenderanno soltanto dai 
nunieri p,, 1)2,, m,, m,, m,,  n:  si pub, ricordando clle [ I x 1 + I y ( ] < 1, porre 

Seguendo un noto niodo di ragionare gli stessi procedimenti che ora ci 
hanno permesso di dimostrare la convergenza delle successive approssima- 

, zioni ci diinostrerebbero che non esiste altra soluzione del problema proposto. 
OSSERVAZIONE. Anche qui è opportune notare che, ove si togliessero le 

a c .  a c j ,  
ipotesi (41),, (43),, (43), ed anche la (41), per quanto riguarda le , - , 

ax a y  
si potrebhe ancora costruire le funziorii C j ,  successive; per6 per esse non sa- 
rebbe sicura l'esistenza delle derivate, ma si saprebbe che soddisfanno alle 
equazioni (49) ne1 senso spiegüto alla fine del n. 4 e nell'osservazione III del 
n. 5. Varrebbe perb la prima di tutte le disuguaglianze (BS) , ,  le due prime 
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w 

di tutte le disuguaglianze (50); onde seguirebbe ancora che le serie Z Ci& sono 
O 

convergenti assolutarnente ed uniforniemente in (47) e le loro somme sod- 
disfanno alla prima delle (51) e, sempre ne1 senso spiegato alla fine del n. 4, 
alle equazioni (40) e (49). . 

1. Enunc ia to  del problei~zcc. Ipotesi. Sia l'equazione 

e se ne cerchi la soluzione clle su  due curve y, e y, che si incontrano in 
un punto O si riduca a funaioni assegnate, che in O prendano 10 stesso va- 
lore (*). Tali condizioni determinano insieme con (1) i Valori di p, q, r, s, t 
in O: od in  altri termini determinano l'eleniento d i  secondo ordine ne1 punto O 
della superficie da costruirsi: e quindi anche in particolare le direzioni delle 
caratteristiche della superficie ne1 punto O. Supporreino clle lali direzioni 
siano distinte. Ci proponiamo di mostrare- che se il birapporto delle direzioni 
delle caratteristiche e delle direzioni di y, e y, in O è in modulo =I= 1, .il 
problema di costruire detta superficie è certo risolubile in un intorno suf- 
ficientemente piccolo del punto O,  e che la soluzione è unica. 

' Ammettereino che ne1 campo di valori di x y zp p r s t che coasicleriamo 
l a  F (x y x p  q r s t )  abbia le derivate dei primi quattro ordini finite e continue; 
ammetteremo inoltre che le funzioni che determinano 16 curve y, e y, ed i 
valori di z su di esse abbiano le derivate dei priini sei ordini finite e con- 
tinue (**). Si vede facilmente col calcolo effettivo Che, inediante i dati iniziali, 
la equazione (l), e le equazioni che se ne deducono facendone le derivate totali 
dei prinii 4 ordini rapporto a s od a y, tenendo conto che il birapporto delle 
tangenti in O a 7 ,  e y, e delle direzioni caratteristiehe è =I= 1 (**W), si pos- 

(*) Geometricamente: la superficie soluzione che passa perdue curve gobbe assegnate le 
quali passano per uno stesso punto. 

(**) Le restrizioni imposte da queste condizioni si possono certo ridiirre di qualche cosa, 
perb una tale discussione ci porterebbe a troppe lunghezze. 

(***) Per eseguire un tale calcolo è sufficiente sapere che detto birapporto non sia radice 
seconda, terza, quarta O quinta dell'unità. 
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sono trovare i valori che debbono assumere in O le derivate dei prinli 6 or- 
dini della funzione s richiesta. 

Cid posto, con un conveniente cambiamento delle variabili e della fun- 
zione incognita possiamo, secondo nietodi noti, €are in modo che y, e 7, coin- 
cidano cogli assi, e che si cliieda che la soluzione si annulli sugli assi, che 
il suo elemento corrispondente all'origine sia l'eleaiento 

ed anzi elle pure le derirate terze e quarte della z siano nulle nell'origine. 
Se rappresentianio ancora con x: z le nuove variabili e la nuova iiico- 

gnita, con (1) l'equazione cui deve soddisfare la z, cib equivarri a supporre 
che per 

# = y = s = p = q = r = s = t = O  (2) 

la funzione F e le sue derivate parziali prime e seconde rapport0 a x ed 9 si 
annul1ino:Grazie al fatto che le equazioni di y, e y, ammettono !e derivate 
dei primi 6 ordini, per F varranno ancora le ipotesi fatte da principio: per 
precisarle maggiormente noi supporremo che ne1 campo 

[ I x I ,  I Y I ,  I I  I P I ,  I I  Ir17 IsI, I t I ] < a  (3) 

esistano le derivate dei primi 4 ordini di P e siano finite e continue. 

8. Continuazione. , Indicheremo con f " )  il valore che una funzione 
f (s y z p  q r s i) prende nell'elemento (9). 

'Abhiamo supposto cl-ie il birapporto delle tangenti alle caratteristiche e 
degli assi in (8) sia in niodulo =j= 1 : scairibiando eventualineate le due ca- 
ratteristiche possiamo supporre che sia < l. Ma tale birapporto è dato da1 
-rapport0 delle due radici 5, (x y a p q r s t ) ,  i, (x y z p q r s t )  dell'equazione 

.Supporremo quindi < 1. Dico di pih che, facendo a1 pih un conve- 

niente cambiamento di variabili x ed y, si pub supporre 15:")1< 1, 1 @)l> 1. 
Invero se cosi già non fosse basta porre 
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Se quindi poniamo 

saranno hl e A, funzioni formate colle de;-ivate prime di R, e quindi finite e 
continue colle loro derivate dei prirni tre ordini (**) ; entrambe inferiori in 
modulo ad 1 nell'eleiiiento ('2) e yuindi pure in un intorno conveniente di esso. 

Si noti ancora che dalle (6) segue l'identità 

dove H (a y z p  q r s t )  è una funzione finita e continua insieme colle derivate 
dei primi tre ordirii (H*). 

Conchiudendo potremo dunque porci nelle seguenti ipotesi: 
L'equazione 

F ( x y z p q r s t ) = O  (l) 

(*) Ove fosse 5, = m, si porrà 1, =O. 
(**) Si osservi che la derivata parziale di 1, = 5, rapport0 ad una qualunque o> deIIe quan- . . 

a 2 ~  a * ~  , a'" e-a-r+a 
tità x y z p  q r s t è data, per (41, da - a.ao S a  a a ; ora il denominatore 

a p  as 9 -5 , -  - a. a s  
di questa equazione è certo =1= 0 in (2) perchè 5, non è radice doppia, e il numeratore è li- 
mitato perchè 1 S, I< 1 :  onde segue che le derivate parziali prime sono certo finite nell'ele- 
mento (2) e quindi in un intorno di esso. Analogalilente si ragiona per le derivate seconde 
e terze di 1, e per le derivate di 1,. 

1, (***) Devesi porre H = - - a-- - 
aF- 

. Da tale espressione di H risulta . 
-- 

a~ 2- - 
a r  a t  

che H è sempre finita e continua insieme colle sue derivate dei primi 3 ordini, fatta eccezione 

al  più per i punti in cui fosse a p  a 7  = 
CL III tali pnnti peu5 dall'identità (6) 

O Oppure a 7  = 
1 

medesima risulta che deve essere H = ap od in altri terrnini che nella precedente espres- 
- 
a s  

sione devesi scegliere il segno - davanti al  radicale: e poichè (4) ha radici semplici, dove 

a 3 a p  sia - = O oppure aF -0 sarà - = I =  0 onde ancora H sarà finito: e tali saranno pure a r a t a s  
Le'sue derivate. 
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è tale Che, se si prende cr sufficienteniente piccolo, ne1 campo 

sono soddisfatte le condizioni : 
1.O P è finita e continua insierne colle sue derivate dei prirni 4 ordini. 
2 . O  P si annulla insieme colle derivate pqrziali dei primi due ordini 

rapporto a x ed y neli'elemento (8). 
3 . O  Si ha identicamente 

dove hl e A, sono funzioni finite e continue colle loro derivate dei primi tre 
ordini 61 (3) ed ivi soddisfanno uiia limitazione della forma 

[Pl 1, 1 1 2 1  J e q < 4  (7)  

e similmerite H è fiiiita e continua insienîe colle derivate dei primi tre or- 
dini in (3). 

In qweste condiaioni nzoslreremo E'esistenaa di una solugione di (1)  nulla 
sugli assi e che amnette le derivate dei primi cinque ordini. 

3. Trasforma&o9w del pplobleha. Consideriamo 3 nuineri A,, A,, A, di- 
versi dai valori clîe 5 ,  e 1, prende ne1 campo (3) e in inodulo minori di 1;: 

supponiamo anzi, ingrandendo, ove occorra, il nurnero q, che sia in (3) 

[ I l l  1, 1, I l s  1 7  1 ,  l l 1 e q C 1 ;  (8) 

A,-A,, 1 , - A ,  e 
in modulo ( m .  

Operiamo su 

ponendo, cotne è 

essere soddisfatta 

e sia n z  un numero tale clle le differetîze hl  -.la, A, - A,, A ,  - A,, A, - A,, 
1, 1, - 1, h3 lZ - 1, h4 Az - 1, Ai, 'Az - 1 non divengano .niai 

a. a a a a a (1) colle operazioni + A, - , - + 1, , - + 1, - 
0 %  a y a a  G Y  ax a Y 

a ; + k  $ 

l'uso, pi, = a xi a gk. Otterremo che insieme con (1) deve 

I'equazione 

dove F, è una funzione delle variabili da cui dipende finita e continua colle 
sue derivate parziali prime, fincliè si resta ne1 campo (3) e le p,,,-,, p1,4-i sono 
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finite; e le A,,  A , ,  A , ,  A, ,  A,, A, sono funzioai di x y sp,, . . .po, soltanto, 
le qiiali ain~liettoiio le derivate parziali dei priini 3 ordini e soddisfanno 
per (6) l'identità 

E si dovrà cercare una soluzioiie di (9j In quüle soddisfaccia a.lle condizioni 

z (x O) = O, z (O 2) = O, (11) 

sia nulla colle sue derivate dei primi tre ordini nell'orig-ine 

ed infirie soddisfaccia pure alle uguaglianze che si ottengono scrivendo ad 
esempio che le derivate totali seconde di (1) rapporto ad x: ed y si annullano 
sull'asse delle y. Queste ultime condizioni assumeranno la forma 

dove o,, o,, o, sono quantità formate colle derivate prime e seconde di F, c11e 
ainnîettono yuindi derivate dei prinii due ordini finite e continue in (3) e sono 

nulle nell'elemento (9), (18); ed è Bi=-  a 9 onde è identicamente per (6) : a pi,-, 

Inversamente ogni soluzione di (9) che soddisfaocia a (il), (12) e (13) 
è una soluzione di (1) che si annulla sugli assi (*). 

(*) Iiivero se z è uiia soluzione di (9), ( l l ) ,  (1Q, (13), portato il suo valore in F, si avrà 

F(xya.. .pon)=~(~y), dove per (9) è ($%+'88,) a ( a ; + ' 4 f i )  a a a >(xy)=O. 

e per (13) è "Y - Y) - " ' (Oy) - - O, ed inoltre nell'origiiie (x y) e le sue derivate a j - m - - -  a yz 
a ~ ( o ~ )  P~(0.v) prime e seconde sono per ( le) nulle. Segue che è identicamente cp (O y) = ---- = - - 

a a 3 a xa 
ed, essendo + as - a ) (-a + , y (x y) = O  uu9equazione liiieare a coef- a~ a 
ficienti costanti di terzo ordine che noil ha l'asse delle y come caratteristica, si deduce che 
identicamente è cp (x y )  = 0. 
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4. Studio di un sistema ausiliare di epua~ioni. Risolveremo il problema 
precedente relativo alle equazioni (9), (I l ) ,  (18), (13) col nietodo delle succes- 
sive approssimazioni. 

Percib comincieremo col10 stucliare il caso in cui le funzioni Ai (i = 0.. . 5 )  
Bh (Iz = 0, 1, 2), F i ,  ai, fi2, es, H sono tutte funzioni delle sole variabili indi- 
pendenti x: ed y: le itidiclieremo allora colle corrispondenti lettere minuscole, 
Inoltre porremo 

z l = p 4 ~ ,  zZ=p81, z3=p22, '4=p139 z 6 = p 0 1 7  ( le)  
e prenderemo queste colne nuove incognite. Con ci6 ci ridurreino a studiare 
il sistenia di equazioni 

che dovremo integrare colle condizioni iniziali 

Ed inversainente quando sia determinato un sistema di'soluzioni di queste 
equazioni (16), (17), per le ultime 4 equazioni (16) esso consterà delle deri- 
vate quarte di una stessa funzione z; onde, ponendo 

avremo la soluzione cercata. 
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Per risolvere (16), (17) fissiamo meglio le ipotesi relative ai coefficienti. 
In analogia alle (10) e ( 1 4 )  supporremo clle sia 

dove A, (a y ) ,  A, ( x  y )  sono convenienti funzioni, A,, A,, 1, costanti. Suppor- 
remo che per 

b + I Y l < ~ l ,  (@?=a (91 

1.O le A, (x y), A, (x y )  abbiano le deriva.te finite e continue dei primi 
due ordini e esistano un nunlero ql  < 1 ed un 112, tali che 

9.O che esista un m, > O tale che 

3 . O  le funzioni 8, ( x ) ,  8, ( z ) ,  9, (a), f (a y )  abbiano le derivate prime finite 
e continue ed esistano dei nurneri Ml, Mil, M",  tali che Al, r M", r M', e che 

(*) Si noti che (19) ("20) sono dissimmetriche rapport0 a 1, e 1,; ci6 porta in tutti i calcoli 
che seguono una nia.ggiore coinpiicazione. Si ristabilirebbe la simmetria, ed anche i calcoli 

- - 
. i  

che seguono risulterebbero nell'andamento formale più eleganti e brevi se si  po,nesse - i n  
4 . .  

luogo di A,: con ci6 perb si complicherebbero le disuguaglianze che ci occorrollo. 
1, 

Amzali di  Mute~nutica, Serie I I I ,  Ton10 XVIII. 42 
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4.O la funzione h (z y) abbia le derivate prime e. esista un nuinero v, 

tale che 

Faccianio un cambiainento di funzioni incognite ponendo : 

Dalle (025) è facile ricavare risohendo le ci; pr&%sainente esse risulteranno 
combinazioni lineari delle x, con coefficienti formati con somme e prodotti 
delle 1 : potreino scrivere sinibolicainente tali formule cosi : 

per passaie alle espressioni effettive delle li devonsi sviluppare i prodottie 
poP sostituire a. 2" le x ,-,. (r = 0, l,.. ., 4) . 

Ricordando la (19), risulterà, subito che le '5 cosi determinate soddisf'atmrl, 
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grazie a. (16), ad un sistenia di equazioni della forma 

dove le c,  sono funzioni fortnate con prodotti e soinnie dei coefficienti' di 
(%), ($7) e delle loro derivate prime; e quindi, grazie alle (%), (B),, (86), 
tutte inferiori insielne colle loro derivate prime ad un numero m, fiinzione 
di q t ,  ml,  l l z a  soltarko : . 

E viceversa se si sostituisse in (28) l'effettiva espressione delle c,, si ve- 
tlrébbe che ogni soluzione di (88) dà mediante (86) una soluzione di (19). 

Le condizioni iniziali (17) che si hanno per le xi dànno subito in modo 
analogo, grazie alle (96) e alla identità @O), le seguenti condizioni iniziali 
per le 1, 

F: dove 2,(x), s,(x) sono funzioni che sono ancora formate con prodotti e 
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somme dei coefficienti (26) del\e foni~ule (95) e delle f~inzioni h, A,,  A,, A,, A,, A, 
e quindi tiitt? inferiori insieme colle loro derivate prime ad  un numero di- 
pendente solo da ql, ml, m,, v,; ingrandendo, ove occorra, il nuiilero ln, che 
compare in (29)- ina indicando con m, un nuniero funzione di g,, In,, m,, v,  

soltanto, potrenio scrivere 

Il problema cosi posto per le (28), (30) non è che il probleina 1IJ del 
paragrafo precedente; occorre quindi vedere se sono soddisfatte le disugua- 
glianze là supposte. 

Ora (82) e (W), (291, teilgono qui il luogo di (41),, (hl),, (Pl),, (43), di 
quel paragrafo. 

hol t re  da (31), (89),, (83), (24),, (84), segue 

9n4 essendo un numero dipendente solo, come mg, da q,, ml, m,, v,: potremo 
supporre ln, 2 1, m, 2 9 v, , ed allora ponendo Jii, =m, M l ,  Mg2 = na, M', , 
JIU2 = m4 M",  avreino ricordando (84)!),, (84), : 

le quaJi hanno l'ufficio delle (hl),, (41),, (43),, (43), di quel paragrafo: e si 
pub *tare che essendo per ipotesi Ml r A l " ,  r M',,  sarà M 2 r  N", 6 M', 
come appunto si chiede per analogia a quanto è supposto in quel luogo. 

Non resta quindi da verificnre che le proprietà relative alle quantità 
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Ititanto evidenteinente esse sono derivabili ed inferiori colle l'or0 derivate ad 
un nutnero m j  funzione di q ,  , 9 9 ~ ,  , soltanto : 

I I ~ ,  M I ,  I %  ($1 1, 1 a ' , ( 4  1, 1ar2 W I I < % ;  (34) 

questa disuguaglianza ha l'ufficio di (43),z. Inoltre è 

che tiene il luogo di (44). Infine da (34) segue 

Se quindi chia~niaino i, il minore dei due nuineri a ,  (< 1) e 1-4: 
11b5 (ln,+ 1) ' 

otterrenio per (35) che riel campo 

la quale vale evidentemente la (43), .  
Ne segue che ne1 ca.mpo (36) sono soddisfatte tutte le disuguaglianze oc- 

correnti per poter applicare i risultati del § 1: e quindi, chiamato a, il mi- 

nore dei 3 numeri r,, 1 - @ 1 
Y -- log q, ne1 campo %(%+ 1) 2 ml 

esiste una ed una s d a  soluzione delle equazioni (%), (30) che in esso sod- 
disfa alle limitazioni 

dove k, e k, sono funzioni di q,, ml,  m,, In,, II&, soltanto, e cioè soltanto di 
q,, m l ,  m,, v , .  E risalendo per mezzo delle (25) dalle (W), (30) alle (16), (17), 
e .di qui per le (15), (18) alle equivalenti equazioni nell'incognita z, ricordando 
sempre che i coeficienti di (Ba) sono limitati insieme colle loro derivate prime 
in funzione dei numeri q,, sn,, m,, noi conchiuderemo che, quando nelle equa- 
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zioni (9), ( I l ) ,  (lg), (13) si iinina.giria che i coeflicienti A, B ed i teriiiini noti 
siano funzioni di m ed y soltaiito, e che 10 stesso sia per FI, @,, @,, @,, e che 
più precisainente siano soddisfatte le disuguagliaiize enunciate in pRncipio di 
questo nuinero si ha che esiste una  ed una  sola solmione z d i  tali equazioni; 
e c7ze per essa valgono le liaritaziowi 

k ,  essendo una futizione di pl ,  nz,, wa,, v, soltanto. 
OSSEHVAZ~ONE. Conforme a quanto si è osservato in fine ai n. 4, 5,  6 del 

S 1 possiamo riotare qui che ove si trascurassero le ipotesi (2h),, (%), rela- 
tive alle derivate prime della f e delle 6 ed nnclie la (88) per quanto riguarda 
le derivate seconde delle X i ,  si otterrebbe ancora tutto quanto precede, ma 
le Ci non avrebbero più necessariamente le derivate, e inancl-ierebbe la se- 
conda delle (39). Perb se per qualuilque altra via si sa clie le Xi hanno le 
derivate prime, si potrà seinpre risalire dalle Ci alle zi e da questa alla x ,  per 
cui quindi varranno le (4.0) toltane a l  più l'ultiina. 

5. Applicazione del nzetodo delle successive approssimazioni. L'applica- 
zione al10 studio dell'equazioiie prirnitiva dei risultati precedenti si coinpie 
ora seguendo il metodo delle successive approssirnazioni per via affatto ana- 
loga a quella da rne già seguita ne1 risolvere il problenia di CAUCHY (*). 

(*) C h .  la mia Nota già citata: Sul  problema d i  CAUCHY per le epzccczioni a coratteristiche 
reali e distinte. Rendiconti della R. Pccademia dei Lincei, vol. XVIl (1.0 aem. 1909) (pag. 331-339). 
Colgo l'occasione per correggere una svista incorsa nella redazione di essa. La disuguaglianza 
(25) di pag. 338 deve essere introdotta a pag. 336. Per essa l'ultima delle (15) si pub sosti- 

tuire con 1 p,.. 1 . . . 1 pz,, (1 < 3 12' @ : ed allora la seconda delle (16) diveoh [ 

e l'ultiina delle (17) dà in generale ( pi.m 1, j pi,n-ll ( . . . 1 Piton ( < 2 x i '  +. Con cii, re- 1 
stano giustificati i calcoli successivi. 
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Completereino percib l'enunciato delle ipotesi formulate in principio del 
n. 3 col supporre clle ne1 campo 

sia y. il inassimo valore delle funzioni z, @,, @,, A,, Bk, H e delle loro de- 
rivate prime. Questa ipotesi non è clie l'espressioiie analitica delle ipotesi l." 
e 3." del n. S. Ora., poichè Xi, H sono formate colle derivate prime di B', e 
quindi le derivate totali prime e seconde di queste fuilzioiii rnpporto a x ed y 
dipendon0 solo dalle p,, con i+ k 5 4, noi potrenîo supporre p. tale che ne1 
campo (41) sia 

Iiioltre per l'ipotesi S." di quel nuinero O , ,  w,, @, si annullaiio per valori 
tutti nulli delle variabili da cui dipendono: ctmforlne a ci6 noi potreino tro- 
vare un numero Ji funzione di p. soltrtnto tare che ne1 caii-ipo ( h l )  si abbia 
sempre 

E similineiite osservando che le -derivate totali di B', rapporto a x ed y, 
a F ,  bIi:  -. -- sono funzioni 'liiîeari non oinogenee delle derivate di quinto or- 
6 x  s!) 

dine di s aventi per coefficienti derivate parziali di 3,; esisterà un Ji' di- 
penderite solo da p tale che' ilel campo (hl), se 
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Inoltre per un'osservazione analoga osservando che le derivate totali di 
@ , ,  o,, o, rapport0 a y sono lineari nelle derivate quarte di z, potreino sup- 
porre JI' tanto grande che ne1 campo ( h l )  sia 

E potreino supporre ïif r W.  
Ci6 posto, noi deterinilieretno uns successionc di furizioni do), dl', d 2 ) ,  . . . , 

a"',. . . rnediante le eyuazioni 

dove per brevit; 'iiidicliiarno coll'apice ( t  -- l j  le funzioni che si ottengono da 
quelle di ugual nome del n. 3 sostituendo a s ed alle sue derivate i valori 
di z('-') e delle sue derivate. Porreino inoltre z") = 0. 

Dirnostreremo successivaniente: 1.O che altneno in un campo siifficien- 
teinente piccolo attorno all'origine si possono determinare le  x(9, 2 . O  che esse 
convergono ad una funzione z soluzione di (9), (13), (l2), (13). 

Ora intanto facendo in (M), (49) t = 1 avrenio un sisteina affatto aiia- 
logo a quel10 del nutnero precedente in cui l'uficio delle quantità a , ,  q l ,  ml, 
m,, M , ,  H f l ,  M n l ,  v,  è tenuto dai numeri a, q, p., m, III, M', M', p; quindi, 
detto 192, il numero che si ottiene da a, p, y ,  9n corne ne1 nuinero precedente 
m, si ottiene da cr,, q , ,  m,,  HZ,, avretno che ne1 campo 

1 - q" 
dove a' è il minore dei numeri 1, a, 

1 
t% (mc -j- 1) ' !qT 11% !l I è 

dove k è la stessa funzione di q, p , - ~ i a ,  p., che kd di p i ,  ml,  m,, v , .  
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Supponiamo di restringere il campo di valori di x g che considerianio, 
liinitandolo colla disuguaglianza 

I ~ + I Y I < ~ "  (59) 

dove cc" è il minore dei numeri a', -- ed anche, per una ragione clie & kN 
l 

9 i valori della 2"' e delle sue derivate vedremo tosto, ininore di DI. 

soddisfanno allora alle limitazioni (41); ed anche alla (45) ove si ponga 
d, = BkD1';  ne segue che, se sostituiamo x"' nelle F, A, B, o onde cal- 
colare la a(", avremo che il sistema di equazioni (ha), (49). in cui si faccia 
t = 8 è del tipo di quel10 del n. 4 ove l'ufficio dei numeri u,, q , ,  ml,  Na,, 

A41, MI1, AI",, v, è tenuto da a", q, p, m, JI,, JI' (1 + 2 k dl'), AI', p. Quindi 
per -le 2'" avremo le disuguaglianze 

dove per dedurre i'ultiina disuguaglianza conviene rammentare che 

Cosi proseguendo si vede in generale che si possono ne1 campo (59) de- 
terminare tutte le z'", e ehe è 

6. Continuaaione: esistenza della solz~sione. Per mostrare poi che le 2'" 

tendon0 ad una funzione limite z, basta osservare che posto d*) = - #), 
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dove 

Le equazioni (5&), (38) sono della. solita fornia da ]loi çtudiata: anzi i 
priini meinbri non diffesiscono dai primi niembri di (48), (49): esaminiaino 
i secondi membri. Ricorciiaino che le derivate parziali di Pl, o, , @,, @, , Ai, B, 
sono tutte inferiori a p, ricordiamo inoltre le definizioni di 81, @y. . . ; avremo 

Ci6 posto osserviamo che è do) ( X  y) = dl) (X 9): per ~ ( 0 )  valgono dunque 
le (5i)1. 

Passiamo alle n'". Avreino da (56), , (57), , (%), 

Onde se noi ci liinitiaino a considerare il campo 

dove cc"' è un numero 6 r" e tale clie 
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Ricordiaino che n") = z'" -a") .ammette certo le derivate quinte: pos- 
sialno allora iipplicare a di) i risultati del n. 4, tenendo conto dell'osserva- 
zione finale di quel nuinero: ed otterrenlo per (60), che, indicnndo con k 10 
stesso nuinero che precedenteinente, si ha 

inentre non potrerno dediirre alcuna utile di limitazione per le l~i:i-~l, che 
pure, conie dicemmo, esistono, perchè nelle (60), non abbiano dato limita- 
zioni per le derivate di p(') e $). 

Da (61), e (SI), dedurremo in virtù di (58) c,he ne1 campo (59) è 

Onde seguirà analogamente a (61), 

Ed in generale cosi continuando si avrà 

Queste disuguaglianze ci permettono di afferinare che le z") convergono 
utiiforineinente in (59) ad una funziorie limite z, e che le derivate dei priini 
4 ordini delle z'') convergono del pari uniforineinente a delle funzioni liiniti 
che saranno per cib stesso le derivate dei prirni h ordini di z. Onde seguirà 
che s soddisfa alle ( i l ) ,  (18), (13) e cioè alle 
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Inoltre si ha ancora uniforinemente in 

lim AP (x3) = Ai(xyzp,,. . . p,,) 
l=w 

liin Pl(xy) = F, (x; yzp,, . . . p,,). 
t=w 

No11 si pub invece diinostrare propriamente l'esistenza delle derivate 
quinte di z ;  e quindi non si dimostra che essa soddish a (9). Ma si vede 
invece facilmente che essa soddisfa a (1). Invero si ha uniformemente in (59) 

P (x y x p,, . . . poz)  = liin P (x y z") p z .  . . pi!). 
t=w 

D'altra parte per il modo in cui si dedusse la (9) sarà 

Ma per le (61) si ha che le p& sono sempre in rnodulo inferiori a B 4 IV'; 
onde per le (63) e (48) sarà uniformeniente in (59) 

Ne segue che in (59) è uiiifornîernente 

onde si deduce che su F (x tj z . . . p,,) si pub operare con 

e che il' risultato è 10 zero. Questo insieme colle condizioni (61) ci dice che x 
sod'disfa realmente alla (1). 

OSSEHVAZ~O~E. L)el resto si pub osservare che se pure la s non ha  le de- 
rivate quinte, tuttavia su  di essa si pub operare con 

5 a4 
Zi Ai (x 9 2 p , ,  . . . p,,) -- 
O as5-; a yi 
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considerato corne un operaiore unico in modo analogo a quanto si vide ne1 
n. 4 del § 1. 

7 .  Unicità della soluzione. Lo stesso procedimento di successive appros- 
simazioni che ci ha servito a costruire la funzione z pub servire, coine è ben 
noto, a provare che non esiste altra soluzioiie di (1) che soddisfaccia alle 
condizioiii iniziali da noi imposte e che abbia le derivate dei prinli cinque 
ordini finite e oontinue; e quindi soddisfaccia realmente al sisterna (9), (Il), 
(18), (13). Tale risuhato non costituisce perd il teorema di unicità perfettamente 
corrispondente al teorema di esisteriza diinostrato sopra: poichè in questo 
abùian-io solo provato che la a aiiimette le derivate quarte finite e continue. 

Pub quindi non essere privo di interesse il seguente ragionamento clie 
dimostra il teoreina di unicità in queste più ampie ipotesi. 

Basta invero osservare che se oltre alla z esistesse un'altra soluzione a, 
la quale avesse le derivate dei priini 4 ordini finite e continiie, la funzione 
U. = z - z,  sarebbe una soluzione, nulla sugli assi, finita e continua colle sue 
derivate dei prinii 4 ordini dell'equazione lineare omogenea 

dove le a (z y), . . . sono funzioni che a'minettono le derivate prime e seconde 
finite e continue; e per cui si lia l'identità 

a (%y) E 2 - b ( x y ) 5 t ~ ( ~ y )  f (E-p l  (sy))(pn (xy)E- 1) 

dove pl (x y) e pz (% y) sono funzioni fiiiite e continue colle loro derivate prime 
e seconde, entratnbe niinori di 1 in un campo attorno all'origine (*). 

Basterà quindi provare l'unicità per l'equazione (64): e percib ci si po- 
trebbe riferire ai risultati del GOUI:SAT e de$ autori già citati relativi al- 
l'equazione (8) dell'introduzione, discutendo la trasformazione di variabili che - 

porta (64) nella forma (8). Ma senza ric,orrere a tale procedimento, si osservi 
che procedendo in modo analogo a quanto si fece al n. 4 di questo $j II se 
u è una soluzione di (61) la ,quale abbia le derivate dei primi due ordini, 

au a zc posto u - - - y  zc - - le funzioni u, ed u, avranno le derivate prime e - a %  2 - ~ ~  

(*) Cfr. HADAMARD, Leçons sur la propagation des ondes, pag. 358 e ss. 
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saranno soluzioni di uii sisteiiia di equnzioni della forma 

colle condizioni iniziali 
u, (O x) = u, (X 0) = 0.  

È chiara l'analogia del sistema delle (65)' (66)  col sistenia che si deduce 
da (9), ( I l ) ,  (1?2), (13) colle sostituzioni (15)) (18); e conie per quello si è sopra 
osservato potersi dimostrare il teorema di esistenza e quello di unicità per 
le soluzioni che amiiiettono le derivate prime, cosi cogli .stessi procedi~iienti 
in base ai risultati generali del 8 1 si dimostra il teoreina di unicità delle 
soluzioni del sistema (65), (66) le quali ammettono le derivate prime. La fun- 
zione u non pu6 quindi differire da zero. 

8. Conclusione. - Possiamo quindi concludere : 
Data l'equazione 

F ( X ~ B ~ ~ ~ S ~ ) = O ,  

,se s i  suppone che F abbin le derivlnte dei prilni 4 ordini  rispetto alle varinbili 
d a  cui  dipende finite e continue, esiste nell'intorno dell'origine u n a  ed u n a  sola 
solusione d i  essa che abbia le derivnte dei pr imi  4 ordimi e si  annull i  sugli assi, 
purchè i l  birapporto delle diresioni delle caratterist$che dell'epuazione (1) nel- 
l'elenzento d i  superficie corrispondente al170rigine (il quale è pienarnente deter- 
ininato da (1) e dai dati iniziali) e degii assi  non  sin. in ?aaodulo egunle a 1 (*). 
S e  l'equazione è analitica. la soluzione lo è pure. 

Con unai trasformazione di variahili e di furizione incognita il precedente 
teorenia d i  luogo a quest7altro: 

Data l'cyuazione 
F ( x y z p q r s t ) = O ,  (l) 

(*) Ne1 caso reale cib equivale a dire che le caratteristiche e gli assi non si separano 
armonicamente. 
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se s i  suppone che F abbia le d e r i m t e  dei  prirni 4 o r d i n i  rispetto alle uar ia -  
bili d a  cu i  d ipende  finite e continzce, esiste ~ne l l ' i~ t torno  dell'oriyine u.na super- 
ficie soluzione d i  essa  che pass i  per dlde curve gobbe le qznali si incorztrino sensa 
t o c c a k  in un pun to  della retta x = y = 0, purchè i l  birapporto delle d irez ioni  
delle tangenti  a tali curue gobbe e delle direxioni delle czwve carat ter is t ic l~e  
dell'equaxione ( 1 )  nell'ele~tzento in i z in le  deterwt imto d a  questi  d a t i  lzon sia in 
modulo ugua le  aZl7,unit&. Si a m ~ z e t t e  c7ce le curve  gobbe asseynate  s i a n o  date  
d a  equazioni i c u i  p r i m i  w m b r i  h a n n o  le deriunte de i  p r i m i  6 ord,ini  finite 
e co~z t inz~e:  l a  soluziorte costrutta a v r à  al lora certmwente le derivate d e i  p r i m i  
4 o r d i n i  finite e continue,  e s a r à  l 'unica funzio.î~e che gode d i  ta l i  proprieth. 

Naturalinente è cliiaro clle la condizione relativa al birapporto è real- 
~nente essenziale: una dimostrazione di cib relativa a.1 caso analitico, è data 
da1 GOURSAT nelle sue Memorie, ed è evidentemente di tale natura da appli- 
carsi pure al caso delle funzioni di variabili reali, alnieno quando si aiilmetta 
per queste I'esistenza di un nuniero conveniente di derivate. 

1. L.a proprie ta  fondamentale delle caratteristiche sentplici. Si consideri 
uti'eyuazione di secondo ordine a caratteristiche distinte 

ed una curva di elementi di secondo ordine caratteristica per essa; sia ad es. : 

Per dimostrare che essa appartiene ad infinite soluzioni di (1) il GOUHSAT 
osserva clie, assegnata una funzione $ (y) arbitraria nulla per y = O, esiste 
pel teorenla del paragrafa precedente una soluzione di (1) la quale si riduce 
a + (y) per x = O ,  e a O per y = O ;  e verifica col calcolo effettiro delle de- 
.rivate ne1 punto iiliziale x = y = O che, se si suppone che la $ (y) si annulla 
colle sue derivate dei pri~ni due ordini per y = O, detta soluzione contiene 
tutta la caratteristica (2). Ne1 caso delle funzioni non analitiche è chiaro clle 
il calcolo effettivo delle derivate ne1 punto iniziale non si pu6 in generale 
fare, e che ove pure fosse possibile non basterebbe a provare che la (2) ap- 
partiene alla soluzione cercata. 
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È perb setnplicissirno indicare il ragionainento che devesi sostituire al 
ragionamento del GOURSAT. Per inaggior semplicità si risolva la (1) rappofto 

la nuova eyuazione: cib si pub sempre fare poichè si suppone che (8) è Ca- 
ratteristica di (1) e che le caratteristiche di (1) nell'eleinento 

x=y=z=p=q=r=s=t=O 
sono distinte. 

L'ipotesi clle (2) sia caratteristica di (1) porta inoltre che 

Cid posto, sia dunque z = 5 (x  y )  una funzione soluzione di (3) clie itbbia 
le derivate dei priini tre ordini finite e continue, e tale che soddisfaccia alle 
condizioni iniziali 

< ( x  O )  = O ,  " ( O  O )  = ;C (O O )  = j3 ( O  O )  = 6 ( O  O )  = 7 (O O )  = 0 ( 5 )  

dove colle lettere greche z, X, p, O, T indichiamo le derivate di < aiialoghe 
a p, i, r ,  s, 1. Vogliaino dimostrare che sarà identicamente 

n ( X  O )  = x (x  O )  = p ( x  O )  = a (x  O )  = r ( x  0) = 0. 

Ora da '5 ( x  0) = 0 segue intanto n ( x  0) = p ( x  0) = 0. Si osservi ora 

che dall'essere ( ( x  y )  soluzione di (3) e an@ll)  - - Wx?1) = 5(x1., 
a Y a z 

- " - segue ehe si hanno le equazioni 
a Y ax 

a 7 Poniamo - = 8 ( x  y); sarà per le nostre ipotesi 8 ( x  y)  una funzione 
8 Y 

finita e continua nell'intorno dell'origine. 
Poniamo x ( x  O )  = X, (x),  T ( x  0) = r, ( x ) ;  rainmentarido che 
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le relazioni precedenti divengo~io, facendovi y = O, e teneiiclo conto di (4) 

dove anche rielle derivate di f ehe stanno corne coefficienti delle ultime due 
equazioni devesi porre y = [ = a = p = 0 ,  x = x,, T = T ~ .  Tali equazioni 
costituiscono quando sia nota la funzione 8 (30)  un sisteina. di eyuazioni 
differenziali per r ,  e A,, regolare nell'intorno dei valori x = X, = T, = O, 

d z  d"Xi d r ,  perchè grazie alle (4) il Jacobiano delle (6) rapport0 a -1- t 7 ,  -- per 
d x  da dx: 

x = X, = î1 = O è uguale a 1 : quindi data la 6 (cc O) ed una coppia di valori 
deli'intorno della coppia (0, O), quali valori inizinli di x j  e 7 ,  per m = O, le 
xi e T, sono pienaniente deterininate. Ma per le (4.) qualunque sia 0 (xO) 
purchè finita, le funzioni ;c, (x) = 0, 7 ,  (x) = O sono soluzioni di (6) e quindi 
sorio le sole soluzioni di (6) le quali si annullino per x = O. Ne segue per (5) 
che è necessariainente ;C (x O) = T ( s  0) = O e quindi pure G (m  O) = 0. 

La soluzione z = [ (x y) di (1) O (3) contiene quindi la caratteristica (9) 
c. v. d. 

8. - Da qiiesto teorema si potrebbe al10 stesso modo che fa. il GOURSAT 
nella seconda delle Meinorie citate de@ Annales de la Faculté de Toulouse 
cornpletare il teorema del .paragrafo prececlente, provando ehe ne1 caso delle 
furiziuni di variabili ïeali, se le due curve gobbe assegnate non si incrociano 
in un punto O deli'asse delle a, ma-harino O coine estremo comune senza i..i 
toccarsi esiste una sola od infinite superficie soluzioni che contengono q,: .;te 
due curve a seconda che le direzioni delle tangenti ad esse non sepx: ?no O 

separano le direzioni delle caratteristiche. 

Attnali di Matematica, Serie III, Tomo XVIII. 
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Réc lama t ion  

( P a r  KONRAD ZIKDLEH, à Innsbruck. )  

..- , , . .  - 

D a n s  l'introduction du Mémoire : S a g g i o  d i  geometrin di ferenginle  de i  
complessi d i  rette, de M .  SANNIA (Ann. di Mat. (3) XVSI, 1910) se trouvent les 
prppositions suivantes : 

« Due 'forme differenziali quadratidie hanno pure adoperato il FIBBI ed 
il FUBINI per rappreseritare una congruenza (*) di raggi in îmo spazio di cur- 
vatura costante; ma nessun  tentative i n  questo senso è stato fatto finora per  
i coazpiessi d i  rette. » 

« Per la prima volta sono qui studiati in modo sisteinatico i complessi 
definiti dalle espressioni esplicite delle coordinate di una retta çenerica. in 
funzione di tre parametri indipendenti. » 

Or dans ma: Liniengeometrie m i t  Anmendungen ,  Band 11, parue en 
avril 1906, j'ai employé deux formes différentielles quadratiques ternaires 
($5 47,48), qui ont précisément la même signification, que celles de M. SANNIA. 
Le lecteur est prié de comparer ma fortnule 99) pour P (1. c., p. 184) avec 
la formule 33) de M. SANNIA. En tous les deux cas les numérateurs représeri- 
tent le moment des deux droites voisines et les dénominateurs l'angle. Et 
bien que je retiens toutes les trois variables du dénominateur, je remarque 
(p. 187), que ceci se décompose en deux formes linéaires. Toutes les appli- 
cations de ces formes quadratiques s'appuient sur la représenta.tion paramé- 
trique des cornplexes, que j'ai introduite (1. c., p. 180) dans la géométrie diffé- 
rentielle et utilisée systématiquement dans les 5s 47, 48,49, 55 de mon ouvrage. 
V. aussi mon Bericht (Jahresb. d. Deutschen Math. Vereiriig. Bd. XV, 1906), 
Art. 14 et 15; Monatsh. f. Math. u. Pliys. Bd. XVSI, 1906. 

Iunsbruck, 16. août 1911. 

(*) Quant aux congruences de droites, v. ma réclamation Math. Annalen, Bd. 69. 
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