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VORREDE.

Les causes primoydiales ne nous sont point connues;

mais elles sout ussujetties & des lois simples et con-

stantes, que Pon peut découvrir par 'observation, et

dont 'étude est l'objet de la philosophie naturelle.
Fourier.

Der Ausdruck ,Natural Philosophy**) wurde von Newton
gebraucht und wird noch jetzt auf den britischen Universi-
titen angewandt, um die Erforschung der Gesetze der materiel-
len Welt und die Herleitung nicht direct beobachteter Resul-
tate aus ihnen zu bezeichnen, Beobachtung, Classification und
Beschreibung der Erscheinungen muss der Theorie in jedem
Theile der Naturwissenschaften nothwendig vorhergehen. Diese
friihere Stufe wird in einzelnen Zweigen der Wissenschaft
Naturgeschichte genannt und konnte mit demselben Rechte
auch in allen iibrigen diesen Namen fihren.

TUnsere Aufgabe ist eine zweifache: einen einigermaassen
vollstiindigen Bericht iiber die jetzt bekannten Resultate dieser
Wissenschaft in einer dem nichtmathematischen Leser verstind-
lichen Sprache zu geben, und denen, welche des Privilegiums
tieferer mathematischer Kenntnisse theilhaftig sind, einen zu-
sammenhéingenden Umriss der analytischen Processe zu liefern,
durch welche die meisten jener Resultate auch in Gebiete aus-
gedehnt worden sind, deren die cxperimentelle Untersuchung
sich noch nicht hat bemfichtigen konnen,

*) Dies ist der englische Titel .des Buches, entsprechend dem Titel von New-
tou’s beriihmten Werke ,Philosophiae Naturalis Principia“; im Deutschen
entspricht diesem Begriffe etwa der der ,theoretischen Naturwisseuschaft“, oder
auch io noch speciellerem Sinne geradezu: ,Physik”. :
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VI Vorrede. -

In dem vorliegenden Bande nimmt die (durch kleineren
Druck unterschiedene) mathematische EFntwicklung nothwen-
dig weit mehr Raum ein, als der experimentelle und beschrei-
bende Theil.

Wir beginnen mit ecinem Capitel iiber die Bewegung,
einem von der Kxistenz der Materie und der Kraft vollig
unabhéingigen Gegenstande. Wir werden darin naturgemiss
zur Betrachtung der Krimmung und Windung von Curven, der
Kriimmung von Flichen und verschicdener anderer rein geome-
trischer Gegenstinde gefiihrt.

Die Gesetze der Bewegung, das Gesetz der Gravi-
tation und der elektrischen und magnetischen Attrac-
tion, Hooke’s Gesetz und andere direct auf experimentellem
Wege hergeleitete Fundamentalprincipien fithren mittels mathe-
matischer Operationen zu manchen interessanten und niitzlichen
Resultaten, fir deren Pritffung freilich auch unsere feinsten Ver-
suchsmethoden bis jetzt vollig ungenuigend sind. Ein grosser
Theil unseres ersten Bandes ist diesen Entwicklungen gewidmet,
dic zwar nicht unmittelbar experimentell bestiitigt werden kon-
nen, aber so sicher wahr sind, wie die elementaren Gesetze, aus
denen sic durch die mathematische Analysis hergeleitet wurden.

Wir wenden in der Regel digjenigen analytischen Processe
an, welche am directesten zu den herzuleitenden Resultaten
fithren, Das Verstindniss des Werkes wird daher fiir den ge-
wohnlichen Leser oft schwierig sein. Ein kleineres Buch,
welches einen grossen Theil der nichtmathematischen Ent-
wicklungen des vorliegenden Bandes und von den mathemati-
schen Entwicklungen nur so viel enthiilt, als sich leicht mittels
der elementaren Geometrie und Algebra herleiten ldsst, wird
in Kurzem erscheinen.

Nach Ampere’s Vorschlag bedienen wir uns fiir die rein
geometrische Bewegungslehre des Ausdrucks Kinematik. Fer-
ner wenden wir den Ausdruck Dynamik in seinem etymolo-
gisch richtigen Sinne an, bezeichnen also damit die Wissen-
schaft, welche von der Wirkung der Kraft handelt, mag letz-
tere nun relative Ruhe unterhalten oder eine Beschleunigung
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Vorrede. S v

der relativen Bewegung hervorbringen. Die diesen beiden Fil-
len entsprechenden Theile der Dynamik werden zweckmiissig
Statik und Kinetik genannt.

Ein Gegenstand, den wir bestindig im Auge behalten haben,
ist das wichtige Princip der Erhaltung der Energie. Die Re-
sultatc neuercr experimenteller Forschungen, besonders die von
Jaule, lehren iibereinstimmend; dass die Energie ebenso real
und unzerstorbar ist, wie die Materie. Es gew#hrt uns hohe Be-
friedigung, zu finden, dass Newton, soweit es der Zustand der
experimentellen Wissenschaft seiner Zeit gestattete, diese herr-
liche moderne Verallgemeinerung anticipirte.

Wir bitten zu beachten, dass an vielen Stellen unseres
Werkes, wo es scheinen kinnte, als hiitten wir heutzutage all-
gemein angenommene Methoden -und Beweisarten rasch und
unnothiger Weise verlassen, wir nicht sowohl Neuerer als viel-
mehr Wiederhersteller sind. ‘

In unserem einleitenden Capitel iber Kinematik fiihrt.uns
die Betrachtung der harmonischen Bewegung naturgemiss zum
Fourier’schen Satze, der, was den Nutzen flir die Wissenschaft
der Physik betrifit, zu den wichtigsten aller analytischen Resul-
tate gehort. In den Anhidngen zu diesem Capitel haben wir
eine Ausdehnung des Green’schen Satzes und eine kurze Ab-
handlung iiber die bemerkenswerthen Functionen gegeben, die
unter dem Namen von lLiaplace’s Coefficienten bekannt
sind. Ueber die Eleganz und den Nutzen dieser Analyse von
Laplacé kann .nur eine Ansicht herrschen. Aber die Art und
Weise, in der sie bis jetzt dargestelltiwurde, ist den fiahigsten
Mathematikern abstossend und den minder fahigen allzu schwie-
rig erschienen. Man wird finden, dass sie in der vereinfachten
und symmetrischen Form, in der wir sie geben, vollig im Be-
reiche derjenigen Leser liegt, die nur einigermaassen mit den
neueren mathematischen Methoden vertraut sind.

Im zweiten Capitel geben wir Newton’s Bewegungsgesetze
in seinen eigenen Worten und mit einigen seiner eigenen Com-
mentare. In der That ist jeder Versuch, diese Gesetze bei Seite
zu dringen, vollig misslungen. Vielleicht in keiner Wissen-
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vin Vorrede.

schaft ist jemals einem System eine so einfache und zu gleicher
Zeit so umfassende Grundlage gegeben worden. Die Anwen-
dung der Lagrange’schen allgemeinen Coordinaten auf
die Dynamik, Hamilton’s variirende Wirkung und damit
in Zusammenhang stehende Gegenstiinde vervollstindigen das
Capitel.

Das dritte Capitel, ,Erfahrung*, haundelt kurz von der
Beobachtung und dem Experiment als den Grundlagen der
Naturlehre. :

Das vierte Capitel hat es mit den bei der Messung der Zeit,
des Raumes und der Kraft gebrauchten Fundamentaleinheiten
und mit den wichtigsten Instrumenten zu thun,

Damit schliesst der erste Theil des Werkes, welcher streng
genommen nur die Einleitung bildet.

Der zweite Theil ist der abstracten Dynamik gewidmet (die
in neuerer Zeit nicht gerade passend Mechanik genannt wird).
Sein Gegenstand ist in dem einleitenden (fiinften) Capitel kurz
dargelegt. Der Rest des vorliegenden DBandes behandelt die
Statik. h

Im sechsten Capitel gehen wir, nachdem wir die Statik
eines materiellen Punktes kurz behandelt haben, sehr ausfiihr-
lich auf das wichtige Thema der Attraction ein. Das sie-
bente Capitel enthilt die Statik der festen und fliissigen Kor-
per, und finden darin verschiedene wichtige Gegenstinde, wie
die Deformation elastischer fester Korper, die statische Theorio
der Ebbe und Fluth, die Gestalt und Festigkeit der Erde eine
eingehende Beriicksichtigung. ’

Im zweiten Bande wird der zweite Theil durch Capitel iiber
die Kinetik eines materiellen Punktes und iiber die Kinetik der
festen und der flissigen Korper vervollstindigt werden. Wir
werden darin auch die Vibrationen fester Korper und die Wellen-
bewegung im Allgemeinen behandeln. Dieser Band wird wahr-
scheinlich auch den dritten Theil: ,Ueber die Eigenschaften
der Materie® enthalten.

Wir glauben, dass der mathematisch gebildete Leser haupt-
sicblich durch die Lectiire des gross gedruckten Theils dieses
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Vorrede. X

Bandes Nutzen haben wird; denu er wird dadurch gentthigt wer-
demn, durch eigenes Nachdenken das zu finden, was er zu oft ge-
wohnt war, vermittels ciner bloss mechanischen Anwendung der
Analysis zu erreichen. Nichts kann fir den Fortschritt verhing-
nissvoller sein, als ein zu grosses Vertrauen auf mathematische
Symbole; denn der Studirende ist nur zu schr geneigt, den
bequeweren Weg einzuschlagen und die Formel, nicht die
Thatsache als die physikalische Realitidt anzusehen.

Der vorliegende Band enthidlt eine Menge anscheinend
zweckloses Material. Es wird sich jedoch zeigen, dass dasselbe
sich direct auf Abschnitte der drei tibrigen Binde bezieht. Die
Nothwendigkeit, die Bediirfnisse der folgenden Binde so zu an-
ticipiren, ist eine der Hauptursachen des langsamen Erschei-
nens dieses Bandes, dessen Druck seit dem November 1862 in
unregelmissipen Intervallen vorgeschritten ist.

[Folgen Bemerkungeu iiber den Druck der englischen Aus-
gihe.]

Juli 1867.

W. Thomson. P. G. Tait.
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VORREDE

ZUR

DEUTSCHEN UBERSETZUNG.

Im vorliegenden Bande wird dem deutschen naturwissenschaft-
lichen und mathematischen Publicum der Anfang eines Werkes
von hoher wissenschaftlicher Bedeutung ithergeben, welches
eine in dor Literatur sehr fiihlbare Liicke in ausgezeichnetester
Weise ausfiillen wird. Wihrend es an zweckmiissigen popu-
laren Lehrbiichern der Physik nicht fehlte, musste sich jeder,
der ein eingehendes wissenschaftliches Verstindniss auch nur
einzelner Theile dieser Wissenschaft suchte, ein Verstiindniss,
wie es ohne mathematische Behandlung eben nicht zu gewinnen
ist, dem Studium der einzelnen Original-Abhandlungen zuwen-
den. Diese sind aber fast alle in akademischen Denkschriften
oder anderen wenig verbreiteten periodischen Schriften enthal-
ten und gewdhnlich nur in grisseren Bibliotheken zu finden,
sclbst wenn man weiss, wo man zu suchen hat. Strengere
mathematische Studien werden im Allgemeinen freilich nie ein
sehr grosses Publicum finden, aber es ist wohl nicht zu be-
zweifeln, dass die genannte rein dusserliche Schwierigkeit einen
wesentlichien Theil der Schuld davon triigt, dass mathematisch-
physikalische Kenntnisse auch bei uns in Deutschland nur eine
sehr geringe Verbreitung haben, trotzdem an deutschen Uni-
versitiiten einige der ausgezeichnetesten Vertreter dieser Rich-
tung gelehrt haben und noch lehren.
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Vorrede zur deutschen Uebersetzung. X1

Wenigstens der eine der Verfasser des vorliegenden Buches,
Sir William Thomson, ist ldngst auch in Deutschland be-
kannt als einer der durchdringendsten und erfindungsreichsten
Denker, welche sich unserer Wissenschaft je zugewendet haben.
Wenn ein solcher es unternimmt, uns gleichsam in die Werk-
statt seiner Gedanken einzufithren und die Anschauungsweisen
zu enthiillen, die leitenden Fiden auseinander zu wickeln, die
ihm in seinen kiihnen Gedankencombinationen geholfen haben,
den widerstrebenden und verwirrten Stoff zu beherrschen und
zir ordnen, so sind wir thm alle dafiir den hochsten Dank schul-
dig. Er hat dabei in Herrn P. G. Tait, Professor der Physik
in Edinburg, fiir dieses Werk, welches sonst die Kriifte eines
einzelnen vielbeschiftigten Mannes ubersteigen wiirde, einen
hichst geeigneten und talentvollen Helfer gefunden. Nur durch
eine solche gliickliche Vereinigung war die Aufgabe vielleicht
ilberhaupt zu losen.

Das Werk arbeitet auf eine mdglichst allseitige und eindrin-
gende Einsicht in die Wechselbeziehungen der Naturkrifte hin,
wobel ,es wesentlich die Hervorhebung des physikalischen
Zusammenhangs im Gegensatz zu der Eleganz der mathema-
tischen Methoden bevorzugt. Wird die Wissenschatt einst
vollendet sein, so werden die physikalische und mathematische
Consequenz vielleicht zusammenfallen. Bei den ausserordentlich
mannigfaltigen Wechselbeziehungen der Naturkrifte za einander
liegt es in der Natur der Sache, dass man sie nur verstehen
kann, wenn man sich die Verhéltnisse von den mannigfaltigsten
Gesichtspunkten aus betrachtet, und sich jedesmal denjenigen
sucht, der am tiefsten in den Kern der gerade vorliegenden
Frage blicken ldsst. Dadurch wird allerdings die Einheit der
Methode gestort, die dic besseren franzosischen Lehrbiicher so
bequem und angenehm macht, und es wird dem Leser, wie auch
die Verfasser in der Vorrede zum Original anerkennen, mehr
Arbeit cigenen Denkens zugemuthet. Der Leser aber, der diese
Arbeit nicht scheut, wird reichlichen Lohn davon haben; er
wird sich zu eigener Erweiterung seines Verstindnisses viel
besser ausgeriistet finden, als durch die einseitig consequenten
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i Vorrede zur deutschen”Uebersetzung.

Methoden, die meist nicht weiter fiihren, als bis zu dem Ziel, auf
das sie berechuet sind.

.Dieser Richtung ihrer Arbeit entsprechend haben die Ver-
fasser sich auch bemiiht, wo es anging, mathematische Mothoden
zu gebrauchen und Begriffe einzufithren, welche einer An-
schauung fahig sind. Eine solche sich herauszuarbeiten, ist im
Anfang allerdings oft schwerer, als den gegebenen analytischen
Methoden in der Rechnung einfach zu folgen; aber es bleibt
durch die dabei gewonnene griossere Uebersichtlichkeit (IesVer-
fahrens auch ein dauvernder Gewinn bestehen.

Die Uebersetzung eines solchen Buches, wo die grisste (e-
nauigkeit im Ausdrucke nothig ist, wiihrend die Worter der
beiden Sprachen sich nicht immer vollstindig decken, ist keine
ganz leichde Sache. Dazu kam, dass die Verfasser selbst eine
Reihe neuer englischer Worter in die wissenschaftlichen Aus-
drucksweisen eingefithrt haben. Die Hauptarbeit ist Herrn
G. Wertheim zugefallen. Der Unterzeichnete glaubte bei der
Einfiihrung eines so wichtigen Werkes in die deutsche wissen-
schaftliche Literatur seine Iilfe trotz starker Ueberladung mit
Arbeiten nicht versagen zu diirfen, so weit sie von den ithrigen
Betheiligten, den ihm nahe befreundeten Verfassern, dem Herrn
Verleger und dem Uebersetzer, in Anspruch genommen wurde.
Ich habe deshalb eine Correctur gelesen, und namentlich in den
schwierigeren Fillen der Accommodation zum Theil neuer deut-
scher Ausdriicke an die onghsvhen zu helfen gesucht, so gut
ich konnte.

Endlich ist auch noctr eine Reihe Correcturbogen von den
Verfassern selbst durchgesehen worden, um dadurch méglichste
Sicherung gegen Missverstdndnisse oder Ungenauigkeiten des
Ausdrucks zu erzielen.

Der Herr Verleger, indem er seinerseits eine so verwickelte
und zeitraubende Art der Controlle moglich machte, hat sich
ohne Zweifel dadurch den Dank der deutschen Leser in hohem
Grade verdient.

Berlin, im Mai 1871.
Helmholtaz.
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Verzeichniss neuer oder in deutschen Biichern weniger
gebrauchter Benennungen mit Angabe des Ortes ihrer
Erklarung.

Grosse der Windung (Zortuosity) einer Curve, § 7 bis 9.

Gesammtkriimmung und mittlerse Krimmung (Integral curvature
und average curvature) einer Curve, § 10 bis 13.

Hodograph cines bewegten Punktes, § 37 bis 39.

Verfolgungscurve (Curve of Pursuit), § 40.

Einfache harmonische Bewegung, § 52 bis 57, ist gleich dem, was
sonst einfache Schwingung, pendelartige oder Sinusbewe-
gung genannt worden ist. Der englische Ausdruck musste wegen
der darauf gebauten weiteren Terminologie hier beibehalten werden.

Harmonische Kugelfunetionen (Spherical Harmonics), 8. 156.

Vorriickende Rotation (Precessional Rotation), § 104.

Hooke’s Schliissel, § 109,

Gleiten, Rollen, Kreiseln (sliding, rolling, epmmnq) eines Korpers
auf einem dndelen, § 1t0.

Drillung oder Torsion (twdst), § 119.

Synclastische und anticlastische Fldchen, § 128.

Sphirisecher Excess, § 134.

Gesammtkrimmung, mittlere Kriimmung, specifische Kriim-
mung und Horograph einer Fliche, § 136.

Wendungscurve einer Fliche (Edge of regression), § 148.

Deformation (straim) eines Korpers, § 154

Einfache Schiebung (Simple shear), § 171.

Reine Deformation oder Verzerrung (Pure strain), § 183.

Tangentiale Verschiebung einer Curve, § 186.

Verschiebungsfunction (Displacement function), § 190, 1.

Grade der ¥reiheit, § 195 bis 201.

Kinetische Energie, § 213, gleich ,Lebendige Kraft“, auch § 280.

Potentielle Energie, § 241, § 269.

Triagheitsmittelpunkt (Centre of Inertia), § 230, gleich ,Bchwer-
punkt®, oder besser als letzterer Ausdruck.

Conservatives System von Korpern, § 271.

Gyrationsradius, § 281.

Wirkung (dction), § 318.

Charakteristische Function (W R. Hamilton’s), § 323
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ERSTER THYIIL.

EINLEITENDE BEGRIFFE

Erstes Capitel

Kinematik

1. Es giebt viele Eigenschaften der Bewegung, der Orts- und
Formverinderung , welche vollig unabhingig von physikalischen Be-
grifien, wie Kraft, Masse, Elasticitit, Temperatur, Magnetismus,
Elektricitit, betrachtet werden kénnen. Da eine vorliufige abstracte
Usntersuehung  dieser Eigenschafton von ‘grossem Nutzen fir die
theoretische Physik ist, so widmen wir ihr das gange erste Capitel.
Dieselbe wird gewissermaassen die Geometrie unseres Gogenstandes
ausmachen und Alles umfassen, was riicksichtlich der vorhandenen
Bewegungen beobachtet oder durch Schliisse entdeckt werden kann,
80 lange nicht nach der Ursache gefragt wird. ’

- 2. Mit dieser Beschriinkung werden wir zuerst die freie Be-
wegung eines Punktes, darauf die Bewegung eines an einem unaus-
dehnsamen Faden befestigten Punktes, dann die Bewegungen und
Verschiebungen starrer Systeme, und endlich die Formverinderungen
von Flichen und festen oder flissigen Massen betrachten. Beildufig
werden wir auch veranlasst sein, einen grossen Theil des Gebietes
der elementaren Geometrie zu beriihren, dag mit der Krimmung der
Linien und Flichen im Zusammenhange steht. )

3. Bewegung eines Punktes. — Wenn sich ein Purkt aus
einer Lage in eine andere bewegt, so muss er offenbar eine conti-’
nuirliche Linie beschreiben, welche krumm oder gerade sein kanm,
oder die auch wohl aus Theilen von geraden und krummen Linien
besteht, welche unter irgend welchen Winkeln zusagnmentreffen. Bel
der Bewegung eines materiellen Punktes jedoch kann eine solchs

Thomson u. Tait, theoretische Physik. 1
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2 Einleitende Begriffe.

plotzliche Richtungsinderthg, ausser wo die Geschwindigkeit Null ist,
nicht vorkommen, da dies (wie wir spiter sehen werden) die Wirkung
einer unendlich grossen Kraft voraussetzen wiirde. Es ist zweck-
miissig, beim Beginn einige Sitze ins Auge zu fassen, die aus dem geo-
metrischen Begriff der von einem bewegten Punkte beschriebenen Bahn
abzuleiten sind; diese Sitze wollen wir jetzt folgen lassen und die
Betrachtung der Geschwindigkeit, die schon in niherer Beziehung zu
physikalischen Begriffen steht, auf einen spiitern Paragraphen ver-
schieben. .

4. Die Richtung der Bewegung eines Punktes ist in jedem
Augenblick die an seine Bahn gezogene Tangente, falls diese Bahn
gekriimmt ist. Ist die Bahn eine Gerade, so ist die Bewegungs-
richtung diese Gerade sclbst.

D. Kriimmung einer ebenen Curve. — Wenn die Bahn
nicht gerade ist, so éndert sich die Bewegungsrichtung von Punkt zu
Punkt, und der verhiiltnissméssige Betrag dioser Aenderung, far die
Langeneinheit der Curve berechnet, wird Kriimmung genannt.

Um dies durch ein Beispiel zu erliautern, nehmen wir an, es
geien zwei Tangenten an einen Kreis gezogen und die Berithrungs-
punkte derselben mit dem Mittelpunkte verbunden. Ter von den
Tangenten eingeschlossene Winkel ist die verlangte Richtungsinde-
rung, und die Grésse der Kriimmung ist demnach durch das Ver-
hiltniss zwischen diesem Winkel und der Linge des zngehirigen
Kreisbogens zu messen. Bezeichnet nun 4 den Winkel, § den Bogen
und ¢ den Radius, so sehen wir auf der Stelle (da der von den Ra-
dien gebildete Winkel dem zwischen den Tangenten enthaltenen
gleich ist), dass )

o =,
) 1 . <
und folglich 3= 0 das -Maass der Kriimmung ist. Danach ist die

Kriimmung eines Kreises dem Radius umgekehrt proportional; sie
ist einfach gleich dem reciproken Werth des Radius, wenn wir als
Einheit der Krimmung die Kriimmung eines Kreises annehmen, des-
sen Radius gleich der Liingeneinheit ist.

6. Jedes kleine Stiick einer Curve kann niherungsweilse als
ein Kreishogen angesehen werden, und diese Annahme kommt der
Wahrheit desto ndber, je kleiner der betrachtete Bogen ist. Die
Kriimmung desselben ist dann der reciproke Werth des Radius die-
ses Kreises.

Ist &% der Winkel zwischen zwei Tangenten einer Curve, deren Be-
rithrungspunkte um den Curvenbogen &8 von einander abstehen, so giebt

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



: Kincmatik. 3

uns die Definition der Kriimmung sofort das Maass derselben: es ist der

d 4 ’
Grenzwerth, welchen Ts hat, wenn d's unbegrenzt abnimmt, oder nach
as .
der in der Differentialrechnung iibliche?n Bezeichnung a5 ‘Wir haben aber
dy
G o= ==
tan Tz’

wenn wir die Curve, dic als eben vorausgesetzt wird, nach Cartesius’
Methode auf zwei rcchtwinklige Axen O X, OY beziehen und die Nei-
gung, welche ihre Tangente in irgend einem Punkte &,y gegen die Axe
0X hat, mit 9 bezeichnen. Daraus folgt

d

4 = arctan d—Z ,

und die Differentiation in Beziehung auf irgend eine unabhingig Ver-
anderliche ¢ liefert: )

a(%)

9 — dx __ dxd?y—dydiz

v = dy\2 T dz®+ dy?
1+ (G2

Da nun '
ds = (dx? 4 dy?)”
ist, 50 erhalten wir, wenn ¢ den Kriimmungsradius bezeichnet, wenn also
1 a8
e ds

1 dxdly—dydiz
e (@224 dy?)*

Obwohl es im Allgemecinen gut ist, in kinematischen und kinetisthen
Formeln die Zeit als die unabhidngig Veridnderliche anzusehen und alle
verinderlichen geometrischen Elemente als Functionen derselben zu be-
trachten, so pgiebt es doch auch Fille, in denen es sich empfiehlt, die
Linge des Bogens oder Weges, den ein Punkt beschreibt, zur unabhbingig
Verinderlichen zu nehmen.  Unter dieser Voraussetzung haben wir

d{ds?)=d (da?+{-dy?)=—0.
Hisraus ergiebt sich, wenn durch Anfiigung eines Index an den Buch-
staben @ ausgedritckt wird, nach welcher Grosse differentiirt werden soll,

Ay APz (@)t @By
de =7 dy T amta®
oder '
dr  {(@x)?} @y dy (@2} @y
d2y (dy*4dxnys  —  diz dyr+dxye

Diese beiden der Einheit gleichen Ausdriicke benutzen wir, um den oben
fiir 1 erhaltenen Werth auf eine andere Form zu bringen. Mit dem

erstern multipliciren wir d# d?y, mit dem zweiten dy d?x und gelangen
auf dies/e Weise zu dem Ausdruck:

1 @y @y

e ds?

1*
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oder nach der gewbhulichen kurzen, obwohll nicht ganz vollstindigen Be-
zeichnung
1 { d2y) (diac }‘/2
ds? )

7. Gewundene Curve. — Wenn alle Punkte der Curve in
einer Fbene liegen, so heisst sic eine ebene Curve; ebenso sprechen
wir von einem ebenen Polygon oder einer ebenen gebrochenen
Linje. Wenn verschiedene Punkte der Linie nicht in einer Ebene
liegen, 8o haben wir im einen Falle eine sogenannte Curve deppel-
ter Krimmung, im andern ein unebenes Polygon. Der Aus-
druck ,Curve doppelter Kriimmung® ist sehr schlecht gewihlt, und
obgleich man sich desselben allgemein bedient, so hoffen wir doch,
dass er wird beseitigt werden konnen. Es sind n#mlich nicht zwel
Kriimmungen vorhanden, sondern nur eine einzige (nach der obigen
Definition), deren Ebene bestindig eine andere wird oder sich um
die Tangente dreht und auf diese Weise eino Windung darstellt.
Der Lauf ener solchen Curve wird im gewdhnlichen Leben treffend
pgewunden” genannt, und daher empfiehlt es sich, das Maass der
entsprechenden Eigenschaft die ,Grosse der Windung® zu nennen,

8. Das Wosen der Windung wird am besten vorstanden wer-
den, wenn wir die Curve als ein Polygon mit unendlich %kleinen
Seiten anschen. Jede zwei auf cinander folgenden Seiten liegen
natiirlich in einer Ebene, und in dieser Ebene wird die Kriimmung
wie oben gemessen. Bel elner Curve, die nicht eben ist, wird aber
die dritte Polygonseite mit den beiden ersten micht in derselbon
Ebeno liegen, und daher ist die neue Ebene, in welcher die Kriim-
mung gemessen werden muss, von der alten verschieden. Die Ebene,
in welcher man die Kriimmung einer gewundenen Curve zu beiden
Seiten irgend eines Punktes misst, wird zuweilen die diesem Punkte
zugehirige osculatorische Ebene der Curve genannt. Da zwel
aufeinander folgende Lagen dieser Ebene die zweite Seite des oben
erwihnten Polygons enthalten, so leuchtet ein, dass die osculatori-
sche Ebene von einer Lage in die nichstfolgende durch eine Drehung
um die an die Curve gezogene Tangente iibergeht.

9. Krimmung und Windung. — Verfolgen wir den Lauf
einer solchen Curve, so sehen wir, dass die Krimmung im Allgemei-
nen sich @ndert, und dass zu gleicher Zeit die Ebene, in welcher die
EKrimmung liegt, sich um die Curventangente dreht. Der verhiltniss-
missige Betrag dieser Drehung, oder die Windung, muss daher ge-
messen werden durch das Verhiltniss der Grosse der Drehung der
osculatorischen Ebene zur Lingeneinheit der Curve.
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'

Um den Krimmungsradius, die Richtungscosinus der osculatorischen
Ebene und die Grisse der Windung einer nicht ebenen Curve mittels Car-
tesius’scher Raumcoordinalen auszudriicken, bezeichnen wir wieder mit
d % den Winkel zwischen den Tangenten an zwei Punkten der Curve, zwi-
schen welchen der Curvenbogen d's liegt. Ferner sei d p der Winkel zwi-
schen den diesen Punkten zugehtrigen osculatorischen Ebenen. Stellt dann g
den Krimmungsradius und v die Grésse der Windung dar, so haben wir

1 a8
(1 ==
~ e S
dy
2 N = ==
() T = g
. " . . . d9 dg .. -
wenn, wie es gewohnlich geschieht, die Grenzwerthe von Fs Ts fir
. C.d8 de .
eln unbegrenzt abnehmendes d's mit ds’ ds bezeichnet werden. .

Es seien nun OL, OL' zwel Gerade, welche durch einen belighigen
festen Punkt O irgend zwei aufeinander folgenden Lagen einer in Bewe-
gung befindlichen Geraden P parallel gezogen sind, jede in der durch
die ¥olge der Buchstaben angegebenen Richtung. Auf diesen Geraden er-
richten wir eine Senkrechte 08, der wir eine solche Richtung ertheilen,
dass OL, OL’, O8 in Beziehung aufeinander im Raum ebenso geordnet
sind, wie die positiven Coordinatenaxen OX, OY, OZ. TFerner mige O @
den Winkel L O L' und OR den Winkel halbiren, welchen OI' mit der
Verlingerung von O bildet. Fndlich seien a, b, ¢ die Richtungscosinus
von OL; o/, b',c' diejenigen von OL'; I,m,n diejenigen von O0Q; «,8,y
diejenigen von O und 4, u, » diejenigen von U, und es werde der
Winkel L O L/ mit 69 bezeichnet. Dunn ist nach den Elementen der
analytischen Geometrie

(3) cosd ¥ = aa + bb' + cd,
a-t al b+ b c+ ¢
) ! :2cosl/2J8’m:2wsl/2d‘3’ n___ZCos‘m'
) ¢ — a'—a g = b —b y = ¢ —e
2sin 1, 9’ 2sin Yy 49’ 23tn Yy dd’
© - _ be' —bt'e ‘u:ca’—c’a V:ab’—a'b_
sind§ ’ sindd ’ sin d &

Sind jetzt die beidon aufeinander folgenden Tagen von PT Tangenten
an eine Curve, deren Berithrungspunkte durch einen Curvenbogen von der
Ldnge d's von einander getrennt sind, so hat man

7 1_:__6‘&=2sin1/26#:sind‘8 .
Y ds Js ds ’
wenn d8 unendlich klein ist. In demseclben Grenzfall ist
_dzx _ 2y "= de
Tast " T ds? " T ds®
dzx dy _ ,dz
(8) a'——a:da?,b’—b:: d—;,c'—~c_dﬁ,
dy ,dz dz  dy
(9) bc’—“b’c:ﬁdd—g_ﬂ ds,u 8. W,
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und e, §, ¥ werden die Richtungscosinus der nach dem Kriimmungsmittel-
punkt hin gezogenen Normale PC, wihrend 3, u, » die Richtungscosinus
der Geraden §ind, welche senkrecht auf der osculatorischen Ebene nach
derselben Richtung in Beziehung auf P T und P C hin gezogen ist, welche
O Z in Beziehung auf OX und OY inne hat. Durch Anwendung der
Formeln (7), (8) und (9) erhilt man aus (5) und (6)

,dx dy dz
) I T T
“= e lds’ ﬁ—g 1ds' ¥~ gds’
rlyddz dy
ds " ds ds
(11) A= g‘lds , M= U 8. W., ¥ == U. 8. W

Wenn die Wahl der unabhidngig Verinderlichen unserm Belieben iiber-

lassen ist, so erhidlt man aus (10) den einfachsten Ausdruck fiir die Kriim-
mung. Es ist folgender:

6+ (122 + oy
ds

a:
Werden die Briiche d—: , u. s. w. wirklich differentiirt, so geht dieser Aus-

(12)

-

druck, bei Anwendung der Formel

(13) dsd?s — dx d?x } dy d®y + dzd?e,
ither in L
14) L {(@2p @yt (@22 —(d2ep) %

'l ] ds?

Aus (11) ergiebt sich unmnittelbar uoch ein anderer Ausdruck fur ! .
namlich

(15) 1__{(dyd®z —dz d%y)? 4 (dz d?zr — dxd?)? + (dxd?y —dy d2g)2) 'k

o dass
Wir werden sehen, dass jeder dieser Ausdriicke eine besondere Bedeutung
in der Kinetik eines materiellen Punktes und der Statik einer biegsawen
Schnur hat.

&
Um die Grosse der Windung d—;p zu ermitteln, haben wir nur i, u,»

statt I, m, n und 31, dd'# Zrﬂ—/ statt e, 8,y zu setzen. Wir erhalten
§ s

= (o) () (Y

und darin beeeichnen 4, u, » die durch die vorhergehenden Formeln be-
stimmten Richtungscosinus der osculatorischen Ebene.

10. Gesammtkriimmung. — Die Gesammtkrimmung oder
die ganze Richtungsinderung eines Bogens einer ebenen Curve ist
der Winkel, um welchen die Tangente sich gedreht hat, wenn wir vom
einen Ende des Bogens zum andern. gehen. Die mittlere Krimmung
irgend eines Theils ist gleich der ganzen Kriimmung dieses Theils,
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dividirt durch seine Lidnge. Nehmen wir an, eine von einem festen
Punkte aus gezogeno Gerade bowego sich so, dass sie der Bewegungs-
richtung eines die Curve boschreibenden Punktes bestifidig parallel
sei, 50 stellt der Winkel, durch welchen die Gerade sich wihrend
der Bewegung des Punktes dreht, das dar, was wir cben als Ge-
ssmmtkriimmung definirt haben. Bei der Bestimmung deysclben
miissen wir uns natiirlich an den modernen umfassendern Begriff
des Winkels halten, der auch Winkel, die grésser als zwei Rcchte
sind, und ebenso negative Winkel in sich schliesst. So ist die Ge-
sammtkrimmung irgend einer geschlossenen Curve, mag dieselbe
irgendwo, von aussen betrachtet, concav erscheinen oder nicht, vier
rechte Winkel, vorausgesetzt, dass die Curve sich nicht selbst schnei-

det. Die Gesammtkriimmung einer Lemniscate oder der Figur 8

ist Null, die der Epicycloide @ acht Rechte, u. s. w.

I1. Die im letaten Paragraphe\n gegebene Definition kann
offenbar auf ein ebenes Polygon ausgedehnt werden. Die gesammte
Richtungséinderung oder der ‘Wiukel zwischen der ersten und letz-
ten Seile ist dann gleich der Summe der Aussenwinkel, und zwar
15t jede Seite in der Richtung =zu verliingern, in welcher sie von
dem das Polygon beschreibenden Punkte durchlaufen wird. Dies ist
richtig, das Polygon mag geschlossen sein oder nicht. Ist dasselbe
geschlossen, so ist dieso Summe vier Rechte, so lange keine Seite
von einer andern durchkreuzt wird — eine Ausdehnung des Euclid’-
schen Satzes, der die Polygono mit cinspringenden Ecken nicht um-

fasst. Im Falle der sternformigen Figur ¥ ist die Summe zehn

Rechte weniger der Summe der fiinf spitzen Winkel der Figurj also
acht Rechte, u. s. w. _ -

12. Die Gesammtkrimmung und die mittlere Kréim-
mung einer nicht ebenen Curve konnen in folgender Weise definirt
werden: — Wir denken uns von einem festen Punkte aus gerade
Linien gezogen, welcho den Tangenten der Curve parallel und
gleichgerichtet sind. Diese Linien werden eine Kegelfiiche bilden.
Weiter nehmen wir an, diese Kegelfliche werde von einor Kugel
geschnitten, deren Mittelpunkt der feste Punkt und deren Radius
die Langenecinheit ist. Dann misst die Linge der Durchschnitts-
linie beider Flichen die Gesammtkrimmung der gegebenen Curve,
und wenn wir diese Gesammtkriimmunlg durch die Liingo der Curve
dividiren, so erhalten wir, wie im Falle einer cbenen Curve, die
mittlere Kriiommung.

13. Zwei aufeinander folgende Tangenten lisgen in der oscu-
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latorischen Ebena. Diese Ebene ist daher der Tangentialebene an
die im vorhergehenden Paragraphen beschriebene Kegelfliche parallel,
und so kapn die Windung mittels derselben sphirischen Curve ge-
messen werden, die wir soeben zur Definition der Gesammtkriim-
mung benutzt haben. Wir kénnen dies jetst nicht vollstindig dar-
legen, da dazu die erst spiiter zu behandelnde Theorie der auf Ober-
flichen gezogenen Curven néthig sein wiirde. Wir werden aber
Folgendes sehen: Wenn eine Ebene so auf der Kugel rollt, dass sie
dieselbe bestindig lings der in Rede stehenden Curve berithrt, und
dass die augenblickliche Axe bestindig senkrecht gegen die Curve
gerichtet und fiir die Kugel selbst Tangente ist, so ist die Gesammt-
krimmung der Beriihrungscurve oder der Spur des Rollens auf der
Fbene ein genaues Maass der ganzen Drehung oder Gesammt-
windung. Weiter werden wir uns iiberzeugen, dass die Krimmung
dieser ebenen Curve in jedem Punkte oder, was dasselbe ist, die
Projection der Kriimmung der sphirischen Curve auf eine Tangen-
tialebene der Kugel gleich der Windung, dividirt durch die Kriim-
mung der gegebenen Carve ist.

Es sei — die Krimmung, T die Grisse der Windung der gegebenen Curve

und ds ein Element 111161 Linge. 'Dann sind f~— und ft ds beziehungs-

WEISQ die Gesammtkrummung und (}esammtwmdung, vorausgesetat, dass jede
Integration sich iiber irgend eine festgesetzte Linge I der Curve erstreckt.
Die mittlere Klummung und die mittlere Wlndung sind beziehungsweise

f—undlftds

Unendliche Windung wird leicht verstanden werden durch Betrach-
tung einer Schraubenlinie, die unter einem Steigungswinkel ¢ auf einem
geraden Cylinder beschrieben ist, dessen Basis ein Kreis vom Radius 7

ist. Da die Kriimmung im Kreise% ist, so ist die der Bchraubenlinie

cos? i . i . Sine.cosSa A
- Die Grosse der Windung ist —————— oder gleich dem
T

natiirlich
Product der Kriimmung in fane¢. Kriimmung und Windung sind folglich

. L
einander gleich, wenn & = 1 ist.
Wir wollen die Krimmung wieder mit E hezeichnen, so dass

ro. . . . .
¢05? o t‘—é ist. Die Hohe cines Schraubenganges ist 2nriane

— 7\ Y,
= 2z Vrg (1 _E> ) und wird folglich, wenn ¢ endlich bleibt, aber # un-

begrenzt abnimmt, im Grenzfall gleich 2nVﬁ, d. h. unendlich klein.
Danach wird die Bewegung eines Punktes in der Curve, obgleich sie un-
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L]
endlich wenig von der Bewegung in einer Geraden verschieden ist (die
Bahn ist bestdndig in dem unendlich kleinen Abstande r von der festen

1 .
Geraden, der Axe des Cylinders), eine endliche Krimmung — besitzen.
. . . N | 1 r\%. o
Die Windung, die gleich — tan ¢ oder ¥.:(1—~ ist, wird im Grenz-
¢ Vgr 4

fall eine mittlere Proportionale zwischen der unendlichen Kriimmung der
kreisformigen Cylinderbasis und der endlichen Kriimmung der Curve sein.

Die Beschleunigung (oder Kraft), welche erforderlich ist, um eine
solche Bewegung eines materiellen Punktes zu erzeugen, wird spéter unter-
sucht werden.

14. Biegsame Linien. — Kine Kette, Schnur, ein feiner Draht,
eine feine I'aser oder ein IHaar fiihren uns zu dem Begriff einer voll-
kommen biegsamen und unausdehnbaren Linie, die sich weder
in der Natur vorfindet, noch kiinstlich hergestellt werden kann.

Die elementare Kinematik dieses Gegenstandes erfordert keine
Untersuchung. Die mathematische Bedingung, die in jodem Falle
derselben auszudriicken ist, besteht einfach derin, dass die lings der
Linie gemessene Entfernung irgend eines Punktes von irgend elnem
andern Punkte constant bleibe, wie auch immer die Linie gebogen sei.

15. Der Gebrauch einer Schnur bei Maschinen liefert uns viele
praktische Anwendungen dieser Theorie, die im Allgemeinen sehr
einfach sind, obgleich merkwiirdige und nicht immer sehr leichte
geometrische Problems in Verbindung damit vorkommen. Wir wol-
len hier bei solchen Fillen, wie Knoten, Weben, Stricken, u. 8. w.,
nicht verweilen, da die allgemeine Entwicklung fusserst schwierig
ist, wihrend die gewghnlichen Fille allzu einfach sind, als dass eine
Yrklirung erforderlich wire.

16. Bei der mechanischen Zeichnung von Curven wird oft eine
biegsame und unausdchnbare Schnur vorausgesetzt. Will man z B.
eine Ellipse ziehen, so zeigt die Eigenschaft der Brennpunkte der
Curve, dass, wenn man die Enden einer solchen Schnur an diese
Punkte befestigt und die Schanuor durch einen Stift bestindig ge-
spannt hilt, der Stift die Curve verzeichnen wird.

Mittels eines um einen Brennpunkt beweglichen Lineals und
einer an den andern Brennpunkt und einen Punkt des Lineals be-
festigten Schnur kann mit Riicksicht auf die analoge Eigenschaft
ihrer Brennpunkte die Hyperbel beschrieben werden, u. s. w.

17. Evolute. — Von einiger Wichtigkeit in der theoretischen
Physik, namentlich in gewissen Fragen der Optik, ist die Betrachtung
der Evoluten, und daher wollen wir dieser Anwendung der Kine-
watik einige Paragrapben widmen.
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10 Einleitende Begriffe.

>
Definition. — Wenn ein an einem Punkte eciner ebenen Curve
befestigter biegsamer und unausdchnbarer Faden lings der Curve
gespannt und darauf in der Ebene der Curve abgewickelt wird, so
beschreibt sein Endpunkt eine Ivolvento der Curve. Die ur-
spriingliche Curve wird mit Riicksicht auf die neu entstandene die
Evolute genannt.

18. In der varstehenden Definition sprechen wir von einer Evol-
vente und von der Evolute einer Curve. Es lisst sich ndmlich leicht
einsehen, dass eine Curve nur eine Evolute haben kann, wihrend sie
unendlich viele Evolventen besitzt. Donn um eine andere und andere
Evolvente zu erhalten, haben wir nur den Cyrvenpunkt zu &ndern,
von welchem der zeichnende Punkt seinen Ausgang nimmt, oder die
Evolvente zu betrachten, die jeder Punkt des Fadens beschreibt, und
diese werden 1m Allgemeinen verschiedene Curven sein. Dagegen
zoigt der folgonde Parugraph, dass es nur eine Evolute giebt.

19. Es seien A B irgend eine Curve, P@Q cin Theil einer Evol-
vente und p P, g @ Lagen des freien Theils des Fadens. Man sieht

auf der Stelle, dass p P, g ) Tangen-

Fig. 1. ten an den Bogen A D ifi den Punk-

ten p,q scin missen. Auch dreht
sich der Faden in jeder Lage wie
p P um den Punkt p, so dass das in
P liegende unendlich kleine Curven-
element als Bogen eines Kreises an-
zusehen ist, der den Mittelpunkt pund
den Radius p P hat: folglich ist p P eine Normale der Curve P Q.
Danach ist die Evolute van P eine ganz bestimmte Curve, namlich
die einhiillende Linie der in allen Punkten von P @ errichteten Nor-
malen oder, was dasselbe 1st, der geometrische Ort der Krimmungs-

B

mittelpunkte der Curve P Q. Wir erwihnen nur noch einen Satz,
der sich auf der Stelle aus der Entstchungsart von P @ ergiebt,
némlich dass der Bogen gp gleich der Differenz von ¢ @ und pP
vder dass der Bogen p A gleich p P ist. i

20. Geschwindigkeit. — Die Intensitit der Bewegung eines
Punktes heisst seine Geschwindigkeit. Dieselbe wird offenbar gros-
ser oder kleiner sein, je nachdem der in einer gegebenen Zeit durch-
laufene Weg grosser oder kleiner ist. Die Geschwindigkeit kann
gleichférmig, d. h. in jedem Augenblick diesclbe, oder veréinder-
lich sein. <

Eine gleichformige Geschwindigkeit wird durch den wihrend
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der Zeiteinheit zuriickgelegten Weg gemessen und im Allgemcinen
durch die Anzahl der auf die Secunde kommenden Fuss ausgedriickt.
Wenn sie sehr gross ist, wie beim Licht, so driickt man sie durch
die Anzabl der auf die Secunde kommenden Meilen aus. Es ist zu
bemerken, dass die Zeit hier in dem abstracten Sinne einor gleich-
formig zunehmenden Grosse gebraucht wird, was man in der Diffe-
rentialrechnung eine unabhingig Verdnderliche nennt; ihre physika-
lische Definition wird im nichsten Capitel gegeben werden.

21. Wenn danach ¢ die Geschwindigkeit eines in gleichférmiger
Bewegung begriffenen Punktes ist, so legt derselbe jede Secunde éinen
Weg von » Fuss, also in £ Secunden, wo ¢ irgend etue Zahl bezeich-
net, einen Weg von ¢f Fuss zurilick, und wenn der durechlaufene Weg
mit 5 bezeichnet wird, so haben wir

s — vt
Die Einheit der Geschwindigkeit ist die Geschwindigkeit eines Punk-
tes, welcher wihrend der Zeiteinheit die Raumeinheit zuriicklegt.

32, Es ist gut, Folgendes zu beachten: Da unsere Formel
uns allgemein

v__S
Tt

liefert, und da wir durchaus keine Voraussetzung iiber die Grosse
von § und ¢ gemacht haben, so konnen wir s und ¢ so klein, als wir
pur wollen, annehmen. Wir erhalten also dasselbe Resultat,
mégen wir nun ¥ von dem 1in 1000000 Secunden oder von
dem in %/igopo00 Secunden zurickgelegten Wege herleiten.
Dieser Gedanke ist von grossem Nutzen, da er uns Vertrauen in das
Ergebniss eines spétern Paragraphen einflossen wird, in welchem
wir, um eine veriinderliche Geschwindigkeit zu messen, gendthigt
sein werden, uns dem Werthe dorselben durch Betrachtung des We-
ges zu nibern, der wihrend einer so kurzen Zeit durchlaufen ist,
dass die Geschwindigkeit wihrend dersclben ihre Grdsse nicht merk-
lich dndert.

23. Wenn der Punkt sich nicht gleichformig bewegt, so ist
die Geschwindigkelt veréinderlich oder zu verschiedenen aufeinander
folgenden Augenblicken verschieden. Wir verstehen dann unter der
mittleron Geschwindigkeit wihrend irgend einer Zeit den wihrend
dieser Zeit zuriickgelegten Weg, dividirt durch die Zeit. Ferner
definiren wir die wirkliche Geschwindigkeit, die der Punkt zu irgend
einer Zeit besitzt, als den Weg, den er wiahrend einer Secunde zu-
riickgelegt haben wiirde, wenn er fiir diese Zeit seine Geschwindig-
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12 Einleitende Begritfe.

keit unverindert beibehalten hiitte. Dass jeder in Bewegung befind-
liche Korper in jedem Augenblick eine bestimmte Geschwindigkeit
hat, ist Allen einleuchtend und Gegenstand des tiglichen Gesprichs.
So nimmt die Schnelligkeit eines Kisenbahnzuges vom Augenbliek
der Abfahrt an nach und nach zu, und wir halten es-nicht fiir un-
gereimt, zu sagen, er bewege sich in einem bestimmten Augenblick
mit einer Geschwindigkeit von 10 oder 50 Meilen die Stunde, ob-
gloich er sich wihrend einer Stunde vielleicht diberhaupt keine Meile
forthewegt hat. In der That kénnen wir voraussetzen, in irgend
einem Augenhlick withrend der Bewegung werde der Dampf so ad-
justirt, dass er den Zug einige Zeit hindurch sich mit vollkommen
gleichformiger Geschwindigkeit bewegen lasse. Dies wiirde die Ge-
schwindigkeit sein, welche der Zug in dem in Rede stehenden Mo-
ment besiisse. Aber auch ohne vorauszusetzen, dass die bewegende
Kraft in dieser Weise adjustirt werde, kénnen wir offenbar diese
augenblickliche Geschwindigkeit niherungsweise erhalten, indem wir
die Bewegung wihrend einer so kurzen Zeit betrachten, dass dis
wihrend derselben wirklich erfolgte Geschwindigkeitsinderung klein
genug ist, um vernachlissigt werden zu kénnen.

24. Bezeichnet v die Geschwindigkeit, die der Punkt beim
Beginn oder beim Ende oder zu irgend einem Augenblicke wihrend
der Bewegung besitzt, und § den wihrend der Zeit ¢ wirklich zuriick-

gelegten Weg, so ist die Gleichung » — % um so mehr ann#hernd

richtig, je mehr die Geschwindigkeit wihrend der Zeit ¢ eine an-
nihernd gleichformige ist. Nehmen wir also f als 1/j, Secupde an,
und ergiebt sich, dass der wihrend dieser Zeit zuriickgelegte Weg

. - B . .

sy 1ist, 80 ist 5% oder 108, ein Niherungswerth der in jedem Augen-
/10

blick wiihrend der Zeit ¢ stattfindenden Geschwindigkeit. Nehmen

L
Y100
oder 100 s; ein schon genauerer Néherungswerth. Die Reihe der

Werthe :

der in einer Secunde zuriickgelegte Weg,
das Zehnfache des im ersten Zehntel einer Sce. zuriickgelegt. Weges,
d. Hundertfache , , , Hundertel , n

u. 8. w., bringen uns also der beim Beginn der ersten Secunde statt-
findenden Geschwindigkeit immer niher. Die ganze Grundlage der
Differentialrechnung ist thatsichlich in der einfachen Frage ent-

wir fiir £ /100 Secunde und ist 5, der entsprechende Weg, so ist

n 1
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halten: ,Welches ist der verhiltnissmissige Betrag der Zunahme des
zuruckgeleuteu Weges ?“, d. h.: Was ist die Geschwmdlgkext des in
Bewegung befindlichen Punktes?

Ein Punkt, welcher wihrend der Zeit £ einen Weg & zuriickgelegt
hat, mdge seine Bewegung noch einen Zeittheil ¢ hindurch fortsetzen
und wihrend desselben den Weg d's beschreiben. Ist dann ¢, die grisste
und vy die kleinste Geschwindigkeit, welche der Punkt wihrend d'¢ be-
sitzt, 80 hat man offenbar:

ds < v,.0¢t, ds > vy . dt,
ds ds
also Tt < %y, s > Uy

Je mehr aber d¢ abnimmt, desto mehr nihern sich @; und @5, und im
Grenzfall fallen beide Grossen mit der zur Zeit ¢ stattfindenden Geschwin-
digkeit zusammen; folglich ist

25. Zerlegung einer Geschwindigkeit. — Die obige Defini-
tion der Geschwindigkeit ist stets auf diesclbe Weise anwondbar,
der Punkt mag sich in einer geraden oder in einer krummen Linie
bewegen. Da aber im letztern Falle sich die Bewcgungsrichtung
bestindig dndert, so ist der blosse Betrag der Geschwindigkeit nicht
hinreichend, die Bewegung vollstindig zu bestimmen, und wir miis-
sen in jedem solchen Falle noch andere Data haben, um die Un-
bestimmtheit zu beseitigen.

In allen Fillen dieser Art, mégen wir es wie hier mit Ge-
schwindigkeiten, oder wie spiter mit Beschleunigungen und Kriften
zu thun haben, besteht die gewchnlich angewandte Methode vor-
nehmlich darin, dass man nicht die Geschwindigkeit, Beschleunigung,
Kraft direct studirt, sondern sich mit den Theilen derselben be-
achiftigt, die parallel zu irgend drei auf einander senkrechten Gera-
den genommen sind. Wenn z. B. ein Zug auf einer geneigten Bahn
nach Nord-Westen hin ansteigt, so kann die ganze Geschwindigkeit
und die Neigung der Bahn gegeben sein. Dieselben Begriffe lassen
sich aber auch so ausdriicken: der Zug bewegt sich zugleich nach
Norden, nach Westen und nach oben, und die Bewegung wird so-
wohl der Grosse wie der Richtung nach vollkommen bekannt sein,
wenn wir die in diesen Richtungen stattfindenden Geschwindigkeiten
einzeln kennen. Diese Geschwindigkeiten werden die nach den drei
auf einander senkrechten Richtungen: Norden, Westen, Oben ge-
nommenen Componenten der gunzen Geschwindigkeit genannt.

N
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14 Einleitende Begriffe.
Im Allgemeinen ist (wie wir gesehen haben) die Geschwindigkeit eines

%, oder, was dasselbe ist:

{(%)2 + (%J)2 n (;i_tz)i’ }1/!_

in &, ¥, & befindlichen Punktes gleich

dz
Nun ist E T die verhiiltnissmiissige Zunahme von x, oder die der  Axe paral-
lele Geschwindigkeit, die wir mit o, bezeichnen wollen. Eine analoge Be:
d

deutung hat jeder der Ausdriicke c_i}t!’ % Sind also «, £, ¥ die Winkel,
welche die Bewegungsrichtung mit den Axen bildet, so ist

dx

oS @ — x __ dt v
T ds T ds @’
dt

folglich
Vs = ¥ COS &,

und diese Gleichung lehrt Folgendes: —

26. Eine Geschwindigkeit von beliebiger Richtung kann nach
jeder andern Richtung und senkrecht zu derselben zerlegt werden.
Die erstere dieser beiden Componenten erhilt man daduarch, dass
man die Geschwindigkeit mit. dem Cosinus des von beiden Richtun-
gen eingeschlossenen Winkels multiplicirt; bei der Bestimmung der
zweiten Componente hat man den Sinus dieses Winkels als Iactor
zu benutzen. Ferner kann jede Geschwindigkeit in drei Componen-
ten zerlegt worden, die zu drei beliebigen auf elnander senkrechten
Geraden parallel sind, und jede Componente wird gebildet durch
Multiplication der ganzen Geschwindigkeit mit dem Cosinus des
zwischen den Richtungen der Geschwindigkeit und der betreffenden
Componente enthaltenen Winkels.

Es ist niitzlich, zu beachten, dass, wenn die Axen der 2, ¥, 2 nicht

senkrecht auf einander stehen, die den Axen parallelen Geschwindigkeiten

. dx dy dz . . .
immer noch 25 At @ s werden. Es ist dann aber nicht mehr

(ds 2 ' rdxz\? (dy)‘l (d 2)9
at) =\qz) T \a) + G/

Wir iiberlassen es dem Leser, in diesem Falle die ganze Geschwindig-
keit durch ihre Componenten genau auszudriicken.

Wenn wir die Geschwindigkeit lings einer Geraden zerlegen, die mit
den Axen die Winkel A, g, » und mit dor Bewegungsrichtung den Winkel
3 bildet, 8o ergeben sich, je nachdem wir direct ¥ oder die Componenten
v,, ¥y, ¥: vOon v zerlegen, zwei Ausdriicke, die natiirlich einander gleich
sein miissen, né',n}lich :

veosd — v.cosd -} v,cosu + meosv.
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Werden in diese Gleichung die (§. 25) schon gegebenen Werthe voun 7.,

v,, ¥, eingesetzt, so erhalten wir den bekannten geometrischen Batz:
05§ — cose.cosi 4 co8f.cospu + cosy.cosv

iiber den Winkel zwischen zwei Geraden, die mit den Axen gegebene

Winkel bilden. Aus dem obigen Ausdruck ersehen wir auf der Stelle

Folgendes: — )

27. Zusammensetzung von Geschwindigkeiten, — Die nach
irgend einer Richtung genommene Componente einer Geschwindig-
keit ist die Summe der nach derselben Richtung genommenen Theile
der dreil rechtwinkligen Componenten der ganzen Geschwindigkeit.
Dieser Satz behilt seine Giiltigkeit, wenn die Bewegung auf eine
Ebene beschrinkt ist; nur haben wir dann bloss zwei rechiwinklige
Componenten. Diese Resultate fithren zu der folgenden an sich
Klaren geometrischen Coustruction: —

Es sollen zwei beliebige Geschwindigkeiten, wie 04, OB,. zu-
sammengeselzt™ werden. Man ziehe von A aus A C parallel und

Fig. 2. gleich OB und verbinde O mit C,
so ist O C die resultirende Geschwin-
digkeit in Grosse und Richtung.

0 C ist augenscheinlich die Dia-
gonale des Parallelogramms, welches
O A.und OB zu Sciten hat.

Hieraus ergeben sich weiter fol-
gende Sitze: —

Die Resilftante von Geschwindigkeiten, welche durch die simmt-
lich in demselben Sinne genommenen Seiten irgend eines geschlos-

A

senen Polygons dargestellt werden, ist Null, das Polygon mag eben
sein oder nicht.

Wenn alle Seiten eines Polygons, mit Ausnahme einer einzigen,
Geschwindigkeiten darstellen, so wird die Resultante dieser Ge-
schwindigkeiten durch die eine ausgeschlossene Seite dargestellt,
vorausgesetzt, dass letztere im entgegengesetzten Sinne wie alle
iibrigen genommen wird.

Sind zwei oder drei Geschwindigkeiten in zwei oder drei auf
einander senkrechten Richtungen gegeben, so ist die Resnltante die
Quadratwurzel aus der Summe ihrer Quadrate, und die Cosinus der
Winkel, welche die Resultante mit den gegebenen Richtungen bildet,
sind die Verhiltnisse der Componenten zur Resultante.

Da d's im Grenzfall in dr und rd 9 zerlegt werden kann, wo 7 und
¥ Polarcoordinaten einer ebenen Curve sind, so ist leicht zu sehen, dass

d
Etr und r%—? die in der Richtung des Radiusvector und senkrecht zu
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16 Einleitende Begriffe.

dieser Richtung genommenen Componenten der Geschwindigkeit sind. Wir
konnen dasselbe Resultat noch auf eine andere Weise erlangen. Es ist

T =1r.co88, y—r.sind,

folglich
dz ar . 3
. 5 — 8=,
4 — dt cos rsind o
dy = d—s'm«‘}—f—rcossd———&

dt ~ 4t dt
Nach §. 26 ist aber die ganze in der Richtung von r genommene Ge-
schwindigkeitscomponente

dx

ar cos&-{—dt sin &,

und dieser Ausdruck hat, den letzten Formeln zufolge, den Werth dt

In derselben Weise erhiilt man fur die zu # senkrechte Componente

dy dx s
Ecos& Zﬁsm& oder rd—t— N

s

28. Beschleunigung. — Man nennt die Geschwindigkeit eines
Punktes beschleunigt oder verzogert, je nachdem dieselbe zu- oder
abnimmt. Es ist jedoch iiblich, In beiden Fillen das Wort Be-
schleunigung zu gebrauchen, und dieselbe im erstern Falle als
positive, im zwelten Ialle als negative Grosse anzusehen. Die Be-
schleunigung einer Geschwindigkelt kann watiirlich gleichformig
oder verinderlich sein. Sie heisst gleichformig, wenn der Punkt in
gleichen Zeiten gleiche Geschwindigkeitszunahmen empfingt, und
wird dann gemessen durch die wihrend der Zeiteinheit wirklich er-
folgte Geschwindigkeitszunahme. Wenn wir als Einheit der Be-
schleunigung die Beschleunigung annehmen, welche der Geschwin-
digkeit eines Punktes wihrend der Zeiteinheit eine Einheit der
Geschwindigkeit hinzufiigt, so wird eine Beschleunigung « in der
Zoiteinheit ¢ und somit in ¢ Zeiteinheiten ot Einheiten der Ge-
schwindigkeit hinzufiigen. Bezeichnet also V die wihrend der Zeit
t erfolgte Geschwindigkeitsindorung, so ist

V = wt.

99 Wenn der Punkt in aufeinander folgenden gleichen Zeit-
abschnitten nicht gleiche Geschwindigkeitszunahmen empfingt, so
ist die Beschleunigung verinderlich. Sie wird dann durch die Ge-
schwindigkeitszunahme gemessen, welche in der Zeiteinheit erzeugt
sein wiirde, wenn die Beschleunigung wihrend derselben ihren an-
finglichen Werth unverindert beibehalten hiitte. Die mittlere
Beschleunigung fiir irgend eine Zeit ergiebt sich, wenn man die
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ganze wihrend dieser Zeit gowonnene Geschwindigkeit durch die
Zeit dividirt.

Es sei v die Geschwindigkeit zur Zeit £, dv die Geschwindigkeits-
#nderung wihrend des Zeitraums d'¢, und e, , bezichungsweise der grisste

und der kleinste Werth der wihrend d'¢ eingetretenen Beschleunigung.
Dann ist offenbar

dv < o) It, 00 > «, dt,

dv dwv - '

=7 [

A T
Wird d¢ immer kleiner und kleiner angenommen, so nihern sich die
Werthe von e; und ey immer mehr einander, und im Grenzfall fallen sie
mit der zur Zeit ¢ stattfindenden Beschleunigung o zusammen. Ks ist
also

oder

dv
di

Es ist von Nutzen, zu bemerken, dass wir (bei Annahme einer andern
unabhingig Veréinderlichen) auch

= .

o« — dv ds _ dv
T ds dt ds
schreiben konnen.
as . d?s .
Da » = i % haben wir @ —= ot und aus Betrachtungen, die den
oben angestellten ganz ana]og sind, erhellt, dass
dix
@y == gy U 8 W,

die den Axen parallelen Beschleunigungen sind. Man itbersehe aber durch-

. d?s . .3 .
aus nicht, dass ——; nicht die vollstindige Resultante von ey, oy, o ist;

dat?
denm wir haben im Allgemeinen nicht
dzs)21 _ (dgx‘ d2y) + (dﬂz)
dai?/ T \dg? di? de?

Die Richtungscosinus der in irgend einem Punkte z, %, 2 an die Bahn
gezogenen Tangente sind ‘
1dz 1dy 1 ds

vdt'vdt v dt

Diejenigen der CGeraden, welche die resnltirende Beschleunigung dar-
stellt, sind

1d’z 1d’y 1 d%
faeg 7y a2 Fae’
wo die resultirende Beschleunigung der Kiirze wegen mit f bezeichnet ist.
Die Richtungscosinus der Ebene dieser beiden Linien sind daher

dyd2z—dzd%y
VU8 W
{dydie —dzd?y)2+ (de d2x —dx d?2)2+ (dx diy — dy cﬂz)ﬂ}l/’z
Diese Ausdriicke zeigen (§ 9), dass diese Ebene die osculatorische Ebene
Thomson u Tait, theoretische Physik, )
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18 Einleitende Begriffe.
der Curve ist. Bezeichnet ferner 4 den von jenen beiden Geraden ein-
geschlossenen Winkel, so ist

. dyd?s—ded?y)? 4 (dz d2x—dzd?2)2 4 (dx A2y —dy d?x)?) %
. 8in G = y ¥ Yy

R vfditd !
oder mit Riicksicht auf den in § 9 erhaltenen Ausdruck der Kriimmung
. ds3 2
sin = W - f—e .

Es ist folglich ,
fsing = .
Woeiter ist
1 fdxdix , dyd?y , dz dgz) __dsd?s _ d%
cos$ = —f(—t?+77+7m = ofde = fde
also )
fcos & = @T.;’

und wir erhalten somit folgenden Satz: —

30. Zerlegung und Zusammensetzung von Beschleuni-
gungen. — Die nach irgend einer Richtung gemommene Gesammt-
beschleunigung ist die Summe der (nach jener Richtung genomme-
nen) Componenten der zu drei beliebigen auf einander senkrechten
Axen parallelen Beschleunigungen; jede Componente einer Beschleu-
nigung wird auf dieselbe Weise wie die Componento einor Geschwin-
digkeit gefunden, nimlich durch Multiplication mit dem Cosinus
dos Winkels zwischen der Richtung der Beschleunigung und der
Geraden, lings welcher dieselbe genommen werden soll.

31. Wenn sich ein Punkt in giner Curve bewegt, s kann die
Gesammtbeschleunigung in zwei Theile zerlegt werden, von denen
der eine die Richtung der Bewegung hat und der Beschleunigung
der Geschwindigkeit gleich ist; der andere ist gegen den Kriim-
mungsmittelpunkt hin (also senkrecht gegen die Bewegungsrichtung)
gerichtet, und seine Grésse ist dem Quadrate der Geschwindigkeit
und zugleich der Kriimmung der Bahn proportional. Der erstere
dieser Theile indert die Geschwindigkeit, der zweite wirkt nur auf
die Gestalt der Bahn oder auf dlie Bewegungsrichtung ein. Ist dem-
nach ein in Bewegung befindlicher Puukt einer constanten oder ver
#nderlichen Beschleunigung unferworfen, die bestindig senkrecht
zur Bewegungsrichtung ist, so erleidet die Geschwindigkeit keine
Aenderung, und die Wirkung der DBeschleunigung besteht einzig
und allein darin, dass sie den Punkt sich in einer Curve bewegen
lisst, deren Krimmung in jedem Augenblick der Beschleunigung
proportional ist.
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32. Es lisst sich dies noch in anderer Weise ausdriicken:
Wenn sich ein Punkt mit gleichformiger oder verdnderlicher Ge-
schwindigkeit in einer Curve bhewegt, so ist seine Richtungsiinderung
als gleichbedeutend mit einer gegen den Krimmungsmittelpunkt
hin gerichteten Beschleunigung anzusehen, deren Grosse gleich dem
Quadrat der Geschwindigkeit, dividirt durch den Xriimmungs-
halbmesser ist. Die Gesammtbeschleunigung ist in jedem Falle die
Resultante der die Richtungsinderung in der angegebenen Weise
ersetzenden Beschleunigung und der Beschleunigung der lings der
Curve wirklich stattfindenden Geschwindigkeit.

Wenn die Bewegung in einer ebenen Curve erfolgt, so konnen wir
die Beschleunigung noch auf eine andere Weise zerlegen, die zuweilen
von Nutzen ist, nimlich lings der Richtung des Radiusvector und senk-
recht zu dieser’ Richtung. Durch eine der in § 27 angewandten ganz
dhnliche Methode finden wir ohne Mihe fir die nach der Richtung des
Radiusvector genommene Componente

ar dt

und fiir die zam Radiusvector senkrechte Componente

rdt(

J3. Bestimmung der Bewegung aus der Geschwindigkeit
oder der Beschleunigung. — Wenn in irgend einem Falle der Be-
wegung eines Punktes die ganze Geschwindigkeit und deren Rich-
tung, oder einfach die nach drei auf einander senkrechten Richtungen
genommenen Geschwindigkeitscomponenten fiir irgend eine Zeit,
oder, wie es meist geschieht, fiir irgend eine Lage gegeben sind,
so ist es eine Aufgabe der reinen Mathematik, die Gestalt der be-
schriebenen Bahn und andere die Bewegung betreffende Umstinde
zu bestimmen, und diese Aufgabe kann in allen Killen, wenn auch
nicht ganz exact, so doch mit jedem nur wiinschenswerthen Grade
der Genaunigkeit gelost werden.

Ebensv verhilt es sich, wenn in jedem Augenblick die Ge-
sammtbeschleunigung und deren Richtung, oder einfach deren recht-
winklige Componenten gegeben sind, vorausgesetzt, dass in irgend
einem Augenblicke die Geschwindigkeit, die Bewegungsrichtung und
zugleich die Lage des Punktes bekannt sind.

Denn wir haben im ersteren Falle

dm-—v — v¢oSe, U S. W
P z — y 4. S =2
und da diese drei simultanen Gleichungen nur «,%,2 und ¢ enthalten

2‘
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20 Einleitende Begriffe.

konnen, so werden wir nach Integration derselben im Stande sein, x, v,z
als Functionen von ¢ auszudricken. Wird aus den letzterhaltenen Glei-
chungen ¢ eliminirt, so ergeben sich zwel Gleichungen zwischen &,y und
2, von denen jede eine Oberfliche darstellt, auf wclcher die vom Punkte
beschriebene Bahn liegt; letztere ist daher durch den Schnitt dicser beiden
Oberflichen vollstindig bestimmt.
Im zweiten Falle haben wir
d?z
a2
und auch fiir diese Gleichungen gelten die obigen Bemerkungen; nur ist
hier jede Gleichung zweimal zu integriren. '

Die durch die Integration eingefiihrten willkiirlichen Constanten las-
gen sich sofort bestimmen, wenn die Coordinaten des Punktes und die
Componenten seiner Geschwindigkeit fiir einen gegebenen Augenblick be-
kannt sind.

= oy, U. 8. W,

34. Beispiele von Geschwindigkeiten, — Aus den dargeleg-
ten Principien lassen sich cine Menge intercssanter Resultate her-
leiten, von denen wir einige der wichtigsten anfithren wollen:

a. Wenn die Geschwindigkeit eines in Bewegung befindlichen
Punktes gleichformig ist, und wenn die Richtnng derselben sich
gleichformig in einer Ebene dreht, so ist die Bahn, welche der Punkt
beschreibt, ein Kreis.

b. Wenn sich ein Punkt in einer Ebene bewegt und die jeder
von zwel rechtwinkligen Axen parallelen Geschwindigkeitscomponen-
ten ibren Entfernungen von diesen Axen bezichungsweise propor-
tional sind, so ist die Bahn ein Kegelschnitt, dessen Hauptdurch-
messer mit jenen Axen zusammenfallen; ausserdem ist die Beschleu-
nigung bestindig gegen den Anfangspunkt der Coordinaten hin oder
von diesem Punkte weggerichtet.

¢. Wenn jede der beiden je einer Axe parallelen Geschwindig-
keitscomponenten das nimliche Vielfache ihres Abstandes von der
andern Axe ist, so ist die Bahn eine durch den Axnfangspunkt
gehende Gerade.

d. Wenn die Geschwindigkeit gleichférmig ist, sich aber, was
ihre Richtung betrifft, gleichformig um einen geraden Kegel von kreis-
férmiger Basis dreht, so bewegt sich der Punkt in einer Schrauben-
linie, suf einem Cylinder von kreisformiger Basis, dessen Axe der des
Kegels parallel ist.

a. Hs sei a die Geschwindigkeit und ¢ der Winkel, durch welchen
ihre Richtung sich wéhrend der Zeiteinheit (lre'ht; dann haben wir bei

pasgsender Wahl der Axen

dz . ay
d—t_~asmat, E?__ncos’at,

und daraus ergiebt sich

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Kinematik. 21

b
(z— AP+ (y—Bp = ;.
b. Aus
az __ dy
Et_ = uy, % = v
folgt
d2x a2

58— on = o

die ganze Beschleunigung ist also gegen den Anfangspunkt hin oder von
dicsem Punkte weg gerichtet.
Ferner ist dy =2z , mithin py? —»22= C, und dies ist die Glei-
de — ny
chung eines auf seine Hauptaxen bezogenen Kegelschnitts,
c. Ist
dz dy
qi = M g T MY

so erhalten wir

dz ﬂ/
T T Ty’
oder
y = Cum.
3. Beispiele von Beschleunigungen. — a. Wenn sich ein

Punkt mit der gleichfirmigen Geschwindigkeit ¥ in einem Kreise vom
Radius I bewegt, so ist die ganze Beschleunigung gegen den Mittel-

2
punkt bin gerichtet und hat den constanten Werth % (8. § 31)

b. Ber gleichfsrmiger Beschleunigung in der Richtung der
Bewegung beschreibt ein Punkt Wege, welche den Quadraten der
seit Beginn der Bowegung verflossenon Zeiten proportional sind.

Der wihrend irgend eines Zeitraums zurtickgelogte Weg ist
in diesem Falle gleich dem Wege, der in derselben Zoit beschrieben
sein wiirde, wenn die Bewegung gleichférmig mit der in der Mitte
des in Rede stehenden Zeitraums stattfindenden Geschwindigkeit er-
folgt wire. Mit anderen Worten: die mittlere Geschwindigkeit wih-
rend irgend einer Zeit ist (bei gleichformiger Beschleunigung) das
arithmetische Mittel aus der Anfangs- und der Endgeschwindigkeit.
Dies 1st der Fall bel einem in verticaler Richtung fallenden Steine.

Es sei namlich die Beschleunigung der & Axe parallel, so haben wir

Pz
ag = “
folglich
dz = v = af und & = Yyait?
at
Nach § 29 konnen wir die obige Gleichung auch in folgender Weise schreiben:
W22,
dx = 7’
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22 Einleitende Begriffe.
und daraus ergiebt sich

— = &&.
2

Wenn der Punkt zur Zeit £ — 0 die Geschwindigkeit ¥ besass, so gehen
diese Gleichungen tber in

2 2
v =V 4 et, ='Vt + Yy «t? und %- = % + «x.
v, )

et,

V+
VA4 Yat
z

Die Aufangsgeschwindigkeit ist also
die Epdgeschwindigkeit
das arithmetische Mittel beider Werthe

b

[I

i
und dies beweist die Richtigkeit des zweiten 7Theils der obigen Be-
hauptung.

¢. Wenn die Beschleunigung gleichformig und von constanter
Richtung ist, so beschreibt der Punkt eine Parabel, deren Axe jener
Richtung parallel ist. Dies ist der Fall elnes im leeren Raum sich
bewegenden Projectils.

Denn wenn die ¥ Axe der Beschleunigung e parallel ist und die Be-
wegung zu irgend einer Zeit in der &y Ebene erfolgt, so ist

a2z dz
m—o,‘—i—t———o,z_(),
die Bewegung folghch ganz auf die Ty Fbene beschrinkt.
Dann ist
dix 0 d?y R
ag = D g T
und wenn
dz
= const. = U
ist, so erhalten wir sofort
dly
dz2 = U?
oder .
L '
Yy = PRIE + Cx + Cy
und

ax?
Y= ;73 + ¥ T
vorausgesetzt, dass fiir £ — 0 auch y = 0 und Z—?-t/ = V ist. Die letate
Gleichung kann in folgender Weijse geschrieben werden:

() = (o 2

und stellt eine Parabel dar, deren Axe parallel der y Axe, deren Pars-

2
meter gleich %, und deren Scheitel der durch die Coordinaten

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Kinematik. 23
_uv

« VT T e

bestimmte Punkt ist.

d. Als Beispiel einer Beschleunigunyg in einer gewundenen
Curve nehmen wir den Fall des § 13 oder des § 34, d.

Ein Punkt bewege sich in einem Kreise vom Radius » mit gleichférmi-
ger Winkelgeschwindigkeit @ (in Beziehung auf den Mittelpunkt); zugleich
moge sich dieser Kreis senkrecht gegen seine Ebene mit der Geschwindig-
keit ¥ bewegen. Dann beschreibt der Punkt eine Schraubenlinie auf einem
Cylinder vom Radius 7, und der Steigungswinkel oder die Neigung e wird
durch die Formel

tan o == Z
re

bestimmt. Die Kriimmung der Bahn ist

1 r2 w? rw?
. VR 0 i
und das Maass der Windung
w & Vo

2 V24 r2e? = V2 r2e?’
Die Beschléunigung ist senkrecht gegen die Axe des Cylinders gerich-
tet und glejich 7 w?% Wird dieselbe mil A bezeichnet, so ist
. N A4 A
die Kriimmung — m = ——m

14 A Vo

die Windung = Vﬂ‘ Vir4r = I/'2_%:1;3-
w?

Nehmen wir nun an, .4 bleibe endlich und + werde unendlich klein, also
w unendlich gross, so ist im Grenzfall

die Kriimmung =— —;—3—2,
die Windung = 3

Wenn wir danach einen materiellen Punkt haben, der sich in der dar-
gelegten Weise bewegt, und die Kraft (s. das zweite Capitel) betrachten,
welche erforderlich ist, um die Beschleunigung hervorzubringen, so finden
wir, dass eine endliche, zur Bewegungsbahn senkrechte Kraft, deren Rich-
tung sich mit einer unendlich grossen Winkelgeschwindigkeit dreht, eine
constante unendlich kleine Abweichung (in einer ihrer eigenen entgegen-
gesetzten Richtung) von der Linie der ungestorten Bewegung, sowie end-
liche Kriimmung und unendliche Windung nunterhilt.

e. Wenn die Beschleunigung senkrecht gegen eine gegebene
Ebene und der Entfernung von derselben proportional ist, so ist
die Bahn eine ebene Curve, und zwar die barmonische Linie, wenn
die Beschleunigung gegen die Ebene hin gerichtet ist, dagegen eine
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24 Einleitende Begriffe. .

mehr oder weniger gestreckte Kettonlinic, wenn die Beschleunigung
von der Ebene abgewandt ist.

Wenn die z Axe in irgend ecinem Augenblick senkrecht gegen die
Beschleunigung und gegen die Bewegungsrichtuvg ist, so haben wir, wie
im Falle ¢,

Wird der Anfangspunkt der Coordinaten in der Ebenc angenommen,
80 ist auch

— d —
aez = O = ey
also
dx
= const. = a,
und

Hieraus folgt, wenn g negativ ist,
y = Poos (3 + Q)

die Gleichung der harmonischen oder Sinus-Linie. Fiir cin positives u
erhilt man

=z

y=Po + e,
und dieser Gleichung konnen wir durch Verschiebung des Anfangspunktes
lings der £ Axe die Form
y=R(e + )
geben. Wenn 2 B = b ist, so stcllt diese Gleichung die gemeine, sonst
eine in der Richtung der y gestreckte oder verbreiterte Kettenlinie dar.

36. Beschleunigung, gegen einen festen Punkt gerich-
tet. — a. Wenn die Beschleunigung gegen einen [esten Punkt ge-
richtet ist, so liegt die Bahn in ciner durch diesen Punkt gehenden
Ebere, und die vom Radiusvector in dieser Ebene beschriebenen
Fléchenstiicke sind den verflossenen Zeiten proportional. Dies um-
fasst den Fall eines Trabanten oder eines Planoten, der sich um sein
Hauptgostirn bewegt. )

Offenbar findet keino Beschleunigung senkrecht gegen die Ebeno
statt, welche in irgend einem Augenblicke don festen und den be-
weglichen Punkt, sowie die Bewegungsrichtung des lefatern enthilt,
und da beim Beginn der Bewegung keine senkrecht gegen diese-
Ebene gerichtete Geschwindigkeit vorhanden 1ist, so findet eine
solche auch wihrend der ganzen Bewegung nicht statt; der Punkt
bewegt sich also in der Ebene. Wire nun keine Beschleunigung
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vorhanden, so wilrde der Punkt mit gleichférmiger Geschwindigkeit
eine gerade Linie beschreiben, und in diesem Falle wiren die vom
Radiusvector beschriebenen Flichen der Zeit proportional. Auch
hingt die Grésse der in irgend cinem Augenblick wirklich beschrie-
benen Fliche von der Linge des Radiusvector und der zu demselben
senkrechten Geschwindigkeit ab und erleidet, wie unten gezeigt
wird, durch eine dem Radiusvector parallele Beschleunigung keine
Aenderung. Dies beweist den zweiten Theil des Satzes.

Wir haben

Pz _ pe By _ Ly &z _ pz
a2 — T et dt? T T de2 T T r?

wepn der feste Punkt der Anfangspunkt der Coordinaten und P eine
Function von &,9,2 ist. (In der Natur hingt P nur von r ab.) Es
ergiebt sich daraus

2 a2z
xdT;/ — ?/W — 0, u. 8. w,
und eine Integration liefert jetat s

dz d

e
dxz dz .

A T
dy due

Hieraus erhiilt man sofort
le + CQ:’/ + G’Bz =90
d. h. die Bewegung findet in einer durch den Anfangspunkt gehenden

Ebene statt. Wird diese Ebene als £y Ebene angenommen, so haben wir
nur die eine Gleichung

dy dx
Tar ¥ =G="h
In Polarcoordinaten ist dies '
a3 dA
— 2 f— p—
h=rg =23

wenn 4 die von der Curve, einem festen Radiusvector und dem Radius-
vector des in Bewegung befindlichen Punktes begrenzte Fliche bezeichinet.
Diese Fliche nimmt daher gleichmissig mit der Zeit zu.

b. In demselben Falle ist die Geschwindigkeit in irgend einem
Punkte dem vom festen Punkie auf die augenblickliche Bewegungs-
richtung, die Tangente an die Bahn, gefillten Lothe umgekehrt pro-
portional.

Denn dasProduct dieses Lothes in die Geschwindigkeit ist offen-
bar das Doppelte der wihrend einer Secunde um den festen Punkt
beschriebenen ¥liche.
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Mun kann dies auch auf folgende Weise darthun: —
Wird das Loth auf die Tangente mit p bezeichnet, so ist

=3y 0
p__m—d—s- ’!lds,
folglich
ds dy dx
Pae =% —Ya; ="

‘Wenn wir die Bewegung auf Coordinaten in ihrer eigenen Ebene be-
ziehen, so haben wir nur die Gleichungen
d?x Px d2y Py
did T 7 A T Ty
und daraus ergiebt sich, wie oben, '

s
maE =
Wenn vnr mittels der letzten Gleichung ¢ aus
A2z Pz
de? — 1

eliminiren, indem wir Polarcoordinaten statt der rechtwinkligen einsetzen,
so gelangen wir zur Differentialgleichung der Bahn in Polarcoordinaten.

Der Abwechslung wegen wollen wir dieselbe aus den Formeln des
§ 32 herleiten. Diese geben

dir d1'}.9__ 2(13__
"G =g =h

1 .
oder, wenn 7 = % gesetzt wird,

(%)

e (d“} = und%‘—?:hui‘.
Es ist aber
1) : 1
d(u . huzd (1;) _ hd—u
dt dy dg’
folglich
()
o T,
de d92
Ferner ist

1 (d{) 2
(=22 — n2ys
u \dt !
und die Einsetzung dieser Werthe liefert uns die verlangte Gleichung
. a2y P
am T = g
Das Integral dieser Gleichung enthilt ausser 2 noch zwei willkiir-

liche Constanten. Die den beiden obigen Diffurentialgleichungen zweiter

Ordnung noch zukommende vierte Constante ist einzufithren, wenn man
die Gleichung

d&

L — 2
ar = "
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integrirt, pachdem darin % durch seinen mittels der Gleichung der Bahn
in # ausgedriickten Werth ersetzt worden ist.

Andere Beispiele dieser Principien werden wir in den Capiteln
iiber die Kinetik antreffen.

37. Hodograph. — Wenn sich ein Punkt irgend wie in irgend
einer Bahn bewegt und von einem beliebigen festen Punkte aus
Linien gezogen werden, welche die Geschwindigkeit des bewegton
Punktes fiir jeden Augenblick in Grésse und Richtung darstellen, so
bilden die Endpunkte dieser Linien eine Curve, welche Hodograph
genannt wird. Die Erfindung dieser Construction verdanken wir
W. R. Hamilton, und der schonste unter den vielen bemerkens-
werthen Sitzen, zu denen sie fithrt, ist folgender: Der Hodograph
fir die Bewegung eines Planeten oder Kometen ist immer
ein Kreis, welches aunch die Form und Ausdehnung der
Bahn sein mégen.

Da der Radiusvector des Hodographen in jedem Augenblick die
Geschwindigkeit darstellt, so muss (§ 27) ein Bogenelement die Be-
schleunigung, also ein endlicher Bogen die wihrend der entsprechen-
den Zeit stattgefundene Gesammtbeschleunigung des in Bewegung
befindlichen Punktes darstellen. Auch leuchtet ein, dass die Tan-
gente an den Hodographen parallel der Richtung ist, welche die
Beschleunigung eines Punktes in der entsprechenden Stelle seinmer
Bahn hat. i

Wenn &, ¥, 2 die Coordinaten des in Bewegung befindlichen und §,7,¢

die Coordinaten des entsprechenden Hodographenpunktes gind, so hat man
offenbar

_ ad= _dy _dz
E=gp n=gp F =g
folglich
d¢ _ dy __ di
diz — dty ~ @2’
dat?  dir  de

oder die Tangente an den Hodographen ist der Beschleunigung in der
Bahn parallel. Bezeichunet ferner ¢ den Bogen des Hodographen, so ist

ai= VG + G+ G
= V& + G+ G

oder die Geschwindigkeit im Modographen ist gleich der Gwisse der Be-
schleunigung in der Bahn.

38. Im Falle eines Planeten oder Kometen ist die Beschleuni-
gung gegen den Mittelpunkt der Sonne gerichtet. Die Geschwindig-
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i

keit ist also (§ 36, b.) dem von jenem Punkte auf die Tangente an
dic Bahn gefiillten Lothe umgekehrt proportional. Die Bahn neh-
men wir als Kogelschnitt und den Mittelpunkt der Sonno als einen
Brennpunkt desselben an. Nun wissen wir aber, dass, wenn die
Bahn e¢ine Ellipse oder cine Hyperbel ist, die Punkte, in welchen die
vom Brennpunkt auf die Tangenten gefillten T.othe die Tangenten
schneiden, auf einem Kreise liegen, dessen Durchmesser die grissere
Axe ist; im Falle einer Parabel liegen diese Punkte in der im Schei-
tel errichteten Tangente. Wird also auf jedem dieser Lotbe ein
Stiick abgetragen, welches eine dritte Proportionale zur Linge des
Lothes und einer beliebigen constanten Linge ist, so wird die ab-
gotragene Strecke die Geschwindigkeit der Grosse mach darstellen,
wihrend ibre Richtung zu derjenigen der Geschwindigkeit senkrecht
ist. Der geometrische Ort der Endpunkte dieser auf den Lothen
abgetragenen Stiicke ist daher der um einen rechten Winkel ge-
drehte odograph. Die Geometrie lehrt aber, dass die fraglichen
Punkte immer in einem Kreise liegen, und damit ist der in § 37
erwihnte Satz bewlesen. Der Hodograph umgiebt seinen festen
Punkt, wenn die Bahn eine Ellipse ist; er geht durch den festen
Punkt 1m Falle einer Parabel; der feste Punkt liegt eundlich ausser-
“halb des Hodographen, wenn die Bahn eine Hyperbel ist.

Fir ein Projectil, das durch die Luft keinen Widerstand erfihrt,
haben wir, wie in der Kinetik gezeigt werden wird, die (im § 35, c. vor-
ausgesetzten) Gleichungen:

d2x d?y
—_— =0, =5 = — 9,
dig = O -de g
wenn die ¥ Axe vertical nach oben angenommen wird. Fir den Hodo-
graphen ist also
dé dnq

d_t——_oy m:_g7

oder £ = C, 3 = C'— gt, d. h. der Hodograph ist eine verticale Gerade,
lings welcher der beschreibende Punkti sich gleichférmig bewegt.

Ebenso werden wir in der Kinetik scehen, dass die Bewegungs-
gleichungen eines Planeten oder Kometen in der Ebene ihrer Bahn fol-
gende sind:

diz  ux diy uy

dt? 3 de? 73’7
r? = 22 J} 42
ist. Hieraus folgt, wie in § 36,

ay dr __

xdt ya—t—_h.........(l)y
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also

£%4 _ az
d’z _uz t Yqs
i T h 78
Ay dz dy
2 2y 27 — —_Z
o a 9% e y@%t+yﬂ
TR 73
dy dr
224 —
—w @ T
T h 3
Eine Integration liefert jetzt
dz _®. Y
dt_f—A*/T'_r_ N (5O N
Ebenso ergiebt sich
dy _ u oz
ﬁ+_B~ i e v e e ... (OD,

und die Gleichung des Hedograplien ist somit
2
€+ 42+ (1 + B2 — 45,

d. h. der Hodograph ist ein Kreis, wie oben angegeben wurde. Wir er-
wihnen nur, dass die Gleichung der Bahn auf der Stelle erhalten wird,

wenn man g—f und 3’? aus den drei ersten obigen Integralen (I), (II), (III)

eliminirt. Wir finden auf diese Weise

—h+ 4y — Baz = £,

dis Gleichung eines Kegelschuitts, auf einen Breunpunkt als Coordinaten-
anfangspunkt bezogen. :

3Y.- Anwendungen des Hodographen. — Die Intensitit der
Wirme und des Lichts, die von einemn Punkte oder von einer
gleichformig strahlenden Kugeloberfliche ausstréomen, nimmt nach
demselben Gesetz wie die Schwerkraft mit zunehmender Entfernung
ab. Die Wirme- und ILichtmenge, welche ein Planet wilhrend ir-
gend einer Zeit von der Sonne empfingt, ist folglich der wihrend
dieser Zeit eintretenden Gesammtbeschleunigung, d. i. dem ent-
gprechenden Bogen des Hodographen proportional. Hieraus ersieht
man leicht, dass, wenn sich z. B. ein Komet in einer Parabel be-
wegt, die Wirmemenge, die er wihrend irgend einer Zelt von der
Sonne erhélt, dem Winkel proportional ist, durch welchen seine
Bewegungsrichtung sich wihrend dieser Zeit dreht. Fir einen in
einer Ellipse sich bewegenden Planelen glebt es einen entsprechen-
den Satz, der aber etwas complicirter ist.

40. Verfolgungscurve. — Wenn einer von zwel Punkten, de-
ren jeder elne bestimmte gleichférmige Geschwindigkeit besitat, sich
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in einer gegebenen Curve bewegt, wihrend der zweite Punkt in jedem
Augenblick seinen Weg nach dem erstern zu hinlenkt, so beschreibt
der zweite Puukt eine Bahn, welche Verfolgungscurve genannt
wird. Auf diesen Gedanken soll man durch die alte Regel gekom-
men seln, nach welcher ein Kaperschiff bestindig auf das verfolgte
Schiff hingesteuert wird (Bouguer, Mém. de PAcad. 1732). KEs ist
die Curve, welche ein Hund beschreibt, der seinem Herrn nachsetat,

Fig. 3.

Die einfachsten Fille sind natiirlich diejenigen, in denen der erster
Punkt sich in einer geraden Linie bewegt. Solcher Fiille giebt a
drei; denn die Geschwindigkeit des ersteren Punktes kann grisser
oder kleiner als die des zweiten, oder gleich derselben sein. Di
vorstehenden Figuren enthalten die diesen drei Fillen entsprechen
den Curven; die Geschwindigkeit des mnachsetzenden Punktes i
darin beziehungsweise %/3, 1, ¥/ mal so gross, als die des verfolgte
Im zweiten und dritten Falle kann der zweite Punkt den ersterem nit
einholen, und folglich ist die Gerade, in welcher der erstere Punk
sich bewegt, eine Asymptote an die Bahn des zweiten. Im erde
Falle holt der zweite Punkt den ersteren ein, und au der Stells, w
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dies geschieht, findet eine Beriihrung beider Bahuen statt. Der wei-
tere Theil der Curve genilght eiuer etwas thodificirten ¥assung der
urspriinglichen Frage und wird Fluchtcurve genannt.

Wir beschriinken uns darauf, die Differentialgleichun® der Curve zu
bilden und ihr Integral anzugeben; die Integration selbst iiberlassen wir
dem Leser. .

Es sei Oz die Buhn des ersteren Punktes, der die Geschwindigkeit o
Fig. 4. besitzt, und 4 P die Curve, in welcher sich

der nachsetzende Punkt mit der Gesehwindig-
keit % bewegt. Sind dann P und § =zwei
gleichzeitige Lagen der beiden Puukte, so
muss die in P an die Curve gelegte Tan-
gente durch @ gechen. Eine augenblickliche
Ueberlegung iiberzeugt uns, dass die Curve
AP eine auf Oz senkrechte Tangente be-
0 sitzen muss. Diese Tangente nehmen wir zur
M Q *  y Axe und setzen 0 A = a. Ist dann
0Q —=& AP —3s,
*und bezeichnen z,%y die Coordinaten von P, so haben wir
‘ AP _ 09
u v

da 4, O ebenso wie P, @ ein Paar gleichzeitiger Lagen beider Punkte ist.
Dies liefert

% mes =z — y%®
w' T Yay

und wir erhalten, wenn € von 1 verschieden ist,
ac

ae oy
2(m+e2—1) T afe+ 1) + y—t(e—1)’

dagegen fiir € — 1
wy _ ¥° Y.
( 2(a:+4)__2a alognata

e = L ist der einzige Fall, in welchem sich keine algebraische Curve er-
giebt. Wenn ¢ >> oder — 1 ist, so sieht man leicht, dass die £ Axe sine
Asymptote an die Curve ist.

41. Winkelgeschwindigkeit. — Wenn sich ein Punkt in ir-
gend einer Weise bewegt, so dndert die Gerade, die ihn mit einem
festen Punkte verbindet, im Allgemeinen ihre Richtung. Der Ein-
fachheit wegen betrachten wir eine Bewegung, die auf eine durch
den festen Punkt gehende Ebene beschriinkt ist. Der Winkel, den die
beide Punkte verbindende Gerade mit einer in der Ebene festliegen-
den Geraden bildet, &ndert sich bestéindig, und die verhiiltnissméissige
Grisse der in irgend einem Augenblicke erfolgenden Aenderung wird
die Winkelgeschwindigkeit des ersteren Punktes in Beziehung auf
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i

den zweiten genannt. Wenn die Winkelgoschwindigkeit gleichfor-
mig ist, so wird sie nat#rlich durch den in der Zeitcinheit beschrie-
benen Winkel gemessen; ist sie verdnderlich, so misst man sie durch
den Winkel, der in der Zeiteinheit beschricben sein wiirde, wenn
die in dem fraglichen Augenblick vorhandene Winkelgeschwindig-
keit eine Zeiteinheit hindurch unverindert diesclbe geblieben wiire.
In dieser Bezichung ist das Verfahren demjenigen véllig ihnlich,
das wir bereits fiir die Messung einer linearen Geschwindigkeit und
Beschleunigung dargelegt haben. ’

Die Einheit der Winkelgeschwindigkeit ist die Winkelgeschwin-
digkeit eines Punktes, welcher wihrend der Zeiteinheit in Beziehung
auf einen festen Punkt die Winkeleinheit beschreibt oder beschreiben
wiirde. Die gewohnliche Winkeleinheit ist (wie in den Lehrbiichern
der ebenen Trigonometrie dargelegt wird) der Winkel, dessen Schen-
kel aus einem um den Scheitel als Mittelpunkt beschriebenen Kreise
einen Bogen von der Linge des Radius ausschneiden. Es ist dies

ein Winkel von 1—1—00 = 5§79, 29578..., also ungefihr 57017 44,8".°

42. 'Winkelbeschleunigung. — Wenn die Winkelgeschwindig-
keit verinderlich ist, so wird dio Intensitit ihrer Zu- oder Abnahme
Winkelbeschleunigung genannt. Sie wird auf dieselbe Weise
und mittels derselben Finheit wie die Winkelgeschwindigkeit ge-
messen.

In ganz #Hhnlicher Weise, wie wir bei der linearen Geschwindigkeit
und Beschleunigung verfuhren, sehen wir hier, dass, wenn 4 den Winkel
bezeichnet, den der Radiusvector des beweglichen Punktes mit einer in
der Ebene der Bewegung fest liegenden Geraden bildet,

dd
die Winkelgeschwindigkeit w = dt

- . . do _ d*y do
und die Winkelbeschleunigung ar T de = ey

ist,

Da (§ 27) r Z—f die zum Radiusvector sénkrechte Geschwindigkeits-

componente ist, so erhalten wir den Satz:

Die Winkeclgeschwindigkeit cines sich in einer Ebene bewegen-
den Punktes ist gleich der zum Radiusvector senkrechten Geschwin-
digkeitscomponcnte, dividirt durch die Linge des Radiusvector.

43. Winkelgeschwindigkeit. — Wenn ein Punkt um einen
andern gleichférmig einen Kreis beschreibt und zur Zuriicklegung
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der ganzen Peripherie die Zeit ' nithig hat, so wird der Winkel
27 in der Zeit T gleichformig beschrieben, die Winkelgeschwindig-
2x
T

gleichformig ist, wie bel der Bewegung eines Planeten, so ist es doch

 keit ist folglich Auch wenn die Winkelgeschwindigkeit nicht

niitzlich, die Grosse g;—f einzufithren, 'die dann mittlere Winkel-

geschwindigkeit genannt wird.

Wenn sich ein Punkt gleichfdrmig in einer geraden Linie be-
wegt, so wird seine Winkelgeschwindigkeit offenbar Linmer kleiner,
je weiter er sich von dem Punkte entfernt, in Beziehung auf wel-
chen die Winkel gemessen werden.

Die Gleichung einer geraden Linie in Polarcoordinaten ist, wenn die
Axe zur Geraden senkrecht steht und der Anfangspunkt dem Abstand a

von derselben hat,
r — as8ecI.

Die beiden Radiivectoren, welche den Winkeln 0 und & entsprechen,
schneiden ans der Geraden eine Strecke von der Linge alan & aus, die
mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v zunimmt., Ks ist folglich

v = (%(atanﬂ) o aseﬂ{}g‘z = r_: . Z—‘;
Hieraus ergiebt sich, duss die Winkelgeschwindigkeit
d3 av
dt — 72

dem Quadrat des Radiusvector umgekehrt proportional ist.

In dhnlicher Weise erhalten wir durch eine zweite Differentiation fiir
die Winkelbeschleunigung
a2y (d 9)2
bt AR Y} 9 (22) —
g1 + 2tan & T .

d. b es ist

diz r3
und die Winkelbeschleunigung #ndert, sich zuletzt umgekehrt wie die
dritte Potenz s Radiusvector.

a2 9 qv? a2)‘/z
(t=%)"
)

44, Winkelgeschwindigkeit einer Ebene. — Wir koénnen
auch von der Winkelgeschwindigkeit einer in Bewegung befindlichen
Ebene in Beziehung auf eine feste Ebene sprechen, indem wir dar-
unter die Geschwindigkeit der Zunahme des zwischen beiden Ebenen
enthaltenen Winkels verstehen. Doch gilt diese Definition so phne
Weleres nur, wenn die Durchschnittslinie beider Ebenen fest oder
wemigstens parallel zu sich selbst bleibt; sonst ist eine etwas ein-
gehendere Durlegung erforderlich, um bestimmte Auskunft zu geben.
Wir werden hierauf in einem spiitern Paragraphen zuriickkommen.._

Thomson u. Tait, theoretische Physik. \ 3
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45. Relative Bewegung. — Alle Bewegung, mit der wir he-
kannt sind oder bekannt sein kénnen, ist nur relativ. Wir kon-
nen aus astronomischen Daten berechnen, in welcher Richiung und
mit welcher Geschwindigkeit wir uns in irgend einem Augenblick
mit Riicksicht auf die tigliche Umdrehung der Erde bewegen. Wir
konnen dies zusammensetzen. mit der gleichfulls berechenbaren Ge-
schwindigkeit, welche die Erde in ihrer Bahn um die Sonne besitat.
Die dadurch erhaltene Resultante kann wieder vereinigt werden mit
der (ungefibr bekannten) Geschwindigkeit der Sonne in Beziehung
auf die sogenannten Fixsterne. Aber auch wenn alle diese Klemente
ganz genau bekannt wiren, so konnte man doch nicht sagen, dass
wir dadurch eine Vorstellung von einer absoluten Goschwindigkeit
erlangt hitten. Denn wir kénnen nur die relative Bewegung der
Sonne unter den Sternen beobachten, und aller Wahrscheinlichkeit
nach bewegen sich Sonne und Sterne (vielleicht mit unfassbarer Ge-
schwindigkeit) in Bezichung auf anderc Koérper dos Weltraums., Wi
miissen daher betrachten, wie man aus den wirklichen Bewegunge
einer Anzahl von Punkten ihre relativen Bewegungen in Beziehung
auf irgend einen dersclben finden kann, und wie umgekehrt, wem
die wirkliche Bewegung eines Punktes und in Bezichung auf diese
einen Punkt die relativen Bewegungen aller tbrigen gegeben sind,
die wirklichen Bewegungen aller ermittclt werden koénnen. D
Frage ist sehr leicht zu beantworten. Betrachten wir fiir einea
Augenblick eine Anzahl Passagiere, die auf dem Verdeck eine
Dampfschiffes umhergehen.” Ihre rclativen Bewegungen mit Riick
sicht auf das Verdeck beobachten wir unmittelbar. Wird hierm!
die Geschwindigkeit des Dampfschiffes selbst verbunden, so erhalte
wir offenbar die wirklichen Bewegungen der Passagiere in Beziehup,
auf die Krde. Um wieder die relative Bewegung Aller in Beziehuy
auf das Verdeck zu erhaltsn, abstrahiren wir ganz und gar wa
der Bewegung des Dampfschiffes, d. h. wir dndern dia Geschwindy
keit eines Jeden, indem wir sie mit der in entgegengesetzter Rick
tung genommenen wirklichen Geschwindigkeit des Schiffes verbinda

Um also die relativen Bewegungen einer beliebigen Anzahl va
Punkten in Beziehung auf einen derselben zu finden, denken w
uns zu der Geschwindigkeit eines jeden eine Geschwindigkeit hir
zugefiigt, die der Geschwindigkeit dieses einen gleich und entgeger
gesetzt ist; dadurch wird der eine Punkt zur Ruhe gebracht, w
die Bewegungen der iibrigen Punkte in Beziehung auf ihn sind di¢
selben wie vorher.

So migen, um ein einfaches Beispiel zu nehmen, zwei Eisr

%
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bahnziige sich nach entgegengesetzten Richtungen, etwa nach Norden
und Siden, bewegen, der erstere mit ciner Geschwindigkeit von 10,
der zweitc mit einer Geschwindigkeit von 7 Meilen die Stunde.
Uwm die relative Geschwindigkeit des zweiten in Beaziehung auf den
ersteren zu erhalten, ertheilen wir beiden Ziigen eine nach Siiden ge-
richtete Geschwindigkeit von 10 Meilen die Stunde. Die Folge da>
von ist, dass der erstere Zug zur Ruhe kommt und dass der zweite
eine siidwiirts gerichtete Geschwindigkeit von 17 Meilen die Stunde
erhilt, was die gesuchte relative Bewegung ist. -
Oder es bewege sich ein Zug nordwirts mit einer Geschwindig-
keit von 7 Meilen die Stunde, und ein anderer Zug in Beziehung
auf den erstern siidwérts mit einer (rolativen) Geschwindigkeit von
5 Meilen die Stunmde, so ist die wirkliche Bewegung des zweiten
T Meilen nach Norden und 5 Meilen nach Siiden die Stunde, d. i.
2 Meilen nach Norden. Da jeder von selbst auf solche Beispiele
kommen muss, so ist es unnéthig, deren noch weitere anzufithren.

46. Relative Beschleunigung. * Genau dieselben Bemerkun-
gen passen fiir die relative Beschleunigung, verglichen mit der ab-
soluten. Wir kdnnen dies leicht daraus erkennen, dass Beschleuni-
gungen in allen Fillen nach ganz denselben Gesetzen wie Geschwin-
digkeiten zerlegt und zusammengesetzt werden.

Wenn x,¥,# und 2/, 4', & die Coordinaten zweler Punkte in Bezie-
hung auf Axen sind, die als fest angesehen werden, und & #, { ihre rela-
tiven Coordinaten bezeichnen, so haben wir

t=z— =y —y, {=¢ — 2

Hieraus folgt durch Differentiation
' dé¢ _ dz' dx

d—t_—d—t——d—t—,u.s.w.,
@t _ ax a2z
it = d@  ae’ _

Die erstere Reihe dieser Formeln driickt die relativen Geschwindigkeiten

durch die absoluten aus, die zweite beweist unsere obige Behauptung iiber

relative und absolute Beschleunigungen.

Die entsprechenden Awusdriicke in Polarcoordinaten sind etwas com-
plicirter und durchaus nicht beguem. Der Leser kann sie leicht selbst
niederschreiben.

und

. 8. W,

47. Relative Bowegung. — Der folgende die relative Bewe-
gung betreffende Satz ist von grosser Wichtigkeit:
Irgend zwei ip Bewegung befindliche Punkte beschreiben dhn-
liche Bahnen relativ zu einander, oder relativ zu irgend einem
g
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Punkt, welcher ihre Verbindungslinie in einem constanten Verhilt-
nisse theilt.

’ Es selen 4 und B zwei beliebige gleichzeitige Lagen der
Punkte. Wir nehmen auf AB einen Punkt G oder G' so an, dass

. GA ' . .
das Verhiltniss aB oder o'p oren constanten Werth hat. Die
B e 4 Gestalt der relativen Bahn hiéngt

nur von der Linge und Rich-
tung der Verbindungslinie der beiden Punkte in jedem Augen-
blick ab, und es liegt auf der Hand, dass diese Bestimmungs-
stiicke fir A in DBesziehung auf B die nimlichen, wie fiir B in Be-
ziehung auf A sind, ausser dass die Verbindungslinie im zweiten
Falle die umgekehrte Richtung hat. Die Bahn, welche B in Be-
ziehung auf A beschreibt, ist folglich nichts anderes, als die um zwet
rechte Winkel gedrehte Bahn von A4 in Beziehung auf B. Was fer-
ner G und G' betrifft, so ist es klar, dass die Richtungen dieselben
bleiben, wihrend die Lingen sich in einem gegebenen Verhiiltniss
#ndern; dies'ist aber die Definition #hnlicher Curven.

48, Als gutes Beispiel einer relativen Bewegung wollen wir
die Bewegung der beiden Punkte betrachten, an welche wir in § 40
die Definition der Verfolgungscurve kniipften. Da wir, uin die Lage
und Bewegung des Verfolgers in Beziehupng auf den Verfolgten zu
finden, beiden Punkten eine der Geschwindigkeit des letstern gleiche
und entgegengesetzte Geschwindigkeit ertheilen miissen, so leuchtet
anf der Stelle ein, dass die Aufgabe im Grunde mit der folgenden
zusammenfillt : :

Ein einen Fluss durchkreuzendes Boot wird durch die Ruder
mit gleichférmiger Geschwindigkeit in Beziehung auf das Wasser
vorwiirts getrieben und bestindig auf einen festen Punkt am ent-
Fig¥s. gegengesctzten Ufer zugelenkt.

Es wird aber auch mit gleich-

formiger Goschwindigkeit den

e=1 Strom hinunter getrieben. Man
soll den Weg bestimmen, den es
beschreibt, und die Zeit, die es
zur Hiniiberfahrt gebraucht. Wie
in der frithern Aufgabe, so sind
auch hier drei Fiille moglich, die
durch die nebenstehenden Figu-
ren dargestellt werden. Im er-
sten Falle bewegt sich das Boot
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schneller ala der Strom und erreicht den ersehnten Punkt. Im zwei-
ten Falle, wo Boot und Strom gleiche Geschwindigkeit besitzen, ge-
langt das Bdot, das eine Parabel beschreibt, erst nach Verlanf einer
mnendlich grossen Zeit hiniiber; es landet aber nicht an dem Punkte,
wo es Janden sollte; dieser Punkt ist niralich der Brennpunkt der
Parabel, wihrend der Landungspunkt deren Scheitel ist. Im dritten
Falle, in welchem die Geschwindigkeit des Bootes kleiner als die-
jenige des Wassers ist, erreicht es niemals das andere Ufer, sondern
wird unbegrenzt stromabwiirts getricben. Der Vergleich der Figu-
ren dieses Paragraphen mit denjenigen des § 40 ist sehr lehr-
reich. Sie sind nach demselben Maassstab und fir dieselben re-
lativen Geschwindigkeiten entworfen. Die Horizontallinien stellen
das entfernte Flussufer und die Verticallinien den Weg dar, den
das Boot nehmen wiirde, wenn kecine Strémung vorhanden wiire.

Wir iiberlassen die Liosung dieser Frage dem Leser und bemerken

nur, dass die Gleichung der Curve in jedem der drei Fille e % 1 fol-

gende ist:
y1+z
ey 2 2 __
oy Va2 Y .
Fir ¢ — 1 geht diese Gleichung in
y? —=a? — 2ax

ither, stellt also eine Parabel dar. Die zur Ueberfahrt erforderliche
Zeit ist
a
, re=rak
da negative Werthe natirlich unzulidssig sind, so ist dieser Ausdruck nur
fir e £ 1 endlich, : .

19. Kin anderes ausgezeichnetes Beispiel fiir die Verwandlung
der relativen in absolute Bewegung liefert uns die Familie der Cy-
cloiden. Wir werden In einem spiitern Paragraphen betrachten, wie
diese Curven mechanisch beschrieben werden, dadurch dass ein Kreis
auf einer fosten Geraden oder auf einem festen Kreige rollt. Hier
driicken wir inzwischen die Sache in einer andern Form aus, die je-
doch zu genau demselben Ergebnisse fithrt.

Man soll die wirkliche Bahn eines Punktes bestimmen, welcher
sich gleichfsrmig, in einem Kreise um einen zweiten Punkt dreht,
der zu gleicher Zeit sich mit constanter Geschwindigkeit auf einer
derselben Ebene angehdronden Goraden oder Kreislinie forthewegt.

Wir behandeln zunichst den erstern Fall. Es seien a der Radius
der relativen Kreisbahn, o die darin vorhandene Winkelgeschwindigkeit
und v die Geschwindigkeit, mit welcher sich der Mittelpunkt des Kreises
lings der Geraden bewegt.
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Die relativen Coordinaten des Punktes im Kreise sind @ c08 wt und
6 stn wt, und die wirklichen Coordinaten des Mittelpunktes v und 0. Wir
haben daher fir die wirkliche Bahn
& = vt 4+ acos wt,
7 = @ Sstn wt.

v .
£ = _ arcsin g + Va2 o3,

und dadurch, dass wir » und @ verschiedene Werthe ertheilen, konnen
wir bewirken, dass diese Gleichung die Cycloide selbst oder jede der bei-
den Formen der Trochoide darstellt. Siehe § 92.

‘Was die Epicycloiden betrifft, so sei b der Radius des Kreises, den B
um A4 beschreibt, w; die darin vorhandene Winkelgeschwindigkeit, @ der
Radius des fosten Kreises, auf welchem sich 4 bewegt, und w die ent-
sprechende Winkelgeschwindigkeit.

Ausserdem mdge sich B zur Zeit £ = 0 in dem Radins 0 A der Bahn
von A pefinden. B8ind dann A’ und B’ die Lagen der beiden Punkte zur
Zeit t, so ergiebt sich

L 404" —= wf,
A BCA —= ot
und wenn wir O4 zur x Axe nehmen, so er-
giebt sich .,
= acoswt 4+ beosm ¢,
B Y = asinot + bsinwt.

Daraus folgt

Fig. 6.7

B!

Durch Elimination von f erhilt man hieraus, wenn nur @ und wl'com-
mensurabel gind, eine algebraische Gleichung zwischen & und .
fSo haben wir fir w; — 2 @, wenn ot — 9 gesetzt wird,

x = acosd 4 bcos2P,
y=—asind 4+ bsin2d,
woraus durch eine leichte Reduction
(e2+ 92— b9 = a? (@ + 1) 497}
folgt. Wird z —b fiir £ geschrieben, d. h. der Anfangspunkt um die
Btrecke A B zur Linken geschoben, so geht die Gleichung iiber in

a2z +y) = (@2+y 2 bap,
oder, bei Anwendung von Polarcoordinaten, in
a2 = (r—2bcos %, r = u + 2bcos 5.
Fir 2 b = a hat man die Gleichung
r=a(l 4 cos?),
welche die Cardioide darstellt (siehe § 94).

50. Resultirende Bewegung. — Als erliuternden Zusatz zu
diesem Theile unseres Gegenstandes geben wir folgende Definition: —
Wenn ein Punkt 4 irgend eine Bewegung in Beziehung auf
elinen zweiten Punkt B, dieser wieder irgend eine Bewegung in Be-
ziehung auof einen dritten Punkt C ausfiibrt, u. 5. w., so sagt man,
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der erste Punkt fiihre in Boziehung auf den letzten eine Bewegung
aus, welche die Resultante dieser verschiedenon Bewegungen ist.

Dic relative Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind
in solch elnem Falle die nach den frither gegebenen Regeln aus den
verschiedenen Componenten zusammengesetzten geometrischen Re-
sultanten.

51. Die folgenden Methoden, solch eine Zusammensetzung in
dem einfachen Falle der Bewegungen zweier Punkte praktisch aus-
sufihren, sind sowohl in wissenschaftlichen Erliduterungen, als auch
in gewissen mechanischen Anordnungen von Nutzen. Zwel beweg-
liche Punkte seien durch eine elastischo Schnur mit einander ver-
bunden; dann wird der Mittelpunkt der Schonur eine Bewegung aus-
fihren, welche offenbar halb so gross als die Resultante der Bewe-
gungen der beiden Punkte ist. Zum Zeichnen oder Graviren oder
zn anderen mechanischen Anwendungen ist aber die folgende Me-
thode vorzuzichen: — .

CF und ED sind Stibe von gleicher Linge, welche sich um
einen durch ihre Mitte P gehenden Zapfen frei bewegen. CA,AD,
E DB und BF sind Stibe von der halben
Linge der ersteren und so mit denselben

E B vorbunden, dass sie ein Paar gleiche Rhom-

ben CD,EF bilden, deren Winkel nach Be-
licben goiindert werden kénnen. Wolche Bo-
¢ Tﬁf\?’ ¥ wegungen man dann auch 4 und B erthoilt,
\ i gleichgiltig ob dieselben auf eine Ebene be-
A D schrinkt sind oder nicht, so ist die Bewegung
von P offenbar stets die halbe Resultante je-

ner Bewegungen von A und B.

Fig. 7.

32, Harmonische Bewegung. — Von den wichtigsten Arten
der Bewegungen, die wir in der theoretischen Physik zu betrach-
ten haben, ist eine, némlich die harmonische Bewegung, nicht
pur in der gemeinén Kinetik, sondern auch in der Theorie des
Schalls, des Lichts, der Wirme, u. s, w. von so ungeheurer Bedeu-
tung, dass eine ganz eingehende Behandlung derselben gerecht-
fertigt erscheint.

33. Einfache harmonische Bewegung. — Definition. Wenn
sich ein Punkt gleichfdrmig in einem Kreise bewegt und in irgend
einem Augenblick die Lage @ einnimmt, so schneidet die von @ auf
einen festen Durchmesser A A’ des Kroises gefillte Senkrechte den
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Durchmesser in einem Punkte P, und die Aenderung der Lage von
P wird eine einfache harmonische Bewegung genannt.
Fig. 8. Setzen wir voraus, dass ein Planet, oder

A ein Trabant, oder einer der Himmelskorper,

die einen Doppelstern ausmachen, sich um

‘ seinen Hauptstern gleichférmig in einem

Q Kreise bewege, so scheint es, wenn man ihn

von einem sehr entlegenen Punkte der Ebene

seiner Bahn aus betrachtet, als gehe er 1n

einer Geraden hin und zuriick und sei dabei

N in einer einfachen harmonischen Bewegung

begriffen.  Dies ist nahezu bei Kérpern, wie

den Trabanten des Jupiter der Fall, wonn sie von der Erde aus
gesehen werden.

In physikalischer Bezichung besteht das Interesse solcher Be-
wegungen darin, dass sie annihernd die Bewegungen der einfach-
sten Schwingungen schallender Kérper, wie ciner Stimmgabel, eines
Klavierdrahtes (daher der Name), und der verschiedenen Media sind,
in denen Schall-, Licht-, Wirmewellen, u. s. w. fortgepflanzt werden.

54. Die Strecke vom Mittelpunkte der Bewegung bis zum
einen oder andern Ende, also in der Figur O A oder O A4’, wird die
Amplitude der einfachen harmonischen Bewegung genannt.

Ein von einem beliebigen festen Punkte bis zu dem sich gleich-
formig bewegenden Punkte ¢ gemessener Bogen des Kreises, auf
den man sich bezieht, heisst das Argument der harmonischen Be-
wegung.

Der Abstand eines in cinor einfachen harmonischen Bewegung
begriffenen Punktes von der Mitte seines Laufes oder seiner Bewe-
gungsweite ist eine einfache harmonische Function der Zeit.
Das Argument dieser Function ist dasjenige, was wir als das Ar-
gument der Bewegung definirt haben.

Bei einer einfachen harmonischen Bewegung versteht man unter
der Epoche den vom Beginn der Rechnung bis zu dem Augenblick
verstrichenen Zeitraum, wo der bewegliche Punkt zum ersten Male
die grosste Entfernung von seiner mittlern Lage oder der Mitte sei-
nes Laufes nach der als positlv angenommenen Richtung hin er-
reicht. Man kann die Epoche auch durch eine Winkelgrdsse messen;
dann 1st sie der Winkel, der wihrend des Zeitraumes, den wir als
Epoche definirt haben, auf dem Kreise beschrieben wird.

Die Periode einer einfachen harmonischen Bewegung ist die
Zeit, welche von irgend einem Augenblicke an verstreicht, bis sich
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der bewegliche Punkt durch dieselbe Lage, die sr in jenem Angen-
blicke inne hatte, wieder nach derselben Richtung zu bewegt.

Die Phase einer sinfachen harmonischen Bewegung zu irgend
einer Zeit ist der Bruchtheil der ganzen Periode, welcher verstrichen
ist, seitdem sich der bewegliche Punkt zum letzten Male durch seine
mittlere Lage nach der positiven Richtung hin bewegte.

93, Einfache harmonische Bewegung in Mechanismen. —
Beispiele cinfacher harmonischer Bewegungen liefern die gewdhn-
lichen Mechanismen zur Krzeugung von geradliniger aus kreisfor-
miger, oder von kreisformiger aus geradliniger Bewegung, bei denen
eine sich im Kreise drchende Kurbel sich in cinem geradlinigen Spalt
bewegt, der cinem nur in einer geraden Linic bewegbaren Kor-
per angohdrt. Der Theil des Mechanismus, dessen Bewegung gerad-
linig ist, geniigt in aller Strenge der Definition einer einfachen har-
monischen Bewegung, wenn die Bewegung des rotirenden Theils mit
gleichfsrmiger Geschwindigkeit erfolgt.

Derselben Bedingung geniigt niherungsweise das Trittbrett
eines Spinnrades, wenn sich das Rad gleichférmig dreht, und zwar
1st die Anndherung um so grisser, je kleiner die Winkelbewegung
des Brettes und der Verbindungsschnur ist. Eine solche grossere'
oder geringers Annsherung findet auch bel der Bewegung des Kol-
bene einer Dampfinaschine statt, der auf eine der verschiedenen in
der Praxis angewandten Methoden mit der Kurbel verbunden ist,
immer unter der Voraussetzung, dass die Rotation der Kurbel eine

gleichformige ist.

56. Geschwindigkeit in einer einfachen harmonischen
Bewegung. — Die Geschwindigkeit eines in einer einfuchen harmo-
nischen Bewegung begriffenen Punktes ist eine einfache harmonische
Function der Zeit, deren Phase um ein Viertel einer Periode frither
als diejenige der Verschichung, und deren Maximalwerth gleich der
Geschwindigkeit in der Kreisbowegung ist, durch welche dic ge-
gebene Function definirt wird.

Denn in der Figur des § 53 kdnnen wir die Geschwindigkeit
im Kreise, die V sein moge, durch ecine zur Richtung dieser Ge-
schwindigkeit senkrechte Gorade O @, folglich auch durch O P und
P9 die Componenten von ¥V darstellen, welche senkrecht auf diesen
Geraden stchen. Dic Geschwindigkeit von P bel der einfachen har-

14 " .
monischen Bewegung ist danach 00 PQ, und dieser Ausdruck wird

gleich ¥, wenn sich P in O befindet.
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O7. Beschleunigung in einer einfachen harmonischen
Bewegung. — Die Beschleundgung eines Punktes, der eine einfache
harmonische Bewegung ausfithrt, ist in jedem Augenblick einfach
geinem Abstande vom Mittelpunkt proportional; sie ist aber stets
nach der entgcgengesctzten Scite, d. h. bestindig nach dem Mittel-
punkt zu gerichtet. IThr Maximalwerth ist dicjenige Beschleuni-
gung, welche in der Zeit, withrend der ¢in Bogen von der Linge
des Radius beschrieben wird, eine Geschwindigkeit erzeugen wirde,
die gleich der Geschwindigkeit in der Kreishewegung ist.

Denn nach § 35. a. wirkt die Beschleunigung von € in der
Figur des § 53 lings @O und ist gleich % Nehmen wir fiir
einen Angenblick an, @O stelle die Grisse dieser Beschleunigung
dar, so kinnen wir dieselbe in @ P, PO zerlegen. Nach demselben
Maassstabe wird daher die Beschleunigung von P durch PO dar-

2
Qlog—g = %-PO. Dieser Aus-
druck ist £ 0 proportional und hat seinen grosston Werth im Punkte

gestellt und ist von der Grosse

. | . .
A, nimlich ——, eine Beschleunigung, durch welche, wie oben an-

Q0
. C e . . @0
gegeben worden, die Geschwindigkeit ¥ in der Zeit A erzengt

sein wiirde.

Es sei @ dic Amplitude, & die Epoche und 7' die Periode einer ein-
fachen harmonischen Bewegung. Hat dann der Tunkt P zur Zeit ¢ den
Abstand 8 vom Mittelpunkt, so ist

2nt )
§ = acos(———s .

T
Fiir die Geschwindigkeit ergiebt sich daraus
v = ds _ _ wsin<gﬁ—e>
T dt T T T ’
. coge - . 27ma .
und der grésste Werth V der Geschwindigkeit ist somit o was mit

der Angabe des § 56 iibereinstimmt. Weiter erbalten wir filr dis Be-
schleunigung

dv _ 4——Tﬂacos 2t s) = 4n23 (siehe § 57)
at = — TqT T\ f) T T g ek § 97)
und endlich fiir den grissten Werth der Beschleunigung
4n?qa ¥V
FERE

2w
T
wo die Zeit ist, wihrend welcher in der betreffenden Kreisbewegung

gin Bogen yon der Liinge des Radius zuriickgelegt wird.
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58 Zusammensetzung zweier in einer Geraden statt-
findenden einfachen harmonischen Bewegungen. — Setzt man
ywei beliebige einfache harmonische Bewegungen, die in einer Ge-
raden stattfinden und von derselben Periode sind, zusammen, so er-
hilt man eine einzige einfache harmonische Bewegung von derselben
Periode. Um die Amplitude und die Epoche derselben zu finden,
bat man auf den Schenkeln eines Winkels, der gleich der Differenz
der gegebenen Epochen ist, die gegebenon Amplituden abzutragen
und diege Figur zu einem Parallelogramm zu ergiéinzen: Die Diago-
nale des Parallelogramms ist die gesuchte Amplitude, und die ge-
suchte Epoche unterscheidet sich von den gegcbenen durch Winkel

von der Grisse derjenigen, welche die

Fig. 9.

Diagonale mit den Seiten des Paralle-
logramms einschliesst. Hs seien nidm-
lich P und 7 zwei Punkte, welche in
einer Geraden B’ B CA A’ einfache har-
monische Boewegungen von derselben
Periode ausfithren, und @, @' die in
den beziiglichen Kreisen sich gleich-
formig bewegenden Punkte. Wir be-
schreiben iiber €@ und €@’ ein Paral-
lelogramm S¢ C¢' und ziehen von S
aus SR senkrecht auf B’4’. Dann ist
offenbar P’ = CP (als Projectionen
der gleichen und parallelen Strecken
¢'Sund CQ auf CR), also CR = CP - CP, und der Punkt R
vollfithrt mithin die Resultirende der Bewegungen von P und P
(8, die Diagonale des Parallelogramms, ist aber constant, folglich

ist die resultirende Bewegung einfach harmonisch und hat die Ampli-
tade CS, wihrend ihre Epoche beziehungsweise um die Winkel @ CS
und SCQ’ die Epoche der Bewegung von P ibertrifft und hinter
derjenigen der Bewegung von P’ zuriickbleibt.

Wir halten es fiir niitzlich, denselben Satz auch analytisch zu be-
weisen, s ist

a cos

1' ) -+ a’cos (-1,——5’)

2mi s . , 27t 2ni
:(acose{-a'cose’)cos%—Hasme—{—a'sms')sm—%:raos(—%——3),

wo
r = {(acose + a'cose)? + (asine -+ o sine)2)R
= {a? + a’® } 2aa’cos(s — &)}
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und . .
astne+ a'sin e
acose+a’ cos e

tan ¢ —
ist.

59. Die im vorigen Paragraphen angegebene Construction
stellt die Resultante zweier einfachen harmonischen Bewegungen
dar, diesclben mégen die némliche Periode haben oder nicht. Nur
wird die Diagonale des Parallelogramms, im Falle sie nicht von
derselben Periode sind, nicht constant sein, sondern von einem
grossten zu einem kleinsten Werthe abnehmen. Thren grossten
Werth, der gleich der Summe der componirenden Amplituden ist,
hat sie in dem Augenblick, wo die Phasen der componirenden Be-
wegungen iibereinstimmen; ihren kleinsten Werth, der gleich der
Differenz jener Amplituden ist, nimmt sie an, wenn die Phasen um
eine halbe Periode von einander abweichen. Was 1hre Richtung
betrifft, so muss sie bestindig niher dem grossern als dem kleinern
der belden Radien liegen, welche die Seiten des Parallelogramms
ausmachen; sie wird um den grossern Radius oscilliren, und ihre
grosste Abwelchung von diesem Radius wird sich auf jeder Seite
desselben auf den Winkel belaufen, dessen Sinus der kleinere Radius,
dividirt durch den grossern ist. Diese grosste Abweichung der
Diagonale vom grossern Radius tritt ein, wenn der zwischen beiden
Radien enthaltens Winkel um 90° grdsser als jener Winkel der
grossten Abweichung ist. Die volle Periode dieser Oscillation ist
die Zcit, wihrend welcher einer der Radien eine volle Umdrchung
mehr als der andere macht. Die resultirende Bewegung ist somit
nicht einfach harmonisch, sondern gowissermaassen einfach harmo-
nisch mit periodisch zu- und abnehmender Amplitude und mit perio-
dischor Besohleunigung und Verzégerung der Phase. Diese Auf-
fassung empfiehlt sich besonders in dem Falle, in welchem die bei-
den componirenden Bewegungen nahesu gleiche Perioden haben,
wihrend die Amplitude der einen bedeutend grisser als die der
andern ist.

Um die resultirende Bewegung auszudriicken, nehmen wir an, § sci
die Verschiebung zur Zeit ¢ und a die gréssere der heiden componirenden
Amplituden. Dann ist

s — acos(nt—e¢) 4 a'cos (n't—¢),
und wenn
) L 9= (n't—¢&) — (nt—e)
o acos(nt—e) + a'cos(nt—e+9)
(a + a’ cos g) cos (nt — &) —a’ sin ¢ sin (nt — &),

S

Il

oder endlich
s = recos(nt—e-} 9)
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wenn
r= (a4 2aa cosp I a')%
und . .
a’ sin @
tan § — ————— 2
a4 a'cos

ist. In der letzten Gleichung nimmt tan 4 seinen grissten Werth an,

wenn manmn
?

k3 . a
- — arcstn —
p=3+ 2

’

macht; dieser grossta Werth ist, gleich folglich ist der grisste

2__ gy’
L e
Werth von & selbst arcsz’na- Das oben (§ 58) angegebene geometrische

Verfahren fiithrt zu diesem Schlusse durch die folgende #Husserst einfache
Construction: —

Um die Zeit und den Betrag der grossten Phasen-DBeschleuni-
gung oder Verzogerung zu finden, beschreiben wir, CA4 als die
grissere Amplitude vorausgesetat, um A als Miltelpunkt mit der
kleinern Amplitude AB als Radius einen Kreis. Die Tangente CB
an diesen Kreis ist der erzeugende Radius der am weitesten ab-
weichenden Resultanto. XEs ist aber CB A ein rechter Winkel, also

. AB
sin BCA = A"

60. Beispiele der Zusammensetzung einfacher harmo-
nischer Bewegungen, die in einer Geraden stattfinden. —
Eine sehr interessante Anwendung dieses Falles der Zusammen-
setzung harmonischer Bewegungen ldsst sich auf die durch den
Mond und die Sonne bewirkten Ebben und Fluthen machen. Beide
folgen, ausser in ausgeweiteten Flussmiindungen, oder in langen
Meerengen oder tiefen Buchten mit nur geringer Abweichung
dem einfacher harmonischen Gesetz und haben als wirkliches Er-
gebniss eine Hohendnderung zur Folge, welche gleich der Summe
der Aenderungen ist, die jede der beiden Ursachen einzeln hervor-
bringen wiirde.

Der Betrag der Mondfluth in der Gleichgewichtstheorie (§ 811) ist

< ungefihr 2,1mal so gross als derjenige der Sonnenfluth. Daher betragen
an freicn Kiistenstellen, wenn man die Grisse der Sonnenfluth als Kin-
heit annimmt, die Springfluthen 3,1 und dic Nippfluthen nur 1,1, und
bei beiden ist die Stunde hohen Wassers dieselbe wie hei der Mandfluth
allein, Die grisste Abweichung der wirklichen Fluth von den Phasen
(sei es fitr hohen, niedrigen oder mittleren Wasserstand) der Mondfluth
allein ist etwa 0,95 einer Mondstunde, d. i. 0,98 einer Sonnenstunde
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(derselbe Theil von 12 Mondstunden, welcher der Winkel, dessen
. 1. . . .

Sinusg gleich 51 ist, niimlich 289 26’ von 860° ist). Diese grosste

Abweichung wird ein Frither- oder Spiitereintreten sein, je nachdem
die Spitze der Sonnenfluth derjenigen der Mondfluth vorhergeht
oder folgt; sie wird genau erreicht werden, wenn der Phasen-
unterschied zwischen belden componirenden Fluthen 3,95 Mond-
stunden betriigt. Mit anderen Worten, die grdsste Verfrithung
der Zeit hohen Wassers wird 41/, Tage nach und die grosste Ver-
zbgerung ebenso viele Tage vor den Springfluthen stattfinden.

61. Wir kommen jetzt zu dem TFalle, in welchem dio Ampli-
tuden der beiden gegebenen Bewegungen cinander gleich sind
Wenn diesclben auch gleiche Perioden haben, so ist ihre Resultante
eine einfache harmonische Bewegung, deren Phase in jedem Augen-
blick das Mittel der beiden Phasen, und deren Amplitude gleich dem
doppelten Product aus einer der beiden Amplituden in den Cosinus
der halben Phasendifferenz ist. Die Resultante ist natiirlich Null
wenn der Phasenunterschied eine halbe Periode betriigt; sie ist eine
Bewegung von doppelt so grosser Amplitude und derselben Phase
wie jede der componirenden Bewegungen, wenn dieselben die nim-
liche Phase haben.

Wenn die Perioden nahezu, aber nicht véllig gleich sind (die
Amplituden werden immer noch als gleich vorausgesetat), so geht
die Bewegung sehr langsam von dem ersteren Werthe (Nul,
oder ilberhaupt keine Bewegung) zum letateren iiber und daranf
wieder zum ersteren zuriick; die zu einem Hin- und Hergange ge
brauchte Zeit ist derjenigen gleich, withrend welcher die Periode der
schnelleren Bewegung einmal mehr als die der langsameren durcl:
laufen wird.

Man begegnet in der Praxis vielen vortrefflichen Beispieler
dieses Falles, die jedoch fiiglicher erst dann zur Besprechung kom-
men, wenn wir die kinetischen Principien auf verschiedene Gegen-
stinde der praktischen Mechanik, der Akustik und der physikalischen
Optik anwenden werden. Solche Beispiele sind: das Marschiren von
Truoppen tber ecine Hiingebriicke, das Mifschwingen von Pendel
odor Stimmgabeln, u. 8. w.

02. Graphische Darstellung harmonischer Bewegunger,
die in einer Geraden stattfinden. — Wir kénnen eine einzel
einfache harmonische Bewegung und die verschiedencn im Vorher
gehenden betrachteten Fiille der Zusammensetzung solcher in einer
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Geraden vor sich gehenden Bewegungen graphisch durch Curven
darstellen, bel denen die Abscissen Zeitriume und die Ordinaten die
entsprechenden Entfernungen des beweglichen Tunktes von seiner
mittlern Lage bedeuten. Im Falle einer,einzelnen einfachen har-
monischen Bewegung wiirde die entsprochende Curve die durch den
Punkt P in § 53 unter der Vorauscetzung beschriebene sein, dass
sich der Kreis mit gleichbleibender Geschwindigkeit in irgend ciner
su O A senkrechten Richtung bewegto, wihrend @ scine gleichfor-
mige Kreisbewegung beibehielte. Die Construction dieses Falles
liefert die harmonische Curve oder Sinuslinie, bei welcher die Ordi-
naten den Sinus der Abscissen proportional sind; dabei wird die Ge-
rade, in welcher O sich bewegt, als die Abscissenaxe angenommen.
Es ist dies die einfachste iiberhaupt mégliche Form, die eine schwin-
gende Schnur annimmt. Wenn die harmonische Bewegung zusammen-
gesetzt, aber auf eine Gerade beschriinkt ist, wie im Falle dexr Be-
wegung jedes Punktes einer Violin-, Harfen- oder Klaviersaite (deren
Bewegungen pur darin von einander verschieden sind, weil man
die Schwingungen auf verschicdene Weisen erregt), so lisst sich
eine #hnliche Construction ausfiihren. Die Untersuchung zusammen-
gesetzter harmonischer Functionen hat zu Ergcebnissen von der hoch-
sten Wichtigkeit gefithrt, die ihren allgemeinsten Ausdruck in dem
Fourier’schen Satze gefunden haben, dem wir alsbald einige Seiten
widmen werden. Wir lassen jetzt graphische Darstellungen der Zu-
sammensetzung zweler in einer Geraden stattfindenden einfachen
harmonischen. Bewegungen folgen, welche gleiche Amplituden
haben, und deren Perioden sich wie 1 : 2 und wie 2 : 3 verhalten,
wihrend die Epochedifferenzen 0, 1, 2, u. s. w. Sechszehnteln einer
Umdrehung entsprechen. In jedem Falle betrigt die Epoche der
Componente, welche die grossere Periode hat, ein Viertel einer Um-
drehung, und im ersten, zweiten, driiten, u. s. w. Falle jeder der
beiden Curvenreihén ist die Epoche der Componeunte, welche die
kleinere Periode hat, beziehungsweise um 0, 1, 2, u. s. w. Sechs-
zehntel elner Umdrehung kleiner als ein Viertel einer Perlode. Die
verschiedenen Horizontallinien sind die Abscissenaxen der verschie-
denen Curven, withrend die Verticallinie zur Linken jeder Reihe die
gemeinschaftliche Ordinatenaxe ist. In jedem Falle der erstern Cur-
venreihe geht die langsamere Bewegung durch eine vollstindige Pe-
riede, in jedem Falle der zweiten Reihe durch zwei Perioden hin-
durch.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



48 Einleitende Begriffe.
1:2 2:3
(Octave) (Quinte)

nimmt der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2 . .. 15 an.
Fig. 10.

AN ATWA
Ay
NAY AW

RNVANY/ N
NN/ ;; \L /\ ‘7
/AN N AN
VAl

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Kinematik. 49

Diese und dhnliche Eille, in denen die Perioden nicht commen-~
surabel sind, werden in der Akustik wieder behandelt werden.

63. Einfache harmonische Bewegungen in verschiede-
nen Richtungen. — Wir haben jetzt weiter die Zusammensetzung
einfacher harmonischer Bewegungen zu betrachten, die in verschie-
denen Richtungen erfolgen. Zuniichst schen wir, dass, wenn man
eins heliebige Anzahl einfacher harmonischer Bewegungen, die von
derselben Periode und von derselben Phase sind, zusammensstzt,
man eine einzige eiufache harmonische Bewegung von derselben

Phase erhilt. Denn nach dem Prineip der Zusammensetzung von

Bewegungen (siehe § 50) ist die Verschiebung in jedem Augenblick
die geometrische Resultante der Verschiebungen, welche die compo-
virenden Bewegungen einzeln erzeugen wiirden, und in dem Falle,
den wir hier vorausselzen, veriindert sich die Grosse dieser compo-
rirenden Verschiebungen bel allen in demselben Verhiltuiss und ihre
Richtung ist constant. Es wird sich also auch die Grisse der resul-
tirenden Verschiebung in®demselben Verhiltniss dndern und dieselbe
wird eine conslunte Richtung haben.

Wenn aber die Phasen der verschiedenen componirenden Be-
wegungen nicht ibereinstimmen, wihrend ihre Perioden noch die-
selben sind, so wird die resultirende Bewegung im Allgemeinen
elliptisch sein, und der vom Mittelpunkt aus gezogene Radiusvector
wird in gleichen Zeiten gleiche Flichen beschreiben. Dies schliesst
picht aus, dass die Bewegung in hesonderen Fillen trotzdem kreis-
formig und von gleichbleibender Geschwindigkeit, oder andererseits
geradlinig und einfach harmonisch ist.

61. Dies zu beweisen, wollen wir zuerst den Fall betrachten,
in welchem zwei gleiche einfache harmonische Bewegungen gegeben
sind, deren Bahnen auf einander senkrecht st¢hen, und deren Phasen-
differenz ein Viertel einer Periode betrigt.

Fig. 11.

Thre Resultante ist eine gleichformige Kreis-
bewegung. Denn wenn BA und B’ A4’ ihre
Bewegungslinien sind und um die gemein-
schaftliche Mitte O derselben als Mittelpunkt
ein Kreis durch 4. A’ BB beschrieben wird,
so wird die gegebene Bewegung von P, die
in A B stattfindet, durch die Bewegung eines

Punktes @ in der Periphetie dicses Kreises
definirt werden (§ 53). Wenn sich derselbe
Punkt in der durch den Pfeil angezeigten
Thomson u, Tait, fhcoretische Physik. 4
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Richtung bewegt, so wird er eine einfache harmonische Bewegung
von P in der Linie B' 4’ geben, welche ein Viertel einer Periode
hinter der Bewegung von P in AB zuriick ist. Da aber A’ 04,
QPO und QP O rechte Winkel sind, so ist die Figur @ P’ OP ein
Parallelogramm , und folglich ist die Lage § das Resultat der aus
OP und OP' zusammengesetzten Verschichung. Wir sehen somit, dass
zwel gleiche einfache harmonische Bewegungen, die in auf einander
senkrechten Geraden stattfinden, und deren Phasen sich um ein
Viertel einer Periode von einander unterscheiden, mit einer gleich-
formigen Kreisbewegung gleichbedeutend sind, deren Radius gleich
der grossten Verschiebung ist, die jede Bewegung einzeln hervor-
bringen wiirde, und welche vom positiven Ende der Bewegungslinie
der vordern Componente nach dem positiven Ende der Bewegungs-
linie der hintern zu erfolgt.

65. Nun sind orthogonale Projectionen einfacher harmonischer
Bewegungen offenbar einfach harmonisch und von unverinderter
Phase. Projiciren wir also den TFall des § 64 auf irgend eine
Ebene, s0 erhalten wir eine Bewegung in einer Ellipse, fir welche
die Projectionen der Bewegungslinien der beiden componirenden
Bewegungen conjugirte Durchmesser sind, und in welcher der vom
Mittelpunkt ausgehende Radiusvector in gleichen Zeiten gleiche
Flichen (die Projectionen der vom Radius des Kreises beschrie-
benen Flichen) beschreibt. Die Ebene und die Lage des Kreises,
von welchem diese Projection genommen wird, konnen aber offen-
bar der Bedingung entsprechend bestimmt werden, dass die Pro-
jectionen der Bewegungslinien mit zwel beliebig gegebenen einan-
der halbirenden Geraden zusammenfallen. Zwel beliebige einfache
harmonische Bewegungen, ihre Bewegungslinien mdgen gleich oder
ungleich, rechtwinklig oder schiefwinklig zu einander sein, erzeugen
danach, wenn nur ihre Phasendifferenz ein Viertel einer Periode be-
trigt, eine elliptische Bewegung, welche jene Bewegungslinien
zu conjugirten Axen hat, und bei welcher der vom Mittelpunkt
aus gezogene Radiusvector in gleichen Zeiten gleiche Flichen
beschreibt.

66. Wir kehren jetzt wieder zur Zusammensetzung einer be-
liebigen Anzahl gleicher einfacher harmonischen Bewegungen zurick,
die in irgend welchen Richtungen stattfinden und von beliebigen
Phasen sind. Jede componirende einfache harmonische Bewegung
kann auf ganz bestimmte Weise in zweli Bewegungen in derselben
Geraden zerlegt werden, derem Phasendifferenz ein Viertel einer
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Periode betrigt, und von denen die eine eine beliebig gegebene
Epoche hat. Wir kénnen folglich die gegebenen Bewegungen auf
zwei Gruppen von Bewegungen reduciren, deren Phasen um ein
Viertel einer Periode verschieden sind, und zwar kinnen wir
es 8o einrichten, dass jede Bewegung einer dieser Gruppen die-
selbe Phase wie irgend eine der gegebenen Bewegungen oder wie
sonst eine einfache harmonische Bewegung hat, die wir nach Be-
lichen withlen konnen (d. h.'deren Epoche unserer freien Wahl itber-
lassen ist). :

Alle Bewegungen einer jeden dieser Gruppen konnen (§ 58) in
eine einzige in einer bestimmten Linie stattfindende einfache harmo-
nische Bewegung von derselben Phase und von bestimmter Amplitude
zusammengesetzt werden. Das ganze System wird somit auf zwei
vollig bestimmte einfache harmonische Bewcgungen reducirt, deren
Phagendifferonz ein Viertel einer Periode betrigt.

Nun haben wir bewiesen, dass die Resultante zweier in ver-
schiedenen Geraden vor sich gehenden einfachen harmonischen
Bewegungen, von denen die eine ein Viertel eincr -Periode der
andern voraus ist, eine Bewegung in einer Ellipse ist, fiir welche
die Bewegungslinien der Bewegungscomponenten conjugirte Axen
sind, und in welcher der vom Mittelpunkt ausgehende Radinsvector
in gleichen Zeiten gleiche Flichen beschreibt. Der Satz des § 63
ist somit erwiesen. ~

Es seien, bei Zugrundelegung Cartesischer Coordinaten,

x; = 1,0y 08 (wt — &)
(1) Y, = My a, cos (wt— &)
2, == B0, €08 (Wt — &) )

die Gleichungen der ersten der gegebenen Bewegungen, und hieraus md-
gen sich durch Aenderung der Indices die Gleichungen der iibrigen Be-
wegungen ergehen. Es bezeichnen darin allgemein

I, m, n die Richtungscosinus, d. h. die Cosinus der Winkel, welche
dia Rewegnngsrichtung mit den Coordinatenaxen bildet,

o die Amplitade, & die Epoche und w die gemeinschaftliche relative
Winkelgeschwindigkeit. Die Gleichungen der resultirenden Bewegung,
zu deren Angabe wir die Buchstaben #, %, 2 ohne Indices gebrauchen,
sind dann

z = ¥la,cos(wt—s)
= coswt X L a, cos & + sinwt Xl a sing,

y::u,s,w,,z::u.s.w.,

4*
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oder, wie wir kurz schreiben konnen,
2 = Peoswt + P'sinowt

(2) y = Qceoswt + Q'sinwi
z = Reoswt + R sinowt,

r=3 lLa cose , P = pX lLaysing,
(3) Q = Xmya,cose, @ = Ymya sin 8,
R = 2 n,a,cos5, 1_2":: 2 na, sine
ist. Die resultirende Bewegung, welche so in Ausdriicken von sechs com-
ponirenden einfachen harmonischen Bewegungen angegeben ist, kann auf

zwel Bewegungen reducirt werden, dadurch dass man P, @, R und P/, @', K’
auf elementarem Wege vereinigt. Wenn

¢ = (P4 @2 4 RIS

A :£1 F“:Q: V:ia‘

) e ¢ ¢
= (P24 @2+ sz)l/e

) ’ R

[P

ist, so wird die gesuchte Bewegung die . Resultante .der Bewegungen
L cos wt und I’ sin wit sein, von denen die erstere in der Geraden (4, u,»),
die zweite in der Geraden (3, &', »') stattfindet. Bie ist daher eine Bewe-
gung in einer Ellipse, fiir welche die .Strecken 2{ und 2{’ in den an-
gegebenen Richtungen conjugirte Durchmesser sind; der vom Mittelpunkt
ausgehende Radiusvector beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flichen,

. , ., 2
und die Periode ist Kn

67. Harmonische Bewegungen verschiedener Art, die
in verschiedenen Geraden stattfinden. — Weiter haben wir
uns mit dem Falle der Zusammensetzung einfacher harmonischer
Bewegungen zu beschiftigen, die von verschiedener Art sind und
in verschiedenen Geraden stattfinden.’ Im Allgeémeinen kehrt, diese
Geraden mogen in einer Ebene liegen oder nicht, die Bewegnngs-
linie in sich selbst zuriick, wenn die,Ierioden commensurabel sind;
bel incommensurabeln Perioden ist dies nicht der Fall. Dies leuch-
tet ohne Beweis ein. o

Ist fir eine Componente, derem Richtungscosinus 4, u, » sind, a die
Amplitude, & die Epoche und # die Winkelgeschwindigkeit in der zn-
gehdrigen Kreisbewegung, so hat man fiir die Coordinaten & v, { der
resultirenden Bewegung die Gleichungen :
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£ =350 c08mt—e),
7= Xua;cos (nt—s),

£ = 2via,c08 (gt —e).

Nun ist es k]ar, dass die Werthe von &, 7,{ zur Zeit & + T wiederkehren
werden, sobald #y I, 7y T, u. s. w. Vielfache von 27 sind, d. h. wenn T
. . . 2n 27 .
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von W u. s, w. ist.
- 1 2

Ist ein solches gemeinschaftliches Vielfache vorhanden, so kdénnen die
trigonometrischen Functionen eliminirt werden, und die Gleichungen
(oder, wenn die Bewegung auf eine Ebene beschrinkt ist, die Bleichung)
fiir die Bahn sind algebraisch. Im entgegengesetzten Falle sind sie
transcendent.

68. Aus dem Vorhergehenden ersehen wir allgemein, dass
die Zusammensetzung einer beliebigen Anzahl einfacher harmoni-
scher Bewegungen, die in beliebigen Richtungen stattfinden und
von beliebigen Perioden sind, in der Weise ausgefithrt werden kann,
dass man jede Bewegung In drei auf einander senkrechte Compo-
nenten zerlegt, nach den frither dargelegten Methoden die in jeder
dieser zu einander senkrechten Richtungen stattfindenden Bewegungs-
componenten in eine einzige Bewegung zusammensetzt, und endlich
die drei letzterhaltenen resultirenden Bewegungen vereinigt.

69. Einfache harmonische Bewegungen in zwei zu ein-
ander senkrechten Richtungen, — Der weit interessanteste und
einfachste Fall ist der zweier einfachen harmonischen Bewe-
gungen von beliebigen Perioden, deren Richtungen natiirlich in einer
Ebene liegen miissen.

Mechanische Methoden, solche Verbindungen herzustellen, so-
wie Fille ihres Vorkommens in der Optik und Akustik werden spiter
beschrieben werden.

Der Einfachheit wegen wollen wir voraussetzen, dass die Rich-
tungen der beiden componirenden Bewegungen auf einunder senk-
recht steher, und da wir nur dann ecine in sich zuriickkehrende
Curve erhalten werden, wenn die Perioden commensurabel sind, so
empfiehlt es sich, mit einem solchen Falle zu beginnen.

Die folgenden Figuren stellen die Bahnen dar, welche durch
die Verbindung von einfachen harmonischen Bewegungen gleicher
Amplituden entstehen, vorausgesotzt, dass die Perioden der zu ein-
ander senkrechten Componenten sich wie 1 : 2 verhalten, und dass
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ihre Epochen der Reihe nach um 0, 1, 2, u. s. w. Sechszehntel einer
Umdrehung von einander abweichen. i

Fig. 12,

v/
ANIA
AvHe

Wenn die Epochen gleich sind,
oder sich durch ein Vielfaches von
7 unterscheiden, so ist die Curve
ein Theil einer Parabel und wird
vom beweglichen Punkt wihrend
jeder vollstindigen Periode zweimal in entgegengesetzten Richtun-
gen durchlaufen.

avivVIa
AWGY/A

Fiir den hier gezeichneten Fall ist
& — acos (2nt—e), y = acosnt,
folglich
x = a{cos2nt.coss 4 sin2nt.sin s}

— al(2¥ y ¥
= G {{ = — + 2< — L ,
[( PY] )COSE 2 p 1 a? SNeE

und dies ist flir jeden gegebenen Werth von & die Gleichung der ent

sprechenden Curve. 8o hat man fiir § = 0
x 2 y2 a
=31 oder y? = E(x + a),

alko, wie oben angegeben ist, die Gleichung der Parabel. Fir ¢ :%
erhilt man

x Y ¥ 28 — 2 (3 — o9
;uzzavl_—a—z,oderax = 4y2(a?—y?,

die Gleichung der fiinften und dreizehnten der obigen Curven.
Im Allgemeinen ist

z = acos(nt ¥ &), y = acos(nt 4 &),

und hieraus hat man, wenn es moglich ist, { zu eliminiren.
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70. Zusammensetzung zweier gleichférmigen Kreisbewe-
gungen. — Kin anderer sehr wichtiger Fall ist der zweier Gruppen
von zwei einfachen harmonischen Bewegungen, die in.einer Ebene
stattfinden und so beschaffen sind, dass die Resnltante jeder Gruppe
eine gleichformige Kreishewegung ist.

Wenn die Perioden gleich sind, so haben wir einen der schon
im § 63 behandelten Fille und schliessen dann, dass die resulti-
rende Bewegung im Allgemeinen in einer Ellipse erfolgt, und dass
um den Mittelpunkt in gleichen Zeiten gleiche Flichen beschrieben
werden. In besonderen Fillen kénnen wir auch eine einfache har-
monische, oder eine gleichférmige Kreisbewegung erhalten.

Wenn hierbei die Kreisbewegungen in derselben Richtung vor
sich gehen, so resultirt offenbar eine Kreishewegung von derselben Rich-
tung. Dies 1st der Fall der Bewegung von S in § 58 und erfordert
keine weitere Erlduterung, da die Amplitude, die Epoche, u. 8. w.
chne Weiteres aus der Figur ersichilich sind.

71. Wenn die Perioden der beiden Bewegungscomponenten
nur dusserst wenig von einander verschieden sind, so wird die resul-
tirende Bewegung in jedem Augenblick dusserst wenig von der durch
dic vorhergehende Construction gegebenen Kreishowegung abweichen.
Wir konnen dieselbe auch als eine in aller Strenge kreisfSrmige Be-
wegung auffassen, deren Radius von cinem grossten Werthe, der
Summe der Radien der boiden Bewegungscomponenten, zu einem
kleinsten Werthe, der Differenz dieser Radien, abnimmt, darauf wie-
der bis zu jenem gréssten Werthe wiichst, u. 8. f. Die Richtung des
Radius der Resultante oscillirt zu beiden Seiten des Radius der gros-
sern Componente (wie in dem entsprechenden Falle des § 59). Die

Fig. 13, Winkelgeschwindigkeit der re-
sultirenden Bewegung ist da-
her periodisch verdnderlich.
Im Falle gleicher Radien, zu
dem wir uns jetzt wenden, ist
sie constant.

72. Wenn die Radien der
beiden Bewegungscomponen-
ten gleich sind, so haben wir
den durch die nebenstehende-
Figur dargestellten zusserst
intoressanten und wichtigen
Fall.

Ilier halbirt der Radius
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der Resultante den von den Radien der Componenten gebildeten
Winkel. Die resultirende Winkelgeschwindigkeit ist das arithmeti-
sche Mittel ihrer Componenten. Wir werden In elnem spétern
Paragraphen auseinandersetzen, wio diese Epitrochoide durch das
Rollen eines Kreises auf einem andern Kreise entsteht. (Der
oben gezeichnete besondere Fall ist der eimer in sich nicht zurick-
kehrenden Curve.)

73. Die gleichformigen Krcishewegungen mdgen jetzt in ent-
gogongesctzten Richtungen erfolgen. Wenn dann dic Perioden
gleich sind, so erkennen wir leicht wio frither (§ 66), dass dic Re-
sultante im Allgemeinen eine clliptische Bewegung ist, welche die
besonderen Fille einer gleichformigen Kreishewegung und ciner cin-
fachen harmonischen Bewegung in sich schliesst.

Wenn die Perioden nur sehr wenig von cinander verschieden
sind, sa erhilt man die Resultante leicht wis im Falle des § 59.

74. Die Fille, in denen die Radien der Bewegungscomponen-
ten gleich sind, sind von ifusserst grosser Bedeutung in der moder-
. Fig. 14. nen Physik; einer derselben
ist hier gezeichnet (die Curve
liuft, wie die vorhergehende,
nicht in sich zuriick).

Dieser Fall steht in enger
Beziehung zu der Erklirung
zweler Reihen wichtiger Er-
scheinungen: der Drehung der
Polarisationsebene des Iichtes
durch Quarz und gewisse Flis-
sigkeiten einerseits und durch
durchsichtige Kérper, die man

der Wirkung magnetischer
Kriifte aussetzt, andererseits.
Dic obige Curve ist ein Fall der Hypotrochoide, und ihre Ent-
stehungsart wird in einem spiteren Paragraphen mitgetheilt werden.
Auch wird man in der Kinetik sehen, dass sie die Bahn einer Pendel-
linse ist, wclche eln schnell rotirendes Gyroskop enthilt.

73. Der Fourier’sche Satz. — Bevor wir die Theorie der
Zusammensetzung harmounischer Bewegungen fiir einige Zeit ver-
lassen, mitssen- wir unserm in § 62 gegebenen Versprechon gemiss
einige Seiten dor Betrachtung des Fourier’schen Satzes widmen,
der nicht nur eins dor schénsten Ergebnisso der noucrn Analysis
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ist, sondern den man als ein bei der Bchandlung von fast jeder
schwierigeren Frage der neumern Physik unentbehrliches Hilfsmittel
ansehen kann.

Wir brauchen nur die tonenden Schwingungen, die Fortpflan-
sung clektrischer Signale lings eines Telegraphendrahtes und die
Leitung der Wirme durch die Xrdrinde zu erwihnen, Gegenstinde,
die in ihrer Allgemeinheit ohne jenen Satz nicht behandelt werden
kéonen, um eine wenngleich schwache Vorstellung von seiner Be-
deutung zu erwecken. Die folgende Form scheint die am leichtesten
verstindliche zu sein, in der man ihn dem gewdhnlichen Leser vor-
filhren kann,

Satz. — Kine zusammengesetzte harmonische Funec-
tion, mit einer hinzugefiigten Constanten, kann zur mathe-
matischenDarstellung ciner jeden beliebigen periodischen
Function und folglich auch einer jeden beliebigon anderen
Function zwischen bestimmten Werthen der Verinder-
lichen gebraucht werden. ‘

76. Wenn eine beliebige periodische Function gegeben ist, so
kann man die Amplituden und Epochen einer zusammengesetzten
harmonischen Function, die ihr fiir jeden Werth der unabhiingig Ver-
inderlichen gleich sein soll, mittels der ,Methode der unbestimmten
Coefficienten® bestimmen. Solch eine Untersuchung ist geniigend
als Losung der Aufgabe: — eine zusammengesetzte harmonische
Function zu finden, welche eine beliebig gegebene periodische Func-
tion darstellt, — sobald man sicher weiss, dass die Losung der Auf-
gabe itherhaupt mdglich ist, und wenn man einmal diese Sicherheit
hat, so zeigt jeme Untersuchung,. dass. die Losung eine ganz be-
stimmte ist, d. h. dass keine andere als die gefundene harmonische
Function den Bedingungen der Aufgabe Geniige leiston kann.

77. Wir konnten das im vorhergchenden Paragraphen an-
gedeutete Verfahren anwenden, um einen analytischen Beweis des
Fourier’schen Satzes zu geben. KEs scheint uns aber, dass die
Natur des Ausdrucks klarer werden wird, wenn wir bei unssrer Ent-
wicklung cinen andern Ausgangspunkt nehmen.

Es sei I'(x) eine beliebige periodische Function von der Periode p,
d h. irgend eine Function, welche die Bedingung )
(1) F(x 4 np) = F(x)
erfillt, wo m irgend eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet.
Wir betrachten das Integral

. f“F(z) dx

@ a?

[ 4
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in welchem a,c¢,¢’ drei beliebig gegebene Grissen sind. Bezeichuen 2z
und 2’ die zwischen den Grenzen ¢ und ¢’ enthaltenen, oder diesen Gren-
zen gleichen Werthe von &, fiir welche F(2) beziehungsweise seinen gross-

c

. . d
ten und kleinsten Werth hat, so ist das Integral kleiner als F'(¢) f 5%5‘

und grosser als F'( Z')fa“—i—xz Man hat aber
i odx 1 c ¢
(2) ;’/lm = z‘— (arctan a——' arctan E) )
fulglich
F(x)adz !
‘/'——(-;—:)—T < F(2) (arctan £ _arctan E)
(3) ] @ + & a a
’
» > F() (arctan C__arctan 5) .
a a

Ist nun 4 der grosste und B der kleinste aller Werthe von F(z),
so folgt aus (3)

-
F(xladx 7 E) N
@ ‘c/‘ m < A (E — arctan ac
T
» > B(—Q— — arctan a—)’
und auf dhnliche Weise
“ Flx )a dz c n
Im aif gt < A(arcmna— + E)

(») ¢ =
» > B(arctan; -+ ?)'

Addiren wir die ersten Glieder der Formeln (3), (4) und (5) und ver-
gleichen die Bumme mit den entsprechenden Summen der zweiten Glieder,
80 erhalten wir

' F(z)ade e ¢ ¢ o

) ‘[m——-az 7 < F(2) (m ctan 7 arctan ;) + A(n arctana—karctana)
' £ _arctan? — arctan & al

» >F(z )(arctan a arctana)+B(n arctana + arctan a)

Nach (1) ist aber

o I e S ()

Wenn wir jetzt ¥—1 mit ¢ bezeichnen, so ist

1 1 1 1
a*+(xtnp? = 2 ai(a;+np—ai Tz tapF M') ’
und es ergiebt sich folglich, wenn man die Terme, welche je zwei glai-

chen und entgegengesetzten Werthen von # entsprechen, zusammenfasst
und diejenigen Terme, welche der Werth # = 0 liefert, besonders schreibt,
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e 1 1 1 P r—at
,.:?‘_w(azﬁ-(w%—npﬁ): m[x——ai—z 2‘1 nip?—(z—ai)?
' - + 2 "E ztai. }

_:c-}—az 1 WP p?— (x4 ai)?
== .{cot"(w__ )—cotn(x—_{—‘m)}
2ape p pr
2aaz n . 274t
. 511 —— §in
2api P _ apt D
- g T Al QB 2nai 2nx
cos —cos? — cus —cos ——=
2 a _27a
= e? —e P
- ap 27Ta 27a”
2ny -
e ? —-2cosT+e P
Die Formel (7) geht daher iiber in
PR@de _ o 22 222 R Flx)dz
(8) _/ Wizl T aplt T —¢. ) 27ma " 27a’
—@

2n
g e? —2cas—p—+e »

2xe

Bezeichnen wir weiter der Kiirze wegen fiir einen Augenblick ¢ 7  mit
{ und setzen

__27!:1
(9) (4 P g,
%0 haben wir
1 _ &
27a 27w 1
ol 2 — I—e C+C +£2
e ? —3cos %—*—e r ( )

= 1—8-£2<1—15§ + 1_15;-1 _1)

ft+e@Heh) + 2@+ + S+ + u s ow)

fl

1 — g4
£ 2nx 4z 6nx
—_— 227 === 3 2=
=7 82(1+2£cos 7 + 2 &2%¢os 7 4 2 &3 ¢os ? +u.s.w.),

und die Formeln (8) und (9) liefern somit

Io]fa2+ fF(m dm(i +2ecos———+2s"’cos

z 4+ u. 8. W.)-

Aus (6) und (10) folgern wir, dass

1 M T
F(e) (arcmn(—zc- — arctan (%) + 4 (n — arctan a£ + arctan ;—) >
und '
' t :
F() (arctan £ . arctan 5) + B (n —arctan < + arctan E) <
[ a a a
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g{jF(x)d:c(l + 260082—;—‘7: + u s w.)

ist. Es sci jetzt ¢ = — ¢ und 2z = & — &, wo & eine Veriinderliche
und & was die Integration betrifft, constant ist; ferner sei

Flo)=g@+ § = ¢@),
Fs) = p(& + ),
F) = 9 + #).

Dann geht das vorhergehende Ungleichungspaar iiber in

¢ 4
(p(E—}—z).QnrctanE 4 A(rz—2mcmna—)>

und

[4 c
(11) p(s+7).2arctan~ + B<n_ganmna_)<

also

» N=100 P '
' z{/(p(g’)d;' +2 X e /1‘IJ(~1")UlE'cos_—_Qn"(E E)};
u 0 n=1 (‘) p

darin bezeichnet @ eine beliebige periodische Function von der Periode p.

Wir nehinen nun an, ¢ sei ein sehr kleiner Bruchtheil von p. Im
Grenzfall, wenn ¢ unendlich klein ist, werden der grosste und kleinste
Werth von ¢ (&) fiir Werthe von &', die zwischen & 4+ ¢ und & — ¢ lie
gen, nur unendlich wenig von einander und von ¢ () verschieden sein,
d. h, es ist

pE+ &) =9+ &) = 0()

Weiter sei @ ein unendlich Xkleiner Bruchtheil von e¢. Im Grenzfall
ist 'dann i

C 7T

arctan — — '

o

_27a
und e=¢ P =1.
Die Ungleichungen (11) liefern somit fur die angegebene Grenze eine Glei-
chung, die nach beiderseitiger Division durclh n folgende wird: —
n—ao

27 (& — &)

¥4 p
(12) P(E) = %{bfw(i’)d'é’ + 2 P () dE cos—— —1.

5
n=1,

Dies ist der beriihmte von Fourier®*) entdeckte Satz fir die Entwick-
lung einer beliebigen pericdischen Function in eine Reihe von einfach
harmonischen Gliedern. Eine in jhm als besonderer Fall enthaltene For-
mel ist schon frither von Lagrange*™) gegeben worden.

2n (¥ — &)

Setzen wir fur cos seinen Werth

*) Théorie Analytique de la Chaleur, Paris 1822.
**) Anciens Mémoires de I’Académie de Turin. Tome IIL, p. 126.
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2nat’ 2n
_piws s + s,t.nQnHE’smgnnﬁ
und fihren die Bezeichnung

[472]

12
'= ] o0
P .
(13) %bfqa cos éd&
»
_/.90 (&) sin 2an
Py
ein, so reduciren wir (12) auf die Form
(14) ()_Ao-}—zAncos +2B9 p"g
n=1 n=1

welche der allgemeine Ausdruck einer beliebigen Function in Form einer
Reihe von Sinus und von Cosinus ist. Oder nehmen wir

(15) - P, = (A2 4+ BH% und tan s = g’l

an, 80 haben wir "
: n—=x

(16) Pl =4y + 3 Pncos(wmf—en),
n=1

und dies ist der allgemeine Ausdruck in Form ciner Reihe, wo jeder der sue-
cessiven vielfachen Perioden nur ein einfach harmonisches Glied entspricht.

Convergenz der Fourier’schen Reihe. Um Missverstindnisse
71 vermeiden, muss bemerkt werden, dass jede der Gleichungen und Ver-
gleichungen (2), (7), (8), (10) und (11) ihren bestimmten arithmetischen Sinn
hat und fiir jeden besondern Fall durch wirkliche Berechnung der Zahlen
bewahrheitet worden kann; dabel wird nur vorausgesetzt,.dass I7(z) kei-
nen uncndlich grossen Werth in seiner Periode hat. TUnter dieser Be-
schrinkung ist folglich (12) oder jede der beiden dgnivalenten Formeln (14),
(16) ein arithmetischer Ausdruck von bestimmtem Sinn und die darin ent-
haltene Reihe somit convergent. Wir konnen hieraus in aller Strenge
schliessen, dass auch-der Fall, in welchem die willkiirliche Function eine
plotaliche endliche Aenderung ilires Werthes erfilirt, wenn die unabhingig
Veriinderliche bei ihrer stetigen Zunahme durch einen besondern Werth
oder durch mehrere besondere Werthe hindurchgeht, in dem allgemeinen
Satze enthalten ist. Wenn man in cinem solchen Falle der unabhingig
Verinderlichen irgend einen Werth ertheilt, der, wenn auch mnoch so
wenig, von einem eine plotzliche Werthinderung der Function herbei-
fihrenden Werthe verschieden ist, so muss, wie wir aus der vorhergehen-
den Untersnchung folgern kénnen, die Reihe convergiren und einen be-
stimmten Werth fiir die Function liefern. Wenn aher der unabhingig
Verdnderlichen genau der kritische Werth beigelegt wird, so kann die
Reihe zu keinem bestimmten Werthe convergiren. Die Betrachtung der
dureh die Formel (11) gelieferten einschliessenden Werthe beseitigt alle
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Schwierigkeit, zu verstehen, wie die Reihe (12) fur zwei besonders Werthe
der unabhiéngig Veriinderlichen, die zu beiden Beiten eines kritischen
Werthes liegen, sich aber unendlich wenig von einander unterscheiden,
bestimmte Werthe von endlicher Differenz liefert.
dog . . .

‘Wenn der Differentialquotient d?) fir jeden inmerhalb der Periode
gelegenen Werth von £ endlich ist, so ldsst auch er sich arithmetisch
durch eine Reihe harmonischer Glieder ausdriicken, und diese Reihe kaun
von derjenigen nicht verschieden sein, die man erhilt, wenn man die
Reihe von ¢ (§) differentiirt. Daraus folgt, dass

de() _ 22737 2nnk
17 = n P, sin e,,),

(17) dE 72"

und dass diese Reihe convergirt; daraus ziehen wir den Bchluss, dass dis
Reihe von @ (£) schueller convergirt als eine harmonische Reihe mit den
Coefficienten

3 .
‘Wenn ferner d dtpsg’é) innerhalb der Periode endlich bleit_)t, g0 diirfen

wir beide Glieder von (17) differentiiren und erhalten eine immer noch
arithmetisch richtige Gleichung. Durch Fortsetzung dieser Schliisse er-
kennen wir, dass, wenn der nte Differentialquotient keine umnendlichen
‘Werthe hat, die harmonische Reihe fiir ¢{£) schneller convergiren muss,
als eine harmonische Reihe mit den Coefficienten .

1, L, i, i, un. 8. W.
on 3n 4n

78. Verschiebung eines starren Kirpers. — Wir gehen jetst
zur Betrachtung der Verschiebung eines starren Kérpers oder einer
Gruppe von Punkten iiber, deren gegenseitige Lage keine Aends
rung erleiden kann. Der einfachste Fall, den wir erértern kinnen,
1st der der Bewegung ciner ebenen Figur in ihrer eigenen Ebene,
und was sich hieriiber sagen lisst, ist, soweit es die Kinematik be-
trifft, vollstiindig in dem Resultat des folgenden Paragraphen zu-
sammengefasst.

79. Verschiebung einer ebenen Figur in ihrer Ebene. —
Wenn eine ebene Figur auf irgend eine Weise in ihrer eigenen
Ebene verschoben wird, so giebt es immer (mit einer in § 81 be-
handelten Ausnahme) einen Punkt, der zwei beliebigen Lagen ge-
meinschaftlich ist, d. h. die Figur kann aus jeder Lage in jede an-
dere Lage dadurch gebracht werden, dass man sie in ihrer eigenen
Ebene um einen festgehaltenen Punkt rotiren lisst.

Dies zu beweisen, nehmen wir an, es selen A, B irgend zwei
Punkte der ebenen Figur io ihrer ersteren Lage, uud 4', B’ die Lagen,
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welche dieselben Punkte nach einer Verschisbung inne haben, Die
Linien A 4', B B' werden im Allgemeinen nicht parallel sein, ausser
in einom Falle, der alsbald betrachtet werden soll. Der geometrischa
Fig. 15. Ort der von A und 4’ gleich weit ab-
stehenden Punkte wird folglich den Ort
der Punkte, die von B und B' gleiche
Entfernungen haben, in einem Punkte O
schneiden. Verbinden wir nun 0O mit
A,B, A" B, so sind die Dreiecke 0 A' B’
und O0ADB,da OA’=— 04, OB — 0B,
A'B' = A B ist, offenbar congruent.
O ist also gegen A'B und A B ihun-
lich gelegen, folglich ein und derselbe
+ Punkt der cbenen Figur in ihren beiden
Lagen. Wenn wir, um die Sache zu veranschaulichen, das Drei-
eck 0 AB wirklich in der Ebene verzeichnen, so wird es in der
zweiten Lage der Figur O A’ B'.

8). Nehmen wir von den gleichen Winkeln A’ OR’, 4 OB die-
ser congruenten Dreiecke den beiden gemeinschaftlichen Theil A' OB
weg, 50 bleiben uns die gleichen Winkel 4 0 A%, B O B’ iibrig, und
jeder derselben ist offenbar gleich dem Winkel, durch welchen die
Figur um den Punkt O gedreht werden muss, um aus der orsteren
in dic zweite Lage iiberzugehen.

Die vorhergehende einfache Construction setzt uns in den Stand,
nicht nur den allgemeinen Satz des § 79 zu beweisen, sondern auch
aus zwel Lagen A B, A’ B’ einer Linie der Figur den gemeinschaft-
lichen Mittelpunkt und die Grosse des Rotationswinkels zu be-
stimmen.

81. Die von A und A’ gleich weit abstehende Gerade ist der
Geraden, welche dieselbe KEigenschaft in Beziehung auf die Punkte
Fig. 16. B und B hat, parallel, wenn A B

/ . parallel A’ ist. In diesem Falle

schligt die Construction fehl, da
- der Punkt O in unendliche Entfer-
A B nung rickt, und der Satz verliert

seine Geltung. Die Bewegung ist
dann thatsiichlich eine einfache Verschiebung der Figur in ihrer Ebene,
die ohne Rotation erfolgt, da, wenn A B parallel und gleich A' B,
auch 4 A" parallel und gleich B B' ist, und anstatt dass ein Punkt
eweien Lagen der Figur gemeinschaftlich sei, sind hier die Geraden,
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welche die verschiedenen Lagen jedes Punktes der Figur verbinden,
gleich und parallel.

82. Es ist nicht néthig, vorauszusetzen, dass die Figur eine
flache Scheibe oder eine Ebene sei. Die vorhergehenden Ergebnisse
gelten fiir jede einzelne der parallelen Ebenen eines starren Kir-
pers, der sich in einer Weise bewegt, die nur der Bedingung unter-
worfen ist, dass die Punkte jeder seiner Ebenen bestindig in einer
festen Ebene des Raumes bleiben.

83. Es giebt noch einen Fall, in welchem die Construction

¥ig. 17. des § 79 illusorisch wird, namlich wenn
A A' und BB’ parallel sind, aber AB
und A' B’ einander schneiden. In die-
sem Falle sicht man aber auf der Stelle,
dass eben der Durchschnittspunkt von
A B und A' B' der gesuchts DPunkt 0
ist, obwohl die frithere Methode uns
nicht in den Stand gesetzt haben wiirde, ithn zu ermitteln.

84. Bdispicle von Verachicbungen in einer Ebens. —
Von diesem Princip lassen sich sehr viele interessante Anwendungen
machen, von denen aber nur wenige streng genommen zu unserem
Gegenstande gehéren. Wir werden daher nur ein oder zwei Bei-
gpiele vorfiihren. So wissen wir, dass jeder Punkt P’ einer Geraden
von gegebener Linge A B, die sich so bewegt, dass ihre Endpunkte
bestindig in zwel festen Geraden 04, OB bleiben, eine Ellipse be-
gchreibt. Man sofl fiir irgend einen Augenblick die Bewegungs-
richtung von P finden, d. h. eine Tangente an die Ellipse ziehen.

Die Linie BA wird in ihre nichste

Fig. 18. Lage durch Rotation um den Punkt

@ ibergehen. Diesen Punkt @ er-
hilt man mittels der Mothode des
§ 79 dadurch, dass man in A4 und
B auf O A und OB Senkrechte er-
richtet. Fir den In Rede stehenden
Augenblick dreht sich also P um ¢,
und somit ist seine Bewegungs-
richtung, oder die Tangente an die
Ellipse senkrecht zu @P. Ferner
beritihrt die Gerade A DB hbei ihrer

Bewegung bestindig eine Curve (in der Geometrie ihre einhiillende

Curve genannt), und dasselbe Princip erméglicht es, den Punkt dieser
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Curve zn ermitteln, welcher in A B liegt. ' Denn die Bewegung
jenes Punktes muss offenbar, wenn nur eine sehr kleine Verschie-
bung erfolgt, lings A} vor sich gehen, und der einzige sich in
dieser Weise bewegende Punkt 1st der Durchschnittspunkt von ADB
mit der von @ aus auf A B gefillten Senkrechten. Unsere Con-
struction wiirde uns also in den Stand setzen, die einhiillende Curve,
d. h. beliebig vicle Punkte dersclben, zu zeichnen.

§3. Um ein zweites Beispiel zu geben, nehmen wir an, A B seilder
Balancier einer feststehenden Dampfmaschine, die sich um A auf und
ab bewegt und vernittels einer Kette B D eine Kurbel CD in derselben
Ebene um C dreht. Man soll fir irgend eine Lage das Verhiiltniss der

Winkelgeschwindigkeiten von AB

Fig. 18. und C1) bestimmen. Offenbar ist

A B ' o i augenblickliche Bewegungs-
"7 richtung von B transversal zu A B,

— und dicjenige von D transversal

( zu CD. Wenn also die Verlinge-

rungen von A B und CD sich in
O schneiden, so ist die Bewegung
von BD fir einen Aungenblick
gleichsam eine Drehung um O. Daraus ersieht man leicht, dass,
wenn A B die Winkelgeschwindigkeit o hat, diejenige von CD
gleich % g—ID) @ ist. Ein ihnliches Verfahren ist natiirlich fiir
jede Maschinenverbindung anwendbar, und werden wir dasselbe als
sehr vorthellhaft erkennen, wenn wir im Zusammenhang mit dem
Princip der virtuellen Geschwindigkeilen verschiedene dynamische
Probleme zu betrachten haben werden.

86. Zusammensetzung von Rotationen um parallele
Axen. — Da jede Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Kbene
im Allgemeinen als eine Rotation um einen Punkt angesehen wer-
den kann, so leuchtet ein, dass sich zwel svlche Rotationen 1im All-
gemeinen in eine zusammensetzen lassen; dasselbe kann folglich
auch mit eciner beliebigen Anzahl von Rotationen geschehen. So
seien 4 und B die Punkie der Figur, um welche die Rotationen
nach einander stattfinden sollen. Durch eine Rotation um A werde
B etwa nach B', und durch eine Rotation um B' werde A nach A’
gebracht. Die Construction des § 79 giebt uns ohne Weiteres den
Punkt O und die Grosse der Rotation um diesen Punkt, die fiir sich
allein dieselbe Wirkung hat, wie wenn man die Rotationen um A

Thomson u. Tait, theoretische Physik, 5
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und B nach einander ausfiithrte. Eine Ausnahme macht nur der
Fall, in welchem die Rotationen um A und B von gleicher. Grisse
und von entgegengesetzten Richtungen sind. In diesem Falle ist
A’'B' offenbar parallel AB, und das Ergebniss der Zusammen-
setzung nur eine Verschiebung ohne jede Rotation. Wenn also
Fig. 20. ein Korper sich nach einander durch glei-
che Winkel, aber in entgegengesetzten
Richtungen um zwcl parallele Axen dreht,
so nimmt er schliesslich eine Lage an, in
die man ithn durch eine einfache Parallel-
Al— B’ verschiebung hitte bringen kinnen; diese
Verschiebung ist senkrecht gegen digjeni-
gen Linien dos Korpers in seiner anfinglichen oder letzten Lage,
welche nach einander zu Rotationsaxen gemacht wurden, und bil-
det mit der Ebene derselben einen Winkel, der halb so gross als das
Supplement des gemeinschaftlichen Rotationswinkels ist.

&7. Zusoimmensetzung von Rotationen und Verschicbun-
gen in einer Ebene. — Mit Beziechung hierauf kionnen wir eine
Rotation und eine Verschiebung, welche parallel der Rotationsebene
ausgefithrt wird, in eine dquivalente Rotation zusammensetzen. Zu
diesem Zwecke zerlegen wir die Verschiebung in zwei Rotationen
von gleicher Grésse und entgegengesetzter Richtung, vereinigen
eine derselben nach § 86 mit der gegebenen Rotation und ebenso
die zweite mit dem erhaltenen Resultat.  Wir kénnen uns auch der
folgenden weit einfacheren Mcthode bediencn: —- Es sei 04 die allen
Punkten in der Ebene gemeinschaft-
liche Verschiebung, nund B O C der

B / Winkel der Rotation um O; B0 ist
DI\] so gezogen, dass O A den Neben-
c ° winkel COB' von B OC halbirt

Offenbar giebt es in der Verlinge-
rung von B O einen Punkt B’ von der Beschaffenheit, dass der Weg
B' (¥, den er in Folge der Rotation zuriicklegt, gleich und entgegen-
gesetzt O A ist. Dieser Punkt nimmt nach Ausfithrung beider ge-

Fig. 21.

gebenen Operationen seine anfingliche Lage wieder ein, und wir
sehen somit, dass eine Rotalion und eine Parallelverschicbung iz
einer Ebene in eine gleiche Rotation um eine andere Axe zusammen-
geset'zt werden kénnen.

Wenn der Coordinatenanfangspunkt als der Punkt angenommen wird,
um welchen in der &y Bhene eine Rotation stattfindet, und wenn der
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Rotationswinkel von der Grosse & -ist, so hat ein Punkt, dessen Coordi-
naten anfangs x,% waren, nach der Rotation die Coordinaten

E = xeosd — ysind,

n =zxsin¥ + ycosI ‘
oder, wenn die Rotation sehr klein ist,

E—x— 9y n=a8 4y

88. Weglassung unendlich kleiner Gréssen der zweiten
Ordoung und hoherer Ordnungen. — Bel der Betrachtung der
Zusammensetzung von Winkelgeschwindigkeiten um verschiedene
Axen und anderer dhnlichen Fille kénnen wir es mit nur unendlich
kleinen Verschiebungen zu thun haben, und aus den Principien der
Differentialrechnung folgt ohne Weiteres, dass, wenn diese Verschie-
bungen unendlich kleine Grossen erster Ordnung sind, man jeden
Punkt, dessen Verschiebung eine unendlich kleine Grisse zweiter
Ordnung ist, als in aller Strenge ruhend anzusehen hat. Wenn also
z. B. ein Kérper sich durch einen Winkel, der eine unendlich kleine
Grosse erster Ordnung ist, um eine dem Korper angehérende Axe
dreht, welche withrend der Drehung durch einen Winkel oder Weg
verschoben wird, der gleichfalls eins unendlich kleine Grosse erster
Ordnung ist, so ist die Verschiebung jedes Punktes des Korpers
genau dicsclbe, als wenn die Axe wihrend der um sie erfolgten
Rotation fest gewesen wiire, und ihre eigenc Verschichung entweder
vor oder nach dicser Rotation stattgcfunden hiitte. In jedem Falle
der Bewegung cines starren Systems sind folglich die Winkel-
geschwindigkeiten in Beziehung auf cin System von Axen, die sich
mit dem starren System bewegen, in jedem Augenblick die nim-
lichen, wie die in Bezichung auf ein festes Axensystem, voraus-
gesetzt nur, dass das letztere in dem fraglichen Augenblicke mit
dem beweglichen zusammenfillt.

89. Voreinigung Xkleiner Bewegungen, — Aus shnlichen
Betrachtungen ergicbt sich auch das allgemeine Princip der Ver-
einigung kleiner Bewegungen. Dasselbe sagt aus, dass,
weon mehrere Ursachen gleichzeitig anf sinen materiellen
Punkt oder starren Korper wirken, und wenn die Wirkung je-
der dieser Ursachen cine uncndlich kleine Grésse erster Ordnung
ist, man die Gesammtwirkung dadurch erhilt, dass man die Ur-
sachen einzeln nach cinander wirken und jede den Punkt oder
Korper in der Lage fibernehmen lisst, in welcher die vorhergehende
ibn gelassen hat. Es leuchtet chne Weiteres ein, dass dieser Satz

5‘
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eine unmittelbare Folge der Thatsache ist, dass unendlich kleine
Grossen zweiter Ordnung ohne jede Beeintrichtigung der Genauig-
keit vernachlissigt werden konnen. Wir werden in der Folge
sehen, dass dies Princip von sehr grossem Nutzen ist; fast iiberall
werden wir Anwendungen davon zu machen haben. )

Eine ebene Figur habe gegebene Winkelgeschwindigkeiten wn ge-
gebene Axen, die zur Ebene der Figur senkrecht stehen. Man soll die
Resultante bestimmen. ,

Um eine durch den Punkt a,b gehende Axe sei eine Winkelgeschwin-
digkeit w vorhanden. Dann ist, wie wir soeben (§ 87) gesehen haben, die
erfolgende Bewegung des Punktes z,y in der Zeit d'f:

— (y — b) @d't parallel der & Axe,
" (z — a)wdt parallel der y Axe.
Das Princip der Vereinigung kleiner Bewegungen liefert somit fiir die
Gesammtbewegungen, welche bezichungsweise der & und der y Axe paral
lel erfolgen,
— (yZw —Zhw)dt
und
(2o — Zaw)di.
Folglich ist der Punkt, welcher die Coordinaten
_ Zaw v — Zhw
X 'Y T 3w
hat, in Ruhe, und die resultirende Axe geht durch ihn hindurch. dJeder
andere Punkt &,7 legt dis Wege
' — (1 Tw—Zbo)dl, Zo—Taw)di
zuriick. Wenn aber das ganze System sich mits der Winkelgeschwindig-
keit 22 um den Punkt z,y gedreht hitte, so witrden wir fur die Ver-
schiebungen von &, 7

— (n—y)RdL, (E—x)2d¢
erhalten haben. Der Vergleich beider Ergebnisse lehrt, dass

L2 =2Zuw
ist. )
Ist also die Summe der Winkelgeschwindigkeiten Null, so findet keine

Rotation statt. In der That zeigen die obigen Formeln, dass dann nur
eine Verschiebung vorhanden ist, und zwar betript dieselbe .

Z(bw)d¢ parallel der = Axe,
— J(aw)dt parallel der ¥ Axe.

Diese Formeln geniigen zur Behandlung jeder den Gegenstand betreffen-
den Aufgabe.

90. Eine Curve rollt auf einer andern. — Jede Bewegung
einer ebenen I'igur in ihrer eigenen Ebene kann dadurch hervor-
gebracht werden, dass eine mit der Figur fest verbundene Curve
auf einer im der Ebene fest liegenden Curve rollt.
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Tenn wir konnen uns die Gesammtbewegung®in ihre Elemente,
d. i in eine Reibe nach einander erfolgenden Verschiebungen zer-
legt, denken, von denen jede, wie wir geschen haben, einer Rotation
um einen bestimmten Punkt der Ebenc entspricht. s seien 0,0,
0, u. s. w. die Punkte der Figur, um welche der Reihe nach die
Rotationen stattfinden, und 0y,05,05, 1. 8. w. die Lagen dieser Punkte
in der Ebene zur Zeit, wo jeder der augenblickliche Rotations-
mittelpunkt ist. Die Figur rotirt so lange um O, (oder um den
damit zusammenfallenden Punkt 0,), bis Oy mit 0, zusammenfillt;
daranf rotirt sie um O, bis O; auf 0; zu licgen kommt, u. s. w.
Verbinden wir also in der Ebene der Figur dic Punkte ’01, 0,,
05, w. 8. w., und in der festen Ebene 01,0,,0;, u. 5. w., so ist die Be-
wegung genau diesclbe, als wenn das Polygon O; 0, 03 u. s. w.
auf dem festen Polygone ‘010,03 u. 8. w. rollte. Setzt man die
successiven Verschiebungen hinreichend klein voraus, so werden
die Seiten dieser Polygone bestindig kleiner, und die Polygone
schliesslich continuirliche Curven. Der vorliegende Satz ist somit
bewiesen. '

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass jede Verschicbung eines
starren Korpers, deren Richtungen senkrecht zu einer festen Ge-
raden sind, dadurch hervorgebracht werden kann, dass ein mit
dem Korper fest verbundener Cylinder auf einem im Raum fest
stehenden zweiten Cylindcr rollt; die Axen beider Cylinder sind der
festen Geraden parzltllel.

91. Als ein interessantes Beispiel dieses Satzes wollen_wir wie-
der den Fall des § 84 ins Aunge fassen: —

Offenbar kann um OB QA ein Kreis beschrieben werden, und
muss derselbe von unverinderlicher Grosse sein, da itber einer Sehne
von gegebener Linge A B ein gegebener Peripheriewinkel O steht.
Ferner ist 0 @ ein Durchmesser dieses Kreises, folglich constant. Da
mm @ augenblicklich in Ruhe ist, so ist die Bewegung des O B QA4
umschreibenden Kreises ein auf der innern Seite der Peripherie
eines Kreises von doppelt so grossem Durchmesser stattfindendes
Rollen. Wenn also ein Kreis auf der Innenseite eines zweiten Krei-
ses von doppelt so grossem Durchmesser rollt, so beschreibt jeder
Punkt seiner Peripherie einen Durchmesser des festen Kreises, jeder
andere Punkt seiner Ebene eine Ellipse. Dies ist genau das bereits
in § 70, wenngleich auf einem ganz andern Wege erhaltene Resul-
tat. Da dasselbe uns einen besondern Fall der Hypocycloide vor-
fikrt, so erinnert es uns daran, zur Betrachtung dieser und ver-
wandter Curven zuriickzukehren, welche gute Beispicle fir kinema-
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tische Sitze liefern und zudem allgemein von grossem Nutzen in der

Physik sind.

' 92, Cycloiden und Trochoiden. — Wenn ein Kreis auf
einer Geraden rollt, so beschreibt ein Punkt seiner Peripherie eine
Cycloide, ein innerhalb des Kreises liegender Punkt einc verflachte,
endlich ein Punkt, der ausserhalb des Kreises in der Ebene dessel-
ben liegt, eine verkiirate Cycloide. Die beiden letzten Varietiten
werden zuweilen Trochoiden genannt.

Die allgemeine Form dieser Curven ldsst sich aus den bei
gefigten Figuren ersehen. Unsere folgenden Bemerkungon beziehen
sich nur auf die Cycloide selbst; denn diese Curve ist von unendlich
griosserer Bedeutung als die beiden anderen. Der folgende Para
graph enthilt eine einfache Untersuchung derjenigen Kigenschaften
der Cycloide, welche fiir unsere Zwecke am niitzlichsten sind.

\\\,,,/"/ e L]

93. Eigenschuften der Cycloide, — Es sei A B der Durch
messer des erzeugenden (oder rollenden) Krcises, und B C die Ge-
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rade, auf welcher er rollt. Die Punkte 4 und B beschreiben
congruente Cycloiden, von denen AQC. und BS Theile sind.

Fig. 23. Wenn PQR irgend cine spitere
Lage dos erzeugenden Kreises ist,
irf welecher 4 und B die neuen La-
gen @ und S einnchmen, so ist
2% QPS8 natiirlich ein rechter Win-
kel. Wird also QR parallol PS ge-
zogen, so ist PR ein Durchmesser
des rollenden Kreises. Wir ver-
lingern nun @ R bis T, indem wir
RT — QR — P8 machen. Offen-
bar ist der geometrische Ort der
Punkte T, die Curve AT, con-
gruent B S, folglich eine A C
congruente Cycloide. @ R ist aber senkrecht zu 2 @, also die
augenblickliche Bewegungsrichtung von €, oder die Tangente an
-die Cycloide AQ C. Kbenso steht PS senkrecht auf der Cycloide
BS in 8, folglich ist auch 7'@ senkrecht auf AT in T. Daraus
geht hervor (§ 19), dass AQC die Evolute von AT, und Bogen
4Q= QT =2 QR ist

94. Epicycloiden, Hypocycloiden, u. s. w. — Wenn der
Kreis auf einem zweiten Kreise rollt, so wird die von einem
Puvkte sciner DPeripherie beschricbene Curve Epicycloide oder
Hypocycloide genannt, je nachdem der bewegliche Kreis ausserhalb
oder innerhalb des festen sich befindet. Wenn der dic Curve ver-
zeichnende Punkt nicht in der Peripherie licgt, so crhalten wir
Epitrochoiden und Hypotrochoiden. Beispiele der letztoren haben
wir schon in § 70, 91 angetroffen, andere werden alsbald erwithnt
werden. Was die ersteren betrifft, so stellt uns Fig. 24 den Fall
dar, in welchem ein Kreis auf der Aussenseite eines gleich grossen
Kreises rollt. Die Curve wird in diesem Falle Cardioide ge-
nannt (§ 49).

Fig. 24. In der Fig. 25 (a. f. 8) liegen die
p Kreise gleichfalls ausserhalb einander, und
der feste Kreis hat einen doppelt so grossen

Radius als der rollende. Die so beschrie-

bLene Epicycloide ist in der Optik von gros-

ser Wichtigkeit, und werden wir uns unter

Anderm bei der Betrachtung der Brenu-
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linien, zu denen die Reflexion des Lichts fiihrt, daraaf be-
ziehen. .

In der Fig. 26 haben wir cine Iypocycloide, die entsteht,
wenn ein Kreis auf der Innenseite der Peripherie eines zweiten
Kreises von viermal so grossem Radius rollt.

Fig. 25. Fig. 26.

P

Die in § 72 gezeichnete Curve ist eine Epitrochoide, welche
durch einen Punkt in der Ebene einer grossen kreisférmigen Scheibe
beschrieben wird, wenn dieselbe auf einem Cylinder rollt, dessen
Basis ein Kreis von kleinem Durchmesser ist, so dass der Punkt
durch die Axe des Cylinders geht.

Die Curve des § 74 1ist eine Ilypotrochoide, die won einem
Punkte in der Ebene eines Kreises beschrieben wird, welcher inner-
halb auf der Peripherie eines zweiten Kreises von mehr als doppelt
so grossem Durchmesser rollt; der die Curve verzeichnende Punkt
geht durch den Mittelpunkt des fosten Kreises. Wenn die Durch-
messer beider Kreise sich genau wie 1:2 verhielten, so wiirde diese
Curve, wie uns § 73 oder § 91 zeigt, sich auf eine einzige Gerade re-
duciren.

Die allgemeinen Gleichungen dieser Classe von Curven sind

abs

x — (a 4+ b)cos & — ebcos 5 ,

y = (@ + b)sind — ebsinZ b“};

b

darin bezeichnet @ den Radius des festen, & denjenigen des rollenden Krei-
ses und €b den Abstand des die Curve verzeichnenden Punktes vom Mittel-
punkte des letztern.

95. Bewegung um oinen festen Punkt. — Wenn sich ein
starrer Korper auf irgend eine Weise bewegt, die nur der Be-
dingung unterworfen ist, dass einer seiner Punkte fest bleibt, so
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giebt es immer (ohne jede Ausnahme) eine durch diesen Punkt
gehende Gerade, welche dem Korper in zwei beliebigen Lagen ge-
meinschaftlich ist. :

Wir betrachten eine innerhalb des Korpers. liegende Kugel-
fische, deren Mittelpunkt dor feste Punkt C ist. Alle Punkte dieser
mit dem Korper fest verbundenen Kugelfliche werden sich auf einer
im Raume fest licgenden Kugel bewegen. Wir konnen folglich die
Construction des § 79 ausfithren, nur mit grossten Kreisen statt der
geraden Linien; die nimlichen Schliisse ergeben dann, dass der
durch die Construction erhaltene Punkt O dem Xérper in seinen
beiden Lagen gemeinschaftlich ist. Es muss folglich auch jeder
Punkt des Korpers, welcher auf der O mit dem festen Punkte C
verbindenden Geraden O C liegt, dem Korper in beiden Lagen ge-
meinschaftlich sein. Der Kérper kann also aus jeder Lage in jede
sndere Lage durch eine um eine bestimmte Axe erfolgende Rota-
tion von bestimmter Grosse iibergehen. Weiter ergiebt sich hier-
sus, dass sich Rotationen, die nach einander oder auch gleichzeitig
um beliebig viele durch den festen Punkt gehende Axen stattfinden,
in eine einzige solche Rotation zusammensetzen lassen.

Zusammensetzung von Winkelgeschwindigkeiten. — Xs seien
DA, OB zwei Axen, um welche sich ein K&érper mit den Winkel-
geschwindigkeiton o, @, bewegt. Um den festen Punkt O als Mittelpunkt
beschreiben wir eine Kugel, deren Radius gleich
der Einheit ist, und welche die Axen in A und
B schneidet. Betrachten wir jetzt irgend einen
andern Punkt P auf der Kugel, so kénnen wir
(§ 89) die Verschiebungen, die er withrend eines
unendlich kleinen Zeitraums d'¢ erfihrt, als nach
einander eintretend anschen.

Dic Verschiebungen von P, und folglich auch
ihre Resultante liegen in der durch P gehenden
Tangentialebene der Kugel. Sie stehen in P
beziehungsweise senkrecht auf den Bogen A P, B P, ihre Grissen sind

wsin AP.dt und w, sin BP.dt, . .

and ihre Richtuhgen schliessen einen AP B gleichen Winkel ein.

Ein in AB gewihlter Punkt I, fiir welchen wsin Al = w, sin BI
itt, jst in Ruhe, da seine Verschiebungen gleich und entgegengesetzt sind.
Auch miissen, wenn 2 die um O vorhandene Winkelgeschwindigkeit
igt, die Verschiebungen von B gleich sein, mag die Rotation um OJI oder
un 04 erfolgen. Es ist also Rsin IB — wsin AB.

Dies zu bewahrheiten, wollen wir die Bewegung von P betrachten.
Verbinden wir P mit I, so ist

sin APT _ sinPAI sinAl __ sinBP

winBPI  sinPBI sinBI sindP o

Fig. 27,
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und dies ist das Verhiltniss der Verschiebungen von F’. Hiernach ist die
ganze Verschiebung von I’ offenbar senkrecht zu P und das Resultat
einer einzigen Rotation um OI. Thre Grosse ist

, ssn APB
wsth AP - md‘t
. sinAPB sin PBI
= wsindl - T EET  sinIPB
wsin AB .
——m— csinIP . d‘t

Dies ist genau das Ergebniss, welches eine wihrend der Zeit d¢ um 01
mit der Winkelgeschwindigkeit

wsi'n ADB —w sin AB

. sin 1B lsin IA

stattﬁndénde Rotation liefern wiirde.

£ =

Parallelogramm der Winkelgoeschwindigkeiten. — Dis obi-
gen Formeln zeigen, dass, wenn man auf den Axen der Verschiebungs
componenten und der resultirenden Verschiebung Lingen abschneidet,
welche beziehungsweise den um die Axen vorhandenen Winke:

- geschwindigkeiten proportional sind, die so bestimmten Strocken die
Seiten und dio Diagonale eines Parallelogramms sein werden.

Im Hinblick auf die gewdhnlichen Methoden der analytischen
Geometrie empfiehlt es sich, den Gegenstand in folgender Weise nn
behandeln. Wie wir schen werden, gelangen wir dadurch auch m
einem ganz neuen Beweise des Satzes vom Parallelogramm der
Winkelgeschwindigkeiten: —

Wenn um die 2, y,2 Axen beziehungsweise die Winkelgeschwindig
keiten w;, wg, w3 vorhanden sind, so betragen die den Axen parallele
Componenten der wihrend der Zeit d'¢ hervorgebrachten Verschiebus
des in &, y, 2 befindlichen Punktes (§§ 87, 89) beziehungsweise

(02 — yy) 3, (wy@ — wy2) 74, (wyy — wya) dt.
Danach bleiben die Punkte, fir welche

x Yy _ oz
4 wy | Wy g
ist, in Ruhe; es sind dies somit die Gleichungen der Axs.
Nun lehrt die analytische Geometrie, dass das von einem Punkt
2, 9,2z auf diese Linie gefillte Loth gleich

(w2 4 wyy + wz2)27%

1
- wa:L wﬂ:} Viwge —e39)2+ (057 — 0y 2)2+ (0 y — oyt
Totalverschiebung von «,y,2

Vor+ wg+wz . dt
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ist. Die wirkliche Verschiebung von &, y, # stimmt daher mit derjenigen
iiberein, welche eine einzige Winkelgeschwindigkeit 2 = Vo2 ¥+ w2 + w2 -
wihrend der Zeit /¢ um die durch die obigen Gleichungen bestimmte Axe
erzengen wiirde.

Auf diese Weise lassen sich Rotationen, die um beliebig viele in einem
Punkte zusammentreffends Axen gleichzeitig vor sich gehen, mit Leichtig-
keit zusammensetzen. Sind I,m,# die Richtungscosinusg einer dieser Axen,
w die ibr zugehtrige Winkelgeschwindigkeit, und bezeichnen &, u,v, 2 die
pémlichen Grossen fiir die resultirende Axe, so hat man

22 = Z(lw), u = I (mw), v — I(nw),
d
" 022 = 32(lw) + 22 (mw) + Z2(naw).

Nach Bestimmung von £2 geben die ersten Gleichungen die Werthe
von A, u, v.

95. Zussmmensetzung von Winkelgeschwindigkeiten um
Axen, die in einem Punkte zusammentreffen. — Aus dem Yor-
hergehenden kinnen wir folgende Regel entnehmen, die eine Winkel-
geschwindigkeit, welche dreien um drei auf einander senkrechte
Axen gleichzeitig vorhandenen Winkelgeschwindigkeiten dquivalent
1st, der Grisse nach zu bestimmen und zugleich die Richtung ihrer
Axe anzugeben: — Das Quadrat der resultirenden Winkelgeschwindig-
keit 1st die Summe der Quadrate der Componenten, und die Verhilt-
nisse der drei Componenten zur Resultante sind die Richtungscosinus
der Axe,

Eine um irgend eine Gerade vorhandene Winkelgeschwindigkeit
kann danach auch in drei Winkelgeschwindigkeiten um drei belie-
bige auf einander senkrechte Axen zerlegt werden, und diese Zer-
legung wird in jedem Falle (ganz wic bei lincaren Geschwindig-
keiten) dadurch ausgefiithrt, dass man mit dem Cosinus des von den
betreffenden Richtungen eingeschlossenen Winkels multiplicirt.

Weiter sehen wir, dass eine Rotation durch eine Gerade dar-
gestellt werden kann, welche die Richtung der Axe hat, und deren
Linge der Winkelgeschwindigkeit proportional ist; solche Axen sind
dann wie lineare Geschwindigkeiten zusammenzusetzen.

Wie wir ferner in § 31 sahen, dass eine gleichférmige Beschleu-
nigung, welche senkrecht zur Bewegungsrichtung eines Punktes wirkt,
zwar eine Aenderung dieser Richtung zur Folge hat, aber ohne Ein-
fluss auf die Geschwindigkeit ist, so erkennen wir hier, dass, wenn
ein Korper um eine Axe rotirt und einer Einwirkung unterworfen
wird, welche eine Rotation um eine senkrechte Axe zu erzeugen
strebt, das Ergebniss darin bestehen wird, dass die Richtung der Ro-
tationsaxe eine andere wird, dass aber die Winkelgeschwindig-
keit unverindert dieselbe bleibt.
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97. Zusammensetzung von successiven endlichen Rota-
tionen. — Wir lassen jetzt einige niitzliche Sitze iber die Zu-
sammensctyung von successiven endlichen Rotationen folgen.

Wenn eine Pyramide oder ein Kegel von irgend welcher Form auf
einer symmetrisch dhnlichen Pyramide (das Bild der ersten Lage der
erstern, welches ein ebener Spiegel liefert) ganz herumrollt, so kommt
sie offenbar wieder in ihre anfingliche Lago znriick. Dies wird (wie
jedes Rollen von Kegeln) am besten dadurch gozeigt, dass man den
Durchschnitt eines jeden mit einer Kugeloberfliche nimmt. So
schen wir, dass cin sphiirisches Polygon in scine anfiingliche Lage
zuriickgebracht werden wird, wenn es, immer auf der Kugelober-
fliche bleibend, der Reihe nach um seine KEckpunkte rotirt, und
wenn der Winkel, durch welchen es sich um jeden Punkt dreht,
doppelt so gross als das Supplement des Polygonwinkels ist, oder,
was auf dasselbe hinauslduft, wenn jeder Drehungswinkel in ent-
gegengesetzter Richtung, aber gleich dem Doppelten des Polygon-
winkels selbst ist.

Der Polarsatz des obigen (siche unten § 134) jst folgender:
Ein Koérper gelangt durch eine Reihe von Rotationen, welche durch
die ihrer Aufeinanderfolge nach genommenen doppelten Seiten eines
sphirischen Polygons dargestellt werden, wieder in seine anfingliche
Lage zuriick.

98. Wir theilen noch cinen zwciten Satz mit: —

Woenn eine Pyramide iiber alle ihre Seiten in einer Ebene rollt,
g0 ist ihre in der Ebene zuriickgeclassene Spur ein ebener Winkd,
der gleich der Summe aller ebenen Winkel am Scheitel der Pyra-
mide ist.

Man kann dies auch in folgender Weise ausdriicken: — Ein
sphiirisches Polygon, welches auf der Kugeloberfliche iiber alle seine
Seiten lings eines grossten Kreises gerollt ist, befindet sich in der
selben Lage, als wenn die znerst lings jenes Kreises liegende Scite
lings desselben einfach um einen Bogen verschoben wire, der gleich
der Peripherie des Polygons ist. Der Polarsatz lautet: — Lisst man
cinen Korper eine Reihe von Rotationen ausflihren, welche dwch
die ihrer Aufeinanderfolge nach genommenen Seiten eines sphiri-
schen Polygons dargestellt werden, so wird seine Lage schliesslich
dieselbe sein, als wenn er sich um die durch den ersten Eckpunkt
des Polygons gohende Axe, und zwar durch eimen Winkel gedreht
hiitte, der gleich dem sphirischen Excess (§ 184) oder der Iliche
des Polygons ist.
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99, Bewegung um einen festen Punkt. Rollende Kegol. —
Die Untersuchung des § 90 lisst sich auch auf diesen Fall anwenden,
und so st es leicht zu zeigen, dass die allgemeinste Bewegung einer
sphirischen Figur auf einer festen Kugeloberfliche dadurch erhalten
wird, dass eine in der Figur befestigte Curve auf einer der Kugel-
oberfliche fest aufliegenden zweiten Curve rollt. Da nun die jeden
Augenblick € mit O verbindende Gerade eine Anzahl von Punkten des
Korpers enthiilt, die augenblicklich in Ruhe sind, so sehen wir, dass
die sllgemeinste Bewegung eines starren Kérpers, von welchem ein
Punkt fest ist, darin bestcht, dass cin in dem Korper befestigter
Kegel auf einem im Raume festliegenden Kegel rollt; die Scheitel
beider Kegel liegen 1n dem festen Punkte.

100. Lage des Kérpers nach gegebenen Rotationen. —
Zur Vervollstindigung unserer kinematischen Untersuchung der Be-
wegung eines Korpers, von welchem ein Pupkt fest ist, wollen
wir die folgende Aufgabe losen: — Aus den goegebenen Winkel-
geschwindigkeiten, welche ein Kérper um drei mit ibm verbundene
auf einander senkrechte Axen hat, die Lage zu bestimmen, die er
nach elner gegebenen Zeit im Raume cinnimmt.

Wir beziehen den Korper auf die durch den festen Punkt O gehen-
den festen Axen 0X,0Y,07, die so gewithlt werden, dass sie in
einem gegebenen Augenblick mit den an der Bewegung des Korpers
theilnehmenden Axen OA4, OB, O C zusammengefallen sind. Aus
den um OA, OB, OC vorhandenen Winkelgeschwindigkeiten, die
gegeben sind, lasst sich (§ 95) fiir jeden Augenblick die Lags der
sugenblicklichen Axe O I in Beziehung auf den Korper bestimmen,
Wir kennen folglich die im Kirper befestigte Kegelfliche, welche
auf dem im Raum festliegenden Kegel rollt. Die Data sind auch
geniigend zur Bestimmung dieses zweiten Kegels, und wenn diese
Eegel, sowie die im irgend einem gegebenen Augenblick einander
berithrenden Theile derselben hekannt sind, so ist die Bewegung
vollstindig bestimmt.

Wenn O in Beziehung auf O A, OB, O C die Richtungscosinus A, ¢, »
hat, und wenm ), wy, wy; die Winkelgeschwindigkeiten sind, deren Resul-
tante @ sein moge, so ist nach § 95

A _ o [__ 1]

w, wy wg T w
Diese zwei Gleichungen enthalten im Allgemeinen die Grisse ¢,
durch deren Elimination wir die Gleichung des im Xorper befestigten

Kegels erhalten. Was den im Raum festliegenden Kegel betrifft, so sei ¢
der Kriimmungsradius seiner Spur auf der Kugel vom Radius 1, und ¢
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derjenige der Spur des rollenden Kegels: dann sehen wir aus § 95 oder
aus § 105, dass, wenn s die Linge des Bogeus einer von beiden Spuren
ist, die von einem gemeinschaftlichen Anfangspunkte aus gerechnet wer-
den, man
ds w
podl —  sin(arcsing -+ arcsin o)

w
QVI—62+6V1~— 0?
hat. Da 5,0 und w bekannte Functionen von ¢ sind, so erhalten wir hier-
aus o durch ¢, oder auch, wenn wir wollen, durch § ausgedriickt, nnd da-
mit die Gleichung fiir die Spur des festen Kegels.

Wir kénnen uns noch eincr zweiten Methodo bedienen, dis
zwar weniger symmetrisch, aber bei besondercn Aufgaben oft be
quemer anzuwenden ist. Wenn z. B. die Lage des Korpers fir
irgend einen Aungenblick durch den Winkel XZ C, durch das Sup.
plement von ZCA und durch den Bogen Z O bestimmt ist, welche
Gréssen simmtlich auf der Kugel vom Radius 1 gemessen werden,
so erhilt man durch Anwendung der schon. auseinander gesetzten
Principien mit Leichtigkeit die Gleichungen, welche den Zusammen-
hang =zwischen der Aenderung dieser Grissen und den Winkel-
geschwindigkeiten um die drei Axen darstellen.

Um die Bedeutung dieser Winkeleoordinaten zn verstehen
nehmen wir an, 4, B, C fielen anfinglich beziehungsweise mit X, Y,Z
zusammen. Darauf mdge der Korper win OZ durch den Winkel
X ZC rotiren. Nachdem dies geschehen ist, rotire er um die neue
Lage von OB durch einen dem Bogen ZC gleichen Winkel, und
zuletzt um die neue Lage von OC durch einen Winkel, der gleich
dem Supplement von ZCA4 ist. Fr wird sich dann in einer Lage
befinden, welche durch diese drei Winkel véllig bestimmt ist.

Bosel L XZC =y, 204 =7n — ¢, und ZC = 9. Bewak
ten wir dann der Reihe nach die augenblicklichen Bewegungen von (
lings und senkrecht zu Z C und die Bewegung von AB in seiner eigenen
Ebene, so haben wir

3+ ,
Cj—t = w, stngp -t wycosg,

sin G %% = wy $INn @ — w; COS g,

dy de _,
und Wcos& 4 9r = s

101. Allgemeine Bewegung eines starren Koérpers. —
Wir werden jetst die allgemeinste mégliche Bewegung eines starren
Korpers betrachten, von dem kein Punkt fest ist, und miissen zv-
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nichst den folgenden Satz beweisen: — In einem starren Korper gicbt
es eine Ebene, deren Lagen fiir zwel beliebige Lagen des Korpers
einander parallel sind. In diesen Lagen sind dann natiirlich auch
alle dieser Ebene parallelen Ebenen und die auf ihnen errichteten
Senkrechten parallel.

Irgend ein Punkt des Korpers befinde sich hei der ersten und
gweiten Lage desselben beziehungsweise in € und €. Wir be-
wegen den Korper, ohne ihn rotiren zu lassen, aus der zweiten in
eine dritte Lage, in welcher der bei der zweiten Lage in € befind-
liche Punkt wieder seine anfiingliche Liage C einnimmt. Die friithere
Betrachtung zeigt, dass es eine dem Kérper in seiner ersten und
dritten Lage gemeinschaftliche Gerade U0 gicbt. Tolglich ist eine
Linie C'0’ des Korpers in seiner zweiten Lage parallel derselben
Linie CO in der ersten Lage.” Es liegt auf der Iland, dass sich
dasselbe von jeder CO parallelen Iinie des Korpers sagen lisst,
und die zu diesen Geraden senkrechten Ebenen bleiben gleichfalls
parallel.

102. Es bezeichne S eine Ebene des Kérpers, deren beide
Lagen parallel sind. Wir bewegen den Korper aus sciner ersten
Lage, ohne ihn rotiren zu lassen, in einer zu 8 senkrechten Rich-
tung, bis S in die Ebene seiner zweiten Lage gelangt. Damit dann der
Kirper wirklich in seine zweite Lage gebracht werde, ist weiter eine
Bewegung von der Art erforderlich, wie wir ‘sie in § 79 behandelt
haben. FKine solche Bewegung kann aber nach § 79, wenn sie
nicht gerade zu dem Ausnahmefall einer Parallelverschiebung gehort,
durch eine Rotation um eine gewisse zur Ebene S senkrechte Axe
ausgefihrt werden. Folglich lisst sich (abgesehen von diesem Aus-
nahmefall) der Kérper aus seiner ersten in die zweite Lage dadurch
bringen, dass man ihn senkrecht zu einer gegebenen Ebene eine be-
stimmte Strecke weit verschiebt, und ihn sodann um eine bestimmte
zu dieser Ebene senkrechte Axe durch einen bestimmten Winkel
rotiren lisst. Dies ist genau die Bewegung eluer Schraube in ihrer
Mutter,

103. In dem erwithnten Ausnahmefalle besteht dic ganze Bewe-
gung aus zwei cinfachen Verschicbungen, die sich natiirlich in c¢ine
einzige zusammensectzen lassen; in diesem Falle ist also iiberhaupt
keine Rotation vorhanden, oder jede Ehene des Kirpers geniigt der
in § 102 an S gestellten Anforderung.

104. Vorriickende Rotation. — Wir kehren jetzt zur Be-
wegung eines starren Korpers, von welchem ein Punkt fest ist, zu-
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riick und betrachten den Fall, in welchem die in § 99 besprochenen
Kegel beide von kreisformiger Basis sind. Die Bewegung kann in
diesem Falle eine vorriickende Rotation genannt werden.

Die durch die augenblickliche Drehungsaxe und.die Axe de
festen Kegels gelegte Ebene geht durch die Axe des rollendm
Kegels. Diese Ebene dreht sich um die Axe des festen Kegels mi
einer Winkelgeschwindigkeit $2 (s. unten § 105), welche offenbar in
cinem constanten Verhiltniss zur Winkelgeschwindigkeit @ stehen
muss, die der starre Korper um soine augenblickliche Axe besitat,

103. Die Bewegung der diese Axen enthaltenden Ebene wird in
jedem solchen Falle das Vorriicken oder die Préicession genam:
Wag wir mit £ bezeichnet haben, ist die Winkelgeschwindigket
oder, wie man zuweilen auch sagt, die Grosse des Vorriickens.

Die Winkelgeschwindigkeiten @, § verhalten sich zu einande
'umgekehrt wie die Abstinde eines Punktes in der Axe des rollen
den Kegels von der augenblicklichen Drehungsaxe und von der Az
des festen Kegels. .

Es sel niimlich 04 die Axe des festen, OB diejenige des ok
lenden Kegels und OI die augenblickliche Drehungsaxe. Von i
gend einem Punkte P der Axe OB zishen wir PN senkrecht 0]

Fig. 28. und P @ senkrecht O A. Dann bemerke
A wir, dass sich F bestiindig in dem Krew
bewegt, dessen Mittelpunkt @, dessen Re
dius @ und dessen Xbene senkrecht n
OA ist. Folglich ist die wirkliche Ge
schwindigkeit des Punktes P gleich £2. ¢P.
Nach den oben (§ 99) dargelegten Pri-
cipien 1st aber die Geschwindigkeit von P
die niimliche, wie die eines sich in einen
Kroise bewegenden Punktes, dessen Mittelpunkt ¥V, dessen Ebene
gsenkrecht zu ON und dossen Radius NP ist, und da dieser Radin
sich mit der Winkelgeschwindigkeit @ dreht, so ist dies gleich . NP.
Wir haben also £.@P — w. NP, oder

@:82—=—¢P: NP

Es sei o die Hilfte des Winkels am Scheitel des festen Kegels
und B der entsprechende Winkel des rollenden Kegols. Der Eir
fachheit wegen wollen wir jeden dieser Winkel und ebensa ibre
Summe oder Differenz als spitz voraussetzen, obgleich die so erhi
tenen Formeln natiirlich (wie alle trigonometrischen Resultate) sil

.
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jeden moglichen Fall anwendbar sind. Wir haben dann die drei
folgenden Fille: — ’

Fig. 29.
4 I
B (1) Ein convexer Kegel
[ B 7 rollt auf einem convexen.
@ sin § = £ sin (o« + ).
(V]
Fig. 30.

A
. (2) Ein convexer Kegel rollt auf der
/ Inuenseite eines concaven.
l Es sei § negativ und ' =— — §,
/ 5o ist B posiliv und wir haben
3 — asinf = Lsin(c — f).

(3) Ein concaver Kegel rollt
I auf der Aussenseite eines con-
vexen.
Im Vorhergehenden sei f3'
> o; dann kénnen wir passend
wsin B — Qsin (' — a)
schreiben, wo @ und ' noch
positiv sind.

106. Fille vorriickender Rotation. — In dew durch die erste
dieser Figuren (Fig. 29) dargestellten Kalle eines convexen Kegels, der
auf einem convexen rollt, erfolgt die vorrickende Bewsgung, wenn
man sie auf der Oberfliche einer Halbkugel betrachtet, welche A zum
Pol und O zum Mittelpunkt hat, in einer dhmlichen Richtung wie
die angulare Rotation um die augenblickliche Axe. Wir werden
dies eine positive vorriickende Rotation nennen. Es ist der Fall
eines gewohnlichen Kreisels, der sich auf einer sehr feinen Spitze
dreht, die in einer Hohlung oder in einem von ihr selbst gebohrten
Loche in Ruhe bleibt, falls der Kreisel nicht still aufrecht steht und
auch nicht schwankt, sondern seine Axe einen Kegel von verticaler Axe
beschreiben ldsst. Im dritten Falle (Fig. 31) haben wir ebenfalls
positives Vorriicken. Iin gutes Beispiel hierfiir ist der Fall eines

Thomson u. Tait, theoretische Physik, 6
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auf einem Tische krelsenden Geldstiickes, wenn scine Ebene nahezu
horizontal ist.

107. Der zweite Fall (Fig. 30), in welchem ein convexer Kegel
auf der Innenseite eines concaven rollt, liefert ein Beispiel negativen
Vorriickens, da die Richtung der angularen Rotation der augenblick-
lichen Axe, wenn man sic wie vorher auf der Oberfliche der Halbkugel
betrachtet, derjenigen des rollenden Kegels entgegenigesetzt ist. Dies
ist der Fall einer symmetrischen Schale (oder Rotationsfliche), die
auf einen Punkt gestlitzt und, wenn balancirt, stabil ist, d. h. ihren
Schwerpunkt unter dem Zapfen hat, und die, wenn sie geneigt auf-
gesetzt wird, sich ohne Schwanken dreht. Wenn z. B. ein Trough-
ton’scher Krcisel in einer belichigen gemncigten Lage auf seinen
Zapfen ‘gesetzt und dann mit schr grosser Winkelgeschwindigkeit
um die Axe sciner Figur abgedreht wird, so wird das Schwanken
unmerklich sein, aber cin langsames Vorriicken erfolgen.

Zu diesem Falle gehért auch das Vorriicken der Erdaxe, fir
welche der Winkel o == 280 27’ 28", withrend g = 0,00867" it.
Oder wenn die Fig. 30 einen Theil der Krdoberfliche um den Pol
herum darstellt, so ist der Bogen A1 == 8,552,000 Fuss, folglich
der Umfang des Kreises, in welchem sich I bewegt, — 52,240,000 Fuss
und BI =— 0,88 Fuss. Die Pericde der Rotation w ist der Stern-
tag, diejenige von £ 25,868 Juhre.

108. Sehr interessante Beispiele der Fille (1) und (3) lefers
uns Projectile verschiedener Formen, welche um irgend eine Ase
rotiren, So gehoren die Umdrehungen cinos in die Luft geschles-
derten ovalen Korpers oder eines Stabes oder einer Stange zw
Classe (1) (der Korper hat zwel Axen von gleichem Trigheits
moment, deren jedes grisser als dasjenige fiir die dritte Axe ist)
Dic scheinbar unregelmissigen Schwankungen einer schlecht ge-
worfenen Wurfscheibe gehdren zur dritten Classe (fiir zwel Axer
der Scheibe sind die Trigheitsmomente gleich, und jedes ist kleiner
als das Trigheitsmoment fiir die dritte Axe).

109. Mittheilung einer gleichen Winkelgeschwindigkeit
an Korper, die um geneigte Axen rotiren. — Hooke’s Schlis
sel, Universalgelenk. — In verschiedenen Erliuterungen und Ar-
ordnungen von Apparaten, die in der theoretischen Physik sowie in
der Mechanik von Nutzen sind, ist es erforderlich, zwei Korper o
zu verbinden, dass, wenn der eine sich um eine gewisse Axe drebt.

—der andere sich mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um eiue ander
Axe drehe, die mit der ersteren in derselben Kbene liegt, aber irgend
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eine Nelgung gegen sic hat. Dies wird in der Praxis mittels glei-
cher und #hnlicher Kegelriider oder rollender Kegel bewerkstelligt,
wenn die gegenseitige Neignng der beiden Axen gegeben ist. Es
wird annihernd erfillt durch Hooke’s Schliissel, wenn die beiden
Axen nahezu dieselbe Richtung haben, aber 1hre gegeuseitige Neigung
frei sollen dndern kénnen. Eine Kette von unendlich vielen solchen
Hooke’schen Schliisseln kénnen wir uns als eine vollkommen bieg-
same awfdrehbare Schnur vorstellen, welche, wenn ihre Endglieder
an den belden Kérpern starr befestigt sind, dieselben so verbindet,
dass dis oben gestellte Bedingung in aller Strenge und ohne die Be-
schrinkung erfillt ist, dass die Axen in einer Kbene bleiben. Den-
ken wir uns oinen unendlich klelnen Theil einer solchen Kette (der
gber noch cine uncndlich grosse Anzahl von Gliedern cnthiélt) mit
seinen Fnden an den Korpern befestigt, so wird derselbe der auf-
gestellten Bedingung streng geniigen und zugleich einen bestimm-
ten Punkt des einen einem bestimmten Punkte des andern Korpers
mendlich pahe halten, d. h. derselbe erfillt fir jeden Neigungs-
winkel dasselbe, was Hooke’s Schlissel naherungsweise fiir kleine
Neigungen leistet.

Dasselbe wird mit voller Genauigkeit fiir jeden Winkel durch
emen kurzen, an sich geraden elastischen Draht von genau kreis-
formigem Schnitt erreicht, vorausgesetzt dass die Krifte, welche ir-
gend einen Widerstand gegen die Gleichheit der Winkelgeschwindig-
keit zwischen den beiden Korpern veranlassen, unendlich klein sind.
Diese Arl der Verbindung ist in vielen prakiischen Fillen von
Nutzen und gestatlet nur eine geringe Abweichung von den Bedin-
gungen eines wahrhaften Universalgelenkes. Sie wird z. B. mit voll-
stindigem Krfolge bel der Aufhingung eines gyroskopischen Pen-
dels (§ 74) sngewandt.

Lis selen zwei Koérper durch ein Universalgelenk mit einander
verbunden, und es werde ciner derselben festgehalten. So lange

Fig. 32. der Neigungswinkel der Axen constant bleibt,

A wird die Bewegung des andern Kérpers genau
die oben im § 1035, Fig. 29, abgebildete sein,

I wenn darin die Winkel & und 8 als gleich an-

e genommen werden. Das Supplement des Win-

ok )% kels AOB ist die gegenseitige Neigung der
i

%\ Axen, und der Winkel 4 OB selbst wird durch
¢

g

g die augenblickliche Axe des in Bewegung be-
findlichen Korpers halbirt. Die beigefiigte Fi-
gur zeigt einen Fall dieser Bewegung, in wel-

6*
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chem die gegenseitige Nelgung © der Axen ein spilzer Winkel ist,
Nach den Formeln des § 105, Fall (1), haben wir

®sinu = Lsin 2w,
oder i

ki
W — 28 cose — QSZsinE,

wo @ die Winkelgeschwindigkeit des in Bewegung befindlichen Kér-
pers um seine augenblickliche Axe OI und £ die Winkelgeschwindig-
keit seiner Pricession, d. h. die Winkelgeschwindigkeit der Ebene
ist, welche durch die feste Axe A A’ und die freie Axe O B des be-
wegten Korpers goht. ' :

Ausser dieser Bewegung kann der Kiérper offenbar noch eine
beliebige Winkelgeschwindigkeit um cine durch O gchende zur
Ebene A OB scnkrechte Axe haben, welche, mit der um 07 vor-
handenen Winkelgeschwindigkeit o vereinigt, dio resultirende Winkel-
geschwindigkeit und die augenblickliche Axe liefert.

In diesem Fale reichen offenbar zwei Coordinaten ¢ — A’OB und ¢,
welcher Winkel in einer zu 4 O senkrechten Ebene von einer festen Ebene
aus bis zur Ebene 4ODFB gemessen wird, vollkommen hin, um die Lage
des heweglichen Korpers anzugeben.

110. Aligemeine Bewegung eines starren Korpers, der
einen andern beriihrt. Gleiten, Rollen, Kreiseln. — Wir neh-
men an, ein von irgend einer krummen Qberfliche begrenzter star-
rer Korper werde in irgend einem Purnkte von einem zweiten sol-
chen Korper beriihrt. Jede Bewegung des einen dieser Korper auf
dem andern muss ein Gleiten, oder cin Rollen, oder ein Krei-
seln, oder eine Verbindung dieser Bewegungsformen sein. Die Be-
trachtung des Gleitens ist so cinfach, dass wir nicht ndthig haben,
darauf einzugechen.

Jede Bewegung, in welcher der Beriihrungspunkt keine Ge-
schwindigkeit hat, muss ein Rollen oder ein Krelseln oder eine Ver-
bindung dieser beiden Bewegungsarten sein.

Es moége einer der beiden Korper, wihrend der zweite fest liegt,
guccessive um eine Anzahl augenblicklicher Axen rotiren, welche
simmtlich durch den augenblicklichen Berithrungspunkt gehen und
in der durch diesen Punkt gelegten beiden Kérpern gemeinschaft-
lichen Tangentialebene liegen. Diese Bewegung nennen wir ein
Rollen oder ein einfaches Rollen des beweglichen Kérpers auf
dem fostliogendcn.

‘Wenn andererseits die dugenblickliche Axe des in Bewegung
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befindlichen Korpers die in dem Berithrungspunkte errichiete beiden
Korpern gemeinschaftliche Normale ist, so haben wir es mit einem
reinen Krewseln zu thun, und dabel bleibl der Berithrungspunkt un-
verdndert derselbe.

Wenn sich der cine Kérper so bewegt, dass die angenblickliche
Axe zwar noch durch den Berithrungspunkt geht, aber weder in der
Tangentialebene liegt, mnoch senkrecht zu dieser Ebene steht, so
haben wir weder ein Rollen noch ein Kreiseln, sondern einc aus bei-
den Arten zusammengesetzte Bewegung.

Wenn w die Winkelgeschwindigkeit und ¢ die Neigung der augen-
blicklichen Axe gegen die Normale ist, so sind st e und wcosa he-
ziehungsweise die Winkelgeschwindigkeiten des Rollens und des Kreiselns.

I11. Wenn ein Korper auf einem andern rollt und kreiselt, so
ist dio Spur eincs jeden auf dem andern dic krumme oder ge-
rade Linic, lings welcher er sucecessive berithrt wurde. Liegt die
augenblickliche Axe in einer zu den Spuren normalen Kbene, so
wird das Rollen c¢in directes genannt. Fin Rollen, welches nicht
direct ist, kann in ein directes Rollen und eine Rotation um die
Tangente an die Spuren zerlegt werden. Denken wir uns die Spu-
ren aus starrer Masse construirt und alle iibrigen Theile jedes Kor-
pers entfernt, so konnen wir die frithere Bewegung mit diesen Cur-
ven allein wiederholen. Der Unterschied der jetzt vorausgesetaten
Umstinde wird sich nur zeigen, wenn wir die Richtung der augen-
blicklichen Axe sich dndern lassen. Wenn wir dies im friitheren Falle
thun, so machen wir die Bewegung zu einer mehr oder weniger
kreiselnden und dndern die Spur auf jedem Korper; im letzteren
Falle haben wir stets dieselbe bewegliche Curve, welche auf der-
selben festliegenden Curve rollt, und dazu eine mit einer ganz be-
liebigen Geschwindigkeit erfolgende Drehung um die gemeinschaft-
liche Tangente. Die Betrachtung des zweiten Falles ist riicksichtlich
des allgemeinen Problems #usserst lehrreich.

112. Man kann die in Rede stehende Bewegung praktisch roh
darstellen durch zwel steife Drihte, die man so gebogen hat, dass
sie die Form der gegebenen Curven haben, und die durch ein sie
zusammenhaltendes kleines Stiick einer Gummirdhre verhindert wer-
den, sich zu kreuzen.

Zunichst seien beide Curven eben, und ihre Ebenen mogen be-
stindig zusamumenfallen. Wir haben dann ein reines Rollen, wie
wenn ein Cylinder auf einem andern rollte.
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Ist ¢ der Kriimmungsradius des rollenden, o derjenige des festen Cy-
linders, ® die Winkelgeschwindigkeit des ersteren und V die lineare Ge-
schwindigkeit des Bertihrungspunktes, so haben wir

* 1 1
w = (E + a_> V.

Dies zu beweisen, nehmen wir an, P (Fig. 33) sei dor Berithrungs

punkt zu irgend einer Zeit ¢ und ¢, p die Punkte, welche nach Ablauf

Fig. 33. des Zeitraumes d¢ aufeinander liegen werden; ferner

J selen 0, 0" die Kriimmungsmittelpunkte und 4 POp
=9, X POQ=g¢

Dann ist P Q= Pp = dem vom Berithrungspunkt
durchlaufenen Wege, oder mit Riicksicht auf die ein-
gefiihrten Bezeichnungen
o] pp =068 = Vdt.

P Ausserdem muss ('@, che seine Richtung mit der
jenigen von Op zusammenfallen kann, sich offenbar
durch einen Winkel & 4 ¢ drehen.

Bs ist daher wdt — % + . Werden jetzt 4 und
@ eliminirt, so erhilt man nach Division durch dt
das oben angegebene Resultut.

Wir haben hier, wo beide Oberfiichen convex
sind, die Krimmungsradien als positiv angesehen

Y Man hat aber jedem der beiden Kriimmungsradien
das negative Zeichen beizulegen, wenn die entsprechende Curve concav ist.

In demn betrachteten Falle ist also die Winkelgeschwindigkeit
der rollenden Curve gleich dem Product aus der linearcn Geschwin-
digkeit des Beriihrungspunktes in die Summe oder Differens der
Kriimmungen; die Summe der Krimmungen ist zu nehmen, wenn
beide Curven convex sind, die Differenz, wenn die eine Curve convex,
die andere concav ist.

113. Wenn beide Curven eben sind, aber in verschiedenen
Ebenen liegen, so theilt die Ebene, in der das Rollen stattfindet,
den Winkel zwischen der Ebene der einen Curve und der durch die
gemeinschaftliche Tangente hindurch verlingerten Ebene der andern
Curve in Theile, deren Sinus sich umgckehrt wie die respectiven
Kriimmungen verhalten, und die Winkelgeschwindigkeit ist gleich
dem Product aus der linearen Geschwindigkeit des Beriithrungs
punktes in die Differenz der I’rojectionen der beiden Kriimmungen
auf diese Ebene.

Denn es seien P @, Pp wie frither gleiche Bogen der Curven und PR
eine jedem derselben gleiche S8trecke der gemeinschaftlichen Tangente
(d. i. des Durchschnitts der Ebenen der Curven). Dann sind Q B, p R in
Grenzfall senkrecht zu P R, folglich
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P R?
PR =57
PR
WR =5

Auch ist QR P gleich demw Winkel ¢ zwischen den Ebenen der Curven,
Fig. 34 und wir haben

i —— PR /1 1 2
— PR L A — 2 cose)-

@ p? — T \o2 o P c08 «)
Demnach ist, wenn o wieder die Rotations-
geschwindigkeit bezeichnet,

o=V /L4 L e
g ¢ oe

Auch ist offenbar die augenblickliche Axe senkreeht, also die Rota-
tionsebene parallel zu ¢ p. Damit sind dic obigen Bemerkungen bewiesen.
Im Falle ¢ = 7 stimmt dies mit dem Resultat des § 112 iiberein.

/‘R

Fin gutes Beispiel hierfir ist der Fall eines Geldstiickes, das
auf einem Tische kreiselt (eine aus einem Rollen und einem Krei-
seln zusammengesetate Bewegung), indem seine Fbene mnach und
nach horizontal wird. In diesem Falle werden die Kriimmungen
immer mehr einander gleich, und der Winkel zwischen den Curven-
ebenen wird immer kleiner und kleiner. Auf diese Weise wird die
resultirende Winkelgeschwindigkeit ausserordentlich klein und die
Bewegung des Berithrungspunktes vergleichsweise sehr gross.

114. Die vorstehenden Resultate lassen sich matiirlich ebenso-
wohl auf gewundene, wie auf ebene Curven anwenden; nur hat man
fir die Ebene der letzteren die osculatorische Ebene der ersteren zu
substituiren.

115. Wir kommen jetzt zu dem Ialle einer Curve, die mit
oder ohne Kreiseln auf einer Oberfliche rollt.

Sie kann natiirlich auf irgend einer auf der Oberfliche gezoge-
nen Curve rollen. Wenn diese Curve gegeben ist, so kann sich die
rollende Curve, wihrend sie jene cntlang rollt, nach Belieben um
die Tangente drehen; aber die zur gemeinschaftlichen Tangente
senkrechte Componente der augenblicklichen Axe, d. 1. die Axe des
directen Rollens der einen Curve auf der andern, ist bestimmt
(§ 113). Wenn diese Axe nicht in der Oberfliche liegt, so ist eine
kreiselnde Bewegung vorhanden. Wenn also die Spur auf der Ober-
fliche gegehen ist, so giebt es zwel unabhinglg Verdnderliche in
der Bewegung: der vom Beriithrungspunkt durchlaufene Weg und
die in jenem Punkte um die Tangente vorhandene Winkelgeschwin-

digkeit.
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116. Wenn die Spur gegeben und zugleich die Bedingung
vorgeschrieben ist, dass kein Kreiseln stattfinden soll, so ist die an-
gulare Lage der rollenden Curve in Beziehung auf die im Be-
rithrungspunkt errichtete Tangente bestimmt. Denn in diesem Falle
muss die augenblickliche Axe in der Tangentialebene der Oberfliche
liegen. Zerlegen wir also die Rotation in Componenten, die be-
zichungsweise um die Tangente und um eine zur Tangente senk.
rechte Axe erfolgen, so muss diese letztere Axe in der Tangential-
ebene liegen. Auf diese Weise muss das Rollen, wiec im Falle zweter
Curven, in einer zur Oberfliche normalen Ebene stattfinden, und
deshalb muss die gegebene Curve beim Beginn der Bewegung so an
ihre Spur auf der Oberfliche angelegt werden, dass die Projectionen
beider Curven auf die Tangentialebene von gleicher Kriimmung sind

Wihrend die Curve weiter rollt, muss sie sich bestindig um
die durch ihren Beriihrungspunkt mit der Oberfliche gelegte Tan-
gente drehen, so dass diese Bedingung in jeder Lage erfillt wird.

Es bezeichne @ den Winkel, welchen die Kriitmmungsebene der Spur
mit der Normalen an die Oberfliche in irgend einem Punkte bildet; der
entsprechende Winkel zwisehen dieser Normalen und der Ebene der ro-

1

. . .. .1 .
lenden Curve sei «’; die Kriimmungen seien —, — - Wir nehmen e ab
0

stumpf und «' als spitz an, wenn die beiden Curven auf entgegengesetaten
Seiten der Tangentialebene licgen. Es ist dann

1., 1
5 Sin o’ = —8in «,
¢
und dadurch wird e’ oder die Lage der rollenden Curve fixirt, wenn der
Beriibrungspunkt gegeben ist.
Es sei nun o die Winkelgeschwindigkeit des Rollens um eine zur Tangente
senkrechte Axe, w' die um die Tangente vorhandene Winkelgeschwindigkeit,

und ¥ die lineare Geschwindigkeit des Beriihrungspunktes. Da —1—, ¢os o« und
0

—_ —écos e (jeder dieser beiden Ausdriicke ist positiv, wenn die Curven adf

entgegengesetzten Seiten der Tanpentialebene liegen) die Projectionen der
beiden Krimmungen auf eine Ebene sind, welche durch die an die Ober
fliche gezogene Normale hindurchgeht und ihre gemeinschaftliche Tao-
gente enthilt, so haben wir nach § 112
w = V(L,cosn' — 1 cos u),
4 4

wo o durch die vorhergehende Gleichung bestimmt ist. Die Grdsse der
‘Windung der Spur und der rollenden Curve bezeichnen wir beriehungs
weise mit 7 und z'. Dann sehen wir Folgendes : — Wiiren erstens beid
Curven eben, so konnte ein Rollen der einen auf der andern wm ejine 7
ibrer gemeinschaftlichen Tangente stets senkrechte Axe nie die Neigunf
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ihrer Ebenen dndern. Wenn, also zweitens beide Curven gewunden sind
so wird ein solches Rollen die Neigung ihrer osculatorischen Xbenen um
einen unendlich kleinen Betrag (v — t')ds #ndern, wihrend der Be-
rihrangspunkt in Folge des Rollens iiber einen Bogen d§ geschoben wird.
Nun ist, wenn die Spur gegeben ist, « und folglich auch « eine bekannte
Function von s, und da ¢« — «' die Neigung der osculatorischen Ebenen
ist, 50 hat man

d (e — ) N
s r——(r——z)f_w.

v

117. Wir wenden uns jetzt zum Rollen und Kreiscln einer
Oberfliche auf einer andern Oberflichc. Wenn zunidchst die Spur
suf jeder Fliche gegeben ist, so haben wir den Fall des § 113 oder
§ 115, némlich das Rollen einer Curve auf einer andern Curve, nur
mit der weitern Bedingung, dass die erstere sich um die Tangente
an belde Curven drehen muss, dergestalt dass die Tangentialebenen
der beiden Flichen bestiindig zusammenfallen.

¥s ist wohl zu beachten, dass, wenn die Berihrungspunkte und
die beiden Spuren gegeben sind, die I.age der beweglichen Ober-
fliche vollig bestimmt ist. Sie wird auf folgende Weise gefunden:
Man bringe die bewegliche Oberfliche mit der festliegenden in Be-
ribrung, so dass die gegebenen Punkie aunf emander zu liegen kom-
mey, und drehe sle so lange um die gemeinschaftliche Normale, bis
die Tangenten der Spuren zusammenfallen.

Daraus geht hervor, dass, wenn beide Spuren gegeben sind, die
Bedingung, es solle kein Kreiseln stattfinden, nicht gestellt werden
kann. Wihrend des Rollens muss im Allgemeinen ein Kreiseln er-
folgen, damit die Tangenten an die beiden Spuren immer aul ein-
ander liegen bleiben. Auch muss sich die augenblickliche Axe des
Rollens so dndern, dass sie nicht nur das Rollen lings der Spur,
sondern auch diejenige drehende Bewegung um die Tangente Liefert,
die erforderlich ist, damit die Tangentialebenen bestindig zur
Deckung gebracht werden.

In diesem Falle giebt es also nur einec unabhiingig Verdnder-
liche, den vom Berithrungspunkte zuriickgelegten Weg, und wenn
die Geschwindigkeit des Bertthrungspunktes gogeben ist, so sind die
resultirende Winkelgeschwindigkeit und die Richtung der augenblick-
lichen Axe des rollenden Kérpers bestimmt. Wir haben so eine hin-
linglich deutliche Vorstellung von dom allgemeinen Charakter der
in Rede stehenden Bewegung. Wir wollen jedoch etwas niher auf
dieselbe eingchon, da wir dadurch naturgemiiss zu ciner wichtigen
Frage gefithrt werden, zur Messung der Drillung (oder Torsion)
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eines Stabes, eines Drahtes, einer schmalen Platte, eine Grisse, die
von der Windung der Axe dos Korpers (§ 7) vollig verschieden ist.

118 Angenommen, alle Theile jeder Oberfliche seien entfernt
bis auf einen unendlich schmalen Streifen, der die Spur des Rolleos
enthilt. Dann haben wir ein Rollen dos einen dieser Streifen auf
dem andern, und jeder Streifen besitzt in jedem Punkte eine be-
stimmte Kriimmung, Windung und Drillung.

119. Drillung. — Wir nehmen au, ein flacher Stab von kleinem
Durchschnitt sei so gebogen (die dazu erforderliche Ausdehnung und
Zusammenziehung seiner Rinder als zulissig angesehen), dass seine
Axe die Form irgend elner ebenen oder gewundenen Curve be
sitzt. Wenn derselbe ohne Drillung zuriickgebogen wird, d. L
wenn die Krimmung jedes Elementes des Stabes dadurch eutfernt
wird, dass man es durch den erforderlichen Winkel in der osculate-
rischen Ebene biegt, und es ergiebt sich, duss der auf diese Weise
gerade gemachte Stab ungedrillt 1st, so hatte er auch Xkeins
Drillung in seiner urspriinglichen Form. Dieser Fall ist natirlich
in der allgemeinen Theorie der Drillung enthalten, welche den
Gegenstand der folgenden Paragraphen ausmacht.

120. Es sei ein gebogener oder gerader Stab von kreisformi-
gem oder einem beliebigen anders geformten Durchschnitt gegeben.
Eine durch die Mittelpunkte oder irgend welche sonst gewihlten
Punkte seiner Durchschnitte gehende Linie soll seine Axe heissen
Wir merken uns eine auf der Seite des Stabes seiner ganzen Linge
nach gezogene Linis von der Boschaffenheit, dass sie eine der Axe
parallele Gerade ist, wenn der Stab ungebogen und ungedrillt ist.
Eine von irgend einem Punkte der Axe auf diese Seitenlinie ge
zogene Senkrechte heisst die Querlinie des Stabes in diesem
Punkte.

Die Gesammtdrillung einer beliebigen Linge eines geraden
Stabes ist der Winkel zwischen den Querlinien der Endpunkte die
ser Linge. Dile mittlere Drillung ist die Gesammtdrillung, dividut
durch die L#nge. Die Drillung in einem Punkte ist dio mittlere
Drillung in einer dwreh diesen Punkt gehenden unendlich kleinen
Liange; mit anderen Worten, sie ist die Grosse der Rotation seiner
Querlinie, genommen fur Einheit der linge.

Die Drillung eines ebenen oder gewundenen krummen Stabes
in einem Punkte ist die fiir die Lingeneinheit genommene Grisse
der Rotation seiner Querlinie um seine Tangente.
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Wenn ¢ die Drillung in irgend einem Punkte ist, so ist l/'t ds die

Gesasmmtdrillung in der Linge, iiber welche sich die Integration erstreckt.

121. Die Gesammtdrillung in einem krummen Stabe lisst sich
zwar, wis oben geschehen ist, mittels der Integralrechnung ohne
Mithe definiren; sie kann aber nicht als der Winkel zwischen zwel
ohne Weiteres construirbaren Geraden vorgestellt werden. Die fol-
genden Betrachtungen zeigen, wie dieselbe zu rechnen ist, und fiih-
ren zu ciner geometrischen Construction, welche sie fiir einen
irgendwie gebogenen und gedrehten Stab in einer sphirischen Figur
darstellt: —

122, Schitzung der Gesammtdrillung. — Wenn die Axe
des Stabes eine in einer Kbene liegende ebene Curve bildet, so ist
die Gesammtdrillung offenbar die Differenz zwischen den Neigungen
der Querlinien ibrer Endpunkte gogen ihre Ebene. Denn wenn man
den Stab einfach zuriickbiegt, ohne diec Drillung in irgend cinem
Theile zu &ndern, so wird die Neigung jeder Querlinie zur ¥hbene,
in welcher seine Kriimmung lag, unveridndert bleiben, und da die
Axe des Stabes jetzt eine in dieser Ebene liegende gerade Linie ge-
worden ish, so ist die gegenseitige Neigung der Querlinien irgend
zweier seiner Punkte gleich der Diffcrenz ihrer Neigungen gegen die
Ebene geworden.

123. Von dieser Regel kann keine einfache Anwendung auf
eime gewundene Curve gemacht werden, da die Krammungsebene
derselben von Punkt zu Puukt eine andere wird., Statt dessen kon-
nen wir in folgender Weise verfahren: —

Erstens wollen wir voraussetzen, dass die Kriimmungsebens der
Axe des Stabes durch endliche Theile der Curve hindurch constant
bleibe und zwischen jedem solchen Theile und dem nichstiolgenden

Fig. 35. sich plotzlich um einen endlichen Winkel &ndere (eine
Voraussetzung , die keine Kckpunkts, d. h. keine unend-
liche Krimmung in der Curve bedingt). Zu den Kriam-
mungsebenen dreler auf cinander folgonden Theile P @,
@R, ES (die in der Figur nicht gezeichnet sind) denken
wir uns Parallelcbcnen gelegt, welche eine mit dem Ra-

I
R

dius 1 beschriebene Kugelfliche in den grossten Kreisen
GAG,ACA", CE schneiden; dann werden die Radien
dor Kugel, welche den in den Punkten @ und R, wo die
Kriimmungsebene eine Acnderung erleidet, an die Curve

gelegten Tangenten parallel sind, die Kugcloberfliche natiirlich in
den Durchschnittspunkten A4, C dieser grossten Kroise schnciden. Es
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sei G der Punkt, in welchem der Kugelradius, welcher der in P ge.
zogenen Tangente parallel ist, die Oberfliche schneidet; ferner seien
G H, AB, CD Parallellinien zu den Querlinien des Stabes, die vou
den Punkten P, Q, R seiner Axe ausgehen. Dann ist (§ 122) de
Drillnng von P bis @ gleich der Differenz der Winkel HG 4 und
BAG' und die Drillung von @ bis R gleich der Differenz zwischen
BAC und DCA'. Die Gesammtdrillung von I’ bis R ist folg-
lich gleich

IHGA — BAG + BAC — DC A,
oder, was dasselbe ist, gleich

A'CE + G'AC — (DCE — HGA).

Durch Ausdehnung dieser Betrachtung Uber eine belishige Linge
des Stabes, die aus Theilen zusammengesetzt ist, deren Krinmungen
in verschiedencn Ebenen liegen, folgern wir, dass die gesammte Dri-
lung zwischen irgend zwei Punkten erhalten wird, wenn man von
der Summe der Ausscnwinkel der sphiirischen Figur den Ueberschus
der Neigung der Querlinie des zweiten Punktes gegen die Krim-
mungsebene des zweoiten Punktes iiber die Neigung der Querlinie
des ersteren Punktes gegen die Kriimmungsebene dieses Punktes
subtrahirt. Die Summe jenmer Aussenwinkel wird unten als ,die
Richtungsinderung in der Kugeloberfliche“ von einer Seite d
Polygons grosster Kreise zur andern definirt, und wenn das Poly-
gon goschlossen ist und die Summe alle seine Aussenwinkel umfasst,
so ist sie (§ 134) gleich 2 @, weniger der eingeschlossenen Fliche
Unsere Construction behilt ihre Giiltigkeit offenbar auch im Grenz-
fall, wenn die Liéngen der in ein und derselben Ebene licgenden
Curventheile unendlich klein sind. Sie ist daher auch fir eine
Draht anwendbar, der eine gewundens Curve mit stetig wechselnder
Krimmungsebene bildet, und liefert fiir diesen Fall das folgends
Resultat: —

Denkt man sich die Axe des Stabes von einem Punkte mit gleich:
fosrmiger Geschwindigkeit durchlaufen und parallel zu der Bewegungs
richtung, die er in jedem Angenblick hat, d. h. parallel zu jeder Tangente
der Axe in der Kugel vom Radius 1 einen Radius gezogen, so schneiden
diese Radien die Kugeloberfliiche in einer Curve (dem Hodographen de
die Axe durchlaufenden Punktes). Von den Punkten dieser Curve zie-
hen wir Parallelen zu den Querlinien der entsprechenden Punkte des
Stabes. Der Ueberschuss der Richtungséinderung (§ 135) von irgend
einem Punkte des Hodographen zu einem andern Punkte desselben
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iber die Zunahme seiner Neigung gegen die Querlinie ist gleich der
Drillung in dem entsprechenden Theile des Stabes.

Die Fig. 36 erliutert dicse Regel. Sie zeigt den Hodographen
mnd die Parallelen zu den Querlinien, So z. B. ist der Ueberschuss
der Richtungsinderung in der Kugeloberfliiche lings des Hodographen
von 4 bis € iiber die Differenz D C8 -— B AT gleich der Drillung
in dem Theil des Stabes, dessen Endpunkte A und (' entsprechen.
Oder wenn wir einen irgendwo beginnenden Theil des Stabes be-

Fig. 36. trachten, der bis zu cinom Punkte

D reicht, fiir welchen die an die Axe ge-
AL‘TB legte Tangente der dem Anfangspunkt

5t B-™NA  zugehbrigen Tangente parallel ist, so
H wird der sphirische Hodograph eine ge-

F G schlossene Curve sein, und wenn A4 dex

~ \\J‘;,/ dem Anfangspunkt und Endpunkt des
Stabtheils entsprechende Hodographen-

punkt ist und 4 B, A B' die den Querlinien parallelen Geraden sind,
90 wird die ganze Drillung in dem betrachieten Stabtheile gleich
der Richtungsinderung um den ganzen Hodographen herum, weni-
ger den Ueberschuss des Aussenwinkels B’ AT iiber den Winkel
BAT sein, d. h, die ganze Drillung ist gleich dem Ueberschuss des
Winkels B4 B’ iber die vom Hodographen eingeschlossene Fliche.

Die im Vorhergehenden entwickelten Principien der Drillung
sind von grisster Wichtigkeit in der Theorie der Tauebereitung,
ramentlich der Construction und Dynamik von Drahtseilen und
unterseeischen Tauen, sowie in der Theoric der clastischen Stibe und
der Spiralfedern.

124. Rollen einer Oberfliche auf einer andern, wenn
beide Spuren gegeben sind. — Wir kehren jetzt zur Bewegung
einer Oberfliche zuriick, die auf einer anderen Oberfliche rollt und
kreiselt; die Spur auf jeder Oberfliche sei gegeben. Wir konnen die
Krimmung (§ 6), die Windung (§ 7) und die nach den Querlinien
in der Tangentialebene der Oberfliche gerechnete Drillung einer
jeden als bekannt ansehen, und dann ist der Gegenstaud oben (§117)
vollstindig behandelt.

. 1 1 . . . .
Es seien — und — beziehungsweise die Kriimmungen der Spuren

auf der rollenden und der festen Oberfliche, ¢ und « die wie in § 116
gerechneten Neigungswinkel ihrer Kriimmungsebenen gegen die Normale
zr Tangentialebene, ’ und 7 ihre Windungen, # und ¢ ihre Drillungen
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und V die Geschwindigkeit des Beruhrungspunktes. Alle diese Grissep
als bekannt angesehen, soll man folgende Grissen bestimmen: —

die Winkelgeschwindigkeit w der Rotation um die Querlinie der 8pn.
ren, d. h. um die in der Tangentialebene licgende zu ihrer Tangent
senkrechte Linie;

die Winkelgeschwindigkeit o’ der Rotation um die Tangente, und

die Winkelgeschwindigkeit o des Kreiselns. Man erhilt

(L s L
© == V(e,coaa ()cos::),
d (o — o) }
f R— [4 - ’
wgV(l—t)ﬁV{ a5 (r—7)
und .
=7 (Y eine — Lome)-
i V<9' SR o Qsm“>

125. Eine Oberfliche rollt auf einer andern, ohne =
kreiseln. — Nehmen wir in demselben Falle an, dass die Spur aof
nur einer Oberiliche gegeben sei, so konnen wir offenbar die Be
dingung stellen, es solle kein Kreiseln stattfinden; dann ist die Spwr
auf der zweiten Oberfliche eine bestimmte. Dieser Fall der Bewe
gung wird unten in § 137 cingchend crortert.

_Die Bedingung bestcht darin, dass die Projectionen dey Krin-
mungen der beiden Spuren auf dic gemcinschaftliche Tangential:
cbene zusammenfallen miissen.

1
p-
Fliche in einem Normalschnitte einer jeden, welcher durch dic Tangent

an die Spur geht, und haben ¢, ¢, g, ¢’ wieder dieselbe Bedeutung wie i
vorigen Paragraphen, so ist

. 1 .. .. .
Sind — und 7 die Krimmungen der rollenden und der festliegenden

o' = ' cosd’, p = rcose (Meunier’s Theorem, § 129).
Es ist aber
1,1
— s ! == —sin q,
¢
also die gesuchte Bedingung

4’
-
lan e = - tan a.

126. RBeispiele von Windung und Drillung. — Wenn eir
Stab lings irgend einer Curve auf eine Kugeloberfliche geled
wird, so dass eine aul 1hm bezeichnete Seitenlinie lhrer ganzer
Linge nach mit der Kugel 1n Berithrung kommt, so erhilt er wib-
rend der Operation keine Drillung. Denn wenn er in dieser Weis
lings irgend eines endlichen Bogens eines kleinen Kreises gelegt
wird, so nimmt er offenbar keine Drillung an, und ebenso wem.
wird eine Drillung erzeugt, wenn man ihn von irgend cinem Punke
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en weiter lings eines zweiten kloinen Kugelkreises legt, der mit
dem ersteren in diesem Punkte eine gemeinschaftliche Tangente hat.

Wenn ein Stab so um einen Cylinder gebogen wird, dass eine
auf ihm bezeichnete Seitenlinie den Cylinder beriithrt, oder wenn
wir, was die Sache hesser veranschaulicht, ein gerades Band spiral-
formig auf einen Cylinder wickeln, so ist die Axe, um welche die
Biegung erfolgt, derjenigen des Cylinders parallel, folglich gegen
die Axe des Stabes oder Bandes geneigt. Wir kénnen also die Ro-
tation, welche das Umbiegen In jedem Augenblicke ausmacht, in
zwel Componenten zerlegen, von denen die eine — das reine Bie-
gen — um eine zur Axe des Stabes senkrechte Gerade, die andere —
die reine Drillung — wm die Axe des Stabes erfolgt.

Die Drillung in eincm Stabe oder Bande, das in der angegcbenen
Weise um einen Cylinder von kreisformiger Basis gewunden ist und eine
gleichfsrmige Schraubenlinie bildet, ist in jedem Punkte

cos & Sin«

p )
wenn 7 der Radius der Cylinderbasis und « die Neigung der Spirale oder
der Steigungswinkel ist. Denn wenn V die Geschwindigkeit bezeichnet, mit
welcher das Umbiegen lings des anfinglich geraden Drahtes oder Bandes

V cos . . e .

fortschreitet, so ist —ri dic Winkelgeschwindigkeit der augenblick-
lichen Rotation um die (der Cylinderaxe parallele) Biegungslinie, und da-

her sind

Veose . Veose
————8in « und B cose

beziehungsweise die Winkelgeschwindigkeiten der Drillung und der reinen
Biegung.

Aug der letzteren Componente schliessen wir, dass die Kriimmung der
Schraubenlinie

cos? e
T

ist, ein bekanntes Resultat, das mit dem oben (§ 13) crhaltenen Ausdruck
ibereinstimmt.

127. Der Hodograph ist in diesem Falle ein kleiner Kugel-
kreis. Wenn die angegebene Bedingung iiber die Art der Auf-
legung des Stabes auf den Cylinder erfiillt ist, so werden die Quer-
linien des spiralformigen Stabes in den Punkten, welche durch einen
oder mehrere ganze Umliufe getrennt sind, parallel sein. Die Ge-
sammtdrillung in einem einzelnen Umlauf ist folglich gleich dem
Ueberschuss von vier rechten Winkeln tiber das vom Hodographen
eingeschlossene sphirische Fliachenstiick. Ist o die Neigung der
Spirale, so wird /e @ — e der sphérische Radins des Hodographen,
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seine Fliche mithin 2 (1 -— sin o) scin. Die Gesammtdrillung in
einem Umlauf der Spirale ist daher 2 7 sin ¢, und dies stimmt mit
dem frither (§ 126) erhaltenen Resultat iiberein.

128. XKriimmung der Oberflichen. — Als Kinleitung fiir
die weitere Betrachtung des Rollens einer Oberfliche auf einer an-
dern wollen wir jetzt einige Punkte behandeln, die sich auf die
Krimmung der Oberflichen besiehen, und die uns auch in mehreren
anderen Theilen unseres Gegenstandes von Nutzen sein werden.

Die in irgend einem Punkte an eine Oberfliche gelegte Tan-
gentialebene kann die Fliche in jenem Punkte schneiden oder micht.
Im ersteren Falle biegt sich die Oberfliche von der Tangentialebene
theilweise nach der einen, theillweise nach der andern Seite zu ab
und hat auf dicse Weise in einigen ihrer Normalschnitte Kriimmun-
gen, welche den Kriitmmungen in anderen Normalschnitten entgegen-
gesetzt gerichtet sind. Im letzteren Falle entfernt sich die Ober
fliche von der Tangentialebene um den Berihrungspunkt herum
iiberall nach derselben Seite hin, und die Kriimmungen aller Nor-
malschnitte haben #hnliche Richtungen. Wir kénnen danach zwel
Arten von krummen Oberflichen, anticlastische und synclasti-
sche, unterscheiden. Ein Sattel liefert uns ein gutes Beispiel der
ersteren, ein Ball der letzteren Art. Krimmungen, welche in Bezle
hung auf die Tangentialebene entgegengesetzt gerichtet sind, haben
natirlich entgegengesetzte Zeichen. Die dussere Seite eines Anker-
ringes ist synclastisch, der innere anticlastisch.

129. Satz von Meunier. — Die Kriimmung eines schrigen
Schuittes einer Oberfliche ist gleich dem Product aus der Krim-
mung des durch dieselbe Tangente gehenden Normalschnittes in die
Secante des Neigungswinkels der Schnittebenen. Dies folgt leicht
aus den elementarsten Betrachtungen tiber Projectionen.

130. Satz von Euler. — In jedem Punkte einer synclasti-
schen Oberfliche giebt es zwei Normalschnitte von der Beschaffen-
heit, dass die Kriimmung des einen ein Maximum, die des andern
ein Minimum 1st; diese beiden Normalschnitte stehen aufeinander
senkrecht.

Bel einer anticlastischen Oberfliche findet ein Maximuwn der
Kriimmung (aber in entgegengesetzten Richtungen) in den beiden
Normalschuitten statt, deren Ebenen die Winkel zwischen den Limen
halbiren, in welchen die Fliche ihre Tangentialebene schneidet. In
Anbetracht der Zeichenverschiedenheit kinnen diese beiden Krim-
mungen als ein Maximum und ein Minimum angesehen werden.
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Allgemein ist fiir jeden Punkt die Summe der Kriimmungen in
irgend zwei aufeinander senkrechten Normalebenen von der T.age
dieser Ebenen unabhingig.

Wird die 'f[‘angentialebene zur £y Ebene und der Berithrungspunkt zum
Anfangspunkt der Coordinaten genommen, so ist die Gleichung der Ober-
fliche offenbar (ausser wenn der Anpfangspunkt ein singulidrer Punkt ist):
(1) e= Az? + 2Bzy + Cy? -} u s w.

Die Krimmung des Normalschnittes, welcher durch den Punkt x,y,2
hindurchgeht, ist (im Grenzfall):
1 2z 9 Axz2t 2Bxy+ Cy?

A e
Wenn der Schuitt gegen die #2 Ebene um den Winkel & geneigt ist, so
geht dieser Ausdruck iiber in

g =

= 2 {A 0529 } 2B sind cos & + Csin?d}.

'

. 1 1 . - . . .
Sind also - und n die Krimmungen in zwei zu einander senkrechten

Normalschnitten, so ist
1 1
7 -+ 5 2 (44 C) = const.

Die Formel (2) kann in folgender Weise geschrieben werden:
1 ,
— = {A(1+cos28)+2Bsn23 -4 C(1 —cos29)}

T

— |[AFC+ A=Ccos29+2Bsin29},

oder, wenn
A — = Rceos2e¢, 2B — R sin2a,
d. h.
B=V(A4—02 + 4B2 und tan2a = 2B
A4—C
ist,
=4+ C+ Vd— OF + ¢ Bieos 2(0—a).

Es findet daher ein Maximum und ein Minimum der Kriimmung in den-
jenigen zu einander senkrechien Normalebenen statt, fir welche 4 — «a

L . - : : .
und & = « - - ist, und diese Kriilmmungen sind beziehungsweise

4+ CcEVUAa—Cp + aB
Ibr Product ist also 4 (4 ¢ — B2).

Je nachdem dies Product positiv oder negativ ist, haben wir eine
synclastische oder eins anticlastische Oberfliche. Ist dasselbe Null, so haben
wir nur eine Xritmmung, und die Fliche ist in dem betrachteten Punkte
cylindriseh. Wir werden (§ 152). zeigen, dass, wenn diese Bedingung
in jelem Punkte erfiillt ist, die Fléichg zu den ,abwickelbaren® (§ 139)
gehort.

Thomson u. Tait, theoretische Physik. 7
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Aus (1) sehen wir, dass eine der Tangentialebene sehr nahe liegende
und derselben parallele Ebene die Oberfliche in den drei angegebenen
Fallen beziehupgsweise in einer Ellipse, einer Hyperbel, oder in zwei
parallelen Geraden (einer Varietit der Hyperbel) schneidet. Diese Schnitt-
linjie, deren Natur uns lehrt, ob die Oberfliiche in irgend einem Punkte
synclastisch, anticlastisch oder cylindrisch ist, hat von Dupin den Namen
Indicatrix erhalten.

131. Kiirzeste Linie auf einer Oberfliche. — Es scien P,p
zwei einander unendlich nahe liegende Punkte einer Oberfliche und
r der Kriimmungsradius eines durch dieselben gehenden Normal-
schnittes. Dann ist der Krimmungsradius eines durch die nim-
lichen Punkte gehenden schrigen Schnittes, der mit dem Normal-
schnitt einen Winkel & bildet, gleich rcos e (§ 129). Auch ist der
Weg von P nach p lings des Normalschnittes kiirzer als der Weg
zwischen diesen Punkten lings des sehrigen Schnittes; denn der
Bogen, den eine Sehne yon gegebener Linge von einem Kreise ab-
schneidet, ist um so linger, je kleiner der Radius dieses Kreises ist.

Ist @ die Linge der Sehne Pp, so habeu wir fir die Entfernung von

P bis p lings des Normalschnittes den Ausdruck 2 7'arcsin%, oder

niherungsweise a (1 + ) dagegen hat der Weg von P nach p lings

24 re

2
des schrigen Schnittes die Linge a(l + —2—4—,‘%06—2)-

132. Gooditische Linien, — Wenn also die kiirzeste iiber-
haupt mogliche Linie zwischen zwel Punkten auf einer Oberfliche
gezogen wird, so steht ihre Kriimmungsehene tiberall auf der Ober-
fliche senkrecht.

Eine solche Curve heisst eine geoditische Linic, und es ist
leicht zn sehen, dass sie diejenige Linie ist, in welcher eine awi-
schen jenen Punkten gespannte biegsame und unausdehnbare Schour
die (als glatt vorausgesetate) Oberfliche beriihren wiirde.

133. Wenn ein unendlich schmales Band eine geoditische Linie
entlang auf eine Oberfliche gelegt wird, so ist seine Drillung in
jedem Punkte gleich der Windung seiner Axe. Wir haben (§ 125)
gesehen, dass, wenn ein Korper ohne zu kreiseln auf einem anderen
rollt, die Projectionen der Spuren auf die gemeinschaftliche Tangeu-
tialebene im Beriihrungspunkt gleiche Krimmungen haben. Wem
also eine der Oberflichen eine Ebene und die Spur anf der andern
eine geoditische Linie ist, so ist die Spur auf der Ebene eiue Ge-
rade. Ist amgekehrt die Spar auf der Kbene eine Gerade, so ist
die auf der Oberfliche eine geoditische Linie.
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~ . . - . & e
Und ganz allgemein, wenn die gegebene Spur cine geoditische
Linie 1st, so ist auch die andere Spur elne geodétische Linie.

134. Sphirischer Excess. — Fliche eines sphirischen
Polygons. — Bekanntlich ist dic Fliche eines sphérischen Drelecks
proportional dem ,sphiirischen Excess®, d. h. dem Ueberschuss der
Summe seiner Winkel iiber zwei rechte Winkel, oder proportional dem
Ueberschuss von vier rechten Winkeln iiber die Sumiae seiner Ausseu-
wickel. Die Fliche eines sphiirischen Polygons, dessen 7 Seiten
Bogen grésster Kreise — d. h. geoditische, Linien — sud, verhilt
sich zur Kliche der Halbkugel, wie sich der Ueberschuss von vier
rechten Winkeln iiber die Summe seiner Aussenwinkel zh vier rech-
ten Winkeln verhilt. (Wir koénnen diesen Ueberschuss den »Sphii-
rischen Excess“ des Polygons nennen.)

Die Fliche eines sphiirischen Dreiecks ist bekanntlich
(4+ B+ € — a)r2

Theilen wir nun das Polygon in n selche Dreiecke, die eine gemeinschaft-
liche Spitze haben, um welche heruw die Summe der Winkel natiirlich
21 betriigt, so ist di¢ TFliche des Polygons

= (Summe der Winlkel aller Dreiecke — # 1) 72

= (27 -+ Summe der Winkel des Polygons — n z) r?

= (27 — Summe der Aussenwinkel des Tolygons) 72,

Es ist ein offenes oder geschlossenes sphiirisches Polygon oder
eine Linie auf der Oberfliche einer Kugel gegeben, die aus einer
Avzshl vou Bogen grosster Kreise besteht. 'Wir nehmen emen der
leiden Pole des ersten Bogens und die entsprechenden Pole aller
ibrigen (wenn man die gegebenen Bogen der Reihe nach durch-
liuft, so miissen die genommeneun Pole entweder simmtlich zur Rech-
ten, oder simmtlich zur Tinken liegen). Zichen wir nuu vom ersten
dieser Pole zum zweiten, vom zweiten zum dritien, w. s. w. Bogen
grosster Kreise, so erhalten wir ein zweites offenes oder geschlosse-
nes Polygon, welches die Polarfigur des gegebenen genannt wird.
Die Bogen des zweiten Polygons sind offenbar gleich den Aussen-
winkeln des ersteren und dic Aussenwinkel des zweiten gleich den
Seiten des ersteren. Die Beziehung zwischen den beiden Figuren
it daher eine gegeﬁseitige, oder jede ist die Polarfigur der anderen.
Die Polarfigur einer belichigen auf einer Kugeloberfliche gezogenen
continuirlichen Curve ist der Ort der Durchschnittspunkte der gross-
ten Kreise, die dquatoreal zu den unendlich nahe aneinander an-
genommenen Punkten der gegebenen Curve sind.

7‘
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Die Pliche einer geschlossenen sphiirischen Figur ist folglich
pnach dem, was wir eben gesehen haben, gleich dem Ueberschuss von
2 = uber die Peripherie der Polarfigur.

135. Die ganze Richtungsinderung der Bewcgung suf
einer Oberfliche. — Wenn sich ein Punkt auf einer Oberfliche
eine Figur entlang bewegt, deren Seiten geoditische Limien sind, s
definiren wir die Summe der Aussenwinkel dicser Figur als seine
ganze Richtungsinderung in der Oberfliche.

Wenn ein Schiff auf einem gréssten Kreise segelt (ansser aif
dem Aequator oder einem Meridian), so erleidet sein Lauf, wie ihn die
Striche des Compass (eines tdeal genauen, nicht des magnetischen, den
dieser wechselt sogar auf einem Meridian) angeben, eine bestindige
Aenderung. Wic wir aber sagen, die Richtung des Schiffes bleibe
dieselbe, wenn es auf einem Meridian oder auf dem Acquator segel,
80 sollten wir anch sagen, seine Richtung bleibe dieselbe, wenn &
auf einem bheliebigen grossten Kreise fihrt. Der grosste Krei
ist aber die geoditische Linie auf der Kugel, und durch Ausdehnung
dieser Bemerkungen iber andere krumme Flichen erkenncn wir
den Zuspmmenhang der obigen Definition mit dér fiir den Fall eine
ebenen Polygons (§ 10) gegebenen.  * '

Anmerkung. — Wir koénnen hicr die gesammtc Richtung-
gnderung nicht durch einen Winkel definiren, der sich aus de
ersten und der letzten Tangente an die Bahn direct construire
liesse, wie es (§ 10) im Falle eincr cbencn Curve oder eines ebenes
Polygons geschah; aber die §§ 125 und 133 berechtigen uns zu fi
-gendem Ausspruch: — Vom einen zum andern Ende irgend eine
Bogens einer auf einer krummen Oberfliche gezogenen Curve it
die ganze Richtungsinderung gleich der Richtungsinderung in de
Spur, welche dieser Bogen bel reinem Rollen auf einer Kbene -
ricklisst.

136. Gesammtkriimmung. — Definition. — Der Ueberschus
von vier rechten Winkeln iibor die ganze Richtungsindernng, welde
eintritt, wenn man auf einer krummen Oberfliche die ganze Pen-
pherio eines ans geoditischen Linien bestchenden geschlossenen Pe
lygons durchliuft, ist die Gesammtkriimmung des eingeschlossena
Flichentheils. Im Falle cines in einer Fbene gezogenen Polygor
ist ein solchor Ueberschuss micht vorhanden. Wir werden sofir
schen, dass dies genau dem entspricht, was Gauss curvaiura -
gra genannt hat. i

Dofinition (Gauss). — Errichtet man in irgend einem Pusk
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der Umgrenzung eines gegebencn Theils einer krummen Fliche eine
Normale, lisst dieselbe die ganze Umgrenzung durchlaufen und
zieht vom Mittelpunkt eimer Kugel vom Radius 1 aus parallel zu
jeder Lage der Normale einen Radius, so bilden dic Endpunkte der
Radien auf der Kugeloberfliche eine geschlossene Curve. Die von
dieser Curvo eingeschlossence Fliche ist die curvatura infegra des ge-
gebenen Theils der krummen Oberfliche.

Die in der angegchenen Weise auf der Kugeloberfliche ge-
zogene Curve heisst der Morograph des gegebenen Theils der
krummen Fliche.

Die mittlere Krimmung irgend eines Theils einer krummen
Fliche ist die Gesammtkriimmung, dividirt durch die Fliche. Die
specifische Kriimmung eciner krummen Oberfliche in irgend
einem Punkte ist dic mittleré Kriimmung eines um diesen Punkt
hernmliegenden nnendlich kleinen Flichenstiicks.

137. Der Ueberschuss von 2 z iiber die Richtungsinderung,
welche ein Punkt in einer Oberfliche erfihrt, wenn er irgend eine
anf derselben liegende geschlossene Curve durchlduft, ist gleich der
Fliche des Horographen des von der Curve cingeschlossenen Theils

der Oberfliche.

Wir lassen eine Tangentialebene auf der Oberfliche iiber jeden Punkt
der Grenzlinie rollen, ohne zu kreiseln. (Thre augenblickliche Axe wird
bestindig in ihr liegen und durch den Berithrungspunkt gehen; sie wird
aber, wie wir gesehen haben, nicht rechtwinklig gegen die gegebene Um-
grenzungslinie sein, ausser wenn die Drillung in einem lings dieser Curve
liegenden schmalen Streifen der Oberfiiche Null ist.) Betrachten wir die
Hilfskugel vom Radius 1, welche Gauss in seiner Definition benutzt, und
die durch ihren Mittelpunkt gehende bewegliche Gerade, so sehen wir,
dass die Bewegung der letzteren in jedem Augenblick in einer zur augen-
blicklichen Drehungsaxe der Tangentialebene an die gegebene Oberfliche
senkrechten Ebene liegt. Die Bewegungsrichtung des Punktes, welcher
die Fliche auf der Kugeloberfliche ausschueidet, ist daher senkrecht zu
dieser augenblicklichen Axe. Wenn wir also auch auf der Kugel eine
Tangentialebene rollen und sie mit der anderen Schritt halten lassen, so
wird die 8pur auf dieser Tangentialebene cine zur augenblicklichen Axe
beider Tangentialchenen stets senkrechte Curve sein. Die Richtungséinde-
rung in der Kugeloberfliche, welche der Punkt erfahrt, der das Flidchen-
stick umschreibt und ausschneidet, ist nun (§ 135) gleich der Richtungs-
anderung in seiner eigenen Spur auf seiner eigenen Tangentialebene, folg-
lich gleich der Richtungsinderung der augenblicklichen Axe in der
Tangentialehene an die gegebene Oberfliche, von einer in Beziehung auf
diese Ebene festliegenden Geraden an gerechmet. Wenn aber die Tangen-
tialebene ganz herum gerollt und im Begriff ist, ihren Weg aufs Neue zu
beginnen, so muss die augenblickliche Axe dieses neuen Umlaufes gegen
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die Spur dieselbe Neigung wie im Anfang haben. TFolglich ist die Rich-
tungsinderung der augenblicklichen Axe in jeder der beiden Tangential
ebenen gleich der Richtungsinderung, welche ein Punkt in der gegebenen
Oberfliche erleidet, wenn er die Umgrenzung des pegebenen Theils der
gelben durchliuft. Dieser Richtungsinderung ist somit die Richtungs
dnderung in der Kugeloberfliche gleich, welche eintritt, wenn ein Puokt
das erwihnte Flichenstiick derselben umschreibt. Nach dem bekannten
Satze (§ 184) vom ,sphiirischen Excess® Dblgibt aber, wenn man diese
Richtungsdnderung von 27 subtrahirt, das sphérische Flichenstiick iibrig
Letzteres, oder mach Gauss’ Definition die curvatura integra, ist alko
gleich 2 7, weniger der beim Durchlaufen der Umgrenzung erfolgenden
Richtungséinderung.

Wenn die beiden Tangentialebenen iiber die ihr vorgezeichoeten Wege
gerollt sind, so wird jede derselben ihrer anfinglichen Lage wieder paral
lel sein; aber eine in ihr fixirte Gerade wird mit ihrer fritheren Richtung
einen Winkel bilden, der den eben hetrachteten gleichen Richtungsinde
rungen gleich ist.

Anmerkung. — Die beiden rollenden Tangentialebenen sind in jedem
Augenblick einander parallel, und einc in Bezichung auf die cine Ebene
feste Gerade, welche zu irgend einer Zeit ciner in Beziehung auf die
zweite Ebene festen Geraden parallel gezogen worden ist, bleibt derselben
bestdndig parallel.

Wenn wir auf der gegebenen Oberfliiche statt der geschlossenen Curve
ein durch geoditische Linjen gebildetes geschlossenes Polygon haben, so
wird die Spur des Rollens ihrer Tangentialebene ein ungeschlossenes geral
liniges Polygon sein. Wire jede geodfitische Linie eine ebene Curve (was
nur dann der Fall sein konnte, wenn die gegebene Oberfliche eine Kugel
w.‘ire), so wiirde die angenblickliche Axe bestindig senkrecht gegen die-
jenige Beite des Polygons sein, iiber welche die Tangentialebene in jenen
Angenblick gerade hinwegrollt, und die sphérische Fliche auf der Hilf
kugel wiirde natiirlich ein dem gegebenen dhnliches Polygon sein. Weu
aber die gegebene Oberfliche keine Kugel ist, so muss in wenigstens ele
geodiitischen Linie des geschlossenen Polygons und im Allgemeinen i
ihnen allen Windung, oder was dasselbe ist, es muss in den entsprechen
den Streifen der Oberfliche Drillung vorhanden sein. Folglich muss der
Theil der ganzen Spur auf der zweiten rollenden Tangentialebene, welcher
irgend einer Seite des gegebenen geodiitischen Polygons cntspricht, im Al
gemeinen eine Curve sein, und da allgemein beim zweiten Rollen endliche
Winkel da sein werden, welche denjenigen des ersten Rollens entsprechen
(aber nicht gleich sind), so wird die Spur des zweiten Rollens auf seiuer
Tangentialebene ein nicht geschlossenes Polygon von Curven sein. Die
Spur desselben Rollens auf der Kugeloberfliche, in der es stattfinder, wird
im Allgemeinen ein sphirisches Polygon sein, das nicht aus Bogen griw-
ter Kreise, sondern aus anderen Curven besteht. Die Summe der Aussen
winkel dieses Polygons und der Richtungsidnderungen vom einen zum
andern Ende jeder seiner Seiten ist die ganze betrachtete Richtunge
inderung und, wie eine Anwendung des in § 134 bewiesenen Satzes er
giebt, gleich 2 77, weniger der eingeschlossenen sphirischen Fliche.

Es sei jetzt das gegebene Polygon nicht geoditisch, sondern besteht
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aus Curven, deren jede die Bedingung erfiillt, dass die durch irgend einen
ihrer Punkte an die Oberfliche galegte Normale einer festen Flbhene paral-
lel ist. Fiir jede der Curven, die das Polygon ausmachen, ist eine feste
Ebene gegeben., Dann wird die Kigur auf der Ililfskugel ein Polygon
sein, das durch Bogen prosster Kreise gebildet wird, und die Spur dieser
Figur auf ihrer Tangentialebene wird ein offenes geradliniges Polygon
sein, wihrend die Spur der gegebenen Curve auf der lings derselben in der
gegebenen Fliche rollenden Tangentialebene ein offenes Polygon von Curven
ist. Die Summe der Richtungsidnderungen in diesen Curven und der an
den Uebergéingen von einer zur andern liegenden Aussenwinkel ist natiir-
lich gleich. der Richtungsinderung, die in der gegebenen Oberfiiche ein-
tritt, wenn man das darauf liegende Curvenpolygon umschreibt. Die
Richtungsinderung in der Kugeloberfliche ist einfach die Summe der
Aussenwinkel des sphiérischen Polypons oder seiner geradlinigen Spur.
Man beachte, dass die augenblickliche Axe, um welchs das erste Rollen
erfolgt, in diesem Falle, da sie bestindig zu der Ebene senkrecht ist, wel-
cher alle Normalen ciner Curve parallel sind, einer in Bezichung auf die
Tangentialebene festen Geraden parallel bleibt, wihrend das Rollen lings
der betreffenden Curve erfolgh; sie bleibt anch einer im Raum festliegenden
Geraden parallel.

Endlich machen wir noch duarauf aufmerksam, dass zwar die gunze
Richtungsinderung in der Spur auf der einen Tangentialebene derjenigen
in der Spur auf der anderen Tangentialebene gleich ist, sobald der ge-
gebene Umfang vollstindig durchrollt ist, dass aber diese beiden Rich-
tungsinderungen in .irgend einem Theile des Umfanges im Allgemeinen
ungleich sind. 8ie ktnnen fiir besondere Theile desselben gleich sein, und
zwar ist dies der Fall zwischen den Punkten (wenn es deren giebt), in
welchen die augenblickliche Axe gegen die Richtung der Spur auf der
ersten Tangentialebene gleiche Neigung hat.

138. Analogie, die hinsichtlich der Kriimmung zwischen
Curven und Oberflichen besteht. — Aus dem Vorhergehenden
erhellt, dass dieselbe Gleichheit oder Identitit bestcht zwischen der
.ganzen Kriimmung® eines ebenen Bogens und dem Ueberschuss
von 7 iiber den Winkel zwischen den in seinen Endpunkten er-
richteten Tungenten, wie zwischen der ,ganzen Kriimmung® und
dem Usberschuss von 2 7 iber die in einer krummen Oberfliche
lings der Umgrenzung irgend eines Theils derselben erfolgends
Richtungsinderung.

Oder nach Gauss, wie die ganze Kriimmung in einem ebenen
Bogen der Winkel zwischen zwel Geraden ist, welche den in den
Endpunkten des Bogens errichteten Normalen parallel sind, so 1st
die ganze Krimmung eines Theils einer krummen Oberfliche der
korperliche Winkel eiues Kegels, der entsteht, wenn man von einem
festen Punkte aus zu allen durch die Umgrenzung gelegten Nor-
malen Parallellinien zieht.

Weiter ist die mittlere Kriimmung in einer ebenen Curve
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__ Richtungsiinderung

— , und die specifische Kriimmung oder, wie
Linge

man gewdhnlich sagt, die Krimmung in irgend einem Pankte

Richtungséinderung in einem unendlich kleinen Curventheile .

= = R " ; —— Die
Linge dieses Curventheils

mittlere Kriimmung und die specifische Krimmung von Oberflichen
sind daher den entsprechenden Ausdriicken fiir eine ebene Curve

analog.
Endlich ist in einem ebenen Bogen von gleichférmiger Kriim-
L . Richtungsiinderun 1
wung, d. h. in einem Kreisbogen = £ — —, und es
Lénge

lasst sich leicht zeigen (was wunten geschehen wird), dass in

einer Oberfliche von uberall gleichférmiger specifischer Kriimmung

27 — Richtungsanderung Gesammtkriimmung 1 .

= , oder - == — ist, wo
Fliche Fliche 00

¢ und @' die Hauptkriimmungsradien bezeichnen. Kolglich ist in

einer Oberfliche, mag diesclbe nun von gleichfdrmiger oder un-
gleichférmiger specifischer Kriimmung sein, die specifische Krim-
1

mung in jedem Punkte gleich pk und in der Raumgeometrie ist

@@’ (eine Fliiche) offenbar dem analog, was @ in der Geometrio der
cbenen Curven ist.

Fliche des Horographen. — Wir betrachten einen von einer
gegebenen geschlossenen Curve begrenzten Theil S einer Oberfliche von
irgend welcher Kriimmung und nebmen noch eine Kugel an, deren Ra-
dius 7 und deren Mittelpunkt G ist. Durch C ziehen wir einen Radius 0§
an die Kugeloberfliche, welcher der in irgend einem Punkte Z von S er
richteten Normale parallel ist. Wenn dies filr einen jeden Tunkt der Um-
grenzung von 8§ geschehen ist, so schliessen die auf der Kugeloberfliche
erhultenen Punkte die in Gauss’ Definition benulzie Fliche ein. Nun
lisge auf 8 im Punkte P ein unendlich klgines Rechteck, welches zu Sei-
ten Bogen der Normalschnitte grosster und kleinster Kriimmung hat, und
gwar die Bogen der Winkel { und ¢. Werden ihre Kriimmungsradien
mit ¢ und ¢’ bezeichnet, so sind die Léngen dicser Seiten beziehungsweise
¢ und Q'C’, und die Fliche des Rechtecks ist daher g()’ LL'. Die ent
sprechende Figur auf der Kugeloberfliche in ¢ wird durch Bogen ebenso
grosser Winkel begrenzt; ihre Seiten haben dalter beziehungsweise die
Langen & und r{’, und ihre Fliche ist 725, Wird diese Fliache mit
d ¢ bezeichnet, so ist die Fliche des unendlich kleinen Theils der gegebe

o'do . " .
nen Oberflicha 9—‘;5—— In einer Oberfliche, fiir welche g’ einen con

stanten Werth hat, ist die Fliche daher gleich

! 1
i—gf./do’ = gg’ % Gesammtkriommung.
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139. Biegsame und unausdehmnbare Oberflichen. — Der
Begriff einer vollkommen bhiegsamen und daber unausdehnbaren
Oberfliche wird zwar nicht realisirt, aber in uns erweckt durch
em Stick Papier, eine dimne Metallplatie oder ein Stick Tuch,
wenn die Fliche eben 1st, und durch Schotenhillsen, Samen-
gehiuse u. dergl., wenn die Fliche nicht flach ausgebreitet werden
kann, ohnme zu zerrcissen. Wenn man die Form ciner Oberfliiche
durch Biegen andert, sv sagt man: man wickle die Fliche ab. Der
Auwsdruck ,abwickelbare Oberfliche” wird aber gewhnlich in
einem beschrankteren Sinne, ndmlich nur von solchen unausdehn-
baren Oberflichen gebraucht, die sich in eine Kbene abwickeln
lassen. -

140. Die Geometric oder Kinomatik dieses Gegenstandes steht
in grossem Gegensatze zu der der biegsamen Linien (§ 14). Schon
thre ersten Elemente enthalten Bogriffe, deren Verstindniss nicht
sehr leicht ist, und fiihren zu Untersuchungen, welche die Kraft
einiger der grossten Mathematiker beschiftigt und vielleicht sogar
iberstiegen haben.

141. Es erfordert einige Sorgfalt, sich eine genaue Vorstellung
davon zu bilden, was eine vollkommen biegsame unausdehnbare Ober-
fache ist. Betrachten wir zunéchst ein ehenes Blatt Papier. Dasselbe
ist sehr biegsam, und wir kénnen uns, von ithm ansgehend, leicht den
Begriff eines Blattes von einem idealen vollkommen biegsamen Stoffe
bilden. Das Blatt Papier ist in hohem Grade unausdchnbar, d. h. es
giebt einer Kraft, die es nach irgend einer Richtung zu zichen oder
auszudehnen strebt, nur sehr wenig nach, wire diese Kraft auch die
stirkste, die es noch ertragen kann, ohne zu zerreissen. Ks dehnt sich
natirlich ein wenig aus. s ist leicht zu zeigen, dass es sich unter
dem Einflusse einer Kraft ausdehnt und, wenn -die Kraft beseitigt
ist, wieder zusammenzieht, obwohl nicht immer wieder zu seinen
sofinglichen Dimensionen, da die hervorgebrachte Ausdehnung bis
m einem gewissen Betrage eine bleibende sein kann und im All-
gemeinen auch ist. Auch hat eine Biegung eine zeitweilige und
eine in geringerem Grade bleibende Ausdehnung der einen und Zu-
sammenzichung der anderen Seite zur Tolge. Wir werden in der
Elasticititslehre hieranf zuriickkommen. Inzwischen kénnen wir,
mm unsere kinematischen Sitze zu erliutern, micht umhin, solche
physikalische Verhéltnisse zu anticipiren.

142. Ein auf die gewdhnliche einfache Weise gewobenes Tuch,
sehr feiner Musselin z. B., erldutert eine Fldche, welche in zwei
Richtungen (nimlich in den Richtungen der Kette und des Ein-
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schlags) vollkommen unausdehnbar, dagegen jeder Ausdehnung vo
1 bis V2 lings einer Diagonale fihig ist, wobel zugleich in der
Richtung der anderen Diagonalo cine Zusammenzichung von 1 bis0
crfolgt. [Jeder Grad der Ausdehnung lings einer Diagonale ist von
einem entsprechenden ganz bestimmten Grade der Zusammenziehung
lings der anderen Diagonale begleitet; der Zusammenhang zwischen
beiden ist (62 -} €% =2, wo 1 : ¢ und 1 : ¢’ die Verhiltnisse der
Elongation sind, die im Falle ¢ oder ¢’ < 1 eine Zusammenziehuy
sein wird.] Im Vorhergehenden ist das Gewcebe als ein quadrati
sches vorausgesetzt, in welchem Falle dic Diagonalen rechtwinkli
zu einander bleihen. Ein Gewebe mit linglichen Maschen liefert cine
weniger einfache aber leicht bestimmbare Relation. Ein Zeug wird
auf ganz verschicdene Weise fallen, je nachdem das Gewebe quadrs.
tisch oder mehr oder weniger oblong ist.

143. Dic Biegung ciner Oberfliche, welehs irgend einen Fall
der cben festgesctzten geometrischen Bedingung erfidllt, bietet einen
interessanten Gogenstand der Untersuchung dar, bei dem wir leider
nicht verweilen diirfen. Das feuchte Papier, welches Albrecht Diirer
als Modell der Gewinder bei seinen kleinen Gliederpuppen benutate.
musste ganz anders als Leinwand fallen. Vielleicht rithrt die Steif
heit der Drapirung in seinen Gemilden theilweise aus dem Umstande
her, dass er das feuchte Papier dem Leinen seiner grossern Biegsan-
keit wegen vorzog und den grossen Unterschied idbersah, der hm-
sichtlich der Ausdehnbarkeit zwischen beiden stattfindet.

Feiner Musselin wird, it Stirke und Gummi priparirt, wik
rend des Trocknens durchi eine Maschine in Bewegung erhalten
welche durch Iervorbringung ciner hin und her gehenden relativen
Winkelbewegung von Kette und Einschlag die Diagonalen seiner
Structur abwechselnd ausdehnt und zusammenzieht und auf diee
Weise die Parallelogramme verhindert, in Rechtecke zu erstarren.

144. Biegung einer unausdehnbaren abwickelbaren
Fliche., — Die Biegung ciner unausdehnbaren Oberfliche, welcke
eben sein kann, ist ein von den Mathematikern gut ausgearbeiteter
Gegenstand, der auch, in seinen Elementen wenigstens, keine gros
sen Schwicrigkeiten darbietet. Dic erste olementare Vorstellun,
die wir zu bilden haben, ist die, dass eine solche {als vollkomme
biegsam vorausgesetzte) Oberfliche, wenn wir sie uns anfangs &
cine Ebene ausgcbreitet denken, um irgend ecino auf ihr gezoge
Gerade so gebogen werden kann, dass die beiden ebenen Thel
einen beliebigen Winkel mit einander hilden.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Kinematik. 107

Fine solche Gerade wird eine ,erzeugende Linie“ der zu bil-
denden Oberfliche genannt.

Weiter konnen wir einen dieser ebenen Theile um irgend eine
andere Gerade biegen, welche (innerhalb der Grenzen der Irliche)
die ersters Gerade micht schneidet, u. su w. Ist die Anzahl dieser
Geraden unendlich gross; und sind die Biegungswinkel unendlich
klein, aber so beschaffen, dass si¢ eino endliche Summe geben, so ist
upsere anfinglich ebene Fliche in eine krumme und natizlich ,ab-
wickelbare® (§ 139) Fliche umgebogen.

145. Wenn man ein Stiick Papier von quadratischer Form,
welches ohne Falten, ohne Runzeln und ohne rauhe Rinder ist, leicht
an einer Ficke oder an sonst emnem Punkte, oder auch an zwel Punk-
ten anfasst und ohne Druck oder Zwang aufhebt, so wird es in eciner
Fom herabhingen, die in aller Strenge eine abwickelbare Ober-
flache ist. Denn wenn es auch nicht absolut unausdehnbar ist, so
sind doch die Krifte, die es aussudehnen oder zu zerreissen streben,
wenn es 1n der angegebenen Weise behandelt worden, klein genug,
mmn keine merkliche Ausdehnung zu erzeugen. In der That ist die
grosste Ausdebnung, die es, .ohne zw zerreissen, in irgend einer
Richtung erfahren kann, nicht im Stande, einen grossen Einfluss
auf die Form der Oberfliche auszuiiben, wenn scharfe Biegungen,
singulire Punkte, u. 8. w. vermieden werden.

146. Prismen und Cylinder (die Biegungslinien, § 144, sind
parallel; ihre Anzahl ist im ersteren Falle endlich, im zweilen un-
endlich gross; die Biegungswinkel sind 1im ersteren Falle von end-
licher Grésse, im zweilen unendlich klein), sowie Pyramiden und
Kegel (die Biegungslinien treffen oinander, gehorig verlingert, in
einem Punkte) gehéren offenbar zu den abwickelbaren Flichen.

147. Wenn die crzeugenden Linion oder dic lincaren Kanten der
Blegungswinkel nicht parallel sind, so miissen sie einander schnei-
den, da sie in einer Ebene licgen, wonn dic Oberfliche eben ist.
Wenn sie nicht simmtlich durch cinen Punkt gehen, so miissen sie
sich in mehreren Punkten treffen. Im Allgemeinen moge jede die-
- ser Geraden die vorhergehende und die nachfolgende in verschiede-
nen Punkten schneiden.

148, Wendungscurve. — Es hat noch keine Schwierigkeit, die
Form der ¢benen Fliche, etwa eines Quadrats oder elnes Kreises, zu
verstehen, wenn dieselbe in der zuletzt dargelogten Weise gebogen
warden ist, vorausgesetzt dass sle kcinen jener Schnittpunkte ent-
hilt. Wenn die Anzahl derselben unendlich gross und die Ober-
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fliche endlich gekriimmt ist, so werden die erzeugenden Linien im
Allgemeinen Tangenten einer Curve sein (die der geometrische Ort
der wunendlich vielen Durchschnittspunkte

Fig. 37.

ist). Diese Curve heisst die Wendungs-
curve. Wenn dis Oberfliche (nach mathe-
matischen Begriffen) vollstindig ist, s
muss sie offenbar aus zwel Flichen bestehen,
die in der Wendungscurve zusammenireflen
(gerade so wie ein Kegel aus zwel im Schel-
tel zusammenstossenden Flichen besteht), da
man jede Tangente, statt sie, wie In der
Fig. 87 geschehon ist, im Berithrungspunkte

aufhéren zu lassen, iiber diesen Punkt hinaus
verlingern kann.

149. Eine abwickelbare Fliche, von der Wendungscurve
ausgehend, praktisch zu construiren. — Wir stellen uns die
Aufgabe, eine vollstindige abwickelbare Oberfliche, von ihrer Wen-
dungscurve ausgehend, zu construiren.

Fig. 38. Man lege ein ganz cbenes Stick Pa-

- pier, das ohne Falten und von glatt ge
schnitienen Riindern ist, auf die Fliche
eines andcren und ziehe auf dom oberen
irgend eine Curve, die keinen Inflexions

/\ //—} punkt, sondern itherall eine endliche Kriin-

mung hat. Darauf schneide man auf der

concaven Seite das Papier ganz hinweg
Wenn die Curve geschlossen ist, so mus
man sie zu diesem Zwecke anfschneiden (siehe die zweite Fig. 38)

Die Grenzen, bis zu denen man- das Papier wegzuschneiden
hat, sind die von den boiden Fndpunkten auswiirts gezogenen Tan-
genten ; kurz, es ist kein«Theil des Papiers da zu lassen, durch wel
chen nicht eine reelle Tangente hindurchgeht. '

Die beiden. Blatter werden nun mittels einiger Streifchen sehr
feinen Papiers oder Musseling, die man lings ibres gemeinschaft-
lichen krummen Randes an sie klebt, an einander befestigt. Diese
Streifen miissen so fein sein, dass sie auf die Biegung der beiden
Blitter keinen merklichen Einfluss aunsiiben. Hilt man jetst eine
Ecke des einen Blattes fest und hebt das Ganze aufy so werden die
beiden Blitter sich aufthun und die Theile einer abwickelbaren

Oberfliche bilden, fiir welche die erwithnte Curve, die sich in eine
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gewundene Curve verwandelt, die Wendungscurve ist. Die Tan-
gente an diese Curve liegt, wenn sie vom Berihrungspunkte aus
Fig. 39. nach einer Richtung hin gezogen ist, stets im elnen

’ Theil der Fliche, ihre Fortsetzung nach der anderen
v Seito zu im anderen Theil. Durch dies Verfahren kann
~" man natiirlich ein doppelflichiges abwickelbares Po-
lyeder construiren, wenn man statt von einer Curve
von einem Polygon ausgoht.

150. Allgemeine Eigenschaft einer uneus-
~~, dehnbaren Obcrfliche. — Wenn die Form einer

biegsamen aber villig unausdehnbaren Oberfliche auf
rgend eine fir sie migliche Weise geindert wird, so muss jede auf
ibr gezogene linle ihre Linge unverandert beibchalten. Es muss
also auch die gegenseitige Neigung zweier beliebigen einander
schneidenden Linien dieselbe bleiben. Weiter folgt auch, dass geo-
ditische Linien geodiitische Linien bleiben. TFolglich ist die ,Rich-
tungsinderung®, welche ein Punki in der Oberfliche erfihrt, wenn
er irgend einen Thell derselben umschreibt, von der Biegung dieses
Theils ginzlich unabhiingig, und daher (§ 136) kann die Biegung
der Oberfliche auch fiir die Gesammtkriimmung in jedem beliebigen
Thell von keinem Kinfluss sein. Daraus geht hervor (§ 138, Satz
vox Gauss), dass das Product der Hauptkriimmungsradien in jedem
Punkte unverindert bleibt.

[31. Der allgemeine Ausspruch cines umgekehrten Satzos, der
die Bedingung auszudriicken hitte, unter welcher zwel gegebene
Theile krummer Flichen so gebogen werden konnen, dass sie auf ein-
ander passen, miisste wesentlich auf irgend einer Methode beruhen,
die suf beiden Flichen einander entsprechenden Punkte anzugeben.
Ein niheres Eingehen auf diese Frage wiirde hier nicht am Platze sein.

152. Oberfliche von constanter specifischer Xriim-
mung. — In einem Falle ist jedoch ein Ausspruch in den einfach-
sten moglichen Ausdriicken anwendbar. Zwel beliebige Oberfliichen,
in deren jeder die specifische Kriimmung in allen Punkten dieselbe
und derjenigen der anderen gleichist, konnen so gebogen werden, dass
sie ganz auf einander passen. So kann jede Oberfliche von gleich-
méssiger positiver specifischer Krimmung (d. h. jede Fliche, deren
eine Seite ganz convex, deren andere Seite ganz concav ist) durch Bie-
gung mit einer Kugeloberfliche zur Deckung gebracht werden, deren
Radius elne mittlere Proportionale zwischen den Hauptkriimmungs-
radien jener Fliche in irgend einem Punkte ist. KEine Oberfliche

>
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von gleichformiger negativer oder anticlastischer Kriimmung wirde
auf eine Imaginire Kugel passen. Bel dem jetzigen Stande der
Wissenschaft lisst sich dies Resultat aber nicht interpretiren. Doch
erhalten wir auch fiir diese letztere Art der Flachen ein praktisches
Resultat, nimlich dass jede von zwel Fliachen gleichférmiger anticlasti-
scher Kriitmmung so gebogen werden kann; dass sie die andere deckt.

153. Geoditische Dreiecke auf einer Oberfliche von con-
stanter specifischer Krimmung. — Es ist zu bemerken, dass die
geodatische Trigonometrie fiir jede Oberfliche von gleichformiger
positiver oder synclastischer Kriammung mit der sphérischen Tr-
gonometrie identisch 1st,

Wenn « —

8 ¢ u o, R
V;" b = v——_', [— W——/ - ist, wo §, ¢, % die Liingeu

ge ve e
von drei geoditischen Linien sind, welche drei Punkte auf der Oberfliche
verbinden, und wenn A4, B, C die Winkel zwischen den Tangenten bezeich-
nen, welche in diesen Punkten an die geoditischen Linien gelegt sina, S0
haben wir sechs Grossen, welche vollstindig mit den drei Seiten und den
drei Winkeln eines gewissen sphirischen Dreiecks iibereinstimmen. Iis giebt
auch eine unseres Wissens freilich nicht ausgearbeitete entsprechende
anticlastische Trigonometrie flir jede Fliche von gleichformiger anti-
clastischer Krimmung *).  Auf einer anticlastischen Oberfliche ist die
Summe der drei Winkel eines geoditischen Dreiecks natiirlich kleiner als
zwel rechte Winkel, und die Differenz, der ,anticlastische Defect® (wie der
»Sphérische xcess“) gleich der Dreiecksfliiche, dividirt durch ¢ X — ¢/,
wenn ¢ und — ¢’ positdv sind.

154. Deformation. — Wir haben jetzt die Husserst wichii-
gen kinematischen Bedingungen zu betrachten, welche die Volumen-
oder Forminderungen einer festen oder {liissigen Masse oder einer
Gruppe von Punkten darbieten, deren gegenseitige Lagen bekannten
Bedingungen unterworfen sind. Jede solche Aenderung der Form
oder der Dimensionen nennen wir einc Deformation.

Eine Deformation erfihrt z. B. ein Stab, wenn er linger oder
kiirzer wird, Wasser, wenn man es comprimirt, ein Stein, ein Bal-
ken, cine Metallmasse in einem Gebéude oder einem Rahmenwerk,
wenn sic In irgend einer Richtung verdichtet oder ausgedehnt,
auf irgend eine Welso gebogen oder gedreht werden. Dasselbe sagt
man von einem Schiffe, wenn bel seinem Ablanf vom Stapel oder

*) Diesedbe ist neuerdings von Herrn Belt rami entwickelt worden; die Flichen von
constanter negativer Kriimmung mnennt er pseudospharisehe. Ihre Geometrie fillt
zusammen mit der imaginaren (eometric Lobatschewsky’s, welcher das Axicm fiber
die Parallellinien wegliess. Annali di Matematica pura ed appl. Ser. I, T. VIL; Ser. IT 3,
T. 11, — Beltrami Saggio di interpretazione della Geometria Nove-KEuclidea. Napoli 1868,

Anmerk. d. Herausgeber.
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beim Arbeiten auf stiirmischer See seine verschiedenen Theile rela-
tive Bewegnungen ausfithren.

155. Definition der homogenen Deformation. — Wenn
die einen beliehigen Raum erfiillende Materie in irgend einer Weise
deformirt wird, und alle Punktepaare, welche sich anfinglich in glei-
chen Abstinden von einander in parallelen Linien befinden, gleich-
weit von einander. entfernt (der Abstand kann ein anderer gewor-
den sein) und in parallelen Linien (deren Richtung von ihrer frihe-
ren Richtung abweichen kann) bleiben, so wird die Deformation eine
humogene genanmt.

156. Eigenschaften der homogenen Deformation. —
Wenn man durch einen Korper eine beliebige Gerade zicht und den
Eérper sodann homogen deformirt, so werden die Theile, in denen
jene Gerade 1hn schnitt, auch nach der Deformation noch eine ge-
rade Linie bilden. Denn wenn A4 I ( irgend eine solche Linie ist,
so bletben A B und B C, wcil sic im- anfinglichen Zustande einer
Geraden parallel sind, auch nach der Deformation eincr Geraden
parallel, d. h. sie horen nicht auf, eine cinzige Gerade zu bilden.
Auf diese Weise ergiebt sich auch, dass eine Ebene eine Ebene, cin
Parallelogramm ¢in Parallelogramm und ein Paml‘lelcpipcd ein Pa-
rallelepiped bleibt.

157. Daraus geht weiter hervor, dass_%ihu]iche und dhnlich
gelegene Figuren, mégen sie nun durch wirkliche Theile der Sub-
stanz gebildet werden oder bloss geometrische Gebilde sein (Flichen,
gerade oder krumnie Linien, die durch gewisse Theile der Substanz
hindurchgehen oder dieselben verbinden), auch noch nach der Aen-
derung, welche die Aenderung des Kérpers fiir sie zur Folge hat,
ahnlich und in Beziehung auf einander dhnlich gelegen sein werden.

158, Das Verhiltniss, in welchem die Lingen paralleler Linicn
des Korpers zu einander stehen, bleibt unverindert; alle diese Lin-
gen dndern sich also in dewselben Verhiltniss. Hieraus uud aus
§ 156 schliessen wir, dass sich jede ebene Figur in eine andere
¢hene Figur verwandelt, welche eine verkleinerte oder vergrisserte
athographische Projection der ersteren auf irgend eine Ebene ist.
Z.B. wenn aus einer Ellipse ein Kreis wird, so werden ihre Haupt-
axen auf einander senkrechte Radien.

Unter der Elongation des Korpers lings irgend einer Linie ver-
steht man das Verhiltniss, in welchem die Zunahme der Entfernung
irgend zweter Punkte in dieser Linle zu ihrer urspriinglichen Ent-
fernung steht. '
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159. Jede orthogonale Projection einer Ellipse ist eine Ellipy
(dieser Ausspruch schliesst den Fall in sich, in welchem die Proje
tion ein Kreis ist). Hieraus und aus § 158 geht hervor, dass e
Ellipse emne KEllipse bleibt und ein Illipsoid eine Oberfliche, be
welcher jeder ebene Schnitt eine Ellipse ist, d. h. ein Ellipsoid.

Eine ebene Curve bleibt (§ 156) eine ebene Curve. Tin Coordinaten
system von zwei oder drei Geraden bleibt geradlinig, wird aber im Al
gemeinen schiefwinklig, wenn es urspriinglich rechtwinklig war.

Denken wir uns in der Substanz des Korpers, der noch in sene
anfinglichen Zustande sein wmoge, eine Ellipse, welche, auf zwei beliebiy
conjugirte Axen bezogen, die Gleivhung

1/—
F =] .

hat, und nehmen an, ¢ und g seicn beziehungsweise die Verhfltnisse, i
denen die Lingen der den Axen O X und O Y parallclen Linien sic
Andern, so haben wir, wenn die geiinderten Werthe von x und y mi:
and 7 bezeichnet werden,

£ — axr, n = ﬁy,
folglich

&2 72

(wa)? " (REE
Dies ist auch die Gleichung einer aunf conjugirte Axen bezogenen Ellips
Der Winkel zwischen diesen neuen Axen kann von demjenigen verschi
den sein, den die gepebenen Axen im anfinglichen Zustande des Kirper
bildeten.

Oder wenn wir uns in dem Ko&rper, ehe derselbe eine Deformation &
leidet, ein auf drei rechtwinklige oder schiefwinklige conjugirte Diametra-
ebenen als Coordinatenebenen bezogenes Fllipsoid denken, dessen Gleickun,

yz
ist, und annehmen, e, 8, ¥ seien bezxehungsweise die Verhiltnisse, |
denen sich die Lingen der den Axen O X, OY, OZ parallelen Linien |
Folge der Deformation dndern, so haben wir, wenn die gefinderten Werth
von Z,¥,# mit £ 7, { bezeichnet werden,
E—nx, 5 = By, { —= ye,
folglich
E + (ﬂ e +

Dies ist auch die Gleichung eines auf cmuugute Diametralebenen bez,
nen Ellipscides. Die Winkel zwischen den neuen Ebenen konnen von de
jenigen verschieden sein, welche die gogebenen Ebenen im anfinglicl
Zustande des Korpers bildeten.

) 160. Deformationsellipsoid. — Dus LEllipsoid, in weld
sich irgend eine anfiinglich sphirische Fliche des Korpers in Ful,

(a a)?

einer Deformation verwandelt, wollen wir der Kiirze wegen das
formationsellipsoid nenuen.
161. In jeder durchaus unbeschrinkten homogenen Def:
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mation giebt- es drei auf cinander senkrechte Richtungen (die drei
Hauptaxen des Deformationsellipsoides), welche auch, wenn der
Znstand des Korpers gedindert ist, senkrecht auf einander stchen
(§ 158). Liings ciner dieser Richtungen ist die Elongation grisser,
lings einer zweiten derselhen kleiner, als lings jeder anderen Rich-
tung im Kérper. Léings der noch dbrigen dritten Axe ist die Llon-
gation kleiner, als in jeder anderen Linie der durch sie selbst und
die ersterwihnte Axe gelegten Yhene und grésser, als in jeder Linie
der Ebene, welche durch sie (die dritte Axe) und die zweite Ax
hindurchgeht. ’

Anmerkung. — Eine Zusammenziehung oder Contraction ist
sls eine negative Elongation zu rechnen. Im vorstehenden Satze
kann man das Maximum der Flongation auch als Minimum der Con-
traction und das Mimimam der Klongation als Maximum der Con-
traction bezeichnen. )

162. Das Ellipsoid, in welches sich eine Kugel verwandelt,
kann auch ein Rotationsellipsoid oder, wie mau sagt, ein gestrecktes
oder ein abgeplattetes Sphéroid sein. Dann wird lings der Axe
- ¢in Maximum oder ein Minimum und lings aller zur Axe senkrech-
tenGeraden cin tiberall gleiches Minimum oder Maximum der Elon-
gstion vorhanden seln.

Ist endlich das Deformationsellipsoid eine Kugel, so sind die
Elongationen in allen Richtungen einander gleich. In diesem Falle
hat die Deformation auf die Gestalt jedes Korpertheils keinen Ein-
fluss, sondern bewirkt nur eine Aenderung der Dimensionen.

Das anféingliche Volumen (Kugel) verhilt sich offenbar zu dem
nenen (Ellipsoid) wie 1 : e By,

163. Axen einer Deformation. — Unter den Hauptaxen
einer Deformation verstehen wir die Hauptaxen des Ellipscides, in
welches dieselbe cine Kugel verwandelt. Die Hauptelongationen
ener Deformation sind die Elongationen in der Richtung ihrer
Hauptaxen.

164. Elongation und Richtungsinderung einer Linie
dos Korpers. — Wenn die Lagen der Hauptaxen und die Gros-
w#n der Hauptelongationen ciner Deformation gegeben sind, so
Lisst sich die Elongation einer jeden Linie des Korpers und die
Aenderung des Winkels zwischen zwel beliebigen Linien augen-
scheinlich durch eine einfache geometrische Construction bestimmen.

Analytisch wiirde man folgendermaassen verfahren: — Es bezeichnen
¢—~1, f—1, y — 1 die Hauptelongationen, so dass also e, #, ¥ nicht mehr
Thomson u, Tait, theoretische Physik. 8
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wie oben die Aenderungsverhiiltnisse liings dreier beliebigen zu einande
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Geraden, sondern diesc Verhiltniss
fiir die Hauptaxen sind. Irgend eine Gerade habe, auf die drei Haupt
axen hezogen, die Richtungscosinus [, m,n. Dann sind
lr, mr, nr
die drei anfinglichen Coordinaten eines Punktes P, welcher in der Rich
tung I, m,n in der Entferpung O P — r vom Anfangspunkte liegt. Der
selbe Punkt des Korpers hat in Beziehung auf dieselben rechtwinklige
Axen im gefinderten Zustande die Coordinaten
elr, fmr, ynr;
folglich ist die jetzige Liange von OP
(@222 4+ g3m? - 52 n2)% oy,
und die ,Elongation” des Kdrpers in jener Richtung
(€212 + 82m2 4 p2n2)% — 1.
Der Kiirze wegen wollen wir dies mit { — 1 bezeichnen, 4. h.
{ = (a212 + £2m? + 2nR)%
setzen. Die Richtungscosinus der neuen Lage von OP sind
el Bgm yn
Frro T
dies sind also beziehungsweise die neuen Werthe der Cosinus der Winke
XOP, YOP, Z 0P, welche vorher I, m, n waren.

Hatte irgend eine zweite Gerade O P’ anfinglich die Richtungscosinu
U, m',n', so war der Cosinus des zwischen ihr und OP liegenden Winkel
im ursprilnglichen Zustande des Korpers gleich

I+ mm + nn';
derselbe nimmt in Folge der Deformation den Werth
(211" + B2mm’ + 2nn’)
(212 4 g2m2 4 y2n)% (a21'2 4 g2mt 4 ,},2"!2)‘(2

an.

165. Aenderung einer Ebene im Korper. — Aus da
selben Daten kann man auch leicht dic Acnderung des Winke:
zwischen zwel beliebigen Ebenen des Korpers sowohl geometrisd
als analytisch bestimmen.

Es seien I, m, n die Cosinus der Winkel, welche eine Ebeme b
zichungsweise mit den Ebenen Y 0Z, Z0 X, X 0 Y im anfinglicte
Zustande des Korpers bildet. Da die Wirkungen der Deformation su
alle parallelen Ebenen dieselben sind, so diirfen wir voraussetzen, dass g
in Rede stehende Ebene durch den Coordinatenanfangspunkt O geht; ihn
Gleichung ist daher

le+my + nz = 0.
Nach der im Kborper eingetrctenen Acnderung werden die Coordinste
T, Y, 2 eines jeden Punktes sich wie frither in

E=eax,n =8y, =17z
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verwandelt haben; die Gleichuung unserer Ebene ist daher nach dieser
Aenderung

« B y
Nach unserer jotzigen Voraussetzung sind aber die Coordinatenebenen
noch rechtwinklie zu einander. Die Cosinus der Neigungswinkel der in
Rede stehenden Kbene gegen die Kbenen Y 0 %, Z0 X, X O Y sind da-
her aus I, m, n beziehungsweise In

i om - n
ad’ BG o
ibergegangen, wo der Kiirze wegen
12 m2 ne\ %
s=(a+E+5)
gesetzt ist. Haben wir eine zweite EKbene, welche im anfinglichen Zu-
stande des Korpers durch ihre Richtungscosinus I, m', n’ bestimmt ist, so
hat der Cosinus des Winkels zwischen ihir und der ersteren Ebene aufing-

lich den Werth
(' +~mm" 4+ nn',
wd dieser Werth verwandelt sich in

w ., mm  nn
@t tor

12 m2 R ogE
@+at) @+EtiE)
166. Kegelfiiche gleicher Elongation. — Um wieder auf
die Elongationen zu kommen, die im Allgemeinen in verschiedenen

Richtungen verschieden sein werden, so leuchtet ein,”dass alle durch
irgend einen Punkt gehenden Geraden, in welchen die Elongationen
von der ndmlichen zwischen dem grissten und dem kleinsten Elon-
getionswerth enthaltenen Grésse sind, auf einer bestimmten Kegel-
fldche liegen miissen. Es ist dies, wie sich leicht darthun lisst, im
Allgemeinen ein Kegel zweiten Grades. ’

Denn in einer durch die Richtungscosinus I, m, # bezeichneten Rich-

tuog haben wir -

«®12 + f2m2 4 22 — {3,
wo { das entsprechends Elongationsverhiiltniss bezeichnet, das .zwischen
dem grossten (¢) und dem kleinsten (y) Werthe der Elongation enthalten
ist. Diese Gleichung stellt aber einen Kegel zweiten Grades dar, wenn
l,m,n die Richtungscosinus einer erzeugenden Linie sind.

167. Ebenen, in denen keine Verzerrung erfolgt. — In
einem besonderen Falle geht dieser Kegel in zwei Ebenen tber, die
Ebenen der Kreisschnitte des Deformationsellipsoids.

Es gei { — 8. Dann verwandelt sich die letzte Gleichung in

22 4 y2n? — B2(1 — m?) — 0,
8.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



116 Finleitende Begriffe.
oder, weil 1 — m2 — 12 } #2 ist, in
(@ — pY1— (3 — 3)n? = 0.
Das erste Glied dieser Gleichung ist das Product zweier Factoren:

dieselbe wird also befriedigt, wenn man jeden Factor gleich Null setat,
und stellt daher zwei Ebenen dar, welche beziechungsweise die Gleichungen

(e — g% 4 0 (3 — ) = o,
(a2 — g2 _n(g2 — y9% =0
haben.

Dies ist der Fall, in welchem die gegebene Flongation gleich
derjenigen ist, welche lings der mittleren Hauptaxe des Deformations-
ellipsoides stattfindet. Die beiden Ebenen gehen durch die mittlere
Hauptaxe des Ellipsoides und beide bilden mit jeder einzelnen der bei-
den anderen Hauptaxen gleiche Winkel. Die Linien, lings welcher die
Elongation gleich der mittleren Hauptelongatlon ist, liegen simmtlich
in einer dieser beiden Ebenen oder parallel zu derselben. Dies lisst
sich leicht, ohne jede analytische Untersuchung, in folgender Weise
darthun: — .

168. In Fig.40 stelle die Kllipse den durch die grésste und die
kleinste Hanptaxe gehenden ‘Schnitt des Deformationsellipsoides dar.

Fig. 40. S80S und 7"O T seien die beiden Durch-

7 messer dieser Ellipse, welche gleich der

T S mittleren Hauptaxe des Ellipsoides sind.

X \\ - x Jede durch O zur Ebene der Figur senk-

(\ recht gelegte Ebene schneidet das Ellip-

s T’ soid in einer Ellipse, deren Hauptazen
P

sich leicht angeben lassen. FEine der
selben ist nimlich der Durchmesser, in welchem die Ebene die El-
‘lipse der Figur schneidet, die zweite ist der mittlere ITauptdurch-
messer des Ellipsoides. Folglich wird eine entweder durch S8 oder
durch TT' zur Ebene der Zeichnung senkrecht gelegte Ebene das
Ellipsoid in einer Ellipse, deren Hauptaxen gleich sind, d. h in
einem Kreise schneiden, und die Elongationen lings aller Linien
jeder dieser "beiden Ebenen sind gleich der Elongation lings der
mittleren Hauptaxe des Deformationsellipsvides.

169. Die Betrachtung der XKreisschnitte des Deformations-
ellipsoids ist #usserst lehrreich und fir die Untersuchung des sl
gemeinen Charakters einer Deformation von bedeatendem Nutzen.
Wir wollen zuniichst voraussetzen, es finde im Ganzen keine Volumen-
anderung und lings der mittleren Hauptaxe weder Ausdehnung noch

1
Zusammenzichung statt, d. h. es sei f—=—1 und y = = (§ 162).
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Es seien O0X und OZ bezichungsweise die Richtungen der
, . 1
Flongation & — 1 und der Contraction 1 — =+ TFerner sei A
: o

irgend ein Punkt des Korpers in seinem anfinglichen Zustande und
Tig. 4. A; derselbe Punkt des gefinderten
Korpers, so dass 04; = . 0 4 isi.

Nehmen wir nun OC — 0 4,
an, und ist C; die Lage desjenigen
Korperpunktes, der sich anfinglich
in C befand, so worden wir O C,
— ;15- - 00, folglich 0C;, — 04
haben. Die beiden Dreiecke COA4
und C; 0 A4; sind somit congruent.

Daraus geht hervor, dass C A bei
der hier besprochenen Aenderung
des Kérpers seine Léinge unverdndert beibehilt und nur eine neune
lage C, 4, annimmt. Messen wir cbenso auf der Verlingerung von
X0 dic Strecken 0.A' und 0A,” ab, dic.bezichungsweise gleich 0.4
md 0 4; sind, so ergiebt sich, dass die Linie C.4' keine Acnderung
ihrer Liinge erleidet, aber die neue Lage C; A," annimmt.

Betrachten wir jetzt eine anfinglich durch CA gehende =zur
Ebene der Figur senkrechte TEbene. Dieselbe wird sich in eine
Ebene verwandeln, die durch C; A; geht und gleichfalls zur Ebene
er Zeichnung senkrecht ist. Alle anfinglich zur Ebene der
Zeichnung senkrechten Linien bleiben senkrecht zu dieser Ebene
wd dndern auch ihre L#éngen nicht. Von A4 C haben wir eben be-
wigsen, dass seine Linge unverindert bleibt. Folglich (§ 158) blei-
ben alle Linien der eben gezogenen Fbene sowohl hinsichtlich ihrer
Linge, wis hinsichtlich ihrer gegenseitigen Neigung unveréndert.
Auf dieselbe Weise erkennen wir, dass keine Aenderung der Linge
md der gegenseitigen Neigung bei allen Linjen in derjenigen Ebene
erfolgt, welche anfanglich durch CA’, spiter durch €y A’} geht und
mr Ebene der Figur in beiden Lagen senkrecht ist.

170. Das Wesen der Deformation, die wir jetzt untersuchen,
vird durch die folgende Betrachtung bedeutend klarer werden: —
Y¥sn verlingere CO, mache O C' und O ()’ beziehungsweise gleich
0Cuid 0, und verbinde ¢ mit A, A’ durch einfache, €’ mit
4,4 darch punktirte Linien (Fig. 41). Dann sehen wir, dass der
Rhombus CA C' A’ (einfache Linien) des Kérpers in scinem anfing-
lichen Zustande sich in den Rhombus Cy 4, C;' 4," (punktirte Linien)
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verwandelt. Stellen wir uns jetst vor, der su deformirte Korpe
werde als starrer Korper (d. h. so, duss seine Deformation w
veriindert bleibt) fortbewegt, bis 4, mit A und C," mit ' m
sammenfillt, wihrend alle Linien der Figur noch in derselby

Fig. 42. Ebene bleiben. 4.’ C, wird, wie es die Fig. 4
zeigt, in die Verlingerung von CA' zu liege
kommen, und das anfingliche und das ner
Parallelogramm werden auf derselben Bad
A (' stehen und zwischen densclben Parallele
AC und CA,’ liegen; ihre andcren Seite
sind gegen eine auf ihnen senkrechte Ge
rade heiderseits gleich geneigt.  Abgesehe

von einer Rotation oder somst einer absolut
Bewegung des Korpers, die von keiner Form- oder Dimensionen
inderung begleitet ist, kann die betrachtete Deformation folghi
dadurch hervorgebracht werden, dass man die durch A C' gehend
zur Ebene der Zeichnung senkrechte Ebene festhalt und unverinder
lasst und jede ihr parallele Ebense, ohne ihren Abstand von dies
festen Ebene zu dndern, einen diesem Abstande proportionalen We
hindurchgleiten lisst. (Verschiedene der festen Lbene parslld
Ebenen gleiten verschieden weit; die Wege, durch die sie glete
gind ihren Abstinden von der festen Lbene proportional)

171. Einfache Schiebung. — Diese Art der Deformatio
wird eine einfache Schiebung genannt. Unter der Ebene eie
Schiebung versteht man eine Kbene, welche senkrecht aufl den Ele
nen steht, die keine Verzerrung erleiden, und welche den Richtm
gen, in denen letztere sich relativ zu einander bewegen, paralk
ist. Kine einfache Schiebung hat die Kigenschaft, dass (1) w
einer Schaar paralleler Ebenen jede unverdndert in ihren Dimensc
nen bleibt, und dass es (2) noch en
zweite Schaar paralleler Ebenen giebt, ¢
denen dasselbe gilt. Wenn die erster
Schaar und die Grosse der Schichu
gegeben sind, so kann man die zwel
Schaar anf folgende Weise ermitteln:
Es sei CC, die Bewegung eines Punk
einer Ebene in Beziehung auf eine fot
gehaltene Ebene K L, wobel die Ebene d
Zeichnung eine Ebene der Schiebung i
Wird nun C 0, halbirt und in der Mite

Fig. 43.
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eme Senkrechte N A auf CC; errichtet, so behilt eine an-
finglich durch A C und zuletzt durch A4 C; gehende zur Ebene
der Zeichnung senkrechte Ebene ihre Dimensionen unveriin-
dert bel.

172.  Wir haben eben gesehen, wie man die zweite Schaar der
parellelen Ebenen findet, die keine Verzerrung erleiden, wenn
man die erstere Schaar kennt und ausserdem weiss, wie weit
jede Ebene dieser Schaar sich fortbewegt. Man kann nun die Ver-
ziehung such als ein Gleiten dieser zwelten Schaar paralleler Ebe-
nen in Bezichung auf eine derselben ansehen. Die Grosse dieses rela-
tiven Gleitens ist mnatiirlich gleich demjenigen der ersteren Schaar
in Beziehung auf eine ihrer Kbenen.

173. Axen einer Schiebung. — Die Hauptaxen einer Schie-
bung sind beziehungsweise die Linien ger grossten Elongation
wd der grossten Contraction. Sie kdnnen mittels der vorhergehen-
den Construction (§ 171) anf folgende Weise bestimmt werden: —
Man halbire in der Ebene der Schiebung den stumpfen und den
spitzen Winkel zwischen den Ebenen, welche keine Forminderung
erleiden sollen. Die Halbirungslinien sind die gesuchten Hauptaxen
in ibren anfinglichen Lagen, und zwar ist die crstero Halbirungs-
linie die Hauptaxe der Klongation, dic letztere die Hauptaxe der
Contraction. In Folge der Aenderung des Korpers wird der erstere
{stumpfe) Winkel gleich dem letzteren, seinem Supplement (spita),
und die Linien, weleche die geinderten Winkel halbiren, sind die
Hauptaxen der Deformation in dem gednderten Korper.

Man kann auch anf eine andere Weise verfahren: — Wir nehmen
eine Ebene der Schiebung zur Ebene der Zeichnung. Dieselbe werde

Fig. 44. von einer Ebene einer der beiden Schaaren
paralleler Ebenen, die keine Verzerrung
erleiden, in der Geraden A B geschnitten.
Ueber irgend einem Theil A B dieser Ge-
raden als Durchmesser beschreiben wir
einen Halbkreis. Durch den Mittelpunkt
C dieses Halbkreises ziehen wir nach der

vorhergehenden Construction die Linien
CD und CE, welche beziehungsweise die anfingliche und die letzte
Lage einer Geraden sind, die ihre Linge unverindert beibehilt.
Werden dann D und E mit A und B verbunden, so sind DA ung
DB die anfinglichen, EA und EB die letzten Lagen der Haupt-
axen,
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174. Maass einer Schiebung. — Dus Verhiltniss einer
Schiebung ist das Verhiltniss der Elongation und Contraction ihrer
Hauptaxen. Wenn also eine Hauptaxe in dem Verhiltniss 1 : @
ausgedehnt, die andere folglich (§ 169) in dem Verhiltniss o : 1 zu-
sammengezogen wird, 80 wird o das Verh#ltniss der Schiebung ge-
nannt. Es ist zweckmissig, dasselbe allgemein als das Elongations-
verhiltniss anzuseben, d. h. sein numerisches Maass grosser als Eins
zu machen.

In der Fig. 44 ist das Verhiltniss von DB zu EB oder vou
EA zu DA das Verhiltniss dor Schicbung.

175. Die Grosse einer Schicbung ist die Grosse der relativen
Bewegung, genommen fiir die Einheit des Abstandes zwischen zwel
Ebenen, di¢ nicht verzorrt werden.

Man kann leight darthun, dass diese Grosse gleich dem Ueber-
schuss des Verhiltnisses der Schiebung iiber seinen reciproken Werth ist.

Da DCA — 2 DBA und tan DBA — oei ist, s haben wir tan DCA

= -2% . Esistab
= g7 Es st aber
DE = 2CNtan DCN = 2 CNcotan D{ 4,
folglich
DE__ngﬁl_“_l__
CN — e o

176. Die Ebenen des Korpers, welche bel einer einfachen
Schiebung keine Verzerrung erleiden; sind offenbar die Kreis-
schnitte des Deformutionsellipsoides. Wir wiederholen, dass die
mittlere Axe im Kllipsoid dieses Fulles ungeiindert bleibt und eine
mittlere Proportionale zwischen der grdssten und der Kkleinsten
Axe ist.

177. Verbindung einer Schiecbung, einer einfachen Elon-
gation und einer Expansion. — Wenn wir jetzt voraussetzen,
dass alle zur Kbene der Schiebung senkrechten Linien in irgend
einem Verhiltniss ausgedehnt oder zusammengezogen werden, ohne
dass dabei In der Ebene der Schiebung selbst eine Aenderung der
Lingen und der Winkel erfolgte, und wenn wir schliesslich noch an-
nehmen, alle Linien im Korper wiirden in irgend einem andern fest-
gesetzten Verhiltnisse ausgedehnt oder zusammengezogen, so haben
wir offenbar (§ 161) die allgemeinste mogliche Art einer Defor-
gxation. Ist s das Verh#ltniss der einfachen Schiebung, in welchem

Falle s, 1, 5 .die drei Hauptverhiltnisse sind, und werden die zur
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Ebene der Schiebung senkrechten Linien in dem Verhiltniss 1 : m
ausgedehnt, ohne dass vorliufig eine weitere Aenderung vorgenom-
men wird, so erhalten wir eine Deformation, deren Ilauptverhiltnisse

S, M, —
”S

sind. Werden schliesslich alle Iinien in dem Verhiltniss 1 : # aus-
gedebnt, so haben wir eine Deformation mit den Hauptverhiltnissen

n
ns, nm; —,
s

wd es liegt auf der Hand, dass ns, nm, % alle moglichen Werthe

haben kénnen. Natiirlich braucht n m nicht das mittlere Haupt-
verhiltniss zn sein. Werden die Werthe dieser Verhiltnisse mit e,
B, ¥ bezeichnet; so haben wir

v; /o _ B
s= |-, n= , =
s . Vay, m Ver

178. Zerlegung einer Deformation. — Wir sehen daraus,
dass man jede Deformation (e, B,7) als das Resultat betrachten kann,
dss man erhdlt, wenn man auf eine einfuche Schiebung vom Yer-

o — ~
hiltniss Vg <0der von der Grosse x/yf — \/%:) in der Ebene

der beiden Hauptaxen, die sich auf ¢ und 4 bezichen, einc einfache

B8
Elongation m in der Richtung der dritten Hauptaxe folgen lisst

ud zuletzt moch alle Richtungen im Verhiltniss Vtxy gleichformig
susdehnt.

179. Es leuchtet ein, dass diese drei Componenten der Defor-
mation nicht gerade in der angegebenen Reihenfolge vorgenommen
u werden brauchen. Thre Reihenfolge ist fiir das Endresultat ohne
Einfluss. So muss, wenn die einfache Elongation zuerst ausgefiihrt
wird, der bereits geinderte Korper dieselbe Schiebung in den Ebe-
zen erhalten, die zur Elongationsrichtung senkrecht stehen, wie ihn
der urspriinglich ungeiinderte Korper erfihrt, wenn die oben fest-
gesetzte Reihenfolge inne gehallen wird. Man kann auch zuerst
die allseitige Ausdehnung, dann die Elongation (in einer Richtung) -
md zuletzt die Schiebung vornehmen, u. s. w.

180. Verschiebung eines starren oder nicht starren Kér-
pers, von dem ein Punkt fest ist. — In den vorhergehenden der
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Untersuchung der Deformation gewidmeten Paragraphen haben wi
die Aenderungen betrachtet, welche die Lingen von Linien des Kér
pers und die Winkel zwischen Linien und Ebenen desselben erleiden
In besonderen Fillen, die auf besondere Voraussctzungen gegriinde
waren (dass die Hauptaxen der Deformation ihre Richtung unver
andert beibehalten, § 169, oder dass eine Ebene einer der beide
Schaaren von Kbenen, die bel einer einfachen Schiebung keive Ver
zerrung erleiden, fest bleibt, § 170) haben wir auch dig wirkliche
Verschiebungen von Kdrpertheilen aus thren anfinglichen Lagen in
Auge gefasst. Um aber die Kinematik eines nicht starren fester
Kérpers zu vervollstindigen, haben wir eine allgemeinere Betrachtuy
tiber den Zusammenhang zwischen Verschicbungen und Deformatio
nen anzustellen. Wir konnen dabeil unbeschadet der Allgemeinhe
einen Punkt des Korpers als fest voraussetzen, da sich leicht ersehe
lasst, welche Wirkung cintreten wird, wenn zu einer Bewegung, be
der ¢in Punkt fest bleibt, eine von keiner Deformation oder Rots
tion begleitete blosse Verschiebung hinzutritt. .

I181. Wir nehmen daher an, ein Punkt des Korpers anden
seine Lage nicht, und irgend einem anderen Punkte (oder auch meh
reren Punkten) sei eine Verschiebung mitgetheilt, die nur der Be
dingung unterworfen sein soll, dass die ganze Substanz entweds
uberhaupt keine Deformation, oder eine homogene Deformation er
leide.

' Es seien in Beziehung auf die anfingliche Lage und den anfingliche
Zustand des Korpers drei beliebige zu einander senkrechte Axen (X
0Y, OZ festgelegt. Irgend ein Punkt des Korpers habe anfinglich d
Coordinaten &, ¥, # und nach der mit dem Kbrper vorgenommenen Aende
rung die Coordinaten zy,¥,, ;- Beide Male ist dieser Punkt auf die obe
angegebenen Axen bezogen, dic als cin festes System angesehen werde
Die Bedingung, dass die Deformation iiberall homogen sei, wird durt
die folgenden Gleichungen ausgedriickt: —

o = [Xz)z + [Xyly + [Xe)e
® v, = Yzlz + [Yyly + [Yz]2

7 =[Zzlx + [Zyly + [Z2] 2;
darin sind [X ], [Xy], u. s. w. neun Grossen von vollig willkirliche
‘Werthen, die fiir alle Werthe von x, v, # dieselben sind.

[X ], [Y x], [Zx] bezeichnen die drei neuen Coordinaten eines Pus
tes, der sich anfinglich auf der Axe OX in der Einheit der Entfernw.
von O befand. B8ie sind matiirlich den Richtungscosinus der neuen L
der anfangs mit OX zusammenfallenden Geraden proportional. Aehnlic
gilt von [Xy),{¥yl.[Zy], u s. w.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, wo moglich eine Linie des Korp®
zu finden, deren Richtung unverindert bleibt, wihrend die du-
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(Xz], w s. w. bestimmte Aenderung erfolgt. Iis seien z, ¥,z und x,, ¥,, 2,
die anfinglichen und die gefinderten Coordinaten eines Punktes einer
solchen Linie. Dann muss, wenn & die Elongation der Linie ist,

& A,
&* Y K
«in. Wir haben also &y — €&, u. 8. w.,, und daher
(Xal—s)z  +[Xyly  +[Xdz=
() [Yale - ([Yy]—ely +[Yz]z =0
[Zz] 2 +[Zyly + ([Ze)—c}2 = o

Werden aus diesen Gleichungen die Verbiltnisse x::2z auf die bekannte
Weise eliminirt, so ergiebt sich
(X2]—&) ([ Yy] — ) ([Z7] —)
~ Y] [Zy) (| Xz) —&) — [Za] [X2) ([ Yy] — o) — [Xy) [Y 2] (Z2] —¢)
+ [(X2] (Y] Zy] + [ Xy]{Ye]|Zz] = o.

Diese kubische Gleichung wird jedenfalls durch wenigstens einen
reellen. Werth von & befriedigt, und die beiden anderen Werthe sind ent-
weder beide reell oder beide imagindr. Jeder rcelle Werth von ¢ liefert
eine reelle Lissupg der Aufgabe, da irgend =zwel der vorhergehenden
Gleichungen, nachdem darin der fiir ¢ gefundene reelle Werth eingesetzt
worden ist, reelle Werthe der Verhiilinisse z:4:2 bestimmen. Wenn der
Korper starr ist (d. h. wenn die Verschicbungen der Bedingung unter-
worfen sind, dass keine Deformation erzeugt Werde), s0 wissen wir schon
(§95), dass es gerade nur eine dem Kérper in seinen beiden Lagen gemein-
schaftliche Linie giebt, namlich die Axe, um die er sich drchen muss,
um aus der einen Lage in die andere {berzugehen. Eine Ausnahme
machen nur zwei besondere Fiille, die unten bebandelt werden, n#mlich
der Fall, in welchem iiberhaupt keine Rotation erfolgt, sowie derjenige,
in welchem der Korper durch zwel rechte Winkel rotirt. Wenn der
Korper starr ist, so hat demmnach die kubische Gleichung nur eine reelle
Wurzel, folglich zwei imaginire Wurzeln. Die eben gebildeten Gleichun-
gen losen die Aufgahe, die Rotfationsaxe zu finden, wenn die wirklichen
Verschiebungen der Punkte gegeben sind, die anfinglich in drei gegebe-
ven festen Coordinatenaxen OX, OY, OZ lagen. Fs verdient bemerkt
zu werden, dass die praktische Losung dieser Aufgube sich auf die eine
reelle Wurzel einer kubischen Gleichung grindet, die zwel imaginire
Wurzeln hat. )

Andererseits mogen die gegebenen Verschiebungen so beschaffen sein,
dass sie eine Deformation des Korpers erzeugen, die von kejner angularen
Verschiebung der Hauptaxen der Deformation begleitet ist. Dann bleiben
also drei Linien des Korpers ungeindert. Folglich muss die Gleichung in
& drei reelle Wurzeln haben, eine fiir jede solche Axe, und die drei durch
diese Wurzeln bestimmten Linien stehen nothwendig senkrecht auf einander.

Wenn aber keine dieser beiden Bedingunpgen hesteht, so konnen wir
drei reelle Ldsungen und drei zu einander schiefwinklige Linien haben,
deren Richtungen unveridndert bleiben; oder aber wir erhalten nur eine
reelle Losung und daher nur cine Linie, welche ihre Richtung nicht
indert.
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Diese Bchlisse lassen ‘sich leicht analytisch beweisen. Wir konpey
niamlich die kubische Gleichung in folgender Form schreiben: —

[Xa], (Xyl, (X2l [[i¥yl[Ye)+|[Z2], [£2] +{[Xm],[xy1‘
G| [ Y], [ Yyl [Ye] Zyl, [Z22]] | Xel[Xz] \[Yz],[YyL}
(Za), [ZyL[Z4]  + e2{[Xal+ [Yyl+ [42]} —& = o

In dem besonderen Falle, in welchem keine Deformation erfolgt, sind
[X ], u. s. w. den Richtungscosinus dreier auf einander senkrechten Geraden
nicht bloss proportional, sondern gleich, und wir haben dann nach
bekannten geometrischen Sitzen
[Xz], [Xy]. [Xe]| = 1 und |[Yy],[Y2]
[Ya), [Yyl, [¥2] [Zy), [Z2]
4=], [(Zy], [Z2)

Die kubische Gleichung verwandelt sich daher in

= [Xz], u. 5. w.

v

L= (e — &) {[Xe] + [Yy] + [Z2]} — & =0

und hat augenscheinlich die Wurzel ¢ — 1. Diese fithrt zu der oben er.
lauterten Losung; die durch dem Werth 1 von ¢ bestimmte Linie ist eben
die Rotationsaxe. Wird der Factor 1 — & durch Division entfernt, so er

halten wir fiir die beiden iibrigen Wurzeln die Gleichung
1 — ([X2] + [Yy] + [Z2] — D6 + o2 = o,

deren Wurzeln imaginir sind, wenn der Coefficient von & zwischen + 2
und — 2 legt. Nun ist -+ 2 offenbar sein grosster Werth, und fir
diesen Fall ist jede Wurzel gleich Kins; es findet also keine Rotation statt.
Weiter liefert — 2, der kleinste Werth, den der Coefficient von & haben
kann, ein Paar von Wurzeln, deren jede — 1 ist; dies bedcutet, dass eine
Rotation durch zwei rechte Winkel hindurch erfolgt. In diesem Falle
wird, wie im Allgemeinen, eine Linie (die Rotationsaxe) durch die Glei-
chungen (2) bestimmt, nachdem darin + 1 fiir & eingesetzt worden st
Fiir s — — 1 dagegen werden diese Gleichungen durch jede zur eben ge
nannten senkrechte Linie befriedigt.

Interessant ist der Fall, in welchem bei stattfindender Deformation
zwei Wurzeln einander gleich sind. Wir iberlassen es dem Leser, ihn
weiter zu verfolgen. Er trennt die Fille, in denen es nur eine Axe gieht,
die ihre Richtung nicht #ndert, von denjenigen, in welchen drei solche
Axen vorhanden sind.

Es sei ferner die Aufgabe gestellt, diejenigen Linien des Korpers m
ermitteln, deren Elongationen am grissten oder kleinsten sind. Zu diesem
Zwecke haben wir die Gleichungen zu bilden, welche ausdriicken, das
zf 4 y2 4+ 22 ein Maximum ist, wenn 2?2 + %% -} 22 — r? einen con-
stanten Werth hat. Zundchst haben wir

(4) x>+ y2+ 28 = Ax® + By? 4 C2 4 2(aye + bex + coy),
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" 4= [Xa 4 [Yap 4 (Zapt

B = [XyP + [Yy)2 + [2y]2

C = X2t + [Ye]2 + [Z2]o

o = [Xy][Xe] -} [Yy][Ye] 4 [Zy] (22]

b = [Xe|[Xa] + [Y2)[Ya] | [4e][Zz]

¢ = [Xa][Xy] + [Y2][Yy] + [Z2] [Zy]

ist. Die Gleichung

(8) 422 + By? 4 022 + 2(aye 4 bza + cay) = v,

worin #; irgend eine Constante ist, stellt offenbar ein FEllipsoid dar, in das
sich eine Kugelfliche des geéinderten Korpers vom Radius r; verwan-
deln wiirde, wenn man den Korper in seinen anfinglichen Zustand zurick-
versetzte, Die Aufgabe, 7; zu einem Maximum zu machen, wenn r eine
gegebene Constunte ist, fiihrt zu den folgenden Gleichungen: —

0 2y gt = -
zdz + ydy + zdz = 0,
O ldst ey +b2)do o+ By+ad)dy -+ (bo+ay + Co) ds =0,

Andererseits fithrt die Aufgabe, ¢ zu einem Maximum oder Minimum zu
mechen, wenn 7; gegeben ist, d. h. die Aufgabe, den grissten und dea
kleinsten Durchmesser oder die Hauptaxen des Elipsoides (6) zu finden,
m genau denselben beiden Differentialgleichungen (8) und unterscheidet
sich von der ersteren Aufgabe mur dadurch, dass bei ibr statt der Glei-
chung (7) die Gleichung (6) zur vollstindigen Bestimmung der Werthe
v &, ¥, # genommen werden muss. KEs werden folglich die Verhilt-
tige £ :y : 2 in beiden Aufgaben die nimlichen sein, und daher sind
die Richtungen, die sie bestimmen, diejenigen der Hauptaxen des El-
lipoides (). Aus den Bigenschaften des Ellipsoides schliessen wir somit,.
issn es drei reells Liosungen giebt, und dass die Richtungen der drei so
bestimmten Radien auf einander senkrecht stehen. Die gewdhnliche (Lia-
grange's) Methode, jene Differentiulgleichungen zu behandeln, besteht
dgrin, dass man eine derselben mit einem willkiirlichen Factor multipli-
drt, sie darauf addirt und die Coefficienten der einzelnen Differentiale
geich Null setzt. Wenden wir diese Methode an, indem wir — & zum
vilkiirlichen Factor nehmen und die erstere der beiden Gleichungen da-
mit multipliciren, so folgt

(3)

(A4 — sz + cy 4+ bz=0
9 ce 4+ (B — &y + az =20
b + ay + (0 — &z =o0.

Die Bedeutung von & ergiebt sich, wenn wir die letzten Gleichungen ad-
dirn, nachdem dieselben beziehungsweise mit #,y, # multiplicirt worden
snd. Wir erhalien auf diese Weise

i} By? 4 Ce?2 4 2(aye + bex 4 cxy)—e(@? + y2 4 2% — 0,

oder
/,-]9 — ere — 0,
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und dies liefert

(10) e — (%)2

Werden aus (9) die Verhilinisse 2:y:2 nach der gewdhnlichen Methode
eliminirt, so ergiebt sich die bekannte kubische Gleichnng

(11) (A—¢&)(B—s&)(C—e)—a?(A—e)—b2(B—e)—¢2(C—e) +2abe—0,

von der wir wissen, dass jhre Wurzeln simmthlch reell sind. Wird irgend
eine dieser drei reellen Wurzeln in (9) fiir ¢ gebraucht, so. werden die
Coefficienten von x,y, 2 in allen diesen Gleichungen bekannt und diese
Gleichungen selbst fiir die wahren Werthe der Verhiiltnisse @ :y:zin
Uebereinstimmung versetzt, so dass wir aus irgend zweien derselben oder
auch symmetrisch aus allen dreien, mittels der geeigneten algebraischen
Operationen, die gesuchten Verhiltnisse bestimmmen kSnnen. HKs eriibrigt
dann nur noch, die absoluten Grossen von Z, y, 2 zu ermitteln, und
das kann, wenn ihre Verhiiltnisse einmal bekannt sind, mit Hilfe der
Gleichung (7) geschelien.

Es ist zu beachten, dass, wenn [Yz] = [Zy], [Zx] = [X2] ml
[Xy] = [Y 2] ist, die kubische Gleichung (3) die Kigenschaft annimm,
dass die Quadrate ihrer Wurzeln die Wurzeln von (11) sind, und dass die
durch (2) bestimmten drei Linien in diesem Ialle mit den durch (9} be
stimmten identisch sind. Der Leser wird gut thun, dies direct aus den
Gleichungen herzuleiten. Es ist eine nothwendige Folge des § 183 (s. unten

Genau dieselbe Aufgabe haben wir zu 1dsen, wenn es sich darum
handelt, die Radien einer Kugel zu findern, welche auf der Oberfiche der
geinderten Figur scnkrecht bleiben. Geometrisch betrachtet, leuchut
dies sofort ein. Die Tangentialebene steht auf dem Radius senkrecht,
wenn der Radius ein Maximum oder ein Minimum ist. Daher ist jede
einer solchen Tangentialebene parallele Ebene des Korpers in dem ge
dnderten wie im anfinglichen Zustafde zum Radius senkrecht.

Analytisch wiirde die Aufgabe, in der letztgenannten Weise gestell,
folgendermassen behandelt werden: — Wir nehmen wieder die oben ge
brauchten festen Axzen OX, 0Y, OZ zu Coordinatenaxen. Eine durth
den Anfangspunkt der Coordinaten gehende Ebene der gednderten Sub
stanz habe die Gleichung

(12) Lz, +my +m2 =0

Die Richtungscosinus einer zu dieser Ebene senkrechten Geraden sind nalir
lich proportional {}, m;,#,. Wenn wir nun, wie in (1), &y, %, #; durch ihre
Werthe ersetzen, die aus den Coordinaten gebildet sind, welche derselt
Punkt der Substanz anfinglich hatte, so erhalten wir die Gleichung de-
selben Ebene des Korpers in der anfinglichen Lage. Bei passender Ar
ordnung der Glieder ergiebt sich als diese Gleichung:

(19) {,[X ] 4~ my [Yz] + my [Za]} 2 + {L[Xy] + m [Yy]+m[Zy]
4 (L [Xe] 4 my(Ye] 4 ny (Z2]}e = o.
Die Richtungscosinus der zur Fbene senkrechten Geraden sind den Cod

ficienten von «, ¥, & proportional. Diese sollen nun die Richtungscosiow
derselben Linie der Substanz sein, welche sich in die Linie Iy :my:p ver
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wandelte. 'Wenn also I:m: 7% den Tichtungscosinus dieser Linie in ilrer
anfinglichen Lage proportionale Grdssen sind, so miissen wir

L Xe]l + my [ Y] + n [4z] = &l
(14) i [Xy) - m | Yy) + n [Zy] = em

L[Xe +m (Y] + n[Z2] = en
haben, wo ¢ willkiirlich ist. Um einen bestimmien Fall vor Augen zu
haben, nehmen wir an, Iy, mq, ny seien die Coordinaten eines gewissen
Punktes der Bubstanz in ihrem ge#nderten Zustande, und I, m,n seien
den anfinglichen Coordinaten desselben Punktes der Substanz proportional.
Dann werden unsere Fundamentalgleichungen Iy, mq, ny durch I,m, n aus-
driicken, und durch Eiosetzung dieser Ausdriicke in die ersten Glieder
von (14) erbalten Wir bei Benutzung der Abkiurzungen (5) genau diesel-
ben Gleichungen fiir I, m, n, welche wir oben (Gleichungen 9) fir z, ¥, 2
erhielten.

182. Zerlegung einer Deformation in eine Verzerrung
und eine Rotation. — Die vorhergehende Betrachtung lehrt, dass
jede homogene Deformation, der man einen Kérper unterwirft, im
Mlgemeinen eine Kugel des Korpers in ein Ellipsoid verwandelt
und letzteres um eine bestimmte Axe einen bestimmten Winkel hin-
durch rotiren lisst. TIn besonderen Fillen kann die Kugel eine
Kugel bleiben. Auch kann es vorkommen, dass keine Rotation er-
folgt. Wenn keine Rotation eintritt, so giebt es 1m allgemeinen
Falle drei Richtungen des Kérpers (die Axen des Ellipsoides), welche
fest bleiben. Tritt Rotation ein, so giebt es zwar im Allgemeinen
drei solche Richtungen; dieselben sind aber nicht senkrecht zu ein-
snder.  Zuweilen behilt nur eine Axe jhre Richtung bei.

183. Reine Deformation — Wenn die Axen des Ellipsoides
Linien des Korpers sind, deren Richtung unverindert bleibt, so ist
die Deformation rein oder von keiner Rotation begleitet. Die De-
formationen, die wir bereits betrachtel haben, waren von allgemeine-
rer Beschaffenheit, nimlich reine Deformationen, verbunden mit Ro-
tationen. Wir wollen jetzt die analytischen Bedingungen fir das
Yorbandensein einer reinen Deformation aufsuchen.

Fs seien OF, O &', O 5" die drei Hauptaxen der Deformation und

l’ m, 7L; ll.ml nl; l”’ mll’ nl’ .
ihre Richtungscosinus. Ausserdem seien «, «', ¢’ die Hauptelongationen.
Driicken dann &, &', & die Lage eines Punktes des ungeinderten Korpers
in Beziehung auf OF, OF, 05" aus, so ist seine Lage im Korper, nach-
dem die Aenderung stattgefunden hat, «&, e'&, /8", 8ind aber x,y, 2z
seine anfinglichen, &;, ¥, ?, scine letzten Lagen in Beziehung auf 00X,
0Y, 0Z, so haben wir

(15) E=lx+my+nz, ¥ =u s w, " =usw,
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und
2 =lel + V8 -+ "8, 4y == u 5. W, 2, = W 5. W.
Werden in die letzten Gleichungen die in (15) angegebenen Werthe voy
E &, " eingesetzt, 50 erhalten wir die folgenden Gleichungen, welche g,
Y, %, durch x, ¥,z ausdriicken:
2y = (a4 V24 a1z 4 (wlm ' Vm! o Uy
' L aln b o'lUn 4+ """} 2
16 y, = (eml+ o/ m'l + a"m" ")+ (om?+ e m’2+ e''m/")y
(16) ! 4 {amn om0’ 4 " w0z
(enl 'V " 0"z anm + o n'm! e 0 m"y
en? L a'n'? Lo 0
Der Vergleich dieser Formeln mit den Gleichungen (1) des § 181 Hefert
ap (X8l = el @b
[ Zyl = [Ye] = emn + «m'n’ £+ "m0, w s w

"

%

In diesen Gleichungen konmen I, I',1", m,m!, m", n,n',n" aus drel wm
abhidngigen Elementen hergelcitet werden, ndmlich aus den drei Winke
coordinaten (§ 100) eines starren Korpers, von dem ein Punkt fest bleibt
Da noch ¢, ', &’ hinznkommen, so haben wir im Ganzen sechs unabhis
gige Elemente und kédnnen diesclben so bestimmen, dass die sechs Glieds
dieser Gleichungen sechs beliebige vorgeschriebene Werthe haben, Di
Bedingungen, die nothwendig und hinreichend sind, damit keine Rotatio
erfolge, sind daher

(18) [Zy] = [Y2), [Xe) = [Za), [Xy] = [Ya).

184. Zusammensetzung reiner Deformationen. — Wen
ein Kérper eine Anzahl von Deformationen erleidet, deren jedc vor
keiner Rotation begleitet ist, so wird er in einen Zustand gerathen
in den er im Allgemelinen durch eine reine Deformation und eine
Rotation hitte versetzt werden konnen. Daraus ergiebt sich der be
merkenswerthe Zusatz, dass drei reine Deformationen, die nach ein-
ander in irgend ejnem Stiick Materie hervorgebracht werden, um
deren jede rotationslos ist, so adjustirt werden komnnen, dass der Kor
per schliesslich keine Deformation erlitten hat und nur um eju
gewisse Axe durch einen gewissen Winkel hindurch gedreht ist
Wir werden spiter hiervon #Husserst wichtige und intercssante An
wendungen suf die Bewegung von Flissigkeiten machen, die, wi
(Bd. I1) gezeigt werden wird, in jedem Augenblick, d. h. in threr
Elementen ganz rotationslos ist, aber zur Folge haben kann, dass eint
ganze fliissige Masse von ihrer anfinglichen Tage aus nur herno
gedreht wird, wie wenn sie ein starrer Korper wire. Die folgends
elemnentare geometrische Untersuchung gewidhrt uns zwar keine
vollig umfassenden Blick auf den Gegenstand, liefert aber einer
strengen Beweis des Satzes, indem sie ihn fiir einen besonderen Fal
nachweist. ‘
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Wir wollen wieder, wie oben (§ 171), eine einfache Schiebnng
betrachten. Ein Punkt O werde festgehalten; die Materie des Kor-
pors, welche in einer die Kbene der Zeichnung senkrecht in C.D
schneidenden KEbene enthalten ist, bewege sich in dicser Ebene
psrallel €D von der Rechten zur Linken; dasselbe finde in den
Ebsnen statt, welche dieser Ebenc parallel sind, und zwar seien dic
Grossen dieser Bewegungen den Abstinden ihrer Kbenen von O
proportional, Wir betrachten zunichst eine Schichung von P nach

Fig. 45. Py, dann eine solche von
P; bis zu P,. O sei in
einer durch P; gehen-
den zu CD senkrechten
Geraden angenommen.
Die Schiebung von P
nach P; ist mnatirlich
dieselbe, wie die von P’ nach Py', weun P’P,' — PP, ist. Nehmen
wirz B. an, es sei /P — P/'P = ', P, P. Nun ist, wie wir
oben (§ 173) gesehen haben, die Linie des Korpers, welche die
Hauptaxe der Conmtraction in der Schiebung von P’ bis P’ ist, die
Gerade O A, die beim Beginn der Bewegung den Winkel P'OE
halbirt, und die Gerade O A;, die am Knde der Bewegung den
Winkel 2;'0 E halbirt. Der zwischen diesen beiden Linien enthal-
tene Winkel ist die Hilfte des Winkels 21’ O, d. h. gleich P, 0P
Wenn also, wihrend die Schiebung von P' nach P, oder, was das-
selbe ist, die Schiebung von 2P nach P; erfolgt, die Ebeno CD in
der Ebenc der Zeichnung durch einen Winkel von der Grésse des
Winkels P, OF' in dorselben Richtung wic der Zciger ciner Uhr
rotirt, so wird die Schicbung schliesslich keine Rotation ihrer
Hauptaxen herbeigefihrt haben. (Denken wir uns die Figur go-
dreht, bis 04, lings O A liegt. Die wirkliche und die eben ge-
dachte Lage von CD werden uns zcigen, wie dicse Ebene des
Kérpers sich wihrend einer solchen rotationslosen Schiebung be-
wegt hat.)

Es werde jotat der zweite Schritt, von P nach P;, ausgefiihrt
ud dadurch die ganze Schiebung von P bis Pp, die wir betrach-
ten wollten, vollendet. KEine solche zweite partielle Schicbung be-
steht in einer der meuen (in der letzten Parenthese vorgestellten)
Lage von CD parallelen Bewegung, und um auch sie wie die vor-
kergehende rotationslos zu machen, missen wir CD in derselben
Weise wie frither durch einen P,'OP; gleichen Winkel woiter her-
undrehen. Um also beide Schritte rotatiomslos zu machen, haben

Thomson u, Tait, theoretische Physik. 9

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



130 Einleitende Begriffe.
wir die Fhene CD durch einen P;'OPF gleichen Winkel drehen

miissen. Wenn wir aber gleich die ganze Schiebung PP, vor-
nehmen, so ist, um die Rotation aufzuheben, eine Drehung von (1)
nur durch den Winkel P, O erforderlich, welcher um den Ueber-
schuss von Py OP iber 7O kleiner als I'O P’ ist.  Die Resul
tante der beiden Schicbungen PP\, Py Py, deren jede einzeln der
Rotation beraubt wird, ist danach eine einzige Schiebung PR
und eine Rotation ithrer Hauptaxen, die in der Richtung der Zeige
einer Uhr einen Winkel von der Grésse 2’0 P; — POI hindurch
erfolgt.

185. Fihrt man die beiden particllen Schiebungen jede ohne
Rotation aus, und kehrt von ihrer Resultante in einer einzigen rota
tionslosen Schiebung zuriick, so wird der Korper dem Vorhergehen-
den zufolge schliesslich nicht deformirt, aber in der Richtung der
Zeiger einer Uhr durch einen Winkel von der Grosse P'0J,
— POP' hindurch gedreht sein.

‘Wenn ein Korper, von dem ein Punkt festgehalten wird, nach dre
beliebigen zu einander senkrechten Linien als Hauptaxen deformirt wird
und letztere in Beziehung auf die Coordinatenaxen OX, 0Y, 0Z i
Richtungen unverindert beibehalten, so‘ist (§ 183) der allgemeinste mig
liche Ausdruck fiir die Verschiebung, welche irgend einer seiner Punkt
erfihrt: —

= Az |- cy + be
v =cx + By az
2y = bx -+ ay 4+ Ce

‘Wenn der so deformirte Kérper aufs Neuc eine Deformation erleidet
die von keiner Rotation begleitet ist, so werden die allgemeinsten mi
lichen Ausdriicke fiir die Coordinaten %y, ¥y, #5 der Lage, in welche da
Punkt z,,%,,#; gebracht wird, folgende sein: —

@y = 412 Feyyn + by
Yo = 6% + Byt a4
@ =Ubz +ayn t Ga

‘Wenn man hierin fiir 2;,%;,2, die vorhergehenden Ausdriicke einseir
welche diese Coordinaten als Functionen der unfinglichen Coordinate
z, y, ¢ des Punktes darstellen, so erhilt man fiir die Coordinaten der Lage

in welche der in Rede stehende Punkt durch die beiden Deformaticnen
versetzt wird, die folgenden Formeln: —

2y = (did+tectbb)z| (dieteBtba)y+ (4b+eat b0
ys = (ad+Bicta bzt (ciet+ B B+ aya)y-(ab FBatalk
23 = (b d+act Cl)zd (e o, B4 Ca)y+0,0 -+ ayat G0
Die resultirende Verschiebung ist daher im Allgemeinen nicht rotation

los; denn, wie wir unmittelbar sehen, die Bedingungen (18) des § 183 sird
im Allgemeinen nicht erfiilll. 8o sehen wir z. B., dass der Coefficies
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von ¥ in dem Ausdruck von x, nicht nothwendig gleich dem Coefficienten
von ¢ in dem Ausdruck von y, ist.

Zusatz. — Wenn beide Deformationen unendlich klein sind, so ist
die resultirende Verschiebung eine reine rotationslose Deformation. Es ist
dann ndmlich jede der Grossen 4, B, C, 4y, B}, ; unendlich wenig von
der Einheit verschieden und jede der Grossen @, b, u. s. w. unendlich
klein. Wir koénnen also alle Producte je zweier der letzteren Grossen
vernachlissigen und ebenso jedes Product, das durch Multiplication einer
der letzteren Grissen mit der Differenz zwischen der Einheit und einer
der sechs ersteren Grissen entsteht. Fir die resultirende Verschiebung
ergiebt sich also

z=  Adw et e)yt O+ b)e

¥ = {6, + )z + B\ By 4 (a 4 a))#

=0 0zt (@+ayt+ G0
nnd diese Ausdriicke stellen eine Deformation dar, die von keiner Rota-
tien begleitet ist.

186. Verschiebung einer Curve. — Die Messung der Ro-
tation In emmem deformirten elastischen festen Korper oder in einer
i Bewegung begriffenen Flissigkeit wird bedeutend erleichtert,
wenn man die Verschicbung irgend einer Linie der Substanz ab-
gesondert betrachtet. Dieser Umstund veranlasst uns zo einer kur-
zen Abschweitung tiber die Verschiebung einer Curve, die entweder
einer continuirlichen festen oder flissigen Masse angehboren oder
eine in irgend einer Lage gegebene elastische Schnur sein kann.
Die Sitze, zu denen wir gelangen werden, sind nattrlich auf eine
biegsame aber unausdehnbare Schnur (§ 14) als auf einen besonderen
Fall anwendbar.

Wir machen darauf aufmerksam, dass die Verschiebungen, die
wir zn betrachten haben, nicht bloss von den Curven, welche die
gegebene Linie in ihren verschiedenen Lagen nach einander bildet,
sondern auch davon abhingen, wie sich die Punkte dieser Curven
einander entsprechen.

Tangentiale Verschiebung. — Wir haben zunichst zn er-
klaren, was wir unter tangentialer Verschiebung verstehen werden:
Wir denken uns die noch unverschobene Curve in eine umnendliche
Anzahl unendlich kleiner gleicher Theile zerlegt. Darauf multipli-
dren wir die tangentiale Componente der Verschicbung jedes Theil-
punktes mit der Liénge cines der unendlich kleinen Curvenbogen.
Die Summe aller dicser Producte ist die ganzc tangentiale Ver-
schiebung der Curve, lings der anfinglichen Lage gercch-
ret. Wird in derselben Weise mit der verschobenen Carve ver-

g+
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fahren, so erhiilt man die ganze tangentiale Verschiebung
lings der neuen Lage gercchnet.

187. Vergleich der auf beide Arten, die tangentisk
Verschiebung zu rechnen, erhaltenen Resultate. — Hat ma
die ganze tangentiale Verschicbung einer Curve zuerst lings du
spiateren Lage, daranf lings der anfinglichen lage gerechnet, x
iibertrifft das erstere Resultat das zweite num das halbe Rechteck su
der Summe und der Differenz der absoluten Verschiebungen da
Endpunkte. Dies Rechteck ist positiv zu rechnen, wenn die Ver
schiebung des Endpunktes, nach welchem zu die tangentialen Com
ponenten positiv gerechnet werden, diejenige des anderen Endpunke
ibertrifft. Fiir diesen Satz lisst sich eln geometrischer Bewe:
geben, den der Leser leicht selbst finden wird.

Der uanalytische Beweis ist folgender: — s seien x, y, 2 die Coord
naten irgend eines Punktes P in der noch unverschobenen Curve, 2,94
die Coordinaten des Punktes P, in welchen derselbe Curvenpunkt P ver
setzt wird. Ferner seien d2,dy, d e die Zunahmen der drei Coordinaten
welche irgend einem unendlich kleinen Bogen ds der ersteren Curve en:
sprechen, so dass

ds = (dax? §- dy? + de¥)h -
ist, und es gelte einc analoge Bezeichnung fir das entsprechende Elewen
der verschohenen Curve. Endlich bezeichne 4 den Winkel zwischen de

Geraden P P, und der durch I an die unverschobene Curve gelege
Tangente, so dass wir ’
s = G—%de | yi—ydy | H—zde
SS==pds T D ds | D ds

haben, wo die absolute Grisse der Verschiebung der Kiirze wegen durc
D ausgedriickt, also

D= |@—a?+ (5 —y?+ (o —22%
ist. Es ergiebt sich daraus .
Decosgds = (wy,—m)da | (51 —y)dy + (o —2) de.
Auf dieselbe Weise erhalten wir
Deos$ydsy = (2 —x)day + (g, —y)dyy + (2 —2)day,
folglich ist
Decos 3y dsy,—Deosdds = (2, —z)d (@, —z) + (y; — o) Dy, —y
+ (4 —2ld(g 2
Decosd,ds; — Dcosdds = Y, d (D).
Um nun die Differenz zwischen den auf beide Arten gercchneten tange

tialen Verschiebungen zu crhalten, haben wir nur den letzten Ausdro
zu integriren. Es ergiebt sich

[
S Deos 3, ds, —fD cos § ds = Y, (D'"2— D' = Y, (D" -+ D) D"-T

wo D' und D' die Verschiebungen der beiden Endpunkte bezeichuen

oder
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188. Tangentiale Verschicbung einer geschlossenen
Curve. — Fiir die ganze tangentiale Verschiebung einer geschlosse-
gen Carve erhilt man denselben Werth, man mag sie lings der an-
fanglichen oder lings der spiteren Lage der Curve berechunen.

189, Bei zwei in denselben Punkten endigenden Bogen erhilt
man fiir die ganse tangentiale Verschicbung vom einen zum anderen
denselben Werth, man mag sie lings des einen oder lings des anderen
Bogens berechneu. '

190, Rotation einer starren geschlossenen Curve. —
Wenn eine starre geschlossene Curve um eine beliebige Axe durch
einen beliebigen Winkel hindurch rotirt ist, so ist die ganze tan-
gentiale Verschiebung gleich dem Product aus dem Sinus des Win-
kels in die doppelte Fliache ihrer Projection auf eine zur Axe senk-
rechte Ebene. ~

(a) Satz, die tangentiale Verschiebung in einem f{eslen
Korper betreffend, diese asusgedriickt durch die Componenten

der Deformation. — Die ganze tangentiale Verschiebung einer geschlos-
senen Curve eines homogen deformirten festen Korpers ist gleich

2(Pw 4 Qe + Roa),

wo P, @, R ftir ihre anfingliche Xage beziehungsweise die Flichen ihrer
Projectionen auf die Ebenen Y 0 Z, Z0 X, X O Y bezeichnen, und w,
p,0 folgende Werthe haben: —

o = Y% {[Zy] — [Y 2]}

e —= Y i{lXz] — [Z ]}

o = Y {[¥Ye] — [Xyl}
Dies zu beweiscn, setzen wir ferner

e = "h{[Zy] + [Y )}
b= h{lXe] 4 [Z2])
¢ = il¥z] + [Xyl}
@, = Az + cy -} bz oy — o2
yy =cx + By +azt+ oz — ox
2y =bx +ay + Oz -+ oz — oy.
Nach dem oben hergeleiteten Ausdruck ist also die tangentiale Varschie-
bung, lings der anfinglichen Luage der Curve gerechnet, gleich

Sl@ —x)dz 4+ (s —y)dy + (4 —2) dz)

= [hd{(d—122 4+ (B—1)y? + (C—1)22+ 2(aye + bzz +cay)}
+olydz—zdy) 4 o(¢de—axde) 4 o(xdy —ydz)]

Der erstere Theil, /.1/2 d{}, verschwindet fiir eine geschlossene Curve. Es

Dann haben wir

bleibt also von unserm Ausdruck nur der Theil

o [lyds—zdy) + ¢ [(cdz—ads)to f(wdy— yda)
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tbrig, und dieser ist nach den Formeln fiir die Projection von

Flichen gleich
2Pw 4 2Qp0 + 2 Ro.

Denn wir haben (wie in § 36, a) in der xy Ebene

f(a:dy——ydm) :/‘ﬂd“)

= der doppelten Fliche der orthogonalen Projection der Curve auf dies
Ebenc, und Achnliches gilt fiir die iibrigen Integrale.

(b.) Mieraus und aus § 190 folgt, dass, wenn der Korper starr ist,
seine etwaige Verschiebung also nur in einer Rotation besteht, [Zy]—[Y2]
gleich dem doppelten Product des Sinus des Rotationswinkels in den Co-
sinus des Neigungswinkels der Rotationsaxe gegen die Coordinaienaxe
0 X ist. )

(c.) Bei jeder geschlossencn Curve, die, wenn sic eben ist, in der Ebene
Y OZ licgt und, wenn sie gewunden ist, eine solehe Lage hat, dass ihre
Projectionen auf die Ebenen Z0X und X0Y Null sind, ist allgemein [Z]
— [ ¥ 2] das Maass fiir die ganze tangentiale Verschicbung, dividirt durcy
die Fliche der Projection auf die BEbene Z G X. TIst irgend eine geschlos
sene Curve in einer Ebene A gegeben, und sind die Richtungscosinus der
Normalen dieser Ebene beziehungsweise den Gréssen o, ¢, ¢ proportional,
so ist die ganze tangentiale Verschicbung gleich dem doppelten Product
der Fliche der Curve in V(w2 | 0% | %), und die ganze tangentiale Ver
schiebung jeder beliebigen geschlossenen Curve ist gleich dem doppeltes
Product der Fliche ihrer Projection auf die Ebene 4 in V(w? 424

Bei der Coordinatentransformation transformiren sich w, g, ¢ nach
dem elementaren Cosinusgesetz, und ®? 4 ¢? 4 o2 ist patiirlich eine In
variante, d. h. behilt denselben Werth, wenn man von einem rechtwink
ligen Coordinatensystem zu einem anderen iibergeht.

(d.) Bei einer rotationslosen homogenen Deformation ist die gane
tangentiale Verschichung lings irgend einer Curve vom festen Punkte as
bis zu &, ¥, z, wenn man sie ldngs der anfinglichen Lage rechnet, gleich

U {(A—1)a? + (B—1)y? + (C—1)22 + 2(ayz 4 bzz + ey,

Hieraus und aus § 187 folgt, dass die Verschiebung, lings der spiteres
Lage der Curve gerechnet, folgende ist: —
Y{(Ad—1)a? - B— 1)y + (C— 122 4 2ays | boz + exy)
+ Ve ll(A—V2z + ey + b2l 4 [z + (B—1)y { acf
+ ba 4+ ay + (C—1)p)

Ferner ist die ganze tangentiale Verschicbung lidngs irgend einer Curwe
von einem Punkte zu einem anderen von der Curve unabhingig, d. h. fur
eine heliebige Anzahl in demselben Punkte beginnender und in demselben
Punkte endigender Curven dieselbe, man mag die Verschiebung in jedem
Falle lings der anfinglichen oder lings der spiteren Luge gerechne
haben.

(e.) Heterogene Deformation. — Man soll aus der absoluten Ver
schiebung jedes Punktes die Deformation bestimmen. s seien .8,y diei
Beziehung auf die festen Axen 0X, 0Y, 0Z genommenen Componenten der
Verschiebung eines materiellen Punktes £, welcher anfinglich die Coorci
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paten 7, %, 2 hatte, d. h. es selen z + &, ¥ + 8, 2 -} ¥ in dem defor-
mirten Korper die Coordinuien des Punktes, welcher sich vor der Defor-
mation in 2, ¥,z befand.

Betrachten wir in jeder der beiden Lagen die um diesen Punkt herum
befindliche Materie. Wir nehmen P als beweglichen Anfangspunkt an.
Irgend ein anderer P nahe liegender Punkt habe in Beziehung auf dies
neue System anfinglich die Coordinaten &, %, ¢, mach der Deformation die
Coordinaten &, 7y, £;.

Dieser letzlerwihnte Punkt wird in Beziehung auf die festen Axen
0X, 0Y, OZ anfinglich die Coordinaten

rHEytomett

spiter die Coordinaten

et b y+B8 ety b
haben, d. h. es sind
e +&—EB8+n —ny+6—1
die Componenten der Verschiebung des Puunktes, welcher anfiinglich die

Coordinaten x - & y + 73, # -~ & hatte, oder, was dasselbe ist, jene
Grissen sind die Werthe von e, 8,9, wenn sich #,y,2 in

24 &y + g2+ ¢
verwandelt hat. -

Hieraus folgt nach dem Taylor’schen Satze, wenn man nur die
ersten Potenzen von &, %, { beibehillt, die hoheren Potenzen und die Pro-
ducte dieser Grossen aber vernachlissigt,

de de de
EI—E:—%E *{.—dfyn+dfzg

_ a8 g ap
m—n—ﬁ6+@n+d—z

- _ ay dy dy
51~C——d—m§+d—§n+ﬁg'

Vergleichen wir diese Ausdriicke mit den Formeln (1) des § 181, so sehen
wir, dass sie die Aenderungen der Coordinaten irgend eines verschobenen
Punktes eines Korpers in Beziehung anf drei durch einen Punkt des Kor-
pers gehende zu einander senkrechte Axen wvon festen Richtungen aus-
dricken, wenn alle andercn Punkle desselben in Beziehung auf diesen
einen Punkt in einer Weise verschoben werden, die nur der Bedingung
unterworfen ist, eine homogene Deformation zu geben. Dies lehrt uns,
dass um jeden Punkt herum fiir die Entfernungen, die so klein sind, dass
nur die ersten Terme der Taylor’schen Entwicklung fiar die Ver-
schiebungsdifferenzen eine mnerkliche Grosse haben, die Deformation als
homogen angesehen werden darf. Wir schliessen daraus, dass die Rich-
tungen der Hauptaxen der Deformation in jedem Punkte (z,y,2), die
Grissen der lings derselben statifindenden Elougationen der Materie, so-
wie die tangentialen Verschiebungen in geschlossenen Curven nach den
oben dargelegten allgemeinen Methoden gefunden werden, wenn man
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d do d
(Xa] = gg + 0 [Xyl = o, [Xal =35,

d . d d
[¥a] = 52, [Iy]zd_f;+1, (¥ = 3L,

d d d
(7a =32, Zyi=g,  Zd=gl

nimmt. Wenn jede dieser neun Grossen comstant (d. h. fir alle Werth
von &, y, ¢ dieselbe) ist, so ist die Deformation homogen, sbnst nicht,

(f) Die Bedingung dafiir, dass die Deformation unendlich klein s,
ist, dass jede der Grossen

de de dao
dg dg dgp
dx’ dy’ dz’
dy dy dy
iz’ dy d

unendlich klein sei.

(z.) Allgemeinste Bewegung einer Materie., — Diese Formeh
gelten fiir die allgemeiuste mogliche Bewegung einer jeden Substanz und
konnen als die Fundamentalgleichungen der Kincmatik angesehen werden
Fihren wir die Zeit als unabhingig Verdnderliche ein, so erhalten wir fr
die den festen Axen O X, OY, OZ parallelen Geschwindigkeitscomponen
ten u,v,w die folgenden Ausdricke: —

__do __dB dy

Y=g YT a YT A
Z,9, 2,t sind nnabhingig Veréinderliche, ¢, 8,y Functionen dieser Grésser

(h.) Fiihren wir die Bedingung ein, dass keine Linie des Korpens
irgend eine Ausdehnung erfahre, so gelangen wir zu den allgemeinen
Gleichungen fiir die XKinematik eines starren Korpers, die uns jeduch
schon zur Geniige beschiftigt hat. Um dies auszudriicken, wird man
sechs Bedingungsgleichungen zwischen den neun Grissen %, u. 8 ¥
aufzustellen haben, die in diesem Falle simmtlich in Beziehung auf z,y,:
constant sind. Ks bleiben noch drei willkiirliche unabhingige Elemente
tibrig, um irgend eine angulare Bewegung des starren Korpers aws
zudriicken.

(i.) Rotationslose Deformation. — Wenn der neus Zustand zut
anfinglichen in einer solchen Beziehung stcht, dass jeder Theil des Kir
pers aus seiner anfinglichen Tiage und Deformation in die neue durch
eine Translation und eine rotationslose Deformation iibergehen kann
d. h. wenn in jedem Punkte die drei Hauptaxen der Deformation Linien
der Substanz sind, die ihren Parallelismus beibehalten, so miissen wir
nach § 183 (18)

df __dy dy _de deo dgp

dz  dy’ dz  dz’ dy dz
haben, und wenn diese Gleichungen erfallt sind, so ist die Deformation

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Kinematik. 137

rotationslos. Diese drel Gleichungen driicken aber nicht mehr und nicht
weniger aus, als dass
edz + gdy + ydz
das Differential einer Function dreier unabhiéngig Verdnderlichen ist. Wir
erhalten also den bemerkenswerthen Satz (und seine Umkehrung), dass,
wenn F'(z,y, z) eine beliebige Function der Coordinaten irgend eines
Punktes eines Korpers bezeichnet, und wenn jeder solche Punkt aus sei-
ner gegebenen Lage (, ¥, £) in einen Punkt verschoben wird, welcher die
Coordinaten
aF ar
Xy = —_— == =
(1) 1 T+dx y+d’l/ 4 = +dZ
bat, die Hauptaxen der Deformation in jedem Punkte Linien der Substanz
sind, die ihren Parallelismus bebalten haben. Die Riickverschiebung von
(%, ¥1,2,) nach (z,y,#) genﬁg’n derselben Bedingung; es muss daher
dF d Fy
2 r==x = ——1- =
(2) 1+dvc’y yl+ y 2 71+dzl

4 Iy
d
in Bezichung auf dieses System von Veridnderlichen genommenen partiel-
len Differentialquotienten V()LAF1 sind. Die Beziehung zwischen F' und
F, ist offenbar
() F+ F=—1"%D
¥o ) .

d F2 d F? d F? ary d FE dF?

9 - 22 @ i

g Dr = dx? dy? de? — da? + dys + da?

sein, wao F} eine Function von %1,Y1,%, bezeichnet, und , u. s, w. die

ist. Dies ldsst sich natiirlich mittels der gewdhnlichen aualytischen Me-
thode beweisen, nach der man %, ¥,2 durch &y, ¥, 2, ausdriickt, wenn die
letzteren Grossen durch (1) als Functionen der ersteren gegeben sind.

(j) Es seien w, 8,y drei belichige Fuvctionen von 2, ¥, 2. Ferner seien
48 irgend ein Element einer Oberfliche, I, m,n die Richtungscosinus ihrer
Normalen.

Dann ist

JIasli(E =8 + m(% = ) 1 (30— )
. ——fada: gdy -+ yda),

wo das erstere Integral sich iiber irgend eine von einer geschlossenen
Curve begrenzte krummlinige Fliche erstreckt, und das zweite, fiir wel-
ches man auch

dx dy dz
Sas(egs + By +vas

whreihen kann, um die Peripherie dieser Curve herum zu integriren ist.
Diesen Satz zu beweisen, hat man nur zu bemerken, dass

1dS — dydz, md S — dzdzx, ndS — dxdy

ist, und zu zeigen, dass zwischen den bezeichneten Grenzen

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



138 Einleitende Begriffe.
) . pde do . dx
.//d_zdz dx—ffdydxdy ~f“a§d5’ w8 W
ist.
(k.) Es ist bemerkenswerth, dass der Ausdruck

SIasl(@ =B+ (@ =) + (- )

fiir alle Oberflichen, welche eine gemeinschaftliche krummlinige Umgrenzung
haben, denselben Werth hat. Wenn «, 8,7 die Componenten einer Verschie
bung aus (x,y,2) sind, so ist dieser Ausdruck die ganze tangentiale Ver
achiebung um die genannte krummlinige Umgrenzung, die eine geschlossens
Curve ist. Kr wird daher Null sein, wenn die Verschiebung jedes Thels
ohne Rotation erfolgt, und wenn er von Null verschieden ist, so erseher
wir aus den obigen Sitzen und Zusitzen, welches das pgenaue Maass der
Rotation ist.

Verschiebungsfunction. — (1) Endlich sehen wir, welche Be
deutung _/(nd:(: + Bdy + yde) oder die sogenannte ,Verschishung

function in dem Falle hat, wo keine Rotation stattfindet. Es ist d:
ganze tangentiale Verschiebung lidngs irgend einer Curve von dem festen
Punkte O an bis zum Punkte P(x, v, 2). 4 Diese ganze tangentiale Ve
schiebung ist lings aller zwei beliebige Punkte verbindenden Curven die
nimliche und zwar gleich der Differenz der Werthe, welehe die Ver
schiebungsfunctjonen in jenen Punkten haben.

191. ,Continuititsgleichung.* — Da bei keiner Bewe
gung oder Wirkung in der Nutur eine Vernichtung vder eme Er-
zeugung von Materie stattfinden kann, so muss die zu irgend emer
Zelt in irgend einem Raum enthaltene Flissigkeitsmenge gleich der
anfinglich darin enthaltenen sein, vermehrt um die ganze el
getretene und vermindert um die ganze ausgetretene Iliissigket.
Driickt man diesen Gedanken in einer Form aus, dic jeden Thel
einer in Bewegung befindlichen Flitssigkeit vollkommen umfasst, »
golangt man zu ciner Formel, die gsnz unnothiger Weise den ver
wirrenden Namen ,Continuititsgleichung® erhalten hat.

192. Es bieten sich uns zwei Wege dar, diesen Gedanken aus
zudriicken, die beide lehrreiche Betrachlungen iiber die Eigenschat
ten der Flussigkeiten veranlassen. Auf dem einen Wege betrachtes
wir elnen bestimmten Theil der Flissigkeil, folgen ihm in seiven
Bewegungen und dricken aus, duss die mittlere Dichtigkeit der Sul
stanz sich umgekehrt wie das Volumen dndert. Wir erhalten s
diese Weise die Continuwititsgleichung in integrirter Form.

Continuitiitsgleichung in integrirter Form. - -- Irgend ein Pusk
einer in Bewegung befindlichen Fliissigkeit habe in dem Moment, wo Wit
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gu rechnen beginnen, die Coordinaten a,b,c¢ und moge nach Ablauf der
Zeit ¢, von diesem Augenblick an gerechnet, eine Lagc erreicht haben,
deren Coordinaten #, y, & sind. Um die Bewegung vollstindig zu bestim-
men, hahen wir jede dieser drei verinderlichen Coordinaten als eine Func-
tion von a,b,¢,t zu geben.

Es bezeichnen nun da,dbd, de¢ die zur Zeit £ — 0 den Coordinaten-
szen parallelen Kanten eines sehr kleinen Fliissigkeitsparallelepipeds.
Jeder Theil der Flissigkeit muss nach §190 (¢), wenn er nur klein genug
in allen seinen Dimensionen ist, wihrend der Bewegung annidhernd die
Bedingung eines iiberall gleichformig -deformirten Korpers erfiillen. 'Wenn
also da, &b, d¢ unendlich klein genommen werden, so muss der ent-
sprechende Flissigkeitstheil (§ 156) wihrend der Bewegung ein Parallele-
piped bleiben.

Wenn a,b,¢ die anfinglichen Coordinaten eines Eckpunktes dieses
Parallelepipeds sind und die zweiten Endpunkte der in (a, b, ¢) zusammen-
stossenden  Kanten beziehungsweise die Coordinaten a + da,b,c; a,b
+ dbe; a,b,¢ 4 J¢ haben, so haben dieselben Punkte der Flissigkeit
aur Zeit ¢ die Coordinaten

I _
w+3—jd‘a pdfw ,V|ﬁiza‘a

| fz——d‘b v+ oo, 2 + &g,

m+£d‘c, g/+§—é/§c, z—}——j—z_dc.

Die Lingen und die Richtungscosinus der Kanten sind daher beziehungsweise

dx
de? | dy? ENTA du
(m da? Fd Sa, e dgp A
dai T g+ dc?
dz
(d_;r_ﬁ d 7yj’ L iirzf)l/z d b
dit U dvr T o2 C dx? dzintk b5 W
da? + db‘ + dcz)
dx
dz? | dy2 o W
(@ T azr + ga2) P i dNT LS Ve
dat T dbz dc)

und folglich ist das Volumen dieses Parallelepipeds
(da:dydz dwdydz+dzdjdz dxdydz+dxdydz

dJedbde dadcdb ' dbdcda  dbdadc | dcdadb
dedyde
_ BELYLEN s u g e,
dc dbda) aevee
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oder, wie man jetzt gewOhnlich schreibt,
dx dy dz|dadbde.

da’ da’ da
de dy dez
a6’ dh’ db
de dy de
de’ de' de

Da nun weder eine Zunahme noch eine Abnahme der in einem Theil da
Flissigkeit enthaltenen Stoffmenge stattfinden kann, so muss die Dichtig
keit oder die auf die Volumeneinheit kommende Stoffmenge in dem unr-
endlich kleinen Theil, den wir betrachtet haben, sich umgekehrt wie das
Volumen desselben &dndern, wenn dies Uberhaupt ein anderes wird. Be
zeichnet also g, die anfingliche und ¢ die Dichtigkeit, welche die Flissip
keit in der Nihe des Punktes (x, ¥, ¢) zur Zeit { hat, so miissen wir

() eldr dy de| =g
da’ da’ da
de dy dz
db’ db’ db
dr dy dz
de’ de’ de

haben, und dies ist die Continuitiitsgleichung in integrirter Form.

193. Difterentialgleichung der Continuitit. — Die Forn
in welcber die Continunititsgleichung gewdhnlich gegeben wird, oder
die Differentialgleichung der Continuitit, wie wir sie ne
nen konnen, driickt aus, dass in jedem Augenblick die verhilinis
missige Verminderung der Dichtigkeit zur Dichéigkeit in demselben
Verhiltniss steht, wie die verhiltnissmiissige Zunahme des Yolumens
eines nnendlich kleinen Theils zum Volumen dieses Theils.

Wir wollen dies Verhiiltniss ermitteln. Fin Punkt der ¥lissigheit
welcher zur Zeil ¢ die Coordinaten x,y,2 hat, modge zu irgend einer Zet
t — dt (nicht wenn ¢ = 0 ist) die Coordinaten @, b, ¢ haben, so das
nach der gewthnlichen Bezeichnung der partiellen Differentialguotienes
dy dez
-2 dt — ¢ = ——di
qatth F T = g

oder, wenn %, %, w die den Coordinatenaxen parallelen Componenten dor

Geschwindigkeit dieses Punktes der Flilssigkeit bezeichnen,
z—a=udly—b=—ovdt, 2 —c—=wdt

ist. Daraus folgt

x—a:dmdt,y——b:

dx du dy _dv de _dw
2 = _— L =2 = = ——dt;
da Lt dadt’ da da” " da  da
da du ,, dy dv dz dw
S = - = — == = 2 —dt;
a6 ab®h gy =1 T gpth T8 = db
dr _du dy dv dz dw

de _dw,, dy dv, dz 4 dw g,
Te - gt ar T aett g 't e
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wd da wir alle Glieder fortzulassen haben, welche eine hohere als die
erste Potenz von di enthalten, so wird die Determinante einfach

dv dw
! +(da+db+ dc)dt
Dies driickt also das Verhidltniss aus, in welchem das Volumen wihrend

der Zeit d¢ zunimmt. Das entsprechende Verhiltniss fiir &ie Acnderung
der Dichtigkeit ist

Do
1 ZX
+ ¢

wenn ¢ die Dichtigkeit eines und desselben Fliissigkeitstheils bezeichnet
uwd Do das Differential von g ist, welches der im Zeitraum von ¢ — dt
bis ¢ erfolgenden Bewegung dieses Theils aus der age (a, b,¢) in die
Lage (2,9, 7) entspricht. Wir erhalten folglich

1 Dp dw dv dw
g cdi Taatamtae ="
Hier werden g, %, ¥, w als Functionen von a, b,¢ und £ angesehen, und die

D
durch —d?g ausgedrickte Aenderung von g ist die verhédltnissmassige Grosse der

wirklichen Aenderung der Dichtigkeit eines unendlich kleinen Fliissigkeits-
theils, weleche eintritt, wenn sich das Theilchen aus ciner festen Lage
(a,b,c) fortbewegt., Wenn wir das Princip der Bezeichnung éndern und
pals die Dichtigkeit eines beliebigen Flissigkeitstheils ansehen, der sich
zur Zeit ¢ in der Nihe des festen Punktes (a, b,¢) befindet, ferner mit
4,7, w die Geschwindigkeitscomponenten der durch denselben Punkt zu
derselben Zeit hindurchgehenden Flissigkeit beyeichnen s0 werden wir
Do  dio d. o dn@

b T = dt TVde TPw T

haben. Nach der gebriuchlichen unvollstaindlgen Bczemhuung der par-
tiellen Differentialguotienten, welche hier keinen Irrthum veranlassen
kann, lassen wir die Indices wieder fort und erhalten dann, wenn der in

(2) angegebene Werth fiir %tg in (1) substituirt wird,

( tugebogd t i) m bt G =
oder

g 204 ey dled g dlen

und dies ist die leferentxalglelchung der Continuitit in der Form, in der
sie gewohnlich gegeben wird.

194, Der zweite oben (§ 192) angedeutete Weg fiihrt un-
nmittelbar zur Differentialgleichung der Continuitit.

Denken wir uns im Innern einer Fliissigkeit ®inen festen Raum.
Zu irgend einer Zecit wird durch verschiedene Theile der Grenz-
flichen dieses Raumes Flissigkeit eintreten, durch andere Theile
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austreten. Wenn die Flilssigkeit tiberall von derselben Dichtigkeit
und nicht zusammendriickbar ist, so muss die in dem in Rede
stchenden Raume enthaltene Stoffmenge zu allen Zeiten constant,
folglich die zu irgend einer Zeit einstromende der zu derselben Zeit
ausstromenden Menge gleich sein. Wenn dagegen withrend irgend
einer Periode der Bewegung mehr Fliissigkeit ein- als anstritt, so
wird in dem Raume eine Verdichtung der Materie erfolgen; eine
Verdiinnung wird eintreten, wenn mehr Flissigkeit den Raum ver-
ldsst, als in ihn neu hineinkommt. Die fiir die Zeiteinheit genom-
mene Grosse der Zunahme der mittleren Dichtigkeit der Flussigkeit
in dem betrachteten festen Ranme verhilt sich in jedem Augenblick
zur wirklichen Dichtigkeit, wie die Grosse der Zunahme der in den
Raume enthaltenen Stoffmenge zu dieser ganzen Stoffmenge.

Der Raum 8 sei ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten
a, 8,y den Coordinatenaxen parallel sind, und dessen Mittelpunkt die Coor-

dinaten &, %, # hat, so dass & + You, y = o B, 2 + 1/, v dic Coordins-

ten seiner Hckpunkte sind. Zur Zcit ¢ sei ¢ die Dichtigkeit der Flissig-

N

keit im Punkte (x, %, #) oder die mittlere Dichtigkeit im ganzen RaumeS§.
Dann wird die Dichtigkeit zur Zeit £ + dt gleich ¢ + %gdt sein, und
folglich sind die in § zu den Zeiten ¢ und ¢ 4 d ¢ enthaltenen Flissig-
kéitsmengen beziehungsweise p & #y und (e + Z—Edo «fy. Wihrend der
Zeit d! hat also der Raum S die Flilssigkeitsmenge

do
() *'djuﬂydt

verloren {wenn d—f positiv ist, so wird natiirlich ein absoluter Gewin

da sein).

Es selen nun «, v, w die drei Componenten der Geschwindigkeit der
Flissigkeit (oder eines Flissigkeitspunktes) in P. Diese Grossen werden
Functionen von &, ¥, # (und, ausser im Falle einer ,stationiren Bewe-
gung®, auch von ¢ abhingig) sein, und sich im Allgemeinen von Punit
zu Punkt continuirlich dndern. Durch diese Erwigung wird jedoch die
nachstehende Untersuchung nicht beschrinkt; dieselbe bleibt sogar in den
Fillen giiltig, in denen an pgewissen Stellen der Fliassigkeit unstetige
Ueberginge der Geschwindigkeit stattfinden, wie man erkennt, wenn mau
golche Fille als Grenzfille von Bewegungen ansieht, bei denen sehr plitz
liche aber noch stetige Aenderungen der Geschwindigkeit erfolgen. Wem
o eine kicine zur & Axe senkrechte ebene Fliche ist, die ihren Schwer
punkt in P hat, so wird das Volumen der in der Zeit d¢ hindurch
fliessenden Fliissigkeit gleich % wdt, ihre Masse also puwdt sein. Subst:
tuiren wir Sy fiir w, so wird die Menge, die durch eine der beiden
Flichen B7 des Parallelepipeds § fliesst, von diesem Ausdruck nur wegen
der Variation des Werthes von o¢# verschieden sein; die Flissigkeits
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mengen, welche durch die beiden Flichen gy flicssen, sind daher be-
zichungsweise

{e“ — Yhe dg(f;u)} gy di

and

o+ 2008 gy

Fo g](‘h ist & Q( )ﬁydt oder d(gg;u) afy dt der Ueberschuss der durch

die eine Fliche ,Sy ausstrémenden {ber die durch die zweite Fliche 8¢y
einstromende Flissigkeitsmenge, Zidhlen wit die Wirkung der Bewegungen
hinzu, welehe durch die tibrigen Flidchen des Parallelepipeds hindurch statt-
finden, so erhalten wir die ganze Flissigkeitsmenge, welche der Raum S
wilirend der Zeit d¢ verloren hat, nimlich

o 2 v d(ow
Y [ 4 2o g L gy an
Wird dieser Ausdruck dem oben erhaltenen (a) gloich gesetzt, so folgt

dlow) | d(ev) rl(e w)

{a'ac + dy -+ } afy dt_——rzﬂydt
und daraus leiten wir

dlow) | dom) | dlew) | de
iz Tag Taz ta =0

ter, was die gesuchte Gleichung ist.

193. Freiheit und Gebundenheit. — In friiheren Para-
graphen haben wir mehrmals auf die Anzahl der unabhingig Ver-
inderlichen in einer Verschiebung oder auf die Grade von Frei-
heit oder Gebundenheit hingewiesen, unter denen die Verschie-
bung stattfindet. Daher wird es gut sein, eine allgemeine (aber
kurze) Uebersicht iiber diesen Theil unseres Gegenstandes zu geben.

196. Ein freier Punkt hat drei Grade von Bewegungsfreiheit,
da die allgemeinste Verschiebung, die er erfahren kaun, sich in drei
von eingnder unabhingige Verschiebungen zerlegen lisst, welche
drei beliebigen Richtungen heziehungsweise parallel sind. Es ist
im Allgemeinen zweckmiissig, diese drei Richtungen, mach denen
man die Zerlegung vornimmt, rechtwinklig zu einander zu wihlen.

Wenn der Punkt gezwungen wird, bestindig auf einer gegebe-
nen Oberfliche zu bleiben, so ist ein Grad von Gebundenheit ein-
gefihrt, oder es sind nur noch zwei Grade von Freiheit ibrig. Wir
konnen nimlich die Normale an die Oberfliche als eine der drei zu
einander senkrechten Zerlegungsrichtungen annehmen. Parallel die-
ser Normale kann keine Verschiebung stattfinden, und es bleiben
nur zweir von einander unabhingige Verschiebungen iibrig, deren
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Richtungen senkrecht zu cinander sind und in der Tangentialebene
der Oberfliche liegen.

Wenn der Punkt gezwungen wird, auf jeder von zwei Flichen
zn bleiben, so verliert cr zwei Grade von Fretheit und behilt nur
noch einen ibrig. In der That muss er auf der Curve bleiben,
welche beiden Flichen gemcinschaftlich ist, and lings ciner Curve
giebt es an jeder Stelle nur cine Verschicbungsrichtung.

197. Was weiter den Fall eines frcien starren Systems be
trifft, so haben wir offenbar sechs Grade von Freiheit zu betrach
ten, nimlich drei unabhéngige in zu cinander senkrechten Richtun-
gen mogliche Verschicbungen, wic sie ein Punkt hat, und drei w-
abhiingige Rotationen um drei zu einander senkrechte Axen.

Wenn ein Punkt des Systems fest wird, so verliert dasselbe
drei Grade von Freiheit; es sind ihm dann nimlich nnr die dr
oben erwihnten Rotationen mdglich.

Dieser feste Punkt kann und wird im Allgemeinen ein Punkt
einer continmirlichen Fliche des Kérpers sein, die mit einer festen
continuirlichen Fliche in Berithrung ist. Diese Flichen missen ah
,vollkommen rauh® vorausgesetzt werden, so dass ein Gleiten un
moglich ist.

Wenn ein zweiter Punkt festgelegt wird, so verliert der Korper
zwel weitere Grade von Freiheit, und es bleibt ihm nur die eine
Freiheit, num die Gerade zu rotiren, welche die beiden festen Punkte
verbindet.

‘Wird noch ein dritter Punkt festgelegt, welcher mit den beiden
ersteren nicht in einer Geraden liegt, so kann sich der Korper gar
nicht mehr bewegen.

198. Wenn ein Punkt des starren Systems gezwungen wird
auf- einer glatten Fliche zu bleiben, so geht ein Grad von Freiheit
verloren, und es bleiben noch fiunf ibrig, nimlich zwel Versche
bungen in der Tangentialebene der Fliche und drei Rotationen. Ds
durch jede weitere Beschrinkung eines Punktes des Korpers af
eine glatle Fliche ein weiterer Grad von Freiheit verloren gehi, s
werden sechs solche Bedingungen die Lage eines Korpers vollstin-
dig bestimmen. So kann man eine Flinte, dadurch dass man sechs
passend gewihlte Punkte ihres Laufs ond Schaftes auf sechs con-
vexe Theile der Oberfliche eines unbeweglichen starren Korpers legt
go oft man will, wieder in genau dieselbe Lage bringen und ihre
Genauigkeit priifen.

199. Wenn cin Punkt gezwungen wird, in einer Curve m
blciben, so sind noch vier Grade von Freiheit vorhanden.
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Wenn zwei Punkte in gegebenen Curven bleiben miissen, so
und vier Grade von Gebundenheit cingefithrt, also pur zwei Grade
von Freiheit iibrig. ILine derselben kaun als eine einfache Rotation
mn die Verbindungslinie der Punkte angesehen werden, welche in
jenen Curven bleiben miissen, elne Bewegung, welche der Korper
offenbar annehmen kann. s lisst sich zeigen, dass die zweite noch
migliche Bewegung die allgemeinste ist, die bei einem Grad von
Freiheit vorkommen kann, nimlich elne Translation, verbunden
mit Rotation in irgend welchem festen Verhiltniss, wie bei der
Bewegung einer Schraubenmutter auf der Schraunbenspindel.

Wenn eine Linie eines starren Systems gezwungen wird, sich
selbst parallel zu bleiben, so sind noch drei Verschichungen uand
eine Rotation moglich. Das ist z. B. bel elnem dreibeinigen Stuhl
der Fall, der auf cinem ganz glatten Brettc steht,-welches an ein in
sinemn Rahmen frei gleitendes Fallfenster befestigt ist.

Wir brauchen uns aber micht linger bel diesem Gegeustande
sufzuhalten, Die Zahl der Combinationen, die man betrachten
kinnte, ist fast endlos, und die schon gegebenen zeigen hinlinglich,
wie einfach es ist, In jedem Falle, der sich uns darbieten mag, die
Grade von Freiheil oder von Gebundenheit zu bestimmen.

0. Fin Grad von Gebundenheit vom allgemeinsten
Charakter. — Wenn man einen Punkt des Koérpers zwingt, auf
einer krummen Fliche zu bleiben, so fithrt man zwar einen Grad
von Gebundenbeit ein; derselbe ists aber nicht vom allgemeinsten
Charakter. Ein solcher Grad von Gebundenheit besteht darin, dass
man eine Linie des Korpers von jeder longitudinalen Bewegung
awriickbilt, die nicht von einer um diese Linie stattlindenden Rota-
tion begleitet ist, und zwar einer Rotation, die in einem festen Ver-
biltniss zur longitudinalen Bewegung steht; zugleich muss dem Kor-
per jede andere Bewegung gestattet sein. Der Korper kann dann
tlso um jede zn dieser Linie senkrechte Axe frei rotiren (zweil Grade
von Freiheit), und in jeder zu derselben Linie senkrechtcn Richtung
verschoben werden (2wel Grade von Freiheit); ausserdem ist ihm die
aufangs genannte Schraubenbewegung gestattet; er hat also fiinf
Grade von FKreiheit, die in Verbi]idnng mit dem einen Grad von
Gebundenheit die sechs Flementc ausmachen.

201. Mechanische Erliuterung dieses Falles. — Es sei
eine Schraube in den einen Schaft eines Ilooke’schen Schliissels
eingeschnitten und der andere Schaft desselben durch einen zweiten
Hooke’schen Schliissel mit einem festen Schafte verbunden. KEine

Thomson u. Tait, theoretische Physik. 10
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sich auf dicser Schraube drchende Schraubenmutter hat die all
gemcinste Art der Bewegung, die bei einem Grad von Gebunden-
heit mbglich ist, oder sie ist cinem Grad von Gebundenheit vor all
gemeinsten Charakter unterworfen. Sie hat fiinf Grade von Freihet,
da sie folgende Bewegungen ausfiihren kann: 1) sie kann sich af
der Schraubenspindel drchen, wihrend die beiden Hooke'schen
Schliissel in Rube bleiben; 2) sie kann um jede der beiden Axzen
des ersten Ilooke’schen Schlitssels oder um jrgend eine in du
Ebene derselben liegende Axe rotiren (zwei weitere Grade von Frei-
heit, ndmlich die Freiheit um zwei durch einen Punkt gehende
Axen zu rotiren); 3) sie kann vermittels der beiden Hooke’schen
Schlussel, indem sie jeden bhiegt, eine von keiner Rotatign beglek:
tete Translation in jeder zn dem Zwischenglied zwischen den be-
den Schlisseln senkrechten Richtung erfahren (zwel weitere Grade
von Freiheit). Sie kann aber nicht paralle]l der Richtung dieses
Gliedes verschoben werden, ohne dass eine verhiltnissmissige Rota-
tion um diese. Richtung eintreten miisste, nnd ebenso wenig kem
eine Rotation um dieses Glied erfolgen, die nicht von einer dem-
gelben parallelen Translation von verhiltnissmissiger Grosse begle-
tet wire.

Man kann wohl kaum einen einfacheren Mechanismus ersinnen,
um einen Grad der Gebundenheit vom allgemeinsten Charakier z
erzeugen.

Besonderer Fall (u). — Die Hohe des Schraubenganges sel -
sndlich (wie bel einer Flinte mit geruden Zagen), d. h. die Schran-
benmutter soll frei gleiten, aber sich nicht drehen kénnen. Der eine
Grad von Gebundenheit besteht dann darin, dass wm eine gewise
Axe keine Rotation soll stattfinden konuen. Dies ist die Art wd
der Grad von Freiheit, welche der dussere Ring eines Gyroskops be
sitzt, dessen Schwungrad sich unendlich schnell dreht. Der ussere
Ring kann sich um keine zur Ebene des inncren Ringes senkrechte
Axc drchen, wohl aber um jede der beiden zu dieser Richtung senk
rechten Axen, ndmlich um die Axe des Schwungrads und um die Ax
des dusseren Ringes in Beziehung auf -den inneren; auch kamn e
natiirlich vollkommen frei in jeder Richtung verschoben werden.

Besonderer Fall (h). — Die Hohe des Schraubenganges s
= 0. In diecsem Falle kann sich die Schraubenmutter frei nm &
Axe des Schaftes drehen, aber sich nicht lings derselben bewege
Die Gebundenheit besteht also einfach darin, dass der Korper keir
zur Richtung des Schaftes parallele Translation erfahren kaun, wik
rend ihm jede andere Bewegung moglich ist. Das ist dassele
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sli wenn irgend ein in dieser Linie liegender Punkt des Korpers
suf einer festen Oberfliche bleiben miisste. Um die Reibung besser
m vermeiden, bedient man sich zur Hervorbringung dieser Gebunden-
heit keiner solchen Fliche, sondern nimmt von unserer letzten Vor-
richtung nur das Zwischenglied und den zweiten Hooke’schen
Schliissel (der erstere wird boescitigt) und lésst einen Punkt des
Kérpers sich als Zapfen in einer am Fnde des Zwischenglicdes an-
gebrachten Pfanne drehen. Das Ende des Zwischengliedes kann
auch eine continuirliche Fliche sein, auf welcher eine continuirliche
Hliche des Korpers aufliegt, so dass sie nothigenfalls rollen oder
kreiseln, aber nicht gleiten kann.

Analytischer Ausdruck der Gebundenheit. — Ein Grad von
Gebundenheit wird durch eine Gleichung zwischen den sechs Coordinaten
susgedriickt, welche die Lage eines starren Koérpers in Beziehung auf einen
auderen als fest angesehenen angeben. Es hat dies fiir den Korper in je-
der besonderen Lage die Folge, dass er verhindert wird, diese Lage zu
verlassen, ausser vermittels Geschwindigkeitscomponenten (oder unendlich
kainen Bewegungen), die eine gewisse zwischen ihmen bestehende linearc
Gleichung erfiillen.

8o ist, wenn o, 0y, o3 ) 0y, 65, og die sechs Coordinaten und
F(o; .. ) = 0 die Bedingung sind,

%J g+ ...=0

die lineare Gleichung, welche die Bewegung durch jede besondere Lage
hindureh einschriinkt; die der besonderen Lage entsprechenden Werthe

Yon dj, 0y, 63, 1. 8. w. sind in und in jedem der iibrigen partiellen

ar
doy
Differentialquotienten von F' anzuwenden.

Welches Coordinatensystern man mun auch genommen haben mag,
wir kénnen diese Gleichung, wenn wir wollen, stets auf eine Gleichung
zwischen drei linearen Geschwindigkeiten #%, ¢, w und drei Winkel-
geschwindigkeiten y, wg, wg reduciren.

Diese Gleichung set s

Au + Bv + Cw -} A'wy + B'wy, + Cw; = 0.
Sie ist der folgenden &quivalent: —
g+ aw =0,
wenn g die Geschwindigkeitscomponente lings oder parallel der Geraden
ist, deren Richtungscosinus den Grossen
4, B, C
proportional sind, wenn ausserdem @ die Componente der Winkel-
geschwindigkeit um eine durch den Anfangspunkt gehende Axe ist, deren
Bichtungscosinus den Grossen
AL B, C
proportional sind, und wenn endlich
10*
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S
‘— VAr2+Bf2+Uz
A2 4 B2 4 (2
ist. )

Man konnte glauben, durch Aenderung des Anfangspunktes liessen
gsich die Winkelgeschwindigkeiten beseitigen, so dass-nur eine lineare
Gleichung zwischen den Componenten fer Geschwindigkeit der Trans
lation ibrig bliebe. Dem ist nicht so. Es werde n#mlich der Anfang-
punkt in einen Punkt verlegt, dessen Coordinaten &, #, { sind. Die
Winkelgeschwindigkeiten um die den alten parallelen neuen Axen werden
unverandert bleiben; die Jinearen Geschwindigkeiten dagegen, welche, in
Verbindung mit diesen Winkelgeschwindigkeiten um die neuen Axen, uns
Wy, Wy, wg, %, v, w in Bezichung auf die alten Axen geben, sind (§ 89

% — wg7 + w2c = u’v

v — w0+ wE — v,

w— wy & -} w7y = w.
Die Gleichung der Gebundenheit wird also

Aw 4+ B 4+ Cw' + (4 + B — Cn)o; + uw 8. w. =0

Nun kénnen wir nicht allgemein & #, { so bestimmen, dass @, u. s %
verschwinden; dies wiirde nidmlich drei Bedingungen erfordern, wihrend
die Coefficienten von w;, u. 8. w., als Functionen von &, ,{, nicht vo
einander unabhéingig, sondern durch die Relation

A(Bf — Cn) + B(CE — Al) 4 C(dn — BE) =0
verbunden sind. Thie einfachste ¥Form, aunf die wir jene Gleichung redo-
ciren kdnnen, ist

lw +mv +nw +alley + moy, + nw;) = 0,

d. h. jede longitudinale Bewegung einer gewissen Axe muss von eciner
bestimmten verhiltnissmissigen Rotation um diese Axe begleitet sein.

2(2. Allgemeine Coordinaten. — Die im Vorhergehenden ent-
wickelten Principien gehoren im Grunde zur allgemcinen Theorie der
»Coordinaten“ der Geometrie. Die drei Coordinaten jedes der beiden ge-
wohnlich angewandten Systeme, des rechtwinkligen und polaren, welche
erforderlich sind, um die Lage eines Punktes anzugeben, entsprechen den
drei Graden von Freiheit, welche cin keiner Beschrinkung unterworde-
ner Punkt hesitzt. Das allgemeinsto Coordinatensystem zur Angabe
der Lage eines Punktes besteht aus drei Schaaren von Flichen, we
bel der Punkt auf einer Fliche jeder Schaar liegt. Wenn nur eine
dieser Flichen gegeben ist, so kann der Punkt irgendwo auf derse-
ben liegen, oder er hesitzt, wie wir ¢s oben ausgedriickt haben, zwei
Grade von Freiheit. Kommt noch eine zweite und eine dritte Fliche
hinzu, auf deren jeder der Punkt liegen muss, so hat er, wie wir
sehen, seine ganze Freiheit verloren; mit anderen Worten: seine
Lage ist vollstindig bestimmt, da sie der Punkt ist, in welchen
diese drei Flichen einander schneiden. Die analytischen Meh-
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dentigkeiten, die eintreten, wenn dic angewandten Flichen sich in
melr als einem Punkte schmeiden, brauchen wir hior nicht zu be-
handeln.

Un dies analytisch auszudriicken, nehmen wir an, ¥ — o,
p=2§ 3=y, wo ¢, p,¥ Functionen der Lage des Punktes und
¢,B,y Constanten sind, seien die Gleichungen der drei Schaaren von
Flichen, und dic verschiedenen Werthe jeder Constantc geben die
verschiedenen Flichen der entsprechenden Schaar. 8o z. B. wird
irgend ein Werth von & eine Fliche der ersten Schaar bestimmen,
wd ebenso verhiilt es sich mit den iibrigen Constanten. Drei be-
sondere Werthe der drei Constanten bestimmen dann einen ‘beson-
deren Punkt P, insofern derselbe der Durchschnittspunkt der drei
Oberflichen ist, die sie bestimmen. Daher sind e, 3,y die ,,Coordi-
nuten® des Punktes P, und man kann ihn als _den DPunkt
(4,8,7)* bezeichnen. Die Form der Coordinatenflichen des Sy-
stems (¢, @, #) wird nach irgend cinem anderen System, z. B. nach
dem rechtwinkligen Ebenensystem durch die Coordinaten z, y, 2 be-
simmt, wenn jede der Gréssen ¥, @, & als Function von (z, v, 2)
gegeben wird.

203. Ursprung der Differentialrechnung. — Die den drei
Coordinatenaxen eines gewdhnlichen rechtwinkligen Systewms paral-
lelen Geschwindigkeitscomponenten eines in Bewegung befindlichen
Purktes sind, wie wir geschen haben, die fiu- die Zeiteinheit genom-
menen Zunahmen der eutspl euhendeu Coordinaten. Sie werden

nach Newton's Bezeichnung x y z und nach Leibnitz’s Bezeigh-
CZZ—;C, —dd—i!, Z—: geschrieben.
Lagrange hat, wie wir im zweitcn Capitel schen werden, in seiner
Mécanique Analytique beide Bezeichnungen mit bewundernswerthem
Geschick und Geschmack verbunden. Wird die Bewegung eines
l'unktes nach dem allgemeinen Coordinatensystem angegeben, so hat
wan ¥, @, & als mit der Zeit verinderlich anzusehen. ks werden
) dy do do
dt’ dt’ dt

aung, die wir oben angewandt haben,

dann u'), q'), ¥ oder

die allgemeinen Componenten der

dy dp d@ 2y dg

Geschwindigkeit und 1, @, & == ol A 4
eschwindigkeit und 1, g, &, oder ar ar ar % am qe

@9
I die allgemeinen Componenten der Boschleunigung sein.

2}4. Coordinaten eines beliebigen Systems. — Nach ge-
mu denselben Principien kinnen wir Reihen von Coordinaten fiir
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die Bestimmung der Tage und der Bewegung eines materiellen
Systems aufstellon, das aus einer endlichen Anzahl starrer Kérper
oder matericller Punkte besteht, die in irgend einer Weise verbun-
den sind. Wenn also ¥, @, ¥, u. s. w. irgendwelche unabhiingig ver-
inderliche Elemente bezeichnen, welche, wenn sie simmtlich gegeben
sind, die Lage und die Configuration des Systems genau angeben — ibre
Anzahl ist natiirlich gleich derjenigen der Grade von Freiheit, die das
System besitzt, — so sind sie die Coordinaten desSystems. Wem
sich das System wirklich bewegt, so driicken ihre in der Zeiteinheit er-

folgenden Aenderungen oder ¥, @, u. s. w. das aus, was wir die al-
gemeinen Componenten der Geschwindigkeit nennen werden, und die

Zunahmen, welche ¥, @, u. s. w. in der Zeitéinheit erfahren, sind fie
Componenten der Beschleunigung des Systems. Wenn das System z.B.
aus einem einzigen vollig freien starren Korper besteht, so konnen
von den sechs Gréssen ¥, @, 1. 5. w. drei die gewiihnlichen Coordinaten
eines Punktes des Kirpers sein, withrend die drei anderen Winkelcoor-
dinaten (§ 100) sind, welche die l.age des Korpers in Beziehung auf
Axen fixiren, die in gegebenen Richtungen durch diesen Punkt gehen,

Es sind dann 115,95, u. 8. w. die drei Componenten der Geschwindig-
keit dieses Puuktes und, insofern sie den Aenderungen der Winkel
coordinaten entsprechen, die Geschwindigkeiten der drei in § 100
erliulerten angularen Bewegungen. Oder das System mige auw
mehreren starren Korpern bestehen, deren jeder von einer Axe ge
tragen wird, und zwar sel die Axe des crsten Korpers absolut fest,
die dos zweiten fest in Beziehung auf den ersten, die dritte Axe fest
in Bezichung auf den zweiten Koérper, u. s. w. In diesem I'alle wird
og nur so viel Coordinaten geben, als starre Kérper vorhanden sind
Diese Coordinaten kionnten z. B, folgendes sein: — Der Winkel zwischen
oinor Ebene des ersten Korpers und einer durch die exste Axe gehender
festen Ebene; der Winkel zwischen zwei Ebenen, die durch die zwate
Axe gehen und deren einc gegen den ersten, die andere gegen den
eweiten Korper fest ist, u. s. w. Die Geschwindigkeitscomponenten

Il;, P, u. s. w. witrden dann sein: — Die Winkelgeschwindigkeit des
ersten Korpers in Beziehung auf im Raum festliegende Richtungen;
die Winkelgeschwindigkeit des zweiten Korpers in DBeziehung af
den ersten, die des dritten in Beziehung auf den zweiten, u. s w
Oder wenn das System aus einer Anzahl ¢ véllig freier materieller
Punkte besteht, so konnte eine seiner 3¢ Coordinaten die Summe
der Quadrate der Abstinde dieser Punktc von einem gowissen
Punkte sein, der entweder fest ist oder sich in Bezichung auf da
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System in irgend ciner Weise bewegt, und die 8¢ — 1 iibrigen
Coordinaten kénnten Winkel oder blosse Verhiltnisse von Abstin-
den zwischen individuellen Punkten des Systems sein. KEs ist aber
unndthig, hier noch mehr Beispiele anzufiihren. 'Wir werden noch
genug Erliuterungen des Princips der allgemeinen Coordinaten
geben, da wir dasselbe im zweiten Capitol und in anderen Theilen
dicses Werkes wirklich anwenden werden,
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Zusitze zum ersten Capitel

A. Ausdehnung des Green’schen Satzes.

Wir miissen hier den Beweis einiger rein analytischen Sitze
geben, von denen wir vicle und wichtige Anwendungen zn machen
haben, nicht nur in der unmittelbar folgenden Theorie der harmo-
nischen Kugelfunctionen, sondern auch in den allgemeinen Theorien
der Attraction, der Bewegung von Fliissigkeiten, und der Wirme
leitung, sowie in den praktisch wichtigen Untersuchungen, welche die

128 P g gen,
Elektricitiit, die magnetische und elektré-magnotische Kraft betreffen.

(a.) XEs bezeichnen U und U’ zwei Functionen dreier unabhingig
Verdnderlichen &, ¥, 2, die wir passend als rechtwinklige Coordinaten cines
Punktes P ansechen, und ¢ entweder eine constante Grosse oder cine be-
liebige Function der Veridnderlichen. Ferner bezeichne f / ' -/'dx dydz
cine Integration durch einen begrenzten Raum hindurch, der von einet
geschlossenen Oberfliiche S umgeben wird, und j"/'d S eine Integration,
die sich fiber die ganze Oberfliiche S erstreckt. Endlich bezeichue der
Buchstabe 3, wenn er vor irgend eine Function gesetzt wird, die Grosse
ihrer Variation in irgend einem Punkte von S, genommen fiir die Lingen-

einheit einer Linie, welche zu S normal ist und von.innen nach aussen
als wachsend betrachtet wird *). Dann ist

dUdU’ avdy , 404U
./././ (ddu dz dy Iy + 5 (d )dwdyda

[ ( dU) al2?U
— [ fas.veny ~ [ f [ =G0 S
d N1

(1) < ‘”) da dyd

(“2 d?l% d(“ %l%,)

|a
:/‘/‘ds. U U' — /// U’l + Ty

+ dezdjdz

*) Nach dem deutschen Gebrauche des Begriffs ciner Function miissen wir hier noch
die Bedingung hinzufiigen: ,,Wenn {, U/ und ¢ inncrbalb des von § umgrenzten Raumes
iiberall eindeutig und continuirlich sind*.
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Denn wenn wir einen der drei Theile des ersten Gliedes allein nehmen
und partiell integriren, so erhalten wir

ST G G dmdvas = [ [ v

db
—Jfo’ ( —————dxdyda.

Das erste Integral des zweiten Gliedes des letzten Ausdrucks ist zwischen
den Grenzen zu nehmen, welche der Oberfliche S entsprechen, d. h. es
it vom negativen zum positiven ¥nde des innerhalb § liegenden Theils
oder der inuerhalb 8 liegenden Theile der durch den Punkt (0,%,2) gehen-
dn Linie # zu nehmen. Bezeichnen nun 4, und 4; die Neigung dieser
Linie gegen die auswirts an die Oberfliche in solchen Punkten gezogene
Yormale, in denen jene Linie beziehungsweise in 8 eintritt und aus §
austritt, und sind ferner d .53 und d5; die Elemente der Oberfliche, in
tenen sie in diesen Puukten durch das auf dy dz stehende rechtwinklige
Prisma geschnitten wird, so haben wir

dydz = — cos Agd Sy = cos 4,d.8,.

Das betrachtete erste Imtepral enthilt also zwischen den passenden Gren-
. alU al
ren die Elemente U’ «? 3z 08 A d8 und — Ue?5— cos 43d Sy, von
T dzx
denen das letztere, uls der unteren Grenze eutsprecheund, subtrahirt wird.
Da nun, wenn man die ganze Fliche § berlicksichtigt, flir jedes Element
48, ein Element ¢ 8y vorhenden ist, so ist das erste Imtegral einfach

[ U ggcas AdS,

wd zwar ist dies fiir die ganze Oberfliche zu nebmen. TFiigt man die
entsprechenden Ausdriicke fur 4 und 2 hinzu und beachtet, dass
U aU

d au ;o
HCOSA—{— {Ec B+—cosb N

w, wo B und C die Neigungen der durch d S auswiirts an die Oberfliiche
gelogten Normale gegen die durch d.§ gelienden Linien bezeichnen, welche
beziehungsweijse den % und 2 Axen parallel und in den positiven Rich-
fungen gezogen sind, so erkennt man die Wahrheit der Formel (1).

(b) Weiter mdgen U und U’ zwei Functionen von &, ¥, # bezeichnen,
di¢ in jedem Punkte von S gleiche Werthe haben, und von denen die
estere fir jeden innerhalb S gelegenen Punkt der Gleichung

daf a? g) <a2 - ((ﬂ -d—-U
7 Ik
geniigt.
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Wird dann U’ — U = u gesetzt, so haben wir

o SIS ) () e
_ff/’{u‘w) <u—— (adU)}dwdydz
ST R+ () ) asaves

Denn das erste Glied wird dem zweiten identisch gleith, wenn man m

letzterem
aurd avd ava
e f [ [« (da‘ dZ dy:lZJrW?di:)d‘”dW

addirt. Dieser Ausdruck ist aber nach (1) gleich
,a U) (e 30)

2f/'dSualaU zf_/'f ’ *Tdy
d<[¢2—

dxdyde

folglich gleich Null; das Doppelintegral verschwindet nidmlich, weil % de
Voraussetzung nach in jedem Punkte von S Null ist, und der zweite Thel
oder das dreifache Integral verschwindet der Bedingung (2) wegen.

(c.) Der zweite Theil des zweiten Gliedes von (3) ist seiner Nauwr
nach positiv, vorausgesetzt dass e fir jeden innerhalb § gelegenen Puikt
(«,y.2) einen reellen Werth hat, der positiv, Null oder negativ sein mag
Folglich ist das erste Glied von (3) grosser als der erste Theil des zwer
ten Gliedes. Die einzige charakteristische Higenschaft der Function [ it
aber, dass sie der Gleichung (2) geniigt; mithin kann nieht auch I diew
Gleichung befriedigen. Mit anderen Worten, wenn UJ irgend eine Losuy
von (2) isi, so kann es keine zweite Lisung geben, welche mit U in jedem
Punkte von 8 iibereinstimmt, aber fiir irgend einen Theil des innerhald§
gelegenen Raumes von U abweicht.

(d) Es giebt eine Lisung von (2), welche der Bedingung genugt
dass U fiir jeden Punkt der Oberfliche § einen willkiirlichen Werth hat
s bezeichne nimlich U eine ganz beliebige Function, welche in jeden
Punkte von S den gegebenen willkiirlichen Werth hat. Ferner bezeichne
irgend eine Function, welche in ]edem Punkte von S Null ist und n
jedem inneren Punkte irgend einen reellen endlichen oder unendlich kle
nen Werth hat, dessen Zecichen mit dem Zeichen von

rl(az g—g) d(a - d( (ZZ

dx + dy

iibereinstimmt, so dass w natiirlich fiir jeden jnneren Punkt (wenn es dem
gicbt), fir welchen dieser Ausdruck den Werth Null hat, gleichfalls X

ist. Endlich sei noch U’ = U 4+ $u, wo 3 cine belichige Constante b
zeichnet. Wendet man dann die Formeln von ‘(b.) an, nachdem man d¢
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selben 80 modificirt hat, dass sie fiir die geinderten Umstdnde passen, und
bezeichnet der Kiirze wegen das Integrar

SIS + (<8 )1+<11L;—U>}d:cdydz

wit § und das daraus durch Vertauschung von U und U’ gebildete Inte-
gral mit €, so erhiilt man

¢=q—z2o /[ ulz(e >+dy( W
+?¢E ddU}dxdydz

+.92fff{( >+( Z)2+(a%2}dxdydz_

Der Coefficient von — 2 & ist hier in Folge der Bedingung, unter welcher
u gewdhlt wurde, seiner Natur nach positiv, ausser wenn die Gleichung
[2) erfillt ist, in welchem Falle er den Werth Null hat. Auch der Coef-
fident von &2 ist, wenn er nicht gerade Null ist, seiner Natur nach posi-
tiv; denn alle Grossen, die er enthilt, sind reell. Die letzte Gleichung
knn daher in folgender Weise geschrieben werden: —
=0 — m3n—95),

w0 jede der Grossen m,n positiv ist. Dies zeigt, dass, wenn man &
irgend einen positiven Werth beilegt, der kleiner als # ist, @’ klciner als
Q gemacht wird, d. h. es lisst sich, ausser wenn die Gleichung (2) be-
friedigt ist, eine Function U’ finden, welche auf S denselben Werth wie
U hat und welche, fiir U in das Tntegral @ eingesetzt, dieses Integral
kleiner macht, als es vorher war. Mit anderen Worten, eine Funetion U,
welche auf der ganzen Oberfliche S irgend einen vorgeschriebenen Werth
bat und im Innern von S das Integral ¢ so Xklein als moglich macht,
muss der Gleichung (2) geniigen. Das Integral ¢ ist aber seiner Natur
nach positiv, und daher gicbt es cine Grenze, klciner als welche es nicht
gemacht werden kann. Folglich giebt es auch eine der vorgeschriebenen
Bedingung unterworfene Losung von (2).

(e) Wir haben in (¢c.) gesehen, dass, wenn es eine Lésung der an-
gegebenen Art von (2) giebt, nur eine solehe Losung vorhanden sein kann,
ud jetzt sehen wir, dass es wirklich eine giebt. Unsere Betrachtung
bat ung also Folgendes gelehrt: — Wenn der Werth der Function U in
jedem Punkte irgend einer geschlossenen Oberfliiche willkiirlich gegeben
ist, 50 bestimmt die Gleichung

d:c( db)_*_dJ( dU>+dz d())—

den Werth dieser Function unzweideutig fir jeden iunerhalb der Ober-
fache gelegenen Punkt. Dass dieser wichtige Satz auch fiir den ganzen
unendlichen Raum ausserhalb der Oberfliche S giiltig bleibt, geht aus
dem vorhergehenden Beweise hervor. Nur hat man die Vorsicht an-
awenden, die verschiedenen Funetionen, mit denen man zu thun hat, so
@ waihlen, dass die dreifachen Integrale simmtlich convergent gemacht
werden. § braucht nicht gerade eine einzige geschlossene Flache zu sein,
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sondern kunn eine beliebige Anzahl von Oberflichen sein, welche abgeson-
derte Theile des Raumes eloschliessen. Auch der Husserste Fall, in wel
chem S oder irgend ein abgesonderter Theil von S eine offene Schale
d. h. eine endliche nicht geschlossene Oberfliiche ist, ist offenbar nicht
ausgeschlossen. Endlich kann § oder irgend ein abgesonderter Theil von
S anch eine sich ins Unendliche erstreckende Oberfliche sein, wenn nur
der Werth, den man auf derselben der Function U mnach Willkiir beilegt,
so gewihlt wird, dass die in Rede stehenden dreifachep und zweifachen
Integrale convergent gemacht werdexn.

B. Entwicklung nach harmonischen Kugelfunctionen

Die mathematischo Methode, welche gewShnlich die Method:
der ,Laplace’schen Coefficienten” genannt wird, die wir aber die
Entwicklung nach harmonischen Kugelfunctionen nenne
wollen, hat zum Gegonstande, eine belichige periodische Function
zweier unabhiingig Veriinderlichen in einer Form auszudriicken, die
sich filr eine umfangreiche Klasse physikalischer Probleme eignet,
wo willkiirliche Data iiber eine Kugeloberfliche hin gegeben sind,
und daraus die Losung fir jeden Punkt des Raumes abzuleiten.

(a) FEive harmounische Kugelfunetion defliniren wir als eige
homogene Function V von =z, %, z, welche der Gleichung

) v, v, v _
do T dyr VT dR2 T

gentgt. Ihr Grad kann eine bheliebige positive oder negative ganze Zall,
er kann auch gebrochen oder imaginir sein. '

(b) Eine harmonische Kugelflichenfunction ist die Funetion
zweier Winkelcoordinaten oder Kugelflichencoordinaten, in welche sich eine
harmonische Kugelfunction auf irgend einer Kugeloberfliche verwandelt, di
vom Anfangspunkt O der Coordinaten als Mittelpunkt aus beschrieben ist
Wir werden zuweilen eine I'unction, die nach der Definition (a.) eicfich
eine harmonische Kugelfunction ist, eine rdumliche harmonische
Kugelfunction nennen, wenn wir besonders darauf aufmerksam machen
wollen, dass sie nicht auf eine Xugeloberfliche beschrinkt ist.

(c.) Eine harmonische Kugelfunction heisst vollkommen, wenn ilr
Werth fiir alle endlichen Werthe der Coordinaten endlich und eindeutig ist

Eine harmonische Xugelfunction heisst unvollkommen, wemn
entweder fir einen den Mittelpunkt umgebenden Rauwm nicht dberall der
Fundamentalgleichung (4) geniigy, oder nicht wieder denselben Werth an
nimmt, wihrend sie um jede geschlosscne Curve cinmal herumgeht.

(d) Es wird spiter gezeigt werden, dass eine vollkommene harmo
nische Kugelfunction nothwendig entweder eine rationale ganze Function
der Coordinaten ist, oder auf eine solche durch einen Factor von der Forn
(x% + y? 4 22)™ reducirt werden kann. ’
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(e) Die allgemeine Aufgabe, harmonische Functionen zu finden, lisst
gich kurz so aussprechen: —
Das allgemeinste Integral der Gleichung

d2u d?u a?u

“ iz taptaz="C
m finden, welches der Bedingung

. du du “du !
(5) $@+y@+23—;—2’“

genigt. Die letzte Gleichung ist bloss der analytische Ausdruck der Be-
dingung, dass % eine homogene Function vomn z,y, # sei, deren Grad p
eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, oder irgend ein Bruch,
oder eine beliebige imaginire Grisse sein mag.

(f) Analytische Ausdriicke fiir eine absolut al]gememe Integration
dieser Gleichungen liessen sich wohl ohne grosse Schwierigkeit in ver-
wchiedenen ¥Formen ermitteln. Fiir uns hingt aber der Werth oder das
Interesse, das eine solche Untersuchung haben kann, nur davon ab, dass
die gefandencn Losungen im Stande scien, den Bedingungen auf gewissen
Umgrenzungsflichen zu geniigen, wie sie sich in physikalischen Problemen
darbieten. In einer sehr ausgedehnten und wichtigen Klasse von physikali-
schen Problemen, in denen ein Rawm in Betracht kommt, der von einer
vollstindigen Kugeloberfliche, oder von zwei vollstindigen concentrischen
Kugeloberflichen, oder von ganz nahezu kugelférmnigen geschlossenen Ober-
fiichen begrenzt wird, ist der unter der in (d.) ausgesprochenen Beschrinkung
integrirte Fall, in welchem p irgend eine positive oder negative ganze
Zabl ist, von der hochsten Bedeutung. Wir werden denselben unten vol-
stindig ausarbeiten. Weiter gicbt es dhnliche Anfgaben, in denen Lésun-
gen fiir Fille von gebrochenen und imaginiren Werthen von p niitzlich
sind. In diesen Aufguben handelt es sich um Ausschnitte aus Kugel-
riumen, welche durch zwei Diametralebenen gebildet werden, zwischen
denen ein beliebiger Winkel enthalten ist, der kein Submultiplum von
zwei rechten Winkeln ist; oder sie beziehen sich auf Riume, welche
durch zwei Kegel von kreisformiger Basis mit gemeinschafflichem Bcheitel
ind gemeinschaftlicher Axe und von dem in ihnen liegenden Theil zweier
um den Scheitel als Mittelpunkt beschriebenen Kugelflichen begrenzt wer-
den, Wenn endlich der Gegenstand ein fester oder fliissiger Kérper von
der Form des Ausschnittes ist, der aus den letzterwihnten Réumen durch
zwei durch die Axe der Kegel gehende Ebenen herausgeschnitten wird,
deren Neigung zu einander cin beliebiger Winkel ist, so haben wir es mit
einem Falle zu thun, in welchem p eine ganze oder eine gebrochene Zahl
it, je nachdem der letzterwiihnte Winkel ein Submultiplum von 7 ist oder
nicht; doch ist dieser Fall unter einer Voraussetzung zu integriren, die
von der in (d.) angegebenen verschieden ist. Wir werden daher, nachdem
wir allgemeine Ausdriicke {iir vollkommene harmonische Kugelfunctionen
erforscht liaben werden, einige Andeutungen iiber die Bestimmung der un-
vollkommenen harmonischen Functionen von gebrochenem oder imagindrem
oder ganzzahligem Grade machen, welche fiir die Losung von Aufgaben
eforderlich sind, in denen Riume betrachtet werden, wie wir sie eben
beschrieben haben.
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Zuniichst stellen wir einige wenige Formeln zusammen, welche im
Folgenden benutzt werden.
(g) Wir nennen den Anfangspunkt der Coordinaten O, den Punkt
«, ¥,z P und nehmen OP == r an, so dass 22 } y2 4 22 = 72 ist. Fer
ner bezeichne der Buchstabe 3, wenn er vor irgend eine Function gesetrt
ist, die in Beziehung auf die Lingeneinheit in der Richtung O P genom
mene Grisse der Variation dieser Function, so dass
. z d Yy d zd
(6) d = + * dy + 5 iz

rdzx
ist. Bezeichnet H, irgend eine homogene Function pler Ordnung von
, Y, 2, 80 haben wir offenbar )

) oM, =21,
folglich .
(5) oder (8) dmr —}- dz” = p1l,,

die bekannto Diffcrcn‘cxalglcmhung einer homogenen Function, in derp

natiirlich jeden positiven oder negativen ganzen, jeden gebrochenen oder
2

imaginidren Werth haben kann. Wird weiter der Kiirze wegen e

2 2

4+ dd—yﬂ + diﬁ mit \/2 bezeichnet, so ergiebt sich dnrch Differentiation

(9) V2(@™) = m(m + 1)rm=2

Auch ist, wenn «, %' zwei beliebige Functionen bezeichnen,

dudu du du’ du dw

10 2(uu') — u'\V2u 2(—— — = ) W,

(10) V?(ww) Veu + oG T dy dy Tz az) TV

und hieraus folgt, wenn jede dieser Fuuctionen %, %' einc Losung von

(4) ist,

du du' dudu dudw
2 N o= o222 . 2B il
1) V3 (uw) *2(d.7cdw dydy +dzdz)’
oder, wenn wir # = V¥V, == einer harmonischen Function pten Grades und
#' = r™ annehmen,

VEifmVy) = emrm*
oder, nach (8) und (9),
(12) V2 V,) =m@2p +m + )r2V,

Aus dieser letzten Gleichung geht hervor, dass r—#%—1 ¥, eine harmonische

Function ist, und da sie_ vom Grade — p — 1 ist, so kinnen wir sie mit
V_,1 bezeichnen, so dass wir

pr—l — 2 -1 Vp,

dV dV 1V,
da'p dy 2 )+va2( )

oder
B VP, J— VT’
(13) A
far
pt+p=—
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haben, ¢ine Formel, die uns die gegenseitige Beziehung zwischen zwei
rivmlichen harmonischen Functionen zeigt, welche auf jeder um O als
Mittelpunkt beschriebenen Kugeloberfliche dieselbe Form der harmoni-

schen Flichenfunction liefern. Wird weiter in (9) m =— — 1 angenommen,
s0 erhiilt man .
, 1
1 2— == (.
) vl
N B . . N -
Danach st 7 eine harmonische Function vom Grade — 1. Wir werden

spiter sehen, dass sie dic cinzige vollkommene harmonische Function
dieses Grades ist.

Wenn # irgend eine Losung der Gleichung V2w — 0 ist, so hat
man auch
du
2__ —— 0
A\ Tz ,

ud ebenso sind die hoheren Differentialquotienten Lisungen derselben
Gleichung. Ist also Vp eine harmonischc Function von cinem belie-

) ditkt Y, .
bigen Grade », so ist w————— eine harmonische Function vom Grade
dxidytdz!
y—J—k — I, oder wir kinnen
AT,
15 ———— == ke
() Todyds —

schreiben.
Weiter giebt es einen #usserst wichtigen Satz, der durch die folgende
Gleichung ansgedriickt wird : —

(19) S [ 88w duw = o;

darin bezeichnet d w ein Element einer Kugeloberfliche, die von O als
Mittelpunkt aus mit dem Radius FEins beschrieben ist; die Tntegration

/' f hat sich iiber die ganze Oberfliche zu erstrecken, und S,, S, be-
zichnen zwel vollkommene harmonische Flichenfunetionen, deren Ordnun-
gen 7 und %' weder einander gleich sind, noch zur Summe — 1 haben.
Denn wenn wir die riumlichen harmonischen Functionen 7+ 5, und %S,
fir jeden Punkt (z, ¥, 2) mit ¥, und ¥,  bezeichuen, so ergiebt sich durch
Anwendung des obigen allgemeinen Satzes (1) in A4 (a) auf den Raum, der
awischen zwel um O als Mittelpunkt mit den Radien @ und @, beschrie-
benen concentrischen Kugeloberflichen liegt,

. AV,d Va AV,dVe | AV.dV,
ft/-/(d;c dx +Ty_7l?+ Az dz)d:cdydz

:f/‘VnaVn,da—_—f/‘Vn,aVﬂda.

'
Nach (7) ist aber 3V, = —:_L— w und 3V, —= ;V,., und fir die be-

dehungsweise durch die beiden Kugeloberfiiichen gebildeten Theile der
Umgrensungsfliiche ist de¢ = adw, do == afdw. TFolglich gehen die
beiden letzten gleichen Glieder der vorhergehenden Doppelgleichung
uber in
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n(an+nl+1_ a1n+u'+1) ffSnSn’dm —
n' (an+n'+1 . aln+u’ . 1) ffsnsvn’ dw,

und damit dies erfilllt sei, muss, wenm # von %' und a*t"T! 4o
a,"t"*1 yerschieden ist, dic Gleichung (16) bestehen.

Der cntsprechende Satz fir wunvollkommene harmonische Kugel
functionen ist folgender: —

Es bezeichnen Sy, Sw’ irgénd zwei unvollkommene harmonische Kugel
flichenfunctionen, deren Grade m,n’ von einander verschieden sind und
eine von ~— 1 verschiedene Summe haben; ferner sollen diese Functionen
folgender Bedingung geniigen: An jedem Punkte der Umgrenzung irgend
eines Theils der Kugeloberfliche soll entweder jede derselben oder aber i
Differentialquotient, genommen in normaler Richtung zur Umgrenzung fir
jede von beiden verschwinden, und in jedem Punkte des eingeschlossenen
Theils der Oberfliche soll jede einen endlichen und eindentigen Werth
haben. Dann bleibt die Gleichung (16) giiltig, vorausgesetzt dass die

Integration f f auf den in Rede stehenden Theil der Oberfliche be

schrinkt wird. Der Beweis weicht von dem vorhergehenden nur darin
ab, dass man hier nicht den ganzen zwischen zwel coucentrischen Kugei
oberflichen liegenden Raum zu nehmen hat, sondern uur den Theil dex
selben, der durch den Kegel eingeschlossen wird, welcher O zum Scheitel
hat und die Umgrenzung der betrachteten sphirischen Fliche enthilt.

(b.) Wir wenden uns jetzt zur Erforschung vollkommener harmoni-
scher Functionen und werden zunichst beweisen, dass eine jede solche
Function entweder eine rationale und ganze Function der Coordinaten
x,y,z ist, oder vermittels eines Factors von der Form 7™ dazu gemacht
werden kanmn.

Es bezeichne ¥ irgend eine Function, welche in jedermn Punkte inner
halb einer Kugeloberfiiche &, die von O als Mittelpunkt aus mit einem
beliebigen Radius @ beschrieben ist, der Gleichung

17) ViV = o

geniigt. Wenn ihr Werth an dieser Oberfliche eine bekannte Funetion
von belicbigem Charakter ist, so kann er nach dem unten in (51) ent:
haltenen allgemeinen Salze in folgende Reihe entwickelt werden: —

(18) r=a)y,V=58+85+85+ -+ 8 +uasw,

wo 8,8y --- Ssn die Flichenwerthe rédumlicher harmonischer Kugel
functionen von den Graden 1,2,---7 bezeichnen, deren jede flir jeden
innerhalb § gelegenen Punkt eine rationale ganze Function Ist. I
ist, aber

r r2 ™"
(19) SO+81;+Sza—2+---+Sn—n{fu.s.w‘
a
eine den gestellten Bedingungen geniigende Function, und folglich kaun, wie

oben in A (c) bewiesen worden, ¥V von (19) nicht verschieden sein. FEssl
nun, als ein besonderer Fall, ¥ eine harmonische Function von einem post
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v
tiven Grade »; wir konnen sie dann mit Sy-—u- bezeichnen, und
a

s Mmuss
J r J 7‘ J r2 Y
S = Sk Big S bk B +usw

sein, Das ist unmdglich, ausser wenn » = n, Sy == Sy ist und alle iibri-

gen Functionen Sj, 8y, 83, u. s. w. verschwinden. Ks kann also keine

vollkommene harmonische Kugelfunction von einem positiven Grade geben,
7™ ;

welche nicht, wie Sw —, von einemn ganzzahligen Grade und eine ganze
a .

rationale Function der Coordinaten ist.

Ks sei ferner V irgend eine Function, welche fir jeden Punkt ausser-
halb der Kugeloberfliiche S der Gleichung (17) geniigt und in unendlicher
Eutfernung mnach jeder Riehtung zu verschwindet; ihr Werth auf der
Overfliche § werde wieder durch (18) ausgedriickt. Wir beweisen dann
auf dhnliche Weise, dass diese Function nicht von

12 So
r

'Vl

) 1+a5’1+ L g On s 2 4wosow

verschieden sein kann. Wenn daher, als ein besonderer Fall, V irgend
%

. - . 7% Sy . .
eine vollkommene harmonische Function S you einem negativen Grade

x ist, so muss fiir alle ausserhalb S gelegenen Punkte

7 Sy aSO azé a S‘z a™t! Sn

> — 0 . 1+ + - gpeEew + uosow

a* r

sein, und dies erfordery, dass x — — (» + 1), Sx = S, ist, und dass alle
irigen Functionen Sy, 81, 8, w. 8. w. verschwinden. Eine vollkommene
harmonische Kugelfunction negativen Grades kann somit keine andere als
“n+1 Sn 1z+1
————, oder
gl T.z
eire rationale ganze Fumction der Coordinaten, sondern selbst eine har-
monische Kugelfunction ist.

(i) Ordnung und Grad vollkommener Kugelfunetionen. —
Wir haben also bewiesen, dass eine vollkommene Kugelfunction, wenn
se von einem positiven Grade ist, nothwendig auch von einem ganz-
whiigen Grade und ansserdem eine rationale ganze Function der Coor-
dinaten ist, oder, wenn sie von einem negativen Grade — (n 4 1)

S’nfr sein, wo Sn r” nicht nur, wie behauptet wurde,

ist, nothwendig die Form hat, wo Vh eine harmonische Func-

7

-1
tion von einem positiven Grade » ist. Wir werden daher unter der Ord-
nung einer vollkommenen harmonischen Kugelfunction negativen Grades
den Grad oder die Ordnung der mit ihr verbundenen vollkommenen
harmonischen Function positiven Grades und unter der Ordnung einer
tarmonischen Flichenfunction ebenso den Grad oder die Ordnung der
raxmlichen harmonischen Kugelfunction positiven Grades oder die Ord-

Thamson u. Tait, theoretische Physik. 11
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nung der rdumlichen harmonischen Kunction negativen Grades verstehen,
welche mit ihr auf der Kugeloberfliche iibereinstimmt. '
(J-) Um allgemeine Ausdriicke fiir vollkommene harmonische
Kugelfunctionen aller Ordnungen zu erhalten, bemerken wir zuniichst,
dass cine vollkommene bharmonische Funetion vom Grade 0 nothwendig con-
stant ist, da ja eine Constante die einzige rationale ganze Function Oten Gra-
des ist. Nach dem, was wir soeben gesehen haben, ist also eine vollkommene

A
harmonische Function vomn Grade — 1 nothwendig von der Form —: Das

diese Funection harmonisch ist, haben wir schon frither aus (14) exk.mm.
Mit Riicksicht hierauf folgt aus (15)

v ikt 1
(21) ot daidy*dz ($2+y2+22)1/2:
wenn § + £ + [ = n ist,
wo V_,_1 eine harmonische Function vom Grade —- (n -} 1) bezeichnat,

die offenbar eine vollkommene harmonische Function ist. Berechnet man
den hier angegebenen Differentialquotienten, so sieht man, dass derselbe
ein Bruch ist, dessen Zihler eine rationale ganze Function #nten Grade,
und dessen Nenner 2%+ jst. Nach dem eben erhaltenen Resultat nus
der Zihler eine harmonische Function sein; wird dieselbe mit V, bezeich-
net, 80 haben wir daher B

JHa+l
(22) Vo= it o
de’dy*de' 7
Die Anzahl der unabhingigen harmonischen Functionen

. . . . 1 - e
nter Ordnung, die wir auf diese Weise aus - durch Differentiation her

. . 2) (n 1) . .

leiten kinnen, ist 27 4 1. Ks giebt zwar nt ZU+ Difforential
. kel . T . !
guotienten daidyFdst’ fiir welche § 4 k& 4 I = n ist; aber wens

der Gegenstand der Differentiation ist, so sind nur 2# -+ 1 derselben w-
abhingig. Es ist ndmlich

d? d? d2
(14) d .’1:2 dy® >
dies liefert fiir jede ganze Zahl p
ar 1 p1
(23) Ty F(dx2+dy> .
und zeigt, dass
. !
d/tit g = ( l"—l ditE g L )El wemmn [ gerale
A/ dy*d? ) da? doyt (dal tap) v ist,
(24){oder |
. 1—1 wenn
. % d’tt a2 d2\ 2 d U yngeml
- (ﬁ 1) _—'< ) ]-_‘2 dz ’ iat.
da’ dyt \d dy
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Nehmen wir also erstens { = 0 und § 4+ % = #u, so erhalten wir » 4o
i i itk . X A
Diffsrentialquotienten W’ und wird weiter 7 =1 und §j + &k =
) R ) ditx
n — 1 genommen, 8o crgeben sich noch % Differentialquotienten Fa rl7 ,
i %

1 . o s . A
d. h. wenn - Gegenstand der Differentiation ist, so haben wir im Ganzen

22 + 1 und nicht mehr verschiedene Differentialquotienten, von denen
man leicht zeigen kann, dass sie in der That unabhiingig sind. Wir
brauchen uns aber hier wicht damit aufzuhalten, diese Unabhingigkeit
nachzuweisen., da sie unten in den wirklichen Entwicklungen zu Tage
treten wird.

Rezeichnet jetat H, (z,y,2) irgend eine ratiornale ganze Function nten
Grades von z, ¥, 2, so ist V2 H, (x,y,2) vom Grade n — 2, und da H,
2 —1) .. .
us(-——n+ )n(n+ ) Gliedern besteht, so ist rov s (nz ) die Anzahl der Glieder von

5 1 — 1 . -
V2H,. Ist also V2H, == 0, so haben wir L(,T—) Gleichungen zwischen

den constanten Coefficicnten, und die Anzahl der iibrig bleibenden unabhiin-
2) (7 »(n— 1 .
(ot )2(z+1)~n(n2 ),oder 27 + 1, d. h. in
der allgemeinen rationalen ganzen harmonischen Function #ten Grades giebt
& 2n -} 1 Constanten. Wir haben aber gesehen, dass es 2% 4- 1 ver-

gigen Constanten ist

1 .
schiedene Differentialquotienten nter Ordnung von r giebt, und dass der

Zihler eines jeden eine harmonische Function nten Grades ist. Ks ldsst
sich somit jede vollkommene harmonische Function nter Ordnung durch

. 1 " . .
die Differentialquotienten von - ausdriicken. Es ist unmoglich, 27 } 1

Funetionen symmetrisch aus drei Verdnderlichen zu bilden, ausser wenn
2n 4 1 durch 3 theilbar, d. h. # von der Form n = 3 p 4 1 ist, wo p
jede ganze Zahl sein kann; djese Classe von Filleh verdient besondere
Beachtung, Dagegen lésst sich fiir jeden Werth von # die allgemeine
barmonische Function als eine Function mit 2241 Constanten
darstellen, welche zwei von den drei Verdinderlichen symmetrisch enthiilt.
Dies kann auf verschiedencn Wegen geschchen, von denen wir die beiden
folgenden als die niitzlichsten wahlen: — Erstens ist

2"‘“ j{ (dm) T4 (d.z)n 1 d + (dx)"—g(dg)
()
- {B" d(la” N + B (d;r)n i + (dnc)ﬁ_3<dy>
() %-

23)

Zweitens sei R

28) x+yi=%§ x—yi=m,

w0 i wie gewdhnlich VY — 1 bezeichinet. Dann erhiilt man
11*
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164
. 1
z="ThE+n, ¥y=5EC—1
e L
r (Ent+A%’
d . d a\ d 7 a d
oy 17859 = (@ + 7)o gylew) = (g — 7,) )
d d . d d d
—_— — 1 _— — [& — 1 —

]df [E, 7?] - /Q(dw zdy)[m1y]:dn[>)n]’— /2<d:r: dJ)r y]
wo die Symbole |z,y] und [£,7] ein und dieselbe Grisse bezeichnen, die be
ziehungsweise durch x,y und durch &,y ausgedriickt ist. Hieraus folgt weiter

d12+dy2 %dﬂ)[m’J’aJ *< (ZE(Z}] )[E e
(29) lodel nach unserer abgekiirzten Bezeichnung
de
2
v dEdv + da2’
Dann ist, wie frither
Va n— d\»—2 7/ d \2
+ 9 —
L {m"(d E) S (¢£> dn (dé) (dr

+ ()
() G @)
5 ()

(80)

e

Die hier geforderten Differentiationen lassen sich mit grosser Leichtigkeit
mit Hiilfe des Leibnitz’schen Satzes ausfiihren. Man erhdlt

’1.2('”1 +2)4 1ﬂ l — (k l)m’H’i.i ..... (m + p— [ mep
d'&mdnﬁ’r 2 2 2
_ mp m—1 wp—1 .9
TR A KA
m(m—1)-p(p—1) _om—2 p—2
T mts—Ymtr—%" ° ~ ]
(31) q und
mipi1 p
2mip)+s 4 1 mrpyr1l 3 5 y
T A dpPds T =(—1 2°3° g (m—+p -+ Yy 2z
mp —1 gp—1
mgp TP il
K T tp1 %"
mm—1).p(p—1) 2y
£r — . s w}
T e mt e F o m =" :

Dieser Ausdruck fithrt sofort zu einer recllen Entwickluang in Polat
coordinaten: — Es sei
y = 7rsindsin g,

(32) 2 =rcos %, x = rstnicosq,
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s0 dass
(33) E= rsin$e®, 5 = rsinge P

ist. Dann igt noch

Inp = a? 4+ y? = r2gin2 §
wid
™= (E0)" 8 = (50)" (r sin 9)' (cos p L ising)f
= (rsin 9P (cos sp -} 9 sinsg),
wo & = p — m ist, und wenn wir weiter
y {% U = A, (Up — Ui = Ay
Bp + Bm = Bs, (Bp — Bu)e = B’

nehmen, so srhalten wir:

%, qm+e + qmp 1
dEmdP T T AT
1 3 5 _
= {— 1)”‘*”5.5.%.--(7;@4-13— Vr ™A (A cos s p - Algsins @) X
gt g . ™Pp m4p—2
[Mn I — (m +1? —i7) sin &
m (m —_ 1) P (p - 1) D ~4 ]
=~ StN F—u. 5. w. [,
HESTHCES Al R A
3) grtetl amtrtt g
Paendnrdz T CaPdq ds T

3 5 —
= (= ™IS Z e p )P (Bicos s g
4+ Blssinsp)cosd X

sin™tP g — My sin™tP2 g
[ 1.0m+p-F )
mm—1).p(p—1) mip—i
LT d—u. 8. w. |-
REICRCEE RS (I E e A wow]

Wir nehmen jetzt weiter keine Riicksicht auf die constanten Factoren,
die wir bisher nur aus dem Grunde beibehielten, um die Bezichungen der

.. . . . 1 .
mtersuchten Ausdriicke zu den Differentialquotienten von T zu zeigen.

Bezeichnen wir noch mit ¥ die Summaltion in Beziehung auf die willkiir-
lichen Constanten A, 4, B, B’ so erhalten wir den folgenden ganz all-
remeinen Ausdruck fiir eine vollkommene harmonische Kugelfiichenfunction
fter Ordnung: —
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mtp—=n .
Sn= ¥ (dscossp + A'ssinsy)@(in,p)
m4ptL=n

Y (Bscossg + Blssinsg)cos $Z(m, p),

(38)wo s = m OO p, & h. ==+ Vim — p)? und

. mp mip -2
A(m,p) = sin™ Py — —— 4 _gipmTP-2 4
1 (m~+p—Y%)
m (m — —
—{— fm—1) p(p—1) T L 419 — u 8w

2. (m A p—1) (mI-p—3)

ist, wilirend Z (m,p) von 8 (m,p) nur darin abweicht, dass in den Nen-
nern von Z (m,p) statt m 4+ p tberall m - p 4 1 steht.

Die fiir eine barmonische Kuagelfunction zmter Ordnung gewthnlicl
gegebene, etwas einfachere Formel (Laplace, Mécanique Céleste, livre 11,
chap. II, cder Murphy’s Klectricity, Preliminary Prop. XI) ist folgende: —

3=n
(37) Sn = Y (dscossg -+ Bssinsg) Ggf),
§=0
()___ -8 [ n—s _ (n— )(n—s—l) | R—§—2
(38) Ga sin’ 3| cos™ " 3 i e pram ) cos &

(n—s) (n—s—l)(n——s—?)(n—s‘-%)
2.4.2n—1)(2n—3)

+

n—.;—4 9—u s.w.:l_

Wir figen hinzu, dass @n dieselbe Bedeutung wie € (m, p) hat, wem
m—+p=mnund mO p =y ist, oder dieselbe Bedeutung wie cos $Z(m,pl.
wenn m 4+ P +— 1 ==n und m O\ p — s ist. Dies kann aus dem Vor
hergelienden durch cine algebraische Umformung hergeleitet werden; e
kann auch direct durch eine passende Aenderung der oben angewandwn
Differentiationsmethode gefunden werden. Man kann es aber auch da

durch erhalten, dass man (as und bs als willkiirliche Constanten an-
genornmen)

Vo= Snt™ = 3 (a: 8 + bsr") (2" + ar?e" 2
4 gttt L ous w)

voraussetzt, was offenbar eine richtige Form ist, und e, 8, u. s. w. durch
die Differentialgleichung V2 Vs == 0 und (29) bestimmt.

Eine andere Form, die vielleicht die niitzlichste ist, kann man mit
sogar noch grosserer Leichtigkeit auf folgende Weise erlangen: —
Nimmt man

Va = Z(a:& + b5 (" ° + « 2"_‘72'57; + @yt gy uwsw

an und bestimmt «q, a5, u. 8. w. durch die Differentialgleichung, so er
hidlt man

R s 3 n—s (n - '5) ("’ — 8 1) n~s~2
%) Vn—z(aas +bgﬁ)[2 ————-‘( +1) ] &p
(n—s8)(n—s—1)(n—3—2)(n—s—38)

42 . (s-F1)(5s+2).1.2

_ DR
"8—45772

z -~ 1. 8. W.].
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was auch leicht durch Differentiation von 7 hitte gefunuden werden kin-

pen. Werden jetzt die imaginiiren Symbole eliminirt und dic Bezeichnung
von (37) und (38) beibehalten, so ergiebt sich
(n—8)(n—s—1)
4.(s+1)
n—s)jm—s—1)m—s8—2)(n—s—3)
Wt T P FOGsTY.1.2
w0
b B ENEsEY) ks
T (2sH1)@Rs+38)(2m—1) T
Dieser Werth von € wird entweder durch Vergleich mit der Formel (38),
von welcher die letzterhaltene eine algebraische Modification ist, oder,

85{‘)—_— CUsin® & [cos"_s 5 — €os" 29 sin2H

cos" T g sint 5 —us. w.] ;

vielleicht leichter, auf folgende Weise gefunden: — Wir haben nach (29)
a1 = d i
i ST =(—1)2 2o s mya gy Wemm n—s gerade,
2 ‘ ns onys
! dET dy 2
(41) Joder
n—s—1 n
= (—1) 2 on—s—1 d l,wenn n—s§
n—s—1 n4s—1
dzdé 2 dy 2 ungerade ist.

Wird das erste Glied pach Potenzen von z,& 7% entwickelt, dadurch dass
man der Reilie nach erst smal in Beziehung auf 4 und sodann (n— s)mal
in Beziehung auf 2 differentiirt, so erh#lt man fiir einen Term seines
Zillers
@) =10 =) @s 1 (2s+2)(2sF3) ()"0 E,
und daraus ergiebt unier Benutzung von (41), (35), (39), (40) der Werth
von .

(k) Wichtige Eigenschaften der enftwickelten Glieder. — Es
ist sehr wichtig zu bemerken, dass man erstens

(43) ‘/.'/‘Un Unde = 0

hat, wo Up und U'n irgend zwei von den Elementen bezeichnen, aus
denen ¥ in einern der vorhergehenden Ausdriicke zusammengesetzt ist,
und dass zweitens

T
(14) S 6y 0 sinsds = o
0

ist, wo natiirlich der Fall # — %' ausgeschlossen bleibt. Denn nehmen

wir r==a = dem Radius der Kugeloberfliche und, wie oben, de == a’dw,

0 haben wir dw — sin 9 dd dg¢, u. 5. w., und die Grenzen von 4 und ¢

in der Integration fir die ganze Kugeloberfliche sind beziehungsweise 0
o7

bis 7 und 0 bis 272, Da nun j.cos sgpcoss' @gdyw =0 ist, so erkennen wir
0

die Walirheit der ersteren Behauptung; die zweite lisst sich aus (18) und

(36) algebraisch verificiren, was wir dem Leser zur Uebung iiberlassen.
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(1) Entwicklungen unvollkommenecr Kugelfunctionen fiir Ke-
gel und Keile. — Jede der vorhergehenden Reihen kann mit jedem ¥nde
begonnen und, auch wenn die Grossen n, m, p oder § simmtlich oder zum Theil
gebrochen oder imaginir sind, gebraucht werden. Jede auf diese Weise
erhaltene Reihe, die Anzahl ihrer Glieder mag endlich oder unendlich sein,
driickt eine harmonische Function nten Grades aus, da sie vom nten
Grade ist und der Gleichung V2V, = 0 geniigt. In einigen dieser Fille
bleibt die Reihe endlich, und dann ist ihre Anwendung an sich klar. Ist
die Reihe unendlich, so darf sie im Falle ihrer Convergenz gebraucht
werden, und ausser fiir besondere Grenzwerthe der Verdnderlichen wird
die aus irgend einem der vorhergehenden endlichen Awusdriicke, wenn der-
selbe mit einem seiner beiden Enden begonnen wird, erhaltene unendliche
Reihe convergiren. Auf diese Weise verschafft uns jeder der endlichen Aus-
driicke immer eine Reihe, welche fiir jeden der jetzt vorausgesetzten ge
brochenen oder imaginiren Werthe convergirt. (s lidsst sich in der That
leicht zeigen, dass er eine divergente unendliche Reihe liefert, wenn man
ihn mit dem einen Ende beginnt, dagegen eine convergente Reihe, wenn
er mit dem anderen Ende begonnen wird.) Die Bestimmung der Werthe
d
d¥
Werthen von 4 Null machen, ist ein analytisches Problem, das in Ve
bindung mit diesen Entwicklungen nach harmonischen Xugelfunctionen
hohes Interesse hat. Es ist im Wesentlichen in der oben angefithrien
physikalischen Anwendung enthalten, in der die betreffenden Riume theil-
weise durch Kegel mit zusammenfallenden Axen begrenzt werden. Wem
die Umgrenzung durch die von diesen Kegeln aus zweci concentrischen
Kugeloberflichen herausgeschnittenen Theile vervollstindipgt. wird, so gehen
auch Functionen der unten in (0.) beschriebenen Klasse in die Lisung ein.
Wenn wir erst im Stande sein werden, physikalische Anwendungen mit
Nutzen zu geben, werden wir auf den Gegenstand zuriickkommen; fiir
jetzt milssen wir uns mit diesen wenigen Bemerkungen begniigen.

s (O N :
von # — 8§, welche 85,) oder On’ fir jeden von zwei festgesetzten

(m.) Entwicklungen fur Xeile. — Wenn der in plysikali
schen Problemen, wie wir sie schon angefithrt haben, betrachtete
Raum zum Theil von zwei Ebenen begrenzt wird, die sich in einem

. - - 7 . .
Durchmesser unter irgend einem Winkel — treffen, und wenn die wei
v

tere Umgrenzung der in dem Winkel zwischen diesen Ebenen lie-
gende Theil einer Kugeloberfliche ist (den Fall » <Z 1, d. b den
Fall, in welchem der Winkel zwischen den Ebenen grosser als zwei
Rechte ist, schlicssen wir nicht aus), so sind die erforderlichen harmoni-
schen Functionen simmtlich von gebrochenen Graden, aber eine jede ist
eine endliche algebraische Function der Coordinaten &, 7, {, wenn » irgend
eine incommensurabele Zahl ist. Ist z. B. die Aufgabe gestellt, die innere
Temperatur in irgend einem Punkte eines festen Korpers von der in Rede
stehenden Gestalt zu finden, wenn jeder Punkt des gekriimmten Theil
seiner Oberfliche bestindig in einer beliebig gegebenen Temperatur er
halten wird und seine ebenen Grenzflichen eine constante Temperatur
haben, so sind die Formen und die Grade der betreffenden harmonisclien
Functionen folgende: —
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Harmonische Harmonische Harmonische
Grad . Grad . Grad i
Function Function Function
v 14 2w b 3y ev
d & d & ; d Y
w3z & & Ay 3 @ . 6r43 ¢
{1 dz pril 2v 4 1|7 dz il 3y 4 1|7 PP
aps A2 E de g
r+27‘2'+5—2—-—{' 21/4—3‘1’“/‘}5-——5 ,
d 22 Qv+l d 22 pav+1
3 gV 3 2
; + 3 7’2y+7‘d—\' £ 2 + 5 r41/+7i_ &
dz3 F2v+1 dz3 L

Diese harmonischen Functionen lassen sich nach dem Vorhergehenden
nittels der verschiedenen Formeln (36) bis (40) durch reelle Coordinaten
susdritcken.

(r.) Darstellung der Kugelfunctionen beliebigen Grades durch
verallgemeinerte Differentiation. — Es verdient bemerkt zu werden,
las diese Functionen und jede andere Kugelfunction irgend eines Grades
lorselbe mag ganz, oder ein reeller Bruch, oder imaginiir sein) durch ein

lpemeines Verfahren hergeleitet werden kinnen, welches die Differentiation
ds elen besonderen Fall in sich schliesst. So haben wir offenbar, wenn

4y . . .
d_) eine Operation bezeichnet, die im Falle eines ganzzahligen » darin
I|, - .

betelt, dass man den »ten Differentialquotienten nimmt,

; ad\v 1
v 2rtl _) -
& = () e

Py eine Function von » bezeichnet, welche, wonn » eine reelle ganze

Tl ist,
(— 1) l.i.i...(,, — l)
2 2 2 3

rl. Die Schwierigkeiten, welche diese verallgemeinerte Differentiation
rietet, sind auf die Auswerthnng von P, beschrinkt. Sie waren der
sgenstand hdchst interessanter Untersuchungen von Liouville, Gre-
.1y, Kelland und Anderen.

Wenn wir den Factor P, bei Seite lassen und uns mit der Bestim-
ug der Formen der harmonischen Xugelfunctionen begniigen, so haben
irnur Lieibnitz’s Formel und andere bekannte Differentiationsformeln
it irgend einer gebrochenen oder imaginiren Zahl als Index anzuwen-
m, und wir werden sehen, dass die oben fir eine vollkommene harmo-
wche Kugelfunction beliebigen Grades gegebenen dquivalenten Ausdriicke
emittels der hier angedeuteten verallgemeinerten Differentiation aus %

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 Finleitende Begriffe.

bergeleitet werden konnen, dergestalt dass sie jede mbdgliche unvollkon-
mene harmonische Function beliebigen (ganzen, oder reellen und gebroche
nen, oder imaginéren) Grades in sich schliessen. dJene Ausdriicke kinner
aber, wie oben angegeben, in der dargelegten Weise, ganz unabhingi
von der hier erwidhnten Ableitungsart, filr unvollkomrene harmonisxche
Functionen benutzt werden, seien es nun endliche algebraische Functione:
von &, %, &, oder durch convergirende unendliche Reihen ausgedricke
Transcendenten. -

(0) Um den Gebrauch von Kugelfunctionen imaginirer
Grade zu erliutern, wollen wir das oben angegebene, die Leitung da
Wirme hetreffende Problem in folgender Weise dndern: — Der feste Kor
per werde von zwei concentrischen Kugeloberflichen, deren Radien @ un
a' sind, und durch zwei Kegel oder Ebenen begrenzt. Jeder Puk
jeder der beiden ebenen oder kegelformigen Grenzflichen wird in eive
beliebig gegebenen, und der ganze sphiirische Theil der Umgrenzung iv
einer constanten Temperatur erhalten. Dann werden in die Losung har

monische Functionen vom Grade
na V=1
a
log 7

—h+

eingehen, wo n irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Convergirende Relle
ftr diese und fiir die fibrigen zur Losung erforderten ¥Functionen sind n
unseren allgemeinen Formeln (36) bis (40} enthalten.

(p.) Die oben untersuchte Methode, vollkommene harmonische Kuge

. 1 .
functionen durch Differcntiation von s finden, hat den grossen Vorthed

dass sie unmittelbar wichtige Bigenschaften zeigt, welche diese Functiore
in Beziehung auf die Werthe der Verdnderlichen besitzen, fur

die sie verschwinden. So ergiebt sich, da die Grosse 7 und alle i

Differentialquotienten fiir jeden der beiden Werthe z = i‘ , ol
Yy = + @, oder & = + verschwinden, dass

gitEsr 4
da’dy*de T
Jmal versechwindct, withrond Z von — oo bis -+ oo wiichst
k n » n y n ”n n n n
[ . 2

”» n n n n n

Der Leser, der mit Fourier’s Theorie der Gleichungen nicht v
traut ist, wird leicht selbst die vorliegende Anwendung der in jenem b»
wundernswerthen Werke entwickelten Principien bewahrheiten kinnen

Es erbellt auf diese Weise, dass die harmonischen Kugelfunctin
zu der allgemeinen Klasse von Funetionen gehdren, welchen William R
wan Hamilton die Bezeichnung ,fluctuirende Functionen* heigelegt
Diese Eigenschaft ist wesentlich in ihrer Fihigkeit enthalten, willki
liche Functionen auszudricken, und diese Fdhigkeit woller ®
jetzt zum Schlu.ss noch nachweisen.
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(r) Bine willkilirliche Function, ausgedriickt in einer Reihe
harmonischer Flichenfunctionen. Einleitende Sitze. — Es sei C
der Mittelpunkt und @ der Radius einer Kugeloberfliche, die wir mit § be-
wichnen werden. Ferper sei P irgend ein innerer oder dusserer Punkt, des-
<n Abstand von C mit f bezeichnet werde, und d¢ ein in einem Punkte F,
der von P die Entfernung KP =— D) hat, liegendes Klement von S. Be-

zelelmet dann f f eine sich Uber § erstreckende Integration, so kann man
.

edeht folgende Formeln beweisen: —

a 4na . .
1/‘/],)J = L wenn P ein fusserer Punkt ist,

[ P—a

l‘/./(]%(; = a;:%’ wenn P innerhalb § liegt.
Es ist dies nur ein besonderer Fall eines ganz allgemecinen Theorems von
Green, welches in dem oben 4 (@) gegebenen enthalten ist, wie wir
Jpiter zeigen werden, wenn wir die allgemeine Theorie der Attraction
besonders behandeln. Fin geometrischer Beweis eines speciellen Satzes,
son welchem der vorliegende ein Fall ist, wird in Verbindung mit elemen-
wren Untersuchungen iiber die Vertheilung der Elektricitdt auf kugel-
wroigen Conductoren vorkommen. Inzwischen wollen wir jm Nachstehen-
den das Integral selbst direct auswerthen, damit kein Theil der wichtigen
Betrachtung, die uns jetzt beschiftigh, auch nur zeitweilig unvoll-
“tandig sej.

Wir wihlen die Polarcoordinaten 4 — K CP und den Winkel ¢ zwi-
sthen der Ebene von £ CP und einer durch CP gehenden festen Ebene.
Damn ist

)

de — a?sin 3 d% dg.

Durch Integration von ¢ — 0 bis @ — 27 ergiebt sich also

3dy
f/f)d:‘ WT‘

D2 =a2 — 2afcoss + f2

Es ist aber

fo'glich

DadaD

af

Die Grenzwerthe von D im Integral sind
f—a, f+ a wenn f > g,
a—f, o+ f, wenn f < a

Wir haben dalier in diesen beiden Fillen beziehungsweise
//'_w‘”_“ ;¥_1_) oder — 2% #_,1_)
75 f \f—a  Ff¥a/ f \a—f a4 f/

wd damit sind die Formeln (45) bewiesen.
(s) Green’s Aufgabe, fiir eine Kugeloberfliche durch be-

sin 9 dF —

stimmte Integrale geldst. — Es bezeichne jetzt F'(L) eine beliebige
Punction der Lage von & auf S, und es sei -

2 N 2
) w = / / f‘—a)F .
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Wenn f unendlich wenig von a verschieden ist, so verschwiudet jels
Element dieses Integrals, mit Ausnahme derjenigen, fiir welche I) unend-
lich klein ist. Das Integral hat daher denselben Werth, deu es haben
wiirde, wenn die Function £’ (&) tiberall den Werth hiitte, den sie in dem
P am nichsten gelegenen Theile von S hat. Wir haben also, wenn wir
diesen Werth der willkiirlichen Function mit Z7(P) bezeichuen,

(f2 0 a2) do  wenn f unendlich wenig
F(P) ./ f ' von @ verschieden ist,
oder nach (45)

(46") u = 47na F(P).
Bezeichnet jetzt £ eine beliebige positive Grosse, die kleiner als Eins it
so erhalten wir durch Entwicklung in eine convergente Reihe

1

(47) (1——26(}0819+€2)1/¥:1 T @he + Qo 4 s ow,

wo @y, @9, u s. w. Functionen von 4 bezeichnen, deren Ausdriicke une
bestimmt werden sollen. Jede derselben ist + 1, wenn & = 0 ist, uud
sie sind abwechselnd gleich — 1 und 4 1, wenn & == z ist. Fir all
zwischen 0 und 7 liegenden Werthe von & ist jede derselben, wie sich
leicht darthun lLisst, > — 1 und <C 4 1. Unsere Reihe, welche in den ge-
nannten dussersten Féllen in die geometrische Reihe 1 i &+ &2 i . s ¥
ubergeht, convergirt daher rascher als die geometrische Reihe, diese ine
sersten Iille ausgenommen. Es ist somit

1 g 12
JLI— ( £+ an, + Qd(ﬂ 4w w_), wemn f > a
(48) D f /?
. P .
b )
Nun haben wir
l—l
“D _acosF—f
df — 7 D8
folglicly
/ 1
Si—a? szdj gL
AD'% —_ (lf l _D 3

und daraus folgt, wenn wir (48) differentiiven, u. s. w.,
']

SRV TR VI

.(49) 2 . ¥ . f f?
“E).f _(1+ 3G S +533 +..->,wennf<a
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Wir erhalten also fiir % (46) die folgenden Entwicklungen: —

1 ) 3a 4 p L
u:?{ffF(E)da + %{/QJ(EJM

, jL}_L;«/'/Q‘_,F(E)d0+---}, wenn f > a,
= %{/'./'11'(1«1)010 + 3%f/'(élF(E)dU

+ L J@rEm e 4 o] e f <

Diese Reihen sind offenbar convergent, ausser im Falle f — @. Nun
mben wir aber (46') béwicsen, dass der unentwickelte Werth von #
m diesem Grenzfalle endlich und gleich 4 ma I'(I’) ist. Darans geht her-
or, dass die Summe jeder Reihe sich mehr und mehr diesem Werthe
nahert, wenn sich f immer mehr @ nidhert, und wir erhalten Im
Grenzfall

) F(P) = ﬁ{ffF(E)da + 5[ [@F(E)ds
+ 5/ QT (Blds + u. s, w.}-

Dies ist die beriithmte Entwicklung einer willkiirlichen Funection in eine
Reibe ,Laplace’scher Coefficienten” oder, wie wir sie jetzt nennen, har-
nonischer Kugelfunctionen.

(t) Convergenz der Reihe. — Die vorstehende Untersuchung zeigt,
fass, wenn die willktirliche Function ¥ fiir jeden Punkt von S einen be-
simmten Werth hat, die Rethe (51) zu dem Werthe dieser Function conver-
grt, welcher dem Punkt P entspricht. Ebenso erkennt man, dass die Reihe,
wenn der Werth von F durch irgend eine auf S legende Linie hindurch
e unstetige Aenderung erfihrt, nicht convergiren kann, wenn P genau
uf dieser Tiinie liegt, aber noch convergiren muss, wenn P dieser Linie
auch noch so nahe liegt.

Spiter werden wir eine Regel fur den Grad der Couvergenz der
Reihe (51) herleiten.

(1) Entwicklung der Coefficienten. — In der Entwicklung (47)
1 @‘—e c()l.s'.‘}-}—e2)1/z sind die Coefficienten von &, £, .-- & offenbar
ntionale ganze Functionen von cgs4 und beziehungsweise von den Graden
L,2,--n. Sie werden unten in (39) und (60), mit 4 =0, explicit gegeben.
Wean aber x,y,2 und &', ', 2’ bezichungsweise die rechtwinkligen Coordi-
nten von P und & bezeichnen, so haben wir
' +yy +ze

rr

r= (22 + y2 + 29% und # = (2'? 4 y'2 + 2% ist.
Wird also, wie oben, der Coefficient von &* in der Entwicklung mit ¢
bezeichnet, so ist

cos & —

»

w0

_ Ha(zy:9), (&9, %)
',] Qn — pagin 4
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H, [(z,9,2), (2',y',2')] bezeichnet eine symmetrische Function von (z,y,:
und (2,4, 2'), welche in Beziehung auf jede einzelne dieser beiden Reihen
homogen ist. Mittels des Ausdrucks von @ wird diesc Function natir
- lich durch cos & ausgedriickt werden kdnnen.

Als Function von (#,%,2) angeschen, ist @ 7" 7" symmetrisch w
O E herum, und als Wunction von (2,4, 2") symmetrisch um OP. Wi
werden daher Qn ™' die zweiaxige harmonische Function nten Grades
von (z,¥,2) (x',¥y',2") und @n die zweiaxige harmonische Flichenfunction
nter Ordnung nenneun.

(v.) BEntwicklung von Il) mittels des Taylor’schen Satzes

Es verdient bemerki zu werden, dass man den Coefficienten jedes ihrer
Glieder, wie x” y’k 2" ohne die ibrigen Glieder berechnen zu miissen, durch
Anwenduug des Taylor’schen Satzes auf elue Function dreler Verinder
lichen erhalten kann, und zwar auf folgende Weise: —

Es ist
1 r

(1—2¢ecos &+ &3)% - (r*—2re'cos ¢+ ')l
_ R r
(&= 4 (g —§P T =T

Bezeichnet jetzt F'(x,%,2) irgend eine Function von &, y und 7, @

haben wir
Fle+fi y+9 2+4h

RN __flgth BN NCAYY
i Se1-2...9.1.2. k1.2, dgc]dykdzl
dabei ist zu bemerken, dass 1.2...7 durch die Einheit ersetzt werdn
muss, wenn J — 0 ist, und dasselbe gilt von & und !. Nchmen wir alo
1
F(x,y,z2) = [CESr R
s0 ist
1 .
e—aP+y—y)l2+E—)%
- S 1)j+k+l xl)'y'k Z'l dj+7(+l 1
= 2XXg 2( 7.1.2...k.1.2..0 diiddfds (@ FE Ly
2aog.t2n ko2l ggdgytas Ryt e

und diese Entwicklung ist, wie der Vergleich mit (48) lehrt, allemal cor-
vergent, wenn )

R A L L TRl S L
ist. Es ist folglich

+i41—n) ) HE gt gk il )& 4
) r) Qe =t S Sy W atyts 1
Lge1l2. k-1-2~--ldm’dy‘dgl(x2+y-'

und hat die Summation alle Glieder zu umfassen, welche die angegeben
Bedingung § + k 4+ 1 = = erfiillen. Es lisst sich leicht darthun, das
die zweite Seite der Formel (53) nicht nur, wie unmittelbar ersichtlich
in «',¥',2’, sondern auch in ,%,2 eine ganze und homogene Function
nten Grades und ferner in Beziehung auf jede dieser beiden Reihen vou
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veranderlichen symmetrisch ist. Wir gelangen so zu dem oben in (52) -
ansgedriickten Schlusse und haben jetzt die daselbst angedeutete Function
erplicit in  Differentialquotienten ausgedrickt; der erhaltene Ausdruck
kann weiter mit Leichtigkeit unmittelbar auf eine algebraische Form ge-
bracht werden,

(v') Entwicklung der einaxigen harmonischen Function dar-
aus hergeleitet. — In dem besondern Falle ' — 0 und %’ == 0 reducirt
Jch (53) auf ein einziges Glied, das eine um die Axe 0 Z symmetrische
Function von z,%,2z ist, und wenn wir jede Seite durch 7'®, oder durch die
Jiche Grésse 2™ dividiren, so folgt

_ln,,.2n+1 Pl 1
54) T"Qn — ((1 2)24——7& 7 T 2 T a0 21/2.
I d7 @Iy &)

Durch wirkliche Differentiation kann man leicht das Bildungsgesetz der
Reihe der Zihler entdecken, und wir finden auf diese Weise mit ungefihr
lerselben Leichtigkeit jede der obigen Entwicklungen (31), (40), (41) fiir
den Fall m — p, wie die trigonometrischen ¥ormeln, die natiir-
lich dadurch erbalten werden, dass man 2z = rc¢osd und z? -} o2
=riyn?d setzt. :
x| yy' {-ee
r’

m (u), wieder die Bezeichnung (z,y,<2), (z',4',2') eingefiihrt, so gelangen
wir zu Entwicklungen von ¢, in den in (52) angezeigten Ausdriicken.

(x) Entwicklung der zweiaxigen harmonischen Functionen. —
Iu einigen der niitzlichsten KEntwicklungen von - gelangt man mit
grosser Schnelligkeit, wenn man den Gleichungen (26) gemiss ‘wieder
iie imagindren Coordinaten (%,%) an Stelle von (2,7) und in dhnlicher
Weise (£',#') an Stelle von (2, %’) einfiihrt. Wir haben dann

D2=E - -7+ —4

(w.) Wird darin wieder cos4 — gesetzt und, wie oben

alo, wie oben,

1
[E-—&)(q—n) + (e —2)2]%
(— 1)]‘ HEA+T E’j ,,7/k 2t qitEtt 1

= X3¥ 7
ud folglich

2. g 1.2...k.1.2... lqgidytas GutaHR’

(j+‘k-§;2)-=n 1 j—{—k-{-lgljnlkzll dj+k+l 1
gy = Ny S DT SR it —
1.2...,7.1.2...]c.I.2...Zdgid"kdzf(§1]+z2)/z

Natiirlich ist in diesem Falle
=Ly 2% 2=y
PR ot Bt
v

rr

und

cos
ud ganz wie oben sehen wir, dass dieser Ausdruck (55), der offenbar in
Beziehung auf &, 4,2’ und ebenso in Beziehung auf & 7,2 eine homogene

Function mten Grades ist, jedes diecser beiden Systeme von Veridnderlichen
“mmetriscl enthilt.
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Nun lassen sich, wie wir oben gesehen haben, alle nten Differential.

guotienten von 7 auf die folgenden unnabhingigen Formen reduciren: —

_(]_)"_1. (%)nA1de_%’ (d )ﬂ z(dn T’ <din)n4l
T T GG ()

Folglich wird 7™ @», als Fuuction von ¢,& % angesehen, durch dies
2n 4+ 1 Grossen ausgedriickt, deren jede einen 2/,&',» enthaltenden Coel
ficienten hat, und der Symmetrie wegen muss dieser Coefficient das Produc
der nimlichen Funetion von &',7/,& in einen Factor sein, welcher keine der
beiden Reihen von Verdinderlichen (£,8,79), (¢/,%',&) enthilt. Aus der Sin-
metrie in Beziehnng auf & %' und %, & ersehen wir ferner, dass der nume
rische Factor fiir diejenigen Grissen der niamliche sein muss, welche einer
seits §,7/, andererseits 7, &’ in ihnlicher Weise enthalten. Daher ist

@ = )t [ Bo( 75 >

v g d* 1 ar 1
+ 21 {d 2 g gt 7! A" dqyf T
(.‘76) + dz ,J""‘ d /s 'r’ 3 ,n——s i 8 7]]
wo
E(s) L
Tl s 2 (n—8) R s—YE2sF )(Es ). @k
ist.

Der Werth von Eﬁf) wird auf folgende Weise crhalten: — Vergleichen w'r
den Cosfficienten des Gliedes (22/)" *(E7/)° in dem Zihler des Ausdruchs
in den (55) tibergeht, wenn man den Differentialquotienten entwickelt, mn
dem Coefficienten desselben Gliedes in (56), so folgt

(— 1M S
57 - = Ky M2
(57) 1.2...(n—s).1.2...8 " ’
7
wo M den Coefficienten von 2"7% £* in TQM_I—ES_; i, oder, was dav
dz" " dy* T
3
selbe ist, den Coefficienten von &% 4/® in r’”‘*lL L bezeiel-
d e d E;s r

net. Hieraus und aus dem Werthe (42) fiir M ergicbt sich der obir

Werth von E(s)

(y) Wir sind jetzt im Stamde die Entwicklung von @s auf
eine reelle trigonometrische ¥orm zu reduciren. Zunichst haben
wir nach (33)

(58) EY 4 E) = 2@ sing sin g coss (¢ — ¢').
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s sel nun
(s) 8 [ n—s (n—s)(n—s—1)
= F/ JEEE S A
ba sin’ & | cos PYFRESY
+ m-s)(n—s~1)(n~s—2)(n—e—%)
CE=eEEry
4. b nach der Bezeichnung von (40) CI)E, = @S.s)), und die analoge Be-

sichnung mit Accenten beziehe sich auf 9/, Danp erhalten wir aus (56),
(57) und (58)

)5 e (6 =) @t 1) @ae)... 25 fm—s) 9,0

— o
1.2...8 1.2...(n—s) cos s (p — ¢')0a D'n’,

cos" 5 5in2 9
(59) '

TR S gints —u. s, W.] ,

b=

=0

wo jedoch vom ersten Glied (fiir welches § = 0 ist) nur die Hilfte ge-
nommen werden darf,
(z) Wir kénnen jetzt den in (g), (17) gegebenen Fundamentalsatz

/ f 82 Sw dw =0 und die entsprechenden auf die Elemente harmonischer
Functionen bezitglichen Sitze (43) und (44) durch Auswerthung des Inte-
grals f‘/‘Sfdw vervollstiudigen.

Wenn wir zuerst den oben fiir Sn hergeleiteten allgemeinen Ausdruck
(37) benutzen und die willkiirlichen Constanten so modificiren, dass sie fiir
nsere jetzige Bezeichnung passen, so haben wir

S=n (‘)
(81) = > Adscos(sg + as)da,
—0
figlich *
(82 /S dw__nZA.%‘/ b,; 24in 3 d 9.

Um das bestimmte Integral des zweiten Gliedes auszuwerthen, haben wir
mr den allgemeinen Satz (51) fur die Entwicklung einer Function in
Glieder harmenischer Flichenfunctionen auf den besonderen Fall anzuwen-
fen, in welchem die willkiirliche Function F'(K) selbst die harmonische

Fenction , 'cossqybs), ist. Man erhilt dann mit Riicksicht auf (16)

T 27
() ant1 n . ) #(s)
(63) cosspby — P a/sm&’d&'b/dqy’cosswhn n.

Wird hierin fir @ seine eben ermittelte trigonometrische Entwicklung
benutzt und die Integration fur ¢’ zwischen den angegebenen Grenzen

asgefibrt, so stellt sich heréus, dass coSsg bs) fortdividirt werden
fann, und man gelangt leicht (wenn man noch die Accente in dem iibrig
Ueibenden bestimmten Integral wegldsst) zu der Formel

. h”(hy))gds_ 2 . 1.2...8 ’ 1.2...(n—5s)
ent1 U, 3 —Y,) (H+1)(z.s—}—2 . (2s+n—s)
Thomson uw. Tait, theoretische Physik. 12
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Diese Formel bleibt auch fiir den Fall s == 0 bestehen; es wird danp dag

. - 2 . . c e
zweite Glied derselben 2——‘ Es ist gut, hier die Glelchung (44) Wis.

n41
der anzufithren, welche, wenn man sie statt in ©(m,n) in hsf) ausdriickt
sich in :
4 ) (
(65) [sin 9%% v a9 = o
0
verwandelt, wo n und %’ verschieden sein miissen. Die durch diess beiden

Gleichungen (64) und (65) ausgedriickten Eigenschaften kinnen ayg dem

expliciten Ausdruck (59) von hf,!) dorch directe Integration bewahrheite
werden, und wird dies eine moglicher Weise zwar nicht sehr leichte, aber
gute analytische Uebung sein.
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Zweites Capitel.

Gesetze und Principien der Dynamik.

205. Einfithrung der Begriffe Materie und Kraft, — Im
vrhergchenden Capitel haben wir die Bewegung von Punkten,
Linien,.()berﬂachen und Kérpern, mochte dieselbe nun von einer
Ausdehnungs- und Formverinderung begleitet sein oder micht, vom
rein geometrischen Gesichtspunkte aus betrachtet. Die Resultate,
m denen wir gelangten, sind daher von dem Begriffe ,Materie®
md von den Kraften, welche die Materie #nssert, simmtlich un-
sthinglg. Bisher haben wir dic Existenz der Bewegung, der
Forminderung, uw. s. w. einfach vorausgesetzt: Jetzt liegt uns ob,
m errtern, nicht wie eine solche Bewegung, u. s. w. wohl hervor-
gebracht werden kdnmne, sondern welches die wirklichen Ur-
sehen sind, die in der materiellen Well eine solche nach sich ziehen.
Die Resultate des vorliegenden Capitels miissen daher als Ergebnisse
der wirklichen Erfahrung, sei es nun Beobachtung oder Experiment,
angesechen werden. Wie elne solche Erfahrung gewonnen wird, soll
den Gegenstand eines spiteren Capitels ausmachen.

206. Wir glauben wohlzuthun, jedenfalls beim Beginn unserer
Betrachtung Newton’s Darstellung treu zu folgen. Denn die Ein-
litung zu den Principia enthilt in dosserst durchsichtiger Form die
allgemeine Grundlage der Dynamik. Die darin niedergelegten De-
finitiones und Axiomata sive Leges Motus erfordern nur einige
durch spiitere Kntwicklungen gewonnene Erweiterungen und erlin-
tende Zusiitze, um fiir den gegenwirtigen Stand der Wissenschaft

1o
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180 Finleitende Begriffe.

zu passen und eine weit bessere Kinleitung zur Dynamik zu bilden,
als sogar in einigen der besten neueren Lehrbiicher sich vorfindet.

207. Wir kénnen natiirlich keine dem Metaphysiker geniigende
Definition der Materie geben. Der Naturforscher wird sich mit
der Erklirung begniigen, dass Materie das durch die Sinne
Wahrnehmbare, oder dasjenige ist, was eine Kraft dunssern
oder die Wirkung einer Kraft erleiden kann. Die zweite
und genau genommen auch die erstere dieser Definitionen schliesst
den Begriff der Kraft in sich, die thatsiichlich ein directes Object
der Wahrnehmung, wvielleicht fiir alle unsere Sinme, jedenfalls aber
fiir den ,Muskelsinn® ist.

Was die weltere Erorterung der Frage: Was ist Materie?
betrifft, so miissen wir auf unser Capitel tiber die Eigenschaften der
Materie verweisen.

208. Masse, Dichtigkeit. — Die Stoffmenge oder, wi
wir nunmchr sagen wollen, die Masse eines Korpers ist nach
Newton dem Volumen und zugleich der Dichtigkeit propor-
tional. Diese Definition giobt uns eigentlich eher den Begnff der
Dichtigkeit, als denjenigen der Masse; denn sie zeigt uns, dass sich
die Dichtigkeit verdoppelt, wenn man in ein Gefiss von gegebenen
Rauminhalt doppelt so viel Materie, z. B. Laft hineinbringt, u. s. v
Sie zeigt aber auch, dass bei einem Stoffe von gleichférmiger Dichtig-
keit die Masse oder Stoffmenge dem Volumen oder eingenommenen
Raume proportional ist.

Bezeichnet M die Masse, p die Dichtigkeit und ¥ das Volumen eines
homogenen Korpers, so ist

M= Vo,
wenn wir als Masseneinheit die in der Volumencinheit eines Korpers von
der Einheit der Dichtigkeit enthaltene Masse annehmen.

Wenn sich die Dichtigkeit eines Korpers von Punkt zu Punkt dndent,
so erhalten wir aus der vorstehenden Formel offenbar

M :'/'ffgdmdydz;

darin wird ¢ als bekannte Function von 2%,z vorausgesetzt, und die In-
tegration hat sich iiber den ganzen von dem Stoffe des Korpers ein-
genommenen Raum zu erstrecken, mag derselbe continuirlich sein
oder nicht.

Newton fiigt dieser Definition eine Bemerkung hinzu, die be-
sondere Beachtung verdient. Tr sagt, dass, wenn cs etwas gibe,
was die Zwischenriume aller Kérper frei durchdringt, so wiide
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dics bei der Bestimmung ihrer Masse oder ihrer Dichtigkeit nicht
in Rechnung gezogen sein.

209. Newton zeigt ferner, dass das Gewicht eines Korpers
ein praktisches Maass seiner Masse ist. Die Pendelversuche, durch
welche er diese wichtige Bemerkung begrindet, werden spiter in
unserem Capitel tber die Eigenschaften der Materie beschricben
werden.

Wir werden alshald darlegen, dass die fiir Messungen in Fng-
land geeignetste Masseneinheit das englische Pfund ist.

210. Bewegungsgrdsse. — Die Quantitit der Bewe-
gung, oder die Bewegungsgrosse eines starren, ohne Rotation
sich bewegenden Kdérpers ist seiner Masse und zugleich seiner Ge-
schwindigkeit proportional. Die Gesammtbewecgung ist die Summe
der Bewegungen selner verschiedenen Theile. Danach wiirde eine
doppelte Masse oder eine doppelte Geschwindigkeit einer doppelten
Bewegungsgrisse entsprechen, u, s. w.

Wenn wir also die Bewegungsgrosse der Masseneinheit, die sich wmit
der Einheit der Geschwindigkeit bewegt, als Einheit der Bewegungsgrosse
amnehmen, so ist M e die Bewegungsgrosse einer Masse M, deren Bewe-
gung mit der Geschwindigkeit v erfolgt.

211. Aenderung der Bewegungsgrosse. — Die Aende-
rung der Quantitit der Bewegung oder die Aenderung
der Bewegungsgrosse ist der in Bewegung befindlichen Masse
und zugleich der Aenderung ihrer Geschwindigkeit proportional.

Die Aenderung der Geschwindigkeit ist in dem allgemeinen
Simne des § 27 zu verstchen. Wenn also (s. d. Fig. des § 27) elne
duch O A dargestellte Geoschwindigkeit sich in cine andere Ge-
shwindigkeit 0 C verwandelt, so stellt A € die Acnderung der Ge-
shwindigkeit in Grésse und Richtung dar.

212. Beschleunigung der Bewegungsgrosse, — Die ver-
biltnissméissige Grosse der Aenderung der Bewegungs-
grosse oder die Beschleunigung der Bewegungsgrisse
it der in Bewegung befindlichen Masse und zugleich der Beschleu-
ngung der Geschwindigkeit proportional.

So ist (§ 35, b) die Beschleunigung der Bewegungsgrésse eines
frei fallenden Korpers eine constante Grosse und geht in verticaler
Richtung vor sich. Ferner ist (§ 85, a) die Beschleunigung der Be-
wegungsgrosse einer Masse M, welche mit gleichférmiger Geschwin-

und

- . . . . ., MV
digkeit ¥ einen Kreis vom Radius I beschreibt, gleich
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gegen den Miftelpunkt des Kreises gerichtet, d. h. es findet eine
Aenderung der Richtung, nicht aber eine Aenderung der Geschwin-
digkeit der Bewegung statt.
Allgemein (§ 29) ist fiir einen sich irgendwie im Raume bewegenden
Korper von der Masse M die "Beschleunigung der Bewegungsgrosse in der
. . . . a?
Richtung der Bewegung (die tangentiale Beschleunigung) gleich M-de
und die nach dem Kriimmungsmittelpunkt der Bahn genommene Be
schleunigung der Bewegungsgrisse (die mnormale oder centripetale Be

schleunigung) gleich M 2. Wir kinnen die gesammte Beschleunigung

der Bewegungsgrosse auch durch ihire nach den drei zu einander recht

2 a2
winkligen Coordinatenaxen genommenen Componenten M (2—;: s d—t“y'
2z e
M T oder nach Newton’s Schreibweise durch Mz, My, Mz dar-
stellen.

213. Kinetische Energie. — Dic lebendige Kraft oder
kinetische Energie eines in Bewegung befindlichen Karpers ist
seiner Masse und zugleich dem Quadrate seiner Geschwindigkeit
proportional. Wenn wir die fritheren Ilinheiten der Masso und der
Goschwindigkeit beibehalten, so ist es sehr vortheilhaft, die leben-
dige Kraft als das halbe Product der Masse in das Quadrat der
Geschwindigkeit zu definiren.

214. Die fiir die Zeiteinheit genommens Aenderung der
kinetischen Energie ist gleich dem Product aus der Geschwin-
digkeit in die tangentiale Componente der Beschleunigung der Be-
wegungsgrosse. Denn es ist

d ¢ Mo? dv
;t(‘ 277-—> - v, ME[?

215. Materieller Punkt. — Es ist zu bemerken, dass wir
im Vorhergehenden, ausser bei der Definition der Masse, keine
Riicksicht auf die Ausdehnifr?g des in Bewegung befindlichen Kér-
pers genommen haben. Dies ist von keinem Einfluss, so lange der
Kérper nicht rotirt, und so lange seine Theile dieselbe Lage gegen
einander beibehalten. In diesem Falle kdonnen wir die gauze im
Koérper enthaltene Materie als in einen einzigen Punkt concentrit
anschen, Wir sprechen daher von einem materiellen Puukte,
der von einem geometrischen Punkte wohl zu unterscheider
ist. Wenn aber der Kirper rotirt, oder weun seine Theile ibre
gegenseitige Lage #indern, so ist es unmdiglich, einen Punkt zu wéb-
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ien, dorch dessen Bewegungen allein sich diejenigen der iibrigen
Punkte bestimmen liessen. In solchen Fillen sind die Bewegungs-
grisse und die Aenderung der Bewegungsgrosse des ganzen Korpers
in irgend einer Richtung die Summen der Bewegungsgrossen und
der Aenderungen der Bewegungsgréssen seiner Theile in diesen
Richtungen ; dagegen ist die kinetische Energie des ganzen Korpers,
als iiberhaupt von jeder Richtung unabhingig, einfach die Summe
der kinetischen Energien seiner verschiedenen Theile oder materiel-
len Punkte.

216. Tragheit. — Der Yaterie wohnt das Bestreben inne, fusse-
ren Finfliissen zu widerstehen; deshalb bleibt jeder Korper, so lange
er es vermag, in Ruhe, oder er bewegt sich gleichférmig in gerader
Richtung.

Dieses Streben, die Trigheit der Materie, 1st der im Korper ent-
haltenen Stoffmenge proportional. KEs ist also irgend eine Ursache
erforderlich, um die Gleich{ormigkeit der Bewegung ecines Korpers
zu storen, oder wm denselben von seiner natiirlichen geradlinigen
Bahn abzulenken. :

217. Jede Ursache, welche den natiirlichen Zustand der Ruhe
eines Korpers oder seine gleichformige Bewegung in geradliniger
Bahn zu #ndern strobt, heisst einwirkende Kraft oder cin-
fach Kraft.

Die Kraft wird vollstindig verbraucht in der Wirkung, die
sie ausiiht, und wenn die Kraft zu wirken aufhért, so setzt der Kar-
per seiner Trigheit zufolge in der ihm ertheilten Richtung und mit
der ihm ertheilten Geschwindigkeit seine Bewegung fort. Die Kriifte
kénner verschiedener Art sein, als Druck, Schwere, Reibung, irgend
eine der anziehenden oder abstossenden Wirkungen der Elektricitit,
des Magnetismus, u. 5. w.

218. Elemente, welche eine Kraft bestimmen. — Die drei
eine Kraft bestimmenden Elemente, odor die drei Elemente, welche
bekannt sein miissen, bevor man sich einen klaren Begriff von der
in Rede stchenden Kraft bilden kann, sind dor Angriffsort, die Rich-
tung und die Grosse derselben. '

(a) Angriffsort einer Kraft. Der erste Fall, den wir zu
betrachten haben, ist derjenige, in welchem der Angriffsort ein
Punkt ist. Wir haben schon gezeigt, in welchem Sinne der Aus-
druck ,Punkt zu nehmen ist, und in welcher Weise wir uns folg-
lich vorzustellen haben, eine Kraft wirke an einem Punkte. In der
Wirklichkeit aber ist der Angriffsort einer Kraft immer entweder
eine Fliche oder cin mit Materie erfiillter Raum von drei Dimen-
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sionen. Die Spitze der feinsten Nadel, oder die Schneide des schiuf-
sten Meésers ist Immer mnoch eine Fliche und wirkt als solche auf
die Korper, mit denen sie in Berithrung kommt. Auch die starrsten
Substanzen beriihren einander, wenn man sie zusammenbringt, nicht
in einem Punkte, sondern schlicssen sich so an einander an, dass
eine Berithrungsfliche entsteht.

Andererseits ist die Schwere eine Kraft, deren Angriffsort die
ganze Materie des Korpers ist, dessen Gewicht wir betrachten, uud
der kleinste Theil Materie, der ein Gewicht hat, nimmt einen end-
lichen Theil des Raumes ein. Wir sehen somit, dass es zwol Arten
von Kriiften giebt, die sich durch die Natur thres Angriffsortes unter-
scheiden: Krifte, deren Angriffsort eine Fliche, und Krifte, deren
Angriffsort ein Koérper ist. Wenn ein schwerer Korper auf dem
Boden oder auf dem Tische ruht, so wird einer nach unten wirken-
den Kraft der zweiten Art durch eine nach oben gerichtete Kraf,
die von der ersteren.Art ist, das Gleichgewicht gehalten.

(b.) Das zweite eine Kraft bestimmende Klement ist ihre
Richtung. Die Richtung einer Kraft ist die Linie, in welcher sie
wirkt, Wenn der Angriffsort einer Kraft als ein Punkt angesehen
wird, so ist eine durch diesen Punkt in der Richtung, in welcher
die Kraft den Korper zu bewegen strebt, gelegte Linie die Richtung
der Kraft. Im Falle einer tiber eine Oberfliche vertheilten Kraft
ist es oft moglich und zweckmiissig, einen einzigen Punkt und eine
einzige Linie in der Art anzunehmen, dass eine in diesem Punkte
angreifonde und in der Richtung dieser Linie wirkende Kraft von
gowisser Grosse cben die Wirkung hervorbringt, die in Wirklich-
keit erfolgt. _

(¢.) Das dritte eine Kraft bestimmende FElement ist ihre
Grésse. Dies erfordert eine Botrachtung der Methode, die in der
Dynamik zum Messen der Krifte angewandt wird. Um etwas mes-
sen zu konnen, muss man zuvor eine Maasseinheit oder ein Maass
auf welches man sich bezieht, und ausserdem ein Princip der nume-
rischen Bestimmung oder ein Verfahren haben, nach welchem man
sich auf dieses Maass bezieht. Beides werden wir uns alsbald ver
schaffen. Siehs auch unten § 258.

219. Der beschleunigende Lffect einer Kraft ist der Ge
schwindigkeit proportional, welche die Kraft in einer gegebenen Zeit
erzeugt, und wird gemessen durch die Geschwindigkeit, welche in
der Zeiteinhelt hervorgsbracht wird, respective hervorgebracht wer-
den wiirde. Mit anderen Worten, der beschleunigende Effect ist die
verhiiltnissmiéssige Grosse der durch die Kraft bewirkten Geschwindig-
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ketsinderung. Dies ist aber nichts anderes, als was wir (§ 28)
shon als Beschleunigung definirt haben.

220. Maass einer Kraft. — Das Maass einer Kraft ist die
Quantitit der Bewegung, die sie in der Zeiteinheit hervorbringt.

Der Leser, der gewohnt ist, von einer Kraft von so und so viel
Plund oder Tonmen zu sprechen, wird einigermaassen itherrascht
seln, wenn er findet, dass Newton solchen Ausdriicken keinen Vor-
ghub leistet. Diese Methode ist nicht correct, so lange nicht be-
simmb angegeben 1st, in welchem Theile der Erdoberfliche das
Plund oder eine andere bestimmte Stoffmenge gewogen werden soll;
deun das Gewicht einer gegebenen Stoffmengo ist in verschiedenen
Breiten verschieden. In auffallendem Gegensatz zur Plumpheit die-
s Systems steht die klare und einfache Genauigkcit der absoluten
Methode, wic wir sie oben darlegten. Dicse Methode werden wir
wberall beihehalten, ausser wenn wir bei der Mittheilung von Resul-
taten Kriifte in den den Ingenieuren eines Landes geliufigen Aus-
driicken anzugeben wiinschen. Wenn also W die in Pfunden aus-
redriickte Masse eines Korpers, g die Geschwindigkeit ist, welche
ferselbe beim Fall wihrend einer Secunde unter dem Einfluss seines
Gewichtes oder der Anziehung der Erde erlangen wirde, und P die
o kinetischen oder absoluten Einheiten gemessene Schwerkraft ist,
de auf den Kérper wirkt, so haben wir

P —= Wy

221, Naclr dem System, welches in den neueren Lehrbiichern
der Dynamik gewdhnlich befolgt wird, ist die Masseneinheit das .
dache der Masse der Gewichtseinheit. Diese Definition, welche eine
sechselnde und schr unnatiirliche Masseneinheit liefert, ist sehr un-
msend. In der That sind Gewichte Massen, nicht Krifte. Sie
verden zundichst im Verkelr angewandt, um eine bestimmte Stoft-
menge threr Quantitiét nach auszumessen, ohne Riicksicht auf die
Eraft, mit der dieselbe von der Erde angezogen wird.

8o wirde ein Kaunfmann bei Anwendung einer gewothnlichen
Wage und einer Relhe von Gewichtstiicken seinen Kunden immer
beselbe Quantitit derselben Stoffart geben, wie anch immer die An-
ehungskraft der Krde sich dndern méchte, da seine Messung von
Yasgen abhiingig ist. KEin anderer dagegen, der sich einer Feder-
v gs bediente, wiirde in hohen Breiten seine Kunden und in mie-
{rigen Breiten sich selbst betriigen, wenn sein Instrument (das auf
fren und nicht auf Massen beruht) in London genan ad-
drt wiire,
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Es ist nur eine secundire Anwendung unserer Gewichts, die
selben zur .Messung von Kriften, wie der Spannung von Dimpfe
der Muskelkraft, u. s. w. zu benutzen. In allen Fillen, in deer
grosse Genauigkeit erfordert wird, missen die durch eine solch
Methode erhaltenen Resultate auf das reducirt werden, was sich er
geben hitte, wenn die Kraftmessung mittels einer vollkommener
Federwage erfolgt wiire, deren Einthellung die an einem festgesetr
ten Orte auf die Gewichite wirkenden Schwerkrifle anzuzeigen hat

Es ist dabher weil einfacher und besser, das englische Pfuad
oder ein anderes nationales oder Inlernationales Normalgewidt
z. B. das Gramm (s. das Capitel dber Maasse und Instrumente) ak
Masseneinheit anzunehmen und daraus der oben gegebenen New-
ton’schen Definition gemiiss die Krafteinheit herzaleiten. Dies i
die Methode, welche Gamss bel seiner Yervollkommnung des Systems
der Kriiftemessung eingeschlagen hat, und ihr verdanken wir ein
absolute Krafteinheit, die auf einem anderen V\Tege nicht hitt
erlangt werden kénnern.

222, Clairault’s Formel flr die Grosse der Schwer
kraft. — Aus Boobachtungen und mit Zugrundelegung ciner ge
wissen auf die Gostalt und Dichtigkeit der Exde beziiglichen Theon
hat Clairault cine Formel hergeleitet, welche iiberall, wo kein
Pendelbeobachtung von hinlinglicher Genanigkeit angestellt worde
ist, benutzt werden kann zur Berechnung des wahrscheinlichsten
Werthes der scheinbaren Schwerkraft, die die Resultante der wirk
lichen Schwerkraft und der Centrifugalkraft ist. Diese Formel ent:
hiilt zwel Constanton, die nach den besten neueren Pendelbeoback
tungen berichtigt sind (Airy, Encyclopacdia Metropolitana, Figue
of the Earth). Sie ist folgende: —

Wenn ¢ die am Aequator und g die in irgend einer Breite!
auf eine Masseneinheit wirkende scheinbare Schwerkraft bezeichne.
so ist

g = G (1 4+ 0,005133 sin? 4).
Der Werth von G, ausgedriickt in absoluten Krafteinheiten, v
denen gleich die Rede scin soll, ist

32,088 in britischen Einheiten,
9,780 in metrischen Kinheiten.
Nach dieser Formel ist die Schwerkralt am Pole
g = 32,088 X 1,005133 = 32,2527.
223. Gauss’ absolute Einheit. — Da die Schwere picht =
Stande war, uns cin von jedor Oertlichkeit unabhéngiges bestimmte
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Maass zu verschaffen, so missen wir uus irgend einer anderen Me-
thode bedienen. Das in der oben dargelegten Weise von Newton
angegobene, praktisch aber zuerst von Gauss eingefiihrte Messungs-
princip liefert uns, was wir suchen. Nach diesem Princip ist die
krafteinheit diejenige Kraft, welche der Masseneinheit wihrend der
Zeiteinheit dic Einheit der Geschwindigkeit ertheilt.

Dieses Maass ist unter dem Namen: ,Gauss’ absoluto Einheit®
bekannt; absolut heisst dicselbe deshalb, weil sie ein Kriftemaass
lifort, das von der in verschiedenen Geogenden verschiedenen Grisse
dor Schwerkraft unabhingig ist.

92{. Die absolulte Einheit hiingt von der Masseneinheit, der
Zateinheit und der Einheit der Geschwindigkeit ab. Da nun die
Eigheit der Geschwindigkeit von der Ranmeinheit und der Zeitein-
heit abhéingt, so enthilt unsere Definition eine einfache Boziehung
saf Masse und Raum, aber eine doppelte Beziehung auf die Zeit,
und dies ist ein Punkt, der besonders beachtet werden muss.

225. Britische absolute Einheit. — Die Masseneinheit sei
das britische Pfund, die Raumeinheit der britische Fuss und die Zeit-
ginheit die mittlere Sonnensecunde. Dann haben wir die britische
absolute Krafteinheit zu definiren als ,die Kraft, unter deren Ein-
wirkung ein Pfund Materie wiithrend einer Secunde eine Geschwin-
digkeit von einem Fuss per Secunde erlangt.”

926. Vergleich der absoluten Krafteinheit mit der Schwer-
kraft, — Um dieses Maass verstindlich zu machen, haben wir nur
w bestimmen, wie viele absclute Einheiten auf eine gegebene Masse
an irgend einem gegebenen Orte dieselbe Wirkung ausiiben werden,
wie die Schwerkraft. .Zu diesem Zwecke miissen wir die Beschleu-
igung messen, welche die Schwerkraft in einem Korper erzeugt,
der aul seiner Bahn keinen Widerstand findet. Das zuverlissigste
Verfaliren, diese Messung auszuflihren, ist ein indirectes und beruht
wf der Anwendunyg des Pendels. Die Pendelversuche, welche der
Kapitin Kater in Leith Fort angestellt hat, haben ergeben, dass
en Korper, der an jenem Orte eine Secunde, ohne Widerstand zu
fnden, fallt, die Geschwindigkeit von 32,207 Kuss per Secunde er-
langt. Die vorstehende Formel giobt uns fiir die Breite 530 33/,
welche ungefihr die Breite vou Edinburg ist, genau 32,2. Die
denderung der Schwerkraft fiir einen Grad Breitendifferenz macht
wn die Breite von Kdinburg herum nur 0,0000832 ihres sigenen
Betrages aus. Nahezu von derselben Grisse, nur ein wenig grosser,
i sic fir jeden Breitengrad nach Siden bis zur Sidgrenze der
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britischen Inseln. Andererseits wiirde nach Norden hin, in der Breite
der Orkney- und Shetland-Inseln, die Aenderung fiir jeden Grad merk-
lich geringer sein. Vom Norden bis zum Siiden der britischen Inseln
nimmt also die Schwerkraft fiir jeden Grad hochstens um /1540 des
ganzen Betrages zu, den sic an irgend einem Orte hat. Der Durch-
schnittswerth der Schwerkraft ist’fiir Grossbritannien und Irlad
jedenfalls nur wenig von 32,2 verschieden. Wenden wir das erha
tene Resultat auf dic vorliegende Frage an, sa schen wir, dass die
Schwerkraft in Fdinburg 32,2mal so gross als die Kraft ist, welche
in einem Pfund wihrend einer Secunde eine Geschwindigkeit vm
einem Fuss per Secunde erzeugen wiirde, oder mit anderen Worten:
32,2 ist die Anzahl der absoluten Einheiten, welche in dieser Breite
dem Gewicht eines Pfundes gleichkommt. Die britische absolate
Krafteinheit ist somit, roh ausgedriickt, etwa gleich dem Gewicht
einer halben Unze.

227. Da Krifte nur Richtung und Grésse besitzen, so komnen
sie wie Geschwindigkeiten durch gorade Linien dargestellt werden,
welche die Richtungen der Kriafte haben, und deren Lingen den
Grossen derselben beziehungsweise proportional sind.

Auch die Gesetze iiber die Zusammensetzung und Zerlegun.
beliebig vieler in demselben Punkte angreifenden Krifte sind, we
wir spiter (§ 255) zeigen werden, die némlichen wie die fiir Ge-
schwindigkeiten bereits als giiltig erwiesenen. Dise §§ 26, 27 ble:
ben daher richtig, wenn statt Geschwindigkeit iiberall Kraft ge
sagt wird.

228, Zerlegung der Kriifte, wirksame Componente einet
Kraft. — Die nach irgend einer Richtung genommene Compo-
nente einer Kraft, bisweilen die in dieser Richtung wirksame
Componente genannt, wird daher erhalten, wenn man die Grose
der Kraft mit dem Cosinus des Winkels multiplicirt, den die Rich
tungen der Kraft und der Componente einsehliessen. Die zweite
Componente ist in diesem Kalle senkrecht gegen die ersters ge
richtet.

Es ist in den meiston IFallen zweckmiissig, Kriifte paralled m
drei auf einander senkrechten Goraden in Componenten zu zerlegen
jede dieser drei Componenten einer Kraft ergiebt sich durch Multi-
plication der Grosse der Kraft mit dem Cosinus des betreffenden
Winkels.

229, Satz aus der Geometrie. — Wenn die Abstinde eine
Punktes von drei auf einander senkrechten Ebenen beziehungsweie
gleich sind den mittleren Abstinden einer Punktgruppe von des
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selben Ebenen, so ist der Abstand dieses Punktes von jeder beliebi-
gen anderen Ebene gleich dem mittleren Abstande der Gruppe von
chen dieser Ebene. Wenn also der Punkt in Bewegung ist, so ist
sine senkrecht gegen diese Kbene genommene Geschwindigkeit
mtirlich gleich dem Mittelwerth der in dersclben Richtung genom-
menen (Geschwindigkeiten der Punkte der Gruppe.

Bs seien (2;,%1,2;), 0. 8. w. die Punkte der Gruppe, deren Anzahl 7
win moge, wud ,y,z die Coordinaten eines Punktes, welcher den Be-
lingungen des Theorems geniigl, so dass also

x4 xy + ete.
.7 ’

— % + Ys | ete.

y i
2_21+22+etn.
- Z

it. Ist nun
lx +my +nz —a=20

tie Normalgleichung einer Ebene, d. h. bezeichmnet @ die Linge des vom
Coordinatenanfangspunkte auf die Kbene gefillten Lothes und !,m,n be-
dehungsweise dic Cosinus der Winkel, welche dieses Loth mit den Coor-
dinatenaxen bildet, so erhilt man nach einem bekannten geometrischen
fatze den Abstand eines Punktes von der Ebene einfach dadurch, dass
man in das erste Glied der Gleichung der Ebene statt der laufenden Coor-
dinaten die Coordinaten des Punktes einsetzt. Werden also die Abstinde
der pegebenen Punkte von der Ebene mit py, Py, u. s. w. und p bezeich-
net, 80 ist

p=lz; +my + ns — @
md ebenso

p=1Ix + my + néi— a
Substituirt man in die letzte Formel die oben angegebenen Werthe von
"4 Z, so ergiebt sich

P14 Py - ete.

p - % 2
ud damit ist unser Satz bowiesen. Weiter folgt sofort
dp _ 1edp, | dpy -
70 =7 (T8 + 72+ )
250. Trigheitsmittelpunkt und Schwerpunkt. — Der

Trigheitsmittelpunkt eines Systems gleicher materieller Punkte
migen dieselben mit einander verbunden sein oder micht) ist der
Punkt, dessen Abstand von jeder beliebigen Kbene gleich dem Mit-
tel der Abstidnde jener materiellen Punkte von der nimlichen Ebene
it (§ 229).
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Eine Gruppe materieller Punkte, deren Massen ungleich sind,
konnen wir uns stets in elne grossere Anzahl gleicher materieller
Punkte aufgelost denken, da wir uns vorstellen kénnen, die gegebe
nen Massen seien in sehr kleine unter einander gleiche Theile zer-
legt. Jeder der urspriinglich gegebenen Punkte wird je nach der
Grosse seiner Masse natiirlich mehr oder weniger dieser Theile ent
halten. Sollten die Grossen der gegebenen Massen incommensurabel
sein, so konnen wir der strengen Befriedigung der vorhergehenden
Forderung jedenfalls beliebig nahe kommen, dadurch dass wir die
Theile, in welche wir die Massen zerlegen, hinlinglich klein an
nehmen. 3

Dies vorausgesetzt, lisst sich die vorstehende Definition daz
benutzen, den Trigheitsmittelpunkt eines beliebigen Systems mate-
rieller Punkte zu definiren, mégen dieselben gleiche oder ungleiche
Massen enthalten. Das Resultut kann {folgendermaassen susge
sprochen werden: —

Der Tragheitsmittelpunkt eines beliebigen Systems irgend:
welcher materiellen Punkte (gleichgiltig ob dieselben in starrer oder
in sonst einer Weise, oder auch gar nicht mit einander verbunden
sind) ist ein Punkt, dessen Abstand von jeder belichigen Ibene
gleich ist der durch die Summe der Massen dividirten Summe aller
aus je einer Masse und ihrem Abstande von der Ebene gebildeten
Producte.

Wir ersehen auch aus dem oben bcewiesenen Satze, dass ein
Punkt, dessen Abstinde von drei auf einander senkrechten Ebenen
dieser Bedingung entsprechen, derselben auch fiir jede andere Ebene
geniigen muss.

Befinden sich in den Punkten {zy, 9y, #1), (%, ¥g, 25), W 8. W. be:
ziehungsweise die Massen 4w;, wy, u. 5. w., s0 bestirumen sich die Coordi
naten des Trigheitsmittelpunktes des Systems durch die folgenden
Formeln: —

E__MI—}—ng._,—#etc. _Twx Iwy 2_2102.

- - Y= T Sy

wy + wy - ete. 2w
Diese Formeln sind véllig allgemein und konnen leicht auf die besounder
Form gebracht werden, die in irgend einem gegebenen Kalle erforden
wird. Hitten wir nicht eine Reihe uabgesonderter materieller Punhte
sondern eine durch gewisse bestimmte Raumtheile continuirlich vertheilte
Materie, so wiirden, wenn ¢ die Dichtigkeit im Punkte (z,¥,2) bezsich
net, die Grundprincipien der Integralrechnung uns sofort

= l/'/‘/ga'dxdydz’
S [ [edwayaz

etc.
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liefern, und in diesen Formeln hdtten sich die Integrationen iiber den
canzen von der in Rede stehenden Materie erfilllten Raum zu erstrecken,
in welchem ¢ einen von Null verschiedenen Werth hat.

Der Trigheits- oder Massenmittelpunkt ist danach in jedem
Karper oder in jeder Gruppe von Korpern oin véllig bestimmter
Punkt. Er wird oft sehr unpassend auch Schwerpunkt genannt.
Die Theorie der resultirenden Wirkung der Schwere, die in der
abstracten Dynamik gegeben werden wird, zeigt, dass es nur bei
giner bestimmten Art der Stoffvertheilung einen bestimmten Punkt
giebt, dor in aller Strenge der Schwerpunkt ecines starren Kor-
pers genannt werden kann. In gewohnlichen Fiillen terrestrischer
(ravitation ist jedoch cine anndhernde Lésung giiltig, nach welcher
im gemeinen Leben der Ausdruck Schwerpunkt als gleichbedeu-
teed mit Trigheitsmittelpunkt gebraucht werden kann; man
darf aber nie vergessen, dass die in beiden Definitionen enthaltenen
Grundidesn wesentlich verschieden sind.

Der zweite Satz des § 229 kann jetzt offenbar in folgender
Weise ausgesprochen werden: -— Die Summe der Bewegungsgrossen
der Theile des Systems in irgend einer Richtung ist gleich der in
derselben Richtnng genommenen Bewegungsgrosse einer Masse, die
gleich der Summe der gegebenen Massen ist und sich mit der Ge-
whwindigkeit des Trigheitsmittelpunktes bewegt.

231, Moment. — Das Moment eines physischen Agens ist
dss numerische Maass der Wirksamkeit desselben. So bezeichnet
dss Momont einer Kraft in Bezichung auf cinen Punkt oder eine
Linie das Manss ihrer Wirksamkeit in Betreff der Rotation, die sie
un diesen Punkt oder um diese Linie erzeugt oder aufhebt,

232, Moment einer Kraft in Beziehung auf einen Punkt, —
Das Moment einer Kraft in Bezichung auf einen Punkt definiren
wir als das Product der Kraft in ihren senkrechten Abstand von
dem Punkte. Dasselbe i1st numerisch doppelt so gross als die Fliche
des Dreiecks, dessen Spitze der Punkt und dessen Grundlinie eine
die Kraft in Grosse und Richtung darstellende gerade Linie ist. Es
ist oft gut, das Moment durch eine Gerade darzustellen, die ihm
numerisch gleich ist, und die senkrecht auf die Ebere des Dreiecks
durch dessen Spitze gezogen wird. Die Ebene des Drelecks theilt
den Raum in zwei THbile, und es ist noch anzugeben, in welchem
dieser Theile die Linie liegen soll. Um in dieser Beziehung eine
Betimmung zu treffen, denken wir uns eine Ukr 80 in die Dreiecks-
ehene gelegt, dass ihr Mittelpunkt in der Spitze liegt, und dass die
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Kraft eine dem Lauf der Zeiger entgegengesetzt gorichtete Drehung
um diesen Punkt herum zu erzeugen strebt. Die das Moment dar-
stellecnde Tinie soll in dem Raumtheile angenommen werden, dem
das Zifferblatt der Uhr zugewandt ist.

Moment einer Kraft in Beziehung auf eine Axe. — Unter
dem Moment einer Kraft in Beziehung auf eine Axe versteht man
das Moment der in irgend einer zur Axe senkrechten Ehene genon-
menen Componente der Kraft, und zwar ist das Moment dieser
Componente in Beziehung auf den Punkt. zu nehmen, in welchem
die Ebene von der Axe geschnitten wird. Wir denken uns hier die
Kraft in zwei Componenten zerlegt, von denen die eine, die der
Axe parallel gerichtet ist, keine Wirkung hervorbringt, insofern es
sich um eine Drehung um die Axe handelt; die zweite Componente
ist senkrecht zur Axe, d. h. ihre Richtung liegt in elner zur Ase
senkrechten Ebene. Die letztere Componente kann die hinsichtlich
der Rotation um die Axe wirksame genannt werden, und wir def-
niren ithr Moment in Beziehung auf die Axe als ihr Moment in Be
ziehung auf den ihr zuniichst gelegenen Punkt der Axe, was mit
der oben gegebenen Definition iibereinstimmt. Wenn man die I'-
gur, welche dus Moment der Kraft in Beziechung auf einen beliebigen
Punkt der Axe darstellt, auf irgend eine zur Axe senkrechie Ebene
projicirt, so ist die Fliche der Projection oﬁ'enbar gleich dem Me-
ment der Kraft in Beziehung auf die Axe.

233. Excurs iiber die Projection von Flichen. — Unter
der Projection eines ebenen oder gekriimmten Fléchenstiicks auf
eine Ebene versteht man den Theil dieser Ebene, welcher von der
Projection des Umfangs der projicirten Figur eingeschlossen wird.

Denken wir uns ein Flichenstiick in cine beliebige Anzabl
Theile zerlegt, so machen die fiir irgend eine Ebene genommenen
Projectionen der Theile die Projection der ganzen Figur fir dieselbe
Ebene aus. Dieser Ausspruch ist aber dahin zu verstehen, dass die
Projectionsflichen der Theile als positiv oder negativ angesehcn wer-
den miissen, jenachdem diejenige ihrer Seiten, die wir kurz die
Aussenseite der projicirten Fliche nennen wollen, der Vorderseite
der Projectionsebene ab- oder zugewandt ist.

Wenn die projicirte Fliche oder ein Theil derselben eine zwr
Projectionsebene senkrechte Ebene ist, so verschwindet die Projec-
tion natiirlich. Zwel beliebige Schalen mit gem®inschaftlichem Rande
haben fir jede Ebene gleiche Projectionen. Die Projection einer
geschlossenen Oberfliche (oder einer Schale mit verschwindendem
Rande) ist fiir jede Trojectionsebeno ‘gleich Null.
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Gleiche Flichenstiicke, die in ein und derselben oder in paral-
ielen Ebenen liegen, haben, auf jede beliebige Ebene projicirt, glewhe
Projectionen, von welcher Form sie auch sein mégen.

Die Projection einer beliebigen ebenen ¥igur oder einer
Muschelschale, deren Rand eine ebene Figur ist, auf irgend eine
Ebena ist gleich dem Producte aus dem Flicheninhalt dicser Figur
in den Cosinus des Winkels, den letztere mit der Projectionsebene
bildet. Dieser Winkel ist spitz oder stumpf, jenachdem die Aussen-
wite der projicirten Fliche und die Vorderseite der Projectionsebene
im Ganzen nach derselben Seite hin gerichtet sind oder nicht. Liniem,
welche in der oben dargelegten Weise Momente in Beziehung auf einen
Punkt darstellen, die in verschiedenen Ebenen liegen, kinnen danach
vie Krifte zusammengesetzt werden. (Einen analogen Satz ent-
Wit § 96.)

2J4. Kriftepaare. — Zwel in entgegengesetztem Sinne wir-
tende parallele Krifte von gleicher Grésse bilden ein Kriftepaar.
D Moment eines Kriiftepaars ist die Summe der Momente der
beiden Krifte in Beziehung wuf irgend einen Puunkt ihrer Ebene
md daher gleich dem Producte einer der Kriifte in den kiirzesten
iistand ihrer Richtungen. Dieser Abstand wird der Arm des
Kriftepanrs genannt. : .

Unter der Axe eines Kriiftepaars verstcht man eine von
anem belichigy gowiihlten Punkte zur Ebene des Paars gezogene
dnkrechte von solcher Grésse und solcher Richtung, dass sie die
brisse des Moments darstellt und die Richtung anzeigt, in welcher
s Paar zu drehen strebt. Um die letatere Bedingung zu erfilllen,

efibrt man am besten auf folgende Weise: Man halte eine Uhr
n dass ihr Mittelpunkt in den gewihlten Punkt fillt, und dass ihre
Ihene der Ebene des Kriftepaars parallel ist. Jenachdem dann die
Bewegung der Zeiger der Richtung, in welcher das Kriftepaar zu
{rehen sucht, entgegengesetzt ist oder nicht, zlehe man die Axe
duch die Vorderseite oder durch die Hinterseite der Uhr. Es wird
xh zeigen, dass ein Kriftepaar durch seine Axe vollstindig dar-
etellt wird, und dass Kriftepaare durch dieselben geometrischen

ustructionen zerlegt und zusammengesetzt werden, wie Kriifte
ol Geschwindigkeiten. Diese Constructionen sind bei Kriftepaaren
3t den Axen, wie sie be: Kriiften und Geschwindigkeiten mit den
Lujen vorzunehmen sind, welche die letzteren direct darstellen.

235. Moment einer Geschwindigkeit, einer Bewegungs-
nisse und einer geradlinigen Verschisbung. Zusammen-
¥tung von Momenten. — Wenn wir im § 232 statt ,Kraft® iiber-

Thomson u. Tait, theoretische Physik, 13
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all ,Geschwindigkeit“ sagen, so erhalten wir das Moment einer e
schwindigkeit in Beziehung auf einen Punkt, und wird noch die
Masse des in Bewegung befindlichen Kérpers als Factor eingefihrt
so gelangen wir zu einem in der Dynamik héchst wichtigen Begnfl
zu dem Moment der Bewegungsgrisse. Die Gesetze der Zo-
sammensetzung und Zerlegung sind von den schon dargestelite
nicht verschieden. Wir wollen sie jedoch einiger einfachen Anwen
dungen wegen zum Gegenstand einer elementaren Untersuchung
machen. Das Moment einer geradlinigen Verschiebung ist das Pre
dgct ihrer Linge in den Abstand ihrer Richtung von dem Punkte

Das Moment der resultirenden Geschwindigkeit eines materiel
len Punktes in Beziehung auf einen belichigen Punkt der Ebene der
Componenten 1st gleich der algebraischen Summe der Momente der
Componenten, wenn das Vorzeichen jedes Moments, wie oben (§ 233
angegeben 1st, bestimmt wird. Dasselbe gilt natiirlich fiir Momente
von Yerschiebungen, von Kriften und von Bewegungsgrossen.

Wir betrachten zunéichst zwei Bewegungscomponenten 4B und
A C, deren Resultante (§ 27) AD sein wird. Ihre halben Moment
in Bezichung auf den Punkt O sind bezichungsweise die Fliche
OAB,0CA. Nun haben die beiden Dreiecke O CA und 0RD
gleiche Grundlinien AC und BI). Thre Hohen sind um die Hibe
des Parallelogramms A BDC (BD als Grundlinie angesehen) ver
schieden. TFs ist folglich

0C4A + Y, . ABDC = OBD,

0CA + OAB -+ '/,.ABDC = OBD + 0OAB,
d. b.
OCA + OAB + 1Y, , ABDC = OABD,
oder weil

Y. ABDC == ABD,
OCA 4 0OAB = OAD.

OAD ist aber gleich dem halben Moment der Resultante, und w
mit enthilt die letzte Formel den Satz: das Moment der Resultant
Fig. 6. ist gleich der Summe der Momente der ber
0 den Componenten.
h Sind in einer Ebene beliebig viele b
‘E' wegungscomponenten gegeben, so konoer
I N wir dieselben der Reihe nach zussmmer
;¢ k! —,D setzen, indem wir mit zweion (gleichgilte

‘ welchen) beginnen, darauf eine dritte hinw

A B _ nehmen, u. 8. w. Wir sehen sofort, dass di
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Summe ihrer Momente gleich dem Moment ihrer Resultante ist.
Daraus folgt natiirlich, dass, wenn wir die Geschwindigkeit eines
Punktes in beliebig viele in derselben Ebene liegende Compo-
neoten zerlegen, die Smmme der Momente dieser Geschwindigkeits-
componenten in Beziehung auf jeden Punkt ihrer Ebene gleich
dem Moment ihrer Resultante ist. Ferner ergiebt sich Folgendes:
Ertheilt man einem in Bewegung befindlichen Punkte der Reihe nach
mehrere Geschwindigkeiten von verschiedenen, aber ein und der-
selben Ebene angehorenden Richtungen, so dass die Geschwindigkeit
des Punktes jederzeit die Resultante der ihm bis dahin ertheilten
Geschwindigkeiten ist, so ist das Moment seiner Geschwindigkeit
jederzeit dic Summe der Momente aller dieser Geschwindigkeiten.

Zusatz — Wenn eine der Componenten bestindig durch den
Punkt hindurchgeht, so verschwindet ihr Moment. Dies ist der
Fall einer Bewegung, in welcher die Beschleunigung gegen einen
festen Punkt gerichtet ist, und wir gelangen so wieder zu dem
Satze des § 36, a, nach welchem in diesem Falle die vom Radins-
vector beschriebenen Flichenriume den Zeiten proportional sind;
denn das Moment der Geschwindigkeit ist, wie wir gesehen haben,
doppelt so gross als die vom Radiusvector in der Zeiteinheit be-
schriebene Fliche.

236, Um das Moment der Geschwindigkeit eines
Punktes in Beziehung auf eine Axe zu erhalten, hat man diese
Geschwindigkeit auf eine zur Axe senkrechte Ebene zu projiciren
wd das Moment dieser Projection in Beziehung auf den Punkt
zu nehmen, in welchem die Ebene von der Axe gegchnitten wird.

Das Moment der wihrend irgend einer Zeit von einem Punkte
um eine Axe ausgefiibrten Gesammtbewegung ist doppelt so gross
als die Fliche, welche wihrend dieser Zeit der Radiusvector seiner
Projection auf eine zur Axe senkrechte Ebene beschreibt.

Betrachten wir jetzt einen in Bewegung befindlichen Punkt,
dessen Bewegung micht auf eine Ebene beschrinkt ist, und denken
uns denselben mit irgend einem festen Punkte verbunden. Die Ver-
bindungslinie beschreibt cine Kegelfliche und wir sehen, dass die
Projection dieser Fliche anf irdend eine durch den festen Punkt ge-
legte Ebene die Hilfte von dem ist, was wir soeben als das Moment
der Gesammtbewegung um ecine durch den festen Punkt senkrecht
aur Ebene gezogene Axe definirt haben. Unter allen diesen Ebe-
men ist eine vorhanden, fiir welche die Projection der Kegelfliche
grosser als fiir jede andere ist, und fiir jede zur letzteren senkrechte
Ebene ist die Projection der Kegelfliche gleich Null, wenn die De-

13*
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finition der positiven und negativen Projectionen gehorig De-
achtet wird.

Wenn eine beliebige Anzahl in Bewegung befindlicher Punkte
gegeben ist, so konnen wir in dhnlicher Weise die Kegelfliche be-
trachten, welche der von einem festen Punkte nach jedem derselben
gezogene Radiusvector beschreibt. Auf die Projection der so erhal-
tenen vielschichtigen Kegeliliiche lisst sich dieselbe Darstellung an-
wenden. Die resultirende Axe der Gesammtbewegung um den
festen Punkt, zu welcher sich die Bewegungen aller gegebenen Punkte
in irgend einer endlichen Zcit zusammensetzen, ist eine durch den
festen Punkt gchende Gerado, die senkrecht zur Ebene steht, fir
wolcho die Fliche der ganzen Projection grisser als fiir jede andere
Ebene ist, und das Momont der Gesammtbewegung um die re-
sultirende Axe ist das Doppelte der Flache dieser Projection.

Die resultirende Axe und das Geschwindigkeitsmoment einer
beliebigen Anzahl in Bewegung befindlicher Punkte in Beziehung
auf irgend einen festen Punkt sind beziehungsweise die resultirende
Axe der einer unendlich klcinen Zeit entsprechenden Gesammt-
bewegung und deren Moment, dividirt durch diese Zeit.

Bewegen sich beliebig viele Punkte wihrend einer beliebigen
Zeit, so wird das Moment der Gesammtbewegung um irgend eine
Axe dadurch erhalten, dass man das Moment der Gesammtbewegung
~um die durch einen beliebigen Punkt der erstgenanunten Axe gehende
resultirende Axe mit dem Cosinus des von beiden Axen eingeschlos-
genen Winkels multiplicirt.

Die sinem beliebigon festen Punkte entsprechende resultirende
Axe der Gesammtbewegung einer beliebigen Anzahl in Bewogung
befindlicher Punkte, sowie das ihr zugehirende Moment der Ge-
sammtbewegung lassen sich durch dieselben elementaren Construc-
tionen aus den resultirenden Axen nnd Momenten der einzelnen
Punkte oder Punktegruppen des Systems herleiten, durch welche die
Richtung und Grésse einer resultirenden Verschichung hergeleitet
wird aus irgend welchen gegebenen Richtungen und Grossen voo
Verschiebungscomponenten.

Analoge Sitze gelten natiirlich fir die Momente von Geschwiu-
digkeiten und Bewegungsgrissen.

237. Virtuelle Geschwindigkeit. Virtuelles Moment. —
Wenn der Angriffspunkt einer Kraft um ein kleines Stick ver-
schoben und die Verschiebung auf die Richtung der Kraft projicirt
wird, so ist die Projection die in der Richtung der Kraft genommene
Componente der Verschiebung. Man nennt diese Componente die

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Principien der Dynamik. 197

virtuelle Geschwindigkeit des Punktes. Die virtuelle Ge-
schwindigkeil 1st positiv oder negativ, jenachdem sie dieselbe oder
dic entgegengesetzte Richtung wie die Kraft hat.

Das Product der Kraft in die virtuelle Geschwindigkeit ihres
Angriffspunkies heisst das virtuelle Moment der Kraft. Wir
haben diese Ausdriicke eingefiihrt, weil die Geschichte und die
Entwicklungen der Wissenschaft ihre Kenntniss fordern; sie sind
aber, wic wir spiiter zeigen worden, nur untergeordnete Stellvertreter
einer weit niitzlicheren Reihe von Begriffen, die Newton klar auf-
gestellt hat. ‘

238. Arbeit. — Man sagt, eine Kraft leiste eine Arbeit,
wonn ihr Angriffsort eine positive Bewegungscomponente in ihrer
Richtung hat, und die Arbeit einer Kraft wird gemessen durch das
Product dioser Bewogungscomponente in die Grosse der Kraft.

Werden ctwa Kohlen aus ciner Grube emporgeschafft, so ist
die Grosso der geleisteten Arbeit dem Gewicht der gehobenen Koh-
len, d. i. der beim Mcben iiberwundencn Kraft, und ausserdem der
Hhe, bis zu welcher die Kohlen gehoben sind, proportional. Die
zum Messen der Arbeit von den britischen Ingenieuren in der Praxis
sngenommens Einheit ist die Arbeit, die erfordert wird, um eine
dem Gewicht eines Pfundes gleiche Kraft withrend eines Weges von
einem Fuss zu iiberwinden. Diese Einheit heisst ein Fusspfund.

Bei vein wissenschaftlichen Messungen ist die Arbeitseinheit
nicht das Fusspfund, sondern die durch die Raumeinheit hin-
durch wirkende kinetische Krafteinheit (§ 225). Diese Einheit wird
% B., wie wir weiterhin zeigen werden, beim Messen der Arbeit
eines elektrischen Stromes angewandt, wie tiberhaupt die Einheiten
fir elektrische und magnetische Messungen auf der kinetischen Kraft~
einhelt beruhen.

Wenn das Gewicht in schriger Richtung gehoben wird, z. B.
lings einer gencigten glatten Ebene, so ist der Raum, durch wel-
chen hindurch die Kraft iiberwunden werden muss, im Verhiltniss
der Linge zur Ilhe der Ebene grésser, als bei verticaler Hebung; die
zu iberwindende Kraft ist aber jetst nicht mebhr das ganze Gewicht,
sondern die parallel zur Ebene genommene Componenie desselben,
ud letztere 1st 1m Verhiiltniss der Hohe zur Linge der Ebene klei-
ver als das Gewicht. Multiplicirt man diese beiden Ausdriicke, so
ergiebt sich, wie wir erwarten durften, dass die Grosse der Arbeit
sich nicht &ndert, wenn man statt der senkrechten eine genelgta
Babn nimmt.
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239. Allgemein ist die Arbeit, welche irgend eine Kraft wih.
rend einer unendlich kleinen Verschiebung thres Angriffspunkies
leistet, michts anderos als ihr virtuelles Moment (§ 237). Sie ist
also das Produnct der Verschiebung in die lings der Richtung der
Verschiebung genommene Componente der Kraft.

Daraus geht hervor, dass eine Kraft keine Arbeit leistet, wenn
die Bewegung ihres Apgriffspunktes bestéindig senkrecht gegen die
Richtung erfolgt, in welcher die Kraft wirkt, Ein solcher Fall, in
welchem eine Kraft nicht arbeitet, ist der gegenseitige normale
Druck zwischer elnem unbeweglichen und einem bewcglichen Kor-
per, wie die Spannung einer Schnur, an welche eine Pendellinge be-
festigt ist, oder die Anzichung der Sonne gegen einen Planeten,
wenn letzterer cinon Kreis beschreibt, in dessen Mittelpunkt dis
Sonne steht.

240. Arbeit eines Kriiftepaars. — Die von einer Kraft oder von
einem Kriftepaar in Beziehung auf einen um eine Axe sich drehenden
Korper ausgeiibte Arbeit ist das Product aus dem Moment der Kraft
oder des Paars in den Winkel (durch den entsprechenden Bogen vom
Radius Eins gemessen), um welchen der angegrifiene Korper sich dreht,
Hierbel 18t vorausgeselzt, dass das Moment fir alle Lagen des Korpers
dasselbe bleibe. Ist das Moment vertinderlich, so gilt die obige Behaup-
tung nur fiir unendlich kleine Verschishungen; man gelangt jedoch z
einem ganz exacten Resultat durch Anwendung des genauen Durch-
schnittsmoments der Kraft oder des Paars. Der Beweis liegt aaf
der Hand.

Wenn § das Moment der Kraft oder des Kriftepaars fir eine durch
den Winkel 4 gegebene Luge des Korpers ist, so erhdlt man im Falle
eines constanten § fiir die wihrend der Drehung von & bis 9y geleistete
Arbeit den Ausdruck @ (8, — 9¢); fiir dieselbe Grisse ergiebt sich aber

by
im Falle eines verinderlichen ¢ der Werth f Qdd = q (3 — 9;), worin
q den genauen Mittelwerth von € bezeichniot.

241. Verwandlung der Arbeit. Potentielle Eneorgie. —
Die Arbeit, welche eine Kraft an einem Kérper leistet, offenbart sich
immer durch eine entsprechende Zunahme an lebendiger Kraft oder
kinetischer Energie, wenn keine anderen Krifte auf den Korper
wirken, welche Arbeit leisten konnen, oder gegen welche Atbeit ge
leistet wird. Wenn gegen irgend welche Krifte Arbeit geleistet
wird, so ist die Zunahme an kinetischer Energie um den Betrag der
50 gothanen Arbeit kleiner als im fritheren Falle. In Folge davon er-
langt aber der Korper ein Aequivalent in der Form von potentieller
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Energie (§ 273), wenn er unter solchen physikalischen Bedingun-
gen steht, dass diese Krifte mit gleicher Stirke und in den ném-
fichen Richtungen wirken, wenn die Bewegung des Systems um-
gekehrt wird. So kann es auch kommen, dass die kinetische Ener-
gie unverindert bleibt, und dass die ganze ausgefiihrto Arbeit als
potentielle Energio aufgesammelt wird.

Es i1st z. B. Arbeit erforderlich, um ein Gewicht auf eine Iohe
m heben, eine Feder zu spannen, Luft zu comprimiren, u. s. w.;
aber das gehobene Gewicht, die gespannte IFeder, die comprimirte
Luft, w. 8. w. sind Vorrithe von Kraft, die mun nach Belieben ver-
wenden kann,

212, NWewton’'s Bewegungsgesetze. — Im Vorhergehenden
haben wir einige von Newton’s Definitiones fast wortlich, andere
in einer fir die neueren Methoden geeigneteren Form mitgetheilt,
und einige Ausdriicke eingefithrt, die erst nach dem Krscheinen der
Principia crfunden wurden. Dagegen werden wir die Axiomata,
sive Leges Motus, zu denen wir jetzt iibergchen, in Newton’s
eigenen Worten wiedergeben. Die beiden Jahrhunderte, die fast ver-
flossen sind, seit Newton sie zuerst veréffentlichte, haben nicht die
Nothwendigkeit irgend eines Zusatzes oder einer Modification ge-
2igt. Die beiden ersten dieser Gesetze wurden von Galilei ent-
deckt, und das dritte war in einigen seiner vielen Formen schom
vor dem Erscheinen der Principia Hooke, Huyghens, Wallis,
Wren und Anderen bekannt. In neuerer Zeit herrschte das Stre-
ben, das zweite Gesetz in zwel Gesetze zu zertheilen, die man dann
das zweite und dritte nannte, und das dritte vollstindig zu ignori-
ren, obgleich man dasselbe in jedem Problem der Dynamik direct
sawandte; aber alle, die so verfuhren, waren indirect gezwungen,
die Vollstindigkeit von Newton’s System anzuerkennen, indem sie
das sogenannte D’Alembert’sche Princip, welches in Wirklichkeit
eben das verworfene Newton’sche dritte Gesetz im einer anderen
Form ist, als Axiom einfithrten. Newton's eigene Erliuterung sei-
tes dritten Gesetzes weist nicht nur auf D’Alembert’s Princip,
sondern auch auf die neueren die Arbeit oder Energie betreffenden
Principien direct hin.

243. Ein Axiom ist ein Satz, dessen Wahrheit zugegeben
werden muss, sobald die Ausdriicke, in denen er gegeben ist, klar
verstanden sind. Wie wir aber in unserem Capitel iiber ,Erfah-
rng“ zeigen werden, haben physikalische Axiome nur fir die-
jenigen die Natur von Axiomen, welche eine hinreichende Kenntniss
der Wirkung physischer Ursachen besitzen, um im Stande zu sein,
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die nothwendige Wahrheit jener Sitze auf der Stelle einzusehen
Wir geben jetzt ohne weitore Vorausbemerkungen Newton’s dre
Gesetze und erinnern nur an Folgendes: Dic Figenschaften der
Materie hitton solche sein kénnen, dass eine ganz andere Reihe von
Gesetzen hitten als Axiome aufgestellt werden miissen. Daher hat
man die Newton’schen Gesetze als auf Ueberzengungen beruhend
anzusehen, die asus Beohachtungen und Versuchen geschipft sind;
sie sind keineswegs Gegenstand intuitiver Erkenntniss.

244, LEX I Corpus omne perseverare in statu suo quiescend
vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribu
Impressis cogitur statum suum mutare.

Jeder Korper verharrt in seinem Zustande der Ruhe
oder der gleichférmigen Bewegung in geradliniger Bahn,
so lange er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen
wird, diescn Zustand zu éndern.

245. Ruhe. — Die Bedeutung des Ausdrucks Ruhe in der
Physik kann nicht absolut definirt werden, insofern cine absolute
Ruhe in der Natur nirgend existirt. Wenn die Gesammtheit der
Materie endlich wiire, so liesse sich ihr Trigheitsmittelpunkt als ab-
solut ruhend ansehen, oder man kinnte sich vorstellen, derselbe be-
wege sich mit irgend elner gleichférmigen Geschwindigkeit In einer
beliebigen Richtung durch den unendlichen Raum. Es ist aber
bemerkenswerth, dass das erste Bewegungsgeselz uns in den Stand
setzt (unten § 249), das zu erkliren, was man eine directionelle
Ruhe nennen kann.  Auch werden wir spiter sehen,.dass em voll-
kommen glatter sphirischer Kérper, welcher aus concentrischen Scha-
len besteht, deren jede von gleichfsrmigem Material und tberall von
derselben Dichtigkeit ist, sich, wenn man ihn in eine Drebung un
eine Axe versetzt hat, trotz hinzutretender einwirkender
Krifte mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit dreht und seme
Rotationsaxe in einer absolut festen Richtung erhilt. Ferner wird
sich bald (§ 267) zeigen, dass die Ebene, in wclcher das in Be
ziechung auf den Triigheitsmittelpunkt genommene Moment der Be-
wegungsgrosse des (als endlich vorausgesetzten) Weltalls am griss
ten ist, eine im Raume feste Richtung hat; es ldsst sich diese Ebene
offenbar aus den in irgend einem Augenblick wirklich eintretenden
Bewegungen bestimmen.

246. Wir konnen die Behauptung des ersten Gesctzes, sofern
sie die Geschwindigkeit betrifft, logisch umkehren, und gelangen da-
durch zu folgenden Ausspriichon: —

Die Zeiten, wihrend welcher irgend ein besonderer Korper, dar
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durch keine Kraft angetrieben wird, die Geschwindigkeit seiner
Bewogung zu dndern, gleiche Wege durchliuft, sind einandor gleich.
Ferner: — Jeder andere Korper im Weltall, der durch keine Kraft
sogetrieben wird, die Geschwindigkeit seiner Bewegung zu dndern,
bewegt sich durch gleiche Wege hindurch wihrend einer Reihe von
Zeitrdumen, in denen der gewihlte besondere Korper gleiche Wege
beschreibt. .

247, Zeit. — Der erste Satz des vorigen Paragraphen driickt
bloss die fiir die Messung der Zeit allgemein getroffene Uebereinkunft
sus. Die Rotation der Erde um ihre Axe bietet uns cinen Bewegungs-
fall dar, in welchem die Bedingung, dass kcine Kraft cino Aenderung
der Geschwindigkeit herbeifithren solle, mit grisserer Genauigkeit
sonihernd erfiillt ist, als in irgend einer anderen Bewegung, die wir
leicht und genau beobachten kinnten, und die numerische Messung
der Zeit beruht praktisch darauf, dass man gleiche Zeitriume
sls die Zeiten definirt, wihrend welcher die Erde durch
gleiche Winkel rotirt. Natiirlich 1st dies kein Naturgesetz, son-
dere eine blosse Uebereinkunit und, wie wir jetzt erkennen, ein
Theil von Newton’s erstem Gesetze.

248, Der andere Theil des § 246 ist nicht eine Uebereinkunft,
wondern eine grosse Naturwahrheit, die sich durch Hinweisung
wwohl auf kleine und alltéigliche Fille, wic auch auf die grossartig-
sten Erscheinungen, die wir uns vorstellen kdnnen, erliutern lisst.

Fin Bell, der eine horizontale Eisfliche entlang geschleudert
wird, legt (wenn man von der Verzigerung absieht, die er durch
dis Reibung und durch den Widerstand der Luft erleidet) in auf-
emander folgenden Zeitrdumen, wihrend welcher die Erde durch
gleiche Winkel rotirt, gleiche Wege zuriick. Die Sonne bewegt
ach, wihrend die Erde durch gleiche Winkel rotirt, durch gleiche
Theile des Weltraums hindurch; eine Abweichung wiirde nur insofern
eintreten, als der Widerstand der zwischen den Sternen befindlichen
Vaterie und die Attraction der iibrigen Weltkdrper die Geschwindig-
keit der Sonne und die Geschwindigkeit der Rotation der Erde ver-
sadern sollte.

219. Feste Richtungen. — Wenn zwel materielle Punkte aus
der nimlichen Lage A4 in demselbon Augenblick mit irgend welchen Ge-
shwindigkeiten in irgend welche Richtungen geschlsudert werden, so
wird, wenn jeder derselben sich fortbewsgt, ohne von einer Kraft be-
einflusst zu werden, ihre Verbindungslinie bestindig einer festen Rich-
tug parallel sein. Denn wenn P, Q und spiter P,¢’ gleichzeitige Lagen
der beiden Punkte sind, so sagt das erste Bewegungsgesetz aus, dass
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AP: AP = AQ : AQ ist; folglich ist £ @ parallel I’ ¢'. Wem
also vier materielle Punkte O,P,¢,B in demselben Augenblick aus
einer Lagse geschleudert werden, so sind OP, 0@, OR fortwihrend
feste Richtungen. Praktisch macht man aber die Bestimmung fester
Richtungen im Raum (§ 267) von der Rotation von Gruppen mate-
rieller Punkte abhingig, die Krifte anf einander ausiiben; diese Be-
stimmung involvirt daher das dritte Bewegungsgesetz.

250. Das ganze Gesetz stehit in einem eigenthiimlichen Wider-
spruch mit der Lehre der alten Philosophgn, welche die kreisfirmige
Bowegung fir die vollkommenste erklirten.

Die Schlussclausel ,nisi qnatenus® u. s. w. bildet eine gute Vor-
bereitung fiir die Einfihrung des zweiten Gesetzes, indem sie uns
auf den Gedanken bringt, dass nur eine Kraft es ist, welche
eine Aenderung der Bewegung hervorrufen kann. In wel
cher Weise, fragen wir naturgemiiss weiter, hingt die hervor-
gebrachte Aenderung dor Bewcgung von der Grosse und Richtung
der Kraft ab, die sie hervorbringt? Und die Antwort lautet: —

251. LEX II. Mutationem motus proportionalem esse vi mo-
trici impressae, et fieri secundum lineam rectam qua vis illa im-
primitur. '

Die Aenderung der Bewegung ist der einwirkenden
Kraft proportional und findet in der Richtung der Gers-
den statt, in welcher die Kraft einwirkt.

232. Wenn eine Kraft eine Bewegung erzeugt, so wird ele
doppelte Kraft die doppelte Bewegung erzeugen, u. s. w.; dabei ist
es gleichgiiltig, ob man die Theile der Kraft gleichzeitig oder nack
einander, d. h. ob man die Kraft momentan oder allmilig wirken
lssst. Diese neu erzeugte Bewegung wird, wenn der Kdrper schon
vorher in Bewegung begriffen war, zur friheren Bewegung addit,
wonn sie mit derselben direct iibercinstimmt; sie wird von derseiben
subtrahirt, wenn sie ibr direct entgegengesetzt ist; beide werden
endlich nach den schon dargelegten kinematischen Principien geo
metrisch zusammengesetzt, wenn die Richtung der {friberen Bewe
gung und die Richtung der Kraft irgend einen Winkel mit einander
bilder. (Dies ist eine Umschreibung von Newton’s eigenem Com-
mentar zum zweiten Gosetz.)

253. Im ersten Capitel haben wir die Aenderung der Ge
schwindigkeit oder die Beschleunigung als ein rein geometrisches
Element betrachtet und geseben, wie man dieselbe aus der gegebe
nen anfinglichen und der Kndgeschwindigkeit sofort entnehmer
kann, Aus der Definition der Bewegungsgrosse (§ 210) sehen wir,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Principien der Dynamik. 203

lsss, wenn die auf diese Weise geometrisch bestimmte Aenderung
der Geschwindigkeit mit der Masse des Koérpers multiplicirt wird,
vir die Aenderung der Bewegung erhalton, welche in Newton’s
Gesetz als das Maass der die Aenderung erzeugenden Kraft an-
gesehen wird.

Es verdient besonders beachtet zu werden, dass in diesem Aus-
spruch nichts iiber die Bewegung gesagt ist, welche der Kérper that-
sachlich hatte, bevor die Kraft auf ihn elnwirkte: das Gesetz spricht
mr vou der Aenderung der Bewegung. Digselbe Kraft wird die-
¢lbe Aenderung der Bewegung in einem Korper erzeugen, derselbe
mag in Ruhe sein, oder sich mit einer beliebigen Geschwindigkeit
bewegen.

254. Weiter ist zu beachten, dass durchaus nicht gesagt ist,
der Korper stehe unter der Einwirkung von nur einer Kraft. Wir
tooren deshalb einen Theil des zweiten Gesetzes logisch auf die fol-
gende (offenbar) erweiterte Form bringen: —

Wenn irgend welche Krifte auf einen Kérper wirken,
werzeugt jede Kraft, gleichgiltig ob der Korper anfang-
lichin Ruhe war oder sich mit beliebiger Geschwindigkeit
in einer belicbigen Richtung bewegte, genau dicjenige
denderung der Bewegung im Koérper, welche sie erzeugt
laben wiirde, wenn der Kérper beim Beginn ihrer Ein-
virkung in Ruhe gewesen wiire und sie allein auf 1hn ein-
gewirkt hitte.

235. Zusammensetzung von Kriften. — Aus dieser Auf-
fissung des zweiten Gesotzes ergicbt sich unmittelbar eine wichtige
Folgerung. Da niimlich Krifte durch die Aenderungon der Bewe-
qug gemessen werden, die sie erzeugen, und da ibre Richtungen
sth durch die Richtungen bestimmen, in denen diese Aenderungen
wr sich gehen; da ferner die Aenderungen der Bowegung eines
ud dessclben Korpers in den Richtungen der Aenderungen der
Geschwindigkeit crfolgen und diesen Aenderungen proportional sind,
0 wird eine einzelne Kraft, welche die Richtung der resultirenden
imnderung der Geschwindigkeit hat und dieser Aenderung propor-
tonal ist, das Aequivalent einer beliebigen Anzahl gleichzeitig wir-
knder Krifte sein. Daraus folgt: —

Die Resultante einer beliebigen Anzahl (in einem
Punkte angreifender) Krafte wird durch dasselbe geo-
wetrische Verfahren ermittelt, durch welches man die
Resultante einer beliebigen Anzahl gleichzeitiger Ge-
schwindigkeiten bestimmt.
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256. Hieraus ergiebt sich sofort (§ 27) die Construction de
Parallelogramms der Kriafte zur Bestimmung der Resultant
zweler und des Polygons der XKridfte zur Bestimmung de
Resultante belichig vieler Krifte, deren Richtungen durch einen und
denselben Punkt gehen. )

- Offenbar lisst sich bieraus auch unmittelbar der Fall des Gleich-
gewichts einer Anzahl von Kriiften herleiten, die in einem Punkte
angreifen. Denn wenn wir eine weitere Kraft einfithren, die do
Resultante der gegebenen Krifte gleich und cntgegengesetzt ist, s
wird dieselbe eine Aendcrung der Bewegung crzcugen, welche der
durch die gegebenon Krifte hervorgcbrachten resultirenden Rewe
gungsinderung gleich und entgegengesetzt ist, d. h. sie wird einen
Zustand herbeifithren, in welchem der Punkt keine Aenderung seiner
Bewegung erfihrt, und das 1st, wie wir schon geschen haben, die
einzige Art von Ruhe, von der wir je eine Kenntniss erlange
kénnen.

237. Newton sah, dass der Satz vom Parallelogramm der
Krifte, welcher das Fundamentalprincip der Statik ist, im Grunde i
dem zweitenr Bewegungsgesetz enthalten ist und gab einen Bewes
dafiir, der im Wesentlichen mit dem vorhergehenden tbereinstimmt
Diese Thatsache wurde aber in spiteren Behandlungen der Statik
ganz allgemein igrnorirt. Die Folge davon war, dass verschieder
unnéthige, mehr oder weniger einleuchtende dyunamische Axiome
eingefiilhrt wurden, die thatsiichlich in Newton’s Bewegunge
gosetzen enthalten sind oder sich darauf zuriickfithrven lassen, Wi
haben Newton’s Methode beibchalten, nicht nur ihrer bewunderns-
werthen Finfachheit wegen, sondern auch weil sie unseres Evachtens
sowoh] fiir den statischen, wie fiir den kinetischen Theil der Wissen-
schaft der Dynamik die am meisten philosophische Grundlage
enthilt.

258. Messung der Kraft und Masse. — Das zweite Gesets
liefert uns auch die Mittel, eine Kraft und ferner die Masse e
Korpers zu messen.

Wenn wir nimlich die Wirkungen betrachten, welche verschie
dene Krifte wihrend gleicher Zeitriiume auf einen und denselben
Kbrper ausiiben, so sind die erzeugten Geschwindigkeitsinderunge
offenbar den Kriiften proportional. Daher Liefern uns die Aende
rungen der Geschwindigkeit in diesem Falle die Mittel, die Grdssen
verschiedener Krifte zu vergleichen. So erhalten wir aus den voo
derselben (frei fallenden) Masse wihrend einer Secunde an verschie
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denen Theilen der Erdoberfliche erlangten Geschwindigkeiten die
(rosse der Anzichungskraft der Erde an diesen Stellen.

Wenn ferner gleiche Krifte auf verschiedene Korper wirken, so
missen die in gleichen Zeiten hervorgebrachten Geschwindigkeits-
inderungen sich umgekehrt wie die Massen dieser Korper ver-
halten. Das 1st z. B. niherungsweise der Fall bei Fisenbahnziigen
verschiedener Lingen, welche durch dieselbe Locomotive in Bewe-
gung gesetzt werden. Ils ist genau realisirt im Falle der Wirkung
eines elektrisirten Korpers auf eine Anzahl fester oder hobler Kugeln,
die denselben Husseren Durchmesser haben und aus verschiedenen
Metallen bestehen.

Wenn wir weiter cinen Fall finden, in welchem verschiedene
Korper, auf deren jeden eine Kraft wirkt, in derselben Zeit dieselben
Aenderungen der Geschwindigkeit erfahren, so miissen die Krifte
en Massen der Kérper proportional sein. So verhilt es sich nach
Beseitigung des Widerstandes der Luft mit frei fallenden Kérpern.
Wir schliessen daraus, dass das Gewicht eines Korpers an einem be-
febig gegebenen Orte, oder die Kraft, mit welcher die Erde ihn
snzieht, seiner Masse proportional ist, eine dusserst wichtige physi-
kalische Wahrheit, die wir in dem Capitel iiber ,die Eigenschaften
der Materie“ noch eingehender behandeln werden.

239. Endlich geht noch aus diesem Gesetze hervor; dass es
m jedem kinematischen Satze, der in Zusammenhang mit dem
Begriff Beschleunigung steht, einen entsprechenden kinetischen
Satz gisbt. '

Nehmen wir z. B. an, X, Y, Z selen beziehungsweise die den festen
Axen der Coordinaten &,y,2 parallelen Componenten der ganzen auf einen
Pkt von der Masse M wirkenden Kraft. Aus § 212 ersehen wir, dass

2 2, 2
Pr _ x m%Y _ y, y%z

Mow a5 arz

= 2z

ufer
Mz=2X My—=Y Mz=2
st. Daraus folgt leicht

5 = x4 dy dz _ @ y z
Ms“de+Yds+Zd_s'—X?+Y?+Z?,

Yo —zy 2Bz TYy—yx
p1 58 + g1sd + o1 8%

Ms _ x5 _ms sy .ys+ sz .zs'
4 o1 s3 ol g3 o1 53

Die zweiten Glieder dieser Gleichungen sind beziehungsweise die lings
Jer Tangente (§ 9), die senkrecht zur osculatorischen Ebene (§ 9) und die
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nach dem Kriimmungsmittelpunkt der beschriebenen Bahn hin genomme
nen Componenten der einwirkenden Krafi.

260. Mittcls der beiden ersten Gesetze sind wir zu einer De-
finition und eincm Maass der Kraft gelangt. Wir haben anch
gefunden, wie man Krifte zusammensetzt, und wie folglich eme
Kraft zerlegt wird. Wir haben endlich gesehen, wie man die Be-
wegung elnes einzelnen materiellen Punktes untersucht, der gegebe
nen Kriften unterworfen ist. Die beiden Gesetze reichen aber nicht
hin, die verwickelteren Bewegungsfille vollstindig zu verstehen,
namentlich diejenigen, in welchen es sich um die gegenseitigen Wir
kungen — z. B. Attraction, Druck, Uebertragung von Energie
irgend einer Form — zwischen zwel oder mehr Korpern handelt
Diese Liicke wird vollstindig ausgefiillt durch das dritte Newton'-
sche Gesetz.

261. LEX III.  Aclioni contrariam semper et aequalem ess
reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo semper ese
aequales et in partes contrarias dirigi.

Bei jeder Wirkung ist immer einc gleiche und ent
gegengesetzte Gegenwirkung vorhanden: oder die Wir
kungen, welche irgend zwei Kdrper auf oinander aus
iiben, sind immer gleich und entgcgengesetzt gerichtet.

262. Wenn ein Korper einen anderen driickt oder zieht, »
wird er selbst von diesem anderen mit einer gleichen Kraft in die
entgegengesetzte Richtung gedriickt oder gezogen. Wenn Jemand
einen Stein mit seinem Finger driickt, so ibt der Stein auf den
Finger einen entgegengesetzt gerichteten gleichen Druck auns. En
Pferd, welches ein Boot durch einen Canal schleppt, wird durch eize
Kraft rickwirts gezogen, die derjenigen gleich ist, mit welcher &
am Schleppseil vorwirts zieht. Wie gross und von welcher Rich-
tung auch die Aenderung der Bewegung eines Korpers sein mag
die durch einen Zusammenstoss desselben mit einem anderen erseng
ist, dicser letztere hat seine Bewegnng stets um denselben Retrag
und in entgegengesetzter Richtung geindert; denn in jedem Aoger
blick wiihrend des Stosses war die Kraft fiir beide Karper gleich
und entgegengesetzt. Wenn keiner der beiden Korper weder vor.
noch nach dem Stosse eine Rotation ausfilhrt, so verhalten sich die
Geschwindigkeitsinderungen, die sie erfahren, umgekehrt wie ibr
Massen.

Wenn ein Korper einen zweiten aus einer Entfernung avaieh,
so zieht der zweite den ersteren mit einer gleichen und entgeger-
gesetzten Krafl an. Dies Gesetz gilt nicht bloss fiir die Attraction
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ponderabeler Massen, sondern auch, wie Newton selbst bemerkt
und experimentell bestiitigt hat, fir magnetische Attractionen, und
ebenso, wie Otto Guericke fand, fiir elektrische Kriifte.

263. Die vorstchenden Bemerkungen stiitzen sich anf New-
ton's eigenen Commentar zy seinem dritten Gesetz; die darin be-
trachteten Wirkungen und Gegenwirkungen sind einfache Kriifte.
In dem zngefiigten Scholium, dessen volles Vérstindniss der Auf-
merksamkeit der Faklirer entgangen zm sein scheint, macht New-
ton die folgende wichtige Bemerkung, durch welche eine neue Be-
stimmung der diesem dritten Gesetz unterworfenen Wirkungen und
Gegenwirkungen eingefithrt wird: —

Si aestimetur agentis actio ex ejus vi et velocitate conjunctim;
et similiter resistentis reactio aestimetur conjunciim ex ejus partium
singularum velocitatibus et viribus resistendi ab earum attritione,
cohaesione, pondere, el acceleratione oriundis; erunt actio et reactio,
in ommi instrumentorum usu, sibi invicem semper aequales.

In einer vorhergehenden Betrachtung hat Newton gezeigt, was
man unter der Geschwindigkeit ciner Kraft oder eines Widerstandes
m vorstehen hat, ndmlich die in der Richtung der Kraft
genommene Componente der Geschwindigkeit ihres Angriffs-
punktcs, also das, was wir als die virtuelle Geschwindigkeit definirt
haben. Mit Riicksicht auf diese Frklirung kionnen wir den vorher-
gehenden Ausspruch in folgender Weise lesen: —

Wenn die Wirkung eines Agens durch seine Grosse
und zugleich durch seine Geschwindigkeit gemessen wird,
und wenn man ebenso die Gegenwirkung des Widerstandes
durch die Geschwindigkeiten seiner verschiedenen Theile
und zugleich durch die Gréssen dieser Theile misst, so
sind — die Widerstdnde mdégen in der Reibung, 1n der
Cohéision, im Gewicht oder in der Beschleunigung ihren
Grund haben — bel allen Combinationen von Maschinen
die Wirkung und die Gegenwirkung einander gleich.

Weiter unten werden wir eine vollstindige Entwicklung der
Consequenzen dieser wichtigen Bemerkung geben.

264, D’Alembert’s Princip. — In der eben angefithrten
Stelle weist Newton darauf hin, dass Widerstandskriifte gegen eine Be-
schlennigung als Gegenwirkungen angesehen werden miissen, die den
Wirkungen, durch welche die Beschleunigung erzeugt wird, gleich und
entgegengesctzt sind. Wenn wir also irgend einen materiellen Punkt
eines Systems betrachten, so muss seine Gegenwirkung gegen eine Be-
schleunigung gleich und entgegengesetzt der Resultante der auf ihn
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wirkenden Krifte sein, seien diese Kriifte nun die Wirkungen ande-
rer Theile des Systems auf den Punkt, oder der Einfluss von Materie,
wolche nicht zu dem System gehort. Mit anderen Worten, seine
Gogenwirkung muss mit diesen Kriiften im Gleichgewicht sein.
Newton’s Ansicht liuft also darauf- hinans, dass alle Krifte des
Systems in Vorbindung mit den Gegenwirkungen seiner materiellen
Punkte gegen eine Beschleunigung fir jeden einzelnen Punkt ein
System bilden, das sich im (Gleichgewicht befindet. Folglich bilden,
nach dem Princip der Vereinigung von Kriften, die sich das Gleich-
gewicht halten, die siimmtlichen an Punkten des Systems wirkenden
Krifte im Verein mit den Gegenwirkungen gegen eine Beschlenni-
gung eine fiur das ganze System im Gleichgewicht befindliche Reihe
von Kriften. Dies ist das berihmte Princip, welches zuerst (im
Jahre 1742) D’Alembert bestimmt aussprach und mit Erfolg an-
wandte, und das noch jetzt nach ihm benannt wird. Wir haben
aber gesehen, dass es in ganz unverkennbarer Weise in Newton's
eigener Interpretation seines dritten Bewegungsgesetzes enthalten
ist. Da man in den Lehrbiichern der Dynamik die allgemeinen
Gleichungen oder Bedingungen des Gleichgewichts zu erforschen
pllegt, bevor man nédher in den kinetischen Theil des Gegenstandes
eingcht, so hat sich dios Princip in praktischer Bezichung als sehr
niitzlich erwiosen, indem cs zcigh, wic man fiir jedes System, fir
welches die Gleichungen des Gleichgewichts ermittelt sind, ohne
Weiteres die Gleichungen der Bewegung niederschreiben kann.

265. Man kann sich jeden starren Korper als in unbegrenst
kleine Theile getheilt vorstellen. In welcher Form wir nun auch
eventuell eine physische FErklirung des Ursprungs der Krifte
finden, die zwischen diesen Theilen wirken, jedenfalls kdnnen wir
von jedem solchen kleinen Theile annehmen, dass er seine Lage
in Bezlehung auf die iibrigen in Folge von wechselseitigen Kriiften
beibehilt, deren Richtungen die Linien sind, die ihn mit den dbri-
gen Theilen verbinden.

266. Mit Ricksicht hierauf ergeben sich als unmittelbare
Conscquenzen des zweiten und dritten Gesetzes und der vorher-
gehenden Sitze tiber den Trigheitsmittelpunkt und das Moment der
Bewegungsgrisse eine Reihe wichtiger Sitze, von denen wir einige
folgen lassen: —

(a) Der Trigheitsmittelpunkt eines sich irgendwie hewegen-
den starren Kérpers, der keinen #usseren Kriften unterworfen ist.
bewegt sich gleichfdrmig in einer geraden Linie.

(b)) Wenn irgend welche Kriifte auf den Korper einwirken, so
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it die Bewegung seines Trigheitsmittelpunktes die nimliche, wie
wenn diese Kriifte mit unverdnderter Grosse und Richtung in die-
em Punkte selbst angriffen.

(c) Da das Moment einer auf einen materiellen Punkt wir-
kenden Kraft nichts anderes ist, als das Moment der Bewegungs-
grosse, welche die Kraft in der Zeiteinheit erzeugt, so sind die
fenderungen des Moments der Bewegungsgrosse in irgend zwei
Thellen eines starren Kérpers, die in der Wechselwirkung dieser
Theile ihren Ursprung haben, gleich und entgegengesetzt. Folglich
eleidet das Moment der Bewegungsgrisse eines starren Kiorpers in
Bsichung auf irgend eine Axe, die eine feste Richtung hat und
turch einen Punkt geht, der entweder im Raume fest liegt oder sich
geichformig in einer Geraden bewegt, durch die Wechselwirkungen
der Theile des Korpers keine Aenderung.

(d) Wenn #ussere Krifte auf den Kérper wirken, so ist die
lushme des Moments der Bewegungsgrosse die Summe der Mo-
uente dieser Krifte in Deziehung auf die Axe.

27. FErhaltung der Bewegungsgrisse und des Moments
der Bewegungsgrdsse. — Wir nehmen fiir jetzt als bewiesen an,
ke man sich die Wechselwirkung zwischen zwei starren Korpern
njedem Falle als aus Paaren gleicher und entgegengesetzter Krifte
testebend  vorstellen kann, die in geraden Linien wirken. Daraus
geht hervor, dass fiir zwel starre Korper, die in irgend einer mit
tren Zustinden vertriglichen Weise auf einander einwirken, die
funme der einer beliebigen festen Richtung parallel genommenen
bwegungsgrossen durch die Wechselwirkung der Korper keine
inderung erleidet; sowie dass die Summe der Momente der Bewe-
i pogsgrosse aller materiellen Punkte beider Kérper, in Beziehung
uf irgend eine Linie, die ¢ino im Raum festliegende Richtung hat
ud durch oinen beliebigen Punkt geht, der sich gleichféormig in
aer Geraden mach irgend einer Richtung zun bewegt, constant
Yeilt. Aus dem ersteren dieser Sitzo folgern wir, dass der Trig-
Witsmittelpunkt einer beliebigen Amnzahl auf einander wirkender
Yrpor sich, wenn er in Bewogung begriffen ist, gleichférmig in
wader Richtung weiter bewegt, ausser insofern die Richtung oder
mehwindigkeit seiner Bewegung durech Krifte gedndert wird,
wlhe zwischen den Korpern des Systems und irgend einer ande-
w nicht zum System gehdrenden Masse wirken. Aus demselben
e ergiebt sich welter, dass der Trigheitsmittelpunkt eines belie-

wen Korpers oder Systems von Korpern gerade so sich bewegt,
e ihre gesammte Materie sich bewegen wiirde, wenn sie in einem
Thomson u, Tait, theoretische Physik. 14
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Punkte concentrirt wire und unter dem Einfluss von Kriiften stande,
die den auf die verschiedencn Theile in Wirklichkeit wirkenden
Kriiften gleich und parallel sind. Auns dem zweiten Satze schliessen
wir, dass die durch den Trigheitsmittelpunkt irgend eines System
von Kérpern oder durch irgend einen anderen ruhoenden oder sich
gleichformig in einer geraden Richtung bewegenden Punkt gehende
Axe der resultirenden Rotation ihre Richtung unverindert beibehilt
und dass die Summe der Momente der Bewegungsgrossen in Be
ziehung auf diese Axe constant hleibt, wofern das System keine Ein-
wirkung von aussen erfahrt. Dies Princip wird manchmal die Er
baltung der Flichen genannt, eine nicht sehr passende Be
zeichnung.

268. Grosse der Arbeitsleistung. Pferdekraft. — Di
Grundlage der abstracten Theorie der Energie ist von Newta
wnnderbar klar und kurz in seiner schon (§ 263) angefithrten An-
merkung gegeben worden, in welcher er auf ihre Anwendungen af
die Mechanik hinweist*). Die actio agentis, welche, wie er se
definirt, offenbar dem Product aus der wirksamen Componente dx
Kraft in die Geschwindigkeit des Punktes, auf den dieselbe wirk.
dquivalent ist, ist elnfuch dasjenige, was man jetzt die Integsita
nennt, mit der die Kraft arbeitet. Die hier zu messende Griw
ist genan dieselbe wie die, fir welche Watt hundert Jahre spite
die praktische Einheit einer ,Pferdekraft® einfiihrte; es ist de
die Stirke, mit der ein Agens arbeitet, wenn es wihrend emer
Minute 33 000mal das Gewicht eines Pfundes einen Weg von eine
Fuss hindurch iberwindet, d. h. wenn es 550 Fusspfund Arbeit &
der Secunde leistet. Meist ist aber die in Newton's Definition eat-
haltenc Einheit vorzuzichen, nimlich dic Grisse der Arbeitsleistinz
bei welcher in der Finheit der Zeit die Einheit der Energe o
zeught wird.

269. Energie in der abstracten Dynamik. — Wem wr
Newton's Worte (§ 263) in diesem Lichte betrachten, so erkee
wir, dass sie sich logisch in folgende Form umkehren lassen: —

Die Arbeit, die auf irgend ein System von Kiorpern (in Ner
ton’s Ausspruch die Theile einer Maschine) aunsgeiibt wird, v
wenn keine DBeschleunigung stattfindet, ihr Aequivalent in ¢
Arbeit, welche gegen die Reibung, die Molekularkriifte oder &

*) Der Leser wird sich erinnern, dass wir das Wort ,Mechanik" in seinem wake
klassischen Sinne gebrauchen, indem wir darunter die Wissenschaft der Maschines
stehen; in dicsem Sinne gebraucht ¢s such Newton selbst, wenn er eine weiter
trachtung des Gegenstandes mit den Worten (in dem erwihnten Scholium) zurickwe
Caeterum mechanivam tractare non est hujus instituti.
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Schwere geleistet wird. Ist aber einc Beschleunigung vorhanden,
so wird ein Theil der Arbeit zur Ueberwindung des Widerstandes
gegen die Beschleunigung verbraucht, und die neu entwickelte kine-
tische Energle ist der auf diese Weise verwandten Arbeit éiqnivalent.
Dies erhellt ans § 214.

Wenn ein Theil der Arbeit gegen Molekularkrifte geleistet
wird, wie beim DBiefen einer Feder, oder gegen die Schwerkraft,
wie beim Heben eines Gewichtes, so sind der Rickschlag der Feder
wd der Fall des Gewichtes fihig, die anfangs verausgabte Arbeit
m irgend einer spiteren Zeit wieder zu erzeugen (§ 241). Was
sber die Arbeit betrifft, die zur Ueberwindung der Reibung dient,
g0 glaubte man zu Newton’s Zeit und noch lange nachher, diese
Arbeit gehe durch die Reibung absolut verloren, und diese An-
sicht findet sich sogar noch in neueren Werken anerkannter Ge-
lehrten. Wir miissen jedoch die Untersuchung dieses Punktes ver-
schicben, bis wir das Princip der Erhaltung der Energie in sei-
ter modernen Form betrachten werden.

270. Wenn ecin in Ruhe oder in Bewsgung hegriffenes ge-
gebenes System von Koérpern durch keine dusseren Kriifte becinflusst
wird, so wird dic Summe der kinetischen Energien aller seiner
Theile in irgend einer Zeit um einen Betrag vermehrt, der gleich der
ganzen wihrend dieser Zeit von den inperen Kriften des Systems
gelelsteten Arbeit ist; diese Krifte kénnen wir uns als zwischen den
Punkten des Systems wirkend vorstellen. Wenn die Linien, in denen
sie wirken, ihre Lidngen nicht dndern, so leisten die Kriifte keine
Arbeit, und die Summe der kinetischen Energien des ganzen
Systems bleibt constant. Wenn andererseits eine dieser Linien
wihrend der Bewegung ihre Léinge dndert, so leisten oder ver-
brauchen die in ihr wirkenden Krifte Arbeit, jo nachdem die
Linge im Sinne dieser Kriifte oder in entgegengesetztem Sinne
sich dndert.

271. Conservatives System. — Man nennt ein begrenztes
System von Kérpern dynamisch conservativ (oder einfach con-
servativ, wenn es unndthig ist, hinzuzusetzen, dass von Kriften
die Rede ist), wenn wihrend jeder beliebigen Bewegung, durch
welche es aus einer besonderen Configuration in eine andere iiber-
gehen kann, die zwischen seinen Theilen wechselseitig wirkenden
Krifte stets denselben Betrag von Arbeit verrichten oder ver-
brauchen.

272. Grundlage der Theorie der Energie. — Die ganze
Theorie der Energie in,der Physik beruht auf dem folgenden Satze: —

11*
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Wenn die zwischen den Theilen eines materiellen Systems
wechselseitig wirkenden Xrifte von den Geschwindigkeiten un-
abhiingig sind, welche diese Theile entweder in Beziehung auf ein-
ander oder in Beziehung auf irgend eine #dussere Masse haben, so
muss das System dynamisch conservativ sein.

Denn wenn beim Ueborgange aus einer besonderen Configuration
in eine andere die wechselseitigen Kriftec auf ciner Reihe von Wegen
an den verschiedenen Theilen des Systems mehr Arbeit verrichteten,
als auf einer anderen Reihe von Wegen, so kinnte man das System,
ohne Reibung eintreten zu lassen, auf einer Reihe von Wegen aus
der ersten Configuration in die zweite iiberfithren, es sodann auf
der anderen Reihe von Wegen in die erste Configuration zuriick-
bringen und es in dieser Weise unaufhérlich hin und her gehen
lassen. Das System wire somit eine ununterbrochene Quelle vou
Energie, ohne dass Materialien verbraucht wiirden, was unmég-
lich ist.

273. Potenzielle Energie eines conservativen Systems —
Die potenzielle Energie eines conservativen Systems in der Con-
figuration, die es in irgend einem Augenblick besitzt, ist die Grosse
der Arbeit, welche seine wechselseitigen Kriifte verrichten, wihrend
es aus cinor beliebig gewihlten Configuration in dicjenige itbergeht,
die es zu der in Rede stehenden Zeit besitut. Zwar nicht itberall,
aber im Allgemeinen ist es zweckmissig, die besondere Configurs-
tion, in welcher man die potenzielle Energie gleich Null rechnet, s
zu wihlen, dass die potenzielle Energie in jeder anderen betrachteten
Configuration positiv sel.

274. Die potenziclle Energie eines conservativen Systems in
irgend einem Augenblick hingt lediglich von der Configuration ab,
die es in diesem Augenblick hat, da sie der Definition zufolge stets
dieselbe ist, so oft das System auf diese Configuration gebracht wird.
Sie ist daher, mathematisch ausgedriickt, eine Function der.Coordi-
naten, durch welche die Lagen der verschiedenen Theile des Systems
angegeben werden. Wenn wir z. B. ein conservatives System haben,
das aus zwel materiellen Punkten besteht, oder auch, wenn das
System durch zwei starre Kérper gebildet wird, die auf einander
mit einer Kraft wirken, welche nur von der relativen Lage eines
Punktes des einen und eines Punktes des anderen Korpers abhingt,
so hingt die potenzielle Fnergie des Systems von den Coordinaten
eines dieser Punkte in Beziehung auf Coordinatenaxen ab, dis in
festen Richtungen durch denm anderen Punkt hindurchgehen. Sie
wird daher im Allgemeinen von drei unabhéngigen Coordinaten ab-
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hingen, fiir welche wir passend die Entfernung der beiden Punkte
wd zwel Wimkel nebmen, welche die absolute Richtung ihrer Ver-
bindungslinie bestimmen. So =z B. selen die Koérper zwel gleich-
firmige Metallkugeln, die mit irgend welchen gegebenen Elektri-
atitsmengen elektrisirt sind und sich in einem isolirenden Medium,
etwa der Luft, in einem Raume befinden, wo sie unter dem Einfluss
eines grossen welt entfernten elektrisirten Korpers stehen. Die
Wechselwirkung zwischen diesen beiden Kugeln wird nur von der
relativen Lage ihrer Mittelpunkte abhﬁngen. Sie wird aus zwel
Theilen bestehen, ndmlich aus der Gravitation, die nur von der Fnt-
fernung der Mittelpunkte abhingt, wnd der elektrischen Kraft,
welche zunichst auch von ihrer Entfernung, ausserdem aber, der
inducirenden Wirkung des entfernten EKorpers wegen, von der ab-
soluten Richtung der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte abhingt.
In den Capiteln, in denen wir bezichungsweise die Gravitation und
die Elektricitit behandeln werden, werden wir die Theile der
wechselseitigen potenziellen Energie der beiden Kérper bestimmen,
welche jede dieser beiden Ursachen einzeln hervorbringt. Wir wer-
den finden, dass der erstere Theil das Product ihrer Massen, divi-
dirt durch den Abstand ikrer Mittelpunkte, und dass der zweite
Theil eine etwas verwickeltere Function des Abstandes der Mittel-
punkte und des Winkels ist, welchen die Verbindungslinie der Mittel-
punkte mit der Richtung der resultirenden clektrischen Kraft des
entfernten elektrischen Korpers bildet.

Wenn, um ein anderes Beispiel zu geben, das System aus zweil
Kugeln von weichem Eisen hesteht, die sich in irgend einem Theile
der Erdoberfliche befinden, so wird die Wechselwirkung zwischen
beiden zum Theil die Gravitation sein, zum Theil aber in dem
Magnetismus seinen Grund haben, der in ihnen durch die magne-
tische Kraft der Erde inducirt wird. Der von der letzteren Ursache
abhingende Theil der wechselseitigen potenziellen Energie wird eine
Function des Abstandes ihrer Mittelpunkte nnd der Neigung der
Verbindungslinie der Mittelpunkte gegen die Richtung der magne-
tischen Kraft der Erde sein. Sein mathematischer Ausdruck wird
mit demjenigen der potenziellen Energie der elektrischer Wirkung,
die wir 1m vorhergehenden Falle betrachteter, soweit es sich um die
Neigung handelt, iibereinstimmen; aber das Gesetz, nach welchem
er sich mit der Entfernung der Mittelpunkte #andert, wird sich
weniger leicht bestimmen lassen.

975. Unvermeidlicher Verlust von Energie in allen Be-
wegungen, die in der Natur vor sich gehen. — In der Natur
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wird die hypothetische Bedingung des § 271 in allen Beweguugs-
umstinden augenscheinlich verletzt. Kin materielles System
kann nie durch eine in sich zuricklaufende Beweguugsreihe hin-
durch gebracht werden, ohne dass mehr Arbeit gegen die wechsel-
seitigen Krifte seiner Theile verausgabt, als durch diese Krifte ge-
wonnen wird, da keine relative Bewegung stattfinden kann, obne
dass Reibung oder Widerstand von anderen Formen auftrite; dahin
gehbren: (1.) die gegenmeitige Reibung zwischen zwel auf cinander
gleitenden festen Kérpern; (2.) Widerstinde, die aus der Zihigkeit
der Flissigkeiten oder der unvollkommenen Elasticitit fester Korper
herrithren ; (3.) Widerstindo, welche durch die Induction elektrischer
Stréme hervorgerufen werden; (4.) Widerstiinde, welche die Magne-
tisirung zur Folge hat, die eine verénderliche 1st, da das Eisen den
ihm mitgetheilten Magnetismus nicht vollkommen festhalt. In der
Natur kann keine Bewegung vor sich gehen, ohne einem Wider-
stande zu begegnen, der aus einigen dieser Finfliisse, wenn nicht
aus allen, entspringt. Es ist ein Gegenstand taglicher Erfahrung,
dass Reibung und unvollkommene Elasticitit fester Korper die Wir-
kung aller kiinstlichen Mechanismen beelntrichtigen, und dass selbst
Korper, die von anderen XKorpern getrennt sich frei in der Luft be-
wegen konnen, wie fallende Kodrper oder wie Projectile, einen Wider-
stand erfahren, der in der Zihigkeit der Luft seinen Grund hat.

Die grosseren Massen, Planeten und Kometen, die sich in einem
weniger widerstehenden Mittel bewegen, zeigen weniger Spuren von
Widerstand *). In der That kann man nichi behaupten, dass die
Beobachtung bei irgend einem djeser Korper, ausgenommen be
Encke’s Komet, eiuen Widerstand nachgewiesen hitle: Aber die
Analogien der Natur und Thatsachen, dic in der Wissenschaft der
Physik unwmstosslich fest stehen, machen es unzweifclhaft, dass bet
jedem jener Weltkorper, bel jedem Stern und tberhaupt jedem Kir-
per irgend welcher Art, der sich irgendwo im Raume bewegt, die
Luft, das Gas, der Dampf, das Mittel, oder wie wir sonst die Sub-
stanz nennen moégen, welche den unmittelbar um den Korper hernm
befindlichen Raum crfiillt, der (relativen) Bowegung cinen Wider-
stand leistet, gerade so wic dio Luft der Bewegung einer Flinten-
kugel hindernd entgegentritt.

276. Wirkung der Fluthreibung. — Bei allen Korpen
deren freie Oberflichen zum Theil aus einer Flissigkeit besteben,

¥) Newton, Principia (Bemerkungen zum ersten Bewegungsgesetz) ,Majora sut m
Planetarum et Cometarum corpora motus Buos et progressivos et circulares, in spatiis m-
nus resistentibus factos, gunservant diutius.®
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wie o5 bel der Frde der Fall ist, giebt es auch indirecte Wider-
dinde, die aus der Reibung herrihren, welche den Bewegungen der
Ebbe und Fluth hindernd entgegentritt. Diese Widerstinde miissen,
«w lange solche Korper sich in Beziehung auf benachbarte Korper
bewegen, lhren relativen Bewegungen bestindig Energie entziehen.
Wenn wir zuniichst die Wirkung betrachten, welche der Mond
lein auf die Erde mit thren Meeren, Seen und Fliissen ausiibt, so
tkerren wir, dass diese Wirkung die Perioden der Rotation der
Frde um ihre Axe und der Umdrehung beider Kérper um ihren
Trigheitsmiticlpunkt gleich zu machen streben muss, da, so lange
liese Perloden von einander verschieden sind, die Wirkung der Ebbe
md Fluth der Frdoberfliche den Bewegungen beider bestindig
Fnergie entziehen muss. Um den Gegenstand etwas eingehender
w betrachten, und um zugleich uunéthige Verwicklungen zu ver-
neiden, wollen wir annehmen, der Mond sel eine gleichformige
fugel. Die wechselseitige Wirkung und Gegenwirkung zwischen
winer Masse und derjenigen der Erde wird einer einzelnen Kraft
suivalent sein, die in irgend einer durch seinen Mittelpunkt gehen-
len Linie wirkt und so beschaffen ist, dass sie die Krdrotation zu
bindern strebt, so lange disse in einer kiirzeren Periode erfolgt, als
e Bewegung des Mondes um die Krde. Sie muss daher in einer
linie wie M @ wirken, also vom Mittelpunkt der Erde um O @ ab-
weichen; diose Abweichung hat in der Figur bedeutend vergrossert
Fio. 47 werden miissen. Man kann sich nun die auf

) T den Mond in der Richtung M @ wirklich

M Girkende Kraft als aus zwei Theilen be-

stehend vorstellen; die Grésse des ersteren

Theils, der in der nach dem Mittelpunkt der

Frde zu gehenden Linie M O wirkt, weicht

nicht merklich von der Grésse der ganzen

q, Kraf, ab; die Richtung M T der vergleichs-
i\ o weise sehr kleinen zweiten Componente ist
senkrecht zu M 0. Dieser letztere Theil ist

fur die Mondbahn ganz nahezn tangential und wirkt im Sinne der
Bewegung des Mondes. Wenn eine solche Kraft plotalich zu wirken
anfinge, so wiirde sie zunfichst dic Geschwindigkeit des Mondes ver-
grissern ; nach einer gewissen Zeit wiirde sich derselbe aber in Folge
dieser Beschleunigung um eine solche Strecke von der Erde weiter
entfernt haben, dass eor, da seine Bewegung gegen die Anziehung
der Erde erfolgt, so viel Geschwindigkeit verloren hitte, als durch
die tangentiale Beschleunigung gewonnen war. Die Wirkung einer
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ununterbrochen fortdauernden tangentialen Kraft, die im Sinne der
Bewegung wirkt, aber von so kleinem Betrage ist, dass sie in jedem
Augenblick nur eine kleine Abweichung von der kreisformigen Form
der Bahn zur Folge hat, besteht darin, dass sie allinilig den Ab-
stand vom Centralkérper vergriossert und bewirkt, dass von der
kinetischen Energie der Bewegung wieder so viel verloren wird, als
ihre eigene gegen die Anziehung des Centralkérpers zu leistende
Arbeit ausmacht. Man wird die Umstinde leicht versteben, wemn
man diese Bewegung um den Centralkdrper in einer sich sehr lang-
sam erweiternden spiralformigen Bahn betrachtet. Vorausgesetz,
dass die Kraft dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional
1st, wird die tangentiale Componente der Schwere gegen die Bewe
gung doppelt so gross wie die stdrende tangentiale Kraft sein, die
1m Sinne der Bewegung wirkt, und daher wird eine Hilfte der
“gegen die erstere geleisteten Arbeit durch die letztere und die an-
dere Hilfte durch die der Bewegung entzogene kinetische Energie
verrichtet. Die Gesammtwirkung, welche die jetzt betrachtete be-
sondere stérende Ursache auf die Bewegung des Mondes hat, erhilt
man sehr leicht, wenn man das Princip der Momente der Bewe
gungsgrissen in Anwendung bringt. So sehen wir, dass das Mo
ment der Bewegungsgrisse, welches in irgend einer Zeit dnrch die
Bewegungen der Trigheitsmittelpunkte des Mondes und der Frde
in Beziehung auf ihren gemeinschaftlichen Trigheitsmittelpunkt ge-
wonnen wird, demjenigen gleich ist, welches durch die Rotation der
Erde um ihre Axe verloren wird. Die Summe der Momente der
Bewegungsgrosse der Trigheitsmittelpunkte des Mondes und der
Erde, wie sie sich jetzt bewegen, 1st ungefilhr 4,45 mal so gross al
das gegenwirtige Moment der Bewegungsgrosse der Erdrotation.
Die mittlere Ebeno der ersteren ist die Ekliptik, und daher ist die
mittlere Neigung der Axen der belden Momente gegen einander
gleich 230 271/2', welchen Winkel wir, da wir den Einfluss der
Sonne auf die Ebene der Mondbewegnng hier vernachlissigen, ab
die wirkliche gegenwirtige Neigung der beiden Axen annehmen
konnen. Die Resultante oder das ganze Moment der Bewegungs
grosse ist daher 5,38mal so gross als das der jetzigen Frdrotation,
und ihre Axe hat gegen die Erdaxe eine Neigung von 19¢13.
Das letzte Streben der Ebben und Fluthen ist also, zu bewirken, dass
die Erde und der Mond mit diesem resultirenden Moment um diese
resultirende Axe gleichformig rotiren, wie wenn sie zwel Theile
eines starren Korpers wiren: In diesem  Zustande wiirde der Ab-
stand des Mondes von der Erde (ndherungsweise) in dem Verhiltniss
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1: 1,46 vergrossert sein, d. i. in dem Verhiltniss des Quadrats des
gegenwirtigen Moments der Bewegungsgrosse der Trigheifsmittel-
punkte zum Quadrat des ganzem Moments der Bewegungsgrosse;
die Periode der Umdrehung wirde im Verhiltniss der Kuben der-
selben Grissen, also i Verhiltniss 1 : 1,77 vergrossert sein. Der
Abstand wiirde also auf 347 100 engl. Meilen und die Periode auf
48,36 Tage gestiegen scin.  Giibe es ausser der Erde und dem
Mounde keine anderen Kérper im Weltall, so konnten dicse beiden
Korper sich in dieser Weise ewlg in kreisformigen Bahnen um ihren
gemeinschaftlichen Triagheitsmittelpunkt weiter bewegen, und wih-
rend eines Umlaufs wiirde die Frde eine Rotation um ihre Axe voll-
enden, so dass sie stets diesclbe Seite dem Monde zukehrte, dass also
alle fliissigen Theile ihrer Oberfliche in Beziehung auf die festen
Theile in Ruhe blieben. Aber die Existenz der Sonne wiirde ver-
hindern, dass ein solcher Zustand der Dinge von Dauer wire. Es
wiirde némlich Sonnenfluthen geben, zweimal hohen und zweimal nie-
drigen Wasserstand in der Periode der Rotation der Erde in Beziehung
suf die Sonne (d. h. zweimal im Somncntage oder, was dasselbe sein
wirde, im Mouat). Dies kénute nicht vor sich gehen, ohne dass durch
die Reibung der Flissigkeit Energie verloren wiirde. Es ist nicht
leicht, den ganzen Verlauf der Stérung in den Bewegungen der
Krde und des Mondes zu skizziren, welche dicso Ursache erzeugen
wirde; aber’ schlicsslich wiirde sie zur Folge haben, dass Frde,
Yond und Senne um ihren gemeinschaftlichen Triigheitsmittelpunkt
wie Theile eines starren Kérpers rotirten. Es wiirde uns zu weit
von unserm Gegenstande entfernen, wenn wir jetzt untersuchen
wollten, welche von allen diese Bedingung erfiillenden Configuratio-
nen die eine ist, die schliesslich ndherungsweise erreicht worden
virde. Wir hoffen jedoch spiter hierauf zuriickzukommen und dasg
sllgemeine Problem der Bewegung einer beliebigen Anzabl starrer
Kirper oder materieller Punkte zu betrachten, die mit wechsel-
witigen irgend einem wirklichen physikalischen Gesetze unterworfe-
en Kriften auf einander wirken, und daber, wie wir sehen werden,
jedenfalls einen Verlust an Energie erleiden werden, so lange irgend
welche 1hrer gegenseitigen Abstinde sich #ndern, d. h. so lange sie
vicht in einen Zustand gerathen sind, in dem sie sich simmtlich in
Kreisen um eine durch ihren Triigheitsmittelpunkt gehende Axe be-
wegen. Ks ist wahrschelnlich, dass der Mond, der frither in seinen
fusseren Schichten, wenn nicht ganz und gar, fliissig oder zihe war,
anf diese Weise dazu gebracht wurde, bestindig dieselbe Seite der
Erde zuzukehren,
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277. Wir haber im gegenwiirtigen Zustande der Wissenschaft
keine Data, die relative Bedeutung der Fluthreibung und des Wider-
standes des Mittels 2m schitzen, durch welches die Erde und der
Mond sich bewegen. Welches aber auch die Grosse dieser Wider-
stinde seln mag, es kann nur ein Endresultat fiir ein System gehen,
wie es die Sonne mit ihren Plancten ist, wenn dasselbe hinlinglich
lange unter den vorhandenen Gesetzen beharrt und nicht durch ein
Zusammentreffen mit anderen sich im Raum bewegenden Massen
gostért wird. Dies Resultat besteht darin, dass alle Korper des
Systems in eine Masse zusammenfallen werden, die zwar emne Zeit
lang rotiren kann, aber zuletzt in Beziehung auf das sie umgebende
Mittel zar Rubhe kommen muss.

278. Erhaltung der Energie. — Wir konnen die Theorie
der Energie nicht vollenden, so lange wir nicht im Stande sind, die
physikalischen Tinfliisse zu untersuchen, welche den Verlust vou
YEnergie in jedem der oben (§ 275) erwiihnten Fille von Widerstan
begleiten. Es wird sich spiter zeigen, dass in jedem Fulle, mn wel-
chem Energie durch einen Widerstand verloren wird, Wirme e
zeugt wird, und wir werden aus Joule's Untersuchungen lernen,
dass dic Menge der so crzcugten Wiirme ecin villig bestimmtes
Aequivalent fiir die verlorene Energic ist. Ferner werden wir sehen,
dass bei keiner Wirkung in der Natur jemals cine Entwicklung von
Energie stattfindet, cbne dass nachweislich anderswo ein gleicher
Betrag durch irgend eine bekannte physische Ursache verschwindet.
Wir werden daraus also schliessen, dass, wenn man irgend einen
begrenzten Theil der materiellen Welt vollkommen isoliren kinute,
so dass man ihn hinderte, einer nicht zu ihm gehtrenden Masse
Energie mitzutheilen, oder zu entziehen, die Summe seiner potenzie.-
len und selner kinetischen Energie zu allen Zeiten dieselbe sein
wiirde: mit anderen Worten, dass jedes matericlle System, welches
keinen anderen Kriften, als den Wirkungen und Gegenwirkunge
zwischen seinen Theilen unterworfen ist, ein dynamisch conservatives
System sein muss, wie wir c¢s 1o § 271 definirt haben. Aber mr,
wenn ausser den wahrnehmbaren Bewegungen und den messbaren
Kriften, mit denen wir durch directe Beobachtung bekannt werden,
auch die das Licht, die Wérme und den Magnetismus ausmachenden
unmessbar kleinen Bewegungen von Theilen, die vielleicht die latz-
ten Molekiile der Materie sind, sowie dic zwischen den Molekiilen
thitigen chemischen Affinititskrifte in Rechnung gezogen werden,
kénnen wir den allgemeinen conservativen Charakter aller dynami-
schen Wirkung in der Natur erkennen und einschen, dass das Prin-
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ip der Constanz der Energie auch fiir die ganze Classe der von
anem Widerstand begleiteten Naturwirkungen gilt, die es anschei-
pend verletzen. Vorliufig wird es uns in unserem Studium der ab-
Aracten Dynamik geniigen, denjenigen Theil der Energie gesondert
m berechnen, der durch Arbeit gegen Krifte verloren wird, deren
onservativer Charakter zweifelhaft ist, oder der durch Arbeit ge-
vonnen wird, welche solche Krifte verrichten.

279, Wir schicken den Beweis einiger wenigen auf die Grosse
der Energie beziiglichen Siitze voraus, die fiir unsere weiteren Ent-
wicklungen von grosser Bedeutung sind.

280. Kinetische Energie eines Systems. — Die kinetische
Energle jedes Systems ist gleich der kinetischen Energie einer Masse,
welche gleich der Summe der Massen des Systems ist und sich mit
der Geschwindigkeil des Trigheitsmittelpunktes desselben bewegt,
vamelrt um die Summe der kinetischen Fnergien, welche den auf
den Trigheitsmittelpunkt bezogenen relativen Bewegungen der ein-
zlnen Theile des Systems entsprechen.

Es selen ndmlich @, y,2 die Coordinaten irgend einmes Massentheilchens
i des Systems, &, %,{ die Coordinaten desselben Theilchens in Beziehung

af den Trigheitsmittelpunkt und z, y, # die Coordinaten des Trigheits-
ittelpunktes selbst; dann haben wir fiir die ganze kinetische Energie

wam () (3 (5]
=1 Tm {('ﬂ?ﬁﬂ) (d (vdw; ,,)) (d («dj r)

Vach den Eigenschaften des Tr aghextsxmtte]punktes ist aber
dz d&  dz . d&
MaE ar ot "dt

fer vorhergehende Ausdruck also gleich

(T + (20 4 (8) e nmm G5+ GO+ (G}

ud damit ist der Satz bewiesen.

— 0, u. s. w,

28]. Trigheitsmoment und Gyrationsradius. — Die kinc-
fiche Energle der Rotation eines starren Systems um irgend eine
Axo wird (§ 95) durch 1’y X'mr? w? qusgodriickt, wo m die Masse
irgend eines Theils, 7 dor Abstand desselben von der Axe und @
die Winkelgeschwindigkeit der Rotation ist. Dieser Ausdruck kann
ofenbar in der Form 1/, @22 mr? geschriehen werden. Der Factor
EImr?, der in kinetischen Untersuchungen von grosser Bedentung
it, wird das Trigheitsmoment des Systems in Beziehung auf die
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in Rede stehende Axe genannt. Das Trigheitsmoment in Beziehung
auf irgend eine Axe wird also dadurch gefunden, dass man die Masse
jedes materiellen Punktes mit dem Quadrat seines Abstandes von der
Axe multiplicirt und alle so erhaltenen Producte summirt.

Es 1st niitzlich, zu beachten, dass das Moment der Bewegungs-
grosse irgend eines starren Systems in Beziehung auf eine Axe das
Product der Winkelgeschwindigkeit in das Trigheitsmoment i,
man hat nédmlich X mer —= Tmriaw.

Nehmen wir eine Grisse & von der Beschaffenheit, dass

BXm— Zmr?

ist, so wird % der Gyrationsradius in Beziehung auf die Axe ge
nannt, von welcher aus r gomessen wird. Der Gyrationsradius in
Beziehung auf irgend cine Axe ist danach derjenige Abstand von
dieser Axe, in welchen man dio ganze Masse versetzen konnte, ohne
dass ihr Trigheitsmoment eine Aenderung erlitte. In elnem
Schwungrade, bel dem es wiinschenswerth ist, bel einer maglichst
kleinen Masse ein moglichst grosses Trigheitsmoment zn haber,
ohne dass die Dimensionen gewisse Grenzen iiberschritten, glebt
man dem grésseren Theil der Masse die Form eines Ringes von den
grossten zulissigen Durchmesser. Der Radius dieses Ringes it
dann néherungsweise der Gryrationsradius des ganzen Rades.

Trigheitsmoment fiir verschiedene Axen. — Ein starres System
ist auf rechtwinklige Axen bezogen, die durch irgend einen Punkt gehen
Man soll sein Tragheitsmoment in Beziehung auf irgend eine durch den
Anpfangspunkt gehende Axe ermitteln, die it den Coordinatenaxen ge
gebene Winkel bildet.

Es seien A, »,» die Richtungscosinus der Axe. Dann hat der Punkt

x,¥y,2 von ihr einen Abstand 7, fiir den man nach § 95

= (uz — vy + 0z — 122 4 (iy — Ko
erhilt. Es ist also ‘

ME?2 = Zmr2 = Zm[A2(y2 + %) + w2(c® + 29 + »2 (2 + )
— 2uryz — 2rh2T — 2AuTY),

und hierfir kann

A2+ Bu2 4 Cv?2 — 2auv — 28vd — 2yip
geschrieben werden, wo 4, B, C die Triagheitsmomente in Beziehung auf
die Coordinatenaxen sind und ¢ == ZTmys, § — ITmex, y = Imzy it
Die Grisse M%? ist, wic man aus ihrem Ursprunge crsiehf, ihrer Natur
nach positiv. Werden also durch eine geeignete lineare Transformation
aus dem erhaltenen Ausdrucke die Glieder beseitigt, welche die Producte
von A, u,v enthalten, so wird derselbe auf die Form

ME2 = Ai2 - Bu? |- C2 = @
gebracht werden, wo die ihrer Natur nach positiven Grossen 4, B, C offen-
bar die Trigheitsmomente in Beziehung auf die neuen rechtwinkligen
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ardinatenaxen und 2,u, » die zugehorigen Richtungscosinus der Axe
ad, in Beziehung auf welche das Trigheitsmoment gefunden wer-
da soll.

Wenn 4, B, C ungleich sind, so sei 4 > B > (. Dann zeigt

AR b Bt 02 = QA 4 p 4 59,
s @ nicht grosser als A und nicht kleiner als € sein kann. Wenn
4.8, C einander gleich sind, so ist ¢ gleich jeder dieser Grossen.
Sind 4,b,¢ die Gyrationsradien fiir die neuen Coordinatenaxen, so
8t man
A= Ma? B = M2 C = Mc?
ud die obige Gleichung liefert
k2 = a?a? 4+ b2u? 4 c2p2
It aber @, ¥, & irgend ein Punkt in der Geraden, deren Richtungscosinus
iu,r sind, und hat dieser Punkt vom Anfangspunkt den Abstand 7,
w0 ist
x —
A v
hlglich
k2r? = a2a? 4+ B2y? + 222
Betrachten wir daher das Kllipsoid, welches die Gleichung
a?x? 4 b2y? 4 222 = &t
iat, so sehen wir, dass es von der Linie, welche die Richtungscosinus

luy hat, und in Beziehung atf welche der Gyrationsradius von der
Grisse & ist, ein Stiick abschneidet, dessen Linge r durch die Gleichung

k2r2 — gt
prben wird, d. h. das Rechteck aus irgend einem Radiusvector dieses

flipoides und dem entsprechenden Gyrationsradius ist constant. Die
2 2 2

Hibaxen des Ellipsoides sind offenbar %, ib’ —f;, und konnen wir &

uen beliebigen Werth beilegen. Daraus erhelit folgender Satz: —

282. Fiir jeden starron Kérper kann man um jeden belicbigen
Pukt als Mittelpunkt ¢in Ellipsoid (Poinsot’s Momentellipsoid
wrsnnt) von der Beschaffenheit construiren, dass die Linge jedes
Ldinsvector dem Gyrationsradius des Kérpers in Beziehung auf
fiesen Radiusvector als Axe umgekehrt proportional ist.

Die Axen dieses Ellipsoides sind die Hauptaxen der Triagheit
les Korpers in dem in Rede stchenden Punkte.

283. Der Satz des § 280 zeigt, dass das Tragheitsmoment
ines starren Korpers in Beziehung auf irgend eine Axe gleich dem-
poigen ist, welches die ganze Masse, wenn sie im Trigheitsmittel-
jikte concentrirt wire, in Beziehung auf diese Axe haben wiirde,
ermehrt um das Trigheitsmoment des Korpers in Beziehung auf
tne durch seinen Trigheitsmittelpunkt gehende parallele Axe.
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Richtung der Hauptaxen in verschiedenen Punkten. — E
seien der Anfangspunkt O der Trigheitsmittelpunkt und die Coordinaten-
axen die Hauptirdgheitsaxen dieses Punktes. Dann haben wir nach
§§ 280, 281 fiir das Trigheitsmoment in Beziehung auf eine durch den
Punkt P (§, 7, L) gehende Linie, deren Richtungscosinus A,u, v sind,

Q = A2 4+ Bu? 4 Cv»?2 + M(ul—vy ufy
= {4 MO0+ (B M@+ 8}t + (0 + @ 470
— 2 M (uryt + vALE 4 Auky).
Setzen wir fir @, 4, B,C’ die in § 281 gegebenen Werthe ein, so folgt
nach Division durch M
B (0 b b D92 b (0 O B (@ B
— 2(nlpy 4 LEvd + Eniy)
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, 4, u, v so zu bestimmen, dass die Ge

rade, deren Richtungscosinus diese Grossen sind, eine Hauptaxze sel
Es sei

s= At un+ v{,

d. h. s stelle die Projection von O P auf die gesuchte Axe dar.
Die Axen des Ellipsoides

() (@2 + 2 - tha? - - —o(qlys ) = H
werden mittels der Gleichungen

(@ 4 7 4 0~ pi— Egp — Lir = 0
(v) —Emh P2 pu— iy =0

— A —plu + (2 E 4 2 —py=0
gefunden. Bezeichnen wir nun O P oder (52 4 %2 4 (9% mit f, »
konnen diese Gleichungen, in denen p offenbar das Quadrat des Gyrations-

radius fir die zu ermittelnde Axe ist, folgendermaassen geschrieben
werden: —

@+ f2—p)d —E¢r+ qu -t t¥) =0, u s w,

oder
(a2 + f2 — p)d — &8 = 0, u. 8. w,,
oder
l(a‘*——K)l — Es =0
(e) 0?2 — K)jp — s =0

(e —K)y —[s=—0
wo K = p — f2ist. Daraus folgt
£s

— TR u. 8. W
‘Werden diese Gleichungen addirt, nachdem man sie bezishungsweise mt
& 1, { multiplicirt hat, und wird die so erhaltene Gleichung beiderses
durch ¢ dividirt, so erhidlt man

52 72 r2 -
@ wd—xtp—xta—g="
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Aus (¢) sehen wir, dass (4, u,») die Richtung der durch den Punkt P
(8,7 ¢) gehenden Normale der Oberfliche ist, welche durch die Gleichung

22 y? 22

& KT rxgta_—g="

dargestellt wird. Es ist dies offenbar eine mit dem Ellipsoid
z2 o 22

(f) ateta=1

confocale Oberfliche zweiten Grades, die wegen (d) durch den Punkt P
geht, so dass die Gleichung (d) K bestimmt. Die drei Wurzeln K dieser
kubischen Gleichung sind offenbar sidmmtlich reell; eine von ihnen ist
Kleiner, als die kleinste der Grossen a2 b2 ¢? und positiv oder negativ, je
naschdem P innerhalb oder ausserhalb des Ellipsoides (f) liegt, und wenn
¢> b > ¢ ist, so liegen die beiden anderen Wurzeln beziehungsweise
zwischen ¢2 und b2 und zwischen b2 und a?. Wird zu jeder Wurzel f2
addirt, go erhiilt man das Quadrat des Gyrationsradius fiir die ent-
sprechende Hauptaxe. Wir erhalten also den folgenden Satz: —

284. Die Hauptaxen in irgend einem Punkte eines starren
Kérpers sind Normalen an die drei Oberflichen zweiter Ordnung,
welche durch diesen Punkt gehen und mit einem Ellipsoid confocal
sind, dessen Mittelpunkt der Triagheitsmittelpunkt des Korpers ist,
und dessen drel Hauptdurchmesser der Richtung nach mit den durch
diesen Punkt gehenden drei Hauplaxen susammenfallen, wihrend
thre Lingen beziehungsweise doppelt so gross sind, als die Gyrations-
radien fiir ihre Richtungen. Dies Ellipsoid wird das Central-
ellipsoid genannt.

283.  Kinetische Symmetrie in Beziehung auf einen
Punkt und eine Axe. — Man schreibt einem starren Kérper
kinetische Symmetrie in Beziehung auf seinen Trigheitsmittelpunkt
z, wenn seine Trigheitsmomente in Beziehung auf die drei durch
diesen Punkt gehenden Ilauptaxen einander gleich sind; es miissen
dann nach § 281 die Tréigheitsmomente in Beziehung auf alle durch
diesen Punkt gehenden Axen gleich und alle diese Axen Hauptaxen
sein.  Gleichformige Kugeln, Wiirfel und im Allgemeinen alle voll-
stindigen krystallinischen festen Korper des ersten Systems (siehe
das Capitel Gber die Eigenschaften der Materie) haben in Beziehung
auf thren Trigheitsmittelpunkt kinetische Symmetrie,

Ein starrer Kérper ist in Beziehung auf eine Axe symmetrisch,
wenn diese Axe eine von den durch den Trigheitsmittelpunkt gehen-
den Hauptaxen ist, und wenn die Triigheitsmomente in Bezichung
auf die beiden anderen Hauptaxen, folglich die Trigheitsmomente in
Bezichung auf alle Linien der Ebene dieser beiden Axen einander
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gleich sind. KEin Sphiroid, ein Prisma, dessen Grundfliche ein Qua-
drat oder ein gleichseitiges Dreieck ist, eine Platte einer dieser For-
men, oin kreisférmiger Ring, eine Kreisscheibe, ein Cylinder, endlich
jeder vollstindige Krystall des zweiton oder vierten Systems haben
in Beziehung auf ihre Axeo kinetische Symmetrie.

286. Energie in der abstracten Dynamik., — Von den
Wirkungen und Gegenwirkungen zwischen den Theilen eines Sy-
stems, das nicht angenscheinlich zur conservativen Classe gehort,
werden wir in der abstracten Dynamik nur diejenigen der Reibung
zwischen festen Korpern betrachten, die auf einander gleiten. Nur
in einigen wenigen Beispielen werden wir auch den allgemeinen
Charakter und die letzten Ergebnisse der Wirkungen ins Auge fas-
sen, welche aus der Zihigkeit der Fliussigkeiten, der unvollkomme-
nen Elasticitit fester Korper, der unvollkommenen Leitung der
Elektricitét oder der unvollkommenen Festhaltung des Maguetismus
herrihren. Wir werden in der abstracten Dynamik auch Krifte zu
betrachten haben, welche auf die Theile eines begrenzten Systems
beliebig von aussen her cinwirken. Diese Kriifte werden wir der
Kiirze wegen idussere Kriifte nennen. ,

287. Das Gosetz der Energic kann dann in der abstracten
Dynamik folgendermaassen ansgedriickt werden: —

Die in irgend einer Zeit von den #usseren Kriften auf ein be-
grenztes materielles System ausgeiibte Gesammtarbeit ist gleich der
Summe der im System erzeugten potenziellen und kinetischen Ener-
gie, vermehrt um die durch die Reibung verlorene Arbeit.

288. Von diesem DPrincip ldsst sich behaupten, dass es die
ganze abstracte Dynamik in sich fasst, da, wie wir jetzt zeigen
werden, die Bedingungen des Gleichgewichts und der Bewegung
sich in jedem moglichen Falle unmittelbar daraus herleiten lassen.

289. Gleichgewicht. — Ein materielles System, dessen rela-
tive Bewegungen keinen Widerstand durch Reibung erfahren, ist in
irgend einer besonderen Configuration im Gleichgewicht, wenn bei
jeder miglichen Bewcgung durch diese Configuration hindurch die
von den &dusseren Kriiften in dem Augenblick, wo die Bewegung
durch die Configuration erfolgt, geleistete Arbeit gleich dem Gewinn
an potenzieller Knergie ist. Wenn diese Bedingung nicht erfillt
ist, 8o kann das System nicht im Gleichgewicht sein. Dies ist das
beriibmte Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, welches La-
grange zur Grundlage seiner Mécanique Analytique machte.

290. Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. — Un
es zu beweisen, bemerken wir erstens, dass sich das System aus
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irgend einer besonderen Configuration unmiglich fortbewegen kann,
wenn nicht die Krifte, deren Wirkung es ausgesetzt ist, Arbeit auf
dasselbe ausiiben: Ist also die ausgesprochene Bedingung erfillt, so
muss das System im Gleichgewicht sein. Wiz haben zweitens noch
larzuthun, dass diese Bedingung micht bloss geniigend ist, sondern
i ibrem ganzen Umfange erfiillt sein muss, um das Gleichgewicht
m bewahren. Zu diesemm Zwecke wollen wir zunichst ein System
betrachten, welches nur einen Grad von Bewegungsfreiheit besitat.
Welche Kriifte auch auf das ganze System wirken, wir kénnen es
immer durch eine einzige Kraft im Gleichgewicht erhalten, die auf
irgend einen seiner Punktc in einer Richtung wirkt, welche der Rich-
tung, in der er sich zu hewegen strebt, gerade entgegengesctzt ist,
wihrend gleichzeitig diese Kraft von einer solchen Grisse ist, dass sie
bel jeder nach einer der beiden Seiten hin erfolgenden unendlich klei-
1en Bewegung so viel Arheit ertriigt oder verrichtet, als die tibrigen .
Kiifte, sowohl die #usseren wie die inneren, zusammen verrichten
oder ertragen. Nun konnen wir, nach dem Princip der Vereinigung
wn Kraften im Gleichgewicht, in irgend einem Punkte des Systems
sne solche Kraft, die, wie wir cben geschen haben, das System im
Gleichgewicht erhalten wiirde, und ausserdem noch eine zweite ihr
Jeiche und entgegengesetzte Kraft anbringen; dadurch wird der
Instand des Systems, was diec Wirkung der Krifte betrifft, nicht
geandert. Da alle anfinglichen Kriifte durch die eine dieser beiden
frifte anfgehoben werden, so kann man jene-und die letztere nach
demselben Princip fortlassen. Dic ganze Reihe der gegebenen Kriifte
vird folglich, sowohl fiir das Gleichgewicht, wie fiir dic Bewegung,
eselbe Wirkung hervorbringen, wie die eine noch allein zuriick-
gehliebene Kraft. Diese eine Kraft muss das System in Bewegung
#tzen, da sie in einer Richtung wirkt, in welcher es ihrem Angriffs-
mnkte gestattet ist, sich zu bewegen. Wir schliessen daraws, dass’
lie gegebenen Kriifte, denen, wie wir gezeigt haben, die eine Kraft
‘quivalent ist, unmdéglich im Gleichgewicht sein koénnen, wofern
tiht thre ganze Arbeit fiir eine wnendlich kleine Bewegung Null
10 welchem Falle sich die eine ihnen dquivalente Kraft auf Nall
tducirt.  Wie viel Grade von DBewegungsfreiheit nun aber das
tinze System besitzen mag, wir konnen dasselbe stets, ohne Rei-
g eintreten zu lassen, so einschrinken, dass ihm nur ein Grad
1 Freiheit iibrig bleibt, die I'reiheit, irgend eine unter den ge-
benen Bedingungen mégliche besondere Bewegung auszufithren.
Wenn daher in irgend einer solchen unendlich kleinen Bewegung
% Aenderung der potentiellen Energie eintritt, die nicht durch
Thomson u. Tait, theoretische Physik. 15
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eine Arbeit der Ausseren Krifte aufgewogen wird, so konnen wir
dadurch, dass wir die Freiheit des Systems auf diese eine Bewegung
beschriinken, den Fall herstellen, in welchem, wic eben bewiesen
wurde, kein Gleichgewicht bestehen kann. Die Kinfithrung einer
die Bewegungsfreibeit beschrinkenden Gebundenheit kann aber das
Gleichgewicht auf keine Weise stéren. Folglich kann das gegebene
System unter den vorhandenen Bedingungen in irgend einer beson-
deren Configuration nicht im Gleichgewicht sein, wenn bei irgend
einer méglichen unendlich kleinen Bewegung aus dieser Configura-
tion herans die auf das System wirkenden Krifte im Ganzen mehr
Arbeit verrichten als ertragen.

29]1. Noutrales Gleichgewicht. — FEs mogen auf ein mate-
rielles System innere und #ussere Krifte wirken, die sich nach
irgend einem bestimmten Gesctze indern. Wenn dann das System
in jeder Lage, in die man es bringen kaun, von diesen Krifter im
Gleichgewicht erhalten wird, so sagt man, sein Gleichgewicht sei
neutral Dies ist der Fall mit jeder auf einer horizontalen Ehene
ruhenden Kugel von gleichformigem Material.: Auch ein gerader
Cylinder oder ein Kegel, dessen ebene Grenzflichen zur Axe senk-
recht stehen, ist auf einer horizontalen Ebene in neutralem Gleick-
gewicht. Praktisch befindet sich jede Masse von nicht allzu grossen
Dimensionen im neutralen Gleichgewicht, wenn nur ihr Trigheits-
mittelpunkt fest ist, da, wie wir sehen werden, die Schwere nibe
rungsweise einer einzigen durch diesen Punkt gehenden Kraft équ-
valent ist, weun die griosste Dimension der Masse sehr klein ist m
Vergleich zum Erdradius.

Stabiles Gleichgewicht. — Wenn das System aber, nachden
man es nuch irgend einer Richtung hin unendlich wenig aus einer
besonderen Gleichgewichtslage entfernt und dann sich selbst iiber-
lassen hat, hin und her vibrirt, chne jemals mehr als eine unendlich
kleine Abweichung aus der Gleichgewichtslage in irgend welchen
seiner Theile zu erfahren, so sagt man, das Gleichgewicht in dieser
Lage sei stabil. Kin an einer Schnur aufgchiingtes Gewicht, eine
gleichférmige Kugel in der Hohlung eines Beckens, cine auf einer
horizontalen Ebene liegende Kugel, welche um ihren Rerithrungs
punkt herum aus einem schwereren Material als in den iibrigen
Theilen besteht, cin abgeplatteter Kérper, der mit dem eines
Fandpunkt seines kiirzesten Durchmessers auf einer horizontslen
Fbene ruht, ein auf dem Wasser schwimmendes Brett, dessen
Dicke klein ist im Vergleich mit seiner Linge und DBreite, u. 5. v.
sind Fille stabilen Gleichgewichts. Im zweiten, dritten nnd viertes
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Falle werden hier die Rotationsbewegungen um eine verticale
Axe und im fiinften Falle allgemein jede horizontale Bewegung
vernachlissigt, weil das Gleichgewicht in allen diesen Fillen neu-
tral ist.

Instabiles Gleichgewicht. — Wenn das System andererseits
sus einer Gleichgewichtslage auf irgend einem Wege so verschoben
verden kann, dass es, sich selbst iiberlassen, nicht innerhalb unendlich
Keiner Grenzen um die Gleichgewichtslage herum vibrirt, sondern
sich von derselben immer weiter entfernt, so sagt man, das Gleich-
gewicht in dieser Lage sei instabil oder labil. So wirden eine auf
¢iner horizontalen Ebene ruhende Kugel, deren hochster Theil aus
¢inem schwerercn Material als die iibrigen Theile bestinde, ein-auf
einer Spitze stehender eifésrmiger Korper, ein im Wasser auf der Seite
shwimmendes Brett, u. s. w. Fille instabilen Gleichgewichts sein,
wenn sie sich praktisch realisiren licssen.

In viclen Féllen wechselt die Natur des Gleichgewichts mlt der
Richtung doer Verschicbung. Wenn ein Gleichgewicht fir irgend
dne mégliche Verschiebung instabil ist, so ist es praktisch iiber-
haupt instabil. Das ist z. B. bei einer auf ihrem Rande stehenden
Minze der Fall. Fiir Verschiebungen in ihrer Kbene ist sie zwar
in neutralem, fiir jede zu ihrer Ebene senkrochte Verschiebung aher
in instabilem Gleichgewicht; praktisch ist daher ihr Gleichgewicht
iberhaupt instabil. Kine anf einem Sattel ruhende Kugel bietet
dnen Fall dar, in welchem stabiles, neutrales oder instabiles Gleich-
gewicht besteht, je nach der Richtung, in der man sie fortrollt;
praktisch ist ihr Gleichgewicht aber instabil.

292. Bestimmung der Natur des Gleichgewichts. — Die
Theorie der Energie liefert uns einen klaren und einfachen Priif-
stein, durch den wir diese Arten des Gleichgewichts von einander
mterscheiden und bestimmen kénnen, ob dasselbe in einem gegebe-
nen Falle neutral, stabil oder instabil sei. Wenn die von den dusse-
ren und inneren Kriften bei jeder moglichen Verschiebung verrich-
tete Arbeit genau gleich der gegen sie aufgewendeten Arbeit ist, so
it das Gleichgewicht neutral, sonst nicht. Wenn bei jeder méglichen
uendlich kleinen Verschiebung aus einer Gleichgewichtslage mehr
wtentielle Energie aufgehiuft als ausgegeben wird, so ist das Gleich-
gewicht durchaus stabil, sonst nicht. Wenn endlich in irgend einer
oler in jeder unendlich kleinen Verschiebung aus einer Gleichgewichts-
lage mehr potentielle Energie ausgegeben als aufgehauft wird, so ist
tas Gleichgewicht instabil. Daraus geht hervor, dass, wenn das
$ystem nur der Wirkung innerer Krifte ausgesetzt ist, oder wenn

15¢
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die vorhandenen iiusseren Krifte dem Gesetze folgen, dass sie beim
Uebergange des Systems aus emner Configuration in eine andere
stets dieselbe Quantitit Arbeit aufwenden, gleichgiiltig auf wel-
chem von den méglichen Wegen dieser Uebergang erfolgt, so muss
die gesammte potenticlle Energic fiir ein neutrales Gleichgewicht
in allen Lagen constant und in Lagen von vollkommen stabilem
Gleichgewichte ein Minimum sein; endlich muss sic, wenn das Gleick-
gewicht Instabil sein soll, entweder ein absolutes Maximum oder fir
einige Verschiebungen ein Maximum, fiir andere ein Mimimum sein.

295. Herleitung der Bowegungsgleichungen oines be-
liebigen Systems aus den Gleichungen des Gleichgewichts. —
Wir haben gesehen, dass nach D’Alemhbert’s Princip, wie es oben
(§ 264) dargelegt wurde, die auf die verschiedenen Punkie eines
materiellen Systems wirkenden Krifte und die Gegenwirkungen die-
ser Punkte gegen die Beschleunigungen, welche sie in irgend einem
Bewegungsfalle wirklich erfahren, einander das Gleichgewicht halten,
Daher ist in jedem wirklichen Bewegungsfalle die in irgend einer
unendlich kleinen Zeit in Folge der wirklichen Beschleunigungen
erzeugte kinetische Energile nicht nur gleich der von den Kriften
wirklich geleisteten Arbeit, sondern wuch gleich dpr Arbeit, welche
diese Krifte 1o irgend einer unendlich kleiunen Zett lelsten wirden,
wenn die Geschwindigkeiten der das System bildenden Punkte in
einem beliebigen Augenblick in irgend welche mogliche nuendlich
klelne Geschwindigkeiten verwandelt wiirden und die Beschleun:-
gungen unverindert blieben. Dringt man diesen Satz auf eie
mathematische I'orm, so erhilt man Lagrange’s Anwendung des
»Princips der virtuellen Geschwindigkeiten® zur Ausdriickung der
in D’Alembert’s Princip gegebenen Bedingungen zwischen deo
wirkenden Kriften und den Widerstinden der Massen gegen Be-
schleunigungen. Wie wir gesehen, ist darin jede mogliche Bedin-
gung jedes Bewegungsfalles enthalten. Die ,Gleichungen der Be
wegung® lassen sich daraus, wie Lagrange gezeigt hat, in jedem
besonderen Falle mit Leichtigkeit herleiten.

Unbestimmte Bewegungsgleichung eines beliebigen Bystems.—
Es sei m die Masse irgend eines der materiellen Punkte des Systems; der-
selbe habe zur Zeit ¢ in Beziehung aufl rechtwinklige Axen von festen
(§ 249) Richtungen, die durch einen als festliegend (§ 245) angesehenen
Punkt gehen, die Coordinaten z,y, 2. Ferner sejen X, Y, Z die denselken
Axen parallelen Componenten der ganzen auf ihn wirkenden Kraft. Es

sind dann
_mdzx -mdzy ” d2z
di- dez T A
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die Componenten seiner Gegenwirkung gegen eine Beschleunigung, und
diese milssen im Verein mit X, ¥, Z den Gleichgewichtsbedingungen fir
das ganze Systemr geniigen. Bezeichnen also dx, d ¥, d ¢ beliebige mit
den Bedingungen des Systems vertridgliche Variationen von 2, ¥, 2, so
baben wir

Vel ED et (rn sy (2o ) e} =

%o dié¢ durch X angedeutete Summation sich iiber alle materiellen Punkte
les Systems zu erstrecken hat. Man kann (1) die unbestimmte oder
lie Variationsgleichung der Bewegung nennen. Lagrange nahm
tieselbe zur Grundlage seines ganzen Systems der Kinetik und Ieitete aus
ir alle gewdhnlichen Bewegungsgleichungen, sowie auch seine eigenen
temerkenswerthen CGleichungen in allgemeinen Coordinaten her (die wir
alshald geben werden). Wir konnen die Gleichung (1) noch in folgender
Weise schreiben :
) Im(zdz + ydy 4 202) = T (Xdz + Yoy + Zd2);
darin bezeichnet das erste Glied die Arbeit von Kriften, welche den-
jnigen gleich sind, die erfordert werden, um die wirklichen Beschlenni-
gungen hervorzubringen, wenn sie durch die Wege der willkiirlichen Ver-
whiebungen hindurch wirken; das zweite Glied bezeichnet die von den wirk-
lich vorhandenen Kriften diese gedachten Wege hindurch geleistete Arbeit.
Bewegungsgleichung eines conservativen S8ystems. — Wenn die
m Bewegung begriffenen Korper ein conservatives System ausmachen, und
vemn die potenticlle Energie dessclben in der durch (z,y, 2, u. s. w.) aus-
gedriickten Configuration mit. V" bezeiechnet wird, so haben wir natiirlich
§§ 241, 278)

3) 0V = — Z(Xdx -+ Ydy + Zd%2),
ud daher geht dic unbestimmte Bewegungsgleichung {iber in
4 Em(dfd‘.z{—gfd‘y»}— 202) = — 4V,

%0 0V den Ueberschuss der potentiellen Energie in der Configuration
1+ dz, y + dy, 2 + Jz u s w.) iiber diejenige der Configuration
1,9, 2, u s. w.) bezeichnet.

Ein sich hieraus unmittelbar ergebendes besonderes Resultat muss
stiilich die gewohnliche Gleichung der Emnergie sein, und zwar muss
dieselbe dureh die Voraussetzung erhalten werden, dass dz, d¥,d'2, u. 8. w.
de in der unendlich kleinen Zeit 8¢ wirklich erfolgenden Aenderungen
{er Coordinaten seien. Nehmen wir daher ¢z — xd'¢, w. s. w. und divi-
diren beide Glieder durch d'#, so erhalten wir

3 I(Xe -+ Yy Z2)= Em(zz + yy + £2).

Hier besteht das erste Glied aus Newton’s Actiones Agentium, ver-
mindert um die Reactiones Resistentium, soweit diese die Reibung,
die Schwere und die Molekularkrifie betreffen; das zweite Glied bhesteht
as den Theile der Reactiones, welcher aus der Beschleunigung her-
ribrt. Wie wir oben (§ 214) gesehen haben, ist das zweite Glied die fiir die
Liteioheit genommene Grosse der Zunahme von X Ypm (z? 4 32 | 29).
Bezeichnet also v die Geschwindigkeit eines der materiellen Punkte und
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W das Integral des mit d¢ multiplicirten ersten Gliedes, d. h. die von
den arbeitenden und den widerstehenden Kriften in irgend ciner Zeit ge-
leistete Giesammtarbeit, so haben wir

(6) Emer = W 4 E,,

wo I, die anfingliche kinetische Energie ist. Dies ist die Gleichung der
Energie in integrirter Form. In dem besonderen Falle eines conservativen
Systems ist W eine Function der Coordinaten, und von der Zeit, wie von
den eingeschlagenen Wegen unabhingig. Woenden wir dic frithers Be
zeichnung an und benutzen noch ¥, um dic potenticlle Energie des
Systems in seiner anfinglichen Configuration zu bezeichnen, so haben wir
W =V, — V, und die Integralgleichung der Energie verwandelt sich in

Zlgme? = Vy, — V + K,
oder, wenn die constante Summe der potenticllen und der kinetischen
Energie mit & bezeichnet wird, in

] 2Yome? = FE — V.

Die allgemeine unbestimmte Gleichung liefert fir die Bewegung eines
Systems freier materieller Punkte unmittelbar

mix, = Xy, myyy; = ¥y, m 2, = Zy, mady == X, u. s w.

Wenn zwischen den Punkten keine Wechselwirkung stattfindet, so
konnen die fiir jeden Punks geltenden drei dieser Gleichungen natiirlich
einzeln behandelt werden; wenn die Punkte aber Kriffe aufeinander aud
iben, so ist jede der Gréssen X, ¥y, u. s. w. im Allgemeinen eine Fune-
tion aller Coordinaten.

Einfihrung der Gebundenheit in die unbestimmte Gleichung.—
Aus der unbestimmten Gleichung (1) leitet Lagrange mittels seiner
Methode der Multiplicatoren auf folgende Weise die Gleichungen her, die
erforderlich sind zur Bestimmung der Bewegung eines starren Korpers
oder eines beliebigen Bystems mit einander verbundener materieller Punkfe
oder starrer Korper: —

Das System bestehe aus ¢ materiellen Punkten, deren Verbindungen
durch 7 Gleichungen

F, (@20 @y, 0 +1) = 0
(8) FII (:Clt Yoy %y, Ty ) =0
u. 8w,

die kinematischen Glelichungen des Systems, ausgedrickt sind
‘Wenn wir die Variationen derselben nehmen, so finden wir, dass jede

mégliché unendlich kleine Verschiebung dz;, dy,, 82y, 62y, - -« den # lines-
ren Gleichungen

aF, aAF

oz, + L u. s. w. = 0,
(9) ) dx]_ 1 d n 41 +

ar, ar

4 g g 8. W, = L8 WL

am, w1+dy1 Y - usw 0, w8 W

geniigen muss. Wir multipliciren die erste dieser Gleichungen (9) mit 4,
die zweite mit A,, u. s. w., addiren die Resultate simmtlich zur -
bestimmten Gleichung und setzen den Coefficienten jeder der Grossen
d&y, 'y, u s, w. gleich Null. Es ergiebt sich

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Principien der Dynamik. 231
ar
’dzl+2“ dw”+ -+ Xl-—ml dt* =0

10 d?
W W G e T m Sl o

G, 8, W.

dy;

Dies sind im Ganzen 3 ¢ Gleichungen, aus denen die # unbekannten
Grossen 4, A, u. s. w. und die 34 — % unabhingig Verinderlichen be-
stimmt werden miissen, auf welche &y, ¥, u. 8. w. durch die kinematischen
Gleichungen (8) reducirt werden.

Die Aufgabe, die Bewegung eines unter dem Einflusse von beliebig
gegebenen Kriften stehenden und irgendwelchen unverdnderlichen
kinematischen Bedingungen unterworfenen Systems zu bestimmen, ist auf
diese Weise auf eine Frage der reinen Amnalysis zuriickgefithrt. In dem
noch allgemeineren Problem, die Bewegung zu bestimmen, wenn gewisse
Theile des Systems gezwungen sind, sich in einer vorgeschriebenen Weise
7u bewegen, enthalten die Bedingungsgleichungen (8) nicht nur die Coor-
dinaten, sondern auch die Zeit {. Man erkennt aber leicht, dass die
Gleichungen (10) auch dann noch giiltig sind.

Gauss’ Princip des kleinsten Zwanges. — Wenn irgend-
welche Theile des Systems mit einander verbunden sind, so ist die Be-
wegung im Allgemeinen nicht dieselbe, als wenn alle Theile frei wiren.
Wir betrachten einen materiellen Punkt wihrend einer unendlich klei-
nen Zeit der Bewegung. Das Product aus seiner Masse in das Qua-
drat des Abstandes der Lage, die er am Ende der in Rede stehenden Zeit
wirklich einnimmt, von der Lage, die er bei ginzlicher Freiheit der Be-
wegung in demselben Augenblicke einnehmen wiirde, nennt man den
Zwang, den der Punkt erfihrt. Aus (1} folgt dann leicht, dass, wenn
man den Zwang ausdrickt, dem jeder Punkt des Systems ausgesetzt ist,
und alle diese Ausdriicke addirt, die erhaltene Summe ein Minimum sein
wird. Dieser von Gauss gefundene Satz heisst das Princip des klein-
sten Zwanges.

294. Stoss.-— Wenn zwel relativ zu einander in Bewegung be-
griffene Kérper zur Berithrung kommen, so beginnt ein Druck zwischen
lhnen zu wirken, um zu verhindern, dass Theile beider Kérper ver-
eint denselben Raum einnehmen. Diese Kraft ist anfinglich,
ersten Punkte des Znsammenstosses, Null, und nimmt allmilig fiir
die Finheit der Flidche zu, wihrend zugleich die Berithrungsfliche
allmilig grosser wird. Wenn jeder der beiden Kérper, wie es in
der Natur immer der Fall ist, einen gewissen Grad von Elasticitit
besitzt, und wenn dieselben nach dem Zusammentreffen nicht durch
Cohdision oder durch irgend ein kiinstliches Mittel zusammengehalten
werden, so wird der gegenseitige Druck zwischen ihnen zu einem
Maximum anwachsen und darauf wieder bis zu Null abnehmen, und
ewar nimmt seine Grosse fir die Einheit der Fliche allmilig ab,
wihrend zugleich die Beriithrungsfliche, auf die er wirkt, allmilig
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kloiner wird. Der ganze Process wiirde nicht viel mehr oder weni-
gor als eine Stunde dauern, wenn die Korper die Dimensionen der
Frde hitten und hinsichtlich dor Hérte mit Kupfer, Stahl oder Glas
iibereinstimmten. Bei Kugeln, die aus einer dieser Suhbstanzen be-
stehen, und deren Durchmesser nicht mehr als cine Elle betragen,
wird er wahrscheinlich innerhalb eines Tauscndstels einer Secunde
beendigt sein.

295. Die Gesammtgrésse und die Richtung des ,Stosses®, wel-
chen jeder der beiden Korper in jedem solchen Falle erfihrt, wer-
den nach der erfolgenden ,Aenderung der Bewegungsgrosse® ge-
schiitzt. Tie Grosse des Stosses wird durch die Grosse der hervor-
gebrachten Aenderung der Bewegungsgrésse, und seine Richtung
durch die Richtung dieser Aenderung gemessen. Die Componente
eines Stosses in einer einer beliebigen festen CGeraden parallelen
Richtung wird in édhnlicher Weise nach der fiir diese Richtung
genommenen Componente der Aenderung der Bewegungsgrosse
geschitzt. '

296. Denken wir uns die ganze Zeitdauer eines Stosses in
eine sehr grosse Anzahl gleicher Zeitraume getheilt, von denen jeder
so kurz ist, dass sich die Kraft wihrend desselben nicht merklich
dndert, so ist die fir irgend eine Richtung genommene Componente
der Aenderung der Bewegungsgrosse wihrend jedes Zeitranmes nach
§ 220 gleich dem Producte aus der Kraft in die Liinge dieses Zeit-
raumes. Die Componente des Stosses ist daher gleich der Summe
der in allen Zeitriumen wirkenden XKrafte, multiplicirt mit der
Léange jedes Zeitraumes.

Wenn P die in irgend einem Augenblick z des Zeitraums nach irgend

einer Richtung genommene Componente der Kraft ist, und I dic ent
sprechende Componente des ganzen Btosses bezeichnet, so ist

I = /‘Pdr.

297. Zeitintegral. — Eine unter irgendwelchen Umstinden
eine beliebige grosse oder kleine Zeit hindurch in constanter Rich-
tung wirkende Kraft kann nach demselben Princip geschitat wer-
den. Was wir ihren ganzen Betrag wihrend irgend einer Zeit
nennen koénnen, oder ihr ,Zeitintegral®, wird daher die ganze
von 1hr in der in Rede stehenden Zeit erzeugte Bewegungsgrosse
messen, oder von derselben gemessen werden. Diese Schitzungsart
1st jedoch nur selten passend oder von Nutzen, ndmlich nur dann,
wenn die ganze betrachtete Operation beendet ist, bevor die Lage
des Korpers oder die Configuration des Korpersystems sich bis zu
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einem solchen Grade gefindert hat, dass irgendwelche neue Kriifte
ins Splel gehracht werden, oder dass schon vorher wivkende Krafte
wsehr geanderf werden, dass dadurch ein merklicher Einfluss aufl
die gemessene Bewegungsgrosse ausgeiibt wird. Wenn z. B. Jemand
ut der Hoand einigé Secunden hindurch leicht auf eine an ciner
Schnur oder Kette aufgehingte Masse driickt, so bringt er cine
Wikung hervor, welche, wenn man den Grad der Kraft in jedem
Augenblick kennt, nach elementaren Principion vollstindig berechnet
verden kann.  Eine vollstéindige Bestimmung der Bewogung und
die Beantwortung einer partiellen Frage, wie: ,Von welcher Grisse
vird die hervorgebrachte Ablenkung sein?“ kann aber auf die
Keontniss des ,,7eitintegrals® allein micht einmal niherungsweise
lasirt werden. Wenn z. B. die Kraft anfangs sehr gross ist und
dlnilig abnimmt, so ist die Wirkung eine ganz andere, als sie sein
viude, wenn die Kraft allmilig grosser wirde und plstalich zu wir-
ten aufhorte, obgleich das Zeitintegral in beidén Fillen dasselbe ist.
Wenn man dagegen demselben Korper mit der Hand, oder mit
nem Hammer, oder mit sonst einer harten Masse in horizontaler
Rehtong einen Schlag versetzt, so st die Wirkung der Kraft be-
wet, bevor die den Korper tragende Schnur eine merkliche Ab-
lmkung aus der verticalen Richtung crfahren hat. Die Wirkung
{es Schlages wird dann weder durch dic Schwore, noch durch sonst
ine Kraft merklich geéndert; daher ist die ganze Bewogungsgrosse,
uchdem der Schlag beendet ist, nicht merklich von der ,Grosse
{es Stosses® verschieden, und das ist in diesem Falle einfach das
litintegral.
298, Bsllistisches Pendel. — So verhilt es sich mit Ro-
in’s ballistischem Pendel, einem massiven Holzblock, der um
die in betrdchtlicher Hohe iiber ihm befindliche horizontale Axe
weglich ist und zur Messung der Geschwindigkeit einer Kanonen-
der Flintenkugel benutzt wird. Die Kugel wird in horizontaler,
nrAxe senkrechter Richtung in den Block geschossen. Ihr Eindrin-
.tin denselben ist in so unmessbar kurzer Zeit beendet, und die
Trigheit des Blockes ist so gross im Vergleich zur Bewegungsgrésse
r Kngel, dass sich Kugel und Pendel wie eine Masse weiter be-
tgen, bevor das Pendel aus der verticalen Lage merklich
bgelenkt worden ist. Dies ist die wesentliche Eigenthiimlich-
tit des Apparats. Eine hinlinglich grosse Kraft konnte ihn wah-
td eines kleinen Theils seiner Vibrationszeit weit ans der Verticalen
ernen. Damit aber eine cinfache Anwendung des Zeitintegrals
4 ¢inen solchen Fall geniige, miisste sich die Richtung der Kraft
|
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continairlich #ndern, um bestindig mit derjenigen der Bewegung
des Blocks zusammenzufallen.

299. XEs liessen sich noch unzihlige andere Fille zur Frlante
rung anfithren, In denen das Zeitintegral uns die vollstindige L
sung der Aunfgabe liefert. Sie umfassen zuniichst alle diejenigen
Fille, in denen die Richtung der Kraft bestindig mit der Bewe
gungsrichtung des beweglichen Koérpers zusammenfillt, und ferner
jene besonderen Fille, in denen die Wirkungsdauer der Kraft o
kurz ist, dass die Bewegung des Koérpers wihrend dieser Zeit ibre
Beziehung zur Richtung der Kraft oder der Wirkung irgendwelcher
ihn vielleicht sonst noch heeinflussenden Kriifte nicht merklich
indert. So liefert uns das Zeitintegral beim verticalen Fall eines
Korpers unmittelbar die Aenderung der Bewegungsgrosse, urd dis
selbe Regel gilt in den meisten Fallen von Kraften kurzer Dauer
wie bei einem Schlage von einem Cricket- oder Golfkolben.

300. Directer Stoss zweier Kugeln. — Der einfachste Fil]
den wir betrachten kénnen, und der gewdhnlich als Einleitung iv
den Gegenstand behandelt wird, ist derjenige des Zusammenstosse
zweler glatten kugelformigen Korper, deren Mittelpunkte sich var
dem Zusammentreffen in der nimlichen Geraden bewegten. Die zw
schen beiden Korpern wirkende Kraft muss in jedem Augenblick die
Richlung dieser Geraden haben, da in Beziehung auf dieselbe val-
stindige Symmetrie stattfindet; die Kraft muss ferner nach dem dnt-
ten Gesetze fur beide Korper von derselben Grosse sein. Die Korper
missen also in jedem Zeittheilchen (Gesetz I1) Bewegungsinderunges
von gleichem Betrage und entgegengesetzten Richtungen erfahren,
und in jedem Augenblick des Stosses miissen die gesammten DBetriige
der bis dahin erfolgten Bewegungsiinderungen gleich sein. [m
einen spocicllen Fall zu betrachton, wollen wir voraussetzen, de
beiden Kérper bewegten sich vor und nach dem Stosse in eier
Geraden nach dersclben Richtung hin, so dass, je mnach der Be
schaffenheit des Falles, der Korper, welcher den anderen iiberhal
ithm nach Beendigung des Stosses entweder mit geringerer Ge
schwindigkeit folgt, oder sich mit thm vereint weiter bewegt. File
in denen der erstere Kérper durch die Kraft des Zusammenstosss
riickwiirts getrieben wird, oder in welchem zwei sich nach entgeger
gesetzten Richtungen hin in derselben Geraden bewegende Kirper
zusammenstossen, lassen sich leicht durch die gewchnliche algebra-
sche Uebereinkunft hinsichtlich der positiven und negativen Zeichen
von der unter der ersten Voraussetzung erhaltenen Formel abbar-
gig machen.
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In dem Falle, den wir behandeln wollen, ist die Bewegungs-
grosse, welcho einer der beiden Korper bis zu irgend einem Augen-
blick des Stosses verloren hat, gleich der vom anderen Kérper with-
rend derselben Zeit gewonnenen Bewegungsgrésse. In dem Augen-
bick also, wo ihre Geschwindigkeiten sich ausgeglichen hahen,
bewegen sich beide wie eine Masse mit ciner Bewegungsgrisse,
welche gleich der Summe der Bewegungsgrissen ist, die sie vor
dem Stosse hatten. Das helsst, wenn » die gemeinschaftliche Ge-
wchwindigkeit in diesem Augenblicke, M, M’ die Massen der Kérper
wmd ¥, V' ihre Geschwindigkeiten vor dem Stosse bezeichnen, so ist

M4+ MYv =MV + MV,
oder
_MV+M'V'
T T M+ M

Wihrend dieser ersten Periode des Stosses sind die beiden Kérper im
Ganzen in immer nihere Beriihrung mit einander gekommen, dadurch
dass jeder elne Zusammendriickung oder eine Forméinderung erfuhr,
mnd sie sind zuletat, wie oben bemerkt wurde, mit einem Theil ihrer
(Oberflichen aufeinander gepasst, der eine endliche Grosse hat. Nun
giebt es in der Natur keinen villig unelastischen Korper, und daher
wird die zwischon den beiden Kérpern ins Leben gerufene Wechsel-
wirkung im Augenblick der engsten Anniherung beider fortfahren
thitig zu sein und die Korper zu trennen suchen. ‘Wenn sie nicht durch
die natiirliche Oberflichencohiision oder durch Zusammenschweissung
(md wir werden spiter in dem Capitel tiber die Eigenschaften der
Materie schen, dass eine solche immer existirt, wie hart und gut polirt
die Oberflichen auch sein mégen) oder durch kiinstliche Mittel (wie ein
Wachstuberzug, den man in einem der zur Erliuterung gewdhnlich an-
gestellten Experimente anwendet; oder die zwischen zwei Eisenbahn-
wagen angebrachte Kuppelung, durch die man nach der auf den Eisen-
bahnstationen gewdhnlichen Praxis die Wagen verbindet, indem man
sle znsammenlaufen lisst, bis die Federn cingesprungen sind) iber-
wunden wird, so werden die Kérper durch diese Kraft wirklich getrennt
und bewegen sich von einander weg. Unter der Voraussetzung,
dasz der Stoss nicht so heftig ist, um einen merklichen
bleibenden Eindruck in einem der beiden Kérper hervor-
zubringen, fand Newton, dass die relative Geschwindigkeit, mit
der gich die Korper nach dem Stosse trennen, zur relativen Ge-
schwindigkeit, mit der sie sich vorher einander niiherten, in elnem
fir die ndmlichen beiden Korper constanten Verhilinisse steht. Dies
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Verhiltniss ist immer kleiner als Fins, nihert sieh aber der Einheit
immer mehr, je hirter die Korper sind. Fir Kugeln von zu-
sammengepresster Wolle erhielt Newton fiir dasselbe den Werth
8/y, fiir eiserne Kugeln ungefihr denselben Werth, fiir gliserne
Kugeln '3/,  Die Frgebnisse neuerer experimentellen Unter-
suchungen iiber denselben Gegenstand, die wir spiiter beschreiben
werden, haben Newton’s Gesetz bestitigt. Wir wollen jenes Ver-
hiltniss den Restitutionscoefficienten *) nennen. Wird der-
gelbe mit ¢ bezeichnet und sind, unter Beibehaltung der friheren
Bezeichnung, U, U' die Geschwindigkeiten der beiden Korper nach
Beendigung des Stosses (in dem der Betrachtung zu Grunde liegen-
den Falle ist jede dieser Grossen positiv, aber U’ > U), so hat mau
in jedem Falle des Zusammenstosses zwelor Kugeln

U — U=c(V— V),

und es ist wieder, da der eine Korper so viel an Bewegungsgrosse
verloren, wie der andere gewonnen hat,

MU+ MU =MV + MV
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich
M+ MYO=MV + MV —ed (V-7
und ein #hnlicher Ausdruck fir U'. Auch ist, wic oben,
M+ Myv =MV 4+ MV,
und durch Subtraction beider Formeln crhiilt man
M+ MY —U)=eM'(V—TV)=e{M'V
— (M 4+ MYv 4 MV,

folglich
v —U=c¢(V— o).

Natiirlich ist anch

U —v=—ce(w— V).

Diese Resultate lassen sich folgendermaassen in Worte fassen: —
Nach Beendigung des Stosses hat die relative Geschwindigkeit
jedes der beiden Kérper in Beziehung auf den Trigheitsmittelpunkt
beider die umgekehrte Richtung und ist im Verhiltniss ¢: 1 ver-
ringert.

*) In Lehrbiichern aus der neuesten Zcit wird dasselbe ein ,.Blasticititscoefficiznt"
genannt, was offenbar ein Missgriff ist, der zwar durch Newton’s Worte veranlasst sein
kann, sich aber mit den von Newton angegebenen Thatsachen mnicht vertragt und zudew
mit der neueren Ausdrucksweise und Kenntniss in Betreft der Klasticitst im schroffsien
Widerspruch steht.
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301. Nach §§ 267, 280 rihrt der Verlust an kinetischer
Fnergie nur von der Aenderung der kinetischen Energie in Bezie-
hong auf den Trigheitsmittelpunkt her. Dieser Verlust verhilt
sich daher zu diesem Theil der ganzen Energie wie 1 — e2 : 1.

Es ist also die anfingliche kinetische Energie
= Yo (M 4 M)v2 4+ Yo M(V — )2 + Yo M (v — V'),
die kinetische Energie nach Beendigung des Stosses
= WM M)v? -, Mo — U2 4 YW (U — v,
ler Verlust an kinetischer Fnergie

= Yy (1— ) (M(V — v + M (v — VP,

302. Vortheilung der Enecrgie nach dem Stosse. — Wenn
awel elastische Korper, z. B. die oben vorausgesetzten Kugeln, gegen
einander stossen, so wird ein Theil ihrer fritheren kinetischen Ener-
gie stets in der Form von Vibrationen in ihnen zuriickbleiben. Fin
Theil des Verlustes an Energle (den.man unpassend die Wirkung
der unvollkommenen Klasticitit nennt) wird In jedem wirklichen
Falle nothwendig aus dieser Ursache herriihren.

Spiter, in dem Capitel iiber die Kigenschaften der Materie, wird
es sich als Resultat experimenteller Forschung ergeben, dass in festen
elastischen Korpern, welche, wie Metalle, Glas, u. s. w. nur geringe
Forminderungen ohne bleibende Aenderung ertragen, die Elastici-
titskrifte innerhalb der Grenzen der Elasticitit bis zu einem gros-
sen (rade der Genauigkeit einfach den Deformationen (§ 154) pro-
portional sind. 'Wenn also zwel solche Korper manchmal mit gros-
serer und manchmal mit geringerer wechselseitiger Geschwindigkelt
msammenstossen, wihrend alle iibrigen Umstinde unveriindert ge-
lassen sind, so werden die Geschwindigkeiten aller materiellen Punkte
jedes Korpers zu entsprechenden Zeiten der Stésse immer in dem-
selben Verhiiltniss stehen. Folglich slteht die Geschwindigkeit, mit
der sich die Triigheitsmittelpunkte nach dem Stosse tremnen, zu der
Geschwindigkeit, mit der sie sich vorher cinander niherten, in einem
constanten Verhitltniss, was mit Newlon’s Geselz iibersinstimmt.
Es ist daher wahrscheinlich, dass, wenn nicht die ganze, so doch ein
sehr betrichtlicher Theil der von Newton experimentell bestimmten
Euergie, welche in den sichibaren Bewegungen zweicr elastischen
Kirper nach dem Stosse verloren ist, den Vibrationen zugeschrieben
werden ouss. Aber wenn uicht noch eine andere Ursache in hohem
Grade thitig war, so ist es schwer einzuschen, warum der Verlust
bei eisernen Kugeln so bedeutend grosser als bei glidsernen ist.
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303. In gewissen ganz bestimmten #ussersten Fillen, die man

sich zwar vorstellen, aber nicht realisiren kann, wird keine Energie
" in Vibrationen verausgabt, sondern, nachdem sich die beiden Kirper
gotrennt haben, wird sich ein jeder einfach als ein starrer Kirper
bewegen und in dieser einfachen Bewegung die ganze Energie der
Arbeit besitzen, welche die Elasticititskrifte wihrend des Zusammen-
stosses auf thn ausgeiibt haben. So z. B. seien die Korper cylin-
drische odsr prismatische Stibe mit ebenen Endflichen und von eon-
gruenten Querschnitten; auch mdgen sio aus derselben Substanz be-
stehen, und diese Substanz habc in der Richtung der Linge des
Stabes die Eigenschaft der Zusammendriickbarkeit bei vollkommener
Flasticitit, wihrend sic einc Acnderung in jeder anderen Richtung
durch ihren Widerstand absolut unmoglich macht. Vor dem Stosse
seien dic Koérper mit ihren Tingen in eine Gerade und ihre Quer-
schnitte (wenn sie nicht gerade kreisformig sind) dhnlich gelegt. Tn
dieser Linie werden dann beide Kérper, oder auch nur einer der-
selben, in Bewegung gesetzt. Wenn die Lingen heider Stibe ein-
ander gleich sind, so werden sie sich nach dem Stosse mit derselben
relativen Geschwindigkeit trennen, mit der sie zusawmenkamen,
und keiner von beiden wird nach ihrer Trennung noch eine vibi-
rende Bewegung behalten. Das Resultat, soweit es die Bewegungen
der beiden Korper nach dem Zusammenstoss betrifft, wird nicht
merklich verschieden sein, aus welcher der gewohnlich gebrauchten
elastisch-festen Substanzen der Korper auch bestehen moge, wenn
nur der grosste Querdurchmesser eines jeden im Vergleich zur
Linge sehr klein ist.

304. Wenn die beiden Stibe ungleiche Lingen haben, so
wird sich der kiirzere nuch demn Stosse in genau demsslben Zu-
stande befinden, als wire er auf einen anderen Korper von seiner
eigenen Linge gestossen; er wird sich daher nach dem Stosse als
ein starrer Korper bewegen. Der andere dagegen wird ausser einer
Bewegung seines Trigheitsmittelpunktes, die sich aus dem Princip
berechnen lisst, dass scine ganze Bewegungsgrosse sich um enen
Betrag #ndern muss (§ 267), der genau gleich der vom ersteren
Korper gewonnenen oder verlorenen Bewegungsgrésse ist, auch noch
eine vibrirende Bewegung haben, deren ganze kinctische und poten-
zielle Energie dem alshald zu berechnenden Ausfall an Energie in
den Bewegungen der Triagheitsmittelpunkte gleichkommt. Der Ein-
fachheit wegen wollen wir voraussetzen, der lingere Kiorper befinde
sich vor dem Zusammenstoss in Ruhe. Dann wird der kiirzere Eor-
per, nachdem er mit ihm zusammengestossen, in Ruhe zurick-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(Gesetze und Priucipien der Dynamik. 239

beiben; dies ist offenbar das Resultat, das man im Falle ¢ = 1 aus
¢en vorhergehenden Formeln (§ 300) erhilt, wenn man sie auf den
Jusammenstoss eines Korpers mit einem vorher in Ruhe befindlichen
Korper von gleicher Masse anwendet. Der lingere Korper wird
sch mit derselben Bewegungsgrésse fortbewegen, die der andere
vwor dem Stosse batte; die Geschwindigkeit seines Trigheitsmittel-
punktes und die kinetische Energie dieser Bewegung werden daher
im Verhéltniss der kleineren Masse zur grosseren Masse kleiner sein,
als die Geschwindigkeit des Trigheitsmittclpunktes und die kineti-
she Energie des anderen Kérpers waren. Er wird auch eine sehr
snsehnliche vibrirende Bewegung haben, welche, wenn seine Liinge
nelr als das Doppelte der Linge des anderen Korpers ist, aus einer
Welle besteht, dis durch seine Linge hin und her liuft und zur
Felge hat, dass die Bewegung seiner Endpunkte und thatsiichlich
swch aller iibrigen Punkte ruckweise, nicht continuirlich erfolgt.
Die vollstindige Untersuchung dieser Umstinde ist zwar sehr ein-
fich; wir miissen sie aber verschieben, bis wir uns mit den Wel-
ln und der Kinetik fester elastischer Kdrper speciell beschiiftigen
werden. Fir jetzt geniigt es zu bemerken, dass die Bewegungen
der Trigheitsmittelpunkte beider Korper nach dem Stosse, von wel-
ther Beschaffenheit sie auch vorher gewesen sein mdgen, durch die

vorhergehenden Kormeln gegeben werden, wenn man darin fiir e
!

M . . . .
den Werth 573 setzt, wo M’ und M beziehungsweise die kleinere

md die grossere Masse bezeichnen.

303. Die mathematische Theorie der Vibrationen fester elasti-
scher Kugeln ist noch nicht ausgearbeitet worden, und ihre Anwen-
lung auf den Fall der durch einen Stoss erzeugten Vibrationen bie-
tet betrichtliche Schwierigkeiten dar. Die angestellten Fxperimente
machen es aber gewiss, dass nach dem Zusammenstoss zweier glei-
then Kugeln von Glas oder Elfenbein nur ein kleiner Theil der
ganzen kinetischen Energie der friiheren Bewegungen in Form von
Vibrationen zuriickbleiben kann. Dies beweist z. B. die tigliche
Erfahrung, dass eine derselben nahezu bewegungslos liegen bleibt,
nachdem sie auf die vorber ruhende andere Kugel gestossen ist;
denn da die Geschwindigkeit ihres gemeinschaftlichen Trigheits-
uittelpunktes durch den Stoss nothwendig keine Aenderung erleidet,
w muss die zweite Kugel eine Geschwindigkeit annehmen, welche
anndhernd gleich derjenigen ist, die dic erstere Kugel vor ihrem Zu-
spmentreffen mit der zweiten besass. Wir miissen aber erwarten,
dass, wenn aus dersclbon Substanz bestehende ungleiche Kugeln zu-
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sammenstossen, ein verhillnissmissig schr betrichtlicher Theil der
kinetischen Ynergie ihrer vorherigen Bewegungen sich in Folge des
Stosses in Vibrationen umsclzen wird. Dasselbe wird der Regel pach
der Fall sein, wenn gleiche oder ungleiche Massen, die aus ver-
schiedenen Substanzen bestehen, auf cinander stossen, obschon diese
Wirkung fir cin bosondercs Verhiltniss ihrer Durchmesser, das von
ihren Dichtigkeiten und clastischen Eigenschaften abhiingt, ein Mi-
nimum und mdglicherweise nicht viel grésser sein wird, als sie ist,
wenn die Substanzen bcider Kugeln die némlichen und die Durch
messer gleich sind. .

306. Wir brauchen wohl kaum zu bemerken, dass in vielen
Fallen ein sehr grosser Theil der kinctischen Energie des Stosses
zur Erzeugung von Vibrationen verwandt wird. Das ist z. B. der
Fall, wenn die Zunge eincer Glocke auf die Glocke, oder wenn der
Hammer ciner Wanduhr auf dic Glocke (in den amerikanischen
Uhren anf eine Spiralfeder) schligt, wenn Pianofortehimmer gegen
die Saiten stossen, wenn eine Trommel mit einem passenden Werk-
zeug geschlagen wird, u. s. w.

307. Moment eines Stosses in Beziehung auf eine Axe. —
Das Moment ecines Stosses in Bezichung auf eine belichige Axe
wird aus der Richtungslinie und der Grosse des Stosses in dersclben
Weise hergeleitet, wie man das Moment einer Geschwindigkeit oder
einer Kraft aus der Richtungslinie und Grisse der Geschwindigkeit
oder der Kraft bestimmt, §§ 235, 236. Wenn ein Korper gestossen
wird, so ist die Aenderung des Moments seiner Bewegungsgrosse in
Beziehung auf irgend eine Axe glgich dem Moment des Stosses in
Beziehung auf diese Axe. Aber, ohne das Maass des Stosses zu be-
trachten, schen wir (§ 267), dass, wie in jedem Falle einer Wechsel-
wirkung, so auch hier das Momenl in Beziehung auf irgend eine
Axe von derjenigen Bewegungsgrisse, welche ein Korper beim Zu-
sammentreffen mit einem zweiten verloren hat, glelch dem Moment
der von diesem zwelten Korper gewonnenen Bewegungsgrisse ist.

‘Wir wollen diese Betrachtung auf das ballistische Pendel (§ 298)
anwenden: — Die Bewegungslinie der Kugel beimn Anprall kann eine
ganz beliebige sein; wirksam ist aber nur die in einer zur Axe senkrech-
ten Ebene genommene Componente. Wir setzen daher der Einfaclbeit
wegen voraus, die Bewegung finde in einer zur Axe senkrechten Rich-
tung statt, dic jedoch nicht horizontal zu sein braucht. Es sei m die
Masse der Kugel, # ihre Geschwindigkeit und p der Abstand ihrer Be
wegungslinie von der Axe. Ferner sei M die- Masse des Pendels und
der eingedrungenen Kugel und & der Gyrationsradius dieser Masse. Ist
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donn w die Winkelgeschwindigkeit des Pendels zur Zeit, wo der SBtoss
teendet ist, so hat man

moep = Mkw,
woraug sich die Lidsung der Frage leicht entnehmen lisst.

Denn die kinetische Energie hat sich (§ 241) nach dem Stosse in ihr
Sequivalent, potentielle Xnergie, verwandelt, wenn das Pendel die Lage
«iner grossten Abweichung erreicht. Diese sei durch den Winkel 4 ge-
when; dann ist der Trigheitsmittelpunkt zur Hohe A (1 — cos 9) erhoben,
venu B sein Abstand von der Axe ist. Ms ist also

m2vip?
J— — 1 22 — 1
Mgh(l — cos9) = Yy MEw? = 1 "1,
oler
. muvp
2SSy T MEVgh'

ein Ausdruck fir die Sehne des Ausschlagswinkels. In der Praxis wird
tie Sehne des Winkels & vermittels eines leichten Bandes oder einer Schnur
zmessen, dic man an einen Punkt des Pendels befestigt und mit goeringer
Beioung durch eine Klemme gleiten lédsst, welche der Ruhelage dieses
Purktes moglichst nahe angebracht ist: '

J08. Die von einem Stosse geleistete Arbeit. — Die von
mem Stosse geleistete Arbeit ist in Allgemeinen das Product
lss Stosses 1n die halbe Summe der nach der Richtung des Stosses
gnommenen Componenten der anfinglichen und der Endgeschwin-
figkelt des Angriffspunktes. In dem Ialle eines directen Stosses,
we wir thn in § 300 behandelten, ist die anfingliche kinetische
Energie des Korpers 1/; M V?, die kinetische Epergie nach Beendi-
aug des Stosses 1)y M U2, folglich der durch den Stoss erzelte
Gewinn .

Yo M(U* — V3),.
der, was dasselbe ist,
MU — V) Yy (U+ V)

Lid aber (§ 205) M (U — V) gleich, der Grisse des Stosses, der
wy fir diesen speciellen Fall also bewiesen. Man ersieht leicht,
w dieser Satz auf die a.]]gememsten Fille ausgedehnt wer-
& kann.

)

Es bezeichne s+ die Grosse des bis zut Zeit- 7z, und I die Grosse des
vzur Beendigung des Stosses, die zur Zeit 7' crfolgt gegebenen Impul-
% (. h es sei
F ds
= der I = /Pdl und P — iz

Thomson w Tait, theoretische Physxk. 16
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Welches nun auch die Bedingungen sind, denen der gestossene Xorper
unterworfen ist, die Aenderung der Geschwindigkeit in dem gestossenen
Punkte ist in jedem Augenblick der Grdsse des bis dahin gegebenen Im-
pulses proportional, so dass wir, wenn I eine von den Massen und den
die Freiheit der Bewegung beschriankenden Bedingungen abhingige Con-
stante ist, und wenn &, v, ¥ beziehungsweise die in der Richtung des
Stosses genommenen Componenten der anfianglichen, der zur Zeit 7 statt-
findenden und der ¥ndgeschwindigkeit des gestossenen Punktes bezeichnen,

v=U b o, V= Ut o

haben. Man erhilt also fiir die Grosse der Arbeit, welche die Kraft P
wihrend der Zeiteinheit in dem Augenblick 7 leisten wiirde,

Py = PU + ‘9—)};,

und fiir die von P verrichtete Gesammtarbeit, die wir mit W bezeich-
nen wollen,

7 e
W= a/(pU+ %)dr

1
, 1 4 12
:b1+§ﬁb/'d‘:UI+l/2ﬁ

= U+ YV, I(V - U)=1.Y% (U4 ¥)

309. Es verdient bemerkt zu werden, dass, wenn man einen
Korper mehreren Stissen unterwirft, die Gesammtwirkung nicht da-
von abhidngt, ob man die Stiésse nach einander oder gleichzeitig er
folgen lisst (vorausgesetzt dass die ganze Zeit, welche die Stosse
ausfillen, unendlich kurz ist), wenngleich die von jedem einzelnen
Stosse geleistete Arbeit im Allgemeinen von der Reihenfolge abhin-
gig ist, in der man die Stésse ausfithrt. Die Gesammtarbeit ist die
Summe der Producte, die man erhilt, wenn man jeden Stoss mit
der halben Summe der nach der Richtung desselben genommenen
Componenten der anfinglichen und der Endgeschwindigkeit des ge-
stossenen Punktes multiplicirt.,

310. Gleichungen der impulsiven Bewegung. — Die Wi
kang irgendwelcher gegebenen Impulse, die ein starrer Kérper oder
ein System irgendwie mit einander verbundener materieller Punkte
oder starrer Korper erhilt, lédsst sich sehr leicht mit Hilfe des
D’Alembert’schen Princips ermitteln, nach welchem die gegebe
nen Impulse und die gegen die Erzeugung einer Bewegung ins
Leben gerufenen Gegenwirkungen, deren Betriige durch die erzeug-
ten Bewegungsgrossen gemessen werden, im Gleichgewicht stehen
80 dass man mit ihnen mathematisch operirer und die Gleichungen
des Gleichgewichts eines Systems auf sie anwenden kann.
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Es seien Py, @, R, die Componenten des dem ersten matericllen
Punkte m, gegebenen Tmpulses und #;, ¥;, 4, die Componenten der von
diesemn  Punkte augenblicklich angenommenen Geschwindigkeit. Dann
missen Kriftecomponenten, die gleich (P — my #y), (@ — 4 %),
sind, das Systemn ins Gleichgewicht bringen, und wir erhalten da-
her (§ 290)

B Z{P—mz)dz 1—(Q—m_y)d‘y+(R — mz)de} = 0,

wo da,dyy, ... die Componenten irgend einer unter den Bedingungen
des Systeris moglichen unendlich kleinen Verschiebung der materiellen
Punkte bezeichnen. Da aber unendlich kleine mdgliche Verschiebungen
einfach den in demselben Richtungen moglichen Geschwindigkeiten pro-
portional sind, so kinnen wir statt (a) auch dic folgende, auf dasselbe
hinauslaufende Gleichung nebmen: —

(b) S{P—mde + (g — mg)y + (B — mz)w) =0, i,
in welcher w;, #,, 20, irgendwelche mogliche Geschwindigkeitscomponenten

des ersten matericllen Punktes bezcichnen, u. s. w. .
Einen besonderen Fall dieser Gleichung erhdlt man natiirlich, wenn

man %, v, ... gleich den wirklich erlangten Geschwindigkeiten 4, #,. . -
voraussetzt. Wird dann jedes Glied der Gleichung halbirt, u. s. w., so folpt
9 hEA € Ry A BB =T,

wo T die Fnergle du- erzeugten Bcwegung bczemhnet Dies stimmt’ m1t
§ 308 iibercin. ‘

3l11. Euler eutdeckte, dass, wenn ein ruhender starrer Kor-
per einen Impuls erhilt, die demselben ertheilte kinetische Ewner-
glo eine Maximum- oder Minimum-Bedingung erfiillt. Lagrange™)
dehnte diesen Satz auf ein System von Korpern aus, die durch belie-
bige unverinderliche kinematische Beziehungen verbunden sind und
irgendwelche Impulse erhalten. Delaunay fand, dass sie wirklich
immer eln Maximum ist, wenn die Impulse gegeben sind, und
wenn verschiedene unter den Bedingungen des Systems
mégliche und das Gesetz der Energie [§ 308, oder § 310 (c.)]
erfillende Bewegungen betrachtet werden. Weiter zeigte
Bertrand, dass die wirklich erhaltene Xmnergie nicht bloss ein
Maximum ist, sondern die Energie jeder anderen diesen Bedingun-
gen geniigenden Bewegung iibertrifft, und dass die Grosse des
Ueberschusses gleich der Energie der Bewegung ist, welche mit
ewer vou beiden Bewegungen verbunden werden inuss, um die an-

dere zn erzeugen.

Fs seien 4%, 9,,... die Geschwindigkcitscomponenten irgend einer
fer Gleichung (c) geniigenden Bewegung; diese Gleichung geht dann
uber in

I REPE 4 Q + B = T =, Em@ + g + 29

¥) Mécanique Analytique, 29% partie, 3™® section; § 87.
16*
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Wird nun 2 — &' = w;, § — %' = v, 1. 5. W. angenommen, s
haben wir
(e) T— T =Y Em{2% — w)u + -}

= Zm(Zu+ yv + Fw) — Vo ITm (ut 4 o2 ),
Nach (b) ist aber
ZEm(iu + yo + dw) = Z(Pu -+ Qv + Ru),
und nach (c) und (d)
2Z(Pu+ Qv+ Rw) =27 — 2 17
folglich liefert (e)
(0 T— 1 =YIm(2 § ot | w,

und das ist Bertrand’s Resultat.

312. Wenn ein Gefiss von irgend einer Gestalt, das mit einer
in Ruhe befindlichen unzusammendriickbaren Flissigkeit ganz ge-
fiillt ist, plotzlich in Bewegung gesetzt wird oder plotzlich in irgend
einer Weise eine Forminderung erfihrt, wobel nur die Bedingung
erfillt sein muss, dass sein Volumen unversndert bleibe, so ist die
Energie der dadurch in der Flissigkeitsmasse erzeugten Bewegung
kleiner, als dic Energie jeder anderen Bewcgung, die sis
bei derselben Bewegung ihrer Umgrenzungsflichen haben
kann. Die Betrachtung dieses Satzes, der, so viel uns bekannt ist,
zum ersten Male im Cambridge and Dublin Mathematical
Journal [Fcbr. 1849] verbffentlicht wurde, hat uns zu der unten
bewiosenen allgomeinen Minimum-Eigenschaft der Bewegung ge-
fihrt, die in irgend cinem Systeme dadurch ecrzeugt wird, dass
irgendwelchen seiner Theile plotzlich beliebig gegebene Ge-
schwindigkeiten ertheilt werden.

313. Impulsive Bewegung, bezogen suf allgemeine Coor-
dinaten. — Die oben (§ 204) erliuterte Methode der allgemeinen
Coordinaten ist in ihrer Anwendung auf die Dynamik eines Systems
vom grissten Nutzen, sowohl wenn es sich darum handelt, irgend
einen besonderen Fall, in welchem es eine beliebige endliche Anzahl
von Fretheitsgraden giebt, auszudriicken und mit allen seinen De-
tails auszuarbeiten, als anch um allgemeine Principien zn beweisen,
die sogar auf Fille anwendbar sind, in denen umnendlich viele
Grade von Freiheit vorhanden sein konnen, wie in der im voriger
Paragraphen besprochenen Fliissigkeitsmasse. , Diese Methode fihrt
uns dazu, die Sitze tiber das Maass der Tragheit und die Zerlegung
und Zusammensetzung von Kriften, Impulsen und Bewegungsgrassen
zn verallgemeinern nach dynamischen Principien, welche den in
§ 204 dargelegten kinematischen Principien entsprechen, die uns
die allgemeinen Geschwindigkeitscomponenten lieferten. Ausserdem
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werden wir spiter schen, dass die allgemeinen Gleichungen der con-
tinuirlichen Bewegung nicht nur fir die Lésung von Aufgaben sehr
zweckmissig, sondern auch #dusserst lehrreich sind in Riicksicht
auf die Natur der Beziehungen zwischen den Bewegungen der ver-
schiedenen Theile eines Systems, seien diese Beziehungen auch noch
so verwickelt. Vorliufig werden wir nur die allgemeinen Aus-
dricke fir die durch einen Impuls erzeugte Bewegung betrachten.
Wir haben oben (§ 308) gesehen, dass bei Anwendung eines gewdhn-
lichen rechtwinkligen Coordinatensystems die kinetische Energle,
welche eln in Ruhe befindliches gegebenes System in Folge beliebiger
ihm ertheilter Impulse erhdlt, gleich der halben Summe aller Iro-
ducte ist, die entstehen, wenn man die Componente jeder Kraft mit
der entsprechenden Componente der Geschwindigkeit ihres Angriffs-
punktes multiplicirt. Genau derselbe Ausspruch bleibt fiir das gll-
gemeine Coordinatensystem giiltig und geniigt, wenn er nach der ge-
troffenen Uebereinkunft gefasst wird, zur Definition der allgemeinen
Componenten des Impulses, wihrend diejenigen der Geschwindigkeit
nach kinematischen Principien (§ 204) festgestellt sind. Die all-
gemeinen Componenten der Bewegungsgrosse irgend einer bestimmt
angegebenen Bewegung sind natirlich gleich den allgemeinen Com-
ponenten des Impulses, durch welchen diese Bewegung vom Zu-
stande der Ruhe aus hiitte erzeugt werden kdnnen.

(2.) Zu irgend einer Zeit seien v, ¢, %, ... die allgemeinen Coordinaten
eines materiellen Systems, und 1;3, @,3, ... die entsprechenden aligemeinen
Geschwindigkeitscomponenten desselben, d. h. y d, (};dt, $dt w s w.
selen die Grossen, um welche ¥, @, 4 u. 5. w. wihrend des unendlich klei-
nen Zeittheilchens d¢ bei jhrer wirklichen Bewegung zunchmen. Bezeich-
nen Zy,%;,#; die gewohnlichen rechtwinkligen Coordinaten eines materiellen
Punktes des Systems und &, %,4; die Geschwindigkeitscomponentcn dieses
Panktes, so haben wir .

. dzx; - da, -
[“‘1:T1;w+ﬁ¢+u-s-w-
1) [?)1:%%1;}+—dd—?{;¢+u.s.w.
1. 8. W. . 8. wW.

Die kinetische Energie, ausgedriickt durch die rechtwinkligen Coordi-
naten, ist Zl,m (22 + y2 + 2%). Sie wird daher, wenn wir sie durch
die allgemeinen Coordinaten ausdriicken, eine homogene Function zweiten

Grades von 1, @, u. s. w., so dass, wenn wir sie mit T bezeichnen,

0 T=Y%{w?+ (.9 ¢? + o F 29 e 4 )

ist, wo (W, W), (@, @), (i, ®), u. 8. w. verschiedene Functionen der Coordi-
naten bezeichnen, die nach den Bedingungen des Systems zu bestimmen
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siud.. Die einzige .Bedingung, welche diese Coefficienten imm Wesent-
lichen érfiillen, ist die, dass sie fir alle Werthe der Verinderlichen ein
endliches positives 1’ liefern miissen.

(b} Weiter mégen (X, Y7, Z;), (Xo, Y3, %5), u. s. w. Kriftecompo-
nenten bezeichnen, welche beziehungsweise auf die materiellen Punkte
(%4, ¥1, @), (Tgs Yor &), u. 8. w. wirken, und es seicn (Fzy, Ty, da), uw s w
die Componenten einer beliebigen unendlich kleinen Bewegung, dic statt-
finden kann, ohne dass die Bedingungen des Systems verletzt werden.
Die Arbeit, welche jene Kriifte auf das in dieser Weise verschobene System
aufgewendet haben, ist

(3) S(XJdx - Yoy L ZJ2).
Dicse Grosse driicken wir mittels der Formeln
! d‘xlszl 4:+drlr)‘(p+usw
(4) ld‘yI:dyld‘p+dy1d‘(p+usw
) u. s. w. u. 8. w,
durch die allgemeinen Coordinaten aus und erhalten . \
(5) - . oy + Pdg - u s ow,
wo )
. dx dy
g5 — X =
2 ( ay Y +2Z d 1,!
(6) & = ( dz ay daz
= = qu)+yd¢+ Zd

u. 8. w. U 8. w.

ist. Die Grossen ¥, < u, s. w. sind offenbar die allgemeinen Compo-
nenten der auf das S8ystem wirkenden Kraft.

- ys . . - .
. Es seien _Iv %, u. s. w. die nach demselben Princip verallgemeinerten
Impulscomponenten, d. h. es sei

T T
¥ fuwar, T = [wdtu s w,
0 0
wo W <, ... die allgemeinen Componenten der continuirlichen Kraft be

zeichnen, die in irgend einem Augenblick des unendlich kleinen Zeit-
raumes 7 wirkt, innerhalb welches der Btoss beendet wird.

Wenn dieser Impuls einem Systeme ertheilt wird, das sich schon zu-
vor in der oben angegebenen Weise in Bewegung befand, und wemn
J\}.J, d @, ... die sich ergebenden Zunahmen der Geschwindigkeitscompo-
nenten bezeichnen, so sind die Mittel der Werthe, welche die Geschwindig-
keitscomponenten vor und nach dem Stossc haben,

L4 + l/zd‘l/’y 4 + 7/2‘3‘%---,
und nach dem oben dargelegten allgemeinen Princip zur Berechnung der
durch einen Impuls geleisteten Arbeit ist die in diesem Ialle verrichtete
Gesammtarbeit

ip(‘#‘ + I/zd\‘;’) -+ (.I’(é + Y, 6‘97) + uosow
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Um unndthige Verwicklungen zu vermeiden, wollen wir jede der Grissen

¢, d'qz, u. 8. w. als unendlich klein vorausseizen. Der vorstehende Aus-
druck fiir die geleistete Arbeit wird dann

Py + Pp + s ow,
wd da die Wirkung dieser Arbeit darin besteht, die kinetische Energie
von T bis T+ d T zunehmen zu lassen, so muss
CTr= ¥y + Py 4 uw s w
win. Hs seien pun die Impulse von der Beschaffenheit, dass sie |/J auf

v+ 1) anwachsen und die iibrigen Ge%hwmdwkeltscomponenben un-
verdndert lassen. Wir haben dann

d
,P_}_‘Pw +uaw:—afd‘1/;

Dividiren wir beide Glieder durch d 1,!; und beriicksichtigen, dass ﬂ
d

eine lineare Function von ¥, ¢, u s. w. ist, so erkennen wir, dass
I .o
-, ==, u. s. w. beziehungsweise gleich den Coefficienten von v, g,..,

(c) Hieraus ist weiter ersichtlich, dass die Componenten des Im-

pulses, welcher erforderlich ist, um die Geschwindigkeitscomponente 1/;
von der Ruhe aus zu erzeugen, oder um sie in dem sich mit einer belie-
tigen moglichen Geschwindigkeit bewegenden System hervorzubringen,
folgende sind: — .

(¢, ¥) lrL! (v, ®) ll;! (v, 9) 1/;! u. s. w.
Wir schliessen daraus, dass, um die ganze resultirende Geschwindigkeit

(i, (p,) von der Ruhelage aus zu erzeugen, ein Impuls erfordert wird,
dessen Componenten & 7,8, . . . sich folgendermaassen ausdriicken lassen: —

=wPe+ @V + Sy F 4.
n=( o) v+ (%m)q%—(l‘h w)?—l-
t=wHv+@HNe + NS+ -

u. 8. w.;
dabel ist zu beachten, dass (@, ) dasselbe wie (¥, ¢) bedeutet, u. s. w.,
wie aus dem anfinglichen Ausdruck fiir 7" hervorgeht, aus welchem diese

Grossen abgeleitet sind. Die vorstehenden Ausdriicke sind die nach den
Geschwindigkeiten genommenen Differentialquotienten von T, d. h. es ist

ar ar arT

8) = —, 7 = —, = —,

dy d g dg
(d) Da die zweiten Glieder dieser Gleichungen lineare Functionen
von 1#, qJ, ... sind, so kdnnen wir mittels des gewOhnlichen Eliminations-
verfahrens 1}1, q'j, ... durch & %, ... ausdriicken, und die so erhaltenen Aus-
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driacke sind natirlich lineare Functionen der letztgenannten Elemente,

Da ausserdem 1" eine quadratmche Function von 1,{;, @, u. 8. w. ist, so
haben wir

) 2T =ty F gt th 4o
Unter der Voraussetzung, dass T, 1};, ;i, ... durch &7, ... ausgedrickt seien,
folgt hierauus durch Differentiation
arT dv
2gr = W Egy T

Nun zeigt das algebraische Verfahren, durch welches 1,!;, y:, u. 8. w. durch

‘d; d§+

&7, u. s. w. ausgedrickt werden, dass, wie der Cocfficient von q) in dem
Ausdruck (7) fir & gleich dem Coefficienten von ¥ in dem Ausdruck fir
7, u.s. w. ist, so auch der Coefficient von 7 in dem Ausdruck fir ¥ gleich

dem Coefficienten von & in dem Ausdruck fiir (p gein muss, U. 5. W,
d. h. es ist

dy de dv _d$H
dy ~ d&' dt — dE
Der vorhergehende Ausdruck geht danach iiber in

ar _ v d 1/' d l,h
20T =iy e Y O

und daher ist

, U 8. w,

_*_...:Qlj.’

IJ‘, . d T
T dE
(10) ;= 2T
u. s W
Dicse Ausdriicke 18sen die Aufgabe: — Die Geschwindigkeit zu ermitteln,

welche ein gegebener Impuls (£, 7,...) erzeugt, wenn die kinetische Ener-
gie T als eine quadratische Function der Componenten des Impulses ge
geben ist.

(e.) Wenn wir die Bewegung einfach, ohne Riicksicht auf den Impuls
betrachten, der erfordert wird, sie entweder aus der Ruhe zu erzeugen,
oder sie aufzuheben, so sind die Grossen E,ﬂ,..‘. offenbar als die nach
dem System der allgemeinen Coordinaten genommenen Componenten der
Bewegungsgrisse anzusehen.

{f) Wir geben noch die folgende nittzliche algeblals(he Relation: —

(11) Eflvb + mlp + C)‘q + s owo= EW‘ 77‘]’1 + C‘(}/ + s oWy
darin haken & 7, V', @, u. s. w. dieselbe Bedeutung wie vorher, wihrend
&,1, 8, w8 w. die Impulscomponenten bezeichnen, welche irgend wel-

c¢hen anderen Werthen v, q},, 9, u. s. w. der Geschwindigkeitscomponenten
entsprechen. Um diese Relation zu beweisen, hat man 7u beachten, das

jedes Glied eine symmetrische Function von 1;: w” (p, g),, . . w. wird,
wenn man darin &, #,, u. 8. w. durch ihre Werthe in 1}1,, ¢, . 8 w oud
£ 7, u. 8. w. durch ihre Werthe in 1, @, u. 5. w. ersetet,
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314. Ein in Ruhe gegebenes matericlles System irgendwelcher
Art, welches einem Impulse von eiper beliebig gegebenen Richiung
und einer beliebig gégebenen' Grosse unterworfen wird, bewegt sich
s0, dass es den grossten Betrag kinetischer Energie annimmt, wel-
chen dieser bestimmte Impuls liefern kanun.

Es scien &7, ... die Componenten des gegebenen Impulses und ¥, ...
die durch die obigen Gleichungen (10} bestimmten Componenten der durch
den Tmpuls wirklich erzengten Bewegung. Wir wollen nun voraussetzen,
das Bystem werde vermittels einer bloss die Richtung beeinflussenden Ein-
schrinkung dazu gebracht, unter der Einwirkung des gegebenen Impulses
von der Ruhielage aus eine von der wirklichen verschiedene Bewegung
(llv,, @,, ...) anzupnehmen, und es sei §,7,... der Impuls, welcher allein,
nach Beseitigung der Einschriinkung, die Bewegung (1,’),, (il, ...) erzeugen
wirde. Wir werden filr diesen Fall, wie oben,

T, ="%Ev, + é; + -
haben. & — &, %, — 7, ... sind aber die Componenten des Impulses, wel-
chen das System in Folge der Einschrinkung erfihrt, die unserer Voraus-
setzung pach eingefithrt ist. Wenn sich das System so bewegt, wie es
durch diese Einschrinkung gerichtet wird, so kinnen jene Componenten
in Beziehung auf dasselbe weder Arbeit leisten, noch verbrauchen, d. h.
es ist .
W E—=9dhtm— et G~ 08+ usw =0
folglich L A .
2T, =8¢, 4+ 99, +18 4+ w s w
Daraus ergiebt sich
Q(T— T() = E(w - ’/’l) + 71(93 - V’l) + u s w.
=E &0 —v)+ 00— — 9)+ ws w
+ E(y — ‘Pn) + 7 (p — 97/) +ous ow
Nach (11) ist aber
=) + o (e—g) +ousw = E—E)Y + =) g+ wsow,
md jedes Glied dieser Gleichung verschwindet, wie aus (12) ersichtlich
ist, so dass wir
W el — T)=(E—=&@ —d)+ (1 —n{e — o)+ s w
ethalten, d. h. 7' {ibertrifft 7', um den Betrag der kinetischen Energie,
welche durch einen dem Systeme einfach ertheilten Impuls (8 — &,
n—1, L — L,...) erzeugt werden wiirde. Dieser Ueberschuss ist natiir-

lich positiv. Das erbaltene Resultat kann auch folgendermaassen aus-
gesprochen. werden: —

315. Wenn das System gendthigt wird, unter dem Finfluss
tines gogebenen Impulses irgend eine von der natiirlichen Bewegung

v, QJ,) verschiedene Bewegung (d.),, 9'0,, ...) anzunehmen, so wird
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es weniger kinetische Energie erhalten, als wenn es die natiirliche
Bewegung vollfihite, und zwar ist die Differenz gleich der kineti-

schen Energie der Bewegung (1{1 —_ 'd.iﬂ (p — !p,,)

Zusatz: — Wenn eine Reihe materieller Punkte unabhingg
von einander Impulse erhalten, deren jeder der Grosse nach gegeben
ist, so wird mohr kinetische Energie erzeugt, wenn jeder Punkt sich
vollig unabhingig von den iibrigen frei bewegen kann, als wenn
die Punkte in irgend einer Weise mit einander verbunden sind
Der Usberschuss der kinetischen Energie im ersteren Yalle iber die
des zweiten Falles ist gleich der Grosse der kinetischen Energle der
Bewegung, welche, mit der Bewegung eines der beiden Fille geo-
metrisch zusammengesetzt, die Bewegung des anderen Falles lie-
fern wirde. ’

Probleme, deren Data Impulse und Geschwindigkeiten ent-
halten. — (a.) Bisher haben wir vorausgesetzt, es sei entweder die Bewe-
gung vollstindig gegeben, und man solle die Impulse bestimmen, die zu ihrer
Erzeugung erfordert werden; oder es seien die Impulse gegeben, und man
solle die durch dieselben hervorgebrachten Bewegungen bestimmen. Zu
einer nicht minder wichtigen Klasse von Problemen gelangt man durch
die Voraussetzung, es seien so viele lineare Bedingungsgleichungen zwi-
schen den Impulsen und den Bewegungscomponenten gegeben, als das
System Grade von Freiheit (oder unabhingige Coordinaten) in seiner Be
wegung besitzt. Diese Gleichungen und ebenso viele weitere, die uns die
Formeln (8) oder die Aquivalenten Formeln (10) liefern, geniigen fir die
vollstindige Losung der Aufgabe, die Impulse und die Bewegung zu e
stimmen.

(b.) Ein sehr wichtiger Fall dieser Klasse bietet sich dar, wenn zwi-
schen den Geschwindigkeiten allein eine Anzahl linearer Gleichungen mit
constanten Gliedern bestehen und man voraussetzt, die Impulse selen so
gerichtet und von solcher verhiltnissmissigen Grosse, dass sie auf alle
Geschwindigkeiten, die einer anderen vorgeschriebenen Reihe von linearen
Gleichungen ohne constante Glieder geniigen, keine Wirkung ausiiben
Die Gesammtzahl der Gleichungen ist natiirlich gleich der Anzall der un-
abhidngigen Coordinaten des Systems. Wir haben nicht un6thig, die Gle-
chungen fir die Losung dieses Problems niederzuschreiben, da sie anf der
Hand liegen; doch ist die folgende Reduction von Nutzen, indem sie den
einfachsten Beweis der auten angegebeunen Miuimum-Eigenschaft liefert.

(c) Die zwischen den Geschwindigkeiten bestehenden pgegsbenen
Gleichungen konnen auf eine Reihe von Gleichungen redueirt werden,
die mit Ausnahme einer einzigen ein constantes Glied enthaltenden ho-
mogen sind. Jene homogenen Gleichungen verringern die Anzall der
Freiheitsgrade, und wir kdnnen die Coordinaten so transformiren, das
die Anzahl der unabhingigen Coordinaten demngemiiss vermindert werde
Weiter kinnen wir die neuen Coordinaten so wihlen, dass die lineare
Function der Geschwindigkeiten in der einen Gleichung mit dem con-
stanten Gliede eine der neuen Geschwindigkeitscomponenten sei, und das
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die livearen Functionen der Geschwindigkeiten, welche mit den hinsicht-
lich der Impulse vorgeschriebenen Bedingungen in Gleichungen verbunden
escheinen, die iibrigen Geschwindigkeitscomponenten seien. Auf diese
Weise wird der Impuls die Bedingung erfiillen, dass er keine Arbeit fur
irgend eine Geschwindigkeitscomponente leistet, die von der einen gegebe-
pen verschieden ist, und das allgemeine Problem: —-

316, FEs ist ein beliebiges in Ruhe befindliches materielles
Srstem gegeben. Irgendwelche Theile desselben werden plétzlich
nit belieblg gegebenen Geschwindigkeiten, die nach den Bedin-
guagen des Systems moglich sind, in Bewegung gesetzt, und die
tbrigen Theile nur durch ihren Zusammenhang mit den bewegten
beeinflusst. Man soll die Bewegung bestimmen

pimmt die folgende sehr einfache Form an: — Auf ein materielles
Yystem wirkl ein Impuls, der fiir die angewandten allgemeinen Coordi-
mten als eine einzelne Componente erscheint und von soleher Grosse ist,
dass er eine gegebene Geschwindigkeitscomponente von der entsprechen-
den Bewegungsform erzeugt. Man soll die Bewegung bestimmen.

Die Tiosung der Aufgabe folgt natiirlich ans den Gleichungen

13) Yy=A4, 7=0 [ =0, us W,

wvelcle die speciellen Bedingungsgleichungen des Bystems sind, und aus
den allgemeinen kinetischen Gleichungen (7) oder (10). Wir wihlen die
uzteren und bezeichnen mit [&, £), [&, 7], u. s w. die Coefficienten von
1,88y, u. 8. w. in 7T dann ist das Resultat

P S 1] DR G LT

[&,&] {€, ¢l [£.5]
Dieses Resultat besitzt die merkwirdige Eigenschaft, dass die kine-
wche Energie der dadurch ausgedriickten Bewegung kleiner als diejenige
der anderen Bewogung: ist, welche die in Betreff der Geschwindigkeit
wrgeschriebens Bedingung erfiillt. Denn wenn &, n,,f, u. s. w. die zur

16) A, u s w

HBervorbringung irgend eincr anderen Bewegung lil,, @, ¥4, u 8. w. erfor-
derlichen Tmpulse und 7', die entsprechende kinetische Energie bezeichnen,
© baben wir nach (9)

22—1/ - §I¢:1 + 7“"721 + Cné, + u, 5. w.
Yach (11) Ist aber ) ’
Ed 4ttt s wo=ti,
amach (15) 7 = 0, £ == 0, u. 5. w. ist. Wir erhalten somit
2Tl = E‘f;‘l + EJ(U"/ _" li’) + ﬂt(¢l - ’7)) + El(‘é‘l — 3) +
Y mdge auch dieser zweite Bewegungsfall (ll",, (i),, ...} die vorgeschrie-
bene Geschwindigkeitsbedingnng 1/:, — A erfiilllen. Dann wird

EM—m+mM—@+g@~$+q=@—BM—w
e~ G =0 — 9+
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sein, da t[r, — Y ==0, =0, [ = 0,... ist. Bezcichnet also T die
kinetische Xnpergie der dnrch den Impuls (§, — & 4, — 5,...) von der
Ruhe aus erzeugten Bewegung, so haben wir

(17) 9T, — 27T + 2%.

% ist aber seimer Natur nach positiv, und daher ist T,, die kiuetische
Euergie irgend einer Bewegung, welche zwar der vorgeschriebenen Ge
schwindigkeitsbedingung geniigt, aber von der wirklichen Bewegung ah
weicht, grosser als die kinetische Energie I' der wirklichen Bewegung
Die Grosse der Differenz, T, wird durch die Gleichung

(18] 21:7),(‘77:—99)4“5;(91—9)4—

gegeben. Mit anderen Worten:

317, Die Losung des Problems ist folgende: — Die von dem
System wirklich eingeschlagene Bewegung ist diejenige, welche
weniger kinetische Energie als irgend eine andere den vorgeschrie
benen Geschwindigkeitsbedingungen gentigende Bewegung besitat.
Der Ueberschuss der kinetischen Xnergie jeder anderen solchen Be-
wegung Uber die Energle der wirklichen Bewegung ist gleich der
Energio der Bewegung, welcho durch die alleinige Wirkung des
jenigen Impulses entstehen wiirde, der im Verein mit dem die wirk-
liche Bewegung ecrzcugenden Impulse dicse andere vorausgesetste
Bewegung hervorbringen wiirde.

In der Behandlung von Aufgaben wird der Gebrauch des besonderen
Coordinatensystems, welches die Anwendung der Ldsung (16) erforderli h
macht, sich nur sehr selten als zweckmiissig erweisen. Die jetzt bewie
sene Minimum-Eigenschaft liefert aber in allen Fiillen “eine leichte Losung,
selbst in solchen Fillen, welche, wie die nachstehenden Beispiele (2) und
(3), eine unendliche Anzahl von Freiheitsgraden enthalten.

Beispiel (1). — Eine glatte Ebene, welche gezwungen ist, sich mt
einer gegebenen Normalgeschwindigkeit ¢ zu bewegen, komme mit einem
in Ruhe befindlichen freien starren Korper in Berithrung. Man soll die
Bewegung bestimnmen, die sie hervorbringt. Die Geschwindigkeitsbedin-
gung ist hier die, dass die Bewegung aus zwel ganz beliebigen Bewe
gungen zusammengesetzt sein soll, von denen die eine dem gestossenen
Punkte des Korpers eine zur stossenden Ebene senkrechte ganz bestimmte
Geschwindigkeit ¢ ertheilt, wiihrend die andere demselben Punkte eine
ganz beliebige dieser Kbene parallele Geschwindigkeit liefert. Um diese
Bedingung auszudriicken, seien %, v,w die rechtwinkligen linearen Ge
schwindigkeitscomponenten des Schwerpunktes und o, g, ¢ die Winkel-
geschwindigkeitscomponenten um Axen, welche durch den Schwerpunkt
gehen und den Coordinatenaxcn parallel sind. Bezeichuen dann z.y:
die Coordinaten des gestossenen Punktes in Beziehung auf diese durh
den Schwerpunkt gehenden Axen und I, m,# die Richtungscosinus der an
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lie stossende Ebene gelegten Normalen, so lisst sich die vorgeschriebene
feschwindigkeitsbedingung in folgender ¥orm schreiben: —

) tez—onl+ 4oz — wim + (w+ wy—pz)n = — g

7ir haben vor ¢ das negative Zeichen gesetzt, da die Bewegung der
ossenden. Ebene, wenn jede der Grossen I, m, m positiv ist, schrig (wenn
nicht direct) gegen den Schwerpunkt hin erfolgen soll. Setzen wir jetzt
voraus, die durch den Schwerpunkt gehenden rechtwinkligen Axen seien
die Hauptaxen des Korpers und bezeichnen die Trigheitsmomente in Be-

pehung auf dieselben mit MfZ, M g2 Mh2, so ist
B T =M o b owl b flef b oged + M),

wd dieser Ausdruck muss unter Bezugnahme auf die Bedingungs-
ceichung (a) 2u einem Minimum gemacht werden. Nach der gewohn-
ichen Methode der unbestimmten Multiplicatoren folgt
Mut al=0, Mv+aim =0, Mw 4+ An = 0
) (Mffw + Amy — mz) =0, Myg2¢ + A(lz — nx) =0,
Mhie + A(mx — ly) = 0.
lede dieser sechs Gleichungen liefert den Werth einer der sechs un-
kkannten Grossen ®, », w, w, g, 6, ausgedriickt durch 4 und die gegebenen
Grossen. Werden die so erhaltenen Werthe in (a) eingesetzt, so erhalten
wir eine Gleichung zur Bestimmung von 4, und die Lisung der Aufgabe
i beendet. Die drei ersten Gleichungen (c) zeigen, dass die als ein un-
bstimmter Multiplicator eingetretene Grosse 4 als das Maass der Grisse
s Impulses interpretirt werden muss.

Beispiel (2). — Jedem Ende einer bisgsamen unausdehnbaren
%hour, die einen beliebigen krummlinigen Bogen bildet, wird durch
dnen Stoss eine gegebene Geschwindigkeit in einer gegebenen Richtung
stheilt. Man soll die anfingliche Bewegung der ganzen Schnur be-
stimmen.

Es seien x, y, 2z die Coordinaten eines beliebigen Punktes P der
Shour und =z, 4, Z die Componenlen der gesuchten anfinglichen Ge-
whwindigkeit desselven. TFerner sei s die Linge vom einen Ende der
Shnur bis zum Punkte P.

Wenn die Schnur ausdchnbar wire, so wiirde

dr dz -, dy dy dz dé

ds ds T ds ds T ds ds
die fiir die L#ngeneinheit genommene Grosse der Ausdehnung sein, die
se in Folge der Bewegung #,%,2 im Punkte P in der Zeiteinheit er-
fabren wiirde. Nun ist aber die Schnur der Voraussetzung nach unaus-
dehmbar, folglich

3

dr da ydy+dzdz__0

ds ds +da ds as

¥it Riicksicht auf diese Gleichung, welche die kinematische Bedingung
des Systems ist, und anf die Bedingungen

r—=u - a = u
y=—= v wenn 8 = 0 ist, ¢ — o'} wenn s = [ ist,
é:w é:w’
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wo [ die Linge der Bchnur und (u, ¢, w), (%', ', w') die Componenten der
den beiden Enden ertheilten gegebenen Geschwindigkeiten bezeichnen, soll
man &, %, 7 in jedem Punkte so bestimmen, dass
) 1
(b) _ / You (@ + g2+ &) ds
: 0

ein Minimum wird; darin bezeichnet g die fur die T.dngeneinheit genom-
mene Masse der Schnur im Punkte P (die Schnur braucht nicht gleich-
formig zu sein), und es ist natiirlich ’

(e) ds = (da? + dy? + dz2)"
Multiplicirt man (2) mit einem wunbestimmten Faetor A und verfilrt
wejter nach der bekannten Regel der Variationsrechnung, 80 erhilt man

z
J ” d?:drfx dyddy | dedd&\) 4. _
Jleostaos soa a2y + g8 =

worin x,y, 2z als bekannte Functionen von s angesehen werden konnen,
welche letztere Grisse zweckmissig zur unabbingig Verdnderlichen ge-
nommen wird. Wenn man den Theil des ersten Gliedes, welcher A ent-
hilt, partiell integrirt und die Grenzbedingungen -heachtet, so erhiilt man
nach dem-gewohnlichen Verfahren die Gleichungen

() ”i.:dis(}' ) ”y~ds( ) ‘uzﬁrds< )’

welche diec Losung darstellen. Diese drei Gleichungen geniigen zur Be-
stimmung der vier unbekannten Grossen 4,9, und 4. Wird mittels der-
selben 4, 9, & ans (a) eliminirt, so folgt

1

d
dx d } 1 (dx d? 7, da
0 — —— & — — 2= 7 (i
ds {d.s ds( >+ + ‘u{ds dsg(hds)+ ]
Setzen wir jetzt der Einfachheit wegen voraus, s sei die unabhiingig
Verinderliche, und fihren die hier angedeutete Differentiation mit Riick-
sicht auf die Relationen
dz? dx d?x
g too=h gy b =0

dxdsx d? x

e ()

und anf den in § 9 gegebenen Ausdruck fiir dem Kriimmungsradius g
aus, so erhalten wir

" d(i)dl A

(e) wast t Tds ds  ued

Die Bedeutung der Formel (e) liegt auf der Hand. Sie zeigt, dass 2 die
impulsive S8pannung der Schnur im Punkte P ist, und dass die Geschwin-
digkeit, welche dieser Punkt augenblicklich annimmti, die Resultante von
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i—%% und —%; ist, von denen der erstere Ausdruck die tangentiale, der
weite die nach dem Krimmungsmittelpunkt zu gerichtete Componente
it Die Differentialgleichung (e) zeigt daher das Gesetz der Fortleitung
der augenblicklichen Spannung durch die Schnur hindurch und beweist,
dass dieselbe lediglich von der Dichtigkeit der Schnur in jedem Theile
wd von ijhrer Kriiommung von Punkt zu Punkt, aber durchaus nicht von
der Krimmungsebene ihrer anfinglichen Form abhingt. So z B. wird
e lings einer Schrdubenlinie dieselbe sein, wie lings eines Kreises von
derselben. Krtimmung.

Riicksichtlich der Erfullung der sechs Grenzgleichungen tritt eine
fchwierigkeit ein, insofern &, 4, ¢ durch (d), ohne dass neue willkiirliche
Constanten eingefiihrt wiirden, unmittelbar als Functionen von A aus-
pedriickt werden, welche Grisse, als die Losung einer Differentialgleichung
meiter Ordnung, nur zwei willkiirliche Constanten enthiilt. Es erklirt
sich dies dadurch, dass in jedem Puukte der Schunur in jedem Augenblicke
dne beliebige Geschwindigkeit in irgend einer zur Tangente senkrechten
RBichtung erzcugt werden kann, ohue dass der Zustand der Schnur, selbst
in wendlich nahe gelegenen Punkten, auch nur dic geringste Aenderung
atite. Dies leuchtet ohne Bewels ein; tnan kann es aber analytisch da-
dueh beweisen, dass man die kinematische Gleichung (a) in folgender
Weise transformirt. Ms sei f die tangentiale, g die nach dem Kriimmungs-
niitelpunkt zu gerichtete und p die zur osculatorischen Ebene senkrechte
Geschwindigkeitscomponente.  Bei Benutzung der elementaren Formeln
fir die Richtungscosinus dieser Tinien (§ 9) und mit Ricksicht darauf,
dass jetzt 5 die unabhiingig Verdnderliche ist, erhalten wir

. .dx pd?x eldzd?y — dydle) .

vl R T ds? Py =S
Werden diese Werthe in (a) eingesetzt, so folgt nach einigen Reductionen
n ‘ af _ a

_ . ds — o’

dne Form der kinematischen Gleichung einer biegsamen Linie, die uns
spiter von grossem Nutzen sein wird.

Wir schen somit, dass, wenn die tangentialen Lompouehten der den
Endpunkten ertheilten Geschwindigkeiten irgendwelche vorgeschriebenen
Werthe haben, wir den Enden ausserdemn beliebige zu den Tangenteu
saukrechte Geschwindigkeiten geben komnen, ohmne die von irgend einem
Theil dor Schnur angenommenc Bewegung zu &dndern. Hieraus leuchtet
auch ein, dass die Richtungen der Impulse an den Endpunkten nothwen-
fig sangential sind, oder mit anderen Worten, dass ein gegen die Tan-
gute an einem Endpunkte geneigter lmpuls eine unendliche Quer-
pehwindigkeit erzeugen witrde.

Um jetzt die Bedingungen fiir die Enden auszudriicken, seien &' und
Fdie als bekaunt vorausgesetzien tangentialen Geschwindigkeiten, die
in denselben erzeugt werden, Fiir jeden Punkt P ist, wie wir oben ge.
when haben, '

1) f=

2y
>~

l

8
@

RS
“l,
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folglich

ﬁ%:F,Wenns::Oist,
() 1 da

; i F’, wenn s = [ ist,

und diese Gleichungen geniigen zur Bestimmung der Integrationsconstan-
ten von (d).

Wenn statt der Geschwindigkeiten die tangentialen Impulse I, I' ge-
geben sind, die den Endpunkten ertheilt werden miissen, um die Bewe-
gung zu erzeugen, so haben wir

(0 A= I, wenn § — 0 ist,
1
A =TI wenn 8 = [ ist.
Es kann auch einer der beiden Endpunkte frei sein; fiir diesen haben
wir dann A — 0 und fir den zweiten Endpunkt irgend eine in Betreff

des erthejlten Impulses oder der erzeugten Geschwindigkeit vorgeschrie-
bene Bedingung.

Die Losung dieser Aufgabe ist insofern schr intercssant, als sie zeigt,
wie schnell die Fortleitung des Impulses mit der ,Richtungsinderung*
lings der Schnur nachlidsst. . Der Teser wird sich dies ohne grosse
Schwierigkeit erliutern, dadurch dass er es fur den Fall einer Schnur,
die entweder gleichformig oder von solcher Beschaffenheit ist, dass

al
‘ud—‘g einen constanten Werth hat, und die in der Form eines Kreises
oder einer-Schraubenlinie gegeben ist, detaillirt ausarbeitet. Die Resultate
haben merkwiirdige und dynamisch hochst interessante Beziehungen zu
den Bewegungen einer Peitschenschmitze und des beim Harpuniren eines
Wallfisches benutzten Taues.

Beispiel (3). — Es sel eine in Ruhe befindliche Masse einer nicht
zusammendriickbaren Fliissigkeit gegeben, welche ein geschlossenes Gefiss
von irgend einer Gestalt ganz austfillt. Kerner sollen dadurch, dass man
plétzlich . die Gestalt des Geftisses zu dndern beginnt, in der Flissigkeit
an allen Punkten ihrer Umgrenzungsfiiche plétzlich beliebig vorgeschrie-
bene Normalgeschwindigkeiten erzeugt werden, wobei jedoch das Vulumen
unverindert bleiben muss. Man soll die augenblickliche Geschwindigkeit
irgend eines inneren Punktes der Fliissigkeit bestimmmen.

Es seien «, y, # die Coordinaten eines Punktes P des von der Flissig-
keit eingenommenen Raumes und #%, v, w die Componenten der Geschwin-
digkeit, welche das in P liegende Flissigkeitstheilchen erhalten hat. Ist

dann g die Dichtigkeit der Fliissigkeit, und bezeichnet ./../'f eine sich

durch den ganzen von der Fliissigkeit eingenommenen Raum erstreckende
Integration, so haben wir

(3) T=[[["hew+ * + wdedyde,

welches Integral, unter Beriicksichtigung der kinematischen Bedingung (§ 198)
du do dw

(b) iz T Iy + =0
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wd der gegebenen Oberflichenwerthe der normalen Geschwindigkeits-
wmponente zn einem Minimum gemacht werden muss. Das Verfahren
der Variationsrechnung liefert

(c) /ff{g wdu + vdv + wdw)
+ ;'(ddtfmu + ddd; + d(;f'w

Durch partiells Integration erhalten wir aber

VIV PR s L
://A(Judydz + dodedr + dwdxdy)

_/ff(a"u + dv dy+d‘wd—,'>dxdydz

wd wenn I, m, n die Richtungscosinus der Normalen in irgend einem
Punkte der Oberfliche, d S ein Element der Oberfliche und f / eine

sich iiber die ganze Oberflicha erstreckende Integration bezeichnen, so ist
ffz (dudydz + dvdede + dwdzdy)
= ffi.(ld‘u + mdv + ndw)dS = o,

da die normale Geschwindigkeitscomponente gegeben ist, was Idu 4+ mdo
4+ ndw = 0 erfordert. Mit Riicksicht auf dies Resultat ergiebt sich aus
(¢} wnd (@) durch Gleichsetzung der Coefficienten von du, dv, dw

) U = — v = a2 w — di

¢ dz' ¢ dy’ 0w =3z
Mittels dieser Formeln kann man #,?,%w aus (b) eliminiren und erhilt
eins Gleichung

1 GGR TR T aEE) =

mr Bestimmung von A, Ist & bestimmt, so ist die Losung der Aufgabe
fer Gleichungen (e) wegen beendet.

Die ausser der kinematischen Gleichung (b) zu erfiillends Bedingung
liaft einfach darauf hinaus, dass ¢ (kdz - v dy -+ wd2) ein vollstin-
diges Differential sei, Wenn die Fliissigkeit homogen, also ¢ constant ist,
o muss udx + vdy + wdz ein vollstindiges Differential sein; mit
snderen Worten; die plotzlich erzeugte Bewegung muss durch die ganze
Hlissigkeit hindurch eine ,rotationslose* [§ 190, (i)] sein. Die Gleichung
mr Bestimmung von 4 wird in diesem Falle

d2i d2i a2a
Y dmtgptaza=

Aus den spiter zu behandelnden Principien der Hydrodynamik wird
hervorgehen, dass die Function A, deren Differential ¢ (udz 4+ vdy - wdz)
i, der impulsive Druck im Punkte {z,y, 2) der Flissigkeit ist. Daraus
kinnen wir schliessen, dass die Losung der Gleichung (f), der noch die
Bedingung hinzugefiiggt wird, dass A4 fiir jeden Punkt einer gewissen ge-

Thomson w Tait, theoretische Physik. 17

}da:dydz:o.

0.
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schlossenen Oberfliche einen gegebenen Werth habe, fiir jeden Punkt
innerhalb dieser Oberfliche moglich ist und ein bestimmtes Resultat lie-
fert. Dies ist genau dasselbe Problem, wie die Bestimmung der perma.
nenten Temperatur in einem beliebigen Punkte inuerhalb eines heterogenen
festen Korpers, dessen Oberfliche bestindig in einer nicht gleichférmigen
Temperatur erhalten wird; es ist dann (ﬁ) die Fourier’sche Gleichung
fiir die gleichformige Wirmeleitung durch einen festen Korper, dessen

Leitungsvermdgen im Punkte (2, ¥, &) gleich —:T ist. Die Moglichkeit und

die Bestimmtheit dieser Aufgabe sind schon oben [Cap. I, Anhang, A, (¢)]
bewiesen, und es ist lehrreich, den friiheren Beweis mit dem gegenwirti-
gen zu vergleichen. Der andere Fall der Oberflichenbedingung — der,
mit welchem wir hier begonnen haben — zeigt, dass die Gleichung (f),

di da di . . .
wenn lﬁ + ’m@ + n - fir jeden Punkt der Oberfliche mach Be-

lieben gegeben ist, gleichfalls fiir den ganzen inneren Raum eine und nur
eine Losung besitzt. Dies kann auch, wie wir in der mathematischen
Theorie der magnetischen Induction sehen werden, aus dem allgemeinen
Theorem (e) des obigen Anhanges 4 gefolgert werden, wenn man voraus-
setzt, ¢ sei fiir jeden Punkt ausserhalb der gegebencn Oberfiiche Null

. . 1
und habe fiir jeden inneren Punkt (2, ¥, 2) den Werth —é—

318. Princip der kleinsten Wirkung. — Maupertuis'
berithmtes Princip der kleinsten Wirkung ist bis jetat mehr als
- eing sonderbare und etwas verwirrende Eigenschaft der Bewegung,
denn als ein niitzlicher Fithrer in kinetischen Forschungen an-
gesehen worden. Wir haben aber die feste Ueberzeugung, das
man demselben eine viel tieferc Bedeutung beilegen wird, nicht nur
in der abstracten Dynamik, sondern auch in der Theoriec mehrerer
Zweige der Physik, die jetzt anfangen, dynamische Erklirungen zn
erhalten. Als eine Erweiterung dieses Princips hat W. R. Hamil-
ton*) seine Methode der variirenden Wirkung entwickelt, die
unzweifelhaft ein sehr schétzbares Hiilfsmittel in spédteren Ver-
allgemeinerungen werden muss.

Die Bedeutung, welche das Wort ,Wirkung* in diesen Ans-
driicken hat, ist ungliicklicherweise ganz von dem verschieden, was
Newton als die Actio Agentis definirt, und unzweifelhaft ist jenes
Wort durchaus nicht so gut gewihlt, wie Newton’s Ausdruck. In-
dem wir es indessen in dem Sinne, wie wir es jetzt allgemein in den
Schriften iiber Dynamik gebraucht finden, beibehalten, so definiren wir
die Wirkung eines in Bewegung befindlichen Systems als
proportional dem Producte der mittleren kinetischen Energie, welche

*} Phil. Trans. 1834 — - 1835
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dss System von irgend einem passend gewiihlten Augenblicke an
besessen hat, in die betrachtete Zeit. Nach der allgemein angenom-
penen Einheit ist die Wirkung eines Systems, dessen kinetische
Fnergie keine Aenderung erlitten hat, das doppelte Product aus der
Fuergle in die in Rede stehende Zeit. Wenn die Energie manch-
mel grosser, manchmal kleiner war, so ist die Wirkung zur Zeit ¢
gleichfalls das Doppelte von dem, was wir das Zeitintegral der
Energie nennen konnen, d. h. sie wird in der Integralrechnung durch

t
2der
4]

bezeichnet, wo I' die kinetische Energio ist, die das System
n irgend cinem Augenblick T des betrachtcten Zeitraums von 0
bis ¢ besitat.

Irgend einer der materiellen Punkte, aus denen das System besteht,
habe die Masse m und zur Zeit 7 die Geschwindigkeit ». Dann ist

1) T = Yy me?,
folglich, wenn 4 die Wirkung zur Zeit ¢ bezeichnet,

¢
9 A:f).‘mv“‘dn
0

Map kann hierfiir einen anderen Ausdruck bilden, indem man mit ds den
Ve bezeichnet, den ein matericller Punkt in der Zeit dt beschreibt. Es
it dann ¥ dv = d§, folglich

3) A= fzmvds,

. 1
oler, wenn die Masse m zu irgend einer Zeit die rechtwinkligen Coordi-
mten &, ¢, 2 hat,

y A:fzwt(a&dm+gdy+£de).

Danach kdnnte man, und viele Schriftsteller haben dies wirklich gethan,
e Wirkung folgendermaassen definiren: —

Die Wirkung eines Systems wird crhalten, wenn man die mitt-
lre Bcwegungsgrdsso, die jeder Punkt des Systems auf seinem
Wege withrend der in Rede stehenden Zeit hat, mit der Linge sei~
18 Weges multiplicirt und alle diese Producte addirt.

319, Das Princip der kleinsten Wirkung ist folgendes: —
Uner sllen den verschiedemen Bewegungsweisen, mittels deren die
Yukte eines conservativen Systems aus einer Configurstion in eine
udere gelangen kénnen, wihrend die Summe der potentiellen und
ler kinetischen Encrgie gleieh einer gegebenon Constanten ist, giebt

17*
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es eine Bewegungsweise, fiir welche die Wirkung ¢in Minimnm ist.
Es ist dies diejenige, auf welcher sich das System von selbst
ohne jede Leitung bewegt, wenn es nur durch cinen Anstoss die ge-
eignoten Geschwindigkeiten erhalten hat.

Es selen &,%,%4 zur Zeit T die Coordinaten eines die Masse m ent-
haltenden Punktes und ¥ die potentielle Energie des Systems in der zu
dieser Zeit vorhandenen besonderen’ Configuration. Das System soll aus
einer gegebenen Configuration in eine andere tibergehen, und dabei sollen
seine Geschwindigkeiten in jedem Augenblick der Bedingung

(5) ZTYym (22 4+ 4% 4~ 2%) + V = I/ = einer Constanten
geniigen, Auf welchem Wege muss Qjeser Uebergang erfolgen, damit 4 oder
fz‘m(:édx 4 gdy + 2d2)

einen moglichst kleinen Werth annchme ?
Nach dem Verfahren der Variationsrechnung findet man, dass #4=2¢
sein muss, wo :

(6) 04 = fzm (#ddz+yddy+-:ddz-4 0ddr 4 dygdy +Jidz)
ist. Wird hierin dz = zd7, dy = yd7v, d? — £d1 genommen und

beachtet, dass

(7 Em(@dd 4 gdg - 645 =d7T
ist, so haben wir
H
(8) JEm@idz + dydy + dids) = [dTd
0

Ferner ergiebt sich durch partielle Integration
SEm@ddz 4 o) = (Fm(@da + ) — [(Tm @z 4 -]
— l/'z‘m(.fi'd‘x + .- dr,

wo [-++] und {-.+} die 'Werthe der eingeschlossenen Grossen zu Anfang

und zu Ende der betrachteten Bewegung bezeichnen und d& = adr, w5 w.

ist, Der obige Ausdruck (6) geht somit iiber in

(9) §A4 = {Zm@dz } ydy + édz)} — [Tm(ada -+ goy | 2d2)
t

+ fdz[d‘T — Im@dx + oy + £d7)).
0

Wir machen darauf aufmerksam, dass dies ein villig allgemeiner, durch
keine Grenz- oder Kkinetischen Bedingungen beschrinkter kinematischer
Ausdruck jst. Im gegenwiirtigen Problem setzen wir nun die anfingliche
und die Endlage als unverdnderlich voraus. Folglich miissen die Varia-
tionen dz, u. s. w. fiir die Grenzwerthe siimmtlich verschwinden, die
Ausdriicke {---}, [---] somit wegfallen. Auch ist im vorliegenden Problem
nach der Gleichung der Energie (5) 6 17'=—= — d V. Um also §d4 =0
zu machen, miissen wir, da die Zwischenwerthe der Variationen dz, u.s %

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Principien der Dynamik. 261

nur den Bedingungen des Systems unterworfen, im Uecbrigen aber ganz
willkittich sind,
(10) Zm(xdz 4 §dy F ide) 4 dV =0

haben, was [§ 293, {4)] die allgemeine Variationsgleichung der Bewegung
eines conservativen Systems ist. Damit ist der Satz bewiesen. Es folgt
daraus auch: —

320. Stationire Wirkung. — Bei jeder ungezwungenen Be-
wegung cines conservativen Systems aus irgend einer bestimmten An-
fangslage in eine beliebige andere Lage ist dic Wirkung zwar nicht
pothwendig ein Minimum, hat aber die Figenschaft, stationdr zu
sein, d. h. ihre Variation verschwindet, was die Bedingung fir das
Vorhandensein eines Minimums, Maximums, oder eines Maximum-
minimums ist.

Dies ldsst sich ohne Benutzung der mathematischen Ausdrucksweise

wohl kaum klar machen. Es selen (@y, 9y, 2), (Zg, ¥y, @), U. 8. Ww. zu
irgend ciner Zeit 7 der wirklichen Bewegung die Coordinaten von Massen-
theilchen my, Mg, u. s. w. des Systems. Ferner seien V die potentielle
Energie des Systems in der zu dieser Zeit = vorhandenen Configuration
umd ¥ der gegebene Werth der Summne der potentiellen und der kineti-
schen Energie. Die Gleichung der Energie ist dann:
M Yalmi@@d+ 92420 +me (2402 +40) + w5 wi+ V=5
Fassen wir irgend einen Theil der Bewegung, z. B. diejenige von der,
Zeit 0 bis zur Zeit £ ins Auge, so erhalten wir fiir die Wirkung wihrend
dieses Intervalles

¢

t
(11) 4= f(E — V)dt = Et —_7'de.
0 Q

Jetzt wollen wir voraussetzen, das System werds auf irgend einem anderen
bei den vorhandenen Bedingungen mdglichen Wege mit irgendwelchen
anderen Geschwindigkeiten aus derselben anfinglichen in dieselbe End-
configuration wie in der gegebenen Bewegung geleitet, und auch bei die-
ser zweiten (gezwungenen) Bewegung sei die Bedingung erfiillt, dass die
kinetische und die potentielle Energie die Summe F haben. Zur Zeit
wihrend dieser willkiirlichen Bewegung -seien (', 2,"), u. s. w. die
Coordinaten, ¥’ die entsprechende potentielle Energie und (oy/,%,’,2,"), w. 8. w.
die Geschwindigkeitscomponenten. Dann bleibt die Gleichung (1) noch
bestehen, wenn allen darin cnthaltenen Buchstauben, mitv alleiniger Aus-
nshme von 2, Accente gegeben werden, und wir erhalten fiir die Wirkung

o
(19) A = Et — fV’dv:,
0

wo ¢/ die Zeit bezeichnet, wiahrend welcher diese zweite gezwungene Be-
wegung vor sich geht. Hs bezeichne nun 4 eine kleine numerische Grosse,
und es seien &, 7y, U 8. w. endliche Linien von der Beschaffenheit, dass
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o' —x 9 —h __ o —a __ x—2
E T 0w b T &
ist. Das ,Princip der stationdren Wirkung* besteht dann darin, dass fir
jede mbgliche Abweichung (§ 4, 9, u. s. w.) von dem natiiclichen
Wege und den zugehorigen Geschwindigkeiten, wenn diese neue Bewegung
nur die Gleichung der Energie erfiillt und das System durch die fest-
gesctzte anfingliche und die gleichfalls festgesetzte Endconfiguration hin

= u 8. W. =

4 —
durchfithrt, der Ausdruck Z—:}—Z fiir ein unendlich kleines & verschwin-

—V o
det, und umgekehrt, dass, wenn —5 zugleich mit ¢ fir jede még-

liche Abweichung dieser Art von einem pewissen durch die Coordinaten
(1, ¥1, 21)» u. 8. w. angegebenen: Wege und gewissen Geschwindigkeiten
verschwindet, dieser Weg und diese Geschwindigkeiten es sind, welche
das System ohne weitere Leitung annimmt, wenn es nur mit passen-
den Geschwindigkeiten von der anfinglichen Configuration aus in Bewe-
gung gesetzt wird.

321. Variirende Wirkung, — Von diesem Princip der
stationiiren Wirkung, das sich, wie wir gesehen haben, auf einen
Vergleich zwischen einer natiirlichen Bewegung und einer beliebigen
anderen Bewegung stiitzt, die willkiirlich geleitet wird und nur dem
Gesetz der Energie, sowie der Bedingung unterworfen ist, das
System aus derselben anfinglichen in dieselbe Endconfiguration wie
die natiirliche Bewegung zu fithren, geht Hamilton zu der Be-
trachtung der Variation der Wirkung in einer natiirlichen oder un-
geleiteten Bewegung des Systems tiber, die entsteht, wenn man die
anfingliche und die Endconfiguration, sowic die Summe der poten-
tiellen und der kinctischen Encrgie variiren lisst. Das Resultat ist
folgendes: — '

\

322, Die Abnahme der Wirkung, genommen f{iir die Einheit
der Zunahme irgend einer der beliebig gewihlten (allgemeinen) Coor-
dinaten (§ 204), welche die anfingliche Configuration ausdriicken, ist
gloich dor entsprechenden (allgemeinen) Componente der Bewegungs-
grosse [§ 313, (c)] der wirklichen Bewegung aus dieser Configuration;
dic Zunahme der Wirkung, gecnommon fiir die Einheit der Zunahme
irgend ciner der dic Endconfiguration bestimmenden belichigen Coor-
dinaten ist gleich der entsprechenden Componente der Bewegungs-
grosse der wirklichen Bewegung gegen diese zweite Configuration
hin; endlich ist die Zunahme der Wirkung, genommen firr die Ein-
heit der Zunahme der constanten Summe der potentiellen und der
kinetischen Energie, gleich der Zeit, welche die Bewegung dauert,
deren Wirkung berechnet wird.
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Dies zn beweisen, miissen wir in unserem friiheren Ausdruck (9) fiir
¢ 4 die auf die beiden dussersten Lagen beziiglichen Coordinaten variiren
lassen; ferner haben wir anzunehmen, aus ¢ T werde d ¥ — &V, wo d I/
wihrend der Bewegung eine Constante ist, und jede Reihe von Wegen
uad Geschwindigkeiten gehore zu einer ungezwuugenen Bewegung des
Systems, unter welcher Voraussetzung die Gleichung (10) gliltig bleibt.
¥s ist daher
(13) 04 = (Zm (¢dz F yJdy 4 2d2)}

— [Zm (&dz + ydy 4+ éd2)] -} tIE.

Wir setzen jetzt erstens voraus, die das System ausmachenden materiellen
Punkte seien sidmmtlich frei von Zwang, so dass (x, 9, 2) fir jeden dieser
Punkte drei unabhiingig Veridnderliche sind, Ausserdem bezeichuen wir
der Deutlichkeit wegen mit (a,',y,%, 2,") und (%, ¥;,#,) die Coordinaten
des Massentheilchens #2; in seiner anfénglichen und sciner Endlage und
mit (1'%, 2,"), (#1, ¥y, #1) die Geschwindigkeitscomponenten dieses Theil.
thens in diesen Punkten. Dann erhalten wir aus dem Vorhergehenden
nach der gewoOhnlichen Bezeichnung der partiellen Differentialquotienten

dA ., dA ., dA4 .,
—d_xl_’:_m‘xl’d—g?:—m‘y“—dzl':—-mlzl’“'s'w'
1A . dA4 . dA .
(14) d—xl = My Iy, d—yl = My th, d—51 = my 3, L s W
dA
wd 7=t

In diesen Gleichungen haben wir vorauszusetzen, A sei als Function der
anfinglichen und der Endcoordinaten ausgedriickt, was im Ganzen sechs
Mal so viele unabhingig Verdnderliche sind, als das System materielle
Punkte enthilt; dazu kommt poch eine weitere Veriinderliche F, die
Summe der potentiellen und der kinetischen Energie.

Wenn die materiellen Punkte, aus denen das System besteht, nicht
frel, sondern in irgend einer Weise mit einander verbunden sind, so dass
sie entweder einen starren Korper oder eine beliebige Anzahl starrer Kor-
per bilden, die frei oder verbunden sind, so kénnten wir das System zwar
immer noch als ein System freier Punkte ansehen, wenn wir ausser den
enwirkenden Krédften auch noch dicjenigen Krafte in Rechnung zogen,
die nothwendig sind, um die Erfiullung der Bedingungen des vorhandenen
Ipammenhanges zu erzwingen. Aber obschon diese Art, mit einem
System in Verbindung stehender materieller Punkte zu verfahren, sehr
einfach ist, soweit es sich bloss um das Gesetz der Energie handelt, so
ind doch Lagrange’s Methoden vorzuziehen, sowohl diejenige ,der
Bedingungsgleichungen®, als auch die fir unsere jetzigen Zwecke weit
passendere Methode ,der aligemeinen Coordinaten®; sie ersparen’ uns nim-
lich sehr mithsclige Interpretationen, wenn die Verschiebungen materieller
Tunkte betrachtet werden sollen, die aus willkiirlichen Variationen in der
Configuration eines Systems herrithren.

Wir wollen demgemiss voraussetzen, fiir irgend eine besondere Con-
figuration (xq, 41, 21), (€9, Y2, &3), - - - gehe der Ausdruck

{‘ml (#ydzy + dy + &dz) -+ wosow

15) gber in Edy + qdp 4- 049 + w s w,
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wenn er durch die allgemeinen Coordinaten ¥, ¢, 3, ... ausgedriickt wird,
deren Anzahl gleich der Anzahl der Freiheitsgrade in der Bewegung des
Systems ist [§ 313, (c)].

‘Wenn man ebenso den Ausdruck fiir die kinetische Energie des Sy-
stems transformirt, so erhalt man offenbar

(18) Vomy (@2 + 92+ 28 +w s w. = Y (P b gt 08 & ws w)

und daher sind &, 4,f, u. 8. w. diejenigen linearen Functionen der al-
gemeinen Geschwindigkeiten, welche wir die ,allgemeinen Componenten
der Bewegungsgrosse® genannt haben, und welche, wenn die kinetische
Energie T als eine homogene Function zweiten Grades der Geschwindig-
keiten ausgedriickt ist (die Coefficienten dieser Funetion sind natiirlich im
Allgemeinen Functionen der Coordinaten ¥, @, &, u. 8. w.), aus 7" durch die
folgenden Formeln hergeleitet werden konnen:

_4ar _dar . _ar

17 E—’ Rl - B} - P
an) dy " dg - a9

L) S A

Werden also wieder accentuirte Buchstaben fiir die anfangliche und nicht
accentuirte Buchstaben fiir die Eundconfigaration des Bystems genommen,
so ist

dA dA d A
av = ¥, iy = 7o = nsw
dA dA a4
(18) d—w_é,ﬂ_q,ﬂ_{,u.s.w.
. . dA
und, wie friiher, 1E = t.

Diese Gleichungen (18), welche die Gleichungen (14) natiirlich als einen
besonderen Fall in sich schliessen, driicken in einer mathematischen Form
das Princip der variirenden Wirkung aus, das wir oben in Worten
angegeben haben.

Die Werthe der Bewegungsgrissen, welche in dieser Weise [(14) und
(18)] durch die Differentialquotienten von A ausgedriickt werden, miissen
natiirlich der Gleichung der Energie gentigen. Fur den Fall freier mate-
rieller Punkte ist daher

1 sd A2 d A2 d A2 ,

(19) Iﬁ dx? + dy? + d.z2> =z =)
1 /d A2 d A? ad A

(20) .Eﬁ T2 + FPL -+ d_z’2> = 2(& — 1{/).

Fiir ein System von materiellen Punkten oder starren Kérpern, die irgend-
wie mit einander verbunden sind, ist im Allgemeinen nach (16) und (18)

. dA -dd . dA

(2]) I,Ua—lz—{'—q)a—w—*- -‘}d——,d—*—u.s.w.:‘z(E—V),
. dA ., d4 . dA .

(22) Vag TPt Yap tuew=28-V)
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¥o ¥,p, u. & w. durch Auflosung der Gleichungen

i)+ (@) + (9 F + s wo=E — %
B Nomd+ @D e+ 398 + s w =g— @;i

u. 8. W. U, 8. w,

A dA

. . d -
s lineare Functionen von d_l,lj' d—qy’ W 8 w., und ebenso ¥, ¢', u. s. w.

durch Auflssung der Gleichungen

(l,'J‘, 1P') ljj’ + (l/"'y ¢l) 9;' + (I,b,, 3’) 19., + U, 8w, = — — C(Z—l;i,
(24) l(wl’ 1[)’) 1;,! + (lpl’ w,) ¢1 + (‘W’r ‘9!) 51 + w s, w, — !]’ — g;%i'
U 8. W, U 8. W.

dA dA .

-o-l—w—;, — d—tp” u. 8. w, ausgedriickt wer-
den konnen. Wir erinnern daran, dass (¥, ¥), (¥, ¢), u. s. w. Functionen
der bestimmenden Flemente ¥, ¢, #, u. 8. W. sind, die nur von der kine-
matischen Natur des Coordinatensystems und keineswegs von dem dyna-
mischen Problem abhingen, das uns jetzt beschiftigt; es sind uimlich
die Coefficienten der halben Quadrate und der Producte der verallgemeiner-
ten Geschwindigkeiten in dem Ausdruck fiir die kinetische Energie irgend
einer Bewegung des Systems; die Funectionen (¢, ¢'), (', ¢'), u. s. w. sind
aus ¢, ¢f, w. s. w. auf genau dieselbe Weise, wie (i, ¢), (¢, ¢), u. 8. w.
aus ¥, @, u. s. w. gebildet, und A ist eine Function aller Elemente
v u 8. w., Y, ¢, u s. w. Danach ist das erste Glied von (21) eine

d adA .
quadratische Function von d_:/i)’ ﬁ’ u. 8. w., deren Coefficienten be-

als lineare Functionen von —

kamute Functionen von Y, ¢, u. 8. w. sind, die nur von den kinematischen
Beziehungen des Systems und von den Massen seiner Theile, aber durch-
aus nicht von den wirklichem Kriften oder Bewegungen abhingen; das
aweite Glied ist eine Fuaunction der Coordinaten vy, g, u. 8. w., die von
den Kriiften in dem dynamischen Problem und von einer Constanten ab-
lingt, welche den gegebenen besonderen Werth der Summe der poten-
ticllen und der kinetischen Energie in der wirklichen Bewegung aus-
driickt. Aehnliches gilt von (22) in Beziehung auf v/, ¢/, u. 5. w.

Es ist bemerkenswerth, dass die eine fiir die Bewegung freier materieller
Pmkte gefundene partielle Differentialgleichung erster Ordnung und zwei-
e Grades (19) oder die ihr #quivalente Gleichung (21) zur Bestimmung
diner Function A geniigt, die so beschaffen ist, dass die Gleichungen (14)
oler (18) die Bewegungsgrossen in einer wirklichen Beweglung des den ge-
gebenen Kriiften unterworfenen Systems ausdriicken. Denn wenn wir zuerst
die Annahme vollkommener Freiheit, der Massenpunkte machen und die Glei-
thung (19) noch unter Hamilton’s Voraussetzung differentiiren, dass A
bloss durch die anfinglichen und die Endcoordinaten und die Summe ¥ der
potentiellen und der kinetischen Energie ausgedriickt ist, so erhalten wir

(LA BA_ a4 @A a4 @Ay av
225 \0z dojdg ' dy dm dy | dz dz dz) a x,
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Nach (14) ist aber

1 dA . 1 dAd .
“—I‘d—'-—'a'pﬁl_"?"‘yh u. 8. w,
folglich
d2A d 2y dazdA dyl d.’rl d24 dz, dz
dwr - "Mdx,’ dz dy, "™ T Ay, dmmde =g = Mz
dazd dag d
idlﬂld?2=m2d‘l' = lm,u. 8. W.

Diese Formeln benutzen wir in der letzten Gleichung; zugleich lassen wir
beiderseits den IFactor 2 weg und schreiben die Glieder fiir zwei mate-
rielle Punkte vollstindig hin, damit der Gebrauch des Zeichens X keine
Verwirrung veranlasse; es ergiebt sich
. day . da . dx . day

25 Ty 5 @,

Cs) (gt g i, Fagt b agt b
—{»—.2'.2dg2 + u. s W)_‘—-ﬂ

dx,

i
,.dy

Wird jetzt das erste Glied mit df multiplicirt, so erhalten wir offenbar
die Aenderung des Werthes von my £;, welche dadurch entsteht, dass
man, immer noch unter Hamilton’s Voraussetzung, die Coordinaten aller
Punkte (d. h. die Configuration des Systems) von den Werthen, die sie in
irgend einem Augenblick haben, zu den Werthen variiren ldsst, die sie
zu einer df spiteren Zeit haben. Das mit dt multiplicirte erste Glied
von {25) ist daher die Acnderung in dem Werthe von my &, die in der
natiirlichen Bewegung von der Zeit , wo die Configuration (2y,,,2,2,,... E)
ist, bis zur Zeit ¢ + d¢ wirklich erfolgt. Dasselbe ist daher gleich my 1, dt,

und folglich geht (25) einfach in m; % = — ad_:' itber, Auf #hnliche
1
Weise finden wir
m"-—ﬂ mz-—-—ﬂm.c-——d—v 5. w
14 = dy,’ LT dz,' "= dxz'u" .

Dies sind aber [§ 203, (4)] die elementaren Differentialgleichungen der
Bewegungen eines conservativen Systems, dus aus freien materiellen Punk-
ten besteht, die wechselseitig auf einander einwirken.

Wenn wir weiter &, %, %1, %y, w. 8. w. als constant ansehen und
genau dasselbe Verfahren in Beziehung auf x,', ', 2/, &, u. s w. an-
stellen, so erhalten wir genau dieselben Gleichungen zwischen den accen-
tuirten Buchstaben; der einzige Unterschied besteht darin, dass — A

. I - av
statt A erscheint. Wir finden schliesslich m; &’ = a5t und folgern
1

daraus, dass, wenn die Gleichung (20) erfillt wird, die durch (14) dar-
gestellte Bewegung eine natiirliche Bewegung durch die Configuration
(', ', 2,", x5, . ..} hindurch ist.

Wenn daher die Gleichungen (19) und (20) beide erfilllt werden, und

wenn wir im Falle z, = =/, y; = %', 2, = 2/, &3 = &/, u. 5. w. auch
dA dA . .

noch —— - == — ——, u. 5. w. haben, so ist die durch (14) dargestellts
dxy dx;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Principien der Dynamik. 267

Bewsgung eine natiirliche Bewegung durch die beiden Configurationen
&yl el xg, .. ) und (21, ¥y, 21, g, .. .) hindurch. Obgleich die Zeichen
in den vorhergehenden Ausdriicken auf Grund der Voraussetzung fest-
gesetzt sind, dass die Bewegung aus der ersteren in die zweite Configu-
mtion erfolgen solle, so kann sie offenbar auch von der zweiten zur
esteren vor sich gehen; denn welcher Weg auch eingeschlagen wird, die
Bewegung im entgegengesetzten Sinne ist nach der allgemeinen Eigen-
whaft eines conscrvativen Systems gleichfalls eine natiirliche Bewe-
gug (§ 271).

Tm dasselbe fiir ein conservatives System zu beweisen, das durch
irgendwie mit einander verbundene materiella Punkte oder starre Korper
gebildet wird, so erhallen wir erstens aus (18)

(Qh‘] ii_?]ﬂfi_f ﬂﬁﬁ w8 W

dy— de’ dy d#’ T 7
wo nach Hamilton’s Princip vorausgesetzt wird, W, g-z, u. s. w. und
E7, w s w. seien durch ¥, ¢, u. s. w., ¥/, ¢/, u. 5. w. und die Summe
der potentiellen und der kinetischen Energie ausgedriickt. Wird unter
éerselben Voraussetzung die Gleichung (21) differentiirt, so folgt

‘ - dE - dy 2 dl
) WW+¢d‘P+3E—1}J+u'S'W'
' dv , dg a4 _ av
+£W ﬂﬂ;+§ﬂ+‘l-5-w-““‘2ﬂ'
Yach (26) und nach den obigen Betrachtungen ist aber
- dE - dy . dl
28) ¢W+¢W+3W+u' s. w.

- d& - d& . d& :
f—t - - F-— . 8. W, =
Vay T Pag T Pgg tusvw =4
w £ die fiir die Einheit der Zeit genommene Aenderung von & bezeichnet,
lie in der wirklichen Bewegung erfolgt,
Weiter haben wir

dy vy dE 3y dy : 4

To = didy Tayap T Ay .
) de dp dE v dn ! ey

dw_—.g—w-}—a—nd—:;’—}—u.s.w.—{»d—l;,

o8 W, WS, W,
weun, wie in Hamilton's System der kanonischen Bewegungsgleichungen,
wrausgesetzt wird, 'l[!, r/.J, u. s. w. seilen als lineare Functionen von
Lo w s. w. ausgedriickt, deren Coefficienten die Veriinderlichen 1,
7,%, u. 8. w. enthalten, und wenn wir uns des Buchstabens 3 bedienen,
un die partielle Differentiation dicser Functionen in Beziehung auf das
rstem der als unabbidngig angesehenen Verdnderlichen & 7,...,¢, @,...
o bezeichnen. Wir wollen die Coefficienten nach dem oben befolgten
Yerfahren mit [y, ], u. s. w. bezeichnen, so dass wir, wenn

W T=Y{ly vl + (ol n? b - 200, ) En + -}

fie Formel fiir die” kinetische Energie ist,
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b= 0% = w1k + Dhaln + [9.91¢ + s w

GO 5 =2 = [t + lndln + 0910+ s w

w S, wW. W S. w.

erhalten, wo [y, ¢] und [¢,¢] patiirlich denselben Werth haben. Es er.
giebt sich dann

Y 3 i
dE = [y}, aF = |20

A dw, ] an, ¢l
Ty = Tay P Tgy rhme s

[ d
c?z(z [W'P]E_“ubw u. s. w.,
folglich aus (29)
L ¢ — ; . dt
du + 7 d'l/l + d + wsow,o= {[Y,¥]E 4+ [g,9]n + u.s.w]haj
+ {9l + le.9ln + w s w) 5—7 Fuwsow dw Wgz

') )
+c[i¢11}fp1 2w s w. +2d[1l

- dE
_“dnﬂL dv»+ +2d¢

und hieraus ersehen wir mit Riicksicht auf (28)

dnp

&+ wosow,

(32)

+ dw—}—us“._—E—}-z

Die Gleichungen (52) und (28) reduciren das erste Glied von (27) auf
: 3T

2§42 é_};; wir erhalten daher durch Division mit 2

v
(33) E_“dv Z ——» und ebenso 7 Jr;;’ —-g%, u. s w.

Die Anzahl dieser Differentialgleichungen ist so gross wie diejenige der
Verdnderlichen ¥, ¢, u. 8. w. Bie geniigen, letztere durch ¢ und eine
zweimal so grosse Anzahl willkiirlicher Constanten auszudriicken. Jeds
Losung des dynamischen Problems geniigt aber, wie wir oben gezeigt
haben, den Gleichungen (21) und (23); sie muss daher auch diesen daraus
hergeleiteten Gleichungen (33) geniigen. Die Gleichungen (33) sind sowit
die Bewegungsgleichungen des auf allgemeine Coordinaten bezogenen
Systems, deren Anzahl gleich derjenigen der Freiheitsgrade ist. BSie sind
die Hamilton’schen expliciten Bewegungsgleichungen, fir welche wir
unten einen directen Beweis geben werden. Ganz wie oben erhellt folg-
lich, dass, wenn (21) und (22) erfiillt sind, (18) eine natiirliche Bewegung
des Systems aus ciner dor beiden Configurationen (¢, ¢, &, .. ),
(¢, ¢/,9,...) in die anderc ausdriickt. Wir erhalten also das folgende
Resultat : —
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323. Charakteristische Funetion. — Die Bestimmung der
Bewegung eines beliebigen conservativen Systems aus elner Con-
figuration in eine andere hingt, wenn die Summe der potentiellen
wd der kinetischen Energie gegeben ist, von der Ermittelung einer
snzigen Function der jene Configurationen bestimmenden Coordi-
mten ab. Diese Fupction wird durch zwei partielle Differential-
gleichungen bestimmt, welche bezichungsweise fiir jede der beiden
(cordinatenreihen quadratisch und von der ersten Ordnung sind,
ud deren entsprechende Glieder einzeln einander gleich werden,
wenn die Werthe der beiden Coordinatenrcthen i{ibereinstimmen.
Die auf diese Weise bestimmte und zur Ansdriickung der Loésung
des kinetischen Problems angewandte Function ist von W. R. Ha-
nilton, dem wir die Methode verdanken, die charakteristische
Function genannt worden. Sie ist, wie wir gesehen haben, der
Ausdruck fir die ,Wirkung“ von einer der Configurationen zur
sederen. Thre Eigenthiimlichkeit in Hamilton’s System besteht
darin, dass sie, wie oben dargelegt wurde, als eine Function der
Coordinaten und einer Constanten, nimlich der ganzen Energie, aus-
gedriickt werden kann. Sie ist offenbar in Beziehung auf beide
Configurationen symmetrisch, indem sie nur ihr Zeichen iindert,
venn deren Coordinaten vertauscht werden.

Charakteristische Gleichung der Bewegung. — Da nicht nur
die vollstindige Losung des Bewcgungsproblems eine Lésung A der
partiellen Differentialgleichung (19) oder (21) liefert, sondern, wie wir
eben [§ 322, (33), u. s. w.] gesehen haben, auch jede Losung dieser Glei-
chung einem wirklichen Problem in Betreff der Bewegung entspricht, so
wird es ein njcht gut zu tibergehender Gegenstand der mathematischen
Analysis, zu untersuchen, welchen Charakter von Vollstindigkeit eine
Losung oder ein Integral der Differentialgleichung haben muss, damit sich
aus ihm ein vollstindiges Integral der dynamischen Gleichungen her-
kiten lasse. Diese Frage scheint zuerst Jacobi aufgestossen zu sein.
Fin ,vollstindiges Integral“ der Differentialgleichung nennt man“
einen Ausdruck

(¢ A=Ay P g 0 f,..)
fir A, welcher der Differentialgleichung geniigt und ebenso viele, sagen
wir 7, unabhiingige willkiirliche Constanten A,, @, 8,... enthilt, als un-

abhiingige Verdnderliche ¥, @, u. 8. w. vorhanden sind. Ein solcher Aus-
druck fithrt, wie Jacobi fand, zu einem vollstiindigen Endintegral der
Bewegungsgleichungen, das folgendermaassen ausgedriickt ist: —

ar g dF
(35) de — dg ¢
wd, wie oben,
Wi 1, dF _, '
) ag=tte -
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darin ist & eine Constante, die von der Wahl des Augenblicks abhingt,
in welchem man die Zeit zu zihlen beginnt; U, %8B, ... sind ¢ — 1 andere
willkiirliche Constanten, so- dass im Ganzen, bei Hinzurechnung von
E a8, ..., sich die richtige Anzahl 2 ¢ willkiirlicher Constanten ergiebt.
Man erkeant dies, wenn man beachtet, dass (35) die Gleichungen des
Taufs {oder, im Falle eines Systems freier materieller Punkte, der Wege)
sind, was auf der Hand liegt. Denn diese Gleichungen liefern

d dr d dF d dF .
TR TR T R i P
(37) _ 4 4daF d dF dr

d
"Savap W tapap Wt asas ittt

u. 8. w. . 8. W.,.

was im Ganzen ¢ — 1 Gleichungen sind, aus denen sich die Verhfltnisse
dvy:dgp:d¥® :--- bestimmen lassen, Hieraus und aus (21) folgt

d d dd
(38) —w:—(p=—':

Y @ 3

[denn (37) sind dieselbeh Gleichungen, wie diejenigen, welche wir erhalten,
wenn wir (21) und (23) der Reihe nach in Bezichung auf e, 8,... diffe
rentiiren; nur enthalten sie dy, d o, d8,... statt ¥, 9,9,...].

Eine villig allgemeine LOsung der partiellen Differentialgleichung,
d. h. ein Aunsdruck fiir 4, welcher jede Function von v, g, #,... enthilt,
die der Gleichung (21) geniigen kann, lisst sich mnatiirlich nach dem ge-
wohnlichen Verfahren aus dem vollstindigen Integrul (34) herleiten. Man
hat aus demselben mittels einer willkiirlichen Gleichung

f(Aﬂvaiﬁr"-) =90

und der ¢ — 1 Gleichungen
aF ar
1 dea dg
T aF T df =

d 4, de ds

wo f eine willkiirliche Function der jetzt von v, ¢, ... abhiingig gemach-
ten, also verdnderlichen 7 Elemente Ay, «, 8, ... bezeichnet, A4, a,8,...
zu eliminiren. Die volle Bedeutung der allgemeinen Lésung von (21)
wird aber in Verbindung mit dem physikalischén Problem besser ver-
standen werden, wenn wir erst zur Hamilton’schen Losung zuriick-
gehen, und uns von dieser zur allgemeinen wenden. Wir wollen daher
erstens annehmen, die Gleichungen (35) des Weges werden fur jede von
zwei Coordinatenreihen , @, &, ... und ¥/, ¢/, &, ... befriedigt. Sie wer-
den 2 (f — 1) Gleichungen liefern, durch welche , damit die angegebenen
Bedingungen erfiillt seien, die 2 (¢ — 1) Constanten e, 8,..., U, 3,... als
Functionen von ¥, p,..., ¥/, ¢',... ausgedriickt werden. Benutzt mau
die auf diese Weise gefundenen Werthe von e, 8,... und bestirnmt 4, so,
dass A fur v = ¢/, p = ¢', u. 8. w. verschwindet, so erhdlt man den
Hamilton’schen Ausdruck fiir 4, nimlich 4 als Funection von ¥, @,...,
v, ¢, ... und E; dieser Ausdruck ist somit einem ,vollstindigen Inte
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gal* der partiellen Differentialgleichung (21) dquivalent. Es seicn jetzt

¥,¢/,... durch eine einzelne willkiirliche (Gleichung
) fi,g',..) =0
verbundsn, und es mdogen mittels dieser Gleichung and der nachstehen-
den (leichungen (40) die Werthe von ¥/, ¢/,... durch v, @,... upd ¥
sisgedriickt werden: —

dA dA dA

dy' _ dg¢ d 9
40) df_df—df—u'sw

v dy av

Wenn man die auf dicse Weise fur o/, ¢/, 9/, u. s. w. gefundencn
Ferthe in den Hamilton’schen Ausdruck fiir A substituirt, so erhilt
pan einen Ansdruck fir A, welcher die allgemeine Losung von (21) ist.
Denn die Gleichungen (40) driicken, wie unmittelbar ersichtlich ist, aus,
sy die Werthe von 4 fiir alle der Gleichung (39) geniligenden Configu-
mtionen gleich sind, d. h. wir haben

a4 1
dy* d
T Y + 9+ -
venn ¢/, ¢, w. 8. w. den Glexchungen (39) und (40) geniigen. Wennu also
¥.¢,... vermittels dieser Gleichungen aus dem Hamilton’schen Aus-

trucke fir 4 eliminirt werden, so wird das vollstindige Hamilton’sche
Differential

wad= () av + (F)de + -+ FHadv + F5av + -

dnfach
4) a4 = )d¢+(d¢)d + -

A
¥ (%}, u. 8. w, die Differentialquotienten in dem Hamilton’schen

Ausdrock  bezeichnen, zum Unterschiede von denjenigen, dic durch
Diferentiation von (34) erhalten werden, und die wir jetzt einfach mit
i4 dA
W dy
8t, sowohl insofern diese Grossen in dem Hamilton’schen Ausdruck
xhon vorhanden waren, als auch durch die Elimination von ¢/, ¢/, u. s. w.
uweh weiter eingefithrt sind, so haben wir

_ qdA
(dlp’d¢ g ),u.s.w.,
ud daher geniigt der neue Ausdruck der partiellen Differentialgleichung
2).. Er ist auch eine vdllig allgemeine Lidsung; das ersehen wir darans,
tas er die Bedingung erfiillt, dass die ,Wirkung® fiir alle einer vbllig
¥ilkirlichen Gleichung (39} gentigenden Configurationen dieselbe ist.

Fir den Fall eines einzelnen freien materiellen Punktes hat (38) die
Bedeutung, dass der Punkt (&',y’,¢') auf einer willkiirlichen Oberfliche
lagt, und (40) sagt aus, dass jede Bewegungslinie diese Oberfliche unter
tchten Winkeln schneidet. Hieraus folgt: —

, u. 8. w. bezeichnen. Da jetzt A eine Function von ¥, @, --

)
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324. Dic allgemeinste mégliche Losung der quadratischen
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, von welcher Ha-
milton zeigte, dass sie durch seine charakieristische Function be-
friedigt wird (wenn eine der beiden Endconfligurationen allein
variirt), dritckt, wenn man sie {iir den Fall eines einzigen freien
materiellen Pauktes interpretirt, die Wirkung bis zu irgend einem
Punkte (#,%,2) von einem Punkte einer gewissen willkiirlich ge-
gebenen Oberfliche aus, von welcher dor materielle Punkt in der
Richtung der Normalen und mit einer solchen Geschwindigkeit fort-
geschlendert worden ist, dass die Summe seiner potentiellen und
seiner kinetischen FKnergie einen gegebenen Werth hat. Mt
anderen Worten, das durch die allgemeinste Loésung jener par-
tiellen Differentialgleichung geldste physikalische Problem ist fol-
gendes: —

Eigenscha}ten der Oberflichen gleicher Wirkung. — Es
mdgen freie materielle Punkte, die keinen Einfluss auf einander
austiben, ans allen Punkten einer gewissen willkiirlich gegebenen
Oberfliche in den Richtungen der Normalen fortgeschleudert wer-
den, jeder mit einer solchen Geschwindigkeit, dass die Summe sei-
ner potentiellen und seiner kinetischen Energie einen gegebenen
Werth hat. Man soll fiar den durch (%,Y,2) gehenden materiellen
Punkt die ,Wirkung" in seinem Lauf von jener Oberfliche bis zu
diesem Punkte (x, 9, £) bestimmen. Die oben .ausgesprochenen
IMamilton’schen Principien zeigen, dass die Oberflichen gleicher
Wirkung die Wege der materiellen Punkte unter rechten Winkeln
schneiden; sie liefern auch die folgenden bemerkenswerthen Eigen-
schafien der Bewegung: —

Wenn man von allen Punkten einer willkiirlichen Oberfliche
aus matericlle Punkte, die keinen Einfluss auf einander ausiiben,
mit geeigneten Geschwindigkeiten in den Richtungen der Normalen
fortschleudert, so licgen diec Punkte, dic sic mit gleichen Wir-
kungen erreichen, auf ciner Oberfliche, welche dioc Wege unter
rechten Winkeln schneidet. Die unendlich kleine Dicke des Ran-
mes zwischen irgend zweien solchen Oberflichen, welche Wirkungen
entsprechen, deren Grossen sich unendlich wenig unterscheiden, ist
der Geschwindigkeit des hindurchgehenden materiellen Punktes nm-
gekehrt proportional, insofern sie gleich der unendlich kleinen Wir-
kungsdifferenz, dividirt durch die ganze Bowegungsgrosse des mate-
ricllen Punktes ist.
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Es seien 4, u,» die Richtungscosinus der Normalen an die durch
(z,7,2) gehende Oberfliche gleicher Wirkung. Dann haben wir

a4
d T
! A= (dA" + TANTG W8 W
dx? dy2 dzz)
. dA . : . . .
Es ist aber a7z —mE w8 oW, und wenn g die Geschwindigkeits-

rsultante bezeichnet,

d A2 d A2 d A*\Ye
t) —
g my =g ¥ 7t 7 )

Daraus folgt

md diese Ausdriicke beweisen den ersteren Satz. Bezeichnet weiter & 4
die unendlich kleine Zunshme der Wirkung vom Punkte (Z,¥y, 2) bis zum
Pukte (z + oz, ¥y + Ty, 2 + &2), so ist

14 =244, 1Ld1 sy + %as

liegt nun der zweite Punkt in eiper unendlich kleinen Entfernung ¢ von
dm ersteren in der Richtung der Normalen an die Oberfliche gleicher
¥irkung, d. h. ist

dx — ek, dy ——=eu, dz = ey,
» geht der vorhergehende Ausdruck mit Riicksicht auf (1) dber in

dA2 dAg d AN\
) A =e(ge t dy? + dz2)

ud hieraus folgt wegen (2)

»

d A4
i) e — —,
mq

vilche Pormel den zweiten Satz aunsdrickt.

325, Beispiele variirender Wirkung, — Wir wollen hier
icht auf die Methoden eingehen, nach denen die ,charakieristische
Twetion® in kinetischeu Problemen bestimmt wird. Aber die That-
ache, dass jeder beliebige Bewegungsfall vermittels einer einzigen
fmction auf die in § 323 dargelegte Weise dargestellt werden
tam, ist an sich schon sehr bemerkenswerth wnd fithrt, geometrisch
verpretirt, zu #usserst. wichtigen und interessanten Eigenschaften
kr Bewegung, die in verschiedenen Zweigen der Physik schitzbare
twwendungen finden. Eine von den Nielen Anwendungen des all-
tueinen Princips, welche Hamilton machte, fihrte ihn zu einer

IThomson w Tuit, theoretische Physik. 18
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allgemeinen Theorie der optischen Instrumente, welche deren Ge-
sammtheit in einen Aunsdruck zusammenfasst*).

Einige der directesten Anwendungen auf die Bewegungen der
als freie Punkte angesehenen Planeten, Cometen, u. s. w. und auf
das berithmte, unter dem Namen ,Problem der drei Kérper® be-
kannte Perturbationsproblem sind von Hamilton (Phil. Trans,
1834 bis 1835) und von Jacobi, Liouville, Bour, Donkin,
Cayley, Boole, u. 5. w. in verschiedenen Abhandlungen eingehend
ausgearbeitet worden. Auch die jetzt aufgegebene, aber immer
noch interessante Emanationstheorie des Lichts liefert eine Menge
gnter Anwendungen. Diese Theorie setzt voraus, das Licht bestehe
aus materiellen Punkten, die keine Wirkung auf einander ausiiben,
aber seitens der Theile der ponderabeln Kérper Molekularkriften
unterworfen sind, welche in wahrnehmbaren Abstinden unwahr-
nehmbar sind und daher keine Abweichung von der gleichfirmigen
geradlinigen Bewegung in einem homogenen Medium verursachen,
ausser wenn der Abstand von der Grenzfliche desselben unendlich
klein ist. Die Gesetze der Reflexion und der einfachen Brechung
ergeben sich in aller Strenge aus dieser Hypothese, die somit fir
die sogenannte geometrische Optik vollig ausreichend ist.

Wir hoffen, bei der Behandlung der Optik zu diesem Gegen-
stande zuriickzukehren und ihn mit hinreichender Ausfithrlichkeit
zu erértern. Fir jetzt begniigen wir uns damit, einen Satz an-
zugeben, welcher die bekannte Regel zur Messung der vergrissern-
den Wirkung eines Mikroskops oder eines Teleskops (Vergleichung
des Durchmessers des Objectivglases mit dem Durchmeser des
Biischels paralleler Strahlen, welche aus dem Ocular austreten,
wenn ein leuchtender Punkt in grosser Entfernung vor das Ob-
jectivglas gesctzt ist) als einen besonderen Fall in sich schliesst.

326. Anwendung auf die Kinetik eines einzelnen mate-
riellen Punktes. — Es werde eine beliebige Anzahl anziehender
oder abstossender Massen, oder vollkommen glatter clastischer Gegen-
stinde im Raume festgelegt. Ferner werden zwei Stationen O und ('
gewihlt, und mit einer festgesetzten Geschwindigkeit ¥ ein Schuss
von O in einer solchen Richtung abgeschossen, dass er durch ' gebt.
Offenbar kann es mehr als einen natiirlichen Weg geben, auf welchen
dies geschchen kann; wenn aber ein solcher Pfad einmal gewihlt ist,
so lidsst sich im Allgemeinen kein anderer finden, der nicht merklich
von dem gewiihlten abwiche, und jede unendlich kleine Abweichungin

*) On the Theory of Systcms of Rays, Trams. R. L A. 1824, 1830, 1802.
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der Linie, in der man von O aus schiesst, wird bewirken, dass die
Kugel nicht mehr O trifft, sondern unendlich nzhe an O vorbei-
geht. Es werde nun nm O als Mittelpunkt mit unendlich kleinem Ra-
dins r ein Kreis beschrieben, in einer zu der Richtung, in der von O
s geschossen wird, senkrechten Ebene.  Von allen Punkten dieses
Kreises mbgen Kugeln abgeschossen werden mit unendlich wenig ver-
shiedener Geschwindigkeit, aber so, dass die Summe der potentiellen
wd der kinetischen Fnergie bei jedem Schusse gleich derjenigen des
won 0 ausgehenden Schusses ist; alle Kugeln sollen ferner der Rich-
ting des letzteren Schusses nahezu parallel, aber gerade so gerichtet
win, dass eine jede genau durch O’ geht. Jenseit 0', in einer unend-
lch kleinen Entfernung &’ von 0, wird eine Scheibe gehalten, so dass
ire Ibene senkrecht zu der Richtung des Schusses 1st, welcher sie
von 0 aus erreicht. Die von dem Umfange des um O beschriebenen
Kreises abgeschossenen Kugeln werden, nachdem sie durch O hin-
turchgegangen sind, die Scheibe in dem Umfange elner #usserst
Hemen Lllipse treffon, eine jede mit einer (matiirlich ihrer Lage
uch dem Gesetz der Energie entsprechenden) Geschwindigkeit,
velche von der Geschwindigkeit V7, mit der sie sémmtlich durch O’
gehen, unendlich wenig verschieden ist. Wird nun wn O’ in einer
Ebene, welche senkrecht auf dem durch ' gehenden Centralweg
feht, ein dem fritheren gleicher Krels beschrieben, und werden
wn den Punkten des Umfanges dieses Kreises Kugeln abgeschossen,
fde mit der erforderlichen Geschwindigkeit und in einer sol-
then, dem Centralweg nahezu parallelen Richtung, dass sie genaun
twch O geht, so werden dicse Kugeln eine jenseit O in der Ent-
fernung 0 = a’; gehaltene Scheibe, auf die sie senkrecht stossen,
lings des Umfangs einer Ellipse treffen, welche der fritheren gleich
it und eine entsprechende Lage hat, und die von den einzelnen
Kugeln getroffenen Punkte werden in der folgenden Weise einander
atsprechen: Ks selen P und P’ Punkte des ersten und des zwei-
tn Kreises, @ und ¢' die Punkte der ersten und der zweiten
$chetbe, welche die von 2P und P ausgehenden Kugeln treffen.
Liegt daun P’ in einer Kbene, welche den durch O’ gehenden Cen-
talweg und die Lage enthilt, die ¢ annehmen wiirde, wenn man
die Ellipse, der dieser Punkt angehirt, durch eine reine Deforma-
tion (§ 183) in einen Kreis' verwandelte, so sind Q und @' anf bei-
den Ellipsen #hnlich gelegen.

Es sei nimlich X O Y “die auf dem Centralweg senkrechte Ebene
dureh O und X' (¥ ¥’ die entsprechende Ebens durch 0'. Fernmer sei

18*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2176 Einleitende Begriffe.

A die ,Wirkung® von O nach 0, und ¢ die Wirkung von einewm in der
Nihe von O gelegenen Punkte P, der in Beziehung auf die ersteren
Coordinatenaxen die Coordinaten x,y,2 hat, bis zu einem in der Nihe von
0’ liegenden Punkte J”, dessen Coordinaten in Beziebung anf das zweite
Axensystem &', ¥', 2/ sind.

Die Function ¢ — 4 verschwindet natiirlich, wenn & = 0, ¥ =0,
=0, ¢ =0, ¥y =0, & = 0 ist. Fir dieselben Coordinatenwerthe

. . . . . dg dp dp dg

miissen auch ihre Differentialquotienten Tz’ B__v_/ und T —d—y; ver-

. deg dy . . . _
schwinden und 47— az beziehungsweise gleich ¥ und ¥V’ sein. Denn
. . . dy deg .. - .
fiir alle Werthe der Coordinaten sind Tn und H die den beiden Richtungen
OX und OY parallelen Geschwindigkeitscomponenten des durch P’ gehenden

d

materiellen Punktes, zur Zeit, wo derselbe aus P austritt, und — E%'

d . e
— a—g; sind die OX', OX' parallelen Componenten der Geschwindigkeit,

welche durch P’ in einer solchen Richtung erfolgt, dass P erreichit wird. Wir
erhalten daher mittels des Taylor’schen {oder Maclaurin’schen) Batzes
g—A=—V2 | Vz
+ UKt 4 (T )y + o (KX)o
M \+e2(XZys o 42X 2y -
+ 2(X, XNxx' + 2(Y,Y)yy 4 2(Z,2")z2'
+2(XY)a2y + 2(X, Z)ee' + --- + 2(Z,Y) 2y + R,

worin (X, X), (X, ¥), u. s. w. Constanten bezeichnen, nimlich die Werthe

>3 | —l 5 ———'l [ d €r sechs
3 . 8. W, W (<] d ech,
der Differentialquotienten y u. 8 1 enn e

Coordinaten ,%,2, 2',y4',2' verschwindet; R bezeichnet den Rest der Reihe,
von den Gliedern zweiten Grades an. Nach Cauchy’s Principien Gber
die Convergenz der Taylor’schen Reihe erhalten wir einen streng rich-
tigen Ausdruck von derselben Form fiir p — A, welcher keinen Rest R
enthilt, wenn wir die Coefficienten (X, X), u. s. w. die Werthe bezeich-
nen lassen, welche die Differentialquotienten annehmen, wenn fiir die
Elemente x, ¥, u. 8. w. gewisse verinderliche Werthe substitnirt werden,
die zwischen 0 und den wirklichen Werthen von x,%, u. s. w. liegen.
Vorausgesetzt also, dass die Differentialquotienten fir unendlich kleine
Werthe der Coordinaten nahezu diesslben sind, wie flir verschwindende
Werthe der Coordinaten, so wird B uncndlich kleiner als die vorher-
gehenden Glieder, wenn jede der Grssen &, ¥, u. s. w. ugendlich klein
jst. Wir konnen folglich, wenn jede der Veriinderlichen #,y,2, 2y,
unendlich klein ist, in dem Ausdruck (1) von g — A4 den Rest R unter-
driicken. Nun wollen wir, wie in dem zu erweisenden Satze, voraussetzen,
z sowohl wie 2’ seicn in aller Strenge gleich Null. Dann erhalten wir

dy

= (XX + (X Ny + (XX | (X1,
j—;’ =Ty | (TEe + (XX (V1)
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Wenn wir in diesen Ausdriicken  — 0 und ¥ == 0 machen, so werden
sedie 0 X und (Y parallelen Geschwindigkeitscomponenten eines durch
0 gehenden, aus P' geworfenen materiellen Punktes. Bezeichnen also

40,0 die Coordinaten dieses Punktes, eine unendlich kleine Zeit, %, nach-

fem er durch O gegangen, so haben wir { = a und
) b= (XX)e + (XYY 3, 1= (LX) + (LX)

Ber sind £ und 4 die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes €', in
wlchem die Scheibe im zweiten Falle getroffen wird, und nach der
Toraussetzung ist

3 2’2 4yt =

Himinirt man aus diesen drei Gleichungen x/,%’, so erhilt man offenbar
e Gleichung einer Xillipse, und die beiden ersteren Gleichungen driicken
tie Beziehung der ,entsprechenden“ Punkte aus. Intsprechende Glei-
dungen mit 2 und ¢ statt @' und y’, mit &, 7’ statt & 7, und mit
- XX), — (X, X)), — (X, Y), — (¥, Y) statt (X, X'}, (X,Y"), (¥,X),
1,Y') driicken den ersteren Fall aus. Daraus ergiebt sich unser Satz,
vie man am leichtesten sieht, wenn man O X und O'X' so wiihlt, dass
oe der Grossen (X, Y¥’) und (Y, X’) Null ist.

327. Anweondung auf die elementare Optik. — Die einleuch-
tndste optische Anwendung dieses bemerkenswerthen Resultates ist
ilgende: Wenn beim Gebrauch irgend eines optischen Apparats das
iuge und das Object ihre Plitze vertauschen, wihrend die Lage des
hstruments dieselbe bleibt, so bleibt auch die vergrissernde Wirkung
wverindert. Man versteht dies leicht in den Fillen, in welchen das
strnment in Beziehung auf eine Axe symmetrisch ist, wie beim ge-
vihnlichen Teleskop, beim Mikroskop, beim Opernglas (Galilii’schen
Teleskop). In auffallendem Gegensatz dazu scheint die allbekannte
Thatsache zu stehen, dass ein Teleskop ,verkleinert“, wenn man das
irkehrte Ende vor das Auge hilt. Diese Thatsache ist allerdings
rchtig, wenn das Teleskop einfach um die Mitte seiner Linge herum-
pdreht wird, withrend Auge und Object ihre Plitze beibehalten.
Wird aber das Teleskop vom Auge fortgeriickt, bis das Ocularglas
lem Objecte nahe gekommen ist, so wird man den sichtbaren Theil
{s Objects ebenso stark vergrissert erblicken, wie wenn das Teleskop
a der gewobhnlichen Weise gehalten wiirde. Man kann dies leicht
ladurch bowahrheiten, dass man aus einer Entfernung von einigen
Blen durch das Objectiv eines Opernglases auf das Auge einer zwei-
‘m Person blickt, welche das Instrament in der gewdhnlichen Weise
wihr Auge hilt. )

Die allgemeinere Anwendung kann in folgender Weise erliutert
veaden: — Es seien die Punkte 0,0 (die Mittelpunkte der in § 326
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beschriebenen beiden Kreise) die optischen Mittelpunkte der Angen
zweler Personen, welche durch irgend eine zwischen ihnen ange-
brachte Reihe von Linsen, Prismen oder durchsichtigen Mitteln
einander ansehen. Wenn ihre Pupillen in Wirklichkeit gleiche
Grossen haben, so werden sie von den beiden Beobachtern als
ihnliche Ellipsen von gleichen scheinbaren Dimensionen gesehen
werden. Hier nehmen die nach der Kmanationstheorie voraus-
gesetzten Lichttheilchen, die von dem Umfange der Pupille eines
Auges fortgeschleudert werden, die Stelle der von dem Umfange
cines Krecises fortgeschleuderten matericllen Punkte ein, und die
Rotina des zweciten Auges ist. fiir die diese Punkte aufnehmends
Scheibe gesetzt, die wir in dom allgemeinen kinetischen Ausspruch
des Satzes benutzt haben. ‘

328. Anwendung auf ein System freier, in Wechselwir-
kung stehender materisller Punkte. — Wenn wir statt eines freien
materiellen Punktes ein conservatives System einer beliebigen Anzahl
freier, in Wechsclwirkung stehender materieller Punkte haben, so lisst
sich derselbe Ausspruch in’ Bezichung auf die anfingliche Lage eines
der Punkte und auf die Endlage eines anderen Punktcs, oder in Be-
ziehung auf die anfinglichen oder auf die Endlagen zweier Punkte
anwenden. Kr dient dazu, zu zeigen, wie der Kinfluss, den eine
unendlich kleine Aenderung in einer dieser Lagen auf die Richtung
des durch die andere Lage hindurchgehenden materiellen Punktes
ausiibt, sich verhilt zu dem durch eine unendlich kleine Aenderung
in der lotzteren Lage hervorgebrachten Einfluss auf die Richtung
des ersteren materiellen Punktes, wenn dicser durch die erstere
Lage hindurchgeht. Es lisst sich natiirlich ein entsprechender Satz
in Ausdriicken allgemeiner Coordinaten geben, der fiir ein System
starrer Korper oder materieller Punkte passt, die auf irgend eine
Weise verbunden sind. Alle solche Ausspriiche sind in dem folgen-
den ganz allgemeinen Satze enthalten: —

Die Zunahme irgend einer einer beliebigen Coordinate ent-
sprechenden Bewegungsgrossecncomponente, genommen fiir die Ein-
heit der Zunahme einer beliebigen anderen Coordinate, ist gleich
der Zunahme der Bewegungsgrdssencomponente, welche der letate-
ren Coordinate entspricht, genommen fiir die KEinheit der Zunahms
der ersteren Coordinate, wenn die beiden gewihlten Coordinaten
einer Configuration des Systems angehéren, oder aber genommen
fiir die Einheit der Abnahme der ersteren Coordinate, wenn eine der
gewihlten Coordinaten der anfinglichen, die andere der Endconfign-
ration des Systems angchort.
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Es seien 1 und y zwei von den Coordinaten, welche das Argument
der Hamilton’schen charakteristischen Function 4 ausmachen, und &, 79
die entsprechenden Bewegungsgrossen. Dann haben wir [§ 322, (18)]

dA a4

Ty =Eh gy =L

wo die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem eine
anfingliche, oder eine Endcoordinate in Rede steht. Daraus folgt

@24 Ay | dy
dpdy ~ Tay = T ay’

es ist also
dt _ dy
dy — dy’
wenn beide Coordinaten einer Confignration angehéren, oder
d& dn
az= " ay’

wenn eine Coordinate der anfinglichen, die andere der Eundconfiguration
angehort, was der zweite Satz ist. Die geometrische Interpretation dieses
8atzes flir den Fall eines freien matericllen-Punktes und zweier Coordi-
maten, welche beide einer Lage, z. B. sciner Endlage angchoren, liefert
bloss den oben (§ 824) mitgetheilten Satz fiir den Fall, dass materielle
Funkte von einem Punkte aus mit gleichen Geschwindigkeiten nach allen
Richtungen hin fortgeschleudert werden; mit anderen Worten, sie Lefert
jenen Satz filr den Fall, dass die in demselben benutzte willkiirliche
Oberfliche sichi auf einen Punkt reducirt. Zur Vervollstindigung der
Reibe der aus § 322 hergeleiteten Variationsgleichungen haben wir noch
di dn
iy =t am
was eine andere bemerkenswerthe Eigenschaft der conservativen Bewe-
guug ausdriickt.

329, Liggrange’s allgemeine Form der Bewegungs-
gleichungen. — Wir haben schon (§ 293) Lagrange’s allgemeine
Form der Bewegungsgleichungen erwihnt und dieselben in der von
Hamilton gegebenen Form [§ 322 (33)] bewiesen. Wir wollen die
allgemeine Form jetzt direct mittheilen und auf einige Beispiele
suwenden.

Wie oben (§ 293) haben wir allgemein als die unbestimmte Be-
wegungspleichung .
(1) L E(X —mE)dz F -] = 0.

Sehen wir jetzt &), #,,2,,... als explicit durch die allgemeinen Coordi-
maten ¢, @, &, ... ausgedrickt an, so. folgt
dx dz '
2 . de —= ——~d —d e
) = godvtgde+
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Die Gleichung (1) geht mit Riicksicht hierauf iiber in

(3) Z[(X—ma( d‘p+ J + . )]_o

und da &y, d @,... vollig unabhingig von einander sind, so ergicht sich

3

(X — mx)zz =0
() (X — m.a';)ﬁ =0

~

Dies sind die bestimmten Bewegungsgleichungen. Ihre Anzahl ist gleich

der Anzahl der unabhingigen Coordinaten y, @, &,..., und wir konnen
aus ihnen 2, ¥,... durch ihre expliciten Awusdricke in ¥, g, & ... el
miniren.

Um die schéne Formel zu beweisen, welche Lagrange sls
das Resultat dieser Elimination gegeben hat, bemerken wir erstens,
dass [§ 313 (b) (6)]

Z(Xc-i—@—{— Y(.l_y_*_)__—_ yr
©) (X—+Y + - ):<b

ist, wo ¥, b, ... die allgemeinen Componenten des Systems der dusseren
Krifte X, Y, ... bezeichunen, und dass folglich, wenn &, 7, ... die allgemei-
nen Componenten der Bewegungsgrisse bezeichnen (da die Transformation
der Componenten der Bewegungsgrossen mittels derselben Formeln wie
die Transformation der Kréftecomponenten ausgeﬁihrt wird)

szzm( +a5E+-)

q}+...)

sein muss, welche Formeln unmittelbar durch § 313, (a) (1) u. (c)(7) be-
wahrheitet werden.
Werden die Formeln (5) in (4) substituirt, so erhilt man

() zm(aj_;wyj—%---):q»

(6)

eine wichtige und bedeutungsvolle Form der bestimmten Bewegungs-
gleichungen, die sich auf folgende Weise auf eine Form bringen ldsst,
welche Lagrange’s Form enthdlt: —
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Durch Differentiation von (6} ergiebt sich

8 (202 4 iy dds . ddy
E?”zm(zdnp+ydw+ + ¢y w+ydtd¢/)+ )
(8)%2118“7

Nun ist [vergleiche (2)]
E= TR 5Eg
@ i=glv+ e + o
wd auf &hnliche Weise ergiebt sich ’
d dx) d sdx

. d sdzxy -
1i(ae) = aoa) v + 75(ae) o +
(19 2dyy_ A dyy o 4 dyye
dt(dnp) - dnp(dm,fz)'p + dq;(dnp)w +
Die zweiten Glieder dieser Gleichungen sind aber, da

i) = 2555w s

itt, nach (9) gleich

di dy
-, 5, W 8 W,
av’ Ty

4 . .
wenn ~— eine unter der Voraussetzung vollzogene Differentiation be-

dy
wichnet, dass 1};, ®, ... Constanten und ¥, @, ... die unabhingig Verdnder-
lichen sind.
Die Formeln (8) gehen somit iiber in

d¥ .dx . dy .d & .dy

d—g_Im(:ban—{_yW+---)+zm(xﬁ+yﬁ+...)
miyén _

;l—t“_u. 8. wW.

Verden diese Werthe in (7) substituirt und wie gewdhnlich
12) VSm@2 4+ g2+ ) =T
gesetzt, so folgt

af _ dT
dt " dp =

13) dn 4T _
dt dwk(’,
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Wenn man endlich in (12) &, %,#,... durch die in (9) gegebenen
Werthe ersetzt, so erhilt man T in Form einer homogenen quadratischen
Function von l,l", qé, ..., deren Coefficienten Functionen von %, ¢,... sind.
Wird diese Function unter der Voraussetzung differentiirt, dass y, g,...
constant und ll.l, @, ... verinderlich sind, so liefert der Vergleich mit (6)

arT £ arl
14 — /& T

Diese Werthe setzen wir in (13} ein und erhalten

Nyoo

d ATy 4T __
di dljj dy

(15) 4 gdry _ar_
di\dg d o

Dies sind Liagrange’s bestimmte Bewegungsgleichungen in der Form,
in welcher er sclhst sie gegeben hat.

Die Form (13) mit (6), welche jetzt zum ersten Male bewiesen wird,
ist in den Fillen von Nutzen, in denen es sich empfiehlt, einige der Coor-
dinaten des Systems zu ignoriren, und ju denen I' die Geschwindigkeits-
componenten enthélt, welehe den ignorirten Coordinaten entsprechen. So
wiirde *) Dbei einem sich durch eine Fliissigkeit bewegenden, mehrfach zu-
sammenhédngenden festen Korper, wenn ohno eigene Rotation der Flissig-
keitstheilchen doch solche ,cyklische“**) Bewegungen in ihr bestehen,
wie der feste Korper sie zulfsst, die kinetische Energie, ausgedrickt in
der von Lagrange vorgeschriebenen guadratischen Form, ihrer Natur
nach die Geschwindigkeitscomponenten enthalten, welche den Coordinaten
der Flissigkeit selbst énisprechen. Nun ist es zweckmissig, die Coordi-
naten der Fliissigkeit in diesem Falle zu ignoriren und das Problem ganz
in Ausdriicken der Coordinaten des festen Korpers zu losen. Dies kann
nicht unmittelbar durch Lagrange’s Form (15) geschehen; es hat aber
keine Bchwierigkeit, wenn man sich an (13) in Verbindung mit (§) hilt.
Wenn andererseits (§ 331 unten) keine cyklische Bewegung der Fliissigkeit
stattfindet, so ist die gesammte kinetische Energie der Flissigkeit und des
festen Korpers eine Function der Coordinaten und der Geschwindigkeits-
componenten des festen Korpers, und Lagrange’s Form lédsst sich obne
‘Weiteres in Anwendung bringen.

Wenn das System conservativ ist and V seine potentielle Energie
bezeichnet, so haben wir nach § 293, (3)

— IV =gy e

*} Proc. R. 8. K., Febr. 1871,
**) ,Cyklisch® st pach W. Thomson’s Definition die Bewegung in einer
Fliissigkeit, wenn in dersclben geschlossene Curven von solcher Art bestehen, dass

das Integral ‘/Iv ds % 0. Darin ist unter v die in Richtung von das genommene

Componente der Geschwindigkeit der Fliissigkeit zu verstehen, und das Integral
iiber die ganze Curve auszudehnen.
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wid die allgemeinen Gleichungen gehen iiber in

d /dT\ _dT __ 4V

(16) dt\ay dy = dy
. 8. W. U 8. W.

Hamilton's Form — Die Bewegungsgleichungen lassen sich
auf eine ein wenig abweichende Form bringen, welche zuerst Hamil-
ton gegeben hat, wund die oft zweckmissig ist. Das geschieht auf
folgende Weise: — Ks seien T,‘l}:, vp, durch die Impulse &, 7, ... aus-
gedriickt, welche erfordert werden, um die Bewegung in irgend
einem Augenblick vun der Ruhe aus zu erzeugen [§ 313, (d)]. I ist
dann eine homogene quadratische Function, und jede der Grossen
lj/, q}, ... ist eine lineare Function dieser Xlemente. Die Coefficien-
ten von 7, 1/:', q;, u. 8. w. sind Functionen von ¢, ¢, .u. 8. w., die
von den kinematischen Bedingungen des Systems, aber nicht von der
besouderen Bewepgung abhiingen. Bezeichnet also, wie in § 322 (29),
3 eina partielle Differentiation in Beziehung auf die als unabhingig

Verinderliche angesehenen Grissen & %,..., ¥, @, ..., so haben wir
[§ 313, (10)]

, s AT - AT

it7) '#_d—f"p_d—r/""’

uwnd wenn d, wie im Vorhergehenden, die partielle Differentiation in Be-
dehung auf das System ¥, ¢, ..., ¥, @, ... bezeichnet, 5o ist [§ 313, (8)]

. ar a7

18 E = —_, = =, ..

18) a0 = -

Die beiden Ausdriicke fiir 7 sind, wie oben (§ 313)

(15) T="Y{wwy+ -+ 20n0) 0+ -}

= Y ([y,y] 8 + - + 2[y, 9lEq + -}

Der zweite muss sich aus dem ersteren dadurch ergeben, dass man fir die

Grossen \/", y';, ... ihre Werthe, in & %,... ausgedriickt, substituirt. Es
ergiebt sich somit,
0T dT 3¢ , dT g
dy dup d¢dq;+dwdw+
ar » AT 33T
arT 2 T g2 T
=ay T ap\! s3g g+ ) a— *Tv
Hieraus schliessen wir
aT arT ?pT aT
(20) W=_W' und ebensoﬁ_—d—&,u. 8. w.

Lagrange's Gleichungen verwandeln sich also in

{21) = Y u 8 w

at T ay
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Das sind dieselben Gleichungen, wie diejenigen, welche wir [§ 322, (33))
aus Hamilton’s partieller Differentialgleichung fiir seine charakteristi-
sche Function und seinen mittels derselben dargestellten Ausdruck der
Bewegung hergeleitet haben.
Wenn wir
o = 2T
W= d'l#l + ql

as

T #,, und dies becrechtigt uns zu dem Aus-

setzen, so folgt

spruch: —

330. Hamilton’s Form der in allgemeinen Coordinaten dar-
gostellten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen driickt Folgen-
des aus: — Um zu verhindern, dass irgend eine der Bewegungs-
grossencomponenten sich #ndere, wird eine cntsprechende Kraft-
componente erfordert, die so gross ist, wie die Aenderung der
kinetischen Energie, genommen fiir die Einheit der Zunahme der ent-
sprechenden Coordinate, bei constant bleibenden Bewegungsgrossen-
componenten; und von welcher Grésse auch die Kraftcomponente
sein mag, ihr Ueberschuss iiber diesen Werth misst die Grésse der
Zunahme der Bewegungsgrissencomponente.

Im Falle eines comservativen Systems nimmt derselbe Aus-
spruch die folgende Form an: — Die Grosse, um welche irgend
eine Bewegungsgréssencomponente in der Einheit der Zeit zunimmt,
ist gleich der fiir die Einheit der Zunahme der entsprechenden
Coordinate genommenen Abnahme, welche die Summe der poten-
tiellen und der kinetischen Energie bei constanten Bewegungs-
grossen erleidet. Dies ist die berithmte ,kanonische Form" der
Bewegungsgleichungen eines Systems, fiir welche Benennung sich
wohl kaum ein Grund angeben ldsst.

Kanonische Form der Hamilton’schen allgemeinen Bewe-

gungsgleichungen eines conservativen Systems. — Es bezeichne
U den algebraischen Ausdruck fiir die Summe der durch die Coordinaten
Y, @, ... ausgedriickten potentiellen und der durch diese Coordinaten und
die Bewegungsgrissencomponenten &, 7, ... ausgedruckten kinetischen
Energie. Dann ist
R adE AU o w

— = — ——, 1 8 W.
(22) dt dap

dy U W s W

d¢ ~dg' 7

die Gleichungen der zweiten Zeile sind den Gleichungen (12) dquivalent,
da die potentielle Energie &, 7, w. s. w. nicht enthilt.

In den folgenden Beispielen wesden wir uns an Lagrange’s Form
(15) als die fiir solche Anwendungen passendste halten.
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Beispiele iiber den €ebrauch von Lagrange’s allgemeinen
Bewegungsgleichungen. Beispiel (A). — Bewegung eines einzelnen
Punktes (m), der auf Polarcoordinaten (7,9, ¢) bezogen ist.” Aus der
wohlbckannten Geometrie dieses Falles wissen wir, dass d'7,#d 3 und
rsindd g die Grossen der linearen Verschiebung sind, welche den un-
endlich kleinen Zunahmen dr,d%,dp der Coordinaten entspricht, und
dass diese Verschiebungen beziehungsweise in der Richtung von #, in der
Richtung des Bogens r J'# (eines grissten Kreises) in der durch # und
die Polaraxe gelegten Xbene und in der Richtung des Bogens rsin3d ¢
(eines kleinen Kreises, dessen Ebene zur Axe senkrecht ist) erfolgen, dass
sie also zu einander senkrecht stehen. Bezeichnen daher F, G, H die
Componenten der Kraft, welche der Punkt in diesen drei zu einander
senkrechten Richtungen erfihrt, so haben wir

F—=2R, Gr =6, Hrsin% = &,

wo R, 68, P die Grossen sind, in welche sich die allgemeinen Kraftcompo-
penten (§ 313) fiir dieses besonde1e Coordinatensystem verwandeln. Wir
sehen zugleich, dass

7, r"}, rsz'n8¢

die drei lings dieser zu einander senkrechten Richtungen vorhandenen
Geschwindigkeitscomponenten sind. Es ist somit

T = Yym (72 + r28% 4 r25in? 8 g¥).

Hieraus folgt

ﬂ = m7, £1—1—1: mr?§, d_]_" = mrﬂsz'nzsé;,

d d9 do

arT : . oy AT . - dT
2= 92 29,0 YL _— s 05 8 ¢F, — 0.
I mr (§2 - sin? 9 ), 3= ™ sin 3 cos 3y Iy 0

Die Bewegungsgleichungen werden also

m {3—: —r (@ + sin? 99}2’)} = F,

2.5 . -
n {d—(r 3) _ yosin 9cosé}¢‘1} = Gr,
dt
r24in2 8 ¢
mﬂ'%q’) = Hrsin 9,

¥er nach der in der Differentialrechnung ublichen Bezeichnungsart

d2r rd 92 588 .
75 — (s + om0 G)] =7
d ¢?
{dt dt)——a~3fn.9cos{}dt2}: Gr,
mﬂ(’rzsz'nz-‘fﬁ> = Hrsin §.
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Wenn die Bewegung auf eine Ebene beschrinkt wird, etwa anf die

Ebene von r, &, 50 haben wir d_(_p = 0, folglich H == 0, und die beiden

di
ibrig bleibenden Bewegungsgleichungen sind
d? r Td!ﬂ . da rzd‘9 — Gr
dt? dt2)_ TN FY A

Wir hitten diese Gleichungen ohne Weiteres nach dem zweiten Be-
wegungsgesetz niederschreiben kOnnen, mit Riicksicht auf die kinema-
. . . dir 442
tische Untersuchung des § 32, in welchem gezeigt wurde, dass an r;l—t?

1 &
und ?d—dt_<ﬂ:il—t die lings des Radjusvector und senkrecht zu demselben

genommenen Beschleunigungscomponenten sind, wenn die Bewegung eines
Punktes in einer Ebene mittels der Polarcoordinaten r, & ausgedriickt wird.

Dieselben Gleichungen, mit ¢ an der Stelle von #, erhilt man aus
den drei fiir die Bewegung im Raume geltenden Polargleichungen, wenn
man darin & = Yy 7 setzt, in Folge welcher Annahme G = 0 und die
Bewegung auf die Ebene (7, ¢) beschrinkt wird.

Beispiel (B). — Zwei materielle Punkte sind durch eine Schnur
verbunden. Einer derselben, m, bewegt sich irgendwie auf einer glatten,
horizontalen Ebene. Die Schnur, welche durch eine glaite unendlich
kleine Oeffnung in dieser Ebene hindurchgeht, trigt den zweiten mate-
riollen Punkt, m', welcher vertical herunter hiingt und sich nur in dieser
Verticallinie bewegen kann. (Die Schnur bleibt in jedem praktischen
Versuch immer gestreckt; hier setzen wir aber natiirlich voraus, dass sie
auch negativer Spannung fihig sei.) Jst I die Jiinge der ganzen Schnur,
r die Lange des Theils von m bis zur Oeffnung in der Ebene und & der
Winkel zwischen der Richtung von 7 und einer festen Richtung in der
Ebene, so haben wir

T = Yy {m (i 4+ r29% + w52,

ar nao 4T 02
—— + = 3

a7 (m m') 7, 3 mri9,

arT .o dT

e’ 2 —_

ar ._mr.9,d19_0.

Da ausser gm', dem Gewicht des zweiten matericllen Punktes, keine
dussere Kraft vorhanden ist, so ist auch
R=—gmw, 6& = 0.
Die Gleichungen der Bewegung sind daher
d (r29)
dt

(m 4 mNF —mrd2=—myg, m

Die Bewegung von m' ist natiirlich diejenige eines materiellen Punktes,
der nur von einer nach einem festen Mittelpunkte hin gerichteten Kraft
beeinflusst wird. Aber das Gesetz dieser Kraft, P (die Spannung der
Schnur), ist bemerkenswerth. Zu seiner Bestimmung haben wir (§ 32)

= m{— ¢ 4 r 59,
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Aus den Bewegungsgleichungen folgt aber

Foom 782 — — _m’_(g+ 1'.‘-}2) und § = L
m—~+m' ’ T omr?’

wo b eine willkiirliche Integrationsconstante ist und das Moment der
Bewegungsgrosse bezeichnet. Folglich ist

mm' h2
P = m(g + ponp b3 3) .
Der besondere Fall, in welechem m durch einen Stoss in eine kreisformnige
Bewegung gesetzt und m’ in Ruhe gelassen wird, ist insofern von In-
teresse, als (§ 350, unten) die Bewegung von m stabil ist, m’ folglich sich
in stabilem Gleichgewicht befindet.

Beispiel (C), — FEin starrer Korper wird von einer festen Axe ge-
tragen; dieser erste Korper tridgt einen zweiten vermittels einer zweiten
Axe; die Bewegung um jede Axe ist vollig frei.

Fall (a). — Die zweite Axc ist der ersteren parallel. Zu
irgend einer Zeit £ seien @ und y beziehungsweise die Neigungswinkel
einer durch die erstere Axe gehenden festen Ebene gegen die durch beide
Axen gelegte Ebene und gegen die Ebene, welche die zweite Axe und
den Trigheitsmittelpunkt des zweiten Korpers enthiilt. Es leuchtet ein,
dass diese beiden Coordinaten g und y die Lage des Korpers vollstindig
bestimmen. Nun sei @ der Abstand der zweiten Axe von der ersteren
uid b der Abstand des Trigheitsmittelpunktes des zweiten Kérpers von
der zweiten Axe. Danm ist @ @ die Geschwindigkeit der zweiten Axe,
und die Geschwindigkeit des Triagheitsmittelpunktes des zweiten Koérpers
ist die Resultante der beiden Geschwindigkeiten

a (}; und b 121,
deren Richtungen einen Winkel von der Grisse y — ¢ einschliessen, so
dass das Quadrat der Geschwindigkeit des Trigheitsmittelpunktes des
zweiten Korpers gleich .
w? g7 4 2ab g cos(y — g) + b2eiR
ist. Bezeichnen also m und m’ die Massen, J den Gyrationsrading des
ersteren Korpers in Bezichung auf die feste Axe und &k den Gyrations-

radius des zweiten Korpers in Beziehung auf eine durch seinen Triagheits-
mittelpunkt gehende parallele Axe, so haben wir nach §§ 280, 281

T= Y {mj2g2 -+ m'[a2 g? 4 2abgieos (¥ — ¢) + b29* L K292}

Daraus ergiebt sich

fll—r_—_ mytp + matp + m'abeos(p — g) v,
@ p

arT__ _, - T(B2 A k2) 4
T_mabcos(l}l—w)W‘*‘m( + By,
Y .

dT,__C_ZE__ ] 57 ) — -l.r
Tr= dlp_,m ab sin (Y o) o

Die allgemeinste Voranssetznng, die wir hinsichtlich der Husseren Krifte
machen kdnnen, ist mit der Annahme #gquivalent, dass ein Kriftepaar
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& auf den ersteren und ein Kraftepaar Y* auf den zweiten Korper wirke,
jedes in einer zu den Axen senkrechten. Ebene. Diese Kriiftepaare sind
offenbar das, was aus den allgemeinen Kriftecomponenten bei diesem
besonderen Coordinatensystem g,y wird. Die Bewegungsgleichungen sind
daher

(mj* + m'a®) p + m'ab d[\PCOSd(’:" 7] w absin(p —g) gy = b,

may LW O 4 s 4 )G 4w abein(s — 9)4d =
Wenn ausser der Schwere keine #Hussere Xraft vorhanden ist, und wenn
wir beide Axen als borizontal annehmer, was unbeschadet der Allgemein-
heit der Betrachtung geschehen kann, so 1st, die pofentmlle Energie des
Systems

gmh (1 — cos )+ gm' {a[1 — cos(p + A)] + b[1 — cos(y + A);

darin bezeichnet A den Abstand des Trigheitsinittelpunktes des ersteren
Korpers von der festen Axe, .4 den Neigungswinkel der Ebene, welche
die feste Axe und den Trigheitsmitielpunkt des ersteren Korpers enthiilt,
gegen die durch die beiden Axen gehende Ebene; ausserdem ist die feste
Ebene so angenommen, dass man g — 0 hat, wenn die erstere Ebene verti-
cal ist. Wird der letzte Ausdruck nach @ und nach v differentiirt, so folgt

— @ =gmhsing + gm'asin(p + A),
— = gm'bsin (v + 4).

Wir werden diesen Fall spiter ziemlich eingehend untersuchen, wenn wir
die Interferenz der Vibrationen betrachten werden, ein Gegenstand, der
in der Physik von grosser Wichtigkeit ist.

Wenn keine #Husserem oder innerlich arbeitenden XKrifte vorhanden

sind, so haben wir ¢ = 0 und ¥ = 0, oder wenm die beiden Korper
gegenseitig Krifte auf einander ausiiben, aber keine Einwirkung von
aussen her erleiden, so ist & 4 Y — 0. In jedem dieser beiden Fille

erhalten wir, wenn wir die beiden Bewegungsgleichungen addiren und
das Resultat integriren, als erstes Integral

(mg2 4 m'a?) p + m'abeos(y — ¢)(p + ¥) + W (B2 4 K = C.
Dies driickt offenbar aus, dass das ganze Moment der Bewegungquosse

constant ist und liefert g und ¥, ausgedrickt durch (% — @) und (v —g).
Werden diese Werthe von w und \p in die Integralgleichung der Energie

eingesetzt, so ergiebt sich, vorausgesetzt dass die zwischen den Korpern
wechselseitig wirkenden Xrifte zur conservativen -Classe gehoren, eine
d(y—g)

einzige Gleichung zwischen , ( — ) und Constanten, und die

di
vollstindige Losung des Problems ist somit auf Quadraturen zuriick-
gefiihrt.

Fall (b). — Die zweite Axe ist zur ersteren senkrecht. Wir
empfehlen dem Leser, diesen Fall zu seiner Uebung zu bearbeiten. Da
derselbe fiir die Theorie der centrifugalen chronometrischen Regulatoren
vou grosser Wichtigkeit ist, so werden wir spiter auf ihn zuriickkommen.
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Beispiel (D). — Das gyroskopische Pendel. Ein starrer Kor-
per P ist an eine Axe eines Universalgelenkes{§ 109) befestigt, dessen
mweite Axe festgehalten wird, und ein zweiter Korper € wird von P ver-
mittels einer festen Axe getragen; deren Richtung mit der des ersterwihnten
Gelenkarmes zusammenfallt oder ihr parallel ist. Der Einfachheit wegen
wollen wir voraussetzen, der Korper ¢ sei um die Age, die ihn trigt,
kinetisch symmetrisch, und (O .B sei eine Hauptaxe eines gedachten star-
ren Korpers P ¢, der aus P und einer @ gleichen Masse hesteht, die
sich im Trigheitsmittelpunkt von ¢ befindet und Toit P verbunden ist,
Bs sei 4 O der feste Arm, O das Gelenk, O B der bewegliche Arm, wel-
cher den Korper P trigt und mit der Axe von § zusammenfillt oder
ihr parallel ist. Ferner sei B 0 A’ = &, und @ der
Winkel, welchen die Ebene 4 OB mit einer durch
A 0O A gehenden festen Ebene bildet, welche letztere

s0 gewihlt ist, dass sie die Hauptaxe des Trigheits-
moments € des gedachten starren Korpers P ent-

‘A hilt, wenn O B mit 4 O in eine Richtung gebracht
- wird. Endlich sei iy der Winkel zwischen der Ebene
|l A OB und einer in § angenommenen festen Ebene,

welche durch die Axe geht, um welche dieser Kor-

por symmetrisch ist. Offenbar wird durch diese

B drei Coordinaten (%, p, V) die Lage des Systems zu

jeder Zeit ¢ bestimmt. Die Tragheitsmomente des
gedachten starren Koérpers in Beziehung auf O B
und auf seine beiden anderen Hauptaxen bezeichnen
wir mit U, B, €, und die Trigheitsmomente des Korpers { in Beziehung
af die Axe, die ihm trigt, und auf irgend cine zweite durch seinen
Trigheitsmittelpunkt gehende und zur ersten senkrechte Axe mit %', B’

Wir haben (§ 109) geschen, dass bei der Gelenkart, die wir in O
roranssetzen , jede magliche Bewegung eines mit O B starr verbundenen '
Kérpers in eine Rotation um die den Winkel A O B halbirende Tinie OI
1d eine Rotation um die durch O gehende zur Ebene 4 OB senkrechte
Gerade zerlegt werden kann. Die Winkelgeschwindigkeit der letzterkn

Fig. 48.

¢

Bewegung ist, nach unserer jetzigen Bezeichnung, 9. Die erstere Bewe-
pung witrde jedem Punkte in OB dieselbe absolute Geschwindigkeit durch
fis Rotation um O ertheilen, die er durch eine mit der ‘Winkelgeschwin-

ligkeit @ um AA’ erfolgendc Rotation erhiilt. Sie ist deshalb gleich

sin A’OB . sin & -

bl — — opsinl
sinl0B ¢ —6031/219¢ = 2gsin/y 3.

Diese Geschwindigkeit lisst sich in 2 ¢ 862 Yy & = @ (1 — c0s$) um OB
wd 2 g5t Yy $c08 1,8 = psin$ um die in der Ebene 4 OB liegenda
w 0B Senkrechte zerlegen. Wegen der symmetrischen Natur des Ge-
lnks in Beziehung auf die Linie O J wird weiter der Winkel @, wie er
sben definirt ist, gleich dem Winkel sein, den die Ebene .4 O B mit der-
jmigen Ebene des Korpers P bildet, die fiir ¢ = 0 mit der festen Ebene
msammenfiel.  Paher ist der Neigungswinkel der Axe der Winkel-
pschwindigkeit @sin & gegen die Hauptaxe des Moments B gleich g.
Thomson u, Tait, theorctische Physik, 19
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‘Wenn wir algo diese Winkelgeschwindigkeit und anch § in Componenten nm
die Axen von B und € zerlegen, so finden wir, dass die ganzen Winkel-
géschwindigkeitscomponenten des gedachten starren Korpers P @ um diese
Axen beziehungsweise

é;sz'na‘}cvq) + Hsinp und — gsinSsing + Scosp

sind. Die ganze kinetische Energie T besteht aus derjenigen des gedach-
ten starren Korpers P @ und derjenigen des Koérpers ¢ wm die Axen,
die durch seinen Trigheitsmittelpunkt gehen. Es ist somit

2T = A1 — cos N2 g2 4 B(psinFeos g + &sin g)?
4 G(gsin9sing — & cos g)?
+ Wy — @(1 — cos )2 + W (g?ein2 3 + 97,

Hieraus ergiebt sich

4T . .
=Wy —e(1l —cos9)}, — =0,
v v — o W gw
aT 0 - - - .
Py =AU — cos4)?2p + B(gpsindcos ¢ -+ 4 sing)sin Fcos ¢
- ¢
+ 6 (psind sin g — & cos ¢) stn S.sin ¢
— Wiy — g1 —cos )} (1 — cosd) |+ B psin?y,
% = — §8(¢sinﬂcos¢ -+ 9 sin @) (g sin 9 sin g — $ cos 7)
+ @(gésin\‘}sm g — Pcus g)(@sin9eos ¢ -~ & sin ),
aT . . .
e Blpsindcosg + Ssing)sing
— (i(gbsin.'}sinqa — bcoszp)cosw + B F,
d . . .. .
d_.l‘}' =AW —cossnd.@?> 3+ BeosHcos . ¢@sinYcosp + Fsing)

+ Geosdsingglgsindsing — 9 cos )
+ Weiny. oy — (1 — cos 9) 9} L B sin 9 cos 9 g2

Nun moge auf den Kirper ¢ in einer zu seiner Axe senkrechten Ebene
ein "Kriiftepaar G wirken, und auf den Kérper P in der zu Q)R senk-
rechten Ebene, in der Ebene 4’ OB und in der durch O B gehenden zur
Zeichnung senkrechten Kbene beziehungsweiss die Kriftepaare L, M, .
‘Wenn y constant erhallen wird und ¢ variirt, so wird das Paar G in
demselben Sinne wie I, Arbeit leisten oder verbrauchen, so dass beider
Wirkungen einfach addirt werden kdnnen. Wenn man also L 4~ ¢ und
N in Componenten um O und senkrecht zu OI zerlegt, die letzteren
weglisst und sich erinnert, dass 2 sin 1, 8. p die Winkelgeschwindigkeit
um (7 ist, so erhdlt man

@ =281, % (— (L + G)sinyd + Neos )
= {— (L + G)(1 — cos ) + Nsind}.
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Ansserdemn st offenbar
Y= G, @ — M.

Bel Benutzung dieser verschiedenen Ausdriicke in Lagrange’s all-
zemeinen Formeln erhilt man die Bewegungsgleichungen des Systems.
Dieselben werden uns spiter von grossem Nutzen sein, wenn wir meh-
rere hesondere Fille von erheblichem Tnteresse und sehr grosser Wichtig-
Jeit betrachten werden. )

Beispiel (E). — Bewegung eines anf rotirende Axen De-
ogenen materiellen Punktes. Es seien z, %,z die Coordinaten eines
in Bewegnng befindlichen materiellen Punktes, der anf Axen bezogen ist,
iz mit constanter oder verdnderlicher Winkelgeschwindigkeit um die
Axe 0Z rotiren. Derselbe Punkt habe in Beziehung auf dieselbe Axe
0Z und auf zwei in der zu OZ senkrechten FEhene festliegende Axen
0X,, 0Y, die Coordinaten @, #,2;- ¥s ist dann

2y =xcosd — ysin?, y = xsind 4 ycos?,
@ = FeosH — gsind — (xsin'¥ 4 yeos 9)H, ¢ = u. 5w,

wo &, der Winkel X; O X, uls ecine gegebene Yunction von ¢ betrachtet
werden Tnuss. Wir erhalten folglich

o= tym{at b g2 4 55 4 2g —yd)d 4 (0 4 99

daT ar - oadar
i m(x—y.‘f),d‘/:m(y ez ), PR
ar : dT

= mh by, S a4 g9, 4

'dy

ferner ergiebt sich
GAT e — g — o), L 2L
didz - ETYY Y Ay T

ml die Bewegungsgleichungen sind somit

E—yf—208—a8) =X, m(+ 28+ 2466 —yd) =T, mé= Z,

m(G -+ &4 |- xd)

v X,Y,Z einfach die den beweglichen Axen in jedem Augenblick
arallelen Componenten der auf den materiellen Punkt wirkenden Kraft
bzeichnen. In diesem Beispiel geht ¢ in die Relation ein zwischen den
sten rechtwinkligen Axen und dera Coordinatensystem, auf welches die
bewegung bezogen wird; es findet aber keine Gebundenheit statt. Wir
asen noch ein Beispiel folgen, in welchem eine variirende oder kinetische
shurdenheit vorhanden ist.

Beispiel (F). — Ein unter der Einwirkung irgend welcher
friftc stehender matericller Punkt ist an das eine Ende einer
thnur befestigt, deren anderes Ende sich mit beliebiger con-
fanter oder verinderlicher Geschwindigkeit in einer geraden
linie bewegt. HBs sei O die Neigung der Schnur zur Zeit ¢ gegen die
. obene gerade Linie und ¢ der Winkel zwischen zwei durch diese Linie
.henden Ebenen, von denen die eine jederzeit die Schnur enthiilt, wiih-
«l lie andere fest ist. Diese beiden Coordinaten (%, ¢) bestimmen die
.¢ P des matericllen Punktes in jedem Augenblick, da die Linge der
hnur eine gegebene Constante o und die Entfernung O F ihres zweiten

197
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Endpunktes J7 von einem festen Punkte O der Geraden, in der er sich
bewegt, eine gegebene Function von ¢ ist, die wir mit % bezeichnen wer-
den. Auf drel feste rechtwinklige Axen bezogen habe der materielle
Punkt die Coordinaten «,¥,2. Wir wihlen O X als die gegebene gerade
Linie und ¥ O X als die feste Ebene, von welcher aus ¢ gemessen wird,
Dann ist
x=1u -+ acos?, y = asindcos g, z-= asinBsin g,

&= — asind
und fiir 9, ¢ erhalten wir dieselben Ausdriicke wie im DBeispiel {A). Es
ist somit )

T=Y,mw?2 — 2u4%asind) + I,
wo T den Werth hat, welchen T im Beispiel (A) annimmt, wenn darin
¥ == 0, r — a gesetzt wird. Bezeichnen also wie in jenem Beispiele G
und H die beiden zu E P senkrechten und beziehungsweise in der Ebene
von 4 und senkrecht zu dieser Ebene genommenen Componenten der auf
den materiellen Punkt wirkenden Kraft, so erhalten wir als die beiden
gesuchten Bewegungsgleichungen
mia(¥ — sin Fcos 9§ g?) — sin Bi} = G,
d (sin2 4 ¢
A ¢)

at =H

Diese Gleichungen zeigen, dass die Bewegung dieselbe ist, die sie sein
wilrde, wenn £/ fest wiire und eine — m % gleiche Kraft in einer zu EX
parallelen Richtung in dem matericllen Punkte angebracht wirde. Wir
hiitten dies Resultat obne Weiteres dadurch erlangen konnen, dass wir
dem ganzen System eine der Beschleunigung von E gleiche und entgegen-
gesetzte Beschleunigung hinzugefiigt hitten, deren FErtheilung an P die
Kraft — m % erfordert.

331. XKinetik einer vollkommenen Fliissigkeit, — Mit
Hilfe der Lagrange'’schen allgemeinen Bewcgungsgleichungen
lassen sich #usserst interessante und wichtige, bishcr nicht in Angriff
genommene Probleme lber die Bewegung der flissigen Korper he-
handeln. Der Kiirze wegen wollen wir eine Masse, die absolut un-
zusammendriickbar und absolut unfihig ist, einer Formindernng
einen Widerstand zu leisten, einfach eine Flissigkeit nennen. Wir
brauchen wohl nicht erst zu sagen, dass es In der Natur keine
Materie giebt, welche dieser Definition vollstindig genmiigt. Wi
werden aber spiter (in dem Kapitel tiber die Eigenschaften der
Materie) sehen, wie Wasser nund andere wirklich vorhandene Flissig-
keiten diesem Begrifle wenigstens annihernd entsprechen. Auch wird
sich zeigen, dass wir durch Anwendung der Principien der abstrac-
ten Dynamik anf jene ideale vollkommene Fliwsigkelt unserer Defi-
nition zu Resultaten gelangen, welche uns viele praktische und in-
teressante Belehrungen tber die wirklichen Bewegungen der Flissig-
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keiten gewihren. In der Uydrodynamik werden wir finden, dass
die Bewegung einer homogenen Flissigkeit, durch welche sich be-
liebige starre oder biegsame feste Korper bewegen, mag sie nun
von unbegrenzter Ausdehnung sein oder sich in einem endlichen
geschlossenen Gefiiss von irgend einer Form belinden, in jedem
Augenblick, falls die Fliissigkeit iiberhaupt jemals in Ruhe war,
mit der ganz bestimmten Bewegung iibereinstimmt, welche impulsiv
von der Ruhe aus dadurch erzeugt werden wiirde, dass man jedem
Theil der Umgrenzungsfliche und jedem Theil der Oberfliche jedes
in der Flissigkeit befindlichen festen Korpers momentan die Ge-
schwindigkeit ertheilte, die er in dem in Rede stehenden Augen-
blicke wirklich besitzt. (Diese Bewegung erfiillt, § 312, die Bedin-
gung, dass ihre kinotische Energie ein Minimum ist.) Danach
wirde z. B.,, wenn alle diese Oberflichen plétzlich oder allmilig zur
Ruhe gebracht wiirden, die ganze Fliissigkeitsmasse gleichzeitig zur
Rube kommen, gleichgiltig wie lange sie in Bewegung begrilfen
war. Wenn also keine der Oberflichen biegsam 1st, aber ein oder
mehrere starre Korper sich unter der Einwirkung irgend welcher
Kriifte irgendwie durch die Flussigkeit hewegen, so wird die kine-
tische Encrgie dor ganzen Bewegung in jedem Augenblick lediglich
von der endlichen Anzahl der Coordinaten und der Geschwindigkeits-
componenten abhiingen, welche die Lage und die Bewegung dieser
Kérper bestimmen, weclches auch die (nur durch cine uncndlich
grosse Anzahl von Coordinaten ausdriickbaren) l.agen sein mdgeny
die von den Flissigkeitstheilchen erreicht sind. Ein durch eine
endliche Anzahl solcher Elemente gegebener Ausdruck fir die ganze
kinetische Energie ist aber, wie wir gesehen haben, gerade das, was
wir zur Aufstellung der Lagrange’schen Gleichungen in jedem be-
sonderen Falle bediirfen.

Hydrodynamische Beispiele der Anwendung der La-
grange’schen Bewegungsgleichungen. —

Wie in allen anderen Fillen, so wird auch in der Hydrocdynamik der
Ausdruck fiir die ganze kinetische Energie eine homogene quadratische
Function der Geschwindigkeitscomponenten sein, vorausgesetzt dass man
ein unverinderliches Coordinatensystem zu Grunde legt. Die Coefficienten
der verschiedenen Glieder dieser Function sind im Allgemeinen Functionen
der Coordinaten, deren Bestimmung sich in jedem besonderen Malle un-
mittelbar aus der Lésung des Minimumproblems des Beispiels (3), § 817,
ergiebt. )

[Es ist uns vom Hon. J. W. 8trutt und neuerdings vom Prof Boltz-
mann in Gratz bewmerkt worden, dass die vorstehende Begriindung anserer
hydrokinetischen Anwendung von Lagrange’s allgemeinen Gleichungen
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nicht genau sei. Wir geben das zu und theilen deshalb den folgendeu
(hauptsdchlich auf eine Bemerkung Boltzinann’s gegritudeten) Beweis
des Princips der ,Wirkung® (§§ 319, 320) fiir eine unzusamiendriick-
bare Flissigkeit mit, aus welchem sich unsere Anwendung dieser Gleichun-
gen leicht herleiten lisst.

Das System, dessen Beweguug betrachtet wird, sel eiue zusammen-
driickbare oder unzusammendriickbare ¥Ilissigkeitsmasse, deren Theile
sich reibungslos gegen ecinander verschieben lassen, Zwischen diesen Thei-
len mogen beliebige Krifte wirken, und ehenzo mbge jeder kieinste Theil
eine gewissen Bedingungen unterworfene Krafteinwirkung erleiden (die
wir uns als aus der Fernwirkung festgelegter dusserer Korper herrithrend
denken kdnnen).

Ee bezciclme ¢ die von einer unendlich kleinen Aenderung der an-
fanglichen Lagen und Geschwindigkeiten der matericllen Punkte hervor-
gebrachte Variation. Ferner bezeichnen z, v, # die Coordinaten eines
unendlich kleinen Massentheiles m der Flissigkeit, X, Y, Z die Compo-
nenten der auf m wirkenden Kraft und X eine sich {lber alle materiel-
len Punkte der TFlissigkeitsmusse erstreckende Summation. Dann st
(vergl. § 319)

?
¢ ST+ Vydt
)

14
= fatz{moi+ yoy+ 08 + Xdx + Yoy + 202}
0
Nun liefert eine partielle Integration

t t
Ofdt:éd‘dc = [# d‘.’r]; — Ofdmam, .

~

und weil noch [§ 293 (1)]
2H{X —mid)de + (¥ — m§)dy + (Z — m3)dz) = o

ist, so geht die vorhergehende Gleichung iiber in
. ) .
(1) §f(T+ V)dt = [Zm(#dz + §dy + 2 a2,
0

Spiter, in der Hydrokinetik, werden wir Lagrange’s beriilimtes

hydrokinctisches Theorem bewcisen, dass

idx + ydy + 2dz
ein vollstindiges Differential einer Functiou von z,y, £ ist, wenn die Be-
wegung von der Rulie aus oder von irgend einem Bewegungszustande be-
gonnen hat, fir welchen

ddx + ydy 4 2dz
ein vollstindiges Differential ist. Wir nehmen jetzt an, dies sei der Fall,
d. I die Bewegung, mit der wir uus beschiiftigen, sei rotationslos (§ 190).
Die Function, deren Differential

ida - 5dy + zde.
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ist, nenmen wir nach Melmholtz das Geschwindigkeitspotential
und bezeichnen es mit . Dann verwandelt sich die vorhergehende Glei-
chung in :

!
. ¢
¢ f(T 4+ Vydt = [2md gl
- 0
wo & die Variation von 2,y,4 zu z -} da, ¥y -+ dy, 24 d2 bezeichnet.
Nehmen wir nun an, die Flitssigkeit sei unzusammendriickbar, und
anennen ilire Dichtigkeit g, so ist )

Emdp = gd"fffdxdydz(p,
wo ‘/. f f drdydz () eine Integration durch den von der Fliissigkeit

gingenommenen Raum und J die Variantion bezeichmet, die dadurch ent-
steht, dass man das Integral der Funetion ¢ durch den von der Flitssig-
keit eingenommenen verinderten Raum nimmt. Da nun ¢ zwar far jedes
kewegte Theilchen wvaviirt, aber fiir jede Stelle im Raum durch die
Variation unveréindert bleibt, so ergiebt die vorgeschriebene Integmtion

einfach die Integration
f f f dedydzg

durch den von der gedinderten Fliissigkeit eingenomunenen neuen Raum,
vermindert um dieselbe Integration durch den vor der Variation ein-
gnommenen Raum., In Zeichen ist dies fir den Fall unendlich abneh-
unender Variation

3) r)‘fffdzdydﬁrp :f'fdad‘qg;,

weun dg das Zuriickweichen der Umgrenzungsfliche in Richtung iliver
nseh aussen gerich‘temn Normale und f f do () eine Integration iiber

die ganze Oberfliche bezeichnet. Hieraus folgt endlich

t
3 d 13
0 Jb/(r+V)dt,gU_fdwq¢]o,
wd dies ist die Gleichung der variirenden Wirkuug (§ 321) fiir eine
Lomogene unzusammendriickbare Flissigkeit, die_sich ohne Rotation be-
wigt. Die Gleichung (4) ist insofern wichtig, als sie zeigt, dass die Va-
ration der Wirkung in einer incompressiblen upd rotationslosen Flitssig-
kit obne cyklische Bewegung allein von der Variation der anfinglichen
ud der Endgestalt der die Flissigkeit begrenzenden Oberfliche und nicht
von den anfinglichen und den Endcoordinaten der Flissigkeitstheilchen
dbhingt *). Wenn also die (uirgend biegsame) Umgrenzuug der Flissig-

*) Wir sctzen hicr das Geschwindigkeitspotential als einwerthig voraus, Im
weiten Dande dieses Werkes beabsichtigen wir, die ,cyklische® Beweguug der
Hiissigkeiten (welche, wenn sie rotationslos ist, ein vielwerthimes Geschwindigkeits-
potential liefert) zm behaudeln und das Hamilton'sche Princip der variirenden
Wirkung in seiner Anwendung auf diesc Bewegungsart eingehend zu discutiren.
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keit nur variirt, insofern sich ein oder mehrere starre Korper durch die
selbe hindurch bewegen, oder insofern das die Flussigkeit enthaltende
Gefiss eine Bewegung vollfithrt, so kdunen geeignete verallgemeimerte
Coordinaten, welche die Lape jeder beweglichen geschlossenen starren
Obverfliche ausdriicken, die zur Umgrenzung der Flissigkeit gehort, an
Stelle der verallgemeinerten Coordinaten i, @, #,... angewendet werden,
wie sie in der auf die variirende Wirkung ( §§ 323) beziiglichen
Theorie und Formeln vorkommen; in letzteren ist denn auch ein Beweis
von Lagrange's verallgemeinerten Gleichungen der Besclileunigung
[§ 322 (33)] enthalten. Professor Boltzmann's Beweis der Formel (4)
rechtfertigt daher vollkommen unsere Anwendung der Lagrange’schen
Gleichungen.] *)

Beispiel (1). — FEine Kugel wird in Bewegung gesetzt in
einer unzusammendrickbaren Fliissigkeitsmasse, die sich auf
der einen Seite einer unendlichen Ebene nach allen Rich-
tungen hin ins Unendliche erstreckt und anfinglich in Rulie
ist.  Als  Anfangspunkt des festen rechtwinkligen Coordinatensystems
wiithlen wir einen Punkt O der Grenzebene und lassen die Axe U X auf
dieser Ebene senkrecht stehen. In Beziehung auf dieses System habe der
Mittelpunkt der Kugel zur Zeit ¢ die Coordinaten x,y,2. Wenn eine der
Componenten ¥ oder ¢ der Geschwindigkeit in irgend einem Augenblick
umgekehrt wird, so bleibt die kinetische Energie offenbar unverdndert;
folglich kdnnen in dem Ausdruck fiir die kinetische Fnergie keine Glieder
mit § 7,z %, £y vorkommen. Aus diesem Grunde und der Symmetrie der
Umstidnde in Beziehung auf y und ¢ wegen ist jener Ausdruck folgender:

| T= % (Pit 4 Q2 + )
Ferner sehen wir, dass P und Q einfach Functionen von X sein miissen,
da die Umstidnde fiir alle Werthe von % und 2 dhnlich sind. Wir er-

halten also durch Differentiation .
dar ar ar .
iz = = Puq, dy @y, iz QZ,
a aly _ d dTy . a9 .. '
dt d?t‘) Pi +d,7; ’(lt dy) Qy+{nym, 1. s..w.,
ar P ar

— 17 [ g 9 “L .
dJ:_/2{ T + (_/ ~{—z)} dy—(],u.a.w.,
und die Bewegungsgleichungen sind
’/2{—a~2 — Yy o) =x

Qy+ —yx—Y 1Y kuzx~z_

Principien, die fir eine praktische Lﬁsung der Aufgabe, P und @ zu be
stimmen, ausreichend sind, werden spiter gegeben werden. Inzwischen
sehen wir schon jetzt, dass jede dieser Functionen abnimmt, wenn x
wichst. Die Bewegungsgleichungen lehren also Folgendes: —

*) Zusatz der Verfasser zur deutschen Ausgabe.
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332. Einfluss einer starren Ebene guf die Bewegung
siner Kugel durch eine Flissigkeit. — Iine Kugel, welche
durch eine Flissigkeitsmasse von einer unendlichen Grenzebene
aus in einer zu dieser Ebene senkrechten Richtung geworfen wird,
md suf wolche keine anderen Krifte als die aus dem Druck der
Flissigkeit herriihrenden wirken, erleidet eine allmilige Beschleuni-
gung, und ibre Geschwindigkeit nihert sich schnell einem Grenz-
werthe, der ganz nahezu erreicht ist, wenn thr Abstand von der
Ebene mehrmals so gross als ithr Durchmesser ist. Wird aber die
Kugel der Ebene parallel geworfen, so erleidet sie unter der Ein-
wirkung der Resultante des Flissigkeitsdrucks eine Anziehung gegen
die Ebene hin. Das erstcre dieser Resultate wird leicht dadurch
bewiesen, dass man zuniichst einen Wwrf gegen die Ebene hin
betrachtet (in welchem Falle die Bewegung der Kugel offenbar eine
Verzogerung erleiden wird) und dann das allgemeine Princip der
Umkehrbarkeit (§ 272) Tn Rechnung zieht, welches sich in dem
idealen Falle ciner vollkommenen Flissigkeit in aller Strenge an-
wenden lisst. Das zwelte Resultat kann man ohne Hilfe von La-
grango’s Analysis nicht so leicht vorhersehen; es folgt aler ohne
Weitores aus der Hamilton'schen Formm seiner Gleichungen, wie
wir sie oben in § 330 in allgemeinen Ausdriicken mitgetheilt haben.
Vollig dquivalent ist dor Fall einer in Ruhe gegebenen, sich nach
allen Richtungen hin ins Unendliche erstreckenden Ilissigkeit,
durch welche zwei Kugeln mit gleichen Geschwindigkeiten senk-
recht zur Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte geschleudert werden:
Dic Kugoln werder einander anzuziehen scheinen, ein sehr be-
merkenswerthes und anregendes Resultat.

Weitere hydrodynamische Beispiele, — Beispiel (2). Ein
fester Rotationskdérper bewegt sich so durch eine Fliissig-
keit, dass seine Axe bestindig in einer Ebene bleibt. Es sei w
He Winkelgeschwindigkeit, welche der Korper in irgend einem Augen-
blick um eine beliehige zur festen Fbene senkrechte Axe hat. Ferner
selen ¥ und g die liungs und senkrecht zur Symmetrieaxe des Korpers
genomimenen Geschwindigkeitscompopenten eines in dieser Axe beliebig
gewdhlten Punkies C des Korpers. Dann haben wir nach dem in § 331
ausgesprochenen  allgemeinen Prineip (da eine Aenderung des Zeichens
von % die kinctische Energie nicht #ndern kann)

8 CT=1(dur | Bt b Wt + Eog),
wo A, B, ' und E Constanten sind, welche von der Figur und Masse des

Korpers und von der Dichtigkeit der Flissigkeit abhéingen. Es bezeichne
nun ¢ die zur Axe senkrechte Geschwindigkeit eines Punktes, den wir
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den Reactionsmittelpunkt nennen wollen. KEs ist dies ein Punkt in

A ]

: . E
der Axe, welcher die Entfernung von € hat, so dass (§ 87) ¢ =v — = w

2B 2B
. S B2
ist. Wird jetzt o/ — 5B mit g bezeichnet, so geht (a) tber in
(') T =Yy (4w | Bo? | pad).

In der Ebene, im welcher sich die Axe der Figur bewegt, nehmen wir
zwel beliebige auf einander senkrechte feste Axen an, in Beziehung auf
welche der BReactionsmittelpunkt die Coordinaten z und % bhat; den Win-
kel, welchen die Axe der Figur mit O X in irgend einem Augenblick bil-
det, bezeichnen wir mit $; dann ist

(® w@=3& u=2=Dcos® + gsind, v =— Lsind - geos
Wird der Ausdruck von 7', nachdem darin diese Werthe eingesetzt wor-

den sind, differentiirt, so ergiebt sich, wenn mgan da, wo es passend ist,
die Buchstaben %, v der Kiirze wegen beibehilt,

d{' = ‘u\‘.}, dTﬂ Aucos&—Bv wn&,‘dT Ausind + Bycos,
{23 4 v

ar aT ar

ﬂv_(A—B)uv,% 0, d_y_o'

Die Bewegungsygleichungen sind daher

u¥ — (4 — Bluv = L,
d(Aucosd — Bvsind)

= X,

(dy dt
ld (Ausin® + By cos ‘9)
dt !

wo X, Y die Kraftcomponenten sind, deren Richtungen durch € gelen
und OX, OY parallel sind, wihrend L das auf den Korper wirkende
Kriftepaar ist.

Bezeichnen 4, &, 7 beziehungsweise das impnulsive Kriiftepaar und die
dureh C gehenden impulsiven Kraftcomponenten, welche erforderlich sind,
um die Bewegung in irgend einemm Augenblick zn erzeugen, so ist natiir-

lich [§ 313, (c)]

1
il
=
ug'

(e) A=

=
<p
S,
& k3
=
5
A

folglich nach (b) und (c) .

: 1, R I ey G
(1) M—X(ECOS(}-}—I/NV&\')),U» f( Esmd—{—qcaab‘),#_,u,

082 2
T = LOJ';")—{—Sm 3)&+< )Mn.‘)cos.‘} 7
()

sin2 ¢ cas? #)
Y
3

yﬁ<4 B)sm"com‘*&-k( + =3
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und die Bewegungsgleichungen gehen iiber in
£2 B eim ¢ Erneos 09l —
Y S AD {(— &+ Wsin2d L 28nc0828) = L,
& __ dy
dt— "7 dt

[ a2 A—B

@

i

= Y.

Der einfache Fall X = 0, ¥ = 0, L = 0 ist von besonderem luteresse.
Bs ist dann jede der Grossen & # constant; wir konnen daher die Axen
0X,0Y so wihlen, dass y§ verschwindet. Dann liefert uns (g) zwei
erste Integrale der Beweélmgsgleichungen

. cos? Y sin? 9 . A—B,_ .
k) .r,-é’(A + ye >,y:—m§sm29,

und die erste der Gleichungen (h) verwandelt sich in
a29  A—B

il — ———525in 2% = 0.

0 v tgm Ty gg et 0

Wird in dieser Gleichang fiir einen Augenblick

A—RB.
__ 9 __
219;1)Uund-——~E 2 =gW

geschrieben, so gelt sie itber in

P

‘uljl—g + g Wsingp = 0,
wd dies ist die Bewegungsgleichung eines gemeinen Pendels, welches die
Yasse W und in Beziehung auf seine feste Axe das Triagheitsmoment u
hat, wenn ¢ der Winkel ist, um welchen es zur Zeit £ von der Gleich-
gewichtslage abgelenkt ist. Das Endintegral dicser Gleichung driickt,
wie wir in der Kinetik sehen werden, ¢ vermittels einer elliptischen
Function durch ¢ aus. Wird der auf diese Weise fir & oder Y, ¢ gefun-
lene Werth in (k) eingesetzt, so erhalten wir Gleichungen, welche, auf
lie gewohnliche Weise integrirt, x und ¥ durch ¢ ausgedriickt liefern;
die vollstindige Losung des vorliegenden Problems ist somit auf Quadra-
wren zuriickgefiihrt. Xs ist hichst interessant, die vom Reactionsmittel-
pankt wirklich beschriebene Curve und die Lage, welche die Axe deg
Lorpers in einem beliebigen Augenblick hat, zu bestimmen. Diese Be-
timmung kann niherungsweise sehr leicht fiir den Iall sehr kleiner an-
rilarer Vibrationen geschehen, d. h. wenn entweder 4 — B positiv und
¢ bestandig- sehr kleimr, oder .A — B negativ und g sebr wenig von Yyn
wrschieden ist.  Aber auch ohne fir jetzt auf die exacten oder approxi-
mitiven Endintegrale Riicksicht zu .nehmen, ersehen wir aus (k) und (1)
Folgendes: —

993. Wenn ein Rotationskérper in einer unendlichen Fliissig-
kit um eine zur Axe seiner Figur senkrechte Axe in Bewegung

.esetzt, oder wenn er einfach ohne Rotation nach irgend einer Rich-
»
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tung hin geworfen wird, so wird seine Axe bestindig in einer Ebene
bleiben und jeder seiner Punkte sich nur parallel dieser Ebene be-
wegen. Die seltsamen Schwankungen, die er im Allgemeinen ver
richten wird, lassen sich vollig durch den Vergleich mit einem
gemeinen Pendel defimiren. Dies zu zeigen, wollen wir zunichst
der Kiirze wegen cinen Korper, welcher sich nach demselben Ge-
setze in Bezichung auf eincn Quadranten zu jeder Seite seiner
Gleichgewichtslage nm elue Axe bewegt, wie sich das gemeine Pen-
del in Beziehung auf einen Halbkreis zu jeder Seite bewcgt, em
Quadrantpendel nenneu. (Wir werden diesen Begriff spiter in
der Lehre von der Llektricitit und vom Magnetismus durch ver-
schiedene Beispiele niher erliutern; ein solches Quadrantpendel ist
z. B. cine langgestreckte Masse weichen Eisens, welche sich um eine
verticale Axe in cinem ,gleichfdrmigen Felde magnotischer Kraft®
drehen kann.)

Der in Rede stehende Korper werde nun durch cinen Impuls £,
der eine beliebige durch den Reactionsmittelpunkt gehende Richtung
hat, und durch ein impulsives Kriftepaar 4 In Bewegung gesetat,
das sich in der KEbene dieser Richtung und der Axe befindet. Es
wird dies (wie wir spiter in der Theorie der statischen Kriftepaare
zeigen werden) dieselbe Wirkung haben, wie cin einfacher Impuls £
(der einem wirklichen Punkte des Korpers oder auch einem mit dem
Koérper durch cine unendlich leichte Verbindung verkniipften Punkte
ertheilt wird) in einer gewissen Richtung, welche wir die Linie des
resultirenden Impulses oder der resultirenden DBewegungsgrossen
nennen wollen; diese Linie ist der ersteren parallel und hat von

A . -
derselben den Abstand —- Die Gesammigriosse der erzeugten Be-

3

wegung ist natiirlich (§ 295) gleich & Der Kérper wird sich nach-
her bestindig den folgenden Bedingungen gemiss bewegen? —
1. Die Winkelgeschwindigkeit in Beziehung aof den Reactions-
mittelpunkt folgt dem Gesetze des Quadrantpendels. 2. Der Al-
stand des Reactionsmittelpunktes von der linie des resultirenden
Impulses variirt einfach wie die Winkelgeschwindigkeit. 3. Die
der Richtung des Impulses parallele Geschwindigkeit des Reactions-
mittelpunktes wird erhalten, wenn man den Ueberschuss der ganzen
constanten Energic der Bewegung iiber den Theil der Energie, wel-
cher aus der Winkelgeschwindigkeit um den Reactionsmittelpunkt
herrithrt, durch dic halbe Bewegungsgrosse dividirt. 4. Wenn 4,8
und g Constanten bezeichnen, welche von der Masse des festen Kor-
pers, von deren Vertheilung, von der Dichtigkeit der Flitssigkeit
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md von der Form und den Diincnsionen des festen Korpers ab-
bingen, so dass —2, Ei, —A; die linearen (Geschwindigkeiten und die
B A B u
Winkelgeschwindigkeit sind, welche bezichungsweise ein lings der
ixe ertheilter Impuls &, ein in ciner durch den Reactionsmittelpunkt
gthenden zur Axe senkrechten Richtung ertheilter Impuls & und ein
in elner durch die Axe gehenden Ebene wirkendes impulsives Krifte-
par 4 erzeugen, so ist die Linge des einfachen Gravitationspendels,
dessen Bewegung mit der in Rede stebenden periodischen Bewegung
JuAR
B — By
gung vibratorisch ist, so werden die Vibrationen, je nachdem A4 >> B,
oder A< B ist, darin bestchen, dass entweder dic Axe oder cine zur

Schritt halten wiirde mnd wenn dié angulare Bewc-

Axe senkrechte Linie zu jeder Seite der Linie des Impulses vibrirt.
Die angulare Bewegung wird in der That vibratorisch sein, wenn der
Abstand der Linie des resultirenden Impulses von dem Reactions-
v (Ao B
. AB

4> B oder A < B 1st, entweder die Neigung des Impulses gegen
die anfiingliche Lage der Axe, oder das Complement dieses Winkels

nittelpunkt etwas kleiner als cos o ist, wo o, je nachdem

bezeichnet. In diesem Falle wird dieBahn des Reactionsmittelpunktes
eme zu beiden Seiten der Linie des Impulses symmetrische Sinns-
aurve sein; so oft sie diese Xiinie schneidet, kehrt die angulare Be-
wegung um, und ist die grosste Neigung erreicht, und so oft der
Reactionsmittelpunkt sich nach einer Seite hin In seinem grossten
Abstande befindet, hat die Winkelgeschwindigkeit ithren grossten,
pesitiven oder negativen, Werth und die lineare Geschwindigkeit des
Reactionsmitielpunktes 1hrenm kleinsten Werth. Wenn andererseits
der Abstand der Linie des resullirenden Impulses von dem Reactions~
&?%E cos o; ist, so wird die angulare
Bewegung bostindig in einer Richtung erfolgen, aber periodisch zu-
nehmen und abnchmen, und der Reactionsmittelpunkt wird auf einer
Seite jener Linie eine Sinuscurve beschreiben; seine Abweichung
wird am gréssten und kleinsten séin, wenn die Winkelgeschwindig-

mittelpunkt grésser als V

kelt am grdssten und kleinsten ist. In denselben Punkten ist die
Kraimmung der Bahn beziehungsweise am grossten und kleinsten
und die lineare Geschwindigkeit des beschreibenden Punktes am
kleinsten und gréssten.

334, Die lings der Axe des festen Korpers und senkrecht zu
derselben genommenen linearen Geschwindigkeitscomponenten sind
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Ecos Esin @
un —

A B
wenn ¥ die Neigung dieser Axe gegen die Linie des resultirenden

in irgend einem Augenblick beziehungsweise

Impulses ist, und die Winkelgeschwindigkeit ist %, wenn ¥ der Ab-

stand des ‘Reactionsmittelpunktes von der letztgenannten Linie ist.
Die gesammte kinctische Fnergie der Bewegung ist daher

£2cos B E2sin2 o+ Eqy?
24 2B 20’

und das letzte Glied dieses Ausdrucks ist der schon erwihpte Theil
der Energie, welcher aus der Rotation um den Reactionsmittelpunkt
herrithrt. Um die ganze Bewegung in irgend cinem Augenblick
zum Stillstand zu bringen, bedarf es nur eines £ gleichen und ent-
gegengesetzten einfachen Impulses in der festen Iinie des resultiren-
den Impulses (oder natiirlich, nach dem schon angegebenen Princip,
eines gleichen und parallelen Impulses in irgend einer durch den
Korper gehenden Linie und zugleich des passenden impulsiven
Kriftepaares.)

335. Wenn man Lagrange’s Gleichungen, wie oben, auf den
Fall eines sich durch eine Flissigkeit bewegenden festen Rotations-
korpers anwendet, so ergiebt sich fur das Kriftepaar, welches
bestindig auf ilin elnwirken muss, damil er sich nicht drehe, un-
mittelbar

- uv(Ad — B),

wenn # und v die lings der Axe und senkrecht zu derselben ge-
nommenen Geschwindigkeitscomponenten sind, oder [§ 332 (f)]

£ (4 — B)rsm 24

2AB ’
wenn wieder £ den erzeugenden Impuls und ¢ den zwischen der
Richtung desselben und der Axe.enthaltenen Winkel hezeichnet.
Die Richtung diecses Kriftepaares muss eine solche sein, dass & ver-
hindert wird, abzunehmen oder zuzunehmen, je nachdem 4 > B
oder A < B ist. Das erstere wird offenbar bei einer platten Scheibe
oder einem abgeplatteten Sphiroid, das letatere bel einem gestreck-
ten oder eiférmigen Kérper der Fall sein. In der Hydrodynamik
werden wir die wirklichen Werthe von A und B fir mehrere Fille
berechnen lernen; darunter befinden sich der Fall eines von zwei
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Kogeloberflichen begrenzten Korpers, die einander unter einem
Winkel schneiden, der ein beliebiges Submultiplum von zwel rech-
ten Winkeln ist, der Fall zweler starr verbundenen vollstindigen
Kugeln und der Fall eines abgeplatteten oder eines gestreckten
Sphiroids.

306. Das Bestreben eines Korpers, seine flache Seite oder scine
Linge (wic der Tall scin mag) quer gegen dic Richtung sciner Be-
wegung durch eine Fliissigkeit zu drohen, aus welchem Bestreben
tie Beschleunigungen und Verzdgerungen der in § 333 beschriebe-.
men rotirenden Bewegung herrithren, und fiir welches wir jetzt das
statische Maass erhalten haben, ist eine bemerkenswerthe Erliute-
rmg des Ausspruchs des § 330 und .steht in engem Zusammen-
tange mit der dynamischen Erklirung vieler in der praktischen
Mechanik wohlbekannten Erscheinungen, von denen wir die folgen-
den anfithren: Das Schleppseil eines Canalbootes nimmt, wenn es
a der Seite des Bootes befestigt ist, und wenn das Steuerruder
gerade gelassen wird, eine Lage in einer verticalen Ebene an,
welche dic Axe vor ihrem Mittelpunkte schneidet. Wenn ein Boot
won einem Manne mit zwel Rudern schnell quer gegen den Wind
fotgerudert wird, so muss immer (ausser wenn es hinsichtlich der
Tiefe, die seine verschiedenen Theile im Wasser haben, und hin-
sichtlich der Grisse der nach seinen beiden Enden zu dem Winde
msgesetzten Oberflichen ausserordentlich unsymmetrisch ist) am
Ruder auf der Windseite stirker gearbeitet werden, damit es sich
ncht gegen den Wind hin wende; aus demselben Grunde triagt
en segeludes Schiff gewohnlich ,ein Wetterstener® *).  Bei schwe-
rem Winde 1st es ausserordentlich schwer und oft unmoglich, en
Schiff aus dem hohlen Raume zwischen zwer Wellen zu bringen,
md es kann dies iiberhaupt nur durch schnelle Vorwirtshewe-
gung, sel es vermittels des Dampfes oder vermittels der Segel,
geschehen, Ein lidngliches Geschoss muss schnell um seine Axe
otiren, damit seine Spitze vorn bleibe. Unzweifelhaft gleichen
fie merkwilrdigen Bewegungen einer schrig ins Wasser fallen ge-
lissenen flachen Scheibe, Austerschale, oder dergl. in gewissem
Grade den Bewegungen, die wir in § 333 beschrieben haben. Man
farf aber nicht vergessen, dass die realen Umstiinde, der Reibung
ler Flissigkeit wegen, von denjenigen des abstracten Problems be-
deutend abweichen. Wir wollen dies Problem fiir jetzt verlassen.

*} d. h. der Griff des Stcuerruders muss dem Winde zugekehrt werden.
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337. Kleine Abweichungen vom &leichgewicht. — Mit
Hiilfe der Lagrange’schen Forin der Bewegungsgleichungen, § 329,
kénnen wir jetzt, als Einleitung zur Betrachtung der Stabilitit der Be-
wegung, die Bewegnng eines Systems untersuchen, welches unendlich
wenig aus einer (leichgewichtslage herausgebracht ist und sich frei
bewegen kann, wihrend die Geschwindigkeiten seiner Theile an-
finglich unendlich klein sind. Die Gleichungen, die sich ergeben,
liefern die Werthe der unabhingigen Coordinaten fir jede spitere
Zeit, vorausgesetzt dass die Verschiebungen unendlich klein blei-
ben. Die mathematischen Ausdriicke fir ihre Werthe miissen natir-
lich die Natur des Gleichgewichts zeigen und geben zu gleicher Zeit
eln interessantes Beispiel der Coexistenz kleiner Bewegungen,
§ 89. Die Methode besteht cinfach darin, zu finden, was aus den
Bewegungsgleichungen und den Integralen derselben fiir Coordi-
naten, dic unendlich wenig von den einer Gleichgewichtsconfigura-
tion entsprechenden Werthen verschieden sind, und fir eine anfing-
liche unendlich kleine kinetische Fnergie wird. Die Ldsung dieser
Differentialgleichungen ist immer leicht, da sie linear sind und con-
stante Coefficienten haben. Wenn die Liésung zeigt, dass die Aende-
rungen in den Werthen der Coordinaten unendlich klein hlei-
ben, so ist die Lage die eines stabilen Gleichgewichts; zeigt sie
dagegen, dass eine oder mehrere jener Aenderungen unbegrenzt
wachsen kiénnen, so kann eine unendlich kleine Verschiebung aus
der Gleichgewichtslage eine Entfernung von dergelben zur Folge
haben, die von endlicher Grisse ist, und das Gleichgewicht ist so-
mit instabil. ) ’

Da das System eine Gleichgewichtslage inne hat, so miissen die kine-
matischen Relationen unverinderlich sein. Wie frither ist

) T=1%lN () 2w v 4+ s wl,

und dieser Ausdruck kann fiir keine Werthe der Coordinaten negativ sein.
Nun sind zwar die Werthe der Coefficienten in diesem Ausdruck im All-
gemeinen nicht constant; wir haben sie aber in uunserer approximativen
Untersuchung als constant anzusehen, da ihire Variationen,. die von den
unendlich kleinen Variationen von , g, u. 8. w. abhiingen, nur Glieder
mit unendlich kleinen Grossen der dritten Ordnung oder hoherer Ordnun-
gen enthalten konnen. Lagrange’s Bewegungsgleichungen werden also
einfach

: dT dfdry _
(2) . dt(dw)_q;’—‘W(d[p)_q’u‘ 5. W.,

und das erste Glied jeder dieser Gleichungen ist eine lineare Function von

U, ¢, w. s. w. mit constanten Coefficienten.
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Da wir nun fiir die allgemeinen Coordinaten einen ganz beliebigen
Anfangspunkt wiihlen konnen, so empfiehlt es sich, ¥, ¢, &, u. s. w. von
der betrachteten Gleichgewichtslage aus zu messen, 80 dass die Werthe
tieser Coordinaten. bestdndig wnendlich klein sind.

Wir erhalten also, wenn wir die unendlich kleinen Grossen hoherer
Ordnungen vernachliissigen und voraussetzen, dass die Krifte von den
Geschwindigkeiten unabhiéngig sind, ¥, &, u. 5. w. als linears Functionen
wn ¢, ¢ u. 8. w. ausgedriickt, die wir in folgénder Weise schreiben
kinnen: —

=ay by fed 4 -
3 =0yt by+cd+---

r o8 W, . 5. W,

Die Gleichungen (2) werden folglich lineare Differentialgleichungen zwei-
r Ordnung mit constanten Coefficienten, und ihre Anzahl ist gleich der
hnzahl der zu bestimmenden Verdnderlichen ¢, @, u. s. w.

Die in den elementaren Liehrbiichern der Differentialgleichungen dar-
plegten gewShulichen Methoden fithren natiirlich, unabhingig von jeder
tsonderen Relation zwischen den Coefficienten, zu einer allgemeinen Form
fr Losung (§ 343). Diese Form hat aber im Falle eines conservativen
fystems sehr bemerkenswerthe charakteristische Eigenschaften, und da-
ler wollen . wir diesen Fall zuerst besonders untersuchen. In dem-
eben ist

" dVv av
Yfoo= — = = — ——, U. 8 W,
dp dg
¥ ¥V in unserer approximativen Untersuchung eine homogene gunadra-
teche Function von v, ¢, ... ist, wenn wir den Anfang oder die Gleich-

gewichtsconﬁguration als die Configuration annehmen, von welcher aus

§273) die potentielle Energie gerechnet wird. Nun geht aus der Theorie
@ Transformation der quadratischen Functionen hervor*), dass wir

*) Denn erstens liefert jede Annahme, wie

v =4vy, + By o
p = 4wy + B’é’li

U, 8 W., W S, W,

seichungen , welche 1;;, 9.9, u. s. w. durch l}",, @, U. s. w. ausdriicken, und zwar
dben die Glieder in 1}},,(p,, u. s. w. gleichfalls die Coefficienten 4, B, u. s. w.,
an diese letzteren von ¢ unabhiingig, siud. Danach mige (dle Auzahl der Coor-
insten wird gleich i vorausgesetzt) der aus Gliedern in Y8, @2 Y@, u. s W. be-
whende quadratische Ausdruck fiir 2 7, dadurch dass man den Coefficienten
4B, u. s. w. geeignete Werthe beilegt, auf die Form l/)g + lp2 + --- redu-
wt werden., Dies kann auf unendlich viele Arten geschehen, ohne dass wan eine
ueichung von einem htheren als dem ersten Grade zu losen hitte, wie man
tent erkennt, wenn man einen synthetischen Process nach Analogie der Auf-
ae: — Die einem beliebig gewihlten Durchmesser eines Ellipsoides conjugirte
Vametralebene und darauf in dem elliptischen Schritt dieser Ebene den Durch-
User zu finden, welcher einem beliebig gewidhlten Durchmesser dieser Ellipse
wjugirt ist — algebraisch ausarbeitet. Es sei nun

Thomson w Tait, theoretische Physik. . 20
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durch eine ganz bestimmte lineare Coordinatentransformation den seiner
Natur nach positiven Ausdruck fiir 2 T auf eine Summe von Quadraten
der allgemeinen Geschwindigkeifscomponenten und zu gleicher Zeit V auf
eine Summe von Quadraten der entsprechenden Coordinaten reduciren
kdnnen, wabei jedes Quadrat des letzteren Ausdrucks mit einer positiven
oder mnegativen, aber reellen Constanten multiplicirt sein wird., Kg kiunen
folglich ¥, @, u. s. w. so gewihlt werden, dass

@ [T =Y, (% + ¢% w5 w)
WV = Ya(ey?+ 92 + u s w)

ist, wo @, 8, u. s. w. positive oder negative reelle Constanten sind. La-
grange’s Bewegungsgleichungen werden somit

(5) Y= —ay, g=— fp 08 W

Die Losungen dieser Gleichungen sind
(6) Y= Adsin(tVe 4 &), p = A'sin(t Vs + &), u. s w,

wo A,g A'¢, ... die willkiirlichen Integrationsconstanten sind. Wir
schliessen daraus, dass die Bewegung aus einer einfachen harmonischen
Variation jeder Coordinate besteht, vorausgesetzt dass jede der Grossen
@, 8, u. 8. w. positiv ist. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn ¥ in der
Gleichgewichtsconfiguration ein wirkliches Minimum ist, was, wie wir
gesehen haben (§ 292), nothwendig hei einem stabilen Gleichgewicht der
Fall ist. Wenn eine oder mehrere der Grossen e, 8, u. 8. w. verschwin-
den, so kann das Gleichgewicht stabil, unstabil oder neutral sein und, um

Y, Yyt me, -+ .-
& 'y, +m gy 4y

U S W, u. 5. W,

11

wo I,m,..., {’ym’;... den Gleichungen

und .

24+ m24 =1, 72+ w2 cee == 1, u. s. w.

genligen. Wir werden dann offenbar noch dieselbe Form fiir 2 7" haben, nimlich
2T =y, 4+ @2+ -

und es lassen sich, wie wir aus der Theorié der Transformation der quadratischen
Functionen wissen, I, m,..., I,m’,... so annehmen, dass die Producte der Coor
dinaten aus dem Ausdruck fiir ¥V verschwinden und man

2V = “4’112+ Bo2 -+ ---

erhilt, wo @, 8,7,... die nothwendig reellen Wurzeln einer Gleichung #t*® Gra-
des sind, deren Coefficienten von den Coefficienten abhingen, welche die Grissen
2.2, @,... in dem Ausdruck fiir V haben. Spiter [§ 343, (7) und (8)]
werden ‘wir angeben, wie diese Untersuchung, wenn T und V als zwei beliebige
homogene quadratische Functionen gegeben sind, durch einen einzigen Process
ausgefilhrt werden kann.
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seine Natnr zu bestimmen, miissen Glieder héherer Ordnung in der ¥pt-
vicslung von V nath aufsteigenden Potenzen und Producten der Coordi-
naten untersucht werden; wenn das Gleichgewicht stabil wire, so wurde
tie Periode einer unendlich - kleinen Oscillation "in dem Werthe der ent-
grechenden Coordinate oder der entsprechenden Coordinaten unendlich
gross sein.  Wenn die Grossen «, 8, u. s. w. zum Theil oder simmtlich
megativ sind, so ist. ¥ kein Minimum und das Gleichgewicht (§ 292) un-
sabll. Die Form (8) der Losung wird fiir jede Coordinate, fir welche
fies der Fall ist, imagindr und muss auf die Exponentialform reducirt

verden. Ist z. B. @ == — &', wo ¢ positiv ist, so folgt
b
7) W= Ae+tw+ Re tYe,

weleher Ausdruck (ausser wenn die Stérung des Gleichgewichts so gerich-
ut wird, dass die willkiirliche Constante A verschwindet) eine unbegrenzte
lmahme der Abweichung von der Gleichgewichtslage anzeigt. Diese
Form der Lisung driickt das Gesetz aus, nach welchem das System eine
tofiguration unstabilen Gleichgewichts niherungsweise verlisst. Im All-
pmeinen wird die Anniherung natiirlich immer ungenauer, jo grosser die
{bweichung wird.

‘ Fir jetzt wird ein Beispiel gentigen. Ein in eine unendliche Iliis-
‘igkeit (§ 381) eingetuuchter fester Korper werde verhindert, irgend eine
tirende Bewegung anzunehmen, und moge nur im Stande sein, sich
wrallel einer gewissen festen Ebene zu bewegen; er stehe unter dem Ein-
s von Kriften, welche dem conservativen Gesctze unterworfen sind,
ud welche in einer besonderen  Gleichgewichtslage véllchwinden. . Wir
ghmen in dem Korper einen beliebigen Punkt an, wihlen die Lage, die
2inne hat, wenn der Korper im Gleichgewicht ist, als Anfangspunkt der
mhiwinkligen Coordinaten O X, OY und rechnen von ihm aus die
sentielle Energie. Dann ist, wie im Allgemeinen,

2T = 44?2 + B + 2 Cdy,
2V =az? 4+ by? + 2¢zy,
i die oben in § 331 angegebenen Principien uns gestatmnl, das Bystgm
& dorch die Coordinaten z und y vollstindig bestimmt anzusehen, unter
i Yoraussetzung , die wir jmmer machen, dass, wenn der Korper in
lbe gegeben oder zur Ruhe’gebracht wird, die ganze Fliissigkeitsmasse
8 gleicher Zeit sich in Ruhe befindet. Ldsen wir das offenbar ganz be-
ummte Problem: =— das Paar conjugirter Durchmesser zu finden, wel-
¥ fiir die Ellipse o '
‘ : PO
Az? 4 By? + 2 Cxy = const.
o fiir die Ellipse oder Hyperbel
ax? + by? + 2cxy = const.
. . (S
%slben Richtungen hat.— und wihlen diese Richtungen als Axen schief-
"kliger Coordinaten (24, %), so werden wir
2T = A, 2% -+ B, gSund 2V = a, 22+ byl
20*
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erhalten, Da nun A4; und B; ihrer Natur nach positiv sind, po koonen
wir, zur Vereinfachung unserer Ausdriicke,

%y IAI:V’» ?/1V§_1_=¢

setzen und erhalten
g7 =2+ g% 2V =cay?+ B¢?,

also Ausdriicke von der oben (4) angegebenen Form.
Die Interpretation der allgemeinen Lisung ist folgende: —

338. Wenn ein conservatives System unendlich wenig aus
eimer Configuration stabilen Gleichgewichts herausgebracht wird, so
wird es hinterher bestindig wmn diese Configuration vibriren und
derselben unendlich nahe bleiben, indem jeder Punkt des Sysiems
eine Bewegung vollfiihrt, die aus einfachen harmonischen Vibratio-
nen bestebht. Wenn 7 Grade von Bewegungsfreiheit vorhanden sind,
und wir ein beliebiges System allgemeiner Coordinaten (§ 202) be-
trachten, welche die Lage des Systems fir jede Zeit ausdriicken, so
wird die Abweichung einer jeden dieser Coordinaten von dem Werthe,
den sie i1u der Gleichgewichisconfiguration hat, einer zusammen-
gesetzten harmonischen Function (§ 68) gemiiss variiren, die im All-
gemeinen aus tgginfachen harmonischen Functionen vou incommen-
surabelen Perioden besteht, und daher (§ 67) wird die ganze Be-
wegung des Systems mnicht periodisch durch dieselbe Reihe von
Configurationen hindurchgehen. Es giebt jedoch im Allgemeinen
¢ verschiedene bestimmte Verschiebungen, die wir Normalver-
schiebungen nennen werden, und die der Bedingung geniigen,
dass, wenn irgend eine von ihnen allein erzeugt und das System
darauf fiir einen Augenblick sich selbst in Ruhe iiberlassen wird,
diese Verschicbung eincr einfachen harmonischen Function der Zeit
gemiiss periodisch ab- und zunimmt, und dass folglich jeder Punkt
des Systems eine einfachc harmonische Bewegung in derselben Pe-
riode volifahrt. Dieses Resultat umfasst, wic wir spiter sehen wer-
den, Fille, in denen unendlich viele Grade von Bewegungsfreiheit
vorhanden sind, z. B. die Bewegungen ciner gespannten Schour,
einer in cinem goschlossenen Gefilsse befindlichen Luftmasse; Wellen
im Wasser oder Oscillationen in cinem Gefiiss mit Wasser, das von
begrenzter Ausdehnung ist; Wellen in einem elastischen festen Kor-
per. Auf diese Fille angewandt liefert es die Theorie der so-
genannten ,Fundamentalvibration® und der successiven ,harmoni-
schen Bewegungen® der Saite, sowie der verschiedenen einfachen
Vibrationsarten, die in den anderen Fillen méglich sind.
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339. Wenn die Perioden der Vibrationen fiir zwei oder meh-
rere Normalverschiebungen gleich sind, wie es in besonderen Fillen
vorksmmen kann, so geniigt jede aus denselben zusammengesetzte
Verschiebung gleickifalls der Bodingung ciner Normalverschicbung.
Und wenn das System irgend einer solchen Normalverschiebung go-
piss verschoben und scinen Punkten zugleich Geschwindigkeiten
mitgetheilt werden, welche einer zweiten Normalverschiebung ent-
sprechen, so wird es eine Bewegung vollfihren, welche die Resultante
zweier einfachen harmonischen Bewegungen von gleichen Perioden ist.
Die graphische Darstellung der Variation der entsprechenden Coordi-
naten des Systems wird folglich (§ 65), wenn man dieselben als zwei
rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene verzeichnet, ein Kreis oder
eine Ellipse sein; dies wird natiirlich auch die Gestalt der Bahn jedes
Punktes des Systems sein, welcher fur zwel der in Rede stehenden Ver-
schisbungen eine verschiedene Bewegungsrichtung hat. Man vergesse
sher nicht, dass einige der Haupttheile (wie z. B. der im Beispiel C
des § 330 von der festen Axe getragence Korper) vielleicht nur eincn
Grad von Freiheit haben, ja dass vielleicht sogar jeder Theil des
Systems nur einen Grad von Freiheit hat, wie z. B. wenn das System
ais einer Reihe von materiellen Punkten besteht, deren jeder ge-
swingen ist, auf einer gegebenen Linie zn bleiben, oder wenn es
aus starren Korpern auf festen Axen besteht, die vermittels elasti-
scher Schniire oder auf sonst eine Weise auf elnander einwirken.
In einem Falle, wie der letztere ist, kann sich kein Punkt des Sy-
stems anders als in einer Linle bewegen, und die Ellipse, der Kreis,
oder die sonstige graphische Darstellung der Zusammensetzung der
harmonischen Bewegungen des Systems ist dann nur ein Mittel zur
Erleichternng des Verstiindnisses und nicht eine Darstellung einer
Bewegung, die in irgend cinem Theile des Systems wirklich statt-
findet. :

340. Dissipative Systeme. — In der Natur ist, wie schon
oben (§ 278) gosagt wurde, jedes System, auf welches keine ausser-
halb desselben befindlickie Materie einwirkt, conservativ, wenn ausser
den sichtharen Bewegungen und den messbaren Kriften auch noch die
Molecularbewegungen, wslche als Wirme, Licht und Magnetismus er-
scheinen, sowie die potentielle Energie der chemischen Affinititen in
Rechnung gezogen werden. Praktisch sind wir aber in der abstracten
Dynamik (§ 275) gendthigt, die Krifte der Reibung und die Wider-
stinde der anderen oben genannten Classen als die Ursache eines Ver-
lustes von Energie in Rechnung zn ziehen, ohne dass wir dabei auf
die Aequivalente in Form von Wirme oder anderer Molecularwirkun-
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gen, die sie hervorbringen, Ricksicht nehmen. Wenn demnach solche
Widerstinde in Rechnung gezogen werden sellerr, so miissen Krifte,
die den Bewegungen der verschiedenen Theile eines Systems entgegen-
gesetzt gerichtet sind, in die Gleichungen eingefiihrt werden. Nach
unserer auf experimentellem Wege erlangten approximativen Kennt-
niss sind diese Kriifte, wenn sie aus der Reibung fester Korper ent-
springen, von den Geschwindigkeiten unabhingig; sie sind einfach
den Geschwindigkeiten proportional, wenn sie -direct in der Zihig-
keit der Flissigkeiten, oder in elektrischen oder magnetischen Ein-
wirkungen ibren Grund haben, wobei aber noch Correctionen anzu-
bringen sind, die von den Aenderungen der Temperatur und von den
Forménderungen des Systems abhiingen. In Folge der letaterwihnten
Ursache scheint der Widerstand einer realey Flussigkeit (die immer
mehr oder weniger zihe ist) gegen einen Kérper, der sich sehr
schnell durch sie bin bewegt und eine betrichtliche unregelmissige
Bewegung, wie die ,Wirbel* in seinem Kielwasser zuriicklisst,
nahezu dem Quadrate der Geschwindigkeil proportional zu sein,
obgleich, wie Stokes gezeigt hat, der Widerstand bei sehr kleinen
Geschwindigkeiten wahrscheinlich einfach der Geschwindigkeit pro-
portional ist und fir jede Geschwindigkeit wenigstens niherungsweise
als die Summe zweier Glieder ausgedriickt werden kann, von denen
das eine der Geschwindigkeit, das andere dem Quadrate derselben
proportional 1st.

341. Die Wirkung der Reibung zwischen zwei einander be-
rithrenden festen Kérpern besteht einfach darin, dass sie die un-
endlich kleinen Vibrationen, mit denen wir es jetat besonders
zu thun haben, unméglich macht, und jedem System, in welchem
sie vorhanden ist, gestattet, in Ruhe zu bleiben, wenn es innerhalb
gewisser endlicher Grenzen aus einer Configuration reibungslosen
Gleichgewichts herausgebracht worden ist. In der Mechanik ist es
leicht, ihre Wirkungen mit hinlinglicher Genauigkeit zu schitzen,
wenn irgend ein praktischer Fall endlicher Vibrationen in Frage
steht. Die anderen Classen dissipativer Ursachen dagegen rufen
Widerstinde hervor, welche, abgesehen von den erwahnten Correc-
tionen, einfach den Geschwindigkeiten proportional sind, wenn die
Bewegungen unendlich klein sind, und konnen nie das System in
elner (Yonﬁguta.tion in Ruhe erhalten, die, wenn auch noch so wenig,
von einer Configuration reibungslosen Gleichgewichts abweicht. In der
Theorie der unendlich kleinen Vibrationen sind sie dadurch in Rech-
nung zu bringen, dass man zu den Ausdriicken fiir die verallgemei-
nerten Kriftecomponenten Glieder addirt, deren jedes das Product
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sus einer Constanten in eine der verallgemeinerten Geschwindigkeits-
wmponenten ist, wodurch wir Gleichungen erhalten, die immer noch
in bemerkenswerther Weise einer streng mathematischen Behand-
ling fihig sind. Das Resultat der Integration f{ir den Fall eines
dnzigen Grades vom Freiheit ist sehr einfach, und sowohl fir die
Erklirung vieler Naturerscheinungen, als auch zum Gebrauch bei
emer Menge experimenteller Untersuchungen von der grossten Be-
deutung. Wir lassen cinige particlle Folgerungen, dic man aus ihm
neht, zunidchst in Worten folgen: —

J42. Wenn der Widerstand in irgend einem besonderen Falle
dne gewisse Grenze mnicht itberschreitet, so ist die Bewegung eine
dnfache harmonische Oscillation, deren Amplitude in aufeinander
flgenden gleichen Zeitintervallen um gleiche Bruchtheile abmimmt.
Wenn aber der Widerstand iiber dieso Grenze hinausgeht, so kehrt
das System, wenn man es aus seiner Gleichgewichtslage herans-
ringt und daranf sich selbst {berldsst, allmilig zu seiner Gleich-
gewichtslage zuriick, ohne je durch sie hindurch nach®der anderen.
Seite hin zu oscilliren, und erreicht dieselbe erst nach Ablauf einer
mendlich grossen Zeit.

Es sei fiir die Einheit der V(:rschiebung n? die Grosse, welche
die Beschleunignng haben wirde, wenn kein Widerstand vorhanden

2w .
wire, so dass wir (§ 57) I'— . baben; ferner sel k die Grisse

der Versogerung, welche der der Linheit der Geschwindigkeit ent-
sprechende Widerstand herbeifiithrt. Dann ist die Bewegung oscil-
lrend oder nicht, je nachdem k < 2% oder & > 2# ist. Im ersteren
Falle wiichst die Periode der Oscillation in Folge des Widerstandes
voo I auf 7 m , und der natiirliche Logarithm1}§ der
inplitude nimmt in der Zeiteinheit um 1/, % ab.

343. TUnendlich kleine Bewegung eines dissipativen
Systems, — Die allgemeine Losung des Problems, die Bewegung
eines Systems zu finden, welches eine beliebige Anzahl, 7, Grade von
Fretheit hat und, nachdem es unendlich wenig aus einer Reich-
gewichtslage herausgebracht worden, freigelassen wird, so dass es
sich nun ynter dem Einfluss von Widerstinden bewegt, welche den
Geschwindigkeiten proportional sind, zeigt, dass die Gesammtbewe-
ging im Allgemeinen auf bestimmte Weise in 24 verschiedene Be-
wegungen zerlegt werden kanu, deren jede entweder einfach harmo-
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nisch ist und dann eine nach dem oben angegebenen Gesetze (§ 342)
abnehmende Amplitude hat, oder nicht oscillirend ist und dann
darin besteht, dass die Verschiebungscomponenten in successiven
gleichen Zeitintervallen Verminderungen um gleiche Bruchtheile er-
fahren. :

Fiir den Fall eines Grades von Freiheit ist die Differentialgleiconng
der Bewegung

G4 k4 niy =o.
Das vollstindige Integral dieser Gleichung ist
W = [Asinn't - Beosn't) e
wo n = Vm ist, oder, was dasselbe ist,
Y= (Ce™ F (' ™) e "eH,

wo n, = V(Y k? — n? ist; im ersteren Falle sind 4 und B, im zweiten
C und €' die willkiirlichen Integrationsconstanten. Es ergeben sich dar-
- ans die fiir diesen Fall in § 342 ansgesprochenen Sitze.
Die allgemeinsten Voranssetzungen, die wir hinsichtlich der unend-
lich kleinen Bewegungen eines Systems machen konuen, liefern als Diffe-
rentialgleichungen

%(g—g +di;(‘lhp+58<p+-.-)+a\p+b¢+...:0

NGGD) T T+ ¥o+ @yt g d oo

1. 8. wW. 1. & W

(Krifte nicht conservativer Art, die von der Lage, nicht von der Bewe-
gung abhingen, sind nicht ausgeschlossen, ausser wenn dis Relationen
b = a/, ¢ = a", u. s. w. gelten.)

Die Theorie der simultanen linearen Differentialgleichungen mit con-
stanten Coefficienten lehrt, dass die allgemeine Losung fiir jede Coordi-
nate die Summe besonderer Ldsungen ist, und dass eine besondere Lo-
sung die Form
(2) Y = lek, @ = me"’, u. 8. w.

hat. Nehmen wir an, die Ausdriicke (2) seien eine Losung, und setzen
sie it die Differentialgleichungen ein, so folgt

2T LA B ) bal g im g =0

(4 1,29
dm

120+ Bmt )bl L bmF =0

u. 8. W, Uu. 8 w.
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wo T dieselbe homogene quadratische Functiom von I, m,... bezeichnet,
welche 7' von 1, @, ... ist. Diese ¢ Gleichungen bestimmen 2 durch die De-
terminantengleichung

(24 + A% +a) (B 4218 +),..| =o
W (2 A"+ AW o), (BB 2% 4 b,

wenn 4, B, C, A', B', U, u. s. w. die Coefficienten von I, m,n, u. 8. w. in
%, Z—i, ‘u. 8. w. bezeichnen, welche natiirlich den Relationen
(3) B=A4A,C= 4" C = B" u s w.

unterworfen sind. Die Gleichung (4) ist vom Grade 24 in 2. Wird eine
ihrer Wurzeln fiir & in die ¢ linearen Gleichungen (3) eingesetzt, so wer-
den dieselben in Einklang gebracht und lefern die 7 — 1 Verhiltnisse
1:m 1:n u s w; wir haben dann in (2) eine besondere Lisung mit
einer willkiirlichen Constanten I. Wenn demnach die 2 ¢ Wurzeln von (4)
ungleich sind, so ergeben sich 27 verschiedene besondere Losungen, jede
mit einer willkiirlichen Constanten, und die Addition dieser Liésungen lie-
fert, wie schon 'gesagt, die allgemeine Liésung. Fille, in welchen gleiche
Wurzeln vorhanden sind, lassen eine entsprechende Anzahl Grade von
Unbestimmtheit in den Verhédltnissen I : m, I : »,... zuriick und gestat-
ten so, die erforderliche Anzah! der willkiirlichen Constanten zu er-
ginzen.

Wenn die nicht aus der Bewegung herriihrenden Krifte zur conser-
vativen Classe gehoren, so haben wir

(8) b=oga' ¢c=ua" ¢ =1V,
wo @, b, u. 8. w. so beschaffen sind, dass

V=Yt + 2bup + 2098 + o+ Vb F 2ei0s ;o)
ist.

Wenn die Grossen U, B, A, B’, u. 5. w. entweder simmtlich positiv
sind, oder wenn diejenigen derselben, die negative Werthe haben, auf
solche Grossen beschriankt sind, die sie in der Natur haben konnten, so
miissen die Wurzeln der Gleichung fir R, falls sie reell sind, negativ sein;
falls sie aber imaginir sind, so miissen ihre reellen Theile negativ sein.
Demnach kann jede besondere Lisung aus Gliedern von einer der beiden
Formen

Ce P singt, Ce ™

zusammengesetzt werden, wo p positiv ist. Wir ersehen dies daraus, dass
Ausdriicke wie (e sin gt eine Bewegung darstellen wiirden, welche mit
bestindig zunehmender Energie durch die Gleichgewichtsconfiguration hin
und her gehen wiirde. Eine mathematische Untersuchung dieser Bedin-
gung ist unseres Wissens noch nicht angestellt worden und verdient die
Aufmerksamkeit der Mathematiker.
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Wir kommen wieder zum Falle, in welchem kein Widerstand
vorhanden ist, wenn wir
A = 0, B = 0,.. ., W = 0,...
nehmen. Dije Determinantengleichung wird dann .
(324 + a), 2B +b),...| =0
(7) (A24" 4-a'), (2D 4 0),...
Diese Gleichung ist vom Grade ¢ in 42 Thre <« Wurzeln sind fiir den Fall
‘eines conservativen Systems natiirlich die Werthe von ¢, 8, u. 8. w. in
unserer ersten Uniersuchung (§ 337), und wir schliessen aus dem, was
wir dort bewiesen haben, dass sie in diesem Falle sdmmtlich reell sind.

Die Gleichungen (3) zur Bestimmung von I, m, ... werden dann
WA + @)l + WB 4 bm =0
(8) (24" + a1+ (32B 4 ¥ym 4 oo = 0

W 8. wW. U 8. W,

und somit haben wir in (7) und (8) die oben versprochene Lisung in
einem vollstindig ausgedriickten Progess. Die Eigenschaft der Determi-
nantengleichung (7), dass ihre Wurzeln simmtlich reell sind, wenn die
Relationen {5) und (6) erfillt werden, ist sehr bemerkenswerth. Sie scheint
der Aufmerksamkeit der neueren Algebraisten entgangen zu sein*). Wenn
diese Relationen nicht erfiillt sind [wie in der hekannten diagonalen kubi-
schen Function § 181, (3})], so kdnnen alle Werthe von 42 reell sein; sie kin-
nen aber auch simmtlich oder zum Theil imaginir sein. Wenn sie nicht
simmtlich reell sind, so sei g ‘ij o V—1 ein Paar imagindrer Wurzeln. Die
entsprechenden Werthe von 3, oder die Quadratwurzeln von g +eV—1
konnen mit 1 (p &= ¢ V— 1) bezeichnet werden. Folglich werden in der
allgemeinen Losung Glieder von der Form
Ce?sin qt

vorkommen, d. h. es giebt unendlich kleine Verschiebungen aus einer
Gleichgewichtslage, die havmonische Oscillationen nach sich ziehen wiir-
den, deren Amplituden nach dem logarithmischen Gesetz zunehmen, so
lange die Verschiebung klein genung bleibt, dass wir unsere approximative
Annahme festhalten konnen. Diese Art, eine Lage instabilen Gleich-
gewichts zu verlassen, jst naturlich unmoéghich, ausser wenn man kinst-
liche Anordnungen trifft, die nicht ein conservatives, sondern ein accu-
mulatives Kraftsystem geben.

344. Kiinstliches oder imaginires accumulatives Sy-
stem. — Wenn die Kriifte eines Systems, welche von der Configu-

ration und nicht von der Bewegnng abhingen, und welche wir der
Kiirze wegen die Positionskrifte nennen wollen, das Princip der

*) Ein etwas einfacherer Fall ist von Cauchy behandelt (Exercices de Mathé-
matique, T. IV, p. 140. Sur I'équation & l'aide de laquelle Jn détermine ' les
inégalités séculaires des planétes); doch lisst sich der dort gefiihrte Beweis, dass
alle Wurzeln der Gleichurg (7) reell seien, auch auf den hier vorliegenden Fall
iibertragen. (Anmerk. d. Herausg.)
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Erhaltung der Energie verletzen, so kann aus demselben, wie wir in
§ 272 gesehen haben; unaufhérlich Energie gesogen werden, da-
durch dass man es unaufhérlich durch eine geschlossene Reihe von
Configurationen hindurchleitet. Wir haben daraus geschlossen, dass
in jedem reellen System, welches nicht mit Energie von aussen ver-
sehen wird, die Posttionskrifte dem Princip der Erhaltung der
Energie geunligen. Es ist aber leicht, ein System kinstlich mit
giner Quelle von Energie in Verbindung zu setzen, so dass seine
Positionskrifte nicht conservativ sind, und die Betrachtung der kine-
tischen Wirkungen einer solchen Anordnung, besonders der Oscilla-
tionen oder der Bewegungen, die das System vollfiihrt, wenn es
unendlich wenig aus einer Gleichgewichtsconfiguration heraus ge-
bracht wird, ist dusserst lehrreich wegen der Gegensitze zu den
Frscheinungen eines natirlichen Systems. Die vorstehende Unter-
suchung liefert die allgemeine Lisung des Problems: — Die unend-
lich kleine Bewegung eines einer Gleichgewichtslage unendlich nahen
Systems zu finden, wenn sowohl durch die Widerstinde, als auch
durch die Natur der Positionskrifte eine Abweichung vom Princip
der Erhaltung der Energie stattfindet. Wenn kein Widerstand vor-
handen ist, mit welchem Falle wir uns jetszt allein zu beschiftigen
brauchen, wird die Frage, ob das Gleichgewicht stabil oder instabil
sel, nach der Natur der Wurzeln einer algebraischen Gleichung ent-
schieden, deren Grad gleich der Anzahl der Grade von Freiheit ist,
die das System besitzt.

Wenn die Wurzeln (4%) der Determinantengleichung § 344, (7) sammt-
lich reell und negativ sind, so ist das Gleichgewicht stabil; in jedem an-
deren Falle ist es instabil.

345. Obgleich cs aber micht moglich ist, einem solchen System,
wenn sein Glelchgewicht stabil ist, unendlich kleine Verschicbungen
md Geschwindigkeiten solcher Art zu ertheilen, dass das System,
sich selbst tiberlassen, sich weiter und weiter bewegt, bis eine Ver-
schicbung oder eine Geschwindigkeit von endlicher Grésse erreicht
ist: so schoint cs doch .sehr merkwiirdig, dass Stabilitit hierbei
miéglich sein sollte, wenn man bedenkt, dass selbst im Falle der
Stabilitdt, wie man leicht aus § 272 erkennt, eine endlose Zunahme
der Geschwindigkeit dadnrch allein erlangt werden kann, dass man
das System zwingt, eine besondere geschlossene Bahn, oder eine be-
sondere Reihe von Configurationen zu durchlaufen, die nirgends mehr
sls unendlich wenig von der Gleichgewichtsconfiguration abweichen,
wobel man es anfangs ohne Geschwindigkeit irgendwo in gewijssen
Theilen dieses Umlaufs beginnen lasst. Dieses Resultat und® die ver-
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schiedenen Eigenthiimlichkeiten, welehe die Fille von Stabilitat und
Instabilitit darbieten, werden durch das einfuchste mogliche Beispiel
— die Bewegung eines materiellen Punktes in einer Ebene — zur
Geniige erldutert.

Der Punkt habe die Einheit der Masse, und die den rechtwinkligen
Coordinatenaxen parallelen Kriftecomponenten seien, wenn der Punkt die
Lage (x,y) hat, az + by und @’z 4+ %' y. Die Bewegungsgleichungen
sind dann
(1) t=ax+ by y=az4+ by
Wird Yol + b)) = ¢ und Yyfa' — b) = ¢
angenommen, g0 werden die Kriftecomponenten

ax +cy —eyundcx + by 4 eax,

daV av
ode‘)r —ﬁ—syund—d—y+sw,
wo V=—"@z 4 by + 2cxy)

ist. Die Glieder — &y und -+ ez sind offenbar die Componenten einer
zum Radiusvector des materiellen Punktes senkrechten Kraft e(xz—{—y?)l"*.
Drehen wir also die Coordinatenaxen durch irgend einen Winkel, so sind
die entsprechenden Glieder in den transformirten Ausdriicken der Compo-

nenten immer noch — &y und + gx. Wenn wir daher die Axen s
wiihlen, dass i
(@) V= Y(ez? + gy

ist, so gehen die Bewegungsgleichungen, ohne dass ihre Allgemeinheit be-
eintrichtigt wiirde, iiber in
F=—ax —cy §=—Bfy+ ez
Um diese Gleichungen zu integriren, nehmen wir, wie im Allpemeinen
343, (2)], -
® e x:le"‘,y:me;“
an. Dann erhalten wir, wie frither [§ 343, (8)],
B+ aldtem=0und —el 4 F 4 fHm=o.
Daraus folgt
(3) (1 f Q@2+ = — &

und diese Gleichung liefert

B=—1tf L Yl — o —h

Diese beiden Wurzeln A2 sind reell und negativ, d. h. das Gleichgewicht
ist stabil, wenn jede der Grossen o f + €2 und « -} B positiv, und wenn
&2 < Y (e — B)2 ist [d. h. wenn & zZwischen den Werthen 1/, (8 — @) und
— 14 (8 — a) liegt]; in jedem anderen Falle ist das Gleichgewicht instabil

Es werde jetzt aber der Punkt gezwungen, auf einem Kreise vom
Radius 7 zu bleiben. Bezeichnen wir den Winkel zwischen dem Radius-
vector des Punktes und der Axe OX mit 9 und transformiren (§ 27) die
Bewegungsgleichungen, so erbalten wir

(4) .")'?:——(ﬂ——a)sin,‘}cos.‘}-}—s—_——1/2(,5——a)sin29+6.
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Hitten wir &8 = 0 (Fall eines conservativen Kraftsystems), so wiirden die
Gleichgewichtslagen in & = 0, 8 = Yy, & = 7 und & = %, 7 sein,
ond die Bewegung wiire die des Quadrantpendels. Wenn aber & irgend
einen endlichen Werth hat, der kleiner als 1/, (8 — «) ist, und den wir der
Kirze wegen als positiv voraussetzen, so giebt es Gleichgewichtslagen iu

ki - 3n

‘9::3,1‘}:::?——9, 3:7!-‘—&1111(19:—2——0,

2¢
g —
hat, In der ersten und dritten Lage findet stabiles, in der zweiten und
vierten instabiles Gleichgewicht statt. Wir sehen somit, dass die Wirkung
der constanten Tangentialkraft darin besteht, die Lagen des stabilen ond
des instahilen Gleichgewichts auf dem Kreise vor und zuriick zu schieben,
jede durch einen Winkel von der Grosse . Wird die Gleichung (4) mit

wo O die Hilfte des spitzen Winkels ist, dessen Sinus den Werth

9§dt multi};licirt und sodann integrirt, so erhalten wir als Integral-
gleichung der Euergle

(5) $2 = C 4 Y, (8 — a)cos2 ¥ + 259,
Hieraus sehen wir, dass der Werth von €, fiir welchen der materielle
Punkt gerade die Lage des instabilen Gleichgewichts erreicht,

C=—Y, (8~ ajeos(m — 20) — e(n — 20)
:VSE——T“E—£2+€ n—arcsinﬁ?_s“)

ist. Setzen wir den Ausdruck (5) fur 53, nach S8ubstitution dieses Werthes
von O, gleich Null, so erhalten wir eine transcendente Gleichung in 9,
deren kleinste negative Wurzel &, die Grenze liefert, von einer Lage stabilen
Gleichgewichts aus riickwirts gerechnet, bis zu welcher die Bewegung oscil-
lirend bleibt. Wenn der materielle Punkt in Ruhe an irgend eine Stelle des
Kreises gesetzt wird, die sich vor einer Lage stabilen Gleichgewichts be-

findet und weniger als % — 28 von derselben entfernt ist, oder die sich

hinter einer solchen Lage in einem Abstande von derselben befindet, der
kleiner als § — &, ist, so wird er vibriren. Wird er aber an irgend eine
Btelle gesetzt, die sich ausserhalb dieser Grenzen befindet, und daselbst
entweder in Ruhe gelassen oder mit einer beliebigen Geschwindigkeit
nach einer der beiden Seiten hin gestossen, so wird er den Kreis rings
herum nach vorwiirts zu unaufhbrlich durchlaufen; dabel nimmt seine
Geschwindigkeit periodisch zu und ab; ihr Quadrat wird aber jede halbe
Umdrehung um den nidmlichen Betrag grisser.

Ist andererseits & > 1, (8 —~ «), so sind die Lagen sowohl des stabi-
len, wie des instabilen Gleichgewichts imaginir, indem der Einfluss der
Tangentialkraft in jeder Lage tiberwiegt. Wird der Punkt an irgend eine
Stelle des Kreises in Ruhe hingesetat, so wird er sich mit stetig wachsen-
der Geschwindigkeit, aber periodiseh zu- und abnehmender Beschleuni-
gung herumbewegen,

346, Kinetische Stabilitit und conservative Stérung. —
Es giebt kaum eine Frage in der Dynamik, die fiir die theoretische
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Physik von grosscrer Wichtigkeit ist, als die Stabilitit oder In-
stabilitit der Bewegung. Daher wollen wir, ehe wir dieses Capitel
schliessen, einige allgemecine Erliuterungen und leitende Principien
iiber diesen Gegenstand mittheilen. .

Eine ,conservative Bewegungsstérung® ist cine Stérung in der
Bewegung  oder der Configuration eines conservativen Systems,
welche dic Summe der potentiellen und der kinetischen Energie
nicht findert. Eine ,conservative Stérung der Bewegung durch cine
besondere Configuration hindurch“ ist eine Aenderung in den Ge-
schwindigkeiten oder Geschwindigkeitscomponenten, welche die ge-
sammte kinetische Energie ungeindert lisst. So z. B. ist eine con-
servative Stérung der Bewegung eines materiellen Punktes durch
irgend einen Punkt hindurch eine Aenderung in der ﬁewegungs-
richtung, die von keiner Aenderung der Geschwindigkeit be-
gleitet ist. -

347. TDie wirkliche Bewegung eines Systems ans irgend einer
besonderen Configuration heisst stabil, wenn jede mdgliche unend-
lich kleine conservative Stérung der Bewsgung durch diese Confi-
guration aus conservativen Stérungen zusammengesetzt werden
kann, deren jede eine Aenderung der Bewegung herbeifithren
wiirde, welche das System in endlicher Zeit und mit einer nur un-
endlich kleinen Abweichung wieder zu einer der ungestérten Bahn
angehérenden Configuration bridchte. Wenn diese Bedingung nicht
erfiilllt ist, so heisst die Bewegung instabil.

348. Beispiele. — Es werde z. B. ein Kérper 4 von einer
festen verticalen Axe getragen, ein zweiter Korper B von einer dem
ersten Korper angehorenden parallelen Axe; in derselben Weise
werde ein dritter Kérper C von B getragen, u.s. w. Wenn dann die
Koérper B, C, u. 5. w. so gestellt werden, dass der Triigheitsmittel-
punkt eines jeden so weit als miglich von der festen Axe entfernt
ist, und das ganze System mit einer gemeinschaftlichen Winkel-
geschwindigkeit um diese Axe in Bewegung gesetzt wird, so wird
die Bewegung von jeder Configuration ans stabil sein, wie aus den
spiter zu beweisenden Principien iber die resultirende Centrifugal-
kraft bei einem starren Korper hervorgebt. Wenn z. B. jeder der Kor-
per ein flaches, rechtwinkliges, am eiren Rande eingelenktes Brett
ist, so wird das ganze System offenbar durch die Centrifugalkraft
stabil erhalten, wenn alle diese Bretter in einer Ebene und von der
festen Axe soweit als moglich entfernt sind. Wenn aber A zum
Theil ans einer Welle und einer Kurbel besteht, wié ein gewdhn-
liches Spinnrad oder dds Schwungrad und die Kurbel éiner Dampf

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Principien der Dynamik. 319

maschine, und wenn B vom Kurbelstift als Axe getragen und ein-
wiirts gedreht wird (nach der festen Axe zu oder deren Verlingerung
schneidend), so wird die Bewegung des Systems instabil sein, wenn-
gleich die Korper C, D, u. s. w. s0 gestellt sind, dass ihre Trigheits-
mittelpunkte so weit von der festen Axe abstehen, als es hei dieser
Lage von B méglich ist.

349. Wenn sich ein linglicher Koérper in der Richtung seiner -
Linge, oder eine flache Scheibe seitwirts durch eine Flissigkeit be-
wegt, so ist die Bewegung instabil. Bewegt sich dagegen einer
dieser beiden Kérper so, dass seine Linge oder seine Flachseite zur
Bewegungsrichtung senkrecht ist, so ist die Bewegung stabil. Fiir
den idealen Fall einer vollkommenen Flissigkeit (§ 831) ist dies in
§ 332, Beispiel (2) bewiesen, und die in § 333 erliuterten Resultate
geigen fiir einen festen Rotationskdrper ganz bestimmt den Charakter
der Bewegung, welche eintritt, wenn der Kérper unendlich wenig in’
seiner Bewegungsrichtung gestdért wird, so dass er sich nicht mehr
genau lings oder genau senkrecht zur Axe seiner Figur bewegt;
wenn die geradlinige Bewegung stabil ist, so ist diese durch die
Storung verursachte Bewegung eine unendlich kleine Oscillation in
einer bestimmtien Zeilperiode; wenn die geradlinige Bewegung aber
instabil ist, so schwingt er herum bis in eine nahezu umgekehrte
Lage. Die Beobachtung bestitigt diese Behauptung filr die realen
Flissigkeiten Luft und Wasser und fir die mannigfachsten, die Be-
wegung beeinflussenden Umstinde. Kinige erlduternde Beispiele
haben wir schon in § 336 angefihrt, und werden wir spiiter auf
den Gegenstand zuriickkommen, da cr nicht nur von grosser prak-
tischer Wichtigkeit ist,, sondern auch in theoretischer Beziehung
hohes Interesse hat und durchaus keine Schwierigkeiten darbictet.

350. Dic"Bewegung eines einzclnen materiellen Punktes liefert
ms oinfachere und nicht weniger lehrreiche Erlinterungen der Sta-
bilitit und Instabilitit. Wenn ein Gewicht, das mit einem gewicht-
losen unansdehnbaren Faden an einem festen Punkte befestigt ist,
0 in Bewegung gesetzt wird, dass es um eine durch seine Gleich-
gewichtslage gehende Verticallinie einen Kreis beschreibt, so ist seine
Bewegung stabil. Denn wenn ihm eine unendlich wenig abweichende
Richtung gegeben wird, ohne dass ein Gewinn oder ein Verlust an
Knergie eintritt, so wird es; wie wir spiiter sehen werden, eine Sinus-
linie beschreiben, welche die Bahn der ungestorten Bewegung, den
Kreis, successive in Punkten schneidet, deren Abstinde auf dem Kreise
in ganz bestimmter Weise von dem Neigungswinkel der Schnur gegen
die verticale Richtung abhiingen. Weun ‘dieser Winkel sehr klein

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



320 Einleitende Begriffe.

1st, so ist die Bewegung nicht merklich von derjenigen eines mate-
riellen Punktes verschieden, der auf eine Ebene beschriankt ist und
sich unter dem Einfluss einer nach einem festen Punkte zu anziehen-
den, dem Abstande einfach proportionalen Kraft bewegt, und die Bahn
der gestorten Bewegung schneidet diejenige der ungestiirten (den
Kreis) viermal wihrend einer Umdrehung. Oder wenn ein auf eine
Ebene beschrinkter materieller Punkt sich unter dem Einfluss einer
ihn nach einem Punkte dieser Ebene hinziehenden Kraft hewegt,
welche dem Quadrate seines Abstandes von diesem Punkte umgskehrt
proportional ist, so wird die Bahn einer unendlich wenig von dem
Kreise abgelenkten Bewegung den Kreis wihrend einer Umdrehung
zweimal schneiden. Wenn die Centralkraft allgemein der nten Potenz
des Abstandes proportional und #» + 3 positiv ist, so schneidet die
Bahn der gestirten Bewegung den Kreis in einer Reihe von Punk-
ten, deren jeder von dem nichstfolgenden anf dem Kreise den Ab-

stand —V%—_a hat. Die Bewegung wird aber instabil sein, wenn n
n

negativ und — n >> 3 ist,

Kinetische S8tabilitit in einer kreisférmigen Bahn. — Das
Kriterium fiir die Stabilitdt lisst sich fiir den Fall einer Bewegung im
Kreise um einen Punkt herum, von dem aus eine Kraft wirkt, leicht her-
leiten, wenn wir die Ditferentialgleichung der allgemeinen Bahn (§ 36)

d2u P
Jm b= YR

zu Grunde legen. & habe einen solchen Werth, dass eine Bewegung in
einem Kreise vom Radius a—! dieser Gleichung geniigt, d. h. es sei
P . . .
YT i u, wenn % — a ist. I.st nun % = @ + g, wo @ unendlich klein
ist, 8o werden wir
])
~Ea T e
R
h2u?
und folglich ist die Differentialgleichung der von der kreisférmigen un-
endlich wenig abweichenden Bewegung
d?e
-— o = (.,
FE R

uw

d
haben, wenn « den Werth von ﬁ<u ) fiir ¥ = ¢ bezeichnet,

Das Integral dieser Gleichung ldsst sich am passendsten in folgender
Weise schreiben: —

o — Asin (4 Va 4+ B), wenn a positiv
Ny

und

e = CeV e 4 cre

, wenn « negativ ist.
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Wir sehen daraus, dass die kreisformige Bewegung im ersteren Falle
stabil, iin zweiten instabil ist. ’
n

Ist z B. P = pur" = pu—

d P P
T — @) =1+ 0+ D5

, so folgt

U & - .
und wenn wir hierin YEaE R setzen, so erhalten wir @ = n -+ 3,

woraus das oben ausgesprochene Resultat hervorgeht.
Oder nehmen wir das DBeispiel (B) des § 330 und setzen m P fir P
und m A fiir b, so ist

: !
P _@_(y u? | u),
h2u? m m \h?2
2m'yg
m 55
d (u P ) _ + h2y3
du r2u?) T om 4w
ey . ., gm’ G
Setzen wir hierin # =— a und machen 22 — =— damit eine Bewegung
m g3
in einem Kreise vom Radius a—! moglich sei, so finden wir
3m
o — —F———
m + m'

Die kreisformige Bewegung ist daher immer stabil, und die Periode der
durch eine unendlich kleine Abweichnng von derselben erzeugten Variation

ist?n\/ m—’

3m

351. Kinetische Stabilitit eines sich auf einer glatten
Oberfliche bewegenden Punktes. — Der Fall eines sich anf
einer glatten festen Oberfliche bewegenden Punktes, auf welchen
keine andere Kraft wirkt als diejenige, die ihn zwingt, auf der
Oberfliche zu bleiben, und der sich deshalb lings einer geoditischen
Linie der Oberfliche bewegt, bietet dusserst einfache Erliuterungen
der Stabilitit und Instabilitit dar. So wiirde z. B, ein auf den
inneren Kreis der Oberfliche eines Ankerringes gesetzter materieller
Punkt, wenn er in der Ebene des Ringes einen Stoss erhielte, sich
bestindig in diessm Kreise bewegen; seine Bewegung wiirde aber
nstabil sein, da der Punkt offenbar bei der geringsten Stérung
diese Bahn verlassen und erst nach einem Umlauf um den dusseren
Rand dieselbe wieder erreichen wiirde. (Wir setzen natiirlich vor-
aus, dass der Punkt an der Oberfliche des Ringes blelben muss, wie
wenn er sich in dem umnendlich diinnen Raum zwischen dem massi-
ven Ringe und einem darumgelegten hohlen Ringe befinde.) Wenn
der Punkt aber auf den #ussersten oder grossten Kreis des Ringes
gesetzt und in dessen IKbene fortgestossen wird, so wird eine un-

Thomson u. Tait, theoretische Physik. 21
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endlich kleine Stérung bewirken, dass er eine Sinuslinie beschreibt,
welche_den Kreis in einer Reihe von Punkten schneidet, deren jeder

- b
von dem folgenden eine Entfernung hat, die dem Winkel n\/;

. T/ . o :
oder dem Zecitraum a-\/f entspriché, wo @ den Radius jenes Krei-
' a

ses, @ die in demselben vorhandene Winkelgeschwindigkeit und b
den Radius des kreisformigen Querschnittes des Ringes bezeichnet.
Dies zu beweisen, hat mwan nur zu beachten, dass ein unendlich
schmaler Streifen des dussersten Theils des Ringes in jedem Punkie
@ und b zu Hauptkriimmungsradien, folglich (§ 150) zu geodiitischen
Linien die grossten Kreise einer Kugel vom Radius Vab hat, an
welche er (§ 152) durch Biegung sich anschmiegen kann.

352. In allen diesen Fillen war die Bahn dor ungestirten
Bewegung kreisformig oder geradlinig, und wenn die Bewcgung sta-
bil war, so war dic Wirkung einer Ablenkung periodisch, d. h. sie
kehrte in successiven gleichen Zeitintervallen mit denselben Phasen
wieder. Ein Beispiel einer durchaus stabilen Bowegung, bei welcher
die Wirkung einer Ablenkung nicht periodisch ist, liefert nns ein
matericller Punkt, der unter der Wirkung der Schwere cine geneigte
Rinne hinunter gleitet. Um den einfachsten Fall zu nehmen, wollen
wir einen Punkt betrachten, der lings der ticfsten Geraden cines
geneigten hoblen Cylinders hinunter gleitet. Lenken wir den Punkt
ein wenig von dieser Geraden ab, 86 wird cr bei seinem Nieder-
gange bestindig zu heiden Seiten derselben oscilliren; diese Bewe-
gung wird abor keine gleichformig periodische scin, obwohl die
Excursionen zu jeder Scite der Geraden sdmmtlich die niimliche
Dauer haben.

353. Einen sehr merkwiirdigen Fall stabiler Bewegung liefert
ein materieller Punkt, welcher gezwungen ist, auf der Oberfliche
eines in einer verticalen Ebene feststehenden Ankerringes zu blei-
ben, und welcher von irgend einem Punkte des griossten Kreises aus
lings dieses Kreises mit einer beliebigen Geschwindigkeit fort-
gestossen wird. FEine unendlich kleine Ablenkung wird eine Bewe-
gung hervorrufen, deren Bahn den verticalen Kreis unaufhirlich
immer wieder in ungleichen Zeitriumen schneidet; anch die den
Schnittpunkten entsprechenden Centriwinkel sind ungleich, und offen-
bar i1st die Bewegung keine periodisch wiederkehrende, ansser bei
bestimmten besonderen Werthen fiir die ganze Energie, von denen
einige kleiner und eine unendlich grosse Anzahl grosser als die-
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jenige Fnergie sind, welche gerade geniigt, den Punkt in die hichste
Stelle des Ringes zu bringen. Kine eingehende mathematische Unter-
suchung dieser Umstinde wiirde eine gute Uebung in der Theorie
der Differentialgleichungen sein, ist aber zur Erlauterung des vor-
liegenden Gegenstandes nicht erforderlich.

334. Oscillirende und beschrinkte kinetische Stabilitit. —
Tm vorhergehenden FKalle, wic in allen bisher betrachteten Fillen
stabiler Bewegung mit nur zwel Graden von Freiheit fand wihrend
der ganzen Bewegung Stabilitdt statt, und eine unendlich kleine
Ablenkung von irgend einem Punkte der Bewegung lieferte cine
gestorte Bewegung, deren Bahn dic Bahn der ungestérten Bewegung
in bestimmten Zeitintervallen wiederholt schnitt. Der Finfachheit
wegen wollon wir uns auch jotat noch auf zwei Grade von Freiheit
beschriinken. Wir haben dann cinen Fall beschrinkter Stabilitit
i der Bewegung eines Projectils, das keinen Widerstand erfihrt,
und welches der Bedingung der Stabilitit nur in den Punkten des
sufwirts gehenden Theils, nicht im abwirts gchenden Theile seiner
Bahn geniigt. Wenn M OP @ die Bahn cines Projectils ist, und
wenn dasselbe in O durch eine unendlich kleine Kraft gestért wird,
die nach irgend einer Secite hin scnkroecht zur augenblicklichen Be-
wegungsrichtung ist, so wird die Bahn der gestérten Bewogung die-
jenige der ungestérten unendlich nahe dem Punkte P schneiden, wo

Fig 49.

le Bewegungsrichtung senkrecht zu derjemigen in O ist. Man er-
fkont dies leicht, wenn man bedenkt, dass die Verbinduugslinie
21%*
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zweler in dem niimlichen Augenblick von demselben Punkte aus mit
gleichen Geschwindigkeiten in zwel belichigen Richtungen geschleu-
derten materiellen Punkte bestindig zu der Tinie senkrecht bleibt,
welche den Winkel zwischen diegen beiden Richtungen halbirt.

359, Allgemeines Kriterium. Beispiele. — Das Princip der
variivenden Wirkung liefert in jedem Bewegungsfalle ein mathemati-
sches Kriterium fiir die Stabilitit oder Instabilitit. Zunichst ist
klar und wird unten bewiesen werden (§§ 358, 361), dass die Be-
wegung eines Systems durchaus instabil ist, wenn die Wirkung in
der Beweguug von einer beliebigen Configuration zu der in irgend
einem anderen, beliebig viel spiiteren Augenblick erreichten Confi-
guration ein wirkliches Minimum ist. In der Bowegung eines mate-
riellen Punktes z. B., der gezwungen ist, auf einer glatten festen
Oberfliche zu bleiben, und der nicht der Einwirkung der Schwere
unterworfen ist, ist die Wirkung einfach das Product aus der Linge
des Weges in die constante Geschwindigkeit. Folglich ist in dem
oben betrachteten besonderen Falle eines materiellen Punktes, der
sich, ohne eine Kinwirkung von der Schwere zu crleiden, auf dem
inneren Kreise in der Ebene eines Ankerringes bewegt, die Wir-
kung oder die Linge des Weges von cinem belichigen Punkte bis
zu dem in irgend einem spiiteren Aungenblick erreichten Punkte ein
Minimum. (Die Wirkung ist nicht bloss ein Minimum, sondern so-
gar das kleinste Minimum, welches zwischen zwei heliebigen Punk-
ten des Kreises auf dem Bogen méglich ist, dessen Linge weniger
als die halbe Peripherie betrigt.) Andererseits ist zwar der Weg
zwischen zweil beliebigen Punkten des grossten Krejses des Ringes,

doren Abstand auf dem Kreise Kleiner als  Vab ist, offenbar lings
der Peripherie am kleinsten; bei zwei Punkten aber, deren Abstand

auf dem Kreise mchr als “m betrigt, ist der absolut kiirzeste
Weg nicht der lings der Peripherio, und ist in diesem Falle der
Weg lings der Peripherie iiberhaupt kein Minimum. Auf jeder
iberall anticlastischen Oberfliche oder lings einer durch einen
anticlastischen Theil einer beliebigen Oberfliche hindurchgehen-
den geodétischen Linie ist die Bewegung durchaus instabil. Deunn
wiire sie von irgend einem Punkt O aus stabil, so wiirden wir die
gegebene Bahn der ungestorten Bewegung und die Bahn der in 0
gestorten Bewegung haben, welche die erstere in irgend einem
Punkte § schnitte; es wiren dies zwel verschiedene geoditische
Linien zwischen zwei Punkten, dioc es auf einor anticlastischen Ober-
fliche nicht geben kann, insofern die Summe der Aussenwinkel jeder
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durch geoditische Linien gebildeten geschlossencn Figur grésser als
vier rechte Winkel ist (§ 136), wenn die Gesammtkriiommung der
eingeschlossenen Fliche negativ ist, und dies ist (§§ 138, 128) fur
jeden Theil einer durchaus anticlastischen Oberfliche der Fall
Andererseits lisst sich leicht darthun, dass, wenn in der Mitte eines
geschlossenen starren Streifens einer iiberall synclastischen krum-
men Ober{liche eine geoditische Linle gezogen ist, und wir einen
materiellen Punkt lings dieser Linie in Bewegung setzen, seine Be-
wegung durchaus stabil sein wird, und dass eine unendlich kleine Ab-
leukung eine newe Bahn liefern wird, welche die gegebene Bahn der
mgestorten Bewegung unablissig in Punkten schneidet, deren Ab-
sinde von einander jo mach der Verschiedenheit der specifischen
Krimmungen der zwischenlicgenden Oberflichentheile verschieden

Fig. 50. sind. Wird in irgend
einem Punkte N der
Bahn der ungestorten
Bewegung eine Senk-
rechte gezogen, welche
diec uncndlich nahe lie-
gende Bahn der gestor-
. ten Bewegung in X
schneidet, so ist die Summe der Winkel OEN und NOFE grosser
(§ 138) als ein rechter Winkel, und zwar um die Gesammtkriim-
mung der Fliche EON. Mit Riicksicht hierauf kénnen wir un-
mittelbar die Differentialgleichung der Bahn der gestorten
Bewegung erhalten.

Essei L EON = et ON — s, NE =— u und 6, eine bekannte
Function von s, die specifische Kriimmung (§ 1386) der Oberfliche in der
Nihe des Punktes N. Ferner bezeichne fiir einen Augenblick ¢ das
Complement des Winkels O EN. Dann haben wir

¢ — p = _/s‘(}uds,
0

folglich ,
4
— = — fu
ds
Offenbar ist aber
_ du
p = a5’
also ) » -
d?u
—_— — 0.
75 + 0u
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Wenn 6 constant ist (wie im dem oben, § 351, betrachteten Falle des
Aequators einer Rotationsfliche), so liefert diese Gleichung

% = Acos(s Vo + E),
was mit dem in § 351 durch Abwicklung auf eine Xugeloberfliche erhal-
tenen Resultate {ibereinstimmt.

Der Fall zweier oder mehrerer Korper, die in der oben an-
gegebenen Weise von pardllelen Axen getragen werden und um
eine Axe rotiren, von welcher ihr gemeinschaftlicher Trigheits-
mittelpunkt den kleinsten moglichen Abstand hat, liefert auch eine
gute Erlduterung dieses Satzes, deren Bearbeitung wir wohl dem
Leser als Uebungsaufgabe fiberlassen konnen.

. 38b. Allgemeine Untersuchung der Bahn der gestdrten
Bewegung, — Die Erforschung der Wirkung einer unendlich klei-
nen conservativen Stérung, die zu irgend einem Augenblick in der
Bewegung eines belicbigen conservativen Systems erzeugt wird, lisst
sich, vorausgesetzt dass die ungestdrte Bewegung vollstindig be-
kannt ist, auf ein Problem der mathematischen Analysis zuriick-
fithren, das zwar viele und complicirte Arbeit erfordern kann, sich
aber immer l6sen lisst.

/
Allgemeine Gleichung der Bewegung mit zwei Graden von

Freiheit. — (a.) Iir ein Bystem, das nur zwei Grade von Bewegungs-
freiheit hat, sei
€y 27 Py*+ Q¢ + 2 Ryg,

wo P, ¢, B von der wirklichen Bewegung unabhingige Functionen der
Coordinaten sind. Dann ist

ar aT - .
— =Py+ Ry —==Q¢ + Ry
@ dy do .
d dT—_ . - ar ‘o Q '
d—td—lij——Pw—*—Rw‘*‘ﬂ‘P +<d¢ )‘P‘}‘*‘de:
und die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen [§ 329, (10)] sind
dQy - .
Py + Ry + ‘/21—»"2 +2~—v¢ + ( - — g*)tpz} =i

)
By 495+ (2 gy — jf;) +23o0g + G =

Wir setzen voraus, das Coordinatensystem sei so gewihlt, dass keine der
. . ar
Functionen F, ¢, £ und keiner ihrer Differentialquotienten a—&, U 8. W
jemals unendlich werden kann.
(b.) Um die Wirkungen einer unendlich kleinen Stdrung zu erfor-
schen, kénnen wir eine Hewegung betrachten, in welcher zu irgend eiuer
Zeit ¢ die Coordinaten ¥ -+ P uud @ + ¢ sind, wo p und g unendlich
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kleine Grissen bezeichnen. Nehmen wir dann auf die gewodhnliche Weise
einfach die Variationen der Gleichungen (3), so gelangen wir zu zwei
simultanen Differentialgleichungen zweiten Grades, die in Beziehung auf

D9 B4 B g

linear sind, aber variabele Coefficienten haben, welche wir, wenn die un-
gestorte Bewegung ¥, ¢ vollig bekannt ist, als bekannte Functionen von ¢
ansehen diirfen. In diesen Gleichungen kann offenbar keiner der Coeffi-
cienten jemals unendlich werden, wenn die Data einem wirklichen dyna-
mischen Problem entsprechen, vorausgesetzt dass das Coordinatensystem
passend gewihlt ist (a). Die Coefficienten von p und ¢ sind die Werthe,
welche beziehungsweise P, R und R, ¢ zur Zeit ¢ haben, in der Reihen-
folge, in de»x sie in (3) erscheinen, da P, @, R die Coefficienten einer homo-
genen quadratischen Function (1) sind, welche ihrer Natur nach positiv
ist. Mit Bezugnahme auf diese Eigenschaften lisst sich zeigen, duss in
keinem Falle ein unendlich kleiner Zejtraum die Losung des folgenden
Problems sein kann, auf welches uns die Frage nach der kinetischen Sta-
bilitit oder Instabilitit (§ 347) fithrt: —

(e.) Die Geschwindigkeitscomponenten 1,'-/,¢- sind in irgend einem
Augenblick in + «, (p 4+ B iibergegangen, welche Aenderung der Be-
dingnng unterworfen ist, dass sie den Werth von I' ungeindert lhsst.
Man soll, @« und 8 alg unendlich klein angenommen, den Zeitraum be-

simmen, nach dessen Ablauf % zum ersten Male gleich 2 wird.

L4

(d.) Dic Differentialgleichungen in p und ¢ reduciren dieses Problem
und thatsichlich auch die vollstindige Erforschung der Storung in der
Bewegung, wenn die ungestorte Bewegung gegeben ist, auf eine ¥orm,
die mathematischer Behandlung fahig ist. Wenn es sich aber bloss um
den Beweis des Batzes, dass die Bahn der gestirten Bewegung die der
ungestorten nicht vor Abluuf einer endlichen Zeit treffen kann, und um
Ermittlung eines Grenzwerthes handelt, den diess Zeit in jedem besonde-
ren Falle iiberschreiten muss, so ist es einfacher, in folgender Weise zu
verfahren: —

(e) Um ¢ aus den allgemeinen Gleichungen (3) zu eliminiren, trans-
formiren wir dieselben erst so, dass sie nicht ¢ zur unabhéngig Verinder-
lichen haben. Wir miissen

v didiy — dyd?t - didi¢ — dgdit
v = at P = dv

Y )

setzen und erhalten aus der Gleichung der Energie, das System als con-
servativ vorausgesetzt,

(Pdy? | Qdg? + 2 Rdydg)”®

(5) dt = {Z(E__ V)}l/z

Wird mittels dieser Gleichung aus den beiden Gleichungen (3) d¢ und d?¢
eliinirt, so erhalten wir eine Differentialgleichung zweiten Grades zwi-
schen ¥ und ¢, welche die Differentialgleichung der Bahn ist. Der Ein-
fachheit wegen wollen wir eine der beiden Coordinaten, etwa @, zur un-
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abhiingig Verinderlichen nehmen, d. h. d?@ — 0 voraussetzen. Dann
folgt aus (4)

. di3 L dy -
Aot = — s 3 — g2 ¥ rdie
t wdw,mlthmlpdt d¢+d¢¢ ,
und das Resultat der Elimination wird

enfs Q{0+ RS (n 1082,
dE—y

(&) (PQ— By LY +F( 2= (

wo V' (Z—Z) eine Function dritten Grades von M bezeichnet, deren Coef-

dy
ficienten variabel sind und nicht unendlich werden konnen, so lange die
kinetische Energie & — V¥ endlich ist.
(f.) Nehmen wir unter der Voraussetzung, dass ¥ in ¥ 4 p iber-
geht, wo p eine unendlich kleine Grosse ist, die Variation der Gleichung
(6), s0 erhalten wir

) ®Q—mYTE 4 LI 4 Mp=o;

darin bezeichnen L und M bekannte Functionen von ¢, von denen keine
einen unendlich grossen Werth hat. Hierdurch ist die Abweichung p
von der Bahn bestimmt. Da die quadratische Function (1) ihrer Bedeu-
tung nach stets positiv ist, so inuss auch P @ — R2? immer positiv sein.
Wenn demnach p fiir einen besonderen Werth von g verschwindet und

d .
ﬁ einen gegebenen Werth hat, welcher die in irgend einem Augenblick

vorausgesetzte Abweichung definirt, so muss ¢ um, eine endliche Grosse
wachsen (es muss also eine endliche Zeit verstreichen), ehe der Werth
von p wieder Null sein, d. h. ehe die Bahn der gestorten Bewegung die
der ungestérten wieder schneiden kann.

{g.) Dieser Satz behilt seine Giiltigkeit auch filr ein System mit be-
liebig vielen Graden von Freiheit. Denn der im Vorhergehenden gegebene
Beweis zeigt, dass er fir das System gilt, wenn es einer beliebigen
reibungslosen Beschrinkung unterworfen ist, die ihm nur zwei Grade
von Freiheit ldsst; es kann dies auch jene besondere reibungslose Be-
schrinkung sein, welche entweder die Bahn der ungestorten, oder die der
gestirten Bewegung nicht #ndern wiirde. Die ganz allgemeine Unter-
suchung der gestorten Bewegung fiir Fille, in denen mehr alg zwei Grade
von Frejheit vorhanden sind, fithrt zu einer nothwendiger Weise ver-
wickelten Form; aber die Principien, nach denen sie auszufithren ist, sind
im Vorhergehenden zur Geniige angedeutet worden.

(h.) Wenn wir fiir das Verhiiltniss eine Constante 2 e,

L
FPQ— ER?
welche, abgesehen vom Zeichen, kleiner als dessen klcinster Werth ist, und

r ?TMfﬂ eine Constante 8 substituiren, welche algebraisch grosser als

dessen grosster Werth ist, so erhalten wir eine Gleichung

d?p dap _
® dgpteg, =0
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Hier verschwindet der Werth von p flir eine Reihe von Werthen von ¢,

T
VE—a)
kleiner als die Zunahme, welche ¢ in dem wirklichen Problem erhalten
muss, ehe p zum zweiten Male verschwindet. Wir ersehen hieraus auch,
dass die wirkliche Beweguug instabil ist, weun «2 >> B ist. Die Be-
wegung konnte natiirlich auch instabil sein, wenn @2 <C g ist, und man
hitte mittels der geeigneten analytischen Methoden entweder die exacte
oder eine praktisch ausreichende annihernde Lésung der Gleichung (7)
m ermitteln, um das Kriterium der Stabilitit oder Instabilitit endgiiltig
aufzustellen und die Storung der Bahn vollstindig zu bestimmen.

deren jeder den folgenden um iibertrifft, wund dies ist offenbar

(i) Differentialgleichung der gestdrten Bahn eines auf eine
Ebene beschrinkten materiellen Punktes. — Wenn das System
pur ein einzelper auf eine Ebene beschrinkter materieller Punkt ist,
50 lisst sich die Differentialgleichung der Ablenkung auf eine merk-
wirdig einfache Form bringen, die fiir vicle praktische Probleme von
Nutzen ist. In irgend einem Augenblick sei fiir die Einheit der Masse N
tie normale Kraftcomponente, v die Geschwindigkeit und ¢ der Kriim-
mungsradius der Bahn, Dann haben wir (§ 259)

N=2
¢
s stelle nun in Fig. 5t ON die Bahn der ungestorten, O E die der ge-
storten Bewegung dar, und es werde die Linie E'N, welche auf O N senk-
recht steht, mit # und ON mit § bezeichuet. Bezeichnen wir ferner den

Fig. 51.

Krimmungsradius in der Bahn der gestirten Bewegung mit ¢’ und be-
denken, dass % unendlich klein ist, so finden wir leicht

1 1 d2u %
£) 4 ?—E+—dsz+E§'
Bedienen wir uns daher des Buchstabens d , um die Variationen von N
uch E zu bezeichnen, so ist
v2 d (v2) d?u ©
1 N = gL - 2) 4 a2 _).
) V=0T =" re(mt g

Nach der Gleichung der Energie ist aber
2 =2 (F — ),
folglich

2
S = —2dV =2 Nu = EQL,‘,
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und die Gleichung (10) verwandelt sich in
a?u 3u  JON
(11) et @ e =0

oder, wenn wir mit { die Grisse der Variation von N fiir die Einheit
des Abstandes vom Punkte N in der Richtung der Normalen bezeichnen,
s0 dass d N —. L u ist, in

(12) ey (5—2 — t)u — o,

Hierin ist die Gleichung der oben (§ 350) untersuchten Abweichung von
einer kreisformigen Bahn als besonderer Fall enthalten.

357. Kinetische Brennpunkte., — Wenn zwel von einer
beliebigen Configuration ausgehende einander unendlich nahe lie-
gende Bahnen wieder eine Configuration gemeinschaftlich haben, so
wird diese letztere in Beziehung auf die erstere ein kinetischer
Brennpunkt genannt, oder diese beiden Configurationen heissen (der
Umkehrbarkeit der Bewegung wegen) conjugirte kinetische Brenn-
punkte. Wenn wir fir einen Augenblick die Emanationstheorie
des Lichtes adoptiren, so sind die optischen Brennpunkte als ein
besonderer Fall in dieser Definition der allgemeinen kinetischen
Brennpunkte enthalten. Aus § 356 (g.) sehen wir, dass in jeder
Bewegung eines jeden Systems zwischen zwel conjugirten Brenn-
punkten endliche Raum- und Zeitintervalle liegen miissen, wenn nur
die kinetische Energie nicht verschwindet.

388. Satz von der kleinsten Wirkung. — Nun ist klar,
dass die Wirkung, falls nur ein hinreichernd kurzer Lauf betrachtet
wird, bei jeder natiirlichen Bewegung cines Systems kleiner ist, als
wenn irgend ein anderer Weg zwischen denselben FEndconfiguratio-
nen durchlaufen wiirde. Wir werden alsbald (§ 361) bewcisen, dass
die erste Configuration, bis zu welcher die von ciner beliebigen
Anfangsconfiguration aus gerechnete Wirkung aufhirt ein Minimum
zu scin, der erste kinetische Brennpunkt 1st, und umgekehrt, dass,
sobald der crste kinetische Brennpunkt passirt ist, die von der
Anfangsconfiguration aus gerechnete Wirkung aufhéort, ein Minimum
zu sein, und daher natiirlich nie wieder ein Minimum sein kann, da
fiir einen Theil der natiirlichen Bahn ein von ihr unendlich wenig
abweichender Weg gefunden werden kann, fir welchen die Wirkung
kleiner ist, ohne dass der iibrige Theil geindert wiirde.

359. Bezeichnungen der Configurationen, der Bahnen und
der Wirkung. — In Sitzen dieser Art wird es oft zweckmaissig sein,
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besondere Configurationen des Syst;ms durch einzelne Buchstaben,
wie 0,P,Q, R, zu bezeichnen. Irgend einen hesonderen Lauf, in
welchem sich das System durch die so ausgedriickten Configurationen
bewegt, werden wir den Lauf O...P...@Q...R nennen. Die Wir-
kung in jedem natiirlichen Laufe soll einfach durch den ersten und
den letzten Buchstaben bezeichnet werden, die wir in der Reihem-
folge schretben, 1n welcher das System die entsprechenden Configu-
rationen erreicht. So bezeichnet OR die Wirkung von O bis R,
und es ist folglich OR — — R O. Wenn es mehr als einen reellen
natiirlichen Weg von O bis I giebt, so wird der analytische Aus-
druck fiir O R mehr als einen reellen Werth haben, und es kann
nothig sein, anzugeben, fiir welchen dieser Wege die Wirkung ge-
rechnet wird. So kénnen wir

OR fiur 0...E...R,
OR fir O...I ... R,
OR fir 0...E"...R

haben, drei verschiedene Werthe eines irrationalen” algebraischen

Ausdrucks.

360. Mit ITilfe dieser Bezeichnung kann der vorhergehende
Satz (§ 358) in folgender Weise ausgedriickt werden: — Wenn sich
¢n conservatives System auf einem gewissen Wege O...P...0'...F
bewegt und O’ der erste O conjugirte kinetische Brennpunkt ist, so
ist die Wirkung O P in dieser Bahn kleiner, als die Wirkung lings
jeder unendlich wenig von ibr abweichenden Bahn; andererseits ist
sher O P’ grosser, als die Werthe der Wirkung in einigen Bahnen von
0 nach P, welche unendlich wenig von der durch O...P...0'... P
susgedriickten natiirlichen Bahn abweichen.

361. Mbglichkeit zweier oder mehrerer Bahnen klein-
ster Wirkung. — Man darf nicht annehmen, dass die Wirkung
lings 0 P nothwendig die kleinste sei, die von O nach P éberhaupt
moglich ist. Es giebt in der That Fille, in denen dic Wirkung schon
bei ciner Configuration, bis zu welcher noch kein kinctischer Brenn-
punkt erreicht ist, aufhort, die kleinste von allen méglichen
w sein. Ist OEAP O E A' cine wellenformige geoditische Linie,
welche den &dusseren Kreis eines Ankerringes oder den Aequator
eines abgeplatteten Sphiroids in ciner Reihe von Punkten O, 4, 4’
shneidet, so sieht man leicht, dass O', der erste O conjugirte kine-
tische Brennpunkt, etwas iiber 4 hinaus licgen muss. Die Liinge
OEAP ist nun zwar cin Minimum (einc stabile Lage- fiir eine
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gespannte Schnur), aber nicht der kiirzeste Abstand von O bis P
auf der Oberfliche, da dieser offenbar eine ganz zu einer Seite des

Fig. 52.

grossten Kreises liegende Linie sein muss. Von O zu einem belie-
bigen vor A liegenden Punkte @ ist der Abstand lings der geodi-
tischen Linie OEQA offeubar der kleinste mogliche; wenn aber
@ hinlinglich nahe an 4, d. h. zwischen 4 und dem Punkte liegt,
in welchem die einhiillende Curve der von O aus gezogenen geodi-
tischen Linien 0 E A schneidet, so wird es noch zwei andere geodii-
tische Linien von O nach @ geben. Die Lénge einer derselben wird
ein Minimum sein, dic der anderen micht. Wird @ vorwirts nach
A bewegt, so wird die erstere Liniec OE, 4 und congruent 0 EA4;
beide liegen aber zu verschicdenen Seiten des grossten Kreises; die
letztere jener beiden Linien wird der grisste Kreis von O bis 4.
Wird @ weiter tber A hinaus nach P hewegt, so hort die geodd-
tische Linie O E 4 P auf, das kleinere der beiden Minima zu sein,
und die ganz auf der anderen Seite des gréssten Kreises liegende
geoditische Linie O F P wird die’ kleinste auf der Oberfliche von O
nach P mdogliche Linie. Aber so lange P nicht iiber den Punkt 0’
hinausgeriickt ist, in welchem die geoditische Iinie O EA P von
einer anderen von O ausgehenden ihr unendlich nahe liegenden
geoditischen Linie geschnitten wird, bleibt die Linge O EAP ein
Minimum, nach dem allgemeinen Satze des § 358, zu dessen Be-
weis wir uns jetzt wenden.

Differenz zwischen der Bumme zweier SBeiten und der dritten
8eite eines kinetischen Dreiecks. — (a) Mit Bezugnahme aunf die
Bezeichnung des § 360 sei P, 'eine beliebige Configuration, welche upend-
lich wenig von I’ abweicht, aber nicht auf der Bahn O...P... 0" ... P
liegt. Ferner sei S eine Configuration dieses Laufes, welche eine gewisse
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endliche Zeit, nachdem P passirt worden ist, erreicht wird. Sind dann
¥, 9, ... dis Coordinaten von P und ,, ¢,, ... diejenigen von P,, und ist

V’;"P:d"l’, WA_:(p:d‘W1---l

so haben wir nach dem Taylor’schen Satze

d(OP+ PS) d(OP+PS
0P,+p,s—_—()s+{ T v 4 i );(p+...}
@2(0P+PS) d2(0OP+ PS) .
+1/2[ d¢2'74(d\11!))‘2+2 dl}l_d—w de‘lp—*— . }+u 8. W.
Bezeichnen aber &,7,... die Componenten der Bewegungsgrisse in P bei

dem Laufe O...P, die mit den Componenten der Bewegungsgrosse in P
bei der Fortsetznng dieses Laufes, P ... S, iber¢instimmen, so haben wir

§ 922, (18)]

E__dOP__dPS _ d0P dPs
— ady dlp’ﬂﬁ dep deg '
Folglich fallen aus dem-vorhergehenden Ausdruck die Glieder, welche vom
ersten Grade in d'y, d g, ... sind, weg, und wir erhalten

, d(0P+4 PS
0P, + P,§ — 08 = 12{(—01;)*;——)

(1)
+2d—2(%ﬁ) dyde 44} 4 uosow

gy?

(b.) Nach der bekannten Methode der linearen Transformationen
nehmen wir jetzt
T = ey dy + Bdo 4 -
(@) Ty == mydp + Byl + oo
u. 8. W. u. s w.

an und wihlen e, 8, ..., ty, 85, ... s0, dass die vorhergehende quadrati-
sche Function auf die Form

Ay xf A+ dpxl b 4 Ak

reducirt wird, wo ¢ die Gesammtzahl der Grade von Freiheit ist.
Dies kann auf nnendlich viele Arten geschehen, und um eine specielle

Art ins Ange zu fassen, konnen wir o, = 1,[/, B; = q.), u. 8. W. nehmen
und die iibrigen Gréssen e, 8, ... den Bedingungen

Yoy + ¢ + e =0, Pag @y + =0, n 5 W
unterwerfen, Dann wird A4, = 0 werden; denn weun wir fiir einen

Augenblick voraussetzen, P, liege auf dem Laufe O...P... 0, so er-
halten wir

dv _de .

v g
folglich

:C'L__—()‘—llll’;(d‘u"2 + dg¢? + ) Ty = 0,005, 3 = 0, = 0.
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In diesem Falle ist aber OP, } P,8§ = 0., und mithin muss der Werth
des guadratischen Ausdrucks Null sein, d. h. wir miissen 4, = 0 haben.
“s ist also

(3 OP, + P{S_ 08 = Y,(Ad,zf + dgzd + --- + A= )+ R,

wo R einen Rest bezcichnet, dessen Glieder vom dritten und von hoheren
Graden in dy, dp, u. s. w., oder in &), Zy, u. s. w. sind.

(c.)] Wir kénnen demselben Ausdruck noch eine andere ¥orm geben,
die unten ihre Auwendung finden wird. Zu diese:n Zwecke nehmen wir
an, (§,7,,¢,...) und (§/,9,/,/,...) seien beziehungsweise in deu Bahuen
OP, und P,S die Componenten der Bewegungsgrdsse in P,. Nach § 322,
{18) hdben wir
d 0P,

ay,
folglich ist nach dem Taylor’schen Satze

a0P d? ()]’d L@ OP

[ ]

E/— du’ + dlp l// N dipdw +u 8. W.
Ebenso ergiebt sich
dPsS d*P8 4218
— &/ .
Ve=gu taw iyttt bus
dOP dPS .
Da pun = W ist, so folgt
[{d2(OP+ PS) (0P+PS)
[ R R,
@ & —§&=- R A e S LR Sl B
Entsprechende Ausdriicke erhalten wir fiur %, — 7,, w. s. w/., folglich ist

(1) dasselbe wie
(5) OP,+ PS— 08=—Y{E—5)dy+@ —n)dg+-1+ X

wo R einen Rest bezeichnet, dessen Glieder vom dritten und von héheren

Graden sind. Awuch lefert die 'Transformation von d i, d g, ... anf
Ty, Ty, ... offenbar

N — & = — (Ayeyxy - Agogxy - F+ A ez )
(8) n — = (B 8@y + Byfyxy + -+ B, 13;71'77,'71)

. 8. W. 1. 8,

(d.) Nuu bleiben fiir jeden unendlich kleinen Zeitraum die Ge-
schwindigkeiten nahezu constant; dasselbe ist mit den Coefficienten (1p,¥),
(¥, ¢g), u. s. w. in dem Ausdruck [§ 313, (2)] fur 7' der Fall. Folglich er-
halten wir fiir die Wirkung

SeTdt =VaT [VeT at
= V2T{(pr ) (0 — )2 + 200, 0) (0 — o) (9 — @) + w s wh'y

wo (19, %a,- - -) die Coordinaten der Coufiguration sind, von welcher aus
die Wirkung gerechnet wird. Wenn also P, I¥, ' drei beliebige einander
unendlich nahe liegende Counfigurationen sind und wir die Quadratwurzeln
aus quadratischen Functionen, wie sie der vorhergehende Ausdruck ent-
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lhdlt, mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen, hinter welchen die entsprechen-
den Coordinatendifferenzen geschrieben werden, so ist

PP = h‘i Qi — ) ip — o).}
(1) P =Y2 T QU — v (¢ — ¢"). .
PP —=VYoT. @iy — ), (9" — ¢).. .}

In dem besonderen Falle eines einzelnen freien materiellen Punktes wer-
den diese Ausdriicke einfach den Abqta.nden PP, PP, P'"P proportional,
und die Planimetrie lchrt, dass

PP+ PP > PP
ist, ausser wenn P auf der Geraden P’'P' liegt.

Diesen Satz inittels der vorhergeheunden Ausdriicke (7) zu bewahr-
heiten, lauft darauf hinaus, ihn analytisch-geometrisch mit Benutzung
eines schicfwinkligen geradlinigen Coordinatensystems zu beweisen, und
it nothwendig etwas complicirt. Wenn (¢, ¢) = (¢, 4) = (8,1) = 0 ist,
1o werden die Coordinaten rechtwinklig, und der algebraische Beweis
hietet keine Schwierigkeit. Auf ganz analoge Weise lisst sich leicht zei-
gen, dass fiir jede beliebige Anzahl von Coordinaten ¥, ¢, u. s. w.

pp-{-PP > pp
ist, ausser wenn '

1},_1},7——¢_q/ —_‘1}._31_

ey e [ iy Ul
st (d. h. wenn P auf der Bahn von P nach P liegt), in welchem
Falle man

PIP + PPH — P!PH

hat, wo P’ P, u. s. w. durch (7) gegeben sind. Ferner ist es leicht, mit
Hilfe von (1) den genauen Ausdruck von P'P 4+ PP' — P'P" zu fin-
den, wenn F nicht auf der Bahn von I’ nach P'', aber derselben unend-
lich nahe Hegt. Ks ist aber nicht nothig, hier auf solche rein algebraische
Untersuchungen einzugehen.

(e.) Es leuchtet ein, dass, wie wir schon in § 858 bemerkten, die
Wirkung lings irgend eines natiirlichen Laufes die kleinste zwischen
seinen Endeonfigurationen mogliche ist, wenn nur ein hinldnglich
kurzer Lauf betrachtet wird. Flir alle Fille, in denen die Zeit von O
bis § kleiner als eine gewisse Grdsse ist, muss daher das in dem Aus-
druck (3) von OP, + P,§ — OF8 enthaltene quadratische Glied fur alle
Werthe von @), &y, 1. s. w. positiv smn, und somit ist jede der Grossen
4, 4,,... y 4;_; positiv.

(f) Es werde jetzt S immer weiter von O auf dem bestimmten Laufe
0...P. .0 forthewegt, his es (' wird. Ist das geschehen, so werde P,
wf einem durch O und O' gehenden natiirlichen Launf angenommen, der
wmendlich wenig von dem Laufe OP (' abweicht. Da nun OP, 0 ein
natlirlicher Lauf ist, so ist

f—t =9 — 9, =---=0,
flplich geht (5) liber in :
0P, £ PO — 00 = R,
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und dies beweist, dass anch in dem Ausdruck (3) fiir dieselbe Grosse das
quadratische Glied verschwinden muss. Xs muss also wenigstens siner
der Coefficienten A4,, dy,'... verschwinden, und wenn wir nur z. B
4, ; == 0, haben, so muss

=0, 29 = 0,...2,_ 5= 0
sein. Diese Gleichungen driicken die Bedingung aus, dass P, auf einem
natiirlichen Laufe von O nach O' liege. .
(z.) Wenn umgekehrt einer oder mehrere der Coefficienten A,
Ay, u. s. w. verschwinden, wenn wir z. B. Ai—l — 0 haben, so muss §
ein kinetischer Brennpunkt sein. Denn wenn wir P, so annehmen, dass
x = 0,2y = 0,..,2, =0
ist, so haben wir nach (6)
’ Et'_flzml—’il:"':()-

(h.) Wir haben also bewiesen, dass in einem O conjugirten kineti-
schen Brennpunkt die Wirkung von O aus kein Minimum erster Ord-
nung *) ist, und dass die letzte Configuration, bis zu welcher die Wirkung
von O aus ein Minimum erster Ordnung ist, ein O conjugirter kinetischer
Brennpunkt sein wird.

(i.) Es bleibt noch zu beweisen, dass die Wirkung von O aus auf-
hirt, ein Minimum zu sein, wenn der erste O conjugirte kinetische Brenn-
punkt iiberschritten wird. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, 0...P...
O'... P sei, wie in § 360, ein iber (¥, den ersten O conjugirten kineti-
schen Brennpunkt, hinausgehender natiirlicher Lauf, und P, P/ liegen ein-
ander so nahe, dass weder P noch 7’ zwischen P und P’ einen econjugir-
ten kinetischen Brennpunkt hat, Ist dann O ... 2P,... O' ein natiirlicher
Lauf von O nach 0/, der von O...P... () unendlich wenig ahweicht,
so unterscheidet sich nach dem, was wir in (e.) bewiesen haben, die Wir
kung O O' lings der Bahn O...P,... O' von der Wirkung¢O 0’ lings
der Bahn O.._ P... 0" nur durch eine unendlich kleine Grdsse dritter
Ordnung . Es ist folglich

Wirkung (0...P...0 .. P) = Wirkung (0...P,...0)+ O'P' 4 R
— 0P, + P, 0 4+ OFP + R
Durch Anwendung von (e.) ergiebt sich aber, dass
PO+ OP =P P+ ¢

ist, wo ¢} eine ihror Natur nach positive unendlich kleine Grisse zweiter
Ordnung bezeichnet. Wir crhalten somit

Wirkung (O...P...0'...P)= OP,+ P, P 4+ Q + R,
und, da R im Vergleich mit @ unendlich klein ist,
Wirkung (O...P...0'...P) > 0P, + P P.

*) Ein Maximum oder ein Minimum ,erster Ordnung“ einer Function einer
oder mehrerer Verviinderlichen ist ein solches, bei welchem das Differential érsten
Grades, nicht aber dasjenige zweiten Grades verschwindet.
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Danach entspricht dem gebrochenen Lauf O... P, P,... P’ eine kleinere
Wirkung, als dem natiirlichen Tauf Q... P ... 0’ ... P! und da beide ein-
ander upendlich mahe liegen, so jst die Wirkung im letzteren kein
Minimum.

362. Wir haben bewiesen, dass die Wirkung von irgend einer
Configuration aus im ersten derselben conjugirten kinetischen Brenn-
punkt aufhort ein Minimum zu sein. Daraus geht unmittelbar her-
vor, dass, wenmn () der erste (0 conjugirte kinetische Drennpunkt ist,
der nach dem Durchgang durch O erreicht wird, es auf diesem Lauf
zwischen O und O' nicht zwel Configurationen geben kann, die ein-
ander conjugirte Brennpunkte wiren. Denn da die Wirkung von O
aus gerade dann aufhort ein Minimum zu sein, wenn O’ erreicht
wird, so muss sie zwischen irgend zwel Configurationen desselben
Laufs, die zwischen O und 0' liegen, nothwendig ein Minimum sein.

363. Anzahl der Xkinetischen Brennpunkte. — Wenn
i Grade von Bewegungsfreiheit vorhanden sind, so giebt es im All-
gemeinen auf jedem natiirlichen Laufe von einer beliebigen beson-
deren Configuration O aus wenigstens ¢ — 1 kinetische Brenn-
punkte, die O copjugirt sind. Wenn z B. ein Lichtstrahl von
einem leuchtenden Punkte O aus durch den Mittelpunkt einer con-
vexen Linse hindurchgeht, die schrig gegen seine Bahn gehalten
wird, so giebt es im Sinne unserer obigen Definition zwei O con-
jugirte kinetische Brennpunkte; es sind dies die Punkte, in welchen
die Richtung des Centralstrahls durch die sogenannten ,Focal-
lnien® *) eines von O ausgehenden divergirenden Biischels von
Sirahlen geschnitten wird, welche der Durchgang durch die Linse
wnvergent macht. Diese kinetischen Brennpunkte kénnen auch
thellweise oder simmtlich auf dem tor O befindlichen Theile
ler Bahn liegen; das ist z. B. bei elnem Projectil der Fall,
wenn sein Liauf schrig abwiirts durch O geht. Sie kénnen auch
wn Theil oder siimmtlich verloren gehen, wie z B. wenn in dem
¢ben angefithrten Beispiel aus der Optik die Linse nur stark genug
it, in einer der Hauptebenen Convergenz zu erzeugen, oder wenn
se zur Erzeugung von Convergenz iiberhaupt zu schwach ist. Auch
m Falle der ungestérten geradlinigen Bewegung eines Punktes,
aler der Beweguung eines von keiner Kraft beeinflussten Punktes
af einer anticlastischen Oberfliche (§ 355) giebt es keine reellen
knetischen Brennpunkte. In der Bewegung eines Projectils (das

*) Im zweiten Bande dieses Werkes hoffen wir alle erforderlichen elementaren
Brkifrungen tiber diesen Gegenstand zu geben.

Thomson u, Tait, theoretische Physik. 29
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nicht auf eine Verticalebene beschrinkt ist) kann es auf jeder Bahn
nur einen kinetischen Brennpunkt geben, der einem gegebenen
Punkte conjugirt ist, obschon drei Grade von Kreiheit vorhanden
sind. Weiter kann es aber auch auf einer Bahn mehr als i — 1
Brennpunkte geben, die simmtlich einer Configuration eonjugirt
sind. Das ist z. B. auf der Bahn eines durch keine Kraft beein-
flussten materiellen Punktes der Fall, welcher sich um die Ober-
fliche eines Aunkerringes herum lings des #usseren grossten Kreises
oder lings einer wellenférmigen geodiitischen Linie, wie wir sie in
§ 361 betrachtet haben, bewegt: In diesem Falle giebt es fir jeden
Punkt der Bahn offenbar eine unendliche Anzahl conjugirter Brenn-
punkte, die in gleichen Abstiinden von einander liegen.

Mit Bezugnahme auf die Bezeichnung des § 361 (f) lassen wir § sich
allmilig weiter bewegen, bis zuerst einer der Coefficienten, etwa A _,,

darauf ein anderer, etwa A, 4, u. s. w. verschwindet. Wir haben ge-

sehen, dass jede dieser Lagen von S ein kinetischer Brennpuukt ist, und
erhalten auf diese Weise durch das successive Verschwinden der 7 — 1
Coefficienten ¢ — 1 Brennpunkte, Wenn keiner der Coefficienten jemals
Null werden kann, so ist kein kinetischer Brennpunkt vorhanden. Wenn
ciner oder mehrere derselben nach dem Verschwinden zu einem Minimum-
werth gelangen und, wenn sich S weiter bewegt, aufs Neune Null werden,
50 konnen mehr als ¢ — 1 Breonpunkte vorhanden sein, deren jeder der-
selben Configuration O conjugirt ist.

364. Satz vom Maximum der Wirkung. — Wenn von einer
Configuration O ¢ — 1 verschiedenc *) Bahnen ausgehen, von denen
jede von einer gewissen natiirlichen Bahn O0..E..0;..0;,..... Q,-_l..Q
unendlich wenig abweicht und letztere in den Configurationen 0y, 0s,
03,..., Os—1 schneidet, und wenn es auf dersclben zwischen 0 und
@ ausser Oi,..., O;; keine anderen O econjugirten kinetischen Brenn-
punkte und zwischen & und @ keinen einzigen E conjugirten Brenn-
punkt giebt, so ist die Wirkung auf dicser natiirlichen Bahn von ()
bis ¢ grosser, als dic Wirkung auf irgend einer anderen Bahn
0...P,P,..Q, wo P, eine Configuration ist, welche von ciner be-
liebigen zwischen & und O; auf der Hauptbahn 0..E..0,..0,.....
Oi-1..@Q liegenden Configuration nur unendlich wenig abweicht,
und wo O...P, P,... @ die von dieser Hauptbahn unendlich wenig
verschiedenen natiirlichen Bahnen von O nach £, und von 2, nach
¢ bezeichnen.

*) Zwei Bahnen heissen nicht verschieden, wenn sie sich nur in der absoluten
Grosse ihrer Abweichungen von der Hauptbahn, nicht in den Proportionen der
Componenten dieser Abweichungen unterscheiden. .
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In § 361 (i) sei O irgend einer der Bremnpunkte O, O,,..., 0, |,
etwa O, und P, werde in diesem Falle P; genannt. Der dort gegebene
Beweis zeigt, dass

0Q> 0P, + P, Q

ist. Folglich giebt es ¢ — 1 verschiedenc gebrochene Bahnen

O..P, 7 ...Q; 0...Py,Py...0Q0;u s w,
in deren jeder die Wirkung kleiner als in der Hauptbahn von O nach €
ist. Welches aber auch die Abweichung von I’, sein moge, sie Jdsst sich
offenbar aus den Abweichungen von 2 nach #;, von P nach P, von P
nach Py, ..., von P nach P, | zusammensetzen, welche beziehungsweise

diesen ¢ — 1 Féllen entsprechen, und man sicht leicht, dass

OP, +P,d—0Q=(0P,+ P, Q— 0¢)
(0P, 4 PQ— 0@ + -
ist. Daraus folgt
OP,+ P,Q << 0@, was zu beweisen war.

365, Anwendungen auf zwei Grade von Freiheit, — Der
Einfachheit wegen wollen wir jetzt nur Fille betrachten, in denen
nur zwei Grade (§§ 195, 204) von Bewegungsfreiheit vorhanden
sind. Wenn ein System beim Durchgang durch eine gewisse Con-
figuration eine beliebige unendlich kleine conservative Stérung er-
fihrt, so sehen wir, dass die Bahn der gestorten Bewegung mit
derjenigen der ungestérten erst in der ersten Configuration der
letzteren wieder zusammentrifft, in welcher die Wirkung in der un-
gestorten Beweguig aufhdrt ein Minimum zu sein. Im Falle eines
materiellen Punktes z. B., der auf ciner Oberfliiche bleiben muss und
einem beliebigen conservativen Kraftsystem unterworfen ist, bringt
eine unendlich kleine conservative Storung dor Bewegung durch
einen Punkt O eine gestérte Bahn hervor, welche dic Bahn der
ungestsrien Bewegung in dem ersten Punktc O’ schneidet, in wel-
chem die Wirkung von O aus in der ungestérten Bahn aufhort ein
Minimum zu sein. Oder wenn von einem Punkte O ans nach allen
Richtungen einer Verticalebene hin Projectile mit gleichen Ge-
schwindigkeiten geschleudert werden, die nur der Wirkung der
Schwere ausgesetzt sind, so liegen, wie man leicht beweisen kann,
die Punkte, in denen jede Bahn von der nichstfolgenden geschnit-
ten wird, in einer Parabel, deren Brennpunkt O und deren Scheitel
der von dem direct nach oben geschleuderten Projeetil erreichte
Punkt ist. In der wirklichen Bahn jedes Projectils von O aus ist
die Wirkung bis zu einem Punkte P, der vor der einhillenden Pa-
rabel errcicht wird, dic kleinste mdgliche; sie ist aber auf dieser

20
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- Bahn kein Minimum bis zu einem Punkte @, der nach dem Durch-
gange durch die einhiillende Curve erreicht wird.

366. Wenn ferner ein materieller Punkt lings des grossten
Kreises der glatten inneren Fliche eines hohlen Aukerringes hin-
gleitet, so wird die ,Wirkung® oder einfach die Linge des Weges
von Punkt zu Punkt die kleinste mogliche fiir jede Liinge sein, die

kleiner als « Vab ist (§ 351). Wenn daher eine Schour um den
grossten, Kreis eines vollkommen glatten Ankerringes gelegt wird,
so wird sie abgleiten, wenn man sie nicht in ihrer Lage durch
Haken oder durch Binder irgend einer Art festhiilt, die um den
Kreis herum in Punkten sich befinden, deren Entfernungen von

einander kleiner als 7 Vub sind. Man vergleiche hier auch § 361.

Oder wenn ein materieller Punkt eine geneigte cylindrische
Rinne hinuntergleitet, so wird dic Wirkung von irgend einem Punkte
an bis zu einem anderen Punkte lings der geradlinigen Bahn die
. kleinste mogliche sein, wenn dieser Punkt in einer Zeit erreicht
wird, die kleiner als diejenige ist, in welcher ein einfaches Pendel,
dessen Liinge gleich dem Radius der Rinme ist, ond das anstatt von
der ganzen Schwerkraft g von einer Kraft gcosi beeinflusst wird,
seine grosste Abweichung nach einer Seite zm erreicht. Von irgend
einem Punkte an bis zu einem anderen Punkte wird aber die Wir-
kung in der geraden Bahn kein Minimum sein, wenn die Zeit, in
welcher dieser Punkt erreicht wird, grisser als die angegebene
Grosse ist. Der Fall, in welchem die Rinne horizontal (¢ = 0) ist
und der materielle Punkt dieselbe entlang geschlendert wird, ist be-
sonders einfach und lehrreich; man kann ihn leicht eingehend be-
arbeiten, ohne einen der allgemeinen Sitze iber die Wirkung vor-
aussetzen zu milssen.

367. Hamilton’s zweite Form seiner charakteristischen
Function. — In unserer fritheren Darstellung des Hamilton’schen
Princips und der Entwicklungen und Anwendungen, die dasselbe
erhalten hat, haben wir ein Verfahren befolgt (§§ 321, 323), in wel-
chem die anfinglichen und die Endcoordinaten, sowie die coustante
Summe der potentiellen und der kidetischen Energie die Elemente
sind, als deren Fuuction die Wirkung vorausgesetzt wird. Hamil-
ton hat noch ein zweites Verfahren eingeschlagen, nach welchem
die Wirkung durch die anfinglichen und die Endcoordinaten und
. die fiir die Bewegung vorgeschriebene Zeit ausgedriickt wird;
auf diese Weise sind eine Reihe von Ausdriicken hergeleitet, welche
den von .uns entwickelten ganz analog sind. Fiir praktische Ap-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gesetze und Prineipien der Dynamik. 341

wendungen ist diese Methode im Allgemeinen nicht so zweckmissig,
wie die erstere, und die analytischen Bezichungen zwischen beiden
sind so einleuchtend, dass wir auf dieselben hier nicht einzugehen
brauchen.

368. Satz von TLiouville. — Zum Schluss wollen wir noch
auf eine nenere analytische Untersuchung der Bewegung eines con-
servativen Systems von Liouville (Comptes Rendus, 1856) auf-
merksam machen, welche unmittelbar zu dem Princip der kleinsten
Wirkung und zu dem Hamilton’schen Princip mit den von Jacobi
nnd Anderen gegebenen Entwicklungen fithrt, welche aber auch
einen bemerkenswerthen und absolut neuen Satz iiber die Grosse
der Wirkung lings eines beliebigen gezwungenen Laufs liefert. Der
Kiirze wegen beschrinken wir uns darauf, diesen Satz fiir einen
einzelnen frelen materiellen Punkt zu geben, und verweisen den
Leser in Betreff der vollstindigen Untersnchung Liouville’s aunf
dessen Originalarbeit, in welcher allgemeine fiir jedes beliebige con-
servative System passende Coordinaten zu Grunde gelegt sind.

Es seien (&, v, z) die Coordinaten eines beliebigen Punktes, durch wel-
chen sich der materielle Punkt hindurch bewegen mioge, ¥ seine poten-
tislle Energie in dieser Lage, £ die Summe der potentiellen und der kine-
tischen Energie der in Rede stehenden Bewegung und A die Wirkung
von einer beliebigen Lage (g, ¥, &y) lings einer willkiirlich gewéahlten
Bahn bis zum Punkte (2,9, #). (Wir kiénnen z. B. annehmen, der mate-
rielle Punkt werde diese Bahn entlang durch eine Rohre geleitet, welche
keine Reibung hervorruft.) Wird dann die Masse des Punktes als die
Einheit angenommen, so ist (§ 318)

A= fvas = [VaE —V)Vidat + dy? + d2?).

Bezeichnet nun 6 eine Function von x,y, 2, welche der partiellen Diffe-

rentialgleichung \

2 2 2
der  der | do E— V)

da:2 _/2+d22_

geniigt, 50 haben wir

A:f\/@zz 3z:+dz,,)(dx”+dy!+dzz)
:/u\//dd +——d +dzd)+( ———d:)a
+(d—£cdz_a_z‘dm) +(d da:-—_d )]

Es ist aber

deo d o d
o da —_— —dz =
dwdz:-{-dydy—}—dz z2=do
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und wenn Z, 9, 2 die wirklichen Geschwindigkeitscomponenten lings der

willkiirlichen Bahn und 6 die Grosse der in dieser Bewegung wihrend dey
Zeiteinheit erfolgenden Zunahme von @ bezeichnen,

dw = ddt, dy = ydt, dz = 2dt, d0 = 6 d¢.

Der vorhergehende Ausdruck verwandelt sich daher in

Ao .doNe, /.d6 A0\, 7. dd
A:fde\/{u_ y%;d_z) +<zﬁ:xd—g> +(w%_y%y}.

é
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Drittes Capitel.

Erfahruneg.

369. Beobachtung und Experiment. — Mit dem Ausdruck
Erfshrung bezeichnen wir in der Physik, nach Herschel’s Vor-
gang, unsere Mittel, mit der materiellen Welt und den sie regeln-
den Gesetzen bekannt zu werden. Im Allgemeinen sind die Fr-
schelnungen, die wir um uns her vor sich gehen sehen, zusammen-
gesetzt, d. h. Ergebnisse des Zusammenwirkens vieler Ursachen.
Wenn wir, wie in der Astronomie, diese Ursachen dadurch zu be-
stimmen suchen, dass wir einfach ihre Wirkungen iberwachen, so
beobachten wir; wenn wir dagegen, wie In unseren Laboratorien,
nach Belieben in die Ursachen oder Umstinde einer Erscheinung
eingreifen, so sagt man, wir experimentiren.

370. Beobachtung. — So z. B. konnen wir unter der Vor-
aussetzung, dass wir im DBesitz von Instrumenten zur Zeit- und
Winkelmessung sind, durch eine Reibe von Beobachtungen die rela-
tive Lage crforschen, welche Sonne nand Iirde in verschiedenen
Angenblicken zu einander einnechmen, und aus den Variationmen in
dem scheinbaren Durchmesser der ersteren liessen sich (die Methode
lisst sich durchaus nicht mit Genauigkelt anwenden; wir fithren sie
hier nur der Erliuterung wegen an) die Verhiltnisse unserer Ab-
stinde von derselben fiir jene Augenblicke berechnen. Wir wiirden
anf diese Weise zu einer Reibe von Beobachtungen gelangen, in
denen die Zeit, die angulare Lage in Beziehung auf die Sonne und
die Verhiltnisse der Abstinde von derselben enthalten wiren, und
diese Beobachtungen wiirden (wenn ihre Anzahl gross genug wire)
uns in den Stand setzen, die Gesetze zu entdecken, welche den Zu-
sammenhang jener Bestimmungsstiicke ausdriicken.
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Aehnliche Methoden kénnte man ersinnen fiir die Betrachtung
der Bewegung irgeund eines Planeten um dic Sonne, eines Trabanten
um seinen Plancten, oder eines Sternes einer Doppelgruppe um
den anderen.

371. Im Allgemeinen werden alle Data der Astronomie auf
diesem Wege bestimmt, und dasselbe gilt von solchen Gegenstin-
den, wie Ebbe und Fluth, oder Meteorologic. So sind die Linien
gleicher Temperatur, gleicher magnetischer Neigung oder Intensitit,
die Linien ohne magnetische Abweichung, der Zusammenhang der
Sonnenflecke mit dem Frdmagnetismus und cinc Menge anderer
Data und Erscheinungen, dic im Verlaufc dieses Werkes in den be-
treffenden Capiteln behandelt werden miussen, nur aus der Beob-
achtung herzuleiten. In diesen I'illen findet sich der Apparat fir
diese ungeheuren Experimente in der Natur fertig aufgestellt vor, und
der Forscher hat nichts zu thun, als ihren Verlauf bis in die letzten
Einzelheiten zu iiberwachen und zu messen.

372. Auch in dem oben gewiihlten Belsplele, den planetari-
schen Bewegungen, sind die beobachteten Wirkungen zusammen-
gesetzter Art; denn, ausser vielleicht im Falle eines Doppelsternes,
haben wir kein Beispiel einer ungestdrten Wirkung eines Himmels-
korpers auf einen anderen. Aber wenn cs sich um eine erste An-
nitherung handelt, so ergiebt sich, dass die Bewegung eines Planeten
um dic Sonne diesclbe ist, wic wenn ausser diesen beiden keine
anderen Korper existirten. Die Anndherung reicht auns, das wahr-
scheinliche Gesetz ihrer Wechselwirkung anzudeuten, dessen volle
Bestitigung erlangt wird, wenn wir, seine Wahrheit voraus-
setzend, die danach berechneten storenden Wirkungen in Anschlag
bringen und finden, dass letztere die beobachtcten Abweichungen
von den Consequenzen der crsten Voraussetzung vollstindig er-
kliren. Dies mag dazu dicnen, cinen Begriff von der Art und
Weise zu gcben, wic man dic Gesetze von Erscheinungen findet, die
nur in zusammengesctzter Form beobachtet werden konnen; die
Methode lisst sich immer direct anwenden, wenn man weiss, dass
eine Ursache von iiherwiegendem Einflusse ist.

373. Experiment. — Wir wollen jetzt cinen Fall der zwei-
ten Art betrachten, d. h. einen Fall, in welchem die Wirkungen aus
80 verschiedenen Ursachen herrithren, dass wir die letzteren aus der
Beobachtung von Combinationen, wie sie die Natur darbictet, nicht
herleiten kinnen, sondern suchen miissen, uns selbst andere Combi-
nationen zu bilden, die uns in den Stand setzen, die Wirkungen
jeder Ursache wo moglich einzeln, jedenfalls aber mit einer nur ge-
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ringen, durch das Kingreifen anderer Ursachen herbeigefiihrten Modi-
fication zu studiren.

Wenn cin Stein losgelassen wird, so fillt er auf den Boden;
wenn ein Ziegelstein und ein Kiesclstein in demselben Augenblick
von der Spitze einer Klippe fallen gelassen werden, so bleiben sie
im Fallen neben einander und orreichen gleichzeitiz den Boden.
Bei einem Ziegelstein und einem Schiefer ist dies micht der Fall,
und wihrend der erstere in einer nahezu verticalen Richtung fillt,
beschreibt der letatere einen schr verwickelten Weg. Ein Bogen
Papier oder ein Stiick Goldblatt zcigt sogar noch gréssere Unregel-
missigkeiten als ein Schieferstein. Aber durch eine geringe Modi-
fication der Umstiinde gewinnen wir oine tiefere Einsicht in die
Natur der Frage. Werden das Papler und das Goldblatt in Kugeln
zusammengerollt, so fallen sie in einer nahezu verticalen Linie. Es
sind hier im Grunde offenbar zwei Ursachen thiitig, von denen die
eine bewirkt, dass alle Korper fallen und zwar in verticaler Rich-
tung, wihrend die zweite, dic von der Gostalt und Substanz des
Korpers abhéngt, dessen Fall zu vorzégern und dic verticale Rich-
tung zu &ndern strebt. Wie kinnen wir die Wirkungen, welche die
erstere Ursache auf alle Korper hat, studiren, ohne merklich durch die
letztere gestort zu werden? Die Wirkungen des Windes, u. 8. w.
zeigen ohne Weiteres an, was die zweite Ursache ist, nimlich die
Luft (wir diirfen in der That annehmen, dass die Existenz der Luft
durch solche Wirkungen entdeckt worden ist), und *um die Natur
der Wirkung der erstercn Ursache zu studiren, ist es néthig, die
Verwicklungen zu beseitigen, welche aus der Anwesenheit der Luft
herrithren.  Daraus ergiebt sich die Nothwendigkeit eines Experi-
mentes. Mittels eines spiter zu beschreibenden Apparates ent-
fernen wir aus dem Innern eines Gefisses den grosseren Theil der
Luft, und in diesem Gefiisse stcllen wir sodann aufs Neue unsere
Versuche iiber den Iall der Korper an. Dann tritt sofort ein all-
gemeines Gesetz zu Tage, das im hbchsten Grade einfach und in
seinen Folgen von ungeheurer Wichtigkeit ist, niimlich dass alle
Kérper, von welcher Grésse, Form und Substanz sie auch sein
mégen, im luftleeren Raume stets neben einander bleiben, wenn
man sie 1 demselben Moment neben einander hat fallen lassen.
Bevor die Erscheinungen auf diese Weise experimeutell getrennt
waren, hatten sich zu hastige Philosophen in den Schluss gestiirzt,
dass einige Kdrper die Kigenschaft der Schwere, andere die der
Leichtigkeit besitzen, u. 8. w." Wire dieser Zustand der Dinge
geblieben, so wiirde das Gesetz der Gravitation, obgleich deren Wir-
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kung sich durch das ganze Weltall dussert, vom menschlichen Geist
nie als ein allgemeines Princip erkannt worden sein.

Eine blosse Besbachtung des Blitzos und sciner Wirkungen
wiirde uns nie zur Entdeckung ihrer Beziehungen zu den Erschei-
nungen gefithrt haben, welche geriebener Bernstein zeigt. Es war
dazu eine Modification des Laufes der Natur erforderlich; wir muss-
ten die atmosphirische Elektricitit bis in unsere Laboratorien leiten.
Ohne Experiment hitten wir sogar niemals die Ixistenz des Erd-
magnetismus erkennen konnen, '

374. Regeln zur Leitung von Experimonten. — In allen
Fillen, in denen ein besonderes Agens oder eine besondere Ursache
erforscht werden soll, sollten Experimente in der Weise angestellt
werden, dass sie wo moglich zu Resultaten fithren, die von dieser
Ursache allein abhingen; oder wenn sich dies nicht ausfithren lasst,
so sollten sie so angeordnet werden, dass die Wirkungen der zu
untersuchenden Ursache verstirkt werden, bis sie die unvermeid-
lichen gleichzeitig vorhandenen tibrigen Wirkungen so sehr iiber-
wiegen, dass letatere nur als Stormngen, nicht als wesentliche Modi-
ficationen der Wirkungen der Iauptursache angeschen werden
konnen.

So kénnen wir, um die Natur der Wirkung eines galvanischen
Stromes auf eine magnetisirte Nadel zu finden, jede dieser beiden
Methoden anwenden, Wir kénnen z. B, die stérenden Einwirkungen
des Erdmagnetismus auf die Nadel dadurch neutralisiren, dass wir
einem Magnetstabe eine passende Lage in ihrer Nihe geben. Dies
1st ein Beispiel der ersteren Methode.

Wir kénnen auch durch Vergrosserung der Stromstiirke oder
daduarch, dass wir den Draht mehrmals um die Nadel fiihren (wie bel
der Beschreibung des Galvanometers dargelegt werden wird), die
‘Wirkungen des Stromes in einem solchen Grade verstirken, dass im
Vergleich mit ihnen die Wirkungen des Erdmagnetismus vernach-
lissigt werden diirfen. '

375. In einigen Fillen jedoch ist die letztere Art zu verfahren
dnsserst triigerisch — so z. B. bel der Anwendung von Condensato-
ren zur Entdeckung von sehr kleinen elektromotorischen Kriften.
In diesem Falle erzeugt die Reibung zwischen den Theilen des Con-
densators oft mehr Elektricitit, als diejenige isi, welche gemessen
werden soll, so dass sich das richtige Resultat nicht herleiten lésst:
Eine schwache positive Ladung z. B. kann verdreifacht, neutralisirt
oder sogar in eine negative Ladung verwandelt werden, durch ver-
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schiedene Vorgiinge, die von so delicater Natur sind, dass sie nicht
entdeckt und daber nicht vermieden werden konnen.

376. Wir sehen somit, dass es zweifelhaft ist, welche von die-
sen Mothoden in einem besonderen Falle den Vorzug verdient, und
in der That hat derjenige bei seinen Untersuchungen die meiste
Aussicht auf Erfolg, der, nicht entmuthigt durch das Fehlschlagen
piner Form des Experimentes, sorgfiltig seine Methoden dndert und
so in jeder denkbarcn Weise den Gegenstand seiner Forschungen in
Angriff nimmt.

377. Riickstindige Erscheinungen. — FKine dusserst wich-
tige von Herschel herrithrende Bemerkung betrifft die sogenannten
riickstindigen Erscheinungen. Wenn in einem Kxperiment
alle bekannten Ursachen in Rechnung gezogen sind, so bleiber doch
noch gewisse Wirkungen unerkliirt zurtick (die iibrigens Zusserst
gering sein mogen). Diese Wirkungen miissen sorgfilti er-
forscht werden, und es ist jede denkbare Abinderung in der An-
ordnung des Apparates, u. s. w. zu versuchon, bis wir wo mdglich
dahin gelangen, die riickstindige Erscheinung so zu vergrdsscrn,
dass wir ihre Ursache entdecken konnen. Auf diesem Wege haben.
wir vielleicht bel dem gegenwirtigen Stande der Wissenschaft die
meiste Anssicht, unser Wissensgebiet zu erweitern; jedenfalls wird
dies Verfahren durch die neueste Geschichte der Naturwissenschaften
gerechtfertigt. So war, um nur einige wenige Beispiele zu geben,
und die Entdeckung der Elektricitit und des Magnetismus durch die
Alten mit Stillschweigen zu tbergehen, der eigenthiimliche Geruch,
den man in einem Zimmer beobachtet, in welchem eine Elektrisir-
maschine in Thitigkeit erhalten wird, schon seit langer Zeit wahr-
genommen worden; aber man nannte ithn ,Geruch der Elektricitit,
und, hiermit zufrieden, liess man ihn unerklirt. Der Scharfsinn
Schénbein’s fithrte zu der Entdeckung, dass dieser Geruch von der
Bildung des Ozons herriihrt, eines ganz ungewohnlichen Kérpers von
enormer chemischer Energie, dessen Natur noch unaufgekliart ist,
obwohl er seit Jahrenm die Aufmerksamkeit der Chemiker auf sich
gezogen hat.

378. Geringe Anomalien in der Bewegung des Uranud fithrten
Adams und Le Verrier zu der Entdeckung eines nemen Planeten,
und die Thatsache, dass eine Magnetnadel schneller zur Rube kommt,
wenn sie iiber einer Kupferplatte schwingt, als wenn letztere ent-
fernt ist, fihrte Arago zu dem frither sogenannten ,Rotations-
magnetismus®, der seitdem erklirt, unendlich erweitert und zu den
vichtigsten Zwecken angewandt worden ist. In der That leitete
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diese zufillige Bemerkung iiber die Oscillation einer Nadel zu That-
sachen, aus denen sich unter Faraday’s Hinden die grosse Fnt-
deckung der Induction elektrischer Stréme durch Magnete und durch
andere Stréme entwickelte. Wir haben nicht nothig, uns ither die-
sen Punkt weiter auszulassen, da die Beweise fiir die Wahrhett und
den Nutzen des Princips auf den folgenden Seiten bestindig wieder-
kehren werden. Unser Zweck ist gewesen, nicht sowobl Anwen-
dungen, als Mgthoden zu geben und zu zeigen, wie man eine neue
Combination wo méglich anzugreifen hat, wenn man die verschiede-
nen Ursachen, durch deren Zusammenwirken die meisten beobachteten
Erscheinungen, sogar die anscheinend einfachsten, hervorgebracht zu
werden pflegen, trennen und einzeln studiren will,

379. Unerwartete Uebereinstimmung oder Abweichung
in den Resultaten verschiedener Versuche. — Wenn ein Expe-
rviment bel mehrmaliger Wiederholung bestindig verschiedene Resul-
tate lefert, so ist es entweder sehr nachlissig angestellt worden,
oder es muss eine nicht in Rechnung gezogene stérende Ursache
vorhanden sein. Andererseits hat man in Fillen, in denen es nicht
wahrscheiulich ist, dass wiederholte Versuche zu sehr nahe iberein-
stimmenden Resultaten fithren werden, einen unerwarteten Grad von
Uebereinstimmung in deun Resultaten verschiedener Versuche mit
dem #ussersten Misstrauen anzusehen, da dieselbe wahrscheinlich von
einer unbeachteten Iigenthtimlichkeit des angewandten Apparates
herrithrt. In jedem dieser beiden Fille wird jedoch eine sorgfiltige
Beobachtung jedenfalls die Ursache der Abweichungen oder der un-
erwarteten Uebereinstimmung ans Licht bringen und moglicherweise
zu Entdeckungen in einem Gebiete fithren, an das man durchaus
nicht gedacht hat. Wir konnten eine Menge Beispiele dieser Art
anfithren, wollen uns aber mit cinom oder zwelen hegntigen.

380. So scheint ein Stern, durch ein sehr gutes achromati-
sches Teleskop betrachtet, eine merkliche Scheibe zu haben. Da
wir aber beobachten, dass die Scheiben aller Sterne von gleichem
angularen Durchmesser zu sein scheinen, so argwihnen wir natirlich
einon allen Beobachtungen gomeinschaftlichen Irrthum. KEine Ver-
kleineruftg der Oecffnung des Objcctivglases vergrossert den er-
wahnten Schein, und bei griindlicher Untersuchung ergiebt sich,
dass wir os gar nicht mit wirklichen Scheiben, sondern mit einer
Diffractionserscheinung zu thun haben, die spiter in den Capiteln
iiber das Licht ihre Erklarung finden wird.

Weiter fand man, als man zur Nachtzeit Experimente mit
Kanonen anstellte, um die Geschwindigkeit des Schalles zu messen,
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dass die auf der einen Station erhaltenen Resultate mit demjenigen
der anderen Station niemals iibereinstimmten. Oefters waren die Ab-
weichungen sehr betréchtlich. Aber ein wenig Ueberlegung fiithrte zu
der Bemerkung, dass in solchen Niichten, in denen die Abweichung am
grissten war, ein starker Wind annihernd in der Richtung von der
einen Station zur anderen wehte. Als man den in die Augen sprin-
genden Einfluss des Windes in Rechnung zog oder vielmehr ganz
eliminirte, stellte sich heraus, dass die mittleren Geschwindigkeiten
an verschiedenen Abenden sebr nahe iibereinstimmen.

381. Hypothesen. — Es ist vielleicht rathsam, hier einige
wenige Worte iiber den Gebrauch der Hypothesen zu sagen, nament-
lich jener an Werth so verschiedenen Hypothesen, welche in der
Form mathematischer Theorien verschiedener Zweige der Physik
gelehrt werden.

382. Wo die betreffenden Kriifte vollstindig Dbekannt sind,
wie im Falle der Planeten-Bewegungen und Stérungen, da ist die
mathematische Theorie absolut wahr, und es ist weiter nichts er-
forderlich, als sic mittels der Analysis bis in ihre letzten Einzel-
heiten zu entwickeln. Sie ist auf diese Weise der Beobachtung im
_ Allgemeinen weit vorans und berechtigt, Wirkungen vorherzusagen,
die noch nie beobachtet worden sind, wie z B. Mondungleichheiten,
die von der Wirkung der Venus auf die Erde herriithren, u. s. w., Wir-
kungen, deren wahre Ursache wir niemals durch noch so viele Beob-
achtungen ohne Hiilfe der Theorie hiitten angeben kinnen. Sie
kann auch in Gegenstinden wie die geometrische Optik zu Entwick-
Jungen gefiihrt werden, die iiber das Bereich des Experimentes weit
hinausliegen; aber in dieser Wissenschaft sind die angenommenen
Grundlagen der Theorie nur approximativ, und dieselbe kann nicht
einmal s0 vergleichsweise einfache Erscheinungen, wie Héfe und
Regenbogen, in allen ibren Eigenthiimlichkeiten erkliren, obgleich
sie fiir die praktischer Zwecke der Herstellnng von Mikroskopen
und Teleskopen vollstindig geniigt und in diesen Fillen die Con-
struction von Instrumenten zu einem Grade der Vollendung ge-
bracht hat, der bei einem nur auf Versuche gestiitzten Verfahren nie
hitte erreicht werden kénnen.

383. Weiter ist eine andere Classe mathematischer Theorien,
die bis zu einem gewissen Grade auf Experimente basirt sind, von
Nutzen und hat sogar in gewissen Fiillen auf neue und wichtige
Resultate hingewiesen, die nachtriglich experimentell bestitigt wor-
den sind. Hierher gehiéren die dynamische Warmetheorie, die Un-
dulationstheorie des Lichtes, u. 8. w. In der ersteren, welche auf
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der expcrimentellen Thatsache beruht, dass Wirme Bewegung
ist, sind viele Formeln fiir jetzt dunkel und nicht zu interpretiren,
da wir nicht wissen, was sich bewegt, oder wie die Bewegung er-
folgt. Resultate der Theorie, in denen das, was unbekannt bleibt,
nicht in Betracht kommt, werden natirlich experimentell bewahr-
heitet. Dieselben Schwierigkeiten treten in der Theorie des Lichies
auf. Bevor aber diese Dunkelheit vollig aufgeklirt werden kann,
miissen wir etwas iber die letzte oder molekulare Constitution der
Korper oder der Molekillgruppen wissen, die uns big jetzt nur in
ihrer Vereinigung bekannt sind.

384. Gute Reprisentanten einer dritten Classe von Hypo-
thesen sind die mathematischen Theorien der Warme (Leitung), der
(ruhenden) Elektricitit und des {permanenten) Magnetismus. Ob-
schon wir nicht wissen, wie die Wirme sich durch die Kdrper ver-
breitet, und was ruhende Elektricitiit oder permanenter Magnetis-
mus 1st, 80 sind die Gesetze 1hrer Krifte doch so sicher wie das Ge-
setz der Schwere bekannt, und kénnen daher wie letzteres durch An-
wendung der mathematischen Analysis bis in alle ihre Consequenzen
entwickelt werden. Die Werke von Fourier*), Green*~) und
Poisson ***) sind bemerkenswerthe Beispiele solcher Kntwicklun-
gen. Ein anderes gutes Beispiel ist Ampére’s Theorie der Elektro-
dynamik. Dies fithrt uns zu einer viertem Classe mathematischer
Theorien, die, so geistreich sie auch sein moégen, in Wirklichkeit
doch eher als schddlich, denn als niitzlich angesehen werden mussen.

385. Ein guter Reprisentant einer solchen Theorie ist die
von Weber, welche eine physikalische Grundlage fir Ampére’s
Theorie der Elektrodynamik zu Hefern verspricht, die wir soeben
als bewundernswerth und in Wahrheit niitzlich erwihnt haben.
Ampere begnigt sich mit experimentellen Daten tiber die Wir-
kung geschlossener Strome suf cinander und leitet daraus mathe-
matisch die Wirkung her, welche ein Element eines Stromes anf ein
Element einei anderen Stromos ausiiben sollte, wenn ein solcher
Fall experimentell behandelt werden konnte. Dies kann keinen
Irrthum herbeifiihren. "Aber Weber geht weiter. Fr nimmt an,
dass ein elektrischer Strom aus der Bewegung von Theilchen zweier
Elektricititsarten besteht, die den Leitungsdraht in entgegengesete-
ten Richtungen durchlaufen, und dass diese Theilchen, wenn sie in

*) Théorie Analytique de la Chaleur. Paris 1822.
**) Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of
Electricity and Magnetism, Nottingham 1828. Abgedruckt in Crelle’s Journal.
***) Mémoires sur le Magnétisme. Mém. de I"Acad. des Sciences. 1811.
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relativer Bewegung sind, auf andere solche Elektricititstheilchen
Krafte ausiiben, die von denjenigen verschieden sind, welche sie 1m
Zustande relativer Ruhe ausiiben wiirden. Diese Annahme ist bei
dem jetzigen Stande der Wissenschaft auf keine Weise zu recht-
fertigen, da wir uns die Hypothese, es existirten zwel elektrische
Fluida, unméglich als richtig denken kdnnen, und da die Schliisse
ausserdem im Widerspruch mit der ,Erhaltung der Energie“ stehen,
die wir aus unzihligen experimentellen Griinden als ein allgemeines
Naturprincip ansehen. Solche Theorien sind um so gefihrlicher,
wenn sie zufillig weitere Erscheinungen erkliren, wie Weber’s
Theorie die indicirten Strome erklirt. Ein %nderes Beispiel dieser
Art ist die Emissionstheorie des Lichtes, welche eine Zeit lang
grosses Unhell stiftete und die sich nur hitte rechtfertigen lassen,
wenn ein Lichtkérperchen wirklich wahrgenommen und untersacht
worden wire. Da solche Speculationen zwar gefihrlich, aber in-
teressant und (wie z. B. Weber’s Theorie) oft sehr elegant sind, so
werden wir darauf in den entsprechenden Capiteln zuriickkommen.

386. Verschiedene Arten mathematisch -physikalischer
Theorien, — Mathematische Theorien physikalischer Krifte sind
im Allgemeinen von einer der beiden folgenden Arten: Erstens
giebt es solche, bel denen die Grundannahme weit allgemeiner ist,
als nothwendig wire. So enthilt die Gleichung der Laplace’schen
Functionen [Cap. I, Anbang B, (a)] die mathematische Begrindung
der Theorien der Gravitation, der statischen Klektricitit, des per-
manenten Maguetismus, der permanenten Wirmestromung, der Be-
wegung nicht zusammendriickbarer Flissigkeiten, u. s. w. und muss
daher, wenn man sic auf irgend einen dieser Gegenstinde anwendet,
yon einschrinkenden Betrachtungen begleitet werden.

Andcrerseits gicbt ¢s mathematische Theoricn, die nur auf
einige wenige Experimente oder auf einfache aber ungenaue Hypo-
thesen aufgebaut sind und mehr auf dem Wege der Erweite-
rung, als auf dem der Beschrinkung modificirt werden miissen. Als
ein wichtiges Beispiel dieses Falles kinnen wir die ganze abstracte
Dynamik anfithren, welche (wie im dritten Theile dargelegt werden
wird) erweiternde Modificationen erfordert, ehe sie im Allgemeinen
guf praktische Zwecke angewendet werden kann.

387. Herleitung des wahrscheinlichsten Resultates aus
einer Anzahl von Beobachtungen. — Wenn man das wahrschein-
lichste Resultat aus einer Anzah! nicht véllig iihereinstimmender
Beobachtungen derselben Grdsse ermitteln will, so hat man mit
Hiilfe der mathematischen Theorie der Wahrscheinlichkeiten eine
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Methode zu suchen, mittels welcher man dic Resultato der Erfah-
rung so combinirt, dass die Ungenauigkeiten der Beobachtung so-
weit als moglich eliminirt werden. Unter die Ungenaunigkeiten
der Becbachtung rechnen wir hier natiirlich nicht solche Irr-
thiimer, welche jede ecinzelne einer Reihe von Beobachtungen auf
gleiche Weise beeinflussen, wie die ungenaue Bestimmung eines
Nullpunktes oder der zu Grunde gelegten Zeit- und Raumeinheiten,
die personliche Gleichung des Beobachters, u. §. w. Das Verfahren,
welches zur Elimination der Fehler zu benutzen ist, lisst sich, von
welcher Art es auch sein mag, zwar auch auf diese Irrthiimer an-
wenden, aber nur, wenn mehrere verschiedene Reihen von
Beobachtungen angestellt worden sind, bei denen ein Wechsel des
Instruments oder des Beobachters oder beider stattgefunden hat.

388, Wir verstehen unter Ungenanigkeiten der Beobachtung
oder Beobavhtungsfehlern die ganze Classe von Irrthiimern, welche
bei verschiedenen Versuchen mit derselben Wahrscheinlichkeit in
der einen wie in der anderen Richtung liegen kénnen, und von
denen wir rubig voraussetzen diirfen, dass sie sich im Durchschnitt
bel einer unendlichen Anzahl von Beobachtungen ganz und gar aus-
gleichen wiirden, so dass dieses Durchschnittsresultat weder nach
der einen, noch nach der anderen Seite zu von der Wahrheit ab-
wiche. Ueberdies betrachten wir nur solche Irrthiimer, deren Wahr-
scheinlichkeit um so geringer ist, je grosser sie sind, so dass solche
Irrthiimer, wie ein zufilliges Ablesen einer falschen Anzahl ganzer
Grade auf einer Kreistheilung (die im Allgemeinen durch Ver-
gleichung mit anderen Beobachtungen wahrscheinlich berichtigt
werden konnen) keine Bericksichtigung zu finden haben.

389, Mathematisch betrachtet ist der Gegenstand durchaus
nicht leicht, und manche Autorititen haben sich dahin ausgesprochen,
dass das von Laplace, Gauss und Anderen angewandte Schlussver-
fahren micht wobl begriindet 1st; aber die Resultate, zu denen letz-
tere durch ibre Untersuchungen gefihrt wurden, sind allgemein an-
genommen. Da neuerdings eine treffliche Arbeit iitber den Gegen-
stand vor Airy erschienen ist, so kdnnen wir uns damit begniigen,
in ganz kursorischer Weise hier eine einfache und augenscheinlich
befriedigende Methode zu skizziren, vermittels welcher wir zur so-
genannten Methode der kleinsten Quadrate gelangen.

390. Unter der Voraussetzuug, dass der Nullpunkt und die
Graduirung eines Instrumentes (Mikrometer, Mauerquadrant, Ther-
mometer, Elektrometer, Galvanometer, u. s. w.) absolut richtig sind,
kanu und wird man im Allgemeinen bei einer Reihe von Ablesungen
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des Werthes einer Grisse (einer linearen Eatfernung, der Hohe eines
Sternes, einer Temperatur, der elektrischen Spannung eines Conduc-
tors, der Stérke eines elekirischen Stromes, u.s. w.) verschiedene
Resultate erhalten. Welches ist wit der grossten Wahrscheinlich-
keit der wahre Werth der beobachteten Grosse?

Wenn die Beobachtungen simmtlich gleich zuverlissig sind, so
ist der wahrscheinlichste Werth in allen solchen Fillen offenbar der
einfache Mittclwerth aller Resultate. - Sind aber die Beobachtungen
nicht gleich zuverldssig, so hat man ihnen im Verhiltniss zu der
ihnen zugeschriehenen Genaunigkeit Gewichte belzulegen, und dann
erst ihren Mittelwerth zu nehmen. Wenn aber mehrere solche Mittel-
werthe oder mehrere einzelne Beobachtungen genommen, und wenn
diese Mittelwerthe oder Beobachtungen auf verschiedene Weise fiir
die Bestimmung der gesuchten Grosse passend gemacht sind (indem
einige derselben wahrscheinlich einen genaueren Werth als andere
liefern werden), so miissen wir theoretisch die beste Melhode an-
geben, nach welcher sie in der Praxis zun combiniren sind.

J391. Beobachtungsfehler kionnen im Allgemeinen mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit nach der Seite des zu viel, wie des zu wenig
liegen. Auch ist es (wie oben bemerkt wurde) wahrscheinlicher,
dass sie klein, als dass sie gross sind, und (praktisch) bedeutende
Fehler sind ganz und gar nicht zu erwarten, da sie vermieden
werden konnen. Danach muss -bet einer Reihe von Beobachtungen
derselben Grosse die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler von der
Grosse # begangen worden ist, von x? abbingen und durch irgend
eine Function ausgedriickt werden, deren Werth bel wachsendem
sehr rasch abnimmt. Auch muss die Wahrscheinlichkeit, dass der
Fehler zwischen z und x + 0% liegt, wo 0z sehr klein ist, pro-
portional 8 sein,

Wir konnen mithin die- Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler von
irgend einer in dem Intervall x bis 2 + J'x liegenden Grosse begangen
ist, gleich :

o @) fx
sanehmen. TDa nun der Fehler jedenfalls zwischen 4 @ und — @ liegt,
so erhalten wir als erste Bedingung

+ >
(1) ‘/I(p (x)dxe = 1.

. N ,
Die Betrachtung eines sehr einfachen Falles liefert uns die Mittel, die
Form der in diesem Ausdrucke enthaltenen Function @ zu bestimmen *).

*) Vergl. Boole, Trans. R. S. E.; 1857,
Thomson u. Tait, theoretische Physik. a3
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Nehmen wir an, man liesse einen Stein fallen, mit der Absicht, eine
bestimmte Stelle des Bodens zu treffen. Durch diese Stelle seien zwei
Linien rechtwinklig zu einander gezogen, die wir beziehungsweise zur
z und ¥y Axe nehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Stein in eine
Entfernung von der y Axe fallt, die zwischen & und = } J = liegt, ist

p @) dz;
die Wahrscheinlichkeit, dass er in eine Entfernung von der x Axe fillt,
die zwischen ¥ und ¥ 4 J'y liegt, ist

93 dy.
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Flichenelement dz d'y getroffen werde,
dessen Coordinaten z,y sind, ist daher (da diese Ereignisse von einander

unabhingig sind, eine Voraussetzung, auf welcher, was wohl zu beachten
ist, unsere ganze Untersuchung beruht)

¢ (@%) ¢ (y?) dx dy, oder « g (%) 9 (y2),
wenn- die um den Punkt (,y) liegende unendlich kleine Fliche bezeichnet.
Wenn wir jrgend ein anderes rechtwinkliges Axensystem mit dem-
selben Anfangspunkt genommen hitten, so wiirden wir fiir dieselbe Wahr-
scheinlichkeit den Ausdruck

e g (2'?) o (y'?)
gefunden haben, wo «’,%’ die neuen Coordinaten von e sind. Es
muss also
@) oy = @)y

sein, wenn 22 + y? — x'2 -} 4’2 ist. Aus dieser Functionengleichung
folgt leicht

¢ (2?) = A,
w0 A und m Constanten sind. Wir sehen auch leicht, dass m negativ sein
muss (da die Wahrscheinlichkeit eines grossen Fehlers sehr Klein ist), und

1
kitmnen dafiir — v schreiben, so dass A den Grad der Feinheit oder

Plumpheit des angewandien Messungssystems bezeichnet. Durch Ein-
setzung des Werthes von g (z¥) in (1) ergiebt sich -
4 >

r
A/evﬁd.ﬁ: 1;

—

eg ist also 4 = h—l_, und das Fehlergesetz, d. h. die Wahrschein-
g

lichkeit, dass ein Fehler von der Grosse # begangen sei, ist
1 iz
Va h
Wird nur die Entfernung von der zu treffenden Stelle des Bodens ins
Auge gefasst und auf die Richtung, in welcher der Fehler begangen ist,
keine Riicksicht genommen, so ist das Fehlergesetz offenbar

S [o@) gy dedy,
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welches Integral iber den Raum zwischen den concentrischen Kreisen zu
nehmen ist, deren Radien 7 und 7 4 d'r sind. Das Fehlergesetz isi
daher

r2
LT ne,
pae Wrdr,

und zur Bestiitigung desselben ergiebt sich leicht, wie zu erwarten war,
- .
2

2 -
F/e Myrdr = 1.

0

392. Wahrscheinlicher Fehler. — Der wahrscheinliche
Fehler einer Beobachtung ist eine numerische Grisse von der Be-
schaffenbeit, dass der Fehler der Beobachtung mit derselben Wahr-
scheinlichkeit grisser oder kleiner als diese Grosse sein kann.

Nehmen wir das eben gefundene Fehlergesetz an und nesunen den
wahrscheinlichen Fehler bei einem Versuch P, so ist

I 4

22 g z2
je 2 q :‘/.e—h_" dz.
Q P

Die Losung dieser Gleichung liefert den Niherungswerth
P = 0,477 . h.

393. Wahrscheinlichor Fehler einor Summe, einer Diffe-
renz oder eines Vielfachen. — Der wahrscheinliche Fehler eines
beliehigen gegebenen Vielfachen des Werthes einer beobachteten
Grosse ist offenbar dasselbe Vielfache des wahrscheinlichen Fehlers
(%er Grisse selbst.

Der wahrscheinliche Fehler der Summe oder Differenz zweier
Grissen, welche mit von einander unabhingigen Fehlern behaftet
snd, 18t die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der ein-
relnen wahrscheinlichen Fehler.

Dies zu beweisen, wollen wir das Fehlergesctz von
x+r=12z

eforschen, unter der Voraussetzung, dass die Fehlergesetze von X und Y
beziehungsweise

sind. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers in Z, dessen Grosse die Gren-
&n [2,z + d'2] nicht iiberschreitet, ist offenbar

T g .t+d\z—~zyi
! " 2t A s
— 2 2
nabfe a dw/ e Pdy.
—® z—z ' '

23*
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Denn, welcher Werth auch & beigelegt wird, der Werth von y wird durch
die Grenzen ¢ — z und z + d2 — x gegeben [oder durch # +
2z 4 ¢z -} x; sber die Wahrscheinlichkeiten von 1 z sind dieselben

und liegen beide innerhalb der Grenzen (i w) der Integration nach z].
Fiihren wir die Integration mach % aus, so wird der Werth des

obigen Integrals
dz ;o _Le—ap?
—m
und dieser Ausdruck wird leicht auf
22

1 gz

— g—aﬂ-{-bi ——

n Vaz L b2

reducirt. Der wahrscheinliche Fehler ist danach 0,477 Va2 + 42, unser
Batz folglich bewiesen. Dieser Satz ist offenbar auch fiir jede beliebige
Anzahl von Groéssen richtig.

394. Praktische Anwendung. — Wie schon bemerkt wurde,
besteht der Hauptnutzen dieser Theorie darin, aus einer grossen
Reithe von Beobachtungen die Werthe der gesuchten Grossen
in elner solchen Form herzuleiten, dass sie dem kleinsten wahr-
scheinlichen Fehler unterworfen sind. Wir wollen dies durch ein
Beispiel erliutern: — Nach den Principien der Astronomie wird der
Ort eines Planeten ans angenommenen Werthen der Elemente seiner
Bahn berechnet und im Schiffskalender verzeichuel. Die beob-
achteten Orte stimmen mit den durch Rechnung vorber Lestimm-
ten micht gemau iibereln und zwar aus zwel Griinden: erstens sind
die Data fiir die Berechnung nicht exact (und in der That ist die
Hauptaufgabe der Beobachtung die, die angenommenen Werthe der-
selben zu corrigiren); zweitens ist die Beobachtung in einem ge-
wissen unbekannten Grade fehlerbaft. Die Differenz zwischen den
beobachteten und den berechneten Orten hiingt von den Fehlern in
den angenommenen EKlementen und in der Beobachtung ab. Unsere
Methoden dienen nun dazu, die zweite Art von Fehlern so weit als
mdglich zu eliminiren; die resultirenden Gleichungen geben dann
die gesuchten Correctionen der Elemente.

Ist & die berechmete Rectascension eines Planeten und sind d'a,de,
d'@d, u. 8. w. die fiir die angenommenen Elemente erforderten Correctionten,
80 ist die wahre Rectascension

¢+ Ada 4+ Ede +-0d3s + u. 8. w,

wo A, FE I, u. 5. w. annihernd bekannt sind. Nehmen wir an, die beob-
achtete Rectascension sel 8, so ist

&4 Ada + Ede 4 1do + u s w. = 8,
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oder ]
Ada + FEde 4+ 0d6 4+ u.s. w. — 68 — &

eine dem Beobachtungsfehler unterworfene bekannte Grosse. Jede ein-
zelne Beobachtung liefert uns eine Gleichung von dieser Form, und im
Allgemeinen ist die Anzahl der Beobachtungen weit, grosser als die der
zu bestimmenden Gréssen da,de, dd, u s. w. Fs wird aber geniigen,
den einfachen Fall zu betrachten, in welchem nur eine Grosse ge-
sucht wird.

Es sei eine Reihe von Beobachtungen derselben Grosse x angestellt,
welehe zu den Gleichungen

z =B, = By, u s w
fihren, und deren wahrscheinliche Fehler B, F,, u. s. w. sind. Wir mul-
tipliciren beide Glieder jeder Gleichung mit einer Zahl, welche dem ent-
sprechenden wahrscheinlichen Fehler umgekehrt proportional ist; dadurch
werden die wahrscheinlichen Fehler der zweiten Glieder aller Gleichungen
die ffimlichen, etwa & Die Gleichungen haben jetzt die allgemeine Form
ax — b,

und es handelt sich daruam, ein System linearer Factoren zu finden, mit
denen die Gleichungen der Reihe nach mmltiplicirt werden miissen, damit
man durch Addition derselben eine Endgleichung erhalte, welche ginen
Werth von & liefert, dessen wahrscheinlicher ¥ehler ein Minimum ist.
Sind f1, fy, w. 8. w. diese Factoren, so ist die Endgleichung

(Faf)z = 2(bS),
folglich nach den Sétzen des § 393, wenn P den wahrscheinlichen Fehler
von & bezeichnet,

P (Zaf): = 2 3(fY).
2
Es muss also m@ ein Minimum, und der nach jedem einzelnen Factor f

genommene Differentialquotient dieses Ausdrucks muss Null sein.
Dies liefert eine Reihe von Gleichungen, deren allgemeine Form
fEaf) —aZ(f)=0
ist, und woraus wir offenbar f; — a,, fy = @, u. s. w. erhalten.
‘Wir gelangen somit zu der folgenden Regel, von der man leicht sieht,
dass sie fiir oine beliebige Anzahl linearer Gleichungen gultig bleibt,
welche eine kleinera Anzahl unbekannter Grbssen enthalten: —

Man bewirke durch Anwendung eines geeigneten
Factors, dass der wahrscheinliche Fehler des zweiten
Gliedes jeder Gleichung derselbe sei, multiplicire
jede Gleichung mit dem Coefficienten, den # in der-
selben hat, und addire alle Resultate, so erhdlt man
eine der Endgleichungen; die iibrigen ergeben sich,
wenn man ebenso in Beziehung auf ¥,%, u. s. w. verfihrt.
Die wahrscheinlichen Fehler der sich aus diesen Endgleichungen
ergebenden Werthe von «,%, w. 8. w. werden kleiner als diejenigen
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der Werthe sein, welche jede andere lineare Methode, die Gleichun-
gen zu combiniren, liefern wiirde.

Man hat dies Verfahren die Methode der kleinsten Qua-
drate genannt, weil die dadurch gefundenen Werthe der unbekann-
ten Grossen so beschaffen sind, dass sie die Summe der Quadrate
der Fehler der anfinglichen Gleichungen zu einem Minimum
machen.

In dem oben behandelten einfachen Falle ist
Z(axz — b)? ein Minimum.
Denn man erhilt aus dieser Voraussetzung offenbar durch Differentiation
nach ®
Za(axr — b) =0,

und dies ist das oben fiir die Bildung der Endgleichung angegebene Gesetz.

395. Methoden der Darstellung experimenteller Resul-
tate. — Wenn eine Reihe von Beobachtungen derselben Grisse zu
verschiedenen Zeiten oder unter verschiedenen Umstinden angestellt
worden ist, so kann das Gesetz, welches den Zusammenhang des
Werthes der Grisse mit der Zeit oder mit einer beliebigen anderen
Verinderlichen ausdrickt, aus den Resultaten auf verschiedene Arten
hergeleitet werden, die simmtlich mehr oder weniger approximativ
sind. Zwel dieser verschiedenen Methoden werden aber so hiufig
angewandt, dass wir schon hier einer vorliufigen Betrachtung der-
selben eine oder zwei Seiten widmen wollen; detaillirte Beigpiele
ihrer Anwendung ersparen wir uns, bis wir zur Wirme, Elektrici-
tit, u. 5. w. kommen werden. Sie bestehen in (1.) einer Curve,
welche den Zusammenhang zwischen den Ordinaten und den Abseis-
sen graphisch darstellt, und (2.) einer empirischen Formel,
welche die Verinderlichen verbindet.

396. So kiénnen wir, wenn dic Abscissen Zeitintervalle und
die Ordinaten dic entsprechenden Barometerhdhen darstellen, Cur-
ven construiren, welche die Abhiingigkeit des Luftdrucks von der
Tageszeit auf einen Blick zeigen, u. s. w. Solche Curven kénnen
auf photographischem Wege mit grosser Genauigkeit auf ein Stick
sensitives Papler gezogen werden, welches hinter die Quecksilber-
siule gebracht und vermittels eines Uhrwerkes in eine gleichfir-
mige horizontale Bewegung versetzt wird. Fin iihnliches Ver-
fahren ldasst sich auf die Temperatur und die Elektricitit der
Atmosphiire, sowie auf die Componenten des Erdmagnetismus an-
wenden.
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397. Wenn die Beohachtungen nicht, wie im vorhergehendon
Paragraphen, continuirlich sind, so lefern sie nur eine Anzahl von
Punkten der Curve, mittels deren man sich jedoch im Allgemeinen
mit grosser Genauigkeit dem Resultat einer continuirlichen Beob-
achtung dadurch nidhert, dass man aus freier Hand eine Curve zieht,
welche durch alle diese Punkte hindurchgeht. Dies Verfahren ist
aber mit grosser Vorsicht anzowenden, da, wenn nicht die Beob-
achtungen hinlinglich nahe an einander liegen, sehr wichtige Fluc-
tuationen in der Curve unbemerkt bleiben konnen. Man kann sich
desselben mit hinlinglicher Genauigkeit in allen ¥illen bedienen,
in denen sich die beobachtete Grosse sehr langsam idndert. So
z B. fand Forbes, dass wichentliche Beobachtungen geniigen, um
mit grosser Genauigkeit das Gesetz zu finden, nach welchem sich
die Temperatur in einer Tiefe von 6 bis 24 Fuss unter der Erd-
oberfliche indert.

398, Als cin Beispiel der Verfahrungsarten, die man anwen-
det, um cinc cmpirische Formel zu erhalten, erwihnen wir die
Methoden der Intcerpolation, auf welche das Problem immer
mriickgefithrt werden kann. So ist es eine gewdhnliche Aufgabe
der Astronomie, ans Beobachtungen der Sonnenhdhe, die man in
bekannten Intervallen mit dem Sextanten angestellt, zu bestimmen,
in welchem Augenblick die Hohe am grdssten, und welches diese
grosste Hohe ist. Die Losung der ersteren Aufgabe setzt uns in
den Stand, an dem Beobachtungsorte die wahre Sonmenzeit zu fin-
den, die der zweiten liefert mit Hiilfe des ,Nautical Almanac" die
Breite. Die Differentialrechnung und die Differenzenrechnung lie-
fern uns Formeln fiir beliebige gesuchte Daten. FEine solche For-
mel, die von grossem Nutzen ist, hat Lagrange mit Hilfe der
elementaren Algebra hergeleitet.

Ist y : f (=), s0 haben wir nach dem Taylor’schen Batze
1) 9=Fleo+ T2 = () + (o — 2 o) + E 2L 2 -
- E L 0 iy 4 90— )

wo &4 ein echter Bruch und z, eine ganz beliebige Grosse ist. Diese
Formel ist nur dann von Nutzen, wenn die Werthe der successiven Diffe-
rentialquotienten von f (%,) sehr rasch abnehmen.

In endlichen Differenzen haben wir

) flz B =DM = ( + AP (@
=76+ hase + WA =D nrpa) + -
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eine Formel, die sehr niitzlich ist, wenn die hoheren Differenzen sehr
klein sind.

Die Formel (1) stellt den gesuchten Ausdruck in seiner genauen Form
dar; aber nur in ganz seltenen Fillen lassen sich f'(zy), f"' (%), u. s. w-
direct aus der Beobachtung herleiten. Dagegen ist (2) von bedeutendem
Nutzen, insofern sich die successiven Differenzen A f(z), Af(z), u. 5. w.
leicht aus der Tabelle der Beobachtungsresultate berechnen lassen, vor-
ausgesetzt dass diese fiir gleiche successive Zunahmen von % genommen
worden sind.

‘Wenn eine Function fiir die Werthe zy, Zgy..., &» die Werthe
Y1, Yg, - - - Y= annimmt, so giebt Lagrange fur dieselbe den augenschein-
lich richtigen Ausdruck
% 1

T — &y (T — @9) (B — &) ... (2 — &)

PR 1 T+ ] (o—2y) (@ —2y)... (T~ 2).

& — &y (g — &,) (Wy — Zg) . . . (g — Zn)

Hier wird natiirlich vorausgesetzt, dass die gesuchte ¥unction ejne ratio-
nale und ganze Function (n — 1)t» Grades von x sei, und einer #hn-
lichen Beschrinkung unterwirft man in der Praxis im Allgemeinen auch
die anderen obigen Formeln; denn um den vollsténdigen Ausdruck fir
f (x) in einer der beiden Formen zu finden, hat man bei Anwendung von
(1) die Werthe von f' (2,), /"' (), ..., bel Anwendung von (2) die Werthe
von Af(x), A2f(z),... zu bestimmen. Sollen # von den Coefficienten,
also n Glieder des allgemeinen Ausdrucks von f(xz) ermittelt werden, so
miissen n simultane Werthe von z und f(x) beobachtet sein; dann wer-
den die Ausdriicke bestimmt und beziehungsweise vom Grade # — 1 in
n — z, und A,

In der Praxis reicht es gewdhnlich ans, hochstens drei Glieder jeder
der beiden ersten Reihen anzuwenden. 8o kinnen wir, um die Abhingig-
keit der Linge ! eines Metallstabes von der Temperatur £ auszudriicken,
nach (1)

b=1 + A@ — &) + B¢ — t)?

annehmen, wo [, die bei einer beliebigen Temperatur {; gemessene Linge
des Stabes ist. )

Dicse Formeln sind mit Nutzen anzuwenden, wenn es sich darum
handelt, die wahrscheinlichen Werthe einer beobachteten Grisse fiir
Werthe der unabhingig Verdnderlichen zu berechnen, welche innerhalb
des Bereichs liegen, fiir welches die Beobachtung Werthe dieser Grosse
ergeben hat. Aber ausser fir Werthe der unabhiingig Veridnderlichen,
welche entweder wirklich in diesem Bereich oder doch micht weit dariiber
hinaus, sei es in Richtung der grisseren oder der kleineren Werthe, lie-
gen, driicken diese Formeln Functionen aus, welche im Allgemeinen immer
weiter von der Wahrheit abweichen, je weiter sie iiber das Bereich direc-
ter Beobachtung hinaus angewendet werden.

Bei einer grossen Classe von Untersuchungen ist die beobachtete
Grosse ihrer Natur nach eine periodische Function der unabhangig Ver-
#nderlichen. In allen solchen Fillen ist die Theorie der harmonischen
Functionen (§§ 75, 76) anwendbar, Wenn.die Werthe der unabhingig
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Verinderlichen, fur welche die Function beobachtet worden ist, nicht
gleich weit von einander abstehen, so bestimmen sich die Coefficienten
bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate durch ein nothwen-
diger Weise sehr miihscliges Verfahren. Wenn diese Werthe aber gleich
welt von einander abstehen, und besonders wenn ihre Differenz ein Bub-
multipluin der Periode ist, so wird die vermittels der Methode ‘er klein-
sten Quadrate hergeleitete Gleichung sehr vereinfacht. 8o bezeichne 8
vinen Winkel, der wiihrend der Periode I’ der Erschemung der Zeit ¢
pmpornonal von 0 bhis 2 m wiichst, so dass
2nt
: Y=
ist; ferner sei
f(®) = A4y, 4 A;cosd 4 Agcos29 + -
+ Bysing + Bysin2d 4 .-

wo Ag, A1, 4y, 4+, By, By, -+« unbekannte Coefficienten sind, die so be-
stimmt werden sollen, dass f (%) nicht bloss fiir Zeitpunkte, die zwischen
den Beobachtungszeiten licgen, sondern fiir die ganze Zeit, fiir welche die
Erscheinung genau . periodisch ist, den wahrscheinlichsten Werth der zu
bestimmenden Grisse ansdriicken midge. Nimmt man so viele dieser Coef-
ficienten, als es verschiedene durch die Beobachtung gewonnene Daten
giebt, so wird die Formel in genaue Uebereinstimmung mit diesen Daten
gebracht. In den meisten Anwendungen der Methode lidsst sich aber der
periodisch wiederkehrende Theil der Erscheinung durch eine klcine An-
zahl Glieder der harmonischen Reihe ausdriicken, und die aus einer gros-
sen Anzahl von Daten berechmeten hoheren Glieder driicken entweder
Unregelmissipkeiten der Erscheinung, von denen es nicht wahischeinlich
ist, dass sie sich wiederholen, oder Beobachtungsfehler aus. So kann,
wenn die Beobachtungen zahlreich, aber mnicht besonders genau sind, eine
verhdltnissmiissig geringe Aunzahl von Gliedern sogar fur solche Zeit-
punkte, fiir welche Beobachtungen vorliegen, Werthe gehen, die wahr-
scheinlicher als die wirklich beobachteten uwnd aufgezeichneten- Werthe sind.

Wir empfehlen dem Studirenden, die Gleichungen zur Bestimmung
von fiinf oder sieben oder mshr Coefficienten nach der Methode der klein-
sten Quadrate niederzuschreiben und dieselben durch geeignete Formeln
der analytischen Trigonometrie auf ihre einfachsten und am leichtesten
berechneten Formen zu reducirén, wo die Werthe von 44, fiix welche f(9)
gegeben ist, gleich weit von einander abstehen. Er wird dann sehen, dass,

. . 2m .. . .
wenn die Differenz e ist, wo ¢ irgend eine ganze Zahl bezeichnet, und

wenn die Anzahl der Daten ¢ oder ein beliebiges Multiplum von ¢ ist,
jede der Gleichungen nur eine der unbekannten Grossen enthilt, so dass
die Methode der kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten Werthe dex
Coefficienten durch die leichteste und directeste Elimination liefert.
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Viertes Capitel

Maasse und Messinstrumente.

399. Nothwendigkeit genauer Messungen. — Wir haben
im vorhergehenden Capitel gesehen, duass wir zur Erforschung der
Naturgesetze sorgfiltig kKxperimente zu iliberwachen haben, seien
es nun jene gigantischen Versuche, welche die Natur anstellt, oder
diejenigen, welche zu speciellen Zwecken vom Menschen ersonnen
und ausgefiihrt werden. In allen solchen Beobachtungen sind, wie
wir sahen, genaue Messungen der Zeit, des Raumes, der Kraft, u. 5. w,
ganz unentbehrlich. Deshalb wollen wir jetzt einige der niiteliche-
ren Instrumente, die man bei diesen Messungen anwendet, und die
verschiedenen dabei gebrauchten Maasse oder Maasseinheiten kura
beschreiben.

400. Ehe wir auf Kinzelheiten eingehen, werden wir eine
kurze Uebersicht der wichtigsten Maasse und Instrumente geben,
die in diesem Capitel beschrieben werden sollen. Die meisten der-
selben, wenn nicht alle, hingen von physikalischen Principien ab,
die im Laufe dieses Werkes genau dargelegt werden; wir worden
hier nicht bei der Feststellung solcher Principien verweilen, sondern
dieselben anticipiren und die spiiteren Theile oder Capitel angoben,
in denen die experimentellen Beweise dusfithrlicher auscinander
gesetzt werden. s wird -dies Verfahren zwar cinen unvermeid-
lichen, wenn auch unerheblichen Mangel an Ordnung nach sich zie-
hen — unerheblich, well eine Ubr, eine Wage, cine Schraube, u. s. w.
selbst denjenigen, die von der Physik nichts wissen, vertraute
Begriffe sind; ~— unvermeidlich, weil es in der Natur unseres
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Gegenstandes liegt, dass keiner seiner Theile fir sich allein ent-
wickelt werden kann, indem zur vollen Entwicklung eines jeden
alle ibrigen im hichsten Grade mitzuwirken haben. Wenn aber
eine unserer Abtheilungen auf dicsc Weise von den iibrigen borgt,
s0 haben wir dafiir die Genugthuung, dass sic durch den Einfluss,
welchen ihr Fortschritt anf die iibrigen Theile ausiibt, das Geborgte
mchr als zuriickzahlt.

401. Fintheilung der Instrumente in vier Classen. —
Unsere wichtigeren I'undamentalinstrumente lassen sich in vier
Classen theilen: —

Instrumente zur Messung der Zeit,

,, » »  desRaumes (linearer oder angularer Gréssen),
" » ” der Kraft,
» " » der Masse.

Andere Instrumente, die fiir besondere Zwecke eingerichtet
sind, wie zur Messung der Temperatur, des Lichts, elektrischer
Strome, u. s. w. werden naturgemisser in den Paragraphen iiber die
besonderen physikalischen Gegenstinde behandelt, auf deren Mes-
sung sie aich anwenden lassen.

402. Wir werden jetzt der Reihe nach die bedeutendsten
Instrumente jeder dieser vier Classen und einige ihrer wichtigsten
Anwendungen betrachten, nimlich:

Chr, Chronometer, Chronoskop, Anwendungen auf die Beobach-

tung und auf selbstregistrirende Instrumente.

Vernier und Schraubenmikrometer, Kathetometer, Sphirometer,

Theillmaschine, Theodolit, Sextant.

Gemeine Wage, Bifilarwage, Torsionswage, Pendel, Dynamometer.

Von den Maasseinheiten erwihnen wir:

1. Zeit. Tag, Stunde, Minute, Secunde, und zwar siderische
und Sonnenzeit.

2. Raum. Yard und Meter: Grad, Minute, Sccunde.

3. Kraft. Gewicht eines Pfundes oder eincs Kilogramms, u.s. w.
an einem heliehigen besonderen Orte (Gravitationseinheit);
kinetische Einheit.

4. Masse. Pfund, Kilogramm, u. 8. w.

403. Obgleich cs unméglich ist, ohne Instrumento uns cine
Maasseinheit zu verschaffen oder eine solche anzuwenden, so kénnen
wir doch, da kein Instrument uns, wenn wir keine Maasseinheit
hitten, ein absolutes Maass geben kinnte, die Maasseinheiten zu-
erst betrachten, und werden uns bei dieser Betrachtung auf die
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Instrumente beziehen, als wenn uns ihre Principien und Anwendun-
gen bereits bekannt wiiren.

404. Winkelmaass. — Die Maasseinheit der Winkelgrossen,
den Grad oder meunzigsten Theil eines rechten Winkels, sowie
seine successiven Unterabtheilungen, die Minute (Y Grad), die
Secunde (/gy Minute), u. s. w. branchen wir nur zu erwihnen.
Dies Eintheilungssystem ist dusserst unzweckmissig, hat sich aber
so sehr in ganz Europa eingebiirgert, dass die weit bessere von der
franzosischen Republik zu derselben Zeit, wo dieselbe andere viel
radicalere Aenderungen mit Erfolg einfithrte, beschlossene Decimal-
eintheilung des rechten Winkels nirgends Boden gewinnen konnte.
Doch werden die Secunden allgemein in Decimaltheile getheilt.

Die Decimaltheilung wird natiirlich angewandt, wenn man sich
des Bogenmaasses bedient; die Einheit des Bogenmaasses ist der
Winkel, dessen Schenkel aus einem um den Scheitel als Mittelpunkt
beschriebenen Kreis einen Bogen von der Linge des Radius aus-
schneiden. Danach haben zwel rechte Winkel im Kreismaass ge-
messen die Grésse ¥ oder 3,14159, so dass 7 und 1800 denselben
Winkel darstellen, und die Winkeleinheit oder der Centriwinkel, des-
sen Bogen gleich dem Radius ist, ist 57%29578... = 57917/44,8..."
(vergleiche § 41).

Bezeichnet n die Anzahl der Grade eines heliebigen Winkels, der,
in Bogenmaass gemessen, die Groésse 4 hat, so erbalten wir leicht

3
die Gleichung e 1—:0, und daraus folgt n = & X 579,29578... =
& X 570 17" 44,8, .1,
405. Zeitmaass, — Die in der Praxis benutzte Maasseinheit

der Zeit ist der siderische Tag; es ist dies die nahezu constante
Periode der Rotation der Erde um ihre Axe (§ 247). Man hat aus
alten Sonnenfinsternissbeobachtungen berechnet, dass sich diese
Periode seit 720 v. Chr. Geb. nicht um EO,O—OIO,OO_O threr Linge
geiindert hat; in dieser Berechnung ist aber (§ 830) ein Fehler ge-
funden worden, und das berichtigte Resultat macht es wahrschein-

¢

lich, dass die Dauer der Erdrotation jetzt um linger als

1
2,700,000
zu jener Zeit ist. Aus dem siderischen Tage leitet man leicht den
mittleren Sonnentag her, d. i. die Zeit, welche durchschnittlich
verstreicht zwischen zwei auf einander folgenden Durchgingen der
Sonne durch den Meridian irgend eines Ortes. Diese Einheit ist
nicht in 80 hohem Grade wie die vorige absolut oder unverander-
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lich; sie wird, wenngleich in sehr geringem Grade, von den sicula-
ren Aenderungen der Periode der Erdrotation um die Sonne beein-
flusst. Der mittlere Sonnentag wird in 24 Stunden eingetheilt
eine Stunde in 60 Minuten, eine Minute in 60 Secunden. Die
Secunden theilt man gewdhnlich nach dem Decimalsystem ein.

Man beachte, dass die Zeitgrossen, Minute und Secunde, anders
als die gleichbenannten Winkelgrossen bezeichnet werden. So ist
18% 43m 2758% eine Zeitgrosse, 139 43’ 27,68” eine Winkelgrosse.

Wenn lange Zcitperioden gemessen werden sollen, so kénnen
das mittlere Sonnenjahr, das aus 366,242203 siderischen oder
365,242242 mittleren Sonnentagen besteht, oder das Jahrhundert,
welches 100 solche Jahre enthilt, zweckmissig zur Einheit genom-
men werden, '

406, Das definilive Normalmaass fiir genaueste Zeitmessung
wiirde (falls nimlich das Menschengeschlecht einige Millionen Jahre
auf der Krde leben sollte) auf die physikalischen Eigenschaften eines
Korpers basirt werden miissen, der von einem constanteren Charakter
als dic Erde ist. Das ist z. B. cinc in eincm luftleeren gliascrnen Ge-
fisse hermetisch verschlossene Metallfeder. Die Zeit der Vibration
einer solchen Feder wiirde nothwendig von einem zum anderen Tage
viel constanter sein, als die Unrnhe des besten Chronometers, da
letztere durch das mit ihr verbundene Riderwerk gestort wird; sie
wiirde héchst wahrscheinlich auch von Jahrhundert zu Jahrhundert
constanter sein, als die Zeit der Rotation der Erde, die sich jeden-
falls in einem solchen Grade abkiihlt und zusammenzieht, dass in
50 Millionen Jahren die Dauer der Rotation schon eine recht be-
trichtliche Aenderung erleiden muss.

407. Léngenmaass. ~— Das britische Liingennormalmaass ist
das Yard (Elle); es ist dies der Abstand zwischen zwei Marken auf
einem 1m Tower zu London aufbewahrten Metallstab, wenn derselbe
eine Temperatur von 609 Fahrenheit hat. Dies Maass wurde nicht
direct von einer unverinderlichen Grésse in der Natur hergeleitet;
doch sind ecinige wichtige Bezichungen desselben zu solchen Grissen
mit grosser Genauigkeit ausgemessen worden. Es ist sorgfiltig mit
der Linge eines an einer gewissen Stelle in der Nihe von London
schwingenden Secundenpendels veérglichen worden; wenn es also
noch einmal zerstort werden sollte, wie es im Jahre 1834 beim
Brande des Parlamentshauses geschah, und wenn zugleich alle
exacten Copien desselben, deren mehrere an verschiedenen Orten
anfbewahrt werden, verloren gingen, so konnte man es durch
Pendelbeobachtungen wieder herstellen. Kin weniger genaues, aber
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(ausser im Falle einer durch Erdbeben verursachten Stérung) im-
mer noch gutes Mittel, es wieder herzustellen, liefern die von der
,0rdnance-Survey” ausgemessenen Linien und die daraus berech-
neten Entfernungen zwischen bestimmten Stationen der britischen
Inseln; diese Entfernungen sind mit solcher Genawigkeit durch jenes
Maass ausgedriickt, dass der Fehler zuweilen nicht einmal ein Zoll
per Meile (engl), d. h. nicht einmal Y/gg000 ausmacht.

408. 1In wissenschaftlichen Untersuchungen bemithen wir uns
go viel als méglich, immer nur eine Einheit fest zu halten, und fir
britische Messungen ist im Allgemeinen der Fuss, d. i. der dritte
Theil des Yards, am passcndsten. Ungliicklicherweise hat man
manchmal den Zoll, d. i. den zwélften Theil des Fuss, an-
zuwenden; doch wird derselbe weiter nach dem Decimalsystem ein-
getheilt. Wenn grosse Liangen betrachtet werden, hat man leider
oft die englische Meile (gleich 1760 Yards) zu benutzen. Es erhellt
gonach, dass die britische Langenmessung in ihren verschiedenen
Benennungen unzweckmissiger ist, als die européische Zeit- oder
Winkelmessung.

409. Ein weit vollkommncres Maasssystem ist das franzdsi-
sche, in welchem aunsschliesslich die Decimaleintheilung angewendet
wird. In diesem System ist das Normalmaass der Meter. Derselbe ist
urspriinglich theoretisch als der zehnmillionte Theil der Linge eines
Erdmeridians vom Pol bis zum Aequator, jetzt aber praktisch durch
die genanen Normalmeter definirt, die in verschiedenen europiischen
Staaten sorgfiltig aufbewahrt werden. Er ist etwas linger als das
Yard, wic die nachstehende Tabelle zeigt. Seine grosse Zweck-
missigkeit beruht auf der Decimaleintheilung. In jedem Ausdruck
stellen die Kiner Meter, die Zehner Decameter, u. s. w., die Zehntel
Decimeter, die Hundertel Centimeter, die Tausendstel Millimeter,
u. 8. w. dar. Den Zusammenbang zwischen dem franzosischen und
dem englischen Lingenmaass liefert die folgende Tabelle: —

ein Zoll — 2539954 Millimeter, ein Millimeter — 0,03937079 Zoll,

ein Fuss — 3,047945 Decimeter, | ein Decimeter — 0,3280899 Fuss,

eine Meile — 1609,315 Meter, ein Kilometer =— 0,6213824 Meile.
410. Flichenmaass, — Die Einheit des Flichenmaasses ist

in Grossbritannien das Quadratyard, in Frankreich der Quadratmeter.
Natiirlich konnen wir Quadratzoll, Quadratfuss oder Quadratmeilen;
wie auch Quadratmillimeter, Quadratkilometer, u. s. w., oder die
Hoktare = 10,000 Quadratmeter anwenden. Es ist:
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ein Quadratzoll = 6451367 Quadrateentimeter,
ein Quadratfuss —  9,28997 Quadratdecimeter,
ein Quadratyard == 83,60971 Quadratdecimeter,
ein Acre 0,4046711 Hektare,
eine Quadr atmelle — 258,9895 Hektare,
eine Hektare =  2,471143 Acres.
411. Raummasass. — Aehnliches gilt von dem Kubikmaass
beider Lénder, fir welches wir die folgende Tabelle erhalten: — -
ein Kubikzoll — 16,38618 Kubikcentimeter,
ein Kubikfuass = 28,315312 Kubikdecimeter oder Liter,
eine Gallon (4 Quart) ==  4,54346 Liter,
eine Gallon (4 Quart) — 277,274 Kubikzoll,
ein- Liter = 0,035317 Kubikfuss.
412. Massenmaass, — Die britische Masseneinheit ist das

Pfund (das nur durch Normalgewichte definirt wird), die franzdsische
das Kilogramm, urspringlich als ein Liter Wasser von der Tem-
peratur der grossten Dichtigkeit, jetzt aber pruk’msch durch Normal-
kilogramme definirt.

ein Gran — 64,79896 Milligramm, | ein Gramm —= 15,43235 Gran,
¢ein Pfund — 453,5927 Gramm, ein Kilogrumm = 2,20462125 Pfund.

W. . Miller findet (Phil. Trans. 1857), dass das ,Kilogramme
des Archives an Masse gleich 15432,34874 Gran und das im
Ministerium des Inneren zu Paris als Normalgewicht fiir den fran-
zosischen Handel niedergelegte ,Kilogramme type laiton“ gleich
15432,344 Gran ist.

413. Kraftmaass. — Wie man eine Xraft misst, sowohl ver-
mittels des Gewichtes, welches eine festgesetzte Masse an elnem
festgesetzten Orte hat, als auch vermittels der absoluten oder
kinetischen Einheit, ist im zweiten Capitel dargelegt worden
(s. §§ 220 bis 226). Aus dem Maasse der Kraft und demjenigen
der Liinge leiten wir unmittelbar das Maass der Arbeit oder des
mechanischen Effects her. PDas von den Ingenieuren hierfir prak-
tisch angewandte Maass beruht auf dem Maass der Kraft, welches
die Gravitation licfort. Wenn wir den Unterschied zwischen der
Schwerkraft in London und Paris vernachléssigen, so erschen wir
aus den obigen Tabellen, dass folgender Zusammenhang zwischen
dem Londoner und dem Pariser Arbeitsmaass besteht:

ein Fusspfund = 0,13825 Kilogrammmeter,
ein Kilogrammmeter — 7,2331 Fusspfund.
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414. Dhren. — Eine Pendeluhr ist im Wesentlichen ein
Instrument, welches vermittels eines Riiderwerks die Anzahl der
von einem Pendel ausgefithrten Vibrationen verzeichnet. Ein Chro-
nometer oder eine Taschenuhr leistet dasselbe fiir die Oscillatio-
nen einer flachen Spiralfeder, gerade so wie das Riderwerk in einer
Gasnbr die Anzahl der durch den Durchgang des Gases durch die
Maschine hervorgebrachten Umdrehungen der Hauptwelle zihlt.
Da e¢s aber unméglich ist, diec Reibung, den Widerstand der
Lauft, u. s. w. zu verm‘eiden, so witrde ein Pendel oder eine Feder,
sich selbst iiberlassen, nicht lange fortschwingen und auch, wihrend
die Bewegung noch andauert, jede Oscillation in um so kiirzerer
Zeit ausfithren, je mehr der Vibrationsbogen abnimmt. Dies zu ver-
meiden, wird dem Instrument durch das Herabfallen eines Gewichtes
oder durch die Abwickelung einer starken Feder bestindig ein Zu-
schuss an Energie geliefert. Das Gewicht oder die Feder sind mit
dem Pendel oder dem Schwungrad der Unruhe durch das Riader-
werk und durch eine mechanische Vorrichtung, die mau Hemmung
nennt, so verbunden, dass die Oscillationen eine nahezu gleichfor-
mige Weite behalten und deshalb von nahezu gleichformiger Dauer
sind. Die Copstruction der Hemmungen, sowie der Ridderwerke
ist eine Aufgabe der Mochanik, deren Einzelheiten wir hier tber-
gehen konnen, obwohl sie leicht zum Gegenstande mathematischer
Untersuchung gemacht werden kionnen. Die Mittel zur Vermeidung
von Fehlern, welche der Wechscl der Temperatur erzougen wiirde,
nimlich die Compensations-Pendel und Unruhen werden besser in
unseren Capiteln iiber die Wirme behandelt. Wir bemerken noch,
dass es wenig schadet, wenn der Gang einer Uhr regelmissig be-
schleunigt oder verzdgert wird; dies kann leicht in Rechnung ge-
zogen werden; dagegen machen unregelmissige Aenderungen das
Instrument unbrauchbar. .

415. Elektrische Uhren. — FEine neuere Anwendung der
Flektricitit, die spiter beschrichen werden soll, besteht darin, ver-
mittels einer guten Uhr, die von Zeit zn Zeit sorgfiltig regulirt
wird, so dass sie mit astronomischen Beobachtungen iibereinstimmt,
eine beliebige Anzahl anderer weniger gut construirter Uhren zu
regeln, so dass ihre Pendel gezwungen werden, Schlag fiir Schlag
wit dem Pendel der Normaluhr zu vibriren, ohne dass dadurch
letztere einen nachtheiligen Einfluss erleidet.

416. Chronoskop. — Bei astronomischen Beobachtungen wird
die Zeit bis auf Zehntel einer Secunde von einemn geiibten Beob-
achter abgeschiitzt, der, wihrend er die Erscheinungen iiberwacht,
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die Schiige der Uhr zihlt. Fir die sehr genaue Messung kurzer
Intervalle sind viele Instrumente erdacht worden. Wenn sich z. B.
In einem grossen mit Quecksilber angefallten Gefiss eine kleine
Oeffnung befindet, und wir durch den Versuch das Gewicht des etwa
in fiinf Minuten ausstrémenden Metalls bestimmt haben, so liefert
uns eine elnfache Proportivn den wibrend des Herausstromens eines
beliebigen Gewichts verstrichenen Zeitraum. Es ist leicht, eine Vor-
richtung anzubringen, durch welche beim Kintritt zweier beliebigen
successiven Kreignisse ein (refiss unter den herausfliessenden Strom
gesetzt und von demselbon wioder weggezogen wird.

417. Zu demsclben Zwecke bedient man sich noch anderer hin-
linglich bekannter Vorrichtungen, so der Uhren mit auszuldsendem
Secundenzeiger, der Chronoskope, u. 8. w., deren Stellung abgelesen
wird, wenn sie sich noch in Rube befinden, die beim FEintritt eines
Ereignisses ihre Bewegung beginnen, beim Kintritt eines zweiten
Ereignisses wieder stillstehen und sodann wieder abgelesen werden
kénnen. Man wendet auch Vorrichtungen an, die es gestatten, in
dem Augenblick, wo jedes dieser Ereignisse eintritt, auf ein sich mit
gegebener Geschwindigkeit drehendes Zifferblatt (durch einen Druck
auf einen Knopf) ein schwaches Zeichen mit Tinte zu machen, u. s. w.
In neuerer Zeit haben aber alle diese Apparate fast ginzlich dem
elektrischen Chronoskop Platz gemacht, einem Instrument, das wir
eingehend beschreiben werden, wenn wir spiiter Gelegenheit finden,
Versuche anzufithren, bei denen es mit Nutzen angewcendet wor-
den ist.

418. Wir kommen jetzt zur Messung von Linien und Win-
keln. Dic wichtigsten Instrumente, die dazu dicnen, sind der Ver-
nier und die Schraube.

419. Der verjiingte Maassstab. — Die FElementargeometrie
liefert uns zwar die Mittel, eine beliebige gerade Linie in eine be-

Fig. 53. liebig vorgeschriebene Anzahl gleicher Theile
zu theilen; doch ist diese Methode in der
? TTT \1{ TTTT +— Praxis durchaus nicht genau und wenig zu-
HEEREEEEE verlissig. Sie wurde frither beim sogenann-
| {l\ rﬁ\\ ‘\ | ten verjingten Maassstabe angewandt, des-
T T 11 sen Construction aus der Figur erhellt. Das
F‘L% \‘ il \1%1 i Ablesen erfolgt vermittels eines Schiebers,
le V111 Vil dessen Rand senkrecht zur Linge des Stabes
llL\\ \‘ \‘J\ \\ \\ ist. Nehmen wir an, man solle die Lage,
Q welche die Linie P auf dem Maassstabe
hat, bestimmen. Dieselbe kann offenbar nur

Thomson u. Tait, theoretische Physik. 24
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eine der Querlinien schneiden (in der Figur die vierte), und wir
erhalten dadurch die Anzahl der Zehntel eines Zolls. Die unmittel-
bar iber dem Durchschnittspunkt liegende Iorizontallinie liefert,
wie man leicht erkennt, die Hundertel (im vorliegenden Falle vier).
Die Linge der in Rede stehenden Linie ist danach 7,44. Um zu
zeigen, wie mangelbaft diese Methode im Vergleich zu den folgen-
den ist, erwihnen wir, dass ein nach ihr am Rande eingetheilter
Quadrant von drei Fuss Radins, welcher Napier von Merchiston
gehorte, die Theile eines (Grades nur bis auf Minuten genau liefert,
eine Genauigkeit, die man jetzt mit den von Troughton und
Simms construirten Taschensextanten erreichen kann, deren Bogen-
radius wenig mehr als ein Zoll betrdgt. Das letztere Instrument
wird mit Hilfe eines Vernier gelesen.

420. Der Vernier oder Nonius. — Der Vernier wird ge-
wohnlich bei Instrumenten, wie dem Barometer, Sextanten und Ka-
thetometer, die Schraube dagegen bel feineren Instrumenten, wie
bel den getheilten Kreisen der Astronomen, beim Mikrometer und
dem Sphirometer angewandt.

421, Der Vernier besteht aus einem Metallsireifen, welcher
an einer eingetheilten Scala entlang gleitet, so dass beider Rinder
zusammenfullen. Wenn man ibhn also an einem getheilten Kreise
anbringt, so ist sein Rand kreisformig, und er bewegt sich um eine
durch den Mittelpunkt des getheilten Kreisbogens gehende Axe,

In Fig. 54 seien 0,1,2,...,10 die Theilpunkte auf dem Ver-
nier, 0,1,2, u. 8. w. eine beliebige Reihe aufeipander folgender Theil-

Fig. 54. punkte des Maassstabes, dessen Rand entlang der
Vernier gleitet. Wenn nun, falls 0 und O zn-
sammenfallen, auch 10 und 11 auf einandcr zu lie-
gen kommen, so sind 10 Theile des Vernier von
derselben Linge wie 11 Theile des Maassstabes,
also jeder Theil des Vernier gleich 11/ oder 11/;,
eines Theils des Maassstabes. Wird dann der
Vérnier fortbewegt, bis 1 mit 1 zusammenfillt, so
liegt 0 um /)y eines Theils des Maassstabes iiber
O hinaus; wenn 2 mit 2 zusammenfillt, so legt 0
um 2/;y iiber O hinaus, u. 8. w. Um also den Ver-
29 nier in irgend einer Lage abzulesen, hat man sich
zuerst den O zunichst und zwar unterhalb liegen-
den Theilpunkt des Maassstabes zn merken. Da-

ﬂ?llllij
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durch erhilt man die Anzahl der ganzen Theile.
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Um den Bruchtheil zu hestimmen, sehe man nach, welcher Theil-
punkt des Vernier mit einem Theilpunkt des Maassstabes zusammen-
fillt; ist es (wie in Fig. 54) der vierte, so zeigt dies an, dass man
der erhaltenen ganzen Zahl */jy eines Theils des Maassstabes hinzu-
zufigen hat, u. s. w. Wenn demnach die Figur eine in Zoll und
Zehntelzoll eingetheilte Barometerscala darstellt, und der Nullpunkt
des Vernier genau auf die Hohe des Quecksilbers gebracht ist, so ist
der zu ermittelnde Stand des Barometers 30,84 Zoll.

422, Wenn der Rand eines Sextanten, wie es gewdhnlich ge-
schioht, in Drittelgrade eingetheilt ist und der Vernier dadurch ge-
bildet wird, dass man 21 dieser Theile in 20 gleiche Theile theilt,
so kann man mit dem Instrnment noch Zwanzigstel eines Theils der
Scala des Sextanten, d. h. Minuten bestimmen. '

Wenn kein Theilstrich des Vernier mit einem Theilstrich auf
dem Sextantenbogen zusammenfillt, so wird einer der letzteren zwi-
schen zwel Theilstriche des Vernier fallen, da die Theile des Vernier
die grésseren sind. Man pflegt dann in der Praxis das Mittel der
Resultate zu nehmen, die man erhalten wiirde, wenn jedes Paar der
Grenzlinien zusammenfiele. '

423. In Fig. 54 und in der obigen Darstellung ist voraus-
gesetzt, dass die Theile der Scala und des Vernier nach entgegen-
gesetzten Richtungen hin gezihlt werden. Dies ist bei britischen
Instrumenten gewdhnlich der Fall. Sonst werden die Theile der
Scala und des Vernier auch nach derselben Richtung hin gezihlt,
und in diesem Falle erkennt. man leicht, dass, wenn Lingen bis zu
Zehnteln eines Theils der Scala bestimmt werden sollen, zehn Theile
des Vernier gleich neun Theilen der Secala sein miissen; daher der
Namen Nonius. - :

Allgemein miissen, wenn die Bestimmung von Léngen bis zu nteln
eines Theils der Scala erfolgen soll, w Theile des Vernier gleich » -4 1
oder gleich m — 1 Theilen der Scala sein, je nachdem diese in entgegen-
gesetzter oder in derselben Richtung wie jene gelesen werden.

424. Die Schraube. — Das Princip der Schraube ist schon
erwihnt worden (§ 102). Dieselbe kann auf zwel Arten angewandt
werden: Es kann ndmlich erstens die Mutter fest sein und die Spin-
del sich hindurch bewegen, oder es kunn zweitens die Spindel durch
emn festes Zapfenlager verhindert werden, sich longitudinal zu be-
wegen, in welchem Kalle die Mutter, wenn man sie verhindert zu
rotiren, sich in der Richtung der ihr und der Spindel gemeinschaft-
lichen Axe bewegen wird. Die Grésse der fortschreitenden Bewe-

24>
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gung ist in jedem Falle offenbar dem Winkel prop-ortional, durch
welchen sich die Spindel um thre Axe gedreht hat, und dieser Win-
kel kann vermittels einer an elnem Ende der Spindel auf derselben
senkrecht feststehenden eingetheilten Kreisscheibe gemessen werden,
deren Theile durch einen Zeiger oder einen am Gestell des Instru-
ments angebrachten Vernier abgelesen werden. Die Schrauben-
mutter trigt entweder einen zeichnenden Punkt mit sich (wie in
der Theilmaschine), oder einen Draht, einen Faden oder das halbe
Objectivglas eines Teleskops (wie im Heliometer), und zwar sind
der Faden oder Draht, oder die Bewegungsrichtung des zeichnenden
Punktes rechtwinklig zur Axe der Spindel.

425, Nehmen wir an, man solle eine Iinie in eine beliebige
Anzahl gleicher Theile theilen. Die Tinie wird der Axe der Spin-
del parallel mit einem Ende genaun unter den zeichnenden Punkt
oder unter den festen Faden eines von der Mutter getragenen
Mikroskops gelegt und sodann'der Schraubenkopf abgelesen. Durch
Umdrehurig des Schraubenkopfes wird der zeichnende Punkt oder
der Mikroskopfaden an das anders Ende der Limie gebracht, und
die Anzahl der ganzen Umdrehungen und der Bruchtheile einer
Umdrehung fiir die ganze Linie bestimmt. Wird das so erhaltene
Resultat durch die Anzahl der verlangten gleichen Theile dividirt,
so ergiebt sich die Anzahl der ganzen Umdrehungen und der Bruch-
theile einer Umdrehung, ‘welche einem der geforderten Theile ent-
sprechen, Um jetzt die geforderte Theilung auszufiihren, hat man
nur die Spindel wiederholt num diesen Betrag zu drehen und nach
Jjeder Rotation einen Strich zu ziehen.

426. Im Mikrometer ist der von der Mutter getragenc beweg-
liche Faden einem festen Faden parallel. Bringt man dieselben in
optische Berithrung, so lernt man den Nullpunkt des Schrauben-
kopfes kennen. Wenn man also eine andere Ablesung gemacht hat,
so ergiebt sich die Anzahl der Umdrehungen, welche der Iinge des
zu messenden Objectes entsprechen, durch Subtraction. Der abso-
lute Werth einer Umdrehung der Schraube wird aus der Anzahl der
Windungen in einem Zoll oder anch durch Anwendung des Mikro-
meters auf einen Gegenstand von bekannten Dimensionen berechnet.

427, sphirometer. — Zur Messung der Dicke einer Platte
oder der Krimmung einer Linse bedient man sich des Sphiro-
meters. Dasselbe hesteht auns einer cylindrischen Saule, durch
deren Axe sich eine gut gearbeitete Schraubenspindel bewegt.
Die Siule wird von- drei Fiissen getragen, die gleichweit von
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einander abstehen, und deren Enden in einer zur Axe senkrech-
ten Ebene liegen. Wenn der unterste Punkt der Spindel bis in
diese Ebenc hinabgedreht ist, so hat er von den Fissen der Mutt®r
gléiche Abstinde. Die Fnden der Fiisse nnd der Spindel laufen in
sehr feine Spitzen ans. Die Anzahl der ganzen Umdrehungen und
der Bruchtheile einer Umdrehung, welche die Spindel vollfiihrt, wird
durch einen am Kopf der Spindel angebrachten horizontalen Kreis,
dessen Umfang getheilt ist, und durch einen auf der Mutter be-
festigten verticalen Maassstab bestimmt. Angenommen, man solle die
Dicke einer Glasplatte messen, so werden die drei Fiisse des Instru-
mentes auf eine genau flache Oberfliche gesetzt und die Spindel lang-
sam gedreht, bis ihre Spitze gerade die Fliche beriihrt. Diese Stel-
lung der Spindel lidsst sich mit dusserster Genauvigkeit bestimmen;
denn in dem Augenblick, wo die Spitze der Spindel unter die Ebene
der Fisse hinabgeht, beginnt der ganze Apparat zu wackeln, wenn
er auch nur leise berithrt wird.. Es hat dies natiirlich darin seinen
Grund, dass es geometrisch unmdoglich 1st, dass ein vollkommen starrer
Korper mit vier Fiissen auf einer Kbene stehe, wenn die Endpunkte
der Fisse nicht genau in einer Ebene liegen. In dem Augenblick, in
welchem dieses Wackeln (welches fiir das Gefithl und selbst fiir das
Ohr iusserst vernehmlich ist) beginnt, ist die Spitze der Spindel
eben unter der Ebene der Fiisse des Instruments. Jetzt liest man
dic Stellung des Schraubenkopfs ab und dreht dann die Spindel so
lange zuriick, bis man dic Plattc, deren Dicke  bestimmt werden
soll, unter die Spitze einschiehen kann. Darauf wird die Spindel
wieder vorwirts gedreht, bis das Wackeln gerade wieder beginnt.
Dann lenchtet ein, dass, wenn die Schraubenspitze noch um eine der
Dicke der Dlatte gleiche Linge hinabgedreht wiirde, sie sich wieder
gerade unter der Ebene der Fiisse befinden wiirde. Wir kinnen
daher aus der Differenz der Stellungen des Schranbenkopfes mit
Leichtigkeit die Dicke der Platte berechnen, wenn der Betrag einer
Umdrehung der Spindel ein- fir allemal bestimmt ist.

428, Wenn die Kriimmung einer Linse gemessen werden soll,
so stellt man das Instrument zuerst, wie vorher, auf eine ebene
Fliche und bestimmt, bei welcher Stellung das Wackeln beginnt.
Dieselbe Operation fithrt man mit der sphirischen Fliche aus. Die
Differenz der erhaltenen Stellungen des Schraubenkopfes ist offen-
bar die grésste Dicke des Glasksrpers, welchen cine durch die drei
Fiisso gebende Ebene abschneiden wiirde. Diese Dicke und der Ab-
stand zwischen jedem Fusspaar reichen aus, den Radius dor sphiri-
schen Fliache zu berechnen.
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Ist @ der Abstand zwischen jedem Fusspaar, ! die den beiden Btel-
lungen des eingetheilten Kreises entsprechende Schraubenlinge und R der
Radius der Kugelfliche, so erhalten wir leicht

a2
2R:3~z+l,

oder, da I im Vergleich zu @ gewohnlich sehr klein ist, so ist der Durch-
messer der Kugelfliche ganz nahezu gleich 312-

429. Eathetometer. — Das Kathetometer wird zur ge-
nauen Bestimmung von Hohenunterschieden gebraucht, z. B. zur
Messung der Hohe, bis zu welcher sich die Flissigkeit in einer
Capillarréhre iiber die dussere freie Fliche erhebt. Es besteht aus
einem eingetheilten Metallstabe, der (vermittels der in seinen drei
Fiissen angebrachten Schrauben) mioglichst genau vertical gestellt
werden kann. Auf diesem Stabe gleitet ein Metallschlitten, der ein
Fernrohr trigt, dessen Axe mit Hiilfe eines Nivellirinstrumentes
horizontal gemacht wird. Das Fernrohr steht natiirlich senkrecht
auf dem Maassstabe und beschreibt eine Iorizontalebene, wenn der
letztere auf seiner Unterlage gedreht wird. Das Adjustiren des
Instruments ist etwas langweilig, bietet aber sonst keine Schwierig-
keit dar. Will man dasselbe benutzen, so hat man das Ferurohr
erst auf einen der beiden Gegenstinde zu -richten, deren Héhendiffe-
renz bestimmt werden soll, und es dann (mit dem Schlitten, der es
trigt) vermittels einer feinen Schraube am Maassstabe auf oder ab
zu bewegen, bis ein im Brennpunkt des Oculars angebrachter hori-
zontaler Faden mit dem Bilde des Gegenstandes zusammenfillt.
Auf einem mit dem Fernrohr verbundenen Vernier wird jetst die
Stellung desselben abgelesen. Wird dieselbe Operation mit dem
zweiten Gegenstande vorgenommen, so erhilt man durch eine ein-
fache Subtraction die gesuchte Héhendifferenz.

430. Die Wage. — Das Princip der Wage ist allgemein be-
kannt. Wir wollen hier einige der Vorsichtsmaassregeln anfiihren,
dic in den besten Wagen zur Beseitigung der verschiedenen Fehler
angewandt werden, denen das Instrument unterworfen ist; auch
werden wir die Hauptpunkte kurz besprechen, die man bei der
Construction einer Wage za beachten hat, um Sicherheit und Schnel-
ligkeit beim Wiigen zu erzielen.

Der Wagebalken muss so steif als mdglich und doch nicht sehr
schwer sein. Deshalb besteht er gewdhnlich entweder aus Réhren,
oder aus einer Art Gitterwerk. Um die Reibung zu vermeiden,
nimmt man zur Axe, um die der Wagebalken sich dreht, die Schneide
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eines aus hartem Stahl gemachten Keils; wenn die Wage benutzt
wird, so ruht diese Schneide auf einer gut polirten Achatplatte,
Bei sehr feinen Wagen ist eine dhnliche Vorrichtung in den Punk-
ten des Wagebalkens angebracht, in welchen die Wagsehalen auf-
gehiingt werden. Wenn die Wage nicht gebraucht wird, sowie un-
mittelbar vor dem Gebrauch wird der Balken mit der Schneide
durch eine Hebelvorrichtung von der Achatplatte emporgehoben.
Hat man ihn auf diese Weise festgestellt, so belastet man ithn mit
Gewichten, die so weit als moglich einander gleich sind (was man
unter Umstinden zuvor mit Hillfe eines weniger feinen Instruments
bewirken kann); die genaue Bestimmung des gesuchten Gewichtes
bietet dann keine Schwierigkeit dar. Der letste Bruchtheil des
Gewichtes wird vermittels eines gewdhunlich aus einem Draht be-
stehenden sehr kleinen Laufgewichts (oder Reiterchen) ermittelt,
dem (durch einen Hebel) von ausserbalb des die Wage umgebenden
Glaskastens her verschicdene Stellungen auf ecincm Arm des Wage-
balkens ertheilt werden kdnnen. Dieser Arm ist in Zehntel, n. s. w.
cingetheilt und zeigt so ohne Weiteres den Werth, welchem das
Gewicht des Reiterchen in jedem Falle entspricht, da ja dieser Werth
(§ 232) von dem Moment abhingt.

431. Die wichtigsten Eigenschaften einer guten Wage sind
folgende:

1. Empfindlichkeit. — Der Wagebalken sollte durch die
kleinste Differenz zwischen den in die Wagschalen gelegten Gewich-
ten schon merklich aus seiner horizontalen Lage abgelenkt werden,
Das genaue Maass der Empfindlichkeit ist der Winkel, durch wel-
chen der Balken abgelenkt wird, wenn die Differenz zwischen den
Belastungen der Wagschalen cin festgesctzter Procentsatz des Ge-
sammtgewichtes ist. '

2. Stabilitiét. — Hiermit ist die Schnelligkeit der Oscillation
gemelint, nach welcher wieder die Geschwindigkeit in der Ausfihrung
einer Wigung sich bestimmt. Die Stabilitit hingt hauptsichlich von
der Tiefe, in der der Schwerpunkt des ganzen Instruments unter der

Schneide liegt, und ferner von der Linge des Wagebalkens ab.

3. Bebarrlichkelt. — Successive Wigungen desselben Kor-
pers mitssen dasselbe Resultat liefern, nachdem alle von der Tem-
peratur, dem Barometerstande, u. s®w. abhingigen Correctionen
(die spiter beschrieben werden sollen) in Rechnung gezogen sind.

In dem Capitel, in welchem wir die Statik behandeln, werden
wir beschreiben, wic die Grosse jeder dieser drei Kigenschaften fir
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jede gegebene Form und fir beliebig gegebene Dimensionen des
Instruments bestimmt wird.

Eine feine Wage sollte bei ungefihr des gréssten Ge-

1
500,000
wichts, welches ohne Beschiidigung derselben in cine Schale gelegt
warden kann, einen Ausschlag geben. In der That sind wenig Mes-
sungen irgend einer Art bis zn mehr als sechs Decimalstellen
eorrect.

Die Methode der Doppelwigung, welche darin hestcht, dass
man den abzuwigenden Kérper durch Schrot oder Sand oder feine
Drahtstiicke dquilibrirt, ihn dann entfernt, und in die Wagschale, in
der er gelegen, so lange Gewichte legt, bis das Gleichgewicht wieder
hergestellt ist, ist etwas mihseliger, aber correcter als die Methode
der einfachen Wigung, da sie alle Irrthiimer eliminirt, welche aus
der nngleichen Lange der Arme, u. s. w. entspringen.

432. Die Torsionswage. — Bei der von Coulomb erfunde.
nen und mit grossem Erfolge angewandten Torsionswage wird
eine Kraft durch die Torsion eines Seiden- oder Glasfudens oder
eines Metalldrahtes gemessen. Der Faden oder Draht wird an sei-
nem oberen knde oder, je nach den Umstinden, an beiden Enden
bofestigt. Er trigt im Allgemeinen einen sehr leichten horizontalen
Stab oder eine horizontale Nadel, an deren einem Ende der Kérper
angebracht ist, auf welchen die zu messende Kraft wirkt, wihrend
das andere Finde ein Gegengewicht trigt. Das obere Ende des
Fadens ist an einem Zeiger befestigt, welcher durch den Mitftel-
punkt eines an der Peripherie eingetheilten Kreises geht, so dass
der Winkel, durch welchen sich dieses obere Ende dreht, direct ge-
messen wird. Wenn man zugleich den Winkel misst, durch welchen
sich die Nadel gedreht hat, oder wenn man einfacher den Zeiger so
lange dreht, bis die Nadel eine bestimmte Lage annimmt, die durch
ein anf dem Gehiuse des Instruments angebrachtes Zeichen gegeben
ist, so erhilt man die Grésse der Torsion des Fadens, und es ist
dann ein einfaches statisches Problem, aus der letzteren die zn mes-
sende Kraft zu bestimmen, da ihre Richtung, ihr Angriffspunkt und
die Dimensionen des Apparates bekannt sind. Coulomb fand, dass
die Torsionskraft Innerhalb der Grenzen der vollkommenen Elastici-
tit dem Torsionswinkel einfach proportional ist, wie sich aus dem
Hooke’schen Gesetz (sieche das Capitel iber die Eigenschaften
der Materie) erwarten liess, und es eritbrigt nur noch, die Grosse
der Torsion fiir einen besonderen Winkel in absolutem Maass zu
bestimmen, Diese Bestimmung ist theoretisch im Allgemeinen ziem-
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lich einfach; ihre praktische Ausfithrung erfordert aber bedeutende
Sorgfalt und Genauigkeit. Da jedoch die Torsionswage hauptsich-
lich bei vergleichenden, nicht bei absoluten Messungen gebraucht
wird, so 1st diese Bestimmung oft unnéthig. Wir werden die Tor-
stonswage eingehender besprechen, wenn wir zu ihren Anwendun-
gen kommen. )

433. Die gewdhnlichen Spiralfederwagen, welche dazu die-
nen, kleine oder grosse Gewichte oder Kriifte roh zu vergleichen, sind
genau genommen nur eine modificirte Form *) der Torsionswage, :
da ihre Wirkung fast ganz auf der Torsion des Drahtes und nicht
auf einer longitudinalen Ausdehnung oder ciner Biegung desselben
beruht. Wenn Federwagen mit Sorgfalt construirt sind, so kénnen
sie sich unseres Erachtens mit den gewdhnlichen Wagen an Genauig-
keit messen, wihrend sie dieselben bel einigen Anwendungen an
-Empfindlichkeit und Bequemlichkeit weit iibertreffen. Sie messen
direct die Kraft, nicht die Masse, und daher muss, wenn man sie
zur Bestimmung von Massen an verschiedenen Theilen der Erde
benutzt, der Variation der Schwerkrait wegen eine Correction vor-
genommen werden. Diese, sowie die Correction, welche die Tem-
peratur nothig macht, kénnen durch Anwendung der Methode der
Doppelwigung vermieden werden.

434. Das Pendel. — Das feinste aller Instrumente zur Mes-
sung einer Kraft ist wohl das Pendel. In der Kinetik (5. Theil II)
wird bewiesen, dass fiir jedes Pendel, mag es nun unter dem Kin-
fluss der Schwerkraft um eine mittlere verticale Lage, oder unter
dem FKinfluss einer magnetischen oder einer Torsionskraft in einer
horizontalen Ebene oscilliren, das Quadrat der Anzahl der in einer
gegebenen Zeit vollfilhrten kleinen Oscillationen der Grésse der
diese Oscillationen hervorrufenden Kraft proportional ist.

Zur Abschitzung der relativen Grosse, welche die Schwerkraft
an verschiedenen Stellen der Erdoberfliche hat, ist das Pendel beil
Weitem das vollkommenste Instrument. Die Methode der Coinci-
denzen, durch welche dies Verfahren so ausserordentlich correct ge-
macht wird, soll spiter beschrieben werden.

In der That ist das kinetische Maass der Kraft nicht nur das
wahre, sondern auch das vollkommenste Maass, und es lisst sich auf
ein absolutes Maass leicht reduciron.

435. Bifllare Aufhingung eines Stabes. — Bei der Con-
struction von Apparaten zu Beobachtungen des Erdmagnetismus

*) J. Thomson, Cambridge and Dublin Math. Journal {1848).
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suchten Weber und Gauss es so einzurichten, dass man dieselben
aus einiger Fntfernung ablesen koénnte. Zun diesem Zwecke trug
jeder der damals zu schwer gemachten Stibe einen ebenen Spiegel.
Vermittels einer nach der Reflexion im Spiegel gesehenen und mit
Iiilfe eines Fernrohrs sorgfiltig abgelesenen Scala war es natiirlich
leicht, die Ablenkungen zu berechnen, welche der Spiegel erfahren
hatte. Ans vielen Griinden wurde es aber fiir nithig befunden,
dass die Ablenkungen selbst bel der Einwirkung einer betricht-
lichen Kraft nur sehr klein seien. .Deshalb fithrte man die bifi-
lare Aufhingung ein. Der Magnetstab wird horizontal an zwei
verticalen Driihten oder Fiden von gleicher Linge aufgehiingt, die
so angebracht sind, duss sich das Gewicht des Stabes zwischen beide
gleichmissig vertheilt. Wenn sich der Stab dreht, so werden die
Aufhiéngefiden gegen die verticale Richtung geneigt, und daher
muss sich der Stab in die Hoéhe heben. Sehen wir also von der-
Torsion der Yiden ab, so wird bel Anwendumg der bifilaren Auf-
bhiingung cine Kraft dadurch gemessen, dass man sie mit dem Ge-
wicht des anfgehingten Magneten vergleicht.

Es sei g die Hilfte der zwischen den Anknilpfungspunkten der Fi-
den enthaltenen Stablinge, 8§ der Winkel, durch welchen der Stab sich
(in einer horizontalen Ebene) von seiner Gleichgewichtslage aus gedreht
hat, ! die Lénge eines der Fiden und ¢ die Neigung desselben gegen die
Verticale.

Dann ist [ cos: die Hohendifferenz der Enden jedes Fadens, und es
ergiebt sich leicht, dass bei der gegebenen Aufhiangungsweise

Yylsine = a sin Y, 9.
Ist nun ¢ das Kriftepaar, welches den Stab zu drehen strebt, und W
das Gewicht des letzteren, so liefert das Princip des mechanischen Effects

@d¥ = — Wd(lcoss)
= Wisin:ds.
Wegen der Anfhiingungsweise ist aber
Psinecostdr — a2sind d 3,
folglich
Q W
adstn$  lcoss’
oder
Wal sin &
@ = T e
1/ Lt .
12 2

und dadurch wird das Kriftepaar ¢ durch die Ablenkung 4 ausgedriickt.

Wir wollen noch zeigen, wie man die Torsion der Fdden in Rechnung
zieht. Dieselbe wird sich nicht merklich von § unterscheiden (da die
grosste Neigung gegen die verticale Richtung sehr klein ist); das aus die-
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ser Torsion resultivende Kriftepaar wird demnach E & sein, wo F eine
Constante bezeichnet. Dies hat man zu dem eben gefundenen Werthe
von ) zu addiren, um das ganze ablenkende Kriftepuar zu erhalten.

.

436. Dynamometer. — Dynamometer sind Instrumente zur
Messung der von einer Kraft geleisteten Arbeit. White’s Brems-
dynamometer misst die Grosse der von eéiner Dampfmaschine oder
einem anderen Motor withrend einer beliebigen Zeit wirklich verrich-
teten Arbeit, indem es gestattet, dass alle Arbeit withrend der Zeit, die
der Versuch dauert, zur Ueberwindung der Reibung verwendet werde.
Morin's Dynamometer misst die Arbeit, ohne dass ein Theil der-
selben verloren ginge, wihrend sie von dem Motor auf die Maschinen
ibertragen wird, in denen sic niitzliche Verwendung findet. Dies
Instrument besteht aus einer cinfachen Zusammensetzung von Spiral-
federn, welche in jedem Augenblick das Kriaftepaar misst, mit
welchem der Motor den seine Kraft iibertragenden Schaft dreht, und
aus einer integrirenden Maschine, von welcher die von diesem Krafte-
paar, wihrend einer beliebigen Zeit geleistete Arbeit abgelosen wer-
den kann.

Es sei in irgend einem Augenblick I das Kriiftepaar und ¢ der ganze
Winkel, durch welchen sich der Schaft von dem Aungenblick an gedreht
hat, in welchem man zu beobachten anfangt. Die letzterwihnte Maschine
zeigt in jedem Augenblick den Werth von de(p, und dies ist (§ 240)
die ganze verrichtete Arbeit.

437. Bremsdynamometer. — White’s Bremsdynamometer
besteht aus eimem an dem Schaft befestigten Hebel, der sich aber
mit demselben mnicht drehen darf. Das. Product aus dem Moment
der Kraft, die erfordert wird, um den Hebel zu hindern, sich mit
dem Schafte zu drehen, in den ganzen Winkel’, durch welchen sich
der Schaft dreht, ist das Maass der zur Ueberwindung der Reibung
zwischen Hebel und Schaft verbrauchten Gesammtarbeit. Dasselbe
Resultat wird viel leichter dadurch erhalten, dass man ein Seil oder
eine Kette mehrmals um den Schaft wickelt und an beiden Enden
in geeigneten Richtungen Krifte von bekannter Grisse anbringt,
so dass das Seil nazhezu in Ruhe bleibt uud an der Drehung des
Schaftes nicht Theil nimmt, Das Product aus der Differenz der
Momente dieser beiden Kriifte in Beziehung aunf die Axe in den
‘Winkel, durch welchen sich der Schaft dreht, 1st das Maass der zur
Ueberwindung der Reibung gegen das Seil verbrauchten Gesammt-
arbeit. Wenn wir den Schaft von jedem anderen Widerstande be-
freien und an jedem Ende des Seils oder der Kette eine hinlinglich
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grosse Kraft anbringen (was in der Praxis leicht geschehen kann),
so bewegt sich der Motor mit der fiir den Versuch passenden Ge-
schwindigkeit weiter, und wihrend dieser Zeit wird alle seine
Arbeit zur Ueberwindung der Reibung verbraucht und zugleich
gemessen, .
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strauch, Dr. G."W.) Praktisched Anwendung fiir: die Integration

“der totalpn und ';‘)é'rt'iiafen"Difféfenfia]vl‘eichﬁhgf{u. “or) 8. Feinr 'Vellnpap! ! geh.
TR [TV A R | S b Iprgie 8 Thr.

Erster Band.'"
Tyhdall,'Tohn) THe Wirhe betrachtiet’als eise Avttder Bowds
it T A tbriste dblitsche “Ausgabé. ' Hetdusgbgebel durch ‘B Helmhol€s und
MG WWiedemann nach dbt vievten'Wiiflage des Origingls) ' Mit mahireichen id den
Text eingedruckten Holzstichen und einer Tafel. Zweite vermebrte und verbess.
Auflage. gr. 8. Fein Velinpapier. geh. Preis 3 Thlr.

Tyndall, John, Der Schall. Acht Vorlesungen gehalten in der
Royal Institution von Grossbritannien. Autorisirte deutsche Ausgabe herausge-
geben durch H. Helmholtz und G. Wiedemann, Mit 169 in den Text ein-
gedruckten Holzstichen. gr. 8. FKein Velinpap. geh. Preis 2 Thlr.

Tynda.ll,%ohn, Faraday und seine Entdeckungen. Eine Ge-
denkschrift. Autorisirte dentsche Ausgabe, herausgegeben durch II. Helmholtz.
gr. 8. Fein Velinpapier. geh. Preis 1 Thir. 10 Sgr.

Thde, Prof. Dr. August, Dic cbenc Trigonometrie zum Ge-
brauche beim Unterricht und zum Selbststudium. Mit in den Text eingedruckten
Holzstichen, gr. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 10 3gr.

Wallis, J. &. Th., Methodisches Lehr- und Uebungsbuch fiir die
mittlere Stufe des Rechenunterrichts in Gymnasien , Real- und Gewerbeschulen,
sowie auch zum Gebrauche in Seminarien und den Ober-Klassen gehobener Volks-
schulen. Zweiter Cursus fiir die imittleren Klassen. gr. 8. Fein Velinpap. geh.

. Preis 20 Sgr.

Wallis, J. G. Th., Resultate zu den Aufgaben aus dem methodi-
schen Lehr- und Ueb\mgsbuch fiir den Unterricht im Rechnen. Mittlere Stufe.
gr. 8. Fein Velinpap. geh. : Preis 10 Sgr.

Weisbach, Prof. Dr. J., Die ncue Markscheidekunst und ihre

. Anwendung auf bergminnische Anlagen. In 2 Abtheilungen. 4. Fein Velinpap. geh.

Erste Abtheilung: Die trigonometrischen und Nivellir-Arbeiten fibet Tage. Mit 10
zum Theil colorirten Tafeln in Kupferstich und 79 Abbildungen in Holzstich.

Preis 4 Thlr.

Zweite Abtheilung: Die trigonometrischen und Nivellir-Arbeiten unter Tage. Mit

9 zum Theil colorirten Tafeln, einem Titelbilde und 93 in den Text éingedruck-

ten Holzstichen. Preis 4 Thlr.

Weisbach, Prof. Dr. J., Die ersten Grundlehren der hoheren

Analysis oder Differential- und Integralrechnung. Fiir das Studium der prakti-
schen Mecharik und Naturlehre moglichst populdr bearbeitet. Als Supplement
zum ersten und zweiten Bande der ersten Auflage und zum dritten Bande
(Mechanik der Zwischen- und Arbeitsmaschinen) von Weisbach’s Lehrbuche der
Mechanik. Mit 38 in den Text eingedruckten Holzstichen. gr. 8. Fein Velin-
pap. geh. Preis 10 Bgr.

Weller, F. E., Ausfiithrliches Lehrbuch der ebenen und kdrper-

lichen Geometrie zum griindlichen Unterricht an Biirger~, Real- und Gewerbe-
schulen, Schullehrer-Seminarien und Gymnasien, sowie zum Selbstunterricht, nach
einem streng genetischen Verfahren bearbeitet. gr. 8. Fein Velinpap. geh,
Mit 380 in den Text eingedruckten Holzstichen. Preis 2 Thlr,

Weller, F. E., Methodischer Leitfaden zum griindlichen Unter-

richt in der Geometrie fiir Biirger-, Real- und Gewerbeschulen, Schullehrer-Semi-
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narien und Gymnasien bearbeitet. In zwe Abtheilungen.  Krste Abtheilung:
Ebene Geometrie. Zweite Abtheilung: Korperliche Genmetrie. Mit in den Text
eingedruckten Holzstichen. 8. Fein Velinpap. geh. Preis jeder Abthlg. 15 Sgr.

Wiedemann, Prof. Gustav, Die Lehre vom Galvanismus und
Elektromagnetismus. Mit 596 in den Text eingedruckten Holzsticheq uund einer
furbiged Stahlstichtafel. gr. 8. Sat. Velinpap. geh. Preis 11 Thir.
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