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CINEMATIQURE

PREMIERE PARTIE

CHAPITRE PREMIER

CINEMATIQUE

Définition. — La cinématique est 1'étude de tous les mouve-
ments possibles considérés en eux-mémes, c¢’est-a-dire indépen-
damment des causes qui les produisent.

Aux notions géométriques ordinaires la cinématique adjoint la
notion de zemps.

Toute figure mobile pouvant étre regardée comme un systéme
de points mobiles, il est naturel d’étudier d’abord le mouvement
du point isolé,

MOUVEMENT RECTILIGNE ET UNIFORME

UUn point mobile est dit animé d’un mouvement rccti]ignn et
uui["urme quand il se déplace sur une ligne droite de telle sorte
que’ les longueurs parcourues soient proportionnelles aux temps
employés u les parcourir.

Loi de mouvement. — La loi du mouvement d’'un point est la
fonction du temps qui permet de calculer, & chaque instant, I'arc

—_—>

X 0 M, M X
Fig. 3.

de la trajectoire qu’il décrit, compris entre un point fixe, appelé
origine des déplacements, et la position actuclle du point.
Soit X’X (fig. 1) la droite ou trajectoire déerite par le point M, x

poixcarg, Cinémalique. 1
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2 CINEMATIQUE

la mesure de la distance qui, a I'instant t, sépare le point M du
ut, s
point origine 0. Les accroissements de la distance x devant étre
proportionnels aux accroissements du temps t, x est une flonc-
tion linéaire de t, par suite
» P

(1) —at-}+ b.

Pour t =49, x=Dbj si donc a Uinstant 0 le mobile M est en O,
la loi du mouvement s’écrira .

X = at.

Vitesse. — On appelle vitesse d’un mouvement uniforme ct
rectiligne la distance [ranchie par le mobile dans Vunité de
temps. .

Si dans Ia formnle (1), t recoit ka variation 1, x varie de la
constanle a, done a mesure la vitesse du mobile.

gment de

droite avant pour mesure a. Ce segment a pour 01‘iginc le point

Vecteur vitesse. — On représente la vitesse par un se

mobile M, pour direction celle de la trajectoire et pour sens le
sens du mouvement.

Celte représeutation de la vitesse, en Intensité direction et
sens, est ce que on nomme le vectenr vitesse,

MOUYEMENT RECTILIGNE VARIE
On dit que le mouvement du point M sur la droite X'X est

varié lorsque la loi de son déplacement n’est pas linéaire. On
peut la représenter par la formule

Dans ce cas la vitesse du mobile & 'instant t a pour mesure
Ia valeur que prend la dérivée

dx

dt

7Oy
o/ ()
T\/

L

a I'instant t.

A chaque instant on représente la vitesse du mouvement ree-
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MOUVEMENT RECTILIGNE VARIE 3

tiligne varié par un vecteur défini comme précédemment. Ce

vecteur a une longueur et un scns (Illi peuvent varier.

8

Accélération. — Dans le mouvement varié on considére une
"seconde qualité du mouvement i laquelle on a donné le nom
d’accélération. Elle a pour mesure, dans le mouvement rectiligne,
la valeur que prend i chaque instant Ja dérivée seconde.

d3x
<

Mouvement uniformément varié. — Le mouvement 1‘cctilignc
varié le plus simple est celoi pour lequel Iaccélération conserve
une valeur constante; c’est le mouvement rectiligne uniformé-
ment varié. *

Désignons par J la mesure de L'accélération, on a

et

La loi du mouvement rectiligne uniformément varié est done
exprimée par un trindme du second degré par rapport au temps.

Vitesse initiale. A Tinstant t=o, on a

dx ) '

P v, et x=x

donc v, mesure la vitesse du mobile a l'instant zéro, c’est-a-dire

ce que 'on nomme la vitesse initiale du mobile; x, mesure la dis-
tance initiale OM,.

La constante J peut étre positive ou négative : dans le premier
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4 CINEMATIQUE

cas le mouvement est dit uniformément accéléré, dans le second
il est uniformément retarde.

Vecteur accélération. — L'aceélération T du mouvement recti-
ligne varié est représentée par un segment de droite ayant pour
wmesure 1, appliqué au point mobile M dirigé suivant la trajee-
toire el dans le sens du mouvement ou en sens opposé selon
que J est positif ou négatif : ¢’est le vecteur accélération.

Unités. — La mesure a d'une vitesse provient de la division
de la mesure d’une longueur par celle d'un temps.

Le nombre a dépend donc des unités de longueur el de temps
choisies.

Soient % et v les rapports des anciennes unités de longueur
ct de temps aux nouvelles. Soient ], et t, les mesures d’une lon-
‘gueur et d'un temps, on a:

1, — 1)
De méme :
=15,
donc
;]“:%3: 1":}: =a v,

La nouvelle mesure de 'accélération serait de méme :

Jn == J()).T‘e.

MOUYEMENT CURVILIGNE

Un mouvement est curviligne lorsque la trajectoire du point
est une ligne courbe.

La trajectoire et la loi du mouvement se Lrouvent définjes si
I’on donne les fonctions de t qui permettent de calculer & chaque
instant les coordonnées x, y, z du point mobile.
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MOUVEMENT CURVILIGNE 5

On peut aussi se donner géométriquement la trajectoire, la lot
du mouvement et la position du mobile 4 un instant déter-
miné.

La loi du mouvement pourra s'écrire s=1{ (t), s désignant la
longueur de I'arc de trajectoire parcouru a linstant t & partir
de l'origine.

Vitesse. — La vitesse a pour mesure a chaque instant la valeur
. ds .
de la dérivée e a cet instant. On a donce :
ds
V= —
dt

Par définition cette vitesse est dirigée suivant la tangente & la
trajectoire au point ol se trouve actuellement le mobile. Le vec-
teur vitesse est donc un segment appliqué au mobile ayant pour
direction celle de la tangente, pour sens le sens du mouvement

ds
et pour mesure ——.

dt

Composantes de {a vitesse suivant les trois axes. — On appelle

Z v

~4

composante de la vitesse suivant une direction OX (fig. 2}, la
projection sur OX du vecteur vitesse.

Supposons la trajectoire rapportée a trois axes rectangu-
laires OX, OY, OZ, et soit MV la vitesse. Comme la vitesse MV
est dirigée sulvant la langente cetle semi-droile forme avec les
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6 CINEMATIQUE
axes des angles a, 3,y qui ont respectivement pour cosinus

dx dy dz

ds’ ds ’ ds’
¢ stant les ¢ 1 tes d int M
X, y, z €tant les coordonnées au pont M.
Désignons par V,, V,, V,, les composantes cherchées, on a
d’aprés le théoreme des projections,

. ds dx dx
S Ver=Veos. o = o =4y
1s dy dy
(< — Voeps 308 4y 4y
2) Vy=Vcos. 3= dt ds — dt
1s dz dz
2N Ve o Us de a2
(3) V, ==V cos. y at T Tt

I.a  connaissance des composantes V,, V., V, détermine la
vitesse en grandeur, direction et sens. En effet en ajoutant les
égalités précédentes apres en avolr élevé Ies deux membres au
carré on a,

Vi Vi Vv
égalité qui détermine la grandeur V de la vitesse. Les égalités
(1), (2), (3) déterminent d’autre part les angles o, 3 et v par
leur cosinus.

Résultanie de plusicurs vitesses. — Saient V, V/, V.. W des
vilesses appliquées i un mémepoint; on dit que la vitesse W est la
somme géométrique des vitesses V, Y'... st 'on a entre les com-
posantes de ces diverses vitesses les trois relations :

W, =V Vb VI
W, =V, Vi V) ...
W, =V, Vi VI .

On résume ces trois égalités dans la snivante :

W=V 4V V4 ..

a laquelle on donne le nom d’égalité gédométrique. On dit encore
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MOUVEMENT CURVILIGNE

7

que W est lu résultante des vitesses V, ¥V, V/...ouque V, V/, V7.,

sont les composantes de la vitesse W.

Ces considérations s'étendent aux accélérations oud un groupe

de vecteurs d’origine quelconque.

Construction d’une résultante, — Soient les trois vecteurs MV,
MV, MY” {fig. 3}. Par le point V menons la ligne VA dgale et

Y
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Fig. 3. v

parallele a MV'; par A menons le segment AW égal et parallele

a MV”. Le vecteur MVY est la somme géométl'iquc cherchée.

En effet projetons sor un axe (uelconque XX’ parallelement a
un plan quelconque le contour MYAWM ; on obtient ainsi les

points m, v, a, w. On a entre les projections obtenues la relation

mw =— mv —{- va | aw

les segments VA et AW sont égaux et parallsles aux vecteurs MV

et MV” on a par suite

D’ailleurs mv —=YV,, done
-

or mw est la projection W, sur XX’ du veeteur MW, donc
proj )
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8 CINEMATIQUE

Comme l'axe XX’ a été choisi d’'une maniére quelconque, la
méme relation s’applique aux axes OY et OZ; donc le vec-
teur MYV est la résultante des vecteurs vV, V', V7.

On déduit de la la régle du polygone : Pour trouver la somme
géométrique de n vecteurs on construit un polygone plan ou
gauche de n 41 cotés dont les n premiers cdtés sont égaux et
paralleles aux vecteurs a composer; le (n -4 1) ¢6té qui ferme
le polygone est la résultante cherchée.

Resarque. — Cette régle comprend comme cas particulier
celle du parallélogramme qui correspond au cas de deux vee-
teurs a composer et celle du parallélépipede qui correspond au
cas de trois vecleurs a composer.

Décomposition d’un vecteur suivant des directions données. —
Soit & décomposer le vecteur MW (fig. 4) en deux autres diri-
gés suivant MA et MDB.

M

Fig. 4. Fig. 5.

D’aprés ce qui précede le probleme n’est possible qu’autant
que les Lrois droites MW, MA et MB sont dans un méme plan,
En menant alors par W des paralleles a MB et 4 MA, on obtient
les deux composantes cherchées MV et MV,

Pour décomposer MW en trois vecteurs dirigés suivant les
trois droites MA, MB et MC (fig. 5} on ménédra pac le point W
extrémité du vecteur donné, trois plans respectivement paral-
leles aux trois plans AMB, BMC, CMA. On détermine ainsi un
parallélépipede dont les arétes MV, MV’ et MV” sont les com-
posantes cherchées. '
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ACCELERATION D'UN POINT MOBILE 9

Si les directions MA, MB et MC sont deux 4 deux rectangu-
laires, le parallélépipede est rectangle el les trois arétes MV, MV’
et MV” sont les projections de MW. Cette propriété explique la
dénomination de composante donnée aux projections de MWV
sur les trois axes.

ACCELERATION D'UN POINT MOBILE DANS UN MOUVEMENT CURVILIGNE

L’accélération du mobile & Uinstant t est un vecteur ayant le
point M pour origine et dont
les composantes suivant trois
axes rectangulaires OX, OY,
OZ ont pour mesure

d®x d?y

2
W
b 2'

de dt? At

On peut donner une autre

définition de laccélération. [q vv
. . . . dt
Soit OC (fig. 6) la trajectoire
¥ig. 6.

du mobile, M sa position a
I'instant t, MV sa vitesse; a I’ lIlStdllt t 4+ dt le mobile est en M’
et a pour vitesse M'V/. Les vecteurs MV et M'V’ ont respective-
ment pour composantes :

dx dy ii_
“dt dt dt

dx dx dyv\ d=z dz
___ & o 4 (8=
31V dt+d<dt>’ +d <dt> T <dt>
Par le point M menons le vecteur MV” égal et parallele
A MV puis le vecteur YV”, on a

MV7 =DMV -+ VV7;

(3IV)

donc

dx dx o,
I+d(dt> SV

par suite

dx d?x
Ty
\\,:d(dt> X
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10 CINEMATIQUE

Désignons par I, J,, J, les composantes de Paceélération J
on a

VV/ =] dt.

De méme,

VW, —1, dt.
VT =1, dt.

En conséquence YV”=1J.dt. Ainsl en portant a partiv du
AR Y4

point M dans la direction VV” une longucur égale i on ob-

tient le vecteur accélération du point mobile pour la position M.

Apprications, — 1° Déterminer la vitesse et {accélération d’un
point qui déerit une circonférence
Choi-

sissons comme unité de longueur

d’un mouvement uniforme.

le rayon de la circonférence, soient
OX et OY (fig. 7) les deux axes
rectangulaires adoptés et M la
pasition du mobile a I'instant t.

Siw mesure angle XOM les coor-
dounées de M sont :

T X —C05 W, V-’;Sill w.

Fig. 7. lL.e mouvement étant uniforme

I'angle w décrit par le rayon mo-

bile OM est proportionnel au temps, on peut done poser w = at,
et écrire

x=—cosat, y-=sinzl.

Les composantes de la vitesse sont :

- dx .
[ — ——— . sin al
di
. dy :
= - —= %, cos at.
: dt

Par suite V = =.
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ACCELERATION D'UN POINT MORILE 1r

Cette vilesse est appliquée en M et est perpendiculaire & QM.
I’accélération a pour compaosantes :

d3x

Jx:—(ﬁ- =—-—a?. cosat
d? .

J. :——Z—:— a?, sin at.
dt?

Donc J? == a% d'oli J == a2,

Montrons que l'accélération est divigée de M vers le centre O
de la trajectoire c'est-a-dire est centripéfe. Les cosinus diree-
teurs de OM sont x et y, cest-b-dire cos b et sin at; ceux

" I3 . . JX Y 7 b . .
de 'accélération sont -+ et —~, c’est-a-dire — cos at et — sinat;

J

comme ils sont égaux et de signes 7
contraires i ceux du vecteur OMN T
laccélération est dirigée de M C :
vers O.

2° Cas ok le mobile décrit une
lélice d'un mouvement uniforme.

— Prenons comme axe des z I'axe T
du cylindl‘e de rayon r sur lequel \__,S%“/

est tracé I’hélice (fig. 8). Prenons
comme plan des xy le plan de la

{
)
1
'
. 1
section droite, et pour axe des x /,;‘\,'\

le rayon qui rencontre Ulélice.

Soient x, y, z les coordonnées i g
.- . - > ‘Jg. .

de la position M du moebile, m sa X

projection sur le plan des xy. On a, en désignant par w langle

XOm,

X—=—=Trcosw

y=r sin w.

Comme dans une hélice 'ascension du point M est propor-
tionnelle & la rotation de sa projection m, on a

z—huwo.

Dailleurs si le mouvement est uniforme le mobile met des
temps égaux a parcourir des arcs égaux, mais des ares ¢gaux
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12 CINEMATIQUE

pris sur I'hélice correspondent i des ares égaux sur la circon-
férence de base, done on peut écrire w=at. En conséquence les
coordonnées du mobile sont définies par les relations suivantes :

X==r cos ot, y=rsinat, z=—=hat

Par suite les composantes de la vitesse sont :

. dx . . ,
\x:—df—:—rasmat, V,=rzcosat, V,=haz,
et celles de I'accélération sont :
d®x .
Jy= Iz = rafcosat, J, —=-—ralsinat, J -=0.

Ce dernier résultat montre que D'accélération est dans le plan
de la section droite du cylindre menée par le point M. De plus
ses cosinus direcleurs sont égaux et de signes coniraires a ceux
du vecteur Om. Donc l'accélération du point M, étant dans le
plan de la section droite et rencontrant l'axe, est normale au
cylindre.

DECOMPOSITION DE LA VITESSE ET DE LACCELERATION
D’UN MOUYEMENT

1° Cas de la vitesse. — Supposons la trajectoire plane et
soient OX, OY (fig. 9} les deux axes choisis, M la position du mobile
aljnstant £, rlalongueur duvecteur OM et w angle polaire XOM.
Caleulons les composantes de la vitesse MV sulvanl le rayon vec-
teur OM et la perpendiculaire MP sur ce rayon. Les coordon-
nées du point M sont : x=r cosw, y=r1r sinw, par suite les
composantes de la vitesse ont pour valeur

dx . dw ) 1r
T*—r sin th— —+- cos wm—,
dy - dw - dr
W—_rcos (0T+ s1n mﬁdf-

Désignons par A et B les composantes de la vitesse suivant OM
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DECOMPOSITION DE LA VITESSE D'UN MOUVEMENT - 13

et MP, on a V=A—+B. Cette égalité donne en considé-
rant les projections sur OX et OY.

dx .
— =Acosw—DBsinw
dt
dy .
——==A sin w4 B cos w;
dt
dx dy .
en remplacant —— et —“— par leurs valeurs il vient :
pl t T t dt parl 1 I t
i dw+drcs A cosw— B sinw
—rsinw—— -+ ——cos w=—A cosw— B sin w.
CTa T de
dw dr . .
r cos w—— +——— sinw=— A sin w —+ B cos w.
dt dt

Fig. 9.

Ces deux égalités sont simultanément satisfaites en pre-

dr do
nant A—=——, B==r .
de’ dt
. . dr dw
Ainsi rs etr T sont les mesures des composantes MQ et

MP de la vitesse suivant le rayon vecteur et la perpendiculaire
au rayon vecteur.

2° Cas de Yaccélération. — Calculons d’abord les composantes
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14 CINEMATIQUE

de Vaccélération en mettant en facteur cosw d'une part el sinw

d'autre part, on a :
] d®x d?r dw)‘a’ ‘: d’w i 2dr dw 7 .

J = = ——r{= 08 W— | P—— = —— | 51N .
< dF [dta r dt | cOoS dt" dt ([t ] 1m w

] d?y . []‘ d*w 2dy dm] ) d?r i de® ’] .
D= _(1t_'3+_dt_ T COs w4 [71? — (W) CISINON

Désignons par R et I’ les composantes de Vaccélération J sul-
vant le rayon vecteur OM et la perpendiculaire MP sur ce rayon,

|

on a I'égalité géométrique J = R - P, par suite

'Ix:Bx+ I)x’ ‘]! :]{\_*’_I)yv

done

J,=Rcosw —DPsinw

— " o3 ) IS
J, =N sinw—+-P cosw.

Ln se reportant aux valeurs de J, et J, on voit que les deux
égalités précédentes cxigent que P et R aient les valeurs sui-
vantes 3

d2w dr do

- Q
T dt? + 2 de dt

d?r dow\ 2
R: d—L:-Al <Tt~) .

4

P=

VITESSE AREOLAIRE
Supposons qu’id Yinstant zéro le mobile soit en M| (fig. 9) el
qu'il sott en M a Vinstant 1, le rayon vecteur OM, a balayé pen-
dant le temps laire t du secteur M,OM, désignons celte aire

g
fonction du temps par 1I; on appelle vitesse aréolaire du mo-

. . ; dl
bile M a l'instant t une gr‘undeur mesurée par la dérivée ——.

dt

. di . , .
Calenlons —— en fonction des coordonnées polaires r et w.

dt

Le mobile étant en M 4 Dinstant t est en M i Vinstaul
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VITESSE AREOLAIRE 15

t - dt, I'aire MOM' balayée pendant le temps dt a pounl‘

<
FA

1
mesure - r’dw, on a donc

dI = i) r’ do

4

et par suite
d]l 1 2 d(l)
—_— e 1.
dt 2 dt

Remanger. — Ouv peut exprimer aisément la vitesse aréoluire
en utilisant les coordonnées x, y du mobile. En effet Ies coordon-
nées du point M sont x, y celles du point M, x + dx, y + dy
enfin celles du point O sont 0,0. L'aire dII du triangle est don-

née par le déterminant

X y 1
1 1 1v 1 L,
o X -+ dx v+ dy :§\X(ly—ydx)
0 0] 1
done
dIT L 71 dy Cdx
dt 2 (‘W“’W)'
Loi des aires. — Dans certains mouvements naturels impor-

tants la vitesse aréolaire est constante, & la condition de choisir
convenablement le pole O. On dit dans ce eas que le mouvement
du point obéil & la loi des aires par rapport au point O ; dans de
tels mouvements les "aires balayées par le rayon vecteur OM,
complées a partir d’une position OM, de ce vecteur, sont propor-
tionnelles aux temps employés a les parcourir. On exprimera que
le mouvement obéit & la loi des aires en éerivant que T'on a a

chaque instant

, dw .
rr— =~C_C
dt ?
ou si Von utilise les coordonnées x et y:
dv dx .
x—~ — y——==C
dt Y dt ’

C étant une constante.
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16 CINEMATIQUE

TurorimE.

St un mobile décrit une trajectoire plane en
salisfaisanl a la loi des aires, son accéléralion esl constamment
dirigée suivant le rayon vecteur MO.

I1 suffit, pour démontrer ce théoréme, de vérifier que la com-
posante P de accélération normale au rayon veeteur est constam-
ment nulle dans le cas considéré.

Puisque la vitesse aréolaire est constante on a :

, dw .
r’— -=C.
dt
d’ol
o dr dw , d*w
Iy 2 —=0;
dt dt de?
en divisant par r il vient :
5 dr dw d2w _ 0.

dt de N Tde

Or, le premier membre de cette égalité est 'expression de la
’ It
composante P, done

P = 0.

On démontrerait la réciproque en répétant le méme calcul en
sens IMverse.

Exercice 1. — Etant donnée une ellipse dont les demi-axes
sont a et b, on pcut représenter les coordonnées du point M

Fig. ro.

rapporté aux axes OX et OY (ﬁg. 10} de Vellipse par les dquations
X == a cos g, y == Db sin ». Quelle doit étre la fonction ¢ du
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VITESSE AREOLAIRE 17

temps pour que le point M décrive I'ellipse de facon que le rayon
vecteur OM satisfasse & la loi des aires? Calculer I'accélération du
mobile?

Puisque le mouvementsatis(ait a la loi des aires,on a

~dy dx .
oY =6
Y dx (lV
d’oli, en remplacant x, y, T T“t— par leurs valeurs,
dz :L =K, donc » =Kt+ K.
dt ab l

En choisissant l'origine des temps de facon que 5 =0 pour

v

t == 0, les coordonnées x et y du point M sont :

x=—acosKt; y=bhsinKy,

L’accélération est dirigée suivant MO, soit R sa valeur. En
projetant sur OX on a

X d’x

r di

done R = — K-*r.

=— K3,

L'accélération est dirigée vers le point O et est de plus pro-
portionnelle a la longueur OM.

Exercice 2. — Calculons ’'accélération du mouvement précé-
dent en supposant que le pole, au lieu d’étre au centre de
I'cllipse, coincide avee 'un des fovers F.

En prenant comme uxe polaire la portion de D'axe diri-
gee vers le sommet S le plus voisin de lellipse, 1'équation

P
1 —ecosw
de la courbe et e son excentricité. Puisque lavitesse aréolaire est

de Pellipse est r — , p désignant le parametre

constante, 'accélération se réduit a la composante R dirigée sul-
vant le rayon vecteur, elle a pour expression

d’r dw \?
I Re=———r{—).
9 T ( dt )
POINCARE. CGinémuatique, 2
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18 : CINEMATIQUE

D’autre part

, d*x
(2) e =R cos v,
En remarquant que x = r cos w I'équation de lellipse peut
s'écrire
r—ex = p

Cette égalité donne en prenant denx fois la dérivée

d’r d?x 0
—g e~ == U,
de? dt?
. d*r d?x . ,
En remplagant—w el qe parleurs valeurs tirées des équu-

tions (1) et (2} il vient :

R{1—ecosw)-|r (%(:7> 2: 0.

Orl—e cos w= L; d’autre part, puisque la vitesse aréolaire
T

du mobile est constante, on a

9 d(l) -
T
par suite
d(o>2 c?
dt / 7
on peut done écrire :
2
p ¢ _
R Lt++=0
d'ol
2
¢ 1
Reerono———.
p

Done si FN satisfait & la loi des aires, Uaccélération est dirigée vers
le foyer et elle varie en raison inverse du carré de la distance du
mobile an foyer, par conséquent Paceélération est maximum en S
et minimum en S'; elle reprend la meéme valeur pour deux
points M, M’ de Uellipse symétriques par rapport au grand axe.

Ces conclusions s’appliquent au mouvement des planetes : on
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ACCELERATIONS NORMALE ET TANGENTIELLE. 19

sail en effet, par les observations de Kepler, que les planties
décrivent des ellipses dont le soleil secupe 'un des foyers.

EXPRESSION DES COMPOSANTES NORMALE ET TANGENTIELLE
DE L’'ACCELERATION DANS LE CAS D’UN MOUVEMENT CURVI-
LIGNE.

Soit MV la vitesse du mobile 2 l'instant t et M’ V/ sa vitesse a
Uinstant t -+ dt; menons par le point M une ligne MV” égale et
paralléle & M'V/, on détermine ainsi un plan VMV”. Lorsque le
point M' tend vers le point M, ce plan tourne autour de la tan-

Y,

s )

Fig. 11,

gente MYV et tend vers une position limite a laquelle on a donné
le nom de plan osculateur & la trajectoire au point M (fig. 11).

L'accélération du mobile en M est parallele a la direction
limite VV7, elle est done dans le plan osculateur, par suite I’accé-
lération n’apas de composante perpendiculaire au plan osculateur.
Il y a seulement & exprimer : 10 la composante 'I' sutvant la tan-
gente MV ou composante tangentielle; 27 la composante N dirigée
dans le plan osculateur suivant la normale & la courbe : ¢’est ac-
célération normale.

Caleul de T. — Abaissons du point V" une perpendiculaire VA
sur MV, on a :

TV — VA LAV

ou encore

MV — MV =VA AV
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20 CINEMATIQUE

Prenons la tangente MV comme axe de projection, la projection
de AV” est nulle, celle de MV est égale & v, la projection de
AV est égale 2 AV ou Tdt, celle de M'V' est égale & (v 4 dv)
cos VMV”, ou v + dv, car Pangle YVMV” a pour limite zéro.
Par suite, dv —= AV;

dv

lone = .
done T at

Calcul de N. — On a AV/ — Ndt, or VVi= VA 4 AV". Pro-
jetons sur AV”; Ia projection de AV” est Ndt, la projection de
VA est nulle, celle de YV est égale a celle de MY", c¢’est-a-dire
a (v -+ dv) da, en désignant par da 'angle infiniment petit AMV”

qul est 'angle de contingence en M; on a donc
{ 8 5 ;
Ndt = (v 4 dv) da = vda,

car le produit dv d= est un infiniment petit du second ordre.
Alnsi
dz

N*v—ﬁ.

En désignant par p le rayon de courbure de la trajectoire en M,
on a, d'aprées la définition méme du rayon de courbure,

o dz == ds,
par suite
da ds
c = —v
Codt dt ?
d’olr
da v
dt - 2 ’

. . . da ) .
En substituant cette valeur 4 ~— dans l'expression de N 1l

dt

vient :
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En remarquant que la direction de Taccélération normule est
celle de YV on voit que l'accélération est toujours dirigée du
c6té du centre de courbure.

RemarQre. — Sile mouvement est unilorme, la mesure de la

. . . dv s .
vitesse est indépendante du temps, —— est nul, l'accélération se

dt
réduit & sa composante normale. En conséquence, si un mobile
décrit une trajectoire quelconque plane ou gauche d’un mouve-
ment unifurme, son aceélération est toujours dirigée suivant la
normale principale & la courbe; la réciproque est évidente.
Silatrajectoire présente des points d'inflexion, comme le rayon
de courbure g est infini en de tels point v est nulle et I'aceéléra-
tion se réduit a sa composante tangen-
tielle.

. Réciproquement, lorsque N prend la
valeur zéro, ou bien o est infini et la tra-
Jectoire présente des points d’'inflexion,
ou bien v est nul : or v s'annule pour
changer de sens, done de tels points de
la trajectoire sont des points de rebrous-
sement.

Calcul de T et de N. — Utilisation des
formules de Frénet. — Soit M (fig. 12] la
position du mobile, MT la tangente en M, MN la normale prin-
cipale, ¢’est-a-dire contenue dans le plan osculateur, MO la binor-
male ou perpendiculaire au plan osculateur.

Fig. 12,

Soient T, N et O les composantes de I'accélération suivant ces
) p
trois axes rectangulaires.

. ds .. .
La vitesse en M a pour mesure q’ elle est dirigée suivant MT
. . dx d dz
dont les cosinus directeurs sont ———, EY et S5 On a done
ds ’ ds ds

(lx;ds dx dy__ds d_);_ i_is__d_/
At T dt ds T dt T dt ds 7 odt - dt ds”
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22 CINEMATIQUE

Par conséquent, les composantes de 'aceélération unt pour
expression :

[=]

ds dt?

d’x d?x /ds\?2 dx d%
: ds? <E> +
dﬂy dzy ds\ 2 dy d’s
T d (E) SR
izz d?z /ds\2 + dz d%s
diz T ds? (E) ds di?

|

Ces trois égalités montrent que l'accélération en M peut dtre
considérée comme la résultante de deux autres accélérations
avant pour composantes sulvant les trois axes : 'une

dx & dy d*s dz d%

/| e " .
\1) ds * dt?’ ds T dt2 7 ds © dt?’
Pautre
) d*x ( ds >2 d?y < ds )2 d?z ( ds )2
i ds? Ndt /2 ds? \dt/ 2 ds? \dt/°
S1ilon porte sur MT un veeteur ayant pour mesure T :—jt;?

on obtiendra 1’accélération tangcntielle, car les projections d’un
tel vecteur sur les axes sont exprimées par les valeurs (1) puisque

E, dl, —dL sont les cosinus directeurs de MT.
ds ” ds ’ ds

En désignant par g le rayon de courbure M. Frénet a éta-
bli que les cosinus directeurs %, %, v de la normale principale
sont donnés par les formules :

. dix dy dz?

A=20 wW==2 5
\ i ) (1S27

Ces cosinus sont done proportionnels aux composantes du vee-
teur (2), que nous désignerons par N, done le vecleur N est
dirigé suivant la normale principale.

Puisque T'accélération peut étre décomposée en deux vecteurs
dirigés suivant M'T et MN, clle est nécessairement contenue dans
le plan osculateur TMN; par suite, sa composanie suivant la
binormale MO est nulle.
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2

- . ] ’s
Erpression de T et de N. — Oun a trouvé T =g comme
¢
ds v, on peut écrire T dv
&I e =t

De méme on a trouvé

. d’x /ds\?
No= T(ﬁ) ’

or
d’x %
ds? _?
done
. 2 /ds\2 1 /ds\z2,
X‘I‘T(Tﬁ) :7'?<ET) ;

par suite

. L rdsyr
“?(?E) =%

Avrerications. — 1° Etude du mouvement uniforme sur une
Lélice quelconque. Rayon de courbure en un point de Ulhélice. —
Prenons comme plan des xy {fig. 13) une section droite du eylin-

Z

M

M,
Fig. 13.

dre rencontrée en M, par ’hélice. Soit M la position du mobile
a 'instant t, et m sa projection sur le plan des xy. Puisque la
courbe est une hélice, la distance z= Mm est proportionnelle a
T'are M, M de I’hélice. SiX, Y, Z sont les coordonnées deMon a:

:l) X:'.?(S), Y:x(s:, Z:as;
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24 CINEMATIQUE

s=—=arec MoM ecta est une constante. l.es coordonnées de m sont

y=1Y, z=0.

1

(2) x=X

Calculons le rapport des vitesses du mobile M et de sa pro-
jeetion m, on a en désignant par v la vitesse de m

Y24<dx 2 dy 2
“—Efﬁm

dx dx ds dx

— X il

At T ds dt  ds

or

YV étant la vitesse du mobile M. On a de méme :

dy dy .,
q T
par suite,
] , dx\? dy\?2
2 W2 R v -
v () (@)
puisque x = X ¢t y = Y, on peut écrire :

22 dX\? dY\2
= [e) (&) ]

dX dY dZ

Comme — , —— T—sont les cosinus directeurs de la tangente

ds 7 ds’
en M & I’hélice, on a :

dX\ 2 dY 2 (]Z\E“1
ﬁﬁ+ﬁﬁ+@s“-
— o donc

X\ AV
() () =

V= V(1 —a?).

dZ

as

Mais

et par suite

Le mouvement du point M étant uniforme V est une constante
il en est done de méme de v, ainsi le mouvement du point m

sur la section drotte est uniforme.
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Démontrons que les accélérations des points M et m sont
égales et paralleles. In effet, les relations (1) et (2) montrent que
les composantes de ces deux accélérations sont égales; comme
d’ailleurs la composante suivant les génératrices du cylindre
est nulle,les nccélérations des points m et M sont contenues dans
les sections droites qui correspondent a ces points. Les mouve-
ments des points M et m étant unilormes, les composantes tan-
gentielles des accélérations sont nulles, donc les accélérations
sunt dirigées suivant les normales au cylindre puisqu’elles sont
contenues dans une section droite et qu'elles sont de plus nor-
males 4 une ligne tracée sur le cylindre.

Soient ¢ et 9’ les rayons de courbure des trajectoires des
-2 2

o~ [

4 [

points M et m, les accélérations de ces points sont

comme elles sont égales on u

d'ot

v2
]

o vi Tl —a?

En conséquence le rayon de courbure cn un point M de 'hé-
lice est proportionnel au rayon de courbure de la section droite
au point m projection de M.

2° Calcul du rayon de courbure en un point dune ellipse en
ntilisant le mouvement Képlerien. — lLe pbdle est uu foyer 1°
(fig. 14}, le mobile est en M & L'instant t, son accélération est

.. ) K
dirigée de M vers I' et a pour valeur —.
2

o2
. o1 - A .
La composante normale de Vaccélération est  — , par conséquent
&
)

» >

v2

9
2

K
———. cos §,-
1

e

b mesure I'angle formé par le rayon vectenr FF'M avee Ja nor-
male en M, par suite,

. K cosh '
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26 CINEMATIQUE

Caleulons v. La vitesse aréolaire est constante, clle est d’ailleurs
aire FM M’
dt

égale a , M’ étant la position du mobile & U'instant

4
M

Fig. 14.
t + di; or aire FMM":%]) MM ><FP; d’autre part MM = v dt,

2 1 '
FP = r cos #, donc aire FMM =—-v r cos 0§ dt, la vitesse

o}

aréolaire a pur suite pour vuleurﬁ v r cos . Désignons sa

[

valeur constante par

, on peut alors éerire

[
VT ———,
cos b
d’olit Von déduit
C2
F 7 Keos®®

En conséquence le rayon de courbure en un point de Vellipse
varie en raison inverse du cube du cosinus de Vangle que fait
le rayon vecteur FM au point M considéré avec la normale a
Iellipse en ce point.
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CHAPITRE 11

MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE
GLISSANT SUR UN PLAN

On dit qu'une figure est invariable lorsque la distance de deux
quelconques de ses points reste constante.

Mouvement de rotation. Vitesse angulaire. — Une figure
plune est animée d'un mouvement de rotation sur un plan lors-
que l'un de ses points reste fixe
sur ce plan ; le point fixe s'appelle
centra de rotation.

Diregtion. de la vitesse. — Pre-
noens le centre de rotation pour
origine et comme axes deux droites

rectangulaires OX, OY tracées sur
leplan fixe (fig. 15). Soient M et M’

deux points quelconques de la figure mobile, r, w,1’,w’ leurs coor-

Fig. 15.

données polaires ; leurs coordonnées rectilignes sont :
X =T cosw, x' = r' cos v’
— b / I ot !’
y=rsin w, y =r'sin o'

Comme les points O,M, M’ appartiennent a la figure invariable
les deux distances r et r’ sont constantes, par conséquent

dr dr’

T

Or ces dérivées mesurent les composantes de la vitesse des
points M et M’ suivant les rayons vecteurs OM, OM'. Ces eom-
posantes étant nulles, 1l en résulte que les vitesses des points M
sont perpendiculaires sur les rayons vecteurs tels que OM.
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28 CINEMATIQUE

Vitesse angulaire. — Puisque la figure MOM est invariable,
I'angle MOM’ est constant, par suite

w'—w=—=c'",
d’olt
do’  dw
dt T de
dw

mesure ce que 'on nomme Ia vitesse

L.a valeur constante

dt
angulaire de rotation de la ﬁgure a 'instant t.
1l est [acile d’exprimer les composantes de la vitesse du point M

par exemple suivant les axes OX, OY. On a en effet

dx . dow - dw
—— = — I Sl W —_—_ — V0
dt dt < dt
dy dw do
—L == I oS W—— == X ——-
dt dt dt
Translation. — Supposons que le centre de rotation, au lieuw

de coincider avec Vorigine des axes choisis, ait pour coordon-
nées a, § par rapport a ces axes. En désignant par x"y’ les nou-

velles coordonnées du point M, ou a

} ) ! o ¥
X =2 ¥, y=p+Y.

. dx do
D autre part, i :——y’T , done
dt
dx’ —— iy o
dt - Tody
ou encore
dx , e d(l)
— ! 2 .
g [Nt A Pt
de méme
dy ey N dw
de 7V 4t

Supposons que les coordonnées o ct 3 tendent vers Uinfini en

a d(l)
menie LC[]'II]S quc —H—tend vers ZC"I'()‘. et supposons de PI]]S que
C
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MOUVEMENT D’UNE FIGURE PLANE INVARIABLE 29

; dw dw . .
les produits 3 ——, o ——tendent vers des limites finies b et a,
Todt dt
on aura alors
dx i
R L
dt dt

Dans de telles conditions tous les points de la figure ont des
vitesses égales et paralleles. On dit que la figure est animée
d’un mouvement de translation sur le plan fixe, oun encore que
le centre de rotation est a l'infini. Si 'une seulement des coor-
données a, 3 tend vers linfini, le centre de rotation s’é¢loigne

I'infini parallelement & I'un des axes.

Tutorkme. — Quelle que soil laloi du mouvement d’une figure
plane sur un plan fixe, on peut toujours la {aire passer par un
mouvement de rotation de la posi-
tion P qu’elle occupe a 'instant t Y
a la position P’ qu'elle occupe &
I'instant t - dt.

1° Démonstration analytique. —
Tracons sur le plan fixe deux axes
rectangulaires OX, OY {fig. 16}, et
sur la figure mobile deux axes rec-
tangulaires 0’5, 0. A un instant
uelconque un point M peut éfre
considéré, soit comine apparte- Fig. 16.

nant au plan fixe : il a alors pour
coordonnées x, y, soit comme appartenant au plan mobile : il a
alors pour coordonnées £ et .

Un lien de points M appartenant aun plan fixe aura unc
équation telle que f (x,y)=— 0, tandis qu'un lieu de points M
appartenant au  plan mobile aura une équation telle que
2 (&, 7)=0.

Pour déterminer completement le mouvement de la figure
:0'7, 1l sullit de donner les fonctions du temps qui définissent
les coordonnées a, b du point O' ainsi que 'angle o que forme
I'axe mobile O'f avec I'axe fixe OX,

On désignera par a’, b/, a’les dérivées des fonctions a, b, « du

temps.
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Calculons les composantes de la vitesse du mobile M sai.
vant OX et OY. Les formules de transformation de coordonnées
fournissent les relations suivantes

x==Ftcosa—mnsina+ta; y=E&sina+mncosat+bh

On a, en remarquant que £ et 7, sont des constantes :

dx .
T = (Esina—+7cosa) o + o
dy .
Pralas (€ cos a—7 sina)a/—+ b’
En remplacant les parenthéses par leurs valeurs y — b, x-—a 1l
vient :
dx d
-d—tz-—(y——b)a'—{—b’; -—“Z:(x—n:a.’—{—b'.

S’ily a a Pinstant t un poinl de la figure dont la vitesse soit
nulle, on pourra dire que ce point est fixe a l'instant t, et que Ia
vitesse de chacun des autres points de la figure est la méme que
si celle-ci tournait autour du point fixe.

Déterminons le centre de rotation. Ses coerdonnées x,y,
doivent vérifier les deux équations :

— (yo—Dbj o' 42’ =0,
(x,—a) a' + b/ =0.

Ces équations résolues donnent

I f

& a
K==, Yes=hA o

Comme les coordonnées x,, y, sont en général des fonctions du
temps, la position de ce point change a chaque instant; on lui
donne pour cette raison le nom de centre instantané de rotation.

Calculons la vitesse angulaire du mouvement de rotation ins-
tantané qui cm‘rnspond au eentre X, y,. Ona

dx
dt

o

=—a'(y —¥); dtv ==/ (x —x,).
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Pur conséquent la vitesse angulaire de rotation autour du
oint x est mesurée par o
P o Jo

RemARQUE. — Pour ' = o le mouvement est une translation,
car les coordonnées x,, y, deviennent infinies et tous les polmts
mobiles ont des vitesses égales et paralléles.

2° Démonstration géomeétrigue : Lemumr v'Buien. — Etant
données deux positions quelconques P et P (fig. 17) prises

par une figure plane mobile sur un plan fixe, on peut toujours
faire passer la figure de la pesition P a la position P’ par un
mouvement de rotation effectué antour d’nn centre convena-
blement déterminé.

Considérons trois points A, B, C de la figure dans la posi-
tion P; ils sont en A’, B/, C/ dans la position P’. Comme la
figure mobile est invariable, les deux triangles ABC et A’ B/ C
sont égaux ; de plus cette figure se déplacant sans quitterle plan,
on doit rencontrer les sommets identiques dans le méme ordre
lorsqu’on tourne dans le méme sens.

Trugons les lignes AA’ et BB’ el élevons au milieu de chacune
d’elles des perpendiculaires dont le point de rencontre est en [.
D’aprés la construction les triangles AIAY, BIB sont isosceles,
par suite les triangles AIB, A'IB’ sont égaux comme ayant les
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trois cotés éguux chucun a chacun; les angles en I dans ces deux
iriangles sont done égaux. En ajoutant a ces angles égaux
I'angle BIA’ on obtient respectivement les angles égaux AIA’ BIB/.
Les triangles ATA’, BIB sont done égaux. Par conséquent en fai-
sant tourner la figure P autour du point I de 'angle AIA’ le
point A se rendra en A’ et Ie point B en B’, le point C tombera
aussi en (' : en effet, lorsque AB coincide avec A'B’ les points
C et 7 doivent ¢tre du meéme coté par rapport a A'B’. Les deux
trinngles ABC et A’B'CY étant égaux, et ayant un coté en coinei-
dence par les sommets identiques, coincideront ecux-mémes
puisque les pointé C et € sont d'un méme c¢été par rapport
4 A'B’. Done la rotation considérée amene C en C'.

Centre instantané de rotalion. — On peut dire que le point I
est le centre géométrique de rotation relatil aux deux posi-
tions P et P/. Deux antres positions P, P, donneront un second
centre 1. Si les positions I’ et P’ sont infiniment voisines, le
point I se nomme centre instantané de rotation.

Propricié géométriqne dic centre instantané de rotation. — Si
a Dlinstant t on joint les différents points mobiles au centre

v instantané de rotation correspondant,
on abtient des droites normales aux
trajectoires déerites par les points mao-
biles sur le plan fixe.

En effet soit M {fig. 18) un point mo-

/ bile, Ile centre instantané de rotation.

A Tinstant t le point M peut étre con-

/ sidéré comme tournant autour ,du

point I, sa vitesse MYV est donc per-

/ pendiculaire sur Ml. IYautre part la

. vilesse MV du mobile est dirigée sui-

g 18- vant la tangente en M a sa trajectoire,
done MI est la normale en M & la trajectoire du point.

Avericarion. — Tracé de la tangente a Uellipse. — Soient OX,
OY (fig.19) deux droites rectangulaires, AB une droite de longacur
fixe qui se déplace dans le plan XOY de facon que les points
A ct B restent toujours sur OX, OY. Soit M un point fixe de la
droite mobile tel que MB-—=a et MA =h.
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Lorsque la droite AB fait I'angle o avec OX, les coordonuées
x et y du point M sont : x=a cos ¢ ; y =D sin ». Donc

lorsque o varie, le point M
décrit unec ellipse dont les
demi-axes sont a et b.

A l'instant tles extrémités gl ___________}
mobiles de la droite sonten A \
et B; les normales corres- e
pondantes aux trajectoires \
0X, OY de ces points se ren-

contrent en I, donc I est le

|
|
L
P A
Fig. 19.

centrederotation 4l'instantt, 5 ——~——-
par suite IM est la normale
au point M de Ucllipse; la
perpendiculaire MT a MI est la tangenie en M a DPellipse.

Tuiorkme. — Etant donnée une courbe C {fig.20) invariablement
liée a la figure mobile et I'enveloppe E des positions successives
qu’elle occupe ; la tangente a I’enveloppe au point de contact M
avec la courbe C coincide avec la tangente en M & la trajectoire
déerite par ce point considéré comme invariablement 1ié a la
figure mobile.

1° Démonstration analytique. — Soit 2 (&, 7,)=0 Péquation de
la courbe C, elle devient, en remplacant § et v par leurs valeurs
tirées des formules de transformation de coordonnées (p. 30,
F (x,y,1)=0.
Les différents points M de Penveloppe II vérifient les deux
équations :
oI

S =Y

F (X, y, t):O et

A Vinstant t-+dt le point M de Penveloppe sera en un
point M, de coordonnées x4~ dx, ¥+ dy. Les variations dx et dy

des coordonnées satisfont a la relation ﬂ dx + -GP— dv==0
. 0x oy
qui peut s’écrire :
Lo of dy
U> 0x oy :r =03

PoINCARE. Cinématique.

w
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34 CINEMATIQUE
dy
dx

Le point de la courbe C qui est en M a linstant t est, a I'ins-
tant t - dt, en un point M’ de coordonnées x-}-ox, y -+ oy.

D’ailleurs les variations éx, Jy et dt satislont a la relation

est le coeflicient angulaire de la tangente en M a lenveloppe.

7 I I or C e
%—I; x4+ %}7 Sy + 0(3_t dt=0. Or P 0 i l'instant t pour les
. . | E. oF . .
points M, par suite % ox -+ oy 2y == 0 relation qui peut
< A
s’écrire :
o oF 2y
) 8o,
ox dy ox
3y

~— est le cocllicient angulaire de la tangente en M a la trajec-
oxX

toire du point M. En comparant les égalités (1) et (2) on voit

que

~

(1 M vy

?
dx nxX

donc les tangentes en M a I'enveloppe et a la trajectoire du
peint M coincident puisqu’elles ont un point commun, et méme
direction.

.
COROLLAIRY.

Lanormale en M a'enveloppe passe par le centre
instantané de rotalion correspondant.

En effet la normale en M a l'enveloppe coincide avec la nor-
male en M a la trajectoire de ce point.

2° Démonstration géométriqgue. —— Soient C et G (fig. 20) deux
posilions infiniment voisines de la courbe mobile et E 'enveloppe
des positions successives prises par la courbe C. Soit M le point
de contact des courbes C et E a 'instant t, et M, leur point de
contact a I'instant t - dt.

Le point M de C est en M & linstant t 4 dt. Tracons les
sécantes MM, et MM'; lorsque M, tend vers M, MM, tend vers la
tangente en M & Uenveloppe, tandis que MM’ devienl la tangente
en M a la courbe déerite par le point M. Il faut démontrer que
ces deux positions limites coincident. Soit TT la position limite
de MM, et MN la normale commune anx courbes C, E. Des
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MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE 35

points M et M’ abaissons les perpendiculaires Mm , M'm’ sur la
normale.

On a Mm'=D>Mm, 4+ m ',

L’angle M MT’ est infiniment petit puisque MT’ est la position
Limite de MM,; or Mm, =MM ><dax, en posant da=DMNMT’,
douc Mm, est un infiniment petit du second ordre.

D’autre part m, m’ == M, M’'sin MM, ;. Or Dangle MM m,

est infiniment petit, car il est égal & la somme de deuxangles

Fig. 0.

infiniment petits, a savoir MM, m, et MM M. Donc m, m’ est un

!
infiniment petit du second ordre ; il résulte de Ia que Mm’ est

un infiniment petit du second ordre. Or on a

© Mm’ = MM sin M'MT/, '

MM’ est un infiniment petit du premier ordre, par conséquent
Vangle M'MT’ est un infiniment petit du premier ordre, donc la
position limite de MM’ coincide avec MT’,

Arprications. — 1° Tangente & la conchoide. — Soit C (fig, 21)
une courbe quelconque, O un point fixe, OM un rayon vecteur. A
partit du point M portons sur ce rayon une longueur cons-
tante MM =1, le lieu du point M’ se nomme une conchoide de Ia
courbe C. Lacouchoide M peut étre considérée comme engendrée
par le point M’ d’une droile assujeltie i passer constamment par
le point fixe O, un méme point M de cette droite se déplagant le
long de la courbe C. L’enveloppe des positions dela droite D est
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36 CINEMATIQUE

le point O, donc le centre instantané de rotation qui correspond
a la position OD de la droite est i 'intersection de la normale
menée au point O a la droite D et de la normale menée au point M
a la trajectoire C de ce
point, il est donc en I;
par suite la droite IM’
est normale en M’ i la
trajectoire de ce point,

c’est-n-dire a4 la econ-

choide. La perpendicu-

latre M'T a I est tan-

} gente a la conchoide
¥ig. 21 en M'.

2° Un angle de grandeur fixe se déplace sur un plan de facon

(ue ses cOtés restent tangents a deux courbes données C et C’
e [ i)‘
w\hg. 22).

Tracer la tangente a la trajectoire du sommet S de l’nngle.

w
=

/

-

/
/
/
/

|

| //

by

Yy

| A
-

\C' Fig. 2a. Fig. 3.

La courbe C est I'enveloppe des positions du c6té SM, done le
centre instantané de rotation est sur la normale MN a C.

Pour la méme raison il est sur la normale M'N" a C/, il est donc
en I.

Par suite la ligne SI est normale a la trajectoire du point S,
dong la perpendiculaire élevée sur SI est la tangente ST de-
mandée.

RemarQue. — Comme cas particulier, les deux courbes C et ¢/
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MOUVEMENT D'UNE COURBE MOBILE INVARIARLE 37

peuvent se réduire a deux points C et C’ (fig. 23). La construction

est la méme.
Si l'angle S est droit, 'un des cotés de 'angle restant tangent
aune courbe C'ct Vautre ¢6té passant par un point fixe O (fig. 24

/‘\\\ [ ,"/ \

le lieu du point S est ce que 'on nomme la podaire de la courbe
C’ par rapport au point O.

La tangente ST a la podaire au point S est aussi tangente en S
a la circonférence décrite sur OM comme diamétre, car la
figure OSMI étant un rectangle, le centre du cercle de dia-
meétre OM est sur le milieu P de SI, done PS est un rayon de la
circonférence, et comme ST est perpendiculaire & 'extrémité de
ce rayon, ¢'est une tangente a la circonférence,

MOUYEMENT D'UNE COURBE MOBILE INVARIABLE
ASSUJETTIE A RESTER TANGENTE A UNE COURBE FIXE

Leuye. — Etant donné un triangle ABC (fig. 25)dont les cotés
sont infiniment petits du premier ordre et dont 'angle A est infini-

B

ob-~—~2

Fig. 23.

ment petit, on peut éerire BC = AC — AB. De plus ou bien le
¢6té BC est un infiniment petit du second ordre, ou bien

Pangle C estinfiniment petit.
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Commme dans un triangle quelconque un cété est plus grand
que la différence des deux autres, on a BC > AC — AB. Du point
Acomme centreavee AB pour rayon décrivons l'are BD. Ona CD
= AC—AD, ct d’autre part BC =< CD 4 BD. Or BD est un
infiniment petit du second ordre car B) = AB »< BAD. Donc on
pourra le négliger et éerire BC =Z CD ou encore BC =2 AC— AD.
En conséquence on peut écrire

(1) AC—AD > BCx>AC —AB,

or AD = AB puisqu’on a décrit du point A comme centre avec AB
pour rayon l'are BD, donc les inégalités (1) exigent que I'on
ait :

BC=AC-—AB

Les ¢Otés d'un - triangle étant proportionnels aux sinus des

zmgles opposes on a

BC - AB

sin A sinC
par suite

. ABsin A
- . ABsmA -
() BC sin C

St Fangle € est fini il en est de méme de sin C, par
suite. BC est un infiniment petit du second ordre cur AB et
sinus A sontdes infintment petits, du premier ordre. Si au con-

) . . . sin ) .
traire C est infiniment petit le rapport ———- est fini et par suite
s1

n
BC est du méme ordre que AB.

La {formule (2} montre que si BC est un Infiniment petit du
second ordre, AB étant un infiniment petit du premim‘ ordre, il
sin A | ) ] . .
2 soit un infiniment petit du premier ordre et par
sin C

suite que A soit infiniment petit, 'angle C étant fini.

faut que

Rowlement et glissement. — Soit I Ia courbe fixe fig. 2(5)

Cet ¢ deux positions de la courbe mobile, M et M, leurs points

?

de contact avec I5. Soit A I'origine des ares mesurés sur 1, B
l’originc des arcs comptés sur la courbe C. A T'instant t on a

A )[ =8, B)[ - s"
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On dit que la courbe C roule sur la courbe E lorsque l'on a

ds ds’

dt — dv

Cette égalité entraine lu sulvante : s —s'=c¢".

En choisissant convenablement les origines A et B on pourra
éerire s=—s’

On dit quil y a glissement de la courbe C sur la courbe K
ot ds o dsf
si lon a - S

Tutortme, — Lorsqgu’une courbe G roule sur une courbe E le
point de contact M des deux courbes & [instant t est le centre
instantané de rotation a l'instant t.

Pour démontrer ce théoréme il faut établiv que la vitesse du
point M est nulle. Soient C
et €/ {fig. 26} deux posilions
infiniment voisines de la
courbe mobile, M et M,
sont les deux points de
contact et M’ la position
que prend le point M de

la courbe C lorsque celle-
¢l vient en (/. Considérons ) Fig. 6.

le triangle M M M dont

les cHtés sont infiniment petits. Comme les sécantes M, M, M, M
ont pour limite la méme droite a savoir la tangente commune
en M, aux deux courbes C' et K, l’anglc'en M, est infiniment
petit; on peut donc écrire d’apres le lemme :

MM ==MM, —3'),
d’ou
MM/ MM, M'M,

“dt T dt dt

Or MM, == ds et M'M, = ds/, done

MM, . ds ds'
i (vitesse du point M) = o Tl ral
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. ds ds’ , ;
S5'ill y a roulement — = ——, la vitesse du point M est done

dt ~ dt
nulle, c'est le centre instantané de rotation.

Sl y a glissement, la vitesse do point M est différente de
zéro, par suite MM’ est un infiniment petit du premier ordre,
d’aprés le lemme l'angle en M est infiniment petit; d’ou il
résulte que la vitesse du point M est dirigée suivant la tan-
gente MT a la courbe E.

Expression de la vitesse angulaire de rotation dans le mouve-
ment de roulement. — Soit F la courbe fixe et C une position de la

Fig. a7.

courbe mobile (fig. 27); on sait que le point M estle centre instantané
, r . da . .

de rotation. Demgnons par o = ar la vilesse ﬂngululrc de rota-

tion de la figure autour du point M. Toutes les droites de la

figure mobile tournent dans le temps dt du méme angle da. Or

la droite MT vient en M"T” par cette rotation, donc l'angle de

ces deux droites est égal a da; le triangle formé par les tan-

gents MT, M,T,, M'T" donue

angle (MT, M'T") = angle (MT, M,T,) -+ angle (M,T,. M'T")

Mais angle (MT, MT,) == d3 angle de contingence de Ia
courbe E au point M. Angle M,T,, M'I” —= ds angle de contin-
gence de la courbe C’au point M’; par suite :

do = d3 -} ds.
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MOUVEMENT DE ROULEMENT 41
Cette égalité peut s’écrire :

da _(d{i dc-> ds
dt dt

ds ds
Or
d3 1 ds L 1

ds —-p_’ qTs 2

(s}

a et o’ désignant les rayons de courbure MO, MO’ des courbes K
et C an point M. La vilesse angulaire de rolation a done pour

L /1 1N ds
“—@“+;ﬁﬁTv

o]
V

expression :

ds . .
—— représente la vitesse du point de contact M sur la courbe

dt
hxe E.

REDUCTION D'UN MOUVEMENT PLAN A UN MOUVEMENT DE ROULEMENT

TutorkMe. — Quelle que soit la loi du mouvement d’une figure
plane sur un plan fixe on peut toujours ramener celui-ci @ un
mouvement de roulenment. La loi du mouvement initial influe sur
la nature et la position de la courle fixe E et de la courbe
mobile C ainsi que sur la vitesse anguluire de rolalion instan-
tanée.

On a établi précédemment que dans le mouvement d'une
tigure plane sur un plan fixe la vitesse d’un point quelconque
est la méme, a chaque instant, que si la figure tournait autour
d’un point appelé ceutre instantané de rotation dont les coor-
données sont :

bl I

b a
Xp—a— o’ Yy —b+ o

Ces coordounédes sont des fonctions du temps, on peut done
gerive :

S

% =% (0; Yo=71{L)-

L’élimination de t entre ces deux égalités donne :

F (x4, y,) = 0.
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42 CINEMATIQUE

(est équation d’une courbe tracée surle plan fixe xoy (fig. 28).
Cette courbe est le lien des points du plan fixe qui coincident
avec le centre instantané de rotation de la figure mobile aux
divers instants. On donne a cette courbe le nom de dase du mou-
vement.

Déterminons maintenant le lieu des points du plan mobile qui
sont successivement centres de rotation. Désignons par § et 7,

Y N
Py
£
//// ()l
Afj'i‘/,i_,_,
0 X
Fig. 28.

les coordonnés du point mobile qui a pour coordonnées x,, y, par
rapport aux axes fixes. Les formules de transformation de coor-
donnécs donnent :

& = (x,~—a) cos x—~[y,~—b) sinx

~

’ v ’ \
= "x,— a}sina — (v, — b} cos z.

% ¢t 1, sont des fonctions du temps que l'on peut représenter
par g, (t) ety {t). En éliminaut t entre les deux équations :

S = (t)7 Ty =74 (t)
on obtient :
I

e 5
1 (%05 i) = 0.

C’est I'équation du licu des points du plan mobile rapporté aux
axes mobiles 05,07 qui deviennent successivement centres de
rotation. On donne a ce lieu le nom de roulette. La rowletie est
la trajectoire du cenfre instantané de rotation pour un observa-
teur invariablement 1i¢ a la figure mobile, tandis que la base
esl la trajectoire du centre instantané de rotation pour un
observateur li¢ an plan fixe.

TuiorkMe. — La roulette est constamment tungente ¢ la base

et roule sur la base pendant que le figure mobile se déplace.
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MOUVEMENT DE ROULEMENT 43

Soit B la base [fig. 297, R la position de la roulette & 'ins-
tant t et R’ sa position & I'instant t 4 di. Le point M de la rou-
lette qui appartient a4 la base & Uinstant t est en M a U'instant t
-+ dt. Le triangle MMM, M, étant le point de rencontre de IR’
et de B & l'instant t 4 dt, a ses cdtés infiniment petits. Comme
d'aillenrs le point M est centre instantané de rotation a l'ins-

MM .
Nfltl = 0, donc MM est un

infiniment petit du second ordre; daprés le lemme préliminaire

tant t, sa vitesse est nulle par suite

I'angle M, est alors infiniment
petit. Or les cOtés M, M, M, M
de cet angle different infini-
ment peu des t:ingentes en M,
aux courhbes B et R’. Done
I'angle formé par ces tangentes
est infiniment petit, par suite

les deux courbes R’ et B sont

Fig. og. B

langentes en M,, comme d’ail-

leurs le point M, est quelconque la roulette et la buse sout cous-
tamment tangentes. Dans le triangle infinitésimal MM, M, I'angle
en M, étant infiniment petit, on a

MM == MM, — MM,

on

WAYY MM, M'M,

dt dt dt

Or M étant un centre instaniané de rotation, MM’ est du second

ordre, dong
MM MM,

O=—q ——ar ’
comme MM, = ds, M'M, = ds’ on a
~ds ds’
dt dy ’

done pendant le mouvement de la figure mobile la courbe R
roule sur la courbe 3. Celte propricté justifie les noms de base
et de roulette donnés a ces deux courbes.
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Détermination de la base et de la rovlette dans quelques cas
simples., — 1° Le mouvement du plan mobile est défini par le
glissement des extrémités d'une droite de longuneur constante
sur deux droites fixes rectangulaires ox, oy (fig. 30).

Fig. 3o.

Construisons le centre instantané I qui correspond a la posi-
tion AB. La base est le licu des points [ sur le plan x oy, comme
OI a unc longueur constante et que le point O est fixe, le lien
des points I sur le plan fixe est une circonlérence de centre O et
de rayon OI= AB. Quelle que soit la position de AB on voit AB
du point I sous un angle droit. Le licu des points ] du plan mobile
desquels on voit AB sous un angle droit est une circonférence
décrite sur AB comme diametre. La circonférence de diametre O]
est done Ia roulette.

Ainsi au mouvement de la figure mobile défint par le glisse-
ment de AB sur les axes x oy, on peut substituer le mouvement
équivalent défini par le roulement de la figure R sur la circon-
férence B.

2° Le mouvement de la figure mobile est défini par le dépla-
cement d'un angle constant APB (fig. 31) dont les cotés sont
assujettis & passer par deux points fixes A et B.

Puisque les points A et B sont fixes, ].e segment AR est cons-
tant. Comme 'angle P est constunt il en est de méme de I'angle
en I formé par les deux droites Al et IB perpendiculaires en A
et B aux droites PA et PB; or I est le centre instantané de
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rotation, donc le lieu du point I sur le plan fixe, ¢'est-i-dire la
base du mouvement est le segment capable de Vangle I décrit
sur AB. Comme les angles
en A et B sontdroits, Pl est
un diamétre de la base,
done Pl est une longueur
constante quelle que soit
la position du point P,
donc le lieu des points I
sur le plan mobile est une
circonférence de centre P
et de rayvon PIL : c’est la
roulctte.

3° L.e mouvement de la
figure mobile est défini par

les conditions suivantes :
Une droite D' (fig. 32) se

déplace de maniére i pas-

Fig. 31.

ser constamment par un point fixe O, un autre point déterminé O

. de cette droite décrivant

une droite fixedonnéeD.

Le centre de rotation

. Test alintersection des
X\ D erpendiculaires éle-
_J____,___B ___________ _ 7 perpe h b -

A w 0 vées en O et O aux

N . droites D’ et D. Pre-

\ nons comme axes fixes

\‘% 0X perpendiculaire sur
o .y A X D et OY parallele a D,
et pour axes mobiles 1a

Yig. 32 D droite D' et la perpendi-
culaire O’ hcette droite.
Les coordonnées du point I sont, sur le plan fixe :

2 —_— e "
X, =—a.tg’ w, y, = a.tgo;

o désigne Tangle que forme la droite D, avee OX et a la
distance OA.
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a

En éliminant tg o entre ces deux équations, il vient:

¥ - ax, = 0.

(Vest 'équation d'une parabole, done la base est une parabole.
Les coordonmées du point I par rapport aux axes mobiles sont :

v asinw acos w

Eem———3 M,==
v cos® w Y

cos®w
en éliminant o on obtient I'équation de la voulette :

IS - S
(Go-t75) 0 =5

I.a roulette est donc une courbe du ([uutriirme degré.
4° Le mouvement du plan mobile est défini par les conditions
suivantes : un angle droit mobile O’ {fig. 33} est tel que 'un des

Fig. 33.

coLés passe par un point fixe A pris sur une droite fixe OX, de
plus un point B de T'autre ¢6té de Tangle droit décrit la per-
pendiculaire oy sur ox, enfin OA = -O'B.

Le centre instantané de rotation est au point 1, cherchons le
licu des points I sur le plan fixe xoy ; pour cela prolongeons BO/
Jusqu’a sa rencontre en Cavee ox. La fignre AIBC est un parallé-
logramme puisque les cOtés opposés sont paralleles, comme
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0A=0'B ce pavallélogramme cst un losange, par suite Bl =<1\
donc les points I sont i une distance égale de la droite fixe oy
et du point {ixe A, ils appartiennent done a une parabole ayant
la droite oy pour direcirice et le point A pour {oyer. Comme la
diagonale CI est bissectrice de I'angle I, la droite CI est tangente
au point [ i la parabole.

Cherchans maintenant la roulette, c’est-a-dirve le lien des
points I sur le plan mohile.

Le point T est & égale distance de la droite O’A et du point B
du plan mobile, done la roulette est une parabole ayant O’A pour
directrice et le point B pour &
foyer. Comme les deux para-
boles, base et roulette ont méme M
parametre elles sont égales ;
elles sont d’ailleurs symétriques
par rapport a la droite Cl: [ w X

Accélération d’un point inva-
riablement lié an plan mobile.
— On a trouvé que les compo-
santes de la vitesse d’un point M

du plan mobile suivant les axes Y
0x et oy ont pour mesurc d—t Yig. 34.

I4 3 (1-\/7 f \ i 4
= (y—y,; g (x — X,); %, ¥, 6tant les coordonnées du

cenlre de rotation a instant considéré el 2’ la vitesse angalaire
de rotation. Les composantes de 'accélération suivant Ics mémes
axes ont pour mesure :

d’x v ) , dy , dy,
T T e e
dzy dx dx,

C gl (x—x,) 4+ o —— —a
dt? ( o T dt dt

A T'instant t on peut prendre comme origine des coordonnées
le centre iustantané I de rotalion, pour axe des x la tangente enl
a la base et pour axe des v la normale (iﬁg. 34). Dans ces cou-

ditions
ds  dv,

=0 =0 = =

Q
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par suile les composantes de l'accélération du point choisi M
sulvant les axes Ix et Iy ont pour expression, en remarquant

ve —> o'y et J a'x
C —_ =V e —— —
R J dt ’
d®x d’y ds
o " L S .. /
—=—dv—a'xx —a'x — 2Py — o — .
dte ) 7odtr o dt

En désignant par r et v les coordonnées polaires du point M,
on a

X=Trcosw; y==rsinuw.

Et par suite :

d*x . .
i 2"rsinw — 2’1 cos w
di2
dzy I 12 N 12 ds
—=darcosw —a’rsinw—x .
dt dt

Ces deux dernieres égalités montrent que l'on peut regarder
l'accélération du point M comme la somme algébrique de trois
accélérations ayant rcspectivement pour composantes, sur ox :

—a’rsinw; —a%recosw; O;
Sur oy :
W
i ' ds
—+a''r cosw ; s — 0 .
dt
Les cosinus directeurs de la droite MI sont : — cos w et

—sinw. Ceux de la perpendiculaire MT & MI sont donc : — sin w
et cosw; done la premiére composante de l'accélération est
dirigée suivant M'T et a pour mesure 2 v. La deuxiéme compo-
sante 2r a pour cosinus directeurs -— cosw et — sin w, elle
est doue divigée suivant MI. Enfin la troisitme composunte est

~ 0 ( S ~N
parallele ala normale Iy & la base et a pour mesure ~— o’ — . Cette

dt

composante peut étre considérée comme la résultante de deux
accélérations dil'igécs I'une suivant la tangente a la trajectoire du
point M et U'autre suivant la normale. Ces comfosantes tongen -
tielle el normule onl pour mesure :

, ds , .
— o ——cosw et ——sinw.,

dt, dt
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I1 résulte de la que 1'accélération du point M a respectivement
pour pl'ojecti()n sur MT et sur MI :

s , .
a’r—a ——cosw; or-ao sin w.

ds

dt dt

Liew des points du plan mobile dont Uaccélération tangentielle

est nulle & nn instant donné. — D’aprés le caleul précédent la

composante tangentielle de I'accélération d'un point du plan mo-
. . ds

bile de coordonnées r el w a pour mesure o”r— o' —— cos w. Les

dt

coordonnéesdes points cherchés sontdoncdéfinies parlacondition :

7

or — o cos w =0.

ds
dt
On déduit de la
o/ ds
r— ————Ccos w.

o’ dt

. ds .
A un instant donné «',2” et —— sont des constantes, ’équation

dt

du lieu est donc de la {forme Y

r=Acos w.

C’est un cerele passant par Lorigine I et
tangent a axe des y qui est la normale en I K
1 1a b (i 35 )
a la base (fig. 35).

G

Liew des points die plan mobide dont Uacce-

leration normale est nulle ¢ un instant donné.

[}
o

Fig.

— Comme I'accélération normale d’un point
de coordonnéesr, w, (Porigine étantle centre instantané de rotation
ds

et I'axe polaire latangente i la base), a pour mesure a*r o - W
C

sinw, le licu des points cherchés est défini pur la condition
. ds .
a?r o' ——sin w =0,
dt

on deduit de la :

roiNcAri. Cinématigue.

Py
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Le lieu a done une équation de la forme r=DBsinw. C'est une

circonférence passant parle pointI ettangente al'axe Ix (fig. 33).

Point d'accélération nulle. — Les deux circonlérences que 'on
vient d'obtenir se coupant au point I se coupent en un second
point K. Comme ce point n’a ni accélération tungcntielle ni accé-
lération normale il a une aceélération nulle.

Cercle des inflexions. — L’accélération normale d'un point P

'Vvi
du plan mobile a pour expression —.
Si P appartient & la circonlérence lieu des points d'accéléra-
i ]
:0_

) gy ,
Lorsque P ne coincide pas avee I, V est différent de zéro par

tion normale nulle on a

suite p est infini. Kn P la trajectoire du point ayant un rayon
de courbure infini présente un point d’inflexion. Cette propriété
a fait donner au cercle considéré le nom de cercle des inflexions
a I'instant t. La circonférence des inflexions sera placée
au-dessous de la tangente Ix si 2’ est positif, elle est placée

au-dessus si o est négutil‘_ Son diamétre IG a pour mesure

1 ds . . ds
——— ou ce qui revient au méme ——.

o dt da.

Construction du centre de conrbure en un point de la trajec-
toire de M. — Soit T (fig. 36) le centre instantané de rotation
I'instant t, Ix la tangente a la base, Ty la normale, 1G le cercle
des inflexions et M la position du point mobile considéré. Le
rayon vecteur MI prolongé rencontre la circonflérence en un
point D. Soit C le centre de courbure relatif a la trajectoire du
point M, on a

ds

IG =

ds .
, done 1D =—=——sinw.
da da

Posous 2=DMC et soit V la vitesse du point M & l'instant t.
72

el

L’accélération normale de M a pour mesure d’une part

, , ,ds . - s 10

d’autre part o?r -4 2 g sinw D’uilleurs V?=a212, on a done
d

/2.2
o2y v ,ds
= a”r 4o ——sinw,

dt

O
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9

o r ds .
€} — =4 4 sine.

On a (fig. 36) r—IM, o¢=DJIC, —(]15 sin w = 1D, donc la rela
da

tion (1) peut s’écrire :

™
e — M ID =D

En résumé le point C est déterminé par la relation :

9
IM — MC.MD.,

Sa construction exige la connaissance du point G diamétrale-

ment opposé du cealre instan-

tané I sur la circonférence des

infl exions.
M

Fig. 36. Vig. 37.

Pour effectuer la construction on joint le point M (fig. 37)
au point I, on éléve en I une perpendiculaire IN sur MI, cette
perpendiculaire rencontre Ja droite MG en un point H. La
parallele a 1G menée par H coupe la droite MI au centre de
courbure C. En effet les triangles semblables MIG, MCII
donnent : '

MI MG

MG T M
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D’autre part les triang]cs semblables MIIH et MDG donnent :

MG ND
NI T NI

Des deux égalités précédentes on tire

d'ol :

MI MD

NC T oML

T2

IM™ =MC.MD.

Done le point ¢ déterminé par la construction précédente est

bien le centre de courbure cherché.

Arprications. — 1° Construction du centre de courbure relatif
& un point M d'une ellipse. — On peut considérer Pellipse

Fig. 38.

comme engendrée par le point M de la
droite AB {fig. 38) dont les extrémités
glissent sur les deux droites rectangu-
laires ox et oy. Soicnt a et b les me-
sures des segments MA, MB. Aux
poiuts A et B des trajectoires oy et ox
les rayons de courbure sont infinis,
donc ces points appartiennent a la cir-
conférence des inflexions. Comme celle-
¢l passe par le centre instantané I de
rotation elle est déterminée et le point G
coineide avee Porigine O. Soit D Ie
pied de la perpendiculaire abaissée de O

sur IM, et P le point o IM rencontre OB. Elevons en P une per-
pendiculaire PII sur IM puis menons par I oi cette perpendicu-

laire rencontre OM unc parallele i oy; cette parallele coupe IM
en un point C qui est le centre de courbure cherché. Pour
justifier cette eonstruction il faut démontrer que 'on a :

IM® = MC.MD.,

Les triunglcs semblables MHP et MOD donnent :

MG NID
NIT T MNP
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On a d'autre part [triangles MHC et MGQ) :

MG  MQ
MIT MG
Done
MQ MD )
( e == —d 0l ] MP = MC.MD.
(1) SC = NP d’elt MQ. ML MC.MD

D’aillenrs les triangles AMI et PMB d'une part, IMB, AMQ
d’autre part, donnent :

MP  MB  MI
M MA 7 MQ

—

d’olr :
~12

D = MP.MQ

On peut done écrire en tenant compte de la relation (1) :

M —=MC. MD

Reymanque. — La construction s’applique a4 une ellipse tracée
(fig. 3g) car IM est la normale au point considéré M de cette
ellipse dont les axes sont ox et oy.

Fig. 39. Fig. 4o0.

2° Construction du centre de courbure en un point de Uenpe-
loppe d'une droite invariablement lice & la figure mobile.

Soient D et D' /fig. 40} les positions de la droite mobile aux
instants t et t - dt; I et I’ les centres instantanés correspon-
dants. Les perpendiculaires abaissées des points 1 et I’ sur les
droites D et D)’ rencontrent ces droites anx points P et P/ o
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elles touchent leur enveloppe. Le point d’interscction C des per-
pendiculaires détermine le centre de courbure demandé.

Cercle des rebroussements. — 11 est [ucile d’obtenir I'équation
du lieu des points C relatils 4 Uinstant t a toutes les droites du
plan mobile. Prenons 11" {fig. 40} comme axe des x. L.e point C

a pour coordonnées polaires :

IC=r, XIC=—ou.

~

D’ailleurs les angles ICI/, DAD’ sont égaux & la rotation infini-

ment petite da.
Le triangle ICI’ donne :

rc. 1

sinw  sinC’
done

Ty sin(u‘

re=l sin C

I'C a pour limite r, I'angle en C est égal & da et I'=ds, on
peut done écrire :
ds

r=— ——sin w.
da

Comme le cercle des inflexions a pour équation dans le méme

ds . ] . .
systéme r=— —— sin w, on voit que le¢ lieu cherché est une cir-

da

conférence symétrique de la circonférence des inflexions par rap-
port a l'axe IX. Ce lieu est appelé cercle des rebroussements.
Cette dénomination s’cxplique aisément. Si en effet Uenveloppe
d’une droite mobile présente un point de rebroussement, le ravon
de courbure étant nul pour ce point, le centre de courbure cor-
respondant coincidera avee le poinl de rebroussement lui-méme
et par suite ce point de rebroussement de 'enveloppe d'une
droite mobile appartiendra a la circonlérence lieu des centres
de courbure a 'instant considéré,

Remarque. — Pour la méme raison, si une droite mobile passe
par un point fixe, ce point appartient au cercle des rebrous-
sements.
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Arprrication. — Centre de courbure d’une conchoide de droite.
—- Soit la conchoide décrite par le point M de la droite OM
(fig. 41). Elle est définie par la condition O'M =1. Ou connait
trois points de la circonlérence des inflexions, & savoir : le centre
instantané I, le point d’inter-
section O’ de la droite mobile
OM et de la droite fixe AD, et
enfin Jle point B symétrique
de O par rapport au point I:
le"point O appartient en eflet
alacirconlérence des rebrous-
sements, et on sait que les

circonférences des inflexions

et des rebroussements sont

symétriques par rapport au Fig. 41.
point I. Le point G diamétra-

lement opposé de I sur la circonférence des inflexions est donc a
Iintersection de la perpendiculaire élevée en B sur OB et de Ia
droite fixe AD, On est ainsi ramené i la construction générale

(fig. 38).

Tutorkne. — Le lien des points d'inflexion de toutes les con-
choides engendrées par les divers points M est une parabole
semi-cubique.

En effet, siMest un point d'inflexion, le quadrilatere BIO'MG
est inscrit dans la cireonférence des inflexions (fig. 4l). On a
par suite :

(1) OM.00'=0B.0L

Désignons par x et y les coordonnées OF et MP du point M,
puis par a et w ses coordonnées polaires, on a
a sin w

00= —, Ol=a——-—, O0B=20I

cosw cos’ w

)

en sorte (ue I'équation (1) s’éerit :

2* cos® w=2ap" sin’ v,
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ou en coordonnées rectilignes x* = 2ay?, équation d’une para-
bole semi-cubique.

Construction du cercle des inflecions connaissant les centres de
courbure correspondants de la hase et de la roulette.

Soit B (fig. 42) le centre de courbure de la base et A celui de la
roulette. La tirconlérence des inflexions a son centre sur AB et

\
Fig. 42.

convenable

passe par le pointl; elle serait done déterminée sil’on connaissail
laire instanlanée a pour expression avec une convention de signe

le point G diamétralement opposé au point I. Or la vitesse angu-

dx

o ( 1 1 ) ds
dy ?+ o U
d’ol
da B 1 o 1
T ds _p_ .c"
. . ds ., ..
Comme A =7, IB=3" ¢t 1G=— ——, T'égulité¢ précédente
: ' da
devient :
1 1

Le probleme revient done i déterminer sur une droite donnée

un point G satisfaisant a la condition précédente, les trois
points [, A, B étant donnés sur la droite.

1° La roulette est une droite. — Dans ce cas (fig. 43}, le rayon de
courbure de la roulette est infini et la formule générale se réduit
.1 . . .
A TE TR donc IG= -1B, par suite le point G est symétrique

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES D'UN MOUVEMENT PL AN 57

du point B par rapport au centre instantané. Il résulte de la
que le point B, centre de conrbure de ]ab'lse, appartient au cercle
des rebroussements. -

Tout point M de la roulette déerit une courbe que 'on nomme
développante de la base, celle-ci se nomme la développée de ces

Fig. 43.

courbes. On peutdonce dire que le centre de courbure de la déve-
loppée en un point est sur le cercle des rebroussements relatif a
ce point.

Remarquons encore que la développée est le lien des centres
de courbure d’une développante.

En effet, le centre instantané de rotation est a I'interscetion de
deux normales infiniment voisines de la développante.

Cette propriété résulte encore de In relation déja établie :

T2 == MC.MD.

En effet, comme les points 1 et D (intersection de la droite MI
avec le eercle des inflexions) se confondent, 1M = MD et
par suite IM = MC.

La base est une droite. — La formule devient alors :
’1

= 1r puisque IB est infini. Comme IG —1IA le point G

b

—
-

. 44) coincide avec le centre de courbure de la roulette.

ReMarQue. — Si la roulette est une circonférence le mouve-
ment est cycloidal, Comme IA est alors constant il en est de

méme de G, par suite le point G déerit une ligne droite paral-
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lIele ala base. Le cercle des inflexions a pour diamétre le rayon
de la roulette.

3° Le mouvement est défini par le déplacement d'un segment de
longueur constante dontles extrémités s’appuient sur deuzx droites
flres.

Les points A, B, I {fig. 45) appartiennent a la circonlérence des
inflexions, comme les angles OAL et OBI sont droits, la eircon-

1 0.G B
Yig. 44%. Fig. 43.

férence des inflexions passe par le point O et a pour diametre Ol
le point O étant diamétralement opposé au point I, coincide avec
le point G. Comme la roulette est le cercle de diametre OI on
voit que la rouletie evincide avec
le cercle des inflexions. La ligue
droite étant la scule ligne dont
tous les points sont des points d'in-
flexion, les différents points de la
roulette déerivent des lignes droi-
tes passant par O.

X  On peut raisonner autrement.
Soit K fig. 46) un point de la

roulette

; comme celle-ei passe

par le point Il et que dans le mou-

Fig. 6. vement le point B se déplace sur

la droite fixe OX, le point E se

déplacera de facon que I'on ait a chaque instant are BE—=C* par

suite angle BOE sera constant et le point E se déplacera sur
la ligne fixe OT.

Deux points diamétralement opposés D et E déerivent deux

droites rectangulaires, puisque l'angle inscrit KOD intercepte
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une demi-circonlérence. Le segment DE a une longueur cons-
tante et égale & OI, donc on peut substituer au glissement de AB
sur les lignes obliques OX, OY le glissement du segment cons-
tant ED =OI sur deux droites rectangulaires OE, OD.

4° Le mouvement est défini par le déplacement d’un angle cons-
tant P dont les cétés passent par dewr points fires 4 et B,

On a établi que la base de ce mouvement est la circonférence
cireconscrite au quadrilatere PAIB (fig. 31), et la roulette le cercle
décrit de P comme ecentre avee Pl pour ravon.

Triionkne. — Toute droite de la figure mobile enveloppe une
circonférence. — SoitD {fig. 31} une droite du plan mobile, parle

point P menons une parallele & la droite D et soit C le point
ou elle rencontre la base du mouvenient. Ce point est fixe, car le
point B est fixe et 'arc BC est constant, la droite ) enveloppe
done une circonférence ayant le point C pour centre et la dis-
tance de ce point a la droite comme rayon.

Tuéorkye. — Un point quelconque du plan mobile décric un
limacon de Pascal. — Joignous le point constdéré M (fig. 47) au
point P. La droite obtenue MP rencontre la
base au point fixe C; d’autre part la distance
MP est constante puisque les points M et P
sont deux points donnés de la figure mobile.
Donce dans le mouvement la droite CM tour-
nera autour du point fixe C, le point P se ¢
déplacera sur Ja base et 'on obtiendra le licu
du point M en prolongeant la corde CP d’une
longueur constante PM, par suite le lieu du Yig. 4.
point M est un limacon de Pascal.

Construction du point G. — Remarquons d’abord que dans le
mouvement considéré le cercle des rebroussements est la base
elleeméme. En effet, toutes les droites quli passenl par le
somumet P de Pangle ont un point fixe situé sur la base ; ces
points fixes sont donc les enveloppes ou encore les centres de
courbure des enveloppes des diverses droites issues de I’ : la
base est done le cercele des rebroussements. On obtiendra le
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point (¢ en prenant le symétrique du sommet P de lzmgle pav
rapport au centre instantandé.

Revangue. — Ce résultat peut s’obtenir en utilisant la for-
mule générale

1 1
16T T

qui donne

11 12 11
I 10 0 e 1w 1e
d’ol
1G — 1P

le segment IG étant positif, doit étre porté a partir du point I
dans lc sens opposé a IP.

5° La base du mouvement est une courbe quelconque et la rou-

lette une courbe symétriquc de la base par rapport a une tangenie
(s
en un point de la base.

TatorivE. — Pendant le mouvement la base et la roulette
- restent synlétl‘iques par mppm't ala tungcnte commune.

Soient HT, 1T’ (fig 48) deux tangentes b la base B, R et I les

Fig. 48.

symétri'ques de B par rapport & IIT et & IT'; 1l faut montrer que
Von peut passer de 1 a IV par un roulement. Cette propriété
résulte de Uidentité des trois courbes B, R, R et de égalite des

deux arcs HI, II'l symétriques par rapport a la tangente I'T".

Tuiorkyr. — Les trajectoires des différents points de la figure
molbile sont semblables aux podaires de la base,
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~

En effet, soit P (fig. 49) un point fixe et Q son symétrique

dans le plan mobile par rap-
port alatangente IIT. Lorsque
la ronlette passe de R en IV,
Q va en Q' symétrique de P
par rapport a IT” puisque R

et R’ sont des courbes symé-
triques de B par rapport aux
tangentes HT et IT; or le
point K déerit la podaire de

la buse relative au point P, et
comme PQ' = 2PK, Q' décrit une courbe semhlable a cette po-
daire.

1 1
Construction du point G. — La formule — :—I—X—]L;]‘B\

1G
1A

1 2 .
é — E——— t O
donne dans ce cas — 6= IA’d oulG = 5 , donc le point G

est au milieu du ravon de courbure de la roulette.

Avruication. — Lien du sommet de la parabole roulette
{Exercice page 46).

Le point S’ (fig. 33) est symétrique du sommet S de la parabole
de base par rapport i la tangente, il déerit donc une parabole
semblable 4 la podaire du point S, c¢’est-a-dire unc cissoide.

Rexangue. — Le symétrique O’ dupied O (fig. 33) de la dircetrice
de la parabole buase décrit une strophoide puisque la podaire du
point O par rapport 4 la parabole de base est une strophoide.

Construction du centre de courbure d’une parabole.— On con-
nait [hig. 50) les deux poinis 1 et K du cercle des inflexions;
de plus, le point G doit se trouver a Pintersection de V'axe OY
et de la perpendiculaire élevée au point I sur IC, car IG étant
un diameétre du cercle des inflexions, angle IKG est droil. En
prolongeant IG d’une longueur IG' == IG, on obtient le diametre
de Ia circonférence des rebroussements; cette circonférence passe
par le point fixe . Comme on a trouvé TA = 2IG, on obtiendra
le centre de la courbure A de la rouvlette en prolongeant le seg-
ment IG d'une longuenr égale a lui-méme. De méme, on
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obtiendra B centre de courbure de la base, en prolongeant le
segment 1G’ d’une longueur égale i lui-méme.
De ce qui précede découle la construction suivanie : Soit M

|
an Y
AN
\J
“
\
\
\
AY
N
\
\
\
\
\
AN
\
A\
K S|
, AT T T TS A
OK/ -7 7 N\
- 4
y MNP ’ A\
PAPTa e \
e N/ Al
e Vi M 3
¢ of H N X
\
\
\
\
\
\ ’
G
\
N
\
' B
Fig. 3o. \\

(fig- 51) un point d'une parabole définie par sa directrice et son
foyer; on tracera Ia normale en M a la parabole, elle coupe Ia
directrice au point G, et on portera sur la normale vers U'inté-
rieur de la parabole une longueur MB = 2MG, B est le centre
de courbure cherché.

ReMarours. — 1° Comme les trizmgles MKG, MIIG sont
égaux, on peut encore diriger la'construction comme Iindique
la figure 51, c’est-i-dire joindre au foyer le point d’intersection
de la tangente en DM et de la directrice; cette ligne coupe Ia
normale en M au point G/. On déterminera ensuite le point B cn
doublant la longueur MC/.

2° 8i la base et la roulette sont deux circonférences égales, les
différents points de la figure mobile décrivent des limagons de

Pascal. En effet, les deux courbes base et roulette sont symétri-
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ques; par suite, les trajectoires des points mobiles sont sembla-
bles aux podaires de la base, et par conséquent sont des lima-
cons de Pascal.

Condition pour que la trajectoire d'un point du plan mobile
présente un point de rebroussement. — Il faut qu'en un certain
point la vitesse soit nulle sans que laccélération le soit, car

G

Fig. 51. B

alors la projection de la vitesse sur un axe quelconque change de
signe et par suite le mobile rebrousse chemin. I étant le centre
instantané de rotation i l'instant t, la vitesse du point considéré
M a pour mesure

da
1M T
Or,
da da ds
Ot ds A

done la vitesse du point M peut s’écrire

da ds

N

Au point de vue géométrique, on peul toujours supposer que
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le centre instantandé I déerit la base d’un mouvement uniforme de

. . . da .
vitesse V. La vitesse du point M a alors pour mesure IM. T Y.
ds

Pour que M soit un point de rebroussement, il est nécessaire
, . dx
que I'on a1t IN = 0 ou —— =
ds
Dans le premier cas M coincide avee le centre instantané, ce
qui a lieu successivement pour les divers points de la roulette;
la tangente de rebroussement est d’ailleurs normale it la base.
da 1 1 doit
—_———— ——do1
(lS I(r y J(x
¢tre nul, ce qui impose la condition ITA =1B. Ce résultat montre

Dans le deuxicme cas, comme on sait que

que le centre de courbure de la roulctte coincide avece celui de la
base, en d’autres termes la ronlette et la base sont alors oscula-
trices. Pour cette position de la rouletie et de la base, les trajee-
toires de la figure mobile présentent simultanément un point de
rebroussement.

Distinction des points de rebroussement de premicre et de
deuzieme espéce. — Calculons le rayon de courbure correspon-
dant au point M a 'instant t. On a

MT? M1
Me—= o M
MD 1D — M1
Or ;
1D =IG cos w,
donc :
NG Ak )
ME " 1G cos o—MI
Lorsque la condition (—l— =0 est satisfaite, IG est infini; par
ds

suite MC = 0. On a donc en général des points de rebrousse-

o]

|a

ment de premiere espece. Cependant, si « = —, lorsque 1G

5

w

L

devient infini le produit IG. cos w est indéterminé; dans ce cas,
le point M appartient a la tangente IT et le rayon de courbure
est fini, ce qui prouve que le rebroussement est de deuxieme
espece.

FxexrLe. — La roulette étant une droite, elle deviendra oscu-
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latrice & la base si elle peut devenir une tangente d’inflexion;
MC est alors indéterminé et la trajectoire d’un point M de la rou-
lette présente un point de rebroussement de deuxiéme espéce.

En général, si la base et la roulette deviennent osculatrices,
toutes les trajectoires ont des rebroussements de premiere espece,
2 exception des trajectoires des points de la tangente commune
a la base et i la roulette qui ont des rebroussements de deuxieme
espece.

MOUVEMENT ¥PICYCLOIDAL

Dans le mouvement épicycloidal la base et la roulelle sont des
circonlérences. On appelle épicycloide la trajectoire d'un point
quelconque du plan mobile : selon que le point est a l'intérieur
de la roulette, sur la roulette ou a Pextéricur, ’épicycloide est
dite raccourcie, ordinaire ou allongée.

Expression des coordonnées d'un point de I'épicyclotde. — Soit B
(ig. 52) le centre de la base, A le -
centre de la rouletie, M le point

considéré, Ile point de contact de s 1\Ridad
la base et de la roulette, et AP Ie D
rayon delaroulette qui passe parle &
point M. Prenons comme axe desy @ A

2l

le rayon BQ de la base, le poinl Q N\

étant choisi de fagon que arc 1Q B
=—arc [P. L’axe des x est le dia-

metre perpendiculaire a BQ. Po-

sons BQ=R, AP=r, QBA =3,
PAT:==10 et AM=0p.

En projetant le contour BAM sur les axes, on irouve comnie

Fig. 5a.

expression des coordonnées x et y du point M :

x=QR +r)singo—psin {4 9

i

g cos (8- =).

y=(R—4r1)cos

D’ailleurs la condition de roulement, arc IP == arc 1Q, est
exprimée par : rf —— Ro. En posant R 4+ r = ar, cette condi-
tion devient :

§ -+ g =—=uas,

pUINCARE, Cinémutique. 5
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et les coordonnées x et y prennent la forme :

X=ar sin ¢ — 2 sin &3

y = ¢ar cos ’.r" 4 cos d.(?

I.’épicycloide, lieu du point M, est raccourcie ordinaire ou
allongée selon que 'on a

g<r, g=r, g>r.

Condition pour q{le Pépicycloide présente des points de rebrous-
sement. — D’aprés ce qui précede (p. 63) la trajectoire présen-
tera un point de rebroussement lorsque le point M coincidera avec
le centre instantané. Cette coincidence n’est possible que pourles
points de la roulette, done les épicycloides ordinaires présentent
scules des points de rebroussement.

. Condition pour que V'épicycloide présente des points d’inflexion.
— Le diametre 1G (fig. 53) du cercle des inflexions (p. 50) est
donné par la formule
1

6 TA T

1 1
I 1A

done

Rr

G =-—.
R+4r

La trajectoire du point M présentera un point d’inflexion lorsque

Mr-P-—>A

Fig. 53. Yig. 54.

M viendra sur la circonférence de rayon 1G, ce qui-exige que
satislasse aux inégalités suivantes : AG<Cp <Cr.
Comme p doit &tre plus petit que r, les épicyeloides raccour-

cies présentent seules des points d’inflexion.
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Tangentes & I’épicycloide menées par le centre B de la base. —
Soit BM (fig. 54) une tangente a la courbe, M le point de contact,
comme | est le centre instantané de rotation, 1M est une normale et
par conséquent le point M est sur la circonférence de diameire BI;
cette condition exige ue U'on ait :

r=p= R+

On ne peut donc pas mener de B des tangeutes a I'épicycloide
raccourcie.

De l'analyse précédente il résulte que I'épicycloide peut pré-
senter les trois {ormes indiquées par la figure 55.

Fig. 55.

Remaroue. — Si la rouletle est tangente intérieurement a la
base, les coordonnées x et y de la trajectoire du point M s’ex-
priment encore par les formules (1) et (2) dans lesquelles la
mesure r du rayon de la roulette est affectée du signe —.

Cas panticvriers, — Pour p =0 le point M coineide avee le
centre A de la roulette, sa lrajectoire est alors une circonférence
de rayon R - r.

Si le rayon de la roulette croit indéfiniment, celle-ci devient
une droite, et les épicycloides ordinaires deviennent des déve-
loppantes de la circonférence de base,

Si au contraire la base devient une ligne droite le mouvement
devient cycloidal. )

Lorsque la base et la roulette sont des circonlérences égales,
R =, les trajectoires des points mobiles sont des limacons de
Pascal. -
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Pourr 2_71:‘ roulette est tangente intérieurement i la
base et a pour diametre le rayon de la base, ses différents points
décrivent des diameéetres de la base, les autres points du plan

mobile décrivent des ellipses.

Pour r = —2R, cas du mouvement d'un angle de grandeur
constante dont les cdiés passent par deux poinls fixes (p. 44) les
trajectoires sont des limagons de Pascal.,

Construction du rayon de courbure en un point de 1'épicycloide.
M — Démontrons d’abord le théoréeme
de Savary.

Tuiorkme. — Si, par un point fixe |
(fig. 56) pris a U'intérieur d’'un angle
MHB, on meéne unec sécante variable,
rencontrant les c¢otés de I'angle en P
etenQon a:

1 1y 1 .
(WJVW) e O

& désignanl 'angle variable PIIIL
En effet, les triangles IIP et HHIQ donnent :

Fig. 56.

HI  sin{z+o)

(10 T T sing cotg a -+ cos a.
I sin (¢ — B) .

(2) —— =" —5in 5 cotg B —cos &
1Q sin © ’

done )

1 1 1 1
(_I?_}_TG) R T3 (cotga - cotg ).

Le second membre de cette égalité est une constante car le
segiment Hl et les angles « et B sont des constantes.

Construction du centre de courbure.

Soient A et B (fig. 57),
les centres de courbure de la rouleite et de la base, I le centre
instantané, M un point quelconque du plan mobile et 1G le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MOUVEMENT EPICYCLOIDAL g

diameétre de la circonlérence des inflexions déterminé par la
relation :
1 1 1

G- 18 TR

Tracons la normale 1M et élevons en I Ia perpendiculaire sur IM;
elle rencontre MA aun point 1. Joignons le

point H au point B; la ligne obtenue ren- el

contre la normale en un point C qui est le \'\:&A

centre de courbure cherché, \\%?\G T -
Désignons par D la projection du point G L \\F),/, .

sur la normale, et par w l'angle BGD; le /,C'\\/IVD

point C sera centre de courbure si l’on mon- 7 \

tre que la relation (I)LT’ = MC. MD est '

satisfaite (p. 51). Transformons d’abord la \

condition (I} de maniére a y faire figurer les B

rayons IA et IB. Pour cela remplagons MC L

et MD par leurs valenrs MI4-1C et MI—1ID Fig. 5z.

puis divisons par le produit IC. IM. ID, on obtient alors :

1 1 1

S R TR
Or le triangle rectangle IDG donne ID = IG sin w, done
i /1 1 1
D (I—\+ﬁ> sin
ainsi le p()int C sera centre de courbure si 'on a :
1 1 1 1 1
T~ sme (TK+E>'

En appliquant la remarque de Savary aux transversales MDIC

et ATDB de I'angle MIIB on a

/ 1 1 1.
(2) W+ 1C =10 (cotg a -} cotg 3)
car 'angle 5 étant droit, sin s =1 et .
| 1 1 1
@) (rx 18 sie =Ty (eotg ot 8-
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Les égalilés (2) et (3) donnent :

1 1 1 1 1
1(—+T\—I T sinw <‘I_\ +ﬁ3_>’
par suite le point C construit comme il a été indiqué est bien
un centre de courbure.

Cas de I'épicycloide ordinaire. — Dans le cas de 'épicycloide
ordinaire le point M (fig. 58) étant sur la roulette le point H se
K trouve a U'extrémité du diametre (ui passe
par M; par conséquent il suflira pour obteniv
le centre de courbure C de joindre le centre
de la buse au point de la roulette diamétra-
lement opposé a M, la normale IM coupe
cette ligne en C.

ProsLime. — Démontrer 1° que le lieu du
point C est une épicycloide ordinaire, 2°que

est constant.

le rapport NI

Prolongeons BA jusqu’en K (fig. 58}, puis
tracons les lignes KH et HI. Comme les angles KIII et HIM sont
droits, HM et KI étant deux diametres de la roulette, les deux
droites KII et IC sont paralleles, par suite les triangles HBK
et CBI sont semblables et donnent :

BC BI R

—e— — 00U

BH BK R4 2r

Fig. 38.

Le point C décrit donc une courbe semblable a la trajectoire du
point H, ¢’est-a-dire une épicycloide ordinaire.
Les deux tl‘ianglcs HBK et CBI donnent encore :
BI 1C 1C
BK~ 0K Ty
Done,
1C R

I R+ 2r
et par suite

MC  2(R—+r)

M RF2rC
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(Cas PARTICULIERS. — On a
MC  2(R—4-r)
MI — R+2r

Lorsque r tend vers linfini (développante de cercle) le rapport
MC .
——— tend vers 1, done le centre de courbure est au centre ins-

MI

tantané de rotation.

MI
On obtiendra donc le centre de courbure en prolongeant MI
d’'une longueur égale a MI.

9

L.

Dans le mouvement cycloidal R est infini et par suite

Sir = —710 point C est rejeté a l'infini car le rapport I;\II(I:
est infini; I'épicycloide se réduit a une droite.
) B
Pour la cardioide R = r, donc \—Il(;—:—é On prolongera

MI d’une longueur égale au tiers de sa valeur pour déter-
miner le centre de courbure C.

. MC
Sir=—2 R,W:?,

les trajectoires sont alors des lima-

cons de Pascal.

Enveloppes de diverses courbes de la figure mobile (Mounvement
épicycloidal).

1% La conrbe est un diameire de la
roulette. — Soit AP (fig. 59) le dia-

métre considéré ; il touche son enve-

loppe au pied M de la perpendiculaire
abaissée de I sur AP. Le point M ap-
partient donc a la circonférence de
diameétre Al. En désignant par § 'an-
gle JAP, on a :

arc IP =18, arclIM =—;~><29= fr,

) B
d’olt arc IP = arc IM = arc 1Q, donc Fig. 59.

on peut considérer la trajectoire de M
comme engendrée par M dans le roulement de la circonférence
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de diamétre Al sur la base, par suite la trajectoire du point M
c’est-a-dire U'enveloppe du diamétre AP est une épicycloide.

2° La courbe est une développante de cercle.
— L’enveloppe d’une développante de cercle de
centre A est une autre développante de cercle.

En effet, menons une tangente IP {fig. 60) a
un cercle de rayon AK concentrique a la rou-
lette et dont on envisage ume développante.
Comme IP est tangente i la développée, 1P est
normale en M & Ja développante mobile, elle

sera donc aussi normale a 'enveloppe cherchée.
Fig. 6o. De plus la perpendiculaire BQ abaissée de B sur
la ligne PI prolongée est constante : les deux

triangles semblables AIP et BIQ donnent en effet :

BQ BI ., . e,
W_H,dou BQ = c*¥;

donc les normales aux différents points de I'enveloppe d’une
développante sont tangentes a une
circonlérence fixe, par suite cette
enveloppe est une développante de
cercle.

Calcul de la longueur d'un arc
d’épicycloide ordinaire. — Désignons
par V la vitesse du point M (fig. 61)
sur sa trajectoire. L’élément d’arc a
alors pour expression ds=— Vdt; or
le point M peut étre considéré comme

Fig. 61. tournant autour du point I avee la

vitesse angulaire w, done V=IM.w.

Comme la droite mobile AM fuil avec la droite fixe By 'angle
B 4- %, la vitesse angulaire w a pour expression

_ d{i4-)
- dt

done

ds = IM () 4 d5).
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D’ailleurs
. b
IM = 2rsin R
par suite

ds == 2rsin %— (dfi + d2).

De la condition de roulement 1 = R, on tire

T

dp =df o

d’ol1 enfin

ds =2r (l +%> sin '% ds.

Entre deux points de rebroussement consécutifs § varie de 2w,
Tarc qui sépare les deux points a donc pour longueur

s:.[-’:Qr' (1 —+—%> sin%d'i.

L’intégrale indéfinie étaut

y 6
— 4 (1L =
r ( -+ R> cos 3
on a
s—8r (1 —|——;T>
Cas parTicuriers. — Pour la eyeloide R est infini, donc s =38r.

L’arc de cycloide limité par deux points de rebroussement con-
sécutifs a done une longueur égule a huit fois le rayon du cercle
générateur. L’arc correspondant de la cardioide est égal a 16r,
car dans ce cas R =rr.
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CHAPITRE III

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE INVARIABLE

On appelle corps solide invariable un corps tel que la distance
de deux quelconques de ses points reste constaule.
SiM et M, (fig. 63) sont deux points du corps solide de coor-

données x, ¥, z; X,, ¥,, 2, on a par définition :
§ 2 . ey 2
(1 (x —x) 4= (y — vy +{z—z,) ="

En différenciant cette relation, il vient :

dx dx
) E(X_xl) (W——d{‘) —0.

dx X, . - .
et — mesurent les vitesses des projections des points M

da dt

et M, sur l'axe des x.

Les relations telles que (2) étendues a tous les points du sys-
teme expriment que le mouvement est compatible avee I'invaria-
bilité du corps solide.

COMPOSITION DES MOUVEMENTS

Soient p et p’ deux mouvements possibles du corps solide.
Désignons par X, Y, Z et X/, Y/, Z/ les composantes de la vitesse
d'un point M dans les deux mouvements. On dit que le corps
solide est animé du mouvement résultant de w et @’ lorsque les
composantes de la vitesse du point M ont pour expression :

N=X+X; Y=YLY; Z'=Z4+7.
Pour un sccond point M, on aurait de méme :

XY= X, X Y=Y, Y W =T+
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Montrons que le mouvement ainsi défini est compatible avec
I'invariabilité du corps solide. Les mouvements wu et w étant
supposés possibles, on a d'apres (2) :

Z(x— x'> (1\ }‘1) =0

S (x —x,) (X' — X]) =0,

En ajoutant ces égalités membre & membre, il vient :

' ® (x—x,) (X X) — (X, + X[} = 0
ou

% (x—x,) (X —X[)=0.

Cette derniére équation étendue aux divers points du systeme est
la condition de possibilité du mouvement résultant.

Mouvement de translation. — Un solide est animé d’'un mou-
vement de translation lorsque les vitesses de tous ses points sont
a chaque instant égales et paralleles. Les projections X, Y, Z de
Ia vitesse sont alors indépendantes des coordonnées du point
considéré. On peut donc écrire :

X —

C.

a, Y=b, Z=

Ce mouvement satisfait aux conditions de possibilité, car les
différences X — X, Y —Y,, Z —Z, sont nulles,

Mouvement de rotation. — Un solide est animé d'un mouve-
ment de rotation lorsque tous les points d'une certaine droite
invariablement liée au corps restent fixes. Cette droite est
appelée axe de rotation.

E.rpression des composantes dela vitesse d’un point.— Prenons
Paxe de rotation comme axe des z et pour axe des x et des y deux
droites rectangulaires menées perpendiculairement i oz au pointo
(fig. 62).

En désignant par w et w’ les angles que font les plans déter-
minés par oz et M, oz et M’ avec le plan xoz, on a:

X==rcosw; Y=—rSsinw; z=z;

et
! [y !
X=1cosw'; y=r'sinw; =z
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r et ¥ mesurent les distances MB et M'B’ des points M et M &
I'axe oz.
Comme le tétracdre MBB/M’ doit étre invariable, OB est con-

stant, par suite —dl—I; == 0. De méme B et angle diedre d’ardte
«

BB’ sont constants, done
2

dr L dw dw’
_— e ———— e —
dt dt dt
w . — .
La constante q = g S¢ nomme la vitesse angulaire de rotation

du systéme. Les composantes de la vitesse sont :

—_— dx R g <- —
X==—-=—r(sinw=—qy.
, dy
Y = = r( cOs w = (X.
, dz
Z—— 7(1(——0-

La vitesse d’un point quelconque M est donc perpendiculaire
au plan déterminé par ce point et laxe de rotation, elle a pour

dw ) . c s
mesure P'T’ r étant la distance du point a 'axe.

Tutorkme. — S1 4 un instant donné deux 'points B et B’ de
I'axe des z ont une vitesse nulle, la vitesse d’un point quelconque
du corps solide est la méme que dans un mouvement de rotation
auntour de oz.

En effet, soient x, y, z les coordonnées d’un point quelconque
M; X, Y, Z les composantes de sa vitesse. Les points B et B’ ont
respectivement pour coordonnées o, 0, z,; 0, 0, z/,.

Les conditions d'invariabilité du systéme sont :
xX~4-yY 4+ (z—2z) £=0
xX 4 yY (2 — z)z ==0.
Ces relations sont simultanément satisfaites si 'on a :

(1) xX4+yY=0 et Z=0.
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I’équation (1) est vérifiée par les valeurs X =—qv et Y = -+ qx;
q étant une constante. Cette constante est la méme pour tous les
points du corps. Supposons en effet qu’elle ait pour valeur ¢
pour le point M et q' pour le point M, on aurait d’apres les con-
ditions d'invariabilité,

— (x—=x){qy—q¥) 4+ (y = ¥) (qx—q) = 0.
Cette relation exige que l'on ait q == ¢'. Donc le corps solide

peut bien étre considéré comme animé d’'un mouvement de rota-
tion instantané autour de BB’.

A
1
My 1
[} I [V
: : /{» —————— X"
Lo
0 J' | tJL X
| T t—>
X Loy L/
| m : '
m’ 3
Y m ",
Fig. 62. Fig. 63.

Expression des composantes de la vitesse, l'axe oz élant paral-
léle @ Uaxe de rotation. — Soient X == x,, Y =Y, les équations
de I'axe de rotation o'z’ {fig. 63). En prenant pour axes o'z, o'y,
o'x/, on a:

dx’ ’ dyl I
a 1y aw I
En passant aux axes ox, oy, 0z, on a :
X =x—x, Y=y—y, #Z=z—z,
par suite
dx 3
I = 4=y =X,
dv . .
—HM{:_{_ q (X—-XU) =1
dz
Tt— = 0 —_— Z. P
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Représentation des translations et des rotations par des gran-
deurs géométriques. — 1° Translation. — Dans la translation,
tous les points du corps ont des vitesses égules et paralleles, il
est donc naturel de 1’ep1‘ésentcr un tel mouvement par un segment
de droite égal, parallele et de méme sens que cette vitesse com-
mune. Ce segment peut étre déplacé parallement & lui-méme
sans cesser de représenter la méme translation.

2° Rotation. — Soit OD (fig. 64) l'axe de rotation, q la vitesse
angulaire. On représente le mouvement par un segment OB de
D I"axe ayant pour mesure ¢, et on Uaffecte d’un
B B sens fixé par la convention suivante : un oh-
servateur ayant les pieds en O et la téte du
coté de la fleche & marquer doit voir le mou-
vement du corps s'effectuer dans le sens di-
‘W rect, c’est-i-dire dans le sens de marche des
Fig. 6. aiguilles d’'une montre ou encore de sa gauche
vers sa droite. On peut transporter le segment
OB le long de 'axe, mais on ne peut pas le déplacer parallele-
ment a lui-méme et 'amener en OB, car O,B, représente une
rotation s’effectuant autour de O, B, et non autour de OB.

Composition des translations. Soient deux mouvements de

translation représentés par OT et o1’ (ﬁg. G5). Un point M par-

—>p V!

T Fig. 65. v

ticipant a la translation OT est animé d’une vitesse MV égale et
parallele & OT. La translation O'T” lui imprime une vitesse égale
et parallele a OT’, donc le mouvement résultant donnera par
définition au poiut M une vitesse égale a MY", somme géomé-
trique des deux vitesses MV et MV'. Le mouvement résultant de
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deux translations est dunc une translation représentée par la
diagonale du parallélogramme construit

. . gA
sur les segments représentatifs OT et

OT’ des translutions composantes.

Composition des rotations. — 1" Les
deur ares sont paralléeles. — Prenons
pour axe des z une parallele ala direc-

tion commune des axes de rotation OB o o o

et O'B’ des rotations composantes .
. . Fig. 66.

(fig. 66). Soient x = x,, y =7¥,; X=

X/, y=1y,, les équations de OB et O'B’. On a d’ailleurs OB=
et O'B’ = (/. Les compnsantes des vitesses dues aux rotations
OB, O0'B’ sont respectivement :

X=—qy—y); Y=qx—x); Z=0.
N=—q (y—vo; Y=q (x—xg5; 4=0.

Les composantes de la vitesse dans le mouvement résultant sont
done par définition :

X=—q(y —¥o) — 4 (y — o)

Y = q (X - X(]) -+ (l/ (X - Xé) .

77—,
En posant
o Tax gyt gy
Xe =75 Yo ———" " 7
q—+q q—+q
on peut écrire ;
N=—(+d)yr—wh Y=a+q)x—x); 72"=0.

Ces résultuts montrent que le mouvement résultant de deux
rotations paralléles de vitesses angulaires ( et ¢ est une rota-
tion parallele de vitesse angulaire q -+ q' s’effectuant autour
d’un axe ayant pour équations

R S . SR e P
qtq q+q

Le point O” de coordonnées x,”, y,” divise le segment déterminé
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par les points O et O’ de coordonnées x,, y,; %/, ¥, en deux
070 ! .
segments tels que ———- = q—; donc pour trouver la rotation
00’
résultante en position, grandeur et sens, on opérera comme s’il
s’agissait de composer deux forces paralleles représentées par les

rotations paralléles données.

Cas partrcvLiEr. — Pour ¢ = — ¢, I'axe des z coincidant de

- plusavec OB et OX avec O0’,ona:

0 N/—=0, Y'—— q-‘&(; et 77 - (.
'

0 Ces composantes étant conslantes,

le solide est animé d’'un mouve-

B ment de translation. Ainsi deux

Fig. 65.
rotations égales et contraires se

composent en une translation perpendiculaire au plan du couple
des rotations OB, O'B’ {fig. 67) et dont la grandeur est égale au
produit de la vitesse augulaire de rotation par la distance des
deux axes. Le sens est fixé par le signe de Y,

Composition d’une rotation OR et d’une translation OT perpen-
diculaire 4 la rotation- — Par OR (fig. 68) menons un plan per-
pendiculaire’a OT et considérons dans ce plan le couple de rota-
tion (OR/, O"R”), OR = OR’ = O"R”. Soit de plus 00" = -8—11{

En composant les rotations OR’,

O”R” ou obtient d’aprés le para-

graphe précédent une translation

dirigée suivant OT perpendiculai-
> rement au plan du couple et égale
a OR >< 007 : ¢’est done QT.

En remplacant OT par le couple
de rotation OR’, O"R”, ce qui est
possible, et remarquant que les
) rotations O} et ORR égules et con-
Fig. 68. A . , . . ’

traires se détruisent, on voit (uune

N
<
-

< -
=

_rotation OR <t une translation perpendiculaire OT se composent
en une rotation unique O"R” qui est la rotation OR déplacée

parallelement a elle-méme de Q0.
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Composition de deux rotations concourantes OR, OR. — Le
mouvement résultant de deux rotations s’effectuant autour de
deux axes concourants est une rotation représentée par la diago-
nale OR” (fig. 69) du parallélogramme construit sur OR et OR'.
Pour établir cette propriété, il sulfit de montrer que deux points
de la diagonale OR” ont des vitesses nulles et ¢u'un point quel-
conque du corps a une vitesse angu- ,
laire égale &t OR”. ML

Et d'ubord le point O a une vitesse
nulle comme appartenant aux deux
axes de rotation OR et OR’. Le
point R” a aussi une vitesse nulle :
cn effet les vitesses du point R, con-
sidéré successivement comme animé
des rotations OR et OR/, sont per-
pendiculaires au plan ROR’ et oppo- ¢ ¥ig. 6o.
sées ; elles sont de plus égales, car
les produits OR >< R"M et OR’ >< R”M’ qui les expriment four-
nissent tous deux 'aire du parallélogramme R"ROR’.

Etablissons maintenant qu’un point quelconque du systeme
a une vitesse angulaire égale i OR”. Considérons le point R, la
vitesse due a la rotation R’ est nulle, la vitesse résultante se
réduit done 2 OR. R'M”, elle a méme mesure que la surface du
parullélugrammé de cotés OR, OIV. Or, cette surface peut s’ex-
primer par le produit OR”.R'P, P étant la projection du point I/
sur la diagonale, done OR” est bien la vitesse angulaire du mou-
vement résultant.

Les rotations concourantes se composent comme les forces
concourantes.

Expression des composantes de la vitesse d’un point, I’'axe de
rotation passant par l'origine. — Soientw = OR (fig. 70) la vitesse
angulaire de rotation et o, 3, y les cosinus dirccteurs (e
Iaxe OR. Les composantes de cette rotation sont :

sur Ox, wa=—n

sur Oy, w3=p

sur Oz, wy=(.

proINCARE. Cinématique. 6
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Ces trois rotations 1, Ps 1> Peuvent remplacer la rotation OR.

Fig. ro.

l.es composantes des vitesses dues i ces diverses rotations sont :

pour qf, X=—qy, Y=qx, Z=0,
pourn, X=0, Y=——nz, Z=—ny
pour p, X=pz, Y=0, Z=—px.

I.es composantes de la rotation résultante OR sont par suile :
X=pz—qy; Y=qx—npz; Z=ny—px.

Resarqoue. — Tous ces résultats sont a4 rapprocher de ceux
établis en statique dans ’étude de la composition des forces et
des moments.

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D’UN POINT FIXE

Préliminaires.

Soit O le point fixe (fig. 71), ox, oy, oz,
trois axes rectangulaires fixes, et 0z, Oy, O7 trois axes rectangu-
laires invariablement liés au solide. Désignons par a;, 3, ¥, ; ,,
3 Va5 %5 B 7, les cosinus directeurs des demi-droites O, Ox,
0%, rapportés aux axes fixes. Les coordonnées x, y, z d'un
point M par rapport aux axes fixes sont des fonctions du temps.
Les formules de transformation de coordonnées dans lespace

permettent d’écrire :
x = o 4 a4 2,
= 315 -+ ‘(327‘1 -+ lg.sc
z=7,8 Y 4 7L
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Le mouvement le plus simple que puisse prendre le corps est
un mouvement de rotation autour d'un axe passant par le point
fixe ¢ui est ici lorigine 0.

En désignaut par n, p, qles composantes de la rotation sui-

/ M

Fig. 71,

vant ox, oy, oz, les composantes de la vitesse du point M ont pour
expression :

X=pz—qy; Y=qx —nz; Z=ny—px.

Dans le cas le plus général un point quelconque M du corps
restant & une distance constante du point fixe O, décrit une tra.
jectoire tracée sur une sphére de
centre O et de rayon OM. En d’autres
termes les trajectoires de tlous les
poinis du solide sont des courbes
sphériques.

S

L’étude du mouvement du corps
peut étre ramenée a I'étude du mou-
vement d’une courbe sphérique sur
une sphere. ’
Si on coupe en effet le corps par
une sphere ayant son centre au § F].;;. .
point O on obtiendra une section S
(fig. 72) qui restera sur la sphére tracée et dont la position déter-
mine celle du corps.
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~ TatoriMeE. — A un instant quelconque la vitesse des divers
points du solide est la méme que si ce corps tournait, a cet ins-
tant, autour d'un axe passant par le point fixe auquel on donne
le nom d’axe instantané de rotation.

1° Démonstration géométrique. — Soient P et P’ (fig. 73) deux
positions quelconques de la courbe sphérique S; on peut toujours
passer de P & P’ par une rotation convenablement choisie. En effet,
soient A, B, C trois points de P qui viennent en A’,B',(, lorsque
P vient en P/, En joignant ces points par des arcs de grand
cercle on obtient deux triangles sphériques égaux. Par AA’ d'une

C

/
(V74

part et BB’ d’autre part, faisons passer des ares de grand cercle,
puis par les milieux I et K des ares AA’" et BB’ menons des
arecs de grand cercle respectivement perpendiculaires 4 AA’
et BB’. Soit I leur point d'intersection. Le point I est équidis-
tant des points A et A’ d'une part, et des points B et B/ d'autre
part. Tracons les arcs de grand cercle Al, A’l, BI, B'l; on a
arc IA == arc IA/, arc IB = arc IB'. Les triangles sphériques AIB,

A'IB” sont donc égaux comme ayant leurs trois cotés égaux, par
suite, angle AIB =—angle A’IB. En ajoutant auxangles égaux AIB,
A'IB’le méme angle A'IB on obtient les angles égaux AIA’, BIB',
Joignons le point [ au centre O de la sphére et faisons tourner la
figure P autour de la droite obtenue OI d’'un angle égal a ATA' le
point A vient alors en A’ et le point B en B’, Le sommet C vient
aussi en C'. En elfct, supposons qu’il vienne en C” les deux
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triangles sphériques A'B'C”, A'B'C’ sont égaux, ont un cbté com-
mun et les sommets sont rangés dans le méme ordre si on con-
tourne les triangles dans un sens donné, donc ils coincident.

La rotation eflectuée autour de OI a donc amené tous les points
de la figure sphérique de la position P a la position P, La posi-
tion de OI dépend des positions P et P/ considérées. Si ces deux
positions sont infiniment voisines, Ol est I'axe instantané de ro-
tation 4 l'instant considéré ; le point I se nomme pédle de la
rotation,

2° Démonstration analylique. — Le théoréme sera démontré
sl on établit qu'a un instant quelconque les composantes de la
vitesse d'un point quelconque M peuvent s’écrire :

X =pz—qy
Y =qx— nz
Z =ny—px

Des formules de transformation (p. 82) on tire :

¢ dx ! 7
}\:m—z 0§ - afr ~+ ol

4 Y= = B B G
L= =T1E+ 4k

Comme d’ailleurs la distance OM est constante, on a :

Xyt 4 2=,

par suite

dx 'd_y dz -0
dt f}—d_t_—*-z at =~

Cette égalité peut encore s’écrire :
(2) X+ yY 4 2zZ = 0.

Supposons les axes mobiles choisis de telle sorte qu'ils coinci-
dent avec les axes fixes a I'instant considéré, on aura alors :

x=§; y=n; z=§; ¢=0=v=1
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D’ailleurs la relation (2) donne
(3) XE+ Yq + 25 = 0.

Considérons le point £ =1, =0, {=0. L’égalité (3) devient
X =0; mais d’apres (1), X=a/¢-}- &', + &L, done o' =0,
On établirait de méme que §',—=0 et v,=0. Considérons main-

tenant le point E=1,7=1, {=0. Dans ce cas l'identité (3)
devient :

X4-Y =0,
Or, onaen tenant compte de ce que o/, =, = v/, =0, X =4/,
Y == 3|, done
' .
Ug==— 31 ==

Pour £==1,r =0, {=1o0on a: X+Z=20, dou:
2 == — = p.

Enfin pour §=0,7=1,%=1 on a Y-+ Z=0, par suite
Yi=—0=n.

En portant les valeurs trouvées pour o', o, oy; B, B, B;;
Yo Y Vs dans les relations (1) il vient :

X=pl—qn; Y=qf—nl; Z=nn—pt.

Comme les valeurs de §, «n, 5 sont les mémes que celles de
X, ¥, z a U'instant considéré puisque les axes mobiles coincident
avec les axes fixes, on a:

X=pz —qy; Y =px — nz; z =ny — px

Donc la vitesse du point M & l'instant considéré est identique
a celle que prendrait ce point si le corps tournait autour d’un
axe passant par O et tel que le segment représentatif de la rota-
tion porté sur cet axe ait pour projection n, p, q, sur les axes
fixes.

Définitions. Roulement et glissement. — Counsidérons deux

courbes sphériques : I'une B (fig. 74) fixe, Vautre R mobile sur
la sphere, invariable et constamment tangente & B. Soient A un
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point fixe sur B, C un point fixe sur R et s, s’ les mesures des
arcs Al et CI, T ¢étant le point de contact des deux courbes.

On dit que R roule sur B s1
ds ds”
T T
contraire 1l y a glissement de
R sur B,

En juignant le centre O de A

on a dans le cas

Fig. 74.

la sphere aux divers points des

courbes B et R on obtient deux ednes; on dit que le cone R
roule sur le cone B lorsque la courbe R
roule sur la courbe B.

Construction de la tangente a la trajec-
toire d’un point donné. — Considérons le
point M (fig. 75) il se déplace sur une
sphere de centre O. Si I est le pole de
rotation instantané, Ol est 'axe Instan-

tané de rotation. La vitesse du point M
Fig. 5. qui est tangente a la trajectoire est per-
pendiculaire au plan MOI. L’intersection

de la spheére parce plan est un grand cercle normal ala trajectoire

de M,

REDUCTION A UN ROULEMENT DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE
AYANT UXN POINT FIXE

Tutorixme I. — Quelle ue soit la loi du mouvement d’un corps
solide autour d’un point fixe, on peut toujours le ramener au
mouvement d’une courbe sphérique invariablement liée au solide
sur une courbe sphérique fixe.

Rappelons d’abord que le lieu des points de la sphére qui
deviennent tour a tour des poles instantanés se nomment base.

Le licu des points de lu figure mobile qui deviennent succes-
sivement dc_s poles instantanés se nomme roulette.

La proposition 1 sera démontrée st 'on établit le théoreme
sulvant :
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Tutonkme. — La roulette est constamment tangente 4 la hase et
roule sur la base pendant que la figure mobile se déplace.

1 Les dewx courbes sont tangentes. — En effet, soient B [fig. 76)
la base, R la roulette, I leur point
de rencontre qui est le pdle de
rotation au temps t. Au temps
t + dt la roulette est en R/, le
point I de laroulette est venu en I,
et I’ est le nouveau pole de rota-
tion. En désignant par A et C

B'  deux points donnés de la base et

Fig. ;6.

de la roulette, et par C'la position
du point C a I'mstant t4-dt, on a

Al=35; Cl=s"; Al=s-4ds; CT1=s"+ds;
Cl,=Cl=y%"

Considérons le triangle sphérique I1I'. L’arc I1; est le dépla-
cement du pdéle instantané pendant le temps infiniment petit
dt, or la vitesse du point I est nulle, donc pendant un temps
infiniment petit du premier ordre son déplucement est du second
ordre. On a d’ailleurs

sin 11,
sin 11

1) sin]'—= sin], .

Sin 1I; est un infiniment petit du second ordre, sin II’ est du
premier et sin I est au plus égal & 1, donc le second membre de
I’égalité (1) est infiniment petit, il en est par suite de méme de
sin I’et de I’; T'angle I’ étant infiniment petit la roulette est tan-
gente ala hase.

2¢ La courbe R roule sur la courbe 3. — 11 suflit pour I'établir

ds  dy
dt T Tdt
Or dans le triangle II T on a (Lemme page 37) :

I =1 — 11 > 11,

de démontrer que ou bilen que ds = ds'.

En négligeant 11, qui est un infiniment petit du second ordre
o1 a

0=1'—T1I'=0.
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La différence II' —1;1’ devant ¢tre a la fois inlérieure ou égale
a 0 et supérieure ou égale a O est nécessairement nulle, on a
donc

II'=11, c’est-a-dire ds=ds'.

RevMarque. — En joignant le point O & la base et a la roulette
on obtient deux cones. Le cone OR roule sur le cone OB pendant
le déplacement du corps solide.

Accélération angulaire instantanée. — On appelle accélération
angulaire instantanée une grandeur géométrique OJ passant par

n dp dq
dr Tde de
n, p et q étant les composantes de la rotation R suivant les axes
fixes ox, oy, oz.

le point O et dont les projections sur les axes sont

Expression des projections de I'accélération d’un point sur les
axes fixes dans le mouvement général autour de 0. — Les projec-
tions de la vitesse d’'un point sur les axes fixes x, y, z sont :

dx dv dz
‘-(E‘:-‘PZ—(I}’; —E:qx——nz; -Tt:ny—px.

Les projections de I'accélération du point M sont donc :

d3x dp dy
I TCH Tl dt“+P dt —dg
d’y o dq ) dn dx dz
T Tk TR i T
d’z dn dp dy dx

@Y T e TP

Ces équalions montrent que 'accélération d'un point M dans
le mouvement d'un corps solide autour d’un point fixe est la
somme géométrique de deux autres accélérations ; la premibre
ayant pour projections sur les axes :

dp dq . dq dn dn dp

Ll x—_——_z: -

(1) FTIEA TR AN R (R A T

X,
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se nomme accélération due a Paccélération angulaire ; la seconde
ayant pour projections sur les axes:

dz dy dx dz dy dx
P TIGS T TR "uw T Pwm

se nomme accélération centripete.

Remarque. — Les projections de l'accélération dues i l'accé-
lération angulaire se déduisent des projections de la vitesse eny
remplagant n, p, ¢ par leurs dérivées.

Direction et intensité de l’accélération due i I'accélération angu-

laire. — En prenant l'axe oz suivant 'accélération unguhtire
on a

dp dn

_— = —— == 0

dt dt

dc . . Ly,
et —Jt[— mesure l'accélération angulaire elle-méme. Considérons un

point M (fig. 77) dans le plan des x z, pour un tel point y==0
et les projections de 'accélération (1)
sont rcspectivement H

dq

0 T

0.
L’accélération considérée est donc
parallele a oy, ¢'est-a-dire perpendicu-
laire au plan déterminé par le point M
et par I'accélération angulaire OJ. Elle
~

Fig. =-.

a d’ailleurs pour intensité x —l_tl praduit de l'accélération angu-
dt

laire par la distance du point M i celle-ci.

Direction et intensité de I'accélération centripete. — Supposons
qu'a I'instant considéré V'axe instantané coinecide avec 'nxe des z,
(fig. 78) on a alors n = p = 0 et ( est la vitesse de rotation

elle-méme. I"aisons passer le plan des xz par le point M, les
coordonnées du point M sont x, o, z et les projections de sa vilesse
ont pour expression :

dx dy ) dz

W:O; -—'t:qx; T
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Dans ces conditions les projections de I'accélération centripéte
d
sont sur ox,—(q =T ou — q’x, sur oy — o, sur oz —o.

dt

Cela montre que l'accélération Z
centripéte est paralléle a ox, ¢’est-
a-dire dirigée suivant la perpen-
diculaire MQ abaissée du point M
sur l'axe instuntané de rotalion;
elle a pour intensité q’x, c’est-i- 5 <
dire le produit de la vitesse ins- / “

tantanée de rotation par la distance Fig. 8.

du point considéré a 'axe instan-
tané. Le signe — indique que 'accélération centripete est dirigée
vers 'axe instantané.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant da a Rivals:

Tatonrkye, — L’accélération d’un point M (fig. 79) appartenant

a un corps solide mobile autour d’un point fixe O est la somme
7 géométrique de deux accéle-
’ rations : la premiére due a
R Paccélération angulaire est
J o/ égale a l'accélération angu-
SMm laire OJ multipliée parladis-
— tance MP> du 'point M a la
g droite OJ, elle est dirigée

’ suivant la droite MN perpen-

0 X diculaire au plan MOIJ; la se-

Fig. g, (:().nde est 'accélération cen-
tripete : elle est égale au
produit du carré de la rotation instantanée OR par la distance MQ
du point M a l'axe instantané, elle est dirigée suivant MQ de M

vers Q.
ReMarque. — Le théortme de Rivals permet de construire le

plan osculateur a la trajectoire du point M et le rayon de cour-
bure sphérique.
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MOUVEMENT EPICYGCLOIDAL SPHERIQUE

Cas parTicuLiers.—1° Lorsque la base et la roulette sont deux
petits cercles d'une sphére les cones OR et OB sont de révolu-
tion, et les points de la figure sphérique mobile décrivent des
trajectoires appelées épicycloides sphériques.

2° Si la roulette devient un grand cercle le cone OR se réduit
a un plan, les courbes décrites par les divers points de la figure
mobile prennent alors le nom de développantes sphériques.

Expression des composantes de la rotation instantanée dans le
mouvement épicycloidal sphérique. — I’renons pour axe des z
Vaxe du cone fixe (fig. 80), soittson demi-angle ausommet, Oll est
I'axe du cone roulant et 3 son

z R demi-angle au sommet. 1.’axe ins-

] tantané de rotation étant la géné-

Ko : ratrice commune OR aux deux

P . \ cones, est situé dans le plan ZOH

T 4 et fait les angles § et » avec OZ et

o Av ! avec OH. En désignant par w I'an-

! gle formé parles plans ZOR, 20X,

0 \\Jw : < les cosinus directeurs de OR ont
o | pour expression :

Y \\IL sin cosw, sinfl sinw, cosf.

N . -
Fig. So. 51 R est la longueur qui repré-

sente la rotation, les composantes
de celle-ci suivant les axes sont :

(1) n=Rsinfbcosw; p==Rsinbsinw; q=Rcosh.

Pour déterminer R considérons un point Il de Iaxe du cdne
mobile tel que OH=1.
Le point I a pour courdonnées :

x=sin (0 42)cosw; y=sin(l 4 4%)sinw; z=cosi-}2).

H décrit un eercle ayant pour rayon sa distance HK a l'axe

.
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des z; or K == OII sin (8§ 4 %), donc la vitesse du point II

a pour mesure sin (§ 4 %) d_htj

Comme d’autre part le point H tourne autour de OR avec la
vitesse angulaire R, sa vitesse a aussi pour mesure R. TP, lIP ¢tant
la distance du point H a I’axe instantané OR ; mais HP =—=Oll sin 3,
done la vitesse du point I a pour mesure R sin 5.

En égalant les deux expressions de la vitesse du point Il on a

R:-d—m— sin(@—}—np).

dt sin

En portant cette valeur de R dans les égalités (1) on obtient les
valeurs cherchées des compasantes n, p et q de la rotation ins~

tantanée.

dw . . .
Lorsque —— == (® la vitesse angulaire de rotation R est

dt

aussl constante.
Expression de l’accélération angulaire dans le mouvement
dw . .
épicycloidal. — Supposons que dr soil conslant, il en est de

méme de R, et I'on tire des formules (1)

dn . . do
T Rsin § SIL© —7
dp . do
T;H sin § cos w o
dq

o ="

Comme
dw sin o

o = s D)

on peut écrire,

dn . , sinwsin f
— = —sinoR2—F—— _.
dt sin {—4-%)
dp , sin 2 sin i
— —coso R* T _,
dt sin {9 4 =)

dq
A —0.
di
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La projection de OJ sur 'axe des z étant nulle, OJ est paral-
lele au plan des xy.

Comme les projections de OJ sur ox et oy sont proportion-
nelles & — sinw et a cos w l'accélération angulaire OJ est per-
pendiculaire au plan ZOII; elle a d’ailleurs pour intensité

, sinz sin §

sin (§ 4+ )

POSITION, APRES PLUSIEURS ROTATIONS SUCGCESSIVES,
D'UN SOLIDE AYANT UN POINT FIXE

Considérons un corps solide ayant un point fixe O. Soit R une
premiére rotation d’angle fini qui fait passer le corps de la posi-
tion P dans la position P et R, une scconde rotation qui [ait
passer le corps de P’ en P”.

Sion fait successivement les deux rotations le corps passera
de P'en P”.

D’aprés le théoreme d’Euler on peut passer directement de P
en P” par une seule rotation R,.

Etant données les rotations R et I}, proposons-nous de trou-
ver la rotation résultante RR,.

Remarquons d’abord que 'ordre dans lequel on prend lescom-
posantes R et R, n’est pas indifférent, il le serait pour des rota-
tions infiniment petites.

Une rotation finie est entierement délerminée parla direction
de son axe et par 'angle de rotation,

Soient a, &, ¢, les cosinus directeurs du semi axe qui représente
la rotation ct 29 'angle de rotation.

Posons :

7=cosf; u=—asinf;v=Dbsin0; g=csinf

Nous avons ainsi quatre paramétres ui définissent la rotation,
car connaissant %, u, v, p on peut calculer @, b, ¢ et § la somme
des carrés des qualre paramelres est égale a 1 :

N+ w4 et=1
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Une rotation nulle 6 =20 a pour paramétres :
=1 =0 v=0 =0

Lorsque deux rotations sont égales et de sens contraires, il sul-
fit pour passer de l'une & V'autre de changer 0 en — § : X ne
change pas, les autres parametres changent de signe.

™

Quand la rotation est de 180°, on a 20 —= =, d’oli § = 5

les

parametres sont: o, a, b, c.

Si on change les signes des quatre paramétres on ne change
pas la rotation, car si on faittourner le corps de 2§ ou de 2w —+-20
la rotation au point de vue géométrique ne change pas.

Probleme. — Etant donnés les parameétres :

IR

s &, v, ¢ de la rotation R.

hy By vy pp de larotation R,

calculer les parametres 2, v, v,, g, de la rotation R,.

Composons d’abord deux rotations de 180° autour de OA et OA’
(fig. 81

Par le point O menons OC perpendiculaire
a O\ et OA’. Démontrons que OC est l'axe de
rotation résultant,

C

Pour cela il suffit de faire voir qu’'un point
quelconque de cet axe est immobile dans la
atation résultante.

De M (fig. 82) abaissons une perpendicu-
laire OM sur A ; elle est aussi perpendiculaire
sur 0.\ puisque M est sur la droite OC. La
premiere rotation autour de OA amene Men M'symétrique de Mpar
rapportau point O. La seconde rotation raméne le point M’ en M.
Done dans Ia rotation résultante M n’'a pas bougé.

Done OC est 'axe de la rotation résultante.

Reste & trouver Uangle de rotation.

Soit > un point du plan AOA’. La premiere rotation de 180°
autour de OA améne P en P/ symétrique de P par rapporta OA ;
la scconde rotation de 180° autour de OA’ amene I en P’ symé-

-Fig. 8r.
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trique de P’ par rapport A OA’. L’angle de rotation autour de OC
est égal a POP" ou 2 AOA’.

Done la rotation résultante de deux rotations de 180° a son axe
perpendiculaire aux axes des rotations
composantes et son angle de rotation est
égal i deux fois 'angle des deux axes.

De la résulte qu'unc rotation quel-
conque peut se décomposer en deux rota-
tions de 180,

5i par exemple I'axe de rotation est OC
et Yangle de rotation 28 en menant par

un point quelconque O de OC deux droites
OA et OA’ perpendiculaire a OC et faisant entre elles 'angle §. On
obtient les axes de rotation de 180°.
Cette décomposition peut se faire d’une infinité de manieres.
Deux rotations de 180° autour du méme axe se détruisent, c’est-
a-dire qu’elles raménent le corps a sa position primitive.

‘alcul des parametres by, Uy v, 8,
Soient :
@y 3,y les cosinus directeurs de OA.
2, 3, v les cosinus directeurs de OA'.
On a :
12+@2_{_,},2:1, 1’2+B/2+Y/2:1

1°0A et OA'sont desrotations de 180°. Soient %, &, v, 5 les para-
métres de la rotation résultante ; § Pangle des deux axes de rota-
tion OA, OA’. § mesurant la demi-rotation, on a :
“==cos ¥
el par suile
J=oaa' B3 vy
on a aussl

w==a sin b,

Supposons qu’on preune sur O\ et sur OA’ deux 1011gueu1’s OA

et OA’ telles que OA = QA = 1.
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l.a surface du tl'izmgle AOA’ a pour mesure sin 0, par suite

9
pw=o2a. AON. C

a est le premier cosinus directeur de OC;
c’est aussi le cosinus de Vangle du plan des
yz avec le plan AOA’. Projetons’le triangle
AOA’surle plandes vz, il se projette en BOB’

Les coordounées de A sout o 3.
— B — ofy. A A
— Al— o Y. Fig. 81.
J— B — o B/ !

L’aire du trinnglc BORB' est égule a AOA.

2 .,
(S

[

Qs
~
A‘J)'

BOB' =AO\N. a=

l\.‘,’ —

0
ar n.!
°OR T =75 By
111
Donc ;
R e
_lJl YP

g

On écrira les valeurs de v et de g par symétrie. On trouve ainsi
les quatre ¢quations :

ho== all + 08, —+— YY/

— A e
(1) = Mz
v =~a' — a2y
i
2 _—am——@af

Résolvons ces équations par rapport a a, 3, v; pour cela multi-
plions la premiére par o, la seconde par o, la troisieme par ¥/, la
quatrieme par 3’ et ajoutons, nous avons :

- / N
e vy _}._WJ
/fﬂ — oo 4wy
=y

2) Par symétrie

6Ly

I TIT

ATuide des équations (1) formous encore la quantité
- ~ 1 Y nnpl
(3) o= w4 v3 4o

on trouve :

POINCARE. Cinématique. -
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Probleme général. O\, w, v, ) et R (A, u,, vy, 8y
les rotations données.

Décomposons R en deux rotations S et 5/ de 180°, et R, en
deux rotations également de 180° S’ et S”.

On peut choisir abitrairement I'une des deux rotations pourvu
que I'axe de eette rotation soit perpendiculaire a Uaxe de larota-
tion a décomposer.

Choisissons pour S/, et 8’ la méme rotation.

I’axe de S est perpendiculaire au plan des deux axes
donnés.

On a ainsit R =- résultante de S et §’. Ce que l'on écrit
R—=8S¢5.
De méme
R,=75.5"
Alors

R,=R,R=85.5.5.5".

Mais lorsqu’on fait deux fois une rotation de 180° autour d’un
méme axe, ces deux rotations se détruisent, les deux rotations &’
se détruisent done et il reste :

R,—S.5".

Soient «, 3, v les cosinus directeurs de I’'axe de rotation S,
2, By ¥ ceux de 8.
FEt 2, w, v, p les paramétres qui définissent R.
On a entre ces quantités les relations [2) et (3) écrites ci-dessus.
Soient o, 3", ¥ les cosinus directeurs de I'axe de rotation S”
et Xy, 4, Yy, £y, les parametres qui définissent R,.
On a de.méme les relations :

) —a'a"+ 8y

e 3/,),// "
(2) // !
v, =a’ —~
11 /IQ/
g, =u'B"—
De ces équations on tire comme précédcmment :
"___ ’ ol . u/r 7.
_)\lm+v11 P @+ 73
"__ / / oyl e S ; T
v —)‘{‘(’*“HB_MIs et & __.rklfl—Jr-leJ—-Pi“/ —
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Il s’agit de ealeuler les quatre paramétres by, Wy, v, p, qui défi-
nissent la rotution résultante R,
Ona :
hy—an B3 4 vy’ —d’.

le produit 64” est identiquement nul,
En remplacant 3¢” par sa valeur il vient :

Ny wy —an N2y 02 2
h= (2}, Wiy — WY, — PPy (a + )
les autres termes se détruisent, et comme

a/2+§/2+,‘{2:1.

Il reste :
D=0 — wu — vy, —ep,

Nous avons encore :
_ ” ar 1 " Y ">
== By — v = By — Bl
car les deux termes @3” et oS sont nuls. Nous avons ainsi :
v Yy 2 0/ 2
}"2_\)‘1‘*1_*'—)‘1{""‘{—?’1 VP!) (@4 +77)

Done

== Ak, = Aoy, —vo.

-
Par permutations ou en déduit V’:I)\yl_*_v):l + y-'cl_‘ Pty
Pa == APy pA T VI T Yy

Les parameétres X,, [, v,, £, de la rotation finale sont des fone-
tions linéaires et homogenes des parametres des rotations ini-
tiales. )

Si au licu de deux rotations a composer on en avait trois, on
appliquerait deux fois la formule, on verrait que les quatre para-
meétres qui déterminent R, sont des fonctions linéaires et homo-
génes des parambtres des rotations composantes données.

Probleme. — Considérons une droite quelconque D passant
par le point O (fig.84). Appliquons au corps une rotation R, I vient
en 1. On se donne les cosinus directeurs &, 7, { de D et les para-
métres %, w, v, ade R. 1l s’agit de trouver les cosinus directeurs
£, 4,7 de D' aprés la rotation.

Considérons la rotation R, définie par les parametres 2, w, v, 2
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et la rotation inverse R~ qui a pour paramétres 2 — w—v —
puis la rotation S de 180° autour de DD définie par les para-
metres o, &, 7, § et enfin la rotation S" autour de 1) définie par

les parametres o, &, 7/ .
S’est la résultante de R, S et IR.

En effet considérons un point M quelconque. Si nous appli-
quons Ja rotation 8 de 180° autour de D, M viendra en M, symé-
trique de M par rapport a D; en

M; D’

appliquant ensuite la rotation R,
I vient en D/, M en M’ et M,
en M.

ILa rotation S’ scule, de 180°
autour de I, amene M en B, et
M/ en M,

Voyons leffet des trois autres

Fig. 8. I‘OtaTiODS R* S et R opérées suc-
cessivement.

R~ améne D" en D, M/, en M, et M, en M.

S fait tourner le corps de 180" autour de D et améne M, en Met
M’ en M,.

R raméne D en IV, M/, en M, et M’ en M.

L’ensemble de ces trois rotations a donc produit le méme effet
que la seule rotation S,

Alors pour avoir les cosinus directeurs &, v/, §' de D’ on appli-
quera la régle précédente pour composer R™' S et R.

Les paramétres de S ou cosinus directeurs de D sont &, %, T,
Donc d’aprés ce qu'on a vu, £, %' { cosinus directeurs de 1Y ou
parametres de S’ seront des fonetions linéaires et homogenes des
cosinus directeurs de D.

Ce sont de plus des fonctions homogenes et du second degré
en A, W, v, p-

Cas ot l'une des rotations & composer est infiniment petite. —
Considérons une rotation ayant pour projections n, p, ( autour
d’un axe ayant pour cosinus directeurs a, b, c. Soit w la vitesse
angulaire de rotation. Nous avons :

n=wa; u=wb; q==uwc.
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Pendant le temps dt le corps tourne de wdt autour de I'axe
ayant pour cosinus directeurs a, b, ¢. Dans les formules qui
donnent %, u, v, p en fonetion de a, b, ¢ faisons § = » dt et rem-
placons cos wdt par 1, sin wdt par wdt, Nous anrons :

+=1 p=ndt vy=pdt z=qdt.

Les formules précédentes s appliquent.

Supposons (ue le corpsait subi une premiere rotation A, x,v,
finie, et une scconde infiniment petite. On peut remplacer ces
deux rotations par une seule ayant pour paramétres ) -i- di,
o == du, v -+ dv, 2 4 dp, et ces parametres sont donnés par les
formules :

4+ dh=0— p.ndt
v+ du=u+indt—+ opdt
v~ dv =v 4 hpdt—+ uqdt
s+ dz =+ kqdt 4 yndt — ppdt

vpdt — pqdt

vqdt

zudt
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CHAPITRE 1V

MOUVEMENT HELICOIDAL

On appelle mouvement hélicoidal uniforme un mouvement
dans lequel les points du corps mobile déerivent des hélices d’un
mouvement unilorme.

Comme les points mobiles sont invariablement liés ces hélices
appartiennent a des cylindres ayant méme axe. On prendra cet
axe, licu des points du corps qui se déplacent d’un mouvement

rectiligne uniforme, comme axe des z.

Tutorime. -— e mouvement hélicoidal uniforme est la résul-
tante d’un mouvement de trans-
Z . “p \ “oas
lation unilorme paralltle aI'axe
B et d'un mouvement de rotation
unitorme antour de l'axe.

%
|

=2

2

Soient deux points M et M
(fig. 85) de coordonnées recti-
™M lignes x, y, z; x/, v/, z et de
coordonnées semi-polaires rwz,
' w' Zz :ret1 sont les distances

MB, M’B’ des points M et M a

I'axe des z; o ct w sont les

bmm e

[0) 1

1
\uT\k]u)'
Y \ e

\ ~
\
\

P

’
y Lo
g

|
|
|
|
|
1
I
|
i

ZlIlngS que font l‘eSpCCtiVCl’ﬂ(ﬂlt

\
m

Fig. 83.

avec le plan zox les deux plans
MOZ et M'O7Z.

Le corps mobile étant inva-
riable, les dimensions du tétraedre MBM'B’ sont invariables ;
par suite

BB’ = ¢,
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103
or
BB =z — 2z,
donc
dz L dz’
dt dt '’

La projection de la vitesse de tous les points du corps sur

dz
I'axe des z est done la méme. En posant o= hona

d

z—ht+z,
L’angle des plans MBD’ et M'BB’ est aussi constant, done
! c'* et par suite do do!

W — W= € Hi —_—_— ———

P dt dt

Le plan déterminé par l'axe et par un point mobile tourne
donc avec la méme vitesse angulaire autour de oz quel que soit

. oy, dow S
le point considéré. En posantw =( et considérant q comme
indépendant du temps, on a :

w ==l 4 w,.

Il résulte de Ia «que les coordonnées du point M ont pour
expression

X =rcos (qt + w)
y=r sin (qt —+ mU)
z—qt—+-z,.

Les composantes X, Y, Z de la vitesse du point M sont done

ds
X:d—:: — qrsin (gt + o),
, dy
3 == qr cos (qt 4 w,),
., dz
Z————="h, ou encore
dt
X:—-(Iy, ‘)y:q\, Z:ll

Ce résultat montre que 1l'on peut considérer la vitesse du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



104 CINEMATIQUE

point M comme la résultunte de deux vitesses dont les projec-

tions sur les axes sont respective—

Z ment :

0 0 h
—qy qx 0

La premieére vilesse est due a la
translation du point M parallele i oz;

la seconde est due @ la rotation du
point M autour de oa.
Calculons Vangle 4 (fig. 86 que

fait la résultante MV’ des deux mouvements avec la vitesse de
rotation MV; le triangle rectangle MVV’ donne :

Y Fig. 86.

o A%
IS VA%
Or
VYV =h et MV-—=qMP,
dOIlc
t q’ = —ta]
& q MP
Remarqgre. — Si a un instant donné on peut trouver une

ligne oz telle que les composantes de la vitesse d’un point quel-
conque M du solide prennent 1a forme

X =—qy; Y = qx; Z =,
le corps est animé d’'un mouvement hélicoidal autour de 'axe
p
instantané oz. .
La vitesse de translation parallele a4 oz est égale a h & 1'ins-

tant t et la vitesse de rotation est égale a (d, d étant la distance
du point considéré a l'axe instantané.

ETUDE DU MOUYEMENT LE PLUS GENERAL
D'UN CORPS SOLIDE

Tugorkxe. — Le mouvement le plus général d'un corps solide
peut toujours étre considéré comme résultant a chaque instant
d’une translation et d'une rotation.
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Soit A un point du solide animé d’'un mouvement w dans
lequel il a une vitesse AY a l'instant t (bg. 87). Appliquons au
solide deux translations auxiliaires opposées OT et OT' égales
et paralleles & AV. Ces deux
translations ne changent rien a
I'état de mouvement du corps.

Composons la translation O'T’

T

avec le mouvement u; le point A
aura par rapport aux autres
points du corps, une vitesse
nulle comme résultante de deux
vitesses égales et opposces AV
et AV'.

Le point A peut donc étre re-

gardé comme relativement fixe R
a 'instant t. Or lorsqu’un corps Fig. $7.

mobile a un point fixe son mou-

vement instantané peut étre considéré comme une rotation autour
d’un axe AR passant par le point A. On peut par suite envisager
le corps comme soumis au
mouvement résultant de la
translation OT et de la
rotation AR.

Rexargue. — Comme le
point choisi A est arbi-
traire, la décomposition du
mouvement u en une trans-
lation et en une rotation

peut étre eflectuée d’une
infinité¢ de maniéeres.

TukorkMe. — On peut

CA Fig. 8. opérer la décomposition

de facon que la transla-

tion telle que OT (fig. 87) soit parallele 4 une direction donnée D,
et cela quel que soit le point A (fig. 88).

En effet, par A menons AS paralléle a D, par AS et AT faisons

passer un plan, par A menons d’autre part un plun perpendicu-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 CINEMATIQUE

laire a la rotation instantanée AR. Les deux plans ainsi obtenns
se coupent suivant une droite AU perpendiculaire a AR,

Comme les droites AS, AT, AU sont dans un méme plan, on
peut substituer a la translation AT deux translations AT’ et AT”
dirigées suivant AS et AU.

[.a translation AT” se compose avec la rotation perpendicu-
Jaire AR pour donner une rotation A'R’ égale et parallele a AR ;
le mouvement primitif se trouve done ramené i la rotation A’R’ et
a la translation AT ou A'T quiest parallele & la droite donnée.

COROLLAIRE.

Mouvement hélicoidal instantané. Le mou-
vement le plus général d’un corps solide peunt toujours étre
considéré i un instant donné comme un mouvement hélicoidal
s'effectuant autour d'un certain axe appelé axe instantané de
rotation et de glissement.

En effet, en prenant pour direction D de la translation AT’
(fig. 88) ladirection dela rotation AR, le mouvement u se trouve
résulter d’une rotation et d’une translation paralléle i 'axe de
rotation.

TuforkMr. — Le mouvement le plus général d’un corps solide
peut tonjours étre considéré comme résultant de deux rotations
simultanées s’effectuant autour de deux
axes dont I'un est choisi arbitrairement.

Soit D {fig. 89) I'axe donné ; substi-
tuons au mouvement p la translation AT
et la rotation AR, A étant un point de
laxe D. Le plan DAR et le plan per-
pendiculaire a AT passant par A se
coupent suivant une droite AU perpen-
diculaire & AT. Les trois droites AU,
AR et AD étant dans un méme plan la

© Fig. 8¢.

rotation AR peut étre décomposée en
deux rotations AR/, AR” suivant AD et AU.

La rotation AR” et la translation AT étant rectangulaires se
composent en une rotation OS égale et parallele & AR”. En dési-
gnant par A l'axe de rotation OS on peut dire que le mouve-
ment w résulte des rotations AR’ et OS5 autour des droites D
et A. Les rotalions simultanées D et A sont dites conjuguées.
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Revanoue. — Les regles de la composition des rotations étant
les mémes que celles relutives 4 la composition des forces, la
théorie de la décomposition du mouvement le plus général d’un
corps solide en deux rotations conjuguées est identique a la
théorie de la réduction des forces appliquées a4 un corps solide
a un systeme de deux forces.

Propriétés des droites conjuguées Det A, — Tugorkmr. — Le
plan normal & la trajectoire d’un point M de la droite D contient
1a droite A.

La vitesse du point M (fig. 90) est la
somme géométrique des vitesses dues aux
deux rotations D et A; le point M étant
sur 'axe D la vitesse due & la'rotation D
est nulle, donc la vitesse du point M est
égale i ln vitesse due a la rotation A, elle

est ps it rpendiculaire au plan MA.
par suite perpendiculair ‘u plan - Fig. 0.
Le plan MA est normal en M & la trajec-

loire de ce point car sa vitesse est tangeute en M & la trajectoire.

Cororramke. — Les droites A conjuguées d'un faisceau de
droites D (fig. 91) passant par un méme point sont situées dans

un méme plan.

Fig. 91.

En effet, les droites A doivent se trouver dans le plan normal
en M & la trajectoire du point M.

On peut dire encore : si une droite mobile D passe par un
point fixe M, la droite & conjuguée de D se déplace en restant
daus un plan fixe.
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Tuforkme. —— La droite qui passe par un point M du solide
mobile et qui rencontre les droites D) et A est normale & la tra-
jectoire du point M.

Considérons un point M du solide non situé sur les axes D
et A (fig. 92);sa vitesse MV
estlasomme géométrique
de Ta vitesse MY due a la
rotation D et de la vi-
tesse MV” due i la rota-
tion A. Les plans respec-
tivement normaux a MY’
et a MV", passent le pre-
mier par D et le second

Fig. ga. pu‘r A ilsse coupelnt done
suivant une droite MR
normale & la tangente MYV a la trajectoire car MV est dans le

plan MV’ V7 perpendiculaire a MR rencontrant 1) et A,

Resmaroue. — Si la droite choisie D est parallele & laxe
instantané, la rotation A doit se réduire & une translation, et par
suite la droite A est rejetée a I'infini.

Tutorime. — Deux couples quelconques de droites con_juguées
sont toujours sur un méme hyperboloide.
SolentD, A; D/, &', deux couples de droites conjuguées (fig. 93).

Parle point M d'un hyperboloide auquel appartiennent les droites
D, A et D’ passent deux génératrices.
La génératrice MR qui n’appartient pas au systeme I, A et DY/
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rencontre ces trois droites. Elle s’appule aussi sur A’ car rencon-
trant D et A, elle est normale a la trajectoire du point M; mais
étant normale 4 la trajectoire de M et rencontrant 1) elle ren-
contre &', Cela ayant lieu quel (ue soit le point M, la droite A’
appartient i Uhyperboloide considéré.

Cas particvriens., — 1° Si la droite D' est parallele a 'axe ins--
tantané la droite A’ est & l'infini et par suite I'hyperboloide est
remplacé par un paraboloide
hyperbolique.

2° Supposons que la droite
DY (fig. 94) coincide avee 'axe
mstantané oz.

Si par un point (uelcon-
que M de la droite D on
abaisse une perpendiculaire
MP sur oz, la droite MP est
une normale & la trajectoire
du point M.

En effet, dans le mouve-

Fig. g94.

ment hélicoidal autour de oz ou IY le point M décrit une hélice
tracée sur un cylindre de révolution dont Paxe est D', Comme la
droite MI” est normale & ce cylindre, elle est aussi normale i 'hé-
lice. La normale MDP rencontrant la droite D rencontre aussi la
droite conjuguée A. La droite MP, étant constamment paralléle &
un plan perpendiculaire a oz lorsque M se déplace sur D, et

s’appuyant sur les trois droites fixes D, A et D', engendre un

paraboloide hyperbolique.

La plus courte distance AB des droites D et A est une perpen-
diculgire commune aux trois droites D, D’ et A. In effet, lorsque
TIa droite MP se déplace eu restant perpendiculaire a oz elle passe
par une position pour laquelle elle est perpendiculaire a A;
étant perpendiculaire aux droites A et D', paralleles au second
plan directeur, elle est perpendiculaire a ce plan et par suite a D).

Fxercicrs. — 19 Calenl de Uangle formépm' la vitesse du point
A et la perpendiculaire élevée en A au plan déterminé par oz et
la plus courte distance AB.

Prenons pour plan du tubleau le second plan divecleur et con-
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sidérons les projections des trois droites D, D’ et A sur ce plan.
La vitesse AV du point A étant perpendiculaire au plan ABA se
projette sur le plan du tableau perpendiculairement a la projec-
tion de A. Soit Ax la perpendiculaire en A au plan ABoz et ¢

Z

Fig. 95.

Iangle de AV et de la droite Ax qui se projette perpendiculai-

rement a oz. Les angles V Ax = ¢ et ABz = o, élant com-
plémentaires du méme angle zBV sont égaux; par suite :
(PPa P104> tow, =1 L';—~——h——-
(Fage . Dli_gl-_—q.AC

On obtiendrait en raisonnant de méme pour le point B :

h
4____(1_ T

3

tg'

2° Connaissant 'axe instantané oz, construire la droite A conju-

guée d’une droite donnée D.

Soit oz 'axe Instaniané du mouvement (fig. 96), AC la per-
pendiculaire communc aux droites oz et ), Par A menons la
parallele Az, & oz; Pangle DAZ, est égal a =, on a donc:

BC — D

qg.tgy

Comme I'angle » est connu, la position du point B sur AC est
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déterminée. La droite A est dans le plan mené en B perpendicu-
lairement a BC et elle fait dans ce plan l’nngle », avec la paral-
lele Bz, a4 oz. Or lungle ¢, est déterminé par la formule

h
o= —— done L ite A est dé inée.
g 7 AC onc la droite A est déterminée

!

123
A !
I
]
!
P
!
[]
]
]
B ~~
Tig. 9b.
Reuargue. — Deux droites conjuguées 1) et A sont paralleles

& un meéme plan passant par I'axe du mouvement et leurs dis-
tances a4 'axe sont duns le méme rapport que les tangentes des

angles qu’elles font avec l'axe.
. . . h
On a en effet en égalant les deux valeurs de —
q
tge _ tgP

AC T BC

Yquation de la droite ccnjuguée d'une droite donnée D. — Pre-
nons pour axe des z l'axe instantané du mouvement hélicoidal;
pour axe des x la plus courte distance AC entre oz et D (fig. 97).
Soit a la mesure de AC et 3 l'angle des droites D et vz, les

équations de Ia droite D sont alors

x=a, y==z.tgs.
Soit M un point de la droite D, ses coordonnées sont :
Xx=ua; y=z,lgz; z=—z,

Cherchons I'équation du plan normal a la trajectoire du point M.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



112 CINEMATIQUE

La vitesse d’un point de coordonnées x, ¥, z & pour projections

sur les axes :
X;——([)'; Y~_:(Ix; Z = h.
Les composantes de la vitesse du point M sont done :

X=—qztgs; Y==qa; Z==h

KFig. 97.

Comme le plan normal en M est pcrpeudiculaire a la vitesse

du point il a pour équation :

X(x—a)+4Y(y—ztgs)+2(z—2z)=0,

ou

(1) —qryigp (x—a) +qa{y —z,tg9)+h{z—z)=0.

Ce plan passant parladroite A quel que soit le point M, c’est-
a-dive quel que soit z, les coordonnées x, y, z de A doivent véri-

fier les deux équations :

(2) qay-t-hz=0;
(3 gxtgs—+h=0

Les équations (2), (3) sont done les équutions de la droite A.

Remangue. — D’aprés équation (3) on a x = constante, lu
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droite A est done dans un plan paralléle a yo z et par suite per-
pendiculaire & ox ou BA.

D’aprées 'équation (2) la droite A est dans un plan passant
qige’
Soit »," I'angle formé par les droites A et oz, la projection de la
droite A sur le plan des yz a pour équation :

par ox, elle rencontre ox en un point B tel que BC=x =

h
y:— ﬂ(l z
ou encore
y=tg2z,
done
tg 5, —— h )
“ aq

On obtient ainsi les valeurs de tg 9, et de BC calculées par voie

géométrique dans le paragraphe précédent.

Hélicoide réglé. — Recherche du plan tangent. — On appelle
hélicoide réglé la surface décrite par une
droite animée d'un mouvement hélicoi-
dal.

Rappelons que sur une génératrice quel-
conque d’une surface réglée D, il existe un
point O (fig. 98) appelé point central au-
quel correspond un plan tangent appelé

plan central.

En désignant par 8 Vangle formé par
le plan tangent en un point quelcon-
que M de la génératrice avec le plan tangent central on a :

Fig. 98.

L.e paramétre K a recu le nom de parametre de distribution.
La normale en M & I'hélicoide est perpendiculaire a la droite D
qui est sur la surface et it la trajectoire de M. D’autre part, le plan
normal a la trajectoire de M passe par A conjuguée de OM, donc
la normale cherchée doit rencontrer A.

POINCARE, Cinématique,
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D’olr la construction suivante du plan tangent : au point M
menons un plan perpendiculaire a D et joignons le point N ot il
coupe la droite A au point M; MN est la normale cherchée. Le
plan passant par M et perpendiculaire a MN est le plan tangent -
en M a 'hélicoide,

ConoLramme. — Les normales MN engendrent un paraboloide
hyperbolique car elles sont normales a 1) et par suite paralleles
a un plan fixe et elles s’appuient sur deux droites fixes D et A,

Calcul du paramétre de distribution pour I’hélicoide régle.
— Soit OZ I'axe instantané, ABC (g, 99) la perpendiculaire
commune aux droites conju-
guées D A, et 2 OZ,

Proposons-nous de trouver
Pangle 9 formé par la nor-
male MN et la droite AB.

Menons CP parallele a D
et MP parallele a AC. La
figure MACP est un rectan-
gle, car les cotés opposés
sont paralléles par construc-
tion et 'angle MAC est droit,
comme MP est parallele d AB,
I'angle 0 est égal a I'angle
NMP.

Ladroite NP est perpendi-
calaire aux droites CP et PM, en d'autres termes les triangles NPC,
NPM sont rectangles en P. En effet le plan NMP est perpendicu-

Fig. g9.

laire 4 D, car MP et MN sont perpendiculaires a 1), done MP est
perpendiculaire & CP qui est parallele a D, par suite 'angle NPC
est droit. :

Considérons NPM, la droite AC est perpendiculaire au plan
NCP car ce plan contient A et CP qui est parallele i D. La droite
PM étant parallele & AC est perpendiculaire a NP, done I'angle
NPM esl droit.

Dans le triangle rectangle NPM on a

NP — PMtgh
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Le triangle rectangle NPC donne d'autre part
P oL »
NP —CP tg (5 +3)
donc

Comme PM = AC = a4 b et que CP=AM; il vient en subs-
tituant dans (1)

(a4-Db)tgh=AM1g (3 + 7))

d’ou
' AM
(2) gy
tg(p-+2,)

En comparant cette expression i la formule générale
oM
K

métre de distribution K a pour valeur

, on voit que A est le point central et que le para-
a-+b
tg(e+%)

th:

DETERMINATION DE LA POSITION D'UN SOLIDE

Pour déterminer compléetement la position d’un corps solide
dans I'espace, il faut six conditions : soient quatre points ABCD

D D’
A
A B
B-
C o
Fig. 100.

(fig. 100) invariablement liés ; connaissant la position A, B/, (¥
prise par les points A, B, C la position D' de D est déterminée.
En effet les denx tétratdres ABCD, A'B'C/D’ sont égaux et super-
posables, or sur A'B'C’ on ne peut construire qu'un tétraedre
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égal et superposable a4 un tétraedre donné. Done quand ABC
vient en A'B'C/, D vient en D'. Il faut connaitre les neul coor-
dounées des trois poinis A, B, C pour fixer leurs positions, mais
ces neul cordonnées sont lices entre elles par trois relations qul
expriment que les distances des trois points sont constantes. Il
reste donc seulement six parametres arbitraires.

Tutorimr. — Si le corps n’est soumis qu’a cing conditions,
tous les points du corps décrivent des courbes.

Considérons en effet deux points quelconques M, et M. Soient
X, ¥, %, les coordonnées du point M, x,y,z, celles du point M.
[ntroduisons la condition z,—¢*, la position du corps solide est

alors parlaitement déterminée, puisqu’elle satisfait a six condi-
tions. Les coordonnées x, y, z sont des fonctions de z, :

o ! Ly N 1,
x*?\zu) Yy=¢# z “\lo>'

~ Si on fait varier z, le point M se déplace sur une certaine
courbe ; il en est de méme pour tous les points du corps solide.

Tuiorkme. — Si le corps est assujetti a quatre conditions
seulement, ses poinls se¢ déplacent sur des surlaces.

Imposans les deux conditions supplémentaires y, =¢'; z, = ¢**.

On a alors six conditions qui fixent la position du corps solide.
Les coordonnées x, v, z d'un point quelconque M sont alors des
{onictions connues de y,, 2.

ot . oy 5. e
}"“?\yu’zu)s Y=¥ ¥ %) Zﬁ“()’u’zo)'

Par suite le point M est assujetti a rester sur une certaine
surface lorsque x, et y, varient. Ces surfaces sont appelées sur-
{aces trajectoires des différents points du corps.

Triorkme. — Si un corps solide est assujetti 4 quatre con-
ditions seulement, il peut se mouvoir d’une infinité de maniéres,
mais dans tous les mouvements instantanés qu’il peut prendre il
y a deux droites D et A qul restent conjuguées.

Leume. — II existe toujours deux droites D et A qui rencon-
trent quatre droites données A, A,, A;, A, (fig. 101). En effet,
par les lrois premicres A, A,, A,, faisons passer un hyperbo-
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loide a une nappe, la quatriéme droite rencontre cet hyperbo-
loide en deux points B et C. Par chacun des points B et C
passe une génératrice n'appartenant pas au systeme A, A,, A,
elle rencontre donc les quatre droites données. Alnsi il existe

Fig. 1or.

deux droites et deux seulement en générul qui rencontrent
les quatre droites données.

Revarque. — Dans le cas ol les quatre droites sont sur un
méme hyperboloide & une nappe, il y a une infinité de solutions :
les génératrices de 'un des systemes.

1° Considérons maintenant quatre points quelconques M, N,

P 4

P’ Q,

Fig. 102

P, Q (fig. 102) d'un corps solide assujetti & quatre conditions et
soient §, S, S, S, les surfaces trajectoires de ces points.

Menons les normales en MNPQ, aux surfaces trajectoires.
Comme les points M, N, P, Q sont arbitraires, on peut toujours
supposer ces quatre normales non situées sur un méme hyper-
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boloide. Donc il y a deux droites D et A qui rencontrent les
quatre normales, et il n’y en a que deux.

2° Ces deux droites seront conjugudes dans un déplacement
Instantané quelconque compatible avee les liaisons.

Dans un tel déplacement, les quatre droites MM/, NN', PP' QQ)’
seronl normales aux irujectoires des quatre points M, N, P, Q
puisque ces trajectoires doivent étre situées sur les surfaces S,
S,, 5, S,. Cherchons la conjuguée de la droite D qui s’appuie sur
les quatre normales. La droite MM’ étant normale a la trajectoire
du point M et rencontrant la droite D, rencontrera aussi la con-
jugnée de D. Poar la méme raison cette conjuguée rencontrera
les trois autres normales NN/, PP’ et QQ’. Elle ne pourra done
étre autre que A.

Remarque. — Les droites D et A étant conjuguées, un déplace-
ment quelconque peut se décomposer en deux rotations, 'une
autour de D, Pautre autour de A.

Les deux paramétres arbitraires seront les vitesses de rota-
tion; on peut les choisir arbitrairement, en particulier on peut
prendre nulle I'une d’elles. L.e mouvement se réduit alors a une
rotation instantanée.

Parmi les déplacements possibles, il v en a donc deux qui se
réduisent & des rotations instantanées, une aulour de D, Dautre
autour de A.

Tuforkme. — La normale a la surface trajectoive d'un point
quelconque A rencontre D et A,

En effet : parmi les déplacements instantanés, en nombre
infini, que peut prendre le corps solide il y en a deux, et deux
seulement, qui se réduisent a une rotation unique. Les deux
axes de rotation sont les droites D et A. Ces droites sont donc
parfaitement déterminées et ne dépendent pas du choix arbi-
traire que P'on a fait des quatre points M, N, P, Q et des quatre
surfaces trajectoires correspondantes S,,S,, S, S,; or ces deux
droites ont ¢té définies par la condition de reuncontrer les nor-
males 3 ces quatre surfaces S,, S,, S,, S, choisies arbitrairement.
Donc I) et A rencontreront les normales aux surlaces trajectoires
de tous les points au méme moment.
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ArpricaTioN. — Un corps solide est assujetti aux conditions
suivantes : un plan du solide est tangent 4 une surface donnée S
par un point donné M, et de plus un autre point A du solide reste
sur une surface donnée.

Démontrer que les droites conjuguées D et A passent par les
centres de courbure principaux de la surface S et sont contenues
dans les sections normales principales.

Six,y,z;x+ Ax, y 4 Ay, z+ Az sont les coordonnées de deux
points voisins d'une ligne de courbure d’une surface, R le rayon
de courbure au point considéré 1, m, n les cosinus directeurs
de la normale et 14 dl, m 4 dm, n -+ dn ceux de la normale
infiniment voisine, on a

dx dy  dz
AT dm dn

Comme cinquieme condition obligeons le point M a décrire une
des lignes de courbure de la surface S. La droite MN (fig. 103)
perpendiculaire en M au plan donné reste constamment normale
a la surface.

Soient 1, m,n ses cosinus directeurs, x, vy, z les coordounées
du point M, on a constamment

dx dv dz

(v - = R,

dal T dm - dn

Soit un point quelconque P de la normale, p sa distance au

point M et x, v, z, ses coordonnées, -
ona:
N, =x—3]; v =y-—pgm; z,—z—pn.
Dol :

dx, —dx—p dl; dy, =dy—p dm; dz,=dz—p dn;

ou en remplacant dx, dv, dz par leur valeur :

dx, =R —pz)dl; dv,={R—p)dm; dz, = (R —3)dn.

Si le point P est au centre de courbure principale ¢ =1R,
dx,=0, dy,=0, dz,— 0 etlavitesse du centre de courbure est nulle.
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Le mouvement se réduit donc i une rotation instantanée antour

d'une droite D passant par le centre de courbure prineipal.

Or on a vu que si un corps mobile est assujetti a quatre condi-

tions, parmi les mouvements compatibles avec ces uatre liaisons

N
Fig. 103.

deux se réduisent i une rotation
instantanée, et les axes de rota-
tion sont deux droites couju-
guées D et A. L’axe de rotation
instantanée précédemment oh-
tenu D est donc l'une de ces
deux droites.

Les droites 1) et A sont dans
les sections normales princi-
pales. En effet le mouvement
se réduit a une rotation autour
de D. Le plan normal a la tra-

jectoire d'un point passe par ’axe de rotation D, la trajectoire

du point M étant ici une ligne de courbure D est dans une

section principale, car les plans normaux aux deux lignes de

courbure sont précisément les deux sections principales.
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CHHAPITRE V

MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT

Considérons un point mobile M (fig. 104), de coordonnées &,
7, § par rapport aux axes mobiles O’§, O'n, O’J. Ces axes sont
définis par rapport au systeme des axes fixes ox, oy, oz par les
coordonnées a, b, ¢ de I'origine O et par les cosinus directeurs
a, B, v, de 055 0,, B, v,de O etay, B, v, de O'F.

Fig. 104.

Les coordonnées x, y, z du point M par rapport aux axes
fixes ont pour expression :

I

( x==af4on+a +a
(1) , y= RS+ B+ BS+D

z =54+l +e

On peut avoir a considérer trois mouvements : 1 le mouve-
ment du point M par rapport aux axes fixes ou mouvement ab-
soln ; 2° le mouvement des axes mobiles ou mouvement d’entrai-
nement ; 3° le mouvement de M tel qu'il apparaitrait a un obser-

vateur invariablement 1ié aux axes mobiles ou mouvement relatif.
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L° Mouvement absoli. — Les seconds mem bres des formules (1)
étant des {onctions du temps, on peut écrire :

x=r25(; y=4%{); z=0(0);

i /

ces équations définissent la trajectoire du point dans le mouve-

. . ds
ment absolu. La vitesse absolue V_ a pour mesure —— et est tan-

di
gente 4 la trajectoire au point ol se trouve le mobile M a lins-
tant t, ses projections sur les axes sont d’ailleurs

dx dy dz
dt 7 dt’ de’
Les projections de D'accélération dans le mouvement sur les

axes fixes ont pour mesure :

d*x d’y dz
dt® ’ dt? 7 de?

20 Moupement relatif. — Les coordonnées du point mobile
par rapport aux axes mobiles sont des fonctions du temps, on a
donc :

E:"P:‘:t); 'ﬂ:‘zﬁ(t); c:ex(t>

Ces équations définissent la trajectoire du point M dans le

systeme O/, £, 7, § ou trajectoire relative. En désignunt par ds’

la différenticlle de l'arc de cette trajectoire, la vitesse relative V, a
/

S 0 . . .
pour mesure n ct est tangente en M a la trajectoire consi-
d

dérée.
Elle a d’ailleurs pour projections sur les axes mobiles
d§  dvy, df

TdE T de? de

Les projections de D'accélération relative sur les mémes axes
ont d’autre part pour mesure

4k d*y d2g
dt?’ dir - di2

3° Moupement d’entrainement. — Considérons le point P du
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systeme O, £, n, §(fig. 104) ou se trouve le mobile M a l'ins-
tant t. La vitesse et 'aceélération du point P sont par définition
la vitesse et 'accélération d'entrainement.

On obtiendra donc les composantes de la vitesse d'entraine-
ment V, en différentiant les expressions (1), les coordonnées &, 7,
% du point P étant considérées comme constantes. On a done

dx

= 0§ o3 4o+ o

dy g ‘ 1y /

(2) ar s + Bin+ B+ b
(IZ

T == T:E —+ ')’;'fi -+ '{:2: —+ ¢,

RemarQuE, — Supposons qu’a l'instant considéré les axes
mobiles et les axes fixes coincident. On a alors

x=§ y=n; z=C

Et les formules (1) de transformation de coordonnées, don-

nent
o, =1, a,=0, o,=0, a=0
ﬁlzo, Bzzl’ ?)3:0, }):O
v, =0, -,=0, v.=1, ¢=0

Le mouvement d’entrainement étant appliqué a un corps
solide, on peut toujours le considérer comme équivalent a
un mouvement hélicoidal instantané; en prenant comme axe
des z I'axe de ce mouvement hélicoidal, la vitesse d’entrainement
a pour projections sur les trois axes :

—qy ou—qn; qx ou q§; h.

Comme ces expressions doivent étre identiques a celles don-
mnées par les formules (2) on a

7_1:0’ o_;:—q, (l:';_—_:o, a’:o
ar o r '

(1) pi=q, Hh=0, gi=0, =0
I 4 ad [—

byl :0) -:’2: b) J’S — ¢ =n,
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TukoriMe. — La vitesse absolue est Ia somme géométrique de
la vitesse relative et de la vitesse d'entrainement.

1° Démonstration analytique. — Pour établir que 1'on a

Ta:vr+ Vﬂ’

il suffit d’établir que la projeetion sur I'un quelconque des axes
de coordonnées de la vitesse absolue V. est égale a la somme
algébrique des projections des vitesses relative V, et d'entraine-
ment Y, sur le méme axe. Considérons l'axe ox, on a

dn, dz

7 ! Y 7 (15
(Voe=ait-tagn oo’ o =, — o o — =

En supposant qu’a l'instant considéré les axes mobiles coinci-
dent avec les axes fixes, U'égalité précédente devient :

. , d:
(Vo =2ii 4+ + 23+’ + AT
Comme
Vor=oi4am o+ =ay
. dg .
et que (V.), = o8 peut écrire :

(\vu)x = (ch)x + (\rr)‘x'

On démontrerait de la méme maniére que cette égalité s’étend
aux axes oy et oz. On a donc bien

V,=V.+V..

2° Démonstration géométrigue. — Au temps t le point mo-
a bile M {fig. 103) coincide avec le
point P du solide (0, &, 7, §; &
Pinstant t— dt il coincide avec le
point I/, les points P et P/ appar-
tiennent done a la trajectoire rela-
tive R. Iin supposant celte trajec-

toire relative tracée sur le solide,

on peut dire qu’a instant t+4-dt
clle prend dans 'espace la position R/, les points P, P’ sont alors
en P, et |, Les points P et P/, sont deux point's de la trajectoire
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absolue du maobile M. On a done, les points considérés deux a
deux étant infiniment voisins

PP/ =—=ds' ==V dt

PP =ds =V dt

\ PP‘ S ds:\",dt.

1)

———

Le triangle PP'P’ donne :

PP — PP’ PP

Les segments PPy et P, étant égaux et paralleles i la limite,
on peut écrire :

P pp P/
rPri==rer, + Pt
En remplacant ces segments par les expressions (I}, il vient :
Vo=V, + V..

AepricaTions. — 1° Le mouvement d'une figure plane sur un
plan peut étre ramené au roulement d’une courbe appartenant
au plan mobile sur une courbe appartenant au plan five. —
Le centre instantané de rotation est mobile par rapport aux
axes mobiles et par rapport aux axes fixes. Par définition la
base est la trajectoire absolue du centre instantané tandis que
la roulette en est la trajectoire relative. A l'instant t la vitesse
d’entrainement du centre instantané est nulle, par suite la
vitesse absolue du ceutre instantané est égale a sa vitesse rela-

tive en grandeur et direction. Comme les directions des deux
vitesses absolue et relative doivent étre les mémes, la roulette

ds ds’
t tangente i la base. On a d'autre part V,— ——, V. =— ——
est tangente a la bas n 1 p . TR T
comme V,—=V_, il vient :
ds ds’
dt — dt’

par suite la roulette roule sur la base.
2° Trouver les trajectoires orthogonales des génératrices d’un

hyperlboloide de répolution. — Prenons pour axe des z I'axe de
I’hyperboloide et pour axes des x et des y deux diamétres rec-
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tangulaires du cercle de gorge. Considérons une génératrice AM
de I'hyperboloide et un point M mobile le long de cette généra-
trice (fig. 106). Supposons que la génératrice AN tourne d'un
mouvement uniforme et que le mouvement rectiligne et relatif
de M soit tel que la tra-
7 jectoire absolue de M
soit orthogonale aux gé-

nératrices de 1’hyper-

M boloide.

Duans ces conditions

0 Ja wvitesse absolue est

perpendiculaire & la gé-
g < nératrice, par suite sa
7 R projection sur la géné-
e ] ratrice est nulle ; il ré-
sulte de Ia que la somme
Fig. 106. des projections sur cette
génératrice de la vitesse

relalive et de la vitesse d’entrainement est nulle.

. . . 2
Ol‘ en pOS{ll’lt AI\I ——ag o} 111 vitesse I‘eliltl\'e a POUI‘ CXPI‘CSSIOI] —
" dt

et elle se projette en vraie grandeur sur AM. Pour calculer la
vitesse d'entrainement a I'instant eonsidéré, prenons pour axe
desx'le diametre OA, et pouraxe des y'le diametre perpendiculaire.

La vitesse d’entrainement de M due 2 la rotation uniforme
Aox=—w=—qt, a pour composantes sur ox’, —qy’ et sur oy, -~ qx’
la composante — qy’ étant perpendiculaire a la génératrice AM
a une projection nulle sur AM. Désignons par § T'angle de AM
avec oz et par a I'x’ du point M, la projection de qx’ sur AM a

g .
pour mesure gx’ cos (—)— —}—9) ou — qa sin § on a donc
2

da .
j‘t— -——qasinf§ =0,
par suite
g =qat sin 0 4 C",
ou encore

¢ == awsin § - C.

C’est la I'équation des trajectoires orthogonales cherchées.
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3° Mouvement relatif épicycloidal. — Considérons deux figures
planes invariables I’ et I tournant respectivement autour des
points O et O (fig. 107) avee les vitesses angulaires constantes
et de sens contraires w et w’. Prenons sur la droite OO’ un
point A tel que l'on aitw. OA=w'. O’A. Décrivons du point O
comme centre une circonférence de rayon OA et du point O
une autre circonférence de rayon O’A. Considérons enfin ces
deux eirconférences comme entrainées, la premibre par F, la

i ~
’ “
4
’ w N
; \
/ \
!
i
! F Af
| O
\
\
\
\ e
AN ’
N ’/
S -
~ -~
~e_ -
Fig. to-.

seconde par I’. Cherchons le mouvement relatif de V' puar rap-
port a I7,

Pour un observateur invariablement lié au systeme F la cir-
conférence de centre O est fixe, la vitesse du point A considérée
comme appartenant a I est V, = w. OA.

Le mouvement absolu du point A dans le systeme I’ est dit a
Ia rotation &', on a donc

V.= o'OA,

Comme w. OA =«'. O’A on voit que les vitesses V., V, sont
égales en grandeur et direction. Or on a

vr = Vn - Ve
done V.= 0. La vitesse du point A, pour l'observateur I', étant

nulle, le point A esl cenire instantané de rotation dans le
. /
mouvement relatif; en d’autres termes le cercle de centre O
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semble rouler sur le cercle de centre O, par suite le mouvement
relatif considéré est épicycloidal.

TutonksMe i Contoris. — L'aceélération absolue est égale a la
somme géométrique de trois autres accélérations : 1° Uaccéléra-
tion relative ; 2° laccéleration d’entrainement ; 3° wne accéléra-
lion qui, prise en signe conlraire, se nomme accélération centrifuge
composde.,

1* Démonstration analytique. — Considérons les formules de
transformation de coordonnées (1) {p. 121}, la premiére

x = a% +ain + 2+ a

2

d2x

I de I'accélération absolue
ae

permet de calculer la projection
Sur oX.

dzx .
En formant —— on obtient :

dt?

= (" § -2 7+ 2" L+ a”) -
L dE L dy, , d &L dy d*
( e te 71() - ( I E I e T)

. . 4k
I.’accélération relative a pour projection sur os, et
Sia l'instant considéré on suppose que of coincide avec ox, on
d2 . .odig Ly .
ao,=1,0,—10, 0,==10; FTEn qui est alors égal a “: se réduit
2 0 e

a lu troisicme parenthése, par suite dans le cas général la troi-

sicme parcnthése représente la projection sur ox de 'accélération
relative.

Pour obtenir la projection sur ox de I'accélération d’entraine-
ment il faut différentier x deux fois en considérant les coordon-
nées &, 7, comme des constantes, on obtlent ainsi la premiéere
parenthitse de 'égalité (2).

Le méme calcul appliqué aux axes oy et oz conduit a un résultat

semblable.

I’aceélération absolue o, est donc la somme géométrique des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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aceélérations relative ., d'entrainement g, ct d'une troisieme
accélération dont les projections sur les trois axes sont :
S

dz , d- , d
2 (u: T_*_ll T:- 2 Tf) (ox)

d: o dn , d:) ,
dt gy +3 “dt {oy)

(3) 2 (@(
, df , d , df
2 (Y‘ dt T2 d’t) T d: > (0z).

Direction et grandeur de laccélération centrifuge conpases. —
Supposons qu'a l'instant considéré les axes mobiles coincident
avec les axes fixes et que OZ soit Yaxe instantané, en vertu des
égalités (1) (p. 123) les expressions (3) deviennent

-
dr, dg

20 2y

; 0.
t

Ces résultats montrent que la troisitme accélération, que nous
désignerons par — o, est identique & la vitesse d’un point M qui
aurait pour coordonnées :

dE g dn 9 4%

9 2 2f
dt’? dt ’ dt

E4

et qui tournerait autour de OZ avec la vilesse angulaire q. En
conséquence : 1°le vecteur OM est paral- -
lele a la vitesse relative dont les compo- Z
santes sont :
d§ dn d%
qw A

et égale a deux [ois cette vitesse ; 2° dans

0 Fig. 108.

le mouvement de rotation considéré la
vitesse du point M est perpendicalaire au plan MOZ (fig. 108),
par suite I'accélération o, est perpendiculaire 4 'axe instantané et
a la vitesse relative ; 3° désignous par MP la distance du mobile M
al’axe de rotation OZ et par 0 V'angle MOZ; la vitesse de M a pour
mesure q. MP, or MP = OMsin 0 et OM =2V, donc

Vy=2qV,sinf

POINGARE. Cinématique, 9
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Comme
— Pe==Vy
on a

— . =2qV,sin¥b.

Le vecteur ¢, égal et opposé a — 5, a recu le nom d'accéléra-
tion centrifuge composée ou accélération de Coriolis.

RemanrQue. — 1°On a

?ad?r+?e_?c

par suite

?r’_?a—_9e+9c'

L’accélération relative est la somme géométrique de I'accélé-
ration absolue, de 1'accélération centrifuge composée et de lac-
célération d’entrainement changée de signe.

2° Démonstration géomdirigue. — Comme la vitesse absolue du
point M est égale & la somme géométrique de sa vitesse d’entrai-
nement et de sa vitesse relative, on a a I'instant t

V,=VY.+ V..

Pendant le temps infiniment petit dt 'accroisscment géomé-
trique de la vitesse absolue est égal a I'accélération abso]ue_;a
multipliée par dt; au temps 1+ dt la vitesse absolue a donc
pour mesure \7;—{—;;dt.

La vitesse absolue varie pour quatre raisons différentes, car il
faut tenir compte : 1° du mouvementd’entrainement ; 2° du mou-
vement relatif ; 3° de l'entrainement du vecteur V, dans le mouve-
ment des axes mobiles; 4° de ce que le point P du systeme
mobile qui coincide avee le point M change aux divers instants.

A l'instant t le mobile M (fig. 109) coincide avec le point P du
sysleme entrainé, a I'inslant L-{-dt il coincide avecle point P’. Dési-
gnons par V, et ¢, la vitesse et I'accélération du point P a l'ins-
tant t; par V' et ¢/, la vitesse et I'accélération du point P/ au méme
instant. A Uinstant t + dt les points P et P’ seront animés des

vitesses V:~}—;Z dt; W;—}—cg_’edt, qui ne different que par des in-
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finiment petils du deuxiéme ordre, on peut done écrire que la
vitesse du point P a Uinstant t 4~ dt est V', 4 ¢, dt. Désignons par
V', la vitesse relative au méme instant, on a d’aprés le théo-
reme rappelé précédemment

(1) V,-F o, db— V] - V]| 5,dt.

Calculons V.. A linstant t la vitesse relative V, est repré-
sentée par le vecteur PV quial'instant t -+ dt aura pris la posi-
tion P,V,, le point P’ infiniment
voisin de P sur la trajectoire re-
lative est alors en I,, on a par
suite P, P, =DPP’; d’ailleurs P,V,
=PV ; soit P, V', une droite égale
et parallele a la vitesse relalive
V., a Pinstant t 4+ dt, le segment
V.V est la différence géométrique
des deux vitesses relatives; cette différence peut encore s'écrire

r Fig. rog.

r

z.dt, en désignant par g, 'accélération relative, par suite

Vi=YV, (ou PV) 47, dt.

En portant cette valeur de V. dans Iégalité (1) il vient :

V4o, dt =PV, 4o dt + V] 4 o, dt.

On a d’autre part V.=V, V,; cn retranchant ces deux der-
nieres ¢galités membre & membre 1l vient :

g, dt =PV, — V,- - V— V, 4=, dt + g, dt.

En posant o, =%, + 9, — 5, il vient :

(3) —ndt=P ¥, — V. V—V.

Exprimons la différence géométrique P, V, — V, au moyen
des vitesses d’entrainement V,, V..

Le quadrilatere PP, P’P’, donne

PP — PP =TP]— DP,.
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P’P’ est le déplacement du point P’ pendant le temps dt, comme
ce déplacement s’effectue avec la vitesse YV, on a
PP} =Vdt,
de méme
PP, =V dt,

par suile

PP — B, — (V/— V) dt.

Or
PV, —PV— % (PPl — PP,
donc L
PV, —PV=V/—V,
Comme L
PV =YV,
on a

LEn portant cette valeur dans I'égalité (3) il vient :

adt:2<w—-\ﬂya>.

I’aceélération absolue g, est done égale a la somme géomé-

trique :;: —+ 'T"—e_ + (— 7:: ), Vaceélération o, étant définie par I'égalité
(4) —o.dt—2(VI—V,).

Pour expliciter w il faut évaluer la différence géométrique
' —\ . Les vecteurs V, et V', sont les vitesses d’entrainement
de dcux points I et P’ appartenant au systéme mobile invariable.
A Vinstant t le mouvement de ce systéme équivaut 4 un mouve-
ment hélicoidal instantané, c’'est-a-dire a une translation et a
une rotation. Les vitesses des points P et I dues a Ia translation
sont égales et paralleles, leur dlﬂ'erane géométrique est donc
nulle par suite tout revient a calculer l.l diflérence geometllque
des vitesses des points P et P’ dues & la rotation.

Choisissons le point P (fig. 110) de facon qu’il soit a l'instant t
sur 'axe instantané Pz.

Dans ces conditions, la vitesse de P est nulle, celle de P/,
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c'est-a-dire la différence V., /—V,, est perpendiculaire 3 PPz

€ P ’

donc l'accélération centrifuge composée g qui a méme direc-

tion est perpendiculaire a Pz, ¢’est-a-dire a axe instantané, et a

PP’, c'est-a-dire i la vitesse relative. Soit P'N la .
perpendiculaire abaissée de P’ sur Pz, on a

7/ N AN DY » YA N
Vi=q.P'N, or PN__-PP'sinf,

8 désignnnt I'angle zPP’ que forme T'axe instantané

avec la vitesse relative du point P, d’ailleurs

PP = V. dt,

1)
donc V./=—q. V, sin§.dt. Fig. 110.

En se reportant a I'égalité (4), on obtient pour la mesure
de 'accélération de Coriolis :

o, =2q. Y, sin§.

3

Rexaroues. — I. L’accélération centrifluge composée est
nulle dans les cas suivants :

1° q=o0, le mouvement d'entrainement cst alors unc trans-
lation.

2° Sinf=o0, la vitesse relative est alors parallele & l'axe de
rolation,

3° V.==o0, le poinl est alors au repos relatil, c’est-a-dirc
immobile dans le systeme mobile.

II. Le théoréme de Coriolis montre que I'on peut étudier, au
point de vue dynamique, le mouvement relatif du mobile M
comme son mouvement absolu, a la condition d'adjoindre & la
force qui sollicite le point deux forces fictives capables de lui
communiquer, l'une, I'accélération centrifuge composée, l'autre,
une accélération égule et opposée i l'accélération d’entrai-
nement. La force centriluge composée est nulle dans les trois
cas cités plus haut, en particulier elle n'intervient pas dans la
recherche des conditions de 1'équilibre relalif. La force centri-
fuge composée intervient dans I'explication de plusieurs phéno-
menes : vents alizés, déviation d'un corps tombant en chute
libre dans un puits, cte...

ArvuicaTioxs. — FExpression des composantes de la vitesse et
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de Uaccélération suivant le rayon vecteur et la perpendiculaire a
ce rayon. — Considérons une droite tournant dans un plan

autour d’un point O, et soit M un
Y T point mobile le long de la droite

NEPAL (ig. 111).
1o Vitesse. — La vitesse relative

V. a pour expression —31—', elle est

dirigée le long du rayon vecteur

0 OM. Si le point M était fixe il

serait animé d’'un mouvement de

rotation autour de O, dont la vi-
dw

dt ’

Fig. 11y,

c’est la

tesse perpendiculaire a OM a pour mesure r.

vitesse d’entrainement.

La vitesse absolue, qui est la somme géométrique des deux
vitesses précédentes, a done pour composantes, suivant OM,
dw

et perpendiculairement & OM, r —.

dr
dt ’ dt

2° Accélération. — L’accélération relutive », a pour expres-
dor

[ 5 comme le mouvement relatif de M est rectiligne,
iTS

Paccélération est dirigée suivant OM,

sion

Dans le mouvement d’entrainement le point M décrit un
cercle, l'accélération d’entrainement 2, a donc pour compo-
dw '\ ? R dw
santes — r (—— | suivant OM, et r——
dt dt?

culaire MT a OM.

L’accélération centriluge composée est dirigée perpendiculai-

suivant la perpendi-

rement a 'axe de rotation O et au rayon vecteur OM, c'est-a-dire
suivant MT; elle a d’ailleurs pour mesure 2q.V,sinl; or, dans

= dw dw dr
le cas actuel, = 5 et q= T ,done g =2 ki

D’aprés Pégalité géométrique o,=—1w, - 5,—9,, les compo-
santes de l'accélération absolue sont done :

Br(doy;
e '\
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suivant OM et
dgw dw dr
e 2 dt dt

suivant MT,

2° Ezpression de U'accélération absolue d’un point d’'un solide
mobile autour d’un point fize. — Le mouvement du solide con-
sidéré S’ équivaut a une rotation instantanée représentée par
I'axe OR (fig. 112) dont les projections sur les axes fixes ox, oy, oz
sont n,p, q. Supposons un obser-
vateur invariablement 1ié 4 un se-
cond solide S animé de la rotation
uniforme OR et étudions le mouve-
ment de S’ pour Vobservateur placé
sur S. Comme a l'instant considéré

les deux rotations sont identiques
la vitesse relative de S’

de Coriolis donne Py = ,?,—{— P A I'instant t+ dt les (,omp()q'mtes
de la rotation instantanée de S’ deviennent : .

dn dp dq
n —. dt; ——><dt; g4 ——~.dt.
g 4 P gedt gt g

L’axe OR’ représente cette rotation, OR représente la rota-
tion d’entrainement. Exprimons 'accélération relative. Comme

tp,::pa—'.‘o—ﬂ le mouvement relatif est la rotation représentée par
Paxe OS, différence géométrique des axes OR’” et OR. Les pro-

dp dyg
dt, T dt, Tt dt. Ces

jections de OS sur les axes sont —drtl—
quantités étant proportionnelles aux projections de I'accélération
angulaire sur les axes OS représente l'accélération angulaire
multipliée par dt. On a donc OS — OT. dt, en représentant
par OT l'accélération angulaire, La vitesse relative d’un point
M de S’ est nulle 3 Dinstant t, & linstant t -} dt elle est
due a la rotation OS, elle a par suite pour mesure OS><MP,
MP étant la distance du point M a I'axe de rotation. L’accélé-

?J? >< MP = OT >< MP elle

est égale au produit de l'accélération angulaire par la distance

ration relative a donc pour mesure
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du point M & T'axe de rotation, et sa direction est perpendiculaire
au plan MOT.

Déterminons maintenant l'accélération d’entrainement g,. Le
mouvement d’entrainement étant un mouvement de rotation
uniforme autour de OR, le point M décrit une circonflérence de
rayon r==MQ avec une vitesse angulaire constante ., L’accélé-
ration a alors pour mesure «’.r et est dirigée suivant le rayon
de la circonférence.

Done ,—=rw’. En résumé I'accélération absolue est la somme
géométrique de 'accélération relative @ = OT ><MP et de I'accé-
lération d’entrainement 3, = OR ><MQ. On retrouve ainsile théo-
reme de Rivals: 3, est 'aceélération due a 'accélération angulaire
et », 'accélération centripete (p. 91).
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CHAPITRE VI

MECANISMES

Mouvements usuels. — L’industrie utilise les mouvements les
plus simples. Elle emploic surtout : le mouvement circulaire
continu; le mouvement circulaire alternatif; le mouvement rec-
tiligne alternatif; le mouvement rectiligne continu.

Il est souvent nécessaire de transformer :

19 Un mouvement circulaire continu en un autre mouvement
circulaire continu;

2° Un mouvement circulaire continu en un mouvement recti-
ligne continu;

3° Un mouvement circulaire continu en un mouvement alter-
natif rectiligne ou circulaire;

4° Un mouvement circulaire alternatif en un mouvement recti-
ligne alternatif.

Mécanismes. — Les organcs qui permettent de faire passer le
mouvement, de la piéce menante a la pidce menée, se nomment
mecanisimnes.

Les mécanismes peuvent étre classés en deux catégories : la
premiére catégorie comprend les systemes articulés dans lesquels
les angles varient, les distances des articulations restant cons-
tantes. La deuxiéme catégorie comprend les systemes constitués
par une piece P animée d’un mouvement M qui, par contact
continu, imprime un mouvement M’ a une autre piece I,

Le probleme géométrique a résoudre dans ce cas est le sui-
sant : connaissant la forme de Ja piéce I par exemple, ainsi que
les mouvements M et M/, déterminer la forme de la pieee I

Puisque P> et P’ sont en contact continu le contour de Ia
piéce I s’obtient en déterminant 'enveloppe des posilions suc-
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cessives du contour de " dans le mouvement de P’ pour un obser-
vateur invariablement lié a la piéce P.

TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU
EN UN MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU

Distinguons trois cas *

1° Les axes des deux mouvements sont paralleles.

2° Les axes des deux mouvements sant concourants.

3° Les axes des deux mouvements ne sont pas dans un méme

plan.

1. Azxes paralleles. — Dans le cas ol les axes de rotation sont
paralleles on opére la transformation au moyen de la bielle
d’accouplement, de la courroie de transmission ou des engre-
nages.

Bielle d’accouplement. — Solent O et O (fig. 113) les traces
des axes de rotation sur un plan qui leur est perpendiculaire,

Fig. 113,

OA et (A’ les manivelles égales montées sur chaque axe et dont
I
les boutons A et A’ sont reliés par une tringle AA’ que V'on
I g {

nomme bielle d’accouplement. La figure AOA’Q’ est un parallélo-

. .. . 4

gramme quelle que soit la position de OA. Les points A et A
décrivent des circonférences égales avec des vitesses égales

La bielle d’accouplement est employée dans les locomotives

P ploy
pour réunir les paires de roues motrices. '

Courroie de transmission. — Une courroie de cuir supposée
flexible et inextensible passe sur la jante de deux poulies respec-
tivement calées sur les axes O et O (fig. 114). Il est facile
d’obtenir le rapport des vitesses a~ gulaires w et o' des deux pou~
lies dont les rayons ont pour mesure R et R/, en suppesant que
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. 1] . . -
la courroie ne ghsse pas sur les jantes. En cffet la vitesse
linéaire de la courroic est égale a la vitesse d'un point de la jante

de l'une ou de Uautre poulie, comme ces vitesses sont respective-
ment @R et~ R’ on a

wR=uwR
d’on
S R
At

Les vitesses angulaires des deux poulies sont donc dans le
rapport inverse de leurs rayons.

Rrvarque. — 1° Si les vilesses de rotation des deux povlies

Oy
,,,,..//’*
Fig, 115 bis.

doivent étre de sens contraires il faut croiser la courroie
(hg. 114 bis) )

2° Souvent on monte sur Parbre qui porte la poulie une

secconde poulie non calée sur 'uxe et que 'on nomme ponlie
folle : on fait passer la courroie sur cette poulie lorsqu’on veut
amener l'arbre au repos,

3° Lorsqu’on substitue a la courroie une chaine de Van-
canson, on munit Ja jante de la poulie de dents qui pénétrent
dans les mailles de la chaine pendant la rotation. Lorsqu’on se
sert d’un cible dit télédynamique, les poulies sont munies de
gorges destinées A maintenir le cible en place.

Engrenages, — On appelle engrenage un systeme de deux
roues dentées toujours en contact, Comme les deux roues sont
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cylindriques le contact a lieu tout le long d’une génératrice. La
roue qui transmet le mouvement se nomme roue menante ct celle
qui le recoit rone menée.

On cherche h obtenir 'uniformité du mouvement de rotation
des deux roues. 5’1l en éiait autrement il se produirait par
moment, a4 cause de I'inertie des masses a mouvoir, des cfforts
considérables capables de rompre les dents des roues en contact.

Circonférences primitives. — Soient O ct O’ (fig. 115) les
traces des axes de rotation sur un plan qul leur est perpendicu-
laire, w et w'les vitesses de rotation que doivent avoir les roues
menante et menée, Sur la droite OO0’ déterminons un point A
tel que 'on ait : »

w.0A = w'.0’A.

Des points O et O" avec les rayons OA el O'A décrivons deux
circonférences ; on obtient ainsi ce que 'on nomme les circon-
férences primitives de l'engrenage a construire,

Caleul du nombre des dents de la roue menée. — Supposons

Fig. nj.
que la roue menante, de rayon OA =R, doive porter n dents.

9
. La

45

Lorsqu’elle avance d’une dent elle tonrne de Pangle o —
n
roue menée tourne en meéme temps d’une dent et par couséquent

de Pangle a’:—l—}— , e désignant par n’ le nombre total des
dents de 1la roue menée. Comme les ungles 2. et o/ sont décrits
dans le méme temps ils sont entre eux comme les vitesses angu-
laires des deux roues. On a donc

o
- 1’ : N
— 7y dou nw=—niw

w
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On voit par la que le rapport du nombre des dents des deux
roues est égal a I'inverse du rapport des vitesses anguluires des
roues correspondantes.

Eléments d’une roue dentée. — On appelle dent la portion des
saillies portées par la jante de la roue qui sont extérieures i la
circonlérence primitive, les portions
intérieures se nomment crewx (fig. 116).
La longueur b de 'arc de circonférence
primitive interceptée par une dent est
Iépaisscur ou la hase de la dent; la
dimension de la dent comptée paralle-

lement a l'axe de la roue est sa lar-

Fig. 116.

geur; arc de circonférence ¢ inter-
cepté par le creux se nomme intervalle. La longueur MN est la
saillie de la dent et MQ la profondeur du creux. L’are de circon-
férence primitive oceupé par une dent et un creux consécutil se
nomme le pas de la roue dentée. Toutes les dents sont iden-
tiques entre elles; 1l en est de méme des creux.

Egalité de pas des deux roues d’'un engrenage. — La roue
3 8 S
menante portant n dents, la circonlérence primitive est partagée
en n parties égales a a, on a done

1 27R = na.
On a de méme pour la roue menée
(2) 2rR = n'a’. .

Or d’aprés la construction des eirconférences primitives, on a

R Y

R e’
d’autre part

n ml

T w !’
done

R . n

R~ o
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En divisant membre a membre les égalités (1) et (2) il vient :

R na
—_————
Ity n’a’
on doit donc avoir
a
— 1.

N

En d'autres termes les pas des deux roues associées sont
égaux.

D’ailleurs il faut que le creux de l'une quelconque des deux
roucs puisse recevoir la dent de I'autre.

On a par snite b="¢' et b’ =Z¢. Si I'exéeution d’un engrenage
pouvail étre parfaite on prendrait b=c¢'eth/=rc.

. . . .. . 1 1

Dans la pratique 1l faut prévoir un jeu 1 variant de 10 a 30

de l'intervalle. On a donc en réalité :
b=rc¢{l—1i); b'=r¢c(1 —1i),

ou encore

b4 b =(c4¢) (1—1i).

Généralement on fait en sorte que b=> "et ¢=¢' de facon
adonner aux deux dents une égale solidité. 11 est évident que la
saillic des dents de 'une des roues doit étre inférieure ou an
plus égale a la profondeur des creux de 'autre roue.

Engrenages réciproques. — Si la dent et le creux des deux
roues cn contact admettent un plan de symétrie passant par 'axe
de la roue correspondante, I’engrenage pourra fonctionner dans
les deux sens ; on dit alors que engrenage est a retour ou réci-
proque.

Les dents en contact doivent éire placées pres du plan des axes.
— Considérons les deux circonférences primilives O et O’ tour-
nant avec les vitesses angulaires constantes w et w’ autour de
Teurs axes (fig. 117). On a vu (p. 127} que le mouvement de O,
pour un ohservateur invariablement 1ié 4 O, est un mouvement
épicycloidal ; en d’autres termes, pour 'observateur O la circon-
férence O parait rouler sur la circonférence O. A chaque instant
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Ia vitesse relative du point de contact A des deux circonférences
est nulle. Si doncles deux dents aux prises se touchent suivant
la génératrice placée en A, ces deux dents seront immobiles

Fig. 117

7

P'une par rapport a I'autre et par suite ne frotteront pas I’'une sur
I'autre.

Si les dents se touchent en dehors du plan des axes leur
vitesse relative est différente de zéro, elles glissent alors 'une sur
I'autre, d’ou frottement.

Pour réaliser la continuité du mouvement on s'arrange dans
la pratique de maniére a avoir quatre dents en contact. Au mo-
ment ou le contact a lieu en A, celui du groupe CC’ commence et
celui du groupe BB’ {init, le contact de chaque dent dure le temps
que met un point de la circonférence primitive 4 déerire deux
pas. Pour atténuer le frottement, les groupes BB, CC’ seront
pris de part et d’antre de la ligne OO et le plus pres possible
de cette ligne.

Détermination du profil des dents. — Soient O et O’ {fig. 118)
les circonlérences primitives et D le contour on profil de la dent

Fig. 118.

relative a la roue O. Il s’agit de déterminer le profil I’ de la
dent de la roue O', Considérons un observateur invariablement
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1i¢ 2 la roue O'; la courbe D' lui parait fixe ; d’autve part il doit
voir la courbe D se déplacer mais en restant constamment tan-
gente i la courbe 1, en d’autres termes la courbe I’ est I'enve-
loppe des positions successives prises par D. Or pour I'observa-
teur considéré le mouvement de O est un mouvement épicycloidal
donc si Uon fait tourner la circonférence O’ et qu'on détermine
I'enveloppe des positions successives prises par la courbe D, on
obtiendra le profil I’ demandé. Si le profil D’ est donné on
détermine de la méme maniére le profil D. Comme la forme dn
profil donué est arbitraire il v a théoriquement une infinité de
solutions. Pratiquement on n'emploie guere que trois especes
d’engrenages:

Les engrenages a lanternes, les engrenages a flancs, et les
engrenages a développantes de cercles.

Engrenage a lanterne. — Le profil D' le plus simple que Von
puisse se donner O est un point {fig. 119). Lorsque la circonfé-

Fig. 119.

rence O’ roule sur O le point profil décrit une épicveloide. Done
lIe profil D est un arc d'épicycloide. Pour réuliser I'engrenage it
lanterne on plante sur le pourtour de la circonférence O’ de
pelits cylindres régulierement distribués dont les axes coincident
avee les points profils D', Le profil de la dent est arc d'épicy-
cloide précédent transporté parallelement a lui-méme a une dis-
tance égale au rayon de la tige eylindrique. Cet engrenage,
généralement construit en bhois, est employé seulement dans
quelques machines grossieres,

Lngrenage a flanc. — Prenons comme profil D’ une partie
d’un rayon O’B de la circonférence O’ (fig. 120). Lorsque la cir-
conférence O’ roule sur la circonférence O, le rayon O'B enve-
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loppe une épicycloide ‘p. 71), donc le profil de la dent D est
un arc d’épicyeloide. La portion rectiligne de la dent D’ se
nomme flanc; Pare D de Dépicy-
cloide conjugué de ce flanc se nomme
face.

Les flanes D’ sont intérieurs ala cir-
conférence primitive O et les faces D
sont extérieures i la circonférence pri-
mitive O. En effet pour obtenir le
point de contact de D et de D' a un
instant donné il faut abaisser du centre
instantané de rotation I une perpen-
diculaire sur Ia position correspon-
dante de O'B. Le point M ainst obtenu
est sur la circonlérence de diametre
0L, 1l est done d I'intérieur de O et a

I'extérieur de O. Fig. 120.

Reyargues. — On peut compléter les flancs de la roue O’ par
des arcs d’épicycloide tels que BI (fig. 121}, De méme les faces

épicycloidales de la roue O peuvent étre complélées par des flancs
rectilignes. Une dent se composera done de deux parties : 'une
intérieure a la circonférence primitive telle que ABFG dont les
cotés AB et FG, portions de rayons dela circonférence primitive,
constituent les flancs. L’autre partie ADLB extérieure a la circon-
férence primitive ecst limitée par des arcs d’épicycloide AD, BE
profils conjugués des flanes de la seconde roue. On obtient de

POINCARE. Cinématique. 10
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cette fugon un engrenage l'écipm([ue dans lequel le contact peut
se produire soit apres, soit avant la ligne des centres. Avant la
ligne des centres OO’ les flancs de la roue menante poussent les
faces de la rouc menée; apres la ligne des centres ce sont les
faces qui poussent les flancs.

Si les dents de la roue conduite portaient seules des flancs, le
contact entre les deux rouecs ne se produirait (lu’aprés le passage
de la ligne des centres,

Une méme roue & faces épicycloidales ne peut pas conduire
plusieurs roues semblables de diamétres différents.

En effet considérons trois circonférences primitives O, 0/, O”
(fig. 122) de rayons différents R, R’ et R”. Pour que les dents de la

Fig, r1o2.

roue O engrénent avee cclles de la roue O, il faut, d’apres ce
qui précéde, que les faces des dents de O soient des ares d’épi-

cycloide ayant pour base la circonférence O et pour roulette une
!

circonférence de rayon -5 - Mais pour pouvoir engrener avec les

P

dents de O il faudrait que les faces des dents de O solent des
arcs d’épicycloide avant pour base O et pour rounleite une cir-
"
conférence de rayon ——. Il est impossible de satisfaire a ces
deux conditions puisque les rayons R” et R’ sont différents.
On pourrait tourner la difficulté en utilisant le théoréme
suivant.

Tukorine. — Le profil conjugué d’une épicycloide DY ayant

pour base la circonlérence primitive O’ est une autre épicy-
cloide D ayant pour base lautre circonférence primitive O.
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En effet, soit I (fig.123)le point de contact des deux circonfé-
rences, A et B deux points fixes pris sur chacune d’elles et tels
que :

arec JA = arc IB

Considérons une troisieme circonférence de centre O” et tan-
gente en I & O et O’. Soit M un point de cette circonférence tel

que

arc IM —- arc IA

Le mouvement absolu de M est un mouvement épicycloidal, car
on a a chaque instant

are MI = arc Al

L’épicyeloide 1) déerite par le point M a pour base la eircon-
férence O et pour rouleite la circonférence O”. Dans le mouve-
ment relatif, le point M décrit aussi
une épicycloide D', car dans le sys-
teme O, 0" on a a chaque instant
arc I =arc IB, I'épicycloide D)’ pro-

vient de la base O et de la roulette \
— 07 le signe — indiquant que la /’
roulette est intérieure a la base. La 4 A

droite IM qui juintle centre insian-

tané de rotation au point considéré M
est normale aux deux épicycloides D
et D’; donc les deux courbes sont
constamment tangentes.

Lune quelconque d’entre elles est
I'enveloppe des positions successives
prises par Pautre duns le mouvement
de roulement. .

. s Fig. 123,

On construirait donc d’abord les °
dents de O et de O/, puis on prendrait comme flanc des dents
de 0 le profil conjugué des faces épieycloidales de 0. On obtien-
drait atust des flanes épicycloidaux, mais cette complication est
évitée grice a emplol de 'engrenage a développante.

Rexsnrques. — 1° Si la circonférence O est telle (ue son rayon
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0"l = %, la trajectoire relative du point M esl un diametre
de la circonférence O’. On a en effet arc IM=arcIB; I'angle MO’]
4 pour mesure arc 218,1,1 ou arc :)\’Il ; Vangle 10/B a d’autre part
pour mesurc m‘c(l)_{}_, doneles angles TO'M et 1O'B sont égaux;

par suite le point M reste sur la droite O’'B. On retrouve de cetle
fagon que le profil conjugué du diamétre BB’ (fig. 120) est une
épicycloide.

Engrenage a développante de cercle. — Iin choisissaut comme
profil D’ une développante d’une circonférence concentrique a 0/,
le profil conjugué D est une développanie d’une autre circon-
[érence concenirique a O et [acile a déterminer (voir p. 72).
Le point de contact des deux développantes est sur la tangente
commune aux deux circonférences (ui passe par le centre instan-
tané de rotation.

Une méme roue a développante de cercle peut conduire plu-
steurs roues de diamétres différents.

En effet, des centres 0, 0" et 07 (fig. 122) décrivons Lrois cir-
conférences de ravons C, C' et C”. Les développantes de ces cir-

. C (04 cr
conlérences pourront servir de profil silon T TR
Dans ces conditions la roue O conduira les roues Q' et O”.

I’engrenage & développante préscnte encore sur ’engrenage
a flunc deux autres avantages importants au point de vue pralique:

1° Si la distance des axes O et O est altérée, soit par vice
d’ajustage, soit par usure des tourillons, 'engrenage a flanc n’est
plus cxact alors que l'engrenage a développante reste parfait.
Supposons que la distanee des axes au lieu d’é¢tre I + R’
devienne 8 (R 4+-R"); st R, et R’, sont les ravons des nouvelles
eircouférences primitives, on a :

(1 R,4+ Ri=6{R4+ 1"

be plus
wR, = o'R].

Posons

wR=ul'=274, oR,—=w'Rj=2"
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L'égalité (1) donne alors
(A 1) (L)
w w W w

)\" = é;)\ N

done

par suite
R, =RS§; R/=Ré.

1

Pour que l'engrenage a flane reste exact 1l faudrait que les

saillies des dents de la roue O fussent des arcs d’épicycloide
‘s

engendréc par unc circonférence de rayon Tl'oulant sur une

circonférence de rayon R&; ce qui n’a pas lieu étant donnée la

construction premiere de engrenage.

o .
L’engrenage a développante reste exact, car la nouvelle con-

. C
dition d’exactitude IR R est satisfaite en méme temps que
C o4

l'ancienne condition — =

R R .
2° Si l'usure des dents est uniforme le profil primitif € de
chaque dent est remplacé par une courbe parallele C'; deux telles
courbes ont méme développée : la courbe C étant une dévelop-
pante de cercle, la courbe parallele C' sera une développante du
méme cercle. Une usure uniforme n’altere done pas les proprié-
tés de I'engrenage a développante.

Malgré ces avanilages Uengrenage a développante de cercle est
beaucoup moins employé que l'engrenage a flanec, parce que,
toutes choses égales d’ailleurs, les dents de I'engrenage a déve-
loppante de cercle sont beaucoup plus minces a leur extrémité
que celles de 'engrenage a flanc, clles sont donc moins résis-
tantes. On l'emploie surtout quand on veut faire conduire un
grand nombre de roues par uue roue unique. L’horlogerie utilise
exclusivement I'engrenage a flanc.

REmArQUuE. — Pour transformer un mouvement de rotation O

en un mouvement de rotation O” de méme sens, on introduit
entre O et O”, s'il y a de la place, une roue intermédiaire O’
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(fig. 124). La roue O communique & O’ une rotation de sens
opposé a la sienne, de méme O’ communique a O” une rotation

Fig. 1245.

contraire a Ia sienne propre, ¢’est-a-dire de méme sens que celle
de O.

Si la place manque pour loger la roue intermédiaire on
emploie les engrenages intérieurs.

Engrenages intérieurs. — Soient O et O’ (fig. 125) les axes
fixes autour desquels s’effcctuent les mouvements de rotation de

b\

Fig. 123.

méme sens et de vitesses angulaires w et w'. Déterminons sur
00’ le point exlérieur A pour lequel on a w.0A=w'.0'A, et
tracons des points O et O' comme centres deux circonférences
de rayons OA et O’A. On obtient ainsi les circonférences primi-
tives de Iengrenage intérieur i établir. Il n’y a rien a changer
dans la suite a la théorie des engrenages extérieurs.

On peut réaliser 'engrenage réciproque i développante de
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cercle, mais 1l est désavantageux car les dents de la grande roue
sont alors concaves. En effet pour construire l'engrenage a
développante il faut tracer deux circonférences Cet C' de centres O
et O’ ayant respectivement pour rayons C et C'. La tangente
commune AX a C et C' menée par A est la normale commune aux
deux dents. Les pieds B et B’ des perpendiculaires abaissées de
O et de O sur la normale sont les centres de X
courbure des développantes des cercles C N N
et C'. Comme ils sont tous deux du méme
coté de A les deux profils tournent leur con- e
cavité du méme c6té, done V'une des dents

est concave (fig. 126). Cette condition oblige B
a construire des dents faibles a leur extré-
mité, aussi 'engrenage intérieur a dévelop- Fig. 126,
pante est-1l peu employvé.

Dans le cas ou 'on adopte I'engrenage a flanc on ne peut pas
donner a la fois & la grande roue des flancs et des faces.

En effet le licu des points de contact des flancs de la pctite
roue O avee les faces de la grande roue O est une circonfé-
rence O” décrite sur O'A comme diamétre. Comme ces polnts
sout a I'intériecur de la circonférence primitive O on ne peut pas
donner a la fois aux dents des flancs et des faces.

Si les dents de la petite roue portent des fuces celles de la
grande roue portent des flancs; le plus souvent on donne des
flanes a la petite roue et des faces a la grande.

Il résulte de cette nécessité de construction ue le contact ne
peut avoir lieu que d’un seul
c6té de la ligne des centres.

Remargue.—Sil’ondonne
a Ia petite roue O des flancs
se continuant par des ares
d’épicycloide formant les fa-

ces, il faut prendre comme
profils des dents de la grande Fig. 127.
roue, d’abord le profil conju-

gué de AB puis le profil conjugué de BC : ce sont deux arcs

d’épicycloide, mais I'arc conjugué de BC est concave (fig. 127).
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Crématllere.— On obtient ce que 'on nomme une crémaillere
fig. 129) en supposant que le rayon de la circonférence primi-
tive O conservant une valeur
finie, celul de la circonfé-
rence O’ augmente indéfini-

0 ment (ﬁg. 128).

A .
On emploie 'engrenage i
flane. En général, le profil
o' conjugué duflunc de laroue O
Fig. 128. est une épicycloide engen-
drée par une circonférence

I3

de rayon —— roulant sur la circonlérence O.

2

Dans le cas actuel, la roulette est une ligne
droite, puique R’ est infini, done le profil con-
jugué du flanc de la roue O est une dévelop-

pante de cercle. Les dents de la tige de la

crémaillere ont done pour faces des développantes de cercle. Les
faces de la roue, profils conjugués des flancs de la tige, sont des
ares de cycloide, car elles soul engendrées par le roulement
d’une circonférence sur une droite.

Détermination du nombre des dents des roues d’un train d’engro-
nage. — Considérons quatre axes de rotation paralleles O, O,,
0,, O, (fig. 130). Sur I'axe O animé d’'une vitesse angulaire de

rotation , est montée une scule roue A,. Sur axe O,, animé

1
d'une vitesse de rotation w,, sont calées deux roues, I'une B, qui
engréne avec A, et une autre A,. L'axe O,, animé d’une vitesse
angulaire w,, porte également deux roues calées sur lui : Pune
B, est commandée par A, avec laquelle clle engréne, et une
seconde A, Enfin, sur le quatricme axe; animé d’une vitesse
angulaire w,, est calée unc seule roue B, qui engréne avee A,
Soient &, le nombre des dents de A5 2,, celui de A, ; a,, celui de
Ags

de B,. Les roues A, et B, engrenant ensemble et tournant avec

8,, le nombre des dents de B,; {,, celui de B,, et §,, celui

les vitesses angulaires w, et w,, on a:
(01.1‘ — Loz'gi'

A . . e}
De méme w,a,—w, B, et wa,=w,3,.
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En multipliant ces égalités membre a membre il vient :

©, ..

= A
w, SR

En raisonnant sur n—+4-1 axes et n engrenages [n paires de
roucs dentées) montés de la méme fagon, on aurait :

O, AT,
— Q- U
w, pxtﬂz""t’n
.. w L. Al w,
Sil'on se donne -—*' — —~ onpourra éerire - —— = 1
) B Bl ),

1 étant un nombre quelconque.

Fn décomposant respectivement AIl et Bl en n facteurs

i A U
Al BJ
[« 5
JARRAERRRRBUVINNFINN LKA ¥

A, B,
0., 3,
A, B,

wl UJZ UJS t

0, 0. 0. 0,
Fig. 130,

entiers, on obtient un systéme de valeurs pour 2, o, ...9,; 3,

B, ...B, acceptables sous certuines conditions. I1 faul remarquer
en effet que le nombre des dents d'une roue a une limite
inférieure. Ainsi avec Uengrenage a flanc on met ordinairement
au moins dix dents; Vengrenage 4 développante en porte au
moins douze. C(‘pend-:mt en horlogerie on se contente de six dents.
D’autre part, il ne faut pas que le rapport des vitesses des deux
roues engrenant soit trop petit. Sa limite inférieure est ordinai-

1 . . |
rement —— . En horlogerie on va jusqu'a - . Enfin le nombre

5 12 °
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des dents ne doit pas étre trop considérable, sans quoi ’exécu-
tion de I'engrenage serait impossible.

Application. — Soit a réaliser le rapport de vitesse 610— .1

faut utiliser plus de deux axes puisque le rapport des vitesses

doil &tre supérieur a >renons trois axes. On aura :

77!

o, BB 60

), x,.a, 1

En posant z,—6, a,—=06, il vient :

1 6? g o
=g Tt dB,=060.6"
[ i

On prendra alors 3,=45, B3,=48.

Wy, +1 A
w, B

quel'onsedonne, Asoitunnombrepremiertrésgrand. Ce cassepré-

Resangue. — Supposons que dans le rapport

sente dans la construction de certaines horloges qui donnent les

lunaisons (celle de Strasbourg par exemple). Soit A==1439 et B
1439

3485

ner a I'une des roues 1439 dents, ce qui est difficile. On a alors

; 1439 est un nombre premier, il faudrait donc don-

recours aux trains épicycloi‘duux.

TRAINS EPICYCLOIDAUX

Soit AA’ (fig. 131) un axe de rotation sur lequel est calée une
roue N Cette roue emporte dans sa rotation un axe BB’ qui est
parallele i AA'. L'axe AA’ porte de plus deux roues folles P et Q.
Enfin, sur I'axe BB’ sont calées les roues R et S. Soient w la
vitesse angulaire de la roue N, et w, la vitesse de rotation com-
muniquée a Ja roue folle Q. La roue N en tournant entraine dans
son mouvement I'axe BB/, La roue Q engréne avec la roue S et
communique & cette rous un certain mouvement de rotation. La
roue S étant calée sur I'axe BB’ imprime son mouvement a cet
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axe et par suite a la roue R. Enfin, cette roue R engréne avee la
roue P et la fait tourner.

Soient ¢, p, r et s Jes nombres respectifs de dents des roues
Q, P, R et S. Pour un observateur entrainé dans le mouvement
de la roue N, les axes AA’ et BB sont fixes et les roues R et P

constituent un engrenage ordinaire. Dans un mouvement résul-

A B
P | PR . R
[IMAMARES BYTVIININY- SOTOIRAMARRAR SN !
(2)
A\T W N
diRMALE RS U T T Y

F’r’"‘r"w'?‘ Q 5 | 5
i LD ISR

A B
Fig. 131.

tant, la vitesse absolue d'un poiut est lu somme de sa vitesse
relative et de sa vitesse d’entrainement. Or, la vitesse relative de
la roue Q est w, — w; si I’ tourne avec la vitesse absolue v, sa
vitesse relative est de méme o, —w. En désignant par 2 la vitesse
rclative commune A Ret S, on a :

(w,—w)q=uas et (v, —w p==ar,

d’ou
(l)’ _ 1
w,— S r w
— P— N dOIlC (I — )
W, —w rq ps w, 1
w
ou encore
(3} r 1C w,
1) IETUPUY NI SR S
w PS pS (O]

Dans la plupart des cas, on suppose la roue Q fixe; il faut
fuire alors w,==o0 dans la formule (1), et il vient :

©, 4 rq  ps—rq
T —p—s_ ps )
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1439 w

3485

Nous pouvons maintenant réaliser le rapport !

o
En posant ps==3485, on obtient :

1439 = 3485 — rq,
ce qui conduit a prendre :

— 41 s—85; r==33; q=62.

REmanques., — 1° On peut se servir de trains épicyeloidaux
pour réaliser des rapports trés petits entre les vitesses de rota-
tion de deux roues. En faisant par exemple p==n, s-_=n.
r=n—1, g==n—1, on a

.
w, R n*—1 . !

© n? n?

2¢ Les engrenages coniques s’emploient aussi dans les trains
¢picycloidaux.

Soitpar exemple un axe AA’ (ig. 132) sur lequel sont montées
deux roues non calées P et Q. L’axe AA’ en tournant entraine

@Y B B’

N

Fig. 13a. Fig. 133.

dans son mouvement un axe BB’ quilui est perpendiculaire. La
rouc (Q est fixe; sur V'axe BB’ est montée, comme dans la
figure 132, une roue S$’ qui engréne avee les roues P et Q, ou
bien, comme duns la figure 133, sur BB’ sont montées deux
roucs R el S calées sur l'axe, de telle sorte que la roue S
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entraine la roue R; la roue fixe Q engréne avee S et R avec la
roue P, comme dans le train épicycloidal étudié plus haut.

Engrenages hélicoidaux de Hooke et de Wlhite. — Dans les
engrenages étudiés précédemment, le contact n’a pas lieu seule-
ment sur la ligne des centres, par conséquent les dents ne
roulent pas sur leurs conjuguées, elles glissent. Il se produit un
frottement que l'on ne peut pas éviter avec des dents de forme
cylindrique qui sont en contact tout le long d'une génératrice.
Pour supprimer le glissement il faut avoir recours aux engre-
nages de précision ou engrenages hélicoidaux de Hooke et de
White.

Considérons deux axes paralleles 00,, 0’0/ (lig. 134) sur les-
«uels sont montées deux roues R et R’ ayant des vitesses de rota-

o] Ao

R C R’
e
B

A

c
-

B’

0, A, [oq

Yig. 134.

tion w et o’ dont le rapport est constant. Soit A le point de con-
tact des circonférences primitives de ces deux roues O et O leurs
centres définis de facon que w, OA —= w’, O'A’. Considérons en
oulre les cylindres primitifs ayant pour axes, 00,, 0’0, et pour
directrices les circonférences primitives de Ik et de IV, ils sont tan-
gents le long de la génératrice commune AA,. Pour un observa-
teur invariablement lié &4 R, le mouvement de R’ sera un mouve-
ment épicycloidal. Pour qu’il y ait roulement, il faut que la
vitesse relalive du point de contact des deux dents soit nulle,
il faut donc que ce point de contact soil sur I'axe instantané de
rotation qui est la génératrice de contact AA, des deux cylindres.
Le profil de la roue R étant donné, on détermine sa surface
cnveloppe . Pour qu’il y ait roulement, le point de contact du
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profil R et de son profil conjugué doit étre sur la génératrice de
contact des deux cylindres primitifs. On est ainsi conduit a
prendre pour la forme a donner a la roue R’ une surface quel-
conque tangente a Uenveloppe E tout le long de la courbe d'inter-
section de E et de R.

Mulgré Varbitraire que semble présenter cette question, il
n’y a guere qu'une forme d’engrenages qui y réponde; ce sont
ceux ol les roues ont une forme hélicoidale (fig. 135). En
effet, si on fait tourner une surface héli-
coidale autour de son axe, son intersection
par un plan fixe passant par I’axe reste
invariable en grandeur, mais se déplace
parallelement a elle-méme d’un mouve-
ment uniforme. Tout se réduit donc dans
ce plan fixe a un mouvement de transla-
tion uniforme.

Fig. 135. Etant donnée une surface hélicoidale,
supposons (u’on lui imprime un mouve-
ment hélicoidal capable d’engendrer la surface; nous pouvons
décomposer ce mouvemenl en une rotation R et une translation T.
Si nous imprimons a tout le systeme une rotation — R autour de
laxe du cylindre R, tout se réduit pour lui & une translation T.
Supposons qu’a un instant donné les deux roues munies de pro-
fils hélicoidaux soicnt en contact en B sur AA, et considérons les
méridiennes des surfaces situées dans le plan déterminé par les
deux axes 00,, O'0,/. Imprimons une rotation aux deux roues,
les deax méridiennes situées dans ce plan se déplacent parallele-
ment a axe. On peut choisir le pas de chaque surface de telle
sorte que le mouvement de translation soit le méme dans les deux
surfaces. Alors s1 en B les deux méridiennes situées dans le
plan QO,, 0’0, sont en contact, elles y seront encore au bout
d'un temps quelconque en un autre point B de AA/. Les deux
roues restenl en contact, en un point ui se déplace le long de
la génératrice AA,.
Déterminons le rapport des pas des deux surfaces hélicoidales
pour que le contact soit continu.
Lorsque R aura tourné de 2z, la méridicnne de Ia surface
invariablement liée & R, qui se trouve dans le plan 00, 0’0/ sc
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sera déplacée parallelement 4 axe, de la longueur du pas h de
la surface profil de la roue R. Soit V la vitesse de translation et v
la vitesse de rotation; V sera donnée par la relation

\ h

(O] 27

En désignant par h’ le pas de la surface hélicoidale profil de la
roue R’; on aura pour expression de la vitesse de translation V
r h/
de la section méridienne —+ =y la vitesse V est la méme

w T

pour R’ et pour R puisque par hypothese il y a contact continu.

Divisons membre a membre les dcux relations ainsi trouvées,

on a
3) h'
w ~ h’
d’ol
wh = w'h/,

et comme d’autre part
o OA=w',0'A

1l vient :
h L’

0OA T OAT

Ces engrenages hélicoidaux ont éLé inventés par Hooke en 1674,
et retrouvés de nos jours par White. White a pris pour 'une de
ses voucs une vis a filel triangulaire et pour I'autre
un profil de vis a filet carré (fig. 136). Le contacta
licu en un des sommets du reetangle qui engendre
la surface de vis a filet ecarré. Le contact n’ayant
lieu (ue par un poiut, les engrenages hélicoidaux
ne sauraient, sans s'user trées rapidement, trans-
mettre des efforts considérables. Ils ont été em- Fig. 136.
ployés avee succes pour faire tourner des axes avec
une trés grande vitesse, en les adaptant & des appareils tres
légers.
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LES AXES SONT CONCOURANTS

Lorsque les axes de rotation concourent, le probleme de la
transformation d’'un mouvement circulaire continu en un autre
mouvement circulaire continu peut étre résolu au moyen des
engrenages coniques et du joint universel de Cardan.

e . , —_ ’o 1
Engrenages coniques. L’engrenage conique se compose de
deux roues R et I’ (ﬁg. 137) constamment en contact qui tournent

S

Fig. 137.

‘

uniformément avec les vitesses angulaires respectives w et o’
autour des axes concourants.

Sw représente la rotation de la roue R fig. 138) et Sw’ celle de
la roue R’.

Mouvement relatif de R'. — Pour obtenir le mouvement de R’
par rapport a I}, imprimons a tout le systéme une rotation —w.

Cette rotation est représentée par le segment de droite 5 —uw
égal et opposé i Sw. Le mouvement relatil n’est pas modifié par
ectte rotation fictive qui rend fixe la rone R. La roue R’ est alors
animée de deux rotations concourantes S et 5 —o qui
admettent pour résultante la rotation SD (tig. 138).

Cette roiation SI) constitue le mouvement relatif de R/ par rap-
porta R ; elle est définie par la diagonale du parallélogramme cons
truit sur S o' et S —w.
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Cones primitifs. — En faisant tourner SD autour de Sw on
obtient le cone de révolution C. En fuisant tourner SI) autour de
Sw’ on obtient le cone de révolution C'. Ces deux cones prennent
le nom de cdnes primitfs, ils sont tangents le long de SD; le
mouvement de €’ par rapport a C est

w

une rotation instantanée autourde SD;
1] se raméne par sulte au roulement
du cone C' sur le cone C. Le mouve-
ment relatif cherché est done un mou-
vement épicyeloidal sphérique.

Forme des dents. — On donne aux
dents la forme de surfaces coniques
ayant pour sommet commun le point S,
le contact a lieu tout le long d'une
génératrice.

Cherchons quelle doit étre la forme
des dents, pour que la vitesse étant

uniforme, il y ait toujours contact entre

deux paires de dents. Du point S comme centre avec un rayon
arbitraire, décrivons une sphere et cherchons son intersection
avec les dents, ¢’est-a-dire le profil sphérique des dents.

Supposons donné le profil sphérique d’une dent d’ de la
roue R’'. Pour un observateur invariablement lié a la roue R,
celle-ci est immobile, et la roue R’ semble tourner sur R;
Ienveloppe de la dent d’ dans ce mouvement est le profil de Ia
dent d de R.

Dans la pratique on raméne la construction du profil sphérique
a la construction du profil plan. Au point A de rencontre deI'axe
SD (fig. 139) avec la sphere, menons la tangente a la sphere dans
le plan SA. Cette tangente coupe Sw en O, Sw' en .

En faisant tourner OA autour de SO on obtient un céne de
révolution K, un second cone de révolution K’ est engendré par
la révolution de O’A autour de SO’.

Au point A, menons le plan tangent a la sphere, il est aussi
tangent aux coénes K et, K’ car il passe par une génératrice OA,
0'A’ de chacun de ces cones ¢t il est perpendiculaire. au plan
méridien correspondant qui est le plan SO0’ :

poINCARE. Cinéma’ique. 1t

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



162 CINEMATIQUE

Au lieu de limiter les dents des roues R et IV a la sphére, limi-
tons celles de R an cone K et celles de R’ au c6ne K’ et construi-
sons l'Intersection des dents avee ces cones.

En développant le cdéne K sur un plan iangent on obtient le
développement sur ce plan du profil des dents. Si alors on fait
rouler le ¢cone K sur ce plan, les différentes parties du profil

Fig. 13q.

développé viendront s’appliquer sur les parties corl'cspondnntes
du profil sur le cone.

Or quand un cone roule sur un plan, la vitesse relative des
points situés sur la génératrice de contact du cone et du plan est
nulle, car cette génératrice est I'axe de rotation instantanée ; si
le plan et le cone sont mobiles u la fois, la vitesse absolue sera
Ia méme pour tous les points de la gém'& atrice de contact consi-
dérée comme appartenant, soll au c(mé, soit au plau.

Supposons le sommet S fixe pour le plan et le cone. Soit A un
point de la génératrice de contact et supposons la vitesse relative
de ce point nulle, 1l en sera de méme de tous les points de SA
puisque deux de ses points sont fixes dans le mouvement relatif
a un instaul donué. La droite SA est done i cet instant, 'axe ins-
tantané de rotation dans le mouvement relatif. Il y a roulement
du cone sur le plan.

Considérons alors le plan P tangent ala sphere en A, il passe
par oo’ et il est tangent aux deux ednes de révolution K et K'. Le
développement de K donnera pour le développement de son
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intersection avec les dents de R uue figure I¥, le développe-
ment de K’ donnera une figure I, ,

Le point A considéré comme appartenant a K a une vitesse
linéaire, due a la rotation Sw’; considéré comme appartenant
a4 K/, sa vitesse est due a la rofation Sw. Ces deox vitesses sont
égales et de méme sens puisque A est sur SD qui est U'axe de
rotation dans le mouvement relatif des deux roues R et R’.

Imaginons que dans le plan P on fasse tourner les deux
figures I' et I, la premiere autour de O, la seconde autour de O’
et avec des vitesses telles que la vitesse linéaire du point A
regardé comme appartenant a ces deux figures soit encore la
méme que lorsqu’il appartenait aux cones K et K'. La vitesse
absolue du point A, étant la méme dans ces quaire mouvements,
ilen résulte :

1° Que la figure I' roule sur le cone K de telle sorte que les
diverses parties du développement viennent s’appliquer successi-
vement sur les parties correspondantes du profil conique;

2° Que la figure I’ roule de méme sur le cone K';

3° Que si dans le plan P on décrit deux circonférences tan-
gentes entre elles au point A et ayaut leurs centres en O et en O/,
puis qu’on regurde la premiére de ces circonlérences comme
appartenant a la figure I et la scconde a la figure F, ces deux cir-
conférences rouleront 'une sur D'autre. En d’autres termes le
mouvement relatif de I/ par rapport a I¥ est épieyeloidal.

Les dents sont toujours assez petites, de sorte que le point de
contact ne s’éloigne jumais beaucoup du point A et dans le voisi-
nage les profils sphériques different fort'pen des profils coniques
et ceux-ci de leur développement.

On peut done, puisque les profils sphériques doivent rester
constamment tangents, supposer que les déveluppements des pro-
fils coniques quien differenttires peu, ¢’est-i-dire les figures IV et I
se touchent constamment.

Les figures I et I devront étre constamment tangentes et ani-
mées, dans lear plan de mouvements de rotation uniformes. On
est ainsl ramené ala construction d'un engrenage plan.

Cet engrenage construit on enroulera les figures F et F/ sur les
cones K et K’y on aura ainsi sur ces cones les profils des dents
coniques de sommet S qui doivent constituer I'engrenage,
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- Joint universel, joint de cardan ou joint hollandais. — Le joint
de Cardan, employé surtout pour la transformation des mouve-
ments lents, se compose d'un croisillon dont les branches BB/, CC/
(ig. 140) sont a angle droit; les axes de rotation OA, O'A’, sont

B
Fig. 140.

invariablement liés aux fourches CAC’/, BA'B’, articulées aux
extrémités des bras opposés du croisillon.

Le centre du croisillon § coincide avec le point de concours
des deux axes. On peut faire varier a volonté langle des axes;
toutefois on ne doit pas employer ce joint lorsque I'angle formé
par les deux axes est inféricur a 135°.

Rapport des vitesses de rotation des deux axes. — Le rapport
D des vitesses de rotation des deux axes n'est

pas constant.

Pour calculer c¢e rapport, décrivons une
sphiére ayant pour centre le point fixe S
(hg. 141) et pour rayon CS.

Soient DC, DB les traces sur la spheére

\ 4 - . .

\L-T ¢ des plans décrits par les bras SC ct SB;, res-
5 pectivement perpendiculaires aux axes ()
Fig. 141. et O’ dont ils sont solidaires.

I’angle BDC est le supplément de I'angle des axes, dont nous

. ays A .
désignerons la mesure par x — », comme rectiligne du diedre
formé par les plans SBD, SDC perpendiculaires aux axes, par

suite BDG — ¢ ; d’autre part I'angle BSC est droit.
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En prenant le rayon de la sphére pour unité, arc BC est égal
T
5 Posons BD = w, et DC = w'.

La formule de trigonométrie sphérique

a

cos a — cos b cos ¢ 4 sin bsinccos A

appliquée au triangle BDC donne

0 = c0s  ¢os ' —-sin w sinw’ cos .
*
ou
(1 tgw. tgew —— 1.
cosgp ’

. . . . dw dw’
on obtient une relation entre les vitesses angulaires a0 T de

des deux axes en prenant les différentielles logarithmiques de
I'équation (1) ce qui donne :

2 2 7
(14 tglw) A do’ 1+tg’w e

dw ]
t gw tgm

Or d’apres (1) :
1

ig w=—"_
cos?tgm

done

1
r
do I+tg’e do'(1 + cos” ptg’w > o
tgw 1

cos?tgw

toutes réductions faites il vient :

dw 1 — sin®w sin®y

dw’ cos p

Ce rapport est une fonction de 'angle w ; lorsque w varie de
d(l)

varie de 4 cos .

dw’ cos 3

T
oA 5 le rapport

Si on fait 5 =45°, c’est-i-dire si 'angle des axes est égal a
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. . . . 1. = .
la limite 135°, le rapport des vitesses varie de — ay/2, c’est-a-

I
A

dire du simple au double.

Trowsikme cas. Les axes ne sont pas dans un méme plan. —
Dans le cas ol les deux axes ne sont pas dans un méme plan on
peut introduire un axe auxiliaire rencontrant les deux premiers
et employer deux systémes d’engrenages coniques; on peut
encore emplover des courroies de transmission ou faire la trans-
formation directe par des engrenages hvperboliques.

Engrenages hyperboliques.

Sotent AB, A'D’ (fig. 142) les
axes des roues R et R’. Etudions le mouvement de R’ par rap-

B C
A
R
M
Rl
A
H H’ D!
B
D
Lig. 142,

port i R. Pour cela imprimons a tout le systeme un mouvement
de rotation égal et opposé au mouvement qui s’effectue autour
de AB. Ce nouveau mouvement ne change pas le mouvement
relatil, La roue R se trouve au repos; la roue IR’ est soumise a

‘deux rotations qui, n'étant pas dans un méme plan, ne peuvent se

composer en une autre.
Mais on peut les remplacer par un mouvement hélicoidal ins-
tantané.
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Soit CD l'axe instantuné de rotation et de glissement dans le
mouvement hélicoidal résultant.

S1 on fait tourner CD autour de AB, on engendre un hyperbo-
loide 11, en faisant tourner CD autour de A'B’ on engendre un
hyperboloide 11’

Les denx hyperboloides 1T et I sont les hyperboloides primi-
tils ; ils sont tangents : en cffet, les droites AB, A'B’ sont deux
droites conjuguées. Donc toute normale a la trajectoire d’un
point de AB rencontre A'B’; considérons un point M sur CD et

/

Fig. 143,

menons la normale en ce point a 'hvperboloide II, cette droite
est perpendiculaire & CI), de plus elle rencontre AB; or les
droites AB, CD, A'B’ sont sur un paraboloide dont le plan direc-
teur est perpendiculaire 4 CD puisque CD est’axe instantané du
mouvement hélicoidal ; les points situés sur CD ont pour trajec-
toire cette droite, la normale a la trajectoire de ces points qui
rencoritre la droite AB doit rencontrer sa conjuguée A’'D’; donc
la normale a I'hyperboloide IT au point M de CD, rencontre AB
et A'B’. Mais CD est une génératrice de I'hyperboloide I, la
droite considérée est normule & cette génératrice et passe par
I'axe, douc elle cst normale i la surflace.

Ainsi les deux hyperboloides H et H' ont en un point quelcon-
que M de leur génératrice commune CD, une normale commune.
Ces deux hyperboloides sont done tangents.
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Forme des dents. — Pour trouver la forme des dents on peut
appliquer la construction générale. On se contente ordinaire-
ment de stries tracées le long des génératrices (fig. 143).

Dans les engrenages hyperboliques il n’y a pas roulement,
mais glissement, car le mouvement relatif ne se réduit pas a une
rotation instantanée mais a un mouvement hélicoidal.

Vis sans fin. — Dans le cas particulier, ou les axes de rotation
ne se rencontrent pas, mais forment un angle droit, on emploie

pour Ia transmission du niouvement la vis sans fin,

Géncération théorique d’une vis.— Tragons une hélice de pas h sur
le cylindre circulaire droit qui doit constituer le royau de la vis
(fig. 144). Counstruisons un rectan-

W gle abed dont le plan passe par
I'axe du cylindre et dont le coLé ad,
a b . h . .
plus petit que —- est disposé sui-
< vant une génératrice. Si I'on dé-
place le rectangle, de maniere que
a, 'un de ses sommets déerive Uhé-

\_—’/J lice, il engendre la visa filet carré;
les cdtés ab, ed engendrent des
Fig. 144. hélicoides réglés a plan directeur;
les cotés ad, be engendrent deux
cy]indrcs concentriques qui limitent la vis.

Pour obtenir la vis i filet triangulaire on prend comme figure
génératrice un triangle isocele dont la base est placée le long de
lIa génératrice. La section méridienne du filet est ulors formée par
une suite de triangles isoctles égaux.

On construit aunssi des vis a plusieurs filets carrés : pour cela
partageons le pas aa, en deux parties égales aa’, a'a, et construi-
sons les rectangles égaux abed, a’h’e’d” de facon ue 'on ait
aw’

14
ad——a‘d < ——

L’ensemble des deux rectangles constitue le profil générateur
de la vis (fig. 145).
Tous les systemes de vis jouissent d’une propriété commune.
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Si on fait tourner une vis d’'un mouvement uniforme autour de
son axe, son Intersection par un plan invariable passant par laxe
reste toujours égale a elle-méme et est animée
d’un mouvement uniforme parallelement a I'axe

de la vis. b
]
Vis sans fin.— Le mécanisme complet se com- dt-——C
d
; ,
pose d’une vis i filet carré et d'une roue dentée d b
. . .
dont les axes sont rectangulaires; laroue dentée et @y ¢

Ia vis se touchent en un point situé dans le plan

passant par l'axe de la vis qui est perpendicu- ‘
laire 4 I'axe de la roue et qu’on appelle plan mé- . 3
ridien. Lorsque la vis tourne, son profil situé dans Fig. 145,
le plan méridien avance d’'un mouvement uniforme, tout se passe
done comme si la roue engrenait avec une crémaillére,

D’aprés la théorie de la crémaillere il faut donner aux dents
de la roue la forme de développantes de cercle. I1 ne suflfit pas

.

ID
0" A
0 o’
Fig. 146.

que les intersections par le plan méridien de la vis et de la
roue se touchent, il faut encore qu'au point de contact les deux
surfaces alent méme plan tangent ; il faut done chercher le plan
tangent a la surface de la vis au point de contact. Daus le cas des
engrenages extérieurs le point de contact du flanc de la roue
O avec la face de la roue O/, se trouve sur la circonférence O”
décrite sur OA comme diametre (tig. 146).

Dans le cas de la crémailiére, les circonférence O et Q" se
réduisent a la tangente AD et i la circonférence O'. Le point de
contact est sur la droite AD, droite primitive de-la crémaillére.

Le point de contact se trouve donc, dans la vis sans fin, sur la
droite primitive de la erémaillere fictive (fig. 146).
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Soit M (fig. 147) le point de contact, cherchons le plan tan-
gent en ce point, ce plan passe par la droite MP, perpeundicu-
laire abaissé¢e du point M surl’axe AB du cylindre, car cette droite
A p estune génératrice de la surface de Ia vis,
p M il contient aussi la tangente a 'hélice qui
passe par le point M ; cette tangente MK

est perpendiculaire a4 MP. I’angle du

plan tangent PMK avec le plan méridien
du cylindre est donc égal u angle de la
géunératrice du cylindre et de MK. On sait
que cet angle est coustant, donc le plan

B p tangent fait toujours Te méme angle avec
Fig. 147. I'axe de la vis.
Si on appelle 1 cet angle, rle rayon PM
(fig. 148) du cylindre sur lequel est tracée 'hélice qui passe
par M, h le pas de cette hélice, on a :

9=

A

g1= h

Le plan tangent a la surface de vis fuit done un angle constant
avec le plan méridien ui passe par le
point de contact.

Il faut par suite construire la dent
de la roue de telle sorte que la section
médiane, dans laquelle est le point de
contact, ait des profils a développante
de cercle et que le plan tangent fasse

avec le plan médian un anglc constant,
La surface de celle dent devra done

étre une hélicoide développable.
En effet 'hélicoide développable est
la surface engendrée par une droite MT

(ﬁg. 148) qui reste constamment tan- Fig. 148.

gente & une hélice. Le plun tangent i

cette surface est le plan osculateur a 'hélice, il fait par suite un
angle constant. La premiére condition se trouve donc remplie ;
reste 1 montrer que la section de cette surface par un plan per-
pendiculaire a Paxe est une développante de cerele.
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/

Considérons en effet le plan de la section droite du cylindre qui
passe par les points A et T.

Le point T est un point de la surface ; la sous-tangente mT en
un point de I'hél’ce cst égale  I'arc de cercle mA, done le licu
du point T dans un plan perpendiculaire a I'axe du cylindre est
une développante de cercle; ilen est ainsi en particulier dans le
plan médian de la roue perpendiculaire al'axe du eylindre.

Pratiquement onremplace souventI'hélicoide développable par
un cylindre incliné d’un certainangle sur I'axe de la roue.

On complete le systeme en donnant a la crémaillere des faces
cycloidales et des flancs a la roue. Le contact a alors lieu de part
et d’autre de la ligne des centres.

Soient w la vitesse de rotation de la

Vitesses de rotation.
roue et ' celle de la vis; n le nombre des deuls de la roue et o’
celul des filets de 1a vis.

La roue et la crémaillere fictive avancent simultanément d’une
dent.

Par tour la roue a avancé de n dents et la vis d’'un pas h.
Comme la vis a n’ filets, la distance de deux de ces filets

h . .
est ——, c’est le pas de la crémaillere fictive correspondante ;
n

lorsque la vis fait un tour, la crémaillere fictive avance donc
de ' dents.

Or pendant un temps donné le nombre des dents qui passent
au contact doit étre le méme, on doit done avoir :

on=—uw'n’,

On peut prendre n’ =1, dans ce cas angle que nous avons
appelé 1 est presque égal a 90° Uengrenage n’est pas réver-
sible.

Au contraire sil’effort i transmettre n’est pas considérable, on
peut prendrei tres petit et n' trés grand ; dans ce cas 'engrenage
est réversible.

RrmanqUue. — On construit aussi des vis sans fin qui touchent
la roue tout le long d’une ligne.
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II. Transformation d’un mouvement circulaire continu en recti-
Ligne continu. — Les différentsappareils qui servent a cette trans-
formation sont la crémaillbre, dont la théorie a été exposée
(p. 152), puis le treuil et la vis, dont ’étude appartient au conrs
élémentaire,

II[. Transformation du mouvement circulaire continu en recti-
ligne alternatif. — Cette transformation se fait ordinairement a
I’aide de la bielle a manivelle,

Une tige rigide AB (fig. 149) appelée bielle s’articule, en A
avee le bouton d'un bras OA tournant autour de O ct appelé mani-

1
{
.'
|
, r
|
|
|
|
|
]
1
i
I
!
|
]
|
{

-

Fig. 149.

velle, et en B avee une pitce BD assujetile par des glissiéres i
prendre un mouvement rectiligne.

Centre instantané de la bielle. — Le point A décrit une circon-
férence de centre O, le centre instantané est donc sur la normale
a la irajectoire de ce point, c’est-a-dire sur le prolongement
de OA. Il est d’ailleurs sur la perpendiculaire en B ala droite BD
qui est le lieu de 'autre extrémité B. l.e centre instantané de la
bielle est par suite & I'intersection I de ces deux lignes.

Lorsque la manivelle OA est verticale lc pointI est a l'infini,
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et la rotation instantanée est remplacée par une translation ins-
tantanée.

Lol du mouyement.

Soient R la longueur de la manivelle

oA, L celle de la bielle AB et € le rapport de ces deux lon-

IJ

3 . .
gueurs. Comme ce 1‘1pp01tn CSt‘lllllldlS plllS gl and que¢ —— on PLllt

4

en négliger les puissances a partir d’un degré qui dépend des cas
examines,

Soient § I'angle de oA avec 0B, il'angle de AB avec BO on a :
OB —Rcos 9+ 1L cosi.

D’autre part :
sint R

sin® L

donc

sini=—cesinf et cosi=—=V1—esin’b

ou en développant :
2 b
. e et .
cosi=—1— ——sin?§ +T sin® B, ..

A

En négligeant les termes a partir de * il vient :

2
OB:I{COSQ—{—L—L——;—SiIlQO

4

ou 2

2

OB—=L+4 H[cose — -E— sin 20]

Telle est la loi du mouvement du point B,

Trajectoire approximative d'un point de la bielle. — Cher-
chons la trajectoire d'un pomt C de la bielle en négligeant e,
soit ;

e _me
AQ AB
ona:

y=CP="h. AQ
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or
AQ=TRsinb
done
1) = Rh. sin b,
D’ailleurs

OP =x=0B —PB =1L 4+ Recos § — PB,

ou en remplacant BP par BC

(2] x=L{1-—h)+Recosh. .

le lieu décrit par le point C est done une ellipse au degré d’ap-

proximation adoplé.

Cas particulier. — Sil'onprend le point C a une distance de B

Fig. 150.

égale a AB on a h = — 1 et l'ellipse se réduit a une circonfé-
rence,

Cette disposition est employée a la transformation du mouve-
ment circulaire continu en mouvement circulaire alternatif. —
Soit o'B le balancier (fig. 150}, et oA la manivelle ; les points A et
B sont réunis par une tige articulée AB. Le centre instantané est
en I, point de rencontre de BO’ et de AO, normales aux trajec-
toires des points A et B.

Ezcentrique circulaire. — Ce mécanisme se compose d'un
plateau circulaire monté perpendiculairement a un axe qui ne
passe pas par son cenire. Le plateau est entouré d’un anneau ou
bague qui est relié a lextrémité de la tige pardes barres.

Soit O T'axe, A le centre (g, 151), le plateau ayant une forme
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et des dimensions fixes, et étant d’ailleurs relié au point B par
des barres rigides, on peutsupposer les points O et A d’une part
et A et B d’autre part, invariablement liés, par suite tout se passe
comme si on avait en oA une manivelle et en AB une bielle.

Dans 'excentrique le frottement est plus eonsidérable que dans
le systemebiclle et manivelle. On I'emploie lorsque Pexcentricité
est trop petile pour qu'il soil possible d’utiliser la manivelle,

D’ailleurs la manivelle ne peut pas étre montée en un point
quelconque de Varbre, il faut qu’elle soit a I'extrémité, i moins

Fig. 152.

qu’on emploic un axe coudé (fig. 152) ce qui complique la cons-
truction.

L’excentrique au contraire s’adapte en un point quelconque de
I'axe. Dans les machines a vapeur on se sert de la bielle a4 mani-
velle pour les effets principaux, comme la transformation du
mouvement du piston en mouvemenl cireulaire; 'excentrique
serl aux mouvements qui n’exigent pas d’effort, comme le mou-
vement du tiroir.

Lrcentrique & came. — Dans les excentriques h cames le
plateau d’excentrique a une forme qui dépend de la loi du mou-
vement qu'il faut réaliser. La tige se meut par U'intermédiaire
d’une roulette qui lui est invariablement fixée (fig. 153) et qu'un
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ressort pousse constamment sur la came. La tige porte parfois
deux roulettes qui pressent 'une sur la partie supérieure du pla-
teau, Uautre sur la partie inférieure.

Soit p=f(8) I'équation en coordonnées polaires du profil de
la came, la trace de I'axe de rotation sur le plateau étant prise
pour pdle. '

Le chemin parcouru par la tige est mesuré par la distance p
de la roulette au centre de rotation (ﬁg. 153). 51 le mouvement de
rotation est uniforme, on a:

=—uwt
el
g ==[{ot).
On peut donc théoriquement réaliser un mouvement uel-
conque.
Fig. 153.
Excentrique & coenr. — Le plus usité est U'excentrique a coeur.

En posant

o =a-+4bideOa=

et
bl de 0 a

™~

P:a

on obtient comme profil deux portions de spirale d’Archimede,
symétriques par rapport i Paxe polaire et constituant par leur
ensemble une courbe en forme de cowur (fig. 154). Comme o est
une fonction linéaire de %, le mouvement alternatif de la tige
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sera uniforme si le mouvement de rotation de I'excentrique est
lui-méme uniforme. Cet excentrique jouit d’une propriété
remarquable :

Par le point O menons une sécante AB, nous avons :
OA=a +b§
OB=a-—Db(§

7,
ajoutant membre i membre, il vient :
AB=2a -} bx,
¢’est une constante, et les deux roulettes dont la distance est :
2a+b=x

sont toujours en contact avec 'excentrique.

Lorsque la roulette passe en C, il y a un changement brusque
de vitesse qui produit un choc et par suite une dépense de force
vive qui détruit peu 4 peu le mécanisme; c¢'est pourquoi on
arrondit quelquefois les extrémités.

Excentrique a cadre. — Dans 'excentrique a cadre, la came

A P A’

Fig. 155,

agit sur un chissis ou cadre rectangulaire AA’ BB’ (fig. 155), qui
est tangent i lu came.
Prenons un plateau circulaire de rayon R comme came.
Cherchons la loi du mouvement. Le point O est fixe et

OC=r.

roINCARE. Ginématique. 12
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La position de la barre AA’ est donc déterminée par la dis-
tance OP, on a:
OP=rcos8 4R, i
Le mouvement transmis a la tige est done rigoureusement
sinusoidal.

Ezcentrique triangulaire.— L’excentrique triangulaire sert a
produire un mouvement rectiligne (fig. 156), alternatif et inter-
mittent.

On détermine la came en décrivant des trois sommets d’un
trianngle équilatéral ABC des arcs de cercle ayant pour rayon

Fig. 156.

le edté du triangle. On obtient ainsi un triangle équilatéral cur-
viligne.

Cet excentrique tourne autour du sommet A. I1 faut distin-
guer trols cas, suivant que le c6té supéricur du cadre dans
lequel roule la came est tangent au c6té BC, au coté AC ou au
coté AB.

Si le cadre est tangent le long de BC, la tige reste station-
naire, pendant que I'arc BC tourne aulour de son centre A.

Pendant que le cadre est tangent en un point quelconque M
de AC ou de AB, le mouvement est identique a celui que pro-
duirait U'exeentrique eirculaire a eadre; le mouvement est done
. sinusoidal.

Lorsque 'excentrique décrit un tour complet, le mouvement
se décompose en six phases : deux ou le cadre reste immobile,
.deux oli il va dans un sens et deux ou il va dans l'autre.

Dans certains cas, on arrondit les angles. On se sert quel-
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quefois de ces excentriques pour la distribution de la vapeur
dans certaines machines d’un type particulier. Comme tous les
excentriques développent un frottement considérable, on ne s’en
sert (ue pour transmettre de faibles efforts et dans le cas des
mouvements lents,

COULISSE DE STEPHENSON

La coulisse imaginée par Stephenson, au début de la décou-

verte des machines i vapeur, a immédiatement donné les résul-

M
A l‘{/ QV

Fig. 157,

tats espérés et a toujours été le mécanisme le plus employé
pour la distribution de la vapeur dans les locomotives.

Elle permet : 1° de modifier a volonté le sens de marche de
la machine; 2° de changer la marche avec déiente, en marche &
pleine pression et inversement.

L’appareil se compose d’une coulisse circulaire CC’ (fig. 157)
articulée i ses extrémités avee deux bielles mues par deux
excentriques calés en sens inverse sur 'essiea des roues motrices.
Daus la coulisse peut glisser un coulisseau E (en C’sur la figure)
auquel est articulée la tige du tiroir; enfin, un levier coudé
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ABD, dont le sommet est fixe, est articulé par une barre rigide
DC ala coulisse et est relié par une autre barre rigide AN i une
poignée M manceuvrée par le mécanicien.

FEn déplacant la poignée M, on peut abaisser ou élever la
coulisse CC'; la poignée M ayanl une position fixe, le levier
ABD est fixe, le point C de la coulisse est alors assujetli a
décrire une circonlérence avant pour centre le point Dj CD est
la bielle de relevage.

Centre instantané de la coulisse. — Cherchons le centre ins-
tantané de rotation de la coulisse. Soit O l'axe commun aux

Fig. 158,

deux plateaux d’excentriques, dont les centres sant en A et A’
(fig. 158). Soient AB, A’'B’ les deux barres ct C le point d’arti-
culation de la bielle de relevage CD, dont le point D est fixe
pendant le mouvement, la tige du tiroir vient s’adapter au cou-
lisseau en E et son prolongement passe par le point O.

Le point C décrivant une circonférence de centre D (fig. 157),
le centre instantané I demandé se trouve sur C1. Pour le déter-
miner complétement, cherchons le centre instantané de AB; le
point A décrivant un cercle de centre O, le centre instantané est
sur OA (fig. 159); le point B, considéré comme appartenant & la
coulisse, décrit un cercle ayant le point I pour centre; le centre
instantané de AB est done aussi sur la droite 1B, il est en S.
De méme le centre instantané de A'B’ esten S,

Théoréne de Philipps. — Le point de rencontre T des bielles
des excentriques, le centre O de rotalion des plateaux et le
centre instantané I de la coulisse sont en ligne droite, ou eucore
le centre instantané I de la coulisse est & I'intersection des deux

droites TO et DC.
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Soient © la vitesse angulaire instantanée de I'arbre O des
excentriques, w’ celle de la coulisse, w, et o', les vitesses angu-
laires de AB et de A’'B’ au méme instant,

La vitesse du point A est d’une part w.0\; c’est dailleurs
©,.AS; par suite ©.OA==u_AS.*

On a de mé¢me pour le point B, . SB=«'".IB, d'oi :

W OA><SB
W  ASXIB’

la seconde barre A’B’. donne d’autre part :
W ON.SB
o AS.IB

% . .
En égalant les deux valeurs de — , 1l vient :
w

OA.SB OA'.S'B

(1) ASIB — AS.IB

v
S’
Tig. 159.

Menons IN parallele & AO, IN' parallele & A'O; on a

AS.BI

IN = S5
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et

NS BT
S

D’ailleurs I'équation (1) peut s’écrirve

OA  OA
AS.BL — A'S.B1
SB B’'S
on a donc d'apres (2)
OA 0¥
N IN T

Les trois droites IO, BA, B'A’ sont par suite concourantes.

Autre démonstration du théoréme de Philipps. — On peut se
proposer de chercher le centre instantané relatif a une tige
faisant partie d'un systeme articulé quelconque. La coulisse
est un systeme & liaison compléte, car la position d'un de ses
points étant donnée, la position de toutes les parties du systeme
se trouve déterminée. Le centre instantané de l'une uelconque
des pitces esl par suite enticrement défini.

Il n’en cst plus de méme dans le cas des systemes a liaisons
incomplétes. Dans ce cas le systeme pouvant prendre une infinité
de mouvements, le centre instantané d’une tige du systeme n’est
plus déterminé, il déerit un liew.

Tutoritme. — Le lieu du centre iustantané d'une tige d'un
systeme incomplet auquel il ne manque qu’une liaison est une
droite.

Considérons une tige qui peut se mouvoir dans un plan hori-
zontal et soit I le centre instantané qui correspond a un premier
mouvement p du systeme (fig. 160).

Soit I, le ceutre Instantané qui correspond a la méme tigc
dans le mouvement w,.

Dans le mouvement w, résultant des deux premiers, la vitesse
d’un point est la somme géométrique des vitesses composantes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1


file:///S.BI

MECANISMES 183

Le mouvement résultant des deux rotations instantanées qui
s'effectuent auntour des axes verticaux 1 et I, est une rotation
dont l'axe est situé dans le plan des deux premiers, donc le
point I, est sur la droite I1,. Composons encore les deux rotations

Iig. 16o.

" instantanées w et i, mais en changeant les vitesses de rotation ;
le mouvement résultant évidemment compatible avec les liaisons
sera encore une rotation instantanée autour d’un axe passant
par un point I, situé¢ sur II, mais n'occupant plus la méme
position que duns le cas précédent; en faisant varier d’une

Fig. 161.

maniere continue les vitesses de rotation, le point I, se déplace
sur I, Donell, est le lieu du point I, Dansle cas dela coulisse la
bielle de relevage estun lieu du centre instantané. Si on coupe
la bielle de relevage on obtient un systeme a liaison incompleéte.
Cherchons quel est alors le lien des centres instantanés :
Parmi les mouvements compatibles on a d’abord une rotation
autour du point O, dans cette rotation le point O est lec centre
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instantané de la coulisse BB’ (fig. 161). Supposons les points A
et A’ fixés et cherchons le centre instantané de la coulisse BB’.
Le point B est sur un cerecle décrit du point A comme centre,
le centre instantané est donc sur BA, 1l est de méme sur B'A’, 1l
esl par suile a leur point de rencontre T.

Donc le lieu des centres instantanés est la droite TO. Si main-

tenant on rétablit la liaison, le centre instan-
A

tané sera en un point particulier de cette
droite.
ReManque. — Dans la pratique on prend :

A OA =0A" et AB=AB.
Fig. 162.

Soit maintenant OM la manivelle du piston
qui communique le mouvement a I'ardre, on a fig. 162)

SN 7
AOM — A'OM ~ ;

on pose

PN e
KON = 3 44

o est appelé U'angle de calage.

Ftude analytique de la coulisse de Stephenson. — Supposons
la distribution de la vapeur commandée par un seul excentrique.
Soient O I'axe de rotation (fig. 163),
OM =R le rayon de la manivelle par
I'intermédiaire de laquelle le piston
commande 'arbre, a le cenire du pla-

0 x teau d’excentrique. I’excentrique se

Fig. 163. comporte comme une manivelle de lon-

gueur r — oa dont le bouton est en a.

Si la machine est horizontale, la tige du piston et celle
du tiroir se meuvent horizontalement et parallelement a OX.
Comme l'excentrique et lu munivelle sont monlés sur le méme

™
axe, 'angle Moa = -5 + o est constant.
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En désignant par 8 et par 2 les angles que forment OM et Oa
avec OX on a:

]
p—0=— 10
; 2

On appelle élonzation du tiroir la quantité dont il s’écarte

5 [

de sa position moyenne; de méme V'¢longation du piston est la
quantité dont le piston s’écarte de sa position moyenne.

En comptant positivement les segments suivant X'X vers la

p P

droite, 'élongation du piston est égale a la projection de OM
sur OX, c’est-a-dire 2 :

— R cosf.

L’élongation du tireir sera de méme :
—rcos (Q—i— % -+ a.):r sin (04 a).

Cela posé, du point O comme centre, décrivons une eircon-
férence de rayon R (fig. 164), c’est-i-dire la circonférence
décrite par le bouton de la manivelle ; I’élongation du tiroir,

x=rsin (I+4«)

st maxi lor sin (8 ==1, ¢’est-a-dir et
estmaximum lorsquesin (§+a)=1, ¢'est-a-direpourf=- - — a,

2
le point M se trouve alors aux extrémités B, B’ d’une droite

. w
faisant avec oA l'angle — — a.

2

Considérons deux points M et M’ symétriques par rapport
2 BB'. En ces points sin (8 4 a) a la méme valeur, car les valeurs
de 8+ a qui correspoudent aux points M et M’ sont supplémen-
taires. En ces points I'élongation du tiroir est done la méme.

Les points dont 'élongation est x sont symétriques par rapport
a BB/, et la droite MM qui joint deux points symétriques vient
couper le diametre AA’ en Il et sous un angle a.

On a

MOB:'e__;‘_+y.:_n

done

SN
(1) OD =R eos MOD = —Rcosz =

xR

r
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L’angle DOH =2, par suite

(2) | OD—=—O0Hsin a.
Des égalités (1) et (2) on tire

xR

rsina

Oll =

Soient x, et x, les élongations relatives aux positions pour
lesquelles la lumiére commence a étre ouverte, puis fermée par le

M

Fig. 164. Fig. 165.

tiroir; x, sera le recouvrement extérieur, x, le recouvrement
intéricur.

Pour x > x, 1l v a admission.

Si x est compris entre x; et — x, la lumiére d’admission est
ouverte, il y a détente ou compression.

Enfin pour x < — x, la lumiere d’admission est démasquée,
elle communique avec la lumiere d’échappement, il y a échappe-
ment.

Prenons sur le diametre horizontal AA’" deux points I, et 11,
(fig. 165) tels que

x,R

rsina

xR

rsing

OIIU = , OH, -
par ces points I, et II, menons deux droites paralleles faisant
avec AA" un angle égal a 2. La droite CD correspond a I'élon-
gation x, la parallele KF correspond a l'élongation —x,.

Nous avons trouvé pour Uélongation du piston — R cos §, en
comptant positivement les élongations de o vers A’. Supposons
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que la demi-circonférence supérieure corresponde i la course
d’aller du piston et la demi-circonférence inférieure a la course
de retour ; sa manivelle oM partira de la position oA. A T'aller
lorsque le bouton M va de A en D, il y a admission;

De D en IV, 1l ¥ a détente, en I¥ 'échappement commence ;

De I en A’il y a échappement anticipé.

Pour la course de retour lorsque le bouton M va de A’ en K il
v a échappement continu, de Eeu Cil v a compression, deCen A
il v a admission anticipée.

Le diagramme (fig. 165] montre en méme temps la durée de
chucune de ces phases et le chemin parcouru par le bouton de la
manivelle pendant chaque phase.

Par exemple, T'arc DF représente le temps de la détente,
puisque le bouton de la manivelle décrit le cercle d’'un mouve-
ment uniforme.

Le chemin parcouru par le piston est la projection horizontale
du chemin parcouru par le bouton M.

Il est facile maintenant de voir quelle est I'influence de la cou-
lisse de Stephenson surl’admission, la détente oul'échappement
de lavapeur.

Représentons les excentriques par leurs manivelles fictives.

Fig. 166.

Soient o I'axe de rotation; A le centre du premier plateau d’ex-
centrique; oA la premiere manivelle ficlive; A’ le centre du
seccond plateau d’excentrique oA’ la seconde manivelle fictive ;
o} lu manivelle motrice (fig. 166).

Les barres d'excentriques peuvent étre remplacées par des
bielles s’articulant au bouton de la manivelle fictive correspon-
dante.
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La coulisse esl en BB/, elle est circulaire ; la tige du tiroir est
fixée en E au coulisseau, clle est horizontale et son prolongement
passe par o, il rencontre BB’ au point J.

SoientoA =—oA’—r; AB — A'B'—1; AZ)\A\[ = A/S‘_\I = :;;- —+ a.

Posons BB’ = 2¢, Bl = ¢ — u ; B'J = ¢ +u et conduisons le cal-
eul, comme si ¢, u et r étaient des infiniment petits, r qui est le
plus petit scra considéré comme du second ordre, les infiniment
petits du troisieme ordre seront négligés.

Ces hypothéses, que les dimensions de 'appareil autorisent,
simplifient la théorie tout en conduisant a des résultats assez voi-
sins de la réalité pour pouvoir étre considérés comme prati-
quement exacls. On a :

OE = OJ+JE.

Calcul de OJ. — Soienl b et b’ les projeclions de B et B’ sur

ladroite OE. Le pointJ partage bb’dans le rapport :T , ce qui
u
s’exprime par U'équation :

c+u c—u
(1) 0] = ob. L—}— ob’ ———.
2e 2¢
Evaluons ob et ob’: comme le point A se projette en a sur
Thorizontale on a :

{2) ob=—o0a-}ab

mais oa = r sin (§ 4 o) : en effet I'angle AOM — % —+ a et
Mol — 0 done Pangle AoF a pour mesure —:— — {8 4 a2l
et

oa ==r sin {0 ).

D’autre part
ab — {1 — [Bb — Aaf.

Dans I’expression :

[Bb—Aa]* = Bb"— 2 Aa. Bb + Aa’

Bb est uninfiniment petit du premier ordre, Aa est du second
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ordre, d’ot en négligeant les infiniment petits du troisieme
et du quatricme ordre :

[Bb — Aa)? = B

Désignons par ¢ I'angle infiniment petit que forme BB avec la
verticale, on a:

Bb =Bl cose = {¢c — u) cos ¢.
Aux infiniment petits du second ordre prés cos e est égal a 1.
Comme (¢ — u) est infiniment petit en remplacant cos ¢ par 1,

ou néglige seulement des infiniment petits du troisieme ordre.
Aux infiniment petits du troisieme ordre prés on a done :

ab = VI —_(c — u;\"

— 2
{1]):1\/1_<il_u> .

En développant le radieal suivant les puissances croissantes
N o . ) . . .
de (¢ — u), il vient au degré d’approximation adopté.

ou

ab —1 — (e—wu*

21
d'ol en remplacant oa et ab par leur valeur dans I'égalité (2)

(¢ — u)?

obh =rsin (4-2)+1— 91

puis

; . (¢ — u)?
(1) ob=sinbrcosa—+coslrsina—+1— —7

Pour obtenir la valeur de ob’, il suflit de changer § en — § et
u en — u dans l'expression (1), ce qui donne

. . ¢ — uj
ol — — sin §.r cos o + cos B.r sin o 41 —(—il—)_ )
11 vient enfin en remplacant dans la relation (1) ob et ol par
les valeurs précédemment calculées :

¢t —u

OJ =rcos«. sinf —“~—{—siu a. cos 0+1——T—.
c
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Calcul de JE. — Soit o le rayon de la coulisse circulaire
(fig. 167), on a :
BI.B'T = EJ.JE/

¢

¢ —u? = K] ><2s.

o J E . (Car au dagré d’approximation choisi
on peui considérer JE’ comme un dia-
metre :

De i on tire :
5
¥ig. 167 E =

>0

Calcul de OF. — En définitive on a :

2 2 ;
OE =rcosa sine%——}— rsinacos 414 _(,_)_u- <—1——i>

Cherchons la valeur moyenne de OE : u varie trés pea quand
Ia barre de relevage est fixe; supposons le paramétre u indépen-
dant de 6. La valeur moyenne de OE est :

1o g [___].

Il faut qu’elle soit constante et indépendante de u parce qu’il
faut que la position moyenne du tiroir corresponde au milieu de
la lumitre d’échappement, ¢’est ce qu'on oblient en prenant
L —= ]

La coulisse doit done avoir un rayon égal ala longueur de la
barre d’excentrique. -

[’élongation du tiroir, différence entre OK et sa valeur
moyenne, est :

. u .
X ==rcoszsin§ — 4 rsin a cosf;
C
N
Ln posant :
: I / ’ / w P \
rSINA=—T SN0 ; I'COSAL ==TrCoOS% — , Ol A X =T sm@c—}—@.
P ,

Ce résultat montre que le tiroir se comporte comme s'il n'y
avait qu'un scul excentrique ayant pour excentricité r’ et pour
’V
angle de calage o'
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Cherchons comment varie cet angle de calage o quand u
varie. L’angle &' est donné par I'équation :

, c . u ,
tga=1tga—; ;s u=cou—= lonaad =uz.
u ¢
~ ¢ ’ n T
Si u décroit, &’ augmente et pour u=o, %'= 5
2
Si u décroit, a' augmente encore et pour u=—e¢, o' =n—a.

Voyons encore comment varie le diagramme qui représente
les diverses circonstances de la distribution. Calculons les
distances :

Oll, et Ol
on a .
/
. Ol — xR _ xR

v sin o/ T sin o

xR - xR

1 sin & rsin a

ol, =

Les segments Ol et OH, (fig. 168) sont donc constants, et par
suite, les points 1I| et 11, sont fixes. o' varie pour les positions
extrémes de la bielle de relevage

p_D

deaa T—a,

En prenant comme origine le
point A’, les durées des phases
successives de la distribution de
la vapeur sont proportionnelles
aux arcs :

AD, D[“...’ ete.

Influence du déplacement de la

bielle de relevage. — Supposons
que lon parte de I'extrémité de Fig. 168,
la course en avant, le diagramme
présente DC et EF en D, F, (fig. 168). Elevons la bielle de
relevage en avancant le levier d’un cran ou deux, les points 11
et I, étant fixes, les droites C D, et I I'; vont faire un angle
plus grand avec I'horizon et prendre les positions C'D’, K'T.
La durée de la détente est proportionnelle 4 DI7; elle a donc
augmenté, car D'F' est plus grand que D, F. En méme temps
on augmente la durée de l'admission anticipée ct de la détente
anticipée,
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= , '
Lorsque u==o0, on a a= o Iangle de calage est 5
droites CD et EI' sont verticules (fig. 169). L’admission antici-

les

pée CA est égale a 'admission utile AD; le travail de la vapeur
est négatif pendant 'admission anticipée CA’ et positif pendant
Padmission A’'D. Au bout d’une course de piston le travail opéré
sera nul. On est au point mort. 5i on continue de tourner le
levier dans le méme sens, I'angle o devient obtus. En arrivant

Fig. 16y. Fig. 170.

f]

Iextrémité de la course, il a pour mesure =

a. Que donne
le diagramme? L’admission anticipée CA (fig. 170) est plus grande
que l'admission utile... Le travail négatif pendant 'admission
anticipée est plus grand que le travail positif pendant I'adwmis-
sion utile. On marche a contre-vapeur, le travail de la machine
est complétement négatif.

IV. Transformation d’un mouvement circulaire alternatif en rec-
tiligne alternatif. — Ce probleme a été résolu d’une facon appro-
chée par le balancier, le contre-balancier ctle parallélogramme
de Watt, et d’'une maniere rigoureuse par I'inverseur Peaucelier.

B
1 C
A
o’ C: 0
Fig_ 151,
1° Balancier et contre-balancier. — Le systéme se compose de

deux balanciers, le premier oA mobile autour dn point O (fig. 171),
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le second (B mobile autour du point O'. Ces balanciers sont
égaux : OA=0B ==L et leurs extrémités A et B sont réunies par
une bielle de longucur 2 1.

Lorsque les balanciers tournent autour de O etde O, le milieu
C de AB décrit une courbe appelée courbe a longue inflexion qui
differe trés peu d’une droite.

Cherchons la tangente en un point de cette courbe.

Le centre instantané de la bielle AB est en I point de rencontre
de AO et de BOQ'. La droite CI est donc normale en C a la
courbe alongue inflexion.

Cette courbe passe par le milien C, de OO’. Supposons en effet

A 0
o B
Fig. 172,

O'B et OA paralleles (fig. 172). Dans cette position C est au
milien de OO’ en C,.

Il est aisé de trouver la tangente en (,. En effet lorsque OA
et O'B sont paralleles, le centre instantané I de la bicle AB esta
Iinfini dans la direction commune a OA et @ O'B. La normale au
point C, a la courbe a longue inflexion est donc la paralléle a OA
mence par C, et la tangente est par suite la perpendiculaire com-
mune 4 OA et O'B menée par le point C,.

Le point C, est de plus un centre de symétrie. En effet faisons
tourner la figure de 180° dans son plan autour de C, (C dans la
figure 173), O vient en 0’, A en A’, B en B/, C en (' (fig. 173),
laligne brisée OB'C’A’O peut étre considérée comme une nouvelle
position de la bielle et des balanciers.

Donc a tout point C de la courbe correspond un point C/ symé-
trique du premier par rapport au point C, également sur la
courbe, .

Le point 'C, est donc un centre de symétric de la courbe, et
comme il est sur la courbe ¢’est un point d’inflexion.

Considérons les conditions pratiques de ce systeme.

L’extrémité A du premier balancier décrit un arc de cercle

roINCARE. Cinématique, 13
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A, (fig. 174). L'extrémité B du deuxieme balancier décrit un
are de cercle B,B,. On s’arrange de facon que les extrémités
A, A; du premler arc et le milieu B, du second soient sur une
méme verticale, et de méme que le milieu A, du premier arc et
les extrémités B, B, du sccond soicnt également sur une méme
verticale.

La position moyenne des deux balanciers est horizontale.

L’angle A, 0A,=A,0A,=2. De méme B,0B,=B, 0B, =—4.

Fig, 173, Fig. 174.

Les positions extrémes de la bielle sont A B, AB,, et la posi-
tion moyenne s’obtient en joignant A, et B,. Ces trois distances
sont égales entre elles, la bielle ayant une longucur invariable.

Cherchons comment varie l'angle de la bielle avec la verti-
cale ; soit 3 l'angle que fait A B, avec la verticale, on a :

- flee b A
sin 3 — cche‘)dlu AA .

Dans la position moyenne, l'angle de A, B, avec la verticale
est encore $ mais en sens contraire, ¢’est — 3,; enfin Pangle
de A,B, avecla verticale est 3 puisque A B, est parallele a A B,.

La bielle oscille done deux fois, pendant qu’elle passe de la posi-
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tion extréme supéricure i la position extréme inférieure; I'angle
dc la Dbielle avee la verticale part de —- 3, varie d'une maniere
continue jusqu’'a — 3, et croit de nouveau jusqu’a + 3.

Cherchons od sont les milicux de la biclle dans les deux posi-
tions extrémes et dans la position moyenne. Dans cette derniére
nous avons vu que C, est le milieu de OO’. Dans les positions
extrémes, C sera en C, et en C,. Ces points sont sur la verticale
moyenne entre A, A B, et A,B B, Clest cette verticale que dé-
crira la tige du piston.

La courbe & longue inflexion aura done ses denx extrémités et
son centre de symeétrie sur cette verticale. La verticale

moyenne est tangente en Cyet c’est une tangente d'inflexion. C,
La courbe dans sa partie utile, présente une forme du
genre de celle tracée ci-contre (fig. 175). Le poiut C s’écar- C
2

tera fort peu de la verticale de C,.
Il est du reste fucile de s’en rendre compte ct de

. o s ) C,
démontrer que I'écart de C est infiniment petit du cin- ,
quieme ordre en prenant pour infiniment petit principal .
! I : p p P pe Fig. 155,

I'angle a qui ne dépasse jamais 18°.

Il faut distinguer deux sortes d’écart, 'écart Linéaire et Pécart
angulaire ; Pécart linénire est la distance d’un point C de la
courbe i la verticale moyenne ; 'écart angulaire est I'ungle de
CC, avec la verticale,

On a : écart linéaire = CC, < {sinus écart angulaire) d'our écart
linéaire <7 CC, >< écart angul:lire.

On a d’ailleurs CC,<<(, C,<Lsina <La; donc

écart linéuire << écart auguluil'e >< Lo

Pour déterminer U'écart angulaire démontrons d’abord un théo-
reme de géométrie,

Tutonkime. — Considérons les deux balanciers AO, AQ’
(fig- 176) et labielle AB. Parle point O menons OII égal et paral-
lele a AC. Les lignes CC; et C,II sont rectangulaires.

En eflet les deux droites OB, CII se conpent en K.

Les triangles CKB, KO sont égaux et donnent :

]

4

|

JIK = CK = .

o
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Joignons les points K et C, les triangles OKC,(*), OBO' sont

semblables et le rapport de similitude est 5 donc : KC, —
1 L
-5 0O'B= -5
Si du point K comme centre on décrit une circonférence, elle
passeraparlespoints C Il et C,;
done Tangle CCII est droit,
comme 1nscrit dans une demi-
circonférence avec un ravon

)

Alors au lieu de dire (ue
Iécart angulaire est 'angle de
CC, avec la verticale, on peut
dire que c’est Vangle de CII
Fig. 176. avec 'horizontale.

égal a -5

&

Variation de Uécart angulaire. — Du point O comme centre
(fig. 177), avec 1(demi-lougucur de la bielle pour rayon) déeri-
vons une circonférence, ce sera le licu du
point . Nous avous vu que lorsque le
balancier est dans sa position extréme
supérieure, langle de la bielle avec la
verticale esl B, 1l en est de méme lors-

qu'il est dans la position extréme infé- H
2

rieure. Aux positions extrémes corres-

H/
pond le point H,. A la position moyenne
carrespondra le point 1,. Fig. 177,

L’écart angulaire est l'angle de C,1
avec l'horizontale, il est nul en trois points : C, et C; points
extrémes, et C, point d’inflexion et centre, car en ces trois points
Thorizontale de C, passe par les points H, et 11,.

Pour un point de la courbe autre que ces points particuliers,
le point I sera sur I'arc 1, 11, en un certain point I el I'écart
angulaire sera 'angle HC, H,.

L’écart angulaire maximum est Uangle sous lequel du point C,

(*) Le point Gy devrait se trouver sur la figure 176 au milieu de OO’.
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. . flec \
on voit la fleche de 'arc I, 11, il est plus petit que —IL%}E&I#“—‘ .
4,

Or C,H, est a peu prés égal a .; on aura donc pour la limite de
' . ; fleche I, I,
1 ecart angulall‘e maximum ——I—— .
Or (fig. 174) :
fleche A A,=L{1—cos.z).

ou :

fleche A A, = 2L sin? -%-

Comme 2 est infiniment petit, on peut remplacer sin? — par
2

a .

——, ce qui nous donne :

4 )

a?

fleche A A, =L 5

de méme :

g

fleche de 'arc I 1, =1 5

fleche de A A,
21

sinus par 'arc et la fleche A, A, par sa valeur :

L a®
=T T

ou, en remplacant le

Calculons 3. Ona sin 3=

 étant infiniment petit du premier ordre, on voit que 3 est du
second ordre.

fleche II, H,
L

La Limite de I’écart angulaire
a pour mesure :

1 31 g: 12 ot
" gy O 55— =—— 5"
L. 2 2 1?2 32
15

Donc 'écart angulaire maximum est —. ——.

] 132
C’est un infiniment petit du quatrieme ordre.

]

L'écart linéaire sera par suite plus petit que T 37 infini-

ment petit du cinquieme ordre, si « est du premier.
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1

On prend ordinairement o == arc tg — ou 2 === puis =
1
3
On trouve ainsi que I’écart linéaire est plus petit que 5500
25
5i L = 2 metres (¢'est un grand balancier) I’écart linéaire sera
i peu pres de T millimetre, c¢'est a peine le jea de Tappareil.
Ce systeme est tres peu emplové.
Parallélogramme de Watt. — Soit un balancier mobile autour

d’un point fixe O.
Prenons OA — AFE et sur AE construisons un parallélogramme
articulé ABDE, c’est le parallélogramme de Watt (fig. 178). Le

E A 0
-
D B
.
Fig, 178,

sommet D est relié & un point fixe O par une bielle DO et le
sommet B au point O/ par la bielle O'B.

Si on fait abstraction de AE; ED, DB on a le systéme précé-
dent (balancier, contre-balancier) dans lequel le milien C de AB
décrit une courbe i longue inflexion.

La droite OD passe par le milieu de AB. En effet, les trian-

. 1
gles KDO, ACO sont semblables et le rapport de similitude est 5

donc AC = % — A‘)B , d'o OD — 20C.

Ce qui montre ue les courbes déerites par les points C et D
sont homothétiques, C déerivant une courbe a longue inflexion,
D en décrit donc une aussi.
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En théorie, ce systtme ne differe en rien du premier, mais en
pratique, il présente de séricux avantages :

1° Le coutre-balancier est moins long, par suite la machine
tient moins de place;

2° On a deux points D et C qui décrivent sensiblement des
lignes droites.

Donc en D on articulera le piston et en Clatige delapompe du
condenseur.

On a cru longtemps que le probleme de la transmission des
mouvements circulaires alternatifs
n’était susceptible que d’une solu-
tion approchée, ¢’était une erreur,
le colonel Peaucelier a trouvé une
transformation tirés simple qui
permet la transformation rigou-
reuse.

Inverseur Peaucelier. — Soit un
losange articulé ABCD (fig. 179),
I la longueur commune de ses
cOtés, ses sommets B et D sont
reliés par des liges rigides égales

entre elles a un point fixe 0. Soit L
la longueur commune de ces deux
bielles.

Cette figure est symétrique par rapport a la diagonaleAC du

d Fig. 179.
K ig. 179
losange.

Du point B comme centre avec L pour rayon décrivons une

circonférence ui coupe la bielle OB en E et I'.

Nous avons OA. OC = OL. OF.

Or :
OEL=L—1 OF=L-+41

donc :

0A.OC —I12 12—

Supposons alors que le point C décrive une courbe dontl'équa-~

tion cn coordonnées polaires soit ¢ = f (w); A aura méme v
que C en prenant pour pole le point O. L’équation de la courbe
. 1.2 2
déerite par A sera o = = —F
' f{w)
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Les deux points A et C décrivent deux courbes transformées
I'une de 'autre par rayons vecteurs réciprocues.

C’est pour cela qu’on aappelé quelquefois 'appareil de M, Peau-
eelier un inverscur.

Supposons en particulier que C déerive un cercle ¢ui passe par
le point O. I’équation de ce cercle sera :

p=—a Ccos, W,

Alors I'équation du lieu du point A sera :

P
P: ——
acos.w

C’est 'équation d’une droite.

11 devait bien en étre ainsi puisque la transformée d’une droite
par rayons vecteurs réciproques est un cercle passant par le
eentre de transformation. Quoi qu’il en soit 'uppareil de M. Peau-
cclier n’est guére employé parce qu'il est encombrant.
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DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS DES FORCES. — POTENTIEL

GeneraLites. — Désignons par X, Y, Z les composantes d'une
force F sollicitant un point M de coordonnées x,y, z (fig. 180).

Z

X

Y, Fig. 180.
Pour un déplacement du point M dont les composantes sont :
dx, dy, dz, cette force produit le travail :
dG = Xdx 4 Ydy + Zdz.
Supposons qu'il existe une fonction V de x,y, z telle que

) AP\ S

— - —_—T
ox oy ’ 0z
le travail élémentaire a alors pour expression :

o v .P_V_v_ _BX- =dV
do_ﬁ.dxq— Sy dy -+ 3 dz=dV.
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Y (x,y,2) se nomme en général fonction de la force F; dans la
théorie de l'attraction, elle prend le nom de potentiel de la

force F.

ReManoue. — Ainsl définie, la fonction V n’est déterminde
qu'a une conslante prés, mais comme cette constante n'inter-
vient ni dans I'expression des composantes, ni dans celle du tra-
vail, sa considération est sans grand intérét.

Surface de niveau. — Le licu des points de I'espace pour
lesquels la fonction V(x,y,z) prend la méme valeur C est une
surface qui a pour équation

T v g == O -
Vix,y,2)=0C;

on la nomme surface de niveaw. Par chaque point M de coordon-
nées X,, ¥, %,, passe une surface de niveau S ayant pour équation

\ (x’ ¥ Z) =V (Xo! Yoo Zu)'

Tukorkye. — La force F appliquée aun point M est normale &
la surface §.
En effet, les cosinus directeurs de F sont proportionnels i
X, Y, Z et par suite a
Y oy '\
o ey o
c'est-a-dire aux cosinus directeurs de la normale a la surface

en M (fig. 181).

On peut choisir la constante additive de V de facon & faire

Fig. 181.

correspondre une valeur donnée du potentiel a unc surface de
niveau également donnée.

Lignes de force. — On appelle lignes de force les trajectoires
orthogonales de la famille des surlaces de niveau S.
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Puisque la force I¥ est normale aux surlaces de niveau, elle
est tangente a la ligne de force qui passe par son point d’appli-
cation.

Intensité et direction de la force I'. — On a en coordonnées
rectnnguluires :

s xe vt OV\E /OV\® [av\?
‘J_Xl \2 [‘277(—_—> ( ) (_> ’
F Y ~) o) G

Quant aux cosinus directeurs de I', ils sont définis par les équa-
tions :

. oV o ov ov
aI—K, “JF—O—}', '\‘F_ ()z .
Tuionkse.— La foree I' appliquée en un point M d’une surface

de niveau V=V  est égale au quotient de l'accroissement du

F
hil
S
F
M S
5 s

L

Fig. 182 Fig. 183.

potentiel, lorsqu’on passe de la surface de niveau S a la surface
de niveau infiniment voisine S/, par la distance MM’ de ces deux
surfaces, cette distance étant comptée sur la normale en B.

Soient x,y,z les coordonnées de M (fig. 182), et x+- dx, y—+dy,
z—+dz celles de M'; si le déplacement MM’ a lieu dans le sens
de la force, on a, en posant MM =dn:

(L ds =adn; dy —f3dn; dz= vdun.

La variation du potentiel lorsqu’on passe de M en M’ est

. oV ov . oV o
dV = dx —+ F dy + iy dz.

0x
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En remplacant les. dérivées partielles par leurs vuleurs
oF, 3T, vF et dx, dy, dz par les valeurs (1) il vient :
dV=Fdn (2® 43 4-+%),
av

d’ott dV=F dn, c’est-a-dire F:d—--

Conditions d'équilibre du point M. — our que le point M soit
en équilibre dans U'espace, il faut que la force F soit nulle, ¢’est-
a-dire que 'on ait :

oY oV %
=0 % =% %

Pour déterminer de plus si I'équilibre du point M est stable
ou instable, il faut faire application du théoréme de Dirichlet.

Tufonime pe Diricnrer. — Pour que les coordonnées x, v,z
rendent la {onction V maximum ou minimum, il est nécessaire
que les conditions d’équilibre (1) soient vérifiées. Si les solutions
X, ¥,z du systeme (1) rendent effectivement la fonetion V maxi-
mum, I'équilibre du point M de coordonnées x, y, z est stable.
Si au contraire la fonction V est minimum, ou plus généralement
si elle n’est pas maximum, la position d’équilibre M est instable.

La démonstration de ce théoréeme est donnée dans le Cours de
dynamique ().

EXPRESSION DU POTENTIEL DANS LE CAS D'UNE FORCE CENTRALE

Cas d’un point attirant. — Un point M de coordonnées x,y,z

M  estactionné par un point fixe P de coordonnées

Xy, ¥or Z, (fig. 184); la force ¥ est dirigée sui-

vant la droite qui joint les deux points (vers P
s'il s’agit d'une attraction, du cété opposé au
point P s’il s’agit d’une répulsion). De plus
I'intensité F==9 (r) de cette force est exclusi-

Y Fig. 185

vement fonction de la distance PM == r des deux points.

(1} Yoir Cours professé i la Sorbonne, par M. Appell.
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Sila force est dirigée de M vers P
(attraction), ses cosinus directeurs sont :

Expression du potentiel.

—Yy zZ,— Z
L] ’
r r r

Le travail 4O correspondant au déplacement de composantes

dx, dy, dz est done :

z

(L) wﬁzF[“““(u+-“_ydy+f£1;d4.
by Iy r

On a d’autre part :
(3, 3t {1, — ) (7 — )
et, par suite
—rdr = (x, — x} dx+ (y,— y) dy + (2, — z) dz

L'équation (1) peut donc s’écrire :

dG =—Fdr =— 5 {r) dr.
Il est facile de trouver une fonction V telle que

dV =

»{r) dr
il suffit de prendre
V=—[5()dr

En désignant par F (r} la fonction admetlant p (r) comme déri-
vée, on a

V=—F (.

En résumé, la force centrale d’intensité I'==2 (r) admet un
potentiel dont la valeur est exprimée par la fonction ayant pour

dérivée — u (r).
[
Cas d’un nombre guelconque de centres d’action. — Solent
P, P,... P, les centres d'action, r, r,... r, leurs distances au

point M sur lequel ils agissent (fig. 185)

I

Si le point P, existait seul, le potentiel relatif au systeme P,M
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serait V ; soit de méme V_, V,..., V. les potenticls relatils au
systbme PM, P ML PAL

Les composzmtes suivant Ox des aclions excrcées sur M sont
respeclivement :

oY, av, ov,
it S o
.. hiY A\
La projection de leur résultante sur Ox est donc (O\\] +(TV’_
X X
A oV
Oxn ) ou——en posant V==V + V,... 4+ V.
Z
0
Y, ¥Fig. 183,

En conséquence, le potentiel relatif & un systeme de centres

d’action est é¢gal & la somme des potentiels relatifs & chaque
centre.

APPLICATIONS

Expliciter le potentiel V=— F (r) pour diverses lois de force.
— 1° L'attraction est proportionnelle ¢ la distance r. — On
a dans ce cas o(r) =mr, V, étant la fonction qui admet
comme dérivée — ¢ (r,), la fonction cherchée doit admetire
comme dérivée — myr,; on a donc

V, = — I;’ re.

Si plusieurs centres Py, P,... I, agissent sur le point M, on a

Ve ViV, 4,

1 O
— 3
V=— 5 Z m, ri.

par suite
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Supposons que les coelficients m solent les masses des points
) - ] 5
attivants (X, ¥,, 2,-+., Xo, Yas Z,), désignons par G (fig. 185) leur
centre de gravité et par £, 1,5 les coordonnées de ce point. On
a tonjours
Im = m X, + myx, 4 .., 4 myx,
rTm=my +my,+ ...+ my,

Sm=myz +mz - ..+ mz.

Si le point G est l'origine des coordonnées, les valeurs de

£, n, § sont nulles et par suite
fmx, =0, ZImy,=0, Zmgz=0
Les distances r,, r,... ont pour expression

1 =xi ) A 2 — 2xx, — 2yy, — 2z, 4 3y 2
r}=xi4 Vit —2xx, —2yy, —2zz, x4y - 2*
r;=x!+yi+4 z] — 2xx,—2yy, — 22z, + x* 4 y: 4 2%

v g , o m m, m,
En multipliant ces égalités par — L — 2 —— " et

27 270 2

ajoutant, il vient

V:———%—E e X3yt z:)—% (x* 4 ¥*+2%) Tm
car les coelficients de x, y, z sont nuls d’aprés les conditions (1).

Le premier terme de V est une constante, puisque ¢’est la somme
des produits des diverses masses des points agissants par le carré
de leurs distances au centre de gravité du systeme indéformable
qu’ils constituent. L'équation V = constante représente donc des
sphéres ayant pour centre commun le centre de gravité du
systtme des points agissants.

Les lignes de force qui sont les trajectoires orthogonales de
ces spheres concentriques se rédulsent aux droites tracées a
partir du centre de gravité G.

Les composantes de la force I' qui agit sur M ont pour mesure

oV . oV oV
ox oy oz

dongeX=—xIm; Y=—yEm; Z=—zIm.
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208 POTENTIEL

Tout sc passe pour M comme si les diverses masses agissantes
étaient placées au centre de gravité G du systeme.

Pour qu’il y ait équilibre, les composantes X, Y, Z doivent
¢tre nulles, ce qui ne peut se produire qu'a l'origine G.

L’¢quilibre est siable, car le potentiel V, qui est nul en G, est
négatif pour tout autre point de l'espace : en effet, il a pour

expression V S m, p désignant la distance GM.

2

2° L'attraction est inversement proportionnelle & la distance r.

. . « . m
— Prenons le point attirant comme origine, on a F=—, par
r
suite
- dr
A :-——mf—r—z—m log r,
R %

Cette fonction V satisfait a I'équation différentielle -0——2——}——0—2:0
X y

En effet
oY m Jor oV m or

ox . r ox’ oy - r Oy’

or 1’=x"—+4y?, donc

or  x oy
ox 1’ W— T
d’ou
ov . m oy m

—_—_— —— X —_— —hgy_

ox S dy r?

En prenanl une seconde [ois la dérivée, 1l vient:

oV m 5, 2m
= )
o’V (m . 2m
oyt T T\ Y i >

En ajoutant membre & membre ces deux derniéres équations

on a cnfin :

()2 T 2%
OV LY o
ox* oy~
Cette propriété de la fonction V= -—m log. r subsiste en
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supposant que l'origine des coordonnées ne coincide pas avec le
point attirant.
Il en est encore de méme dans le cas d’'un systeme de points
attirants situés dans un méme plan passant par M.
En effet, on a pour chacun d’eux
oV, Y

1
o Ty =

()2\/:1 OiVn _

I T

Z v, +Z Y,

Comme V=YV, +V,...4V,, ona bien

par suite

0V Y 0
ax? dy* —
Equation des lignes de force. — PrgriMiNaires. — Repré-

sentons par z=x-}~1'yle point M et par ¢,=a, }1b,,c,==a,-}-1b,
....e;==a,~t1b,les points attirants P,,P,...P,. Soit d’autre part
r,, I3, 1, lesdistances P M, P,M ... P.M, et wy, w,, w, (fig. 168) les
angles que font les droites PM avec x0,

On a

X — @, ==T,C0S ©,
y—b,=r,sinw,

par suite
. i
z—c, =re™
de méme
Z—c,=r,e"

z—c ,==re"n,
En prenant les logarithmes népériens 1l vient :
[4 . e :
L{z —c¢,)==Lr, 41w,
L (z—¢,)==Lr,+4 iw,
L{z—¢,)=Lr,+4 1w,

poIncARE. Ginématique, |94
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Formons la fonction

f{z) —=—2ZmL (z—c,).

ou

~

-‘ \— ‘ﬂ 'v
({z)=— Ym Lr,— 1Zm .

-~

Comme le potentiel du systeme a pour valeur

V=—2%m/Lr,
il vient en posant
W=—7Z2myu, f{z) =Y 41\

Les lignes de force du systeme ant pour équation Wo—=c'".

Pour le montrer il suffit d'établir que les courbes W=c'"
coupent orthogonalement les courbes de niveau V=c", c’est-i-
dire que lon a
(0 AW aV W oV

/

0x Ox oy Oy = 0.

or,
7 . O\Y . 0\\' '_‘—i iz_
fi(z) = 0x +1 ox 0z dx
. \Y% . OW of dz
R R " S
mais
dz dz .
:1, et — =1
dx dy
donc
o OV oW pW ___(l
= ox oy’ ox ()y'

En multipliant les égalités (2) membre h membre, on obtient
Ia condition {1).

Remaroun. — Les relations (2) donnent :

¥V W eV MWW
ox2 (\)}'OK ? Oyz - Ox()y
d’ol par addition
*?V 0*V
(3) OxZ -+ ()yz =0.
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La fonction V=—3¥m, log. r, est done une solution de I'équa-

tion (3).

RECHERCHE DEs PosiTiONs D'EQuiLIBRE. — Les coordonnées x ety
des positions d’équilibre sont solutions des équations

r y
oV _ 0, _(?\_:0
ox oy

en vertu des relations (2) elles vérifient aussile systeme

oW W

Ox =0, Oy 0

par suite pour les positions d’équilibre on af'(z) =0;

Or

f(z) =—ZIm,L{z—c),
donc
. om
N P
[ {z) = 3 z—c

Les valeurs de z qui déterminent les positions d’équilibre du
point ﬁgurent donc parmi les solutions de 'équation :

Y m
Y=o
o Z—Cp

Si Ton chasse les dénominateurs, on voit que celte équation
est entiere et de degré n— 1, elle admet donc n—1 solutions et
par suite il ¥ a n — 1 positions d’équilibre pour le point M,,

Vérifions que 1'équilibre du point M est toujours instable.
Prenons pour ori

gine des coordonnées la position d’équilibre

étudiée. La fonction V peut alors s’écrire :
V=V, V,+ V,4e. Veoo. =V, e

le terme en V, étant un polynome homogene en x et y de
degré k.

Pour que l'origine corresponde a4 un maximum de la {onc-
tion V,1l laut quel'on ait V,= o et que le premier des polyndmes
V qui ne s’annule pas pour lorigine soit néguatif (théorie du
maximum des fonctions). 7
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La fonction W peut se développer de la méme maniere en poly-
nomes homogeénes, ce qui permet d’écrire :

W=W,+W,+W,+ ...+ W+ ...+ W, +,..
par suite
(1 VA 1W=X(V, 1\,
En développant directement la fonction f'z) suivant les puis-
sances croissantes de z on a

(2) f(z) =2B,e"% (x+ 1y,

En posant x =r co0s v, y=rsin wou x| iy=reiw, et exprimant
l'identité des développements (1) et (2) il vient :

Vﬂ _}_i\vx — Bxl‘Kei (8 g + Ra)
En identifiant les parties réelles, on a
V,=Ba*cos (0, ko).

Supposons que V, soit le premier polyndme qui ne s’annule
pas identiquement pour I'origine.

Pour un point quelconque voisin de 'origine V, ne peut pas
rester négatil, car le facteur cosinus peut varier de — 1 a 4 1.
puisque V, ne reste pas négatif la fonction V n’est pas maximum
pour Llorigine, par suite les n—1 positions d’¢quilibre sont
instables,

3° L’action varie en raison inverse dn carré de la distance. —
Cetle loi d’action est importante car elle régle la gravitation uni-
verselle ainsi que les phénomeénes magnétiques et divers phéno-
ménes électriques.

Puisque la force appliquée en M par le centre P a pour expres-

. m . , .
swn—PTIG potentiel V est egal a

—mf &

done
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Surface de niveau. — Pour que V soit constant, 1l faut que r
soit constant ; donc les surfaces de niveau sont des sphéres

ayant leurs centres au point agissant P

Les droites issues de P sont les lignes de force.
Montrons que la fonction V des coordonnées x, y, z de M est
d2v d*v d*v

solution de 1’équation I —+ Iy -+ AP Nas 0 que T’on repré-

sente par la notation abrégée

AV =0.
On a
ov m or oV m Or 0V m or
T R oy W Y s T e o
Or,

= (x - (y — B — o),
a, b, ¢ étant les coordonnées du point P, done
rdr = x —a) dx + (y — b) dy + (z — ¢) dg,

par suite

oy m . oV m

ox (x—aj; ‘gy—z—fp(y"‘b);
hAY m ,
()z = r3 kZ —C).

En calculant les dérivées secondes, on obtient :

0V m ; dm
Ox2 :—?—_*‘ (x a) )
oV m Im
OvZ Z_T+ (v'*b:‘z r
VR m 3m
072 == 3 -+ (Z - C>2 r

Enfin, en ajoutant ces égalités membre a membre, il vient

()2 2 2V
T RCa S

ox? oy* Tont

=0.
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- GingnALsiaTIoN. — Le point M est soumis aux actions des
points P,, P, ... P, de potentiels respectils V,, V,, ... V, et le
potentiel résultant est

V=V, 4+ V,+..+YV,
Comme 1'équation AV est linéaire, on a
AV =AV, AV, ..+ AV
Or, d’'aprés ce qui précede
AV, =0; 4AV,=0;

donc la fonction

7 m . 3. - r
V = £ — est une solution de I'équation AV =20
r

Equation des surfaces deniveau et des lignes de force dans le cas
de deux points agissants P, et P,. — La surface de niveau qui
passe par le point M est une surface de révolution ayant pour axe

T’ c
T M
= p
C
We
Uy

P‘ Pl

Fig. 186.

la ligne P, P, (ig. 186). La méridienne de cette surface dans le

m
2 — C.
T

plan MP, P, a pour équation -!:]—‘-—f—

Paur obtenir I'équation desilignes’dc force, menons les tan-
gentes MT, MT’ a Ia courbe de niveau et 4 la ligne de force et
supposons qu'un mobile se déplace le long de MT avec la vi-
tesse V,, pendant qu’un autre mobile parcourt MT avec la vitesse
V, ;si zet 3 sont les angles de MT avee les rayons vecteurs MP,
et MP,, MT’ fait avec les mémes rayons vecteurs les angles com-
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plémentaires de a et de 3, on a donc en projetant les vitesses
V,et V, sur les rayons vecteurs et sur la perpendiculaive i ces

rayons,
dr, dr,
Vi C0SA = = v,cos{i:—l—t—-
u
des, dw,
V,eosa—=r, —i v,c08 3=, qt
2 . s

cos o .,
En égalunt les deux valeurs du rapport ——- 1l vient :
P

-3
dr, o r,de,
dr, rdw,

Il est & remarquer que les différentielles dr, et dr, se rappor-
tent aux lignes de niveau, et dw,, dw,aux li(mes de force.
lll

L'équation des lignes de nivean —- + —* — ¢, donne
o] ’
(ll‘ ll 12
2 — (0, par saite on a pour les lignes de [oree
=0, p: ap g )
2
dw.
m, —+m, 2 —=
1 Ii
Le triangle P, MP, donne :
]" Sin (U‘ = " sin (.l)’

en substituant a r, et r, les valeurs proportionnelles m;dew,;
m,da, il vient :

m,dw, sin w, +m, dw,sinw, =0
) i) . .
d’oli en intégrant :
~ —(te
n,c0s w, - m, cos t, =C".

Telle est I'équation des lignes de force.

Importance de Péquation AV = 0. — L’équation AV=:0 jouc
un grand réle en physique : c’est I'équation du potentiel dans
Pattraction newtonienne en magnétisme et en électricité sta-
hque On rencontre encore l'équation AV =o en clectrlute dvnd-
mique et en hydrodynamique.
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Duns la théorie de la propagation de la chaleur elle se pré-
sentc avec ume autre signification. Soit V la température d'un
point de coordonnées x, y, z, il y a échange de chaleur entre ce
point et les points voisins : V est une fonction du temps et des
coordonnées définie dans la théorie de la conductibilité par
I'équation

Y
K ———AV.
dt N
Comme —— = 0 dans le cas de I'équilibre mobile de tempé-

dt

rature, la fonction V est solution de I'équation AV =0,

FLUX DE FORCE ET APPLICATIONS

Tracons une surface quelconque S dans I'espace {fig. 187), soit
dw un élément de cette surface, M le
centre de gravité de cet élément,
MN Ja projection de la force F appli-
(uée au point M sur la norniale MN
ala surlace. Par définition, le flux de
force relatif a I'élément dw a pour

mesure (1) MN. dw.

REMARQUES. 1° Soit V le poten-
tiel en M, V—+-dV le potentiel en un
point tres voisin M’ pris sur la nor-
male. Le travail de la force F relatif
au déplacement MM’ a pour me-
sure d'une part dV et d'autre part
MM’ ><MXN. Donc dV=dn > NN,
Fig. 187. dn désignant le déplacement MM’

Eo remplacant MN par sa valeur
dans I'expression (1) celle-ci prend la forme

dv

dn > do.

2°En comparant les calculs de Fourler relatifs a la conductibi-
lité de la chaleur et ceux auxquels conduit lathéorie du potentiel,
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/

on constale dans bien des cas une nnul()gie complete de forme :
le flux de forcetenant lieu du flux de chaleur, mais il importe de
remarquer que le flux de force est une abstraction mathéma-
tique, tandis que le flux de chaleur correspond a une grandeur
physique concrete.

Expression du flux de force élémentaire dans le cas d’un point
attirant unique. — Le flux de force relatif 4 1'élément AB
d’étendue dw a pour expression preiniere

(1) dF = dw MN.

m
Or, la force F a pour mesure —,
2

r étant la distance PM (fig. 188}, donc en
désignant par » I'angle de la normale MN
1 AB avee PM on a

m
MN = —-cos 3,
T ;
d’ou
m
(2) dlF = —-cos 3 dw.
r Fig. 188.

Joignons le point P au contour de I'élément AB, sa projection
sur le plan C’'D’ perpendiculaire i PM a pour mesure

dow' =dw cos =
T b

donc
(3) dF == = do
T
d(l)' , . . .
Or, ——est égal u la portion de surface dz de la sphére CD
r
de rayon 1 ayant son centre au point P, done
(4) dF — mds.

En géométrie d= mesure I'angle solide sous lequel du point I’
on voit I'élément de surface AB.

Flux de force relatif 4 une surface donnée. — Pour obtenir le
flux de force relatif & une portionfinie de surfuce S, il faudrafaire
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lasomme des flux relatils aux divers éléments de S, on aura par

suite
F=mo.

@ étant angle solide total sous lequel de P on apercoit le con-
tour de S.

Examinons le cas oti la surface S est fermée, I'espace est alors

partagé en deux régions : l'une intérieure i la su