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Sulla deformazione dei paraboloidi di 
rotazione negli spazî di curvatura co- 
stante. 

(Di LUIGI BIANCHI, (G Pisa.) 

INTRODUZIONE. 

N e i l a  prehaione alla mia recente Memoria : S ~ U U  teoria delle ira- 
sformazioni delle superficie a cr~rvatura costante (*), ho già accennato corne 
i teoremi di GUICHARD relativi alla deformazione delle quadriche di rota- 
zione, dai quali ho dedotto le nuove trasformazioni delle superficie a ciir- 
vatura costante e delle superficie d'area minima, abbiano i loro analoghi e 
conservino nelle loro conseguenze la medesima importanza anche nelln geo- 
metrin degli spazî a curvatura costante positiva, O negatirn. 

Di qiieste nuove ricerche espongo nella presente Memoria soltanto la 
parte che riguarda le superficie d'area minima dello spazio ellittico ed iper- 

1 1  bolico e quelle superficie a curvatura media costante - + - delln spazio 
ri ro 

1 iperbolico di curvatura R= - -- per le quali si ha : Ro 

Mi è sembrato opportuno riunire Io studio di queste ultime superficie a 
quello delle superficie minime, perche nell'uno e nell'altro caso i risultati 
a cui pervengo sono l a  naturale estensione al10 spazio curvn del teorerna 
fondamentale di GUICHARD relativo alle superficie applicabili sui paraboloide 
di rotazione ne110 spazio euclideo. 

(*) Questi Annali. Somo III, serie 3." 

Annazi di Matematica, Serie III, tom0 IV. 
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2 B i a  n c h i :  Sul la  de for~mz ione  dei paraboloidi d i  rotazione 

I n  ulteriore lavoro dirnostrerb che i medesimi metodi si applicano in ge- 
nerale alle seguenti tre classi di superficie negli spazî a curvatura costante : 

1.' alle superficie S, di curvatu'ra totale costante, 
2.' alle superficie S, di curvatura media costante, 
3.' alle superficie 8, per le quali è costante la somma dei raggi prin- 

cipsli (ridotti) di curvatura (*). 
Queste ricerche più generali daranno l'estensione al10 spazio non-eu- 

clideo degli altri teoremi di GUICHAXD concernenti la deformazione delle altre 
quadriche di rotazione. 

Come nella mia Memoria sopra citata, che ric,hiamerb ora ed in seguito 
colla segnatura (M), il punto di partenza sarà anche qui nelln tebria della 
deformazione delle congruenze rettilinee normali, i cui raggi siano invaria- 
bilmente collegati ad una superficie S di partenzn in tutte le deformazioni 
di questa superficie. 

Stabilite nei $S 1, 2 le formole fondamentali per la deformazione delle 
congruenze in geometria ellittica ed iperbolica, faccio nei due seguenti pa- 
ragrafi una breve digressione dall'argomento principale per stabilire un sem- 
plice teorema relativo alla superficie di curvatiira totale nulla, teoremn che 
vale in tutte tre le geometrie: ellittica, iperbolica e parabolica jeuclidea). 

Servendomi dei medesimi metodi di cui mi sono valso nella Memoria 
precedente pel caso euclideo, paso  quindi a trattare il seguente problema 
fondamentale (Cf. (M) prefazione), che dirb anche qui il problema [A] : Nello 
spazio ellittico od iperbolico s i  colzsideri una coizgl-uenza rettilinea nor~nale  C, 
i cui raggi  escono dai  punti d i  una superJicie S e soîzo invariabilmeîzte le- 
gat i  al la S nelle sue fiessimi. Quatado accadl-à c h e ,  flettpndo cornunque la 
superjcie S d i  partenzu, unu  delle superjcie S normali  a i  raggi  della coîz- 
gruenza abbia costa?ztemen!te i raggi  principnli (ridotti) d i  curoatrcm Y , ,  r ,  
legnti da  una relazione fissa : 

f ( r i ,  9-2)  = O ?  

Trascurando il caso in cui i raggi escano tangenzialnzente alla super- 
ficie di partenza, caso che conduce al noto teorema di WEINGARTEN sulle su- 

(+) p e r  Io spazio euclideo l a  r icerca delle S, non differisce, pel teorema di BONNET, 
da  quella delle SI a curvatura positiva mentre  l e  S, non sono che le parallele alle su- 
perficie d 'ares  minima. P e r  gli spazi curvi  invece la  r icerca dell'una O dell'altra classe 
di superficie da luogo a prohlerni distinti, O che almeno solo parzialmente s i  riducono 
l'uno all'altro, corne v e r r à  piii da vicino esaminsto ne1 prossimo lsvoro. 
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m g  li spaai3 d i  cztrvatura costante. 3 

perficie W in geometria non-euclidea, risolvo ne1 presente lavoro il pro- 
blema [A] nei due casi giS sopra accennati, e cioè: 

a)  per le superficie Sd 'area minima dello spazio ellittico ed iperbolico, 
b)  per le superficie Sdello spazio pseudosferico di raggio R che hanno 

2 la curvatura media costante = - R 
1 risultati a cui perveiigo sono i seguenti : 

a) Affinchè una delle superficie normali alla congruenza sia costan- 
temente ad area minima è necessario e sufficiente : 

1." che la superficie S di partenza sia applicabile sulla quadrica di 
rotazione che ha per meridiano una parabola (paraboloide), intendendo per 

. parabola del piano ellittico od iperbolico quella curva i cui punti equidistano 
da un punto fisso (fuoco) e da una retta fissa (direttrice). 

2." Quando la S è conformata a paraboloide di rotazione i raggi 
della congruenza C debbono concorrere tutti ne1 fuoco, ovvero esserne i ri- 
flessi sulla superficie, ne1 qua1 caso essi riescono normali ad un medesimo 
piano (direttore), cioè concorrono in un secondo fuoco, che ne1 cas0 iperbo- 
lico è ideale. 

3." Sopra ogni raggio della congruenza il segment0 intercetto fra 
la superficie di partenza S e 18 superficie d'area minima Sortogonale ai raggi 
eguaglia la distanza focale. 

b)  Affinché nello spazio iperbolico una delle superficie S ortogonali 
2 alla congruenza abbia sempre la curvatura media costante - è necessario e 
R 

sufficiente : 
1.' Che la superficie di partenza S sia applicabile sulla quadrica 

di rotazione che ha per meridiano la conica luogo dei punti equidistanti in 
un piano da un punto fisso (fuoco) e da un oriciclo, curva che si pub an- 
cora rjguardare come una parabola di cui il secondo fuoco è a distanza in- 
finita, ne1 ceiitro dell'oriciclo (*). Questa superficie si dirà ancora un parabo- 
loide; ma, per distinguer10 da quel10 prima considerato, Io chiameremo di 
seconda specie. 

. 
Quanto alle altre condizioni esse non subiscono alterazione da1 caso pre- 

cedente e cioè : 

p) Ne1 caso a), come già si è detto, il secondo fuoco e invece ideale. 
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4 B i a n  c h i :  Su l la  deformaxione dei paraboloidi d i  rotaxioiae 

2." Conformata la S a paraboloide di rotazione (di seconda specie) 
i raggi della congruenza concorreranno tutti ne1 fuoco a distanza firiita O in 
qudlo all'infinito (saranno paralleli, ne1 senso non-euclideo, all'asse di rota- 
zione). 

3.' Il segmento intercetto sopra ogni raggio della congruenza fra 

S ed S uguaglierà ancora la  distanza focale. 
Tanto ne1 cas0 a) quanto ne1 cas0 b ) ,  ad ogni superficie S applicabile 

su1 paraboloide di rotazione, di prima O di seconda specie, sono cos1 coordi- 
nate due congruenze C che risolvono il problema [A] e sono riflesse l'una 
dell'altra sulla superficie di partenza; queste diciamo le congruenxe associate 
alla S. 

Le  seguenti ricerche della presen te Memoria riguardano il problema di 
inversione (Cf. (M) 5 11) e sviluppano la teoria delle trasformazioni che ne 
conseguono per le superficie d'area minima o di curvatura media costante 

=-. Cos1 in particolare troviamo che, data cornunque uns superficie S 
R 

d'area minima nello spazio ellittico od iperbolico, è sempre possibile ripur- 
tare sopra ogni sua normale iin tale segmento, variabile da punto a punto, 
che il luogo d degli estremi risulii applicabile su1 paraboloide di rotazione 
(di 1." specie) e la congruenza delle normali alla S sia una delle due asso- 
ciate alla S. Anzi si dimostrerà di più che, data comunque la S, vi sono 
sempre cos superficie S applicabili su1 paraboloide clie risolvono la questione. 
Prendendo poi ogni volta la superficie S' s h m e t r i c a  della prirnitiva S ri- 
spetto alla superficie Sriflettente delle normali di S, si avrlt una nuova su- 
perficie d'area minima le cui normali sono i raggi riflessi. 

Risultati del tutto analoghi valgono pel caso delle superficie a curvatura 

media costante a nello spazio pseudosferico di raggio R. R 
Osserveremo in fine che queste nuove ricerche sulle superficie d'area 

minima nello spazio non-euclideo acquistano nell'ordinario spazio euclideo un 
doppio significato. In primo luogo se rappresentiamo in modo conforme ml10 
spazio ordinario 2 ,  10 spazio L di curvatura costante : 

le superficie d'area minima in 2 vengono ad avere in 8, per immagini le 
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negli spazz" d i  curvaturn costante. 5 

superficie integrali della equazione a derivate parziali : 

Queste ultime superficie del10 spazio euclideo hanno le linee di curva- 
tura isoterme e le attuali ricerche insegnario dunque il modo di far derivare 
da ogni superficie nota di questa classe una tripla infinità di nuove superficie 
della medesima classe. 

In secondo luogo la ricerca delle superficie d'area minima del10 spazio 
ellittico ed iperbolico equivale rispettivamente, corne altrove ho dimostiato (**), 
a quel10 delle superficie di LIOUVILLE nello spazio euclideo che hanno rispet- 
tivamente I'elemento lineare : 

d s2 - (cos u + cos v) (COS u d u? + cos v d ut), 
O 1'altr0 : 

(4 

d se = (senh u + senh v) (senh u d ue + senh v d vP). (0) 
Possiamo dunque dire che i nuevi risultati ci pongono in grado di tro- 

vare quante si vogliono superficie di LIOIJ&LE dlelemento lineare (a) O ( f i ) .  
Le formole fondamentali per la teoria delle superficie in geometria el- 

littica ed iperbolica, a cui dovrb ricorrere, si trovano esposte ne1 Cap. 22 
dell'edizione tedesca delle mie : Lezioni di geonzetria differenxiale ; le cita- 
zioni relative saranno contrassegnate con : Forlesunyen. 

Consideriamo nello spazio ellittico, la cui curvatura K poniamo per sem- 
plicith = + 1, una congruenza normale C di raggi emananti dai punti di 
una superficie' S di partenza ed invariabilmente legata alle flessioni di questa 
superficie. Riferiamo la S ad un sistema di coordinate curvilinee ortogo- 
nali zc, v ,  di cui le liuee zc = cost. siano quelle normali ai raggi della con- 

(*) Vedi la mia Memoria: Sulle superficie d'area minima negli spazl; a curvatura 
coslante. (Atti dei Lincei, Tomo IV, serie 4.̂ , 1888.) 

(**) Questi Annali. Torno 11, 1898. 
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6 Bin nc h i : Sullfc deformasione dei p a ~ u b o l o i d i  d i  rotaxione 

gruenza. In  una çpeciale configurazione di S siano: 
Eau" G d v e  

D d ~ ~ + 2 D ' d u d v + D " d v ~ ,  

le sue due forme quadratiche fondamentali. 1 coefficienti di questc: due forme, 
oltre che dalle due equuzioni di CODAZZI che non importa qui trascrivere, 
sono legati dalla equazione di Gauss: 

D ,y' -- D" 
B G  

= IC- 1, 

designando con K la curvatura assoluta di S, cioè la curvatura della prima 
forma fondituîentale (*). Riferendo i punti del10 spazio i ~ d  un sistema di coor- 
dinate di WEIERSTRASS, siano : 

$0 ,  xi,  x2, x3, 

le coordinate di un punto 31 mobile sopra S e siano rispettivsinente : 

5 0  7 1  5 2  51 

i l o  '11 Ï le  '13 

C o  C i  Cr C 3 7  

i coseni di direzione ne1 punto Ji (**) : 1." della normale alla superficie, 
2." della tangente alla linea v = cost., 3." della tangente alla linea zc = cost. 
Le formole (Sil), (52) a pag. 625 delle Vorleszmgen ci dànno allora le se- 
guenti formole fondamentali : 

(") Vorlesungen, $j 342, pag. 824. 
(*") P e r  coseni di direzione di una re t t a  in un punto intendiamo l e  coordinate (di 

WEIERSTRASS) del piano normale in quel punto alla retta.  Si ricordi che l e  coordinate x; 

di punto, corne quelle E di piano, sono legate dalle ident i t i :  

Zx!=l,  Z ! ? = l .  * 
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negl i  spazt d i  curuatum costan te. 

dove abbiamo soppresso, per brevità di scrittura, gli indici alle lettere x, 5, 
q, <, intendendo che le formole scritte valgono attribuendo a queste lettere 
il medesimo indice i (i = O, 1, 2, 3). 

Si indichi ora con o = 5 (u, v) l'angolo d' jnclinazione del raggio della 
congruenza, uscente da1 punto M di 8, sulla S stessa, cioè sulla linea 
v = cost. e siano : 

xo, x,, x,, x3, 
i coseni di direzione di questo raggio in LW; avremo: 

Di qui derivando otteniamo, per le (1) : 

COS G a JG sen a D" 
,,g p. 

La c,ongruenza C essendo supposta normale, se sopra ogni raggio della 
congruenza stacchirtmo, a part,ire d a  M, un conveniente seginento : 

M M = ~ ,  

dove t sarà una funzione di u, v da determinax~i, la superficie 8 luogo degli 
estremi risultsrà ortogonale ai raggi. 

Se si pone : 
3 x - a 3  U = Z X - = \ I E c o w ,  V = 2 X - = O  a u  a v  ) 

1 i ~  funzione t sarà determinata, corne in geometria euclidea, a mpno di una 
costante additiva dalle condizioni : 

onde l'ipotesi che la' congruenza C sia normale si tradurrh nella equa- 
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8 Bi  a n  c h i :  Sulla deformaeione dei paraholoidi d i  rota,aione 

e T snrà una funzione della sola zd tale che si abbia: 

, d r  r =-= 
d u  

- \IE cos o. 

Tndicando ora. con : 

le coordinate del punto 2, ove la 3 sega ortogonalmente il raggio della 
congruenza uscente da M, avrerno : 

Z = x c o s . r + ~ s e n ~ ,  (6)  

e le coordiiiate del piano tangente in ?CI alla S saranno: 
- 

5 = x sen t - X cos t. (7) 
Calcoliamo ora i coefficienti delle tre forme qutidratiche fondamentali 

della superficie 5 e cioè : 

~ d x ' = E d . u ' + 2 F d u d u  + G d v e  

- Z d ~ d ~ = D d z c 2 + 2 ~ d u d v + D " d v g  

~ d p = ë d i c ~  + 2 f d u d u  + ; d u e ,  

delle quali la terza rappresenta il quadrato dell'elemento lineare della super- 
ficie polare di 

Servendosi delle formole precedenti e ponendo per brevità: 
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tieyli spazz^ di  curuatura costante. 9 

si trovano le espressioni seguenti : 

a VE 
(A) 

'cos a a dG sen G D" sen r cos r + G cos' r. 

a VË of = (cos o a;- 8enzr+Bsen  r cosr-  

- 
D"=- - COS G a 

au- sen2r+(y-G)senrcosr+ 

- 'COS G a JG sen G D" 
G -  VG )coszr. 

- - 
e - cc cos2 r +2vEseno  -_ 1- sen r cos r + E senga senv t (j"E 83 
- 
f = p c o s D r + 2  s e n r c o s r  

- 
g = y c o s g r - 2 d G  - (cos' --- a IC sey!'') sen T cos r + 6 sen. T. 

dË au 

Importa osservare che sommando le corrispoiidenti (A), (C) si otteagono 
le formole semplici : 

- - - 
E + c = a + E s e n t u ,  ~ + f = 8 ,  O + g = ï + ~ .  (9) 

Annali di Matemntica, Serie III, tom0 IV. 
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1 O B i a n c  h i :  Sullu deformazione dei puraboloidi d i  rotuzione 

Ne1 cas0 della geometria iperbolica, ove supporremo la curvatura dello 
spazio = - 1, otterremo formole analoghe alle precedenti e basterà soltanto 
rilevare le differenze da1 caso precedente. 

Conservando le notazioni introdotte al 3 1 per la superficie S di par- 
tenza, bisognerà per altro ricordare che le identith dalle quali sono legate 
ne1 caso attuale le coordinate x di punto e quelle 5 di  piano si scrivono: 

L a  prima modificazione che si introduce nelle formole del paragrafo 
precedente, a causa della mutata curvatura dello spazio, porta sulla for- 
mola (y) di GAUSS che diventa qui : 

L e  formole (1) risulteraiino poi modifioate solo in cib che nei secondi 
membri il coefficiente del termine lineare in x muterà segno; scrivendole 
esplicitamerite, avremo : 
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wegli spazi? di  cuwatura costante. 11 

Pei coseni di direzione del raggio della coiigrucnza avremo ancora : 

X = q c o s ~ + 4 s e n u ,  . 
da cui derivando : 

sen G D' 

La condizione affinchè la congruenza sia normale è sempre espressa 
dalla (4) : 

ed il segment0 t del raggio della congruenza che intercede fra la S e la 
superficie S ortogonale sarà definito dalla medesima formola (5): 

Indicando nuovarnente con : 
- - - - 
xo, X I ,  XP, $3, 

le coordinate di e con : 

quelle del piano ivi tangente alla 3 (cioè del piano normale al raggio della 
congruenza), avremo : 

- 
x = x cosh T + Xsenh r (ô*, 
- 
4 = x senh r + Xcosh r. (7*) 

Ritenendo allora le quantità a, P,  7 il significato loro attribuito nelle (S), 
troveremo qui pei ooefficienti delle tre forme quadratiche fondamentali della 3 
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12 Bi a n c h i: Sulla deformaxione dei paraboloidi d i  rotazione 

le espressioni seguenti : 

- 
~ = a s e n h ? r - 2  ~ Ë s e n o  ($ - + E) senh r cush r + E sent u cosh2 r 

- 
H = p s e n h z r - 2  senhrcoshr  (A*) 

- - cos a a JG G = y s e n h 2 r + 2  dG --- 
( J E  au 

Sen 9") senh r cosh r + G cosh2 r. 
\ G 

- 
D = @sen 5 (F- a ') senh2 r - (a + E sen' U) senh r cosh r + 

1~ + àu I 

- - 
e =acosh2r - 2\ lEsenu senh r cosh r + E sen' o senh2 r 

- a J E  
f = ~ c o s h ' r - 2 ( c o s  O -+seno a v D1 (c*) 

D a s  + \iEsen o (\iE + à;) cosh2 

s \lË  cos o  s se no^' senh'r-psenhrcosh r + a v 

SeF") senhr coshr + ~ s e n h ~ r .  

a \/Ë + (cos o aV + sen o D' 

- ,  - 'COS G a \/G - ---- ~ l ' = - y ~ (  - 9")senh.r -(ï + G)senhr coshr - 
. !IE a u  \ 12 

Dalle (A*) (C*) corrispondenti seguono, per--sottrazione, le forrnole : 
- - - - - - E - e =  Esenlu-., F - f = - p  , G - g = G - y .  (9*) 

(B*, 
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Esam DEL CAS0 IA CUI SOPRA 8, %SI CORiiISPONDONO LE ASSINTOTICHE. 

Stabilite nei due paragrafi precedeiiti le formole fondamentali per la leori:~ 
della deforrnazione delle congruenze in geometria ellittica ed iperbolica, ap- 
pliclliamole dapprima alla risoluzione del seguente problema (Cf. (N) 5 10):  

Quczndo accadrù Che, in tutte le jessioni della su~erficie d i  partenza S, 
alle linee assintotiche d i  S corrispondano le assintotiche delht superficie 3 no?.- 
male a i  raggi della congruenxa ? 

Perché cib accada dovranno aver luogo, comunque si fletta la S, le pro- 
porzioni : 

- - -  
D :  D ' :  Dr' = D :  D ' :  DU. 

Svolgiamo completamente i calcoli pel solo caso ellittico, liniitandoci per 
l'iperbolico ad  enunciare i risultati clie si stabiliscono in modo del tutto 
analogo. 

L'equazione : 

D I D - D D , ~ ,  
- - 

sostituendo per D, Di i valori (B) § 1, diventa : 

Poniarno~i per a, i loro effettivi valori (8) eù eliminiarno Dr' col \O- 

stituire, secondo la formola (y), al prodotto D D" Ia quantità equivalente 
D'z + ( K  - 1) E G ; troviamo la equazione seguente : 
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14 B i a. n c h i : Sullu defoîmaxiutte dei puraboloidi di  ~ o t n z i o n e  

- + ( K  
@- 

- 1) E G) ] 1 sen t cos r = O. 

Questa, dovendo essere verificata in tutte 1û flessioni di S ,  sarà neces- 
sariamente un'identità in D ,  D' (Cf. (M) $ 2. Eguagliando a zero il coeffi- - Ir 
ciente di D'" e trascurando i casi noti in cui sia a = 0 o 5 = - (*), trovianio 

2 

che deve essere intanto : 

a G indi, per la (4), anche - = O. Possiamo dunque fare E = 1, a =c i  (u) e po- a Q 

nendo : 

la precedente, divisa per D', ci dà : 

sen G cos ri a \jG 
a' sen 5 cos 2 r - a u  -1 D + uI2 - sen2 a K sen t cos t, 1 

e si scinde nelle due : 

2 a' sen cos 2 t = (o'' - sen" K) sen 2 r. 1 
Si noti poi ,che la seconda delle (IO), cioè la equazione : 

conduce ancora, 

equazioni (11) le 

n 
ove si escludano i valori O - per a ,  alle due medesime ' 2 
quali, insieme alla (4):  

= - cos a, 

(*) Ne1 cas0 6 = O la S è la  evoluta della S che è necessariamente a curvatura co- 
stante; viceversa l'evoluta S di una superficie a curvatura costante risolve il problema 

X - 
ne1 cas0 di WEINGARTEN 6 = O. Quando poi 6 necessariamente la S e la S sono su- 

2 
perficie parallele a curvatura nulla (Cf. la nota al seguente § 4). 
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rappresentano coçi le condizioni necessarie e sufficienti pel verificnrsi della 
proprietà voluta. 

Con calcoli analoghi pel cafio iperbolico si trova che deve aversi ancora 
a \/Ë -- a - O - = O,  e fatto nuovamente : a v a u  

risultano le due equazioni : 
sen a cos '3 a \/G -- 

G r +  bg a. - 0  

2 G' sen cosh 2 7 - (af2 - sen2 o K )  senh 2 r ,  ] 
clle insieme alla : 

.rl s - COS G, 

esprimono tutte le condizioni richieste. 
Dalla 1." delle (11) O (11*) integrando, e disponendo convenientemente 

del parametro v, segue : 
\/G - cot o. 

L'elemento lineare della nostra superficie è adunque: 

d s g - d u ' + c o t ' c d u 2 ;  

esso appartiene dunque ad una superficie di rotazione e i raggi della con- 
gruenza sono normali alle trasformate dei paralleli. Quanto alla forma della 
curra  meridiana essa risulta defiriita dalla equazione differenziale per G, che 
si ottiene dalla 2.a delle (11) O ( I l*)  combinata colla condizione : 

Lasciaino al prossimo lavoro 10 studio della soluzione generale delj'pro- 
blema del paragrafo precedente, limitandoci qui ad osservare il caso parti- 
colare ben semplice in cui si abbia: 

m = cost., G = 1, 
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16 B i a  uz c h i :  Sulla cl~formaxione dei parlrboloidi d i  rotaxione 

indi E ir- O. Allora le (11) O (Il*) trovansi soddisfatte per qualunque valore 
di r ,  quindi sopra tutte le superficie parallele normali ai raggi della co~i- 
gruenza si corrispondono le linee assintotiche (i sistemi coniugati). Ora questa 
circostanza pub presentarsi solo in due casi e cioè O quando una e quindi 
tutte le superfici parallele sono a curvatura totale nulla, ovvero quando que- 
ste superficie siano sfere concenhiche ("). L'ultimo caso si esclude subito perchè 
allora dovrebbero sussistere, in tutte le flessioni e per qiialunque valore di r ,  
le proporzioni : 

- -  -- - - -  
E : F :  G = e : f : g .  

Scrivendole allora sotto la forma: 
- - - - - - - -  

Ë + e : F + f :  G + g = e : f : g ,  

ne1 caso ellittico e sotto l'altra : 
- - -  - -  - - -  
E - c : P - f :  G - g = e : f : g ,  

ne1 caso iperbolico, le formole dei $$ 1, 2 dimostrano subit 
ipotesi. 

irdità della 

(*) P e r  vedere in modo semplice l a  cosa s i  riferisca una delle superficie parallele S 
alle sue linee di curva tura  u, v e siano r, ,  7~ i suoi ragg i  principali di curva tura ;  s i  
a v r à  : 

E D=-- G , DI1=-  -, F=D'=O. 
r2 '1 

P e r  uns  superficie S' parallela e alla distanza w da S avrerno p. e. ne1 caso ellittico: 

sen 'O) (sen w - - 
rl ,OS i'-1 

X 
Se si siippone che sia 5 : U" = D : D" e s i  escludono p e r  20 i valori ro = 0 ,  - s i  

'2 
ottiene : 

(y1 - 3-J ( y 1  r9 + 1 )  = O, 

onde o 1-, = Y, O r, r, = - 1. Analogamente pel caso iperbolico. 
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Se ne conclude che le superficie ortogonali ai raggi sono a curvatura 
nulla. D'altra parte anche la superficie di partenza 8 è a curvatura K nulla; 
anzi, avendosi pel quadrato del suo elemento lineare : 

si vede che le linee u = cost. sono geodetiche parallele ne1 senso euclideo. 
Abbiamo dunque stabilito il teorema seguente che vale in qualunque spazio 
a curvatura costante, inclus0 l'euclideo (Cf. (M) 8 2) : 1SQpl.a unu qualsiasi 
superficie a curvatura totale nulla di uno spaxio di curvatwa costunte si 
tracci un sistema d i  geodetiche g purallele ne1 senso euclideo, indi per oyni 
punto della superjicie si conduca un raggio normale alla geodetica y, che vi 
passa, ed inclinato di  un angolo costante o arbitrario alla superficie. La  
congruenxa cosi ottenuta è una congruenxa normale e le super$cie ortogonali 
ai raggi sono esse stesse a curvatura nulla. 

Corne si vede, abbiamo cos1 ottenuta una semplice soluzione del problema 
fondamentale [A] pel cas0 in cui le superficie S normali ai raggi siano a 
curvatura nulla. Osserveremo ancora che si pub dare alla superficie S la 
forma di una superficie di rotazione in guisa che le geodetiche u= cost. di- 
ventino i paralleli. In ta1 caso, il raggio del parallelo essendo costante, la 
curva meridiana è una linea geodeticamente parallela all'asse di rotazione, 
cioè un circolo che ne1 caso iperbolico avrà il centro ideale. Viceversa fa- 
oendo rotare un circolo attorno alla retta del suo piano che è ad esso geo- 
deticamente parallela si genera una superficie a ciirvatura nulla. Nello spazio 
ellittico l'asse di rotazione è la polare del centro del circolo e la superficie 
generata non è altro che 1s superficie di CLIFPORD (*). 

(*) Vedi la mia Memoria: Sulle superficie a curvatura nulla in geomet~ia ellittica. 
(Questi Annali. Tomo X X I V ,  1896.) 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  tom0 IV. 
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RISOLUZIONE DEL PROBLEMA [A] PER UNA SUPERFICIE 3 D'AREA MINIMA. 

Trattiamo ora il problema fondamentale [A] pel caso in cui una delle 
superficie 3 normali alla congruenza debkia costantemente restare ad area 
minima. Anche qui svilupperemo i calcoli pel solo caso ellittico, limitandoci 
ad indicare i risultati per l'iperbolico. 

Se la superficie S deve restare ad area minima, dovrà aver luogo la 
proporzionalità fra i coefficienti della prima e della terza fornia foridamen- 
tale di sussisteranno cioè le proporzioni : 

- - -  - - -  
E : E ' :  G = e : f : g .  

Queste non sono veramente caratteristiche per una superficie s ad area 
minima, ma varrebbero egualmente se la g fosse una sfera. In quest'ultimo 
caso perb la detta proporzionalità dovrebbe aver luogo in tutte le flessioni 
della superficie S di partenza e per qualunque valore d i  r ,  cib che già al 
paragrafo precedente ~bbiamo avvertito essere assurdo. 

Basterà dunque ricercare quando potranno verificarsi, comunque si fletta 
la S, le proporzioni precedenti che ne1 caso ellittico gioverà scrivere: 

- 
E : F : G = E + ~ : F + ~ : G + ~ .  (12) 

Ora prendasi la prima : 

F ( E + )  - E(F+ f i  = O, 

che, per la formola in fine al 5 1, si scrive: 

- 1 a sen4 t - 2 \IEsen c - s e n r c o s r  + ~ s e n ~ o c o s ?  r.,&=0. 
I 

Sviluppando e ricordando che, per la (4), si h a :  

a $7 
COS G - + sen o D' = \IËsen o a v 
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la precedente diviene : 

E s e n Z g .  cos 2 r - \ J Ë s e n o  D 
( , + % ) f i -  

Dividendo per @sen r (*), sostituendo ad a, i loro effettivi valori (8) 
3 1 e ponendo per brevità: 

T = t g 2 r ,  (13) 
otteniamo : 

-- sen G D' .senz= + + 
\ig )+($+a;) 

1 
l 

Moltiplichiamo questa per D e sostituiamo, come al solito, al prodotto 
D D" la quantità equivalente: 

Dl' + (IZ - 1) E G.  

Nella equazione risultante, che deve essere un'identità in D I  D', basta 
eguagliare a zero il coefiiciente di D per ottenere : 

a J E  
COS 0 - a G 

a v 
+seno - = O ,  a v 

a 
e ,  ricordando che si ha - (JËcos o) = O, ne deduciamo: (**) a v 

(*) Con cib escludiamo il caso a = 0, corrispondente alle evolute delle superficie 
d'area minima. 

lt (**) Si trascura naturalmente il caso a = - , di cui l'impossibilità 13 chiara a priori. 
2 
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Potremo dunque porre E = 1, = = o (u), dopo di che la (14), divisa per Dr, 
ci darà : 

1 seng a D" sen G cos G i? + s e n =  D+ -F+o ' -  -1 -O.  
\iG au  

Essendo per l'equazione di GAUSS : 

Ia precedente si cangia in una relazione lineare fra D, D" e pera deve ri- 
sultare identica. Se  ne deducono, dividendo per sen =, le tre equa&oni: 

TG'= seno  \ 

cos a a (IF T = - $ 1 - 0  
dG a zc 

E d  ora molto facilmente si vede che la seconda delle proporzioni (12) 
non porta altre relazioni oltre le (15), sicchè tutte e sole le solusioni del- 
l'attuale problema si otterranno soddisfacendo alle (15). 

Eliminando T fra la prima e la seconda delle (15), si h a :  

sen a cos a a \IG -- 
"'4- ,,g au - O,  

da cui integrando e disponendo convenientemente del paranietro v ,  risulta 
che possiamo porre anche qui : 

y G = cot a. (16) 
L a  terza delle (15) diventa : 

sen2 G (2 - K )  + de = 0. 

Ma per la  (16) si ha:  

i aqa, K = -  - -- G" 2 a's -- 
y G a us sen G cos G sen' a ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



lzegli spaxt d i  curvutura costants. 2 1 

onde l a  (17) si trasforma nella seguente equazione differenziale per o: 

G" = 3 cot G . al2 + 2 sen c cos c. (18) 

Determinato da questa (Vedi paragrafo seguente), avremo per T= tg  2 r 
il valore: 

sen a tg2r=-9 
G' 

e tutte le nostre condizioni saranno soddisfatte purchè risulti: 

Cib ha luogo in effetto poichè, derivando la (19) e sostituendo -- cos a. per 7', 
otteniamo precisamente la  equazione differenziale (18) per G. 

Esiste dunque una superficie S di rotazione dello syazio ellittico che ri- 
solve il problema [A] quando la superficie S ortogonale ai raggi della con- 
gruenza associata ad S debbn essere ad area minima; l'elemento lineare S 
è dato da :  

d sZ = d zcg + cot" d vg, (20) 

la funzione o della sala u dovendo soltanto soddisfare alla equazione diffe- 
renziale (18). 

Pel caso iperbolico, servendoci delle proporzioni : 

con calcoli del tutto simili, troviamo che la soluzione del problema proposto 
è data da uua superficie s di rotazione d'elemento lineare (20), la fun~ione 
c della u soddisfacendo qui alla equazione differenziale: 

a" = S cot G one - 2 sen a cos o. W*) 

L a  formola (19) viene poi sostituita dalla seguente: 

sen G 
tgh2r=-a  

a 
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LIELEMENTO LINEARE DELLA SUPERFICIE S. 

Si tratta ora di determinare la forma della superficie di rotazione del10 
spazio ellittico ed iperbolico, che abbiamo sopra otteiiuto corne soluzione del 
problema [A] pel caso di una superficie S dlarea minima. 

Corninciando da1 caso ellittico, osserviamo che per integrare la (18) ba- 
sta prendere per variabile indipendente G in luogo di u ed assumere c-" corne 
funzione incognitn, cib che dà luogo ad una equaaione lineare del 1." ordine. 
Si ottiene CO&: 

- 
o' = sen 5 d sen4 o - 1, 

indicando k una costante che, per avere superficie reali, dovremo evidente- 
mente supporre, in valore assoluto, maggiore dell'unità. L'elemento lineare 
della S avrà dunque ne1 caso ellittico la forma: 

mentre la formola : 

t g 2 r =  1 
9 

\/k2 sen' a -  1 

definirà l'ampiezaa r del segmento intercetto su1 raggio della congruenza as- 
sociata fra la superfieie S e la superficie 3 d'area minima ortogonale ai raggi. 

Ne1 caso iperbolico otteniamo similmente per l'elemento lineare della S :  

e per l'ampiezza .r del segmento: 

Ne1 caso attuale la costante k non è soggetta a veruna limitazione; sol- 
tanto b da eacludersi il valore Ic = O perchè allora la (22) darebbe un va- 
lore infinito per r, cib che non corrisponde più ad una effettiva soluzione del 
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problema [A] (*). Ci proponiamo ora di dimostrare che l'elemento lineare 
(21) O (21*) appartiene a l  paraboloide di rotaxione del rispettivo spazio el- 
littico od iperbolico. Per  definire la superficie a cui diamo questo nome di- 
cianio che, per analogia colle denominazioni dello spazio euclideo, intendiamo 
nella geometria ellittica od iperbolica per parabolu quella curvsl piana (co- 
nica) i cui punti equidistano da un punto fieso (fuoco) e da una retta fissa 
(direttrice), scelti ne1 piano della curva. Chiamiamo quindi paraboloide (di 
rotazione) la superficie generata da1 rotare della parabola attorno'alla retta 
(asse) condotta pel fuoco perpendicolarmente alla direttrice. 

È bene avvertire che ne1 caw ellittico ln parabola pub anche ritenersi 
come un'ellisse il cui asse maggiore abbia la lunghezza di un quadrante. E 
invero se della direttrice consideriamo il polo e questo riguardiamo come un 
secondo fuoco, la  somma delle distanze focali egiiaglierà per ogni punto della 
curva, precisamente un quadrante. Ne1 caso ellittico potremo adunque riguar- 
dare il paraboloide come un ellissoide di rotazione il cui asse maggiore (asae 
di rotazione) ha  la lunghezzn d i  un quadrante. Ne1 cas0 iperbolico invece 
il secondo fuoco è un punto ideale e il paraboloide si dirà di prima specie 
per distinguer10 da  un paraboloide d i  seconda specie che incontreremo più 
oltre ($ 20). 

11, PARABOLOIDE DI GUICHARD IN OEOHETRIA ELLITTIC-4. 

P e r  dimostrare le nostre ultime asserzioni premettiamo le osservazioni 
seguenti : 

Se per una superficie di rotazione dello spazio ellittico indichiamo con a 

l'arco di meridiano e con r il raggio del parallelo, che sarà una funzione 
della soln a, l'elemento lineare d s della superficie sarh dnto dalla for- 

1 (7 I n  questo caso l'elemento lineare @le), posto log tg  - a = u diventa : 
2 

d s ~ = d u e + s e n P u d v e ,  

ed appartiene alle sviluppabili dello spazio iperbolico. Allora si potrebbe dimostrare clie 
in  tutte le flessioni della sviluppabile S i raggi della congruenza sono le normali di una 
curva dello spazio. 
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mola : 
d se = d a' + sen2 r d f ie,  

indicando B la longitudine (*). 
Ora assumiamo ne1 piano ellittico un sistema d i  coordinate d i  WEIER- 

STRASS x,, a, ,  :c,, e poniamo : 

x, = sen u cos v, x, = sen u sen v, x, = cos u, 

Corisideriamo una parabola, il cui primo fuocci F sia ne1 punto : 

F = (O, O? 1) O u = 0, 

e il seaondo fuoco ne1 punto: 

3" e (sen c, 0, cos c) O u = c, v = 0, 

talchè c indicherà la distanza focale, ossia il compleinento della distanza del 
fuoco F daila sua direttrice. Per la distanza M F  di un punto M =  (x,, x, , z2i 
da1 primo fuoco si ha : 

COS M F  - COS U, 

e se il puiito M appartiene alla parabola dovremo ave!e: 

cos &IF' = sen 24. 

Ma si ha: 
COS M F '  = xo sen c + x, cos c ; 

lungo 1st parabola si ha dunque: 

sen 16 COS v sen c -+ cos u cos c = sen u, 
cioè : 

sen zc - cos u cos c cos v = 9 sen u sen c 

sen2u-cosc sen v = 
sen2 zc seny c 

L' elemento d'arco d u  della parabola è dato da: 

dae = du' + sen4 u d v2, 

(<)  Cib risulta subito dall'osservare che ne1 piano ellittico l'elemento d'arco di un 
circolo di raggio r, che sottenda a l  centro l'angolo infinitesimo d p ,  B dato da:  

sen 1. d p. 
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essendo u, v legati dalla (24). E poichè da questa, differenziando, segue : 

cotc d u  s e n u d e , = -  - 9 senP u 
ne dedurremo : 

Ora le coordinate 

s en2uduZ  
d a g =  sen 2 u - cos c 

dell'asse della parabda sono : 

( , , = O  [,=O [ , = l ,  
da cui segue: 

sen r = sen u sen v, 

e perb dalla (23) per 
niamo : 

l'elemento lineare del paraboloide ( di rotazione otte- 

sen 2 u d us + (sen 2 u - cos c) COS c d s' - sen2u-cosc senZ c 
d 0'. (25 )  

Indicando ora con u l'angolo d'inclinazione del raggio focale sulla pa- 
rabola, abbiamo : 

. d  v cot c cos c tgu = senu-=- 
d u  sen u sen O 

9 sen 2 u - cos c 

ovvero : 
COS c s e n 2 u =  - -  senS G 

Ora se si irasforma l'elemento lineare (25) esprimendo u per a e po- 
nendo inoltre : 

1 
B = v t g c ,  k=- 

COS C 

si trova appunto l'elemento lineare (21). La nostra superficie S è adunque 
1 un paraboloide di rotazione e si noti che la formola k = - sta in armo- 

COS C 

nia colla condizione kg>  1 del $ 6. 
Risulta di più da1 nostro calcolo che l'angolo u d'inclinazione dei raggi 

della congruenza associata su1 paraboloide coincide coll'angolo d'inclinazione 
dei raggi focali sulla superficie stessa, onde si conclude che, conformata 1:i 

S a paraboloide di rotazione, i raggi della congruenza associata si dirige- 
Annali di Matematica, Serie III, tom0 IV. 4 
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rarino tutti verso l'uno o verso l'altro fuoco. Infine, se ricorriitmo alla for- 
mola (22), otteniamo per la (26): 

t g 2 t -  
1 

= t g  2 u. 
sen4 c \/&- 1. 

Dunque il segment0 t eguaglia precisamente il raggio focale. 
Possiamo riassumere i nostri risultati col teorema seguente che è l'esten- 

sione alla geometria ellittica del primo teorema di GUICHARD (Cf. (M) pre- 
fazione) : 

Si cotzsideri ne210 spuzio ellittico un paraboloide di  rotaxione, O ci3 che 
è 10 stesso, un ellissoide di rotazioîze i l  cui asse maggiore aObia la lunyhezza 
d i  u n  quadrante, e si imrnaginino i seg~nenti che dai punti della superJicie 
vnnno ull'uno O all'nltro fuoco iszvariabilmewte connessi alla superficie nelle' 
sue flessioni. Flettendo coliwzque i l  paraboloide che seco truspot.ti i detti 
segmenti, il luogo dei loro est~erni, riuniti pri~nitivamente ne1 fuoco, s w à  
sempre una super$cie d'area minima. 

Se si rammenta di più che nello spazio ellittico la superficie polare di 
una superficie ad area minima (cioé la sua parallela alla distanza di un qua- 
drante) è ancora ad area minima, ~i vede che ad ogni superficie S applica- 
bile su1 paraboloide vengono a coordinarsi quattro superficie d'area minima, 
due a due simmetriche rispetto alla S, riguardata come superficie riflettente 
delle loro normali. 

IL PARABOI.OIDE DI GUICHARD IN GEOMETRIA IPERBOLICA. 

Stabiliremo analogamente l'estensione del primo teorema di GUICHARD 
alla geometria iperbolica, servendoci della formola qui corrispondente alla (23): 

che dà I'elemento lineare di una superficie di rotazione. 
Cerchiamo dunque in primo luogo l'elemento d'arco d a  d i  una paraboh 

ne1 piano iperbolico. Scelto percjb in questo piano un sistema di coordinate 
di WEIERSTRASS xo, x i ,  x8 e posto : 

=  COS^ U, x,  = ssnh u cos v, s, = senh u senv, 
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cib che dà a117elemento lineare del piano la forma tipica ; 

consideriamo una  parabola il cui fuoco F sia ne1 punto F r  ( 1  , O ,  O). In- 
dicaiido con c la distanza del fuoco dalla direttrice, potremo Lissumere corne 
direttrice la retta di coordinate: 

cosicchè I'asse della parabola avrà le coordinate : 

qO==-O,  v , = O ,  ) I t=l .  

Poicliè ogni punto della parabola equidista da1 fuoco F = ( l ,  O,  O) e 
dalla direttrice d = (senh c, cosh c, O), avremo lungo la curva : 

senh u = senh c cosh u - cosh c senh u cos u, 
da cui : 

senh c cosh u - senh u . 
COSV = cosh c senh u 

Y 

e perb: 
senh 2 u senh c - senh2 c sen2 v = 3 cosha c senhq u 

e differenziando : 
tgh c s e n u d u = -  senhz u 

d 21. 

Per  17elemento d'arco d a  della parabola abbiamo dunque : 

d cre = senhaw d u ' ;  senh a u - senh c 

e poichè per la distanza r del punto (tc, v )  dall'asse di rotazione (O, 0, 1) 
si ha : 

vsenh 2 u senh c - sen& 
senh r = senh u sen v = cosh c 

Y 

ne risulterà per l'elemento lineare del paraboloide: 

senh 2 u d ut + senh 2 u senh c - senh' c d sg= 
senh 2 u - senh c coshg c 

dB? (25*) 

Indicando ora nuovamente oon l'angolo d' inclinazione del raggio focale 
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sulla parabola, abbiamo : 

d v tg11 c t g 5  = senhu- = 
d u  senhu senv 

cioè : 
senh c tg 5 = \I senh 2 u - senh c ' 

ovvero : 
senh c senb2u=-• sena c 

Traaformiamo l'elemento lineare (25*) esprimendo 14 per O e ponendo: 

6 = v coth c, 1 .  k=- 
senh c ' 

troviamo cos1 appunto 
dunque al paraboloide 

1' elemento lineare (21*) del 
di rotazione e la formola: 

5 6. Questo appartiene 

1 k=- 
senh c ' 

stabilisce il significato geometrico della costante k, essendo c la distanzn del 
fuoco dalla direttrice. 

Pel significato di U, si vede poi c h ,  conformata la S a paraboloide di  
rotazione, i raggi della congruenza associata si dirigono tutti al fuoco, ov- 
vero sono i riflessi dei raggi focali su1 paraboloide. 

In  fine la formola (22*), confrontata colla (26*), ci dB: 

tgh 2 o r  = tgh 2 td, 

e dimostra che il segment0 r eguaglia il corrispondente raggio focale. 
Possiamo dunque enunciare, anche per la geometria iperbolica, il teo- 

rema : 
S i  consideri un paraboloide di rotaziofie, che si Jletta comunyue traspor- 

tando seco, invariabilmente Eegati alla superficie, i segrnanti che d a i  punti 
di pesta vanno al fuoco F ;  il luogo dei loro estremi, riuniti tzella confi- 
gurazione iniziale ha F, sarb sernpe una super&'e d'area minima S orto- 
gonale ai segmenti. Una seconda superficie minima si otterrh ogni volta 
prendendo la simmetrica d i  S rispetto alla superficie rifiettente S, e le sue 
nwmali saranno i raggi viflessi. 
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S e  ricordiamo i risultati del calcolo al 5 5, vediamo che cos1 non sol- 
tanto abbiamo trovata l'estensione del primo teorema di GUICHARD agli spazî 
di curvatura costante, ma  abbiamo di più dimostrato che: L e  uniche solu- 
xioni del problema fondamentule [A] ,  qunndo la supcrjcie S ortogonale a i  
raggi  della congruenxa debba restare costnnteniertte ad area minima,  sono 
fornite da2 paraboloide di rotnxione e dalle due congruenze associate, pre- 
scindendo dalle euolute delle superjkie minime che .r.isolvono il problerna 
stesso ne2 caso u = 0. 

CORRISPONDEMA FRA 1 SISTEMI CONIUQhTI DI 8 ED 1 SISTEMI ORTOl3ONALI DI 3. 

Per  preparare la trattazione del problema d'inversione è utile che stu- 
diamo le proprietà della corrispondenza, che la costruzione geometrica stessa 
stabilisce fra i punti di una superficie S applicabile su1 paraboloide di rota- 
zione ed i punti della superficie d'area minima s normale ai raggi di u n s  
delle due congruenze associate, quando ad ogni punto M di S si faccia cor- 
rispondere quel punto d i  ove il raggio della congruenza associata 
usccnte da  M incontra normalmente la 

Ci proponiamo di dirnostrare il teorema: 
Ad ogni sisteirza caniugato di S corrisponde sopro Szw sistema or- 

togonak. 
Facciamo anzi una ricerca molto più generale considerando una con- 

gruenza normale C che si deformi flettendo la superficie S di partenza e do- 
mandando se pub accadere che ad ogni sistema coniugato di S corrisponda 
sempre, sopra una delle superficie ??- ortogonali aHa congruenza, un sistema 
ortogonale. 

L a  proprieta supposta si traduce ne1 sussistere delle proporzioni : 
- - -- 
E : F :  G = D : D 1 : D " .  

Prendiamo ora ad esempio i l  caso ellittico e nella equazione: 

- - 
sostituiamo per E, F i valori (A) 1 ed eliminiamo, ne1 solito modo, D"; 
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troveremo l'equazione : 

CO"" a dË + sen G DI! [COS G a - +(F a. \,G @ a u  
- sE!2 + (R - 1) E G ) ]  / s e n Z r  + G 

a \/E + 2 (cos O D - JËsen  a sen r cos r f E sen2 a cosz r Df = O, a u  
che dovrà essere un'identità in D, D'. Basta eguagliare a zero il coefficiente - a G di D2 per ottenere - = O, onde segue anche uE = O ,  dopo di ahe p o s  a v a v 
siamo fare nuovamente : 

E = l ,  u = u ( u ) ,  

e l'equazione precedente, divisa per D', diventa : 

- 2 U' sen o sen r cos r + senP u cos' r = 0. 

Deve quindi aversi ulteriormente : 

0' + sen G cos a 8 \iG -- 
\IG a u  

- O, 

da cui al solito integrando e disponendo del ps;ametro o, si ha:  
- 

\ G = cet a. 

Ne risulta che la S 6 necessariamente applicabile sopra una superficie 
di rotazione ed inoltre si deve avere: 

(3 utP - 5" tg u + sen2 a) senD 7 - 2 a' sen G sen r cos r + senZ a cos2 r = 0, (27) 
insieme coll' altra : 

î' = - COS a. 

- - 
Ln seconda proporzione F : G = D' : D" porta alle medesime equazioni ; 

queste adunque caratterizzano tutti i casi in  cui ha luogo la propietà voluta 
determinando la forma della curva tneridiana. Non ci occuperemo qui di tro- 
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vare la soluzione più generale, ma solo osserveremo che ne1 caso di una su- 
perficie S applicabile su1 paraboloide di rotazione e della superficie minima 
S normale a i  raggi della congruenza associata la (27) é soddisfatta poichè, 
a causa della (18) 5 ,  essa si riduce alla (19) del paragrafo stesso. 

Un calcolo perfettamente aiialogo coiiduce ne1 caso iperbolico alla equa- 
zione : 

( 3 ~ " - ~ ~ ' t g ~ + ~ e n ~ ~ ) ~ e n h ~ r - 2 ~ ' ~ e n ~ S e n h t ~ 0 ~ h ~ +  s e n e ~ c 0 s h P r = 0 ,  (27*) 

che trovasi identicamente soddisfatta per le forrnole del tj 5 .  
Dalla dimostrata proprietà della corrispondenza fra i sistemi coniugati 

di S ed i sistemi ortogonali di 3 risulta, come corollario: La covrispondenxa - - 
frd i punti delle due super$cie d'area minitna S, Sr, normnli  a i  raggi delle 
due congruenxe associate ad una superjcie S applicabile su1 pavaboloide d i  
rotaxione, è una corrispondenxa conforme. 

IL PROBLEMA D' INVERSIONE. 

Procedendo ora a trattare i l  prnblema d'inversione (Cf. (M) Cap. III), 
supponiamo data nello spazio el lit tic,^ od iperbolico una qualunqiie superficie 
d'area minima S e domandiarno se è possibile riportare sopra ogni normale 
di 8, a partire da1 piede III, un tale segrnento M M =  r (variabile da punto 
a punto) che la superficie 3 luogo dell'estremo M risulti applicabile siil pa- 
raboloide di rotazione e la congruenza delle normali di Y costituisca una 
delle due congruenze associale alla S. Dimostrererno che la cosa è in effetto 
sempre possibile ed anzi, data la S, vi è una tripla infinith di superficie S 
chu risolvono il problema d' inversicme. 

Nella ricerca che segue ci fonderemo unicamente sulle due seguenti pro- 
prieth, che i nostri risultati precedenti assicurano dovere aver h o g o  nella cor- 
rispondenza fra i punti delle due euperficie S, 3: 

1.' Essendo, come sopra, M M =  t e iiidicando con a l'angolo d'in- 
clinazione del segment0 ,.M sulla S deve aversi ($ 6) :  

sene u = 
1 

k sen 2 T ' 
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ne1 caso ellittico ed invece: 

sengo = - 1 
ksenh2 7' 

ne1 caso iperbolico, indicando k una costante. 
2." In ambedue i casi alle linee di curvatura di S deve corrispondere 

sopra 5 un sisterna coniugato, cib che è un caso particolare della proprietà 
dirnostrata al paragrafo precedente. 

Separando ora la trattazione dei due casi, occupiamoci dapprima del10 
spazio ellittico. L a  determinazione delle superficie d'area minima in questo 
spazio dipende dalla medesima equazione a derivate parziali: . 

a 2 9  a 2 9  
a+= + 4 senh û cosh 6 = 0, 

che si presenta per le superficie a curvatura media costante del10 spazio eu- 
clideo, ovvero per le superficie a curvatura totale costante positiva (= 2) di 
questo medesimo spazio (*). Ad ogni soluzione della (D) corrisponde ne110 
spazio ellittico una superficie d'area minima S, perfettamente determinata di  
forma, coll' elemento lineare : 

le linee u, v essendo le linee di curvatura e coi raggi principali di curvatura: 

Per  1' attuale superficie S, avendosi : 

le formole fondamentali (1) 1 diventano le seguenti: 

(*) Cf. Vorlesungen, pag. 628, O la mia Memoria del 1888 già citata nella prefa- 
zione. (A.tti dei Lincei, Tomo IV, serie 4.a) 

(**) La più semplice superficie d'area minima del10 spazio ellittico B quella che cor- 
risponde alla soluzione 9 = 0 della equazione fondamentale (D). L a  sua curvatura totale 
è nulla ed essa é una superficie di CLIFFORD generata da1 rotare di un circolo, di raggio 

eguale ad un semi-quadrante -, attorno alla polar6 del centro (Cf. 3 4 in fine). 
4 
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Riportando sopra ogni normale di S il segment0 M M  = r, le coordinate : 

dell' estrerno M saranno date dalle formole: 
- 
x = x cos r + 5 sen r, 

da oui derivando ed osservando le (28) otteniamo: 
- a - @ = (ee COS r - C - O  Ben r )  s + (5  cos r - x sen r) - 

0 2 1  a u  

Se poniamo per un momento: 

e indichiamo con g, 6, E ,  53 le coordinate del piano tangente in alla S, 
avremo subito dalle precedenti le formole: 

LE EQUAZIONI DI  TRASIORMAZlONE PEL CAS0 ELLITTICO. 

Preparate cos1 le nostre formole, andiamo a stabilire il sistema di equa- 
zioni a derivate parziali cui deve soddisfare la funzione incognita r di ni, v. 
Per cib osserviamo che essendo: 

le coordinate del piano normale in % al raggio M g ,  si h a :  

sen v = 2 r ( x  sen r - 5 cos r), 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IV. 
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e perb dalle (30) : 
1 

ossia per quanto abbiamo osservato in principio al 5 10 : 
pa = k sen 2 r. 

Ponendo per pg il suo valore, vediamo intanto che r deve soddisfare al- 
l'equazione del 1." ordine : 

1 1 (-r+ 1 = k sen B r. (1) (ee COS -r - ee- (eB COS r f e-B sen ~ ) 2  a 2, 
Esprjmjamo in secondo luogo che le linee u, v tracciano sulla S un si- 

stema coniugato; avremo percib l'equazione : 

che calcolata per mezzo delle (28), (29) e (30) ci d à :  

PT e e c o s ~ + e - e s e n ~ a O a ~  e e c o s r - e - e s e n ~ û 9 8 ~  
/- 

~ ~ = e ~ ~ o s r - e - ~ s e n r ô ~ ~ ~ ~ e ~ c ~ ~ r  + e - ~ s e n ~ ~  Fi -  ) 

L e  equazioni simultanee (I), (II) formano, corne ora si vedrà, un sistema 
completamente integrabile e la loro soluzione più generale 7, contiene quindi, 
oltre k, due costanti arbitrarie. 

Scriviamo, perchè necessario alle verifiche seguenti, il sistema completo 
di equazioni del 2." ordine che risultano da1 combinare la (1) derivata rap- 
porto ad u e v colla (II). Otteniamo cos1 (*): 

1 - = k COS 2 r (ee cos r - e-O sen t) + 
ee cos r - e-0 sen T 8 "3 

ee sen r + e-0 cos T 1 

- ee sen r - e e  cos r a r -- 1 a T 

eecos r -e -esen~au  ~ B C O S T  + e-OsenrG 

8. ('1 Escludiamo i oasi ovvii in cui forse - = O o -= O. (Cf. (M) 5 13.) 
a u  a v 
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- ee sen z + e-0 cos r 8 7 1 a T 

ee COS T - e-0 sen r a e@ cos r + e-8 sen 7 & 
1 (III) ') = E COS 2 r (es cos r + e-0 sen 1) + A ( B e  cos z + e-0 sen ; a v 

dove per simmetria e comodità di calcolo abbiamo scritto due volte, sotto 
forme diverse, l'equazione media (II). Poste le equazioni di trasformazione 
sotto questa forma, facilmente si vede che le condizioni d' integrabilità sono 
,identicamente soddisfatte (Cf. (M) 5 13); ma è inutile insistervi poichè ve- 
dremo al 5 13 corne l'attuale sistema (1), (III) si riconduca ad un sistema 
già considerato nella memoria precedente. 

VERIFICHE RELATIVE ALLA SUPERFICIE RIFLETTENTE 3 

Supponiamo d'avere scelto per r una qualsiasi delle doe soluzioni del si- 
stema simultaneo (1), (III) e consideriamo la superficie S luogo dell'estremo 
M del segment0 M M - r staccato sulla normale della S. Verificheremo clie 
la S è applicabile su1 paraboloide di rotazione e la  congruenza delle normali 
di S è una delle due associate alla 

Indicando con : 
- 

d s 2 = ~ d u t + 2 F d o c d v + ~ d v 2 ,  
- - -  

l'elemento lineare di dedurremo per E, F, G le espressioni seguenti : 

dalle quali, osservando la  (1), si trae : 
-- 
E G -Tg = ?c sen 2 r (ee cos 7 + e--O sen rjz (ee cos r - e-O sen r)? 
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1 Calcoliamo mediante la formola di BONNET (*) la cuïratura geodetica - 
P r  

che hanno sulla S le linee r = cost. Osservando che si ha : 

- a z  - a z  a T 
E - - F - = (ee COS r - e-O sen T ) ~  , a v a u  G 
- a l .  - a z  8 T F - - G - = (ee COS T + e-O sen r)e - a  v a u  S' u 

= (k sen 2 P - 1) (ee cos r + e-e sen rje (ee cos r - e-O sen T ) ~ ,  

ne deduciamo : 

1 -- - 1 - 
P \/k sen 2 z  (eo COS r + e-0 sen T) (eo cos z  - e-0 sen z)  

Ma in forza delle (1), (III) si riscontra subito che ha luogo l'identità: 

ee cos r + e-0 sen T 8 7 a e0 COS ï - ce sen T a  7 

es cos r - e-0 sen r Zi] ' àv [ee COS 1 + e-0 sen r 8 v 

= 2 k COS 2 T (ee cos r + e-e sen r) (ee cos r - e-e sen r), 

onde la precedente si muta nella formola semplice: 

che ci dimostra intanto corne le linee r = cost. abbiano curvatura geodetica 
costante. 

Di pih se si considerano le loro traiettorie ortogonali, la cui equazione 
differenziale è : 

a  .F a S. (ee cos T - e-esen )*- d zc-(ee cos r + e-Osen T)L- d u  = 0, a v a u  

(*) Lexioni, pag. 145. 
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facilmente si vede che esse hanno nulla la curvatura geodetica, cioé sono 
geodetiche (Cf. (M) 5 14). Per  l'arco a di queste geodetiche contato da una 
linea fissa 7 = cost., mediante la formola a pag. 163 delle Lezioni, si trova: 

L'elemento lineare della S, riferito alle linee a = cost. (O r = cost.) e 
alle geodetiche ortogonali v ,  = cost. avrà dunque la forma tipica di una su- 
perficie di rotazione : 

la r essendo una funzione della sola a. 
A causa della (31), per determinare r in funzione di a avremo: 

1 d r  --- - k cos 2 r 

r d .  \ / k s e n 2 ~ ( k s e n B r - l ) ~  

ed esprimeildo invece r per .r : 

1 d r  --- - k cos 2 r 
. Y  

r d r  k s e n ' l r - 1  
da cui integrando: 

con c costarite. 

Basta ora 

Posto allora c v, = 6, abbiamo : 

- k sen 2 t 
d s Z =  k s e n 2 ~ - 1  d : 2 + ( k s e n 2  :- l ) d p g .  

esprimere 7. per o, colla formola ($ 11) : 

1 ksen 2 r =  - sen2 c ' 
per ottenere : 

formola che ci 
rotazione. 

dà appunto l'elemento lineare (21) (§ 6) del paraboloide di 

Siccome poi i segmenti M a =  s, costanti lungo le linee .r = cost., escono 
normalmente alla S essi saranno altresl perpendicolari alle linee r = cost. 
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sulla cioè alle trasformate dei paralleli del paraboloide. Osservando in fine 
il significato dell'angolo P, ne concludiamo che i raggi M M  formano una 
delle due con'gruenze .associate alla S. 

Cos1 trovansi dimostrate tutte le nostre asserzioni. 

LE ATTUALI EQUAXIONI DI TRASFORMAZIONE (1), (III) 
RIDOTTE A QUELLE DELLE ORDINARIE SUPERFICIE 4 CURVATURA COSTANTE POSITIYA. 

Se della superficie ad area minima S assumiamo la simmetrica S' ri- 
spetto ad una qualunque delle m3 superficie riflettenti S (applicabili su1 pa- 
raboloide), fissata da1 valore scelto yer k e dalla soluzione r scelta per le 
equazioni di trasformazione, questa nuova rruperficie S' sarà ancora, per i 
teoremi dimostrati, una superficie d'area minima. Otteniamo cos1 un metodo 
di trasformazione delle superficie d'area minima in geometria ellittica, che 
permette di dedurre da ogni tale superficie nota una tripla infinità di super- 
ficie della medesima classe. 

Potremmo qui dare le formole effettive per le superficie trasformate; ma, 
riserbandoci di stabilire le corrispondenti formole ne1 caso iperbolico, possiamo 
qui ometterle poichè le trasformazioni in discorso si riconducono sostanzial- 
mente, come ora dimostreremo, a quelle già studiate nello spazio euclideo 
per le superficie applicabili sulla sfera. 

& stato già sopra osservato invero che l'equazione a derivate parziali 
(D) per la ricerca delle superficie d'area minima dello spazio ellittico coin- 
cide con quella che nello spazio euclideo determina le superficie a curvatura 
costante positiva. Ed ora diinostreremo che le equazioni di trasformazione 
(1), (II) $ 11 si riconducono alla loro volta, con una conveniente sostituzione, 
alle equazioni di trasforrnazione per le superficie a curvatura costante posi- 
tiva del10 spazio euclideo, come le abhiamo stabilite al $ 12 (M). 

Pongasi per cib : 
1- tg7  

~ = c o t ( f  + r)= i + t p Y  

e la (1) 11 si cangierà nella corrispondente equazione per T: 
1 aT 1 (y + 4 = (2 k+ 2) (1 - T2). (senh 0 + T cosh B)r (L) (cos11 0 + T senh 812 a w 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



raegli spnzz* d i  curvatura costante. 39 

Ora mutando in questa rispettivamente 2 u, 2 v in u, v (sostituzione che 
cangia appunto la (D) § 10 nella (3) 12 (M))  e ponendo: 

essa si scrive : 

1 aT 1 ~ ~ J + i = c ( ~ ~ - i ) ,  
(seoh fJ + Tcosh O)< (&)t + (cosh 0 + Tsenh 0)' 8 v 

che è precisamente la (1) 12 (M). E si noti che avendosi : 

k" 1 
c ( c + l ) = - ,  

4 

sarà c (c + 1) > 0,  conformemente alla condizione imposta (5  12 (M)) alla 
costante c. 

Similmente prendasi ora la (II) tj 11, scritta per es. sotto la forma della 
terza delle (III). Colla medesima sostituzione (32) essa si cangia nella se- 
guente : 

a ( 
1 

a s s e n h 8 - t  cosh O 2-i 7- 
- - senh 0 i?T 1 a~ 8 0  1 8T 

sanh B + T cosh 0 a;; cosh 6 + T senh ô fi + $% cosh R + T senli 6 
' 

la quale conserva la medesima forma col mutamento di 2 u, 2 v in u, u ri- 
spettivamente e coincide coll'altra equazione fondamentale per le trasforma- 
zioni già ricordate ne110 spazio euclideo e precisamente colla seconda delle 
(III*) $ 13 (M). 

Dopo ci6 è manifesto che tutti gli sviluppi analitici dati nells Memoria 
precedente, in particolare le conseguenze del teorerna di permutabilità, val- 
gono inalterati per le trasformazioni delle superficie minime in geometria el- 
littica. 

Non insisterb quindi maggiormente su queste trasformazioni, aggiungendo 
solo quanto è necessario per riconoscere il significato della sostituzione (32), 
colla quale zlbbiamo ricondotto il nuovo sistema di equazioni di trasforma- 
zione all'antico. 

Nello spazio ellittico (di curvatura K -  + 1) le due superficie parallele 
ad una superficie d'area minima ed equidistanti da questa per un semi-qua- 
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drante sono due super6cie (polari l'una dell'altra) colla curvatura costante 
4 

positiva = 2, avendo i rispettivi elementi lineari : 

Invece di parlare delle trasformazioni delle superficie d'area minima nello 
spazio ellittico, possiamo dunque riferirci a queste loro parallele di curva- 

tura K = 2. Allora i l  valore - + r che figura nelle (31) da precisamente il 
4 

segmento di normale ad una delle anxidette superficie S intercetto dalla 
applicabile su1 paraboloide di rotazione, a cui la congruenza delle normali 
della S è associata. 

D'altronde gli elementi lineari (32) appartengono altresi, nello spazio 
euclideo, a due superficie di curvatura K = 2 riferite alle loro linee di cur- 
vatura e che sono trasformate l'una dell'altra per la trasformazione involu- 
toria di HAZZIDAKIS. La. (31) ci mostrn la semplice relazione che passa fra il 

Tc segmento - $ r da staccarsi sulla normale della superficie S nello spazio el- 
4 

littico ed il segmeiito omologo T da riportarsi, nello spazio eucrideo, sulla 
normale alla superficie col medesimo elemento lineare di S per ottenere ne1 
luogo degli estremi, per Io spazio ellittico, una superficie applicabile su1 pa- 
raboloide di rotazione, per l'euclideo invece una superficie applicabile sul- 
l'ellissoids (allungato) O sull'iperboloide di rotazione a due falde. 

Se in fine aggiungiarno (cib che facilmente si dimostra sviluppando i 
calcoli effettivj) che le rispettive superficie a curvatura costante = 2 trasfor- 
mate nello spazio elljttico e nell'euclideo stanno ancora fra loro nella mede- 
sima relazione delle primitive, cioè offrono il medesimo elemento lineare, cor- 
riapondendo ancora ad una medesima nuova soluzione 6' della (D), avremo 
ricondotto completamente le trasformazioni delle superficie d'area minima in 
geometria ellittica a quelle per le superficie n curvatura cost,ante positiva 
nello spazio euclideo. 

(*) Cf. M. c. Alti dei Liitcei, Serie 4,", tom0 IV. 
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Volgiamoci ora alle ricerche analoghe per le superficie d'area minima 
dello spazio iperbolico, la cui curvatura si supporrà al solito = - 1. L a  de- 
terminazione di queste superficie dipende dalla integrazione della equazione 
a derivate parziali : 

ad ogni soluzione 5 di questa equazione corrispondendo una superficie d'area 
minima S dello spazio iperbolico, che, riferita alle linee di curvatura u, v ,  
ha l'elemento lineare : 

d s" ee4@ (d ut + d uz), 

ed i raggi principali di curvatura: 

P e r  la nostra superficie minima 6' le formole fondamentali (l*) 5 2 di- 
ventano : 

Applicando ora le considerazioni generali 
ogni normale di S, a partire da1 piede M, un 
sarà una funzione d a  determinarsi di u, v. P e r  

- - - -  
%O, xi, $3, $3 )  

dell'estremo avremo : 

del $ 10, riportiamo sopra 
segment0 M M =  t, dovc r 
le  coordinate : 

- 
x = x cosh r + 5 senh r, 

(*) Cf. Vorlesungen, serie 6'28 O Atli hi LUzcei, tom0 IV, serie 4.P 

Annali di Maternatica, Serie III, tom0 IV. 0 
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42 Bia  n c h i :  Su 1 la deformazione dei paraholoidi di rotuxione 

da cui derivando ed osservando le (33) deduciamo: - - 
9 = (ee cosh r - e-"enh r )  q + (x senh r + 5 cosh r )  a 7. 

a u  
ax 
- = (ee cosh r + e-@ senh r )  t +(x senh r + E cosh r )  - . a v a v 

Indichiamo ora Fo, '5i, z2, le coordinate del piano tangente in M alla 
superficie c luogo  di questo estremo. Ponendo per brevith : 

deduciamo dalle (34) le formole seguenti : 

Ora le coordinate del piano normale in M al segmento M M  sono date 
dalle espressioni : 

xi  senh r + Ei  COS^ r (i = 0, 1, 2, 3), 

e per l'angolo cr d'inclinazione del segmento M 2 sulla superficie 3 abbiamo 
quindi : 

i=s - 
sen 0 = 2 Si (xi senh r f Si cosh r) - Sa (x,, senh r + 5, cosh'r) , 

i=l 

e perb per le (36): 
1 sen O = - 
P 

D'altronde dobbiamo avere ($ IO), 

onde, avendo riguardo al valore (35) di p2, deduciamo intanto che la fun- 
zione r dovrh soddisfare l'equazione a derivate parziali del 1." ordine: 

1 
(ee cosh r - e-O senh T ) ~  

1 (I*) (?y+ 1 =ksenh2r.  + (ae oosh r + ce senh 7)' a v 
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che 

Esprimiamo ora in seoondo luogo, mediante l'equazione: 

sulla superficie g l e  linee u ,  v debbono tracciare un sistema coniugato 
(3 10) e troveremo per r l'ulteriore equazione del 2.' ordine : 

Le (1*), (II*) cos1 ottenute sono le equazioni fondamentali per la tra- 
sformazione delle superficie d'area minima nello spazio iperbolico. Esse for- 
mano, come ora si vedrh, un sistema illimitatamente integrabile, sicché la 
loro soluzione generale t contiene, oltre k, due costanti arbitrarie. 

Cominciamo da1 provare la illimitata integrabilith del sistema (I*), (II*) 
deducendo da queste equazioni, in modo analogo come al $ 11, il segueiite 
sistema completo di equazioni del 2.' ordine : 

1 a ' = k oosh 2 r (ee  conh r - e4 senh r )  - 
es eosh r - e-0 senh r G) 

a s  -- 1 a -- r ee senh T - e-0 c o s h ~  (82)' 
a v ee cosh i + e-e seuh r ô v (ee cosh : + e-O senh T ) ~  8 O 

ee senli r + e-0 cosh r a r - . -  1 a 7 -- - 
+ d cosh r - e-O senh r u ee oosh r - e-henh : a o 

i 
(III*) 

1 
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44 Bi a n c h i : Sul la deformzione dei paraboloidi d i  rotazione 

1 -) = k cosh 2 r (e%osh r + e-0 senh r) - 
1 ô .; e" senh 7 + c-0 cosh 7 

(III*) a s -- A- a U ee cash r -- gesenh r 8 u (& cosh r + e-0 senh r)2(gr - 
Scrivendo le condizioni d'integrabilith del sistema (1*), (III*), facilmente 

si vede che esse sono identicamente verificate, in forza della equazione (E) 
cui soddisfa E. 

Si supponga scelta ad arbitrio una soluzione r di p e s t e  equazioni e si 
consideri la superficie 81uogo dell'estremo e si indichi con : 

- - -  
il suo elemento lineare. Dalle (34) deduciamo per E, l?, 8 le espressioni : 

- 
E = (!~r + (ee cosh r - e-O senh r): 

- a 7 a i  - 
F=-- 

a u  a v  9 G= (er )l (8 cosh r + s-O senh r)<, 

indi per la (1*) : 
- - 
E G - F z  = k senh 2 r (ee cosh r + e-O senh 7)" (fi? cosh t - e-O fienh r)'. 

1 Indicando con - la curvatura geodetica delle linee = cost. sulla ,$ 
PT 

dalla formola di BONNET, osservando l'identità : 

= 2 k cosh 2 r (ee cosh t + e-O senh r) (ee cosh t - e.-O senh r), 

1 
che segue dalle (1*), (III*), si trae per - la formola : 

P r  

1 -= - k cosh 2 r 
-- 

Pr vksenh 2 r (k senh 27-  1) 

Medesimamente si verifica che le traiettorie ortogonali delle r = cost. 
sulla ohe hanno per equazione differenziale : 

a 7 a (ee cosh t - e-'J senh r)g - d u - (ee cosh t + e-.e senh r)e - d v = 0, a u  a zc 
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sono linee geodetiche e pel loro arco a, contato da una linea r = cost. fissa, 
si trova : 

k senh 2 s 

ksenh2.r-1 d 7. 

811' elemento lineare di possiamo dunque dare la forma: 

& s e  = d a P + r a d v : ,  

essendo r una funzione della sola a ed esprimendo a per r abbiamo: 

- k senh 2 7 
d sP = 

k senh 2 T - 1 d r e + r z d v ~ .  

La funxione r  di r sarà definita, per la (37), dalla equazione: 

da cui integrando si ha : 

r = c \ l k s e n h 2 t - 1 .  
Ora se si poile : 

e si esprime r per 5 colla formola: 

1 ksei ih2r=-  
sen2 G ' 

si trova: 
- d as ds* = -- 

sen2 G (Y+ lc2 sen4 o) 
+ cet% d ope, 

che coincide colla (21*) 8 6 ed appartiene al paraboloide di rotazione. 
Abbiamo cosi dimostrato che la Xè applicabile su1 paraboloide di rota- 

zione e ricordando il significato di O riconosciamo anche qui (Cf. $ 12) 
che la oongruenza delle normali di 3 è una delle due associate alla 
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LE EQUAZIONI DI TRASFORMAZIONE CANQIATE IN UN SISTEMA LINEABE ED OMOCIENEO. 

utile cangiare le equazioni (III*) di trssformaaione in un sistema li- 
neare ed omogeneo, cib che otteniamo colle csnsiderazioni seguenti (Cf. (N) 
Cap. IV). 

In  virtù delle (1*), (III*), l'espressione: 

ee e 0 

senh r (e3 cosh r - e-8 senh 7 )  ' senh r (6 cosh r + e-0 senh T) d v, 

è un differenziale esatto. Possiamo quindi determinare una funzione ausilia- 
ria Q> di zc, v dalle equazioni simultanee : 

a @  -- - @ ee a T 

a u senh T (ee cosh T - ëe senh T) % 
a4 <P ee a 7 
fi = senh z (ee cosh T + C-O genh r) 

' 

Formando le derivate seconde della cP, osservando le (III*), otteniamo: 

aw a e a a  a e a 4  - ---- a T - a < a z c  a v a v  + (eze + k) cP + (k ete - 1) 4 coth r 

as4 a e a ~  a e a a  -=--- 
a uo 

$- -- - + (et" k) @ + (k e20 + 1) cP coth r. a u a u  a v a v  
Introduciamo ora una seconda funzione ausiliaria W col porre: 

W = Q coth d r ,  

e ne  risulterà per @, W il sistema di equazioni lineari ed omogenee: 
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Inversamente se a, W soddisfano le (F), (G), la funzione i. individuata 
dalla forrnola : 

Q> 
t g h r = W t  (58) 

soddisferà le (III*). 
Ora, essendo 6 una soluzione della (E), cioè : 

le (F), (Ci), corne subito si verifica, costituiscono un sistema illimitatamente 
integrabile, sicchè per determinare @, W possiamo dare ad arbitrio, per un 
sistema iniziale di valori zc, v, delle variahili, i valori : 

Ricordiamo perb che la nostra funzione 7 ,  oltre che alle (III*), deve 
soddisfare ancora alla (I*), . che per' le attuali funzioni incognite @, W, si 
traduce nella equazione : 

oscorre quindi esanlinare se questa è compatibile colle (F), (G). Ora se per 
una coppia qualsiasi @, W di soluzioni delle (P), (G) indichiamo con A il 
primo membro della (H), si trae subito dalle (F), (G) stesse : 

onde risulta : 

Se dunque la (H) é soddisfatta dai valori iniziali di W ,  c~ a m  a @  
' a u ' a v  

essa 10 sarh identicamente per tutti i valori di u, v. 
Cosi abhiamo nuovamente dimostrata la illimitata integrabilità del si- 

stema delle equazioni di trasformazione. 
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Scelta per <P, W una coppia speciale di soluzioni delle (F), ( G ) ,  (H), 
ne viene determinata una superficie Sapplicabile su1 paraboloide, come luogo 
dell'estremo M del segmento di normale M M = r. 

L a  superficie S' simmetriea della primitira S rispetto alla riflettente 
sarà, come sappiamo , una nuova superficie d' area minima. Cosi d a  uns  
superficie minima nota 8, integrate le equazioni di trasformazione, ne otte- 
niamo una tripla infinità di nuove. 

Per  trovare le formole che danno, in termini fiiiiti, le superficie trasfor- 
mate osserviamo che il punto M' di S r  corrispondente al punto M di S è 

simmetrico di questo punto rispetto al piano tangente in 3 alla cioè a l  
piano (g, r , ,  &, 53). Indichiamo per un moment0 con p il punto medio del 
segmento M Y f ,  cioè il piede della normale abbassata da M su1 piano (E) 
e poniamo N p  = W .  P e r  una nota formola di geometria iperbolica avremo : 

ossia per le (36), 
senh r . senh w 5-- - senh t sen o (3. 

P 

Se indichiamo con x',, x',, x', , xV3 le coordinate di Ml, con X,,  X, ,  X,, X, 
quelle di p, avremo quindi: 

x' = X cosh w f E senh w, 
onde : 

(*) La medesima formola risulta anche subito da considerazioni di  trigonometria 
pseudosferica, poichè w è il cateto d i  un triangolo rettangolo di cui l'ipotenuse é .r e 
l'angolo opposto a l  cateto o. 
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D'altronde siccome il piano (5) passa per p, dobbiamo avere: 

O infine: - - 3 (xi f & senh r sen o ) x  - (x, E ,  senh r sen O) E ,  = 0. 
1 

E siccome dalle (36) risiilta: 
- 

3 xjzi - X, 5, = - senh t sen o, 
e si ha : 

vediamo che il segno da adoltarsi nelle nostre formole è il superiore. Ne 
de'duciamo : 

x' - z senh r + E cosh r - 

a T 
-- 

a .F. - 
- a u  a v 

ee cosh r -- e-0 senh : " ek cosh i + e-O aeoh r ' 1. 
Introducendo le nostre funzioni aueiliarie i ~ ,  TV, troviamo cos1 le formole: - 

queste ci danno le superficie S' d'areu minima trasforrnate della S. 

Procederemo ora sulle formole (39) alla verifica delle pioprieth della 
trasformazione. Ma osserviamo prima che, essendo sparita nelle stesse (39) 
ogni tra.ccia della primitiva funzione incognita .t, nulla ci vieta di conside- 
rare per le -soluzioni -@, W del sistema (F), (G), (H) la possibilita di valori 

Anridi di !Malema&'ca, Serie 111, torno IV. 7 
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50 Bia a c h i : Sulltc deformaaione dei parabotoidi di rotazione 

che diano, secondo la (38), un valore (puramente) immaginario per t, ren- 
dendo QP> W f .  Le nostre verifiche, ch6 si appoggiano solo sull' ipotesi che 
Q, W soddisfino le (F), (G), (H), non cesseranno per cib di essere valide. 

Cib premesso, se deriviamo le (39), tenendo conto delle (F), (G), tro- 
viamo in primo luogo le formole seguenti: 

Costruendo oral mediante le precedenti, il quadrato dell'elemento lineare 
della S' : 

d sis = d 2': + d x'p + d xri - d x i : ,  

coll'osservare le (H), troviamo : 

Indicando poi con t',, [', , t',, le coordinate del piano tangente in 
M' alla Sr, deduciamo dalle (40) stesse : 

e di qui derivando : 

Ne risulta che anche sulla S' le linee t c ,  v sono le linee di curvatura 
ed i raggi principali di curvatura r',, r', di Sr sono dati dalle formole: 

Per ta1 modo troviamo confermato che la Sr è una nuova superficie 
d'area minima; di pih dalla (41) vediamo che la sua rappresentazione sulla 
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superficie minima primitiva S é conforme, cib che sta in armonia col teo- 
rema alla fine del § 9. 

Ora se poniamo : 

l'elemento lineare (41) della S' si scriverh: 

d srg = eeef (d  uL + d ut), 

onde risulta che G' B una nuova soluzione dell'equazione (E), cioè ai ha : 

Prescindendo del resto da ogni interpretazione geometrica e collocandoci 
da1 solo punto di vista della integrazione dell'equazione : 

vediamo subito direttamente che quando @, W soddisfino le (F), (G), (H), la 
funzione 6', calcolata dalla (44), sarà esaa stessa una nuova soluzione della (E). 
Per quanto abbiamo osservato in principio al paragrafo, le formole (39) de- 
finiscono ima nuova superficie d'area minima S' ogni qualvolta @, W sod- 
disfino le equazioni di trasformazione (F), (G), (H). Perb quando sia W> WZ, 
il valore di 7 dato dalla (38) sarà (puramente) imrnaginario e la superficie 8 
riflettente sarlt essa stessa immaginaria, quantunque tanto la primitiva S 
quanto la trasformata S' siano reali. Ma anche in questo caso le normali 
alle S, S t  in punti corrispondenti M, Mt giacciono in un medesimo piano e 
cioè ne1 piano di coordinate. 

Anzi di pih esse sono normali ad uno stesso piano, al piano di coordinate: 

da1 quale i due punti corrispondenti M; M' sono equidistanti. Di qui è ma- 
nifesto che il punto d'incontro delle due normali corrispondenti è ideale. 
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RISOLUZIONE DEL PROBLEMA (A) 
PER UNA SUPERFICIE A CURVATURA MEDIA = 2 DELLO SPAZIO IPERBOLICO. 

Conformemente a quanto a.bbiamo detto nella prefazione, andiamo ora a 
risolvere il problema fondamentale [A] pel caso del10 spazio jperholico a cur- 
vatura X =  - 1 quando si voglia clle la superficie ortogonale ai raggi 
della congruenxa associata, abbia la curvatura media costante = -i- 2. Il se- 
gno essendo indifferente, prendiamo ad esempio l' inferiore ed esprimeremo 
che per la 3 si ha costantemente: 

scrivendo le proporzioni : 
- - - - - - - -- 
e - 2 D : f - 2 D f : g - 2 B U = E : . F :  G ( * ) .  

Poniamo queste sotto la forma: 
- - - - -  - - - -  
~-E-~D:~-F-~D':~-G-~D"=E:B': G, 

e presa ad esempio la equazione: 

( e - E - 2 D ) F - ( f -  F - ~ D ' ) E = o ,  

(*) Riferendo infatti la S aile sue linee di curvatura, avremo: 

e le proporzioni scritte danno : 

cioé : 

1 1  
E siccorne non pub essere costantemente = r, (Cf. 1 4) sara - + = - 2. 
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che ne consegue, sviluppiamola sostituendovi i valori effettivi (A*), (B*), (9*) 
del $ 2 ; troveremo cos1 1' equazione : 

1 (a + E sensu) senh 2 i - 2 \ /Esen o - + g) cosh 2 r + 
- 

a LE f (a- E s e n 2 0 ) /  - / 2 ( c o s  u T  v +sen o D' senh 2 r - p  cosh 2 r t p I  + 

- (a - E sen") aJË 
~ ~ ~ - ~ ( c o s u ~ ~ F ~ ~ D D '  c o s h 2 r + P s e n h 2 r + D  

Con un semplice calcolo, ponendo: 

T = cosh 2 r + senh 2 r = e2', (45) 

questa si trasforma nell'altra : 

B-EsenzoP-  

- 
( aJE coso-+sennDi  a v 

- 
+(cos ci a y + s e n  v o ~ ' ) a  - VËsen o 

a ,IF +*(cosu x + s e n g D f  

Ora avendosi : 

possiarno dividere l a  precedente pel binomio cos a XE + sen o Dr che (es- a v 
sendo supposto o =:= O) non pub certamente annullarsi in tutte le flessioni 
di S. Moltiplicando la equazione cos1 ottenuta per D ed al prodotto D D" 
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sostituendo la quantith : 
D r g + ( R +  1) E G, 

ad essa equivalente per la (y*)  5 2, ne deduciamo l'equazione: 

sen G 

cos a 8 sen U- D' 2 + 3  senu se nu D +  E s e n t v D  1 l i -  

+ E s e n g o  D = 0 ,  

che deve essere un'jdentith in D, D'. Ora eguagliando a zero il coefficiente 
di D D', osservando che non pub essere T = 1 perchè supponiarno u =$O, 
7C a , E  -, ne deduciamo - = O. Possiamo dunque fare E = 1,  o = O (u), dopo 
2 a v 
di che la equazione superiore si scinde nelle tre:  

T (O' - sen B) = U' 

sens cos5 a \/G - (sen o - or )  - a' sen 4 K + 2 ) +  \@ a. 

a' sen cos a \iG = --- + -  dg a u  
In forza della prima di questo l a  seconda diventa: 

'7' 4- 
sen a cos 5 a \iG -= ,la a u  

O, 

dalla quale integrando si deduce al solito che si pub porre: 
- 

\ iG=cot u. 
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Dopo di eib la terza delle (46) diventa: 

2 n'sen O - d 2 + s e n s o  K=O, 
ovvero : 

O" - - 3 cot 5 5 ' 2  - 2 o1 cos o. 

Questa integrata porge : 

a' = a senS D + sen a, 

indicando a una costante e la prima delle (46) ci d à :  

Ora la seconda delle condizioni : 

che cornpleta le proporxioni (45), risulta con cib identicamente soddisfatta,. 
sicchè resta soltanto a vedersi se determinando O, r dalle (47), (48) risulterk 
verificata l'ulteriore condizione (5*) 5 2 :  

C= - COS O. 

Ma questo ha luogo in effetto poichè l'equazione ora scritta coincide 
appunto colla equazione differenziale (46*); ne concludiamo clle il nostro 
problema ammette soluzioni che sono tutte incluse nelle formole (47), (48). 

È: neceseario poi osservare che, dovendo il secondo rnernbro della (48) 
risultare positivo, alla costante a, del resto arbitraria, dovremo attribuire un 
valore positivo ovvero negativo e maggiore in valore assoluto delllunità. 

Dunque: La superficie S che risolve il problerna [A]  ne1 caso attuale 
ha l'elemento lineare : 

e il valore del segment0 z da riportarsi sopra ogni raggio della congruenxa 
é dato dalla (48). 
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LA SUPERFICIE S COME PARABOLOIDE DI ROTAZIONE DI SECONDA SPECIE. 

L'elemento lineare (49) appartiene evidentemente ad una superficie di 
rotazione;. si tratta di determinare la forma della curva meridiana. 

Dimostreremo che essa é nuovamente una conica e precisamente il luogo 
dei punti equidistanti, in un piano, da  un punto fisso F e da un oriciclo 
(circolo col centro dl'infinito), l'asse di rotazione essendo la. normale calata 
da1 punto fisso (fuoco) sull'oriciclo. 

Questa conica appartiene alla sesta specie nella classificazione di KIL- 
LING (*); i suoi due fuochi sono l'uno ne1 piinto F a distanza finita, 1' altro 
all'infinito ne1 centro dell' oriciclo, sicchè i raggi emananti da1 fuoco F si 
riflettono sulla c u v a  in un fascio di rette parallele all'asse. Per  questa pro- 
prietà essa pub riguardarsi, sotto un altro punto di vista di quel10 adottato 
a l  3 7, corne 1' estensione dell'ordinaria parabola al piano non euclideo; la 
direnio percjb pnrabola di seconda specie per distinguerla dalla parabola già 
considerata al 5 7 (parabola di prima apecie). 

Caloolando ors l'elemento lineare del paraboloide di seconda specie, tro- 
veremo che esso coincide coll'elemento lineare (49) e constateremo altre cir- 
costanze che rendono perfetta l'analogia fra i nuovi risultati e quelli che al 
5 8 abbiamo stabilito per le siiperficie d'area minima. 

Riprendendo le notazioni del $ 8, consideriamo le rette parallele (ne1 
senso non-euclideo) in un determinato verso alla retta v = 0, cioè alla retta 
(0, 0, 1) e le loro traiettorie ortogonali, che sono altrettanti oricicli. L'ele- 
mento lineare del piano non-euclideo, riferito alle geodetiche parallele v' = cost. 
ed agli oricicli ortogonali u' = cost. prende la nota forma parabolica : 

Per  formole di trasformazione dalle coordinate (u', v ' )  alle ordinarie geo- 
detiche (u, v) col polo ne1 punto fisso F= (1, O, O ) ,  che danno all'elemento 
lineare la forma ellittica: 
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si trovano, con calcoli elementari, date da:  

eu' = cosh u + senh u cos v 
- - senh VI sen v, 

L a  curva luogo dei punti equidistanti da1 punto fisso F e da un orici- 
clo ha  quindi la equazione : - - c eu, 

con c costante positiva., ovvero: 

cosh u $- senh u cos v = c (cos11 u + senli u). (50) 

Stabiliamo il significato geometrico della costante c ponendo in questa 
1; = n, onde ricaviamo : 

1 1 e ? u = - ,  u = - -  a log C .  
C 

Qiiesto valore di u dà evidentemente la distanza del fuoco F dall'orici- 
clo fondamentale, che incontra la geodetica v = .IT. (ossia v = O) dalla parte 
positiva O dalla negativa secondo che c > 1 ovvero c < 1. Il cas0 c = 1 na- 
turdtnente si esclude perchè allora l'oriciclo passerebbe pel fuoco. 

Dalla (50) deduciamo : 

( c  - 1) cosh u + c senh u 
COS v = senh u 

senh2 u - [ (c  - 1 )  cosh u+ c senh uI2 sen% = senh" tc 
9 

e per differenziazione : 
(C - 1) d u  sen v cl v = senh2 u 

Indichiamo ora con o l'sngolo d'inclinazione del raggio focale sulla curvti ; 
avrerno : 

CE u c - 1  tg a = senh ZG - = 
d îc  senh zc sen v 

Per  l'elemento d'arco d a  della parabola (di seconda specie) ne risulta: 

(i a'= d u2 + senhe u d v2, 
e per ln (51) : 

d u 2  d a g =  - 
cos2 0 y 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  tom0 IV. 
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e poichè, indicando con r il raggio del parallelo del paraboloide, si ha: 

senh r = senh u sen v = (c - 1) cot o, 

per l'elemento lineare del paraboloide avremo : 

Cerchiamo di identificarlo coll'elemento lineare (49), per la qua1 cosa 
dovremo porre : 

d 0 2  d a2 
e-. 

sen2 G (1 + a sen%I2 cos2 G . (52) 

Ora si ha : 

d(1 - c2) senh2 u - (e  - 1 j 2  cosh2u - 2 e ( c  - 1 )  senh zc s o s G  cot u = Y 
c - l  

I C --- - 
sen2 G i - c (cosh 2 zc + senh 2 zr - l), 

d~ c - -2 -- tg cr (cosh 2 u + senh 2 IL) d u. 
sen2 G (1 - c ) ~  

La (52) diventa per cib: 
1 

(cosh 2 u+ senh 2 u ) ~ ( q ] ( ~  , sen G + a!= 

cosh 2 u + senh 2 u - 1 $- a - 

e per s~ddisfarla basterà dunque che facciamo: 

cioè : 

Con cib la costante c risulterà sempre positiaa e sarà > 1 qu:indo a è 
positiva, invece <1 quando sia a negativa, ne1 yual caso ( 5  19) deve 
essere : 

l a l > l .  

Cosi è dimostrato che per configurazione iniziale della nostiva super- 
ficie S si pub prendere il pnraboloide di rotazione di seconda specie e la 
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forinola (51) dimostra che i raggi della congruenza ~ ~ s o c i a t a  o concorre- 
ranno tutti ne1 fuoco F a distanza finita ovsero in quello all'infinito. Se 
in fine ricordiamo 

e per la (53) : 

ne deduciamo : 

che per la (48) si ha : 

vediamo cib che il segmento t eguaglia il raggio focale. 
Possiamo riassurnere i risultati ottenuti ne1 teorema : 
Si consideri ne110 spmio iperbobico un pnraboloide S di  rotaxione d i  

seconda specie che si fletta conzunque trasportando seco, .ilzvcmkbilmente le- 
gati alla superficie, i segmenti che dai siloi p111ti vanno a l  fuoco F. It lziogo 
dei loro estremi, riuniti nella conjigurazione inixiule ilt  F sa12 seutpine una 
supeificie ??, ortogonale ai segnrenti, di ca-vatitra media costante = 2  ed una 
seconda superficie 3' dellu medesilna specie si otterrh   tel la sim~netricla 
deUa S rispetto alla S corne superficie riflettente. 

Risulta di più, da1 calcolo che abbiamo eseguito al 9 19, clle le super- 
ficie applicabili su1 paraboloide di rotazione di seconda specie, colle loro con- 
gruenze associate, ci danno le uniche soluzioni del prohlema [A] quando una 
superficie S ortogonale ai raggi debba avere costante = f 2 la curvatura 
media, prescindendo naturalmente anche qui dalle soluzioni del medesimo 
problema fornite da1 teorema di WEINGARTEN. 

1 1  
PER LE SUPERFICIE DI CUBVATURA MEDIA - + E. f 2. 

ri 

Corne già al 5 10 per le superficie d'nrea minima, proponiamoci anche 
qui per le attuali superficie di curvatura media = 2 il problema d'inversione. 

Supponiamo data cioè una tale superficie S e domandiamo se si pub 
riportare sopra ogni sua normale, a partire da1 piede M ,  un tale segmento 
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M M  = c che 11 luogo 3 dell'estremo @ risulti applicabile su1 paraboloide di 
rotazione di seconda specie e la congruenza delle normali di S sia una delle 
due associate alla 3 Dimostreremo che la cosa è ancora possibile in una 
tripla infinità di modi. 

Compiremo la nostra ricerca fondandoci sulle seguenti due proprietà 
Che, nella ipotesi della possibilità~della costruzione indicata, dovranno neces- 
sariamente aver luogo : 

1." Indicando con o l'angolo d'inclinazione del segment0 M M  - t 
sulla si deve avere per la (48) § 19 : 

essendo a una costante. 
2." Alle linee di curvatura di S deve corrispondere sopsa IS'un si- 

stema coniugato. 
Questa seconda proprietà è inclusa ne1 teorcrna più generale: Ad ogni 

sistelna ortogonule sopra S corrisponde uaz sisterira co~ziugato sopra Esso 
discitride immediatamente dalla equazione (27") 3 9 : 

(3 - of' tg o + senP 5) senh2 r - 
- 2 of sen o senh r cosh r + sen3 a coshP r = 0, 

poiché in forza delle (47)) (48) questa è identicamente verificata. 
Sia dunque data una superficie S a curvatura media costante = 2 dello 

spazio iperbolico, che riferita alle linee di curvatura u ,  v avrà l'elemento 
lineare : 

d sP = eee (d u2 + d v2), 

ove 0 è una soluzione dell'equazione di L ~ o u v i r , ~ ~ :  

mentre le curvature principali sono date dalle formole : 

(%) Cf. la mia Mernoria ne1 Tomo IV, 
Alcune rieerche di  geonzet~ia non euclidea. 

Serie 4." de@ A.tti dei Lincei ed anche l'altra: 
(Questi Annali, Tomo II, 1898.) 
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L e  formole fondamentali (1*) del § 2 assumono per l'attutile superficie S 
la forma seguente : 

1 

a a e  ai:, - e e x - 2 s e n h 0 5  - a o 
8 8  ru v a  

- - - -  
Indiaando con x,, xi, x,, x, le coordinate di %, abbiamo ; 

- 
x = x cosh r + 5 senh r ,  

da oui derivando deduciamo per le (55): 
- 
'3 = (es cosh r + 2 cosh B senh r) q + (x senh r + E cosh r) - 
8 u 

a ii a " 1  7 ( 56 )  
- = (ee cosh r + 2 senh 6 sen11 r) c +- (x senli t f- 5 cosh r) - . a v a v 

Le coordinate &, f i ,  F , ,  r3 del piano tangente in il1 alla superficie S 
luogo del punto M sono quindi date dalle formole: 

,OF=% senh t + t c o s h  r - 1 
I 

a T a T - 

-- 
Z a v 

escosh r + 2 cosli 0'senh T " ec" coshr + 2 senh 0 sanli r " 
dove abbiamo posto per brevitb: 

0 senh r Ig + (e'J cosh r + 2 senh B seuh r). 4- 1, 

Per  l'angolo rr abbiamo oonseguentemente : 

e dalla (54) risulta dunque intanto, per la funzione incognita r,  I'equazione 
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a derivate parziali del 1." ordine : 

1 (??Y + 
(ee cosh T + 2 cosh 6 senh T ) ~  a w 

1 \ (IV) 
+ (eo cash T + 2 senh 9 senh r ) 2  (El))+ = a (ez' '1. 

i 

La  condizione : 

che espriine I'altra proprietà sopra notata che il sistema ( t r ,  v) è sopra la 8 
un sistema coniugato, oi traduce nella equazione del 2." ordine per t : 

a 0 ee cosh r -k 2 cosh 8 senh T a 7 -+  + a;; ee cosh T + 2 senh H senh 7 a F 
ee senh t + 2 cosh 9 cosh r ee senh r + 2 senh 6 cosh t ' 1 eecoshr+2cosh0se i i l i r ' eecoshr+2senh~senhr  

Il sistema (IV), (V) è illimitatanlente integrabile ed esprime le condi- 
zioni necessarie e suffiaienti a cui deve soddisfare r perchè ne risulti una 
soluzione del problema d'inversione. Con un processo affatto simile a quel10 
più volte usato (Cf. €j$ 11-15) si deduce infatti dalle (IV), (V) un sistema 
completo di equazioni del 2." ordine per r e si dimostra che, presa per r 

una soluzione qualunque di queste equazioni, la superficie Sluogo del punto 2 
risulta applicabile su1 paraboloide di rotazione di seconda specie e la con- 
gruenza delle normali della superficie primitiva S é una delle due associate 
alla 
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1 

g 22. 

LE EQUAZIONI DI TRASFORNAZIONE RIDOTTE A QUELLE 

DELLE ORDINARIE SUPERFICIE 

dalla quale dipende la ricerca delle superficie 

MINIME. 

di curvatura media costmte 
= 2 del10 spazio iperbolico coincide con quella che determina, nello spazio 
euclideo, le superficie d'area minima e I'elemento lineare per le une e per 
le altre superficie, riferite alle loro linee di curvatura, è il medesirno. 

Ora ci proponiamo di dimostrare ulteriormente che le equazioni di tra- 
sformazione (IV)? (V) si riducono alla loro volta a quelle delle ordinarie su- 
perficie minime. A tale scopo operiaino nelle (IV),  (V) un cangiamento di 
funzione incognita ponendo : 

] - e-27 
y'=-. 

2 ' 
dopo cib le equazioni (IV) (Y) si mutano nelle seguenti : 

che sono precisamente le equazioni fondamentali per la trasformazione delle 
ordinarie superficie. minime d'elemento lineare : 

d sg = eee (d ue -+ d B", 

corne le ho stabilite al 5 2 di una min recente Nota (*). Potremo quindi 
applicare le formole ivi stabilite ed in particolare, introducendo, in luogo 
di 7, due funzioni incognite ausiliarie @, W potremo dare alle equazioni di 

(*) Rendicotzti da- Lincei. Settembre 1899. 
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trasformazione la forma lineare ed omogenea stabilita al $ 3 (n. c.): 

6 2  @ -=- a o a a  a e a c ~  
- + a - + (a + 1) dl + [(a + 1) eZe - 11 W. a G a a u  1 

A queS.ta è da aggiungersi l'equazione : 

che basta soddisfare coi ralori iniziali di : 

perchè risulti identicamente verificata per tutti i valori di u ,  v. Per mezzo 
delle iiuove funzioni incognite ( P ,  W si esprimerà l'antica r colla forrnola : 

coth r = - - 1. 
9 (58)  

È da osservarsi che mentre a, W non sono soggette ad altre condizioni 
oltre quelle di soddisfare le (A'), (BI), (C'), la (58) ci darà un valore reale 
per s solo quando si abhia : 

LE SUPERFICIE sr TSASFORMATE. 

Se della primitiva superficie S prendiamo In simmetrien rispetto alla su- 
perficie riflettente % questa nuova superficie s' sarh anch' essa a curv~tura  
media costante = 2. Per trovare le formole relative alle superficie trasfor- 
mate S'  basta procedere in modo del tutto analogo a quel10 tennto ne1 3 17. 
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Indicando con x',, :c f , ,  x', , 513 le coordinate del punto M' di S' corrispon- 
dente al punto M= (x, z, Y, 2,) di S, troviamo cos1 le formole : 

Se deriviamo rapport0 ad u, u, osservando le (56) e le (A'), (B'), (C'), 

dalle quali per l'elemento lineare ds' della superficie trasformata S' si 
deduce : 

a2 e-28 
d s" = - (a u.' + d v e )  ; 

W" 

questa combina precisamente coll'elemento lineare della superficie d'area mi- 
nima trasformata nello spazio euclideo della primitiva (*). P e r  le coordinate 
El0, 5' , , tr4, del piano tangente alla S' in M' troviamo poi : 

da cui derivando risultano le formole : 

Per ta1 modo verifichiamo che sulla S' le linee tc, zl sono ancora le 
linee di curvatura e per i raggi principali di curvatura Y',, T',  abbiamo : 

(a) Nota citata. Rendiconti dei Lincei. Settembre 1899. 

Annali di Matamatica, Serie III, tom0 IV. 
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onde, corne conferma dei nostri risultati, si trae : 

Corne al S 18, osserveremo anche qui che le ultime verificbe hanno 
senlpre un carattere reale sia che la primitiva funzione incognita r risulti 
dalla (58) reale, ovvero (puramente) immaginarin. I n  quest'ultimo cas0 perb 
le due normali alle superficie S, S' in punti corrispondenti, pur giacendo in 
un medesimo piano, non s'incontreranno in un punto reale; esse risulteranno 
invece normali ad 'un medesimo piano. Allora la superficie riflettente 5 ap- 
plicabile su1 paraboloide di rotazione di seconda specie, od almeno una sua 
regione, risulterà ideale. 
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Ricerche sugli spazi plurisecanti 
di una curva algebrica. 

(Di A. TANTURRI, a Pisu.) 

S e p e n d o  la notaaione introdotta del sig. SCHUBERT (*), indicheremo 
con [n] uno spazio lineare (di punti) ad n dimensioni : notazione tipografi- 
caniente preferibile alla ordinaria Sn, almeno quando la espressione di n è 
complicata. 

1 [k] di [n] sono oo("+')(n-k) : ed è n - k - 1 la moltiplicità della con- 
dizione cui si assoggetta uno di essi [k], se si vuole appoggiato ad una 
curva di [n ] .  Secondoché si ha dunqiie: 

1." caso) ( k + l ) ( % - k ) = i ( n - k -  l), 
2." n ( k  + 1) (n - I c )  > i (n - k - l ) ,  
3." n (k + 1) (n - k) < i (n - Ic - l ) ,  

esisterà, in generale, 

un numero finito di [k] i-secanti, 
un numero infinito di [k] i-secanti, 

neisun [k] i-secante, 
di una curva di [ri].  

Dei tre casi precedenti, solo i primi due sono degni di interesse. Al 1." 
si riferisce il problema fondamenhle, che ha per iscopo la determinazione 
de2 numero - supposto finito - dei [k] i-secanti di una curva datu; e di 
cui si hanno, ad es., due casi particolari ponendo: 

i = k + 2 e quindi n = 2 (k + l), 
o v v e r o i = 2 ( k + l )  n n = k + 2  

(per k nullo, od intero e positivo ad arbitrio). 

(") Ved. Die n-dimensionalen Velel.alZgem'nerungen der fundamentaloz -4mahlen zuz- 
seres Raumes, Mathem. Annalee 26, 
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A queste due ipotesi corrispondono le formole (3) e (4) del num. 1 di 
questa Memoria, formole che costituiscono i risultati più generali noti sinora 
su1 problema enunciato. Esse furono date da1 sig. CASTELNUOVO con ragiona- 
menti identici, i n  sostanza, a quelli dei num.' 10 e 13 di questa Memoria 
stessa, e nella ipotesi che le espre&oni alle quali si vu01 giungere dipen- 
dano solo dall'ordine m e da1 genere p della curva data Cp". 

Noi ci proponiamo ora di esporre un metodo che si presta n risolvere 
ogni cnso del problema fondamentale, quando i ,  k ,  n, siano arbitrarâ bensi 
(in modo, si intende, da soddisfare alla (k + 1) (n  - k) = i (n  - k - 1)) ma 
swmericamente assegnati , t! la curva data,  pur essendo di  ordine generale, 
sia razionale od ellittica. 

Le linee essenziali di questo metodo (che si sviluppa in tutto il Cap. 1) 
sono contenute nei num.i 1 e 2, e rese più chiare da alcuni esempî, i quali 
si potrebbero moltiplicare a volontà. COSI, a1 num. 12,  si determina quanti 
sono : 

in [4], i [2] 6-secanti; 

n [BI, i [3] 9-secanti ; 

n [12], gli [BI 12-secanti ; 

n [16], gli [Il] 15-secanti ; 

n [20], i [14] 18-secanti; si intende sempre di 
uiia curva razionale od ellittica. 

Si pub dunque giungere alle formole risolutive in molti casi particolari, 
e salire poi per indusione alle formole (28) e (29) del num. 14, le quali 
formole non sappiamo, per ora, dimostrare (ved. per la dimostrazione di esse, 
in qualche caso, i num.' 7, 10, 11, 12, 13 e 16). Esse sono notevoli per la 
loro generalità, perché risolvono i l  problema fondainentale, in tuttn la sua 
estensione: ln (28)  per curve razionali, e la (29)  per curve ellittiche. 

Occorrerebbe poi procedere a ricerche più comprensive, per curve di 
genere qualunque. A1 num. 11 s i  dà qui modo di  risolvere, per Zntero ( p  
qualunque) il cas0 relativo ulla ipotesi : 

i = k + 3  e quindi n = -  (k  + 1) 
2 

(per k maggiore di zero e dispari); e solo difficoltà aritmetiche impediscono 
di scrivere una 3." formola, da porsi acc~nto  alle due già dette del sig. CA- 
STELNUOVO. 
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Relativamente poi al 2." dei tre casi distinti in principio, si pub richie- 
dere l'ordine del sisterna - di necessith infinito - format0 dui [k] i-secanti 
di  una curvu; ed in particolare, l'ordine stesso quando la varietii in parola 
sia iina forma (cos1 chiamiamo, col prof. SEORE, una varieth algebrica ad 
n - 1 dimensioni di [n]).  E, ne1 Cap. II, sciogliumo alcuni casi speciali d i  
quest'ultimo quesito. 

CAPITOLO 1. 

Sul problema fondamentale. 

1. Chiamammo già fondumentale il problema che ricerca il numero 
dei [k] i-secanti una curva di [n], numero che sappiamo essere finito, quando 
(per k < n, nul10 O positivo ad arbitrio) è soddisfatta la : 

(k + 1) (n - k )  = i (n - k - 1). (1) 

Ora, la ipotesi k = n - 1 non dà, evidentemente, luogo a ricerca. Noi 
riterrerno dunque, senz'altro, k  < n - 1, e porremo : 

k  4- 1 
= q. 

n - k - l  

l _ ~ q s I c + l .  

E yoichb, dalla (2) e dalla (11, si trae : 

il problema fondamentale pub enunciarsi cos) : 
u Essendo k un nurnero intero, nzsllo O positivo ad urhitrio, e q intero 

(perché eguale ad i - k - '1) 3 1 e 5 k + 1,  quanti [k ]  (k  + 1 + p)-secano 

+ '1 ? a Si amrnette che i l  numero d i  essi [k] di- lc + 1 + -- 
4 

penda solo dall'ordine m e da1 genere p della curvu data CI, e si ittdicu 
esso numero con Fp' ( k ,  g). 
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In particolare, diamo a q il massimo ed il minimo dei valori che pub 
assurnere. Avremo : 

per q = 1, 
numero dei [k] (k  .+ 2)-secanti di una 

la somma essendo estesa sino ad un termine nullo; e, per q = Ic + 1, 
numero dei [k] 2 (k  + 1)-secanti di una 

CB in [k $- 21 = F r  (k ,  k + 1) = 

(- 1 P 

la somma essendo estesa, come prima, sino ad un termine nul10 (*). 
È coçi risoluto completamente il problema fondamentale, quando k + 1 

è primo, perchè, in ta1 cas0 dovendo essere sempre intero il numero ( 
k + l  (= n - Ic - 1 )  si pu6 supporre soltanto O q - 1, O q = k  + 1. 

P 1 
Nell'una e nel17a.ltra di  queste due ipotesi su1 valore di q è d i  agevole 

applicazione il metodo ricorrente del sig. CASTELNUOVO, metodo fondato sullo 
spezzamento di una C r  in una Cm--' con una retta r ,  appoggiata ad essa 
curva almeno una volta. 11 genere di Cm- '  ed il numero dei punti comuni 
ad.  essa e ad r non sono indipendenti, ma legati dalla formola del No- 
THER (**) : 

p = pi+p2 + +pt-jt-1) -t-2, 

la quale assegna, in ogni caso, il genere p di un sistema connesso, costituito 
da  CP,, Cp,, .  .., Cp,,  con i intersezioni semplici. 

Se si vuole ora applicare il metodo stesso al caso, ad es., di q = 2, si 
incontrano difficoltà non lievi. Si informa perb ancora ad esso metodo la idea 
nostra di tino spezzamento totale, che consiste ne1 sostituire allu C r  un si- 

(*) P e r  la (3) e la  (4) ved. CASTELNUOVO: Gia  applicazione della çeometria enu- 
merativa alle curve algebriche. Rendic. Palermo. Tomo 3." 89. Il metodo del sig. CASTEL- 
xuovo è accennato nei num. 10 e 13 di questa Mernoria. 

(**) Ved. N ~ T H E R ;  Ueber die reductiblen algebraischen Curven. Acta, Math. VlII, 
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stema colznesso di  m rette, in  posizione generica, con p + m - 1 intersezioni 
semplici (come é voluto dalla formola del NOTHER). Anche qui, come ne1 caso 
del sig. CASTELNUOVO, i [k]  passanti per le intersezioni non vanno ritenuti 
come soddisfacenti al problema (*). È dunque subito visto che, per giungere 
al numero richiesto, è necessario (**) : 

Operazione 1.': Formare tutti i possibili grzcppi d i  li + 1 $ q rette, scelte 
tra le m i n  czci si è spexzata la cu~vu.  

Operazione 2.a : Contare, gvuppo per gruppo, i [k]  che si appoggiano, 
i n  punti distinti, a tutte le rette di  esso ( O ,  corne diremo, i [Ic] che si ap- 
poggiano ad esso). 

Operazione 3." : Soommare tutti i numeri cos; ottenuti. 
Sin d'ora, nell'applicazione di questo metodo, ci limitiamo ai casi p = 0, 

p .--- 1. Diremo dunque subito, in particolare, che è per noi una C;h.tcn si- 
&ma d i  rn rette consecutive, vale a dire rette in ordi?ae dete~minato (O 
contrassegnate coi numeri 1 , 2,  3 , .  . . , rn - 1 ,  m) la cui posizione generica 
si limita solo coi fatto Che, a part+& dalla 2.a, inclusa, ognuna si appoggia 
solo alla precedente. E , del pari, è per noi una CT i l  sistema ora detto, 
quando perd la 1." e la m.ma retta ahbiano un punto a comune. 

2. Supponiamo dunque di avere una Cr  od ulia C;" costituite da rette, 
nella maniera anzidetta. Per  I'applicazione del nostro metodo, occorre, an- 
zitutto, formare tutti i possibili gruppi di k + 1 + q rette scelte tra le m in 
cui si è spezzata la curva. Orbene, dico che, di essi g~uppi ,  sono, ~enx'altro, 
esclusi quelli che contengono pi& di q rette comecutive, perchè ivon esz'stono 
[k]  appoggiati ad uno di  tali gruppi. 

P e r  maggior chiarezza divideremo in due parti la dimostrazione di 
questo fatto, benchè essa sia sernplicissima. 

1 PARTE. Non esistorco, i n  k $- 1 + - [ E+l l  [k]  appoggiati, in punti di- 
¶ 

stinti, n q + 1 rette consecutive e ad altre k rette generiche (***). 

(*) Non intendiamo giustificare questa affermazione, e nemmeno la  possibilità degli 
spezzamenti adoperati in tutto questo lavoro. 

(**) Nell'applicazione del metodo, che ora si espone, si escludano sempre le curve 
piane. Del resto é noto che una Cp piana ha :  

Fp (O, 1) = (vn 2 l)  - p punti doppi, come 6 pur dato dalla (3) e dalla (4). 

(*a*) È subito visto, e risulta anche da1 ragionamento che segue, che va escluso il 
cas0 ii O. Ma di cib non ci preoccupiamo, perché, come si é detto, le curve piane non 
sono comprese nella trattazione. 
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Cib risulta subito da  una osservazione generale da noi fatta su una for- 
mola del sig. CASTELNUOVO, osservazione che trovasi in una nota del num. 5 .  
Ma, del resto, si pub anche vedere cosi. 

Quelle delle q + 3. rette conr;ecutive, le quali non sono estreme, indivi- 

duano un [ p  - 11. Proiettiamo, da  questo, in un [k f 1 + - q] gene- 
'7 

rico. Un [ k ]  appoggiato ad esse q + 1 rette consecutive e ad altre k gene- 
riche dovrehbe proiettarsi in un [k+ 1 - q]  passante per due punti ed 
appoggiato a k  rette genericamente date. Ora cib fa in tutto : 

k t 1  condizioni, mentre i [k + 1 - q] di k  + 1 + - - q sono soltanto : 
9 1 

h dunque ver0 il fatto affermato, almeno quando s ia :  

Ma, se si esclude il caso q = k  + 1 (nella quale ipotesi il fatto affer- 
mat0 è evidente), tale disuguaglianza ha sempre luogo. Difatti, è 13 + 1 > q, 

i- 2 2. Onde ecc. 
!? 

II PARTE. A pi& forte rugione non esisteranno [k] appoggiati a 
q + 1 rette consecutive ed a k  comunque aggruppate, od appoggiate a 
4  + 1 + A (O < h 5 k )  rette consecutive ed a k - h comunque aggruppate, 
le rette di ciascun gruppo essendo sempre intese in posizione generica. 

Ci si convince faoilmente di cib, pensando, che, per la posizione gene- 
rica delle nostre rette, al crescere dell'uggrupparnento, il  numero dei [k], che 
si considerano, non diventa infinito: esso resterebbe dunque inalterato se si 
contassero anche i [LI passanti per i nuovi punti comuni alle diverse rette, 
ma pub perb scemare, se di questi [k] non si fa conto (Vedi pure ln nota 
al num. 5 relativa alla formola del sig. CASTELNUOVO). 

(*) Il ragionamento fatto non B valido se non si proietta almeno in un [3]. 
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Concludendo, pub effettivamente introdursi una notevole semplificaxione 
ne1 nostro lavoro, trascurando, nella form~zione dei gruppi di k + 1 + 9 
rette, tutti quelli che contengono più di q rette consecutive. 

Uno dei gruppi restanti contenga o ra :  

a, rette generiche, 
a* coppie di rette consecutive, 
a, terne n y 

. . . . m . . . . .  1 

a,-., gruppi di q - 1 rette consecutive, 

" P n 4 n 

1 numeri a,, a,, cc ,,..., aq-,, aq saranno interi, positivi O nulli, e legati dalla: 

E la operazione l.", - se si vuole tener conto solo dei gruppi che da- 
rnnno un risultato non nullo allorchè si farà la 2.a operazione, - pub dunque 
ridursi all'altra : 

Trovare i sistemi d i  tutti i possibili valori intelsi, positivi O nzdli, pev 
le a, i yuali soddis$no alla precedente eqzcaxione. 

Esaminiamo ora la operazione 2." 
Con le nostre m rette, è, in generale, possibile pi21 di un aggruppamento 

corrisporidente ad una determinata soluzione della ( 5 )  : ed ognuno di essi 
importa uno stesso numero di [ k ]  nella somma finale. La 2." operazione si 
scinde dunque in due parti. 

1 PARTE : 
Determinazione del nrrmero degli aggruppamenti che cowispondo~io a d  

ogni soluxione della (5). 
E cib, evidentemente (poichè le rette sono contrassegnate con i numeri 

1, 2 ,  3,. . ., m - 1, m), equivale a calcolare i l  numero delle combinaxioni d i  
classe i (O con i = k $- 1 + q elementi) dei numeri nntuvali da 1 a d  m, le 
quali contertgono, contemporaneamente, 

a, numeri isolati, 
CC, coppie d i  numeri consecutivi, 
a3 terne n 1 

. . . . . . . . . 7 

aq-, gruppi di q - 1 ntdmeri consecutivi, 

uq B P n 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 IV. 10 
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Questo numero ha  un valore se 1 ed m si considerano come non con- 
secutivi (curve razionali), ed un altro valore, se 1 ed m si corisiderano come 
consecutivi (curve ellittiche). 

Noi indicheremo essi valori, riapettivamente, con : 

VO(Q,, 4 2 ,  43,..., 44-17 #Q) 

-CJy (ai, a*, a3,..-, q - 1 ,  clp). 

II PARTE : 
Per ogni soluzione della ( 5 )  calcolare i l  nulnero dei [k]  appoggiati ad 

zcno (qualunque) dei gruppi corrispondenti. 
Noi indicheremo con : 

L (41, a, ,  a,,. . . , % p i ,  441, 

il numero da calcolarsi, ossia quello dei [k] , che, in k + 1 + - I k + l l  Y si 
appoggiano, contemporaneamente, 

ad  a ,  rette generiche (od isolate), 
ad a, coppie di rette consecutive, 
ad a-, terne n ? 

. . . . . . . . . , . ,  
ad aq-, gruppi di q - 1 rette consecutive, 
ad uq n 4 n n 

Dopo cib si ha, evidentemente: 

entrambe le somme esserido estese in corrispondenza a tutte le possibili so- 
luzioni intere, .positive O nulle, della equazione (5). 

Ogni nostra indagine va dunque diretta alla ricerca delle espressioni di: 

Percib ne1 paragrafo che segue (num.' 3 e 4) ci occuperemo del calcolo 
delle prime due, riserbando quello (incompleto) della 3." espressione ai suc- 
cessivi num.' 5 e 6. 
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3. P e r  calcolare il numero Vl;l(u,, r 2 ,  cc3 ,..., ap-,, aq) delle combina- 
zioni già d a  noi definite, prendiamo un foglio quadrettato ed occupialno i 
quadretti successivi di una orizzontale con i numeri naturali da  1 ad »I,  nel- 
l'ordine 1, 2, 3 , .  .., m - 1, m. Diremo che i (= k + 1 + q) tratti di una 
orizzontale rappresentano una (determinata) delle nostre combinazioni, se stanno 
nelle verticali iritestate con gli eleinenti (O numeri) di essa. 

Osserviamo che due di questi numeri (od i tratti che ad  essi corrispon- 
dono) possono essere consecutivi nel la  combinazione, senza esserlo nell'ordina- 
ment0 1, 2,  3 ,..., m - 1, rn, O ,  corne diremo semplicemente, senza eSserc 
consecutivi;  e si dirà allora inteî.vallo t ra  essi dementi (O numeri) la loro 
differenza diminuita di 1. . 

Cib premesso, l a  combinazione determinata, d i  cui ci occiipiamo, pub 
rappresentarsi, in un secondo modo, con un sistema di tratti, ottenuto da1 
primitivo, tenendo fisso il 1.' tratto, e spostando, a sinistra, tutti gli altri, in 
guisa d a  ridurre di una unità ogni intervallo, e d a  sostituire, a t tratti con- 
secutivi, un e l ~ m e n t o  multiple, ossia t tratti sovrapposti. Con cib la  nostra 
combinazione h a  un primo accorciamento di : 

a ,  + a ,  + cc, + - . - + aq-,  + ap - 1 unità, tanti essendo g l ' i d e r v a l l i  e 
riducendosi di una unità ognuno di essi: inoltre, gli gruppi di 1 elementi 
consecutivi dànno ognuno ull accorciamento di 1 - 1 unità; onde I'accorcia- 
mento totale della combinazione è d i :  

P 
a , + a , + a 3 + . . . + a  q-i + a q - 1  + 2 ] 1 a 2 ( 1 - 1 ) = i -  1, 

1 

unità. (Ved. in fondo a questa Mernoria.) 
Facendo uso del 2." modo di rappresentazione, bastano dunque n t  - (i - 1) 

verticali per rappresentare tutte le  combinazioni nostre. E si avrà un quadvo 
godente delle seguenti proprietà : 

1.") Degli - i + 1 quadretti di ogni orizzontale ne slmo sempre oc- 
cupati a, + a2 + cc3 + . - - + aq- ,  + u q ,  dei quali : 

a., contengono sempre 1 tratto, 
' 2  n n 2 tratti sovrapposti, 
01 3 n n 3 n 9 

. . . . . . . . . . . . . . , 
rq-! contengono senlpre q - 1 tratti sovrapposti, 

n n n n Y 
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2.") Se si considera tutto il quadro, si trova che, non solo la occupa- 
zione di a, $- o 2  + a, + - * . + aq-, + uq quadretti in ogni orizzontale avviene 
in tutti i modi possibili, ma anche che ad ognuno di essi niodi corrispondono 
sempre tutte le possibili distriliuzioni degli elementi rnultiplz'. 

Se ne deduce che il quadro è ottenibile, facendo le : 

ordilzarie cowzbinazionz' -di classe a,  .+ a, + a3 + - . f uq-, + aq degli m - i + 1 
numeri, che intestano le sue verticali, e poi rendendo, contemporaneamente, 
i ~ i  tutti i modi possibili, 

doppi ad u, per volta, 
tripli n cc, " 9 

. . . . . . . 9 - 
(q - 1)-pli ad a,-, per volta, 
q-pli 5 7  n gli elementi di esse or- 

dinarie combinaxioni. Con cib, ogniina di  queste dà luogo a tante dixtinte del no- 
stroquadroper quante sonole permutazioni distinte di a,  +a, + a,+...+ uq-, + aQ 

numeri, t ra i quali ve ne siano a, eguali tra Ioro, ae eguali tra loro, O, eguali 
tra h o , .  . . , e cos1 via. È dunque : 

s - y r + r ) ( m - s f l )  
(") I n  particolare il numero ! risponde al quesito : « qunnte 

s-q?.+ r 
sono le combinazioni di classe s dei primi m îzumeri naturali, le quali contenyono oynuna 
r yruppi di nuîzeri consecutzvi ? » Tale quesito fu da me inviato all'lntermédiaire des 
Math. (ved. num. 1479, Aprile 1899, pag. 75), ma, al posto di r, fu stampato Y. La ri- 

sposta, in ta1 caso, è 

Del problema cosi semplificato mi  inviarono tentativi di soluzione e soluzioni i si- 
gnori Dott. BEPPO LEVI (Torino), Ing. EMINE (Co~tantino~oli), Colonn. MOI~EAU (Poitiers), 
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4. Veniamo ora al calcolo di V y  (a,, a*, IL*,. . . , +i , uq). Delle com- 
binazioni il cui numero complessivo è cos1 rappresentato: 

Pr-l (z,, uo,  u3, .. . , aq-,, aq) n m  contengono na. T r a  le rirnanenti, 
V y -  ( x ,  - 1, as, a3,. .., ap-,, aq) contengono m come elemento isolato, 

il che si vede astraeiido i numeri 1, m - 1, rn; 
2 V r - l  (a , ,  a, - 1, a3 ,..., aq-,, aq) contengono tn come elemento di una 

coppia, che è la (sn - 1 ,  wz) per VOtP4 (a,,  as - 1, as, .  . . , ap-, , rq),  e la 
(m, 1) per altrettante ; 

3 V:-5 (a ,?  a,, a, - 1 ,.. ., aq-,, aq) contengono m conie elemento di una 
terlia; e cos1 via. 

Si  giurigerà sino a : 
Q V O - ~ - ~ ( U , ,  cc2, as,. .., aq-,, uq- 2 )  combinazioni, le quali conten- 

gono m come elernento di una q-pla. h dunque: 

donde, con semplici riduzioni : 

SUL CALCOLO DI L (a,, a,, a, ,..., aq-I, aq). 

5. Siano a,, a,,  a ,,... , ah-,,  ah, k $- 1 numeri iriteri e positivi soddi- 
sfacenti alle O r a, < a, < a, < - . < ak r n ; e pensiamo, in [n] , X: 4- 1 
spazi lineari [a,], [a,], [a,],.. ., [ah], tali che sempre [ui]  contenga [ai-,]. 

dopo che io ero già pervenuto alla espressione generale di Va". Sento pero egualmente 
il dovere di ringraziarli tutti. 

Osservo che la dimostrazione qui sopra riportata è un po' più semplice di quella clic 
inviai all'intermédiaire: e la semplificazione mi fu suggerita da1 prof. sig. CORRADO SEGKE. 
Il quale - colgo ora l'occasione per dirlo - mi fu largo di valido aiuto in tutto il 
corso di questo lavoro. 
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La condizione imposta ad un [k], se si vuole che con [a,] abbia a comune 
un punto, con [a,] una retta, ed, in  generale, con [ai], un [à], dicesi fonda- 
~net~tale,  e si rappresenta col sirfibolo (a,, a l ,  a ,,..., ak-,, ak). 

Un [lc] che si assoggetti, contemporaneamente, a più condizioni fonda- 
mentali, si dice assoggettato alla condizione loro prodotto, la quale si  rap- 
presenta, scrivendo, l'uno dopo l'nltro, i simboli delle condiziorii di cui si 
tratta, e, - ne1 caso che due O più di queste coincidano, - facendo uso di 
eaponenti (*). Ad es., L ( a , ,  a?, u ,,..., c lq - , ,  uq) è il numero dei [k] soddi- 
sfacenti alla : 

osservazione questa, che riconduce la ricerca di L (a,, a,, Q,..., uq-l , uq) 
alIo studio di  un probletna già rifioluto da1 prof. PIERI in ogni caso nume- 
rico. (Ved. Sul pr.oblema degli  spazi secanti. Rendiconti Istit. Lombardo, 
Serir, II, Vol. 26."-27.'-28.') In virtù dunque di  quanto si disse al num. 2 ,  
e delle formole (6) e (7)) si pub affermare senz'altro : 

sono note le espressioni di F r  (A, y) e d i  F y  (A, p), quando k e q ab- 
biaino valori fiurnerici usseynati. 

Conviene perb subito avvertire come le formole del prof. PIERI condu- 
cano ai risultati richiesti con calcoli, in generale, laboriosi : onde, sarebbe 
indispensabile, per la speditezza del lavoro, conoscere l'espressione letterale 
di L (al,  u p ,  Q,. . . , a q - ,  , aq), almeno in molti casi particolari. Noi siamo 
giunti perb a dada  in  un numero molto ristretto di casi, applicando una 
formola del sig. CASTELNUOVO \**), la quale - quando non sia nullo a 

(") Queste convenzioni ed il simbolo condizionale sono dovuti al sig. H. SCHUBERT. 
Ved. ad es. A.nanhl-Bestimmungen fGr lineaq-e Rciume belzebiyer Dimension. Acta Ma- 
them., 8. 

("*) Ved. Numero degli spazi che segano pi& relte ecc. Rend. d. R. Accad. d. Lincei. 
Vol. 5.", 2 . O  Sem., FMC. 3.O, p q .  71. La formols finale trovasi al num, 9 della Memoria, 
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priori (*) - assegna il numero, in generale finito, dei [hl d i  [n] soddisfa- 
centi alla (a,,  a , ,  a,, . .., ak - , ,  ak) ed appoggiati inoltre ad : 

rette generiche. 

+ '1 i queli Cosi, per O 6 v 5 q - 1, il numero dei [k] di k + 1 + - 
II 

incontrano k  + 1 +- u rette generiche, e si appoggiano inoltre a q - v rette 

conseoutive ossia soddisfano inoltre alla (1,2, 3 , .  . ., q - v, E1 4- q - v + 1, ( P 
A? 4- 1 - S q - o + 2 , . . . ,  -+ k f l ) )  è dato da: 

q 4 
(q-v)mo indioe 

L ( k  + 1 + u ,  O ,..., 0, 1 , O ,  ..., O) = 1 

(k + 1 f v ) !  - -- 
q !  (q-l)! ... 3 ! 2 !  l! 

v ! ( 4  - ") ! 

I n  particolare, per v = q -- 1, si considera il numero L (k + 1 + q, O, 

0,  ..., 0, 0) dei [ k ]  di i quali si appoggiano a k $ l + q  

rette generiche. L a  (8) va allora letta cosi: 

(") Esso numero d nullo n priori se è : 

K+l - N > l ,  

ove per 1 si intenda l'iftdice della prima delle a che è diver-sa da2 proprio indice (in modo 
che s i  abbia a,, = O, a, = 1, a, = 2 , .  . . , al-1 = 1 - 1, al > l ) .  

Questo fatto pu0 dedursi da1 rapionamento stesso del sig. CASTELNUOVO, e crediamo 
utile aggiungerlo qui, pe r  chi legge solo il risultato finale della Memoria citata. 

Non esistono, ad es., [k] appoggiati a k re t te  generiche e soddisfacenti inoltre alla 
k t 1  k t - 1  

C q t 2 ,  1+-1+3,3,..., - + k + 1  
II  

k + 1 - N =  1 e d  1 =O. Si ritrova cosi un risultato del num. 2. 
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Da questa (9 )  s i  pu6 dedurre la espressione d i :  

L ( k - q a q + l + q ,  0 ,  O,.. . ,  0, 4, 

+ l + 1. El per ottenere la nuova espressione, dieo quando sia 1 L aq r - 
4 - 

the basta leggere, da  per tutto, nella (9), k -  q  uq al posto d i  k. 
Difatti il numero : 

L ( k - q a q + l + q ,  0 ,  O , . . ,  O ,  aq) (ossiil il numero dei [k] di 

[k + 1 + -1 appoggiati x k - p ap + 1 + q  rette generiche e ad uq 
4 

gruppi di q rette consecutive vale quel10 dei [k- q ap] (si suppone dunque 1 
k - q a q )  di k - q a q + l +  l -' aq + l] appoggiati a k - y aq + I + 9 

¶ 
rette isolate. E cib si vede subito proiettando in un generico : 

da1 [ g  aq + (aq - l)] che congiunge gli aq gruppi di q rette consecutive. 
Esso numero pub dunque otte~iersi , come si è detto, almeno per 

uq 5 -- + l - 1 (sema di che è k < g rq) .  Col ragionamento fatto parrebbero 
9 

dunque esclusi i due rimanenti casi: 

k3-1 
Q )  ag = - 6 )  a, = - 

Y 
k + l + l .  

4 

Ma, in  una delle due ipotesi a) O b), si pensi il k + 1 - q  f- - - 
9 

+ l 1 gruppi di q  rette coosecuti~e, e si proietti, da  esso, congiungente - - 
9 

in un [q + 11. ~ o i c h è ,  in [q  + 11, esiste un solo [y - 11 appoggiato 
nell'ipotesi a) a q rette consecutive ed a p generiche, 
nell'ipotesi b) a due gruppi generici di q  rette consecutive, si avrh 

corrispondentemente : 
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formole queste entrambe deducibili dalla (9) leggendo, in essa, du per tutto, 
al posto di k :  

( - l  nella ipotesi a) k - y u q =  
( - 4 - 1  n b) . 

k 3 - 1  Sta dunque quanto si è affermato; ossia, per 1 r uq 5 - + 1, 6 :  
Q 

Anzi, pib in generale, si pub dimostrare, analogamente, che la  espessione d i :  

47-1 

L (k + 1 + q - xl 1 al, up,. .. , uq-, , 0) leggendo, da per tutto, k - q aq 
2 

a2 posto d i  k. Cosi, dalla (S), si ha: 
(q-vplo indice 

L ( k . - p a q $ - l + ~ ,  O ,..., O, 1 , O,..., O ,  uq) = 

k + l  formola che é valida per O ~ v r q -  1 ed 1 s a q r  - + 1. 
4 

Sia9no dzlnq ue i n  grado d i  scrivere la espressione d i  L (a ,, a,, a,,. .., aq--,, aq) 

quando tu t t i  gl'indici siano nul l i ,  eccetto i l  1 . O  e l'ultinzo ed u n  3.0 che vulga 1. 
E si deduce da cib che si pub, col nostro metodo, giungere, senx'altvo, 

a i  valori d i  F r  (k, 1),  P l ( k ,  1); 1l1r(k, 21, P l ( k ,  2), anche quwndo sia 
generale k oltrechè m. 

E cib perchè, nella espressione dei prirni due valori compare solo 
L ( k  + 2) = 1 ; ed, in quella dei secopdi due, solo : 

(k - 2 xo + 3) ! 
L ( k - 2 4 - 3 ,  a*)=  9 

-k 1) ! 

(ved. num.i 10 ed 11). 
Annali di M a h a t i c a ,  Serie I I I ,  tom0 IV. 11  
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6. Alle formole del num. precedente aggiuiigiamo ora alcune consi- 
derazioni dirette al calcolo di : 

Suppongasi E dato numericamente. 
I l  sistema di  rette cui corrisponde una determinata L (a,, ai, us , .  .. , 

a k ,  a k + J  contiene almeno due gruppi (staccati) di rette consecutive, se 
quella L è diversa da  zero (ved. una proposizione del num. 2,  oppure la 
nota del num. 5, relativa alla formola del sig. CABTELNUOVO). - h dunque 
sempre possibile far incidere, in un punto P, l'ultima retta di un gruppo (di 
una p l a ,  ad es.) con la 1." di un altro (di uiia j ~ l a ,  ad es.); e ,  dei [k] in 
ricerca, distinguere quelli che verranno a passare per Y, da quelli che se- 
cheranno in punti djstinti le nostre rette, anche nella nuova posizione. - 
I l  numero dei primi [k] si ottiene proiettando da  P, ed è dato da una L 
con k inrlici : il numero dei rimanenti, o è nul10 a priori, per i +j  > k $- 1 
(ved. ancora la  proposizione del num. 2, ovvero, ecc.), O é calcolabile riap- 
plicando il metodo stesso. In ogni caso, come è facile convincersi, si scom- 
pone la primitiva L in una somma di L con k indici. 

Si ha cosi un agevole metodo di riduxione, che pub, anzi, talvolta, es- 
sere reso pih rapido dalle formole del num. 5, applicate al caso di q = 7r: + 1, 
e dalle formole (14j, (15), (16). Della 1." classe di formole notiamo solo la: 

( k + l - U P  indice 
L ( k + l + v ,  0 ,..., 0, 1 (k + 1-1 v ) !  k 2 - v , O, ..., O) = 

(k +,2) ! v ! , (8') 
donde, per v = k ,  si h a  la : 

L e  ahre si ottengono poi con un metodo, che potrebbe, forse, condurre 
alla espressione generale di L ( a , ,  a l ,  a3 ,. . . , uk, 

(*) Tale  ricerca, anche s e  fosse couipleta, potrebbe a qualcuno pare re  inutile, visto 
che, nella ipotesi q = k + 1, il problerna fondamentale è gi& risoluto dalla (4). Si pensi 
perb, che la formola cui essn mira, aiuterebbe (alrneno un po') a scrivere induttivamente 
la espressione di L (cl,, cc,, a, ,... , a,-1, K,) : espressione di visibile importanza, anche 
fuori del nostro problema. 

Analogil ragione di essere trovano le  nostre insistenze (al num. 12) riguardo a l  cal- 
col0 di L (%,, a,, a,). E ci permettiamo di notare come insistenze non dissimili da  queste 
ci dettero l a  (28) e ln (39). 
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di una curva algebrz'ca. 8 3 

Ed ecco in qua1 modo. 
Si noti prima di tutto, Che, dalla: 

a l + 2 a z  + 3 a g + - - - + k a k + ( k +  l ) a k + 1 = 2 ( k +  1), ( 5 ' )  

(cioè dalla (5) , per q = k + 1) , si trae ak+, < 2 ,  ed = 2 solo in 
L (O, O , . .  . , 0, 2) = 1 (ved. formola (11)). Pub dunque ulteriormente sup- 
porsi : 

0 = 1, 0 ak+l -0. 

E sia = 1. Si avrà : 

perchè il gruppo di k + 1 rette conseoutive, al quale si riferisce l'ultimo in- 
dice, individua un [k + 11 di [k + 21 : e, su esso [k + 11, le rimanenti k + 1 
rette (comunque distribuite, purchè esterne), individuano un insieme di punti, 
congiunti dall'unico [k] che soddisfi alle condizioni volute. 

Sia ora U ~ + I  = O, e suppongasi a k  > 0. 
J)eve essere : 

Tale reatrjzione trae di conseguenza le altre: 

a k = 4  solo per k= 1, in L(4, 0)  = 2; 

ak = 3 n = 2, n L (O7 3, O) = 15 (2, 1) = 1 ; 

ed infine a h  = 2 solo nelle due espressioni : 

le quali si compendiano nell'unica : 

nico ora che sta la  : 
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8 4 T n n t u  r r i :  Ricerche sugli spaxi plurisecanti 

Questa eguaglianza è difatti manifestamente vera per k 6 3, avendosi, 
per k = 2, solo la : 

L (4, 1, O) = L (3, O, 1) + L (4, O) = 1 + 2 = 3, 

e, per k = 3, solo le:  

L(5, 0, 1, 0 ) = L ( 4 ,  0, O, 1)+ L ( 4 ,  1, Q ) = 1 + 3 = 4  

L(3 ,  1, 1, O)=L(4,  1, 0 ) = 3  

L (1, 2, 1, O) = L (2, 2, O) = 2. 

Valga ora essa (16) per un certo valore di k ,  maggiore di 3. Dimo- 
streremo che essa sta per il valore successivo. Ed a tale uopo distinguiamo 
due casi. 

1.' caso. 
a, > O. Si ha immediatamente : 

e, per l'ultimo termine, sta la restrixione ak-, + 1 r 4 ,  la quale trae di 
conseguenza le altre : 

ak-, + 1 = 4, solo per k - 1 = 1 

Ma si suppone k > Y ,  onde dovremo porre soltanto + 1 = 1 ,  ed 
ah-1 + 1 = 2. 

E sia akdl $- 1 = 1. Il 2.' niembro della precedente eguaglianza vale 
allora 1 + (a, - 1 + a, + as + . . - + ak-* - 1) , come è voluto dalla (14) e 
dalla (16), che si suppone applicabile. 

Sia poi ak-,  + 1 = 2. Allora la (14) e la (15) dànno, come valore del 
2.' rnembro : 

In  entrambe le ipotesi è dunque vera la (16). 
2.' caso. 

pl = O. G)17indici a,, a3 , .  . ., non saranno tutti riulli, altrimenti si 
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di una curva algebrica. 85 

avrebbe : 
k + 2 se a k  = i ($1 

(k - 1) =(2  - ak) k + a= ' 2 n a k = 2 ;  

ed è subito visto, che,  per k )  3 ,  nessuna di queste due ipotesi pub aver 
luogo, eccetto ne1 cas0 : 

L(O,O,  2, l , O ) = L ( O ,  1 , 2 , 0 ) - 1 .  

Sia dunque a i ( l  < i <  k-  1) il 1.Vegl ' indici  che è diverso da  O. Si 
ha immediatarnente : 

L ( 0 ,  0, 0 ,  ..., 0, O, ai, ai+i,..., ~ k - p ,  UJ~-1, 1, 0 ) s  

=L(O,  O ,  ..., 0, 1, ai -  1, ai+,,..., Uk 9 ,  Uk-, + 1, O)= 

1 + (ai - 1 + ai+, + * . + ak-, - 1 )  se ak-, + 1 = 1 (ved. (14) e (16)) 

= 1 1 + (ai - 1 + ai+, + * ' . + ak-2) se uk-1 + 1 = 2 (ved. (14) e (15)). 

E la (16) è cos] dimostrata in ogni caso. 

7. Assegnati numericamente k e q, si pub, caso per caso, procedere 
alla ricerca di F,"'(k, q )  e di  F y  (k, q) con le sole considerazioni dei nii- 

meri precedenti. , 
Noi perb credimio utile premettere, in questo numero, 10 studio (sem- 

b+l 
k+l+ p +Y 

plicissimo) del problema : u q u ~ n t i  [k ]  (k + 1 + q)-secuno una Co 
k+l+ y -l-fz+l 

od una Cl di k + 1 + k*]? n ; e , ne1 successive nurn. 8,  la [ 2 
ricerca d i  quulche propie tà  della fuazzione Fp" ( k ,  q). 

Dalla equazione (5) del num. 2 si trae : 

ed il segno = sta solo per : 

a , = a 2 = a 3 = . .  . = k t 1  
uq-I = O) nq = - 

4 
+ 1. 

(") Altri valori di a?; hon sono possibili, avendo fatte le ipotesi UR > O  e k > 8. 
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Ne segue che (ved. formola (6)) : 

è sempre nullo, quando non sia: 

a j = g P = a 3 = . . . =  k + 1 
a q - 1 - 0 )  a q = -  + 1. 

¶ 

E quindi : 
k f l  

P ~ O f l + - + ~  ( k ,  * ) = L ( o ,  O )  0 ,..., 0 ,  k + l + l )  - 9 

(ved. formola (11) e formola (6)). 
k+l  

k+l+ 7 +q 

Ossia , una Co k + l + -  "1 ammette un solo [ k ]  
4 

(k + 1 + 2)-secante (*). 

Pensando le k + 1 + - + l + p rette consecutive in cui noi spezziamo 
n 
1 

la curva, il [q, di cui si parla, si appoggia alle rette: 

1 ,  2 ,  ..., q di un 1.' gruppo 
q + 2 ,  . 2 q +  1 n 2.' n 

di un ultimo gruppo. 

(*) Viceversa, è chiaro che una curva di ordine: 

k + l + p  di l i+l+k*],  k + l + -  
Y I 4 

la quale ammette un [k] (k + 1 f q)-secante, è razionale. 
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di una curva algebrira. 8 7 

Aggiungiamo ora una retta appoggiata alla l.a ed all'ultima del si- 
stema che si considera. Avremo rappresentata ima curva ellittica, d'ordine 

k -t 1 + q + 1 ,  di cui un 1.0 [k]  (k f 1 + q)-secante è quello ap- 

poggiato alle rktte corne sopra; un 2.' B quello appoggiato alle rette : 

2 ,  3 1 . . . 1  q + 1 di un 1.' grnppo 

q + 3 ,  q + 4 , - - 7  2 q + 2  n 2." n 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

di  lin ultirno gruppo; un 3." qiiello appoggiato alle rette : 

3 .  4 , .  . q + 2 di un 1.' griippo 

. . . . . . . . . . . . . . .  
e cos1 via. 

Si giungerà ad un (q + l)rno [k] appoggiato alle rette : 

Pd-1, 4 + 2 , - ,  2  q di un 1." gruppo 
2 q + 2 ,  2 q + 3 ,  ..., 3 q + l  n 2.0 n 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
k + 1 + y + p + 1,  1 ,.... p - 1 di un ultirno gruppo. 

Nè si pu6 procedere oltre a considerare i l  [k] appoggiato alle rette: 

q + 2 ,  q + 3 ,  ... d i u n  1.Ogruppo 

perchè si ricadrebbe ne1 1.O [kl. 
Esistono quindi q  + 1 [ k ]  ( k  + 1 4- 9)-secanti una curva etlittica d'or- 

k + l  k + l .  dine k + 1 -+ - + q + 1 appartenente o [k + 1  + 
4 .  
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8 8 l ' an  tu  r r i: Ricerche sugli s p x i  plurisecanti 

Affermiamo pure, ma non sappiamo dimostrarlo, che una c ~ ~ ~ v a  d i  ge- 

nere 2 e d i  ordine k f l + - + l+ q f 2, aprtenente a k f l + 
Q [ Y 

ammette (q  $ 1y [k] (k + 1 + q)-secanti (*). 
Da quanto si è detto si deduce facilrnente (**) che le cuwe wormali d i  . . 

genere O ,  1, 2 ,  di Ic + 1 + - + '1 ammettono ~ispettivamente 1 , q + 1 ,  
4 

(q + lI0 [ k  + q] ( k  + 1 + q)-secanti e passnnti per un [q - 11. Cib si vede 
proiettando d a  questo [q - 11. 

8. Veniamo ora a dare qualche proprieth della funzione F p  (k, q). 
E noto che, se 2 Fm m a  funzione razionale intera di grado i in m, la.: 

10 é di grado i - 1 per 2 da O ad i. E ,  viceversa, se F m  è una funzione 
razionale intera in m, e, se la espressione precedente è di  grado i -  1 in m, 
sarà F m  di grado i in m. 

I n  particolare, per 2 = i ,  si ha che una funxione F m  ?,az.ionale intera 
i 

della m è d i  grado i, solo quando 3, (- 1)"  Fm-" non dipende da m. 
O 

Noi ammetteremo che F?(k, q) sia razionale intera in m (***), e ci serviremo 
del precedente teorema per dimostrare che il suo grado in rfi B i = Ic + 1 + q. 

A S 1  k+l+ 7 +P+P 
(*) Si potrebbe calcolare : F 

In particolare, per le rette quadrisecanti di una curva del10 spazio ordinario si ha 

("*) Ved. SEGRE: Introduzione alla geom. sopra un ente algebrico semplic. infinilo. 
Annali di Vat. pura ed applicata, Serie II, Tomo XXII, 1894. Si  troverà (al num. 66, 
pag. 71 di essa Memoriu) che le CP normali non speciali appartengono ad [m - p l ;  e,  
che, per p = 0, p = 1 non esistono curve speciali. P e r  p = 2, 17unica curva speciale è la 
rettn doppia (ved. niim, 74 e 75, pag. 78 della Memoria stessa). 

y"*) Cib si pub, ahneno in parte, giustificare, pensando la curva spezzata in tutte 
rette, e tenendo presente quanto si  disse al num. 1. Affermiamo poi, senza saper10 dimo- 

i i - 1  
strare, che F," (k, y) è funzione razionale infern in p,  di g~.aclo :, od - , secondoclié i - 2 
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9 O T a n t  u Y r  i; Ricerche sugli spaxi plurisecunti 

Si conclude dunque che Fp (k, q )  è di grado i i n  m. 
9. Al procedimento del num. 8 si riattacca la seguente osservazione. 

Sulla forma d'ordine L (k + 1 + q ,  0 ,  0, .  .., 0 ,  O), luogo dei [k] ap- 

poggiati a k + q rette generiche di , ognuna delle diret- 
P 

trici. è multipla secondo : 

L ( k + l + q ,  0, 0 ,..., 0 ,  O j - L ( k - 1 + q ,  1, 0 ,..., 0 ,  O), 

come si vede subito secando essa varietà con una retta appogginta ad una 
delle direttrici stesse. 

Si  ha auindi : 
1 

.rzu~îzero dei [Ic] d i  k + 1 + - + '1 i quali s i  appoipoggiano ad m a  CP-h - "  
4 

ed a k sue zcnisecanti genwiche = 

L'ultimo membro di questa eguaglianza è noto, in virtù della formola (8): 
pub quindi ritenersi noto Fp" (k, y), noti che siano F;*l (k, q), (k, q),..,, 
FF-"q(lc, q). S i p u b ,  cioè, dati k e q ,  giungel-e alla espressione genel-ale 
di  F; (k, q )  quando si è risolto i2 p~obïemu fondumentale per k + q cuwe 
di  gegzere p, i cui ordini sialzo numeri consecutivi. 

Se si ha, in particolare, p = 0, è evidentemente : 
Ic+l 

k+q+ 7 
li'y ( k ,  q) = F p  (k, q)  =. . . , F,, (4 2)  = O, 

ki- 1 
k+l+g+ n 

ed inoltre F, (k ,  q)  = 1 (ved. num. 7). È lecito, quindi, caleolave 

F r ( k ,  q ) ,  quando è - ( k + 1 ) $ . 1 2 1 ; + q ,  ossia 

k+ i+ 1 i k ,  O ,  che è 10 stesso, puando lu dimensione k + 1 + - 
4 

' ' del10 
9 - 

spaxio ambiente è 5 2 k. 
13 percib si pub, senz'altro, calcolare F r  (k, q )  per q = l e k qualun- 

que; per 2 - 2  e k = 1 ,  O k = 3 ;  per q - 3 e  k = 2 .  
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Perb 'noi non fareino grande uso della (17). La quale, essendo il secondo 
membro indipendente da p, si presta assai bene a verificare i risultati otte- 
nuti per altre vie (ved. ad es. a1 num. 11 la nota relativa ad una formola 
del sjg. DERUYTS). 

Chiuderemo questo numero accennando corne alla differenza : 

si possa dare un altro significato geometïico. El per l'appunto, se è :  
A:-' (lc, y) I'ordine della forma luogo dei [ I f ]  ( k  + 2)-secanti una C r  ', 
B;-'(k, q) la moltiplicità della curva sopra di essa, 

si ha : 
F r  (k, q )  - Fr-' (k, y) = Am-' p @, 21 - B;;-' (4 9.1, (18) 

perché entrambi i membri dànno il numero dei [ k ]  (k f q)-secanti di unn. Cr-' 

ed appoggiati ad una unisecante sernpre in [k + 1 + -1 . 
P 

Della (18) si farà frequente uso in seguito. 

SI TRATTANO ALCUNI CAS1 DEL PROBLEM.4 POSDA~IENTATJE. 

10. CASO D I  = 1. 
Il numero F," (k ,  1) dei [k]  (k :  $ 2)-secanti una Cpi di [2 ( k  + l j ]  è 

dato dalla (3) (ved. nurn. 1). Al calcolo effettivo si giunge (") pensarido che 

( F; (k ,  1 - , "  (1, 1) j gli [ k ]  di [2 (1; + ])Il  ( F ,  1 - F ( 1  - 1 j 
i quali (k $ 1)-secano una : 

( Cr-' ) 

i C;;L:l ) ' 
e si appoggiano ad una: 

j unisecante ) 

(ved. num. 8), sono : 
( F y ( k 4 ,  1 ) )  

( F"(k-1, 1) 1 '  
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9 2 Ta rz t u  v r i : Ricerc he sugli s p x i  plurisecanti 

corne si vede proiettando dalla: 

( unisecante (") 

( corda ) 

Del resto, pub aversi iminediatamente : 

questo essendo l'unico polinomio di grado i = 3; $ 2 in m, il quale si annulli 
per m =  k + 1, nz=k $ 2 ,..., m=2(7c 4- I), e che, per vz= 2 ( k  + 1) + 1 
dia 1 (ved. num. 9). 

Allo stesso risultato pub giungersi pure considerando la varietà a 2 k + 3 
dimensioni (od II / !2k+3)  luogo degli m"2 [k  + 11 (L + 2)-secanti la C f  di [ml. 
La Mk+, sua intersezione con 10 [m - k - 21 individuato da nt - k. - 1 

punti generici della curva, consta solo degli l) [k + 11 congiun- 

genti a k + 2 a k f 2 i punti scelti: difatti, se vi fosse eventualmente un 
ulteriore puiito P di intersezione, Io [m - IL - 21, di cui sopra, giacereblne in 
un iperpiano ([M - 11 O forma lineare) col [k + 11 uscente da P e 
(L + 2)-secante la CF; e I'iperpiano cos1 ottenuto avrebbe 7n $ 1 punti a 
comune con una curva d70rdine m. 

Ne segue clie è (m l) l'ordine (**) della nd,a+3 sopra detta: ossia 

tanti sono i [k + 11 ( k  +~2)-aeoanti della C r  appoggiati ad un generico 
[m-2k:-31. 

_ I  . 

( t )  2 FFI (F,, 1 )  = Fi+2 ( IL ,  1) = . . . = P;(&+i) (k, 1) = O, Fz(k+i)f 1 (k, 1) - 1 (vedi 
nuui. Y), Fi("f')+2 = Ji + 3, ecc. Inoltre F:+3 (W, 1) = ( k ,  1) =. . . = E':(k+i)+i (k ,  1)  = 0, 
F P , ( " + + ~  (Ji, . l )  = 2 (ved. num. y), ecc. E d  Fik+4 (k, 1) = 0, Fe"= (k, 1) = 4, ecc. 

P e r  p = 2, e per  i valori successivi di p, si pu0 calcolare Pp (k, 1) solo se 6 
m k p  + 2 (k + 1). Nei casi che si tratteranno in seguito avrebbero luogo restrizioni ana- 
loglie, ma di esse non ci occuperemo mai. Cosi, nei diversi problemi, non si t e r r j  mai 
conto dei valori di m, i quali rendono negative le  corrispondenti espressioni di F; (k, y). 

(%") Si suppone m% 2 h + 3. P e r  m = 2 k $ 3, ordine della M274-3 è il nurnero dei 
+ 11 generatori us'centi da un punto generico del10 spazio ambiente [ml. 

Avvertiamo che il ragionamento qui adoperato trovasi (ma per  altro scopo) giA ne1 
CASTELNUOYO. Ved. Studio della involuzione genernle sutle curve razionali mediante la loro 
cto-va normale. Atti Istit. Veneto (6),  4, pag. 1167-1200, 1886. 
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Proiettando da  questo in un [2 (k + l)], si ha :  

Osserviamo di passaggio che dei primi due termini della (3) ci i.. rioto 
i l  significato aritmetico. Si ha difatti (ved. num. 2 ;  e le formole (6 ) ,  

(71, (1 1)) : 

nt - k - 1 ( k ,  1) = L ( k  + 2) V t ( k  + 2) = 1 x (  
k + 3  

11. CASO DI Q =2.  

Quanti [ ic] (k + 3)-secano utia Cp" di 

Per p = O si ha (ved. num. 2) : 

la somma essendo estesa a tutte le possibili soluzioni intere, positive o nulle 
della : 

U , + 2 a 2 = k + 3 .  

È dunque : 

(ved. formole (12) e (6)). 
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d i  una  czarva algebrica. 9 5 

Si pub anche scrivere : 

Procedendo, per p = 1, corne per p - O, si ottiene : 

7c-1 - 
2 

= F r  ( k ,  2) - z, 
O (" t ') (O) 

( )  In particolare, i (31 6-;ecanti una C r  di [ij] sono F r  (3, 2) = (m '>) + 
+ 3 ('n 3, + (m y 4). Credo ùungue inesntta uns proposizione enuiiciala du1 sig. Dsnurrs  

(Sur ln dt.termi~zntion cles éléments neutres ecc. Bulletin Acad. roy. de Belgique (3) (3G), 1808) 
le quale é equivnlente (ved. num. 15 di questa mis Meinorin) all'altra: m a  C r  cri [i(i + l ) ]  

m - z  nz - ninmelle (i (i + l)) [i' - 11 i (i + 1)-seeniiti. Si aureùbe allora F r  (3, 2) = ( 1, il cho 
G 

non sta, anche yercliè la: 

(3, 2 ) + 1 0 E ' ~ 4 ( 3 ,  2 ) - 1 0 F 7 - 3 ( 3 , 2 ) +  FII' (3, 2) - 5 

+ 5 FI; -4  (3, 2) - Fr-5 (3, 2, - 5 (112 -- 8) 

jved. formola (17)) non sarel~lie soddisfatts. 
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Alla espressione di Fr  pub pure giungersi facendo uso della: 

F r  (k, 2) = 2 FYYYil (k ,  2 )  - F,m_i2 (k ,  2 )  + Fr:: ( k  - 2, 2), (21) 

la quale ne a.bilita a d  esaurire (almeno potenxialmente) il caso cli q = 2. 
Essa formola si dimostra spezzando la CF data in una CZ2 ed in due 

unisecrtnti incidenti. Allorn' i [k] (k + 3)-secanti la Cp cos1 spezzatn : 
O sono gli 17,"_i3 (k ,  2) [Ic]  (le+ 3)-,secanti la curva C';y2; 

j AY';' (k ,  2) - By;' ( k ,  2) = Fpzl ( k ,  2 )  - F" (k ,  2) 

n n 

[I;] jk + 2)-secanti questa curva ed inoltre appoggiati [ ad ma 1 delle uni- 
all'altra 

secanti ; 
O sono i [le] ( k  + 1)-secanti la CfP_i2 ed appoggiati ad entrambe le 

unisecanti. E questi' [k] sono F Z 4  ( k  - 2, 2), corne si vede proiettando da1 
piano delle due unisecanti. 

La (21) è cos1 djmostrata (per k - 1 ,  ved. l'osservaz. che segue). Con 
essn si ottiene subito : 

i [3] 6-secanti di una Cr di [6] sono: 

i [5] 8-secaiiti di una Gp" di [9] sono : 

i [y]  10-secanti di  una CF di 1121 sono : 
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Osservaaiotze. Il numero delle rette quadrisecanti di unst Cr  di [3] è 
dato d a :  

come si ottiene con la (4) (ved. num. 3) O con la formola: 

Questa ultima formola è la (21); per k  = 1 ;  e si legge (" a ') al po- 

sto di F;i4 ( k  - 2 ,  2) perchè 2 4, sono le rette bisecanti d i  una CI-" 

appoggiate a due unisecanti incidenti. ( ~ i b  si vede secando la curra  col pinno 
delle due unisecanti.) 

' I l  CAYLEY (*), 10 ZEUTHEN (**), e pih recentemente il BERZOLARI (***), con 
metodi diversi, giunsero, per vie non troppo semplici, alla espressione di 
F r  (1, 2).  Noi qui calcoleremo esso numero, sopratutto per osservare che 
una retta per un punto doppio di una curva non è quivi considerabile come 
bisecante (****); ed inoltre che, in ricerche analoglie alla nostra, è utile con- 
~iderare  eqÙivalenti una CF ed uiia CE, con un punto doppio (ved. la 1.. 
nota del num. 13). 

(*) On skew surfaces, otlaerwise scrolls. Philosopliical Transaction, vol. 153. 
(*" Sur les singularités ordinaires dune  courbe gauclre et CE' tcne surface dévelop- 

pahle. Annali di Natem. p. ed a. Ser ie  II, Tomo I I I ,  1869. 
(""1 Sulle secanti multiple di una c. d g .  in S3 et1 in S,. Rend. Palermo, t. 0, 1895. 

Ved. anche a pag. 27 del tomo 1 . O  (1885) d i  essi Rerztliconti. 
(****) Ved. GRISER, Ueber die dreifachen Secante~z, etc. Collect. 1Iatli. in mem. Il. CHE- 

LINI, 1881. 
Annali di Malematz'ca, Ser ie  I I I ,  tom0 IV. 13 
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9 8 Ta  ta t u Y r i :  Ricerche sugli spaxi plurisecanti 

Cib posto, spezziamo la C," di [3] in una conica ed in m - 2 rette uni- 
secanti, a due a due sghembc. L e  quadrisecanti della CF cos1 spezzata O si 
appoggistno a 4, od a 3  unisecanti; ed è quindi : 

(m 4 2) + (ni O Fr(1, 2 ) = 2  

Si pensi ora ad una CF la quale si deformi sino a trasformarsi in una 

C r  con un punto doppio P. Non saranno quadrisec~nti della Cy le 

rette uscenti da  P ed ulteriormente bisecanti la cuiva, e quindi : 

Se si tratta poi di una Gy' la si deformi sino ad ottenere una Cr con p 
punti doppi. Sarh:  

essendosi aggiunto perchè, altrimenti, le congiungeriti due punti doppi (2  
si tolgono due volte da1 numero primitive delle quadrisecanti. 

12. CASO DI q = 3. 

quanti [k]  (k  + 4)-secalto una Cr ? 

Si ha, rispettivamente per p = O e per p = 1 : 

(ved. nurn. 2), le somme essendo estese a tutte le possibili solutioni intere, 
positive O huile della : 

a, $- 2 a2 + 3 a , = k  f 4. 

Ora si osservi che l'espressione generale di L (a.,, a,, a,) ci è ignota : 
ptreino d u q u e  giuîzgere al valore d i  Pr ( k ,  3 )  e di Ff" (k ,  3) solo quando 
k è assegnato numericamente (ved. num. 5). . 

Per  facilitare il lavoro di chi vu01 risolvere molti casi particolari da- 
remo qui l'espressione di : 

L ( X m + 4 - Z a , ,  o p ,  O), 
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per i primi valori di a , .  Leggendo, nelle formole che si otterranno, k - 3 y3 
al posto di k, si avrarino le corrispondenti espressioni di : 

L ( k + 4 - 2 a 2 - B a , ,  a,, z3): 

e cib in virtù di una osservazione generale fatta al num. 5.  
Intanto, le formole (9) ed (8) dello stesso num. 5 dànno subito : 

donde : 

o., = O) L ( k  - 3 a ,  + 4, 0, a3) = 

Per a, = 2, 3, 4,. .., pongasi col prof. PIERI (*) : 

e si eseguano i prodotti rr2, a3, x4,  ..., dai quali è rispcttivamente prescritto 
ad un [k] di secare, lungo rette, due, tre, quattro, ... piani dati a piacere 
in [gf.] . 

(%) Ved. Sul probletm degli s p c i  seca)~ti. Reiidiconti Istit. Lombardo. Serie  Ii, Vo- 
lume ?S.'', ls% (Nota 3."). S i  troveranno quivi le  espressioni di xZ e di xs. 

P e r  quanto ha attinenza al problems degli spazi secaiiti il prof. sis. AI. PII:BI lui 

prestb sempre il suo aiuto. 
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1  O0 l ' a  n  t u  Y 1. i: Ricerche szcgli spuzi pturî'secantz' 

Sarh : 

r 2 = ( l ,  2,  3, 4,  n - k +  4, n - k +  5 ,..., n)+ 

f (0, 2, 3, 5, 12-k.4-4, rz.-k+5 ,..., f i ) +  

+ (O ,  1, 4, 5,  n - k + 4 ,  n - k + 5  ,..., n ) ;  

x ~ = : ( I , ~ ,  3 , 4 , 5 , 6 , n - k - j - 6 , n - k + 7  ,..., f i ) +  

+ 2 ( 0 ,  2, 3, 4, 5, 7 ,  12-k+6, 12-k+7 ,..., ? i ) +  

+ 3 ( 0 ,  1, 3, 4, 6 ,  7 ,  n - k + 6 ,  n - k + ?  ,..., n)+ 

+ ( O ,  1;3, 4, 5 ,  8 ,  n - k $ 6 ,  n - k + 7  ,..., n ) +  

+ 2 ( 0 ,  1 ,  2, 4,  6 ,  8, n -k :+6 ,  n - k + 7  ,..., n ) +  

+(O, 1 ,  2, 5,  6 ,  7 ,  n - k + 6 ,  n - k 4 - 7  ,..., n)+ 

+ ( O ,  1, 2, 3, 7 ,  8, n - k + 6 ,  n - k + 7  ,..., n ) ;  

d = ( l ,  2, 3, 4, 5,  6 ,  7 ,  8 ,  n - k + 8 ,  r . - k + 9  ,..., n ) +  . 
+3(0 ,  2, 3, 4,  5, 6 ,  7 ,  9, n - k + 8 ,  t z - k $ 9  ,..., 12)+ 

+ 6 ( 0 ,  1, 3, 4, 5, 6,  8, 9, n - k + 8 ,  f i - k + 9  ,..., n)+  

+ 3 ( 0 ,  1, 3, 4, 5 ,  6 ,  7 ,  10, n - k + 8 ,  n-k:+9 ,..., n)+ 

+3(0 ,  1 ,  2, 3, 6, 7 ,  8, 9, n - k + 8 ,  f i -k+9, . . . ,  f i ) +  

+ 6 ( 0 ,  1, 2, 4, 5, 7 ,  8, 9, 12-k-f-8, 12-k+9 ,... , r t ) +  

+8(0, 1, 2, 4, 5, 6 ,  8, 10, 92-k+8, n - k + 9  ,..., t z ) +  

+7(0 ,  1, 2, 3, 5, 7 ,  8, 10, ta-k+8,  ta-k+9,.'.., n ) +  

+ 6 ( 0 ,  1 ,  2 ,  3, 5,  6, 9, 10, a - k + 8 ,  n - k + 9  ,..., ~ z j +  

+(O, 1, 2,  4, 5, 6 ,  7 ,  11, n - k + 8 ,  n-k-J-9, ..., 12)+ 

+3(0 ,  1 ,  2,  3, 5, 6, 8, 11, n - k + 8 ,  n - k + 9  ,..., n)+  

+3(07  1, 2, 3, 4, 7 ,  9, 10, n - k + 8 ,  n - k $ 9  ,..., PZ)+ 
+2(0,  1 ,  2, 3, 4, 7 ,  8, 11, n-k+8, n - k + 9  ,..., ? z ) +  

+ 3 ( 0 ,  1, 2, 3, 4, 6,  9, 11, n - k + 8 ,  ~ 1 - k + 9  ,..., n)+  

+ ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 1 0 ,  11, n - k + 8 ,  n - k t 9  ,..., n ) ;  ..., 
le quali suppongono rispettivamente k > 3, k > 5, k > 8,. . . Per valori di 1; 
ininori di questi lirniti si hanno facilmente le espressioni di ?, 7r3, 7r4,... fa- 
cendo uso delle formole (7,) e (yj) della stessa Nota 3.a del sig. PIERI. Ed 
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d i  una curva ulgebrica. 101 

applicando (*) la forniola del sig. CASTELNUOVO (citata al num. 5 di questo 
iiostro lavoro) ai diversi terniini di n', n3, n4, ... si ha : 

donde : 

I I ,  = 3) L ( k  - 3 a, - 2, 3, a,) = \ 

Premesse queste formole, darerno, per q = 3, qualche esempio del pïo- 
cedimento da seguirsi per il calcolo di 3'; (k, q) e di F;"lc, q ) ,  quando E 
e q  siano assegnati numericainente. Qualunque sia q, il nodo della questione 
sta nella ricerca di tutti i valori della espressione di : 

L ( a , ,  a,, a3, . ) aq-1, q), 
valori che vanno cercati con le formole del sig. PIERI. 

Esempio 1. 
Sia k = 2. Quanti piani 6-secuno utta Ct od unu C'y d i  u~to sycczio a 

4 dimensioni ? 

(*) Tenendo conto della osservaaione fatta, i n  nota, al num. 5, il lavoro non e cosi 
lungo corne sembrerebbe. 
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102 Ta j z  t zc r r i :  Ricwche sugli spaîi plurisecanti 

Si ha: 

L (6,0, 0) = 5 (ved. (9") in questo L (O, 0, 2) = 1 (vi!d. (9")) 

L (4,1,0)= 3 ( (8") n 

L (2, 2,O) = 2 ( (22) n 1 
L (0, 3,O) = 1 ( 71 (23) n 1 

e q i n d i ,  per le formole (6) e (7) (ved. num. (3) e 4): 

(*) 1 numeri di tutto questo quadro si calcolsno imtnediatamente con le considera- 
zioni del num. 6. Cosi L (6, 0, 0) = 5 per la (0') ; L (4, 1, 0, = 3 p s r  l a  (15; ; L (2, 2, 0) = 2 
per  la (16); L (0, 3, 0) = L (2, 1) = 1, coirie si è visto espressamente ; L (3, 0, 1 )  = 
L (1, 1, 1) = L (O, 0, 3) = 1,  perche, per  q = k + 1, B L (O, O, 0 ,..., 0, 2)  = 1 ed 
L (xl, a2, as,-., u k ,  1)  = 1. 

("8) La formola (6) da : 

(y5) 
I 

(O, O, O) = 

VU8 (4, 1, O) = (;) (y5) 
( 4 )  (y a) J'y (2, 2, O) .= 

(y5) VOM (O) 3, O) = 

v,m ~ 3 ,  O, 1) = ( t )  ("y5)  
~ y p , l , l ) = ( ~ ) ( ~ ) ( " ; ~ )  

e la  formoln (7) d i  : 

1 V:(F,O,O)= 
712 1iL - 7 ' 
O (  5 i 

i v: (-1, 1,  O) = ( ; 1 ; (9% 7, 

VV: (2, 2, O) = 
4 ?n jrn-7 1 
(211, 3 1 

v : (0 ,3 ,0 )=  
112 9iL - d 2 7 )  

~ : ( 3 ,  O, 1 ) =  (: \?  ()77) 
v : ( l , l , l ) =  (;) ( y )  + (2)~; 

\ v: (O, O, 2) = 
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- 
m(" ;  4))(";5)(ni; ?) 

Esempio I I .  
Sia k = 5. Quanti spazi a 5 dimenstoni 9-secano m a  Cr ad zrua Ci' cli 

uno spazio ad 8 dimensioni? 
Si ha:  

L @,O,  0) - 42 (ved. (9") in questo num.) 

L ( 7 , 1 , 0 ) = 2 1 (  n (8") n ) 

' ( , , O )  1 ( n (22) n ) 

I ,(3,3,0)= 6( 31 (23) n 1 
L ( 1 , 4 , 0 ) =  3 (  n (24) n 1 

L (4, 1 , l )  = 3 
(vedi 

Esem. 1) (*) 
L (O, 3, 1) = 1 

donde, per le solite formole (6) e (7) si ha : 

F, ,"(5 ,  3 ) = 4 2  

(**) (ved. nota a 
prig. mg.) 

F:)" (5 ,  3) = 42 - 
9 

4--6 (3); (" 6 Io) + 3 (!)~(1" 4 Io) + 5 (:)gr 6 Io) + 

(*) Ad es. L (O, 0, 1) 3 L (6, 0, O ) ,  corne si vede proiettando da1 [3] individunto dnlln 
terna cui si riferisce l'indice 1. 
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104 T a n  t z l  r 7.2': Ricerche sugli spazi plurisecanti 

= F r ( 5 ,  3)- [("y4) )8("y6) + 10(m y 6 )  + 2 ( y  7)] = 

= [ ~ ; 9 2 ) + 1 c ~ - ~  9 ++o(~;*) +  IO("";^)+ ri6)]- 
-[y ;4) + 8  ( ("75) +  IO(^;^) + 2(">; ')]= 

- 
w (n 3 ') (nt 3 B, i'" g 1°) 

- 

Esenîpz'o I I I ,  IV e V. 
(8) (3 G 

Sia Ic = 8. In uno spnzlo a 12 dimensioni quanti spaxz' ad 8 dinzensioni 
12-secano urza czwua razionale od ellittica di ordine m ?  

e ln (7) dà: 
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d i  w a  curva algebrica. 105 

Sia k = Il. In uno spasia 16 volte esteso quanti spazi ad 11 dérnen- 
sh& 15-secaxo m a  curva razionale od ellittica d i  ordine m? 

Sia le- 14, In, uno spazio 20 volte esteso qzcanti spaxi a 14 dirnerr- 
shni 18-secatao una curw raxionale od eilittica di  ordine na 2 

Per quantu si è detto al num. 2, si ha, corne risposta, 

2 ( ~ i ,  a* ) 4 Vr ("i 9 ae , 4, 
per curve rnzionali, e : 

ZL (ut1 aJ V i  (a! 1 a,, "a), 

per curve ellittiche; le somme essendo entramhe estese n tutte le possibjli 
soluzioni intere, positive o nulle della : 

a ,  4- 2 o., + 3 a 3  = 12, ne1 caso di k=: 8, 
a, 3- 2 ae + 3 a2 15, n = 11, 

a, 3- 2 g.., -f 3 a, = 18, n 7C -==: 14. 

ed F r  (8, 3 )  si ottiene da questa espressione leggendo, da per tutto, al posto 
di V r ,  TT. 

Annal2 di Matematica, Seris III, torno IV. 14 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 T a n  tur  r i: Ricerche sugli spaxi plurisecadi 

ed FI: (11, 3) si ottiene, di qui, al solito modo. - Infine, per k =  14, si ha :  

+ L (3, O, 4) V'," (P, O, 4) + 
+ L (1,1,4) ( 1 , 4 4 1  + 

-- 

+ L (O, 0, 5) Pt (O, O, 5)) 
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di una curva algebrieu. 107 

ed F i  (14, 3) si ottiene, di qui, al  solito modo. 
Per il calcolo effettivo delle espressioni precedenti sono necessari i se- 

guenti valori : 

L(18,0,0) = 612612 (ved. (9")  - in questo num.) 

L(16,1,0) = 36036 ( n (8") - n 1 
L(14,2,0) = 15015 ( n (22) - n ) 

L(12,3,0) = 6336 ( n ( 2 3 )  - n ) 

L(10,4,0) = 2709 ( n (24) - n 1 
L( 8,5,0) = 1173 (si calcoli a5 per k=14, etc.) 

1-( 6,6,0) = 513 ( n r6 n ) 

L( 4,7,0) = 225 ( n a7 n ) 

L( 2,8,0) = 98 ( 9 n8 n 1 
L ( 0 , 9 , 0 ) =  4 2 (  7r9 n 1 

L(15,0,1) = L(15,0,0) = 6006 (ved. (9") - in questo mm.) 

L(13,1,1) = L(13,1,0) = 2574 ( n (8"),- n ) 

L(11,2,1)=L(11,2,0)=1122( n (22)- n ) 

L( 9,3,1) = L( 9,3,0) = 498 ( n (23) - n 1 
L( 7,4,1) = L( 7 ,4 ,0 )  = 225 ( s (24) - n ) 

L( 5,5,1) = L( 5,5,0) = 103 (si calcoli 7r5 per k=l 1,ecc.) 

L( 3,6,1) = L( 3,6,0) = 47 ( n a6 n 1 
L( 1,7,1) = L( 1,7,0) = 21 ( n 7r7 n ) 
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108 T a n  t w r r i: Ricemhe szsgli spaxé plurisecanti 

L (12,0,2) = L (12,0,1) = L (12,0,0) = 462 (ved.(gU) - inquesto num.) 

L (10,1,2) = L (10, 1 , l )  = L (10,1,0) = 210 ( '  n (8") - 71 1 
L ( 8, 2,2) = L ( 8,2 ,1)  = L ( 8,2,0) = 98 ( a (22) - fi ) 

id( 6 , 3 , 2 ) = L (  6 , 3 , 1 ) =  L (  6,3 ,0)= 4 7 (  n (23)- n 1 
Id(  4 , 4 , 2 ) = L ( 4 , 4 , l j = L ( 4 , 4 , 0 ) =  2 3 (  n (24) -  n > ,  

L (  2, 5,2)= L (  2,5 ,  1) = L (  2, 5 , 0 ) =  11 (sicalcoli?r5per k =  8,ecc.) 

L ( O , 6 , 2 ) = L ( O , 6 , l ) = L ( O , 6 , 0 ) =  5 (  n r6 n ) 

L(O,O,6)=L(O,O,5)=L(O,0,4)=L(O,O,3)=1./ I 

Tenendo conto delle formole (6) e (7) si ha, dopo alcune riduzioni : 
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m - 1 5  m-16 'm- 

E': (14, 3) = ( 6 i( 6 l (  617j, 

Dagli esempi precedenti ricaviamo, per indzcxione: 

ed: 

F" (k, 3) = - -. (26) 

13. Csso DI p =: k $ 1. 
Il problema (corrispondente a questo caso) di trovare quanti [k] 

2 (k + 1)-sechino una C," di [k f 21 è risoluto dalla (4) del num. 1. Il si- 
gnor CASTELNUOVO, per dare la (4), ammette nota la espressione di Fr (le, k + 1), 

(*) Vedi il num. 16. Per il caso di p qualunque ved. una parziale ricerca al num. 4 
(Capitolo II). 
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110 T a n  t u  r r i : Ricerche sugli spaxi plzcrisecanti 

e calcola poi quella di F r ( k ,  k + 1) con un ragionamento, che, in sostanza, 
è il seguente : 

Il numero FY-, (k, k + 1) dei [k] 2 ( k  + 1)-secanti una C E ,  spezzata 
in una Cr-;' ed in una unisecante v pub calcolarsi appoggiando ulterior- 
mente v,  alla curva, in un punto P. E gli spazi riohiesti sono allora: 

O gli F," (k, k + 1 )  [ k ]  2 (k + 1)-secanti la C," ottenuta ; 
O gli FpPy2 (k - 1, k) [Ji-] 2 k-secanti la C Z 1  e passanti per P. Che 

questi ultimi [k] siano proprio F S 2  ( k  - 1 ,  k )  è subito visto, proiettando 
da P. 

Si ha dunque : 

F," (k, k + 1) = Pr-, (k, k + 1) - fi7P!;2 (k - 1, k ) .  

Il problema è dunque ridotto al calcolo di Fr (k, k + 1) (*). 
Fissiamo percib due punti generici O ed O' di [k $- 21, e stabiliamo su 

una Cr-' una corrispondenza nella quale siaiio ornologhi due punti M ed M' 
quando è verificata la condizione che segue: 

esiste zcn [k ]  ( 2  k + 1)-secante la C7-1, e tale che i [k -+ 11 proiet- 
tanti da O e da O' esso [A:]  hanno rispettivamente M ed M' tra le dteriori 
intersexioni con la curva. 

Cercliiamo gl'indici di una tale corrispondenza. 
Se M è un punto generico della curva, alla retta O M si appoggiano 

(ved. num. 9) : 
AT-' (k, k + l j  - Br-' (k, k -t- l), 

[IL]  (2 k + 1)-secanti la C r -  l. Se è 2 uno qualunque di essi, l'iperpiano 0' Z 
taglia la Cr-' in m - 2 k: - 2 punti, esterni a 2, i quali tutti sono conside- 
rabili corne punti M'. 

Gl'indici della corrispondenza sono dunque eguali entrambi ad :  

(m - 2 k - 2)  1 Ar-l (k, k + 1) - BrA1(k ,  k 4- 1) 1. 
Contiamo ora le coincidenze. 
Ognuno degli A," - l  (k, k + 1) [k] (2 k: + 1)-secanti la Cr-' ed appog- 

giati alla retta O O' dà m - 2 k - 2 coincidenze. E ne dà 2 (k + 1) ognuno 
degli Fr-' (k, k + 1 )  [ k ]  2 ( k  + 1)-secanti. Né se ne hanno altre. 

(*) Da me pregato, il signor CASTELNUOVO mi invib gentilmente un metodo che po- 
trebbe forse dare la  espressione di F r  (k, k i 1). Mi fece inoltre pervenire un mano- 
scritto, relativo a queste ricerche, da1 quale ho tratto, ad es., la idea della equicalenza 
tra una C p  ed una Cmi con un punto doppio (ved. num. 11). 
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È dunque : 

2 (m - 2 k- 2) 1 A?-' (k, k + 1) - Bt-l ( k ,  k -$- 1) = 

= (m - 2 k - 2) A?-' ( I c ,  k + 1) + 2 ( k  + 1) Fr-' ( k ,  1; f 1). 

Ma, proiettando da un punto della curva, si ha subito : 

Br-l (k ,  Ic + 1) = Fr-2  (k - 1, Ic) ; 

ed inoltre la (18) del num. 9 dà : 

' Sostituendo e riducendo si ha infine : 

m 
FY(k, k+l)= m - 2 k - 2  Fr-' (k ,  Ic + 1) + E'r-"(Ic - 1, X.). (2 7) 

Questa formola ne permette di calcolare Fr (k, le + 1). Aggiungiamo 
solo che essa, per k = 1, fu data da1 prof. SEQRE, i n  un suo corso sulle 
Curve algebriche dei vari spazi (Anno scolastico 98-99): fu data peïb sotto 
forma diversa, in modo che, per calcolare il numero Fr (1, 2) delle rette 
quadrisecanti di una curva razionale d'ordine m del nostro spazio si dovette 
premettere il calcolo dell'ordine A," (1, 2) della rigata delle trisecanti di essa 
ciirva, e quel10 della moltiplicitlt B'," (1, 2) della curva sulla rigata stessa (*). 

LE E8PRESSIONI D I  (k, q )  E DI (k, q). 

14. Le formole seguenti si sanno dimostrare solo nei pochi casi visti 
finora, e furono da noi scritte per induxio9ze. Esse sono perb verificabili 

quando k e p siano assegnsti numericarnente, e del resto qunlunque (L in- 

+ ' intero). tero, positivo O nullo; 1 r q E k + 1 ; - 
9 

('5) Chi ben osservi la  Memoria del sig. CASTELNUOVO citata al num. 1, vedrà,  che,  
in fondo, si  determina in altro modo F," (k, h 4- l), come applicazione d i  una formoln clle 
dà il nutnero dei gruppi comuni a due serie linenri sopra un ente alyebrico. Essa forn~oln 
si suppone perb gia nota (quale l'aveva data il sig. LE PAIGE) per curve razionali (Vedi 
Bulletin Acad. roy. de Belgique, 3.a serie, t. XI). 
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112 Ta n t zl r r i : Ricerche sugli spuzi plurisecanti 

Si ha : 
numero dei [k] (k f 1 + 9)-secanti di una curva razionale d'ordine In 

m-k-1 m-k-2 

= E':: (k, q) = 
( - ) (  k ( n-k 

+ 1 ove n sta per k + 1 + - 
!l 

; 
numero dei [k ]  ( k  f 1 + qj-secanti di una curva ellittica d'ordine m 

k + 1 ove n sta pure per k + 1 f - . 
Q 

La (28) pub anche scriveisi cos1 : 

k + l  ove, al solito, n sta per k + 1 + -, 
P 

Confrontando la (28) con la (30) si pub dedurre: 
k + 1  Posto vz = k + 1 -/- - 2 è :  

a 
1 

Fg (k, q )  = Fy-n+kf q ( q  - 1) (a - k) - 1, n - 

(*) Parecchio tempo dopo che io ero, da me, pervenuto alla (28), il prof. SEGRE mi 
avverti come ne1 libro di F. MEYER, Apolarit6t und rationale Curven (Tübingén, 1883, 
ved. pag. 363) fosse enunciato per induzione il seguente teorema: 

In Id = (h  + 1) (k  - l)] una C t  ammette : 

(v+k-1) (v+k-2) . .  . v  (v fk-2)  ( v f k - 3 ) .  .. (v-1) ( v f k - h ) .  . . (v-h+l) 
3 . 3  ...( k+l)  . . . 

1 . 2  ... k h . .  . (k+h-1) 

[d - k ]  h k-secanti-(v sta per n - d). Esso teorema equivale alla &8). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  una  curva algebrira. 113 

gssia : 
i [Ic ]  ( A  + 1 + q)-secanti d i  una.C,"" i n  [n] sono quanti i [(q - 1) x 

x (n - k )  - 11 ( k  + 1 + 9)-secanti d i  una  Cr-74+"+q in  [ (q  - 1) (n - k - l)]. 
Questa afferrnazione è una tautologia solo per q = n - k. 

15. Le formole (28) e (29) possono anche essere interpetrate in altro 
modo. 

Dato un ente algebrico, semplicernente infinito di genere p, e, su esso, 
iina serie lineare di ordine rn e di dimensione n (la quale serie si suppone 
priva di punti fissi e non composta mediante una involuzione), è sempre pos- 
sihile riferirlo birazionalmente ad una CP di [n] ,  su cui la serie corrispori- 
dente alla data B secata dagli iperpiani dello spazio. 

Gruppi  neutri di k -t 1 + q punti e di specie q della data serie sono 
quelli che jmpongono ai gruppi (di m punti) della serie, che li debbono con- 
tenere, k + 1 invece che 12 + 1 t q condizioni; e si rappresentano in [hl 
( k  + 1 4- q)-secanti della C," di Sn. 

Onde, s o p n  u n  ente razionale od ellittiso, una serie lineare d ' o d i n e  m 

e d i  dimensione n n vale sempre k + 1 + - + l )  
esiste, in  generde, un nu- 

4 
rnero finito d i  gruppi neutri d i  k + 1 + q punti e d i  specie p : ed esso nu- 

nzeî-o è dato, rispettivamente, dalle (28) e (29). 
Ed inoltre si ha : 

lu (28) d b  anche il numero dei gruppi ~beutri ,  d i  1i $ 1 -f q pwnti e 
d i  specie n - k ,  appartenenti ad una  serie d i  ordine m - n $ h t q e d i  di- 
mensione (q - 1 )  ( n  - k + 1) sopra u n  e~zte razionale semplicernente in$nito (*). 

k + l  Anche qui n sta per k f 1 4- - - 
Q 

16. Relativarnente alle forinole (28) e (29) aggiungiamo quanto segue. 
Esse dànno : 

corne deve essere (ved. num. 7). 

(*) Ved. per le  definizioni e per le proposizioni date in questo num. 15 la Memoria 
del prof. SEGKE citata in fondo al num. 7. In particolare si  vedano il § 1 ed il nutn. 23 
del 3 7 di essa Memoria. 

P e r  la trattazione analitica del problema dei gruppi neutri é utile vedere la Mernori\ 
del BRILL, LTeTeUer algebraische Corresponclenzen. Math. Ann., 36, pag. 321. 
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Si ha inoltre : 

Queste due formole sono dimostrabili per q = 3. 
Si ha  difatti, corne si è visto, 

le somme essendo estese a tutte le possibili soluzioni intere, positive o nulle 
della a, + 2 a,  + 3 a, = k + 4. E poichè ad una  soluzione (a,, a,, a,) di 
questa equazione risponde un termine di grado a ,  + a, + a, di Fm ( f i ,  3), 
esisterà, nelle espressioni di esse I;; 

k$- 1 
2492 termine, di grado minimo - + 1, ottenibile ponendo a, = nt = 0, 

3 

due termini di grado k* + 2, ottenibili ponendo per uno di essi : 
3 

e per l'altro : 

u i = o l  a 2 = 3 ,  us=-- k f l  1. 
3 

Dunque ~i ha: 
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--- 

(ved. formole (9"), (8'7, (23) del num. 12 e la ( 6 )  del num. 3) 

(wd.  formole (9'7, (8"), (i3) del nurn. 12 e la (7) del num. 4) 

Ponendo rn - k + l + + 4 nells nspremiione di F: (k, 3) si an- 3 
~iu l lano  tutti i termini successivi a quelli che sono scritti; e si ha: 

E, del pari, ponendo v r r  = k + 1 + y + 5, nells espressione di Fr (k, 3)? 
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si h a :  

E smo questi i risultati che si volevano ottenere. 

CAPITOLO II. 

Sul problema dell'ordine. 

k+l 
1. Gli m [k] (k + y)-secanti di una CI in k + 1 + ks] costitui- 

'I 
scono una forma M di ordine Ar (k, p) e su oui la curva data B mul- 

k+ k+1 
P 

tipla secondo BF (k, p)  (Ved. num. 9 in fine). 
Calcoleremo A," (k, q )  e B," (k, q)  in alcuni casi particolari. 

2. CASO Dr q = 1. 
L'ordine A," (k , 1) della M 8 k + ,  2uoyo dei [kJ ( k  f 1)-secanti di una 

C r  in [2 (72 + 1)) si ottiene secando la M,k+ ,  con una retta generica g ,  e 
poi proiettando da questa retta, in un [2 k]. 

Si ha subito : 

A: (h, 1) -- numero dei [k - 11 \ 
I 

(ved. (4), num. 1 ; Cap. 1), la somma esseiido estesa sino ad un termine 
nullo. 

Nediante la (18) (ved num. 9, Cap. 1) potrebbe ora subito aversi 
Br (k, 1); m a  è pi8 semplice appoggiare la g, ulteriormente, in P, alla 
curva data, e notare che degli AB (h,  1 )  spazi (k + 1)-aecanti la C r  ed ap- 
paggiati a g, solo F:-l(k- 1, 1) incontrano essa g in punti diversi da P: 
il che si vede proiettando, anche ora, da y. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  una curva a lgeb~ica .  117 

Quindi : 
BP'(k, 1)- Fpl(k-1, l ) - F y ( k - l ,  1 ) =  

O 

la somma essendo estesa corne sempre. 
3. CASO DI q = 2. 

Quale è 2'ordis~e della M3,+, Iuogo dei [hl ( k  + 2)-secanti d i  unu  CJ:' in - 
1 

[i (k + l)]  ? E p a l e  é la  moltiplicitri della ctirva sulla uarietà ? 

Si spezzi una C r i 2  di [: (k + l)] in uiia Cr con una unisecsiite A e 
- 

con una retta generica y, appoggiata ad 11. 
Gli (k, 2) [k] ( k  + 3)-secanti della Cr+%osl spezzata O sono tra gli 

" k  2 
Fkn (k, 2) [k] (k + 3)-seaanti della CF, O tra gli ( 4 ( ,  -B:(h, 2) ) 

1 Ar (k, 2) 
) Pl 

(k + 2pecant i  della CF ed appoggiati 1 1 O tra i p] (k + 1)-secanii dela  

CF ed appoggiati alle due rette. Questi ultirni [k] sono Fr-' (H - 2, 2), corne 
si vede proiettando da1 piano h y (*). Si ha dunque : 

F:+2 (h, 2) = Fr (k, 2) + 2 A r  (k, 2) - Br (l:, 2) f fi'pL-l ( k  - 2, 2). 

A questa si associi la (18) del num. 9, cos1 scritta : 

Fn"l P (k, 2) - F,'" (k, 2) = A,m \k, 2) - BLn (k, 2). 
Si avranno due equazionj, le quali permettono di ricavare A;(f i ,  2) e 

Br (I?,  2). - 
Ad es., si ha, per p = 0, 

le quali valgono anche per k -- 1. 

(*)'Se k=l. sono ("2 l ) ,  corne si vede secando col piano hg .  
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11 8 Ta n t u  r r i :  Ricerche suy li  spazi plurisecanti 

Qui si consid& la M ;b+I luogo dei [k]  (k + 3)-secanti d i  unn Cg d i  
k+ - 

3  

[$ (k + l ) ]  Si vuole l'ordine di &sa varietà a lu rnoltiplicità della curva 

Suppongasi p e r d  spezaata une C F 3  di [$ (k + l)] in uoa Cr-, con 

due unisecanti h ,  ed hg traversate da una generioa retta y. 
Gli ( k ,  3) [k] ( k  + 4)-secanti della C F + ~ ,  cos1 spezzata, O sono tra 

gli Pp-, (k, 3) [k]  (k + 4)-secanti della CF-, , 
P,"_S,' ( k ,  3) - F:, (k ,  3) 

1 
a ( 3) - F i  k 3) [k] (k + 3)-recaiiti della C F ,  ed 

A,"_, (k ,  3)  I 

k,  3)  -Fr- (k,  3) - 1 FP!' (A, 3) -Fin_i (k,  3) 1 - (k ,  3) 
F::_i' (k-3) - FCi (h, 3) - 1 Fp!' (k ,  3)  -FT-i (k., 3) 1 - Ar-i (k ,  3) 

F Y ~ '  (4 3) - 2 Er?!' (k,  3) + Fr-, (k ,  3) 

[k] (/c + 2)-secanti della CF, ed appoggiati ad 

Quindi si ha : 

tra i [I;] (k + 1)-secanti della 12;-, ed appoggiati alle tre rette. Ora, questi ul- 
timi [k] sono F; ,2 (k - 3, 3), corne si vede proiettando da1 [3] y k ,  h, (**). 

3 ~ + 3  (k ,  3) = 3 F z !  (k,  3) - 2 F r y  ( k ,  3) - 
- A;_, (k,  3) -+ F P - L ; ~ ( ~  - 3, 3) (***). 

(2) P e r  queste asserzioni, ved. il num. 8 ed ' i l  num. 9 (Cap. 1.). 

(**) P e r  k = 2, essi sono jrn 3 '), corne si vede secando col [3] y hl h,. 

(**Y) In  questa formola di riduzione appare una incognita AT-, (k, 3) la quale ne im- 
pedisce di sciogliere completamente il caso di q = 3 del problema fondamentale (ved. nu- 
iüero 12, Cap. 1). Né si pub eliminare essa incognita, cercando una formola di r i d u z i o ~ ~ e  
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Ma è pure : 

"+' (k,  3) - PT--, ( k ,  3) = A,"_, (k ,  3) - Br-, (k ,  3) q - 4  

(ved. formola (18), num. 9, Cap. 1), onde il problema di  questo numero è 
subito risoluto per q = O. Difatti sono note le espressioni generali di 
F y  (h, 3) e di F i  (R, 3) (ved. num. 12, Cap. 1). 

5. CASO DI q = k + 1. 
La moltiplicità Br (k, k + 1) di una C,"" in [/; + 21 sulla M k + i  luogo 

dei [k] (2 R + 1)-secanti vale il numero dei [hl (2 f i  $- 1)-secanti la curva e 
passaiiti per un punto generico P di essa. Proiettando da esso punto si ha  
immediritamente : 

(ved. formola (4), num. 1, Cap.  1), la somma essendo estesa sino ad un ter- 
mine nullo. 

Con la  ; 

( Fpfl (74 Ic + 1) - Fp" (Je, k + 1) = AB ( I f ,  I; + 1)  - B;' ( IL ,  I; + 1 )  

(ved. formda (18), num. 9, Cap. 1) si ottiene poi facilmente : 

anche qui la somma essendo estese corne sopra. 
In  particolare : 

ordine della rigata delle trisecanti di una Cr nello spazio ordi- 
nario = 

moltiplicità di Cp su essa rigata = 

analoga alla precedente, dopo avere spezzata una Cm+* in una Gr-, con due unisecanti 
2' 

incidenti, di cui una appoggiata ad una 3.. retta generica. Difatti, è bensi soddisfatta 1s 
formola del NOTHER (ved. num. 1, Cap. I), ma la Cp+s cosi composta A specinlizzatn da1 
fatto che ammette una trisecante. 
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NOTA 1. 

La necessità di  attendere ad altri studi mi obbljga a sospendere queste 
ricerche, benchè esse sieno troppo lungi dall'essera coroplete. 

Sarebbe interessante, oltrechè ricercare la espressione generale di Fp" (il, q) ,  
anche il tentare semplici dimostrazioni per la (28) e per la (29) (ved num. 14, 
Cap. 1). Forse la (29), supposta nota la (281, pub trarsi facilmente, tenendo 
d'occhio la relazione : 

Un problema che h a  analogia col fondamentale è quel10 di cercare il 
numero delle quadriche (M2) plurisecanti una C;. Cosi esiste in [3] un nu- 
mer0 finito di coniche ( M i )  8-secanti una CF, numero che crediamo non 
sia stato ancora ealcolato. fi molto probabile che esso dipenda solo da nz e 
da p, ne1 qua1 caso, per la  sua ricerca, è utile ancora il  metodo del10 spex- 
xamento totale (Ved. num. 1, Cap. 1). Avvertiamo in proposito che, dei nu- 
meri corrispondenti ai nostri t è (ne1 caso particolare antecedente) noto 
qiiello (= 92) delle coniche appoggiate ad 8 rette generiche. (Ved., ad es., 
il lavoro di 1. L ~ R O T H ,  Ueber die Anzahl der Kegelschnitte, welche acht Ge- 
rade irt Raume schneiden. Crelle, 68 (1867), pag. 165 ; e ,  -per la soluzione 
di un problema assai più generale, il lavoro di H. SCHUBERT, Allgemeine An- 
xahlfunctionen für Kegelschwitte, Blachen und Ilaume xweiten Grades in V L  

Dimensionen. Math. Am. ,  45 Bd., pag. 153.) 

NOTA II. 

P e r  maggior chiarezza di quanto si è detto al iiurn. 3 (Cap. 1) caloo- 
leremo qui il numero V',0 (2 ,  2) delle cornbinazioni di 6." classe dei primi 
10 numeri naturali, fatte in modo che ogni combinazione contenga sempre 2 
nimeri  isolati e 2 coppie di numeri consecutivi. 
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Osservnzione. - Riguardo 
F; (k, q) è utile avvert i re  che 

alle diverse espressioni che si dànno per  alcuni valori di 
l'ordine con cui sono date non ha che vedere, in gene- 

raie, con la  loro dipendenza logica. Cosi sono spesso avvicinate due espressioni l e  quali 
non sarebbe agevole dedurre  l 'una dall'altra. P e r  ulteriori ricerclie, crediamo utile al- 
vert i re  corne il numero Fg (k,  1) dei [k] (k + 2)-secanti di una Cp' i n  [2 (k + l ) ]  ( i iu-  

mern dato dalla (3) del Capitolo 1) si scrive, piu convenientemente, cosi: 

t n - k - p - 1 - i  
F r  (k ,  1) = zi 

O J t + 2 - i  ) (:). 
(Ved. la Nota: u n  problemn di geomelria nu~,ierativa, ecc., che v e d r i  t r a  poco ln Iiicc 
ne@ Atti dell'Accademia Reale delle Scienze di Torino,) 

Annnli di Mntemnticn, Ser ie  III, torno IV. 
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Risoluzione di alcuni problemi 
sull' applicabilith delle superficie. 

(Di B.  CAL^, a Teramo.) 

Ci proponiamo di determinare tutte le possibili coppie di superficie fra 
loro applicabili per cui B soddisfatta una delle condizioni seguenti : 

1.0 che siano eguali le distanze di un punto qualunque della prima 
da un piano fisso e del punto corrispondente della seconda da un punto . 

fisso ; 
2.0 che la somma delle distanze di due punti corrispondenti delle due 

superficie da un punto fisso dello spazio sia costaute ; 
3.0 che la differenza delle distanze di due punti corrispondenti delle 

due superficie da un punto fisso dello spazio sia costante. 
Troveremo che a ciascuna di queste tre condizioni corrisponde una classe 

d'infinite coppie di superficie fra loro applicabili per cui è soddisfatta la con- 
dizione imposta; e ciascuna delle tre classi resta perfettamente definita ri- 
sultando nota la forma che devono avere le espressioni che rappresentano le 
coordinate dei punti corrispondenti di una coppia qualunque di superficie ap- 
partenente alla classe stessa. 

Ognuna delle tre classi dipende da una fiinzione arbitraria di variabile 
complessa e contiene infinite coppie di superficie algebriche, che si ottengono 
scegliendo per la funzione arbitraria una funzione algebrica qualunque; a 
ciascuna classe appartengono infinite superficie di rotazione intorno ad un 
asse passante pel punto fisso, che si ottengono prendendo- la funzione arbi- 
traria eguale ad una potenza della variabile complessa; in particolare, pren- 
dendo la prima potenza, si ottiene, corrispondentemente a ciascuna classe, la 
soluzione già nota : 

1.0 di due paraboloidi di rotazione uguali aventi l'uno per piano di- 
rettore il piano fisso e l'altro per fuoco il punto fisso ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



124 C a  1 b : Risoluaione d i  alcuni 2woblemi 

2.0 di due ellissoidi uguali di rotazione intorno all'asse focale e con 
un fuoco ne1 punto fisso ; 

3.0 di due iperboloidi uguali di rotazione a due falde con un fuoco 
ne1 punto fisso. 

Considerando la prima delle questioni che ci siamo proposte, indichiamo 
con S I ,  S, due superficie fra loro applicahili tali che ~ i a n o  eguali le distanze 
di un punto qualunque di SI da un piano fisso o e del punto corrispondente 
di S, da un punto fisso 0, che, senza alterare la generalità, potremo sup- 
porre situato ne1 piano w. Se indichiamo con d s , ,  d s , ,  respettivamente, gli 
elementi lineari corrispondenti di S i ,  S,, scriveremo, corne prima condizione 
alla quale soddisfano le superficie ,SI, S,, la seguente relazione: 

Riferiamo i punti di S,, 8, ad un sistema di assi coordinati ortogonali 
(x, y ,  a) ,  scegliendo corne origine il punto fisso O  e come piano x y il piano 
fisso o, e siano MI = ( x , ,  y , ,  x , ) ,  IV2 ~ ( x , ,  y,, a,) una coppia qualunque 
di punti corrispondenti su Si ,  8,; potremo scrivere intanto: 

se poi indichiamo con p il raggio vettore del punto M, rispetto al punto O 
e c o n ~ i d e r i a ~ o  il punto P= (X,, Y,, Z,), in cui esso incontra la superficie 
sferica col centro in O  e di raggio 1, otterremo della superficie ,Y2 un'imma- 
gine sferica 2, ed avremo : 

e se cl O rappresenta I'elernento lineare della sfera z,, corrispondente all'ele- 
mento d s, della superficie So, avremo : 

d ~ : = d ~ * + ~ 8 d 8 ;  (4) 

tenendo dunque presenti le formole (2), (4), la  relazione (1) assumerà la 
forma : 

d p + p 2 d ~ " d x x : + d y ~ + d x ~ ;  (5) 

inoltre, se la  distanza del punto Mi da1 piano w è eguale alla distanza del 
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punto M, da1 punto O, si dovrà avere : 

e quindi la relazione (5) assumerà la forma : 

cioè, la relazione di applicabilità fsa le superficie S,, 8, stabilisce ira In 
sfera 2, ed il piano una rappresentazione conforme. 

Scegliamo ora su S, a linee coordinate u ,  v le linee piane parallele ai  
piani coordinati y x ,  a x ,  e sopra St, w ,  2, le linee corrispondenti ; cib equi- 
vale a porre : 

X,=ZC, y ,  = v ,  (8) 

essendo u ,  v due parametri variabili indipendenti; dalla (7) ricaveremo : 

vale a dire, le linee u, v formano sulla sfera 2, un sistema isotermo; quindi, 
se indichiamo con F (r) una funzione della variabile complessa r = u + i v ,  
e con F,(r,) la funzione coniugata della variabile complessa coniugata 

U - i v ,  avremo (*): 

Queste formole, confrontate colle (3), (6), (9, ci permettono di scrivere 
le coordinate dei punti M,, Me ne1 modo seguente : 

ove, per semplicità, abbiamo adoperato degli apici, corne segno di deriva- 

(") Cfr. BIANCHI L., Leaioni di geonzetria direrenaiale. Pisa, 1894, pagg. 339, 340. 
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zione, ed il radicale dev'esser preso sempre collo stesso segno, del 
resto arbitrario. 

Abbiamo dunque il seguente resultato : 
Se P ( r )  indica una funzione arbitraria della variabile complessa 

T =: u + i v ed F, (7,) è la sua coniugata fernzione d i  ro = u - i v , le for- 
mole (9), (10)  rappresentano le coordinate dei pu~l t i  corri.;pondenti di  due 
superjcie S,,  S, applicaOili l ' m a  sulllaltra e tali che ln distanza d i  cia- 
scun punto d i  S, da1 piano x y è uguale alla distanza del punto corrispon- 
dente d i  S, dall'origine O delle coordinate. 

Alla classe di superficie trovrita e definita dalle formole (9), (10) appar- 
tengono infinite coppie di superficie algebriche, che si otterranno prendendo 
per F ( r )  una funzione algebrica arbitraria. 

Vogliamo ora ricercare se si pub scegliere la funzione F(r)  in modo 
che entrambe le superficie S,, S, risultino di rotazione e l'asse di rotazione 
di S, passi pel punto fisso O. 

Poichè sono uguali le distanze di un punto di $ da1 piano o e del 
punto corrispondente di 8, da1 punto O, ad un parallelo di S, dovrà corri- 
spondere in Si una linea piana parallela al piano W, ma questa dev'essere 
al tempo stesso on parallelo per S,, percib l'asse di rhtazione di Si dovrà 
esser perpendicolare al piano w ;  ssnza dunque alterare la generalità, potremo 
assumere corne asse comune di rotazione delle due superficie l'asse a ;  ci6 
posto, una rotazione di S, intorno all'asse z equivale a cambiare r in eiu. r, 
essendo a llampiezza della rotazione; e per questo carnbiamento intanto 

non dovrà variare; inoltre, siccome ad una rotazione di 8, intorno all'asse z 
deve corrispondere una rotazione di 8, intorno al10 stesso asse, neppure 

deve ~ a r i a r e ;  ne segue che la funzione P ( r )  dev'esser scelta in modo che 
per il carnbiamento di r in e " - ~  l'espressione F ( r ) .  F,, (r,) rimanga immu- 
tata; e percib F (t) dovrà avere la forma seguente: 

3' ( r )  = G r k ,  

essetdo k una costante reale e G una costante pualunpue (*), 
---- 

(*) Cfr. BIANCHI L., Lezioni di geom. d@; pagg. 351, 352,' 
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Se indichiamo con Go la  quantità coniugata di  G e poniamo G Go = a:, 
sarà a una costante reale e l'equazione della curva meridiana di 8, sarà : 

essendo r ,  il raggio variahile del parallelo di S, ; e l'equazione della curva 
meridiana di S, sarà : 

essendo r, il raggio variabile del parallelo di Sz . 
Ponendo per 7c un numero razionale qualunque, le due curve risulte- 

ranno razionali; in particolare ponendo k = 1, avremo le due curve meri- 
diane rappresentate dalle equaxioni : 

cioé S,, S, saranno due paraboloidi uguali di rotazione, dei quali il primo 
avente corne piano direttore il piano x y ecl il secondo avente i l  fuoco nel- 
l'origine 0. 

II. 

Passiamo agli altri due problemi che ci siarno proposti c che conside- 
rerenio oontemporaneamente; indichiamo, cioé, con SI, S, due superficie fra 
loro applicabili tali che sia costante la somma O la differenza delle distanze 
di due punti corrispondenti delle due superficie da un punto O fisso nello 
spazio. 

Se indichiamo con d s i ,  d s ,  respettivamente gli elementi lineari corri- 
spondenti di Si, S,, scrivererno, coine prima condizione alla quale soddisfano 
le superficie Si , Sn, la seguente relazione : 

as;=as;. (1) 

Riferiamo i punti d i  Si, S, ad un sistema. di assi coordinati ortogonali 
(x, y, z)  coll'origine ne1 puiito fisso O e siano M ,  E (x,, y,, xi), M? = (x,, y,, 2,) 
una coppia qualunque di punti corrispondenti su S,, 8,; se poi indichiamo 
con pl ,  pe i raggi vettori dei punti Mi, M, rispetto al punto O e conside- 
riamo i punti P, = (X,, Y, ,  Z,), Po E ( X 2 ,  Y,, 2,) in cui essi raggi re- 
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128 Ca 2 b : Risoluzione di alcuni p~oblemi 

spettivamente incontrano la superficie sferica col centro in O e di raggio 1, 
otterremo delle due superficie S,, S,, respettivamente, delle immagini sferi- 
che che indicheremo con Z,, 2, ; ed avremo : 

x4=p1xi ,  y i = p i y i >  z l = p l z l ,  ) 
(2) 

x2 = pn X* , y 9  = pz Y2 , xz = pn z* ; ) 

inoltre, se d O, rappresenta I'elemento lineare della sfera C,, corrispondente 
all'elemento d s, della superficie SI, e se dg, rappresenta l'elemento lineare 
della sfera Z,, corrispondente all'elemento ds ,  della superficie Se, avremo: 

d ~ : = d p l + ~ : d o l ,  ds:=dp:+pEdo:, (3) 

per le quali formole la, relazione (1) assumerà la forma : 

d ,pi + pi d a: = tt pi + pi d 0,2 ; (4) 

inoltre, se è costante la somma O la differenza delle distanze dei punti M,, M, 
da1 punto 0, dovrà essere corrispondentemente : 

essendo c una quantità costante; ne segue che dp: = d p i  e percib la rela- 
zione (4) diviene : 

p: d o: = pi do: ; (6) 

cioè, la relazione di  applicabilità fra le superficie S,, S2 stabilisce tra le due 
sfere 2, ,  2, una rappresentazione conforme. 

Scegliamo ora su S, a linee coordinate u ,  v un sistema di linee a cui 
corrisponda sulla sfera 2 ,  un sistema isotermo qualunque, p. es., il sistema 
che si ottiene ponendo : 

ove r = u + i v ,  t, = u - i v ;  e scegliamo sulla superficie hY2 e sulla sfera 2, 
a linee coordinate le linee corrjspondentii; avremo allora: 

vale a dire, le linee t c ,  v formano anche sulla sfera 2, un sistema isoterrno; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



quindi se indichiamo con E'(r )  una funzione della variabile cornplessa 7 e 
con F,(r,) la funzione coniugata della variabile cornplessa coniugata t,, 

avremo : 

DR quest7ultima equazione ricaviarno: 

ove F ' ,  F ' ,  rappresentano le derivnte di J', F, rispetto a t, t,, e pel rndi- 
cale \iF . En,  possiamo limitarci n considerare una delle sue determina- 
zioni. 

L7cquazione (9) combinnta colln (5) ci d,i : 

ove il doppio segno che precede la quantith (F Fo + 1) si riferisce a1 doppio 
problerna di cui ci occiipiamo e precisamente il segno + corrisponde a1 caso 
in  ciii sia costante la somma p l  + p,,  il segno - a l  cas0 in cui sia costnnte 
IR differenza p ,  - p, . 

Irifinc dalle formole (2), (7), (8), (10) possiamo dediirre per le eoordi- 
natc dei punti JI,, M, le espressioni seguenti : 

x ,  = 
c , l k ' F ' ,  

(7 + 1) \13lr . &"O k ( F -  Fo $- 1) 
. ( 7  + 7 ' ) ) )  

c ,/Y . ffl',, - - _ -  ' O  , 
y1 = . -  

(TT,,+ ~ ) \ I F ' .  F', f ( F F o +  1 )  2 

I 
e dm 

(TL,- I ) ,  
= Go + 1 )  \ / F r .  Pro i ( F F o  + 1) 

i 
Annali di Mnlematica, Scrie III, tom0 IV. 
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130 C a  1 ?J : Risoluxione ,.d+ alcuni problemi, ecc. 

Abbiamo dunque il seguente resultato.: 
Se P ( r )  indica utza funxhne arbitraria della varinbile cornplessa 

( VS' 
r = u + i v ed PO (r,) è la sua conzugata fun2one d i  r = u - i v ,  le for- 
mole ( I l ) ,  (12) rappresentano le coordbzate dei punti d i  due superjcie S,, S2 
applicabili l'una sull'altra e tali che è costante la somma O la  differenxu 
delle distanxe d i  due purcti corrispondenti dall'origine delle coordinate, se- 
cotzdochi duvanti  a l k  quantità CFF, + l), nelle formole stesse, si p e n d e  il 
seyno $ .O i l  seglao. -, 

Alle due classi di superfioie trovate e definite dalle formole ( I l ) ,  (12) 
fippartengono infinite coppie di~superficie algebriche, che si otterranno gren- 
dendo per F ( r )  una funzione algebrica arbitraria. 

Pe r  ricercare ora se la  funzione ' F ( r )  pub esser scelts in modo che le 
due superficie SI, S2 risultino ambedue di ratazione intorno ad un asse pas- 
sante pel punto fisso O, supporremo, senza alterare la generalità, che SI, 8, 
abbiano per asse di rotazione comune l'asse z ;  cib posto, 'una rotazione di S,  
intorno all'asse z equivale a cambiare r in ei" r ,  essendo a l'ampiezza della 
rotazione; e per questo eambiamento x,. e 2, non dovranno variare; cib porta 
che F ( r ) -  Fo( r , )  deve pure rimanere immutato, quindi, corne già abb,iamo 
trorato ne1 § 1, 

'. 
F ( r ) =  G s k ,  

essendo L una costdnte r e d e  e. G una costante .qnalunque. 
Ponendo per k un numero razionale qualunque, le'due'curve meridiarie 

risulteranno razionali; in particolare ponendo Ic = 1, le due superficie Si, Se 
risulteranno due eljssoidi uguali di rotazione'5ntorno all'asse .focale e con un 
fuoco ne1 punto fisso, oppure due iperboloidi uguali di rotazione a due falde 
e con un fuoao ne1 punto fisso, secondoché nelle formole ( I l ) ,  (12) davanti 
alla quantità (FFO + 1) prendiamo il segno + O il segno -' 

Teramo, 22 Ottobre 1890. 
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Sulla superficie di minima resisknza. 

(Di EGIDIO ARMANINI, a Pavia.) 

. u na rigorosa trattazione del problema di trovarc la forma più adatta - 

the deve avere la superficie di un solido per inbontrare la minima resistenza 
ne1 muoversi in un mezzo ornogeneo con determinata velocità e direzione, 
non è ancora stata fatta: peraltro NEWTON, sotto certe semplici supposizioni 
molto approssimate, ha data (*), senza diniostrazione, l'equazione differenziale 
della curva meridiana del solido. Dopo NEWTON altri si occuparono di tale 
problema, specialmente quando si conobbe il CalcoZo delle Variaxioni; m a  
molte sono le lacune e le imperfezioni di tale Calcoio, dimodochè le solu- 
zioni date da esso non preseiitano quella generalith che le mateinatiche 
eaigono. 

Ne1 risolvere un problema col Calcolo delte Frat.iazioni, bisogna siipporre 
nelle funzioni incognite la loro continiiità e quella delle loro derivate fino ad 
un certo ordine: ne viene che le soluzioni trovate restano limitate ad un 
certo campo, fiiori del quale potranno esistere altre soluzioni del problema 
che sfuggono all'analisi, e queste vennero dette soluzioni discontinue. Cosi, 
ne1 problema iili sopra enunci,ato; la soluzione B data da  una suparfiéie di 
iotazione la  oui curva meiidiana B ,a tangente &ntinua, mentre si pub di- 
mostrare che certe curve a tangente discontinià (spezzàte, curve a scala) 
dànho ofigine ad un 'so~ido"çui'corrisponde 'una resisteiiza c h  teoiicamente 

1 1  

si pub .ridurre piccola quanto si r u d e .  . 

Inoltre, da NEWTON 'in poi , tutti gli ' autori hanno sempre supposio che 
1';isie del solido c'oincida colla diréaion4 del movimento, e che la resistenza 
incontrata nef mezzo sia proporzionale al quadrato della velocitk : ora, pra- 

J 
ticamente cib 'non avviene' che in cas; particolari; i n  generale l'asse i? incli- 

(*) NEWTON, Pt'1'11~2'r)ia math., 1ûSci. 
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nato alla trajettoria, e la resistenza, fra certi limiti, diventa proporzionale a 
potenze della velocità. 

Ed in questo lavoro, dopo arer accenriato a quanto fu scritto, a mia 
conoscenza, sull'argomento, ho cercato di colmare, per quanto irii fu  possi- 
bile le lacune del problema relativamente alle soluzioni discontinue, ed ai sud- 
detti casi più generali. 

Riguardo alle soluzioni discontinue ho potuto eliminarle ammettendo al- 
cune semplici ipotesi fisiche, e in quanto al caso in cui l'asse del solido non 
coincide colla direzione del movimento ho dimostrato come, fra certi limiti 
di spostamento, al solido Newtoniano eorrisponda ancora la resistenza mi- 
nima, tenendo conto perb della sola forza direttamente opposta alla velocità. 

1. Il problema come NEWTON l'ha enunciato 6 :  

V 

I 

I 

Xo 

Fig. 1. 

u Cercare la curva passante peï due punti dati, e che rotando intorno 
ad un asse dato genera un solido tale che muorendosi in un mezzo omo- 
geneo, secondo il suo asse, incontri una resistenza minirna, supposto che detta 
sesistenza sia proporzionale al quadrato della velocità del solido projettata 
sulla normale alla superficie di questo, e diretta secondo la normale stessa. n 

Ne1 piano x y sia x l'asse del solido, y = f (x) la curva meridiana (Fi- 
gura l) : sia d B  la resistenza incontrata dalla zona d'ampiezza d s ;  v la 
velocità del solido, h un fattore di proporzionalità. Siccome il solido è di- 
sposto çirnketricamente rispet,to alla direzione della velocità, la componente 
della resistenza secondo l'asse della y sarà nulla, quindi terremo conto solo 
della componente secondo l'asse delle x, che rwppresenterà effettivamente la 
resistenza B. 
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Par  l'ipotesi del problenia avremo quindi : 

Se (xO, yo), ( x i ,  y,) sono i puiiti dati,  e osscrvianio che la velocità Y, 

ne1 medesimo istante, è costante per tutti i punti, perche il solido si suppone 
inestensibile, sarà : 

x. 

xo 

Per  risolvere il problema bisogrierà render minima la R ,  ossia l7i1ite- 
grale del 2." membro della (1). 

Indicando con 3' la funzione sotto il segno d7integrale, per aversi mas- 
simo o minirno dovrB essere: 

per cui, indicando con a una costante, 

Questa è l'equazione diffeïenziale della curva meridiana, data anche da  
NEWTON. Si ricava facilmente : 

Cosi restano espresse le coordinate della curva i n  funzione del para- 
inetro y'. Questa curva ha una cuspide ne1 piinto : 

- 
y' = (3. 

8 F Calcolando la -, si vede che 2: pqsitiva per y' < d3 e negativa per 
8~ 

y'> \13: cib significa che a partire dalla cuspide uno dei rami corrisponde 
ad u n  minimo, 17altro a d  un niassiino per la resistenza. 

LEGENDRE ha dato l'equazioni di due curve asçintoticlie ni due rami delln 
curva newtoniana (*) e sono pel ramo di minirno l a  parabola: 

(*) Cfr. Içfemoires de l'Sc. Roy. de Paris, 1786, 5 VI. 
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134 A r m a n i n i :  Sulla superficie 

e pel ramo di massimo la logaritmica : 

Y x- 6 - a l o g - :  
a 

,NeIlan Fig. assin- 
totiche. 

2. Ne1 precedente paragrafo non s'è tenuto conto della superficie fron- 
tale del solido: cos1 chiamasi la superficie piana che il solido presenta nella 
direzione della velociti. È evidente oha la base (superficie posteriore) non 
incontra nessuna resistenza perché del tutto coperta dalle superficie laterale 
e frontde. Supponianio ora che sia incognito il raggio della superficie fron- 
tale, ossia I'ordinata y,; il problema potrebbe enunciarsi in questo modo : 
u ainmesse le ipotesi del problema di NEWTON, trovare il solido cui corri- 
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sponde resistenza minima, di *data lunghezza (x, - x,) e di data base y , .  n 

(Fig. 3.) 
Corne si b visto, la resistenza idontrata dalla superficie laterale B :  

e per la superficie frontale, essendo y' = m, la resistenza sark: 
. / '  

La resistenza totale R incontratn da1 solido sarA qiiindi la somma di 
queste due, cioè : 

Essendo y;dnto, per rendere minima la R basterh rendere mnssimo 
l'integrale : coi 'noti principi del Calcolo di variazioni si ritrovn 1:i curva di  
NEWTON. 
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Inoltre, la seconda variazione de11'inte~rsIe é data da :  

la quale espressione è negativa per y' < dq cioè pel ramo di curva corri- 
spondente ad y' < i31'integrale considerato è rnassimo, e quindi la B minima. 

Ma la y,. è indeterininata, quindi perchè si annulli la variazione 1.' del- 
l'integrale, dovrà essere soddisfatta la condizione ai limiti che ne1 punto &, y"): 

Indicando con y', il valore della y' in ta1 punto, avremo: 

equazione soddisfatta da y', = 1 , sola radice da accettarai ne1 nostro caso. 
Quindi la curva meridiana taplia la superficie froritale con un angolo di 45.' 

Nell'equazione.'(l) del precerlente paragrafo ponendo y'  = 1 si ricaverà 
il raggio della superficie frontale : 

Di qui si vede che non potendo essere nul10 a per l'esistenza della. curvn, 
ln superficie frontale non sarà mai nulla, e quiiidi il solido di  nzinillza resi- 
stenxtr non pub avere punta aczita. 

. A tutta prima cib sembra un paradosso, perche si pi& diminuire la re- 
sistcnza ponendo sulla superficie frontale un cono: certo la resistenza dimi- 
nuisce, ma si allunga il solido, e se si ammette questa mnggior lunghezzn, 
allora lit forma scelta non presenta la minima resistenza, perchè la currn 
meridiana di minimo dev'essere costruita come si 6 dimostrato precedeu- 
temente. 

Da questo risulta che di due solidi "newtoniani aventi &pal superficie 
postcriore, quello di minor resistenza è i l  più lungo; ma numentando la lun- 
ghezza aumenta pure la massa, e quindi si presenta i l  problema di calcolare 
1a.lunghezza più conveniente da darei al - solido perchè con data forz3 ini- 
zi.le acquisti la massirna velocità. La risoluzionè dipenderà dalla deiisith del 
corpo e del mezzo. 
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d i  ~ni l l ima resistenza. 137 

Devo fm notare un'inesattezza in cui incorse jl signor A u a u s ~  ne1 suo 
lavoro (*) : Ueber die Rotations-Jlache Eteinsten Widerstundes,  und über die 
günstiyste Fom der Geschoss-spitxen nach der Newton-schen Theorie : egli 
suppone che del solido sia data la lunghezza (x ,  - x,) ed il calibro 2 y , ,  
rnentre sia indeterminato il raggio y, della superficie frontale, e trova che - 
y', = \/3, cioè la curva meridiana deve tagliare la superficie frontale n 30.' 

Ma cib è erroneo, perché si é dimostrato' che in ta1 caso la curva in- 
contra la superficie frontale a 45 .O ,  cioè y', = 1. 

E questo fatto è importante, perché in ta1 caso, come vedremo, possiamo 
ritener eliminate le soluzioni discontinue, ci6 che non avviene ne1 solido con- 
sidernto dnl l 'duaus~.  

3. L a  risoliizione del problema di NEWTON si è ottenuta applicando i 
rnetodi del Calcolo delle Variuzioni,  e per questo va soggetta ad alcuni appunti. 

L'equazione differei~ziale da integrarsi è del 2." ordine, durique bisogna 
d.?! amrnettere la continuità della y' = - . 
d x  

In  ta1 modo noi veniamo implicitamente ad escludere dalle soluzioni tutte 
quelle che corrispondono a curve a taiageiz2e discontinua (spezznte, ecc.) e che 
percib si chiamano so l t~z io~ t i  disco~athue. & questo uno dei principnli appunti 
che la cri tic:^ fa al Calcolo delle Variazioni,  ma finora gli studi e le ricerche 
in proposito hanno fatto pochi pasei (**). Già fin da1 1871 1' Universifà di 
Cmnbridge decretava un premio a chi risolvesse la questione, ed il TODHUNTER 
presentava il libro (***) : Researclies iiz the calczths of variations principally 
on the theory cliscont~izios soltdions, senza perb venire a nessuna conclusione 
soddisfncente. 

LEGENDRE (****) pel primo ha studiata la questione delle soluzioni discon- 
tinue del yroblema di d m o a ,  e foee vedere come si potessero elirninare am- 
mettendo che fosse data la lunghezza dell'arco di curvn meridiana. Trovn 
un7altrn. forma di curvn, ma si tratta allora di nzinitno relativo e non più di  
nzirzimo assoluto. 

La resistenza incontrata dalla superficie generata dalla rotazione del- 
I'nrco di  curra y = f (x) coinpreso fra i punti (x, y,), (x, y,) intorno rill'asse 

(y CRELLE (Journal füî. die Reirae und Aizdg. Math.), 1888, Vol. 103. 
(*a) Cfr. PASCAL, Cale. Variaz., pag. 15. 

(+*a) Londra, Ottobre, 1871. 
( w E ~ )  Xein. de l'Ac. Roy. de Paris, 1786, VI. 

~ ~ i t n l i  cli Afalenzaticn, Sorie III, toino IV. 
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delle x è, corne si è visto : 

e indicando con w l'angolo che la tangente fa coll'asae : 

Fig. 4. 

Se la curva meridiana 6 un segment0 d i  rettn, l'angolo w sarà costante 
per tutti i punti di essa, quindi: 

R = n h >"en2 w (y: - y:\. (-3 
Se per i piinti (x, y,), (x ,  y,) conduciamo una spezzata a zig-zag (Fig. 4) 

tale che i suoi rami ahbiaoo alternativamente l'inclinazione a e ( n - a )  col- 
I'asse, la resistenza r per la formola (2) sarà: 

v = n h v' sene a 2 (y!,, - y;) = n h uZ seno a (y: - y:), 

cioè dipende dall'inclinazione dei rami e dalle solo ordinate estreme. Essendo 
in nostro arbitrio di prendere l'angolo a piccolo a piacere, cos1 potremo far 
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diveiitnre l a  resistenza piccola quanto si vuole, percliè : 

lim r = 0. 
a=O 

Percib la soluzione di NEWTON non corrisponderebbe ad un iiiinimo as- 
soluto. Corne vedremo, questo ragionamento è una pura finzioiic inatematicn, 
perchè sperimentalmente si deve tener conto d'altre circostanze che permet- 
ton0 in alouni casi d'eliminare le soluzioni discontinue. 

Co.nsideriamo che il solido geiierato dalla rotazione di una spezzata i cui 
rami formano alternativamente angoli maggiori e minori di un retto coll'asse, 
yresenterh delle incavature anulari chiuse posteriormente: esse saranno piene 
della materia di cui è costituito il mezzo resistente in cui il solido si muove, 
e questa materia non trovando nessuna via né posteriore, nè laterale d'uscita, 
sarà compressa oontro la pareti di tali incavttture, e spinta da1 solido come 
se facesse parte di esso. Ne viene che la resistenza incontrata da  questo s a r i  
considerevolinente aumentata, sia per la reazione elastica della materia com- 
pressa in tali incavature, sia per la resistenza opposta dalla rnateria libera 
del mezzo al movimento di detta materia compressa spinta da1 solido. Senza 
inoltrarci in tale studio che porterebbe in complicate quistioni idrodinamiche, 
possiamo a priori escludere dalle soluzioni tale specie di spezzate, e consi- 
derare solo quelle i cui rami formano angoli non maggiori di un retto col- 
l7asse. 

Abbiasi unn di tali spezzate (Fig. 5) . . . . A C B. .  . . in cui i rami A C, 
B C sieno inclinati sull'asse rispettivamente di angoli : 

111 tali due rami prendiamo ad arbitrio i punti M ( x ,  y,) ed N(.rn ~ n ) ,  

e costruiamo il parallelogrammo M P  N C: per la formola (2) sarà:  

Pacendo la differenza, ed osservando che : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 A r m a n i  n i : Sulla superficie 

Per le condiziorii ammesse tale espressione B positiva, percib : 

res. M PhT< res. J I  C N, 
e quindi: 

res. A M P N B < r e s .  A CB. 
Ma : 

A M + M P +  P N + N B = A C + C B ,  

quindi :' di due spezzate aventi gli stessi estrenii, la stessa lunghezza e la 
stessa inclinazione dei rami, a quella avente un numero inaggiore di rami 

Fig. 5. Fig. 6. 

corrisponde una resistenza minore. Nasce quindi l'idea di considerare le spez- 
zate aventi un numero infinito di rami O tratti infinitesimi, che si dicono 
curve a scala (da1 tedesco treppen-curven) ed alle quali necessariamente cor- 
risponderà una resistenza minore che non alle spezzate a tratti finiti. 

Sieno A (I, C B (Fig. 6) due rami infinitesimi appartenenti ad una curva 
a scala, inclinati sull'asse rispettivamente dell'angolo a e dell'angolo P :  sia 
A B = d s l'elemento d'arco d'una curva continua, e 7 la sua inclinazione 
sull'asse, dimodochè : 

f l < r < a ~ 9 0 . "  

Sia y l'ordinata di A, y + a quella di C, y + d y quella di E : la re- 
sistenza corrisponderite alla spezzata A C B .sarB : 

x h v b e n * ~  [(y+t)O-ye] + Z  hvgsenPP [(y + d y ) S - ( y + ~ ) 2 ] ,  
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dz' .nt inima resistensa. 141 

e trascurando gli infinitesimi d'ordine superiore al 1." :. 

= 2 x h ue y [E sen* a + (d y - o )  sene Pl. 
. , 

Si trova facilmente : 

sen a ( d  y cos p - d x sen $) 
E = sen (cc - (3) 9 

ed essendo : 
d x = d s c o s y ,  d y = d s s e n  y ,  

avremo infine che la resistenza corrispondente alla spezzata è : 

sen3 a sen (y - P) - sens F sen ( a  - y) 2 n h v 2 y d s  . . sen (a - fi) 
Quella corrispondente all'arco cl s è : 

Dettn D la differenza fra quella e questa, con successive trasformazioni 
goniometriche avremo : 

D = 2 n h ue y d s - sen (a  - Y )  sen (y - 0) sen (a + 0 4- y). 
Dovendo essere : 

si vede subito che D sarà positivo O negativo a seconda che (a + B + y) B 
minore O maggiore di n: consideriamo due casi : 

7C ÏT z 
1.' y &  Allora dovendo essere f i  < - , a 6 - sarh sempre 

4 2 
(a + ,3 + y) < x e quindi D B positivo sempre. 

- - - 
l b  . 

3." y >  2 In questo cas0 possiamo porre p = li. ed = - , ed al- 
4 2 

Iora (a + f- Y )  > x! quindi D pub diventar negativo. 
Concludendo: qualedo -/ non è maggiore d i  45.0 esiste sempre una cwva 

continua cui corrisponde una ~esisfenxa inferioise a quellu d i  una qualunque 
c21rZ)Iç a scaZa soddisfucente aile nos t~e  ipotesi: quando 7 E maggiore d i  4 5 . O  
invece esiste uizu certa curva CL scala cui  corrisponde wza resistenza ivzfe- 
riore a quella d i  una qualunqzae curva continua. Ora 7 è l'angolo della tan- 
gente alla curva coll'asse, cioè tg y = y'; quindi potremo ritenere eliminate 
le soluzioni discontinue per il tratto di curva newtoniana corrispondente ad :  
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Dunque il solido trovato al 5 2 corrisponde effettivamente ad un minimo 
assoluto per la resistenza. 

§ 4. Veniamo ora al caso d'un solido di rotazione aniinato da un 
moto obbliquo alla direzione del suo asse. 

Riferiamo il solido (Fig. 7) a tre assi ortogonali di cui l'asse delle x 
coincida coll'asse di rotazione, e il piano della velocità v col piano 7 y. Sia d o  

Fig. 7. 

l'elernento superficiale del solido riferito ai paralleli ed ai meridiani : d s  
l'arco di curva meridiana, q, 1' angolo del piano meridiano col piano x y : 
avremo : 

Sia i, l'angolo che la normale all' elemento d o  fa col piano z y : tale 
angolo è costante lungo uno stesso parallelo. Indicando con u e fi gli angoli 
che la direzione della velocità forma rispettivamente coll'asse delle x e colla 
normale a do ,  a~remo:  

COS B = sen A cos a + cos A sen a cos (p. (1) 
Ammettendo sempre l'ipotesi di NEWTON, che la resistenza sia propor- 

zionale al quadrato della velocità projettata sulla normale all'elemento, e di 
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di minima resisteaza. 143 

retta secondo qiiesta normale, la spinta risentita dall'elemento d o  sarà pro- 
porzionale a : 

(u COS d G = v z  COS? B \ yà + zy d y d S. 

Indicando con h un fattore di proporziondità, e con de Ra, dg Ry, dg Rz 
le componenti secondv i tre assi della spinta agente su d x ,  avremo: 

d2 R, = h v P  cosL 6 i y- + ze sen 1, d <p d s, 

d g R o ,  = A Y* cosP 0 + ZI COS a COS y d d S, 

d g  R, = h vC cos2 P ,  yt  + zd con X sen d y d S.  

Se d A!,, d R,, d R, sono le componenti secondo gli assi delln resistenza. 
corrispondente alla zona generata dalla rotazione dell'arco d s  di curva me- 

.ridiana, intcgrando lc formole precedenti fra i limiti O e 2 n di ? otterremo : 

cl R, = lhut i y e  + zt sen 1.d 8 c o s z  0 d y ,  I 

- 
d R, = k Y' \lye + zn cos 1 d s 

O 

Sostituendo a cos fi il suo valore dato dalla ( l ) ,  ed osservando clle a 

e 1. sono indipendenti da ?, s ~ r à  i 

1 
d R, = 2 n h ut \IyZ + X? sen A sen" cos% + - sen? 3: cosz 1. 2 

cl Ry = 2 ~t IL vt ,'y4 + zt sen a COS a sen A cose 1 d s, 

dR,=O. 

Dunque la resistenza si trova ne1 piano x y ,  ciob ne1 p imo della velo- 
cità e dell'asse: riferendo a questo piano la curva meridiaria, sarQ: 

e indicando cor) Rg, Ry le componenti della resistenza secondo gli assi coor- 
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dinati, avremo : 

cioè clie tutta In considerata 'superficie sia esposta alla ~esistenza del mezzo. 
Resta ancora a considerarsi la superficie frontale: ammettiamo che il . - -  . . 1.' suo raggio y,,sia indeterminato, é si conosca solo il raggio y, della super- 

ficie posteriore nonchè la lunghezza (x, - x,) 'del solido. 
' La resistcnra della superficie frontale si otterrh dalleL(2) fncendo ien- 

dere y' all'jnfinito: quindi, indicando le sue componenti con r, ,  r ,  : 
. . .  : 

r , = 2 n h v 2 e o s ? a  
0' Pi> 

Yy = o. 
Allora le coinponenti della resistenza incontrata da tutta la superficie 

del solido sarnnno : 

R ' m = R ~ + ~ m = ~ h v ~ y : ~ o ~ z o : - ~ h ~ ~ ( 2 ~ 0 ~ ~ o : - ~ e n ~ ~ )  
. . .. 

r o  (3) 
R'y = Ry + r y  = 2 K A vg sen a cos O: 

xo . 

Corne si è visto la ,resistenza R' giace nel. piano .meridiano del solido 
parallelo alla direzione della velocità (che percib si dice piano di ;.esistenxa); 
ma il suo puuto d'applicazione C (P. fig. 8) detto celrtro di r%stenza rion 
coineide col centro di gravith.(**)..' . . . . . . . .. 

Applicando al centro di gravità G due forze contrarie, eguali e paral- 
lele alla R', la. coppia (R', - R') detta coppia perturba trice tenderà a far 

-- - . . 
(*) Cfr. MATHIEU, Dinamica. 

("2)' Cfr. S~xocr, Balisticn, 'Cap: XE' 
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iotare il solido intoriio ad un asse normaie al piano di resistenza, e la ri- 
manente forzn R' iiiodificherà il moto progïessivo di quello. L a  direzione di 
questa non coincide in geiierale colla direzioiie del moto ; decomponiainola 
in due : una R diretta.mente opposta alla velocith, l'altra D ad essa perpen- 
dicolare. La prima si dice r i tardatr ice  perchè ritnrda il moto, la seconda 
deviatrice perchè ne camhia la direziorie. Ora a noi importa d i  rendere mi- 
nima la  forza ritardatïice : si h a  evidentemente : 

G centro di gravità 
C centro di resistenza 

y', g" comp! della gravita y 

R forza ritardatrice 

D forza deviatrice 

Y" 
Fig. 8. 

per cui mediante le (3) avremo : 

Snpponiamo che 1' nngolo a della velocità coll'nsçe non siiperi inni in 
wlore assaliito i 30.' Alloix : 

1 -- 4 sent u > 0, 
Anmli  di ~\lntematica, Serie III, tom0 IV. 
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c la furza ritardatrice R sarà mii ima quarido sarà massirno: 

ora si è visto al $ 2 che tale integrale è massimo pel ranio di curva New- 
toniana corrispondente ad : 

y' < ~'3, 
e l'equazione ai limiti dZ1 : 

yro = 1. 
D unque : 
Il solido di rotazione rui corrisponde la minima forza ritardatrice ne1 

muoversi in direzione inclinata al suo asse, quarido tale inclinazione non su- 
peri i 3O.O e lasci esposta, tutta la, superficie laterale di quello, é il solido 
che lia per curva meridiana la curva di NEWTON: 

e questa incontra a 45.' la  superficie frontale. 
5. Finora si è ammesso che la resistenza fosse proporzionale al qua- 

drato della velocità projettata sulla normale alla superficie del mobile : =. cib 
non è vero che fra limiti ristretti. Col crescere della velocità la resistenza 
diventa proporzionale al nubo ed anche alla quart,a potenza di quella : am- 
messo in  generale che tale potenza sia la nnza cerchiamo il aolido di minima 
resistenza in questo caso, a~nmettendo, per non complicare inutilmente i cal- 
coli, che la direzione della velocità coincida coll'asse del solido. 

Come si è detto ne1 3 1, essendo il solido simmetrico rispetto alla di- 
rezione della velocit~, basterà tener conto solo della componente de,lla resi- 
stenza secondo tale direzione che assumiamo corne asse delle x, e quella sarà 
rappresentata da : 

La resistenza della superficie frontale sarà quindi : 
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e indicando con R la resistenza totale del solido: 

P-erche la R sia minima dovrà essere massimo l'integrale del 2." membro: 
annullandone la variazione prima si ottiene: 

e questa è l'equazione differenziale della curva meridiana, Si ha  dalla (2) : 

la quale espressione si annulla per:  

e quindi in ta1 punto la curva ha  una. cuspide. 
Calcolando la seconda variazione del predetto integrale si trova che è 

data da :  

- 
la q u d e  espressione i: positiva per y' > \jn f 1 e negativa per y' < Jn + 1. 
Diinque al ramo di curva per c,ui y' <\/n + 1 corrisponde un minimo per 
la resistenza; all'altro un massimo. 

L'equazione ai limiti cui deve soddisfare la y', diventa in ta1 caso : 

*z 

y': (1 + y':) + n y': - (1 + y':) ' = 0. 

Detto a l'angolo che la tangente alla curva in y, fa coll'ass~, ossia postn 
y' - t g  u avremo : 

n  en(^+^) u - (n  + 1) senn u + 1 = 0. 
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148 Ar m a n i n  i: Sulla superficie 

Eliminando la radice sen a = 1 che non soddisfa alle condizioni del pro- 
blema, resta : 

12 sen(n+l) a + n senn o: - sen%-' a - serin-2 - . . . - sen O! - 1 = 0. 

di cui la  radice che per noi interessa ha  per liiniti : 

90' > a > 45'. 

Riesce quindi evidente che al crescere della potenza n della velocità, cui 
B proporzionale la resistenxa, cresce l'arigolo a e quindi diminuisce il raggio 
della superficie frontale. Nella fig. 9 è rappresentata la deformazione che su- 
bisce la curva meridiana al arescere di n. Si noti corne la superficie frontale 
esista sempre e quindi il solido non hu nzni pzrizta muta. 

Pnvia, Gennaio 1900. 
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EUGENIO BELTRAMI. 

2 col più sentit0 dolore chs io annunzio ai lettori di questi dnlinli la 
inorte immatura di E~igenio Beltrami avvenuta il 18 corrente in Roma, 
dove ne1 giorno 20 successivo gli furono rese solenni onoranze. 

Era nato in Cremona ne1 16 Novembre 1835; e sebbene colpito da 
qualche tempo da una grave mdattia di stomaco, tutto negli ultimi giorni 
della sua vita ne faceva sperare che sarebbe stato ancora per lunghi anni 
conservato all'affetto della consorte e della madre che idolatrava, e dei tanti 
che 10 amavano; e alla Scienza alla quale aveva dedicato quasi 40 anni 
della sua vita operosa. Invece non fu cos?, ed Egli ora non è più! 

Lo conobbi a Pisa ilel 1866 qusndo, successo al Mossotti d a  fine 
del 1863, insegnava Geodesia in quella Università; e gih allora Egli era 
venuto in gran fama, specialmente pei suoi lavori di Geometïia differenziale, 
per la chiarezza ed eleganza che portava nelle sue lezioni, per l'amore che 
nei giovani sapeva ispirare per la Scienza. Fino d'allora io presi ad apprez- 
zarlo ed amarlo. Dopo quel tempo la sua attivitS scientifica si svolse con 
lavori meravigliosi su pressochè tutti i rami più alti della matematica; e per 
essi la sua fama si accrebbe ogni giorno più, tantochè ben presto tutte le 
prinoipali Accademie e Istituti scientifici d'Italia e di fuori 10 vollero ne1 
loro seno; e alla morte del Brioschi, fu chiainato con unanimità di suffragio 
a succedergli nella Presidenza dell'Accademia dei Lincei. 
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Amato da tutti pel suo alto sapere, per la versatilità del suo ingegno, 
per la bonth dell'animo suo, per la sua niodestia, la sua perdita è sentita con 
dolore da tutti, e in particolare dagli scienziati Italiani che con lui vedono 
sparire un altro di quella gloriosa falange che, fino dai primi anni della se- 
conda metà di questo secolo, tanto contribuirono al risveglio degli studî ma- 
tematici fra no;, e portarono a tale altezza la Scieaza matematica in Italia 
da fada degiiamente gareggiare con quella delle altre Nazioni più colte. 

Condirettore col Brioschj, col Betti e con altri di questi Annnli  fino 
da1 1877, lascia nella Direzione di essi un vuoto profondo, in tutti i cultori 
della Scienza il rimpianto. 

1 suoi lavori pubblicati, oltrechè in questi Annali, in numerosi periodici 
scientifici italiani e stranierj, e per la maggior parte di una capitale impor- 
tanza, formano una lunga serie il cui elenco pubblico qui sotto, non senza 
esprimere il voto che siano questi raccolti e pubblicati tutti insieme, per co- 
stituire, accanto alle opere di altri sommi, il più bel monumento che possn 
dedicarsi alla memoria di lui, alla sua tanta operosità, al suo alto valore. 
Valga questo a spronare i cultori della Scienza mateinatica, e segnatamente 
i giovani a seguire il suo nobile esempio. 
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ELENCO 

dei lavori del Prof. EUGENIO BELTRAMI. 

Lavori pubhlicati in periodici scientifici italiani e stranieri, 

A m a l i  d i  M u t e m a t i m  p u m  ed applica ta,  pubblica t i  du B. Tortol in i .  
(Roma 1858-1866.) 

1. Intorm ad alcuni sistemi di curve piane. Tom. I V  (1861), 17 pagine. 
2. Sulla teoria delle sviluppoidi e delle sviluppanti. Idem, 26 pagine. 
3. D i  alcune formole relative alla curvatura delle superficie. (Lettera d 

compilatore.) Idem, 4 pagine. 
4. Intorno ad alcune proprietà delle superficie di rivoluzioiie. Tom. VI (1864) 

9 pagine. 
5 .  Sulla flessione delle superficie rigate. Tom. VI1 (1565), 34 pagine. 
6. Risoluzione di un problem~ relativo alla teoria delle superficie gobbe. 

Idem, 12 pagine. 
7. Risoluzione del problema: u Riportare i punti di una superficie sopra un 

piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee 
rette. n Jdem, 20 pagine. 

A m a l i  d i  Maternatica pzwa ed appl icatu  d i re t t i  da F. Rr iosck i  e L. Cvemona 
2.rz contintcapione deg l i  A m d i  già pubhlicati in Romtc da Tor to l in i .  

(Nilano 1807 . . .) 

8. Delle variabili cornplesse sopra una superficie qualunque. Serie 11, Tom. 1 
(18671, 38 pagine. 

9. Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante. Tom. I I  (1868), 
24 pagine. 

AnnaZi di Malematica, Serie III, tom0 IV. 20 
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10. Osservazione sulla precedente Memoria del sig. prof. Schlaefli (*). Tom. V 
(1871), 5 pagine. 

11. Sul potenziale mutuo di due sistemi rigidi ed in particolare su1 poten- 
ziale eleme~itare elettrodinamico. Tom. VI (1873), 13  pagine. 

12. Intorno ad alcuni nuovi teoremi del sig. Neumann sulle funzioni poten- 
ziali. Tom. X (1880), 18  pagine. 

13. Sulle equazioni generali della elasticith. Idem (1881), 24 pagine. 
14. Sul potenziale magnetico. Idem (1882), 20 pagine. 
15. Francesca Brioschi. (Cenno necrologico.) Tom. XXVI (1897), 5 pagine. 

Giornale d i  Matematiche 
ad uso degli Stzidenti delle Università italiane, di Battaglini. 

(Napoli 1863. . .) 

16. Soluzione di un prohlema relativo alle superficie di 2." ordine. Vol. 1 
(1863), 6 pagine. 

17. Sulle coniche di nove punti. Idem, 10 pagine. 
18. Sulle equazioni algebriche. Idem, 2 pagine. 
19. Estensione alIo spazio di tre dimensioni dei teoremi relativi alle caniche 

di  nove punti. Idem, 16 pagine. 
20. Ricerche di analisi applicata alla Geometria. Vol. II e III (1864, 1865), 

96 pagine. 
21. Di alcuna proprieth generali delle curve algebriche. Vol. IV (1866), 

17 pagine. 
22. Dimostrazioiie di due formole del sig. Bonnet. Idem, 5 pagine. 
23. Di una proprieth delle linee a doppia curvatura. Vol. V (1867), 3 pagine. 
24. Intorno ad una trasformazione d i  variabili. Idem, 4 pagine. 
25. Sulla minima distanza di due rette. Idem, 4 pagine. 
26. Saggio di interpetmione della Geometria non euclidea. Vol. VI (18G8), 

29 pagine. 
27. Articolo bibliografico. Teoïica generalc delle funzioni di variabili com- 

plesse del prof, F. Casorati. Vol. VI1 (1869), 13 pagine. 

p) La Memoria de! prof. Schlaefli qui richinmata trovasi alla pag. 175 del10 stesso 
volume degli Annnli (il quinto) e ha per  titolo : <( Nota alla Memoria  del signor Beltrami. 
- Sugli spazi di curvatura costante. » 
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Cellno necrologico ed Elenco dei suoi lavori. 155 

28. hlciine formole per la teoria elerneutare delle coniche. Vol. IX (1871), 
4 pagine. 

29. intorno ad una trasformazione di Dirichlet. Vol. X (1872), 4 pagine. 
30. Teorema di geometria pseudosferica. Idem, 1 pagina. 
31. Del moto geometrico di un solido che ruzzola sopra un altro solido. Idem, 

13 pagine. 
32. Sulla superficie di rotazione che serve di tipo alle superficie pseudosfe- 

riche. Idem, 13 pagine. 
33. Necrologia d i  Alfredo Clebsch. Idein, 2 pagine. 
34. Sulle funzioni bilineari. Vol. XI (1873), 9 pagine. 

33. Sulla teoria matematica dei solenoidi elettrodinamici. Vol. VI1 e VI11 
(1872), 17 pagine. 

Rendiconti de2 Circolo Matemutico d i  Palermo. 

(Palermo 1886. . .) 

36. Note fisico-matemntiche (letteraad Ernesto Cesàro). Vol. III (1889), 13 pagine. 
37. Sulla funzione potenziale della circonferenza. Idem, 17 pagine. 
38. Sulla teoria generale delle onde piane. Vol. V (1891), 8 pagine. 
39. Enrico Betti. (Cenno necrologico.) Vol. VI (1893), 2 pagine. 

Nouvelles Annales de Mathématiques, forzdées (1842) par Gerotzo et Ter puem. 

(Paris.) 

40. Sur la courbure de quelques lignes singulières tracées sur une surface. 
Vol. IV, (Serie II) (*) (1865), 9 pagine. 

(*) Nei volumi II e 1.11 della Serie II dei Nouvelles Annales (anni 1863-6-1) si  tro- 
vano anche soluzioni ragionate date da1 prof. Beltrami per varie quistioni proposte da 
altri; e a p a g  336 del Vol. II vi  si trova pure una questione proyosta da lui, relativa 
a un teorema geometrico. 
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Bulletitz des sciences Muthématiques par MM.  Darbouz e t  Houel. 
(Paris 1877. . .) 

41. Formules fondamentales de Cinématique dans les espaces de courbure 
constante. Vol. XI (1876), 8.pagine. 

. 
illathematische Annalen. 

(Leipzig 1869. . .) 

42. Zur tlieorie des lirümmungsmaasses. Vol. 1 (1869), 8 pagine. 

Acta Mathematica. 
(Stoccolma, 1882. .  .) 

43. Sur les couches de niveau électromagnétiques. Vol. IX (1883), 1 2  pagine. 

Lavori pubblicati ~ i e g l i  Atti  o Renlicoiiti 

di  Accademie o Ist i tnti  scienti lci  italiani e straiiieri, 

Memorie della R. Accadstnia dei Lincei. 

(Rom.)  

44. Sulla determinazione sperimentale della densità elettrioa alla superficie 
dei corpi conduttori. Vol. 1 (Serie 3.a) (1877), 12 pagine. 

45. Sull'attrazione di un anello circolare od ellittico. Vol. V (Serie 3.") (1880), 
12 pagine. 
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Rendiconti della R. Accude~nla dei Lzizcei. 

(Roma.) 
.\ . 

46. Un precursore italiano di Legendre e Lobatschewsky. Vol. Y (Serie 4.") 
(1859), 5 pagine. 

47. Sull'estensione del principio di D'Alembert all'elettrodinamica. Idem, 
4 pagine. 

48. Sulla espressione analitica del principio di Huygens. Vol.' 1 (Serie La) 
(1892), 10 pagine. 

49. Osservazioni su di una nota del prof. Morera. Idem, 2 pagine. 
50. Sui potenziali termodinarnici. Vol. IV (1893), 8 pagine. 
5 1. Sulla espressione data da Khkhoff  ai principio di Huygens. Idem, 3 pagiiie. 
52. Sul teorema di Kirckhoff. Idem, 2 pagine. 
53. A proposito di una nuova ricerca del prof. C. Neumann. Idem, 4 pagine. 
54. Cenno necrologic:~ del prof. Padova. Vol. V (1896), 1 pagina. 
55. Rendiconti dei lavori dell'Accademia dei Lincei e cornmemorazione di  

P. Brioschi. Adunanza solenne del 12 giugno 1898, 15 pagine. 

Relzdicorzti dell'Istituto Lombardo. 

(Milano 1860 . . .) 

56. Annotazioni sulla teoria delle cubiche gobbe (Nota 1). Vol. 1 (18681, 
9 pagine. 

57. Annotazioni sulla teoria delle curve gobhe (Nota II). Idem, 13 pagine. 
58. Sulla teoria delle linee geodetiche. Idem, 11 pagine. 
59. Intorno ad un nuovo elemento introdotto da1 sig. Christoffel nella teoria 

delle superficie. Vol. 11 (1869), 11 pagine. 
60. Sulla teoria analitica della distanza. Vol. V (1872), 2 pagine. 
61. Di uu sistema di formole per 10 studio delle linee e delle superficie or- 

togonali. Idem, 11 pagine. 
62. Considerazioni sopra una legge potenziale. Vol. IX (1 876), 9 pagine. 
63. Intorno ad alci-ine questioni di elettrostatica. Vol. X (1877), 15 pagine. 
64. Intorno ad alcune proposizioiii di Clausius sulla teoria del potenziale. 

Vol. XI (1878), 15 pagine. 
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65. Intorno ad un cas0 di moto a due coordinate. Vol. XI (1878), 11 pagine. 
66. Sulle funzioni potenziali di sistemi sîmmetrici intorno ad un asse. Idem, 

13 pagine. 
67. Sull'equazione pentaedrale delle superficie di 3.' ordine. Vol. XII (1879), 

12 pagine. 
68. Intorno ad una formola integrale. Idem, 6 pagine. 
69. Intorno ad un teorema di Abel e ad alcune sue applicazioni. Vol. XII1 

(1880), 11 pagine. 
70. Intorno ad alcune serie trigonometriche. Idem, 12 pagine. 
71. Sulla teoria della scala diatonica. Vol. XV (1882)) 6 pagine. 
72. Sulla teoria dei sistemi di concluttori elettrizzati. Idem, 8 pagine. 
73. Sulla teoria degli strati magnetici. Vol. XVI (1883), 15 pagine. 
74. Sulla equivalenza delle distribuzioni niagnetiche e galvaniche. Idem, 

16 pagine. 
75. Sulla teoria del potenziale. Idem, 12 pagine. 
76. Intorno ad un problema relativo alla teoria delle correnti stazionarie. 

Vol. XVII  (1884), 8 '/, pagine. 
77. Sulla rappresentazione delle forze pewtoniane per inezzo di forze elasti- 

che. Idem, 9 pagine. 
78. Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici. Vol. XVIII  (1885), 

11 pagine. 
79. Sulla teoria delle onde. Vol. X I X  (1886), 12 pagine. 
80. Sulle funzioni sferiche di una variabile. Vol. XX (1887), 9 pagine. 
81. Sulle funzioni complesse (Nota 1). Idem, 12  pagine. 
82. Considerazioni idrodinamiche. Vol. X X l I  (1689), 9 pagine. 
83. Sul principio di Huygens. Idem, 11 pagine. 
84. Intorno al mezzo eiastico di Green (Nota 1). Vol. XXIV (1 891), 10 pagine. 
85. Intorno al mezzo elastico di Green (Nota II). Idem, 11 pagine. 
86. Sulle funzioni complesse (Nota II). Idem, 14 pagine. 
87. Sulle funzioni complesse (Nota III). Vol. XXVII (1891), 8 pagine. 
88. Sulle equazioni dinam-iche di Lagrange. Vol. XXVIII  (1895), 9 pagine. 
89. Sulla teoria delle funzioni sferiche. Vol. XXIX (1896), 7 pagine. 
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Memorie della R. Accademàa d i  Scàenze d i  Bologna. 

90. Nota intorno alle coniche di nove punti e ad alcune questioni che ne 
dipendono. Vol. II (Serie II) (1863), 37 pagine. 

91. Memoria sulle proprietà generali delle superficie di area minima. Vol. VI1 
(Serie I I )  (1868), 73 pagine. 

92. Memoria sulla teorica gcnerale dei parametri differenziali. Vol. VI11 
(Serie II) (1869), 44 pagine. 

93. Ricerclie sulla geometria delle forme binarie cubiche. Vol. I X  (Serie I I )  
(1870), 53  pagine. 

94. Ricerche sulla cinematica dei fluidi (*). Vol. 1, II, I I I  e V (Serie III) 
(1871-74), 20 1 pagine. 

93. Esercitazione analitica intorno ad alcuni teoremi di Feuerbach e di Stei- 
ner. Vol. V (Serie I I I )  (18751, 24 pagine. 

96. Considerazioni analiticlie sopra uiia proposizione di Steiner. Vol. VI1 
(Serie III) (1877), 24 pagine. 

97. Nota intorno ad alcuili punti della teoria del potenziale. Vol. IX (Se- 
rie 111) (1 878), 27 pagine. 

99. Ricerche di geometria analitica. Vol. X (Serie III)  (1879), 82 p~gine.  
99. Memoria sulla teoria dell'attrazione degli ellissoidi. Vol. 1 (Serie IV) (1880), 

46 pagine. 
100. Memoria sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche. Vol. I I  (Se- 

rie I V )  (1881), 47 pagine. 
101. Memoria sull'equilibrio delle superficie flessibili e inestendibili. Vol. III 

(Serie IV) (1882), 51 pagine. 
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sferica. Vol. I V  (Serie IV) (1883), 36 pagine. 
103. Memoria sulla teoria dell'induzione magnetica secondo Poisson. Vol. V 

(Serie IV) (1884), 34 pagine. 
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(*) COS; nelle copie a parte (estratti) della Memoria, e sulla copertina (ne1 verso) dei 
lavori n.' 102 e 108 del presente Elenco. Nei Volumi Accademici qui indicati, invece, la 
Xemoria stessa porta altro titolo e cioé il seguente : Sui principii fondamentdi clcll'irlr-O- 
dinamica razionale. 
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105. Memoria sulla interpretazione 'meccanica delle formole di Maxwell. . . Vo- 
lume VI1 (Serie IV) (1886), 36 pagine. 

106. Memoria intorno ad alcuni problemi di propagazioiie del calore. Vo- 
lume VIII (Serie IV) (1887)' 36 pagine. 

107. Considerazioni sulla teoria matematica del magnetismo. 1'01. 1 (Serie P) 
(1891), 45 pagine. 

108. Considerazioni siilla teoria hatematica dell'elettromagnetisrno. Vol. II 
(Serie V) (1892), 68 pagine. 

Alti del17Accademia di Torino. 

109. Sulle funzioni cilindriche. Vol. XVI (1881), 5 pagine, 

Comptes Rendus de Z'Acadérnie des Sciences (Paris). 

110. Sur la thhorie de la deformation infiniment petite d'un milieu continu. 
(1889), 1."' semestre, 4 pagine. 

111. Quelques remarques au sujet des fonctions sphériques. (1890), 4 psgine. 

Ne1 Volume u I n  Memorium Dominici Chelini-Collectanea Ma th'ema- 
tica, ecc. n piibblicato ne1 1881 (Milano, Hoepli) per cura dei professori 
L. Cremona ed E. Beltrami si trovano del prof. Beltrami i due lavori se- 
guen ti : 

112. Della vitn e delle opere di Domenico Chelini, pagine 28. 
113. Sulla teoria degli assi di rotazione, pagine 23. 
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Alcuni nuovi teoremi  
sulle funzioni armoniche a tre variabili. 

(Di LORENZO DE SANCTIS, a Pisa.) 

1 Il' APPELL in una sua elegante Memoria, insrrita ne1 Tomo IV  
degli Acta ,Wathematica, lia trattato delle funzioni T ( z ,  y ,  x )  a tre varinbili 
reali soddisfacenti all'equazione : 

svolgendo una teoria ana1og.a a quella delle funzioni di una vnriabile com- 
plessa; orbene, in questo laroro è mio scopo di presentare un nuovo teorema, 
che pub considerarsi corne l'estensione di un teorema dato da CAUCHY per le 
funzioni di una variabile complessa, e di estendere completamente le ricerche 
fatte da1 MITTACI-LEFPLER pure per le funzioni di uns  var i~bi le  complessa. 

L'estensione del teorema di MITTIC+-LEFFLER è poi applicnta ne1 seguito 
a dedurre in  modo diverso ~~II 'APPELL, e molto più genernle, l'esistenza di 
una funzione armonica uniforme sempre regolare nello spazio eccettuato iiei 
vertici di  una rete di parallelepipedi nei quali h a  poli di 1." ordine con re- 
siduo $- 1 e n costruirla effettivamente. 

L'APPELL, ne11a citata Memoria, indicn tale funzione con Z ( x ,  y ,  z) e 
notiamo che essa ha, in questo genere di studî, una grandissima importanza 
perchè occupa il posto che la < z  di WEIERSTRASS 11a nelln tcovicn delle full- 

zioni ellittiche. P e r  chiarezza dell'espusizione credo bene di premettere al- 
cune nozioni che faciliteranno di molto la lettura dei teoremi in discorso. 

$ 2. Ne1 seguito noi indicherenio con Vn, (2, y, Z )  un polinomi0 rn- 
zionale, intero, omogeneo, di grado IIZ in x, y, z soddisfacente all'equazione: 

A Vm = O .  
Anndi di Matematien, Serie III, tomo IV. 
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La considerazione di questi polinomî V, ( x ,  y ,  z) è strettamente legata 
alla considerazione delle funzioni sferiche, giacchè se x, y, x s' interpretano 
corne coordinate Cartesiane di u n  punto del10 spazio le cui coordinate polar; 
siano p ,  6 ,  rp onde si abhiano le formole : 

x = p cos 8 

z =psenOsenp ,  
allora si avrà cbe: 

y, 2) = pm Yn, ( 8 ,  cpl, 

Ym(5, y )  essendo una funzione sferica. Oltre ai polinomi V con indice p s i -  
tivo noi introdurremo anche polinomf T con indice negativo secondo i con- 
cetti che seguono. II THOMSON dirnostra,' e Ift cosn si pub verificare facilmente, 
che se F ( x ,  y ,  x )  è una funzione ilrmonica.tale è anche : 

1 
- 3 '  T 

5 )  dove r =+\ lz '+y2+sz,  

segue di qui che se Vm(x, y, 2) B un polinomio armonico Io è anche : 

Tale eçpressione è un polinomio omogeneo i n  z, y,  x di grado: 
-(m + l) ,  noi l'indicheremo con : TC(,,+,, (2, y, x) ,  onde sarà per ipotesi : 

in particolare per nz = O  risulta : 

A V-, = - con A costante. 
r 

Cià posto ïicordiamo i seguenti teoremi che si trovano dimostrati ne1 
Iihro  HEINE (*) : 

1.') Utla funrione n m o n i c a  E7(x, y,  z) senapre fivzita contimia e sod- 
disfucente all'eqetcrzione A F=O vzei pulzti d i  una sfera col centro ifz: 

(*) HEINE, Eandbuch der Iiugelfunctio?zen. 
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(x'; y', z ' )  (tutto a1 più il contorno eccettliato) s i  ~vz ' l zypa  in zrlta serie : 

convergente in  zcgual grado in ogni canzpo inte~.no alla s fera. 
2.") U ~ i a  fzt~zziotze arnzorzica F (x, y,  x)  seazpre Jljzita colzti~tua e sod- 

disfacente a2l'eqz~azione A F = O in z r n  me210 sferico col celttro in (x', y', z )  
(tutto al più i l  contorno eccettuato) s i  sviluppn i n  U P Z U  doppia serie: 

cowerye~zte in ugual  grado in ogiti campo i l z te~no all'unello. 
3.") Un11 ficnsione arrnonica F (r, y ,  s) sempre regolure crbl'esterno d i  

una  sfera col centro i n  (x', y', x')  e quiltdi aoente uia calore fitzito e deter- 
wzinato (che diremo F (00)) unche per va1ol.i inyfinitapîzente grandi delle ca- 
r iabi l i :  x, y, z, si sviluppa itz una serie: 

m=m 
2; V-, (x - x', y -yr ,  x - 2') con VO = F (w), 

m=O 

convergente i t t  zcgua2 grado in og~zi campo del tulto esterno alla supes$cie 
sferz'ca. 

Sarh utile ricordare anche il teorema di HARNACK: 
Se f , ,  f,, f 3 ,  . . . fa.. . sono ficnxioni arnzonicke zit ut1 ca~npo fik~ito C 

che su1 co~ztorno S del campo assunzono i valori:  

m 

e s i  veri$ca che la serie: v F, converye b zigzral g d o  ullora s i  pub as- O 
Ca 

serire che I; fn converge i l& ugual grado in  C e che ci ruppreseitta z r m  fiut- 
U 

L a  dimostrazione del teorema enunciato è intierarnente fondatn sulla 
proprietà notissima che : 

Il nnzssipîzo valore assoluto d i  zctza futzxione arrnonicn, considerata i~a urt 

canzpo jinito, é sul  contortzo del calnpo, 
e poicbè questa proprietà vale manifestamente anche quando si con- 

sidera una fuuzione armonica senipre regolare ne1 canipo infinito situato 
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a1 di fuori d i  una superficie S e an?zullantesi all ' infinito cos) ne segue 
anche che: 

Se f,, f,, ... fa.. . sono futzzioni a~morziche s e q w e  regolari fzel c a r q o  C 
estemo a d '  u m  superficie S, che alb'iyînito s i  annzcllarzo e che su1 contomo S 
del canzyo pmzdono i valor i :  

t 

FI, B ' 2 > > . *  Fns., 
w 

e si verifica che 2 li', converge i n  tigual grado allora si pub conc1ztdeî.e cke 
U 

w 

v fn colzverge in zcgua2 grado i n  C e d i e  ci r a ~ p r e s e n l a  z1f2u fu~zxio~ze ar- 
9 

EO 

ntonica la quule su S p e n d e  i l  valore: 2 Fn e clle si atznullu evideîzternente 
O 

ct ll'i~zfinito. 
Avremo bisogiio ne1 $ 4 d'invocare questa proprietà perchè capiterà ivi 

appunto di considerare una serie d i  polinomî: E L m + i )  (X - x', y - y', x - x'), 
i quali sono funzioni armoniche annullantesi all'infinito, convergente in  ugual 
grado in  un anello sferico col centro iri (d, y', x') onde n e  concluderemo 
che detta serie ci fornisce una funzione armonica all'esterno della sfera più 
piccola annullantesi all'infinito. 

L'osservazione precedente ci permetterà di dedurre rigorosamente un 
risultato clie ne1 modo con c,ui è presentato nella i'dernoria ~ ~ ~ ~ ' A P P E L L  non 
appare molto precko. 11 teorema di HARR~CK, sopra ricordato, ci permetterà 
poi di seguire nella dimostrazione del teorema di MITTACI-LEFFLER una traccin 
analoga a quella seguita, nella dimostrazione del10 stesso teorema, nella teoria 
delle fiinzioni d i  una variabile cornplessa. 

5 3. Andiamo ora a definire quando è che una funzione arnionica 
F ( x ,  y ,  X) in un punto (a, 6 ,  c) del10 spazio si dice regolare e quaildo 
singolare. 

Dircmo che una funzione F(.r,  y, x) in un punto (a, b, c )  del10 spazio 
è regolare , allorchè si pub determinare un intorno sufficientemente: piccolo 
di questo punto (e volendo potremo supporre, senza restrizione, che l'intorno 
sia sferico) tale che in  esso l a  F ( x ,  y, x )  sia finita continua e soddisfacente 
all'equazione A F = O cioé sia sviluppabile (S 2) in una  serie di polinomî 
Vpa (nz > O) della forma : 

2 Vjn (X - a, y - b, z - c ) ,  
fn=O 
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E diciamo subito che una funzione F (x, y, x) si dice regolare all'infi- 
nit0 quando nei punti esterni ad una sfera col centro, p. e., nell'origine e 
con rilggio sufficientemente grande la funzione F ;! sempre finita coritinua e 
soddisfaceiitc al17equasione A P = O e quindi è sriluppabile in un;, serie di 
polinomî V-(,, +,) (x, y, 2) : 

Si noti che non riconduciamo 10 studio di una funzione armonica nei 
punti a distanza grandissima dall'orjgine al10 studio di una funzione armo- 
nica nei punti a distanza piccolissima col metodo della trasformazione per 
raggi vettori reciproci. Pel caso di funzioni armoniche a due variabili la 
oosa pub ftirsi ancora utilmente. Se infatti è data una funzione V(x ,  y) ar- 
monica, all'esterno di un cerchio r col centro nell'origine, finita e continua 
per tutti i valori finiti di x e y,  e consideriamo la trasformazione definita 
dalle relazioni : 

la quale non B altro che un'inversione per raggi vettori reciproci rispetto al 
ccrchio di raggio 1 la funzione V(x,  y) si muta di nuovo in una funzione 
armonica di X, Y: 

la quale è regolare per tutti i punti (X, Y) interni al cercliio r' trasforinato 
di r, l'origine al più eccettuato, ebbene noi diremo allora che la V ( x ,  y) B 
 gol lare all'infinito se 10 è la W ( X ,  Y) nell'origine e se cib non avviene 
diremo che la V ( x ,  y) ha all'infinito In singolarità presentata da W ( X ,  Y) 
nell'origine. Se invece si tratta di una funzione V ( z ,  y ,  z)  armonica all'e- 
sterno di una sfera l? e consideriamo ancora la trnsformnzione per raggi 
vettori reciproci : 

dore : 
R 3 = X S +  Y'+ Z2, 

allora la funzione : 
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non sarà più armonica, ma Io sa rà :  

sicchè parrebbe che potesse sostituirsi alla considerazione di V(x,  y ,  x) al- 
l'esterno della sfera I' la considerazione della W, (X, Y, 2) all'interno della 
sfera r' trasformata di r e dire che V(x, y, x) è regolare all'infinito O no 
secondo che 10 è oppur no la W, (X, Y, 2) nell'origine. Ma vediamo subito 
clle possono costruirsi funzioni armoniche V(x, y, x) regolari all'infinito mentre 
le corrispondenti funzinni W, (X, Y, Z) hanno nell'origine singolarità. 

Cosi se prendiamo : 

B A + - ( A  . B cost. ed r = + \lx2 + y? +- x2), 
r 

la funzione corrispondente dopo la  trasformazione è :  

la prima è regolare all'infinito, n~entre non Io è 1s seconda nell'orjgine. Per  
questo abliamo trattato separatamente il caso del purito all'intiriito. 

5 4. Diamo ora la definizione dei punti singolari di una funzione 
F ( x ,  y ,  x). Considerando un punto (a ,  b ,  c) il quale non sia regola~e per 
la  nostra funzione noi Io diremo un punto singolare, e ,  per semplicità, ci 
limiteremo alIo studio di funziorii F ( x ,  y, x )  che non hanrio che punti sin- 
golari isolati. 

Come si svilupperà la F ( x ,  y, x) nell'intorno di un suo punto singolare 
(a, b, c )?  P e r  l'ipotesi d i e  il punto che si considera è un punto singolare 
ixolato potremo descrivere, col centro ne1 punto e raggio sufficientemente 
piccolo, una sfera S in modo che ne1 suo interno e su1 suo contorno non 
capitino altri punti singolari, e se allora descriviamo con centro ne1 punto 
e raggio minore una seconda sfera SI tra le due sfere la  F ( x ,  y ,  x )  sarà 
una funzione armonica seinpre regolare e quindi ( 5  2) sviluppabile in  una 
doppia serie convergente in ugual grado : 

VI1 = a 
F ( x ,  y , x ) =  2; V,,(x-a,y-b, x-c)+ xi), V.-(, ,+,i(~-a,  y -b, x - c ) .  (a) 

rn=O m = O  

Ora pub avvenire che la seconda parte sia una vera serie O un poli- 
nomio, ne1 secondo CRSO se p è il massimo grado delle funzioni V-(,+,, (x- n, 
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y -  b, z - C) che compaiono in detto polinoniio diremo clie ne1 punto (a, 11, c) 
la funzione F ( x ,  y! x )  11% 2112 polo dell'ordilte 11, ne1 primo caso direnio in- 
vece clie in tale punto si lin wza sitzgolarità essenziale della F ( x ,  y, x).  

I n  ambedue i cnsi il coefficieiite costante A che figura in TT-, (*) si dirà 
il residuo ne1 punto si~zgolare. 

Notiamo che 10 sviluppo (a) dovrh manifestamente valere qualiinque sin 
la piccolezza del raggio della sfera SI quindi potremo dire che la F (x, y, 2) 
deve svilupparsi cos1 in tutti i piinti di una sfera col centro in (18, b, c) (ne1 
cui interno e su1 cui contorno non capitino altri punti singolari) eccettuato 

(a, 4 cl. 
m=m 

Se si considem la serie y Vm (x - a,  y - b, z .- c) essa convergendo 
h=o 

jn ugual grado in (S ,  S,) convergerà in ugual grado in tutto S ( 5  2) quindi 
indicando l a  sua somma con T (Y, y, Z )  sarà T (:c, y, z) una funzione armo- 
riica regolare da per tutto in S in particolare ne1 punto (n, 6, c). 

I n  quanto poi all'altra parte dello sviluppo (a), se eçso è un polinomio 
rappresenterh certamente una funzione armonica regolnre in tutti i punti dello 
spazio eccettuato in (a, b, c), perchè tale è ciascun soo termine che è un 
polinomio V-c,+l, (X - a ,  y-  b ,  z - c j ;  ma anche se è una serie giacchè 
questa serie convergendo in ugual grado nell'anello (S, SI) cioè in S, eccet- 
tuato (a, h, c), in forza del170sservazione fatta alla fine del 5 2, convergerà 
:inche a117esterno e ci rappresenterà unn funzione nrmonica regolnre in tutto 
Io spazio, eccettuato (a, b, c), la quale si annull,z all'infinito. 

L'indicheremo con G(x ,  y, x 1 a, b, c) onde si avrh:  

m=p-1 
La G (o ln somma 2) r.(,,+,, (x - a ,  y - b ,  x - c) ne1 caso delle 

111 =O 

singolarità polari) si dice la porte primipale della F (z, y ,  x) relativa al  
punto singolare che si considera. 

Dn quanto abbiamo detto e dalla (a)  segue che l a  distinzione delle due 
specie di singolarità pub farsi anche in questi termini : 
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u Se un punto (u, b, c) è singolare per una funzione F ( r ,  y, x )  noi po- 
u tremo senipre trovare uns  funzioi-ie a m o n i c a  r e g o l ~ r e  in tutto lo spazio 
tr eccettuato quel punto (data dalla somma di un numero finito di polinomf 
u V-(,+,) (x  - a, y - b, a - c )  O da  uns serie di questi polinoinî convergente 
u j11 ugunl grndo) in modo che ln differenza tra la. primitiva funzione e la 
u nuova sia una funzione nrmonica regolare ne1 punto. Se per raggiungere 
u Io scopo abbiamo avuto bisogno di  ricorrere alla somma di un numero firiito 
II di poliiiomî P.(,+,, (X - a, y - b, x - c) la eingolarità dicesi polare altri- 
u menti essenziale. n 

niremo analoganlente clie il piiiito all'infinito è singolare per una fun- 
zione F ( x ,  y, 2)  quando non è regolare, oioè quando non si pub trovare 
una sfera col centro nell'origine e di raggio tanto grande che a1 suo esterno 
lri F (T ,  y, x) sia sempre finita continua e soddisfacente all'equnxione h F = 0. 

Potremo d o r a  considerare anche qui una sfera S col centro iiell'origine 
e di  raggio tanto grande che al suo esterno non vi capiti nessun punto sin- 
golare della funzione F ( x ,  y, z), il punto all'infinito eccettuato; e se descri- 
viamo con c.entro nell'originc una seconda sfera S, comprendente S in (S, 8,) 
la  F sarà sempre finita contiriua e soddisfacente all'equazione A F = O quindi 
sviluppabile cos) : 

Se xm V,,, (x, y, 2) è una vera serie il pic?zto all'injinito si di& zia 

pzlnto singolare essewiale ,  se é una somma di un numerc finito di polinomî V,, 
si dirà che il pmzto all'ittfinito è urz polo e dell'ordine p se p 6 il mfissimo 
grado dei polinomî V,,. 

Questo sviluppo naturalmente deve valere comunque s'ingrandisca i l  raggio 
della sfera S, quindi possiamo dire che vale all'esterno di una sfera S di 
raggio sufficientemente grande ecc,ettuato il punto all'infinito. 

P 
Notiamo che 2; V', (x, y,  z) è certo una funzione arinonica da  per tutto 

O 
CO 

regolare fuorcliè all'infinito, ma, anche se consideriamo Vrn (Y, y, x) questa 
O 

coiivergendo in ugual grado in (S, 8,) convergerà in iigunl grado i n  SI  e 
sarà in S, una funzione armonica coniunque sia, grande S, cioO ponenrlo: 
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sarà G (x, y, -8) una funzione da per tutto regolare nello spazio eccettuato 
il punto all'infinito. 

Ca 

.D'altra parte V-(,+,) ( x  -.a, y - b, z - c) ci rappresenta una funzione 0~ 
armonica regolare all'esterno di S annullantesi all'infinito, onde considerando 
la (B)  risulta anche pel punto all'infinito che,  se osso è singolare per la  
F(z ,  y,. z), potremo togliere dalla P una funzione armonica x da per tutto 
regolare eccettuato all'infinito in modo che F- yr sia regolare all'infinito. 

- Se abbiamo avuto per cib bisogno di adoperare la somma di un numero 
finito di polinomî V*, di cui p è il grado massimo, il punto all'iiifinito è un 
polo dell'ordine p altrimenti un punto singolare essenziale. 
- .Sis il punto all'infinito tegolare O meno, diremo residuo di  una fu~zzione 

nrttzonicu E ' ( x ,  y, x )  ne1 punto all'infinito il coefficiente del polinomio V-, 
che compare ne1 suo sviluppo (all'esterno di una sfera tanto grande che ne1 
suo interno - capitino tutti i punti. singolari eccettuato il punto all' infinito) 
cambiato di segno. 

È ovvio quanto sia grande l'analogia tra le definizioni qui date e quelle 
che si dànno per i punti singolari delle funzioni di una variabile complessa; 
le funzioni G CJ, y, x )  e G(T, y, x 1 a, b, c) che ora abbiamo introdotte si 

presentano corne naturale estensione delle trascendenti intere G(z), G - 
( z  U) 

§ 5. Terminiarno queste nozioni preliminari col ricordare alcuni teo- 
remi già trovati ~ ~ ~ ~ ' A P P E L L ,  nella Mernoria citata, ed analoghi a ben noti 
teoremi della Teorica delle funzioni di un8 variabile complessa. 

1.") Una funzione armonica F (z, y, x )  da per tutto regolare tzello 
spaxio non pub esseie che una costante. 
. . 2.') Una filnzione amonica F (x , y, x )  da per tutto ?,egolare nello 

spuzio eccethato net punto all'infinito net quale ha un polo dell'ordine m è 
la somma d i  1~b + 1 polinomi V,.,, (m 2 0). 

3.") U?za funzione armouica avente un Plumer0 finito d i  singolarità 
ne110 spaxio è la sonma d i  un Izulîzero fim'to di funzioni G. 

. 4.") Se m a  filnzione F ( x ,  y ,  z) armonica è sempre regolnre net 
campo C Zimitato da una su~erJicie S eccettuato itz certi punti (irz tzwzero 
Jinito m) posti nell'intenzo nei quali diventa singolare ed ha i rispettivi re- 
sidui Ri, R, ,... R,, allora si ha che: 

Annala' di Maternatica, Serie III, tom0 IV. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 D e  S a  n c t is : AlcunZ nuovi teoremi 

a - indicando te derivate della F prese secondo le normali a d  S esterne a l  a 98 

campo (2. 
I l  teorema è valido anche quando tra i punti singolari considerati vi è 

il punto all'infinito, purchè per residuo di una funzione armonica -ne1 punto 
all'infinito si adotti la definizione del 5 4. 

5.') Se una ficnxione arnzonica ha un numero finito di p u d i  singolari 
la somma dei suoi residui è nulla. 

$ 6. Perveniamo ora all'accennata estensione del teorema di CAUCHY. 
CAUCEY si propose il problema di dare uiio sviluppo di una funzione di 

variabile complessa uniforme, avente un numero infinito di punti singolari, 
inSserie che ne mettesse in evidenza le singolarità ed è noto che egli per- 
venne elegantissimamente allo scopo servendosi del teorema, che porta il suo 
nome, per mezzo del quale si possono conoscere i valori di una funzione di 
variabile complessa nell'interno di un'area (in cui è sempre finita continua 
e monodroma) quando si conoscono i suoi valori su1 contorno (*). Orbene in 
questo paragrafo io mi propongo di fare una ricerca analoga ne1 caso di 
una funzione F (x, y, 2)  armonica uniforme. 

Supponiamo dunque di avere u n i  funzione F ( x ,  y ,  x )  uniforme e re- 
golare da per tutto, eccettuato i n  un gruppo di punti nei quali abbia sin- 
golarità (se polari O essenziali non importa), soltanto perb amrnettiamo che 
all'ingrandire indefinito del raggio di una sfera, col centro p. e. nell'origine, 
i l  numero dei punti singolari contenuti ne1 suo interno, pur mantenendosi 
finito, cresca indefinitamente, in altri termini supponiamo che la F ( x ,  y, 2 )  

sia unicamente singolare in un gruppo infinito di punti (**) avente un unico 
punto limite all'infinito 

Consideriamo un campo racchiuso da  una sola superficie S che non 
passi peî. alczcn pzmto singolwe della F (x, y ,  x), il che è possilile, indi- 
chiamo con : 

M (  b ,  c,.) [ r = l ,  2 ,  ., ml, (1) 

gli nz punti singolari (m intero finito) contenuti nell'interno della 8 e do- 
mandiamoci corne si svilupperà la F ( x ,  y, z) ne1 campo limitato dalla S. 

0 

(*") Il caso che l a  F(x ,  y, a) divenisse singolare in  un numero finito di punti, non 
presenta oramai p e r  noi più interesse poichè é s ta to  indicato ne1 § 5 (n." 3) il risultato 
cu i  si perviene, 
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I n  un intorno sufficientemente piccolo del punto Ml = ( a , ,  b, , cl)  (tale 
cioè che non includa altri punti singolari della F, Jf, eccettuato) avrb (5 4): 

dove G, ( x ,  y, x 1 a,, b , ,  cl) è un polinomio O una aerie formata con po- 
linomi : 

V- (nz+i) ( x  - a , ,  y - bl, x - cl) (secoiido che in Ml la  singolarità è po- 
lare 0 essenziale) e F, ( x ,  y ,  x )  è una funzione regolare riell'intorno di 
( a l ,  h ,  G). 

Dall'ultima relazione ricavandosi : 

e G, ( x ,  y, z 1 a , ,  b , ,  c,) essendo regolare in tutti i punti del10 spazio, ec- 
cettuato in (a,, b , ,  c,), segue che la FI ne1 campo limitato da  S non pub 
avere altre singolarità che in : (a,, b , ,  c,), (a , ,  b , ,  c,) ,... (a,,, tr,, cm) cioè 
la FI si trova nelle stesse condizioni della F coll'unica differenza che h a  
una singolarità di meno e percib potremo applicare alla J', gli stessi ragio- 
namenti applicati alla F e cos1 seguitando perverremo infine ad uno sviliippo 
della forma : 

dove F ( * ) ( x ,  y ,  z )  è una funzione armonica aempre regolare nell'interno e 
su1 contorno di S. Potremo allora alln F(') applicare unn qualiinque delle 
formule che valgono per una funzione armonica sempre regolare in un certo 
campo e su1 contorno, in particolare la formula di GREEN che ci d& il va- 
lore della funzione in un punto interno del campo allorchè conosciamo i va- 
lori della funzione e quelli della sua derivata su1 contorno, cioè se  
M ' = ( x l ,  y', 2') è un punto-interno ad S si avrb : 

dove ho posto per brevità di scrittura: 

(x, y, z) essendo un punto variabile su . S. . 
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L a  relazione (3) vale qualunque sia il punto (x', y', xr) interno ad S, 
varrà i n  particolare se per (x', y', 2') prendiamo un punto (a,, b,, c,), ma 
s icc~me vogliamo adoperare Io sviluppo (3) per sostituire nella (2) e la 
F (x, y, x) in (a,, b,, c,) ha  delle singolarità, cod supporrerno che (x', y', x') 
sia un qiialsivoglia punto interno ad S esclusi i punti (1). 

L a  (2) ci dà, ponendo per (x, y, x); (zr, y', x') e sostituendo a 
F(*) (x', y', zr) il valore fornito dalla (3) : 

e se per F(*) e poniamo i valori ohe si ricavano dalla (2), raccogliendo a 
opportunamerite, otteniamo : 

r=m 
F (x', y', X I )  = 2 Gy (x', yr, Z' 1 a,, b r ,  cy) + 

r=l 

Ora io dico che il terzo termine del secondo membro della (5) è nullo; 
basterà percib mostrare che considerando una qualunque Gr ~ii ha.: 

P e r  questo descriviamo una sfera S, (vedi figura a pagina seguente) con 
centro ndl'origine e con raggio talmente grande che comprenda la S ne1 suo 
interno ; d o r a  ne1 campo (S, 8,) la  R (cioè l'inversa della distanza del punto 
fisso (d, y', x ' )  da un punto variabile (x, y, x)) e la Gr sara-lino certamente 
funzioni arrnoniche sempre regolari quindi, per un noto teorema, avremo: 
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cioè : 

a .  dove, pel modo con oui l'ultima relazione é stata scritta, le - sono prese a 12 

rispettivamente secondo le orientazioni delle normali ad S, e ad SI esterne 
ai campi racchiusi da queste due 
superficie. 

Il iutto è ridotto quindi a 
mostrare- che : 

J J ~ -  Gr - da=O.  
a n  a an 

s, 

Osserviamo che la fun- 
zione Gr essendo regolare certa- 
mente a l  di fuori di una sfera S ' ,  
col centro nell'origine di raggio 
minore di quel10 della S, ma ad 
ésso sufficientemente vicino , . in 
ogni campo esterno ad S', e 
quindi in particolare su SI, si 
svilupperà (5 2) in uiia serie, convergente in ugual grado, di yolinomî 
Jr-p 4) (x, y, 3) : 

m=M 

Gr - 3 . V-(m+.i) (x, y, 4, 
1 I i A l  

dove notiamo che manca il termine costante perché la Gr si annulla all'in- 
finito. Ma d'altra parte se con p indichiamo il raggio della sfera Si su S, si 
ha  manifestamente : 

quindi sostituendo 

e se allora calcolo 

si ottiene subito : 

E,  18 essendo l'orientasione della normale esterna ad 
8 a 
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Osserviamo poi che se r è la distanza del punto (x ' ,  {, x 3  dall'origine, 
dalla figura ho subito : 

dove : 
x x f + y y ' + x z '  x ' c o s 8 + y ' s e n 9 c o s ~ + z f s e n 4 s e n ~  

COS y = a 9 

r ? r 

e poichè il punto (x', y', 2')  è interno ad S, si ha r < p  e 
delle funzioni sferiche si ha anche in serie convergente in 

giacchè rm Pm (cos ?), considerata corne funzione di 8 ,  y ,  

per le definizioni 
ugual grado : 

è manifestamente 
una funzione sferica ed ho messo l'asterisca per porre in evidenza c,he le Y, 
ora considerate non sono, in generale, quelle del10 sviluppo precedente. 

a R  Ottenuto 10 sviluppo di R si ottiene piire subito quel10 di - si ha 
a n  

infatti : 

quindi : 

E se allora noi eseguiamo i prodotti delle serie del secondo rnembro e 
poi integriamo (nei secondi membri integrando per serie, il che è lecito trat- 
tandosi di serie convergenti uniformemente) si vede subito che otteniamo per 
risultato Io zero. Infatti osserviamo che nell'eseguire i prodotti i coefficienti 
di Y, (O ,  y )  . Y 2  (8, y) risultano manifestamente uguali e di segno contrario, 
onde i corrispondenti termini si elidono, considerando poi i termini della 
forma : 

Y; (0, y )  Y$J ( 5 ,  y )  (m =:= m'), 
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si vede che per le note proprietb delle funzioni sferiche si ha per questi : 

Risulta quindi che : 

e allora la (5) ci fornisce immediatamente : 

Insomma se F(x ,  y ,  x )  fosse nell'interno di S e su1 contorno, sempre 
regolare, si avrebbe : 

1 a P 
3'b1, y', x') = -S((R, 4 n - F-  d g ,  

s a a n  

se invece l a  F ha nell'interno di S dei punti singolari ne1 secondo mcmbro 
compaiono dei termini relativi a detti punti. 

Applichiarno ora questi concetti al10 sviluppo in serie della E'(r, y, x). 
La (6) è stata trovata vera indipendentemente da qualunque ipotesi sulla 
grandezza della superficie S, se quindi facciamo spostare la S in modo di- 
s c r e t ~ ,  facendo si che essa non passi mai per alcun punto singolare, man 
mano capiteranno ne1 suo interno altri punti singolari e ,  fissato il punto 
(xr, y', x'), la (6) sarà sempre applicabile solo crescerh il numero dei termini 
della somma delle O,. Se ora supponiamo di far tendere il contorno S al- 
l'infinito con una tale legge (se 2 possibile) che esista il limite dell' 

a1 crescere indcfinito del contorno e che sia:  
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tende a zero, ma F ( x 1 ,  y', 2') è fisso quindi: 
r=m , - 

F ( x f ,  y', x') = lim 2 G, (x', y', x' 1 &, b , ,  c,), 

limite che va 
di una serie : 

r=l 

preso al cïescere indefinito di m ossia, per definizione di somma 

,%=m 

F ( x ' ,  y', z r ) =  3 G,(xf, y', z ' I  a,, b , ,  Cr). 
9 =1 

bene che nella serie del secondo membro i termini non sono 
aggruppati in modo arbitrario, giacchè il tendere ad un limite dell'integrale 
doppio sopra accennato e l'essere questo limite uguale al10 zero dipende dalla 
particolare legge con cui varia il contorno e pub benissimo avvenire che con 
un'altra legge di variazione del contorno detto integrale doppio non abbia 
più un limite O, avendolo, questo limite, non sia più uguale alIo zero; quindi. 
bisogna che i termini della serie (8) & n o  aggruppati alllistesso modo corne 
via via si trovano introdotti i punti singolari nell'interno del contorno cre- 
scente. 

. Qsserviamo poi che noi abbiamo supposta che (x', y', x ' )  sja fisso ma 
la cosa vale anche se (x', y', x') varia in un certo campo r, qiiando la! legge 
d'ingraudimento del -contorno è quella dell'ittgrandimento. in  tutti i sensi; 
basta, per vederlo, prendere per prima posizione di S un contorno che in- 
clude il campo r. In ta1 caso è manifesto che se lit (7) si verjfica in ugual 
grado, (x', y', x') variando in r, anche la (8) conaerge in r. in ugual grado. 

§ 7. Notiamo un caso particolare in cui la (7) è verificata e quindi 
si pub ottenere F ( x ,  y, x) sviliippata in serie di funzivni G. - 

Suppoqiamo che il coptorno S sia un.a sfera col centro nell'origine' il 
cui raggio varî in modo discreto con unai t,ale legge che ,considerando la 

~ - 

funzione F su1 contorno crescente : I FI e al crescere indefinito del 

raggio della sfera diminuiscano indefinitamente e tendano a zero (*), suppo- 

(") Notiamo che queste condizioni possono essere verificate perché supponiamo che 
il raggio della s fe ra  aumenta in modo discreto, non 10. potrebbero cer to essere se  il  raggio 
della sfera aumentasse in modo continuo, giacchPi in  vicinanzn del punto all'infinito abhiaino 
infiniti punti in cui la F assume il valore infinito. 
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niamo inoltre che esista il limite dell'eapressione: 

al crescere indefinito del raggio della sfera e sia: 

allora io dico che 1% (7) è serificata e quindi la F è svolgibile in serie (8). 
Osserviamo infatti che avendosi in serie convergente in ugual grado: 

m=w ~m Pm (COS Y) . a R nt=m -- rm Pni (cos y) R= 2 -- Z 1) p+< pf4 a +n=O 

sostituendo nell'espressione : 

ed integrando per serie, si otterrà una nuova serie convergente in ugual grado 
e siccorne ne1 nostro caso d o  = pP sen û d 0 d y con p costante cos1 : 

E alla nuova serie, essendo convergente in ugual grado, è applicabile il 
teorema : 

Il limite di una serie è la serie dei iimiti. 
Considerando il primo termine di detta serie ottenuto cioè per nô = O ,  

jl quale è dato da: 

Anuali di Matematica, Serie III, tom0 IV. 
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l a  prima parte h a  per ipotesi per limite Io zero, ma anche la seconda parte 
ha  per limite 10 zero, al crescere indefinito del raggio della sfera, per l'ipo- 
tesi che lin1 I FI = 0. 

G-li altri termini della serie poi tendono a fortiori a zero perchè con- 
tengoiio p t i l  denominatore e i loro numeratori tendono a zero, eccettuato la 
prima parte del termine che viene per m = 1 : 

In quale tende per sé stessa a zero per l'ipotesi che lim a F / an 1 = O e per- 

ch8 sappiamo che 1 P, (cos y) 1 G 1. L a  serie dei lirniti 8 composta di termini 
nulli quindi è nulla la sua somma cioè la (7) è verificata. 

§ 8. Nei paragrafi precedenti noi avevamo una funzione F (x, y ,  z)  
armonica uniforme con certi punti singolari e ci occupavamo di darne uno 
sviluppo che ne mettesse in evidenza le singolarità. 

Viceversa domandiamoci ora : 
Dato un gruppo injnito d i  punti tali che a distanza Jinita ne capiti 

sewzpre un numero findo, cioè grzcppo di  punti clvente un punto limite al- 
l'infinito, e fissate certe singolarità nei punti del gruppo, esiste utzu funxione 
arwonicu sernpre regolare nello spaxio eccettuato nei punti di quel grzlppo 
doue ha le singolavit& volute? 

Risponde a questa domanda un teorema importantissimo che nella teoria 
nostra ci rappresenta la naturale estensione del teorema di MITTAG-LEFFLER, 
per le funzioni di una variabile cornplessa : 

Comideriamo un gruppo infinito di  punti con un unico punto limite al- 
l ' injnito,  che è un gruppo numeraOile e che possiamo puindi rnppresen- 

tlna volta concepito d i  aver disposti i punti in  ordine di raggio vettore c w  
scente, onde yonendo : 

rk = \lu; + bS, + c i ,  
sia : 

lim rk = a. 
k m  

Assegniumo per ciascuno dei nostri punti una funzione Gk ( x ,  y ,  8 1 
a k ,  bk, ch) che dia la shgolarità in (ak,  bk, ck), inteso che la Gk p~ssa  
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anche ridîwsi alla somma d i  un numero firzito di polinomâ V=(,+,) ( x  - ah, 
y - b k ,  x - ch), allom diciamo che si pua sempre costruire una ficnzione 
armonica F (x, y ,  e) d(i per tzitto regolare, eccettuato nei punti del grzrppo 
in discorso dove ha le volute singolarith. 

Come corollario seguirà che : 
Potremo costruire mza futlxione armonica uniforme da per teltto rego- 

lare, eccettuato ha un gruppo ànfinito di punti con un zinico punto limite al- 
Z'inJinito, nei qzlali ha delle singolurità polnri prejssate ad arbitrio (*). 

Notiamo intanto che Re F ( x ,  y ,  u) é una funzione armonica che sod- 
disfa alle condizioni richieste vi soddisfa anche : 

dove G (z, y,  z )  é una funzione armonica (8 4) regolare in tutto 10 spazio 
eccettualo all'infinito; ma viceversa questa è la funzione più generale, giacchè 
se F e Fi sono due funzioni che soddisfano, la differenza F-- F, è sempre 
regolare a distanza finita, non pub essere quindi che una funzione G (x ,  y, 2). 

Possiamo sbarazzarci subito da1 cas0 in cui l'origine sia un punto sin- 
golare, perché se questo avvenisse basterebbe (una volta costruita la fun- 
zione F relativa agli altri punti) aggiungere ad essa la G che ci dà la sin- 
golarità nell'origine. 

Allora presa una Gk qualunque siccome essa è da per tutto nello spazio 
una funzione finita, continua e soddisfacente all'equazione A = 0, fuorcliè in 
( a k ,  b k ,  ck), sarà tale in tutta una sfera Sk col centro nell'origine e raggio 
uguale alla distanza rk dell'origine da1 punto (ak ,  b k ,  c k ) ;  in una tale sfera 
sarà quindi sviluppabile in una serie di  polinomî VC.')? (x, y, u) con indice po- 
sitivo (3 2), si avrà cioè : 

E purchè ci limitiamo a considerare campi interni a detta sfera la serie 
del secondo membro sarà convergente in ugual grado; in particolare dunque 
sarà tale in una sfera Srk col centro nell'origine e raggio uguale a r k  - 8, 
dove 8 è un numero positivo piccolo a piacere ma che una volta scelto in- 
tendiamo poi di fissare. Cioè presa una quantith positiva Ck, piccola a pia- 

(") Fino a questo pupto il  teorema e r s  stato gi4 esteso ~ ~ ~ ~ ' A P F E L L  nells J lemoria  
citata, 
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cere si pub sempre trovare un numero mk tanto grande che sia : 

qualunque sia la posizione del punto (x, y, a) nella sferit S ' k .  

Noi sceglieremo la ~k facente parte di una successione di quantità po- 
sitive : 

E l ,  E 2 , . . .  Ek,. . . ,  
k=oo 

che asaoggetteremo all'unica condizione che la serie 2 sia convergente. 
P=l 

Cib posto consideriamo la serie : 

jo dico che in qualsivoglia campo a distanza finita, da cui siano esclusi i 
punti (ak, b k ,  ch), questa serie è convergente in ugual grado; ed allora, i 
suoi termini essendo in tali campi funzioni ~rmoniche sempre regohri, pel 
teorema di HARNACK (5 2) ne seguirà che in qualsivoglia campo a distanza 
finita del10 spazio da cui siano esclusi i punti (ak, bk ,  ck) essa c i  rappre- 
senta una funzione armonica sempre regolare. 

Rimarrà poi a vedere corne si comporta detta funzione nei punti (ak, 
bk, ch) ; sarà facile assicurarsi che in tali punti diventa singolare ed ha pre- 
cisamente le sirigolarità volute. 

Sia r un qiialsivoglia campo a distanza finita ne110 spazio, potreino de- 
scrivere una sfera S' col centro nell'origine e di raggio R tanto grande che 
includa I' ne1 suo interno, ed allora basterà provare l'asserto per la sfera S'. 

Descriviamo percib con centro nell'origine e con raggio R + d una se- 
conda sfera 8, nell'interno e su1 contorno di questa seconda sfera capiteranno 
dei puhti (ak, Oh, ck) in numero finito, p. e. siano : 

onde i punti : 
(an+i, bn+i , cn+i) (an+$ bn+s 7 en+*) * . , 

saranno tutti esterni ad S (*). 

(*) Si rammenti che io suppongo ordinati i punti (ah,  bk, c k )  in ordine di rnggio vet- 
tore crescente, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sulle funxioni armoniche a tre  variabili. 181 

Allora siccouie dai campi che consideriamo sono esclusi i punti singolari, 
e in punti non singolari i termini della serie (T) hanno v a h i  Jitziti, invece 
di provare la convergenza in ugual grado della (o) nella sfera S' (esclusi i 
punti eccezionali) basterk provare la convergenza in ugual grado in S' di : 

O meglio ancora di: 

Ma la sfera S r  è manifestamente interna alle sfere ,Yk corrispondenti ai 
valori di k : n $ 1 ,  rz $ 2 , .  . . quindi per questi valori di k, qualsiasi la po- 
sizione di (x, y, z) in S', avremo : 

Se ne conclude clie i termini della serie (or) sono rispettivamente minori 
k=a ,  

di quelli della serie (pure a termini positivi) 61, e quindi, questa serie 
k=?b+l 

essendo convergente per ipotesi, QP, risulterh che la (G') converge, anzi in 
ugual grado in Sr. 

Corne si comporta la funzione F ( x ,  y, x )  ora costruita, per esempio ne1 
punt0 (a,, b,, c , )  ? 

Si ha :  
1111 

Fi.(x, y, z )  = G, - 2, VI:) (x, y, x )  + 
O 

L'espressione : 

si trova nelle stesse condizioni della serie in discorso, con l'unicn differenza 
che difetta del primo termine che è stato posto in evidenza, quindi è tego- 
lare da  per tutto fuorchè al piii in (a2,  bp, ce), (a,, b, ,  c,). . . in particolare 
ne1 punto (a,, b , ,  cl) ; l'espressione : 
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è regolare in tutto Io rrpazio fuorchè all'infinito, in pwrticolare è regolare ne1 
punto (a,, b,, c , ) ;  quindi avremo : 

dove iY è una funzione armonica regolare in (a,, b , ,  c,). 
E questo ci dimostra appunto che la F diventa singolare in detto punto 

ed ha per par te  pritzcipale la Gi .  
Analogamente si ragioni per gli altri punti. 

5 9. Il teorema di MITTAO-LEFFLER, dimostrato ne1 precedente para- 
grafo, ci fornisce non solo la  certezza dell'esistenza di una funzione armo- 
nica uniforme e regolare da  per tutto, eccettuato in un gruppo infinito di 
punti con un unico punto limite all'infinito nei quali ha  singolarità prefissate 
ad arbitrio, ma  ci dà anche il modo di costruire questa funzione Fer mezzo 
di unn serie convergente in ugual grado. Abbiamo visto infatti che se i punti 
sono di coordinate : 

e le singolarith relative sono : 

la funzione F (s, y, x )  più generale, soddisfacente alle condizioni sopra poste, 
è data d a :  

dove G (x, y, x )  è una qualunque funzione armonica sempre regolare a di- 
m=Mk 

stanza finita, 2 V$ (x, y, z) é la  somma dei primi mk + 1 termini del10 
m = O  

sviluppo di G k  (x ,  y ,  z 1 ah,  bk,  ck) in serie di polinomf Vm (x, y, 2) pei 
punti interni ad una sfera Sk COI centro nell'orjgine e raggio uguale alla 
distanza dell'origine da  (ak,  bk, ch) e gli mk sono dei numeri suflcientemente 
elevlcti, da assicurare la  convergenza in u g u d  grado della serie in discorso 
in ogni campo a distanza finita d a  cui siano esclusi i punti singolari. Tutto 
cib nell'ipotesi che-tra i punti (ak, bk, ck) non r i  sia l'origine, al quale caso 
è sempre possibile ridursi. 
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Potremo in parlicolare costruire una funzione armonica F(r ,  y, z )  uni- 
forme e regolare da  per tutto, eccettuato nei punti ( a k ,  b k ,  c k )  nei qunli 
abbia poli del prim'ordine con residuo A h ,  bastando per questo fare nella 
teoria generale : 

Cominciamo percib col10 sviluppare Ak in LI(" - ak)' + (y - bk)' -t (2 - ck)' 

serie di polinomf V , ( x ,  y ,  x )  iiei punti interni alla sfera Sk considerata; se 
indichiamo con r e con p le distanze dall'orjgine di un punto 111 = (x, y, z )  
interno a Sk e del punto L E  ( a h ,  b k ,  ck )  cioè poniamo: 

e con y l'angolo che le due orientazioni O M, O L formano tra loro, allora 
posto R == ML cioè : 

-- - 
R = d(x - ak)' $ (y - bk)' $ ( Z  - ck)' 

si avrà anche : - 
~ = \ i r ~ _ t ~ ~ - 2 r p c o s ~ ,  

e siccome p =;= 0, per l'ipotesi che t ra  i punti ( a h ,  b k ,  c k )  non vi è l'origine, 
e di più r < p  giacchè vogliamo considerare punti ( x ,  y, x )  interni ad S k ,  

1 cosi potremo sviluppare - in serie di LEGENDRE convergente in ugual grado R 
pei punti interni alla sfera e si avrà: 

dove Pm (COS Y )  8, a1 solito, un polinomio di LE~ENDRE,  onde Pm (cos y), con- 
siderato corne funzione di x, y, z, B un polinomio V,, ( x ,  y, 2). 

L a  (10) ci forniace dunque 10 wiluppo eercato di entrando allora 
R ' 

nella (9)) colle partioolarizzazioni inerenti al caso speciale che trattiamo, si 
avrà : 
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e rimarrà iinicamentê a vedere corne bisognerà prendere i numeri: 

Secondo il teorema ricordato di  MITTAQ-LEFFLER basterà. che i numeri 
mk sinno scelti cos1 grandi da assicurare la convergenza in ugual grado 
della serie (11) in ogni campo a distanza finita da cui siano esclusi i punti 
singolari, ora considerando un qualsivoglia campo a distanza finita r po- 
tremo sostituirgli la considerazione di un campo sferico r' col centro nell'o- 
rigine e comprendente ï ne1 suo interno e basterà allora prendere i nu- 
meri mk talmente grandi da assicurare la  convergenza in ugual grado della 
serie (11) in ï' esclusi i punti eccezionali. 

I n  r ' non capiteranno che un numero finito di punti singolari e potremo 
fare astrazione dai termini della serie (11) che ad essi corrispondono, h i -  
tandoci a provare la convergenza della serie residua, sicchè la quistione è 
ridotta a prendere gli mk talmente grandi da assicurare la convergenza in 
ugual grado in I" della : 

dove 2, è la  somma dei termini della (11) estesa ai  valori di k corrispon- 
dentemente ai quali otteniamo punti ( a k ,  6 k ,  ck) situati fuori d i  r', cioè cor- 
rispondentemente ai quali si h a  p > r qualunque sia (x, y, x )  nell'interno di I". 

Ma per i valori di r < p  ale la (10) e quindi l 'al tra:  

1 'a? vm Pm (COS y) r m  Pm (cos y). 
- - A m  - &n - 
R O pm+ i ,>ik+l p>lZ+' 

onde sostituendo in (11') essa diviene : 

e poichè 1 Pm (cos y) 1s 1 basterà che gli nzk siano presi talmente grandi da 
assicurare la convergenza in ugual grado della : 

il che è perfettamente rigoroso in quanto t. <p.  Concludendo si ottiene dun- 
que che gli mk debbono essere presi talmente grandi 'da assicurare la con- 
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vergenza in ugual grado in r r  di : 

qualunque sia la grandezza di r r .  
E finchè non si fissino condizioni ulteriori sui residui nei piinti d'infinito 

e sulla disposizione dei punti singolari non si pub aggiungere altro, ma vi è 
un caso notevole in cui si pu6 assicurare la convergenza in ugud grado 
della (14). 

Supponiamo che i residui nei punti d'infinito non vadano indefinitamente 
crescendo in valore assoluto, onde sia per tutti i valori di k : 

I A,. I < N ,  (15) 

con N numero finito, osserviamo poi che siccome lim p =ru, cos1 ove si coii- 
k=m 

sideri l a  serie : 

estesa a tutti i valori di k da 1 a m sarà verificata la prima coiidizione di 
1 convergenza cioè: l im - '= O ma tale condizione non basta per essere sicuri 

k-w  p 
della convergenza di ditta serie, 
numero intiero A (invariabile col 

supponiamo ora che sia possibile trovare un 
k) tale che : 

i numeri Ink si possono prendere uguali trn 
basterà far vedere che cogli n?k cos) dete& 

converga, allora io dico che tutti 
loro e precisamente uguali a A ;  - 
minati è assicurata la convergenza in ugual grado della (14) in ogni campo 
sferico r'  a distanza finita col centro nell'origine. 

Invero se la (16) è convergente Io è anche: 

1 

+? P (16') 

d'altra parte per iyotesi 1 1 < N ;  r"'l.+l (siccome il campo che consideriamo 
è a distanza finita) si mantiene inferiore ad una qiiantità finita, i i i  quanto a 

r r 1 - - 9  siccome per i valori di k eui è estera Z, è - < 1 eioè 1 --> 0, 
P P ? 
AnnaZi di Matemntica, Serie III, tomo IV. 23 
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si mantiene superiore a una quantith non nulla, anzi al crescere indefinito 
di p tende ad 1; in conclusione dunque la serie (14) si ottiene dalla serie 
convergente (16') moltiplicandone i termini per quantità che non superano 
una quantità finita e allora, trattandosi di serie a termini positivi, segue che 
se la (16') è convergente Io é anche la (14), di più in ugual grado in I", 
onde è lecito prendere : 

La  (11) ci dà in ta1 caso: 

Se supponiamo che i residui nei punti singolari siano tutti uguali, allora 
la condizione (15) è certo verificata e basterà quindi assicurarsi solo della 
convergenza della serie : 

1 
2 - -  

2 

€j 10. Un caso notevolissimo i n  cui possiamo determinare un A tale 
che : 

c&verga, è quello in cui la distanza tra i punti del noçtro gruppo non va 
indefinitamente diminuendo, dico allora infatti che basta prendere 1 = 2 cioè 
che : 

1 Z - = Z  1 

p4 (a: + b~ + C E ~ P  ' 
è una serie convergente. 

Supponiamo dunque che esista un numero positivo d tale che 

(k:  e Ir, prendendo tutti i valori interi distinti da 1 a ao) se allora noi de- 
componiamo lo spazio in una rete di cubi di diagonale a?, ossia scelta unn 
terna di assi cartesiani ortogonali conducjarno i piani di equazione: 
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indicando con 8' la somma estesa a tutti i valori intieri di rn, n, p la com- 
biiiazione (0, 0, 0) esclusa. 

Notiamo intanto che siccome la (19) è una serie a termini positivi, se 
la spezzo (in un modo qualunque) in più serie e provo la convergenza di 
ciascuna di esse sarà, anche provata la convergenza della serie primitiva. 

L e  direzioni degli assi delle x, delle y, delle z dividono Io spazio in 8 
triedri potremo quindi ripartire corrispondentemente i vertici della rete in 8 
classi, ciascuna comprendente i vertici situati in un triedro, e alle 8 classi 
corrisponderarino 8 serie manifestamente identiche, il valore di m2 + pz0 +pe 
non dipendendo da1 segno di In, n, p;  limitiamoci quindi a provare la con- 
vergenza di: 

indicando con L', la  somma estesa ai  valori positivi di m, pz., y, corrispon- 
dente cioè ai vertici della rete situati ne1 triedro format0 dalle orientazioni 
positive degli assi delle x, delle y, delle z, l'origine esclusa. 

Osserviamo di più che la retta OE, intersezione dei piani bisettori dei 
diedri, del triedro trirettangolo O (x, y, z), dà origine a tre triedri : 

e la (19') si spezza in tre serie: iina rela.tiva a i  vertici situati ne1 primo trie- 
dro, l'altra relativa ai vertici situati ne1 secondo, la  terza relativa ai vertici 
situati ne1 terzo, manifestamente identiche giacchè l'una si ottiene dall'altra 
con 10 scambio di due dei tre nurneri m, n, p. 

sin diferente da zero; consideriamo allora la serie: 

clove p è un numero posàtivo (intàero o no) e doue I' accento posto innanzi indka che si 

dece escludere la combinazione (0 ,  0 , .  . . O ) ,  essa converp se 2 . > n diverge se 2 s n. 
Supponendo ai,i = 1, ai,k = O (à =J- k) e quindi D = 1 ne segue clie la serie : 

converge se 2 p > n, diverge se .  2 f n, e poichè ne1 caso della (19) n = 3, p = 2 si ha 
2 p > n ossia convergenza. 

Io ho perb preferito di dare i n  questa Nota una dimostrazione geometrica che mi 
sembra sbbastanza elegante. 
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Basteià duiique limitarsi a provare la convergenza della serie: 

corrispondente ai  vertici situati ne1 triedro O (3, y, E )  od anche (cliiamando 
0 1 la bisettrice dell'annolo x ô y) basterà provare ln convergenza della serie 
i cui termini corrispondono ai vertici situati ne1 triedro O (-7, y, 6 ) :  

Considerando gl'infiniti vertici situati sulla faccia x ô y avremo corris- 
pondentemente infiniti termini della (19"'), ottenuti facendo p = O ,  e la se- 
rie da questi formata è certamente convergente giacchè è coiivergente (la 
somma essendo estesa a tutti i valori intieri di m, n eccettuata la combina- 
zione O, O) : 

+a 
V 
Y 

(*)' 
t11,tL 

3 - 

-" (m2 + n2.l 

risulta quindi, a fortiori, la convergenza di : 

e a maggiore ragione della serie : 

2' 
1 

(1122 + ' 
quando m, n non percorrono che i soli valori corrispondenti a vertici situati 
su x ô y. 

Sicchè in fine possiamo ridurci a dimostrare la convergenza di : 

m, 12, p assumendo valori tali da ottenere vertici del triedro O (r, y ,  E )  esclusi 
quelli della faccia x ô (p. 

Risulta subito che sulla porzione di perpendicolare condotta d a  un punto 

?n - n --= , situato nell' angolo x ô r ,  al piano di quest'angolo e interna 

(") Veggasi il corso delle Lezioni sulle Fui~zioni di îmn variabile coinplt'.ssn, svolto 
da1 prof. L. BIANCHI, a Pisû. 
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al triedro O (x, y ,  i) ci sono sempre 12 veitici della rete, escluso quel10 di 
partenza, è chiaro quindi che la serie ( lgtV) pub scriversi : 

indicando con Z,,, la somma estesa ai valoii di m, n per cui si hanno ver- 
tici della rete situati nell'angolo x ô y eccettuato l'origine. 

Cioè la serie che dobbiamo considerare è :  

Ciascuno dei termini situati dentro parentesi è 

quindi basterà provare la convergenza di : 

n Z -- 
nt,,, (m2 + n2j2 ' 

(estesa ai supposti valori di gn, n) od anche, essendo 
provare la convergenza di : 

1 minore di --- 
(m2 + T L ~ ) ~  

e 

1 

n < (?aP + nt) ' , basterà 

il che è notorio. 
Risulta adunque dimostrata la convergenza di : 

In, .il, p percorrendo tutti i possibili valori intieri, la combinazione (0, 0, 0) 
1 eocettuata, e allora anche quella di Z -- 
F' 

5 11. Dalle precedenti ricerche segue rigorosamente il teorema: 
La funxione p& generale F (2, y, x )  arrnonica zcniforme e regolare da 

per tutto, eccettuato in  un gruppo injnito d i  pzrnti ( a k ,  b k ,  ch) tra i yuali 
non v i  sia l'origine e con un ecnico punto limite ull'infinito, itz czci abbia poli 
del 1.0 ordine con 9-esiduo uguale ad A ,  nell'ipotesi che la distunxa d i  due 
punti qualu~zqzce de2 gruppo si rnuntenga superio~e ad zcna quantita finitu 
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differen te  da xero, è data da : 

Questo importante risultato ci permette di pervenire subito alla costru- 
zione della funzione che ~'APPELL indica con Z (r, y, 2). 

Considerianio tre terne di quantità: 

a', b', c', 
a", bf',  crr ,  

brrr, 

tali che i l  determinante: 

sia differente da zero, onde se interpretiamo (a', b', c f ) ,  (a", b", cl') (cl"', b'", cf") 
corne coordinate cartesiane ortogonali di tre punti A', A", A"', questi non 
saranno in un piano con l'origine degli assi e O A', O A", O A"' potrarino 
pensarsi come tre costole consecutive di un parallelepipedo P. 

Se consideriaino poi i punti di coordinate : 

a' + a" f a'" a, = 

b, = m' b' + rnr' b" + mr" b"' (20) 

m', m", rn'" percorrendo tutti i possibili valori intieri, essi sono i vertici della 
rete di parallelepipedi costruita prendendo per parallelepipedo fondamentale il 
parallelepipedo P, ciok costituita di parallelepipedi aderenti l'uno 'all'altro per 
una faecia e ideritici a P. 

11 gruppo dei punti (20 )  è dunqiie un gruppo di punti con un unico 
punto limite all'infinito, cioè soddisfa intanto alle condizioni contemplate ne1 
teorema di MITTAQ-LEFFLER del $ 8. A dire il ver0 in esso è compreso anche 
1' origine, corrispondente ai valori : ln' = 0 ,  nt" = O ,  rn"' - O ,  eecludiamo 
percib momentaneamente l i t  terna nz' = 0, nz" = O ,  nz'" = 0. 
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Ossersiamo di più ïhe  le. distanza tra due vertici quelunque della rete 
si mantiene superiore ad una quantith fissa differente da  zero, quindi il gruppo 
di punti (20) soddisfa anche alle condizioni contemplate ne1 8 10 e allorn 
invocando i risultati precedenti potremo concludere che : 

Esisterà certamente una. funzione armonica F (x , y ,  z) uniforme e ve- 
golure da per tutto, eccettuato nei pzcnti (20) [dai qzcali è esclusa l'o~igitze] 
e che itz essi ha poli del prim'ordine con residm $- 1; kz funzione pi& ge- 
~zerale soddisfacente a queste proprietà è : 

intesu la sonma estma a tutti i vutori intieri d i  nzf, m", m'Ir esclusa la 
combinnzione (0, 0, 0). 

Se vogliamo di più che la funzione F ( x ,  y, z)  abbia anche nell'origine 
un 11010 del 1.' ordine con residuo + 1, se cioè vogliamo considerare la 
funzione F che in tutti i vertici della rete suddetta di parallelepipedi, nes- 
suno escluso, abbirt poli del prim'ordine con reaiduo + 1 basterà aggiu~igere 

1 la singolarità relativa all'origirie cioè - ( r  = + \Ixe +y? + 2) e si avrà:  
1' 

- Pz ('Os y) 1 + G (x, y, 2).  

p3 

Se prendiamo G (x, y, z)  = 0 otteniamo una particolare funzione F go- 
dente delle proprietà nominnte, a questa funzione noi dnremo con APPELL il 
nome di funzione Z(x, y, z)  onde per definizione: 

$ 12.  Notiamo alcune proprietà della funzione Z ( x ,  y ,  x ) ,  in puPte 
gin trovate ~ ~ ~ ' A P P E L L .  

Dalla (21) segue intanto subito che: 

cioè la Z ( x ,  y, z) non si altera cainbiando r ,  y, x in : - x, - y, - X. 
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Risulta poi subito che tutte le derivate seconde delle differenze: 

sono nulle e yuindi se ne conclude che d ~ t t e  differenze sono funzioni linenri 
di r ,  8, x ~ j o è  che si ha : 

= A 1 r : + H ' y +  C ' x + E f  

Z (x + a", y + Lu7 x + c") - Z (x, y, z)  = 

= A f '  z +  B" y + C " z  + E" 
Z ( x  + a"', y + h"', x +cU ' ) -Z (x ,  y ,  z)  = 

sono funzioni delle 9 quantith : 
1 , c [i = 1 ,  2 ,  31, 

la cui forma si pub trovare cJcolando le differenze (22) mercè la forinola (21)  
che ci definisce la Z ( x ,  y, x). 

In  conclusione l a  Z ( x ,  y ,  x )  non rimane inalterata allorchè si sosti- 
tuisce a : 

x,  y ,  x : ~i + a(i) ,  y + b(9, x + d i )  [i = 1, 2 ,  31.; 

ina si aumenta d i  ,4(i) x -t B i )  y + C(i )  z. + E(i), invece ove si consideri la 

nella quale 1, m ,  IL assurnono tu t t i  i possibili valori iritieri (positivi O nulli) 
per cixi 1 + rn +'n Z. 2, es& è unn funzione arnzo?zlcn triplamente pwiodicn 
coi 3 g w p p i  di periodi: 

1 ? i ,  ( 9  [i = 1 ,  2, 31. 

Yossinmo ora trovare a priori &une relazioni tra le 12 costanti : 
A<i), B(i) ,  CW, EH [i= 1, 2, 31. 

Ln l.a e la. 2.' delle (22) ci dànno, camhiando rispettivamente r ,  y ,  x i n  
i n  z -/- a.'/, y + V 7  2 + C" e x, y7 Z, in x + a' ,  y + L f 7  z + c f 7  le due rela- 

Annali di Mutematica, Serie III, tom0 IV. 33 
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zioni : 

Z (X + a" + a', y + h" + b', z + c" + c f )  - 
- Z ( x  + a", y + h", z +- c") = 

= A' (x + a") + B' ( y  + b") $- C' ( x  $ c") f E' 
Z (x f a" + a', y + 6" + b', x + c" + cf) - 

- Z ( X  + a', y + bi,  z + ç r ) =  

= A" (x + a') + B" (y -$- O ' )  Jr C" (s f c ' )  + E". 

Soinmando membro a membro la prima di questo relazioni con la se- 
conda delle (22) e la  seconda con la prima e paragonando le due relazioni 
ottenute Fsulta l'altra : 

A' a" + R' b" + C' - Ali a' $- B ' b' + C" 
C I ,  

Un'altra relazione tra le costanti A(9, B(4, C(i) si pub ottenere ne1 modo 
segucntc. 

Considerando la funzione armonica : 

la quale è sempre regolare nell'interno e su1 c,ontorno del parallelepipedo P, 

se si eccettua il punto posto nell'interno, in cui ha u n  polo 

del prim'ordine con residuo + 1 ; se ad essa si npplica il teorema del n." 4 
del # 5 si lia : 

intendendo al solito che la derivata sia p e s a  secondo la normale esterna al 
parallelepipedo. D'nltra parte noi possiamo calcolare direttamente l'integrale 
doppio del primo memhro spezzandolo in altri 6 estesi alle 6 facce del pa- 
rallelepipcdo Y e riunendo gl'integrali estesi a due facce opposte. Se si ese- 
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guisce questo calcolo si trova facilmente per risultato: 

(A' A' + p' B' + V '  C') 1" 1"' sen 4' + (À" A' + p" B ' + V" C " )  2' 1" seri 6" 

+ (A'" A"' + 1*"' B"' + 
v'" C '  ') 1' 1'' sen 6"', 

dove 1' 1" 1"' sono le misure delle lunghezze d i  O A', O A", O A'", O ' ,  6 ', 6"' 

sono le  misure degli angoli A" ô A'", A' ô A' ', d' ô A"; (i.', P', v ' )  sono i co- 
seni di direzione della normale alla faccia 8" O A"' diretta dalla banda d i  
O il' e analogamente si dica per (i.", ,u", y"), (i'", P"', v"') .  

Si conclude, in ultima. analisi, che : 

the è l a  relazione richiesta. 
Possianlo infine trovare uu'espressioiie pcr ciascuna. delle 12 oostanti : 

Cominciamo coll'osservare che le costanti E(i) si esprimono per le A(i), 
B(i), C ( i ) ,  idi), W ,  di) ne1 modo che segue. 

Se nella 1 ." delle relazioni (22) poniarno : 

- 1 ' -- - 
2 

(A'a '  + B'b' + Cf c')  + E ' ,  

e poichè : 
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similmente si ricavano Eu, Eu' onde si ottiene il gruppo di forinole : 

Ci resta a dare l'espressione delle 9 costanti : 

AW, B(i), C<i>. 

le clerivate parziali della Z (x, y, z ) ,  le quali saranno manifestamente f u n -  
zioni artnoniche impnri ne1 senso che si ha per es. : 

allora l a  prima delle (22) ci dà mediante derivazione : 

Z ' ~ ( X  + a', y + b', z + c') - 2's (x, y, 2 )  = A', 

a1 e cambiando x, y, 2: in : - - b' 
2 

, -- 
2 
, -- " si ricava : 

2 - 

cioè : 

analogamente si hanno A", B", C"; A"', B"', Cu'< onde si pub scrivere jl 
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seguente quadro : 

a" 6" c ,y = 2 2' -, -- 
a(, , a); 

(,; 
1"1 A~.' = 2 z', - 7 9 a); Br.' = 2 Z*y ($ , - , - 

a ' " 2 ' )  ; 

Della, funzione Z ( x ,  y ,  x) e delle sue p rop je t à  ~'APPELL fa tesoro, in 
un'altra SUU Jleelrzovia i X ) ,  per giungere in modo seniplice ed elpgante alla 
soluzione di alcune quistioni di B'isicu-Natemuticu. 

(++) Acta Matlzematicn. Tomo VIII. 
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Sur les lignes osculatrices 
d'une cubique gauche. 

Si l'on construit dans deux points -4, R d'une cub iqu~  gauche Irs tnn- - - 
gentes et les plans osculateurs, et si C, il sont les points où la tangente dans 
l'un des points A ,  B rencontre le plan osculateur dans l'autre point, alors 
les quatre points A ,  R, C, D forment ce qu'on appelle un t6trnèdre osciiln- 
teur de la cubique gauche. Comme nous voyons, il est complètemciit déter- 
miné par deux points de la courbe. Ces points 
sont deux de ses angles, et de même il contient 
parmi ses plans deux plans osculateurs de .la 
coui-be. Son arête A B est corde, et l'arête op- 
posée C D  est u axe n de la cubique gauche, 
c'est-à-dire l'intersection de deux plans oscula- 
teurs. D e u s  arêtes opposées, disons A C et B D, 
sont tangentes de la courbe. Mais quelle enfin 
est la ~ignification des deux derrii8res arêtes, 
A D et B C? B 

On ne leur reconnaît d'abord que la propriéti. d'être situ6es dans un plan 
osculateur et de passer, en même temps, par le point de c o n t ~ c t  de ce plan. 
Toutes ces lignes peuvent êt,re désignées comme lignes osczi lntvices de la 
cubique gauche (*). C'est M. CREMONA qui  les a étudiées le premier (**). 

(") C'est la traduction du mot allemand Sclimiegungastrnlilen einployé par SCHRORTER. 
(**) Voir surtout le tome III de la seconde sCrie des Nouvelles Amales (de Terquein). 

Comparez du reste les Mémoires du d18bre  auteur dans les tomes 1 e t  I[ de ln pre- 
miére série de ces Annales et dans les volumes 23 et GO di1 Jota-tlnl de Gel le .  
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- 

Puisque dans chaque plan osculateur on en trouve un faisceau ordinaire, leur 
totalité forme une u congruence n, une variété doublement infinie de lignes 
droites. Cette congruence est du troisième ordre, parceque par chaque point 
on peut mener trois plans osculateurs à la cubique gauche e t ,  en joignant 
leurs points de contact au point proposé, on trouve trois lignes oscul~trices qui 
passent par ce point. Mais ces trois lignes sont toujours dans un plan, et 
vice-vers,?. l'on trouve dans chaque plan trois lignes osculatrices qui ont toutes 
trois un point commun. (C'est le foyer du plan d'après l'expression de 
M. CREMONA.) L a  congruence est aussi de la troisième classe, puisque chaque 
plan en contient trois lignes. Elle est comprise dans un complexe linéa,ire qui 
renferme dans chaque plan toutes les lignes passant par son foyer. C'est le 
complexe linéaire de la cubique gauche, et chaque ligne de ce cozfiplexe qui 
?.encontre. la cubique gauche est une ligne osczclat&e. 

Les tangentes de la cubique gauche coupent un plan quelconque dans 
une courbe rationnelle du quatrième ordre qui possède trois pointes. Les tan- 
gentes stationnaires dans ces pointes sont les trois lignes osculatriees situées 
dans le plan. Chacune d'elles rencontre la courbe plane encore dans un 
dernier point, et ce n'est que dans ce point qu'elle est rencontrée par une 
tangente de la cubique gauche touchant dans un autre point que celui qu'elle 
a de commun avec la courbe. 

J e  nommerai lignes jumelles deux osculatrices qui rencontrent les mêmes 
deux tangentes (respectivement l'une dans son point de  contact), et je  dirai 
leur matrice la corde qui joint leurs points d'intersection avec la courbe ou, 
ce qui est la même chose: les points de contact des deux tangentes. Deux 
ligizes ju?neZles sont toujours deux arâtes opposées d 'un  tétrméd~e osciulatezw 
de la cubique gauche. E n  prenant le tetraèdre A R CD, on voit en effet que 
la ligne osculatrice .4 D est rencontrée par les tangentes A C et  BD et  de 
mbme par l'arête opposée B C qui est aussi une osculatrice. 

I l  existe u?z seul et zwique lzyper6oloTde qui  contient la cuGique gauche 
et  qui passe e?z mhne temps par  deux lignes ju?tzelles A D et R C et Zews 
tatzgetztes associées A C et R D. La .corde A B et l'axe C D sont deux po- 
laires réciproques de cet hyperboloïde. Menons maintenant par la ligne CD 
deux plans p et v q u i  séparent harmoniquenient les plans osculateurs A C I I  
et  B 17 D. De leur part les deux points M et AT où les plans p et Y coupent 
la corde A B diviseront celle-ci harmoniquement. Deux points tels que M 
et  LN serout d'après M. C R ~ O N A  deux points conjoivk par rapport 2t la C U -  

bique gauche, et de nîFme les plans p e t  v seront deux poilzfs conjoitzfs. Nous 
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considérons les deux triples de lignes osculatrices qui sont situées dans ces 
deux plans. Alors on trouve que chacune de ces lignes est rencontrée par la 
tangente dans un des points, dans lesquels respectivement l'autre plan coupe 
la cubique gauche. Ainsi l'on peut f o m e r  des deux tripies d'oscdntrices 
trois co~cples de lignes jutnelles, et  chaque fois les points où les lignes d'un 
coiiple rencontrent la courbe sont séparés harmoniquement par les points A 
et B. Mais il y a plus que cela. Les points où les cordes joignant h deus  
les points d'intersection M,, Mt, M, ou IV,, N, ,  AT3 d'un des plans p, v mi- 

contrent l'axe C D  sont les mêmes que ceux, dans lesquels cet axe est coup6 
par les osculatrices de respectivement l'autre plan. 

Les cordes M c  N , ,  N, ,  M, N, qui joignent les points conjuguk parmi 
les triples M, M, M ,  et N, N,  N , ,  et les deux tangentes A Ç e t  B D sont sur 
le même hyperboloïde, et cet hyperboloide coupera chacun des plans p et v 

dans une conique 92 OU 91 qui passe par les trois points JI,, Jf2, ICI,, ou 
Ni, iV2, N, ,  et les deux points C et D. D'autre part les trois lignes d'inter- 
section des plans osculateurs dans deux points conjugués ,Mi et Ni et  les 
tangentes A C et  B D sont sur le même hyperboloïde, et aussi cet hyperbo- 
loïde coupera les deux plans p et v dans deux coniques %f?' et 31'. Pour voir 
quelle est l n  nature de ces coniques, revenons aux courbes, dans lesquelles 
la développable de 18 cubique gauche coupe les deux plans. Ces courbes ont 
chacune trois pointes Mi, M,, M3,  OU Ni, N t ,  AT3, et une tangente double 
qui touche en C et  D. Alors toutes les tangentes stationnaires de ces courbes 
ont encore de commun avec elles hors un point Mi ou Ni un point Jfri ou 
N'i ,  e t  chamne des deux courbes est touchQe dans ces trois points JIr, ,'IIIr,, 
&Ir, ou N ' , ,  N ' , ,  N',  par une conique qui de plus contient les deux points 
C e t  D, et  ce sont là les coniqiles 9t' et  92' que nous venons de  inentionner. 
Ces coniques sont remplies chaque fois par les pôles du plan conjoint, par 
rapport aux coniques inscrites dans la d4veloppable de la cubique gauche, si  
nous regardons comme pôle d'un plan par rapport à, une conique le pôle dc 
l a  droite, dans laquelle ce plan coupe le plan de ln conique. De leur part 
les coniques 911 et 91 sont trouvées, si nous cherchons les plans polaires d u  
foyer d'un des plans p et V ,  par rapport aux cônes du second degré qui 
passent par In cubiqiie gauche. Ces plans polaires couperont le plan c.n ques- 
tion, par exemple p,  dnns les tangentes de ln conique W. 

Chaque corde de la cubique gauche qui rencontre l'une de  deux lignes 
jumelles rencontre aussi l'autre, et  les deux points d'intmection divisent hnr- 
inoniqiiement la corde, c'est-à-dire ils sont dcux points conjoints. De la meme 

dnnnli di Matematica, Serie III, tom0 IV. 26 
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manière, chaque axe de la cubique gauche rencontrera deux lignes jumelles, 
et ces  ligne^ seront telles que les plans qui les joignent à l'axe séparent har- 
moniquement les plans osculateurs passant par cet axe, et qu'ils sont aussi 
conjoints. Ainsi deux lignes jumelles sont conjointes l'zlne à d'autre dans wz 
sens double: d'nbord les points de l 'me sont conjoirzts aux points de l'autre, - 

~t ensuite les plans passant par l 'me sont cowjoijzts aux plans pcrsscint pnv 
2'az1 t t.e. 

Tichons maintenant de representer analytiquement les lignes osculatrices 
d'une cuhique gauche. 

Nous allons nous servir dans ce qui suit de coordonnées non hornogbnes, 
mais liées non plus à des relations métriques. Nous les rapportons à un té- 
irabdre osculateur A B CD, comme nous l'avons considéré au commencement. 
Nous fixons d'abord que les trois coordonnées x,  y ,  z deviennent toutes in-  
finies pour chaque point du plan osculateur B C D ,  et puis que shparément z 
s'évanouit pour le plan A C D  , y pour A B C, z pour A B D. Si les coor- 
données deviennent de plus égales entre elles pour un point de la cubique 
gauche, alors cette dernière peut être représentée, à l'aide d'un paramètre a, 
de la manière suivante : 

x = 03, y = we, X = o. (4 
Un $an osculateur de la courbe aura l'équation : 

si o désigne le paramètre du point de contact. (En réservant les lettres x, y, z 
la cubique elle-même, nous avons mis à leur place x ,  i ) ,  ;.) La cordi, 

qui joint deux points aux paramètres w et w' sera donnée par les équations : 

E-(w+w')q+wwlI=O, ) 
y-(.+o.); + o u '  =o. j (7) 

Elle sera tangente, si GI = o'. 

Pour fixer maintenant une ligne osculatrice de la cubique gauche, nous 
employons d'abord le paramktre GI du point P aux coordonnées x, y, x qu'elle 
a de commun avec la courbe, et nous y ajoutons un autre paramètre u qui  
détermine la ligne dans le faisceau des lignes osculatrices qui passent par 
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ce point de la courbe. Alors si x, 11, ; sont les coordonnées d'un point quel- 
conque de la ligne, nous pouvons poser: 

E n  effet, on tire de là : 

(r - X) - 3 w (9 - Y) + 3 og (i - X) =- O, 

ou en substituant les valeurs (sr) de (z, y ,  z )  : 

X - 3 w ~ +  ~ G J ' ~ - w ~ = ; ; O .  

Ce qui exprime que la droite passant par le point P qui  est reprGsent6e par 
les deux équations appartient en même temps au plan osculateur dans cc 
point, donc elle est osculatrice. Si 

on aura de  la dernière des deux &quations, en y substituant les valeurs pour 
y et  x :  

O - 2 w j + w e = 0 ,  

et la ligne touchera la courbe dans le point P. 
Il est nécessaire encore de former les expressions : 

et l'on trouve, à un facteur près : 

Si nous y joignons: 

les six grandeurs pik sont liées ensemble par l'identité: 

et  représentent les coordonnées pl~sclcérzénnes de la ligne osculatrice. Ces 
coordonnées sont exprimées, comme il le faut, par deux paramètres o et 8 .  
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Deux entre elles, p,, et pl,,  satisfont à. la relation : 

pi4 .f 3 p i 3  = 0) 
et c'est là l'équation du complexe linéaire de la cubique gauche. 

Chaque corde est niatrice de deux lignes jumelles qui passent par ses 
extrémités. Si w et w' sont les paramètres de ces dernihres, nous pourrons de- 
mander, quels sont les paramètres q et  { qui, ajoutés à O et  w', definissent 
ces lignes jumelles. Naturellement ces parambtres seront exprimables en 
fonction de u~ et w'. Pour trouver ces expressions, remarquons d'abord que 
des équations ( A )  nous tirons, en posant: 

les coordonnées suivantes pour la tangente au point de la courbe qui a le 
paramètre w' : 

p p',, = - o'~, p p':,, = 2 ut3, p pli2 = - wt4, 

pp',4=3w", pp',,=2w1, ppJ,,=l. 

Exprimons maintenant la condition pour qu'une osculatrice rencontre cette 
tangente. Cette condition est: 

et en y substituant les valeurs des coofdonnées, nous trouvons d'abord : 

-3qwO'2+2c2e(3?,-w)W'+ w3(m-2q) 

- 3 q w + 2 (Y] + O) w13 - wf4 = o. 
Nais cette 6quation peut être mise sous la forme simple : 

(W - . (O + 0' - 2 q )  = o. 
E n  effet l'équation doit être satisfaite pour w = a', puisque chaque ligne oscu- 
latrice dont l'un paramètre est w' passe par ce point de contact de la tan- 
gente: Mais si o est different de o', nous trouvons que par chaque point de 
l a  courbe il y a une seule osculatrice qui rencontre l a  tangente et son deux- 
ième paramètre sera : 

w $0' 
Y]=- .  

2 

Mais cette ligne est nécessairement l'une des deux lignes jumelles dont la 
matrice joint les points de ln courbe a u x  paramètres w et  o', et puisque la 
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valeur de q ne subit aucun changement, si nous écharigeons entre eux w et w', 
la deuxième ligne aura le même paramètre il. Nous trouvons donc ce résultat 
simple et important: 

Dezm liy~tes jurkaelles ont toujours le n&ne deuxième pam,r&î.e 8 ,  et ce 
pumn~ètre est le moyen urithmc'tique entre les yretniers pa?.a1n2tres w et w' 

des deux ligtzes. 

On peut reprhsenter les cordes de notre cubique gauche par les poiiits 
d'un plan, et cette représentation nous rendra de bons services. 

Si w et w' sont les paramètres de deux points de la courbe, posuiis : 

alors la corde qui joint ces deus points sera définie par les équations: 

La corde est ainsi fixée par les valeurs de 5 et q ,  et si rious interpr4tons 
ces derniéres comme coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan ar- 
bitraire, une seule et unique corde correspondra à chaque point de ce plan. 

Nous aurons une tangente, si 

la corde aura deux ex t rh i t é s  rCelles, si 

elle joindra deux points imaginaires de la cciurbe, si 

reprdsente une parabole. Les points au dehors de cette ~~aritbole correspoii- 
dent à des cordes propres de la cubique gauche, les points au dedalis à des 
cordes impropres. Pour trouver les extrémités d'une corde, menez du  point P 
qui la représente les tangentes à la parabole, alors les points de coiitact 11 
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et I l '  nous donneront les tangentes de la cubique qui la touchent aux extré- 
mit& de la corde. On aura irnmediatement ses 
paramètres w et w', si l'on pose pour les points 
de la parabole : 

< = m e ,  q = w ,  

de sorte que l'abscisse mesure le paramètre, car 
alors les points de contact fi et d l '  auront les para- 
mètres w et w'. Ces grandeurs o et w' peuvent 
Gtre regardées comme coordonnées paraboliques du 
point P. Alors ses coordonnées ordinaires seront : 

0 + O' 

o-- E = & ,  q=- .  
9 2 

Or chaque corde est matrice de deus lignes jumelles, et ces lignes sont 
ritelles, si 'les extrémités de la corde le sont. Donc nous trouvons deux lignes 
osculatrices de l l e s  pour chaque point extérieur :l la parabole, puisyu'il nous 
fournit une corde propre. Le plan original ne suffira donc pas pour repré- 
senter les lignes osculatrices. Mais si n y s  dtons d'abord l'intérieur de la para- 
bole et que nous doublons ensuite la partie du plan qui nous reste, nous pourrons 
représenter sans ambiguité sur ces deux feuilles toutes les lignes osculatri- 
ces. Cependant pour deux points correspondante des bords nous ne trouvons 
qu'une seule ligne osculatrice, c'est-à-dire une tangente. Donc nous joindrons 
les deux feuilles le long de la parabole qui forme leurs bords, et nous ob- 
tiendrons une seule surface plane à deux feuilles qui  peut nous servir polir 
une représentation parfaite des lignes osculatrices. La parabole sera sa courbe 
de passage (*). 

Un point de cette surface est complètement fixé par les coordonnées pa- 
raboliques w et w', si 1,011 donne, en même temps, l'ordre dans lequel il faut 
les prendre, ou bien par les grandeurs : 

La dernière est, exprimée en 5 et q :  

(') Ceetc espresaion est due, jc crois, i CLEBSCII ilui a considCr6 le l~reinier iles c : ib  

plus couipliqiiés de ces surfaces. 
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Deux points qui se couvrent dans la surface et q u i  corïespondent à déux 
lignes jumelles auront des coordonnées 

Y ,  r et r l ,  - - t a  
Au lieu de < nous pouvons introduire : 

pour revenir ainsi aux paramètres que nous avons employPs au commencement. 
La surface plane est, pour ainsi dire, une surface du second degré infi- 

niment aplatie. Nous pourrons la remplacer, si iious aimons, par la surface 
dont l'équation est : 

(2 = ?e - E , 
1 

en regardant r comme une troisième coordonnée rectangulaire 31, 5 et ri ,  et ln 
surface plane sera la projection orthographique de ce paraboloïde sur le plan 
des E et 17. 

D'autre part la projection orthographique du paraboloïde sur le plan 
des r], t en donnera une représentation exempte de toute ambiguité. On rap- 
portera ainsi, en même temps, la surface plane A ce plan simple, et cette 
transformation sera donnée par les équations : 

Pour étudier un peu de plus près la surface plane, remarquons d'abord 
que, si nous parlons 'd'une ligne droite sur cette 
surface, il ne s'agit pas d'une droite proprement 
dite,. mais d'une ligne qui seulement coïncide par- 
tout avec une ligne droite. Cependant elle doit être 
e g a r b e  comme une conique intiniment aplatie, ce 
qui est évident, si nous partons du paraboloïde. On 
niira à distinguer deux espèces differentes de ces 
lignes. L'une sera obtenue d'une hyperbole en ap- ----________--------- 
pochant ses deux branches l'une à, l'autre jusqu'à -- 
ce qu'elles seront infiniment voisines, et la ligne 
ressemblera à deux droites mise l'une sur l'autre. Une ligne de ILL deuxième 
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espèce sera trouvée, si nous aplatissons chaque branche de l'hyperbole. Ori 
pourra se former une idée très nette de  ces procès, si l'on fait tourner le plan 
de l'hyperbole, une fois autour de son axe réel et l'autre fois autour de son 
axe imaginaire. Nous devons compter parmi la deuxiéme espèce les lignes 
qui sont parallèles à l'axe des 5 et qui correspondent à des paraboles sui. 
le  paraboloïde. Ces lignes n'ont qu'une seule branche. 

Mais faisons attention maintenant aux  tangentes de la parabole qui est 
la  courbe de passage. Au lieu d'une seule tangente dans le plan ordinaire 
nous en aurons deux qui s'entrecoupent ail point de contact, et ce sont Ih 
les vraies droites sur la surface plane, puisqu'elles correspondent à des lignes 
droites sur le paraboloïde. On verra qu'on a bien, eur la surface plane, deux 

l 

Premier système. Deuxiame sjstèine. 

droites différentes qui touchent d ~ n s  le même point la  courbe de priswge, si 
l'on demande à quelles lignes osculatrices leurs points correspondent. Les 
points de l'une représenteront toujours des lignes osculatr.ices qui sont situées 
dans le même plan osculateur de l a  cubique gauche. Au contraire les points 
de l'autre nous donneront les lignes osculatrices qui rencontrent une tan- 
gente de la cubique gauche sans passer par son point de contact. Celn vn 
sans dire que le point de contact est commun au plan osculateur et à In 
tangente et qu'il correfipond au point de contact commun des deux d r o i t ~ s  
sur la surface plane. Les droites de  l a  dernière sont divisées ainsi en deus 
systèmes. Les droites de l'un coupent toutes celles de l'autre, mais deux droites 
du meme système rie s'entrecoupent jamais, elles rie font que passer une fois 
l'une sous l'autre. Les coordonnées paraboliques o et o' d'un point de In  
surface plane peuvent être interprétées comme fixant dans les deux systèmes 
les deus droites qui passent par ce point. 
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Nous prouverons plus tard qu'en général les points d'une ligne (appa- 
remment) droite de la surface plane correspondent aux lignes osculatrices qui 
rencontrent une corde de la cubique gauche, et cette corde sera représentée, 
dans le plan simple, par le pôle de ln ligne droite par rapport à l a  para- 
bole. Deux lignes droites sur la surface plane s'entrecoupent en deux points 
qui se couvrent. Donc nous trouverons deux lignes jumelles qui rencontreiit 
en même temps deux cordes et  ces lignes rencontreront toutes les cordes qiii 
sont contenues dans une surface réglée de  second degré. Parmi ces cordes 
il y a deux tmgentes, et  les deux lignes jumelles passent par les points de 
rontact de ces tangentes. 

Revenons maintenant au plan qui nous foiirnit une reprbsentation simple 
des lignes osculatrjces. 

Si nous y interprétons r i ,  < et a ,  o. comme coordonnées rectangulaircs, 
nous passerons de l'un système à l'autre par une transformation linéaire qui 
fait avancer ou reculer chaque point parallèlement à l'axe des a d'une lon- 
gueur &gale la distance du point de cet axe. Pour passer du système 

des V ,  aux coordonnées 6, et W' il faut faire tourner le plan autoiir 
de l'origine par un angle de  45 degrés et  multiplier ensuite les mesures 
par \/2. 

Nous pourrons employer aussi les grandeurs w et w' comme coordonnBes 
parallèles de la manière suivante. Que 0 12 et O' fi' soient deux lignes pz- 
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rallèles dont la distance soit niesurée par O 0' = 1. Alors s i ' P  est un point 
quelconque, joignons-le A O et 0', et que R et R' soient 

1 les points où les lignesl0 P e t  0' P rencontrent respec- 
tivement les deux parallèles. Puis nous faisons : aH& 6 1 

O = O B ' .  -- 1 &JI----- O' 1 R' ' 

et nous trouverons pour les coordonnés rectangulaires E r ,  ï ~ '  

;? ' du point P rapportées aux axes O' O et O' fi' : 
I r I 

1 E ' = h J s 1 ,  1 - E f = G 1  q ,  

'O,  ,*O et par suite : 
(cd + 4) ?' = 1, 

d'où : 

Pour voir, de quelle manière lep lignes osculatrices sont représentées 
par les points du plan en question, cherchons les points-images de celles 
entre ces lignes qui rencontrent une droite arbitrairement donnée dans l'es- 

,pace. Puisque toutés les lignes osculatrioes xant contenues dans le complexe 
de la cubique gauche, celles qui appartiennent encore un autre complexe 
linéaire, se trouveront aussi dans la congruence commune à ces deux com- 
plexes et rencontreront deux droites fixes. Àinsi chaque ligne osculatrice qui 
rencontre une droite donnée rencontre encore une autre droite qui est la po- 
laire réciproque de la première. par rapport au complexe de la cubique 
gauche. 

Ces deux droites sont coupées par quatre tangentes de la cubique gauche, 
et nous les fixer réciproquement par ces quatre tangentes. Que pour 
les points de contact de ces dernières les paramètres soient définis par 1'6- 
qiiation : 

+ 4 B o +  i i y w g + 4 6 0 3 + ~ ~ 4 = 0 ,  (4 
alors les paramètres ? et w des lignes osculatrices, qui rencontrent les deux 
droites sont liés ensemble par I'équation : 

qui donne il en fonction de W. En effet, si noua y posous w = q ,  nous reve- 
nons à l'équation (a), et d'autre part, l'équation (A) fait disparaître généra- 
lement une fonction linéaire des expressions ( A )  du 11." 2. 
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Si nous introduisons les valeurs t', ?' et posons de suite : 

:'=RF, q l==Rv ,  p z + ~ ' = I ,  
nous aurons: 

GC f 3 F [ J . ~  V $ 3 Y [J. v2 + (Sv3 RE-- --. 
% / 1 . ~ ~ 2 ~ p . ~ V - 2  8 r . ~ 3 - i . ~ 4  

C'est l'équation d'une courbe du quatrième ordre qui passe trois fois par l'u- 
rigine. Toutes ces courbes possèdent encore un point commun, car si q' = O  
ou v = O ,  on a p = 1  et 

R= 1. 

Donc deux quelconques de ces courbes s'entrecoupent en six points variaLl~s, 
et en général deux droites arbitraires sont coupies par six liytzes oscttla- 
trices d ' m e  cubique gualche. 

Les lignes osculatrices qui rencontrent une ligne droite d dc l'espace, c t  
j~a r  suite aussi sa polaire rdciproque d' forment une surface réglée du sis- 
ièrne degré, puisque deux droites données sont coupées par six lignes oscii- 
latrices. Cette surface contient trois fois les deux droites d et d' et simple- 
ment la cubique gauche. Elle a, de plus, quatre arêtes de rebroussement,. e t  
ce sont les tangentes de la courbe qui coupent les deux droites d et d'. 

Examinons encore les cas sp&iauli: qui peuvent se présenter. 
1." Si la droite d est située elle-même dans un plan osculateur d, toutes 

les lignes osculatrices appartenant à ce plan couperont la droite donnbe, donc 
ce plan fait partie de la surface réglée. En l'ôtant nous garderons une sur- 
face régl6e du cinquième degré. Les lignes de cette surfme rencontrent toutes 
une deuxième droite d' qui coupe la cubique gauche dans le point de con- 
tact du plan osculateur 8. Cette droite d' sera une ligne triple de la surface, 
et l'autre d y sera contenue deux fois. On trouve encore deux tangentes de 
la cubique qui sont arêtes de rebroussement de la surface. 

2.' Si la droite donnée d est elle-même une ligne osculatrice, il nous 
restera une surface r6glée du quatrième degré, et au lieu des deux droites, 
l'une double et l'autre triple, de la surface du cinquieme degré nous n'au- 
rons qu'une seule ligne double, et c'est la ligne osculatrice donnée. 
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3." Si I R  droite donnée est corde de la cubique gauche, la surfmx 1.6- 
glée est aussi du quatrième degrB, elle contient la corde comme ligne triple 
et .passe une seule fois par l'axe correspondant. Les deux tangentes aux ex- 
trémités de la corde sont aussi droites simples de la surface. 

4.' Si la droite donnée touche la cubique gauche, la surface réglée 
n'est que du  troisième degré, et de plus elle est d'un caractère spécial, puis- 
que par cliaque point de la tangente il passe une seule génératrice de la 
surface rbglée, et aussi dans cliaque plan qui contient la tangente une sculc 
de ces droites est situde. 

Si nous substituons : 
W ' = ~ ~ - W ,  

nous trouvuns de l'hlwition (b) : 

(1) i 
ou, eii faisant GI = - , nous aurons : 

0 2 

Ce résultnt est très remarquahle, parcequ'il lie intimement les courbes eii 

question aux formes binaires du quatrième degré. 
Kous pouvons interpréter w et o' comme deux paramètres fixant chacun 

une ligne droite dans les deux systèmes sur une surface réglée du second 
degré. Nous revenons ainsi à notre paraboloïde, en faisant: 

W O . = ~ ,  

et en regardant 1, q ,  < comme coordonnées rectangulaires. Alors 1 ;~  surface 
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réglée aura l'équation : < = $ - <2, 

et les deux systbmes de 'droites sur cette surftica seroui ddfinis par les couples 
d'équations : , 

1 . O  a(?-<) = E ,  o + c = u ;  

2." wl( , l+<)= t ; ,  ?-<=of .  

L'équation (c) représente sur le paraboloïde des courbes gauclies d u  
quatriéme ordre et de la deuxième espèce. Elles rencontrent trois fois cliayue 
génératrice de l'un système et  une seule fois celles- de l'autre. Donc elles 
seront projetées sur un plan d'un point quelconque du paraboloïde comme 
des courbes du quatrième ordre qui passent trois fois par un point fixe et 
une seule fois par un autre point fondamental. 

Si la droite donnée rencontre la cubique ou si elle est situ6c 
dans un plan osculateur, l'équation (a) aura une racine double, ct  lu fonction 
y (o) aura un facteur double. Alors ses deux dérivées par rapport à o, e t  o, 
auront un facteur commun, et  dans: 

on pourra diviser le numérateur et le dénominateur par ce facteur. Noui 
garderons ainsi une équation qui représente, sur notre par:tbuloïdc, une  cu- 
bique gauche. Celle-ci rencontrera deuv fois chaque géiiératrice de l'un sy- 
stème ct m e  seule fois celles de l'autre. Donc elle sera projetée sur Ic plaii 
comme une courbe plane du troisiéme ordre qui passe deux fois par I'uii des 
points fondamentaux e t  une seule fois par l'autre. 

Si les extrémités d'une corde de la cubique gauche unt les paramktres 
w, et  ru',, et si nous posons de nouveau : 

nous trouvons l a  relation suivante entre les parczmbtres q, w clcs lignas oscu- 
1:itrices qui rencontrent cette corde : 

E n  effet, si v = w, on en tire pour les tangentes parmi ces lignes: 

me - 2 FI,, w + = 0, 
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et point d'autre solution, et, en multipliant dans la fraction le numérateur et 
le dénominateur par l'expression wS - 2 q, w + E , ,  nous aurons : 

ce qui convient avec l'équation (b), si nous remplaqons l'équation (a) par 
celle-ci : 

(w' - 2 p ) ~  w  + t,)? = O. 
E n  introduisant : 

0 ' = 2 ~ - w ,  

nous aurons de l'équation (d) : 

w1 
OU si nous faisons : o = - 

0 2 

nous pourrons poser : 

L'Quation (e )  peut Btre mise sous la forme : 

et, en y substituant: 

nous aurons : 
5 - 2 ï l o q + t 0 = O ,  

ccci ddmontre ce que nous nvoiis dit plus haut:  que les o s ~ u l a t r i ~ e s  qui 
rencontrent une corde donnée de la cubique gauche sont représcnt8es par les 
points d'une ligne (apparemment) droite sur notrc surface plane. 

Si : 
5 0  = 6 , 

on trouve de l'équation ( e )  : 
w = ? O ,  
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et ainsi les osculatrices qui rencontrent une tangente de 
seront représentées par une génératrice de l'un systéme 
et puisqu'alors : 

5 - 2rloi1+rlo=o, 

la cubique gauche 
sur le paraboloïde, 

elles seront représentées en même temps par une tangente de lx coi i rh  dc 
passage dans notre surface plane. 

Si nous cherchons enfin les images de toutes les osaulatrices qui coii- 
pent une oscidatrice donnée, l'équation fondamentale (a) aura trois rncincls 
Bgales, et si elle est : 

(O - (O - ofo) = O ,  

le numérateur et le dénominateur de In fraction dans (c) auront le facteur 
commun (w - w,)~. Si nous l'ôtons, il nous restera l'équation : 

ou bien : 

Cette équation représente la section d'un plan avec notre paraboloïde. Pour 
trouver l'équation de ce plan, introduisons dans l'équation prbcédente les va- 
leurs pour les coordorinées : 

o -; (8)' 

I 
6 )  - (.J 

< = w w f ,  q=- 
2 

9 5 = -  
2 

9 

et nous aurons : 
1 5 ( w ~  +- 4,) 1 4- WO rd = - 2 (mg - uto) r. 2 

Mais si nous faisons : 

tu, q o ,  Co seront les coordonnées du point P qui représente sur le pnraholoïrle 
In ligne osculatrice donnée, et l'équation du plan deviendra: 

Ce sera le plan polaire, par rapport au paraboloïde, du point aux coor- 
données 

1 
50, r l o ,  --Co, 2 

c'est-à-dire, du point P' qui appartient S la meme perpendiculaire di1 plan 
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des 5 ,  que le point P, mais qui est situé li l 'autre c6té de  ce plan, ainsi 
que sa distance est l a  moitié de celle de  P. 

L a  courbe qui correspond dans la surface plane à la conique du pa- 
raboloïde sera une hyperbole ayant un double contact avec ln courbe de pas- 
sage. Nous trouvons son équation en posant dans ( f ) :  

-- t - ' e  r =  \ " lP -E ,  0 - \ q o - 5 0 ,  

donc elle sera : 
(t - 2 vo ? + [O)' = (d - 50) (ÏI~ - t), ( 9 )  

et la, corde de contact aura  l'équation : 

Son pôle a les coordonnées 5 , ,  rio et  sera, dit en même t e m p ~  pôle. de l'hyper- 
bole (9). 

Si nous remplaçons l'osculatrice donnée par sa ligne jumelle, cette der- 
nière sera rencontrée par la ligne jumelle de chaque osculatrice qui rencontre 
la ligne donnée. Dans l a  surface plane deux courbes correspondant à deus 
pôles qui se couvrent se couvriront aussi selon toute leur étendue. 

Deux mots enfin sur les images des trois osculatrices qui passent par 
un point donné P ou, ce qui revient au même, 'qui sont situ6es dans un plan 
~lonn(! n. Nous avons vu plus haut que les lignes jumelles de ces trois oscii- 
latrices sont situées dans un deuxième plan n' et passent par un deusièrne 
point Y'. Les deux points P et P r  sont sur une corde de la cubique gauche 
qu'elles divisent harmoniquement. Il suit de là que les points de la surface 
plane qui représentent les six lignes osculatrices appartiennent à, une seule 
ligne (apparemment) droite, et si nous menons des trois points qu'ils donnent 
dans le plan simple (puisqu'ils se couvrent par paires) les tangentes à la pa- 
rabole, les six points de contact de ces trois couples de tangentes correspon- 
dront aux intersections dos deux plans n et  n' avec la cubique gauche. 

Si  x0, x i ,  xp, x3 sont les coordonnées homogènes du point donné P, 
liées aux coordonnées di1 n." 2 par les relations: 
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les points d'intersection du premier plan .x seront définis par l'bquation : 

et si y,,, y,, y*, y3 sont les coordonnées du point conjoint Pt, les points 
d'intersection du deusième plan .xr seront déterminés par 1'6quatinn : 

L a  ligne droite qui contient les points-images des trois paires de lignes jii- 

m ~ l l e s  aura l'équation : 

(2; - xi 53) 5 - (xi x2 - X" x3) Ïj + (xi - X" T?) = o. (4) 
En multipliant par le facteur 

nous pourrons donner à cette équation la fo i~ne suivante: 

nous aurons les paramètres pour les deux points d'intersection de In droite 
avec la. parabole. Or si nous posons dans les équations (l), (2) et celle que 
nous aurons de (4) : 

nous verrons que les expressions à gauche nous donnent deux formes cubi- 
ques dont l'une est l'évectant de l'autre, et leur I-Iessien commun. C'est ainsi 
que nous revenons à l a  théorie des formes binaires du troisième degr6. 

11 serait inutile de pousser plus loin ces recherches qui pourraient pa- 
raître un peu étranges, mais qui ne me semblent pas absolument privées 
d'intérêt. 

Annazi di Malemntica, Serie III, toino IV. 
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Di alcune operazioni atte ad aggiungere 
O togliere singolarità in una funzione 
analitica. 

U n s  serie ordinatn per le potenze intore positive di una variabile T, 

definisce, come è noto, una funzione analitica che il metodo detto della con- 
tinuazione analitica permette di calcolare in tutto il campo della sua validith. 
Tutte le proprietà della funziorie sono dunque contenute nella legge di suc- 
cessione dei coefficienti a, della serie; è perb cosa assai difficile, in genc- 
rale, di mettere in evidenzn la dipendenza fra le proprietà della funzione c 
quelle della succeesione a,. Pe r  qaanto gli analisti si siano occupsti da olti-c 
ad un secolo della questione, pure si è lungi da1 potere rispondere alla SC- 

guente domanda : 
u Si pub, ed in quale modo, da proprietà verificabili sulla successione 

u dei numeri a,, rilevare il numero, la posizione e la natura delle singola- 
u rità della funzioiie definita dalla serie (1) ? n 

La prima idea che si presenta alla mente in una simile ricerca, é di 
considerare i coefficienti a, come i valori di uiia. funzione a (t)  di una va- 
riabile t ,  per i valori O ,  l ,  2 , .  . . della variabile stessa. Bene inteso, la fun- 
zione a (t) non è definita completamente da queste condixioni, e non Io è 
nemrrieno se si astringe ad essere analitica; si possono perb aggiungere con- 
dizioni opportune, atte a completare convenientemente la determinazioncl 
della a (t). F r a  questa, e In funzione f (x) definita dalla serie (l),  passa al- 
lora una relazione, O corrisponde~zza funxionale, clle è stata considerata gih 
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da lungo tempo; essa è stata notata per primo da1 LAPLACE (*), che ha chia- 
inato f (x) funzione generatrice di a ( t ) ,  e questa , funzione determinatzte di 
f (x). Questo autore, e poco dopo di lui, ]'ABEL (**), hanno sviluppato buon 
numero di relazioni formali che intercedono fra una generatrice e la sua 
deterrninante. Tali ricerclie, riprese da varî autori con indirizzo più rnoderno 
e coi sussidî più potenti che col CAUCHY, col RIEMANN e col WEIERSTRASS si 
sono acquistati nella teoria delle funzioni, hanno dato risultati interessanti, 
fra i quali mi preme di ricordare i seguenti: 

a) L a  funzione generatrice si esprime niediante un integrale definito 
sotto cui comparisce la determinante, e reciprocamente. I n  molti casi, l 'in- 
tegrale definito va esteso ad una curva ne1 piano della variabile d'integra- 
zione, riguardata corne cornplessa. La determinazione di una delle due fun- 
zioni, data l'altra, conduce in generale ad un problema d'invemione d'inte- 
grale definito. 

b) Quando la. funzione generatrice soddisfa ad una equazione difieren- 
ziale lineare a coefficienti razionali in x ,  la  determinante soddisfa ad uii:i 
equazione lineare alle differenze finite, a coefficienti parimente razionali in t ,  
e viceversa. Questa osseïvazione h a  perinesso di stabilire tipi di equazioiii 
lineari, differenziali o alle differenze (***), integrabili per mezzo di integrali 
definiti. 

Ma risiiltati non meno notevoli si sono avuti quando la dipendenza &:L 
la successione a, dei coefficienti e la funzione f (x )  si è considerata sotto ad 
un altro punto di vista; quando si è trattato ci& di collegare h a  di loro i duc 
seguenti elementi: singolnrità della funzione generatrice da ilna parte, cofn~or . -  
ta?)zeflto assintotico della successione dei coeficienti dall'altra. Questo punto di 
vista interviene per la prima volta in una Memoria del sig. Dsnuoux (*"**J, 
dove sono ottenuti risultati per alcuni dei casi più semplici; abhandonato 
per varî anni, esso si presenta di niiovo in lavori recenti dei sigg. IIADA- 

(2) A1éi)~oit-es de I'dcadhzie des Sciewes,  1770; ThSoric annlytiyuc des p O n b i -  
lit& (Paris, 1812). Cfr. LACROIX, ï'r',.ni[C t h  cnlcid cliflérenticl et U t t é p d ,  T .  I I I ,  pag. 322 
(Paris, 1819). 

(**) CEuvrcs, ;>&me éd,, T .  I I ,  Ilém. XI. 
(*"*) V. p. es. le mie Note : Sulle fmziorzi ipergeoitzelric?~e gc~zeralizznle. Rcndic. 

della R. Accad. dei Lincei, 1888, e varie Memorie del si;. Hj. MELLIN ne# Acta Mntl~. ,  
'i'. VI11 e segg., - 

(***" Sty 19nppo~irnntion des fonctions de g~/)'ancZs ~~orfibres. J .  de AIatll., 18'78. 
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JI.IRD (*), BOREL (*"), FABRY (***), T A ~ . i u  (****) ed altri. D a  questi lavori si 
pub, in casi determinati, dedurre il posto e talvolta la natura delle singo- 
larità della funzione analitica definita dalla serie 2 a, xn, da1 comportamento 
assintotico della successione a,. In tali ricerche non si fa uso ordinaria- 
mente della determinantc a (t) come funzione analitica di t, sebbene il Bon~r, ,  
iielle osservazioni suggestive della sua Nota citata, abbia coilsigliato di ri- 
corrervi (*****). 

11 presente Iavoro si propone di recare uiia coiitribuzione alla teoria rlclli~ 
tlipendei-izn fra l a  funzione çeneratrice e la deterrninante, studiando alcune 
operazioni distributive che mentre d7una parte aggiungoiio, O tolgono, singolti- 
rith di specie determinata alla funzione generatrice, rocano cl'altra parte allit 
funzione determinante modificazioni corrispondenti, in guisa clle da. questc si 
pu'b dedurre la natura delle singolarità introdotte od eliminate, e reciproc:l- 
mente. Perb, questo stuclio va preceduto da alouni paragrafi, nei quali si coni- 
plcta in qrialche punto la teoria delle opcrazioni distributive, teoria di cui Iio 
fattu conoscere gli elementi in pubblicazioni anteriori (******). La presentc. 
Memoïia verrà pertanto divisa in tre capitoli. Ne1 primo si tratterà dellit 
trasformazione di un'operazione inediante un7altra ; si considereraniio più SIE- 

cialmente quelle operazioni che trasforinano iiiia data operazione nell7oper;i- 
zione di  moltjplicazione, e si verrà in ta1 modo ad ottimere (ne1 modo piii 
elementare ed jndipendente da consjderaziorii d7integrali definiti) I'opcrazionc~ 
(die verra detta operazione C) c h  lia la proprieth di mutare ogni generatriiac 

-- 

(y J. de AI~itl~ém., lS!I'>. 
("*) V. Mdnzoire s u r  les séries diuetycrites ( h n .  dc l'Et. Soriu. ,  lSS!)) e L L ~ I I I ~ ' ~  

sur ltr théotie des fonctioizs (Paris ,  1S0S), passilu; c spcci:~liucnte la Nota dei Cuwph .v 

rendils de l'Acnd. cles Sciences, 12 déc. 1598. 
(*":) ) A m .  de I'Ec. -YOIW., 18'36; r l c t ~ ~  hfnlh., T. S S I I ,  lS!)S; Joiwr~cil tlc N u -  

uzerlz., 189s. 
(****) C ~ m p t e s  ~ Z C ~ U S ,  5 dccembre. 

(*****) Circa alla dipendenza fra  il ca rs t t e rc  ûnalitico della funzionc gericrittric 
cd il compor t~mento  della sua determinante csistono altri  r i sd ta t i ,  di naturu piii sliccial(*, 
d i e  non Iiaiino attinenza col l)resentc lnvoro,  iiin clic non e inutile d i  ricordtrrc. Uriosti 
risultati, ottenuti mediante r iccrdic  che si fondi~iio sulla r i i~tura nritliictica, della c1ctc.i- 
ininante o che presentano difiicoltà di a l t ra  specie, ma  ncn minori d i  quelli relatibi ;il 
comportamento assintotico, si trovano in lavori di EI,EX.;IWY, IIIIINE, TCIIELUTCHEFF, GOJII+ 
Tsrxsriz.i, PIXCH~RLE ed altri. 

(****") Riassunte in gran partc  ncl ,IIht13ozrc A W  Ic calcul fOll~tk~?z~ld tlistr*iOiiti/'. 
Jlatli. Bnn., T. XLIX, 1597. 
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nella sua determinante. Altre operazioni speciali importanti si 
semplici modificazioni di questa; tale è la trasformazione ben 

presentano come 
nota di LAPLACE, 

c quella di cui il si;. BOREL ha  recenternente (*) fatto uso nello studio delle 
trascendenti intere. Il secondo capitolo è dedicato al10 studio di operazioni 
distributive che, per la loro semplicità e simmetria sono sembrate meritevoli 
del nome di nomzali; esse si presentano come generalizzazione spontanea di 
quelle forme differenziali lineari che, uguagliate a zero, dànno le equazioni 
della classe del FUCHS. ni queste operazioni si studiano poi le composizioni 
frn di loro e con operazioni di moltiplicazione. Infine ne1 terzo capitolo si 
tratta dell'argornento principale di questo Iavoro : sono definite le singolarith 
che si dicono semplici per una fiinzione aiialitica; si trova che ad ognuna 
d i  esse corrisponde un'operazione ,4, suscettibile di togliere la singolarità; 
inversamente, l'operazione inversa A -' introduce, nella funzione cui essa' si 
applica, quella singolarità medesima, n ineno clie la  funzione non soddisfi ad 
una speciale condizione. Cib accade ne1 modo stesso clie l'operazione di mol- 
tiplicazione per x - .z toglie un polo di prim'ordine ne1 punto x = x ,  meiitrc 
I'operazione di divisione per x - x eseguita sii una fiinzione regolare per 
x=,x, vi introduce un polo di prim'ordine in quel punto, a meno che la 
funzione non soddisfi alla condizione di annullarsi per x = x .  L e  trasformate 
C A  C-' di queste operazioni A mediante I'operazi0ne  defi fini ta nolla prima 
l m t e  sono operazioni clie portano sulla funzione deteriniriante della fun- 
zione f (x) soggetta ad A ;  esse indicano quali mcdificazioni arrecano ai coef- 
ficienti della serie di potenze che rappresenta f (x) la presenza O I'elimina- 
zione della singolarità corrispondente. Infine colla composizione di più opc- 
razioni A O delle loro inverse si tolgono O si introducono nelle funzioiii 
nnalitiche singolarità più complesse ; e si termina coll'applicazione delle cosc 
dette alle singolarità che vengono tolte da forme differenziali lineari della 
classe del FUCHS, O vengono introdotte dalla risoluzione delle equazioni corri- 
spondcnti. 

(") Acta Xatlileinntica, T. SSI ,  1). 2 1:; 
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CAPITOLO 1. 

Operazioni trasformatrici.  

1. RICIIIAMO DI ALCUNE PROPOSIZIONI DALLA TEORlA 

DELLE OPERAZION1 DISTRIBUTIVE. 

1. Nelle ricerche che seguono, corne i n  molte altre, è opportuno di 
considerare le totalità delle serie di potenze di m a  variabile x corne un in- 
sieme, O spazio, di cui ogni singola serie costituisce un elernento. Un talc 
insieme ha evidentemente un numero infinito di dimensioni; esso verrh in- 
dicata colla lettera S. Ogni serie di potenze si pub riguardare corne un piinto 
dello spazio S ,  ed i coefficienti d~llri serie si possono rigiiardme corne I V  
coordinate del punto (*). 

Ogni serie di potenze ha un cerchio di convergenza di raggio determi- 
iinto (nullo, finito od infinjto). Ci accadrb spesso di dovere considerare l'in- 
sieme delle serie di potenze il cui raggio è maggiore del modiilo di un nu- 
inero x. Questo insieme verra denotato con &. l?, chiaro che se è I x 1 > I z' l, 
l'insieme S, è contenuto in 5';. L'insieme delle serie di potenze il cui raggio 
di aonvergenza non é iiullo, è 8,. 

2. Poichè una funzione analitica, che supporremo ammettere un ramo 
regolare nell'intorno del punto x = 0 ,  è completamente determinata da1 suo 
sviluppo in serie di potenze nell'intorno di quel punto, cos) ogni elemento 
a ( x )  di S, il cui raggio di convergenza non è nullo, definisce una funzionc 
iinalitica di cui un ramo è regolare nell'intorno di x = O. Per  scliivare le 
diacussioni relative a funzioni non uniformi, sarh opportuno ricorrere al con- 
cetto di stella quaie & stato recentemente introdotto da1 ~~TTA~-LEFFLER.  Ri- 
mandando, per la definizione di questo concetto, alla sila Memoria (**), con- 

(*) V. l a  mia Nota:  Cmno sulln yeonzetria dello spacio fim;iomZe. Rendic. della 
R. hccademia delle Scienze di Rologna, 14 febhraio 1807. Cfr. T. CAZZASIG.~:  I~itorno a i  
reciproci dei dctemainmati nowzali, pa3. 21. Rendic. della R. Accnd. delle Scienze in To- 
rino, 16 aprile 1890. 

(**) MITTAG-LEFFLER, Sur En rep&sentntion nmiytique d'uiw Lrmc7ie ~ o ~ i r u m e  d'un$ 
fouclion nzonoyén~. Acta Xntli., T .  XXIII, pag. 43, 1899. 
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verremo di indicare ad un tempo con a (x) e la serie di potenze di S chc 
si corisidera, ed il raino della funzione analitica definita da questa serie esi- 
stente ed univocamente determinata nella stella appartenente alla successiono 
( O ) ,  a f ( 0 )  (*), ul'(0), ... 

Y. h noto che agli elementi di S sono applicabili operazioni che ri- 
producono enti dell'insieme etesso o di un insieme analogo. Fra queste opc- 
razioni hanno speciale importanza quelle che ammettono la proprietà distri- 
butiva (operazioni distributive) e che vanno riguardate, come ho fatto osser- 
rare  altrc! volte, come le omografie del10 spazio S. 

Un'operazione distributiva A è deterniinilta in S, quando si conoscono 
le funzioni che essa fa corrisporidere agli elementi 1, x,  x2 , .  . . xn, ... di S. 
Porremo : 

A(xa)=5,(x), ( % = O ,  1 , 2  ,... ), (1 )  

S i  sa allora come ne consegua, per le fiinzioni rp ( r )  di un insieme ron- 
venientemente clefinito in S, Io sviluppo : 

in cui D è l'operazione di derivazione, e le an (x) sono funzioni dipendenti 
dalle 5,  medinnte le relazioni : 

Da qiieste relazioni si ricavano, inversamente, le En in funzione delle O,: 

in = un f fi X an-., + (f)  s2 a,.? + . - . + xn a. (**). 

4. Le operazioni distributive più semplici sono la moltiplicazione, la  
tl~rivazione e la sostituzione. 

a) Facendo il prodotto di un elemento whitra?*io y ( r )  di S pci. 
iinn funzione nnalitica data p (x) si ha I'opernzione di  moltiplicazione,. clle 
si rappresenta con M,. La funziorie p (x) si pub dire moltiplicatore. Consi- 

d cc 
(*) Con a' ( A )  si indica - 

dx' 
(*") V. il mio lnvoro: 1Cf6moi?.e sur le C ( I ~ C I L ~  pmtiomel rlistributif, Cap. II. 'tlatli. 

,innal., Btl. XLIS. Qoesto lnvoro verrii  d'orn ii1aniiï.i citato colla lettern M, seg~ii tn  d:il 
nuiuero del parngrnfo. 
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derando moltiplicittori appartenenti ad S ,  le varie operazioni di nioltiplica- 
zione formano lin gruppo, sono fra loro commutnbili e sono formate colla 
moltiplic~zione M, di inoltiplicatore x; se cioè : 

p ( x ) = C o + C , x - + C 2 2 0 + ~ .  a ,  

si avrà : 

b) Per  la derivazione si userà il solito simbolo D. La foimola (2) 
dimostra che ogni operazione distributiva si pub esprimere come somma di  
lin numero finito od infiiiito di prodotti di moltiplicazioni pw derivazioni. 

c) L a  sostituzione è l'operazione che consiste ne1 sostituire alla vn- 
rinbile x, in lin elemento a d d ~ a n ' o  y (x) di S, l a  funzione analitka data p (xi .  
Questa opernzione si rappresenta con. ,$. Per essn, Io sriluppo (2) diviene : 

L e  operazioni di sostituzione formano un gruppo, non perb commut%bile. 
5. Quando un'operazione è stata definita per gli elementi di uno spa- 

zio S, è spesso possibile di estenderla anche agli elementi di un nuovo spa- 
zio S' che comprenda S ;  cih, anche quando la primitiva definizions non sia 
immedisitamente applicabile in S'. Questa estensione si fa col mezzo del noto 
principio di perrnanenxa, che I'HANKEL (*) ha  enunciato per le operazioni 
fondarnentali dell'Aritmetica, ma che conserva il suo valore in tutte lc parti 
della scienza dei numeri (**). Per applicare questo principio, si procederà in 
generale ne1 seguente modo. 

Supposto di avere un'operazione A definita per gli elementi di un in- 
sieme S, sia indicato con u l'insieme di proprietà fra loro indipendcnti, d i  
cui gode la A nell'insieme S. La definizione data per A iii S non sia ap- 
plicrtbile ad un nuovo insieme S' che comprenda S e sia più esteso. Si possa 

(*) Tlteorie ckr horlzplexen Zahlensysteme~t, $ 3 (Leipzig, 1867). 
("*) l? cosi, per esernpio, clle l a  derivata, si pub dcfinire ~üediante ln rcgoln 

% ,  

D x)$ = nxn-1 per tutto l'insieme A!!,,. Osservnto poi clle in questo insicrne essn, ha ln, 
proprietî di essere limite del rapposto incrementale, si viene ad nssumere' (pesta pro- 
priet i  coine definizione della derivata in ogni insicme più estcso. 

Annali di Malematica, Serie III, tomo IV. 29 
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ors, in qualunque modo, definire in S' un'operazione A ,  soggetta alle con- 
dizioni : 

a) di coincidere con A quando dagli elementi di S' si considerann 
quelli soli che appartengono a d  S, 

6) di godere delle proprietà a, che valgono a determinarla in 8'. 
Sotto queste condizioni, si riterrà applicabile il sopra citato principio di 

permanenza e si dirS che la A, 2: la stessa operazione A estesa al nuovo 
insieme S. 

6. L'osservazione precedente permette di estendere a tutto l'insieme 
delle funzioni analitiche alcune operazioni originariamente definite per il solo 
spazio So. Questo è manifestamente il CRSO per le operazioni di moltiplicn- 
zione, derivazione e sostituzione; con cib, in M, ed S,, ,u potrà rappresen- 
tare una funzione analitica qualunque, anche non appartenente ad 8,. 

Quando parlererno genericamente di operazioni applicabili all'insieme delle 
funzioni analitiche, amrnetteremo solo cbe ad una funzione dell'insieme esse 
facciano corrispondere funzioni dell'insieme stesso. Con spaxio fimzionale in- 
tenderemo poi, sia tutto l'insieme delle funzioni analitiche, sia una parte di 
esso, colla condizione perb che se a e 0 appartengono a questa parte, vi 
appartenga anche a + P. 

7. Prima di chiudere queste osservazioni preliminari, conviene di no- 
tare un altro aspetto che si pub dare alle operazioni distributive applicate 
agli elementi di S. Si abbia un'operazione A per la quale sia: 

Applicando questa operazione all'elemento di S : 

ed ammesso che questa serie sia stata presa in modo che risulti uniforme- 
mente convergente IR 2 kn 5% in un intorno di z = 0, si avrà : 

A ( y )  = $0 + y, x + g? x" + . . = $ ((2, (5) 

dove i coefficienti g, dipendono dai coefficienti kn per rnezzo delle relnzioni : 

Sotto questa forma, si  vede che all'operazione A che trasforma cf (x) in 
$ (x), corrisponde un'operazione rappresentata dalla (6), la quale applicata 
:i k,, Io trasforrnn in g,; si ha cioè, in altrn forma, una trasformazione li- 
neare in uno s p ~ z i o  ad infinite dimensioni. k sotto questa forma che esse sono 
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considerate da1 Sig. C A ~ Z A N I ~ A  (*) per il caso del determinante normale (d'or- 
dine infinito) non nullo; e a questo proposito notiamo che non sarebbe nè 
difficile, né inopportuno, di ricondurre Io studio dei determinanti d'ordine in- 
finito a considerazioni sulle operazioni distributive. 

II. TRASFORMAZIONI NELLE OPERAZIONI. 

8. Siano A ,  B due operazioni distributive a determinazione unica, de- 
finite nell'insieme delle funzioni anditiclie. Si  di& che R è t?.asfovtmtlt di A 
mediante una terza oyerazione distributiva X, quando si abbia : 

XA X-l= B. (7) 

Si dirti ancora clle X trasforma A in B. 
I n  uno spazio funzionale in cui X sia a determinazione uiiica, lu (7) 

equivale ancora ad : 
X A = B X ,  

e a :  
X-1 B X =  A. 

9. Per  vedere quale grado di indeterminazione presenti la X quando 
siano date A e B, si ammetta che X ed Y siano due operazioiii clle trasfor- 
mano A jn B, e si ponga X =  K Y, onde X-1 = Y-' Il-' Dalle : 

Quest'ultinia relazione esprime che I l  è commutabile con B; reciproca- 
mente, se K è un'operazione qualunque commutabile con B e B è trasfor- 
mata di A. mediante X, 10 è anche rnediante KX. 

Analogamente, se in uno spazio in cui Y è a determinazione uiiica, II 
è traaformata di A mediante Y, 10 è anche mediante Y H, essendo II uii'o- 
perazione arbitraria commutabile con A ;  reciprocamente, se X ed Y trasfor- 
mano A in B e si pone X =  Y H, R è commutabile con A .  

10. Essendo a,, a,, a ,,... una succossioiie, finita O no, di costanti, é 
noto che l'operazione : 

aoA"al A + a ,  A t + - . , ,  i 8) 
- 

(') Nota citata, 9 2. 
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è, ne1 suo campo di validità', commutabile con A .  Poriendo : 

la (8) si pub rnppresentare simbolicamente con f (A) .  Ora : 

onde : 

ed in generale, per ogni valore di n intero e positivo : 

D a  cib (*j, sostituendo A0 coll'unità : 

o infiiie : 
X f ( A )  X- l=  f (Bj;  

e questa relazione si estende senza difficoltà al caso chc f ( A )  contenga po- 
tenze negative di A. . , 

L a  formula (9) ci rnostra che non solo, mediante una trasfoririazione X, 
id operazioni commutabili corrispondono operazioni commutabili (il clie è 
aEatto ovvio), ma anche che uiia data fuiizione di A (**) si ti-asforma ne1l;i 
stessa funeione di B. 

11. Se X trasforina A in B,  ed Y trasforma B in C, YX trasfw- 
merà A in B. Infatti, da  : 

risulta immediatamente : 

Y X A X-' Y-' = C. 

n a  questo teorema s e p  che se si ha  una classe d i  operaziuiii ,4, B, C, ... 
e si conoscono le operazioni che trasformano un'operazione fissa 1' nelle ope- 
razioni della classe, si conosceranno anche quelle che trasformnno le  opera- 

(,*) Nell'applicare l'operazione distriliutiva ad una serie, convierie tenere prcsenti le 
osscrvazioni fatte ne1 M., § 48. 

(**) Circa, il concetto di funzione di un'operazione, v. LEVI-CIVITA : Sui p~pp' di 
ol~eraaioni fiuuiotzali, pag. 4 (Rendic. dell'lst. Lombardo, T. SXVIII, 18'35). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



atte ad aggiunge~e  O togliere singo2arità in una funzio~ze amli t icu.  229 

zioni della classe l'una n e l l ' a l t i ~ ~  Infatti, si avrà : 

onde, per il teorema preoedente, Y X-' trasforrnerà A in B. 
. 12. Sernpre nell'ipotesi di I'imitarci ad un campo funzionale in ciii X 

è univoca, O, coine si pub anche dire, considerando un ramo utzivoco della 'Y, 
avremo per il § 1 0 :  

Se ora, nello spazio funzionale considerato, A non ha radici ed w è uiia ra- 
dice di B, 

A x-' (w), A"-' (o), . . . A n  X-' (w) , . . . 
snranno radici di X. Reciprocamente, se A (a) è radice di X seiizu che Io 
Sia a, X(a)  sarà radice di B ed Ag (a), A3 (a),. . . A n  ;a), saraniw radici di ,Y. 

III. LE OPERAZIONI TRASFOI~MATRICI. 

13. Essendo Mx I'operazione di moltipliceziorie per x ( 5  4), cliiaino- 
remo operaxio?te trasfotwzatrice d i  un'operazionc d;itii A un'operazioiie ,Y 
che ,  trasformi d.I, in A. La trasformatrice & dunque definita dall'equazione : 

I XMs X-l = A .  (10) 

I n  altri temini ,  se rf, è un elemento del campo fuiizionalc clie si con- 
sidyra, , s a d  : 

1 x (X y )  = a x (9, (11) 
e ricordando (*) clie con delsivata fmzxio?tate di un' opcrazioiie X s' iiitende 
I'operazione X' (y) = X (a: I) - x X (y), ne viene clic. la trasformatrice di A 
soddisfa a!lTequazione differenziale simbolica (**) : 

(") M . ,  3 56. 
(*") Su  quedte oquazioiii ditfereiizi:di siinl~oliclie v. : Di [ o i e  lzcrisi~tic! fictcziuttnll- s i , t~-  

bolicn, ecc. Rendic. della R. Accad. dci Lincci, 19 fcbbraio 1S!U. 
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14. Ogni operazione II commutabile con M, è una moltiplicazione, 
poichè la H 1&fz = M, H equivale ad H' = O, e si è dimostrato che l'opera- 
zione,.la cui derivata funzionale sia nulla, è una moltiplicazione (*). Reciprn- 
cainente, ogni moltiplicazione è commutahile con il!*. Se dunque si è trovata 
la trasformatrice X di una data operazione A ,  questa trasformatrice, appli- 
cata al gruppo delle moltiplicazioni, Io trasformerà ne1 gruppo delle opera- 
zioiii commutabili con A.  

In  particolare, se é : 

si avrà per il 9 10 : 
X Mp. X-'= ( A ) .  

15. La formula precedente, che rappresenta l'enunciato di un teorema 
per il caso che il moltiplicatore p sia uria serie di poteiize di x, si pub assu- 
mere corne definizione di p ( A )  ne1 caso che p sia una f'unzione analitic; 
qualuiique; potremo dire cioè che con p ( A )  intendererno una delle determi- 
nazioni di X M,X--', essendo X la trasformatrice di A .  

In particolare, 

X ( x m  y j = 8'" X (y), (1 4) 

si potrà prendere conie definizione di Am per ogni valore di m ,  scegliendo 
opportunamente la determinazione di X ("9. 

16. Dalle cose dette ne1 9, e dall'osservazione del 3 14 che le ope- 
razioni commutabili con M ,  sono. le moltiplicazioni, risulta che se X è un 
ramo univoco della trasformatrice di A, gli altri suoi rami saranno rappre- 
sentati da  X essendo p(z)  una funzione arbitraria. L'nrbitrarietà del 
fattore M, fa s'l che, avendosi un ramo X ,  della trasforrnatrice di A tale clie 
sia X, (A) == x ,  basterà prendere X, -; X, MA per avere con X, un ramo della 
trasformatrice tale che dia X, (1) = 7. Basterà dunque che a sia ne1 campo 
di validith di uno dei rami di ,Y--' per avere un rawo di X che, applicato 
ad 1, produce la funzione a. 

(*) JI., 5 W. 
(+*) È in questo  modo che ne1 JI., 3s 105 e seg., si e definita la de r iva ta  d'indice 

qualuiique mediante un'equaeione funzionnle simbolica che si deduce, in  sostanza,  dalla 
formula (14). V. piii avanti ,  al 26. 
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17. Passiamo ora alla determinazione effettiva di X, supposta data 
la A .  Applicando all'equazione (12) la. derivazione funzioiiale (*), si ottiene 
senza difficoltà : 

X " = ( L L ~ - ~ X A + X ~ ) X ,  
quiridi : 

X"' = (A3 - 3 x A' + 3 sg A - x3) X, 

e cosi via. Ponendo : 

il che, bene inteso, non è a confolidersi colla t î z ~ i ~ ~ a  potenza de11'operazione 
A - x, si ha per la derivata funzionale wz.si?~ta della X: 

Fatto X (1) = a ,  donde 

X(m)  (1) = A m  (a) - nz x Am-' (a) + . . . + (- l ) m  p a, 

viene, per la formula (**) che dà 10 sviluppo di un'operazione distributiva in 
serie procedente secondo le potenze intere positive della derivnta: . 

1 X(y) = X ( 1 )  + X1(1)y' + , X" (1) ," +. . .  9 

ossia : 

Siccnme poi per ogni serie di tale forma esiste un campo funzionale di 
vnlidità, costituito per Io meno dalie funzioni razionali intere, cos1 rimnne di- 
mostrata I'esistenza di trasformatrici per ogni operazione A. La moltiplicith 
di determinaziorii della X è poi rivelata dall'arbitrarietà. della funzione a nella 
posizione X( l )  = a.; il che è d'accordo con quanto è stato osservato al 5 1G. 

18. Essendo a una funzione qualunque, le a, a z', a x\ ... definiscono 
uno spazio funzionale che si pub chiamare i?zto~izo di a. Qunndo un'opern- 
zione R ammette como rzidici le a xi  per i = 0 ,  1 ,  2 , .  . . nz - 1 ,  ne con- 
segue : 

K(,) =K'  (a) = . . . =Rh'-') (a) = 0, 

(*) M., § 58. 
(**) M., g 63. 
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e Io sviluppo di K in serje ordinata yer le potenze di ,D comincia col der- 
mine in Dm. Quando poi K amniette corne radici le a xi per tutti i valori 
interi positivi di i, quel10 sviluppo cessa di avere significato: in tale caso 
si potrà dire che u è eletnelzto sinyolare per. K, ood anche clie K è singolare 
per I'elemento a. 

19. Ora, le operazioni trasformatrici ammettono, in generale, elenienti 
singolari. A dimostrarlo, consideriamo la trasformatrice X di un'operazione .4, 
e sia w una radice di A ;  inoltre, w appartenga al campo di validith di uno 
dei rami di X-' (il che accadrà in generale) per modo che .X-"(w) = a. Si 
avrà allora (cfr. 5 12) : 

per ogni m intero. L'elemento x a B dunque singolare per X.'In quanto ad u 

dessa, esso d a :  I 

cla ciii, essendo y un elemento dell'insieme S, : 

cioè, siccome la serie tra parentesi non é nltro che la costante (O), I'ope- 
rnzione X fa corrispondere all'intero spazio tl y, Io spazio ad una. dimen- 
sione c u), dove c è unrt costante arbitraria. 

L a  presenza di elernenti singolari rielle operazioni trasformatrici dh, per 
cosi dire, un carattere di trascendenza a queste operazioni. 1nfatt.i le opern- 
ziorii di nntura più elementare fra le distributive (come le fornie differenzigli 
lineari, le forme lineari alle differenae, le sostituzioni, ecc.) npn amrnettono 
elemen ti singolari. , . . 

20. Se X è trasformatrice di - 4 ,  ed a lion snnulla X mentre l'an- 
niilla cr X ,  a x sarà elemendo singolare di X. Infatti, dall'eqriazione di defi- 
nizione della trasformatrice : 

segue, facendo = a,  che X ( a )  è radice di A ;  si ricade quindi nell'ipotesi 
del p~ragra fo  precedente, ed X è singotare per l'elemento a x. 
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IV. ALCUNE TRASPORMATRICI SPECIALI. 

21. Ci proponiamo ora di dare alcuni esempi di operazioiii trasforinn- 
trici particolari. Cerchiamo anzitutto la trasformatrice dell'operazioiie di mol- 
tiplicazione 21fp. Povendo essere : 

ossia': 

ne verrk, indicando al solito con S' la derivata funzionalc cli S: 

Ora questa è un'equazione differeriziale simbolica appartenente ad una 
classe di equazjoni ch'io ho studiate e risolute in altri lavori (*), dai quali ri- 
sulta che la soluzione generale dell'equazione (17) è data da 1 S,, dove A è 
iina funzione arbitraria ed S, è l'operazione di sostitiizione di p (x) ad r 
($ 4, c). Ne viene che la trasformatrice di una moltiplicazione JI,, all'infuori 
di  una moltiplicazione (la cui arbitrarietà risulta da1 €j 16), è la sostituzione 
corrispondente 8,. Reciprocamente, ogni sostituzione è trasformatrice della 
moltiplicazione corrispondente. 

. 22. Cerchiamo la trasformatrice della derivazione. Essn sarà defi- 
nita da : 

XM,X-'= D ,  od X(zy)= D X ( j ) .  (18) 

Ne viene che posto X(p) = +, ed indicate le derivate con accenti, si 
avrB : 

X(qI)=+, X(xg)=JI t ,  x(r=+ qr,... (19) 

In particolare, possiamo giovarci dell'arbitrwrietà che riniane in S se- 
condo il $ 16, e porre J(1) = a, dove a è una funzione arbitraria; viene 
allora : 

X ( l ) = a ,  X ( x ) = a l ,  X(x2)=ut1,  .,. 
onde : 

(20) 

X (eax) - K (X + a). (21) 

23. La formula richiamata al § 17 serve a darci Io sviluppo della tra- 
sformatrice di D in serie ordinate per le derivate successive dell'elemeiito y ;  

(9 Sopl-a alcurze eqzutaioni sid~olicha. Mem. della R. Accnd. delle Scienze di Bolor 
gna, S. V, T. V, 1895. Cfr. nnclie AM., § G5 e ses. 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  tom0 IV. 30 
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posto X ( p )  - cc, questa formula diviene : 

ogni diversa determinazione di p ed a ci darà un ramo diverso della trasfor- 
matrice di D. Esiiminiamo alcuni speciali frn questi rami. 

24. n) Ponendo dapprima ,u = 1, a = eu", viene dalla (22) 

e quindi per Io spazio funzionale Sa, sarà:  

X ( Y )  = eas y (a). 

Esiste dunque un ramo della trasformatrice di D che fa. corrispondere 
a tutte le funzioni dello spazio & una niedesima funzione moltiplicata per 
una costante, cioè uno spazio ad una sola diinensione ("1. Questo ramo am- 
mette uno spazio di radici ad infinite dimensioni, cioè tutte le funzioni di ,'a 
per le quali 1 (a) = O .  

6) Essendo p una fixnzione arbitraria, poniamo cr = 1. Dalla (19) viene : 

X ( p ) = l ,  , u ( x p ) = X ( 2 ? p ) = . . . = O .  

L a  x p  sarà dunque un elemento singolare per la S; ci6 proviene da1 
fatto (5 19) che qiiesto raino della X fa corrispondere a p la  radice 1 del- 
I'operaxione D. Applicando nuovamente a questo ramo l'equazione di defini- 
zione (18), si ottiene, essendo a,, a,, a, ,... costanti arbitrarie introdotte colle 
successive quadrature : 

1 Facendo p = -, e prendendo ugaali a zero le costanti d'integrazione, 
X 

si ottiene una determinazione della X per la qunle è :  

(") l? rpes ta  uncl delle opernzioni m e n t i  il rnsssirno grndo di degenerescenzn, e clle 
sono indicnte colle le t tere  C nei 70 e çeguenti del M. 
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1 c) Ponendo invece p = 1, a = -, le (19) dànno : 
x 

altro ramo della trasformatrice di D, pure degno di osservazione. 
25. L a  nota operazione funzionale che va sotto il nome di trasforma- 

zione di LAPLACE è uiia delle trasformatrici della derivazione. Irifiltti, essa si 
pub definire (*) mediante due equazioni simboliche, una delle quali è precisa- 
mente la (18). Essa pub anche definirsi come una trasformatrice di D, la cui 
uggiuntcc (**) è pure trasformatrice di D (***). F r a  i rami di _Y enumerati al 
paragrafo precedente, quelli che soddisfano alle equazioni ( 23 )  e (24) sono 
appunto rami della, trasformazione di LAPLACE. 

26. Ne1 § 15 abbiamo definito la funzione ( A )  di una operazionc 
come risultato della trasforrnazione M, per niezzo della trasformatrice di A .  
Se S è trasformatrice della derivazione, 1% funzione p ( D )  di D si potrh 
dunque definire da: 

X Mp = p (D). 

I n  particolare, essendo 9. un numero qualunque, la X x r  S ' si potrà in- 
dicare con Dr. Vi 13 perb in questa posizione l'arbitrarietà dipeiidentc dalla 
scelta del ramo di _Y clle figura nella (25) .  Prendendo in particolare pcr S 
la trasformazione di LAPIACE, cioè quella che oltre alla (18) soddisfa an- 
che alla : 

X D F = - Z  &Y(?), 

si trova con un calcolo facile che, posto Xxr X-' = A ,  la d soddisferà al- 
l'equazione differenziale simbolica DA' = t. A ,  che è quella prcsa al § 105 

(*) A ~ L D I ,  Sitlln t)lasformazione di LAPLACE. Koiidic. dclla R. Llccad. dci Lincci, 
S. V, T. VII, 1898. 

(**) V. la  mia Nota: Stcll'opernzioiie ctggiunt~t di wzn data, nei Rendic. dell'hccad. 
di Bologiia, 17 Aprilc 1878. 

(***) AMALDI (10~. cit.) dimostra che l'ûggiunta della trasforiilazione di LAIILACX coiii- 
cide colla trasformazione stessn. Reciyroccmente, se si poile che uiia trasfurm:~tricc S 

della derivazione debba ammettere corne a g i u n t a  y uiin trasforuatrice dcllû dcrivszionc, 

la  dovrà veriticare I'equazione y(& ?) = D ,y(?), insielne a quella clie si ottienc pren- 
dendo l'aggiunta dei due meinbri della (18), che è (secondo la citata Nota sull'operazione - 
aggiunta) S D = - J Y(?) : ora queste due ecluazioni sono appuiito ijucllc clle caratte- 
rizzano la trasforrnazione di LAPLACE. 
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del più volte citato Mémoire corne equazione di definizione delle derivate 
d'indice qualunque. 

27. Ottenuta la trasformatrice di D, è facile ottenere le trasformatrici 
di operazioni commutabili con D, mediante l a  seguente osservazione gene- 
rale. Sia X l a  trasformatrice di un'operazione A ;  si ha : 

M:i a1 5 2 1  si B visto che : 

La trnsforinatricc: di ( 4 )  è dunque ,YS,. Se duiique S è trasfurrna- 
trice di D, e p (D) è ~ n ' o p e r a ~ i o n e  commutabile con D, la regola prece- 
dente permette subito di trovarnc la trasformatrice. 

28. I n  particolare, assumiamci la trasformazione di LAIJLACE corne tra- 
sformazione della derivazione ed îiidichinmoln con L; essa soddisfa a11e due 
eyuazioni ($ 26) che la determinano: 0 

le quali esprimono clie L è trasformatrice di L) ed L-' di - D. Conside- 
riaino ora un'operazione della forma : 

K= L Spi 

Essa soddisfarà n due equazioni che si deducono dalle (26); la  prima 
: 

K M, K-' = p (D), (27) 

ed espriinerà che R è lit trasformstrice dell'operazione p (D). In quanto alla, 
seconda, osservo dayprima che l a  trasforrnata di D mediantc Sr1 non è altro 
ohe il yrodutto doll'operasionc D pei. il moltiplicatore v (z) = / A ' ( ? - ,  (2)) (*), 
cioè : 

Si1 D S, = Mv D,  

(*) Con y-1 (T)  indico, secondo una notazionc usuale, la funzionc inversa di p. (L). 
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come si verifica subito. Cib posto, la seconda delle (26) dà : 

S,l D s, = - S,l L-' M, L S, = - Ji-' M, K, 
e quindi : 

K-' Ma K = - M" D. (28) 

Se ne coilclude che K-4 è la trasformatrice del prodotto della B per 
il moltiplioatore fisso v.  

29. Di quanto precede si pub fare l'applicazione a due casi partico- 
larmente interessa~iti, il secondo dei quali ci darà quell'operazione di wi si é 
fatto cenno nell'introduzione a l  presente lavoro e clie permette (iinpiegandu 
la terriijnologja del LAPLACE) il passaggio dalla funzione generatrice alla siia 
determiilante. Di queste operazioni darb qui quel taiito che è necessario per 
le npylicnzioni che se ne devono fare, proponendomi di riprenderle in un 
altro lavoro per uno studio più approfondito. 

Il primo ciso si ottiene facendo nell'operazione K= L S,, del paragrafu 
1 

precedente, p = -. Indicando con B l'operazione cos1 ottenutn, si trova che 
x 

1x:r essa le equazioni (27) e (28) divengono : 

R M s B - ' = P i ,  B - ' M , B = x 2 D ;  (2'3 

l'operazione B è dunque la trasformatrice di D <, e la sua inversa è qucllil 
di x W .  A questa operazione si potrebbe dare il nome di trasfurinazione di 
BOREL, per l'uso sistematico che ne ha  fatto questo autore (*) per trasfor- 
mare serie di potenze sempre divergenti in serie averiti un raggio di cu~i- 
vergenza non nullo, O serie convergenti in un cerchio di rnggio finito in serie 
convergenti in tutto il piano. Un ramo dell'operazione di BOREL si ha  da1 
ramo di L (**) definito dalle equazioni (23) e vale per uno spazio di serie 
di potenze positive di x ;  easo è definito dalle eguaglianse: 

(") Sut- les séries clc !17nyEor. Joutm. 
bre 1806; S u r  bs séries de Taylor. Acta 

de .\Ii~tlr., 18!)ii, C o q h s  rondus, 1 4 cl6ceni- 
Math., T. SSI ,  1807, ctc. 

(**) 1 vari rami de!l'operazionc di L . ~ L . \ c E  sono controdistinti dai divcrsi spazi fun-  
irionali su cui porta l'operazione (v. . l x i ~ u ~ ,  nota citata). A clucsti corrispondono pure 
vnrî rami per l'operazione B studiata in questo paragrafo e per l'operazione C conside- 
rata ne1 paragrafo successivo, l'ma e l'altra dedotte da L. Sulla questione del come av- 
venga il passapgio da un ramo all'altro (passaggio possibile poiclié basta uno dei rami a 
detcrminare l'operazione) non é qui il luogo di trattenersi. 
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un secondo ramo si h a  invece da1 ramo della L definito dalla (24), e vale 
per serie di potenze negative di x ;  per esso si h a :  

Le equazioni di definizione (29) sono evidentemente soddisfatte tanto colle 
prime formule che colle seconde, mentre esse permettono di definire l'opera- 
zione di BOREL anche in spazi funzionali in cui le (30) O le (31) non sono 
applicatdi. 

30. I l  secondo caso particolart! cui vogliamo accennare si ottiene fa- 
cendo nell'operazione K =  L S, del $ 28, la funzione ,LL uguale ad e-$. I n -  
dicando con C I'operazione cosi definita, le equazioni (26) dànno : 

a L'operazione eD essendo quella che muta x in x + 1 in una funzione 
di x, cioè quella che viene ordinariamente indicata ne1 cnlcolo delle diffe- 
renze col simbolo 9, introdotto da1 CASORATI, si avrà per In. prima delle (32): 

Ora, I'operazione che applicata ad una serie d i  potenze ne dà il coefi- 
ciente di zn considerato come funzione dell'indice (*), (O, in altre parole, l'o- 
perazioiie che fa passare dalla funzione generatrice alla sua determinante) 
gode appunto delle proprietà espresse dalle equazioni (32); e poichè queste 
equazioni determinano la C come le (26) determinano la 11, cosi l'operazione 
in discorso è un ramo dell'operazione C ora definita. 

L'operazione C è la trasformatrice di PL, mentre la sua inversa è la 
trasformatrice di x D. Da cib la sua proprietà, di trasformare le equazioni 
differenzidi lineari a coefficienti razionali in equazioni lineari alle differenzt: 
pure a coefficienti razionali. Tralasciando per ora di insistere sulle proprietà 
di questa operazione, n ~ i  limiterb ad indicare un ramo di essa, valido per 
l'intorno della funzione esponenziale. Se si pone: 

1 
dove F (x) rapyresenta il fattoiiale, cioè é uguale ad -- , si lia per ogtii 11 

r(x-t -1)  . 

(*) Considerata 1). es. da1 BOREL nelle nota dei Comptes reudus del 12 diccui- 
bre 1898. 
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intero e positivo, mediante applicazione della prima della (32): 

e si verificn senz'nlcunn dificolth che in qiiesto modo é soddisfatta anche la 
seconda delle (32). 

CAPITOLO II. 

Operazioni normali. 

31. Definiremo un'operazione distributira applicabile all'insieme S delle 
serie di potenze, mediante le equazioni : 

U(xn)=a,zn,  (%=O, 1, 2 ,... ), (1) 

dove a,, a ,,... un,. .. è una successicine di numeri dati. Una tale opera- 
zione verrà dstta normuié d i  ordine nullo; un'operazione normale d'ordine 
nullo è individuata dalla successione dei numeri a,, e le varie operazioni 
che si possono fare corrispondere alle diverse successioni verrnnno reppresen- 
tate colla lettera U, affetta O no da  indici. Per  brevità, chinmcremo opera- 
zioni U le operazioni normali di primo ordine. 

32. Dalla definizione delle operazioni U risultano iminedintnmente Ic 
segueriti proposizioni : 

a) la somma di due O più operazioni U è un'operazione U ;  
b )  il prodotto di due operazioni U è un'operazione U, e percib le 

operazioni U formano un gruppo; 
c) il prodotto di due operazioni U è commutativo; 
d) una funzione razionale intera a coefficienti costanti d i  più ope- 

razioni U è pure iin'operazione U; e se indichiamo con F ( u 1 ,  u,,.. . zr,.) una 
funzione razionale intera delle indeterminate u,  , t ~ , ,  .. . u,, e poniamo : 

U ~ ( X ~ ) = U ~ , X , ,  ( i = 1 ,  2 ,... Y ;  % = O ,  1 ,  2 ,... ), 
si avrà : 

F ( U , ,  U2 ,... UC)(xn) = F(a,,, a ,,,... a,,)xn. 

33. Suppongansi tutti i numeri a, che figurano nelle (1) differenti dn 
zero. L'operazione U non ha nllora rarlici nello spnzio S; la U-i è a deter- 
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minazione unica in questo spazio, ed essendo : 

è essa s t e m  un'operazione U. Quando uno dei coefficienti, per esempio a,, 
è nullo, I'operwzione U ha In rndice xr ;  l'operazione U-1 è a11i)ra a deter- 
minazione multipla, poichè si pub aggiungere ad una sua determinazione 
la c rr, dove c è una costante arbitraria. Se sono nulli i p coefficienti : 

a+-, , ' arp, 

l'operazione IJ ammetterà 10 spazio di radici ad r dimensioni : 

colle p costanti arbitrarie c , ,  c , ,  . . , cp; e ad una determinazione di U-i si 
, 3 

potrà aggiungere la funzione arbitraria (3). 
34. Abbiamo visto al $ 32 che le operazioni U formano un gruppo 

eommiitabile, F r a  queste operazioni vi è la x D, definita da  : 

U ( 1 ) = 0 ,  U ( x ) = a  ,... U ( x " ) = n x n  ,... . ~ 

L'operazione x D ammette come sola radice in 8 la costante. Ogni ope- 
razione U è corninutabile con x D; reciprocamente, se obblighiamo m'ope- 
rnzione A, definita nello spazio S dalle equazioni: 

A (xn) = a,, + a,, x 4- a,, x2 + + a,, xV +. - 
alla condizione di essere cornmutabile con z D, si vede facilmente che questa 
condizione porta alla conseguenza che tutti i coeficienti a,, devonc, essere 
nulli ad eccezione di un,, e quindi che ln A è un'operazione U. 

35. Fra le operazioni del gruppo delle U  si trova la sostituzione S,,, 
definita da : 

Szm (xn) = zn xn. 

Considerando, in queste uguaglianze, le z come un paranietro, arbitrario, 
q u s t e  sostituzioni formano un sottogruppo mi del gruppo delle operazioni U ;  
si vede subito, posto x = et, che questo sottogruppo si riduce a quel10 delle 
traslazioni. 11 sottogruppo S,, contiene llidentità Fer .z = 1 ; si verifica poi 
fncilmente che la sila trasforn~azione infinitesima è l'operazione x  D. 

L1operazione S,, U si indicherà con U,, e si lia dalle (1) che: 
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36. Formando le derivate funzionali successive di U, si trova : 

U' (x%) = U (xn+') - x U (xn) = (CC,+, - a,) x ~ + ~ ,  

U" (xn) = U' (xn t i )  - x U' (xn) = (an+o - 2 an+, + a,) xn Fp, 

e cos1 via. Analogamente : 

u:, (xn) = (aaci z - un) zn+', U", (xn) = (G- .ce  z2 - 2 an+, z + on) sn+". . . 

37. Qui ~ a r à  conveniente di usare delle notnzioni del cnlcolo delle 
differenze finite, e di indicare con A la difïerenza di una funzione della va- 
riabile (O indice) n. Cosi A2, A3,. . . saranno le differenze seconde, terze, ecc., 
per modo che : 

Con notazione a n a l o p ,  si indicherh con As a, il binomio un+, z - a,z,  
ed in generale si porrà: 

Potremo pcrtanto scrivere : 

ed in particolare : 

U ' z ( l ) = ~ A s a o , . . .  Us') (1) s xm A r  a,. 

Richiamando ora la formola che dà Io sviluppo d'unti, operazione distri- 
butira in serie ordinata per le potenze di D (3 3) ,  avremo per lx U, 10 
sviluppo : 

e in particolare, per x = 1 : 

Annuli di Mutemalica, Serie III, tomo IV. 3 1 
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Mutando qui (p (x) in ip si ha per U(?) l'altra espressione: (3 
bC xn U ( y )  = 2 A; al, - 

n=O n ! d xgz 

38. L'operazione U è data, nello spazio S delle serie di potenze, dalle 
equazioni di definizione (1); da queste risulta formalmente Io sviluppo (6). Li- 
mitandosi al punto di vista formale, si pub dire che tanto le (1) quanto 
la (6) definiscono la U per ogni serie di potenze. Si tratta ora di esaminare 
fino a che punto questo risultato formale abbia un significato effettivo : si é 
percib condotti a distinguere due casi, secondo che il sistema dei numeri un 
introdotti nelle (1) è tale ch'e la. serie 2 a, xn abhia, oppure no, un raggio 
(non nullo) di convergenza. 

Ne1 primo caso, ogni serie cp = 2 c, xn che abbia un raggio non nul10 
di convergenza appartiene al campo di validità della operazione U. Inten- 
diamo con cib che tanto le (1) quanto la (6), applicate alla serie y ,  dànno 
risultato avente significato, ed i risultati ottenuti per queste due vie coinci- 
donu. Infatti, per le ipotesi fatte, essendo m, m', g, g', numeri positivi finihi, 
si avrà : 

I a n I < m y n ,  I cnI<m'g 'n ,  
onde : 

l a, cn 1 < m m' gn $ln, 

(*) Considerando due operazioni U, U,, date nella forma: 

U (x*) = a n  x?', U, (x") = a',, X" , 
se  ne ricavano le serie : 

a* 93% u (y) = X b, - $98)  , U, ( y )  = b'p~ - 
n !  îz ! ' 

dove : 
bn=A"ao, b',=Afia',,. 

Formando il prodotto U U, , si avrà d'una parte : 

sviliippando il calcolo, si otterrà facilmente per (pesta via l'espressione di A*l (no no)  in  
funzione delle A?n cro , Am n o  con .m r n. 
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e la serie 2 en a, xn, ottenuta applicando la U alla serie 9,  ha un raggio non 
nullo di convergenza. Inoltre, è : 

di più, se r è il raggio di convergenza della serie y ,  per tutti i valori di r 
1 il cui modulo è minore di - r, si ha : 
2 

il termine generale della serie (6) è dunque inferiore a : 

2n m'na' (1 + g)n 1 s 11% 
9 

rjz 
e qui basta prendere : 

per rendere la serie (6) convergente assolutamente ed uniformemente. È le- 
cito allora, per un noto teorema di WEIERSTRASS, ordinare il secondo mem- 
bro della (6) per le potenze di x, e si ritrova la 2 c, a, xYa. Ogni elemento i, 
di S, appartiene dunque al campo di validità di U. 

39. Anche ne1 secondo caso, in cui Zan xn ha raggio nullo di con- 
vergenza, si pub assegnare uno spazio S' contenuto in S e costituente un 
campo di validità per I'operazione U. Prendiamo, a tale uopo, una succes- 
sione di nurneri k,, k,,.. . k,, ... positivi, decrescenti e soddisfacenti alle di- 
suguaglianze : 

essendo nz e t numeri positivi arbitrariamente scelti. Dico che Io spazio 5' 
è costituito d a  tutte le serie : 

per le quali è 1 c , ~  < k,. 
Intanto, è manifesto che applicando le (1) ad una tale serie, si ottiene 

una serie di potenze a raggio di convergenza non nullo. Considerando poi 
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la serie (6), si nota che il suo termine generale 6 ,  per 1 x !  < r, inferiore a: 

dove 1 (Y) è la serie n termini positivi 2 k ,  rn. Essendo la derivata nsima di 
questa : 

si avrà, per essere le k, decrescenti e per Y < 1 : 

ri(?&' ( r )  k n  . 
n !  < (1 - r ) n + <  

inoltre risulta dalla (8): 

t n t ~ i - 1  t 1 1 - 1  la,I<m-7 onde la,- , I<m-<ln--,  
I;n kn-i  k n  

e quindi : 

L'espressione (9) risulta dunque inferiorc ad : 

1 ' 
, . 

e yuindi, per 1. < - 
t S - 2  

., al termine generale di una progressione cu&er- 

gentci. Sostituendo ora I'elemento rf nella (6), questa' serie riaulterà unifor- 
memente convergente per .I x 1 < Y, e -percih sarà trasformabile i n ,  u n a  serie 
di potenze che non potrà differire dalla 8 Cn an xn. 

.. 40. Dalle co~siderazioni dei due paragrafi precedenti risulta stabilito 
in ogni caso un campo S', contenuto entro 8,  per il quale 4' valida l,'ope. 
razione U definita dalle (1). Ma se si considera una funzione rion apparte- 
nente ad S, ad esempio la z p  ber p non intero positivo, le formule (1) non 
saranno applicabili, e l'operazione U, in quanto è definita da quella formula, 
non avrb alcun significato per üna tale fuxizione. Perb llespressioné (6) ,  che 
in S' coincide colle (l), pub conservare significato anche fuorf di S. Siamo 
dunque condotti a considerare la (6)' corne definizione dell'operazione U in 
un campo pih esteso di quel10 in cui valeva la definizione originaria (1) 
(v. $ a), e a dire campo di validità S" della U cosi estesa, l'insieme delle 
funzioni snalitiche che, sostituite in (6), la iendono uniformemente convergente 
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in tutta m ' a r e a  connessa net piano della variabile x, quest'area potendo O 

ilo. rmtenere il punto x = O. Evidentemente S' fa parte di S", 

r .  
: 41. Per  dme subito un' applicazione di questa estensione dell' opera- 

zione U, supponiamo il sistema, dei cmfficienti (&, tale che la serie 2 &. xn 
sia convergente in un cerchio d i  raggio 1 z I > 1. Fatta allora (x) = xp, la 
aerie (6) diviene : , 

e per l'ipotesi fatta sulle a,, la serie che qui figura ne1 secondo membro è 
una funzione intera di p ,  tale da  assumere i valori u,,,u ,,... u ,,... pei. 
p = O ,  1, 2 ,... n,.. . (*). Sotts le medesime ipotesi yer le a,, si ha : 

, ,  U (log x)  = a, log x + b, 
dove : 

A" uo b=L(-1,)"-- 
?& 

42., .I+ proprieth delle operazioni U di essere coiniiiutabili coi1 x D 
;iCj 34) .e che , si . .. .. conferma . ~ u l l a ~ s e r i e .  (6), permette pure di otteriere il risul- 
tato dell'operazione stessa in uno spazio più esteso di S. Questa osservazioiie 
pub servire a determinare la forma, ad  eseinyio, di U(xp); si lia iiifatti : 

U(X n XP) = x D u ( x ~ ) ,  
r 1 . *  

ossia, posto U(xpj= 1 (x, -p), vime : 
. . 

a a À 
U ( ~ X P ) = X ~ ~ ( X ,  P), P À = X  a -, J 

da cu i ;  ., 
h (p,  x) = u (p )  xp, 

dove u ( P )  è Unil funzione di p che, yer i valori interi p - n ,  yreiidt! i va- 
'loti a ,  dati iielle (1). 

43. L a  trasformata di un'operazione U mediante l'operazioiie C defi- 
nita al 5 30 (operazione il cui cffetto è di  fornire la funzione gelleratrice di 
una data determinante) è un'operaziorie di moltiylicazione. Infatti, l'opera- 

:' -(*) Essa coinclde précisamente, corne è facile verificare, col10 sviluppo die si ottiene 
formando col mezzo della forinola d'interpolazione di NEWTOX estesa all'infinito da1 si- 
gnor BENDIXSON (Acta, T. IX, 1886) la funzione di p che y e r  p = O ,  1 ,  2 , .  . . assume i 
valori a@, ai , az , . . . 
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zione C trasforma z D nella moltipli~azione Ma ($ 30) ed U è commutabile 
con x .D. Inoltre, mediante una trasformazione, un gruppo commutabile si 
muta in un gruppo commutabile (3 10): onde il gruppo delle 0per:izioni U, 
commutabile con x D, viene trasformato da C ne1 gruppo delle operazioni 
commutabili con Nz, le quali (3 14) non sono altro che le moltiplicazioni. 

44. Diamo per ultima un'altra espressione delle operazioni U pure 
fondata sull'osservirzione che esse sono commutabili con x D. Ricordiamo 
percib (*) che se A e B sono due operazioni distributive commutabili ed A 
ha una sola radice ne1 campo di validità di  B, si ha  per B uno sviluppo a 
coefficienti costapti ordinato per le potenze intere e positive di A :  

B = k o $ k , A + k , A " + . *  

Ne viene che un'operazione U, poichè è commutabile con z D clle ha  
yer sola radice la costante, ammetterà uno sviluppo della forma : 

n 
u ( ~ ) = ~ ~ ~ + ~ , ~ D ~ + ~ ~ x T ~ ~ + . . . + ~ c ~ x D  y + . . . ,  (11) 

Che non è difficile d i  ricondurre alla serie ( 6 ) ,  ed il cui campo di  validità 
sarà costituito dalle funzioni y che ne rendono uniformemente convergente il 
secondo rnembro. 

II. RISOLUZIONE DI UN NOTEVOLE SISTEMA 

DI INFINITE EQUAZIONI LINEARI AD INFINITE INCOGNITE. 

45. Lo sviluppo trovato ne1 paragrafo precedente per le operazioni U 
permette di risolvere in modo assai semplice un notevole sistema di infinite 
equazioni lineari ad infinite incognite, e' precisamente il sistema : 

dove a,, a ,,... a, ,... sono numeri dati, e k,, k ,,... Ln ,... incognite da de- 
terminarsi. 

Allo scopo, definiarno un'operazione U rnediante le formole (l), dove per 
le a, si prendano i secondi membri del s i~tema (12). Avremo per questa U uno 

(*) Sulk operazioni distrilutive coînncutnbili colt u m  operazione data. Attj della 
R. Accad. di Torino, 23 giugno 1895. 
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sviluppo delle forme (Il), in eui, facendo <p = sn, e poichh x x m  . x@ = n" xn, 
viene immediatamente : 

U ( x n ) = ( k o + k , n +  k . n e + . . . +  k , n v + - . - ) x n ,  
onde : 

k o + k l n + k , n ' + ~ . . = a n .  

Il sisterna (12) sarà dunque risoluto quando si sia trovato 10 sviluppo 
sotto I R  forma (11) de1Ipoperazione U definita da  U (xn) = a, xn. 

46. A determinare questo sviluppo, osserviamo che si lia: 

dove con logm x spintende la rnsima potenza del logaritmo. Sostitiiendo, per- 
tanto, nello sviluppo (I l ) ,  a 9 la funzione logmx, si ottiene : 

U(logm x)  = k, logm x + m k, logm-' x + , 
+ m (m - 1) I c ~  logrn-' X i: + . Jr TH ! kg,. \ (1 3) 

Ma da110 sviluppo di U sotto alla forma (6j, cioè: 

in cui : 

b0 = a,, b, e: a, = a, - n ccn-, + + (- ~ ) ~ a . ,  

da1 quale segue immediatamente : 

~ n = b o + t l b t + ( ~ : ) b ~ + . - . + b n ,  

viene, sostituendo logm x al posto di y : 

Si formino ora le derivate successive di logmx, le quali hanno ln 
forma : 

~ O V C  p,,,, p,,, . . . pnm sono coefficienti numerici fra cui sono nulli quelli pei 
qunli B n < wz. Sostituendo in (14) ed ordinando secondo le potenze del lo- 
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garitmo, viene : . . 

U (log" x) = b, logm x + 

11 confronto di questo sviluppo con (13) d h :  

e queste formiile ris,olvono il sistema. L a  validità degli sviluppi (15) è su- 
bordinita alla condizione che logma si trovi ne1 campo di validità dello svi- 
luppo di U sotto alla forma (M). 

47. Le formule (15) ci d&o le ko, k,, k2 ,... in funzione delle I i , ,  
b,, h2 ,..., di cui è nota f'espressione in funzione delle a,, a , ,  a ,,..., e vi- 
ceversa. Si possono quindi prendere corne arbitrarie le 6, a1 posto delle a,. 
Si faccia in particolare h, = zn, onde an = (1 + zjn, e '10 sviluppo (6) di- 
(verrà : 

z3 x2 
~ ( ~ ) = g . + z x y f $  i T a y " + . . . .  

ossia, supposto x 'non  singolare per rp e x abbastanzn piccolo, 

Preso x diverso da zero, logmx si trova dunque ne1 campo di validità 
di questa U, e la (14) non è altro che 10 sviluppo di logm(x + x  2) in serie 
di  potenze di z. Ma si ha : ,., , 

111-1 m 
logm(x+xx)=log"x + 2; logh (1 + 8) x. 

I;=1 

Paragonando colla (1 3), viene : 

e poione i coeffieiknti numerici p h h ,  f i t h , .  . . sono iodipeidenti dalla scel ta 
delle b,,  risulta che essi non sono altro che i coefficienti dello sviluppo di 
1 ,I ' 

- h g h  (1 + Z )  in serie di potense di z. Da quanto pecedé si conclude an- 
h ! . . 
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oora che le serie dei secondi membri delle (15) sono convergenti e risolvono 
il problema se le b, sono tali che 8 6, tn converga in un cerchio di raggio 
mnggior d'uno. L a  soluzione del problema proposto a1 $ 45 ~i lin dunque 
nei seguenti termini : 

« Abbiasi il sistema di equazioni lineari nelle infinite iiicognite k,, 
l c i l  k2, ... 

k .o+I~ l f t+  1&n2+. . . = u n ,  ( t ~  = O l  l l  21 . . . ) ,  

e le a, siano tali fatto b, = An a,, la serie ri b, ta risnlti coiircryente 
in un cerchio di raggio maggiore dell'uiiith. 1 vnloi~i delle iiicognite s p o  
dati da : 

1 dove p,, è il coefficiente di xv nello sviluppo di - log?" (1 + x )  in scrie di 
?rJ ! 

potenze di  x. n 

48. L a  risoluzione del sistema (12) mediante le ( € 5 )  dh anche 1% so- 
luzione di un'altra questione. Riprendiamo i due sviluppi (6j e (11) dell'ope- 
razione U. Ammettendo ancora ohe 2 6, tn abbin un raggio di convergenxa 
maggiore delllunit&, si avrà dalla (6): 

è convergente assolutamente ed uniformemente in tutto i l  piano p ,  e qiiincli 
sviluppabile in serie di potenze di p. Ma questa serie si lia immerlintaniente 
facendo rp = xP nella (1 l), che diviene : 

U (x') = (ho + Ic, ,û + I r e  ,O" + . .) xP. 
Si trova dunque che f r ~  le b,, ed i coefficienti dello sviluppo di n ( P )  in  

serie di potenze di p passano le relazioni (15). 
Talchè u fra i coefficienti k, dello sviluppo di una funzione trnscendente 

intesa in serie di potenze di p ed i coefficienti 6, del suo sviluppo in serie di 

fattoriali (a) passano le relazioni (15), equivnlenti alle : 

A?awnli di Mntemnticn, Serie III, torno IV. 3.) - 
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III. OPERAZIONI NORMAL1 D'ORDINE SUPERIORE. 

49. Diremo operazione normale d'ordine m l'operazione distïibutiva A 
definitw, nello spazio S delle serie di potenze, mediante le equazioni: 

Questa operazione si esprime mediante una serie ordinata. secondo le 
poienze del kirnbolo di derivazione, ne1 modo rioordat? al 5 3. Indicando con 
XY a,,, la differenza finita msima : 

10 sviluppo in serie di A si ottiene immediatamente sotto la forma : 

50. L'applicazione termine zl termine dell'operazione A ad una serie 
di potenze cp (x) = 3 kn x", astraendo per ora dalla questione della conver- 
genza, dà, ordinarido il risultato per le potenze di x: 

A ( y )  = L g. zn = + (x), 

d o m  i coefficienti y, sono legati a kn dalle relazioni : 

go = aoo k .0  

Ora, la dipendenza espressa d a  queste formole fra i due sistemi di coeffi- 
cienti IL, e y,, è un'operazione distributiva che indicherenio con a, e preci- 
samente una forma lineare alle differenze d'ordine m applicata alla funzione k,  
dell'indice .n. Questa operazione Q non è altro se non la trasformata di A 
rnediante l'operazione C definita al 5 30, cio& 9 = C A  C-1. Usando il sim- 
bolo 8 di CASORATI, la forma @ si scrive : 
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51. L a  somma di 
operazione normale del10 

due operazioni normali del medesirno ordine è una 
stesso ordine. L a  somma di due operazioni normali 

d'ordine diverso h a  l'ordine di quella di ordine rnaggiore. 
52. 11 prodotto di due operazioni normali degli ordini nz ed m' è una 

operazione normale dell'ordine m + m'. L'insieme delle oyeraziorii norrnali 
forma dunque un gruppo; non forma iiivece un gruppo, eccettuato per il 
cas0 di 9n = O, I'insieme delle operazioni normali di un dato ordine. 

53. Cerchiamo se un'operazione normale pub arnmettere radici nello 
spazio S. Si dovranno percib determinare valori di k,, k ,,... Irn ,... tali 
che sia:  

a,, ko = 0, 

~ , , k , + u , , k , = O ,  
. . . . . . . . . 
an0 h + a n - , ,  k n - ,  4- . . ~n-,.,, k ,  , = 0, 

il che richiede che sia nul10 almeno uno dei coefficienti (ln,. Supponciido 
tutti i coefficienti a,, differenti da zero, come faremo d'ora in avanti, l'ope- 
razione A è una operazione non degenere nello spazio S, e quindi in questo 
spazio la  sua inversa A-' 5 a determinazione unica. 

L'equazione generale del sistema (19) è la (D = O. Si pub soddisfare a 
questa equazione, da1 valore n = m in avanti, dando valori arbitrari a ko, 
kl , ... km-, , e si ottiene cos1 una serie di potenze o per la quale A (a) si 
riduce ad uii polinomio razionale intero arbitrario di grado nt - 1 in x. 

54. Consideriamo in particolare un'operazione normale di prim'ordine, 
definita d a :  

Per  essa, le formule (18) divengono : 

ed il sistema dei coefficienti kn pei quali A (i) si riduce ad una costante (che 
s i  pub senz'altro prendere uguale all'unità) è, ferma sempre l'ipotesi ($ 53) 
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delle un diverse da  zero: 
bo bi . . . bn-i k, = 

ao ai . . . ajz ' 
in altri termini, la serie di potenze (della cui converpenza ci si occuperà più 
avan ti) : 

è la soluzione, nello spazjo S, dell'equazione -4 (9) - 1. 
55. k possibile di dare una scomposizione delle operazioni normali 

sotto forma di un prodotto, i cui fattori sono in parte operazioni normali 
d'ordine nullo, in parte moltiplicazioni per binomî della forma z - z. Co- 
minciando dalle operazioni del prim70rdine, dico che se A è una tale opera- 
zione definita dalle (20), si pub scomporla ne1 prodotto: 

dove U ,  U, sono due operazioni normali d'ordine nullo, ed JIz-,, secondo 
la  notazione stabilita al $ 4,  è la moltiplicazione per il binomio x - 2, es- 
sendo x un numero arbitrario. 

All'uopo, scriviamo le equazioni di definizione (1) delle U, U, ,  nella se- 
p e n t e  forma : 

U (2") = p, xn, U1 (xn) = y, xn ; 

ne viene, dalla (24) : 

osa, scrivendo che queste relazioni coincidono colle (20), avremo : 

che servono a determinare le successioni p,, q,. Si ottiene: . 

e da questa: 

In ta1 modo è operata la scomposizione dell'operazione di prinî70rdine A 
nella forma (24). 1 sistemi di numeri p,, qn sono determinati all'infuori della 
ûostante arbitraria qo .  Si noti infine che la serie w (x) che soddisfa alla 
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A ( y )  = 1, dipende dai soli coefficienti della U ,  poichè la (23) si pub scri- 
1 .  vere, facendo q, = - . 
Z 

56. Una decomposizione analoga alle (24) è possibile per ogiii opera- 
zione normale d'ordine qualunque m. Dimostriamo dapprima che essendo A 
iin'operazionc normale d'ordine m, si pub determiriare un'operazioiie normale Y 
d'ordine tn - 1 ed un'operazione U d'ordine nullo, in  modo tale che sia: 

A = Y & - ,  U, 

dove z è un niirnero d a t a  Sia iiifatti 14 definito dalle (16); Y sia definita dalle : 

Y (xn)  = (yn,, + yni f . - . 2/n.m-i zm-') X'', 
ed U dalle : 

dove y,, e q, sono da  determinarsi. Verrà:  

scriveiido ora che queste coincidono colle equazioni (16) che definiscoiio le A ,  
si dovrà porre : 

2 yno = yn  , 

Dalle m prime fra queste relazioni, si deduce su1)ito : 
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e quindi dall'ultima : 

Ora questa è un'equazione lineare alle differcnze (*), dell'ordine ln, clic 
dutermina q,; ottenute queste, si hanno dalle (28') le y,,, y, ,,.. . yn .,-, in 
funzione delle an{ ,  ed è quindi operata la scumposiziorie cercata. 

In questa scomposizione intervengono nz. costanti arbitrarie, iatrodotte 
dall'i~itegiazione dell'equazione ('29) : corne tali si possono prendere, ad esern- 
pio, i valori iniziali y,, g ,,... q,-, del sistema delle qn. 

57. È facile ors di dimostrare ohe l'operazione normale A di or- 
dine m è decomponibile in un prodotto della forma: 

dovt: U,, U,,. . . Um sono operazioni normali d'ordins nullo, e z , ,  z?,  .. . zllZ 

sono numeri dati. Infatti, per il caso di rn =i 1 il teorema è già stato di- 
nlostrato al $ 55. Supposh vera per l'ordiiie m - 1, la proposizione si estende 
imrnodiatnmente al casu dell'ordine l n ;  infi~tti, se A è dell'ordine In, essa si 
scuiiipone, per il paragrafo precedente, nella forma: 

ma per Y vvale la scomposizione : 

onde, sostituendo, si ottiene A sotto la forma del prodotto (30). L e  arbitrarie 

che s i  introducono in questo modo sono m (ln + 1) 
2 

Inoltre, dalle formole (30) si ha immediatamente la decomposizione in 
prodotto dell'inversa di A ,  ci08 : 

58. Preso U, il; modo che : 

("1 Si noti che questa cquazione (20) coincide colla @ = U del 5 5U; basta cainbiare 
i n  k ,  E~~ ; l'ecluazione clle determina il sistema yls non é dutique altro che quella clic 

si ottiene uguagliando a zero la trasformata C A  C-1 di A mediante i'ol~erazione C 
del 5 30. 
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dove p, è un integrale della (29), cioè della equazione 'P = O ,  il metodo del 
9 56 permette di determinare la Y. Corne applicazione, se abbiamo ad esem- 
pio l'operazione normale di second'ordine definita da : 

A ( x n )  = (a, $- 6% x +c,x?i xn, 

e poniamo I lz , - ,  U, = A , ,  Cr2 MZ,-, (/', = ,4,, fissato 1' integrale dell7eqii~- 
zione : 

Q = an t e  Qn+? + 21 bn+i qn+t + cn qfi = 0, 

che comparisce nelle equazioni di definizione di U,, resta determinato A , ,  
ed allora le equazioni (28) del tj 56 determinano A, senza ambiguith. Es- 
sendo A = A, A , ,  si pub dire che si è cosi ottenuto il quoziente (a sinistrn) 
di A per A, .  

CAPITOLO III. 

Uso delle operazioni normali ne1 togliere singolarità alle funzioni. 

1. Ir, TEOREMA DI HADAMARD. OPERAZIONI SEMPLICI. 

59. Stabiliamo dapprima due notazioni che, per ragione di brevith, 
useremo in cib che segue : 

a) Con [a] indicheremo il cerchio del piano della variahile x, il cui 
centro è ne1 punto x = 0 ed il cui raggio è 1 a 1. 

b )  Quando cib non possa dare luogo ad equivoci, colla stessn scrit- 
tiira a (x) si rappresenterà tanto una serie di potenze di z, quanto il ramo di 
funzione che nasce dalla continuazione analitica di questn serie in tiitta la 
stella di centro (*) che le compete. 

60. Ricordiamo ora un importante teorema recentementt? dato da1 si- 
gnor HADAMARD (**). ESSO si pub enunciare corne segue: 

u Date le serie di potenze : 

u (x) = 2 a, xn, rp (r) = 2 Ii*, zn, 
la serie : + (x) = 2 a, k ,  xth, 

(*) Secondo la definizione del MITTAG-LEFFLER. Acta, T. XXIII, p. 47. 
(**) Comptes rendils, T. CXXIV, p. 492 (1897). Actu J l c ~ l h . ,  T. SILI[, p. 55 (lS'3S). 
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rappresenta una funzione analitica che ha p r  punti singolari quelli soli della 
forma x = up vg, essendo w p  i punti singolari della funzione analitica definita 
da a ( r )  e u, quelli della funzione definita da q, (x}. B '  

. , 

La dimostrazione di questo teorema, fondata siilla considerazione di un 
integrale definito curvilineo, è stata poi ripresa, semplificata ed in qualche 
punto completata da1 sig. BOREL (*) il quale fa anche rilevare che se si ri: 
guarda la funzione cr (x) come fissa, la rp (x) come presa arbitrariamente nel- 
I'insieme S,,, la J/ (x) si pub riguardare come risultato di un'operazione di- 
stributiva determinsta, individuata d a  ci (x) ed applicata a cf(%). Poco dop6, 
io ho notato (**) che questa operazione è di quelle che ne1 presente lavoro 
si sono dette normali d'ordine nullo, ed ho anche indicato corne alla dimo- 
strazione del teorema di HADAMARD si potesse giungere senza, fare uso delia 
considerazione di integrali curvilinei. 

61. Data la sericl di S, : 
OI 

si pub, mediiinte i suoi coefficienti a , ,  definire un'operazione I/' dalle: 

Applicando quest'operazione alla serie rp = 2 kn xn, si ottiene come ri- 
~u l ta to  la serie : 

u(pr) = + (x) = I: an k,  x", (3) 

pure appartenente ad S, e le cui singolarità in tutto il piano sono nei soli punti 
indicati da1 teorema di HADAMARD ora citato (non efisendo perb escluso che, 

casi particolari, qunlcuno di questi punti possa anche non essere singolare). 
62. Cib posto, ci occorrerà di considerare operazioni br per le qudi  

funzione a ( ~ )  che serve a definirle - si noti che è :  

particolarmente semplice. Supporremo cioè che la fu~izione a (x) non 
nbbia a distanza finita che il solo punto singolare x = 1, per modo che to- 
gliendo da1 piano il prolungnmento del raggio O . .  . 1, da 1 fino all'infinitn, 

(*) Bulletin de ln Soc. ~ l h l h .  de Frnnre, T .  XSVI, p. 2.35, 1805. 
(*'j Rendiconti t2ell'Accr~rl. di Ilologn~c, 19 febbrnio 1800. 
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ne1 piano -CO& tagliato la a (x) rimane priva di singolarith. Quando è tale la 
funzione a (x), dirb semplice l'operazione U corrispondente. 

63. Un'operazicirie semplice ha le  seguenti proprietè : 
a) Applicata alla funzione y (x), essa genera, per il teorema di RA- 

DAMARD, iina funzione che è singolare a l  pi& nei punti stessi dove Io è <p (x). 
1) 11 prodotto di due operazioni semplici è un'operazione semplice, 

cosicchè queste operazioni formano ,un gruppo. 
Dimostreremo, ne1 paragrafo seguente, come es is t~no operazioni U che 

sono sernplici, esse 'e  le loro inverse. Per  tali operazioni si hanno le proprietà 
seguenti : 

a) ~ ~ ~ l i c a n d o l e  ad una funzione p (x), si genrra unx funzione singo- 
lare in tut t i  e soli i punti in cui è singolare (x) : tali operazioni, nelle 
funzioni cui si applicano, non possono dunque nè aggiungere, né togliere 
singolarith. 

b) Le operazioni seinplici insieme alle loro inverse, formano un gruppo. 
64. Per  mostrare I'esistenza d i  operazioni le quali sono sernplici uni- 

tamente' alle loro inverse, consideriamo la forma differenziale lineare d'ordine 
arbitrario m : 

xvn 
~ ( y ) = ~ ~ p + b ~ x < p ' + ~ ~ ~ ~ ~ ' ~ + - - - + b ~ ~ ~ ( ~ ) .  (4) 

Questa forma ci da un'operazione U per la qude é : 

U (xn) = a, xn , 
con : 

le a, sono cioè polinomî razionali jnteri di grado m rispetto all'indice 92. Iie- 
ciprocnmente, ogni U le cui a, sono tali polinomi si riduce, come risulta dalla 
formula (6) del $ 37, ad una forma differenziale lineare del tipo (4). Suppo- 
niamo ora che le a, sieno diverse da  zero per ogni valore jntero positivo O 

nul10 dell'jndice. Siccome la F è una funzione razionale col solo polo 

x = 1, la F è intanto un'operazione semplice. Inoltre, poicliè le n, sono di- 
verse d a  zero, risulta dai principî generali della teoria delle equazioni diffe- 
renziali lineari che l'equazione : 

1 

ammette una soluzione regolare nell'intorno di  x= O ,  e che non lin. singo- 
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larith a distanza finita altro che ne1 punto x = 1. Cib ~iquivale a dire che 

è tale la funzione U-a (l - $) 3 cioh che U-i è un'o~erazione semplioe. L a  (4) 

definisce dunque un'operazione semplice, insieme alla propria inversa. 
65. Dimostrato ne1 paragrafo precedente che sono seniplici insieme alla 

propria inversa quelle operazioni U in cui a, é funzione razionde intera del- 
1 l'indice, ne viene che sono tali anche le operazioni in cui - è funzione ra- 
U n  

zionale intera dell'indice. E poichè le operazioni che ammettono la proprieth 
indicata formano un gruppo, concluderemo che: 

u Ogni operazione U, definita da U(xn) = an xn, dove a ,  è una funzione 
razionale intera O fratta dell'indice n, non nulla nè infinita per valori interi 
positivi dell'indice stesso, è un'operazione semplice ed è tale la sua inversa. n 

6.6. H o  chiainato (*) funxione analitica semplice unn funzione che a 
distanza finita è singolare in un solo punto, ad esempio x= x ( x  differente ' 

da zero) per modo che togliendo da1 piano il prolungamento da z all'infinito 
del raggio O x, la  funzione si riduce regolare ed uniforme ne1 piano cos) ta- 
gliato. Ogni tale funzione dà luogo ad una operazione semplice : se infatti 
2 a, xn è 10 sviluppo della funzione nell'intorno di x = 0, I'operazione sem- 
plice in discorso è definita d a :  

11. Us0 DELLE OPERAZIONI NORMAL1 DI PRIM'ORDIXE 

PER TOOLIERE SINGOL.~RITÀ. 

67. Un'operazione normale di prim'ordiiie è definita nello spazio S 
dalle relazioni, dove le a, sono tutte diverse da  zero: 

abbiamo poi dimostrato ( 5  55) clie ogni tale operazione si pub porre sotto 
la forma : 

A = U, M,.., u7, (6) 
dove U, l7, sono operazioni normali d'ordine zero, definite d a :  

(") Rencliconti della R. Accad. dei Lincei, 16 marLo 1890. 
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Ne1 presente articolo, daremo le proprietà di quelle operaziorii A per le 
quali è yossibile una scomposizione nella forma (6) tale che U ed U, siario 
operazioni sernplici ( $  62)) esse e le loro inverse: proprietà che conducono 
a risultati non indegni di nota circa alle singolarità isolate delle funzioni 
analitiche. 

68. L'operazione A applicata ad una funzione analitica regolare nel- 
l'intorno [Y] di x = O ,  genera una funzione analitica regolare almeno in 
quel10 stesso intorno. Cib consegue immediatamente dalla forma (6) dell'ope- 
razione A e dall'essere U, U, operazioni semplici. Ci proponiamo ora la se- 
çuente questione : 

u Posto A = +, se y è una serie di potenze il cui cerchio di con- 
vergenza è [Y], pub + appartenere ad S, (*), e sotto quali condizioni? n 

L a  risposta a questa questione forma I'oggetto dei seguenti paragrafi. 
69; Poichè ogni costante appartiene ad ,S,, comincianiw dal conside- 

rare I'equazione funzionale ; 

A (.pl= 1 ,  (7) 

dove rp e la funzione incognita. Una soluzione della (7) è data al $ 55: essa 
è rappresentata dalla serie : 

e poichè le a, 
nello spazio S. 
sieme alla sua 

si sono supposte tutte diverse da zero, questa soluzione è unica 
Ora, poichè I/' soddisfa alla condizione d'essere semplice in- 
inversa, ne  viene che la serie : 

2" 
2 - 3  

P n  

converge entro il c e r a ~ i o  [l] ed ha  sulla circonferenza il solo punto singo- 
lare x = 1; onde 0 (2) è regolare entro [ z ]  ed ha  sulla circonferenza il solo 
punto singolare x = z. Questa serie o (x), che rappresenta una funzione ana- 
li tica semplice, serve a rispondere affermativamente alla domanda posta iii 

fine del 5 68, poichè l a  serie stessa o converge entro [ z ] ,  mentre A (w) ap- 
partiene ad Sz. 

(*) Ricordiamo che si è convenuto, al § 1, di indicare con Sz l'insieme delle serie 
di potenze il cui cerchio di convergenza è superiore a ( z  1. 
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70. Si osservi che il fattore simbolico Ui della A non h a  alcuna im- 
portanza per la risoluzione dell'equazione funzionale (7): risoluta cioè per 
1' operazione Mz-$ U, essa è risoluta per ogni operazione 'Ui MZ-$ U ,  es- 
sendo Ui un'operazione qualunque d'ordine iiullo. . .. . 

Si osseïvi ancora chc pet- avere la soluzione generale dell'equazione (71, 
basta oggiungere ad o una radice qualunque di A ;  queste soluzioni non ver- 
ranno perb considerate per ora,. poichh ci limitiaino qui alla considerazione 
di funzioni appartenenti ad S, ed A, corne si è già notato, non ha  radici in S. 

7 1. Poniamtl ora la seguente definizione. Due serie di potenze (p = 2 k,x, ,  
i ,  = 1 k',xn, aventi Io stesso cerchio di convergenza [Y], si diranno ugual- 
?fiente singolari sulla circonferenza (*) di quel cerchio, quando esista una co- 
stante c tale che la serie (p - c ?, abbia un cerchio di convergenza maggiore 
di [ r ] ,  cioè appartenga ad 8,. . 

L a  condizione affi~ic,hè c f ,  y ,  siano ugualmente singolari è che esistano 
due numeri positivi m ed r', con r' > l r l e tali. che sia da un valore n, 
di la in poi: 

m 
I k n - ~ k ' n I < ~ .  

fi chiaro che ogni operazione U seniplice insieme alla sua inversa, tra- 
sforma due serie ugualmente singolari in due serie ugualmente singolari. 

Si h a  inlmediatamente che due serie ugualmente singolari con una terza 
sono ugualmente singolari fra loro. 

72. Se y (x) è una serie di yotenze convergente entro [z ]  ed ugual- 
mente singolare sulla circonferenza colla soluzione o deli'eq;azione (9 A (?) 
appartiene ad S,. Infatti, esiste per ipotesi una costante c tale clie: 

~ = k w + p ,  
dove p è una serie di Ss; ne viene : 

e siccome A (,D) a~par t i ene  ad S,, la proposizione è dimostrata. Questa fun- 
zione q, (x) risporide dunque alla questione posta al § 68. . 

Reciprocamente, tutte le funzioni che rispondono a quella questione sono 
ugualrnente singolari con w ,  e quindi fra di loro. Sia infatti y una serie di 

(,k) Quando ci0 non possa generare equivoco, si ommetteranno le parole:  sul ln  cir- 
conferenza. La definioione di serie di potenze ugualmente singolari è stata  introdotta in 
una Nota chc ho pubblicata nei 1Zendic. dell'Accnd. d i  Boloeynn, 30 gennaio 1898. 
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potenze avente [r]  per cerchio. di convergenza, ed A ( y )  = p appartenga ad 8,. ; 
vi apparterrà anche U;-' (p) = p,, e si avrà : 

Per  l'ipotesi che U-" è. operazione semplice, risulta da  questa ultima 

eguaglianza che y e - sono singolari negli stessi punti; ma non con- 
8-5 

verge oltre il cerchio [ r ] ,  mentre pl converge entro un cerchio maggiore, 
percib deve necessariamente essere I r 1 = l z 1 e p ,  p, nppartengono ad S,. 
Cib posto, pl  convergendo in un cerchio maggiore di [ z ] ,  viene: 

dove anche pz appartiene ad 8,. Ne viene : 
\ i , - 

* 
ma U-' (p, (2)) = p3 (x), dove p3 appartiene ad S,; inoltre : 

onde, indicando con c la. costante z p ,  (z) ,  viene: 

cioè cp è singolare come w, c. d. d. 
' 

73. Dai paragrafi precedenti risulta che, data un'operazione normale 
di prim!ordine i cui fattori U, U ,  siano semplici insieme alle loro inverse, 
resta stabilita una speciale singolarith ne1 punto z, singolarità definita dalla 
serie : 

la quale serie definisce una funzione regolare in tutto il piano tagliato su1 pro- 
lungamento del rnggio O z ,  fra z ed oo. L'operazione A ha lu prop~ietà d i  
fare sparire'la singolarith cosi definita; cioè, se .  q, è regolare in [z]  e sin- 
golare sulla circonferenza come la w ,  A(?) è regolare oltre [z]  ; e recipro- 
camente, ogni funzione la cui singolarith è tolta da  A ,  è singolare in z come 
10 è come la w. 
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Inversamente, data una funzione semplice : 

2" col solo punto singolare x a difitanza finita, la funzione 2 - sarà semplice 
P n  

col solo puuto gingolare x = 1, e per il teorema di HADAMARD sitrà tale, i n  
generale (*), anche la L pn xn. I n  tale caso la O' definita da : 

snrà un'operazione sernplice insieme alla sua inversa, e le singolarità della o (x) 
sarà tolta dall'operazione di primo ordine A = &II-, U. 

74. Ricordando le relazioni date al $ 55 fra le a,, bn ,  coefficienti 
dr4e A (xfl), e le p,, p, coefficieiiti rispettivi in U(xn), Ui (xn), le quali re- 
lazioni sono : 

Zr)nqn=an, pnqn+i=bn ,  (9) 

si trova che la  serie o (x), che dà il tipo delle singolarità che l'operazione A 
è suscettibile di togliere, si scrive : 

75. Applicando 
si ottiene una serie di 

l'operazione A ad una serie di potenze y (re)  = 2 k, xn, 
potenze $(a)  = Z g, xfl, i cui coefficienti y, sono le- 

gati a le, dalle relazioni: 

L a  y,, è dunque data dall'applicazione di una forma lineare alle diffe- 
renze dsl primo ordine sulla furizione di n ,  An; indicando questa forma con: 

n (kn) -- an  kfl - b-i kn-i, (11) 

essa è (3 30) la trasformata di A mediante l'operazione C definita al $ 30, 
cioè II = C A C-l. Sostituendo alle a,, b, , le loro espressioni (9) ne.lle p,, q, , 
la il si scrive ancora: 

II (kn)= q n  (pn 2 kn - p n - i  kn - 4 ) .  (1'4 

76. Condizione necessaria e sufficiente affinchè una serie di potenze 
y (z) = 2 k ,  xn di cui [ z ]  è il cerchio di convergenza, sia singolare corne o (x) 

(*) BOREL, Nota citata del Bulletin de la Soc. Mathém., introduzione. 
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sulla circonferenza, è che per i valori dell'indice n superiori ad un numero 
dato n, sia : 

essendo m ed YJ due numeri positivi ed 7 < f j oppure, cib che torna 10 stesso, 
che sin per n > n i  : 

la condizione (13) equivale ancora alla disuguaglianza : 

L a  condizione enunciata è necessnria. Infatti, sia y(x) singolare come w(r) 
sulla circonferenza del cerchio [z]  : esisterà un numero c tale che : 

y ($1 - C ($1 
sia una serie p (x) di 8,; il coefficiente di xn in p (x), cioè: 

b, 61 . . . bn-i kn - c 9 
a0 ai . . . U n  

9114 r,n snrh, in valore assoluto, inferiore ad un'espressione della forma -, r ] <  1 ; 
l 2 l n  

percib sarà anche : 

e quindi : 

che equivale alla condixione (13"), ci06 alla (12). 
L a  condizione é sufficiente. Se infatti i coefhienti X., della serie 

y (x) = 2 Ir, zn soddisfano alla (13), ne verra : 

e poichb la serie 2 - xn converge entro il cerchio [ z ] ,  la serie : 
Zn 
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converger& ln ,  un wrchio  maggiore, cioè apparterrà ,ad S,.. E siccome la, 
serie + (2) non differisce sostanzialmente d a  UT' A ( Y ) ,  la q u a l e h a ,  l e .  sirigo- 
larith negli stessi punti in cui Je h a  A (Y), concludiamo che A m  appartiene 
ad $, c. d. d. 1 

77. 11 noto teorema del sig. D~RBOUX (*), che dh la condizione neces- 
saria e siifficiente affinohè una serie di potenze convergente entro [z ]  abùia 
sulle circonferensa, come sula singolarith, un polo semplice, si deduce imme- 
diatamente da1 teorema dei paragrafo precedente facendovi p, = 1. L a  c m -  
dizione (13) si riduce a : 

per n > 1 2 , .  Tnoltre, da : 

si deduce ne1 caso attuale: 1 

onde : 
lim kn xn = c, 
Il=m 

e iqueste sono appûnto le *coridizioni date da1 DARBOUX. 
78. L'operazione A applicata ad una serie di potenze g, = ': kW xn, ri- 

produce dunque una serie di potenze avente in generale 10 stesso cerchio'di 
convergenza della serie y ,  ed un cerchio maggiore solo quando y (z) converge 
in [ z ]  ed ha in z la singolarith definita da  w (x). Applicata dunque ad u.nq 
serie p di &, la A prodiice una..serie pi pure di S,. Ma i coefficienti di' p ,  

non sono totalmente arhitrarî; ,essi verificano una relazione necessaria. Si  ha  
infatti (75) : 

A ( y )  = 2 gn xni 
con : 

g n  = II (kn) = qn ( p n  2 jfn - pn-i kn-i). 

Ne viene : 

' l  1 

(*) Journal de Mathématiques, S.  III, T .  IV,  1878. V. a questo proposito il notevole 
riassunto del sig. OSGOOD, Bulletin of the Americ. Math. Sociely, S. I I ,  Tarn. V ,  pag. 59. 
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da cui: 

Ma L kn xn è per ipotesi un elemento di S,, e percib zn appartiene al- 
l'interno del suo cerchio di convergenza; 10 stesso accade anche per 2 knpn xn, 
e percib : 

lim knpn x9ik' = 0. 
91=W 

Ne viene che i coefficienti g,  delia serie p, - '4 ( y ~ )  soddisfano alla con- 
dizionc : 

2" Si noti che IR funzione - 9  clle figura ne1 termine generale della serie p ,  , 
9n  

è l'integrale dell'equazione ÏÏ(lrn) = 0, clove ÏÏ é la forma alle differerize ag- 
giunta (*) di n. 

79. Passiarno ora a cercare l'effetto prodotto dall'inversa ,4-' dell'o- 
perazione A applicata ad un elemento di So. I n  questo insieme, corne sap- 
piamo, la A-' è a determinazione unica. Sia p ( x )  una serie di S,, e 
p = 2: gn xn. 

Dalla (6 )  segue : 
A-' = U-4 M 

1 UT', - 
2-X 

e percib : 

La U;l(p) è pure una serie d i  8,; invece - mnmettendo uno svi- 
3-5 

luppo in serie convergente entro [x], 10 stesso sarà della funzione soggetta 
all'operazione U-i ne1 secondo memhro della (15), e 10 stesso ancora sarà di 
A-a (p),  il cui sviluppo è:  

(%) V. la mia Nota : Sull'operaaiot~e aggiu~ita. Rrndiconti dell'ilccadernia di Bolozna, 
17 aprile 1898 (S 11).  

Annali di Makmatica, Serie III, tom0 IV. 3 4  
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Vi sarà eccezione ne1 solo cas0 che la serie 

ammetta uno zero per z = x ,  cioè sotto la condizione: 

in questo solo cas0 A-' ( p )  apparterrà ad S,. 
80. Da1 paragrafo precedente risulta che 1' operazione A--i, applicata 

ad una serie di S,, dà una serie che, in generale, non converge oltre al 
cerchio [ z ] .  L'operazione A-' introduce dunque una singolarità sulla circon- 
ferenza [ x ] ,  e siccome yuesta singolarith è iolta da A, cos1 essa b quella sin- 
golarità isolata ne1 punto x = x il cui tipo è dato dalla serie : 

Fra le operazioni A-', la pih semplice S la divisione per x - x ,  che 
introclzlce nella serie di S,, un polo di prim'ordine. In questo caso : 

xn 
a, = x, b, = 1, e la 2 -- dà il  tipo della singolasità introdotta. 

~ l ' f i  

Risulta ancora da1 paragrafo prceedente che in quelle serie di S, i cui coef- 
ficienti soddisfano alla relazione (14), la A-' non introduce singolarità. Questa 
condizione (14), dimostrata sufficiente, è anche necessaria, poichè si B visto 
al 5 78 che se p è una serie di Sz ,  A (p )  soddisfa, coi suoi coefficienti, alla 
relazione (14): onde inversamente se A (p) non soddisfa s tale condizione, 
p non pub appartenere ad S,. 

La condizioiie (14) va dunque riguardata corne una estensione della con- 
dizione di divisibilità di una serie di potenze per il binomio x - x ,  cui essa 
si riduce ne1 caso semplice di A = Ma-, . Concludendo : 

u L'operazione A-', applicata ad una serie di S,, f i  introduce in generale 
una singolarità rappresentata dalla w (x). Condizione necessaris e sufficiente 
perchè questa singolarità non si introduca, è che i coefficienti gn della serie 
soddisfino alla condizione (14). n . 
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81. Per dare uri'applicazione di quanto precede, consideriamo la  forma 
differenziale lineare dell'ordine m : 

L'equazione F (?) = O appartiene ad un tipo che è stato studiato da1 
sig. GOURSAT (*). Applicando la F ad xn, si ottiene : 

ed P è quindi un'operazione normale del primo ordine, del tipo (5), in cui : 

gli a,, b, sono dunque polinornî razioiiali interi in n ,  del grado m, clie noi 
supporremo diversi da zero pei valori interi positivi di n. Reciprocamente, ogni 
operazione del tipo. (5) in cui a,, b, sono razionali interi di grado m in n 
è una forma differenziale lineare del tipo (17). 

Cib posto, indicando con z il rapport0 8 ,  : km, risulta dai principî sul- 
I'integrazione delle equazioni differenziali lineari che l'equazione : 

F ( Y )  = P , 
dove p è una serie di T Z ,  ammette una sola soluzione regolare nell'intorno 
di x = 0 e precisamerite entro [ z ] ,  colla sola singola;ità x = a sulla circon- 
ferenza. L'operazione F-' introcluce, l'operazione F toglie cotesta singolarità. 

Poniamo ora : 
F = U, M U, 

con : 
U(xn)=p,xn,  U 1 ( x n ) = q n x n ;  

ne risulterà (3 55) : 

Dico che queste operazioni U ,  U, ammettono la  proprieth di essere sem- 
plici, esse e le loro inverse. Considerando infatti l a :  

(*) Ann. de l'École Normale, S. II, T. XI[, 1883. 
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ed applicandole l'operazione F, viene : 
1 F (w (x)) = U,  Mz-, U U-a (----A = 1,  

quindi, per il ricordato teorema sulle equazioni differenziali lineari, w (x) ha 

uii'unica singolerith a diatanza finita, per x = z. Ne viene che U-1 

iivrà un'unica singolarità per x = 1 a distanza finita, ed U-' è quindi U ~ O -  

perazione seinplice. Ma l'operazione TI dà ancora: 

a. a l . .  .an xn -- 
u(lk$x)= J 6,Bi .. .L-g zlli i  - rn (x). 

Applicandole I'operazione F, definita da : 

che è pure una forma differenziale lineare del tipo (17) 901 punto singolare 
x = 1, troveremo Fi (a (x)) = x a , ;  ne viene che a (x) ammette il solo punto 
singolare x = 1 a distanza finita, e quindi anche U è iin'operazione semplice. 

1 Analogamente risulta dalla forma dei coefficientj y,, ed - che U ,  e la 
qn 

sua inversa sono operazioni semplici, talchè la F è un cas0 particolare del- 
I'operazione A studiata nei @ 67 e seguenti. 

82. Da1 paragrafo precedente risulta che se a,, , b, sono polinomî ra- 
zionali interi di grado m in n ,  la serie : 

definisce una funzione analitica avente ne1 piano x la sola singolarità z = z 
a distanza finita. Se una serie rp (x) = 2 k,, xn, avente [x] corne cerchio di con- 
vergenza, sarà singolare corne w (:c) sulla circonferenza [ x ] ,  la F corriapon- 
dente toglierà la singolarità alla rp (x); in altri termini., dovranno i coeffi- 
cienti Ic,, verificare la condizione necessaria e sufficiente: 

dove m ed r]  sono numeri positivi ed è ri < 1. L'operazione F toglie quindi, 
e la F-l introduce, in generale, la  singolarità rappresentata da o (x)  ; perb, 
F-l non introduce questa singolarità in una serie di S,, quando i coeffi- 
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cienti g,, della serie soddisfano alla condizione (14) : 

in cui il primo mernbro è una serie di funzioni razionali di n. 

III. Uso DELLE OPERAZIONI NORPALI D'ORDINE 

SUPERIORE NEL TOGLIERE SINGOLSRITÀ. 

83. Consideriamo un'operazione normale P di ordine m, definita nel- 
l'insieme S dalle relazioni : 

P (xn) == arr0 xn + a , , ~  xl&+l + . . + a ,,., xn+ m. (1 8) 

Abbiamo dimostrato al 57 che una simile operazione si pub presen- 
tare sotto forma del prodotto: 

dove U,, U , ,  . . . Um sono operazioni normali d'ordine nullo, definite in S da: 

Faremo ora le seguenti ipotesi : 
a) che si siano trovati numeri opportuni x ,  , Z r ,  .. Zm pei quali le 

operazioni U che figurano nella scomposizione (19) siano semplici insieme ~ l l e  
1oi.o inverse ; 

b) che sia 1 z ,  I < 1 2, I < - - < l zm 1 .  La z,, che ha  i l  modulo tnas- 
simo verrà indicata semplicemente con x ;  S, rappresenterà ancora l'insieme 
delle serie di potenze di a il cui raggio di convergenza è. superiore a 1 z 1 ;  
infine si userà la lettera p, affetta o no da indici, per indicare le serie di Sz. 

84. Sotto le ipotesi del paragràfo precedente, l'operazione P applicata 
ad una serie di potenze rp di cui [ r ]  è il cerchio di convergenza, dà una 
serie di potenze + il cui cerchio di conrergenza non pub essere inferiore 
ad Er], ma pub, in alcuni casi, essere maggiore. Quando cib accada, l'ope- 
razione P avrh, per effetto u di togliere le singolarità, della ? (x) sulla cir- 
conferenza Y. n Ci proponiamo di vedere quali singolarità Iiossono effettiva- 
mente venire tolte dalla P. 
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La forniula (20) ci dà coai una scomposizione di P in un prodotto 
di m operazioni normali del prim'ordine, della forma di quelle precedente- 
mente studiate (5s 67 e seg.). Sappiamo pertanto che ad ogni operazione Ai 
corrisponde una serie di potenze w;, la quale soddisfa all'equazione : 

A i ( w j ) = l j  
posto : 

Ui (xn) =Pi.,, xn, 
la serie mi  è data d a :  

e rappresenta una funzione analitica che a distanza finita, ha per solo punto 
singolare x = zi; I'operazione AI' 'jntroduce e la A i  fa sparire questa sin- 
golarità ($ 81)). Consideriamo ora le funzioni : 

Dico che la funzione x i  aminette a distanza finita al più é singolarità, 
isolate nei punti z , ,  z, ,... x i .  Infatti, la ni non differisce da ut  ed arnriiette 
la sola singolarità 2, a distanza finita. L a  w, ammette la sola x, ed è quindi 
una serie di S,,; applicandovi la A;-'= Uo1M , , non s7introduce altra 

- 
2 1  -3: 

singolarità che quella in z , ,  e quindi n, ha (a1 più) sole singolarità isolate 
in z, e z, a distanza finita. Analogamente per II ,,... xi.  

85. Applicantlo ora la operazione P ad una serie di potenze della 
forma : 

9 (d) = C ni (x) + p ,  

dove p ,  corne è stabilito, è una serie di S,, avremo per la (20): 

ora P(p) é una serie pl, e, poichè : 
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In questo secondo membro, il primo termine è un polinomio razionale 
intero in x, al più del grado mn - i; il  secondo termine è una serie di S,, 
onde P(g,) è uns serie di S,: cioè P toglie le singolarità clie ni ammette 
entro il cerchio [x]. Se ne conclude che a l'operazione P toglie le singola- 
rith rappresentate dalle funzioni n , ,  n, ,... .K,: cioè, essendo c , ,  c ,,... cm 
costanti arbitrarie, la Y, applicatn a :  

61 AI + ~ n z e + " * + c m ~ m + ~ ,  (23) 
dà una serie p. n 

Si avverta che P(r,) = 1, e che P è un polinomio di grado i 
in IL, a coefficienti facilmente cdcolahili. 

86. Reciprocamente a quanto è dimostrato ne1 pnragriifo pinecedente, 
sia y una serie di potenze cui P tolga la singolarità i n  [z] ; vale n dire 
l a  q, non sia una serie p, ma sia tale la P ( p ) .  Dico che g, deve essere della 
forma (23). Se infatti è P ( ? ) = p ,  ne viene: 

P (p) = A;' A;' . . . A;' (,O) = p ; 

ora A i 1  (,O) non pub avere singolarità in [x] se non ne1 punto z,, e sarà 

(9 80) : 
Am' (p )  = c Wm + pi ; 

da  questa : 
A,, A;' I p ) = c  A- '  , I l - i  ( mm) + CI ~ m - i  -t pl 

e cos) via. Tenuto conto delle (22), si ottiene : 

P d l ( p )  = C T ~ +  CI  Tm i + $ Cm-I rfi + p m + i ,  

c. d. d. 
87. Si avrà un esenipio delle singolarita introdotte da Y-' risolverido 

l'equazione funzionale : 

rispetto alla funzione W. Posto w = 2 k,, xn e P(w) = 2 g,t zn, sappjamo 
da1 3 50 che le relazioni fra le g, e le k, sono espresse d a :  
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P e r  la determinazione dei coefficienti kn, cioè per la  risoluzione dell'e- 
quazione proposta, si tratterrà. dunque semplicemente di risolvere l'equazione 
lineare alle differenze : 

@ ( k n )  = 0,  
colle condizioni iniziali : 

L'arbitrarietà dei coefficienti del secondo membro della (24) equivale a 
quella delle costanti nell' integrale della (26), e la determinazione delle une 
porta, linearmente, a quella degli altri. 

S8. Abbiamo cosi ottenuto il seguente risultato: 
u Unn sesie Y k, zn i cui cocfficienti soddisfano all'equazione lineare alle 

differenze, d'ordine m ,  (k,) = O ,  i l  cui primo metnbro è la trasformata 
C P C - i  di P mediante I'operazione C definita al $ 30, rappresenta una 
funzione che ha entro il cerchio [z ]  i soli punti singolasi z,,  z, ,. . . z,, e le 
singcilarità in questi putiti sono tolte mediante I'applicazione della P. n 

Si ha ancora che per In serie ': k, xn in discorso, il limite superiore dell'in- 
1 sieme derivato di 1 î/z l é, in generale, - o non è in nessun caso mag- 

I xi l . . 
giore : potendosi ridurre, per una scelta opportuna delle 6 , ,  b,  ,. . . b,-, , ad 

essere '- 9 i > 1 (*). 
l z i l  
89. Dalla scomposizione di P in fattori nella forma (20) segue che 

anche la  sua trasformata C P C-a = si scompone nella forma: 

@ = ~ , I I ~ - ~ . . . D ~ ~ , ~  (28) 

dove I l i  è la forma lineare alle differenze del prim'ordine, 

nrn =Pm., (22, P m - I  n kt - Pm-1.n-i k n - ~ ) .  
1 coefficienti della soluzione o deli'equazione (24) si ottengono dall'in- 

tegrazione della equazione @ = O ;  ora questa integrazione è ricondotta a 
quella delle forme ni di prim'ordine, poichè indicando con 

(*) Cfr. POINCARÉ, Americ. Journal of Math., T .  VII, 1885 (a 2). 
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gl'integrali di II, = O ,  iI, = O , .  .. nm = O rispet.tivamente, si vede imm~dia- 
tamente che un sistema fondamentale di integrali di @ = O  sarà dato da :  

k', = h.', , k", = II:' (h",), k"', = II; ' ni ' (h'",) , . . . 
90. Se si applica l'operazione P ad una serie p, si ritrova uiia serie p l .  

Ma quest'ultima ha coefficienti che soddisfano ad un certo numero di relazioni 
necessarie. Sia infatti k, il coefficiente di xn in p ,  e g, quel10 di xn in p , ;  
si avrà : 

gn = IIm IIm-, . . . n, I l ,  (k,). 
Si ponga : 

nm-; n w 4 .  . . n; ( A N )  = grw; 

anche 1 y', zn sarà una serie p, e si avrà : 

onde, in forza del $ 78, se  tl;"" è I'integrale dell'equazione alle differenze 
- 
IT, = 0, aggiunta di Tl,, si avrà : 

e si indichi con l'aggiiinta di ni; considerando l'equazione , Et,, = O (*), 
aggiunta d i  II, n,-,, un sistema fondamentale dei suoi integrali risulti costi- 
tiiito ,da tp), integrale di n, = 0,  e da un altro t,;-l) : per quest'iiltirno 
sarà : 

- - 
rIn,-i IIm ( t p l ' )  = O ,  
- - 

e siccorne tF-1) non annulla II,, iI, (tn-'1) è integrale di , - 0. Ora 
si ha :  

grn = Dm i (g''n1, 

onde per il citato $ 78, sarh: - 
2 grn rJm (tc,"" ' ) )  = 0. 

Ma per le proprietà dell'operazione aggiunta K di  una forma lineare 
alle differenze K, si ha (**): 

(") Nota citata: Sull'operazione aggiunta, 5 6. 
(**) Ibid., § 3. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 IV. 
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onde la (30) potrà scriversi : 

ossia : 

Cos) continuando, si vede che le g ,  soddisfano alla relazione : 

essendo tn un integrale qualunque dell'equazione : 

aggiunta d i  (D - O.  Siccome tale integrale coiitiene m costanti arbitrarie, cosi 
la (31) equivale ad 112 relazioni indipendenti della stessa forma. 

91. Rimane ora da vedere che le serie Z gn t, che figiirano ne1 pa- 
ragrnfo yrecedente sono assolutamente convergenti, essendo t, nn integrale 
qualunque dell'equazione (32). Ci6 si dimostrerà provando che è assolutamente 
convergente la serie 2 y, zi,, dove y, sono i coeEcienti di una serie p ed zr, 

l'integrale di una qualunque delle equazioni &=O.  Ora se si ha in generale : 

z; L'integrale di quest'ultima forma è u, - - : oral per le proprietà di qn ,  
¶ n  

poichè 2 g, x9"onverge in un cerchio maggiore di [zm], e 1 z; 1 r 1 x, 1, segue 
d i e  2 g ,  u, è assolutamente convergente. 

92. Dalle cose dette, si conclude : 
a) che I'applicazione dell'operazione P ad una serie p di S, pro- 

duce una serie p ,  di &; non perb qualunque, poichè i cocfficienti della p, 
soddisfano ad m relazioni indipendenti della forma (31). 

b) Che l'applicazione di P ad una serie g, non appartenente ad S, 
produce una serie di S, se, e soltanto se la funzione g, ammette entro [ z ]  
i soli punti xi  , x, , . . . x, corne puriti singolari, con singolarità della 
forma (23). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



atte ad aggizcngere O togliere s i tzgolu~ità in zina fzc~zzio~ze ajlalitica. 275 

Ili conseguenza : 
c) L!applicazione dell'operazione P ad una serie p di S, produrrà 

in generale una serie non appartenente ad 8,; affinchè (p appartenga ad S, 
devono necessariamente essere soddisfatte le condizioni (31) dai coefficienti di p. 

d )  Queste condizioni sono anche sufficienti affinchi P-i (p)  sia una 
serie p, .  Infatti, sia p = 2 yn xn una serie i cui coefficienti soddisfino alla - 
condizione (31) per ogni integrale t, dell'equazione (I, = O. Applicando dap- 
prima a p l'operazione A;', si abbia : 

Ne viene A ,  (A,) = p, ossia II, (y',) = y,; ma poichè le g ,  soddisfano 
- 

alla (31) per ogni integrale di (D = 0, sarà anche 2 3 ,  t t )  = O per quell'in- 
tegrale t$ che annulla H m .  Percib, per il teorema del § 80, A;' applicata 
a p non introduce singolaritb, cioè A, B una serie di S,. 

Considero ora A;!, ( A , )  = Z y", xn = A,: dico che anche è una serie 
di S,. Infatti, per l'ipotesi fatta sulle y,, sarà anche I g n  tL2) - O per quel- 
l'integrale tn) della (32) per il quale é nul10 17,-, &. Si ha  cioè che 

- 
è integrale di II,-, = O. Ma si pub scrivere, per. le proprietà delle opera- 
zioni aggiunte : 

onde è soddisfatta la condizione del teorema del $ 80 perchè A;:, h,  - ?,? 
sia una serie di S,. Cos1 continuando, si giunge alla conclusione che: 

ed infine P-' = A i 1  Be1 . . . Am1 (p),  sono serie di  S,, c. d. d. 
93. L'operazione P definita dalle (18) ha  dunque la proprietà di to- 

gliere da una funzione analitica un certo complesso di singolarità; la P-1 
introduce invece queste singolarith quando essa si applichi ad una serie di S,. 
Le  condizioni (31), cqi soddisfano i coefficienti di quelle serie di S, nelle 
quali, per eccezione, la P-% non introduce singolarità, sono analoghe alle 
condizioni di divisibilità di una serie per un polinomio, e si riducono a quelle 
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condizioni quando tutte le operazioni U che figurano nella (19) si riducono 
all'operazione identica. 

94. Siano ancora n,, n,, . . . n, le funzioni che definiscono le singola- 
rità che P è suscettibile di togliere. Se  si pone l'equazione funzionale, dove p 
è una serie data : 

P ( y ) = p ,  " y=P-'(p) ,  
si avrà, per il § 86 : 

' p = G i ~ i + ~ g n e + . . . + C w a ~ m  + p l -  

L'applicazione di P ai due membri di questa eguaglianza darà un po- 
linomio razionale iiitero di grado m - 1, più la funzione P (p,) = pz. Talchè : 

P (y) = pz + do + d ,  z + d, a" . . + dm-,  xm-i = p. 

L a  serie p,, essendo il risultato di P (p,), sarà una serie i cui coefficienti 
soddidano alle condizioni (31); tale B dunque anche la: 

P - ( d o + d i ~ + - . - + d , - , ~ m - l ) .  

Se dunque la serie data p è, ad esempio, la 2 h ,  an7 si avra : 

p-  (do +di  x - +dm-, x m - i ) =  
03 

= ho - do + (hl - di) x 4- . . (hm-, - dm-,) xm-' f 2 hfl un 1 
It=llt 

e dovrà essere, indicando con : 

un sistema fondamentale d'integrali della P= O : 

Queste equazioni servono a determinare i coefficienti do,  d i , .  . . dm-, , e 
inediante questi (§ 85) le costaiiti c,, c,, ... c,,, cioè la parte singolare 
entro [x] della P-i (p). 

IV. APPLICAZIONE ALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI. 

95. Corne applicazione di quantn precede, consideriamo l'operazione 
rappresentata da1 primo membro di un'equazione differenziale lineare del tipo 
di FGCHS, e che dicesi forma differenziale lineare normale. Pe r  ottenere una 
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semplificazione di scrittura che non altera la  sostanza della questione, ri li- 
miteremo al caso di una forma differenziale lineare, d'ordine qualunque y, a 
coefficienti trinomî, e sia : 

Formando F (sa), si h a  : 

F ( x n )  = (a,  + a', x  + a", x2) xn, 
dove : 

(34) 

an = ho + hi fi  + h2 (a) +. . . + hq (9)) 
ed analoghe espressioni si harino per a', ed a",. Si supporranno diversi da  
zero a,, ed a", per n = O ,  1, 2, .  . . ; si supporranno ancora di modulo di- 
verso le radici x  e s' dell'equazione : 

hq + hrq x + hrrq xg = 0, 
e precisamente : 

I x ' I < l z  l. 

1 punti singolari dell'equazione differenziale lineare omogenea : 

saranno x = 0, a', a. L'equazione differenziale lineare non omogenea: 

avrà nell'iiitorno del punto x = O un integrale (ed uno solo) sviluppabile in 
serie di potenze intere positive di x ;  sia GI (x; C ,  c') questo sviluppo, clie 
convergerà in generale entro il cerchio [ z ' ] ,  ed eccezionalmente entro il 
cerchio [x] .  

96. Dico ora che è possibile di determinare Ir, costanti c, c' per modo 
che o (x; c, cf) ci rappresenti una funzione analitica semplice (§ 66) col solo 
punto singolare z' a distanza finita. Si ha intanto : 

Ora, ne1 piano della variabile x conduciamo un taglio lungo una linea Z 
che vada da a' all'infinito senza passare per z nè penetrare entro il cer- 
chi0 [ z ' ] ;  ne1 piano cos; tagliato, o (x; 1 ,  O )  ed w ( r ;  O ,  1) sono funzioni 
analitiche singolari iiel punto x, in cui la loro singolarita E rappresentata ( la :  
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essendo E la  radice non nulla dell'equazione determinante della (35) rispetto 
al punto x, e l'espressione ( 3 7 )  essendo l'integrale canonico relative. Si  avranno 
dunque nell'intorno del punto x, i seguenti sviluppi per le funzioni w (æ; 1, 0 )  
ed w ( x ;  O ,  1): 

~ ( x ;  1, O ) = e ( x - z ) ( ~ ( x )  $ p ( x - z ) ,  

~ ( x ;  O, 1 )  = e ,  (x- (x)  + (x - z), 

essendo e  ed e ,  due costanti e V, 73, sviluppi in serie di potenze. Prese dun- 
- - - - 

que c e C' per mndn che s ia :  
- 
c e + ? e , = o ,  

viene : 
- 

a (x; C, c f ) = C l p ( x  -*)+C $, (x - x ) ;  

ahbiamo cioè uii'equazione (36) che ammette un integrale il quale non ha  più 
singolarità per z = x. 

Rappresenteremo quest'integrale o ( x ;  i, d) semplicemente con w ( x ) ;  
la 0 ( x )  è un ramo di funzione analitica che ne1 piano tagliato ne1 modo in- 
dicato non ha singolarità fuori di 2, ed è quindi una funzione semplice. Corne 
tale, essa caratterizza in geiicrale ( 5  7 3 )  una operazione normale di primo 
ordine A,  = U,, il cui effetto è di togliere la  singolarith definita da 
w ( x )  ne1 punto 2'. 

Ottenuta la A , ,  riprendiamo la forma F e col metodo indicato al 3 58 
determiniamo l'operazione normale di prim'ordine A, tale che sia:  

Intanto A,  toglie la singolarità rappresentata da  w (x) .  Ma ogni altro 
integrale della (36) ha quella stessa singolarità in z' : ne viene che se w ,  è 
un altro integrale della ( 3 6 )  per valori arbitrarî delle c, c', la A,  ( o , )  = x non 
sarà singolare se non ne1 punto z. Sarà dunque x una funzione semplice: ma 

F (w ,) = A, (n) = c + c' x, 

non avendo singolarità a distanza finita, la singolarità di .R in  z è tolta da A , .  
L a  forma differenziale lineare F è dunque scomposta, ne1 modo indicato dalla 
formula ( 2 0 ) ,  in un prodotto di due fattori di cui il primo A ,  toglie la sin- 
golarità o ,  il secondo la singolarità x; tale forma F appartiene cioè alla 
specie delle operazioni P studiate nei $5 84 e seguenti. 
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97. L'operazione C definita al $ 30 trasforma l'operazione F nella 
C F  C-' = 9 data da : 

forma lineare alle differenze di second'ordine, i cui coefficienti sono polinomî 
in n del grado q. L:I sua forma aggiunta è :  

Alla scomposizione di F in fattori A , ,  A,, corrisponde la scomposizione 
di @ e di 5 in prodotto di due forme lineare alle differenze del prim'ordine. 
Sin rn, r',  un sistema fondamentale d'integrali di 8= 0 : I'operazione F 
applicata ad una serie p di S,, darà una serie di p l  pure di S, i cui coef- 
ficienti g, soddisfaranno alle condizioni : 

Queste sono anche le condizioni sufficienti nffinchè l'equazione differen- 
zialc! lineare non omogenea F(y) = p i  ammetta' come soluzione una serie p 
di S,. 

98. Risulta da quanto precede che ogni funzione q, singolare come u n  
integrale dell'equazione (36), è tale che le sue singolarità sono tolte mediante 
I'applicazione dell'operazione F. Dico ora che, reciprocamente, se y è una 
funzione cui ln forma F tolga le singolarità che essa ammette entro [z ] ,  queste 
singolarità sono quelle stesse dell'integrale w ( x ;  c, cf) della (36). Infatti, es- 
sendo 9 una serie di &, si abbia : 

O i coeficienti gn soddisfano alle condizioni (SB), e allora rp è una 
serie p ,  di S, , cioè non ha singolarità entro [z ] .  O esse non sono verificate ; 
allora si possono determinare le costanti d e d' (v. 3 94) in modo clie sia: 

e ; d e  (38) soddisfaranno i coefficienti della serie p - d - d' x. L'equazione: 
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avrà  dunque corne integrale una serie p, ;  ma l'equazione: 

F ( p ) = d  + d ' x ,  

lia per integrale Ia o (2; d ,  d'); onde I'integrale della equazione proposta 
F (y) = p sarà la funzione : 

'f = p i  f- 'I@; d, d ' ) ,  

la quale ammette entro il cerchio [z ]  la singolarità caratterizzata da 
O (x; d, d) .  
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Su di una classe di equazioni 
alle derivate parziali del secondo ordine. 

(Di GIUSEPPE LAURICELLA, ci Ccdrrnia.) 

INTRODCZIONE. 

11 Picam, in une Memoria che porta Io stesso titolo dcl presente Ia- 
voro (*), studia le equazioni del tipo : 

tali che l'equazione : 

che si ha ugiiagliando al10 zero la somma dei termini che contengono le de- 
rivate della funzione incognita, pub ohtenersi esprimendo che è nulla la r a -  
riazione di un certo integrale doppio della forma: 

avav A , I ( - f ] d r d y .  av 
" .  a Y 

I n  primo luogo Egli dirnostra che l'equazione (1) pub ridursi, con un 
conveniente cambiamento di variabili, ad una equazione della forma: 

Cib premesso, pama all'integrazione di questa equazione in un campo 
piano a nell'jpotesi di f (x, y) funzione sempre finita e positiva, e ,  richia- 

(") Acta Mathematica; T .  XII .  

Amali di Mnlematica, Serie I I I ,  tom0 IV. 
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mando i noti risultati del10 SCHWARZ, dimostra che per campi a abbastanxa 
piccoli si ha  sempre un integrale regolare V dell'equazione (1)' ed uno solo, 
corrispondente a dati valori di F al contorno s di o. I n  seguito, supposta la 
funzione f (Y, y) sempre riegativa, dimostra 1' esistenza e 1' unicità dell' inte- 
grale regolare V della (1)' per dati valori di V nei punti del contorno s di 
un campo piano qualsiasi o (*). 

Si abbia ora un'equazione del tipo : 

tale che la corrispondente equazione (2) si possa pure corisiderare corne ot- 
tenuta uguagliando al10 zeyo la vnriazione dell'integrale doppio (3). Ammesso 
che le funzioni a ,  b ,  ... siano regolari i n  tutto i l  campo piano che si con- 
sidera, avrerno che i medesimi ragionauienti del PICARD (1. c.; Cap. 1, $ 4) 
bastano per dimostrare anche qui che l'equazione (4) si pub ridurre ad un'e- 
quazione della forma : 

P e r  trattare dell' integrazione di questa, equazione qualunque sia il 
campo a ,  che suppongo sempre finito e tale che si sappia risolvere il pro- 
filema di  DIRICHLET col metodo d i  NEUMANN, e qualunque sia la natura delle 
funzioni f (x, y), h (x, y), che suppongo sempre finite e contiiiue insieme alle 
loro derivate prime, i punti di s al più esclusi per qiieste derivate, conside- 
riamo dapprima l'equazione : 

A? V + k . f (x, y)  . 'B $. h (x, y) = 0, (5 )  

in cui k è un parametro arbitrario ed f ( x ,  y) è supposta sempre positiva. 
Riguardo a questa equazione dimostrererno che esiste una funxione V dei 
punti di  D (z punti di  s inclusi) e della vuriubile com.plessa k ,  la quale, 
considet.ata in tutta Z'estensione del piano k ,  gode delle segueîzti prop~.ietà : 

1." Ha per singolarità una 'serie finita o infinita d i  poli semnplici 
corrispondenti ad un grzypo C d i  valori reali, positivi e c~escent i :  

della vuriahile k; e questo gruppo C ha per valore lirtzite i l  valore k = ao 
ne2 caso che sia inJinito. 

(%) Il LE ROY nella sua  tesi (anno 1898) fa uno studio analogo, estendendo il noto 
metodo del hn2nyaye del POINCARÉ. 
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2." H a  per res idui  i n  quest i  pol i  u n a  serie d i  funz ion i :  

finite e continue i n  tu t to  a insielne alle l o ~ w  deriuate p ~ i m e  e seconde, i y u n t i  
d i  s a l  pi& esclusi  per queste der ivate ,  ognlina delle qua& soddisfa al le  
equazioni : 

(nei punti di o) A2p i  + ki f p i  = O, (riei punti di 5 )  pi = 0. (5)' 

3." Per qualunpue valore d i  k ,  che non  fa par te  de l  gruypo  C, è jîtzitu 
e cont inua i n  tu t to  a insieme al le  derivate de i  due prinli  o d i n i ,  i p u n t i  
d i  s a l  pi& esclusi  peY queste del-ivczte, e rappresenta  Z ' in tey~a le  dell 'equa- 
zione (5), corrispondente ad u n a  da ta  successione d i  vn lor i  j in i t i  e con- 
t i n u i  s u  s. 

Questo integvale sa& unico Pei. tutti i va lo f - i  d i  k che non  fanno 2îaî.te 
d i  un certo yruppo il?fircito G d i  va1o1-i weali e posi t iv i  avent i  i l  solo valore 
l imi te  k = CO e contenente C O coincidetzte con esso. P e r  og~zuno  d e i  va- 
l o r i  k d i  G s i  ha invece u n  integrale regolare delle equaaioni (5)'. 

I l  yrulîpo G dipende da l la  na tura  del campo a e dal la  ficnxione f (x, y): 
i l  g ruppo  C dipende i n o l t ~ e  d u i l a  funxione h ( r ,  y )  e d a i  va lor i  d i  V a l  
contorno. 

Da questo teorema risulta intanto che, supposta Za fimzione f ( x ,  y )  
dell'equaxione (4)' se1ilpt.e positiva, se il valore lc = 1 non  fa par te  del  
gs.uppo C, esiste un integrale  del la  (4)' ~ e g o l n ~ e  i n  tu t to  i l  cumpo a ,  i l  quale 
n e i  p u n t i  d i  s prende va1ol.i filtiti e c o n t i w i  d a t i  ad a?.bitrio; se inol tre  il 
valore k = 1 non  fa a ~ t e  del  gruppo G, quest'irctegj.ale sarà  unico;  se in-  2" vece esso fu parte de gruppo  G, appartenga O n o  a l  gruppo C ,  s i  h a  u n  
integrake regolare dell 'epuazione: 

A'V+ f .v= O, 

i l  quale prsnde va lor i  n u l l i  nei  p u n t i  de2 con tomo S .  

Risulta ancora che,  supposta la  funzione f (x, y )  della eqzmzione (4)' 
sempre negativa,  esiste sempre ulz solo i?ztegmle delle (4)' regolare i l ,  ttctto 
i l  campo u, il quale  ne i  p u n t i  d i  s prende va lor i  $ d i  e continui d a t i  ad 
arbitrio.  

Fer  studiare l'equazione (4)' anche ne1 cas0 in cui la funzione f (x, y) 
ne1 campo o non  ha costantemente 10 stesso segno, prendiamo a considerare 
l'equazione : 

A ~ V + I ~ F ( X ,  y ) - I I  V + h ( x ,  y)=O, (6) 
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dove I è una costante positiva, k il solito paranietro arbitrario, F (x, y) una 
funzione sempre finita e positiva, che 6 anche continua jilsierne alle sue 
derivate prime, i punti di s al più esclusi per queste derivate. Anche per 
questa equazione dimostrererno che esute una funxione P dei punti d i  o (i 
punti d i  s inclusi) e della variabile cornplessa k ,  la quale, considerata in  
t d t a  l'estensione del piano A:, gode delle seyuenti proprieth : 

1." H a  per singolarità una serie finita O infinita d i  poli semplici cor- 
rispundenti ad un gruppo C f  di  valori reali positivi e crescenti: 

della variahile Ic; e yuesto gruppo C' ha per valore limite i l  valore k = oo 

nek caso cile sia in$nito. 
2." H a  per residui i n  questi poli una serie d i  funxioni: 

regolari i n  tutto o insieme alle loro derivute prime e seconde, i punti d i  s 
al pi& esclusi per queste derivate, ognuna delle quali soddisfa alle equa- 
zioni : 

(nei punti di o) A2pli  + ( k r i  P (x ,  y )  - 1) pli = O, (nei punti di s )  pli = 0. (6)'  

3." Per pualufique valore d i  k ,  che non fa parte del gruppo C' è finita 
e continua in tutto u insienle d e  del-ivate dei due primi ordini, i punti d i  s 
al pi& esclusi per queste derivate, e rqpreseîzta l'integrale dell'equaxione (6), 
col-rispondente ad una data szmessione d i  valori finiti e continui su S .  

Questo integrale sarà unico per tutti i valori d i  k che non fanno parte 
d i  un certo gruppo inJinito G' d i  ualori reali e positivi aventi i l  solo valore 
l i n d e  k = clo e contenente C f  O coincidente con esso. Per oynuno dei va- 
lori le di Gr s i  ha invece u n  integrale regolare delle equaziorci (6)'. 

11 grzcppo G' dipende dallu natura del campo o, dalla custante I e dalla 
funzione F (x, y )  : i l  gruppo C' dipende inoltre dalla funxione h (3, y )  e 
dai va1ot.i d i  V al contorno. 

Cib preuiesso, si indichi con I il massimo valore assoluto della funzione 
f (x,  y )  ne1 campo G e si ponga: 

Bllora l'equazione (4)' si pub scrivere : 
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e per consegumza si avrà da1 teorema precedente che se i l  valore k = 1 
non fa parte del gruppo C ' ,  esiste u n  integrale della (4)", e qîtindi della (4)', 
regolare i n  tutto i l  campo a ,  che nei  p n t i  d.l s prende valori finiti e con- 
t inui  dut i  ad arbitrio; se inoltre i l  valore lc = 1 non fa parte del gruppo G',  
quest'ir~tegrale sarà unico; se invece esso fa parte del gruppo G'? appar- 
tenga o no a l .  gruppo C',  s i  ha un'integrale regolare dell'equaxione : 

A2 V +  1 F ( x ,  y)-  II V=O, 
ossia dell'altra : 

A'V + f (x, y) * V= O, 

i l  quale prende valo~si nu l l i  nei punti  del contorno s. 
Poichè la I e la F ( r ,  y), che entrano nell'equazione (4)", dipendono 

esclusivamente da f (x, y), avremo che i l  gruppo G' dipende questa volta 
dal la ncdura. del campo o e dalla funzione f ( x ,  y )  : il g ~ u ~ p o  C',  corne 
sopra, dipende inoltre dalllc funxione h (x, y )  e da i  valori d i  V al con- 
tomo.  

Corne si è detto, i valori del gruppo G, oltre che dalla funzione f (x, y), 
dipendono da1 campo c; cos1 i valori del gruppo G', oltre che dalla co- 
stante 1 e dalla funzione F ( x ,  y), dipendono anch'essi da a ;  e iioi dimo- 
streremo ancora che busterà impiccolire co)zvenientcînente i l  campo O, perchè 
i l  primo valore d i  ciascuno dei g w p p i  G e G' divengu g r a d e  quanto s i  
vuole. 

Di qui risulta ovviainente, ne1 caso in  cui la funzionc+ f ( x ,  y) è sempre 
positiva O non conserva costantemente 10 stéeso segno, che per canzpi corz- 
veniente~~zel.zte piccoli esiste sempre un integrale ?.egolare unico dell'eytra- 
xione (4)', il quale nei punti d i  s prende valori arbi trwiamente duti.  

In  questo modo, mi pare, vengono completati ed anche estesi ail una 
classe più generale di equazioni i risultati del PICARD. 

In cib che segue mi limiterb naturalmente a dimostrare le proposi- 
zioni relative alle equazioni (5) e (6) ed alla natura dei gruppi G e G', 
proposizioni delle quali abbiamo fatto uso per enunciare i teorenii reltitivi 
all'equazione (1)'. 
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CAPITOLO 1. 

1. Sarà utile premettere anzitutto alcuni risultati preliminari. 
Consideriamo le equazioni : 

(nei punti di D) AP v + pl (x, y) - O ,  (nei punti di s) .v = $, (l) 
con pi (x, y )  funzione finita e continua insieme alle sue derivate prime in  
tutto il campo o ,  i punti di s al più esclusi per queste derivate, e con + 
funzione finita e continua dei puriti di S. 

Indichiamo rispettivamente con r e con r' i raggi vettori che vanno da 
un punto p ~ ( x , ,  y,) interno a a e da un punto p' di s ad un altro punto 
qualsiasi ; e poniarno : 

1 
V,=-{~(Z, 2 n y ) . l o g r d u .  (2) 

0 

Il punto p, comunque sia vicino ad s, è sempre discosto da s; per cui 
possiamo sempre isolarlo con un cerchietto a', di raggio anche comunque 
piccolo, col centro in p, tutto interno a u e la cui circonferenza s' sia di- 
scosta da s. I n  questo modo la funzioce rp (x, y )  ha le derivate prinie finite 
e continue oltre che in a' anche su1 contorno s'; per cui avremo da1 teorema 
del POISSON : 

ed osservando che si h a :  

risulterà : 
de = y (x, y), 

tornando a chiamare con (x, y )  i punti variabili dell'interno di 0. 
Ora si consideri l'integrale regolare delle equazioni : 

(nei punti di a) A2 ut = 0, (nei punti di s) v, = v, + +; (4) 

e si poiiga : 
v==u2 - v , .  
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Dalle (3), (4) risulta : 

(nei punti di s) v = v,  - vi = $- 

Adunque la funzione v ,  determinata dalla formola (5) ,  rappresenta l'in- 
tegrale regolare delle equazioni (l), che, corne si sa, è unico. 

2. Richiamiamo ora il metodo d i  NEUMANN per la determinazione del- 
l'integrale regolare delle equazioni (4). 

Indichiamo con n la normale nei punti di s diretta verso I'interno di a, 

e poniamo : 
uo = v i  + +, 

Poichè la u, è continua lungo s ("), si h a :  

e la u, (p ' )  viene ad essere anch'essa una funzione finita e continua dei 
punti di S. 

Similmente, posto : 

s 

risulta : 
iim U2 (p) = ue (pl) + ~i (pl)- 

pp1=0 

Cosl.seguitando indefinitamente, otteniamo due serie di funzioni, di cui 
due qualsiasi Ui, ui sono date dalle formole : 

e soddisfano alla relazione : 

(*) Cfr. p e r  il caso di t r e  dimensioni l a  mia Nota: Intorno alle derisate normali della 
fuw5olze potenziale rli superficie. Atti della R. Acc. delle Sc. di  Torino; 11 Febbrilio 1900. 
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Indichiamo con Mo, M l , .  . .; m,, m l , .  . . rispettivamente i massimi e i 
minimi delle funzioni u,, u  ,,... dei punti di s. Si ha, come è noto, 

M i + i - ~ M i ,  n ~ ; + ~ ~ m i ,  M i - m i ~ p i ( M o - u t o ) ,  (8) 

con p quantità positiva minore dell'unità. 
Si ha poi : 

lim ui = lim Mi = l im mi = C, 
k a ,  i= x i=w 

(9) 

con C quantità costante e finita. 
Ora si ponga : 

Q = (210  - u,) t- (212 - ~ 3 )  + . ' . 
Dalle (8) abbiamo : 

sicchi: l a  serie Q è convergente in ugual grado lungo s ;  e quindi, posto : 

avremo, analogamente alla (7), 

donde, integrando per serie' (*) e faceiido uso delle (6), (6)', (6)" e della (9), 

lim V? (p) = ( (u1 - u2) + (u3 - ,u4) + * ' + [ ( u O  - u,) + (ut - u3) + ' . . \  + C 
y'p=O 

= (u, - u,) + (u2 -u4) +. . -3.. C=u,=v, + q. 
3. Se si sostituisce nella formola ( 5 )  I'espressione (2) di v ,  e l'espres- 

sione (10) di v,, avremo per l'integrale regolare delle equazioni (1) :  

1 c a l 0 g l n d s  1 
v = - -  - - 2 - z SP (5, y) log r d o. (11) - 

S 11 

Nulla è da mutare nei calcoli precedenti nell'ipotesi di + = O  lungo 
tutto S. Perb è da notare che allora si ha lungo il contorno s : 

a log r: 
(") Qui,  quantunque la funzione - divenga infinita ne1 punto p' di s, il teoreins  a 7% 

dell'integrazione p e r  ser ie  è oncora valevole. 
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per cui, essendo la v, funzione armonica, il suo valore assoluto sarà sempre 
inferiore, tutt'al più uguale, al massimo valore assoluto di v , .  

Supponiamo ancora in particolare che la funzione sia composta del 
prodotto di due funzioni y , ,  y,, di cui la prima y ,  sia in tutto il campo o 
sempre finita, continua e positiva. Allora, indicando con a e 0 due costanti 
qualsiasi, si avrà: 

log 1- 
o + , ( . p 2 + ~ ~ ) > d ~ =  

(T 

log r 

fl 1J U 

e quindi, osservando che il segno uguale non pub sussistere, risulterà : 

l o g " ' y à  r (jw log Y ' ?  
v:= ( , \ '  o = 2 x y2a  5y<J(c) Y ,  d 5  . jyi >: cl g. 

n cl O O 

" 
log r 

è determinato e finito dovunque si trovi il punto p ;  per cui esisterà, il limitc 
superiore K dei suoi valori, che sarà certarnente finito; e cos1 si potrh 
scrivere : 

Da questa formola ne seguono le altre : 

0 fl n 

4. Circa alle derivate di v, finchè il punto p è nell'interno di a e non 
mai su s, potefldo pure essere comunque vicino ad s, si pub scrivere : 

a v  a log r 
i, xi 

6 cl (13) 

donde risulta che esse sono funzioni finite e continue dei punti dell'interno 
di G ,  i pllnti del contorno s cioè al più esclusi. 

Annali di Maiematica, Serie III, tom0 IV. 37 
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Dalle (a), (9), (8)' risulta, indicando con M il massimo valore assoluto 
di uo , 

1 
l Q I  ~ ( M o - r n o )  

Ora si h a  ne1 cas0 di I# = O : 

log r 
I ~ ~ I = I V ~ I G J ~ ~ ~  . ~ ~ , a ~ ;  

per cui indicando con pii il massimo valore assoluto di e con H il limite 
superiore, certamente finito, dell'integrale : 

log r 
I l d o ,  

risulterà : 
2 H  

M ~ H y i i ,  I Q I< -  1 - p 2  y l i ,  I C i r H p l i ;  

e qiiindi ancora : 

Di qui, facendo uso delle (13), otterremo, ne1 cas0 particolare di + = 0, 
per le derivate prime di v in un punto qualsiasi dell'interi 

Osserviamo che la fiinzione v ,  é finita e continua in tutto il campo G (i 
a vi punti di s inclusi) insieme a - e A b ,  = y (x, y); per cui le derivate nor- a H 

mali d i  

si mantengono finite e continue anche nei punti di S.  Allora se si ammette 
che la funzione $J sia tale che le derivate normali della corrispondente fun- 
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zione : 

si mantengono finite e continue anche nei punti di s, risulterà che le deri- 
vate normali d i  . 

e quindi quelli di v, (*), ossia del primo termine al secondo membro della ( I l ) ,  
coll'avvicinarsi indefinitamente del punto p ai  punti di s, tenderanno verso 
limiti determinati e finiti, che si succederarmo su s con continuità; e poichè 
il secondo termine al secondo memhro della medesima formola (11) ha  le de- 
rivate prime finite e continue da per tutto, risulterà che la funzione v è tale 
che le sue de~ivate normali tendon0 verso l i d i  deteminati e finiti col tendere 
de2 punto p ai punti di s, e questi litniti si succedono con continuitù lungo S. 

Osserviamo ancora che, finchè il punto p nell'interno di o e non mai 
eu s, si pub scrivere: 

e queste derivate saranno finite e continue nei punti dell'interno di a. Inoltre, 
essendo per ipotesi finite e continue le derivate 
che le derivate : 

a 8 log r 
aIî;Jdx7 Y)= dm , 

esistono e sono anch'esse finite e continue nei 
questo modo risulterà dalle (13) che l'htegrale 

prime di cp ( x ,  y), avremo 

punti dell'interno di o. In  
v delle equazioni (1) è utta 

fulzzione finita e contirzua in tutto a insieme alle sue derivate dei primi due 
ordini, i punti d i  s a2 pi& esclusi per queste derivate. 

(*) Cfr. 1'App. i n  fine alla presente Mernoria. 
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CAPITOLO II. 

5. Premessi questi risultati, passiamo al10 studio dell'equazione (5) del- 
l'introduzione, nella quale, ram~rientiamolo, la funzione f & supposta sempre 
positiva, oltre ad essere finita e continua insieme alle sue derivate prime, i 
punti d i  s al più esclusi per queste derivate. 

L a  funzione h ,  come la funzione f', soddisfa alle medesime condizioni 
poste pet- la al $ 1 ; per cui, indicata anche qui con una funzione ana- 
loga a quella del Cap. prec., e considerate le equazioni : 

(nei punti di o) Az u, + h (x, y) - O, Az U, + f U~ = 0 , . . . 
( n S) uo = SI, 2~~ = O, . . .  

(15) 
7 

che sono della medesima natura delle equazioni (1) del $ 1, risulterà l'esi- 
stenza degli integrali u,, u, ,. . . di queste equazioni, con u,,  u ,,... funzioni 
finite e continue in tutto a insieme alle loro derivate prime e seconde, i punti 
di s al più esclusi per queste derivate, e tali che le loro derivate normali 
tendon0 verso limiti determinati e finiti, avvicinandosi indefinitamente dai 
punti dell'interno di 5 ai  punti di s 7  in modo da formare ogni volta una 
successione continua di valori lungo S. 

Similmente, iridicando con h, , h,, .. . una serie di funzioni analoghe alla 
precedente funzione h e con 4, , +, , . . . una serie di funzioni analoghe alla + 
e considerando le equazioni : 

(nei punti di O) A u t )  + hi (x, y) = 0, A2 u i )  + f u?) = O , . . . \ 

( 1  2 .  (15)' 
( n S )  u f ) = t i ,  u j i )  = O, . . 9 t 

risiilterà l'esistenza degli integrali di queste equazioni, che saranno tutti delle 
funzioni finite e continue in tutto o insieme, ecc. 

Ed ancora, se a , ,  a,,. .. ap sono delle costanti da  determinarsi conve- 
nientemente in numero ed in valore, e se si pone: 
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avremo dalle (15)' : 

(nei punti di  o) A2 utO + IL' = O , Ae uri $ f uro = O ,  . . . 
( n S) do = SI, di = 0 ,  

' (1 5)" *.., ) 

con a',, u', , ... funzioni finite e continue in tutto o insieme, ecc. 
6. Si consideri un campo G' interno a a, il cui contorno sr  sia vici- 

nissimo ad s senza avere alcun punto a comune con esso. Per  r>O si ha 
dalle (15)", applicando la nota formola di GREEN, 

donde : 

d s ' ;  
0' a' d 

e quindi, facendo avvicinare indefiiiitamente s' ad s e avendo riguardo al 
a ult+i fatto che allora la - tende verso limiti determinati e finiti, che si suc- 

a n  
cedono con continuità lungo s, risulterà al limite : 

a ~t ' r  a t i t . t ,  Adunque, per quanto non si sappia nulla delle derivate - , - , .. . 3 %  a x  
quando ci si avvicina indefinitamente ai punti di s, pure l'integrale al primo 
membro della formola precedente ha certamente un significato. Se poi si fa 
uso delle (lb)", la formola precedente ci darà ancora: 

Similmente si ba dalle (15)" : 
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per cui, posto : 

Di qui segue che le espressioni W1r,t, dipendono soltanto dalla 
somma r +- t dei loro indici ; sicchè possiamo scrivere : 

e siccome la funzione f è supposta sempre positiv:t, avremo che le W' ad 
indice pari, e quindi tutte le VI ad indice dispari, sono tutte positive; e sic- 
corne le P' ad indice pari, e quindi le W '  ad indice dispari, sono tutte po- 
sitive, cos) avremo che tutte le Y' e tutte le W' sono positive. 

7. Indichiamo con a e B due costanti arbitrarie. S i  h a :  

Ne1 caso del segno inferiore si deve avere in tutti i punti di a :  

e quindi : 

Ne1 caso del segno inferiore si ha  invece : 

Similmente dalla formola : 
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ne1 caso del segno inferiore risulta : 

e per conseguenza : 
Wrsr Wrnr+i -=-. 

W 'zr-i W'tr 

Ne1 caso del segno superiore invece : 

Le precedenti formole ci dànno in ogni caso: 

wri W'Z - W'  
L L . . . L  L S . . .  
W'a - Wti - Wt r-i 

8. Ora il PO IN CAR^ dimostrb (*) che, data una quuntità positiva I 
cornutaque grande, si  pzd sempve determinare u n  Pzumet*o intero j h i t o  p e p 
costanti a, ,  a,, ... ap non tutte nutle in modo che si  abbiu puutunpue sia 
l'indice r : 

In  questo modo si avrà:  

w W'P W ' ,  
d . . . L L . .  

1 
lV'0 - W'i 

- 
W'r-i - ' < h ;  

e quindi : 

Ora si consideri la  serie : 
- 

\IWo+kLET+ ke\ W ' r + . . .  (16) 

ordiiiata per le potenze del parametro k. 11 raggio p: del cerchio di conver- 
genza di questa serie è dato dalla formola : 

(*) Sur les équations de la physique mathématique (SS I I I  e IV). - Rendiconti del 
Circolo Mateinatico di Palermo, anno 1804. 
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sicchè possiamo enunciare il seguente risultato : Data una quuntità positiva 1 
cornunque grande, si pua determinare un numero inter0 p e p costanti cc,, 

a , , .  . . ap non tutte nulle i l z  modo che la corrispondente serie ( 1 6 )  a b b k  il 
~agg io  del cerchio di  convergenxa maggiore od uguale a A. 

9.  Indichiamo con : 
Q r o ,  Q ' 1 ,  Q 1 2 , . . .  

le funzioni analoghe alla funzione Q, introdotta al 5 2, e relative agli in- 
tegrali u',,  u', , ut ,,... delle equazioni (15)"; e con : 

le costanti analoghe alla costante (7, introdotta pure al $ 2 ,  e relative ai 
medesimi integrali. Applicando la (11). avremo dalle (15)" : 

= - - C' .  8 logr 1 ' - ï ( ~ ' i + $ ) ~  d s - - 2 z / f u r i - ,  logr do. (1.1)' 

Applicando la terza delle (12)' si ha ancora: 

Se si indica con f ,  il massimo valore della funzione f in tutto il campo o, 
e se si applica la (14) e la precedente (12)  ', avremo : 

Dalle (1 3)' risulta poi analogamente : 

Si consideri una regione c' di a il cui contorno s r ,  discosto sempre da s, 
sia cornunque vicino ad s; allora le espressioni che compariscono tra paren- 
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tesi nelle precedenti formole (13)" ammetteranno un limite superiore Hl dei 
loro valori in tutto o' (i punti di  s' inclusi), che sarà certamente finito, e 
per conseguenza in ogni punto (x,, y,) di or (i punti di s' inclusi) si avrà:  

10. Consideriamo le seguenti serie : 

k -+ Q', + -- 1;' + , . . , Q' = (Q'. +- q) + (Q,' + z) ( :') 

Dalla (12)" risulta che la prima di queste serie è certamente conver- 
gente in ugual grado in tutto a (i punti di s inclusi) per I k 1 come la 
serie (16); quindi la u', determinata dalla prima delle serie precedenti, ixp- 
presenta una funzione finita e continua in tutto o (i punti di s inclusi) 
per I k I < p'. 

Similmente si avrà, facendo uso della (14)', che la Q', determinata dalla 
seconda delle serie precedenti, rappresenta per 1 k I < una funzione finita e 
continua lungo tutto il contorno S.  E cos\ dalle (13)"' risulta che le ultime 
due delle serie precedenti rappresentano due funzioni finite e continue dei 
punti di 5' (i punti di s' inclusi) per 1 k I sicchè per questi stessi valori 

a 14' a U. di k rappresentano rispettivamente - , - - a a y ,  
I n  conclusione abbiamo che per I Ir I < con 2 1, la Q' è tma fun- 

zione finita e continua de2 punti d i  s e la u' è utla funzione finita e Coli- 

tinua dei punti d i  a insieme alle sue derivate prime, i pzcnti d i  s a2 piid 
esclusi pet- peste derhate. 

Dalla continuità della funzione Q' risulta intanto che l'integrale : 

rappresenta una funzione finita e continua dei punti p di 5 insieme alle sue 
derivate dei diversi ordini, i punti di s al più esclusi per queste derivate. 

Annali di Makmntica, Serie III, tom0 IV. 35 
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Si ha poi nei punti di 5 :  

L'espressione : 

h' J, k fa', 

corne le funzioni h', f, u' da cui dipende, rappresenta una funzione finita e 
continua inaieme alle sue derivate prime in tutto il campo a, i punti di s al 
più esclusi per queste derirate; per cui l'integrale : 

sarà una funzione finita e continua in  tutto a insieme alle sue derivate prime 
e seconde, i puriti di s in gmerale esclusi per le derivate seconde; e, ap- 
plicando il teorema del POISSON, si avrà in un punto p qualsiasi dell'interno 
di O :  

Integrando per serie risulta dalle (17) e dalla (11)': 

1 C' i3 log r = [ - ; ~ ( ~ a + ~ ) ~ à s - ' ~ I i ' l o ~ r d o \ +  2 n 

S 0 

Cfi a log r 1 + 1 - ~ ~ ( ~ ; + ~ ) - d s - - ( ~ u ' . l o ~ r d o  a n  2 n \ k  + 
S 0 

1 C'r a log Y 1 
+ ~ - ; ~ ( ~ ~ , + ~ ) ~ d s - - [ f u ' , l o ~ ~ d a \ k ~ + -  2 7c . .  
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e quindi in virtù delle (18), (19) e delle seconde delle (15)": 

(nei punti di r i )  A2 ur + k f u' + h' = O ,  (nei punti di s) ~ d '  = +'. (20) 

Evidentenlente la funzione Q' è 1' espressione relativa alle funzioni 
C k f u' + h', #', analoga all'espressione Q + - introdotta al § 2 del Cap. 1 
2 

e relativa alle funzioni y, +; per cui avrerno anche qui, corne fu osservato 
alla fine del $ 4 (Cap. 1), che le derivate normali dell'integrale : 

e quindi ancora le derivate normali di u' tendono, coll'avvicinarsi indefini- 
tamente del punto p ai punti di s ,  verso limiti determinati e finiti, che si 
succedono su s con continuità. 

I n  conclusione abbiamo il seguente risultato : Za ficnxione u', determinuta 
dudla prima della serie (17), è finita e continua in tutto 5 insieme alle sue 
derivate prime e seconde, i punti di s al pi2 esclusi per peste derivate; le 
sue derivlrte normali tendono verso limiti determinati e finiti trvvicinundosi 
indeJinitamente dwi punti dell'interno d i  5 ai punti d i  s, e questi l i d i  for- 
mano su s una funzione continua; essa poi soddisfa alle equaxioni (20). 

11. I n  particolare si faccia : 

dove h, J, sono le funzioni che entrano nelle equazioni (15); e dove u,, u,,. . . 
sono i corrispondenti integrali. 

Avremo : 
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e le equazioni (20) d' iverranno : 

. . .  (nei punti di o) Ae u' + k f u' + a, It + u2 f u, + + ap f f1+, ) 
(nei punti di s) u' = a, +. ) 

(20)' 

Se si indicano con &,, Q,, Q,,. .. le funzioni dei punti di s maloghe 
alla funzione Q del 5 2 e relative agli integrali u,, u, ,  u,, ... delle equa- 
zioni (15); con Co, Cl,  C ? , . .  . le costanti analoghe alla costante C del10 
stesso 5 2 e relative agli stessi integrali, avremo dalle (15), apylicando la (Il), 

Finalmente, se si pone: 

e se si osserva che u '  e Q' sono derivabili rispetto a k per serie e fino ad 
un ordine qualsiasi, risulterà che, per I k l < ?', P è una funxione Jinita e 
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continua in tutto o (2' pzcnti di s inclusi) insieme alle sue derivate rispetto 
n Il: fino ad un ordine qualsiasi, e (D una funzione finita e continua dei punti 
di s insieme alle sue derivate rispetto a I% fino ad un ordine qualsiasi. 

12. Evidentemente la P si pub aiicora porre sotto la seguente 
forma : 

a log r =-L - 1 @an d s -  
l *  

log r d u 

Di qui si ha intanto che la funxione P ammette le derivate prime ri- 
spetto ad x e y ,  che saranno certamente finite e continue nei punti dell'in- 
terno di  0, i punti di s cioè ul pi& esclusi. E d  allora, poichè l'espressione 
k fP  + h D 'ha le derivate prime rispetto ad z e y finite e continue nei 
punti dell'interno di G, avremo che la funxione P ammette inoltre le deri- 
vate seconde rispetto ad x e y ,  che saranno $?de  e continue itz tutto o, i 
punti d i  s al pi& esclusi. 
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Dal teorenza del POISSON e dalle seconde delle (15), (20)' risulta poi che 
la P soddisfa alle equaxioni: 

(nei piinti di a )  A" + k f fY + h Il = 0, 1 
l 

Dalla (22) si ha derivando sotto il segno d'integrale : 

(nei punti di s) P= 

1 8 P ai-i p 
a ki d s - - ( ( k f m  2 n + ifaT log r d a ;  (22)' 

ai @ ai p ai-' p 
e siccome la - è finita e continua su s e le funzioni - - a kc a hi ' a ki-4 

sono 

a, 4 cc2 a3 . . . ap-, a~ 

4 -k O ... O O 

O 1 -k... O O 

finite e continue in tutto a, i punti di s inclusi, cosi avremo che le deriv~te 
di P, d i  un ordine qualsiasi rispetto a Ji, hanno le derivate prime rispetto 
ad r e y finite -e continue in tutto a, i punti di s al pi& esclusi. Ed allora, 
poichè l'espressione : 

= $ . B .  
( (21) 

ai P ai-4 p ai n 
k f a j  f i f m + A -  ski ' 

ha le derivate prime rispetto ad x e y finite e continue nei punti dell'in- 
terno di a ,  avremo che le derivute di P,  d i  un ordine qualsiasi rispetto 
a k, Ranno le derivate seconde rispetto ad x e y Jinite e continue ne2 purzti 
dell'interno d i  a. 

Da1 teorema d i  POISSON e dalla seconda delle (23) risulta poi che la 

soddisfa ulle equaxioni : 

ai P ai P ai-' P (nei punti di a) A' - + k f - + i f  ai D 
a ki a ki + h m = O ,  

ai P ai D (23)' 
-+.-. (nei punti di s) - - a 13 a -2 

Finalmente è facile vedere che l'espressione <P corrisponde alle funzioni 
C 

k f P + h D ,  4 D ,  cos1 corne l'espressione Q + - introdotta al 9 2  del 
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ulle derivate parziuli de2 secondo oodine. 303 

2; @ 
Cap. 1, corrisponde alle funzioni y ,  +. Conseguentemente I'espressione - 

â ki 
3 P ai-i p sarà l'espressione corrispondente alle funzioni Ic f - f- if  - ai D 
ski + h a <  

ai D + -; e cos1 avremo al solito, come alla fine del rj 4 (Cap. 1), che le de- a ki 
rivate normali degli integrali : 

ai@ alogr 
d s ,  1-- ski a n  d s ,  

S S 

e quindi ancors le derivate normuli d i  Y e delle srce derivate rispetto a rT. 
sono finite e contiwe anche nei purzti d i  S. Bene inteso d i e  pei valori di 
queste derivate normali nei punti di s vanno presi i limiti verso cui tendon0 
queste derivate stesse, avvicinandosi indefinitamente dai punti dell'interno di  o 
ai punti di S. 

13. Il polinomio D è di grado p - 1 ,  per cui 1' equazione : 

D = O ,  (2 4) 
amrnetterà p - 1 radici. 

Indicando con L' una radice di questa equazione rnultipla dell'ordine 
t + l ( t a O ) ,  avremo per k = k l :  

e, supposto 1 k' 1 < p l ,  sostituendo nelle (231, (23)', risulterh: 

A2P+IC'fP=0, P = O ,  \ 

Ora alle funrioni P ax2.. . è applioabile il teorema di Gnaia (*), clie 
a k  ' ô k e  

(') Infatti l e  loro derivate normali sono finite e continue anche nei punti d i  S. 
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ci dà:  
ai p ai-i p ai-i p ai p 

O =((- a ki A 3  a ki-i --- a ki-i .A* - ) a 5  a ki + 
IT 

Di qui, facendo successivamente uso delle (25), si otterrà : 

at-2 P at P &A p O 

j f [ ( t - 1 ) - - -  a kt-2 a kt t(;-j p = o ;  
fJ 

e quindi, essendo f> O in tutto o ,  risulterà: 

a P p = = .  . . - at-1 P --- 
a k  ak"< - O ,  

in ogni punto di o. 
I n  conclusione abbiamo che se k' è radice multipla dell'ardine t + 1 

dell'equazione (24) e k' é di modulo inferiore a ,o', si pub scrivere: 

con D, polinomio di grado p- t - 2 in k ,  che non si annulla per ic = Ic ';  
e con P; funzione finita e continua insieme alle derivate prime e seconde 
rispetto ad x e y in tutto G, i punti di s al più esclusi per queste derivate, 
e tale che le sue derivate normali sono finite e continue anche nei punti d i  S. 

a w  14. Se - per k = k' non é identicamente nulla in tutto il campo o, a kt 
si avrà dalle (25) per k = k' : 

atp (nei punti di G) d2 -- -k kt f 
akt 

(2 5)' 
atp (nei punti di s) - = 0; a kt 

e dalla seconda delle (26): 

Dimostriamo ora che la radice k' dell'equam'one (24), ne1 caso in cui 
at P 
- non è identicamelzte m l l a  .ire tutto il campo o, è male e positz'ua. 
akt 
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S u p p t o  infatti dapprima k' reale e negativa, risulta dalle (S5j' inte- 
grando per parti : 

e questa ci dà ovviamente in tutto a :  

contrariamente all'ipotesi fatta. 
Supposto k' complessa, e posto : 

k' = k',  + i k ' ,  , (g) = v ,  + i v e ,  a kt k=kl 

con kt, diversa dallo zero, si ha dalle (25)': 

(nei punti di a) A2 v ,  j- k ' ,  f v ,  - k', f v ,  = O ,  (nei punti di s) v, = O ,  

( n ) A e ~ 2 + k ' , f ~ 2 + l ~ ' , f ~ , = 0 ,  ( n ) & = O ;  

e quindi integrando per parti : 

donde risulta in tutto o: 
0, = v2 = O] 

contrariamente all'ipotesi fatta. 
Questo risultato si pub ancora. interpretare dicendo che yer k' costawte 

negntiva O complessh non possono esiste~e integvali vegolari del le equaxioni : 

(nei punti di o) ~ ~ p '  + k' fp' = 0, (nei punti di s) p' = 0. (23)" 

(*) Quantunque non si snppia nulla delle derivate di - riapetto ad $ e y nei piinti a /tt 

at P di s,  il fatto che le  derivate novuali di - s i  mantengono finite e continue anche nn- a kt 
dando nei punti di s, bastn per  essere sicuri della valitliti di questa formola. 
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15. Cib premesso, si ponga : 

D a  tutto cib che precede risulta che la funxione v per 1 k 1 < ,O' 6 Jinita 
e continua i ~ t  tutto a insielne alle sue derivote prime e seconde rispetto ad x 
e y, i putzti d i  s al piil esclusi per qzicste derivate, e le sue derivate norrnali 
sono finite e continue anche avvicinandosi indefinitamente ai  punti d i  S. Essn 
pud sola~nem!e avere dei poli sernplici per quei vulori reali e positivi d i  k ,  i ~ t  

numero finito, che sono rudici dell'equaxione (24). 
Dalle (23)  risulta poi che la funxione v, per i valori d i  k yer cui rzon 

diviene infinita, soddisfa alle equuxioni : 

(nei punti di 5) A2 v + k f v + h = O, (nei punti di s)  v = 4. (28) 

Per  i valori k' poli di v si ha dalle ('26), (27): 

e dalle (25)' : 

(nei punti di O )  A2p' + Ir' fp'  = O ,  (nei punti di s )  p' = 0. (25)" 

Avremo dunque : i l  residuo p' della funxione v i n  u n  polo è rappresen- 
ttito da una funxione finita e continua, ecc., colne la v stessa, ln yuale sod- 
disfu alle equaxioni (25)". 

Finalmente se si osserva che la quantità p' è superiore O alnieno uguale 
alla quantità 1, che h si pub prendere comunque grande, che il corrispon- 
dente p è sempre finito -e che per conseguenza i poli della corrispondente 
funzione v non possono essere che in numero finito, riaulterà che esiste senzpe 
una futuione v dei punti d i  5 (i punti d i  s inclusi) e della variabile corn- 
plessa Jc la quale, considerata i n  tutta l'estensione del piano Jc, è finita e 
continua insienze alle sue derivate prime e seconde rispetto ad x e y, i pujrti 
d i  s al pi& esclusi per queste detiuate, ed hu filbite e continue, anche avvi- 
c inados i  indefinitnuzente a i  pzinti d i  s ,  le derivate nortnali. Essa pub avere 
solar/zelzte una: serie finita O infinita d i  poli semplici, corrispondenti ad zcnn 
serie Jinitn O infinitu d i  valovi reali e positivi d i  k ,  t he ,  ne1 cas0 i n  cui F 
irtfitzita, ha peî. valore lifnite i l  valore k = m. Questa funxione v ,  pet. i 
l;crloî.i d i  k per i quali è Jinita, soddisfa alle equaxioni ( 2 8 ) ;  per i valori 
d i  /2 peî. i quali diviene infinita, i cowispondenti residui sono integrali re- 
golari, della stessa lzatura della funxione v ,  delle epuaxioni (25)". 
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16. Riprendiamo le equazioni (l5), i cui integrali si possono espïimere 
mediante la formola (Il)", e introduciamo le espressioni : 

a a z l t  a .il,. a w,.~ = J f a,. ut a O , " r ~ = J ( a 7 ~ a - i + ~  a y  p. 
fi 

Ragionando corne ai  $$ 6, 7, 9, risulta: 

Wr,t - Wr+t = v,.,t*c = VV4-t+i , 

Ora la prima delle (30) ci dà: 

Ut < 4 K W,,-, ; 
e qiiindi : 

W 2 ,  < 4 K W2,.-2 (f d o. 

ri 

D'altra parte si ha dalle (29) : 

w;,.-l fs Ww-* @ w*, ; 
per cui, posto : 

con KI quantità certamente finita, risu1tei.à : 

qualunque sia l'indice r, Onde avremo : 

wr lim - - - C l  , 
v= w W H  

con c ,  qianti tà finita-, positiva e discosta da110 zero. 
17. Si consideri la serie: 

u = u o + u i k + ~ , k 2  + . a  
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Ragionando corne al 5 10 e servendosi delle disuguaglianze (29), (M), 
(31) e della (29)', risulta che la funxione u ,  determinuta dalla. serie (32) 

1 per 1 k l < - 3  è Jinita e continuln in tutto a insieme alle sue derivate prime 
ci 

e seconde rispetto ad x e y, i punti di s al più esclusi per queste derivate; 
le sue derivate normali tendon0 verso lirniti determinati e Jiniti, quando dai 
punti deli'interno d i  o si va ai punti di  s ,  e questi lirniti si succedono con 
continzcità hngo S.  

1 1  Ora dimostreremo che la serie (32) per k = ->- > - 3  in  un punto al- 
C i Ci 

meno del campo U,  è divergente. 
Per questo incominciamo dall'osservare che la serie : 

w,+ W , k +  WZk"+. .  
1 per JC = - è divergente. Infatti si h a :  
C' i 

Allora, data una quantità positiva A comunque grande e indicato con B 
il prodotto dell'area della superficie o per il massimo valore assoluto della 
funzione fu , ,  si potrà determinare un numero intero i tale che si abbia 

1 
per k = , : 

c 1 

d 

I n  questo modo si dovrà avere in un punto almeno di o: 

luo  + u , k + . . . + ~ ~ k ' I > A ,  

con A grande ad arbitrio. Questo risultato ci dice appunto che la serie (32) 
1 

è divergente in un punto almeno del campo o per k =?. ~ d b r i ~ u e  la 
c 1 

1 serie u per I k 1 > - non pu6 ~appresentare sempre una funxione finita e 
Cl 

continua Zn tutto i l  campo o. 
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18. Ora supponiamci che la quantith arbitraria A, introdotta al 5 8, sia 
1 

superiore ad - - Determinato il corrispondente numero intero p ,  si conside- 
Ci 

Queste serie sono convergenti in ugual grado in tutto o (i punti di s in- 
1 

clusi) per I k 1 < , , appunto corne la serie (32) ; per cui si pub scrivere, in 

1 
In conclusione si pub scrivere per I k 1 < - : 

Ci 

e di  qui, servendosi delle prime due delle (21)) rtvremo: 
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1 
Adunque per 1 k 1 < - la funzione v ,  determinata dalla formola (21)', 

ci 
coincide con la zc determinata dalla serie (32). 

1 
Risulta intanto di qui che la funzione v per 1 k I < - non ha poli; per 

Ci  

cui il valof.e k, di k,  corrispondente al primo polo di v ,  se pure c 'è ,  deve 
1 

essere muggiore od uguale ad - . 
CI 

19. Se l'equazione (24) h a  delle radici di modulo inferiore a k ,  (ne1 
caso che esiste un primo polo I r ,  inferiore a 1 della funzione v )  O a 1 (ne1 
caso contrario), l'espressione (21)' di v si deve potere semplificare, ed in ogni 
modo la v si deve poter mettere sotto la forma: 

dove Do è un polinomio in k, che non si annulla per valori di k di modulo 
inferiore a k, O a h, secondo che esiste O no il polo k , ;  e dove Po è, come E', 
una funzione finita e continua in tutto D (i punti di s inclusi) insieme alle 
sue derivate rispetto a k per I l c  1 < 1. Allora la v si pub sviluppare in  serie 
d i  MACLBURIN per 1 k 1 < k ,  O per I k I < 1,  secondo che esiste O no il polo k, i 
di modo che potremo scrivere : 

1 
e poichè per I k 1 <- la v coincide con la cs, cos1 dovremo avere : 

Ci 

e per conseguenza 10 sviluppo precedente di v ,  che è valevole, ricordiamolo 
pure, per I X. 1 < Tc, O pw I kt I < h, secondo che esiste o no il polo I L , ,  si pub 
scrivere ancora ne1 seguente modo : 

v = ~ ~ + z c , I c + z c , k ~ + . - -  (32)' 

Ora questa serie non è che la serie (32), la quale, come si è visto, non 
1 

pub rappresentare una funzione finita e continua in tutto D per I le 1 > - ; di 
C i  

modo che, esseiido 1 > A ,  dovremo necessariamente avere : 
Ci 
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alle derivate parziali del secondo ordine. 31 1 

1 ' 

Adunque la funzione v deve a v e n  un primo polo pcr k = k ,  = - . 
Ci  

20. Chiamiamo pi il residuo della funzione v per k = E,  . Si pub 
scrivere : 

v = -  pi  + l ;  
ki - k 

(32)" 

e, se v -ha un secondo polo k ,  inferiore a ?,, la funzione 1 sarà r ~ g o l a r e  e svi- 
luppabile in serie d i  MACLAURIN per I k I < k, ,  ne1 cas0 contrario la funzione 1 
sarh regolsre e sviluppabile in swie di MACI~AURIN peï 1 k 1 < A ;  per cui avreino 
per I IL 1 < k,  O per 1 I; 1 < 1, secondo che esiste O no il polo k,  , 

Z=l,+Z, k+Z,k2+- (33) 

Questa ci dà insieme alle (32)', (32)" : 

32' . ur-li + F ,  (34) 
i 

e poichè si h a  per la pi ( 5  15) : 

(nei punti di o) A g p ,  + k ,  f p ,  - O, (nei punti di s) pi =O,  (25) ' 
tenuto conto delle equazioni (15), di cui le ui sono ii-itegrali, avremo per i 
coefficienti del10 sviluppo (33) le seguenti equazioni : 

(nei punti di 5) A2 l,, + - f'pl = 0,  AD li f f l ; - ,  = O j 
) 

(1 5)'" 
(nei punti di s )  1, = S , ,  2i = O. 

Queste equazioiii sono perfettamente analoghe alle (15); sicchè partendo 
da esse e ripetendo i ragionamenti dei $5 16, 17 si dimostrn che Za serie (33) 

1 per 1 k 1 < - , dove c, è una quantità finita, positiva e discosta dallo zero, 
C2 

mpprese?zta ulta funxiofie Jinita e cotztinua .ill tuito 5 (Z punti di s comnpesi); 
~nentre non pub ~appresentare una funzione f i d a  e continua in  tutto il 

1 
campo c pel- tutti i valo?i  di k tali  ch^ I Ic 1 > . 

Ce 

Ora. noi possiamo supporre di avere presa la quantità arbitraria h supe- 

riore alla qunntità determinata e finita ; e allora, poiclik Io sviluppo (33) 
('2 

1 1 
è valevole solo per 1 k <- e non sempre per k > , sa& : 

Cr Co 
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31 2 L a u r i c e t l a :  Su d i  una closse di  equaxz'oni 

1 
Quindi la  ;funxione v deve avere u n  secondo polo per E = k ,  == - 

Co 

Chiamando p, il residuo della funzione v ne1 polo k = k,, si avrà : 

e se v ha un terzo polo k,  inferiore :I 1 la  funzione m sarà regolare solo 
per 1 E 1 < k , ,  ne1 caso contrario sarà certamerite legolare per 1 k 1 < 1. 

Arrivati a questo punto i: facile capire che, seguitando a ragionare sempre 
nella stessa guisa, si dimostra che la funzione v ha effettivarrlente una  serie 
Jini fa O infinita d i  poli semplici corrispondenti ad un gruppo C d i  valori 
reali, positivi e wescenti : 

h, k*, k3, - (3 5) 

della variabile k.  È evidente poi ohe p e s t o  gruppo C, net caso che è in$- 
nito, ha per valore limite i l  valore E =: oo. 1 residui:  

della furuione v nei poli k,  , k,, k ,  , . . . sono in t egml i  regolari delle equa- 
zioni : 

(nei punti di a) dZpi + ki f p i  = O, (nei punti di s )  pi = 0. (25)" 

21. Pub darsi che nei punti di  s si ahbia; 

# = O ,  ] & = O .  

In questo casn pub accadere clie la funzione data k sia di ta1 natura 
clle, dopo di avere ripetuta 9 .  volte I'operazione del paragrafo precedente, ri- 
sulti identicamente ~ i e l  campo a : 

h - f . ( p , + ; o , + . - . + p , ) = O ;  
allora si avrà : 

e il gruppo C dei valori (35) sarà finito. In qualunque altro caeo I'operazione 
del paragrafo precedente si pub seguitare indefinitamente e il gruppo C sarà 
in  finito. 

Un valore k', per il quale esiste un integrale regolare p' delle equa- 
zioni (25)", Io diremo valore eccexionale, la corrispondente funzione p' la di- 
remo soluzione eccexionale. 
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al le  de).ivctte parziali del secondo ordine.  313 

22. 1 valori eccezionali del gruppo C e le corrispondenti soliixioni ec- 
cezionnli si possono definire ancora ne1 segueiite modo. 

Incorninciaino dall'osservare che per 1; < k, si lia : 

mentre, come fu dimostrato al $ 17, per 1c > ]il si ha  in 1111 p~iiito almeno 
drl campo g: 

lim (zii Ai) = m. 
a=CQ 

Similmente si ha per Ic < k,: 
lim ( l i  ki) = O ,  
i=m 

e in particolnre: 
lim ( l i  1,:) = O .  
ka 

In questo modo si avrà dalla (34) : 

lim (zi; kf) = - . 
i=w IC i (36) 

Adunque il primo ralore eccezionale X., del gruppo C pub definirsi conic 
quel valore reale e positivo di k, per cui il limite di uiki  per i =  oo è dc- 
terminato, finito e gcneralmente diverso da zero in G. L a  corrispondente so- 
luzione eccezionale viene determinata dalla (36). 

Similmente il secondo valore eccezionale X.? del griippo C pub definirsi 
corne quel valore reale e positivo di k ,  per cui il limite di l i  1;' per i = cu 
è determinnto, finito e generalmente divcrso da zcro in G. La cori.ispondenfc 
soluxione eccezionale riene determinata dalla forniola : 

Lo s t e m  si pub ripetere per gli altri valori eccezionali di C c pcr Ic 
corrispondenti soluzioni eccezionali. 

23. Osserviarno che i valori eccezionali (35) non sono i n  generalc i 
soli valori eccezionali che possono esistere relativnmente alla furixioiie f c r11 
campo dato G. Da1 fatto che, per rJI diverso dallo zero O pcr 1b diVci~so dnllo 
zero nei punti di s, i valori eccezionali del gruppo C sono intiniti, risiiltn 
intnnto che esistolio cer.tawteflte ilzfirliti m l o r i  eccexiomli .  fi evidcntil clic. il 

Aiztzdi di M~iteinatira, Serie III, tomo IV. 40 
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3 1 4  L u u r i c e l Z n :  Su d i  zwta classe cli eqz~aaiom' 

g ) y p  G d i  questi ijzjtziti valori ecceaionuli è indipendente dalle ficnxioni 11, + ; 
inentre che i l  gruppo C, corne si  è risto al $ 21, dipende dlrlle fuwioqai Ir, +. 

Ora vogliamo dimostrare clie i l  g m p p o  G ha i l  solo valore lirnite k = m. 
P e r  questo bnsterà provare clie in un intervallo qualsiasi dell'asse renlo o 
positivo della variabile k ,  di cui u n  estremo sia sempre l'origine, non vi p ~ i )  
essere che un numero finito di punti corrifipondenti a valori eccezionali: e 
più precisarnente noi dimostreremo cha data una quantità A positiva e co- 
miinquegrande,  e trovato il corrispondente numero intero p (§ 8), frn o e i. 
non ci possono esser più di p - 1 valori eccezionali. 

Supposto infatti che fra O e À ci sinno più di p - 1 vnlori cccexionn.li, 
consideriamone p disposti per ordine crescente : 

k , ,  1~ 2, . .  . ?îp, 

e indichiamo con : 
Pl, P.,... PP, 

lc corrispondenti soluzioni eccezionali. 
I?nccinnio nclle equazioni (15) : 

Orn si lia : 

quindi, in conformith del risultato del 5 22, il valore !ci di Ic sarà  il primo 
d o r e  eccezionale del gruppo C corrispondente alle fiinzioni (37) e 11, snrh 
12 corrislmndente soluzione eccezionale. In questo modo le frinzioni f i  - f p ,  
e +, che compnriscono nelle equazioni (15)"', divei.imno rispettivnniente 
f ( P ~  -+P:< + . a . + p p )  e O ;  di guisa clie avremo : 

2'9 lim ( l i k 3 =  -; 
i=oo Ice 

e cioè il vnlorc l;, di I; sa14 il fiecondo rnlore eccezionnle dcl gruppo C cor- 
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rispondente alle funzioni t37) e pz sarà la  corrispoiidente soluzione ecce- 
zioiiale. 

Seguitando nella medesima maniera, risulta clie il gruppo C, corrispon- 
dente alle fuiixioni (37), h a  fra O e À i 11 valori eccezionali I;, , IL,,.. . kP. 

Ora i valori X., , ,. . . Zp sono a n c l ~ e  i poli della fuiixione v corrispoii- 
deiite alle funzioni (37); per cui abbiamo che la fuiizione t. corrispondente 
alle funzioni (37), della q i i n l ~  si è dimostrata I'esistenza al $ 13, aminette 21 
poli fra O e 1,. 

Intanto la fuiizioiie v pub aiiclie esprimersi mediante la forinola (21)', 
iiella quale P è fuiizioiie regolnre in tutto c per I k I < 2% e D è un polino- 
mio di grado p -- 1; di modo clie v lion pub avere più di 11 - 1 poli f ra  O 
e l., contrariameiite al risiiltato testè ottenuto. Quest:t discordanza di risultiiti 
dipende appunto dall'avere aminessa I'esisteiiza di più di p - 1 valori ecce- 
zionali del gruppi, G fra O e >.. 

24. Diinostriarno ora, a compimento dei risultati precedeiiti, che l'Ni- 
tegrale t .egolwe v delle eqzcaxioni (28) ? zilzico per quuluizyz~e .t.tdore di b . ,  
che nolz fa ya?.te! del ywppo G. 

.Infatti  supyonianio che pel viilore 1; di li, clle non fa parte del gi'iipl~o G, 
ci siano due integrali regolari e distiiiti tu,, 16, delle equazioni (25). 

Posto : 
2U = 16-1 - 26,) 

risulterà da qucste equazioiii : 

(nei ~)ui i t i  di 5)  A? 20 + lu) f 26 = O, (nci punti di  S) IO = 0, 

con zu funzione regolare; e poichè 1: non fa parte dcl g rup l~o  C, ossia iioii i: 
valore eccezionale, deve essere identicanlente : 

iii tutto c ,  contrariameute all'ipotesi fatta. 
25. Dai  calcoli del 16 risiilta : 

dovo Ir', dipende esclusivaniente dalla funziorie f e dalla iinlura del cmi11o G; 
cd à cliiaro clie si pub rcndere Ki minore di qunluiiqiie griiiidczxa asscgiiii- 
M c ,  impiccolendo coiivenieiiteniente questo cairipo. 
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Ora si lia per il primo polo A- ,  della funzione v coi.rispondcntc nllc f'uii- 
zioiii IL e + : 

di  modo c h ,  iwl~iccole~zt lo  cotz~e~zierztenîe~tte i l  c a q n o  6 ,  s i  pri, mzt1er.e i l  
priuio polo d e l l a  ficllxiom v, c o ~ ~ ~ ~ i s p o ~ z d e n t e  ulle da te  fiuzaiorli 11 c +, I I U ~ -  

y iore di q l d w t q z t e  qttaatith arbi trcwiu.  
Cib posto, indicliianio con d una  quaiitità positivn u r ~ b i t t ~ a ~ ~ i u ~ ~ t c i a I c  yrwztle 

c preiidiamo il campo talmente piccolo che risulti : 

-i q u d o  campo G e alln data  funzione f corrispoiiclciil iiii cortu giwl)l)u C:. 
Iiidicliiaiiio coi1 1: il pri:rio valore di  questo gruppo e coi] y' la corrislwii- 
tlciite soluzioiie eccexioiiale. Posto iielle equitzioiii (15) : 

risultcrA : 

c: quiiidi : 

Di qui risultii, coiifurnieniciitc a1 tcoi'eiiln eiiuiiciiitu iiclltiiit~i~otluzioiic, clic 
Octstc/.it iutl,iccolirc colicoiicrlfe~lle~zie il .cu?1zpo G, yermcl1i: i l  p~ . i f r lo  ccc1oj.e del  
1 / r 1 ( ~ p o  C d i v e n p  g l m d e  p a n t o  s i  vitole. . 

CAPITOLO III. 

26. f'riiiin di passare d l o  studio dclle cqrinzioiii (G) d~:ll ' i i i trocluzio~~c~~ 
cluvrcnio 1)remettere alcuni risiiltati ~~relimiiiai.i, ;iii:iloglii quelli clel Cap. 1. 

Coiisideriamo le equnzioni : 

(iiei puiiti di G )  A' v -- I v + g, (.r7 y) = 0 ,  (iiei punti  di 8) v = +, (l), 

coi1 (x, y) funzione finita e continua insieme aile sue derivate priine jii 
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costaiitc male e 
Si coiisideri 

tutto il  canipo G, i punti di s a1 più esclusi lier qacste deiivnte; con 9 fiiii- 
sioiie finitii e continua dei punti di s, ~ l l i l l 0 : ~  R quella del Üsp.  1, c con 1 

positiva. 
ancora I'espressione : 

E s a  si coinporta ncl canipo o come lit fuiizioiic 103 1. c iici piiiiti di- 
scosti di11 puiito p E (x i ,  y,), da1 quale partono i vctlori /., soddisl:,~ itll'e- 
quazioiie : 

A? J- I J = O .  (38) 

l'oiiciido mciite al fatto clie le clerivatc priiiic di y W I I O  fiiiitc c coii- 
tiiiuc iici ~iuiiti  tlell'iiiterno di G ,  e nviito riguiirdu d 1 i i  (3S), risuli;~, ragio- 
iiaiido coine iiella dimostrazione del teorema d e l  Puissoa, 

A0 V ,  - IV, = :, (x, y). (31, 

Ora si consideriiio le eqiiazioiii : 

(iici pilnti di o) A' v, - I V ,  = O ,  (nei ~ U I I  ti di s) v2 - t ~ ,  -1- +. (4), 
Queste equazioni, come le  ( l ) ,  stesse, soiio uii cilsu 1 :~ t ico l i i ic  dcllc 

ctluaxioni (28), il caso cioè in cui si lia: 

k = O ,  f = l ,  k = - 1 ;  

ycr cui nrnmettono lin integrale  goli litre, clic sarfi aiiçlic iiiiicu. 
Fiiiriliiiciite, posto : 

v = v 2 - V I )  ( J I !  
si avrà. dalle (3), , (4jl : 

( m i  punti di  5) v - IV = A2 r:  - 1 v 2  - (A? v, - I V , )  == - y (,r, y), 

(nei punti di s) v = v ,  - c, = +. 
Adunque la funzione v ,  determiriata dalla formolfi (L), i ~ i i ~ ~ ~ ~ i ' c s e i i t a  l'iii- 

tegrale i-rgolare delle equazioni ( I ) ,  . 
27. L ' i i i tepale regolare delle equnzioiii (l)!, si pub aiicora mettere 

sotto uii'iiltix forma, clie ci snrà utile in seguito. 
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Si consideri I'integrals : 

dove v i: lliiitegrale regolare delle (l), stesse. Poiclii: l'csprcssione y - l v  lia 
le derivate prime, che sono finite e continue iiei puiiti dell'iiiteriio di O ,  ri- 
sulterà ne1 solito modo da1 teorema del POISSON: 

Si consideri ancora l'integrale regolare delle equazioiii : 

(nei punti di o) A2 vf2  = O, (nei puiiti di s) v', = v', + +, (4)', 

c si poiiga : 
I v = v p - v i .  

(nei puiiti di c )  il' z; = hP v ' ,  - A? v' i - - - ( y  - I V ) ,  

(nei puiiti di  s j  v = v'? - v' ,  = $; 

c quiiitli la fuiizione v ,  determiliata dalla fornîola (5 ) ' ,  , rapprescntn aiioora 
I'ilitegralc regolnre delle equazioni (1), . 

Se per la determinazione dell'integide v', delle equaaioni (4)', si d o -  
pera il ~l ie todo di NEUMANN; e se si indica coii & la corrislmideiite fiinzionc 
dei punti di s e con C la cor]-ispondente costante, avrenio, conie al $ 2, 

1 ' C a log 9- 
V .  1 2 - - ;  - 1 ( Q + ~ ] - ~ s ,  , d 12 

S 

98. L'ii i tegde regolare v ,  delle cquazioiii (4+ non lia iiei p n t i  del- 
I'iiitcrno di O ni: alcuii massiirio positivo, ni: alcuii n~iiiinio iicgatiuo. 

Iiifatti se c, iii un punt0 p delllinte~-no di o avesse un massimo positivo, 
sarebbe in 1 )  : 

Iv ,>O; 
e dalln prima delle (41, : 

A' v 1  > 0 ; 
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mentre si dovrebbe avere : 
A? v. f O. 

Similmente nvverrebbe ncl cnso di lin minimo negatirn. 
Acliiiiqi~e il massimo vnlore assnlotn dei vn1oi.i clie ln fiiiiï,ionc 1.? prendr 

ne1 campo a, corrispoiidcrà a1 mnssiino valore nssoliito dei vnlori clie prendib 
nei p n t i  di S .  

Om ne1 cnso di  # = O lungo s ,  si lia : 

(nei punti di s) v, = v,; 

quindi il massimo valore assoluto di v? ,  ne1 cnso y5 = O, E minore od iigiinlc 
al massi'mo valore assoluto di v ,  . 

Supponinmo in particolare clie lit funzioiie y, clle c o m p a i k e  nell'esprcs- 
sione (2), di  v , ,  sin composta del prodotto di due fiinzioni y , ,  y 2 ,  di mi, ln 
prima ., sia lie1 campo u sempre finita, continua e positiva. Allora si avr.5, 
corne al § 3, 

(1% 

e quindi : 

ilovo K è il limite superiore, clle SRI% ce r t a tncn t~  finito, dei vn1oi.i t1rll'iiitc.- 
grnlc : 

l' 
J J2 y ,  du. 

Circa, alle derivate di v, finehè il punto p B nell'intcrno di o e non mai 
sri s, potendo anche esscre corniinque vicino ad s ,  avremo dalla (II) ,  : 

Si nvrh poi, corne al § 4 ,  indicando con p l ,  il mn.;siino vdorc  a ~ ~ o l i i t o  
tli y - l v ,  
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320 L u u r i c e l E a :  Su di unn classe di eqt~azioni 

CAPITOLO IV. 

29. Premessi questi risultati , passiamo al10 studio delllequazione (6) 
rlcll'introduzione, nella quale la funzione F è s~ppos tn  sempre positiva e 
iiio,ltre finita e continua insieme alle sue derivate prime in tutto i l  campo a, 
i punti di s al più esclusi per queste derivate. 

Si considerino, le equazioni : 

(iiei punti di 5) Ae r r ,  -. I u, + li. = O, A' u ,  - I u ,  + F zc, = 0 , . . . 
( " s ) % = + ,  261  = O, e s  . 9 

nelle quali h è funzione finita e continua dei punti di o insieine alle sue de- 
rivate prime (i piinti di s al più esclusi yer queste derivate); $ è furizione 
dei punti di s analoga a quella dei paragrafi precedenti; I una data costante 
reale e positiva. 

Queste eqiiazioni, corne le (l), , sono del tipo delle equazioni (28); per 
cui esisteranno i loro integrali u,, U, ,.. ., con uo,  u ,,... funzioni finite e 
conhiue in tutto a insieme alle loro derivate prime e seconde, i punti di s 
nl più esclusi per queste derivate, e iali clie le loro derirate norm R 1' 1 sono 
fiiiite e continue anche nci p u ~ t i  di S. 

Similinente, indicando con h , ,  h o , .  . . una serie di funzioni analoglie nlln 
precedente funzione h  e con +, , $,, . . . una serie di funzioni niialoglie nlln. $, 
e considerando le equazioni : 

(nei punti di a) ~ ~ z r ~ - I u ~ ) + h ~ = o ,  ~ ~ 2 1 ~ ) - - I u ~ ) + F u ~ ) = O , . . . .  

( n s ) z I ~ ) = ( ,  u y  =O, 

risulterh l'esistenza degli integrnli di queste equazioni, che saranno tutti clellc 
fiinzioni finitc e continue in tutto o insieme, ecc. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



al le  derivate parz ia l i  del secondo ordine. 321 

E d  ancora, se a , ,  a, ,. . . ap sono delle costanti, da determinarsi conve- 
nieritemente in numero ed in valore, e se si pone: 

h' = a 1  hi + a 2  h2  + * .  +ccp hp,  

+' = a i + !  + ~ l . p + s  

u',. = a, u:!) + az u!? + - . + ap 24" , 
avremo dalle (15)', : 

(nei punti di c) AP ufO - I d ,  + h' = O, A ~ U ' ~  - Iuoi + FU.~=O,.  . . 
( n S )  u ' ~  = +', ZC'~ = O, . . .  ( (15)' 

con u',, u', ,. . . funzioni finite e continue in tutto o insieme, ecc. 
30. Arrivati a questo punto, se si pone : 

fl 

fi 

e se si ripetono i ragionamenti dei 6 e 7, avremo: 

Wr,t = W'rtt = V1r,tti - V1r+t+i ; 
wi w* - W', - & - S . . .  .Sc-L.. . 
W', - wi W'v-i 

Ora, essendo 1) O, si avrà : 

e quindi risulterà, corne al $ 8, che, da ta  u n a  yuant i tà  posit iva ), comumpie 
grande,  s i  pub sempre determinare  u n  numero  in tero finito p e 1) costnnti  
a,, a?, . . . , ap non tu t te  nu l l e  in vzodo che s i  aObia qualunpzte sin l'indice 1.:  

allnra la corrispondente serie : 
- 

\ ' E t  k \ W ' , + k ' \  wlr+..-  W), 
a v r à  il raggio p' del cerchio d i  convergenxa maggiore  od uguale  a A. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 IV. 11 
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Indicate poi con : 
&'O,  &',, Q ' B , . . '  

le funzioni analoglie alla & del 5 27 e relative agli integrali u',, u',, u', , . . . 
delle equazioni (15)",; e con : 

C'o, C'i, C'n,. .. 
le costanti analoghe alla C del 5 27 e relative agli stessi integrali u',, u',, 
u'?, ..., avrerno dalle ( i l ) , ,  (12)' , ,  (14), ,  (13)',, cdme al 9 9, 

1 
2 L j = - -  

C'i a log r 1 " - , v ~ ( ~ ' i + 2 ) F d ~ - ~ J ( ~ ~ ' i - i - I ~ ~ ~ r i ) 1 ~ ~ ~ d ~ ,  2 t b  . (II)', 

dove I', é il massimo valore che la funzione F assume ne1 campo o. 

31. Premessi questi risultati , segue, ripetendo i ragionamenti della 
fine del 5 9 e del 5 10, che lu  Jurzziorze u', de temina ta  dalla serie: 

u' = u', + u', k + u', /cg + . . . , 
per ( h 1 ê Jirzita e continua in tutto o insierne alle sue deriuate parxiali  
prime e seconde, i punti d i  s al  pi& esclzisi per p e s t e  derivate; le sue de- 
ri vat^ normali sono Jinite e continue unche nei punti d i  s ;  ed essa soddisfa 
alle equaxior~i : 

(nei punti di CI) A2 21' -+ ( k F  - 1) u' + IL' - O, (nei punti di s) u' = 4'. (20), 
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Di qui poi, se si fa: 

hl  = 7 2 ,  hi = F tii-* , 
(i = 2 ,  3 ,  ... 2,) 

+ $ i = @ ?  

dove 11, + sono le funzioni che entrano nelle equazioni (15),, e dove z r , ,  rc, 
soi10 i corrispondenti jntegrali; e se si pone:  

risulterà per 11; 1 ragionando corne ai $5 11, 12, 

(nei punti di O) A 2 P + ( r i : F - I ) P + h D = O ,  , 
(nei punti di  s )  P -  S .  D ;  \ (2% 

a i  P 8 P si-1 p 
(nei punti d i  I )  V - + (1c F - 1 )  + i 3' ai D 

a ki + IL-=@, 
o k  d ki 

ai P ai D 
(231'1 

(nei punti di s )  -= ahi + G' 
ô; P . . con P e - (i = 1 ,  2 , .  .) fzmzioni $nite e contim(e dei  putzti d i  itrsieme 
d ki 

alle Zero dwivate  n o m a l i  e alle loro derivate p a n i a l i  del pri~ito e del se- 
co~zdo orditze rispetto ad x e y ,  i pzmti d i  s a2 pi& e sc lm i  pev qzdeste deri- 
va te parxiali. 

32. Ora, posto : 
P 

O=-> 
D (21)'i 

non c'è che da ripetere letteralmerite i ragionanienti dei @ 13 , .  . . ,  21 per 
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dimostrare che la funzione v, determinatu dalla (21)', , per qualunque valore 
d i  k che non fa parte d i  u n  gruppo C' d i  valori reali, positivi e crescenti: 

I 

è j n i t a  e continua i n  tutto i l  campo u insieme alle sue derivate prime e se- 
conde rispetto ad x e y ,  i punti d i  s ab pi& esclusi per p e s t e  derivate; le 
sue derivilte normali sono $rlite e continue i n  tutto u (i punt i  d i  s inclusi); 
e suddisfit alle equaxioni : 

(nei punti di G) AZ v + (k F-  1) v + h = O, (nei punti di s )  v = $. (281, 

Per ogrzuno dei valori d i  k del gruppo C' la  funxiorze v ha u n  polo 
semplice, e i residui corrispondenti : 

sono in t egm Ei regolari delle equazioni : 

(nei punti di o) A2p'i + (k fP  F -  I )p f i  = O ,  (nei punti di s )  pli = 0. (35);' 

Ne1 caso in cui, essendo nei punti di s : 

+ = O ,  h = 0 ,  

la funzione h è di ta1 natura che dopo Y operazioni, delle quali è parola al 
$ 20, risulta ne1 campo o : 

h -F . (p ' i $ -p r z+ . . .+p ' r )=0 ,  

allora il gruppo C '  sarà finito e si ridurrà agli r valori : 

E',, kt*, . . . k',; 
i i i  qualunque altro caso il gruppo C'  sarà infinito. 

Chiamando anche qui valore eccexionale uii valoi'e di E per il quale 
esiste un integrale regolare delle (25):V, e soluxione eccezioglale questo inte- 
grale, avremo ancora, corne ai $5 23, 24, 25, che esiste u~c gruppo infinito G' 
tli valori eccezionuli, uuetlti i l  solo valore limite Ic = CO; che i l  gruppo G' 
dipende du1 cccmnJo a ,  dalla costante I e clalltr ficfbzio?~e F, mentïe i l  y ~ u p p o  C', 
contenuto tlel grzcpyo G' o coincide~cte cotc esso, dipewde ailtcora dulle fim- 

xioni h e 4; che pe f s  tut t i  i uulori d i  ICI i p a l i  non f b w o  paldte del gvzcppo G', 
l'inteyvale v delle equaxioni (68), è unico, e finalmente che basterà impic- 
colire convenientemente i l  camnpo s, perchè i l  primo valore del 91wpp0 G' di- 
venya yrande guanto s i  vuole. 
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APPENDICE. 

Al § 4 ed in altri paragrafi successivi si è fatto uso delle seguenti pro- 
posizioni : 

1 . 0  Quando una funxione h dei punti  d i  s è fale che esiste una fun- 
xione u, la  quale sia Jinitn e continua i n  tutto i l  campo O imieme d l e  sue 
derivate parziali  dei due pr im i  ordini, i pztnti di  s a l  pi& esclusi per qzaeste 
derivate; abbia le corrispondenti espressioni : 

finite e continue anche nei  punti d i  s ;  e in questi yunt i  coittcicla con la fitn- 
zione h ;  le derivate nortnali dell'integrale : 

saî.anno Jinite e continue anche quando dai  punti dell'intemo d i  ci si av- 
viciila i~zdefhitanzente a i  punti d i  S. 

2." Quundo la  funxione u, dei punti d i  s ,  dalla quule s i  purte ~2el- 
t'adoperare i l  metodo d i  NEUMANN, è tale che le derivate normali  dcll'iu- 
tegrale : 

a log r 
J*-an  d s ,  

s i  murdengono Jinite e continue anche quando ci s i  avvicina indefinitamente 
a i  p u d i  d i  s ;  allora le derivate nomnali della corrispondente soluxione d i  
NEUMANN s i  rnanterranno finite e contintce anche quando dai  pzmti dell'interwJ 

- 

d i  a ci avvicinianzo itldefinitamente a i  punti d i  S .  

Nella :nia citata Nota: Intorno alle derivate normali della funzione po- 
tenxiale d i  sqerf icie ,  riferendomi al caso di tre dimensioni, mi proponevo di 
dimostrare che la sola continuità della funzione h è sufficiente perché le de- 
rivate norrnsli dell'integrale (funsiooe potemiale di doppio straio) : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



326 L a z c r i c e  l l a :  Su d i  u n a  classe d i  equazioni 

esteso alla superficie G ,  si mantengano finite e continue anche avvicinandosi 
indefinitamente ai punti di G; e conseguenteniente ne deducevo (Cfr. Introd., 
Nota cit.) che la sola continuità della funzione arbitraria u, nei puriéi di G è 
sufficiente perchè le derivate normali della corrispondente soluxione d i  NEU- 
MANN si mantengano finite e continue anche quando ci si avvicina indefini- 
tamente ai punti di c. 

Ora il primo di questi risultati, e conseguenternente il secondo, non sono 
sempre veri, conie ci si potrebbe conrincere con qualche esempio. Del resto 
i ragionamenti dell'hppendice della mia cit. Nota richiedono che la fun- 
zione zr,  l a  quale coincide nei punti di G con la funzione h l  abbia anche 
17espressione &2 zc finita e continua nei punti di G. Infatti, se 17espressione Ae IJ 
non è finita e continua anche nei punti di c, non si pub asserire che (v. $ 2 
delllApp.) : 

Orn mentre si pub sempïe costruire una funzione u dei punti di uno 
spazio finito 8, limitato da un insieme c + G' di superficie chiuse, la. quale 
sia finita e continua insieme alle sue derivate parzinli dei due primi ordini, 
i punti di c + G' al più esclusi per le derivate seconde; non è sempre vero 
che la u si pub çostruire in modo che anche il corrispondente A2 u sia finito 
e continu0 nei punti di G ;  ed allora, volendo lasciare inalterati i ragiona- 
menti del 5 2 dell'hppendice della mia cit. Nota, bisognerà enunciare il ri- 
sultato ne1 seguente modo : 

Se la funzione h dei pun t i  d i  G è tale che esiste una  fulzxione '14, la  
pziale sia j in i ta  e continua i n  tutto i l  caîizpo S insierne alie sue derivate par -  
x ial i  dei due prinzi o d i n i ,  i pztnti d i  G + 6' al pi& esclusi p e y  queste deri-  
vate; abbin le  cowispondewti e s p ~ e s s i o n i :  

finite f: continue amde ?tei y u d i  d i  G -t G'; e nei  putiti d i  G caincida con la 

(") Il punto Po e sulla superficie a; il punto Pl nello spaaio finito 8, limitato dal- 
l'insieme + cf' di superficie cliiuse; il punto P, nello spszio infinito S' esterno all'in- 
sieme o t or. Xvvcrtiamo ancora clle no è l a  norinale a G che passa p e r  il punto J i ;  v, 
quella che passa per Pl; n, quella che passa p e r  P 2 .  
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fiinxione h ;  nlloru le derivate nowuxli  del17integt.ale : 

avmnno  un lirnite deternzinato e finilo, quando ci s i  avvicina n i  pziilti d i  G in 
una clirezioize qualsiasi,  e i lilniti che s i  trova?zu avvicitzandosi dalle dzie 
parti  di G samnno ugziali. 

Circa a1 secondo risultato, che si riferisce alle derivate normali delln 
soliczione d i  NEUMANN, dimostreremo che se la fu)zzio)ze data Z C ,  dei pzinti 
d i  G, dalla quale s i  par fe  per applicwe il metodo di NEUMANN, è tale clze l~ 
deriun te ~zorsrm Zi dell'integrale : 

si wia?zterzgono finite e continzie anche yuando ci si  uvviritm ai pzolti di i3 ~ I Z  

una direzio?ze qzialsiusi; le deriuate ?zor?nuli ciella solzirioize d i  N E ~ T ~ I . ~ N N ,  c h  
sono certanzente finite e continue finchè i l  punto clte s i  cousic1er.a w ~ z  è stillrt 
superficie lirnite, s i  mantetzgono tnl i  anclie qziando qziesto pzmto si uvvicitzn 
inde$nitamente ai punt i  dellu superficie stessu. 

P e r  vederlo richiamiamo brevemente il metodo d i  NEUNANN. 
Posto : 

ln soluxione d i  NEUMANN p w  il campo fiiiito S, lirnitato da  c, si pub scrivere, 
corne è noto, 

rv= (u, - u,) + (17, - u,) + . . . (1) 

Indicando poi con Pl un punto qualsiasi del campo finito S, con P, un 
punto qualsiasi del campo iiidefinito 8' limitato da, 5, e con l',, un punto 
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di G ; e posto : 

si ha: 

a u, Ora, poich& per ipotesi l n  - è finita e continua anche nei piinti di c (*), 
an 

e poichè d o r a  si ha : 
. a u, . au, lirn - = lim - , 

P,E+O a n p2pO=o a u 

potremo scrivere per i punti del campo 8 :  

per i punti del campo S' : 

1 'au, d~ (nei punti di S) U, - U, = , J a;; 9 

O 

(*) Con questa denominazione intendiaiuo di par lare  dei limiti, quando ci si avvicinn 
indefinitamente a o da una par te  O dall'altra. 
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8 O* 
Da queste formole risulta intanto che la espressione -- è finitn e con- ô ?, 

tinua anche quando si va nei punti di ci; e cosi avremo corne soprn: 

(nei punti di S) U3 - U2 = 
1r 

Seguitando a ragionare sempre nella stessa guisa risulta che tutte le 
a ui - sono finite e continue anche nei punti di V ;  e cos) in gei-iei.de si potrH a 11 

scrivere : 

a+-4 (nei punti di S) U. - 

0 

Posto : 
1 wi= ani 

27c 12 7' - (ne1 punto Po) = - 
a n  rZ)' 

0 

risulta : 

e dalla teoria delle funzioni potenziali di superficie si avrà : 

risulterà quindi : 

rJ 0 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 IV. 
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aw. L e  funzioni (&) sono l e  funzioni di  ROBIN cnrrispondenti alla fun- 

aui , zione iniziale -- ( ); e queste funzioni, corne è noto, per i=  cm tenclnno 
a n  

verso unn funzione limite che, a meno d i  un fattore costante C, è uguale 
alla deilsith p di una  distrihuzione fatts su G e senza azione nei punti di S. 
Osserviamo poi che la  funzione p dei piinti di o è sempre positiva e diversn 
d a  zero, e che, se si iiidicano con A i ,  Bi rispettivamente i massimi e i mi- 

1 a K ' , s i h a :  nirni d i  - (-1 
p an 

con M costante finita e p costante positivn e inferiore dl'iinith. 
Ora dalla (2) segiie : 

e poichè p è sempre maggiore di zero, deve efisere necessariamente : 

C = O .  
Avremo adunque : 

Ai L Ai - Bi 5 M pi; 
e cos) la serie: 

aui awz aw," 
an (an)' (an) -+p +--- + - . a ,  

P P 

e conseguentemente l'altra (**) : 

au, a w Z 1  aw,' -+(an)+(an)+.- a n  

saranno convergenti in ugual  grado su o. 

(") Cfr. PICARD, Traiti d'Analyse; 'I'. 1, pag. 121 e seg. - DUHEM, Lecons sur 1'4- 
2ertr.icité et le ~?zqnélis-lm. T. 1, pag. 245 e seg. 

("7 Rainmeiitiamo clle si lin s u  tutta la superficie 5 :  p > 0. 
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Ili questo modo awemo dalla (l), iriteglmido pei. serie (*), 

Questa é una fuiizione poteriziale di supwficie a. deiisità finita e coiiti-  

iiua (**); sicchk a ~ r à  le derirate no1 niali fiiiite e coiitinue aiiclie nei puiiti 

(*) Questa forruola trasforiua il doppio stratu, clic d i  l a  S O I L G ~ O ~ L C  di NLL\I. \ \Y, il1 
uua funzione poteniiale di superficie. 

Osserviamo ancora che s i  ha  nei punti di S :  

nei punti di Sr : 

1 

(nci punti di S') 1 u o - - d o =  j a ~ ,  -- .  1. 

fl u 

Queute formole ci dicono che u m  f iozz io)~  pote)lzinle d i  doppio sttxto di t k d t t i  nrbi- 
t r a ~ i a ,  l a  quale perb soddisfi alla condizionc posta in principio per  l a  u,, si pu6 s c m p é  
trnsfo>rnare i t z  z i m  fun;iot~e potenziale di superficie. 

a h -  . (**) A questo stesso risultato si 2oteva giungere amruetteiido clie la 2 si mnntieiie a 
fiiiita e continua quaudo s i  v a  nei punti di cr inuovendosi soltrr to ne1 campo S, cioe non f ~ -  

cesdu nlïuim ipoleri s u l h  '3 qudndu i i  vir ai piiiili di o iuuovendo i ncl cvnlio S'. a 
Intatti dalla iornioln . 

(nei punti di S) LT2 - U, = 2.r: 
a 
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d i  r~ [Cfr. mia cit. Nota, Art. II.], appunto corne si voleva dimostrare. I n  
modo perfet,tamente analogo si pub procedere per la soluxione di  NEUMANN 
relat,iva al10 spazio indefinito S'. 

risulta ehe ln  funzione a e eonseguentemente l e  a l t re :  G, , . . . si mantongono 
a n  a n  a n  

iiiiite e continue rluando si v a  dni punti del campo S ai punti di W. S i  h a  inoltre : 

(nei punti di S )  Oi+l - Ui = 
0 

e qnindi : 

Si lia poi dalla t c o ~ h  delle funzioni potenziali di superficie: 

avremo qnindi, cGme a pag. 329, 

forinole dalle quali dipcndc esclusivamente il risultato otlcnuto. 
Osserviamo poi che si h a  nei punti di S '  : 

ossia : 

C 1 

8% a con - failzione finita e continua d ~ i  punti di a. Ne segue che la - 
a n  

a 

ste ed è finita e coiitiiiua analie quaiido si và  nei putiti d i  u muovendosi ne1 campo S" 
Similincnte si pub ragionare ne1 caso inverso. Ahbiamo dunque il seguente risultato: se 
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È chiaro poi che i ragionamenti precedenti possono ripetorsi per dimo- 
strare le due pioposizioni a n a l c g h ,  relative ai campi piani, clie sono state 
enunciate in principio di qiiesta Appendice. 

Catania, Marzo 1900. 

si sa che esistono e sono p?ziti e c o ~ t i r z ~ i  i litniti verso crii te~ulono le Ck?ric(lte )101wm1i c l ~ l l ( ~  
funzione potenciale di doppio strato yzcando ci si avvicinn iittlefinitainetate alln sripcrfic,il 
da una parte della superficie stessn, csisteramo e saranizo ancorn fir~ili e contiwi i liinili 
verso cui tenclono y ueste sbsse dc.1-ivate yuando c i  si nvicilza i~zdefi~zit(r))zeiitc. alla supcrflcic 
dall'nllrn sua parte. 
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