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Le matematiche pure e miste nei primi dodici 
Congressi della Società Italiana per il pro- 
gresso delle scienze ("). 

(Di VALENTINO CERHUTI, a Rama.) 

ONOREVOLI COLLEGHI, 

P r i m a  di dar principio a' nostri lavori consentiterni uno sgunrdo retro- 
spettivo all'opera, che la Società ltaliana per il progresso delle scienze, ri- 
sorgente ora a vita novella, ha saputo coinpiere, in pochi ed oniai lontani 
anni di esistenza, ne1 campo speciale degli studi matematici. Restringeri~ il 
mio discorso quasi esclusivamente alle sessioni tenute dalla Società da1 1839 
al 1847, durante il quale periodo essa lia spiegato un'azione davvero fe- 
conda e clle per molti capi si potrebbe, senza esagerüzione, qunlificare coine 
eroica. Nelle tre sessioni posteriori al 1847, sessioni rinnovnte dopo no11 hreve 
sosta e seguite ad intervalli saltuari, relativamente esigue furono le inanife- 
stazioni in ogni raino dell'uinano sapere, ed anche le inateinaticlie non soni- 
ministrarono materia a comunicazio~~i O a discussioni clle valgano a ricliia- 
mare sopra di sè particolare attenzione. Ad esunlare, in forma sia pure soin- 
maria, la storia del passato, mi muove un sentiinento di gratitudine, senipre 
doverosa e più oggi, che ci proponiamo di rinverdire uiia istituzione tanto 
benemerita del pensiero nazionale : un sentiment0 di gratitudine verso la 
mernoria di uomini preclari, che onorarono il püese colla forza dell'ingegno, 
e non esitarono di sacrificare, quando fu necessario, la quiete e gli ideali 
del10 scienziato per correre i rischi di creare una pntria e sobbarcarsi alle 
oscure e rudi fatiche di ordinare 10 Stato. De' quali é bel10 a noi, venuti per 

(*) Discorso proiiunciato in Parma il di 94 settemhre 1907 iiiauguranclosi i lavori della 
Sezione 1 della Societa Italiana per il progresso delle Scieiize. (Piiina riuiiioiie della Società, 
Parma, setternbre 1907). 
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virtù loro in tempi favorevoli al culto pacifico degli studi, salvare dall'oblio 
i pensamenti e custodire con venerazione il patrimonio scientifico, elle ci 
han legato, senza guardare se sia inodesto e non quale l'avrebbe desiderato 
la nostra ainbizione patriottica. 

PIETRO PAOLI, dotto professore di Analisi nell'Ateneo pisano, descriveva 
a foschi colori, nella prefazione al suo trattato di algebra ('), pubblicato nei 
primi anni del secolo scorso, le sorti miserande clell'insegnarnento delle nm- 
tematiche ne1 nostro paese. Le parole del PAOLI, concesso che rispondessero 
al vero in senso assoluto, sarebbe stato ingiusto applicarle in quel moment0 
all'Italia sola, iinperocchè dappertutto, anche fuori d'Italia, ove si eccettui 
Parigi, le scuole di matelnatica non erano nlolte direrse O inigliori di quel 
clie fossero presso di noi. Certamente un insegiiainento fiacco ed angusto 
non era fatto per pronluovere il progresso degli alti studi: ma l'industria 
individuale sopperiva alle manchevolezze delle pubbliclie istituzioni. Onde 
in quel tempo l'ltalia poteva giustamente gloriarsi de'nomi di LAGHANGE, 
MALFATTI, RUPFINI, BRUNACCI, OHTANI, NICOLA FERGOLA, e del10 stesso PAOLI, 
per non citare elle i noini maggiori e più noti, mentre si era appena chiusa 
la tomba del MASCHEHONI, rapito iminaturamente in ancor fresca et& alle 
scienze ed alle lettere. 

Le censure del PAOLI, ripetute più tardi e in diverse occasioni con frasi 
troppo recise e senza le opportune riserve da uoniini di grande autoritü ('), 
generarono il pregiudizio che la produzione italiana nelle inateinatiche pure 
e iniste della prima ~ne tà  del secolo XIX abbia cos1 tenue iinportanza da 
non nieritare di essere considerata nella storia del moviinento generale delle 
scienze dopo le grandi coinmozioni politiche e militari dell'epoca napoleo- 
nica. Parmi invece clle ove la si esamini con diligenza e senza passione O 

prevenzioni, lasciando pure in clisparte ogni velleità di confronto, il quale 
riuscirebbe troppo sproporzionato, colle inmiortali creazioni conternporanee 
de'grandi rnateinatici della Francia e della Germania, da nessun eyuo esti- 
niatore si vorrà negare un posto onorevole ai geoinetri italiani, ai quali più 
clie il valore è inancata la fortuna. A suffragio di questa opinione sarebbe 
facile ricavare argonienti decisivi dallo spoglio di atti accademici e di rac- 
colte scientifiche, che si renivnno stainpando in rarie città d'Italia, raccolte 
scientifiche in gran parte oggidi pressocliè ignorate dall'universale, dagli eru- 
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diti in fuori. Ma io non intendo di uscire da1 compito che mi sono iinposto, 
di considerare unieamente i lavori prodotti ne' Congressi della nostra So- 
cietà, O che direttariiente vi si collegano, tanto più che nii paiono bastevoli 
da si: a convincere chiccliessia della verità della min affermazione. 

E vengo ser-iza più al proposito niio coininciaildo dalle ~nateniatiche 
pure: nelle quali ci si presenta in prima linea il nome altaniente stimabile 
del professore FELICE CHIO. 11 CHIO esordiva nella carriera scientifica comuni- 
cando al Congresso di Torino (1840) un notevole teorenia sulla convergenza 
delle serie trigonometriche, teorenia che fece molto oriore al MAL~ISTEN (7, il 
quale 10 ridiscoverse qualche anno dopo, e che ora suole essere riprodotto 
ne' trattati di analisi colla dirnostrazione datane da H. HOLMOGREN ( I ) .  

Nuovo e pih apprezzato saggio del suo ingegno fornira il CHIO ne1 Con- 
gresso di Genova (1846) proponendo due formule relative alla trasfornlazione 
di una funzione arbitraria in un integrale definito doppio del10 stesso ge- 
nere di quella di FOUHIER, formule che egli poi utilizzava nella determina- 
zione di qualche integrale definito conosciuto e di qualche altro iiuovo. In 
quel medesinio Congresso poneva il suggello alla fama di al~ile analista ren- 
dendo conto delle sue classiche ricerche intorno alla serie di LAGHANQE, ini- 
ziate al10 scopo di re'ttificare una conclusione fallace contenuta nella Nota XI 
del Traité de Zcc rdsolwtion des équations nztnaériques de  tous les dcgrds del 
somino geometra torinese. Le quali ricerche poi egli ridusse in tre Memorie: 
le prime due inserite, con relazioni lusinghiere del CAUCHY, tra quelle del- 
1'Accademia delle Scienze di Pariçi e la terza pubhlicata, dopo la morte ed 
in compendio, negli Atti dell'Accadeniia delle scienze di Torino (7. 

Antagonista del  CHI^ sorse a Genova il M E N A B I ~ A  (y), propugnatore con- 
v i n t ~ ,  ma non egualmente felice, della teoria lagrangiana, alla ciii illustra- 
zione dedicb in quel torno di tempo, due estesi 1avoi.i e poi, trascorsi tren- 
t'anni, sparito già il CHIO, vari articoli di polemica col GEKOCCHI ('). 

Uno dei teorerni fondamentali scoverti da1 CHIO intorno a una condi- 
zione, la quale, quando è verificatn, assicura la convergenza della serie, fu  
in seguito ridimostrata con procediniento pih seinplice e più iiituitivo da 
altri, ma le disquisizioni minute nelle quali egli si è addentrato circa la ri- 
cognizione dell'effettivo campo di convergenza e l'applicazione della serie 
alla risoluzione delle equazioni, iionchè le dispute vivaci che ne consegui- 
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rono, potrebbero oggi ancora essere studiate con frutto e provocare nuove 
e interessanti indagini. 

Tra i collaboratori più attivi e costanti de' vari Congressi va collocato 
SEHAFINO MINICH, professore di calcolo infinitesimale nell'università di Pa- 
dova. Le sue comunicazioni si aggirano su multiformi soggetti: la geometria 
cinematica, i'eliininazione delle funzioni arbitrarie, l'integrazione delle equa- 
zioni alle derivate parziali, le. condizioni d'integrabilità delle forme differen- 
ziali ed alle differenze finite, dove sono ampliati alcuni teoremi di LAGRANGE 
e di LIBRI, ed altre intorno a i  trascendenti ellittici ed abeliani. Delle quali 
ultime, esposte al Congresso di Venezia (1847), non si hanno che i titoli 
desunti da1 diario del Congresso, mancando gli Atti che non furono pub- 
blicati, ma se ne pub arguire il contenuto dalle Memorie sullo stesso sog- 
getto, che il MINICH presentb in quel medesimo anno all'Istituto veneto. Tra 
esse piacemi segnalare la Memoria sulla integrazione algehrica di un sistema 
di equazioni differenziali iperellittiche (7. La integrazione algebrica di ta1 si- 
stema di equazioni, cosi per via indiretta come per via diretta, fu oggetto di 
iterate ricerche da parte di JACOBI, RICHELOT, HARDENKAMP, LIOUVILLE e più 
tardi anche del GENOCCHI e del BRIOSCHI ('). Il lavoro del MINICH contiene un 
nuovo procedimento di integrazione diretta e tra i vari lavori ora ricordati, 
che lo hanno preceduto O seguito, tiene sempre un posto ragguardevole. 

Rilevv ancora da1 diario testè ricordato, che il MINICH presto viva nt- 
tenzione ad uno studio sulla moltiplicazione e la divisione de' trascendenti 
abeliani di prima specie, svolto avanti al Congresso da1 dott. GUIDO SUSANI. 
Non sono riuscito a scoprire se e dove il SUSANI abbia pubblicato il suo la- 
voro; malgrado ci6 parvemi conveniente non dimenticarlo in questa rasse- 
gna, come dimostrazione che in quei tempi non inancava tra noi chi si oc- 
cupasse delle teorie più astruse deli'analisi iîateinatica. Fatto taiito più no- 
tabile ne1 caso particolare, ove si pensi che le celebri ricerche  HERMITE 
su1 niedesimo soggetto risalivano a soli tre O quattro anni innanzi, e ne1 1847 
non avevano ricevuto che una diffusione assai limitata. 

In un doininio affine, cioè ne1 doniinio delle trascendenti ellittiche e più 
propriamente delle loro applicazioni alla geometria, rientra la parte meglio 
coiiosciuta del contributo recato da1 prof. NICOLA TRUDI al Congresso di Na- 
poli (1843). JACOBI, invocando il soccorso delle funzioni ellittiche, aveva de- 
dicato una elegante Meinoria al10 studio delle proprietà dei poligoni di PON- 
CELET, cioè de'poligoni simultaneainente inscritti in una sezione conica e 
circoscritti ad una seconda, ne1 caso speciale in cui le due coniche si ridu- 
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cono a due cerchi interni l'uno all'altro, donde in particolare scaturiva una 
costruzione delle formule per la moltiplicazione. Il TRUDI complet6 10 studio 
di JACOBI, estendendolo al caso di due coniche qualunque ed in una giacitura 
rispettiva assolutamente generale, mediante un singolar processo cli eliinina- 
zione, che, a quanto è asserito negli Atti del Congresso, senîbra aver con- 
dotto l'autore ad altri pregevoli risultati nella dottrina delle equazioni bino- 
mie e nell'assegiiazione delle condizioni per la risolubilità algebrica di equa- 
zioni di grado superiore al quarto. Checchè sia di queste ultime indicazioni 
sulle quali non seppi mettere insieine notizie concrete, riguardo alla prima 
parte dell'opera del THUDI si hanno elementi sicuri di giudizio in una serie 
di Memorie, che egli più tardi e a varie riprese consegnb negli Atti dell'Ac- 
cadeinia delle scienze di Napoli; Meniorie che per profondità e generalità di 
ricerca in nulla cedono ai lavori quasi contemporanei del CAYLEY, del SALMOK 
e del BRIOSCHI e forse li superano in perspicuità e genialità di esposizione ( ' O ) .  

In una direzione totalmente diversa si distinsero PAOLO FHISIANI, astro- 
nom0 nella Specola di Brera, e GIOVANNI MARIA LAVAGNA, professore nell'U- 
niversità di Pisa. Del primo è negli Atti del Congresso di Milano (184.4.) re- 
gistrata un'utile inonografia sulle equazioni trascendenti e ne1 Congresso di 
Venezia (2847) un lavoro di maggior polso su1 problema di PFAW, pubhlicati~ 
poi entrambi per disteso nelle Effemeridi astronomiche di Milano ("). Questa 
cicostanza sülvb le due produzioni del FRISIANI da un completo oblio: in- 
vece sorte più disgraziata attendeva la Memoria letta da1 LAVAGNA ne1 Con- 
gresso di Napoli (1845) sull'integrazione delle equazioni non lineari alle de- 
rivate parziali del prim'ordine con un riumero qualunque di variabili. Seb- 
bene sia negli Atti del Congresso un'analisi abbastanza l a r e  della Memoria, 
che permette di ricomporla nelle sue linee essenziali, e nei volumi dell'Ao 
cademia Gioenia di Catania per l'anno 1850 il lavoro completo quale fu esi- 
bito al Congresso ('Y, essa pass6 inosservata, ed a torto. Perchè si tratta di 
uno studio eccellente, ne1 quale con procedimento alquanto diverso da quel10 
proposto da JACOBI, è ampliato al caso di un numero qualunque di variabili 
il inetodo d'integrazione escogitato da1 LAGRANGE pel caso di due variabili 
indipendenti. Ed anche oggi pub riuscire non senza vantaggio conoscere gli 
espedienti a cui ricorre l'autore per costruire l'integrale generale e per ri- 
solvere il problema di CAUCHY. 

Giunto a questo punto il mio pensiero si volge spontaneo verso il de- 
Cano de' nostri matematici, uno de' pochissimi superstiti fra quanti parteci- 
parono operosamente ai Congressi anteriori alle guerre per l'indipendenza 
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nazionale, al  prof. TARDY, che dopo lunghi anni consacrati all'insegnariîento, 
passa ora quasi nonagenario l'estre~iia vecchiezza in onorato riposo. Presentà 
il TARDI- al Congresso di Milano (1844) uria Memoria sui differenziali a in- 
dice fratto; essa fu sottoposta all'esame di una Coinmissione forn~ata del 
PIOLA e del PLANA ed ebbe favorevole il voto de' due illustri personaggi. 
Non mi risulta che la Memoria sia stata divulgata per le stainpe; ci6 non 
di meno se ne pub ricavare lasostanza da1 rapport0 del P I ~ L A  e del PLANA 
che figura negli Atti del Congresso e da1 testo di un'altra Menioria col me- 
desimo titolo venuta alla luce quattordici anni dopo, ilel primo toino degli 
Anrtali cli nlatenmtica pztrcc ed applicatn ( 1 3 ) ;  dove è da notare la definizione 
di derivata secondo un indice yualuncjue dedotta coine ovvia e naturale 
estensione da quella che dette il LAPLACE per le de r i~a t e  ordinarie col nlezzo 
di un integrale definito. Il quale integrale a sua volta non diRerisce dall'in- 
tegrale ben iioto del CAUCHY che esprime il valore di una funzione uniforme 
di variabile complessri O di una sua c~ualsivoglia derivata ordiilaria ne1 ceiitro 
di un cerchio, yuando sia conosciuta la successione de' valori della funzione 
al contorno. Tale definizione non collima colla definizione a cui si era fer- 
mato il LIOUVILLE in nunierose pubblicazioni su1 medesirno argo~nento e le 
è di gran lunga preferibile. Dei procedimenti spiegati ne1 suo lavoro fece il 
TARDY uso sistematico in una Meinoria di squisita fattura su1 nioto dell'acyua 
in vasi di varia forma, stainpata separatainente in Firenze ne1 1847 ( I d ) ,  che 
fu poi oggetto di varie acute osservazioni da parte del GENOCCHI (15). 

Coronaniento della prima parte di questa mia cursoria enumerazione 
sarà il ricordo, per noi incancellabile, dell'intervento di BORCHAHDT e di 
JACOBI a1 Congresso di Lucca (1843). BOKCHARDT vi lesse una Memoria sopra 
certi sisterni di equazioni differenziali non lineari, che ainmettono un nu- 
niero limitato di iritegrali algebrici, conducenti ad alcune note forriiule per 
la trasformazione delle funzioni ellittiche ( l e ) ) .  JACOBI vi enuncib un teoreina 
relativo alla teoria dell'ultimo moltiplicatore il quale offre una regola sem- 
plice e certa per costruire, conosçiuto che sia il rnoltiplicatore di un sistema 
di equazioni diff'erenziali del prim'ordine, il moltiplicatore corrispondente per 
il sisteiila ridotto, che si trae da1 dato, quando se ne  possegga un integrale 
contenente una costante arbitraria. 

La presenza di BOKCHAHDT e di JACOBI al Congresso di Lucca è inemo- 
rabile altresi. perchè coincide con un moinento importante ne1 rinnovainento 
degli studi iimteinatici presso di mi .  JACOBI aveva ne1 183~3 intrapreso per 
ragioni di salute, in compagnia di STEINER e di BOKCHARDT, un viaggio in 
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Italia e si era soffermato a lungo in Roma ed in Napoli. Diiilorando a Roma 
vi arricchi il G i o r ~ a l e  Arcadico di varie conlunicazioni in lingua italiana sopra 
soggetti di analisi e di meccanica (''1, coadiuvato iiella loro coiriposizione iir 
una lingua che non gli era troppo famigliare, da1 CHELINI, il quale ad alcune 
aggiunse di suo dei notevoli cornmenti. Conteinporaneainente 10 STEINER SCO- 

priva la celebre superficie speciale di quart'ordine della proprietà caratteri- 
stica di essere incontrata secondo due sezioni coniclie da ogni suo piano 
tangente e pubblicava nella iiiedesima rivista una interessante Meinoria sulle 
coniche inscritte in un triangolo o in un quadrilatero e sulle coiiiche circo- 
scritte ad un triangolo o ad un quadrigono ('y). 

Anche la stanza in Napoli non passb vana per la scienza, imperocchè 
dalle conversazioni ivi avute con JACOBI e con STEINER trasse il PADULA ma- 
teria e incitainento a'suoi lavori più belli versanti intorno alle singolarità 
delle curve algebriche piane ('y. 

Nelle matematiche applicate enierge sopra tutte le altre la veneranda 
figura di OTTAVIANO FBBRIZIO MOSSOTTI, professore di meccanica celeste e 
di fisica iiîateniatica nell'università di Pisa. La iiiassimn parte delle sue co- 
municazioni nei vari Congressi, traggono origine e trovnno rngione in una 
Meinoria, oggi assai rara, che egli aveva fatto stanipare ne1 1836 in Torino, 
sulle forze regolatrici dell'intiina struttura dei corpi ("1. Da poclii anni era 
sorta, per opera principalinente di NAVJEH, CAUCHY e POISSON, ln teoiia ge- 
nerale della elasticifà riposante sulla ipotesi della coinposizione corpuscolare 
della iiiateria e delle azioni a distanza. Aminessa l'aziorie a distanza, da un 
punto di vista astratto e meramente rnatematico non fa certo clifrjcoltü iiii- 
iiiaginare clle essa proceda secondo unü funzione a piacere della distaiiza 
medesinia, e possa anche, corne suppose il Boscovrc~, col variare d i  essa 
niutare natura più volte di seguito, diventando ora attrattiva, ora repiilsiva. 
Ma quel che pu6 rimanere indifierente al rnaternatico, altrettanto non av- 
viene al fisico, il quale aina ricostruire i fatti niultiforini e coinplessi della 
natura con elementi seinplici e parlünti alla fantasia. Appuiito per soddisfare 
ad un simile bisogiio il MOSSOTTI coinpose coiiie unrz specie di inodello, da1 
quale i fntti clie ne1 suo tempo più torinentavano la iiieiite dei fisici, rice- 
voiio, cpmlitativainente almeno, uiia spiegazioiie, O iiieglio uiin iiiterpreta- 
zione seinplice e rigorosa. Esclusa ogiii azioiie elemeiitnre clie iion fosse 
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un'attrazione od una repulsione newtoniana., iinmaginb tutto 10 spazio riem- 
pito di un fiuido od etere, le cui particelle si respingano tra loro colla legge 
suddetta, ma per tutto il resto goda delle proprietà dei fluidi ordinari. In 
questo fluido pensb disseminate le inolwole ponderabili repulsive tra loro., 
ma attraenti le particelle dell'etere seinpre colla legge newtoniana. In forza 
di corisiderazioni analoghe a quelle di cui fa uso LAPLACE ne1 libro XII 
della Meccanica celeste, la pressione del fluido etereo dovrebbe risultare in 
ogni luogo proporzionale al quadrato della densità; posto questo il MOSSOTTI 
con sottile analisi pervenne a dimostrare, che l'etere in equilihrio si aggruppa 
intorno ad ogni molecola formando un'atmosfera di una densità grandissima 
nella contiguità della molecola, nia decrescente con tanta rapidità, che ad 
una distanza sensibile la condensazione pu6 considerarsi coine nulla e la. 
densità confondersi con quella generale dell'etere nello spazio. Pertanto ne1 
mode110 del MOSSOTTI i corpi ponderabili vanno concepiti come un  aggre- 
gato di nuclei solidi armati di atmosfere eteree. Un calcolo elegante e con- 
dotto con singolare maestria lo condusse a riconoscere che l'azione reci- 
proca di cosi fatti eleinenti segue ta1 legge da riuscire repulsiva e rapida- 
niente decrescerite nelle distanze minime, attrattiva nelle niaggiori e conforme 
alla newtoniana rielle sensihili. Le idee del MOSSOTTI sulla costituzione della 
inateria furono ne1 decennio da1 1@0 al 1850 vivainente discusse anche 
fuori d'Italia, inassime in Ingliilterra, e fornirono argornento a replicate di- 
spute nei Congressi della nostra Società. Alle medesirne idee sono inforinate 
le sue auree Lezioni di Fisica matematica ("). 

Una delle applicazioni più notevoli di tali vedute fu certamente quella 
clie egli fece ne1 Congresso di Firenze (1841) alla teoria della dispersione 
della luce. Osservando che nell'etere libero la dispersione non esiste O è 
inapprezzabile, il MOSSOTT~ suppone che la presenza delle molecole ponde- 
rabili generi, nello spazio da esso occupato, un'alterazione periodica nella 
densità e nella forza elastica dell'etere rnedesiino; e giunge cosi per la re- 
locità di propagazioiie di un'onda di data lunghezza ad una formula la quale 
coincide colla formula dedotta da1 CAUCHY in ben diversa ipotesi. Un modo 
di vedere non dissimile fu accolto, nia altrimenti sviluppato, da1 B R I ~ T  ven- 
titre anni appresso nei suoi saggi sulla teoria matematica della luce. 

Un'altra applicazione descrisse il MOSSOTTI ne1 Congresso di Torino (184.0), 
destinata a spiegare la generazione della forza contrattile superficiale intro- 
dotta da1 YOUNG ilella sua teoria dei fenoineni capillari, della qua1 teoria 
propose inoltre uns  se~nplice e chiara esposizione. Ad essa. aggiunse poi 
nuove e più airipie dilucidazioni ilel Congresso di Genova (1846). 
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Di una terza ingegnosa applicazione è traccia iiegli Atti del Congresso 
di Siena (ISG2), diretta a cliiarire il ineccanisino delle scariclie elettriclie fra 
le iiulri temporalesche e dell'azione protettrice clei parafulinini. 

Ma oltre le comunicazioni, clie in iiianiera diretta O indiretta si ricon- 
riettoi10 colla sua rlottrina intorno alla genesi delle forze iriolecolari, gli Atli 
dei Congressi ne contengono altre nncora di non minore iiiiportauza, le yuali 
Iianiio resistito meglio al tempo e ai progressi della scienza. 

Ad esenîpio negli Atti del Coilgresso di Lucca (1543) S parola di uiia 

)[etnoria del MOSSOTT~, riportata poi ne1 primo tomo degli Atzlznli delle U~zi- 
versitic toscane, sulle proprietà degli spettri fornmti dai rclticoli in cui, foii- 
tl;indosi sulle osservazioiii di FRAUEHOFEK, staldisce unn espressione per ln 
lungliezza d'orida corrispondente ad uua data liilea dello spettro in fiinzioiic 
della sud distnnza della linea centrale. ru'egli Atti del Congresso di Ge- 
nova (1M6) sono riassunti i risultati delle sue ricerclie originnli, e seiiiprc 
in onore, intorno alla teoria mateniatira clei dielettrici conforiiie alle vecliitc. 
tli FARADAY, ricerchcl puhblicate quasi subito per disteso iielle Meinorie della 
Societù Italiana dei XL:  e negli Atti del Coiigresso di Napoli (1845) è rife- 
ritü uiia sua breve Nota sopra una espressioile del teriiiiiie generale dell'e- 
yuazioiie del centro. Ma di yualclie altra comunicazione, conie ad e.;eiiil)io 
sulla deduzione delle forinule di FRESXEL per la doppia rifrazione dalle eqiia- 
zioni tlel irioto dei corpi elastici (Milano, 1844), sull'analisi del10 spettro so- 
lare e riflessioni sulle teorie dell'ottica (Napoli, 184.5), non iiii fil thto di 
rintracciare che poco più dei seinplici titoli. 

Gran parte dei lavori del MOSSOTTI ('?), aiii~ira1)ili per elegaiiza e so- 
brietà di dettato e per originalità di vedute, si trovano dispersi in collezioiii 
di cliffit4e accesso O poco conosciute: heii si provvederebbe alla sua faiiia 
e più ancora al progresso degli studi ripubblicandole i n  un corpo unico. 

Accanto al MOSSOTTI deve porsi il PLANA. Questi ne1 Corigresso di Mi- 
lano (1844) espose la sostanza della sua grossa Meinoria : S~llcc distribzaziorze 
permanente dell'elettricitic- alla superficie di due sfere isolnte, stainpata poi tra 
quelle dell'Accadeniia delle scienze di Torino (2"). La Meinoria del PLANA, 
sebbene ristretta ad uno speciale e celeberrimo problenia, pu6 per certi lati 
riguardarsi conle un trattato di elettrostatica. Essa è un coii~in~iito ad uiiil 
Mernoria' classica di POISSON, in cui il problenia dell'induzione niutua di due 
sfere era stato ridotto alla risoluzione di una equazioiie funzio~~ale. PIIa le 
formule, che il POISSON ne aveva ricavate per il calcolo della tlensità elet- 
trica, offrivano il fianco a varie obiezioni e parerano condurre a risultati il- 
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liisori. Oltre a vari rnigliorainenti di niinor coiito, il PLANA perfeziorio la 
teoriii. del Poissom per guisa cln piegarla nlle valutazioiii nuinerielie e la cor- 
recl0 di tahelle cliligeiiteiiiente calcolate, tiittora in iiso presso i fisici, clle 
periiiettoiio uii iiiiiiietliato riscontro fra i risultati della teoria e le 1iiisui.e 
speriii~eiitali. Si posseggono al certo oggidi delle risoluzioni del prol~leiiia 
più elal~orate e yiil intuitive; ed è stato cliiiiostrato receiiteinente rlnl DAK- 
uoux l'attinenza della ~isoluzione tlel POISSON coii cpella che si trac col nie- 
todo dcllle iii1iri;igirii (?"; iiia non snprei tlii-e se rispetto alle calcolaziorii nu- 
~ i~e i i che  le nuove soluzioni soiiiiiiinistrii~o delle foriiiole piil coinode di cptllle 
del PLANA O al~iieiio ignoro se per questo r igua~do sia iiiai stato eseguito 
un coiifronto accurato e decisivo. 

Di fronte ai lüvori del M~SSOTTI e del PLANA tutti gli altri paionmi as- 
suniere figura secoiidaria, sebberie tra essi non inanchino di yuelli non in- 
(Legui clie se ne conservi menioria. In via di eseinpio sarebbe ingiusto di- 
iiieiiticnre clle il BELLI, distinto professore di fisica nell'Uiiiversità di Pavia, 
s ~ o l g e r a  ne1 Coilgresso di Padovü (154'2) delle consideraziorii niateri-iaticlie 
soprü alcuiii fenonieui geologici e r i  esponem il progetto di una serie di 
osservazioni sisteii~aticlie al fine di risolvere la coiitrorersa cjuestioiie sull:~ 
iluitlith iiiterna della terra. 

E lion si saprebbe neiiiiiieiio passare sotto silenzio il nome di G . \ ~ r i ~ o  
PJOLA, il quale rie1 Congresso d i  Milaiîo (1844) propouera una nuora annlisi 
tlel problenîa del moto dell'acyua lie' c a d i ,  rjuaiituiique incerte ed iniper- 
fette ne siano le conclusioiii. Fu il P ~ O L A  zelante propagatore de'iiietocli 
della ineccaiiica analitica cli LAGKAKGE e della nuova riieccanica ~iiolecolare 
di CAUCHY e Po~ssox;  e si concilib la gratitudine degli studiosi con un esteso 
linüttato sugli iiitegrali definiti, coi1 un'esposizione ordinüta del calcolo dei 
resiclui del CAUCHY e colla traduzione italiana, in coiilune col FRISIANI, cor- 
redata cli estesi coninienti di una Menioria dello stesso CAUCHY su1 ~alcolo 
tle'liiniti ("1. Egli si occupà con singolare pertinacia, cui piacerehhe fosse 
toccato 1iiiglioi.e siiccesso, di prohleini idrodiiiaiiiici ed in ispecie del moto 
dell'acqua nei fiuriii e nei candi  iegolati. 11 BRI~SCHI  ilel curare la staiiipa 
di uiia Menioria posti~nia del PIOLA intorno al i n o t ~  dell'acqua negli alvei 
scoperti (26) ,  preinise di suo uiia minuta recensione delle ricerche anteriori 
del P I ~ L A  stesso e degli altri inateniatici italiani della prima metri del se- 
colo xrs sull'idi.aulicn razionale. Dalla recensiorie del B ~ r o s c ~ r  risulta chia- 
raiiiente clle esse son tutte inquinate da dile vizi fondanieiitali: uilo anali- 
tico ed uiio fisico. 11 vizio atlalitico, oltre la introduziorie quasi costante di 
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un'ipotesi restrittiva, che esclude la possibilità di nioti vorticosi, consiste i i i  

iina non esatta nè coiiipleta posizione del probletna risljetto alle coiiclizioiii 
ai  liiniti. Le soluzioni faticosamente conibinate sono senipre più O nieno 
particolari e non hanno niai tutta la voluta generülità per adattarsi ad una 
forma arbitraria delle pareti: O per lo nieno le condizioni alle pareti non 
sono prese subito in consitlerazione ne' calcoli per subordinarri la soluzione 
che si vu01 costruire. Ed anche quarido la soluzione lia generalità suficiente, 
essa è presentata in forma tale clie la deteiiniiiazione degli elementi aibi- 
trari niediante le condizioni ai liniiti riesce pressoché iinpraticahile. 11 rizio 
fisico riguarda gli effetti dell'attrito iuterno e dell'attrito alle pareti se1iipi.e 
trascurati : cosa concedibile tincliè si tratta clell'esito clell'acqua (la fori pm- 
ticati in un vaso di limitate diiiiensioni, iiia non piii ne1 moto per lunglii 
tubi, per canali o fiuiiii, dove essi Iianno influenza preponderante. Le ricerclie 
del PIOLA e de'suoi contemporanei lianno radice coinime ilelle soluzioni 
trovate da1 VEXTUROLI per il moto dell'acyua ili un raso conico rotontlo ad  
asse verticale (") e da1 G r u ~ i o  ('7 in un vaso generato dalla rotazione di 
una iperbole cuhica intorno ad un suo asintoto: soluzioiii pnrticolarissiiiie e 
starei per dire fortuite, cioè non dedotte con inetodo certo e razioiiale. Priiiio 
invece a risolvere correttaniente un problerna di simil genere fu il BETTI ('7, 
die  riusci a determinare in modo rigoroso l'efflusso dell'acquu da uii rnso 
parallelepipedo con una fessura rettangolare scavata, parallelaincnte a duc 
pareti opposte, rie1 fondo supposto orizzontale. Per debito di giiistizia iioii 
si pu6 tuttavia dissiinulare clie malgrado la irnperfezione dei lavori del VEN- 
TUHOLI e siloi seguaci, aveva pur saputo il BIDONE, con ragionamerito iiige- 
gnosissirno, trarne il valore del coefficiente di contrazioue per una vena 
sgorgante da una luce circolare scolpita in parete sottile (30). 

Insielrie col PIOLA giova mentovare per iiidngini di idraulica teorica i l  
prof. VINGENZO AMICI dell'università di Pisa, autore di un trattato di mec- 
canica, che ebhe a'suoi di buona ripiitazione coine conteriente alcuiie utili 
e, per quel tempo, nuove osservazioni sull'applicazione del priiicipio delle ve- 
locità virtuali a'corpi continui O cjuando si tenga ragiorie tlella wsistenza 
tl'attrito e per qualche elesante deduzione relativa al  moto dei licluitli. I k i  
quali perfezionanienti, di rarattere sostanzialrnerite didnttico, iiella trattnzioiie 
tlella n~eccanica  AMICI CI ehhe per consuetudine d'intrattenere i rari  Coiigreshi 
ai qiiali intervenne di persona. 

Per bontà di esposizione più clle per novità di risultiiti meritano Iode 
alcuni lavori del PADULA (Napoli, 1845) sulle equazioni per il moto de'li- 
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quidi, sui solidi di egual resistenza, sulla flessione delle travi incastrate a i  
due estreini, e sull'equilibrio dei riluri clie sostengono la spinta delle terre; 
ed al medesirno titolo va segiialata una inoiiografia del professore OBICI (To- 
rino, 1840), pubblicata poi in appendice al trattato di fisica generale dcl 
Mozzom ( 3 ' ) ,  sulla deterininazione grafica de1l.e leggi del moto cagionato nei 
corpi dalle percosse. 

Ma di niaggior iiloiiiento apparirono sesiza dubbio alcuni tentativi del 
C o n a z z ~  (Milario, 184.5; Genova, 184.6) per una teoria del calore fondata sulla 
rlottrina delle ondulazioni, clie potrebbero servire di propedeutica ad uii 
modo di alialisi tiegli effetti ternio-iiieccanici ( " 2 ) .  

Deg~ie pure clie se ne faccia menzione sono varie notizie riguasdniiti 
argomenti di astroiio~iiia e di iiieccanica celeste, tra le yuali ini contenter0 
di ricorclare quelle del C a n ~ i ~ r  relative alla deteriliinazione delle costanti tiel- 
l'orhita liinare ed agli elesneilti parabolici della coineta scoperta a Roma. il 
"2 aagosto 1844 (Nilano, 1844), del SANTINI intorno alle perturbazioni 111.0- 
dotte da Giove e da Satur~io su1 iiioto della conleta di Biela (Paclo~a, 184.2), 
e fiiialiiieiite di BIELA sulla relazione fsa i nioviriienti p~ogressivi de'cor1)i ce- 
lesti secondari col moto rotatorio del rispettivo corpo primario (Padova, 1849). 

Ali parrel~t~e tli \enil. iiieiio a l  tlel~ito uiio se teriiii~iassi qiiesta rapida 
corsa seliza sccenmre alla presei~tazioiie fatta da C A H L ~  BAHBAGE al Coii- 
gresso di Toïiiio (1840) della sua iiigegiios.a e celebre niaccliiiia calcolatrice, 
suiia (paie  il ~ ~ I E N A B H E A  coinpi lino studio particolareggiato ("1; studio clie 
cbbe al suo teiiipo iilolto grido e, staiiipato dapprinia nella B i b l i o t 7 ~ 6 q ~ e  uui- 
tierselle di Giiie~ra,  fi1 quasi subito riprodottu, voltato in iiiglese, e coiiiiiieil- 
tato, in iuia collezioiie di Akiiiorie svi~ntificlie pul~blicate a Loiîdra per cura 
t l i  R. TAYLOR. 

Per il tnedesiiiio iiiotivo iion powo taceïe dei vari appaïecchi sottol)osti 
( la TITO GONNICLLA al giudizio del Congïesso di Firenze (1841) tra i quali 
I)er il imteinatico lia particolare interesse un planimetro per la quadratu~~ü 
tlelle aree pime, clip fu coine l'origine dei vari struinenti iiitegratori ideali 
iii seguito. L'appii~eccliio del GOSKELLA, al quale 17autore dedicb uiia Me- 
iiioria illustratrice pi egevolissinia per sè ("), foriiiva l'area raccliiusa tra una 
curva, una retta e due perpeiidicolari a yuest'ultima e corrispontleva alla 
ordinaria scoinposizione di un'area piana iti trapezi infinitesimi con rette 
p~rpendicolari all'ashe delle asciuse. 
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Ho già detto che nelle tre sessioni di Siena (2868), Roina (1873) e Pa- 
lerino (1575) le matematiche furono poco O nulle rappresentate se non forse 
per studi, clie vi lianno un nesso molto indiretto. Tali, per eseiiipio, do- 
vranno dirsi le lunglie e minuziose determinazioni (Roina, 1873) sperimentali 
del colonnello P~ETKO CONTI intorno alla resistenza d'attrito riei corpi so- 

, lidi, al10 scopo principale di riconoscere l'influenza della velocità su tale re- 
sistenza, determinazioni che furono poi riunite in una volutninosa ~lenioria 
dell'Accademia dei Lincei ( 3 5 )  ; e cos1 pure gli studi speritnentali del inedesiino 
colonnello sulla resistenza dei inateriali, di cui l'hccadeinia dei Lincei ac- 
colse nei suoi Atti la parte relativa alla ilessione della pietra serena ('7. 

Lo stesso carattere liaimo ancora gli accuratissiini e svariati Iarori del 
PJSATI (Palerriio, 1875) sull'elasticità dei inetalli a diverse temperature ($7. 
Nell'esecuzione dei quali lavori il PISATI acquisth un'abilità sperimentale ve- 
ramente rara, che 10 mise iu grado di condurre poi a splendide termine l'im- 
presa, assunta insieme col Puçcr, della deterininazione del valore assoluto 
clella gravità in Roina e dell'attrito interno di varie specie di gas ( 3 8 ) .  

Per certi lati confina similnlei~te colla matematica applicsta la Metiioria 
letta da1 CERBONI ne1 Congresso di Roma (1873) dove per la prinia volta 
con plastica evidenza e somma precisione sono posti i foiidamenti razionali 
della contabilità e data forma e contenuto scientifico a una dottrina che era 
senipre riinasta ne1 dominio dell'einpirisino ("). 

Onorevoli colleghi - Sebhene io ini sia itigegnato di riassuiiiere iinpar- 
zialnîente e con ogni niigliore diligenza l'opera mateinatica dei passati Con- 
gressi, non ho la pretesa di essere stato coiiipleto: pub essere clle qualche 
Lavoro di pregio nii sia inavvertenteiiiente sfuggito e che di qualclie altro 
abhia taciuto per non averlo apprezzato al suo giusto valore. È un difetto 
del quale non mi voglio scusare; iiia Io schivarlo sarebbe tornato dificile, 
perchè è sempre inalagevole sottrarci all'influenza delle inclinazioni e delle 
opinioni che si radicano in ognuno di noi corne consegueriza degli studi 
personali. Sarei contento p w  altro se colla niia stringata rassegna fossi al- 
ineno riuscito a inostrare infonclato il troppo sfavorwole giudizio clie suol 
portarsi del10 stato delle scienze inateinatiche ne1 nostro paese nei prinii 30 
anni del sec010 passato. 
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1 C e r r b t t i :  Le ,antematicI~e pure e miste nei yriir~i dodici Cor$gressi 

Fu deplorato c21e in Italia non si fosse inai potuta costituire una tra- 
dizioiie inaternatica, o che fosse inaiicata la, continuità anche là dove nio- 
inetitnnearîiente qualcbe ingegno eletto aveva saputo suscitare l'amore all'iti- 
vestigazione geoinetrica. Il fatto, vero in certa misura, ebbe varie cause, die  
furono dette e ripetute tante volte: nia tra esse ve ri'ha una molto uiiîile, 
che forse ha esercitato e pub esercitare iiii influsso più grande di yuello clle 
ordinariainente gli si suole attribuire. In un paese povero, dove il rnovimeilto 
e la trasfortiiazione della riccliezza si riducoiio a propomioni niiiiirrie, dove 
i grandi problerrii diti yuali dipeiidoiio la floridezza e la poteliza del10 Stato, 
noll sono affrontati, l'utilità pratica della ii-iateiiîatic;t non va al di là degli 
elenienti indispeiisahili per la vita colnuile : e l'interesse per le quistioni piti 
elevate e riposte non pub essere clle retaggio casriale di qualche mente pri- 
vilegiata. Tale era la condiziorie dell'Itdia nellü prinia iiieti del seeolo xrx. 
Ma oggi non è più cosi. Il ii~eraviglioso riseglio industriale; le opere colos- 
sali per la sisternazione e l'esercizio delle coinuilicazioni aeree, terrestri e 
niarittirne; il generale riunorniiiento edilizio; 10 sfiwttaniento tlell'energie 
naturali in tutte le loro forme; i'assetto dei grandi servizi di Stato; 1s co- 
stituzioile di nuovi istituti ecoizoniici iinposti dall'incessailte trasforiîiazione 
sociale, haiino ricliiesto già e richiedoi~o senza tregua la risoluzione di pio- 
blenîi coinplessi, pei yuali l'ausilio della rriateinatica ilelle sue parti più de- 
licate è cos1 necessario e prezioso, che sono costretti ad acyuistarvi füini- 
gliariti iuoltissiini, a cui la. scienza non è un fine ma un inezzo. Queste ne- 
cessità di ordine tecnico esercitano per converso un benefico influslo sui 
cultori della scienza per sè, tanto rispetto all'indirizzo delle loro specula- 
zioni, quanto rispetto al perfezionaniento dei metodi di ricerca. Poichè la 
inatematica astratta nella nilova vita italiaiia rappresenta non più una clot- 
trina di lusso e decorativa, m a  un valutahile fattore econoinico, è lecito 
sperare clie il cainmino ascendente, il quale dura con tanta fortuna da oltre 
inezzo secolo, non abbia ad allentarsi, ma continui con vigore riioltiplicato. 
A raggiungere tale intento riuscirà efficacissiiiia l'azione della iiostra Societi 
;~cconiunanclo ed orgailizzando studi e studiosi. Essa nei priinordi si valse 
della scieiiz,z per cooperüre alla forinazione di u ~ i a  coscienza poljtica tiazjo- 
nale. Ors l u  avanti a st, un ideale non nieno noliile e più proprio alla sua 
indole; quella di creare una coscienza scientifica nazionale. 
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N O T E  
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pubblicate per cura drll'Associazioiie elettroteciiica italiaiia. Milano, Ulrico Hoepli, 19@-N)Z, 
III, pp. 331-351. 

MARIE (Massimiliaiio). Th4orie cles fonctions de vuriables ii~mginccires. Paris, Gautliier- 
Villars, 1874-76, 111, pp. 280-913. 

( 6 )  1 due lavori priiicipa!i del MENABHEA sulla swie di Lagraiige Iiaiiiio per titolo : 
nle'moire szw la  séria de Lccyruî~ye. [IS19]. Turino, Act. SC., JIeiiiorie, Y.n serie, \'III, 

ISZ6, pp. 91-198; 
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16 C e r w ~ t i :  Le wctematiche pure e ~~ziste nei prinzi dodici Congressi 

Observations sur  la  liéritable intel-prétntion de la série de Lagrange. [1846]. Toriiio, id., id., 
X, l a 9 ,  pp. 112-168. 

Insieme con essi giova altresi ricordare lit relazioiie del medesinio MENARRIA sopra una 
Memoria del CHIU iiitorno alla convergenza e le proprietà della serie di Lagrange, letta iiella 
seduta del B luglio 1843 della R. Accademia delle Scienze di Toriiio, e stainpata, coll'ag- 
giiiiita di tre Note, iiell' « Aiitologia italiaiia, Giornale di Scieiize, Letterc ed Arti ». Torino, 
an. 1, t. II, 1847, pp. 6548. 

(1)  Gli articoli di polemica cui si acceilna ne1 testo sono : 
GENOCCHI (Aiigelo). Iw torm a d  u n n  lettern del sig. corde L. F .  ~IENAHREA.  Bullettiuo di 

Bibliografia ece., ecc., V, 18702, yp. 535-5S8. 
- Richinmo a fnvore d i  FELICB CHI~). B ~ i l l e t t i ~ ~ o  di Bibliogratia rcc., ecc. PI, 1873, 

pp. 253-158. 
- S u  d 'una  controversia ' intorno alla serie r2i Lagrange. Toriiio, Acc. Sc., Atti, VITI, 

1872-73, pp. 18-31. 
- Breve risposta al siynor colde L. F. MENABREA. Bullettiiio di Bibliografin ecc., cicc., 

VI, 1873, pp. 530-539. 
- Observations relatives ir. une  Note de M .  M ~ N A B R É A  concernant la série de Lagrauge. 

Paris, Ac. des Sc., Comptes-rendiis, LXXVII, 1873, pp. 1541-1544. 
MENABREA (Luigi Federico). Intorno ad ulzo scritto de2 sig. prof. ANGELO GENOCCHI. Bu[- - 

lettino di Bibliografia ecc., ecc., V, 1879, pp. 301-305. 
- Un'ultima lettera sulle peripezie della serie d i  Lagranye in risposta al prof. ANGELO 

GINOCCHI. Bnllettino di  Bibliografia ecc.. ecc., .VI, 1873, pp. 435-457. 
- Note sur l'identité des formules données pu?. Cauchy pour déterminer les conditions cle 

converyence de la se'rie de Layranye avec celles qui  orzt été établies par  Lagrange lui-même. 
Paris, Acad. des Sc., Comptes-rendus, LXXVII, 1873, pp. 1358-1361. - Les Mondes, XXXII, 
1878, pp. 673475. 

MIRICH (Serafirio Raffaele). Suyl i  inteyrali algebrici d 'un  sU.tema d i  equuzioni diffeven- 
3iall i mi termini  sono iwteyrabili per mezzo d i  trasce)ûdenti abeliane e sulla proprietic fonda- 
inentale d i  simili  t rasce~~r le l~ t i .  Venezia, Memorie dell'i. r.  Istituto Teneto di Sc., Lett. ed 
Arti, III, 12347, pp. 869-388. 

($9 GENOCCHI (Ai~gelo). Sopra u n a  costruzione del teorema rli Abel. Aiioali di Mateiiiatica 
pura ed applicata, 1, 1858, pp. 33-40. 

BRIOSCHI (Frailcesco). S u r  z'intégration rles équations ultraielliptiques. Crelle, Journ. f. 
die reine LI. angew. Math., LV, pp. 55-60; - od anche t. V delle sue Opere inatematiche, 
attiialmente in corso di stampa, pp. 887-0291. 

('O) TRUDI (Nicola). Delle relazwni t r a  i determinanti  d i  due sezioni coniche, l 'una iscritta, 
l'ait+-a circoscritta ad un poliyono irregolare. Napoli, Acc. Sc., Rendiconto, II, 1843, pp. 89-93. 

- Rappresentazione yeometrica immediata  dell'equazione fondamentale nella teoria delle 
fultzioni ellittiche-con diverse applicazioni. Napoli, Acc. Sc., Memorie, 1, 18502-54, pp. 63-100. 
- Ricerche risyuardanti  la  moltiplicazio~ze ed arlrlizione geometrica delle funziol~i  ellittiche. 

Napoli, Acc. Sc., Rendiconto, II, 1853, pp. 66-69. 
- S tud i i  intorno ad u n a  singolare eliminazione, con applicazione alla ricerca della relu- 

zione t r n  yli elementi r l i  due coniche,. l'ugza iscritta, l'altra cimoscritta a d  un poligono, erl rci 
corrispondenti teoreini del Poîzcelet. Napoli, Acc. Sc., Rendicoiito, 1, 1862, pp. 19&910: - 
id., id. Atti, 1, 1863, n.' 6. 
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- S u i  teorelni rlel Poncelet 9.elutiui a i  poligoni iscritti e circoscritti alle coniclze. Gioriialr 
di Mat. ad uso degli studmti delle Uiiiv. italiaiie, 1, 1863, pl). 81-90, 1%-1%. 

(Il) FR~SIANI (Yaolo). Anal is i  d i  alcu9~e e q ~ n z i o u i  trnscendenti. Effrineridi astrorioiiiiclie 
di Milano per I'aiiiio l W ,  Milauo, 1844, Appeiitlice, pp. 3-187. 
- Sull'ifiteymzwtze delle equaeioni rlifferenziali orrlii~nrie r7i 1 . 0  orditle e lirtec~ri per tru 

rwnzero qualultque rli variabili. Eft'eiiieridi asti-oiioiiiiche di Milaoo per I'aiiiio 1828, Ali -  
lano, 1827, Appendice, pp. 3-146. 

(18) LAVAGNA (Giovaiiiii Maria). Sulla ir~toyrnzio~ze clell'eqtmzioiai W O U  linenri tli ~intitrtc 
pualunque alle deriunte pc~rzirdi del p9.iwt'ortlir~e frn q ~ t n l s i u o ~ l i n  1114112e1.0 t7i cwrin1)iEi. Cat:uii:i, 
Acc. Gioeiiia, Atti, VII, 1850, pp. 17-81. 

(la) TARDY (Placido). S u i  cliffe~emin2i a indice pua luque .  diiiiali di iiiateiiiatica pura et1 
applicata, 1, 1858, pp. 135-148. 

(14) - Sopra alcuni punt i  della teoria del moto dei liquirli. Fireiizr, Gio. Mazzoiii, 1867, 
PI>. 1-99. 

(16) GENOCCHJ (Aiigelo). Di uvm Nota da1 baroae PIANA. C'asi pavticolwi del mx!o dei Ei- 
picidi. Aiiiiali di iiiateiiiatica pura ed applicata, 1, 1%8, plr 383-396. Delle niedesinie quistiüiii, 
seiiza per altro riferirsi agli studî del TARDY, s'era occupato i l  G m o c c ~ r  iii altro lavoro prv- 
cedente da1 titolo : Sopra u n a  formula d i  Lagrauge spettamte al moto de' liquicli ne' urwi iii : 
Aiiriali di  Scienze mateniatiche e fisiche, VILI, 1807, l'p. 396-494. 

(le) La comuiiicazioiie del BORCEARDT fu riprodotta ilitegraiiiieiite iieiia coiiezioiie d ~ i i r  
sue Opere, Berliii, G. Reiiiier, 1888, pp. 465266. Essa si aggira su1 iiiedesiiiio soggetto tlrllii 
dissertazioiie preseritata iiel 1843 da1 Borchardt per il dottorato alla Facoltà filosofic.it di 
Koiiigsberg, della qua1 dissertazioue ilon si pote trovare l'origiiinlr e si conosce i l  solo ti- 
tolo: De integratiowe qun9wadanz aequat ionu~n differelztiuliuwz a t g t r ~  cuiu vmriis r d  theorirtui 
iwteyrnlium el l ip t ico~wm a1~plicationibus. 

('7 JACOBI (Car10 Gustavo Jacob). Sopra le fuuziot~i  d i  Laplace, che risultn»o d a l h  svi- 
Zuppo rlell'espressiune - 

1 
- - 

9 
(a2 -- 2 a a' [cos w cos (p + sen w sen 9 cos (8 - $71 + n'a) . 

Giornale Arcadico, XCVIII, 1844, pp. 59-66. 
- Sulla condizione d i  uyuaylianza d i  due radici dell'equazioi~e cu1)ica. dr&c qurtle rlipeit- 

dono yli ussi  priwcippali d i  u n a  superficie clel second'ordine. Id., X C I X ,  18'U, pp. 3-1 1. 
- S u l  pritlcipio dell'ultimo nd t ip l i ca to~e ,  e suo uso corne muovo principio genernle d i  mec- 

casicu. Id., XCIX, 1844, pp. 199-146. 
Oltre le comuiiicazioiii qui ricordate, il Gioraale Avcaclico coiitieiie ancora, tradotti iii 

liiigua italiaiia, altri articoli del JACOBI, çhe ilel testo originale eraiio già stati piibblicati iii 
riviste scientifiche straiiiere. La notizia degli aiuti, che iiella coiiiposizione de'suoi lavori 
in lingua italiana, ebbe il J ~ c o s r  da1 CHELINI, la appresi dalla r i ra  voce di qiiest'iiltiiiio. 

(la) STEINER (Jacopo). Tewemi  relativi alle coniclze iscritte e civcoscritte. Gioriiale Arcadico, 
XCIX, 1842, pp. 147-161. 

- Del baricentro d i  curuatura cleUe curve p i m e .  Id., C I ,  1844, pp. 1-31, 121-160. fi uiin 
traduzioiie, esegiiita per cura del Dr. Luigi Schlaefli, dall'origilialr tetlesco d i  uiia Meiiioria 

Au~za l i  di Matematica, Serie I I I ,  Toiiio XV. 3 
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l ~ t t a  il 15 aprile 1838 all'Accadriuia delle Scienze di Berlino e poi stanipata iiel Giornale di 
Crelle, XXI, 18M, pp. 3383, 101-133. 

(le) PADULA (Fortunato). R i c e r c l ~  d i  nnalisi  applicata alla yeometria. Napoli, Acc. Sc., 
Reridiconti, III, 1844, pp. 241-256, 322-398, 402-408; IV, pp. 15-92. 

-- Delle curue rli qzmrto graclo che h a r ~ n o  tre punt i  (21: reyresso cli pr ima specie. Napoli, 
Acc. Sc., Rendicouti, 1, 1851, pp. 29-34; id., id., Memorie, 1, 1852-54, pp. 32-18; - Roma, 
Atiilali di Scienze inateinaticlie e fisiche, III, 1859, pp. 383-387. 

- De'pupzti rnultipli rlelle cztrue nlgebriche, Aniiali di Scienze matematiche r fisiche, III, 
1852, pp. 211-231. . 

MOSSOTTI (Ottaviatio Fabrizio). S u r  les forces qzci n2gissent l a  constitution intkvieure 
rles corps. A p e q u  pouv seruir ri l n  clétemninatiotz de la  cause et rles loix de l'nctiorz moléczc- 
laire. Turiii, Inipiriinérie royale, MDCCCXXXVI, pp. 1-36 : - voltata iiell'idionia iiiglene iii 
Taylor, Scient. Mein., 1, 1837, pp. 448-169: - riproclotta iiell'origiilale francesr iii 

ZOLLNER (Fede5c.o). Erkliirung der zctaiuersellera Grnuitntion rcus den statischen. W T i ~ k u n y e r ~  
del- Elektricitiit ~d d i e  allgelneine Retleuttcng des Tïeber'schen Gesetzes. Leipzig, L. Sta. L ~ C  k iiiann, 
1888, pp. 83-118. 

- Leaioni eleinentari d i  Fisica mrcten~atica. Firenze, G. Piatti, 1843-45; 9 vol[. II 
prinio voliiiiie coiiiincia con iiii discorso, dove è riproclott;~ la sostaiiza della Meliloria di cui 
alla nota precedente. 

- Sul prinripio che l n  rifiessione e la rifi-azioue s u  rli una sz~perficie uni;-ifrmrgente 
polarimano 4~elle rlue pmaioni i î ~  cui vien diuiso il raygt'o imci<le?ite rlzce quccnditic d i  lzrce argunli, 
rispettiumnente in rlue piani  ortoyonrili fra loro. Giornale toscaiio di Sc. ined., fis. e iiat., 1, 
l'A0, pp. 330-337. 

- Sulla causa della dispersinne della luce m l  sistewm rlelle onrlzcl@o+ti. Id., 1, 1840, 
pp. 337-341. 

- Dell'azione rlelle forae ~izoleco2a~-i +?ella prorlzczione cle' fenomeni d i  capillarit&. Bibl. it., 
XCJII, 1840, pp. 63-80 ; - Nuovi Aiin. Sc. uat., IV, 1840, pp. 390-419 ; - Taylor, Scient. 
Meiii., III, 1843, pp. 564-577. 

- Nota soprn un fen,omelzo capillare osservato da1 Dr. YOUKG. Bibl. it., XCVIII, 18M, 
pp. 36,5375; - Taylor, Scient. Mein., III, 1843, pp. 578-586. 

- 1 )  Riflessioizi intorno alla forza epipolica. 9) Deduzione delle formole della doppia ri- 
frazioi~e d i  F R E S N E L  clalle equaziolzi yenerali clel movimento dell'etere clissemiwato tasi corpi 
c r $ d ~ t l l i z ~ a t i .  Pisa, 11 Ciineiito, 11, 1844, pp. 42943'7. 

- Siclle proprietic deyli spettri d i  FRAUNHOFER forwtati d a i  reticoli, et1 nnnlisi  della luce 
che somn,+ni~tistramo. Pisa, Ami. Utiiv. Toscane, Sc. cosinologiche, 1, 1846, pp. 181-904: - 
Taylor, Scient. ~ e i i . ,  V, 1858, pp. 435-458. 

- Colnunicazioni sopra alcuni argomenti c2i acustiea e rli ottica fisica. Pisa, 11 Cimeilto, 
IV, 18i6, pp. 97-106. 

- Considerazioni sulle forze d i  eapillaritù e coesioize dei Ziquidi relatiue alle recenti espe- 
rielzze dei sigy. HENRY,  DONNY ed HAGER. Pisa, I l  Ciniwto, IV, 1846, pp. 439-456. 
. - Discussione analitica sull'ir@uenza che I'aziolre d i  un 9nezro clielettvico h a  sulla distri- 
huziot~e dell'elettricità alla superficie d i  più covpi elettrici disseminoti  iqz esso. [1846]. Modena, 
Soc. it. delle Sc. (cletta de' XL), Meiiiorie, XXIV, 1850, pp. 49-74. 

- A e h z e  tle 'paraful~niwi.  Il Nuovo Ci~nento, XVI, 1869, pp. 7479. 
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(Q3 PLANA (Giovanni). S u r  la  distributiola de Z'électt-icité à la surface de ( l e m  sphères corc- 
ductvices complètement isolées. Toririo, Acc. Sc., Memorie, !ka serie, VII, 1815, pp. 71-$01. 
- Sur l a  distribution de l'électricité à la surface intérieure et sphérique d'une sphère creuse 

de  métal et à l a  surface d'une autre sphére conrluctrice électrisée que l'on tieizt isolèe d a r ~ s  sri 
cavité. [1864]. Torino, Acc. Sc., Memorie, serie, XVI, 1857, pp: 57-96. 

('3 DARBOUX (Gastone). S u r  deux  Mémoires (le POISSON relatifs ci la cl is tdmtion de l'é- 
lectricité. Bulletin des Sciences mathématiques, "Lèlne série, XXXI, 1907, pp. 17-28. 

(Os) PIOLA (Gabrio). Sull'applicazione de'principi della Yeccanica Analitica del Lagrn~tgc 
a i  pmncipali problemi. Milano, Regia Staniperia, 1825, pp. 1-XXIII, 1-2502. 

- Trattato su1 calcolo degli inteyrali definiti. Milano, Opusc. mat. e fis., 1, 1833, pp. 73-!)fi. 
169-0200, 973-0296, 345-375; - II, 2834, pp. 105-133, 345-372. 

- L a  Meccanica de'corpi naturalmente estes6 trattata col Calcolo delle variaziot& Opusr. 
mat. e fis., 1, 1832; pp. 201-236. 

- Sui principt e sugli u s i  del Calcolo de' residui (da varie Meinorie del sig. A. L. CAUCHY). 
Milano, Opusc. mat. e fis., II, 1834, pp. 937-260. 

- Nuova analisi  per tutte le qusstioni della meccanica molecolare. Modena, Soc. it. delle 
Sc. (detta de' XL), XXI, 1836, pp. 155-329. 
- Irztortto alle equazioni fondamentali del movimento dei corpi quali s i  vogliono, c o ~ ~ s i -  

derati secondo la  t za tu~a le  loro forma e costituzione. 118451. Modeiia, Soc. it. delle Sc. (tletta 
delXL), XXIV, 1848, pp. 1-186. 

PIOLA (Gabrio) e FRISIANI (Paolo). Sulla meccatiica celeste e sopra UV nuovo cnlcolo chia- 
wn to  « Calcolo dei l imiti*.  (Memoria di A. L. CAUCHY tradotta ed annotata). Milniio, Optisc. 
mat. e fis., II, 1834, pp. 1-84, 133-5209, 861-316. 

BRIOWHI (Fraiicesco). Prefazione a d  u n a  .Memolla postunza rli G. Pro~s,  du1 titolo: 
« Ulleriori considerazioni su1 moto clell'acqua in vasi,  canali  e pumi  ». Miliiiio, Metnorie del- 
I'i. r. Istituto Lombardo di Sc., Lctt. ed Arti, 1." Serie, III, 1859, pp. 883-898; - otl aiichc 
t .  III delle sue Opere matematiche, pp. 119-135. 

('7 VENTUROLI (Giuseppe). Szcll'efflusso dell'acqurr da i  vusi coiiiri in : Bicerche ye»~itefrirlze 
erl idrometriche fatte nella Scuola degli inyeyneri pontifici d'acque e strade l ' a m o  1821. Mî- 
laiio, P. E. Giusti. MDCCCXXII, pp. 1-11. - II Venturoli fin dall'aiiiio 1810 in uii'appeii- 
dice alla seconda edizione degli Elementi d i  Meccanica erl IcZraulica aveva tmttato i i i  geiir- 
rale il probleina del moto di un velo Auido piano, ~ielle solite condizioiii restrittive ricoi- 
date ne1 discorso, ed applicata la teoria geiierale al caso delle pareti rettiliiiee. 

GIULIO (Carlo Igiiazio). Di u n  c m o  particolare della dottrina clell'eflusso dell'acqur~ 
tla'vasi.  Toriiio, Stamperia reale, 1839, pp. 1-38. 

. (%) BETTI (Eiirico). Sopra la  cletenninazione analitica dell'efflicsso dei liquitli per u n a  pic- 
colissima apertura. Annali di Sc. mat. e fis., 1, 1850, pp. 435-443; - od anche t. 1 drl lc surs 

Opere matematiche, pubblicate per cura della R. Accadeiiiia de' Lincei, Ronia, 1!K)3, pp. 3-l(i. 
('O) BIDONE (Giorgio). S u r  la  rlétermitcation théorique de la sectioti coutractée cles uei1tc.s 

liquides. [1899]. Torino, Acc. Sc., Meniorie, XXXIV, 1830, pp. 363-387. 
ORICI (Pietro). Le leygi del moto cagéonato ne'corpi dalla percossa yrafieu~izente (leter- 

ncin«te in : MOZZONI (Andrea), Elementi d i  Fisica yenerak, 7." edizione, 1." liorentiiia, Fi- 
renze, G. e S. Jouhaud, 1841, Appendice, pp. 867-384. 

CODAZZA (Giovanni). Sulla teoria clella propagazione clellci luce ontogorsea l ~ e i  q,tea,-i 
omogenei. hlilauo, Soc. tip. dei Classiei italiaui, 1840, l'p. 1-XII, 1 - l a ,  
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9 )  Cerrzc t i :  Le a ~ n f e ~ ~ ~ d i c l j e  piire e miste nei p r i ~ i ~ i  dotlici Congressi ,  ecc. 

- Esposizio~ze dei pr imip i i  yetzerali suli'equilibrio e su1 w t o  dell'eteve »e1E1interno d e i  
corpi pesaizti. Majocchi, Aiinali di Fis., Chim. e Mat., Milano, 1844, XVI, pp. 858-857. 

- Sulle induzioni  molecolari prodotte dalle ondulaswni  dell'etere. Milano, Giornale dell'i. r. 
Istituto Lombardo di Sc., Lett. ed Arti, m o v a  serie, IV, 1859, pp. 199-5230. 

- Sulla p o l a r i s s w i o ~ e  rotatoria della luce sotto l'infiztenza delle azioni elettromagnetiche. 
Milaiio, Giornale dell'i. r .  Istituto Lombardo di Sc., Lett. ed Arti, nuova serie, IV, 1859, 
pp. 491-538; V, 1853, pp. 299-349. 

- Consiclerazioni sulla possibilitci cZell'esistenza d i  u n  wzezzo nzaynetico neyli spazi vuoti, 
di materia ponderabile. Milaiio, Giornale dell'i. r. Istituto Lombardo- di Sc., Lettere ed Arti, 
iiuova serie, VIII, 1856, pp. 947-5261. 

MENABREA (Luigi Federico). Notions sur  la  machilze analytique de M. Charles BAB- 
BAGE. Bibl. universelle, XLI, Geutve, 1849, pp. 353-377; - Taylor, Scient. Mem. III, 1843, 
pp. 666731. 

GONNELLA (Tito). Opuscoli mateknat2cz. Descriziom? d i  u n a  tnacchitia per quadrare 1~ 

figure piane. Firenze, Gio. Mazzoni, 1841, pp. 138194, cou due tavole. 
(m) CONTI (Pietro). Sulla t'esistenza d i  attrito. Ronia, R. Acc. de'lincei, Atti, 9." Serie, 

II, 1875, pp. lW200, cou 25 tavole. 
- Sulla resistenzu alla flessione della pietru « serena ». Roiiia, R. Acc. de'lilicei, Atti, 

Serie, II, 1873, pp. 408-416, coii uiia tavola. 
(87) PISATI ( ~ i u s e ~ ~ e ) .  Sulla tenacitù del ferro a diuerse temperature. Firenze, Soc. it. delle 

Sc. (detta de' XL), Meinorie, 3.a serie, II, 1869-76, pp. 391-342, con una tavola. 
- Sull'elasticità. de' metalli a diverse tewzperature. Palernio, Gazzetta chimica italiana, VI, 

1876, pp. 2c3-32, 57-88, 176-196; VII, 1877, pp. 61-89, 173-188, con tre tavole. 
- Ricerche speriwzer~tnli sulla tenacità cle'metalli a diverse temperature. Roina, R. Acc. 

de' Liiicei, Meinorie, 3." serie, 1, 1877, pp. 179-194, con una tavola. 
PISATI (Giuseppe) e Puccr (Enrico). Sulla lunylzezza del pend010 n secoudi. Roma. 

R. Acc. de' Lincei, Mernorie, 3." serie, XV, 1885, pp. 57-231, con quattro tavole. 
- Sulla lunyhezza del pend010 semplice a secolctli in Roima. Esperienze eseguite d i ~ i  pro- 

fessori G. PISATI ed E. Prrcci, pubblicate per cura di Viiiceiizo Reina. Ronia, R. Acc. dei 
I~incei, Meiiiorie, 5." serie, 1, 1894, pp. 3-169, con una tavola. 

CEHBONI (Giuseppe). Sull'orditcccmsr~to della contubilitb del10 Stato. Firenze, Giuliitni, 
1866, pp. 1-60, coii nna tavola. 

- Pri tni  saggi d i  bgis~noyrccfia p e s e n t a h  all' X I  Cotbgresso deyli Sciewiat i  i taliani.  Fi- 
renze, Tip. La Miiierva, 1873, pp. l-&. 

- S u r  l'importance d'uilifier les études de l a  comptabilité. Ronla, Eredi Botta. 1887. 
pp. 1-292. 
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Sul le  equazioni  integrali. 

( I l i  GIUSEITF, LBC~IICELLA, CG Cata)~ia.) 

O r  soli dieci a m i  il prof. VULTEHHA iiella sua Menioria : S o p n  nlciiiic 
qztistioni di inversione tli  inle~grnli d e f i d i  (*) scriveva: « 11 seguire le ~icent lc  
clel probleisa delle inversioiii degli integrali definiti potrebbe dar luogo ad 
una pagina istruttira ed interessaiite di storia dell'analisi, giaccliè una tale 
ricerca intimaiiiente legata alla iiitegrazioiie delle equazioiii differenziali, agli 
sviluppi in serie e ad uoa classe estesa di quistioni fisieo-inateniatiehe si è 
imposta di frequente all'attenzione dei geonietri B. L)a allora il detto pro- 
bleiiia di inversione lia fatto progressi in~iiiensi per opera principalniente 
del10 stesso VOLTEKHA e del FREDHOLM; ed il campo delle applicazioni di 
esso prol~lenia alla fisicü-mateiiiatica ed all'alialisi è ora divenuto cosi vasto 
ed iinportaiite, clie la pagina di storia di cui 11aila il VOLTERRA sarehbe oggi 
di grande i~iteresse, al fine sopra tutto di coordiriare con i risultüti generali, 
elle si liüuiio sulla teoria delle ecluazioiii integrali, i varii ed interessanti pro 
bleini, che si possono fare dipendere da yuesta teoria e che furono già trattati 
con criterii disparüti. Uii l>i.illaiite capitolo di tale storia dell'aiialisi è stato 
scritto appunto da1 prof. VOLTERRA iiell'Art. 1 (SS 1, 8,. . . 9) della sua citatn - 
hIemoria. 

Il coiiipito assai iiiodesto clie io qui iiii propoiigo è di esporre i piil 
iiotevoli tra i risultati geiieiali fin ora ottenuti (**) su1 prohlen-ia delle inver- 
siorii degli integrali definiti e siille sue applicazioiii, feriiiaiidonii 1111 po' di 
più sulle applicazioni ai probleiiii di fisica-iiiateiiiatica. La coiisideruzioiie di 
1111 importante probleii-ia di fisiva-iiiüteinatica mi dar i  iiioltre occasioiic t l i  

proporre 10 studio di una iiuova equazioiie integrale. 
1 probleini di inversioile di integrali definiti, dei quali parlereiiio, pos- 

(*) Amf~ali  rli Mntematica, Serie Y,.", Vol. XXV, 1597. 
. (**) Il presente articolo f ~ i  scritto ilell'Agosto del10 scorso aiino e fu letto iiel 1 Coiigressn 

(di Parma) della SocietCc Italima per il proyvesso delle sciet~ze. 
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sono cosi enunciarsi: date  a d  clrbitrio m a  futmione + (~r) del campo  reale 

qzccclsiasi T b  ed zcna funzione G (a, y) dei  pudi del quccdrccto, deterrr~innto 
dcdle rette x = cc, x = b, y = a, IJ  = b, trovare zozn funxione cp (y) del carq)o  

n b, tale che s i  abbin  

Le ecluazioiii (1 )v, (S),, si chiainano equasioni  in tegrnl i  del t ipo Volterru,  
le equazioni ( l ) ~ ? ,  ( 2 ) ~  e y ? m z i o r ~ i  in tegrnl i  del t ipo F r e d h o l m  II)HIT,HIw~' poi 
c.liiarua eycaz iou i  i n t e g r d i  d i  1." specie le ( l ) v ,  ( l ) ~ ,  equazioni  i t l tcgmli  d i  

%."specie le ( 2 ) v ,  ( 2 ) ~ .  Allia c f  (x, y) è stata data clal prof. PINCHERLE la. de- 
nominazione di f ,anrio.ne caratterist ica,   HILB HILBERT 1â denoiiiiiiazioiie di Icern 
(perno) .  In ci6 che segue noi adottereriio quella del PIKCHEHLE. 

ABEL ne110 studio di un certo probleina meccanico, clle coinpreiide conie 
cüso particolare quel10 del tautocronisino, si iinhattè in una equazione iiite- 
grale, clie si pud ottenere dalla ( l )v ,  ponendo: 

ouesta equnzione, coiiie è noto, fu iisoluta clallo stesso ARET, e p i ,  con 
metodi diversi, da altri au to~i ,  clie ne fecero le più svariate ecl elegaiiti nli- 
plicazioiii. 

Per circa GO aniii l n  fortnolü di risoluzione di  ABEL costitul l'utiico eseinpio 
tli inversione di iiitegrali clefiniti con liiuiti variahili. Ne1 1884 il SONIKE (") 

(*) Sur la ydnirnliscction cl'zose fortnule d'Abel (Acta math., 4, 1884). 
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con P ( t )  fuilzione svi1uppal)ilr i n  serie tli 1Z it:r,.icHis. Questa peiiei-alizz~i- 
zioiie « segiib un vero e ~)iwl)iaio passo iiellit qi~istioiie tlrll'invei-sioiie >,. 

Pure ne1 1884 il prof. TTor,~~:~ii.i (") drtte 1111 iiietotlo lier iisol~ ere l'e- 
yuazioiie ( l ) F .  Tale iiietotlo, iiitlipriiclriite tlalla iiatiii.a tlellii fiiiizioiie t ( x ) .  

ne1 ricoiidurre la. iisoliizione tlellu ( 1 I k  alla ritdei-ca di üiia fiiilzioiie 
A (5, a) tale clie l'integrale 

risiilti intliperitlente t h  a .  

Il prof. LEVI-CIVIT-A verso lit fine tlel 189.-) iicgli A f f i  rlellrr K. Acc. del le  
Sc. d i  l'orirzo (**) dette un nietorlo, clip piiU coiitliii-1.e all'iiiversioiicl tlcgli iii- 
trgrali (1 )177  (l)l,., q~iaiitln la fuiizioiie G (s, y) soiltlisf;~ i l i l  iiii'ecliinzioiitl i i I I i ~  

tleiiw te purziüli a \-a i.iul)ili separate. 
Tale nietodo Egli npplicb al10 stiidio delle equiizioiii (1) l - ,  ( 1 ) ~  iiel ciiso t l i  

Le cose stavaiio a questo puiito, quaiiclo ne1 Geiiiiilio del 1890 il pi-O- 
fessore VOLTERRA (***) pubblicb la Sun foi.iiiola geilei.de di risoluzioiie tlel- 
l'equazione (l)v, estendendola al caso in cui la G (x, I/) per x = r/ diviene 
iilfitiitn di ordine iiiferiore ad 1. In due successive Kote dei Rendiconti  dei 
Lincei (****) Egli dette la formola. generale di risoluzioiie tlell'equazione ("LI., 
diiilostrb che la risoluzione dell'eqiiazioiie ( 1 ) ~  s i  pub in generale i.icoi!cl~irre 
a yuella della (2)17, ed estese i Suoi risultiiti cti sistemi di eyiiazioiii dei dile 
tipi ( l ) ~ ,  (2)v ed a l  caso di caiiipi a più ditiiensioni. 

I risultati generali del VOLTERRA sull'eyuazione (l)~ dànno coi-iie caso 
eccezionale quel10 in cui il litnite inferiore della funzione G (x, x) iiel caiiipo 

(*) Sopm un problemu di elettrostaticu (Acc. dei Liiicei, Traiisiiiiti, Serie 3.", Vol. VIII). 
(**) Sttll'inuersione rleyii iiitegrali clefiniti +&el cumpo veule (Atti della R.  Bcc. delle Sc. 

d i  Torino; Vol. XXXI, 1893-96). 
(***) Sull'i~wer-siol~e degli idegruli defii~iti (ibid.). 
****) Serie 5.", Vol. V ;  1806. 
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24 L a u r i c e  1 1  a : Sulle equnzioni integra là. 

ab é Io zero; ed il VOLTERRA stesso in due Note, pubblicate negli Atti della 
R. Acc. delle Sc. d i  Torilzo nei niesi di Marzo et1 Aprile del10 stesso aniio, 
esaminb yuesto raso disciitendolo in tutti i suoi clettagli. 

Riassuino qui i risultati del VOLTERRA sulle equazioni j l)v,  (9jv con le 
Sue medesinie parole (*). 

* Il iiietotlo clle 110 seguito e fondato sopra tre principii foiidaiiientali. 
PKINCIPIO DI CONVERGENZA. S e  S ,  (x, J) ,  u < x < y, a < y < b è u n u  fi.c)/- 

xione finita.integraMe e a partire d a  esscr si  calcolano successioar~ie~ite le: 

Si sceric indipendente d u  j e la  serie 
m 

S,, (x, y) = - 2; Si (x, y), 
O 

s c r h  ui.ciiformemente convergente e rcrppresente~à unn f~c~îziotie infeyrccbile. 
PHINCIPIO DI ~ C I P R O ( : I T ~ .  S e  s i  opera s~ t l l a  s, (x, y) corue s i  è ol~eruto 

s d l a  S, (x, y), cioè se si forma : 

s i  ritroucc la funziorze p r i~~ t i t i ua ,  vale a dire s i  ha : 

e le due fzenzioni S,, (x, y) ,e s, (q y )  soao leyate dal la relaxioize : 

(*) Metnoria citata degli A*~~iul i  di Mutejtzuticu. 
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Lauricella : Sulle epuazioni integrnli. 25 

si inverte in una maniera unica mediante la fornzola : 

Questi tre . principii sono estensibili al caso di un sistema di funzioni, . .. 
Uiia ulteriore estensione pub poi ottenersi considerando, inrece clie uoa 

funzione O un sistema di funzioni di una coppia di variabili, unn funzione 
O un sisteina di funzioni di 1w coppie di variabili : . . . 

Coli questi principii si ricoiiduce la risoluzione dei varii problen-ii d i  
inversione, qualunque sia il nuinero delle funzioni incognite e qualunque 
sia il nuinero delle variabili da cui esse dipendono ad operazioni successive 
di quadratura. 

Ne1 caso più seinplice che poôsa presentarsi si ottiene il teorenla: 
Se si ha la equazio~e funzionale : 

i n  cui f (y) e f '  (y) si mantengono finite e continue per y c o m  reso fra a e 
aH a + A e  H(z ,  y) e-=H,(x,y) sono purefinite pery>x>a, = + A > y > r ,  
a Y 

e quest'ultima è integrabile, gnentre è gnaygiore di zero il liwite inferiore dei 
vatlori assoluti d i  h (y) = H (y, y), esisterà una ed una sola funzione finita e 
continua ? che soddisfa l'equazione funzionale per y cowpreso fra a e a + A, 
la quale sarà data da : 

i n  cui : 

Ne1 caso particolare in cui H ( x ,  y) assume la f o r m  F [i (x) -1 (y)] 
questo teorenia si specializza . . . 

A w z a l i  d i  Matenzatica, Serie III, Toino XV. 4 
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96 L a u r i c e l l a  : Sulle equazioni integrali. 

Il caso in cui H (x, y) diviene infinito per x = y ,  in modo che si possa 

porre H (a, y) = (a' y )  can G (x, y) finita e 1 < 1, e che eomprende in sè 
(a - Y 1). 

evidentemente il caso di SONNE e quindi quel10 di ABEL, si pub ricondurre, 
con uno speciale artifizio all'analisi precedente, ed in ta1 modo si ottiene il 
teorema : 

S e  s i  ha l'equazione funzionale : 

in cui f (y) e f' (y) s i  mantengono finite e continue per y  compreso fra a e 
i3G 

a + A ( A  > O )  ; e G (s, y) e -- = G, (x, y )  sono pure finite e continue per 
8~ 

tutti  i valori d i  x, y, compresi entro i linziti a e a + A, rnentre è magyiore 
d i  zero i l  limite inferiore dei valori assoluti d i  g (y) = G (y, y) per y cornpreso 
nello stesso interuallo, esisterà u n a  ed u n a  sola funzione finita e continua cp 
che soddisfa l'equazione funzionale per y compreso fra a e a + A ,  ln  quale 
sara  data d a  : 

2 

sen h z  1 w 
y(%)=-- j 

s ( 2 )  
f '  (x) & T< (x, 2) X, 

O 

in cui : 

sen1  x 1 
4% (y, 2) = - - s ( 2 )  Y .. 

Questa proposizione, allorchè G (x, y )  ha la forma P (x - y), si spe- 
cializza . . . 

Finalinente se H(x ,  y) si annulla per x =y,  il problema dell'inversione 
pub in taluni casi riescire deterininato, in altri no, e la discriminazione di 
essi pub ricondursi ad operaziorii algebriclie. II teorema fondamentale che 
si ha a questo proposito è il seguente. 
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Laur i  ce1 1 a: Sulle equazioni iwtegrali. 87 

Abbiasi la equnzione funxionnle : 

in  cui: 

w n i 

H (x, y) = xi ai xi yWpi + j r  xi (x, y), 
O n 

essendo le a; quantità costc6nti. 
Se f i  (y) e Li (x, y) e le loro derivate rapporto ad y sono finite e continue 

per x cotnpreso fra O e y e y compreso fra O ed a, mentre i n  questo inter. 
val10 h (y) = H(g, y) .non si annulla che per y = O, esisteric una ed uwa sola 
funzione finita e continua che soddisfa la (25) quando tutte le rndici dell'e- 
quaxione algebrica d i  yrado n :  

essendo finite e differenti fm loro, auraMn0 le parti reali positiue. Iwece, se 
le radici della equazione precedente saranno finite e diverse fra loro, fiha una 
O pi& d i  esse avranno la parte reale negativa, allora i l  yroblesca d i  dedwrre 
<p (x) dalla (85) sarà indeterminato. 

L'effettiva risoluzione dell'equa.zione funzionale (Bo) quando le condizioni 
stabilite da1 precedente teorema affinchè il prohlema sia deterniinato, sono 
soddisfatte pub eseguirsi riconducendo la quistione ad un'altra analoga per 
la quale sia verificata la. condizione H(y, y) 2 O. n 

Osserveremo, ancora col VOLTERRA, che « la quistione di riconoscere se 
le parti reali di un'equazione algebrica a coefficieiiti reali lianno tutte 10 
stesso segno è stata trattata e risoluta in nianiera coiiipleta ed elegante da1 
prof. HURWITZ (*). Applicando il criterio di HUHWITZ si pub giudicare a priori 
che la quistione d'inversione è deterniinata, eseguendo solo operazioni ra- 
zionali nei coefficienti a,, a ,,..., a,,. r> 

Nella medesiina Menioria degli Annali d i  Mate~natica il prof. VOLTERRA 

(*) Ueber die Bedir~yunyen,  unter m e l c h e ~ ~  eine Gleichung n u r  Wurzeln  mit neyatiuen veellen 
Theilen besitz von A. HURWITZ (Math. Aniialeii; Bd. 46, S. 273). 
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88 Laur  icel E a ; Sulle equazioni integrali. 

estende il Suo metodo alla risoluzione di eyuazioni integrali con ambeclue 
i limiti variabili, ed applica i Suoi risultati generali ad alcuni casi nei 
quali le operazioni di quadratura, che compariscono nelle formole di ri- 
soluzione, si eseguiscono con facilità. Noi qui tralascererno l'esposizione, 
anche riassuntiva, di tali nuovi importanti risultati del VOLTERRA, e passe- 
remo a dare un cenno di alcune tra le più interessanti quistioni analitiche, 
che si possono ricondurre alla risoluzione di equazioni integrali del tipo 
VOLTERRA. 

Il prof. DINI (*) guidato da1 concetto clle mosse il BELTRAMI nell'esten- 
dere le ricerche dello SCHL~MILCH sugli sviluppi in serie di funzioni di BES- 
SEL (**), « dopo aver ottenuto sotto una forma generale 10 sviluppo in serie di 
funzioni reali passa ad integrare termine a termine le dette serie, dopo averle 
moltiplicate per una funzione arbitraria. Ottiene in ta1 rnodo nuovi sviluppi, 
Se quello primitive è 

i cui coefficienti A, possono deterininarsi dipendentemente dalla f (x), e se 
4 (q 6) è la funzione moltiplicatrice, si ottiene in ta1 modo 10 sviluppo in 
serie della funzione : 

(11) 

il quale sarà della forma : 

avendo posto : 
E 

Se si potrà ricavare la f (x), cjuando sia scelta la P ( 9 ,  avremo il modo 
di calcolare i coefticienti dello sviluppo in serie (12) mediante la funzione 
da svilupparsi P (5). 

(*) Annali delle Universita Toscar~e. 
(**) Cfr. cit. Memoria del VOLTERRA negli Amali di Mat., pag. 146. 
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Lauricelln : Sulle equazioni integrali. 529 

La possibilità dunque della inversione di una equazione fiinzionale della 
forma (11) rende in generale possibile il passaggio da certi sviluppi i cui 
coefficienti sanno ricavarsi dalla funzione da svolgersi in serie, a nuovi svi- 
luppi i cui coefficienti godono della stessa proprietà, N 

11 LE ROUX nella. sua Memoria: Sur les intégrales des epfcations linéai- 
res .  . . (*) si propone la seguente quistione : dato un integrale (della specie 
che Egli chiama principale) z (x, y, a) dell'equazione 

dipendente da una costante arbitraria or, determinare una funzione f (a) in 
modo che l'integrale 

che allora soddisfa alla medesima equazione (A) ,  per y = y, si riduca ad 
una funzione data $J (x). 11 LE Roux, dopo di aver osservato che la quistione 
proposta equivale, come è evidente, alla risoluzio~ie dell'equazione (l)v,  di- 
nlostra che la risoluzione di questa equazione integrale si pub fare dipeii- 
dere dalla risoluzione dell'equazione (B)v, supposto che il limite inferiore di 
G (x, x) sia diverso da zero; e poi passa alla risoluzione dell'equazione ( 2 ) ~  
col metodo delle approssimazioni successive. In ta1 modo Egli dimostra l'e- 
sistenza di una soluzione dell'equazione integrale (2)" per x - x, ininore 
di una determinata costante. 

La Memoria di LE ROUX precede di alcuni mesi la pubblicazione dei ri- 
sultati del VOLTERRA. il quale non conosceva allora tale Memoria. 

1 risultati del LE ROUX, considerati come anteriori a quelli del VOLTERRA 
segnano un notevole progresso ne1 problema generale della risoluzione delle 
equazioni ( i ) ~ ,  ( 2 ) ~ ;  per6 sono i risultati generali del VOLTERHA che cornple- 
tano esaurientemente 10 studio di tale problema. Infatti il LE ROUX si è li- 
mitato a considerare solo il caso in cui il limite inferiore di G ( x ,  x) è di- 
verso da zero, ed ha trovato che i Suoi risultati valgono solo per x -x, 
inferiore ad un certo limite. Quest'ultiina liinitazione dipende da1 fatto clle 
il LE ROUX paragona la serie, che risolve l'equazione integrale ( 4 ) ~ ,  ad una 

(*) Anmales de 1'Éeob Normale Supérieure, S. 3.&, T. XII, 1893, 
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serie geonietrica; mentre il VOLTERRA riesce a dirnostrare che la Sua serie 
converge coine una serie esponenziale. 

Per ultimo iiidicherb breveinente col BATEMAN (*), coine l'integrazione 
dell'equazione differenziale lineare generale di ordine n 

si pub ricondurre alla risoluzione di un'equazione del tipo (9)v .  
Se si nioltiplicano ainbo i rnembrrdella (B) per xl '(r  <n) ,  e si integra 

lungo il calninino che va da GC ad x, si trova: 

dove pz (u) = O è l'equazione aggiunta della (B), e dove 

, 
Facendo nella (C) r = 0, 1, 8, ..., n - 1 ed eliminando dalle n equazioni, 

d'"y d l l  
che cos] si ottengono, le -,, - .  . , - - 9  risulta la particolare equazione in- 

d x  d x  
tegrale del tipo (2)v: 

con Q,,-, (x) polinomio di grado n .- 1. 
Passando ora alla considerazione delle equazioni del tipo FREDHOLM, 

rammenterb dappriina il iiietodo del VOLTERRA per la risoluzione dell'equa- 
zione (l)F, precedentemente menzionato, il quale stabilisce, in certo qua1 
modo, un leganie tra le equazioni ( l )v ,  ( l ) ~ ,  e pub condurre in certi casi 
alla risoluzione dell'equazione (l)F; e rainnienterb ancora 10 studio sulla 
equazione ( 1 ) ~  del prof. LEVI-CIVITA, del quale pure facemmo inenzione. 

(*) The theory o f  integral epuatwns (Proceedings of the London Mathematical Society ; 
S. %a ,V~l .  4.'' Par.%"). 
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Laurice 1 la: Sulle equnzioni integrali. 31 

Il FREDHOLM in una brevissiina Nota del Gennaio 1900 (*) risolve I'e- 
quazione integrale del tipo ( 2 ) F  in modo veraniente semplice e sorprendeiite. 
Fer potere seguire il FREDHOLM nelle sue splendide ricerche, importa notare 
anzitutto che il problewm di Neumann quale fu enunciato da1 POIRCAHÉ nella 
Sua celebre Meinoria degli Acta mathematica (t. 40), si pub considerare coine 
un problema di inversione di integrali definiti del tipo : 

con h parametro arbitrario. Il FREDHOLM nella Sua Nota ramiilenta che il 
doppio strato, il quale risolve il problema di NEUMANN, come dimostrb il 
POINCARÉ, è una funzione meromorfa d i  A ;  per conseguenza la densità di 
esso doppio strato deve anch'essa essere una funzioiie meroinorfa di A ,  e 
deve quindi potersi espriinere mediante il quoziente di due funzioni oloinorfe 
di A. Ci6 premesso, Egli scrive le funzioni oloinorfe di A, che sono rispetti- 
vamente numeratore e denoininatore della frazione, che rappresenta la so- 
luzione dell'equazione integrale generale (D). 

Ne1 nietodo di FREDHOLM l'equazione (D) è considerata coiiîe limite di 
lin sistenia di equazioni lineari : 

Difatti il nuineratore ed il denoininatore della forniola. di risoluzioiie del 
FREDHOLM sono espressi per rnezzo di due serie, clie si possoiio ottenere 
dalla forinola generale d i  risoluzione del sisteina (D)' con pnssaggio al 
limite. 

Il FREDHOLM, scritte queste due serie, ne di~nostra la convergenza uni- 
forme in tutto il piano della variabile cornplessa X con l'aiuto di un impor- 
tante teorema di HADAMARD su1 limite superiore del niodulo di un deterini- 
nante; e poi verifica che la frazione scritta soddisfa effettivamente all'equa- 

(*) Sur une nouvelle méthode pour la résolutto~z du  probléme de Dirichlet (Oefversigt of 
Koiigl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar lm; N . O  1 ; Stockholm). 

(**) Il prof. VOLTERRA, nei suoi citati larori del 1896, considera pure l'equazione inte- 
grale ( 1 ) ~  coine limite di un' sistenia di equazioni liiieari, al fine di giustificare, in certo 
modo, la singolarità che presenta la ( l ) ~ ,  quando il limite inferiore di G (x, x) è 10 zero. 
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39 . Laur i ce i l  a :  Sulie equazioni integrali, 

zione (D) per tutti i valori di ?,, per i quali il denominatore, che Egli chiaima 
determinante delrequazione (D), è diverso da zero. 

Diinostra in seguito che per i valori di 1, per i quali il deterininante 
dell'equazione (D) si annulla, l'equazione integrale oinogeiiea: 

ammette sempre qualclie soluzione y (s) non identicamente nulla.. 
Cid premesso, prova che ne1 caso del problema interno d i  Dirichlet la 

corrispondente equazione integrale ornogenea (E) non amnette soluzione 
alcima diversa da zero, e ne conclude quindi che l'equazione (D) ne1 caso 
del problema interno di Dirichlet aininette una soluzione. 

Il noto metodo di NEUMANN, applicato da1 POINCARÉ alla risoluzione del 
problema di NEUMANN, dà la risoluzione dell'equazione (D) per i valori di il 
di niodulo inferiore al niodulo del valore di 3, più vicino al10 mro,  rhe an- 
nulla il corrisponden te deterniinante. Il  KELLOGG (*) dilnostra la coincidenza 
della serie clie dà il inetodo di KEUMANX nella risoluzione dell'equazione 
integrale (D), con quella data da FREDHOLM. 

Ne1 1903 il FKEDHOI,M in una bellissirna Memoria degli Acta snathematica 
(t. 97) riprende 10 studio dell'equazione (D) nella fornia ( 9 ) ~ .  Introclotto il 
solito deterininante DG nell'ipotesi di h = 1 e introdotte alcune serie, ana- 
loglie al determinante DG, che chiama minori  (dei varii ordini) del detern-ii- 
nante, Egli stabilisce alcune relazioni fondainentali tra questi ininori ed il 
deterininante, suggerite dagli sviluppi della Sua pritna Nota. 

Allora, interpretando il pritno iiieinbro dell'equazione (9)F corne una ope- 
razione SG eseguita sulla funzione cp (a), deduce dalle dette relazioni, con 
tutta seinplicità, i seguenti risultati generali : 

1 . O  se i l  detelrlzinante dell'equazione (2)F è diverso d a  zero, questa equcc- 
ziome ammette u n a  soluzione ed m a  solamente, ch.e s i  ottiene eseguendo sulla 
funzione data $ (x) u n a  determinante operazione, analoga alla S G ;  

8.' la  condiaicme necessaria e sufiiciente afiinclaè esista u n a  soluzione 

(*) Zur Tlzeork 

Nachrichten, 1909). 

der Iuteymtgleichuizg A (8, t )  - A (s, t )  = ,u A (s, r)  A (r,  t )  d r (Gtittiiiger i 
0 
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n o n  identicamente nu l la  dell'eqmnzione olizogenea : 

è che sia DG = O ;  se n è r o r d i n e  del p r i m o  swinore d i  Dr;, c71e sicc diverso d a  
zero, l 'equazione omoyenea (E) '  a s m e t t e  n soltczioni y , ,  p,, ..., p., l inenrnzenfe 
ind ipenden t i  ed n solnnzente. 

Preinessi questi risultati, tcirna ad occuparsi della risoluzione dell7equn- 
zione (!2)F ne1 caso di Ba = O. In tale ricerca è condotto a considerare l'e- 
quazione integrale omogenea (coni?qatcr) 

(E)" 

che si ottiene dalla (E)' scaiiibiando nella funzione caratteristica G (x, y )  la x 
con la y ,  e trova : 

3.' l 'equazione (E)"  antwzette nlzche essa n soluzioni $, , $,,. . . , +,, n o n  
identicantente ~zul le ,  l inearmente ind ipenden t i  ed n solamente; 

4.' condizione n e c e s s n ~ i a  e swflciente amnchè  i'eqzmzione (9 )F  c l~umet ta  
una soluzione è che l a  d a t a  funaione + (x) soddisfi  ulle n cond i z ion i :  

Nella stessa. 

I $ i ( ~ ) . + ( ~ ) d % = O ,  ( i = I , g  ,..., n). (FI 

Meiiioria. il FREDHOLM riconcluce, coi1 artifizio ûltrettaiito 
seniplice ed elegaiite, il caso di un sisteina di equazioiii del tipo (42)F al caso 
di uiia sola equazioiie del10 stesso tipo; ed in firie esteiide i Suoi risultnti 
al caso, assai frequente iielle applicazioni, iii cui la  fuiizione caratteristica 
diviene infinita di ordine inferiore al yriiiio pi' x: = y.  L'annlisi relativa a 
questa estensione Egli coinpleta ilel solo caso i i i  cui il deterininailte dell'e- 
quazione integrale è diverso da zero. 

Il PLEMELJ (*), guidato dni risultati di FHEDHOLM, ripreiide 10 studio 
dell'eyuazione (D). Precisamerite Egli consitlern i'equazione, clie cliiaiiie- 
rem0 (D),, analoga alla (D), la quale lega la fuiiziorie caratteristica G (x, y )  
con la funzione caratteristica della forinola di risoluzione della (1)). Deduce 
dapprinia la soluzioiie di tale equazioiie col iiietoilo di NEUMANN, ed ese- 

(*) Zur theorie tler FrecZhdinsclzen Fu~zklior~nlyleiclzuiiy Monatshefte für Natlieiiiatik uiid 
Physik; XV, Jahrg.). 

Aqznali di Mutematica, Serie 111, Toino XV. 5 
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guisce poi il prolunganiento analitico di qiiesta soluzione. 1 nu014 risultati, 
che in yuesto modo ottiene, si possono cosi riassumere: se i l  valore A = A, 
è radice  d i  ordine  p dell'equnzione DaG = O ed n è l 'ordine del p r i m o  wzinore 
d i  DaG che n o n  sin ident icamente  nul lo ,  l a  f w a i o n e  carntterisf ica della for- 
)nola, che risolae l'equazione ( D ) ,  cioè l n  sokuxione dell'equazione ( )  azwà 
l a  fortua : 

con P (x, y) funzione finitn per  'h = A,,  e dove le soluzioni p l ,  y ? ,  . . . , y,, del- 
17equanione owbogenea (E)'  e le soluzioni +, , +, , . . . , +,, dell'equazione omogenen 
coniugata  ( E ) "  sono de terwina fe  in m o d o  cke, come p u 6  senzpre farsi, soddi- 
sfacciano a l la  proprie ta  (detta d i  ortoyonalitic) : 

1 per r = s, 0.. (4 4". (2) d x = / O  » r = s .  

Estende poi, con tutta facilità, i Suoi risultati al caso in cui la funzioiie 
caratteristica diviene infinita, discutendo in particolare anche il caso in cui 
il cleterrninante DaG si annulla. 

Colne si vede, i nuovi risultati del PLEMELS sono un notevole coilîple- 
mento di quelli del FREDHOLM. 

11 contributo portato da HILBERT e dai Suoi scolari al10 studio dell'e- 
qimzione integrale (D), principalniente per le splendide applicazioni all'ana- 
lisi, è talnîente vasto ed importante, da meritare una lunga e dettagliata 
esposizione. Perb io dehbo qui restringere molto i lirniti di tale esposizione 
per non dare troppo lunghe proporzioni alla presente comunicazione e per 
non trascurare d'altra parte alcune quistioiii delle quali voglio parlare. 

Nella Sua. prima comunicazione dei Nachrichten di Gottinga (1904) ~ 'HIL-  
BEHT, guidato dai criterii che eonclussero il FREDHOLM alla risoluzione del- 
i'equazio~ie (D), parte da1 problema della trasfornîazione ortogonale di una 
forma quadratica di n variabili in una somma di quadrati, e, col pnssaggio 
al limite, arriva al seguente teorema fondamentale : s iano  x ( s ) ,  g (s )  d u e  
fufizioni arbi trar ie  ta l i  che i d u e  i n t e g r a l i :  . 
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si mantengono inferiori ad una qunnfitic positiua, che si pu6 fissare, e sia 
G (s, t )  unn fztnzione siwwcetrica di s e di t ;  allora si ha : 

dove le X,, sono i vnlori d i  1 che nnnullnno i l  determinante DAG, le lp, sono le 
soluziol.zi dell'eqzcazione : 

deternçinate con la condizione : 

b 

e dove ancora la serie del secondo medwo è assolzctan~ente convergente. 
Da yuesto teorema deduce importanti criterii di sviluppibilità di una 

funzione in serie di funzioni rq,, , tra i quali citer6 il seguente: 
Se G (s,  t )  è un allgemeiner Kern, ossia tale che, data una quantitic po- 

sitiva arbitrariancente piccola s ed una qualsiasi funzione continua y (s),  esistn 
sempre una ficnzione continua h (s )  tale che si abbia : 

e se f (ô)  è una funzione clze si pub inettere sotto la forma : 

f ( 8 )  = G (s, t )  k ( t )  d f J' 
con h ( t)  funzione continua, allora si auric : 
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e la serie al secondo neembro saric convergente assolutat,~ente e uniforme- 
mente. 

In questa medesima comunicazior~e considera, in modo estremaniente 
elegante, il caso in cui la funzione caratteristica G ( s ,  t )  per x = y diviene 
infinita di ordine inferiore ad '1 , .  

Nella seconda coiriunicazione introduce l'espressione differenziale: 

d u  

L (u)  = 
d x  

e la funzione di GKEEN relativa all'equazione L (u)  = O con dati condizioni 
ai limiti a, b del campo di variabilità; e stabilisce i seguenti risultati: se la 
funzione d i  GKEEW relativa all'equasione L (u)  = O viene considerata corne fun- 
zione carrctteristica dell'equazione ( 1 ) ~  e la funzione # (%) è finita e continua 
e derivabile due volte, esisterà una soluzione d i  questa equazione ed una so- 
law&ente, che sarà data dalla fonnola : 

se la medesima funzione d i  GREEN viene conaiderata couple funzione caratteri- 
stica dell'equazione integrale ( D ) ,  la funzione caratteristica della fon»ola d i  
risoluzione d i  questa equazione è uguale alla funzione d i  GKEEN relativa al- 
llequa.zione : 

L(u) - lu=O.  

In seguito osserva che le funzioni y , ,  introdotte nella comunicazione 
precedente, rappresentano qui le soluzioni delle equazioni: 

e quindi, applicando i Suoi teoremi sugli sviluppi in serie ed estendendo 
ancora. i Suoi risultati sull'espressiorie L (u)  al caso delle due dimensioni, 
ottiene coine casi particolari i noti sviluppi di una funzione arbitraria in 
serie di funzioni trigononietriche, di BESSEL, sferiche, di LAMÉ, quelli in serie 
di funzioni annoniche di POINCARÉ, ecc. 

Nella terza comunicaxione applica la teoria delle equazioni integrali alla 
risoluzione del problema di R~EMANN, limitandosi alla trattazione del pro- 
bleiiia di determinare una funzione di variabile cornplessa in un'area piana, 
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con la condizione che al contorno la parte reale zc e la parte itnniaginaria a 
soddisfacciano alla condizione lineare : 

a (s) . zc (s) + 6 (s) . u (s) + c (s) = 0, 

essendo a (s), b (s), c (5) date funzioni, sottoposte a certe restrizioiîi. 
Prima di parlare, per quanto assai brevemente, delle due ultime e re- 

centi comunicazioni di HILBERT (*), è opportune che io qui faccia nienzione 
di un interessante lavoro di EHHAHD SCHMIDT (**), il quale si riconnette con 
i risultati delle due prinie coniunicazioni di HILBERT. 

Lo SCHMIDT servendosi di disuguagliai-ize analoghe a quelle ben note di 
SCHWARZ, ritrova i risultati di HILBERT sugli sviluppi in serie, togliendo in 
particolare la condizione che la funzione G (s, t) sia un ullgeweiner Kern, e 
dà, per il caso di G (s, t )  funzione simmetrica la seguente elegante forinola 
di risoluzione dell'equazione (D) : 

In seguito estende alcuni dei Suoi risultati al caso di G (8, t )  funzione 
non simmetrica, introducendo le due funzioni caratteristiclie date dagli in- 
tegrali : 

b b 

G (8, r )  G (t, r) d r, - G (s, t) G (r, s)  G (r, t) d r 

e sostituendo alle funzioni cp, di HILBERT una sei'ie di coppie di fiinzioni 
P,, +, tali che 

b b 

Tornando ora ai lavori di HILBERT, diremo breveniente che nella quarta 
comunicazione fa una trattazione sisteinatica delle fornie quadraticlie con 
infinite variabili; e che nella quiiita comunicazione Egli applica, gli ottenuti 

(*) Nachrichtefi di Gottinga, 1905. 
(**) Zur theorie der linearen und nichtlimaren Imtegralgleichu*~yen, 1 Theil (Math. Annalen, 

Bd. LXIII). 
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risultati su yueste forme, alla teoria dell'equazione integrale (D). Precisamente 
ritrova con rapidità ed eleganza i risultati di FREDHOLM, quelli Suoi e quelli 
di SCHMIDT. Inoltre deduce i Suoi risultati sulle equazioni differenziali del 
8.' ordine, precedenternente menzionati, che estende ancora ai sistemi di 
equazioni, niediante l'introduzione di una certa equazione integrale del tipo (D), 
che chiama equazione integrale polare. 

1 risultati di HILBERT e di SCHMIDT, che abbiaino rapidaniente passato 
in rivista, ed altri importanti ancora dovuti all'applicazione all'analisi della 
teoria dell'equazione (D), come ad eseinpio quelli di MAX MASON (*) sulle 
equazioni del 'tipo ellittieo, di FUBINI sulle funzioni autoinorfe (**), ecc., mo- 
strano qua1 valido strumento analitico sia la teoria creata da FREIIHOLM 
sull'equazione ( ' 2 ) ~  . 

Ma ben altri e, se possibile, più ineravigliosi frutti lia dati la teoria di 
FREDHOLM ne1 campo delle applicazioni alla fisica niatelnatica. 

L'artificio tanto seinplice, ideato .&a FREDHOLM per risolvere il problenia 
interno di DIRICHLET, si applica quasi ta1 quale alla maggior parte dei pro- 
blemi al contorno, come ad esempio, quello dell'eyuilibrio dei solidi elastici, 
quello dell'equazione doppia di LAPLACE, quello delle temperature stazio- 
narie, ecc. Esso si pub riassuniere nelle seguenti tre operazioni : 1.0 costruire 
una opportuna equazione integrale ('2)F, od un opportune sistema di equa- 
zioni integrali della specie ( 2 ) ~ ;  go dedurre sistematicanlente la funzione ca- 
ratteristica dell'equazione inlegrale costruita, da soluzioni particolari del 

1 problema al contorno che si studia, simili all'integrale - dell'equazione di 
r 

LAPLACE ne110 spazio ordinario ; 3 . O  diinostrare che l'equazione integr.de omo- 
genea, corrispondente all'equazione integrale da risolvere, O la sua coniu- 
gala non ammettono soluzione alcuna diversa da zero. 

Eseguite le dette operazioni, gli enunciati teoremi di FREDHOLM sull'e- 
quazione ( 9 ) ~  ci assicurano dell'esistenza della soluzione dell'equazione in- 
tegrale (O del sisteiiia) che si considera ; ed allora il doppio strato, O il doppio 
strato generalizzato, il quale abbia per densità questa soluzione, risolve com- 
pletamente il proposto proble~na al contorrio. 

Ma pub darsi che l'equazione integrale omogenea, corrispondente all'e- 
quazione integrale che si studia, anînietta una O più soluzioni non identica- 

(*) Jour+taZ de math., Tomo 18, anno 1904. 
(**) Annali d i  Matematica, T. XIV, 1907. 
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mente nulle. Allora la detta equazione integrale non oinogenea,.in generale, 
non arnmette soluzioni; infatti gli enunciati teoremi di FREDHOLM ci dicono 
che in ta1 caso la funzione arbitrariainente data deve soddisfare a delle con- 
dizioni integrali [le (F)] .  Qualche volta, come ad es. nell'integrazione dell'e- 
quazione doppia di LAPLACE per le aree piane, queste condizioni sono do- 
vute al probleina stesso che si studia; qualclie altra invece, coine ad es. nei 
problemi al contorno per i campi infiniti, sono dovuti al fatto cl-ie la solu- 
zione del problen~a non è rappresentabile inediantc un doppio strato o un 
doppio strato generalizzato. In quest'ultinio caso perb il problema al cori- 
torno si pub sempre risolvere, valendosi del seguente artifizio (*). 

Si considerino alcuni integrali particolari clel proldema proposto, i quali 
non siano rappresentabili mediante doppii strati o doppii strati generalizzati; 
si aggiungano questi integrali, considerati nei punti del contorno del campo 
e rnoltiplicati per coeficienti indeterminati, alla funzione data ad arbitrio; 
si determinino questi coefficienti in modo che la soinma ottenuta soddi- 
sfaccia alle condizioni (F). Allora la corrispondente equazione (2)F ammet- 
terà una soluzione; e quindi il proposto problema al contorno sarà risoluto, 
nell'ipotesi che i valori al contorno siano quelli rappresentati dalla soinma 
suddetta. Dopo cib, è superflu0 dire conie si pub arrivare immediatainente 
alla risoluzione del probleina generale proposto. 

La geiieralità dei metodi ora esposti è tale, che non sarà dificile im- 
inaginare due problenii al contorno, l'uno interno, l'altro esterno, i quali 
comprendano come casi particolari quello di DIRICHLET, quel10 dell'equilibrio 
di elasticità, quello delle t empedure  stazionari~, ecc. Infatli basterà costruire 
un sisterna di strati generalizzati e un sisteina di doppii strati generalizzati, 
che compre,ndano conie casi particolari gli strati e doppi strati relativi agli 
enurnerati probleini al contorno; scrivere poi le equazioni integrali che ne 
risultano, ed applicare a queste equazioni gli enunciati procedimenti gene- 
rali. In questo modo verranno ad essere considerati sotto un unico punto 
di vista i più disparati probleini al contorno della fisica-mateniatica. 

Tornando ora alle considerazioni sui singoli problemi al contorno, debbo 
osservare che non è seinpre facile superare le dificoltà che presentano le 
tre operazioni, nelle quali si riassuine l'artifizio di FREDHOLM. Cosi ad esein- 
pio, il FREDHOLM stesso nella risuluzione del probleina dell'eyuilihio dei 

(*) LAURICELLA, Alcune applicazioni della teorin delle equaaioni funzionuli . . . (II Nuovo 
Cimento, Serie 5.a, Vol. XIII, 1907). 
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corpi elastici per dati spostamenti in superficie (*), dopo di avere scritto un 
conveniente sistema di equaziani integrali, a dir vero, poco trasparente; cioè 
dopo di avere eseguita la prima delle tre indicate operazioni, abbandona il 
Sua primitivo metodo, forse in causa delle difficoltà incontrate nella seconda 
operazione. Tuttavia Egli ne riesce vittorioso niediante un procediinento, il 
quale, oltre a risolvere la quistione che si era proposta, pub applicarsi ad 
altre importanti quistioni di fiska-matematica. Tale procedimento si fonda 
sulla seguente osservazione. Dalla dimostrazione di FHEDHOLM sulla conver- 
genza delle serie numeratore e denominatore (il determinante) della frazione, 
mediante cui pub .esprimersi la soluzione dell'equazione integrale (B)F, ri- 
sulta evidente che, se la funzione caratteristica di questa equazione è fun- 
zione olomorfa di un parametro 6 ,  anche le due dette serie saranno olo- 
morfe in k, e per conseguenza la soluzione dell'equazione ( 9 ) ~ s a r à  funzione 
meromorfa di k. Ora le equazioni integrali di FREDHOLM per l'elasticità con- 
tengono linearmente il parametro 7c di elasticità; e poichè per k = O il cor- 
rispondente determinante è diverso da zero, ne segue che esso non è iden- 
ticamente nullo; e quindi che la soluzione delle dette equazioni integrali è 
data da un sistenla di funzioni meromorfe di k.  Il FREDHOLM costruisce al- 
lora un sistema di funzioni U, V, W dei punti del corpo elastico, analoghe 
ai doppii strati, e aventi per densità le suddette funzioni merornorfe. Le U, 
Ir, W saranno anch'esse funzioni merornorfe di k,  e per i valori di k ,  per i 
quali il deterininante è diverso da zero, soddisfano alle equazioni indefinite 
dell'equilibrio e nei punti della superficie prendono i valori dati. Per i casi 
di isotropia il FREDHOLM dimostra che le funzioni U, V, W sono certarnente 
finite. Questo perb non sarebbe suaciente per dedurre allora, che le U, V, W 
nei punti della superficie contorno coincidono con le funzioni date; infatti 
si pub dubitare che per qualche valore di k le funzioni derisità abbiano un 
polo, pure essendo finite le funzioni U, V, W (come effettivamente succede 
in altri casi); e che per conseguenza non si possa applicare il teorerna di 
discontinuità dei doppi strati. Un ta1 fatto non si verifica nei casi di iso- 
tropia; perchè, come si diinostra con la introduzione del concetto di pseudo- 
tensioni (**), in questi casi il deterininante delle equazioni integrali è diverso 
da zero. Tuttavia l'analisi del FREDHOLM pub rendersi esente da1 cennato 

(") Solution d'un problème fondamental de la théorie de l'dlasticité (Arkiv for matematik, 
astr. och fysik, Bd. 9, N. 98). 

y*) Vedi inia cit. Meinoria, Cap. IV. 
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dubbio, indipendentemente dalla coiisiderazione delle pseudo-tensioni con 
l'aggiunta di qualche dettaglio, corne ho rnostrato in una Nota (*) in corso 
di stampa, nella quale applico i risultati di FREDHOLM sull'elasticità (**) ad 
una nuova diinostrazione di esistenza relativa al probleina dell'integrazione 
della equazione doppia di LAPLACE. 

Avevo detto sopra clie la nuova idea di FREDHOLM pub essere utilmente 
applicata ad altre importanti quistioni di fisica-inateinatica. Per potere dare 
un'idea di queste nuove applicazioni, è necessario che io qui faccia menzione 
dei bellissimi risultati ottenuti da1 PICARD, conle applicazione della teoria di 
FREDHOLM. Senza parlare delle eleganti soluzioni che d i  del problema delle 
temperature stazionarie e del problema dell'iiiduzione magnetica, mi limiter6 
a raininentare che Egli riconduce l'integrazione dell'equazione differenziale 
lineare del 8.' ordine di tipo ellittico alla risoluzione di una. equnzione in- 
tegrale della forma : 

dove G (s,  y) è la nota funzione di GREEN e dove u (y), P ( y )  sono funzioni 
note, finite e continue insieme alle derivate del 1.O ordine. Questa equazione 
trasforma poi in un'equazione integrale della forma ( 9 ) ~  rriediante una iiite- 
grazione per parti. Studia infine in inodo particolare l'equazione delle vibra- 
zioni delle membrane, introducendo la fuiizione di GREEN, ü simiglianxa di 
quanto fanno  H HILBERT e MAX MASOPI. Ritrova cosi i noti risultati su questa 
equazione, dovuti principalmente al POINÇARÉ. 

La critica nlossa alcuni anni or so~io da1 prof. DINI (***) a1 classico rne- 
todo delle approssimazioni successive del PICARD per le equazioni alle deri- 
vate parziali del 8." ordine, prova che, se da un canto l'uso della funzione 
di GREEN ( O  delle sue generalizzazioni) rende molto intuitivi i risultati clle 
da essa si possono fare dipendere, d'altro canto la discussione coinpleta di 
questi risultati richiede uno studio approfondito, di sua natura poco seni- 
plice, delle proprietà di essa funzione, e qualche volta richiede ancora delle 
liniitazioni tali sullü natura del campo che si considera O sulla natura delle 

(*) Rendiconti della R. Acc. dei Li~tcei; vol. XVI,  scrie 5."; 1907. 
(**) 11 prof. MARCOLONGO estende taii risuit;tti di FREDHOLM ai campi i l i f i l i i t i .  

(*+*) Acta nanthematicu, tomo 25. 

A#zlznli di Mcctemoltica, Serie I I I ,  Tomo XV. 
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funzioni date, da sceinare di molto la generalità dei risultati. Ora ne1 caso 
delle equazioni delle vibrazioni delle membrane, come in casi analoghi della 
fisica-inateinatica, si pub fare a meno di introdurre la funzione di GREEN (O 

le sue generalizzazioni). Basterà ricordare infatti che si posseggono integrali 
delle dette equazioni differenziali, perfettamente analoghi ai doppii strati: 
esse si possono ottenere dai potenziali ritardati e contengono un  parametro 
variabile. Alle eyuazioni integrali, suggerite dalla considerazione di tali doppii 
strati generalizzati e contenenti un parainetro variabile, si possono applicare 
appunto i ragionamenti che il FHEDHOLM fa sulle equazioni integrali dell'e- 
lasticità. In questo modo, come ho mostrato per il caso del raffreddamento 
dei corpi in una Meinoria, che sarà pubblicata negli Amnali di Matentatica (*), 
si ritrovano con semplicità, ed evitando quistioni di rigore, quei risultati che, 
iniziati da1 POINCARE nella Sua celebie Memoria : Sur les équations de Ea 
physique-s~zatlzématique (*"), furono poi maggiormente sviluppati in una serie 
di lavori dello STEKLOFF, del LIAPAUNOFF, dello ZAHEMBA, del KOHX, ecc. 

Fatta pure astrazione della incomparabile semplicità che si raggiunge 
con l'applicazione dei ragionamenti di FREDHOLM, non è certo trascurabile 
la  generalità nei risultati. Infatti i ragionamenti dei detti autori si fondano 
essenzialmente su un noto lemma del POINCARE, dirnostrato da questi solo 
per i cainpi convessi ed esteso ultimamente da1 KORN e da1 dott. E. LEVI a 
cainpi non convessi, ma di limitata generalità; inentre i ragionamenti di 
FREDHOLM si applicano a cainpi non convessi, generali yuanto quelli per i 
quali si dimostra il principio di DIRICHLET. 

Ma è assai probabile che ancora un nuovo importante uficio debba coin- 
pire il nuovo artifizio di FREDHOLM: intendo qui parlare della quistione delle 
soluzioni ecceziona2i nei campi infiniti, intorno alla quale si Iianno tutt'ora 
idee incoinplete. 

Chiudo il mio dire sull'equazione (D), raininentando una bellissiina Me- 
moria del prof. PINCHERLE (***), scritta principalinente con l'intento di de- 
durre da un'unica fonte i risultati del VOLTERRA e del FREDHOLM sulle equa- 
zioni integrali (2) V ,  ( 2 ) ~ .  

l n  questa Meinoria il prof. PINCHERLE, facerldo tesoro di un Suo fecondo 

(*) Vedi il Vol. XIV, pag. 143 e seguenti. 
(*+) Rendiconti del Circolo matematico d i  Palermo, t. VIII, 1894. 

(+**) Sulle equuzioni funzionali lineari (Mem. della Fi. Acc. delle Sc. dell'lst. di Bologna, 
S. &a, vol. III). 
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concetto, introduce una serie di potenze di un certo parametro k,  i cui coef- 
ficienti sono potenze di una data operazione : questa serie ne1 caso dell'e- 
quazione (52)v corrisponde al valore k = - l ed è convergente uniformemente 
ed assolutamente, mentre ne1 cas0 dell'equazione (2)F è funzione mero- 
morfa di k.  

Introduce inoltre il concetto di ellemedo invariante, che corrispoilde alle 
soluzioni dell'equazione integrale omogenea (E); ed inizia la decomposizione di 
una funzione arbitraria f nella somma dei corrispondenti elementi invarianti. 

1 procedimenti e i risultati del prof. PINCHEKLE fanno intravedere la 
possibilità di estendere al caso delle funzioni caratteristiche non simmetriche 
i risultati di HILBERT sugli sviluppi in serie, da un punto di vista diverso 
da quel10 di SCHMIDT, del quale abbiamo tenuto parola, e più prossimo ai  
criterii del POINCARI sui noti sviluppi in serie di soluzioni eccezionali. 

Prima di passare a trattare dell'equazione ( l ) ~ ' ,  credo opportuno dire 
qualche cosa del problenla dell'integrazione delle equazioni dell'equilibrio 
dei corpi elastici isotropi per date tensioni in superficie. Le equazioni inte- 
grali che si è condotti a scrivere, per analogia col problenla derivato di DI- 
RICHLET, non hanno alcun significato; difatti in generale le note forinole del 
SOMIGIJANA non hanno alcun significato, quando il punto variabile si sup- 
pone sulla superficie. Per semplificare le inie considerazioni, dirb, limitan- 
domi ad un campo piano a chiuso da una linea s, che i doppi strati elastici 
sono della seguente forma: 

con cc, b coeacienti costanti. Se si suppone che il punto (x, y) sia discosto 
da s si pub, mediante un'integrazione per parti, trasformare la precedente 
formola neli'altra : 

d l g r  
d s 

s 

L'equaiione integrale alla quale cosi si perviene è della forma: 

con $ (x) funzione nota e (x) funzione da determinare. 
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Questa equazione è della medesima natura della equazione (G) del PI- 
CARD; perb mentre ne1 cas0 del PICARD con una integrazione per parti, si è 
ricondotti, conie è stato detto, ad un'equazione del tipo (8)p; ne1 caso del 
problema delle tensioni invece tale integrazione per parte non pub più ese- 
guirsi. 

L'iniportanza del problema di fisica-mateniatica clle, conie abbiamo vi- 
sto, si riconnette alla risoluzione dell'eyuazione integrale (H) è tale, da ri- 
chiedere 10 studio di questa equazione. 

Passando ora alla considerazione dell'equazione integrale di 1." specie 
del tipo FREDHOLM, cioè alla (I)F, debbo dire anzitutto che su  di essa non 
si hanno risultati completi conie quelli relativi alle equazioni integrali degli 
altri tre tipi. Difatti, a tacere di casi assai particolari, oltre agli studii giA 
nienzionati del VOLTEHRA e del LEVI-CIVITA, si lianno sull'equazione (l)F i 
risultati, dicialno cosi, incidentali di HILBERT, già menzionati, per il caso in 
cui la funzione caratteristica sia la funzione di GHEEN; ed alcuni casi par- 
ticolari, di molta importanza, del KELLOGG (*) e del BATEMANN (**), nei quali 
la risoluzione dell'equazione (l)F è fatta dipendere dall'equazione (8)F. 

L'iniportanza della equazione ( 1 ) ~  ne1 campo delle applicazioni non è 
iiiferiore a quella relativa alle altre equazioni già considerate. Abbiaino visto 
che il teorema di HILBERT-SCHMIDT fa dipendere la quistione della sviluppa- 
bilità in serie, dalla risoluzione di un'equazione del tipo (l)F: il noto pro- 
blema della teoria della funzione potenziale, di costruire uno strato semplice 
di cui sono noti i valori in superficie, dipende anche esso dalla risoluzione 
di un'equazione del tipo (l)F, 

11 KELLOGG riconduce l'equazione integrale : 

con S (s, t )  funzione finita anche per s = t, alla risoluzione del tipo (2)=; ed 
applica i Suoi risultati alla risoluzione del problema della teoria del poten- 
ziale, ora enunciato, ne1 caso di campi a due dimensioni, dei quali si co- 
nosca una rappresentazione conforme ne1 cerchio. 

(*) Uwtetégkeiten il$ den% Einearen Inteyralyleichlc~zyen (Math. Ann., Bd. 58). 
(""1 L. c. 
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Tralascio di enuinerare qui i varii ed interessanti risultati del BATEMAK, 
che rappresentano un notevole contributo alla teoria dell'equazione (l)=, e 
mi limito a far vedere che il problema generale sopra enunciato della teoria 
del potenziale, cioè la risoluzione della equazione integrale del tipo (l)F a 
cui esso dà luogo, pu6 risolversi mediante due equazioni coriiugate del 
tipo (2)F,  di già risolute. Infatti, data una funzione arbitraria + dei puiiti 
della superficie G, si costruisca, mediante un'equazione della specie ( 2 )F ,  il 
doppio strato, il quale, considerato ne1 campo finito limitato da G, prenda 
in superficie i valori J1, e si trasformi, pure inediante un'equaziorie della 
specie ( 2 ) ~  (la coniugata della precedente) il doppio strato, cosi ottenuto, in 
strato semplice (*). Questo strato seinplice risolve il proposto problen-ia di 
fisica-matematica, ossia la densità, cos1 determinata, di questo strato sem- 
pfice risolve la corrispondente equazione iiitegrale ( l ) F .  

(*) Cfr. inia cit. Memoria, Cap. III, 3 15. 
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1 polinomi d'approssimazione di Tchebychev. 

(Di LEONIDA TONELLI, a Bologna.) 

P r i m a  aneora ciie W n r e a s ~ n ~ a s  desse il noto teorema sulla rappresen- 
tazione delle funzioni continue di variabile reale, TCHEBYCHEV (Sur les que- 
stions de minima qui se rattachent ic la rappresentation approximative des 
fonctions. Mémoires de l'bcademie impériale des Sciences de S. Petersbourg, 
t. IX, 1869) studio la rappresentazione approssiniata di tali funzioni inediante 
polinoini di grado dato. 11 metodo di TCHEBYCHEV fu per !ungo tempo di- 
menticato, e solo ne1 1908 fu ripreso e reso perfettamente rigoroso da 
P. KIRCHBERGER (Inaugural-Dissertation : Ueber Tchebychefsche Anniiherunys- 
methoden. Gottingen 1904 (*)) il quale mise, per primo, in luce le iinportanti 
proprietà di cui godono i polinoini d'approssimazione (che sono quelli che 
il metodo di TCHEBYCHEV indica per la rappresentazione delle funzioni con- 
tinue). Più recentemente, iiel 1905, il metodo di TCHEBYCHEV é stato esposto, 
seguendo le traccie del lavoro del KIRCHBEKGEH, nelle Lecons sur les fonc- 
tions de variables réelles et les développements en séries de polgnomes di 
E. BOREL. Utimamente, poi, M. FRECHET (Comrzptes rendus de l'Académie des 
Sciences, 1907) ha enunciato, relativamente alla rappresentazione delle fun- 
zioni di una variabile reale, continue ed a periodo 2 x ,  niediailte polinoini 
trigonoinetrici, risultati analoghi a quelli ottenuti nei larori sopraddetti (**). 

In questo lavoro, esposto brevemente il metodo di TCHEBYCHEV per le 
funzioni di una variàbile reale, passo a farne I'estensione al caso di due 

(") Un estratto di questa Tesi trovasi nei Mathematisehe Am~aZen del 1903, 57 Band. 
a (**) Le dimostrazioni dei risultati otteiiuti da1 FRBCHET sono state pubblicate nei fascicoli 
di Gennaio e Febbraio 1908 degli Annales de 1'&cote Norm. Sup., ci06 quando il presente la- 
voro era già depositato alla redazione degli Annali di  Matematica. Duraiite la correzioiic! 
delle bozze del presente lavoro sono venuto a conoscenza di un altro lavoro relativo alla 
rappresentazione approssiinata delle funzioni di uiia variabile reale : General thewy of ap- 
proximation by functions, ece., di J .  W .  YOUNG (Traiisactioii of the Americaii Nath. Soc., 
Luglio 1907). 
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variabili (*). Qui, tra l'altro, stabilisco, per primo, che, a differenza di quanto 
avviene ne1 cas0 di una sola variabile, in quel10 di due non sussiste, in 
generale, l'unicità dei polinomi d'approssimazione. Degna di nota è anche 
la proposizione che db al n. 18, $$ II, P. P., proposizione che è una genera- 
lizzazione di quella che, ne1 caso di uiia sola variabile, stabilisce la conti- 
nuità della corrispondenza tra la funzione continua ed il suo polinomio di 
approssimazione di grado dato. La dimostrazione di tale continuità, cosi come 
trovasi nei lavori del KIRCHBEHGER e del BOREL e quella inia della genera- 
lizzazione detta sono essenzialmente diverse, poichè la prima non si presta 
ad essere trasportata ne1 cainpo delle funzioni di due variabili. 

Nella seconda parte del lavoro tratto, senipre secondo il rnetodo di 
TCHEBYCHEV, della rappresentazione delle funzioni continue (tanto di una 
come di due variabili), a periodo 2 x ,  mediante polinomi trigonornetrici. 

Vengo, infine, nella terza parte, ad applicare (e credo per il primo) il 
metodo di TCHEBYCHEV alla rappresentazione delle funzioni di variabile coni- 
plessa. Qui osserverb che le ditnostrazioni fino ad ora note per le funzioni 
di variabile reale delle principali proprietà dei polinonii d'approssimazione 
- vale a dire, dell'unicità di tali polinomi e della continuità della corrispon- 
denza tra la funzione continua f (x) ed il suo polinomio d'approssimazione 
di grado n, n, (a) - fondandosi essenzialinente sulla considerazione del 
segno della differenza f (x) - n,, (x) nei punti in cui ) f (x) - n, (x) 1 raggiunge 
il suo massimo valore, non sono suscettibili di estensione al caso delle fun- 
zioni di variabile complessa. Si presta, invece, a tale estensione la dimostra- 
zione dell'unicità (ne1 caso di una sola variabile reale) da me data in questo 
lavoro fondandomi solo sopia una proposizione di TCHEBYCHEV. La dimo- 
strazione della continuità sopraddetta l'ho poi ottenuta dall'immediata esteri- 
sione della dimostrazione, già ricordata, del n. 18, § II, P. P. 

Stabilite le più importanti proprietà dei polinomi d'approssimazione, ho 
introdotto la condizione dell'analicità per la funzione considerata, e ne ho 
ottenuto per quest'ultiina uno sviluppo in serie di polinomi. 

Si sa (con HILBERT, PAINLEVÉ, MITTAG-LEFFLER) che una funzione ana- 
litica, in un campo in cui (contorno cornpreso) è regolare, è rappresentabile, 
a ineno di E, mediante un polinomio; e, conseguentemente, che è sviluppa- 
bile in serie di polinomi uniforniemente convergente in tutto il cainpo con- 

(*) Questo caso fu studiato anche da1 KIRCHBERGER, ne1 lavoro citato, ma sotto un punto 
di vista diverso da1 mio. 
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siderato.'Cib che qui si'aggiunge a tale risultato è clie, fra tutti i p o l i ~ o w i  
d i  dato grado, ve n 'è  seqnpre uno  ed u n o  solo che dic della funzione conside- 
rata la mass ima npprossimazione; e, d i  conseguenza, che, fra tutte le serie d i  
polinomi d i  grado successivamente crescente uniformemente convergenti verso la 
funzione detta ve n'è sewtpre u n a  ed u n a  sola che d a  la +nassima convergenza. 

11 presente lavoro è, in sostanza, la tesi da me presentata, ne1 giugno 1907, 
all'Università di Bologna per la laurea in Matematiclie Pure. Tale lavoro è 
stato fatto sotto l'ispirazione del prof. ARZELÀ: a Lui, pertanto, la inia vivis- 
sima riconoscenza. 

Ringraziamenti debbo pure al prof. HILBERT, che gentilinente nii favorl 
il lavoro del KIHCHBEKGEK di cui ho parlato più sopra, ed al prof. FRÉCHET 
per le utilissime indicazioni dateini. 

P A R T E  P R I M A  

1. Sia la funzione f ( x ) ,  reale della. variabile reale, data in un inter- 
vallo ( a ,  b), ed ivi finita, continua e ad un valore. 

Sia poi P, ( x )  un polinomio di grado n : 

e si consideri la differenza 

la yuale sarà finita e continua in tutto (a,  b). Risulterà, percib, finita e con- 
tinua in tutto (a ,  b )  anche la funzione Y (%) / .  Ne segue che Y (x) r a g  
giungerà almeno una volta in (a, b) il suo nlassimo valore m. Questo mas- 
simo m varierà al variare del polinomio P, (x) (ne1 quale perb riinane fisso 
il grado n), cioè al variare dei coefficienti p,, p,  ,... , p.,; esso percib potrà 
considerarsi conle una funzione di tali coefficienti : nt ( p ,  , p l , .  . . , p,,). 

Antzali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 7 
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Per la sua natura di massimo della funzione 1 Y (x) 1, 9n sarà sempre 
positivo O nullo. Ne segue che tn, corne funzione dei parametri p, avrà cer- 
tainente un limite inferiore ,w. 2 0 .  Se esiste per i parametri p un sistema 
di valori is,, zl ,..., x,, tale che sia, in tutto (a, b), 

dove è 11, (x) = no x" + ri x"-' + . - . + x,, direino che n, (x) è un polinomio 
d'approssimazione di grado n della f (x) (*). 

8. Si pub ora dirnostrare che esiste sempre alîneno un polinonzio d'ap- 
prossir~razione di grado .n. Non dareino qui, per brevità, la dimostrazione di 
questa proposizione; essa verrà data, al paragrafo II, addirittura per il caso 
di due variahili. 

3. Consideriamo la differenza 

dove n, (x) è un polinoinio d'approssi~nazione di grado n della f (a), e, os- 
servato che 1 y(x)  ] raggiunge in (a, b )  almeno una volta il suo niassiino p., 
dimostriaino, con TCHEBYCHEV, che il numero dei punti di (a ,  b )  in cui 1 Y (x) 1 
raggiunge il suo tnassiwo p. è certamente qnaggiore di n + 1 .  

Siano x,,  x ,,..., x, i punti di (a, b) in cui Y (x) / raggiunge il suo inas- 
sin10 valore p, e supponiamo che sia v 6% + 1. Faremo vedere che in tale 

ipotesi si pub costruire un polino~nio di grado n :  Ïi, (x), tale elle sia, in 
tutto (a, b), 

If (x) -C(x)  1 q-' 

con p9<p:  cosa assurda perchè n, (xj è un polinomio d'approssimazione di 
grado n. 

Consideriaino il sistema di v equazioni lineari non oinogenee nellep (qui è E, 

uguale ad 1, o a - 1, a seconda che è f (x,) - n, (x;,) = p, O f (x,.) - n,, (x,.) = -p) 

(*) Naturalmente non è escluso che i primi coefficienti di IIn (e) siaiio nulli, vale a dire 
che Un (x) sia effettivamente di grado minore di m. 
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Se, corne si è supposto, è v _L n+ 1, il sistema (1) è possibile, perché 
almeno uno dei deteminanti di. ordine v che si possono estrarre dalla ma- 
trice dei coefficienti è diverso da zero: infatti il determinante 

è certamente diverso da zero essendo un determinante di VANDERMOND. 
Essendo il sistenia (1) possibile, si potrà determinare un sistema di va- 

lori p,, p ,,..., p, tali che soddisfi ad esso. Tali valori p,, p ,,..., p,, non pos- 
sono essere tutti nulli perché i termini noti di (1) sono diversi da zero. 
Scelto dunque un sistema di valori p che soddisfi al sisterna (l), conside- 
riamo il polinomio di grado 1û 

P w ( x ) = p O ~ n + p l ~ " - l + .  . - t p , ,  

e formiamo i'espressione 

Y, (x) = f (x) - n, (x) - w P, (x) = Y (x) - o P, (x), 

dove w è un numero positivo. 
Essendo Y (x) e P, (x) continue in tutto (a,  b), preso un numero posi- 

tivo ~ < p ,  potremo determinare un numero positivo 8 tale che in tutto 
(a, b) ,  soddisfatta che sia la disuguaglianza x' - x" 1 r 8, sia 

1 Y (x') - Y (x") 1 < E , 1 P, (x') - P" (a") 1 < E. 

In ogni intervallo di lunghezza 8 ed avente come punto di nlezzo un0 
dei punti x, in cui è Y (x,) = f (x,) - n, (x,.) = p, si ha allora 

p-€<  Y ( x ) L ~  

( p  - &) <OP" (x) < o  (?. +€) ,  

perché, per il sistema (l), è P, (x,) = y. Ne segue 

p-5- w (W.+€)< Y(x) -61 P,(x)<p -a(:/. - E), 

p . -E  
e, se l'w è stato scelto minore di - 

P+= 

O<Y(x)-@P"(x) 

e ci6 vale in ogni intervallo 8 detto. 
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Analogamente si trova che, in ogni intervailo 8 avente corne punto di 
mezzo uno dei punti x,, in cui è Y (x;) = f (x,.,) - n, (x,,) = - p, si ha 

- E * . ~ O ( ~ . - E ) < Y ( X ) - O P * ( ~ ) < O .  

Dunque, in ogni intervallo d'ampiezza 8 ed avente conie puiito di mezzo 
uno dei punti x, ove è 1 Y (z,) 1 = p, si ha 

Dall'intervallo (a, b) togliamo gli intervalli 8 detti, nei quali è verificata 
la (s), e indichiamo con A l'insieme degli intervalli che rilnangono su  (a, b). 
In A la 1 Y (x) 1 avrà un massimo p" (p., onde in tutto A si avrà 

In tutto (a, b) ,  poi, il polinomio Pm (x) avrà un massimo valore asso- 
luto a!) onde, se prendiarno w in 111odo che sia 

avremo in tutto (a, b) 

Dalle (2) e (5) risulta che in tutto (a, b) 1 Y, (x) è minore del niaggiore 
W. + ?.' 

dei due numeri p. - O (y. - E), 
B 7 cioè è minore di un numero pf<p. .  

Avendosi in tutto (a ,  b) 

il polinoinio di grado n 

d i  della f (x) un'approssimazione maggiore del polinomio n, (x), il che con- 
traddice all'ipotesi che n, (x) sia d'approssimazione. 
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Kesta cosi dimostrato che il nuinero dei punti di (a, b) in cui 1 f (x) - U,, (x) 1 
raggiunge il suo massirno valore y. è certainente maggiore di n +  1. 

4. Veduto questo, diinostriamo che 
esiste per la funxione f (x) un solo polinomio d'approssirnazione di grado n. 

Supponiamo, infatti, che di tali polinomi ne esistano due : n,, (x) e 6, (x), 

e consideriamo il polinomio, pure di grado m, ".. (a) + E x  6) A~,,,, B 

- 

Dunque anche (*) + n~ (x) è polinornio d'approssiniazione di grada a. 
B 

Ne segue, per il teorema di TCHEBYCHEV, che 

raggiunge il suo massimo valore p in almeno n + 2  punti di (a ,  b ) .  

Ma se in un punto è 

deve anche essere 

f ( ) - ( p . ,  f ( x ) - f i , ( X ) = p ;  

ed, analogamente, se in è 
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Ne segue che nei punti $ e z è 

ma questi punti sono in numero riiaggiore di n + 1, dunque è, trattandosi 
di polinomi di grado n, 

n, (x) = ÏÏ, (a). 
L'unicità dei polinomi d'approssimazione di grado dato è cos1 comple- 

tamente dimostrata. 
5. Essendo P, (z) un polinomio qualunque di grado n ,  consideriamo 

la furizione 
Y (4 = f (x) - P, (4. 

1 Y (z) 1 raggiunge, corne sappiamo, in (a, b) almeno una volta il suo massimo 
valore ln. Chiamiamo allora A' l'insieme dei punti di (a, b) nei quali è 
Y (x) = rn, e A" quello dei punti, pure di (a, b), ove è Y (z) = - W. Sia poi 
8' un numero positivo tale che, in ogni intervallo di ampiezza minore od 
uguale a 8, l'oscillazione della Y (x) sia inferiore ad un numero positivo 

n2. 
E< Dividiamo l'intervallo (a, b )  in un numero finito r di parti eguali 

in modo che l'ampiezza comune S di queste parti sia minore di 8'. Allora 
in ognuno degli r intervalli, che chiameremo 

817 62,..., 8,-7 (1) 
rn la Y (x) farà un'oscillazione certamente minore di E < - - Da ci6 segue che 
B 

se all'intervallo 8, appartiene (*) un punto a' di A' (O un  punto a" di A") ed 
all'intervallo 6 ,  un punto a" di A" (O un K' di A'), tra gli intervalli 6, e 6, 
devono essercene almeno altri tre : infatti, altrimenti, nell'intervallo (a', a") 
non potrebbe aversi per la Y(x) un'oscillazione uguale a Bm. 

Ci6 posto, sia 8,, il primo intervallo di (1) a cui appartiene un punto 
dell'insieme A'+AU; sia poi 6, il primo intervallo, che segue a,,, e che con- 

tiene un punto di quello tra gli insiemi A' e A" ohe non ha punti in 8,1. In- 

(*) Diremo che un punto appartiene ad un intervallo tanto se il-punto è interno quanto 
se coincide con un estremo dell'intervallo. 
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dichiamo con t1 il punto di mezzo dell'intervalIo SS2-,; allora, per I'osserva- 

zione precedente, avremo che 5, disterà dai punti dell'insieme A'+ A' di 
3 

almeno - 8. Detto poi Bas il primo itltervallo che segue Ss2 e che contiene 8 
un punto di quel10 tra gli insierni A', A" che non ha punti in 882, si indichi 

con i ,  il punto di mezzo di aS3-, : anche 5, disterà dai punti di A'+ A" di 

E cosi si prosegua. Siccoine gli intervalli (1) sono in nuinero finito, cosi 
gl'intervalli &,,, hg g , . . .  e per conseguenza anche i punti i , ,  E z ,  ... saraiino 

in numero finito. Sia p'- 1 il numero degli 5:  allora questi punti dividono 
(a, b) in p intervalii 

L, L , . . . ,  &. 

In ogni L sono contenuti, dell'insienie A'+ A", solo punti di A' O solo 
punti di A"; inoltre, se L, contiene punti di A' ( O  di A"), La-, e L.+, conten- 
gono punti di A" (O di A'). Si ha poi, come già abhiaino osservato, che i 

3 
.punti distano da quelli dell'itisieme A'+ A" di alrneno - 8. Il numero p 9 
sarà poi al minimo uguale ad 1. 

6. La. considerazione degli intervalli L relativi ad un polinoinio P., (z) 
serve per dare un'altra diii~ostrazione dell'unicità. dei polinomi d'approssi- 
inazione di grado n. Per tale dimosirazione rimanderemo il lettore alle Leçons 
sur  les fonctions de variables' réelles et les developpements en séries de poly- 
nomes di E. BOHEL. Qui diremo solo che da questa dimostrazione risulta 
anche la proposizi,one seguente : 

condizione necessaria e sufficiente affinchè un polinow~io s ia d'approssi- 
rnaziolze d i  grado w, è che i l  numero degli intervalli L relativi ad  esso s ia su- 
periore ad  n + 1. 

Da cib segue che se il nutnero p degli intervalli L è superiore anche 
ad n + 8, il polinoinio considerato non solo è d'approssiinazione di grado n, 
ma anche d'approssiniazione dei gradi n+ 1, n + 8 ,  ..., p - 8. 

7. In ci6 che precede abbiarno vecluto che ad ogni funzione ad un 
valore, finita e continua in (a ,  b) corrisponille sempre u n o  ed un solo poli- 
nomio d'approssiniazione di grado n. Si pub ora far vedere clie questa cor- 
rispondenza è continua; vale a dire si pub dimostrare che 

se n, (x), (x) sono i pol ino~ni  d'approssintazione d i  grado n d i  due  
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ficnzioni ad  un walore, finite e continue f (s) e g (x), date i n  uw intervallo 
(a, b), p e s o  un numero 1, positivo e piccolo a piacere, si pu6 poi sewpre 
trovare un altro numero positivo E tale che, per ogni funzione g (x) soddisfa- 
cente, i n  tutto (a, b) ,  alla condizione 

sia, i n  tutto l'intervalle detto, 

Non daremo qui, brevità, la dimostrazione di yuesta proposizioiie. 
Daremo in seguito, ne1 paragrafo secondo, la dimostrazione di una pro- 

posizione più generale della presente. 
8. Veniamo, ora, a dire qualclie cosa su1 modo di calcolare il poli- 

nomio d'approssimazione di dato grado di una funzione- continua in un de- 
termiliato intervallo. 

Consideriaino, dapprinia, il caso delle funzioni razionali intere. Si abbia, 
adunque, da calcolare il polinomio d'approssimazione di grado w, nell'inter- 
val10 (a, b), del polinomio P ( x ) .  Sia n, (x) il polinomio da trovarsi. Detto, 
come al solito, p. il massimo di 1 P ( x )  - n, (cc) 1 in (a, b), esisteranno, per 
il n. 6, in tale intervallo n + 9 punti distinti 

(tra i quali possono essere anche a e b) soddisfacenti alle relazioni 

dove p.' è un numero tale che sia 1 p.'/ =p. Ora, poichè nei punti (1) 
1 P (x) - nn (x) 1 raggiunge il suo valore massimo p., tali punti saranno tutti, 
ad eccezione al più di quei due che eventualmente coincidessero con a e b, 
radici dell'equazione 

P(x)-n' ,  (x) = O ;  
avremo, percib, 

Le equazioni (2) e (3) sono in numero di 2 ( n t ' 2 ) .  Riguardando in 
esse corne incognite le coordinate (l), il nuinero e gli n +  1 coeficienti di 
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si ha un sistema di '2 (n  + '2) equazioni a 9 (n + '2) incognite. 1 nuineri 9 e G 
dicendoci che esiste seinpre una soluzione di ta1 sistema, ci dicono che esso 
è possibile. Potreino, percib, risolverlo: tra le sue soluzioui vi è quella del 
nostro problema. Per ricor~oscere se una soluzione: 

del sisterna considerato è quella che noi cerchiaino, basterà verificare se in 
tutto (a,  b) è 

- 

IP (x ) -R&)  5 P' , 
- - 

essendo E,, ( x )  = T ,  x" + . . . +- z,, . Infatti, se ci6 è, la proposizione del n. G 
ci dice die, essendo per le (2) verificate le relazioni 

il polinomio , (s) è certamente quello d'approssiinazione di grado n della 
funzione P (s). 

Si pub osservare che il metodo precedente si applica perfettamente anche 
al caso delle funzioni ra.zionali fratte. Si pub dire percib che, ne1 caso delle 
funzioni razionali, il problenta della determinazione del polinomio d'npprossi- 
rnazione d i  grado dato è algebrico. 

Veniamo ora al caso di una funzione continua qualunque. 
Possiamo dire che. il wetodo precedente ci permette di ccclcolare, con quel- 

Z'approssiw~azione che si vuole, i l  polinomio d'approssiwwione di dnto grado 
di una qualunque funzione continua, 

Sia f ( x )  la funzione continua. Preso un numero positivo -4, piccolo a 
piacere, possiamo, per quanto si è detto al n. 7, trovare un nuinero posi- 
tivo e tale che, per ogni funzione continua g (x) soddisfacente alla condizione 

in tutto l'intervallo che si considera, sia, in tutto 10 stesso intervallo, 

dove n, ( x )  e iï, (s) indicano, rispettivanwnte, i polinoini d'approssiinazione, 
del grado dato n, di f ( x )  e g (x ) .  Ricordiaino qui il seguente noto teorema 
di WEIERSTRASS : Bata, i n  tutto 17intervallo (a,  b), una funzione continua f (x), 
e peso  u n  nuntero positivo E piccolo a piacere, si pu6 seqrtpre trovare u n  po- 
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linomio P ( x )  tale che, i n  tutto (a, b) ,  sia 

Se, in forza di questo teoreina, prendiaino per funzione g (x) il poli- 
nomio P ( x )  detto, avreino--che sarà verificata la relazione 

dove fi,, (x) è il polinomio d'approssiinazione, del grado dato m, di P(x) ;  
polinomio Che, mediante il metodo sopra dato per le funzioni razionali, pub 
essere algebricamente calcolato. 

9. Sia, corne al solito, n,, (x) il polinomio d'approssimazione di grado n 
della funzione continua f (x) data in (a, b), e indichiamo con y,, il massimo 
di f (a) - n, (x) 1 in tutto l'intervallo detto. Questo p,, viene ad essere una 
funzione di n univoca e seinpre positiva o nulla (seinpre positiva se f (a) 
non coincide in (a, b) con un polinomio). Inoltre, la funzione p, è senlpre 
non crescente, giacchè se fosse y.,,,, >p., , n,,, (x) non potrebbe essere il po- 
linomio d'approssiinazione di grado n + 1 di f (x). Ne segue che t~., tende, 
al crescere di n, ad un limite h positivo o nullo. Il teorema di WEIERSTRASS, 
ricordato al numero precedente, ci dice poi che é 1 = O. Infatti, se fosse 
h > O, potendosi, in forza di ta1 teoïerna, trovare un polinoinio P (x) tale 
che in tutto (a, b )  sia 

detto r il grado di P(x) ,  si avrebbe p.,.<h, onde h non potrebbe essere il 
limite di m,. 

Anche il grado m, di n, (LC) (grado che è 6 n) è una funzione univoca 
di n. Tale funzione è anche sempre non decrescente. Se f (x) non coincide 
in (a, b)  con nessun polinoinio, il limite zero, a cui tende p., al crescere in- 
definito di n, non è minilno per y,, sicchè, al tendere all'infinito di n, p,. 
assuinerà certamente infiniti valori distinti; ed infiniti valori distinti dovrà, 
di conseguenza, assumere anche m,,, giacchè se è (I,. =I : J ,  è anche muL,=l=m,. 
Ne segue, poichè è mnv =I- lit, (r < s) è certarnente mas - m,. t 1, che ?PZ,, al 
tendere di n all'infinito, tende esso pure all'infinito. 

Si pu6 anche osservare die  il fatto del tendere m, all'infinito con n Q 
indipendente da1 teorema di WEIERSTRASS sopra ricordato. Infatti, quand'anche 
fosse 1 > O, 1 non potrebbe, seinpre nell'ipotesi che f (x) non coincida in 
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(a, b) con alcun polinoiiiio, essere inininio per p,. Questo si vede osservando 

Che, se esistesse un n tale da rendere y., = A ,  si potrebbero costruire rela- 

tivamente al poiinomio LI;(%) gli intervalli L, di cui si è parlato al n. 5, i 

quali sono sempre in numero finito. Detto p (p > rz + 1) il numero di questi - 

intervalli, nn (x) non potrebbe, per la' proposizione del n. 6, essere polinomio 

d'approssimazione di grado p ; si avrebbe percib p, < pi, contro l'ipotesi 

che plz sia il minimo di p.,. Non potendo cosi A essere niinimo per p,,, ripe- 

tendo il  ragionamento fatto sopra, si giunge alla conclusione clie nt,, tende 
con n all'infinito. 

10. Consideriamo ora la serie di polinomi 

Questa serie, Che, per quanto si è detto al numero precedente, converge 
uniformemente in tutto (a, b )  verso f (x), pub essere chiamata: serie di  
Tchebychev o sviluppo d i  Tchebychev di f (x). La (1) gode di questa proprietà 
caratteristica : fra tutte le serie d i  polirnomi d i  yrado successiuamente crescente, 
uniformemente convergenti in tutto (a, b) verso la f (x), essa da  la più rcqida 
convergelzza (*). 

11. Osservazione. - A noi senibra che dalle cose dette sopra i poli- 
nomi d'approssimazione dovrebbe potersi dedurre una nuova diinostrazione 
del teorerna di WEIEHSTHASS, che noi abbiamo già ricordato. Possianio os- 
servare, a tale scopo, che basterebbe poter mostrare clle la 

è una successione di funzioni egualmente continue. Infatti, yosto ci6, si de- 
duce subito (**) che la (1) arnmette una funzione limite continua F(x) ,  la 
quale, se X è il limite a cui tende p.,, al tendere all'infinito di n, deve sod- 
disfare, in tutto I'intervallo (a,  b) che si considera, alla disuguagiianza 

Ed allora si vede subito che deve essere A = 0, cioè, in tutto l'intervallo 
detto, f (x) = F(x).  Infatti, se fosse X > 0, poichè f (a) - F (x) è una fun- 

(*) Il primo a considerare la serie (1) fu il BOREL (vedi loc. cit.). 
- (**) -Vedi C. ARZELÀ, Sulk funzioni d i  liuee (Mernoria della R. -4ccademia delle Scieiize 
dell'Istituto di Bologna, 18951, n. 3. 
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zione continua, si potrebbe trovare un numero positivo 6 tale che, in ogni 
intervallo di ampiezza 6, conipreso in (a, b), la f (x) - P (x) facesse un'oscil- 
lazione minore di A. Ma, essendo F(x) funzione limite di ( l) ,  preso un nu- 

A 
mer0 positivo E < - si pub seinpre trovare un numero positivo e intero 53 
- b-a 
n>S tale che, in tutto (a, b), sia 

E poichè (n. 6) vi sono in (a, b) certamente più di ii punti 

si ha che in (a, b) vi sono certamente due pullti x' e x" tali che sia 

lx'-d/<8 

f (x) - x = 7 f (x") - II; (x") = - p; . 
In questi punti x' e x" è, per la (2), 

X 
f (x') - F (x') > p; - E > A - e'> 3 

il clle dice che, nell'intervallo di ampiezza 6 al yuale appartengono entranlbi 
i punti a' e a", la f (a) - F ( x )  coinpie un'oscillazione maggiore di A :  cib è 
contrario al supposto. 

È duncpe A = O, onde f (a) è l'unica funzione limite di (1). 

1. Prima di éntrare nelln trattazioiie dei polinorni d'approssimazione 
per le funzioni reali di due variabili reali daremo tre proposizioni che ci 
sarnnilo utili in seguito. 
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- ... 

$e k un c6mpo A (jûnito) s i  ha UN polino+ttio di grado rn 

i coefltcienti p n o î z  yossorto, in woddo, syperare ulz certo wmwro finit0 dipen- 
&fite soZo dal grado e dal mnusitno modzllo di P, (s y) (*). 

Si prendano, infatti, N =  j'" l') punti (s y) in A in modo ehe la eo- 

noscenza dei valori di un qualunque polinomio di grado n in essi sia suf- 
ficiente a determinare cornpletamente il polinomio stesso; prendiamo cioê 
gli N punti in modo 

sia diverso da zero. Allora da1 sistema 

ricaviarno, per la regola di CXAMEH, 

... dove D, si ottiene da D sostituendo in questo alla colonna veimu P, ( G ~ ,  gt),. 
Pm {x*, y,). Abbiamo, percib, 

Sviluppando ora Dr seeondo i termini della colonna otteniamo, se 

(*) Questa proposizione trovasi dimostrata, con altro metodo e p,, il caso'di una sola 
variabile, ne1 già oitato libro di BOREL. 
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$1 è uguale , O  inaggiore del niassimo di 1 P, ( x  y )  1 in A, 

I D , . I G M . N . Q  ( r = l ,  9 ,..., N ) ,  

dove Q è il massiino valore assoluto dei determinanti di ordine N -  1 con- 
tenuti in D. Abbiamo percib, per ogni r da 1 ad fV, 

Il fattore è finito e (una volta fissati i punti (xNy,)) dipende solo 
ID1 

da1 grado di P, ( x  y);  la proposizione è percib dirnostrata. 
2. Passiamo a dimostrare che u n a  uarietà 

d i  polinomi d i  grado n e tutti contenuti, in un dato campo, t ra  due lirititi 
finiti, è u n a  uarietà d i  funrioni egzcaln~ente continzce ne1 detto campo. 

Sia 
P, ( ~ $ 4 )  =pl +pz y" + ' ' ' +pN. 

Poichè tutti i polinomi della varietà sono compresi tra due limiti finiti, 
la relazione 

1 p.& (x Y) 1 < 31, 
dove 31 è un nuniero finito convenientemente scelto, sarà soddisfatta da un 
qualunque P,, (s y )  di G. Per il numero precedente avremo percib 

dove P è un nurnero fisso per tutti i polinomi di G. Ne segue che i coef- 
d d 

ficienti di - P. (x y) e di -- P, (x y )  sono tutti, in valore assoluto, minori 
dx d 9 

d d e d  uguali a n P X, nurnero anchlesso finito; 1 - P. (x y )  e 1 dy P. (s y) 1 
da? 

sono percio, in tutto il campo che si considera, e qualunque sia il polino- 
inio P, ( x  y) di G,. rninori di un numero finito M'. Se ne deduce (*) che i 

(*) Vedi C. ARZELÀ, Sulle funzwni di  linee (Mernoria della R. Accademia delle Scienze 
dell'Istituto di Bologna, 1895), n. 6. 
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sono funzioni egualmente continue. 
3. Dimostriamo ora che se si ha, in. un determinato campo, una uarietà 

di polinomi di grado n tutti contenuti tra due lilniti finiti 1 s L, ogni funzione 
limite di tale uarietà è un polinomio ,di grado n (*). 

Sia v (x: y) una funzione limite di G (i'esistenza di questa v (x y) è pro- 
vata da1 numero precedente e da1 n. 3 della Memoria già citata del profes- 
sore ARZELÀ) e 

Pl @ Y ) ,  pz @Y),... (1) 

una successione di polinoini di G, la quale tenda uniformeniente alla v (z, y )  
detta. Sia poi 

Se pi è un punto limite della successione 

potrenio da questa estrarne un'altra 

pin), P ~ m )  
2 7 '  

la quale tenda al limite p l .  
Sia poi p, un punto liinite di 

potremo da questa successione estrarne un'altra 

la quale tenda al limite p,. 
Cosi seguitando si giungerà ad una successione 

(*) Ci6 non esclude che vi possano essere dei polinorni di grado inferiore ad n che siano 
fuiizioni limiti di G ,  poichè un polinomio di grado r <va 10 considereremo aiicora corne di 
grado lz con i primi coeficienti nulli. 
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la quale tenderà al limite p,. Poichè le successioni 

sono estratte ciaseuna dalla precedente, le successioni 

tendono, rispettivamente, ai limiti p l ,  p, , . . . , pN,  ed ogni polinoinio 

appartiene alla successione (1). I n umeri p, , p, , . . . , p, sono poi tutti finiti, 
perchè tutti i numeri del quadro (8), coine tutti i coefficienti dei polinomi 
di G ,  sono ininori in valore assoluto d i  

essendo JI maggiore del massimo dei numeri 1 L 1 e 1 1 1. 
Preso allora un nuniero positivo ri, piccolo a piaceye, potrà poi sempre 

trovarsi un nuniero tale che per ogni m > m  sia, conteinporaneainente, 

avremo percio, per ogni m > m, 

essendo P un nuinero finito. 
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Preso dunque un nuinero positivo E, piccolo a piacere, prendendo -ri tale 
E 

che sia -ri <- si ha, in tutto il campo considerato, 
P 

Da ci6 segue, poichè i polinoini Pr, (x y )  appartengono alla succes- 
sione (1), che P(x y) è una funzione limite della (1). Ma queuta successione, 
tendendo uniformemente alla funzione u (x y) ,  ha una sola funzione limite: 
si conclude che è 

u (x y )  = P(x y). 

È cos1 diinostrato d ie  ogni funzione liniite di G è un poliiloinio di 
grado n. 

4. Premesso cib, sia f (x y) una funzione reale delle due variabili 
reali cc ed y data in un campo A ed h i  finita, continua e ad un valore (*). 

Sia poi P, (x y )  un polinomio di grado n 

e si consideri la differenza 

Analogainente a yuanto si è detto al n. 1 del paragrafo p h i o ,  si pub 
dire che il inassiino wz del valore assoluto di cluesta differenza in tutto A 
è una funzione dei parainetri pl,  p, ,  . . . , p,. Detto p. (+ O) il limite inferiore 
di m ( p , ,  p ,,..., p,), se esiste per i parametri p l ,  p ,,..., p,, un sisteiiia di 
valori z l ,  z 2 , . . .  , x,, tale che sia, in tutto A, 

dove è n, (x y) = z ,  rx;" + 7~~ yu + . - + nA-, diremo che n, (rx; y )  è un polinomio 
d'approssimaeione d i  grado n della f (x y).  

5. Si tratta ora di stabilire l'esistenza di un tale poliiioiiiio. 
A ta1 fine mostriamo dapprima che si pub determinare un campo liwzi- 

tato e chiuso per ra variazione dei parainetri p, tale che in esso la fuiizione 
m (p,, p,, . . . , p,) ammetta corne limite inferiore il numero p. 

(*) In cib che segue considereremo sempre funzioiii ad un valore assolutanieiite con- 
tinue. 
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Poichè è 

p 6 m ( O ,  0, ..., 0) =massiino di [ f ( x y ) - 0 1  in A = N ,  

(essendo Ai! il massimo di 1 f (x y) 1 in A) l'insierne B costitnito da tutti i 
punti ( p l ,  p ,,... , p,) in cui è sempre 

'W ( P I ,  PZ,..., PN) f M, 

è tale che in esso wa (pl, p, ,..., p,) ainmette coriie limite inferiore p.. 
Infatti, supposto clie il limite inferiore di m in B fosse p ' )  p., vi sa- 

rebbe, per definizione di p, un punto (p,, % ,..., p,) tale da rendere verifi- 
cate le disuguaglianze 

Ed allora, poichè è p ' ~  M, si avrebbe 

quindi ( î , ,  . . . , pN) apparterrebbe a B. La disuguaglianza m (5, ,. . ., gN) < p.' 
è percib assurda, e tale è pure l'altra p.'> p.. 

Facciamo ora vedere che i'insieme B è limitato. Sia P, (a y) un polino- 
mio appartenente all'insieine B (vale a dire tale che (p,,.. . , p,) appartenga 
a B). In tutto A si ha 

Il secondo niembro di yuesta disuguaglianza è fisso (fissati che siano i 
punti (x y) del deterrninante D) ed è finito. Tale disuguaglianza vale per 
tutti i polinomi che appartengono all'insieme B. Segue che B è limitato. 

11 campo B' definito dalle disuguaglianze (1) è lirnitato e chiuso e coin- 
prende in sè B ; in B' percib wt (p i ,  p,,.. ., p,) ammette p come limite in- 
feriore. 

. Veduto questo, osserviamo che essendo la f (x y) - P, (x y) funzione rn- 
zioiiale, e yuindi continua, dei paranietri p, la 1 f ($9) - P, (m y) 1 sarà essa 
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pure funzione continua di tali parainetri. Ne segue che anche * I L  (p, , y , ,  . . . , p,) 
sarà funzione continua dei parametri p : infatti per la continuità di 
1 f (x  y )  - P (x  y )  1 ,  potrà definirsi intorno a ciascun punto (p, , p, , . . . , p,) un 
campo ad N dimensioni ne1 quale la 1 f ( x  y )  - P, (a y) 1 faccia un'oscillazione 
minore di E;  in tale campo la W L  (p ,  , p, ,. .., p,) farà certamente un'oscilla- 
zione minore di E :  dunque la rn (p i  ,. . . , y,) è continua. Se ne deduce clie 
il limite inferiore y. di +n (p,  , . . . , p,,) in B' è un miniino. 

Cib significa che esiste per i paranietri p, un sistema di valori ni, .  .., rr,, 

tale che sia, posto n, (x y )  = n1 xn + r ,  + - + 7, )  

I ~ ( x ~ ~ ) - K ( x Y ) I  st*. 
in tutto A. 

Risulta cosi dimostrata l'esistenza di alwceno un polinornio d'approssiuna- 
zione d i  grado rb: n, ( x  y )  (*). 

Risulta anche che, se si suppone che in A, f ( x y )  non coincida con un 
polinomio di grado n, p. è certainente maggiore di zero, perché, ne1 caso op- 
posto, dovendo sempre essere p. & O ,  sarebbe f ( x  y )  = n,, ( x  y )  in tutto A, 
contro il supposto. 

6. Veniamo ora a dimostrare alcune proprietà dei polinoi-iii d'appros- 
simazione. 

Diinostriamo dappriina che 
se fl, (x y) è un  polinornio d'approssiw~ccaione di yrado n di f ( x  y )  (in wn 

dato campo A), c n,, ( x  y),  dove c è una costante, è un polinomio d'approssi- 
mazione, del10 stesso grado n, di c f ( x  y). 

Sia, infatti, p. il massimo di ( f (x y )  - n ,  ( x  y )  1 ne1 campo A : avreino, 
in tutto il detto campo, 

Basterà provare che no11 pub esistere un polinomio di grado n, P, (x y),  
tale che, in tutto A, sia 

con p.' < 1 c 1 p. Supponiamo, percib, che un ta1 polinomio esista : avremo 

(*) Questa dirnostrazione è uguale a quella che il BOREL dà, ne1 suo libro citato, per le 
funzioiii d i  una variabile. 
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allora 

il che contraddice all'ipotesi che nn ( x  y)  sia polinomio d'approssirnazione di 

f ( x  Y ). 
7. Se rr, ( x  y) è u n  polinomio d'approssiwbaxione di grado n di f ( x  y )  

%el campo che si considera, e P, ( x  y )  è un polinomio qualunque di grado n, 
rin ( x  y )  +Pm ( x  y )  è u n  polinowio d'approssimazione, del10 stesso grado n, di 

f (xy)+Pn (%Y). 
Essendo, infatti, p. il massimo di 1 f ( x  y) - n, (x y )  1 ne1 campo detto, 

avremo, in tutto questo campo, 

Basterà ora provare che non pub esistere un polinomio di grado n, 

Fn (x g), tale che in tutto il campo considerato sia 

con < p. Supponiaino percih che il polinoinio P f  (a y )  esista: avreino allora 

z, (x y )  - P,, ( x  y) è un polinomio di grado n ,  dunque tale disuguaglianza 
contraddice all'ipotesi che n, (s y) sia polinoinio d'approssimazione di grado n 
di f ( x  Y ) .  

Osservazione. Non devesi perb credere clie, in generale, la somma di due 
polinomi d'approssiinazione di grado .n di due funzioni continue sia sempre 
un polinoinio d'approssimazione della somma di yueste due funzioni. 

8. Detto y il iiiassimo di 1 f (x y )  - II, (x y )  1 in tutto A, è in ta1 campo 

- - 

in A poi esisterà alineno u ~ i  punto (x ,  y) in mi é 1 f ( i y )  - 11, (Xc) 1 = p. 
Ma si pu6 dire di più: esistono certamente, in A, due punti, (x', y') e 

(x", y"), nei quali è 

f ( X  y') - 1 (x' y') = J ,  f (x", y") - II, (x", y") = - y. 
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Supponiamo, infatti, che cib non sia. Esistendo certainente un punto 

(gX;Z/) in cui è 1 f ( 2 3  - n, ( G y )  / = p, avremo in ta1 punto 

Consideriamo il primo caso. Sia p' il minimo di f ( x  y) - 11, ( x  y) in A ;  
sarà 

-p.<p8<p 

(naturaltnente si suppone che in A f (x y) non coiricida con alcun polino~nio 
di grado n). Consideriaino, allora, il polinomio di grado n 

In tutto A, il lnassimo di 

r. + p.' "+ '< 1 8 ,  ed il minirno a y! - - - > - o .  E, poicliè è è uguale a p. - -- 2 2 

il che contraddice all'ipotesi che n, (x y) sia polinomio d'approssiinazione di 
grado n di f (x; y). 

- - 
Analogamente se in (z, y) fosse f ( G y )  - n, (Gy) = - p. Si conclude 

percib che il snassirno p di 1 f (a y) - n,, (z y )  1 é uguaie tanto al massimo 
quanto al valore assolzcto del mimirno d i  f (s y) - II,, (x y). 

9. Sia E l'insiime dei punti (2 21) di A soddisfacenti alla condizione 

ed un numero - = O  ed avente segno contrario a quel10 della differenza 
- - 

f (G y) - ri, js, y). Dimostrianlo allora che 
condiaione wecessaria e s u  ficiente afinchè n, (x: y )  sin u n  polinomio d'ap- 

prossirnazione d i  grado n d i  f ($y) in A, è c h  non s i  possano trovare 
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e un sistema di ualori soddisfacenti tzctti alla condizione S > 1 Tl > s > O, 
tali che sia su tutto E, 

La condizione è sufficiente. Supponiamo, infatti, che n, (x y) non sia po- 

linomio d'approssimazione. Se n', (a y) è d'approssimazione e p' è il massimo 

di 1 f (x y) - Ïi, (x y) 1 in A, è p.' < p, onde la differenza 

risulta diversa da zero e di segno contrario a quel10 della differenza 

Ne segue che, per 

la (1) è verificata su tutto E. E ci6 contro il supposto. 
La condizione è necessaria. Supponiamo, infatti, che esistano un sistema 

di valori 6 soddisfacenti alla condizione S )  1 Tl > s> O, ed un sisteina di 
valori p soddisfacenti su tutto E alla relazione 

e consideriamo il polinomio di uz"" grado 

Detto o un numero positivo, piccolo a piacere, consideriamo l'espressione 

(+) Questa proposizione trovasi anche ne1 c,itato lavoro del KERCHBERGER, ma solo per il 
cas0 in cui la funzione, che si vu01 rappresentare approssimativamente, venga considerata 
solo in un numero finito di punti e non in tutto un campo. 
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Poichè, in tutto A, f (x y) - n, (x y) e P, (x y) sono funzioni continue, 
preso un numero positivo E minore tanto di IJ. quanto di s, potremo sempre 
trovare un nuinero positivo 6 tale che, in ogni cerchio di raggio 6 (O parte 
di esso) contenuto in A, le due funzioni continue dette oscillino per meno 
di o. Allora, in ogni cerchio (O parte di esso) di raggio S ed avente per 

- 

centro un punto (a, y) in cui è 

P-E,  e, se w è stato preso minore di --- 
Stc 

 nal log amen te in ogni cerchio (O parte di esso) di raggio 8 ed avente 
- - 

per centro un punto (x, Y) in cui è 

- - 
Talchè in ogni cerchio (O parte di esso) di raggio 8 e centro (x, y) tale 

che sia 

Ragionando ora in modo analogo a quanto si è fatto alla fine del n. 3 
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del § 1, si vede che, in tutto A, è 

il che è assurdo essencio n, (x; y) un polinomio d'approssimazione. La pro- 
posizioiie è cosi completamente dimostrata. 

10. Dimostriamo ora che 
il vzumero v dei gunti di A in cui 

raggiulzge il suo valore tnassimo p, è maggiore di n + 1. 
Supponiatno, infatti, che sia 

i punti in quistione. Possiamo sempre supporre che le coordinate x,, x,, ..., xv 
siano tutte distinte tra loro, giacchè, se ci6 non fosse, si potrebbe, con una 
conveniente rotazione degli assi x, y, ridursi a ta1 caso. Ed è evidente che, 
se n, (x y) è polinoniio d'approssiinazione di grado n di f (x y), anche il tra- 
sformato di n, (x  y), mediante la trasformazione di coordinate dette, è poli- 
noinio d'approssimazione di grado n della irasformata di f (x y). 

Possiamo, adunque, supporre che sia 

In ogni intervallo x,. . . . x,,, (r  = 1, 8,. .., v - 1) tale che f (x,. y,.) - n, (cc,.~,.) 
e f (LE,, , y,.,,) - n, (CC,, , y,.+,) abbiamo segni contrari, scegliamo un punto i ,  
distinto tanto da x, quanto da x,,, . Siano 

tali punti: avremo certainente V'L W. Consideriamo, àllora, in tutto A, il po- 
linomio di grado minore od eguale ad n 

Con un ragionamento analogo a quel10 usato da BOREL ne1 libre già ci- 
tato (prtg. 86) si giunge facilinente a far veclere che, per un conveniente va- 
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lore di w è, in tutto A, 

il che contraddice all'ipotesi clie m,, (x y) sia polinoiliio cl'approssimazione. 
11. Rileviaino, ora, una notevole differenza esistente tra il caso di una 

sola variabile e quel10 di due. La differeriza sta in ci6 die, mentre ne1 primo 
caso ui è un solo polinomio d'approssi.î)za~ione di grndo dnto per w z a  fzc iz -  

zione continua, ne1 secondo, invece, i n  generale ue ne sono pi& e qzcirzdi iltfjwifi. 
h chiaro clle se ve ne sono due ve ne sono infiniti. 

Se n, e n,, sono, infatti, due polinoini d'approssirnazione dello stesso 
grado n, anche i polinoini 

sono tali, poichè, se in tutto A sono soddisfatte le disuguaglianze 

è anche soddisfatta l'altra 

A prova di quanto 6 detto sopra darenio, in ci6 che segue, eseinpio di 
funzione f (x y) continua in un dato cainpo, e: yuivi aininettente più polinoini 
d'approssimazione dello stesso grado. 

18. Prinia, perb, di venire all'eseinpio annunciato farenîo un'osser- 
vazione. 

Sia f (x y )  una funzione finita e continua in un cainpo A ;  n, (x 3) sia. 

poi un suo polinomio d'approssirnazione di grado n. Detto 21 uno speciale 
valore di y appartenente ad A, consideriarno la funzione della sola varia- 
bile x:  f (x, 21). Essa, ne1 cainpo A, ainmetterà un polinoinio d'approssinia- 

A~l ta l i  di Matemntica, Serie III, Tomo XV. 1 O 
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zione di 
dico che 

grado n :  n, (x); detto ,u' il massimo di 1 f (x, i) -II, (z) 1 in A, 
è 

P1 4 P7 

dove p. indica il massimo in A di 1 f (x y) - n, (x y) 1. Snfatti, se fosse p'> ,IL, 

si avrebbe in tutto A 
If(%, G)-%(x7 G) l ~ P < P - ~  

ed allora lï, (x) non sarebbe pih il polinomio d'approssimazione di grado n 

di f ( $ 9  a. 
Dunque, se Pm (x y) è uw polinomio di grado n, il sapere che in tutto A é 

essendo p.' il massirno di 1 f ( x )  - n, (x) 1 in  A (dove 2 appartieae ad A, e 
n, (x) è il polinowzio d'approssimazione di grado m di f (x, i)), basta per  con- 
cludere clze P, (x y) è un polinomio d' approssimaxione di grado n di f fx y). 

13. Preinesso cib, veniamo al nostro esempio. 
Sia f (x;) una funzione finita e continua data in un intervallo (a, b). ïï, (x) 

sia il suo polinomio d'approssimazione di grado n, e p il massimo di 
1 Y(x) 1 = 1 f (x)  - ri,($) 1 in (a, b). Essendo Y (x) = f (x) - II,(x) una fun- 
zione finita e continua in (a, b) potremo, prefissato un numero positivo 

E <&, trovare un numero positivo 6 tale che, in ogni intervallo di am- 
O 

piezza 8 di (a, b), la Y compia un'oscillazione minore di E. Se, perci6, con- 
sideriamo tutti i possibili intervalli di ampiezza 8 ed aventi come punto di 

nlezzo un punto di (a, b )  in cui è Y (x) = O se accadrà che uno di tali 

8 
I 

punti disti da a per meno di -, si considererà coine estremo anteriore del 2 
relativo intervallo il punto a, sicchè, in ta1 caso, l'intervallo avrà un'am- 

piezza minore di 6; analogamente per b , avrerno, in ciascuno di essi, 

l Y(x) l 
) 

Dopo aver riunito in uno solo quegli intervalli che hanno almeno un 
punto in comune, ci troveremo ad avere, neli'intervallo (a, b), degli intervalli 

(*) È chiaro che in un estremo di uno di questi intervalli pub essere Y (x) = O  solo se 
si tratta del punto a O del punto b. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tone bli : I polinomi d'approssirnaxione di Tchebychev. 75 

in ciascuno dei quali è: sempre 1 Y (x) 1 < E. Siano a,, ; a,, Pz;. . . ; a,, P,., 
gli estremi degli intervalli detti. 

In ciascuno degli intervalli rirnanenti di (a, b) avremo, sempre 1 Y(x) 1 >O, 
ossia sempre 

f (x) < n, (4 oppure f (4 > K (4. 

Essendo la f (x) continua, potremo certamente trovare un Stale  che, in 
ogni intervallo d'ampiezza 8' di (a, b), la f (x) compia un'oscillazione niinore 

8 
di E. Preso allora un  a'" minore tanto di 8' yuanto di - 1 potrenio da ogni 9 
intervallo 8, di (1) staccare, a partire dai suoi estremi, due intervalli di am- 
piezza a", (K,, a',), @',, PY). Da questa operazione escluderemo quei due in- 
tervalli di (1) che eventualmente avessero un estreino in a O in b. Per mag- 
gior chiarezza, questi due intervalli, qualora esistano, li chiamerelno a,, 8,; 
tutti gli altri di (1) li chiamererno 

Allora ogni intervallo (8) rimarrà diviso in tre : (a , ,  cc',), (da,  Pts),  (Pta, PB) ; 
ne1 primo e ne1 terzo sarà 

mentre poi, in tutto (a,,  Pa) ,  sarà 

Detto ci6, consideriamo, ne1 campo delle due variabili x ed y definito 
dalle disuguaglianze 

a s  xf b, O r y s  G, (5) 

il polinomio di grado n, n, (x), vale a dire il polinomio clle per ogni valore 
di y è uguale a n, (x). Costruito un polinomio di grado .n - 1 ,  P,,-, (x, y), 
tale che in tutto il campo definito dalle (5)  sia 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



76 Tonel l i :  I polinonci d'approssi.tnazione di fihebjchev. 

considerialno il polinomio di grado n (ne1 coinplesso delle variabili) 

Questo polinomio coincide, per y = 0, con n, (LE), ed è tale da rendere, 
in tutto il campo (5) ,  soddisfatta la disuguaglianza 

Ci proponiaiiio, ora, di costruire una funzione F(x ,  y) continua in tutto 
il campo (5) e tale da amrnettere, nello stesso campo, i polinoini 11, (x), 
P,, (x, y) coine polinomi d'approssimazione di grado n. 

A tale scopo definiamo la F (a y) ne1 modo seguente : 
ne1 campo 

a f x g p ,  0 3 J 5 c  

(ove p è l'estremo posteriore di 8,) poniamo, se è f (&) < n, (&), 

a seconda che è 

Analogamente ne1 campo 

dove cr è l'estrenio anteriore di 8,. 
Ne1 cainpo 

F r x ; s a l ,  O ~ y s c  

ponianio, se è f (x) < n,, (x), 
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a seconda che è 

poniamo invece, se è f (x) > n, (a) 

a seconda che è 

Analogamente nei campi 

. . . . . . . . . . .  
' L X f  a ,  Of yf C. E s  - 

Nei cainpi 
~ ' , x s @ ' ~ ,  O G ~ ~ C  \ 

Analogamente per i campi 

La F(x y) resta cosi definita in tutto il campo (5). 
Facciamo ora vedere che la F (x y) cosi definita è, in tutto (5), continua 

e tale da render soddisfatte le due disuguaglianze 
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Consideriamo dapprima il campo 

e supponiamo che quivi sia : 

f ($1 < n u  ($1 

(è chiaro che se tale disuguaglianza è verificata in un punto del campo detto 
10 è anche in tutto il campo : infatti conie già abbiamo osservato è, in (P, a,), 

- - 
sempre 1 Y($) 1 >O). Allora considerando un punto (x,  y) del detto campo, 
potranno darsi tre casi. 

1 . O  Sia n, (x) > P, ( G a  : per definizione abbiamo 

- - 
e, poichè vi è tutto un intorno del punto (x, y )  in cui è H, ( x )  > P, ( x  y )  (es- - - 
sendo queste funzioni continue), vi è tutto un  intorno di (x;, y) in cui è 

F ( x  y)= f ( x ) :  

in tale intorno la F ( x  y) è percib continua (tale essendo la. f (x)) .  
Si ha poi 

i ~ ( ~ ) - n , , ( X ) ~ = ) f ( ~ ) - n ~ ( ~ ) I f p ,  

poichè in tutto (a, b) è 1 f ( x )  - n, (x) I L  p. per dato. È poi anche 
- - - - 

I F ( G Y ) - P ~ ~ ,  Y ) I = I ~ ( ~ - - ~ ( G ) I =  

poichè le due diflerenze n, (2) - f (x), n,, (2) - P,, (xi) sono anlbedue posi- 

tive e minori rispettivainente di p e E 

9 . O  Sia TI,, (X) < P,, (X c) : abbiamo per definizione, 

F (32 ij) = P, (2 ) - (II, (X) - f (G) )  ; 
- - 

e poichè vi è tutto un intorno di (z, y) in cui è n, ( x )  < P,, (x y) ,  in tale in- 
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ivi, percib la P ( x  y) sarà continua. Avreino poi 

e, poichè le differenze tra parentesi sono aiiibedue positive e ininori rispet- 
tivamente di E e p, 

- - 
IF(%, Y ) - ~ , & ) I < P .  

Avremo anche 

- - - - 
3 . O  Sia n, (G) = P, (x, y). Preso un intorno di (x, y) abbastanza pic- 

colo, potrà darsi che in tutti i punti di tale intorno sia seinpre F(xg)  = f (x) 
I o sempre F(3o y) = P,, (x - 11% (x) - f (x) 1 : in tali casi la F (x y) sarà 1 

evidentemente continua in (xg; oppure potrà darsi che sia F (z y) = f (x) in 
tutti punti dell'intorno detto che stanno da una parte della curva algebrica 

n.(x)-P,(xy)=O,laqualepassaper(~~),e~(x~)=~.(xy)- n,,(x)-f(x)l 1 
in tutti yuelli clle stanno dall'altra parte. Anche in quest'ultimo caso la F (x y) 

- - 
sarà evidentemente continua. È poi, poichè per definizione è F (x, g) = f (z), 

In tutti i casi esaminati abbiamo supposto f (x) < n, (x) ; se fosse 
f (x) > n, (x) non ci sarebbe che da ripetere gli stessi ragionamenti. 

Abbiamo cosi, in tutto il can~po P r x 5 Y , ,  O r y 6 c, diinostrate le di- 
suguaglianze (7) e la continuità della F (x y). 

Analogamente per i campi (a) e per 
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Nei campi (b) ,  essendo F (x y) = f (x) per definizione, la F (x y) è seinpre 
continua. Ivi è anche (per le (4) e le (6)) 

Riinangono da esaminarsi i campi (c). In essi è, per definizione, 

0 

Ora, per quanto abbiamo detto precedentemente, F(a,, y) e F(al,, y) 
sono funzioni continue di y ;  ne segue che P ( x  y) è continua rispetto all'in- 
sieme delle due variabili. 

- - 
Facciümo vedere che anche nei campi (c) sono verificate le (7). Sia (a,  y) 

- - 
un punto del campo cc, r cc G a',, O G y r c. Il valore di F (a, y) è, per la (8), 

- 
compreso tra P (cc, ,  y) e F (a',, G) = f (a',). Appartenendo cc, a l  campo 
P,-, a,, O i  y r  c, è (per definizione), a seconda dei casi, 

è, percib, seinpre (per la (6)) 

1 F ( % ,  i) - f (4 l < E. 

Segue anche (per la (3)) 

Si ha poi, per la (3) e la (41, 

- - 
Da. questa e dalla (9) si ha, poichè, come abbiaino osservato, F ( x ,  y) è 

compreso tra B (a,, LI) e F (c/-',, y), 
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Avendo cosi dimostrato che la P ( x  3) è continua nei vari canipi (coin- 
presi i contorni) in cui abbiamo diviso il campo totale (5), risulta che detta 
funzione è continua in tutto il campo (5). 

Resta, dunyue, coinpletaineiite provato che, in tutto il campo (5),  la F (x, 9) 
è continua e soddisfa alle disuguaglianze (7). 

Per y = O avremo percib, in tutto (a, b), 

con F ( x ,  O) funzione continua di x. Ora, dalla definizione di F ( x ,  y), rica- 
viaino che P (x ,  O) è uguale a f (z) iu tutto (a, b) eccettuati i tratti (a, ,  u',), 

(F'., p.), nei yuali invece è, rispettivainente, 

F (x, O) = (%*) - f!zls) (x - a.") + f (%), F (x, O) = f (p') - f (p.) (, - pl) + f (pl*) 
a, - Q . B'I - B.. 

(ci0 perchè è P, (x, O) = n,, (x)). S e  segue che F ( x ,  O) e f (x) differiscano tra 
loro solo in tratti in cui è verificatü la (4) 

I f ( x ) - n . ( x ) I < ~ ,  
e, peïcib, che, dove è 

f (x) - n, (m) = + IJ., 

è anche 
P ( x ,  O) -n,(x) = k 

con perfetta corrispondenza di segni. 
Ora, essendo, per dato, n, (x) il polinoiuio d'appi.ossiinazioiie di grado n 

di f (a) in (a,  b), per il n. 6 del § 1 esisteranno almeno n+ 2 punti x,. 

(x, 2 a ,  x,,,, 5 b) tali che sia 

dove è 1 FI = p. Ne segue, per 

F(z, . ,O)-nm(x, . )=f- l jvp ( r - 1 7 2  ,... , n + 2 ) ,  

E poichè, in tutto (a, b) ,  è 

IWx, 0)- n w ( x ) I ~ ~ ,  
Alzlzali d i  Matematica, Serie III, Toino XV. 
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per 10 stesso n. 6 sopra ricordato, avrenio che n, (x) è il polinomio d'ap- 
prossirnazione di grado n. di F (x, O) in (a ,  b ) .  Esserido poi, in tutto il campo 

si conclude, per l'osservazione del n. 18 di questo paragrafo, che n, (x), in 
tutto il campo detto, è un polinomio d'approssirnazione di grado m di P ( x  y). 

Parimenti, essendo, in tutto il campo a r x r b, O r  y r c, 

e P, (x, O) = fi, (x), è pure P,, (x  y) un polinomio d'approssimazione di giado lz 
di F ( x  y). 

Abbiaino cosi dato esempio di una funzione F ( x  y), finita e continua iii 
tutto un campo, la quale ainrnette due (e quindi infiniti) polinoini d'appros- 
sirnazione di grado n. 

14. Per gli infiniti polinoini d'approssimazione di grado n di una fun- 
zione continua f (xy) possiamo dimostrare la seguente proposizione : 

esistono, ne1 cccuzpo considerato A, almeno n + 2 punti 

tali cke in essi tutti i polinomi d'approusimaaione di grado rn della f (x y)  as- 
sunzono i valori 

Diinostriaino, dappriina, la cosa per un numero finito In di polinomi di 
approssiinazione di grado n.  Detti 

tali polinomi, si ha subito clie anche il polinomio 
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è d'approssimazione : è, infatti, 

Ne segue, per la proposizione del ri. 10, clle 

raggiunge il suo massimo valore in alnieno n -+ 2 punti. Ma, se in un puiito 

- - - 
ed, analogamente, se in (x, y) è 

- - 
Ne segue clle nei punti (x, y) è 

- - - - - - - 
n(:) (x, y) = n(:) (x y Y ) = . = n(:) (x, ZJ) = f (x, y) - 11.) 

- - 
ed in quelli (%, 21) 

- - - -  - -  
Essendo i numeri (x, y), (x, y) in nuinero, alineilo, di I & +  8, la propo- 

sizione è dimostrata per gli nt poliilorni considerati. 
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Veniamo, ora, a dimostrarla per tutti i polinoini d'approssimazione di uno 
stesso grado. Consideriamo, dapprima, il caso che fra tali polinomi ne esista 
alineno uno n, (z y) tale che l'eguaglianza 

I f ( x d - n " ( x ~ / ) I = P  

sin soddisfatta solo in un numero finito di punti di A. Detti 

(XI, y*), (~27 yz),..., (xm, Y",') ( ~ 8  2 n t  9) 

tali punti, sia 

f ( x r , g r ) - n n ( x v , y v ) = p r  ( r = l , 9  ,... , m )  

dove è 1 p.,. 1 = r.. Supponendo, allora, che la proposizione enunciata non sia 
vera, s a r i  possibile scegliere un polinomio d ' app ros~ im~ione  di grado n :  
n(:), tale che sia 

f (xi. , y,.) - n':) (x, , y ,.) - = P r  7 

e ci6 per almeno 1 ) ~  - (n  + 1) valori di r. Ne segue clle questi polinoliii ri':), 

il cui numero è minore ed eguale ad m, ed il polinomio rr,, aminettono, al 
massimo, TZ + 1 punti (x,, y,) tali che sia 

f > 2 / s )  - nrL 7 9,) = p8 , f 7 yS) - ( x ~ ,  P S  

I r.3 I = r-, 
e cib contraddice a quanto si è diinostrato più sopra. 

Consideriamo, in ultimo, il caso che tutti i polinorni d'approssimazione 
siano tali da rendere la 

I ~ ( x Y ) - ~ ~ ~ ( x : ~ ) I = , v . ,  (1) 

per qualsiasi polinomio d'approssimaziorie di grado n : n, (a g), soddisfatta 
sempre in infiniti p u n k  

Diciamo E l'insieme dei punti di A in cui, per un dato polinoinio d'ap- 
prossimazione n, (x y), è soddisfatta la (1) 

Essendo 

tale; i punti 
ipotesi sono 

n(:) + n(:) n(;) e n(:,) due polinomi d'approssinlazione, anche 
9 

è 

dell'insieme E relativo a quest'ultimo polinoinio (punti che per 
in numero infinito) cadono sulla curva algebrica di ordine n :  

n'A) (X y) - II(:) (X y) = 0. 
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Indichiamo con 
c, = O ,  c, = O  ,..., c,.=o, 

le curve algebriche irriducibili che fanno parte della n(A) - n'i) = O, e che con- 
n'A) + n(:) . 

tengono ciascuna infiniti punti dell'insieme E relativo a 8 , è, eviden- 

temente, r 5 n. Per brevità diremo che il sisterna (8) é relativo a ri';). Dico, 
allora, che vi è almeno una curva 

di (8)  clle appartiene a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi d'approssima- 
zione di grado n di f ( x  y). Supponiamo, irifatti, che cib non sia; per ogni 
curva C, di (8) scegliamo un polinomio d'approssimazione tale che al si- 
stema (8 )  relativo ad esso non appartenga la c,. 1 polinoini cosi scelti sono in 
numero di r ,  , con r ,  r r n; la loro soniina, aumentata di n'A) e di- 
visa poi per r, + 8,  è pure un polinomio d'approssimazione n,, il quale, per 
l'ipotesi ammessa, dovrà anlmettere un insieme E composto di infiniti punti. 
Tale insieme deve, evidenterriente, appartenere a tutti gli insiemi E rela- 
tivi ai polinonii componenti n,, e quindi a tutti gli insiemi E relativi a 
n(;)+n() n(;)+n(;) 
-- 

8 ' 
, ----,.. . Ne segue che il sistenia (2) relativo a n,, deve ap- 

$2 
partenere a tutti i sistemi (8)  relativi ai polinonii componenti n,,: ci6 è ini- 
possibile per il modo con cui tali polinoini furono scelti. 

Resta dunque provato che esiste alnieno una curva Cs= O che appar- 
tiene a tutti i sistemi (8) relativi ai polinomi d'approssimazione. Lungo la 
curva C, tutti i polinoini d'approssimazione coincidono con n'fi); e poichè 
tale curva contiene infiniti punti ( x ,~ , . )  in cui è 

esistono infiniti punti (x, y,.) in cui la 

è soddisfatta per qualsiasi polinomio d'approssimazione di grado n di f (x y). 
La proposizione è cosi pienamente dimostrata. 

15. L'insieme d i  tutti i polinomi d'approssimazione d i  u n o  stesso yrado 
d i  u n a  funzione continua f (a y)  (data  in u n  certo campo A) co~tituisce u n a  
varietà d i  ficnxioni egualmente continue. 
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Infatti, poichè tutti i polinomi d'approssimazione di uno stesso grado n 
devono soddisfare, in tutto A, alla condizione 

ne viene che tali polinomi sono, in tutto A, compresi tra i liiniti finiti JI+ p. 
e - (M +p.), dove di! indica il massimo valore di 1 f (a y) 1 in A. Ne segue, 
per il n. $ che i polinomi detti costituiscono una varietà di funzioni egual- 
mente continue. 

Risulta allora (*) che esistono, per la varietà dei polinonii d'approssima- 
zione di grado n della f (x y), una funzione limite superiore U(x y) ed ufia 

limite inferiore V (x y), ambedue continue. Tutti i polinoini d'approssimazione 
detti saranno, in A, compresi tra queste due funzioni, e sarà, evidentemente, 
in tutto il campo considerato, 

Di più (n. 14) le funzioni U (x y) e Ir (x y) in almeno n + B punti di A 
coincideranno assumendo i valori 

Si pu6 anche osservare che i polinomi d'approssimazione di grado n di 
f (x y) riempiono completamente, in A, tutto 10 spazio compreso tra U(x y) 
e V (x; y), poichè per un punto qualunque interno a tale spazio passa sempre 

- - - 
un polinomio d'approssimazione. Per vedere cib, indichiamo con (a, y, z )  un 
punto interno al10 spazio considerato : sarà 

Per la definizione stessa delle funzioni U (z y) e V (x g), esisteranno cer- 
tamente due numeri z, e z,, soddisfacenti alle disuguaglianze 

(*) C. ARZELA, luogo citato. n. 5. 
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e tali che esistano due polinomi d'approssimazione di grado ra che soddisfino 
alle uguaglianze 

- - - - 
n'A) (a, y )  = 21, n(:) (a, y) = Z, . 

Consideriamo allora il polinomio di grado n 

il quale ne1 punto (xi) amrnette il valore È 

dunque anche (1) è polinomio d'approssimazione. Resta cos1 provata l'esi- 
- - 

stenza di un polinomio d'approssimazione di grado n, il quale in (x,  y) as- 

s ime  il valore . 
16. È evidente che ne1 caso in cui v'è un solo polinoinio d'approssi- 

mazione di grado n di f (x y): n, (x y), è 

U ( a y )  r n. (%Y) z V(CZ y). 

Viceversa, se in tutto A è 

esiste un sol polinomio d'approssimazione n, (x y), ed è 

n, (xy) z U(xy)=  V(X y). 

Ami, per questo non è necessario che la (1) sia verificata in tutto A :  
basta che 10 sia in una parte, comunyue piccola, di A ;  O meglio, basta che 

10 sia in rz2) punti che non giaeciano tutti sopra una medesirna curva 

algebrica di ordine n: infatti, in tale ipotesi, tutti i polinomi d'approssinia- 
zione, assumendo in tali punti gli stessi valori, risulterebbero identici. 
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17. Possiamo osservare che, se, per ogni polinomio d7approssimazione 
di grado n, si ha che i punti di A in cui è 

- 
I ~ ( X Y ) - ~ , * ( X Y ) I = I I .  (1) 

sono tali da poter trovare, ne1 caso in cui il nuinero di essi sia v < (7" * 

nella matrice 
7 ,  y ,  - 1 y 1 7 . . . 7  1 ,  1 1 

7 y Y 7 ,  2 7 Y 7 1 
e . . , . . .  . S . . . . .  

$Y, y;, xY-'Yv,..., $ Y 7  Y Y 7  1 

(che è la matrice del sistema P,, (%,.Y,.) = O, (Y = 1, 2 ,  ..., v) dove, corne al 
solito, P, (a y) indica un polinomio di grado n e (a,., y,.) ( r  = 1, 9 , .  .. , v) sono 
i punti d i  A nei quali è verificata la (1)) almeno un determinante di or- 

dine v diverso da zero, e, ne1 caso in cui sia v ' (" 7 nella stessa nia- 

trice, alnxno un deteirninante di ordiire ("$') pure diverso da zero, d o r a  

esiste, in A, un solo polinodo d'approssiwazione di grado n della funzione 
considerata. 

Per vedere cib, mostrianio che, nelle ipotesi poste, il numero v non pub 

essere ininore di , Considerando ne1 sistenra 
( 2 )  

n + s  dove è N =  ( ) 

le p corne incognite, il sistema scritto è, per le ipotesi fatte, certamente pos- 
sibile. È dunque possibile costruire un polinomio di grado n tale clie sia 
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Ripetendo allora il ragionamento fatto al n. !2 del § 1, si rede clie, per 
un valore conveniente di w, è, in tutto A, 

con p'< p, il che contraddice all'ipotesi che II,, ( x  y )  sia polinoinio d'appros- 
simazione. 

Stabilito questo, supponiamo che esistano per la f ( x  y) due polinomi 

d'approssimazione di grado n:  n, (x y) e fi, (x  9). Siccoine anche Kz + c, ,+ 
52 

sulta polinomio d'approssimazione, la 

deve essere soddisfatta in almeno N =  (n:') punti tali clle sia 

E, poichè in tali punti deve essere 

si ha che n, ( x y )  e iï, (x  y )  assurriono Io stesso valore in almeno n punti a 
determinante D diverso da zero. Ci6 porta 

18. Dimostriamo ora la seguente proposizione : 
data, in un campo A, una funxione f ( x  y) continua, e preso uw nuwero 

positivo n, piccolo a piacere, si pud sempre trovare un numero positivo E tale 
che, per oyni poZinomio d'approssintaaione Il', (x y)  di grado n di una qucrl- 
siasi funzione continua g (x  g), soddisfacente, in tutto A, alla condizione 

f ( x !d -g(xY) I<% 
Annali di Matematka, Serie I I I ,  Tomo XV. 
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esista sempre un. polinowcio d'approssi~naxiona (del10 stesss grado f i ) ,  n, (x y), 
di f (x y), che soddisfi, i n  tutto A, d a  disuguaglianza 

Supponiarno che la proposizione enunciata non sia vera. Allora, presa 
una successione di nuineri positivi, decrescenti e tendenti a zero, 

per ogni E, di tale successione si potrà sempre trovare una funzione con- 
tinua y, (xy), soddisfacente, in tutto A, alla condizione 

e tale clie, per almeno uiîo dei suoi polinomi di approssiinazione di grado n :  
- 
II':) (x y), non esista corrispondentemente un polinoinio d'approssiinazioiie 
del10 stesso grado, rr,, (x y), di f (x ZJ) tale che sia, in tutto A, 

Detto p. il inassimo di 
I f ( ~ Y ) - - ~ d W l  

in A, dalla 

e yercib 

I ~ ( x Y ) - W X Y ) I  f I ~ ( x Y ) - % & Y )  

1 f (s y) -:'?(%y) I<p. 

la quale sarà soddisfatta in tutto A. 
Considerando allora la successione 

- - 
n'A' (x y), i? (x a),  . . . , n? (x y) , . , . , (3) 

(*) Questa proposizione, ne1 cas0 delle funzioni di una sola variabile, coincide con quella 
data al  n. 7 del primo paragrafo. 
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si ha, per la (2), che per ogni valore di m è, in tutto A, 

f(xy)-fk'(x2/) < y + % ,  

vale a dire, in tutto A, 

1 E I '  (x y) 1 <JI+ r. t e  E l ,  

essendo JI il massimo di 1 f (x y) 1 in A. 1 polinoini (3), essentlo cosi tutti 
compresi tra due limiti finiti, costituiscono (n. 8 )  una successione di fun- 
zioni egualniente continue, ed aniniettono percib (*) alnieno una funzione li- 
mite, la quale, per il n. 3, non è altro che un polinonlio di grado n. Sia 
P, (x y) un polinomio di grado $8 funzione limite di (3) : diniostriairio che, 
in tutto A, è 

l f ( x Y > - P " ( x x : ) l r r . .  

Supponiaino che ci6 non sia; allora, detto p' il inassiiiîo di 

in A, avremo p' > :J e, per essere la (1) composta di iiuineri positivi tendenti 

a zero, potrenlo sempre trovare un 'flL tale che, per ogni m>;, sia 

Ne segue die, per ogni 'nt >m, è in forza della (2), in tutto A, 

onde, per essere P, (x y) funzione limite di (3), 

il che contraddiee üll'ipotesi che y' ' + l J , ' )  sia il niassiino cli 
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S i ,  conclude, percib, che P, (x y) è un poliiiomio d'approssiinazione di 
grado n di f (x y) : 

P,, (x y) = 6, (s y). 

Dalla definizione di funzione limite di una varietà di funzioni egualiiieilte 
continue segue, allora, che in (3) vi sono iniiniti polinorni i quali, in tutto A, 
appartengono all'intorno 

( x ) ,  II ,(xy)+~i,  

vale a dire, che in (3) vi sono infiniti poliriolni che in tutto A soddisfano 
alla condizione 

e cib contraddice all'ipotesi fatta. 
La proposizione è cosi dimostrata. 

19. Anche qui, ne1 caso di due variabili, il problenia della determina- 
zione di un polinoniio d'approssiinazione di una data funzione continua 
f (x y) si ïiconduce (mediante la proposizione diinostrata al numero prece- 
dente) al  caso particolare in cui la f (x y) detta sia una funzione razionale 
intera. E cib ne1 senso che il saper calcolare un  polinomio d'approssi~)mzione 
di dato grndo uz di una yualunque funzione razionale intera porta che si snp1h 
cnlcolnre, con quell'approssi~)zazione che si vzcole, u n  po1irzor)~io d'approssil.)m- 
zione del10 stesso grado n di una qualsiasi fzsnziorze continua. 

Infatti, detta f (xy)  la funzione continua e preso un nurnero yositivo 8 ,  

piccolo a piacere, si pub sempre prendere (per il numero prececlente) un 
numero E, positive, in modo che, essendo n',, (xy) un polinomio d'approssi- 
mazione di grado n della funzione continua g (x y), soddisfacente, in tutto 
il campo che si considera, alla condizione 

si possa poi senipre trovare un polinomio d'approssimazione di grado n della 
f (x y) tale che sia, in tutto il campo detto, 

Si conclude che se, in forza dell'estensione a due variabili del teorema 
di WEIEHS~KASS ricordato al il. 8 del primo paragrafo, si prende per funzione 
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g (x; y) un polinoinio P,, (x y), e per quesfo si calcola un polinoinio d7appros- 
simazione di grado n., n', (x y), questo polinomio rappresenta a meno di -II 

un polinomio d'approssimazione di grado n di f (a y). 
In quanta poi alla determinazione di un polinolnio d'approssimazione di 

una funzione razionale intera, non possiamo qui dare un nietodo algebrico 
analogo a quello dato, per il caso di una sola variabile, al n. 8 del 1;  e 
ci6 perchè il teorema del n. 14 non riesce a darci un numero di equazioni 
algebriche uguale alla differenza tra il numero delle incognite e quello delle 
dimensioni del10 spazio dei polinomi d'approssimazione (del grado che si 
considera) della funzione data. Dovremo percib, in generale, determinare i 
punti di massimo e di minimo della funzione razionale intera f (x  y) - P, (x y) 
(dove P, (x y) è il polinomio generale di grado n), e ci6 si farà algebrica- 
mente; poi trovare il massimo dei moduli dei valori che la f (x y) - P, (x y) 
assume in tali punti, ed, infine, determinare i valori dei coeficienti di P, (x  y) 
per i quali ta1 massimo raggiunge il suo miniino valore. 

020. Analogamente a quanto si è detto al n. 9 del § 1, possiamo dire 
che il numero O,, che dà il massimo di [ f (x y) - n, (x y) ( in A, è una fun- 
zione di n univoca, sempre positiva O nulla (senipre positiva se f ( x  y) non 
coincide in A con un polinomio), e sempre non crescente (perla  definiziorie 
stessa di polinomio d'approssimazione di grado dato). Ne segue che p., tende 
ad un limite A, che il noto teorema di WEIERSTRASS sulla rappresentazione 
delle funzioni continue inostra essere uguale al10 zero. 

Anche il grado m, di n,, (x y) è una funzione univoca di u z ;  ed è anche 
una funzione sempre non decrescente. Se f (x y) non coincide in A con un 
polinomio, il limite zero, a cui tende p, al crescere indefinito di m, non pub 
essere un minimo per p.,, talchè, al crescere indefinito di n, p., assume cer- 
tamente infiniti valori distinti. E poichè dalla disuguaglianza p..=]= p. segue 
l'altra ta, =l= m,, si conclude che m,, al crescere indefinito di n, assume in- 
firiiti valori, vale a dire (poichè tali valori differiscono tra loro almeno di 
un'unità) che m, tende all'infinito. 

Consideriamo, ora, la serie di polinoini 

dove n, (X y) è un polinomio d'approssimazione di grado rt di f (x y). Si ha 
subito, per quanto è detto sopra, che la serie scritta converge uniformemente, 
in tutto 8, verso f (x y). Di serie corne la (1) (ossia di sviluppi di TCHEBY- 
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CHEV) (*) per una data funzione continua f (a y) (data in un determinato 
campo A) ne esiste sempre ahnerio una; in generale, per6, ne esistono infi- 
nite. Tutte queste serie di TCHEBYCHEV godono della proprieta di dare, f r ~  
tzstte le serie di p l i m m i  di grado successivaments crescente, uniformewwnte 
cooeve~genti, in t d t o  A, .verso la f (LZ y) ,  la pi& mpida convergema. 

Ne1 passaggio da1 cas0 di una sola variabile a quel10 di due, la rappre- 
sentazione delle funzioni continue mediante serie di Tchebychev perde una 
proprietà importante : qwUa deUa u-nivocita. 

(*) Li chiameremo c d .  
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polinomi d'approssimazione di Tchebychev. 

(Di L E O R J D ~  TONELLI, CC Bologna.) 

P A R T E  S E C O N D A  

n-r n 

ri,, (xy) = 2 2 ( ( ~ 1 ~ ~ ~ 0 ~ r ~ ~ 0 ~ ~ 2 j + b , . ~ s i i i r x c o s s ~ +  
s=O r = O  

+ a',., cos r x sin s y + b',., sin r x siil s 9 )  

ove è seinpre s + r 6 n. Con facile coinputo si vetlc clie il nu1iiei.o dei ter- 
mini di tale polinoiiiio è uçuale a 2 12" t n + 1 (nntiii-aliiiente ilon si con- 
tano quei terinini clie contengono un seno coi1 l'indice r ocl s nullo). Nel 
caso di una sola variabile si lia 

ed il iîuinero dei termini é 2 .î.z + 1. 
Evidenteiiieilte, un poliiioinio trigonoiiletrico è una f~mzioile ad un ra- 

lore, fiiiita, continua e derivalde in tutto il piano x y, eccettuato l'eleineiito 
all'infinito di ta1 piano. Un polinoinio trigotiaiiîetrico aininette poi, rispetto 
ad x e ad y, il periodo 2 R. 

9. Siccoine in questa seconda parte noi consideriamo senipre funzioiii 
aminettenti, rispetto ad ninbedue le variabili x ed y, il peiiotlo 9 T ,  saià 
sufficieute considerare kali funzioni ne1 quadrato clie ha i lati passanti per 
i puiiti (x - - 7i, y = O), (z, O), (O, - R), (O, z) .  Il canipo cleter~niiiato da 
questo quadrato 10 chiamerelno A ;  i lati del quadrato clie passano per i 

Awnali d i  Matewzatica, Serie I I I ,  Toino XV. 13 
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96 T o n e  l 1 i : I pol inowi  d 'appross iwxzione d i  Tchebyclzeu. 
- 

punti (- x ,  O), (0, -;ç) li coiisiderinmo appartenenti ad A; non cosi invece 
gli altri due. Dei vertici del quadrato solo (- n, - n) si considererà nppar- 
tenenti a.1 canipo A. 

3. Con inetodo perfettninente arinlogo a quel10 usato ai numeri 1, 2, 3 
del § II della prima parte, si diinostrano le proposizioni seguenti : 

1. I coeflcienti d i  un polino.îwio f r i g o n o ~ ~ ~ e t r i c o  nofz possono, in modula, 
superare  un cerfo  n u m e r o  finito dipendetzte solo dall'ordilze e d a l  m a s s i ~ w o  
modulo  del pol inomio stesso. 

I I .  U n a  uarietlc 

I 
I 

d i  po1i) lon~i  trigonometrici  d i  ordine  $2, tu t t i  contetmti t r a  d u e  l imi t i  finiti, è 
u n a  varietic d i  funzioni  eyua  lwzente colzti~zue. 

IJI. S e  si i2a zllza ual-ietà 

d i  pol inomi  tr igonomefr ic i  d i  ordine  n, tzctti covztcnzcti t r a  d u e  l i w i t i  finiti, o p i  
fzmzione linzite d i  tale tm-ie th  è un polinomio trigonoazetrico d i  ordine  1 2 .  

4.. Diinostrinino per i polinoiiii trigoiîoiiîetrici di una sola variabile la 
s epen te  proposizione : 

U n  polinomio frigonometrico d i  z4na cariabile d i  ord ine  n. ha, ne1 campo 
della variabilc coîwplessa, 2 n zeri n o n  congrui  t r n  loro rispetto a l  modulo 2 x. 

Vale a dire I'eyuazione 

Iîa 9 n radici ne1 campo della variabile cornplessa coiîipreso tra le parallele 
all'asse iiiinîagioario passariti per i punti (0, - x )  e (O, ~ j ;  la prinîa clelle 
quali si coilsidera appartetlente al campo, la seconda no. 

Per dimostrare la proposizione ricordian10 le due formole di MOIVRE 

COS n x  = cos" x - ( y )  cosn-' x sin2 z + x sin4 r - . - 

sin n x = (7) cos9'-' x sin x - (1) cosM-'x sin3 m + (F)  COS^-^ x sin5 x - . . . 

Se, mediante yueste formole, esprimianîo tutti i seni e coserii che figu- 
raiio in (1) in fuuziolle di sen x e cos x, e sostituiaino poi alle potenze pari 
di cos x l'espressione relativa in furizione di sin x, otteniamo un'equazione 
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della forma 

A, + A, sin x + A, sin' x . . f A, sin" x + 
+ cos x (Bu $- B, sin x + . - + RN-, sinn-' a) = O 

(le due formole precedentemerite ricordate inostrano che in ogni terinine 
-del10 sviluppo di cos n x, O sin n x, la soinina degli esponenti di sin x e cos x 
è uguale ad n). Ponenclo qui 

si ha che la (9 )  è eyuivalente al prodotto delle due equazioni 

cioè a 

Quest'equazione ammette 9 n raclici, duiiyue la (2) ,  ossia la (l), aininette, 
ne1 campo detto, 2 n radici. 

Osseruazione. - Da yuanto precede risulta che 
i l  problenm della determinazione tleyli zeri d i  un polinomio trigonometrico 

è, a mewo della risolusione dell'eqzcaxione 21% x 

y = sin x, 
un problema algebrico. 

II. 

1. Sia f (a y) una funzione reale delle variahili reali x ed y ed amniet- 
tente, rispetto ad ambedue le ~ ~ a ~ i a h i l i ,  il periodo 2 x ;  essa poi sia finitü, 
continus e ad un valore. 

La differenza 
Y ( w ) = f ( x g ) - Z , ( x ~ / ) ,  

dove 2, (x y) è un poliriomio trigoiioinetrico d'orcline n, risulta, percib, finita 
e continua; tale sarà anche Y (x y) . Ke segue clie Y raggiiingei.:i, iiel 
campo A di cui si è parlato al 5 1, altiieno una volta il suo iiiassimo I U -  0, 
il yuale, al variare dei coefficienti di Z,, (x y), varierà ecl aniinettcrà un li- 
inite inferiore p. 2 O. Se per i coefficienti di z,, esiste un sistema di valoii 
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(xi.*, Bï,, a',, PPI.J tale d i e  sia senipre 

II r (8 2 (a, . ,  cos r x cos s y + (3 ,., . sin r x COS s y + T, (x 9) = 
s=O t'=O 

+ a',., cos r  x sin s y + kt,., sin r x sinsy),  

diremo clle Y,, (x 9) è un po1inor)zio trigotzoruetrico d ' n p p o s s i i i ~ c ~ ~ i o , c e  di or- 
clitze n del ln  f (x y).  

2. Con ragioi~nniento identico a quel10 iisnio a1 11. 5 del § 11, P. P., 

esiste ser~ipre ~ 1 1 1 t o z o  un polinorrcio trigomometrico cl'ccp~~rossirr~cc~ioize d i  
ordiizc n per l a  f (x y) .  

Si vede anche qui die, se  f (x y) non coiricide con u n  polinoniio trigo- 
iioiiletrico di ordirîe 12, p t! certamente inaggiore di zero. 

3. Si dirnostrano anche qui le proposizioni (vecli n.' G e 7, II, P. P.). 
1. S e  T,, (x y )  è .un, po l i t zo i~~ io  trigonometrico d'ccpprossirunzione di  or- 

ciitze 12 d i  f (x y), c T,A (x y )  (dove c è ztncc costafite) è un  poli12.0~uio t r i g o n o t ~ ~ e -  
trico d'ccpprossir~zaxione, clello ~ t e s s o  ordirze n, d i  c f  (x 3). 

II. Se T, (x: y)  è un p o l i n o ~ ~ ~ i o  trigonometrico d 'app-oss ir~mzione d i  or- 
d i m  tt d i  f (x y) e x,, (x y) è un pZinoruio t r i p n o m e t r i c o  d i  ordirce jz, 

T, (x3) + 1;,, (xy) è un po1i)zoscio trigotzomtrico d'ctpprossirtmxione del10 stesso 
o r d i ~ z e  n, d i  f (x 9) + x,, (x g). 

III. 

1. Limitandoci, in questo paragrafo, alle funzioni di una  sola variabile, 
dimostriamo cile 

per u n a  funzione f (x), fiizitrc, contimcn (rectle e ad Itn valore) ed nlwmet- 
tente i l  periodo 2 x ,  esiste un solo polinoluio trigononzetrico cl'npprossi~wccxione 
d i  ordiîte n. 

Detto T,  (x) u n  polinoiiiio trigonometrico d'approssiinazione di ordine n 
di f (x), consideriamo la cliffercnza 

f (x) - (4 
in tutto l'intervalle (-z, + x ) ,  estremi coinpresi. Per questa clifferenza po- 
tremo costruire gli iritervalli E di cui si è parlato al n. 5 del 8 1 (P. P.). 
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To  m l  1 i: 1 polinomi t6ap~3rossir1~«~iotbe di Tchebychev. 99 

Siano essi in nuniero di p. Ricosdiaino che, detti A' e A" gli insieiiii dei 
punti di ,(- x ,  z) tali clie sia in essi, rispettivanlente, f (x) - T,, (x) = z, 
f (x) - T, (a) = - ;J. ([J. essendo il massin10 di 1 f (x) - T,, (x) ), in ogni inter- 
val10 L cadono sernpre p m t i  dell' insienie A' + il". In u ~ i  inteivüllo L ra- 
clono poi solmiente punti cli 12' O di A"; e, se iii L, cadono punti cli A' (o 
cli A"), in La-, e L,,, caclono piiiiti di il" (o tli A'). Ricorclianio anclie clie i 
punti 5 (clie sono quelli clle divicloiio (- x, T) negli iiitervalli 1,) distniio (lai 

5 
punti di A'+ A" di aliueno - 8, tlove 8 è un nuiiiero positivo tale clie, in 2 
ogni intervullo cli ampiezza 8 di (- z, z), la funzione f (x)  - T,, (A)  cornpie 

IJ. 
iin'oscillazionc ininore cli 8 < 2 

Lanza Vogliaiiio ora cliiiiostrare la clisuguaçl' 

Siipponiaino, i~ifii tti, elle sia p r 9 n + 1, e tlistingiiiaiiio due casi. 
1.") siü 11 dispari. Iiiclicliia~iio, nllora, con XI,  , ( x )  il poliiioiiiio trigo- 

U 

noliletrieo di orcliiie 'd 5 H die  si nii~iulla nei pwiti il , t2 ,. . . , tl, , (*). 
2 

&-, (x) in (- z, z )  si aiiiiulla solo nei puiiti i detti (cio per il 11. 4 del fj 1 
2 

(P. S.) e p e ~ l i è ,  non arlnullanclosi i ~ i  - z, non pub aniiullarsi iieppure in r;, 

causa. la periodicità): ci6 porta clle 2;,-, (x) canibia seglio solo quaiitlo passa 
2 

da un intervallo L al siiccessivo. Ne segiie clle, prendmdo coiiveiiieii teiiieiite 
il segno del iiio1til)licütore o, potrenio far si clle o &,-, (a) s in  positivo n q l i  

2 

iiitervalli L d ie  contengono punti di A' e negativo negli altri. IYegli intcrvnlli 

(*) Questo polinomio si deteriiiilierà risolvetido il sistema 

Q, + a, cos Fv + b, siii lv + . . . + ap i cos ' iv t b p -  1 siil P ; I ~  A 0 
- 

J 4 

rispetto ad n o ,  u,, b, ,..., ap-1 , bp i .  1 p~ii i t i  Cl, t,,. .., el,-,, potrniiiio seiiipre preiidrrsi 
9 U 

in  modo che il sistema sciitto aiiiiiietta per soluzioiie uii sistciiia di \aloii iioii tutti iiriili. 
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1 O0 Tonelli:  1 polinomi d'approssilimzione di Tchebychev. 

&,-, (x), non potendo essere nullo, avrà (essendo funzione continua) un 
S 

nîiniino valore assoluto G certaiiiente diverso da zero. 
3 

Poichè i punti 5 distano da quelli di A'+ A" di alnieno -8, ne segue 2 
elle tutti gli intervalli di anipiezza 8 ed aventi per punto di mezzo uno dei 
punti di A' +A", sono interamente coiiteniiti negli intervalli (1). Si ha, percib, 
che, in ogni intervallo di ainpiezza 8 ecl avente coiiie punto di iiiezzo un 
punto di A', è 

y. - G <  f (x) - TM (x) 5;~.  

dove il1 iiîdica il iîiassinio inodulo di &-, (x). Ke segue che, se si preiide 
- 

2 

1 a 1 < ' é, in tiitto l'intervallo detto, 
211 

Analogaiiieiîte si vede che p e s t a  clisuguagliaiiza è rerificata anche in 
ogni intervallo di aiiipiezza 8 arerite coiiie punto cli iiiezzo un puiito di A". 
Ragioiianclo o1.a i n  ~iiodo analogo a quanto si è fatto alla fine del n. 3 del 
$ 1 (P. P.) si vetle clie in tutto (- z, s) è 

con ;J.'< p ;  il che é assiirilo percllè Y,, (x) è polirioiiiio trigonoinetrico d'ap- 
prossiinazione di ordine 1 1 ,  e Y,, ( x ) t - w  2,-, (a) è ut1 poliiîoiiiio trigonome- 

- 

9 

trico pure di ordiiie t t .  

2 . O )  sir2 p pari. Gli iiitwrnlli L, e L,, (clie conteiîgoiio, rispettivaiuelite, 
i puilti - n, r i )  ilon possono, allora, contenere punti di uno stesso insieiiîe 
A' o ,I". Ne segue, lwr la perioclicith, clle ;: e -a 11011 apl~aitengoiio all'ili- 
sieiiie A' A". S i i~  c il vnlore di f (x) - T, (x) ; sari ,  iiaturaliuente, ] c 1 < 11.. 

Sin poi (n a', z) 1111 tratto tale clie in esso la. f (x) - T,, (a) faccia una 
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alla condizione 

è evideiite clle nell'i n-tervallo 

A' + A". Consicleriaino, allora, 

si annulla nei punti i l ,  tl ,... , 

ordine minore od uguale ad n,  

pari, deve essere p 4 B 12. 

2 (x) anilullandosi solo 
- 

4 

- 
(T - S, a) iion pub cadeie alcun puilto di ' 

il poliiioiiiio tripiioiiietrico di ordiiie ') clie 
2 

8 El, 1 ,  x (*). Questo polinoiiiio 2 (x )  è di 
4 - 

2 

percliè, esseildosi siipposto 11 L 2 lz 1 1 con 2) 

caiiibia segilo solo yiiaiido passa da ut1 iiiterrallo i, al successive e qiiaiido 

à 
passa per il puiito .ic - . Consiclersildo l'ilitervallo LI, liiiiitato al puiito 

4 

- 6 .. - -, possiaiiio, prenclendo coriveoieilteilieiite il segno di w ,  far si clie 
4 

o Y (x) sia positivo negli ilitervalli L clie contengono punti di A' e iiega- 
&J? 

2 

tivo negli a l t i  
Negli iiitervalli 

- 

( à ( 8  ) ( 5  + 4 )  ( ,  + 

2; - (x), non potenilo essere niai nullo, avrà un iiliiiiiilo valore assoluto 0 > 0. 
2 

Negli intervalli (2) sararmo poi anche coiiipletaiiieiite coiiteiiuti tiitti gli 

intervalli di ainpiezza S aventi coiiie puiito di inezzo uii piinto di A1+A": 
3 3 

cih percliè ogni purito 5 (lista da yuelli di A'+ A" nliiieiio di S> à, e 
- 

percli& in ( x  - 6, x )  lion cade nessun punto cli A'+ A". Segiie clie, in ogiii 

iiitervallo di ainpiezza S ed avente coiiie piinto di niezzo un puilto A', è 

p - E <  f (x)  - T,, (x) G ; J .  

I4.<@& - (x )<IwlN 

(*) Vedi nota pag. 99. 
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dove 41 indiea il rnassiiiio iiiodulo di 2 ; ossia, se si preiîcle 1 a k< -2 
41 

la quale disugungliaiîza si inostrn suhito esser valida ailclle in ogiii iiiter- 

val10 di ainpiezSa 3 averite per puiîto di iilezzo un puiito di A". Cid porta, 
eoiiie ne1 caso precedente, all'assurdo. 

È: cosi diiiiostrats in tutti i casi ln, disugiiagliaiîza p>2 n + 1.  
Facciaiiio, ora, vedere elle esiste uii sol polinoiuio trigoiioiiietrico Cor- 

diiie n tale clle per esso sia p> 9292 + 1.  
Esistn, se 6 possibile, oltre T,, (x), un altro polinoriiio trigoiîoinetrico di 

ordilie 12, x, (x), tale clie per esso six 11 > 8 n + 1.  Detto 112. il i~mssilno di 
f (x) - 2. (x) 1 in (- K, z), cleve arersi IIL t ,J. (essendo T,, (x) poliiioii~io di 

apl)rossiiiiazioiîe). 
Corisicleriaino, allora, gli intervûlli L relativi alla cliffcrenza f (x) - z,, (x.): 

Ti1 O ~ I I L ~ O  di essi f (x) - Z,, (a) rngqiiinge uiia volta aliiieiio il suo iiinssiiiio 
Scclgliamo percio in ogiii 1, un puiito in cui 1 f (x) - x,,, (x) 1 raggi~iiige 

il valore NL. 
Siaiio, tali punti, 

in essi la tliffereiiza f (x) - z,, (x) assunierà i valoii, qiia1ol.a sis, l)er eseiiipio, 
f ( N I )  - x*, ( 5 )  = 9J17  

1IL, -- 112, 114 -- 112 , .  . . 
Considerando, allora, il polinoinio trigoiioiiietrico d'ordine n 
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Infntti, se ci6 non fosse, il polinoinio x,, (x) arrebbe nell'interrallo (a, ,  
a,) almeno un iiiiniiiio, in (a,, cc,) aliiieno uii niassiino, in (a? ,  ctj) aliiieno 
un rnininlo, e cos1 via; nvrebbe cioé, nel17interiîo clell'iiiterrallo (- x, x), più 
di p - 52 > 2 n. - 1 punti di inassiilio O di iiiiniiiio. Ora osserviriiiio clle il 
nuinero p - B è mnggiore cli 2 9% ne1 caso di > B n + 2 ,  ed ugiiale a 9 12 

ne1 cas0 di p = 2 n + B. R h ,  in yuest7ultiiiio caso, osserrereiiio clie, per es- 
sere pari il nuniero p, è 

l;"l (xy-1) ' O, (ay) O, 

e, per la periodicitù, 

con xP-, < g < cc, + 8 n. Ne segue clle in (cr, , , a ,  + 2 x )  il polinoiiiio 2 (x)  
deve avere un altro ininiino, il cluale è certo distiiito da  tutti quelli già con- 
tati, perchè l'ulliino di questi si trova iiell'interrallo (%,-,, a, ,). Questo 
nuoro  iniiiiino cadrà O su (a,-, , x) (z escluso), ed allora s a r i  inter110 a 
(- n, n); oppure su (n, x, + 9 7 )  ed allora, per la periodicità, ci tlorri essere 
in (n, a,) un altro punto di miniino. Ne segue clle, se è p - 2 12 + 8, oltre 
i p - 2 p n t i  di miniino e inassimo già. contati, ve n'è in (x, -a) (pritno 
estreino incluso, secoiido escluso) certaineiite un  altro. Si coiiclude, percio, 

clie x,, (x) lia seinpre in (- r, .ri) (secondo estreino escluso) un iluliiero di 
ii-iassiini e minimi inaggiore di 2 B .  E rio è assurdo pclrrliè la derivata di 

z,, (x), essendo un polinoiiiio trigonon~etrico di ordine 12, non pub al-ere clie 
2 12 radici nell'interrallo cletto (S 1, il. 4). 

È clun que 3, (x) = O, e, percib, 

Risulta cosi coinpletamente diniostratn l'uiiicità dei ~mlinoini trigonoine- 
trici d'approssimazione (*). 

8. Dalla diniostrazioiie precedente segue aiiclie la. proposizioiie: 
Condirione vzecessnria e sufliciente affinchè un polit~omio triyonometrico sia 

polinomio d'approssi~nndone di ordine n è che il nuqnero degli i n l e r ~ d l i  L 
relativi ad esso sia superiore a 2 n + 1. 

(*) Questa diinostrazione è modellata s u  quella del BOREL relativa ai  polinomi algebrici 
(vedi loc. cit.). 

Anwali di Ilfatenzatica, Serie III, Toino XV. 12 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 04 T o n e  E l i :  1 po l i~zomi  d'approssinbazione d i  Tchebycheu. 

Segue da cib che i~ell'intervallo (-. s;, z), .r; escliiso, vi sono seii~pre 
52 n + 2 puiiti 

a,  < a2 < . . < %+, 

tali che in essi la differenza f (x) - T, (x) assuma, alleriiativatîiente, i valori 
p. e -.p. Ci6 è evidente ne1 caso die  il numero clrgli L sia ii~aggiore di 
2 n + 8. Se ta1 nuiiiero è ugunle a 9 .îz + 8, basta osserrare clie il puilto n 

11011 pub essere tüle cla reiidere soddisfatta l'eguaglianza 1 f ( T ; )  Y',, (n) 1 = p., 
perchè, allora, dovrebbe essere (per la periodicità) 

il clie è assurdo per essere il nunîero degli iiîtervalli L pari. 
3. Con iiietodo iclentico a quello usato al  11. 18 del § II (P. P.), si di- 

ulostrn anche qui ln continuitic della corrisponclei~za tra una f~iiizione co11- 
tinua a perioclo 2 7~ ed il suo polinoinio trigonornetrico d'approssirriazione 
di ordiiie dato. Si diinostra cioè clie 

se T, (x) e T', (x) sono i pol inomi  trigonometrici  d 'appross imaxione d i  
ordine  I I ,  di dfhe f f l n ~ i o n i  finite e coizti~aue, a periodo 2 x : f (x) e g (x); yreso 
?hn mciuero -4 positivo e piccolo cc yicccere, s i  p i 6  sempre trotlare un wumero 
positioo E tccla che, per o y q i  f?~nz ione  y (x) socldisfacente cclla condizione 

s i n  

Cib porta anche clie, per un r coiivenienle, i coefficienti corrispondenti 
di Y',, (x) e Tt% (x) differiscono tra loro per nieno di On. 

4. Ne1 cltso in cui la funzione f (x) sin un polinon-iio trigonoinetrico, 
la detertiîinazione del suo polinomio trigonoo-ietrico d'approssiiiîazione di 
ordine dato si riconduce, analogamente a cjuanto si 6 cletto al n. S del S 1 
(P. P.), alla risoluzione di un sisteina di OL (OLn + 2) equazioiii algebriclie a 
2 (52 iz + 2) irîcognite, ed alla risoluzione dell'eyuazioiie in x :  y = sin x. Si 
pub dire percib che 

se l a  funzione f (a) è un polinonbio trigonoijzetrico, i l  problewza della de- 
t e r m i m z i o n e  del polinomio trigonoazetrico d 'appross i~~znx ione  d i  ordine  dn to  &, 

a w m o  della risoluzione ciell'equazione in  x : y = sirz x, un problenta algebrico. 
Ricorclaiîdo clle unn furizione continua E seinpre rappreseiitabile, a ineno 

di E, inediante un poliiioiiîio trigonoinetrico, si lin clle i l  saper  calcolare i l  
polinomio triyonometrico d'ay121rossi~~zaxio1ze d i  da to  ordine  d i  un q m l u q u e  
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condizione necessaria e suficierzte a m n c h è  T, (x y )  s i a  un poli)zo~rzio trigo- 
no~tzetrico d'approssimnziorze d i  ordine  n d i  f (x y ) ,  è che nolt s i  possnno tro- 
v a r e  dei  n u ~ t r e r i  

e co)zte~)zyoratzea~tcente un sistemcc d i  valor i  soddisfncetdi  tu t t i  a l la  corzclin.iov,e 

S> 2 > s > O, in m o d o  che s in ,  su tzctto E, 

+- a',., cos r si i i  s i+ b',., sin r G sin s I / )  = S. 

La diinostrazione di questa proposizioiie è perfettamente aiialogn. a quella 
del n. 9 $j II (P. P.). 

2. Si cliniostra anche la proposizione (vetli 11. 12 $j II, P. P.). 
S e  T,, (x: 9) è zcn polirzou~io trigotzometrico d'orclirze n, i l  scclîere che è sempre 

essetzclo p. i l  ~ w a s s i m o  d i  1 f (x 2/) - T* (x) 1 (doue è un valore fisso d i  y, e 

T, (z) è il polinomio trigonoatetrico d'approssin~cczione cii ordithe n d i  f (x d), 
basta  per concludere che T,, (x y) è u n  polinomi0 trigo~totuetrico d ' c ~ p p r o s ~ i ~ ~ ~ c -  
xio~ze d i  ordine  n d i  f (x y). 

3. Anclie qui vi t: una notevole differeriza tra il cnso di unn, variabile 
e quel10 di due. 

Jleittre ne1 prirr~o a i  è un sol polirzo~r~io trigonon~etrico cl'n~)prossir~zccaio~ze 
d i  orclitze dccto, 1te1 seconclo, invece, i n  ptzerale ve n e  soî.zo infiiziti. Questa pro- 
posizione si dirnostra anclie qui costrueiido, analogamente a quanta si è fatto 
al il. 13 del § II (P. P.), una funzione finita, continua, anmettente il pe- 
riodo 2 n rispetto ad an~bedue le variabili x ed y, e tale che per essa esi- 
stano più polinomi trigonometrici d'approssiinazione di uno stesso ordine. 

4. Analogamente a quanto si è detto al $j II della P. P. si pub dire anclie 
qui clle l'iîzsier~ce d i  tutt i  i polinomi trigonometrici d ' q p r o s s i n ~ a = i o n e  d i  u n o  
stesso ordine  della stessa f u n s i o ~ e  costitzcisce una varie ta  d i  f u n ~ i o n i  egunl- 
mente continue. Esiste po i  per  tale varietic uvm funaione l imite szy~eriore  U (x y )  
ed z c m  Eirnite in fer iore  V(x y )  ambeclue c o ~ t t i m e  ed a periodo 2 x s i a  rispetto 
a d  x corne a d  y. Tutti i polinomi trigoilornetrici d'approssiinazione detti sono 
compresi tra queste due funzioni U(x y) ,  V(x y ) ;  ed è sempre 
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Di più i polinomi d'approssin~nxioile detti riempioiio completameiite tutto 
Io spazio colnpreso tra U (x y) e V(x y). 

In quarito, poi, all'unicith dei polinoilii d'approssin~azione si Ila. unn pro- 
posizione perfettamente aiialoga a quelln del n. 17 del già citato II (P. P.). 

5. Con metodo idetltico a quel10 usato al n. 18 del TI (P. P.) si di- 
inostra clic 

d a t a  m a  ficrzziorze f (x 9 )  finitcc, corzti)mcr ed n yerioclo 9 x rispetto nt1 a m -  
bedzce le vnr inbi l i ,  e preso w z  122ts1ero posif iuo -4, piccolo n pincere, s i  p21d poi 
scmpre trovccre un îazcmero positivo e tccle che, pet- oyu i  polinowio triyoimmc- 
trico d '~ t~~~)ross iuzccn io~ze  T', (x y )  d i  ordirce n d i  z c l m  qzrcclsictsi f m z i o m  g (x y), 
m e n t e  i cccrcctteri dellcç f (x y )  e sotldisfacerzte oulrrqtce ccllcb coruTi;ioim 

6. Analoganente a quaiito si é cletto ne1 caso di uiis sola raiial~ile, 
pub dirsi che : 

i l  saper  calcolmre il pol imnzio  trigoitoi)m!rico c l ' c t ~ r o s s i ~ ~ i n ~ i o ~ z e  t l ' o r t l im  ia 

d i  un qz~n l s ins i  po l inon~io  trigouoruetrico, porta che s i  snpl i in  ccclcolnre qrccllo 
d i  z t m  q u a l u n p e  ficn;io)ze com?it~zccc cc periotlo 2 ;; (risyetto ad nrr~bedue le 
var iabi l i )  con quell'tr11~1rossi11~nziorzc d i e  si w ~ o l e .  

Per giustificnre questa proposizioiic i.icordereiiio clte Z I M G  f /w;ioue C O I / -  

tiizttn f (x U) è s e i ) t p c  rnppesen tnb i l e ,  cc weejzo di E, ,i~edirrttfe zin yolirzo~/iio 
t r igono~l~etr ico (*). 

(*) Dianio qui, di tale proposizioue, uua diiiiostrazione diversa da quella che il P rc ; i~n  
dà ne1 suo Traité d'dtzalyse facendo uso dell'integrale di POISSON. Aimietta, diippriina, f (x y) 
il periodo 2 x rispetto ad ambedue le variabili. Dividiaino il quadrato A, di clii si P pitrlato 
al n. 2 del 3 1 (P. S.), mediante parallele agli assi x cd y, in tatiti rettaiigoli tüli clie iii 

ciascuiio di essi la f(x y) faccia i~ii'oscillazione minore di ' Se A, B, C, D, sono i vettici 
8 ' 

di uno di qiiesti rettangoli, coiisideriamo il Iriangolo che ha per vertiçi i punti dclla su- 
perficie f (x y) i quali haiino per proiezione su1 piano x y i punti A, B, c. Pdriiiieiiti cori- 
sideriaino il triangolo aiialogo che ha per proiezione dei suoi vertici i puiiti C,  D, A .  L'in- 
sieine di tutti i triangoli analoghi ai clue precedenti e relativi a tutti i rettangoli iii cu i  é 
stato diviso A costituisce una superficie poliedrica. La fuiizione cp (xy) rappresentata da 
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7. Terminerelno osservando che, al crescere all'infinilo di f i ,  p,, tende 
a zero e 114, (ordine di T,, (x 3)) nll'infinito. T, (x y) tende percio, a l  crescere 
di n all'irifinito, uniforiiielnente verso f (x y). Queuta funzio~ie pub, cosi, svi- 
lupparsi nella seguente serie uniformeniente convergelite 

Di tali serie clie rappreseiitano f (x  y), ve ne sono, in generale, infinite. 
Esse perb godono tutte della proprietà di clccre, fra tzctte qzrelle costitztite d i  
polinorni trigonometrici  d i  ordine  szcccessiucor~erzte crescetzte, e zc~z i forr~m~er t t e  
cowvergenti verso l a  f (x y), Zrc più rcrgirln c o n v e r p a z a .  

P A R T E  T E R Z A  

1. Sia la funzione f (x) della varinbile conlplessa x data in u n  caiiipo 
liuiitato A, ed ivi, contorno coiiîpreso, ad  un valore, finita e continua. 

Annloganietite a quanta nbbiamo fatto ilel caso delle fuiizioni di  varia- 
bili reali, potreiiio anche qui, per la. f (x), ilel cntiipo A, clefinire i pol inowi  
d ' n ~ ~ ~ ~ r o s s i r ~ b c c i i o ~ z e  di clato çrndo, ecl aiiclie cliiiibstrare (con metoclo ideiîtico 
a quel10 usrtto nella Parte Prima) clie esiste se i iqre  czlrrtcno un polinomi0 d i  
upprossiii~ccnione d i  grtcdo ~t 1)er lcc f (x). 

2. 1)etto ci6 e indicando con II,, (x) un polinomio d'upprossimnzioiie 

tale superficie è, cvicleiitemcnte, continua, oscillarile riducibile, a periodo 9 r rispetto ad am- 

bed~ie le rnriahili e tale da rappreseiitare f (x y) a nieno di 5 .  La funzione y (x y) è p~rcib 
B 

(vecii CERNI, Sicllu r a ] ? r e s e t b t Ù  di uim fwaioue n dice vnriccbili per serie dopl~iu trigom- 
.imtricn. Rciicl. dell'lstituto Lombardo, 1901) sviltippnbilc in serie cloppia di FOURIER, unifor- 
memente coiivergeute: cib prova la nostrn proposizione. Se poi f (xg) noil ai~iiiicttesse ri- 
spetto a d  x e ad y  il  periodo B R, basterebbe con un cainbiainenlo di vnriabili ridiirre il campo 
in cui è data la  f ( x y )  ad cssere inter110 al quadrato A, contin~inrc poi la f (x  y )  in tutto r l ,  
in modo d a  renderla periodica, e ripetcrc il ragioiiamento precedente. 
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di grado n della f (x), coiisicleriarno la. differenza 

la cjuale sarà una fiinzione fi'iiita e coiltiiiua iii tutto il caiupo A (coiitomo 
coi~ipr-eso). Risultrrà, percii), finitn e contiiiua, iii tutto A (coiitoi.no coin- 
preso) anche la fuiizione 1 l7 ( x )  1. Ne scgue clie ] Ir(x) 1 rnggiuiigei.à, alinerio 
uria volta, riel cainpo detto, il suo inassiino d o r e  p. 

Diiiiostriamo, ora, la  seguente prol~osizioiie, anüloga a c~iiella del II. 3,1, P. P.: 
i l  nzouero dei puuti del ccimpo A ira c u i  Y (x) rcrggimge il SILO mns- 

sinao p è certamente maggiore d i  ~ c +  1. 
Siaiio x,, x,, .. . , x,, i punti di A iii cui j Y (x) raggiunge il suo iiirissiiiio 

valore y., e suppoiiiaiuo clie sia v f t z  $- 1. Farenio redere die,  in tale ipo- 

tesi, è possibile costruire un polinoniio di grado n, 6, (x), tale clle sia, iii 
tutto A, 

f ( x ) - k ( x )  G ! J ' ,  

con p.' < p : il clie è assurclo, percliè rr,, (x) è uii poliiloinio d'approssiniazioiie 
di grado n. 

Coiisideriürno, percib, il polinoinio di graclo n 

essendo p O ,  pi ,..., p., un sistema di valori non tutti ilulli soddisfacenti a l  
sistema 

p, x; +pl x';-i .$- . . + p, = p. ecal 

p0 xp +pi XI-' + . . +p. = p eiaz 

. . . . . . . . S . . . .  

poxy + p l x y - ' + - . - + p * , = p e a v ,  
dove è 

f (x,.) - H,, (x,.) = p eiar. 

Col polinoinio P, (x) detto foriniaiiio l'espressioile 

dove 6) è un riuiiiero positiro. Esseiido Y(x)  e P,, (a)  co~it inue in tutto 8, 

preso uii nuinero positivo 2 < ' , potrenio deterininare uii iiuiiiero positivo 8 2 
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tale clle, in tutto A, sorlclisfatta clle sia la disuguaglianza 1 xr- x" 1 -r 8, sia 

Coiisi~leria~iio, allors, ncl piano della variabile cornplessa, il cerchio di 
raggio 8 e ceiitro x,., dove a,. è uiio yunlunc~iie dei punti xi ,  x,,.,., xv .  Al  
rariare di x nell'interrio di cjuesto eei.cliio, la Y (x), per yuaiito precetle e 
perchè non pufi superare in iiiodulo il nuiiiero 0 ,  vnrierà, 1x1 piano rnppre- 
sentatiro della fuiizioile, iiella parte coinune al cercliio di ceiitro p. e"" ((clie 
corrisponde a x,.) e raggio E. ecl al cercliio avente per centro l'origine del 
piano e per raggio p. w P, (x), iiirece, al rariare di x ilel cercliio (x,., 8), va- 

rierci ne1 cercliio di centro o p."r (clie corrispoilcle a LE,.) e raggio o E. Se in- 
clicliianio con A l  ecl N i punti d'intersezione delle due tailgenti condotte 
per O al cercliio ( :I .  e'"~, E) con In circonferenza (0, p), potreiiio, prendendo o 
coiirenienteinente piccolo, far si clle il cercliio ((3 y. e."r, o E) sia tutto corite- 

A 
nuto ne1 settore circolare JI 0 N. Ora, poichè è E < I'- l'arigolo JiO N è 2 
minore di GOo, e, di conseguenzit, la distanza tra due punti cjualunque del 
settore circolare il1 ON è seinpre minore ecl uguale a p.; aiizi, seinpre ininore 
di p qunndo nessuno dei due punti coincide con 0. Dunque, per un w con- 
veiiienteiiieiite piccolo, la distanza tra un punto yualuricjue del cerchio 
(w p eidr, 6) E) ed iino yualunque di cjualla parte del cercliio ( p  eior, 8 )  clle è 
comuiîe anche al cerchio (O, p), è sempre minore di p. Ne segue che, per 
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un tale o, la differeiiza 
Y (x) - W P, (a) = Irl (x) 

6 ,  in ogni pnnto del cercllio (x,., a), minore, in inotliilo, di p.: 

Da1 campo A togliailio ora i cerclii (x, , 8) cletti, riei cliiali è rerificata 
la (2). Kiniarrh uii cainpo A' ilel clunle ln Y(x) a ~ r à  un iiiassiiuo ralore 
p" < p: in tutto A' sari ,  percib, 

Y (x) f p.". (3) 

In tutto A, poi, il poliiioinio P,, (x) avrà un massinio iiioclulo JT; c~~lindi, 
W. - [J. 

se 1'61 cl-ie al~biaino scelto 10 rencliaiilo ininore di ' , arreino, iii tutto A, 
9 n i  

Dalle (2) e (a) risulta, percib, clle, in tut10 A, Y, (x) è seinpre iniiiore 
di p. Ma, essendo Y, (x) continua in tutto A, la Y, (x) è aiicli'essa continiiü: 
segue clie, ne1 cainpo detto, è 

Questo diinostra la nostrs proposizione. 
3. Stabilito questo, diiilostrai~o che 

esisteper la ficnzione f (x) tan solo poli.nomio d'crpprossinzcrrione di g m d o  92.  

Supponiaino, infatti, che di tsli polinoini ne esistano due: n,, (x) e ii, ( x ) ,  
- 

e consicleriaino il polinomio, pure di grado n, K (4 + 'Ill ( 4  2 

Annali di Mutenzatica, Serie III, Tomo XV. 
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118 To n elli: polinolni d'approssi.înaxione d i  Tchebychev. 

- 

Dunque anche nv  '%) + 'In (%) è poliiioinio d'approssiinazione di grado lz. 2 
Ne segue, per la proposizione del riuinero prececlente, clle 

raggiunge il suo massiiiio p in aliiieno n + 2 punti di A. Ma se in un 

punto è 

deve anche essere 

lnfatti, le (1) portano che sia 

altrimenti il primo ineinbro di questa eguaglinnza siirehbe ininore di p., coiitro 
la (9). Ma se il iiloclulo di una somma è uguale alla soiiiiiia dei moduli degli 
adclendi, gli addendi derono avere tutti 10 stesso argoineiito (die è poi quel10 

- - 
della somma). Dunque la (4) porta che f (g) - n, (x) e f (2) - II,, (x) abhiano 
l'argoinento uguale ad cc 

- A 

La (4) e la (1) portano, poi, clle sia f (2) - TI, (2) / = 1 f (X) - II, (x) 1 = p, 
altrimenti il primo inemhro di (4) sarebbe inferiore a p. 

Dunque, in ogni punto & in cui è 
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Ne segue, poichè i punti x sono in nuinero inaggiore cli f i +  1, e poichè 

n, (x) e (x) sono polinonii di grado n, clie è 

L'unicità dei polinomi cl'approssimazione di dato grado è cosi comple- 
taniente diinostrata. 

4. Sia E l'insieme dei punti X di A soddisfaeenti alla condizioiie 

sia, poi, 2 un numero non nul10 tale ehe la. differenza i tra il suo argomento 

e quel10 di f (&) - n,, (G) sia, in valore assoluto, minore di -? . 2 
Dimostrianio allora clie 
condizione necessaria e sufficiente aflinché n ,  (x) sia i l  polirtomio d ' q ~ p o s -  

simaxione di  grado n di  f (x), è che non si possono trovare n+ 1 fiutmri 

Po, P l , . . . ,  P",, 

e conte,,qoranealtbe1zte un sistema di volori soddisfacenti tutti alle cowdizioni 
'iC 

S > 1 a 1 > s > 0, 1 4 < u < (doue S, s, a, sono numeri reali), i n  modo che 

sia, su tutto E, 

La condizione è sufficiente. Supponiniiio, infatti, clle ri, (x) non sia po- 

linomio d'approssihazione di grado n di f (z). Se indicliiaiiio con ÏÏ,, (a)  il 

poliiioniio cl'approssimazione detto, e con p.' il niassiino cli 1 f (x) - ÏÏ,, (x) 1 
in A, avremo allora p.'< p. Siano, ora, ne1 ~pian6 rappresentativo della. fun- 

zione, 11, N, P, i punti che rappresentano n,, (;), % (4, f (x), dove % è un 
punto qualuncpe di E. 1 vettori JI P, NP, JIN,  rappresentano, perciù, le 

- -  - -  
differenze f (&) - n, (x), f (x) - n,, (x), n,, (a) - rr,, (x). E poicliè è 

con p.'< II., il punto iV apparterrà a1 ce~cliio (P, p'), mentre il puiito JI sarà 
A 

esterno a ta1 cercllio. Ne segue che l'angolo LVJI P sarà niinore od eguale 
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A 1 

a T N P  = are sin r, dove JI T B la. tangente condotta per 11 a (P, P'). Ci6 
P - - 

vu01 dire clie la differenza tra l'argomento di nn (x) - Il,, (2) e quel10 di 
I 

7; 

f (4 - n. (2). è in valore assoluto, minore od uguale ed are sin - < - . 
P 2 

È poi 

Ne segue che, per 

la (2)  è verificata su tutto E. E ci6 contro il supposto. 
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La condizione è anche necessaria. Supponianio, infntti, clie esistano un 

sisteina di valori soddisfncenti alle condizioni dette ilell'eiliinciato della 
proposizione da diniostrarsi, ed un sistema di valori p, sodclisface~iti su 
tutto E alla (l), e consideriamo il polinomio di grado n, 

P,, (x) =JI ,  x" + p ,  xw-' + . . .+Y,,. 
Detto o un numero positivo, piccolo a piacere, consideriaino l'espressione 

f (.> - n,, (x) - P,& (x). 

Poicliè, in tutto A, f (x) - n,, (x) e P, (x) sono funzioni continue, preso 
un nuinero positivo E ,  clie soddisfi alle disuguaglinnze 

000 - cc '30' - r. 
E < y. sin I P ,  E < p. sin 2 9 e<ss in  2 

9 

potremo trovare un numero 8 tale clie, in tutto A, sodclisfritta clle sia la 
disuguaglinnza 1 x' - x" 1 r 8, sia 

Consideriaino allora, ne1 piano della variabile cornplessa, il cercliio di 

raççio S e centro 2, dove X è uno qualunque dei puriti di E. Al variare di x 
iiell'interno di questo cerchio (se non tutto il cercliio è contenuto in A, x va- 
rierà solo nella parte del cerchio clie appnrtiene ad A) la differetiza f (x) - n, (x), 
per quanto precede e percliè non pub superare, in 1nodu10, il iiuinero (J,, Ta- 
rierà, ne1 piano rappreseritativo della funzione, nella parte coniune al cercliio 

di centro C (dove C rappresenta f (x)- n,(x)) e raggio E, ed al cercliio 
avente per centro l'origine e per raggio p. w Px (x), invece, varierà ne1 cercl~io 

- 
di centro os (poicliè, per la (l), è w P, (z) = o s) e raggio u, S. 

Sia un numero positivo iguale al maggiore dei due e, E, e indi- 
S 

cliiaino con JI il puiito d'intersezione della circonferenza (0, y )  con la tan- 

gente condotta per O al cercliio (C, e,) clalla parte opposta al vettore s ri- 
A & 

spetto alla O C. L'arigolo C 031 è, allora, ugurtle ad arc sin 2, cioè al riiag- 
1'. 

E E 
@ore dei due arc sin - , arc sin - . Sia, poi, O P la tangente al ccrcliio 

1'. Y 
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(o < o 6) condotta dalla parte opposta ad O C rispetto al vettore S .  L'angolo 
o e 

che il vettore i fa colla O P  è, allora, uguale ad arc sin :, cioè è minore 
61 s . 

di arc sin 5 .  E poichè l'angolo che il vettore J fa col vettore O C, die rap- 
S 

A 
presenta f (jc) - n ,  (Z), è, per ipotesi, minore di a, l'angolo P O JI è minore 

E & 
di arc sin 1 $ u + arc sin -. Sia, ora, 

iv. S 

con O iV dalla stessa parte di rispetto ad O AI. È, per le (2), 

Descriviamo il cerchio (JI, IJ.), e sia Q quel10 dei punti d'intersezione di 
questo cercliio con (0, p.) clie è situato clalla stessa parte di C rispetto ad 
OAL Sis, poi, iV la seconda intersezione di (AI, p )  con ON;  N esiste certa; 

A 
mente distinto da  O percliè l'angolo 1VO X non 6 retto, 
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A 
Il cerchio ( m i ,  o c) ,  essendo interno all'angolo P O  J l  (perchè è 

A A- A A-  A 
P O  M t  P O  s + C O  JI > 9 P 0 s), è seinpre interno a iV O  LM. Prendendo 

o suficienteinente piccolo, potrerno far si clie ( o z  oc) sia tutto contenuto 

ne1 minore dei due cerclii (0, IJ.), (O, ON). Il cerchio (oz <a e) appartenendo, 
A 

allora, al settore circolare di raggio ON ed angolo al centro NO hl, appar- 
terrà al cercliio (JI, (J.), e, percio, apparterrà al triangolo iiiistilineo O  Jl Q, 
clie ha per lati il segment0 O Al, l'arco h l  Q del cercliio (0, p.), e l'ürco Q O  
del cerchio (M, IJ.). 

Ne1 triangolo mistilirieo O  hf Q è anche colitenuta la parte coiiiune ai 
due cerchi (C, E), (O, p): infatti, detta O  T la .tangente condotta per O  a 
(C, E) dalla parte oppostn cli O M  rispetto ad O C, si ha che la parte detta 
è contenuta ne1 settore circolare M O  T il quale è, a sua volts, contenuto 
ilel settore circolare A l  0 Q, percliè è 

A A A E 
h l  O T = M O C + C O  T = arc sin ' + arc sin -!- , 

p. P 

Ora, la distanza tra due punti yualunque clel triangolo tnistilineo O  M Q 
è sempre miilore od eguale a p ;  anzi, senîpre iiiinore di p yuando iiessuiio 
dei due punti coincide con O, O con Al.  Dunque, per un o sufficienteniente 

piccolo, la distanza tra un punto qualsiasi del cerchio ( m i ,  w E) ed uno qua- 
lunque della parte coinune ai due cerchi (O, p.), (C, E), è seinpre ininore di p. 
Ne segue che, per .un tale w, la diflerenza 

è, in ogni punto del cerchio (G, a), minore, in inodulo, di p.: 

1 y1 (x) l < fJ- 
Kagionando, ora, in modo analogo a quanto si è fatto alla fine del n. $2, 

si vede che, in tutto A, è 
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con p.' < p. ; cioè 

E questo è assurdo, perchè n,, (x) è, per ipotesi, il polinoinio tl'appros- 
siinazione di grado m di f (x), e p. è il inassiino di 1 f (x) - n,, (x) 1 in A. 

La proposizione è cosi coinpletninente cliinostratn. 
5. I n  ci6 clie precede abbiaino recluto clle, (1:tta unn filnzione di varia- 

hile coinplessa f (xj  soddisfacente alle condizioni poste ne1 ri. 1, ad essa cor- 
risponde sempre iiel caiiipo A uno et1 un solo polinomio d'apl~rossiiiiazioi~e 
di grado m. Possiamo, ora, dimostrare annlognrneilte n cjiianto si è fatto per 
le funzioni cli una variabile reale, clle la corrispoiitlenza ti-a la fuiizione f (x) 
ed il suo poliiioiiîio d'approssiiiiazione di grado n i, contilucn; possian~o 
cioè dimostrare d i e  

se n, (x) e Il',$ (x) sono i polinomi d ' a p p r o s s i ~ ~ ~ i o î z e  di grndo n di due 
funzioni f (x) e g (x), soddisfacenti alle co~zdizioni poste al uz. 1 di questo para- 
grafo, preso un numero -11 positivo e piccolo cc picccere, si p746 poi seuqwe tro- 
cnre nltro numero positive E tale c7~e, per ogni funzione 9 (x) sodt7isfacente, 
in tutto A, alla colzdixione 

sia, irz tutto il cnslzpo detto, 

Poicliè ailclle ne1 cnso della vüriabile coinplessa valgono le proposizioni 
dei 11.' 1, 2, 3 del 5 II, 1'. P., !a diiiiostrazioiie'della proposizione ora enun- 
ciatü si conduce in iiiodo perfettninente aiinlogo a quelln clel 11. 18, II, P. P. 

6. Supponiatno, ora, clie la f (x) sin u n  ramo inonocIrorrio di funzioiie 
ailaliticn, regolare in tutti i puuti del campo A (contorno con~preso). 

Questa nuova condizione porta, conie è noto, la sviluppalditü di f (x) 
iii serie di poliiioiiii uniformeinente convergente in tutti i punti del cainpo A. 
Da cib segue che, al teiidere all'infinito di rz, p.,, tende a zero, e, yuindi, 
che la serie 

converge uniforrneniente, in tutto A, verso f (x). Per le proprietà che deri- 
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vano a cpiesta serie da quelle dei polinomi di ,zpl>i.ossimnzione, possiniiio 
dire clie 

un r m n o  monodrowo di f i t  i?,rione CI ncrliticcr, i n  zrn'crrcrc i n  oti ( c o ~ t t o m o  
compreso) è rego lwe ,  C seillpre rnp)~re .se~~tcrbi ie ,  e in lizodo m i r o ,  r~retlicrltte ruzn 
serie tli polinomi clte d i t ,  fm tutte quelle t7i yrorlo wtccessivcrw~o?te crescerrte, 
uniforinerrzenfe c o n z ~ e r ~ ~ ~ ~ t i ,  irz. ttrtto A, verso la frlu:ioue ro~.sit7er«trr, ICI p i i r  
rnpitln convergenm.  

Anwali di Matematica, Serie [II, Ton10 XV. 
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Sul principio di minimo di Dirichlet. 

(Di GUIDO FUBINI, a Getzoucc.) 

8copo di questa lettura è il dar conto dei recenti risultati o t t~nu t i  nello 
studio del principio di ininimo di DIRICHLET, e ancora piil di clare un cenno 
delle molte e interessanti questioni, che tali stuclii niettoiio in l~ice, e clie 
sono, seconclo me, degne della inassima attenzione. Tanto piil questi pro- 
blemi nieritano di essere approforiditi, in c~uünto che il melodo di iiiininio 
è, insieme alla teoria delle equazioni iiitegrali, il più potente struiiiento, rlie 
l'ailalisi odierna fornisca per stabilire i teoremi d i  iiiininio relativi ai cositletti 
problemi al contorno. D'altra parte ha un grande interesse teorico l'appro- 
fondire per sè stesso il principio di miniino, pur senza pensare acl applica- 
zione alcuna. Il dedurre poi i teoremi di esistenza sopra citati da1 principio 
di minimo rende assai più arrnonico e completo il calcolo delle variazioiii, 
che cosi resta accresciuto di uno dei suoi più brillanti capitoli. 

Tra i metodi che servono a giustificare il principio cli iiiiniino, e le sue 
applicazioni ai probleini al contorno, due hanrio specialnieiite attratto finora 
I'attenzione degli analisti. Ambedue coininciano naturaliilelite col sostituire 
a un problema al contorno un prolhma di variaziorie. Il primo di questi 
metodi considera poi il problema di variazione coiiie liiiiite di un ordinario 
probleina di minimo, risolve prima questo problema di nii~iiino, e fa (*) poi 
il passaggio al limite. Questo nletodo basta p. es. per risolvere il prol~leiiia 
di DIIIICHLET, e dimostra ne1 modo più intuitive il relativo teoreiiia di esi- 
stenza.. 

Prima di esporre i tratti salienti del secondo rnetodo clebbo ricordare 
una Mernoria di WEBER (**), puhblicata or sono piil cli trciit'iiiilii : essa, pur 
essendo ben lontana da1 necessario rigore, contiene qualclie idea bella e fe- 

(*) Cfr. la Nota delllA., Red .  clella R. Acc. d e i  L i i ~ c e i ,  1 . O  Sein., 1907. 
(**) Jourmxl d e  Crelle, 1871. 
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conda; un ventennio più tardi il Prof. ARZELÀ in una sua Nota (*) espose 
alcune nuove ed eleganti corisiderazioni su1 principio di niiniiiio. Il nie- 
rito di avere per primo givstificato in un caso particolare il priiicipio di 
DIRICHLET spetta pero al sig. H~LBEHT (Jiccth. Ann., tonio XI), 1, ciii niirabile 
Ale~iioria fu  ilicitainento a niolte e iinportanti publ~licazioni: pregcvolissinia 
fra tutte quella di un altro italiano, il Prof. B. LEVI, clle iii un receiite la- 
voro porto un buoii contributo di idee nuove e geniali al prol~lenia clie ci 
occupa y*): 

Non c,i fermerenio per hrevità su1 principio di DIRICHLET relative agli 
iiitegrali seinplici, e passereino senz'altro a parlare del priricipio di DIRICHLET 
per gli iiitegrali doppii. 1 problemi più sernplici, a cui questo priiicipio si 
pub applicnre sono l'urdinario prnbleitia di DIHICHLET, e il probleiiia deri- 
vato di DIRICHLET: essi furono, tra gli altri, speciülniente oggetto di ricerca 
con inetodi suscettibili delle più svariate generalizzazioni (***). 

Questi problemi si propongono di trovare tra le funzioni, esistenti in 
un certo cainpo r, e soddisfücenti su1 contorno b di questo canipo a parti- 
colari condizioni, una funzione, per cui l'integrale del primo pararnetro clif- 
ferenziale, esteso a r, abbia il valore iniiiiino possibile. A priori l'esisteriza 
di questo miniiiio non è cosa evideiite; si pub parlare itlfatti soltanto di un 
liiuite inferiore L, e si pub in infiniti modi pensare a unit successione di 
funzioni, clie soddisfano su b alle condizioni imposte, e il cui integrale cor- 
rispondente ha per limite proprio L. 

Una tale successione di funzioni, i cui integrali tendano con unn szcflî- 
ciente rapidilic a L, si d i r j  uncc successione ~r~ivzimizznnte. 

Le do~nande a cui si deve rispondere sono le seguenti: 
1.') Ha sempre una successione minirnizzante una fuiizione limite? 
2.O) Questa funzione limite soddisfa essa alle condizioiii imposte su1 

contoriio del cainpo ? 
3.O) Il valore dell'integrale corrispondente è proprio L ?  
4.O) È detta funzione limite ar~nonica in r ? 

Per poter rispondere a p e s t e  domande si devono (corne esaurienteinente 
osservb B. LEVI) ilnporre alle funzioni, con cui si forma la successione, delle 

(*) RONCE. della R. Acc. di Bologm, 1897. 
(**) Relocl. del Circ. Matetn. d i  Palenizo. Toino 23 ( I I  Sein., 1006). 

(***) Cfr. inoltre i lavori dell'A. nci Rettcl. del Circ. Matem. di Pulenno ( tomi 22 e 23) 
e negli Agtnali di Matematica. (1907). 
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condizioni pochissimo restrittive, e che sono p. es. soddisfatte se cjueste fun- 
zioni hanno derivate prime finite e continue. 

Alla prima domanda, se la nostra successione ha uiia funzione liniite, 
si pu6, alnieno sotto certi riguardi, rispondere afferiiiativaniente, diinostrando 
cioè che una successione niinimizzante ha senipre una funzione quasi-linrite 
ne1 senso, che ora cletiriiremo. In ci6 sta appunto la parte più iinportante 
di simile studio; qui sono le dificoltà, clie liaiino presentato ostacoli cosi 
gravi ai prinii, che lianno tentato cii approfondire il principio di minimo. 
Se noi consideriaino i valori, che le f~inzioni di uria successione niiniiiiiz- 
zmte assumono in un punto del cainpo clie si considera, pot& avvenire clie 
questi valori tendarlo a un limite, il cjuüle sia proprio il valnre die  la fun- 
zione cercata assumerà rie1 punto stesso. Ma pub bcnissiino awenire clie 
esistaiio punti eccezionnli, in cui questo fatto non avviene. E non si pub 
escludere clie questi punti ecceaionnli forinino un insieine cli punti denso ilz 
tzctto r .  Questo insieine di punti gode perb di una proprietii notevolissiina, 
clella proprietà cioè di potersi racchiudere in un nuiiiero fiiiito, O iiifinito (]na 
nurnerabile), di aree, la cui somma è piccola a piacere: ln c p l e  proprieth 
è goduta anche dagli insieini nunwrabili, p. es. dall'irisienie dei p u ~ ~ t i  di COOY- 

dinnte razionnli, ed è goduta pure dall'insieme dei punti di discontilzuitù di  
unn funaione integrabile secondo RIEMANN. 

Per risolvere la nostra cpestione si trntta d u q u e  di ristiihilire la con- 
tinuità, di dare cioè nei punti eccexionnli alla funzione, clie si ricercü, valori 
tali che essa apparisca in tutto il campo coine una funzione continua. Coiiie 
potreino procedere? Per vedere questo punto, rit'crianioci a un eseinpio. Sup- 
poniaino di avere una funoione di una variabile x, che sia nulla nei puiiti 
irrazioilali, e nei punti irrazionali O non sia definita, O sia p. es. ugiiale al- 
l'unit&. Cerchiaino di carnbiare i valori di questa furizione in  un insieine di 
punti, in guisa da ristabilire la continuità. Si cspisce clie ci6 è possibile in 
infiniti modi. Eppure una vaga intuizione ci dice, clie l'iiisieiiie dei 1)uiiti 
rszionali si deve trascurare di fronte all'insienle dei punti irrazionali, e clle 
il modo più naturale di procedere è di coiisiderare quindi una funzione 
niilla tanto nei puiiti irrazionali, clie nei razionüli. Un procediinento logico 
e preciso che ci conduca a questi risultati è dato dagli integrali del LERESGUE. 
La nostra funzione di partenza non è integrabile secondo RIEMAKN, inn è 
invece integrabile secondo LEBESGUE. Se noi integriaino secondo LEI~ESGLE, 
e poi derivianio rispetto alla x, la nuova funzioile cos1 ottenuta. è dapper- 
tutto nulla, e quindi dappertutto continua. ln  un modo ailalogo possianio 
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procedere ne1 nostro caso. Si costruisca la funzione limite della nostra suc- 
cessione minimizzante: essa, coiile abbiaino detto, potrà anche non esistere 
in un certo insieme di punti eccezionali. Noi la possiaino ciononostante in- 
tegrare al modo di LEBESGUE rispetto alla x, o alla y. Derivando poi l'inte- 
grale cosi ottenuto rispetto alla x, O alla y, noi otteniamo m a  nuova fun- 
zione, dappertutto continua, che coincide nei punti non eccezionali con la 
funzione limite di partenza, e clie si dirà la funzione quasi-limite della no- 
stra successione. 

Xla si possono rendere in altro modo intuitive le proprietà cli questa 
funzione quasi-limite. Se noi sixpponiaino, co~ii'è lecito, che le funzioni della 
nostra successione miniinizzante sieno sviluppabili su un yualviasi cercliio r' 
interno a 1' in serie di FOUHIER, allora la nostra funzione quasi-limite è an- 
cora sviluppabile in serie di FOUHIER SU questi cerchi r'; e i coefikienti del 
suo sviluppo in serie si otterigono appunto conîe limite dei coeflicienti oiiio- 
loghi nello sviliippo in serie delle funzioni della successione niiniinizzante 
considerata. 

E cib non soltanto vale per gli -sviluppi in serie di FOURIER, ma per ogni 
sviluppo in serie, i C u i  coefficienti si otterigono, coine quelli della serie di 
FOURIE$ nlecliante quadrature applicate alla funzioile da sviluppare (molti- 
plicata per un qualche fattore, dipendente da110 sviluppo particolare consi- 
derato). 

Di più, se noi considerinrno gli integrali della nostra funzione estesi a 
un arco, O a una superficie yualunque del campo r, essi tendono a un li- 
mite, il quale è proprio l'integrale della nostra funzione quasi-liniite esteso 
al10 stesso arco, O alla stessa superficie. 

Cib, che spiega la ragione intiina del successo dei nietocli cli HILBERT e 
di B. LEVI : i quali alIo studio di una successione ininiinizzante sostituiscono 
10 studio di uiiü nuova successione, d ie  da quella si cleduce niecliant,e yua- 
drature, cosi da far sparire per la nuova successione ogni punto ecce- 
zionale (*). 

(*) Dopo il Congresso di Parma, è uscita una nuova Mernoria del LEBESGUE, su110 stesso 
argoniento nei Rend. del Circ. Xutein. di Palenno, (tomo 25; II Sem., 1907). Egli pure evita 
gli aggregati eccezionali con un artificio, sostitueiido ci06 a una successione niinimizzaiite 
una successione di funzioni wzonototze, di funzioni cioè che ammettono in un cainpo qual- 
siasi r' interno a r gli stessi liiniti iiiferiore e supcriore, che esse ainmettono s d l a  froii- 
tiera di P. Questo artificio elegaute non è perb forse seiiz'altro estendibile a equazloni di 
ordine snperiore al  secondo. 
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Per completare il nostro studio la parte essenziale è cpella di diinostrare 
che la nostra funzione quasi-liniite possiede derivate ed è arnionica, e clle 
essa su1 contorno soddisfa alle condizioni imposte. Prescinclereiilo qui per 
brevità dall'esanie del contorno, e ci rolgereino alla prima parte della no- 
stra questione, clle è, secondo me, la parte fondaincntale. 

Per un tale studio i inetodi fiiîora applicati sono veramente deficienti, 
i.i clumto clie rieorrono a vie indirette, girando, piuttosto clle super,zndo la 
diffiroltà. Esse si basano in sostanza su certe proprietà integrnli delle fun- 
zioni arnloniclîe, da cui scenda coine conseguenza la proprietü differemiale 
che la soinina delle loro due tlerirate seconde non rniste è uguale a zero. 
Tra le proprietü integrali elle lianno servit0 a tale scopo noi rieordereino 
p. es. la forinola di GREEN, il teorelna della media di GAUSS O più geiieral- 
triente la formols di POISSON per caiiîpi circolari, O infine il teoreina die, se 
l'integrale di uiia funzione è armonico, la funzione stessa è arinonica. 

Ma cjuesti metodi, pure essendo sufficienti per i probleiiîi di ininin-io clie 
conducono a furizioni armoniclie, e pure potendosi facilinente genei. a 1' lzzare 
a iiiolte equazioni differenziali lineari, questi inetodi, dieo, sono insufieienti 
per casi più generali, p.'es. per il problenîa di PLATEAU. Per i problelni ge- 
n e d i ,  anche quando si sappia diiriostrare l'esistenza della funzione quasi- 
limite di una successione miniinizzante, non si sa diinostrare clie tale fun- 
zione possiede clerivate. La importünza di tale ricerca sarebbe, secondo nie, 
non inferiore alla sua difficoltà. E clie le difficoltà siano assai gravi, si ri- 
conosce p. es. in un caso particolare, cpmdo ci si propoiîga di diiiiostrnre 
direttnmente, e sema usare la forwzola indegrale di CAUCHY,  clie uiia fuilzione 
iimnogena di variabile coinplessa, una funzione cioè, clle sodtlisfi alle con- 
dizioiii di mo~iogeneità, possiede derivate priri~e e seconde finite e coiitiiiue. 
Un siinile studio sarebbe tanto più fecondo all'analisi clle 10 stesso i-iietodo 
delle equazioni iiltegrali non appare finora. applicabil~ a equazioni non li- 
neari, cosiccliè il metodo di minimo resta ancora il più proniettente, tra i 
inetodi oclierni, per stabilire i teoremi di esistenza per quelle tra queste ecjua- 
zioni che proveiigono da un probleina d i  variazione. 
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Sui metodi della fisica-matematica ("1. 

(Di Omzro TEDOXE, CC G ~ I Z O T C L . )  

Nessuno, legeiido il titolo ili queuta eoiiferenza, pciisei$ clie a iiie pobsil 
esser venuto in n-~cnte di eçporre pnrtitaiiientc la storia c In compnrnzioiie 
dei varii inetodi d'integrazioile clie sono stnti, O sono, iii uso iielln fisicii- 
iriateiiiatica, taiito più se, darido alle p r o l e  f i . r i c ( c -~?~n te~ l~~ t f i c ( c  il sicnificato 
yiii ainpio cl-i'esse possono coinpoi.tnre, 3i vogliniio comprendere fra Ic q u a -  
zioni della fisirri-n~ateiiintica aiiclie quelle delln iiieccaiiica. I'iir f:~ccntlo astix- 
zione del breve tempo clie 111'6 eoiicesso, è iioto niiclie a iiic clle clii il tale 
lilvoro si necirigesse dovrebbe avere polso podcroso cd uiia prcparazioiie clic 
io, francaineilte, non oso riconoscerini. 

Il ~ n i o  cornpito snrli nieno ardiio. Io mi propongo solo di esporre, e ncll 
modo più breve clie ini sara possibile, l'iiifl~ienza clic linlino nvuto lc idec 
più generali, predoiniiianti nei metodi d'integmzionc dellii. fisicn-iiiateiiiatirn, 
nei vnri tempi, sui aietodi d'integrazioiie dellc equnziorii clell'equilibrio cln- 
stico per un corpo isotropo. 

Coirie modesto cultore di questi ultimi studii, penso clie l'intenta di 
qucste riunioni sia pienainente raggiunto se si riesce ad indicare cliiaraiiiente 
ln serie delle idee che guidano ciascuiio dei ricercatori ed il posto clic qiieste 
idce si presuine che abbisno nello svolgiiiieiito storico di quel raino spe- 
cide della scienza cli'egli coltiva. Cosi si pu0 spernre di essere iiieglio iii- 

tesi, o alnieno più tollerati, dni cultori di discipline affini, O aiiclie della 
stessa disciplina. 

La fisica-inatematica, coin'è ordiriariaiiiente intesn, comiiicin con In sco- 
pertn delle equazioni clifferenziali clie reggono i feiioineni fisici. Appena tro- 
rate queste equazioiii difîereiiziali, uiia quaiîtità cli probl~mi pnrticolaii si è 
preseihta  spontaileaiiien te all'atteiizioiie degli studiosi, e iiioltissiiiii di es-i, 

(*) Coiiferenza lctta iiella sezioiie 1 clel Congresso della Societ:i per il progressa delle 
Scienze, i n  Pariiia, 1907. 

Anizali di  Matetimticu, Serie III, Toiiio XV. 17 
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appartenenti ai diversi campi del potenziale, dell'idrostatica e dell'idrodina- 
mica, dell'elasticità, del calore, dell'elettricità, del magnetismo, ecc., sono 
stati anche risoluti con soluzioni basate spesso su felici intuizioni dei fe- 
nomeni naturali stessi come nell'esempio, sopra tutti mirabile, di quella data 
da DANIELE BERNOULLI per la corda vibrante. Spessissirno queste soluzioni 
sono anche il risultato di un'abilità che ci sorprende, a noi, ora, che siamo 
abituati alle regole generali. Chi volesse orientarsi sulla massa ingente di ma- 
teriale cosi raccolto, pub consultare i'opera del BURKHARDT, non ancora ter- 
minata : Entwicklungen nach oscillirenden Functionen, pubblicata ne1 Jahres- 
bericltt der deutschen ~~zathematiker-Vweinigung (Xer Band, 2er Heft). Scorrendo 
quelle pagine non è raro d'incontrare tracce di idee generali. Ma quella che, 
più di tutte, ha l'aria di assurgere all'altezza di metodo è quella di cercare 
soluzioni particolari delle equazioni di cui si tratta, sotto forma di prodotti 
ciascuno dei fattori dipendente da una sola variabile e di nccomodare poi 
queste soluzioni particolari, formando con esse serie, ovvero integrali defi- 
niti, in modo da ricavare cosi la riclliesta soluzione del probleina. Ci6 che 
assicura una semplificazione del problema è, sopratutto, la riduzione di equa- 
zioni a derivate parziali ad equazioni ordinarie. Questi procedimenti, del 
resto, vengono suggeriti subito dalla soluzione della corda vibrante di Da- 
NIELE BERNOULLI, e di essi LAPLACE e FOUHIER fecero ampia applicazione. 
G. LAMI?, alle idee preceden ti, aggiunse, sisteinaticamente, quella di un deter- 
minato sisteina di coordinate curvilinee, proprio per ogni corpo di forma 
determinata, in cui dovevano, prima di tutto, trasforlnarsi le equazioni diffe- 
renziali del problema. E, cotne dice il BUI~KHARDT ("), LAMÉ deve conside- 
rami certaniente come il fondatore di questo indirizzo di ricerca. È opinione 
del BURKHARDT che LAME deve aver creduto dapprincipio di poter trattare 
con questo metodo corpi di qualuncjue fortna basandosi sulla ipotesi erronea 
che ogni serie seinpliceinente infinita di superficie potesse essere riguardata 
come facente parte di un sistema trip10 ortogonale e che, quindi, per trovare 
la base pih natude per risolvere un problema di fisica-inateinatica biso- 
gnava coiniriciare a trovare un sistema di coordinate opportune. Dice ancora 
il BUHKHAKDT che, yuanclo LAMÉ, più tardi, riconobbe il suo errore, si era 
posto troppo solidainente in un determinato indirizzo di ricerçhe perché 
potesse ahbandonarlo, anche perché, rnalgrado tutto, questo indirizzo fece sor- 
gere una quantità di probleini matematici interessanti. Noi possiamo aggiun- 

(*) Opera cit., 4. Lieferung, p. 989. 
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gere che a questi problemi convengono anclie caratteri geonietrici ben de- 
terininati che servono a dar 101-0 maggiore risalto e clie tutto ci6 clle, di 
fisica-inateinatica, sarà lürganîente utilizzaliile nella pratica non potrà uscire 
che dificilinente dalla cerchia di essi. In un ceito seiîso questi probleiiii 
della fisica-inatematica corrispondono ai probleini della dinaniica clie s'inte- 
grano per quadrature. E, per finire con quest'argonieiito, aggiungerb le pa- 
role seguenti con le c p l i  il BURKHARDT (*) termina le sue considerazioni 
generali sui lavori di LAMA: «Anche dalla posizioiie assunta da. LANE ri- 
spetto a quistioni generali della teoria clella conoscenza e della filosofia na- 
turale, si pub sostenere clie LAMÉ è stato certüinente l'ultin~o fisico eininente 
che abbia partecipato al  sogno di teinpi anteriori ai suoi, dovesse essere 
possibile ottenere deduttivamente i fenoinerii fisici, come alîclie quelli della 
meccanica celeste da poche e seniplici leggi fondüriientali. » 

Le idee di cui abbiaino parlato lianno fruttificato bene. Esse lianno con- 
dotto alla iiîtroduzione di un gran nuinero di funzioni speciali clie lianno 
arricchito l'analisi inateinatica consiclerevolmeiite e sono state la hase delle 
teorie generali die, a scopo di geiîeralizzazione, e per i bisogni ilclla tliino- 
strazione dei teorcmi d'esistenza, portano il nonle di nletodi d'iiitegrazione 
per inezzo di soluzioni elementari. 

Molti dei problemi particolari risoluti in questo primo periodo di tempo 
hanno, iilcontestabihnente, un valore pratico, ma molti di essi ne liailno 
soltanto uno analitico. Ciascuno di questi ultiini probleini, preso a sè, po- 
teva anche essere trascurato, nia tutti insieme hanno preparato il terreno 
alle brillanti ricerche moderne. 

Il passaggio dai rnetodi particolari anticlii ai inetodi più generali, ino- 
clerni è soprattutto indicato dalla scoperta dei teoremi di recil)rocit#, da 
GREEN a BETTI. Per una grandissiina parte delle equazioni, o sisteini di 
equazioni, della fisica-nlaternatica vale un teorema cli reciprocità; e ci6 lin 
il suo foiîdame~ito ne1 fatto che queste equazioni possono tutte coiisitlerarsi 
corne provenienti dall'annullamento della variazione prima di certi integrali 
le cui funzioni sotto il segno sono di secondo grado ed oinogenee rispetto 
alle funzioni incognite ed alle loro derivate. fi in questo fatto clle é riposta 
la ragione arlalitica delle grandi analogie clie sussistono fra le eqiiazioiii 
della fisica-iiîaternatica e delle relazioni che cluest'ultima tlisciplina, nella 
quale pub ora intendersi coinpresa anclie la iiieccanica, ha col calcolo delle 
variazioni. 

(*) Luogo citato. 
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Con l'introduzione dei teoremi di reciprocità le ~icerclie sulle eqiiazioiii 
della fisica-iilatematica lianno cambiato alyuanto di natura, O, alnieno, liniiiio 
allarçato considerevolniente i loro puiiti di vista; giacchè esse sono allora 
diveiltate, in gran parte, studii delle proprietii aiialiticlie clegli integrdi tlclle 
equüzioni stesse; iiieao ricerclie di fisica-niateinatica e pih cli annlisi pura. 
Certo, con l'introduziotie cli quelle funzioni ausiliarie clie vanno sotto il rionie 
generale cli funzioni di GKEEK, i teoremi di reciprociti hanno clato un foiido 
generale alla iinpostazione ed alla trattazione dei proble~iii della tisica-ma- 
tenicttica propriainente cletta; ma. in ci& salvo i poclii cnsi iii cui queste 
futlzioni ausiliarie sieno facilmente raggiungibili con l'aiuto della intuizione, 
iion c'è clie una trasformazione formale del prohlema, una ritluzione del 
probleina geiierale üd uno pürticolare clie si ntldilnostra perfettamcnte equi- 
valente al prinio. Ci6 non ostante, i teoreiiii di reciprocitii, il coiicetto di 
funzione ausiliaria e cpello di caratteristiclie di una eyuazione, o di un si- 
steiiia di eyuazioni, forniano oraniai la base più solida per lo studio e la 
penetïazione delle proprietà delle ecpazioni della fisica-matematica e di una 
trattazione generale dei suoi problemi. Anzi, dippiù, cpesti concetti, intro- 
clotti sistematicamente riell'aiialisi Ilanno clato i nlezzi per approfondire ben 
più vaste categorie di equazioni differenziali. I risultati di GREEN, di BETSI 
e dei nuinerosi continuatori sulle ecpazioni a caratteristiche iii~iiiaginaric, 
cluelli cli RIEMANN-VOLTERHA sulle equazioni a caratteristiclie reali, yuelli clel 
VOLTEHI~A sulle eyuazioni a caratteristiclie coincidenti sono troppo noti per- 
cll'io voglia ancora iildugiar~ni su di essi fingendo di dire cose nuove. 

Una grande spintü all'approfondirnento clcllo stuclio delle ecluazioni della 
fisica-mateinatica e origine di scoperte della massirna iinportnnza ne1 campo 
clell'analisi, è stato certo 10 sforzo fatto per diniostrare i teorenii d'esisteriza, 
specialmente per l'equazione di LAPLACE e per quella delle vibrazioni tras- 
versali di uiia inembrana elastica. Io non posso certo fermarlni a narrare la 
storia. di queste ricerche a coininciare dni primi tentativi cli DIRICHLET-RIE- 
MANN a finire alla costituzione di quella superba teoria delle equazioni inte- 
srali ed all'analisi approfondita dei limiti di validitii dei primitivi inetodi di 
DIRICHLET-RIEMAKN dovuta primiera~nente  HIL HILBERT ed a cui harino cosi 
bene contribuito i nostri B. LEVI e FUBINI. Cid solo richiederebbe volunii. 

Ma. poicliè s'è presentata l'occasione di parlare di teorie generali, iion 
voglio arrestarmi dall'esporre anche una mia opinione. E cluesta è che, per 
quanlo interessanti e fruttuosi possano essere gli studii d'indole generale 
dapprincipio, se essi sono proseguiti troppo uiiilaterülmente, fiiiiscono quasi 
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sempre in un forrnalismo arido che ha poco valore pratico ed analitico. Gli 
eseinpii abbondano in ogni ramo delle matematiclie. È soprattutto, credo io, 
Io studio di problenii particolari, specialinente se questi sono da lungo tempo 
nettaniente indicati per le loro dificoltà tecniche, che pub far nascere idee 
nuove, o gettare nuova luce e dare importanza ad idee veccliie clie prima 
pareva non ne avessero, o ne aressero poco. 

Uno degli esempii più cospicui di equazioni della fisica-inateniatica è, 
senza dubhio, quel10 delle eyuazioni di un solido elastico, isotropo. Ed io 
mi fernio voleiitieri su di esse anche perchè la storia delle ricerclie relative, 
ini è parsa yualclie volta, non sia da noi italiani clie pure tanto abbiamo 
coiitribuito al loro progressa, sufficientemente nota. 

Le equazioni dell'equilibrio e del nîovimento dei corpi elastici f~iroiio 
date la prima volta da NAVIER ilel 1891 fondandosi sulle ipotesi della costi- 
tuzione molecolare dei corpi e della dipendenza delle azioni elasticlie dalle 
azioni a distanza delle inolecole. Alle ricerche sulle ipotesi clie possono 
servire di fondaineiito alla costituzione di queste equazioni hanno poi con- 
tribuito potentemente POISSON, CAUCHY, GREEN, T H O ~ ~ S O N  ed altri; ina al- 
l'analisi di queste ricerche, come alle molte discussioni che ne sono deri- 
vate, non ci fermeremo anche perchè l'argoinento scoiifina dai limiti della 
nostra conferenza. Appena trovate queste equazioni conlinci0 Io studio dei 
problemi particolari. Dico subito che di questi probleini particolari io con- 
sidero soltanto quelli in cui la forma del corpo è speciale, mentre le condi- 
zioni al  contorno sono assolutamente generali. Lo studio d i  questi problenii 
è stato iniziato da LAMÉ e CLAPEYRON per i quali, come per tutti i recchi 
autori, le condizioni al contorno consistevano ne1 dare le tensioni. Ad essi si 
devono soluzioni più, O ineno, coinplete dei problenii dell'ccluilihrio elastico 
di un corpo liinitato : 1.' da un piano, o da due piani paralleli; 8.' da uii ci- 
lindro di rotazioiie, o da due cilindri di rotazione aventi uno stesso asse (*); 
3.0 da una sfera, O da due sfere concentriche (**). Verairiente solo gli ultiini 
di cjuesti problemi sono stati condotti a fondo da LAM& rnentre degli altri 

(*) JOUTNUI für rVut71i., Bd. 7,  pag. 400. 
(**) Jot~rr~al de Math., vol. 19, pag. 51 ;  Leçoi~s sur les eoovcl. eicrv., pag. 899. 
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pub dirsi clie i due autori non abbiano dato die  abbozzi di soluzioni (*). Si 
pub anzi aggiungere che LmÉ,  anclie per il probleina di un corpo liiiiitato 
da due sfere conceritricl-ie, ha evitato di fare un esame approfotidito dei 
singoli terinini e di ricavar tutte le deduzioni ch'egli areva iti niente, per 
quanto a ci6 sia stato indotto, più che altro, da ragioiii di opportuiiità. 
Ne1 suo libro: Lefons sur les coordonnées curviliy)zes, dopo aver esposto 
la soluzione del suo problema, dice: « Une digression trop étendue, sur une 
question particulière de la théorie matliématique de l'élasticité, pourrait 
donner.quelque apparence de raison, à ceux qui ne veulent voir, dans la 
grande généralité de cette théorie, cju'cine coinplication inextricable, et qui 
préfèrent et prônent des procédés hybrides, mi-analpticpes et ini-empiriques, 
ne servant qu'a iiiasquer les abords de la véritai.de science ». Queste parole 
di LaniÉ possono utilmente ripetersi anclie adesso. 

Per dare al no;tro discorao una. base più precisa, ricordiwno le equa- 
zioni dell'ecjuilil~~io di un corpo isotropo, di cui ci occupiarno. Se indichiarno, 
coine di solito, con zc, u, I V  le coiiil~onenti clegli spostaiiienti, con 6 la clila- 
tazione eleiiientare, con n,, a,, a, le coiiiponenti della rotazione, con h e p. 

le due costanti di LAMÉ e col sinibolo A' l'operazione a ? a 2  
a x 2 + v f a f i 2 '  

e le ecliiazioni 
seguenti : 

in discorso possorio acquistare iina qualunyue delle due forme 

a a a  + )  a y .  z ) ~ - ~ y . r o t . ( m , ,  m., o,)=O, 

supponendo clle le forze di massa siano nulle. Si sa che le condizioni al 
contorno si possono clare in varii nlodi e noi, quaiido non 10 direiiio espres- 
saniente, le lasciereiiio indeterniinate. 

(*) N d  libro: L ~ ç o r ~ s  szo- lu tlzéorie math. rie I'e'last. (Zes c o l ÿ s  solides, alla fine della 
pag. 164, LAME stesso fa degli apprezzanieiiti su  queste soluzioiii ilel senso da noi iiidicato. 
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Le idee che sono servite di base ai rarii autori per risolvere i prol~lerni 
di cui discorriaino, le raggrupperenio cosi : 

1.' idee di LA~IÉ: e CLAPEYRON, 
8 . O  idee proprie di LAME, 
3.' idee di THOMSON, 
4.' idee di BOHCHARDT e di BOUSSINESQ, 
5.' idee di BETTI-CEHRUTI ecl affini, 
6 . O  idee di CESARO e di ALMANSI, 
7.' idee dell'autore. 

Gli aiitori clle hanno lavorato sulle idee dei priini tre gruppi si servono 
seinpre di rappresentazioni analiticlle per sriluppi in serie. Quelli invece rlie 
lianno lavorato sui tre gruppi di idee successive Iiaiino nruto di mira rap- 
presenlazioni analiticlie per quadrature. Nei lavorï tlell'autor~ ln cjuistione 
della speciale rappresentazione aidi t ica  non è unn quistione principale. 

Le idee di L A M ~  e CLAPEYRON sono esposte ne1 7.' roi. del Jour. fiir 

JIath.  Ci6 clie c'è di foildanientale iii queste idee sono le osservazioni clie 8 
soddisfa all'eyuazione A' O = O ed u, 9, w all'ecpazione A' A' p, - O, in iiioclo 
clie determinnti gli integrali generali di queste equazioni riesce ngerole tro- 
vare i tre integrali particolari dell'ultima dell'equazioiii citate clie claniio l'in- 
tegrale generale delle (1). 11 probleina è allors ridotto a sotltlisfare nlle con- 
dizioni a1 contorno. Perb i detti autori ilon lianiio iiidicnto iiessiiii iiiezzo 
generale per trovare, sotto fornia conveniente, ulatta per ogni corpo di fornia 
determinata, l'integrale generale dell'ecpazione A' A' p - O e si sono coiiten- 
tati di applicare cjuesti principii ai  probleii~i di un corpo liniitato da un 
piano, O da due piani paralleli (*). Questi inetodi Iianno aruto uiia più grande 

L 

applicazione nelle ricerclie del M A ~ H J E U  su1 problenia dei paralielopipedo ret- 
tango10 (**), ricerche clie LAMÉ stesso aveva iniziate iiiclicanclone le difli- 
coltà y). Le idee di LAMÉ-CLAPEYRON lianno un valore iiidiscutihile, perb 
sono state sopraffütte dalle idee successive e, presso di noi aliiieno, quasi 
del tutto dimeiiticate. Tanto che il CESARO ne1 suo libro, del resto, coiue 
tutti i libri ciel CESARO, bellissiino, dopo aver esposta la soluzione del pro- 
blelna del corpo hnitato da un solo piano, data da1 C E H R U T ~ ,  e prinla di 
darne un'altra sua personale del10 stesso problema, nella quale c'è pure 

(*) Jozcrtaal fiir .Mcith., Bd. 7, pag. 400. 
(**) Théorie de l'élast. des corps solicles, 2' partie, pag. 140. 

(***) Leçons sur la théorie math. de E'élnst., pag. 151. 
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tanto delle idee di LAMÉ-CLAPEYRON, asserisce : I l  prof. CERRUTI ha trntfnto 
i l  probleina precedente K per dnre acn'illustrnzione abbastanza facile del ~netodo 
generale » proposto da BETTI. Quand0 non si ha in vista questo scopo, ma si 
vuole soltanto raggiunyere la soluxiolze del problemx dei suoli elastici, è ben 
facile pervenire con procedimento più rapido e diretto alle formole geslercili 
ottenute da2 prof. CERRUTI ,  e ci6 senza rinz61~ciare CG « condurre la solueione 
in modo che possa sonunifzistrare q~alc7ze lume per la trnttazione di problewi 
analog7~i per corpi di forma pi& contplicata » ("). Basta infatti riguctrdrtre 
provuisoriaifiente coine nota la clilntazione cztbica 0, calcolar poi'gli spostn- 
menti (u, u, YV), e dedzirne l'espwsiotze d i  O :  questa futzziolze si troca cosi 
isolata i n  m a  relneioîze c72e serve a determinarla (**). Orn.  LA^ e CLAPEYRON, 
nella Meiiioria citata, si espriiuono, precisan~ente, cosi : Pour intdper gunéra- 
lement les éycations d u  8 (equazioiii (1)); il coiîvient de clzel-cher d'abord 
I'irztdgrale génerale 0, et de la substituer dans ces équntiolzs, mises sous ln 
forme:. .. (la forma di cui si parla è la. foriiirt (1)); on irztigrern ensuite g4- 

néralement ces équations différewtiellcs, et i l  lze restera plus c / ~ ' i c  expiruer que  
les valeurs générales de u ,  u, I V ,  8, satisfont à. l'dycotion 

Ces intipations n'offrelzt jîar elles m.%nes nztcune difficzdt4 ~aoucelle; azcris 
les fonctions arbitrnires pi entreront c7nv~ les intégrales gdlz6rnles obtmucs, 
doivent 6tre déterminées d'après les conditiom dotzndes du nozwel Ctnt d 'dp~i-  
libre, et cette determi~zation exige des rocherc7~es particulièr~s (***). Diuqiie, col 
CI<:SARO sian10 al10 stesso punto clie con LAM& e C L A P E Y I ~ ~ N ,  forse ailclle piii 
indietro. Da1 inodo di  espriinersi del CESARO si deve arguire che egli iioii 
conoscesse la soluzione del probleiiia di cui si occupa, data (In LAME e 
CLAPEYRON. In quniito a me, dero clicliiarare frmcaiiiente clie ln. lettura del 
libro del CESARO nii ha tratto i i i  iiigaiiiio ed ho attribixito coiiipletm~eiite 
a lui ci6 che era dovuto ai inenzioiiati autori (****). Più tartli anche il BOGGIO 

(*) Le parole virgolate sono del prof. CERRUTI, M ~ J I Z .  dell'Acc. d e i  Lincei, 188'2, 

pag. 81. 
(n*) Intv-od. a l l a  teoria mat. de l l ' e la s f . ,  pag. 120. 
(nw) Journal fiir Mutlz., Bd. 7, pag. 155. 

(*++*) Ann. di Mat., S. III, t. VIII, 2902; fine della Mein. 
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dev'essere caduto iiello stesso inganno (*) e pare, non si sin. accort0 clle il 
inerito di essersi ingannati pel primo toccava a nie. 

Il gruppo d'idee a cui diamo il nome di LAME è quel10 di cui quest'au- 
tore s' è servit0 per ottenere la soluzione del problema pel corpo liiiiitato da 
due sfere concentriche (**). LAMÉ, seguendo la serie delle idee clie erano cosi 
fortemente radicate in lui, lia creduto di rendere più ngevole la soluzione 
dei problemi di equilibrio elastico, trasforniando le equazioni fonclainentali 
del problema in un sistenia di coordinate curvilinee, scelto oppoi.tunaniente 
per ogni corpo di forma determinata. Questa convinzione di  LAM^ trov6 anrlie 
il terreno preparato per essere generalmente assorhita e le primitive idee 

CL e car- di LAM&~LAPEPRON parvero piuttosto soltanto adatte per le coordin. t 
tesiane. Dopo aver trasforniate le equazioni in coordinate cwrvilinee, IAMB 
determina: 1 . O  l'espressione più generale di O, in queste coordinate, 8 . O  a,, 
ma, a, dalle equazioni trasforniate delle (2) die, coin'é noto, conservano la 
stessa forma qualunque sia il sistema di coordinate curvilinee, ortogonali 
che si adopera, 3 . O  le espressioni di u, u, IV dalle relnzioni clie legaiio qiie- 
ste quantità con a,, a,, er,. Dopo ci6 resta da deterniinare le costaiiti clle 
entrano nelle espressioni di u, u, n, in modo da soddisfnre alle coiiclizioiii 
in superficie. Ma regole generali per fare tutti questi passi non sono state 
indicate nè da LAMJ~, iiè da quelli che dopo di lui haiino voluto seguire le 
sue orme. Di questi noi citereino soltanto WANGEHIN (***) e JAEHISCH (****) 
che hanno cercato di estendere il nietodo di LAMI? sistematicaniente a tutte 
le superficie di rotazione. Per6 per poclii casi soltanto sono andati iii fondo 
e, soltanto per il toro circolare, WANGERIN lia determinato le costaiiti con i 
metodi usuali. Notiamo infatti che il problema della determinazione clelle co- 
stanti, per soddisfare alle condizioni in superficie, pu6 offrire le pih gravi dif- 
coltà se le soluzioni elementari con cui è coiiiposta la soluzione generüle che 
si trova seguendo le idee di LAMÉ-CLAPEYRON, ovvero quelle di LAXII~, non 
soddisfano alle condizioni di ortogonalità. 

(*) Vedi l'intr. alla Nota: Sulla deform. di tclza sferta elmt. isotv., Atti della R. Arc. di  
Torino, vol. XLI, lm. 

(**) Vedi la cit. (**) a pag. 131. - Il  metodo che L A M É  e CLAPEYRON hanno iiidieato 
per risolvere il problema del corpo limitato da due ciliiidri di rotaziot~e aventi Io stesso asse, 
parteeipa del 1 . O  e del 8.O gruppo d'idee. 

(***) Br&. Math. Phys., 1873, pag. 113. 
(****) Jour. für Math., Bd. 104, 1889, pag. 177. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tonio XV. 
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Il THOMSON non si occupa che di una quistione particolare: del probleina 
clell'equilibrio elastico di un corpo liinitato da una sfera, O da due sfere con- 
ceiitriclie (*), problema gili risoluto da LAM& Malgrado ci6 si possorio rilevare 
iiella soluzioiie del THOMSON due idee clie lianno uiia iiiiportanza clie su- 
pera certamente l'applicazione al caso particolare cli'egli ne lia fatto. In  primo 
luogo l'autore iiiostra clie la trasforinazione clelle equazioni dell'elasticità 
in coordinate curvilinee puo non essere utile e ,  tanto nieno, neressarin 
per risolvere problen-ti di equilibrio elrtstico; in secondo luogo THOMSOX nio- 
stra che nella risoluzione di yuesti problemi si possono iiupiegare utilinente 
serie cli polilioinii. In quanto al resto i suoi procedimenti non differiscono 
sostanzialinente da quelli di LAMÉ-CLAPEYRON clie cosi vengono ad acqui- 
stare uiia molto iiiaggiore estensione d i  applicabilità. Le idee di THOMSON 
sono state sfruttate anipiaiiiente ed, in Ingliilterra, rarii autoisi le hanrio 
applicate a nuinerosi probleini particolari su corpi liiiiitati da una sfera, da 
una superficie quasi sferica e da una superficie ellissoiclica (**). Esse hanno 
avuto la iiiaggior estensione iielle mani del SOMIGLIANA (***) e dei Cos- 
SEKAT (*"*") i cpali autori ne Iiaiino fatto il punto di parknza per la costi- 
tuzioiie di un nletodo generale d'integrazioiie per niezzo di soluzioni ele- 
iiientari. Ai COSSERAT si deve a n ~ l i e  un tentative per la effettiva determina- 
zioile di queste soluzioni eleiiientari, sotto forilla di polinornii, per il caso di 
un ellissoide qualun que. Su q uest' ultiino argoineiî to r i  sono anche alcune 
note del BOGGIO, sulle yuali avreino da ritornare in seguito. 

11 iiîetodo di cui si serve il BORCHAKDT (*****) per ottenere la soluzione 
del problema clella sfera è aacora quel10 cli LAMO, nia in esso si sente forte- 
niente anche l'iiiflueaza della soluzioile di THOMSON. Il iiietodo di B ~ R C H A R D T  
per la sfera e di BOUSS~NESQ (*"***) pel seniispazio non contengono idee ge- 

(*) Pkyl .  Tram. Roy. Soc., vol. 153 (1863). KELVIN and TAIT, h'at. Phil., parte 11. 
(**) Per tutte queste ricerclie si pub coiisultiire utiliiieiite: LOVE, Lehrbuch der Ela- 

sticittit, (trad. di A. TIIVWE), Cap. XI. 
(***) Rend. Ist. Lmb., vol. 84 (1891), pag. 1005; idem. vol. 89 (1896), pag. 423. 

(****) Conzptes vendus, vol. 126 (1898), pag. 1089; idem vol. 187 (1898), pag. 415; idem, 
vol. 133 (1901), pag. 145, 871, 326, 361, 3%. 

(*****) Ber& Motzcctsber., 1873, pag. 9.  Ges. Werke, pag. %7, 307. 
(******) Comptes relzdus, vol. 86 (1878), pag. 1860; vol. 87 (1878), pag. 403; vol. 88 (1879), 

pag. 331, 375, 701, 741. - Ai~plic.  des potetrtiels, pag. 91. - Vedi anche CLEBSCH-ST. VENANT, 
glasticité, 374. 
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nerali proprie, ma ad essi si devono le priiiie soluzioni per integrali definiti 
e, si pub dire, con essi comincia, per queste ricerclie, uria nuora êra. 

La Memoria, vernrnente inirabile, del BETTI (") sulle equazioni della ela- 
sticità gettb su queste un fascio di luce nuova, inattesn, e preparb, special- 
mente in Italia, una iioritura di lavori quale pvche altre Rleiiiorie possono 
vantarsi di aver prodotto. 11 suo teoreina di reciprocita clovette seni1~rai.e uiia 
rivelazione. Con mezzi seniplicissinii ditva già una folla di risultati e lier- 
metteva di penetrare addentro nelle proprietà analiticlle delle equazioni di 
cui si' tratta. Le analogie che già nietteva in vista con la teoria del poten- 
ziale, la possihilità di adoperare funzioni ausiliarie, analoglie a quelle di 
GREEN, per risolvere i problen~i di equilikirio elastico allargavano graiideiiiei~le 
le idee anche ne1 campo dell'analisi pura. Le soluzioni g i i  citate di B ~ K -  
CHARDT e di BOUSSINESQ, per mezzo di quaclrature, la spcranza di riuscire a 
soluzioni analoglie col metodo di GREEN generalizzato, la riuscita clel nietoclo 
di GREEN, in numerosi casi, per l'eyuazione di LAPLACE hanno dato allc idee 
del BETTI, anche in quanto erano metodi d'integrazione, un valore grandis- 
simo ; il clie era poi molto naturale. Gli anticlii nietodi f~iroiio per conse- 
guenza rnessi da parte e dimenticati, mentre la fiducia nei riuovi iiietodi an- 
dava crescendo, grazie soprattutto al lavoro perseverante del prof. CEH- 
RUTI (**). Le idee del BETTI furono coltivate sotto tutti gli aspetti e fra i piii 
fedeli interpreti cd i niigliori continuatori dell'opera clcl BISTTI dob1)iaino 
citare il SOMIGLIANA nella nieinoria: Szclle epuazioni dell'ekcrsticitiç (***). Per 
scopi scolastici i metodi d'integrazione delle eqiiazioni dell'elüsticitli, basati 
sull'uso del teorenia di reciprocil& e sull'impieço di funzioni ausilitirie ana- 
loghe a quelle di GREEN, hanno avuto più siinnietrica applicazioiie (la1 pro- 
fessore VOLTEHRA i cui risultati sono stati pubblicati da1 LACHICELLA (****). 

1 lavori del CESARO (*****) e TE OR AL MAN SI (******) rappresentano un coiiilileto 
ritorno all'antico. Forse senza neanche immaginarlo, hanno ricliininato in onore 
le antiche idee di LAMÉ-CLAPEYRON. In ordiiie di teniyo è cliscretaiiiente prima 
il CESARO. Senza alcun dubhio, iielle idee di questo autore c'è qualche cosa 

(+) Teoria dell'elasticitci. Nuovo h m . ,  vol. 7, 8, 9, 10, S .  '?La, (1872-73). 
(**) New. deE1'Acc. dei Lincei, vol. 13, S. 3.R (188.2), pag. 81 (principalmente). 

(***) Anm di Mat., vol. 17, S. (1889), pag. 41. 
(****) A121~ della scuola norin. d i  Yisn, vol. 7 (1894). 
(*a***) bztrocluz., ecc., pag. 180. 
y+*++%) Msm. della R. Acc. di Torho, S. S.", vol. 47 (1897). 
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di più che in quelle di LAM~-CLAPEYRON; e questo qualche cosa di più s'è 
introdotto, si pub dire, da sè suggerito dalla rappresentazione per quadrature 
che il CESARO avevs in iilelite di ottenere. LAMÉ e CLAPEYRON cercavano 
dappriina soltanto soluzioni elelilentari delle equazioni delln elasticità, con 
queste formavaiio le soluzioni generali e passavano poi a soddisfare alle 
condizioni al contorno. Nella loro menle era ben fisso che l'ultima parte 
del problenia doveva essere quella di soddisfare alle condizioni al con- 
torno. luvece il CESARO deterniina dapprima gli integrali dell'eyuazione 
dell'elasticità quand0 sia supposto nota 8 in modo che sieno soddisfatte 
le conclizioiii al contorno; cjuindi passa alla deterininazione di 6. Se si 
pensa nlle dificoltà che si possono incontrare quand0 si passa a soddisfare 
alle condizioni in superficie seguendo il rnetodo di LBMÉ-CLAPEYRON, O 

quel10 di LAMB, si troverà che questo del CESAHO non è un passo privo 
di irnportanza. Ma ne1 CESAKO non c'è nessuna idea generale, oltre a delle 
vaghe indicazioni, clie possa guiclare alla determinazione delle funzioni u, u, m, 

quando 6 è riota, soddisfacenti alle condizioni al contorno. Anzi si esprinie 
in niodo coirie se la soluzione del probleina speciale al quale s'è applicato, 
sis dovuta a circostanze speciali che si riscontrano riel cas0 suo. A cpeste 
idee del CESAHO,  A AL MAN SI aggiunse il risultato, chiaramente espresso da lui 
per la prima volta, contenuto ne1 teorema che ogni funzione biarinonica si 
pub espriniere per mezzo della somma di una funzione armonica e del pro- 
clotto cli un'altra funzione armonica pel quadrato del raggio rettore contato 
da un punto fisso. Questo teorerna, insieme alle idee che già si trovario ne1 
CESARO, hanno condotto ad una soluzione molto semplice del problema della 
sfera, oltre clie alle soluzioni di a h e  quistioni congeneri relative alla sfera. 
Al BOGGIO ("j si deve l'estensione di questi inetodi ad una rilevante cate- 
goria di aree piane la cui idea prima è anche  ALM AL MAN SI (**j. 

Riassuniendo il fin qui detto, troviamo che l'esperienza è venuta dimo- 
stranclo che, di tutti i metodi iininaginati per ottenere la soluzione di pro- 
bleini di equilibrio elastico per un corpo isotropo, quel10 più antico di L m É  
e CLAPEYRON si è dimostrato il più adatto; e, di passaggio, osserviamo come 
spesso è difficile rintracciare la via giusta nella scienza. Ma le soluzioni, fin 
qui date, si fondano tutte su particolarità inerenti al problema speciale da 

(*) Atti della R.  Acc. di Torino, vol. XXXV (1900). - Nuouo Cim., a. 1."' vol. XII (1900); 
idein; S. La, vol. 1 (IWI), Atti del B. Istituto uetzeto, t. LXI, (1001-1902). 

(**) S u l l ~  rieerca delle fzmz. poli-arm., Rend. del Circ. mat. di Palermo, b. XII1 (1899). 
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risolvere. Per avere un indirizzo generale, restava da indicare la via da se- 
guire per determinare i tre integrali particolari dell'equazione A%' cp = O che, 
ne110 stesso tempo, soddisfino allc equazioni dell'elasticità quando fl è nota 
ed alle condizioni a1 contorno. Kaccogliendo il meglio dai predecessori, 
coine l'esperienza ni'insegnava, ho potuto superare felicemente questa dif i-  
coltà con l'aiuto delle funzioni ausiliarie che s'incontrano nella teoria del 
potenziale e questa parte del probleina è ricondotta completanîente ilel 
campo delle funzioni armoniche (*). Il inetodo resta valido anche ne1 cas0 
in cui agiscono forze di massa (**). Resta poi da determinare 8 dalla solita 
equazione funzionale nella quale qujstione si &xolgono principalmente le 
difficoltà per risolvere i nostri problemi. E cosi la serie dei problenii d'equi- 
librio elastico risoluti s 'è  venuta, di molto, accrescendo (***). 

Fra i prohlemi d'equilibrio elastico più tentati si deve annoverare cer- 
tamente quel10 dell'ellissoide generale, O di rotazione. E In risoluzione di 
quest'ultimo problema sta, per me, a dimostrare la bontà delle idee da me 
introdotte. Non credo cosa inutile, per concludere, di riunire qui alcuui 
cenni sulla storia degli sforzi fatti per risolvere il problema dell'ellissoide 
corne pub risultare da documenti sicuri ; pensando anche che il prohlema del- 
l'ellissoide di rotazione pub avere una importanza eguale, se  non superiore, 
al problema della sfera elastica e dell'ellissoide fluido rotante nella teoria della 
figura dei piane ti. 

Seguerido la serie delle idee di LAMJ? relativainente ai probleizii di ela- 
sticità e, più in generale, relativainente ai prohlerni di fisica-mateinatica, si 
acquista subito la convinzione che egli deve aver tentato, a più riprese, di 
ottenere la soluzione del problema dell'equilibrio elastico di un ellissoide 
generale ed anche, più particolarmente, di un ellissoide di rotazione. Ne1 suo 
libro: Leçons sur les coordonnées cfirvilignes, ecc.. . . ($ CLXXIX, pag. 337) dopo 
aver esposta la soluzione del problema del corpo liniitato da due sfere concen- 
triche, egli nota che con ci6 è dato il primo esempio di risoluzione di probleini 

(") Aan. d i  mt., S. 3.&, vol. 8 (1VX). 
(**) Rend. del Cire. mat. d i  Pcs le~w,  vol. 17 (1903). 

(***) Ann. di  mat., S. 9."' vol. 10 (19D4); Rend. dell'dcc. dei Lineei, S. 5.", vol. 13 (1W4); 
idem, S. ka, vol. 14 (1905). 
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di equilibrio elastico di corpi limitati in tutti i'sensi ed aggiunge: I l  y a tout 
lieu de peltser; qu'on ne réussira, dans  la  .même voie, avec un autre .systèine 0- 

thogonal, qu'en lui découvrant, d'abord, la faculté analogue, de développer si- 
~~zzcltanémmt deux  o u  trois fonctions, de une  ou  de deux  de ses coordonnées. non  
dico già che queste parole suonino per noi completamente chiare. Da esse 
si pu6 perd trarre sicuramente la convinzione che LAMÉ, a1 quale devesi'l'in- 
troduzione nella fisica-mateinatica dell'ellissoide e delle coordinate curvilinee 
corrispondenti, deve avere sperimentato se le condizioni ch'egli alTeva in mente 
erano verificate ne1 caso dell'ellissoide che, dopo la sfera, è ii Corpo piii 
seinplice che sia limitato in tutti i sensi. Per6 su,questi tentativi non si sa 
che LAMÉ abbia nulla pubblicato. Eguali tentativi devono essere stati fatti, 
in primo luogo, da1 MATHIEU clle era cosi ~ u t r i t o  delke idee di LAMÉ e che 
pure ha lavorato abbondantemente sugli argoinenti vicini delle vibrazioni 
trasversali di unn membrana ellittica e della propagaziorle del calore in un 
corpo ellissoidale. In  secondo luogo, da1 WANGERIN (*) i cui lavori abbiamo 
avuto già occasione di citare. e, forse anche, da1 JAEHISCH (*) che ha conti- 
nuato i lavori del WANGERIN. Altri tentativi, , infine, condotti da altri punti 
di vista devonsi al  SOMIGI~IANA (*), al CREE (**), ad E. ed F. COSSEHAT (***) ed 
al BOGGIO ("***) ai quali si devono dei tentativi per la ricerca delle soluzioni 
elementari sotto forma di polinoinïi. Per6 le difficoltà inateriali clle restano 
sempre da superare in queste ricerche fanno si che esse restino sempre 
molto lontano da una effettiva soluzione del problema. Quanto la importanza 
del problema fosse nella coscienza di rnolti risulta anche dai nuinerosi casi 
particolari clle diversi autori si .sono proposti di risolvere e fra i quali ci- 
tiariio : C. CREE (*****)? D. EDWARDES (******), L. LECOHNU (*******), A. VI- 
TEHBI (******** ). 

(*) Rend.  dell'Ist. lomb., S. Ta, vol. 84 (1891). 
(**) Quart. Jourm. o f  Math., vol. 47 (1895). 

(***) Comptes 1-endus, vol. 187 (1898) ; vol. 133 (1901). 
(****) Re&. dell'Acc. rZei Lincei, S. 5.", vol. 15 (1906). 

(*****) Qwart. Journ. of math., vol. 23 (1888). ' 

(******) Quart. Journal of Mat. vol: 86 e -87, (1893, 1894), 
(*******) Colnptes rendus, vol. 143 (1896). 

(********) Att i  dell'Acc. dei Lincei, S. 5.", vol. 12 (1903). 
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Domando scusa se qualclie volta Iio dovuto parlare di ine. Io non de- 
sidero altro che le ricerche di cui abbiamo discorso, per loro stesse soltaiito, 
sieno, possibilrnente, apprezzate anche dagli altri cultori della scieiiza. Per 
indurli a cib, non parler6 dell'entusiasmo il più vivo col quale LAMÉ circoii- 
dava yueste quistioni. Poiiiamo pure clie L m É  sia eccessivo quaildo paragoiia 
il probleriin dell'equilibrio elastico di un parallelepipedo rettangolo al pro- 
bleiiia dei tre corpi (*), lo addita, per le sue clifficoltA, agli sforzi dei futuri 
studiosi e si adopera percliè sia iiiesso a concorso ripetutaiilente dall'Acca- 
deinia. Ma è, per lo ineno, indubbitabile die questi probleii-ii sono stati su1 
tappeto per diverse generazioni e fra i più ribelli della fisica-niatematica. E 
ci6 dovrebbe bastare perchè sia teiiuto buoii conto di ogni sforzo fatto per 
raggiungerne la soluzione. Io, d'altra parte, sono coiivinto clie, all'infuori 
di cpalunque dibattito sulla loro importanza pratica, cpmido yueste ricerche 
sarai~iio chiuse, esse formeranno uno dei più splendidi capitoli di applica- 
zione della teoria, delle funzioni armoniche. 

(*) Leçons sur la théorie math. de I'élast. , . . , pag. 156. 
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Nuova esposizione 
della geornetria inf in i tes imale  

delle congruenze rettilinee. 

(Di Gus~a\ .o  SAXNIA, n Torim.) 

1. L a  via generdiiiente seguita per 10 studio delle congruenae retti- 
linee (O sistemi oo; di raggi) cial pniito di vist;~ della Geoiiietrin Iiifinitesiiiiale, 
è quella aperta da1 KUMMER con la sua clnssica Meinoria (*). 

Secata la congrumza. con una superficie di pnrtenzn S ,  su ogni raggio 
si prenda come punto di partenza (origine) il punto (O uiio dei punti) d l  
ove g incoiitra S e si scelga un rerso positiro. Riferita ln superficie S ad 
un sisteina qualunque di coordinate curvilinee (u, a), la congruenza è ana- 
liticaineiite definita quando si conoscono in funzione di zc e v le coordinate 
x, y, a del p~into Jf e i coseni clirettori X ,  Y, Z del raggio g. 

11 punto W ( X ,  Y, Z) della sfera 

è l'immagine sferica di g e, variando u e v, descrive 2'itn11zagi?ze sfevica clella 
coîzgruenza. 

Posto 

(") Allyenzeine Theorie der geracllitaigen Stralzlensystewze (Crelle's Journal, vol. 57, 1859). 

Anwdi da' Matenzatica, Serie III, Tomo XV. 19 
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il KUMMER introduce coiiie fonne fondajnentali della congruenza le due forme 
differenziali yuadraticlie 

In questo lavoro mi propongo di esporre i fondainenti della teoria delle 
coiîgruenze rettiliiiee, seguendo altra via: sostituendo ciok alla (4) un'altra 
forma quadratica clle stiino più conreniente. 

L'utilità di c~uesta sostituzione apparirà in  seguito: si veclrà clle le nuo~-e  
forinole esprimono ineglio le proprietà. intriwseche della congruenza (ossia 
le proprietà della congruenza in sé) e clie la superficie di partenza prende 
nettainente il posto clie le coiupete, cioè di ente utile, rua noii indispeiw+ 
bile; si noterà infine ln coiiipleta analogia dell'esposizione con quella della 
teoria delle superficie. 

Ma ci si pub convincere a priori dell'utilità della sostituziorie, osservando 
clie delle due forme del I < n a i m ~  solo la prima lia un significato intrinseco ("); 
invece la seconda è iiitimaii~ente legata alla superficie di pürtenza, cioè ad 
un ente sussidiario ed estraneo alla congruenza e muta con essa. Di più 
iiella esposizione del KUMIVIER una proprietà intrinseca clella coiigruenza non 
seinpre è espressa da una relazione tra i soli coefficienti delle due forme, 
bensi questa coiitiene anche elementi della superficie di partenza; quindi 
per Io studio della congruenza non basta la conoscenza delle due forme. 
Per eseinpio, la proprietà di una congruenza di essere riormale o di avere 
le due superficie focali coincidenti (proprietà intrinseclie) sono rispettirainente 
espresse dalle relazioni 

f = f', 

ora, note solo le due forme fonda+izentali, è noto f+ f', ina non sono note 
f ed f '  separatamente, yuindi non è possibile verificare se queste relazioni 
sieilo O pur no soddisfatte. 

È quasi superfiuo avvertire die  le proprietà geoinetriche delle congruenze 
contenute in questo lavoro non sono nuove, almeiio in generale : esse si tro- 

(*) Essa infatti rappresenta il 'yuadrato dell'elemento liiieare sferico ed il quadrato del- 
l'angolo di due raggi infinitamente vicini y (u, v) gr  (u + d u ,  v + d u ) .  
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vano O nella Meinoria del KUMMER O in lavori posteriori (*). Nuovo è il con- 
cetto di indicatrice (3 6). 

S. Manterrb la prima 
finita, cioè che siü 

for.ina fondamentale (3) e supporrb clie sia de- 

Sia d a  la minima distanza fra i due rnggi infinitamente vicini 

Il punto G ove essa incontra g ed il piano g d G sono il p u i ~ t o  centrale 
ed il piano centrale d i  g relativi a y'. Q è un punto della linea di sti*ii-igi- 
mento per ogni rigata della congruenza contenente g e g'. Tali rigate si toc- 
Cano in ogni punto di g, perchè in ciascuno di essi hanno a comune il piano 
tangente: questo piano riel punto Q è il piano centrale e in ogni altro punto 
di y si pub determinare con la nota legye d i  Cl%asles sullcc distribzuione dei 
piani  tanyenti 

* 
ove t è l'ascissa del punto rispetto al punto centrale, 6 l'angolo del piano 
tangente corrispondente col piano centrale e p il parauzetro distributore 

- E 
L'angolo 6 è compreso fra - '' e ed il suo segno dipende da1 sens0 

9 2 
secondo cui rota il piano tangente quanclo il punto di coiitatto si iiîuore 
su g a partire da1 punto centrale Q. Pei. un osservatore situato lungo il seilso 
positivo di g coi piedi in Q, la rotazione avverrà riel senso positivo (da de- 

(*) Cfr. per es., Z i i d e r  Lilzie~tgeowzetrie, 2er  Bd., H e m e l  (Crelle l@), ecc. 
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stra a sinistra) se p è positivo e ne1 sensa negativo se p è negativo. Ne1 
primo caso la rigata pub dirsi sinistrorsa e ne1 secondo destrorsa. 

Se p = O, g e g' si incontrano ed il piano tangente g g' è stazionario 
lungo g ;  allora la rigata si comporta in g conie una sviluppabile. 

3. Or  consideriamo due rigate della congruenza passanti per g e ri- 
spettivarnente per i due raggi infinitamente vicini 

g l ( u + d u ,  v + d v ) ,  g n ( u + 8 u ,  u+Su).  

Dirb arzyolo delle due rigate in g l'angolo dei corrispondenti piani cen- 
trali di g, ossiü l'angolo delle niinilne distanze d G e 8 a di g da g' e g". 

fi facile stabilire delle formole per il calcolo degli angoli. 
Si osservi infittti clie'd cr e la sua imiilngine sferica d s' sono ortogonali, 

conîe pure S G e 8 s', e clie tutti e quattro sono parallele ad un piano, percliè 
ortogonali a g, quindi : l'angolo di due rigate è egzcnle all' anyolo delle loro 
i rus~agi l~i  sfericlze. 

Questü se~nplice osscrvazione permette di applicare alle congriienze le 
relazioni angolari note sulla sfera O, più generalnlente, su di una superficie 
y ualunque (*). 

Quindi l'angolo di due rigate è dato dalla forrnola 

COS (d G, SG) = 
E ~ ~ ~ U + F ( ~ U S U + ~ V S U ) + G ~ V S V  

\l(Edzc~~Fdudv+Gdu2)(ESz12+BFSz~Su+G8 u 2 )  
(5) 

da cui 

1 n 

quindi 
dinate 

segue la coizdizione di ortogonalitic di due r i p t e :  

E ' ~ u S U + F ( ~ U ~ V + ~ V S U ) + G ~ V S W = O .  (6) 

particolare, l'angolo w delle rigate coordinate a, v è dato da 

' P  
cos w = = ; 

\/E G 

F= O è la condizione necessaria e sufficiente affincliè le rigate coor- 
sieno ortogonali. 

Ancora: l'angolo 6 clle una rigata passante per g e g' fa con la rigata u 
(u = costante) è dato da 

(*) Cfr. BIANCHI, Lezioui di  Geonzetria Differerettriale, 8." ed., vol. 1, 5 48. 
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O, se le rigate OC, ,U sono ortogonali, cla 

Del resto le forinole precedenti si possono diinostrare diiettainente, me- 
diante le altre facili a stabilire (*) 

ove A è il valor positivo del radicale (E' G - Pz, 
4. Si ha 

d c = 3 cos (d G, x) d x, . 

cluindi, per le (5), 

dO=- 
D d z ~ ' + 2 D ' d ~ ~ d v + B " d  v 2  

- 7 

\IEdu'+2Pdudv+GdvZ 

ove LI, D', D" (e A) sono funzioni di zc, v definite dalle forinole 

(*) BIANCHI, 1. c., 1, p~g. 299. 
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Dirb seconda fornrcc fondancentale della congruenza la forma differenziale 
quadratica 

Essa ha un significato intrinseco, perchè y. è il mon~ento (CAYLEY) dei 
due raggi infinitamente vicini g e gr. 

Le formole [9) e le loro inverse 

perniettono di passare clalla forma (10) a quella di KUMNEK (4), e viceversa. 

5. 11 parametro distributore p è misurato clal rapporto delle due forme 
fondamentali ($ 2) 

Vediamo coine esso varia, variando il rapporto d u  : d u (da cui solo di- 
pende) ossia variando il piano centrale. 

La (3) è una forma definita, quindi con una trasfurtiiazione reale delle 
variahili a, v possiamo ridurre siinultaneainente a forma ortogoi~ale le due 
forme foridainentali (3) e (10). Le riuove ~ariabili  da introdurre sono quelle 
che, eguagliate a costanti, dànno gli integrali dell'ecpazione quadratica 

ove @ è il covariante simultaraeo delle due forme y). 

(*) BIANCHI, 1. c., 1, 39. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle congruenxe rettilinee. 149 

Si ha indeterminazione solo quando sia 

ed in ta1 caso la congruenza si dice isotropa. 
Chianier6 superficie distributrici della congruenza le superficie rigate iii- 

tegrali della (13). 
Assunte a liiiee coordiiiate u, a, rend0110 

e perd sono ortogoiiali; dunque: in o p i  congruenxa esisle un doppio sistema 
ortogoîznle, se~npre reccle, d i  szhperficie distributrici, lu cwi epun,-ione differen- 
zinle è la (13); si l m  indeter~~~immione solo nelle conyruenze isotrope. 

Dir6 piami distrib~tori  i piani centrali di un raggio relütivi alle supei.ficie 
distributrici, e parametri distributori principnli i valori p ,  e 21, del parainetro 
distributore p relativi alle superficie distributrici u, v. 

Avremo dunque 

e in particolare 

P T -  D d u 2  + D"dvZ 
E d u " G d v 2  

ossia, per le (7), 
p = pe cosz û +pl sen2 e, (12) 

ove 8 è l'angolo che il piano centrale di g corrispondente al rapport0 d u  : d v 
fa col piano distributore v. 

La (la) dà lu  legge d i  vnrinxione del parnqi~etro p. 
In particolnre, essa. mostra clie le szqjerficie distribz.clrici sono qzcelle 9%- 

yate della conyruenzcc lzingo le gunli il pnrametro distributore assume i tnlori 
~nussimo e minima p, e p,. 
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6. Il parametro p varia coine la curvatura normale delle linee di uiîa 
superficie passanti per un punto: la (15) infatti non differisce dalla nota for- 
mola di EULERO. Lasciandoci guidnre da cjuesta perfetta annlogia, possiaino 
dare una rappresentazione geoinetrica espressiva della variazione del pnra- 
metro p. 

Le minime distanze d G del raggio g dai raggi infinitamente ~ i c i n i  sono 
tutte perpendicolari a g. In un purito qualunque C di g conduciaino il piano 
perpendicolare a g ed in esso assuiniaino coine essi cartesiani ortogoriali 4 1 
le tracce dei piani distrihutori v ed M. 

Sulla traccia di un piano centrale c~unluncpe per g ,  di incliilazione 0 su1 
piano distributore v, portinino a partire da C il seginento C P  eguale alla 
raclice quaclrata del valore assoluto deli' inverso del corrispoilclente valore 
del parainetro p. Direiuo indicatrice il luogo dei punti P reali. 

Le coordinate di P saranno 

yuindi, per la (15), si avrà 

conîe luogo dei punti P reali o iininaginarii. 
In un raggio g in cui p, e p, hanno lo stesso segno, e che direino raggio 

ellittico, l'equazione (26) rappresenta due ellissi, di cui una soln è re'ale e rap- 
presenta quiildi l'indicatrice. In un raggio in cui p, e p, hanno segni diffe- 
renti, e che diremo raggio iperbolico, la (26) rappresenta due iperboli (reali) 
coniugate che costituiscono l'indicatrice. 

Le superficie distributrici si possono duique anche definire come quelle 
rigate della congruenza lungo le yuali i piani centrnli dei singoli raggi con- 
tengono un asse dell'indicatrice. 

In un raggio ellittico p ha un segno costante (il segno coinune di p ,  e p,), 
quindi (8 2) le rigate della congruenza uscenti da esso sono ivi tutte destrorse 
o tutte sinistrorse. Invece in un raggio iperbolico le rigate corrisponclenti a 
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piani centrali clie incontrano uiia delle due iperboli sono tutte clestrorse, 
mentre quellc corrispoiidcnti n piani centrnli clie iiicoiitraiio l'nltra iperbole 
sono tutte sinistrorse; il passnggio clall'una all'altra specie di rignte avvieiie 
negli asintoli coinuiii alle due iperboli, e ger le corrispondeiîti rigate si 
ha p = 0. 

ln genernle, in ogni congruenzn esistc unn regioiie di raggi ellittici ecl 
una di raggi iperbolici, confilianti coii unn rigata cli ragg i  prcrbolici, luiigo 
la c p l e  uno dei paranletri principnli è iîullo. 

7. Il iiiodo di coinportarsi delle rigate uscenti da un raggio clipende 
dunyue dai ralori dei parametri distril~utori principali p, e p 2 .  

Sono principalmente iinportnnti le due seguenti fuiiziorii di essi 

clle clireeio pc t ramet~o  totale ( O  assol~cto)  e parnmetro metlio della coii- 
gru.eiiza in 9. 

Dalle (25)  risulta clle i parmietri p e pi corrispontlenti a due rigate orto- 

gonali qualunque per g cioè corrispondeiiti ai salori 9 e 4 + i 
soirinia costante, cioè clle 

dunyue, iiîinîaginarido distribuite a coppie a due a due perpeiidicolaii le ri- 
1 

gate passaiiti per g, si pu6 ben clire d ie  H è ln nieclia dei ralori dei pa- 2 
ramctri distributori di tutte le rigate contenenti g. 

1 valori dei parametri distributori priilripali 11, e p, sono dnti dalle (IS), 
quant10 perb le rigate u, v sono le superficie distribulrici; nia possitiii~o fti- 

cilinente ottenere la loro eçpressioiie in f~inzione dei coefficieiiti delle due 
forme foiidainentali anche yuando le coordinate interne u, a sono qiialuiique. 

Infatti la (12) pud scriversi 

quindi, per la (13), lungo le superficie distributrici 

Annati di Mntematica, Serie 111, Tomo XV 
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ossia 
( D + E ~ ) ~ U + ( D ~ + P ~ ) ~ ~ = O ,  

da cui, eliniinando d u  e d v, si lia l'equazione del secondo grado in Y :  

le cui radici sono i pnrnnzetri distributori principcrli pl e y,. 
Ne segue che in coordinate zc, v  cpalunyue 

Dun y ue : I< ed II sono inuarian.ti (nlgebrici) si~uultanei clssoluti delle clzte 
forme fondamentnli ("). 

Cib era da prevedersi, pei-cliè essi haiino uli sigiiificato geoiiîetrico in- 
trinseco e yuindi affatto iiidiperideiite dalla scelta delle coordinate interile 24, u. 

DOPPI SISTEMT NOTEVOLI Dl RTGATE. 

8. Per ogni raggio g di una coiigrueiiza passaiio due superficie cli- 
stributrici; esse cjuincli foriilano un doppio sistema ortogonale di rigate 
seinpre reali. 

Ma. r i  sono altri doppi sisteini notevoli di rigate. 
Direnio piani focali O abintotici di un raggio g yuei due piani di y clle 

contengono gli asintoti dell'indicatrice. 
Direiiio poi superficie nsintotica ogni rigata della coiîgruenza lungo la. 

quale il piano centrale di ogni raggio coinride con un piano asintotico. 
Tali superficie sono le suilz.~ppnbili della congruenza, percliè luiigo esse 

è nullo il parainetro distributore p, yuindi Zn loro equazione differenziale è 
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Esse forrriano un doppio sistema, in generale non ortoçonale, e natu- 
ralmente sono reali solo se 

cioè solo nelle regioni dei raggi iperbolici; sono ininiaginarie nelle regioni 
dei raggi ellittici. 

In particolare, segue dalla (19) clle l a  condiziolze necessaria e sztffîciente 
crfiitzchè le r igate  coorditznte zr, v sieno le suilzcppabili è c7ze s i  abbia 

9. Due piani per g si dirai1110 coniztgnti se contengono due dianietri 
coniugati dell'indicatrice, cioè se coi piani nsintotici forii-iailo uii gruppo 
armonico. 

Indicando coi simboli d e 6 gli spostaiiienti relativi a due piani coniu- 
gati, l a  condizione di coniugio è 

Infatti l'equazione clle ha per radici d u  : d u e 6 u : 6 v è 

e quella che d i  i piani asintotici è 

la condizione di arinonia delle due coppie di valori deterniinati da queste 
due equazioni è appunto la (90). 

Si noti che la (80) è formata con i coeficienti della seconda forma fon- 
driinentale, coine la condizione di ortogonaliti~ (6) è forniata con quelli della 
prima. 

Si dirà che due sistemi di rigate della congruenza formano z u t  (cloppio) 
sistenta coniugato,  se in ogni ragçio della congruenza i due piani centrali 
relativi alle due rigate che vi passano sono coniugati. 

La condizione necessaria e szificiente c ~ f l - f c 7 ~ è  le r ignte  c o o r d i m t e  .ir, v 
fortt~irzo un siste~ucc coniugato è c h  sin. 

Le sviluppabili di ciascun sistema sono autoconiugate. 11 solo dolipio 
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sistelm clie è ne1 contempo coniugato ed ortogonale è quel10 delle superficie 
distributrici. 

Applicando all'indicatrice due noti teoremi di AP~LLONIO relatiri ai se- 
n~idianietri coriiugati di uiia ellisse O di una iperbole si lia che se p e p' 
sono i pnrn~uetri distributori relntivi a due rigate coniugate e rp è l'angolo delle 
due rigate, si ha 

ossia 
y +y' = Hsen  p, pp' = IZ sen p. (gel 

10. Due pinni per iiii raggio g li direino isoclirzi, se fanno angoli 
eguali con uno (e quilicli anclie con l'altro) dei due piani distributori. 1 pa- 
rninetri clistributori corrispondenti sono eguali. 

Gli spostamenti d e S relativi a due piani isoclini sono legati clalla 
relazione 

(PD-ED')duSu+ (CD-ED") (dzcSv$-d v8zc) f (GDf-PD")tkuSv=O, (23) 

clie si ottiene eguagliando i vnlori dei corrispondcnti parainetri. 
Ili particolare: la co~zdixione ~~ecessnrin e sumcierde aflirzc7~è le rigate coor- 

dinnto zc,  v sieno isocline è c7w si nbbia 

11 valor coniune dei due i~ieiiibri è il parametro distrihutore delle rigate 
24,  v cambiato di segno. 

Le sviluppahili forniano due sistenii isoclini. Ponenclo d = 8 nella (23), 
si ritrova I'equazioiie differenziale (13) delle superfjcie distributrici. 

II. 1 due piani per un rügçio g isoclini ed ortogonali si dicono pritz- 
cipnli; essi bisecano gli angoli dei piani distributori. 

Szprficie principnli della congruenza sono le rigate dei due sisteini che 
sono ne1 contempo isoclini ed ortogonali. Esai sono seiiipre reali. 

L' eqzcnxio~ze differemiccle delle superficie prificipccli è 

e si decluce eliminando 8 zt : 8 v dalle (6) e (93). 
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X 1 
Dalla (la), per 6 = - , si ha clie il parainetro distributore comme è - H. 

4 2 
Assuiite a rigate coordinate u, v reiidono 

18. Nelle coiîgruelize (O regioni di congruenze) di raggi ellittici, cioè 
a parametro totale K positiro, la secoiida forma foridaiii~ntale è definita, 
quindi esisteraiino infiiiiti doppi sistemi (coniugati) clie assunti a sisteini 
coorciiiiati u, u le daranno la foniia isoternia, cioè rencleraono 

D = D", D' = o. 

Li direnlo sisteini isotermo-coiaiugnti. 

13. Sieiio r ed Y' le ascisse sui raggi siwcessivi g e g' dei puiiti ore 
la coinime perpendicolare d G a g e y' incoiitra i raggi stessi. 

Proiettando oi.togonnlmente sugli assi, si lia 

x + r X + d u c o s ( d ~ ,  x) = x + d x + r ' ( X + c t X ) ,  

con le analoglie in y e x ;  queste, iiioltiplicnte per X, Y, Z O per d X, d Y, d Z 
e soliîiiiate, daniio rispetlivainente 

eliininando r' e trascurando irifii-iitesiiui di ordine sulieriore, si lia 

ossia, per le (3) ed (il), 

Questa formolct d& Z 'as~ i s sa  r del pzcizto centrale del rngyio g (zt, v) reia- 
tivo a g' (24  + d U, v + d 9). 
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14. Si pub anche scrivere 

in particolare per le superficie clistrihutrici di eqiiazione (13) si  lia 

ossia 

Dunque: i p m t i  ce~ztraii d i  g relatiui alle superficie distributrici coinci- 
dono in un uitico pzcnto Q, di ascissa (25).  

Questo punto si chiama il punto  u~edio del raggio. 
Superficie media della congruenza è il luogo dei puriti nzeclii di tutti i 

suoi rnggi. Essa è il luogo delle linee di stringirnento di tutte le superficie 
distributrici della congruenza. 

In particolare: la. condizioiie necessaria e sufficiente affincliè la super- 
ficie cli parteiiza sia la. superficie niedia è 'h = 0. 

15. Assunti coine coordinate interne i paranietri zc, v delle superficie 
distributrici e coine superficie d i  partenza II?. superficie media, risulta 

ossia, per le (7) e (14), 

supponendo ora che la superficie di partenza sirt qunliinque, si ha la formola 

che dic l'ascissa r del pzcnto centrale d i  zcn raggio g relcctivo ad zota rigata 
di irzclinaxione 8 stclla rigccta distributrice di pccrait~etro p, . 
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7i 
Cainbiando 19 in - O o in 8 + r - r, canibia sblo di segno, clunque: 

2 
sono siutmzetrici rispetto al pmto metlio Q,  i pzmti ce~atmli relntivi n due ri- 
gate isocline o a due rigate orlogonnli. 

1 valori estreini di r 

- 
si lianno per O = -t- 2 > cluiique : i punti ceutrnli corrispoîzdenti cille szqler- 

4 .  
ficie principali 11anrzo per nscisse i valori estregni di r ;  t d t i  yli altri pzcnti 
centrali caclolzo ~lell'interno del seynento c7a essi determinato. 

' 

Percib si cliianiano i pzcnti limiti del raggio. 
La distnnxa 52 1 dei punti limiti 4 misurata dalla differenza dei purametri 

distributori principali 
21= pi-p2 ; (2 7 )  

essa pub anche esprimersi in funzione di H e Z< con la forinola 

B 1 = \ / H L 4  K (*). (98) 

Il luogo dei punti limiti è una superficie a due falde (in generale) cia- 
seuils delle quali si cliiaiiia una szyerficie limite della coiigriienza, ed è il 
Iriogo delle linee di sti~ingiiiieiito di uno dei due sisteini di superficie principali. 

16. La (15) è unn relazione fra 8 e p, la (26) è una relazione fra 
r - r,  e 8 ;  eliminaiido 0 ,  si lia la relazione 

che lega i l  parntnetro p di 'una rigata per y e In distanxa r - r ,  del corri- 
spondenle punto centrale di g da1 pudo medio. 

Ponendovi r =ru si ritrova la (17). 
Ponendo invece p = O, si ha die  i punti centrali relntivi nlle svill.cppcc- 

bili della congruenxa sono sisznzetriçi rispetto al pudo medio Q, ed h a w o  
per ascisse 

- 
r = r o  2 \/-K. (30) 

(*) Ne segue che è s&npre 
H s  4 K. 
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Si dicono i fuoclzi del raggio. La loro distanza è 

11 luogo dei fuoclii di tutti i raggi è una superficie a due falde S, e S, (in 
generale) ciascunn delle quali si chinma una superficie focale della congriienzn. 

Naturalinente i fuoclii e le superficie focali sono reali solo nelle regioni 
di raggi iperholici (K<O). 

1 raggi della congruenza inviluppano sopra ui-ia clelle due falde un si- 
steiua oo' di curve, clie sono gli spigoli di regresso delle sriluppabili ili uilo 
dei clue sistemi; analoganiente per l'altra falcla. 

1 fuochi FI e P, sono clunque i puiiti di contatto del raggio g con le 
due superlicie focali 8, ed S, ed i due piani tnngetiti ivi sono i due piani 
focali o asintotici per 9. Precisaiiiente: il piano focale osculatore clello spi- 
go10 di regresso luogo del punto FI è il piano tangente in FE ad S, e il 
piano focale osculatore dello spigolo di regresso luogo del punto F, è il 
piano tangente in F,  a SI. 

Ne segue die: su  ciasculza superficie focale le cwve corrispondenti ai due 
sistemi di sviluppabili forma+zo z ~ z  doppio siste~iscc coniupto : le une sono gli 
spigoli di regresso d i  uno dei due sisteuci, le dtre  .sotz,o le curve di contafto 
delle sviluppabili dell'wltro sistenm. 

Eliininando r, fra le (21) e (30) e teneiido presente la (88), si ha per 
l'angolo q~ dei piani focali 

Notianio anche la forinola 

17. Esistono congruenze di raggi tutti parabolici, ossia (S 6) di para- 
inetro totale K identicaiilente nullo? 

In tali congruenze, essendo 
DD"-D'"O 
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i due sistenii di sviluppabili (19) clovraiino coiiicidere in un uiiieo sistenia, 
seliipre reale, col qunle coincicierà pure iino dei due sistenii di superficie 
distributrici, 17altro essendo costituito dalle rigate ortogoriali. 1 fuoclii coiuci- 
deranno col punto ~ncdio su ogni raggio e le due superficie focali coiiicide- 
ranno con la superficie media, sulla quale l'unico sistema di sviluppabili 
invilupperà un sisteiiia cio' di linee nutocoi~iugate, cioè le asintoticlie di un 
sistenia (Cfr. la fine del paragrafo prec.). 

Viceversa è evidente che le tangenti di un sisteiix di asiiitoticlle di una 
superficie formano uria coiigmenza di raggi tutti parabolici e clie direino 
percib parccbolica. 

Durique : le congruense pnrnbolic7~e sono p e l l e  costi t l~ite t7rrlle tctngelifi crd 
t tu  si stem^ d i  as i~t to t iche  di unn sztperficie; i m  esse i l  pnrtr~luh.o  totnle i< è 
nullo ed i l  parametro medio H è e g w l e  a l la  d i s t a m a  fra i p 1 ~ 1 i  l i m i f i  S I C  

ogni raggio.  
Dalle cose precedenti risulta clie le congrzcenge p r a b o l i c h e  occwpcx.izo frn  

le cogzgrzteme i l  posto che le superficie sv i lnppnbi l i  occupnuo fra le stipcrficie. 
Infatti l'annlogin è complets: alla curratura totale nulln, corrisponde il 

paraiiietro totale nullo; all'unico sistenia di liiiee asintoticlie (rette), 1'~iiiim 
sisteilla di superficie asintotiche; ,2110 spigolo di regresso (inriluppo tlclle 
linee asintoticlie), l'uiiica superficie focale (iiiviluppo delle superficie as i i~  to- 
ticlie); alle linee di curvaturn (linee asintoticlie e traiettorie ortogoiiali), le 
superficie distributrici (superficie xsintoticlie e rigate ortogoiinli). 

18. Direino r a g g i  circolari di una congrueiiza qiielli riei cliiali I'iiitli- 
catrice è un cercliio. Tutte le rigate uscenti da uii rnggio circolarc linnrioj 
ivi egual parainetro distributore. 

Vedreino die  esistoiio congruenze di raggi tutti circolari. 
In esse p, defiiiito dalla (12), deve risiiltare iiic1il)eutleiite da. t l  qt : d v, 

yuindi dev'essere 

dunyue: affinclib tutti i rnggi di uiia coiigruenza sieno circolari occorre e 
basta clie la secoiida forrila foridariieiitale non differisca dalla priiun clie per 
un fattore, clle è il parniiietro distributore p coiiiuiie a tutle le rigate uscenti 
da uno stesso raggio, caiiibiato di segrio. 

Ili tali congruenze, dettc isotrope d:il R i s ~ c c o c a ,  il paraiiietro totale 
K=pQ positive, le rigate sono tutte clistrilmtrici, tutle l)riiicipali, ecc.; i 

Amaali di ilfateinntica, Serie III, Toiiio XV. 2 1 
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punti lirniti, ed in generale tutti i punti centrali, coincidono col punto nledio 
su oçni raggio. 

Fer evidenti aiialogie, le congruenze isotrope occz~pnno fra le congruenze 
quel posto che la sfera occupa fra le superficie. 

19. Unn conçruenza é nonnale se è costituita dalle noririali di uiîü 
superficie. 

Aff~ilcliè una congruenza sia normale occorre e basta clle si possa de- 
terminare una funzione t di zc, v, tale clle il punto 

descriva, variando rnh e u, unn superficie norinale a i  raggi, cioè tale die  risulti 

ciunque occorre e basta clle sia 

Sodclisfütta questa condizioile, t è deterininata solo a nieno di utia co- 
stnnte additira C, 

(pindi:  se esiste u%a superficie ~zor~mle  ni raggi, ne esisteranno. CG', tufle pn- 
rallele tra loro. 

I n  rirtù delle ( I l ) ,  la coiidizioile trovata diventa 

ossia H = O; dun que : aflinchè ugza comgruenza sia nor~)tale è necessnrio e 
sufficiente clze sia nullo il szto pnrmuetro medio II. 

Nelle coiigruenze noriiiali sono dunqzce opposti i paraluetri distributori 
yrincipali, ci04 le indicatrici sono cop$ie d i  iperboli equilatere conittgate; le 
sîcperficie asintotiche sotzo reali ed ortogonali e coincidono con le swperficie 
principali; i fuocki coincidoîlo con i punti Zimiti. 

Tatte yueste propïietà sono carntteristicbe peu le congruenze norniali e 
inostrano, per evideiiti analogie, che esse occupano per le conyrzrenze quel 
posto che le sqerficie ctd nrea mininza occzcpano fra le superficie. 
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È noto clle su  di uns  superficie norinale ai raggi le sriliippabili trac- 
ciano le l ime di curvatura e clle le due superficie focali sono le due falde 
dell'evoluta della superficie. 

Risulta poi dalla (31) clie, detti r ,  e r, i raggi prilicipali di curvatura 
della superficie, si ha 

(rl - v ~ ) ~  = - 4 K. (34) 

20. Generalizzando, si possorlo considerare le coiîgruenze d i  pnrnruetro 
medio Ii costante. Per la (33), i r z  tccli coqp-ueltze è c o s t n ~ ~ t e  7cc di f f erewn frn 
i q u a d r d i  delle distclnze dei yzch l i ~ ~ ~ i t i  e dei f~coc7hi. 

Possiaino considerare le coiigrueilze CL yarnr~zetro totnle I< costn~zte. 
Apparteiigono a questa clrisse le congr~ce~zre psezcdosferic7te del BIANHI 

(R  costante iiegativa ed Ii costante) ed in particulare le cortgrzccnze pezctlo- 
sferic7~e normali (H= O ) ;  in queste, per la (34), le superficie ortogoiinli ai 
ragçi sono le superficie consiclerate da1 Kruaucou~, rielle quali è costante 
la differeriza dei raggi principali di curvatura. 

91. È possibile determinare ed in un sol modo tre funziorii a, b, y 
di u, v tali clie sia 

3% B X  
- = a - - + p  

as 
a u  au  d v + y Y  

se si tien ferma l'ipotesi fatta in principio del 3 2. 
Ne segue 

onde, paragoriando con la prima delle (II) ,  si lia 
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8 %  Operando analogaineiite per - - si hanno infine le foriiiole a u  a u  au 

con le analoglie in y e z. 

Le condizioni di integrabilità 

con le aiialoghe in Y e 2. 
E:liniii~aildo le clerivate seconde inediante le forniole (*j. 

ove i siinboli di CHRISTOFFEL / 1 si intendono forinali con i coeffieienti 
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E, F, G della prima fortna fondamentale, si ha la relazione 

con le analoghe in Y e 2. 
Queste tre equazioni lineari ed oinogenee nelle quantità. iii pareritesi non 

possono coesistere clie per valori tutti iiulli di queste, quindi si 11a 

Or  non resta che ad eliininare y e y' fra le (33) e (37). 
Possiaino clunque enunciare il segiiente 
TEOREMA FONDAJIENTALE. CG). Date le due forme differeuzinli qzcndrntiche 

la prirua delle q m l i  definitcc ed CG curvntura + 1 (*), n ~ m h è  esse sierzo r i -  
spettivconente la prima e l a  SBÇO)&G forma f o ~ ~ d m ~ e ~ u h ! e  d i  t o m  c o ~ ~ g r t i e ~ z z n  
d i  rnggi è necessario e sliflciente che trcc i loro coefliciedi yass i  l'zcnica re- 

(*) Cioè tale che sia 

Cfr. BLANCHI, 1. c., 1, § 4.3, formola (17). 
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Znzione 

b )  A d  ogni  fu~zxione r,  d i  zc, v, assegizsctcc a d  crrbitrio, corrispo~zcle zcnn 
superficie d i  pnrtelzzcc per la congruetznn e, note X Y Z i r ~  ficrz:io,ze d i  u, v (*), 
essn  s i  ottiene coi& quccdrnttcre dalle forirbole 

e clnlle annloghe i t z  y e z. 
Ricordiaino clle r,, è l'ascissa del pulito iiiedio Q, del raggio (zc, v )  ri- 

spetto al punto Jl (u, v )  clella superficie di p~ r t enza  (3 1%). 
Date le due forme (1) e soddisfatta la (II) la congïuenza è indivicluata, 

e perb si pub ben dire clie 

sono le eqttnxio~zi ir~trir~sec7ze clella coiigruenza. 
2% 111 virtù delle formole (**) 

(*) l? noto che l a  ricerca di X, Y, Z qualido soiio note sola E, F, G clilipeiidn da iin'equa- 
zione di Riccarr. 

(**) Cfr. BIANCHI, 1. c., 1, 5 56. 
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si pub dare alle (II) e (III) la forma sovente più utile: 

ax D " ô X  
(III') 

-- - - - - ( a t r 0 ) a X -  
a u  A a u  a v 

23. Al10 scopo di scrivere queste formole in modo più conciso, ricor- 
diaiiio yuaiito segue (*). 

Sien o 
f=' ,a , . ,dx , .dx, ,  y = ~ b , . , d x , . d x ,  

(r ,  s = 1 ,  2, ..., n ;  a,,.=a ,,., b ,., =b,,) 

due forme differe~iziali qu,zdraticlie con rz ~ a r i a l i l i  x,, x, , . . . , x,, , la. prima. 
delle quali a lhia  il discriminante non nullo, e coi1 i loro coeficienti si for- 
miiio le espressioni a tre indici 

ove i simboli di CHRISTOFFEL sono cnlcolati rispetto alla forma f. 
Indicando con d7 8, D tre cliversi sistemi cliffereiiziali delle variabili 

x,, x.~, . . . x,~, la forma trilineare 

(*) Cfr. BIANCHI, 1. c. ,  1, 5 38. 
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è una forma covariante ad f e cp die  si cliiama Zcc forma trilinenre costruito 
per la forma rf rapporto alla f. 

Ne1 caso di n = 2, si liaiino 8 siiiilioli b,,; di questi perb 4, cioè 

soiio identicaiiieiite nulli, e dei riiilanenti 

i priini due sono opposti, corne pure gli ultimi due: si Iialiilo duiiyiie due 
siiiiholi distiiiti e non nulli, yer esernpio bLIa7 b221. 

Se si poile 

si trova clie 

sono i coefficienti distinti e non nulli della forma trilineare jds'" - p )  co- 
struita per la fornia - !J. rapporto alla d d 2 ,  la yuale è covariaiite al sisteiiia 
delle due forme. 

Introtlucenclo yuesti siniboli a tre iiidici e ricorclariclo clle il secondo 
ineruhro delle (II) e (II') iioii è clie l'in\.-ariailte siiiiultaiieo H delle due 
foriiie (1), possianio scrivere le (II') e (111') sotto la foriiia 

(II") 

Abbiaino già osservato die  il secondo menibro delle (II), (111), (II") è 
l'inrariante siiiiultaiieo algehrico assoluto H delle due fornie (1). Dalla (II") 
apparisce che anche i l  primo cceiubro è u n  invariante simulta?zeo (differenziale) 
delle due forme. 
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24. Della funzione r ,  possiaino disporre ad arbitrio; cib equirale a 
poter scegliere convenientetnente unn superficie di partenzn per la coilgruenza 
individuata dalle (1). 

In particolare, possiamo scrivere iiiiiiîediataiiieilte le forinole clle defini- 
sc.ono la superficie media, a le superficie focali, a le superficie liiniti. Basta 
porre nelle (III) O (III') O (III") 

conle risulta dai f3S 14, 15, 16. 
Per la superficie media ottenianio 

Ne risulta 

ed analoganlente 

quindi pel quadrato dell'eietîzento lineare 

d ~ = d s ~ + d y ~ + d s ~ = E , d u 2 + 9 F o d u d 2 i + G o d v 2  

della superficie media si ha l'espressione 

1 
as:=- K d s " + I I p . + ~ ( b , , , d u  - b , , ,  d ~ ) ' .  (ao) 

Annali di Matematica, serie I I I ,  Tomo XV. 49 
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85. In una congruenza pnrabolica K-- O e p., a prescindere da un fat- 
tore, è il c~uaclrato di uns  forma linenre clle egusgliats a O dà l'uiiico si- 
steiiia di sviluppabili della congruei~zn, le cliiali inviluppsno sulla. superficie 
iiiedia un sisteiua di asintoticlie (S 17). Duilque d s i  risiilta ridotto a forma 
ortogoiiale, cioè : sulla sq~erficie media-focale di ujla co)zgv?renna pctrnboliccc 
le lime integrali dell'equazione differenzinle 

b , , ,  d u  - b,,, d t? = O 

sono le traiettorie ortogonali cllle asi~ztoticlie [L = O i~zvilzrppate dai rnggi della 
congnwzza. 

26. Nelle congruenze isotrope ($ 18) 

oye p è il prirametro distributore costaiite in ciascun mggio. 
Eliriiiiiandu D, D' e D" dalla (II') e tenerido presente clle si lia identi- 

camente (*) 

otteiliamo un'equazione clifferei-~ziale del secondo ordine in p. 
L)uiique, pel teorema a):  dafa ztsm forma quadratica definitcc. a curra- 

tura + 1 
E d u ~ ~ F d u d v - + G d v 2 ,  (41 ) 

ad agni soluzione p dell'equazione 

(*) BIANCHI, 1 .  c., 1, nota alla pag. 121. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle congrue nxe rettilirzee. 169 

corrispottde w z c t  conyrzcenaa isotropa che Im la p i w a  forwt fo)tdrtmentctle (41) 
ed i l  pnrawetro p. 

Si noti d ie  i pririli due terinini costituiscono il parainetro differeiiziale 
secondo di p calcolato rispetto alla (41) (*), quiiicli l'ecpxzioiie precedeiite si 
pub scrivere 

A 2 p + B p = 0 .  ($2) 

Appena nota m a  soluzione p' di questa ecluaziorle, e quindi una particolare 
congruenza isotropa con l'asseglinta iiiimagirie sferica (Zl ) ,  ponendo 

la ricerca delle altre s a r i  ricoiidotta. ali'integrazioire clell'equazione 

A, P - o. 

Le (III') clanno una superficie di pctrteiiza; per ro = O  clànrio la super- 
ficie niedia. ' 

Ke risulta facilniente l'identità 

la quale, interpretata geoinetricaiiiente, d i  uii noto teorelna di RIR;\C(:OL'H y*). 
Basta assumere coine rigate coorcliilate u, v un sisteiiia a cui corrispoiida 

sulla sfera un sisteiiia isoterino, 

E = G - 1 ,  F=O, 

per clare alle (42) e (43) le forme più semplici 

(*) BIANCHI, 1. ci, 1, pag. 93. 
(**) BIANCHI, 1. c., 1, § 139. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



170 S a n n i a  : ïlTtcova esposizione della geometria infinitesimale 

27. Una congruenza è normale se H= 0, quindi, pel teorema a),  af- 
finc7tè le ( 1 )  sieno le due forrne fondamentali d i  u n a  congruenza norwt ie  è 
necessario e suficiente che sieno nulli  i due i n ~ a r i a n t i ~  sincultanei delle due 
forme espeusi  da i  due merubri della (II) O (II') O (II"): 

L2 (III') dànno una yualunque superficie di partenza. Volendo in par- 
ticolare una superficie S ortogonale a i  raggi, basta rendere 

- ossirt 
ara bI l z  a V ,  -- -- - > -- b,? ,  -- 
a~ A a c A 

quindi basta porre 

cib che è possibile per la prima delle (44). La superficie S è allora definita 
dalle formole 

Da queste forinole si possono dedurre facilmente le ordinarie formole 
di rappresentazione sferica per una superficie S. 

Infatti la forma 
E d u ' + B F d u d v + G d v a  (4.s) 

è per la superficie S la terza forma fondamentale e la seconda è (*) 

i cui coeficienti sono legati ai coefficienti della seconda forma fondamen- 
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tale - p. della congruenza dalle fornlole 

corne risulta dalle (9). 
In virtù di cjueste formole, le (45) si riclucono poi alle ordinarie formole 

di C o ~ ~ z z r .  
Le forme (45) e (49), legate dalle relüzioiii di Co~azzr,  intli\.i(luano la 

superficie S e quindi la congruenza delle sue norinali (*). Ma le (1) lianno su  
di esse il vnntaggio clie i priini ineinbri delle relüziotii clle legaizo i loro 
coefficienti sono iiivariaizti sinzultttnei delle forme stesse; mentre clie i priini 
ineinbri delle relnzioni di Co~azzr  non sono invürianti delle (48) e (49). 

98. fi facile caratterizzare le cottgruenze IV norrnnli ossiü le congruenze 
costituite dalle norn~ali ad uns  superficie i cui rnggi principali di curvatura 
sono legati da uizn relazione (superficie IV). 

Infatti la r, , definita dalla (46), è l'ascissa del punto medio Q, del raggio 
g(u ,  u )  della congruenza rispetto al punto N ( u ,  v) ove g incontra la super- 
ficie S normale ai raggi, quindi è la semisom~na dei raggi principali r , ,  r,  
di S in JI. 

9 r , = r ,  +r , ;  

in17ece 2d-c è la differenza dei medesimi raggi (3 19), 

Le congruenze TV norrnali sono dunque quelle nelle qudi  r, e l< sono 
legate da una relazione, cioè quelle per cui risulta 
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Dunque: le (44) e (50) sono le condixioni necessarie e sz~flicienti n f l n c k è  
le (1) i nd iu idu ino  u n n  congruenxa W normale. 

In particolare : 
b , , ,  =O,  b?,, = O, II- 0 

sono le conclizioni necessarie e szcflicieuzti nflinclzè le (1) iitddit1itkci)lo tcnn con- 
y r l t e m a  d i  uorrnnli a d  unn superficie a d  arecc m i ~ ~ i l u a .  

Allora infatti le (45) e (50) sono soddishtte e per la (44) risulta 
CL r,  = r ,  +- r, = c (costnnte) ; siccliè le (47) definiscoiio m' superficie paral- 
lele ortoçoilali ai rnggi, fra cui uria superficie ad area iniiiiliia (c = 0). 

Cosi pure: le (4$) e Ii= costnnte ncgrctiua sotzo le condixioni ~teccssccrie 
e iwflicienti a f i u c h è  le (1)  ind iu idu ino  tuha congrlcemn pseudosfericn nor- 
~lbale (5  20). 

1 TEOHENI DI  ALUS US-DUPIN E BI BELTKAMI. 

89. Alludiamo ai notissiiui e celebri teoremi: 
S e  ? c m  colzgrzcensn norrr~nle d i  r n g g i  lz~rrhitzosi subisce u1.2 )czcmero q m -  

ltcrzqtce d i  ripessiotzi O d i  t- i frnzio~zi,  rirrccçrze se t iyye  zcizn co)qptenxcc ~zorrnnle 
S e  i rctggi d i  u~zn cojzgrzccnr;n norrnnlc, zcsceuti clni p o c t i  d i  zozn szrper- 

ficie S, si irurungirmno termimnti a d  zma szq~erficie ortoyor~nle ai rnggi ,  ira o y z i  
deforrncczione per pessiorzc clelln S,  c l ~ e  t rnsc i r~ i  scco i rngl l i  della c o r g r u e l m  
inunrinbi la~eiz te  connessi, i l  l7cogo Clpi ~ i ~ e d e s i r u i  estremdi snric sempre uim SIC-  

perficie or togomle  n i  rnggi .  
Vogliaino diniostrare clie la relazioiie fondnliientttle (11) è la vera. fonte 

di essi e permette di enunciare risiiltati piii geiierali. 
Per le (III"), si ha 

b , , ,  r, - a x  n,,, --+o-- ar  -&y- a x  
A a th a u  A a u  a v 

quindi In. (II") pub scriversi 

si lia inoltre 
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è il quadrato dell'elciiiento linenre della superficie di pnrteiiza S della coii- 
gruenza, i coseiii clegli angoli u e & clie il rnggio g (N, 2,) della coiigrueiiza fa 
con le l iwe  u, v di S ilel puiito di iiiciclenzn J1(1c, ti), sara~iiio espressi cla 

Se iininagiriiaiiio clie la superficie S, supposta flessil~ile ecl iiiesteiiclil~ile, 
si cl~foriiii, trascinaiitlo seco i raggi della congrueiiza rigidainente coiiiirssi 
agli eleineilti del suo piano tangente, iii tüli tleforiiîazioiii lion iniitano 94, .LI, 

E', G', x, F; non inutlino duilque i priini iiieriibri, e quiildi i secoiitli, tlelle 
due prececlmti eguüglianze. 

Duilque: se i r n y g i  d i  ztna c o n g r ? r m m  escono d a i  p n t i  d i  ?1na s ~ p e r -  
ficie S e qfcesta, s q ~ p o s t c c  pessibile ed inestendibile, si de fo~mcc  tr.crscincrur70 
seco i rriggi della congruenza r ig i t7nnle~te  c o ~ z m s s i  cryli elellienti t7el suo picruo 
tnngcnte,  n o n  si crltern i l  prodotto del parccshetro med io  Ii per  l a  ~ n c l i c e  q m -  
d r a t a  A del d iscr iminante  della prima forlr~a f o n ~ 7 a ) ~ e n i a l e  della c o n g r n e w a ,  
tu3 si nltera i l  vnlore dell'espressione 

. 

In particolare, se la congruenza è norinale per uiia configiirazioiie di 
8, H A  e @) liani10 il d o r e  O (8 27); al flettersi di S essi coiiserraiio il 
valore O, cib clle diinostra il leorenla di BELTRAMI. 

30. ULM congrueiiza di raggi luininosi si rifletta O si rifrangn attra- 
verso ad uiia superficie S clle separi due iiiezzi. Sui raggi iiiciclenti assu- 
iniaino coine verso positivo quello clle va da1 punto AI di iiicidenza al priino 
iiiezzo e sui raggi rifratti quello che va da AT al secoiido iiiezzo. Se cliia- 
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iniaino y e y, gli angoli acuti clie questi sensi positivi fanno con la normale 
alla superficie S in JI ed n l'indice di rifrazione, abbiaiiio, per la nota legge 
di DESCARTES 

sen y = n sen y,  . (55)  

n in generale è positive, ma per la riflessione .n = - 1. 
Per la congruenza rifrangente prendiaino coine superficie di parteilza la 

superficie diriinente S e su questa assuiniaino coine linee u quelle invilup- 
pate dalle proiezioni ortogonali dei raggi della coiigruenza sui piani tangenti 
di S e a linee v le traiettorie ortogonali. Manteliendo le notaxiorii del para- 
grafo precedente, avremo 

quindi per la (53) 

Operando analogamente per la congruenza rifratta e dando l'indice 1 alle 
quantità. che ad essa si riferiscono, avremo pure 

a -(JF sen y,) = Hl A ,  
au 

Duiiyue per la (55) 
B A = n H , . A ,  

Eseguendo un cainhiamento qualsiasi di vnriabili 

H e Hl non inutaiio, per il loro carattere invariantivo, e A e A,  si moltipli- 
cano per ut10 stesso fattore 

e perb la (56) seguita a sussistere. 
Duilque la (M), dimostrata per il particolare sistema di linee u, v scelto 

su S, vale qzcalunque sia i l  sistema u, W. 
La relazione ( 5 G )  pu6 hep8 ritenersi came una yeneralizzazione (di natura 

nnalitica), del teorema d i  AIalus-Dupin. Per essa infatti II e Hl si annullano 
insieine, e solo insieme. 
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Si pub anche dedurre dalla (36) un risultato piA ristrctko, ma  che in uti 
certo senso è di natura geoinetrica. 

Osserviamo che il parametro distributore di una rigata, definito al 8 8, 
ha un segno ben deterniinato, quando sieno fissati i sensi positiri sui raggi 
della rigata; avranno dunque segni deterininati i parametri distributori prin- 
cipali pl e p, di una congruenza e quindi il suo parametro niedio H = p, t p , ,  
quando sui raggi della congruenza sieno fissati i sensi positi~i.  

Se dunque sui raggi delle due coiigruenze, rifraiigente e rifratta, i sensi 
positivi son quelli dianzi fissati, la (56) nzostra che H e  H, lianno 10 stesso 
segno ne1 caso della rifrazione e segno opposto ilel caso della riflessione. 
Se cainbianio il senso positivo sui rtiggi rifratti, possianio enunciare il se- 
guente risultato : 

Se SU ciascun raggio di una congruenza di raggi luwzirzosi si asszme 
corne senso positivo puello percorso dalla luce ( O  l'opposto), il segno del para- 
nzetro gnedio della congrueuzxa calnbia per oyni rifrazione 8 non cantbia per 
una riflessione. 

Da cib si pub dedurre colne caso limite il teoreina di MALUS-DUPIN, 
perchè il parainetro rnedio di una congruenza norrnale, essendo nullo, coin- 
porta due segni. 

31. Ora ritornianio al teorema fondamentale per applicarlo ad alcuni 
casi particolari interessanti. 

In prinlo luogo prendiaino a linee coordin~te (u, v) sulla sfera le i~mta-  
yini delle sviluppabili della congruenaa, che supporreino quindi costituita di 
raggi iperbolici, alineno nella regione che coxkiderinino. 

A v r e m ~  in ta1 cas0 (5  8) 

Porrem O 

allora, per la 

Annali di 

D=O,  D''=O. 
inoltre 

prima delle (la), sarà 

K = - $  

Matematica, Serie I I I ,  Tomo XY. 
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il papainetro totale della congruenza e, per la. (31), sarà 2 p. la distailza dei . 

due fuoclii del raggio (u, v). . , ,  

Naturaliiiente esclucliamo clle si4 = O, ci06 escludianio le coiigruenze 
paral~oliche clie pure lianno sviluppalsili reali. 

I n  ta1 caso In (II) diventa 

quiiîdi, pel teorema fondniilentale, si ha clle: 
Ad o p i  solm,nione p d i  quesicc eq~tcrxiojze d i  LAPLACE (del tipo iperbolico) 

corrisponde lcnn congruema di r a ~ g i  ijerbolici riferita alle sz~ilu~)pnbili (e d i  
parametro totale - pz). 

~iiissatn ad arbitrio una funzione r ,  di u, v, le formole 

e le annloglze in y 
In particolare, 

Troviaino cosi 

e ,n d a ~ n o  u m  superficie d i  pccrtema per la congruenm. 
per r ,  = O, si lia la swperficie media 

le iinportanti forinole (57) e (59) date (la1 GUICHARD per 
la risoluzione del problema (*). 

Per r, = - p e per r, = ,o si annulla I'ascissa (30) di uno dei due fuoclii 
F, (x, y, zl), F, (x, y, x ~ ) ,  yuindi per le superficie focali si hanno le formole 

(*) Anwdes Scientifiques de l'&cole Normale Supdrieure, t. V I ,  3.e serie. 
.-  . 
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Fer la seconda delle (18), il pnrair~etro medio della coagrzcenza è 

Per ulteriori sviluppi e applicazioni riinandianîo al cap. X delle citate 
Lexioni del prof. BIANCHI. 

CONGRUENZE RIFERITE AD U N  DOPPIO SISTEMA COKIUGATO. 

3% Or supponiaiiio clie le linee sfericlie 
urz doppio s is tema coniugato d i  unn congrue,tzcc. 

(zc, u )  sien0 le irici~mgirai di 
Risulta ($ 0) 

e le (III) e III') diventano 

Quindi pel teoreinn fondaineiîtale. 
Preso a d  nrbitrio un sistelm s f e ~ i c o  ( ~ c ,  v), esistono irzfi,zite c o i ~ g r ~ t e i z ~ e  

c72e 10- a m h e t t o n o  c'orne i i i ~ ~ ~ c t g i v w  s fer icn d i  un cloppio s i s t e i m  coiaiugrito di 
rigccte: se ne ottiene u m  per o p i  coppin di fcwzioui D e D" d i  u, v soddi- 
sfnceizti l a  (60) O l a  (60'). 

Assegrzata po i  a d  nrbitrio mna  f i tw ione  r, d i  U ,  v, le forir~ole 

a x  - ax Dax a o  ( ~ 2 1 ~  i 1 p u  . ----.ro-+- a zt au ~ V + [ G T + ~  s p+.\ i & ~ ] ~ ~  (fil\ 
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dnnno con quadrature u n a  superficie d i  partenza, uppena note X ,  Y, Z i n  
funsione d i  u, II. 

33. Supponiaino in particolare che il sistema sferico (u, a) sia orto- 
gonale, e quiridi F=O, cioè che le linee sferiche (u, u) sieno le i ,~nmngini  
delle superficie di&ibzttrici d i  uwa coîzgruenza. 

In ta1 caso valgono le (14) 

D = - Ep,, = - G p , ,  

sicchè, sostituendo anche ai simholi di C H K I S T O ~ E L  i valori che assumono 
per F = O  (*) 

Ad ogni coppia d i  funzioni pl e p, d i  u, u soddisfacent& a questm equcc- 
zione corrisponde u n a  congrumgcc riterita aile superficie distvibutrici; p, e p, 
ne  sono i parumetri distributori principali. 

In.oltra, pesa  ad arbitrio u n a  funxione r,  d i  u, 9 0 note X, Y, Z in fun- 
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zione d i  u, v, le forrtzole 

dànno una  superficie di partenza, n~ediante quadrature. 
I n  particolare, per r,,= O dinno la superficie media, luogo delle l ime 

di stringimento sia. delle rigate m che delle rigate u (§ 14). 
34. Abbianlo osservato al 5 24 clle le formole di GUICHAKD 11011 soi10 

applicabili 
modo più 
sisteini di 
stributriei 

Sieno 
stributore 

alle congruenze paraboliclle. A cluelle forinole si sostituiscono ne1 
naturalo le formole precedenti, percliè in tali congruenze i due 
sviluppabili coincidono con uno dei due sisteini di superficie di- 

(8 17). 
le v le linee sferiche immagini di tali superficie; il paranietro di- 
corrispondente p, sarà nul10 e la (63) si ridurrli ad un'equazione 

differenzinle del secondo orcline in p,  : 

Ad ogni solzcxione p,  di puesta equazione, del tipo parabolico, corrisponde 
una congruettza parabolica riferitcc alle superficie distributrici, ossicc nlle sui- 
luppabili e& alle rigate ortogonali; p, ne è il parawh-O distributore principale 
non îtullo. 

Le (61), per p, = O ,  r ,  = 0, dànno la suprficie media-focale clella con- 
grztenza : 

Saranno quindi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ossia 

i coefficienti del quadrato del suo eleinento lineare, col discriniiiiante 

1 coseni direttori della norlilale alla superficie ne1 punto (a, y. no) sa- 
ranno 

percliè il piano tangente ivi, essericlo l'imico piano focale ed uno dei piani 
clistrilmtori, è norinale alla tangente alla linea sferica M. 

Derivando cpeste forinole e teneiido presenti le (36) ed i valori (62) (lei 
simboli di CHRISTOFFEL, si trova 

ax,, 1 a \ l ~ a x  ax, 
---,p.- - - , -y- 

I a,,L5 ax .-. 
E a ~ c  5 T  -X\i  G ,  

b~~ a v  a u  a v  

con le analoglie in Y, e 2,. 
Quindi per i coefficienti 

della seconda foriila fondaiiîeritale della superficie risultano i valori 

Essendo D, = 0, resta conferniato pcr via analitica clie le linee v della. 
superficie media sono le asiritoticlie di un sisteina (5 17). 

Inoltre per la curvatura totale della superficie 
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coriie risulta dalla (28). 
Dunque: in zcnn congruenm pnrnbolica l a  clistcrnm fra i pwzti liriliti d i  

I C Î Z  rcrggio è egunle ccll'inversrc della rcrdice qlcndrata del ~~rorlzclo della cztrua- 
tzwa totale della s94perficie medicc vie2 p ~ t o  medio. 

33. Alle soluzioni della (G3) tali clie p l  = p z  corrisponclono coilgruerize . 

isotrope. 
Se invece 11, = - p,,  la coilgruenzn è noriilale. Uiia superficie ortogoiinle 

ai raggi si deduce dalle (G4) poimidori per r ,  una funzione ehe annulli i 
coefficienti di X, 

cioè si deduce dalle forniole 

r, +pl e r ,  - p l  sono i raggi principali cli curvatura della superficie. 

36. Per una congruenza cli raggi ellittici possiaiiio otteilere forinole 
aiialoghe a quelle di GUICHARD, riferendola ad un cloppio sisteiiia isotemo- 
coniugato. 

Nell'ipotesi clle le liiiee sfericlîe ( 7 4  v) sieno l ' i ~ ~ m n g i n e  di 2417 tloppio 
sistema isoterrî~o-coniuyccto della congrueneu, risulta (5 12) 

Allora l'eqiiazione differenziale delle sviluppabili (29) direiita 
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sicchè le sviluppabili sono le 

Possiamo dunyue effettuai'e il passaggio arialitico dalle formole di GUI- 
CHAKD a quelle clie ci proponiaino di ottenere, eseguendo il canibiamento di 
variabili 

u + i v = d ,  U - i a = v l .  

Ma possiamo procedere per via diretta ed evitare l'irninaginario, appli- 
cando le formole generali del § 32. 

Se poniaino 
D D" 

e la (60) diventa 

Ad ogni soluaione p di questa epuaxione, del tipo ellittico, corrisponde una 
colzgruewa d i  raggi ellittici, di paranzetro totale pz, riferita ad u n  doppio si- 
stema isotenno-coniugato. 

Le forinole (61) poi diventano 

e clanno una superficie di partensa per oyni arbitraria funxione r, di u, W. 
In particolare, peï r,  = O  danno la superficie media della congruenza. 
Son queste le forrnole analoglie a quelle del GUICHARD (8 31). 
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37. Suppo~iiamo clle uii doppio sistema ortogonale di linee sferiche 
u, v sia l'iauuagilte del doppio sistema di szqîerficie 2îriitcipccli d i  u m  cou- 
gruenxa. 

Allora risulta (9 11). 

quindi, per la seconda delle (18), 

Si ponga inoltre 

allora, per la prima delle (18), si lia 

H 2  a=- - l2 
4 

yuindi, per la (B),  12 1 [ è la distntizü dei punti liiniti. 
Per le (66) e (67) e per i d o r i  (@) dei siiiiholi di CHRISTOFFEL, la (II) 

diventa 

ove 

è il paran~etro differenziale secondo di H rispetto alla prima foriiia fonda- 
iiieiitale assegiintü. Dunque, pel teoreilin foildaiiieiitale : 

Ad ogni coppia di fu~osiothi H ed 1 di Z L ,  v soddisfncenti n qttesta cqun- 
zione nlle derivnte pnrzinli seconde corrisponde m a  co)cgruocn rifwitn alle 

At~gtali di Biatonzatica, Serie III, Tonio XV. '2 & 
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sltperfice pr inc ipa l i ;  H n e  è i l  parnmetro  azedio, 1 2 1 la d i s t n n z a  frcc i p i t t t i  
kinaiti, e I(, definito dal la  (GFj), i l  parar~le tro  totale. 

Secondo elze H1 > < = 4 12, il raggio  (zi ,  u )  snrà ellittico, iperboiico O 

pa rabolico. 
Per le (III'), a d  ogni  arbitrarvia funxione r ,  d i  zc, v corrispomle m a  su- 

perficie d i  par tensa  per  l n  congruenza, definita dalle formole: 

Pet- r ,  = O s i  ha Icc szcperficie media ,  y e r  r, = + 1 si I z a m o  le superficie 
l imiti .  

38. Applichianio queste formole alle congruenze nelle quali sono CO- 
stanti i pararnetri distributori principnli p,  e p,, ossia nelle quali sono CO- 
stanti H e K (ed l). 

In tale caso le (70) danno per la superficie media 

a~ = 1 - % ~ \ l ~ . ~  G ax + 1 -  ax - - z - a ~ , )  a~ E ~ V  
e, posto 

la (69) diventa 

Duncpe: Z'ele~uento l ineare sferico ri ferito alle i ~ ~ m a g i n i  (u, u) delle SN- 

pevficie pr inc ipa l i  d i  zcna congruenza coi parametr i  totale e med io  costccnti, 
asstcme l a  forma 

d s ' " E d u ' + G d / ~ ~ ,  (74) 

ove \Im è una soluzione dell'equazione (73) d i  LIOUVILLE. 
Viceversa: q u a n d o  l'eleerento l ineare aferico è ridotto alla forma (74) en7 

è soddis fat ta  la (73), con A costante, esislono in f in i te  congruenxe coi para- 
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w e t r i  totale e .i?zedio costnnti  che a m s e t t o n o  le  lilcee sferiche u, v cowe iw~~tn-  
gini delle superficie pri)zcii,nli. 

Seconclo c7ze l a  costante A è maggiove, minore  O egunle ad 1, irt vnlore 
assoluto,  esse snramo costitztite da rnggi ellittici, iperbolici (co,zgrzcer?se p e u -  
dosferiche), O parabolici. 

S e  ne otkiene unct per ogn i  nrBitrnrirc scella d i  dzre costaldi  N e 2 1 di  
rapporto  A. L e  (71) dcfiniscoito ln corrispo~iderite szcperficie mxlia. 

S e  A = O, si h n n n o  cougruotze î z o r ~ m l i .  

Toriiio, 10 maggio 1908. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ant inomie  l og i che?  

( D i  BEPPO LEVI, CG Caglicwi.) 

Possono le leggi logiclie eondurre a eoiitrarldizioiii? Noil è agerole 
l'ammetterlo, ma è pure iinpossibile il d k r o s t ~ a r r z e  l'iiiipossibilità, percliè 
una ta1 dimostraziofie dovrebbe poggiare siille regole della logica, ed ani- 
n-ietterebbe quiridi ch'esse siano conîpatibili : se con una certn coii-ihazione 
di yueste regole si potesse coricludere per l'inîpossibilitü della contraddi- 
zione, non riiuarrebbe esclusa la possibilità clie con un'altra con-ibinazioiie 
si potesse in arvenire incontrare la contraddizioiie, percliè 11011 si arrebbe in 
cid che una nuova contraddizione, e la conclusione tiiiale ssrebhe per la in- 
coinpatibilità dei postulati della logica. 

Cionondinieno io credo che dalla coiîtraddizione ci salviiio i procedi- 
menti psicologici con cui le leggi logiche vanno continuailiente forniandosi 
e completandosi per progressivo perfezionainento dei concetti intorno a l  
nucleo dei concetti acquisiti. 

Io vorrei, nelle pagine seguenti, inostrare conie possailo risolversi le 
principali antinonlie logiche (O antinomie della teoria degli aggregati) clic 
sono state discusse negli ultiini ami .  

Troppo spesso, a parer niio, si è cercrtto la spiegazione delle antiiioii-iie 
nella sostanza delle cose significate dalle parole clie in esse ricorre~aiio - 
nuinero, aggregato, classe, ecc., - senza tener conto die, se coiitraddizioiw 
v'era, essa era nei terinini verbali in cui il raziocinio si espriiiie~a, ed in- 
dipendenteinente da1 signilicato assoluto di questi terinini. Quando giucli- 
chialno di un'offesa alla logica, non ci preoccupiaino del significato delle 
parole mediante cui si espriine la contraddizione: noi constatiaiiio soltanto 
che si viene sin~ultanean-iente ad afferiiiare e a negare un certo fatto, qua- 
lunque esso sia. Queste osservazioni inforn-ieraniio l'ailalisi clie segue. 

Alzmli di Matematica, Serie III, Toiiio XV. 05 
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Debbo avvertire fin d'ora clle se, per raggiungere una espressione esatta 
e coiicisa, ho fatto uso qua e là dei siinboli della logica matematica, il let- 
tore potrà perb in generale cogliere interamente il coiicetto dalla lettura 
soltanto del testo, sorvolando sopra tali formole. Per le forniole più impor- 
tanti ho posto ne1 testo O in nota una traduzione verbale. 

1. È oramai afferinazione triviale l'impossibilità di defiîzire ogni cosa. 
Distinguiaino dunque gli oggetti clel nostro discorso in idee priwitice e idee 
derivate O definite mediante quelle. Ogni idea si rappresenta ne1 discorso ine- 
diante un simbolo. Un siinl)olo rappreserita un'idea priniitiva seinpre e solo 
yuando è iiideterininrtto il significato che gli coinpete (*): rappresenta un'idea 
derivata yuando il suo significato risulta individuato tosto clle siaiio fissati 
i significati delle idee assunte coine priinitire. Nella scelta dei siinboli da 
considerarsi conie idee primitive v'ha una notevole arbitrarietà. 

Le idee priiiiitive possono essere obbligate a soddisfare a talune inutue 
dipendeiize: queste dipendenze sono espresse dai postulati. 

Ora è da notare clle la nostra definizione di « idee primitive » é più 
ailipia di quella che ordinariairiente si accetta nella logica siinbolica. La lo- 
gica siinbolica cliiama. infatti idee primitive yuei soli siinboli il cui significato 
è legato a soddisfare date proposizioni condizionali (postulati) : ma non iin- 
porta per essa di porre in evidenza quelle idee clle, pur non essendo defi- 
nite, non sono condizionate dai postulati e restano quindi di siçilificato ar- 
bitrario; il quale si pud spesso identificare col sinîbolo iiiedesinlo. 

(*) Non 6 forse fuor di luogo una  lieve iiisistenza sopra qiiesta indeteriilitiazioiie del 
sigiiificato delle idee primitive. L' H ~ s s n ~ s s n a ,  p. es. ( Ueber die Ici-itische Mathematik,  
Sitzher. d. Berliner math.,  Gesell., 1904, pag. 83), osserva che gli assioini della inateinntica 
non conteiigoiio tutti i coiitrassegiii essenziali delle idee primitive che vi conipaiono. È da 
notare che è ben vero che un sisteilla dato di postulati pub dare di uiia idea primitiva uila 
determiliazione, in  rapport0 a d  altre idee, minore di quella che effettivaineiite si attribuiece 
a quel nome ne1 discorso comune: ma  la vera e conipleta deteriiiiiiazioiie di una  idea pri- 
mitiva non è possibile, coiiiuncpe coniplesso s ia  il  sistenia dei coutvasseyni che per essa s i  
vogliano enuiiciare; iioi non potrerno mai ideutificare le  idee, m a  potreiiio solo affermare che 
fra esse sussistono certe relaziorii. 
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Per chiarire la distinzione si consideri per es. la definizione di «fun- 
zione » quale si trova ne1 Tormulario ~~at7zewmtico del prof. PEANO (*). 

Il prof. PEANO distingue le funzioni in « prae-functio » e « post-functio » 

secondochè il segno funzionale precede O segue la varialde: le indica ri- 
spettivamente con f e 3 e pone le definizioni: 

a, b ~ C 1 s .  ~ : . z c E ~ J ~ . = : x E c ~ . ~ , . x z c ~ ~  

. ~ : . u ~ a f b . = :  u x s b .  

Ma in queste definizioni i segni x u e u x che cosa significano? O si 
vu01 leggere in essi il semplice aggruppamento grafico, si vuole intendere 
che « sono eleinenti di b gli elenienti di a dopo clie vi si è applicato u 
come sufisso O corne prefisso », ovvero si vuole intendere che in b esistoiio 
elenienti da siinboleggiarsi con zc x O con x u ,  ina non identici coi siinboli 
medesimi. La prima interpretazione, se basta ai fini della logica siinbolica 
in quanto basta ad esprimere le proprietà geiierali della relazione funzionale, 
non corrisponde certo alla vera nozione di funzione. Basti osscrvare clle in 
questa nulla ha di essenziale il segno fuiizioiiale, il quale DUO bene iiidiffe- 
rentemente scriversi innanzi o dietro alla variabile o - come più spesso 
avviene - cornporsi di più parti clie si franimisclliano, riella scrittura, alle 
parti onde si coinpone il simbolo rappresentstivo della variabile: per cui, 
dove le necessità della scrittura siinbolica lianno coiidotto a vedere cose di- 
verse, vede una cosa sola il nostro concetto della fuiizione. - Ma iiella se- 
conda interpretazione, l'idea generale di quella corrispondenza fra i siiiiljoli 
x u, u x e gli individui di b (quindi l'idea zc medesinia) è realiiiente priiiii- 
tiva. Per esprimere le teorie particolari la logica siinbolica si t row appunto 
condotta a riconoscere la priiriitività O a sviluppare la definizioiie di talulie 
relazioni funzionali. Cosi il PEANO liledesiino assume + coine idea primiti\-a, 
e pone + E No f No (**). 

Un esempio di diversa natura è fornito dagli enti clle si definisrono per 
astrazione: il PADOA ha osservato (***) clie la definizione per astrazioiie non 
soddisfa alle esigenze della logica forniale ed ha rilevato come a queste esi- 
genze si viene a soddisfare quando, invece di considerare l'idea astratta, si 
voglia considerare la classe degli enti cui l'idea astratta appartierie; si con- 
sideri cioè in luogo della « direzione » la « stella di rette parallele », in luogo 

(*) Formulario mathematieo, edito per G .  PEANO. Editio V, 1905, pag. 73. 
(*+) L. c., pag. 74 e 27. 

(**+) Congresso filosofico di Parma, settemhre 1907. 
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della << frazione » l'« aggregato delle coppie di numeri equimultiple d'una 
stessa » e cosi via. È forse più conforme alla concezione cornune il consi- 
derare l'idea astratta come priinitiva, attribuendole la proprietà di appar- 
tenere in ugual modo a tutti gli enti di quella classe. Ed invero il signiticato 
dell'idea astratta resta inrleterminato: per direziom si pub intendere ugual- 
mente la stella di rette parallele, corne uiia terna di rapporti clirettivi, ecc.; - 
il scegliere una di queste iniagini è una liniitazione a1 concetto, senza in- 
fluenza sulla esposizione logica della teoriit, ma pur seinpre arbitraria. 

Condizione necessaria per la validità di un ragionarnento è clie il signi- 
ficato delle idee primitive sia niantenuto fisso, nlentre è d'altroncle iridiffe- 
rente - ecl iinpossibile a constatarsi - clie esso sia 10 stesso ogni volta 
che quel ragionameiito si ripete. Un ragionamento è logicainente corretto 
solo quaildo esso sia applicabile a tutte le interpretazioni di cui sono capaci 
le idee primitive, compatil~il~netite colle condizioni imposte düi postulati. 

9. Si disse or ora clie nella scelta delle idee da considerarsi coiiie 
primitive v'ha una notevole arbitiarietà. Non pare pero clie la logica possa 
fare a rneno di assun~ere corne primitive le idee di << classe » e di alcune 
relazioni fra classi : 2 (« è contenuto »), n (« e >>, « classe coniune a »), W .  . . 
Correlativa all'idea di << classe >> è l'idea di u individuo »; nia rncritre la logica 
siinbolica è costretta a considerare esplicitaniente l'idea di « classe » (secondo 
il Forautlario ~ ~ ~ a t h e ~ m t i c o  u Cls »), non le occorre di usare un siinholo per 
l'idea « individu0 B. Questa idea infatti compare ne1 Foriuulnrio soltanto nelle 
prime linee: << cc, b, . . . , LE, y, x indica objecto arbitrario B: in seguito essa 
compare solo iinplicitainente nella relazione E (« è un o) la quale espriine l'ap- 
partenenza di un individuo (soggetto) ad una classe (predicato). 

3. Tutti gli individui appartengono ad uiia classe, il << tutto B. Negli 
ultiini tempi, corne espediente per sfuggire alle antinomie, si è cercato da 
vari autori di negare al « tutto B il titolo di u classe S.  Non si pu6 rjfiutare a 
nessuno il diritto di tale esclusione, perchè « classe >> è idea primitiva, e si 
possono quindi enunciare per essa quei postulati che si vogliano, purcliè non 
contradittori. Per6 mi pare clie ragion suficiente per attribuire il nome di 
classe al u tutto » sia il fatto che esso è la fiegaxione del « nullcc »: la considera- 
zione della classe « nulla >> è geiieralmente accolta, ed è accolto che la nega- 
zione d'una classe sia una classe (*). Chi vu01 negare al u tutto >> il titolo di 

(*) Basta esaminare il Formulario mathematico del PEANO per ricoiioscere come il « nulla » 

vi compia una funzione esseiiziale. II SCHOENFLIES nega il valore logico cosi al « tiitto B come 
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« classe » è costretto a sostituire all'operazione logica consistente nella « ne- 
gazione d'una classe » la considernzione della << classe cornpleinentare di quella 
rispetto ad una classe data »; e yiiando dehlja coiisitlerare qiiella idea che io 
preferisco cliianîare « classe » (coinprencleiidori il « tutto ») don% dire « cltisse 
o il tutto ». 

4. Fra le idee primitive delle teorie inateiiiatic.he v'lia, in generale, 
qualche idea di classe: cosi neli'aritnietica si assume, in peiierale, conie idea 
primitiva quella di « numero iiitero », nella peometria quella di « p~iiito » ecc. 
E qui nuntero intero e putzto staniio a significare: la classe dei l~zcmeri i~zteri, 
la classe dei punti, peicliè quel che si considera è il niimero O il purito qua- 
lzcnqzw della classe, non zcn deteriniiiato iiuiiiero o ztrz deteriniiiato puoto. 

Quando una classe non è idea priiiiitiva, pub essere definita sia inetliante 
una legge di foririazioiie dei suoi eleiiienti, i cluali per ta1 ~iiotlo, inclividiial- 
mente o a gruppi si possono generare e riconoscere l'un ilopo l'altro; owero, 
ne1 caso più coinune, inediante l'enunciato di uua proprietà dei suoi eleiiieiiti, 
la yuale peïinette, düto un ente, di ricoiiosc~re se esso appirtenga n lion 
alla classe, nia non consente una generazioiie successiva degli elemeiiti della 
classe. Direnio, ne1 primo caso, clle In  classe h a  clefiiiizioiie gcueiatira: 
maggiori particolari su questo inodo di clefiiiizioiie si cliratii~o iii seguito. 

5. Ogni proposizione di uriü teoria si espriiiie, necessarinnieiite, iiie- 
diante le idee primitive di yuella teoria; e se il cniiipo di cpeste idee lion 
è liinitato a priori, sono idee priniitive di uiia teorin tutte quelle die  coiii- 
paiono nelle proposizioiii - in particolare, nelle tlefinizioiii - di essa. Qua1 
valore avraniio quindi le espressioiii « aggregato beli dcfinito » o <c iioii ],en 
definito » cui si 6 voluto ricorreïe receiiteniente per giustiticare le aiîtinoiiiie 
logiche? 

Il CANTOR, cui si deve I'espressioiie, rispoiide (*) « Dico clie ilil aggregato 
di elementi apparteneiiti a una sfera aslrattü qualurique è bere definito qiiarido, 
nlediante il principio logico clel terzo escliiso si pu6 coiisiclerarlo ileteriiii- 
nato in modo che: 

1.' un oggetto qualunque cli quella sfera astratta essendo scelto, si 

al « nulla (Ueber die loyischeli Pnradoxieg~ der M e i ~ ~ e & l r e .  Jahresbcr. d. d. iiiath., Vereini- 
gung, 15, 1906, pag. 83), ma la ragione ch'egli adtlnce che su1 « nulla » e siil « tutto » non 
si  possono effettuare operazioni logiche non pare soddisfacente: il SÇHOENFLIES è indotto a 
ci6 da1 desiderio di trovare una qualche via d'uscita dalle antinomie della teoriit de$ ag- 
gregati. 

(*) Sur les ensetnbles imfit~is et li&aio.es de poids. Acta hlatheinatica, vol. 1, pag. 361. 
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possa riguardare come intrinsecamente determinato se esso appartiene o non 
all'aggregato ; e che 

2.0 due oggetti appartenenti all'aggregato essendo dati, si possa riguar- 
dare corne intrinsecamente determinato se essi sono uguali O non . .  . P. 

Intervengono a coinplicare questa definizione due espressioni di cui non 
è chiaro il significato: « sfera astratta » ed « intrinsecamente determinato » ; è 
chiaro che il CANTOR avem dinrlanzi alla mente un caso particolare, yuello 
degli aggregati cli numeri; la « sfera astratta » era per lui la classe dei nu- 
meri, il continuo; e quando egli diceva « intririsecamente deterrninato , aveva 
innanzi alla mente clle noi possiamo ilninaginare teoricamente risolta la 
questione se un nuinero soddisfa ad una data condizione e se due nunieri 
sono eguali o non, con convenienti trasformazioni delle loro definizioni, senza 
che spesso si possa assegnare un nuinero limitato di operazioni mediante le 
quali si raggiunga 10 scopo. La nozione cui il CANTOR si riferisce dunque, 
piuttosto clle una noziorie assoluta di « aggregato ben definito », è quella di 
« aggregato defitzito mediante  determinate idee primitive » (ne1 caso speciale, 
mediante le idee dell'aritnietica); e non v'lia caso di parlare di aggregato 
bene O non ben definito; un aggregato è definito mediante determinate idee 
primitive yuando la definizione di esso è costituita da un gruppo di segni 
logici e di segni rappresentanti le idee primitive ammesse (*). 

Na se il campo delle idee primitive non è determinato a priori, non 
v'ha luogo a parlare di aggregato bene o non ben definito; e~entualinente 
potrà essere idea prinîitiva esso stesso; iri oçni caso esso partecipa della 
indeterminazione delle idee primitive clle entrano nelln. sua definizione; nia 
tale indeteniiinazione sarà senza conseguenze logiche, percliè non potrenio 
affermare dell'aggregato altro clle quel10 d ie  pernietteranno i postulati, in- 
dipenden temente dalla interpretazione che siano per arere le idee primitive. 
Al più si potri  distinguere aggregati dipendenti da un numero limitato o da 
uiia infinità di idee primitive; e ne1 caso cl'infinite si potrailno classificare .a 
seconda del tipo (nuinerahilità o meno, ordinabilità, ecc.) clell'aggreçato delle 
idee primitive medesime. Siarno troppo avvezzi ormai a trattare gli infiniti 

(*) Il sig. ZER~IELO (Ut~telauchu~tgeto ii. die Gru ldaye tc  der Meicgenlehre. 1, Math. Ann., 65, 
n. 4, pag. 263) accetta questa definizione del « definito » e piii sotto (n. 6) parla più esplici- 
tamente di « definito rispetto ad un deterniinato aggregato ». Ma pare ch'egli dimentichi che 
questa restrizione è, di sua natura, provvisoria; e che, allargando corivenientemente I'aggregato 
rispetto al quale si definisce, ogni proposizione definirà un aggregato. 
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per poter escludere a priori che anche di questi ultiiiii aggregati si possa 
parlare con qualclie frutto: ma al più in questa classificazione si potrà tro- 
vare la  base di una liiiiitazioiie prorvisoria nella teoria degli aggregati; non 
mai in una vaga distiiîzione di bene e non ben clefiiiito. 

6. Preniesse yueste generalità veiiiamo a trattare successiraniente delle 
varie antinomie niaggiorinente disciisse e incoiniiicianio da yuella del Krc:~.4icn. 

Il paradosso del RICHARD pub enunciarsi coine segue: (*). 
« Consideriaiiio I'iiisieiiie di tutti i nunieri coinpresi frn O e 1 e clie pos- 

sono definirsi con un nuiirero fiilito di parole; essi forniano un aggregato E 
nuriierabile e quindi ordinabile. Supponianio clie ciascuiio d i  questi ilunieri 
sia espresso in deci~iiali e consideriaino il nuinero N che lia O corne parte 
intera e di cui l'n"'" cifra si ottiene dall'tz"'" cifra deciniale dell'u~"'" iiuniero 
di E mediante la sostituzioiie 

Il nurnero N non potrà essere nessuno dei iiiinieri che si eraiio supposti 
in E, e cionondiineno è definito iiiecliante un nuiriero finito di paiwle, e deve 
percib appartenere ad E ». 

7. Percliè la parola definito abbin senso occorre d i e  si snppia precisa- 
mente quali sono le idee primitive rhe si suppongoiio: inediniite combina- 
zioni di queste dovranno supporsi sostituibili tutte le altre parole. Ora. eri- 
dentemente il RICHARD suppone clle le idee primitive da cui diperde la sua 
costruzione siario anzitutto le idee primitive del Iinguaggio comune - clle 
qui è itnpossibile enurnerare - e le idee primitive dell'aritnîeticn. Ma forse 
non fu abbastanza osservato che I'afferninzione clle « il iiuniero N appartiene 
ad E, per il fatto solo che si esprinie con un nuiiiero finito di parole » iin- 
pone clle l'aygregato E debba considernrsi coule idecc y r iu~ i t i vn .  Se infatti 

(*) Cfr. RICHARD, Lettre ic M M .  les clirecteatrs de la veuue yém+nle cles sciemes. Revue géii. 
d. SC., 1905, Acta Matheinatica, vol. 30 pagg. 295296. 
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l'idea E deve considerarsi coine idea definita, essa non pub aver parte ne1 
secondo inembro della proposizione definiente E inedesiiiio: 

E = aggregato dei nunieri coinpresi fra O e 1, ciascun dei quali si de- 
finisce (con un numero finito di parole) rnediante le idee prin~itive 
del liiiguaggio cornune, quelle dell'aritmetica , . . . 

Nella definizione di nessun individu0 di E dovrebbe yuindi intervenire 
l'idea E, inentre da essa dipende la definizione di N. 

Il paradosso del RICHARD non si incontra se l'aggregato E si vu02 cort- 
siderare conze idea definita e non conw idea prinzitiva. 

8. Consideriaino dunque E corne idea priniitiva. Coine si prova ora 
clie E' è nuinerabile? Coiiie se ne deterinina una numerazione? Si dere qui 
notare clie la clefinizione di N noil dipende solo da E, ma ancora da uiia 
numerazione di E che si suppone fissata. 

Per giustificare questo punto del ragioiiaiiieiito del RICHARD si dice ge- 
neralinente (*): Poicl~è per ipotesi i nunieri dell'aggregato E si esprimono con 
un numero finito di parole, a ciascuiio di essi coi~rispoiiderà una O più frasi 
che 10 rappresentüno. Sia allora F l'aggregato di tutte le frasi; esso è nu- 
nierabile e pub essere nunierato in modo determinato, p. es., cosi: Si dispoii- 
gano in un ordine tleteruiinato le lettere dell'alfaheto, i segni d'interpunzione 
(un0 di questi clle non si scrive, nia qui non pub essere trascurato, è 10 spazio 
clle separa le parole) ed eventualinente gli altri segni clie si ainniettono nelle 
nostre frasi (cifre, segni aritrnetici, segni iwppi~esentanti idee primitive clie 
non si vogliono rappresentare con parole, per es., E). Noi anmettiaino che 
questi segiii siano in numero fiiiito; sia B questo numero: consideriaiiioli, 
nell'ordine assegnato ad essi, corne le B cifre d i  un sisteina di nuinerazione 
di base B ;  ogni frase rappresenta allora, in questo sisteina di nunierazione, 
un nurnero intèro, e ad ogni iluniero iiitero corrispontleri una frase hen de- 
terminata (significativa O non). 

Per nuinerare l'aggregato E basterà ora scegliere fra le frasi di P tutte 
yuelle die  rappresentano elementi di E; quindi soppriniere tutte quelle frasi 
che rappresentano nurneri già. rappresentnti da iina frase precedente nell'or- 
dine assegïiüto: le frasi residue rappresenteranno tutti gli individui di E e 
ciascuno unn volta sola. Attribuendo ad esse i successivi nuineri naturali 
nell'ordii~e della loro nuinerazione corne elementi di F, risulta deterininata 
una nuinerazione di E. 

(*) Cfr. RICHARD, 1. c. ; PEANO, Ileuista de iîlathenmtica, t. 8. 1906, pag. 149 e seg. 
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AfEiiiclrè la precedente descrizione costituisca realiiîente una definizione 
di u n  ordiilnineiito di E occorre per6 ancora uiia rolta che essa sia indipeiicleiite 
da unn precedente conosceilza di questo ordinniiiento, occorre quiiidi clle noii 
sia necessario conoscere tale oriliziaiiiento per giutlicnre se uiia frase rappreseiiti 
o non rnppresenti u n  izuiiiero, per tlistiiiguere questo iluiiiei'o da  ogi-ii altro, 
per giudicare se due fmsi difîerenti rappresentano 10 stesso iiuiziero. Occoiw 
~luiiyue clle l'ordinaiiîento di E elle si coiisidera ilon abbia alcunn paiale 
nella definizione dei i~iimeri di E. Se si  fci questn ipotesi i l  mcmero n' del 
RI(:HARI) non p b  essere i?tciiuiduo di B. n Ilwhero 1V p u b  direnire i~zdividuo 
d i  E solo se si nltmette che fra le idee primitive rr~edicrute le qwtli ,  con u n  wu- 
mer0 filzito di seylzi, posso~lo esprimersi i sittgoli rczmeri d i  E vi sia 1mre wnct 
irlen priabitircc 2-1, ordinaruento dell'nggregccfo R. 

9. Se i postiilati clip si aiiiniettoiio lcgarc le itlw priiiiitivc E, fi (*) e le 
itlee priiiiitive tlcll'ai~itnietica e del liriguiiggio coiiiuiie sono coiiipatibili, il 
iiuiiiclm LV esiste et1 appai+iene ad E ;  ma ci0 5: assurdo, tl~iiitlilr quei postw 
lccti 11012 S O H O  cortq)nfibili. La c20uclusioiie noil piio troppo stiipire se si ri- 
corcla clir i i i  altri ciiiiipi clella iilateiiii~tirii g i i  si t? posto il qiiesito della 
t~oiiil,atibilità o iiicïiio (lei postulati, e pcbi postuliiti iiirtlesiiiii tlella loyica fil 
posto ditllo Hi i,frisirT. 

Cionoiidilliciio iioi ci cliicdiaiiio : (love esiste In coiitratltlizitii~c~~? I'eixliè 
iiulla vietii, ii tlil~iiito parc, di coiicepir(> l ' a ~ ~ ~ e ~ i i  to E, e cliiiiiito nll't~sisteiiza 
dell'ordiiiaiiicnto 12 ~ ) : I I T  clie essa s i n  s ta Lit t l  iliios t i ~ i  ta iirl 11. 8. - hli~ tliiesta 
di~iiosti*azioiic t illiisoi.i;i: perclii. il procdimi- i to  iiitlicato ;il II. 8 iioii tle- 
tiiiisc*~ i i i i  oidiiiiiirit~iito se priiiia iloii si è ttrciso sc rlctt~riiiiiiiitc fr;isi rap- 
presc~iiti~iio o iioli riippresent;iiio iiuiiieri, e quiiitli se iioii si sa se Ic itlee E 
t.d IZ sono cwiiijxitil)ili, B'nltroiitlc, cliialitl'aiiclie, s(.lizii priiiia tlecir1ei.e ci im 
questa coiiil)ntil)ililli, (luel ragioiiniiicnto potesse tlvfiiiiiac uiza iiiiiiieimioil~ 
di E, ilel siippostt) rlic Ir: esista, rioi iioii sarriiiiîio iii iicwuii iiiotlo iiutoike 
zati ü fhr coiiicitlvrc tiilc iiuiiierazioiie coi1 qiwlli~ iiitlic.iitn t.oii R, p i b  iiitlurne 
la iwile ~sistci iza t l i  IZ e quintli t l i  E. Li1 iiuiiicriizioiie It i h  itlea pi*iiiiitiva, 
c~iiiiitli iioii itleritific.it,l)ilc~ (.on una nuiiierüzioiie tlcstaiittti, iiin tlii  ~~~~~~~~~~~~~~si 
coiiir itlea tlcteriiiiiiatn (**) r iliv;~riabile lier tutta lit tlwatii [Ici iiosli.i iagio- 

(*) 1' postulnti che liiiiitcmo le idee priiii i t i~ e E, IZ si possoiio eriuiiciare : 1 .O E P uii ag- 
.xegato di iiumeri coiiiprrsi f ra  O e 1 ;  2." K i, uii oidiiiairicr~to dei iiiiiiicri d i  E ;  3." Tutti  
e soli i iiuineri di E possoiio espriiiiersi con 1111 iiuiiiwo finit0 di segiii, fra cui F ed R. 

(**) Idea deteriiiiiiatn sigiiiticil solo çhe il valore dr l  siiiibolo, pur  iioii essviido espresso 
iii. esprirnibile, deve restare iiivariato in  virtii del priucipio di co~itriiddizioiie e noil pub 

h + z a l i  di Dlatemcctica, Serie 111, Torii0 XV. 96 
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nanienti. L'itle~itifica~la ad un certo punto del ragioiiamento coi1 uii'al tra 
iiuiiierazioiie clie con essa non risulti idetitica a priori sarebbe iiiutarln. 

10. Possiaiiio illuiiiiiiare ancora questa impossibilità di far coiiicidere 
la nuinerazione R postulata. coine idea priiiiitiva con yuella defiiiitü al ri. 8, 
iuediaiite un eseinpio clle non ricorre a processi infiniti coiiie avviene per 
quello del RICHARD. 

Si cliiaiiii B, eoine pocarizi, il iiuiiiero clei segni clle servono a coiiiporre 
le nostre frasi: fia cpesti segiii supporreino comprcso, per coiiiotlità, il segiio 
(e le~a to  a). Si vede facilnieilte clie B> 40: 10 supporreino sc.i.itto in cike 
iiel sisteilla deciinale, e cliiaiiiereino p il iiiiiiicro di qiieste cifre (~)resuiiii- 
l~iliiieiite 1: = 9): Si consideri a1loi.a ln pi-oposizioiie 

« Tl iiuiiiero d i  posto 131 B in K »; 

essa coiista cli 93 + 2 B scgili; il suo posto iiell'ortliiiaii~eiito di P è quiiidi 
< P5+? <Il R ; se duilque i riutneri di E si iiuiiieraiio coine si disse rie1 
11. 8, il nuiiiero coiisiderato dovrà nvere posto (23 1 B. Q w l l a  n~.c?)wrccaio~îe 
non plcd tl~.tnque essere R. 

È c1iiai.o d ie  siniili eoiitratldiï,ioiii si possono costruii>e per iiiolte a1ti.e 
tldiiiizioiii di iiuiiierazioiii clie si vogliniio iinmaginar sostituite a quelln del 
11. 8. Ln contraddizioiie del RICHARD si presenta coinunque R si roglia iiii- 
iiiitgiiiür tleterniinato. 

11. Le osservazioni precedenti lianno niostrüto che solo ad uii errore 
si deve l'opinione che l'esistenza di E e della sua nuiiierazione R sia diinci- 
strata: deteriiiiiiare con iiiaggior prccisiotle oTe stin la contraddizione non è 
possibile percliè yuando un sisteiiia di postulati è coiitradittorio, la contrad- 
clizioiie sta iiel loro insieiiie, non precis;meiite iu ülcurio di essi. 

1% ' Fard ancora un'osservazioile snlla spiegaziorie proposta da1 PEANO. 
Il prof. PEANO ritiene di poter de f i c i r e  le iiozioili E ed R :  si traita in 

sosti~iiza di defiiiire iridipeiicleiitemente da E c cla. R l'elciiieiilo di posto n 
in R. E è allora definito coiiie l'aggregato di questi ele~iieiiti. Ma il PEANO 
iiiedesiino osserva che iiella sua clefinizione la parte: 

« Valore n = uuiiiero decimale clie è defiiiito clal riuiiiero n scritto in sisteiiia 
alfabetico, iiiterpretato secoiiclu le regole della liiigua colnune » (1) 

--- 

quiiidi farsi coiiicidere col valore di un altro sinibolo o g x p p o  di siiiiboli ühe iioii risiilti 
ad esso ide~i tko  iii rirtii dei postulati aiiiiiiessi. Cosi iiella gmiiietria projettiva piaiia p~cttto 
pub rissuiiiersi coiiie iclea primitiva; retta puo derivarile per defiiiizioiie: si constata che vettcc 

soddisfil ai postulati di p z d o  co~i\re~~ietiteineilte iiiterpretati (legge di diialità): ilon sarà peici; 
periilesso di ideiitificare le iiozioiii di puiito e rrtta! 
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essentlo espressa in lingua cornurie, non gmmtisce uii' analisi coiiipleta (*). 
Il PEANO si vale di questa defiiiizioiie per passar poi a yuella dell'eleiiiento 
di posto n in EL; egli cliiaiiia f i z  questo eleiîiento e polie 

f n = Valore min,, [NI n x i (Vnlore a i 0)1 (9) 

(in parole: fn è il valore del primo numero alfal~~tico clie segue quel10 di 
valore f (n - 1) e che lia per valore un nuinero dcll'iiiterrallo 0 . .  . 1). Or- 
hene, fra i numeri alfübetici ve ne saraiiiio di quelli clle per essere inter- 
pretati secondo le regole della lingua coiiiuiie, cliiedono clie si sapllia c l ~  
cosa sia la totnlità degli fm, od aiiclie soltünto quxle sia l ' f n  clle essi cle- 
finirebbero, qualora un f n  corrisponclesse ad essi; in sostaiîza pu0 clarsi clle 
ne1 secondo niembro della (1) entri il siinbolo f a  (O il suo ecluiralenie R) 
in ta1 forma che esso non risulti defiiiito da (2), se no11 si conosce il ralore 
del primo meinbro della (1) iiiedesiiiin. Il sistenia (1) (2) non costituisc.e diinque 
una definizioiie; è invece un sisteiiia di pos1,ulnti clie leçauo il segno non tlefi- 
nito f?z ad altri segni. 

Il nuinero N del RICHARD si detinisre merliailte la classe totale tlegli f r ~  

(il simbolo R); se questa classe si potesse ritciicr definita, la coiitratltlizioiie 
condurrebbe ad afferinar~ col PEANO clie è il nuinero N iiieclesiiiîo voiitiï- 
dittorio e yuindi non esistente : ma se di f t ~  é ancorn tlul)l~io il sigiiificaato 
l a  coiitraddizione lnostra anzitutto clie non esiste la classe clegli f ~ ;  1ii noil 
esistenza di N è di ci6 una cousepueiiza iiecessarin. 

È nota sotto il nome di BUIIALI-FOHTI l'antiiio~~iia clie colisistci.el,l,e i i i  

questo clie per una parte si afferiiin esistere un iiuiiiero ortliiiale traiisliiiito 11' 

superiore a tutti i ilunieri ordinali traiisfii~iti, iiieiitre pcr altra l m t e  si af- 
feriiia esistere un nuiiiero traiisfinito .IV + 1 successive a qiiesto. 

Per cliiarire- l'origine tlel pi~riitlosso occorre aiia1izzni.c lu tlcfi~iizioiic (lei 
numeri ordinali transfiniti. 

(*) L. c., pag. 157. 
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Gli nggregccti ben ordinnti. 

13. Un aggregato si dice ben ordinnto se esso è orcliiiato i ~ i  iiiotlo clie: 
1 . O  esiste un eleniento precedente tutti gii altri nell'orclinniiie~ito tlnto; 2.' ogiii 
parte dell'aggregato possiede un elemento clle, in cletto orcliiii~iiieiito, precetle 
tutti gli altri eleinenti di essa. 

L'aggregato clegli Clementi d'un üggregato ben orclinato, clie prccetlono 
iin elemento dnto è ben ordinato e si rlice un segment0 dell'aggregiito dato. 

Due aggregati 1,eii ordiiiati si dicono dello stesso tipo o tzzcmero ortlimle 
se fra i loro elrlilei~ti si pub s tabi l i r~ unn caorrisporitlenza biiiiiivoca et1 or- 
dinata. Qiiatido la corrispoiitleiizü esiste è intlivicluata. Il  nuucevo ordinde 
ili un aggregato 1~en ordiiinto risiilta cosi definito per astrazione. 

Lhlln definizione segue facilinente die: dati due nggregati l ~ e n  ordiiiati 
P e G pu0 avverarsi uno et1 uno solo dei tre fntti seguriili: 

a)  F è ilello stesso tipo di G. 
7)) Esiste in G uiî seginerilo tlello stesso tipo di 14'. 
c )  Esiste in P uii sepineilIo dello stesso tipo di (:. 

Dalla definizioiie (li nuiiiero ordinale tli iiii aggisegato tluta. poc'arizi ri- 
sultn che iiell'ipotcsi a) If' c (1 11ni111o iiirinero ortliiiale; rielle ipotesi b) e c )  
un0 nliiitliio (loi duc aggi*egiiIi (e 1iiwisaiiiciite F iiel1'il)otrsi O), G nell'ipo- 
tesi c)) I l i l  iiii1iiei.o oi.tliiiale. 

Possiaiiio iioi asseiire calte uii ;ig~fegnto ben ortliiialo i i l ) l , i i i  scJiii])re nu- 
rnero oi~cliiinlc? 

;Ilaiitrii iiiiiio i iiipi.r~iii(licata ln i.ispostii r poiiiamo 1;i tlfhfitiizione : 
Se 3' e O 1i;iiliio tipo, nel1'il)otesi 6 )  si (lice clie il riiiiiiclio orcliiialc di F 

precede otl è iiiirlore tli quelle di  G; iic~1l'il)otesi c) iiatui~nliiieilte il numero 
ordinale di C preceelrrà (O sür5 minore tli) quello di 3'. 

È evitlente die  se un i~g:.(ri,egato ben ortliiliito CJ lia tijlo, oglii suo seg- 
iuento lia piriBe tipo, p(lrc1ii: s r  esisto uii aggregato iii col.i~isl)oudrtiza orili- 
iiata con G, i segiiieiiti cli  csso saraniio in corrisl~ontleiiza orclillata con 
quelli rli G. Pu0 esistere al più un aggegiito ben ordinato clle (ewiitualnieiite 
iiisienie con siloi seginetiti) iioii ab1)iit til)o: Se infiitti G è un aggregato non 
avente tipo, qualurique aggregato hen ordinato clie lion sia un suo segnieiito 
dovrà trovarsi rispetto a G ne1 caso b), e cjuindi, coine si osserv6, a r r à  tipo. 

14. Dato un aggregato ben ordiiiüto G, si facein corrispoiidere a eia- 
scuii segment0 dell'aggregato il primo eleinento della parte resitlun: risulta 
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da ta1 corrispondenza che l'aggregato di quei segmenti è esso nîedesinio ben 
ordinato quando ad essi si attribuisca l'ordine degli elementi corrispondenti. 
Un qualunque aggregato parziale che abbia per elernenti questi seginenti ha 
un priino elernento. 

Segue da questa osservazione che se si ordinano i numeri ordinali secoiido 
la relazione di precedere e seguire definita poc' anzi, l'aggregato di essi nu- 
meri ordinali risulta ben ordinato. Occorre percio dimostrare che qualunque 
aggregato t di numeri ordinali ha un primo elemento: si fissi invero un ele- 
mento g di t :  esso è il tipo di un aggregato ben ordinato G ;  i nuineri di t, 
ininori di y, sono i tipi di seçmenti di G. Fra questi segmenti v'è un priino 
(caratterizzato da1 fatto clle l'aggregato cornpiementare rispetto a G lia per 
primo eleineiîto il priino elemento di G che non appartenga a tutti yuei 
seginenti): il tipo di esso, cleinento di t ,  precederà ogni altro elernento di t. 

T2agpegnto ben ordinato costituito dalla totalith dei numeri ordinazi si. 
chiamerà MT. 

Ogni segmedo d i  W 7m tipo; e se i l  segmento è'infinito, i l  suo tipo è i l  
primo munzero ordinale che nom yli appartiene. 

Iiifatti l'aggregato dei nunieri orclinali fiiiiti lia nuinero ordinale, e pre- 
cisaniente il priino iiuiiiero ordiiiale tramfinito. Se ors  esistessero seginenti 
infiniti di  W non aventi tipo od averiti tipo diverso clnl primo nuiiîero or- 
dinale iioi i appartener~te ad essi, per l'ossemnzioiie del ~riiicipio del n.', 
esisterehhe un primo fra cjuesti. Sia 1' e sia. g il primo riuiiiwo ordinde non 
apparteiieiite ad esso e G un aggregato d i  tipo y. 1 seglneiiti di r' Iianno 
tutti, per ipotesi, tipo preceti~rite g ;  quiiitli ilessuno di essi lia il tipo di G. 
Allora (n. 23) O I' lia il tipo d i  G, ed é questa ln tesi da provarsi; ovvero r 
lia il tipo tl'uii segiiieilto d i  G, cioè un tipo ( g :  ma per ipotesi tutti i nu- 
ineri orcliilali traiisfiiiiti ( g  corrispoildono ai tipi dei segnienti di r : clunque 
questa seconda ipotesi è assurda. 

L'aggregnto totale W dei numari transfiniti n o n  h a  tipo. Se infatti esso 
avesse tipo, corrispoiiderehbe ad esso un nuiuiero ordinale w: i nuineri or- 
dinali precedenti IV costituirebhero un segmento di W avente 10 stesso nu- 
mero ordinale l u  di W: i l  clle è assurdo. 

Si possono dunqiie cornpletare le osservazioni finali del n. 13 enunciando: 
F r a  gli ayyregati Ben ordinati ve n ' lm  - I'agyregato W dei numeri  

ordinali - i l  p a l e  non  h a  tipo: tutti  gli ultri  aggregati ben ordinati, c o m  

presi i segmenti d i  W, hanno tipo. 
15. Qui appare la priina fornia dell'antinomia di Burali-Forti. È pos- 
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sibile che un aggregato non abbia tipo? Per atteiierci strettainente alla de- 
finiziolie, uil aggregato ha tipo tssto c h  esiste .un altro nggre&nto beii or- 
diiiato ordinataiiîente rifeïibile ad esso. Ora e evidente clle, appeiin mi 
avreino concepito un aggregnto, un altro ne concepireiilo riferito ordi~iats- 
mente ad esso inoclificando i suoi elementi con un'operazione ~neiltüle qua- 
lunque, sostituendo, p. es., a ciascuno di essi il pe~zsiero di esso. 

È: yuestri. una nuova operazione logica cli cui finom non s'era pailato: 
soltanto da yuesto silenzio proviene il malinteso. Quaido noi dicetraino d'aver 
consitlerato l'aggregato di tutti i nuiiieri ordinali, noi avevanio invece con- 
sidemto l'aggregato dei nuiueri ordinali di aggregnti ben ordinati nelln de- 
finizione dei cui elenieuti mon ccbbia pccrte I'opernzioiie « il  pensiero di ». l? us- 
turale die, appiiiiigenrlo la iiuova operszione, I'aggregato possa accrescersi. 
Ed iiifatti, se l'aggregato prima. coiisidernto si chinnia W, verrenio a con- 
cepirile un tipo ed uil ilutnero ordinale l u  elle a IV rion appartiene. L'ag 
gregato (il7, 11) )  S heu ordinato e coll'opei.azioiie « i l  ycnsiero di » si pu0 co- 
struire un aggïegnto del10 stesso tipo: cosi si definisce uii nuo ro  nuiileïo 
ordiilale qv + 1 e cosi via. È tutta una serie di ~iuovi  nuiiieri ordinali clle 
si ~ i e i l e  a costruire. Ma allora un dilerninn si pone: O si amiliette clie ahbia 
senso parlare rlell'aggregato di t d t i  i nuineri orclinali degli aggregati clie si 
possono definire tnediante date operazioni e idee logiclre, cornpreso Era quelle 
« il pemiero di S ,  ovvero si ammette che parlare di tale aggregato noli abhia 
senso. Nella prima ipotesi, quanclo coi~sitlerereilio yuell'aggregato rion po- 
treino più applicare ai suoi elemeriti l'operazioiie « il ye?zsiero di  », perchè 
tale operazioiie avrà già operato yuanto poteva; nella secoiida ipotesi l'ag- 
gregato nori esiste ed è fuor di luoço parlare del suo tipo. 

Si illuinirierà anche meglio cjuesta veduta esa ni i~iaiido la clefinizione ge. 
nerativa dei numeri transfiniti. 

16. Supponiarno di conoscere un oggetto 1 ed un'opernziorie S clle 
trasfornii 1 in un nuovo oggetto S 1 = 2 su cui si possa ancora operare 
con S. S 2 - 3 sia un oggetto diverso da 1 e da 2 e su cui si possa operare 
con S e cosi via. Oçni nuova applicctzione dell'operazione S generi un oggetto 
diverso dni precedenti su cui essa sia applicabile. Operando cos1 succesui- 
vamente con S noi generiamo la serie dei nuirieri interi che indicheremo 
con ni,.  
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In siinboli 

(Def) v = C l s m v ? [ I ~ v : x ~ v .  3 T . ~ . S ~ 5 ( v - ~ 1 ) : 2 / ~ ( v - ~ x ) .  2 , . S a  S I / ]  ( O )  

(Post) (Def) iV, - n v (9 (*) 

(Fra le clnssi v ve n'ha di quelle tnli clie, scelto un iildividuo a qiin- 
luncjue della classe, esistoiio rispetto ad esso classi v. per cui si soclclisfa In 
def. (O) ove si scriva x al posto di 1 e û- al posto di II. Tnli sono le classi v 
per cui si verifica che, per un individuo qualuiîque a cli esse, S" a z qua- 
luique sia l'iiitero n; e di tali classi esistono certamente, percliè una classe v 
soddisfacente a (O) non perde questo suo carattere se se ne soppriiiioiio 
tutti gli individui ! tali che per un n conveniente S" = C. Questa osserrn- 
zione ii-iostra che in particolare la proprietà S z  - x  si verifica per tiitli gli AT, .) 

Fra gli individui d ' u m  qualunque clelle classi II definite da (O) re  ne 
sono d i  quelli (aliileno 1'1) che non sono successiri di nessun iiidiricluo delle 

classi D soddisfacenti a (O) cui appnrtengoiio. Cliianîereino v ogni aggregato 
costituito ili tali individui. 

I'recissndo la definizione nella sua rappresentazione siinbolica, porreiiio : 

Unn classe è quella clie si siduce ;il solo eleiiiento 1 : in siiiil,oli 

Inlitando la clef (2) potreino allora porre 

17. Cib posto, supponiaino clie si abbia una. 1111o\7a operazioiie I, e f i . i ~  

le classi v uilit u, clîe coiiteilga l'iiidividuo 1 e tale clle esistouo classi z, 
coiiteiiute in u, sulla cui corrispondente classe Z(z) si poxsa operare con 1, 
ottenelido cosi un individuo I Z (a), e supponiariio clle senipre I Z ( 5 )  sia  LI^ 

(*) III parole: (Post) esistoiio classi che coiiteiigoiio 1'1 e tol i  che se coiiteiipoiio i i i i  ele- 
ineiito x, coiiteiigono p11i.e 1's x, il qunlr 11011 snrà niai 1'1, e çlie se x ed y soiio loro iiitli- 
vidiii distiiiti, Sa=\= SU. - (Def): NI t il prodotto logico di tutte cjiieste classi (In classe co- 
iiiiiiir a tiitte). 
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iiitlividiio di U, diverso da 1, e variabile con z :  

Il post (3) ci dice clie w è uii iiidivicluo di u ;  cluiiidl, pcr le def (3) e (O), 
sopra o si piib operare con S iiiin, due, .  . . volte generaii tlo l'nggixgn to Z (L w) : 

l'iirsiciiic tlcgli iiiclividui di NI e d i  X ( l  o) costituisce l'aggregato Z(1, (3). Ain- 
iriettiaiiio clie esista I Z (1, o) ; l m  (5) s a r i  iiidivicliio di u diverso cla 1 e da. W. 

Porrem o 
I Z ( 1 ,  O )  = o. 2. 

Risultn suhito aiialogaiueiite che esiste Z(1, o, w. DL); iioi aiiiniettereiiio clle 
esista pure 1 Z(1, w, w . '2) -o. 3 - r cosi via. Cosi, inetliail te le o1)erazioili 
S ecl I noi possiniiio, a partire dall'iiidividiio 1 ,  costruire uiia serie illiiiiitntn 
tli indivitlui iiuovi, conlpreiicleiite iV, (e coiiteiiiitn in Z ( n ) ) .  La chiniiiereliio, 
lm- avviciimrci ai siinholi in uso, iV (N,), poilent10 piire N, = Np, , ) .  Per rac- 
cogliere in siiiiboli qiiesta defiiiizioiie, porreiiio 

Da questa defiiiizioiie risulta facilinente uila seniplice legge per ordiliiire 
gli eleiileiiti di Ar(Nl) (ordiiiainento clie dalla precetleiite esposizioiie della 
tlefiiiizione iii parole giii risiiltava). Consideriaino iilvero gli eleiiieiiti della 

-- 
(*) u e 1 solio cosi qui i d e ~  ~iriinitivc. 

(**) lV(Nl) è 1';irgregüto iiiiiiiiiio che coiitieiie 1 e IiV, ; clle contieiie iiioltre I'agrgregalo Z(v) ,  
tosto che u + ni1 aggregnto coiiteiiuto iii u e in X(N1) inedesiiiio; clir coiitieiie infine l'iii- 
tlividuo I Z ( v )  tosto che I'aggregato v, coutenuto in u e iii L\~(N,) ,  coiitieiie tutti gli iiidi- 
~ i d u i  I Z ( z )  che appnrteiigono ü A7(Nl), ove z sia un aggregato coiiteiiuto iii v, nia iion idriitico 
n u niedesinio. - 11 postulare l'esisteiiza delle v, è postulare uiia proprieti delle opera- 
zioiii I ;  precisaiiiente si definisce cosi un campo di classi Z(2) su ciii l'opera~ioiie I agisw. 
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forma I Z  (v) : siano I  Z ( v )  e I Z  (v') due di essi ; osservo clle dei due aggre- 
gati v e v' uno è certarnente contenuto nell'altro: si lia infatti dalla clefini- 
zione che v  e v' contengono l'indiriduo 1 ; esiste yuincli una classe A coniune 
a v  e v': 

A=vv' 

e poichè v  e vt sono contenuti in 2(, sarà A 3 u. 
Dall'ipotesi che l Z ( v )  e I Z ( v ' )  siano indiridui di N p , )  segue clle 

Irifatti se 1 Z(2) non fosse un individuo di 27 esisterebbero classi ti, le 
quali non contengono I Z ( v ) ;  dunque I Z ( v )  non sarehbe u n  N ( N , ) ,  contro 
l'ipotesi. Analogamente 

Si consideri allora una classe z contenuta in A e quindi in v  e in  z;'; si 
avrà 

~ ~ A . ~ - = v . z - = ~ ' . I Z ( ~ ) E N ( ~ , ) . ~ ~ . ~ Z ( Z ) E A .  

Applicando la def (6) si h a  allora 

Allora, o h non è nessuno degli aggregati v, v', ma è contenuto propria- 
mente in ciascuno di essi, e, applicando ancora le (7), (7') si ottieiie (ponendo A 
al luogo di a) 

I Z - ( A ) E v ,  IZ(1)E'U' 

onde I  Z  ( A )  E v v', contro l'ipotesi che X = v  v' (*); oppure A è uno degli ag- 
gregati v, v' che è la  tesi che si voleva provare. 

Basterà convetiire clle se v 3 v' si dirà I  Z ( v )  precedere I Z ( v l )  e clle 
si dirà 1 precedere ogni elemento di N(M,), perchè ne risulti definito un or- 
dinainento degli eleinenti di N p , )  n u (classe coniune a N(N,) e a u). E 
l'aggregato risulta in ta1 niodo ben ordinato. Sin. infatti A una sua parte: 
occorre mostrare cli'essa ha u n  primo elemento. Questo è senz'nltro 1 se A 
lo contiene: nella contraria ipotesi, s i  osservi clle ogni iiidividuo a di A 
(corne ogni individuo di N  (K,) n u diverso da  1) è della fornia I Z  (a) dore a è 
un  conveniente aggregato di u ;  e, per quanto si disse or  ora, due diremi 
di yuesti aggregati cc sono contenuti l'uno nell'altro. Il prodotto logico di tutti 

(*) Si vede facilmente che s e  I Z (z) P N (N~), I Z  (E) - E Z .  

AnnaM di Matemntica, Serie III, Tomo XV. 
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gli aggregüti u che generano degli I Z ( u )  elenienti di A è dunque il niininio 
fra essi, e ad esso corrisponde un iridividuo di A precedente tutti gli altri. 

Si coiisideriiio ora anche iridividui di N ( S , )  che non appartengano ad z4 : 
se x è uno di essi esiste un x' in u tale d ie  x si ottiene da esso con uiia 
successione di operazioni S: x c Z ( L  XI) : d'altronde se x nppartenesse ad zc 

basterebbe per E' prendere x medesirno perchè yuesta relazioiîe fosse ailcora 
verificata. Siano allora x ed y due individui yualunque di iV(K,), e x' e y' siüno 
tali che x E Z ( L  x'), y E Z  ( 5  y'); converrem0 clle x precede y se x' precede y', 
oppure se x'= y' e nell'unica successione Z(t x') = Z(!yf) x precede y. Risulta 
cosi definito un ordinaniento di tutto N(N,).  E l'aggregato risulta ])en ordi- 
nato perchè, se X è una sua parte, siü A l'üggregato iiiini~iio tale clie 
Z ( A )  c X (cioè 1' aggregato clegli elementi a' alle cui Z (L xi) appsrteiigono 
gli elementi x di X). Si è già osservato che A avrà un prinlo eleinento: sia 
questo a : o n E X  e s a r i  il primo elemento di X, ovvero n - E X, ma esiste 
in X qualche eleinento di Z (c a ) ;  il primo di questi sarà il primo elemento di S. 

18. La definizione di N p , )  si pub generalizzare in modo analogo alla 
definizione di ATl . 

Esiste cioè in u un aggregato ut, cui appartiene 1, tale che 

Se allora u', 2 u' . 1 E u', , si ainmetterà che 

(Post) 3 Di f i  1u 3 (u'J w) (*) 

e si porrà . 

Z' (uti) = n vl n w 3 (uf1 3 1.27) (**) 

N ( H l )  = 2' (c 1). 

(*) Questo post. romprende corne caso particolare i l  post (6), cui esso si riduce ponen- 
dovi z i ,  - L 1 ; anc1~'esso ha per uficio di assegnare un campo (ora più vasto del precedente) 
di classi cui si applica I'operazioue 1. 

(**) A questa defiiiizione si pub dare anche altra fornia, più simile a quella che dovratino 
prendere le definizioiii analoghe che seguono: 

I Z ( Z ) P ~ ~ ~ . ~ ~ . I Z ( Z ) D V  . . . 3 e . Z ( ~ ) D W .  ~ I Z ( U ) . I Z ( U ) E ~ C  . 1 
Infatti si vede subito che ogni ?a clie soddisfi alle condizioni della prima definizione soddi- 
sferà a fortiori a quelle di questa seconda. Si tratta quindi solo di niostrare che anche questa 
seconda iinpone ad ogni w di contenere Z ( v )  tosto clie contiene la v .  Orbene, esseiido fis- 
sata una $2: ed utia v  3 wu, si considerino tutte le classi z  2 v  u i 1 diverse da u - L 1 e tali 
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Se u' non si riduce al solo indivicluo 1, possiaino allora iinniaginare una 
nuova operazioiie I' che sia capace cli operare sopra taluno degli aggregati 
Z'(uP,), e li trasformi in inclividui, e precisa~iieiite in inciividui di z i :  

(Post) 3 1' N (N,) ; z 3 u' .3 1' 2' (z) . 3 , 1' 2' (2) c (d - L 1) ; 

z 3 u ' . t 3 u ' . I ' Z f ( z ) = I ' Z ' ( t ) . ~ , , , . z = t ;  

e possiaino, mediante le operazioni 8, 1, I ' ,  definire un iiuoro aggregato 

I' 2' (2) c je . 3 , .  I'Z' (2) i v ... 3 . . Z' (0) 3 $0 .3 1' 2' (u) . I' Z' (u)  E $0 1 
\ 

Anche qui si dere notare clle I'afferniazione clell'esistenza di n'(M,) iin- 
plica un postulato, analogo a quel10 posto in eridenza iii (6). Osswvazioili 
analoghe non star6 a ripetere d'ora innanzi. 

Sopra l'aggregato N(N,) potremo ripetere le considerazioni fatte sopra 
N(N,) e concludere cli'esso è ben ordinato. E l'operazione I '  ci condurrà a 
distinguere in zc' una parte zc", cui appartiene 1, t d e  che 

e se zc" non si riduce all'individuo 1, si potrà porre, qualuiique sia u", 3 IL" 

e contenente 1 : 

Z " ( U " ~ ) = ~ C ~ S ~ ~ V ~  Z ' ( U " , ) ~ ~ O . I ' N ( ~ , ) ~ I U : : V ~ I U ~ ~ . ~ ~ V . Z ~ V . Z - = V :  I 
I ' Z ' ( ~ ) E ~ . ~ ~ . I ' Z ' ( ~ ) ~ ~ . ~ . ~ ~ , . ~ ( ~ ) ~ I ~ ~ . ~ I ' Z ' ( ~ ) . I ' Z ' ( ~ ) E I ~  1 

e chiainando I" una nuora operazioiie tale clie 

(Post) 3 I " N ( ~ , ) ; z ~ u " . ~ I " Z " ( Z ) . ~ . .  IUZ"(z)c . (u"-51);  

z 3 u t t . t  3 u " . l f ' Z " ( z ) =  I U Z " ( t ) .  3 .,,. z = t ,  

che I Z  (2 )  E W ;  si chiami v' la classe di queste I Z  ( 2 ) ;  si chiami analogatnrnte v" I'aggregato 
degli I Z ( 2 ' )  tali che 2 ' 2  v - v'- L 1, 2'-- v - u' - L 1, TZ(z ' )  E I V ;  e cosi via. Si poiiga infine 

onde si potrà affermare che 
(v) 3 10. 

Ma v 3 V e quindi Z ( v )  3 Z ( V ) ;  quindi anche 
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si porrà ancora 

19. È eridente coine si possa continuare nella definiziorie di seiupre 
nuove classi N(R,), N(N,), ecc. Ad ogni nuovo passo o~correrà  amnîettere 
l'esistenza di un nuovo açgregato dn) contenuto in zc'" ", contenerite 1 ,  ma 
noii ridotto a questo solo individuo, e cli un'operazione I+') tale che 

Si definirà cosi una serie indefinita di aggregati ben ordinati, contenenti 
ciascuno il precedente (e di potenze successivan~ente crescenti). Un' opera- 
zione nuova ci conduce allora ad un iiuovo aggregato analogo che li coin- 
prende tutti: noi poniamo 

Debbo insistere sopra i'affermazione : un'operaxione nuovn. Non si tratta 
invero qui di prodotto O di somma di aggregati singolarmente conosciuti; 
sotto la scrittura n e U si cela un concetto di limite; gli u(") son tutti con- 
tenuti l 'uno nell'altro, i Z'"' (uf~) )  contengono ciascuno il precedente; noi, 
astraendo, immaginiarno in u'") il limite verso cui teridono gli dn) restrin- 
gendosi, in Z'"'(u'~))  l'aggregato che comprende tutti gli individui clie si for- 
mano partendo da u(y ) e applicando quant0 è possibile le operazioni S, I, 1', . . . 

Poniamo 
z ( q  1) = N (Hm). 

(*) Vale a dire Z(~)(U'?') è la ~ o m n a  di tutti pli aggregati Z(~)(U'?'). 
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Noi possiamo ililniaginare una nuova operazione 1'"' clie trasformi 
taluno degli Z(w)(u(y') in indivitluo. Precisarnente supponiaiiio che u'"' con- 
tenga u n  aggregato u("fl) contenente 1 e tale clie, se  z 2 u'"' , e se esiste 
Fm) Z(-)(a), I(w) ~ ( u ) ( ~ )  (u a) - Ui!"fl)), 0-1' i l ldi~idui I(0) Z(")(z) essendo dirersi 
per x diversi. Ammetterem0 clie esista I ( m ) Z ( U ) ( ~  1). Se z c ' f t l '  2 dmi", porreino 

Z(m+') (ufyfi)) = " Cl, , w 3 Z'"'(W'~+") 3 tu. 1 

90. È inutile proseguire i n  questa descrizione di seiiipre nuore ope- 
razioni che ci permettono di costruire senipre più vasti aggregati 1)en ordi- 
nati, il c ~ i i  primo elemento è 1. Noi dia1110 a tutti gli inrlividui di tutti cliiesti 
agçregati il nonie di utuîueri orditznli. Noi ci cliietliaiiio anxitutto : lia seiiso 
parlare della totalità di questi nuiiieii, nell'ordine della loro gtltierazionc? È 
nella definizione di essi che, per l'atto inedcsimo in cui noi coriipletiaiiio la  
definizione di u n  aggregato d i  riumeri ordinali, noi concepiaino una appo- 
sita operazione I che da  tale aggregato fa derivare un riuinero segurnte ad 
esso. E una definizione generativa clie conipreiida il massinio aggregato di 
numeri ordinali non è possihile. Infatti ciasciina delle op~razioni  S ,  1, 1', . . . 
è una nuova idea primitiva, com'è un'idea yrimitiva l'iiggregato foiidatiien- 
tale ( t h ,  u', un, ...) SU cui si pub operare con esse operazioni (O colle opera- 
zioni I("'Z(") definite mediante esse). Che siano idee prilnitive è prorato 
dalla forma stessa delle proposizioni in cui coinpaiono: rua deve notarsi clle 
esse non potrebhero sostituirsi con un'unica iriterpretazione. S ' i n t e r p i ~ t i  
p. es. S 1 corne 1's idea dell'aggregnto elle ha il solo eleiiiento 1 »; N 2 coine 
1'« idea dell'aggregato forinato dagli indiviclui 3 ,  S 1 », ecc. : in geiierale diiiiqiic 
S significhi la totalità degli eletnenti prirtccc getzernti; I%(r 1)  si potrà I~eii  
ancora interpretare coine la totalith degli individui clella seric dei iiiiirieri 
naturali; nia questa volta non saranno più gli individui lwiiihn gettercrti, heiîsi 
tutti quelli che si posso?.zo generare. E se anche 1' si m o l e  iiiterpretare coiiie 
l'idea d'una totalità d'elemeiiti, passerà perb fia essa e I la stessa differenza 
che fra I e S. Ne1 formare una Z' ( 2 )  noi clorreino operarc infinite volte con I 
e considerar quindi delle totalità di elewzerzti che si posso~o genernre coll'ope- 
razione S ;  per assurgere alla concezione di 2' e quiridi di I ' Z '  noi dnb- 
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biaino concepire una possibilità d'un futuro d'ordine più elevato - ci sia 
concessa l'espressione. 

Ed è cliiaro, ed è noto, d i e  non è neinnieno possibile concepire una 
idea priinitiva operazione funzione d'un parametro, che pei cliversi valori del 
parametro divenga le operazioiii S,  1, II',. . . perché queste operazioni costi- 
tuiseono un aggregato identico all'aggregato totale dei nulneri ordinali : se I'"' 
si concepisse futizione del parametro rz, occorrerebbe far variare I L  in tutto 
l'aggregato che si tratta di definire. 

Una defjnizione generativa della totcllith dei nurneri orclinali è dunque iin- 
possibile : noi possiamo solo assumere questo aggregato corne idea priinitiva, 
e corne tale noi postulinnlo clie non esista una operaziorie I clie hiccia cor- 
rispondere ad esso un individuo nuovo, da cliiaiiiarsi successive ad esso. 
Nella coniradclizione cadrenio naturalmente se farenio un'ipotesi contraria a 
questo postulato. 

,4ncora alcune osseruazioni sull'nggregato dei nzcmeri ordinali. 

21. All'antinoinia dell'aggregato dei numeri ordinali si è tentato di dare 
anche altre basi. 

Si è detto anzitutto: concepianio l'aggregato IV dei nuineri orclinali, con- 
cepiaino un oggetto 112 die  a IV non appartenga e cliia~iiiamolo seguente a 
tutti gli itidiviclui di IV: otterremo un aggregato ( IV, *IL 1 ben orclinato e più 
vasto di IV, ed ru si potrà cl~iamare il nuinero ordiliale siiccessivo a W. 

Questo ragiotiameiito è insostenibile. Invero per iiiia parte si parla di 
un aggregato IV di ciii nulla si sa intoi-no al iiiodo di ideiitificnre gli incli- 
vidui; dall'altra si parla di un II& che si vu01 concretare in un oggetto de- 
terminato. Gli elementi di TV non sono itlee distinte, identificabili in altri ele- 
menti del tictto delle cose pensate : per cjueste idee noi pensiarno un concetto 
ordinatore iridefinito m a  clle, per sua natura, non si pub applicare a quegli 
altri oggetti: esso TV è l'nggregato di tutti gli iicrliuidzci clze risdtcino ordi~zati 
s e c o x ~ o  QUEL COHCETTO, e fra questi iiidi\id~ii non vi sono gli altri oggetti 
del nostro pensiero: in particolare non vi è m. 

Riferiaiiioci ancora alIo svilnppo dato prececleiitemente alla generazione 
dell'aggregato. Ile idee priniitive 1, S, 1, ... non lianno in quella definizione 
alcuna interpretazione coiicreta: la generazione descritta produce via via 
nuovi individui, cliversi da tutte le idee clie noi riceviaiiio per altra via; è 
naturale clie queste altre idee non verraniio a orclinarsi ne1 nostro aggregato, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B epp O Levi  : Antinomie logiche ? '209 

saranno anzi rispetto ad esso ~ssenzialinente non ordiiiabili. Si pub bensi 
ricondurle ilel campo del nostro aggregato niedialite una i)tterpretnsione delle 
iclee 1, S ,  1, ... Ma allora, poicliè queste idee priiiii tire soiio infinite, coiiie 
si potrà acccrtare se nz era o non eleinerito di W t  Si pu6 postulare clie quella. 
interpretazione non debba far cadere fra tali eleiiieiiti l'oggetto m ;  nia allora 
si sarà postulat0 clle U L  rion apparteiiga all'aggregato dei riuriieri ortlinali, e 
non si potrà. attriéuirvelo seiiza contraddizione. 

2% Si ragions pure cosi: dato un aggregnto ben oidinato, l'aggregyzto 
di tutti i tipi di iiggregati ben ordiiiati in cui possono coliiporsi i suoi elc- 
iuenti è uii aggregato ben orclinato di potenza maggiore. Applicaiitlo la pro- 
posizioiîe all'aggregato TtT di tutti i nunieri ordinali si iuostra esistere un 
aggregato ben ordiiiato di potenza maggiore. Noii si bada in ta1 ragiona- 
inento die  nell'ipotesi della proposizione che si ruole applicare è che si tratti 
di un aggregato ben ordinato i cui eleiiienti si possaiio disporre in un ag- 
gregato ben ordinato di tipo differente: ipotesi contrarlittoria con yuella che 
si tratti dell'aggregato di tutti i nuineri ordinali. 

83. Chiaino procedinzenfo d i  elementlnxio~ae ogni operazioiie clle faccia 
corrispondere ad un aggregato un individuo. Le idee prinîitire I, 1', 1", ... (n. 17 
e seg.) possono interpretarsi ciascuna in ~ii i  qualunqiie procediiiieiito univoco 
di eleiiientazioiie che possa applicarsi rispettitraniente agli aggregati Z(s), 
2' ( z ) ,  . . . (ad aggregati diversi facendo corrispondere indiridui diversi). A 
vero dire fra i postulati ammessi rispetto a yueste operazioni r'waiio quelli 
clle escludevano che gli individui generati appartenessero ri. certi aggregitti 
ab', M", ...; ma si vede age~olinerite clie cpesta conclizioiie iioii é restrittiva: 
infatti, se si segue la generazione successiva clegli aggregati n ' ( N ) ,  si rede clle 
questa condizione ha solo importanza percib che si chiede d i e  ogni nuoro 
inclividuo generato sis diverso da yuelli precedeiiti e che sopra di esso e 
sugli aggregati da esso derivanti possa operarsi con S e con 1, 1', ecc., ri- 
spettivaniente. Ora la priiiia condizione che l'individuo geiierato sia diverso 
dai precedenti si supporie verificata; la conclizioiie relatira alla applicabilità 
delle operazio~ii S, 1, I',.. . si sodclisfa con una scelta con-veiiiente di esse, la 
yuale d'altronde si è già supposta. 
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Si è già osservato (n. 90) che anche S pub interpretarsi coine una ele- 
ntentcczione, la differenza essenziale fra S e le operazioni I essendo che la 
prinia si applica ad un aggregato cornpletamente geiierato, le seconde ad 
aggregati in potenza di generazioiie (agli aggregati di tutti gli iiidividui che 
possono ottenersi con convenienti ripetizioni delle operazioni S ,  1,. . .). 

Si noti ancora che pub coiisiderarsi un procediinento di elenientazione 
funzione di un nuiiiero ordinale (se si vuole, anche variabile in un yualunque 
aggregato di numeri ordinali transfiniti) in modo clie in un solo procediniento 
si riassuina una serie di operazioni S, 1, ... 

Le conclusioni del ri. 80 possono allora tradursi nella seguente propo- 
sizione di iiiiportanza logica generale : q u a l m q u e  procediniento zi~zieoco d i  
elementcczione n o n  pu6 applicccrsi cc tutt i  y l i  aygreyat i .  Poichè, se un ta1 pro- 
cediineiito di elen~entaziorie (-) si potesse applicare ad ogiii aggregato, si po- 
trebbe interpretare iii esso tutte le idee primitive S, I, I ' ,  ... : si genererebbe 
cosi un aggregato di nuineri ordinali; nia all'aggregato totale che si ottiene 
dopo ayer applicata iiidefinitaniente questa operazione - y u u ~ t o  possibile -, 
l'operazione iiiedesinia non sarebbe più applicabile. 

Fra i procedimenti di elenientazione. v'ha « il concetto di » : la conside- 
razione dei numeri ordinali corne tipi degli aggregati ben osdinati ci aveva 
già condotto per altra via ad ammettere che vi sono oggetti cui non è ap- 
plicabile « il concetto di B. 

24. L'antiiiomia di RC~SSELL trova la propria giustificazione nelie os- 
servazioni precedenti. Ricordiaino anzitiitto in che cosü essa consista: Con- 
sideriamo l'aggregato E degli indiridui che si ottengoiio elenientando aggre- 
gati che non coiitengono se stessi eleinentati: si chiede: elenlentando E si 
ottiene un individu0 di E O un iridividuo non appartenente ad E t  Coniunque 
si risponcla si cade in contraddizione. 

L'origine della contraddizione sta in yuesto che s'itninagiiia fissato un 
procedinlento di eleinentazione e si amniette clie tale procedimento si ap- 
plichi ad ogiii aggregato, in particolare ad E: nia la contraddizione cade 
se E non pub elementarsi con quel procedimento. 

La conclusione d'altronde pub essere approfondita. Senza far capo alla 
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contraddizione in inisura maggiore di quanto occorra in una yualsiasi diinostrn- 
zione per assurdo, noi possiamo inostrare che il nostro aggregato E coiitieiie 
parti non elelnentabili col proceditnento di eleinentazione clie si sarà fissato ; 
anzi ogni  parte  elementabile d i  E è contenuta in ?ma parte d i  E n o n  elewzenfabile. 

Osservianio anzitutto che, se E, è una parte eleinentabile di E, e l'in- 
d iv idu~ otteriuto dalla sua eleinentazione è / El ) = e,  , e,  è zcn inclividuo 
d i  E che non nppart iene  ad E, .  Clle el sia indiriduo di E è chiaro: inrero 
o esso appartiene ad E l ,  e percid a E, ovrero non appartiene ad E l ,  ed al- 
lora è individu0 di E per definizione. Ma poicliè esso appartiene ad E non 
pu6 per ln definizione stessa di E, essere eleinento di E , ,  onde risulta la tesi 

Ci6 posto, sin E l  una parte eleinentabile di E ;  l'elenie~ito generato ele- 
inentandola sia e ,  = [ El 1 : sarà allora anche parte di E l'aggregato (E, , e , )  = E? ; 
e se questo è eleineiitabile, e l'individuo generato elementandola è e,  = ( E 2  1 ,  
anche (E, ,  e,)= E, sarà parte di E. Se si alninette che l'operazione di ele- 
inentazione considerata si applichi indefinitaniente agli aggregati E,, E,, E,,. . ., 
si potrà interpretare in e, I'individuo 1 del il. 16 e seg., e 'iiell'operazionc 
clîe porta da e,  a e,, da e,  a e,, ... l'operazione S. Si consideri allora l'ag- 
gregato (El,  el, e, ,. . .) = Eu che è certo parte di E, e si alninetta che esso sia 
elementabile: in questa elenientazione si potri inteipretare l'operazione 1. 
Cosi proseguendo si interpreteraiîno successivainente tuttc le operazioiii I'"', 
tincl-iè l'elementazione considerata è applicabile, e negli individui successiva- 
mente generati e ,  , e,, . . . si avranno dei rappresentanti dei nutneri ordirinli (*). 
L'aggregato costituito da El e da tutti questi individui non potrà mai essere 
elementato. 

25. Meno diseussa è l'antinomia sulla quale ha ricliiaiiiato l'attenzioiie 
il RUSSELL iiieclesiino (**) e poi il BOREL (***) clie risulta quciiido si appliclii 
al « tutto » la proposizioiie che : dato UN agyregato qua l s ins i  esiste s e r ~ ~ p - e  w z  

-- - 

(*) Se e, , e, , . . . noii saramo essi inedesi~ni nuineri ordiiiali, I'operaiioiie di ele~iieiiti~- 
zioiie dovrà arrestarsi priilia di aver geilernto lin aggrepato riferiliilr alla totüliti (lei iiuiiieri 
ordiiiali. 

(**) PrimipZes of Muthernatics, pag. IO??. 
(***) Bulleti*~ de la Sociéte' nzatlzéjwatique d e  France, 33, 1905, pag. 273. 

A+anati da Matenzatzca, Serie III, Toino XV. 
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aggregato di ~tzaggior potenen, Z'aggregato che ha yer elemeibti le p w t i  del 
primo (convenienternente elenzentate). Esisterebbe dunque un aggregato di po- 
tenza maggiore del u tutto B. 

L'antinoniia proviene esclusivaliiente da1 fütto che non sono coinpleta- 
inente enuriciate le ipotesi tlelln proposizione che si applica. Per cliiiiostiwe 
questci proposizioiie si dice infatti : s i t~  h' l'aggregato dato, N l'aggregato 
delle sue parti coiivenientemente elemeiltate; fra le parti di E vi sono le 
parti elelilentari, costituite da un solo individuo di E ;  quindi E è! contenuto 
in H. Allora O ln potenza di 11 è maggiore di quella di E, ovvero B ed $1 
Iianiio la stessa potenza. La 2.& ipotesi è assurda: supponiaino infatti clle 
fra E ed H esista una corrisporidenza biuniroca; vi saraiino certo eleinenti 
tli R clie non appnrtengono all'aggregato clle, eleinentato, costitiiisce l'elmeiito 
corrispontlente di H. Infütti, riella contraria ipotesi a ciasciin individuo di E 
clovrel~be corrisponilere in H l'individuo iiiedesinio (l'aggregato costituito da 
esse solo, eleiiieiitnto), e quiiicli iiessirn elemento di E' potrebbe corrispoil- 
dere a quegli individui di H clle si ottmgolio eleineiitaiido parti non ele- 
nieiitari di E. Sia sllora A l'aggregato degli eleiiieiiti di E tali che, nella 
supposta corrispondeiiza, l~anno  per corrispondenti in H i risultati della ele- 
ineiltüzione cli aggregati clie rispettivarnente non li conterigono. Se l'agçre- 
gato A è elementabile, all'elemento di H da esso generato corrispoiiderà in E 
un individuo a :  ora questo individuo non pu6 apparteiiere ad A perchè 
nessun individuo di A corrisponde ad unil parte di E clle 10 contenga; d'al- 
troride se esso non apparteiiesse all'aggregato corrispondente A, sarebbe, per 
definizione, individuo di A, il clie è contradittorio. Si elimina la. contraddi- 
zione solo supponendo che non esista la corrispondenza biunivoca fra E ed H. 

In questo ragionaniento si suppone: 1 . O  clie il procediinento di eleinen- 
tazione üdottato sia applicabile a tutte le parti di E, in particolare ad A ;  
8.0 che l'individuo otteiluto elenientando A non possa ottenersi elementando 
anche altri aggregati parziali di E. 

Riguardo a questo secondo punto è necessaria c p l d i e  dilucidazioiie : 
.voglio niostrare coine l'ipotesi cui si acceniia non si verifica quando E sia 
il tutto e q'uindi contenga le proprie parti, elen~entate. Supponiaiiio dunque 
che M sia una parte di E che, elementata, dia l'individuo az di E medesiino. 
Quando iloi passeremo a formare H, trovereino anzitutto l'elemento .11z corne 
risultato dell'elementazione di A l :  ma  una parte elementare di E sarà ~w 
stesso: eleiiientandolo si avrà tn o un altro iildividuo di HZ Ci6 dipende 
dall'operüzione eleinentaiite considerata, ed è ugualiiieiite plausibile ainmet- 
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tere clle si ottenga 1% rnedesimo O che si otteriga un altro individuo di H. Si 
amnietta la prima ipotesi e coiiie aggregato JI si prenda l'aggregato A di 
pur ora: individui di A siano -- per precisare - quelli il cui corrispoiideiite 
in H non si pu13 ottenere elemeiitando nessun aggregato parzinle di E cui 
essi medesinii appartengano; basteià suppoire clie l'individuo a corrispon- 
dente ad A eleinentato sia il risultato inedesiiiio dell'elen~entazione di A; 
esso non dovrà apparteiiere ad A perchè avrà per corrispondeilte in II il ri- 
sultato dell'elementazione deli'aggregato forniato cial solo individuo n ; senza 
clie percib si cada nella contraddizioiie. Se poi A si costituisse con c~uegli 
individui di E il cui corrispondente in H si pub ottenere eleinentando qunlclie 
aggregato parziale di E cui essi non appartengono, basterà supporre d ie  
l'individuo cc, corrispondente ad A elementato, non sia l'iiidividuo medesiiiio 
çenerato dall'elementazione di A, perchè al10 stesso ii~odo si eviti ogiii con- 
traddizione (*). 

Se invece si ammette la seconda ipotesi e precisamente si aniniette clie 
oçni volta che si elenienta un aggregato forninto d'un solo individuo, l'in- 
d iv idu~  elle si ottiene è diverso da questo, e che eleriimtando aggregati di- 
versi si otteiiçono individui diversi, l'applicazione di una successione di ele- 
rnentazioni analoga a quella del n. 24 e l'ipotesi elle E sia il « tutto >> ricon- 
duce a riconoscere che non è soddisfatta la 1." ipotesi del ragionaincnto 
(l'applicabilità illimitata del -procedimento di elementazione). 

La proposiziorie che l'agyregrcto delle par t i  d i  un agyreyato  71n potensa 
mnggiore  dell'nggrcgnto ewdesisco Holz. è vercc per  ogn i  aggregnto; i l c  pnrtico- 
lare  n o n  è v e r a  y e r  i l  « tutto B. 

26. La precedente discussione ci ha condotto a precisare alciini coii- 
cetti logici non suficienteinente ricoiiosciuti e taliine cautele clie il ragiona- 
inento deduttivo ricliiecle. 

Abhiaino visto che è inutile rifarsi, coine lirtiino voluto taluiii autori, atl 
una nozione di aggregati ben definiti e non ben definiti, nozione the d'al- 

(*) Si noti che la eorrispondenza fra E e H pufi essere En onedesimn nellt: due ipotesi, 
perchè gli aggregati A corrispondenti ad esse sono diversi. 
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tronde abbiatno mostrata insussistente. Ma la sola condizione perchè le de- 
duzioiii possano compiersi con esattezza è che accuratamente si distingua 
fra ci6 clle è idea priniitiva e cib clie è idea definita. L'enunciato del RICHARD 
ci ha palesnto due idee (E ed A!) che fungono in esso da idee pririiitire pur 
avendo l'apparenea di esservi coinpletamente definite. Ora non pub certo 
essere argoiiiento di rneraviglia che risultino contradittorie iclee primitive 
cui si in~ponga di soddisfare a postulati scelti senza opportune cautele. Quel 
che rendeva ripuçiiante la contraddizione era l'appareiiza che le sole idee 
cui si üveva ricorso per 'costruirla fossero quelle della logica coniune insieme 
con le itlee primitive clell'aritnietica ; e troppe teorie mateinüticlie ernnu state 
costruite con esse perclik la conclusione della incompatihilità potesse facil- 
mente accoglicrsi. 

87. Le altre antinomie ci hanno condotti a precisnre un concetto lo- 
gico: m i  conosciaino procediiiienti iiientali per cui dall'idea di un aggregato 
passianio all'idea di un iiidividuo il quale, insieme alla conoscenza di detto 
procediinento, (leterinina in modo univoco l'agçregato da cui proviene: noi 
li abbiamo cliiainati procedimenti univoci  d i  elementazione, e siairio stüti con- 
dotti ad afferniare che : 

dssegnato  un p a l s i m i  procedimento univoco d i  eleweentctione, esistono 
aggregnf i  cui i l  procedime~ato uzedesiuzo no$% si c c p p l i c ~ ~ ;  possiaino quindi dire 
clle i l  campo di applicnbil i f i t  del procedimento assegnnto n o n  nbbrnccin m a i  
l n  totalitiç degli ngyregati .  

I I  linguaggio coniune potrehhe indurci a disconoscere tale proposizione : 
iiifatti ci pare di ricoiioscere un procediinento di eleinentazione iicll'opera- 
zione elle si rappreseiita con « l'idea di »: nori è difficile vedere perb che 
con yueste parole non si rappresenta un'operazione logica deterininata, coine 
ci haniio mostrato, p. es., le considerazioni del n. 20 e del $ 4;  qui vo- 
glianlo agçiungere al riguardo alcuiie altre osservazioni. 

Un'operazione è logicainentc determinata yuando sono note le proprietà 
del risultato di essa: il cotiteuuto intuitivo di essa è indifferente. Possiamo 
noi dire clie siano determinate le proprietà del risultato dell'operazione 
« l'idea di » appl icata  a un nggregato punisinsi? Se per es. a è un aggregato 
costituito d'un sol ele~neiito, « l'idea di a » è la stessa cosa che l'individuo a 
o è cosa-diversa? fi questo il principio cl'una serie di indeterminazioni che si 
dovrebbero risolvere caso per cüso : si pu6 tentare una risoluzione generale : 
l'an tinoiiiia del RUSSELL mostra che il teiitativo deve necessarianiente riu- 
scii-e vano, perchè v'ha contraddizione fra 17essere l'operazione definita o l'es- 
sere applicabile ad ogni aggregato. 
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D'altronde iioi non ragioniamo mai sopra « l'iden di un aggregato » bensi 
sopra t< l'astrazione di un aggregato fatta rapporto ad una sua proprieth », 

perché gli oggetti di ogni nostro ragionaiiierito non sono iiiiiiingiiii itleiitifi- 
cabili per sè, ma iiîîagini indeteriiiinate legate soltarito da inutue tlipenclenze. 
Cos1 nella « classe dei nuiiieri interi » noi lion vecliaino certo la succc.ssioiie 
dei segni 1, 2, ...; ma indifferenteinente c~ualunque coinplesso di iiii:~gini le- 
gate dai postulati fondainentali dell'aritiizetica. E di (pesta K cliisse dei nu- 
meri interi » noi ci facciaino due idee assoliitnniente distinte secoiidocliè iioi 
consideriaino « l'astrazione della successione dei nuliic4 interi fiitta ral)porto 
all'ordinamento » o « l'astrazione della classe dei nuiiieri interi fatta rapporto 
al riferiinento biunivoco ». Per vecierlo basti osservarc che « 17irlea » coiii- 
spondente alla seconda astrazione deve a i i~met te~e  coiiie un rnppreseiitante 
« l'aggregato delle frazioni ». È evideiite alloi-n clie una determinata nstrn- 
zione non si applica a tutti gli aggregnti. - Ogni aggregato hen ordinato die  
non sia l'aggre9zto totale dei nuineri ordinali si puci astrarre rispetto nll'or- 
dine, coine ogni segrneiito della successione dei nuineri interi si pub üstrarre 
rispetto al numero degli itzdividui, generandosi cosi l'itlea, di tipo. - L'an- 
gregato degli aggregati ben ordinati che non contengono il proprio t i l~o  
(astrazione rispetto all'ordine O al nuinero) è l'aggregato di tutti gli aggre- 
gati ben ordinati fatta eccezioiîe per i segmenti della successione dei nuineri 
naturali e per l'aggregato totale dei nuineri ordinali: fra questi aggregati ec- 
cezionali i priini contengono il proprio tipo (numero ordinale), l'ultimo non 
ha tipo, e non ha quincli tipo 17aggregato considerato (n. 14). - L'aggregato 
degli aggregati che non- contengono se stessi elementati non lia senso pre- 
ciso finchè non è definito il procedimento di elementazione: coinunque perb 
si fissi yuesto procedimento, esso 11011 si applica all'aggregato inedesimo. 

88. Malgrado queste osservazioni, io non posso naseonderini chc la 
conclusione enunciata debha trovare yualclie ostacolo in cih clie si cliiama 
senso comune : nell'abitudine, per esser precisi, a passare sulla qiiestione 
senza analisi e senza attribuire alle parole un senso hen determinato. 31i si 
permetta perb un raffronto: appena noi concepiaino uiia serie ordinata, in cui 
si possa parlare di precedente e di successivo, la mente corre subito all'idea di 
un irnmediatamente precedente e un in~mediatamente successivo. - In quanti 
abbozzi grossolani di ragionamenti noi ci facciamo üncora questa illusione 
percliè è comoda ali'inîn~aginazione! - La nozione di aggregati ordiiiati in 
cui queste espressioni non hanno senso (siano del tipo ri dei nunîeri razio- 
nali, siano del tipo 6i del continuo, ...) si è formata solo sotto la pressione 
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di necessità logiclie e lia dato luogo a lunghe dispute. Ancora oggi, se non 
la rafforziaii~o continuamente col tener presente alla inente tüli necessità, 
essa tende a sfuggirci, e forse la pretesa cui molti aderiscono clie ogni ag- 
gregato sia heil ordinabile non è che il riflesso della vigoria clle ne1 nostro 
pensiero Y« irnmediataniente priinn » e 1'; imniediatamerite dopo » coiiservaiio 
malgrado che la forza stessa del pensiero abbia loro strappato un certo 
doiiiinio. 

Mi pare clie il rapporto fra il principio che ho enunciato e le antinomie 
clie tende a risolvere sia bene assiinilabile al rapporto fra il concetto della 
successione continua e l'ipotesi dell'ordinainento discreto. 

29. L'idea clle, per allontanare le aritiiiomie dalla teoria degli aggre- 
gati, occorra precisare i postulati relativi alla nozione di aggregato si è già 
preseritata a vari autoïi (RUSSELL, ZERMELO, K ~ ~ N I G ,  SCHOENFLIES, PO IN CI AH^, 
RICHARD, BOREL,...). Perb i procedimenti escogitati tenderehbero presso al- 
cuni - la scuola francese, disei - ad escludere dalla matematica i ragiona- 
iiieiiti sopra l'infinito: è una strada elle non si pu6 seguire senza deriiolire 
troppe conquiste del pensiero mateinatico ; presso gli altri si è tentato in gene- 
rale di negare il nome di aggregato a certi gruppi, sistemi, classi - che dir 
si voglia - di individui, di riegsre che ogni proposizione abbia forza di distin- 
guere il tutto in due parti: degli inclividui per cui la proposizione è vera e 
di quelli per cui la proposizione non è vera - è che ciascutia di yueste parti 
sia una classe. Rfa se sono pensabili oggetti che godono e oggetti clie non 
godono di queste proprietà (nè occorre precisitnieiite clle esistano gli uni e 
gli altri), tüli esclusioiii non possono essere clie provvisorie. Ai gruppi, si- 
steiiii, classi clie non si son voluti chiamare agyregccti bisognerà pur trovare 
un altro nome: la teoria di quel clle si cliiamerà allora aggregato non sarA 
clle la teoria d i  yuegli « aggregati secondo 'l'antico vocaholürio » i yuali go- 
dono di particolari proprietà, ma la difficoltà resterà tutta intera. E cpanto 
al dichiarare una proposizione incapace di definire una classe, pare (pesta 
uiia lesione troppo forte alla logica conlurie. 
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Le varietà a curve sezioni ellittiche. 

(Di GAETAKO SCORZA, a P ( ( 1 ~ r î ~ o . )  

L e  ricerclie dei professori Casm <rvuovo .i ecl ENHIQUES siille superficie e 
sulle varietà tricliinensioiinli a curve sezioiii ellitticlie facerano preretlere che 
auinentando la diineiisione il nutiiero dei casi possibili di lariet '  a a ciirre se- 
zioni ellitticlie dovesse andare diininueiirlo. 

Questo lavoro conferma appuilto uiia tale previsioiie, in qiiaiito t1iinosti.a 
che, eccettuate le forme cubiclie, le quarticlie iiitersezioiii di due quatli~iclie 
e le varietà. costituite da u n s  oo' ellittica di spazi liiieari, noil si liniino, al- 
l'iiifuori dei coni, altre varietà a c i m e  sezioni ellitticlie la cui cliiiiensioi~e 
superi 6. 

Più precisainente, riiiiiendo in iiii enuiicin to unico i risiilta ti t l i  (luesta 
hleiiioria con quelli già otteiiuti dai professori C A S T E L ~ U O V O  ed E N J ~ Q ~ E S ,  si 
lia il seguente teorenia: 

Ogni  V ;  irriducibile n o n  conica d i  S, a c w v e  sezioni elzittiche è:  

a )  una oo' ellittica d i  8,-,, oppure 
b )  una f o n m  cuhica d i  S,.+, , oppure  
c )  è raaionale ed è proiexione d i  una W; normale  n o n  conica d i  ~rîzo 

spazio  cc n + k - 2 diînensioni,  con k q u n h n p e  se 1; = 4 e con k 6 se lz -L 9. 
L e  Wk n o r m a l i  n o n  coniche d i  S,+,-, si r i chco~zo  poi  : 

c') per  n = 4 e k qun lunque  alle TV;: bas i  de i  fasci d i  qundriche c7i SA ,; 
c") per k = UL [coîupreso i l  caüo d i  ut = 3 che v ientvn in O )  e d i  n = 4 

che r i en t ra  in c')] alle W; d i  S,, ( n  f 9) s tudiate  da1 prof .  DHL PEZZO e r n p -  
presentabili su1 p i a n o  O wed ian te  i l  s is tema d i  tutte le cubidke y i a n e  y e r  9 - lz. 
pzctzti buse, o anche,  se n = S, mediante  il s is tema d i  tutte le qltartiche p inne  
con d u e  pzcnti dopp i  assegnat i  ; 

c") per  k: = 3 ed n > 4 alle W,  determinate d n l  prof .  ENRTQUES, le qicnli 
d a n n o  luogo a sei t i p i  (general i )  diversi ,  cioè a u n  t ipo pel quale  16 = 5, tre 
t ip i  pei  q w d i  n = 6 e in f ine  dae  t ip i  pei  yua l i  s i  l m  rispett iunmente n = 7, 8 ;  

cly) per 12 = 4, 5, 6 ed n = 5, a l la  WB d i  S, che rappresen ta  ne1 solito 
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modo  l a  var ie tà  cletle rette d i  ?.cn S ,  e nlle W; e W: che se n e  ottengono In- 
gliccndola med ian te  s p a z i  a 8 e 7 d i w e n s i o n i ;  

cV) per  lc = 4 ed rt = 6 a l la  IV; ( d i  8,) del prof .  SEGRE,  clhe rappresen fn ,  
senaa eccezioîze, le coppie d i  p u d i  d i  d u e  p i a n i ,  e alla W4 ( d i  8,) interseaione 
res idua  d i  un cono W ;  projettante d a  .un piccizo u n a  superficie d i  Veronese e 
d i  u n a  q7cndrica che p a s s a  pel vertice d i  IV: ed ha colnune con esso u n o  dei 
suoi  oa2 coni quadr ic i  a quat tro  ditnensioni. 

Particolari più minuti sui vari tipi possibili, corne anche le necessarie 
citazioni bibliografiche, si troveranno a suo luogo più innanzi; qui basti aver 
presentato, per comodità del lettore, in rapido cjuadro riassuntivo, le varie 
ricerche che esauriscono orinai la questione della deterniinazione delle va- 
rietà a curve sezioni ellitticlie. 

Aggiuiigereino soltanto clie niediante i risultati di yuesto lavoro si pub 
passare facilniente alla determinazioiie dei tipi, irriducibili per trasforinazioni 
crernoniane, di sistemi lineari (seinplici e di grado n > 3) di forme di un S,. 
a curve sezioiii wriabili ellitticlie, e che 10 studio delle IV; ( h  r 6) i~ientre 
clà luogo a niiove proprietà, clie pajono interessanti, dello spazio rigato a. 

quattro dimcnsioiii, conduce, per k = 3, a una costruzione divatta di un no- 
terolissin~o gruppo m3 di trasforniazioni creinoiiiane incontrato per la prima 
rolta dai professori ENHIQUES e FBR'O. 

1.' Coiisiderianio una varietà .yualsiasi irriclucibile V;, d'ordine n e di- 
tiiensione Tc,  appartenente a uno spazio S,., clie dagli Sv-,+, clello spazio alri- 
hiente sia tagliata in curve ellitticlie. 

Se r > k + 1, proiettando la Vk da un Sv-,_, geiicrico sopra un S,+, si 
ottiene in quest'ultimo spazio una Vi;, in corrispondenza birazioiiale con Vk, 
clie dai piani dello spazio stesso è tagliata in curve ellittiche d'ortline n, 
quiildi : 

Ogni  V i  (irriducibile) d i  S,  ( r  > k + 1)  n c w v e  seziov~i ellittiche s i  pzcb 
trasformcrre bircraionakuente in una ipevszcperficie V*; d i  un S,+, a seaioni 
y iane  ellittiche. 
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2.' Ci0 posto, sia 17: una foriiiit (O ipcrsuperficie) irricli~cil~ile di S, , 
a sezioni piarie ellitticlie e snppoiiiaiiio cli tagliaih con uii piano generico. 
La sezione sarà uiia. c u i n  ellittica tl'orcliiie n e quiritli, se rz > 3, aniiiietterü 
u ~ z a  curva nggiuiita. d'ordiiie n -  3, y , , - , ,  clie non la iiicolitierà i i i  alcun 
puiito fuori dei punti iiiultipli. 

Ora tlico clip, se V; iioii è unn mi el lit tic;^ di S, , , al rariare del piano 
secante la curva p,,-$ desciire uiia +;-hsub-cryyi~tntcc a V : ,  ossia uiin fnriiia 
Coi-dine 1% -- 3 che iielle vxrietà iiiultiple di 17; (Li tliiiieiisioiie k - 1 (e non, 
eveiitiidiiieiite, in quelle di tliiiieiisioiie iniiiore) si comporta voiiie le for:i!e 
aggiunte a V:; iiiolti-e tale ilon taglia 1'; fuori delle varietà iniiltiple. 

Supponianio clie il teoi.eiiia sia vero per le Vk-, di SA. e tliiiiostriaiiiolo 
vero anche per le V ;  di S,,, ; dopo ci& esseiitlo rero per k - 2, yer uiia 
nota tliiuostrnzione del prof. CASTRLNCTOT'O (*), s a r i  -ver0 in geiierale. 

Per questo si coiisideriiio nello spazio aiiibiente S,,, un SA-, geiierico 
e il fascio di iperpiaiii clie 10 lia per asse. 111 ogiiiiiio clegli iperpiaili tlel fit- 

scio la T'; avrà per traccia uiin V;- ,  clle iioii potrà essere i i i i iL 00' ellittica 
di 8,-, e quiildi tale I;;-, anmetter i  (per ipotesi) uiiü foi-iiia sulraggiuiitn 
41;:: clie noil la taglierà fuori clelle ~arithtà iiiiiltiple. Di più le oû' dg-:; reln- 
tive agli w' iperpiani del füscio taglieraniio tutte 1' SAP, asse tlel fascio nella 
sfessa ct);~; suls-aggiurita alla 1';-, ove l'asse in discorso tagliü la. data 1';; 
quiiidi il luogo di quelle nc' @:I: sa& uiia piircl~i: iiessuiia di esse si 
spezzi rie1 corisiderato 8,-, e in uiia residiia m, , d'ordiiie n 4. 

Mü si vede subito clie iielle ipotesi fatte uii ta1 caso iioii pu6 presen- 
tarsi. Se iiifatti per uii S,  , gerierico dell' S,<+, 1)asstlsse cjualclie il~erpiaiio 
secante Vk in uila V;-, con uiia a",; sub-nggiurita spezzata iiell'S,-, e i i i  

uila residua u;~:, lai V;-, sarebbe tagliata dalla m;:; in tutti i puiiti della sua 
intersezione con 1'S,.-, , e quiiidi aiiclie in puiiti estemi alle sue varieth 
multiple di diiiieiisione k - 2, cioè essa non sarebhe irritluc~ibile. Allora ta- 
gliarido Vb con un 8, generico si otterrebhe una siiperficie V :  tale che per 
ogiii retta del suo spazio passerebbe qualclie piano secante la V ;  in una 
curva spezzata, cioè V ;  sarebbe uiia rigata oppure la superIicie roiiiana di 
SPEINEH (**). 

(*) Sulle sqierficie ulyebrielze le cui sezioni picme sono c u w e  ellittiche (Reiidic. R.  Accad. 
dei Liiicei, 1 . O  semestre, 1894). 

(**) CASTELNUOVO, Sitlle superficie ulyebriche che u~nvzettoizo ztrb siste)izn tloppicc))tetcte ire@- 
tiito d i  seaiotzi p i m e  ricltcttibili (Atti della R. Accad. dei Liiicei, 1894, 1.O semestre). 
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Di queste due alternative, la. prinin contrasta con l'ipotesi clie V; non 
sia una CY)' ellittica di S,-,, la seconda (che porterebbe a n = 4 e piii pre- 
cisamente a coiii otteiluti Fer proiezione da  un cono clie proietta da u11 8,-, 
iina superficie di V E K ~ N E S E  (*)) con l'ipotesi clie V: sia a curve sezioni ellit- 
tiche, dunque è dirnostrato clie il luogo di quelle aol a);-: è uiia 

Tale a;-3 non taglia V; fuori delle sue varietà inultiple, cliiiicp ogni 
piano dell' S,,, taglia V; e in uiîa curva d'ordine » ellittica e wlln cor- 
rispondente curra aggiuiita T,,-~ d'ordiiie n - 3 ;  e questo hasta per tliino- 
strare il teoreina enunciato. 

3 . O  Consideriaino ora iuia V; di S,+, a curve sezioni ellitticlie clie non 
sia una oo' ellittica di S,  , e cli~iiostriamo che, se 12> 3, si pub seinpre co- 
struire un sistenîa lineare aoW+"-? di V;-' sub-aggiunte a V; che tagliarlo su 
V;, fuori delle varietà niultiple di dimeiisione k - 1 (eventualinente esisteiiti), 
un  sisteiiia liiieare ooW+"-" di Vb-'. 

Poichè il teorema è vero per k = 2 (ne1 yual caso, anzi, si riconosce (**) 
che per ognuna delle (p,, ,, sezioni di 17'; coi piani dello spazio aliibiente, 
passano ool superficie sub-aggiunte a V;),  per diinostrarlo iil gerierale 
basterà far vedere clle esso è vero per uiia V; di AS,.,, quaiido sia vero per 
una Vk-, di S,, e riguardo a questa sarà inoltre lecito supporre che per 
ogni V;:; sub-aggiuntü a una sezione iperpiaua passino aol V ~ I :  suh-ag , 

giunte a V; -, . 
Considerianio dunque un S,. , generico di S,+, , la varietà lit-, secoiido 

cui esso laglia V: e una w;:; sub-aggiimta a questa. Un iperpiano x clle 
passi per 17S,, taglia V ;  in una V;-, che contiene la Vk-,; quiridi per la 
mi:: passano col CD:_; sub-aggiunte alla Ir;-, e di queste oo' una potrà 
essere fissata iinponerido clie essa tocchi in un punto A di @;II:, esterno 
alla sub-aggiunta a V ;  un iperpiano 7 condotto coniunque per 1'8,-, 
tangente in A a @;si, ma che pei.6 non contenga l'Sb-, eorisiderato. Va- 
riando u intorno all'S,-,, la 4$1; cosi fissata descriverà una @:, il cui or- 
dine cc non potrà differire da n - 2, perchè (non potendo essere evidente- 
mente inferiore a $2 - '2) se fosse nraggiore di n - '2, per c p l c h e  posizione 
di a la corrispondente @$,!,!S dovrebbe spezzarsi in un 8,-, e in una residua 
@;:: passante per A ;  e questo non pub accadere, se, coine appunto si é sup- 

(*) ENRIQUES, S u i  sistemi lilzeari d i  superficie alyebriche ad ii~terseziolzi variabili iperel- 
littiche (Math. Annalen, Bd. 46), n.0 9. 

(**) CASTELNUOVO, loc. cit. n .O 8. 
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posto, R non si trova sulla @lP3 suh-aggiunta alla V:. La elle cosi si ot- 
tiene è dunyue una mb-klie lungo le varietà iiiultiple di dimensione k - 1 
di Vk si comporta. conze le forme aggiunte; e di tali @bP2 per ogni d),":: sub- 
agçiunta a uua sezioiie iperpiana di V ;  ne passano m, percliè la costruzione 
precedente rie forizisce appunto CQ' quando si prenda per S, , un 8,-, del- 
l'iperpiano considerato, per @;:; la @;:; secondo ciii tale S, , taglia la @: ; 
in discorso e per iperpiano T uno degli m' iperpiani passanti per YS,-, 
tangente a a;:; in un punto generico A della si_,". Piii di oo' @;-be r  una 

sub-aggiunta a una sezione iperpiana no11 possono passare, percl-iè di 
esse una sola si spezza nell'iperpiano della sezioiie e in una residua 
sub-aggiunta, dunque le @;-5ub-aggiut-ite a V: sasanno x ~ + ~  se C I O ~  sono 
le 0::; suh-aggiunte a una V,"-,. BIa per ipotesi queste sono w " S h  ', dunque 
le a$-Vormario un sisteiiza lineare ma"+' ' ed è cliiaro cl-ie esse tagliano 
sulla V; un sistema lineare mW+' Vi V;_,, poichè rz è il nuinero dei punti 
in cui si tagliano fuori dei puiiti riiultipli una curr-a piana ellittica d'orcliile $2 

e una sua curva üggiunta d'ordine 12 - 2. 
4.' 11 sistema lineare di V;-' tagliato sulla Vb (12) 3) dalle forii i~ sub- 

aggiunte di ordine 16 - 8 è un siste~iia clle contiene le sezioni ipeipiane di 
Vk, dunque è seniplice e di grado n e pu6 servire a trasformarc birazio- 
nalmerite la V; in uria TV; normale di uno spazio a 1% + k - 9 dinîensiorii, 
di cui la V ;  pub peilsarsi (a ineno di una trasforiiiazione oiiiografica) coiiie 
proiezione. 

Ora si osservi iii primo luogo che se TV; è la varietà nortiîale di S,, , 
da cui pub dedursi per proiezione la V $  di S,,, ottenuta proiettarido sopra 
l'S,+, da punti esterni una V*; di Sr, il sistema lineare conîpleto rlie con- 
tiene le sezioni iperpiane di V*; si muta ilel sisterna lineare coiiipleto d ie  
contiene le sezioni iperpiane di VI, cioè in quel10 delle sezioni iperpiane 
di W ; ;  yuindi V*; pub perzsarsi anch'essa corne proiezione della $VI da. punti 
esterni. In secondo luogo è chiaro che la TV; noriiiale di S,,, ,, essendo ta- 
gliata da un S, iii una V';, per una osservazione del grof. ENRJQUES (*), con- 
terrà sernpre unn curva razionale ilorniale irriducibile ci'ordine 11. - 3 O, se 
n = 8, d'ordine n - 4; ed è pur chiaro clie dallo spazio di una ta1 curra . 

la TV; si proietta hiunivocamente sopra uri &. O sopra una quadrica di S,+, . 
Infatti se la IV; contiene una curva razionale iiornîale d'ordine 11 - 3, un S,  
che passi per YS,,-, di cjuesta curva taglia IV: in uiia V ;  clie pub proiet- 

(*) ENRIQUES, loc. cit. al n . O  '2 di questo lavoro. 
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tarsi da1l'S.-, hiutiivocaiiiente sopra un piano e se la W ;  contiene una curva 
razionale normale d'ordine I L  - 4 iin S ,  che passi per lo spazio S,, , di questa 
laglia W ;  in iina Vrf clie dall'S,, , stesso liene proiettata biunivocaiiiente 
sopra iina quadrica. 

Possianio pertanto enunciare il teorenia : 
I;WL di S,. n cztrv~ setioni ellittiche O è una oo' ellittica d i  8,-, O, se 

non è zcnn fo rma cubiccr (*), è razionale. In quest'ultin~o cnso puo pensarsi 
come proi~xione t7n p ~ r n f i  esterni d i  zozn VI norfimle di  S,+-, CG curtre sexiovhi 
ellittiche normnli. 

5.' Col prof. EXRIQCES distinguianio in specie le V ;  (la > 3) normali di 
S,+,-2 cliiainando della. 1." specie quelle clie contengono delle curve razionali 
iiorinali d'ordiiie 16 - 3 e della 2." specie quelle clie conteilgono soltanto clelle 
ciirre razioriali riorinali d'ordine rz - S e che cjuindi sono rlell'ordine 1% = 8. 

Ililiiostrereiiio piii iiiiianzi clle quelle di 2." specie per k>3 sono tutte 
dei coni, qiiiridi per il inoinento rivolgereiiio la nostra attenzione alle V ;  di 
1." specie. 

6 . O  Sia V ;  utia varieth di 1." specie e sia C" utla sua curva razio- 
nale ilorinale d'ordiiie n - 3. Se da117 Sn-,, z, clie contiene la C " - h i  pro- 
ietta la V ;  sopra un &., la proiezione risiilta, corne già. si è detto, biunivoca, 
le V :  sezioni della VI: con gli S,  passaiiti per a si proiettano nei piani di S, 
e le sezioni di Vlf con gli iperpiani per a si proiettano negli iperpiani di 8,. 

Inrece un iperpiano geilerico taglia V :  i n  iiria VE-, che ha soltanto ta - 3 
punti coinuni con la C n - Y i  a ,  quindi tale V;', si proietta in  una forma 
cubica di S,, e si ha il teoretna : 

Ogni VI: norrnnle di 1." specie si pLo rappresentnre yunto per punto s o p n  
un IS, per modo che le sezioni iperpircne ctbbiccno per iwu~agini le forme cu- 
biche di  sisterian litzeare corrtpleto. Fra qzceste forme ue ne sono ook spezznte 
in  u n  iperpiano yucclunyme dell' S, e in zcna quadrica fissn Vb-, . 

Alla quadrica Vi - ,  che coiiipare in questo enunciato si pub pervenire 
anche in altra maniera. 

Essa è iiifatti la varietà dei puiiti dell'S, rappresentativo clie corrispon- 
dono ai punti di Vb infinitaniente vicini ai  punti della CnP3 contenuta in a ;  

qiiindi pub riguarclarsi coine il luogo degli ao' spazi lineari di S, i cui punti 
corrispondorio alle direzioni delle tangenti a VliC uscenti dai punti della 

(*) Notisi che se una V: è a curve sezioni ellittiche essa appartieae necessariamente a 
un S*,, cioè è una forwa cubica. 
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Ora le tangenli di li; uscei~ti da  un punto di Ca-' rieiiipiono un S, clie ha 
in coniune una retta (rioè la tangente a Cn-, in quel puiito) con a, diiiique 
esse sono proiettate da  a secotitlo spazi a 12 - 2 di~iierlsioni situr~ti in un 
S,+,_, e che pertanto tagliano 10 spazio rappreseiitativo SL iiei piinti di u n  
8,-, . Segue da cib che la quadrica 17L. , contiene CO' 8,-, e quiridi essn è 
specializzata almerio k - 3 volte e aiunietterà aliiieiio un S, , doppio. 

Se  supponiaiiio che Vk , sia irriducibile (e, iii geiierale, yuesto appunto 
accade) e clie essa aitinietta i l i l  8,-, doppio ma non uno spazio doppio di 
diinensione superiore, essa conterrà ima seconda serie CO' di S, , e cliiesti S, ,, 
coirie vedreilîo, a ~ m r i n o  nella rappi.eseiitazione della Ti; iifficio ben cliverso 
düi precedeuti. Risiilter& anche da1 segiiito che nientre Dei' n = 4, 5 lo spnzio 
doppio della Bk-, è realinente un S, ,, in alti-i casi la diniensione dello 
spazio doppio auinenta. 

7.' Due fornie cubiclie clrl sistenia rappreseiîtativo di iina Ir;: di 1." specie 
si tagliano in u n s  li, , inlinagine della V1 ,, seziotie di V ;  con un S,,,, ,; ina 
tale imniagiile si ottiene niecljante iiria proiezione da a ,  duiicliie quelle due 
forille cubicl~e dehlmno tagliarsi fiioii della varietà lmse del sistenia, in ilna 
rarietà d'ordine i z ,  e la ~ a r i e t i i  base è uiia V" dell'ordiiie 9 - ir (doiitie 
segue clie dere essere n 5  9). Questa V ~ I ;  è iiatiir;tliiiente situata siilln qua- 
clrica T;;-, clie insielne con gli iperpiaiii t l i  5,. (là lu" forme cuhiclie del si- 
stema rappreseiitativo, e, coiiie risiilteri ddl'esanie dei singoli casi partico- 
lnri, passa per 10 spazio doppio di VX , . 

Riassuinendo possiarno dire : 
Proiettnmiro zzn Vhi di 1." syecie dall' S,,-, d i  wzn szcn C" razionale Itor- 

male solwa ? c n  S, si ottiene ztrzn ropprese~itnrione bittjziz3ocn di V: soprn 
quedo Sk . Le  seziorzi ipet-piane di  17; si proiettnno ~tello forme cubiclte di ttrz 

sisterlm lirzeccre co~upleto rtuente per vnrictit base zcrm Ir::;, sifunta soprn zzun 
Vk-, con un SB (8 h k - 4) doppio, e Irc V~I; passa per q~iesfo SJ . 

8.' Nei iiurneri successivi enunierereliio i vari tipi j~ossibili di V ;  cor- 
rispondenti alle varie ipotesi clie pousono farsi sui valori di k ed 1 8 ,  nia è 
bene osservare fin d'ora d i e  per 12= 4 si liaiirio delle V," di clinieiisione k 
elevata quanto si ruole. 

Infatti, per un teorema clel prof. EKI~IQL'ES (*), esse si t r o ~ a n o ,  coine l a  
loro curva sezione (spaziale) generica, soprn .-u' qiiaclriclie e quindi sono le 

(*) ENRIQUES, Sui sistemi lifceari di  superficie alyebriclze le cwi iutersezioni unriabili soao 
curve ellittiche (Rendic. della R.  Accad. dei Lincei, 1894, 1." sem.), n . O  3 in nota. 
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quartiche base di fasci di quadriche. Allora la rappresentazione clie se ne 
pub ottenere sopra uiia S, proietta~idole (la una loro retta è quella che è stata 
già studiata da1 prof. ROSATI in un suo laroro di qualche anno fa (*). Essa 
coniprende coiiie caso particolare una notissirna rappresentazione delle rette 
di lin coinplesso quadratico sui puiiti del10 spazio ordinario. 

9 . O  Le V, norinali a curre sezioni ellittiche sono state già enuiiierate 
da1 prof. ENRIQUES in un lal-oro citato; cpii iion si riprendono clie per asse- 
gnnrne delle costruzioili e diinostrarne alcune nuove proprietà proiettive. 

il prof. ENRIQUES distingue, corne già si è detto, le V,  a curve sezioni 
ellitticlie in due specie; se iiiiimginiaino di considerare soltanto le V3 nor- 
niali che non sono coni, le V3 di 1." specie sono: 

a)  la cli S,  rappresentata iiello spazio ordinario da1 sisteiiia coYelle 
superficie cubiche d ie  passario per uiia quartica di 2." specie (clie pu6 de- 
generare, sotto la coiidizione di iuantenwsi di S.a specie); 

b) la IT",li S, rappresentata nello spazio ortlii-iario da1 sisteina m 7  delle 
superficie cubiclie clip passano per tre rette a due a due sghernbe; 

c) la V ;  di S, rappreseiitata nello spazio orclillario da1 sisteina m 7  delle 
superficie cuhiclie clle passano per una cubica g o b h  (che pu6 degenerax) 
e lianiio in un suo piinto fissv iin punto doppio; 

cl) la V;  di Si rappresentata nello spazio ordiilririo da1 sistema m'  delle 
superficie cuhicalie clle passano per una cubica piüna con un putlto doppio 
et1 Iianno in qiiesto punto un punto doppio biplanare con un piano-oscii- 
la tore fisso; 

e )  la V ;  di S,  rappresentata nello spazio ordinario clal sistema mYlelle 
cluadriclie rlie pass;iiio per i i r i  punto. 

La mrietà e) si ottiene, per proiezioiie da un siio piinto, dalla V: di 8, 
rappresentata nello spnzio ordinario diil sistenia di tutte le quadriche e que- 
sta V ;  è l'uiiica 17, di 8." specie clie non sia un cono. 

- 

(*) Rappresertta3ioue della qztccl-tica, etc. (Annali di Mat., 1 (3) 1899). 
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Questa V ;  di S, k caso particolnre della v:.' di SdW rappresen tata 
3 

punto per punto sull'S,. cosi die  le sezioiii iperpiaiie abbiaiio per iiiiiiiagini 
le quadriche di S,., varietà clle, per uns  1-agione orria,  proporrei di clliainare 
varietic d i  Veronese. Pei. alcune yuestioni lo studio delle rarieti  di VERONESE 
non presenta alcuiia diificolth e basta teiier preseiiti i notissinii larori dei 
proff. VERONESE e SICGHE sulla superficie di VEHONESF: e la Nota del prof. SEGRE 
su « gl i  ordivzi delle var ie th  che a n n ~ d l a t z o  i detewwintsnti dei  d ivers i  y r n d i  
estratti d a  ulzn d a t a  matrice » (") per risolverle iiiiiliediataiiieilte. Perci6 credo 
inutile tratteneriiii qui sullü V3 di S,, uiia cui proprietü iiotevole e noil iiii- 
inediata esterisione di proprietà a n a l o p  per la superficie tli TEROWESE si trora 
in uns  niia Nota recente (**). 

10.' Volendo considerare un po' da ricino le proprieta. della 1': di S, 
del caso a), cliiaiiiiaiiio (in cpesto 11.' e iiei successiri) Ii la quartica di 9." 
specie base del sisterna rappresentativo di superficie cuhiclie L e Q la  qua- 
drica che la contiene. 

Le corde di Ii: sono tagliate dalle superficie L in un sol puiito variabile, 
quiiicli rappreseiitano rette ilelln varietk obbiettiva. Poicliè (pesta osserra- 
zione pu6 seriz'altro invertirsi e poicliè 3 è il nuiuero dei punti t luppi ap- 
pareiiti di uiin quartica d i  2.'L specie, al~biaiiio: 

La contiene m' rette; per o g ~ z i  suo pun to  n e  pnssnno,  i t z  ge&zercrle, tre. 
Uri iperpiaiio qualunyue taglia VB iii iin Vi iazionale noriiiale, riippreseii- 

tata s u  uii piano ~iiediüiite il sisteiiia liiieare ooVelle cubirlie passaiiti per 
yuattro puiiti, dunque, rninmentanclo una uota propri~tà  di questa superficie: 

Oyni  iperpiatzo contielze 10 ret fe  del sister)zn costi fuito dalle re t fe  tli li; O 

îze contietze infinite.  
Per brevità chianieremo A il sistenia tl'ordine 3 e classe 10 costituito da 

queste rette. 
11.' Le rette delle due scliiere rigate della qunclrica Q secano IC, quelle 

di una schiera in tre punti, quelle dell'altra iii un punto solo. 
Ora la rappreseritazione della 8; sullo spazio ordinario si ottiene per 

proiezione da1 piano di una sua coiiica C" da ogni puiito della quale escono 
tre rette di A contetiute nello S, k i  tangente alla V:, cluiique: 

L e  rette d i  Q, c iascunn  delle qzcali rappresenta  i p o z t i  d i  Vi irzf inifamente 

(*) Rendie. della R. Aecad. dei Litzcei, 1900, 1 . O  sem. 
(**) SCORZA, Determinazione delle varietà a tre climeusiot~i cli Sv (r 2 7 )  i cui S, tanyetoti 

si tccyliano a due a due (Rendic. Circ. Mat. di Palerino, XXV, 1908). 
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vicini a uno dei punfi della conica C2, solto date dalle frisecnnti di IC e o p i  
pzcnto d i  f< rappresenta td t i  i pztnti di uvba ratta di V ; .  

12.O Per precisare riiicora iiieglio yuesti teoreini, osserviaiiio clie la 
contiene un sisteina cm4 di coniclie tale che per utia coppin di piiriti geiie- 
rici della 12 passa utia coriica ed una sola. 

Questa osserrazioiie pu0 giustificarsi in varia iiianiera. Pub clirsi, per es., 
d ie  se O k 1111 puiito generico del10 spazio aiiit~ieiite, ogiii iperpiaiio yer O 
taglia la V: iii uiia 71; clotata d i  un  sol punto iloppio appareilte (*), cjuiiitli 
le ao' corde di Vi; clle passano prr O stantio iii uii piano o, e la Vz coti- 
tiene oo' curve disposte in piani di cui ne passa uiio ed lino solo per ogtîi 
puilto clello spazio aiiihiente. Ma alloian. c~iieste oo4 curve sono riecessaria- 
mente coniclie (in caso contiario ogiii coida. di Vi; sarehbe aliiierio uiia 
trisecailte) e pei. i i i n  coppia di puilti geiierici della V;  iioii ne passeri die  
uiia soln. 

Si tleduce iiicideiitnliiieiite di qui uii teorenia iioto, del quale del resto 
arreiiiino potuto servirci per cliiiiostrnre l'esistciiza su V ;  di un sisteiiia 00" di 
roiiiclie. Si ~ e d e  subito infatti ckie le cwkoniche i i i  discorso sono rappreseii- 
tate iiello spazio ordiiiario dalle ao4 coniche quadrisecanti IZ e quiiidi : 

Per &ce punti generici del10 spaaio di unn qtcnrticn di 2." specie pcrssa 
u ~ z n  ed unn soln conica qundrisecnnte Zn pnrticn (**). 

13.' Ci6 posto si pu6 supporre clie la coriica C2 sin utin qualiiiiclue 
delle oo4 coiiiche della q; cl'nltra parte gli S,  clie proiettano da1 piano di C' 
gli S ,  tailgenti alla V;  nei puiiti di C 2  (wstit~iisco~io 1111 coim quadrieo che 
ha per trarcia sullo spazio ortliiiario rnppresetitat i vo la qundrica Q, clun que: 

GZi S, tnttgenti alltr V ;  uei p n t i  di ' I . G ~ c ~  s t m  conicrc sorto proiettnti d d  
piano d i  questn seco~zdo gli S ,  di m a  schiera di un cono pcndrico avente per 
verfice quel pinno. 

Le tracce sullo spazio rappi-esentativo degli S ,  di cui si parla in questo 
enuiieiato, qiiaiiclo c i  si riferisca alla coiiica C" sono le trisecanti di K; le 
tracce clegli S4 tlell'altia scliiera appartenente al coiio cjuadrico sono le ge- 

(*) SEVERI, I t~to~-)zo ni  puipti cloppi iinpropri d i  ulzn superficie yenernle clello spazio a 
qzcattro clin?e)asioni, e a' sztoi putati tripli appnrenti (Rendic. del Circolo Mat. di Palermo, 
t. XV), n . O  9. 

(**) Teorema del prof. MONTESANO, cfr. SU i vari tipi di conyruenze Zineari di co~~iche 
del10 spuzio (Reiidic. della R. Accad. di Scieiize fis. e mat. di Napoli, 1895; Nota II). Vedi 
anche per l'inversione di questo teorenia: BERZOLARI, Sulle conicl~e appoyyiate i n  pi& pulcti 
a date cul-ve algebriche (Rendic. del R. 1st. Lombardo, vol. XXXIII, 1900), nota 1, n . O  11. 
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neratrici di Q unisecanti Tc, quindi tali S ,  tagliano la V3 in una curva del 
5.0 orcline elle si spezzn in una conica contata due rolte e in una retta 
residua. 

Il cono quadrico in discorso contiene poi la rigata delle rette di A 
uscenti dai punti della conica; d'altra parte esso taglia la V ;  in una V:, 
dunque: 

F a  rigata costituita dalle rette di A uscenti dai punfi d i  una conica della V ;  
è una rigata (raziomale, perchè i n  corrispondensa biumiuoca con R) del IO." or- 
dine auente nella conica una direttrice tripla. 

È utile osservare che l'ordine di questa rigata poteva esser calcolato di- 
versamente: bastava considerare percib O clie un iperpiano per una conica 
della V3 taglia la in una per la conica con yuattro rette appoggiate 
ad essa, oppure die una S, generico taglia la in una curva del 5 . O  ordine 
rappresentata dalla ulteriore intersezione di due superficie cubiche passanti 
per K, e clle tale intersezione 6 del 5.' ordine e del genere 1, per modo da 
avere 10 punti a coinune con fi.(*). 

1 4 . O  Se chiamiaino rigate 6 le rigate costituite dalle rette di A uscenti 
dai punti delle oo4 coniche della V;, si ha subito clie: 

Le rigate 8 costituiscono nella varieta ooz delle rette di A (varietic rcizio- 
nale perchè in corrispondenza biuniuoca colle coppie di punti di 1 0  un  si- 
stelîza linenre 0o4. 

Infatti siano a, b, c, d yuattro rette generiche di Vg,  Le prime tre a, b, c 
sono congiunte da un 8, che taglia la V;  in una Va razionale normale con- 
tenente le tre rette a, 6 ,  c e secante la retta d in un punto D. 

Questa V;  contiene un solo fascio di coniche che siano appoggiate ad 
a, b, c e di questo fascio una conica passa per D, dunque la sola rigata 0 
che ha. questa conica per direttrice tripla passa per le yuattro rette a, b, c, d. 

Guardardo al10 spazio rappresentativo si ricava incidentalinente il 
teorema : 

Data una guartica d i  2.* specie e qzcattro sue corde generiche esiste una 
ed una sola conica che si appoggi alle gztattro corde e tagli la quartica in. 
quattro picnti. 

II grado del sisterna lineare costituito dalle rigate 8 entro la varieti delle 
relte di il si calcola con tutta facilità. 

(*) Per la notissima fornlula (di NOETHER) che dh il genere (virtunle) di una curva 
spezznta. 

Annali di  Matematka, Serie III, Tomo XV. 30 
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Si osservi per questo che, se k, e k ,  sono due coniclie &neriche di K,  
l'iperpiano che le contiene sega la V: in una su cui Fv, e k ,  (non avendo 
alcun punto cornune) appartengono a uno stesso dei cinyue fasci di coniclicl 
in essa contenuti y). Dunque vi sono quattro rette di A appoggiate a k ,  e k,, 
cioé le due rigate 0 aventi k, e k, per direttrici triple lianno yuattro gene- 
ratrici in comune e il grado riclîiesto è 4. 

1 5 . O  Insieine con le rigate 4 giova considerare entro la varieti A le 
rigate O , ,  ciascuna delle quali è costituita dalle cm1 coppie di rette di A clie 
escono dai punti di una retta della V ; .  Una rigata 4, è rappresentata dalle 
corde di K appoggiate a una sua corda fissa e p e s t e  costituiscoiio uila ri- 
gata cubica passante per K, dunque la rigata obbiettiva costituisce una se- 
zione iperpiana della V ;  ed è uiia V;Z razioiiüle (norinale in uil 8,) dotüta di 
una retta clirettrice doppia. 

Si ricava di qui che: 
Per ogni retta della pcwa u m  i9erpiano che la tocca in tutti i pz~nti 

della retta sfessa,. 
Uila rigata razionale Ir2 di S, che abhia una retta direttrice doppia è 

proiezione di una di S ,  da un punto del piano di uria sua conica diret- 
trice, dunque sulla direttrice doppia vi sono due punti uniplanari. 

A due corde genericlie di R si appoggia seinpre una ecl una sola corda 
della curva stessa (due g; in un ente razionale Ilanno sernpre una coppia 
comune), tlunque : 

Entro A le rigate 4 ,  costituiscono una rete omaloidica. 
Infine poicliè una conica e una retta generiche della V3 sono congiunte 

da un S, che taglia la VJ in due rette ulteriori appoggiate ad esse, od anche, 
poicliè due rigate O, corrispondenti a rette incidenti della V; possono con- 
siderarsi coine costitueriti insieme una rigata 0, si conclude che: 

Una rigata 4 e una rigata 8, hanno in  generale due rette in  conzune. 
16.' 1 teoremi precedenti clàiino luogo a una importante deduzione 

relativainente alla V;. 
Infatti si iinmagini di riferire proiettivamente le rigate 0 agli iperpiani 

di un 8,: le rette del sistema A verrailno inutate nei punti di una superficie 
del 4.O ordine di S,, la yuale conterrà oo2 coniche, corrispondentemente alle 
rigate O, di A, dunque questa superficie, che chiamererno Pi ,  sarà proiezione 
da un punto esterno di una superficie di VEKONESE. 

(*) Cfr. CAPORALI, Sullcc superficie rlel quinto orrliiae dotatn di una curva rloppia del qztiuto 
ordiroe (Memorie di  Geoinetria, Napoli, Pellerano, 1888). 
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Ora si osservi che le tre rette di A usceriti da un punto della VI im- 
pongono due sole condizioni a una rigata 8 che debba contenerle, quindi i 
tre punti di Fi elle le rappresentano impongono due sole condizioni agli iper- 
piani che clebhono contenerli, ossia sono allineati. Ne segue che, coine le 
rette di A vengono riferite biunivocainente ai punti di Fi ,  cosi i puilti della Ir; 
vengono riferiti biunivocamerite alle sue trisecanti. Ma le trisecanti della F," 
costituiscono il sistema ao3 di rette coinuni a tre (e quindi a una rete di) 
complessi lineari in S4 (*), dunque : 

I punti della possono rappresentarsi biunivocccrtzente su1 s i s t e k  o o ~ e l l e  
rette coutuni a tre co~nplessi lineari d i  uno spaxio a qunttro diktzensioni. 

1 7 . O  Per approfondire ancora 10 studio delle proprietà della E, rain- 
mentiamo che in una F;  di S,  con ciohoniclie (coine del resto si rerifica 
subito O direttamente O ricorrendo alla rappresentazione della P,' mediante 
un sistema lineare oo4 di coniche), il piano di una conica taglia ulteriorniente 
la Fi in un punto, centro del fascio delle ool trisecanti della superticie situate 
in quel piano, e che il luogo dei punti di contatto delle tangenti coiidotte 
ad una conica da1 punto in cui il suo piano taglia ulteriornîente la Fi è una 
curva del quart'ordine C4 razionale norniale. Questa C 4  è anche il luogo dei 
punti della Fa per i quali le ool trisecanti riduconsi a oo' tangeriti-secanti e 
infine il piano tangente alla P,' in un punto della. C 4  è osculatore a (pesta 
ultiina (**). 

Le trisecanti di Pi che sono delle tangenti-secanti corrispoizdono, ne1 
modo che si è detto precedentemente, ai punti della da cui escono due, 
anzi che tre rette di A, e poichè tali trisecanti si distrihuiscono in oo' fasci 
coi centri nei punti di C4, cosi questi punti della V: si distribuiranno sopra 
mi rette costituenti una rigata (***), la rigata @ di A clle corrisponde ai punti 
della linea C4 di F,4. 

Se h è una generatrice di a, da ogni punto di 7m esce una sola ulteriore 

(*) CASTELNUOVO, Ricerche d i  Geolnetria della retta tiello spaeio a qunttro clinze~~siog~i 
(Atti del R. 1st. Veneto di scienze, lettere ed arti, serie VII, t. II), n.i 7, 8. 

(**) Cfr. SEGRE, Sztlle varieta cubiche, etc. (Memorie della R. Accad. delle Scienze di 
Torino, 1888) mi43 e 44; od anche: BERTINI, Introduzione alla yeom. proiettiva clegli iperspaei 
(Pisa, Spoerri, 1907), pp. 347-8. 

(***) In generale i punti di uua retta di A corrispondono alle trisecanti di P: del fascio 
avente il centro in un suo punto. 1 punti di appoggio di queste trisecanti sulla F: fuori del 
centro del fascio stanno poi siilla conica che rappresenta la rigata 8, avente quella retta per 
direttrice doppia. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



230 S c o r  zcz : L e  vnr i e tà  a curve sezioni ellittiche. 

retta di A, come da1 corrispondente punto H di F i  (e C4) escono soltanto 
delle tangenti-secanti di Fp: e come da H esre unn retta (la tangente alla 
conica situata ne1 piano ivi tangente alla Fi, ossia la tangente a C4) die  ha 
tin contatto triyunto iii 13 con F:, cosi vi è su h .un punto da1 quale mon 
escono ulteriori rette di A. 

Se diciamo rf, la curva di @ luogo dei punti di V ;  da cui esce uiia sola 
retta di A, per cercare l'ordine di y coiiverrà osservare clie le sezioni iper- 
piane di V ;  corrispondono, nella rappresentazione dei punti di questa varietà 
sulle trisecanti di F i ,  alle congruenze staccate sulla varietà delle trisecanti 
cii Fi dai cornplessi lineari dell'S, cui appartiene la Fi.  

Infatti una tale congruenza è ad es. quella delle trisecanti usceriti dai 
punti di una conica di Fp che sono (si vede subito) tutte e sole le trisecanti 
della P,' appoggiate al piano della conica, e quindi appartenenti al coin- 
plesso lineare speciale che ha un ta1 piano per asse, e, per quanto è stato 
detto, alle rette di questa congruenza corrispondono i punti di V: situati 
sulle rette di uns  rigata O , ,  ossia di una certa sezione iperpiana di q. 

E allora poichè i punti di p corrispondono alle tangenti di C4, l'ordine 
di uguaglierà il nuniero delle tangenti di C4 appartenenti a un coinplesso 
lirieare, O, in particolare, al numero delle tangenti di C4 appoggiate a un S, 
generico dell'S, clle la contiene. Tale nuinero è G ,  dunque p è una sestica 
razionale norinale, percliè coine lc tnngcnti di C4 non appartengono ad uno 
stesso coliiplesso lineare, cosi cp noii è contenuta in un 8;. 

Si ossei.vi clie per trovare i punti di contatto delle 6 tangenti di C4 ap- 
parteneiiti a un tlato complesso lineare hasta, per es., costruire le coinci- 
denze della c.orrispondenza siminetrica (3, 3) che si ottiene sulla C 4  cliia- 
maiido oniologlii due punti X ed X' quando X' sta nell'S, clie contiene le 
rette del coinplesso uscenti da X. Ne segue clie se si considera un complesso 
lineare il quale contenga tutte le rette del fascio avente il centro ne1 punto N 
e situato ne1 piano ivi tangente ad Pt,  essendo questo piano osculatore a C4,  
due coincidenze della corrispoiîdenza (3, 3) in discorso cadono in H, poichè H 
coincide con due dei puiiti ad esso ornologhi (*). Ma alla congruenza che un 
ta1 coinplesso lineare stacca dalla varietà delle trisecanti di F,4 corrisponde 
sulla V; una sezione iperpiana passante per h, dunque un iperpiano clie 
passi per 72 ha un contatto bipunto con cp ne1 punto che questa curva ha a 
coinune con h, ossia h è tangente a y e @ è la rigata (sviluppabile) delle rette 
tangenti a rg. 

(*) Vedi BERTINI, Idroduzioue,  etc., pag. 205. 
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Di qui segue che @ è del 10.0 ordine e costituisce la completa interse- 
zione della lr; con la quadrica 11' rispetto alla qiiale ogni punto di rg lia per 
iperpiano polare l'iprrpiano in esso osculittore a y. 

18." Fra le trisecanti di Pi appoggiate a una sua coiiica getlerica (lue 
sole sono tangenti a C4, poichè se una tangente cc di C' si appoggia alla co- 
nica considerilta, tale tangente dovenclo avere un contatto tripuiito con 3': i n  
un punto appartenente alla conica sarà una delle due rette tttngenti a C 4  
nei piinti ove essa taglia il piano della conica. 

Che se poi la conica in discorso è, per es., quella che sta iiel piano 
tangente a Fi ne1 punto H, allora l'unica tangente di C4  appogginta ad essu 
è cjuella che tocca C4 ne1 punto H. 

Si conclude che gli iperpiani coiitenenti le rigate 8, clle hanno per diret- 
trici doppie le rette di A appoggiate ad 72 liaiino tutte un coiltatto tripunto 
'con la curva p, ne1 punto che essa lia a coinune con h, mentre ln rigata 4, 
costituita dalle rette di A clle escono dai punti di h è la sezione di VI con 
l'iperpiano osculatore a y in quel punto stesso. 

Cid posto, sia d una retta qualunyue della Y; e siano h ed i le due ge- 
neratrici di appoggiate a d. Se H' ed 1' sono i punti ove 1% ed i toccano y, 
gli iperpiani osculatori a in H' ed 1' passano per d, quindi gli iperpiani 
polari dei punti d h e d i  rispetto a cp passano per H' ed 1' e, precisainente, 
il primo passerà semplicemente per 1' inentre avrà con cp un contatto 5-punto 
in HP(*)  e il secondo passerà seinpliceinente per H' mentre avrà con (+ un 
contatto 5-punto in 1'. 

Ne segue che l'involuzione I ;  del 6 . O  ordine e di l.'l specie tagliata su p, 
dagli iperpiani polari dei punti di d avrà per equazione sull'ente razionale p, 

X, X, ( k ,  x: + le2 xi) = O 

se i punti fondamentali z, = O e X, = O  sono H' ed 1' e quindi ogni gruppo 
della I ;  sarà una sestica ottaedrica, cioè una sestica binaria costituita cla tre 
coppie separantisi a due a due arinonicamente. 

Deducianio di qui clle: 
L a  Ir: d i  S ,  a curve sezioni ellitticlm é i l  luogo dei punt i  i cui  iprpiccni  

polari rispetto a una curva del 6" ordine razionale normale tagliano la c w o a  
stessa in una sestica binaria ottaedrica. 

(*) Si ricordi che nella polarità iiidividuata dalla curva ne110 S, una retta tniigente 
a p ha per S, polare 1'8, osculatore a cp ne1 suo punto di contatto. 
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Le oo3 collineazioni che mutano in sè la curva p, inutano pure in sè 
la V ;  e viceversa; quiridi: 

La V: anr~uette un gruppo q3 di trasfornzasioni oiuog~afiche in sé. 
Questo gruppo si riflette nello S, rappresentativo in un gruppo oo3 di 

trasformazioni creinoniane clie in una ricerca dei proff. ENKIQUES e FANO si 
è presentato conie uno dei poclii tipi di gruppi irnpriinitivi irriducibili (per 
trasforniazioni creinoniane) a gruppi di JONQUI~KES generalizzati (*). 

19. Abbiamo osservato che una rigata O, ha per inmiagine ne117S, rap- 
. presentativo della V ;  la rigata di 3.0 grado costituita dalle corde di Ii; ap- 

poggiate a uiia sua corda fissa. Finchè p e s t a  corda è generica la rigata di 
3 . O  graclo ad essa relativa lia in essa soltanto la direttrice doppia, ma se la 
corcla considerata b è iniinagine di una retta di A appartenente a @, da ogni 
puiito della corda deve partire soltanto una corda ulteriore di Ii e deve esi- 
stere su b un purlto pel quale b sia 17uiiica corda di K passante per esso; 
quindi b deve essere la retta congiuiigente i punti di contatto di un piano 
bitangente a K e la rigata relativa a b deve risultare una rigata di CAYLEY. 

Ora @ essendo situata sulla yuadrica v lia in cornune quattro punti con 
(ogni conica e yuincii con) la conica di cui si fa la proiezione, dunyue l'inl- 
inagine di @ è una rigata sviluppabile razionale del 6.' grado. 

Questo, poichè è chiaro clie l'iinmagine di @ è la sviluppabile bitangente 
a K, colliina col ftltto noto che la sviluppabile bitangente di K è del 6.0 or- 
dine e della 4." classe. Il suo spigolo di regresso è poi uria sestica gobba 
razionale CG, proiezione della sestica noririale 9. 

Corne il gruppo delle trasfortnazioni proiettive della in sè è deternii- 
nato dalla curva p, cosi il gruppo delle trasforniazioni crenloniane ad esso 
corrispondente nello spazio rappresentativo si pub costruire partendo dalla 
sestica CG. 

Si osservi dappriiila che i punti in cui una retta d di il iiicoiitra la ri- 
gata @ hanno per iminagini i due puiiti uniplanari della rigata gobba di 
3 . O  grado contenente K e avente per direttrice doppia l'iminagine d' di d, ossia 
le intersezioni cli d' con la sviluppabile bitangente di K non situate sulla 

(") F. ENRIQUES e G. FANO, Sui yruppi continui di trasformazior~i wemoniane de210 spazio 
(Annali di Matematica, 1897), n . O  86. In questo lavoro le equazioni della V; vengono scritte 
utilizzando la teoria delle forme binarie, ma alle stesse equazioni si arriva anche teneiido 
conto del teorema da rioi diniostrato ctie la V: pub rappresentarsi sulla varietà delle rette 
cornuni a tre coinplessi lineari di 8,. 
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curva K. Le due tangenti di CQassant i  poi per yuesti punti vanno a toc- 
care C%ei punti iininagini di cpelli die  cp ha sulle rette di (r, tagliate da d. 

La definizione di Vi; assegnata ne1 nuinero precedente dà allora il teoreiua: 
S e  pe r  u n  punto qualwnpue dello spaaio (ordinario) conte~zejtte K si con- 

ducono le tre corde cke ui passaHo, e poi si costrzhiscono sullo spigoio di  re- 
gresso CG della sviluppabile bitangente i punti di coiztatto delle tnngenti di  CG 
che si appoggiano a quelle corde ficori di K, si ottengono sapa CYtre cojy~ie 
di punti clze s i  separano armonicasîtente due a due. 

Allora le clo3 trasformazioni crenloriiane in discorso si ottengono stnbi- 
ler~do che per ogni trasformazione proiettiva della CG in sè stessa si dicano 
ornologhi i due punti X ed X' dello spazio clie diinno luogo su C" due 
sestiche biriarie ottaedriche corrispondenti nella data proiettività. 

20.O Passian10 ora alla considerazione della V: di S5 a curve sezioni 
ellittiche rappreseiitata dalle superficie cubiclie L passanti per tre rette a , ,  
a,, a, sglieinbe fra di loro a due a due. La quadrica Q clle passa per a, , a,,  a, 
è la q~iadrica fondnineiltale dello spazio rappresentativo che corrispoiicle a i  
punti di V!  infinitamente vicini alla cubica gobba C V i  V: da cui si fa ln 
proiezione. 

Si riconosce subito die la V: contiene tre sisteini di rette mx>" tali clle 
per ogni punto della V: passa una retta per ogni sisteina; tali rette limiio 
per imniagini quelle delle tre congrueme lineari a~renti per direttrici (a , ,  a,), 
(a,, a,), (a,, a,). Poi, sicconle ogni superficie cuhica L passante per a , ,  a,, a, 
contiene due rette appoggiate a due di queste tre e non alla terza, cosi yuei 
tre sistemi o o V i  rette sono ciascuno della 523 classe. 

Un piano dello spazio rappresentativo che passi, per es., per a,, taglia 
le superficie cubiche A fuori di a, in coiiiche residiie passmti per i puiiti 
ove esso incontra le rette a,, a,: quindi è iinrnagine di una quadrica Vi di VJ. 
Risulta cosi che la V: contiene tre fasci di quadriche corrispoildeiiteinente 
ai tre fasci di piani a,, a,, a,. 

Le quadriche passanti, per es., per a,,  a,, poichè con ogni piano passante 
per a, costituiscono una superficie L, rappresenteranno le sezioni residue 
della V ;  con gli iperpiani passanti per le cpdriche del fascio corrispoildente 
a quello dei piani per a,; quindi si avranno sopra V;  tre sistenii ao3 di V ;  
razionali nornlali (rigate). Ognuno di questi sistemi è residuo d i  uno dei tre 
precedenti fasci di quadriche rispetto a yuello delle sezioni iperpiarie. 

Le rette dei tre sisteini di Y: uscenti clai punti della C3 da cui si fa la 
proiezione costituiscono tre rigate distinte razionali norinali appartenenti ai 
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tre sisteini ora considerati; ma ai punti di una generatrice di una di esse 
non corrisponde ne110 spazio rappresentativo che un unico punto di una delle 
tre rette a, ,  a,, a,. 

Per fissare le idee chiamiaino A,,  &, A3 i tre sistemi di rette di V ;  rap- 
presentati dalle congruenze lineari (a,, cc,), (a, ,  a,), (a1, ch2);  % ,  @ 2 ,  @, i tre 
fasci di quadriche rappresentate dai piani per a,, a,, a, e infine Y,, Y,, Y, i 
tre sisteini lineari 00, di Va corrispondente alle rigate quadriche contenute 
nelle congruenze (a,, a,), (a,,  a,), (a, ,  a,) rispettivamente. 

Allora si vede subito che le rigate Yi sono formate con le rette del si- 
stema A i ,  inentre le due schiere di rette di una quadrica ai appartengono 
l'uno al sisteina A,, l'altra al sistema A,, se i, 72, k costituiscono una per- 
mutazione yualsiasi dei numeri 1, 8, 3. 

Una quadrica ai e una rigata Y* prese insieme costituiscono una sezione 
iperpiana di V: e si tagliano lungo una conica (le oo' coniche clirettrici di 
una iui sono appunto tagliate su questa dalle quadriche del fascio ai). 

Due quadriche del10 stesso fascio non hanno punti comuni; invece due 
quadriclie di fasci differeriti si tagliano secondo una retta e tre quadriclie 
appartenenti ai tre fasci hanno un sol punto cornune. Due quadriche ai sono 
punteggiate proiettivainente dalle rette del sistema -ti; etc., etc. 

2 1 . O  Dalle osservazioni fatte si deduce una facile costruzione proiettiva 
della V :  cl-ie stiaino studiando. 

Prendianlo infatti in un S, due S, indipendenti a', a" e riferiainoli col- 
linearrnente. È cliiaro che le rette congiungenti i punti oinologhi formano 
una V4 razionale normale contenente 00' S, (di cui due sono appunto a' e a") 

e ao-ette: gli S ,  tagliano sulle 00' rette ~"unteggiate  proiettive e le rette 
punteggiano collinearinente gli CO'S,. Allora segue subito che, se entro a' 

e K" si ~onsiderano due yuadriche oinologhe a', e a",, le rette che ne con- 
giungono i punti oinologhi si appoggiano ad ool altre quadriche s"', . . . e 
forinano un sisteina A, di una V3. 

Gli altri sistenli di rette della V: sono costituiti dalle rette dei due si- 
stemi di schiere delie @',, @",, @'", . . . etc. 

1 tre fasci di quadriche appartenenti alle V; perniettono di deterininare 
facilinente le  trasforniazioni proiettire in sè della V,6. È chiaro, infatti, che 
una omografia la quale niuti in sè la 11: muta in sè O scambia fra di  loro, 
proiettivamente, i tre fasci di quadriche; e d'altra parte se si stabiliscono, 
per es., delle proiettività nei singoli fasci di yuadriche @,, a,, @, verrà sta- 
lilita fra i punti della V:  una corrispondenza biunivoca, quando si supponga 
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clie siano oinologhi due punti che si troviilo su quaclriche oniologlie dei fasci. 
Tale corrispondenza biunivoca è poi uiin proiettività perchè muta la sezione 
iperpiana formata da tre quadriclie prese una per ft~scio in una analoga se- 
zione iperpiana, quindi : 

La li; d i  S, clze stiaiwo esninimi~zdo nireiirette or jborogrn f i e  (costitlce)zti 
yruppo)  che m u t a n o  i i z  sè ciascuno dei tre j i w i  di qzcadriclee; tre sisteriLi w" 
d i  o~nografie che m u t a u o  in sè le yundriclre d i  t c r h  fnscio rua scarrlbicri~o f ra  
d i  loro quelle deyli  a l t r i  due, e in f ine  urz nltro sistert~a mvcli oruogrnfie clze 
scambiano fra. d i  loro i tre fasci d i  qundr ic l~e .  

22.0 Non ci fermiaino più minutaniente sullo st~iclio di (pesta V ;  poicliè 
corne è cliiaro esso è estremaniente seniplice. Osserveremo soltanto die essa 
pub assumersi coiiie la varietà di S,  rappresentante, ne1 inodo clle fu indi- 
cato da1 prof. SEGKE (*), la varietà delle terne di punti di tre rette; yuindi 
una sua sezione iperpiana, cioè ulia Fi di 8, razioiiale ilorniale 1x16 iiguar- 
darsi coine rappresentante la varietà. delle terne di punti oniologlii in tïe 
puriteggiate in corrispondeiiza trilineare; allora lo studio della PZ diventa 
quel10 della varietà di queste terne e viceversa. 

In particolare si osservi conie il fatto che un iperpiano il quale passi 
per cinque punti della V3 la taglia in un sesto individuato dai precetleiiti 
diventa il teorenia noto (**): 

Date s u  ire rette a,  b, c c i q u e  terne di l m z t i  or~tologlzi vi  sono x2 corri- 
spondenze tr i l ineari  che le co2de)zgono e le corrispondenze stesse haizuo in co- 
m u n e  una sesta t e r n a  i n d i u i d u a t a  d a  quelle. 

23.' Più interessanti risultaiio le V: di 5, rappreseiitüte iiello spazio 
ordinario dalle superficie cubiche per una cubica gobba e con un punto 
doppio in un punto di questa O dalle superficie cubiche per ilna cubica piana 
nodale con uii punto biplanare ne1 nodo della cuhica e in esso un piano 
osculatore fisso. 

Cosi ho dimostrato in una Nota già citata clie esse sono insieine con la 
V; di 2." specie e le sue proiezioni sopra un 5, O un S ,  alcune delle poche Ir, 
di 8,. ( r  2 7) a S ,  tangenti inutuainente secantisi. Qui piuttosto clie ripro- 
durre quel ragionainento pïeferisco notarne qualche altra proprietà. 

(") SEORE, Sulle varietic clze mppreselztano le coppie d i  p u ~ ~ t i  d i  due piani O spnzi (Rendi- 
conti del Circolo Mateiiiatico di Palerino, V, 1891). 

(**) CASTELSUOVO, Studio sulla omoyrafia d i  seconda specie (dtti del R. 1st. l'etieto di 
scienze, lettere ed arti, t. V, serie YI), 1i.O 28. 

Atwali  c2i Matematica, Serie I I I ,  Toino XV. 3 1 
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2 4 . O  Consideriaino in primo luogo la V; rappresentata dalle superficie 
cubiche L clle passano per una cubica gobba K e hanno in un suo punto O 
un punto doppio. 

Tale V3 contiene due sistenii m2 di rette: l'uno, che diremo A, è rap- 
presentato dalle rette della stella 0, l'altro che direnio nr, dalle corde della 
cubica K. Per ogni punto di V; passa una retta di A e una retta di nl, in- 
vece in ogni iperpiano vi sono tre rette di A e tre rette di nr. 

1 piani dello spazio rappresentativo che passano per O e le quadriche clie 
contengono R rappresentano due reti di rigate cubiclie normali di V; ,  nîu- 
tuainente residue rispetto al sisteina lineare delle sezioni iperpiane. Le diret- 
trici delle rigate cubiche corrispondenti ai piani per 0, cioè delle rigate for- 
mate con rette di A appartengono al sistema ni e cos1 le direttrici delle ri- 
gate rieinpite da rette di ni appartengono a A(*). 

Due rigate appartenenti a una niedesima rete si tagliano in una retta 
clie è una loro generatrice conmne; i n ~ e c e  due rigate appartenenti a reti 
diverse si tagliano in una conica rappresentata dalla coliica intersezione di 
una quadrica per K con un piano per 0. 

Pu6 dirsi pertanto: 
Date due rette della V: appartenenti a uno stesso sistema esiste sempre 

una ed una sola retta dell'altro che si appoggia ad entrambe. 
!Xio Alla V: appartengono anche ao4 coniche e per due suoi punti ge- 

nerici ne passa una ed una sola. Esse sono rappresentate dalle ao4 coniche 
dello spazio rappresentativo che passano per O e si appoggiano in due punti 
ulteriori a K, e coine ognuna di yueste sta sopra una quadrica per K e un 
piano per 0, cos1 ognuna delle coiiiclie di V: sta sopra due rigate cubiche 
norinali, formate l'una dalle rette di A che escono dai suoi punti e l'altra 
dalle rette di nl clle escono dai punti medesimi. 

26.' Un iperpiano clle contenga una rigata di una rete taglia V; in 
una rigata dell'altra rete e quindi tocca V; in tutti i punti della conica se- 
condo cui le due rigate si tagliano. Viceversa, un iperpiano clle sia costretto 
a toccare V: in due punti taglia la V: in una superficie rappresentata da 

(*) La cosa si  vede subito nell'S, rappresentativo. Cosi un  piano per O taglia K in due 
puiiti ulteriori A e B e le superficie L in un sistema lineare ao4 di cubichr per 0, A, B con 
un punto doppio in O. Queste rappresentano adunque le sezioni iperpiane di una V:  razio- 
nale normale, la cui direttrice ha per iinmagine A B e A B  è appunto ilna corda di K. Se 
si considera una quadrica per K, la direttrice della V: corrispotidente è I'unisecante di K 
che appartiene alla q~iadrica ed esce da1 puuto 0. 
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una superficie cubica per K ,  con un punto doppio in O e due altri punti 
doppi A e B, cioè da una superficie spezzata ne1 piano O A B e nella qua- 
drica che passa per K ed A, B; dunyue: 

Se wn iperpinno toccn Vi in  pi& d i  un  punto la tocca in  CO' e precisa- 
mente in tutti i pwnti d i  unn conico. Viceversa la Vfi, è toccata lungo ogtzi S Z ~  

conica da un  iperpiano. 
8 7 . O  Siano a, ,  a,, a,  tre rette qualunque di A e a,, m,, (P, le tre ri- 

gate cubiclie norinali che contengono (coine generatrici) a,, a,; a,, a,; a,, a, 
rispettivainente. Se diciamo z,, X,, 2 ,  gli 8, clie le conterigono, si pub fissare 
nell'S, una corrispondenza fra gli S,  passanti p w  x, , 2, , 2, chiamando oino- 
loghi tre S ,  che congiungono questi tre spazi con una stessa retta di RI (*). 

Se si conduce per 2, un iperpiano a , ,  esso tüglia V; in una rigata resi- 
dua Y, di rette di ar che insieine con a, e a, d i  l'intersezione complets di V: 
con altri due iperpiani a, e a,, dunque agli S,  per L, clle proiettano le rette 
di Y, e formano un fascio nell'iperpiaiio x ,  corrispondono nelle stelle 2,  e X, 
gli S,  che proiettano le rette di Y, e formano dei fasci negli iperpiani a ,  e a,; 
ossia le tre stelle x,,  X,, e 2, sono riferite oiiiograficaiiiente. 

Ne deduciaino, dopo una facile inversione del ragionainento ora fatto: 
Se in  un S ,  si riferiscono proiettivamente gli S, passanti per tre S ,  ge- 

nerici, le cd rette secondo cui si intersecnno le terne di S ,  otnoloy71i riempiono 
thna Vg a curve sezioni ellittiche. Essa contiene un secondo siste?na di m2 rette 
c7ae è generabile nello stesso #nodo, e anzi i tre S,, centri d i  tre stelle proiettive 
generanti la Vi ,  sono gli spazi che contengono tre rigate cubiche normali qua- 
lunque di una delle due reti d i  tali rigate clze possono fortwnrsi cou le rette 
dei due detti sistemi. 

Poichè una Fi razionale normale di S,, rappresentata su un piano da1 
sistenia o o V i  cubiche che passano per tre punti, pub sempre pensarsi come 
una sezione iperpiana della V ; ,  cos3 segue senz'altro da questo teorenia la. 
generazione proiettiva della Fi che fu indicata da1 prof. BOHDIGA (**). 

9S.O Una cubica gobba incontra complessivamente in tre punti due 
rigate cubiche (di reti diverse) costituenti insieine' una sezione iperpiana : 
quindi, per un noto ragionainento, incontra in un punto ciascuna rigata di 
una rete e in due punti ciascuna rigata dall'altra rete. 

(*) Notisi che ogni retta di M si  appoggia in un punto a una rigata cubica costituita da 
rette di A. 

(**) BORDIQA, Di alcwne superficie, etc. (Atti 1st. Veneto, t. IV, serie 6.", 1886). 
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Segue che, se si prendono due punti della cubica e si conduce per essi la 
rigata della 1." rete clie li contiene, tale rigata contiene la cubica per intero. 

Adunque : 
Szdln VQi si 7zan~o due sistemi c m V i  cubiche gobbe. Essi sono costituiti 

dnlle cubiche gobbe siturcte rispettiuniuente sulle rigate cubiche nornznli forilmte 
con le rette d i  A e al.  Le cubiche sitvmte sulle rigate d i  A. sono rajp-esentate 
dalle cubiche piane che hnnno i n  O u n  ~zodo e bisecano ultrove la cubica K ;  
pelle dell'nltro sono rapp-esentate dalle cubiche yobbe che pnssano per O e 
qtmdrisecntzo nltrove la cicbica K. Tra le prime si trouano pertanto le cztbiche 
gobbe che hanno per iwvznyini le rette dello spazio rappresentatiuo. 

2 9 . O  Dai punti di una cubica gobba situata sopra la V; eseono due 
serie CQ' di rette: uns  è la serie delle çeneratrici di una TT; norniale, ma 
l'altra non pub essere clle ln serie delle generatrici di una rigata d'ordine 
più elerato. 

Per trorare quest'urdine siipponiaiiio clle la cubica di cui si tratta si 
trovi sopra una rigata cubica della rete costruita con rette di A e, per faci- 
litare ancorri più la ricerca, supponiaino, coine è possibile, clie essa abbia 
per iminagine uria retta r dello spazio rappresentativo. Allora la rigata delle 
rette di ni  uscenti dai punti della cubica ha per inimagine l n  rigata delle 
corde di K uscenti dai punti di r ,  e yuesta è dell'ordine 4, lia in K una di- 
rettrice doppia e in r una direttrice seinplice. 

D'altra parte, due superficie cubiclie L si tagliano oltre che in K i n  una se- 
stica residua con un  punto trip10 in O e appoggiata in altri sei puriti a K, quindi 
questa sestica taglia la rigata yuartica precedente in 4 X 6-3 X 2-- 6 X 9 = 6 
punti fuori di I< e lit rigata di cui yuesta è iminagine è dell'ordine 6. 

In particolare delle due rigate forniate dalle rette di A e hl uscenti dai 
punti della cubica da cui si fa la proiezione della V; sullo spazio rappresen- 
tativo, ln seconda, clie è una V;, ha per ininiagine il solo punto O, la prima, 
che è una V ; ,  ha per inunagine la curva K, ogni sua generatrice proiettan- 
dosi in un punto di K. Questo diinostra che la V; appartiene all'S, (altri- 
menti K sarebbe iina cubica piana) ed è una V ;  razionale nornîale con w' 
direttrici minime d'ordinc 3. 

Riassuinendo abbianio : 
Le rette d i  V; uscenti dai punti di u n n  sua cubica gobba costituiscono 

due rigate razionali nornznli. Una è una  T/': e l'altra è zcna V; con oo' di- 
rettrici minirae d'ordine 3;  quest'ultima è incontrata in d?te punti da ogni 
retta del sistema A se è costitzcitn da rette d i  11, e uiceversa. 
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Teneildo presente ancora la cubica gobba da cui si fa la proiezione si 
ricava inoltre che: 

La Vi, contntn  &te volte, e l a  V; formate dalle rette d i  VE usccnti  d n i  p m t i  
d i  uncc s u a  cqcbicn costituiscono l n  coaapletn interseaione della V3 col con0 qua- 
drico (cinqqce t7olte specinl iznto)  proiettnnte dallo spn t io  delln ctcbicn gl i  spnci  
tnngent i  a l l n  TT; n e i  p u n t i  della cubicn stessn. 

30.' Una rappresentazione della V;, di cui stialno occupandoci, sopra 
un S ,  pu6 ottenersi anche in un altro modo, utilizzando la proprietà clie 
essa contiene oo4 coniche di cui ne passa una per ogni coppin di punti 
generici della V : ;  proprietà che, sotto certe restrizioni, è conseguenza del- 
l'altra, di cui pure essa è dotata, che gli S,  ad essa tangenti in due punti 
generici A e B si incontrano in un punto. 

Consideriaino infatti un punto A della V: e es,, u, che la tocca in questo 
punto: allora la VJ è rappresentata biunivocanîente su  a. quaiîdo si faccia 
corrispondere al piinto Y di V:, il punto X' di a ove la tangente in S alla 
couica di VQ clle passa per A e per X taglia la retta tangente alla conica 
stessa ne1 punto A. Infatti per ogni coppia di punti di V:  passa uiia sola 
sua conica e yuindi in particolare per ogni retta di a uscerite da A r i  è una 
sola conica di V; che le risulti tangente in A. 

31.' Per esaminare breveinente le proprietü della rappresentazione cosi 
ottenuta (*) chiamiaino 1, ed 1n, le rette di A e al, rispettivnn~ente, uscenti clnl 
punto A, e cerchiarno l'inimagine cli una retta generica 1 (O 111)  di A (O $1). 

Per le due rette 1 ,  ed Z di A passa una rigata cubica V; di rette del10 
stesso sistenia avente per direttrice una retta. wa di ni appoggiata ad 1, ne1 
punto D, pet- conseguenza i punti di u corrispondenti ai punti di V; situati 
su tale V; si potranno considrrare coine ottenuti tagliando il piano 1 1 ~  1,, coi 
piani tangenti alla VI nei suoi singoli punti. 

Ma con tale costruzione (**) le generatrici di V ;  vengono ad avere coine 

(*) Una considerazione analoga a quella del testo d i  subito una costruzione della iiota 
rappreseutazione della superficie di VERONESE niediante il sistema di tutte le coniche di  un 
piano (e più in generale, di ogni varietà di  Verotaese mediante il sistema delle qundriche di 
un 8,). Se infatti, preso un punto A della superficie di VERONESE e il piano a ad essa tan- 
gente in A, si fa corrispondere ad ogni altro punto X della superficie il puiito X' di a che è 
il polo della retta A X rispetto alla conica della superficie che passa per A e per X, si vede 
che la corrispondenza fra X e X' è biunivoca s e m a  eccezioizi e che le sezioni iperpiaiie della 
superficie sono rappresentate dalle coniche di a .  

(**) Se la costri~zione indicata nella iiota precedente si applica a iina V: di S, la  conclu- 
sione a cui si perviene è del tutto ailaloga. Se infatti (tenute le notazioni precedenti), D è 
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iinmagini le rette del piano 112 2, uscenti da D e le sezioni iperpiane della 
rengono ad avere per imniagini le coniche di +iz lu passanti per D, dunque: 

Nella indicnta rnppresentaxione della 1.7: szcllo spaaio a, le rette di A tien- 
gono rappresentate da rette appoygiate ad l,, le rette d i  ni da rette nppogginte 
ccd lit,,. Le rette d i  A (di  ni) costituenti una V'; passante per 1, hanno per i~rt- 
~ t g i n i  le rette di ?An fccscio avente i l  ceutro szc 1, (su 1123 e situdo in u n  piano 
per 1, (per *na) e allorché 14 Vi dmcrive i l  fnscio delle rigate d i  A (di  11) con- 
tenenti Z, (m,) i l  centro e i l  piano del fnscio d i  rette ora nonzinato descrivo~~o 
su &(wJ e intorno ad 1, ( I ~ J  due forme proiettive. Per conseguenza le rette 
di \ e 31 har~no per incn~agini i n  a le rette d i  due congruenae lineari speciali 
nventi per assi 1, e 112,. 

Per brevità irldichereino ne1 seguito yueste due congrueme coi siiilboli 
[41 ed [%l. 

3%" conside;.iarno ora una VI di A che non contenga la retta 1, e che 
abbia per direttrice la retta m, di nr. Le inlinagini delle sue generatrici sa- 
ranno le rette della congruenza [l,'] appoggiate alla retta m', di [n~,,] che cor- 
risponde ad I U ,  , cioè le rette d'una rigata quadrica passante per m,, dunque: 

Le due reti di  V! della V:  sono rnppresentate irz cc dalle due reti d i  quu- 
driche contenute nelle congrzcenze lineari speciali 1 l,] ed [ I N , ]  e passanti per m, 

la traccia della direttrice cl su1 piano a (per modo che A D  è la  generatrice contenuta in a) 

i piaui taiigenti alla 7: nei punti di una generatrice 1, formando un fascio di asse 1 in un 
S, passante per d, haiino pcr tracce su  a i punti di una retta 1' passaute per D, ed Z' sarà 
l'inmagiiie di Z nella rappresentazione eseguita. Allora ana  sezioiie iperpiana qualunque 
incontrando ogni geiieratrice in un punto e agni couica della V: passante per A in due 
punti, avrà per inimagine l a  curva geuerata dai fasci A e D  di a riferiti in corrispondenza 
(1, 2) col raggio unito A D ;  ina questa è una conica per il punto D, dunque le immagini 
delle seziorii iperpiane sono le 30' coniche a per il punto D. 

È utile scriver le formule della corrispondenza biiinivoca cosi stabilita fra i punti della V; 
e quelli del piano a ad essa tangente in A. 

Fissando opportunamente i vertici 01934 della pirtimide fondamentale si pub fare in modo 
che le coordiiiate del piiiito generico della V: siano date, al  variare dei parametri X e p, dalle 
formule : 

xo=I,  xl=i,  x, =l', x8=pi x4=pA; 

allora il piano 124 risiilta tangente alle V i  ne1 punto 2, e la retta 34 è la direttrice, cosicchi! 
possianlo supporre A 3 8, a = 124 e D = 4. Le quadriche: 

contengono la 1152, quindi il piano 6 taugente alla V? ilcl punto Y = yi sarà rappresentato 
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od 1; rispettiuamente, quindi le m4 coniclze della Vj sono rappresentate dalle m" 
coniche apyogginte ad 1,' ed ln, ,  secondo cui si tccglinno n due a due le pua- 
driche di peste due reti. 

Due V ;  yualsiansi della Vi appartenenti a reti diverse diilno, prese in- 
sieine, una sezione iperpiana e le loro imtiiagini costituiscono coinplessiva- 
mente una superficie del quart'ordine, quindi: 

Le sezioni iperpiane della V: hanno per iwungini in  cr zcn sisterlm li- 
neare 007 d i  superficie iV del quart'ordine. 

Una qualunque superficie N, essenclo iminagine di una sezione iperpiana, 
seca un piano a clie passi per 1,' (od q~c,,), oltre che ilella retta 1,' (o m,,), in 
una conica residua iinmagine della linea comune al coiisiderato iperpiano e 
alla V," rappresentata da w ;  e d'altra parte le rette della congruenza [E,] (od 
[rn,]) non incontrano la superficie iV fuori di l,, (od w,) che in un sol punto 
ulteriore, dunq lie : 

Le superficie N hanno tutte in 2, ed m,, due rette doppie ed i n  A zcn punto 
doppio uutiplccnnre col piano osculdore fisso 1, m,,. lnoltre in ogni pzotto di 1, 

dalle equazioni degli iperpiani tangeiiti in Y alle quadriche (1) e (8), ossia dalle: 

e di qui, teiiendo anche conto delle (1) e (94, si ricavano le formule della rappreseiltazione: 

Queste dimostrano che alla sezione di V: ottenuta coll'iperpiano : 

f f O ~ 0 + ~ 1 9 1 + ~ 2 ~ ~  + % 9 8 + % ~ 4 = 0  

corrisponde ne1 piano a l a  conica : 

conica che taglia la retta 24 E A D ne1 punto 4 = D e ne1 punto C la cui coordiiiata x2 sopra 
x4 

la retta A D  é data da - 84. La coordinata invece del puiito I in cui la retta A D  é ta- 
us 

gliata dall'iperpiaiio 5 è data da  - 5 ,  quindi le coppie A I  e C D  si separano armoiiica- 

mente; cioè si ha il  teorema : 
L'uZterim-e punto cl'intersezione della retta A D colla co~iica passante per D e r a p p v e s e ~ ~ t a ~ ~ t e  

%el wzoclo c7w si é cletto la sezioue della V: con u n  ipe~pialbo 5 è i l  coniuyato avmonico cli D 
rispetto ad A e al punto d'ithcotltro d i  5 cow la retta A D .  
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(od 14,) un0 dei piani osczclqtori è costituito dccl piano che colctie)~e le rette 
di [l,,] (od [~iq,]) uscenti da1 p u d o .  

Una sezione iperpiana della Vj si pub considerare come il luogo delle m' 
cubiche gobbe segnate su di essa dalle cm1 VI foriiiate con le rette di A (di ni) 

clle passano per la (IJL,), quiiidi la corrispondente iiii magirie N è il luogo, di m' 
coniehe situate in piani passanti per I ,  (od ab,) e secatiti 1 ,  (od I I L , )  nelle 
coppie di ilna irivoluzione quadratica avente per puilti doppi il 'punto A e 
l'intersezione di 1, (wa,,) col considerato iperpiano. 

33." Se diciaino F 10 spazio su  cui la V: è rappresentata niediante il 
sisteina delle superficie cubiche L passanti per la. cubica gobba X e aventi 
un punto doppio in un suo punto 0,  tra 10 spazio e 10 spazio y. dei n.*30, 
31 e 38 viene stabilita niediante la V;  una corrispondenza crenioniana, quando 
si dicano otiiologhi due punti di ed a che rappresentano uiio stesso punto 
della V:. 

Poicliè i piani di fi iosieiiie col cono cluadrico projettante K da O costi- 
tiiiscono delle superficie cubiclie L, auzi le superficie cubiche L che rap- 
presentrtno le sezioni della Vg con gli iperpiani passanti per una sua certa 
cubica gobba C 3 ,  cosi ad essi corrisporideranno in cc le superficie N di un 
sistenia lineare w3 passanti per l'iminagine di CA in y.. Tale inlinagine poi es 
sendo l'ulteriore intersezione, fuori di Z,, ed m,,, di una superficie iV con una 
quadrica della congruenza [wt,,,] passante per m,, è ancora una cubica gobba. 

D'altra parte anche in a un piano variabile insieiiîe col piano 1, ut, con- 
tato tre volte costituisce ima superficie N, duncjue ai piani di a corrisponde 
in I?, un sisteiiîa lineare m3 di superficie cubiche L e si coiicliide che la 
trasforlnazione cremoniann di F in a è in un senso del 4.0 ordine e nel- 
l'altro del 3.'. 

Ora è iiîteressante cercare le formule di una corrispondenza crenioniana 
atta a trasformare il sisteina di superficie cjuartiche iV in un sistema di 
superficie cubiche del tipo L, perchè cosi troverenio incidentalmente una 
nuova proprietà delle superficie iV. 

34." Per questo, coininciariio clallo stabilire in cc un sistema di coor- 
dinate prendendo il pui~to 1, m,, coine vertice 1 della piraniide fondaiilen- 
tale, un punto qurtlunque di Z,, colne vertice 2, un punto qualuncpe di IIA,, 

come vertice 3, il piano die  contiene le rette di [Zc61 uscenti da 2 coiiie piano 1"2* 
il piano che contiene le rette di [ac,,] usceiiti da 3 coine piano 13&, e infine 
scegliaino il punto 4 (sulla retta intersezione di questi due piani) e il puiito 
unità U, in modo clle il piano 12 U sia quel10 che contiene le rette di [Z,,] 
usceiiti da1 punto ove 19 taglia il piano 34 U. 
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Allora, se indichiatiio con y, e p, delle forme di 3.' e 4.' orcline nelle tre 
variabili x,, x,, x,, l'equazione di uria superficie J sarà intanto del tipo : 

poichè il puiito 1 è per essa un punto doppio iiniplannre col piano osciilatore 
in 123; e poichè essa deve anche arere in Id e 13 delle rrtte doppie man- 
cheranno in ?, i terriiini in xi, xi x,, xi x,, x:, x; x,, xi x, e in p, i teriiiiiii 
in xi, x.L x,, xi x,, xi, x; a,, x: x , ,  cioè l'eyuazioiie sa r i  del tipo: 

Ora si osservi che la proiettività stabilita dalla. congriienza I l , ]  fra i punti 
e i piani di l,, per le ipotesi f ~ t t e  sullii piraniide fondamentale, è rappresen- 
tata analiticaniente scrivendo che al punto rappiesentato soprn 12 dall'e- 
quazione 

X, -Xx2=0 

corrisponde rie1 fascio 18 il piano di equazione : 

quindi se si cerca la conica, residua intersezione di Arcon questo piano e poi 
si cercano le coordinate dei due punti ove essn taglia la retta 12, le coor- 

x 
dinate di uno di yuesti debbono essere 2 = A ,  x,  = x, = 0. 

x2 
Ponendo nella ( 1 )  x, = I x,, dividendo per xi e poi facendo x, = O, resta : 

x 1 pertanto la (8) deve rimanere soddisfatta, yualunque sia 1, poiiendo = A ;  
X? 

cioè deve essere 

n + e + i = O ;  c+l=O; i=0. (3) 

Dopo ci6 la (8) si pub scrivere: 

[a x, - (i h - c) x,] [x, - A x?] = O 

x i l -c  xl 
e i due punti d ie  sulla retta 18 hanno per coordinate =--- e = h  

X 2 a a, 

debbono corrispondersi in una involuziorie c~uadratica avente un punto 
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doppio in 1, dunque: 
n+i=O 

e, combinando con la prima delle (3), 

Infine, osserviaino che la proiettività stabilita dalla congruenza [su, , ]  fra 
i punti e i piani di ma, è rappresentata analiticarriente da una relazione 
del tipo : 

p . - V A = O  
fra il parainetro y del punto 

X I  - p. xX, = O 

della retta 13 e il parainetro A del piano corrispondente 

X2 - 'h x, = O, 

u essendo una opportuna costante, poichè per le ipotesi fatte ai valori O e cc 
di ,u. corrispondono i valori O e 00 di A. 

Allora, se nella 1) poniamo x, = A x, e dopo arer diviso per xi facciamo 
x, = 0, rester;, tenuto conto delle 3), 4) e 5 )  : 

X e qiiesta equazione deve esser soddisfatta, qualunque sia A, da 2 = u A. Cib 
$3 

porta clle deve essere identicamente: 

ossia 

Ma a non pub essere zero, perchè altrimenti il piano 1, In, si staccherebbe 
dalla superticie ,V, duilque deve essere : 

v = t l  
e per conseguenza: 

d = ~ r n .  

3 5 . O  Facciamo vedere, prima di procedere innanzi, che non pub es- 
sere v =  + 1. 
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Per questo osserviamo che l'equazione di una quadrica di [ l , , ]  passante 
per m,, cioè rappresentante una Vi della V;, è del tipo: 

Q ( ~ , X , - X ~ X , ) + B X : + ~ X ~ ~ ~ = O  

e quindi il piano: 
x,- h x 4 = 0  

la trtglia fuori di m,, nella retta ove è tagliato da1 piano: 

Ora, se si volesse trovare il valore di per il quale accade clle yuesto 
ultiino piano passa per il punto corrispondente sulla 13 al piano 

avendosi per tale punto (nell' ipotesi u = 1) x' = 1, si arriverebbe per I al- 
x3 

i'e yuazione : 

cioè, non potendo essere y = O per la genericità della yuadrica considerata, 
si troverebbe sempre la soluzione 1 =m. 

Tale conseguenza è per quanto è stato detto nei n.' precedenti assurda, 
poichè la quadrica generica di [Z,'] contenente m ,  deve avere una delle sue 
direttrici in una retta generica di [m,,], dunque non pu6 essere, ne1 caso 
nostro, 

u = + l  

e si conclude che 
v=-1 ,  d=+m,  

ossia che l'equazione d'una superficie N è del tipo: 

In questa equazione compaiono omogeneamente 0 t h  parametri lineari, 
quindi essa è appunto l'equazione del sistema lineare wT di superficie N. 

36.O Nell'ipotesi v = 1, la quadrica 

yualunque siano u e p, è tale che rispetto ad essa ogni punto di 1, (od s u , )  
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ha  per piano polare (tangente) il piano che ad esso corrisponde ne1 fascio 1, 
(od mm), in virtù della congruenza 1 E , ]  (od [na,]), quiildi la reciprocità clie resta 
deterininata fra i punti del piano 1, ~n, e i piani della stella avente per centro 
il punto l ,m,  dalle coppie di forme proiettive ora n.ominate è contenuta in 
una (ami  in 00') polnrità dello spazio a. 

Invece, nell'ipotesi v = - 1 ,  la reciprocità deterniinata fra il piano 1, ma 
(ne1 quale le coordinate sono x,, x,, x,) e la stella 1, nb, (nella yuale le 
coordinate di piano sono t,, S,, 5,) dalle punteggiate e dai fasci projettivi 
l,', 112, é rappresentata dalle foriiiule : 

e quindi è contenuta in u n  sisteina nul10 dello spazio a .  

Ora le ipotesi v -= t 1 sono le sole compatibili con l'altra a - O, yuando 
debba essere : 

C b ( V 2  - 1) = O ,  

pertanto ricaviaino incidentalinente il teoreina : 
Date i n  uno spasio (ordinario) due congruenze lineari speciali con le di- 

rettrici a e b zcscenti da u n  punto O e contenenti entrambe i l  fascio determindo 
da a e b, non esistono, i n  generale, superficie (irridzccibili) del yzcart'ordine 
con &ce rette doppie in  a e b, che abbinno peste u n  contatto tripunto con 
ogni rettn delle due congruenze e che siano tclgliate dni piani per cc e b in 
coniche nppoggiccte a yueste rette nelle coppie di una involuxione quadratica 
con u n  pzcnto doppio i n  O. B1anno eccezione soltnnto i casi in cui le due con- 
grzcense appartengono al con~plesso delle rette tnngelati a 2wa quadrica, op- 
pure a u n  co~~tplesso lineare, nei quali .ne esistoî~o infinite (m7) aventi i n  O un 
pzcnto doppio unzplntaare col piano osczclatore a b. 

In particolare deduciaino di qui che le due congruenze lineari speciali 
[ l , ]  ed [.î12,] appartengono a uno stesso coinplesso lineare. 

37.O La yuadrica, della rete 9), rappresentata dall'eyuazione: 

x4 X, - x2 x, = O 
contiene la rettn 

% , = O  x,=o 

della congruenza [HG,,], e un piano variabile intorno a p e s t a  retta: 
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taglia ulteriormente ln yuadrica iiella retta: 

Ora consideriaino la superficie M rappresentafa dall'equazioiie : 

e cercliiamo le coorditiate del punto, con~une ad esss e alla retta (IO),  noil 
sitiiato sulla retta 18. 

Si trova faciInlente clie tali coordinate sono: 

e se in queste formule si fa variare il parametro y, il punto corrispondente 
descrive la cubica gobba secondo cui si tagliano, fuori delle rette 1, ed $na, 
la quadrica e la superficie N considerata. 

Se nelle (18) si inutano ho, do, (b ,  + no), go rispettirainente in ? ho , p d o ,  
p (b, +no), p go, essendo p un yualsiasi fattore di proporzionalità, la cubica 
da esse rappresentata non muta, per coiiseguenza I'ecpazioiie: 

coi yuattro parametri indipendenti a, b, c, p rappresenta il sistenia lineare ao3 
delle superficie N passanti per la cubica gobba rappresentata dalle equa- 
zioni (12). 

Scritta la (13) sotto la forma: 

basta porre : 

üy, =x: (x, x, -X, x,) 

0 y, = X, s, (x, X, - x, x3) 
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per avere le formule d'una trasformazione crenioniana che muti il sistema 
clelle superficie N in un sistema di superficie cubiclie del tipo L. 

Le formule inverse delle (14) sono le:  

dalle quali si deduce che il sistema delle ao3 superficie cubiche corrispon- 
denti nello spazio (y,, y,, y,, y*) ai piani del10 spazio a (x,, ccx;,, x,,  x,) 
ha per linee hasi le rette: 

y2 = O, y, = 0 e y, = O, y, = O 
e la cubica pobha: 

Questa cubica gobba passa pel punto (O, 0,0,  l), come si vede facendo 
nelle (16) A = O, e questo punto è doppio per le superficie cubiclie in discorso. 

35." Le cose dette fin qui perinettono facilmente di risolvere un'altra 
questione sollevata dalla inia Nota già citata di Palermo. 

Risulta da essa che uno dei gruppi più notevoli di Ir, di un 8,. ( r  2 7 )  
a S ,  tangenti mutuainente secantisi è quel10 costituito dalla V: di S, ,  che 
stiaino studiando, e dalla V; di S,  di Veronese e sue proiezioni su  spazi a 7 
O 8 dimensioni. 

Ne1 caso della V; di S, due S ,  tangenti generici sono tagliati da tutti 
gli altri in coppie di punti corrispondentisi in una oinografia: si presenta 
quindi spontanea la questione di studiare la trasformazione crenloniana sta- 
bilita fra due S,  tangenti generici della V; dai punti di appoggio di tutti 
gli altri. 

Per questo, osserviamo che se y è 1'8, tangente alla V; in un suo punto 
generico C ed l , ,  m, sono le rette della V: uscenti da C, la V;  pub riferirsi 
biunivocamente ai punti di y ne1 modo stesso che è stato indicato per rife- 
rirla biunivocamente ai punti di a e che due punti di cc e y i quali rappre- 
sentino uno stesso punto della V; sono precisaniente due punti di cc e y 
oniologhi nella trasformazione cre~noniana r che si tratta di caratterizzare. 

La corrispondenxa muta evidentenlente le superficie N di cc nelle ana- 
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loghe N' di y ;  ina al sisterna delle iV (delle N') appartengono i piani di a 
(di y), insieine col piano l,, wt, (1, nt,) contato tre volte, dunque la corrispon- 
denza 2: è, in ainbedue i sensi, del 4 O  ordine. 

1 piani dello spazio a, insieme col piano Z,'~IL, , c o ~ t i t ~ i ~ c o ~ ~ o  delle qua- 
driclie del sistema m4: 

la cui equazioiîe si ottiene da quella del sisleina iV facendovi a = c = cl = O 
e sopprirnendo il fattore x:, e cjueste yuadriche rappresentano il sisteina m4 

delle sezioni iperpiane della V: passanti per le rette Z,, u4,, dunque ai piani 
dello spazio u corrispondono in y m3 superficie N' passanti (oltre che, dop- 
piamente, per l,, m,) per le due rette delle congruenze [ l , ]  ed [ i ~ t , ]  (*), rispet- 
tivainente, die  rappresentano, in 7 ,  le rette 1, ed m,,. 

Kello stesso modo, ai piani di y corrispondono in a le superficie N di 
un sisteina oinaloidico cio3 avente per rette basi (fuori di Z, ed la,,) le due 
rette di [l , ,]  ed [m,] iminagini di 1, ed uc,. 

Supponiaino (e con questo non si vien meno in nulla alla generalità) 
che le immagini di Z, ed 912, sieno in a precisainente le rette 24 e 34;  le su- 
perficie N che le contengono sono allora quelle del sistema m4: 

ed entro questo sistema oo4 è contenuto il sistema omaloidico corrispon- 
dente ai piani di 7. 

Poichè il sistema (18) è del grado 2 (**) se ne possono estrarre m3 si- 
stemi omaloidici considerando quelle delle sue superficie che passano per 
un punto fissato a piacere in a; ma il sistema dei piani di y corrisponde a 
un sistema omaloidico di sezioni iperpiaiie della V ;  che si ottiene da. quel10 
delle m4 sezioni iperpiane passanti per 1,. ed gr/,, considerando le sezioni iper- 
piane che passano per un punto della VI avvicinatosi infinitainente al punto 
1,1tc,., dunque, per avere le superficie N di a corrispondenti ai piani di y, 
dobbiamo considerare ne1 sistema (18) le superficie che passano per un punto 
avvicinatosi infinitainente al punto 4, immagine, in a, del punto 1, w,. 

Considerando che il piano x, = O taglia le superficie del sistema (18), 

(*) Cioè dalle due congruenze che rappresentano in 1 i sistemi A e M della V j  . 
(**) Irifatti il sistema omologo in y è rappresentato da una equazione analoga alla (1). 
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fuori di 84 e 34, ne1 sistema di coniche: 

si conclude che, per avere le superficie Nrichiestp, bisogna fare nella (18) n=O. 
Dopo cib si vede subito che, con una conveniente scelta della piramide 

fondamentale in y, chiainando y, ,  y,, y,, y, le coordinate correnti di punto 
in y, le formule della corrispondenza r; sono, i i i  un senso, le formule: 

e, iiell'altro, quelle perfettainente analoghe: 

39.O Tenendo presente la rappresentazioue della V; sopra uno spazio 
ordiiiario inediante le superficie cubiche per Ii con un punto doppio ne1 
punto O di K ,  si trovano subito le oiiiografie dell'S, che iiîutano la V; in sè. 

Infatti u n i  tale oinografia o 
a) scainbia in sè i sistemi A e A I ,  O 

b) scambia fm di loro A e M .  
Nell'ipotesi a) l'omografia considerata n subordina fra le rette di A una 

corrispondenza biunivoca che si riflette in una corrispondenza biunivoca fra 
le rette di O, e questa corrispondenza è una proiettività, perchè i piani per O 
rappresentano la V; di A e yueste, per l'oinografia n, si scambiano fra di loro. 

Inversainente, si iiiimagini di considerare una yualsiasi proiettività 6J fra 
le rette della stella O. Si avrà fra le rette d i  A una corrispondenza hiuni- 
yoca che muta le Tr," in V; e poichè le rette di M non sono altra cosa che 
le clirettrici delle V," di A, cos1 anche fra le rette di hi si avrà una corri- 
spondenza biunivoca, che si tradurrà in yuella fra le corde di K che si ot- 
tiene chiainando o~iiologlie due corde di I< situate in piani per O corrispon- 
denti in o. Ora se una corda di K descrive una schiera rigata di una delle cd 
quadriclle per K, essa si appoggerà costantemente a una certa retta 1 uscente 
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da O ;  yuindi la corda ad essa omologa nella corrispondeilza considerata si 
appoggerà costanteinente alla retta 1' di O oiriologa ad  1 nella proieftirità 6). 

Cid significa che la corrispondenza costruita fra le rette di M iiiuta le V: 
in V; e allora le due corrispontienze stabilite in A e al dànno luogo a una 
lrasformazione in sè della V ;  clie è evidenteiuente contenula in unn omo- 
grafia dell's,, perchè una sezione iperpiana della V! spezzata in due V; si 
muta per essa in una analoga sezione iperpiana. 

A una conclusioi-ie simile si arriva quando si faccia l'ipotesi b), purcliè 
si terigano presenti due rappresentazioni della V; del tipo di yuella consi- 
derata, per modo die  nell'una siano rappresentate da raggi di una stella le 
rette di A, nell'altra da raggi di una stella le rette di hi. 

40.O Ed ora passiaino a considerare ln V; di Si rappresentata sullo 
spazio ordinario daHe superficie eubiche che passano per uiia ciibie;~ pinna 
nodale H ed hanno un punto biplanare ne1 iiodo O di ynesta cubicü e Lin 
piano oseulatore fisso in un piano o passante per uria delle due rette tan- 
genti ad H ne1 punto O. 

Le rette per O dello spazio rappreseiitativo corrispondono a rette della V;,  
dunque : 

S u l b  V: esiste un sisteurm mso? di rette, tale clae yer o p i  ~ t i d o  della V ;  )ce 
passa una  ed una  sola. 

Le oo6 superficie cubiclie spezzate ne1 piano della cubica H e  in un cono 
quadrico col vertice in O rappresentano le sezioni iperpiane della V;  otteiiute 
c,on gli m V S ,  passanti per una certa retta d. Poi due coni quadrici col ver- 
tice in  O non si tagliano ulteriormente che in quattro rette, dunque un S,  
generico per d taglia la V! fuori di d soltanto in quattro rette, ossia: 

La Vg ha una rettrt doppicc d ed è formccta d i  mû3 rette appogyinte tntte n d .  
Si trova allora facilnlente la classe del sisteina di rette della V : ,  cioè il 

nuinero di esse contenute in un iperpiana 
Infatti un iperpiano generico taglia la Y:  in una V;  ciotata di un punto 

doppio conico e rappresentabile su un piano mediante un sistemt di cubiche 
con tre punti-base allineati (*), yuindi: 

Un àpwpickno yenerico colatiene ire refte delta V! concmreati i i z  u n  pz,zlnto 
della retta d .  

1 piani dello spazio rappresentativo uscenti da O corrispondono 

(*) DEL PEZZO, Sulle superficie cZelll~~o orditze, etc. (Rend. del Circ. Mat. di 
1, 1887). 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XV. 

a rigate 

Palermo, 

33 
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cubiche normali della V; e poichè due tali piani presi insieme dànno un con0 
quadrico (degenere) passante per O si conclude d ie :  

La VQ awmette uncc rete d i  rigate cubiche normnl i  autoresidua rispetto a l  
sistewm delle sezioni iperpiane. L e  rigate hanno  poi tutte per direttrice l a  retta 
do$pia d.  

Di qui segue in particolare che gli S, tangenti alla V;  nei punti di una 
sua rigata cubica stanno tutti in un  S,, e, conie ho dirnostrato altrove, yuesto 
fàtto si riconnette con la circostanza che essa sta sopra una V,4 ottenuta 
proiettando da d una superficie di VEHONESE. 

Per stabilire la verità di questa asserzione si inimagini di proiettare 
dalla retta d le oo-ette della V;. Si otterranno, riella stella dell'S, avente 
per centro d ,  oo2 piani e in questa varietà di piani esisteranno, corrispon- 
denteinente alla rete di rigate cubiche della Vg, ooQoni yuadrici con retta 
doppia. Ma allora la superficie che si ottiene tagliando con un S,  la varietà 
di punti riempita da questi so-piani sarà una superficie con ao2 coniche e 
quindi una superficie di VERONESE. 

4 1 . O  Cerchiauno di invertire la considerazione ora fattn e ne ricaveremo 
una seniplice costruzione della V3 di cui ci stiamo occupando. 

Sia V: la varietà di S,  che si ottiene proiettando da uila retta d una 
superficie di VEKONESE, e sia VS una quadrica (non specializzata) che passi 
per d ,  tale che dei suoi ao2 piani passanti per d e costituenti, nell-'S, tan- 
gente alla Vi lungo d, una Vi con la retta doppia d ,  ool coincidano con gli ao' 
piani della V: costituenti su yuesta una con la retta doppia d. La re- 
sidua intersezione della V; e della quadrica sarà una V; con retta doppia 
in d e si coniporrà di ao-ette appoggiate a d. 

Uno yualunque degli ma coni quadrici della V: diverso da quel10 con- 
tenuto nella Vi taglia la V: in una V; dalla quale si stacca il piano che esso 
ha a comune con yuest'ulti~no, quiridi taglia la V; in una V; rigata normale. 
E dopo cib è facile riconoscere che la V; ottenuta è proprio quella di cui 
si è discorso riei nurneri precedenti. 

4 2 . O  Anche la ricerca delle omografie dell'S, che trasformano in sè 
quest'ultimo tipo di V: non presenta alcuna difficoltà. Si vede subito infatti 
che se una omografia n deIl's, trasforina in sè la V:,  per la n le rette della V! 
si scambieranno fra di loro per modo clie ogni VI rigata normale si tnuteri 
in un'altra Vp; quindi nella stella O le rette inlmagini delle rette della V; sa- 
ranno accoppiate in una corrispondenza proiettiva. D'altra parte questo ra- 
gionamento è evidenteinente invertibile, quindi: 

L e  ornografie che mutano  in sè l a  V3 forrnano urz grzcppo oo8. 
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4 3 . O  Supponiamo clie V: (n+ 5) sia uiia varietà norinale di 1." specie 
di S,,,, a curve sezioni ellittiche, e sia la curva razionale noriiiale dzlla 
quale si suppone di proiettarla sopra un S,. 

Le sezioni iperpiane passanti per la C"-3 sono delle V," normali di l . a  spe- 
cie che si proiettano sopra gli S3 del10 spazio rappresentativo, qiiindi se 
chiainian10 Q la quadrica che appartiene parzialinente al sistema lineare delle 
forme cubiche clie rappresentano le sezioni iperpiane di V ;  e IC la V,"-" si- 
tuata sopra Q e base del sistema lineare ~iiedesiino, basta tener prescrite 
l'enumerazione dei tipi delle V; di 1." specie eseguita da1 prof. EKRIQUES per 
concludere Che: 

Se si prescinde dalle V; che si riducono a coni, le sezioni iperpiane ge- 
neriche della quadrica Q e della superficie ILr sono rispettivamente: 

a) per n = 5 una quadrica ordinaria Q' e una quartica di 9." specie Ii"; 
b) per n = 6 una quadrica ordinaria Q' e una terna di rette a due a 

due sghembe; oppure un con0 ordinario Q' e una cuhica gobba R'; O infine, 
una quadrica Q' spezzata in una coppia di piani e una cubica pians nodale K'; 

c) per n = 7 un con0 quadrico ordinario Q' e una conica R'; 
e in ogni caso la curva K' sarà naturalinente situata sulla quadrica Q. 

44.' Per esaniinare partitamente i rari casi coiniticiamo da1 supporre 
che sia n = 5. 

Allora, poichè la sezione iperpiana generica Ii è una quartica di 2." specie, 
la superficie IC sarà una superficie del 4 . O  ordine a curve sezioni razionali e 
quindi proiezione sopra un S,  da un puiito esterno di uila superficie di 
VERONESE O d'una rigata razionale normale del 4.O ordine. La prima ipotesi 
è da escludere perchè altrimenti I< O non sarebbe situata sopra il con0 
quadrico Q, O conterrebbe una retta doppia e allora starebbe sopra infinite 
anzi che sopra unn quadrica; dunque resta la seconda, cioè I< è una rigata 
razionaIe del 4.' ordine di S,, dotata di un punto doppio iinproprio ne1 ver- 
tice O dell'unico cono quadrico Q che la contiene. 

Ne segue che sarà dimostrata l'esistenza di una a curve sezioni el- 
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littiche di S, quando si sia fiitto vedere clie per una rigata K del yuart'or- 
dine di S,  (e yuindi razionale) passano 00' forme cubiche. 

Ora yuesto pub dimostrarsi in doppia maniera; calcolando cioè la po- 
stulazione di K per le forme cubiche del suo spazio, oppure costruendo di- 
rettaniente le forme cubiclie che passano per K e trovando cosi clie esse 
sono 00'. 

43." Il calcolo della postiilazione di K si fa rapidamente ricorrendo ad 
alcuni teoremi stabiliti da1 prof. SEVERI. 

Si conducano infatti per la superficie K dotata del punto doppio im- 
proprio O due fornie cubiche genericlie L, ed L, (di tali forme ne esistoilo 
certo, pioielié il loro sistema deve contenere gli cio2 coni cubici clle si otten- 
gono proiettando K dai suoi punti): la loro intersezione residua sa r i  una 
superficie del 5 . O  ordine K,  con un punto doppio i~nproprio in O avente a 
coiriune con K una curva del 10.' ordine (e della 26" classe) con un punto 
quadruplo in O (*). 

Poicliè il puilto O presenta erideritemente unu coilclizione ngli iperpiani 
clle debbono coiltenerlo, segue, per un teoretna del prof. SEVERI (**), che K 
e KI sono entraiiibe regolari e clle per calcolare la postulazione di X per 
le forme cubiche si pu6 far uso della formula: 

facendovi u z  = 4, 1 = 3, p = Pu = O, d = 1. Si trova cosi, conîe valore della 
postulazione in discorso, 87, e quindi, le forme cubiche dell'S, essendo x"', 
per la superficie K passano appunto 00" fornie cubiche. 

46." Ma al10 stesso risultato si pub arrivare, corne abbianio detto, per 
un'altra via, meno rapida, ina assai piii elementare. 

Si taglino, per questo, la rigata K e il cono quadrico Q clie la proietta 
da1 suo punto doppio iinproprio 0, con un S, generico a e siano K' e Q 
rispettiranlente la quartica di 8." specie e la quadrica sezioni di K e &. 

(*) SEVERI, Sulle intersezioni delle uarietà algebriche, etc. (Memorie dell'Aeead. delle Scienze 
di Torino, serie II, t. LlI, 1902), 3 9. 1 caratteri di KI sono, adoperando le notazioni del 
prof. SEVERI, ph= 5, p i  = 10, p', = 8, Y; = 8, $= 1 essendo p, = 4, p, = 6, p, =- 4, v, = 4, 
d=i  quelli di K. 

(**) SEVERI, Su nlcune questhni dipostulazione (Rendic. del Cire. Mat. di Palerrno, XVII, 
1903), n . O  32. 
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Nello spazio a per la curva K' passano mhuperficie cubiclie i1' e se si 
chiainano A, B, C, D i punti ove K' è tagliata da un piano generico x di a, 

queste m6 superficie 1: tagliano z ne1 sistema lineare (coinpleto) delle m5 
cubiclie passanti per A, B, C, D. 

Ora si prenda a considerare una deterininata superficie L', di quelle wG 
e detta A, la sua traccia su z, sia r il piano ad essa tangente in un punto JI 
di h l  esterno alla conica sezione di ia con Q, e p un S,  generico passante 
per 7 .  Se r" è un altro S ,  del fascio avente per asse i; e 7'' è la sua sezione 
con j3, s" taglierà r nella retta tangente a A, ne1 punto Al, e in a" vi sarà 
una. sola superficie cubica L", clie passi per la quartica K", sezione di cc" 

con K, e per la cubica 2 ,  e inoltre tocchi ne1 punto 112 il piano 7". Variando a" 

intorno a ii, la superficie L", assuineri certe oc' posizioni distinte e riein- 
pirà una fornia V;, il cui ordine 112 è appunto 3. 

Infatti asserire che +n = 3 equivale ad asserire che per nessuna posizione 
di ru intorno a .;; la relativa superficie Lul si spezza ne1 piano x e .in una 
residua quadrica Q", passante per il punto M e per la quartica br" sezione 
di cc" con Q, e yuesto si dirnostra facilmente per assurdo. Poiclié se per una 
certa posizione di cc" avvenisse il detto spezzarnento, per quella posizione 
di cr", E" O sarebbe una quartica di 8." specie priva di punto doppio O sa- 
rebbe dotata di un punto doppio. Nella prima ipotesi, K" essendo situata 
sopra u n a  sola quadrica, Q", sarebbe la sezioiie di Q con r" e quindi AI sa- 
rebbe situato su &; nella seconda ipotesi, a" risulterebbe tangente a K O 

passante pel suo punto doppio improprio O. Ora di queste due ultime alterna- 
tive la prima è da escludersi per ragione analoga ad altra già detta (in 
quanto per essa si arriverebbe a una IC" spezzata in una cubica gobba e 
uria sua unisecante e quindi situata sopra una sola quadrica), la seconda 
porterebbe alla conseguenza che Q", sarebbe una quadrica generica fra le 
m' passanti per K M  e quindi una quadrica non a.rente un punto doppio 
in 0, mentre la costruita (e quindi Q",) ha necessariainente un punto 
doppio in O (*). 

Il ragionamento coinpiuto mostra clie per ogni superficie cubica L' 
di a contenente K' passa una fornia cubica I, dell'S, contenente K e tan- 
gente in un punto Jl di L' a un dato S,  (passante pel piano T tangente ad 
L' in III), quindi per ogni superficie L' di cc passano aol forme cubiclie con- 

(*) SEVERI ,  I t ~ t o r w  ai purtti tloppi i~npropri,  etc. (Reiidic. Cire. Mat. di Palermo, XV, 
1901), n . O  14. 
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tenenti K e K si trova in totale sopra un sistema lineare m 7  cli forme cu- 
biche L. 

4 7 . O  Facciaino ora l'ipotesi n = 6 e supponiamo che le sezioni iperpiane 
generiche di Q e K siano una quadrica ordinaria &' e una sua terna di rette, 
sglieinbe fra di loro a due a due. 

Allora K sarà una terna di piani di Q passanti pel punto doppio O di Q 
(apparteneiiti al10 stesso sistema) e un S,  generico per O segherà Q e I< in 
un cono quadrico e in una terna di rette situate su questo cono. 

Ci6 significa clie ogni iperpiano dello spazio S,  contenente la 7: die si 
sta considerando e passante per 1'8, che congiunçe O con lo spazio della C" 
da cui si fa la proiezione, taglia la V: in una VB conica (h). Per ognuilo di 
questi iperpiani il vertice del relativo cono Va è il vertice del cono cubico 
contenuto in quell'S,, dunque anche 7: è un cono col vertice in quel 
punto. 

4.5.' Supponiaiiio adesso clie, pur essendo n =6, la quadrica Q e la 
superficie E siano tagliate da un iperpiano generico in un cono yuadric,~ Q' 
e in una cubica gobba Kt. Allora K è una V; rigata ilorinale con uns  diret- 
trice d e Q è una quadrica per K con retta doppia, cioè sarà il con0 quadrico 
(doppiainente specializzato) clie proietta le generatrici di K dalla diret.trice d. 

Segue da ci6 che sarà diinostrata. l'esistenza di una V: a curve sezioni 
ellittiche di S, ,  corrispondenteinente alle ipotesi ora fatte, purchè si diiiiostri 
che data in un S ,  una rigata cuhica normale vi sono ~ V o r i n e  cubiche pas- 
santi per essa e aventi una retta doppia nella sua direttrice d. 

Ora si potrebbe coinporre una tale dimostrazione imitando il ragiona- 
niento diretto del n.O 46, nia preferiaino ricorrere a una via indiretta che 
avreintno potuto seguire ariche per il caso della Va. 

Se, per un momento, si suppone che la T: in discorso realinente esista 
e sia rappresentata da1 sistema delle forme cubiche passanti per una 13 ri- 
gata normale e aventi una retta doppia nella sua direttrice d, è chiaro che 
gli oo>iani passanti per d dell'S, rappresentativo saranno le iininagini di ooZ 
piani appartenenti alla V : ,  e 10 stesso potrà dirsi degli m"iani contenenti 
le coniche della 7:; quindi sulla V4 si nvranno intanto due serie o o q i  piani 
tali che per ogni punto della V :  passa un piano di ciascuna serie. 

(*) ENRIQUES, Sui sistemi lirzeari, etc. (Math. Aim. Bd. &), n.O 15. Notisi che in questo 
cas0 Q è il  cono quadrico tangente ne1 punto doppio O a tutte le forme cubiche passanti 
per i tre piani di K. 
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D'altra parte i piani di due coniche qualunyue della sono tagliati in 
due sisteini prospettivi da quelli uscenti da d, per coiiseguenza i piani di 
uno almeno (questa restrizioiie lion è che provvisoria, come redrenio) dei 
due sistenii di V< tagliano collinearniente i piani dell'altro sisteina. 

Si conclude che se la V: in discorso esiste, essa non pub che coincidere 
con una nota varietà studiata già da1 prof. SEGRE e geneïata dai piani clle 
congiungono i punti omologhi di tre piani collineari generici di un S,  O dai 
piani secondo cui si intersecano gli S, di tre stelle proiettive di un S ,  aventi 
per centri tre Sb generici. 

Poicliè si riconosce subito clie proiettando yuesta V: di SEGRE sopra un 
8, dallYS, di una sua cubica gobba si ottiene una sua rappresei~tazione hiu- 
nivoca in cui il sistenia delle imniagini delle sezioni iperpiane è un sistema m" 

di forme cubicl-ie del tipo considerato in yuesto nuinero, si coiiclude clle 
l'ipotesi quivi fatta porta realinente a un tipo di V: non c o k a  a curve se- 
zioni ellittiche (*). 

49.' Conie è noto, la V; di SEGRE contiene due serie cd di piani in 
condizioni perfettainente identiche; quindi i piani di ognuna delle due serie 
punteggiüno proiettivarnente i piani dell'altra. 

Tenendo conto della sua rappresentazione sopra un S,, or ora indicata, 
si arriva incidentalniente al teorenia: 

Due piani passaîzti per la clirettrice d i  una rigata cubica norrmle sono 
tagliati dai piani delle sue coniche i n  due sistemi piani collineari(**). 

5 O . O  Per esaurire la discussione del caso b) del n . O  4.3 vediamo diret- 
taniente se possa esistere una V: di Sn clle da ogni S,  sia tagliata in una V: 
a curvé sezioni ellittiche dotata di retta doppia (ri.' 40, 43, 48). 

Se esiste, poichè ogni iperpiano la taglia in una 7; con retta doppia, 

(*) Una proprietà caratteristica di questa V: è data da un teorema dimostrato nella niia 
già citata Nota di Palerrno. 

(**) Non è difficile dimostrare direttaiiiente questo teorema. 
Se T è una retta d 'un piano n passante per la direttrice d di uiia rigata cubica nor- 

male v:, da ogni punto di r (coine da ogni punto generico del17S, conteneilte la rigata) esce 
un piano che seca la rigata secondo una conica. Gli mi piani che cos! si ottengono corri- 
spondenteinente agli c d  punti di r riempiono una v:, il cui ordine x s a r i  quel10 delle su- 
perficie secondo cui è tiigliata da un Sa generico condotto per r. Ma tale siiperficie è la ri- 
gata delle corde appogginte ad r della c~ibica gobba, sezione deli'S, stesso con la v:, ed r 
è una unisecante della cubica, duiique x = 9; e quella PB é un cono quadrico passante evi- 
dentemente per d .  Ma allora ogni altro piano passante per d seca i pinni della V? iiei punti 
di una retta, etc. 
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essa ainrnetterà un piano doppio 6, e un S, generico eondotto per S la ta- 
glierà in una residua superficie del 4.O ordine P4 che si spezza in yuattro 
piani. Infatti se si iiimagina di tagliare tutta la figura con un S,, la V: d i  
luogo a una V; ,  1'8, a un Sj generico passante per la retta doppia della VY 
e la F 4  alla residua intersezione della V ;  con yuesto S, ,  e tale intersezione 
si coinpone appurito di yuattro rette. 

Segue clie, eventualmerite, la considerata V! consta di m4 piani tutti 
ttppoggiati secondo rette al piano doppio 8; per modo che se si fa la proie- 
zione della V: da1 piano 8 si ottengono in corrispondenza ai suoi m4 piani 
cro2S, uscenti da b' e costituenti m a  V ;  appartenente ad 5,. Ora tale V; è 
il risultato della proieziotie di una superficie di VEKONESE del piano 8, e 
d'altra parte per un teorei~ia già citato de1 prof. ENRIQUES, se la in di- 
scorso esiste deve essere certo situata su yualche quadrica, dunque se la Y ;  
esiste essa deve essere intersezione parziale del cono 17; ora noininato con 
una yuadrica passante pel piano S. 

Questo ragionainento indica subito coine possano esser costruite le V: 
del tipo clie si sta considerando. 

Assuiniaiiio infatti nell'S, un piano 6 e i i ~ i ü  quadrica generica pas- 
sante per esso. La 7; sa r i  una qundrica nori specislizzata ed arnnietterà oolS, 
passanti per 8 ;  anxi questi S, costituendo la sua intersezione con I'S, polare 
del piano 8 formeranno ilna Y: e si potranno ottenere proiettando da 8 i 
punti di una certa conica k" situata in un piano inclipendente da 8. Ma al- 
lora si costruisca in un Sj indipendeilte da 8 e passante per k2 una super- 
ficie di VERONESE che eontenga questa ronica: la V: proiettante da 8 la su- 
perficie di VERONESE taglierà. la quadrica V; nella V;: proiettante kVda  8 e 
in m a  residua che conterrà mVS, appoggiati secondo rette al piano 6 
(perchè ogni S,  per 8 della V,' taglia V; in 8 e in un piano residuo) e che 
sa r i  evidentemente a curve sezioni ellittiche nor-mali. 

Gli oo9iani  della 7: ora costruita si distribuiscono in una rete di Y ;  in- 
tersezioni degli ookooili yuadrici della Tl con la 7: fuori della Vj proiettante 
da S la conica k', e tali T; sono naturalinente dei coni coi vertici situati 
su S. Infatti ciaseuna d i  esse appnrtiene a .un S5 corne il cono quadrico 
della V5 che la contiene e non pu6 essere una VI razionale normale, perchè 
allora non 8 iiîa una rigata quadrica vera e propria sarebbe una sua ri- 
gata direttrice d'ordine niinimo. 

La rete delle coniche di una superficie di VERONESE è autoresidua ri- 
spetto al sistema lineare delle sezioni iperpiane ed è pure omaloidica, dunyue: 
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Sulla Y: orn costrzdn in refe dei corli V;  è nzctoresitlm rispetto al si- 
stema delle sezioni iper~inlze e dzce V; clelln rete si tngliccno fiiori di 8 in 
un piano. 

In particolare: 
Gli S, tntzgenti alla V :  uei yunti di zozn sua V," stn~rzo tutti i ~ t  ukz iper- 

piano, cioh in un 8,. 
La rappresentazioiie della y4 sopra un S,  si ottiene, natulaliiiente, proiet- 

tandola dall'S, s( di una sua ciibica gobha C', situata sopra una clelle V; clie 
cliiamereiiio A.  Ora se si cliiaina O il punto ove la C 3  taglia il piaiio 8 e r 
il cono V :  dei piani della VI uscenti da O, l'S., del cono i' e 1'8, v. della 
cubica C%tanno in uno stesso iperpiano (in quel10 cioè clle contiene r e A )  

yuindi gli w1S, clie coagiuiigono i piani di i' con y. tapliano 1'8, rappresen- 
tativo nelle rette di una superficie cubica. apparteneiite ad uii 8,. Tale su- 
perficie I< è la varietà base del sisteiiia lineare delle forille cu1,iclie iiiiii~ngiiii 
delle sezioiii iperpiane della V ; ,  ed i! una rigata cubica di CAYLEY. 

Questa asserzione pu0 giustificarsi in cloppia. inaniera. Piib o~servarsi 
in primo luogo clle gli Sj di r e A lianno in coiiiurie 1'8, determinato clal 
piano 8 e da1 piano generatore coiiiune a r e A, quiiicli s( e 1'8, di r Iiüniio 
in coinune una retta di tale S,,  cioè uiia iettü situüta ne1 cono cpidrico 
che proietta r da A. Ma la proiezioiie di r da a soprn l'S, rlell'S, rappreseii- 
tativo, in cui questo è tagliato clall'iperpiano coiiteiiente r ed cr, è iii sostanza 
la proiezione da a della rigata cubica noriliale in cui r è tagliatn (la iin S ,  
generico del suo spazio, e allora tale proiezione, poichè il punto coinune 
ad or e dl's, della rigata cuhica trovasi su1 cono yuadrico che proietta (pesta 
rigata dalla sua direttrice, sarà appunto una rigata di CAYLEY (*). 

Ma, volendo, si pub anclie osservare che se si chianiano, al solito, Q .e 
K la quadrica fondanientale e la varietà base riella rappreseiitazione della V: 
sopra un S,, le sezioni iperpiane generiche di Q e K debbono essere uiia 
coppia di piani e una cubica nodale situata in uuo di essi e tangente al- 
l'altro ne1 nodo. Ma allora Q dovrà essere una coppia di S,, K una rigata 
cubica con la direttrice doppia ne1 piano colnune di due S, e di più tale 
piano dovrà toccare K in tutti i punti della direttrice doppia. Cih significa 
precisaiiiente che K è una rigata cli CAYLEY. 

51.O Esauritü la diseussione per il caso n = 6, fücciamo l'ipotesi clle 
sia n = 7. 
- 

(*) Cfr. BERTINI, I~~tt'oduzioue, etc. (Pisa, Spoerri, 1907), pag. 299. 

Anlzuli di 1Ctutematicu, Serie III, Tomo XV. 
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Poichè le sezioni iperpiane genericlie di Q e K sono un cono ordinal io Q' 
e una conica K' situata s u  di esso, Q sarà un cono quadrico a tre dirnen- 
sioni con una retta doppia e K un cono yuadrico ordinario situato su Q 
col vertice V sulla retta doppia. Allora un iperpiano generico clie passi per 
YS, congiungente V con YS, da cui si fa la proiezione taglia la Y:  in uiia V: 
che si rappresenta sopra un S ,  inediante il sistelna delle superficie cubiche L, 
passanti per due rette, con punto doppio nclla loro intersezione e con un 
assegnato cono tangente in esso; quindi in una V7 conica (*) e il vertice di 
questa V: conica è il vertice del cono del quart' ordine che il detto Sb ne 
contiene. Ci6 significa che addirittura la Y: è un cono. 

La cosa stessa pu6 vedersi anche altrimenti. 
Il sistema delle immagini delle sezioni iperpiane è un sistema m V i  

forme cubiche L con quadrica base Ii (che è un cono) e con retta doppia d 
passante pel vertice V di Irl. Si trasfortni quadraticailierite 1'8, rappresen- 
tativo in un altro, prendendo ne1 primo corne punto fondamentale un punto O 
di d e conie yuadrica fondanientale Ii. Ad una forina L corrisponderà una 
forma L' del 6.0 ordine da cui si stacca due volte l'iperpiano tu' corrispon- 
dente al punto O e una volta la yuadrica proiettante da1 punto fondainen- 
tale O' del secondo S,  la relativa cpadrica fondamentale X'. Quindi il sistelna 
delle ii si muta in un sisterna di quadriche passanti pel punto fondamentale 
O' e tangenti ne1 vertice di E' all'iperpiano d, poicliè se si considera un 
piano generieo n uscente da cl, ad esso corrisponde un piano n' e fra .rc e 
n' vi è una corrispondenza quadratica tale che in z' due dei punti fonda- 
mentali vengono a coincidere col \lertice di K', e allora alla retta ulteriore 
intersezione di SF con una forma L viene a corrispondere in n' una conica 
tangente ad of ne1 vertice di K'. 

Si conclude che la V,! è rappresentabile punto per punto sopra un S, 
per modo che le sezioni iperpiane abbiano per irninagini le quadriehe pas- 
santi per due punti fissi A e B e con un iperpiano tangente fisso in uno di 
essi, per es. in A. Ed allora il sisteina lineare di coni quadrici col vertice 
in A e passanti per B, sistema lineare ao8, rappresenta il sistema delle se- 
zioni della V: con gli iperpiani passariti per un punto N da cui escono 00' 
rette della V4 (le rette che hanno per immagini quelle dello spazio rappre- 
sentativo uscenti da A), cioè la Y: è un cono. 

5 2 . O  La dirnostrazione ora compiuta conduce facilinente alla determi- 

(*) Cfr. ENRIQUES, loc. cit. al n.O 41. 
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nazione delle 7: di 8." specie, di quelle PI cioé che non contengono delle C" 
razionali normali, O, ci6 che fa 10 stesso, di quelle 7: di SI, che sono ta- 
gliate da un S, generico in una 7; di 9." specie. 

Ora risulta dalle ricerche del prof. ENRIQUES che una V :  di 2: specie 
O è un cono O è la Pi di VEKOKESE: quindi per dimostrare, coine già. 
abbianio annunciato, che tutte le F: di 9." specie sono coni, basta far ve- 
dere che è un cono una Vi di S , ,  avente per sezioiii iperpiane delle K di 
VERONESE. 

Di questo teorema possono darsi varie diinostrazioni. Pub dirsi in primo 
luogo clle una 7; di SI, a curve sezioni ellitticlie è proiettata da un  suo 
punto generico in una V: di S ,  che è pure a curve sezioni ellittiche; nia al- 
lora, come questa V :  è un cono, cosi anche la VI è un cono. 

Oppure si pub imitare un ragionamento del prof. SEGRE, osservando clle 
le collineazioni fra i due S, rappresentativi di due P: di VERONESE danno 
luogo a 00" omografie tra i loro spazi ambienti in cui esse si corrispondono. 
Per modo che se si hanno due V :  di VEHONESE e, considerate due loro sezioni 
iperpiane, si stabilisce fra queste la corrispondenza biuriivoca in Cui si ri- 
flette una proiettivitk stabilita fra le due quadriche che ne sono le immagini, 
tale corrispondenza è contenuta in una omografia tra i due S ,  delle V :  in 
cui queste si corrispondono. 

Si osservi ancora clle due 7; di VERONFSE le quali abbiano due sezioni 
iperpiane coniuni coincidono, poichè un S, generico deIl's, clle le contiene 
entrambe le taglia in due curve normali ellittiche de11'8.O ordine con 16 punti 
comuni, cioè in due curve coincidenti. 

Posto ci& sia V ;  una varietà dell'S,, tagliata da due iperpiani generici a 

e p in due Y; di VEHONESE. Queste due V: hanno una loro sezione iperpiana 
(una V ; )  comune, quindi resta individuata una omografia tra i loro spazi a 

e (3 in cui esse si corrispondono e in cui quella Ve è unita punto per punto. 
Ma allora tale omografia è una ~~ospe t t i v i t à  e le due Va" stanno sopra un 
cono W:, che coincide con la data V: perchè ogni iperpiano taglierk questa 
e il cono in due 'Pi di VERONESE con due loro sezioni iperpiane comuni (quelle 
contenute in a e p) (*). 

(*) Il ragionamento di SEQRE è riporhto in BERTIN], Introd~zwne,  etc. (Pisa, Spoerri 19W), 
pag. 349, ed è evidentemente estendibile a tutte le varietà aventi per sezioni iperpiane delle 
varietà di  VERONESE. Si arriva con ci6 a un teorema che è caso particolare di un altro sta- 
bilito da1 sig. TANTURR~ (Giornale di Matematiclw, Napoli, serie 2." vol. XIV, 1907). 
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5 3 . O  Kiassutnenclo la discussione precedente, abùiaiiîo l'enunciato : 
Una V: ( n )  3) razionde normale non conica cc curve sezioni ellittiche è 

a) per n = -S. una base di Itn fascio d i  quadriclze di zoz 8,; 
b) per n -- 5 m a  V I  d i  Si; 
c) per 92 = 6 l m  V",i S~aiie d i  S,  O Za Vj bure  di 8,) interseaiotae 

pnrzinle d i  m z c r  qmdrircc  e d i  un cono proiettante da wn piano m a  superficie 
d i  TEHOEESE (*). 

54.' Le proprietà pi2i notevoli della V di Si, che indirettamente risul- 
teranno anche da un teorenia clie trovereino più tardi, possono dedursi subito 
dalla sua rappresentazione. 

La rigata del yuart'ordine K base del sisteina di forme L rappresentanti 
le sezioni iperpiane della Pi pu6 essere di due specie: pu6 avere cioè una 
direttrice rettilinea O CG' direttrici coniche (**). l n  ogni caso lia perb un punto 
cloppio irnproprio O d ie  è doppio anrhe per tutte le 1;. 

Per seinplicità consideriaino soltanto il caso generale ne1 quale K con- 
tiene s' coi~icbe (irriducibili) e siano a e b le due generatrici uscenti da1 punto 
doppio O. Le m4 corde di K rappresentano un sistenla 03' di rette di V: 
tale che per ogni piinto di Pi ne passano oo' costituenti un cono cixbico 
appartenente ad un S ,  e perci6 razionale. 

Gli oo' coni cubici delle rette uscenti dai vari punti della conica C2 di V:  
da cui si intende fatta la proiezione, lianno per imrnagini le &' cubiche 
nodali (col nodo in OJ secondo cui K è tagliata da5 piani di un sistenla de1 
cono yuadrico clie In  contiene (***). Inoltre essi costituiscono la totale inter- 

(*) 1 risultati di qiiesto lavoro f~irono giA annuiiziati in hrevissimo riausunto in una 
Nota piibblicata nei Reitrlicorzti della R. Accad. dei Liwcei (gennaio 1908), ma quaiido pub- 

blicai quella Nota mi parera di poter diinostrare che per 12=6 ogni V; fosse un con0 op- 

pure la VI di SEURE e cosi ne1 teoreina ivi enunciato non compare l'altro tipo di V: che 
si  trova ne1 teorenia del testo. 

Ne1 senso rnedesiino s a  rettificata l'asserzioiie contenuta nell'ultima nota a piè di pagina 
del laroro piibblicato nei Rend. del Circolo d i  PaEermo, citato piii iniianzi. Ma si vede subito 
che tale correzione non ha alcnna influenza su1 teorema che 'da quella asserzione viene 
dedotto. 

(**) SEURE,  SuEle rigate raziunali, etc. (Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino, lm). 
(***) L'imniagine di un:\ sezione iperpiana è una forma cnbica per K. D'altra parte quella 

sezione taglia la conica C2 da cui xi fa la proiezione in due p~inti  da ciascuno dei quali par- 
ton0 tre rette della sezione, qnindi l'iinmagine avrà iii corrispondenza due terne di punti 
doppi diversi da O xopra due cubiche piaiie di K. II che collima con un bel teorema del 
prof. SEVERI (Sulle intersezioni, etc., na0 29). 
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sezione della. 73 col cono quadrico proiettante da1 pinno di C', pli S,  taii- 
genti alla V ;  nei punti di C2, ciunyue essi riempiono una V: clie lia in ogiii 
punto di C ' h n  punto triplo. 

Una sezione iperpiana generica della V ;  contiene x4 coniclie e per ogiii 
conica della passano m 4  iiperpiani, dunque la V :  contiene un sisteiiia di 
coniche m i  e per due suoi punti generici ne passano csi'. Segue per l'osser- 
vazione precedente che le rette della V ;  si distribuiscono in 3c7 VA0 con al- 
trettante coniche triple nelle coniche della V ;  . 

53." Kotisi prinîa di procedere oltre che il luogo delle ml coniche 
della Pl passanti per due suoi punti generici è una quadrica. 

Infatti se si iinmagiila di proiettare la V: da un punto generico A del10 
spazio ainbiente sopra un S,,  per il punto A passano ma corde della e 
ogni S ,  condotto per A ne contiene una, dunque queste mhorc l e  rieiiipiono 
un S,, clle nvrà in comme con la V: una superficie. Ma tale superficie non 
potrà essere clie uria quadrica, per conseçuenza: 

La V: contiene oo4 quadriche ordinarie. Per ogni coppia di pot f i generici 
di V4 ne passa una ed una sola. 

Il fatto che gli oo4 S, contenenti le quadriclie di V: rieiiipiono sempiice- 
mente lo spazio ambiente dà luogo al teoreina: 

Per ogni punto de1l7S, passano oo' S4 tangenti della Va:  il luogo dei loro 
punti di colztatto è qtna conica: cosicchè il sistewa mi delle conid/e d i  pli  

farsi corrispondere biunivocatnente ai pzcnti di un S ,  . 
Adoperando una locuzione introdotta da1 prof. SEVERI in una sua Me- 

moria più volte citata, yuesto teorema pu6 enunciarsi dicendo clie l'ultimo 
cet0 (w, )  della V:  è uguale a 2. Crediaino inutile a yuesto proposito inlrat- 
tenerci su1 calcolo degli altri due ceti: si trova facilinente o, = 10 e oz = 8 (*). 

Nello spazio rappresentati~o le w4 quadriche della V; lianiio per iiii- 

inagini le quadriche clie passando per O tagliano K in una quartica gobba 
dotata di punto doppio e le coniche della 7: lianno per iiimagini delle 
coniche quadrisecanti K, dunque: 

Se si considera in  un S,  m a  rigata del quart'ordine vi sono oc4 qlta- 

driche ordinarie c72.e la seyano in quartic7te gobbe nodali; di tali qwdriclle )ton 

(*) Anche per la 1'; di S,, studiata precedeiiteineiite, i valori dei tre ceti soi10 ml - 10; 
o, = 8; o, = 2. Cib significa, per un  teorema del prof. SEVERI (loc. cit. 11.' 3), che la 1'; 
non ha puiiti doppi iinpropri. 
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rze p a s s a  the una per d u e  p u n t i  generici deZl'S,. Inoltre i l  s is tema oo' delle 
coniche q u a d r i s e m n t i  la r i g a t a  è u n a  var ie ta  razionale.  

Due yuadriche secanti K in quartiche nodali hanno in totale yuattro 
punti coinuni. Ma di questi uno cade in O, altri due stanno parimenti su K, 
dunque non ne resta che uno esterno a K. Ci6 significa die:  

D u e  qzcndriche generiche della P4 h n n n o  un sa1 pztnto comune. 
Se A e B sono due punti generici della V I ,  la yuadrica che passa per A 

e B inostra clie vi sono due rette di Y; per A che si appoggiano a due rette 
della V :  passanti per B; e si potrebbe vedere che queste sono le sole rette 
incidenti della 8: uscenti da A e R rispettivarnente, dunque: 

I coni cubici  r i ewpi t i  dal le  rette clce escotzo clai p u n t i  della V :  s i  tayl inuo 
a d u e  n dzte in d u e  punti. 

6 6 . O  1 coni cubici delle rette di V :  uscenti dai punti di una sua retta a 
riempiono una P, che ha per iinniagine ne110 spazio rappresentativo la V ,  
delle corde di K appoggiate a una sua corda generica. Ma questa è una V! 
passante per K, dunque yuella è una V ;  sezione di P: con un iperpiano 
ad essa tangente (si riconosce subito) in tutti i punti di a. 

5 7 . O  1 piani del10 spazio rappresentativo che contengono le CQ' coniche 
di K sono, conle è chiaro, immagini di cm1 piani della E, poichè ogni retta 
di uno qualunque di essi, essendo corda di K, è immagine di una retta di V:. 

Ora si consideri la rigata razionale normale V ;  di S,  da cui K si pub 
iinmaginare ottenuta inediante proiezione da un punto esterno P. 1 piani 
delle coniche di V:  sono i piani secondo cui si intersecano gli iperpiani cor- 
rispondenti di due fasci proiettivi menti per assi gli S ,  di due coppie di 
generatrici della V ;, quindi il loro luogo è una VB razionale normale con cro" 
rigate yuadriche direttrici i cui S ,  riempiono semnplicew~enle Io spazio ambiente. 

Ne segue che il luogo degli oo' piani contenenti le coniche di K è una V,S, 
avente un piano direttore doppio nella proiezione della quadrica direttrice 
della V Q  razionale suddetta, elle é contenuta in un S ,  passante per P. Poi 
sicconie questo S,  tnglia la Vi in una linea e percib in una cubica gobba 
una cui corda passa per P, si conclude che il piano direttore doppio della 8: 
contenente i piani di K è il piano delle due generatrici di K uscenti da1 
punto doppio iinproprio. Sopra un ta1 piano, infine, i piani delle coniche 
di K tagliano le tangenti di una conica. 

Dalle cose dette segue subito che: 
Gli  oo' piaîzi  dalla V :  costit~niscono una sezione i p e r p i n n n  e p i n d i  i l  

loro h o g o  è u n n  V :  raxioîza7e (normale in  ?ln Si) con un p i a n o  direttore 
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doppio 8 su  czci gli altri  pintti segnano le tangetzti d i  u n a  cortica, cioè E'ipeî- 
p inno  contene& q u ~ s t a  V ;  toccn ln  V ;  i n  tutti i yun t i  d i  8. 

5 8 . O  Sulla VI di S ,  studiata da1 prof. SEGRE (*) crediaino inutile tratte- 
nerci minutamente. Ricordererno soltanto che essa pub rappresentarsi serzxcc 
eccezioni sulla varietà delle coppie di punti di clue piani, e allora poicliè la V :  
di S,  con due sistemi di rette A e 11 pub seiiipre riguardarsi coiiie uiia se- 
zione iperpiana di una tale V ; ,  si avrà che: 

Ln V :  d i  Si (a curce sezioni ellittiche) con due sistemi d i  rette si p c o  
rnppresentnre biuniuocari~ente senza eccezioni s.idla enrietic delle coppie di yuld i  
co~iiugati in due sistellci p i m i  reciproci. 

Cos1 una V",i S ,  a curve sezioiii ellittiche si pub senipre colisiderare 
coiiie la sezione di una di SEGKE eseguit,a con un certo S,, dunyue: 

L a  V: d i  S, a curue sesioizi ellitticlze s i  pzcd riferire bizcniuocccr,tente sensa 
ecceaioni alla unrietic delle coppie d i  punti o~uologhi i n  due p iani  riferiti  qtcn- 
drnticnmente. 

È noto inoltre che gli S, contenenti le V," razioiiali iiow ali delle li:, 
oppure gli S,  clie ne contengono le yuadriche, O infine gli S, tangenti alla 
V: lianno per luogo una V: di cui la V:  è da  considerarsi coine varietà 
doppia, duiique : 

11 Zuogo degli S4 contenenti le rignte cubiclze ~zormali d i  zt1m V",i S ,  (a 
curue sezioni ellittiche) con due  sistemi d i  rette A e ar, oppure i l  luogo degli 
S ,  c h  .ne contengono le m4 cotziclze, O infilze i l  luogo degli S ,  tangenti è zcna 
Ir;, per la  qunle i? doppio ogni punto della Vq. 

Questa VE: pub definirsi, volendo, conle la forma riempita dalle corde 
della 7: (al pari della V: rispetto alla V ; ) ,  e quindi le corde della V: 
non  riempiono 10 spazio ambiente, ossia essa é priutc d i  punti  cloppi a&- 
parenti. 

Alcune considerazioni che qui non riporto percliè non mi è aiicora riu- 
scito di presentarle in ~iiailiera compiuta, nii fan pensare elle le V3 di S, ( r  2 7 )  
le cui corde non riempiono una V ,  rientrano fra le V, a spazi tangenti inu- 
tuamente secantisi: se ci6 fosse il teorema che ho dimostrato nella Nota di 
Palermo già citata, darebbe unü nuova proprietà. caratteristica di alcune 
delle V3 a curve sezioni ellitticlie. Qui mi limiterd a far notare che il luogo 
delle corde della con uria retta doppia è la V," proiettante dalla rettü 

(*) SEQRE, loc. cit., n.O S. 
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doppia la 31: contenente le corde di una superficie di VEROKESE, e il luogo 
delle corde della P: di VERONESE è una ViO (*). 

5 9 . O  Prinia di lasciare questo argoniento delle V, a curve sezioni ellit- 
ticlie, osserverenio che esse dànno per proiezione da loro punti delle ~iote- 
voli fornie cubiche di 8,. 

La V !  di 8, proiettata da due suoi punti generici A e R sopra un S5 
d i  luogo a una V :  con due S ,  a e F iininagini dei punti della VI infinitit- 
mente vicini ad A e B, e la cjuadrica della V; clie passa. per d e B dà luogo 
a una retta 1 (interseziotie di a e p) doppiü per la V:. 

1 due sistemi m q i  quadriclie di V:  passanti per A O B, rispettivanieilte, 
dànno luogo a due sistemi oo2 di piani appoggiati secondo rette ad a O ,!3 
rispettivainente, tali che per ogni punto della P4 passa un solo piano di 
ognuno dei due sistemi. 

Due piani del10 stesso sisteniü non liniino iti generale punti coinurii, in- 
vece due piani di sistelni differenti harino seinpre 2112 punto coliiuiie. 

Cliiameremo piani del sistema [cr] quelli clie tagliano y. in rette e piani 
del sistelna [pl i ririianenti. 

1 coni cubici delle rette della V",scenti da d e B si proiettano in due 
cubiclie gobbe ka. e k i  situate in  a e $ rispettivaniente, le quali hanno due 
punti coinuni su 1, come i coni obbiettivi hanno due punti cornuni sulla qua- 
drica passante per A e B. 

U I ~  iperpiano che passi per 1'8, tangente in un punto A alla V ;  e poi 
passi per un  altro punto X della V :  contiene la quadrica della V ;  che passa 
per A ed X poichè ne contiene il punto S e due rette per A, dunyue la se- 
zione iperpiana della c ad essa corrispondente è rieinpita da mi quadriche 
passanti tutte per A. 

Ne segue che se si coiisiderano gli iperpiani passanti per B e per 1'8, 
tangente alla V; ne1 punto A, essi tagliano la V:  in per B con un punto 
doppio in d che si proiettano in coni quadrici della. V::  precisainente in coni 
quadrici formati dai piani del sistenia [ y . ] .  Uno di yuesti coni yuadrici s a r i  
la residua intersezione della VCT3, con un iperpiano (8,) del suo spazio pas- 
sante per a :  quindi es30 conterrà un piano di F e avrà il vertice su 8. 

Anzi, se si osserva che un iperpiano passante per B e per 1'8, tingerite 
alla V.': in A contiene tre rette della V :  uscenti da B, di cui due si a.ppog- 

(*) L'ordiiie di questa V, pub calcolarsi mediante le formule date da1 prof. SEGRE iiella 
Nota citata al n . O  9. 1 piani trisecaiiti della Vz rieinpioiio poi una v:. 
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giano al cono cubico delle rette uscenti da A, inentre la terza si appoggia 
in un punto a ciascuna delle ao' quadriche coslituenti la sezione della V; col 
considerato iperpiano, si conclude che gli ool coni quaclrici oia corisiderati 
hanno i loro vertici sulla cubica k i .  

Nello stesso modo si ditnostra clie ka. è il luogo dei vertici dei coni yua- 
drici intersezioni residue della V:  con gli iperpiani passanti per $, e dopo 
cib è chiaro che ka e hi  sono linee doppie della Ir;. 

Notisi che i piani di [a] tagliano a ~ielle corde di ka e i piairi di 191 ta- 
gliano nelle corde di lc:, quiiicli gli S ,  che proiettano, per es., i piani 
di [a] da due piani cli [pl  dcscrivono iritoriio a cpesti due piani due stelle 
proiettive. 

Questo din~ostra che la V: di cui qui si parla è caso particolare della 
V: studiata da1 prof. VEXEROBI (*) e genelxbik inetliailte stelle di iper- 
piani proiettive. La sestica ellittica che ne1 caso generale costituisce il 
solo luogo di punti doppi della li: si spezza qui nelle due cubiclie gobhe 
ka e k i .  

60.' Molto più noterole è ln V :  di 5'; clle si ottieile pi'oiettiii~do ilü 

tre suoi punti generici A , ,  A,,  A, la V; di SEGHE. 
Corne già si è detto, questa V: contieae due sisteini w-di piani e te- 

nendo conto, per es., della sua rappresentazione sulla varietà delle coppie 
di punti di due piani, si vede subito che essa contiene m4 quaclriche ordi- 
narie e oos superficie di VEROKESE per inodo che per due suoi punti ge- 
nerici passa u m  quadrica e per quattro punti gellerici tom superficie di 
VERONESE. 

Allora i ssi piani di V :  uscenti da A,, A,, A, e le tre cluüdriclie pas- 
santi per (A,, A , ) ,  (A%, A,) e ( A , ,  A,) lianno per iriiiiiagini nove rette 
cloppie della VI,  e inoltre, i due sistenii di piani della VI ,  le tre reti cli 
quadriche passanti per A,, A,, A, rispettivainente e la rete di superficie 
di VERONESE passanti per A, A, A, daiino luogo a sei sisteiiii m2 di piani 
della V:,  i piani di ciascun sistema appoggiandosi iii punti a tre di quelle 
nove rette. 

La V",ontiene nove S, congiungenti le nove coppie di rette sglienibe 
che possono formarsi con le nove rette doppie, etc., etc., etc. 

Questo basta per riconoscere che la VI a cui si perviene è quella stu- 

(*) Imtormo ad un fascio cli varieth cubiche del10 spazio a ciuque cliinei~sioi~i (Rendic. drl 
R. 1st. Lombardo di scienze e lettere, serie II, t. XXXVIII, 1903). 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XV. 35 
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diata già da1 prof. PERAZZO (*) in una sua Nota del 1901 e della yuale 
pertanto potrebbe rifarsi con tutta facilità la teoria partendo dalla' V1 di 
SEGRE (**). 

§ IV. 

6 1 . O  La discussione fatta per le varietà a yuattro dimensioni dimostra 
già che una Vk di S,+,-, non conica per Tc14 non pub avere che l'ordine 
rz = 5, 6 ("**) ; ma è facile vedere che anche per n = 6 e k > 4 le V ;  si ridu- 
cono a coni. Sia (poichè basta liniitarsi al caso di 7c = 5) V: una varietà a 
curve sezioni ellittiche di 8,. La sua sezione iperpiana generica sarà: 

a)  una V:  di SEGRE, oppure 
b)  una V:  con piano doppio, situata sopra una V :  proiettante da un 

piano una superficie di VERONESE; 
e non saranno possibili altri casi se non si vu01 supporre fin da1 prin- 

cipio che V:  sia un cono. 
Nell'ipotesi a )  la V :  sarà rappresentabile punto per punto sopra un S5 

e le sezioni iperpiane avranno per iinmagini le forme cubiche di un sistema 
lineare m0 passanti per una varietà K clel 3 . O  ordine e a tre diiiiensioni si- 
tuata sopra una quadrica Q. Di più le sezioni iperpiane generiche di K e 
di Q tlovranno essere una rigata cubica nortnale e il cono quadrico a tre 
dimensioni con retta doppia che la proietta dalla sua direttrice. Ma allora Q 
dovrà avere un piano doppio w e K dovrà essere il luogo di ool piani ap- 

(*) Sopra w a  forma cubica CON nove rette doppie, etc. (Atti della R. Accad. delle Scienze 
di Torino, 1901). 

(**) Sulle forme cubiche dell1S, cui daiino luogo per proiezioiii le V, a curve sezioni el- 
littiche non giova fermarsi dopo la nota ed esaiiriwte trattazione del prof. SEGRE. Pure nosi 

sarà fuor di Iiiogo notare incidentalinente come 10 studio della V: di S, con 10 punti doppi 

diventi rapidissimo quando si consideri la Vi come proiezione da ciilque siioi punti geiie- 

rici della V :  (di S,) di VERONESE. 

(***) Infatti per n> 6 ogni sua sezione con un St+s è una V: normale a curve sezioni el- 

littiche e tale V:  per a > 6  è un cono. 
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poggiati ad (3 secondo rette. D'altra parte una V :  di S ,  rieinpita da XI' piani, 
che non sia la V :  razionale norinale (e K non sarà una tale V ;  perchE ha 
un piano direttore) non pub essere clie un cono proiettante da un certo 
punto O una rigata cubica normale, quindi li' coinciderà con un ta1 cono e Q 
sarà la quadrica con piano doppio che 10 proietta clal suo piano direttore. 

Cib posto si consideri in un S ,  una Wf: ottenuta proiettando da un 
punto V una V :  di SEGHE e presa. una sua qualunque cubica gobba C3 si 
imniagini di proiettarla dallo spazio di questa C "opra un 8,. 

Da un punto della C h s c o n o  due S ,  della W t ,  cosicchè variando il 
punto su C" si lianno due serie oo' di S, ,  il luogo dell'una (*) essendo una 
V: conica col vertice V proiettante da Ir una V3 razionale normale di un S,, 
il luogo dell'altra essendo una V4 conica proiettânte da V una VQ razionale 
normale (luogo di oo' piani) di un S,. Segue allora che l'iniinagine della 
V: nell'S, su cui si fa la proiezione sara un piano passante per i'iminagine 
V' di V, poichè la V: sta in un S, passante per C" e elle l'iinniagine della 
V: è una Ir: conica col vertice in V', ogni S ,  della V :  avendo per iinina- 
gine un S,  della Ir:, poichè sta con la C3 in un  8,. Ma allora il sistema 
delle forme cubiche rappresentante le sezioni iperpiane di 1179 è un sistenla 
riducibile per trasforrnazione omografica al sistema di forme cuhiclie della 
V ;  prima considerata, dunque V ;  è un cono al pari di W ; .  

Nell'ipotesi b )  la Ir; dovendo esser tagliata da ogni iperpiano in una V: 
con un piano doppio, dovrà possedere un S ,  doppio 8; e dovendo esser ta- 
gliata (si vede subito) da ogni S, per 6 in yuattro s,, si coniporrà di oo2 
S, appoggiati a 8 secondo piani. Di più gli m q S ,  proiettanti da 8 questi 
oo", saranno gli S, proiettanti da 8 i punti di una certa superficie di 
VERONESE. 

Ognuno degli oo2 coni quadrici proiettanti da 8 le coniclie di yuesta su- 
perficie conterrà della V ;  una V, che, doveiido esser tagliata da ogni iper- 
pia,rio in una V3 conica, sarà una V :  ottenuta proiettando da una certa retta 
una rigata cubica normale, dunque avreino in 8 ma piani, tracce su 8 degli 
cioVS, della V ;  , e oo-ette, vertici della ooVV: corrispondenti alle ciokoniclie 
della superficie di VERONESE. Poichè ogni S, della V; fa parte di ao' Ti:, cor- 

(*) Da un teorema dimostrato precedentemeiite (n.0 29) segue che una V :  di SEGRE con- 

tieue due sistemi c d 0  di cuhiche gobbe e che i piani clella V: uscenti dai puiiti di una sua 
cubica gobha riempiono due TG, distinte, razionali iiorinali, la prima dell'ordiiie 3, la se- 
conda dell'ordine 6. 
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rispondeutemente al fütto clie per ogni punto di una superficie di VEROKESE 
passano CO' conicl-ie, concludiaino clle yuelle d r e t t e  di 6 foriiiano una con- 
gruenza con w>iani singolari, cioé uria stella ordinaria di centro V. Na 
allora la V3 é un cono di vertice V, c. d. cl. 

6 2 . O  Per diniostrare invece l'esistenza di li; (appartenenti a. spazi a S 
dimensioni) e Ti: (appartenenti a spazi a 9 diinensioni) a curve sezioni el- 
littiche non coniche, a~nniettiamo provvisoriamente clie una V ;  esista e stu- 
dianione le proprietà della rappresentazione sopra un 8,. 

La rappresentazione sa r i  ottenuta meditinte proiezione da1 piano di una 
conica della V;: le iniinagini delle sezioni iperpiane saranno fornie cuhiclie 
con una li4 base, luogo di oo' S,, dotata di un piano doppio 8 (poichè ogni 
S ,  dell'S, dere tagliarla in una lis con un punto doppio improprio), e il 
resto degli iperpiani dell'S, rappresentativo rispetto al sisteuia di cpeste 
forme cubiclie sarà il cono quaclrico proiettante da 8 la V : .  

La V i ,  essendo costituita da ao' S,, potrà consiclerarsi coine proiezione 
di uiia 11': razionale norinale di S, da un punto esterno 0. Considerando 
la. TV: come rappresentata, ne1 modo indicato da1 prof. SEGHE, sopra la va- 
rietà delle coppie di punti di una retta, r, e di un S,,  (y., si vede subito che 
essa contiene cm4 quadriche ordinarie, ognuiia di esse essendo rappresentata 
dalle coppie di punti di r e di una retta di a, e si rede anche clie per ogiii 
coppia di punti della IV: di yueste yuadriche non ne passa che una sola. 
Gli S ,  di yueste w4 yuadriche rieinpiono semplicemet~te 1'8, della IV:, quindi 
la V: esseiido ottenuta dalla TV: per proiezione da O coiiterrà (coine appunto 
si volera) un piano doppio 8 e ao4 quadriche ordinarie. 

Ora è chiaro che gli S, dell'S, rnppresentativo contenenti le quadriche 
di V: (in particolare, uscenti da 8) rappresentano S,  della V: e poichè gli S ,  
uscenti da. 8 tagliano su yuattro S, contenenti yuattro quadriche generiche 
della V :  quattro spazi oiiiografici, anzi prospettivi, si conclude che gli aoVS, 
della V: aventi per iiiimagini gli 009, del10 spazio rappresentativo uscenti 
da 8, forinano sulla V i  un sistetna 5 che si pub iinmaginare colne generato 
congiungendo i punti oniologhi di certi quattro S ,  proiettivi, aventi (come 
le loro imrnagini) due a due un punto comune e in esso un punto unito. 

*4rrirati a questo punto si pntrebbe dinlostrare l'esistenza della V; fa- 
cendo vedere che si possono costruire in un S ,  quattro S ,  proiettivi cosi 
clie gli S, congiungenti i punti oinologhi generino una V : ,  ma si pu6 evitare 
ogni ulteriore ragionaiilento osservando clie una V: del tipo di quella clie 
andianzo cercando (e tutte queste Vz sono proiettivamente identiche) è for- 
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nita senz'altro dalla Va di S, die rappresenta nella nota maniera la varietà 
delle rette di uno spazio a quattro dimensioni. 

Allora non solo resta diniostrata l'esistenza delle V: di S, e delle 1.'; 
di S,, ~ i i a  si vede anche la ragione intima di alcune proprieth proiettire pià 
esaminate delle VI di S, e della V: di S ,  e si lia una via seinplice per 10 
studio della V; di S,  e della V:  di S,  (*). 

Cosi per es. la Vi: di S, potrB rappresentarsi sulla varietà delle rette di 
un coinplesso lineare di S,, quincli conterrà un S, e CO' S,  appopgiati a 
questo in punti, etc., etc. 

- Si osservi ancora coliie dalle cose dette qui iritorno alla. rapp~eseiitn- 
zione della V;, della V ;  e della V :  sopra un S,, un S, O un S, e da  quelle 
stabilite düi proff. ENRIQUES e DEL PEZZO i~itorno alla rappresentazione delle 
V; e V ;  sopra un S, O un S,, risultino delle notevoli rappresentaziooi : 

a )  della varietà delle rette d i  u n  S, sopra i p ~ z t i  d i  z t n  S ,  ; 
b )  delle refte d i  un complesso linenre d i  u n  S ,  s o p n  i pzi~zti d i  un S j ;  
c) delle rette comani a due, tre O quccttro c o ~ ~ ~ p l e s s i  lineuri d i  un S, 

sopra i punt i  d i  un S,, d i  un S ,  O d i  un S,. 
Kel 1 . O  caso, le inlinagini dei vari coinplessi liiieari dell'S,, in tutti gli altri, 

le ilniilagini delle intersezioni della varietà considerata con i vari coniplessi 
lineari dell'S, soiio costituite da forille cubiclie a 5,  4, 3, B e 1 cliineiisioiii. 

6 3 . O  Diinostriamo ora clle per k > 6 wlclie le V;, di S,,, si riducono 
a coni, e per yuesto basta liiiiitarsi al caso in cui k = 7. 

Supponiaino per un inornento clie V ;  sia unn varietà a curve sezioni 
ellitticlie di Sio e facciamone la proiezione sopra un S ,  da1 piano di una sua 
conica qualunque. La proiezione risulterà biuniroca e la varietà base del 
sisteiiia CO" delle forme cubiclie imnagini delle sezioni iperpiane dovrà es- 
sere una 7; rienpita da CO' 8 , .  Ora se si indicano con WL', ~n", 1 ) ) ~ " ' ~  ldP gli 
ordini delle VL , V,, V,, V4 direttrici minime clie tagliano in S,, SI, S, O S ,  
gli S, generatori di una IV; razionale norinale di cui questa V ;  sia (eventual- 
mente) proiezione, deve aversi 9th' r HL" - nz' 6 d" - m" 6 4 - m" (**) e d'altra 
parte è in~possibile soddisfare a yueste disuguaglianze con nuineri interi, 

(*) In particolare si potranuo scrivere le eqnazioni delle V; (k= 6, 5, 4, 3,  9) di S ~ + J :  
esse si otterraniio in ogiii caso poneiido ciiique equazioiii quadratiche fra le coordinate 
correiiti. 

(**) BELLATALLA, Sulle variefit rnzio~tali normali, etc. (Atti della R. Accad. delle Scienze 
di Toriiio, Vol. XXXVI, 1901). 
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dunque ln V: è necessariairiente un cono, e allora segue ne1 solito inodo che 
anche la V ;  è un  con0 ottenuto proiettanclo da un punto una TT;  di  S!,. 

6 4 . O  Riassuinendo le ricerche qui coinpiute possiaino dire: 
Una 17; a curve sezioni ellittiche O è una oo' ellitticn d i  S,.-, O, se n )  3, 

è rasionale. In questlulti?no caso O è un cono O C proieLione d i  u n a  W f  aor 
male n o n  cowica d i  uno  s p z i o  a n + k - 2 dimensioni. 

Le W ;  rmional i  n o r m d i  non  conidçe d i  S,,+,.-, s i  riducono poi per k : )  3 
(ed n > 3) : 

a )  alle Vf basi dei fasci d i  quscdriche d i  un S,+,, 
b) alla V: d i  S, c72e rappresenta tzel solito modo la  varieth delle rette 

d i  un S,,  e alle Va ( d i  8,) e V: ( d i  Si) che s i  ottengono d a  essa tscglia~zdolsc 
mediante slîaai n 8 O 7 dimensioni, 

c )  alla V4 (d i  8,) del prof. SEGHE e nlla V6, (d i  8,) intersexione residun 
d i  un con0 V," proiettante d a  un piano ana superficie d i  VEHONESE e di  u n a  
quadrica che passa pel vertice d i  V," ed h a  couGune con esso uno  dei suoi cror 
coni quadrici a quattro di?nensioni. 

65.O Tenendo presente la rappresentazione della V: di S,  sopra le rette 
di un S,  si vede subito che essa contiene m4S,, gli oc1 S, uscenti da un 
punto yualunque costituendo una V :  proiettante da quel punto una V: ra- 
zionale normale: tali S, iiifatti non sono altra cosa che le rarietà della V: 
corrispondenti alle rette clell'S, uscenti dai vari suoi punti. 

Sulla V: si hanno ancora cro4 quadriche a quattro dinlensioni, per due 
punti generici della V: passandone una sola; esse corrispondono agli cu4 
spazi (ordinari) rigati dell'S, e quindi si tagliano a due a due in piani. 

Le due V: costituite dagli S,  clie escono da due punti A e B della 
si tagliano in una Ti: la quadrica V( passante per A e B vontiene due si- 
steini sol di S, passanti per A e due tali sisteini per R; dei due sisteini 
per A (O per B) uno è forinato di S, situati negli S,  per A (O per B), l'altro 
di S, direttori della V: da essi costituita; inoltre tale quadrica VS contiene 
la V ;  secondo cui si tagliano le due V:. 

Infine si vede facilmente che un iperpiano il quale passi per 1'8, tan- 
gente in A alla V; e poi per un punto X della varietà stessa, contiene la 
quadrica V: passante per A e per X perchè ne contiene una Vg ed un punto: 
dunque una sezione della V: con un iperpiano tangente è composta di aol V:. 
Ci6 che del resto è irninediato se si poil mente all' S,  rappresentativo. 

6 G . O  Ora supponiaino di proiettnre la V ;  di S, da due suoi punti A 
e B sopra un Si. Si avrà una V; con due S,, che rappresenteranno i punti 
della V: infinitamente vicini ad A e B e che chianieremo z e P. 
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La yuadrica (a yuattro diineilsioni) della V: che passa per A e B, staiido 
in un S ,  per A e B, si proietta nelllS, A coiiiuiie ad a e 6 ,  e si riconosce 
subito che ogni puiito di A é doppio per la V;. 

Le ooTV: per A danno luogo a. w2 S,  della Vi  costitueiiti u i ~  sistema [ a ] ;  

cos1 si hanno altri m V S ,  costituenti un sistelna [pl.  
Gli S,  di [a]  si appoggiano ad a secondo S, ,  e cosi quelli di [f.] a p. 
Due S ,  di uno stesso sistema si tagliano secondo una retta: due S, di 

sistemi diversi si tagliano in un piano. 
Le due V: di V; uscenti dai punti A e R daiîno luogo a due V ;  razio- 

iîali normali situate in a e p ;  e coine le due V: hanno coiiiune una VI sulla 
V :  per A e B, cosi le due V :  in a e $, clie chiainereino Ici e I r ; ,  lianno 
coniune una Vl  sulllS, X. 

Unn sezione iperpiana con punto doppio in d si proietta in uns  qua- 
drica contenente ml S ,  residua intersezione della V ;  con un iperpiano (8,;) 
del suo spazio passante yer a ;  tale quadrica V: ,  contenendo m' S, ,  ha un 
piano doppio situato in p, ami  su K i .  E Io stesso pub ripetersi per il punto B. 

Ne segue clie la v;, oltre Io spazio doppio A, lia anche due 8; doppie, 
Ka e Ici, le yuali si tagliano su A in una quadrica ordinaria; gli S, di [cc] 

tagliano p nei piani di A; e x negli S ,  contenenti le yuadriclie (ordinarie) 
di Ki, e analoganlente per gli S ,  di [@Il etc., etc. 

Tutto ci6 dimostra che la V; in discorso è caso particolare della V: che 
si ottiene in un S, conie luogo degli S, secondo cui si tagliano gli iperpiani 
omologhi di tre stelle proiettive aventi per centri tre S, . 

Tale V :  contietie due sistemi o o V i  S, e ha  una doppia a curve se- 
zioni ellitticlie con due sistelni di rette; yuindi essa rlon è altra cosa che 
la varietà delle corde di questa V; (n.' 55). 

Il suo studio, allora, è iinplicitarnente contenuto in quel10 della V",on- 
tenente le corde di una V: del SEGRE, fornia cubica clle dà per sezione con 
un Sb la forma studiata da1 prof. VENEHOXI ne1 lavoro che già ahbia~iio avuto 
occasioiie di citare. 

Notisi che se si volesse considerare la fornia cubica generata da tre 
stelle proiettive di iperpiani di un S ,  aventi per centri tre 8, (e lo stesso 
dicasi per spazi di diinensione più elevata) questa non preseriterebbe più 
alcun interesse, perchè si ridurrebbe ad un cono; ad un corio, cioè, proiet- 
tante da1 punto conlune ai tre S,  una V :  di SEGRE. 
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Sur la convergence uniforme 
d'une classe de séries infinies. 

(Par  NIELS NIELSEN, h Copenlmyue.) 

L a  mathode que l'on applique ordinairenient pour déterminer le clia~iip 
de convergence d'une série de puissances m'a conduit au tliéorèiiie géni.ral 
suivant : 

1. Désigtzor~s par  

f o  (4, fi (4, i 2  (x) 3 - .  . ' f M  (4 9 .  * ( 1 )  

zwe suite illimitée des fottctions, telle que f, (a) est filhie et déter~r~inée, tccmlis 
que l a  série à. termes positifs 1 f,, (x) - f,,+, (a) est un i forrmh~ent  conueryetbte, 
quand la  variable x parcourt zcn e t~se l~dde  inD.fi,ii yue lconpe  K ;  s zyposo~ t s  
ensuite convergente Za série 1 a,, , la  nouvelle série iitfinie s' a,, f,, (a) est wni for- 
rnément convergente d a n s  l'ensernble K. 

Considérons le terme de reste de la série z: a,, f,, (x), savoir 

où p désigne un positif entier quelconque, puis iiiettons 

nous aurons immédiatement pour K,,,, cette autre expression : 

Or, la série x a, étant convergente, il est possible de déterminer une 
quantité positive et finie G,  telle que pour toutes les valeurs de nu 

Cela posé, désignons par c une quantité positive donnée auparavant et 
Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XV. 36 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



876 Niel s Nielsen : Sur la cowergence uniforme 

- .  . - 
étant aussi petite qu'on le veut, il est, en vertu de la convergence uniforme 
de la série E 1 f,, (x) - f,,+, (x) 1 ,  possible de déterminer un positif entier N , ,  
de sorte que pour n 2 - NI,  tandis que p désigne un positif entier quelconque, 
nous aurons constamment quand x parcourt l'ensemble K 

Posons ensuite généralement 

la convergence uniforme de s 1 fn (x) - f,,,, (s) 1 ne montrera seuleinent que 

lim FM (x) = f,, (x) - li l n  f,, (x) 
*=O0 n=w 

est une fonction finie et déterminée, quand x; parcourt l'ensemble IZ, mais 
de plus que nous aurons pour n > N , ,  - tandis que p est un positif entier 
quelconque 

1 R+p (x) - P" (x) 1 = 1 fit+* (4 - f n  (x) l < (5 )  

soit ensuite G ,  une telle quantité positive et finie que nous aurons constüni- 
ment G ,  2 ( f,,, (x) 1 pour toutes les valeurs de I H ,  quand x parcourt l'en- 
semble IZ, il est possible de déterminer un positif entier N , ,  tel que nous 
aurons pour n 2 N, , - 

où p désigne un positif entier quelconque, tandis que x appartient à l'en- 
semble K. 

Cela posé, désignons par N le plus grand des nombres Nl et lx, nous 
aurons finalement, en vertu de (8), (4) et (6), pour n >A', 

c'est-à-dire que la série I cc,, f,, (x) est uniformément convergente dans l'en- 
senible K. 
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Il est évident que i'inégalité (7) garde sa validité encore, si l'on suppose 
la série z a, oscillante entre des limites finies, tandis que la suite (1) satis- 
fasse à la condition ultérieure 

lim f,, (x) = O. 
n-oa 

Le théorème que nous venons de d6inontrer est évideminent une géne- 
ralisation de celui donné par P. DU BOIS REYMOND et DEDEKIND. 

Comme première application considérons la série de D~RICHLET 

où les coefficients c,, sont des noiiîbres quelconques indépendants de x, tandis 
que la suite illimitée des nombres positifs 

doit satisfaire aux deux conditions suivantes 

1,+, > A , , ,  lim 1, = + oo. 
n=m 

Pour étudier la série (9) désignons par p un nombre fini tel que la 
série D (p) est convergente; posons ensuite 

nous aurons évidemment 

posons encore 8 = log ln+, - log 1, >O, nous aurons 
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278 N i e l s  N i e l s e n  : Sur la  cowvergence ~n i f o r i i z e  

ce qui donnera, sans peine 

Or, S et a étant positifs et fi réel, nous aurons 

cette inégalité et la dénionstration précèdente sont dues à M. JENSEN. 
Considérons inaintenant l'ensenlble K des nombres finis complexes x 

telles que pour 
x-p=a+ip, 

il doit être possible de déterminer une quantité positive finie G, telle que 
nous aurons constaminent 1 p 1 G et une quantité positive y, telle que cr_>g. - 

Cela posé, nous aurons en vertu de (10) 

9 r p  

5 fi, ,. (x) - fi+.+, (x) < 1 + - (QI - XLJ*), 
1-1 4 

d'où avec plus forte raison 

c'est-à-dire que la série z' 1 f,, (x) - fi,,, (x) 1 est uniformément convergente 
dans l'ensemble K. 

Supposons ensuite non convergente la série D ( p ) ,  puis mettons 
x - p = a + i p, cr <O, il est évident que la série D (x )  ne peut jamais con- 
verger; c'est-à-dire que nous avons démontré ce théorème : 

I I .  L e  c 7 m ~ p  de convergence d'une série de DIRICHLET est l'ensentble des 
valeurs de a qui satisfont a u x  conditions 1 a 15 G et R (x )  > A .  Supposons 
x 1 _< - G et R (x) > A + 8, 8 désignant u n e  quantité positive arbitrairement 

petite ma i s  assignable, l a  série D (x) est toujozcrs unifornlél~zent convergente et 
s a  somme représente p a r  conséquent %ne fonction analytique de  x. 
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La détermination du cliainp de convergence de D ( x )  appartient à 
M. JENSEN, tandis que la démonstration de l'uniformité de la convergence 
senible être nouvelle. 

Coniiiie seconde application considérons la série de factorielles 

où les coefficients c, doivent être indépendants de x ;  nous d4finissoiis comme 
champ de convergence de r! ( a )  le doniaine, où cette autre s k i e  

n (x )  - n !  c, rm= mz, F ( x + n + ï J  
est convergente. 

Désignons ensuite par p un nombre fini, tel que In série n ( p )  est con- 
vergente, puis mettons 

nous aurons 

où bien, en introduisant la fonction 

1 . 9 . 3  . . . (  n - 3 ) . n Z  
ra ($1 = , lim rm (x)  = r (x), X ( X + ~ ) , . . ( X + ~ - I )  n=a 

cette autre expression 

Posons maintenant 

x - p = a + i F ,  x z g > O ,  

la formule (13) donnera 
A.  

f* (4 - fm+1(4 5 p ' 
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où A, 15 0 < 00 pour toutes les va.leurs de n: c'est-à-dire que nous avons 
démontré cet autre théorème : 

I I  1. Le  champ de  convergence d'une série de factorielles est l ' ensedde  des 
valeurs de x qui  satisfont à la  condition R (x) > h; supposons R (a) 2 1 + 8, 
l a  série .r2 (x) est  nifo for na th ne nt convergente ( '  l 'emeption natwrellement des 
points x = 0, - 1, - 8,. . . situés peut-être d a n s  le champ susdit), et sa somme 
représente par  conséquent Gne fonction analytique de m. 

Le champ de convergence de n (x) ou bien d'une série beaucoup plus 
générale encore a été indiqué par M. JENSEN et démontré par M. LANDAU; 
la démonstration de l'uniformité de la convergence semble être nouvelle. 

Par le inênîe procédé on peut traîter la série de coefficients binomiaux 

n=r  
B (x) = i, c, . 

12=0 

où les coefficients c,, sont indépendants de x; nous trouvons ici ce tliéorènie 
analogue à 111 : 

IV. Le chamnp de convergence d'une série de coeflicients binonaiaux est 
l'ensemble des valeurs de x qui  satisfont aux conditions 1 x 15 - G et R (x) > A. 

Supposons x 1 5 G et R (x) - >_ h + 8, l a  série B ( x )  est umifornzément conuer- 
gente et s a  somme représente par  conséquent u n e  fonction analgtipue de x. 

Le champ de convergence de B ( x )  ou bien d'une série plus générale a 
été indiqué par M. JENSEN et démontré par M. LANDAU; la déinonstration cle 
l'uniformité de la convergence semble être nouvelle. 

Revenons maintenant à la série de DIRICHLET (9), oh nous supposons 
A, = 1, savoir la série 

que nous supposons convergente, pourvu que la partie réelle de x soit plus 
grande que p. Introduisons ensuite la fonction discontinue f (t) de la variable 
réelle t, définie de sorte que pour 
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nous aurons constamment 

f ( t )  = A,, = a,  + a,  + a ,  -t . + a,, , 

nous trouvons immédiatement 

En premier lieu supposons p>O, puis clioisissons la partie réelle de x 
plus grande que p, nous aurons 

d'où en vertu du tliéorènie 1 
. A 

litn ,' = O. 
n=oo L I  

En second lieu supposons ,o < O, de sorte que la série r a,, est conver- 
gente; il est évident que la formule (18) garde sa validité dans ce cas aussi, 
pourvu que la partie réelle de x soit positive; c'est-à-dire que nous avons 
démontré le théorème suivant, qui n'est certainement pas nouveau : 

V. Supposons convergente, pourvu que la partie réelle de x soit plus 
grande que P, la série de DIRICHLET (16), MOUS aurons la fomzule iittégrale 

Do = J' f ( t)  tx-l d t ,  
% 

O 

zialable pour les valeurs finies de x, dont la partie réelle est ci la fois positive 
et plus grande que p. 

Posons rnaintenant dans (19) x + cc au  lieu de x, nous aurons 
/ 

appliquons ensuite la formule binomiale, la série infinie ainsi obtenue 

"-1 --O0 x-1 
f ( t )  ta  (1 - (1 - t ) )  = 2 (- I)$l ( ) . f ( t )  ta ( 1  - t y l  

n=O 
(21) 
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est certainement intégrable terme à terme dans l'intervalle 8 < - t < - 1, où 8 dé- 
signe une quantité positive aussi petite qu'on le veut, mais d'une grandeur 
assignable. 

Remarquons niaintenarit que la série infinie 

est absolument convergente, pourvu que la partie réelle de x soit positive, 
tandis que l'intégrale définie 

1 f ( t )  t" (1 - t)* d t 
O 

est finie pour toutes les valeurs de n, pourvu que la partie réelle de cc soit 
à la fois plus grande que p et positive, nous aurons le théorème suivant 
qui est peut-être nouveau : 

VI. Suyposons  p lus  grande que + 1 Zn partie réelle de x, tandis  qzie in 
partie réelle de  a est ic l a  fois positive et plus grande pue p ,  nous aurons  ce 
dévelo3pe1uent e n  série de coefliciezzts binorr~inzcx 

o ù  nous auons posé pour abréger 

la se'rie qui figure a u  second ~nembre  de  (88) est absolunzent convergente. 
Ce théorème montre clairement que la fonction D (LC +- a )  : (a - a) est 

développable selon la formule d'interpolation de NEWTON. 
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Sulla teoria 
dell'equazione a derivate parziali ('). 

(Di PIETRO BURGATTI, CG R o J ~ . )  

8ignori, Se cial iiiio moilest« caiitoecio iiel gran c;iuipo delli~ Sciensa 
levo. oggi la wce per intrattenervi ini poco su talune qiiestioiii mateiiiaticlie, 
non è certo per far ~iiostra di yiialdle sapiema, il clie sarebbe anibizioso e 
falso; ina col solo fine di inanifestare iiel iiiiglior iiiotlo che posso l'interes- 
sainento e la fiducia clie iii'inspira questo Coiigresso, in ciii taiiti e si \-itleii- 
tuon~ini attend0110 a ordiilare e riunire le sparse forze per salire iiisieiiie 
alle luminose rette del Vero. 

Nell'evoluzione presente del pelisiero la teoria tlell'equazioiii tliffereiiziiili 
è senza dubbio tra le piii belle e iiiiporti~nti; ooiiie quella clie assui+gentlo 
da110 studio dei fenoiiieni ilaturali, attiiige alto alto, alle pih üutlaci astra- 
zioni della niente. Essi  i: filosofia e poesia, scienza et1 arte, aiialisi e siiitesi 
ad un tempo. Le dottrine piii varie in appareiiza intorno ad essa si avvi- 
luppano, s'incontrano, s'annoda.no. - Io non saprei, pur se avessi inaggior 
tempo, presentarvi una pittiira conipleta e feclele di questo grande edifizio, 
che l'uoino ha creato nell'ultiino secolo; a tanto ini manclierebbero le forze. 
- Mi stringerb dunque a considerare utia sola parte della teoria in discorso, 
yuella che riguarda l'equazioni a derivate parziali; e di questa, iîeli'acçen- 
nare rapidameiite ai progressi fatti e da fare, toccherb solo alcuni luoglii, sui 
quali sono andato talora nieditando; se con ingegiio e fortrina lion so, certo 
con molto amore. Molte cose, del resto, f~ i ro~ io  dette già da illustri in. CL t euia- 
tici in varie e recenti occasioni, percib poco potrb dir di i i u o ~ ~ o  (**). 

(*) Lettura fatta ne1 1 Congresso della << Società Italiaiia per il progresso d~l l t !  scieiize », 

in Parma, settembre 1907. 
(**) PICARD, Révue ye'drale des sciences. - FORSYTH, Yroceedir~ys of L o i ~ d o i ~  BIafkemutical 

Society, 1907 e Theorie of differential equations. 
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1. Quando una teoria, dopo una rapida elahorazione, è giunta ad un 
certo grado di sviluppo, è utile, e talora necessario, rifarsi un pb indietro, 
ed esaminare attentainente i principi e i teoremi che sono a fondatnento 
della teoria stessa. Riguardo all'integrazione dell'equazione a derivate par- 
ziali è d'importanza fondamentale un teorema seinplicissinio di LAGRANGE. 

Data un'equazione del 1 . O  ordine lineare nelle derivate di ,e rispetto a 
a,, sa ,..., x,, se u, = cost., u, = cost .,.. ., u ,,-, = cost. sono gl'integrali di un 
certo sistema ai differenziali ben facili a costruirsi, una fuiizione arbitraria P 
di u, , u, ,. . . , u,-l uguagliata a zero fornisce l'integrale generale dell'ecjua- 
zione proposta. Si pub anche dire : ogni funzione P che unita alle a, ,  u,,.. . , 
a,,-, dà un deterniinante funzionale identicamente iiullo, uguagliata a zero 
fornisce un integrale della proposta. Questa proposizione è vera senza dubbio, 
nia non sembra vera l'inversa. In questi ultimi tenipi è stata proposta, ma 
non risoluta, la questione segueiite: Il teorema. di LAGRANGE d i  o no tutti 
gl'integrali dell'eyuazione (*)? È un fatto che esistono certi integrali P= O, 
e sovente dei più seniplic,i e più ovvî, pei quali quel determinante funzionale 
non è nul10 identicanienle. Esaminando la cosa un  po' da vicino, si vede 
clie talvolta quel determinante s'annulla in virtù di F - O, talaltra risulta 
uguale a una costante diversa da zero. Ne1 primo caso la P non è irnrne- 
diatamente esprimibile per le u,, u ,,..., u ,,-,; ma la si pub esprimere mol- 
tiplicandola per un conveniente fattore funzione delle variabili, ne1 9.' caso 
invece non seinbra espriinibile in alcun modo per le u ;  talchè nasce un 
grave dubbio sulla generalità del teorema di LAGRANGE. La cosa pur3 vedersi 
da un'altro punto di vista. Quando è data un'equazione differenziale della 
forma in discorso, noi supponiamo che la P sia definita irnplicitaniente da 
un' equazione P (x;, s, , s,, . . . , x,,) = O, e con tale ipotesi, per inezzo della de- 
rivazione delle funzioni implicite, rendiaino l'equazione proposta omogenea, 
e concludiamo a.bitualinente esser necessario e sufficiente che quella F, fun- 
zione di n- 1 variabili, soddisfi a codesta equazione. Ma si vede subito che 
se si uguaglia quell'espressione differenziale omogenea a A F invece die  a 
zero, O più generalmente a una funzione che s'aiinulla per F= 0, una sua 
soluzione uguagliata a zero definisce (salvo eccezioni facile a vedersi) una 
soluzione della proposta; e questa soluzione non è seiiipre deducibile da1 
teorema di LAGRANGE. 

In generale noi siariio poco cauti nell'uso delle funzioni implicite; e cib 
pub infirmare la generalità e la veritj dei risultati. 
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Se già per l'equazioni differenziali più seinplici nascono questi dubbî, 
clie sicurezza possiamo avere degli analoglii risultati per l'equazione non 
lineari e d'ordine superiore al primo? Per esempio, se u = cost. e v = cost. 
sono due integrali intermediarî del primo ordine d'una equazione del 2.' or- 
dine con due variabili indipendenti, f (u, v) = O, dove f è arbitraria, si su01 
ritenere equivalente all'equazione proposta. Ma questo modo di considerare 
le cose pub lasciar sfuggire infinite soluzioni; e cib per ragioni analoghe a 
quelle esposte. Parmi dunque giusto di richiainare la vostra attenzione su 
questo punto, siil quale poggia gran parte della teoria in discorso. 

Un'altra questione fondanientale, che occupb molto i matematici, spe- 
cialmente negli ultimi 30 anni, riguarda i cosi detti teoremi d'esistenza. Nella 
classica dimostrazione della Kowalewski il sistema differenziale, che con- 
tiene tante funzioni incognite quant'è il numero delle equazioni, è risoluto 
rispetto alle derivate d'ordine più alto prese tutte rispetto alla stessa varia- 
bile indipendente. Cib é molto particolare. Esistono infatti dei sisteini clle 
per nessun cambianiento di variabili sono riducibili alla forma kowalew- 
skiana. E non occorre scervellarsi tanto per costruirne; si presentano spon- 
taneamente in problemi irnportanti. 

Per esenipio, il sistema d'equazioni della deforrnazione per flessione delle 
superficie è uno di questi (*). Ecco intanto un nuovo campo di ricerche clie 
ora si estende innanzi alla niente del10 studioso, e promette una buona rac- 
colta di risultati utili. 

Kestando ne1 terreno classico, si è cercato in quest'ultinii anni d'esten- 
dere fino dov'era possibile il teoreina d'esistenza di CAUCHY ai sisteini con 
un nuinero qualunque d'equazioni e di funzioni incognite RIQUIER e DÉ- 

LASSUS, ai quali dobbiamo i migliori risultati su questo soggetto, seguenclo 
vie divèrse hanno decolnposto il problema in due: 

1) Riduzione del sistema dato, quand'è possibile e mediante procedi- 
menti d'eliminazione e derivazione, a una certa forma chininata passiva, O 

involutoria, O semplicemente canonica. 
8) Studio della convergenza delle serie che soddisfano formalmente a 

un sistema canonico, e del loro grado d'arbitrarietà. 
Il RIQUIER (**), classificando le derivate in principali e parametriche ri- 

(*) HADAMARD,  BulEetin Société Mathématique de France, 1907. 
("") Acta Mathemrctica, T .  2 5 ;  Awn. &cocole Normale, 1893. 
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spetto al sisteina dato, riesce a porlo sotto una certa forina risoluta rispetto 
alle derivate pïincipali, e cliiaiiia yuesto sisteina ortonorno-passivo, quando 
ogni altra derivata principale d'ordine superiore a quelle dei priini meinbri, 
si pub espriiiiere in modo unico conle funzione delle variabili e delle deri- 
rate parametriche, mecliante il sisteina stesso e quelli clle si ottengono de- 
rivando yuanto si vuole. Ci6 richiede naturalmente che certe condizioni siano 
soddisfatte; ma tutti i sisteini completamente integrabili pei quali f i o r a  è 
stabilito il teoreina d'esistenza di CAUCHY sono di quel tipo. 

1 sisteini canonici del D É ~ ~ s s u s  (*) sono diversi e più seinplici di yuelli 
clel KIQUIER. Colla loro considerazione egli giunge a yuesto risultato sot,to 
piii rispetti nota1)ilissiino : L'integrazione d'un sistema completamente inte- 
grabile d'equazioni a derirate parziali con n variabili, pub sempre ridursi, 
con opportuni cainbiamenti di variabili e processi d'eliininazione, all'integra- 
zione siiccessira di n sistenri kowalewskiani, contenenti rispettivarnente 1, 
g,..., n variabili. Con yuesta riduzione a sistemi kowalewskiarii si evita la 
diinostrazione diretta della convergenza delle serie, che, data la generalità 
dei sisteini, è estreinanîente laboriosa e delicata; e si riesce ad assegnare 
facilinente il numero delle fuiîzioni arbitrarie da cui dipende l'integrale 
generale. 

3. Siilla generalità delle soluzioni dell'eyuazioni a derivate parziali fu 
molto discusso e si discute ancora. Sarebhe assai inîportante venirne a capo. 
Considerando, per esempio, un'equazione d'ordine n e con un nuinero qua- 
lunyue di variabili risoluto rispetto a una derivata dell'ordine più elevato, 
il teorema di CAUCHY assegna alle soluzioni olomorfe un grado di generalità 
rappresentato da 12 funzioni arbitrarie. D'altro canto il BOREL (**) ha trovato 
una forniola conteneilte una sols fiinzione arbitraria e un certo numero d i  
costanti, atta a rappresentare tutti gl'iiîtegrali clyuria tale equazione cile sono 
olornorfi in yualche regione. La soluzione di CAUCHY è sotto forina di serie, 
quella di BOREL sotto forina d'integral definito. Corne si vede, quanto al nu- 
iller0 delle funzioni arbitrarie, son questi due casi estremi; ed è ben natu- 
rale di dornandarsi se tutte le soluzioni oloinorfe non siano per avventura 
rappresentabili con formule contenenti un numero I< di funzioni arbitrarie, 
I< coiiipreso tra 1 e n. Nelle applicazioni, a seconda del probleina clle si 
deve risolvere, pub esser utile aver l'integrale sotto una forina piuttosto che 

(*) Ann. &ole Normale. Supplément, 1896. 
(**) Bulletin de D«d~ozrx, S. II, S. XIX, 1893. 
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sotto un'altra. Gli esempi son nuinerosi. Da1 teorenia di CAUCHY, DAHBOUX 
ha dedotto una definizioiie dell'integral generale dirersa da quella clle fu 
data già da AMPÈHE. Queste due definizioni son troppo note perché io abbia 
qui bisogno di ricordarle. GOURSAT (*) ha inostrato con parecclii eseinpi che 
un integrale puh essere generale ne1 senso ~ ' A M P ~ ~ H E ,  e non esserlo ilel senso 
di DARBOUX. Ma d'altra parte l'iiitegrale di BOREL dianzi ricordato t: generale 
in anîbediie i seiisi. Io credo percib, contrarianîente ad altri, che sia possi- 
bile un pieno accordo tra le due definizioiii, parendomi che la defitîizione 
~'AMPBRE o non sia giustamente interpretata, O sia in yualche punto perfe- 
zionabile. Coiiiunque la questione non è aiicora interaniente cliiarita. 

Il raggruppare poi, conîe ora si su01 fare, le infinite costanti arbitrarie, 
clie entrano negl'integrali dell'equazione in un nunîero finito di funzioni ar- 
bitrarie rispoiidenti a certe condizioni iniziali, se S utilissinio s d t o  inolti ri- 
spetti, è perd molto particolare. l n  certe ricerclie pub essere utile raggrup- 
parle in altro iriodo; talcl-iP ra  consoliclandosi l'idea di studiare gl'integrali 
come funzioni della totalità dei loro parametri (**). Sarebhe percib uecessario 
costruire una teoria delle furizioni d'uii nuinero infinito di variabili. Ora 
non siaino che ai priinissimi tentativi; la sua potenza si nianifesteri in 
avvenire. 

Volgiamo ora lo sguardo per un momento al di fuori del ristretto campo 
analitico, in regioni ancora poco esplorate, ma dore un giorno caiiiiiîinei.,znno 
trionfalmente i nostri successori verso orizzoriti più lontani. 

Per l'equazioni liiieari di tipo iperbolico con due variabili indipendenti 
il D A R B ~ U X  (***) ha dedotto dalle geniali concezioni di RIEMANN un teoreina 
clle afl'ertna l'esistenza d ' m a  soluzione continua insieine alle sue derivate 
prime, la quale assume sulle caratteristiclie uscenti da un punto valori dati. 
Corne si vede qui non si parla che di continuità, e i dati sono diversi da 
quelli di CAUCHY. Se poi si rlanno le condizioni di CAUCHY sopra un arc0 
di curva preso con qualche precauzione la soluzione è definita in tutto un 
rettangolo che lia due vertici opposti nell'estreinità dell'arco, ed è continua 
insienîe alle derivate prime. Non basta; noi sappiaino ora qualcosa di più (****). 

(*) Lecons sur l'intégration des équations. . . S. II. 
(*+) LE ROUX, Recherches sur les équations aux rEe'ricées pavtielles. Journal Math., 1903. 
(a**) Théorie des surfaces. T .  I I .  

(****) GOURSAT, Sur un problème relatif ic la théot.ie des équntio~as . . . Aiinales de Tou- 

louse, 1903-04.. 
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Esiste una soluzione continua in un certo rettangolo che assume valori 
dati a priori sopra due arclii di curva uscenti da un punto e compresi in 
uno dei quadranti forniati dalle caratteristiclie che passano per Io stesso 
punto. 

Se le due curve sono in quadranti adiacenti, si possono assegnare i va- 
lori della soluzione soprn una di esse, e le condizioni di CAUCHY sull'altra; 
se trovaiisi in quadranti opposti si possono assegnare le condizioni di CAUCHY 
su ainbedue y). Avanzaiido in quest'ordine di idee si è giunti a qualclie ri- 
sultato anche per l'eyuazioni lineari d'ordine superiore al secondo e con due 
variabili inclipendenti; ma qui le difficoltà sono assai gravi; anzitutto per 
yuesto, che i casi ellittico, iperbolico e parabolico sono insciiidibili; ond'è 
probabile una inaggior varietà di teoremi d'esistenza. Il loro studio, sotto 
iiiolti rispetti, è d'una grande iiiiportanza. Le ricerelie fatte fiiiora si riferi- 
scono a casi particolari: quando le cnratteristiche sono tutte reali O tutte 
iinniaginarie. In quest'ultiilio caso fu diinostrato che ogni soluzione deter- 
minata e continua insieine alle sue derivate fino a quelle d'ordine 9% è ne- 
cessariamente analitica. 

Ne1 primo caso invece esiste una soluzione non necessariamente anali- 
tica, continua iilsieme alle sue derivate fino a quelle dell'ordine n - 2 entro 
iin'area compresa tra le caratteristiche estreme uscenti da un punto, e clie 
su queste assuine insieme a quelle clerivate valori dati. Le derivate d'ordine 
n - 1 sono discontinue a travers0 le caratteristiche interniedie (**). Se alle 
caratteristiche estreine sostituiaino altre due scelte a piacere, O più general- 
mente due curve qualiinyue uscenti da un punto, non sappianio più nulla 
di preciso. Quando poi si passa ali'equazioni lineari con tre O più variabili 
si vedono apparire difficoltà d'altra natura e non meno gravi. 

Tuttavia, sotto l'iinpulso degli studi del VOLTERRA (***) si son fatti pro- 
gressi ragguardevoli negli ultiiiii anni. 

Per diriie quanto sarebbe necessario dovrei parlare e della teoria delle 
caratteristiche e del10 sviluppo del metodo d'integrazione di RIEMANN. Ci6 
mi porterebbe troppo lontano dai liiniti che mi sono imposto, e dalla ina- 
teria che più particolarniente ho preso a trattare. 

4. Torno dunque sulln via maestra, ai metodi generali d'integrazione 

(*) HADAMARD, Bulletin de la Sociétt! Math. de France. T .  31, 1903. 
(**) BURQATTI, Sull'estensio~~e de2 metoclo cZi Riemasgz. . . Acc. Lincei, Rend., 1908. 

(***) Acta Mathematica, S. 18. - Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. 
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dell'equazioni a derivate pnrziali; a yuei iiietodi cioè, clle si propongotio per 
fine la. determinazione dell'integrale cosi detto generale. 

Per l'equazioni lineari del second'ordine con due variabili indipeiidenti 
abhiamo un sol inetodo, molto particolare invero, nia estreinninente hello e 
importante. Scoperto da LAPLACE, fu illustrato e perfezionato da UARBOUX 
nella sua grand'opera : Théorie des Surfaces (*). Data un'equazione lineare di 
tipo iperbolico, se ne possorio dedurre infinite altre mediante l'applicazione 
successiva di certe trasformazioni dette ora di LAPLACE. Quando una di esse 
risulta iinmediatamente integrahile, I'integral penerale della proposta si de- 
duce con quadrature. 

In quest'ultinli teinpi si è cercato di estendere il iiietodo di LAPLACE al- 
l'equazioni lineari di forina. più generale. Sfortuaataniente la sua poteiiza 
diminuisce col crescere del nuliiero delle variahili, O, per dir nieglio, tuttn 
si esaurisce ne1 caso delle due variahili. Il DINI (**) iiifatti ha diiiiosti~ato d ie -  
se l'integrazione di una equazione liiieare del second'ordine e con n varia- 
lili indipendenti si pu13 ottenere regolarniente col procedinieiito di LAPLACE, 
essa è riducihile con un' opportuno cambiainento d i  variabili a un'equazione 
con due sole variahili della fornia EULERO-LAPLACE. CiO è scoraggiante, e 
inostra la necessità di raddoppiüre i nostri sforzi per trovare nietodi nuovi 
e più potenti, atti a gettare un po' di luce ne1 campo di queste eyuazioiii. 
Al contrario, per l'equazioni d'ordine 1% con due variabili indipeiiclenti, il 
rnetodo di LAPLACE è per dare risultati più soddisfacenti. In verità solo poche 
ricerche e incornplete sono state fatte finora; nia da quel poco già s'intra- 
vede la via da seguire e i frutti da raccogliere (***). Occorrerelhe anzitutto 
costruire una teoria invüriatliiva di quelle equazioni e di certi altri sistemi 
che neli'applicazione del metodo s'incontrano. 

5. Nella teoria delle equazioni del second'ordine con due variabili in- 
dipendeiiti, ma di forma qualunque, il solo grande progresso cornpiuto dopo 
le profonde speculazioni di MONGE e AMPÈRE è dovuto al metodo di DAH- 
sous. Esso deriva sostanzial~nente da quel10 di JACOHI per l'eyuazione del 
prirn'ordine; ma è più largo ne1 concetto. 

(*) Vol. II. 
(**) Mernorie Acc. Liizcei, S .  V ,  T .  III; vedi anche GOURSAT, Bull. Socie'té Math. de 

E"1.awe. 
(***) LE ROUX, Extensiotb de la d thoc le  de Laplace. Hull. d .  Math. de France, T. 37. - 

L. PISATI, Sacll'ester~sione del lnetodo di Laplace, ecc. Rend. Circ. Palermo, T. XX. 
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Consiste riel cercare una O più equazioni del secorid'ordiiie e d'odine 
siiperiore compatibili, conie su01 dirsi, con la data; cioè, avente con essa 
degl'iiltegrali comuni coritenenti infinite costnnti arbitrarie. Tale ricerca si 
coinpie col sussidio di certe coppie di sisteini d'equazioni ai differenziali to- 
tali. Quando per ciascun sisteina d'una di queste coppie si lia unü coinbi- 
nazione iiitegrabile, I'integrazione dell'equazione data non riçliiede piii clle 
quadrature. Ma se tali coinbinazioni non esistono, ed è il caso più frequente, 
il nletodo lion conduce alla inèta. Sarebbe percib molto iinportante allo stato 
presente della. teoria, la deterininazione di tutte l'equazioni integrabili con 
quel nietodo (*). È un problenia assai difficile, nia forse non ribelle ai nîezzi 
che offre ora l'analisi. Se ne conoscono già alcune classi: per esempio, ta.- 
lune clie appartengono all'ecjunzioni coi1 caratteristiclie coincideil ti, e quelle 
clle aniinettono un gïuppo di trasforniazioiii puntuali O di contatto d'ordilie 
infinito dipendenti da due funzioni arbitrarie. È probabile che classificando 
l'equazioni secondo l'orciine del gruppo che ani~iiettono si riesca a separare 
le difficoltà per poi superarle ad uria ad una. 

Il iiietodo di DARBOUX si pub facilniente estendere all'ecjuazione d'ordi~ie 
più elevato. Cib è stato fatto nelle sue liiiee generali (**); nia percliè esso 
acquisti un valor pratico occorre studiarlo e perfezionarlo nei particolari. Per 
l'equaziorii cor1 più di due variabili l'estensione è più incerta, benchè a priori 
possibile. Se si pensa che il nietodo di DAKBOUX applicato all'eyuazioni li- 
neari conduce agli stessi risultati che quel10 di LAPLACE, e che questo, coine 
ho detto già, liinitata la sua poteiua al caso delle due variabili, vien fatto 
di credere che anche per l'equazioni non lirieari le liiiiitazioni siailo assai 
più ristrette che noil si speri. 

6. Un mezzo merax~iglioso per penetrare nelle più riposte proprietà 
dell'ecpazioni differenziali è offert0 dalla teoria delle trasfornîazioni. Noi 
dobbiaino al genio di LIE una teoria coinpleta della tra-sfornîazioue dell'e- 
quazione del prim'ordiiie. E invero egli diiiiostrb clie data un'equazione qua- 
lunque del 1 . O  ordine con n variabili esiste sempre una trasforinazione di 
contatto atta a trasformarlo in un'altra eyuazione yualunque dello stesso 
ordine, e in particolare in un'altra ilninediatamente integrabile. Sfortunata- 
mente non è più cosi per l'equazioni d'ordine superiore al primo. Un'equa- 
zione del second'ordine pub bensl canibiarsi in un'altra dello stesso ordine 

(9 GOURSAT, 1. C. 

(*") Vedi principalmente ne1 FORSYTH, Vol. VI. 
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mediante una trasformazione di contatto, ina non in un'altra scelta. a pia. 
cere. Per esenîpio, nessuiia trasforinazioiie di contatto pub reiidere untt datu 
equazione integrabile col nietodo di DARBOUX, se non è essa stessa integra- 
bile con quel nietodo. Le trasformazioni dunque introdotte da LIE non ba- 
stano a darci una teoria conipleta della trasforinazione dell'eyuazione del 
9 . O  ordine; teoria, clie essendo intimaniente connessa con quellü dell'inte- 
grazione, è giustaniente considerata tra le più iiiiportanti. Oggigioriio noi 
conoscianio alcurie classi di trasforinazioiii per l'eyuazioni del second'ordine 
ben più potenti di quelle di contatto, perrliè riescono ad operare nell'equa- 
zioni certe utilissime riduzioni non raggiuagibili con quelle. Tra. esse ~iîeri- 
tano speciale rnenzione le trasforinazioni di i 3 i ~ ~ r . u ~ ~  (*), clle iiegli ultimi 
anni sono state oggetto di studi notabili, special~iiente in Francia. Conside- 
rando i diversi modi di corrispondenza fra gl'integrali deli'equazioiie data e 
quelli della trasfornîata, scaturi uri'utile classificazione di quelle trasfornia- 
zioni in tre tipi, ciascuii dei yuali presenta proprietà speciali (**). Ma con 
questo la teoria delle trasformazioni di BACKLUPI'D 11011 è clle al principio 
del suo sviluppo. Molte questioni digcili restano da risolvere, tra le quali 
è giustamente considerata iniportante üllo stato preseilte delle nostre cogoi- 
zioni questa: trovare tutt,e l'eyuazioni del 4." ordine con due variabili ridu- 
cibili a forma lineare per niezzo d'una trasforiiiazione di BACKLUND. È noto 
infatti che l'equazioni lineari sono le più accessibili üli'analisi riioderna. 11 
probleina è stato studiato, ma non interainerite risoluto. 

Non è a credere che colla teoria delle trasformazioni di B ~ Ç K L U N D  resti 
compiuta la teoria generale della trasforniazione dell'equazioni del 8.O ordine. 
Esistono altre trasformazioni più potenti di quelle di .BAc~i,rim; io stesso 
ebbi occasione anni fa di darne qualche esempio (***). Esaminandole ne1 
loro insierne si scopre che la loro coniune origine risiede nella teoria della 
eliininazione dei sistemi del priin'ordine (****). Dato un sistenia di equa- 
zioni del priiil'ordine con 2 variabili indipendenti e n funzioni, n 6 m, se 
l'eliminazione di .la- 2 funzioni conduce per ciascuna delle due riinanenti 

(*) Math. A m . ,  B. 19. 
(**) CLAIRIN, Sur les transformations de B ~ c k l w z d .  A m .  Ec. Normal, T. XIX. 

(***) BUR~ATTI, Sulla trasformasione rlell'equnswni differenziali. Rend. Acc. Lincei, S. V. 
T. vII, 1.' Sem. 
y**) GOURSAT, volume citato. 

A&ali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo 'XV. 38 
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a un'equazione del second'ordine, si ottiene una corrispondenza tra gl'iiite- 
grali dell'una e quelli dell'altra, e peicib una trasformazioile. Da questo 
punto di vista si vedono assai bene le difficoltà della questione: ma non è 
detto aricora che sia questo il punto più elevato per dominare tutta intera 
la teoria della trasformazione. 
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Sui principali resultati ottenuti nella teoria dei 
gruppi continui dopo la morte di Sophus 
Lie (1898-1907) (9. 

(Di UGO AMALDI, a Nodeua.) 

~ O P H U S  LIE, quando or son quasi dieci anni, srese nella tomba, del 
grandioso prograinina di lavoro, intorno a cui aveva esercitato la porten- 
tosa sua potenza di invenzione e di inclagine, solo una parte ayera potuto 
estrinsecare in un insieme ben coordinat0 e eonnesso d i  teorie. Prescin- 
diaino pur completamente dai probleini di integrazione, per considerare sol- 
tanto le teorie dei gruppi continui. Anche qui, mentre la teoria dei gruppi 
continui finiti, alla morte del LIE, si poteva riguardare oraniai coine sostan- 
zialinente compiiita, pei gruppi infiniti (O clipendenti da più che un nunîero 
finito di parainetri arbitrari) il LIE non lasciava a noi clle una soinmaria. 
trattazione dei fondamenti della teoria, accanto a scarsi e frainiilentari ac- 
cenni di quelle ulteriori vedute generali, c,he egli pure in questo campo, cliissà 
per quali audaci accorciatoie, avevü saputo conquistare. 

Accadde cosi che, in questo decennio, ben pochi si avventiirassero ne1 
campo non ancora dissodato dei gruppi infiniti; mentre alla teoria dei gruppi 
continui finiti, clie in sè raccoglieva il fascino di una concezione eininente- 
mente geniale e le attrattive di un assetto oramai deterininato e coinpleto, 
si volse una vera folla di cultori. 

Ma, quasi per conipenso, inentre questa coorte di ricercatori, lasciati 

NOTA. DOPO la presentazione di questo rapport0 al Congresso di Parma è uscito in luce 
il bellissiino articolo di G. FANO : Kotztinuievliche yeonzetrisclze Gruppelz. Die Gvuppentheoîie 
als yeolnetrisches Eimteilzcngsprinsipip [Encykl. der math. Wiss., vol. III,1. Ed io, prima di li- 
cenziare il manoscritto, me ne sono valso per completare in qualche punto le note bibliogra- 
fiche di questo rapporto. 

(*) Rapporto letto al 1 Congresso della « Società Italiana per il progresso delle scienze », 

in Parrna, settembre 1907. 
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quasi del tutto da parte i probleiiii più larglii ed elevati, si adoprarono so- 
vratutta a illustrare la teoria dei gruppi continui fiiiiti nelle sue niolteplici 
applicazioni geo~iietriclie ed analitiche, i poclii cultori della teoria dei gruppi 
continui infiniti affrontarono, con varietà di spedienti e con elevatezza di vedute, 
le cluestioni piil compreiisire e salieiiti ; talchè oggi è in questo caiiipo clle noi 
possianio notare i progressi più signiticatiri della teoria dei gruppi continui. 

I n  yueste condizioni, sarà per me assai facile il coinpito di riferir qui 
riassuntiraiiiente i nuori resultati conseguiti nella teoria dei gruppi infiniti; 
ma, per yuarito riguarda i gruppi continui finiti, io non posso presiiniere 
clie di  1111 cosi vasto iiisieine di indagini, n~illa sia sfuggito alla niia atten- 
zione; nP, cl'altro canto, fra una materia tanto clifferenziata, iiii è lecita la 
speranza di poter raggiungere cpella rapidità e linipidezza di sintesi, clie 
varrehbero a conipensare le temute e probahili deficienze di notizie. Io ini 
stiiclierb bensi di raggruppare le indagini secoudo le affiniti dei proldeini 
considerati e risolti: iiia spesso queste affinità saranno cosi tenui e cosi for- 
nidi clie io dorrc) procedere enumerantlo, anzichè classificando. 

Prendendo le niosse dai Iawori di indole generrcle s ~ l l a  teoria dei  g r u p p i  
colbtinwi fimifi, ricordo anzitutto alcuiie ricerche appartenenti a qudl'indirizzo 
siiiil~olico forniale, a c u i  il LIE nella sua costruzioiie avera assegiiato un uf- 
ficio del tutto secondario. 

l? ben noto elle le trasforiiiazioiii di uii gruppo continuo ad r pa- 
rarnetri, in un ceito intoriio della. trasfoi-mazione identica, si possoiio ri- 
guardare coiiie ottenute per iterazione infinita di certe cd-' trasforinazioni 
infinitesime, le quali, rappresenlate al iiiodo del L m  niediante operatori 
differenziali lineari, daniio luogo ad un insieme lineare che contiene con 
ogni coppia dei suoi operatori anche la loro parentesi del POISSON. Appar 
cli qui che codesto insieiiie si pub considerare colne un sistenia di nu- 
ineri ad r unitA, chiuso rispetto alla somma e ad una certa particolare 
operazione di nioltiplicazione , non coiiiinutativa , ma alternante. Dallo 
studio di un ta1 sisteiiin di nutiieri coiiiplessi J. E. CAMPBELL (*), il POIX- 

(*) Prnof of fha third fu)adninendal thewem in LZe's thea- of co~tdailrous gr0up.s [Pro- 
ceedings of the niath. Society of London, t. 3'3 (1901)]. 11 laroro, per cui spetta al CAMPBELL 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dopo la ~ w r t e  di Soplms Lie (1898-1907). 9% 

 CAR^ (*), il PASCAL (**) e da iiltinio lo HAUSDROFF (***) cercarono, per vie di- 
verse e con siilgolare virtuosità algorittilica, di giui-igere ai teorenii fonclaiiien- 
tali del LIE e sopratutto alla costruzioiie eflettira di r trasforniazioni infini- 
tesiriie di un  gruppo, quando rie siano fisfate le costanti di coiiiposizione. 

Questa analisi ha cliiarito e precisato nei suoi linîiti e nella sua portata 
l'aspetto operatorio e siiiibolico della teoria dei griippi continui finiti. Ma 
appunto percib, da1 punto di ~ i s t a  costruttivo della teoria, codeste iicerche 
lianno approdato iii buona parte a conclusioni di validità. esclusivaniente 
formale; e d'altro canto lianno conclotto a rifar presso a poco i procedimenti 
stessi del LIE c dello SCHUI-~, all'infuori di quelle vedute sinteticlie e d i  quelle 
rappresentazioni geonietriclie, clle sole possono reiidere lulliinoso e piace- 
vole il cainmiiio. In sostanza alle inclagini suacceiinate seinbra spettare piut- 
tosto un interesse generico in ordine alla teoria algoritinica dei nuineri coni- 
plessi a più unità, auzi rhe uii'iinportanza specifica rispetto alla teoria dei 
gruppi continui (****). 

la prioriti in quest'ordine di ricerche, E anteriore al decennio di cui qui ci occupiaino: On 
a L a w  of Combilzation of Operators [Proc. of the iiiath. Soc. of Loiid., t. 28 (1907)l. Esso 6 
riprodotto in Theory of Contimmus GToups (Oxford, 1903), Cliapter IV. 

(*) S u r  les groupes co~ztinus [Comptes rendus, t. 128 (1899)l; i t ~  exte~zso in [hIeiuoirs 
prcsented to the Canibridge Phil. Soc. on the occasion of the Jubilee of Sir G. G .  STOKES, 
Cambridge, ISOû]. Quelqzces remarques sztr k s  groupes coiWttus [Reiidic. del Cir. mat. di Pa- 
lermo, t. 15 (1931). 

(**) S o p a  alcune identiti4 fra i sitnboli operatioi r a p p r e s e ~ t a d i  trasformazioui ifbfinite- 
sinte [Rendic. 1st. Lonib. (8), t. 34 (1901)l. - Sulla formola del prodotto rli due trasforinaziowi 
finite e sulla rlimostmzione clel cosidetto secondo teorelna fondame+atale d i  LIE nella teoria dei 
gruppi [Ibid., ihid.]. - Sopra i muneri  Rernoulliani [Ibid., t. 30 (1902)l. - Del terzo teorewa 
d i  LIE sulE1esistema di g m p p i  d i  data str-uttura [Ibid., ibid.]. - Altre r i c e r c l ~  sulla formola 
del prodotto d i  due trasfonnazioni finite, e su1 gruppo parnmetrico d i  uiz dato [Ibid., ihid.]. 
- Le precedeiiti ricerche sono riassiinte in : Resumé de q~elqwes-uns de mes récents travnztx 
 SM^ la fhd0170 des groupes de LIE [Prac matematyczno fizycznych, t. 14, ~ a r s z a w a ;  (1903)l. 

(***) Die sginbolische Expo~tet~tialformel in der Gruppentheorie [Leipz. Berichte, Bd. 58 

(1906)l. 
(****) Alle ricerche suaccennate devonsi ravvicinare quelle di H. F; BAKER, che ha appli- 

cato il calcolo siinbolico delle matrici alla deduzioiie di risultati noti della teoria dei gruppi 
coiitiiiui finiti : On the expment ial  theorenz for a simples transitive continuous yroup, a n d  the 
calculation of the finite e p u a t w m  front tlce corc.stants o f  stmcture [Proc. o f  the math. Soc. of 
London, t. 34 (1908)]. - Facr-ther applications of m a t r k  notation to i t~ tegmt ion  problents 
[Ibidein., ibid.]. - On the eakulation of the firta'te equations of a c o ~ t i n u o u s  yrmcp [Ibidein, 
t. 35 (19û3)j. - Al termnts  a i ~ d  cotttinuous groups [Ihid., (8) t. 3 (1%)]. - Il resultato del 
penultiino lavoro era gii  stato reso noto da1 KLEIN. 
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Veraiilente il P o l ~ c a ~ É ,  prendeiido le inosse tla quei suoi sviluppi siniholici, 
è giunto ad espressioni notevoli, sotto form;i d i  integrali curvilinei, per le 
trasformazioni infinitesime del gruppo aggiunto e dei gruppi parametrici; ina 
t facile vedere coine agli stessi resultati si giiinga pressochè iin~nediatainente, 
partendo dalle equazioni di definieione assegnate per yuei gruppi da1 LIE. 

Resta t u t t a ~ i a  notevole l'idea da cui trasse origine la Meinoria del POIN- 
CAHI:: del Circ. Mat. (1900); egli notando coine alla costruzione di un gruppo, 
a partire dalle costanti di composizioi~e, si possa giungere sia trarerso il 
gruppo aggiunto, sia travers0 il gruppo para~n'etrico, propone di studiare e 
interpretare le relazioni, cui d i  luogo il confronto dei resultati di codesti 
due procetliinenti; ma, conie il POIKCARÉ stesso avrerte, su  questa via, in- 
tralciata a dir vero da non lievi difficoltà'analitiche, egli si è spinto poco 
innanzi; cosiccliè i resultati ottenuti non differiscono sostanzialineiite da 
conclusioili note del KILLING, NO TA ES GEL, ~ ~ ~ ~ ' U M L A Ç F F ,  del CARTAK. 

Uii secondo gruppo di lavori di indole generale, dovuti tutti a inateinatici 
americani corne il TABEH (*), il NEWSON (**), 10 S L ~ C C M  (***), il RETTGEK (****), 
si riattacca all'osservazione ~ ~ ~ ~ ' E P v ' G E L ,  relativa alla possibilità che un gruppo 
continu0 finito contenga trccsformclzioni singolori, cioE non gener a bel' i i ine- 
(liante ripetizione infinita di una stessa trasforinazione infinitesirna. Il pro- 
bleiua dell'esisteiiza di siffatte trasfortuazioni singolari e la loro effettiva ri- 
cerca cadono manifestamente ne1 doiilinio della teoria delle funzioni, in yuanto 
clipendono in sostanza dalla determinazione delle singolarità da cui sono 
affette le soluzioni generali delle equazioni di definizione del gruppo consi- 
derato; onde appar manifesta la ercezionale difficoltà di quest'ordine di 
questioni, le quali itrizi, al10 stato attuale delle nostre conoscenze, sen-ibrano 

(*) O n  the siizyutar transforinntions of groups generated by infinitesimal transformations 
[Proceed. of the Amer. Acad., vol. 35 (1900); Bull. of the Amer. math. Soc. (2) Vol. 6 (1900)l. 

(**) On sé.ngular transformntiovs in real projective yrozcps [Bull. of the Amer. math. 
Soc. (2) vol. 6 (1900)l. 

(***) Note on the chief theorem of Lie's the03 of continuous groups [Proceed. the Amer. 
Acad., vol. 38 (1900)l. - Supplementares note on the chief theorem of Lie's theory of finite 
continuous groups [lbid., ibid.]. - OIL the continuity of g-î-oups yenerated by infinitesimal tran- 
sfor,nations [Ibid., vol. 36 (1900)l. Queste due ultime note sono scarse di contenuto. 

(**a+) On Lie's theory of continuous yroups [Amer. Jouriml of math., vol. 88 (1900)l. Questa 
Nota coiitiene alcune interessanti considerazioni sulla possihilità di trasforrnazioni infinite- 
sime, le cui traiettorie si  spezzino. 
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esser poste sotto forma troppo irideterniinata e getierale. Certo i lavori clia~izi 
ricordati gettano ben poca luce su1 probleina, da cui trassero origine, in 
quanto non forniscono, in sostanza, clie eseinpi particolari, e piuttosto uni- 
forini, di gruppi con teneii ti trasforniazioni singolari. 

Dalla ricerca di nuove nmlogie frn i grzypi cl'ordiue finito di sostitu- 
zioni e i gmppi contin.zci f i d i ,  il M . ~ L L E T  è stato conclotto n studiare ulte- 
riormente la decorupo&ilitù dei gruppi coiltinui finiti, gik nota iii h s e  ai 
teoreini fondainentali del LIE (*), e a generalizzare in vario seiiso il concetto 
di serie di cornposizioiie di un gruppo continuo fiiiito (**). 

11 BCTHRSIDE ha iiiostrato coine ad ogni gruppo discontinua d'ordiiîe fiiiito 
g si possa associare un gruppo contiiiuo lineare G ,  la cui consiclerazioiie 
facilita ln ricerca di alcutie proprietà del gruppo discontiiiuo, in particolare 
la  deterininazione di ci6 che il KLEIN clliaina il grccdo del problema ~zorrunle 
connesso a g,  cioè il minitno numero di variabili, in cui g è! rappresentabile 
conle gruppo di sostituzioiii lineari (***). 

Iiifirie clalla teoria dei gmppi d'ordine finito di sostituzioni il BI- CHI 
lia trasportato nella teoria dei gruppi coiitiiiui finiti il concetto di grzqpo 
coi)~plementare O gruppo fattore, niettenclo in luce l'ufficio essemiale, clle ço- 
desto concetto compie iinplicitainetite nella deterniiiiazio~ie assegnata da1 LIE, 
pei gruppi transitivi di data coniposizione (****). 

In particolare egli ha stabilito una nuora proprietà caratteristica del 
gruppo derivato di un gruppo dato G, iiiostrando conie esso sia il più pic- 

G colo sottogruppo invariante z: di G, pel quale il gruppo coniplementare 
Y 

(*) Sur lu cle'coinpositior, des groupes finis contiwws de tra+tsfor+natiom de Lie [Comptes 
rendus, t. 130 (1900)l. Un gruppo G si dice decornponibile se contiene due sottogruppi Gl, 
G , ,  tali che ogni trasformazione di G sia uguale a l  prodotto di uria di Gl e di una di G, . 
- Un esempio di gruppo singolare in ordine alla decomponihilità delle sue trasforniazioni 
filbite è messo in luce da1 FRATTINI: Di un gruppo contiwo cli trasfov~tzazio~ûi clecow~ponibili 
finitamente [Rend. della R .  Acc. dei Lincei, (5) vol. 19, (1903)l. 

(**) Sur des suites remarquables de sous-groupes cl'un groupe de substitutions OU de tvau- 
sforrnations de Lie [Comptes rendus, t. 130 (19O)l. - Suv de nouvelles awalogies el&-e la 
théorie des groupes de substitutions et celle des groupes finis conti~us ele tvausfoivnatw?~~ de 
Lie [Journal de Mathématiques, (5) t. 7 (1901)l. 

(***) On the continuous group that is defilaed by awy giuem group of finite order [Proceed. 
of the math. Soc. of London, vol. 23 (1898)]. 

(****) Sulla szosione di gruppo contplementare e di yruppo deriunto nellr~ teoria dei gr'uppi 

finifi di trasfor)nazioni [Rend. dell'Acc. dei Lincei (B), vol. 18 (1903)]. 
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risulta abeliano. Disceride di qui corne per un gruppo coiitiuuo il sottogruppo 
commutatore (*) coincida col gruppo derivato (**). 

Sui gruppi  transi t iv i  d i  un0 spnxio n quante s i  ,vogliono d i ruens io~~ i  lia 
ottenuto notevoli risultati E. E. LEVI, il quale è riuscito, in particolare, a ri- 
durre a 4 l'ordine niassirno assegnato da1 LIE in 2 il + 1, -per le trasforma- 
zioni infinitesiine di un gruppo geiierico) (***). Un p a s o  ancora, e sar' a as- 
sodata la nota previsioiie del LIE, per lii quitle codesto ordiiie massinio sa- 
rebbe ugiiale a. 2. 

ln  un ultiiiio gruppo possiaino raccogliere tclctcne ricerche relative alln 
struttzcrn (****). 

A. SÜSR, nella scia Disvertmione d i  G K E ~ W A L D ,  lia deteriiiinato tutti i 
gruppi puiituali die  hanno la struttura del gruppo proiettivo piano totale, 
e ha studiato una classe di gruppi di trasforriiazioni di contatto aventi la 
tiiedesiiiia struttura, niettendo di piii in luce aleune coosiderazioni generali 
che perinettoiio di assegnare yuale tipo di gruppi di trasforniazioiii di coii- 

. tatto sia rappresentato da un qualsiasi tipo di gruppi transitivi putituali di 
data coiîiposizione (*****). 

11 KILLING, tornando con una breve Nota sullü teoria della coinposizione 
che in si grarl parte è sua, ha  ciassificato la struttura dei gruppi di rango 0, 
in buse ad  un nuoro caiüttere nuinerico invariante (******). 

(*) Cioé il gruppo definito da tutte le trasforinazioni della forma STS-1 8-1. 

(**) Si ha cos1 anche iina iiuova diinostrazione di nn noto teorema del KILLING (LIE- 
ENGEL : Tlzeorie der Transformatio~zsgvuppen, Bd. I I I ,  pag. 770). 

(***) Sui gruppi transitivi delb spazio a I I  clime9zsiol~i [Reiidic. deli'Acc. dei Liticei (5) 
vol. 14 (1905)l. Per alcuni teoremi sui gruppi transitivi, destinati soprati~tto a precisare il 
concetto di classe in analogia coi gruppi di sostituzione si  veda: MAILLET, Sur la classe des . 

groupes finis contiws primitifs de trav~sforw&io~~s de Lie [Comptes rendus, t. 130 (1900)l. 
(****) E. E. LEVI ha stabilito rigorosamente il notevole teorema del KILLING sulla de- 

componibilità di ogni gruppo continiio finito non sen~iseinplice n& iiitegrabile in uil gruppo 
invariante i n t e p b i l e  e in un gruppo semisemplice : Sulla stvuttura dei gruppi f i t& e corhhui 
[Atti della R. Acc. delle Sc. di Torino, vol. 40 (1905)l. Ricorderb qui anche la seguente Bis- 
se.rtazkou~e di M~NSTER,  di C U L  non ho potuto aver visione : W. BRÜSER, U+~tersuchur~geu über 
die seclbsyliedrige kulbeit~fache T~o,wsforrnatio?zsyruppe (1904). 

(*****) Die Gruppen, cl& ?ni€ der allgemeilaen projectiuelz Gwppe die Ebene gleiche Zusam- 
tnetlsetsuqq habeva [Dissertation, Greifswald (1905)l. 

(******) Der Bau einer b~onderen Klasss vov~ ~~a?bsfor.vnatiol~sgruppe~~ [Festschrift L. 
Boltemann gewidinet ; Leipzig (19M)I. 
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Pei gruppi di ;ango O il LOEWY lia assegnato ulia iiuova proprietà ca- 
ratteristica, dimostrando che, per sifiatti gruppi e solo pei. essi, ogni qual- 
siasi sottogruppo fa parte di uiia serie di coinposizione (*). 

L'AHRENS ha deterniiiiato i gruppi cli cui ogni sottogriippo è inva- 
riante (**). Lo ZINDLEH infine lia sturliato in geiieide i gruppi coiiiiiiutabili 
(caso particolare dei gruppi di raiigo 0) e in particolare ne lia classifimto i 
tipi ne1 caso di cpattro paranietri (***). 

Dato cosi un rayido sguartlo alle iiiclagiiii conipiute, dopo lx niorte del 
LIE, su11a teoria geiierale dei griippi coiitinui finiti, possiuiio iiotare conie 
questa, ne1 decennio trascorso, non al~bia  subito alcuiia sostanzinle ti.iisfor- 
rnazioiie. Ci6 pub parere seiiz'altro iiatui.de, se si pensa clie siffatta teoiaia, 
già dieci aiini OP sono, costitt~iva un ilisieiiie brii cliiiiso di resultati e di 
procedimenti. 

Ma d'altro canto è pur rero clie sussiste iin l)iaofoiido e siogolare coo- 
trasto frn la foriiia siste~iiatica~iieiite analitica, sotto cui da ~lltiiiio il LIE e 
i suoi collaboratori diffusera la teoria dei grupl~i coiitiiiui B i i i t i ,  e la conce- 
zione essenzialinente, arditaiiiente si~itetica che il LIE dappriiicipio ne ehl~e. 
Egli, subito dopo il priiiio fervidissiiiio perioclo di iiitliigiiie e di ~~opei.t i i ,  si 
senti turbato düli'isolanieiilo, in cui scientificaiiieiite aiicoi8a \-ireva ; e rini- 
prover6 ai  Mateiiiatici di quel teiiipo la freddezza, con cui ave~kiio accolto 
il suo prograrnrna di lavoro, cos1 ardito, cos1 nuovo e, a dir vero, cosi oscuro. 
Yeccb senza duhbio di iaipazienza, pensb fors'aiiclie d i  dover tutto sacrifi- 
care a quel10 clie nori cessh mai di coiluiderare Io scopo ultimo t1ell'opei.a 
sua, cioè le teorie d'iiitegrazione. Certo si iiidusse a tradurre e quasi a tra- 
vestire (****) il suo peiisiero in quella foriiia analitica, clle gli parve più 
idonea ad agevolare la diffiisione delle sue scoperte. E, prima della sua 
morte, potè anche petisare di avere ubbidito ad uiia necessità ineluttabile, 
poicliè solo nella nuova fornia le sue teorie raccolsero quel conseiiso e quella 
ammirazione, clie egli sin dappriilcipio aveva desiderato. Ma è certo clle chi 

(*) Lur Tkeoi-ie der emllicketb ko~~til~uier-licher& T r a l l ~ f ~ ~ a t ~ 1 L ~ y ~ ~ l ) p e 1 1  [Math. A m . ,  
t .  55 (1901)l. 

(**) Ueber Tg-alzsfortaatio~~syr~uppen. deren stirntliche Unteryruppeti itwariatat sind [Nit- 
theil. der math. Gesell. in Hainburg, t. 4 (1909)l. Quedti gruppi s i  ridiicono ai  gruppi di raiigo O 
a t re  parametri e a i  gruppi coinniutabili. 

(***) Ueber kontinuierliehe I~~voZutwnsyr~uppe~~ [Wieii. Berichte, vol. 110 (1901 1. 
(****) Cfr. NOETHER,  80phu.s Lie [Math. Ann., vol. 53 (1900); pag. 181. 

A~trtali d i  Matemotica, Serie III, Tomo XV. 39 
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nella teoria dei gruppi continui finiti che oggi possediamo, ricerca le linee 
semplici e ardite del primo abbozzo ideato da1 LIE, senie in qualche modo 
l'uggia e il rammarico di chi vede guasta e travisata da un restauro la pri- 
rnitiva bellezza di un'opera d'arte. 

Io penso che se il LIE, accettando l'isolamento, cui dapprincipio 10 de- 
stinavano l'originalità del suo pensiero e la dura novità .dei rnetodi, non 
avesse in quel suo prinio fervore di scoperte, deviato i suoi sforzi dalla via 
ch'egli si ern dischiusa, noi possedereinrno forse oramai la completa ed or- 
ganica. teoria sintetica dei gruppi continui finiti. Il ricostruirla oggi, risalendo, 
travers0 agli oscuri accenni dei prinii lavori del LIE, alla forma originaria 
delle sue concezioni, appare opera ardua quarit'altra inai; pure io credo che 
per 10 stesso impulso di quanto codeste concezioni hanno in sè di più ge- 
niale e di pih vivo, siffatta teoria sintetica dovrà costituirsi sotto qualclie 
forma un giorno. 

Intanto parmi si possa con buone mgioni presuinere, che in essa debba 
spettare un ufficio fondamentale e quasi preponderante ai gruppi proiettivi; 
e in questo senso un passo non trascurabile sarebbe conipiuto, quando si 
riuscisse a stabilire (coiîie il LIE fu  senipre convint0 anche dopo riconosciuta 
la hllacia della sua antica cli~nostrazione) clle per ogni gruppo contiwuo finito 
esiste u n  grtippo proiettivo aueltte ln. medesima struttura. 

In questo stesso ordine di idee sarebbe particolarmeilte desiderahile clle, 
anche solo pei gruppi proiettivi, si potesse discliiudere una via nieno indiretta 
ed oscura di quelle note fin qui per giungere al teoreina d e l l ) h ~ E ~ ,  che 
caratterizza i grzcppi non integrabili come quelli che contengono ztn gruppo cm3 
semnplice, cioè oloedricainente isoinorfo al gruppo proiettivo totale della retta. 

Forse sin qui non è stato ancor messo in luce l'ufficio fondamentale, che 
nella teoria della composizione spetta indubbiamente a yuesto notevolissiino 
teorema; il quale anzi è ri~nasto come isolat0 e nia1 connesso al resto della 
teoria. 

Soli, che io sappia, il KRATZI e il KOWALEWSKI hanno riconosciuto la 
opportunità di studiare, almeno, qualche tipo particolare di gruppi, in or- 
dine ai relativi sottogruppi 0o3 senîplici O, coine si potrebbero designare, sot- 
togruppi  ENGEL. GEL. 

Il KKATZI nella sua Dissertazione di GHEIFSWALD (*) ha siste~naticainente 

(") Gruppen. mit eitter dreiyliedriye Urcteryruppe, xZie i n  keiuev yrhserelb Untelpruppe 
deckt  [Leipzig (1904)l. 
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studiato i gruppi di uno spazio a n cliinensioni, contenenti un sottogruppo 
di ENGEL, il yuale non appartenga a nessun sottogruppo più ampio; ed lia 
dirnostrato che un tale gruppo è in generale ad n + 3 parainetri e che il 
suo sottogruppo di stabilità rispetto a un punto generico, lascia fermo un 
cono razionale norrilale di direzioni; per modo che il gruppo è eyuivalente, 
mediante una trasformazione puntuale, ad un gruppo proiettivo, che contiene 
tutte le cion traslnzioiii di S,, e lascia ferma sull'ipeipiano iniproprio una 
curva razionale normale. Vi è un'altra conlposizione soddisfacente alle suin- 
dicate condizioni soltanto in quattro casi: per n= 3 col gruppo della qua- 
drica; per rl= 5 col gruppo o o V i  S,,  che sulle ao5 coniclie del piano è in- 
dotto da1 gruppo proiettivo piano totale; per n = 7 col gruppo ml0 di S7 
che da il inodo, in cui le ao7 cubiclie gobbe di un complesso lineare (non 
speciale) sono permutate da1 gruppo proiettivo del coinplesso; e infine per 
n = 11 con un gruppo seinplice ml4 di S,,, avente la struttura scoperta da1 
KILLING nelle sue memorabili ricerche sulia coiiiposizione. 

Il KOWALEWSKI invece (*) ha considerato i gruppi proiettivi di S,, clle 
non lasciano ferma nessuna varietà lineare, e contengono O il gruppo (ao%sem- 
plice) di una C" razionale normale O un gruppo aobüemplice che aininelta 
uno S,+,-, di punti uniti e uno 8, sghembo, in cui sia invariante una C h  
razionale normale (**). - Per n pari e h dispari non esiste nessun gruppo 
soddisfacente alle indicate condizioni. Negli altri casi invece si ha in gene- 
rale un unico tipo di gruppo proiettivo, il quale per h pari è il gruppo pro- 
iettivo totale di una quadrica non speciale di s,,, e per h (ed n) dispari è 
il gruppo proiettivo totale di un sistema nul10 di 8,. Un altro gruppo 
soddisfacente alle suindicate condizioni si ha soltanto in S,, in S, e in S , , :  
per n = 5 (ed 7t -4) col solito gruppo ao" indotto da1 gruppo proiettivo 
piano sulle mkon iche ;  per n = 6  (e h =  6) col gruppo proiettivo ml4 die 
trasforma in sè  una quadrica non speciale (quadrica del CL~FFORD della C e  

(*) Ueber die projektive Gruppe der Normkurue und eine charakteristiche Eiyenschaft des 
sechscZimensionalen Raumes [Leipz. Ber., t. 5.4 (19M)]. - Ueber projektiue Transfosmations- 
yruppen [Ibid., t. 55 (1903)l. - Eine charakteristiche Eiyenschaft der prnjektiven Gruppe des 
~Vullsystevns [Ibid., t .  58 (1906)]. - Uebe~ die projektiue Gruppe einer Xanniyfoltiykeit zweitelz 
Grades [Ibid., ibid.]. 

(**) Sono questi, in un certo senso, i tipi meno coniplessi di gruppi proiettivi semplici oc8  

di Sn. Si ricordi in proposito il Lie1 teorema del10 STUDY [LIE-ENQEL, Theorie der Tramf.-gr.,  
t. I I I ,  pag. 7851 del quale non 6 stata pubblicata altra dimostrazione all'infuori di quella 
del FANO {Mem. della R. Acc. delle Sc. di Torino, (2) t. 46 (1896)l. 
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razionale normale) e su di questa un coinplesso ~ ~ ~ ~ ' E N G M L  (*); infine per 
rz = 7 (e k = 6) col gruppo proiettivo oo2', che sugli 00' coinplessi d e l i ' E h ' ~ ~ ~ ,  
giacenti su  di una quadrica non speciale di S,, è indotto da1 gruppo pro- 
iettivo totale della quadrica. - A questi resultati il K o w i l ~ n w s ~ r  è giunto, 
valendosi di una sua « Gewichtsmethode r, clie, ne1 suo principio fondamen- 
tale, si pua far risalire al LIE, e ha la sua hase in una classificazione delle 
trasforniazioni proiettive infinitesime (in coordinate ornogenee) a seconda del 
peso, opportunainente definito. 

Abbiaino cosi già iniziato la rassegna delle ricerche dirette a deter~nina 're  
classi  particolari  d i  g r u j ~ p i  cont inui  finiti. 

Ora dobhiaino iiioltrarci in questo cainpo; ma la ~noltiplicità e varietà 
delle questioni considerate ci condurrà a procedere piuttosto per enulnera- 
zioiie clle per rera classificazione. 

Corninciamo dai gruppi proiettivi. 
In yuesto campo ricorder6 dapprinia le ricerclie del NEWSON y), il yuale 

lia costruito, in base a coi-isiderazioiii sinteticlle eleinentari, tutti i tipi di gruppi 

(*) Ein lieues, (lem linearen Ko~nplexe nnaloges Gebilde, 8 Note [Leipz. Ber., t. 52 (1900)l. 
Il gruppo ool& or ora indicato ha la cornposiziorie semplice scoperta da1 KILLING. 

(**) Continuous groups of projective transformatioîzs tveatedsynthetically [Kans. Univ. Quart.. 
vol. 4 (1895-9611. - Supple~ner~tary wotes [Ibidem]. - Projective Transformntions in One Di- 
mension and their Continuous Groups [The Kansas University Science Bulletin, vol. 1 (1902)l. 
In  quest'ultima nota. sono classificati i gruppi proiettivi cornplessi della retta cornplessa corne 
gruppi reali conforini del piano. - Types of Projective Transformntions in the Plane and i n  
Space [Kansas Univ. Quart., vol. 6 (1897)l. -- The fiue Types of Projective Transformations 
o f  the Phne [Ibid., vol. 8 (1899)l. Queste ed altre ricerche sono sistematicamente esposte in: 
A New Theory of Collineatiom and their Lie &mps [Amer. Journal of Mathematics, vol. 84 
(IW)].  Per lo spazio cfr. On the Group and Subgroups of real Collineations leaving a Tetra- 
hedron invariant [Kaiis. Univ. Quart. (A) vol. 10 (1901)]; A nelv Theory of Collineations i n  
Spwe [Ibid., ibid.]. Cfr. infine : Report on the Theorg of Collinentions [Proc. of the Amer. Ass. 
for the Adr. of Sc., vol. 51 (1908)l. 
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continui proiettivi della retta e del piano (*) e alcuiii tipi di gruppi proiettivi 
dello spazio. Egli lia preso le iiîosse ciai gruppi di oiiiologie e, coiiibinando 
questi in tutti i inodi possibili, lia costruito gruppi inano iiiüno più aiilpi, 
caratterizzandoli per nîezzo delle rispettive configurazioni invarianti (**). 

Alla classificazione dei gruppi proiettivi dello spazio, cbe, com'è noto, 
non è ancora coinpiuta. (sebhene, in base ai ilietodi del LIE, non offra piii 
dificoltà alcuna) ho recato un contributo io stesso, in yuauto 110 determi- 
nato tutti i tipi di  co+npZessi di rette, clze amnzettono un grtcppo conti~uro pro- 
iettivo (***); in particolare ho dovuto premettere a tale determinazione la 
classificazione dei gruppi proiettivi a tre paranietri. 

R. LE VAVASSEUR lia classificato i sottogruppi a uiio e due parainetri 
del gruppo lineare omogeneo in quattro variabili (****). 

Dei gmppi di movimenti weg1.i spazi linenri si sono occupati il BEMPORAD, 
E. E. LEVI e il MEDICI. 11 primo li ha classificati in S,, in S, e, parzialinente, 
in Sj (*****); il secondo ha svolto alcune coiisiderazioni gencrali sui gruppi 
derivati dei gruppi di movimenti in S,, dirette sovratutto alla determinazione 
dei gruppi a due e ire parainetri (******). Il MEDICI infine ha deteriiiinato in 
uno spazio a quante si vogliano dinlensioni tutti i possihili tipi di gruppi di 
rotazioni (*******), e ha messo in luce il profitto che dalla conoscenza di tali 
gruppi si pub trarre nella teoria generale dei gruppi di inoviineiiti (******** 1. 

(*) Noter6 col FANO [Art. cit. della E l q k Q i i d i e ]  che le ricerche del Ngwsori non 
conducoiio ad una effettiva classificazione dei gruppi proiettivi del piano in quanto egli non 
diinostra di avere esaurito tutti i tipi possihili di gruppi : ci6 risulta soltanto da un coilfronto 
dei suoi risultati colle tabelle del LIE. 

(**) Cogli stessi metodi siiitetici elelneiltari del NEWSON, H. B. BREWSTER ha costruito 
i gruppi proiettivi di S,, che lasciaiio ferma una quadrica iioii speciale: On Collii~entions i n  
Space which kaue inva?.iant a Quadrie Surface [Kans. Univ. Bull. ("L) v. 1 (1903)). 

(***) Sui cornplessi d i  t-ette, che ammettolzo ua yruppo colrtinuo proiettiuo [Rend. del 
Cire. ln&. di Paierino, t. 93 (1907)]. 

(****) Suv Z'enuWration des sous-groupes du groupe lilzeaire, homoyène, à quatre varia- 

bles: sms-groupes à u n  et à deux paranzètres [Bulletin des SC. math. (2) t. 29 (1905 ]. - Les 
snus-yroupes du groupe lineuire à quatre variables; sous-yroupes ic u n  et ic deux paramètres 
[AnIi. de la Pac. des Sc. de Toulouse, (8) t. 8 (1906)l. 

(nt*+*) Sui puppi  d i  movimenti e similitudini wello spazio a 3, 4 e 5 climensioui [Aiin. 
della R. scuoIa Norm. Sup. di  Pisa, vol. 8 (i898)l. 

(**+***) Sui yruppi d i  mouiinentL [Rendic. della R. Acc. dei Liiicei, (3) vol. 14, (1905)l. 
(*++*+nt*) Sui yrttppi d i  rotasioni LAnn. della R. Sc. Norrn. SLIP. di Pisa, vol. 10 (19C7)). 

(+nrtr++r) Sui yruppi d i  movimenti [Rend. della R.  Bec. dei Liiicei, (5)  vol. 16, (1907)l. 
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Accanto a yueste ricerche sui gruppi proiettivi, possian-io ancora ricor- 
dare la brwe indagine cornpiuta ~ ~ ~ ~ ' E P S T E E N  sui gruppi che coincidono col 
rispettivo gruppo aggiunto (*). 

Nulla d i  sostaiizialnlente nuovo, invece, abbiamo a registrare su1 probleina, 
clie pur meriterebbe l'attenzione di qualche geometra (come già un tempo diecle 
luogo ad alcune iinportanti osservazioni dello STUDY), dei gruppi proiettivi, 
clle sono proiettivatnente equivalenti ai rispettivi gruppi paranietrici (**). 

Alla teoria degli invarianti dei gruppi proiettivi (***) recarono contributi 
il KASRTER, che ha studiato gli invarianti delle curve tracciate su di una qua- 
drica non speciale di S, ,  rispetto al gruppo proiettivo inisto oo6 della qua- 
drica stessa (****); e, da un punto di vista più generale, il MAUHEH, il quale 
ha esteso il teorema dello HILBERT su1 numero finito degli invarianti di un 
sistelna conlpleto di un gruppo continuo lineare, al caso in cui le variabili 
siano legate da un sistema di equazioni algebriche Y****). 

Prima di lasciare il campo dei gruppi proiettivi dobbiamo.far cenno delle 
ricerche dello STUDY sugli elementi (differenziali) del 2 .O  ordine del piano, 
ciascuno dei quali si pub definire come l'insienîe di tutte le curve (analitiche) 
che hanno comune tre dati punti infinitamente vicini, non allineati (*****). 
Lo STUDY, rendendo chiuso, in vari rnodi, l'insieine di codesti elementi del 
$2.' ordine mediante l'aggiiinta di elementi i~lzpropri, opportunanlente scelti, 

. (*) Les groupes qui  coincident avec leuvs groupes adjoints [Math. Anii. vol. 56 (19M)]. 
(**) Cfr. BURNSIDB, 0 1 2  gvoups nh ich  are linear a d  honûoyeneous i n  both variables 

ancl paramaters [Proc. of the math. Soc. of London, vol. 35 (1003)l. - On reciprocal lifiear 
honzoyeneozcs yroups [Quart. Joiirn., vol. 34 (1903)l. 

(***) 1 iavori ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  e del FANO sulie varieta che ainiiiettoiio un gruppo proiettivo 
sono anteriori al deceiinio, di cui ci occupiaino, all'infuori della Nota del FANO: Um teorema 
sulle varietà algebriche a due dimensiomi con ilzfinite trasformazioni proiettive in sè [Rend. 
della R. Accad. dei Liilcei, (5 )  vol. 12, (1899)]. In questa Nota è dimostrato il notevole teo- 
renia che è razionale ogni varietà algebrica a tre dimensioni, la quale ammette un gruppo 
continiir, traiisitivo di  trasformazioni proiettive. 

(si*') The invaviant  theory of the invevsion yroup; Geometry wpon a qwadric surface 

[Srans. of the Am. Math. Soc., vol. 1 (1900)l. 
(****+) Ueber die Endlichkeit der Invariaiaten systeme [Math. Ann., vol. 57 (19031. 

(******) Die elelmente ztveiter Ordlzung in die ebenen projectiven Geometr& [Leipz. Ber., 
vol. 53 (1901)l. Circa i sistenii di coordinati atti a deterininare gli elenienti d'ordine supe- 
riore al 9 0  vedi ENGEL: Die hiiheren Differentialquotiente,~ [Leipz. Berichte, vol. 46 (1893) 
vol. OZ (19m)l. 
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ha stahilito nella varietà 30' cosi resultante un sistemn cli coordinate proiet- 
t h e  (aventi, cioè, carattere invariantivo rispetto al gruppo proiettivo piano); 
e, in base a yueste, ha sviluppato la teoriü invariantira della varietü oo' 

degli eleinenti clel 2.O ordine, rispetto ad un gruppo co" clle si ottiene coin- 
hinando il griippo cm" indotto cial gruppo proiettivo piano, con un gruppo ool 

(lineare nelle coorclinate clegli elenienti del 2." ordine) clie trasforiila in sé 
ogni insienie di ml elenienti del 2.O ordine, appartenenti ad uno stesso ele- 
iiiento del !? ordine (*). 

Lo STUDY ha di piil considerüto le varietà ad una, due O tre diiiiensioiii 
di eleinenti del 2.' orcline, alle quali spetta un evidente interesse iii ordirie alla 
teoria delle equazioni differenziali ortliiiarie del 2.O ordine; e ha deterniinato 
quelle varietà V, di uno spazio a cluaiîte si voglioiio diiiiensioni, clie soiio 
rappresentabili razionalmente sull'insieme degli oo' eleinenti del 2.O ordiiie del 
piano, in modo che il gruppo corrispandeiite su di esse al gruppo proiettivo 
piano vi sia indotto da un gruppo proiettiro del rispettivo spazio. 

Risultb in ta1 guisa stabilitü in particolare una iiotevolissima relazioiie 
fra la geoinetria proiettiva degli elenienti del 2.' ordine del piano e la ordi- 
ilaria geoinetria della retta. 

Ma io non mi dilungherb più oltre in proposito. Da1 puiito di vistü stret- 
tainente gruppale, a cui io debbo qui attenerini, risultano quasi iuenoinati 
O, alineuo, travisati l'interesse e la portata di yueste ricerche dello STUDY; 
le quali non vaiino separate dalle d t r e  indagini antecedenti e posteriori del- 
l'autore stesso, a partire dalle prime ricerclie sui nuineri coinplessi e i gruppi 
continui e dalle Uetltoden der terniiren Fortnen (Leipzig, 1889) fino alla po- 
derosa Geoutetrie der Djiznmen (Leipzig, 1903) e alle inolkplici ricerclie di 
Geornetria non-euclidea. A noi qui basterà ricordare coine la. teoria dei gruppi 
continui sia stata per 10 STUDY un fecondo « principio di trasporto », di ciii 
egli ha per cosi dire aumentato l'efficacia, sovrappoiieiido al classico inetodo 
della costruzione dei « corpi » di enti geometrici rispetto a un gruppo dato, 
il procedimento del SEGRE della continuüzione analitica dei paranietri e delle 
variabili da1 campo reale a carnpi cornplessi iiiano niano più ampi (**). 
Ebhero cosi origiue a.ppunto quelle varie Geonietrie (Geoiiletria proiettira 

(*) Ogni eleniento del 9.O ordiiie ctminette tre orieiitazioni; e secoiido che si coiisideriiiio 
gli elenienti orientsti O iio s i  otteiigoiio due diversi gruppi ac', che soiio Ira loro in corri- 
spondenza [3, 11. 

(**) Possiaino qui ricordare anche le scguenti ricerche : E. v. WEBER:  Z2w Theorie der Kt& 
soer~unudtschaften [Xünch. Ber. t. 31 (1901)l Die ko?izplexen Be~rieguq/eu Leipz. Ber. t. 55 (1903)l. 
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ciuale e radiale, Geoinetria proiettiva e pseudo confornie dei Soini) clie lo 
STUDY Ira sistelnatican~ente esposto nella citata Geometrie der Dynnmen (*). 

Ma toriiiaino alla riostra rüssegria per occuparci dei gruppi di trasfor- 
rnazioni birazionali. 

Possianio qui cia priiicipio ricorilare le ricercl-ie di H. STEKDEH (**),  nie (**") 
e del NEWSON (****) sui gruppi confor~ili reali dello spazio e sulle curve e sii- 
perficie che amniettono iiifinite trasforiiiazioni coiiforlni. 

Ma ad un più elevato ordine di ricerelie apparteiigoiio in c~uesto campo, 
i lavori del FANO sui gruppi continui finiti di trasforiiiazioni crenioniaiie dello 
spazio (*****) e la classiiicazioiie da lui cornpiuta dei gruppi del JONQUI~HES 
generalizzati, O gruppi di trasformazioni birazionali clie trüsforiiiano iii sè un 
hscio di piani o una stella di rette (******). 

Questi lavori conipletano quella serie d i  ricerclle clie iniziata dall'Emr- 
Q U E S  con la deteriiiiliazione dei griippi crernoniaiii contiriui del piano era 
stata contiriuata dagli S ~ S S ~  ENHIQUES e FANO iiella magistrale Memoria in 
cui è dimostrato che i gruppi birazionali coritiiiui dello spazio sono bira- 

(*) Un riassuiito litnpido e conipleto delle wdute e delle iiidagiiii del10 STUDY si 
trova iiei nn. 16-80 del citato Art. del FANO. 

(++) Iwariatcte Flachem u ~ t d  Kurven bei co?~forn~en Gruppen des Rauînes [Dissertation, 
Leipzig (18C)9)]. Questa Dissertazione era sfuggita alla mia attenzioiie; e ne ho appreso I'esi- 
stenza soltanto ora, su1 puiito di licenziare il manoscritto di qiiesto rapport0 (19 geiiiiaio 
l(308) da1 cenno che della mia Mein., cit. nella Nota segiiente, d& YENGEL ne1 fascicolo test6 
uscito in luce dello Jahrbuch über die Fortschr. der Ma,th.; vol. 36 (1907). 

(***) Le superficie con iwfiwite trasfol-~naziowi conformi in sè stesse [Rend. della R. Açcüd. 
dei Liiic~i. (5) vol. 10 (1901). - I gruppi coittinui reali di tl-asforrnazioni coi~formirlello spazio 
[Neiii. della R. Acc. delle Sc. di Torino, (8) t. 55 (lyO5)l. 

(***+) Types a d  coiati~cuous Groups of real conîormal Traclisfol-mations i f c  S, [Giorn. di 
Mat., vol. 4.5 (1907)l. 

(*****) I gruppi comtinui prhnitiui-di tracsforrnuziorci cl-etnoniaice delb spazio [Atti della 
R. Accad. delle Sc. di Torino, vol. 33 (190811. Le trasformazwui ivafiwitesiwze dei m p p i  cre- 
qnolziatti tipici delb spaeio; due Note. Reid. della R. Accad. dei Lincei (5) vol. 7, (1898)l. 

(******) I gruppi di Jonquièl-es getûeralizzati IMem. della R. Acc. delle Sc. di Toriuo, 

vol. 48 (1898)l- 
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zionaltiiente ecpivalenti O a grupyi proiettii-i, O a gruppi conformi. o a 
gruppi del J o a ~ c ~ È ~ r s s  geneializzati, o, infine, a due gruppi ben deternii- 
nati m" seinplici, transitivi, pei quali le trasforiiinzioili, clw lasciano feruio 
un  punto generico, costituiscorio un gruppo d'ortline finito oloedricninente 
isorilorfo al gruppo dell'ottaedro O tlell'icosaetlro. 

Ili un ordine di iciee afiile, più di recente ~'ESHIQCES, lia ripreso i re- 
sultati della profouda aiialisi, con cui il PICAHD, il PAIXLEVÉ, il CASTEL,SUOVO 
e 10 stesso EKHIQUES avevauo classificato le siiperficie coi1 un gruppo Ijirii- 
zionale coritiiiuo in tre faiiiiglie: superficie rit'wibili a rigate, siil~erlicie ellit- 
ticlie conteiieiiti due füsci di curve di ugiül iiioclulo, superficie iperellitticlie 
delle coppie di puliti di una curvü di genere due; ed è riuucito it ci~iïitteriz- 
zare codeste tre faiiiiglie, sia separata~iieiite sia ne1 loro iiisieiiie, iiietliaiite 
i valori dei relativi caratteri ilivarianti (geiieri e 1)leiiigeiieri) ("1. 

I due cicli di res~iltati cosi cliiusi, sui gruppi creiiioiiiaui con tiiiui c h  uiii~ 
parte e sulle superficie che aniiiiettoiio uii griippo siffatto dall'ulti.ii, coati- 
tuiscono indubbiaiiieiite uno dei più hei capitoli delli~ teoria clei gruppi con- 
tiiiui, non soltaiito per l'iii~portaiiza e la siiigolare difficoltà clei probleiiii ri- 
soluti, nia anche per la profondità di ~.eclute e lu riccliezza e geiiiuliti t l i  
spedienti d ie  v i  furolio profuse. Talcliè si pub ilire oïüiiiai clle siuiio lwste, 
almerio implicitainelite, le priiiie basi di quella geoiuetria ülgebricn dei griil)pi 
coptinui finiti, che l'opera del LIE aveva lusciato co~iil)letaiiieii te iiell'oiii1)ra. 

In questo stesso indirizzo algel>rico va pur ricordata la ricercü sisteiiiü- 
tica, colnpiuta da1 CARDA, dei gruppi algebrici della retta e del piaiio (**), 
Egli lia constatato clle, all'infuori di un  tipo di gruppi m' tlellü retta (***), i 
gruppi algebrici da lui coiisiderati coiiipaiono gi9 tutti fra i rappresentanti 
tipici assegnati da1 LIE iielle sue tabelle dei gruppi della retta e del piaiio. 

Il CARDA lia di più iiiesso in luce ~iii'interess~~iite classe di equazioiii 
differenziali ititegrahili algebricainente. L'equasione Sz = 1, dove S i: il siiii- 

(*) Sulle superficie alyebt-iehe c l~e  arntnettoi~o U I L  gruppo cot~t i t l tw di  tmsforrn(tzioui birmiu- 
na l i  i l b  sè stesse [Rend. del Circ. mat. di Palerino, t. 90 (i905)l. 

(**) Zur Theovie de r  alyebvaischei~ Gvuppen rlev Gemrle i~  w t c l  (let' Ebeue [Mona tsh. fiir Math. 
u. Phys., vol. 11 (1900)]. - Ueber e i r~e  Schar rlreiylierlriger algebraischer G ~ w p p e f ~  clet. Eber~e 
[Monatsh. fiir Math. u. Phys., vol. 17 (190A)I. 

(***) Coine nota il CARDA stesso, i gruppi algebrici 30' della retta erano già shti iinplici- 
iamente determiiiati da1 WEIERSTRASS: cfr. BOHLNA'IY, Ueber eivhe gercivse Klasse cotltii~uier- 
lichm- Gruppen urtd ihren Zicsnrnrnenhai~g mit de)& dr2ditiur~stkeoi~e1~ze11. Diss. Halle a, S. 18%). 

Anraali di Mdetnatica,  Serie III, Tomo S V .  4.0 
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308 Amaldi  : Szci principnli resuttati ottenacti nelta teoria dei grzcppi contimci 

bol0 di una qualsiasi trasforniazioiie infinitesinia algehrica in una sola va- 
riabile, ammette soltanto curve integrali algebriche, di genere 0. L'integra- 
zione diretta, clie il CARDA ha coinpiuto esplicitaniente per n = 3 ,  conduce 
per n > 2 d l a  consideraziorie di integrali pseudo-abeliani, clie rappresentano 
funzioni algebriche. 

Un altro indirizzo fecoiido di nuovi e importatiti risultati trasse origine 
dalle ricerelie e dalle conclusioni del BIANCHI sugli spazi a tre diittensioni cov~ 
un yrzcppo co~ztinuo di mouimenti (*). A tali ricerche si connette immediata- 
mente la Dissertmione del KIMIN, in cui son messe in luce alcune notevoli 
ed eleganti proprietà di yuei tre spazi del BIANCHI a curvatura variahile, elle 
aininettono un gruppo di iuovimenti a quattro parametri (**). 

Da un altro punto di vista, il probleina stesso degli spazi a tre dimeii- 
sioni con un gruppo continuo di ~iiovinieiiti è stato oggetto di indagini da 
parte del Rrcc~, il yuale, in base ai suoi inetodi di Cnlcolo differenxinle as- 
ûoluto, lia risolto la seguente yuestione : Dato in coordinate generali l'ele- 
mento lirieare di una varietà qualsiasi a tre dirriensioni, ricoiioscere se in essü 
siano possibili tnoviinenti rigidi e, in caso affermativo, deterininarne il gruppo 
inediante le equazioni di definizione (***). - Più di recente il Krccr ha esteso 
ad una varietà a quante si vogliono diinensioni alcuni dei risultati fonda- 
rnentali, a cui era giunta per le V, in yuella sua prima ricerca (****). 

Dallo stesso indirizzo aperto dalla citata Puleinoria del Brah'c~r è derivato 
ancora un atnpio e conlplesso gruppo di ricerche del FUBIN~, delle quali io 
qui non posso illustrare clie u n  solo aspetto, in yuanto, lirnitandonii alle 

(*) Suyli spazi cc tve clilnensiowi, che amtnettotbo ulc yruppo cot~tinuo d i  ~nouiwtei~ti [Mem. 
della Soc. it. delle Se. (3), t. 11 (1897)l. 

(**) Suyli spazi a tve climensioni, cke amrnettono urb yruppo a quattro pccrametvi di *no- 
vimenti [Ann. della R. SC. Norm. Sup. di Pisa, vol. 9 (190&)]. 

(***) Sui  yruppi con t imi  d i  moviinenti in u n a  varietic qualunque a tve ditnetcsioni [Mein. 
della Soc. it. delle Sc., (3), t. 18 (1899)I. Cfr. anche RICCI-LEVI CIVITA: Méthodes de Calcul 
&ifierelrt&l absolu et E e ~ s  applications [Math. Atiii., t .  54 (1900)l. 

(*Y**) SUL yruppè contit~ui d i  ~nouiinerbti I.iyirli f~eg l i  iperspazi [Rend. della R. Bcc, dei 
Lincei (5), vol. 1% (1W5)l. 
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conclusioni che interessano la teoria dei griippi continui, dorrb lasciare nel- 
l'ombra i niolti iinportanti resultati aritinetici e nnalitici, n cui quelle inda- 
girii lianno approdato. 

Il FUBINI, attaccando senz'altro il prohlenia generale degli spazi a n di- 
rnensioni con un gruppo contiiiiio di inovimenti, lia assegnato in forina sin- 
tetica notevolissinia le condizioni necessarie e suficieiiti, afincliè un gruppo 
possa essere- aiiirnesso conie gruppo di riioviinenti cla un yualclle spazio; ed, 
in base a tale resultato, ha  iiiesso in luce come basti la risoluzione di equn- 
zioni algebriche per determinare, niediante le loro trasforniazioni infinitesinie, 
tutti i gruppi clie si possono considerare gruppi di iiiovinienti; e conie con 
sole quadrature si possano poi ottenere gli elenienti lineari degli spazi cor- 
rispondenti. Ha esaurito poi, in base al suo inetodo generale e ad un altro 
procedirnento speciale più rapido, la ricerca dei gruppi di iiioviiiienti cl-ie 
contengono non più di quattro trasforinnzioni infinitesinie indipendenti e, 
cjuindi, degli spazi a yuattro diiliensioni con un gruppo di inoviinenti. No- 
tevoli in queste ricerche per l ; ~  loro novità e fors'anche per la loro più aiiipia 
portata, sono alcune osservazioni sui gruppi discontinui contenuti nei gruppi 
continui di moviinenti degli spazi a tre dimensioni (*). 

Corne prima generalizzazione del probleula del BIANCHI, il FUBINI ha 
studiato gli spazi che ainniettono un gruppo conforme, scindendo anche qui 
il probleiiia in due: 1." determinazione dei gruppi suscettibili di essere con- 
siderati come gruppi conforini di qualelie spazio; 2 . O  costruzione effettiva 
deli'elemento lineare corrispondente. Egli lia cosi niesso in luce l'intima con- 
nessioiie, in cui la teoria dei gruppi conformi sta per una parte con la teoria 
dei gruppi di inoviinenti (**) e per l'altra, generalizzando in una diversa di- 
reziorie, coi gruppi cli trasforniazioni puntuali O di contatto, clle in una me- 
trica qualsiasi conservano le ipersfere (***). 

Ma il più importante contributo recato da1 FUBINI in quest'ordine di ri- 

(*) Suyl i  spazi che ammettono un yruppo continuo d i  movimenti [Rend. della R. Acc. 
dei Lincei (6) 11, (190%); Ann. di Mat. (3) vol. 8 (1909)l. - Suyli  spazi a quattro dimensiotbi che 
ajnmettono uîa yruppo eontinuo d i  mouimenti [Ann. di Mat. (3) vol. 9 (LW3)I. - Sulla teoria 
delle forme quaclratiche Hermitiane e dei sistemi d i  tali forme [Atti dell'Acc. Gioenia (4) vo- 
lume 27 (1W)l. 

(**) Sulla teoria deyli spazi che anzmettoizo un yruppo conforme [Atti della R. Acc. delle 
Sc. di Torino, vol. 38 (1903)l. 

(n**) Sulla teoria delle ipersfere e dei yruppi conforwi i n  w z a  metrica qualunque [Rend. del 
R, lst. Lamb. (2) vol. 38 (1905)l. 
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cerclie è la deteriiiiiiazione degli spazi, clle amiiiettono un gruppo continuo, 
il quale perniuti le une nelle altre le geodeticlie. Per niezzo di una aiialisi 
veramente perspicacissima, egli é riuscito per cos1 dire a deco~nporre la dif- 
ficoltà del prol~leina, ridiiceiido la discussione che ditettainente porterebbe 
ad eyuazioni allr derirate parziali del 2 . O  ordine, al successiro studio di si- 
stenii di equazioni alle derivate parziali del 1.0 ordiile o di sole equazioni 
differenziali ordiriarie. Ha potuto cosi niostrare come si possa rapidainente 
risolrere il problenia ne1 caso delle superficie, già trattato in parte da1 LIE 
e sostanzialinente esaurito dalle ricerclie del KOEN~GS e del RAFFY; ha coin- 
piiito esplicitaniente la determinazione delle varietà a tre dimensioni che 
aininettono un griippo continuo di trasforiiiazioni geodetiche e ha inostrato 
conie, esclusi alciiiii casi specialissinii, il suo metodo di discussione rnlga ad 
esaurire il problenia anche in uno spnzio a quante si rogliono diinensioni (*). 

Codeste varie questioni gruppali, risolute da1 FUHINI, rientrario tiitte corne 
cnsi particolari nella questione generale di deterniinare tutti i problenii di- 
i-iainici, pei quali esiste un gruppo continuo che perniuti le une nelle altre 
le traiettorie. Anche di siffatta questione dinainica il FURINI si è occupato 
con successo, studiaiido in generale e determinando ne1 caso di tre coordi- 
nate libere cjuei prohleini dinamici conserrativi, che anmettono gruppi con- 
tinui di trasforinazioni del D A K B ~ U X  (cioé gruppi di trasforinazioni clie per- 
inutino gli iini iiegli altri gli oo' fasoi di traiettorie corrispondenti ai  d i ~ e r s i  
raloii della costante delle forze vire), e risolrendo il prol?lema iiella sua 
grneralith per i problrini diii:inîici in due sole rariabili (**). 

Oranini a coinpletare la iiostra rassegna dei resultati ottenuti in yue- 
st'ultirno deceiinio nella troria dei griippi continui finiti non resta più clie 
far ceiiiio di dcune deterniinazioni di argonîento assai vario. 

(*) Su1 grappi  d i  t rosformnzio t~i  georletic7ze [Mein. della R. Acc. delle Sc. di Torino, (3) 
vol. 53 (1903)l. 

(**) Rirevche gritpprcli velatiue alle eqwazio~ri  della cl i tmnzica;  tre Note; 1Reiid. della R. Acc. 
dei Liiicei (5) vol. 12, e 1?* (1931.)]. - Sulle tiuiattorie cZi M I L  problema d i m m i c o  [Rend. de 
Circ. mat. di Palerino, t. 18 (1905)l. 
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dopo la morte di Soph~rs Lie (1898-1907). 31 1 

Il BIANCHI lia studiato i sottogruppi finiti dei due gruppi coiitinui infi- 
iîiti delle trasforinazioui equivaleiiti e delle trasformazioiii proporzioiiali, coni- 
piendone la deterniinazione ne1 caso del piano (*). 

Ed io, per coinpletare la classificazioiie dei gruppi coiitinui finiti piin- 
tuali rlello spazio, ho cleteriiiin,zto, in base ad un pi*ncediinento già inrlicato 
da1 LIE, i gruppi clie trasformano in sè una. congrueiizn. di curve e operano 
su  queste iiilprimitirainente (**). 

È poi noto coine il LIE, nelle sue classiclie ricerche sui fondaineiiti della 
Geotnetria sia stato coiidotto a clnssificare quei gruppi puntuali di S,, rispetto 
a cui due punti alniiiettono un invariante ed uno solo, e due o più punti non 
Iiniino iiessuii invariante essenziale (cioè indipencleiite dall'invarinnte delle 
coppie). Questo prohleina gruppale lia dato occasione a due diverse geiieraliz- 
zazioni; per una parte il BLICHFELDT ha deterininato i gruppi di S,, clie ope- 
rano transitivaineiite sulle coppie e possiedono uno o più invarianti essenziali 
per le terne di punti (***); d7alt.ro canto il KOWALEWSKI ha  risoliito il prohleiiia 
stesso del LIE in S ,  e, senza limitaziorii relative alla realità, in 8; (****). E 
di qui poi, ampliando la ricerca, lia preso le niosse per deterininare tutti i 
gruppi priinitivi dello spazio a cinque diniensioni ("****). 

Dei grztppi contiwni filtiti di trasfonnnzioni di  cordatto erano già. stati 
resi noti da1 LIE: tutti i tipi del piano e tre tipi di gruppi esisteiiti in ogiii 
spazio, di cui uno soltanto è primitiro (***"**). Ii'Exc:~r,, cercando un rappre- 

(*) Sui yruppi coiatinui finiti d i  trasfor~nuzioizi che conseruatbo le aree od i volulni {Atti 
della R. Acc. della Sc. d i  Torino, vol. 38 (1903)l. - Sui yruppi codiiiui filtiti d i  tl-asforinrc- 
zioni propwzionali [Ibid., ibid.]. 

(**) Coiztributo alla determitauzio~ue dei ymppi  conti~aui fi ,& del10 spazio ordiicnrio 
[Giorii. di Matematiche (9) vol. 9 (1901)l. 

(***) On a certain clnss o f  Groups of  Transformation i n  Space of  fhree Dimer~sions [Ailier. 
Joum. of Math. vol. 202 (1900)l. Possiamo ricordare qui che 10 stesso autore h a  anche rifatto 
la determinazione dei gruppi contiiiui finiti, primitiri del piano [Trans. of the Ani. Math. 
Soc., vol. 2 (IWI)]. 

(****) Ueber eir~e Kateyorie V O I E .  Ttaa.nnsfor~~tntio~csyruppeil. einer u ierd i~~ze~as io~ia le~~ M ~ I ~ L -  
nigfultiykeit [Leipz. Ber., vol. 50 (1898)l. 

(*****) Die prinzitiue~z Transforrnatiot~syrt.cppeit in  füiaf Veraicderlichen [Leipz. Ber., 
vol. 61 (1899)]. 

(******) Cfr. p. es. LIE-ENGEL, Tlzeorie der Trn~zsfort~zatio~isgru~)pe~i, vol. 11, Cap. 23-23. V L I ~  
nierita di essere ricordata la Nota dello SCHEFFERS, Syntl~etische Bestiiitwtz~i~y aller Reriihruit~ls- 
tra~?sforit~rctio~ce~t der Kreise in die Ebetze ILeipz. Ber., vol. 51 (1899)l. - Per altre coiisidrra- 
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setitante della composizione seinplice a th  parainetri scoperta da1 K ~ L L I W ,  
aveva costruito un tipo notevolissimo di gruppi ao" di trasformazioni d i  con- 
tatto di s,, operanti primitivamente ne110 s, degli elenienti di superficie (*) ; e 
lo SCHEFYERS, nella sua dissertazione, aveva classificato quei gruppi continui 
finiti di trasformazioni di contatto dello spazio, clie trasformano le une iielle 
altre .ut eyuazioni alle derivate parziali del 1.O ordiiie (**). 

Orn il K o w ~ r , ~ w s ~ r ,  determinando i gruppi priiniti~i di S5 (***), ha coii- 
statato clie i i ~  S ,  non esistoiio altri gruppi continui finiti priiiiitivi di trasfor- 
inazioiii di contatto all'inf~lori dei due tipi del Lm e ~ ~ ~ ' E K G E L ;  e ~'OSEEK lia 
deteritiinato alcune nuove classi di gruppi di trnsforniazioili di contatto di S,  
(operanti iiiipriiiiiti~~niriente ne1 solito Sj) (***y; talcliè a completare la clas- 
sificazione in S, inancano oraiiirii soltanto i tipi di iina categoria di gruppi 
ben definita e non priva, a dir vero, d'interesse pei probleini di integrazione: 
quella dei gruppi di trasfoniiazioni di contatto, clle moltiplicano il solito 
pfaniano 

d a - p d x - q d y  

per m a  costante, e trasforiiiano fm loro ii~~priniitivameiite le rariabili x, 
3, P, q ("+***). 

zioni e;eoinetriche in proposito s i  veda IV. DE TANNEYHERG, SUT quelqu~s transfovinatiows de 

Contact [Comptes Rendus, t. 136 (L904)l. - LUDWIG, lieber deu Zusawmwnha*~y der Berüll- 
~ ' U I L Y S ~ ~ C L I L S ~ O P ~ I ~ ~ ~ ~ O ? ~ ~ P ~  der Kwise eirrer Ebene mit cler coibformen Abbilduitge~b des Raunzes [Rend. 
del Ckc. mat. di Palernio, t .  23 (1907)l. Il L u ~ w l a  ha poi anche studiato il gruppo do delle 
trasfornlazioni di contatto algebriche su di uiia sfera, che trasforiiiaiio cerchi in cerchi: Ueb~r 
die Berührungst~~a~zsfor~natio~ze~z cler Kveise auf eiuer Kuyel. [Deutsche Math. Ver. t. 14 (1905)j. 

(*) Q~iesto griippo, noto  ESGEL GEL fin da1 1888, fu fatto coiioscere da lui al pubblico rna- 
ternatico solo ilel 1893 [Sur uît groupe simple à quatorze paraiilètres: Coinptes rendus, t. 1161 : 
simultaneaiiiente esso veniva scoperto da1 CARTAN [Comptes rendus, ibid.]. Si riferiscono a 
siffatto gruppo i recenti lavori d e l l ' E x ~ s ~ ,  citati a paf;. 302. 

(**) Bestimnzuny einer Klasse von Berührunystvansfnr~nnfionsyruppe1â rles dreifach nu- 
yes&lznte* Raupnes [Acta math., t. 14 (1891)l. 

(***) Die primitiven Transfor~natio.nsgruppeffl in. fülzf VercYnderlichen [Leipz. Ber., 

vol. 51 (1899)l- 
(****) Ueber einige irreduciblen Gruppett von Berülzrungstr.a~zsfor~zationelz i m  Raume [Oefr. 

af k. Vetenskaps-Akad. Forhandl., 19011. - Uebel- {Zie eizdliclzen, continuierlichen, irreciu- 
~~~-üh~u?zgstt~a?zsfor~ationsyruppen i2n Raume [Dissertation; Lund, 19011. 

(*****) A proposito della teoria delle trasformazioni di contatto possiamo ricordare le ricer- 
the del L~EBMANN (Zur Tlzeorie cler erweiterten Berü1zru~zystransformlutione1~ [Leipz. Ber., vol. 51 
(1899)l) il quale lia ridirnostrato i teoremi fondainentali del RACKLUND e ~ ~ ~ ~ ' E N Q E I .  sulle tra- 
sformazioni osculatorie di  qualsivoglia ordine delle varietà V, di un Sn : in base a tali teoreini 
codeste trasforniazioiii si riducoiio a trasforniazioni di contatto estese se m = qz - 1, a trasfor- 
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A queste detenr~itiazioni di gruppi di trasformazioni di contatto vaiino 
ravvicinate le ricerelie del KOWALEWSIU sui sistemi pfaffiani, che ani~îlettono 
un gruppo colitinuo fiiiito di trasforiiiazioni; la coiisideraziorie di siffatti si- 
steini si presenta naturalinente nelle indagini relative ai gruppi puntuali 
primitivi di ut10 spazio c~ualsivoglia. - Sotîo fondamentali in quest'ordiiie 
di idee i resultati  ENGEL GEL sulla teoria. invariantiva dei sistenîi pfaffiiani (*), 
resultati su cui forse l'atteiizione dei iriateniatici non si è fermata cpanto essi 
ineritavano. In base ad essi il Kowa~~wsrci  ha stabilito alcuiie coliclusioni 
generdi che escono da1 quadro di questo rapporta, sui sisteiiii pfafialii n. 
cui sono. counessi irivariaiitivaiuente sisteiiii illirriitataineiite integrabili : nei 
riguardi della teoria dei gruppi egli ha. deterniinato tutti i sisteiiii pfaffiani 
in cinque (**) e sei (***) variabili clie airiiiiettotio un gruppo continu0 finito 
priiiiitivo di trasforinnzioni puiituali, e ha diiiiostrato, conie corollario dei 
suoi teoretiii generali, clle in otto variabili lion esiste nessun sisteiiiü pfaf- 
fiano che sia invariante rispetto ad un gruppo di trasforiiiazioni puiituali (****). 

Sian10 cosi oraiiiai entrati in quell'ordiiie di indagiiii, che furoiio clirette 
a determinare e studiare equaziotîi e sistenii differenziüli, elle airiiiiettoiio 
uii gruppo cot~tinuo finito di trasformazioni (***"*). 

inazioni puntuali estese se ln < n - 1. Anche il PASCAL ha assegiiato uiia verifica diretta 
del teorema del BACKLUND ne1 piaiio [Rend. del Circ. iiiat. di Paleniio, vol. 18 (1904)l. - 
Ancora nella teoria delle trasformazioni di coiitatto, rila in ~ i i i  altro ordiiie di idre, possianio 
qui ricordare la Dissertazioiie (di GREIFSWALD) di F. J. DOHMEN (Dalc;teZluwy der Bevü1~rzocys- 
trnnsfornzutioi~en i n  Ko~~~~exkoorcZi~mten [Leipzig, 1905]), il quale ha studiato sisteniaticn- 
iuente i vari niodi, in ciii uiia trasforniazione di contatto di S, è rappreseiitabile corne uiia 
trasforniazione delle S $L + 2  coordiiiate ornogenee di piinto e di piaiio. 

(*) Zuv Inuariantel~theorie der S ~ s t e m e  V O N  Pfaff'schelt Gleichuagell [Leipz. Ber. vol. 41 
(1899) e vol. 49 1890)l. 

(**) Die pvimitiue*l Trl~~zsfor»zutio~~sgruppe~~ i n  füi~f Vevdnde~lickell [Leipz. Ber. , 
vol. 51 (18W1. 

(+**) Ueber Systejne uon Pfuff'schen Gleichungeli mit eiraer primitivet~ Traitsfoi'nmtior~s- 
, p u p p n  [Leipz. Ber., vol. 51 (18991. 

(****) Ueber Systeme von Pfaff'schen Gleichul~yelt [Leipz. Ber. vol. 53 (1901)j. 
(*+eu*) Non sarà qui fuor di proposito il ricordare il u Voriaiifiger Bericht > d r h  SGII EFFERS, 

ueber ~ ~ ~ t e g r n t i o ~ ~ s t h e o r i e ~ ~  U O I L  Sopl~us Lie [Jahresbrr. der deutschen Math.-Ver. vol. 12 (1903)], 
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Lo CZUBEH lia rielaborato sistematicamente, per una via alquanto di- 
versa da quella del LIE, la teoria dei gruppi a un parainetro clel piano e 
la loro applicazione alla teoria di integrazione delle equazioni clifYerenziali 
ordiiiaiie del 1.O ordine (*). 

11 BOULANGER ha dimostrato che le equazioni clifferenziali ordinarie del 
3 . O  ordine clie liantio la fornia 

y"' = lt! (LE, y, y', y"), 

dove It é funzionale razionale di y', y" e analitica di x e t ~ ,  e clle amniet- 
tono un gruplîo cotitiniio c'03 

5,=x, y I = F ( x ,  y, cc, b,  c ) ,  

sono O lineari O riducihili a litieari nietliante uiia trasforliiazioiie della va- 
riabile, assuriata eveiitiialriiente, ad  un caiiibian-iento di fmziune (**); rosicrlG 
è ~ e n u t a  n iiimcare la speranm cli poter giungere per cpesta vin alla cleter- 
ininazione di nuove classi di  trascendenti. 

Sui sisteiui di ecjuazioni differenziali ordiiiarie, clie aliiniettono un gruppo 
coiitinuo finito di trasforiiiazioni putituali, lia istituito uiia ricerca sisteiiiatica 
diretta (***) Io Z~NDLEK,  il quale é giuiito in l~articolare alla determinazione 
cli tutti i sisteini differenziali in tre fuiizioni incognite, clle aniniettono un 
gruppo contiiiuo puiltuale so" m3, O oo4, limitaildosi in quest'ultinîo caso 
ai gruppi, che contengono un sottogruppo invariante abeliaiio e transi- 
tivo (****). 

ne1 qiiale sono discusse lael loro graduale sviluppo le vedute e le coiiçli~sio~ii del LIE intorno 
al proble~iia dell'iiitegrüzione di un sistelna completo, che animettn trasformazioni infinite- 
sinlv note. È vivsinente desiderabile che sia presto pubblicato il « Bericht » definitivo. 

(*) Zur Theorie der eiuyliedriyetc Gruppen in, rlev E b e ~ ~ e  u t ~ d  ihrer Beziehuuyetc zu  der 
yewdwliehen Differentialyleichutcyew IV Orrlnuny [Wien. Ber. vol. 118 (1903)J. - Zur Geoinetrie 
der ye~~olzdichei& Differer~tialgleichunyen [Festschrift L. Boltzriiann gewidmet (19(M)]. 

(**) Sur les équations cliffirer~tielles du troisaème ordre, qui admetted ulc groupe C O I L ~ ~ I C U  

ck tt.unsforinatiorts [Comptes Rendus, t. 136 (1903); Bull. de la Soc. math. de France, t. 31 
(l(%B)]. 

(***) Bastava auinentare il niiiiiero delle variabili O l'ordine niassiino di derivazioiie per 
ricadere ilel cas0 di un sistema del 1.O ordiiie O di un'unica eqiiazione differeiiziale in due 
variabili- l i a  é chiaro che in ta1 modo si  giunge a sistemi differenziali che non sono com- 
pletaiiieiite equivalenti ai dati. 

(****) Ueber siinultawe yetu6hdicbe Differet~tialyleichufiyet~, welche continuierliche Tvar~sfor- 
wtationsyricppeu yestatten [Wonatsh. fiir Math. iind Phys., vol. 11 (1900)l. 
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Il CAMPBELL (*) lia classificato i tipi di equazioiii 1iizeai.i alle derivate 
parziali del 8.' ordine in tre ~ar iabi l i  iiidipeiidenti, clie ainiuettono un giuppo 
contiuuo di ti.asfomazioni a non piil di tre parainetri (**). 

lnfine il WIL(:ZIXSKI, geiieralizzanclo, i n  un certo senso, i sisteiiii diffe- 
renziali con soluzioni fondamentali, lin considerato ("**) quei sistemi diffe- 
reriziali ordinari in futlzioni incogiiite, la cui soluzione geiierale .1ii( i  = 1, 
2 ,.. . , n) si ottierie da una soluzione particolare qualsiasi y i  ( i  = 1, 2,.  .., 1 2 )  

mediante relazioi~i della fornia (****) 

ni = 5 vik (x, a , ,  a? ,  . . . , a,.) y,; 
k 

dove le p,, sono funzioiii uniforiiii della x. 
Queute relazioni, ove si consideri la x conle urla variahile iioli trasfor- 

mata, definiscono un gruppo coiitiriuo x", clw il I4'rr,czrxsr;r chiama i!inenroicle, 
designando coi] lo stesso iioine i sistemi differeiiziali s~~ilidicati. Salla ria- 
turü analitica delle soluzioni di yuesti sisteiiii, i cpi l i  Iiaiiiio l ~ m t i  critici 
fissi, il W r ~ c z i ~ s s r  lia coiiipiiito iin' iiidagine d' indole geiieralr, y rocecieiido 
poi ad una deteriiiiriaziorie coiiipleta dei gruppi liiieüroicli iil due rasial~~ili 
e dei corrispondenti sisteiiii differenziali. 

(*) O n  the Types of littenr partial d i f feve~~t iul  Eyucitioits of tlze secorid order  IL three i k i -  

(lependent varinhles ~ v l ~ i c h  are unaltered by the Trnr~sfortncctiolcs of cc coirti~cuozts Grozcp [Sraiis. 
of the Ani. math. Soc., t. 1 (1900)l. 

(**) In base a coiicetti gruppali il B i s ç o s c i ~  lia classificati i probleiiii diiiaiiiici relativi 
a quei sistemi oloiioiiii, a legaini iiidipeiidenti .al teinpo, i quali, qiiaiido iioii agiscoiio hrze, 
ammettoiio un gruppo di iiitegrali foiidainentali ( D i  utin clccssificuziot~e dei probletni ditaanzicb 
[Nuovo Cimento (6)  vol. L (1OOl)J). Lo stesso autore, sulle tracce delle ricerühe del LEVI 
CJVITA sui potenziali biil:tri, ha :tpplicato considerazioni gruppali a deterininare i tipi di solu- 
zioni della ecliiazioiie 

che s i  possono far dipendere da diie soli parametri (Sulle u i b m t i o ~ ~ i  d i  U ~ L U  I I C ~ I I ~ ~ ~ U I L U  che 
s i  possono far rlipendeve d a  due soli puratnetri [Meiii. della R. Acc. delle Sc. di Toriiio, (9) 
vol. 54 (190,7)1). A questo stesso ordiiie di idee appartieiie anche la inia Memoria: Tipi  di 
potenziali che, divisi  per u t m  fut~ziotie fissa, si yossoi~o fa)- tlipei~tlere ( la  due sole uuriubili 
[Rend. del Circ. mat. di Paleriiio, t. 16 (1908)J. 

(*"*) Otb Sgstetns o f  multifortn furcctiows beloiiyirly to cc yt-uup of lirielcr Substitutiorcs ruitk 
ulhifonn coe&ciei,ts (Amer. Jourii. of Math., vol. 21 (1899)l. - On l~ilbearoid Diflere~btial Equa- 
tiom [Ibid., ibid,]. - OH, C O I L ~ ~ ~ C U O U S  Bi imy Linearoid GI-oups ar~cl the c o i ~ e s p o ~ ~ d i n y  Diffe- 
ven t id  Equcctiot~s a i ~ d  A Ftmtctiolzs LIbid., vol. 92 [1900)]. 

(""**) Si tratterebbe di (particdari) sistemi differeiiziali Gon soluzioiii foiidanieritali se le 
pik fossero iiidipeiidenti da x. 

Amia l i  d i  Nate~nccticu, Serie I I I ,  'i'oiiio S V .  4 1 
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316 Auea t d i : Sui prirccipati resultati ottenzcti mdln teoria dei grtcppi continui 

Di nuovi contributi alle teorie di clnssificnzione e inteyrnzione delle equa- 
zioni e sistemi differenziali sulla base dei rispettivi gruppi di razionnlitc'c 
avremo a far cenno più innanzi, ne1 render conto delle indagini sui gruppi 
continui infiniti. 

Qui  intanto vanno menzionate le ricerche del MAHOTTE, il yuale ha messo 
sovratutto in luce coine per lo studio analitico delle singolarità di un'equa- 
zione differenziale lineare a coefficienti razionali e per la classificazione delle 
trascendenti che la integrano si preseilti iiaturale e vantaggiosa la conside- 
razione di quei sottogruppi del grupyo di razioiialità di PIGARD-VESSIOT, che 
egli chiama gruppi di ~îwontorficc relativi ai vari punti singolari dell'equa- 
zione e che, in sostanza, godono, ciascuno nell'intorno di un punto singolare, 
di proprietà caratteristiche analoghe a quelle, clle definiscono , il gruppo di 
razionalità rispetto a tutto il piano co~nplesso (*). 

In altra direzione ha tratto largo profitto dalla teoria del gruppo di ra- 
zionalità il FANO nelle indagini che, sulla base di considerazioni geonietriclie, 
lia compiuto iiitorno alle equazioni diflerenziali lineari oinogenee, le cui so- 
luzioni fondanientali sono legate da relazioui algebriche (**). 

Da ultinio, in yuest' ordine di idee, ineritano un cenrio le ricerche del 
LOEWY sulla reducihilitk delle eyuüzioni differenziali lineari in relazioiie col 
rispettivo gruppo di razionalità (***), e le sue considerazioiii sui fondamenti 
della teoria di PICARD-VESSIOT (****). 

(*) Les équatiotls difftkentielles linéaires et  la théorie cles groupes [Ann. de la Facultk 
des sciences de Toulouse, t. 18 (1898)]. 

(**) Queste ricerche sono in parte anteriori al deceniiio di cui qui ci occupiaino. Noi ci 
limiteremo a ricordare le note sulle equazioni differenziali che appartengono alla stessa specie 
delle loro aggiunte [Atti della R. Açc. delle Sc. di Torino, vol. 34 (1899): Rend. Lincei, (5) 
vol. 8, (1899)l e I'arnpia Mernoria, in cui sono riassunte e coordinate tutte le precedenti ri- 
cerche del FANO, Ueber litieare homogene Differentialgleichuv~yell mit algebrakcheiz Relatiofieli 
zlvischen der Fu~iclameu~tall6;u~zyefi [Math. Ann., vol. b3 (1900)l. Alle Note del FANO, dianzi 
citate, si  riattaccano direttamente due Note del LOEWY [Comptes rendus, t. 133 (1901); Miinçh. 
Berichte, vol. 39 (1!%2)]. 

(***) Ueber die irreduciblen Factot-et& eiwes linearen hornoye?~efb Differentialausdruckes [Leipz, 
Ber., vol. 54. (1909)]. - Ueber redwible lineare homoyene Differentialyleichungen [GoEt. Nach- 
richten (1908); Math. Am. ,  vol. 56 (1903)l. Un notevole teorema sulle varie possibili decoin- 
posizioni in fattori di ilna forma differenziale lineare (teorema ridimostrato nella prima delle 
due note precedenti) si trova in  LANDAU, Eilû Satz iibev die Zerlegu~y honzoyener limearev Dif- 
fererttialausdriicke in irreclucible Factoren [Joiirn. f. d. r. u. ang. Math., vol. 124 (2901)l .  

(****) Sur les groupes de transformatiotzs cles équntwns différentielles linéaires [Bull. des SC. 
math., (9) t. 96 (1908)]. - Ueber die Ac7junction von Inteyralen linearer homogener f if fer%*- 
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dopo 10 ~rborte d i  Soplu~s  Lie (18981907). 31 7 

Coiilpiuta. cosi la iiostra. soniiiiaria rassegna dei lavori sulla teoria dei 
gruppi continui finiti, acceniierb, prima di passare ai gruppi infitiiti ne1 senso 
del LIE, a due specie di gruppi, presentatesi spontaneaiiiente all'attenzione 
dei nlateniatici, e elle uii giorno potranno essere argoniento di indagine 
profieua. 

S. KANTOR, ~~el l 'u l t i~i io  silo lavoro, riferendosi al gruppo delle trasfor- 
inazioni birazionali di uno spazio qualsiasi, lia niostrato, fra considerazioni e 
cleduzioni, a dir rero, assai nebulose, l'opportunità di studiare i gruppi riiisti 
a infinite schiere, anche ne1 caso in cui le trasfornlazioni clle appartengono 
al prodotto di due fra codeste sel-iiere non siano date nè da un'unica schiera 
il& da un numero finit0 fra esse (*). 

J. LE ROUX, d'altra parte, introdotte tiello studio dei sisteiiii di equazioni 
alle derivate parziali le funzioni analiticlle di un nuinero infinito di variabili, 
e considerate le soluzioni generali coine funzioni delle variabili indipendenti, 
dei loro valori iniziali e dei valori iniziali dei parainetri foi~danieiitali (elle, 
tolto il caso dei sistemi del MAYER, sono in numero iiifinito) iiîostra coine 
al10 studio delle variazioni clle codeste soluzioni subiscono al variare dei 
valori iniziali vadano naturalmente connessi certi gruppi contiriui di trasfor- 
mazioni ad un nurnero finito di paranietri, nia operanti su di un nulnero 
infinito di variabili. Delle sue ricerclie in proposito il LE ROUX, ch' io mi 
sappia, ha pubblicato soltanto la priina parte, che, in quest'ordine di iclee 
gruppale, non r a  oltre le prime definizioni (**). 

tialgleichungen [Math. Ann., vol. 50 (1904)l. Cfr. anche Zur Gruppentheorie mit AwvenrZu~uwyen 
auf die Theot-ie der linenren homoyenen Dif fe~ent ia lgle ichu~zge~~ [Trans. of the Am. Math. Soc., 
vol. 5 (190$)]. 

(*) Ueber eine neue Klasse yemischter Gruppen und eine Frnye über die birationalen Tran- 
sformationen [Wien. Berichte, vol. 112 (1903)l. 

(**) Recherches sur les équations aux de'riuées pcrrtielbs [Joiirnal de inathématiques (5) t. 9 
(1 QO3)]. 
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3 18 AN& n Id i : Szii prlncipnl i  mwltcr t i  o t fe~aut i  nel ln  teorin dei ywrppi con tintai 

GRCPPI CONTINU1 INFINITI SPECIALI. 

Passanclo ai gruppi continui iiifiiiiti ne1 senso del LIE, enuiiiererb ami- 
tutto rapidaiiieiite le varie classi particolari di gruppi iiifiniti clie in yuesto 
campo furoilo oggetto di indagine durarite i'ultinio decennio. 

Il KOWALEWSKI lia climostrato clie in cinque variabili non esistono altri 
gruppi continui iiifiiiiti priiiiitiri all'infuori dei tre tipi resi noti clal LIE: 
gruppo puntuale totale, gruppo delle trasforniazioiii proporzioilali e g r ~ ~ p p o  
delle trasforiiiazioiii equivalenti (*). 

J O  trassi di qui occasione a coristatare che 10 stesso accacle in S, ,  lnentre 
in S,, accanto ai tre gruppi del LIE è primitive anche il gruppo puntuale 
infinito clie trasforiiia in sè l'equazione pbffiana 

(gruppo delle trasformazioni di contatto del piano (**). 
L'ENGEL, ripreilderido una ricerca iniziata da1 VIVANTI (***) e completata 

da E. v. WESEH (****), lia determinato, analogamente a yuanto egli aveva fatto 
per le trasforinazioni infinitesiii~e di contatto (*****), tutte le trasforinazioni 
infinitesinie che lasciaiio inalterata ua'eyuazione pfafiaria qualsivoglia (******) ; 
e, sulle tracce della ricerca  ENGEL, GEL, F. WINKLEK, nella sua Dissertazione 
cli Lipsia, ha deteriiiilinto le trasformazioni infinitesime che trasforiiiano in 
sé un pfaffiano qualsiasi, a uieiio di un fattore iiumerico e di un termine 
addittivo, d ie  sia uii differeiiziale esatto (*******). 

(") Die p~.imificerr ~?-r~i~sforlnati»ilsyt-tt$~e1L iw fiinf Veriiî~derlichea [Leipz. Ber., 
vol. 51 (1899)l. 

(**) I yruppi c o n t i ~ u i  infinit i  primitici i n  tre e quattro variabili [Atti della R. Accad. 
di Sc. L. e A. in Modena (3) vol. 7 (1906)l. 

(***) Sulle tî-asfornzasioni infinitesiîtze clze lasciano inuariata un'equaziotze p fa f iann  

[Reiid. del Circ. iiiat. di Palermo, t. 12 (1898)l. 
(****) Sulle trasfot-imzioni infiuitesirne che lasciano iravariata un'equaaione pfaffiana 

(Relid. del Circ. mat. di Palermo, t. 12 (1898)l. 
(+****) k'leinere Beitriige ~ i .  S. W. III Die irrfit,ifesimale~t Bel-ührunystravzsfol-)natio~zett 

[Leipz. Ber., vol. 43 (1891)l. 
(*y**) Die iitfi~~itesivnalen. Trai~sforlnationen eitzer Pfaf'schen Gleiclzu~zg [Leipz. Ber., 

vol. 51 (1899)l. 
(*+****) Die i~~f i t~i tes irnci len Transformatio~zeî,, welche ei~ierz Pfuf fschen Ausdvuclc absolut 

de.>. n z ~ d ~ l ~  eittes vollstiindiyen Differentials invariant  lassen [Dissertation, Leipzig (1905)l. 
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dopo In morte di Sopltws Lie (1898.2907). 319 

A d  analoghi prol~leini per le fortne ai differenziali d'orcline suppriore al 
1.' e in particolare del 2 . O  ordiiie lia recato il Pasc.m noteroli contributi (*). 

II FOHSYTH, riprendendo e niodificando i procediiiieiiti d e l z o ~ a w  SKI (**) 
lia detwiiiiiiato e discusso, con uniformità di iiietodo e in base alle reclute del 
LIE, gli invariunti tlifferenziali delle curve ilel piano (***) e SU di una superficie 
qualsiasi (****) e delle curre e delle superficie iiello spazio (*****) (******). 

II W r ~ c z r s s ~ r ,  generalizzando le classiclie ricerelie del L.XGUEKRK, ciel10 
HALPHEN, clel BRIOSC:HI (***MM<"*), ha deterininalo il pruppo puiituale iiifinito, clie 
lascia inalterata ]a foriiia di un qualsiasi sistema di equazioni tlifferetiziali 
lineari ordinarie in pic f~~rizioni iiicognite e ne ha stucliato gli invarianti dif- 
ferenziali, costruendo esplicitaniente il sistenia coinpleto nrl caso particolare 
di due eyuazioni del ">O ordine fra due sole funzion;. 

Coine ad o p i  eyuazione clifferenziale lineare cosrispoixle un tipo proiet- 
tivo di curra integrale, cos1 ad ogni sisteiiia di due eyiiazioni differenziali lineari 
ordinarie del 8 . O  ordine fra due fuuzioni si pu6 assoriare un tipo proiettiro di 
superficie rigata; e perci6 il WILÇZINSKI ha applicato i suoi resultati al10 studio 
delle proprietà proiettive differenziali delle superficie rigate (******** ). 

Il MEDOLAGHI, iiifine, lia considerato i gruppi contiiiui irifiniti che dipen- 
dono soltanto da  una funzione arbitraria ad un solo argoinento e lia classi- 

(*) Le tvnsfovmcczior&i infittitesime applicnte ad una forma cliffevenzinle di ovtlitte v .  

IReLld. Liiicei (5) vol. 12, (1903). - Swlk trnsformazioizi infinitesiwte cl~e laseinno iitcavintrt ttîm 
forma o zoaa eqitazione a i  diffevenzinli totnli [Ibid., ibid.]. 

(**) Iieber Biegunysinva~irrnten. Eine Atlnwdulzg der I;ie'scl~eiz Gvul~per~theot-ie (Acta 

niath., t .  16 (1892)1. 
(a**) Diffwential Invariants o f  n Plane and of Cuvves il1 the Plrcne [Rend. del Circ. 

mat. di Paiermo, t. 81 (19@)1. 
(****) The differential invavimats of a surface, and their yeometrie si<gnificnme [Phil. 

T ~ ~ , ~ ~ ,  vol. $01 (A) (1903); Proc. of the R. Math. Soc. vol. 711. 
(*****) The dtfferential invavia~its  of space [Phil. Trails. 209 (A) (1904); Proc. of the R. 

Math. Soc., vol. 78 (1904)l. 
(******) Ricerche sugli inrarianti integrali anche in rapport0 colla teoria dei gruppi con- 

tilil,i furolio compiute da TH. DE DONDEX, &tude sur les iiwarian.ts intigraux [Rend. del Circ. 
!nath, di paJermo, t. 15 (Nol), t. 10 (1902): Application riouvelle des invaviat~ts int@yrnzrz 
[Meill. courolinés etc. piibliSs par 1'Acad. de Belgique: nouv. série; t. 1, (l9O5)]. 

(****+**) La teoria invariaiitiva delle eqnazioni differenziali lineari omogenee è stata riela- 
borata sistenlati~ame~ite, secondo i nietodi del LIE, anche da1 BOUTON, Iuvariauts of the geraeral 
lilzea+. cZifferefitiul equation and their velation to the t l m o ~ ~  of continuous groups [Amer. Jouriial 
of Math. vol. 91 (1899)]. 

(********) Le iiiinleyose Mernorie del W~LC~INSKI  sull'argoniento sono puhblicate in niassiiiia 
parte tielle Tiwsactions of  the Ain. ,Math. Society a partire da1 1901: i risultati furoiio esposti 
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ficato le equazioiii alle derivate parziali del 8.' orcline in due wriabili indi- 
pendeiiti, che ammettono un griippo puntuale siffatto (*). 

Per quanto rigiiardn. i gr tqp i  coti.tit~ui infinit i  d i  t m s f o r m a z i o n i  di co~z -  
tntto, risulta da ricerche già citate del K~WALEWSKI (**) che ogni gruppo sif- 
fatto di S,,  il quale lion coincida col gruppo totale, opera iinprirnitivamente 
nello spazio a cinque diinensioni degli eleineiiti di superficie. Percib io de- 
terniinai i gruppi irlfiiiiti analoglii ai çruppi finiti del10 SCHEFFEHS, cioè i gruppi 
continui intiniti irreducibili d i  S ,  che trasforniano le une nelle altre mi equa- 
zioni alle derivate parziali del 1.' orcline (***). 

Il LEBESGUE, riprendendo un probleiiia, di cui si era già ocacupato il IJE, 
senza poi inai pubblicarne la soluzione, lia determinato le trasforniazioni di 
coiitatto che ad ogni  superficie n-iiiiiinü fanno corrispondere uria superficie 
inininin, Sono esse trasforinazioni di piani, e la più generale trasformazioiie 
di contatto di questo gruppo si ottiene, all'infuori di una siiiiilitiidine, fis- 
sando ad arbitrio una superficie iiiiilima 2 ,  e facetido corrispondere ad ogni 
piano P il piano ad esso parallelo ed equidistante d a  P e clal piano tangente 
a 2, parallelaniente a P. Queste stesse trasformazioni di contatto trasformano 
ii i  sè l'insieiiie di tutte le superficie parallele a superficie minime (****). 

Da ultiaio dohbiamo qui accennare al gruppo continuo infinito retlucil~ile 
tlelle trasforniaziorii di contatto e p u i d i s t a ~ t i  o epci7ung7ze del piano, al clide 
10 SCHEFFEK!: fu condotto dalle sue ricerche sulle czirr3e isogoncrli ed eqzcitcxn- 
yenninli (*****). Questo griippo delle trasformaziorîi di coiltatto eqiiiclistanti è 

sistematic~ineiitc da1 WILCZINSKI, iiisieiue con uiia rielciborazione personale della teoria del10 
HALPHEN degli iiivarianti proiettivi delle corve piane e gobbe, in: Projective rliffere~tial Geo- 
metvy of Cuvves and ruled Surfaces [Leipzig, 19061. 

(*) Sui yritppi isomorfi nE gruppo d i  tutte le trmforitzwzio+zi cli wza variabile (Mein. 1) 
[Reiid. del Circ. Mat. di Palerino, t. 12 (1898)]. - Classificagione delle equazioni alle denhate 
palziali (le1 seco?hdo ordine, clae nwrzettorho un gruppo iqzfinito di trasformn~in~zipuntuali [Aiiii. 
di Mat., (3) t. 1 (18W1. 

(**) Die prinzitiven Tratzsfo+mationsgruppen i + ~  f h z f  Veriinclerlichelz [Leipz. Ber., 

vol. 51 (189911. 
(*wu) Sui yruppi contiraui infirziti di tvasfoïmazio.psi di cotatatto delb spazio (Meni. della 

R. ACC, delle Sc. di Torino, (2) t .  57 (1906)l. 
(++nu) Sur les transfor>natio~as de contact des surfmes mittirno [Bull. des SC. math., (2) 

t. BB (1908)l. 
(a****) Dato un sistenia ool di curve del piano 10 SCHEFFERS dice equitaiigenziale rispetto ad 

esse qqii  curva, tale çhe sulle tangmti coniuiii ad essa e alle curve del fascio sia costante 
il seguiento intercetto fra i due punti di contatto. Cosi ad ogiii sisterna aol di curve piaiie 
corrisponde un sistenia oo2 di curve equitangenziali. 
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rloj~o la morte di Sophzts Lie (1898-i907). 39 1 

costituito da tutte le trasformazioni di contatto clie tïasforniano rette in 
rette (*), i n  modo clte i s e p e n t i  corrispoîade~lti s i m o  q p a l i .  - Tale gruppo 
continu0 inlitiito fü perfetto riscoritro al gruppo confoniie piano. Contiene 
anch'esso coine sottogruppo puntuale iiiassinlo il gruppo dei nioviiiieiiti e 
delle siiiiilitudini, e trasfornia gli uni negli altri i sistenii cm2 di c u v e  q u i -  
tangenziali, appunto coiiie il gruppo conforine opera sui sistelui 00' di curve 
isogonali. Ili più, se iiel piano assuiiiianio coiiie coordinate della retta i coef- 
ficienti t h ,  v clie coiiipaiono nella cosi fornia norinale della equazioiie della 
retta 

x cos u + IJ sen rc - u = 0, 

e accanto all'unità reale introduciaiiio uii'alti.ii uniti  j tale clie j 2  = O, la pih 
generale trnsforiiiazione di contatto eyuidistante è iappreseutata sotto la 
forma 

;+ j Ü= f (ZL + j P ) ,  

dove f designa uria qualsiasi fuiuioiie aiialiticü ilel canipo coniplesso 
il, jl (**h 

Conie ne1 caso del gruppo confornie, le trasforiiiazioni ecluitlistaiiti clie 
trasformano cerchi in ceïchi costituiscoiio uri gruppo rnisto u1gebric;o w';, 
che è analiticainente rappresentabile ne1 campo coiiiplesso [l, j l  niediante 
trasformazioni lineari e costituisce il gruppo fondainentale della « Geoinetria 
di direzione » del L A C ~ E H H E  (***). 

Lo STUDY ha nlostrato coine su ogni superficie esista un gruppo di tras- 
formazioni di contatto eyuidistanti, caratterizzate dalla proprietà di trasfor- 
mare le une nelle altre le geodeticlie e di lasciare inalterata la distaiiza geo- 
detica fra i punti di due elenienti lilieari yualsiürisi di una geodetica. In 
particolare sulle superficie a curvatura costante codeste trasforiiiazioni di 
contatto equidistanti animettouo, in base ad opportuni sistenii di numeri 
cornplessi, una rappresentazione analitica, analoga a quella del puppo  con- 
forme e del gruppo del10 SCHEFFEHS. Di più 10 STUDY lia esteso le sue con- 
siderazioni anche agli spazi a tre diiiiensioni e a curvatura costante ed è 

(*) Risulta di qui seiiz'altro la rediicibilità del gruppo. 
(**) Isoyonalkurueta, Aepu i ta~~ye~b t iu l k t~~ -ue~~  uwrl konzplexe Zul~lev~ [Verh. des 3. interii. 

Math.-Kongr., Heidelberg, 19û4; Math. A m . ,  vol. 60 (LyOj)]. 
(***) G ~ i b w a i , ~ ,  Ueber duale Zaldev, tcrirl ihre Aiwendwiy BI der  Gemtetrie [Moiiatsh. 

f. Math. u. Phys., vol. 17 (190fi)l. 
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notevole che inentre ne@ S,  non-euclidei le trasforniazioiii di contatto eyui- 
distanti costituiscoiio, coilie le trasformaziorii puntuali confonni, un gruppo 
finito a dieci parametri, iiello S ,  euclideo esse danno luogo ancora. ad un 
griippo coiitiiiuo iilfinito (*). 

,4cl un piii largo ecl elevato ordilie di itlee e di resultati ci coriducorio 
fiaaliiielite i pochi lavori pubbl i~ i~ t i  in questo cleceniiio sulla teoricc genercrle 
dei gruppi cor~tinui i)zfiniti. 

Solo il VESSIOT, il CAHTAX e il M E ~ O L A G H I  liaiiilo luvorato ili tpesto 
caiiipo. 

Il VESSJOT, ~iella priiiia p u t e  del suo iller~coir couro~ctcé del 1903, lia avuto 
sovratutto il nierito di ripreiidere, chiarire e conipletar sotto qualche aspetto 
(luelle ricerclie dell'E~cib:~ e del $IEBO~,AGHI, clie noil areraiio otteniito cwto 
difilsione e seguito pari alla originalità e all'iliiportailza. 

L'ENGEL, nella sua Bissertaxione clle risale al Z88.i (**) e in uiia Nota 
coiuple~iientare del 1894 (***), aveva assegiiato un iiietodo clie permette di 
costruire le equazioni di defiiiiziorie delle trasforiiiazioni ilifinitesiirie di tutti 
i gruppi continui, finit; e infiniti, in 1 1  variabili, yuando si corioscano le tras- 
forniazioni infinitesinie di certi gruppi continui finiti di coniposizione parti- 
colare. Questa singolare corrisponderiza fra i gruppi in n variabili finiti O 

infiiiiti e quei particolari gruppi finiti o grztp]~i caratteriütici d e l i ' h c ; ~ ~ ,  era 
stata poi stiidiata e discussa ne1 1897 da1 MEDOLAGHI (****), il quale era riu- 
scito in particolare a ideiitificare i gruppi caratteristici ~ ~ ~ ~ ' E N c T E L  iu quelle 
due serie di gruppi senipliceinente traiisitivi, a due a due reciproci, le cui 
equazioni finite si otteiigono ne1 seguente modo: si inlinaginino tre serie 

(*) Uebei. 1nekre1.e Yrobleme clet. Geometrie, die deln Problevn der kol~for tner~ dbbilcluiig 
c w d o y  sif%cZ [Sitz.-Ber. d. Niederrhein. Ges. f. Natur.-u. Heilkunde, Boini 19Okl. 

(**) Uebev die Defii~itioilsgleichutige~~ (lei- co~itiuuirlicheta Tvcciisforrnatio?~syvupye~~ [Math. 
Ann. vol. 95 (2886)l. 

(+**) Kleiliere Beitrüye u. S. W. ; X: Die Defiriitio~isyleicku~iyeik der cort,tiuuirZiche~b !l'vu~~- 

s f o ~ l , z ~ t i o ~ ~ s y r y ) y e ~ ~  [Leipz. Ber., vol. 46 (1894)l. 
y*++) SU1la teoricc dei grzcppi irif i t~it i  coiiti9iui [Ann. di Mat., (2) vol. 85 (1897)l. 
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di n variabili 
2 ,  y ,  xi ( i = 1 , 2 ,  ..., n) 

e, pensate le zi come funzioni composte delle xi per iiiezzo delle y,, si espri- 
mano le derivate, fino ad uii certo ordine, delle z '  rispetto alle x in fiinzione 
delle derivate delle x rispetto alle y e delle y rispelto alle x. Infine iielle 
equazioni cosi ottenute si considerino le derivate delle z rispetto alle x come 
variabili nuove, le derivate delle z rispetto alle 9 [O delle y rispetto alle x] 
come anticlie variabili e le derivate delle 9 rispetto alle x [O delle z rispetto 
alle y] corne paranietri. Sono questi i gruppi indicati. 

L'analisi del MEDOLAGHI aveva condotto, corne a resultato saliente, ad 
un procedirnento deterininato e diretto, clle permette di risalire dalle equa- 
zioni di definizione delle trasforinazioni infiiiitesiiiie di un gruppo qualsiüsi 
alle eyuazioni di ciefinizione delle rispettive trasfornlazioni finite, noil appena 
siano note le equazioni del corrispondente gruppo caratteristico  EXGEL; GEL; 
e codeste equazioni di clefiiiizione sotto la fornia del M ~ O L A G H I  rappresen- 
tano per ora il più sen-iplice e più inaneggevole striiinetito di ricerca, clle si 
possieda in yuesto campo. 

Tutti i gruppi coiitiiiui apparteneiiti ad un iiiedesinio tipo del Luc, çioè 
simili fra loro inediante trasformazioni puntuali del relativo spazio, lianno 
un medesiino gruppo caratteristico d e l l ' E ~ c + ~ ~ ;  illa reciprocainente ad un 
medesimo gruppo d e l l ' E m ~ ~  corrispondono in generale più tipi di griippi 
ne1 senso del LIE, il cui insieine si dirà, col MEDOJAUHI, tipo PRO C EX GEL. 

Il MEDOLQGHI, ne1 18'39, prendendo le inosse dalle sue equazioni di de- 
finizione ha abbozzato, assai soinniariamente invero, uil inetoclo diietto a se- 
parare i vari tipi del LIE coiltenuti in un inedesinio tipo de l l 'Exm~ (*). 

Ora, come già acceniiai, il VESSIOT neila prima parte del ricordato X e -  
woir couronné (**), lia rielaborato e rifuso le deduzioni ailalitiche  ENGEL GEL 
e del MEDOLAGHI e ha  condotto a termine nei suoi particolari la suiiidicata 
discussione, relativa ai vari tipi del LIE appartenenti ad uno stesso tipo del- 
YENGEL. In base ad una discussione analoga egli lia iiiostrato coine, partendo 
dalle equazioni di definizione di un gruppo sotto la forma del ~ ~ I E D O L A G H ~ ,  
si possano deterininarne i vari sottogiwppi e in particolare i sottogruppi in- 

(*) Contributo ulla cleter+nLizuzioics dei yruppi coi~tiwwi iu UILO spazio ud -V dintensiot~i 
[Rend. della R. Acc. dei Lincei (5) vol. 88, (1899)l. 

(**) Sur la théorie des groupes contiîl.us [ A m .  de l'Éc. N .  Sup. (3) t. 20 (1903)l. 

Awmli  di Matematicu, Serie 111, Soiiio SIr. m 
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varianti, e da ultimo ha precisato pei gruppi infiniti il concetto di isomor- 
fisrno, ne1 che per altro era stato preceduto da1 CARTAN nei lavori che ac- 
cennerb fra poco. 

La seconda parte del Mesnoir couronné é dedicata alla integrazione dei 
sistemi differenziali che ammettono un gruppo continuo di trasformazioni (") 

Un ta1 problema di integrazione, in base ai principi del LIE si pub sempre 
decomporre in una serie di problemi, di cui uno porta su di un sistema 
differenziale risolvente la cui natura pub essere qualsiasi, mentre gli altri ri- 
guardano sistemi, la cui soluzione più generale si deduce da una soluzione 
particolare mediante le trasformazioni di un gruppo continuo semplice. Ora 
il VE~SIOT ha dimostrato che si pub sempre fare in modo che codesti ultimi 
sistemi differenziali siano automorfi, cioè tali che la soIuzione pia generale 
si ottenga da una yualsiasi soluzione mediante un gruppo continuo di tra- 
sformazioni puntuali che operino solo sulle funzioni incognite; e questa sem- 
plificazione, per quanto di natura formale ha una importanza notevole. 

Nella terza parle infine (**) il VESSIOT si è occupato dell'estensione della 
teoria del GALOIS alle equazioni lineari alle derivate parziali e ai loro sistemi 
coinpleti, estensione già indicata prima da1 DRACH (***), e che il VESSIOT qui 
ha compiuto abbandonando il metodo algebrico del GALOIS, generalizzato da1 
PICARD a1 cas0 delle equazioni differenziali ordinarie, e sostituendovi, in ra- 
gione della diversa natura del problema considerato, un metodo analitico, che 
vale per altro ad esaminare anche i problemi del GALOIS e del PICARD. 

Il V E ~ ~ I O T  ne1 lavoro testé accennato aveva riscontrato una lacuna nella 
dimostrazione di un teorema del MEDOLAGHI: fu COSI occasionata la recente 
ricerca del MEDOLAGHI (****), in cui quel suo teorema vien ristabilito su so- 
lide basi, altneno in un primo easo di interesse saliente. 

11 MEDOLAGHI (*****) aveva già prima notato corne quei gruppi infiniti, 

(*) S u r  l'intégration des systémes diffdrentiels qui admettent des groupes continues de 
transformations [Acta math., t. 28 (1903)l. 

(**) S u r  la  théorie de Galois et ses diverses yélaé+alisatioras [Aiin. de 17fic. N. Sup. (3) 
t. 91 (1904)l. 

(**3 Ami. de l ' h .  Norm. Sup. (3) vol. 1898)l. 
(****) Sopra y m p p i  definiti d a  equazioni differevuiali del 1." ordirbe [Rend. del Circ. 

mat. di Palermo, t. 84 (1907)l. i 

(*****) Sur les g r o q e s  que se prése%tent dans  l a  généralisatiora des fonctiolas analytiques 
[Comptes rendus, t. 1% (1898)l. 
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alle Cui equazioni di definizione il PICARD era giunto ne1 1891 generalizzando 
le equazioni alle derivate parziali della teoria delle funzioni di una variabile 
cornplessa O, se vogliaino, le eyuazioni di definizione del gruppo conforme 
piano (*), si possono caratterizzare, nell'insieme di tutti i griippi infiniti, colne 
quelli che contengono in sè il gruppo coininutabile di tutte le trattazioni del 
relativo spazio. Detti gruppi del PICARD i gruppi siffatti, il MEDOLAGHI ha 
dimostrato che o p i  tipo ~ ~ ~ ' E N G E I ,  del 1." ordiîze (cioè definito da eyuazioni 
del 1.' ordine) cotztiene 26% yruppo del PICARD. E  si noti che, coine lia osser- 
vato il MEDOLAGHI, yuando si prescinda da1 gruppo proiettivo totale O clal 
gruppo iiifinito delle trasfornîazioni proporzionnli, definite da sole equazioni 
del 2 . O  ordine, ogni gruppo sia finito, sia infiiiito O è del 1.O ordine, o è coii- 
tenuto in un gruppo del 1 . O  ordine. 

Ora il MEDOLAGHI, in base al suo teoreina e al fatto che i gruppi carat- 
teristici  ENGEL GEL di gruppi del 1.' ordiiie sono tutti contenuti nei gruppi 
parainetrici ciel gruppo lineare oinogeneo in varialdi, lia stabilito fra i 
gruppi infiniti del PICARD. e i 1ai.i tipi cli griippi lineari oinogenei una cor- 
rispondenza, di cui già le prime e più ovvie consegueiize, a cui per ora si 
è litnitato il MEDOLAGHI, dinîostrano la singolare importanza. - in parti- 
colare notevole il nesso fra questo iiiet'odo di ricerca dei gruppi del PICARD 
e il classico metodo dovuto al LIE degli sviluppi in serie nell'intorno di un 
punto geiierico. 

Mentre il MEDOLAGHI ed il VESSIOT, conle già ~'EKGEL, avevano riattac- 
cato le loro deduzioni ai primi principi già stahiliti da1 LIE per la teoria dei 
gruppi infiniti, le ricerche del CARTAN sulla struttura dei gruppi infiniti ne 
sono indipendenti (**). In particolare il CARTAN esclude affatto la considera- 
zione delle trasformazioni infinitesime del gruppo e si vale sistematicamente 
della sua teoria di integrazione dei sistemi di eyuazioni ai differenziali to- 
tali, che egli ha  notoriamente costruito elaborando e generalizzando alcune 
vedute ehe si possono far risalire al GRASSMANN (***). 

(*) S u r  certains systèmes d'équations a u x  dérivées partielles yélzéralisatct les équations 
de la théorie des fonctions d'ztne vaviable complexe [Journal de niathématiques, (4) t. 8 (1892)]. 

(**) S u r  la structure des groupes infinis [Comptes rendus, t .  135 (1902)l. - S u r  la  structure 
des groupes infinis de transformations [Am. SC. de 1%. N. Sup. (3) t. 81 (lm), t. 22 (lgO5)I. 

(***) S u r  l'irztéyration des systèmes d'équations a u x  différentielles totales [Ann. sc. 1'Éc. N. 
Sup. (3) t. 18 (1901)l. - S u r  I'ilztéyratiow des systèmes différetttiels cowzplètement itttéyrables 
[Comptes rendus, t. 134 (1902)l. - S u r  l'equivalence des systèmes différentiels [Ibid., t. 135 

(190%I. . 
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A base delle sue deduzioni sta il concetto di isornorfisino oloedrico O 

uguaglianza di coinposizione fra gruppi iiifiniti, che egli definisce nei termini 
segueiiti: Anzitutto egli dice elle, clato un gruppo G operante su n variabili 
x, . . .a,,, un altro gruppo Gr operante siille xi e su altre I I &  variabili y, . . . y," 
è ottenuto per prolungamerito di G, se G' trasforma fra loro le xi appunto 
coine il gruppo dato G ;  e chiaina oloedrico questo prolungainento quando 
alla trasform,zzione iclentica del gi'uppo G corrisponde ne1 gruppo prolungato 
la sola trasforinnzione identica. Ci6 preinesso, il CARTAN dice isomorfi oloe- 
drica~nente due gruppi, se si possono prolungare oloedricamente in modo da 
ottenere due gruppi clie operino su110 stesso nuinero di variabili e siano fra 
loro sinîili. 

Ora il probleiiia più iniportante sta nella ricerca di criteri che permet- 
tano di riconoscere codesta uguaglianza di composizioiie; e il CARTAN 10 
ha risoluto per uria via analitica, cl-ie appare alquanto oscura e artificiosa, 
ma, giovn il riconoscerlo, 11s condotto l'autore ad alcuni resultati ben pre- 
cisi e iniportanti. Egli, assunte le eyuazioni di definizioiîe delle trasforma- 
zioni finite di un gruppo G sotto la fornia di un sistenia di eyuazioni ai dif- 
ferenziali totali, diinostra conie si possa sempre prolungare oloedricamente 
il gruppo dato in modo da ottenere un gruppo G', il quale sia il mîncçssiwzo 
gruppo rispetto a cui sono invarianti certe h funzioni Ui (che mancano na- 
turalinente ne1 caso di un gruppo transitivo) e certi r + p  pfaEani 

o, ,.. . , 09.; n, ,. . ., w&, , 
tali clle sia 

n u, = v;., w, + - - .+ vivo, 

e il covariante biliiieare di o,. (k = 2 ,. . ., v) ahhia la forina 

dove le ti.,, c,,, ajp, sono funzioni delle U (e perci6 si riducono a costanti 
nuineriche pei gruppi transitivi) e le a,,, costituiscono u n  sistema involzc- 
tiuo (*). Codesti coefficienti F,, ci,,, a,, caratterizzano la struttura del gruppo, 
in quanto due gruppi per cui siffatti coefficienti coincidano sono fra loro 
oloedricaniente isomorfi. 

(*) Cib iinplica fra le nie& certe relazioni lineari (dipendeiiti in parte dalle eventuali re- 
lazioni lineari fra gli oi , ôi) che qui trnvo inutile specificare. 
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Per codesti coeîficienti della struttura (gelieralizzazione delle costanti di 
coinposizione dei gruppi finiti) il CAHTAN assegna le condizioni necessarie e 
sufficienti cui devono soddisfare; e fra le più noteroli conseguenze d ie  egli 
rie deduce vanno ricorclate alcune considerazioni siilla possibilità di ridurre 
in certi casi il grado di intransitività senza alterare la struttura clel gruppo, 
e l'osservazione clie, a differenza di quanto accade pei gruppi finiti, il iiii- 
niiiîo graclo di intransitività di uiia struttura di gruppo infinito pub essere 
diverso da zero, o, in altre parole, clle esistono grtcppi itzfinifi i~h-ansitivi, i 
qunli non sono oloedricnmente isomorfi a nessmz gruppo transitizo. 

Il CARTAN ha discusso poi minutanlente il problenia della determinazione 
di tutti i gruppi oloedricamente isomorfi ad un gruppo dato, prendendo le 
mosse 'da una nuova definizione del gruppo, il yuale vien qui caratterizzato 
come l'insieme delle trasforinazioni che inducono su certi pfaffiani un certo 
gruppo lineare (del yuale interesserebbe certo indagare le eventuali rela- 
zioni col gruppo caratteristico  ENGEL). GEL). RisultO in particolare da siffatta 
discussione che, contrariamente a quanto accade pei gruppi finiti, un yruppo 
infinito pud essere isomorfo a sé stesso l~zeriedricnlltzente; il clie dà luogo alla 
necessità di distinguere due specie di isomorfisnio meriedrico : proprio e im 
proprio, dicendosi che l'isomorfismo meriedrico fra due gruppi è proprio, se 
essi non si possono riguardare in alcun modo come oloedricamente isoinorfi. 
E di qui ancora risulta che i gruppi semplici vanno distinti in propri ed 
impropri; i priini sono quelli che non aininettono nessun gruppo nieriedri- 
camente isoniorfo, nè proprio nè improprio: gli altri sono quelli che possoiio 
ammettere degli isomorfismi meriedrici impropri, ma nessun isomorfisnio me- 
riedrico proprio. 

Si rivela cosi la eccezionale dificoltà del probleina della decomposizione 
di un gruppo infinito in una serie normale di sottogriippi; ed anzi, coine 
nota il CARTAN, vi è luogo a duhitare in certi casi della possibilità di tro- 
vare una decomposizione in una serie finita di sottogruppi seinplici. Da ul- 
timo il CARTAN ha applicato la sua teoria generale al10 studio dei gruppi 
dipendenti da funzioni arbitrarie di un solo argomento ciascuna ; dimostrando 
in particolare che fra codesti gruppi quelli transitivi e senlplici I-ianno la nie- 
desima struttura del gruppo totale in una sola variabile. 

Più di recente il CARTAN, coine risulta da una Nota dei Cowptas Rendus, 
ha risoluto un altro prohlema del più alto interesse, sovratutto in ordine alle 
teorie di integrazione, cioh la determinazione di tutti i grtcppi continui, in- 
finiti, semplici, la quale, in confronto della analoga questione pei gruppi 
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finiti, offre un nuovo ordine di dificoltà per la esistenza di gruppi intran 
sitivi, non isoinorfi oloedricamente ad alcun gruppo transitivo (*). 

Ora il CARTAN in primo luogo ha dimostrato che i gruppi transitivi seni- 
plici si riducono tutti a quattro tipi già indicati da1 LIE: gruppo purituale 
totale, gruppo delle trasformazioni proporzionali, gruppo totale delle trasfor- 
inazioni di contatto e gruppo di tutte le trasforinazioni di contatto nelle x i ,  pi. 

In secondo luogo poi ha determinato tutti i gruppi sernplici che non 
sono isoinorfi ad alcun gruppo transitivo, diinostrando in particolare clle i 
gruppi intransitivi seniplici propriamente detti si ottengono dai gruppi seni- 
plici transitivi, facendo clle in essi gli elenienti arbitrari dipendano ne1 modo 
più generale possibile da un numero qualsiasi di variabili non trasfonnate 
da1 gruppo. 

Risultati questi veramente belli e i~iiportanti! 
Ne1 campo dei gruppi infiniti, di cui sirio a poclii anni innanzi cos1 scarse 

riotizie possedevaino, due rie oramai sono dischiuse: yuella di ENGELMEDO- 
LAGHI-VESS~OT e quella del CARTAN; e l'una e l'altra hanno aperto l'adito a 
vedute nuove e a inaspettate conclusioni. 

Ma reso con ci6 l'omaggio dovuto ai pregi intrinseci e al  durevole valore 
di siffatti resultati, altro possiamo chiedere all'avvenire. 

T due indirizzi dianzi accennati e fra loro tanto divergeilti, racchiudono 
per cos1 dire un settore, in cui sopratutto importerebbe spingere ora opero- 
samente le indagini, fino a stabilire fra le due vie un sistenia di relazioni e 
quasi di coinunicazioni. 

Potrà di qui sorgere sui probleini fondarnentali della teoria dei gruppi 
infiniti una concezione nuova, forse una concezione più sintetica, e meglio 
rispondente alla veduta generale del LIE, che in ogni problema tutto subor- 
dinava alla infaticata ricerca di quell'intiina arnlonia fra metodi e resultati, 
che alle indagini matematiche infonde carattere e d o r e  estetico. 

(*) Les groupes de trn~csformcrtio?zs continus, iufinis, simples [Comptes reiidiis, t. 144 (1907)l. 
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Sulla de formaz ione  inf in i tes ima 
delle ipersuperficie. 

(Di  UMHERTO SBHAKA, CG Brcc). 

11 prolileina della defoimizione infinitesiina si pub 1mri.e per una iper- 
superficie V,+, dell'S, euclideo nello stesso modo coliie si fa per una super- 
ficie dello spazio ordinario. 

È già stato osservato (*) perb die, appena è n> 3, uiia V,-, generica 
non ainmette deformazioni infinitesinie. Ci6 pub per6 avvenire per le iper- 
superficie di certe classi speciali. In questo lavoro io riii propongo appunto 
di studiare tali V,+, particolari. 

Trovo cosi, coine ho g i i  trovato per quelle deformabili in modo finito (**), 
che esse debbono essere inviluppi O di ool, O di oo2 iperpiani. 

Esanlinato il caso semplice di unn V,-, i~iviluppo di m1 iperpiani, ne1 
quale questa aminette deformazioni infinitesinie dipendenti da una funzioiie 
arbitraria, rimane quel10 in cui la K,-, lia mVperpiani tangenti. Facendo 
allora della Ir,-, l'iinrnagine di GAUSS nell'ipersfera fondamentale di S,, , O, 

se vogliaino, nello spazio ellittico I,+, ad n - i diinensioni, ottengo uiia su- 
perficie x,, sulla quale dimostro clovere esistere un sistei~ia coniugato ad 
inunriant i  eyuccli. Invertendo questo risultato dimostro infine che: L a  ri- 
cercn delle 'Ir,-, d i  S, deformabili in modo infinitesirno equivnle alla ricerccc 
ed alla integrazione delle equazioni d i  LAPLACE: 

che sono ad irtuarianti eguali, ossia per le quali si h a :  

(*) Cfr. CESARO, Leeiot~i  d i  Geometria intrinseca, pag. 847. 
(**) Cfr. la ]nia Mernoria : Stclle varietà acl .n - 1 cEz'nzensioni defor~nabili  tiello spasw eu- 

clideo ad ta climnensiotbi [Rendiconti del Circolo Matematico di Palerino, t. XXVII (IYOO)]. 
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e che ccmw~ettono ut& gruppo di n soluaio~ti ,Y,, X,,.. ., ,Y,, soddisfacenti ccllcc 
relaziovze : 

1.' Formole relative a d  urm deformccaioi~e infinitesima. Supponiamo 
clie in una deforn~azione infinitesima di una V,,-, di S,, le coordinate x, di 
un suo punto P ricevano gli iricrenienti 8x, dati da yueste: 

< j \ X , = î & ,  (4 
dove 6 è uiia costante infinitesima della quale sono da trasçurarsi le potenze 
superiori alla seconda, e le yi sono, coine le xi, funzioiii dei parametri u,, 

l'eleineiito lirieare di V,+, , e indicarido col siinbolo 8 ln ~ari;ixione subita da 
un elemeiito cjualsiasi di V,+, per la deforn-iazioiie infinitesima suddetta, si 
dovranno avere queste : 

8 a,., = O,  
ossia le altre : 

(r ,  S=I, 9 ,... , n-1). \ 
Per la defor~nazione infinitesima i coseni direttori X; della. 

V,,-, in P, e i coefficienti della seconda forma. fondamentale : . 

suhiranno delle variazioni date da yueste : 

8 X i = = s Y i  ( i = l , 2  ,..., pt), 

S Q , , = E ~ , . ,  (r,  S E I ,  %? ,... , fi-1). 1 
Variando le note formole: 

( i = l ,  2, ..., n ;  r, s, t = 1 7  %? ,... , n - l ) ,  

(1) 

normale a 
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si troveraniio le seguenti : 

a,,; ' ~ l  \ r  $ 1  -- 
- + a,., Y, + r,., xi a ~ , . a z c ,  - qk 1 k \ au, 

a Y; j ... n-1 a xi l...)&-1 

i 
a \ (2) * 

A*,u -- rpt - 8 Ji ,  n,?t a ut a U A  au,. 

Le equazioni di GAUSS e CODAZZI per la V,+, variate ci diilno poi cpeste: 

Infine variatido le altre : 

si deducono le seguenti : 

§ Bo Sistema per la determinazione di zcna cleforr~~azior~e infinitesirun. 
Facciamo le seguenti posizioni : 

Le (4)* si scriveranno cosi : 

Anihali di Matentatica, Serie 111, Somo S V  
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e costituiranno per le funzioni: 

u n  sistema di equazioni ai differenziali totali. 
Le (6) poi dovranno soddisfare alle equazioni in termini finiti (i), (4) 

clie si scrivono : 

Faccianio le seguenti posizioni : 

Da queste, usando le (29, le (3)* e le (5), si deduce che le funzioni 8, p, 
T debbono soddisfare al seguente sistema di equazioni ai differenziali totali, 
omogenee : 

a T  Ln-i 
- = - 8 Ai,". 0,. 01 - 
a U. 

Ora formando per il sistema (5) le condizioni di integrabilità, tenendo 
conto delle (2). e delle (5) stesse, si trova che esse sono identicamente sod- 
disfatte in virtù delle (3), e delle equazioni di GAUSS e CODAZZI per la V,-, . 
Tenendo cont6 di quest'ultime è facile verificare anche l'illimitata integra- 
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bilità del sisteina (5)*. Di qui e dalla omogeneità del sisteina (a)* risulta clle 
basterà scegliere le funzioni (6) integrali del sisten-ia (5)  in modo da soddisfare 
alle (7) in un punto iniziale P r  ( th ( ; ) )  di y,-, , per essere certi che esse Io 
saranno identicamente. 

Determinate in ta1 iilodo le (6), il che è seinpre possibile (*), le formole: 

ci definiranno n funzioni y alle quali corrisponderà una deforinazione iilfi- 

nitesima della Ir,-, , poichè esse verificlieranno le (1). Per tale deforinazione 
sussisteranrio le (a) ,  e, come ora dinîostrereino, anche le (b).  Infatti suppo- 
niamo che si abbia: 

Le (4) clie si possono considerare come costituenti un sistema di n eyua- 
zioiii lineari nelle n quantità Y,, il cui deterniinante è diverso da zero, do- 
vraiino essere soddisfatte oltre che dalle Yi anche dalle Y',; si avrà percib: 

ossia sussisteranno le priine (b). 
Moltiplicando poi le prime (2) per Yi, e sominando rispetto ad i da 1 

ad n, e aggiungendo a questa relazione quella clie si ottiene moltiplicaiido 
le prime (2)* per Xi, e soininando pure rispetto ad i da 1 ad n, si trova, col 
tener conto delle (4), che: 

le quali provano che sussistono le seconde (b) .  
Se ora indichiaino con : 

(*) Posto iofatli nelle (7) ui=d:), esse si ridueono ad -9 + n equazioni lineari, 

m (9% - 1) 
omogenee neiie 1ûs incognite (p':!), , (Y,), valori iiiiziali delle (6) ; essendo : tax>- 2 + 11, 

ad esse si potrà dunque soddisfare sempre, e i n  iufiniti modi. 
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un altro sistema di integrali delle (8)" corrispondente ad altre condizioni ini 
ziali, e poniaino : 

vediaino clie le y':', Y':' debbono soddisfare alle (BI* stesse nelle yunli si 
suppongano tutte le r nulle. 

Ora è facile persuadersi che la deformazione infinitesinîa di VH-, corri 
spondente alle funzioni y':), Y':) si riduce ad un rnovimento infinitesimo, 
poichè per essa le variazioni corrispondenti dei coefficienti n,., della seconda 
forma fondamentale di V,,-, sono tutte nulle. 

Dalle prime (8) segue che la deformazione infinitesima corrispondente 
alle funzioni ,y$' si ottiene sominando, ne1 senso cinenlatico, la deformazione 
infinitesiina fissa corrispondente alle funzioni y,, col movimento infinitesiino 
corrispondente aile funzioni y':). 

Si ha percib che : 
Noto un sistema d i  funsioni r non tutte nulle soddisfacenti alle (3), ne 

rimane individuata, a meno d i  un wzovi+nento infinitesilno, una corrispondente 
defornzazione infinitesima della V,,-, . 

§ 3.' Condisioni necessarie per la deforlnabilità. - Fareino ora vedere 
che per n> 3 una V,,-, generale di S,, non amrnette deformazioni infinite- 
siine, e percib dimostrereino che : 

Condixione mecessaria aflnclzi? m a  V,+, d i  S,, anzmetta deformazioni in- 
finitesime, ossia a,mmchè le (3) si possano soddisfare con valori non tutti nulli 
delle r ,  è che tutti i minori di terx'ordine del determinante 1 n 1 delle O,, 

sieno nulli. 
Infatti, nell'ipotesi contraria, non saranno nemmeno tutti nulli i minori 

di secondo ordine di 0 , e noi potremo seinpre supporre che sia:  

0 x 1  Q I ,  1 R,, Q,, 1 ='=O' 

Per un noto teorenla di KRONECKER, potremo poi fare in modo, cam- 
biando ove occorra gli iizdici, clie fra i minori di terzo ordine non nulli 
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di 1 0 vi  sia quel10 principale, avendosi quindi : 

Indichianlo con id,., il coinplemento algebrico di a,., ne1 determinante A. 
Consideriaino una deforinazione infinitesinia della V,,-, , indicando al so- 

lit0 con 8 le variazioni corrispondenti dei vari elementi della V,,-, stessa. In 
causa delle equazioni di GAUSS avreino : 

So,.,=O (r, s = l ,  2, 3). 

= O .  A = 

Essendo poi il determinante delle w,., eguale ad A" cosi queste ultinle 
ci dicono che sarà: 

8 A = O .  

1 RI2 0 1 3  

n,, n,, n,, 

a31 n32 0 3 3  

Cib posto, variando le tre relazioni : 

a11 64, + 0 1 2  %2 t 0 1 ,  w3, = 0, 
trovereino che : 

dalle quali si deduce, essendo il deterniinante delle w diverso da zero, clle: 

Variando le equazioni di GAUSS, dedurremo in particolare queste: 

le quali, a causa delle (IO), ci dànno : 
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Quest'ultime ci dicono, osservando la (9), Che: 

Infine le eyuazioni di GAUSS ci dàrino pure le altre: 

8 (fil1 fi,., - fi,, O,.,) = O 
(r, s = 3 ,  4 ,..., .n-l), 

8 (fi la fi,., - fi,, O,.,) = O 

che, usando le (IO), (IO)*, si riducorio alle seguenti: 

dalle quali si trae, non potendo essere nulli insieine a,, ,  a,,, a causa della 
(9), che : 

r,., = O (r ,  ~ = 3 ,  4 ,..., n-1). 

Da queste e dalle (IO), (iOj* segue che, nell'ipotesi fatta, le r relative 
alla supposta deformazione infinitesiina sono tutte nulle, e che quindi essa 
si riduce ad un movimento infinitesimo. 

S 4.O AZtra condizione necessaria per la deformabilità. - La condizione 
per la deformabilità di una V,-, , stabilita ne1 5 3.O, ci dice ((M) 5 4.') (*) 
che gli iperpiani tangenti alla V,,-, stessa debbono costituire O un sistema ao', 
O un sistema 60'. 

Ne1 primo caso la 7,-, è il luogo di ao' S,+, nei punti di ciascuno dei 
quali é toccata dallo stesso S,-,. Supponendo che gli 8,-, detti sieno le 
varietà zc, = costante, le coordinate si di un punto P di V,+, potranno cosi 
esprimersi in funzione delle z~ : 

nelle quali le x(", , sono funzioni della sola u, . 
Le X,  risulteranno poi funzioni della sola u , ,  e quindi tutte le n saranno 

nulle, all'infuori di n,, . 
Ci6 posto, dalle prime (2) scritte per la nostra V,,-, dedurremo le se- 

(*) Le citazioni corne questa sono relative alla mia Memoria richiamatn in principio. 
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guenti : 

Queste, fissati r ed s, costituiscono un sistenia di n equazioni nelle 12 - 1 

quantità ' ' la matrice dei cui coefficienti ha per caratteristica n - 1; i 1 i 7  
ci dànno quindi: 

I r  / = O  (r,  s = 8 ,  3 ,..., > ~ - 1 ;  1 = 1 ,  8 ,..., n - 1 ) .  
I l l  

Le equazioni di GAUSS si ridurranno a yueste: 

( r s ,  k t )=O (r ,  s,  k, t = 1 ,  8 ,..., 1 2 - 1 )  

dalle quali seguiranno le altre: 

Se ora si conüidera una deforinazione infinitesima della V,, - , ,  e si scri- 
vono le prime (3), si vede che tutte le I' debbono essere nulle, all'infuori di 
r,, che deve, in causa delle seconde (3), soddisfare alle seguenti : 

Dalle (d )  si deducono, usando le (c), yueste: 

le quali ci dicono che le (e) sono integrabili. - Integrando le (e) ,  si trora: 

nella yuale (u,)  indica una funzione arbitraria di u, . 
A causa del 2 . O  possiamo dunque dire che: Una V,,-, di S, inviluppo 

d i  ml iperpiani mznzette deforrncczioni infinitesime dipendertti da zcncc fun- 
zione arbitraria. 
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Ne1 secondo caso la V,+, è il luogo di oo' S,,-, nei punti di ciascuilo 
dei quali è toccata dallo stesso S,+, . Scegliendo su  V,-, le linee coordinate 
in modo che le varietà u, = costante, zc, = costante sieno questi S,,-,, si 
avrà che le X, risulteranno funzioni delle sole u, , u,, e che quindi tutte le n 
saranno nulIe, all'infuori di fi,,,' fi,,, n,,. Alcune delle equazioni di CODAZZI 
scritte per la nostra V,,--, si riducono a queste: 

i ~e ( O .  1 ' I n , , = o  = , . ,  - 1 ,  ( f j  (IU1'I- ,  e ) e f i -  1 ( 

e quelle di GAUSS alle altre: 

le quali ci dicono che tutti i simboli a quattro indici sono nulli, all'irifuori 
di (12, 19). 

Considerialno ora una deforinazione infinitesima della nostra V++, . Scri- 
vendo le prime (4, si vede che tutte le r' debbono essere nuile all'infuori 
di 11,,, r,,, r,, . Infatti fra le (3) vi sorJ.0 queste : 

r a p n l 1 = 0 ,  J?apfi , ,=O (a, P=3, 4 ,..., n - i ) ,  

dalle quali, non potendo essere conteinporaneamente nulli ni , ,  fi,, , perchè 
altrimenti ((M) $j 4.O) la V,t-, sarebbe inviluppo non di ma, ma di 00' iper- 
piani, il clie noi escludianio, seguono le altre : 

Le (3) stesse ci dànno poi le seguenti : 

L8 0 2 1  - r,, f i l ,  = 0 
(+3, 4 ,..., n,-l), 

r' a,, -r  n,, = O  ' 8  =8 

che ci dicono dover essere : 

poicliè il determinante n,, a,, - ni, non pu6 essere nullo, altrimenti, corne 
. sopra, la 7,-, avrebbe oo' iperpiani tangenti. 
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Vogliamo ora far vedere ehe affinchè V,+, aminetta tleformazioni infini- 
tesime é necessario clle la. inatrice : 

abbia per caratteristica 1. 
Infütti le seconde (3) ci forniscoiio, fra le altre, le segueriti 

le quali ci dicono che la caratteristica della ( g )  non pub intanto essere, per 
n > 4, tre ; nell'ipotesi contraria da esse risulterebhe infatti wsere nulle r , ,  , 
r,, , r,,; e quiildi sarebljero iiulle tutte le r relative alla supposta deforiiia- 
zione infinitesinia, clle si ridurrebbe perci0 ad un  iiiovitiiento infinitesiino. 

La caratteristica della (g)  non pub poi in nessiin caso essere due, poicliè 
altrimenti delle (g)' ve ne sarehbero due indipeiidei~ti clle scriri:tiiio cosi : ' 

Considerando allora itisieiiie a cjueste I'equaaiane : 

clie è una delle prime (31, se ne dedurrebbe dovei-e essere nulle le r, e 
quindi V,-, indeformabile, poichè le tre equazioni lineari (I l ) ,  (12) hanno uii 

determinante diverso da zero. 
Di yuest'ultiina cosa ci si convirice osservando die, in causa delle ( f ) ,  

le (11) sono soddisfatte anche quando in luogo di r , ,  , r,,,  r?, si pone r!,, ,  
n,,, a,,; da cib segue infatti che il deterininante tletto è proporzionale ad 
n,,  n,, -O;,, ed è quindi diverso da zero. 

Coine abbiamo dunque asserito, la (g) cleve avere per caratteristica 1. 

§ 5 . O  $ztperficie irnimgine della V,-, . - L'iinniagine di Gauss della 
17,-, é nell'ipersfera fondamentale, ossiü nello spazio ellittico ad n - 1 di- 
mensioni I,,-, , una superficie ';?. Le coordinate di WEIERSTRASS di un punto 
P di 2, sono X,, ,Y,,..., X,,. 

Annali di  Matematica, Serie [II, Toino XV. 44 
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Indicheremo i coseni direttori di n - 3 rette normali a 2;? in P, e fra 
di loro a due, a due rispettivamente con: 

onde sussisteranno le relazioni : 

avendo inclicato con E>,,& I'unità se 1 = m, Io zero se 1 -'= W. 

Facciaiiio le posizioni : 

(r, s = 1, 2 .  

Si sa allora ((M) § 6 .O)  che sussistono le seguenti : 

a2x, - - \ r s  ( l a s , + ( ~ ~  ilaxd t g y i  
'(") n:ti - E,, Xi (r, s = 1, 8) (14) iiu,.au, I i \ a%&, 1 B \ au2 

nelle quali gli apici stanno a indicare che i simboli a tre indici sono calco- 
lati rispetto ali'elemento lineare di 3, clie è : 

Le coordinate xi di un punto N G  (u,) di V,+, si sa ((M) 5 5 . O )  poi che 
sono date da queste : 

e i coeficienti n dalle altre : 
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nelle quali le x':' e le k,., sono funzioni delle sole t h l ,  u , .  Da quanto ab- 
biamo ne1 $ 4 . O  dimostrato a proposito della matrice (g) segue ((JI) S 11.') 
che x, è una superficie di quelle sulle cpali esistono sistelni coniugati. Si 
sa di più ((M) S 1%') che si puh seiilpre riferire ad uno di essi in modo che 
corrispondenteniente risulti : 

Allora le eyuazioiii di C ~ D A Z Z I  ci dàniio yueste : 

dalle yuali segue, essendo n,,, o,, cliversi da zero, clie : 

Le (g)* si riducono alle seguenti: 

dalle quali segue, se non si hanno conteinporaneamente le relazioni: 

che : 
r,, = o. 

Se poi sussistono le (16), allora si diiiiostra ((M) 8 11.') clle si hanno le 
proporzioni : 

k I l  : p - k  I l -  ,, : p -  ia-k,z:fl:; ( s=3 ,  2 ,..., n - 3 ) ;  (17) 

'], in ta1 caso appartiene ad una varietà geodetica I,  a tre dirnensioni di 

L I  ((W i$ 8.O) .  

Faccianio ora ~~~ 'osservaz ione  relativa al caso generale. 
Dalle prime (8)" risulta clie, essendo (*) : 

(*) Per le formole 1 y 1 = O  cfr. ((If) 3 9.0). 
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si arrà : 

Le yi saranno perci6 delle funzioni 
Dalle seconde (2)" risulta poi clle : 

ossia clle le Y ,  sol10 funzioni delle sole 
Cid posto P cl-iiaro che avendosi: 

e avenclosi le (l$)*, ne dedurremo che le 

lineari di w,, 11. ,,..., u,-, . 

r,., dovranno essere funzioni lineari 
di u, , u ~ , .  . . , ~ i ~ , - , ,  ossia che si dovranno avere formule del tipo : 

nelle yuali le K, rCt) sono funzioni delle sole M,, u, . 
Ritorriando ora al caso particolare in cui sono soddisfatte le (16), ed 

.esaminando le seconde (3), si vede clie fra di esse vi sono le seguenti: 

Da queste si deduce die, posto: 

L, I I f ,  N sono f~iiizioni delle sole u,, u,, poichè sono nulle le loro derivate 
rispetto ad M,, u ,,..., u  ,,-, . 

Ponendo nelle (h)* i valori (h )  delle r, si trovano queste : 

K , , : r K ) = K , z : r , 2 ) = ~ 2 2 : r ~ ; )  ( r = I , S  ,..., n - 3 )  

aiialoghe alie (17). 
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Dalle (171, (17)" si deduce die, prendendo per coordinate u , ,  u, su 1i,-, 
quelle che riducono a forma ortogonale le due forine differenziali siiiiultanee : 

si avrà ancora, conle ne1 easo geiierale : 

5 6 . O  Condiz iom sufficiente per la deforutabililci. - Riferitici a quelle 
liilee u, u, della 2, per le quali risultano soddisfatte le (18), avreino che le 
prime (3) si ridurranno all'unica: 

inentre le seconde (3) daranno luogo a quelle dei seguenti due gruppi: 

le rinlanenti (3) risultando identicamente soddisfatte qiiaiido, per alcune di 
esse; si osservino anche le (15) e le altre : 

( = O  (r, 8 = 3 ,  4 ,..., n-1 ;  7t=I ,  8 ,..., n--1) 1 'h" i 
già notate. 

Orinai la questione di trovare la condizione affincliè la nostra V,,-, am- 
metta deforinazioni infinitesinie è ridotta a quella di trovare le condizioni 
di integrabilità per il sistenîa inisto ai differenziali totali, per le fuiizioni in- 
cognite r,, , r2,, costituito dalle (191, (go), (81). 

Dalla (19) si deduce che, posto: 

con I funzione ausiliaria delle u, si deve avere: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 Sb rn na : S?clln defornaccaione infi~desiam delle ipersztperficie. 

Si tratta di determinare A in inodo da soddisfare alle (20), (23). 
Intanto, sostituendo ilelle (21) i valori (202), (%)* di r,, , r,,, col tener 

conto delle eyuazioni di Con~zzr, si trova : 

le yuali ci dicono clie h deve essere funzione delle sole N,, u, . 
Facenrlo poi la stessa. sostituzione nelle @O), col tener conto delle se- 

che non sono altro che due clelle equazioni di Conazzr per V,+, , si declu- 
cono le altre: 

Quest'u ltime, teneildo conto delle relazioni : 

nelle quali gli apici ai simboli dei secondi rneinbri indicano, conle si è già 
stabilito, che essi sono calcolati rispetto all'elemento lineare di x,, si ridu- 
cono alle segueiiti : 

La condizione di integrabilità per le (23) è :  
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Inversainente, supposta. soddisfatta quest'ultiii~a, le (23) ci danno : 

con c costante arbitraria. 
Prendendo poi per r,,, rXY i valori (W), ("28)" iiei yuali si ponga per h 

valore (%)', e prendendo tutte le altre r eguali a zero, si ottie~ie un si- 
stenla di soluzioni delle (3), determinato a meno della costaiite inoltiplica- 
tiva c, al quale corrisponde, secoiiclo il S.", una deforn~aziorie infinitesinia 
della V%-, . La ("2) ci dà duilque la cercata condizioiie clefiilitiva per la de- 
forinabilità della ilostra y,-, . 

S 7.' L'equaxione d i  LAPLACE per lm ', i t ~ w a g i i t , e .  - Poichè per la x2 
imiiiagine di Vxp,  si ha: 

cosi le (14) ci dic.0110 die le coorclinate Si cli un suo punto clebhono essere 
integrali dell'eqiiazione di LAPLACE : 

la quale, a causa della (%), è ad invariünti eguali. 
Inversaniente, se si ha un'equazione di LAPLACE : 

ad invarianti eguali, ossia per la yuale si ha : 

che ammette .n integrali Y,, X,,. . . , 9, legati dalla relûzione : 

e si interpretano le Xi corne coordinate di un putito P dell'I,,-, ellittico, P, 
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al variare di u , ,  zc,, descrive una superficie 2 die  vogliamo far vedere es- 
sere immagirie di y,-, con deforniazioni infinitesilne. 

Infatti scriviamo le n reIazioni : 

aa xi a xi + cX, = O ( i  = 1, 8, ..., a) a u, au, t n a t b ~  26 I 

e paragonianiole con le altre: 

scelte fra le (14) seritte per la ora detta. Si ottengono cosi le seguenti.: 

die, per essere il cieterminante : 

diverso da zero, ci dànno : 

Queste provano che le linee u, , u, fornîano su un sistenia coniugato, 
e che l'equazione (25) relativa ad esso è identica alla (86), quindi è ad in- 
varianti eguali, essendo soddisfatta la (22). 

Ora le coordinate x, di un punto P della più generale y,-, inviluppo 
di mVperpiani, di cui la x);, considerata è l'immagine nell'1,-, ellittico, sono 
date ((M) i6.'), in funzione delle ui, dalle seguenti: 

nelle quali IV è una funzione arbitraria di u,, zc,, e il paranietro differen- 
ziale misto deve essere calcolato rispetto all'elemento lineare di 3,. 
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Affiiichè poi una di tali K,-, sia deforlilabile basterà clle per essa si 
abbia : 

a,, = 0, 

corne risulta dai $3 6.O, fi0. Quest'ultiina relazione si scrive ((M) S 1 G . O )  cosi: 

a w  1 i 2 ' arv ( I a 1) aw 
-- + E,,IV- 0 ;  a % ,  au2-.,  i &u;-1 2 a l d o  

percib, ponendo nelle (27) ,  in luogo di IV, un integrale della (Ba), si otterrli 
una V,,-, deformabile di cui ', è l'iininagine. 

Riepilogando vedianlo clie : 
L a  ricerca delle V,+, d i  S,, che amwettouo d e f o r ~ ~ ~ a x i o n i  infinitesime qu i -  

vale a qftella delle eqvcazioni d i  LAPLACE (26), ad  invnr ian t i  egunli, che am- 

mettono n integrali  X ,  , X ,  ,. . ., X,, legati dcrlln (26)", e a q~te l ln  dei loro iw 
tegrali. 

Nota una d i  tal i  equaxioni, i l  gruppo delle szce solzcxioni Xi ci dh le coor- 
dinate  d i  un pzcnto mobile su r  u n a  superficie 2, d i  I,,-, , sulla quale i l  si- 
stema (u,, a,) è coniugato. Preso un integrale W della (86) stessa, e sostitzcito 
nelle (27),  queste ci  dbnno  a n a  Va-, , avente 2, per immagine ,  clte anmet te  l a  
deformaxione infinitesiwm corrispondente al prendere tfctte le r n d l e ,  nll'in- 
fuori d i  r,, , r,, , per le q m l i  s i  devono prendere i valori (88), (002)", 1 essendo 
dato dalla (B4)*. 

Osserviamo che in particolare se per la (86) si h a :  

allora una qualsiasi PM-, corrispondente, oltre ad essere deforinabile in modo 
infinitesimo, 10 è in modo finito, appartenendo alla classe di quelle ((11) 8 1 4 . O )  
che ammettono una serie continua ao' di deforinate. 

Notiamo infine che le proprietà geometriclie trovate ((M) 98 1 7 . O ,  521.') 
per una P,-, di S,  deformabile in modo finito sono possedute anche da una 
V,,-, di S, deformabile in modo infinitesimo. Pensando infatti alle diniostra- 
zioni clie di quelle proprietà si son date, si vede che esse poggiano tutte 
sopra questi due soli fatti : 

1 . O  che una Fm-, di S,, deformabile in n1odo finito è inviluppo di oo2 
iperpiani ; 
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8.O che per tale V,-, la matrie@ tg) ha !a carattéristica eguale ad 1; 
ors, poichè questi due fatti si verificano anche per una V,-, di S,, con de- 
forinazioni infinitesime, cosi risulta chiaro yuanto si è sopra asserito. 

Si avrà cosi che una V,  di S ,  con deformazioni infinitesime sarà il liiogo 
delle oovet te  di una congruenz&; clle iina V ,  di S, della specie detta sarà, 
in generale, il luogo degli oo>iaiii tangenti ad una superficie, ecc. 

Bra, 96 agosto 190s. 
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