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L'opera geoiiietrica di Coiwdo Segre (') 

di GINO LORIA a Getiova 

Egli era, beiichè di poco, piii giov;iiie di m e :  se, quiridi, il corso degli 
eveiiti uinani non fosse soggetto ed iiittttese (e  spesso dolorosissiine!) pertur- 
baxioiii, ilon a me sareiibe spettato il penoso cOmpito di redigere il bilaiicio 
dei contributi da Lui dati alla scienza che per uii qui~~ariteiiiiio ci affratelli, : 
era per me, anzi, un coiisolniite peiisiero quel10 che siiio alla morte avrei  
trovato al iuio fiaiico l'amico fedele con cui i i i i  ero legato sui biinchi del- 
1' Uiiiversit&. - 

Ma iii qiiesto moinento in oui, iii seguito ad uii oiiorevole iiivito rivoltorni 
dalla Direzione di qiresti gloriosi Annali, io clebbo esamiiiare, sia pur breve- 
mente, 1' opera scieiitifica dell' iiidimenticabile geoinetra, seiito 1' iinprescindibile 
dover'e di tratteiiere le lacrime, coinpriineiido qonluiique iinpulso del cuore, 
affiiichè in q~ianto  sto per dire il lettore rioii sia trasciiiato a ravvisare elogi 
dettati dall'affetto, in luogo di sernplici constatazioni di fatli orinai ncquisiti 
dalla storia della scieiiza. 

1. Nell'anno accademico 1881-82, qiiando il SEGRE era iiiscritto ne1 terzo 
mino di corso per la  laarea iii mnteinatica, il professore ENRIGO D'OVIDIO 
scelse coine argonierito delle sue lezioni di geometria superiore nell' Universitk 

('1 Nato n Saliizzo ni 20 di agoato del 1863; l:itireato in  iiintematic.a dalla Universith 
di Toriiio i l  l0 Itiglio 1883. Durarite l'auiio 1883-84 fu i n  qiiesto Ateueo assiateiite alla 
csttrdra di algebra coinplenwntsire e groinetria itiialitica (prof. E. D'OVIDIO) e iiel srguente 
presti3 il presüritto servieio luilitare; iial triennio 1883-88 oçcuph il  pouto di ttssistente tillr~ 
cn,tretlra di geainetria proiettiva a drscrittiva (prof. G. BIKINO) f:wendo le lezioiii della priitin 
di t d i  matrrie. Morto F. F A À  i ) r  BRUNO, il D'OVI~,IO li~ssi3 d: i l l7inc~ricn drlla Geoiiietris 
uiiperioii: s qnrllo 11ell'Analisi siiprriore ed i l  SEGKH. fti rioiniiiato (15 ~to~ei i ibr t :  1888) 
per coiicorso professore str:wrdiiiario di queIlri dincipliiin; qii;cttro :ritni appresso veniie 
~~roiuortso ortliiiario. Durrcnte trt: trieiiiii, cioè da1 1909 a l  1918 fil p r e ~ l d e  della Facolth di 
Sciettze tlrllr~ Uiiivrisith di Toriuo; riel bieiinio 1895-97 I bbe ariclir I 7  iticarico dell'insrgnri- 
itiento della f i sk i  rii:itriiintica e da1 1918 n1 1922 qiirllo d r l l r  coiifrrriize di niagister0 i n  
iiintetiiatiü;~. Un tiiorbo repentino et1 inrsorabile Io sprnse addi  18 iiiaggio 1924. 

A m a l i  di Matrrmatica. Serie I V ,  'l'ami> I I .  1 
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2 G. LORIA : L ' o p e r a  geometrica d i  C o r r a d o  S e g w  

di Torino, la geometria della retta. Cid servi di occasione e stiinolo pei siioi 
ascolttitori di prendere coiioscenza dei foiidarnentali lavori sull' argomeiito del 
PLÜCKER e del K u ~ i v ~ i t  ; proseguendo in tale via si passi> a quelli di F. KLEIN 
e G. BATTAGLINI; e poichè gli scritti del primo di questi matematici soli0 
tutti informati a1 concetto delq essere la geoinetriii dello spazio rigato identica 
al10 studio di uiia varietà quadrittica a quattro diirierisioiii iminersa iii uiio 
spazio liiieare a ciiiq~ie, nieiitre d' altroride tii 6 fatto largo uso della i-iduzione 
a forma cuiioriica di uiia coppia di forme quitdraticlie, cosi, da un lato, si fu 
indotti ;L studiare la grande meinorin del VERONESE ~ u l l a  geornetrja proietti va 
degli iperspazi e dall'altra a prendere notiziti di quellii, iioii iiîeiio inîportniite, 
del WEIERSTRASS sulle forme bilineari e quadrittiche. 

Ora, appunto gli scritti del KLEIN, del RATTAGLINI, del VERONESE e del 
WEIEKSTI~ASS c ~ ~ t i t u i s c ~ n ~  la piattaforma si1 ciii iiposaiio le piibblicazioiii coi1 
cui il SEGRE esordi, applauditissiino, sulla sceiiri del inondo inatein:itico. 

Delle due memorie ([2] e [3] ( i))  costitiieiiti iii origiiie la dissertazioiie di 
laurea dell'autore, la priina coritiene uno studio inetodico delle yuadriche 
sitiiate in ispazi cornunque estesi, delle loro scaiiibievoli intersezioni e dei 
risultaiiti sistemi lineari (fasci e scliiere di quadriche); il teoreim di WEIEK- 
STRASS, che assegiia la condizione necessaria e sufficieilte affiiichè una coppia 
di forme biliiîeari O qiitidraticlie si possa trasforniare i n  altra, viene preseii- 
tato sotto forma geoinetrica per dediiriie criteri atti R cartitterizattre uiia di 
dette coppie seiiza ricorrere alle equazioiii ca,iioiiiche scoperte da1 graiide 
matematico tedesco. Applicando i risiiltati ottenuti al caso i i i  cui 10 spazio 
ainbieiite sia a ciiique dimeiisioni (7, i l  SEGEE [3] ritrova e completa tutte le 
proprieta nllora note dei ' coinplessi quadiatici e lie stabilisce uiia coinpleta 
classificazioiie, eseiite dagli errori iii cui cadde un discepolo del KLEIN, che 
per pririio affront8 questa importante questione (7. 

( i )  I niimeri di questo tipo servono di ric1ii:tiiio xi lavori registrati riell? Elewco ponto 
in crilot! a l  presente nrticolo e clip vrriiie redatto in  biiona parta da1 prof. E. G. TOGT.IATTI: 
si trovnno ivi riot:cti anche : ~ l ü i i i t i  scritti mitiori (recriisioni, riecrologie, rel;izioni ticcdeiiiiclie 
e simili) di cui, per brovitb, riori teiieiiirno üorito lie1 presente nrticolo. 

(') Ê iiiterrss;tiite iiofarr clle alln r:ippre~entazione della rette cit.110 spazio or~l inario m i  
piinti di iiriit quadrica di S, i l  iiostro nutore rictrrsr iii parecehie. ocoasiorii posteriori ; p. es.  
iiivestigmdo - iii uii lavoro [94] i sp i r~ tog l i  th1  WII.CZYNSUI - le congruense retti1iiit.e 
nvrnti per superficie focnli due r i p t e  sglieiiibr. 

(3) Le inesattrzze rilevwte da1 SEGRE si rifrriscono principaliiirnte :LI 'cnuo i n  ciii IR. 
siiptficie singolare del ooiiiplesw è i i i i : ~  q i i ~ à r i e a  doppi:i ; -siie sono rilevate :triche_ iii ~ i i i  

;irticolo [4] il  qiinle, ne1Iit ~OSti~ll~i3, ne non nellii fo im:~,  è iiii'estratto della trisi di laiireri 
tlt8117 mtore.  
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G. LORIA: L'opem geometrica d i  Comado Segre 3 

2. Prima ,di occuparci di nlcuni lavori che si collegano ai due testè 
discorsi è opportun0 ricordare che (Io rilevo per primo ~ ~ ' K L E I N )  i cornplessi 
di rette studiati d i ~ l  BATTAQLINI non soi10 del tutto generalj, da1 moment0 
che sono rappresentabili, mediaiite le ordirmrie coordiriate di rette, coi1 equa- 
zioni della forilia 2 k i k p i , k  0 ; tale osservaziorie fa nascere la questione : 
yiiali sono i coinplessi quadratici che entrano nella categoria investiga,ta da1 
BATTAGLINI? Ora per risolverla u n  niezzo ers .offert0 da1 teorema (scoperto 
~ ~ ~ ~ ' ~ S C H I E L Z Z )  che ogrii coinplesso del BA~LTAGLINI pu6 gerierarsi mediante 
le rette che tagliaiio arinonicaineiite due date superficie di 2" ordine : di 
esso appunto è tratto profitto iii iin lavoro [Il ove l'ituzidettst qiiestioiie è 
risolta, da1 SEGKE con la collaborazione di I I I I  suo cotidiscepolo. 

Lo stesso coinplesso veniie poi investigato da1 nostro i i i  altri due lavori; 
iiell'uno [5] egli si servi della tsasfortnazioiie tloppia di spaxio rappi'eseiit.abile 
i i i  coordinate psoiettive inediaiite equazioiii della foima px ;=~~ ' ( i =  1, 2, 3, 4), 
giiiiigeiido a nuove proprieth tnilto di quel coinplesso qriiiiito della supeificie 
(totritedroide) che rie è superficie singolare ('); nell'altro [Log] sfriitto questa 
iiuovii, defiriizione da lui scoperta pochi aiini prima di inorire: Date due 
schiere rigate non appartenenti alla. stessii. qiiitarica, ogiii retla 9 .  dsllo spazio 
iiicoiitsa due geiieratrici a,, a, della priina e due O, ,  h, della seconda; osa 
se s'irnpoiic la coiiùizione che la punteggiaia r (a,, a, ,  b , ,  b,) risulti proiettiva 
da1 fascio di piani 7. (n, ,  a,, b,, b,), tutte le sette 1- che la soddisfano costitui- 
scono 1111 complesso del BATTAGLINI. 

I 

3. Tra i fasci di quadriche considerati iielle prime memorie d a  rioi ann- 
liazate ( i )  non si trovstno quelli costituiti tutti da quadi'iche singolari (coiii di 

varie specie): di essi il irostro autore si è occupnto in uiio scritto [13] ne1 
quille le considerazioiii geometriche si alterriauo con le applicazioiii di equa- 
zioni caiioniche scoperte da1 KRONECKER. 

Al pari di questo è una derivazione della più volte citata rneinoria del 
WEIERSTRASS, e precisamente di quaiito è ivi detto sulle forme bilineari, una 
iuiemoria ([IO] comyletata dalla nota [24]) nella quale (prendendo le mosse dalla 
classificazione delle oino,vrafie del10 spazio ordiiiario, eseguita poco prima da un 
frntello d'arrni del SEGHE, che egli ricorda) è niostsato corne la classificazione 

( l )  A qiiesto periodo della, sua vita ncieiitific:~, in oui l'attenzione ciel SHGRE rra di 
prrfareiizs rivolta alla puometi.ia della rstt:~, ~.ppartengoiio due sue bïeri note (181 e 1191) uiii 
ü«mplr~si  liiieitri e 1111 sno o r i g i d e  hvoro [6] ove Ir, sfrte ed i coiiiple~si liiieari di ratte 
vangono avvicinati per enwrr ~tiiilinti d:il piirito di vintr dellr inetriclie relntive. 
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delle corrisponderize proiettive in S,, si possa otteiîere seiiza ricorrere alIe eqiia- 
zioiii caiioiîiche scoperte da1 soinmo iiiialista di Beiliiio. Ne1 corso di tale ricercii 
é esposta uiia c o m p l ~ t a  teoria di dette corrispoiideiize, con l'aggiunta di iiiiovi 
risiiltati; liiniriainoci a riferire il segueiite teoreina, il qiiiile cotilpletii. uii 
risultato dovuto al  S~ACCI e che il nostro autore espose anche isolataiîîeiite ['il: 

Se 1 a,, 1 ,  1 hi, sorio due deteriiiiiiaiiti del10 stesso grado e 1 cc,, 1 ,  1 Pi, 1 i loro 
reciproci, i due determinaiiti 1 Paik -+ qb tk  , puik + qpik / 110ii diffel.iscono itl 

più che per un fattore e possiedoiio gli stessi divisoii eleineiitari B .  

Prosegueiido le sue meditazioni sopra le  trasforinazioiii liiieari iri S,, [18] 
e giovandosi di :tlcune classiche ricerche del CAYLEY e dell' HEIMITE soprii, le 
sostituzioni ortogoiiali, il nostro h a  studiate a forido le oinografie che iiiutaiio 
iii s è  stessa uiia quadrica ed e poi passato a coiigeneri iiivestigazioiii sullc 
correlazioiii (') negli iperspazi; importatiti li-ivori del Fizos~~iuril e del Voss si 
ilri-iccliiroiio iii consegiieriza di notevoli coiiiplenieiiti (Y). 

Molteplici puiiti di coiitatto tanto con le piu volte ricordate riceixhe del 
WEIEICS~I'KASS quil i i t~ ~ o i i  le inemorie del SEG~LE sulla geoiiietria della rt3tt;i 
possiede la  iiotevolissiina memoria [15] sull' astatica, 12% quale porge iiiiovi 
puiiti di vista e iiuove proposizioiii in uri campo iiî cui eraiisi gia illustixii 
inateiuateci di alta riiiomanza, ha cui basti citare il MINDING ed il SIACCI. 

Un ultimo lavoro [12] del SEGRE che si collega, ne1 modo che diremo, :ill:i 

memoria del WEIERSTRASS sulle forme quadratiche, ha. per iscopo 10 studio e la  
classificazioiie delle superficie di quarto ordirie coii coiiica doppia. Chi scrive 
le preseriti liiiee erasi giLt occupato di tali figure per il cas0 in ciii la liiiea 
doppia coincida col cerchio iiuagiiiario dl' iiifinito e giovaiidosi della circo- 
stanza che, inediaiite coordiriete pentasferiche, esse posïono rappresentarsi 
con due equazioiii quadraticlie onîogeiiee, ne aveva  dedotta la classificazioiie 
dalle equazioiii canoniche del WEIERSTRASS. Coli uiia considerazione più geo- 
metrica il SEGRE, contemporaiieamerite al VERONESE, h a  iioti~to d i e ,  qiialuiiyiie 
sia la  specie della coiiica siiigolare, uiia, superficie dell' aiizidetta specie pi10 
ottenersi proiettaiido sullo spazio ordiiiario 1' iiitersezioiie di due quaclriche 

t') Di es& B pctrola anche nella nota [Il], la qiiale perb si coiinette a ~cr i t t i ,  non tir1 
WELPRSTRASS, UIR del PASCH e del LÜHOTH. 

(-) Non é fuor di proposito segiinlare qui m a  ricerca coiupiuta reeentemrnte dnl 
SEGKIC ([120]; cfi. [IlSI la quale, da un certo punto di vist,n si connrtte ai  enoi stutli siille 
c.orrispoticlenzt: i:ippreseiit:ibile mediante equazioni liiieari; alluc1i:irno nlle corriripondrnze 
quadrilirir:tri trn foime di la ~ p e c i r ,  clle egli l i : ~  iiisc~gii:~to :L stiidi:ire ricorrendo nd utin 
ingegnosa rappresentnxione soprn Ir generntrici di dile qii:idriclie, distirite o coiiicidrriti, 
traeridone, iii ynrticohre gli  elenirnti per I I I I : ~  ( - l : t~~ i f i cn~ione  delle aiixidette ci>rrisporitle~ixr. 
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di 8, : applicaiido tale coiicetto egli ne  stabili unn completa teoria e ne fece 
un' esaurieiite classificazione, che, oltre a ricoiidiirre n superficie gih note, ne 
rivelb altre iiuove e in teressaiiti. 

Non è fuor di luogo rilevare esplicitaniente che f i a  tali superficie di 
quarto ordine iioii si ti'ova quella di Kuafmic, coi1 sedici puiiti ed altrettaiiti 
piani singolari, che  s'iiicoiitr;i. cotne superficie singolare di uii coinplesso qiiii- 
dratico di re t te :  due brevi ma importaiiti ilote ([14], [16]) inostraiio clie esse pure 
attrassero 1' itttenzioiie del Nostro. 

4. Prima di proseguire iiella descrizione delle messe raccolta. da1 nostro 
inatematico nelle sue percgrinaxioni iperspaziali, è necessario (in omaggio alla 
cronologia, i cui diritti non possoiio nè debbono venire miscoiiosciuti) far ceiiiio 
di aii gruppo di suoi scritti l a  cui prima radicc & da ricercarsi ne1 suo insegna- 
nieiito della geometria proiettiva, il qii;tle coi'rispoiide alla priina fase de l l ;~  
sua ci\ribiera didattica. Uriiforinandosi alle idee del suo teii~yo, egli dicde a 

questo iiisegnamento uii indirizzo di assoliita purezza e per iigevolare i l  cbmpito 
dei suoi nscoltatori provocà la  versiorie itltliana della Geonzetj.ia d i  posiz ione 
di STAUDT, che veiine condotta felicemente a termine da  M. PIEBI, e vi pro- 
mise uii ottimo studio bio-bibliogrstîico [39] relativo a colui a cui fu coi] i'agioiie 
dato 1' onorevole epiteto di a Euclide ilel Secolo XIX 3. Aveiido poi notata l 'im- 
perfeziorie causata nelle odierne esposizioni della geometriu proiettiva per  effetto 
dell' escliisione O dell' imperfetta trattazione degli elementi iminaginari, esco- 
gito [22] uii procedimento elementare pe r  stabilire l a  teoria delle G coppie = 
formate da tali elerneriti; a base di esso sta il concetto di trasformazione di 
uiia proiettivith binaria in al t ra  med imte  uria. proiettiviti  ausiliare; quanto 
esso sia utile luminosamerite dimostrato dalle iiuove dimostraziorii di teoremi 
sulle coniche a cui esso coridusse il SEGRE. Proseguendo in quest'ordine di 
idee egli compose altro lavoro [23], ove il calcolo simbolico con trasformazioiii 
geometriche è sfruttato per  10 studio delle omografie binarie e, f ra  17altr0, 
conduce, per  una via del tutto nuova, a l  teorema, di PASCAL. 

Quest' ordiiie di ricerche verine d l o r a  solo appm*enten&ente abbandonato 
da1 nostro; ne é prova uii griippo origiiiale di lavori [44] che  egli diede alle 
stainpe t re  aiini piu tardi, i quali costituiscono un ulteriore sviluppo di idee di 
STAUDT. Iiivero tutti saiiiio che questo grande geoinetra defini uiia proiettivitk 
biiiaria come uiia corrispoiidenza uiiivoca e continua fra  due forme di prinîa 
speoie, In quale goda della proprieth di inutare gruppi armoiiici i i i  gruppi armo- 
riici e lie dedusse l'eguaglianaa dei birapporti di due quaterne di punti corri- 
spoiideiiti; ora il SEGRE noti) che, quando si consideraiio aiicht: elemeiiti coin- 
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plessi,. si possoiio iminagiiiare delle coi.rispondeiize analoghe, ma in cui i 

birapporti di due quaterne corrispoiitleiiti si;itio r1uinei.i coiiiplessi, rion egud i  
m a  coniugati ('). Correttezza storica impolie si rilevi coine uii giovaiie daiiese 
- C. JUEL - era  stato coiidotto alla stessa conclusioiie poco prima del SEGIZE, 
offreildo cosi un nuovo esempio di scoperte conteniporaiiee, quasi fossero u i i  

inevitabile por.tato dei tempi. Ma è ariche giustizia 0sserr;ir.e cahe mentre 
il JUEL si arresto alle prime coiiseguenze del suo trovato, il SEGKE h a  comple- 
tainente svolte l e  proprieta delle nuove corrispondeme e, collegando queste 
alle piu elevate teorie de1 l '~nd i s i  matematica, creb un nuovo capitolo della 
nostra scienza, quel10 cioe che ha  per  tema gli eriti iperdgebrici (9. 

5. Riprendendo 1' analisi delle pubblicnzioni che il SEGEE dedicb alla gco- 
inetria degli iperspirzi dopo di avere  tratte mirabili corisegueiize geoinetriche 
del teorema di WEIE~~STRASS siille foriiie bilineari e quadratiche, ci si preserita 
LIII '  estesa mernoria ([34] di ciii l a  nota [31] rappresenta uiia conliiiiicazione pre- 
liminare) relativa .alle varieta cubiclie dello spazio a quattro diinensioni, delle 
quttli egli intraprese Io studio, lion soltanto grazie alla loro iinportanza intriii- 
seca, ma anche perche, proiettaiidole sullo spazio ordinario, i loro contoriii 
coiiducoiio ad  una categoria di iiotevoli superficie. F r a  quelle varieth se ne 
trovnno molte generabili con tre reti proiettive di spazi orcliiiari (chiamaiido 
« rete  B la totalitA degli S, passanti per un& retta); queste sono dotate 
di 6, 7, ... O 10 punti doppi ordinari; ma vi sono altre delle varieth coiisi- 
derate che possiedono punti singolari di specie super'iore O anche infiriiti 
puriti doppi: di tutte 1' ;ilutore fece uiio studio acc~irato.  V;i. rilevato che d a  
siffatte indagini egli fil indotto ad avvertire alcune irisospettate prerogative dello 
spnzio R quattro diinensioni, alla cui esposizione egli dedicb uii lavoro spe- 
ciale 1361, 1' iinporttinza del quale è dociimentata da ulteriori ricerche che ne 
furono corollario (y. 

. 6. Ma, priina di ocCuparsi di qiieste p i l ~ t i ~ o h r i  figure, il SEGIZE aveva  ini- 
ziate ricerclie sulle superficie rignte wlgebriche, che Io occuparono pwrecchi 
anni e 10 coridiissero a risultati deiln più alta irnportaiiza. Al10 studio di tali 

(i) A <~oirisp,,rideiiz:i di talv speoia si riferiscr anvhr la riota [26]. 
(" V. fiprcinliuentr ln ~ e c o n d : ~  esposiziorir [SOI dei siioi risu1t:iti da  un piinto di v i~t: i  

algebrico: la niriiioritl [IO51 I ) I I ~  consider:irsi corne uii iilteiioie svolgiinento delle idtw ivi 
espostr. 

(3) P. H. S C H ~ U , ~ I E ,  C o t ~ s i d e ~ m t i o t t ~  i l& ~ .efere l tce  t o  n e o ~ ~ f i q i e i . n t i o i i  of S r q ~ e .  (Pioc.  of. tlie 
K.  A k : d .  von Wrterisoli. f r  Aiiistei~d:iin. 1901. pli 003 214 e 251-264). 
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G. L ~ R I A  : L'opera geometvica d i  Corrado Segre 7 

figure egli fu itidotto da uii passo dellt~ citata memoria del VERONESE, ove 
questo egregio geometra coiisideri~ l i t  figurii dello spazio S,,,, che è geiierata 
da n fasci proiettivi di S,,: è uria rigata razioiiale; se non che, ineiitre egli 
asseri che tutte le figure cosi risu1t;riiti soiio fra loro proiettivarneiite ideiitiche, 

sz n - 1  
il SEGRE trov6 191 che esse si ripartiscorio in O --- 

2 2 
specie, secoiido che n 

è pari O dispari, cosicchè due rigate razioiiali si possono trasforinare per proiet- 
tivita una i i i  altra so1t:riito quaiido npparteiigaiio alla medesima specie : tale 
conclusione è in perfetto accord0 con altra a cui giuiise inolto prima il 
CLEBSCH, ed il SEGRE ritrova, mediante opportune proiezioiii e sezioiii, la 
rappreseiitazioiie di tutte le rigate razionali del10 spazio ordiiiario assegiiate 
per la, prima volta da quell' eminente scienziato. 

Da  siffcttto studio il iiostro fu condotto a due distiiiti ordini d'investigazioiii. 
Considera.ndo che uiia rigata è una serie di mi  S, egli fu iiidotto a con- 

siderare gli analoghi sistemi di &, arrestaiidosi i n  particolare [20] al cas0 
di i = 2. 

Considerando d' altra parte che il genere delle rigate di cui soprtt è / )  = 0, 
egli volse_il pensiero al caso di p = 1 [25] e poi al]' ipotesi di p q~ialiiiiqiie ([28] 
e [32]), slanciandosi poi a conside rare 1.331 i feiioineiii analoghi che avveiigono 
nelle varieth costituite da una serie sein pliceinente iiifinita:di spazi liiieari [33]. 

1 nuovi risultati ottetiuti da1 SEGRE sulle rigate algebriche si trovaiio orga- 
nicamente coordinati in un' estesa iuemoria (1271 e 1411) î i  cui deve ricorrere 
chiuiique voglia oggi occupaisi dell' importante argomeiito ; si leggono poi miche 
in altro lavoro [58], frutto di lezioni svolte duraiite l'aiino 1890-91, rie1 quale, 
con ragioilamenti iperspaziali, sono gettate le basi della geoinetria sopra un 
eiite :ilgebrico sempliceinente iiifinito; 10 studio di essa va. iitilineiite accomp:~- 
giiatolda quel10 dell' analogo lavoro (pubblicato iiello stesso vol. di questi Aunali) 
in  cui il prof. BERTINI giunge agli stessi risultati con procedimenti; algebrici. 

7. Fra  le figure investigate in questa foiidameiitale scrittura [%], s'iiicoii- 
trano figure clle erano state assai priim considerate dai iuntematici, ci06 le 
curve ed anche queste figure furoiio scopo delle meditztzioiii deldNostro.~Cosf i i i  

Liiia riot:t,[37] che reca la sua firiiia é stabilito in modo niiovo e soiio tratte iiiiove 
conseguenze, ddl'importante teoreina di CLIFFORD, affermaiite che uiia c.urv:l di 
ge'iiere p e ordine n )  2p - 7 -  non pu0 apparteiiere ad ut! S,, per q * ,  71 - 71. 
Con altra [3O] il SEGRE ha partecipato alla fioritura di lavori, verificzitasi iiito!.iio 
al 1889, sui sisteiili liiienri di curve piane algcbriche; i i i  uiin terza ([21], cfr. 1421) 
egli ha  preseiitati iii forma organica un gruppo di teoreini relativi aile curve 
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8 G. LORIA : JJ1 opera  geometrica d i  C o w a d o  Segre 

dei geiieri O e 1. Sorvolando sn uri articolo [53] da1 modesto scopo di far cono- 
scere alcune idee di E. CAPORALI, ricorderemo due note ([Ci71 e 741) relative ad 
alcuni speciali punti che si trovario nelle curve algebriche: e va  esplicita- 
mente rilevato che alla seconda di esse serve di 'complemento un ottimo 
lavoro postumo [127] del compiarito geoinetra. 

Finalmerite alla teoria delle curve algehriche piaiie appartiene il rias- 
sunto 1681 di alcune lezioni universitarie ove é trattata a fondo una questione 
che iiicoiitra chiunque intenda esporre rigorosamente quella teoria sino alle 
formule d i  PLÜCKER inclusivamente; cioè la, questioiie di calcolare qua-nte 
iritersezioiii di due linee deil7anzidetta specie sietio assorbite da, un pmito 
coinune, di a.ssegnata siiigolarità pei ciascuna. E un lavoro rnodesto, ma che 
ha tutte le doti per essere giudicato defiriitivo sull'argoinento. 

8. Proseguendo riello svolgirnerito del vasto progran-ima di lavoro che egli 
si era proposto, 10 studio cioé di tutte le figure che si possoiio concepire in Sn, 
il SEGRE tr'ovb [38] che i sistemi di oon-i rette (figure aiialoghe alle congruenze 
del10 spazio ordiriario) sono costitujti ciascuiio dalle rette tangeiiti IZ - 1 volte ad  

uiia vilriet8 iid 71 - 1 diineusioiii, la quale è la naturale esterisione della iiotis- 
sima superficie focale. - Prima [17] egli aveva approfondita la rappresenttizioiie 
delle w5 coiiiuhe di uir piano sugli elemeiiti di un S,, arrestaiidosi in particolare 
sulle varieth che corrispoiidotio all'insieme delle coniche specializzate uiia O più 
volte e determiriarido qua1 valore e quale portata possegga la gi8 propostn ra,p- 
presentaziorie dei coinplessi lineari di rette sulle coniche di un piano. - A lui 
devesi anche un' accurata indagine [61] del contegno della varieth Hessiaiia 
di uiia data i i i  uii punto di data singolarit& per questa, la qiiale indaagine, f ra  
1' altro, guidb alla, scoperta, del bizmrro coinportarrieiito di alciiiie curve degli 
ordini 25, 26, 28, 33, 50 dotate di certe singoltlrit8. - Al nostro autore spetta pure 

la scoperta ed il primo studio [48] di una categoria importante di variet&, le qudi  
con pieno diritto portano oggi i l  suo nome ('); giova ricordariie la definizione: 
Dati I I  spazi delle dimeiisiorii pi, p, ,  ... p ,  si chiaini110 xt), xf),.,., M:: I f1  Coor- 
diiiate omogeiiee di u n  purito qualunque dell' .imO fra essi ; se si polie 

e si ~ I ~ L ~ R I . ~ : L I I O  le X come coordiiia,te omogenee di un punto di 11110 spazio 
a (/), 4- l ) ( p ,  + 1)  ... ( I ) ,  + 1)  - 1 din~ensioiii, le forinule precederiti ixppreseii- 

( ' )  G .  Scoirza, Sulle vnviet& di Se!ji.e. (Atti  dalla R .  Acc~id .  i la l ln  Yciaiizt. di  Toiino, 
'1'. XI AV, 1909-10) 
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ieriwiio unil viirietà a p ,  + p,  i- ... 4- p,. dimeiisioiii che appnrtieiie appuiito 
: i 1 1 ; ~  classe cli cui é parola. - Applicaiido poi uiiii forniula otteriutii serveiidosi 
del calcolo itlento da H. SCHUBEI~T per trattare le questioiii di geon-ietria iiume- 
rativa., rgli ha risolto [75] i lr i  iiotevole gruppo di questioiii pertiiieriti a questo 
ranio dellii geoinetria; di piii, coi1 1' iiisegnamento e coi1 1' eseinpio, diede l a  
spinta a buoii iiiinîero di riceiche coiigeiieri, f ra  cui spiccano quelle dovute 
a1 prof. G. GIAMUELLI. 

O, Verso il trainorito della. sua troppo breve carr iera  il SEGI~E ha  studiati 
i con~plessi liiieari di S, iii S5 coii inetodi i i i  graii parte modellati sopra 
quelli in uso per  iiives!igare la  geoinetria della ret ta  iiello spazio ordinario. 
Iiioltre in un nlaiiipolo di  iiotevolissimi lavori ([1:0], [113!, [115]) ha  iniziata 
e spinta notevolmente avanti l a  ricerca delle proprieta drlle schiere rigate 
( O  s regoli ,,, secoiido la  iiomenclatura d a  lui proposta), alteriiaiido le conside- 
razioni ~i i i te t iche coi1 opportuni sviluppi analitici, i quttli, coii lit loro lucida 
se~nplicit~à destuiio inemviglia ed aminiraziorie, avendo 1' iiitenlo di porre al10 
scoperto le  piii riposte qualith di enti geometrici coinplicatissin~i : che tali 
ricerche non meritirio di venire considerate oggetti di semplice euriosith 6 
diinostrato~dalle nuove proposizioni relative a figure dello spazio ordinario, 
a cui esse condussero e che trovaiisi registrate in uno scritto [log] che abbiamo 
gih avuto occasiorie di citare. 

A tali indagini si coiinette (quaritiirique siario ivi evitate le consideraziorii 
iperspaziali) un lavoro [ll'i] aveiite per  soggetto le corrispondenze rappresen- 
tabili mediaiite equazioiii della forma 2ktkpiqA = O  (i, k = 1, 2, ... 6) con la 
coiidizione cik +chi = O, ove pt e qk sono coordinate omogeiiee di due rette 
poste in relazione una con 1' altra. 

Emerge da  tutto ci6 (e verra corifermato da  al t re  cose che diremo) che 
ii,lla fille dello scorso sec010 il SEGI~E aveva  il prirnato fra  i coiioscitori ed i 
coiitributori della geoinetria pluridiiiieilsioiiale; in consegueiiza, lion apperia 
formulato il piano 'di uiia grande enciclopedia niateinatica, senza discussione 
fu lui designato a redigere-il riassurito relativo n quella niateria; il non facile 
compito veiine adempiuto con tanto scrupolo e tale proforidith che 1' articolo 
da lui scritto [Il41 e ben meritevole di servire quale modello pei futuri 
congerieri Istvori. 

10. Ne1 corso delle sue ricerche iperspnziali il SEGRE s' inîbatte piii volte 
i i i  questioiii coiicei~iienti le superficie algebricl-ie, siille qiiiili l e  conosceiize, 
qualido egli esordi, erano per molti riguardi nloiiche e franiinentarie: special- 

Annali di Maternatica, Serie IV, Tomo II .  2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 G. LORIA: L'opeva' geometrica d i  Corwtdo Segve 

merite oscurith profonda avvolgeva la  struttura dei punti singolari e quanto 
coiicerne 1' estensiorie alIo spazio della nozione di genere di uiia curva. 

Riguardo alla prima cztegorin di problemi, corne iiaturale esteiisioiie di 
iiiia procedura che fecondissiiila erasi inanifestata ne1 piano, si prese~itsiva~ la, 
qu~st iorie  di ridurre le singolarith di una superficie a certi tipi fissi applicaiido 
opportune trasformazioni birazionali; a ta.le importante indagine si riferisce 
iui'elaborata memoria del nostro [64], la  quale ebbe l a  triste prerogativa di 
trasciiiarlo in una breve 111a poco pia,cevole polemica ([63], [66]). 

Iiivece agli studi sui generi di uiia superficie il SEGRE arrecii uii riotevole 
coiitributo 1621 estendendo al10 spazio una coiisiderazione chê erasi diinostrata 
:tssa.i giovevole ne1 piano; in ta1 modo giunse a provare che u su una qiinluiiqiie 
superficie algebrica il nurnero 6 dei punti doppi staccati di curve di un fascio, 
diiniiiuito del numero o dei punti base di questo fascio e del qiiadruplo del 
genere di questo e indipendente da1 fascio coilsiderato B, epperà costituisce uii 
cara,tstere P della superficie considerata : tale nuinero pub anche espri tnersi 
sotto la forma 12p - p"' + 9, ove p è il genere superficiale e p'" il genere 
liiieare della data superficie. Esso era stato iricontrato prima, sotto altro punto 
di vista, dallo ZEUTBEN, ond'k pienanlente giustificato il nome di a invariante di 
ZEUTHEN-SEGRE a ,  con cui viene designato. Giova poi osservare, col nostro 
autore, che il ragioiia.mento da  lui usato ne1 piano e nello spazio ordinario, 
é applicabile anche agli spaxi superiori; in particolare guida, ad uri carattere 
delle varietà. a t re  dimensioni, dianzi ignoto. 

E necessario osservare qui che, corne d a  giovane, il SEGKE, coi1 pa,recchi 
lavori soprn le  superficie di quart' ordine aveva  mariifestato il proprio iiite- 
resse per le  superficie di ordine determinato, diede prova della persistenza 
di tale seiitirnento c6n un' elegante nota 1891 sopra quelle del terzo, la, quille 
porge un notevole co~nplemerito alla famosa inemoria del CBEMONA sopra 
tali figure. 

11. Questa iiostra sapida, rassegira deve anche contenere almeno uii cenno di 
una acuta osserva.zioiie fatta da1 SEGI~E [79] In quale cagionb riel campo dei geo- 
metri una beii giudtificata eniozioiie (dovrei forse dire fu causa di uii inoineritaneo 
scaridalo !); essn. consiste ne1 rilievo che non é conclusive il noto rn,gioiiameiito 
coiigegiiato da1 NOETHEK per diinostrare che ogni trasformt-i,zioiie piaiia birii- 
zionale pub ottenersi quale prodotto di trasformazioni quadi*at.iche, rilievo taiito 
più itnportatite giacchè la stessa argomeiitaziorie era stata, piii volte applicata 
nello studio dei sistenîi Iineari di curve piaiie. Il timore di dovere in conse- 
giieiiza abbattere edifici di notevole importpiiza fu, f'ortuiiatameii te, di breve 
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durata, perche il CASTELNUOVO suggeri subito un' altra argomentazione Cori- 
ducente alIo scopo ed al  riparo da ogni critica. Tuttavia la sensata obiezione 
del SEGRE conserva intatto il proprio valore, come il NOETHER stesso ebbe 
onestamente a riconosçere. 

12. L' ultima categoria di lavori del nostro autore che ci rimane da con- 
siderare é dovuta all' influenza esercitata su di lui da1 DARBOUX per mezzo 
delle sue notissiine Legons su?' le llzéorie g&rdi,ule des suj.faces, sfruttate ampia- 
irieii te da1 SEGRE in alcuni corsi iiiiiversitari. Le  ricerche a cui allirdianîo 
apparteiigoiio a quel capitolo della geometria infinitesimale che desigiiasi oggi 
coii 1' epi teto di a differenziale-proiettiva .D e la ciii prima pagina venne scri tta 
da M. CHASLES qunndo scoperse la relazioiie omografica che intercede fra la 
puiitegçiata avente pet* sede una. geiieratrice di ana superficie ripita ecl i l  

fascio costituito dai corrispoiidenti piani tarigenti. 
Siffatta dipciidenza da1 DAIIBOUX é riconosciiita da1 iiostro in un7 estesa nie- 

moria [95] ove 1' autore, giovandosi dell' aminirabile disinvoltura coi1 cui egli 
sapeva percorrere tutti gli spazi, geiieralizza uiia coiisiderazione utilizeata da1 
citato geometra francese per le equazioiii a derivate parziiili di secoiido ordine. 
Per raggiurigere 10 scopo che erasi prefisso egli premette una siiccinta ma lumi- 
nosa esposiziorie delle principali proprieta infinitesimali di una superficie i i i  S, 
nell' intorno di un suo puiito, la  quale possiede un valore indipendente da1 fine 
a cui mirava 1' autore. Le applicnzioni da lui fattene hanno segnalata a geo- 
metri ed analisti una miniera ricca di  riobile nietnllo, che sarebbe iinprudeiite 
spensieratezza non approfondire ulteriorniente. Egli stesso ha ulteriormente 
svolto 1' argomento, almeno secondo iina direziorie, in una mernoria ([IO21 e [103J) 
intesa a porre le basi della teoria di figure arialoghe alle rigate, ci06 alle 
varieth costituite da spazi linestri in 8,. A tale considerazione simultanea di 
considerazioni infinitesimali e di considerazioni iperspaziali deve la vita un 
recente manipolo di bellissi mi lavori del nostro ([121]-[124]) che siaino costretti 
a nominare di sfuggita, troppo spazio essendo iiecessario per esporrie il vario- 
pinto contenuto. 

Ad altro passo delle succitate Lecons debbono la vita alcune ricerche del 
SEGRE 1981 sulle superficie di traslilzione, considerate in quanto conteiigoiio due 
sistemi coniugati di curve tali che le corrispondeiiti sviluppabili circoscrirte 
sono coni. Ed é estremamente notevole che a superficie algebriche di dettn 
specie egli fil ricondotto iii un lavoro [128] (1' ultimo che rech j l a  sua firma!), 
ove esse si incontrano come caratterizzate dall' essere le loro sezioni piane 
rappresentabili univocamente su i ~ i i  piano, per modo che alle loro sezioni p ime  
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corrispondaiio ciirve d'ordine n circoscritte ad uri ( ? a + ] )  - lntero conipleto, 
a sua volta, circoscritto ad uiia coiiica. 

13. III uiia memoria [IO01 che è pure di pertiiienza della geometria infiiiite- 
siinale egli ha osservato che, come la coiisiderazione dei puiiti di u m  supei.- 
ficie che sono, rispetto ad uri puiito 0, iiifinitamente vicini di primo ordirie. 
coiidusse alla teoria delle tangenti coiiiugate, cosi a nuove coiifigurazioiii 
geometriche conduce la coiisiderazioiie dei punti clle stniiiio, rispetto a O, 
a distanze iiifinitesime di ordini superiori. Sviluppaiido tale coiicetto, egli 
stabili uria corrisporidenza cremoniana di terzo grado frn i piani per O ed i 
puriti del corrispondente piano tangente, la quale 10 indusse a iiitrodurre 
un iiuovo sistema di linee sopra una superficie qualuiiqiie, analoghe n quelle 
clie portano il nonie di DARBOUX; i'i~nportaiiza delle a liiiee di Segre s fil beii 
presto posta in meridiana luce da G. FUBINI, il quale lie stnbili 1' equcizione 
differenziale sotto varie forme. 

Alla stessa, grande branca della geometria tipparteiigoiio alcuite inelnorie 
del SEGKE coiiceriienti le superficie rigate; uiia [94] veiiiie da noi gia ricordatn; 
un' altra [IO61 (che è l'ultima di ciii parleremo) ha per foridan~ento il seguerite 
riotevole teorema : a Se uiia curva gobba gode della proprieth che p r  ogiii 
suo punto si possa condurre una retta situata ne1 corrispondeiite piano oscii- 
latore ed appartenente ad una congruenza lirieare, tutte le sue tniigenti ski- 
ranno in un coinplesso di primo grado , ; a stabiliriie 1' iinportaiiza bastaiio 
le applicazioni fattene dall' autore al10 studio dei sisteirii di rette tali che 
almeno una delle falde della corrispondeiite superficie focale sia rigatit. 

14. Il numero e la varieth dei risultati ottenuti da1 SEGRE ci ha vietato, 
non solo di enumerarli per intero, ma anche di entrare in particolari intorno 
alla forma in cui sono scritte le sue meinorie. Ma, prima di chiudere questa 
troppo rapida rivista, ci corre 1' obbligo di segnalare ai giovaiii geometri 
1' esemplare accuratezza da lui sempre usata iiello scrivere e 1' elegariza 
perfetta dei calcoli da lui eseguiti. Egli us6 di preterenza il ragionailieiiio 
puritinente siiitetico, anche iielle circostaiize in cui l'iiituizione geometrica 
non poteva veiiire utilmeiite iiivocata ; nia, quasi sempre, confermava le 

proprie conclusioni mediailte opportune formule, la seinplicith del!e quali cehi 
1 i ~  profoiidità del perisiero. L a  sua tendeiiza e la sua propensione verso lit 

geometria noy gl' iinpedi di apprezzare a dovere la somma iinportanza e la 
irresistibile eriergia dell' analisi; ed invero, coiue nei priinordi della sua car- 
riera ne raccomandava caldamente 10 studio ai propri discepoli (v. [46], [87]), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cosi, in un' occasioiie soleiirie si compiacque (v. [86], [go]) di porre in luce i 
legami cordiali e strettissiini delle due discipline sorelle. E chi rie legge i lavori 
ben si avvede corne di quel paterno consiglio egli abbia fatto norma costarite 
dei propri studi, giacche si trovano ivi utilizzati i pih importanti elemeiiti 
della moderna letteratura analitica. Fu appunto tale vasta e profoiida cultura 
che, alleandosi alla da t a  fantasia geometrica di cui natura avevalo dotato, 
gli permise, specialmente nei suoi iiltimi tinni di vita, di arricchire il patri- 
nioiiio geometrico di ricerche sopra figure del tutto riuove e che, per la loro 
complicazione, avrebbero spaveiitato chi non fosse stato coiiie I i i i  aiii~nato da 
quel sereno coraggio in cui rispecchiasi la coscienza della propria forza. 

15. Benché parecchi lavori del compianto geometra, per esplicita dichia- 
txzione sua, siano frutto del silo insegnamento uiiiversiiario ('), pure non pos- 
sono in alcun modo servire da soli a porgere un'idea della cura da lui posta 
iiel preparare le proprie lezioiii, cura ln cui efficacia é documeritata dalla 
splendida collezione di lavori dei suoi discepoli (7. Forturiatamente di tanto 
lavoro è rimasto un residuo tangibile; ché, essendo stata sua costante abi- 
tudirie 10 scriverne riassunti lucidissimi, corredati da ampie indicazioni biblio- 
grafiche, egli ha lasciata una collezioile preziosa e che, fortuliatamente, si trova 
in mani sicure (3). È voto generale che, almeno i più cospicui elementi di tale 
raccolta (4)  possa vedere la luce; cosi la voce, troppo presto spenta, dell' illustre 
maestro potrh essere ascoltata dalle generaeioni future e si avrh una nuova 
manifestazione del consolante fenoineno generale, che il WEIEESTRASS espresse 
con concisione sc~iltorea, scrivendo ad una sua alunna prediletta: Die Menschen 
stev-ben, die Gedanken bleiben. 

(Jemova, Ottobre 19%. 

(') Anche rlcuiii suoi scritti 'storioi (p. es. [82]) ripetono origine congenere. 
(9 Ove, ripubblicando i Invori del S E U R ~  venisse ndottato i l  sistemn segiiito ilagli 

editori delle Opeve di G~acoivo BERNOULLI, i qunli -ri inserirono anche le  Dissrrt~zioiii  tli 
liriirea composte sotto ln siia direziona, pnrroclii voliiiiii rion snrebbero n cib srifücieiiti. 

( 3 i  Questi fnscicoli avrebbero fornito biioria parte dei mrtteriali per quelle Vo~lesiouqeib 
über nlgebraische Geomelfie i l  cui :iniiuncio si trovb per pnrecclii anni nei Cataloglii d r l l t ~  
C n ~ n  Teubner. 

(4) Pub iuteressnre d i  conoscere i terni svolti d r l  S E G R E ;  percib indicliinmo i ~)r i i ic ip;~i i :  
'i'eoria delle oiirve e delle superficie ulgebriohe - Geoiiirtria dugli enti geoiiietrici ueinplicr- 
inerite infiniti. Trasformnzioni birazioiinli ilel pinno - Singolarità delle ciirve e tlelle siiprr- 
fioie - Griippi continai di trasform~tzioni - Cnrve :tIgelbriche dei varî npazi - Groiiirtri:~ 
iilimrrativn - Sisteiiii lineari di curve yiann e superficie razioiiali - Gronietri:~ si1 i i i i : ~  RIlp~r- 
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14 G .  LORIA: L 'opera  geometrica d i  Corrado  Segre 

Elenco cronologico delle Pubblicazioni di Corrado Segre. 

1883 - 1. Sur les d i fbwntes  espèces de complexes d u  2' déçrd des droites qui coupent icnrnao- 
niquement deux szcrfaces d u  2' ordre; (Iiiglio 1383, Math. Anii., XXI II, pig. 213-234. 
in collitùorazione con G. LORIAL 

2. Studio szrlle quadriche in uno spnaio liraenve ad 2 ~ 1 0  wumero q t ~ n l t c ~ q u e  d i  dimeiisioni; 
27 nprile 1883, Mem. Acc. Torino, (2), XXXVI, pag. 3-86. 

3. Sul la  geontetrin della rettn e delle sue serie qundiatiche; 27 nprile 1883, Mem. Acc. 'i'o- 
riiio, (ai, XXXVI, pag. 87-157. 

4 Note sur les complexes p n d r n t i y c e s  dont l n  s~crfnce siiigielièi.e est I I I I ~  sw fnce  r l t r  2" dé!/vé 
double; 22 setteiubre 1883, Mrttli. Anii., XXTTI, prig. 235-243. 

B. Su u n n  t~trsformciziorse i w n s i o m l e  tlello spnzio s szrn nppliccczione ullo studio del coitiplesso 
puiidrntico d i  Bnttngliibi e d i  u n  complesso linenre d i  coniche i~cscritte in t c ~  tetvnedvo ; 
ottobre 1883, Giorii. di Mat., XXI, pag. 355-378. 

6. Sulle geo~itet?.ie met~iclte tlsi complessi linenri e delle sfeve e szcllc h o  mutzie analogie; 
18 dicenibre 1883, Attji Ac,.. Toririo, XIX, prrg. 159-186. 

7. Teovema s d l e  relnaioibi trcc una  coppin d i  forme biliibenri e la  coppin delle loro forme 
reciproche; 17 ottobre 1883, Giorri. di Matrni., XXIJ, peg. 29-32. 

1884 - 8. Sur  les droites p i  ont des rnome?zts donnés par ~ n p p o r t  d des droites jixes: 6 grri- 
naio 1884, Journ. fü r  M d i . ,  97, pag. 93-110. 

9.  Szille ~ i y n i e  maionnl i  ir~ UILO spnzio linenre qunlanpue; 31 gennaio 18S4, Atti Acc. 'i'oriiio, 
XIX, pag. 355-372. 

10. Sidln  teorin e stdln clnssi$cnzione delle ot)~ogrnfce i n  u n o  spnsio linenre nt1 2 1 9 ~  nt~mero 
qzmlzmque d i  d imensioi~i;  spri le  1884, Meni. Aco. Liiicei, (3), XIX, (1884), pag. 127-148. 

1 1 .  Sw les invnrinnts simultanés de delix formes qnndrntiqiies; 11 aprile 1884, Math. Ann., 
XXIV, p:\g. 152-156. 

12. Etude des diféremtes szcl;faces d u  qunl~.ièine ordve ci couique dotcble ou  cuspidde (yénémle 
ou décomposée) considérées comme des prcliections de l7interseclion d e  devcx variétés 
qtrrtdrntiqz~es de l'espnce ci qwctre diineicsioiis; 8 ;tprile 7884, Math. Am., XXIV, 
png. 313-444. 

firie algebrica - Geometrin noii euclidea - Applicaaione drgli iritegixli nbeliaiii ~ l l a  geotiietrir 
- Fornie delle curve :tlgebriche - C1;isnificazionr delle ciirre :ilgebrichr - 1 gruppi iii geornrtria 
- Geometria dalla retta - Coiiürtti e iiietodi della grometrin della rettn - Superficie di terxo 
t: cnrve di qixwto oidine - Cnrve e superficie :rIgebricli~. tlal piiiito di vista delle trasforiiin- 
zioni bir;izion;ili - Ginppi continui di tr;isfornirtziorii - Sistemi liiiwri di coniche e qu:rtlriclir 
- Gronletria degli iperspnai - Troria tlegli inv:rrianti npplicati ;dia geometrjn - gr omet ri:^ cliffe- 
roiixiale - Vediite siiperioii siilla gt.oinetrin rleinrntiwe - Coiii!>les~i di rette di 1' r 20 g r d o  - 
Griippi d7oi.dirie finito - Geometrin. delle eqiiazioni tlifferenzinli - C:ipifoli di geometrin alge- 
brica - Ci rcoli e ~ f e r e .  
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G. LORIA: TJ9npero geometrica d i  C o w a d o  S~g9.e 1 5  

13. Ricerche sui fnsci  d i  coai qzendvici a'?& u n o  spn,nioT li,trenve qwcluteque; 18 i i r~ggio 1884, 
Atti Aco. Torino, XIX, p:ig. 878-896. 

14. Sur  un. cas p n ~ t i c u l i e r  de l a  surface de K m m e r .  Lettre R M .  K. Rohn; 9 ngosto 1881, 
Leiyziger Bar., XXXVI, png. 132-135. 

15. Sull' equilibrio d i  u n  corpo vigido soggetto n f o m e  costa~rti in  diresiotie ed iioteiwitci e su  
nlclci~e qisestioiri geometriche a#hi ; 20 rigosto 1884, Mein. Soc. 1t:i 1. clelle Sc. (dei XL), 
(3) VI, II. 3, pag. 1-35. 

16. S u r  les courbes de tnt,getctes p~.iircipccdes des szci:f~ices de Kummer  (extrait  t17iirie lettre 
adressée a M. Th R r y r ) ;  24 ottobrr 1884, Joiirii. fü r  Matli., 98. pag. 301-303. 

1885, - 17. Uoiasiderneioiti i~htorito a l la  geometritr. delle coniche d i  un p i n t ~ o  e d l n  sua rnppre- 
sentnzioue sulla geome t~ in  dei cornplessi 1ilsea1.i d i  r d t e  ; geniiaio 1885, Atti Acc. Toriiio, 
XX, pag. 487-504. 

18. Ricerche s1dle omogva$e e sclle cowe ln~ iowi  iit getcernle e pnrticolnrmente szc p e l l e  dello 
spcwio ovdinrcrio ooissitlernte nelln geometvin della vettn ; rnrtrxo 1885, Müni. Acc. To- 
rino, (2), XXXVIL, p g .  393-425 

19. S u r  utce expression nozcvelle du. snometct mutuel  de cieux complexes l i ~ d ( i i v e s ;  15 maggio 1885, 
Joiirn. füt M:ith., 99, p a g  169-1T2. 

20. Szllle varietci no~nan l i  n ire dimensioici composte d i  s e ~ i e  semplici r m i o n n l i  d i  piatti ; 
novembre 1885, Atti AOC. Torino, XXI, pag. 95-115. 

1886 - 21. Rei~znrqttes sur les trnnsform.rcfioiis zcmifovmes des courbes elliptiqtces ea elle niêmes; 
güiiiinio 1886, Math. Ann., XXVITI, pag. 296-314 

22. Le  coppie d i  elementi imaginari icelln geometria proiettio(c sinteticn; fübbraio 1886, !Mem. 
Acc. Torino, (a), XXXVIII, png. 3-24. 

23. Note SUT les hoinogrnphies hiloffiires et leurs ftckceccax; 27 marzo 1886, Joiirii. für Math., 
100, pag. 317-330. 

24. Stcgli spnz i  , f o ~ d a n i e ~ a t n l i  d i  umn omogvn$n; iiiwggio 1886, Reiid. Aco. Lincei, (4), Il. 
pag. 325-327. 

2.5. Riearche sulle rigcste ellittiche d i  qtcctlzciaqite ordi,ne ; mnggio 1886, Atti:Aco. Toririo, XXI. 
p t g .  868-891. 

26. Su aletene proprie fk  metréche delle cor~elnsdoni;  16 liiglio 1886, Giorn. !di Mat., XXV, 
pag. 20-24. 

1887 - 27. Rechewkes géicérales suv les couvbes et les surf(cces :réglées dyébriques (1° partie, 
courbes algébriques) ; gennaio 1887, Matli. Ann.. XXX, pag. 203-226. 

28. Nuovi 9.isultati nzrlle vignte nlgebviche di genere qitnlzit~yice~; griinnio 1887, Atti Acc. To- 
rino, XXII, pwg. 362-368. 

29. Sur  z c ~ c  théordme de l n  gdott~6trie h n disiemsioas; 17 iii:trzo 1857, ,extrait  d'irne lettre 
adressée A Mr. P. Blritib: Mnth. Ann., XXX, png.' 308. 

30. Sui sistemi litcenri di c w v e  piaihe al!gebriche d i  qeiaere p ;  (esbratto di lettvin a1 dott. G. 
B. Giicrin); 9 aprile 1887, R~ti t l .  Palerin~>, 1, pan. 217-221. 

31. Szilla vni.ietd cicbicn con tlieci puiiti doppi dello spnsio n qzcnttro d ime~is io~hi;  14 rnaggio 1887. 
Atti Aüc. 'rorina, XXII, ptig. 791-801. 

32. Z~rtovao al ln  geovnet~in su  uncl rigal(c nlyebvicn; Iiiglio 1887, Rend. Aco. Lincei, (4\, III2,  
pag. 3-6. 

33. Srclle wnrietd nlpebviche composte d i  m a  serie se~ttplice~nente i~!fiiait(c tli s p w î  ; ottobrr 1887, 
Rend. Aco. Lincri, (P) ,  III2, yitg. 149-153. 
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16 G. LORIA : 1,'opera g e o m ~ t ~ i c a  d i  C o r r a d o  Segre 

31. Stc11e vnrietli czcbiche dello spnzio a qtcnttvo d i m e n s i o ~ ~ i  e su certi sistemi d i  rette e celte 
srcpe~:ficie dello spaz io  ordi~anr io;  diceinbra 1887, Mem. Acc. Toririo, [2), X X X I X ,  
png. 3-48. 

35. Receiisioni iii Jah~b iceh  iiber die Fovtsclwitte d e l  N n t h e ~ n n t i k ,  T .  X V I ,  1881. 

18S8 - 36. Alczbne eonsidernzioni elemeutnri  stcll'iitcidenzn di vette e p ian i  ne110 spnzio n 
qccnttro dimensioni;  fabbraio 1888, Rend.  Pder i i io  T I ,  y ~ g .  4 5 4 2  

37. Siclle c u m e  n o ~ m a l i  di  genere p dei var i  s p n z l ;  aprila 1888, Rend.  1st. Loin., (21, X X I ,  
p:ig. 523.538. 

38. Umlosser.i~nsior~e su i  sistemi d i  le t te  degli spnz i  szcperiori; lugl io  1888, Rend.  Palermo, 11, 
pag 148-149. 

39. C. Gi 0. V071. &au& e i szcoi h v o ~ i ;  Iugiio 1888, ( p r e f ~ z i o i i e  alla trad.  itai. de l la  « Geoint.tric. 
der  1,:ige di S T A U I Y ~ : .  pag. V - X X I .  

40. Rrceiisioni i n  Jnhrbueh iiher die Fortsclrvitte der Mnlhemntik,  T .  X V I I ,  1885. 

1889 - 41. Recherche8 gdnémles sicr les cotwbes el leu s w f n c e s  rtQldes nl!ldbi.iqites (II partie, SUT- 
,faces rdgldes nlgebriyzces); gerin:iio 1889, Math.  Ann., X X X I V ,  yiig. 1-25. 

42. Ce cowispoiidenze ~inivoclte stdle ezcTiqe el l i t t t icke: giugiio 1889, At t i  Acr. Torino ,  X X I V ,  
pag. 734-756. 

43. Relrrzionv 8111 saggio storico d i  G I N ,  LORIA : I l  p e ~ i o t l o  a w e o  della f feometr in  qrecn;  
ielatori  E. D I O v r ~ i o  e C. SEGRE,  29 d icrmbre  1889, At t i  Acc. Tor ino ,  XXV, png. 208-209. 

44. Uit n7tol.o campo d i  riceizhr geomefricha; 4 note,  aiitunrio 1889;  1, A t t i  Aco. T o r i i ~ o ,  X X V .  
pag:276-301; II ,  id. ,  X X V ,  pag. 430-457: I I I ,  i d . ,  X X V ,  png. 592-612; I V ,  id . ,  X X V I ,  
pag. 35-71. 

1890 - 45. Nota  a l la  Meinoriri di G U I D O  C n s ~ i c r . ~ u o v o :  Sul le  supev$cie algebl-iche le cw,i sesiorti 
piatze sono curve ipevellittiche; Rend .  Palermo, IV, pag. 86-88. 

1'91 - 46. S u  a leuni  indir i zs i  lzelle irivestignsioni geometriche; febbraio 1891, Riv. di  Mat., 1 ,  
png. 42-66. 

47. Unn t l ichiamzione (risposta r! G. Prano)  : :tprile 1891, R i v .  d i  Mat., 1, pag. 154-156. 
48. Stdle vai.ieta che vappresentniaa le coppie d i  pzmti  d i  due  p i n ~ i i  O spczzi ; apriln 1891, 

Reiid. Palerrno, V, pwg. 192-204. 
49. Relazione in torno alla inemoria d i  G U I D O  CASTELNUOVO: Ricerche genwnl i  sopva i sistemi 

l inenvi  d i  enrue piniie;  rr l i~ tor i  1:. D ' O V I D I O  r C. SEGICE,  12 nprilt. 1891, Att i  Aco. To- 
rino.  X X V I ,  p a ~ .  595-602. 

50. Le mpp~eser i tnz io i i i  venli delle forme complesse e gli m t i  ipwalgebr ic i ;  sc.ttrnibrv 1891, 
Matli. Ann.,  X L ,  pag. 413-467. 

1692 - 51. Relrizionn ~ i i I I : t  Mrinori:i drl p r o f .  R i cchu i io  D E  FAOI . IS ,  h i t i t o l : i t :~ :  Le cowispon- 
denze p ~ o i e t t i t ~ e  ilelle forme ;leometi.iche , f o iad t r~ne~~ in l i  d i  ia specie; relatoii E. D'Ovi i>io  
r C .  SKGRE, 31 grnnaio  1892, Arti Aoc. Tor i : :o ,  X X V I I ,  y:tg. 366-375. 

52. I~itoriho n l l n  storin del pi , i~tcipio di  c o w i s p o ~ i d e ~ t z a  e dei sistemi d i  curve;  Hibl. Matli., (2), 
V I ,  p g .  33-47. 

53. Alclme irlee d i  Eltore Q n p o i d i  itctorr~o nlle qt~nrticlte p im ie ;  ngosto 189; Anii:~li  tli 
M:~teiii.,  (2) ,  20, piig. 237-242. 

54. 12iccavdo DP Paol is ;  cenni  biogriifioi, setteiiibir 1892, Rt*ntl. P:~lt.riiio, V I ,  png 208-224. 
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1893 - 5.5. Rel:lzioiie iritoriio alla Mriiiorin i i i t i tolatn: Soprn le curoe d i  dnto o d i t t e  e dei 
itmxsin~i gerberi il& cm0 spnzio gctalunqzie del dott. G I N O  F A N O ;  25 giiigiio 1893, reln- 
tari E. iYOvr»io u C .  SEGHR, Atti AOC. Torino, X X V I I I ,  pag b6.i-866. 

56. Ikl;miorie intorrio alla Meinoria i i i t i to lat :~:  Ricevche d i  geoinetvin stclle stcpr1:ficie alge- 
briche del dott .  P. ENKIQUES; 25 giugrio 1893, rrlwtori E. D 7 0 v r ~ r o  ta C. SEGHE,  A t t i  
AOC. 'I'oririo, X X V I I I ,  p g .  867-868. 

57. Giuseppe Bruno  j crnlii biografici. ~ r t t e i i ~ b r a  1893, Annilario della R.  Universitii d i  T o -  
rino, 1893-1894, p a ~ .  155-166. 

58. Tntrodzczione alla geometria s o p ' c ~  ccit ente algebvico setnplicemeute i~?f ini to;  autunno 1893, 
Annnli di Mat., (g), X X I I ,  piig. 41-42. 

1894 - 59. Notn. si11 Iavoro di  RICCARIMI DR P A O L I S  : Teovin gelterale delle corvispondenae pvoiet- 
tiue e tleyli aq!/mppnmenti  pi,oiettivi sulle forme fi i idamentnli  16 due dimensioni; 
ottobre 1894, Re!!rl. ACC. Liiicei, (5),  I I I z ,  png. 227-229. 

60. Die Entwickelli~cg dev Theorie der nIgeb~.aisclie~~ Puitkfiouen in altever und iietrerer Zei t ;  
von A. BRILL i ~ n d  N .  N O K ~ H I R ;  Ceiini, 2 diceiiibre 1894, Atti Acc. Toriiio, X X X ,  
pag. 109-111. 

1896 - 61. Sulla forma LTessinna; ottobre 1895, Rend. ACG. Liiiüri,.(5), IV,,  p:ig. 143-148. 

18% - 6'2. Idowco nd u i t  enrnfteve delle stcpevficie e tlelle unrietci srt,peviori cclgehriche; feb- 
brai0 1896, A t t i  Acc. Torinv ,  X X X I ,  pag. 485-501. 

63. ltrlaaione rrulla Maiiioria dr l  dott. G I N O  FANO iiititolrtta : Sirlle tvo'ietk crlgebriche con ui, 
g~zcppo coittiiouo non idegrnbile di t~asfovnmzioi i i  p~oietlicie in sè: 12 nprile 1896, 
rehtori  E. D ' o v i ~ r o ,  V. V o ~ r s k i t ~ ,  ('. SEGRE, At t i  ACC. Torino. X X X I ,  pag. 623-624. 

64. Swlln scon~posisione dei pwnt,i singolnvi delle supev9cie algebviche; ottobre 1896, A i i n d i  d i  
Mat., (2) ,  X X V ,  pag. 4-54. 

1897 - 65. Jntoriio ad iina min  Meiiiori:~ : Sul la  scomponizioite dei pttmti siioqolnvi delle slcper- 
j k i e  algebriche; iii:iggio 1897, A t t i  Acc. Torino, X X X I I ,  pag. 781-789. 

66. S u  un pvoblema vel(ctivo alle ittterseaioni d i  c w v e  e supelficie; 27 giiigno 1897, Atti  AOC. 
Torino,  X X X I I I ,  pwg. 19-23. 

67. Su aleuni p z ~ n t i  s%?tgolrcvi delle czwue algsbriche e sulln Einen pnmbolica di  u n n  superPcie; 
uettainbre 1897, Rend. Acc. Liricei, ( 5 ) ,  VI,, pag. 168-175. 

68. Le molteplicità nelle iti.temezioiti tlelle c u w e  pimas algebricke con nlc~cize trpplicnzioni a i  
princrpii della feoria d i  tn l )  curve; srtteiiibw 1897, Gioin .  di Mtit., X X X V J ,  pag. 1-50. 

1898 - 69. Rulltzione w l l a  Meinorin del dott. BEPPO L E V I  i n t i t o h t a :  &.idln ml-ietd delle c o d e  
di  u,nn cuvzio dgeb î i ca :  27 frbbraio 1898, rtZiatori E. D ' ~ v i ~ 1 0  r C .  SEGRE, Atti  AOC. 
Torino, X X X I I I ,  pag. 504-505. 

70. Relnsione ~i111a Mernoria. ilel dott. G I N O  FANO in t i to l ;~ tn :  I gvuppi d i  Jnwqicidres genem- 
lizztrti; 15 iriltggio 1898, relntori E. DY O v i ~ i o  e C. SEGRE,  At t i  ACG. Toritio, X X X I I I ,  
pwg. 796-797. 

71. Recrnuione tlelle l~ezioni  d i  geometvin pvoiettictn tli F .  ENRIQUES.  Bollrtt ino di bibl. e 
storiw, delle scienze ii1atematietit., T .  1, 1898, pag. 11-15. 

1899 - 72. Sop7tus h i e :  Cenni, 26 febbraio 1899, At t i  Acc. Toiirio, X X X I V ,  pag. 363-366; r 
Boll~.ttiiio di bilL e ~ t o r i a  d e i h  nc*ienze niaternxticlie, I I ,  pag. 68.75. 

Aniiall dt  Matematica, Surie IV, Tomo I I .  
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73. Relttzione sulla Menioria del prof. M. PIERI intitolattt : Della geometria elementave coine 
sistema ipotetico-deduttivo j 14 111apgi0 1899, relahori E. D ' O v i ~ r o  e C. SEGRE, Atti ACC. 
Torino, XXXIV, pag. 760-762. 

'74. I,ntorno n i  punti di Weierstrass d i  zcnn e w v a  nlgebl-ica; ngouto 1899, Rend. Aco. Lincei, (fi), 
V1112, pag. 89-91. 

1900 - 75. Gli ordilai delle vnrietd che nnntdlano I determinanti dei diversi grndi estrntti 
w n  data inatl-ice; ottobre 1900, Rend. Acc. Liiicei, (5), IX,, png. 253-260. 

76.'Relneiorie sulla Menioria da1 prof. GINO FANO intitolata: Nuove ricevche sulle congvt~e,tce 
di rette del 9 ovdine prive di liaen singolnre; 30 diceinbre 1901, relxtori E. D'OVIDIO 
e C. SEGRE, Atti Acc. Toriuo, XXXVI, pag. 278-279. 

1901 - 77. Reiazione ~ u l l a  Meinoria del dott. FRANCESCO SEVERI: Xopl-a alcune singolai.itd 
delle cwve  d i  un. épempnsio; 13 geiinaio 1901, relatori E. D 'Ov i~ ro  a C. SEGRI, Atti 
Acc.. Torino, XXXVI, pag. 380-381. 

78. Ralnciana aulla memoria del prof. EMILIO V E N E I ~ N I :  Swi cowe8si hilinenvi fvn piinti e 
rette nello spazio ordi~tavio; 10 IiiRrZo 1901. reliitori E. DIOvr l~io  e C. SEGRE, Atti ACC. 
Torioo. XXXVI, pag. 615-616. 

79. Ui~ 'osse~va~ione  relativa alln ridzwibilitd delle tmsfovittnziani Cvemoiziaite e dei sistenii 
linenri d i  ozçrve pitcne pev iuezzo di t m ~ f o r m n ~ i o i t i  qi~ndratiche; inarxo 1901, Atti Acü. 
Torino, XXXVI, pag. 645 651. 

1902 - 80. Relazione uuih Menloria de1 dott. FIIANCESCO ~ ~ V W R I  iiititoi:itn: Sulle intersezioni 
delle vavielà algebriclie, e sopl-n i loro cavnttel-i e singolnrifd proiettive; 2 febbrnio 190'2, 
relatori E. D70vri>ro e C. SEGRE, Atti ACC. Torino, XXXVII, p:tg. 267-269. 

81. Eelazione sulla Menioria di G. Z. G I A M B E I ~  iiititolxta: Risoltizione del problema degli 
spnzi secccnti; 13 giiigiio 1902, relatori E. D ' O v i ~ i o  e C. SEGIW, Atti Aco. Torino, 
XXXVII, png. 733. 

1903 - 82. Oovyettuve intorno nll'in$ueiwa d i  Gi~olamo Snccheri stilln fovmasione della geo- 
mrtritc iio18-Euclitieo; aprile 1903, Atti Acc. Torino, XXXVIII, png. 535-547. 

83. Rnlwioiie aiilla Mrinoria del dott. FKANCE~CO S ~ v ~ a r ,  intitolata: Szllle corrispodense f r a  
i punti d i  unn eurea algebricn, e soprn cevte elassi dé supe@cie; 24 maggio 1903, rela- 
tori G. MORICRA e C. SEGRE, Atti ACC. Torino, XXXVIII, pag. 764-766. 

1904 - 84. Relazione uulla hlemorin del dott. UIIBICRTO PIKAZOO intitolatn: St11l'incidenza di 
l-ette, pinni a spasi ovdinnri in 2~110 spnsio n cinque dimensioni, e su nlcuae covrispon- 
dense birnsiosnli fm piani e spasi ordinnvi; 17 gennitio 1904, relatori O.  MORERA e 
C. SEGRE, Atti  Acc. Torino, XXXIX, pag. 355. 

85. Rrl~zioiie sulla Memoria del dott. BEPPO LEVI intitolata: Pondamenti della geomet~in 
pvoiettiva. 17 aprile 1904, ralntori G. MOREKA e C. SEGRE, Atti AOC. Torino, XXXIX, 
png. 716-717. 

86. Ln geometria ti'oggidi e i m o i  leynnbi col& 1' arnnlisé; 13 agoato 1904, Verliandliiogen des 
3en iiiterii. Mitth.-Kongresu in Heidelberg, pag. 109-120; e Rend. Palermo, XIX (19051, 
pag. 81-83. 

87. 0ii some tendenoies ia geoinetrie investigntiolts; Bull. Anier. Math. Soüirty, (2) X, pag. 442-468 
(tratluz. del o. 46). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. LORIA : L ' o p e ~ a  geonzetvica d i  Cormdo Segre 1 9  

1905 - 88. Relazione siilla Mernoria del prof. MARIO PIERI: Nuovi principi d i  geometrin 
projettiva cornplessa; 5 febbrnio 1905, relntori G. PEANO e C. SEGRE, Atti ACC. TO- 
rino, XL, png. 378-379. 

89. Sur la  génération projective des snrfnces cubiques; Extrait dliine lettre adressée A M. le 
prof. R. S T ~ R M :  25 marzo 1905, Arcliiv tlrr Math. U. Pli., (3) X (1906), pag. 209-215. 

90. Geoinetryn dziqiejsza i iy  zwi:~xti z Analizn, 1905, Abbitka z Windomosci mntemntycs 
nich, T.  IX, Warszawa, pag. 7-41, (trndnzione del n. 86). 

91. Relazione sulln Memoria del prof. UGO AMALDI intitolatn: I gruppi conformi reali sello 
s p n z b ;  Il gingno 1905, relntori G. MORIRA e C. SEGRE, Atti ACC. Torino, XL, png. 974. 

1906 . 92. Relnzione siilln Memorin del prof. UGO AMALDI: Sui ~ / r z ~ p p i  contintci i ~ ~ f i t i i t i  di 
tvnsformnzioivi d i  contntto del10 spnrio: 17 giiigno 1906, relatori C. S o x r m i a ~ a  e 
C. SRGRE, Atti ACC. Torino, XLI, pan. 1114-1115. 

1907 - 93. Monge e le congruense genernli d i  rette; Bibl. Math., (3) VIII, png. 321-324. 
94. fie coi~yriteicze rettilinee TV aderenti n due szcpei$cie rignte; niarzo 1907, Atti Aco. Torino, 

XLTI, pag. 539-550. 
95. X U  unn  classe di superficie degli iperspnsi, legnta con le eqwwioni littercri alle deiitmte 

pnrfiinli di 2" ordine; giugno 1907, Atti Acc. Torino, X1.11, ~),zg. 1047-1079. 
96. Relnaione intorno alin Meitioiin del dott. UMBERTO PEKAZZO i t ~ t i t o h t a :  soprn n~cuite va- 

rietd di rette e i n  pnrticolare su vnri tipi d i  cornplessi cubici; 15 diceinbre 1907: reln- 
tori C. SOMIGLIANA e C. SEGRE, Atti ACG. Torino, XLIII, png. 252. 

1908 - 97. M. NOETHER, H. POINCARB, C .  SEGKE, Relazione dt.1 concorso internazionde per 
ln r Medaglin Giioci:~ 3 ;  febbrsio 1908, Atti del IV Congressu intrrn. dei Mat., 1, 
pag. 209-216; e Rend. Palermo, XXVI, pag. 145-151. 

98. Sulla genernzione delle supellficie che nmntettono un doppio sistenm coduyato di coni ch.- 
coscritdi; giugno 1908, Atti Aco. Toriiio, XLIII, yng. 985-997. 

99. Hrlnzione siilla Memoria di G. Z. GIAMRELLI intitolnta: Risol~izione del problsmn genernle 
nttmerativa per gli spnai plurisecnnti d i  u n n  c~wtin nlgebrica; 14 giiigno 1908, rrlntori 
G.  MORKRA e C. SEGRI, Atti AOC. Torino, YLlII,  png. 1165. 

100. Complementi alln teoria delle tangenti conàuggnte di u m  superjicie; novembre 1908, Rend. 
Acc. Lincei, (5) XVII,, png. 405-412. 

1909 - 101. Relazione intorno alla Memori:~ del dott. A. COMESSATTI: Sulle curve doppie d i  
gtrimre q u d m q u e ,  e particolnrmente sulle caprve ellittiche doppàe; 21 marzo 1909, cela- 
tori E. D7Ovrnro e C. SEGUE, Atti  AOC. Torino, XLIV, pag. 509-510. 

1910 - 102. Pveliminari di r n a  teoria delle varietd luoghi d i  spnzi;  22 iiiarzo 1910, Rend. 
Ptilermo, XXX, png. 87-121. 

103. Avgiuntn alla Meiiioria Preliminari di mnn teorin delle varietd luoghi tli spnzi: 9 Iiiglio 
1910, Rend. Pnlermo, XXX, pag. 246-348. 

1911 - 104. Relnzione sulln Memorin del sig. M. STUYVAERT, U n  cowpleze czcbiqzte de droites; 
17 diceinbre 1911, relntori E. D'OVIDIO e C. SEORE, Atti ACC. Torino, XLV41, png. 219-220. 

1912 - 105. Le geornetrie pproiettive nei cnnapi d i  mumeri duali; gennaio 1912, Atti Acc. Toriiio, 
XLVIT, Nota 1, pag. 308-327, Nota II, pag.  384-405. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



20 G. LORIA : 1,' opera geomet~ ica  d i  Corrado S e g ~ e  

1!)13 - 106. Siçlle coibgrtçet~se ~ettil i i tee W di  cui içiw od rcttibe le falde f o c d i  soi~o riclde : 
cliceiiibrr 1913. At t i  Aoc. 'i'oririo, XLIX, prig. 291-303. 

1915 - 107. Relnzioiie iiitoriio : L ] ~ : L  Meinorin tlel dott. i h ~ o i r i c  D E L  V E C C H I O :  Strlle epzsnziotai 
aSz a8 8% 

~ ( s y ) ;  11 :~pr i le  1915, relntori E. DIOvioio e C. SEGI~E,  -- =rq(z!/); a r 3 - s =  as3 ay 
Atti Acc. Torino, 1, png. 839. 

1916 - 108. Rrl>izione su1 concorso a l  Prrinio Rrnle Iwt  1 %  Mafririaticn t l ~ l  1913; C O I I I I I I ~ R R : ~ ~ ~ ~ :  

E. BEKTINI, 1,. BIANCHI, S. PINCHERT,E, y. VOI.TEIZKA, C'. SP:C*HK (L'dliLtOlf?); 6 grIIilai0 
1916, Atti Aco. Liiicai, Rundicouti, Adun:mze solenrii, II1 p ~ g .  23-33. 

109. S u  uiLn genernsioiae dei complesai quadvatici di  vette del Ba t tnq l i i~ i ;  ottobre 1916, Reutl. 
Palrriiio, XLII, pag. 85-93. 

1917 - 110. Siçi eomplessi 1inenq.i di  schiere riglcte, O veyoli; mnrao 1917, Reiicl. Acc. Lincoi. 
(5) XXVI,, pig. 341-3$4. 

111. Ooit~rt~ei~~ovnaiot~e del socio ircczio~~ccle Uiiçscppe Vet.otrese; 4 noveiiibra 1917, llrritl. Aco. 
( 6 )  XXVI,, pug. 249-256. 

112. 8 1 ç i  ennaplessi liuenri di  piniri w l l o  spasio a 5 tlinzetcsioi~.; Ariiinli d i  Mat., (3) XXVII, 
p&g. 75-123. 

1918 - 113. Sztlln. geoinetrin delle schieve rignte o vegoli, s i l s  ya~ticoln?.e sui coinplessi linenri 
d i  tnli e d i ;  Aiiii;ili di Mat., (3) XXVII, png. 151-181. 

114. Jfehrcii?aet~sio~~(sI~ Riiicn~e; Eiizyklopiitlie der iii:itli., W i s ~ ,  TIIc 7, pag. 769-9'72. 
115. Su  rslci~i~e clnssi particolari di  sistemi contit~ui d i  qi~atii.iclte, 1, sui rispettivi iraviluppi. 

Soritîi iiii~teiii:~tioi offerti ad E~itrco l ) ' O v i ~ i o ,  'l'oriiio, Boooo, pag. 1-21. 
116. Le preuisiotbi; D~NCOPBO in t~ugurde ,  n o v e ~ u b r ~  1918, A U I I I I I L ~ ~ O  della K. Uiiiveraith di 

Torino, 1918-19, yag. 11-25. 

1919 - 117. I conioessi biliaeari nlterr~nti d i  coppie di rette; riovembre 1919, Rend. Palermo, 
XLIV, pag. 139-166. 

118. Un prirscipio di ridwione ltello stzçriio delle corri$pondet,se nlgebi'iehe; iioveiiibre 1919, 
Rend. Aoc. Liiicei, (5)zXXVI II,, png. 308-3 12. 

1920 - 119. H. 6. Zeuthew; ceiiiio coiumeiuorativo, 25 gei i i i~io 1920, Atti Acc. Toriuo, I,V, 
pitg. 327-338. 

120. iSulle corvispotdm,ne quntlrilimenri trrc forine di prima specie e su cilcnrne 1070 rtrppre- 
seibta,-io?&i epaaiali; Auiinli di Math., (3) XXIX, pag. 105-140. 

1921 - 121. Sui  foelri di  20 ovrliq~e dei sistemi itlfiniti di pimai e sulle ewve  ipevspnzz'nli coi~ 
zciscz tloppia iibjnità di  p i m i  plwisecat~t i ;  fabbraio 1921, Reiici. Acc. Lincei, ( 5 )  XXX,, 
pitg. 67-71. 

122. Le liiaee pritteipali di utm swper$cie di  S, e unn p q w i e t à  cwrcftevistica della sz~perfleie 
di Ve~otbese; Reiid. Acc. Liiiori, (5) XXX,, Notn 1, iiiarao 1921, pan. 200-203; Notil II, 
nprile 1921, yng. 227-231. 

123. Le superJioie deyli ipei'spnsi coir 2 ~ 1 ~ 1  doppia i)~;fiitil& tli ctrwe pinne O spnsi<tli; giiigiio 
1921, Atti Acc. Toriiio, LVl ,  p g .  143-157. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. LORIA: L'opera gsometricn di Cor+ado Segve 2 1 

1922 - 124. Le supeq%cie degli ipersptz~i  coi, u n n  iioppia a'njiuitd di curve spazinli;  Nota I I ,  
giiign(4 1922, Atti Aoc. Toriiio, LYII, p ~ g .  575-585. 

123. illrcx Noether e E e r m a ~ m  Schwarz; 8 geniiaio 1922, At t i  Acc. Toriiio, LVII, pag. 161-163. 
126. Uotnn~einorrczione del eocio ~ t r a n i e ~ o  Cade 'l'eodoro Reye; 2 :~pr i l e  1922, Rend. Acc. Linoei, 

(-5) XXX,,  pRg. 269-72. 

1924 - 127. Sugli elemei&li linenri che lumino coitvursi l n  tni&gente e il pinrio osculdore; 13 nprile 
1924; Rend. Acc. Lincei, ( 5 )  33,, pag. 325-329. 

128. Le ciwue pénl~e d'ordine 11 eircoscritte nd zcib in + 1)-lntero eomplelo d i  tnngeizti ed emn 
classe pn~ticolccre d i  supei:ficie cou doppio sistemn eoi&iugato d i  con; circoscritti. Atti 
Aoc. T o r i ~ i o ,  L I X ,  yttg. 303-320. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8ulle congrueiize cicliche 

di K E N A T ~  CAIAPSO R ~ ~ 8 8 i I l : l  

PREFAZIONE 

Nello spazio ordinario e noto che un s i s t e i ~ ~ a  conizcgcito 16veule la  stessa 
1~1pp .e se7~ taz ione  sfe?.ica d i  unu conp-uenza  ciclica è suscettibile di defor-- 
ntazione @nita in cui  si consema coniugato. 

Questo teorema si enuncia anche in modo diverso, iritroducendo alcurie 
deriomiiiazioni, ormai accettate d a  vari geometri; se i l  puiito P descrive 1111 

sistema coniugato (rete) e s e  per ogiii posizione di P costruiamo l a  iiormale 
alla rete, possiamo ritenere uria corrispor~denza fra le  dette normali e le  rette 
della congruenza, in guisa che rette corrispondenti siano parallele. III t a 1' I coii- 
diziorii fra la  tangente all' una od all 'altra curva della rete ed il raggio della 
congrueiiza sussiste la relazione d'ortogonalith, e la  rete  si dirh (in seiiso lato) 
n o ~ m a l e  alla congruenza. Inoltre si s a  che per ragioni da  dirsi dualistiche, 
che iiitervengono tra  alcune proposizioni intorno alle reti e alle congruenze, 
si ha  l'abitudiiie di chiarnare rete ciclica un sistema coniugato suscettibile di 
deformazione fiiiita, in cui si conservi coniugato. 

Con tali deriominazioni: una 7-ete nomnale ad u n u  congmenza ciclica 
è pu9.e ciclica. 

Lo scopo della presente Memorin 6 la  generalizzazione e conveiiiente esteii- 
sione di questo importante teorema in uno spazio a d  un numero qualunque 
(7% + 2) di dimensioni; la ricerca da  luogo a proprieth in parte iiuove e per 
n > 1 preseiita anche delle soluzioni singolari. 

Nei primi due paragrafi viene stabilita un metodo per la. costruzioiie delle 
congriieiize cicliche, e quindi, formata una tale coiigrueiiza, vieiie attncca to il 
problema della costruziorie delle reti  normali. 

Applicando i metodi di CAUCHY si riconosce che i l  problema dipende da  
212 funzioni arbi trarie. 

Le  proprieth di queste reti normali dipendono allora dall'assegnazione di 
queste funzioni arbitrarie; cos1 in geiierale uiia rete iiormale ad uiia con- 
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gruenza ciclica si deforma in una rete del10 stesso spazio e qoindi, seguendo 
la denominazione di G U I ~ H A R D  8 da  dirsi n C ;  cioé: 

Nello spazio S,+2 u n a  re te  nomnale a d  una c o n g w e n z a  C é in gene- 
rale  nC. 

Ma si pu6 disporre delle funzioni arbitrarie in guisa d a  avere  una rete  SC 
(s < n);  precisnmente : 

In  uno spazio Sn+2 f i a  le r e l i  n o ~ * m a l i  nd u n a  c o n g w e n z a  C v i  sono 
infinite r e t i  SC, dipendenti  da  2s funzioni  arbi trarie .  

In particolare per  s = 1 si h a :  
I n  uno  spazio S,+a fra le r e t i  normal i  ad u n a  congj*uenza ciclica v i  

sono infinite r e t i  cicliche dipendenti  d a  due funzioni  a?-bitra?-ie. 
Nello spazio ordinario S, queste proposixjoni si confondorio con la  sola 

sopra enuiiciata; s e  poi l a  dimensione dello spazio é maggiore di  3, si hanno 
anche soluzioni singolari, per esempio si pu6 avere uria rete iperciclica. 

$ 1 .  Formule relative alle congruenze cicliche. 

1. Consideriamo un determinante ortogonnle di ordine n + 2 

i cui elementi sono funzioni di duc parametri u e v soddisfacenti a l  sistema 
di equazioni 

, 2 , . .  n, n+1, n t 2 ;  

k .= 1, 2, ... n). 
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Per 1'integrabilitA di questo sistema le quantitli, p, q, a,, b, debbono 
verificare le relazioni 

Per altro le quniititlt a,, b,, p, q possono essere qualunque, purche siano 
soddisfatte le (3), giacchè 6 noto coine da queste sin deducibile il determi- 
ilante (l), integrando le (2) a corivenienti condizioni iniziali. 

Se per un punto fisso del10 spazio (che possiamo prendere nell'origine 
delle coordinate) coiiduciaino le rette t ,  e t,, aventi per coseni direttori ri- 
spettivameirte gli elemeriti delle ultime due righe del determiiiante (l), otte- 
niaino, al variare di u e v, delle coppie di rette ortogoiiali, il cui insieme si 
pub considerare come caso limite di un sistema coniugato ed ortogonale 
(rete O) e che per cornodith di linguaggio chiameremo brevemente rete 8 

2. Vogliamo formare una congruenza armonica alla detta rete 
Prendiamo un punto P, sulla retta t, ; le sue coordinate hanno la forma 

similmeiite prendiamo un puiito P, sulln retta t,, le cui coordinate hanno la  
forma 

(5) $ttT = ?k 
1 ' 

Dobbiamo disporre di h ed 1 in inodo che, quando varia soltanto v, il 
pu~ito P,  descrive una curva tangente alla retta P,P,,  e, quando varia sol- 
ti1.iit0 U ,  il puiito 
allora facilmente 

Determiiiate 
alla rete 8. 

P, descrive una curva tangente alla retta P,P,; si trova 
per h ed 1 il sistema 

ah - a z = ql, -=ph.  
au au 

in qiiesto modo h ed 1, la congruenza P,P, risulta nrmonica 

Possiamo formare l'eqilrtzioile di LAPLACE a cui soddisfano i parametri 
direttori del raggio : 

(7) x, = hrl, 25,. 

Bnnali di  Yotematica, Serie IV, Tomo II. 4 
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Z 

Si ha: 

al 
+ - 2 a,x,,. + EZ " x,,. +usbsy, au s=l o=l (E 1 

e facendo uso delle (3) e (6) abbiaino pih sempliceinente : 

Se ora neli' espressione 

n 

sostituiamo al posto di 2a,xs, il valore dato dalla prima delle (8), e riel- 
s=l 

1' espressione analoga 

sostituiamo per Lhsx8,. il valore dato dalla seconda delle (8), la. precedente 
0x1 

prende la forma 

(9) 
a2x, - a log z ax,. a log h ax, a log h a log z) -+- auav a~ au a~ a~ + ( p q  - au 8, x,.. 

Frattanto la relazioiie 
%+a 
B XC=Z2+h2  

r=l 

(immediatamerite deducibile dalle (7)) interpretata sull' equazione di LAPLACE (9) 
conferrna che la coiigrueiiza descritta dalla retta P,P, é ciclica. 

Uiia congrueiiza, ciolica. cosi ottenuta è generale,. ilel seiiso che ad una 
corigruenza di questo tipo é sempre riducibile ogni altra coiigrueiiza ciclicw 
per trasforninzione pnrallela iii ciii le sviluppabili si corrispondano. 
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5 2. Le reti normali alla congruenza ciclics. 

3. Richiamiamo a,nzitutto qualche definizione. 
È noto che nello spazio a tre  dimensioni si risolve il problema di for- 

inare le congruenze con assegnata iminagine sferica delle sviluppabili, e che 
la detta imniagine sferica si pub dare a d  arbitrio. 

Ma se l a  dimensione del10 spazio é maggiore di tre (n + 2 > 3) si pub 
ugualmente porre il problema analogo di formare una congruenza quando si 
assegnino i parametri direttori del raggio: 

( 10) xi , X2,"' xw , xn+, , xn+z 
corne fuiizioiii di due parametri u e v, con la  condizione ohe per u =CO&. 
t: II = cost si otteiigii,iio le diie serie di sviluppabili; se non che ora, per la 
possibilith del problema,, le fuiizioni (10) non possoiio darsi ad  tirbitrio, ma 
debboiio soddisfare ad  una stessa equaaione di LAPLACE 

(il che sempre si verifica in uno spazio S3). 
Se ora consideriamo un punto P le cui coordinate 

sono fiiiizioni degli stessi parametri u e v7 e facciamo l'ipotesi che al  variare 
di questi parametri il pnnto P descrive una rete, diremo questa rete nov- 
male alla. congruenza quando fra l e  coordinate di P ed  i parametri direttori 
del raggio (soddisfacenti le  (11)) sussistorio le  condizioni di ortogonalith 

Si tenga preserite che se  da1 punto P si coriduce la retta averite i para-  
rnetri direttori (10) non si ha, in generale, una coiigruenza riferita alle svi- 
luppabili; quindi la  rete é normale alla congruenza ne1 senso che il raggio 
della coiigrueriza e la  tangente all' una. O all'altra curva della rete sono orto- 
goiiali, ina il raggio della congruenza non passa iii generale per P. 

4. Premesse queste geiieralith, passiamo a formare le reti norinali alla 
coiigrueiiza ciclica, cos t ru i t~  al  precedente paragrafo. 
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Teiieiido preseiite che il determiiiarite (1) è diverso da  zero, esistoiio le 
funzioni Ai,  B,, lk soddisfacenti al  sisteinn-: 

ma dovendo essere soddisfatta l'equttzione 

(v. le (12)), segue, per l'ortogonalita del determiliante (1) che A, e L3, soi10 
proporzio~iali ad  h ed 1, e percio 

A ,  = oh, B, = ml. 

axr Similmente procederemo per -, introduceiitlo delle funziorii A,, B , ,  p,. a v 
Possiamo ritenere allora le equazioiii 

e si tratta di disporre delle fuiizioni o, 8, A,, pk in guisn da aversi 

ed in guisa ancorn che il punto descrivn una rete. 
Te'nendo presenti le  equnziorii fondamentali (2) e seguenti, si trova con 

facile calcolo : 

aw az z-+w-+ohq+i: av av ~ ,o ,  
k = l  

n " ahk 
- WI 2 bkxR,. + 2 - xkr, 

k 1 ,=, av 
I 

a ax, a~ ah aa 
au - ( - ) = ( I ~ - + B ~ + P z ~ +  av . au k=l 2 

n " +k 
- Bh 2 n k d k ,  $- 2 --Xk,. ,  

Ir 1 k lau 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B. CALAPSO : Sulle c o n g ~ u e i ~ z e  cicliche 29 

e poiché la (14) deve essere verificatit per tutti i valori di 2. si dovrk avere 
separatamen te 

dopo di che le (15) si scriveranno 

Resta ancora ad espriinere che le funzioni x,. soddisfano ad una stessa 
equazione di LAPLACE della forma 

Sostituendo in questa l e  espressioni (17) e (13) e tenendo presente che 
questa deve verificarsi per tutti i vnlori di v, si trovano le equazioni : 

Riunendo ora tutte le equazioni trovitte, avremo le cotidizioiii riecessarie 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



au - Qha, + Ah, + Bp, 

9I 

Z a k y k = - n  -+ Ep 
k = l  (a, ) 

E questo un sistemn di 212 + 4 equazioni nelle altrettmte incognite o, Q, 

B, pk- 

§ 3. Trasformazione del sistema fondamentale. 

5. Dalle prime due equnziorii (18) si rileva che w ed Q sono le derivate 
di una stessa funzioiie Q,; cioé 

e le prime due equazioni (18) si riducono itlli~ sola 

a2a, aa, aa, - = A - + B - .  
auav au a~ 

Si vede inoltre sema difficoltà che la derivata di a,. h rispetto a v è 

uguale alla derivata di b,. 1 rispetto ad u ;  quindi é lecito iriirodurre le fuii- 
zioni O k  (che dipeiidoiio soltanto dalla coiigriieiiza data) mediailte le formule 
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poscia per  le (18) stesse soiio coesisteiiti le equazioni 

nelle iiicognite W k ;  in qiiesto modo il secondo gruppo delle (18) si riduce alle 
sole n equazioiii 

Possiamo dunque sostituire alle (18) i l  sistema seguente : 

in cui le quantith M s d  N dipendono soltanto dalla congruenza data. 
Quedto sistema coiitiene n + 3 equazioni ed  altrettante incognite: 

Importa anche osservare la forma che prendoiio le (13) nelle attuali nota- 
zioiii. Si h a  : 

6. III qiiaiito all'iiitegrazione del sistema (22)' f:wciiimo l'ipotesi che le 
quantitk 

(24) NtrA - Mbk 
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non siano tutte nulle; in ta1 caso derivairdo la  penultima rispetto ad 7 1  e 
l7 ultiina rispetto a v ed eliminando le derivate seconde di Yk e @, si ottierie: 

Preiidiamo il punto iniziale u = O, u = O e siaiio UR e Vk i valori 

a w k  am, delle - per v = O e delle - per u = O, i valori C'l delle funzioni Uh 
au av 

(per u = O) siano tali ahe i' espressioae 

sia diversa da  zero, e similmeiite per  i valori V l .  
Supporiiaino di avere  calcolato (per u = O, v = O) i valori delle derivate 

di Th fino all' ordine s - 1 e quelle di A e B fino all' ordine s 2 ; si avranno 
allora le derivate 

dalle .relazioci 

e le altre derivate di ordine s si ottengotio da1 secorido gruppo delle (22); 
dopo di che l e  equazioni -the si ottengono dalle (25) per derivazione faiitio 
conoscere le  _derivate di A e B fi110 al17 ordirie s - 1. 

Per quiiiito riguarda l e  derivate di @, osserviamo che 

si oi.tengorio dalle due ultiine delle (22) ; le altre derivate si calcolano iiidiffe- 
i~etiteirictile da  questa O dalla prima, perché, per il modo con cui soiio 
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espresse A e R medinnte le (25) le dur, ultime (22) sono coesistenti e d  
aminettono l a  prima corne conseguenza differenziale. 

L'integrale dipende frattaiito da 271. funzioni arbitrarie. 

5 4. Esame di casi particolari. 

7. Se nelle (22) preiidiamo iiiille nlcune Y?,, per esempio 

si ottiene un sistema della stessa forma, e si potranno applicrtre le conside- 
razioni precedenti, purché fra le  quantità 

ve ne  sia una almeno diversa da  zero. 
Supponiamo 

Na, - Mb, * O 

e cerchiamo una soluzione delle (22) per l a  quale si nbbia 

m,=o, Y,=O ,.... v,=o. 
Siamo nllora ridotti ad integrare il sistema 

Elimiiiando iLî, fra  le due ultime si pervieiie all'equa7' ,1011e 

M N a2@ -- a j ~ ~ a e  - --- a (MI- 
( a , - 6 ; ) m - a v 6 ,  au a~ a, a u -  

Presa una soluzione 6, di questa, le  due ultime (26) dknno V, per  qua- 
drature, dopo di che le due prime fanno conoscere A e B. 

Annali di Jfatematico. Serie IV, Tomo I I .  6 
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a~ a@ 
Se è assegnato il valore di -2 per v = O, se ne deduoe quello di - ; 

au au 
am a0 

similmente da1 valore di -2 per u = O  se ne deduce quello di - ed il 
av a v 

problema si riduce a quello di trovnre una soluzione Q> dell'equazione (27) 
che per v = O  si riduce ad un'assegunta fuiizione U della sola u e per u=O 
si riduce ad una funzione V della sola v, pure assegnatn, con la condizione 

8. Interessa altresi osservare che il caso particolare ora osservato non 
d& uria soluzione degenere, ma una soluzione propria del problema, ne1 senso 
che se le funzioni Xr sono linearmeute indipendenti, tali saranno anche le 
funzioni w,. 

Infatti le (23) in questo caso diventano 

e se si avesse unn relazione Zc,x,= cost., in cui le c, siano costanti, segui- 
rebbe 

N M 
donde sottraendo e sopprimendo il fattore non nul10 -- -, si trova 

hi ai 

Da qaesta derivando ancora e tenendo preseiiti le (2), otteniamo 

x c r x T = o ,  k . r l r  = O ,  
e per le (7) 

ZCrXr = O, 
contro 1' ipotesi. 
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9. In  generale vogliamo integrare il sistema (22) con funzioni 

tutte .diverse d a  zero, ma le riinanenti W k  nulle, ed in condizioni generali. 
Dimostriamo che non pub esistere una relazione lineare 

(28) X C , . ~ , .  = CO&. 
a, coefficienti costanti. 

Anzitutto osserviamo che l e  costanti additive nelle 0 ,  che si introducono 
dalle (20) e le funzioni W k  e cP che si deducono dalle (22) nonR:dipendono d a  
un moviniento qualsiasi della rete (xr),  O ci6 che e 10 stesso non dipeiidono 
da un movimento della, rete O ;  possiamo quindi assumere l a  (28) nella forma 
seinplice 

(29) Xi = cost. 

e vedere se qucst'ultiina pu0 avere luogo quarido le .costanti additive nelle 0 ,  
restano arbitrarie e le  funzioni iiitegrali siano costruite in modo geiierale. 

Supponiamo, il che non lede l a  generalitA, clie per u = O e v = O le 
quantità a,, b,, a,b, - a,h, siano diverse d a  zero. 

Dalla (29) si h a  

e quindi per la prima delle (23) possiamo scrivere 

in cui 

eppero 

Se  il valore di a,, tratto d a  questa, si sostituisce in (30) si ottiene: 
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Ma le quantith a,, a ,,.... as sono arbitrarie, per v = O, e percib si dovrh 
avere 

b l x k i  - bk$,, = O per v =: O ; 

quindi, derivando rispetto ad u ,  abbiamo ancora 

Similmente si dovrh avere 

adf lk l  + a k x i i  = O, 
da cui 

~ ( b i ~ k i  - bkxi i )  + - a k b i ) ~ i  = O 
per u = 0. 

Segue che, per i valori iniziali u = 0, 2: = 0 ,  sarà : 

X : ~ = O ,  xi,=0 ,.... $:=O, [:=O, $ = O  

e per la (31) segue 

da cui essendo arbitrari i valori Bk, si trae 

Ma allora per u = O, v == O il determiiiarite (1) sarebbe nullo, il che è 

assurdo. 
a q k  JVk Si osservi che i valori arbitrari di -- per v = O di -- per u = O si 
au a u  

dànno indipendentemente dalle costanti additive fielle Ok. 

5 5. Proprieth delle reti normali 
ad una congrnenza ciclica. 

10. Dopo i teoremi sopra stabiliti, prevenianio facilmente alle proprietB 
delle reti normali ad una congruenza ciclica. 

Dalle (23) abbiamo 
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e quindi, quadrnndo e sommando, otteniamo : 

Orn si verifica che l'espresuione 

é un differenziale esatto, ci04 che le espressioni 

sono le derivate di una stessa funzione, che chiainiamo X ;  percib In (32) 
prende la forma 

troviamo la relazione definitiva 

11. Immaginia~no di avere integrato il sistemn (22), nelle condizioni 
espresse al n.: 8 del pnragrnfo precedente, e diinostriamo che non pu6 sussi- 
stere una relazione lineare 

(35)  e,wi 4- c2w2 + .... -i- c,v8 + cn+,Q> i- cn+,x = cost. 

Infatti derivando rispetto ad u ed elimiiiando le derivate di Q e di X, 
si perviene con facile calcolo alla relazione 
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Fissiamo i valori iniziali per v = O di 

in guisa che il loro determinante Wronskiano sia diverso da zero, e simil- 
mente fissiamo i valori iniziali per u = O di 

am am 
restano ancora arbitrari il valore di 2 per a=  O e il valore di -2 per u = O, a u  au 

e ad una scelta di queste funzioni sussiste sempre per ipotesi una relazione 
arialoga a ( 3 5 ) ;  al variare della scelta potranno anche variare le costanti e 
alla peggio queste costitnti saranno arbitrarie @on Y, .  

am 
Intctnto la (36) per v = O  dk la funzioiie arbitraria --' espressa mediailte 

au 
funzioni determinate ed un nuinero ffriito di costanti arbitrarie, il che é 

assurdo ; dunque si devra avere : 

(37) ~ ( c ,  - 2 ~ , - ~ 0 ~  + bi[cn+, + c,+,(h2 + l e  + %)l = 0 

per v = 0. 
Allora derivando rispetto ad u si ottiene (per v  =O): 

aN 
(38) -(ci - 2c,+,0,) - 2cfl+,h(Na, - Mb,) -t- qn,[c,+, +cn+,(h2 i- 1"m88k)l= 0, 

au 

sinlilmente (per u = 0) : 

Per u = O, v  = O saranno verificate tutte queste relazioni (37), (38), (39); 
la (37) e la prima delle (39) d&nno 

per u = O, u = O. Ma allora per la (38) si ha subito 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



R. CALAPSO : Scille congvuenze cicliche 39 

Dall'analisi fatta risulta dunque che unn relazioiie della forma (35), per 
le funzioni integrali costituite ne1 modo suddetto, esige che si abbia 

cioè ln (35) è necessariamente della forma 

Ma questa è assurds; infatti avendo essa luogo per tutti i valori di u e v ,  
sussister& anche per v =  O, e cib non pub essere, perché abbiamo preso le 
condizioni iriiziali per v = O di 

in guisa che il Wronskiaiio sia diverso da zero. 
Infine con procedimento poco diverso da quel10 usato al n." 8 del para- 

grafo precederite si prova che la funzione Y, non é funzione lineare delle 
coordinate xi, x ,,.... sx;,+,. 

12. Siamo ora in grado di classificare le reti normali ad una congruenza 
ciclica. 

Consideriamo dapprima il caso generale in cui Y?,, W2, m, siano tutte 
diverse da zero; allora la rete (rx;,) dello spazio S,+, si deforma in una rete 
dello stesso spazio ed é quindi nC. Percib : Nello spazio u n a  re te  nor-  
male ad u n a  congmenzn  C è in generale nC. 

13. Consideriamo ora il caso in cui Y,,  Y!,,.... Y!, siano diverse da zero, 
nia le altre Wk nulle; allora la rete (x,) di Sn+, si deforma in una rete Y!, 
dello spazio S,+,, ed è quindi.sC. 

Ricordando il modo con cui si ottengono le funzioni integrali, conclu- 
diamo : 

In uno spazio Sn,, f ra  le r e t i  no) -mal i  ed ztna congmenza  C v i  sono 
infinite r e t i  SC (s < ri), dipendenti  da  2s funzioni  arbi t~.arie .  

14. In particolare per s = 1 si ha : 
In uno spazio Sn+, f i a  le ~ e t i  normali ad unu congruenza ciclica xi  

sono infinite 7-eti cicliche dipendenti  da  due  funzioni a~abitrcwie. 
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15. Nello spazio ordinario S, queste proposizioni si confondono iiella sola 
gik nota :  

Ndlo spnzio S ,  una rete nornzale ad unct congruenza ciclica é pulse 
cicZica. 

5 6. Soluzioni singolari. 

16. Nello spazio ordinario 8, non esiste altra coiifigurazione oltre a questa 
ora osservata; ma se l a  dimensione del10 spazio e maggiore di 3, si possono 
avere soluzioni singolari del problema, per esempio si pub avere  una rete 
ipemiclicu. Suppoiiendo n + 2 t 4 proponiamoci di ottenere iina rete iper- 
ciclica. 

Basta integrnre il sistema (22), ponendo 

).Irt=O, w ,=0  ,.... @ = O .  
Si h a  cosi 

Se  fra le  due ultime eliminianîo W,, si ottiene per  Y2 una equazione alle 
derivate parziali seconde del tipo di LAPLACE; note Yi e W, si deducono 
dalle (40) l e  fuiizioni incognite A e B. 

Per  una soluziorie siffatta si avrk 

e l a  rete è percid ipwciclicn. 
Mtt ttffinchè non si sospetti che il risultato orn ottenuto sia illusorio, 

bisognerà accertarsi che non esiste una relazione lineare 

a coefficieriti costanti. 
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Ed infatti supponiamo soddisfatta la (42) e per consegueriza 

Sostituerido in questa i valori (23) delle derivate di x,., si ottiene: 

per tutti i valori di u e V .  

Se ne deduce 

x c , . x , , .  = c, Z C , . ~ , ,  = O, 

e per conseguenza risulta unn relnzione lineare fra i parametri direttori del 
raggio della congrueiizn, contro l'ipotesi. 

L e  funeioiii Y, e Y, che si trnggono dalle (41) daiiiio duiique unJ effettiva 
soluzione del problema. 

dnnali d i  Matemataoa, Serie IV, Toiiiu II .  
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Ueber die Losung der zweiteii Rmdwertaufgabe 

der Elastizit~tstheorie 

Von ARTHUR KORN (a Chnrlottenburg) 

DNS Problem, den Gleichgewichtszustand eines elastischeii Korpers bei 
gegebenen Drwkeii an des Oberflache zu finden (zweite Randwertaufgabe 
dei. Elastizitatstheoiie) kann bekaiintlich auf die folgende Aufgnbe zurück- 
geführt werderi: Man sucht drei mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und 
stetige Funktionen u, v, w eines Raumgebietes T, welche in T deil 3 Differen- 
tialgleichungen : 

an der Qberflache w von z den Grenzbedingungen: 

a u - 1 - k  - - - 1 
2 

0 cos (VX) - - 1 w cos (vy) - v cos (vz) \ + fi, ... av 2 

geriiigen, wenn v die innere Normale von w vorstellt, f i ,  f,, f3 sind dabei 
drei Fuiiktionen der Stelle an der Oberflache o, welche dei1 Bedingungen 
genügen : 

(') Wir benüt~en stete die Abkürzungen: 
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und die an w dersrt stetig sind, dass für irgend zwei Puiikte ( x , ,  y , ,  z,) 
und (ix;, , y , ,  a,) der Oberflache: 

l fi@,? Y,, 2,) - fi(%, , y , ,  a,) 1 7 or, ... 
wo b eiiie endliche Koiistante, g.,, deii Abstand der beideri Purikte, 63 eine 
Zahl > O vorstellt. 

1 
k ist eine der Elastizitat des Korpers entsprechende Konstante > - 

3 ' 
Der Einfachhei t hslber nehmen wir an, dass z einfach ziisa~nmeiihangeiid 

k t  (sonst siiid gewisse Koinplikationeii zu beachten), und bezügliçh der Ober- 
flüche w riehnien wir an, dass sie grtiiz im Enàlichen liegt und dass cos(vx), 
cos (vy), cos (vz) mit ihren eisten Ableituiigen an der Oberflache eiiideutig 
und stetig siiid. 

Ich habe dieses Problem zuin crsteri Male garia allgeineiii irn Jahre 1908 ( ' )  

gelost, ii!deiii ich die Aufgabe ~ u i ~ a c l ~ s t  für k = 1 loste und mit Hilfe dieser 
Losung danii, unter Anweniiung der Methode der sukzessiven Naherungeri 

1 
zur allgeineinen Losung für ein beliebiges k > - gelangte. 

3 
Auch die Losung des preliminaren Problems D 

au - - 1 
a v  

- (W cos (v y) - o cos (vz)) t f, , ... an  w, 
2 

fand ich mit Hilfe dsr Methode der sukxessiven Naherungen. Icli legte mir 
riuii die Frsge vor, oh die Methode, welche zur Losung des preliininaren 
Problems führte, nicht sogleich zur Losung des Problems (1) (2) für irgend 
eiii anderes k vemaiidt werden kaiiii. Ich werde hier zeigen, dass dies in 
der Tat moglich ist; wir komnien hierdurch zu einer neiieii allgenieiiieii 
Losung der zweiten Randwertaufgabe und su  iieuen Reiherieritwickeluiigeii 
der Losungen. 

Wir bilden sukzessive die folgenden Potentialfunktioiien uj', vi, wj' . 

( j  =O, 1, 2, ...) des Gebietes z mit den Mittelwerteii nul1 in z und den nor- 

(0 8oZutio1~ géilérrcle d u  problème d'équi1ibl.e k w s  I,L théorie de l'élasticité, d&ts le cne 
O& les eflorts saut don?& ci la surfaee. Aiin. de Toiiloiise 1908. 

Sur ee~trcitbes qzcestioibrr qua' se rattachent au  problème des e fo r t s  d ~ ~ s  ln tlcéorie (le 
1' éhisticité. Ami. d e  Toiiloii.se 1910 
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Dabei solleri die Uf: Vj', W i  durch die folgenden Gleichuiigen defiiiiert 
sein : 

maleii Ablei tungen an. w : 

(7)  
s- 
a~ - fi 7 -.- 

weiiri. cpjl  die Potentinlfuiiktion des Gebietes r mit der Eigeiischaft: 

au .I k -t- 2  au;-, 2- - dz 
a v  

T 

1 - k  +- 1 + k  
k 

O;-, cos(vx;) - - { w : ~ - ~  COS (vy) - v:~-,  cos(vz) 1 
h  

a a q - ,  i +-- k a~ + - { üZil;,-, cos (vy) - U'j-, cos (vz) i , ... k  

= u,; cos (VX) + COS (vy) t w i  COS (vz) r II>, j = 0, 1, 2, ... 
an w ist ('). 

Wenn wir beweiseti konnen, dass die Reihen 

.j=1727--- 

Potentialfunktionen des Gebietes T sind, gleichtmassig konvergent im Ge- 
biete T mit ihren ersten Ableitungen, daim werden sie Losungen des Pro- 
blems : 

au' - k  +2  a i  -- a~ 
r 

1 - k  +- l + k  
k 

O' cos (vx;) - - { w'cos(vy) -v 'cos( rz )~  

2au '  1 + - - + - { 'Ull' cos (vy) - 0' cos (vz) f + f, , ... an w 
R a v  k  

(i) Eindantig beatimint bis auf eine willkürliche, additive Koiist:rnte, die fiir (9) nicht 
in betrnclit koniiut. 

Man brnchtt) die Modifiksti~ii gegen (las frühere preliiiiiiiiire Problrni (k  =l), die 
tliircli die Vernllgarneinarung notwendig geworden ist. 
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sein, oder, was dasselbe ist, Losungen des Problems: 

Il-k 1 
t-- 0' cos ( V X )  - - { w' cos (V y )  - v' cos ( vz )  ) 2 1 + k  2 

1 au 1 wif cos ( v z )  - u?' COS (VZ )  1 + k +--+- 
i + k  a~ 2(1+ k )  2( I + k )  f i  

an w (!). 

Setzen wir dann : 

sodass : 

(14) 

dann folgt: 

a u  i - k  - 1 
(16) ay - 2 

0 cos (vx) - - (w cos ( vy )  - v cos (vz ) )  + f 4 ,  ... an o. 
2 

. Die durch (13) gegebenen Funktionen stellen also Losungen des gestellten 
Problemes dar. 

Für k =  1 gehen die Untersuchungen in die früheren das preliminare 
Problein betreffenden Untersuchungen über ("). 

Die Konvergenzfragen ftir die. Reihen (11) führen von selbst zu den 
- -  - 

verallgemeinerten preliminaren Triplets B Ü j ,  ii), a, Potentialfunktionen 

(') Durch Hinzufügung der Bedingungen des Versohwindens der Mittelwerte ea', v', tu 

in 2 :  
R 

km11 d m  Problem zii eiiiam uirid«iitigen Gemaclit merden. 
(') Abgeselian von einur geringtrn, vereinfnotiendrn Modifikation. 
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des Gebietes T mit den Eigenschaften: 

1 - k -  l + k  = ,  - +- k 
ëj' cos (VX) - - ( wj  cos (v y) - (4i' COS (VZ) 1 

k 

2aD; i = +--+ -{U,'cos(vy)-@;cos(vz)) ,... an w, 
k av k 1 

m i t  den ziigehorigen Zahlen hj ( j  = 1, 2, ...), und ,zu den allgemeinen Entwi- 
ckelurigen nach diesen Triplets (i). 

II. 

Wir denken die sukzessiven Funktionentriplets ui,  vj', wj' ( j  = O, 1, 2, ...) 
koiistruiert, welche den Gleichurigen (7) (8) entsprechen, und fügeri noch die 
Gleichungen : 

hitizu, wodurch die Bestimmung der Triplets eindeutig wird; wir wollen die 
Konvergenz der Reihen : 

uiitersucheii, wenn A irgend eine Zahl vorstellt. 

(') Diese Gleioliungen (17) knnn man auoh in der folgenden Forni sohreiben: 

1 
(17') 1 +$  l-k = l + k  = - 

I k + Aj(k + 2) Oj' cos (VX) - % k  + Aj(k + 2, 1 Wj' Cos (VI/) - vj' CO8 (YS) 1 
- 

2Xj -+ - 
Aj - (W cos (vy) - W.; cos (vz)),  ... 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



48 A. KORN : Uebev die Losung der zweiten Ru,ndwel'taufgabe de?. Elastizitatstheorie 

Wie in der ,früheren Abhaiidlung, werden wir zunachst drei Hilfssatze 
über die sukzessiven Funktionentriplets uj', q', wj' ableiteii, welche für die 

Korivergeiizbetrslchtungen von grundlegender Bedeutung sirid. 
Hilfssatz 1. Es seien 

ui, vi, wi ( j = O ,  1, 2 ,... p)  

p +- 1 Triplets von Potentialfunktionen des Gebietes T, und sei die Stetigkeit 
ihrer ersten Ableitungen derart, dass : 

f ü r  irgend zwei Punkte (si, y , ,  z,) und (x,, y,, 2,) in z niit der Eiitfer- 
nung ri,; wir setzen 

WO ao ,  a , ,  a,, ... olp p t 1 reel!e, der Bedinguiig : 

genügende Konstanten sind, und wir defitiieren die drei Poteiitialfunktioiien 
2, 3, 2 des Gebietes z durch die Beditigungen: 

dann kann man stets für irgeiid eiii k, das i n  den Grenzeii 

(25) O < ( k ( ? l  

liegt, die Koiistaiiten a,, a , ,  a,, ... a* so wahlen, dstss: 

(26) I ( ~ , l  + €;BIZ, 
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wenn wir 

as1 2 a+* -J@J-C(~) 5 +) p., C) 

(Ü" +p + w " ) ~ T  - 

setzen und s P ,  cgf positive Zahlen sind, die man durch Vergrosserung der 
Zahl p beliebig klein machen kailri, und die von der Wahl der Triplets 
u;, 2);, wj', ( j  = 0, 1, 2, ... p) ganz unabhangig sind. 

Der Beweis ist ganz analog, wie in dem Fd le  k = 1. Wir zerlegen das 

P Gebiet in ? I I  Teile, wobei nt =- oder gleich der nachsteii ganzen Zahl 
4 

unterhalb ' zu wahlen ist, in solcher Weise, dass in jedem Teilgebiete die 
4 

grosste Entfernurig zwischen je zwei Punkten 

ist, wo a eine endliche, i iur  von der Gestalt der Flache w abhangende Kon- 
stante vorstellt, und dass: 

(I)  Wir konnrii, util riiieiiwalieri, tlnss 1 unil T positivaii Grossrii sind, auch sclireiben: 

Aimali di Mntsmatica, Serit: IV, 'l'omo I I .  7 
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für jedes Teilgebiet T,; diese Gleichungen stellen p (oder weniger) lineare, 
horilogene Gleichungen für die p + 1 Konstanten 

' 0 7  7 "' aD 

dar, die noch die Gleichung 

a i + a i +  ai+ ...+O$ = 1 

zu erfüllen haben. 
- - -  

Die durch die Gleichungen (24) definierten Potentialfunktiorien u', v', w' 
des Gebietes T haben stetige erste Ableitungen, deren Stetigkeit den Bedin- 
gungen genügt : 

fur irgend zwei Punkte (xi, y, ,  2,) und (x,, y,, z,) von T im Abstande Y,,; 

dabei sind ci, c, zwei endliche Konstanten, welche iiur von der Gestalt der 
Flache o, von k und o abhangeii. 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (29) ist für jedeii Punkt (5, q, 5 )  
von 2, : 

\ -. 
Li2 

somit nach (28) und (30): 

- 
el(S, q, 5) 7 { c ,  abs. Max. (0') uf, v', w') + c2Bf 1 

und 

(32) 

- 
UIS, q, 5) 7 1 ci abs. Max. (û', u', v', w')  + c, Bf 1 

1 7 { C, [abs. Max. (8') u', i0, w')]' + C2B'" 
\ P'* 

wo Ci und C, zwei endliche Konstariten sind, die iiur von der Gestalt der 
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a q  a y  a s f  Oberflache o, von k und 9 abhangen. Nun sind O', u', w', w', -, -, - 
as ay a~ 

voii der Art (30) in z stetig und genügen der Laplace'schen Gleichung, somit 
ist stets : 

wo p eiiîe genügend klein gewahlte Strecke, c und c' zwei endliche Koii- 
stanten sind, die nur von der Gestalt der 
abhangen ('), und es folgt so unmittelbar aus 
inun bedenkt, dass man auch bei genügend 

Oberflache o, von W iiiid k 
(32) die Behauptung (26), weiiii 
klein gewiihlten p durch Ver- 

grosserung von p 
1 1  

iiiiter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabdrücken kann, denn die obere 
Grenze von F ist in keinor Weise von den Funktionen u', v', w' abhangig. 

Hzlfssatz 2. Es seien ut, v', w' drei Potentialfitnktionen des Gebietes z, 

und sei die Stetigkeit ihrer ersten Ableitungen derart, dass: 

für irgend zwei Punkte (x,, y, ,  z,) und (x,, y,, z,) des Gebietes z in1 
Abstande r i , ;  wir definieren die drei Potentialfunktionen 2, v', W' des 

( I )  Mnn vgl. A. KORN, Allqenteins Losung des bihnvmonischen Pvoblems. (Krrtkrtiier 
Aiiwiger, 1907, S. 847). 
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-- 

Gebietes z durch die Bedingungen ( 1  k 1 < 1) 

l t k  
l+kofcos(Vz)-  - -t - a k 1 w' cos (vy) - v' cos (vz) 1 

2aU' 1 + - - t - { 'UZil' cos (vy) - U)' cos (vz) 1,  ... an o, 
k av k 

danri ist stets für irgend zwei Punkte (a,, y,, z,) und (x,, y,, z,) des 
Gebietes s im Abstande Y,,: 

wo c eine endliche Konstmte ist, die nur von der Gestalt der Flache w, 

von k und 61 itbhangt, und e eine positive Zahl, die tnan beliebig klein 
wahlen kann. 

Wir bernerken zum Beweise, dass wir (34) auch so schreiben konnen: 

wenn wir durch den Index (-), andeuten, dass die Werte an der ausseren 
Seite der Flache w zu  nehmen sind und mit U, V? W die drei Potential- 
funktionen des Gebietes z mit den riormalen Ableitungeii 

a u  1 - k  - A -- 
k 

1 0' cos (VX) - w' COS (vy) + v' COS (vz) \ 
(37) 

av 

1 + - 1 Ul cos (vy) - W' cos (vz) 1 ,  ... an o 
k 

bezeichnon. 
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Mit Rücksicht auf die Methode des arithmetischen Mittels (') iind die 

= abs. Max. (B', u', v', W') 
<Y + ai BI, 

E i  

- abs. Max. (Or, n', V', w') + (_Ig7 ... , - 
< Y  

E i  

wo D, irgend eine zweite Ableitung in z, y eine' endliche, nur von der 
Gestalt der Flilche o abhangende, E ,  eine positive Zahl vorstellt, die man 
beliebig kle in wahlen kami ('), wird: 

wobei X, H, Z so beschaffen sind, dass ihre esten Ableituiigen an w von der 
Art stetig siiid, dms für irgend zwei Punkte (x , ,  y,,  z i )  und ( x , ,  y,, a,) 
von w iin Abstande y,,: 

(39) 1 abs. Max. (Of, u', Vr, W.) ' 

+ E ~ B '  ... , 
€ 2  1 " 

wenn l? eine endliche, nur von der Gestalt der Flache w abhangende Kon- 
stante, E, aine positive Sahl ist, die man beliebig klein wahlen kann. 

Wir konnen die Gleichurigen (38) mit Rücksicht auf (37) und die Methode 

( l )  Man vgl. die genau analoge Betraohtung' in meiner Abliandlung: Stw les équntioiw 
de Z76lnsticité (Anii. Eo. Norm. (3) 24, 1907) 

(") Mit Küok~i oht niif H ~ L D E R ,  Beitrage zzw Potentinlthsorae, Dis#. Stuttgart 1882 
and (33). 
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-- - - 

des arithmetischen Mittels auch so schreiben: 

1 d w  
- 2nk -S<W COS (VY) - ID' cos (va)) - r 

WO 

die 

(41) 

wo 

X, H, Z zwar nicht dieselben Funktionen, wie in (38), sirid, aber wiedemn 
Eigenschaft (39) habeii. Nach (40) und (36) fol@ an der Oberflache w :  

- T p l f  cos (v,) - w cos (vx)) - 1 'Y- 

3 2  

3- cos (VZ)-- aaav S W ~  y, ... , a n  o, 
" 

l 

r, f, 5' Pu~ll~tionen der Stelle auf w sind, dereii Stetigkeit die Bediii- 

wenn I' eine endliche n u r  von dei* Gestalt der Plache w abhiingende Kon- 
stante, E~ eine positive Zahl ist, die man beliebig kiein wahlen kann .  
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Mit Rücksicht darauf, dnss (i): 

I a2 +- cos (vz)  - SB,$[ = F I +  - U r  -7- ,..-, 
a ~ a v  i+a as S 

wo c i ,  q i ,  6 , ;  & ,  q 2 ,  c2 von derselben Art auf o stetig sind (42), wie y, y', t;', 
folgt : 

a - -J(w cos ( V I )  - Pmr cos (w)) - , ... , 
?" dw) 

wo wieder 5,  7 ,  5 auf o von derselben Art stetig sind (42), wie c, y', c, oder: 

Bedenkt man schliesslich, dnss nach der Defiiiition der Fuiiktionen U', V', W': 

U = - -cos (vy)  - - %' cos ( v i )  -, 
47~ a~ ' sr- a. )" 

wenn rp' die Potentialfunktion des Gebietes z mit der Eigenschaft: 

(') Aiin. Ec. Nurm. (3) 24, S. 31, 1907 iind Comptes ratadus 143, S. 673, 1906. 
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vorstellt, somit : 

so folgt aus (45): 
- 

(46) u' = 5, ..., 

wo 5, 7, 5 Fuiiktionen der Stelle auf w sind, deren Stetigkeit die Bediii- 
gungen erfüllt : 

weriii I' eine eiidliche, nur von der Gestalt der Flache w abhaigeiide Koii- 
stante, E' eine positive Zahl ist, die man beliebig klein machen karin. 

Nach den bereits bei detn Beweise des Hilfssatzes 1 gebrauchten S~hliissen 
ist: 

- C  - 
abs. Max. (Q', u', v', w ' ) T 3  V I  -t- c'pW, 

P 

wo p eine genügend klein gewhhlte Strecke, C und c' zwei endliche Kon- 
stanten sind, die nur von der Gestalt der Flache o, von k und von O 

nbhangeri, sodass, wenri 6 i r  

setzen, (47) nuch so schreibeii konneri : 

(49) 
C 

I Y*, z,) - b,, Y1, z,)l? ( V + . B f  .- ,,,**-, 1 "  
wo c wiederurri eine etidliche, riur von der Gestalt der Flache o, von W 
und k abhangericle Konstaiite vorstellt, E eine positive Zahl, die man beliebiq 
kle in wahlen kann. 

Damit ist zunachst der eine Teil der Behztuptungen (35) erwiesen; um 
die Rehanptiiiig nuch für 6' zu bcweiseii, schreiben wir die drei ersteii 
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Gleichungeii (34), welche 2, 2, w' definieren, in der Form: 

- 2(wf cos (vy) - 0' cos (vz)) 
t 

(50) 
1 ae 

= a(ef COS (VE) - W'COS (VY) -+ V. COS (vz)) - - / - ~ e , $ l  ,..., an 
2 ~  axav a 

5 

hieraus folgt in derseLben Weise, wie (40) aus (37): 

- k + 2 ,  2  
u' + >* - - ut= - - - d w 

k 
l l +  kJI ~ ' o o s  (vm) - wr cos (v y) + v* cos (vz)/ - 2n k 'Y' 

1 d w 
- - S<W cos (vy) - D, cos (va) - 2nk 1' 

wo 3, H, Z zwar nicht dieselben Funktionen sind, wie in (38), aber wiederum 
die Eigenschaft (39) haben. Nunmehr folgt aus (51) und (50): 

t 

oder : 

wo Zr  eiiie Fuiiktion der Stelle von w ist, deren Stetigkeit 
erfüllt : 

die Bedingung 

abs. Max. (O1, ut, vf, w') + E,Bf)ïa, I Zr($*, Yn, a.) - Z'(xi, Y ~ ,  a,)l7 (r 
E4 

wenn I' eine endliche, nur von der Gastalt der Flache w, von O und k 
abhangende Konstante, E, eine positive Zahl ist, die maii Oeliebig klein 

Annali di Maismatica, Serie IV, Tomo II. 8 
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wiihlen kann, oder schliesslich mit Rücksicht auf (43) (44): 

wo wieder Z eine Funktion der Stelle von o ist, deren Stetigkeit dieselbe 
Bedingung erfüllt, wie Z', oder, eiitsprechend der Art, wie (49) aus (47) folgt, 
die Bedingung : 

wo c eine endliche, nur von der Gestalt der Flache o, von k und 9 
abhangende Konstante vorstellt, E eine positive Zaht, die man beliebig kklein 
wahlen kann. 

Damit ist der Hilfssatz 2 vollstandig bewiesen. 
Hilfssatz 3. Die sukzessiven Funktionen 

welche durch die Gleichungen (7) bis (10) definiert sind, erfüllen die Iden- 
titaten : 

In der Tat setzen wir: 
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O 

so wird : 

au, - 1 - k l + k  
k 

O'l-i cos (vx) - - ("'j-, cos (vy) - v;-, cos (vz)) 

somit : 

und ebenso auch: 

Die Gleichsetzung dieser beideii Ausdrücke ergibt, mit Hilfe der aus (57) 
folgeriden Relationen : 
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dass : 

oder : 

Mit Rücksicht auf 

a+ .' Uj,'=>- a,, - Ujv' 
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lasst sich die rechte Seite auch so schreiben: 

und die Gleichurig ltisst sich nunmehr auf die behauptete Form (56) bringen. 
Als Folge von (56) ergibt sich die Ungleichheit: 

Damit kommen wir nun vollig in das Fahrwasser der Untersuchungen 
für das einfachere Problem (k = 1); es folgt jetzt in genau analoger Weise 
die Losung für ein beliebiges k, welches der Bedingung: 

genügt; einer besonderen Betrachtung bedürfen nur die Pole der Losung, 
welche fur solche Werte Àj von I sich ergeben konnen, denen Funktionen- - - -  
tripe1 Üi, c', G;, Potentialfunktionen mit den Eigensohaften (17) bzw. (17') 
entsprechen (Verallgemeinerte, preliminare Triplets). 

III. 

Wir setzen: 

diese Punktioner? sind mit ihren ersten Ableitungen in z eindeutig und stetig 
und geiiügen nach (17) deil Differentialgleichungen: . 

- - - 
~ ~ ( 1 -  k) 9- Auj = ) ... 

k + ij(a - k )  al; k 
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und den Grenzbediiigungen : 

auj- Ajtl-k) - q 1  1- k)  oj cos (vx) - . 
k + q 2  t k) 

(wi eos (vy) - 6 cos ( v x ) )  

(64) 
A,(I ,- l )k = (qf' cos (vy) - @/ COB (vz)), ... aii o. 

Aus (63') und (64) folgt: 

- - 

- Ji. 2 +- ... do, i 

1 
und die für k > - stets positive Grosse : 

3 

+...+- 
T 

- k(Àj- 1)(1 - k)  J~ :~~+  = k(&-') 
(65) ' - 2(h +- Ai(:! - -  kj) 2(k + hi(2 - k ) )  

't 5 

- - - 
A ,  - 1 )  a$; ah.' 

+ k i -  lj(2 + k )  S ((s) + (%yt- (5;) Id'' 
Aus dieser Formel geht hervor, dass die singularen Werte ? j ,  soweit sie 

- 

positiv sirid, 5 1 sein inüssen, falls 
\ 
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- 

Dass die singulmren Werte h j ,  soweit sie positiv sind, auch F 1 sein 
müssen, falls 

Wb) l ( k < 0 0 >  

folgt daraus, dass 

-- 

W.? - l)k2 a+.; -.. &, 1 + 4 -  hj(2+ k)!((asj 

und fur 
k = l + p ,  p F O  

der Ausdruck 

stets negativ ist, falls O? i j ?  1. 
Ftir = 1 ergibt sich: 

- - - - - 
G av, - --- auj  a ~ , -  a;. aüj - coiist., - - - - const., -' - - - 

ax ay - const., ay a2  a2 2% 

es existieren also für hj = 1 die singukreri Triplets: 

- - - - - - 
I I , = ~ z ,  v=O, = - b 1  (5 p, Y Konstanten) 
- - - - - - 
26 = - Y$/, 'i?=YX, ?D = o. 
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Dass die Losung des Grundproblemes : 

(69) +- 1 - k  l + k  
k 

0' cos ( v s )  - -- { w' 60s (vy) - v' COS (vz) \ 
k 

2au' 1 
+--tk/ 'Uül 'mos(vy)- U)'cos(va)\ + f  an o 

h k av I 
keinen Pol für 

h = I  

haben kanri, folgt mit Rücksicht auf die Vorausseteuiigeii (3) in derselben 
Weise, wie in dem Spezialfalle k = 1 ('). 

Das Problem (69) knnn also für 

mit Hilfe der Methode der sukzessiveii Anniiherungen gelost werden und hat 
für 

O ? i , < l  

keine Pole. Der Fa11 h = 1 führt aber gur Losuiig des zweiten Raiidwertpro- 
blemes der Elastizitiitstheorie, und damit liaberi wir das Ziel unserer Unter- 
suchu~gei i  erreicht. 

IV. 

Wir wollen für den Fa11 der Kugel die verallgemeinerten, priiliininaren 
Triplets angeben. 

Sei 

(71) F;:(x, Y, z) = 9.: &(pi, v,), j = O, 1, 2, ... 
wo Yj(pi, y, )  eiiie allgemeirie Kugelfuiiktiori j ter Ordiiuiig ihrer Argumente 
ist! bei Verwendung der Transformation in  Polarkoordinaten r ,  , p, , y ,  : 

y = 9 . i y l - p < c o s y , ,  p,=cos0,;  

z =Y,  V I  - pisin y,, 

-- 
(') Ann. de Toulouse 1908, S. 222. 
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- 

wir setzen: 

(73) 

sodass : 

(74) 

(75) 

- - 
wi' cos (vy) - 6.' COS (VZ) = I - ( j X G - R L  

( j  + 1)R am), ,.. 

an einer Kugelfiache mit dem Radius R um den Atifangspunkt. 
Die Funktionen (73) stellen Triplets von der Art (17) bzw. (17') dm, bei 

- - - - 
denen Üj,.' = O an (R), somit auch aj) 3 Vj1 = mi O sind, denii es  ergibt 
sich aus (75) das Bestehen der Gleichungen (17'), wenn 

Ausser den singularen Triplets (73) gibt es nun auch noch solche, bei 
denen die Üj,,' nicht an (R) ideiitisch nul1 sirid. 

Wir setzen: 

dann ist: 

- - aFx 
un' = - ( x  + 1 ) P X  - , ... 
- - - - ax 
Ux' = u%', ... 

und die Gleichiingen (17') bestehen, wenn: 

(80) hm = t Y", 

Annal6 di Matematica. Serie IV. Tomo I I .  
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Schliesslich ist noch der Fa11 

k + & ( k  + 2 ) = O  
zii berücksichtigen ; für 

werden die Gleichungen (17) für jedes 

(82) 

erfüllt. 
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Sulle varietà abeliane reali 

(di ANNIBALE COMESSATTI II  Pftdov~) 

MEMORIA PRIMA 

Com'k beii noto, un erite algebrico V che ammetta entro alla propria 
classe un ~ . n p p ~ e s e n t a n t e  7-eale V@), O, coine diri, brevemente, un erite alge- 
brico d i  tipo reale, è caratterizza.to dalla proprietk di possedere una sim- 
ntetria S (') che Io trasforma. in se stesso. La considerazione di questa simmetria, 
assunta su V corne ente invariante, permette di subol~dinare la geomehia 
sull'ente reale 17'') (ciok il complesso delle proprieth di V'O) invmaianki p w  
trasfo'olwzazioni birazionali reali)  alla geometria sull'erite V, al10 stesso modo 
che l' introduzione dell'assoluto permette di subordinare la metrica d' uno 

spazio lineare (dotato d' un gruppo di movimenti) alla sua geometria proieltiua. , 

In quella subordii~azione restano per cosi dire incluse (in quanto alla lor volta 
subordinate) le subordinazioni ulteriori corrispondenti ad un'ambientazione 
pi& rish-etta (ad es. proiettiva) delle proprieth reali. 

Una ta1 concezione dei Problemi reali ne1 campo algebrico, si rivela tanto 
piili feconda, quanto piu immediata e pih appropriata alla considerazione delle 
simmetrie, è la rappresentazione (O modello) dell'ente astratto V, di cui è 
dato disporre. Valgano in proposito i due esempf delle curve algebriche, e 
delle supe?$cie 1-azionali, nei quali il ricorso ad opportune imagini (rieman- 
niane simulzetriche, e ~ a p p ~ ~ e s e n t n a i o n e  piana) ha additato le vie maestre 
per la trattazione dei problemi reali. 

In quest'ordine d'idee il caso delle vavietd. abeliane si presenta quanto 
mai allettante, sia per la  visione immediata dell'ente in s t  ch'& offerta dalla 
rappresentazione parametrica, sia per la semplice ed espressiva rappresenta- 
zione trasceridente delle trasforniazioni (biraziontdi ed antibirazionali) e delle 
varieth algebriche subordinate, sia infine per il grado di perfezione a cui, 
segnatamente per opera della scuola italiana, son pervenuti i metodi di ricerca. 

(1) a SImwdvicc s  ta, qui e ne1 seguito, al modo di Kr.EiN, per u tvasfownnzione nntibi- 
~wzionnle involictovio *. Riiirio al testo per le citnzioni dei lavor i richinmati nelllintrodiixione. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



68 A. COMESSATTI: Sulle varietà abeliane recdi 

Aggiungasi la vastith del campo di applicazioni che pub investire tutta, la, 
sfera d'influenza delle funzioni abeliane, vale a dire tutta la categoria degli 
enti cclgebrici ir7.egolar.i. 

Le prime ricerche sulle varieta abeliane con trasformazioni antibirazioiiali 
in sè, e sulle corrispondenti matvici di Riemann son dovute al CHERUBINO. 
Ma i procedimenti di ques t7h tore  risentono troppo, iiell'applicazioiie alle 
simmetrie, della loro iinpostazione generale, mentre la posizione dei problemi 
reali, accennata nelle prime righe di questo scritto, richiede che la rappre- 
sentazione trasceiidente di quelle corrispoiidenze, venga, per quanto possibile, 
afidata ad elementi intvinseci. 

E gli elementi in parola sono essenzicllmente: i pavantet.i-i, cioe gl'iiite- 
grali semplici di la specie della variet& abeliaiia Vp (0, piu in geiierale, della 
val-ietà algebrica ilv)-egolare), ed i pegsiodi, O il che 6 10 stesso, i cicli p7J- 
rnitioi a cui quei periodi son riferiti. 

La scelta di parametri intrinseci (iritegrali q3eali rispetto ad ~ l n a  data 
simmetria S) non presenta difficoltk. Meno immediata e pih iriteressnnte è la 
risoluzioiie del problema riguardante la scelta dei cicli primitivi, che implica 
la riduzione a fol-ma tipica della sostituzione unirnodulare prodotta su quei 
cicli dalla simmetria S. Uns riduzione siffatta pub dedursi da un teorema 
generale sulle sostituzioni unimodulari iiivolutorie che stabilisco al .j 1, e 

conduce, sotto forma piu complets, ad uii risultato di Huitwr~z, coiitenuto 
anche implicitamente in un piu recente lavoro del LEFSCHETZ. 

La struttura della sostituzione, sotto lit forma ridotta, e della corrispon- 
dente matrice dei periodi di opportuni integrali rewli (wntrice O l n b ~ l l a  
pseudonormtcie), dipende essenzialinente da un intero h che dk un carattere 

intrinseco della simrnetria S, anzi più i i i  geiieritle (almeno rie1 caso non sin- 
golare) della stessa varietb V, (cal-attere reale). E da quel carattere dipeti- 
dono (5 2) alcune fra le piu salietiti proprieta reali della Vp (numero delle 
classi d i  va?-ietà reali  appartenenti alla classe definita in senso complesso 
d a  V F ,  falde delle varieth di quelle classi, ecc.) e degli enti algebrici colle- 
gati ad una data matrice pseudonormale: ad  esempio il nunles80 dei r a m i  
?*eali delle curve algebriche. 

Ma coii ci6 10 strumento d'indagine noii é aricora perfetto. La conside- 
raziorie delle tabelle pseiidonormali e del carii,ttere reale, mentre d a  un lato 
non rivela talune caratteristiclie pii2 riposte della 8 a cui soli collegate esseii- 
ziali proprieth degli enti reali, non concede dall' altro quella liberta di movi- 
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meiiti ch'é necessario possedere, quaiido, per il tramite delle funzioni inter- 
medim-ie, e in pftrticoln?-e delle 9, si vu01 rendersi conto del modo con cui 
la S e le ti~a.sforinaziorii (redi) con essa. perinutabili operario sulle varietk 
subordinate eritro alla V p ,  O sui loro sisterni. Oçeorre fnre un passo pic 
avanti e procurarsi pejaiodi nornzali. 

Natiiriilinente, trattandosi d'acquistare nztovi accntagyi, importa essenzial- 
mente conservare quelli giA iicqiiisiti colle matrici pseudonorinali, e cib as- 
soggetta il pt-oblerna della n o m d i z z a z i o w  a condizioiii che ne reridono la 
discussioiie aritinetica notevolinente delicata. 111 compeiiso le coiiclusioiii uhe 
si raccolgono, almeno ne1 caso da me trattato, dei divisol-i u n i t a ~ i  (") (§ 3), 
sono assai espressive e fecoride, e poiigoiio in  luce una distinzione, che, sta- 
bilita da1 KLEIN per le curve algebriche in base a note considerazioiii topo- 
logiche, vieiie cosi triisport8ta in uii ambiente piii Vasto. E questa la distin- 
zione fra il caso diasim~~letrico ecl il custi ortosimnaetrico, che qui si rivela 
in taliine caratteristiche aritmetiche della relazione di Riemanu su cui s' irc- 
posta il procediinento di nornializzazione, e coiiduce a due tipi di tabelle 
norinali (3), strutturalmente identici (in una delle loro forme) a quelli assegnati 
da1 WEICHOLD pei' le curve, inediante costriizioiie diretta delle retrosezioni 
sulle riemanniane simmetriche. 

Affinati cos1 gli strumenti, non mancavano certo le occasioni per cimen- 
tarli alla prova. Ed i l  risultato del cimento mi sembra davvero incorag- 
giante (4). 

Intanto il problema foiidamentale riguardante la trcrsfo7wzazione delle 9 
per effetto d' unn simmetrja S, conserite una rapidn soluzione, che si piegrt 
con docilith alle esigeiize d'iiiteressnnti questioni. E fra queste (5 4), il p?-O- 
bletm dei glauppi semicanonici ?.enli d'una curva algebrica, al quale le ri- 
cerche di KLEIN han conferito un'alta notorietà, e quel10 concernente la 

Per 1 = O  ho tiattato ndilirittura il caso generale. In ogni c:iso i risultati iianiio 
vdore anche yer vitrieth tibelinna sittgolnvi, e per onriet& algebriche ivregolaré qzcccluitque 
(di tipo male). 

(3) Nell'altiina parte della discussioiie de1 8 3 mi vrtlgo di oerte speciali trasforinazioni 
delle tabelle noimali, rioliir\iiiaiido i ri~ultati di alcune oeservacioni, Che, prr itlleggerii,e il 
preaeiite lavoro, ho pubblioate a prtrte. 

(4) Per esigenze editoriali, a cui ho aocoiidisceso di buon grado, la seconda parte del 
lavoru ($1 4-?), pur riiuauentlo org:iiiicainente collegata alla prima, vetlrh la Iiict: iii 1111 

prosaiino fi~sci0010 di questi etesni Anuali. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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classificazione delle vavietà d i  K ~ m r n e r  ?-eali (5  6) che, oltre a conipreridere 
e cornpletare i risultati ottenuti da1 ROHN per le superficie (aggiungendo 
nuovi tipi reali non riducibili realmente al  iioto inodello proiettivo) rivela 
iiuove ed  interessanti vedute. 

Non minore interesse mi sembra presentino, nonostante la maggior parti- 
colarith del caso, talune questioni coricernenti l e  superficie @el-ellittiche a 

cui son dedicati i 35 5, 7. Ne1 primo ho discusso un punto delicato della 
classificazione delle superficie d i  Jucobi e delle curvc? d i  gene?.e 2 q.eali, 
precisando, in base ad opportune diseguaglianze fra i periodi, la distinzione 
fra due casi (curve di tipo 09-tosimmetvico con un raino reale, e curve pvive 
d i  r a m i  ~ ~ e a l i )  corrisporideiiti al10 stesso tipo di tabella, norinale; ne1 secondo 
ho studiato iin caso speciale di supeî.flcie .czhgola~*i (di tipo reale) che si 
presta ad  illustritre i l  sigiiificato dl taIluni coricetti, la portiitti. dei metodi, ed 
il carnttere delle nuove proprietk reali che la. siiigolaritk iiitroduce. 

II lettore mi vorr8 conceder di buoii grado il sacrificio di niolti partiço- 
Iari, e la  concisa sobrietk del discorso e del calcolo. 

5 1. Periodi pseudonormali. 

1. Integrali reali. - Sia V una varieta algebrica la  quale anlmetttt unn 
sirîznzetl-ia S che l a  trasformi in s e  stessa. Notoriameiite si pub assiiinere 
coine imagine di V un nzodello veale VO)  (definito a ineno d' iina trasf. bira- 
zionale e-eale) su cui ln S sia addirittura il couiugio, cioè resti subordin:ita 
d d  coniugio del10 spazio ambiente. Quel inodello si dirh cowi;zpondente alla 
sirnrnetria S ( 5 ) .  

Supponiamo che V possieda integrali semplici di l a  specie non costanti, 
cioe abbia ir)vgolavi là superficiale (geiiere) p > O. Allora detti v ,  , u, , ... , u, 
p iiitegrali siffatti linearmente indipendeiiti, e Ci, C , ,  ..., C,,, 2p cicli pl-imi- 
t i v i  della rieinanniana R relativa a V, è pur riotorio che:  

11)  Se con u i ,  vi' si denotano i valori di vi iii due puiiti P, P' corri- 
spondenti nella S (coniugati su1 inodello. VO)), e, a l  solito, .con < il iiumero 

( b )  Cib pub shbilirsi irnitilido un rngionainerito della min Metnoria, B'otdzmenti pev 
ln geomefrhc sopm le s~cpe?:ficie ~~nx"iomli ,  eco. [Math. Ann. 73 (1912) pp. 1-72] n. 6, ciie in 
soiitnitza risde :LI KLEIN. Cfr. :mcht: CHERUBINO S d l e  wwietd nbelintce renli, ecc. [Giorii. 
di Mat. 60 (1922) e 61 (1923)) Me~uoria 1, n.  23. 
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complesso coniugato di vi, si haiino p relazioni del tipo 
- - - 

(1) . v: hiiui + )ii2e, + ... + hiPvp +ci , (m. p.) 

(a coefficienti genernlniente complessi) che, si pub dire, forniscono le equa- 
zioni t rnscendmt i  della sinwnetria S (6). 

b) Ln S induce sui cicli C, una sostituzione unimodulare invo1uto1-ia 
a coefficienti interi, cioè li muta in cicli Ci' espressi dalle 

(2) C, '=rni iCi+~nizC2 t... + mi,,C,p, (i=l, 2, ..., 2p)  

con II m,, Il = t 1 (7. 
L e  (1) (2) dipendono naturalmente, oltre che dn S, anche dalla scelta 

dei vi e dei Ci. Si pu6 quindi cercar di disporre degli elementi arbitrarî da 
Cui quelln scelta dipende, ne1 modo piii favorevole allaPdiscussione dei pro- 
blemi reali concernenti vo) proponendosi di ridurre le (1) (2) a forme pih 
semplici e che mettano per quanto possibile in evidenza i carattevi intrinseci 
della S. 

Nei riguardi della (1) il problema è assai semplice,' e ci basterii riportare, 
con qualche comment0 un'osservazione del LEFSCHETZ Se dv '= P , d x ,  + 
+ P,da, + ... c Pndx;, è un differenziale totale di 1" specie di V (le coordi- 
nate son relative ad un mode110 V(O) corrispondente alla S), 10 6 anche, per 
ovvie ragioni, il suo coniugato d w  = P , d x ,  + F,dx, + ... + Fndx,,  , deno- 
tandosi con la funzione razionale coniugata (a coefficienti complessi CO- 

niugnti) di P i .  Irioltre i valori di du, d w  relativi a due cammini elementari 
coniugnti (corrispondenti in S) della riemanniana R sono coniugati, sicchè se  
si pone d u  = du f d w  Io stesso pub dirsi de i ,  valori di d u  lungo quei _due 
cammini, e quiiidi dei valori di u Iungo due cammirii (finiti) di R fra di loro 
coniugati. 

Ne segue che se u, u' denotano i valori di u in due punti P, Pr, coniu- 
gnti, si ha  - 
(3) ut = u + C, (m. P.> 

(6) Per maggiori dettngli riguardanti i l  caso della Vp abeliane cfr. i l  n.:6. L7indica- 
zione (m. p.) sta per (modd. periodi) ed ha iicl caso tlella ( 1 )  i i t i  bru' noto significato. Ne1 
seguito quel17indicazione, qimndo non vi sia itmbiguith verrà addirittiira onleilsa. 

(7) Nrlla (2) si è scritto = per u omologo n, coiiie Re ai  cicli Ci, C'i> fossero sontitiiiti 
i corrispondenti periodi d7un  ititegrale qualnnyrie. Per quaiito si:i sostrinzialmrnte lo:stesso, 
preferiamo in genere piirlnr di cioli anxichè di peviodi perchè ci sembra più intuitivo, e, i n  
molte qurstioni formali, più conipre~isivn. 

(8) Catitertuta nell:t Notn, ON the real fo lds  of n b e l i m  va2,ieties [Prnc. of Nntionnl Aoad. 
of Sciences, Vol. 5 (1919), pp. 103-1061, n. 2. 
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dove c A una costante che dipende dall'olnigine delle integrnziowi, e si an- 
nulla quando quell'origine é un punto g-eale (cioè un punto di R unito in 8). 

Un integrnle corne u, che coincide col proprio coniugato, si dira, ?-enle 
()sispetto al la simmetria S) ('): tale é amhe  u, = i(v - w), ed inoltre si ha 

1 
v = - (u - iu,), cioè v é una combinnzione lineare dei due integrali reali u, u,. 

2 
Ora se al posto di v si pongono successivamente i p integrali vi, se ne 

deducono 2 p  integrali reali, mediante cui si esprimono linearmente i v, stessi, 
e quindi ogni integrale di 1" specie di V. Ne segue che fra quei 2p integrali 
se ne trovano certo p indiperidenti u,, u,, ... , u, in corrispondenza ai quali 
le (l), a norma della (3), assumono la forma 

(1) ui' = Ui + C I ,  ( i = l ,  2 ,..., p). 

Quaiido la S ha punti uniti, cioé V(@)  ha punti reali, converra iii generale 
assumere uno di essi corne origine delle integrazioni; e allora le costnnti ci 
salaanno nulle. 

È ovvio che ogni integrale ?.eule di V (rispetto alla simmetria S) è una 
combinazione linearo a coeficienti 9.enli degli ui e viceversa; e che i valori 
di un integrale siffatto in due punti corrispondenti in S son legati da uiia 
relazione del tipo (3). 

Invece d'integrali reali si possono, volendo, considernre su V integl-ali 
imagina4  p u r i  (rispetto ad 8) :  tali sono ad es. i vh = iu,, per i quali le (1) 
divengono - 
(1") ?lit = - v i  + di, (i = 1, 2, ... , p). 

2. Cicbli pseiidonormali. - Occupiamoci ora di ridurre a forma opportuna 
la sostituzione (2). Ma poichè il nostro scopo è in defiiiitiva quel10 di procu- 
rarci una conveniente tabella di periodi per gl'integrali u,, non vogliamo 
passare sotto silenzio un' osservazione iiierente a questo problema. 

- 
Poiché ui é reale, i suoi periodi o,,, wih relativi a Ch, C,' sono coniu- 

gat i :  e la (2) da subito le espressioni degli o in funzione degli o. Essa, se si 
vuole, espriine con SCORZA che la matrice degli w è equivalente alla sua 
coniugata (fermi restalido gli u,). 

Se p = 1, cib viene a dire che i vertici della re te  pnrallelogmrizmicn 
son siinmetrici rispetto all'asse reale: ed allora si vede facilinente che, scelti 

( 9 )  PiA vsnttanic.iitr è i l  differeiieiale du ohe ooinoide vol proprio oniiiiignto: e si vrde 
subito che le furiz. raz. ~ é + ? i  che figurano nelh sua ewprrssione, posson ritliirsi n coe$- 
eiei~ti reali. 
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opportuiiamente i periodi priinitivi, qiiella rete è costituita da ?.ettangoli o 
da ?'o)ilbz, coi iati, O risp. colle di~qoiiali parallele agli assi coordinati. In 
altre parole i periodi priinitivi dell'iritegrale reale possono ricondursi all'uiio 

od all'altro dei due tipi (1, i ~ )  1, - + ZT ; e cib a seconda che la curva el- i :  ) 
littica. reale corrispondente ha uii numero pari (due O zero) O dispari (uno) 
di rami reali ( ' O ) .  

Questo cas0 semplice suggerisce una posizione geometrica in base alla, 
quale si pub discutere il probleim gerierale: ma noi non c'inoltrererno per 
quella via, prefereiido ritorriare alle (2). 

Consideriaino anzi piii in geiierille una sostituzione unimodulave i nvo iw  
lo~ . in  (a coefficieiiti iiiteri) su n variabili 

e dimostriamo il seguente teorema : 
L' equazione cm.cctte9-istica 11 nzii - p 11  = 0 co~~* i sponden te  alla sostitu- 

z i o ~ l e  (4) hu tu t te  le sue rarlici eguali a + 1 od a - 1. Se h e k n e  esp9.i- 
mono i numev i '  vispettivi,  la (4) pub, con una sostituzione unimodulare  
sulle variabili ,  ?+dumi indiffe7.enternente a l l 'una  od allYalt?.a delle due 
forme 

(5 )  Xi1 = Xt7 XIhf3 = & - Xh+i, Xrh+t = - Xh+t 
L 1  ( i = l ,  A ,..., 1%; j=l,  2 ,... , A ;  t=A+l,  ..., k)  

(5') Yit = - Yi, Yrk+j = Yk+,i - %> = Yk+t 
(i=1, 2 ,..., k ;  j=1, 2 ,..., A ;  t = A + l ,  ..., h), 

dove A è u n  inte9.o non  mnggioi.e del più piccolo dei  due  n u m e r i  h, k .  
Dimostriaiiio il teorema per ind'uziorie, da1 moment0 ch'esso é ovvia- 

mente ver0 per n = 1, giacchè allora la (4) non pub essere che xi' = x, 
cd x,' = - x, . 

Percib iiiterpretiamo le xi corne .cooldinate n o n  owogenee di punto in 
un 8,; allora le (4) son le equazioni di un'aflznitd involu to~in .  8 in ciii 
l'origiiie delle coordinate è iiii punto unito. Se oltre a questo non esistono 

(10) Cià i: sostanaidiiientü noto. Cfr. KLEIN Ueber Riemnm's l'l~eorie der cdgsbrnischeis 
Funetioiten, rcc. [Leipz ig ,  Trubiier (1882). Gesniiimrltr Abhand. Vol. III, XCIX] Q 20, 
HIANCHI Teovin delle f t~wiutl i  d i  vm.inbile C O W I ~ ~ I ~ B S ~ ,  ~ C C .  [Pisa, Spoerri (1901)l Cap. XIII. 
Devasi 088rrvart: ciie i l  C ~ O  delk  cnrve eiiittiohr coi1 9el.o ~ n ? t ~ i  ilon si preaenta nelin 
teori:t drl!e fuiiziorii ellitticlia (id ittvnrinnti g,, g, l.enli, gi:tcchè uiia tnl czcrvn w ~ a  puo 
tvnsfor.mtcrsi renlmente i t ~  2111n cttbicn p ima.  r qiiiiidi tanto iiieiio iirll:~ y" 4x3 - fix - q3. 
2 perù renle anche per le fuiiziuni coiriq~oiidünti ;r  quüste curve l'intlnrimate nssol~~to J. 

&inali di Matamalica, Serie I V .  Tomo II. 10 
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altri punti uniti propl$ ,  la P é l'ornotetia xi = - xi  ed il teorema è di- 
mostrato (h = 1 = O, k = n); altrimeiiti esiste almeiio un punto unito proprio, 
e quindi una radice eguale @ + 1 del!' equazioiie caratteristica 11 ~ 1 , ~  - p 1 1  = 0. 
Ma allora esiste anche una combinazione lineare delle x 

(i cui coefficienti si posson supporre pl-imi t7.a di 107-O) ch'è trasformata in 
se stessa dalla sostituzione (4). 

Aggregando alla (6) le posizioni 

i cui coefficienti (interi) si suppongono scelti i n  modo che il determinante 
II p,.,I( risulti eguale a t 1 otteniaino una trasformazione unitnodulare di 
variabili, che riduce la (4) alla forma 

dove abbiaino scritte ancora le x in luogo delle X. 
L'equazioiie caratteristica corrispondente alla (7), che ha le stesse radici 

di  II nî i i  - p 11 = O, si riduce, dopo eliininata una radice p = + 1 a quella cor- 
rispondente alla sostituzione (pure uiiiinodulare involutoria) 

la quale rappreseiita l'affinith involutoria che la C2 subordina enti'o al10 
spazio anito x, = O  +elle coordiiiate della (7)). Poichk supponinnlo ver0 il 
teorema per le sostituzioni su pz - 1 variabili, 1' equazione caratteristica 
della (8) avrà tutte le sue rndici eguali a + 1 od a - 1, e precisamente rie 
avr& h - 1, k, se h, k esprimono i numeri arialoghi per la (7), cioè per la (4). 

Mediante una sostituzioiie uiiimodulare sulle x,, a,, ..., xn possiam ri- 
durre la (8) alla forma (5); ed allora la (7) assume la forma 

dove A' è il numero analogo a h relativo alla (8). 

(l" Cib è notoriamente pos~ibi le  yercliè l e  p,, sou pr ime  f r a  loro.  Vedi p. e8. ln clns- 
aica Mamorin di FI~OBENIUS, Y'heovie d e r  l iuenren Fo'olwen mit galasen 0oeficie)s ien [Journ. 
für. Mitth. 86 (1879~, yp. 146-2081 8, VI. 
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Esaminiamo ordinatameiite i tre gruppi di relaaioni cosi ottenuti : 
1) G1' in teri q,, , ... , q,, sono nulli in forza del carattere involutorio della 

sostituzione; sicchh le  relazioni del 1" gruppo son proprio le  X,'= X,  delle (5); 
2) Si cainbino le variabili x,, x, , ... , xA1+, sostituendo a l  posto della 

generica xi tra esse l a  X, = xi + q,,x, ; allora le sostituzioni del primo 
gruppo restano inalterate, meiitre quelle del secondo (scrivendo sempre x in 
iuogo di XI divengono 

el salva la  divei'sitk degl' iiidici, son del10 stesso tipo di quelle del 2" gruppo di (5); 
3) Nelle espressioni x,'= q,,.x, - x, del terzo gruppo, si pub anaitutto 

ridurre i l  coefficiente di xi a O od 1 secondo che q, ,  é pari O dispari: basta, 
a secoiida dei casi, cambiare x, in 

1 1 
X-, - qi,.xi, oppure in X, = x, - (q,, - l )x ,  . 

Dopo ci6 se in dile fra le espressioni otteiiute quel coefficieiite h eguale, 
ad 1, p. es. se  si h a  x,'= x, - x,, x,' =x i  - x, esso si pub sempre ridurre 
zero in una delle due, cambiaiido le varinbili x,, x, nelle x,, x, - x,: sicché 
in defiiiitiva le  espressioni del terzo gruppo si riducono ad xl' = - zi m t i o  

al più una che potrh rimanere del tipo x,' = x, - x, . 
Non resta allora che trasportare quella relazior~e ne1 secondo gruppo, e 

si ha  senz'altro, dopo opportuno cambiainento d'indici, la  (5) (le). 
Della (5') si pub dare una dimostraxione analoga, partendo dall'osservare 

che se l'equazione 1) mi, - p( I  = 0 non ha radici eguali a - 1, la (4) é I'iden- 
tità xPi=zi, oppure applicando l a  (5) a l  prodotto della (4) per ln xi  =-xi. 
Ma più facilmente si raggiunge 10 scopo cambiaiido le  X nelle Y mediarite l a  
sostituzione (unirnodulare perché invertibile a vista) 

che trasforma le (5) nelle (5') (13). 

Ora poniama n = 2 p  e torniamo alla varietà V. Interpretando le  xi, e 
quindi le Xi come siinboli di 2 p  cicli primit ivi  della riemanniana R, il teo- 
rema dimostrato ne dice che l a  sostituzione indotta su  quei cicli d a  una 

t") Si osservi che risulterh À =A1, O I = A 1 +  1 secondo clle le pi, del 3' gruppo sono 
tutte pari, O nlmeno una di  esse è dispnri. 

(13) La (10) luon d ,!)mica sostituzione die edempict al17uffioio indioako (in quxnto si trovano 
subito soetituzioni clie trasformano in se stesse le (5) O le (5')), inn per noi B lx più conveniente. 
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qualsiasi trasformazione biunivoca (continua) involutoria T della R, pud es- 
sere ridotta alla forma (5) O (5'). 

Sv p. es. T è imagine d' uiia trasfortnazione bimzionale  iiivolutoria z 

di V generarite una y', d' irregolarità (genere) n, si pu15 dimostrare che h 1 2 7 ~ ;  
quindi, se .n = O, la (5) snr& necessariamente Xir = - Xi. Potr& sver hteresse 
proseguire su questa via, ina. qui ci basterh avervi acceiiriato. 

Torniatno alla riostra simmetrin 8, e dimostriamo che h = k = p .  Ili 

virtù della (5), i cicli X,, X,, ..., X, sono trasformati in se stessi da S, e 
quindi i relativi periodi degl'integrali real i  ui sono ?.enli, mentre i cicli 
Y,, Y,, ..., Y, della (5') son mutati nei loro opposti, e quiiidi i corrispondeiiti 
periodi sono i ~ ~ t u g i n n ~ t  pugai. Se fosse h > p, da una opportuiia conibiiiazione 
lineare a coeficienti qbeali degli ui si potrebbero far sparire le parti imagi- 
narie dei k = 2 p  - h < p periodi ai cicli X,,, , ..., X2,,  otteneiido un iiite- 
grale coi periodi t u t t i  real i ,  il che è iioloriamente assurdo. Per ana lop  rn- 
gioile non pub essere k > p :  dunque, coine si è affermato, h = k = p. 

Se ora introduciamo notazioiii piii appropriate, iiidicando con A , ,  A , ,  ... , A,,  
B, , B, , ... , B, i cicli X,, e coi1 C i ,  C,, ... , CD,  Di, D,, ... , D, i cicli Y,, 
le (5) (5') diverigono 

(11) A i l = A i ,  B;=Aj-B,, B t '=-B t ( i4 ) ,  ( 2 = 1 , 2  ,... , p )  
(IIa) C . ' = - C .  D.'-D.-C. D ' -  

2 9  J - 3  J ,  t - D t ,  ( j = 1 , 2  ,..., h ; t = A + l ,  ..., p )  

mentre la sostituzione (10) che fa pnssare dali'uno all'altro tipo di cicli, as- 
sume la forma 

(III) &=Ai-2Bi,Cj=-Bi; D,=Ai-B i l  D . - A .  3 -  ,?, 

( i = l ,  2 ,..., A ; j = A + l ,  ..., p). 

Chiameremo pseudonoriiiali (rispetto ad una sirninetria 5') risp. di p l i m a  
e di seconda specie, 2p  cicli priinitivi che si comportino coine gli Ai, Bi, O 

corne i Ci, Di. Ma in generale, se la specie 11011 è dichiarata, la denominazione 
s'intendera riferita alla prima, cioè agli A, ,  B,; i quali alla lor volta si distingue- 
ranno, a parole, in cicli Ai del p?-imo g?.uppo, e cicli Bi del sdcondo g?wppo. 

('9 Il risultnto eapresso dalla (II) (non d;illa 1Ia) riaille ml HURWITZ che vi è, conie 
noi, perveniito attraverso ad un proo~lirnento di riduzioiie delle (2), nia rt~eni più compleeso 
e iireno ganeralr del nostro. Cfr. la Memoria UeTebe~ die Peviodelz solchev ei~rdezbtiger 2n-fnch 
periodische~- Fzmcta'onen ecc. [Joarii. fiir Math. 91 (1883), pp. 1-20]. Se si osservlt die le (2), 
nelle qusli i siiilboli Ci, Ci sian so~tituiti coi1 xi, 5%' rnppresentano l'n9,ti~ostitu~iona vie- 
mnnnic~nn corrispoiitlerite alla 8, dalla (II) e chlle propriiAth delia trasforniazione si deduce 
clie i l  modulo di qiiel1~antisost;ituxione è ( - l ) p  e clle 1% corrispondeute eqiizteioiie csratteri- 
stica lia p radici egu;~li a + 1, e p egiidi a - 1. Cfr. CHERURINO, loco oit. 1, nu. 11, 19. 
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r 
3. Integi'ali e periodi pseudonormali. Invarianti della riduzione. - Risulta 

facilmente dalle (II) (IF) che ogni ciclo trasformato ii i  se stesso (in uri ciclo omo- 
logo) da S (O, come brevemente disemo, ciclo veale) è una combiiiaeione liiieare 
dei p cicli A , ,  mentre ogni ciclo trasformato ne1 suo opposto (ciclo i?mginn~*io 
p u ~ o )  é una combinazione lineare dei p cicli Ci. Inoltre, tenendo coiito 
delle (III) si trova anche che il doppio di ogni ciclo della riernariiiiana R, è 
una combiiiadone lineare dei 2p cicli A , ,  Ci, i qunli sono indipendenti, ma 
in generale non primitiui in quanto il determiiiante della sostituzione che li 

lega agli A,,  Bi è eguale a ( -  2)l (9. 
Corne si é gih osservato il periodo d'un integrale reale ad uri ciclo reale 

è reale; onde tali sarariiio i p z  periodi degl'ii~tegrali ui ai cicli A , .  Ma di 
piii il loro determinaiite é divelw da zel-O, giaccbè in caso contrario esiste- 
rebbe un integrale reale coi periodi ai cicli Ai riulli, e quindi, come risulta 
dalle (II), coi periodi ai cicli Ili imagina13 puri, il che, coine siippiamo è as- 
surdo. Potremo quindi no1malizza7~e 9,ispetto a i  cicli A i  gl'integrali 7-enli, 
cioè determiriare p combinazioni lineai'i .(indipendeuti) a coencienti ~ e a l i  
degli ui, per cui la  matrice quadrata dei periodi ai cicli A, abbia diversi da  
zero. ed eguali ad 1, soltanto gli elementi della diagonale principale. A 
questi iiltegrali, che chiamerelno pseudonormali, e coiitiiiueremo ad indicare 
Cori u,, spetta, iii virtu delle (II) una matrice di periodi (matrice O tabelln 
pseudonor?îzale) del tipo 

the scriviamo per disteso, onde il lettore la possa aver sempre sott'occhio. 

(15) L'e~istanm d'un ~ i e t e i n ~ ,  di cicli conie gl i  A i ,  Ui pub stabilirsi anche indipenclen- 
temente d d i e  ( I l )  (Ha) con lin yrocedimento diretto assai sempiice. Cfr. LEFSCHETZ, loco 
cit., n. 2. 
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Volendo invece della (P) ottenere una tabella nella quale in luogo dei 
valori 1 figuririo, secoiitlo le coiisuetudini di taliiiii Aatori, i valori i, O ni, 
O 2ni senaa che percib gl'integrali cessino d'psser ?sedi, basta sostituire ai 
cicli A i ,  B , ,  i cicli Ci ,  Di e iiormalizzare ne1 modo voluto gl' integrali ui ri- 
spetto ai cicli Ci. Analoghe tabelle si ottengono per gl' integlali i n t n y i ~ v i  
puri v,, ma su di esse per ora non cliiitra,tterremo. 

Alla considerazione d 'una matrice pseudonormale (P) è rintiiralmente 
collegata quella dell'intero A e del determinante A=[lzr,/J. Vedremo pih 
avaiiti l'importanza ed il significato di questi elementi; per ora ci limiteremo 
a dimostrare che A ed i l  valolz assoluto d i  A sono invarianti  della ridu- 
zione, cioè non dipendono dai particolari cicli pseudonormali Ai ,  Ri considerati. 

Difatti siano Ei, Fi altri cicli pseudonormali, relativi alla stessa sim- 
met?-ia S, CS,, le parti imaginarie (coeficienti di i) dei periodi pseudonorinali 
ai cicli Fi,  1' e A' - 1 1  orSll gli analoghi di A e A. Esprimendo i cicli E,, Ff 
mediante gli Ai, Bi avremo 

dove nei secondi menibri delle espressioni degli Ei figurano solo gli Ai perché 
gli Ei son cicli 9.eali. Inoltre perché la (11) è unimodulare I l  a,., 11 = * 1, 

I I  Cr# I I  == f- 1. 
Poiché, in virth della (I l) ,  I'integrale wh della (P) ha a l  ciclo Ei il pe- 

riodo a ih ,  cos1 gl ' in teg~al i  pseudonorrnali t ispetto ai nuovi cicli saranno 

dove gli a, son gli elementi reciproci degli a,, e si sono omesse le costanti additive, 
qui inesseriziali. Ma per le (11) la parte imaginaria phi del periodo di uh a l  ciclo Pi è 

(13) Phi = ciiThi + ci2Thz f- -k CipThp (i, h = 1, 2, ... , p) 

sicch6 quella di Ur al ciclo P,, ci06 or, sar& 

e per tanto I I  p ,  I I  = I I  c,, I I  A, A' = I I  ar*[l I I  c,, 1 1  = I I  ara I I  I I  Crs 1 1  A, ed infine A' = * A. 
Per dimostrare che h = A' trasformiamo i due rnembri delle (11) mediante 

la S, tenendo coiito della (II) e della sostituzione analoga (con h' al posto di A) 
iridotta sugli 4 ,  Fi .  Troviamo allora facilmente le relazioni 

(15) a,, = 2br, + c,, , ..., a,:, = 2b,>. + cr ; n,,h+, = 2b,,~+, , ... , a,, = 2b, 
(15') c,, = - 2 b  , , , . . . ,  ~ , : , = - 2 / , , ~ ;  b, ,x+,= ... = h , = O .  

(r=1, 2 , . . . , A f ;  s=h '+l ,  ..., p) 
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In virth della (15) rielle prime A' righe della matrice Il aTsll gli elenlenti 
delle ultime p -1, colonne sono tutti palai. Se fosse 1') A, ogni minore d'or- 
dine A' della matrice stessa, contenendo uria almeno fra quelle colonne, risul- 
terebbe anch'esso pari, e quindi tale sarebbe in definitiva II ( ( , I I ,  il che è as- 
surdo perché 1) a,, I I  = & 1. Dunque A' < A, e per analoga ragione, h' > ),, ci06 
infine 1 = n', c. d. d. 

All'intero i i ,  cb'é in fondo un invarhnte della sostituzione cd), daremo il 
nome di carattere reale della inatrice pseudonorniale (P), O della simmetria S, 
O della varieth reale V(O) corrispondente; mentre A se ne dirit il determinante. 

4. Matrici coinplementari. - Agli argomenti trattati si collega una que- 
stione riguardante le varietSi nbeliane che riteniamo opportuno esaminare in 
antici po. 

Sarh dimostrato al 5 seguente, e del resto risulta da facili osservazioni, 
che se p integrali semplici di 1" specie u, ,  u,, ... , u, d' un;& valietà abe- 
l ia~ la  Vp ('6) ammettono, rispetto a certi 27.1 cicli primitivi Ai, Bi la tabella 
di periodi (P), allora V, ammette le siminetrie rappresentate dalle equazioiii 

- 
(1 6) uni = Ut + Ci 

- 

(16') u'. = - u. + d 
2. - % i 

e che (quindi) ci6 si verifica appeiia V, 
tipo reale). Anzi se V, no~h 2 ~ i n g o l a ? ~ e  
di V,. 

ammette una simmetria S (cioè é d i  
le (16) (16') d&nno lutte le simmetrie 

Poiché le (16) son del tipo (I), gli u, sono integrali reali rispetto alle 
simmetrie corrispondenti, e quindi (P) e proprio la relativa tabella pseudo- 
normale. Notiamo che dalla struttura di essa, e dalla realt& degli ui, segue 
subito che i cicli A,, Bi subiscono per effetto d'una qualunque fra le sim- 
metrie (16) la sostituzione (II): 116 deve sorprendere che si tratti sempre della 
stessa sostituzione, giacché una (16) qualunque pub dedursi dalla particolare 
uti moltiplicandola per la trasformazione ordina?-ia (di 2" specie) 
uri r ui + ci che trasforma in se stesso ogni ciclo di V P ,  

Invece le equazioni (16') son del tipo (Ia) sicché rispetto alle simmetrie 
corrispondenti gl' integrali ui sono in~ciginal$ pu95 La ( P )  riori è dunque ma-  
trice pseudonormale per le simmetrie (16'); tale sarA un'altra inatrice (P,) 
che diremo co~i~plementare della (P), e che ci proponiamo di determiiiare. 

(16) Sottintendiamo, qui e ne1 seguito, « di mngo i » cioè tale che ad un sno puiito 
corrispontla un solo sistema di valori dei paremetri ui7 u,, ... , ~ . p  (~uodd. periodi). 
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Percib occorre determinare per quelle sin~metrie a) gl'integrali reali, 
b) i cicli pseudonormali (di la specie) c) gl'integrali pseudonormali. 

a) Iiitegrali reali per le (16') soiio i v, = iu, (cfr. n, 1). Con questa 
posizione i due tipi (16) (16') si scambiano tra di loro, e cid, tra l'altro, prova 
che la wlazione f~-a matrici complernentari è sinmetvica ("). 

b) Cicli pseudonormali di la specie per le (16') sono i Ci, D i .  Difatti 
- - 

la simmetria u ' ~  = - ui, é il prodotto di u', = u, per la trasforniazioiie 
(di la specie) u', = - ug che muta. ogiii ciclo di Vp ne1 suo opposto. Pertaiito 
le sostituzioni indotte da di r - Üi (e quindi da ogni altra simmetria (18')) 
sui cicli A,, Bi; Ci, D,,  si ottengono dalle (II) (IIa) canibiando i segtii dei 
secondi meinbri; ma ci6 scambia tra di loro i due tipi (II) (IIa), quindi, ecc. 

c) 1 periodi degl' integrali o, ai cicli A , ,  Bi son qiielli della (P) mol tiplicati 
per i ;  pertaiito se s'iiidica con w,, il peiiodo di vr lungo Cs, risulta dalla (III) 

Normalizmndo i u, rispetto ai  cicli C,, ne segue che i cercati integrsali 
pseudoiiorinali (prescindendo dalle costanti additive) soiio: 

vj = 'fdjv, -k ' ~ ' ~ ~ 2 ) ~  + ... + 'CrDJvD , 
indicandosi con T',, gli elementi reciproci dei z,, ne1 determinante A = II zvs 1 1 .  

La matrice (Pi) che ha evideritemente 10 stesso carattere reale della ( P ) ,  
sark dopo ci6 coinpletamente conosciuta, note che siano Te parti imagiiiarie 
dei periodi che i Vi hanno ai cicli Di. Ricorrendo alle (III) si trova con fa- 
cile calcolo che il relativo determintiiite A ,  coi.rispoiide al10 schema: 

ne1 quale la sepnrazione corrisponde (tanto per le righe, quanto per le co- 
lonne) al passaggio dall'iiidice h a 1 + l ed i primi indici variano colle co- 
lonne ariziché colle righe. (cont irzua) 

('7 E prova aiiclie clic. aaiebùe imyroprio distiiiguere i tlne tipi (16) (16') con deiiorui- 
iinzioni qieciali, giacoliè quelle eqiinxioui, a differrnzn delle aii:tloglie di = * ui + ci, non 
hccn~to caratteva iiwnvin~,te per le  tmsfol 'mwior~i  dei pccvnw~elri. Vetlre~no pjii : ~ v : ~ i i t i .  c11e 
:~iic.lie 1:i. tlistiiizionr fia tr;isf. (nntibii.:izioiiitli) ordiim.ie e rinyolnri 15, nliiieiio iri t:tliiiii 
c.mi (Cfr.  $ 7) drl pari iiiiproprin. 
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Moltiplicando per 2 le prime h righe e colonne di A,, si ottiene, salvo 10 
1 

scambio delle righe colle colonne Il T',.~ 11  = p, quindi : 

Fra i determinanti A, A ,  d i  due matvici pseudonorrnali complententm-i, 
di  carnttere veule A, intercede En g.ela,zione 

In particolare se A = 2-A si ha qiiiiidi A = A ,  per qnanto le due matrici 
sinno ancora in geiierale distinte. Vedremo piu avanti ( 5  6) un caso in cui 
la. relxiione A = A; ha un notevole sigiiificato geometrico. 

5 2. Prime proprietà reali delle varietà abeliane 

5. Premessa sulle caratteristiche dei semiperiodi. - Fissiamo una volta 
per sempre talune convenzioni e notazioni abbreviative che ci saranno di 
grande aiuto per la loro espressiva concisione. 

Data una matrice di periodi 

distinti in due gruppi di p periodi ciascuno, un sistenta d i  semiperiodi simul- 
tanei, O, come piu brevemente diremo, un senzipe?*iodo, pub rappresentarsi 
mediante espressioni del tipo 

nelle quali le g, h sono eguali a zero O ad uno. Il sistema di numeri g,, hi, 
raccolto ne1 simbolo (g,, g,, ..., g, 1 h,, h,, ..., h,) si dira cavattej-istica del 
semiperiodo, e servira anche a denotare il semiperiodo stesso. 

Ai due simboli (g,, g,, ..., g,)(h,, h,, ..., h,) daremo il nome di semicarat- 
tetsistiche, risp. del pvimo e del secondo grzcppo : e cogli stessi simboli deno- 
teremo i semiperiodi corrispondenti, cioè quelli per cui tutte le hi, risp. le gi 
sono nulle (semiperiodi de2 primo e del secondo gruppo). Quaiido le g,, hi son 
sostituite dai loro valori numerici, i due tipi di semicaratteristiche si distin- 

(18) La numermzioiie i n  nrabico dellr formule riprende a1 principio d'ogni 9 :  non cod 
quells in romano. 

Annaii di  Matematica, Serie IV, l b m o  II. 11 
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gueranno con una sottolineazione O risp. una soprali.neazione: cos1 ad es. il 
1 

simbolo .(1, 1, ..., 1) designerà il semiperiodo - (w',, + w',, + ... + ofvp). 
2 

Le semicaratteristiche distinte di cinscun gruppo sono 2", le caratteristiche 
sono 22p;  ogni semicaratteristica appartiene a 2 p  caratteristiche. 

Una caratteristica dicesi par i  O dispar i  secondo ch'A pari O dispari il 
P 

valore dell'espressione L g,h,. Ogni semicaratteristica (di un assegnato gruppo) 
d = l  

appartiene a 2p-' caratteristiche pari e ad  altrettante caratteristiche dispari, 
fatta eccezione per la (0, 0, ..., 0) ( semicarat te~is t ica  i m p r o p ~ - i n )  che appar- 
tiene a 2p caratteristiche pari ed a nessuna caratteristica dispari. Vi sono 
quindi 2P-' (2D+1) caratteristiche pari, e 2,-' (2,- 1) caratteristiche dispari ("). 

Infine un nurnero reale arbitrario si denotera sempre con 1, ed un nunze?.o 
irnaginario puro, del pari arbitrario, con j. 

4 

6. Trasformazioni itntibirazioriali, simmetrie, 0 classi reali delle varieth 
abeliane. - Una trasformazione aiitibirazionale d'una varieth abeliana Vp é 
rappresentata, qualunque siano i parametri ui, da equazioni del tipo : 

- - - 
(3 ~ ' i  hiiui +hi2u2 +...+Aw U,  + c i . ( i = l ,  2 ,..., p). 

Di questa rappreseiitazione abbiam già fatto cenno al 5 1 ; qui ci converrk 
ricordarne ne1 modo più breve la dimostrnzione. 

Riferiamoci ad un modello, del resto qualunque, di Va,  in un S, (Y > p) 
di equazioni zh = yh (ui u s ,  ... , up)(h = 1, 2, ...) r )  dove le rgh son funzioni 
2 p  volte periodiche delle u,. La varieth coniugata di V, avrà,  le equa- 

- 
zioni xh = yh (e,,  e,, ..., vp), indicandosi con y, le funzioni  coniugate delle yh; 
e la, trasfor~nazione di coniugio K tra Vp e & Sarh rappresentata dalle equn- 

- - 
zioni ui r ui O dalle equivalenti ui E v, . 

Se T è una trasformazione aiitibirazionale di Vp in sè, la T = KT Sarh 
una trasformazione birnzionale di in Vp,  e quindi avrh equazioni del tipo 

dalle quali discendono per la T =  KT le (3). 
Viceversa se la corrispondenza T che vien posta dalle (3) fra i punti di V, 

è biunivoca, 10 è anche la corrispondente (4), cioé la z = KT. Ma allora questa 
è notoriamente birnzionale, dunque T è antibirazion J e ,  ecc. 

(i9) Per altre proprietà delle oaratteristiche rinvinmo a1 trnttato di KRAZER: Lehrbecch 
d m  Thetafunctiomm [Leipzig, Teubner (1903)], Cap. VIL 
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Ricordiamo infine che la condizione perche l a  corrispondenza stabilita 
dalle (3) sia biunivoca, 15 che quando le ui s'incrementano di periodi simul- 
tanei, 10 stesso accada delle e viceversa (20). 

Supponiamo ora che la varieth abeliana V, corrisponda alla tabella pseudo- 
normale (P). Allora si vede subito che le equazioni 

soddisfano alla condizione predetta, e quindi rappresentano trasformazioni 
antibirazionali di V9. Fra  queste sono involutorie, cioé simwztitî.ie, quelle per 

- - 
cui ci + ci = O, d, - d, = 0. 

Viceversa se una varieth abeliana Vp possiede una simmetria (cioé é di 

tipo ?'eule), la sua equazione è riducibile alla forma (5) (cfr. n." 1) e la tnbelia 
dei periodi alla (P): quindi Vp possiede tutte le trasformazioni (5)(5'). Alle (5) è 
collegata, ne1 senso del 5 precedente (11. 4) la matrice (P) ed alle (5') la  sua 

. complementare: quelle due matrici hanno, come si B visto, 10 stesso carattere 
reale A che si dira cwat te re  reale della V,. 

Ta1 denominazione 15 legittima se V, non k singolare (cioé ha  l'indice di 
moltiplicabilità, e quindi quel10 di singolarith eguale a O) giacchb allora le (5) (5') 
esauriscoiio tutte le trasformazioni antibirazionali di V*. Difatti una trasforma- 
zione antibirazionale diversa dalle predette, moltiplicata per la .uti = Ü, darebbe 
una trasformazione birazionale singolare di Vp ("). 

Analizziamo ora le condizioni di simmetria 

determinando i valori che vi soddisfano. Dalla prima delle (6) si ricava che ch 
é congruo ad un numero imaginario p r o  jh arbitm?*io, piii un semipeviodo 
reale. Ora sappiaino dal .  n. 3 che ogni periodo reale degl'integrali uh è 
una combinazione lineare (a coeff. interi) dei periodi ai cicli A , ;  sicchè uiia 
analoga conclusione varrh per il nostro semiperiodo. Ma per i = 1, 2, ... , A si  
ha dalle (III) A, - 2B, = Ci quindi il semiperiodo al  ciclo A, diminuito del 
periodo a1 ciclo B, é eguale ad una quantith imaginaria p u r a  (semiperiodo 

(20) Per maggiori dettagli cfr. CHEROBINO, loco cit. 1, n. 18. 
In generale tins data simmetria ha 10 stesso carattere reale di quelle che se ne 

deducono inoltiplicandola per trasformazioni ordinarie (che si potran dire associate alla data): 
finorrt perb non mi son noti esernpf di Pp (singolari) con dile simmetrie di diverso carattere 
reale. Cfr. il  W 7. 
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al ciclo Ci) che si pub iiiglobare inj,, eliiiiiiiarido cosi dalla parte reale delle ch 
ogiii coritributo dei semiperiodi ai cicli A , ,  A, ,  ... , A L .  Ili definitiva i valori 

delle ch corrisporidenti alle sinzuhetrie (5) sono (modd. periodi) del tipo 

?.estando sottintesi, corne nelle formule analoghe che otterreino in seguito, 
gl ' i~~dici  va~iubi l i  da 1 a p. 

Poiiendo in uiia stessa schieva due siinmetrie che differiscano solo per 
valori della par te  veale delle ch (le j, sono, si ricordi, arbitraf*ie) le (7) dhnrio, 
al variare della semicaratteristica, 2p-' schiere di sirnmetrie, di cui vedremo 
tra poco 1' importanza. 

Le stesse coriclusioiii valgono per le (5') se esse si rappresetitano mediante 
i relativi integi'ali pseudonorinali Vh (n. 4) purchè la (7) si riferisca alla ma- 
trice (Pi) coinplementare della (P). Ma se si vogliono coiiservare gli u, e 
le (5') al lori^ per le costanti dh si tiovano facilineiite i valori 

i semiperiodi essendo presi rapport0 alla (P) (22). 

Ora iriteressa deterrniiiare le clnssi iii cui si ripartiscono le siininetrie 
coiisiderate, quando si pongoiio in una stessa classe due simmetrie equivaleuti 
(cioe trasformate uiia iiell'altra) per trasformazioni birazionnli di V,; giacchè 
coin'è iioto, a queste corrispoildono le classi di val-ieta 1-eali (distinte per 
trasformazioni birazionali reali) apparteiienti alla classe definita, iii seiiso 
coinplesso, da Vp (23). 

La risoluzione di questo probleinn, supposta V, non singolare, è iinme- 
diata. Basta osservare che le trasforinate d' iiiia (5) differiscoiio soltanto (ed 
aî.bit~a?.iarnente per la parte in~aginmia della costaiite ch,  e che annloga- 
nieiite, ne1 caso della (5'), l'alterazione colpisce solo la par te  veule delle d,, 
per coiicludere che le classi cercate coiiicidoiio colle 2"-' -t- 2p-' = 2p+'-' 

schiere dedotte dalle (7) (7'). Quiridi : 

(42) LI) (5) (5') (7) (7') siiasistoiio aiiclie s s  gl i  u h  soiio iicteymli renli qunlitngue, puroliè 
i aeiuiperiodi sliiitendano neiiipre relativi a i  eicli piieutlorioriiinli. 

(9 Qiiesta propriets pub stabilirsi iniitwndo il r~~gion:iriierito drlln iiiia Memorin citnh 
i n  ( 5 ) ,  II.  7. Si noti che llaquivttlenzn per trasformnzioni antibirazioiilili iian dB nullrt di nuovo, 
gir~ccliè se due ainimetrie 8, T sono equivnlenti rispetto ad un% trnaforriiazioiie antibira- 
zioiialr U, cioè se U48U= T, Io sono andie riupetto n l l ~  ti.nsforiiineione bimzionnle SU. 
Cfr.   nol lie CHE~UJBINO~ loco cit., 1, ri. 26. 
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Allu classe complessa definitn da  una  varietà ubeliann non  singola?-e V p ,  
d i  t ipo reale, e caj.attet-e reale A, appnr+etzgono 2p+'-l  classi distinte d i  
va?-ietd jseali (24). 

Sappiamo da1 II. 4 che se agli iiitegrali uh si sostituiscoiio i 8, = iu, od 
i Vh, !e (5') assiimoiio la forma (5) e quiiidi le relative costanti son date (ne1 
caso delle simmetrie) dalle (7) i seiniperiodi essendo presi rispetto ai cicli Di, 
cioé, per i Vh, rispetto alla iiîatrice (P,). Ne risulta che si pu6 associare ad 
ogrii classe di simmetrie (5) quella classe (5') le cui costaiiti (iielln rappreseii- 
tazione predetta) corrispondono alla stesso simbolo (7) .  Due classi siffatte, e 
le siinmetrie che vi apparteiigono si diranno c o m p l e n ~ e n t n ~ i :  se si manten- 
gono le rappreseritazioni (5) (5') si vede che le relative costariti si otteiigoiio 
dalle (7) (7') assumeiido ogiii g eguale alla corrispoildente h. 

Notiaino che una ta1 relazione 6 ijldipendente dall 'origine delle inte-  
grax ioni ;  giacche un ~a~mbiamento di quell'origiiie altera soltanto la p w t e  
avbitl-aria ( j ,  O risp. T,) delle ch ,  d , .  

7. Falde delle varietà redi.  Priiiie osaervazioni sulle tresforiiiazioni di 
prima specie reali. - II primo e piu saliente carattere reale d'una classe di 
varjetà reali, è il numero delle falde reali. Determiriiamolo per ciascunn delle 
classi sopra otteiiute. 

1 puiiti retili tl' una varietà reale proveiigorio dai put~ti uriiti della siminetria 
corrispondeiite. Poiché le siininetrie d' unn stessa classe sono, riei rigui~rdi della 
questioiie, equivaleiiti, porremo addirittura nelle (7)  (7') j = 1 .  = 0 ;  aiizi coiisi- 
dereremo soltanto il caso (7), iii quanto, come risulterà da1 procediiiîeiito, classi 
complementari haiino 10 stesso numero di falde. 

Se qualcuna delle g del siinbolo zt secoiido ineinbro di (7) é diversa da zero, 
la corrispondeiite siminetria uon ha punt i  un i t i ,  gincchè, come risulta dalla (5), 
se uh=ah+ibh fosse 1111 punto uriito, l'espressiorie (0, 0, ..., O,gh+, , g~+~, . , . ,  gp)-2ihh 
dovrebbe (lare un pel-iodo meritre non esistoiio periodi siffatti, come risulta subito 
dalla (P). Si hanno cosi (colle complementari) 2 (2~- '  - 1) classi di varietfi, reali 
prive d i  punti  veali. 

Resta la classe corrispondente a valori tutti iiulli delle g, cioé, per j= O - - 

alla siminetria u ' ~  r ui (assienie alla complementart: uti r - ut). Nei punti 
- 

uniti 13 u, = ui cioe ui è uguale ad un numero reale piii un semiperiodo 
in zag ina~ io  p1w0, e pub aver quiiidî valori dello stesso tipo di quelli assegnati 

Sc Vp è sii~golitrt: q11e1 tiuiuero piib nicmerctnre (§ 7) e rion è iieppor esoluso cliü 
y o ~ m  dimiraui~e. (Cfr. n. 18). 
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colle (7') per le costanti d i .  1 pamrnet2.i dei p u 4  uni t i  hanno quindi i valori. 

indicandosi, al solito, con Y un numero reale arbitrario. 
Fisse restando le h, al  variare degli 1 -  le u varia110 con continuit2t, mentre 

valori delle u corrispondenti a due diversi sisteini di valori delle h, non pos- 
sono dedursi uno dall'altro attraverso ad una successione continua di valori (8). 
Tanto basta per concludere che a ciascuno di quei sistemi corrisponde una 
falda reale, i cui punti si ottengono al vnriare delle parti arbitrarie s S h .  Si 
haniio quindi 2p-A falde (9. 

Quando le h son tutte nulle, le u sono reali (modd. periodi) quindi la  falda 
corrispondente (falda origine) é quella che contiene l'origine delle integraaio~ri. 
Fissata qiiesta falda, ogni altra 6 caratterizzata dalla se~n ica~~nt te~* i s t i ca  del 
2" meinbro di (8): ma se si cambia la fiilda origine, quelle senlicarntteristiche 
si permutano evidentemeii te tra loro. 

Iii conclusione : 
Delle 2 ~ + ' - ~  classi d i  cui all'euu~sciato precedente, 2 ( 2 ~ - ~  - 1) son costi- 

tuile da varietà renli p- iue  d i  punti 9-enli, le n l t m  2 da vas-ietà con 2p-A 

fizlde veali, 
E in particolare : 
U~za vmie tà  ahelinna reale, d i  carattere 9-eale A, dotnta d i  punti ?.enli, 

h n . 2 ~ - A  falde. Le val-ietd abeliane reali,  prive d i  punti reali, si presentano 
p w  tutt i  i valori del carattere reale 1, escluso A = p .  

Consideriamo ora, sopra una VPc0) reale dotata di  punti g-eali una tras- 
foriiiazione T d i  p?-ima specie, rappresrintata dalle equazioni uti r - ui i- ki  . 
La condizione perche T sia 1-eale, vale a dire trasformi in se stesso il coniugio 

- 
di VP(O), che per quaiito precede possiamo supporre rappreseri tato da u', = ui , 

- 
e hi = k , ,  vale a dire è ln stessa d i  quella a cui soddisfano le costanti d ,  
delle simmetrie (5'); e quindi le k ,  possono avere i valori 

(9) k z r + (O, O, ... , hA+i , hl+z , ..., hp). 

Dunque intanto le tr(rsfornzazioni considemte si distribuiscono in 2p-L  

sehiel-e, ciascuna caratterizzata dalla semicnratteristica del 2" membro di (9) 
(cfr. la nota pih sotto). 

('7 Le conclusioni rionvate susaistoiio anche per cmrietd singolari, sialiiei rigiiaidi delle 
siiuiiretrie singole, sin yer l'iiisiema delle siminetrie amocinte n iina data, ne1 wnfio d e l h  iiotn(2i). 
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Inoltre se (0, 0, ..., 0, hlA+,, ..., h',) (0, 0, ..., 0, hl'?\+, , .., , h'p) son le semi- 
catteristiche di due falde trasformate una nell'altra da uiia T corrispondeute 
ai valori (9), si ha  h", - h', hi (mod. 2), O, sotto forma siminetrica h', th",= hi  
(mod. 2); cs ne segue che tutte le trasformazioni d' uiia schiera scambiano tra 
loro a due a due nello stesso modo le falde di V,") e possono individuarsi 
facendo co~rispondere ad un punto w a l e  fisso un punto (reale) variabile sopra 
una falda puPe fissata (e6). 

Due falde corrispondenti sono sernpre distinte salvo quando le h ,  sono 
tutte nulle; quindi fra le predette schiere u n a  sola é costituita da  t j m f o r -  
marioni  che lasciano fisse tut te  le falde d i  V,(O) ed é quella corrisponde~tte  
a valori real i  (modd. periodi} delle costanti k , .  

Una trasformazione di 1" specie T ha 2'P punti uiiiti, dei quali nessuno 
6 certo reale se T scambia a due a due falde distinte di V,(O), ci06 se qual- 
cuna delle hi 6 diversa da zero. Invece se le h, son nulle, e quindi le k ,  
reali, i parametri dei punti uniti sono 

e di essi corrispondono a punti reali quelli che son del tipo (8) ci06 (tenuto conto 
che i semiperiodi del primo gruppo son reali) quelli per cui h, = h, S...= hA = 0. 
~oncludiamo pertanto che : 

Sopra  una var ie tà  abeliana reale VpCo), d i  carat tere reale A, ùotata d i  
punti reali,  u n a  trasfovmazione d i  la  specie reale O non ha  punt i  u n i t i  
reali ( e  a l l o ~ ~ a  non tt.asfo?-rna in se stessa nessuna falda d i  V,) O ne  ha  2 p  
su ciascuna falda, cioé in tut to 2 p .  2,-A = 2 a p - h .  

1 punti uniti d'una stessa falda si ottengono dalla (10) tenendo fissa la  
semicaratteristicli (0, 0, ... , O, ... , h,) del secondo gruppo e facendo va- 
riare quella (g,, g,, ..., gp)  del primo. 

8. Particolari aulle varietà jacobiane, e sulle curve algebriehe reali. - 
A titolo di applicazione, e specialmente di preparazione ad argornenti che 
verranno approfoiiditi piu avant;, ci occuperemo brevernente di talune que- 
stioni riguardanti le curve algebj-iche real i .  

(26) Notiftmo che i due membri della congruenes hf1i - h'i z hi sono indipeqtdenti dnll'ovi- 
gine delle iwtegvazioni purchè qursts si& un punto renle di 'Vîo(0), cioè purchb le  equseioni 
del ooniugio restino t k .  Ciù si vetit: facilmente teiieritlu conto d e i  vidori (81 corricipon- 
denti ai punti di Vp(0). 
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Sia C una curva algebricn di genere p possedente una simmetria s clie 
possiamo supporre sin addirittura il coniugio (qiiiiidi C reale). Indichiaino con 
a , ,  bi un sistema di cicli pseudonormali (di la specie) relativi ad  s, con ui i cor- 

rispondenti integrali pseudonormali, con (P) la matrice ielativa, con u', ui + ci 
le equazioiii di s, dove assurneremo le  c, nulle se C h a  puiiti r e d i  (n. 1). Altri- 
menti, per la  condizione di simmetria, le c, avran valori del tipo (7). 

Indichiamo con V, la  varieth del gruppi di q punti di C. Alla simmetria s 
corrisponde su Vq uuiia sirnmetria S: trasformaiidoln ne1 coiiiugio otterrenio un 
mode110 reale Vq(') di V, che chiaineremo 1' imagine veale p ~ * o p ~ - i a  dei gvuppi 
d i  q punti della culava reale C. 

Analogamente si definisce l'iinagine reale propria Wq(0) delle seîaie linectri 
d'otmdine q d i  C. Se q < p, la  W,(O) h a  dimensione q ed é in corrispondenza 
biuiiivoca gseale con VqC0) (dotata su V,(O1 di ecceziorii in corrispondenzn ai giuppi 
speciali): sicchè Vq(0) e Wgco)  hanno 10 stesso n u m e ~ * o  di falde. 

Invece se q > p la  dimeiisione di W,'" è sempre p, cioè W,") é u n  
n~odello ?*eule della varieta d i  Jacobi Vg relativa a C e In corrisponderizs 
fra Wg(O) e Vq(") non è piii biunivoca. Vedremo più avaiiti (5 4, n. 15) che il 
numero delle falde di W,'O) pu6 variare colla parith di q (quarido C non h a  
puii ti reali). 

Siano x,, x,, ..., a,, q punti di C, X il punto corrisponderite di Vq(0). 
Se x,, x,, ..., x,-, coincidono iii un punto fisso P (reale O no) di C, ed xq 
descrive il ciclo ni O b , ,  X descriverh in V ,  un ciclo che indicheremo con A ,  
O risp. con B i ;  ed è facile vedere che i cicli A,, Bi son pseudonojvnaEi VZ- 

spetto alla simmetl-ia S. Basta osservare ch'essi subiscono per effetto di S 
l a  stessa sostituzione (II) ch ' è  indotta da  s sugli a,, bi 

'2 
Gl'integrali pseudonormali di V i O )  relntivi ai cicli predetti sono Uh = riuh(x,), 

r; 1 

e la loro tabella di periodi è aiicora la (P); percii, C e Vq(0) hanno 10 stesso 
curattere reale A. Iiifiiie su Vq(0) le equazioni di S sono U,  r + qc,. 

Analoghe conclusioni sussistono per le W,'O): ma su esse per  orw iioii 
insistiamo. 

Suppoiiiaino ora che G abbia p rami reali H ,  , HI, ... , HP (incluso p = O), 
t: determiniaino, generalizzaiido lieveinente uii procedimeiito di LEFSCHEI'Z (23), 

le falde reali di Vq(O1. 

( z 7 )  Si tenga yresente che se P' è il punto ornologo di  P i n  a. i ( lu t .  oioli corriepoiident,i 
ai due aggriippamenti (P, ai) (P', ni) 801181 omoloyhi (ne1 selie0 drli'nwlysia sitzcs) ail T.',(O). 

P) LOGO cit., n. 6. 
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Un punto ?neale X di ViO) corrisponde ad un gruppo reale G, ( x i ,  x,, ..., x,) 
di C del quale alcuni punti saranno reali, e distribuiti, in nuinero di t,, t , ,  ..., tp  
sui rami di C. ed altri, in nuinero di 2v, a coppie imaginarî coniugati. Il punto X 
si rnuove restando sulla stessa falda di Vq(O1, quando G, varia con coiitinuità 
rima~zendo ?meale, quindi se le v coppie imaginarie coniugate variano rima- 
nendo tali, O se variano con continuità i t, puiiti su1 raino H,; ma anche se 
due di questi punti si portano a coincidere, e poi nobandonano il ?-am0 diven- 
tando iinaginarî coniugati, O se, col procedimento inverso si fanno nasceve su1 
raino Hi due nuovi punti reali. Ne segue che le  falde d i  VQTO) corvispondonû 
agli agg7.uppamenti t, , t ,  ,... , t p  aveîzti diversa pavitd, onde sostitueiido ai t ,  
i loro resti (inod. 2) potremo nssocim~e ad ogni faldn u n  sinzbolo [t , ,  t,, ..., tp]  
in cui le t ,  sono eguali a zero O ~ , d  uno ed inoltre soddisfano alle condizioni 

(11) t , + t , t  ...+ tp<q, t,-t-t,+ ...+ t p = q  (mod. 2). 

Il numero dei simboli distinti, cioé i l  numero N delle falde d i  V,',") si 
calcola facilmente, ed è per y > O 

e, per y = O, un0 O zero secondo che q é pari O d i s p a ~ i .  
In particolare se q 2 p - 1 e p > O è dunque 11. = 2 F i ,  e se q = p - 2, 

N =  2p-' - 1 ; quindi VP(O) ha  29-i falde (perché é sernpre p < p + 1, cioè 
p 2 p - 1) e 10 stesso accade di V(0)p-,, salvo se y ha il valor massimo p + 1 ; 
allora VO)p-, ha  2P - 1 falde. 

Ma se p ) O le costanti ci delle equazioiii di s sono nulle, e quindi su Vp(0) 
e WD(") le equazioni di S sono U', = K. D'altra parte W,(O) é una variet8 
abeliann reale di carattere reale h : pertanto il numero delle sue falde è 
(n. prec.) 2 ~ - ~ .  Quindi 2p-' = 2p-i, cioé p = p -t 1 - 1. 

Piii delicato 8 il caso y = 0, che qui discutereino soltanto in parte. 
Supponiamo anzitutto p pari: allora dalle costanti pc, della sinimetria S 

di Vi(O)  (e di W,(O)) spariscono i semiperiodi, cioé quelle costanti sono (inodd. 
- 

periodi) imaginarie pure. Dunque (n. 6) la S é della stessa schiern di U t f =  Ut, 
quiiidi WP(") ha 2p-A falde: e pertanto 2 ~ - ~  = 1, cioé À = p .  

Invece se p é dispari l a  WD(0) non ha punti 9-eali (perche non ci sorio 
su C gruppi di p punti reali) mentre, conte si vedrd a1 (j 4 (n. 15) WC"',+, 
(ch' é un altro modello reale della varietà di JACOBI relativa a G) ha due falde. 
Dunque 2 ~ - h  = 2, cioè h = p - 1. 

Annali di  Matematiea, Serie IV. Tomo II. 1.2 
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d In conclusione : 

Una curva alyebrica reale d i  genere p, e caraltere reale A, dotata d i  
punti  reali, h a  p + 1 - A r a m i  1-enli. 

Le curve real i  prive d i  r a m i  reaEi hanno carattere reale p O p - 1 
secondo che p B p a r i  O dispari. 

Risulta da  queste osservazioni che il solo carattere reale non basta a 
caratterizzare i diversi tipi di curve algebriche reali; tanto' meiio poi se si 
tien conto della distinzione fra il caso diasiozmet?-ico ed il caso ortosintnzetrico 
rilevata ed illustrata da1 KLEIN ( 2 9 ) .  Senza approfondire per ora le questiorii 

attinenti a quest'argomeiito, diamo un rapido sguardo al caso p = 2, su cui 
dovremo ritornare al 5 5. 

Anzitutto va rilevata una proprieth speciale dipendente dit1 carattere 
iperellittico della curva C. Appena questa ammette una simmetria si ne am- 
mette un'altra s, prodotto della prima per la gé, e le due simmetrie conducono 
a i  modelli. rea l i  C,, C, 

(13) ye= flx), Y2- - - f(x), 

(f polinomio di 6" grado a coefficienti reali) che si trasformano uno nell'altro 
ponendo X =  x, Y = =+ iy ("O). 

Sia, F la superficie di JACOBI relativa a C, S, ,  SE le relative simmetrie 
dedotte da s i ,  s,, Pi, P2 i modelli reali corrispondenti, cioè le imagini reali 
proprie delle Ci, C, . Proviamo che le simnzetrie Si, S, appartengono a classi 
complementari. 

Difatti siano u;, u, due integrali pseudonormali di Ci (relativi a d  si), e 
supponiamo scelta l'origine delle integrazioni in un punto doppio della g:, 
di guisa che le sue equazioni siano ufi - ui. Allora, se P è reale, le equa- - - 
zioni di s, sono u ' ~  = ui, e quindi quelle di s,, = - ui, e I'enunciata pro- 
prieta & provata senz'altro: se P non pub esser scelto reale quelle due equa- 

- 
zioni saranno u', = -t ui + c,, ma in ta1 caso, come si vedrh tra poco, é h = 2, 
e quindi la proprieta 6 ancora vera, perche per h = p  esistono due sole classi 
di simmetrie tra di loro complemeritari (n. 6). 

Se ora indichiamo con v il numero delle racZici reali  di  A s ) =  0, cioé dei 
punti doppî reali della gi, e teniam conto, sia delle osservazioni generali pre- 
cedenti, sin del legarne noto fra quei punti ed i rami reali di Ci, C,, vediamo 

Vedi ln III parte drlle Rienzann'sche Flachen e, in  genere, tutto i l  gruppo dei lavori 
del17A. dedicnti nlle ourve reali [GM. Abh. vol. IJ, pp. 63-1981. 

(30) Cfr. Rievm~ti&'~che Pliichen, Parte III, pp. 137-142 e 164-167 [Edie. 19061. 
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che possono presentarsi i seguenti casi: 

1 = 0; q ,  < quattro falde v = 6; Ci, Cs t r e  ?-ami 

h = 1 ; Fi, F, due falde v=4; C,, C2 due r a m i  

[ v = 2 ; C, , C, un ramo (caso diasirnmetrico, 
1 = 2 ;  <, u n a  falda 1 

I Ci un ranzo (caso ortosirnmetrico) ( v = o  
C, zero rami (3i). 

Questo prospetto conferma le osservazioni di poc'anzi, mostrando che 
per 1, = 2 si possono avere t r e  t i p i  diversi di curve di genere 2, e, colle 
considerazioni precedenti, prepara la, via ad una discussione piii approfondita 
che verrà svolta al 5 5. 

3 3. Periodi normali. 

9. Relazioni di Riemann e funzioni intermediarie. Posizione del probletna. 
- Ricordiamo iiel modo pih breve alcuiie proprietà fondamentali inerenti ai  
periodi, ed alla rappreseritazione dei sistenli di varieth V,-, contenuti in una 
varietà abeliana V, . 

Dato in V, un sistema di cicli primit ivi  Ci, Cs, ..., C,,, i periodi x i ,  yi 
( i =  1, 2, ..., 2p) di due integrali di la specie qualunque di V, soddisfano a d  
un certo numero di velazioni d i  Riemann alternate del tipo 

che talvolta scriveremo sotto la  forma 

Le relazioni (1) hanno signifient0 solo in quanto sin dato il sistema di 
cicli Ci a cui son riferite; se a questi si sostituiscono altri cicli primitivi C', 
espressi dalle 

le (1) si mutano in relazioni analoghe fra f nuovi periodi xli) ySt ,  le quali 
evidentemente se ne deducono sostituendo al posto degli x, y le loro espres- 
sioni mediante gli x', y' ricavate dalle (2). Diremo brevemente che le nuove 

(=') Supponiamo f(x) > O per x reale: nell'ipotesi f(z) < O baata scambiare Ci con Cs. 
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9,elazioni (O meglio le (1) sotto la nuova for?um) son le t?*asfolwznte della ( 1 )  

mediante lu sostituzione (2). 
Fissata una (1) si pu0 sempre determinare uiia (2) che la ridiice alla fn?wa 

szor)îzale 
P 

(3) Le,(h, p + h) = O, 
h-1 

nella quale gl'interi e, sono i divisori elementari del detetominante enzisirn- 
metrico II a,, 11 .  

Alla (3) é collegato un sistema di cicli nomnali che indicheremo con 
Mt ,  M ,,... , MD, Ni, N , ,  ... , Np ed un sistema d'integrali no?-nzuZi u,, u,, ..., u, 
individuati (a meno della costante additiva) dalla condizioiie d'avere i periodi 
ai cicli Mi tutti nulli, eccetto quelli della diagonale principale, eguali ordiiia- 

1 1  1 
tamente ad -, -, ... , - . Notoriamente, in forza della (3), la matrice quadrata 

e,  e, e, 
dei periodi normali ai cicli Ni é simnzetl-ica. 

U n  sistema di cicli normali dipende: 
a )  dalla relazione ( 1 )  che si vu01 ridurre alla forrna iiormale; 
b) da un certo grado di arbitrarietk inererite alla sostititzione nogwia- 

lizzante di cui dovremo disporre oppurtunainente a suo luogo (32).  

Fissati su V, p integrali iiidipenderiti u , ,  u, ,  ..., u,, ad ogni relazione (1) 
corrispondono, subordinatamente a determinate condizioni d'esistenza, infiniti 
sistemi di funzioni intermedia?-ie cp (u, , u ,  , ... , u,), ciascuno dei quali è col- 
legato ad un sistema d'interi ni, (interi cwatteristici) proporzioiiali agli ele- 
menti reciproci degli a,., (33) .  Le acceniiate condizioni d'esistenza, che si espri- 
mono mediante una disuguaglianza classica, la quale vincola le parti reali ed 
imagiiiarie dei periodi di due integrali di 1" specie qualunque della V,, sono 
state ridotte da110 SCORZA ad un sistema di disuguaglianze, nelle quali, oltre 

(32) Popgiando sulle conclusioni di uiia iiii;~ Sot:\ Soprn celte t r n s f o l ~ ~ ~ n s i o i ~ i  d e i p e ~ i o d i  
no~innli  [At t i  Istitiito Veneto, T. LXXXIII (1924) pp. 735-7801, clle il  lrttare voloiiteroso 
potrà inserire fra  questo numero 'ed il  succesnivo, e clin ad  ogni modo, p r r  la perfetti~ 
iiitelligibilità del testo, saranno debitamente richiainxtr. 

(33) Per le  proprieta foiidainentali di queste funzioni, clie qui si ricord;mo, cfr. CASTEL- 
NUOVO StJle fuiwioiai nbelito~e [Rendic. Lincei (5), Vol. 30 (1931) pp. 50-55, 99-103, 195-200, 
355-3591 segnatninente le  due prime Note: o par p =2, BAGNICRA-DI<: FSAYCHIS, Le nombre p 

de M. Picard pour les surfrcces hyperelliptdques, ecc. [Kendic. Palerino, Vol 30 (1910) pp. 185- 
2881. Nel corifronto, assai interessante, f ra  i due lavori, s i  teiiga presente clie per p = 2 le 9 l i k  

son proporzioiiali alle csih sicchè la oorisidernzioiir della foi.rnrc i,ecip~ocrc della ( 1 )  è, se si 
viiole, superflan. 
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alle a,.,, compariscono soltanto i periodi di p integrali indipendenti coinunque 
scelti (39. Uria relazione di Riemann che soddisfi a tali condizioiii, si dir& con 
SCORZA, principale (35).  

Ad ogni sistema di funzioni interrnedhrie cp si possono collegare due inte2.i 
n, 6, il primo dei quali è il m. c. d ~degli  ni, (ordine delle y), 1' altro Ib pfafliano 
del determinante emisimmetrico Il n,, 11 (determinante delle cp). Eguagliando a 
zero una cp, si ottiene su  Vp una Vp-, algebf-ica (varietù intorrnediavia, se- 
condo CASTELNUOVO) che a l  variare di cp entro a l  relativo sistema, descrive un 
sistema algebt-ico a,, mP+'-' , costituito d a  ooP sistemi lineari di dimensione 
6-1. Quando i diuisori della ( 1 )  so~zo tu t t i  egunli (e quindi, supposti i coeffi- 
cienti a,, primi tra di loro, u n i t a d )  ed n = 1, si ha  anche 6 = 1 ("), ed allora ridu- 
cendo la (1) alla forma normale, e scegliendo come parametri ui i corrispondenti 
integrali normali, le cp riduconsi a funzioni 9 del 1" ordine, ai periodi normali. 

I n  questo caso il sistema O,, mp-', s'indicherà con Z, e le Vp-, che lo 
compongono si diranno varietà 9. 

Viceversa, per un teorema stabilito per p = 2 da  APPELL-HUMBERT, e 
generalizzato da  LEFSCHETZ, ogni V,-, algebrica d i  V, si ottiene annulluudo 
una funaione inter?îzedinria (37). 

Le funzioni cp per il modo stesso con cui son definite, sono indipendenti 
da un cambiamento di parametri: vogliam dire con ci0 che se si passa a 

nuovi parametri U,, e si pone cp(u,, u,, ..., u,) = +(U,, U,, ..., U,), l a  + è 
ancora una funzione intermediaria, del10 stesso ordine, corvsispondente alln 

stessa d a z i o n e  (1):  e naturalmente l e  equazioni cp = 0, + = O rappreseritario 
la stessn varietà intermediaria. Se perd si cambiano i cicli pl-imitivi, cambia 
anche quella relazione, a norma della trasformitzjone effettuata. 

Corne si trasformano i sistemi @ mediante le trasformazioni biraziondi 
ed antibirazionali di V, ? Ecco in proposito un' osservazione importante (") : 

(3*) SCOHZA, Sa1 teorema d7 esistenso delle fuwzioni nbelinne [Rezdic. Palermo, Vol. 36 
(1913), pp. 386-3951. 

(35) SCORZA, Iqzdovtao al la  teorin genevale delle mntviei d i  Rienznnm, ecc. [Reridic. Pnlermo, 
Vol. 41 (1916)l n. 10. 

(36) Se p = 2 e gli ars son priini f ra  d i  loro, i l  deterininante 8, per 18 =1, coincide col 
divisore della (l), 8 = n,,a4, + n,,n24 + n,,a,:, . 

(") LEFSCHETZ, 0 1 2  c e ~ t n i n  nirmevicnl ilwavinnts of algebraic vnra'eties, eco. (Prix Bordin, 
1919) p r a n s .  of the Amer. Math. SOC., Vol. 22 (1921), pp. 327-4821 Parte IT, Cap. 1, 4. 

(,8) Per quanto non nuova: BAGNERA e DE FRANCHIS, senzn drdicnrvi una esplicita dinio- 
strnzione, Phanno sistematicamente applicata (cfr. i $9 5, 6, 7 del  citato lavoro). Qui si B 
creduto c h  la  rnaggior generalith del caso, e 1' estensione alle trasformazioni mt ib i rnz io~a l i ,  
baetnesero a giustificare un ceuno diniostrcrtivo. 
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Una t?-asformazione birazionale od ant ib i~azionale  di V, che induca sui 
cicli Ci la sostituzione (2) tl-asfo'ol-ma i l  sistema a>,, cowispondentc? a d  un'asse- 
gnata relazione (1) ne1 sistema a', cowispondente al la 1-elazione tmsforrnata 
mediante la sostituzione invet-sa della (2) (sempw 1iferita ai cicli Ci). 

Supponiaino dapprima che la trasformazione sia birazionale, ed abbia le 
equazioni 

(4) 'URi Ai,u, f )L~,u, 4- ... -t- i lp'U, + Ci. 
Indichiamo con op, il periodo di u,. al ciclo C,, e con U , ,  U, ,..., U, 

nuovi paramet9-i definiti scrivendo nei prirni inembri delle (4) le Ui al posto 

delle u ' ~ .  Allora se, cotn'è notoriamente lecito, poniamo 

le di, si possono interpretare: 
cc) come periodi di u, a l  ciclo Clh;  

b) come periodi di U, al ciclo Ch. 
Sia, V uua varietà intermediaria di Vp rappresentatit dali'equazione 

y (u ,  , uz7 ... , uP) = O, dove cp é iina furizione corrispondente ad una relazioiie di 
Riemann A =O, V' la varieth trasformatw di V mediante (4). Passando ai para- 
metri Ui, e ponendo cp(u,, u,,  ... , u,) = +([Ji, U , ,  ... , U,) la $ é ancora una 
funzione intermediaria corrispondente alla relazione A = O (fra i periodi orih 
delle Ui) e l'equazione + = O  rappresenta ancora V. 

Sostituendo materialmente nella 4 al posto delle Ui le ui , la $(u,, u,, ..., 14,) 

é ancora una funzione inkrmediaria, che perb (rispetto ai cicli Ci e quindi ai 
periodi oih degli u,) non corrisponde pih alla relazione A=O, sibbene a quella 
che se ne deduce ponendo al posto dei periodi o',, degli U, ,  le loro espressioni 
mediante gli wih,  ch' è precisamente la trasformata di A = O  mediailte la sostitu- 
zioiie inversa della (2) .  D'altronde la $(u,, u,, ... , u,) si aimulla nei punti 
dove le u i  assumono i valori che hanrio le Ui nei punti di V; e questi, a 
norma della (4) sono i punti di V'. 

Se la trasformazione considerata. è antibirazioiiale, cioè se iielle (4) al posto 
delle ut son scritte le Üi la dimostrazione procede in modo analogo. Basta, 
come al 11. G,.introdurre Ia varieth V, coniugata di Vp e considerare su essa 
1% 7 (coniugata di V )  rappresentata dall' equazione 

Veniamo ora a porre in forma precisa il poh lema della nomzalizzazione 
clle ci proponiamo di risolvere in questo paragrtifo. 
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A. COMESSATTL : Sulle varietà abeliane reali 95 

Fissata in V, una simmetria S (parlando di V, come di una varietà reale, 
ci riferiremo, al solito, ad un mode110 V,(O) su cui S è il coniugio) sin A i ,  Bi 
u n  sisterna di  cicli pseudonormali (relativo ad S) a cui supponiamo r i fer i te  
le relazioni d i  Riemann (1)) A una forma Riemanniana principale, e O uno 
qualunque fra i sistemi di variet& intermediarie ad essa corrispondenti. 

Indichiamo con A' la forma trasformata di A mediante la sostituzione (II) 
indotta da S sui cicli A,  B i ,  (n. 2), cioé, perche la (II) coincide colla propria 
inversa) la forma corrispondente al sistema 0' trasformato di a. Se 'C7p non 6 
singolare, dev'essere A1=-+A, quindi @'=O, cioè @ reale, ma se  V,, é sin- 
golare potrh essere 'A' distinta da A. Ir, questo caso pero ne1 fascio AA + PA' 
sono unite (perché la (II) 6 involutoria) le due forme A + A', A - A' e di 
queste una (almeno) é certo principale (39): sicche anche se V, é singola?-e 
esiste unu forma d i  Riemann principale A ch'è trasfownata i n  se stessa 
daEla sostituzione (11) cowispondente alla simmetvia S.  

Poiché ne1 caso non singolare A questo il comportamento dell7 unica 
forma esistente, e l'invarianza predetta conferisce a quella forma carattere 
intl-inseco, cos1 imposteremo su d i  essa i l  problema della nor??zalizzaaione, 
proponendoci di ridurla alla forma normale (3). 

Se pero vogliam conservare alle tabelle normali il principale vantaggio 
delle tabelle pseudonormali, allora un7altra fondamentale esigenza s'iinpone. 
Occorre che anche gl'integrali norwzali risultino qaenli, cioé che 10 siano i cicli 
normali del Io gruppo M, , M2, ... , M,; onde essi (n. 3) dovran risultare cornbina- 
zioni lineari dei soli cicli A,, A,, ..., A,. È questa condizione irnposta alla 
sostituzione not.malizzante che G O S ~ Z ~ U ~ S C ~  la vers dificoltà del problemo. 

Enunciamo fin d'ora le caratteristiche pih salienti delle tabelle normali 
a cui perverremo, quali risultano senz7 altro dalle condizioni contenute nella 
posizione esposta : 

a) II procedimento di normalizzazione, colle relative conclusioni, ha  
valore per varieta singolari e non singolari; 

b) Gl'integrali normali sono reali (rispetto alla simmetria 8); 
c) 1 sistemi @ corrispondenti alla relazione normale (cioè alla A ridotta 

a forma normale) son reali; 

(39i Perchè lu sono tanto A qiinnto A'. Se il segno dei loro coefficienti è fiseato in niodo 
che le disug~lrtglianze del tipo zarsE+Z O relative ad A ed A' ccbbinno lo  stesso ssneo, è A+ A' 
oh'è principale; altriiiieiiti è A -  A'. S'iiitende clie quniido perli~mo di forma t r a e f o r m n t n  
in sè siessa, O ataitn non esoludiaiiio clle essa possn alternrsi per un fttttore, in particolare 
cniubiare segno: gincchè quel10 c h  iritereaan è olit! si% tranforiilntn iii sè la ~ e l n z i o n e  otte- 
nuta eguagliando a zero quelln forma. 
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96 A. COMESSATTI: StJZe vavietà abeliane reali 

d) La relazione normale 6 trasformata in sè dalla sostituzione sui cicli, 
corrispondente alla simmetria S. Quindi la rnatîbice coniugata della nzatrice 
normale 2 ancora unn matrice normale, cogli stessi integrali no?m-di. 

10. Periodi normali per le varietà d i  carattcre reale nullo. - Se uila 
forma di Riemmn A frn i periodi ai cicli pseudonormali A , ,  B, è trasfor- 
mata in se stessa dalla sostituzione (II)  corrispondente ad una siminetria di 
di cnrattere reale A = O, cioè dalla A', = A , ,  B', = - B,, suddividendo In 
matrice [lars 11 in quattro quadranti ciascuno con p righe e coloniie, si vede 
che devono esser nulle tutte le a,, appartenenti ai due quadranti attravei'sati 
da una delle due diagonali. 

Supponiamo dapprima che si tratti della diagonale secondaria, cioè che 
le a,., non nulle abbiano entrambi gl'indici < p, O ) p, e proviamo, mediante 
le condizioni di Scorzz~, che la A non pub esser principale. Difatti scriven- 
dola per i periodi (P) dei due integrali u,., u, (7., s = 1, 2, ... , p) si trova 

Ma d'altra parte, con un breve calcolo, si trova per il A, di SCORZA 
1' espressjone 

(8) A, = - a,, La,kA~~2) ,  (i, k = p  + 1, ..., 2p; i < k) ,  

sicchè per la  (6) è A, = - a;,, il che è inconciliabile colla condizione A, > 0. 
Pertanto la relazione principale A=O di cui si tratta, avrh nulli tutti i coef- 

ficienti dei due quadranti attraversati dalla diagonale principale, cioe sar& del 
tipo 

(9) A 2h1,. ,~+~(~,  p + S )  = O, ( ~ , S = 1 , 2  ,..., p)  

e noi ci proponiamo, conformemente alla posizione del namero precedente 
(anzi con una restrizione ulteriore) di ridurla a forma normale con una sosti- 
tuzione unimodulare che operi sepwatamente sui due gl-uppi d i  cicli A,, Bi, 
cioè della forma 

con II Ars Il = * 1, Il Pr* Il = * 1. 
Intanto si vede subito che una sostituzione siffatta iniita la (9) in una 

relazione analoga, i cui coefficienti si potrailno itidicare con a',,,,, . Detto f, 
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il m. c. d.  degli a,,,,,, cerchiamo aiuitutto di determinare le A, p in modo 
che risulti a',,,,, = fi . 

Osservando che 

si vede che percib basta anzitutto determinare A,,, A,, , ..., A,, in modo che 
il m. c. d. delle 8. sin io  stosso di quel10 delle a,.,,,,, cioè fi O )  con che 
le A,, r i s h m a n n o  pr ime f rn  di 1 0 9 . 0 ;  poi arialogamente p,, , pai , ..., bi in 
modo che risulti a',,,,, = f i :  infine le altre A, y in modo che i determinanti 

Il h,, 11, Il p,.* 11 s i m o  unitarî. 
Si avi% cosi unn sostituzione uiiimodulare del tipo (10) che riduce la  (9) 

alla forma fi H, dove H è una forma dello stesso tipo'con a,,,,, - 1. 
Indicarido con xi, y, i periodi ai  iiuovi cicli di .  due iiitegrali qualurique, 

iinaginiamo che nella H al  posto del simbolo '(7., p + s) sia effettivamente 
scritto (x,.y,+, - x,y,+,) ed osserviamo con FROBENIUS che ponendo 

la A ,  è una forma bilineare alternata del10 stesso tipo L, 

xi, Y, Xp+l , Y P + ~  ' 

Dalla (12) si ricava 

sicehé se passiamo a nuovi periodi (cioé a nuovi cicli) poneildo 

("o) FROBENIUS, loco cit., -$ 4, 'l'eor. 1. ' 

(*') Con G . , ~ + S  si in(lica110 OCB i coefficienti della H. 

Atinali di Matematica. Serie IV, 'l'omo II 
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98 A. COMESSATTI : Sulle varietà abeliane reali 

(ed imaginando eseguita la sostituzione cogrediente sulle y), la H si trasforma in 

dove A', é una fo7.m~ bilineart: indipeladente da X I ,  Y,, Xp+I, YP+,,  ed 
inoltre, poichè la  (14) è del tipo (IO), del10 stesso tipo d i  A. Ili definitiva 
questa é ridotta ad fi H', ci06 alla 

dalla quale, ripetendo il procedimento, si deduce la cewata  forma normale 

con e, = f , . f ,  ... f,. Risulta a posteriori con FROBENIUS che ie e, sono i divi- 
sori elententari del determiiiante emisimmetrico format0 coi coefficienti della A; 
iii particolare, se  questi si suppongono prinîi fra di loro, é e ,  = 1. 

Dalla (10) risulta che i cicli sono, come gli A , ,  reali, e gli N t ,  come 
i Bi, imaginarî puri, cioé che la sifilmetria S induce sui cicli normcdi la 
sostituzione 

(IV) M,'=Mi, N , ' = : N i .  

Ne segue, come proposto, che gl' integrali normali u, , u,, ... , up son reali, 
e che la tabelln de i  periodi normal i  é 

iz,, i-c,, . . . . %P 

i T Z i  i T Z 2  . . . . kzp 

m . . . . .  . . S . . . .  

i ~ ~ ,  iz3z . . . . ~ " P P  

Dalle (IV) risulta inoltre che i cicli normali  sono ctnche pseudonorrnali: 
i relativi i n t e g ~ d i  pseudono.r~mnli sono, per la (V) e,u, , e,u, , ..., e,u,. 

OSSERVAZIONE. Ne1 lavoro citato alla nota (") abbiinlo dimostrato che, 
qunndo i divisovi eh sono u n i t a d  (O, se i coefficienti della A non son prinli 
tra di loro, eguali) la (17) rimaiie invariata se sui cicli Mi si eseguisce uiia 
m*bit iaaria sostituzione unirnodulare, e sugli Ni iina opportuna sostituzione ad 
essa associata. Cib fa passare a nuovi cicli (e periodi) normali che soddjsfano 
alle condizioili da noi richieste in quanto la trasformazione eseguita è del 
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tipo (10); quindi in ta1 caso agli Mi posson sostituirsi p arbitral$ cicli reali 
primitivi in particolare gli stessi A, d a  cui siamo partiti. Ta1 coiiclusione resta 
maggiormente precisata se si osserva che l a  sostituzione 

riduce i n  ogni caso la A alla forma normale Z(h, p + h), e che quando i divisori 
della A sono unitarî quella sosti tuzione é unimodulare, perché 11 a,, ,+, Il= =t 1. 
Quindi : 

Se i divisori della A sono unitar;, s i  pub assumeve corne sostituzione 
nol-malizzante la (VI) ed allora gl' integs*ali no?-mali coincidono cogl' inte- 
grali pseudonorrnali. 

11. Periodi normali per le varietà di carattere reale >O.  -- Risolveremo 
il problerna, che, come si vedr8, è abbastanza complesso, soltanto riel caso 
i n  cui la forma A ha i divisori, unilal$, suppostine i coefficienti prinli 
fra loro. 

Cerchiamo anzitutto ;L quali relazioni fra i coefficienti di A conduce 1' ipotesi 
che la  A sin trasformata i i i  sè stessa dalla sostituzione (II) corrispondente alla 
siminetria S, e sin inoltre principale. Per  far  ci0 ne1 modo piii rapido, profit- 
tando dei risultati del numero precedente, consideriamo assieme ai  cicli pseudo- 
normali A,, Bi i 2p cicli indipendenti nza non primitivi Ai,  Ei, dove gli Ei 
son definiti dalle 

e quindi, per  le (III) coincidono ordinatamente con C,, C ,,..., Cl;  2CA+ ,,..., 2C, 
cambiati di segno: ed osserviamo subito che gli E, sono, come i C,, imagi- 
nari puri, di guisa che per effetto di S i nuovi cicli subiscono l a  sostituzioae 
A/ = A,,  E,' = - E, . Indichiaino poi con xi, Xi (i = 1, 2, ..., 2 p )  i periodi di 
uno stesso integrale a i  due gruppi di cicli (A, ,  BiXA,, E,), le espressioni degli 
X, mediante gli x, deducendosi subito dalle (18). 

Mediante la trasformnzione di periodi cosi definita, la A si muta in una 
forma A, i cui coefficienti A,., si esprimono facilmente mediante quelli, a,,, 
della A; e come l a  A é trasformata in s e  dalla sostituzione (II), cosl l a  A, Io 
sarh dalla corrispondente sostituzione sui cicli A i ,  E,,  cioè dalla Ai'= Ai,  
E,' = - Ei.  Ma questa e del tipo coiisiderato a l  numero precedente, quindi 
la A, è necessariamente di una delle due forme ivi ottenute per  la  A. 

D'altronde se A é principale 10 é anche A, perché le funzioni interme- 
diarie ai periodi x sono a fortiori funzioni iriterinediarie ai  periodi X; quindi 
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(n.  prec.) A,  é necessa.riamente del tipo 

cioé ha nulli tutti coefficienti cogi'iiidici entrarnbi <, O eiitrambi > p .  Sosti- 
tueiido alle A,., le loro espressioiii medittrite le cc,., si trovano fr~cilinente le 
relazioni 

1 . . . . .  À . . w  . . . . . . . .  2w 

(20) 
a). a,, = O, b) 2a,., + a,.,,,, = 0, 

d 
C) 24-8 + a,,,,, -+ a,+,,,=O, d) a,, =Ar,, 

ciascuna delle quali è verificata quarido gl'iiidici 
di a,., haiirio i valori corrisponderiti alle zone 

Cl 
coiitrassegnate colla stessa lettera iiello schema 
annesso. 1 ' 

Tenuto conto dei valori degl'indici corrispoiideiiti alle zone d) l'ultima delle 
(20) pub scriversi 

(2 1) U r ,  p+t = Ar, p+t ; (v, t = 1, 2, ... , p)  

e siccome il determinante II a,., II dei coefficieriti di A, corne risulta dalle (20) e 
da110 scherila, è eguale ad II a,,,, 1 2 ,  cosi, il1 coiisegueiiza dell'ipotesi fatta sui 
divisori della, -4, è II u ,.,, +, II = 11 A,.,.,, 11 = + 1. 

Poiche A,  e della forma (9) coiisiderata al riuiiîero precedente, cosi in base 
all'osservazione con cui si chiude quel numero, si pub ridurre la A, alla 
forma normale 

P 

passaiido dai cicli Ai, Ei ,  ai cicli Mi, Pi media11 te la sosti tuzione urai?1lodula7.e 

(23) Mi = Ai, Pi = ai, p+iEi + + ... i a,, 2pI&,, (i=l, 2 ,... , p) 

dove si son scritte le a,,,,, irivece delle Ai,,+,, a ilorma della (21). S'iriteride 
che nella (22) con Xi, Yi s' iridicano due serie di periodi ai riuovi cicli M,, Pi. 

La A è cosi ridotta alla forma iiorinale ma i cicli Mi, Pi 720n soao ,$or- 
mal i  perchè non sono pl- imit ici;  e difittti corne risulta dalle (18)(23), il modulo 

della sostituzioiie che esprime il passagçio dagli A, ,  B, agli hli, Pi ha per 
valore assoluto 2P. 
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Per  dednrre dai cicli Mi, Pi u ~ i  sistema di cicli normali, cerchiamo anzi- 
tutto di trasformare tnediamte una sostituzione unirnodulare, i cicli Pt in nuovi 
cicli Q,,  che risultino t u t t i  divisibili  pev 2 ;  allora poiiendo 2Ni = Qi i cicli 
l&, & risulteranno intanto pri.mitivi. 

Lo scopo si ottiene poneiido 

dove gli a,, sono in ter i  avent i  la stessa paritd de i  coeficienti ah,p+t della (23) 
cioè della A. E per persuadersene basta osservare: 

a) Che per le (18) i cicli Eh+, , Eh+z, ... , Ep son divisibili per 2 ;  
p) che per le (20 O) son pur divisibili per 2, i coefficienti di E, ,  E,, ..., Eh 

nelle espressioni di Ph,, , Ph,, , ... , P,; 
y) che infine per h e t<h e pure divisibile per 2 il ciclo a,~,+tEt-t-eh,Jft, 

giacchè per  le (18) (23) esso è egu%le a 2ah,g,tB, + (ch, - ah,p+t)At7,e la dif- 
ferenza racchiusa in parentesi e pari. 

Notiamo che i l  delel-minante d'al-dine A J ( E ~ , ( ~  è dispari.  Difatti esso h a  
la stessn parita di Il ah.,+, 11 (h, t = 1,2, ... , A), e se qiiesto fosse pari, teriendo 
conto di p) si vede che Io sarebbero tutti i miiiori d'ordirie A della niatrice 
formata dalle prime 1 colonne di ()a,.,,+sll (r, s = 1, 2, ..., p) il che A assurdo 
perché 1 )  a,, ,+, 1 )  = -+ 1. 

Cosi abbiamo raggiunta una parte del nostro scopo; se pero vogliarno 
che i cicli primitivi Mi, Ni siano norrnali, occor9.e che sicc soddisfatta u~~'cc1fr.a 
condizio7ze; ed è che nel pnssaggio dngli Mi, Pi agli Mi, Ni la forma nor- 
male (22) ?.irizanga inwariatn. E percib basta che 10 sia per l a  (24) giacchè 
il pnssaggio dai cicli. Qi alle loro inettt Ni iiori fa che introdurre un fattore 2 
in tutti i termini della (22). 

Ora, a norrna d ' un  osservazione della mia citata Nota, d'altronde imme- 
diata, la  condizione perché la  (24) muti in sè stessa ln (22) é che la  matrice 

Il eh, 11 sia simrzetrica. E questa condizione conciliabile coli' altra gih inîposta 
alle ah,  d' avere la stessa paritk delle corrisporidenti ? 

La  risposta è affermativa: ed invero dalla (20c)  risulta che nelln matrice 
((a,, ,+, ( 1  (hl t = 1, 2, ... , 1) due elernenti s immetrici  rispetto alla diagonale 
principale hanno Zn stessa parita. E con ci6 10 scopo è raggiunto. 

Vedianîo ora come si comportano i cicli normali Mi, Ni rispetto alla siin- 
metria S. Intanto i cicli Mi sono (come richiesto) real i ,  anzi coincidono cogli A ; ;  
poi tenerido conto che i cicli P, sono, coine gli E,, irnaginarf puri, si riciiva 
dalla (24) che i cicli N, subiscono pel. e f e t t o  d i  S la sostituzione 
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102 A. COMESSATTI : Sdle varietù abeliane wali 

e quindi, come al n. 3, che la  tabella dei pel-iodi nornzali ai cicli Ni 8 del tipo 

€42 "ih u. 1 ~ + i . ~ . ,  - +i= ..,...., - + i ~ . ~ ,  i ~ . , ~ + ~ ,  ..m.1 i;,. 2 2 

dove gli sr, sono interi  i l  eu2 dete~minant t :  (siinnjetlsico) ha valore dispnri. 
Ci si pub ora chiedere se ricorrendo ad opportune trrtsfornîazioni si possa 

cotiseguire qualche semplifica,zioiie delle tabelle normali ottenute (che diremo 
d i  t ipo  fBeale); ed i l  procedimento seguito fa intravedere una ta1 possibilit8, 
almerio nei riguardi della, matrice 11 E,, 1 1 .  

Non convierie perb rimaner legati a quel procedimeiito, ma val la  pena 
. di considerare pih in generalc il problema dell'equivalenza di due tabelle 
normali, soddisfacenti alle condizioni del n. 9 e corrispondenli alla stessa 
9-elazione d i  Riemann A = O ("). 

Di tale problema ci siaino occupnti ne1 lavoro citato alla nota (32) con 
particolare riguardo d l e  tabelle normali i cui periodi del 2" gruppo son del 
tipo (VII), ed alle relative p a r t i  reali, cioé alle mntrici II E,, 1 ) .  Eccorie breve- 
iiîeii te le conclusioni : 

Una matvice 11 E , . ~  11 (r, s = 1, ..., A) a detewninnnte dispa?*i si dice d i  
carattere Biasimmetrieo od ortosimmetrieo secondo che i l  p9.odotto (E , ,  + 1) 
( E ~ ,  + 1) ... + 1) è pari o dispnri, cioé secondo che il gruppo ( E , , ,  E,, ,  ..., 
contiene O rio qualche e1etnei:to dispari. I l  cnso 09-tosiwzn~et~ico pub presen- 
t a a i  soltnnto qunndo A r? pa?-i. 

(*" Evidentetiitmtr yer I1aquivalenzn i i i  h l  Briino di due tnbelle normali corrispondeiiti 
:ii dur siskini di üicli iiorinali Mi, f l i ;  Mfi, N'i oecorre e basta die:  

a)  1 cicli Mii ~ittno cotnbiiiazioni linrari dei soli c i d i  f i f i ;  

b )  ln sostitueione iiriiiuotliil;irr iiirdiante ciii si passa diill'iino :illlnltro sistenia, trn- 
sformi in se stessa la velwione laovmnle Z(h., p + h) - 0. 
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Condizione necessaria e suficiente perche due fizutrici II eV, 11, II E',, ( 1  del10 
stesso ovdine h siano equivalenti, cioè appartengano a tabelle normali equi- 
valenti (ne1 senso predetto) é che abbiano entrambe carattere diasimmetrico 
od ortosimmetrico. 

Ogni matrice Il ErsIl  2 equivalente ad una delle due matrici (O schemi 
normali) 

O in altre parole sempre restando soddisfatte le condizioni del n. 9, alla 
tabella normale d i  cui fa parte la (VII)  pub sostituirsi una tabella equiva- 
lente nella quale le E,, hanno i valori (VIII d ) )  od (VIII O ) )  secondo che si 
presenta il caso diasimmetrico od ortosirnmetrico (43). 

A queste tabelle 1.idotte ci riferiremo sempre ne1 seguito. 

(VIII) d )  

12. Osservazioni finali. - 1) Sempre indicando con Mi,  Ni i cicli normali, 
sostituendo nelle (25) i valori (VIII), si trova che la sostituzione indotta dalla - 
simmetria S ( e  pih in generale dalle simmetrie u,' = u, + ci)  sui cicli delle 
tabelle ridotte é rispettivamente 

(1x1 
d )  M i l = = M , ,  N;=M,-Nj ,  Ni=-Nt  (i = 1,2, ...) $9) 

O )  Mi'=Mi? N,'=N,+,.+-N,, Nt '= -Nt  (j=l,2,,..,A:t=1t+l7 ..., p). 

La ( I X  d ) )  coincide, salvo le notazioni, colla ( I I )  del n. 2. E ci6 B ben 
naturale da1 moment0 che ne1 caso diasimmetrico i cicli (ed i periodi) lzorntali 
sono anche pseudonorrnali, corne risulta subito dalla (VII)  e dallo schema 
(VIII d )  ). lnvece ne1 caso ortosimmetrico dai cicli (e periodi) normali si dedu- 
con0 cicli ( e  periodi) pseudonormali invertendo 1' ordine di N ,  , N,, ... , NA.  

Ne segue facilmente che le for.rnule del § 2 sussistono inaltelsate anche 
se i periodi sono normali. 

I I )  Ricordando che gl' interi c,, hanno la stessa parità dei coeffioienti a,.,,,, 
della relazione A = O, si pu6 trasfegire a quelia relazione il cal-atte7.e diasim- 
metrico od op-tosimmetrico della matrice II E,, II dipendentemente dalla esistenza 
O no d i  un elemento dispari ne1 gruppo d'interi (a,,,,,, a,,,,, , ..., 

1 O . . . . O  

O 1 . . . . 0  
. . . . . . . . . 
O O . . . .  1 

(43) Altri schelni seitiplici, e fra esui 10 acheincc o ~ t o s i ~ i m ~ e t ~ i c o  d i  WEICHOLD del quale 
si yarlerà tra poco, si trovmo ne1 citato lavoro. D'orn in poi In distinzione fra i due casi 
verrà affidatn nelle formule alle lettere d), O).  

o . . . . o  1 

o . . . .  1 O 
. . . . . . . . . 
1 . . . . 0  O 

0)  
9 
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Risulta dalle conclusioiii riferite alla fine del 11. prec. che quel carattere 
a p p a l - t h e  aila relaxione A = O iiidipenderitemeii te dai particolari cicli pseudo- 
norniali a cui è riferita, cioè è invariante per trasfoi.mazioni di periodi pseu- 
doriormali. Del resto, teiiendo coiito che una trasformazioiie siffatta k (fra i 
cicli) rappresentata da una sostituzioiie del tipo (11) (II. 3) i cui coefficieiiti 
soddisfano alle (15) (15') basta un facile calcolo per persuaderaeiie. 

Si tratta insomma ci' un ca~*at te~-e  del sistema renle (rispetto ad S )  L corri- 
spondente alla ~*elnzione A=0, che, come vedremo al nuinero seguente, si rivela 
attraverso espressive proprieth reali di quel sinteina. Ma si badi che in gene- 
? d e  quel c a r a t t e ~ ~ e  non pub att?-ibui?si alla silimetria S, cioé alla varietà 
7-eale VP'O' corrispondenfe, giacchk quella var.ieth puo beiiissiino contenere 
due sistemi B reali l'uno di carattere diasimin&ico, 17altro di carat'tere orto- 
simmetrico. Basta che esistaiio due relazioiii del tipo di A = O  e di cttrattere 
diverso (trasformate in se stesse dalla sostituzioiie corrispondeiite ad S), coine 
ad esempio ne1 cas0 della tabella (pseudoiiorinale) 

le relazioiii (13) + (24) = 0, (14) + (23) = 0. Alla prima ch' e gi8 di forma nor- 
male, corrisponde la tabella (26) stessa ch'è novmale diasinmet?-ica; alla 
seconda, che si riduce a forma iiormale scainbiando gl' indici 3, 4 la tabella 
nowzale 09-tosimrilet?~ica che si deduce dalla (26) scrimbinndone le due ultime 
colonne. Le due tabelle non sono equivulenti ne1 senso della glota ('2). 

I I I )  1 ?.isultati dei n. 10, 11 hnnno v a l o ~ ~ e  won solo pela le va?-ieta abe- 
l i m e ,  ma per vcwietà algeblbiche ir?*eqola?.i qualultque, i n  particola~.e pej- 
le curue algebriche. Cio risulta dai procedimenti seguiti che sussistorio inal- 
terati anche se si prescinde dalla considerazioiie delle v i t~ - ie tà  i l ~ t e ~ m e d i n ~ i e .  

Per le cu?.ve ulgehl.iche 7.enli le tabelle normnli di tipo reale sono state 
determinate da1 WEICHOLD ( 4 4 )  che vi è perveiiuto mediaiite costruzioiie dilaetta 
delle retrosezioni sulle superficie rieinaiiriiaiie similietriche. Il predetto A. 
assegiia yero soltaiito i tipi corrispoiideiiti, per il cas0 diasiminetrico, al10 
scheina (VIII d)), e per quello ortosiininetrico alIo scheiiia. di cui alla nota (43) ;  

inoltre i suoi periodi soi1 quelli a cui si giungerebbe col iiostro procedimeiito 

(") \VKICHOLD. U e b e r  s i i t z , ine t~~ i sc i~e  R i e m n ~ ~ ~ ' s c l i e  I'liiclieic, ecç. [Zeitacli. f. Math. il. Pliys., 
Biiiio 28' (1883) pp. 321-3811. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



> 
A. COMESSATTI : Sulle va~ie tc t  abeliane ~ e a l i  105 

partendo dai cicli pseudonormali di 2" specie Ci,  Di anzichè dagli Ai ,  B i .  
Percib gl'integrali normali, pur essendo reali, hanno ai cicli del le gruppo 
periodi imaginarî puri (eguali a ni) kfr.  n. 3). 
. Per le curve prive d i  rami  reuli, il WEICHOLD dA una tabella di altro 

tipo: fu il KLEIN (45) a mostrare che essa poteva sostituirsi colla tabella os-to- 
sirnmetricn corrispondente al carattere reale A = p O A = p - 1 secondo che p 
è pari O dispari (cf. n. 8). Perà entrambi gli A. impiegano per questo caso 
iritegrali normali di tipo diverso (imaginarî puri invece di reali e viceversa), 
mentre noi ci riferiremo sempre ad integrali reali (46). 

Nei riguardi dell'applicazione dei nostri procedimenti alle curve, convien 
osservare che in questo caso esiste sempre una relazione A=O di divisori uni- 
tart ch' è trasformata in sè dalla sostituzione sui cicli indotta da qualunque 
simmetria S ;  ed è quella che riferita ad un sistema di retvosezioni assumé la  
forma normale. Difatti ad essa corrisponde sulla variet& di Jacobi il sistenia B 
delle variet& 9 (ai periodi delle retroseziorii) imagini dei gruppi di p punti 
contenuti parzialmente nelle g$": della curva; e questo sistema è reale (ri- 
spetto a tutte le simmetrie che provengono da siminetrie della curva) perche 
10 è la totalith di quelle g&'~: .  

IV) Fer le tabelle normali (VII) e corrispondenti relazioni normali (inclus0 
il cas0 V per e, = e, = ... = e, = 1, che considereremo come un pa?.ticolare 
caso ortosimmetrico) indicando con Dh il determinante format0 dalle prime h 
righe e colonne di (IT,, 11, le condizioni di SCOKZA si riducono alle 

(27) D,>O, D,D3<0, D , > O  ,..., 
Che, unitamente alla' Di = T,, < O d&nno notoriamente le  condizioni di conver- 
genza delle serie 9 (47). Quest'ultima condizione si pub ritener superflua poten- 
dosi, nella (VII) cambiare il segno a tutti i periodi (cioé ai cicli Ni) quindi, 
verificate le (27) la V, esiste, ed ammette tutte le simnietrie rappresentate dalle 
equazioni (5)(5') del n. 6. E ovvio che una ta1 varieth 8 in generale non singolare. 

(47 KLEIN. Uebev Recclitütsverhalt~~isse 6ei der einem beliebigern .Ceschlechte, ecc. [Math. 
Ann. 42 (1892) pp. 1-29. Ges. Abh. XLII] Q 7. 

(46) A complemento dei riwltati del n. 8, tiiiiiostrereino più avanti (n. 15) ohe alle oiirve 
prive di ?.ami reali corrisponde tabella normale ortosimmetriea. 

(&l) KRAZEK, 8 3 
(") Se ~i vu01 cambiar segno alle r,  ma uon alle E~~ basta sostituire al ciclo Ni il 

ciclo - Ni +ci, ilfi + E, M .  + ... + ~i).ÏI.lh , o - Ni secondo cho i 5 opyure > A .  La nuova 
tnbella otten~ittt è ancora normale. 

L'rveutiinlità di un ta1 caiiibiiiiiieiito di Regno rra da prevedersi dato clle non abbiamo 
fissnto il senso delle disugliaiize di cui alla Nota (39). Cfr. la Nota (3) del lavoro più volte oitato. 

Annali di  Matemalica, Serie IV, Tomo II. 14 
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V) Anche ad una matrice normale pub collegarsi la  considerazione del 
determinante A =ll~,, 11, della matrice cotwplementare, e dei relativi cicli 
normali Pi, Qi che rispetto agli iM,, Ni si trovano in condizione analoga a 
quella dei Ci, Di rispetto agli A i ,  8,.  Per ottenere la matrice complementare 
basta, ne1 caso diasiminetrico procedere esattamente corne al n. 4, e ne1 caso 
ortosimmetrico ricondursi a quel procedirilento teneildo epportuno conto della 
Oss. 1 di questo numero. In definitiva le nzatr-ici cornplementari sono normali 
e del10 stesso carattere delle date, ed i relativi cicli normali sono espressi dalle 

delle quali la d)  coincide, salvo le notazioni, colla (III) del n. 2. Si noti che 
le sostituzioni (X) trasformano in sé stessa la  relazione normale. 

Fra i determinanti A, A, di due matrici normali complementari, intercede 
ancora la relazione (18) del n. 4. 

VI) Una matrice normale di tipo reale pub esser composta con pih ma- 
trici analoghe; e viceversa la composizione di inatrici siffatte dB, dopo oppor- 
tune permutazioni di linee e colonne, una matrice del10 stesso tipo. I n  forza 
delle conclusioni riportate alla fine del n. prec. questa ha carattere diasi- 
rnetriço appena 10 ha una delle cornponenti, ed ha carattere oî-tosintniet?~ico 
soltanto quando 10 hanno tutte,  

Sono ovvie le conseguenze riguardanti la Vp dei gruppi di p=pi+p2+ ...+ph 
punti dei quali p, variabili sopra una curva r-eale C, di genere p,,  p,  su di 
una curva reale di genere p z ,  ecc. 
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Sur un cas d' 6limination et 1' extension aux fonctions algé- 
broïdes du théorème de M. Picard 

par M. GEORGES J. RÉMOUNDOS, à Athènes 

1. Soit (') : 

ou les Ai(z) désignent des fonctions quelconques de z ;  attribuons B u v valeurs 
distinctes quelconques u , ,  u,, u, ,..., u, e t  posons : 

Conime le déterminant de VANDERMONDE : 

est différent de zèro, les équations (2) rèsolues par rapport aux Ai donneront 
une solution unique et, par conséquent, les relations (2) déterminent une corre- 
spondance biuniforme entre les A,, A ,,..., Av d'une part et les fi, c2 ,..., fv 

d'autre part. 
Cela posé, donnons 8, u une nouvelle valeur u, (différente des autres) et 

éliminons les A,@) entre les équations (2) et  F(z, u,) = f,(z) (3) ; le rhsultat de 
1' élimination sera I' égalité : 

et le q,  désigne le mineur du déterminant Q que nous en tirons en supprimant 
la ligne qui contient ui et  la  dernière colonne (qui contient les puissances 
du degre v) .  

(') Ce travail est le développement d'une oonimnnication que j'ai faite ?i llAcadèniie 
de Paris. Voir: G. R~MOUNDOS, SUT une propridtd d'élinkination et les fonctious nlg6brei'des. 
a Comptes Rendus B, 1923, t. 177, pag. 524, (17 septembre 1923). 
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Alors, dans plusieurs problémes importants, se pose la questioii sui \7a11 te : 
Dans quels cas le w h l t a t  (4) est-il réductible, pouvant se decowpose7- 

en deux ou plusieurs autves relations de la même fojwze? D'une façoii plus 
précise, dans quel cas la somme de deux ou de plusieu?-s teîwes du premie~. 
membre de (4) peut-elle être nulle? 

2. Remarquons d'abord que la relation (4) devient une identitb par rapport 
a,ux A,, si nous les introduisons en remplaçant les f,, f,, f,, ..., fv moyennant 
les relations (2) et (3). 

Supposons maintenant que l'on ait, par exemple: 

(5) qofdz) + qifi(z) + q2fAz) + q3fM = O. 

Alors, si nous introduisons les fonctions Ai@) et1 remplaçant les f,(z), f,(z), 
fi(z), f,(z) respectivement par les F(z, u,), F(z, u,), F(z, u,), F(z, u,), la relation (5) 
se transformera en : 

ou les ai sont des polynômes entiers par rapport aux u,, Z J , ,  uP, uV. 
Cette égalité linéaire en  Ai@) n'est jamais mie identitc2 par rapport 

aux Ai(z). En effet, si l'égalité (6) Btait une identité par rapport aux A,(z), 
alors il en serait de même de 1' égalité (5) par rapport aux f,, f i ,  f,, f3, grâce 
& la correspondante biuniforme entre les A@) el les f,(z), f i @ ) ,  f,(z), ..., fv-,(z), 
ci-dessus indiquée : S'il y avait un systéme de valeurs de f,(z), f,(z), ..., fy-,(z) 
ne satisfaisant pas A (5), alors le système correspondant des valeurs des A,(z) 
ne satisferait pas non plus k (6). . 

Or, l'égalité (5) ne saurait jamais être une identité, puisque les coefficients q i  
sont des déterminants de VANDERMONDE; donc, la relation (6) n'est pas une 
identité et nous obteiioiis ainsi le tliéoréine suiv;int: 

THEOREME 1. Soit : 

un polynorne entier en u, où les Ai(z) sont des fonctions quelconques de z, 
donnons à u, v + 1 valeurs distinctes u,, u,, u,, ..., u, et éliminons les Ai(z) 
entre les équations : 

F(z, ui) = fi(z) (i=O, 1, 2 ,..., v). 

Pour que le ?*ésultat de l'dlirnination soit déchirable (déconzposable) 
dans le sens ci-dessus indique, i l  faut qu'il existe des ~*elntio~zs lin&nil.es à 
coeficients constants entre les fonctions Ai(z). 
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3. Supposons que le résultat de l'élimiiiation des Ai(a)  eatre les équations : 

(8) , J = 4 ,  J'@, uz> = fi(@,...., , = 4 ,  F@, u) = f(4 
soit déchirable (dans les sens plus h'aut indiqué) pour p valeurs u',, u',, ... utp, de u. 

. Alors, d'après le théorème précédent, à chacune des valeurs u',, d,, ..., u'p 
correspond au moins une relation linéaire entre les Ai@) et, par conséquent, 
leur nombre total est au moins égal à p. 

Ces relations sont distinctes, puisque, dans le cas contraire, les relations 
correspondantes entre les f i@)  (moyennant la transformation biuniforme ci-dessus 
indiquée) ne seraient pas non plus, distinctes (,), et il en serait de même des 
quantités F(z, u',), F(z, u',), ..., F(z, urp), ce qui est absurde à cause de 1' inégalité 
des valeurs ut,, ut,, ..., utp. NOUS obtenons, donc, le théoréme suivant qui com- 
plète le précédent, A savoir: 

THÉORÈME II. S' il existe p relations linéaires à coeficients constants 
entve les Ai(z), le nombre des valeu?-s de u, distinctes des u,, u,, ..., u,, pou?. 
Zesqzdelles le d s u l t a t  de l'élimination des Ai(z) entre les equations ( 8 )  est 
d&chivable, ne  saurait jamais d4passer la quantite p. 

Pour abréger le langage, appelons emeptionelle toute valeur de Ir, pour 
laquelle le résultat de 1' éliinination ci-dessus indiquée soit déchirable, et  
remarquons que les valeurs u = u , ,  u,, u,, ..., u, sont évidemment exception- 
nelles, puisque ces valeurs ariiiullent tous les dètarminants q,  sauf ceux qui 
ne contiennent pas ou bien u ou bien sa valeur. Nous pouvons, donc, coin- 
pléter le théoréme II par le suivant. 

THÉORÈME IIb. S' i l  esiste, entre les A~(z), p velations lineuires distinctes 
à coeficients constants, le nombre des valeurs exceptionnelles de u est a u  
plus égal à v + p. 

D'autre part, si les Ai@) ne sont pas toutes des constantes, le nombre p 
sera au plus égal & v - 1 et on en déduit la  conclusion suivante : 

COROLLAIRE. S i  les Ai(z) ne sont pas toutes des constantes, le nornbl-e 
des valeurs exceptionnelles finies de u ne saurait dépasser la quantité 2v - 1. 

J e  tiens à signaler ici de nouveau le fait important que tous ces théo- 
rèmes, qui ont un caractère purement algébrique, sont valables quelles que 
soient les foiictions A,@), et prksentent une simplicité et  génemlité frappante. 

4. Considéroris inaintenant une famille ( F )  de fonctions f(z) ayant la pro- 
prieté suivante : 

(i) Il est, d7ailleiirs, aisé de voir que les relations eiitm les fi, dont i l  ~'tlgit,  ne con- 
tiennent pns le8 iiiêmes fi et, conséquent, si fi (par exeniplr) figure daris l ' m e  de ces reiatioris, 
elle manqiie dane les autres et n'en est nullrnient engagée. 
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Toute identité de la forme: 

(9) q,fi +q2f2 t qafa + .'.. + qkfk = q  [les q et q, constants] 

oh les f,(z), fe(z), ..., fR(z) appartiennent à la famille (F), entraine ou bien son 
déchirement (dans le serk plusieurs fois indiqué) ou bien la nullité de tous 
les coefficients qi et q. 

Alors, toute valeur de u pour laquelle la fonction F(z, u) appartient A 
cette famille, doit être considérée comme cxceptionnelle, car leur nombre ne 
saurait jamais dépasser la quantité 2v - 1 (l'infini non compris) et, particuliè- 
rement, la  quantité v + y dans les cas oii il existe, entre les A&), p relations 
linéaires 9 coefficients constants. 

Une telle famille est, par exemple, l'ensemble des fonctions de la forme: 
P ( Z ) ~ ~ ( ~ ) ,  ou les P(z )  et H(z) sont des polyiiomes quelconques ou des fonctions 
eiitières telles que P(z)  soit dJ ordre iiifèrieur A celui de ex(" d m s  les sens 
bien connu de la théorie des fonctions entières, pourvu que les fi@) ne soient 
pas tous des polynômes. 

Cela résulte d' un théorènie fondamental de M. BOREL qui m' a servi comme 
buse pour l'extensioii aux fonctions multiformes du théoréme classique de 
M. PICARD et de ses généralisations ('). Nous en tirons ainsi, comme cas parti- 
culiers des théorèmes généraux algébriques de Nos prècédeiits de ce  travail, 
tous mes résultats antérieurs sur l'extension ci-dessus indiquée e t  de  plus de 
nouvelles précisions sur le nombre maximum des valeurs exceptionnelles, 
qui, comme nous voyons, peut être inférieur L 2v et dépend aussi du nombre 
des relations linéaires a coefficients constaiits qui existent entre les A&). 

Ces nouvelles précisions ont été communiquées (sans démonstration) dans 
les a Comptes-rendus w (Sul. les va2eurs exceptionnelles des fonctions multi- 
fortnes, tome 177, 1923, pag. 306) pour la première fois par mon élève 
M. VAROPOULOS, mais sans aucune relation avec mes théorèmes gériéraux du 
travail actuel, dont les dites prdcisions ne sont qu' une application très 
particuliére. 

Une application analogue de mes théorèmes peut se faire aussi à certaines 
foiictions ayaiit une infinité de branches, ce que nous traiterons dans un 
travail ultérieur. 

Atidnes, le 17 Juillet 1924. 

(') Voir, par exemple: fi. BOREL, Sur les zéros des fonctions enlièvss. (Acta mathema- 
tica, t. XX). G. RI?MOENDO~, Sur les zéros d' une classe des fonctioias t~nsseendantes; Thèse 
d a  doctorat de 1'Universitè de Pnri~, 1906, et Anitnlrs de l i t  Facul té de Toiilouse, 20 Série, VIII. 
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Sulla definizione di integrale delle funzioni di una variabile 

di GIUSIPPB VITALI, 8 P&dova 

In  una recente pubblicazione (') il prof. BEPPO LEVI presenta a scopi 
didattici una nuova definizione di integrnle di funzioni limitate a proposito 
della quale scrive (') : 

Per le funzioni misurabili l'integrale quale è qui definito coincide col- 
a l'integrale di LEBESGUE: ma resta dubbio se non sin possibile immaginare 
a l'applicazione della definizione a funzioni non misurabili 3 .  

Io dimostro che effettivamente la definizione del LEVI é del tutto equi- 
valeiite a quella di LEBESGUE. 

Nella esposizione io rinuncio ai vincoli di linguaggio che il LEVI si irnpone 
per i fini didattici del suo lavoro. 

1. 11 LEVI definisce dapprima l'integrale superiore delle funzioni limitate 
e > O ne1 modo seguente : 

Sia f(x) una funxione di variabile reale limitata e > O definita in un 
a intervallo (a, b), a < b. 

a Consideriamo una successione di segmenti di (a, b) 

e una successione di numeri reali e > O 

tali che per ogni cx: di (a, b) esista un numero intero positivo n, per cui x appar- 
a tenga a 6, O come punto interno O come punto estremo, e sia f(x)<h, ("). 

(') BEPPO LEVI, h l l n  de$aizione delPimtegrale. (a Annali di Matematioa pura ed appli- 
onta s, sorie IV, tom0 1, 1923-24, pp. 58-82). 

(2) Loc. cit., p. 58. 
(3) Non è escluso che In successione (1) consti di un numero finito di elementi. Perb 

in questo caso anche la (2) deve intendersi finita e contenente un namero di elementi uguale 
a l  nnmero degli elementi di (1). 
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a Formiamo poi l a  somma 

(3) E n  d,, . hn 
a nelli~ quale d, indica il numero assoluto che misura la lunghezza di 6,,. 

a Il limite inferiore delle somme (3) corrispondenti alle varie coppie di 

a successioni (1) e (2) che soddisfano alle condizioiii sopra richieste si chiama 
s integrule superiore di  f(x) da a e b e si indica cor1 

Sin c il limite superiore di f (x)  in (a, b), e per ogni y positivo e c; c 
si indichi con e(y) la misura esterna (2) del gruppo dei puiiti di (cc ,  O) per 

cui f (x) > y. 
E evidente che e(c) = O ed e(0) = b - a. 
L a  e(y) 4 una funzione monotona della y e quindi iritegrabile secoiido 

RIE~IANN in (O, 6). 

Dico che 

(') Vnramente i l  LEVI anzichè consitlrrare le snccessioni (1) e (2) considera due gruppi 
i n  corrispondenza biunivoca, ahe p o ~ s o n o  quindi rvere andie una potenza maggiore del 
nniiierabile; preiitle (ln1 l0 gruppo un niiinero finito qutlliinque di urgmenti 

del 2' gruppo, oalcola i l  valore dell'esprrssione 

e considera i l  limite superiore S dei valori cha per q u e ~ t a  via. R i  possono ottenere, qiiindi 
iiella. defirii~ione di integrale aiiperiore f : ~  compiere ctlla 8 l a  stesris parte clie la (3) compie 
nella defini~ione ohe ho dato ne1 testo. 

Si pub perb notare ohe nella definizione lianiio iiiiporfanza solo le  S finite e clle jina 5' 
non pub eusere finita ohe quando i gruppi assunti da1 LEVI in liiogo delle successioni (1) e (2) 
Iiatino iina potenxa non superiore a quella del numerrbile. 

(') Per misuva esterna e per naiszwa iatevna ~i intrnde cib çlir oori questi nonii è st:ito 
indicato da1 LEBESGUE a pag. 104 d& si10 lrattato Leçons suv I'integmtion el la recherche 
des fot&ctions pvimitives, 1904, P a r k ,  Gauthirr-Vilhrs. 

IAa ~icis t~ra esteriacc è l'estei~sioice mii~imcc tlrlln nota: G. VIT AI.^, Sui gvt6ppi di p t d .  
(Rendioonti del Circolo Mateinntico di Palerino, t. XVIII, (1904), pp. 116-126). 
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Dim. Sin 9 -  un qualsiasi numero intero >O,  e si ponga 

cosicchè in particolare y, = O, y, = c. 
Indico con Gi (i = O, 1, ..., 1 , )  il gruppo dei punti di (a, 6 )  per cui f(x) > y,. 
L a  misura esterna di ogni Gi è allora data d a  e(y,). 
Consideriamo ora iina qualsiasi coppia di successioni (1) e (2) e indichinmo 

con pi la  somma delle lunghezze dei segmenti di (1) a cui corrispondono 
numeri di (2) maggiori di yi. Siccoine ogni punto di Gi apprtrtiene a d  uno di 
questi segmenti (v. Def.), sar8 

Quest'ultima sommatoria col tendere di r d l '  oo tende a 

dunque 

e infine 

(4) 

Sia ora E un iiumerp > O piccolo a piacere. E possibile incliidere i puiiti 
di G,-, in titi sistema F,.-, di segmenti le cui lunghezze abbiano uiia somma 
minore di e(y,-,) i- E .  1 punti d i  che ilon appartengono ad  alcuii segment0 
di r,.-, formario uii gruppo che  h a  una misura. esterna che non supera 

Aniiali d i  Matematica, Serie I V ,  'iàmo II. ' 15 
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e(y,.-,) - e(y,-,) ('), e quindi si possono includere in un sistema TV-, di 
segmenti le cui lunghezze abbiano una somma minore di e(y,.-,) - e(y,-,) + E .  

1 punti di G,-, che non appartengono ad alcuno dei segmenti di r,-, e di 
F,-, forniano un gruppo che ha misura esterna 'che non supera c(y,-,) - e(y,-,) 
e quindi si possono rinchiudere in un sistema T,.-, di segmenti le cui lunghezze 
abbiaiio una somma minore di e(y,.-,) - -e(y,.-,) + E, e cos] via. 

Ordiniamo i aegmenti di 

in una successione come (1) e costruiamo una successione (2) in modo che ad 
ogni segmento di TV-, corrisponda il numero y,., ad ogni segmento di Fr-, 
corrisponda il numero y,-,, ad ogni segmento di Fr-, corrisponda il nu- 
mer0 y,.-, e cosf via. 

Le successioni (1) e (2) cosi formate soddisfano alla condizione che per 
ogni di (a, (3) esiste un numero intero positivo n per cul x appartiene a 6, 
e sia f (x)  2 h,. 

Per tali successioni é 

(9 CiO B conseguenza del teorema: 
Se G è un gruppo di punti di misuva estema e, se G' è un sottogruppo di G d i  misuna 

estevsn el e se l' t? us g~tlppo di  segmeroli racchiudede G', il gruppo G" dei punti d i  G che 
non nppartengono n qunlche segmento di J! hn misuln esterna 5 e - e'. 

Qnesto teorema si pub diiiiostrnre come segue: 
Per  ogni a > O si pub includere G i n  un sisteina A d i  wgnienti le oui lunghezae abbiano 

unn somma < e + o. 1 punti appartenenti a qualohe segmerito di A formano un grnppo S 
rnisurnbiie di misurn s e  + a .  1 pnnti comnni ad un eegmento di ï' e ad uno di A foriurtno 
nu gruppo misurabile di miuura e', perché questo gruppo contiene Q'. 

1 punti di B che non appartengono ad  alcuii ~ e g m e n t o  d i  l" formano allorit uii gruppo 
rnisurnbile di misura 5 ( e  + a)  - el- (e - e') t o .  Il griippo G" è ~ot togruppo  di quruto, 
qiiindi la misura csternx di G" è 5 ( e  - e') + o. Cib per ogni 5, duiiqur 1% iriisurn estrrna 
d i  G" è s e - e ' .  c. d .  I I .  
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Scelto poi un 11 > 0 piccolo a piacere, si pub prendere 9 -  cosi grande per cui 

e poi E cos1 piccolo per cui 

Allora risulta 
C 

e quindi é certamente 

Da questa disuguaglianza e dalla (4) si ricava 

Si osservi iiioltre che se & Y )  indica la rnisura esterna del gruppo di punti 
di (a, b) in cui f(x) 2 y 8 &y)  2 e(i) é, per ogni E > O, ;(y) < e(y - E), cosi che 

ed inoltre 

N n  

e quindi 
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inoltre 
O-E O 

dunque 

e, poiché E pub essere piccolo a piacere, 

Da questa disuguagliarixa e da (6) si ricava 

e quindi anche 
- 

b O 

Si ha cosi il 
TEOKEMA. S e  f(x) é u n a  fuxz fone  l imitata e > O in (a,  b), n < b, se e(y) 

é la  misu?-a esterna del g ~ u p p o  de i  punt i  d i  (a, b) in cui  f ( x )  > y, se è 
la nzisura e s t e m a  del gruppo d i  punti  d i  (a, b) in cui  f ( x )>  y, se i npne  c è 
i l  l imite  supe?*iore dei valosai d i  f(x) si ha : 

2. Sia ancora f (%)  > O in (a ,  b), a < b, ed rn indichi un iiumero positivo 
a piacere. Poniamo 

fi($> = fW + ) ,b  

ed indichiamo con e,(y) la misura esterna del gruppo dei puiiti di (a, b )  in 
cui f,(x) > y. E evidentemente 
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e quiridi 

Foi é 

Inoltre per y l m é e,(y) = b - a e quindi 

dunque 

O anche 

Ds questa relnzione si riceva corne fa il LEVI (') che se f(x) b una fun- 
zione linritata (non piu necessariameiite > O), qunlunque sia il numero m 
tale che in tutto (a, b) sia f(x) + m > 0, 1' esp9,essione 

ha senzpe  20 stesso ualore. 
Questo valore si chiama, secondo il LEVI, l'integrale superiore di f(x) 

da n a b e si rappresenta con 
- 

b 

Cosl resta definito l'integrale superiore di ogili funzione limitata. 

(') Loc. oit., prtg. 66. 
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3. Sis osa f(x) una fuuzione limitata in (a, b )  e sin m un iiumero maggiore 
del limite superiore di 1 f(x) \ in (a, b). 

Poniamo 

Indichiamo con e , ( ~ )  la misura esternn del gruppo dei punti di (a, 6 )  i n  
cui f , (x)  > y, con ;,(y) quella del gruppo dei punti in cui f ,(x)  2 y, con e(y) 
quella del gruppo dei punti in cui f (%) > y e con >(y)  quella del gruppo dei 
puriti in cui f(z) 2 y. 

E evidentemente 

e , (y)  = e(y - 4 

È inoltre 

- 
perche per y maggiore del limite superiore di f,(x) é e , (y)= e,(y) = O.  

Dunque 
- 

am 

Sf<(z)dx =Fy - rn)dy = p ( y  - ")"Y, 
a O O 

e, mutando y - m in y, si ha quindi 

È poi 

e percib 
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ed anche 

4. 11 LEVI chiamn poi integrale inferiore di una funziorie limitata f(x) 
in (a, 6) e 10 indica con 

il contrario dell'integrale superiore da a. a b di - f(x). Cosichè 

Allora se rn é un numero maggiore del limite superiore di 1 f(x) 1 in (a, b) 6 

dove $y) indica la misura esterna del gruppo di punti in cui - f(x)> y 
cioe in cui f(x) < - y. 

Indicando con i(y) la misura interna del gruppo dei punti in cui f(x)> y 
si ha allora 

i(y) = (b - a) - 4- y) 
e quindi 

(') Questo risultato s i  potrebbe anche enunciare dioendo che 

dove y(y) è la funzione die per y > 0 intlica la  misura esterna del griippo di punti iu  m i  
. f@) > y-e per y < O la contraria della misurn interna del gruppo di p m t i  iii cui f ( x )  5 y, 
e dom g(y) è ln funzionr, che per y > O indica IR misiira esterii~t del gruppo di punti in 
m i  f (%) P y e per y < O la contraria della inisura interna del gruppo dei punti in cni f ( x )  <y. 
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5. Se f(x) 8 uiin fuiizione limitata in (a, b) e se 

si dice col LEVI che f(x) 8 integj-ahile in (a, b), e il valore comune dei prece- 
denti iiitegaali si chiaina integrale di f(x) da a a b. 

Allora se f ( s )  è iiitegrabile é 

dove rn indica u i ~  qualunque numero maggiore del limite superiore di 1 f(x)( 
ed e(y) ed i(y) hanno Io stesso significato che iiei n.' 3 e 4. 

Evidentemente per ogni y è 

ossia che f(x) é misurtlbile (=). 

( ' )  Que~to  risultato pub essâra aiiche eiiuiioiato dicendo die  

(love y(y) è Ilt fiiiiaione clie per y > O iiidica lit inisiir;~ iiitariii del  gruppo dei piiriti i i i  cili 
.ftx) > y 1' par y 5 0  la contraria della iiiisurn estrrnn tlal griippo (lei piinti i n  ciii ,f(s)Sy. 

(-J Vatli IJKBESGUI, 100. cit. 
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Infntti, poiché 

non pub esistere un segment0 in cui sin semgre 

e quindi, qualunque sia y, si pub trovare una successione decrescente 

Yi ,  y27 Y3>"" 

avente per limite y e tale che per ogni n sin 

e tale quindi che sia inisurabile il gruppo G,, dei puiiti in cui f(3) > y,,. 
Il sruppo G dei punti in cui f(x) > y é l'iiisieme dei punti apparteiienti 

a qualche G ,  e quindi deve essere misurabile. 
Si conclude Che, qualunque sia y, il gruppo G dei punti in cui f(x) > y 

15 inisurabile e che quindi la funzione f(a) é misurabile. c. d. d. 

dnnali di Matewaatica, Serie IV, Tomo II.  
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Ricerche intorno alla curva dei redditi 

SOMMARIO. - 1. La trottola sociale. - II. L a  forma della curva dei redditi. - III. I l  rapport0 
di concentrazione. - IV. Studio analitico della funzione E. - V. Interpolazione della curva 
ne1 caso in cui sia applicabile al metodo dei momenti. - VI. Caso del reddito globale. - 
VII. L' indagine teorica. 

5 1. La trottolrt sociale. 

Sia x, y, z una terna di assi ca,rtesiani ortogonali, in cui, per fissare 
le idee, supponiamo I'asse LE sia verticale, il piano yz sia l'orixzonte. E sia 
l a  superficie rotonda 

dy2 + z2 = y(%). 

Sull'asse verticale x misuriamo, a partire da iina data origine e con una 
data unit& di misura, il reddito e supponiamo che se x, y, z è un punto della 
superficie, il prodotto 

V yz + zP d x  

misuri, in un determinato gruppo sociale, il numero dei redditi compresi tra 
x ed x + d x .  

Diremo allora che quella superficie.A, per il gruppo considerato, la  supev- 
ficie dei t-edditi ed ogni sua curva meridiana A la curva dei  redditi .  

In Economia Politica é stata da tempo studiata la forma di questa super- 
ficie. J. B. SAY, per divinazione, più che in base ad un qualsiasi dato speri- 
mentale, par10 per il primo di una pivarnide sociale. Di mano in rnano per- 
tanto che le statistiche dei redditi divenivano pii2 copiose e più precise, si 
chiariva sempre pih il fatto che, avvicinandosi al  piano orizzontale, la  super- 
ficie dei redditi diverge, i l  pi& delle volte, dalla forma pira.midale. Successive 
sezioni eseguite con piano orizzontale a quota sempre piii bassa non danno 
luogo a cerchi di area continuamente maggiore, ma a cerchi la  cui area va  
crescendo fino ad un massimo (cerchio equatoriale), poi diminuisce fino a 
ridursi ad un minimo in un piano orizzontale, base della superficie, che non 
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coincide coll'orizzontale, ma ha  sopra questo una quota positiva piii O meno 
elevata. La qua1 cosa esprime, in concreto, il fatto di esperienza quotidiaiia, 
che il reddito piili frequente (reddito noj*male O 2-eddito modello) é vicino al 
reddito minimo, ma non é il reddito minimo. 

Qiiesto (il mini~uo) ,  corrispondente al10 stretto necessario per non morire, 
è goduto da un numero limitato di redditieri. 

La superficie dei redditi non è quindi iii geiierale una pirainide, ma lia 
piuttosto la forina di un fiasco O di una trottola. 

È iioto che il PARETO per la funzione y(x) ha  proposto, in prima appl-os- 
sirnazione, una espressiorie del tipo 

in cui m varia per valori positivi ; A, p soiio due costanti di cui la prima 
positiva, la seconda negativa compresa tra O ed 1. Ma, coine è ininiediata- 
inente evidente, iiria equazione cosi fatta. è attn a rappresentare coinpiixtainentc 
la superficie dei redditi, quando ha forina di pirimide ; quando ha  forma di 
trottola, pub rappresentarne solo il inaiitello saperiore, nella sua parte degril- 
dante, al di 18 del piano equatoriale. E; cib perché, essendo A > 0, O < p < 1, 
l a  derivata yf(x) = (p - 1)AxP-V sempre riegativa. 

Per ottenere una equazione, che possa rappresentare, in ogiii caso, la 
superficie completa, propongo per la funzione cp(x) la espressione: 

In essa : x va9.i~ nel campo h < x < oo ; le c, h, y, p sono costanti esseta- 
ziallnente positive; s è costante che pub essere positiva O negativa, non 
nulla, tale peraltvo, i n  ogni caso, che sia positiva la quantità p + s; infine, 
ove le potenze amniettono due determinazioni reali diverse, devesi sempime 
scegliel-e la positiva. La corrispondente curva dei redditi, che si ottiene 

. ponendo z = O nell' equazione della superficie è pertaii to 

e pub scriversi anche 

(2) log y = a + P l o g ( x -  h) -y(%- h)€, 
avendo posto 

Cr = log c, 
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Questa curva non coincide con nessuna delle curve pearsoniane, ma 
comprende come casi particolare i tipi III e V, cui si riduce rispettivamente 
per s = + 1 e per s = - 1. 

Coin'è noto, la  equazione corrispondente al tipo terzo (s = f- 1) era  stata 
suggerita, in seconda appt-ossirrzazione, dallo stesso PARETO. Recentemente il 
CANTELLI ha mostrato coine essa possa farsi discendere da priricipî teorici di 
calcolo delle probabilità. 

Modificando alquanto le ipotesi del CANTELLI, il VINCI ha dedotto dagli 
stessi priiioipî, lit equazione corrispondente al  tipo V, per cui è s = - 1. Sa- 
rebbe facile, in geiierale, dedurre aiinlogamente la equazione (2). 

Parmi che la curva (1) bene si adatti a rappresentare le distribuzioni dei 
redditieri note dalla Statistica. 

Tale inio convincimento si basa sopra elementi sintetici ed analitici. Sinte- 
tici in quanto (come sarà visto al 5 2) la curva (1) assume per diversi valori 
dei parametri, proprio la forma del meridiano di uiia superficie rotonda che 
ora ha il mante110 di pirainide, ora quello di uria trottola. La base aiialitica 
poi (§ 5 e seguente) consiste nei risultati di interpolaziorii, niediante le quali 
si rappresentano, con notevole esattezza, determinate seriazione di redditi, 
quali sono date dalle statistiche. 

La curva (1) contieiie cinque parametri indipendenti. E logico pertaiito 
pensare che per essi possano essere espressi cinque degli elenienti caratteri- 
stici della distribuzione, quali per es. il reddito minimo, il medio, il riumero 
totale dei redditi (popolazione totale), la  conceiitrazione dei redditieri e quella 
dei redditi. Questi elementi possono allora essere considerati indipendenti. 
Ogni altro si esprine per essi. Possono dirsi pertarito le costanti fondamentali 
della cuma dei 9-edditi. 

Tutte le proprieta che caratterimano una determinata distribuzione pos- 
sono leggersi attraverso le costanti fondamentali. Ogrii variazione di esse 
definisce una defo~wznzione della trottola (O piramide) sociale, ed esprime uiia 
variazione della consistenza numerica e finairziaria delle varie classi. DA luogo 
a fenoineni, che sono cornpresi sotto i nomi generici di circolazione delle 
aristocrnzie, movimento dei redditi.  Lo studio sistematico di tutti questi 
movimenti costituisce la indagine teoretica, di cui al 5 7.  

La presente Memoria deve appunto considerarsi corne preliminare a questa 
indagine, che i l  tempo e le forze non nii consentono oggi di compiere, nîa 
che spero essere prima O poi ripresa da altri O da me stesso. 
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3 II. La forma della curva dei redditi. 

Sia dunque lit curva (1) definita per a > h, il che porta, per i segni delle 
costanti sopra indicaki, y > 0. 

L'origine delle coordinate ne1 piano a, y dicesi polo della distribuzione 
O dell? curva;  la  unit& di misura, segnata sull'asse x, il rnetro dei reddit i ;  
quella sull'asse y il rnetro della popoinzione. 

L'intervalle infini to x > h, sull'asse x costituisce il campo della dislri- 
buzione. 

Il puiito x - h è l'estremo sinistro di questo campo. E pertanto h 1' estremo 
inferiore dei redditi. Puo dirsi impropriamente il reddito minimo. Impropria- 
mente, in quanto il reddito x = h non è generalmente raggiunto, il valore 
di y che risulta da (1) non essendo, in geiierale, per x = h, fiiiito e diverso 
da, O. Si raggiunge pertaiito ogni valore x > hl vicino ad h tarito, quniito 
si vuole. 

Diciamo n ln popolaziorie totale, m il reddito medio del gruppo considerato. 
E evideritemente 

n = ydx, m S n 

Posto 'x - h = tS, la quaritith sotto il segno diventa 

meiitre i limiti inferiore e superiore d'iiitegrazione sono rispettivamente O ed oo 

per s > O, ed oo e O per s ( O. Segue 

il segrio 1s 1 indicando, 

r ( p )  essendo, al solito, 

corne usualmente, valore assoluto di s. E quindi 

P integrale euleriano di seconda specie. 
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Analogamente si ha: 

La (3) e la (4)  esprimono la popolazione totale ed i l  reddito medio in 
funzione dei  parametri  che figurano nell'equaxione della curva. 

La (4) assume una forma particolarmente semplice, quando è s = =k 1. 
Per s = + 1, diventa 

e per s = - 1  

La  diffeî-enza fra i l  reddito rnedio ed i l  min imo è quindi, inversamente 
proporzionale a y, diret tamente a p per s = + 1 ; inversamente propor- 
zionale a p - 1, direttamente a y, per s = - 1. 

Cerchiamo i massimi e minimi locali della funzione y($). 
Si ha:  

1 - 
2 ' - s  log tj - log c - y(% - hl8 + 7 log (X - h) 

da. cui 
1-8 - p -- s & ) - - I & - ~ )  8 +-- 

Y(*) - s S ( X ;  - h)' 

od anche, essendo x: > h, y(x) > O 

Il termine 

nell'interno del campo della distribuzione 6 sempre negativo, perche y é per 
ipotesi una quantitk positiva, .x & maggiore h, ed infine, ove vi sia scelta, della 
potenza va sempre presa la determinazione positiva. 

Se quindi p -s A negativo O nullo, la quantith dentro la  parentesi é negativa. 
Ma se p - s è negativo O nullo, poiché p è, per ipotesi, sempre positivo, 

deve essere s positivo; quindi il termine fuori della parentesi nelln precedente 
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espressione di y' 6 positivo; quindi y' B sempre riegativo e la funzione y;$) 
è, per ogni x > h, decrescente. 

Supponiamo invece che sia p - S. positivo. In ta1 case crescendo x da h 
ad CO, il termine (7) decresce con continuith da  O a - CO, se s è positivo, e 
cresce invece, sempre con continuith, da - oo a O, se è negativo. Pertanto 
esiste sempre, ne1 campo h < x .< CO uno ed uno solo valore di x che annulla 
la quantith dentro la parentesi. Detto v questo valore, è 

Tenuto conto 
e precisamente il 

che il termine fuori della parentesi conserva segno costante 
segno di s, si conclude che yr(x) è positivo per x compreso 

fra h e v, si annulla per x = v ,  é negativo per x > v .  La funzione y(x) é 
crescente nell'intorno di x = h, raggiunge un rnassimo in (8), poi decresce. 

Dunque, se i segni delle costanti che figurano nella equazione della 
curva (1) sono quelli indicati al parag. 1, la forma della curva, ~zel l ' iuterno 
del campo d i  distrihuzione, e cioè per h < x <: CO, dipende essenzialnieiite 
da1 segno della differenza p - S. Se questo segno 2 negativo, la curva é sempre 
decrescente e la superficie dei redditi ha quindi forma di piramide;  se q u d  
segno é positivo, è prima crescente, poi decrescente e la superficie dei redditi 
ha forma di trottola. 

In  ambo i casi l'asse della x (asse de i  reddi t i )  8 un asintoto della curva. 
L' asse della y (asse de i  reddit ieri)  é un asintoto solo per p < s ;  per p = s 

è intersecato dalla curva in un punto di ordinata finita; per p > s é intersecato 
ne1 polo, cioh nell'origine delle coordinate. 

Per p - s > O, la (4) e la (8) conseiitono di paragonare I'ascissa del valore 
medio con quella del valore normale, O se si vuole, riferendoci alla trottola, 
la  quota del piano orizzontale per il baricentro con quella del piano equato- 
riale. Si ha  immediatarnente 

da cui, essendo p - s > O, p > O, Ueriva m - v > 0. 
Ci6 significa che il piano del barimetro è sempre più elevato del piano 

equatoriale, ci06 che il reddito medio è sempre superiore al normale. Questa 
evidente proprieth della legge di distribuzioiie della. ricchezza é pertanto impli- 
cita nella forma scelta per la funzione y($). 
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Il grado di schiacciamento della trottola pub essere misurato appunto da1 
rapporto delle distanze di questi due piani da1 piano orrizzontale passante 
per la base della superficie. In formule, da 

Lo schiacciamento cresce col crescere di questo rapporto O di una qua- 
lunque funzione crescente di esso, quindi anche di 

La stessa quantita rnisura, se è p - s < O, 10 sfilzamento della piramide, 
in quanto anche in questo caso la funzione y(%) ammette un massirno: sola- 
meiite esso cade fuori del campo inter110 di distribuzione, cioè in un purito x < h, 
ad una distanza da  x = h pari in valore assoluto a 

E cib significa che la piramide pub idealmente esser prolungata, oltre 
il piano asintotico x = h, in modo che i due pezzi costituenti la  superficie, al 
di qua ed al  di l a  di quel piano, ricostruiscano idealmente nell' insieme la figura 
della trottola. 

Il grado di schiacciamento della trottola O di sfilzamento della piramide, 
pub in ambo i casi essere assunto come misura della dispersione delle ordi- 
nate intorno alla media, cioe della concentrazione dei redditieri. 

Osserviamo che la concentrazione è tanto maggiore quanto minore é A. 
D' altra parte, essendo p sempre positivo, il valore assoluto di A é sempre 
inferiore ad 1, per p - s > 0, mentre pu6 assumere ogni valore comunque 
grande per p - s < 0. 

Giova per chiarezza e per simnietria cambiare il segno della funzione e 
ridurne il campo di variabilitb anche per p - s < O, e ci6 si ottiene sostituendo 
a A la  espressione 

the ha segno opposto a A, decresce al  crescere di A, variando da + 1 a - 1. 
La quaiititti q è quindi un indice, da1 cui valore numerico si desume la 

fornîa della curva dei redditi, e la misura del grado di concentrazione dei 
redditieri. La direino il determinante della curva. 

Awal i  da Malematica. Serie IV, Tom0 II. 17 
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Possiamo rtllora concludere : 
Se il determinante q è positivo O nullo, la curva é deçrescente in  tutto 

il campo della distribuzione. Sono suoi asintoti entrambi gli assi coordinati, 
colla sola eccezione che l 'asse y non e asintoto per q = O .  La distribuzione 
stntistica é zeroriormale. Se é, invece q positivo, la curva passa per l'origine 
delle coordiilate, é dapprima crescente, poi raggiunge un massirno, infine decresce, 
i'ordiiiatit tendendo a zero al crescente iiidefinito di x. La distribuzioue stati- 
stica é uninormale ('). 

In entrambi i cesi il valore algebrico di q misurn la concentrazione dei 
redditieri. Il campo di varisbjlith di q essendo compreso fra -t 1 e - 1, la 
concentrazione e minima per q = - 1, intermedia per q =O, massima per q= 1. 

Nella figura sono disegnate le curve corrisporidenti ai seguenti valori dei 
parametri 

[ I I  c = l 6 0 , 2  y = p = 0 , 2 5  h=O s = 1  
[al D = 313,3 = 0,SO s D 

i31 = 1000 a ,k 1 n > 

[4I a - 13500 = 3  B D 

151 = s 42667 * = 4  a > 

(') Per il signifioctto precieo di queste parole, ofr. la micl N o t ~ :  Xptlle eurve di inlcdilgco- 
v e w a  nella teovin dei  fenomeni eolletliwi di due a~gomenti, pubbliccltn ne1 * Giornaledegli 
Eoonomisti * del Liigliu 1917. 
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Esse corrispondono tutte alla stessa popolazione totale n ed alla stesso 
reddito medio m. Precisamente a 

e danno luogo, ordinatamente ai seguenti valori di q 

0,875 0,50 O - 0,672 - 0,866. 

Ecco i valori aelle ordinate di queste curve 

E nz = 1, ossia 1' unità di misura dei redditi e il reddito medio. La Tabella 
esprime quindi, nelle diverse ipotesi, il numero dei redditieri aventi reddito 
rispettivamente pari ad un quarto, la  met&, tre quarti del reddito medio, e 
cos1 via. 

Definiamo classe r-icca, quella che h a  reddito superiore a dieci volte il 
reddito medio; classe media quella che ha  reddito compreso fra il reddito 
medio e dieci volte il reddito medio; classe popola2.e quella che ha  reddito 
inferiore al reddito medio, ma superiore a '1, della differeaza fra il reddito 
medio ed il rninimo ; classe povera quella che ha  il reddito inferiore ad un 
quarto di questa differenza. 

La composizione numerica di queste classi si determina immediatamente. 
quando è nota la  espressione della fuiixio'ne y($), calcolando gli integrali. 

quando si ponga 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 L. AMOROSO: Ricerche intorno alla c u ~ m  dei redditi  
- - -  

?Il essendo sempre i l  reddito medio, h il reddito miiiiino. Ecco i valori di questi 
integrali relativamente alla prima, alla seconda ed alla quarta delle curve 
precedenti : 

(classe ricca) U,= 20 5 O 
( media) U,= 260 336 423 
( popolare) U, = 206 308 536 
( povera) U, = 514 351 4 1 

Totale . . . L Ul = 1000 1000 1000 

111 IZI 141 

Tanto dalla figura, quanto dalla Tabella si vede corne, per s = 1, al dimi- 
nuire di valori dell'indice p, va prevalendo la consistenza iiumerica delle classi 
intermedie (che h a n n o  r e d d i t o  v ic ino a l  med io )  rispetto a quella delle classi 
estreme, ( c h e  h u n n o  redd i to  mol to  i n f e r i o r e  O mol to  s u p e r i o r e  a l  medio).  
La prevalenza delle classi medie é già accentuata, quando q raggiunge il va- 

l 
lore 0,50 per cui p è pari a :; ed è forte per q vicino a 0,672, per cui p è 3. 

2 
Il che significa che, a s = 1, p ) O coirispondono distribuzioiii, in cui quella 
consisteiiza media è gik notevole, coine, per esempio iii redditi di lavoro. 

5 III. Il rapporto di concentrazione. 

La forma della curva dei redditi esprime la maggiore O minore concen- 
trazione del riumero dei redditi, (O, se si vuole, la conceiitraziorie dei reddi- 
tieri) intorno al reddito medio, non la concentrazione deli' ammontare dei redditi, 
che dicesi anche semplicemente concentrazione dei redditi. L' asserto evidente 
al10 statistico, diventa tale anche al matematico, ove si rifletta che, la  concen- 
trazione dei redditi varia al variare del polo della distribuzione (ovigine  delle 
cooltdinate) e da1 metro dei redditi ( u n i t à  di rizisu?'a del le  ascisse), rispetto 
ai quali elementi la forma della curva è evidentemente invariante. 

Cib risulterà, del resto, direttamente dalle formule che definiscoiio il rapporto 
di concentrazione. 

Conservando tutte le precedenti 
funzioni 

x 

iiotazioni, introduciamo per questo, le 
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Poiché n esprime il numero totale dei redditi (popolazione totale), ni il 
reddito medio, h il reddito rninimo, la  prima delle due funzioni, @(x), misurera 
il rapporto fra il numero dei redditi uguali O niiriori a d  x ed il totale; la  
seconda, Y?($), misurerh l'analogo rapporto fra l 'ammontare complessivo dei 
redditi uguali e minori a,d x ed il reddito totale. 

Variando x d a  O ad CO, @(cc), W(x)  variano, senzpre cl-escendo, d a  O a d  1. 
Facendo corrispondere tsa di loro valori di @ e di W, corrispondenti allo stesso x, 
possiamo considerare una delle due quantith funzione dell' altra, per  esempio W 
funzione di @. 

Ma, come abbiamo indicato, é 

DJ altra parte m, che è il valor medio di tutti i redditi, è evidentemente 
superiore alla media dei redditi inferiori ad  x, i l  che porta 

Segue da  tutto cib che ne1 piano cartesinno in cui 8 @ nscissa, Y? ordinata, 
la indicata relazione fra queste due quantith dh luogo ad una linea 1, che. 
coiigiurige 1' origine delle coordinnte O col punto B di coordinate (1,l) la  quale : 

a) È tutta contenuta ne1 triangolo OAB, essendo A il punto di coordi- 
nate (1,O); 

h)  da ogni parallela agli assi coordinati e iiitersecata iri un solo punto. 
Quanto piu l a  distribuzione dei redditi si avvicina ali'uniformit&, tarito 

piu i singoli punti della linea 1 si avvicinano alla retta OB. 
La  ret ta  OB fu detta da  LORENZ linea di  equidistribuzione; l a  linea 1 

linea d i  concentrazione; l'area racchiusa fra la linea 1 e la  ret ta  OB, da1 
GINI ('), area di concentrazione. 

Il rapporto 2. dell' area di concentrazione all' a rea  del triangolo retti- 
lineo OAB fu assunto da110 stesso GINI come misura del rappovto d i  concen- 
traoione. 

(') Cfr. GINI:  Sul10 misuva della concentrnsione della vnrinbilitd dei cnmttevi. Atti del 
R. Istituto Veneto, Anno I,XXIII, Parte Il, 1924. 
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Detta S la regioiie del triangolo O A B  esterna all'area di concentrazione 
si ha  evidenteniente, l' area del triangolo O A B  essendo '1, : 

1' = O A B  - S - 
O A B  

- 1 - 2s. 

E poichè S pub variare da O ad '/,, R varia tra 1 e O. 
Ma si ha 

1 

per Cui, sostituendo : 

e l'integrazioiie iinpropritt è soltanto apparente, in quanto da un certo 
di t in poi, y( t )  è identicamente nulla. 

Applicando all'integrale doppio che è al secondo menlbro la formula di 
inversione di DIRICHLET, ricordando che per definizione é 

posto infine 

con che z( t )  esprime il numero dei redditi uguali od inferiori a t, si raccoglie 

Questa formula, che coincide sostanzialinente con altra data da1 GINI (') 
si applica ordinariamente per il calcolo di r, quando sono noti empiricamente 
i valori di y(t). 

Passiamo a vedere quale forma essa assuma, quando in (11) si sostituisca, 
al posto di y(t), la espressione definita da (1). 

(') 2 la formule (15)' della oitata mernoricl (loc. oit., yag. 1209). 
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Osserviamo pcr questo che la (11) si pub scrivere 

e poiché é identicamente 

n2 
ydx ydt  = ydx  ydt = -, S S  S S  2 

la (11) si pub pure scrivere 

m-h 
y=--- 

m rnn2 Jy(rn)dsJ(t - h)y(t)dt. 
h h 

Sostituito per y la (1) 

con immediate trasforrnazioni si ha, per s > O 

00 

m - h  2c2s2 
y = - -  J e - X s ~ - < d 3 0  e-tLP+a-<di. 

rn w m s y z P + s  
O O j: 

onde, sostitueiido, 

in cui si 6 posto 
m 1? 

Per s < O sussistono le stesse formule, colla soln differenza che nella 
espressione di Y, occorre al secondo nlembro, cambiare il segno, onde si h a  
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il segno positivo valendo per s) O, il segno negativo per s < 0. 
Queste formule esprimono i l  rapporto d i  concentrazzone r per* i para- 

met?-i che figurano nell 'equazione della ctiv3aa dei  ?.edditi. 
Con immediate trasformazioni si ha 

da cui 

La precedente formula ricoî-rente viduce quindi  il calcolo numeî=ico 
d i  H(p, s), per ogni s iiitero, positivo O negativo, alle I' euleriane. 

Fer s frazionario si interpola fra valori interi consecutivi. 
Si ha inoltre 

e sostituendo in (12), per s = 1 : 

m - h  
,Y == - 

rît WP), 
ove si é posto 
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Ln (14) indica la forma sernplice, che assume l'espvessione del rapporto 
d i  concentrazione, per s = 1 (ipotesi PARETO-CANTELLI). 

Analogamente nella ipotesi del VINCI ( S  = - l), si ha:  

Qneste formule, e piii in g-enerale la (12), confermano quanto avevamo 
previsto circa la dipendenza della concentrazione del polo (ovigine) della distri- 
buzione. Figiirano invero nell' espressione ztnalitica del rapporto r ,  tanto l'ascissa 
del reddito medio In, qunnto quella del reddito minimo h. 

Per s = 1, h = 4, m = 10, p = 0,5 si ha, per esempio 

e quindi 
r = 0,6.0,6366 = 0,3820. 

Esistono infinite quaderne di valori di s, h, m, p, che danno luogo ad uno 
stesso valore del rapporto di concentrazione. 

Per p = 1,5 si ha, per esempio 

Tutti i valori di rn e di h che verificano alla equazione 

associati a p = 1,5, s = 1, danno luogo, per esempio, al10 stesso valore del 
iapporto di concentrazione. La  precedente equazione si pub scrivere 10h - - m  

e quindi è verificata, per esempio, dalla coppia rn = 10, h = 1 ; ovvero da 
rn = 12,50, h = 1,25; ecc. 

Da h = 4, na = 10, p = 0,5, s = 1 si calcola 

=0,08333 y=- 
m - h  

e analogamente dit h = 1 ,  m = 10, p = 1,s s = : 
y = 0,16667. 

Annali d i  Matsmatiea,  Serie IV, Tomo 11- 
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che corrispondono a distribuzione profondamente diverse (basti osservare che 
la prima 13 zeronormale, la seconda uninormale) danno luogo al10 stesso rapporto 
di concentrszione. 

E ci6 chinrisce ancora una volta da un terzo punto di vista, coirie il , 

rapporto di concentrazione non serva a misurare la concentrazione dei redditieri. 

3 IV. Studio analitico della funzione E. 

La funzione K gode di importanti proprieth analitiche che é prezzo dell' opera 
rilevare. 

Da (15), moltiplicando numeratore e denominatore per 217, segue : 

Fer p tendente a zero per valori positivi, i l  secondo membro tende ad 1. 
Porremo quindi, per conservare la continuith, K(0) = 1. 

D' altra parte p e r  p 
con immediate riduzioni, 

molto grande, applicando la  formula di STIRLING, 
si ha, approssimativamente 

Al limite per p = 00, K= O. 
Dunque, variando p da O ad cm, K varia da 1 a O. 
Sempre da (15), con calcoli immediati: 

ed in generale 

formula valida per p, 9 interi. . 
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Posto in generale: 

W p ) =  K(P  + 1) - K(P) 
AeK(p) = A K(p + 1 )  - AK(p) 

A3K(p) = AZK(p + 1) - A2K(p) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  

ecc., da (17) si ha 

( 2 ~  + W K (  P )  -i- K( P )  = 0 
da cui segue: 

( 2 p  + 4)AZK(p) + 3AK(p) = O 

(213 + 6)A3K(p) + 5A2K(p) = O 

ecc., e queste formule si scrivono 

ecc. Sostituendo allora nella formula di NEWTON, si ha 

In particolare per p = O 

Per p intero positivo, le serie al secondo membro si riducono ad espres- 
sioni con un numero finito di termini. 
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In generale, il termine 

é, per ogni p 2 O, positivo O minore dell'unith. 

D' altra parte la serie binomiale B , per p > O converge assoluta- 
8 (skp 

mente (') per ogni 1 LE 1 < 1 ed anche per x= 1.  Se ne conclude che la serie (19) 
converge assolutamente ed uniformemente per p 2 O, p 20, e quindi rappre- 
senta effettivamente, per ogni p > O, la  funzione K ( p  + p). 

Se p è una frazione propria (O < p < l), i successivi coefficienti binomiali 

haiino segni alternati, onde tutti i termini entro la parentesi (19) haiino Io 
stesso segno negativo. 

Se ne deduce anzitutto la disuguaglianza 

conseguenza immediata della (18) per p, p interi; valida, qualunque sieno p, p, 
purché positivi. 

Il che significa che la funzione K(p) é decrescente in tut to il campo 
o < p < m .  

Si deduce poi che arrestando la serie ad un qualsiasi termine, si ottiene 
per la somma un valore approssimato per eccesso. 

Ma l a  serie binomiale, converge ancora, per quanto non assolutamente 
anche (cfr. Eoco citato) per LE = 1, - 1 < p < O. La  (19) converge quindi anche 
se p é negativo, purchè in valore assoluto minore di 1. 

Quindi, se in (19) possiamo p + 1 al posto di p, p - 1 al posto di p, essendo 
sempre O < p < 1, 10 sviluppo resta convergente, per quanto non assolutamente 
convergente, e rappresenta sempre K(p + p). 

(i) Cfr. A. CAPELLI, l s t i t~b~iowi  d i  nnnlisi nlgebrien. Quarttt ediziono, Nnpoli, Pellerano, 
1909, pag. 444. 
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Si ha, pertanto, la formula 

valida per p 2 1, O < p < 1. 
E poich6 i termini di questa serie sono tutti positivi, ovurique se ne arresti 

10 sviluppo, si ottiene, per la  somma, un valore K(p + p) approssimato per 
difetto. 

Passiamo al calcolo numerico di K(p). 
Abbiamo gi& calcolato K(0) = 1. La (15) ci da immediatamente 

ecc. La (17) consente eseguire rapidamente il calcolo 'per i primi valori 
dell' argomento. 

Eccolo per i primi dieci : 

Corne abbiamo dimostrato K 6 per p 2 0, sempre decrescente. Questa 
decrescenm 6 rapida per i primi valori dell'argomento, sicché, K essendo 
compreso fra 1 e O, gi& per p = 1, K ha percorso la met& del suo campo 
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di variabilith. Ne ha percorso oltre '/,, per p = 3, '/,, per p= 5, 4/,, per 
p = 8, ecc. 

Calcoliamo, senza passare attraverso i valori intermedi, K(20). 
Si apqlica la (18) ponendo ivi p = 10, q = 10. 
Si rttccoglie 

K(20) - 21 23 39 - - 
K(10) - 22 ' Fi "" 40 

e sostituendo per K(10) il valore indicato nelln precedente tabc :lla, eseguiti 
calcoli 

K(20) = 0,128585334. 

L'applicazione della (16) avrebbe fornito un valore approssiinato di K(20) 

coii approssimazione iiiferiore ad un millesirno. , 
Si applica direttameiite la (15), qmndo l'argomento A un numero deciinale. 
Per p = 3,584, per esempio, essa foriiisce 

Eseguendo il calcolo numerico con quattro decimali 

log I'(6,168) = 2,9952 

log F(3,584) = . . . . . . .  0,5624 

log r(4,584) = . . . . . . .  1,1168 

6,168 log 2 = . . . . . . .  1,8566 

log K = 9,4594 

K = 0,2880 

L'applicazione delle formule (19) e (21) conduce con eguale rapidith al10 
stesso risultato, con vantaggio di far conoscere due valori di K rispettivamente 
approssimati per eccesso e per difetto. 

Fer p = 3, arrestando la serie al terzo termine, la (19) dCt 
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e la (21) analogamente 

Per p = 0,584 le due formule danno 

0,2874 < K < 0,2884. 

Il valore K= 0,288 6 quindi approssirnato al  ver0 per meno di un millesimo. 

§ V. Interpolazione della curva 
ne1 oaso in cui sia cbpplioabile al metodo dei momenti. 

Passiamo finalmente a vedere, come la  curvn (1) effettivamente sia atta 
a rappresentare le distribuzioni . dei redditi, quali risultano dalla esperienza. 

Supponiamo dunque nota statisticamente una certa distribuzione. Cib signi- 
fica supporre noti i valori degli integrali 

a,, a,, ... a, essendo una successione crescente, i cui termini sono tutti compresi 
ne1 campo della distribuzione. 

Si ha  evidentemerite 
U, + U, + .... + Uo, = n, 

sempre essendo n la popolazione totale. In generale, il numero o è superiore 
a cinque, per cui scistituendo nelle precedenti espressioni al  posto di y la (1) 
si ottiene un sistema, in cui il numero delle equazioni indipendenti è superiore 
a quel10 delle incognite, e non pub quindi esser risoluto, se non approssima- 
tivamente, per interpolazione. 

Quando l a  successione a,, a,, ... a ,  costituisce una progressione aritmetica, 
si applica con vantaggio il metodo dei momeiiti del PEARSON. 

In questo caso particolare nella formula generale (1) pub porsi s = 1 (ipotesi 
del CANTELLI) ovvero s = - 1 (ipotesi del VINCI). Allora il iiumero dei parametri 
incogniti si riduce a quattro e l'equazione della curva interpolatrice diventa 

ne1 primo cas0 (s = 1);  
Y 

(24) y = ce x-h(X: - ~ ) - ( D + * I  
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ne1 secondo (s = - 1). Le due curve, come abbiamo gia osservato, sono pearso- 
niane, e corrispondono precisamente la prima al tipo III, la seconda al tipo V. 

La determinazione delle incognite si riduce allora, come noto, alla solu- 
zione dei due problemi seguenti: 

a) Calcolo dei rnonzenti della distribuzione, assunto come polo l'origine 
della variabile rx; nella equazione interpolatrice; come metro della y i'iiitera 
popolnzione. 

Ci06 calcolo delle quantith 
w 

per 1 = 0,1 ,2 ,3  essendo sempre n la popolazione totale. 
b) Espressione dei parametri incogniti per i successivi moinenti m,, W L , ,  

+ ? A 2 ,  m 3 .  

Il problema b) é puramente algebrico. Limitandoci a considernre il caso s = 1, 

eccone, modificata alquanto nella forma, la soluzione data da1 PEARSON ('). 
Da (23) con immediate riduzioni, per 1 2  0 si ha 

e quindi 

Ne deriva allora per 2 = 1 ,  2, 3 

sistema di tre equazioni nelle tre incognite y, k, p. 
Giova, per risolverlo, sostituire alla incognita h la h = mi - h. Posto 

n, = rn, 

n, = nz, - mi 

n3 = m3 - 3nz,m2 t 2 4 ,  

(') Una soliizione del tritto annloga si ha prr s =  - 1. Cfr. p. e. Eldevton Frepency 
oztrves n d  correlation. (London, Laytou). 
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il sistema si riduce a 

k = p  

yz(n2 + k y  = p ( p  + 1 )  

y3(n3 + 3kn, + k3)  = p ( p  + IXp + 3, 
ovvero a 

ed ainmette quindi l a  unica solu7' .]one 

Resta da  determiiiare c ;  m a  essa si esprime iinmediatamente, come giCt 
sappiarno, in funzioiie di n, y, p mediante la  (3), che iii questo caso si riduce a 

Abbiamo quindi le  formule risolutive 

In  esse le quantith n , ,  n,, n3 sono espresse da  (25) in funzione dei tre 

Resta a vedere come possaiio calcolarsi questi momeriti, cioé come possa 
risolversi il problema a). 

I l  metodo piu spiccio, per questo calcolo, é quel10 di eseguire un carigia- 
inento di variabile in modo da  otteiiere che i puriti medi dei sirigoli intervalli 
a ,a , ,  a,a ,,... , a,-,clW costituiscano l a  successione dei iiurneri naturali 1, 2 ,... , W. 

Posto invero 

ecc., con che S,, S,, S,, sono le  successive somme della fi1117' ,]one 

Annala di Matematica, &rie IV,  Torno II. 
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s - l  z pu, 
- n p,~ 

ecc., d a  cui deriva 
mi =Si 

(28) m,= 28% - S, 
VZ, = 68, -- 68, + Si 

ecc. e queste formule risolvono il problema A). 
È utile esprimere direttamente con formule ricorrenti le n, per le  8,. 
Ci si riesce immediatamente sostituendo questi valori in (25). Si raccoglie 

r i ,  = Si 

(29) n2= S, - n , ( l  + n i )  

n, = 6s3  - 3n,(1 + n i )  - n,(l +n,)(2 + n,). 

Riassumerido, nella ipotesi che la successione dei limiti delle singole 
classi rilevate statisticamente costituisca unn progressione aritmetica, per 
applicare il metodo pearsoniano dei momenti all'interpolazione delle equa- 
zioni (l), occorre: 

1") Fissare l'origine e la uiiità di misura delle x in modo che i punti 
medi dei singoli intervalli noai, ais,, a2a ,,... , a,-,utu siaiio i numeri interi 
1, Z,.... o; assumere per unit& di misura delle y In popolazione totale. 

2')' Applicare successivamente le formule (27) per il calcolo di 

' i (~) ,  V,(x), V3W) ; 

s, 7 8 2  9 $3 ; 
(29) per il calcolo di 

ni7 n27 n,;  
(26) per il calcolo di 

Y ?  P7 h7 c. 

L e  formule (28) e quiiidi l e  (29) che ne derivano sono approssimate in 
quanto in esse si itleiitificano i momenti mi, m,, m,, che sono degli integrali, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L. A~ososo: Ricecche intomo alla curva dei vedditi 147 

colle somme finite 

Come ha dimostrato 10 SHEPPARD ('), si migliora tale approssimazione, 
togliendo ad n, il valore fisso 1 : 12. 

Applichiamo le formule indieate alla distribuzione rappresentata dalle 
colonne (2) e (3) della allegata tav. 1, che si riferisce al reddito mensile di lavoro 
(per stipendi, paghe, indennith, ecc.) di una particolare classe speciale, quella 
dei ferrovieri. 

Essa presenta il particolare vantaggio di essere completa, a differeriza di 
quelle che derivano dalla applicazione della imposta su1 reddito, le quali non 
comprendorio in gerierale i redditi inferiori al minimo imponibile. 

E poi rigorosamente esatta, la rilevazione essendo stata eseguita diretta- 
mente sui ruo l i  p a g a  di un niese determinato (7. 

Esegiiiamo ordinatamerite le operazioni intlicate, facendo sempre riferimeiito 
alla tav. 1. Come prima cosa occorre fissare la variabile x. Detto t il reddito 
in lire quale è iridicato iiella colonria (2), deve essere x = 1 per t = 550; x = 2 
per t = 650; ecc., onde 

Dalla coloniia (3) della tavola, la quale coritiene i valori di V,, si calcolaiio, 
itpplicaiido le formule (28), le cifre delle colonne (4), (5), (6), che contengorio 

rispettivamente i valori di V,(x), V2(x), V,(x). 
1 totali di queste colonne danno, sempre secondo (28), i valori di n S,  = 866.378, 

nS, = 3.026.039, n S, = 9.186.989. E successivamente applicaiido le (29), essetido 
n = 186.021, tenuto conto della correzione di SREPPARD 

e finalmerite applicando le (26) 

L'equazione della curva considerata 6 quindi 

(i) Cfr. ELDERTON, loco citato, pag. 29. 
(y Precisamenta del giugno 1923. Fu tenuto coiito di tutte le coiiipetenee percepita, id 

lordo dell'iinporto di riculiezcn inobile o di eventuali trattenute per lit oessione del quinto 
del10 stipentiio. 
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O pih seinplicemente, nella variabile X =  x + 0,019 (assuiito coine origine i l  
reddito miiiimo h = 0,019), 

O iiifine sostituita la espressiorle per t ,  data da @O), 

Nell:~ tav. II i valori degli integrali Up (definiti dalla (24)) calcolnti con 
questa formula sono posti a confronto coi valori osservati. Lo stesso coiifroiito 
é illustrato nella fig. 2. 

Fig. 2. 

L' esame della Tavola e della Figura esaiirientemente con feriiia la  rispon- 
denza della equaziorie proposta ai dati forniti della stn tistica. 

§ VI. Caso del reddito globale. 

11 metodo dei momenti d& ottimo risultato, per distribiizioiii i i i  cui la 
dispersione è limitata in modo che é possibile rappresentarla statisticamente 
mediante una successioiie di integrali come(22),in cui i successivi liiniti a,, O,, ... a, 

costituiscono una progressioiie ari tmetica. In ta1 caso il rapport0 fra l' argo- 
mento massimo contemplttto dalla rilevnzione statistica, cioè ao, e lit differenza 
fra 1' argomento medio e 1' argomerito miriimo 6 pari, in generale, ad un Iiumero 
di unit sola cifra intera. 

Diventa inapplicabile ne1 caso opposto, e cib perche il c:ilcolo approssi- 
ina,to dei momenti di grado superiore al primo diventa allora ipotetico, acqui- 
stando, ilel cnlcolo, una parte assolutnmerits prepoiiderarite quella porzione 
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della distribuzione, cui corrispoiidono gli argomenti maggiori. L'interpola7' ,ione 
si adatta quindi non a tutta la  curva, ma solo ad una parte di essa. 

Cib si verifica ordinariamente iielle rilevazioni che si riferiscono al  reddito 
globale, in cui, assunta come unit8 di misura l a  differenza fra il rcddito medio 
ed il minimo, l+ statistica dei redditi registra in gerierale redditi pari, iii cifra 
toiida, anche a 10000. 

Per  coinverso, quando si tratta di redditi globali, 8 noto generalmente il 
limite inferiore dei redditi, in quanto, in geiierale, l a  statistica registra so1t:iiito 
redditi superiori ad una certa cifra : il miiiiino imporiibile, se si tratta di 
statistica fiscale. 

, Nella formula interpolatrice (1) il parametro s assume in generale valori 
diversi da 1, ed A pertanto incognito. Viceversa h è noto. 

Sieno allora 

x , - h ,  x , -h ,  x 3 - h ,  x p - h  

quattro valori del reddito crescenti secondo una progressione geometrica, tuli 
ci06 che per essi si abbia 

e tnli inoltre che il iiumero dei redditi compresi fra il massirno ed il minimo, 
cioe fra X, - h ed x, -- h comprenda la  quasi totalith, per  esempio nove decimi 
della popolazione totale. La, determinazione di siffatte quantith xi,  x,, x,, x4, 

. A  evidentemente possibile in infinibi modi. 
Immaginiamo calcolati empiricamente i valori y,, y,, y,, y, corri spon- 

denti ai  precedenti x,, x,, a,, x,. 
Il metodo che proponiamo per la  determinazione dei parametri c, y, s, p, 

analogo a quel10 che si applica usualmente iiella interpolazione delle tavole 
di mortalita secorido la  formula di GOMPERTZ-MAKEHAM, consiste ne1 determinare 
quelle incognite in modo che per  x = x, , x = a,, x = x3, a = s4 la 

assuma ordinatameiite i valori y,,  y,, y,, y,. Tale determiiitizioiie, in forza 
della equazioiie di parteiiza (31), A assai rapida. 

(i) Per 3 ~ -  h, qiiesta foriiiiilir dà y = O .  Esprime cioè clle il iiiimero dei redditi iigiinle 
ad x tende a zero qu:~itlo z tende :il iuinirno iinooiiibile. Euyriiiie qiiiiitli il trtto iiitliitivo 
delI'er;isio~ie dei redditi ~ealntethte  iigiiali al iiiiuiino imponibile. 
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Si ha, invero, 
1 - 

log yi = log c - y(x - h)' + - log(xi - h) 
S 

per i = 1, 2, 3, 4; ed eliminando c ,  y ,  p - s 

1 - 

log y, 1 (x, - h)" log@, - h) 
1 - 

log y, 1 (x, - h)" log(%, - h)  
1 

log y, 1 (x, - h)' 1% ($3 - h) 
1 - 

log y, 1 (x, - h)" 1% ($4 - hl 

II siinbolo log iridici~ i logaritmi naturali. 
Posto 

I; = - log y, + 2 log y, - log y, 

T,=  -logyz +210gy, - logy, 

e detto A il rapporto 

costniite i i i  forza di (31), per i = 1,2,3, la precedente equazione si riduce, corne 
è iiiimediatamente evideiite, a 

T,  T, = T, T, 

1 
- 

ossia, per essere ideilticamente T,A8 = T,, a 

Si raccoglie 

(32) 
log A 

S - 
log 2; - log 5': ' 
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In questa formula il simbolo log pu6 indicare evidenfemente tanti loga- 
ritmi naturali, quanto logaritmi volgari. 

Determinata s, é irnmediata la determinazione delle altre incognite che 
figurano ne1 sistema linearmente. 

Posto y, = y log e, il simbolo log indicando adesso logaritmi volgari, si ha 

3 1 - 

log c = log yi + y,(%( - h)d - pz log (si - 
S 

Non 15 superfluo calcolare i secondi membri per i diversi valori indicnti 
di i, onde avere un controllo per l'esattezza dei calcoli numerici. 

Il problema é in ta1 modo risoluto: le costanti della formula interpolatrice 
sono determinate. 

Sono possibili due verifiche geiierali, che consentono subito di giudicare 
del grado di approssimazione raggiunto. 

Esse consistono ne1 verificare che sono soddiafatte le formule (3) e (4) e 
cioé le 

n essendo sempre la. popolazione totale, ?n il reddito medio. 
Conviene in generale correggere i valori calcolati di y e di c, sostitueiido 

ad essi quelli che risultano da queste formule. 
Applichiamo il metodo indicato alla statistica dei redditi prussiani, quale 

risulta dall'ilnriuario Stntistico del 1912. 
Il reddito minimo è di 900 marchi, onde, assunto il marco corne unit8 

di misura h = 900. Assumiamo log ( x i  - hl = 1,69900, 1 = ' il che porta 
4' 

log (x, - h)= 3,03233 ; log (x, - h) = 4,36567 ; log (x, - h) - 5,69900 ; e quindi 

Sopra 6906497 redditieri risultano dalla statistica godeiiti reddito, compreso 
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tra 950 e 500900 miwchi, circa 6 milioni e mezzo, quiiidi oltre ai iiove deciini 
del totale. 

Dalla stessa statistica risulta che i valori di y corrispoiidenti ni precedenti 
valori di x sono 

quindi log y, = 3,95872 ; log y, = 3,103367 ; log y, = 0,29732 ; log y, = 3 ; c 
conseguentemente Ti = 1,95070; T, = 0,69885; e, per (32), s = - 2,22648. 

Segue T3 = 0,09658 ; T, = 0,02433 ; e quindi applicando le formule (33) 

y, = 20,196, p z S  = - 2,59695, log c = 1 1,85563. 
S 

Conseguen temente 

= 46,503, p = 3,55557. y=-  
log e 

Verifichiamo che sono soddisfntte le (34). Si ha sostitueiido 

La statistica forriisce direttamente 

il che mostra che l'approssirnazione raggiutit~, è assai buona. 
Giova sostituire al valore di c precetlentemente trovato quel10 che dirrt- 

tamente risulta da (34). Si ha cosi il valore corretto log c = 11,8623, dii ciii 
c = 7183.10s. Raccogliamo quiiidi la formula. iiiterpolatrice 

Nella tavola III sono contenuti i vidori della, furizioiie y calcolata in hase 
a quesh forinula, posti a raffi.oiiti coi vitlori osservati. Dai valori conteiiiiti 
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iii quella tavola 6 ricavato, mediante quadrature, 10 specchio sintetico seguente: 

Redditi 
(1) 

900 = 1800 

1800 = 6500 

6500 = 30500 
30500=100000 

100000= 500000 

500000 

NUMERO DEI 

Calcolato 
(2) 

5.065.100 
1.624.762 

207.343 
20.665 
4.743 

415 

6.823.028 

REDDITI 

Osservato 
(3) 

5.207.586 

1.485.342 

188.114 
20.999 
4.139 

317 

L e  quadrature, qua,li risultano nelle cifre della colonna (2), sono eseguite col 
metodo dei trapezi e danno luogo quindi a cifre approssimate. Lit lieve diffe- 
renza fra i due totali, che, in forza della correzione eseguita sopra c, dovreb- 
bero essere rigorosamente uguali, esprime appunto i limiti di quella. appros- 
sinmzione. 

VII. L' indagine teorica. 

Abbiamo considerato successivamerite le  quantith 

i h . . . . . reddito minimo; 

rn . . . . . reddito medio; 

n . . . . . popolazione; 
q . . . . . determinante della curva (indice d i  con- 

centraaione dei redditieri) ; 
. . . . . rapport0 di  concentrazione (dei redditi).  

L e  diremo le costanti fondamentali della culva dei reddit i .  
Sono gli eleineiiti foiidamentali che caratterizzano ogni distribuzione di 

ricchezza. 
Sono iii numero di cinque, cioe quanti i parametri indipendenti 

Arilinli di Matematica. Serie 1 V,  TIINO I I .  
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che figurai10 nell'equazioiie della curvn dei redditi quale abbiitmo proposta, 
e ci06 ilella equazione (1). Le (36) si esprimono per (37). Ecoo sinteticamente 
in un quadro le formule relative, che soiio state successivamente stabilite ne1 
corso di questo studio : 

Sono in numero di quattro perché la h figura contemporaneamente fra ' 
le (36) e le (37). 

La H ( p ,  s) è la funzione iiidicata della formula (12) alla pag. 135. 
Le (38) ci dicono che le costanti (36) sono indipendenti ne1 senso che si 

pub pensa?-e che m a  di esse varii, senza che per questo debbano successiva- 
mente variare le altre. Uiia' variaxione ne1 reddito minimo, per esempio, non 
porta necessariaînente una ~a~riaziorie del reddito rnedio, O del determiiiante 
della curva,, ecc. 

Questa proposizione non significa., per esempio, che, se gli alti-i parametri  
?*estano invat-iati, una vaiiazione di h non porta nessuna variaxione di m.  

Che anzi la seconda delle (38) ci dice che uiia variazione avviene e precisa- 
mente in modo che la differenza nz - h resta costante. Signifia che, variando 
nlcune delle (36), si possono sempre pensare concomitanti variazioni dei para- 
metri (37) tali, che ZP (36) rimanenti restino invaliate. 

Ogni altra quantità che definisca qualsiasi altro caraktere della curvn di 
distribuzione della ricchezzti. si esprime per le (36). 

Perisia.mo tutta. la, collettivit8 considerata distinta i n  clnssi sociali secondo 
le categorie del reddito e diciaino a,, a, ,  a,, .... am gli estreini delle singole cate- 
gorie. Sarh tc, = h, nt0 = m. Supponiamo che a,, a ,,.... a(,,, sien0 determinate 
funzioni di m e di h, scelte opportunamente in base ai criteri, coii cui si vuole 
s tabilire la distinzione in classi sociali. 

Posto, per esempio, w = 4 

si ha la distinzioiie in classe povera., popolare, media, ricca, considerata al 
II, pag. 131. 
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G1' integrali 

esprimono i primi l a  cornposizione demografica, i secondi la r icchezza delle 
diverse classi sociali. 

Gli uni e g!i altri soi10 pienamente determinati, quando sono date le CO- 

stanti (36). Sono quindi  funzioni d i  quelle cinque costanti. 
Per variazioni infinitesime di queste costanti si ha 

H,,, ... R,, essendo delle funzioni delle (36) medesime, che il calcolo differenziaie 
insegna a calcolare da  (38) e da  (39). Potremo quindi scrivere 

le c p k ,  essendo funzioni note. 
L e  formule (40) esprimono nella forma piii generale, qunli effetti  h a  sulla 

cornposizione e sulla r icchezza  delle singole classi sociali ogni varicizione 
degli elementi fondamentd i  che c a r a t t e ~ i a z a n o  la  legge d i  dis t~. ibuzione 
della 7-icchezza medesirna. 

Pensiamo le (36) funzioni del tempo t ,  le (40) ci danno 

equazioni esprimenti il movimento aosi detto della civcolnzione delle nvisto- 
craz ie ;  e ci danno ancora 

equ~zioni  esprimenti i l  m ~ u i m e n t o  dei vedditi .  
L ' indagine teol ica sulla dinnmiccc della distribuzione della t i c chez zn  

consiste nello studio sistematico e generale delle equnzioni (40), (41), (42). 

R. Isti t tdo Szcpevio~e di Sciewe Eco~iomicAe e C;ovnnaevciali. 
Napoli, Zuglio 1924. 

(V. le Tavole alle pagine seguenti). 
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L. AMOROSO : Rieercht. i n t o m  alla cuwa dei redrliti. 

Aminnnbre 
delle comyetenee 

mmsili 

t 

Numero ded i  aventi 
aventi oompetenes 

compresa nei limiti 
mdicsti dalla colonna(2: 

V(X) 

Sncoesaive somme 
relative alla funsione U(x) 

Totale 

3 026 039 
n -2--- 1 

186 021 
ni(l + n,) - - = 6,102062 ; 

12  

9 186 089 
~ 3 = 6 - -  186 021 

3n2(1 + 11,) - n,(1 +ni) (2  + n,) = 15,924559. 

TAVOLA II. 

log y = log  A -y,(% - h )  + ( p  - 1) log (X + q) ,  

x = t - 4,6574 ; h = - 0,019 ; p = 3,5839 ; 

y = 0,76637 ; y, = y log e = 0,3328 ; log A = 4,2934. 

Valori di U(x) 

previsti 1 osservati 
x-h 
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L. Amo~oso : Ricemhe intorno alla curva dei nddili. 

TAVOLA III. 

x log (s-h) 

-- 
1 1 Area 1 

calcolata Ares 
col metodo osservat 
dei srapeci 

--- 

O 
9.231 

12.977 
12.112 
10.397 

8.782 
7.427 
4.711 
3.206 
2.169 
1.733 5.065.100 5.207.58 

Totale 16.823.02816.906.45 IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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R.icerche sulle trasformazioni delle superficie 
applicabili su1 paraboloide iperbolico equilatero. 

(Di H. JONAS, a Berlino) 

PREFAZIONE 

Nuove e notevoli proprieth delle superficie applicabili sopra quadriche e 
delle loro trasformazioni emanano dall'esistenza di certe superficie ausiliarie, 
legate con corrispondenza delle asintotiche alla quadrica deformata, la quale 
nelle sue flessioni ne trascina seco, invariabilmente fissati nei suoi piani tan- 
genti, ed i punti e le rispettive normali. Trascurando ne1 presente Iavoro 
lJesame delle quadriche generali, mi occuperà del paraboloide iperbolico 
equilatero, particolarmente interessante per semplicitA, proponeridon~i nel- 
l'istesso tempo l'altro scopo di svolgere siffatta teoria a base di quella clas- 
sica delle congrueiize rettilinee TV, fondata su1 teorema di MOUTARD. 

Sebbene, come si sa, l'elemento geometrico della trasformazione BR di 
BIANCHI sia costituito dalle congruenze W, aventi per falde focali due qua- 
driche deformate, i'una data e l'altra trasformata, delle difficoltk considerabili 
s'oppongono ai  tentativi di dedurre questa classe di trasformazioni asintotiche 
da1 concetto generale della trasformazione di MOUTARD. Qui si presenta perà 
una via indiretta, non studiata finora, per la quale ho preso le mosse dai 
risultati conseguiti in una mia recente Memoria ('). Il metodo ivi stabilito 
per la costruzione delle deformate del detto parnboloide 13 sorto da110 studio 
delle reti ortogonali I' sulla sfera, godenti della proprieth di avere uguali in 
ogni punto d'intersezione le derivate geometriche delle due curvature geode- 
tiche, ciascuna di esse presa lungo la linea ortogonale. Le relative formule 
del resto si confondono in sostanza con quelle ottenute da1 BIANCHI ('1 ne1 
caso dei paraboloidi immaginarî per 1' applicazione del inetodo di WEINGARTEN 

(i)  H .  JONAS, Untevsuchungen ubev die a ls  Gawebe beaeichneten Kuwennetae  utid iibev eiize 
Reihe von Pvoblemen, die mit der Pevbiequng des gleichseitigen hypevbolischen Pai'aboloids 
ausrc~snenhangen. Math. Ann., 87, (1922), 157. 

i2) L. BIANCHI, Ricewhe sullrc defovmngione delle qundviche. P;ileriiiu Rend. 22, (1906), 75. 

Annali di Matsmatica, Serie IV, Tomo II. d l  
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alle superficie di curvatura costante negli spazî ellittico ed iperbolico, CI piu 
recentemente dedotte dalle quaderne armoniche di soluzioni del sistema diffe- 
renziale dovuto a CALAPSO ('). Giova ricordare che 1' uso originalniente fatto 
di questo sistema differenziale (4) consisteva solo ne1 ricavarne gli elementi 
intrinseci dei parnboloidi deformati, mentre il nuovo assetto dato alla teoria 
consente il calcolo diretto- delle coordinate. 

Accenniamo per incidenza, cioé senza l'intento di servircene ne1 seguito, 
ad un altro importante passo all'infuori dei limiti delia primitiva teoria, 
muovendosi peraltro pressocché ne1 medesirno indirizzo. L a  connessione fsa 
le deformate dei paraboloidi immaginarî e le superficie a curvatura costante 
del10 spazio ordinario, presentatasi dapprinia sotto un aspetto puramente ana- 
iitico, pub formare l' oggetto di un' in terpretaeione geometrica, enunciandosi 
ne1 caso del parnboloide z = i x y  colla proposizione seguente, deducibile dni 
risultati contenuti nella n i a  citata Memoria: Da un'assegnata coppia d i  
superficie qpplicabili sulla sfet-a, legate fi-a loro dadln trasformazione d i  
Hnzzidakis, qmiesce definila . una defornzata reale del paraboloide z = ixy, 
costruibile i n  t emt in i  pniti e che conseguentemente si trova in una posi- 
zione perfettarnente determinata nello spazio (5). Converrebbe, col sussidio 
di questo teorema, riprendere la teoria delle trasforrnazioni, la quale per t d  via 
subirebbe notevoli modificazioni. Ma, tutto ci6 restando irnmaginario quando si 
considerino le deformate del paraboloide reale z = s y ,  mi e parso piii vantag- 
gioso seguire qui l'idea al principio segndata, aveido in mira 10 stabilise 
nuove particolarit$ reali eù intuitive. 

Ne1 cas0 a,dunque delle deformate del paraboloide z = x y  coine oppor- 
tune superficie ausiliarie, dotnte delle proprieth di sopra, s' offrono le due 
evolventi principadi, descritte dagli estremi di fili iriestendibili nello svilup- 
parsi dell'uno O dell'altro sistema di geodetiche risultanti per flessione dalle 
generatrici rettilinee : questi estremi, riella posizione inizide trovandosi sul- 

(3) L. RIANCHI, Ricerche su6 sistemi tripli  colciz~gnti con tma famigtin di swpelllicie appli- 
eabili soprn quadviche. Annali d i  Mat., 23, (1914), 135. 

(') P. CALAPSO, h ' d a  defovmaaione delle qaadriche. Palerriio Rend. 16, (1902), 297. 
L. BIANCHI, Xulla deformaaione dei pnvaboloida'. Annali di Mat., (3) 9, 247; Teoria delle 

lvneformnsiowi delle super-ficie applicabili sui pnraboloitli. Annali d i  Mat., (3) 12, 263; Lezioni 
d i  geon~etvia diferenaide, 3, (1909), $6 87-89. 

(5) Riservandomi d i  ritornarvi in  un'altra occasione, mi ootitento d'nvvertir qiii d i e  
17esattezza rlell7enuiiciato appare irnmediatainente dalle considerazioni, berisi eoncternenti un& 
coppia imrnaginaria d i  HAZZIDAKIS, che si trovano aila fine del $ 7 dei10 scritto menzio~iato, 
inentre 18 verifioa è meno rapida, qaanüo si .parte dalle formule del $ 9, complicata di 
quadrature, indispensabili del resto, ponendo a base le sfere rappresentittive. 
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1' una O 1' d t r a  delle generatrici, anch' esse deformate, che passano pel veitice 
del paraboloide. Cerchiamo allora di maneggiare ln trasforrnazione di MOUTAED 
in guisa da fnr riascere dalle evolventi principali due trasformate asintotiche 
simultanee che formino una coppia della medesima specie, legandosi a d  una 
nuova deformata del paraboloide z = xy. Questo passaggio, che chiameremo 
una trasfownazione E, proveremo ridursi n due successive trasformazioni di 
BIANCHI, individuate da due congruenze W, tangenti rispettivamente alle 
deformate data e trasformata ed aventi per falda focale comune una terza 
deformata del10 stesso paraboloide. Benchè tale decoiiiposizioiie non sembri 
affatto strana, importa pure notare che ci siamo cos1 imbattuti in un iiuovo 
caso da collocarsi accanto alla trasformazione di GUI~HARD, in cui l'effetto 
della composizione di due Bk, vale a dire dell'applicazione del teorema di 
permutabilith, possiede i l  carattere di un'operazione n se. La nostra E cioè, 
diversa dalla trasforinazione G di GUICHA~ZD, equivale a due successive Bk, 
B-, di BIANCHI, mentre la  G, caratterizasta corne ben si sa dalla relazione 
a~wzonica (6), la quale h a  luogo fra i sistemi coniugati perrnanenti delle due 
deformate e la congruenza formata dalle rette d'intersezione dei piani taii- 
genti, risulta composta d a  uiia Bk ,con una BIk, indicandosi con B e 73' le due 
classi di trasformazioni gih distinte da1 BIANCHI. 

Anzi di piu, il procedirnento stesso per cui giungiaino a1i'acceiiii:ita decorn- 
posizione della E ci fornirh sena'altro le formule liecessarie per la rappresen- 
tazione indipendente della Bk.  Sembrarni meritevole d'interesse l'iiitroduzioiie 
di una t e m a  supej$cie ausilialia, la  quale, trovandosi anch' essa nelle condi- 
zioni indicate a1 principio, 6 luogo del quarto vertice d'un parallelogramino, 
1' opposto coincidendo ,col punto generico della deforniata del paraboloide ed 
i due rimsnenti essendo costituiti dni punti corrispondenti delle evolventi 
principali. Questa supsrficie ancora si muta per trasforrnazione asintotica in 
un'altra del n~edesjn~o tipo, non perd insieme nlle evolventi principali, ina 
contemporaneamente colla deformata del paraboloide, ciob nell'applicazione 
della trasformazione Bk di BIANCHI. 

Dopo di avere stabilite le formule per la composizione di due succes- 
sive B,, del resto senza maggiormente insistere su1 ben noto teorema di 
permutabilith, passiamo al10 studio di tre casi speciali, cioé della BkB-k che 
è sempre equivalente alla nostra E, della B,B'-, che diremo trasfovntaxione F 
e finalmeiite della B,Bfk, identica alla G del GUICHAKD. F r a  queste tre ope- 

(6) L. BIANCHI, 8 u l l e  trnsfomnnzioni di Gz~ichard delle sz~pe,ficie npplienbili s d l e  qua- 
driohe. Acc. Liiic. Rend., (5) 20,, (1911), 145. 
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razioni si scopre un'analogia notevole, quando si coosiderano, legate alle 
evolventi principali, due coppie di superficie che ne chiameremo le prime e 
seconde associate. Esse corrispondono a queste con parallelismo dei piani 
tangenti ed haiino per asintotiche, indicandosi con a e P i parainetri di quelle 
della, deformata stessa e delle evolventi principali, rispettivamente le curve 
a -ts ip = cost. e a + P = cost. Mentre nella trasforniazione E le evolventi 
principali vengono assoggettate a due simultanee trasformazioni asintotiche, 
ci06 individuate da congruenze W, ne1 caso della F le prime associate si 
trovano in tale relazione e ne1 caso della G la proprieth in questione sussiste 
per le seconde associate; 

Costruzione delle deformate del paraboloide z = n~ 
e studio di talune superficie secondarie. 

1. Assuinendo preliiniiiarmerite corne variabili indipenden ti i parame tri 9, 9' 
delle generittrici rettilinee, s'iinmagini data una superficie S(x, y, x )  applica- 
bile su1 paraboloide iperbolico equilatero 

Scriviaino per la S jl quadrato dell'elemento lineare : 

(1) Lda2  = (V2 -+ l ) d P  + 298'd8dW -I- (ae + l)dY2, 

e la seconda forma quadratica fondamentale : 

- ZdxdX= DdB2 + 2D'd9d9' + D"dS", 

X, Y, Z indicando i coseiii di direzione della, normale. Notiamo di piu 1' espres- 
sione della curvatura totale : 

1 K=--  
H' con: H=8%t2-î-1, 

o;vero l'equazione di GAUSS: 

e le due relazioni differenziali di CODAZZI: 

(4) ao ao' 8 8 CID" a D 1 ,  4 9' - - - -  D--D'=o - -  ~ " - - n = o .  
as. as H H as as. H H 
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Conviene i'icordare che da ogni terna D, Dr, D" di soluzioni del si- 
stemn (3), (4) risulta definita una deformata S in modo intrinseco. 

Ponendo ora: 

e con calcolo assai  emplic ce, tralasciato qui per brevith: 

2. Ci6 premesso, in~oduciamo col nome d'evoiventi principali di S 
quelle due particolari relative alle geodetiche B = cost. e 9' = cost. che 
risultano per flessione dalle generatrici rettilinee, prendendo sopra queste 
come estremi degli archi da svolgersi i punti in cui si trovano ortogonal- 
mente tagliate dall' una O dall'altra delle c k e  a '= 0 e 9 = 0, deformate 

A- 

delle generatrici passanti' pel vertice del paraboloide. Indicandole con S(x, ...) - 
e S(d, ...), troviamo le formule: , 

valerido di piu, pei coseni di direzione delle rispettive normali, le espressioni 
seguenti : 

Di qui, calcolando la seconda forma fondamentale di 3: 

C) Di ogni terna di formula relative ai tre assi ooordinnti ci oonteiitiaiiio, per brevità, 
di scrivere la prima, trascurando di acoennare nl17sver luogo delle due analoghe. 
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e quella di 3, si verifica la cowispondenaa delle asintotiche fra la defor- 
mata del parabotoide e le sue evolventi principnli. Formando finalmente 
l'elemento lineare di 3 e di S' col tener conto delle (7), si stabilisce facil- 
mente i valori delle curvature totnli: 

Consideriamo al tempo stesso uiia te13za supejbf2cie ausiliai.ia S(x*, ...), 
data da 

(11) 03" = X -- 8'E - 85', 

i cui punti ancorn, corne pure le normali, giacciono rigidamente fissati nei 
piani tangenti della S, quest' ultima comunque flettendosi. 

È evidente che i quattro puiiti corrispondenti di 8, S *  S' segnano i 
vertici d' un parallelogrammo, anzi riconosciamo che la normale a S*, avendo 
per relativi coseni di direzione: 

risulta parallela alla dia,goiiale congiungente i puiiti di S e S'. Col calcolo 
della seconda forma fondamentale di S* si dimostra nuov:~merite che vige la 

?-'- 

corrispondenza delle asintot'iche e cioe fra le q u a t t r ~  superficie S, S*, S, S' 
descritte dai vertici del parallelograinino variabile. Ricorreiido poi ai coeffi- 
cienti deli'elemento lineare di S*, format0 dt res l  coll'aver riguardo alle (7)' 
deducesi l'espressione seguente per In curvhtura totale di S* :  

E da notarsi che nelle deforinnzioni subite dalla 8, non cangiano di valore 
ne anche le curvature totnli delle tre superficie secondarie da noi considerate. 

3. Riferiremo d'ora innanzi la S ai parametri a e P delle asintotiche, 
rammentando per ci6 un iniportante fatto dalla teoria generale della deforrna- 
zione delle quadriche: sopm un'assegnata deformnta d i  unn qundvica le 
nsintotiche si detel-minano pev mezzo di qundratuve 

Quest~  proposizioiie B intiinrtiuerih 1eg:ita ,z quelln doviitn :r DARBOUX e R SURVANT 
die:  il  sistenm cot~iitgnlo permntcente, cioè comtcim nZln defovtnntn ~d nllh pzsndvicn stesan, 
costitibisce soprn In defortnata 21% sistema iiotervto-couiugn20 e si dedwce per t c d  assegltnta 
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Qui non sarlt necessario fermarsi a tale argomento, trattandosi per l 'at-  
tuale ricerca di definire la deformata iniziale S a base di un sistema diffe- 
renziale in cui figurano cc e P come variabili indipendenti. 

Indicheremo sempre in seguito col simbolo 8 uiia somma estesa alle 
quattro lettere 5, q, 5 ,  8, l'ultinzo tevmine preso coi segno negativo. Con 
cib le (6) diventano : 

(14) sgY = 1, s y  = 1, sgf = O, stftrt =O,  sg(rt1 = O, 

mentre le (7) 

(15) 

(16) 

si traducono nelle relazioni seguenti : 

Ora, tenuto conto delle (IO), é evidente che le terne 6 ,  y ,  5 e g', y', 5' 
non sono altro che i coseni di direzione normalizzati ( 9 )  delle normali alle . 

evolventi principali ?? e L!?, e quindi verificano rispettivnrnente due equaziorii 
a derivate parziali del tipo di MOUTARD : 

con M e M' convenienti funzioni di a e .$. Queste equazioni differenziali, 
come si constata subito derivarido le (14) e le (15), sono soddisfatte anche 
da 9 e 9'. Valgono inoltre due relazioni della forma : 

5SzS)a = m,(a),  

essendo nulla per la  prima somma la 

8Set'e = V2<P>, 

derivata rispetto a /3 a per la seconda 

deformata CON guadmture. LR dirnostraeioiie della seconda parte di questo teoreina, data 
da1 BIANCHI nil t. 3 delle sue Lezioni ($ 85, p. 259), si fonda su1 fntto die la foriua diffe- 
reiieir~le il oui annullrrrsi clefiriisoe il sisteiiin coniugato permaneiite (ovvaro con leggieri 
inodificszioni quella drr oui clipendono le asintotiohe) aminette un moltiplicatare di carattere 
invi~rinntivo clie la converte iii una forma di ourvatur;~ iiu11:~ Si noti perb clie con oio lion 
riaiilta imcora provato che, soindendo la forinn, le tlue eq!iszioni differenzinli olie d h n o  
asparstamente le due famiglie di  ciirve, posseggono due fattari integraiiti costruibili senra 
sugno dl integrazione. Per questo compleinento della diniontraeiona coiifroiitisi H. JONAS, Über 
eine Iseue partielle Difereictirslgleioht~~~g des Deformatiotispi-oblems ecc. Berl. Math. Gae. Ber. 13, 
(1914), 52, e partioolarinente rispetto a l  oaso del pnrnboloida i l  $ 8 della, critrrt~ Memorirt 
ne1 t. 87 dei Math. Aunalen. 

- (9) Per uns  qunlsiasi superficie, posto E-- - le qiiantitit rioliieste eooo xY&  fi ZY;. 
PI ' 
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quella rispetto rt a. ,Esse si riducono per un'opportuna scelta dei parametri a e /3 
alle, seguen ti : 

5 , = c,, 
. . 

designando con E, e &, l'unità positiva O negativa. Combinando queste colle (16) 
L 

avremo : 

(18) 2&&'a = - + 8"' + l), 2838"p = - ~ ~ ( 9 "  + 912 + 1) ('O). 

Formiamo ora l'equazione differenziale del sistema coniugato p e m a -  
nente, cioé comune alla deformata S ed al  paraboloide stesso: 

che, in forza delle relazioni precedenti, assume la forma: 

Liinitandoci per tutta la nostra ricerca alle deformate dette da1 BIANCHI 
di la specie, per le quali il sistema coniugato permanente & renle, suppo- 

-niamo si = E, . Senza alterare la generalith basta fare E, = E, = -- 1, cangiando 
ne1 caso contrario i segni di Y, y', c, 9: cioé surrogniido la deformata S colla 
sua simmetrica rispetto all' origine. 

4 Dopo di ci6 importa stabilire la proposizione seguente che ci servir& 
di base pel nostro metodo di trasformazione svolto ne1 5 2. 

Date che siano conte soluzioni d i  due equazioni d i  Moutard ('!) le qua- 
derne 5 ,  y ,  5, 9 e 5', y', C', $', vincolate dalle relaaioni:' 

e dalle altr-e cornpatibili colle pt-ecedenti: 

( 'O)  E~cludendo  i l  c a ~ o  della deforinabte riqate, è in:i.nifesto c h  W, e V, osain, le co- 
nt:mti si e E~ sono uecesanrinrneiite diverse da  zero; cib che vide mohe  per l e  fuiizioni dl 
e M' clie figurano nelle eqii:izioiii (17) d i  MOUTARD. Per convincariene, basta derivare la 
prima delle (18) rapporto n, B e la eecoiid:i raipporto a a. Nell'ipotesi p. es. M = 0 ,  si dediir- 
rebbe con f ; d e  üalcolo eI(8-p)2 = e2(9x)" i l  cclie, paragomodo cou e2%u9'a - e19gB1pi darebbe 
9p9'a - 8rB1p = O ;  ma questo riuultnto é assurdo. 

(") Non faooiniiio duiiqiie iiessuii'ipotesi preliiiiiiiare iu rigiiardo al le  furizioni Y e M '  
tranne clit: siano diverse (1% zero. 

('3) Qui non farreiuo iiso d ~ l l e  coiiaideraaioiii di geoinetriit non-eucliden, suggerite dalle (A), 
perché noil ai yrestirno troypo beiie :dlo scopo iiostro. 
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e supposto SErE'r + O, SEpS'p + O, se ne q*icava una defornzata (non rigata) 
del parabdoide z = xy, gifeg-ita alle asintotiche (a,  P) e definita dalle for- 
n~u le  : 

Per compiere la verifica, cominciamo coll'osservare che, attenendoci alla 
restrizione testé avvertita, possiamo nggiungere.: 

col tener conto delle equazioni (17) di MOUTARD, si ottiene : 

Derivando poi la prima e ia seconda delle (A) successivamente rispetto 
a a e p, trovasi : 

SE& = - IV, SSfaY~ = - M'. 

Allora, avendo luogo contemporaneamente i due gruppi di relazioni : 

ed essendo 

poiche quadrando viene A2 = M" si conclude da1 paragonntli: 

e medesimamente : 
1 1 

- - Sx, ..., B'p - - B x .  
- M  - M  

Di qui avremo a complemento delle (B) le relazioni: 

dntiali di &fatema6ica, Serie IV, Tomo II. 
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Con un procedimento analogo troveremo : 

e quindi, confrontando con (20) e (21): 

MM' = 1, 
cosicchè si potra porre : 

M=eV, Mf=e-V. 

Con tale denotazione non iiitendiamo esclusi valori negalivi per eV, aven- 
dosi allora p = o t ni con w reale. Osservisi intanto che, nello studio delle 
trasformazioni, per la deformata iniziale almeno si puQ supporre eV O, seri- 
vendosi ne1 caso contrario - eV e -fi invece di eq e di p. 

Ora in forza delle relazioni 

valenti per ciascuna delle quattro coppie 5, c',...,-a, Y, si verificaiio iinmedia- 
tamente le condizioni d'integrabilita. per le (19). Il ds2, i n  virth delle (A), 
essendo ben quella del paraboloide, dobbiamo riportarci alle relazioni (7) da1 
cui paragone colle (B) vediaino facilinente che le asintotiche sono formate 
dalle curve (a, p). 

La nostra asserzione esseildo cosl confermata, trascriviaino il sistema 
differenxinle 

cui aggiungiamo le relazioni che ne risultauo per derivazione: 

ed infine l'equazione a derivate parziali soddisfntta dalla (p : 

quest'ultima, corne ben si sa, essendo in sostanza identica a quella da cui 
dipende la determinazione delle superficie a curvatura costante. 

5. Passiamo orn ad esporre rapidamente il metodo di ricerca per le 8 fun- 
zioni 5, c', ..., 9, %, giii segnalato ilella mia citata Meinoria. Per ci6 conside- 
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riamo il piwto (X'O), Y'"), Fa)) dato da 

il quale in  consegueiiza delle (R) é situato sulla sfers  uiiitaria col centro iiel- 
l'origine. Ammetteiido ancora provvisoriainente la  validith delle formule (22) 
e (23), avremo : 

Con cib, il nostro problemn riesce ricondotto alla costruzione d'un certo 
sisteina ortogonale I' sulla sfera, corPispondente alle asintotiche della defor- 
mata richiesta ('3). Per  determinarlo in modo intrinseco basta calcolare le due 
funzioni 9, 8, cioé integrando le equazioni simultanee: 

possono riguardarsi come un sistema completo, lineare ed omogeneo d'eqiia- 
xioni differeiiziali per le  quattro funzioni incognite 3, a', $a, 3p, illimitata- 
mente integrabile iii virtù della (24) e possedente l'integrale quadrstico 

il che si verifica per  derivazione. Ma,, esprimendo mediante l'equazione di GAUSS 
che la  curvaturit della forma quadratica (26) é + 1, si giuiige alla relazione : 

la  quale, in  conferina delle (18), deve sostituirsi alla (27) piu gerierale e figurri 
ne1 calcolo d'integrazione come condizione iniziale. Notiaino che il presente 
sistema completo, formato a base d'una nota soluxiona cp della (24), identico 
per altro in sostanza, a quel10 ùato da1 CALAPSO, pub inversamente ricavarsi 
dalle formule (28), interpretandole come due equazioni simultanee a derivate 

.(13) Per le propriet.8 geoiiietriche dei uiatemi T, oltre di cib clle iie abbinmo tletto ~ i r l l ~  
pr6fnzioiie, riiiirindiaiiio il lettore nlla citatn Memorirt (Math. Ann., 87). 
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parziali per le funzioni 4, 4' a riducendo cosi ln deforinazione del parabo- 
loide x = %y al cosidetto p?*oblenza di Tchebychef per la forma differenziale 

I 

Dopo cib, compiuto il passaggio dall'elemento lineare sferico (26) alle 
coordinate X'O), Y('), 2'') che domsnda l'integrazione di un' equazione a diffe- 
reiiziali totali del tipo di RICCATI, scriviamo le relazioni differenziali pel triedro 
mobile format0 del raggio (X'O), Y('), ZC0))  e delle tangenti alle curve del si- 
sterna r, indicando con x('), Y"), 2") e X(2), Y($), 2") i rispettivi coseni di 
direzione : 

Ora dalle formule 

aiialoghe valeiido p w  y ,  y', j ,  5') si deduce derivando coll'aver riguardo 
alle (29) : 

talchè, proseguendo il calcolo si perviene a verificare per 5,  tutte le for- 
mule del n.' 4. Notiamo che l'integrale quadratico, legaiidosi al sistema diffe- 
renziale (23)) qui divieiie : 

(32) 2SxFa = 253ca = 5% Es2 - 1, 

cioé differisce da  (28) pel segno della costante. 

( j4)  Ricortlinmo die  la cleti,rmrtzir>iie delle quadriolie a ceritro eqiiirdr nncora ml un 
certo probleiiin di  TCHEBYCHEF, 1118 senzn cht, 8i rie8c-t 11 fnrlto dipendare d ; ~  iin7iinicn eqiin- 
ziorie R, derivnte pnrei:di aiialogrt nlln (24). 
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! 6. .'Conviene aggiunger qui alcune relazioni utili pel seguito che disceii- 
dono dalle precedenti. Osservando per questo il segno del determinante 

avremo : 

Dalle (33) vengono date le formule di LELIEUVI~E per le evolveiiti pririci- 
pali 3 e 3. Fer  gli ulteriori sviluppi pare preferibile disporre di E invece di 
lasciarlo arbitrario. Facendo corne 8 iiaturale E =  t 1, troveremo per le (9): 

. . Notiamo intantci che con tale conveiizioiie le nostre formule di LELIEUV'HE 
non sono d'accorda in riguardo al segno colla loro solita forma adottata riegli 
scritti della sCuola di BIANCHI ( ' 5 ) .  

' 

Segiialiamo di più l'equazione di MOUT-AKD relictiva alla deformata S, 
soddisfatta dai coseni ,direttori norinalizzati della normale : 

.- . 

, Derivarido . . questi di seguito . . rapport0 ad a e P, si ha tenendo bonto delle (22): 

Da ogiii quarta ,soliizione della "(37) verrebbe dunque definita uiia coii- 
gruenza W, avente la  S per prima falda focale. fi notevole che l'equ&one 

(15) Di qtiesto fstto devesi tener coiito pih trtrdi nell'npplicare le formdüdi GUICHAHD 
per la seconda fiildti. focale c17ui1a congroenaa W con assegnata prima fnlda. 
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di MOUTARD riesce la medesima per l a  terza superficie ausiliaria S*, data 
da  (Il), essendo a causa delle (12), (13) 

i rispettivi coseni normalizzati. 

7. Termiiieremo qriesti preliminari coll'introdurre due nuove coppie di 
superficie secondarie, legate a,lla deformata S, chiamandole prime e seconde 
associate alle evolventi pl-incipali. Rammentiamo per cib che due superficie 
sogliono dirsi associate, quando, corrispondendosi per parallelismo di normali, 
alle asintotiche dell'una corrisponde un sistema coniugato sull'altra, cioé 
essendo nul10 il covariaiite simultaneo delle loro seconde forme fondamentali ('y. 

Definendo le pvinze associate s(&, Y, i) e s(&, y', z') colle formule 

ci si persuade subito che valgono le relnzioni 

L [ ~ x = O ,  2Ydb1=O, 

ed anzi di piil, essendo 

.- 6 ' 2 ~ d ~ d S  = - 6 e ~ d & ' d [ '  = das + dPE, 

si conclude che le asintotiche (iminaginarie) di s e di 8' sono date da, 
a & i p  =cost. e corrispondono dunque ad un sistema isotermo-coniugato tarito 
sulla deformata S corne sulle evolventi principali 3 e A!!?. 

Qui non esamineremo piu da vicino le interessatiti proprietà delle prime 
associate, limitandoci all' osservazione seguente. Considerandole come ~ icoper te  

6 

dai sistemi coniugati (a, p), corrispondenti alle asiritotiche di S, S, S', si passa 
da ciascuna delle due superficie mediante le relative trasformazioni di LAPLACE 
ai sistemi ortogonali I' e I' della sfera X 2  + YZ + Z z  = 1, descritti dai punti 

di quattro trasformaziorii di LAPLACE. . . . . . . . . 
Quanto alle seconde dssociate, che indicheremo con S(x, y, z)  e s'(& ÿ', 2') 

esse vengono fornite dalle quadrature 
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e dalle analoghe circolando. Sopra 'queste, coine facilmente si riconosce, le 
asintotiche (reali) sono formate dalle curve a zk  P = cost., corrispondenti nuova- 
mente ad un sistema isotermo-coniugato e cioé al sistema permanente della S. 
Anche qui, come si é mostrato nella mia citata Memoria, notevoli pnrticola- 
rit& geometriche risultano dall'applicarsi la trasformazione di LAPLACE alle. 
reti coniugate (a, p) distese sopra s e S. Lasciandole da parte, ci contentiamo 
d'avvertire che le superficie s e s', convenientenzente collocate nello spazio, 
costituiscono le due falde focali d i  una congruenza rettilinea W ;. il che si 
verifica subito in forza della relazione 

dedotta dalle @O), osservando inoltre la corrispondenza delle asintotiche 
a zt p = cost. di s e di S .  , 

La trasformazione E delle deformate del paraboloide x = ;ry. 

1. Passiamo ora a ricercare una trasfornmzione E, applipbile alle defor- 
mate del pal-aboloide z = xy e caratterizzata dalla proprietà che le d u e  
evolventi principali dei2'assegnata defomzata S si cnngino per trasforma- 
zioni asintotiche sinlultnnee in quelle collegate alla sua trasformata S,. Per 
questo assogg~ttiamo contemporaneamente le quaderne 5, q, 5, 4 e 5', y', 5', 4' di 
soluzioni de14 rispe~tive equazioni differenziali a 

Ex$ = eV<, cap = e-TC . 

a due trasforrnazioni di MOUTARD, delle quali, conformemente a quel che si B 
visto al n." 4 del 5 1, baster& disporre in ta1 modo che le relazioni (A), (B), (C), 
scritte per le quaderne trasformate c i ,  y,, C l ,  @, e E,', vif, 5,'; 6,', riescario 
soddisfatte. 

Indicando come al solito con R la funzione trasformatrice, cominciamo 
da1 formare le relàzioni differeneiali della trasformazioiiè di MOUTARD, non 
specializzata ancora, relativa al primo sistema: 

Espriniiamo ora le quantith richieste 5,, y , ,  ci, 4, ne1 modo segueiite 
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mediante quattro coefficienti A ,  y, o,  7, assunti insieme alla K come fuiizioni 
incognite : 

RS, = + p5' i- ~ S ? L  + TEP ; 

c ib  che pub farsi, tenuto conto che si ha A #=O. Sostituita I'espressione nelle 
formule (41), queste si scindono ne110 relazioni : 

(42 
(p,+o=O, 1,-R,i-e%=O, X + R + ~ r + ~ x o = 0 ,  ~z+e-vp=O, 
Ipg+==O,  IB+Rg+e'o=O, . À - R + q + ( ~ ~ r = o ,  08+e-Vp=O. 

Con a =- p ~ ,  7 = - yp si deduce dalle 'ultime formule delle due righe : 

cosicchb la t ras fo~mas ione  asintotica generale per l 'uua delle due evolventi 
pvincipali viene a ridursi  all'equnzione d i  Moutavd velativa al l 'a l tm,  
togliendosi al  tempo stesso le quadrature da erettuarsi  nell'applicazione 
delle (41) colla R supposta nota. Per mezzo delle terze formule del sistelna (42) 
h t? R si calcolano dalla soluzioiie p di (43), essendo: 

di qui si ha per derivazioiie 

(45) + RB = &"PZ, l x  - RE = evpg, 

i i i  guisa da. verificttrsi le seconde, ed iiifiiie, derivando queste: 

onde risulta coiiferinato il fatto che la fuiizioiie lrnsforinati-ice R da cui si 
partirebbe nell'applicazione direttn delle (41) b una soluzioiie particolare della 
data equazione di Mom~i ln .  

Utilizzando per S,', ri,', Cl', 6,' 10 stesso procediinento, w r e m o :  

iii c~i'ris~orideiiza nlle (43)-(46) : 
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2. Ora, per giungere al10 scopo prefisso occorre vincolare le due qua- 
derne trasformate dalle relazioni : 

Osserviamo che attualmente le (B,) e (C,) si presentano come conseguenze 
dirette delle (A,). Per cib, scrivendo le relazioni (41) e (47) sotto la forma : 

dobbiamo quadrarle ovvero moltiplicarle membro a niëmbro, la superiore 
coll'inferiore, sommando poi ne1 modo indicato da1 simbolo S. 

Ammetteiido ancora come gik soddisfatte le tre prime relazioni delle (A,), 
cioé a terrnini finiti, rnoltiplichiamo le (49) per 5: e forminino iiiiovameiite la 
somma S col terier conto che si ha : 

Troveremo cosi : 

Rzh- hgR=O, RpA -1gR=O 

in guisa da aversi, coli'aggiungere la formula analoga dedotta dalle (50): 

(51) A=ntR, Xt=m'R' 

con m e rn' costnnti. D'altra parte, formarido la somma S delle (49) moltipli- 
cate per Yi ,.... coll' osservare le relazioni : 

e procedendo similmente colle (50), si arriva a concludere che l'aver luogo 
della quarta (A,) dipende da due ulteriori relazioni, eiiuncia.ndosi : 

(52) p=91Rf, yl=?%'R 

-con n, n' anch'esse costanti. 
Stabilite le (51) e (b2), ci resta da soddisfare alle relazioni 

Avmali di Matematica, Serie IV, Tome II. 
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le qunli, come vedremo subito, si riducoiio ad unn sola condizione che verra 
iinposta alle R, R', prese a funzioni incognite invece di p, p'. Prima di cib, 
giovn domandare se le formule (51)) (52) sono compatibili coi sistemi differeii- 
ziali di sopra. Ricorrendo alle (45), (48)) si trova in effetti : 

(m' + 1)R'p = n'e-'PR?, (m' - 1)R'a = n'e-YRp, 
onde segue : 

O infine : 
rn' = rn, nn' = tng - 1, 

Abbiamo dunque il sisteina differenziale : 

da cui evidentemente tutte le rimanenti relazioiii si deducono per derivazione. 
Ora le equazioni (53) aggiunte nlle preceden ti, porgono 1' unicn : 

Notisi intanto che, av uto riguardo all' omogeneitA delle equazioni differen- 

ziali ed a quella di grado zero delle espressioni di 6 ,  e di E,', sarh lecito 
sostituire a R, R' le quantit& CR, c'R', potendosi disporre delle costanti c e c' 
in guisa da aversi 

m + 1 = n, m - 1 = n' ("). 

Con cib abbiamo il risultato seguente: La trasformazione E, pej. un 
vn1ot.e m della costante cnrnttevisticn, é definita da due funzioni R, R' soddi- 
sfncenti al sistenuc direreminle : 

(' l) Si osserverh clle tale convenzione porta per coiisagneiiart U I I R  c e r t ~  maiicanza di 
siininetriri, nelle foriiiule di trasformazioiie; ini è seiiibriitit noriiiiiiieno preferibile, peroliè 
~ol1'assiitiiei.e nl- * n bisogiierebbe compliciirle tli doppii segni, dov<aiidocii &puare allorn 
i c a s i n ù > l e m < l .  . 
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e vincolate dalla velnzione : 

nz + 1 m -+ 1 
2e-YRrRp = 2 - eV R'a K' p = k2 + --- 

m - 1  
RI2. 

nz - 1 

Le (54), illimitatamente iritegrabili in virth della (24), veiigoiio completate 
dalle eyuazioni 

(56) 
na+ 1 

Rzz = v z  Ra + - 
nz- 1 R', Rpp = rqa RB + R', 

dedotte per derivazione (ossia dalle altre: 

n t - 1  
R'zz = - yx R'a + R, R'pp = - R -1- - 

? I L  4- 1 R 

di  ta1 maniera che risulta stabilito un sistema simultaneo d'eqiiazioni lineari 
omogenee alle derivate parziali del 1" ordine per le quattro funzioni R, R', 
Ra, Rp. Questo possiede l'integrale quadratico 

na + 1 
2e-'PRaRp - R4 - - RI2 = cost., 

vn - 1 

onde la (55), fissants il valore iiullo della costante, dovrB rigiiardarsi corne una 
coiidizioiie impostn ai valori iiiiziali delle qiiattro fuiizioni. 

Pel calcolo della funzione y , ,  la qua,le, secoi!do il ragionameiito adoperato 
al n." 4 del 5 1 ,  costituisce una nuova soluzione dell'eqiiazione alle derivate 
parziali seconde (24), cioé della 

( y  ) - - e-VI 
i zp - 

ricorrendo ad una relnzione ben iiota della teoria generale delle trasformazioni 

e quindi coll'osserv,zre ln (55): 

Notisi che, assumendo 1 m 1 < 1 ,  si avrA eQi < O e, per cib, y, = w, +.ni.  

3. Scriviamo orit le formule 

R (RE' - R'zEr - R'pt~), 

r n - 1  
(RE - R x Y a  - Rpyp) 
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pel cui mezzo si ottengono le due quaderne trasformate. Tenendo conto della 
omogeneitA, si riconosce entrare neli'integrazione del nostro sistema differeii- 
ziale due costanti essenziali, sicché la E,, per un assegnato valore di rn, viene 
a fornirci una doppia infinith di superficie Si, applicabili ancora su1 
boloide x = xg. 

Colle espressioni (58)) la nuova deformata Si, secondo le formule ( 
costruirebbe mediante tre quadrature, avendosi 

para- 

19), si 

e due analoghe per y,, si circolando. Ma,, riferendosi al concetto geometrico 
donde si era partiti, appare ben naturale che tale calcolo pub eseguirsi per 
operazioni finite. Riflettendo adunque che le evolventi principali, insieme alle 
trasformazioni di MOUTARD subite dalle terne 5, 7, 5 e [', T' ,  c, vengono assog- 
gettttte a due trasforinazioni asintotiche simultanee, conviene adoperare le 
notissime formule di GUICHARD, esprimenti le coordinate della seconda falda 
focale di una congrueiixa W. Queste ci daranno per e 8,: 

Di qui, esseiido conforineniente alle (8) : 

giungeremo ad un doppio modo di rappresentare la S, richiesta: 

Al rigore di questa deduzione mancano due verifiche che ci affrettiamo 
a cornpiere. In primo luogo, pensando previamente Si, xi, 2, corne defihite 
dalle (59) e (61), sarh necessario, per rendere legittima l'applicazione dell'una. 
O dell'altra delle relazioni (60), provnre ]a concordanza dei segni, ci06 dei --  A -  

fattori B(= + l )  e E~ figuranti nelle formule di LELIEUVRE per S, S, e S', S', . 
In secondo luogo, l'equivnlenza della (59) con ciascuna delle formole (62) por- 
tando solo sui differenziali, dovremo accertarci che queste due espressioni non 
possono differire per una costante additiva. 

Orbeiie, avendosi in corrispondenza alla prima delle (33) la relazione : 

e due analoghe, moltiplichiamo ordina tamente per 5, 7,  5 e sommia.mo, in guisa 
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da dedurne con leggere modificazioni, osservando (49) e la  citata (33) con 

(8,)&y,S - *',S(S,)aS = - E , ~ S , [ ~ ( S J X  - L(?d)aI = 

= ~,Lg,(y[lx - Cr)?) = E.,[~~SS,E' - a'Eib1- 
Di qui, essendo 

segue : 
R R'P m + l  

(m - 1)  7 (6,). + (rn + 1) - e%', = E~ - K R R (R'9.x - eqR'p 8'). 

Sostituendovi 

viene 
R'(ar,)p + Rrp8', = ~,(R'8'p - R'p8') 

e da1 paragonare quest'ultima colla seconda delle relazioiii (SO), scritta in 6, 

risulta finalmente E, = + 1, cosicché le formule di LELIEUVRE per e g4 soiio 
precisamen te date dalle (36), aggiungendovi 1' indice 1. 

Procedendo alla seconda verifica, forrniamo la differeiiza delle due espres- 
sioni (62), costante in ogni caso secondo quanto sopra abbiamo osservato: 

ed indichiamo con C,, C, le rispettive costanti nelle relazioni aniloghe che 
ne seguono per permutazione circolare delle lettere <, y, 5. Per rendere palese, 
in modo semplice, l' annullarsi delle Ci, C,, C,, moltiplichiamo ordinatamente 
per 5, 7, [ e sommiamo, onde verra 

Ci[ + C,y + C& = 8',65,5 - 8',SS1,E - 8'55% -t855'.- ZS',(yS' - if). 
Questa espressione, sostituitovi, coll' aiuto di (34)) nell' ultimo termine : 

Y$ - h' = - &8'z - r a 8 a )  

e tenuto conto delle 

si trasforma nella seguente : 
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la quale risulta nulla in virth delle formule (58) scritte in 8. Ora da  

Cie + Cz.l + C35=0 
si deduce derivando : 

e quindi, osservando che il determinante facilmente calcolabile per le (30), (31) 

è diverso da zero, si ha Ci = C2 = CJ = 0 ;  con che resta assicurata l'iden- 
titk delle due espressioiii (62) ottenute per xi. 

Decomposizione della trasformazione ,ZC 
in due successive trasformazioni B di Biariclii. 

1. Il procedimento stesso con cui riusciremo a decoinporre la, nostrn 
trasformnzione E in due successive trasformazioni del tipo Bk di BIANCHI, 
cioé individuate da congruenze W tangenti rispettivamente a S e S, ed aventi 
a falda focale comune una terza deformata $ mi pare notevole fondandosi 
sostanzinlmente sulle relaziorii differenziczli (49), (50), date dalla teoria geiie- 
rale, che si legano alle due trasfosmazioiii si iiîultariee di MOUTARD, operate 
sulle qua.derne 5 ,  r ) ,  5 ,  6 e Et, ri', y, 6'. Cominciamo da1 combinare la prima 
delle (49) colla seconda delle (50), cnngiando leggermente la  scrittura riel- 
1' ~iltimn : 

Moltiplichiamo per due costanti b, c di cui disporremo pih tardi e som- 
miamo ; il che ci dh 
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con 

- - - -  

introducendo cosi le notazioni 5, 7 ,  5, 4 pel valore comune dei due membri 
dell'equazione presente e delle analoghe valenti per le lettere y, 5, 6. Iii 
siinile modo si ottiene : 

1 A'= - ( bR '+cR) ,  A ' , = -  
R'a E1 R'r m -  

Ci resta ora da provare che per le due nuove quaderne 5, y, 5, 6 e 
51, i', 1;', 4.', scegliendosi convenientemente le 'costanti b, c, risultano soddi- 
sfatte appunto le relazioni caratteristiche stabilite a l  n." 4 del 9 1, in guisa - - -  
da rici~va.rsene uria nuova deformata S( s ,  y, z) del paraboloide x = %y. - 
Assoggettando percib primieramente le El... ,  y,... alle condizioni S = 1, 

- 

5 S'' = 1, abbiamo subito 
b2 + c2 = 1, 

mentre poi la  SE? = O  porge le relazioni 

(66) AA' = 2bc, A,Af, = - 2hc, 

verificaiidosi in forza della (55) col porre 

Di qui, oome 
b2 - C' = m., 

troveremo, limitandoci per causa di reali th all' ipotesi. 1 m 1 < 1 : 

Basta infatti che l'una delle due costanti sia. dotata'del doppio segno, 
- 

poiché cangiando ambo i segrii si verrebbe a mutare tutte le quantith t, ..., y,... 
nelle opposte, ci6 che, ricordate le (19), sarebbe indifferente pel calcolo~dellit 3. 

Derivarido la prima delle (64), scritta sotto la forma 

912 -+ 1 
AR%-6R - C- R' = 0, 

nz- 1 
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col tener presenti le (54), (56), avremo dopo qualche riduzione le formule : 

che acquisteranno'una fondamentale importanza nell'ulteriore sviluppo. Coli 
queste, derivando le (63), (65) e riducendo, deducesi: 

e quindi : 

Derivando poi la  

rapport0 ad a col servirsi di (67) e procedendo similmente sulla r, è facile 
verificare i'aver luogo delle due equazioni di MOUTAED : 

Si stabilirh infine, foridaiidosi sulle (63), (65), (68h con semplice calcolo, 
trascurato qui per ragione di spazio, le relazioni 

- - 
$cd{ = O, SE,)" = s(~B)" O, $EZc'z = SSpE'e = - 1, 

onde verra assicurata l'esistenza della nuova deformata 3, data da 

O piii propriamente di due deformate S corrispondenti al  doppio segno di c ( 1 8 ) .  

Ma anche qui farenio sparire le quadrature ne1 calcolo delle coordinate. 

('8) Rigunrdo al17esseru prefarite nelle formule di tlefinizione (63), (65) le  derivate ri- 
spetto ad a importa oonstatnre chu la coea non s f ~ .  cosi clle iti :Lpprirenza, potendo ~osti-  
tiiirsi Ex = eVg'p e kta = e-(P @ .  
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Manifestamente ciascuna delle due 6 dedotte dalle funzioni trasforma- 
trici R, R' che figuravano nella nostra E, (con 1 m 1 < 1), costituisce ancora 
una soluzione dell' equazione alle derivate seconde (24), osservandosi che ne1 

- 
prendersi b e c con segni opposti l'esponenziale 8 risulta iiegativa per modo 

d - - 
the si ha  rq = w +ni con w reale. 

2. Moltiplicaiido membro a membro le  equazioni 
- 

(71 )  AScc =5 +- b5 + CS', A'g'cc = 5' -t- b5' + C S  

ed utilizzando la (321, troveremo la relazione 

che sussiste per 7 e 5 .  Al contrario, scritta in 6, essa cangia a causa della (28) 
il segno dell' ultimo termine : 

Notiamo che nella 9-elaxione quadrilineare sodùisfatta dalle due coppie 
di parametri corrispondenti alle generatrici rettilinee si riconosce una pro- 
prietà essenziale della trasformazione Bk di BIANCRI che vale anche ne1 cas0 
delle quadriche a centro. Resta intanto iiotevole il presentarsi delle formule (72) 
che offrono un aspetto del tutto simile. 

Col medesirno processo avremo : 
- 

5 5' + 5 ,  E ' ,  + b(E 5'i + 5' 5,) - c(S 5 ,  + S t',) - bc = 0, 

4.3 -1- 6,4', -1- b(%6', +$4',)  - ~(9 .4 ,  +$a',)  + bc = 0 ,  

ed infine, trasformaudo nella prima delle (35) : 

[~6'c( + ['a& = 54 + 5'4.' 

il primo membro mediante le (71), scritte in 5 e 8 : 

Quest' ultimo risultato ci induce a considerare 1' espressione : 

x = x - ( ( 6 ' t b $ + c $ ) - 5 ' ( 6 + b 6 + c $ )  
(74) 1 - = x + ~ ( 9 . ' + h 4 ' + c 6 ) + S ' ( ~ + b 4 . + c 8 ' )  

che dimostreremo essere appunto la coordinata & di $ data dalla quadra- 

dnnali di diatcmatica, Serie IV, Tom0 11. 24 
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tura (70). Derivando per cid rispetto ad cc col tener' presente la (19), abbiamo: 
- 
Z, = Sa(*' + 08. + CS) - t8a(4 + b& + CS) 

- (bS + cS')Sa - (bc + @sa, 
onde, sostitueiidovi secondo le (63), (65), (68) 

risulta jmmediatamente 1' eguaglinnza volutn 

i' analoga valendo rispetto alla variabile P. Ora, colle (74) riesce stabilito il 
h t to  geometrico che le rette congiungenti i puriti corrispondenti di S e di 
sono taiigenti comuni alle 'due superficie e formano in forza della corrispon- 
denza delle asintotiche una congruenza 'W. 

Oltre le (74), otteniamo le formule seguenti relative al passaggio da Si n S: 
x = xi - 5, (a', + b%' - cg) - [',(4, i- b. - cg') 

(75) 1 - = x, + j(9.' + b4', - c4,) + f b4, - ~ 4 ' ~ ) .  

Si badi perd che, sebbene ciasouna delle due formule (74) e (75) equivalgn 
alla quadratura (70), con ci6 non risulta assicurata la  coincidenza della 3 
data da (74) con quella data da (75), potendo queste distinguersi per unn trasla- 
zione. La  questione che qui si presenta & quella da noi gi& riscontrata alla 
fine del 5 2. Adoperaiido un ragionamento affatto arialogo, facciamo la  diffe- 
renza, costante in ogni caso, dei due valori ottenuti per x, sostituendovi a 
xi - x l'espressione (62), in guisa che si abbia : 

scrivendo C,,  C, nelle relazioni che ne discendono circolando. Di qui, molti, 
,plieando ordinatamente per 5, q, 5 e sommando, troveremo: 

onde, corne al 9 2, Ci = C, = C, = O .  L'identitti di (74) e (75) é duiique esatta. 
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Riassumiamo il risultato cosi ottenuto col teorema: Note due defo9.- 

mate S, S, del paraboloide z =  xy,  fra loro legate da una trasfovrna- 
zione E, con 1 m 1 < 1, esiste, e cioé in doppia maniera, una tema defor-- 
rnata tale che le rette che uniscono i punti di ai punti corrispondenti 
di S e di S, forrnino due congruenze W aventi rispetfivamente le coppie 
S,  s e g, S, pes. fa7de focali. 

Resta adunque da provarsi che le due trasformazioni asintotiche del 
tipo Bk di BIANCHI di cui si trova composta la nostra E, si carntterizzaiio 
appunto come una Bk seguita da una B F k ;  ci6 che differiamo all'ultimo 
paragrafo, passando prima a studiare la Bk a base di una definizione indi- 
pendente. 

La trasformazione Bk di Bianchi. Studio della terza snper- 
- fhie ausiliaria e della composizione di due successive 23,. 

1. Il metodo da noi utilizzato al precedente paragrafo per scotriporre la 
iiostra trasformazione E,  ci pone in grado di stabilire subito le formule indi- 
pendeiiti per la trasformazioiie Bk che ne costituisce i'elemento. Rasta per cib 
ricordare ch? nella verifica riguardante le quaderne 5 ,  ..., 5', ... ci siamo appog- 
giati essenzialmente sulle relazioni differenziali (67) soddisfatte dalla, funzione A. 
Ora queste, scritte coll'osservare In (69) sotto la forma seguente: 

ci serviranno a definire la trasformazione Bk che previamente indicheremo col 
simbolo B(b, c). Datone un integrale 6, avremo secondo le (63), (65) : 

- - - - 
ed espressioni analoghe per 7 ,  q', g,  c, 8, 6'. Di qui, applicando le (74), si 
ricava la superficie trasformata : 
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anch'essa applicabile; su1 paraboloide x=xy e formante la seconda falda 
focale delta congruenza W, i cui raggi escono tangenzialmente dai piinti 
corrispondenti di S. 

Il sistema differenziale (76), ben noto del resto sotto forma leggermente 
diversa ('9), con cui si passa da un integrale Q della (24) ad una nuova solu- 
zione i ,  pub assumere l'aspetto di un'equazione a differenzinli totali di RICCATI, 
entrando tina costante arbitraria nell'integrale generale. La trasformazione B(b, c )  
si trova cos1 ricondotta al processo aiialitico legato alla trtisformazione di 
BACKLUND. 

Accenniamo di pih alle relazioni quadrilineari (72), (73) che non occorre 
riportar qui. Scriviamo intanto nuovamente le (68) : 

rappresentanti il passaggio inverso che è ancora una B(b, c). È quasi superfluo 
constatare che nelle formule (76), (773, (79) il radicale s'intende preso col 
medesimo segno. La  discrepanza dei segni che si presenta a1 paragonare 
le (77) colle formule d'inversione (79) viene spiegatn da1 fatto che nelle equa- 
zione differenziali (76), perché tornino in sé  stesse scambiando cp e $, bisogna 
cangiare il segno del radicale. Nell'ipotesi c < 0, l'immaginario non entra - - 

che in apparenza; ponendo allora VG = ivd e cp = w + ni, le (76) si trasfor- 
mano nelle: 

Notiamo infine, seriza trattenerci sulla verifica, che nelle formule (33), (34) 
- 

del 1, scritte in 5, ..., y, ..., il segno indicato con E rimane 10 stesso, ci06 
E = + 1 secondo la  corivenziorie da  noi fatta. 

2. Volendo ora ricercare il legame esistente fra la costaiite k del BIANCHI 
e le nostre b, c, converra stabilire queli'importante proprietà della trasfor- 
nitizioiie B che h a  fornito il fondamento alle considerazioni geometriche di 
BIANCHI, onde 6 sorto il metodo generale sbbracciaiite il caso delle quadriche 
a centro. 

( 1 9 )  L. BIANCHI, Teoria delle t i~agforrna~ioi~i  delle super$cie nppliccibi2i sui pnrnboloidi. 
Ariui~li di &M., (3) 12, 263: cfr. i l  9. 
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Denotiamo brevemente con 9 e 9', in luogo di 9 = cost. e 9' = cost., le 
generatrici del paraboloide x = au, richiamando le formule: 

Similinente direino tangenti 9 e 8', passnnti pel punto generico (9; 9') dellà 
deformata S, le tangeriti rispettivaiiiente alle geodetiche 9 = cost. e 8' = cost. 
che risultaiio per flessione dalle generatrici rettilinee. 

Vale adunque la proposizione seguente: Essendo S, due deformate del 
paraboloide Po(z = xy), cont'igue per una t~.asfownazione B, quando l a  S 
viene ad applicarsi  su1 paraboloide Po, tmsc inando seco, in sistema 1-igido, 
i segmenti tangenaiali  polmtanti i pun t i  d i  S ed i Aspet t iv i  e lementi  super- 
j2ciaii, questi  estremi si disporranno sopra un paraboloide confocale Pk le 
cui generatrici  rettil inee, per tale  operazione, corriSpondono alle gene7-a- 
tr ici  deformate %= cost. e $' = cost. d i  S (20); oltre d i  cib, u n a  delle dvce 

- 

tnngenti 9, a', passanti pel punto d i  ,?$ viene a sovrapporsi alla 1.ispettioa 
getrwalrice d i  Pr,  rnentre 1' ul t ra ,  invece d i  con fondelsi colla genemtg.ice 
cow-ispondenle, passa nella posizione simmetriccc vispetto al piano tangente 
d i  Po, condenente i l  segment0 tangenziale. 

Aggiungiamo che, neli'assetto da noi dnto alla trasformazioiie B e rite- 
- 

nendo la converixioiie a = -+ 1, fatts al 5 1, la tangente 9 è sempre quella 
coincideiite colla generntrice 9. di Pk neli'applicarsi della S su1 paraboloide Po. 

Per rendere evidente .la priina parte dell'assuiito, basta operare sulla (78) 
- 

e sulle relazioni analoghe che danrio y e a le sostituzioni seguenti: 

onde, ricorrendo alla (73) per fare sparire le variabili 9, 9' dalla terza delle 
formule cosi ottenute, avremo le coordinate dell'estremith del segment0 tan- 
genziale, trasportato nell' applicabilith di 5' sopra Po : 

Pei. convincersi che il punto ( x ~ ,  y k ,  zk) deserive LUI paraboloide ornofocale Pk , 
conviene rotare il triedro degli assi coordinati di 43" attorno all'nsse delle z, 

(20) Di qui si giiinge il. strtbilire .lJ aflnilà d ' Ivory  frn i psrnbo:oidi oiiiofocrili Po e Ph, 
IR. qiirils, rielln teoritr di XIANCHI, fornisce la legge d'npplicabilith tlelln 3 soprn il pnrabo- 
loide Po. Per tutto 170ggeito (le1 yreseiitt! nrticolo si coiisiiltino diversi passi del toino 3 
del le Lezioiai. 
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con che l'equazione di P, e quella di PA assumeranno la forma seguente: 

Confrontando colle formule date da1 BIANCHI (2i), si avrà, subito la relazione 
richiesta fra le costanti : 

(82) k = - 2bc. 

Fer dimostrare la'seconda parte del teosema, occorre fissare la posizioiie - - -  
relativn 'della tangente 8 di A!$ mente i coseni direttori proporzionali a 5, q, 5, 
rispetto ad un triedro legato all'elemento superficiale di S. Esprimehdo per 
cib con tre coefficienti a, 33, Q: 

ed analogamente i, 5, moltiplichiamo ordinattrineiite per E ,  y, 1;; z', q', 5'; 
<r,  y%, Sr in guisa da ricavariie sommaiido e riducendo: 

Coi1 queste appunto, operaiido sulla (83) e sulle formulc analoghe le sostitu- 
zioni (80) corrispondenti al17applicabilit& della S sopra il paraboloide Po, 
avremo : 

onde resta provata la coincidenza della tangeiite 9 di colla generatrice 9. 
di Ph. A l  contrario, tale proprietk non susuiste per la tangente 9.' della corne 
facilmente si vedrk partendo da: 

Qui si presenta in effetti uiia discordaiiza dei segni di a', per 1:~ qua1 causa 
la coincideiiza viene surrogata da una simmetria rispetto al piano tsiigeiite 
di Po.  Notiamo che la stessa cosa accadrebbe per la prima taiigente 9 nel- 
l'ipotesi E = - 1, contraria a quella da. noi fatta al n. 6 del 8 1, le due tan- 
geriti 5 e 9' scambinndo stllora le parti attribuite loro nell'applicarsi della S 
su1 paraboloide Po;  B per questa ragione che mi è parso utile fissare avanti 
il segno E = + 1 invece di lasciarlo arbitrario. 
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E noto che nella teoria generale svolta da BIANCHI le trasformazioni Bk 
applicabili d l a  deformata Y di una quadrica rigata Q, sono state distinte in 

due classi, secondoché ne1 processo geometrico or ora considerato l 'una O 

l'altra delle tangenti alle generatrici deformate della superficie trasformata S 
si sovrappone alla rispettiva generatrice della quadrica confocale Q k .  Doman- 
diamo che aspetto assume questa distinzione nell'ordine d'idee da noi seguito'. 

Per un assegnnto valore di k,  combinando la (82) con b" + 2 = 1, avremo : 

Scriviamo p. es. b e c coi segni superiori col porre Bk = B(b, c), il passaggio 
ai segni inferiori valendo a scambiare b e c (22). Ma allora, perché la rela- 
zione quadrilineare (73) come pure le formule (78) restino inalterate, occorre 
scambiare anche le  notazioni 8 e B'. Con questo ci troveremo appunto ne1 
caso della trasformazione Bk dell' d t r a  classe che designeremo col simbolo BIk. , 
Prescindendo dallo scambio di 9 e &' che non pare essenziale, abbiarno dunque: 

Bk E B(b, c), BIk G B(c, b). 

Oltre di cib, si stabilirà senz'altro le equivalenze segueriti : 

3. Aggiungiamo una nuova proprieth della trasfbrn~t~z~orie Bk che riguarda 
il comportarsi della terza superficie ausiliaria S*, introdotta al 11." 2 del 5 1. 
Essa s' enuncia col teorema : Data una deformata del paraboloide z = xy 
ed una sua tra,sfor.mata 4 ottenuta mediante una Bk, le due terze super- 
ficie ausiliarie S* e s* che vi appartengono si trovano anch'esse collegale 

' da una trasfoq-mazione asintotica, fomnando cioé le falde focnli d i  una 
congmenza W.  

Abbiamo infatti per le coordinate di S* e di S* seconda la (11):  

ricordando inoltre che i coseni di direzione della normale a S* sono propor- 
zionali a (8' - S'a, 78' - 7'8, 59' - 5'9. Tenendo presente la  (78), si avrA : 

t Z 2 )  Accennirtrrio all'osservazione di soprn che, sorivendo - b, - c, invece di b, c, Ir 
tirsformaaione resta iiiiilteratr. 
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le riduzioni eseguendosi facilmente colle (77). Resta cos1 dimostrato che le 
rette congiungenti i puiiti corrispondenti di S* e di S* sono tangenti alla S* 
ed anche, il che si verifica con calcolo analogo, alla S*. La congruenza del 
resto é W, come risulta subito dalla corrispoiiàenza, g is  osservata al 9 1, 
fra le asintotiche della deformat; e quelle della terza superficie ausiliaria. 

4. Andiamo ora a stabilire le formule relative alla composizione d i  due 
successive t ~ u s f o r m u z i o n i  Bk. Supposto di aver dedotta mediante una B(h, c), 
cioé partendo da una so1u;sione 6 del sistema (76) ed utilizzstndo (77) e (78), da 
una data deformata S un'altra 3, assoggettiaino questa S' ad una tn~sformazioiie 
'B(b,, ci)  che ne fa derivare una terza deformata &(x, ,...). A tale uopo, integrato 
il sistems 

(84) 

formiaino secondo le (77) : 

,e q, ,  ri', ,  ci, c'i, Bi,  W, in modo ailalogo. Introducendo iielle (85) i valori 
di &, tratti dalle relazioni (79) ed infiiie, sostituendo a 5 ,  t' le espressiorii (77), 
avremo le formule richieste : 

-'Pî+'P 

y ,  =@hi t cc,)~-t-  bc, +. cb, + W b c  b , ~ ,  e +e 
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mentre pel calcolo delle coordinate s,, y,, z,, coiiverrh ricorrere alla (75): 

Ci6 premesso, l'esistenza d' un teolBerna di pewîzutabilita per le Bk d a  noi 
considerate, ben noto del resto dalle ricerche di BIANCHI, viene suggerita dalla 
forma dei due primi termini delle (86) che evidentemente ammettono lu scambio 
delle due coppie di costanti b, c, e b,, ci. Immaginianio dunque eseguita prima 
una B(b,, ci) che dalla S conduca ad una deformata 3 ed applichiamo poi 
ad 3 una B(b, c). Domandiamo se tale composizione colle costanti invertite, 
scegliendosi convenientemente le due trasformazioni, possa produrre il mede- 
simo effetto, ciob fornire ancora la  S, ottenuta componendo nell'ordine B(b, c) 
B(b,, c,). Scambiando per ci6 nelle formule (86) b e b, fra loro e c e c, fra loro 
e surrogando con $, vedremo facilmente che risultitno identiche alle stesse (86), 
quando si supporiga soddisfatta 1' unica coridizione : 

Ma, derivando questa rapporto ad cc e coll' osservare le (76); (84), si perverra 
a stttbilire che la si trova legata alla rp ed alla y, dalle relazioni differen- 
ziali, formate in analogia alle (76), (84), che definiscono appunto una B(b,, ci) 
ed una B(b, c). 

Trhlasciando tale calcolo, alquaiito lungo, bensi privo di difficolth, volgia- 
moci ad una verifica indispensabile per l'esattezza della presente dkduzione 
del teorema di permutnbilith. Sebberie nei due modi di composiziorie i valori 
di E,,,.., y, ,... risultino gli stessi, resta in dubbio se le due rispettive superficie S, ,  
lit prima essendo data da  (87) e l'altra da:  

occupano la medesima posizione ne110 spazio ovvero differiscono per una trasla- 

Annadi d i  dbalsmatioa, Serie I V ,  Tomo 11. 25 
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zione. Dobbiamo per cib formare la differenza delle espressioni (87) e (89), 
costante a causa dell' eguaglianza dei differenziali d x ,  : 

indicatido C,, C3 le  costanti che s'iiitroducono circolando. Moltip1icai;do ordi- 
natamente per 4 ,  7 ,  5 e sommando cou riguardo alle: 

avremo : 

In  questa il primo membro pub mettersi sotto l a  forma: 

le  quattro parentesi [ j del resto annullandosi in virth delle relazioni quadri- 
lineari legate alle quattro trasformazioni B in considerazione. Indi, col ragio- 
namento g i s  due volte usato, concludiamo Ci = CZ = C3 = 0, con che riesce 
provata l a  coincidenza delle superficie Si. 

Riepiloghiamo dicerido che : Dedotta dalla de fornmta  S per due  succes- 
sive trasfo~.rnazioni B(b, c )  B(b,, a,) la SI,  esiste un secondo passaggio da S 
a Si ,  costmibile senzcl calcolo d' integv-azione ed eseguendosi per una  B(b,, ci) - - 
seguita d a  u n a  B(b, c), le due  deformate frnpposte S,  S f o ~ m a n d o  colle S ,  Si 
le quattro falde focali d i  u n a  q u a d e m a  d i  congruenze W.  

Osserviamo che l a  formula in termini finiti (88) del teorema di permuta- 
bilith cadrSi, in difetto, quando si avr& bc, = cb,, cioè b, = b, c, = c (ossia b, = - b, 
ci = - c), vale a dire ne1 comporre due trasformaziorii Bk a costanti eguali 
e di medesima classe. D'al t ra  parte, le nostre formule di composizione (86) in 
tale ipotesi serbernnno l a  loro validith, il passaggio da  S a, Si questa volta 
realizzaridosi . in uri uriico modo. 
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Studio dei tre casi particolari B, B-,, Bk Kr-, e H, B', che si presen- 
tano nella composizione delle trasformazioni di ~ ianchi .  

1. Termineremo i'attuale ricerca col10 studio di tre casi particolari, recati 
dalla composizione delle trasformazioni Bk, presentanti per altro per le loro 
proprieth geometriche il caratterc di trasformazioni speciali, ci6 che fin ad 
ora pare essere osservato solo pel caso della Bk Brk che 6 la trasformazione G 
di GUICHARD. Rivolgiamoci in primo luogo alla iiostrn 'trasformnzione E,, la 
quale, ainmesso per causa di renlitk l'ipotesi 1 nz 1 < 1, 6 stata scomposta al 5 3 
i n  due successive trasformazioni di BI ANCHI. Basta ricorrere ai risultati del 
precedente paragrafo per constatare senz' altro che la E é 1' effetto di una B(b, c) . 

composta con una successivn B(b, - c). Scrivendo percib E z  B,B-,, ci propo- 
niamo qui di stabilire la reciproca, dimostrando Che: La cornposi~ione d i  due 
trasformazioni d i  Bianchi di  medesima classe a costanti opposte equivale 
sernpre alla t~.asforniazione E, caratterizzata dalla proprietà che le evolventi 
pl-incipali legate alla defownata S ed alla trasformata finale S, costituiscono 
le falde focali d i  due congruenze W .  

A tale oggetto consideriamo le evolventi principali Si;, ...) e %(xi,..,), date da: 

e facciamo col' terier preseiite la (87) ed osservando 'b ,  = b, c, = - c :  
+ - 
xi  - x= E[h(9'-W,)+ c(8 -1 a,)] -t E1[b(9 - 8,)+c(9'+9',)] -{,8', + 58'. . 

Moltiplichiamo questa relazione e le due analoghe rispettivitmente per le 
quaiititk 5, v, 5 che sappiamo essere proporzionali ai coseni di direzione della 
normale a 3 e sonimiaino. Di qui, deducerido da (86): 
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onde appare che la retta congiungente i punti corrispondenti di 3 e di 3, B 
tangente alla SI verificandosi per via analoga che tocca anche la  Si. Altrettnnto - 6 

dimostrasi per la coppin S', S',. 
- 

2. Accenniamo ad un altro caso, chiamando trasforrnazione F il risultato 
della composizione di una B(b, c) coi1 una B(c, h )  e scrivendo secondo I'osser- 
vazione fatta al il." 2 del 5 4 F = B,Br-,. Esaminando qui corne si compor- 
tano le prime associate, definite a1 n." 7 del $j 1, arriveremo a stabilire tra 
queste appunto il legame geometrico che ne1 caso della E v ~ l e v a  per le evol- 
venti principali stesse. Notiamo intanto che attualmente occorre combirinre in 
croce, ci06 la  s colla S, e la s colla s,, la q i id  circostanza si presenta coine 
una conseguenza dell'essere le due trasformazioni di classe diversa. Rammeii- 
tando le forrnole (38) del $ 1 che danno s e S': 

aggiungiamo le analoghe per S,, S',: 

Si notino di piiii le relazioni: 

dedotte dalle (86) facendovi b,  = c, ci = - 6.  Con ci6 avremo: 

il che pone. in evideriza che la congiungente i punti corrispondenti di S e  di S', 
é tangente comune alle due superficie, sulle quali in oltre le asintotiche. 
a zk ip = cost. si corrispondono, Tale ragiorinrnento ripetendosi per l'nltra 
coppia S, s,, direrno: Nelln composizione di due suc&ssiue tj-asforrnnzioni 
d i  Bianchi a costanti opposte e di classe dive~*sa le prime associnte alle 
evalventi pvincipali si trovano legate fra l o ~ o  rispettivarnente da due con- 
gl-uenze W tanyenziali. 

3, Passiamo al terzo caso, coinponendo 1 i  B(b, c) con unit successiva B(c, b) 
e scrivendo G = BkBrk. Cominciaino d;ik dimostrare che la propiaiet& geome- 
trica in coiisiderazioiie qui sussiste per le seconde nssocinte alle evolveriti 
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principali. Ricordando per ci6 le formule (39), (40) del &j 1, abbiamo p e r . ~  e S': 

e similmente per S, e 9,: 

Fer formare la differenza G', - X, osservisi che da1 confronto dei due integrali 
figuranti nelle (go), (91), colle (19) del 5 1 risulta che basta sostitujre nella (87) 
le lettere 7 e 5 in luogo di e 8. Otteniamo cosi con b, = c, c, = b la relazioiie : 

che giova porre sotto la forma segiiente: 

Ora, eliminando 5% e Cr dalle due coppie (79), (83), scritte con O, = c, c ,  = 0, 
avremo : 

donde sottraendo : 

arialoghc formule valendo nelle lettere y, 5, 8. La (94) peraltro si dedurrebbe 
direttainente dalle (86); ma, dobbiamo adoperare anche la prima delle (93), per 
ridurre la relazione (92) alla forma seinplicissima: 

conviene corivincersi che sussiste 1' analoga : 
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Osserviamo per ci6 che da1 combinare questa e la precedente colle seconde 
formule (go), (91) risulterebbe la relazione: 

che resta adunque da verificarsi. Ma questa riesce un' identith in virtù della (94) 
scritta per 7j e 5. 

Tenuto conto che le normali alle superficie associate sono parallele a quelle 
delle evolventi principali stesse e, di pih, çhe sulle seconde associate le linee 
asintotiche sono date da a t- $ = cost., trovandosi ciob in corrispondenza col 
sistema coniugato permanente sopra ognuna delle deformate qui considerate, 
le formule (95) e (96) si traducono nella seguente proposizione geometrica: 
Nella trasformazione G composta d i  due  successive trasfo~.ntazioni  d i  Bianchi 
a costanti eguali e d i  classe d i u e ? m ,  le seconde associate alle evolventi plein- 
cipal i  sono legate fra loi-O rispettivamente d a  due  congruenxe W tangenzinli .  
Anzi, coli' appoggiarci sull' osservrtzione fatta alla fine del 1, possiamo aggiun- 
gere: Le due  coppie d i  seconde associnte nllora cosiituiscono le quattro falde 
focali d i  u n a  q u a d e m a  d i  congruenze W ,  ne1 modo indicato scherrzntica- 
mente  dalla figura: 

4. Proseguendo 10 studio della trasforulazioiie di G U I C H A K ~  G r BkBtk ,  
operiamo sull' espressione (87), essendovi b,  = C ,  C ,  = b, una riduzione del tutto 
analoga a quella eseguita mediante le (93), (94) al n." precedente. Ottertemo 
cosi le due formule equivalenti: 

suscettibili deHa seguente interpretazione geometrica: S e  due  supwficie  S, Si 
npplicnbili su1 paraboloide z = xy sono legate fva lovo d a  u n a  trasforma- 
z ione G = BkBfk, cinscuna delle due  tnîzgenti alle genevatrici d e f o ~ m a t e  in 
un qunlunque d i  S .incontva u n a  d i  quelle uscenti da1 punto . cowi -  
spondenle d i  Si. 
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Dimostreremo da ultinio una proprietii importante della trasforinazioiie di 
GUICHAND, ben nota, del resto anche pel caso delle quadriche generali ("), 
enunciandosi col teoremo seguente: Le tangenti  alle curve a +p = cost. e 
a - p = cost. del sistema coniugato permanente d i  S e quelle colv-ispondenti 
d i  Si s ' i ncon t~ano  a due  a due  n e i  fuochi del 7-aggio generico della con- 
gruensa fol.?nata delle intersesioni  dei  piani  tangenti,  nella quale inoltve 
le sviluppabili sono date da  a t /3 cost., col-rispondeudo cios a i  sistemi p e 7 ~ a -  
nenti.  Possiamo anche dire coli'adottare una nozione introdotta da1 GUICHARD 
che: 1 sistenzi coniugati perwanent i  distesi sopl-a S e S ,  sono artnonici 
rispetto ad u n a  medesirna congruenza rettil inea. 

Venendo alla verifica, cominciamo dall' osservare le relaziorii : 

analoghe valendo per l'indice 1. Ora dalle (97) risultn con semplice calcolo: 

onde, paragonando colle (98), resta confermata l'esistenza dei punti d'iiicontro 
delle tangenti corrispondenti. Indicando questi con (x"), y('), z ( l ) )  e (a(?), y(", p l )  

e separando. 1 segni nelle formole precedenti, avremo: 

di qui, col porre (ei) 

(I" L. BIANCHI, Sulle tvasfwmnzioni d i  Guiehnvd delle supevjieie applicabili sulle qua- 
ririche. Acc. Linc., Rend. (5), 20,, (1911), 145. 

(?4) Qui potremmo intanto fondarci sulla ~egiiriite proyosiaioiie aiieiliare: Se le taiigenti 
d i  due sistemi coniugati eorrispondentisi 'puitlo per p t~nto  s7 éi~co~tvamo, esse soiho avmonici 
rispetto a l la  congruenon costituita dalle iiiterserioni dei piani tmgenti.  Esseiido, cioè, 

le  relative eqiiazioiii di LAPLACE ed avüridosi per ipotesi 
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si ded~icono l e  espressioni geguenti: 

I n  quanto alla quadratura (99) che definisce l a  funzione +, notiamo che la 
condizione dlintegralit& si verifica subito in virtu delle relrtzioni : 

Ora, per condurre a termine l'attuale dimostrazione, baster& coiivincersi 
che la  S, soddisfa appuilto all'equazione di LAPLACE associata al  sistema coniu- 
gato permanente a Az p = cost. di S. Quest' ultima essendo 1' effetto dell' elimi- 
nazione di 5, 5' fra le t re  equazioiii: 

deducesi : 

d o r e  ni ~ecoi idi  iiieinbri pousoiio sostitirirsi &preusioiii siinloglie col17iudice 1. Orrt, siccoiue 
olfia nll:i, ( b )  lion pub aver luogo iitissun7:tltrii relaeioiie lirienre ed oinogeuea f r a  le  derivate 
priine di  x, xi,  seneil che i piilni t ~ n g e i i t i  e COU cib i sistemi coiiiugriti si oonfoiidiino, si 
avrA uecessariaiueiite : 

a d 1 )  - = h(n, - z,), !?f = p(ai - x2) 
au au 

Di qui è uiruifesto c h  i puiiti d'iiicoiitro delle tniigeiiti formrtuo i fuoelii e le  rigate 
u = cost., v = cost. le sviluppnbili rirll:% coiigruanm coiisiderirt:~. L'aiiiiullarsi dell'uuo O dei 
due fattori di proyorxioiittlitA A, p spt t ta  corne si vede ul caso degeiiere che il r i~pet t ivo 
liiogo dei punti d7iiicontro si riduca ad uiia curvu, le  svi1upp:ibili diveiitcliido superficie 
coiiiülie. 
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per modo dj avere 

onde derivando e riducendo : 

Confrontando questa terpn d'equazioni con (100), si conchiude che l'assunto 
é esatto. 

Aggiungiarno che la formula (99)'per la  funzione 4 B essenziale, anche 
ne1 caso delle quadriche generali, da1 punto di vista di una tratlazione 
diretta della trasformazione di GUKHARD, sulla quale converrà ritornare in 
altrtt occasione. Osserviamo in fine che il modo, da ultimo considerato, di 
comporre due trasformazioni asintotiche d'un carattere speciale in guisa da 
far nascerne una trasformazione del tipo awnonico si estende all'intera classe 
delle superficie R, caratterizzate, rie1 riferirle alle linee asintotiche, dalla rela- 

(25) H. J O N A S ,  Übev die Kowstwkliolû der W - Kongrzcen~.e~t su einem gegebette~ Bvent@fla- 
chenmantel und iiber die Trai~efomnntiott der R - Plachen. Jaliresber. der Deutschen M:ttli. 
Vereiiiigiing, 29, (1920), 40. 

Annali di Maternati~a. Serie IV. Tomo II. 
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Costruzioiii di c i m e  sgbembe 
nventi il massimo numero di circuiti 

di  MARGHEKITA PIAZZOLLA-BEI~OCH, a Paleriiio 

1. Mentre ne1 piano il metodo di  4. piccola variazione (') è stato appli- 
cato per dedurre svariati tipi di curve d'ordine assegnato, aventi il. massimo 
numero di circuiti, ricorrendo a diverse curve nusiliarie (Y), per le curve 
sghembe di dnto ordine, dotate del massimo numero di  circuiti (situate, coine 
é noto (S) sopra 8uperficie del secondo ordine) si conoscono soltanto i tipi 

( i )  I l  iiietodo di piccola varinzione 3, che consiste ne1 clediirre (1% iinn curva di  nrtline 
rissrgnnto, spezzantesi in  pih oiirve di ordine inferiore, iinn ciirvn iriidiicibile tlel dnto.oidiiir, 
è stiito üosl:iiiteiiiente adopernto per l a  coetriizioiie di curve soddisfaceiiti a tlnte coiidicioni. 

Giil PI.~CKIF.R se lie serve (v. Theovie der nlgebrniscken Curven, 1839) per ln genernzioiie 
di iina curva d'ordine n mediante n rette. Seinbrrr clie KI.EIN sin stnto i l  primo ad iiitro- 
dnrlo sistriiinticnmente per In ricerca delle singo1niif;h renli di curve e snperficie dgrbriehe 
(v. Eine neue tlelntiotb mischen dets Biitqularitaten eir~er nlgeb,rniecWew Xuvtle, Math. Aiiii., X, 
pp. 199-209; Über B'iaclew a,-itler O ~ . d n u y ,  Math. Aiin., Bd. VI. pp. 551-581). 

(2) A. HA K N A C K :  Über die Vielteiliykeit ebei~er nlgebmisclien Kurzfen. (Math. Aiiii., X, 
pngg. 189-198). 

D. HILBERT: Über die wellen Züge nlgebvnischer Kwrven. (Mntli. Am., Bd. XXXVIIJ, 
pngg. 115-138). 

L. S. Hur.suic~: A G'lnss of Nezo Theoreme oia the Nzcmber alcd Alrnicgement of the real 
IIvnttckes of P l n t ~ e  Algebrnic Cwves. (Americ;in Joiirn. of Math., vol. 14, pgg.  246-250). 

V. RAGSDALE: On the Avrntagemenl of the R e d  Hvnnches of P h t e  Algebraic G'uraes. 
(Americnri Journ. of M:~tll., vol. 28, pngg. 377-404). 

L. B~LUSOTTI: Sulla gelûevnnione delle cwwe p i m e  d i  genere p, dotnte d i  p + 1 circuiti. 
(Renil. R.  IR^.. IJonib., serie TT, vol. XLIII, 1910, pagg. 143.156); Sulla genevnaione di cicrue 
pinne nlgebricke, renli, medinrte piccola varinaione d i  unn euwn spezzntn (Aiiii. di J1:it , 
serie III,  t. XXII, pp. 117-169); Nuovi ntetodi costrtcttivi d i  cuvve pinne dé ordine nssegncito, 
dotnte del mnssimo nunaevo d i  civeuiti (Rend. R. 1st. Lombardo, serie I l ,  vol. XLVII, XLVIIJ, 
XLIX); Curve generntvici e cuwe aggregnte nelln oostrufiione da' curve pkane, ecc. Rend. Cir- 
colo Mat. P;~lerrno, t. XLIl, pp. 138-144). \ 

A. WIMAN: Übev die reellen Züge der ebetaen nlgebraischen Etcvven (Math. Annalen, Btl. 90, 
pp. 222-228). 

(3) HAT,PHEN : Irleehevches 12s géomét~ie d n dimensions, Bull. d e  la Soc. Mittli. de Frnnce, 
vol. 11, 111). 31-52 ; NOMTHZU : Z t ~ r  &~~d?uEle~~ ' l~~i (~  dev 'l'lreovie der nlgebvniachen Rnicntcicwe~r, 
Cielle's Joiirii., vol. 93, pp. 271-318, 
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costruiti da H~LBERT ('), con tale metodo, per diinostrare l'esistenza efiettiva 
delle curve suddette. 

HILBERT si serve di una conica ausiliarin p w  la costruzione di curve 
algebriche sghembe, d7 ordine n, irriducibili, prive di singolarit& col massimo 
numero di circuiti aventi soli circuiti d'ordine pari (7 se n é pari, e un cir- 
cuito d'ordine dispari piii circuiti d'ordine pari, se n é dispari; e di uns 
quartica ausilial-ia conzposta d i  due circuiti d'ordine dispalni per costruire 
curve sghembe con piii circuiti d' ordine dispari. In  queste costruzioni HILBERT 
non si occupa della mutua posizione dei circuiti. 

Ora io farb vedere Che, usando una qualmtica ausiZia?.ia conzposta di  due 
c i ~ v u i t i  CE' ordine pari si possono costruire sopra quadriche a punti psrabolici 
O quadriche a punti iperbolici, nuovi tipi di curve sghembe dotate del mas- 
siino numero di circuiti, che presentano notevoli configurazioni, curve da me 
prevedute iii due mie precedeiiti Note (') e di cui allora tralsscini le diino- 
strazioni d' esisteiizn. 

Lo stesso metodo di HILBERT della conica ausiliaria pu8 condurre, coine 
pure esporrb, alla costruzione di nuovi tipi di curve, situate sopra quadriche 
a punti ellittici, e anch'esse prevedute nelle dette mie Note ('). 

A p p l i c a z i o n i  del m e t o d o  di Hilbert delle conica aus i l i ar ia .  

2. Costruzione di curve algebriche d'ordine s1 (p:wi 2 6), prive di singo- 
lrrità, situnte sopra qurdriche a punti ellittici, e dotate del niassirno nuniero 

11 
di circuiti, tra cui - - 1 omocentrici tra loro ( 5 ) .  

2 

(') Loc. cit. 
(") Per la definizione di circuiti d'ordine pari e tl'ordiiit: tlispnri, cfr. STAUDT: Qeometrie 

der  Lrcge, 4 12, pag. 153. . 

(3) Sul la  co~$gtwnsio~w delle ctcvv6 situale s o p m  puntlricAe e i n  pnvlicolnve sulln con.fi- 
gzcrmione delle cuvve algebviche sghembe col niassirno w m e v o  d i  civcuiti. (Rend. R. Acc. Liiieei, 
vol. XXIJ, serie V, 2' sein., fasc. 2' e 3"). Nelle citazioiii srguenti qiiesta niin Nota u:irh 
richisrnata con l'indicszione L. 

('1 Id. id. . 
(5) Cioè ridiieibili tutti ad ilno s t e ~ s o  yiinto per deforiiiazioiie coiitinun. restnndo mlln 

superficie, e senzn che essi si nttraversiiio mai diir:inte l i ~  deforrnnzione (v. lot-.'cit., L, $ 5). La 
clrnoiiiiiinziotie circuiti ornoceuthi  fu dn me int,roclot;tn, loc. oit., 11, $ 5 .  Per airciiii i piilni omoeetr- 
trici gli Iiiglesi dicono nesled bwviches, e i Tedrsclii, sc.giirriclo Hii .nsi<~,  ein~escltaehtelte Ziige. 
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Sin data una quadrica a punti ellittici, che potreino supporre un ellis- 
soide di equazione q = O.  

Sulla quadrica sin tracciata uii ellisse CP7 interseziorie della quadricn con 

uii piano fi = O. Consideriamo poi uri' ellisse ausiliarirt E, iiii tersezione della 
quadrica coi1 un piano ;p = O, e ,che seghi 1' ellisse data Ce in due punti : Ti* .T2. 
Fissiamo sull'e~lisse E in uno dei tratti in cui la  dividono i punti Ti, T,,  
quattro punti ad  arbitrio Ui, U, ,  U3, U,, susseguentisi sull' ellisse nell' ordine 
scritto, e costruianio due piani passanti rispettivamente per le coppie di 

puiiiiti U,, U, ; e U.., U,. Siaao u, = O, u, = O rispettivamente le equazioni 
di questi piani. 

Se consideriamo allorn I'equazione 

essa rnppreseiiterà, per h sufficientemente piccola, una superficie del 2" ordine 
segante l'ellissoide secondo una curva del quarto ordine C1 con due cir- 
cuiti g,, g,; di cui uno, g, avente con l'ellisse ausiliaria E quattro puriti in 
comune (susseguentisi sulla curva C4 e sull'ellisse E ne1 medesirno 'ordine). 

Applicando a questa curvn Io stesso procedimento, fissiamo sopra l'ellisse E, 
in un0 dei tratti in cui la  dividono i punti Ui, U,, U3,  U,, sei punti Pi, P,, 
P,, P,, P,, P6, susseguentisi sull'ellisse nell'ordine scritto, e costruiamo tre 
piani p ,  = O, p,  = O, p, = O passanti rispettivamente per le coppie di punti 

pi, p z ;  P,, P,; p,, P6. 

L' equazione : 

f 3  = f , ~  f ~ ~ i . p , p , = O  

rappresenterà nllora, Pei. h abbastama piccola, unn superficie del terzo ordine, 
segante l'ellissoide secondo una curva dei 6" ordine CG, avente ciiiyoe cir: 
cuiti c,, c,, c,, c,, c,, (ossia il massimo per n = 6), cib che si potrh sempré 
ottenere costringeiido ln superficie f3 a passare per un punto scelto' opportu- 
namente'sulla quadrica e precisamente: considerando uno dei quattro occhielli (') 
formati dall'insieme dei circuiti g, ed E, e le due regioni in cui esso 'divide 
la superficie, si dovib far passare f ,  per un punto di quella trn queste due 
regioiii in cui non giacciono gli altri occhielli. 

(i) Coiisidernndo due circuiti segnntisi i n  i i t i  iiiimero n di piiiiti r e d i  di, A?, ..., A, si 
pnh chinruiirt, occhiello l'insieme di iiiie ;i iüli i ,  Piino dell1 iirio e 17nlt& dell'dtro circiiito, 
r i w r i t i  in  coinilrie due uoli dei punti A.  

Per Ia deiiominnziont! :LIIRIORX ne1 pinrio, cfr. p. es. : ENRIQUES-CHISTNI : Jle~iolhi s?LLL<L 
Teo~ia  g e o m r t k n  delle equnzioni e delle funzioni alyeb~iche ,  vol. I I ,  1ibi.o III, enp. IV, 36. 
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Poiché, per il modo stesso in cui la curva C4 B stata generata, il cir- 
cuito g, giace rispetto ad ognuno dei detti oCchielli nella regione della super- 
ficie in cui giacciono tutti gli altri, risulta che dei circuiti c,, c,, c,, c,, c, 
della curva C6, mai tre sono omocentrici tra loro, ma essi sono omocentrici 
a due a due. Uno di essi c,, sega l'ellisse E nei 6 punti P,, I' , , ,  ..., P,, susse- 
guentisi su1 circuito c, e sull'ellisse E ne1 medesimo ordine. 

Osservando che dei quattro tratti staccati dall'ellisse E su1 circuito g,, 
due si trovaoo situati sulla quadrica dall'una banda rispetto al piano del- 
l'ellisse E e due dall'altra, risulta che, fatta astrazione da1 circuito c, segante 
1' ellisse E nei 6 punti Pl, P,, ...., P,, degli altri circuiti della curva C h o -  
struita almeno uno p. es. c, si troverA sulla quadrica rispetto al piano del- 
l'ellisse E da banda opposta ai rimanenti. 

Cib posto dei sei occhielli formati dall'iiisienie dell'ellisse E e da1 cir- 
cuito c,, sceglia.mone uno tale che i quattro circuiti rimanenti della curva C6 
giacciano tutti in una stessa delle due regioni S, e 8, in cui l'occhiello stesso 
divide la superficie, e precisanlente nella regione S, in cui giacciono gli altri 
occhielli formati da g, ed E. (Un occhiello siffatto evidentemente esiste). 

Fissiamo su1 tratto dell'ellisse E facente parte dell'occhiello considerato 
otto -punti Q,, Q,, ...., Q,, susseguentisi sull' ellisse E iiell' ordine scritto, e con- 
sideriamo quattro piani q, = O, q, = O, q, = O, q, = O passanti rispettivamente 
per le coppie di punti Q,,  Q,; Q,, Q,; Q,, 9, ; Q,, Q,. 

Formiamo poi 1' eqiiazione : 

che, per h sufficientemente piccola, rappreseiita unn superficie del quarto 
ordine, segante la quadrica q in una curva dell'ottavo ordine Cg (prossima 
all'insieme delle curve C6 ed E), composta di 10 circuiti (ossia il massiino 
per n = 8)) cib che si potrh sempre ottenere costringendo la superficie f, :i. 
passare per un punto scelto opportuuctmente sulla superficie, p. es. un punto 
della regione S, suddetta. 

1 circuiti c,, c,, c,, c,, danno cosi luogo, ognuno ad un riuovo circuit0 
cf,, c ' ~ ,  et3, c',, e il circuito c, insieme all'ellisse ausiliaria E dk luogo a sei 
iiuovi circuiti cf,, cf,, c',, c',, c',, c',,, di eui uno et,, segante l'ellisse E nei 
puiiti Q,, Q,, ...., Q,;  (susseguentisi su1 circuito c',, e sull'ellisse E ne1 mede- 
simo ordine), ed uno c', che sulla superficie lascia da bande opposte il cir- 
cuito cf, rispetto ai rimanenti, ossia forma con cf, e uno yualunque dei circuiti 
rimanenti una serie di tre circuiii omocentrici tra loro. 

Abbiamo cioè costruita una curva dell'ottavo ordiiie col massiino numero 
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di circuiti, che presenta tre circuiti omocentrici tra loro, ossia il massimo 
numero di circuiti omocentrici tra loro, compatibili con 1' ordine ('). 

La curva C8 si trova rispetto all'ellisse ausiliaria E nelle stesse condi- 
zioni della curva C6 precedente, e quindi ad essa si potrh applimre 10 stesso 
procedimento, deducendone una curvs  CI0 del 10mO ordine dello stesso tipo. 

Cosi continuarido si passerh da una curva algebrica d'ordine n (pari) 
1 

priva di singolarit&, dotata del massimo numero di cireuiti, ossia - (n-2)2+ 1, - 4 
n 

tra cui - - 1 (') omocentrici tra loro (ed uno segante l' ellisse ausiliaria E 2 
in n punti) ad' una curva d'ordiiie n 7-2 dello stesso tipo (3). 

3. Costruzioni d i  curve algebriche d'ordine n (pari 2 6) situate sopra 
quadriche a punti parabolici (O sopra quadriche a punti iperbolici) e dotate 

92 
del rnassimo nuinero di circuiti, tra cui - - 2 monocontrici (rispettivamente 

2 
di 2" specie) ('). 

Sin data una quadrica st punti parabolici, ,the, per fissare le .idee, pos- 
siamo supporre uii cilindro ellittico, di equazione q = 0. 

Prendiamo su1 cilindro un'ellisse CZ7 intersezione del cjlindro con un 
piano f, = O .  Sin poi E un'ellisse ausilinria, intersezione del cilindro con 
un piano p = O, e che seghi 1' ellisse C2 in due punti 71, Tz. L' insieme delle 
curve C2 ed E divide la superficie cilindrica in tre regioni, in due delle 
quali E,, E, non si possono tracciare per intero dei circuiti d'ordine dispari, 
nella terza 2, invece, se ne possono tracciare. 

Sopra l'ellisse E, in uno dei tratti in cui la dividono i punti Ti, T,, 
fissiamo quattro punti : U,, U,, U,, U, ad arbitrio, susseguentisi sull' ellisse E 
nell'ordine scritto. Conduciamo un piano per i punti U,, U,, e un nltro piano 
per i punti U,, U,, e siano u, = O, u, = O rispettivamen te le equazioni di 
questi piani. L' equazione : 

fa ' f i p  +- Xup, = O 

(I) V. loc. oit., L, 9 5. 
(") Ossia i l  msssimo compatibile con. I'ordiiie, corne ho dimostrato, Ioe. cit., L, $ 5. 
(3) Resta cosi provata sopra qiiadriohe n punti ellittici I'eriistenza di  ourve algabriclic 

II. d'ordine ta (pmi 3 6 )  prive di sinpolwith, col inassiiuu numero di circuiti, tra ciii - - 1 
2 

otiiocentrici tra l o p  (ourve da me indiortte, lon:cit., $ 5). 
(') Ossirt il  lnnaaimo coinpcitibile con llardine, coine ho diiiiostrnto, Loo. oit., L, $10 e 6 17. 
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'rnppresenterh allorn, per h abbastanza piccola, una superficie del 2" ardine 
che sega il cilindro q secondo una curva del 4" ordine C' composta di due 
circuiti c,, c,, (prossimi all'insieme delle curve Ce ed E), di cui uno c, segante 
1' ellisse E nei 4 punti U,, U,, U3, U,. ~ o s t r i n ~ e n d o  la superficie f, a passare 
per un punto di unn delle regioni E, O E,, potremo ottenere che i due cir- 
yuiti c, e c,, siano di l4 specie ('). 

Considerando i quattro tratti staccati da1 circuito c, sull'ellisse E, sceglia- 
moiie uno in cui non cadano i punti Ti, T,; sin p. es. il tratto s limitato dai 
punti consecutivi U,, U,. In questo trntto Assiamo 6 punti P,, P,, ...., P, susse- 
guentisi sull' ellisse E nell' ordine scritto, e consideriamo t re  piani pi = O, 
pz = O, p, = O, passauti rispettivamente per le coppie di punti P, , P, ; P,, P, ; 
P,, P,. Allora la equazione : 

rappresenterh per h sufficientemente piccoln una superficie del 3" ordine, se- 
gante il cilindro q secondo una curva C6 del 6" ordine. Costringendo la super- 
ficie f, a passare per un punto scelto opportunamente sulla superficie (2), po- 
tremo ottenere che la curva C Q r e s e n t i  cinque circuiti, c',, c',, c',, cl,, cf,, 
(ossi% il massimo per n=6). Trrt essi ve ne Sarh uno monocentrico cl, ed 
uno c', segante l'ellisse E nei 6 punti P,, P,, ...., P,. L a  curva C6 si trova 
quindi, rispetto all'ellisse E, nelle stesse condizioni, come la curva C' prece- 
dente, e ad essa potremo applicare 10 stesso procedimento, deducendone una 
curva de11'8' ordine del10 stesso tipo, ossia col massimo numero di circuiti, 
t ra cui due monocentrici, ed uno segante i' ellisse E in 8 punti. 

Cosl continuando riusciremo a dedurre da una curva d'ordine n (pari) 

(1) H o  chiainnto circiiito di l a  specie un circuito d7ordine pari riducibile ad  un punto 
per deformszioiie continua senza uscire dalla superficie, oirouito d i  2 a  specie un circuito 
d'ordirie pari che non si possa ridurre ad  on punto per deformaxione continua s e m a  uscire 
dalla superficie. Sulle quadriohe a punti parnbolici (coni e cililidri) non esistono circuiti di 
!P speoie propriamente detti, ma esistono oircuiti cl'ordine pari,  tut t i  riducibili ~1 vertice 
del cono, per deformazione continua senzn uscire dalla superficie, oircuiti da  me det,ti mono- 
centrici, cfr. loc. cit., L, $ 2 e $ 3. 

(9 E precisameute ne1 modo seguente. Dicendo ancora occhiallo l'insieme d i  due archi, 
l'uuo del circuito c, e l'altro del l~el l isse  El ohe abbiano i n  c o m m e  due soli dei  punti U 
d'intersezioue d i  c, e d  E, ecegliamo tra  i quattro occhielli formati dall'insieme d i  O, et1 E 
quel10 di cui fa  parte il tratto 8 detto sopra. Quest'ocohiello (livide l a  superficie i n  due 
regioni (mentre si osservi che tra gli altri  t re  occhielli ve ne è uno che considerato corne 
tzglio non spezza l a  ctounessione delle snperfioie). 

Basterh allorn soegliere il  puiito per ciii deve passare 1% snperficie f3 in  quelln di 
queste due regioui i n  oui non giacciono gl i  altri  occhielli formati da c, ed E. 
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n 
col massimo numero di circuiti, tra cui - - 2 monocentrici, ed uno .dei r i m a  

2 
nenti segante i'ellisse E in n punti, unn c l rva  d'ordine n + 2 del10 stesso 
tipo. Ln stessn dimostrazione vale per curve situate sopra quadriche a punti 
iperbolici (4). 

II. 

Me todo della quart ica ausiliaria, 

4. Costruzione di curve algebriche; d'ordine '18, (pari 2 6), prive di  singo- 
larità, situate sopra quadriche a punti parabolici od iperbolici, dotate del 
niassirno numero.di circuiti, t r a  cui una serie di 2 circuiti disposti in modo 
che i l  primo sia tu t to  situato nella regione interna a l  secondo, questo sia 

(l) Resta cos1 dimoutrata, sopra quntlriclie a punti paraboiici (e uoprn qusdriche a puiiti 
iperbolici), l'esistenxa di curre algebriohe d'ordine A, (pari 2 6 )  prive di singolarith, dotate 

n del massimo numero di vircuiti, tra oui - - 2 monooeutrici, (riepettivttmente di 2' specie), 
2 

ossia i l  massimo coinpatibile con l'ordine (v. loc. cit., L, $ 10 e 4 17). 
Per le  curve di questo tipo si pub dimostrare che la disposiziona dei oircuiti di prima 

specie rispetto ai circuiti moiiocentrioi (rispettivamente di 2a specie) non pu6 essere qualmque. 
. Sia infatti data una curvr fi (n pnri 2 6) del detto tipo, situata p. es. eopra un cono 

di vertice V. 
n 

Considerianio le  regioni in cui la superficie couioa viene divisa dai --2 circuiti mono- 
2 

centrici e da1 vertice P, ossia le  regioni intermedie aieircuiti nionocentrici e le (due) regioni 
confinanti col vertice, e l i~uitate inoltre c iascun~ da un oircuito monooentrico. 

1 
Osserviamo che i circuiti d i  l'specie della curva sono in  nuiiiero di - (n-2)2+ 1 - 

4 
e quindi a l  rniniuio 4 (yer s=6). 

Cib posto, clioo, che se vi sono dei circuiti di  la specie (in numero 31) in una delle 
due dette regioni confinanti col vertice, non ve ne potrA essere nlcuno nell'altra. Infatti, 
se ve lie fosse p. es. nno, e, in una di queste regioiii, e uno c, nell'altra, detto c3 un altro 
circuit0 qualsiasi della curva (che certo esiste per quel che abbiamo osservato sopra), un 
yiaiio passante per tre punti, situati rispettivrmente sopra o,, c2 e c,, segherebbe iuoltre 
necessarimuente tutti i circuiti inonocentrici dtilla curva, ed nvrebbe evidentemtnte in coinune 

con la curva 6 + 2 - - 2 = n + 2  pud i ,  cib c h  non è .possibile. Dunque, in uncc delle due (a 1. 
regioni conjnunti col vertice e limitate inoltre du un circt~ito mos~ocemtrico! 11.011 vi potrà esseve 
alcuir circicito d i  prima specie, se ve ne sono sel17ultrcc, mentre nulla vietn che ve ne siano 
anche iielle regioni interineclie ni circuiti ~iioiiocentrici. Per il caeo n =6, cfr. COMESSATTI : 
li"oi&wnenti per 10 geometria sopra le szipelficie rnzio?rnli da1 pu?t,to di vista reale, (Mntli. 
Annalen, Bd. LXXIIT, pp. 1-72), $ 5, n. 35. 

Annali di Matematica, Serie IV. Tomo I l .  27 
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tutto situato nella regione interna al terzo, e cosi di seguito, i l  penultimo 
sia tutto situato nella regione interna all'ultinio, dom L è uguale al inassirno 

n intero contenuto in - ('). 
4 

Sia data una q u ~ d r i c a  a punti parabolici, che possiamo supporre un ci- 
lindro, di equaziorie q = O, su cui voglianio costruire una curvtt d' ordine n 
del detto tipo. 

Distinguiamo i casi n = 4v, n = 4v + 1, n = 4v + 2, n = 4v -+ 3. 

1" n= 4v. Fissiamo su1 cilindro dato q una quarticn sghemba nusi- 
liaria A4, composta di due circuiti a,, a, di prima specie, intersezione del 
cilindro con uiia quadrica s, =O. Seghinmo il circuito a ,  con 4 gelleratrici 
g,, g,, g,, y, del cilindro, rispettivanlente nei punti Pi, P,; P,, P , ;  P,, P,; 
P,, P,; e sin l'ordine scritto quel10 in cui le dette generatrici si susseguono 
su1 cilindro. Degli 8 tratti, determinati dalle generatrici g,,  g,, g,, g, su1 cir- 
cuito a,, i sei intermedi avranno ognuno gli estremi sopra due generatrici g, 
distinte tra loro, mentre gli altri due a,, a, li avranno ognuno sopra unn 
stessa generatrice (rispettivamente g,, y,). Siano p, = O ,  p,  = 0, rispettiva- 
mente le equazioni dei piani delle coppie di generatrici g,, g,; g,, g,. 

Allora 1' equazione : 

fi = S, + Ap,pz = O 

rappresenta, per 1 suficieiitemente piccola, una superficie del 2" ordine, che 
sega i l  cilindro secondo uiia quartica sghemba Ca, prossima alla curva A4, 
composta di due circuiti di prima specie ci, c,, di cui uno ci prossirno al  
circuito ausiliario a,, e l'altro c, segante il circuito ausiliario a, nei punti 
Pi, P ,,...., P,, susseguentisi sopra i circuiti c, ed a, ne1 medesimo ordirie. 

Seghiamo poi i l  tratto a, (oppure a,) del circuito a, ,  con otto generalrici 
del cilindro g',, g',,.:.., g',, susseguentisi su1 cilindro nell'ordine scritto, e 
siano Q,, Q,; Q,, Q, ; ....; Q, , ,  Q,,, rispettivamente i punti d' intersezione di 
ciascuna generatrice COI circuito'a,, che si troveranno situati tutti su1 detto 
circuito tra i punti consecutivi Pi, P,, estremi del tratto a, (oppure tra i punti 
consecutivi P,, P, estremi del tratto a,). 

(1) Ho diinostrato infatti (loc. oit., I,, Q 8) che 
di singolarith, aituata sopra una qiiadrica rt yunti 

circuiti disposti ne1 iuoclo detto, non pub superare 

per un& CIIPVR ~lgebrioa d70rdiiie n, priva 
parabolici od iperbolici, il niimero dei 

IC i l  iiinssiiiio iiitero contenuto in -. 
4 
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Siano p', = O, p', = O, pla = O, pr4 = O, rispettivamen te le equazioni dei 
piani delle coppie di generatrici g', , g', ; g', , g', ; g', , g', ; gr,, gr,. L' equazione 

f 4  " fi s, + X'P', P', Pr, P', = 0 

rappresenta allora, per A' sufficientemente piccda, una superficie del 4%rdine, 
segante il cilindro q secondo una curva dell' 8" ordiiie Cs, (prossima all'insieme 
delle curve C4 e Al) composta del massimo numero di circuiti, ossia 10, e 
del tipo voluto. 

Costringendo la superficie f, a passare per un punto scelto opportunamente 
sulla superficie cilindrica (l), il circuito c, della curva C4 insieme a l  circuito 
ausiliario a, darA luogo a 8 nuovi circuiti : cf3, cf,, c',, ...., c',,, tra cui uiio c',, 
segante a ,  nei 16 punti Q,, Q ,,...., Q,,; meritre i circuiti c, e a,, daranno luogo 
ogi~uiio ad un nuovo circuito c', e c',, di cui uno sitrB tutto conten-O iiella 
regione interna all'altro. L a  curva C8 é .quiildi del tipo voluto, e si trova 
rispetto ai circuiti ausiliari a, e a,, nelle. stesse condizioni' come la curva C4 
precedente. Potremo cioé operare su di essa in modo analogo, deducendone 
uiia curva del 12" ordine del tipo voluto, e cos1 di .seguito riliscirerno a 
dedurre da una curva d'ordine n =4v, intersezione totale del cilindro con 
una superficie f,, d'ordiiie 2v, e dotata del massimo numero di circuiti, 

1 n 
ossia - (n - 2)2 + 1 ('), tra ciii -= v situati il primo tutto nella regione 

4 4 
interna al  secondo, questo tutto nella regioiie interria -al  terzo, e cosi di se- 
guito il penultimo tutto nella regione interna all'ultimo, ed uno dei rimanenti 
segante il circuito ausiliario a, in 218 punti, una curva d' ordine n + 4= 4(v + 1) 

(n - 2), ( ( 1 z + 4 ) - 2 \ ~  
nvente --- 

4 
4-1 - 1  +212+1= 

< 4 
+ 1 circuiti (ossia il mas- 

n "+ = v + l situati ne1 modo sin10 per 1' ordine n + 4), t r i  oui 4- 1 = - 
4 

detto ed uno segante n, in 2  (n + 4) pmt i  ; uria curva ci06 del10 stesso tipo 
della pi'ecedente. Resta quindi provata su1 cilindro l'esistenza di curve d'or- 
dine 4v del tipo voluto. 

+ 
2") n = 4v + 1. Partiamo ancora dalla quartica nusiliaria A4 e sia C' 

unn geiieratrice del cilindro, che seghi il circuito a, in due punti P,, P,. 

(') E precinnmeiite per lin punto di qiielln'dalle due regioiii in oui uno qiialiinque drgli 
occliialli, formnti d:il17insieiiie dei ciroiiiti a, e e2, divide ln siiperficie, in cni non giacciono 
gli nltri occhielli. 

(?) V. HILBERT, loc. cit. 
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Per Ci conduciamo un piano p = O, che non seghi A' ulteriormente in punti 
reali. Questo piano avrà quindi in comune col cilindro una seconda genera- 
trice r, non segante A*. 

Seghiamo uno dei due tratti, determinati su1 circuito a, dai due punti 
Pl, Pz, con Cinque generatrici g,, g,, g,, g,, g,, (susseguentisi su1 cilindro 
nell'ordine scritto), e siano Q,, &,, Q,, Q ,,...., Q,, QI,, rispettivamente i punti 
d'intersezione col circuito a,. Conduciamo poi i tre piani 9*g,, g,g,, g,q,, che 
abbiano rispettivamente per equazioni p,  = 0, p,  =O, p3 = O ; e ponimo : 

equazione che rappresenta, per 1 abbastanza piccola, una superficie f3 del 
3" ordine, segante il cilindro q secondo la retta r e uria curva del 5" ordine C5 
avente tre circuiti c,, c,, c, (ossia il massimo per n = 5) di cui uno c, d'or- 
dine dispari, ed uno c, segante a, nei 10 punti Q,, &, ,...., &,,. (Cib si potrLt 
sempre ottenere costringendo la superficie f3 a passare per un punto scelto 
opportunamente sulln superficie cilindrica). 

1 punti Q,, Q ,,...., Qio, deterininano su1 circuito a, dieci tratti, di cui 
gli 8 intermedi avranno ognuno gli estremi sopra due generatrici distinte, e 
gli altri due li avranno ognuno sopra una sola generatrice (rispettivainente 

si, ss). 
Seghiamo uno di questi idtirni due tratti con 9 generatrici g', , g',, ...., g', 

(susseguentisi su1 cilindro iiell'ordiiie scritto) rispettivamente nei puiiti RI ,  R,; 
R3, 4 ; . - a ;  Ri77 

Siano p', = O, p', = O, p', = 0, p', = O, p', = O rispettivamente le eqiia- 
zioni dei 5 piani rg',, g',gl, ; g',g', ; g',g; ; g',gf,. Poniamo : 

f s  = f 3  SZ + X'P'I P', P'B P" P'J = 0 

che, per A' abbastanza piccola, sarà l'equazione di una superficie del quinto 
ordine f,, segante il cilindro q secondo la retta 2 -  e una curva del nono 
ordine Cg con 13 circuiti (ossia il massimo per n = 9), cib che si pub sempre 
ottenere costringendo la superficie f, a passarc per un punto scelto opportu- 
namente sulla superficie cilindrica (l). 

La Curva Cg, cos1 ottenuta, sarti del tipo voluto, poichè uno dei 13 cir- 
cuiti passa per i 18 puriti R, e due sono tali che l'uno sia tutto situato nella 

(1) E precisnmente 6onuiderand0, trx gli oocliielli foriiiati dnll'iiinirinr dri circiiiti a, e c,, 
lino d i  oui fa  parte iino dei tratti intewiaedi dvtti uoprn, e le d ~ i e  regioni in cni qiieat'occhiello 
diride In superficie, si dovrà, far p:m:iiw f5 pci' iiii P I I I I ~ O  rkpp:~rt'e~iei~te a qiieihr d i  qiicbute 
diie rrgiorii in cui non giaccic~iio gli a l tr i  ocühirlli. 
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regione interna nll'altro. potrem; applicare alla curva Cg aiicora 10 stesso . 
procedimento, e cosi di seguito riuscirerno a dedurre da una curva d'ordine 
n = 4v + 1 (intersezione di q con uiia superficie f,,,, d'ordiiie 2v + 1 pas- 

1 
sarite per r) avente il massimo numero di circuiti, ossia - (n- 1) (n -3) + 1 

4 
n-1 

(tra cui uno segante i l  circuito ausiliario a, in 2n punti, e - 
4 

= v situati 

il primo tutto nella regione interna al secondo, questo tutto nella regione 
interna a1 terzo e cosi di seguito il penultimo tutto iiella regiorie interna all'ul- 

timo), una curva d' ordine n + 4= 4(vf 1) + 1 avente - (n-l).(n-3)+1 - 1 + 
1 1: 
4 

1 
-t (2n  + 1) = - [(n + 4) - l)][(n + 4) - 31 + 1 circuiti, (ossia il massimo compa- 

tibile con l'ordine n + 4) tra cui uiio segarite il circuito a ,  in 2 ( n + 4 )  punti, 
n - 1  

e -  
4 

+ 1 = (" + 4)- situati' ne1 modo detto, una curva ci06 del10 stesso 
4 

tipo della precedente. E quiiidi dimostrata su1 cilindro l'esistenza di curve 
del tipo voluto anche ne1 caso n = 4v + 1. 

3") n = 4v + 2 .  Consideriamo su1 ciliiidro q la quartica, (intersezioiie 
del cilindro con una superficie del secoizdo ordine rg,=O) costruita d 5 2, II." 3, 
mediante piccola variazione di una quartica spezzantesi in due ellissi E e CS, 
aventi in comune due puriti l:, T,. Indichiamo questa quartica, con A' e 
siano a,, a,, i due circuiti (di prima specie) di cui risulta composta, dei quali 
uno, a , ,  segante l'ellisse E in 4 punti U,, U,, U,, U,, susseguentisi su1 cir- 
cuito a, e sull'ellisse E ne1 medesirno ordine : e sia precisamente TL, U,, U,, 
U,, U,, T, l'ordine dei detti punti rispetto ai punti Ti, T, sopra l'ellisse E. 

Assumiamo ora la quartica A4 corne curva ausiliaria, e, parteiido dnl- 
l'ellisse E, deduciamone per piccola variazione ana sestica ( y 6  ne1 modo 
seguente. 

Coilduciamo le generatrici v, s del cilindro passanti' rispettivameiite yer 
i due puriti U,, U,, e quelle t,, t, passanti rispettivamente per i punti Ti, T2, 
e consideriamo le due regioni della superficie cilindrica, comprese rispettiva- 
mente tra le generatrici contigue t , ,  1.  e s, t,. In  uria di queste regioni fissiamo 
altre 6 generatrici g,,  g,, g,, g,, g,, g, che seghino ognuna i l  circuito a, in  
due punti  1-eali (e ci6 per il modo stesso in cui A 4  è stata generata sarA 
sempre possibile). Sia l'ordine scritto quel10 in cui le dette 6 generatrici si 
siisseguobo su1 ciliiidr6 e sinno Ri ,  R,; R,, R,; ....; Ri, ,  Ri,; rispettivamente 
le coppie di piinti in cui esse segnno O,, punti che si trovano evidentemeiite 
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214 M. PIAZZOLLA-BELOCH : Cost~wzioni di curve sghembe 

tutti iii quel tratt6 *s del circuito a,, compreso tra i punti U,, U,, in cui non 
giacciono i punti U, e U3. Siano poi p,  =O, p, = O ,  p3 = O le equaxiorii dei 
piani g,g, ; g,g, ; g,g,. Se p = O è 1' equazione del piano dell' ellisse E, 1' equa- 
zione 

f 3  3 pcp2 + AP, ~ 2 ~ 3  = 0 

rappresenta, per A sufficientemente piccola, una superficie del 3" ordine f ,  

segantn il cilindro secondo una curva del 6" ordine C6,- prossima all'insieme 
dell'ellisse E e della quartica.A4. Essa sarh composta di 5 circuiti c,, G,, G,, 

c,, c, (ossia il numero ma.ssinîo per n = 6) se costringiamo la superficie f, a 
passare per un punto Scelto opportunamente sulla superficie cilindrica ('). Di 
questi circuiti uno, p. es. c, ,  sarA prossirno d circuito ausiliario a, ,  ed uno, 
p. es. c, ,  sar& monoceritrico (') e segherh il circiiito ausiliario a, iiei 12 pimti R. 

Partendo dalla c h v a  E6 e procedendo come iiel cnso n=4v, si prova 
anche qui l'esistenaa di ciirve del tipo voluto. 

. .  
4") 1% = 4v + 3. Assumiatno come qu;~rtica ausiliaria A4 quella costrui ta 

al $ 2, ri." 3, composta di due circuiti a , ,  ni (di 1" specie) di cui ono a, se- 
gaiite l' ellisse l$ in 4 punti U,, U , ,  U, ,  U,. Sin poi C3 una cubica sghemba, 
intersezione del cilindro con una quadrica di equazione s, = O ,  passante per 
uria generatrice del cilindro stesso, cubica che seghi il circuito a, in 6 punti 
reali, susseguentisi iiello stesso orcliiie su1 circuit0 a,  e sulla cubicn C3. . - 

. Dimostriamo i n  primo luogo che unn tale cubica si pu6 effettivamente 
costruire (col metodo della conica niisiliaria). Sia g una generatrice del-cilindro 
che seghi i l  circuits n, i i i  due punti reali Li, L, tali clie i punti Ui, U2. U,, U, 
si trovino tutti in nno stesso dei due tratti. iti cui L, e L, dividoiio il circuito 
stesso. 

Facendo per un momento astraziorie della curvn A4, consideriamo come 
curva ausiliaria la conica E. Partendo dalla generatrice g, conducjarno per 
essa un piano f, =O, non segante A 4  ulteriorlnente in punti reali, e sia 1. la 
generatrice secondo cui esso sega ancora il cilindro. Siano g,, g,, g, rispetti- 
vamente le geiieratrici del ciiindro pasecliiti per i-putiti U,, U,, U4 e conside- 

(l) E precisaineiite: consiclarando lino dei qiinttro occhialli foimati dai circiiiti a, e c, tlel 
qiinle mon facoia parte i l  tratto s d a m  mpra, si fnccir passare f, per un piittto di cliialln 
delle due regioni in ciii lloochirllo tlivide In eiipcrficie, in cui non giacçiuiio gli :iltri ocoliielli. 
(Si osservi che lloccliiello di c!ii fa parte il tr:itt,o al coneiaernto coine tnglio non Rpezsn In 
connrssione delln superficie). 

(9 V. 100. cit., L, $ 9. 
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avent i  i l  niassitrto nutnero d i  cireuiti 215 

riamo i piani 7.g2, g3g4, che abbiano rispettivamente le equazioni p, =O,  
. . 

p, .= O. L' equazione 
f, = ~ f l  +Ap,p,=O 

rappresenta allora, per h sufficientemente piccola, uiia superficie del secondo 
ordiiie segante il ciliiidro secondo la generatrice r e uiia cubica C3 (prossima 
all'insieme forrnato dall'ellisse ausiliaria E e dalla generatrice g). Questa 
cubicn sega il circuito a, in 6 punti Pi, P,, ...., P, (di cui tre coincidenti coi 
punti U,, U3, U, e gli altri prossimi ai puiiti U,, LI, L,). Obbligando la super- 
ficie f, a passare per un punto scelto opportunamente su1 cilindro, abbastaiiza 
vicino alla generatrice g, si potr& fare in modo che i punti Pi, Pz, ...., P, si 
susseguaiio nello stesso ordiiie sulla çubica C3 e su1 circuit0 a,. Sia l'ordine 
quel10 indicato Pi, P ,,...., P,; dove p. es. P,, P, siano i punti prossimi ad  L,, L,. 

Essi dividono il circuito a, in due tratti a',, a',, di cui Lino, a;, per le 
ipotesi fatte, non contiene stlcuiio dei puiiti rimaiienti P,, P,, P,, P,, (situati 
tutti ne1 tratto a',). 

Applichiamo ora a C3 il metodo della quartica ausiliaria. Seghiamo il 

tratto a', con 7 generatrici g',, g',, ...., g',, rispettivamente nelle coppie di punti 
Q, , QP ; Q3, Q4 ; .... ; Q j 3 ,  Qi4, e conduciamo i quattro piani ~ g ' ,  , g',gl,, g',gl,, g',gf7, 
ctie abbiano rispettivamente per equazioni p', =O, p', =O, p', = 0, p', =O. 

Poniamo : 
f 4 = f i ~ e + h ' p ' , p ' , p ' 3 p ' , = 0  . 

equazioiie che rappresenta, 'per A' sufficientemente piccola, una superficie del 
4" ordine passante per Y e segante il cilindro ulteriorineiite secondo una curva 
del 7" ordine C7, avente il massimo nuinero di circuiti, ossia 7, ci6 che si pub 
sempre ottenere costringendo l a  superficie f4 a passare per un punto scelto 
opportunamente sulla superficie cilindrica, analogamente a quel che si è fatto 
nei casi precedenti. Dei 7 oircuiti di C7 ULIO, cr7, passer& per i 14 punti Q,, 
Q,, ...,, Qi, (susseguentisi sui circuiti c', e a, ne1 medesimo ordine) ed uno sar& 
prossiino al  circuito a,. 

Operando anaiogamente sulla curva C7 come sulla C3, e cos1 proseguendo, 
potreino, col metodo dei casi precedenti, provare anche qui l'esisteiiza di curve 
del tipo voluto ('). 

(') R e s t ~  oosi pro vat,^, per 11 qualiinque, llesistenza di ciirve di ordine n del tipo sud- 
detto, eitiinte sopra qundriche a piinti parabolici (ciirve da me indicnte, loc. cit., L, Q 8). 

Per prov:~re l'esistenza di ciirve di tipo aiinlogo, situ:lte 8opr:i. quaciriche a punti iper- 
bdici, (v. loc. cit., L, $ 13) p. es. iperboloitlv di rot:rzioiie, supponi.ziiio costruita sopra un 
ciliiidro di rotiiziorie q, col niatodo or ora eaposto, una ourva 17% dlordine 1, priva di singo- 
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316 M. PIAZZOLLA-BELOCH : Costruzioni di curve sghembe, ecc. 

n larith, del tipo snddetto, interseeione totale del cilindro oon una superficie f, d'ordina 
- 
2 

2 '  

la + i 
se n è pari; intersezioiie residua del cilindro con una superficie f,+* ct'ordine - - 2 7 pas- 

2 

sante per nna geiirratrice r del cilindro, se qo è dispari. 
Sia in priino luogo 18 pari. Allora, siceorne per le costruzioni fatte, tantu ne1 casa 

n -4v, qunnto ne1 caso ~ = 4 v  +- 2, tutti i circuiti della curva risultano d90rdine pnri e 
situnti a distanzn finita, si potranno determinare due piani ni, x2, perpendicolari all'asse del 
cilindro, tali clie la curva si trovi tutte situata nella regione del cilindro t r r  essi oompresa. 

Coiisideriamo i circoli, sezioni del cilindro con IF, e x,, e deforminino i l  cilindro, 
f:tcendo subire nd uuo di questi circoli, unn rotnzioiie infiniteeiina intorno all'asse del ci- 
lintlro, inentre teniamo fisso l'altro. Si ottiene  COR^, corne siipesficie d e f o r m ~ t t ~  un'iperboloide 
di rotmione ad unn faldn p,, infinitaniente vioina a l  cilindro q. 

Mentre il cilindro si deforma, si defornier8 pure 1s sun ourva d'intersezioiie Cn con 1:~  
siiperficie f, e si portera iirlla posizione infiuit:~ineute vicina Gy, interseziouu di f,, con 

- - - 
2 2 

l'iperboloide q,, ed evidenteiiiente aiicl17essti, priva di siiigolarit5. Le due ourve Cn e O;' 
(d7ordiiie n) presentano quindi 10 stesso numero di circuiti, della stessn ~intura e posizione 
reciprocn. La curva Cr B quindi ancli7essa del tipo voliito. 

Sin ora n dispsri. In questo caso In curvtt O* d'ordiue n, da noi costruita su1 cilindro q, 
18 + 1 

intersezionu residua del cilindro con una superficie fn+l d'ordine - 
2 

, passante per utin 
- 

31 

generatrice r del ciliiidro , presenta, oltre circuiti d'ordine pnri (tutti a distanza, fiiiitn) un ) 
circuito d'ordine dispnri. 

Condncianio (lue piani n, e n,, perpendicolnri all'asee del cilindro, tali che i circuiti 
d'ordine pari d a h  curva, si trovino tutti situati nella regioue della euperficie oilindrica 
tra essi oonipresa, e fwxiamo subire anche qui a l  ciiiridro la SteSsa deformazione coiiie ne1 
ceso di 18 pari. Immagini~ino inoltre clie In rett:~ r, coiuune alla superficie f N l  e ~1 ciliiidro, - 

a 
rnentre viene trascirintn da1 cilindro ilel silo moviiuento, sia rigidainente collegata a l k  super- 
ficie f,+l, in iiiorlo clie questn ~ubiscn in conseguetiz:~ un0 spostaiiiento infinitesiino. Cio 

- a 
posto, ln curva (:fi, deformandosi sulla superficie fn+ l ,  si porters nelin CUFVIG 0; infinita- 

- 
a 

mente vioinn, intersezione residiia dell'iperboloide q, con la tjuperficie fn,.l nelln sua nuovn -- a 
posizione, passante per una retts di q,. 

La curvn C'y,  evidenteiiiente priva di siiigolnrith, avrA un sol circuito d70rdine dispari, 
ottenuto per dtformazione da1 oircuito d70rdiiie dispari di C'a, e 10 steseo nuiiiero di eirwiiti 
dloi.dine pari, della stessa natnrn e posizione reoiproca. 

La curva 0; è quindi, anche in questo caso, dé1 tipo voluto. 
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Deformazioni finite di sistemi continui. 

Lleniorirt la dell'ing. R.  ARIANO, a Milano 

INTRODUZIONE 

Lo studio delle deforrna&oni finite dei mezzi continui ha  format0 oggetto 
di alcuni lavori, le cui conclusioni sono state magistralmente riprodotte, in 
una con le relazioni dimostrative, dai signori E. ed F. COSSERAT nella loro 
Memoria S u r  la T h é o h  de 1' Elasticité ('). 

Gli stessi Autori hanno considerato le linee, le superficie e i corpi defor- 
mabili nella loro Note sur la Théolie des corps défol.mables (7. 

Lavori aventi di mira la trattazione di casi particolari - ad esempio 
l'applicazione deila detta teoria al10 studio di corpi vetrosi, sia ne1 cas0 in 
cui gli elementi dei detti corpi sono sottoposti ad  azioni newtoniane, sia 
quando queste azioni sono qualsiasi - sono stati pubblicati da KIECHOFF, 
BOUSSINESQ, DUHEM (') ecc.; i corpi isotropi sono stati studiati da1 prof. AL- 
MANSI (4). Mi sono proposto di ritrattare 10 stesso tema abbandonando l'uso 
delle coordinate curvilinee, uso frequente nei precedenti lavori, e ricavando 
le equaziorii di equilibrio dalla considerazione del potenziale interno. 

Ho trovato utile ne1 corso della trsttazione l'impiego del calcolo vetto- 
riale, tanto pih che i vettori ausiliari di cui mi son servito, oltre a condurre 
ri, notevoli semplificazioni formali, hanno senso fisico e possono facilmente 
risultare da ricerche sperimenthli, quando dalla trattnzione generale si passi 
a considerare particolari tipi di deformazione. 

Ho dato inoltre alle principali conclusioni anche una forma sintetica, 
servendomi .di espressioni proprie alla teoria delle omografie vettoriali, e mi 
sono a volte servito di questa teoria per ottenere con la maggiore rapidith 
conclusioni notevoli. Gran parte di quanto qui si 8 ottenuto di dimostrare, 
era stato gi& dimostrato in precedenza, quasi sempre pero con metodi 

(') u Annales de 1& Faculté des Sciences de Toulouse s, t. X, 1896. 
(') Questa Nota B stata stampata in un libro a parte e riprodottn anche ilel Trnitd de 

Physique di CHWOLSON, t. II. In detta Nota gli Autori si  riferiscono ad nnioni eiiclidee. 
(3) Si veda ad esempio il libro di DUHEM: Recherches szw PElnsticitti.  
(*) a Rendiconti Accrtdemia Lincei s, 1911, 1 semestre, pag. 705 ; II semestre, yrigg. 89 e 289. 

A9n1ali di Matematien, Serie I V ,  Tomo II. 28 
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diversi. Parte delle conclusioni che esporrd 11011 eraiio. iiote ai pi.ec;edeli~i 
scrittori. 

In  tutta la trattazione fondamentale ho fatto uso di variabili iadipendeii ti 
riferentiai al sisteina iniziale B ; variabili che, per brevith e per aiialogia 
con quanto si usa fare in Idrodinamica, chiilmerb lagrangirtiie. Ho per6 tra- 
dotto le conclusioni anche in espressioiii dipendenti da  variabili prolwie del 
a sistema deformato . , variabili che chiamerd euleriane. 

Iii questa prima Nota tratterb della a Cinematicn delle deformazio!ii finite 8 ,  

facendo uso di coordinate cartesinne, O di omogafie vettoriali. 

PARTE PHIMA 

1 .  Deformszione. Stato iniziale e deformsto. - Si dice che un sistema 
si deforma allorchè i suoi punti subiscono degli spostameiiti a partire dalle 
posizioiii che occupano neli'istaiite inizide :. e a cui corrisponde uno stato 
8 iiîiziale B. Allorché i punti del mezzo hanno subito gli spostameiiti sopra- 
detti, si dice che il memo é nello stato deforinato B. In questa prima parte 
assumeremo corne variabili indipendenti foiidamentali le coordinate dei punti 
del sistema iniziale (variabili lagrangis ne). 

Sin una ternn di assi fissi. Siano a, b, c, le coordiiiate di un piinto M di 
detto meszo nello stato inizide, e x, y, z, le coordinate del punto 1' in cui 
i l  puiito M si è portnto in virtu della deforma7' ~ione.  

Le difereiize - 
U = X - a ;  v = z j - b ;  z o = z - c  

varieranno da punto a punto, e quindi saranno futizioni di a, b, c. 
Si potrh percio scrivere : 

1 
x = a t u(a, b, c) 

(1) y = b -+ v(a, b, c )  

z = c + w(a, b, c) .  
(Chiameremo con M con apici i punti dello stato iniziale, o con P con 

apici i punti corrispondenti dello stato deformato). 
Un nltro punto MI, di coordinate a', fi', c f ;  avrh per corrispondente il 

yuiito P di coordinate s', y', z', tali che 

X' = a' + u(a', b', c') 

( 1') y' == b' + v(d, b', c') 

Z' = C' + w(a' ,  br, cr). 
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R. ARIANO : Defo~ntazioni Jinite di  sistemi corttinni 219 

Se siipponiaino di aver preso M' a distanza infinitesima ùn M, sarli.: 

DnlIe (1) e (1') si ricavct facilmente : . 

percib le (2) possono scriversi: 

Le  (4) esprimono iii ultima analisi la condizione di continuith del sisteina; 
esse dicono infatti che due punti infinitarnente vicini si trasformano i n  due 
punti del pari infinitarnente vicini. 

Vedremo in seguito corne pub scriverçi la condizione di continuità iri 

modo diverso. 

2. La funzione a. - L'elemento linegre dl, limitato dai punti M(a, b, c) 
e M'(a1, b', c') si trasforma, i n  vi r t i~  della detta trasformaxione, neli'elemento dl', 
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220 R. ARIANO : Deformaz?oni jinite d i  aiatemi continui 

limitato dai punti P(x ,  y, 2) e PP'(x', y', z') dove 

Ne risulta che la variazione relativa del siio quadrato, che indichererno 
con 20, é , 

(5)  
dl'"d12 d x g + d y ? + d z 2 - d a g - d b 2 - d e g  

20 = - 
dl2 - dlg  

È noto che per caratterizzare la deformazione si su01 considerare la fun- 
zione cr delle coordinnte (a, b, c) che, corne si vedra in seguito, 6 legata ne1 
caso di deformazione infinitesime, da una relazione semplice al a coefficiente 
di dllatazione B definito da : 

dl' - dl c l = -  
dl ' 

Si farA qui altrettaii to. Pertan to sarB utile trasforinare la (5), sosti tueiido 
i i i  essa a d x ,  dy, d z ,  i valori forniti dalla (4) e indicaiido con A ,  p,  v i coseni 
direttori della direzione MM', ponendo cioè : 

Si ricava, cosi: 

(6) a =  €,A2 + ~ ~ p ~  + ~ ~ v ~ . + B y , p v  + 2y2vh + 2y& =P(A,  p ,  Y) 

dove con F si indica uiin funziane quadraticrt di A ,  p, v  e lineai'e dei coeffi- 
cienti E ~ ,  e,, E,, y , ,  y,, y,. Questi coefficienti sono definiti da :  
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Le (7) possono anche scriversi : 

dove con V,, Y', VA si iiidicmo i vettori 

essendo 2, 3, ic l a  terna dei vettori unitari ortogonali fissi, ciii riferiamo il 
nostro sistema; P il puiito di coordinate a, y, z e u, V ,  w le componeriti 
del vettore U che definisce 10 spostamento. 

Si ha anche da (9) 

(10) d P  = Vida + V,db + V&. 

3. 1 vettori U, Pi, V,, PR. - A mezzo dei vettori U, Pi, 15, V, si 
possono esprimere molto semplicemente le formule precedeiiti. 

Cosi dalle (2) si ricava in modo ovvio 

O, in termini vettoriali 
. . 

(12) d P = d M + d U  
(1;) cui integrando si ricnva : 

( i 3) P =  M i -  U. 
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La (13) permette di affermare che: una deforrnnzione d i  u n  sistema 
continu0 equivale ad u n a  corrispondenza fra l ' insieme dei  punt i  M e quel10 
dei  punt i  P, tale che i l  passaggio dall 'uno all'altt-O s i  ottiena irnprimendo 
u n o  spostamento variabile da  punto a punto (U). 

Dalle (6) e dalla (8) si ricava facilmente la relazione : 

Ricordando d'altrn parte che 

si ha che la dilatazione 1ineaq.e 6 S,  definita da 

(e legnta al a coefficieiite di dilatazione d s dalla relazione 6 = d + l), deve 
soddisfare la relazione 

(15) z2 = ( V J  i- Pjp+ Vkv)', 
Se si pone . 

(16) V, = VJ + Vjp + V ~ V  

dove s indica la disezione definita dai coseiii A, p, v ,  le (14 )  e (15) equival- 
gono a : 

(14') 2a= vs2 - 1 

(15') 6' = V2 

dalla (15) si desume in modo semplice il sigilificato fisico dei moduli di 

Pt, Vj ,  PR. Infatti se la direzione A, p ,  v coincide con quella dell'asse i, è: 

A = l ,  y-O, v = O  

,ione e quindi, se si indica in genere con 6, Ta dilatnzione lineare nella dire7' 
definita da1 vettore unitario 8, da (15) si ricava: 

cioè: i nzoduli dei vettol-i Ti, Vj, VI sono uguali aE2e di!atazioni linenri 
nelle direzioni  de i  tg-e assi. 
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Si noti che i detti vettori sono quindi funzioni della terna di assi ortogo- 
nali che si é scelto, e del punto del sistema continu0 cui ci si riferisce. 

Le dette dilatazioni lineari, qunndo si tenga conto delle (8) e delle (16) 
possorio anche esprimersi in funzione delle componeiiti di deforinazione, ne1 
modo seguente : 

Per unn direzione qualsiasi ln dilatazione lineare 6 data da 

ci06 da V,, (dove A ,  p, Y sono i coseni che definiscono la  direzione s, consi- 
derata come appartenente al10 stato iniziale). 

Noteremo inoltre che le a possono desumersi in modo senîplice quarido si 
conoscn - il che é fattibile a mezzo di esperienze, come si dirk in appresso - 
ln fuiizione o. 

Infatti se si indicnno con oi,  crj ,  ok i valori delle 5 nelle direzioni i ,  j, k, 
da (14) si ricava : 

(18) , ! =* = 

€3 = i "= 

cioé le e hanno per vaiori quelli assunti dalla o neile divezioni degli assi 
coordinati. 

4. Ellissoide di dilatazioiie. - fi comodo rappresentare le deforrnazioni, 
che si producono nei diiitorni di un punto M, geometricamente, perché .da 
questa rappresentazione si possono desunlere in modo semplice aalcuiie carat- 
teristiche delle deformazioni stesse. 

Per fnrlo poniamo : 

e consideriamo l'insieme dei punti definiti dalle 5, y ,  5 riguardate come 
coordinate dei medesimi, quando coine ceritro si  assume il punto M. Con 
queste notazioni la (15) pu6 scriversi : 
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O sviluppando 

Le (20) e (21) sono forme diverse che pub assumere l'equazione di una 
quadrica, avente per centro il punto M e per raggio vettore la  funziorie p 
definita da 

cioè avenle in ogni direzione un raggio vettore eguale al reciproco della 
g-ispettiva dilatazione 1inear.e. 

Volendo espriinere la equazione della detta quadrica a inezzo dei soliti 
coefficienti E e y si pi16 sostituire in (21) a 6,", 6,e, ahZ i valori forniti dalle (17); 
con che si ricava 

Questa quadrica B un ellissoide. 
Iufatti qui si tratta di sistemi contiiiui, e la  contiiiuitii non si coiicilia iiè 

con l'esistenza dei punti (5, 3, 5) all'infinito, vale a dire di valori nulli deila 
dilatazione lineare, ne di pnnti zero, vale a dire di valori infinitamente 
grandi di 6. 

A detto ellissoide si dB il nome di ellissoide d i  dilntaaione. In  veritk 
noi non potrerno parlare che di un mezzo ellissoide, perché a p < O  corri- 
sponde 6 < O, il che non h a  senso. 9 questa obbiezione formale peri, si pub 
ovviare osservando che in effetti occorre tener conto su ogiii direzione uscente 
da M di due sensi opposti, cui corrispondono valori eguali di 6, s quindi di p; 
cui potremo - con la riserva di non dare alcun valore fisico, a questa con- 
venzione - attribuire i due segni: piii e meilo. 

Quanto al valore assoluto di 6 ,  esso pub, in tutte le direzioni uscenti da M, 
essere compreso fra O e 1 e in ta1 caso si h a  contrazione in ogni direzione; 
pub essere in ogni direzione maggiore di 1 ed in ta1 caso in ogni direzione 
si ha di la taz ione;  pub essere in parte delle direzioni maggiore e in parte 
delle direzioni uscenti da  M minore di 1, e in ta1 cas0 vi sar& una zona 
coiitratta ed una dilatata, separate da m a  zona di deformazioiie nulla, defi- 
nita da p = 1, ossia da 

(24) ( Pi1 + v, y i- V , V ) ~  = 1 
O anche da 

(23) &,Y+ q" ~ ~ 5 %  -+yyl$ + 2 y g  + 2yJq = 0. 
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Questa zona é quindi un cono quadrico e precisamente é il con0 che 
proietta da M l'intersezione dell'ellissoide delle dilatazioni con la  sfera di 
raggio uno. Si avr& solo dilatazione se la sfera di rnggio uno é tutta interna 
all'ellissoide; si avr& solo contvazione se la detta sfera é tutta' esterna 
all' ellissoide stesso. 

Si noli che all'equazione della quadrica sopra detta si pub dare forma 
canonica, e cioh 

@Y 6i1252 + 6jSPqt + 6k12ct = 1 
O anche 
(27) (1 + 2€,)SK+ (1 + 2c,)qZ + (1 + % , ) S b  1 

quando si scelga come particolare terna di assi coordinati la terna i,, j,, k ,  
degli assi dell'ellissoide, cui si d& il nome di e assi principali d i  deforma- 
zione m. Com'é ovvio questa terna variera da punto a punto del sistema, e 
ad essa i ~ r r i s ~ o n d e r a n n o  valori nulli delle y, ci06 in v i r t~ i  del particolare 
significato, che - come vedremo - occorre attribuire a queste funzioni, le 
direzioni i,, j,, k ,  'si muteranno in virth della deformazione in tre altre 
formanti del pari una terna ortogonale. 

Da quanto si é detto deriva la possibilitLt di enunciare il teorema seguente: 
Esiste sempgse per ogni punto del sistema che si defovma u n a  tevnn  orto- 

gonale d i  assi - la  t e rna  principale degli nssi d i  deformazione - che in 
virtU della deformazione si trasforrna in una terna  d i  assi ortogonali B. 

Le lunghezze dei semiassi dell'ellissoide, e quiridi i valori di Si1, aj1, sr,, 
si ottengono risolveqdo l'equazione di terzo grado in w : 

- dove B i ,  sj, 6, sono gli nllungamenti unitari relativi a tre assi coordinati 
ortogonali qualsiasi - e prendendo i valori reciproci alla radice quadrata di o. 

Se poi con le terne A, B, C, munite di indici 1, 2, 3, in corrispondenza 
ni tre valori di w, si indicano i coseni direttori di questi assi, é noto che 
essi devono soddisfare le seguenti .relazioni : 

Annali di Afalamatioa, Berie IV, Tomo Il. 
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Le prime tre delle (29) possono anche scriversi per la  (16) : 

Moltiplicando le (30) rispettivameiite per A ,  B, C e sommando si ricava 

che equivale alla (15'). Risulta quiadi 

In  particolare se corne terna di nssi coordinati si assume la terria di 
origine M, e vettori unitari i,, j,, k poiché per i, 8 :  

identitk questa di ciii si é perlato in precedeiiza : 

Facendo 10 stesso per gli altri assi j,, k,, si perviene alla conclusione, 
d'altronde desumibile anche in altro modo : 

I vettori Ti,, Vjl, T k l  relativi alla terna degli assi principali, sono fra 
Zoro ortogonali. 

5. Qudrica delle deformazioni. - Si su01 considerare un' altra quadrica: 
ln quadrica delle deformazioni. Essa é definita dalla seguente relazione che 
intercede fra il suo raggio vettore pi relativo ad una direzione del mezzo 
non deformato, e il corrispondente valore della funzione o precedentemente 
definita : 
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I l  suo raggio vettore A legato a quello dell'ellissoide di dilatazione corri- 
spondente alla stessa direzione dalla relazione 

O - cib che 6 10 stesso - da : 

Fer costruire queata quadrica - corne 10 indica la (32) - basta riportare 
in ogni direzione il corrispondente mlore del reciproco della radice quadrata 
di o. Viceversa, nota la quadrica, sark facilmente desumibile a. 

All'equazione (33), si pub dare pure - grazie alla (6) - la forma: 

(34) FAS, y ,  5)=&,t4 +&*y2+  ~,5'  +2y,yS+ 2y2SS+ 2y,tq = 1 

dove con 5, q, 5 si indicario le coordinate di un punto della quadrica rispetto 
alla terna i, j, k di origine M. 

La forma quadratica q(S, y ,  5 )  pub essere dofinita positiva O negativa e 
in t d  caso la quadrica é un ellissoide reale O iinmaginario, O ;loi1 essere 
definita e in ta1 cas0 A uii iperboloide, il cui cono quadrico 13 quello stesso 
coiisiderato trattando dell'ellissoide delle dilatazioni. 

Anche qui quindi - com'era da prevedersi - si ritrova che in ogni 
direzione uscente da M pu6 aversi : 

1") tlilatazione (o > 0, ellissoide reale) ; 
2") contrazione (a < O, ellissoide iminagiiiario) ; 
3') in unn zona dilatazione, in un'altra. contrazione, (iperboloide). Le 

due zone sono separate da1 co?zo di dilatazione nulla, cui corrisponde a =  0. 
Si pu6 dare alla equazione di questa quadrica forma canonica: 

Oi,lS2+ aj,ly13 + 0*,15~ = 1 

dove con ili, j,', k,' si indica una terna di vettori unitari presa nella dire- 
zione degli assi della quadrica, assunti corne assi 'coordinati, dove le lun- 
ghezze dei semiassi w,', w,', w,' sono date da 

e soddisftlno 1' equazione 

8, -or Y,' Y O 

Y 3  €2-(" ri 
I 

Y 2 Y1 € 3 - *  
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O quando 'si tengn conto delle (1 7)  ; 

Se inoltre indichiamo con A', B',' Cr  i coseni direttori degli rtssi della 
quadrica (distinguendo ogni terna di coseni con gli indici 1, 2, 3), deve essere : 

O anche, per le (22) e (23) 

dove 

Anche qui si pub ricnvare il valore del modulo di B' coine si 4 fatto 
nelle pagine precedenti per 7. Si trova quindi : 

6,,, cos ( 6, 7') = v20' + 1 A' 

(36) 8,,, cos (V,, V )  = V2w' + 1 B' 

8 k , ~ c ~ ~  (rkJ PI) = v 2 ~ 0 '  i- 1 Cr. 

DaIle formule precedenti si desume che a gli assi dell'ellissoide di diln- 
'tnzione, e quelli della quadrica delle deforrnnzioni coincidono =. 

Infatti, le equazioni (28) e (3b) diventano un'unica equazione quando 
fra w ed w' intercede la relazione 

ne1 nîentre per l a  (33) e per le defiiiizioni di w e 0' ci6 ha liiogo solo se le 
due terne di assi coincidono. 
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Per verifica, si pub notare che scegliendo corne terna di nssi mordiiiati 
la terns iI,, j , ,  Ic, dalle (36) si desume per 1' asse 6,' che: 

siIf cos (Vil, V,,I) = V2w' + 1 A' 

ôI1' COS (V,,l, Vil') = y 20' + 1 B' 

sklIcos ( v,,,, p,,!) = V2wf + 1 C 

che per =ai,, Vil = Vil'; A'= 1 ; B'= c'=O ; w = 2of+ 1, sono soddi- 
sfatte. Altrettaiito dicasi per le (36) riferite a j,' e ktf. 

= 

6. Variazione, i n  virtù della deformrzionc!, dell'angolo di due direzioni. - 
La (12) permette di calcolare l'angolo che formano due direzioni, a defor- 
inazione avvenuta. 

Detti infatti d M  e 6M due vettori di lunghezz~l dl e 61, e coseni diret- 
tori A , ,  p,, v,; A,,. pz, vI; detto w l'angolo che essi formano, e indicati con 
d P  e 6P i due vettori in cui si trasformano in virth della deformazione - 
vettori nventi le lunghezze dl! e 61', e formanti fra loro l'angolo w - é, i n  
viitii della (12) : 

d P X 6 P = ( d M + d U ) ~ ( 6 M + 6 6 ' ) .  
Quindi è 

Ricordando che : 
M = o + - a l t b j t c k  

dove O Auii q u t ~ l ~ i i l ~ j  puilto fisso, e tenendo presente la (IO), si ricava facil- 
- .  mente dalla relaziorie precedente, l'&lti-a: 

d1'61' cos wA - dl62 cos o = (Fi2 - l)da6n + ( Yj" l)tE66b + (Vk2 - 1)dcBc + 
+ Vj X V,(dbSc + dcbb) + V, X Vi(dc6a +da&) + Pi X Vj(daGb + db6n). 

, Dividendo per d161, tenendo conto delle (8) e indicaiida rispettivarnente 
coi1 6, e 6, le dilazioni lineari nelle direzioni dM e 6M, si ha la relazioiie nota 

La (37) risolve il problema indicato da1 priccipio di questo paragrafo. Ad 
essa si pub dare foririn pih semplice. Inhtti se ricordiimo che 
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e indichiamo con si e sL le direzioni A,, pi) vi ; A,, p2) v q ,  si pub dare alla (37) 
la forma . . 

La (38) ci permette di trovare semplicemente alcune espressioni che defi- 
niscono le y da1 punto di vista fisico:Se infatti eonsiderinmo i valori assoluti 
dagli angoli degli assi a deformltzione avvenuta, e indichiamo con 

i detti valori rispettivamente per gli angoli (3, k); (k, $); (d, j), dalla (38) si 
desumono facilmente le relazioni: 

SjôR sen a, = Vj X V, = 2y l  

Ô k Ô i  seii a, = P k X  Vi = 27, 

Siaj se11 a, = X Yj = 2y,. 

possibile desumere dalla (38) alcuiii teoremi: 
A) Se due  direziolzi sono coniugate r i spe t fo  all'ellissoide delle dilata- 

z ioni ,  esse si  t ~ a s f o r m a n o  in due dit*ezioni ortogonali. 
Infatti dall'equazione (15') dell'ellissoide di dilazione si desume che due 

direzione si e s, coniugate devono soddisfnrg la relazione: 

e quindi per la (38) il Iwo angolo, n deformazioqe avvenuta, deve essere di 90". 
B) Esiste sempre nqll ' inforno d i  ogni pwnto un triedl-O tvirattangolo 

- quel20 costituito dagli assi comuni  alla quadrica delle defog!rnaxioni e 
all' ellissoide d i  dilazione - che si trasfornzn in un tr iedro  t&ettar~golo. 

Questo teorema deriva immediatamente da1 teorema precedente, in quanto 
le direzioni degli assi di u n i  qiiadrica sono'-tra loro coniugate rispetto alla 
quadrica stessa. 

, 

, 7. I l  vettore V e la sue quadrica. - Ci Gmbra utile ricordare qu i  le 
.. . - .  

proprieth di V. 
A) Il vettore V ha in ogni direzione .un valore del suo moduio uguale 

alla corsispondente dilatazione 'lineare. . , 

B) Dai vnlori di V nelle direzione dei tre assi coordinati, si ricavano 
facilmente, a mezzo delle(8) le componenti di deformazione. 

C )  L'angolo dei vettori V,,, V,, è 1' angolo che formano a deformazione 
avveiiuta le direzioni si,  s, del mezzo inizinle. 
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Vedrerno inoltre che il vettore V gode di alcune altra notevolissime pro- 
prieth. 

Sarh percib opportuna considernre uua quadrica che chiameremo la qua- 
drica delle Y ,  che si  ottiene riportando a partire da P i vettori V relativi 
a tutte le direzioni. 

Il suo raggio vettore sar& quindi dato da 

( 40) p, = mod V =  6. 

Questa quadrica 2 la trasformata d i  una sfera d i  raggio zcno tmcciata 
con centro M ne1 rnezzo iniziale, 

Infatti si mostrerà che una direzione s, assume - a deformazione avve- 
nuta - la direzione V,; ne1 mentre un segmento di lunghezza uno si trasforma 
in un eegmento di lunghezza eguale al modulo di Va. 

Gli assi di questa quadrica - com'è evidente - sono Vil, Vjl, y,,. 
Risulta percib chiara la possibilità di tracciare sperimentalrnente la  qua- 

drica delle V, e quindi di desumere da essa tutte le caratteristiche della 
deformazione. 

8. 1 valori.delle componenti di  deformazione in re l~zione ri, cambiamenti 
degli assi eoordinati. - E facile desumere le espressioni delle sei componenti 
di deformazione relative a d  una terna d'assi if;$', 36;' di valori che essi assu-. 
mono quando si prendono come assi coordinati i, j, JG e dai valori dei coseni 
direttori dei primi rispetto ai secondi assi, 

Indichiamo infatti con le lettere A, B, C questi coseni, e con gli indici 1, 2, 3 
corne é indicato ne1 quadro: 

e scriviamo i valori delle V relative agli assi if, j', 7c': 
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Indichiamo inoltre con E', y', i valori delle componenti E e y relativi agli 
assi i', j', fi ' .  Dalle (8) e (41), e dalle relazioni intercedenti fra A, 13, C in virth 
della perpeiidicolarit8 degli assi i, j ,  k, si ricavano le relazioni seguenti: 

(le espressioni di E ~ ' ,  ~ g l ;  yZr, y3' si ottengono da quelle di E,' e y,' permu- 
tando circolarmente A, B, C). 

9. Matazione superficiale. - Definiremo come dilatnzione supeg.@iale 
del sistema ne1 puiito M, il rapport0 fra 1' area di un elemento infinitesiino di 
superficie che circonda M e quella che il detto elemento aveva prima che la 
deformazione si producesse. 

Poichè corne vedremo in appresso un qualsiasi vettore unitario s, si tra- 
sforma in virtu della deformaziorie ne1 vettore 'V,, ln detta diiatazione - che 
indicheremo sempre con 2 - è definita da:  

Anche la dilatazione superficiale 15 quiiidi desumibile dei vettori Vi, V;, Vk. 
Iii particolare per elernenti norrnali alla terna i, j ,  Ic è quindi: 

\ mod (vk '' = ôkôi sen (Ph,  ri) = \16,'6,"- 4y: = V(1+2~,X1+2~,) - 45 (44) = 
f mod (k A .i) 

Per un elemento qualsiasi normale al vettore unitario 11 (di coseni direttori 
ni, h j ,  nk) - elemento definito dai vettori unitari si(& , pi, v , )  ; s,(X,, pz, v , )  - è: 

Se in particolare come ternn fondamentale si assume la terna degli assi 
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principali di deformazione é : 

Vedremo in seguito come sia facile dare alle espressioni sopra scritte 
forme pih semplici. 

Si pub dare alla (45) - come pub verificarsi facilmente - anche la fornia 
seguente 

ossia 

(48) 

dove con D,, D,, D, si sono indicati i tre determinanti di quarto ordine scritti 
in precedenza. 

Brevemente possiamo scrivere : 

En = mod 

Se le direzioni Vi,  Vj, Ph, concordano con i, i, fi ,  6 

Annali di  Matemafisa, Bsrie IV,  Tomo II. 
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e poichh in ta1 caso da (44)esi ricava 

Quindi per l a  detta terna - se.esiste - si ha 

10. Dilatazione cubica. - Se indichiamo coi1 z il volume di un parallele- 
pipedo infinitesimo di lati da, db, dc, avente il centro in M, e con 2' il corri- 
spondente volume nello spazio dei punti P, si definisce come coeficente di  

T' - T 
dilatazione cubica ne1 punto M !1 rapporto - . Si su01 indicare detto coef- 

2 

ficiente con 0. 
La dilatazione cubica, cioè il rapporto fra i volumi corrispondenti nello 

stato deformato e in quel10 iniziale è quindi 0 + 1. 
Dopo quanto si è detto è facile scrivere le espressioni di 0 che sono: 

dove con a(x' z, si indica 17jacobiano di s, y, a rispetto ad a, b, c. a(% b, 4 
Per gli assi i , ,  j,, hi ,  le formule precedenti possono anche scriversi: 

Risulta di qui, che anche la dilatazione cubica pu6 essere ricavllta in modo 
semplice dai valori dei vettori T, relativi ai tre assi coordinati. 

11. Equazione di continuità. - Se indichiamo con p,, la  densit& del 
mezzo ne1 punto M e con p quelln ne1 punto P, la massa contenuta nei paral- 
lelepipedi prima considerata sarh ovviamente rispettivamente 

Il postulako di continuith afferma che allorchè una determinata massa si 
trasforma in un'altra essa deve rimanere invariata, anche se  variano i suoi 
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attributi (densith, volume, velocith, ecc.); percib deve essere 

ossia 

(54) 

Le equazioni (54), che sono diverse forme di una stessa equazione, vanno 
sotto il nome di equazione di continuità. 

Anche quindi il valore del rapport0 della densith a deformazione avvenuta 
a quella del10 stato jniaiale, é desumibile dai valori di Pi, Pj, V k .  

12. Analisi delln deformazione di unr particella. - Consideriamo un 
puiito M del mezzo al10 stato iniziale e una parte piccolissima del mezzo circo- 
stante. 

Si indichino a l  solito con a, b, c, le coordinate di iM e con z, y, z le 
coordinnte punto P. ' 

Si consideri corne deformazione di questa parte di mezzo, 10 sposta- 
mento che i punti M' di essa - punti che sono quindi per ipotesi infinitamente 
vicini ad M - subiscono rispetto .ad M. In altri termini per deformazione di 

una particella elementare che c i rcond~  M, s'intenda il moto relativo dei 
suoi punti M' rispet to  ad M.  

Tale deformaaione si pub ricrtvare facilmente dalle (2). Se infatti poriiamo: 

vale a dire se indichiamo con WI,  W,, W3 le componenti di d U= d P - d M  
e con 5, 7, 5 le coordinate di M' rispetto ad uiia terna di assi coordinati di 
origine M, possiaino scrivere : 
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Le (55) possono scriversi : 

quindi la deformazione equivale a 3 dilatazioni nelle direzioni dei vettori 
Vil, Vj, ,  VkI, i cui valori sono 

& l >  th ,  'hl, 

e a una rotazione rigida di vettore 

(57) 29 = p i  + q j + ~ k =  rot (P-  M). 

13. Iiivarianti d i  deformazione. - Edpressioni invarintive possono ottenersi 
dai coefficieriti delle equazioni delle quadriche considernte. 

Consideriamo per prima ln quadrica delle deformazioni. 
Dalla sua equazioi~e : 

E<P + wz t- fiTt f 2y<$ + ?pG + 2y3h = 1 

si ricavano subito tre invarianti: 

Vale quindi il teorema: La somma dei q u a d m t i  delle diiatnzioni lineuri 
in t r e  divezioni  formanti tr iedro trirettangolo ed uscenti d a  uno  stesso 
punto M é invariante,  vale a d i r e  é solo funzione del punto considerato: 

B) Jg per le (8) equivale a: 

1 
-[(FiL lxvk2-1)+(vj2-lXvde-l)+ (vkZ-l)(vjz-1)]- 
4 
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che, in virth della relazione che lega due qualsiasi vettori e, f 

eYf" - (e X f 1' = (e A f Y 
pub scriversi : 

Essi sono: 

(59) 

E quindi invariante: 
JE = 2; + x j2  + Xk2. 

Ne deriva il teorema: La somma dei quadrati delle dilatazioni super-' 
ficiali relative a i r e  elementi di superficie formanti triedro trirettangolo è 
costante in  ogni punto. . 

Di questi invar'ianti ; 
A) J, era giSc stnto ottenuto. 
B) J, ne1 caso in cui corne assi coordinati si nssumono i , ,  j,, k ,  si riduce 

J3 = 

essendo in ta1 caso y, = y, = y, = 0. 
Ne deriva che J ,  coincide con J,' salvo il segno. 

Al10 stesso modo possono ricavarsi tre iiivai-imti dali'ellissoide di dilata- 
zione, la cui equazione è: 

2 1 0 2 
81 5 + 6,2q2 + 6k I; -k 4y,qc + 4y2<k + 4y,kq = 1. 

€1 Y3 Y, 

Y 3  € 2  Y i  

Y 2  Y i  E3 

- 
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Si pub inoltre verifieare la, relazione : 

Da tutto cib che si è detto in questo 'paragrafo deriva quindi l'esistenza 
di tre invarianti fondamentali, cui gli altri possono ridursi. 

Invece delle terne precedentemente studiate, si pub assumere come terna 
fondamentale la  seguente, che é formata con le dilatazioni lineari, superficiali 
e cubiche. 

i, = 6,a + aj2  + Z k P  

(60) i, -- Li' -+ X f 2  -t X k P  

i, = 8. 

14. Deformazione oniogenea. Dilatazione e scorrimento semplice. - Alcune 
fra le espressioni invariantive precedentemente ricavate acquistano un parti- 
colare valore ne1 cnso che si considerino alcune speciali deformazioni. È ci0 
che mostreremo in questo paragrafo. 

Intanto occorre premettere che si possono definire con Lord KELVIN (7 
come deforrnazioni onzogenee quelle deformazioni cui corrispondono valori 
costanti, non tutti nulli, delle componenti la deformnzione : 

Ci6 avrh luogo quando le nove derivate di s, y, z rispetto ad a, b, c, 
sono costanti, cioé quando x, y, z sono funzioni lineari di a, b, c, quando cioè 6 :  

I X =  a,, + (1 +a,,)a + u,,b -t- a,,c 

(61) y = a,, + a,,a + (1 + a,# t a2,c 

z = a,, + a,,a + u,,b + (1 i- a,& 

dove la  a sono dei coefficienti costanti. 
Com'é ovvio E,, E,, e,, y,, y,, y,, sono definiti in ta1 caso da 

Le (62) si ottengono facilmente a mezzo delle semplici considerazioni 
seguenti. 

(5) THOMSON e TAIT: Trantise on natuvat pkilosophy ; vol. 1, parte 1, p. 116. 
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Essendo e,, E,, o,, y,, y,, y,, indipendenti da a, 6 ,  cl altrettanto potra dirsi 
per i moduli di Pt, V j ,  Vk e per gli angoli che questi vettori formano fra 
loro; e cib per le (8). Ove si prescinda quindi da una rotazione rigida di tutto 
il sistema la  terna V,, Vj, Pk 6 per questo tipo di deformazione, indipendente 
da M. Si consideri ancora un vettore: 

(dove Y é un vettore unitario, di coseni direttori A, p, Y). ESSO si trasformerjl in  

e poichè 

vale a dire V, non dipende da  ilil, dtrettanto pub dirsi di d P  (e quindi della 
omografia a). 

L'ultima relazione pub anche scriversi 

da cui integrando si ricava 

che moltiplicata scalarmente per i ,  j, k (essendo V;, Vj, VA indipendenti 
da Ml altrettanto potra dirsi di V i X i ,  V i x $  ecc.) dA !e (62), nonch6 le 
espressioni delle costanti che vi compaiono in funzione di elemeiiti aventi 
significato fisico-geometrico. 

È questo un modo indiretto di integrazione del sistema di equazioni diffe- 
renziali 
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dove c,, e2,  E,, y,, y2, y3 non sono funzioni dei punti del sistema, ma dipendono 
solo dalla terna di assi coordinati i ,  3, k. 

Le costanti 1 + a,,, a,,, a,, sono misurate dalle proiezioni di Vi sui tre 
assi corne si. desume dalle (61) notando che il punto M(l, O, O) si trasporta in 
virth della deformazione ne1 punto P(l +a,,, a,,, a,,) (6 ) .  

Particolarmente importanti sono per le deformazioni omogenee le seguenti 
proprieth : 

A) La t e w m  principale d i  defwrmazione é indipendente dai  punti del 
sistema, essendo la terna di assi della quadrica a coefficienti indipendenti dai 

B)  Le dilatazioni Eineare e supel$ciale' dipentiono solo dalle direzioni 
a cui si riferiscono. Cib deriva immediatamente da1 fatto avanti dimostrato 
che a é indipendente da1 punto M. 

C) La dilatazione cubica oltre ad essere invatniante jnispetto allu terna 
d'assi coordinabi cui  si r i fwisce  i l  sistema - proprietà questa cornune a 
tutte le deformazioni - gode la proprieta padicolarissima d i  essere anche . 
indipendente da1 punto a cui  la si riferisce. 

Infatti dalle (62) si ricava facilmente : 

(64) 

e quindi 

espressione in cui tutte le a non dipendono da M. Altrettanto pu6 quindi dirsi di 0. 
Si noti che all'espressione di B si pu0 dare anche la forma 

(continua) 

(6) Per e l t r ~  modo d'integrere il detto ~isteme di equazioni, si veda la Mernoria del 
big. RIQUIER in s Annales Scientifiqnes de ~ ' e c o i e  Normale Supérieure r ,  %rie g", T. 22, 
pagg. 475-538. 
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D )  Le deformazioni  omogenee equivalgono ad u n a  rotazione 1.igida e 

a tre dilatazioni.  
Infatti : 

ossia il vettore della rotazione St noti dipende da M. Esso caratterizza quindi 
una rotazione rigida del sistema. 

Se prescindiamo dalla rotazione rigida, se poiiiamo cioé : 

ossia : 

risulta : 

(66) 

e quindi 6 : 

Per gli assi 4 ,  j , ,  Ici ,  é : 

Queste tre equazioni possono anche scriversi : 

(2 + a,, + a,,) + - a*, = 0 
ai z 

3 (2 + a,, 4- a,J + - a12 = 0 
' 2 3  

A?asali di Matematica, Serie IV, Tomo II. 
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Esamineremo separatamente le due soluzioni (68) e (69). 
Dalle (69) si ricavit 

e quindi 
ijil" [(l -f- cc,,) + (1 + u,,) + (1 ta,,)]'. 

In modo analogo si ricavano le espressioni di 6j12, BklZ. 
Risulta 

6i1 = Bjl = Bk1 . 

E se il sistema 6 incompressibile (0 =O),  da 

il che val quarito dire che non v'k deformazione. 
Ne1 caso quiiidi di sisteina incornpressibile occorrerà prendere in  consi- 

dcrazione solo la soluzione (68), cui cxrisponde : 

Per l'incompressibilith del sistema 13 poi : 
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Quanto alle dilatazioni superficiali, esse sono : 

1 
= (1 + a,,)(l + a,,) = - 

1 + 

In  una direzione qualsiasi la deformazione é definita d a :  

dove A, p, v soiio i coseni direttori di .4 rispetto alla terna i l ,  j , ,  ?cl. 
Cosicché in definitiva Io studio cinematico delle deformazioni ornogenee 

dei sistemi incomp?~essibili pub vicondu?.si alla ricegmca d i  due funzioni. 
Questa conclusione pub presentare interesse nello studio dell'equilibrio 

dei liquidi e del caucciu vulcanizzato, perché gli uni e l 'altro sono sistemi 
incompressibili. 

Fra le deformazioni omogenee considereremo l a  dilatazione e 10 scorri- 
mento semplice. 

A) Dilatazione semplice : 
Si dice che una deformazione è una dilatazione sernplice quando essa 

corrisponde a d  una dilatazione parallelamente ad una direzione e alla inva- 
riariza delle lunghezze in tutte le direzioni normali alla detta. 

Ne deriva che se  si assume corne terna d'assi la  direzione parallela- 
niente alla quale vi é dilatazione (e la si chiama i )  e due qunlsiasi direzioni 
ad essa normale, è : 

Poiché inoltre per  la  definizione stessa di questa dilatazione l a  dire- 
zione 2 si trasporta in V, che coincide con essa, e j e lc coincidono del pari 
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con Vj e Vk e quindi Pi, V,, Vk formano terna ortogonale: 

Se' consideriamo ora i tre invarianti (82) vediamo che per le relazioni 
prima scritte é : 

J, = J3 = O 

B) Scorrirnento senaplice : 
Si dice che una deformazione B uno scorrimento semplice nllorchè tutti 

i punti contenuti in un piano restano in esso dopo la deformazione, conser- 
vando le loro posizioni primitive; tutti i punti contenuti in un piano parallelo 
al  primo restano ne1 loro piano, ma si spostano parallelamente ad una dire- 
zione contenuta ne1 piano dato e proporzionalmente nlle loro distanze da 
questo piano che si chiarna s piano di scol-rirnento B. Se si assuine coine 
piano di scorrimento il piano b = cost. e corne direzione parallelameiite alla 
quale ha luogo Io scorrimento la direzione i ,  e si indica con g un coefficiente 
di proporzionalità, risulta ovviamente dalla precedente definizione che 

x = a + g b  

z = C. 

Deriva quindi dalle (62) che 

e dalle (22) 
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ossia 

tg(V,,  q = g .  

Vale a dire mentve la direzione k ?.esta normale al piano i,  j, varia, 
in virtù della defowzazione l'angolo (i, j) e diviene tale che la sua tan-, 
gente 2 eguale al coeflciente d i  scowiînento. 

Risulta inoltre dalle (74) che gli invarianti hanno i va1oi.i seguenti : 

N ~ t u r ~ l m e n t e  a cagione dell'invarianza delle J queste relazioni sono 
verificate qualunque siano gli assi cdordinati scelti, qualunque sia cioè la  
loro orientazione rispetto al piano e al la direzione di scorrimento. 

15. La deformazione considerata come nn'omografia vettoriale. - Si è 
gih detto clie la deformazione pub essere consideratn. come una corrispon- 
denza fra i punti M(a, b, c)  e i puiiti P(x, y, z) definita dalla (12). Essa eqiii- 
vale quindi alla. omografia a definita da 

in quanto entrambe si riducoiio n stabilire una corrispondenza fra i vettori d M  
e i vettori dP. 

La teoria delle omografie vettoriali deve quindi permettere di ricavare 
tutte le relazioni prima stabilite. È cib che vedremo rapidamente, approfittarido 
nnzi di questa omografia per ricavare con rapiditii e semplicith massime qualche 
altra relazione iriteressaiite. 

Siano duo punti M ed M' a distanza finita, aventi per coordinilte .rispet- 
tivamente 

a ;  b ;  c 
a i - A u ;  à+Aà; c+Ac. 

Il vettore M t -  M sarh definito da  

Si lia subito da (75) e (76) 

perche l'omografia a 8 funzione solo del punto M. 
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Poichè d' altra parte è (7 : 

1' ultima relazione pub scriversi 

Moltiplicando la (78) scalarme~ite e successivamente per à, j, k si rica- 
vauo le relazioni 

dove con x, y, z si sono indicate al solito le coordiiiate del punto P e con 
x + A s ,  y + Ay, z + AZ si sono indicate le coordinate di Pt. 

Ne1 caso in cui M ed M' siano infinitamente vicini, vale a dire ne1 caso 
in cui Aa, Ab, Ac, siano infinitesimi, le (78) e (791, si riducono alle (10) e (4), 
che sono state giA ricavate in precedenzn. 

La dilatazione lineare è presto ottenuta, chè: 

La dilataxione superficiale 8 data da  

mod ( a ~ ,  A as,) - mod RU(~, /\ 9,) 

ri = mad(a, As,) 
- 

mod b, A 8,) . 

(?) Qui ed in seguito ci riferirenio per ln parte relativn ad omogrnfie vettoriali al libro 
di RURALI-FOKTI e MAKCOLONOO, Les tvnsfommtions lindnives, die brevaiiieiittr indiülieremo 
con T. L. (Vedi T. L. ct pttg. 65). 
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Analogamente si ritrova la formula relativa alla variazione de1l'angol.o 
di due direzioni P' - P e P" - P  : 

(P ' -  P ) X ( P -  P) 
COS w1 = - v, x 7 2  

mod (P' - P )  . mod ( P  - P) - 6,6, 

la dilatazione cubica la si ottiene osservando semplicemente Che ( 8 ) :  

2' 
13a=-=a6 ,A a j x  aï?= Pi /\ Vix Vk. 

Z 

Quanto alla quadlica indicatrice deli' omografia P, si puo scriverne l'equa- 
zione in termini vettoriali : 

dove con S si indica un punto generico della quadrica. Se le coordinate di S 
sono 5 9  y ,  5 9  6 : 

S -  M=Ei-t-qj + l;lc 

a ( S - M ) = 5 - u i + q - u j + l ; - a k =  

={.  V i + y S  r j + 5 .  Vk 

e quindi se si indica con p, il raggio vettore, vale a dire se si pone : 

dove con s si indica un vettore unitario nella direzione S - M. 
In coordinate cartesiane la (81) pu6 scriversi : . 

Il significnto fisico di p, pub essere ottenuto facilmente dalla (81). Infatti 
da detta equazione si ricava: 

1 
P 3  = va, cos Ys 

dove con y, si indica l'angolo di cui ha  rotato in virtii della deformazione 
la  dikezione S. 

(8) T. L., pag. 27. 
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Si verifica facilmente che gli assi della quadrica (82) sono Yi,, V,,, V k l .  
Dimostreremo qui i. seguenti teoremi : 

A) L'ellissoide delle dilatazioni si trasforma in seguito alla defor- 
rnazione nella s fem d i  raggio uno. 

Infatti dalle (79) si ricava facilmeilte : 

ed essendo verificata, per i punti dell'ellissoide di dilatazione la relazione 

w, Y,  n = 1 

sark del pari per i corrispondenti valori di Ax, Ay, Az verificata la relazione: 

che è l'equazione di una sfera. 
B) Nell'intomo di ogni punto M esiste un triedvo triwttangolo che 

si trasforma i n  u n  triedro trirettangolo. 
Infatti per ogni omografia esiste una terna di direzioni principali, vale a 

dire di direzioni formanti triedro trirettangolo, che é trasformata dall'omografia 
in una ternn formante del pari triedro trirettangolo. 

C) La t e m c  il, j,, k ,  é trasformata nella terna Vil, Vfi, V k l .  
Infatti si B dimostrato che 

La terna i l ,  j , ,  Ic, poichè Vil, Vjl, VkI sono vettori a due a due orto- 
gonali 8 la terna indicata ne1 teorema precedente. 

D) Un vett01.e u,nitnrio qualsiasi .u, si tvasfornta nel vettore V,. 
Infatti se A, p, v sono i coseni direttori di R, è 
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E )  La quadrica delle V è la I?.asfommta della sfera d i  cent?-O M e 
raggio uno. 

Infatti a trasforma M in P e x in Vs ,  dove Y é un vettore unitario. 
B) Ogni defovmazione pub f iduvsi  a tre 9-otazioni rigide elernentari 

e a Ire dilatazioni. 
Infatti ogni omografia è individuata dando tre vettori non paralleli ad 

uno stesso piano e i tre vettori corrispondeiiti. 
Si pu6 quindi definire a ne1 modo seguente 

D'altra parte essendo un'omografia vettoriale una sostituzione fra vettori, 
essa eqiiivarrh ad ogni irisieine di operazioni che permette di passare da i ,  j, 7û 

n Ti ,  Vj, VA. Tra queste coiisidereremo 1' iiisieme seguente : 
A) Tre dilatszioni nella direaione dei tre assi i ,  j,  Fc rispettivamente 

con allungamenti unitari eguali a 

6,  = mod Pi ; 6j = mod Vj ; 6, = mod Ph. 

B) Tre rotazioni 

Si noti che q&ste 

elementari di vettori : 

tre rotazioni eleinentari equivalgono ad una rotaaione 
mica  di vettore 2 8 ,  definito da  

= rot (P - 0) 

dove O 6 un punto fisso qualsiasi. 
Cid equivale in forido a scomporre l'omografia a nella sua dilazione Da, 

e ne1 suo vettore V = 8. 

pi T. L., pag. 70,  [il 
(Io) T. L., pag. 28, [2']. 

dnnali d i  Yatematica, .Serie IV, Tomo II. 
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Il vettore 8 h a  quindi per componenti: 

Prima di terminare questo parag-rafo vogliamo osservare che poichè 
Vil, Vj,, Vki sono t ra  loro ortogonali essi sono gli nssi della quadrka  
delle 7. 

Sicchè le direzioni  degli assi dell'ellissoide d i  di lntazione si traspor- 
tano in uirtù della defot-uîzazione in quelli della quadrica delle V .  

16. Considerazioni sulla siifficienaa di E,, E,, E,, y,, y,, y, per determinare 
la deformazione. - Ad ogiii deformazione corrisponde un determinato sistema 
di vnlori di u, v, w e quindi di E,, E,, E,, y,, y,, y,. 

Vogliamo qui rispondere alla. domanda : A qunli condizioni occorre che 
soddisfino queste funzioni y ed E perché sia determinata la deformazione? 
O in altri termini quali sono le condizioni di integrabilith del sistemn di 
equazioni (7) ? 

Premetteremo nlcurii teoremi ('9. 
Teorema 1". - S,o le componenti della deformazione sono tu t te  nulle, 

i l  sistema non  subisce defol-mazioni, m a  solo spostamenti d'assienze. 
Infatti se a, = = E, = y, =y2 = y, =O per la  (6) é 

e quindi 
o = o  

dl' = dl 

ossin : la defo9v)zazione conserva le lunghezze. 

(") S i  veda per questi teoremi la Neccnniea Razionale di P. APPEL, vol. III, pag. 239. 
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D'altra parte se si considera un triangolo di lati infinitesimi esso si tra- 
sforma in un triangolo del pari con lati infinitesimi, ed uguali rispettivamente 
a quelli del primo. Percib anche gli angoli sono conservati dalla defor- . 
mazione. 

Ne deriva che essendo conservati angoli e distanze non é variata in virth 
della deformazione la posizione relativa dei puriti del sistema e quindi non vi 
6 stata alcuna deformazione. Tutto pub quindi ridursi a dei moti d'assieme, 
spostamenti O rotazioni, rigide entrambi. 

Anche la simmetria corrisponde a .uns deformazione che conserva angoli 
e distanze, ma è da scartarsi, perche le corrispotide come determinante funzio- 
nale delle x, y, z rispetto ad a, b, c, il valore - 1, e quindi per l'equazione 
di continuith per essa si verifica la relazione 

Po=-? 

il che é privo di senso. 
Teorema 2." - Dus deforniazioni del10 stesso m e z z o  pe7. cui  le E 

e le y sono rispettivanzente uguali, d i ~ e v i s c o n o  fra loro petm moti d i  in- 
sierne. 

Irifatti se le e e le y sono uguali altrettanto pub dirsi per i moduli dei 

vettori V,, Pj, V, e per gli aiigoli che essi formano tra loro. A meno quindi 
di una rotazione rigida coincidono le terne 15, 5, Vh e quindi le oinografie a, 
O, ci6 che é 10 stesso, le due deformazioni sono una stessa cosa. 

Teorema 3." Le componenti d i  deformazione non  sono arbitrarie,  
nia devono sodd i s far~  sei epuazioni d i  condizione, perchè possano definire 
una  defornzazione possibile. 

Dette condizioni sono state ricavate con metodi cartesiani dai sigg. MAN- 
VILLE ('2) e RIQUIER ('3) e da1 prof. MARCOLONGO (14), con metodi vettoriali 
da1 prof. BURGATTI (i5). 

1 vettori V,, Vj, V, che abbiano introdotto in questa trattazione ci con- 
sentono di ottenere con relativa facilits le dette condizioni. 

ti2) Suv les défornaations $nies. Thèse, Bordeaux 1903. 
(i3) Sur 1 )  istégmtion d'un système d'dquations nuz: dévivtfes pns.tielles, in Aniinles Scienti- 

pliiques de llÊcole Normale Supérieure, 1905, pagg. 475-538. 
('4j Le fovmzcle d i  Snitat-Pai7mht pev le defovmazioiti Jithite. Rend. Circ. Mah. di Palerino, 

T. XIX, 1905, paqg. 151-155. 
(15) Salle deformnziorci $filbite dei corpi continui. Mem. della R. Acc. dalle Sc. di Bologne, 

Serie VIT, T. 1, 1913-14; pagg. 237-244. 
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Infatti dalle (8) si ricavano le seguenti equazioni : 

2% ' 
- 

l a z  v, 1 a2 Y, a2( vj x v,) _ + a - & L -  -+-_-  a ~ =  ab" abac S acP 2 ab" am 
\ e due simili. 

Se si tiene presente che : 

e si ammette che sia invertibile l'ordine delle derivnzioiii seconde di 1;' 

- il che deve essere perche d u  sia un differeiiziale e,sntto - si vede che 
le relazioni precedenti equivalgono a 

e due simili : 

aey a2e, aoe, a= G 2 3 - - - - -  
aaab ab2 aa2 - W 

\ e due simili. 

Per ricavare le equazioni cercate occorrerk sostituire in queste espres- 
sioni, alle derivate seconde del vettore U, le equivalenti espressioni forniate a 

mezzo delle derivate delle compoiienti di deformazioiie rispetto alle coordinate. 
Si noti che dalle (7) si ricavn 
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e quindi 

Indicando coi1 a , ,  a,, a, i primi membri di queste equaziorii, da esse si 
ricava facilmente e successivainente : 

dove le /3 e le 6 si ottengono dalle a a mezzo di permutszioiii eirco1:wi degli 
indici 1, 2, 3 e di a, b, c. 

Con procedimentoanalogo si ottieiie: 

(16) L:i diinostrnzione della relnzione 

H(ai, ii+ H(aj,  J) + H(rk,  k) = kz 

si ottiene facilmente qiimdo si ricordi che (T. L. 19, [7]) 

H(i ,  ai) + H o ,  aj) + H(k ,  zk) = a ; e clle k H ( i ,  ail = H(a.i, i). 
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dove 

(93,) 

(93,) 

Sostituendo quindi in (90) ed effettiiando le operazioni ivi indicate si'ricava: 

e due eltre equazioni simili 

e due equaziorii simili. 
E facile vedere che queste eqiiazioni equivalgono ad es. a quelle del 

prof. MAR~OLONGO e alle altre del sig. RIQUIEK. 
Cib sarà fatto in seguito. 
Il sig. MANVILLE dimostra pure che queste condizioni sono sufficienti a 

caratterizzare la deformazione. 
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PARTE SECONDA 

Nella seconda parte di questa Mernoria faremo uso di variabili euleriane 
(cioè di variabili riferite ai punti del sistema deformato). 

1. Premesse. - Per scrivere le relltzioni precedentemeiite ricavate in 
fuiizione delle coordinate x, y, z dei punti del mezzo deformato, noi fareino 
uso di un principio di dualita. facilmente stabilibile. 

Premettiamo percii, alcune espressioni che ci servirarino per stabilire il 
detto principio. 

Dalle (1) si ricava: 

1 ~ = x + u '  

(96) ' 1  
b = y + u l  

C = Z  f W' 
dove : 

(9%) 

Inoltre dalle (79) si ricava : 
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Per noi è comodo dimostrare queste ultime relazioni, servendoci della 
omografia ve  ttoriale a-', deflni ta da  

e iiitroduceiido tre vettori:ausiliari Vi, J'", VL definiti da 

Infatti è 

Dalla (100), moltiplicandole scalarmente e successivamente per i, j, 7c si 
otteiigono le (97,). 

Dalle (97) e dalle'- risultano iiioltre le seguenti eguaglianze di cui 
abbiamo gi& fatto uso nella parte prima : 

fi facile dimostrare che 

1 Rai  
grad a = - 

],a 

Rcci grad b = -- 
Z,a - 

Ra7c 
grad c = -- . 

184 
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BasterSi. percib uota.re che la forma reciproca della funzione definita da:  

Ne risiilta che a 

corrispoiide corne reciprocn 

2@(x, y, 2) = [ R a i .  x + Raj . y + IZaL. zI2 

e per le (102): 

Sicché le nostre relazioiii (92) e (93) possono sciiversi : 

dove con i siinboli 

si denotano le polari di O. 
Queste equazioiii corrispondono a quelle date da1 prof. MARCOLONGO. 
Le formule del RIQUIER si ottengono immedia.ta!nente tenerido conto di 

relazioiii conie le seguenti che si .ricavnno facilmerite : 

(ka-' i )  X (ha-'3) = 2yJ l  -+ 2&,) - 4y ,y,. 

4vinaZi di Hatatrmatica, Serie IV, Tomo IJ.  
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Esse sono : 

Plai - 82f2 2~ 3 ~ Y Z  +- 

8 ,  O ,  - 6,6,' 1 + 2c, By, 

P,0,-738,' 2 Y ,  1+2% 

È opportune ricordare che queste relazioiii potrebbero otteiiersi sempli- 
ceniente iiotarido che perche la formit terilaria quadratica di d l f 2 :  

definisca uii eleinento lineare del10 spazio è necessario e sumciente che si 
aiinullino i sei simboli di RIEMANN ( O  di RICCI) forinati a inezzo dei coefficieiiti 
della detta forma ('7. 

3. Prineipio di dualità. - Si osservi che le espressioni fondainentali, da. 
cui é stato possibile desumere iiella prima parte tutte le .conclusioiii cui sianio 
pervenuti sono le (1) e le (59); ne deriva che poichè da  esse possono otte- 
nersi le (94) e le (97) t~ mezzo della sostitu7' ,ione : 

dove essere possibile ricavare espressioni nnaloghe operaiido la stessa sosti- 
tuzio~ie in tutte le espressioni ricavate. 

(17) Si veda BIANCHI: Leaion di Geontet~icc Di f l ven~in le ,  vol. 1, O I L ~  XVIII. 
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Si noti che la stessa sostituzione permette di passare da 

Dopo d l  cib è possibile dal detto principio ricavare senz'altro le rela- 

dove A', pr, v' sono i coseni direttori di una direzione del mezzo deformato 
uscente d a  P. 

Risultano definite le espressiorii seguenti: in dipendensa della detta. sosti- 
tuzione, rispetto alla quale hanno corne corrisponderiti le stesse espressiorii 
senz' apice : 

zioni segueiiti : 
A) La funziorie or è data da 

(108) 

= t2tp'e + E,Iv'" 2yy,'h'p' + 2y,'prv' + 2y,'vfX' 
dove 

d l  1 Va' = - - - 
dl' - 6 ,  

111" dl'" 1 20 
20'~i = - st,,- - 1 = - - 1 z - -'.= - 20,6',? dl" - 

6,- 

T - 2' 0 FJ'=-=-- 
z 0 4 - 1  

dl -dlt 1 1 - 6  V8, = - - d a  .- 1 = 2 -  - - 
dl' 6 ,  8,' 

au1 i aurz a u f 2  awte 
& Z r = -  +- z l ( a y )  - +.- (a,) + ( a Y ) ] = k ( v i 2 - l )  - 

! awt i auf ? auf awf 9 
E " = + + . B [ ( a Z ) + j a a ) + ( ~ ) ] = 2 ( ~ ; ) ~ - -  1) 

(107) ( 
iauf  awf i a u ' a ~ ~  a v w  

Yi =- - +- +- 
a*! aw'] -- - ; v; v; 

2(aa a y  j &y aa a, a2 .a?/ a~ 
l a w !  auf i a u f a u t  autavt awlawri 1 k , , i  y,'=- -+- + -  = T t  
2 ( a 2  aaj alamaz asas a m a s  2 .  
1 auf 1 a ~ l a ~ '  av'ad atutawf y =- - + -  +- - - - + - - f  -- l PiX Y,' 
p ( a y  a$) ïIaiias y a m  au a $ ] - 2  
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2 60 R. ARIANO: Deformazioni finite d i  sistemi conthui  

le (107) rnostrano corne si possa passare da E,,  E,, E,, y,,  y,., y, a E,', E,', E,', 

y{', yzf, Y ~ '  a mezzo della sostituzione (105) e iii qunlche iuiodo' verificano i l  
priiicipio di dualit8. 

Dalla espressione ora ricavatn per of, dalla secoiida e dalla prima delle (l06), 
possiamo ricava're 1' espressione della funzione os, relcttiva ad una direzioiie del 
mezzo iniziale in funziorie delle E, ' ,  E,', E,', y,', y?', y,' e di funzioni relative 
alla direzione s', in cui si t.rasforma N : 

B) Ln funzione 6' 6 data da 

r g r 2  = Vf6'2. 

Quindi possiamo, grazie alla prima delle (106), r imvaie 1'nllun;:~ineiito 
lirieare in una direzione del mezzo iiiizide: 

Cio corrispoiide all' ideritità 

(as)' = 
1 2 j2 ' 

C )  Se l'mg-olo di due direzioiii iiel mezzo deforrnato è tu', quel10 tu ,  
ne1 mezzo iniziale era tale che 

O anche per la prima delle (106) 

COS W = 6s,Ss,( Vil,' + l"j'pil i- V;vil) X ( Vilha' +- V'pel -+ J7ivp1) 

che corrispoiide all'iderititk 

Si noti che rielle predette espiessiorii di o, 6,, cos w,  si pub far comparire 
solo ceserii direttori del niezzo deformato, e far iiso per le altre fuiizioiii che 
vi coinpaiorio di quelle proprie al inezzo iniziale. 
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D )  La di)-ezione del ve t t ow  V' è quella che aveva la di~.eziolze A', p', V' 

del mezxo  defo}*mato, pl-ima che la de fommz ione  s i  producesse. 
Ne deriva quindi che è possibile. tracciare iiell' iiitorno di ogiii punto M 

uiin qui~drica riportaiidovi le V'. Questa quadricn. de l le  V', gode le proprietit 
seguenti che permettoiio, com'è evide::te, di riaiidare clal mezzo deforiiîato a 
quel10 inizialc. 

a) Il 9-aggio vet tolv  é egunle al raggio aettore dell'ellissoide delle 
dilntazioni.  

b) L'angolo f i a  due raggi vettot-i è quello che acevano le d irez ioni  
corrispoizdenti nello stato iniz iale .  

Ne del-iva che la quitd?ica delle V' è l'ellissoide delle dilntnzioni.  
E quaiito qui si 15 detto ci permette di tracciare l'ellissoide di dilata7' ~ l o n e  

qiiando siano note tre direzioiii dello stato iniziale e le tre corrispoiidenti 
dello stato firiale, e inoltre si conosca il sistema ne110 stato deformato. 

E) L'equazione di continuità pu0 anche scriversi quando si iioti che 
dalla. terza, delle (106) si desume : 

0 

sotto la forma: 

F) Invnriaiiti aiialoghi a, quelli scritti in un paragrafo precedente potreb- 
bero scriversi teneiido coiito del principio di dualità. 
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Siii metodi di soiiimazioiie delle serie. 

Meinoria di M A U R O  PICONIG (a N:ipoli). 

Per nbbreviare i l  discorso e per eiiiiiiciare iii uiin soln proposizioiie risul- 
tati che, di solito, ne occupano piu d'uria, credo assai opportun0 vslermi delle 
locuzioiii segueiiti. 

Dati due numeri coinplessi z' = tl;' + iy', z" = x" + iy", dirb che z' 6 
(mino?-e O eguale (oppure non supeg.iore) a z" e scriverb z ' s  z", se contem- 
poriinea~nente si ha x ' s  x", y ' s  y"; dirb che z' è minore d i  (oppure infe- 
?.io?*e a )  2'' e scriverà z'< z" se. conteniporaiieaineiite si ha x'<xr', y '<  y". 
Se z r 5 z " ,  chimnerb intervallo di e s t ~ . e n ~ i  z' e a" e Io indicherd con la iiota- 
zione (z', z"), la totalita dei nuineri complessi z verificniiti la liinitaziorie 
Z' z 2 Y'. Se z' ( a" 1'interva.llo (z', z") è rappresentato, ne1 piano com- 
plesso di GAUSS, da u i i  rettangolo coi lati pslralleli agli assi coordiiiati di 
dilnensiorii x"- rx;', y''- y'; se x'= x", y' < y" l'intervallo (z', z") B rsppre- 
seritato da1 segment0 rettiliiieo (parallclo all'iisse y) di puiiti termiiiali (sr, y') 
e (x', y"), ecc. Se z' < a" chiamerb interval10 ape?*to d i  estl-emi e' e z" e Io 
indicherà con la notnzioiie (z', if'), agg'iiingendovi la qilalificn, di aperto, 1;i. 
totalita dei iiuineri complessi z verificaiiti la limitazione z' < z < d'. 

Coii qualche lieve inodificazione, tutto quel10 che precede sta anche 
se taluiie O tutte le quantith d, y', x", y" sono infinite. Cosi l'iiitervallo 
(O 1- 20, i- CG + iw) sli.rA il primo qiindrante del piano complesso di GAUSS, 
l'intervallo ( 1- CO - im, + CO + ico) sarà la totalità dei puiiti +- ffi degli 
assi del piaiio orientati coine l'asse delle x ( l ) .  Un numero complesao z si 
dirk finito. se tali sono la parte reale e il coefficierite dell'iiiiii~iiginario, si 
dii.8 iufinito nell'altro caso. 

Sin ora a la pid arbitraria. vag-iabile cornplessa ol.dinata (7, rielle mie 
Lezioni [loc. cit. (y], ho dato il concetto di minimo limite e di ntassiïno limite 

(1) Si rioti clie prtrlo di ausi (cioè tli rvtte con un verso) e noil sainplicerne~itt, cii rettr. 
Sol che ~i riflettr ii i i  istitnte si vedrà ohe le locuzioiii inkodotte possono coriciliarsi con 1:i 
oonoeaiont: di Gauss del piano complesso. 

(2) Cfr. It, mie Lecioiii d i  A?mlisi iti$nitesinanls. [Circolo Mnteiixitico di Cnt:inia: Ca- 
t:ini:~ (R. Uiiivcmitk), 19231, vol. l ,  1i.i  5 e 11. III uegiiito oiterb qiieuti) libro con c Leziot t i  ,. 
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anche per una tale variabile. Ogni variabile complessa. ordinata ha. sempre nii 
determinato mininio limite 1' e un deterininato inassimo liinite 1". Risulta 1 ' ~ L " .  
Se Z ' =  Zn la variabile é detta  egola lare, e il valore comune 1 di 1' e di 1" è 
il Zinzite della variabile ; in ta1 caso, la variabile dicesi convergente O diver- 
gente secondochè il limite 1 è finito O infinito. Se 1'+ Z" la vwiabile è detta 
non 1-egolnre e definitivamente linzitata se Z r  e E" sono entrambi finiti. Le 
proprieta caratteristiche di Z' == Zr, + il', e di 1" = lux + il", sono le seguenti : 
Comurique si assegni un nuinero complesso E = E* + ZE, > O + iO, la varia- 
bile ordinata z = $ + iy é definitivamente coiitenuta nell' iiitervallo aperto 
(LE, I"+E), laddove iion è inai definitivaineiite ne x ~ l " ,  - E,, lie ySZfr, -E,, 

ri& x 2 l f Z  + E,, ne y 2 Zr ,  -1- a,. Indicherd (come nelle citate mie Lexioni) 
con le notazioiii 

lim' Z, liin" x, 

rispettivttineiite il miriirno ed il massimo liinite della variabile ordinata z, ("). 
Ci6 posto, vado a dichiarare Io scopo del presente scritto. 
1 procedimeiiti di calcolo dell'diîalisi nlatematica che soglionsi dire il@- 

niti, consistono tutti nella costruzione di una variabile ordinata (reale O com- 
plessa) x e nella ricerca del limite per tale variabile. Perché il procedimento, 
a,pplicato ad un certo ente E, dia un risultato determinato (finito O no) occorre 
ovviamente che l'indicata variabile z sia regolare; ebbene diro il procedi- 
mento detsrrninato O indeterrninnto secondoché la varinbile' ordinata z a cui 
esso dB luogo è regolare O no ; se il procedimerito é iiideterminato, detti Z r  e 1" 
il miniino e il massiino liinite della variabile, chianio i n t e ~ w d l o  d i  indeter- 
minazione relativo al detto procedinîento, npplicato a E, l'intervallo (Z', Z"); 
di due procedimenti iiifiniti di calcolo II, e II, sarA detto il primo nleno inde- 
te?vni~anto del secoiido s e :  Io) qiialuiique sia l'ente E a cui si applicano, 
l'intervdlo di indeterminazione relativo a II, è contenuto in qucllo relativo 
a, II,; II") esistono esempi di particolari eiiti per i qunli gli intervalli di inde- 
terininazione relativi ai due procedimenti iion coiiicidono. 

Si paO ben dire che perfezionare un procedimerito infinito di calcolo, 
eqiiivale a reiiderlo rneno iiideterminato. Da questo piinto di vista LEBESGUE 
ha perfezioiiato i l  procedimento di integrmione delle fiiiixioni ('). 

(3) Que~t(: n~)tazioni Nono tipogrnficainüiite più coiiiotle delle altre, d i  d i t o  iinpiegate, 
- 
liin s ,  lim z. - 

(4)  Infntti nelle mie Lezio~sn', al 11.' 90, è dinioati.ato d i e :  Gli i i , t e g ~ d i  q.ieinni&~hai,  
per difetlo e pes. ecccsso, di zc~aa qunlsinsi fiocsione l iv~i tatn,  possoito p w e  coiisidevnvsi, rispet- 
tivmnents, il miliimo e il rnassimo limite di m a  cevttc variabile ordi i irdn.  
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Ora io mi sono domandato: 1 procedimenti di sommazione delle serie 
successivainente proposti e applicati da POISSON, ABEL, EULERO, CESÀRO, 
HOLDER, BOREL, RIESZ, ..., (per parlnre solo di quelli divenuti classici) possono 
considerarsi, da1 punto di vista sopradetto, altrettanti perfezionamenti del 
metodo ordinario di sommnzione ? La domanda ha bene ragion d' essere 
- parmi - poichè se e stato dimostrato che, per esempio, il metodo espo- 
iienziale di BOREL di sommazione delle serie é determinato tutte le volte 
che è tale il inetodo ordinario e si sono dati esempi di serie per le qunli il 
metodo di sommazione ordinario é indeterminato laddove quello di BOREL 6 
deterrninato, pure nulla è stato mai di$tto di generale intorno alle relazioni in 
cui vengono a trovarsi gli intervalli di indetern~inazione dei due metodi e, in 
particolare, i~egli esempi diwizi indicati non è stato neppure stabilito se la somma 
attribuita alla serie col metodo di BOREL ha un valore coiitenuto o pur no 
iiell'intervallo di indeterminaziorie del procedinierito ordinario di sommazione. 

Dimostrerb che alla domanda che mi sono posta si risponde affermsti- 
vamente. Arrecato iiîoltre, in questa Memoria, un essetiziale perfezionaniento 
ai geiierali procedimenti di sommazione delle serie, otterrd in seguito, per 
questi, taluni risultati che reputo nuovi e sfruttabili con profitto nelle appli- 
cazioni. L'esposizione di tali risultati - segnatamente di quelli contenuti 
nei n.' 4, 5 e 6 - é il principale movente di questa Memoria. 

1. Il più generale procedimento di sommazione delle serie. - 1 metodi 
di sommazione delle serie (di POISSON, ABEL, EULERO, CESÀRO, HOLDER, 
BOREL, RIESZ, ....) possonsi tutti considerare casi speciali di quello che vado 
ad esporre. Sia data la serie 

a termiiii reali O cornplessi. Nell'insieme illimitato A di uno spazio lineare 
ad un qualsiasi nuinero di dirnensioiii sinno definite le funzioni in infiiiitA 
nuinerata 

(2) fO(P), f*(P), f2'z(P),-., fl,(PX*.., 

reali, liini tate, mai negative, veri ficatiti le contlizioni : 

laddove ogni fuiidone f,(P) (k=O,  1, 2, ...) è convergente su A,  all'infinito, e 
riesce 

liin fk(P)(su A)  = 1 @ = O ,  1 , 2  ,.., ). 
P-00 

dnftali di Matsmalico, Rerie IV, Tomo II, 
34 
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Si ponga, per ogni punto P di A, 

direnlo mininaa e niassima sontnm, su A e rehtiva alla succossioiie (!), della 
serie (I), rispettivamente i seguenti liiniti 

lini' P(P)(su A), lim" F"(P)(su A).  
P - w  P-m 

La serie (1)  si dira sonwnabile O non sommabile, su A e relativamente 
alla successione (2)) secondoché questi due Iiiniti coincidono O pur no. Ne1 
caso della sommabilita il valore comune dei due limiti (3) si dirà l a  somma, 
su A e relativa alla successioiie (2), della serie (1) e questa serie si dira 
convergente O divergente, su A e relativamente alla successione (2), secon- 
dochè la sua somma è fiiiita O iiifinita. Poichè F f ( P ) S  FV(P), si ha 

< lim' PU(P)(su A )  2 
lim' P1(P)(su A) \ = P-m 1 limff F"(P)(su A), 

P H O O  j 2 l i i n " F f ( P ) ( s u A ) ~  Ph- 
, P - w  I 

e pertanto: Se la serie ( 1 )  è sonliiiabile, su A e ?*elatiua.mente alla succes- 
sione (2), entvambe le fum$oni F'(P) e F"(P) sono regolari, su A all'infinito, 
tendendo ad un limite comune (finit0 O infinito) che é la sonznza, su A e 
1-elativa alla successione (2), della sevie (1) .  

In ogni caso, il generale procedimento di somiimzioiie delle serie (1) ora 
descritto, si dirA sull'insieme A e relativo alla successioiie (2), esso ha l'in- 
tervallo 

lim' F'(P)(su A), lim" PU(P)(su A )  
P-m P - w  1 

per iiitervallo di indeterminazione. 
Diamo alcuni esempi particolari. Sia, anzitutto, A l'insieme dei numeri 

naturali 1, 2, ..., il punto P potrà allora essere sostituito dalla sua ttscissa î n  

che prendera esclusivamente i valori 1, 2,.,.. Definirtmo a1 modo seguente le 

funzioni della successione (2) 

si avrA allora 
li m' F,,(wz) = limff F,,(f12) = u, + u, 1- ... i- u, . 

91 - w n-w 
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Porremo sempre 

SI = lim' (u, + u, + ... + um), s" = lim" (u, i- ui + ... + u,). 
m-m m-00 

Questo particolare procedimento di sommazione della serie (1) é il peoce-  
dinzento ordinario. Le quantita sr e s" sono l a  minima e la massinza somma 
ol-dinaria delle serie. 

Definiamo, in secondo luogo, sull'insieme dei numeri naturali, al modo 
seguente le funzioni della successione (2), 

designando 1- una costante positiva quale si voglia. Si avrà allora 

Si ha  in ta1 modo il noto procedimento di sommazione d'ordine 9- di 
C~sÀito, designato con la notasione (C, f . ) ,  Che, per 1- = 0 si riduce al proce- 
dimento ordiriario e per q b  = 1 al noto procediinento della media. 

Definiamo, in terzo luogo, sempre sull'insieme dei nunieri naturali, al 

modo seguente le funzioni della successione (2), 

se ri 2 k, 

se m < k, 

designando 7- una costimte positiva quale si voglia. Si avrh allora 

Si ha  cosi un& nuova assai semplice forma del procedimento di soinina- 
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zione che, molto opportunamente, KNOPP ( 5 )  chiainn di EULERO e d'ordiiie r 
e indica con la notazione ET. 

Sia infine A l'insieme dei numeri reali non negativi, i l  punto P potrh 
allora essere sostituito dalla sua ascissa x che prende esclusivameiite tutti i 
valori reali e noil negativi. Definiamo al modo seguente le funzioni della 
successione (2) 

[ fo(x) = 1, 
I x x2 (k  = 1, 2, ...). 1 fk(x) = 1 -(l +ï + + m.. + 

(k  - l ) !  

Si h a  cosi un metodo di sommazione della serie (1) che pi16 chiamarsi il 
metodo esponenziale general izzdo d i  BOREL. Il metodo espoiieiiziale, pro- 
priamente detto, di BOREL presuppone che la serie di potenze in u :  

abbia infiriito il raggio di convergenza, cioé che risulti 

In tale ipotesi la somma ordinaria z(a) della serie (5)  é uria trascendente 
intiera e ne segue la convergenza (ordinaria) uniforme sull'asse reale (e sril- 
l'intiero piano complesso) della sei'ie 

la cui somma riesce 

Laddove il metodo di sommazione, quale risulta da quel10 generale da 
noi esposto, B completamente liberato dalla condizione restrittiva (6) (6). 

(5) KNOPP, Theoqsie und Anruendmg dev unendlichen Reilten (Berlin, Springer, 1924), 
p. 509. 

(6) Lo stesso BOREL propone di attenoare la condizioiie (6) sostituendola cou l'altrs 
che la serie (5) nbbia un raggio di convergenza finito ma deterinini una funzione aunlit ic~ 
di a i l  ciii campo di regohrit8 contengs llasso reale non iirgativo. 

PINCHERLE, Sugbi sviluppi asintotici e sulle sevie sommnbili (Rend. delln R. Acc. dei 
Lincei, vol. XII1 della serie 5', pp. 513-519) lia piire complrtnmente liberato i l  metodo 
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Appunto, il perfezionamento, al quale ho alluso nelle parole alla fine del- 
l'introduzione, qui appoitato ai generali procedimenti di sommazione delle 
serie, cotisiste ne1 non  prend&-e in veruna considerazione E'eventuale cora- 
uergenza ordinaria della serie 

2. Teorema fondamentale. -- Dimostriamo ora il teoreinn fondninental,e 
seguente : 

1. I;'intevvallo d i  indeterminazione del pvocedirnento d i  somnzazione 
della set-ie (l), su qualsinsi insieme A e 7-elativo ad una qualsinsi succes- 
sione (2), è sernpre contenuto qell ' intervallo d i  indetewi inaz ione  del pl-oce- 
dirnento d i  sommazione ordinario. 

Con le notazioni introdotte. dobbiarno cioè dimostrnre che e seinpre 

s' lim' F1(P)(su A )  2 lim" P1'(P)(su A )  5 s". 
P-m P - m  

Possiamo evidentemeiite liinitarci a considerare il caso che la serie (1) 
sin a termiiii reali e ci limitereino ancora a dimostrare che : 

lim" FU(P)(su A) 4 s". 
P-00 

Cib occorrerit fare soltanto nei due casi seguenti : s" 6 finito, s" A - oo. 
1. Caso: s" è finito. Porremo, corne seinpre, 

Cornunque si assegni un iiumero positivo E ,  si potr& determinare un 
indice k tale che per n 2 k riesce 

($1 U g  i- U I  + ... -k Un = Sn ZS" _f_ ~ / 2  (n 2 k) .  

Poniamo n = k + q, si ha 

esponenzinle di  sominaaioue di BOREL da ogni ipotesi siil raggio di convergenea della 
serie (5) ,  introduceiido perb 17altra tlel17esistenza di unn funzione u(r), definitn per a rede 
e non negfitiva, finita e continua con le derivare di qualsiasi ordiiie, verificxnte le conclizioni: 

insieine rd altre die, ne1 nostro attiiale punto di vista, si posaono perb togliere. 
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Ma 

lim [uofo(P) + ... + ukfk(P) - skfk(P)] (SU A )  = O, 
P - w  

ed esisterh pertanto un numero positivo R tale che per quztlsiasi punto P di A 
per cui R (7 )  ( O  designando l' origiiie del10 spazio a cui appartiene A) 
risulti sempre 

in A e per  OP^ R, si ha dunque 

D' altra parte, tenendo cont,o della (8)) 

onde dalla (9) segue, in A e per 072 R, 

e quindi, passando al  limite per q-CO, 

e con un ulteriore passaggio al limite per P tendente all'infinito su A,  

ci6 che, per 1' arbitrarieta, di E, dimostra la (7). 

(7 SM d e B indio:mo diie insietni tli piinti, non escli~detido il cnso che iiiio di eusi O 

eiitrninbi posssno ridiirsi a11 U I I  unico piiiito, con ln iiotnziorie = desigiierh la mutiin di- 
ststnzrt dei dile iiisieini. 
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II  Caso: su= - oo. Coinunque si stssegiiino i nunleri positivi M e a ,  

si potrh fissare un indice k tale che per  n 2 k riesca 

s a s - M - E  (n 2 k). 

Poniamo n = k + q e supporiiamo che, per P i i i  A e 072 R, risulti 

e quindi 

V ( P )  2 E - (il! + €)fk( P), 

lim" F"(P)(su A )  5 - M, 
P - w  

e pertnnto, data l 'nrbitrarieth di M, 

lirn Ft(P)(su A)=l im Ft(P)(su A ) =  - m. 
P - w  P l 0 0  

Ne segue : 
I I .  Se la serie ( 1 )  é sommabile coi p2,ocedimento ordincwio, essct è 

tale su qualsiasi insieme A e .~*elativarnente a qualsiasi successione (2), ed 
ha ?ma somma (finita O infinita) coincidente con quella 07adinavia. 

Osserviamo ancora le preposizioni : 
III . .  Se la ferie (1) t convergente col procedinzento ordinario, la sel-ie 

é convel.gente con 10 stesso p+*ocedintento i n  ogni punto di  A e lo é iv i  uni- 
fo~.rnemente. Onde in ta1 caso le fumzioni F1(P) e PU(P) sono i n  A ovunque 
finite e coincidenti. 

Posto invero R,, , = un+, + u,,, t ... + u,,,, , dato E posi tivo arbi trario 
risulti 1 R,, ,, 1 E per n 2 k. Per  tali valori di 1% si avrtt 

IV. Se la (1)  ha finite la minima e la nzassinaa sownm ord inwia ,  tali 
sono pure, ovunque, in A, la minima e la massima sonma of-dinaî-in della 
serie (IO), tali sono ciot!, ovunque i n  -4, le funzioni F(P) e Ft'(P), le quali 
visultano inolt9-e limitate in A. 
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Iiifatti, condizione necessaria e sufficiente affinché l a  minima e la  msssima 
somma ordinaria della serie (1) risultino finite é che esista un numero positivo 
L per cui si abbia, qualunque sia k, 

Ne segue allora 

3. Distributività del più generale procedimento d i  sommazione. - 11 de- 
scritto generale procedimento di sommazione non avrebbe possibilith di utili 
applicazioni se esso ilon fosse distributivo, ma esso è tale secondo quanto 
asserisce 1s proposizione seguente : 

V .  S e  le due  serie 

sono entgmnbe convergenti, su A e 9.elativnntente alla successione (2), avendo 
gispettivnnzente pel. somme u e v, comunque si assegnino le due  costnnti a e b, 
anche la  sel-ie 

(nu ,  t buo) +(au, +bu,) + ... i- (nu,, -t- bv,) +- ... 
8 convergente, su A e ~ e l a t i v a m e n t e  alla successione (2), ed ha per sonznza 
au + bv. 

Dimostriamo anzitutio il teorema per il caso particolare a= b=l.  Porremo 

Iim' Gk(P) = Gt(P), lim" G,(P) = G''P), 
k - oa k - w  

Yoichè, per ipotesi, Ft(P), Ffr(P), Gt(P), G"(P) sono convergeiiti, su A 
all'infinito, esistera una,  quaiitita positiva R tale che, ovunque in A e per 
- 

O P 2  R, riesciranno F'(P), Fft(P), Gt(P), G"(P) sempre finite, Considerando 
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esclusivaineiite punti di A per i quali R, poichk Hk(P) = Fh(P) -+ Gk(P)  
si ricava 

P'( P )  + Gt(P) 5 H'(P) H ( P )  S Pt (P )  + GU(P), 

e quindi, passaiido al  limite per  P tenderite all'infinito su  A, 

lim' F'(P) + liin' Gf(P) lim' [ Ft(P) i- G1(P)] 1i1n' Ht(P) 5 
S lim"HU(P) 5 liin" [ F"(P) + GU(P)] ( lim"F"(P)+lim" GV(P). - 

Ma: per ipotesi, 

liin' Pt(P) = lim" FU(P)  = u, lim' G'(P) = lim" G"(P) = v 

e quindi 
lim' H'(P) = lim" H"(P) = u + v. 

Fer  l a  completa dimostrazione del teorema occorre-ora solo far vedere che  
esso è valido qualunque sia l a  costante a e per  b = O. Ponendo ora tuk = a u k ,  
inanterremo le riinaiienti notazioni. Si h a  Hh(P) = aFk(P),  e quindi, se  a > 0, 

Hf(P)  = lim' Hk(P) = aFt(P),  
k - w  1 

lim' Ht(P)(su A) = a limtF'(P)(su A) , ... , 
P - w  Loo 1 

liin' Hf(P)(su A )  = n A) , ... . 
P - m  1 

4. Procedimenti di sommazione uniformi i n  un  dato insieme di punti. - 
Siaiio H e K due arbitrari iiisienii di punti di due spazii che possono anche 
essere di dimensioni diverse, e, variando il purito X in H e i l  puiito Y in IL, 
sia definita l a  funziono 

Y@, Y )  

dei due punti X e Y. Supporiendo, per esempio, H illiinitato, si s a  beiie cosa 
si vu01 sigriificare dicendo che, al tendere del punto X all'i~zfinito su H, la 
funzione cp(X, Y )  teqzde ad un limite finito, unifomlentente nell'insieme K .  
Ora, piu in generale, pub darsi che la  funzione y(X, Y), per  fissati punti Y 
di K, riori tends ad un liinite determinato e finito al tendere nll'infinito del 
puiito X su H, ed allora voglinmo stabilire, per utilizzarli, i due concetti 
seguenti : 1 concetti di comportamento uniforme in IC; rispetto al  niassirno 

4vuiali di hfacematica, Serie JV, Tomp II. 39 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 M. PICONE: Sui metadi di sommazione delle serie 

limite O rispetto a l  mininîo. liinite, della funzione y(X, Y) a l  tendere di X 
all' iilfinito su  H. 

Supponendo, in primo liiogo, cp(X, Y) reale, direino che :  n l  tendeve di  X 
all'infinito su H la fanzione cp(X, Y )  si compo~-ta unifo?.meme?ate i n  K 
gispetto al suo rnassinto linhite cpU(Y), oppure che lu 9-elnzione di  l in~ i le  

é unifo?*me in K, se  : 
1) è sempre in E O $"'Y) fiiii ta, O cp"(Y) = + oc, oppure y"( Y) = - CO ; 
II) ne1 primo caso, comuiique si assegniiio due riiiineri positivi E e R, 

è sempre possibile : 
a)  deterininare un iiumero positivo R, tale che, per  X iii H e 0Xt RS 

( O  designando 1' origine del10 spazio a cui appartieiie H) riesca 

y(X, Y) 2 $'(Y) + E, ovuiique si preiida il punto Y iii IC, 

b) trovnre un punto XEB di H per cui OXERr K ed inoltre 

~ ( X E R ,  Y)> $"'Y) - e, ovuiique si preuda il p~iiito Y in K,  

ne1 secondo caso, coniunque si assegiiiiio. due numeri positivi M e  R, 6 sempre 
possibile trovare LUI punto XxX di H, per  cui mm>, R ed iiioltre 

y(XMR, Y) 2 M, ovuiique si preiida il punto Y in K, 

ne1 terzo caso, comunque si assegiii il iiumero positivo M, è sempre possibile 
determinarile uii altro R* tale che per  X in H e 0 3 2  RM, risulti : 

cpiX, Y) 5 - M, ovuiique si prenda il punto Y in K. 

In. nîodo aiialogo s i  definira la  frase: la 1-elazione d i  limite 

è unifomle in K. 
Diremo poi che al tendeve di  X all'infinito su H ln funzione si cooz- 

pol-ta unifol.nzenzente i n  X se essa si comporta uniformeinente tnnto rispetto 
al suo massimo liinite quaiito rispetto al suo miiiiino limite. 

Pe r  esempio, la fu i iz io~~e  y sen x, al tendere di x; all'iiifii~ito si comporta 
uniformemente nell'intervallo (1, 2) ne1 qiiale venga maiiteniita l a  y. 

L a  funzioiie y(X, Y)= +(X, Y) + ix(X,  Y) sia ora complessa. Diremo che 
essa, al tendere di  X all'iiifinito su H, si comporta uniformemeilte in K 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M. PICONE: Sui metodi di sommazione dstle serie 275 

rispetto al silo massimo limite (rispetto al  suo minimo limite) se in ta1 modo 
si comportano tanto la. parte reale + quanto il coefficiente x dell'immaginnrio. 

Sussiste il TEOREMA DELLA CONTINUITÀ : 
VI.  Per  ogni pulzto X ,  comunque fissato in  H, la y(X, Y )  sia funzione 

d i  Y ,  continua ne1 punto Y , ,  d i  K e del suo derivnto: se, al tendere d i  X 
all ' infinito su H, la - cp(X, Y )  ha un massinzo l imite  $"'Y), [un minimo l imite  
cpl(Y)] ovunque finit0 i n  R, ed inohne essa si conzpovtn i v i  un i fo~menzen te  
rispetto al  suo wassimo l imite  (rispetto al suo ininiwo limite) questo l imite  
é pu?. esso f m z i o n e  d i  Y continua nez punto Y,. 

Poniamo invero 

e siipponinino y(X, Y) reale. Comunque si nssegrii il iiiiinero positivo E, A 
possibile ,trovare un pnrito Xi in K iii modo che riescn 

ovuiique si preiidn il puiito Y i i i  R. Fissato i i i i  tnl puiito X - ,  data la  coiiti- 
nuitii, iii Y,, della fuiizione y(Xs, Y) di Y, e possibile costraire lin intorno /E 
di Y, su K, tale che per ogni suo piiiito risiilti 

Ne  segue, per Y in I , ,  

ci6 che, per l 'arbitiarietk del nunlero positivo a, prova l'asserita coiitiiiuitk 
iri Y, del ma.ssimo limite T''(Y). 

Posti questi preliminari, ritorniaino ai procedimenti di sommazioiie della 

serie (l), nell'ipotesi pero che i termiiii di essa siano furizioiii di un punto Q, 
siiniiltarieamente defiiiite in un certo insienie R di uno spazio a d  un certo 
1iuinei.o arbitrario di diinensioni. Al variare del punto Q i i i  B, vogliaino con- 
siderare il procedimento di somrnaziorie, siill'insieine A e relntivo alla siic- 

cessione (2), della serie di funzioiii 
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Porremo ora : 

Il procedimento di sommnzione della serie (l'), suli'insieme A e relativo 
alla successione (2), si dirh uni forme in B, s e :  

1) comuiique si fissi i l  punto P in A, le relazioiii di limite (13) sono 
entrambe uniformi in B, 

II) l e  ulteriori relazioni di limite (14) sono entrambe, pur esse, uniformi 
in 23. 

Conie imnlediati corollarii del teor. VI  si hanno i segiieiiti. 
VII. TEOREMA DELLA CONTINUITA PEI2 I L   PI^ GENEItALE PI1OCEDIMENTO 

DI SOMSIAZIONE DÉLLE SERIE DI FUNZIONI. - /,a m i n i m a  e la ~ m s s i m a  s o l m m  
uf(Q) e u"(Q) della serie (Ir), sull'insieme A e relative alln successione (2), sinno 
selnpre finite in B, mentre  i temnini  della serie sono t u t t i  fuszzioni continu? 
ne1 pz~nto  Q, d i  B e del suo devivato. Se i l  procedinzento d i  sonznznzione é 
uniforme in B, entvambe le somme uf(Q) e u1'(Q) risultano, esse pure,  con- 
t inue in Q, . 

Iiifatti, poielîè d(Q) e zt"(&) sono per ipotesi finite in B e ivi il proce- 
diinento di sominazione della serie é uniforme, supponeiido le1u,(Q) reali, co- 
munque si assegni un niimero reale e positivo E ,  6 possibile determinarne 

' un altro RE, tale che, in A e per  072 RE, si abbia 

ovunque si prenda il punto Q in B. Detta dE qiiella parte di A luogo dei 
punti P per cui 072 Re, le funzioili P1(P, Q) e F"(P, Q) si conservano dunque 
finite se si mantieiie-1' in  A, e Q in H. La F,,(IJ7 Q) e per ipotesi fiinzioiic 
di Q continua ne1 punto Q,, e poichè le  relazioni di litnite (13) sono uniforini 
in B e Fr(P,  Q) e F1'(P, &) riescoiio fiiiite per P in A,, le F'(P, Q) e FU(P, Q), 
sono fiinzioni di Q continue in Q,. D a  tale coiitinuith (di nuovo in forza del 
teor. VI) segue, per  essere uniforini i i i  H anche le relnzioni di limite (14), 1:i. 
continuitA in Q, di ur(&) e di u"(Q). 

V I X  TEOREMA DELLA DEI~IVABILIT;I TERMINE A TERMINE PER IL P I ~ T  
GENEILALE PItOCEDIMENTO D I  SOMMAZIONE D E L L E  S E K l E  D I  FUNZIONI.  - L' in- 
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sieme B sin aperto e ciascuna f i~nz ione  uk(Q) v i  sia dotata d i  derivatu 
parziale ukx(Q), determinata e finita, rispetto ad unn fissata cooj.dinata x 
del punto Q. La serie (1') e la serie delle derivate parzinl i  

siuno entl-nmbe convergenti su A e ?.elativarnente alla successione (2), 9-isul- 
tando inoltve o ~ ~ d i n a v i a ~ i e n t e  cowel.genti le due  sevie 

Se  il  procedimento d i  sommazione della serie (15) delle deî ivate ?.iesce 
un i f imne  in ogni dominio vettangolnre contenuto in B, a l l o m  la so l ima 
della sej.ie (15) é in ogni punto d i  R Zn delsivata prc~ziale 9-ispetto alla x 
della so?nnza della serie (1'). 

La dimostrazione del teorema è facile. 

5. Integrazione termine a termine delle serie. - Ritoriiiamo a. coiisi- 
derare la funzione cp(X, Y), defiiiita per X e Y variabili, rispettivamente, 
negli insieini H e K. Siipporrerno l'insieme misurabile al modo di LF 
BESGUE (di misura fiiiita O no) e per ogni puiito X, comunque fissato iiell'ii 
sieme illimitato H, siipporreino la cp(X, Y) funzione di Y (litnitata O nc, 
sommabile O (come qui diremo) integrabile al modo di LEBESGUE suli'in- 
sieme K. Nelle citate mie Lezioni  ai  n.' 94 e 95, ponendomi da1 punto di 
vista piu elementnre deli'integrazioiie riemanniana, ho dato i l  coi-icetto di cid 
che ho chiamato sommabilità O (come qui diremo) integrabilitd su K della 
funzione cp(X, Y )  uni forme al va?.ia~-ti d i  X su H verso Pinfinito (R) e ne1 
corso dlAnaZisi supef iore  tenuto a Pisa l'anno passato ho poi esteso tale 
concetto all'integrazione lebesghiana, ricavandone proprietà perfettamente 
analoghe a quelle che trovansi esposte ne1 citato 11. 95 delle mie Lezioni. 

Indicherb con OH l'origine dello spazio a cui appartieiie l ' insien~e 11 e 
con Og quella dello spazio a cui appartiene K. Dico che ln funzione cp(X, YI 
2 ikteg?.abile su K ,  unifovmemente al  vnvia?*e d i  X i ~ z  Hl verso E'infinito, 
se, ad ogni arbitrario iiumero positivo E, si ~ O S S O ~ O  far corrispo~idere tre 
altri numeri positivi 8 ( ~ ) ,  RB(€), Rg(6), tali che, comunque si prenda uii iii- 

(8) Oppre ,  i l  clle è Io R ~ ~ R R O ,  al vnrinre di X in H, nelle viüinniize di un piiiito Xo 
drl derivato di W. 
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sieme i~~isurabile T contenuto in E, risulti 

non appena sia O a X r  RH(E), e si verifichi almeno una delle segueiiti condi- 
zioni 

(16) nz T 5 6(s), 
- 

(17)  O K ' I ' ~  RH(&) ('). 

Se, non nppena sin, soddisfatta una alineno delle limitazioni (16) O (171, 
la (15) riesce verificata per tutti i piinti X di H, indistintamente, la fuii- 
zione q(X, Y) si dira irztey?'uOile su K, unifo?wwntente in H. 

E subito visto che se K é limitato O ha misura finita, per llindicn.ta 
iiitegrabilit& uniforme della y(X,  Y) occorre e bnsta che, ad ogrii arbitrario 
riuinero positivo a, sia possibile fm corrispondere due nuineri positivi 6(~) 
e Ra(€) tali che, cornunque si prerida un insieme misurnbile T contenuto 
in E, risulti soddisfnttn la (15) lion appena sia 0 ~ x 2  RH(€) e n % T s ô ( ~ )  ('O). 

Siissistorio i teoreini segitenti. 
Se la funzione cp(X, Y )  é integmbile su K, unifovmemente nl vwinî-e 

di X i ~ z  H,  m 3 s o  1' infinith, posto 

Zn funxio~ie @(X), al tendel-e d i  X nll'infinito su H, é de@nitivanlente li- 
ntitata. 

Fatto, per esempio, E = 1, dico che iii quelln parte di H, luogo dei - 
puiiti X per i qiiali 0 ~ x 2   RH(^), la  @(X! è liinitata. Dosignamo invero 

, 

(9) Facendo vnrinre il pnnto X siilllinsienie dei numeri iiittur:ili, ei haiino cib cht, si 
ltotrebbero oliiamnre le successioni di funzimi  cp,(Y), cp,( Y )  ,..., it8tegvnbili s u  K, ut~ifovmsmeitte 
al diveqgere dell' indice. 

('O) Se l'insieme H si riduce R, quel10 dei niiiiieri natiirali e 17ineienie E ad un insieine 
di mieura finitn, del17asse delle CZ, 17integrabilith au K della cp(X, Y ) ,  siipposta reale, wi- 
f o w e  in H, dà liiogo ad  un tipo di integrabilità delle funzioni d i  unn ~i iccrmione cp,(z), 
(c~~~cI , . . . .  reali e di iinn vnriabile reale s, che si pub dire m [ f o ~ r n e  o die, considerato l a  priiiia 
voltri, dnl Vr~ar.1 LSzbll'integ~n~ione per serie, Rendiconti del Ciroolo Mateinatico di Pidermat, 
t. XXIIl (1907), pp. 137-1551, è stato recentemente di nuovo preso i n  cousideraeioiie c h 1  
DR LA VAI.T,B~-POU~~IN [SUT 17integrclle de Lebesqzse, Sransnctionn of the Ainericnn Mathe- 
inntical Society, t. 16 (1915), pp. 435-5013 e d d  T o ~ i c r . ~ . ~  [8uLla aozione d i  ilcteginle, Annali 
di Maternrtticn pur8 ed applicata, Serie IV, t. 1 (1923-1924), yp. 105-1451. 
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- 
con Ki quella parte di luogo dei punti Y per i quali OKY < R K ( l ) ;  
poichè K, C! uii insielne limitato, e possibile costruire un certo iiuniero N di 
iiisiemi rriisurabili e liinitati Ti, Y;, ... , TN, tali che risulti 

K , = T ,  + T,+ ... + TN, 
ed inoltre 

??& T,. 2 8(1)1 m(T,.. TJ  = O ('*) (Y, s = 1, 2, ... , N ) .  

Ne segue, per O ~ X >  Ra( 1)  

N 
=Z SIV(X, Y)ldT+ /.p(X, Y ) l d T S  N +  1. 

r=1 
TV K - K ,  S 

Sc! la fimzione q ( X ,  Y) è integl-abile su H, uniforrnenlentc! a l  vavinre 
di  X in H, verso l'infinito, indicando, pe?. ogni punto X in H e per ogni 
nurne9.o natul.ale n, con T,(X) quella par te  di  K pel. cui 1 y(X, Y) 1 > II,  

cornunque si assegni un nurîzero, positivo e, 8 possibile dete?.mina?.e il nu- 
nte9.o natuvale V(E)  e il nurne9.o positivo EH(&) tali che visuiti 

- 
per n 2 V(E) e pe?. OHX 2 R'H(E). 

Ed iiivero, suppoiiendo che per la fuiizione @(XI, definita dalla (18), si 
abbia @(X) 5 L per R, risultera 

donde 

e quindi, se per n 2 V(E) riesce L / n  S~:E), se ne deduce ln  (19) non appeiia - 
sia O a X r  Rfa (~ ) ,  avetido desigiiato con R'=(E) il più graiide fra i nunieri 

RH(€) e R. 
IX. TEOREMA DEL PASSAGGIO A L  LIMITE S O T l 1 0  I L  SEGNO INTEGRALE. - 

Se Zn funzione cp(X, Y) 2 integ?gl*abile su K, unifolv~zen?ente a l  variare di. X 

(") Con la notazione A.  B designo i l  pvotlotto tlri due insienii di piiiiti  A e R, cioè 
l'insierne dei punti clie nppartcngoriu ad eritrambi gli inaieriii A e B. 
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i n  H ,  velSso I'infilzito, e se, cornunque si fissi i l  punto Y in K, ln cp(X, Y )  
2 funzione d i  X 1.egol41-e al tendelse d i  X ,  su H, ail'infinito, posto 

Ztr. funzione limite ?(Y) laiesce pu?, cosn integ?*abile su K e si ha  ino1h.e 

liin y(X, Y)d l'(su 11) = cp(Y)d T, 
,Y-Ca S 

l' S T 

unifo~~îîzemente al va9.ial.e in K dell'insiente rnisurnbiie T .  
Per la dirnostrazioiie del teorema, possiamo liinitarci a supporre reale 

lit cp(X, Y) e distingueretno due casi, secoiidoché K è liinitato O pur no. 
' 1. C(iso: L'insieine R è liinitato. Per ogni riurnero naturale n poniamo 

e per il ben noto teorema di LEBESGUE del passaggio al limite sotto il segno 
iii tegrale 

D' altra parte 

- 
e qiiindi, se per O B I > ,  R risidta Q ( X )  5 L, dalla (21) si trae, per qualiinque 
valore dell' iiitiero positivo n, 

e ci6 prova la integ1xbilit.h su K di cp(Y). Indichiaino orn con Y', quella 
parte di IC iiei puriti della quale si ha 1 cp(Y)I > n e siii. T i l  più arbitrnrio 
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insieme misurabile contenuto in E, riesce 

- 
Per n 2 VI(€) e per 0 ~ x 5  R'H(E/ 6 )  si abbia 

- 
si ricava dalla (22)) per n 2 v'(E) e per 0 ~ x 2  R'E(E / 6), 

Fissato un numero naturale n 2 v'(E), per il noto teoremn di LEBESGUE, - 
si pub trovare un numero positivo R tale ch?, se OaX 1_ R, risulti 

m a  nllorn, in virtù deiln (23), per OHX non minore al piu grande fra i due 
numeri RIH(€/ 3) e £2, e qualunque sia l'insiehe T di K, si ha 

e cib djrnostra il teorema ne1 considerato prima caso. 

Anna& di Maternatica, Serie IV, Tomo II. 
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II Caso: L'insieme K non 8 limitato. Per quanto precede, la funzione 
limite y(Y) B integrabile su ogni insieme limitato e misurabile T conteiiuto - 
in K. Inoltre, supposto che per OEXl  R riesca @ ( X )  2 L, si ha, per ogni 
tale insieme T, 

ne segue la integrabilitb della funzione limite y(Y) sull'insieme illirnitato K, 

Sappiamo che, comunque sia l'insieme misurabile T conteiiuto in E e 
comunque si prescriva il iiumero positivo E, riesce 

se m2 - RH(€/3) e m2 Rg(€I 3). Data l a  integrabilita di y(Y) su K, se 
designamo con K(R) quella parte (limitata) di K luogo dei punti Y per cui 
- 
OK Y 5 R, si ha, anche che 

e pertanto, in virtu della (24), si potrà determinare un numero positivo R' 
- 

' tale che se OaXz RR(e/3), risulti simultaneamente 

- 
Per il pih arbitrario insieme inisurabile T,contenuto in E, e per O H = R H ( E / ~ ) ,  - 

se ne deduce 

donde, per quanto gih si é stabilito ne1 primo caso, 
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- 
per OnX non inferiore ad un certo numero positivo, qualunque sia l'insieme 
misurabile T contenuto in K. 

Nella considerata integrabilith su H della funzione cp(X, Y), uniforme al 
variare di  X in H, verso l'infinito (O nelle vicinanze di un punto X, del 
derivato di H) sono contenuti i casi delle piu importanti applicazioni, nei 
quali avviene che 1' insieme dei punti di K in ciascuno dei quali la y(X, Y) 
presenta delle singolarità rispetto alla integrazione, dipende - esso pure - 
da1 punto X ("). 

E utile tenere presente che (RIESZ) se al tendere di X all'infioito su H, 
la funzione 

(25) 

é definitivrtmente limitata e se K é di misura finita, l'integrabilità di cp(X, Y) 
su X é uniforme al variare' di X in H, verso l'infinito. Ed invero se per 
- 
O H X z  R l'integrale425) non supera il numero positivo L, per ogni irisieine T 
contenuto in R si ha, in virtii della disuguaglinnza di SCHWARZ, 

Un tipo assai particolare di integrabilità uniforme si ha nelle seguenti 
ipotesi: Essendo V(Y) una funzione ~ e a l e  e non negativa definita nell'in- 
sienze .K e su questo integrabile, al tendere di X all'infinito, su H ,  riesce 
depnitivarnente, ed indipendentemente da Y .  

Allora tanto il minimo limite $(Y) quanto il massimo limite $"'Y) che, 
a l  tendere di X all'infinito su H, competono alla cp(X, 'Y), riescono integrabili 
su K.  alla (26) si deduce invero 

( I V  & quel10 clle, per eseiiipio, avviene. nelllintegrsle 

ohe si incontra nella teoria 
('3) 1, ta1 C R 8 0  duIlque 

tendere di X al17infinito su 

del potenziale. 
le  singolarità, rispetto all'iiitegraizioiie in Y, delle cp(X, Y), nl 
H, riesoiranno definitivainente indipendenti da X. 
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X. Alle ipotesi ora dette si soddisfa, in particolare, se: Essendo K 
d i  rnisura finita, al tendere d i  X all'infinito su H ,  la y(X, Y ) ,  supposta 
sempre funzione d i  Y integrabile su K, si  comporta i v i  uni formemente,  
avendo finiti i l  suo minimo l imite  $(Y) e i l  suo rnassinao lintite $'(Y), ed 
essendo inoltre Eirnitata in K la d i n r e n z a  rg"(Y) - cpt(Y). - 

Ed invero, supposta cp(X, Y) reale, si ha d o r a  per OHX non iriferiore ad 
un certo R e per Y ovunque in K, 

pertanto, se fissiamo' arbitrariamente un piinto Xo di H per il quale m, 2 R 
e se designano con L I'estremo superiore in K di 1 #"'Y) - cpf(Y) 1 ,  si ha, - 
per O H X r  R, 

I r g K  Y)I5Icp(Xo, Y ) I + L + 2 ,  

oral essendo E di misura finita, la  funzione 1 cp(Xo, Y) 1 4- L + 2 6 integrn- 
bile su K. 

Sussiste il seguente teorema di CARATHÉODORY (14). 

XI.  Se,  essendo Y(Y) u n a  fumione  ~ e a l e  non  negatiua definita w l -  
l ' insieme K e su d i  questo integg-abile, al tendel-e d i  X all'infinito su H 
desce ,  definitivamente e indipendenternente d a  Y ,  vevificata la (26), dalla 
cq(X, Y), supposta funzione d i  Y rnisurabile in K, i l  mini?no ed i l  massinlo 
l imite  d i  Q(X, Y) risultano entrambi integrabiki su K e s i  hanno le ?.elazioni: 

JI lim' y(X, Y) dT,( lim' y(X, Y ) d T S  
X-00 1 X-m 

K S K 

Ritorniamo ora alla considerazione della serin (1') di funzioni 

per domandarci, supposto misurabile l'insieme B ove sono definite le funzioni 
della seria e iiitegrabili su di esso queste funzioni, in che relazioni si trovino 
le somme, sull'insieme A e relative alla successione (2), della serie (1') e 

('7 C. CARATHÉODORY, Vorleszcngen iiber reelle Pui&tionen, [Teiibner, Leipzig und Berlin, 
19181, {p. 444. 
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ove 1' designa,il piu nrbitrario insieme misurabile contenuto in B. Un priino 
notevole teorenla che risponde a questa domanda è il seguente: 

X I I .  Nelle seguenti ipotesi : 
a) la sel-ie 

comunque si prendano il  punto Q in R e i l  punto P i n  A, é sornrnnbile 
ne1 senso ordinario;  

b) la se?-ie (l'), cotnunque si fissi i l  punto Q in B, è sommabile 
1-elativanzente alla successione (2); 

C) posta sk(Q) = u,(Q) -t 11,(Q) + ... + uk(Q), la funzione sk(Q) è 
gl-abile su B, unifol-mementc? a.( dives-geve d i  k ;  

su A 

inl e- 

si pub a f e 7 m a r e  che :  detta u(Q), la  sonma ,  su A e î-elativa alla 
successicne (2), della serie (l'), questu rr-iesce integrabile su B; pe9- ogni 
insienze rnisut*abiZe T ,  conmnque fissnto in B, la selie (27) degli integî-ali 
estesi a T ,  s.isulta convergente, su A e reb t i vamen te  alla successione (2), 
avendo per somma l ' i n t e g ~ a l e  d i  u(Q) esteso a T. 

La dimostrazione del teorema, che possiamo fare supponendo le u,(Q) 
reali, si deduce facilmente da1 teor. IX. Per l'ipotesi c) possiamo asserire 
che, comunque si assegni il iîutnero positivo E, si possono determinare il nu- 
mer0 naturnle V(E) ed i numeri positivi Z(E) e RB(€), t h  che, per k>v(e), 
riesce 

- 
non appena sia nzT 5 6(~) ,  oppure O B ' L ' ~  RB(€). Diciamo L1' estremo superiore 
di f,(P) in A e poniamo v(s/21,) = v', k = v' + p, si ha, qualunque sia p 
(cfr. I l .  a) 
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- 
e quindi, se m T 5  6(~/2L) oppure O B T ~  RB(E/~L), 

- 
e pertan to, supposto che, non appeila m l '  2 a'(&) oppure O B T ~  Rtg(8), risulti 

detta Er'(&) la minore fra le quantità 6(&/.2L) e 6'(&) e rietta R"B(E) la inaggiofe 
frn le quantità RB(s/2L) e RB(E), si ha che, qualunque sin il punto P di H9 

- 
per h 2 V'[E), non appenn sia mT2 St'(e) oppure OBT 2 R"B(E). Cib prova che, 
cornunque si fissi il punto P in A, la Fk(P, Q)  è furizioiio di Q integrabile 
su H, in modo uniforme al divergere di k e pertanto (teor. IX) il limite 
F(P, Q )  di F,(P, Q) [che in forza dell'ipotesi a) e ben determinato per k-oo] 
risulta iiitegrabile su H e si ha  inoltre, coinunqus si prenda in R l'insieme 
misurabile Y, 

iim SI F~(P, Q) 1 ~ T = J I  F(P, Q) 1 d ~ .  
k-00 

2' 1' 

Dalle (29) e (31) si deduce che 

ovunque si prenda il punto P in A, noii appenn sia n t T s ô " ( ~ )  oppure 
- 
OBT> R;j(o), onde segue che la QP, Q) è funzione di Q integrabile su 23, 

uniformemente in A, e pertaiito (teor. IX), detta u(Q) la somma, su A e rela- 
tiva alla successione (2), della serie (l'), posto cioè u(Q) = lim F(P, &((P-W, 
su A), si h a  che u(Q) è integrabile su B ed inoltre 

cib che, in virth della (30), diinostra completamente il teorema. 
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Se, nei riguardi dell'integrabilitti su B delle funzioni sk(Q), ci si mette in 
un'ipotesi pih particolare gi8 contemplata, il teorema ora stabilito pub essere 
liberato dall'ipotesi a). Cib è consentit0 da1 teor. XI di CARATHÉODORY, in 
forza del qunle dimostreremo il seguente : 

XIII. Al tlivergere dell'indice k, ~ i e s c a  definitivamente e indipenden- 
temente da Q, 
(32) I %(QI I % O(&), 

ove o(Q) é u n a  cet-ta funzione d i  Q, definita in B e su d i  questo integi-abile. 
Allora, la rainima somma ut@) e la  massima somma uU(Q) della serie (1')) 
sull'insieme A e 9-elative alla successione (2), 9.isultano entrarnbc! integrabili 
su B, laddove l'intervalle d i  indetemninaaione del procedirnento d i  sornma- 
zione, su A e relativo alla (2), della serie (27) degli integvali é contenuto 
nell' intervallo 

Pertanto : se ul(Q) = ill'(Q) = u(Q), se ci08 la se?.ie (1') è sommabile, in 
ogni punto di  B, su A e relativarnente nlla (2), tale sarà puve la serie (27) 
degli integrali, risultando a n z i  convergente con somma egzcale all' integ!gl.ale 
esteso a T dellu u(&); se viceversa, la serie (27) degli integrali estesi a T 
é som?nabile, allora, la sejoie (1') é - quasi ovunque in T - sowmabile 
(su A e ~~elativarnente alla (2)). 

Riesca dunque verificata la (32) per k_>v,  se ne deduce, per k >  v, ovunque 
si prendano i punti P in A e Q in B, 

e pertanto che, cornunque si fissi i l  punto P i n  A, la Fh(P, Q) è funzione di Q, 
integrabile su R, uniformemente al divergere di k. Per il minimo limite 
Ff(P, Q) e per il massimo limite FU(P, Q) di Fk(P, Q), per k divergente, si 
deduce dalla (33) 

e per il teoreina di CARATHÉODORY 
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il miriimo ed il massimo limite, per k-oo, di questo integrale soi10 la minima 
e la massima somma ordinaria della serie 

pertanto, la  minima e la massima somma, su A e relative alla (2), della serie (27) 
degli integrali, sono rispettivamente 

lim' [ iim' J Fk(P, Q ) ~ T ]  (su A), liin" [ lim" J Fk(P, Q)dT (su 4. 
P-oc k - m  P-cc h-oc 

T T 
1 

Ora, la  minima e massima somma uf(Q) e ut'(&) della serie (l'), su A e 
relative alla (2), sono rispettivamente 

lim' F'(P, Q) (su A),  lim" F ( P ,  Q) (su A), 
P-oc  P - w  

E: sussistend0 le (34), in forza di nuovo del teorema di CARATHEODORY, tali 
somme riescono entrambe integrabili su B, mentre variando P su A si veri- 
ficano le relazioni : 

D'altra parte dalle (35) si ricava:(variando P su A) 

e con ci6 il teorema 8 dimostrato. 

6. Applicazione alla teoria delle funxioni analitiche. - Se si fa ricorso 
al  teorema di MOREKA sulle funzioni analitiche ('7 6 ben facile dedurre dai 

('5) Il quale teorema, nella più grande econoinis di  ipotesi, pub enüncirtrsi al modo 
~eguenta : 

Sirç f(x) zfi?an fwh#iotte contplessn delln val-iccbile cornplessa z ,  definita wel17 i'wsienae npevto B 
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teoremi VI1, X e XlII I ~ L  seguente notevole geiieralizzazioiie del teorema di 
W ~ m a w i t ~ s s  sulle serie di funzioni analitiche, generalizzazione l a  cui, fecon- 
dità, anche in ipotesi piu ristrette di quelle che noi contempliamo, e stata 
spesso mostratn principalinente da1 BOREL nelle sue belle ricerche sulle fun- 
zioni rtnalitiche, le quali, iniziate verso il 1900, proseguono tuttora col piu 
graiide successo. 

X I V .  Le funzioni delle serie 

siano funzioni analitiche, tnonodvome, finite e continue in ogni , punto 
dell' insienze aperto B del piano complesso z = x + iy. La serie sia, in ogni 
punto d i  'B ,  comevgente, sull'insieme A e relativarnente alla successione (2), 
n ~ e n t r e ,  i u  ogni dornisaio 9-ettango1m.e contenuto in B, i l  pg-ocedimento d i  
sornrnazione, su A e relativo alla (2), sia unifovme. Allora la s o n m a  u(z) 
della sevie, fornita da tale procedimento, é pur  essa funzione analitica, 
?~o?zodronza, finita e continua in ogni punto d i  B e la serie delle deri- 
vate kme (n = 1, 2) ...) 

possiede tut te  le p ~ o p r i e t à  della serWie (36)) avendo per somma, su A e vela- 
t iva alla (2)) la  deriuata km" d i  u(z). 

7. Contrazioni dell'intervallo d i  indeterniinazione dei procedimenti di 
somniazione delle serie. - Ritorniamo da ultimo a considerare il procedimento 
di sommazione della serie numerica (l), sull'insieme A e relativo alla succes- 
siorie (2), per rilevare che, dipendendo il relativo intervallo di indetermina- 
zione e dall'insieme A e dalla successione ( S ) ,  si pub pensare di perfezionare 
il procedimento, cioè di far contrarre quell'intervallo, dispoilendo in modh 
opportune deli'insieme A oppure delle funzioni della successione (2). 

A1 rigutlrdo osserviaino, in primo luogo, che se B è un qualsiasi insieme 
illimitnto contenuto in A, l'intervallo di indeterminazione del procedimento 
di sommaz'ione, sull'insieme H e relativo alla successione (2), è contenuto 
nell'inte~~vallo di indeterminazione del procedimento di soinrnaeione, sull'in- 
sieme ;II e relativo alla medesima successione (2). 

d e l  p ini~o x, neoit,otli~orwn e coielirtun i n  og~ai plbllt0 di B. J'e 1' integrde di f(z) esteso ni c o ~ t o r n o  
di un qzcnlsicwi dotilir~io rettnwyoltcre (retttcngolo coi lnti pnvnlleli ngli nssi coordinnti) conte- 
~ u t o  il& B riesce sempve ?~u110, 115 fic?bziowe f(z) è nnnliticn iib B.  

dn>kali di Matematica. Serie IV ,  Toino II. 37 
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I n  secondo luogo, limitatidoci a considerare il inetodo di soininazione 
esponenziale, propriamente detto, di BOREL (cfr. n. 1) ('9 vogliamo osservstre 
l'effetto siil relativo intervallo di indeterininazione delle sostit~izioiie sulle 
fuiizioni 

gi.3 successivameiite studiate da B i t o n ~ c v ~ c ~ ,  HARDY, SANNIA. 
Insienie alle (37) iiitroduciamo le  flinzioni 

il metodo di sommazioiie, su1 semiasse renle rion negativo, selativo alla suc- 
cessione 

Pr) f,.(x), frcl(x), a.. (v= ..., - 2, - 1, O, 1, 2, ...) 

sara  indicato con la  notaeione (B, 1.). Ebbene, sussiste lit proposizione: 
X V .  L ' i n t e ~ w t l l o  d i  i ~ z d e t e ~ v n i n a z i o n e  de l  me todo  d i  s o m m a z i o n e  

( B ,  1. + 1) è contenuto  in quelln del me todo  d i  s o m m a z i o n e  (B, 1 . )  ("): 
Per  la diinostrazioiie, osserviamo che, indicando con p uii riunlero intiero 

e positive, ponendo : 

[16) Sarebbe facile dimostrare, per esempio, clie al crescere del170rdine v l'intervalle di 
indeterininnzione del procedimento di sornmnzione (C, Y) di CssÀno  (cfr. n.' 1) non s i  dilata, 
e tcddurre esempi nei qunli quell?iiitervlillo, ne1 passnggio dnl metodo (C, Y) nl metotlo (C, +1), 
s i  contrne i n  un piinto. 

(17) E si piih dire che effettivainente i l  inetodo di sninmnzione (B,  r )  s i  perfezionn a l  
crescere di 7, in  grazia degli esenipi rtddotti da HARDY e SANNIA. Cfr. SANNIA, NZCOVO me- 
todo d i  sommrcsio~~e delle serie: estewione del metodo d i  Boyel, [Rentlioonti del Circolo Mate- 
matico d i  Palermo, t. XLII (1917), pp. 303-3233. Qiiivi il inetodo d i  soiiiinazione da  noi iridicicto 
con (B, y) è indicato con (B, - 1' + 1). 
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le u,(a), u(a), u(P)(a) riescon0 trascendeiiti intiere in a, e che : 

e pertnnto se ne deduce che il teorema è imrnediato corolldtrio della seguente 
proposizione : 

X V I .  Se la funzione f(x) della vavinbile q~eale x, definita pev x z n ,  
è continua, sussistono le 1-einzioni 

Pevtanto, se, per x diuergetzte, la funzione 

2 vegola9.e s i  ha clze, pe7. x divevgente, l a  funzione 
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è puv essa ?-egolare ed ha Eo stesso limite (Rnito o infinito) deEla (38). Risu2tn 
percib f(x) infinitesima (pe la  X-CO) quand0 la (38) 8 converyente (pe?. x-00). 

Suppoiiendo f(x) reale, limitiainoci a diinostrare che 

iim" f(.)da 5 i i d  [ f ( ~ c )  +J fldda] . 
x - w  x - m  

Corninciaino dall' osservare che se 

i due meinbri della (40) valgono eiitrainbi' - m. Ed inverno, sussistendo la (41), 
esistono un numero iiegativo - k e uii valore s,() a) tali che, per x 3 CE,, 
riesce flx) < - k, e quindi, per x 2 x, , 

f(a)(la < - k -t- - k(x -- x,), 

il che dimostra la riostra asserziorie. Cib posto, diciamo 211 l'iiisierne dei valori 
di x, non miiiori di a, per ciascuno dei qiiaIi la fuiizione (39) h a  un massiino. 
Due casi devonsi distinguere : 1) l'insieme 21 non esiste O esistkndo e limitato, 
II) l'iiisieme M è illimitnto. 

I Caso. Ne1 primo caso, si potrB determinare un valore x, di x tale che 
per xz x, la  derivata fix) della (39) O 8 sempre non negativn, oppure è 
sempre non positiva. Se, per x zrx;,, riesce sempre f ( x ) l  O si ha 

onde segue immediatarneiite la (40). Se, per a ?a,, riesce sempie f(s) 5 O 
si ha pure liin" f ( x )  (x-  CO)^ 0. Se lim" f(x) < 0 i due membri della (40) 
valgono - CO, corne giB abbiamo osservato, suppoiiiaino allora lim" f(x) = 0. 
Al divergere di LE la funzione (39) é definitivamente non crescente, essa avik 
duiique un limite determinato (finit0 O - CO) e pertanto 

S", . 
lirn" [/ ls) + j f l a ) d a ]  = lim;' f(m) + lim f(a)da = li in j ,f(u)da = lirn" If(a)da,  
x-DO x-CO x-na x-na 2-00 

. a a a 

e nella (40) vale dunque di iiuovo il segrio eguale. 
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II Caso. Ne1 secoiido caso, se cioè l'insieme 31 dei puiiti di massimo 
della (39) é illimitato, si ha  : 

liin" Sf (a)da  = l i inrr M )  ('*), 
2:-CG r-30 

a 

e d' altra parte, poichè in ogni puiito di M riesce f(a) = O, 

(su il1 ) 5 lim" 
x-m x-m 

onde segue di nuovo la (40). 
COROLLARII DEL TEOREMA XVI. Questo teoreina' foriiisce taluiii criterii 

('8) Sussiste iiivero la  proposizione seguente: 
L a  fmwioite male F(x) lEella varinbile yenle x sin dejiniti~ per  x 2 a e sin coistinua ; 

detto M l ' i ~ ~ i e r n e  dei pzmti d i  massirno (dei pidi  di milairno) delln F(x), se tnle iitsie~ne è 
illintitnlo s i  ha  

Iim" F(d = limrr F(z)(su M ) ,  [ liiur F(z) = limf R(x)(su R I )  
x-m x-00 2-00 x-00 

' .  
Per dinioatrare la proposizione ponianio liin"F(x)(x-, co) = Pr, linirrF(x)(x - CO, su M)=Att. 

Se Ar' è finito, comunque s i  aesegni un numero poeitivo E ,  s i  pub deterruinare un valore XE (2 a) 
di x tale che, per z z q ,  i l  valore di T(x) iri ogni punto di mnssimo è minore d i  A"+E. Ne 
segue c h ,  qunlunque sin il vnlore ars~ riesce sempre P(x) < l"+ E ;  el1 infi~tti ,  :i destra di 
un tnle d o r a  a, ve ne snrh carto uno x2 per cui $'(x,)~B'(x,) e a destra d i  x, uno x, per cui 
3 ( x 2 ) ~ E ( z , ) ,  i l  mtlssimo nssoluto della funzione continua F(x), nel17intorvallo (x,, x,) sarh 
pertvnto conseguito anche in uii puiito x, im!emo a tale interonllo e sxrA 2 J'(x,). Il  punto x,, 
per essere interno all'intervnllo (a,, x,), è niiclie putito di mnssimo (sul!'intiero irisieme x r n )  
per la F(x) e ei xvrh quindi Fp,) sP(a,)  < h W + r .  M a  essendo F(x) < A"+ E, per $2 - rE, Be 

ne deùuce l f r s  A" + E ,  donde, dntn l7 arbitrarieth di E ,  1" 5 A"; dl a l t r r  parte è anche Art 5 Pr e 
si conclude che A" = Zr'. Ripetendo un mgionamento identico si provn che ae 1" è - m 

nnclie 1" B - W. Se A" è +oc, per essero lus l", anche 1" è t CO. 

I l  t,eorema non è suscettibile di ~ i i i~ ina l te ra tn  estensione al le  funzioni d i  più varirtbili, 
e un ingegnoso esernpio coiuiinicatomi da1 prof. FUBINI f a  vedere che le ulteriori condi- 
eioni ctie bisognerrbbe d o r a  nggiungere farebbero perdere ogiii interesse al17esten~ioiie 
inciionta. 
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di regolarità ('g) per gli integrali improprii che mi sernbrano degni d'esser 
notati. Si ha niizitiitto : 

Se la funzione f(x) é definita peî* x l  a, ed é continua con la sua de- 
rivata p~irîza ff(x), dalla regolarità ciell'integmle iînproprio 

si deduce quella dell'altro 

Eaddove i l  valo?*e (finit0 O infinito) del p inzo,  aumentato d i  f(a), dà i l  va- 
lore del secondo. Condizione necessaria ufinchè Z'iniegrale (42) sia con- 
vergente è che f(x) sia infinitesinza per X-oo. 

Sia f(x) la  piii arbitraria funzione continua, definita per x z  a, desi- 
gnando c una costante arbitrariamente fissata, posto 

onde, dall' ultiina proposizione eiiunciata si deduce, in particolare, la segueiite 
ben singolare : 

Se la funzione f(x), definita per x 2 a, é continua, condizione neces- 
sa?.ia pm-  la convergema dell' integrale improprio 
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é che 9-isulti 

oppuve, il  che equivale, 

lim a ; = O. 
5 - 8  

J'egdcc 
a 

Dallo stesso teor. XVI si deduce pure il seguente criterio di reçolarità 
per gli integrali improprii, il quale, ne1 caso pttrticolare della convergenza, e 
stato gis osservato da1 BEOMWICH ( ' O ) :  

Se la funzione f(x) é defiizita pev x 2 a ed é coiztinua con 2a sua de- 
9.ivnta plsima f'(x), dalla ?-egolavitù dell' integi7ale 

a 

si deduce quella dell' altro 

laddout. i l  valore (finito O infinito) del p?*irno aumentato d i  e-"f(a), da il 
valore del secondo. Ne1 caso pwticolare della convel*genza dell'integrale 
(43) se n e  ricava che la funzione e-'f(x) é infinitesima all'infinito. 

Si ha invero 

e-af(n) + e-'f'(a)da = e-xf(x) + e-'f(a)da. S - S 
Toj i~ao ,  21 settembre 1924. 

, 
' (20) P. J. 17g. BROMWICB, AI& introd~mtion to the tkeory of iilfiuite series. [Macriiillnn 

and Co., London (1908)], pp. 271-273. 
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Über geschlossene Extreinaleii iiiid periodisehe Variatioiis- 

probleme in der Ebene und im Raume. 

Von C. C A R ~ . ~ H J ~ O D O R Y ,  in Wünolian. 

EINLEITUNG 

1. Das Problem der geschlossenen Extremalen in der Ebene ist von POIN- 
GARE zuerst behandelt worden (i). Spiiter hat Herr HADAMARD die Poincaré- 
schen Resultate mit Hilfe von sehr einfachen Betrachtungeri über die zweite 
Variation von neuem aufgestellt (Y), und neuerdings Herr RADON eine mit der 
Hadamardschen verwandte Methode auf raumliche Probleme angewandt (3). 

Herr RADON hat insbesondere eine quadratische Form aufgestellt, deren 
Defiiiitsein fur das Eintreten des Extremums bei geschlossenen Extreinalen 
charakteristisch ist. Von einem rein formalen Standpunkte ans ist also das 
Problem endgültig gelost. Trotzdem scheint mir die folgende Behandlungs- 
weise, bei der die geometrische Seite des Problems mehr hervortritt, nicht 
überflüssig zu sein. 

2. Wir werden unsere Untersuchuiigen mit einer geometrischen Kon- 
struktioii beginnen, die auf sehr elenientarem Wege eu hinreicheiiden Bediii 
giingen für das Eintreten des Extremums bei geschlossenen Extremalen der 
Eberie u!id des Raumes führt. 

In der Ebene werden diese hiilreicheriden Bedingungen auf die glücklichste 
Weise durch einen berühmten Satz von POINCARI? ergiinzt, für den ich in den 
53 16-21 eine einfaclie Beweisanordnung gebeii werde. Aus diesem Poiiica- 
réschen Satze hat nian insbesondere die Folge gezogen, dam das Fehlen von 
koiijugierten Punkten auf einer geschlossenen Extremale in der Ebeiie fur 
das Eintreten eiiies Extreinuins notwendig ist. Diese letzte Bediiiguiig ist aber 

(') Les it&hodes nou~ielles de ln iitécanique cdleste, S. I I I ,  p. 283. 
(9 Leçons szw le cnlcid des v n ~ i a t i o ~ t s ,  p. 432. 
(3) Zur BehnndZc9,g geschlosssner Bxtremnle~z P ~ A  dey Pni.iatio~zsrech~~zcmg. (Abhandl. au8 

dein Matheni. Seminar cl. Hamburger Uxliver~., Bd. 1, S. 1951. 

Annali di  biaternatica, Serie IV, Tomo II .  38 
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298 C. CARATHEODORY : Ueber geschlossene &t~.emaEen 

keineswegs hiiireichend (') und es wird im 8 24 eine ganze Klasse von Pro- 
blemen angegeben, bei' denen sie erfüllt ist, ohne diiss eiii Miiiiiniiin der 
geschlosseneii Extremale stattfindet. 

3. Der zuletzt erwahnte Poincar&xhe Satz schraiikt die Noglichkeiten 
so sehr ein, dass es nicht gaoz leicht seiii dürfte ein konkretes Beispiel eiiies 
ebenen Variationsprobleins auzugeberi, bei welchem eine geschlossene Extre- 
male ein Minimum liefert, ohne dass die geometrische Konstruktion, von der 
im vorigeii Paragraphen die Rede war, ausführbar sei. 

Im drei-dimensionalen Raume aber liegen die Verhaltnisse anders. Herr 
RADON hat schon bemerkt und wir werden an speziellen Beispielen erkennen, 
dass der Poincarésche Satz hier nicht mehr gilt. 

Wir werden überdies zeigen, dass, weriii mail Vergleicliskurven zulasst, 
die sich erst nach einem h-fachen Umlaufe i i i  der Nahe der geschlossenen 
Extreninle schliesseii, es sehr wohl vorkonmeii kann, dass die k-fach durchlau- 
fene Extremale mit diesen I-hrven verglichen, iminer d a m  uiid nur daim eiri 
starkes Minimuni liefert, wenn k nicht durch eine vorgesch~iebene Zcchl m 
teilbal* ist. 

4. Zuriickfïihrung aiif periodisclie Ynri,ztionsproblenie. - Es sei 
f ( t ,  cci, ..., x,,; x ,,..., X,) die Funktion unter dein Integral eines Variations- 
problems des (n + 1)-dimensionalen Raumes, das eine geschlossene Extre- 
male C aufweist. Wir bemerken zunachst mit Herrn HADAMARD, dass nian 
eine Umgebuiig der geschlossenen Extremale C derart auf die Unlgebung 
der t-Achse abbildeii kanii, dass erstens diese Achse das Bild der iiiieiidlich 
oft durchlaufenen Estremale C darstellt, und zweitens die Abbildung perio- 
disch ist. Die Periode, die inan wilIkürlich wahleii kaiin, werden wir im 
Folgenden stets gleich Eins setzen. 

Indem wir das gegebene Problem mit Hülfe dieser Abbildung transfor- 
mieren, sehen wir, dass das Problem der geschlosseiien Extremalen vollstandig 
aquivalen t is t mit folgendem : 

Gegeben sei ein periodisches Vaviationsproblem, d. h. ein solches füv 
welches die positive Funhtion f(t, xi, xi) unter denz Integ~.aEzeichen del.  
Relation 

(1 f ( t  + 1, Xi,..., S n ;  si,..., G l )  = f(t,  SI,. . . ,  : E n ;  Zi,..., LE,,) 

(1) Eine diesbeziiglicho Bemerkung HADAMAUDS, die RADON wiederholt, ist, obschon im 
Grunde korrekt, vielleioht docli irreführend. 
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genugt. Es sollen Bedingunge~z dafüj- aufgestellt zuerden, dass das Integ,ral 
fibel. f langs des Intervalls O 5 t 1 del. t-Achse keinen grosswen Weî- t  
besitze aZs tlas Integral derselben Funktion langs einev Ve?.gleichskur-ve, 
die die Punkte  m i t  deu Koog.dinaten (O, xl) und (1, xp) vevbindet, und ganz  
innerhalb eines Gebietes 1 xi 1 < M ueg.lauft. 

6.  Ein System hinreichender Bedinçungen für das Minimum. - Es ist 
selbstverstandlich, dass ein Mii:imun~ uiiter den vorgeschriebeiien Bedin- 
gungen nur dann stnttfinden kann, weiin die t-Achse selbst eine Extremale 
ist, langs welcher die Weierstrass'sche Bedingung erfüllt ist. Ausserdem darf 
kein Punkt xi = O, t = t ,  dieser Achse eiiien konjugierten Punkt x, = O ,  
t = t ,  besitzen, so dass 1 t ,  - t ,  1 < 1 sei. 

Diese notwendigen Bedingungen sind aber, wie sich weiterhin ergeben 
wird, keineswegs hinreichend. 

6. Wir wollen nun zunachst einen Pal1 betrachten, der eiiie grosse Klasse 
von periodischen Variationsproblemen umfnsst, und für welche11 der Nachweis 
des Minimums sich fast ohne Rechnungen ergeben wird. 

Dazu betrachten wir ein Feld Fo von Extremalen, dns aus lauter Extre- 
malenstücken besteht, deren Endpunkte  im Anfangspunkte O der Koordinaten 
zusammenfallen. Wis- mhnzen  an ,  dass ma72 dns Feld F, so wah len  kann,  
dass, w e n u  e in  P u n k t  P m i t  den  Koordinaten (t, xi, ..., x,) i m  Imzeven von Fa 
liegt, d m  Gleiche vont Punkte  P-, mi€ den Koordinateu ( t  - 1 ,  x,, ..., x,) 
giZt, und dass die Strecke - 1 st < O  del- t-Achse aus  lauter inneven 
Punk ten  des Feldes F, besteht. Aussel.dem soli die  Weierstrass'sclze Bedin- 
gung in jedem Punhte von Fa el-fiillt sein. 

Diese letzte Bedingung hat zur Folge, dass, weiin man mit ~2 das In- 
tegrnl bezeichnet, das über eine Ver- 
gleichskurve y erstreckt ist, die zwei 
Punkte P, und P, von F,, verbindet, und 
selbst gnnz im Irineren des Feldes ver- 
kuft, und mit J:' bzw. J$= die Integrnle 
über die Extremnlen des Feldes bezei- 
chnet, die P,  mit O bzw. P, mit O ver- 
binderi, stets die Relation 

(2) 
Fig. 1. JPIS J 2  +- J p  

erfiillt ist. Hierbei ist bek:~nntlich das Gleicliheitszeichen nur d a m  zu iiehmen, 
weriii y mit einem Stücke einer Extreinaleii von Po zusaniiiienfallt. 
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7. Die abgeschlossene Strecke - 2 5 t - 1 der t-Achse besteht nnch 
Qoraussetzung aus lauter inneren Punkten unseres Feldes F,,. Man kaiin also 
eine positive Zahl M so klein wiihlen, dass alle Puiikte des abgeschlossenen 
Gebietes 

- 2  (%*ISM 

iin Inneren von Fo liegen, und iiach den Voraussetzungen des vorigen Para- 
graphen gilt dnnn a'uch das Gleiche von allen Punkteii des abpeschlossenen 
Gebietes 

(3) - < t  - - 1 )  IxiIzlM. 

Man kann also jeden Punkt des Gebietes (3) init O diirch ein Extreiua- 
lenstück des Feldes < vcrbiiideii, das nllerdings da.s Gebiet (3) eventuell 
aiich verlassen kann. 

8. Wegeil der Periodizitat iiiiseres Variationsprobleins koiineil wir dm 
Feld F,, pilrallel zur t-Achse um eine eiidliahe Aiizahl 1.1 voii Eiiiheitsstreckeii 
iiach rechts verschiebeii, und erhalten so ein Peld Pn, dessen Extreaialen 
iin Punkte O,, mit deri Koordinateii t = 92, x, = O  ziisainiilenlaufen. 

Wir betrachten jetzt das abgeschlossene Gebiet, desseii Purikte diirch 
die Relationen 

(4) O S t % l ,  lx,lSM 

charakterisiert werdeii. Dieses Gebiet liegt iin Iiinereii eines jedeii der Felder F,, 
für 12 2 2. Jeder Piinkt P des Gebietes (4) kann also für l a  2 2 mit 0, durch 
eine Extreinale e, verbuiideii werden, die eine Extreinale des Feldes F, ist, 
und in jedoin der daraiiffolgendeii Extremalenfelder Fn+,, F,,,, ... enthalten ist. 

Falls wir jetzt e ,  als Vergleichskurve des Feldes Fn+, betrttchten, erhalten 
wir aus (2) die Relation 

Wir führeii jetzt für alle n 2 2 die Bezeichnung ein : 
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Dann kanii man statt (5) schreiben : 

die Polge der Funktioneii S,(P), S2(P), ... ist mithin inonotoii abnehinend. 

9. Wir bezeichiieli mit K die obere Grenze der Werte des Iiitegrals 
unseres Variationsprobleins laiigs der geradlinigen Strecken, die den Piinkt O-, 
(mit den Koordiiiaten t = - 1, xi = 0) mit dein Punkte P verbinden, fd ls  P 
d m  ganze Gebiet (4) durclilauft. 

Aus der Relation (2) entiiehmen wir jetzt 

uiid ferlier niit Hülfe von (6) 

Da die rechte Seite der letzten Uiigleichheit weder voii P noch von 91 

nblialigt, seheii wir, dass die inonotorie Fiinktionerifolge der &(Pl iiach unten 
hiii beschrankt ist. Sie iniiss deiniinch konvergieren und iiisbesoiiclere die 
Beding~ing 

(8) liin [S,,(P) - Sn+,(P)] = O 
91=m 

erftlllen. 

10. Es sei y eine Kurve, die innerhalb des Gebietes (4) verlauft, und die 
einen Punkt Po mit den Koordinaten t = O, xi = xp niit eiiiem Punkte P,, 
der die Koordinateii t = 1, x, =xi besitzt, verbindet. Bezeichnen wir mit J 
den Wert unseres Kurvenintegrals laiigs der Kurve y, so liefert die Relation (2) 
auf das Feld E", aiigewandt 

I $ ~ J + I ~ ;  
nun ist aber nach (6) 

12 = S4po) +mlo, 

und - wenii man noch aiisserdeni die Periodizjtat unseres Variationsprobleins 
berücksichtigt : 

I On = Io*-* = Sn-,(Po) -1- (n - l)I,. 
pi Po 

Aus dein Vergleich der letzten drei Relationen folgt sodaiin : 
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und hieraus, wenn wir noch (8) berücksichtigen und zur Grenze übergehen, 

d. h. die Relation, die wir beweisen wollten. 

11. Gibt es eine Kurve y,, die P, mit Pi verbindet, und für welche das 
entsprechende Integral JO = Io ist, so muss y, notwendig eine Extremale sein. 
Sonst konnte mail - im Widerspruche mit der Relation (9) - diirch Variation 
von y, Vergleichskurven y n i t  denselben Endpunkten wie y, koristruieren, 
für welche J < T ,  ware. Es ist aber ein Leichtes darüber hinaus noch zu 
beweisen, dass y, eine pet-iodische Extremale darstellt. 

Durch Verschiebung der Extrenlalen y, purallel zur t-Achse um eine 
Einheit nach rechts, erhalten wir nainlich eiiieri Extrema \ enbogen y',, der den 
Punkt P, mit einem Punkte P, verbindet. Das Integral des Varintionsprobleiiis, 
genommen langs der Kurve 7 ,  die aus y, und y', besteht und Po mit Pz ver- 
bindet, ist aber - wegen der Periodizitat des Variationsproblems - gleich 21,. 
Andererseits kann man aber, geiiau wie oben, beweisen, dass für jede Kurve y", 
die Po mit Pz verbindet, das entsprechende Integral J' die Bedingung J t r 2 l 0  
erfüllt. Letzteres konnte aber nicht der Pal1 sein, wenn y, und y', iin gemein- 
samen Punkte P, eine Ecke bilden würden, da man in diesem Falle durch 
Variation der Kurve y das Inteçral über diese Kurve noch verkleinern konnte. 

Wir sehen also, dass unter  den  für dus Feld F, genzachten Vol-nusset- 
zungen jeder Kuwe y, die die Punkte Po mit Pi vel-bindet, e in  Integ?ul J 
entspricht,  f ü ~  welches die Relation 

besteht, nussev w e n n  das Va~.iatio?zsproble~~i eine peviodische E x t ~ e n l n l e  
besitzt, die durch  Po hindul-chgeht. 

12. Man kann die obige Methode dam verwendeii, um die Existenz des 
Miniinums auch für den Fa11 eines schioachen Extremun-is nachzuweisen. 
Dann genügt es allerdings, dass auf der t-Achse niir das Legendresche Kri- 
teriuin erfüllt sei. Aber unser Feld F,, iniiss in diesenl Fdle  gewissen Zusatz- 
bedingungen genügen, die z. B. erfiillt siiid, wenn jede Extremale des Feldes Po, 
deren Anfangspunkt im Gebiete t < 0, 1 xi 1 < M liegt, ganz im Inneren dieses 
Gebietes verlauf't, und wenn die obere Grenze des T'Yinkels, den eine dieser 
so besclirankten Extremaleii in einenl ihrer Punkte mit der t-Achse macht, 
mit M gegen Nul1 konvergiert. 
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13. Die Bedingungeii für das Feld Po, die wir in1 3 6 gefordert haben, 
haben natürlich zur Folge, dass kein Punkt der t-Achse eiiieri konjugierten 
Punkt auf dieser Geraden besitzt. Hieraus fol@ aber nicht, dass die Extre- 
nialen des Feldes Fo, wenn man sie hirireichend weit nach links verlangert, 
die t-Achse nicht wieder treffen konnten. 

Betrachteii wir z. B. in der t, x-Ebene das Variationsproblern, fiir welches 

ist. Dieses Problenl ist periodisch, da f nicht von t abhangt. 
fiir die Extremalen des Feldes Fo lautet hier in geschlossener 

Die Gleichung 
Forni 

x = sin at.  

Jede dieser Extreinalen schneidet unendlich oft die t-Achse; und doch 
bildet die Gesanîtheit dieser Extrernalen, wenn man die Intervalle 

betrachtet eh) Feld Fo, das den Anforderungen des 5 6 genügt. 

14. Im zale tzt besprochenen Problem lautet die Eulersche Differeri tial- 
gleichung 

( I - X ~ ) ~ + Z ; ; + O  

und die Jacobische lirieare Differentialgleichung, die der Extreinaleii x = O 
entspricht, besitzt die einfache Gestalt 5 = O .  Dies ist gerade ein Fall, in dem 
die Betrachtung der zweiten Variation, wie sie z. B. durch P O I N ~ A R É  gehand- 
habt wird, nicht zuin Ziele fülirt. Allerdings findet hier der Ausnahmefall 
statt, den HADAMARD ausdrücklich erwahnt, und der darin besteht, dass eine 
Schar periodischer Extremalen (namlich die Geraden x -1 const.) vorhanden ist. 

Es ist aber leicht Beispiele zu konstruieren, bei denen die Betrachtung 
der zweiten' Variation ebenfalls nicht zurn Ziele führt, der letzte Umstand 
aber nicht stattfindet. Wir betrachten die Funktion 

Hier zeigt zwar schon sofort eine elementare Abschatzung des Integrals 
über f ,  dass die t-Achse x = O  ein Minimuin für unser Problem liefert. Wir 
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wollen deiinoch zeigen, dass die I<oiistruktion des 8 6 ebeiifidls niisfiilii.bar ist. 
Ein erstes Integral der Errlerschen Differentialgleichu~ig lautet nainlich hier 

Das Feld Po wird durch Extremalen erzeugt, für welche 

ist. Hieraus folgt aber 

und da die Grosse 1 monoton mit x wiichst, sielit inan leicht ein, dass 
unsere Voraussetziingeii für das Feld Po erfiillt siild. 

Die Eulersche Differentialgleichuiig lautet in unsereiii Falle 

und die Variation der Extreinalen x = O  führt wiederunl auf  die Jacobische 
Differentialgleichung = 0. 

15. nits zuletzt besprochene Problem kann als Schulbeispiel beiiutzt 
werden, uin den Unterschied zwischen der Hadamardschen, der Poincaréschen 
und unserer Feldkonstruktion zu beleuchten. 

Herr HADAMARD und Herr RADON benutzen Extrenmleristücke deren 
Eudpunkte gleiche Ordinnten haben und den Abscissenabstand Eins besitzen. 
Für derartige Extreinalen muss die Koilstaiite in (10) kleiner als Eiris sein 
und diese Differentialgleichung also lauten 

Die Extremalen unseres Feldes Fo führen anderersei ts iiach (1 1) 5511 Werten 
der l~etreffendeii Koiistante, die die Einlieit überschreiteii. 

Die Poincarésche Methode endlich beiiutzt ausschliesslich die sogenaiinten 
asymptotischen Extremalen, deren Differentialgleichung in  unserem Beispiele 

(oder x = & x2) lautet. 
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Es ist nicht uninteressant zu konstatiereii, dass diese drei Arten von Extre- 
inalen, die in  der Regel voii eiiizmder verschieden sind, jede für sich zu 
eiiiem und demselbeii Zweck benutzt werdeii koiinen. Es konnen allerdiiigs, 
wie im Bcispiele des 5 13 die asyinptotisclieii Extreinden POINCABÉS und dieje- 
riigen, die HADAMARD benutzt hat, maiichnial zusatnmenfallen. 

16. Der Poiiicarésclie Sata. - Die Tlieoiie der geschlosseiieii E x t r e n ~ a l ~ n  
i n  der Ebene, oder was dasselbe ist, der ebeneii periodischeii Vaiiatioiispro- 
bleme mit der Periode Eins wiid durch eiiieii Satz von PO INCA^& beherrscht, 
den innn - indem man ihn noch gehorig prazisiert - folgeiidermnsaen 
ausspreclieri kann : , 
' 

Bezeichizet n m z  zoiederum 1 ? 2 i t  Io d m  Integl-al ü h e ~ .  f(t, x, x) Zaugs 
del. t-Achse über dus Interval2 O s  ts 1, so ist folqende Bedingung nottoendig 
und Izin~*eichend da für ,  dass es Ve~yrleichskulven y, gebe, deren  Endpunkte  
gleiche 01.dinaten und  d ie  AbscissenrZiffeg.enz Eins besitzen, fiil '  welche das 
Kurveninlegval e inen  Wert 

JO < Io 
besitzt : 

E s  gibt rizindenstens eine ganxe Zaht  n 2 1 devnrt ,  dnss gewisse Vels- 
gleichskurven y, die den  Anfnngspultht O del. Koor-dinaten m i t  denz Pun- 
ktu 0, ve.rbinden, tlessen Koot-tlinaten x - O, t = n sind, e i n h  W e v t e  J 
des Va-r.iatio~zsinteg~.als entspvechen, füj- zoeichen die Bedingzcjzg 

J <  nl,. 
besteht. 

Mttn hnnn  aussevdeuz vo'mussetzen, dass y, aus  e inem Polygon olzne 
Doppelpunhte bestciht, das die  t-Achse nirgends tv-ift, und dnss y ebenfalls 
e in  Polygoiz o h ~ e  Doppelpunhte is t ,  d m  im kleinsten S t re i f en  liegt, de r  
durch  d ie  t-Achse und  eine Parallele zu diesel. Gevadew bey-enz t  w i v d ,  
und  der  y,  enthalt.  

17. Wir nehmen zuiiachst an, es gebe eiiie Kurve y, dereii Endpuiikte C 
und D irgendwo auf der V-Achse liegeii und für welche das entsprecheiide 
Kur venintegral 

Jc r: 

ist; dabei sol1 C links von D liegen uiid I a  das Integral laiigs der t-Achse 
zwischen dei] Purikten C' uiid D bezeichnen. 
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Man kaiin nuil zunachst 7 durch eiii Polygoii y' mit deiiselbeii Eiidpini- 
kten C uiid D denwt approxiiniereii, dass ersteiis das Iiitegral J' iiber d i~s  
Polygoii y' genonmeii die Bedingung 

erfiillt, uiid zweiteiis keine eiiizige Seite voii y' der t-Aclise piti.allel sei. 
Das Polygori f begegiiet daiiii der t-Aclise i i i  Iiochsteiis e~tdl ich  vie1t.n 

Punkteii. 
Wir bezeichiieii mit A deiijeiiigeii dieser Sctiiiittpiiiikte, der nin weitesteii 

links liegt ; dieser Punkt A kaiin iiatürlich m c h  init C zusnmiiieiift~lleii. 
Durch A wird auf y' eiii Polygoiizug y', bestiinint, der d mit D verbintlet 
und von dem kein innerer Piinkt mit ,4 zusa~nmeiifiillt. TVir bezeichiieii 
mit B den Schnittpuiikt von y', mit der t-Aclise, der an1 weitesteii i'echts 
liegt, und der eveiituell auch mit D zusaiiiiilenfiilleii kiiiiii. Diirch B wird 
auf y', eiii Polygonzug y', bestimint, der i n  A begiiiiit, i t i  B eiidet iiiid 
keinen iniiereii Punkt besitzt, der mit B zusaiiimeiifallt. Nun besteht für den 
Wert J', unseres Kurvenintegrals über y',, weil f(t, x, x)  ) O ist, die Re- 
lation J', 2 J'; dagegen ist I z r  I a  und wir habeii also, wegeii (12), 

J', < 1;. 

Die Anzahl der Schnittpuiikte von y', i i i i t  dei' t-Aclise ist nicht grosser 
als die der ursprünglichen Kurve y' und wir haben jedenfalls gewoiinen, dass 
diese Schnittpunkte alle auf der Strecke A B  liegen. 

Im Falle iiuii, dass eiii iiinerer Piiiikt E von y', sich noch auf der t-Achse 
zwischen A und 13 befiiidet, betrachteii wir die zwei Teilbogen y', uiid y',, 
in die y', diirch E zei-legt wird, iiiid voii. deiieii der erste A mit E, der 
zweïte aber E mit B verbindet. TVeiiii mari mit J' ,  bzw. J', die dieseii 
Teilbogeii entsprecheaden Werte des Kurvenintegrals bezeichiiet, so folgt aus 

J', + J', = J', und 1: + 1; = 1: 

in Verbindung mit (13), dass nicht gleichzeitig 

. J I a  2 If uiid Jf4 / I g  

stattfinderi kaiin. Es ist also z. B. 

iiun besitzt aber das Polygoii y', sicher toeuigeg- Schiiittpuiikte mit der 
1-Achse als y'. Wir iiennen das .Polygon y',, das wir so koiistruiert haben, 
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und peri~dische~ Variationsprobleme 307 

y" und iteriereii das ganze Verfahren. Schliesslich erhalten wir ein Polygori y(') 
mit den Endpunkteii L und M, das keinen einzigeii inneren Punkt besitzt, 
der auf der t-Achse liegt, und für welches ebenfalls die Beziehurig 

J(") < 12 
gilt. 

18. Wir verschieben nun y(') un1 eine endliche Anzahl von Perioden 
nach rechts oder links, bis der Puiikt L in  das Intervall 0 5 t < 1. gebracht 
wird. Wir bezeichnen mit y:) das Polygon in seiner neuen Lage, und mit P 
und & seine Endpunkte. Ferner sei 0 ,  eiii Punkt der t-Achse mit ganz- 
zahliger Abscisse, der rechts von Q liegt. Wir konneii nun auf y:) einen 
inneren Punkt P, so nahe an P und einen innereii Punkt Q,  so nahe an Q 
wahleii, dass, weiin wir mit 7 dasjenige Polygori bezeichnen, das aus den 
geradliriigen Streckeii O P ,  und &,O,, und aus den~jenigen Teil von y:) besteht, 
der zwischen P, uiid 9, liegt, und ferrier mit y dasjenige Polygon ohne 
Doppelpunkte, das aus y durch Ausloscheii der noch in6gliclierweise vorhan- 
deneri Schleifen gewonneii wird, dns Kurvenintegral J über y der Bedingung 

(14) J < nI, 
genügt. 

19. Es sei nun y ein Polygon ohne Doppelpunkte, das O mit O,, ver- 
bindet, keinen inneren Punkt auf der t-Achse besitzt, und für welches, bei 
~ ~ O g l i c h s t  kleinern Wevte  v o n  n, die Bediiigung (14) besteht. 

1st 1% = 1, so sieht man leicht ein, dass es Polygone y, gibt, deren End- 
piinkte gleiche Ordiiiaten besitzen, für welche JO < T,, ist und voii deneu kein 
eiiiziger Puiikt - anch nicht ein Eiidpunkt. - auf der t-Achse liegt. 

Wir nehrneri also an, es sei 9% 2 2 ;  uin ein bestiinmtes Bild zu haben, 
konneii wir ferner voraussetzen, dass die Kiirve y obevhalb der t-Achse ver- 
lauft. Wir bezeichiieii mit M deiijenigen Punkt von y für welchen die Ordi- 
nate x am grossten ist, oder - falls es nuf y mehrere Puiikte mit gleicher 
&iIaximalordinate gebeii sollte -- denjeiiigeri unter alleii diesen Punkten 
der die giosste Abscisse t besitzt. 

Es seien y' uiid y" die beiden Teilpolygone voii y, von denen das erste O 
mit Ml dits zweite M mit 0, seibiiidet. Wir bezeichiieii ferner mit G das 
Gebiet, dessen Begrerizung erstens aus alleii Punkten der t-Achse rechts von O,, 
besteht, zweitens aus y" und dritteiis aus einer Halbgeraden, die im Punkte M 
beginiit und einen Wiiikel von 48" mit der positiveri t-Achse eiiischliesst. 
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-Nun betrachten wir den Polygonzug y',, der entsteht, weriii wir y' um 
eine Periode nach rechts verschieben. Der Aiifangspuiikt O, voii y', liegt 
ausserhalb, der Endpunkt Mi dieses Kurvenstückes iin Inneren von G. Also 
besitzt y', inindestens einen Punkt S, auf der Begrenzung dieses Gebietes, 
und da y', keinen Punkt auf der t-Achse rechts von 0, und 'ebenfalls keinen 
Purikt mit grosserer Ordiriate als M besitzt, muss notweiidig S, auf y" liegen. 
Der Purikt Si ist aber :tuf y', das Bild eines Punktes S der auf y' liegt, und, 
was sehr wichtig kt ,  S lie@ auf y zwischen O und S,. 

20. Durch die beiden Punkte S und Si werden auf y drei Teilpolygone 
bestimiiit, die wir der Reihe iiach mit y,, y,, y, bezeichnen. 

Die Integrale liitigs dieser Polygone nennen wir J, , JE, J3 . Verschiebt 
man nun y, um eine Periode nach links, so erhalt innn ein neues Polygon y',, 
dns mit y,, zusninmen eine Vergleichskurve dnrstellt, die O mit O,,-., ver- 
bindet und keine inneren P~inkte aiif der t  Achse besitzt; dieser K w v e  (die 
übrigeiis auch Doppelpunkte besitzen kanii) entspricht aber der Iiitegrdwert 
Ji + J 3 .  Jedenfalls ist aber, wegen der Voraussetzungen a m  Anfang des 5 19. 

Aiidererseits haben wir aber 

aus dei1 beiden letzten Relationen folgt nlso 

Wir konstruieren nui1 dns eiiide~itig bestiiiiinte unendliche Polygon r, 
das durch periodische Wederholuug von y, entsteht und bezeicliiien mit y', 
eiiien Teil dieses Polygoris, desseii Endpunkte gleiche Ordinaten und die 
Abscisseri t = O  bzw. t  = 1 besitzen; dabei sol1 y', so gewahlt werden, dass 
durch periodische Verschiebuiigen voii y', wiederiim r erzeugt wird. Endlich 
bezeichnen wir mit y, dasjenige Polygoii oline Doppelpunkte, das ails, y', 
entsteht, wenn mari die durch die letzteii Operationen moglicherweise lieu 
entstandeneii Schleifen ausloscht. Da nun, wenn nian mit J', und JO die 
Werte unseres Kurveiiintegi.als über y', bzw. y, bezeichnet, die Relntioiien 
J' ,  = Jz und JO J', besteheii, hat niari scliliesslich JO < I o ,  womit die eine 
Halfte des ~oirica~réscheii' Satzes bewieseri ist. 

21. Es sei uingekehrt y eine beliebige Kiirve, deren Endputikte Po und P, 
gleiche Ordiiiateii uiid die Abscisseii t = O  bzw. t = l  besitzeii, und für 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



welche der eiitsprecheride Wert & des Kurvenintegrals der Bedingung 

genügt. Wir bezeichiieri mit yk die Kurve, die aus 7, entsteht, wenn man sie 
um k Perioden nach rechts parallel zur t-Achse verschiebt, und mit Pki 
Pk+i ihre Endpunkte. Nun konstruieren wir eine Kurve y ,  die nus deii gerad- 
linigeii Strecken O-, I', und P,O,+, und nus den sn aufeiiiaiiderfolgei~de~~ - - 

Kurvenstücken y,, y ,,..., y,-, besteht. Bezeichnet inan mit 7 den Wert des 
Kurvenintegrals genotnrnen über?, so ist wegeii (15) bei hinreicheiid grossein nz 

Die Kurve Y besitzt also die Eigenschnften, die wir voii der gleichna- 
migeii Kurve im 5 1 7  vorausgesetzt haben. Unsere obigen Ausführungen er- 
laubeii 'un's eiii Polygon y und eiii Polyg61i y, zu konstruieren, wie dies durch 
deil Poincarésclieii Satz des 5 16 verl&iigt wird. Hierimit ist aber dieser Snte 
in alleii seinen Einxelheiten bewiesen. 

22. Im Fnlle, dass ein Punkt A auf der t-Achse einen konjugierten 
Punkt A* auf dieser Achse besitzt, gibt es nntürlich iii jedein Streifen, .der 
die t-Achse enthalt, Kurveri y, die deii Bediiigungen des 5 17 geiiugeii. Aus 
dem Poiiicnréschen Theorem folgt demnach der Satz; 

Füj- dns Eint?-eten des Minimums ist es notzoendig, ditss kein Punkt 
del- t-Achse einen konjugiel-ten Punkt auf dieseî. Achse besitzt. 

Iin Gegensatz zuin Satze, den wir in1 5 16 auspesprochen haben, ist 
diese letzte Bediiigung aber lticht hin~~eichend. Sie 
seiii, ohne dass ein Minimum stattfiiidet. ' 

Betraohteri wir z. B. dm Variatioiisprobleiii, das 

kann selir wohl erfüllt 

zu der Funktion 

gehort; man sieht durch Abscliatzung des Iiitegrals sofort ein, dnss bei 
diesein periodisohen Variatioi~sproblenle kein Miiiiinuin in unserein Sinne 
stattfindet. 1st nuii y' eine Vergleichskurve, die O mit O, verbiiidet und 
deren grosster Abstand von der t-Achse mit h bezeichnet sein moge, so ist 
die Lange dieser Vergleichskurve iiicht kleiiier als 2 9tY + 4hZ. Langs der 
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ganzen Kurve ist aber t 1 -t- X~ 5 v1 + h4;  wir erhalteii also, durch Abschat- 
zung des Kurveniiitegrals 

Aiidererseits ist 
10" - 
(, - T t ;  

2 
nîan kat also stets J > I F ,  sobald h .=: - ist, woraus folgt, dass keiri konju- 

12 

gierter Punkt zwischen O und 0, liegen kaiiii. 

23. Um dieser Erscheiiiaiig, die noch nicht bemerkt wordeii zu sein 
scheiiit, auf deri Gruiid zu geheii, uiitersucheii wir die Extreinaleii des letzteii 
Pïobleins, die diirch Integratiori der Differeiitialgleichuiig 

oder 

gewonneri werden. 
- Iiisbesoiidere werdeii die Extreinaleii, die durch den Aiifsingspunkt der 

Koordiiiaten gehen und i i i  der obereii Halbebeiie liegeri, durch die Gleichung 

oder, iiidein mar. x = au  setzt, durch die Gleichuiig 

daigestellt. Diese K~i rven  habeii eiii Maximum iin Piriikte x = a ,  t =t,, wobei 

ist. DiIari sieht also, dass 
liin t ,  = oo 
a 4  
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ist. Im Iiitervalle 0 s  t < t, wiid die Extrenmle direkt durch die Gleicliung (17) 
durgestellt, und die Gesnintheit der so abgeschiiitteiien Estrenialeii bildet eiii 
Feld, das jedeii Punkt der .t-Açhse in seinein Inneren entlialt. & h i  sieht dies 
am leichtesten ein, wenn man benierkt, dass nach (17)) solaiige a' > x2 ist, 
fiir feste Werte voii x und variables .a die Abscisse t eine monotone Fuiiktioii 
von a ist. Die Veilaiigeruiig der Extremiile über ihren 1Iasimalpniikt hiiiniis 
wird nun durch die Gleichung dargestellt: 

Hieraus eiitnimmt man aber 

ails dieser 1etzten.Gleichung folgt aber, dass für fest gegebene Werte von a < 1, 
at 

Werte voii x zwischen Nul1 und cc lieg&, für welche - verschwiiidet. 
aa 

Diese Extremaleri berühren nlso ihre ~ r i v e l q p e  vor ihrem zweiteri Schni tt- 
punkt mit der t-Achse ; hieraus schliesst inan, wenn man alles zusammenfitsst, 
dass die t-Achse eine Asymptote dieser Enveloppe ist. 

24. Man kann nuil ganz allgemeiii beweisen, dnss, weiin bei eiiiein perio- 
disçhen Variatioiisproblein das Extremalenbüschel durch deil Aiifaiigspùiikt 
der Koordinaten eine die t-Achse niclit 
treffende Enveloppe besitzt, die diese 
Achse zur Asymptote hat, ein Minimum 
in unserem Sinne nicht stattfiiiden kann. 

Wir betrachteii wie iin 5 6 das 
Büschel der Extremaleii, die ihren End- 
puiikt iii O liaben, und bezeichnen mit E,, 

/&Q 
O-,,, C" O 

Fig. 2. 
den Schiiittpunkt,ihrer Enveloppe mit der 
Ordinate t = - n (S. Fig. 2;). Wir verbinden E,, mit einem P~iiikte C, der 
t-Achse dnrch eine geradlinige Strecke, die den von n uiiabhaiigigeii Wiiikel a 

mit der t-Achse einschliesst, und bezeichiieii mit T i ,  den Wert iinseres In- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tegrals Iarigs dieser Streçke. Daim ist, weil der Abstand zwischcii E, und 
der t-Achse gegeii Nul1 konvergiert, . 

liin K,, = O. 
11 a2 

Feriier betrachten wir das Extreinaletistück, das den Piiiikt O-,-, iiiit En 
verbiiidet und bezeichnen mit H,, das Iiitegral laiigs dieses Extremnlenstückes; 
ebenfalls bezeichnen wir init I,, das Integral !aiigs derjenigeii Extrenlale des 
Feldes, die En mit O verbiiidet. 1st danil der Wi i i~e l  a hinreichend klei~i, so 
ist nicht nur stets der Puiikt C,, rechts von O-, ,  soiiderii es gelteii fur grosse gz 

die Gleichungen 
0 

Hn + a& = (O 5 8,s 1) 

und 
O 

In=82Kn + Ion ( O s  8, < 1). 

Durch Addition dieser beideii Gleichungen erhalt man dttnn: 

O H , + I , , = I  0 4 - i  + (8, -- 8,)Kj, 

= (n + 1) Io t BK, 18 I =  ( 1. 

Nun sei A ein fester Puiikt der Enveloppe und B ein zweiter fester Punkt 
dieser Enveloppe zwischeri E,, und A. Wir wahlen B so nahe an A, dass, wenn 
inan- mit J i  das liiteg'ral langs der Enveloppe und init 12 das Integral 15iiigs 
der Extremaleri zwischen B und A bezeichnet, 

ist. Niin ist wegen des Eiiveloppensatzes, wenn man das Integral langs der 
Enveloppe zwischen E,, und A mit Jifi und dm Integral langs der Feldextre- 
malen zwischen A und O mit TA bezeichnet, 

d 
4 ,  = Jxn + IA 

B 
= J , + ~ + I A + ~ .  

Wir haben also ' 

und fur hiiireichend grosse Werte voii n 
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Der Ausdruck liiiks ist aber der Wert des Iiitegrals langs eiiier Vesgleichs- 
kurve, die O-,-, mit O verbindet. Snch dem Poilica~.&schen Satze davf also 
kein M i n i î w m  stattfinden. 

25. Periodische Probleme im drei-dimensionslen liaurne. - Wir werden 
im'  Folgendeii Variatioiisproblenie im Raume der x, y, t behaiideln, für welche 
die Funktion unter deni Iritegral die Gestalt 

besitzt. Hierbei soll 

gesetzt werden, r'y(q'2) im Intervalle O s r " p z  monoton mit r zunehmen, 
und ( q ( 1 a 2 )  in diesem Intervalle beschrankt sein. 

Um das Integral über (18) Iangs eiiier Vergleichskurve bequem abscha- 
tzen zu konnen, behaiideln wir zunachst folgendes elemeiitargeometrische 
Problem. 

Wir betrachten einen Rotationszylinder K von der Hohe k und dem 
Radius r und wahleii zwei feste Punkte A und B, die auf den Kreiseii 
liegen, welche die Grundflacheii des Zylinders K begrenzen. Ferner be- 
trachten wir einein 'konzentrischen unbegrenzten Zylinder von1 Radius 
( 1 -  + h), wobei h > 0.ist.  Es soll die Lange des kürzesten Weges abgeschatzt 
werden, der A mit B verbiiidet und mindestens eineri Punkt C des grossereri 
Zylinders Ki enttialt. 

Es  ist fast evident, dass man unsere Frage folgenderniassen beantworten 
kann: Wir betrnchteii eiiie beliebige Tarigentialeberie des Zyliiiders Ki,  be- 
zeichneii mit A ,  den spiegelsymmetrischen Punkt Ton A. bezüglich dieser 
Tangentialebene und berechnen das Minimum der Strecke A,B, wenn die 
Tangentialebene variiert. 

Bezeichnen wir mit Br  die Projektion von B auf die Bnsis des Zylinders K, 
so erhalt mari: 

A,B = dhP + (A,Br)2, 

und unsere Frage ist auf da,s ebeiie Problem zurückgeführt, das darin besteht, 
diis Miiiiinum von A,Br abziischatzeii. 

Amiali di Matcmalica. Seiia 1V. 'J'uiiio II .  40 
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26. Wir bezeichnen (S. Fig. 3) mit a deil gegebeiien Winkel AOB' und 
init 9 den veranderlichen Winkel ,40P; daiin gelteil in1 Dreieck A,AB' fol- 

Fig. 3. 

gende Relationen : 

A A ,  = 2AN = 2[(13 + h) - 11 cos 8-1 

a 
AB' = 21. sin - 

2 

A ~ U '  = ANO 

Wir setzen zur Abkiirzung 

d a m  wird 
COS A,AB1 = sin u 

und das Dreieck A,AB1 liefert die Relation : 

Durch Ausrechnen dieses Ausdrucks findeh man nun : 

1 a 
- (A,B')' = (1" + h)' + I . ~  COS" - 2v(r 3- h) cos- cos u , 4 2 

= (Y + h)2 sin2 1. COS u - ( 9 ,  + IL) COS - 

Für  die Lange 1 jeder Kurve, die A mit B verbindet und deren grosster 
Abstand von der t-Achse gleich (1. + h) ist, haben wir deinnach die Relation: 

(19) 
a 

k2 -1- (1- + h)" sin2 - 
2' 
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27. Wir kehreii' jetzt zu unserem Variationsproblem (18) zurück und 
bezeichnen mit y eine beliebige Vergleichskurve, deren Endpunkte A ,  und Bo 
auf einem Kreiszylinder liegen, dessen Achse die t-Achse ist und der den 
Radius r,  besitzt. Bezeichnen wir jetzt mit k und u dieselben geonietri- 
schen Grossen wie oben und mit ri das Maximum der Entferiiuiig der 
Kurve y von der t-Achse, wobei auch ri = Y, sein kaiin, wenii y ganz in1 
Inneren des betrachteten Zyliiiders bleibt, so ist die Lange von y mindestens 
gleich 

In jedein Punkte von y ist aber, wegen der Voraussetzungen über 'g(1m2), 

v 1 + ~;q+*;) 2 v 1 + T2yJ(r2). 

Der Wert J unseres Kurvenintegrals Iangs y genügt also der Relation: 

Wir lassen jetzt bei konstant gehaltenen k und a die Grosse v., im Inter- 
valle O < Y, s p  variieren und wahlen dabei die Koiistanten k und u so, dass 
für diese Werke von 9. 

ist. Dann ist für alle unsere Kurven y, solange Y*, 5 v, 5 p ist, 

(21) J >  h. 

28. Nachdein wir dies vorausgeschickt htibeii, konstruieren wir die perio- 
dischen Varialiorisprobleme, die wir untersuchen wollen, folgeridermassen: Wir 
betrachten einen drei-dimensionalen Raum der x , ,  x?, t, der aus den1 soeben 
betrachteten Rauine der a, y, t mit Hülfe eiiier Schraubung Iangs der t-Achse 
hervorgeht. Die Transformationsfornielii lauten 

( x = x, cos pt + xp sin pt 

\ y = -'x, sin pt + x, cos pt. 
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316 C. CARATH~ODORY : Ueber geschloesene Extremalen 

Hieraus folgt durch Differenti a t' ion 

x?'-t- y? -= (4, + pxJ" (4, - 
sodass unser Varintionsproblem die endgültige Gestalt annimint: 

In diesein Variationsproblem komint die Variable t riicht vor, und wir 
k6nnen daher annehmen, dass es periodisch ist und die Periode Eins hat. 

29. Wir setzen in den letzten Formeln 

' 2n 
p z -  

m'  

wobei nt eine ganze Zahl bedeiitet, die riicht kleiiier als 2 ist. 
Betrachten wir ouil im Raume der x,, x2, t zwei Piiiikte A und B, die 

um n Perioden voiieinander verschieden sind, so eiitsprechen ihnen zwei 
Puiikte A und B im Rauine der x, y, t, die auf der Mantelflache eines 
Kreiszylinders liegen, desseii Achse die t-Achse ist und für welche mit den 
Bezeichilungen der $5 25 u. 26 

gesetzt werden inuss. 
Durch Spezialisierung der Funktion cp(v'7 erhnlten wir einen Einblick über 

die verschiedenen Verhàltnisse, die h'ier eiiitreten konnen. 

30. Erstes Beispiel. - Wir setaen 

und 

(25) 

Bernerken wir nun, dass für n = 1, 2, ... , ( m  - 1) nach (24) 

a , nz n 
k (r i t  - 1) und sin" = sine - 2 sin2 - 

2 112 n1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



und periodicrche Variationsproblen~e 31 7 

ist, so sehen wir, dass nach (25) die Bedingung (20) erfüllt ist. Hieraus folgt, 
dass für unser Problem die betreffenden Abschnitte der t-Achse gegenüber 
allen periodischeii Vergleichskurven, für welche die Periode 1, 2, ..., ( n a  - 1) 
ist, ein starkes Minimuin liefern. Für d i e  periodischen ~~~~~~~~~~~~~~~veiz 
mit del* Pel-iode il1 liefel-t aber dus enlsps-echeitde Stück del* t-Achse kein 
Min irnu,m. 

In der Tat kann man jetzt als Vergleichskurve im Raume der (x, , a,, t )  
das Bild einer Erzengenden des entsprechenden Zyliiiders im Raume der (x, y, t )  
wahlen, für welche das Integral stets kleiner als tu ist. 

Es ist selbstverstaridlich (cf. 5 21), dass der Poincarésche Satz hier nicht 
mehr gilt. Jeder Punkt der t-Achse besitzt sogar hier einen korijugierteii 

7t 
Punkt in1 Abstande -, was sehr leicht auszurechnen ist. 

C 

31. Zweites Beispiel. - Wir setzen 

y ( P )  = ri2. 

1st dnnn ?z nicht durch m teilbar, und verlauft eine periodische Vergleichs- 
kurve mit der Periode 18 iiinerhalb eines Zylinders init dem Radius 

X 
2 sin - 

m p "  - 
n '  

so folgt nus (20), dass das Kurvenintegral einen Wert J > n besitxt. Die 
t-Achse liefert' also ein starkes Minimum für hinreichend benachbarte perio- 
dische Vergleichskurven mit der Periode n .  

1st aber n = m oder gleich einem Vielfachen von 7 1 4  so sieht man wie 
obeii, dass kein Minimum vorhanden seiii kann. 

32. Wir halten jetzt im letzten Beispiel an der Grundperiode Eiiis fest 
und lassen m variieren. Dann folgt nus unseren früheren Ueberlegungen, dass 
für irrittionale Werte von sn allen periodischen Kurven mit der Periode 12,  

wenn sie in einer gewissen Nachbarschaft der t-Ache bleiben, eiii Wert 
J > iz des Kurvenintegrals eritspricht. 1st dagegen 9 1 1  ratiorial, z. B. gleich p: q, 
so gibt es periodische Kurven mit der Periode p für welche J < p ist. 

33. Herr RADON hat bemerkt, dass es im Raume periodische Variatioiis- 
probleme mit der Periode Eins gibt, für welche alleil periodischeri Kiirven 
mit dieser Periode ein Wert J )  1, des Kurvenintegrals eritspricht, wahrend 
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auf der t-Achse die aufeinanderfolgenden konjugierten Punkte die kleinste 
noch erlaubte Eiitfernung Eins besitzen (cf. 8 5). 

Da das Beispiel, dag e r  in dieser Hinsicht publiziert hat ('), den gestellten 
Aiiforderuiigen nicht genügt, hat er  eiii anderes konstruiert, das e r  vor 
Kurzem im Bd. IV der Hamburger Abhandlungen veroffentlicht hat. Man 
erhalt aber ein vie1 einfacheres und geoinetrisch durchsichtigeres variations- 
problem, wenn man den ursprünglichen Gedanken von RADON, der darin 
besteht, eine nichteuklidische Massbestimmung zu benutzen, konsequent 
durchführt. . 

34. Die Oberflache der Einheitskugel 

52-+y2 + c2 + ?= 1 

im vierdimensioiialen Raum der 5 ,  y ,  c, T, kann namlich mit Hilfe von drei 
Parametern LE, y, t folgendermassen dargestellt werden : 

1 y2 
C = ~ + x , + ~ z  cos nt 

1-x"yZ 
q = l + x z + y p  sin nt 

Für  xe i- y2 < 1 und - 1 < t 5 1 werden alle Punkte dieser Kugel mit 
Ausiiahme derjenigeii, die auf dem Kreise 5 = y = 0, 5" t2 = 1 liegeii' dar- 
gestellt. 

Aus (26) folgt für das Linienelement auf der Kugel 

Nu11 siiid die geodatischen Linien auf der Kugel gegeben clurclz die grossten 
Kreise, deren Gleichungen geschrieben werden konnen : 

5 = 4 + Pq 

z = y{ i- 67 ; 
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liierbei bedeuten a,  P, y, 6 I~~teg'ratioiîskoiistaiîte~~. Mit Hillfe von (26) fiiidet 
inibn hieraiif : 

-- 2x = u cos nt + siil nt 
1 - x' - y" 

-- 2y = y  cos nt + 6 sin nt. 
1 - x' - y2 

a cos nt + p sin nt = A 

y cos nt  + 6 sin nt = B 

1 - $ 2  - yz -- - A ,  

so folgt aus den vorhergehenden Gleichuiigen 

und hierslus 

Wir setzen jetzt, ahnlich wie iin 5 28 
' . 

x, = x cos nt + y sin nt, X, = % sin nt - y cos x t  

und erhalten aus (28) und'(29) fur die allgemeine Gleichung der Extremalen 

1 (a+6)+(a -6 )cos2n t t (p+y) s in2 .n t  

+~2-Yz -62  
2 

cos 2nt+(ap+y6) sin 2nt 

(30) 
1 (P -y) - (p -4- y) cos 2 d  +(a - 6) sin 2nt 

-- 

cos 2nt+(ap+y6) sin 2xt. 

Die Funktion unter dem Integral des transformierten Variationsprobleins 
lautet: 

(31) 
V n 2 ( 1  - x: - x ; ) ~  + 4((x,' + T G X , ) ~  -1- (LE,' - ~ c x , ) ~ )  

f =  1 + x;-+ x; 

Dieses Variationsproblem hat nach (30) lauter periodische Extremalen ini t 
der Periode Eins und auf jeder Extreinalen sind die konjugierten Punkte genau 
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um eine Periode voiieinander entfernt. Der Wert des Integrals langs eiiier 
Extremalen zwischeii zwei aufeinanderfolgenden konjugierten Punkten ist be- 
standig gleich n. 

Das Variationsproblem 

besitzt nun n~if  der t-Achse dieselbe Varirttionsgleichung wie (31); hier sind 
also wieder die konjiigierten Punkte uin eine Periode voneinander entfernt. 
Für jede periodische Vergleichskurve, die nicht mit der t-Achse zusaminen- 
fallt, ist aber der Wert J des liurvenintegrals über eine Periode genoiuimen 
grosser als 1,. 
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S u i  gruppi traiisitivi. Tot8a.lità, delle sostituzioni pei~triiital~ili 
c6ii tutte quelle di un dato grupyo. 

Mernoria, di PACIFICO MAZZONI (a Baril. 

1. Iri una nota piibblicata nei Reiidiconti della R. Accademia dei Liiicei 
inel 1923), mi occupai di alcune questioni sui gruppi transitivi di sostituzioiii; 
tra I'altro, determinai la totalith delle sostituzioni permutabili con tiitte quelle 
di un dato gruppo transitivo (problema che era  stato risoluto da1 JORDAN ilel 
solo caso di gruppi trarisitivi ?negolaî-i). 

Nella presente iiota risolvo il problema per un gruppo qualunque di sosti- 
tuziorii. In uiia prima parte, ritorno sui gruppi transitivi, per completare e 
dimostrare alcurie proprieta che in quella nota avevo soltanto enunciate; nella 
seconda parte coi-isidero anche i gruppi intransitivi. 

Premetto alcune ovvie considerazioni. 
Dato uii gruppo G traiisitivo di sostituzioni sopra n lettere a , ,  a,, ... , a,, , 

quelle sostituziorii di G che lasciano ferma una data lettera a ,  formano 1111 

sottogruppo I', di G. Siccoine G e transitivo, vi sark qualche sostituzione gi 
che porters  l a  lettera a ,  in un'altra prefissata ni (i = 1, 2, ..., n); e, corn' è 

noto, si potr& scrivere il qundro seguente di G rispetto a ï, : 

dove g,  = 1, e nella riga Lrna rgi si troveraiiiio tutte e sole le sostituzioni 
di G che portano L C ~  in ni (per i = 1, 2, ..., 12). Osserviamo: 

Il glsuppo tvasfolwnto gi-II',gi = I'i è costituilo da tutte e sole quelle 
sostituzioni d i  G clze non spostano la lettera a i ;  e cib 'qualunque sia 
i = l ,  2 ,..., 11. 

$fatti s e  y & iiiia. sostituzione qualunque di I', , la trasformata g,-'ygi lascia 
ferma a i .  Viceversa, se una sostituziorie g di G non spostn a,, la  trasformata 
giggi-( lascierk ferma a , ,  e dom& coincidere con una sostituzione y di I',: 
segue clie g = gi-'ygi, ossin che g appartiene a r;. c. il. d. 

È evidente che tut te  le sostituzioni della r iga .  jemm del puadvo ( 1 )  tjvasfor- 
inano pu?-e r, i 7 2  T l i .  

Aniiali di Matematica. Serie 17, l'cmo II. 41 
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Ora se il gruppo r, coincide con qualcuiio dei gruppi afirii I',, I',, ..., r,, 
ad eseinpio con I', , allora I', , oltre a laaciar invariata a , ,  lnscia iiilmutata 
anche a, .  E se invece I', non coiiicide con I',, allora il massimo sotto;ruppo 
conlune a I', e a F i  sarb precisamente quel sottogruppo di G che lascia ferme 
iilsieme a ,  e a i .  

I n  ogni caso, il  uzassirno sottogruppo co)~zune a I', e ai  suoi afini in G 
é l'identità (che lascia ferme tutte le lettere a , ,  a,,  ..., a,,). 

2. Cio premesso, supponiaino che in generale I', lasci ferme certe 9. lettere, 
che possiaino supporre sieno a , ,  a,, ..., a,. Allora i gruppi affiiii I', , I' ,,..., I', 
coincidono, ma sono diversi dai rimaoenti r,,, ; ... ; I',, . Diinostriaino che ha 
luogo il teoreina: 

Dato un gruppo transitivo qualunque G di sostitiizioiii sopra le IZ lettere 
a a , ,  a ,,..., a,, se I', é quel suo sottogruppo che lascia ferma a , ,  e se in 
a generale I', lascin ferme 7 .  lettere a,,  a,, ... , a,., e sposta tutte le altre, 

indicnto C O B  1 il  ??tassirno sottog~*uppo d i  G che contiene I', come sotto- 
g ~ ~ p p o  invnviante, questo gîuppo 1 é formato da  tutte quelle sostituzioni 

a di  G che polvtano la letteva a, nelle lettelBe a,, a,, ..., a,, ci06 è folbmato 
a dalle sostituzioni contenute nelle p i m e  r righe del q u n d ~ ~ o  (1) d i  G vispetlo 

a I',. Il nume?-O r é u ~ z  divisore d i  II P. 

Infatti I è costituito da quelle sostituzioni di G che trasforniano I', 
in I', stesso; esse sono precisameiite le sostituzioiii delle prime r righe del 
quadro (1) (le quali trasformano I', iii I', = I', = ... = r,). Inoltre se 1' ordine 
di l', è q, l'ordine di G é qn e quel10 di I è qr ; onde segue che 1- è u i i  

divisore di 1 8 .  c. d. d. 
Segue che « ha luogo il quadro seguente, di I rispetto a l', B : 

Aggiungiaino che c le sostituzioiii di I non fanno altro che scanibiare tra 
a loro le lettere a , ,  a,, ..., a,, che ne costituiscorio dunque un sistema di 
a transitivith B .  

3. Se ai = a,, iiidicn uiia qualunqiie delle 1 .  lettere a, ,  a,, ... , a,. lagciate 
a ferme da I',, le generatrici g, ,  y,, ... , g, del quadro ( 1 )  portano la lettera ai, 

rispettivamente iii certe lettere a,, , a,, ,..., cli , ,  , che sono le stesse a,, , a ,,..., a,, 
in alti-O O?-dine B .  

Iiifatti I', si pub anche riguardare corne il sottogruppo di G che lascia 
ferma a,, (dato che I', coiiicide coii ï,; cioè I', si trova nelle stesse condizioni 
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rispetto ad  a, e ad  a,; e percib nella riga s.ma del quadro (1) si troverarino 
tutte e sole le sostituzioni che portano ai = a,, in una stessa lettera ais (N. 1). 

Ora possiamo dimostrare direttameiite un teorema fondamentale, che nella 
nota citata veiliva dedotto corne caso particolnre di un altro teorema. , 

Se G è u n  gvuppo tmmi t ivo  di sostituzioni sulle lettwe a,, a,, ... , a,, 
e ri è quel suo sottog~*uppo che ue lascia ferma u m  lettel=a, se Ti . lascia 
fevrne r lette?-e, allova esistono pj.ecisamente r sostituzioni distinte s o p ~ a  
a,, a,, ..., a,'che siel10 pe?.rnutnbili con tutte quelle di G : esse formano zcn 
g ~ u p p o  K ,  e ,sono della forma 

essendo ai, una delle suddette r lettes-e, ai,, ai,, ..., ain essendo quelle in 
cui ai, è portata 1,ispettivarnente dalle rnol,tiplicat~-ici g, ,  g,, ..., g, del 
qzsadl-O ( 1 )  di G vispdto a r i .  

Dimostriamo dnpprimn che la  sostituzione Si è permutabile con tutte le 
sostituzioni di G. Suppoiiiaino che una sostituzione qualunque g di G porti ak 
in a,; la trasforniata S,-*gSi portera a,, i n -  aiS. Bisogna provare che anche 
l a  g porta aik i;i a,$. 

Infatti ln gkg porta a, in  a,, e deve trovarsi nella riga sBma del quadro (1); 
sarh dunque g k g =  ygs . Segue che g = gk-*yg,; Ma quest' ultima sostituzione 
porta precisamente a,, in a,s (perché gk-, porta ai, in ai,, l a  y lascia fernrin ai , ,  

e la  g, porta a,,  in a,*); e dunque pure g porta a,, in aip. E siccoine ab é 
uria qunlunque delle lettere cc,, ..., a,, , anche ai, 8 poi una qualunque delle 
stesse lettere; e duiique l e  due sostituzioni Si-'gSi e g coincidono. c. d .  d. 

Resta d a  dimostrare che Si é 1' unica sostituzione sulle lettere a , ,  a 2 ,  ... , an 
che porti a ,  in a,, e sis permutabile con tutte quelle di g. 

Sin S infatti uiia sostitueione permutabile con tutte quelle di G .  Anzitutto 
S deve portare a ,  in una certa lettera ai = ail coinpresa t ra  a , ,  a,, ... , a,. 
(poichè in caso contrario tutte le sostituzioni della forrna S-IyS= y lascie- 
rebbero ferma uiis lettera diversa d a  a,  ,..., a,.). Ora, dovendo essere 
si ricava S=gk-'Sgk. Ma questa sostituzione porta ak in ai,, qunlunque sia k ( ' ) ;  
e durique l a  S.coincide precisa.mente con la Si. 

In conclusione, le 1.  sostituziorii SI, S , ,  ... , S,. sono tutte e sole quelle 

(i) La gh-1 porta a h  in  a,, la S porta per ipoteei a, in ni= ni,, e la g ~ .  porta ai, in 
a,; diinque gk-ISgk porta nk in  ni,. 
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domandate, aventi la  proprieta di essere permutabili con tutte le sostituzioni 
di G. Esse forinano evideiiteinente un griippo. 

4.  Il g v u p p o  K fomza to  dal le  r sos t i tuz ioni  S i ,  S , ,  ... , Sr pevmutabi l i  
con tu t t e  quelle d i  u n  gl -uppo transitive G,  é oloed~*icanzente  i son~o? . fo  al 
g r u p p o  conzp1ementai-e Il r, , essendo 1 i l  massinzo sottogrluppo d i  G che 
conlenqa ri  conze s ~ t t o g ~ ~ u p p o  igzvciginn.te. Inoltl-e K 2 anche oloedvicnmente 
isomol.fo a u n  c e r t o  sot togruppo d i  G.  

Anzitutto osserviamo che siccoine I', 6 invariante in 1, i l  quadro (2) di I 
rispetto a I', si pub scrivere nei due modi segiieiiti : 

iii altre parole: se i é iiiio dei nuineri 1, 2, ..., 7.) l a  totalith delle operazioni 
della forma yg, coiilcide con l a  totalitit delle operazioni della forma g , ~ ' ( y  e y' 
rappreseiitaiido operazioni di r,) ('). 

Ora se gi e iiiia delle rnoltiplicatrici g,  , g,, ... , y,., inolt,ipli~ando 11 s inis tra  
per q i  tutte le operazioni di I, le rigtie del quadro (2') veiigoiio a perniutarsi 
secondo la sostituzione corrispoiiileiite del gïuppo coinpleineiitiire siuisti.o?.so 
A = Il r, (3). Facciaino corrispoi~deïe allit sostituzioi~e Si data dalla (3) (e coiisi- 
derata a l  11. 3) que& sostituzione Ai sulle righe del quadro (2'), e diihostriaino. 
che la  corrispoiidenm cosl stabilita è iiiia relazione d'isomorfisino oloedrico 
t ra  i due griippi K e A. - 

Iiitanto, siccoine I', è invtiriaiite iii Tl il gruppo coinpleinentare III', è di 
ordine g*, e le sue sostituzioiii A , ,  A , ,  ... , A,. corrispoiidoiio biunivocamente 
a g i ,  g , ,  ..., g , . ;  dimodocliè la  çorrispondeiiza t ra  le sostitiizioiii S I ,  S2, ..., S, 
del griippo K e le sostituziorii A , ,  A, ,  ... , A,.' del gruppo A é biunivoca. Pac- 
ciaino vedere che a l  prodotto ShSi corrisponde hJ,. 

Iiifatti *(;, porta n ,  iii nk, = cc,, men tre Si porta O ,  in a ,  ; ondè S,Si 
porta a, in  a,, (lettera pure compïesa tra a , ,  tt ,,..., 0,); e sarA &,Si = Si,.  
D'altra. parte 1, porta 9 ,  in g k ,  inentre A, porta gh in ilili (O se  si vuole, porta 
le sostituzioni della riga krna del quadro (2') in quelle della riga ih.ma) ( 4 ) ;  

(2) Inftttti da gi-lygi = y' si r i w v n  yqi=  giy'. 

(9 )ni griippi coiiipleinriit:iri v. 1,. R I A N C R I :  Lezioni stilla teovin dei gvi~ppi  di soeti- 
tifiaioni e delle eqicnzioiei nlgehriclte secoldo Galois. (Pisa, Spoerri etl., 1900). 

(') La hi porta gk iii gigk. Mi t  gigk porta la lettern ni in  nik ,  e percib qigr si trova nella 
riga &.nia del qu:dro (2 i ,  o del qii:dro (2'). 
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e dunque la hkhi porta le operazioni della 1" r iga di (2') in quelle della riga 
iknma, e percib Akhi coiticide con A,,. Dunque a SkS, = S,, corrisponde AkXi = A i k ,  
e percib K è oloedricainente isomorfo al  gruppo complementnre sinistrorso Il I', . 

Ma quel10 sinistrorso è a sua volta oloedricamente isoinorfo al  gruppo 
complementiwe destrorso Il ri (7; la proprietà è dunque dimostrata. 

Per  dimostrare infine che I< e A e  III', sono alla loro volta oloedricamente 
isomorfi a un sottogruppo di G, osserviaino che alle operazioni g,, g,, ... , g,. 
corrispo~idono ne1 gruppo complementare siiiistrorso G 1 r, certe sostituzioni 
diverse 6 , ,  ô,, ... , 6,., e che al prodotto gig, corrisponde 6,6,. Allora facciaino 
corrispoiidere alle sostituzioni Si e hi  la Ôi (per i = 1, 2, ..., 9. )  : ad  SkSi e 
a Akhi corrisporiderà Bksi (poiché sin Akh, che 6,6, portano g ,  iri gigk):  dunque 
le  r sostituzioni 6,, ... , 6,. formano un sottogruppo di G 1 I', oloedricamente iso- 
niorfo a II  e a A. E siccome GJI', è a sua volta oloedricainente isornorfo a G 
(perché il mitssimo sottogruppo comuiie a I', e ai suoi affini in G è l), dunque 
il teorema e completninente dimostrato. 

5. Coiisideriaino alcuoi casi parLicolari importanti. Se r, si ridiice n 1, 
allora G ha. l'ordiiie eguale al  iiumero n delle lettere, e si chiama 1.egola1.e. 
Allora 1- diventa =n, il gruppo K diventa il cosiddetto gruppo congiunto 
di G, e si ritrova cosi un noto teorema di JORDAN, sulla totalità delle sosti: 
tuzioni perrnutabili con tut'te quelle del gruppo regolare G. 

Se i l  g m p p o  G é pi2 volte t~*ansi t ivo,  allora l', Iascia fa8nza u ~ z n  soln 
leliera, ci06 n l l o ~ ~ a  r si r iduce = 1 ; i l  g1~6ppo  K si r iduce cill'identità e 1 si 
,riduce a i', : ci02 allol-a non  esiste alcuna sostituzione sulle 2ettm.e a,, a,, ..., a, 
( t m n n e  l'identità) clte sin pel-ntutnhile con tu t te  quante le sostituzioni d i  G, 
e non  esistt. alcuna sostituzione d i  G che t ~ = a s f o m l i  r, in sé stesso, a l l ' i n f u o ~ i  
delle sostit~czioni d i  r, stesso. 

Irifatti allora 1' ordine di G è della forma qn = pn(n - l), dove q è 1' or- 

( 5 )  In  genernle, se  Q è lin gruppo, e r lin suo sottogruppo qualniique, dtil quadro 
G = (rg,; Tg,; ...; rg,,) si ottiene evidentciut.iite 17nlt,ro G = (g,-tr,; 9,-Ir,; ...; g,-iï',), pren- 
clciido le  iiiverse di tutte qiiante l e  opernriorii del piiiiio quadro (si penui clle su g =  ygr, 
ei I I R  g-,= gk-'y-l). Orn se s i  inoltiplicniio l e  operazioni del  1' qundro n de&n per yi, le 
sue ?z rigiie vengono n perrnutfirsi aiIo RtesSO iuodo corne.si periiiutrno le righe del 2" qiiaùro, 
qnnndo s i  ruoltiplicmo tutte le  sue operazioni a sinistrn per gi-' (per i l  fiitto ehe iiivece 
drlln ~ostitncione ygkgi si viene a prendera l'inversa gg-'gk-'y-'). Diinqiie i due gruppi 
coinpleinentari destroreo e sinifitrorso (211' coincidono, se si prnsnno corne gruppi di sosti- 
tuxioi~i sulle riglie dei due quadri coiisiderztti; e s e  iiivect, si pensano conie gruppi clle ngi- 
scono sulle iiioltiplicntrici, allora dall'uuo si ottiene I'altro, çarnbinndo l e  inoltiplicntiici 
g[ ,  g2 ,..., y, rispettivainente nelle al t re  9,-', ge-' ,..., g,-L. 
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dine di r , ,  e p l'ordirie del sottogruppo di G che lascia ferme due date 
lettere ('j). Dunque allora q = p ( n  - 1)) ed è q ) p, appeiia n > 2. Dunque I', 
non pub lasciar ferme due lettere, e di conseguenza si harino le altre pro- 
prie tA sopra enunciate. 

Altvettanto accade, se G é Z U L  g ~ v ~ p p o  t ~ a m i t i n o  no12 vegolave su un 
Izunlero pl.imo n d i  lette9.e. c. d. d. 

Infatti allora r, che è un divisore di  12 (V. II.  2), dovrk essere = 1, oppure 
= n. Ma non pub essere r = n ,  perchè I', non pub ridursi all'ideiititk (perchè G 
non A regolare); e dunqae sarà r = 1 ; ecc. c. d. d. 

Tornaiido al caso generale; se K è il gruppo formato dalle 7. sostituzioni (3) 
sulle lettere cc,, a,, ... , a,, perinutabili con tutte quelle di G, è facile vedere 
che a se una sostituzione S è permutabile con tutte quelle di G, allora O S 
a agisce su lettere tutte diverse da a,, a , ,  ..., a,, oppure S è il prodotto di 
a uria sostituzione di I< per un'altra che agisce su lettere tutte diverse da 
s a  ,,..., a ,= .  

6. Passiamo ora a risolvere il problema analogo per i gruppi intransitivi. 
Dato un gruppo H i?ztg*ansiti~o qualunque di sostituzioni, cerchiamo la totalità 
delle sostituzioni permutabili con tutte quelle di H. Le lettere su cui H agisce 
si possono scomporre, corn' è noto, in tanti sistemi di lettere 

(4) a,, a , . . . ;  b ,  b ,  . c i ,  c ,  . ecc., 

detti sistemi di transitivitk, tali che le sostituzioni d i  H portano le lettere di 
un sistema in tutte e sole quelle del10 stesso sisteina. Una sostituzione h di H 
si pub scomporre (in un modo unico) ne1 prodotto di uiia sostituzione g che 
agisce soltanto sulle lettere a,, a,, ..., per una g' che agisce soltnnto su 
b,, b2 ,..., per una g" che agisce soltanto su c , ,  c ,,...; ecc. Ln totalita di 
queste sostituzioni g forma un griippo G traiisit.ivo sulle lettere a , ,  a,, ...; 
la  totalità delle sostituzioni g' costituisce un altro G' transitive sulle lettere 
U ,  , b z ,  ...; ecc. 

Ora se k è una sostituzioiie sulle lettere a,, a,, ... permutabile con tutte 
quelle di G, se k' è una sostituzione sulle lettere b,,  b , , . . ,  permutabile con 
tutte quelle di Gr,  ecc., é evidente che i! prodotto k.k'.k" ... sarB una sostitu- 
zione sulle lettere (4) permutabilo con tutte quelle del gruppo dato H. Allora 
costruito (come a l  n. 3) il gruppo K formato dalla totalità delle sostituzioni 
sopra le lettere a, ,  a,; ... che sieno permutabili con tutte quelle del gruppo 

('9 V. BIANCHI:  Op. oit., 5 10. 
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transitive G, forinato ailalogaiiiente il gruppo K' per G', ecc., è evidente che 
il prodotto (diretto) de i  g m p p i  K, K', Ku ... 2 u n  g ruppo  di sostituzioni sulle 
le t tere (4) pe~wzutnhili  cort tut te  quelle d i  H. 

Iri genernle perb non si pub dire clie il prodotto (li, Kr, Kt' ...) esaurisca 
I N  totalità delle sostitiiaiotii richieste, perinutabili con tutte quelle di H. 111 

alcuni casi vi sono altre sostituzioni che haniio la sressa proprietà. 

7. Coiisideriaino infatti 1' esempio segueii te : Sia G un griippo transi tivo 
sulle lettere a,, a ?,..., a n ,  e sieno b, ,  b ,,..., h,, lettere diverse da  r r , ,  a, ,  ..., 0,. 

Se si trasforma G con In sostituzione 

si ottiene un altro gruppo Gr, siniile a G, le  cui sostituzioni si otteiigono d a  
quelle di G, cainbiando le lettere a,, ..., a ,  rispettivarnente nelle altre O ,,..., b,, ; 
e G r  sarh pure trnnsitivo, corne G. Orit se  si moltiplica una sostituzione g di G 
per l a  trasforlnata g' di G', e si considera l a  totalith dei prodotti gg' di due 
tali sostituzioni trnsformate, questa totalitk costituisce evidentemente un altro 
gruppo di sostituzioni H,  intg-ansitioo, i cui due sisteini di transitivitb sono 
a , ,  a ,,..., a,, e b, ,  b,, ..., b,, . Orbene, per  il gruppo H non è affatto ver0 
che i l  prodotto (K, Kr) coinprenda. tut te  le sostituzioni perinutabili con quelle 
di H. Irifatti a d  eseinpio l a  sostituzione seguente 

é pure permutabile con tutte quelle di H, poichè trasforma ogni g in g', e g' 
i r i  g, quiildi trasforma ogni gg' in sè stessa. 

E se ( ~ : l :  n i a 7 " ' ~  = hi rnppresenti~ una sostituzio~ie geiierica di K, 
a * ,  --. , 

e h a 7  41,) = V j  ne  rnppresenta una generica di Kr, anche l a  sostitu- 
bz 7 -.. 7 b,? 
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che possianzo SC?-évere : 

é pemtutnbile con tutte quelle di H. 
Pejs questo gruppo H clle abliianzo considemto t~*oviamo dz~nqzce non r2, 

ma 2rQostituzioni permutabili con tutte quelle d i  H stesso. Dimostriamo che 
non ce ne  sono nltw. 

Infatti se  un:^ sostituziorie ,S sulle lettere a , ,  . . . ,  a, , ,  b, ,  ..., b,, 15 permuta- 
bi.le con ogni gy', la, S O scnmbia tra loro a , ,  ... , a,, , e quiiidi anche b, ,  ... , b,,, 
e quindi trasforma'ogiii g in sé stessa, e g' pure; oppure la S porta a , ,  ..., a, 
iielle lett,ere b,, ..., b,, e viceversa, trasformando allora ogiii g in g', e g' in g ('). 
Dunque la  S, se non e 1111~ sostituzione del tipo 

é del tipo 

Ne1 primo caso la S si trova iiel prodotto (K, K'); ne1 secoiido cas0 essa 
si pub otteiiere moltiplicttndo quttlcuiia delle sostituzioiii (6): kik:j per la sost,i- 

Se il gruppo iiitransitivo dato H ha due sistemi di trnnsitività, allora il 
problema proposto è dunque risoluto; eriuricittmo il risiiltato otteriuto: 

. s Se H é un gruppo intransitive di sostituzioiii e le sue lettere si distri- 
buiscono nei due sistemi segiienti di transitivittc: a , ,  a, ,  ..., a,, e b,, O,, ... , b,,, 
per trovare ln totnlith delle sostituzioiii (sulle stesse lettere) che sieno peïmuta- 
bili con tutte quelle di H, si scompoiiga ogni sostituziorie di H iiel prodotto di 

( l )  Non pub nvveiiire clle la 8 porti, ad es., ni in ai, e an in b k ;  poichè, detta g unx 
sostituï.ione del griippo tran~it ivo G ln quclle porti n, in a,, allorn la  S-igglS=gy' porte- 
rebbe ai in b k :  assurdo. 

(9 Infntki Re la 8 è del tipo (7) H tr~sfornxt ogni g in y', e g' in q, aI10r~ i l  pro(10tt0 
della S per I R  (5) è tlrl tipo (6); e dovendo trnsforniare ogni y in sè stessa, e g' pure, detto pro- 

dotto sarh precisnniente = kiki. Si lia clunque 8. ( b l  7 
b* t "1 E:) - kiki, da cni aeglle 

al ,...y an, b, ,... 
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uiia g che agisca sulle lettere a, ,  a,,  ... , a,, per un'altra gr che agisca sulle 
lettere b,, b2, ... , O,,, e si consideri il gruppo transitive G formato dalla totalit5t 
delle sostituzioni g e il gruppo Gr costituito dalla totalith delle g'; si consideri 
inoltre il gruppo R formato dalle 7 -  sostituzioni (sulle lettere a ,  ,... , cc,) permuta- 
bili con tutte quelle di G e il gruppo Kr formato dalle s sostituzioni permutabili 
con tutte quelle di Gr: orbene, le sostituzioni q3ichieste, pewzutabili  con tu t te  
quelle del g?-uppo dato H sono precisarnente tut te  e sole quelle del prodotto 
di?-etto (K ,  IC), d i  ordine rs, t lmzne  ne2 solo caso  cl^ G e G sieno due  gr-uppi 
t ras fomut t i  1' uno '  dell'nltvo, e che ogni sostituaione d i  H sia i l  prodotto d i  
u n a  g d i  G per la ?~ela t ivn  trasforrnata d i  G r :  ne1 quale caso le sostitu- 
z ioni  vichieste sono invece in nurnero d i  2r3, e sono date dalle sostituzioni 
d i  ( K ,  Kr)  e da i  prodotti d i  queste u l t ime per u n a  sostituzione del t ipo 

la quale t7asfomza ogni g nella relat iva g' e viceversa (ci02 trasforrna G 
in G', e viceversa) B ('). 

Per assicurarsi infine se i due gruppi traiisitivi G e Gr sono trasformati 
1' uno dell'allro (O, come si dice, sono simili),  pub servire il teoreina seguente, 
dimostrato ne1 lavoro citato al n. 1. 

Se G e G' sono due gruppi transitivi, se I' 6 il sottogruppo di G che 
lascia fernia una sua lettera, e I" quel10 di Gr che ne lascia ferma una 
lettera, se vi A una relazione d'isoinorfismo oloedrico tra G e G' in cui a 
ogni sostituzione di G ne corrisponda una di Fr, e viceversa, allora G e Gr 
sono simili, cioè trasformati 1' urio dell' altro per mezzo di unn certa sosti- 
tuzione che porta le lettere a, ,  a,, ..., a,, dell'uno nelle lettere b,, h,, ..., h,  
deli'altro. E se  7 -  è il numero delle lettere lasciate ferme da I' O da 1", esi- 
stono precisamente r sostituzioni del tipo 

le quali trasformano ogni sostituzione di G nella corrispondente di Gr. Da 
uiîa di queste si ottengoiio poi le altre, moltiplicandola per le varie sosti- 
tuzioni del solito qruppo K' D. 

(g) & ovvio die in ta1 caso dere essere s =m, e olie se occorre, bisognlt miltare oppor- 
tunttmtmte l'ordine delle lettere b , ,  ..., b,,; irioltre olie non v i  è dtro cnso possibile. 

Aiinali d i  d iatc inat ica,  Serie IV, Tom0 II. 48 
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8. È facile estendere queste considerazioni a l  caso generale. Cosi se il 

gruppo transitivo G si trasforma con la sostituzione 

se Gr a. sua voltn si trasforma in Gu con l a  sostituzione (cd , C i  7 9 en), Con- 
bi, 62, 69, 

siderando l a  totalith dei prodotti gg'g" di ogni sostituzione g di G per la propria 
trasformata gr di G' e per l a  trasformata g" di G", si ottiene un gruppo intran- 
sitivo H sulle lettere a,, a,, ..., a,, b,, ..., hn, c,, ..., c,. Orbene le sostituzioni 
(su queste lettere) che sieno permutabili con tutte quelle di H si ottengono 
(tutte e sole) moltiplicando quelle del solito gruppo (K,  Ah KI') successivanîente 
per le 6 sostituzioni seguenti: 

c 

Tiitte queste sostituzioiii forinano ixn gruppo di ordine 61v3 = 7-"3! ('O). 

Analogamente, se i gruppi trasfornîati sono quattro G, G', Gu, Gff', allora 
le sostituzioni richieste sono in nunlero 1 . ' .  4! ( I l ) .  E cosi via. 

9. Ora possiamo enunciare il teorema finale. Considerato un griippo intran- 
sitivo qualunque H, e i suoi sistemi di transitività (4), considerati i soliti gruppi 
transitivi G, Gr, G", ... di cui al  n. 6, e i relativi gruppi K, Kr, K", ..., a l l o m  
se due qualunque d i  questi gvuppi  G, G', Gu, ... non  sono m a i  tmsfornta t i  
I'uno dell'nltp-O (il che accade certamente se essi non sono oloedricamente 
isomorfi, O se agiscono su lettere in nunlero diverso), a l l o m  le sostituzioni 
sulle lettere (4) che sieno perntutabili con tu t te  quelle d i  
sole quelle del podo t to  ( K ,  K', K ,... ). 

H sono tut te  e 

('0) Queste sostituzioni si possono indicare siinbolicarnente cosi: "3; (""3; r"); 
abc abc abc 

( j  ; ("a) ; (""") 
abc abc abc 

biteta . 
( I l )  Indicando infathi, breveiuente le sostituzioni richieste coi simboli (2::) ; ( a b c d  

ncbd 
~i rede die trli siiuboli sono in nuioero di  4! ,  e cùe l e  aoatitiuioni domandate 

soiio iii iiutiiero di v4.4!  c. d. (1. 
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Se invece due di questi gruppi, ad esempio G e G', soi10 simili tra loro, 
ma non simili ai rimanenti gruppi, e se ogni sostituzione di H contieiie il 
prodotto di una g di G per la relativa trasformata g' di G', allora oltre alle 
sostituzioni di (K, R', K",...) vi sono pure i prodotti di queste ultime per uiia 
sostituzio~ie del tipo (3) che trasforina G in G'  e viceversa, e il nuinero delle 
sostituzioni domandate allora raddoppia. Se invece tre dei gruppi G, G', Gu, ... 
sono simili tra loro, ecc., le  sostituzioni richieste si ottengoilo in modo ans- 
logo, e il loro numero é uguale all' ordine di (K, K', K ,  ...), moitipiicato per 3 ! 
E cos1 in generale, se si presentano diverse coppie di gruppi simili, O diversi 
sistemi di gruppi simili. 

Il problema di costruire le sostituzioni permutabili con tutte quelle di uii 
dato gruppo (transitivo O intraiisitivo) é cosl coinpletamente risolto. 
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Il giorno 22 giugno 1925 moriva in Gottiiiga il grande mateinatico 

P E L I X  K L E I N  
Una cominemorazione dell'illustre Estinto verra pubblicata in un prossiino 
fascicolo degli a Aniiali B. 

Il giorno 6 agosto 1925 moriva a Bologna l'ill~istre 

GREGORIO RICC1 CURBA SrI'RO 
professore nella R. UiîiversitSt di Padova, fondatore del Calcolo differenziale 
assoluto, di cui taiito si è giovata la teoria inatematica della relntivitk Anche 
di Lui verrh pubblicata negli a Annali B uiia comtnemoraxione. 
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